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Zusammenfassung

Es geht darum, die Stabilität einer periodischen Funktion p ∶ R→ R, die sowohl
Lösung einer Differentialgleichung mit konstanter Verzögerung als auch Lösung
einer Familie von Gleichungen mit variabler Verzögerung ist, zu vergleichen.
Als Ausgangsgleichung mit konstanter Verzögerung wurde folgende Gleichung
betrachtet:

x′(t) = g(x(t − 1)) für t > 0,

wobei g ∶ R → R eine ungerade stetig differenzierbare Abbildung ist. Bei der
Gleichung mit konstanter Verzögerung besteht das Spektrum des Monodromie-
operators nur aus den Werten 0 und dem einfachen Multiplikator 1, also ist die
periodische Lösung extrem attraktiv, während bei der Familie von Gleichungen
mit variabler Verzögerung ein Eigenwert λ von der 0 abzweigt und gegen −∞
wandert, wenn man die variable Verzögerung groß macht. Wenn der Eigenwert
λ den Einheitskreis bei −1 überkreuzt, gibt es eine Periodenverdopplungsver-
zweigung und die periodische Lösung p verliert Stabilität.
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I Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist, das Stabilitätsverhalten einer periodischer Lösung un-
ter dem Einfluss variabler Verzögerung zu untersuchen. Allgemeiner geht es um
den Einfluss variabler, zustandsabhängiger Verzögerung auf das Verhalten eines
sonst einfach strukturierten dynamischen Systems. Bei konstanten Lösungen
von Differentialgleichungen wie zum Beispiel

x′(t) = g(x(t − r))

mit g ∶ R→ R stetig differenzierbar, g(0) = 0, und konstanter Verzögerung r > 0
ändert sich die Variationsgleichung längs der konstanten Lösung t ↦ 0 nicht,
wenn man r > 0 durch eine zustandsabhängige Verzögerung d(xt) mit d(0) = r
ersetzt, die von der Lösung oder allgemeiner von ihrer Vorgeschichte

xt ∶ [−r,2] ∋ s↦ x(t + s) ∈ R

auf [t − r, t] abhängt. Daher bleibt das Stabilitätsverhalten der Lösung t ↦
0 bezüglich beider Differentialgleichungen auf dem Niveau von Linearisierun-
gen dasselbe (wenn man beide Gleichungen im Rahmen der für zustansdsab-
hängige Verzögerung entwickelten Theorie betrachtet [8]). Ein Einfluss zustands-
abhängiger Verzögerung auf die (lineare) Stabilität ist also erst bei größeren
invarianten Mengen möglich, etwa bei periodischen Orbits an Stelle von stati-
onären Punkten.
In Kapitel II wird eine autonome Gleichung mit konstanter Verzögerung wie
oben betrachtet, mit r = 1 und ξg(ξ) < 0 für ξ ≠ 0. Die Gleichung beschreibt
negative Rückkopplung bezüglich der konstanten Lösung t ↦ 0. Die Funktion
g ist wie in [8, Chapter XV.2] so gewählt, dass man eine periodische Lösung
p ∶ R → R mit Symmetrie p(t) = −p(t + 2) und minimaler Periode 4 explizit
ausrechnen kann. Die Differentialgleichung definiert auf dem Banachraum C =
C([−2,0],R) mit der Maximumsnorm einen stetigen Halbfluss S ∶ [0,∞)×C →
C durch

S(t, ϕ) = xϕt .

Hier ist xϕ ∶ [−2,∞) → R die eindeutig bestimmte Lösung mit Anfangswert
xϕ0 = xϕ∣[−2,0] = ϕ, und die Segmente xt sind wie oben definiert durch

xt(s) = x(t + s) für t ⩾ 0 und s ∈ [−2,0].

Die “Lösungsoperatoren” St = S(t, ⋅), t ⩾ 0, sind stetig differenzierbar. Über die
Stabilität des periodischen Orbits

O = {pt ∈ C ∣ t ∈ R} = {pt ∈ C ∣ 0 ⩽ t < 4}

entscheidet das Spektrum σ(MI) des Monodromieoperators MI =DS4(p0), also
der Linearisierung des Zeit-4-Lösungsoperators am Fixpunkt p0 von S4. Der Mo-
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I. Einleitung 2

nodromieoperator MI ist ähnlich wie bei Gewöhnlichen Differentialgleichungen
gegeben durch

Mχ = vp0,χ4

mit der Lösung vp0,χ ∶ [−2,∞)→ R der Variationsgleichung längs p,

v′(t) = g(p(t − 1))v(t − 1)

zum Anfangswert vp0,χ0 = χ ∈ C. Da die Ableitung p′ der Variationsgleichung
genügt, ist das Segment p′0 Eigenvektor von MI zum Eigenwert 1. Der steti-
ge lineare Operator MI ∶ C → C ist kompakt, daher besteht das Spektrum in
C∖{0} nur aus isolierten Eigenwerten mit endlichdimensionalen verallgemeiner-
ten Eigenräumen. Wenn zum Beispiel der Eigenwert 1 einfach ist (Dimension
1 des verallgemeinerten Eigenraums) und wenn alle anderen Eigenwerte ∣λ∣ < 1
erfüllen, ist der periodische Orbit stabil und exponentiell attraktiv mit asym-
ptotischer Phase. In Kapitel II wird

C =M−1
I (0)⊕Rp′0

gezeigt. Damit ist auch 0 ∈ C Eigenwert, und der geometrische Eigenraum
M−1

I (0) ist maximal mit Kodimension 1; der Eigenwert 1 ist einfach. Beim Be-
weis wird verwendet, dass Lösungen der nichtlinearen Differentialgleichung, die
von Segmenten nah am periodischen Orbit starten, den periodischen Orbit mit
ihren Segmenten xt für t → ∞ nicht nur exponentiell approximieren, sondern
ihn in endlicher “Zeit” erreichen und dann auf ihm bleiben. Mehr Attraktivität
geht nicht.

In Kapitel III werden �nichtinvasive Verzögerungsfunktionale eingeführt. Das
sind Abbildungen d ∶ C → [0,2], die auf dem periodischen Orbit den Wert 1
haben. Dann genügt die periodische Funktion p auch der Gleichung

x′(t) = g(x(t − d(xt)))

mit zustandsabhängiger Verzögerung. Auf Anfangswertprobleme mit Delay-Dif-
ferentialgleichungen dieser Art lassen sich die Resultate über Existenz und
Eindeutigkeit von Lösungen, die aus Monographien über Funktionaldifferen-
tialgleichungen [3, 4] bekannt sind, nicht anwenden [8]. Wenn d stetig diffe-
renzierbar ist oder allgemeiner, wenn d nur auf dem kleineren Banachraum
C1 = C1([−2,0],R) ⊆ C, mit ∥φ∥C1 = ∥φ∥C + ∥φ′∥C , definiert ist und stetig dif-
ferenzierbar ist und einer weiteren Glattheitsbedingung genügt, dann ist die
“Lösungsmannigfaltigkeit”

X = {ϕ ∈ C1 ∣ ϕ′(0) = g(ϕ(−d(ϕ)))}

eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 in C1, und
die stetig differenzierbaren Lösungen [−2,∞) → R der Differentialgleichung
definieren auf X einen stetigen Halbfluss F mit stetig differenzierbaren Lö-
sungsoperatoren [8]. Deshalb kann man wieder nach dem Spektrum des zu p
gehörigen Monodromieoperators M =Md = DF4(p0) fragen. M bildet den Tan-
gentialraum

Y = Tp0X = {χ ∈ C1 ∣ χ′(0) = 0} ⊂ C1
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der Lösungsmannigfaltigkeit X in sich ab und ist kompakt (Abschnitt III.2).
Der Monodromieoperator MI aus Kapitel II, bzw. die von ihm auf Y indu-
zierte Abbildung, ordnet sich als Spezialfall mit konstantem Funktional d ein
(Abschnitt III.4).

In Abschnitt III.3 wird gezeigt, dass für gewisse nichtinvasive Verzögerungsfunktionale
analog zum Fall konstanter Verzögerung in Kapitel II die Zerlegung

Y =M−1(0)⊕Rp′0

besteht. Andere spektrale Eigenschaften sind nur möglich, wenn die Werte d(ϕ)
abhängen von den Werten von ϕ nah bei t = −2. In Abschnitt III.5 wird eine
Klasse solcher Funktionale eingeführt. Sie sind von der Form

d(ϕ) = 1 + δ(ϕ(0) + ϕ(−2))

mit stetig differenzierbaren Funktionen δ ∶ R → [−1,1], die δ(0) = 0 erfüllen.
Man nutzt hier die Symmetrie von p, um d(pt) = 1 zu bekommen.

In Abschnitt III.6 und den folgenden wird komplexifiziert mit dem Banachraum
C1
c = C1([−2,0],C) an Stelle von C1 und mit

Yc = {χ ∈ C1
c ∣ χ′(0) = 0}

sowie
Mc ∶ Yc ∋ χ↦ vχ4 ∈ Yc.

Hier ist vχ ∶ [−2,∞)→ C komplexwertige Lösung der Variationsgleichung

v′(t) = g′(p(t − 1)){v(t − 1) − p′(t − 1)∆[v(t) + v(t − 2)]}, mit ∆ = δ′(0),

zum Anfangswert vχ0 = χ ∈ Yc. Für die Verzögerungsfunktionale aus Abschnitt III.5
mit

∆ = δ′(0) ≠ 0

wird gezeigt, dass die spektralen Eigenschaften des Monodromieoperators Mc

nicht mehr so einfach sind wie in den früheren Fällen. Der Punkt 0 ∈ σ(Mc) ist
immer noch halbeinfacher Eigenwert, aber es gilt

M−1
c (0)⊕Cp′0 ≠ Yc.

Gibt es nun auch Eigenwerte des Monodromieoperators, die von 0 und 1 ver-
schieden sind ? Um dies zu klären, wird in den Abschnitten III.7 - III.8 eine
charakteristische Gleichung für Eigenwerte λ ≠ 0 hergeleitet. Die Herleitung
beginnt in Abschnitt III.7 mit einer Übersetzung der Gleichung

(Mc − λ)χ = η

für λ ∈ C∖{0}, χ ∈ Yc und η ∈ Yc in ein Randwertproblem, die durch ein Verfahren
aus [7] inspiriert ist. Man nutzt aus, dass die Periode 4 der Koeffizienten in der
Variationsgleichung ein Vielfaches der “maximalen Verzögerung” 2 ist. Ist η ∈ Yc
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gegeben und gilt für χ ∈ Yc

η =Mcχ − λχ = vχ4 − λχ,

so genügen (u,w) ∶ [−b, b]→ C2 mit

u(t) = v(t + 3), w(t) = v(t + 1)

und geeignetem b ∈ (0,1) einer Differentialgleichung, die den Anfangswert (u,w)(−b)
sowie λ und η als Parameter enthält, und einer Randbedingung, die (u,w)(−b),
(u,w)(b), λ und η verknüpft. Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel für
inhomogen lineare Gewöhnliche Differentialgleichungen und einer Fundamental-
matrixlösung ergibt sich eine Darstellung von (u,w) als Funktion von λ und η.
Diese Darstellung liefert für λ in der Resolventenmenge ρ(Mc) = C ∖ σ(Mc),
wenn also Mc − λ ∶ Yc → Yc invertierbar ist, eine Formel für die Berechnung der
Resolvente

(Mc − λ)−1 ∶ Yc → Yc.

Für Eigenwerte λ ∈ σ(Mc) ∖ {0} gibt es nichttriviale Lösungen des Randwert-
problems mit Parameter η = 0. Dies drückt sich im Verschwinden einer Deter-
minante aus: So erhält man die charakteristische Gleichung

P (λ,∆) = 0

für die Eigenwerte λ ≠ 0 des Monodromieoperators Mc (Abschnitt III.8).

Die Darstellung der charakteristischen Funktion P (⋅,∆) ∶ C ∖ {0} → C in Ab-
schnitt III.8 ist noch nicht explizit genug für die Suche nach Nullstellen. Im
nächsten Abschnitt III.9 wird P (λ,∆) für ∆ ≠ 0 und λ ∈ C ∖ {0,1} ausgerech-
net als Kombination von Polynomen, Wurzeln, Cosinus hyperbolicus und Sinus
hyperbolicus. Es folgt, dass P (⋅,∆) auf C ∖ {0,1} holomorph ist mit einer heb-
baren Singularität bei λ = 1. Damit lässt sich zeigen, dass die Ordnung einer
Nullstelle λ ≠ 0 von P (⋅,∆) mit der Ordnung von λ als Pol der Resolvente von
Mc übereinstimmt. Bewiesen wird davon am Ende des Abschnitts III.8 nur eine
≥-Beziehung, die im Folgenden benötigt wird, um Vielfachheiten von Eigenwer-
ten (die Dimensionen von geometrischen und verallgemeinerten Eigenräumen)
zu bestimmen.

Die Abschnitte III.10-III.12 enthalten die Hauptergebnisse der Arbeit. Darin
wird eine 1-Parameterfamilie von nichtinvasiven Verzögerungsfunktionalen d∆ ∶
C → [0,2] mit Parameter ∆ ∈ R betrachtet,

d∆(χ) = 1 + δ̃(χ(0) + χ(−2),∆) für alle χ ∈ C,

mit δ̃ ∶ R2 → (−1,1) stetig differenzierbar,

δ̃(0,∆) = 0, δ̃(ξ,0) = 0, ∂1δ̃(0,∆) =∆.

Für ∆ = 0 hat man den Fall konstanter Verzögerung 1. In Abschnitt III.10 wird
am Ende bewiesen, dass bei ∆ = 0 ein negativer Eigenwert λ = Λ(∆) < 0 vonM =
Md∆ weg von λ = 0 verzweigt und für wachsenden Parameter 0 <∆→∞ streng
monoton fallend nach −∞ wandert. Dabei wird der Einheitskreis bei λ = −1 mit
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von Null verschiedener Geschwindigkeit überquert. Weitere negative Eigenwerte
außer Λ(∆) gibt es nicht. In (0,∞) gibt es auch keine Eigenwerte. Was in (0,1)
passiert, wird ohne detaillierte Beweise nur beschrieben: In (0,1) entstehen für
gewisse kritische Parameter ∆n > 0, n ∈ N, paarweise reelle Eigenwerte, deren
Fortsetzungen λn(∆) für ∆n <∆→∞ alle gegen 1 konvergieren. Für Parameter
∆ <∆n sollten Verzweigungen zu komplex konjugierten Paaren vorliegen.

Abschnitt III.11 behandelt Vielfachheiten von Eigenwerten im Blick auf Ver-
zweigungen weg vom periodischen Orbit O: Der Eigenwert 1 ist für alle ∆ > 0
einfach, und der Eigenwert −1, den es für genau einen Parameter ∆∗ gibt, ist
ebenfalls einfach. Dass auch Eigenwerte höherer Vielfachheit vorkommen, zeigen
die Betrachtungen aus Abschnitt III.10 über Eigenwerte in (0,1).

In Abschnitt III.12 wird beschrieben, wie aus den bewiesenen spektralen Eigen-
schaften der Monodromieoperatoren M∆ auf eine Periodenverdopplungsverzwei-
gung am kritischen Parameter ∆∗ geschlossen werden kann.

Die Arbeit hat 3 Anhänge über Untermannigfaltigkeiten von Banachräumen,
Komplexifizierung sowie Eigenschaften kompakter Operatoren, in denen Defini-
tionen und Hilfsmittel zusammengestellt sind.

Bezeichnungen, Konventionen, Fakten. N0 = N ∪ {0} bezeichnet die nicht-
negativen ganzen Zahlen.

AB bezeichnet die Menge aller Abbildungen einer Menge B in eine Menge A.

Der Abschluss einer Teilmenge M ⊂ T eines topologischen Raums T wird M
oder clM geschrieben.

Für komplexe Zahlen z ≠ 0, z = ∣z∣eiθ mit 0 ≤ θ < 2π, wird

√
z =
√
∣z∣ eiθ/2

definiert.

Cn×m steht für den Vektorraum aller Matrizen mit komplexen Einträgen, n
Zeilen und m Spalten.

Nullraum L−1(0) und Wertemenge L(V ) einer linearen Abbildung L ∶ V → W
werden mit Ker(L) und Bild(L) bezeichnet.

Ist V ein Vektorraum über K, K = R oder K = C und ist L ∶ V → V linear und
ist λ ∈ K gegeben, so wird gelegentlich

L − λ = L − λI = L − λId

abgekürzt, mit Id(v) = v.

Lc(V,W ) steht für den normierten Raum alle stetigen linearen Abbildungen des
normierten Raums V in den normierten Raum W , mit der durch

∣T ∣ = sup
∣v∣≤1
∣Tv∣

gegebenen Norm.
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Die Evaluationsabbildung

C([a, b],C) × [a, b] ∋ (ϕ, t)↦ ϕ(t) ∈ C

ist stetig, aber nicht lokal Lipschitzstetig, vergleiche z. B. [8].



II Eine periodische Lösung einer Differentialglei-
chung mit konstanter Verzögerung

II.1 Das Anfangswertproblem

Betrachte folgendes Anfangswertproblem mit konstanter Verzögerung

x′(t) = g(x(t − 1)) für t > 0,(II.1)
x(t) = φ(t) für alle t ∈ [−2,0],(II.2)

wobei g ∶ R→ R eine ungerade stetig differenzierbare Abbildung ist mit

g(x) = 1 für x ⩽ −b, g(x) = −1 für x ⩾ b, 0 < b < 1/3,

und mit g′(x) < 0 für −b < x < b. Insbesondere gilt g(x)x < 0 für alle x ≠ 0, und
Gleichung (II.1) beschreibt negative Rückkopplung mit Verzögerung 1 bezüglich
der konstanten Lösung t↦ 0. Die Funktion g wird in der Abbildung II.1 darge-
stellt:

b
x

−b
x

1 x

−1 x

Abbildung II.1: Die Funktion g ∶ R→ R

Wir betrachten den Raum

C ∶= {φ ∶ [−2,0]→ R ∣ φ ist stetig}

mit der durch ∥φ∥C ∶= max
−2⩽t⩽0

∣φ(t)∣ gegebenen Norm.

Sei x ∶ I → R, eine Funktion. Im Fall [t − 2, t) ⊆ I, mit t ∈ R wird das Segment
oder die Vorgeschichte durch xt(s) = x(t + s) erklärt.

7



II. Periodische Lösung, konstante Verzögerung 8

xt
x

t
x

t − 2
x

−2
x

rs x ∶ I → R
rs xt ∶ [−2,0]→ R

Abbildung II.2: Die Segmente xt

Definition II.1.1 (Lösung). Eine Lösung des Anfangswertproblem (II.1) ist
eine stetige Abbildung x ∶ [−2,∞)→ R mit x0 = φ, die für alle t > 0 differenzier-
bar ist und bei t = 0 eine rechtsseitige Ableitung hat, so dass Gleichung (II.1)
für alle t ⩾ 0 erfüllt ist (bei t = 0 mit der rechtsseitigen Ableitung).

Durch wiederholte Integration der rechten Seite von der Gleichung (II.1) auf
den Intervallen [n,n + 1] für alle n ∈ N0 kann man zeigen, dass es zu jedem
φ ∈ C genau eine Lösung xφ ∶ [−2,∞)→ R zu Gleichung (II.1) gibt.
Außerdem hängen die Lösungen stetig von den Anfangswerten ab:

Proposition II.1.2. Sei φ ∈ C, zu jedem T > 0 und zu jedem ε > 0 existiert
eine Umgebung U von φ ∈ C mit

∣xχ(t) − xφ(t)∣ < ε für alle χ ∈ U und alle t ∈ [−2, T ].

Siehe dazu [3, Section XV.1].
Da g ungerade ist, sieht man, dass mit einer Lösung x von Gleichung (II.1) auch
−x Lösung von Gleichung (II.1) ist.

Anmerkung II.1.3. Um Lösungen des Anfangswertproblems zu Gleichung (II.1)
zu bekommen, würde es genügen, Anfangswerte nur auf [−1,0] vorzuschreiben.
Wir betrachten Anfangswerte, die im Intervall [−2,0] definiert sind, im Blick
auf die Differentialgleichungen mit zustandsabhängiger Verzögerung, die im Ka-
pitel III untersucht werden.

II.2 Eine periodische Lösung p ∶ R→ (−1, 1)

Sei φ ∶ [−2,0] → R eine stetige Funktion mit φ(t) = t für alle t ∈ [−b,0] und
φ(t) ⩽ −b für alle t ∈ [−1,−b].
Wir konstruieren, ähnlich wie in [3, Section XV.2], zuerst die zugehörige Lösung
schrittweise auf den Intervallen [0,1 − b] ∪ [1 − b,1 + b) ∪ [1 + b,2].



9 II.2. Eine periodische Lösung p ∶ R→ (−1,1)

• Für alle t ∈ [0,1 − b] setzt man p(t) = t. Dann gilt

p′(t) = 1 = g(φ(t − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩽−b

) auf [0,1 − b].

• Für t ∈ [1 − b,1 + b] setzen wir

p(t) = p(1 − b) + ∫
t

1−b
g(p(s − 1))ds

= 1 − b + ∫
t

1−b
g(s − 1)ds

= 1 − b + ∫
t−1

−b
g(s)ds

Dann ist p auf [1− b,1+ b] differenzierbar und erfüllt die Gleichung (II.1). Man
sieht, dass p auf [1− b,1] monoton wachsend ist und auf [1,1+ b] fallend ist. Da
g ungerade ist, folgt

p(1 + t) − p(1 − t) = ∫
1+t

1−t
g(p(s − 1))ds

= ∫
+t

−t
g(p(s))ds

= ∫
+t

−t
g(s)ds

= 0 für 0 ⩽ t ⩽ b,

also insbesondere p(1 + b) = p(1 − b).

• Auf [1 + b,2] definiert man p(t) = 2 − t. Man sieht leicht, dass p auf [0,2]
differenzierbar ist. Gleichung (II.1) ist auf [1+b,2] erfüllt, wegen p′(t) = −1 und
weil für t ∈ [1 + b,2] gilt: b ⩽ t − 1 ⩽ 1, also b ⩽ p(t − 1), also g(p(t − 1)) = −1.
Das Segment −p2 hat nun die gleichen Eigenschaften wie φ . Man geht analog
wie oben vor und definiert schrittweise p auf [2,4] = [2,3 − b] ∪ [3 − b,3 + b] ∪
[3 + b,4]. Für φ = p4 erhält man eine differenzierbare Funktion p ∶ [−2,4] → R,
die Gleichung (II.1) auf [0,4] erfüllt, mit p(t) = −p(−t) auf [0,2] und mit der
Symmetrie p(t) = −p(t − 2) für alle t ∈ [2,4].

−2
x

−1
x

−b
x

0 b
x

1 − b
x

1 − b
x

1
x

1 + b
x

z
x

3 − b
x

3
x

3 + b
x

4
x

1 x

1 − b x

b x

−b x

φ

Abbildung II.3: Die Lösung p ∶ [−2,∞)→ (−1,1)
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Periodische Fortsetzung von p∣[0,4] liefert eine periodische Lösung p ∶ R→ R von
Gleichung (II.1) mit den folgenden Eigenschaften.

Proposition II.2.1 (Periodische Lösung). Es gibt eine Lösung p ∶ R→ (−1,1)
von (II.1) mit p(t) = −p(t − 2) für alle t ∈ R (insbesondere hat p die Periode 4)
und

(i) p(0) = 0,

(ii) p′(t) = 1 auf [0,1 − b],

(iii) p(1 + t) = p(1 − t) für alle t ∈ [0,1].

Gleichung (II.1) zeigt, dass p zweimal stetig differenzierbar ist. Wir werden im
Folgenden zeigen, dass der Orbit

O ∶= {pt ∈ C ∣ t ∈ R}

extrem attraktiv ist, im Sinn der nächsten Proposition.

Proposition II.2.2. (i) Zu jedem t ∈ [0,4] gibt es eine Umgebung Upt von
pt, sodass zu jedem φ ∈ Upt ein tφ ∈ [0,5] existiert mit

xφ(tφ + t) = p(t) für alle t ⩾ −b.

(ii) Im Fall t = 0 existiert eine Umgebung Up0 von p0 mit xφ4 ∈ O.

Beweis. (i) Sei t0 ∈ [0,4], ψ ∶= pt0 . Dann gilt xψ(u) = p(t0 + u) für alle u ⩾ 2.
Es gibt ein s0 ∈ [0,4] mit

−1 < p(t0 + s0 + u) = xψ(s0 + u) < −b für alle u ∈ [−1,0].

Es folgt
−1 < min

t0+s0−1⩽t⩽t0+s0
p(t) und max

t0+s0−1⩽t⩽t0+s0
p(t) < −b.

Wähle ε > 0 mit

−1 < min
t0+s0−1⩽t⩽t0+s0

p(t) − ε und max
t0+s0−1⩽t⩽t0+s0

p(t) + ε < −b.

Proposition II.1.2 liefert eine Umgebung Uψ von ψ ∈ C mit

∣xχ(t) − p(t0 + t)∣ < ε für alle χ ∈ Uψ und alle t ∈ [−2, s0].

Es folgt für alle χ ∈ Uψ und alle t ∈ [s0 − 1, s0], dass

−1 < p(t0 + t) − ε < xχ(t) < p(t0 + t) + ε < −b

Die Differenzialgleichung (II.1) liefert für y ∶= xχ und für t ∈ [s0, s0 + 1]

y′(t) = g(y(t − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈[−1,−b]

) = 1,
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also gilt für alle t ∈ [s0, s0 + 1]:

y(t) = y(s0) + (t − s0).

Mit −1 < y(s0) < −b folgt für t = s0 − y(s0) < s0 + 1, dass

y(s0 − y(s0)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=t

) = y(s0) + (s0 − y(s0)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=t

−s0) = 0.

Beachte, dass ys0−y(s0) die gleichen Eigenschaften wie φ bei der Konstruktion
von p hat:

y(s0 − y(s0) + u) = u = φ(u) auf [−b,0] und y(s0 − y(s0) + u) ⩽ −b auf [−1, b].

Ähnlich wie bei der Konstruktion von p folgt y(s0 − y(s0) + u) = p(u) für alle
u ⩾ −b. Beachte s0 − y(s0) ⩽ 4 + 1 = 5.

(ii) Im Fall t0 = 0 gilt

b < p(t) < 1 für alle t ∈ (b,2 − b).

Für s0 ∶= 1+2b (mit s0 < 2−b wegen b < 1
3) und alle t ∈ [−1,0] also b < p(s0+t) < 1.

Beachte, dass auch p(2 + b) < 0. Wegen Proposition II.1.2 findet man eine
Umgebung Up0 von p0, sodass für alle y = xφ mit φ ∈ Up0 gilt:

b < y(t) < 1 auf [s0 − 1, s0] = [2b,1 + 2b],

und
y(2 + b) < 0

Wie oben erhält man

y′(t) = −1 auf [s0, s0 + 1] = [1 + 2b,2 + 2b].

Mit 0 < b < y(s0) = y(1 + 2b) sowie 1 + 2b < 2 + b < 2 + 2b und y(2 + b) < 0 folgt,
dass die Nullstelle z0 = s0 + y(s0) vor 2 + b liegt.

Ebenso folgt aus s0 = 1+2b < z0, b < y(s0), y′(t) = −1 auf [s0, z0] die Ungleichung

s0 < z0 − b (< z0 < s0 + 1).

Insbesondere ergibt sich y′(t) = −1 auf [z0 − b, z0] (und b < y(t) auf
[z0 − 1, z0 − b) ⊆ [s0 − 1, z0]).
Nun erhält man ähnlich wie bei der Konstruktion von p

y(z0 + t) = p(2 + t) für alle t ⩾ −b.

Es gilt z0 − b + 2 ⩽ 4 wegen z0 < 2 + b, und für alle t ∈ [−2,0] gilt

yz0−b+2(t) = y(z0 − b + 2 + t) = p(2 + (−b + 2 + t)) = p4−b(t),

also yz0−b+2 = p4−b.
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Daraus folgt (mit Hilfe der Eindeutigkeit der Lösung des
Anfangswertproblems (II.1)-(II.2))

yφ4 = y4 = yz0−b+2+(4−(z0−b+2)) = p4−b+(4−(z0−b+2)) ∈ O

Anmerkung II.2.3. Proposition II.2.2 zeigt, dass es eine Umgebung U des
periodisches Orbits O gibt mit xφt ∈ O für alle φ ∈ U und alle t ⩾ 7.

II.3 Der Monodromieoperator

Ähnlich wie bei Gewöhnlichen Differentialgleichungen sind die Stabilitätseigen-
schaften des periodischen Orbits O durch das Spektrum eines Monodromieope-
rators gegeben.
Vorbereitungen dazu nach [3]: Das Anfangswertproblem (II.1)-(II.2) definiert ei-
nen Halbfluss (ein Semidynamisches System) S ∶ [0,∞)×C → C durch S(t, φ) =
xφt . Jede Abbildung St ∶ C ∋ φ ↦ S(t, φ) ∈ C, t ⩾ 0, ist stetig differenzier-
bar, und für alle φ ∈ C, t ⩾ 0, χ ∈ C gilt DSt(φ)χ = vφ,χt mit der Lösung
vφ,χ ∶ [−2,∞)→ R des Anfangswertproblems

v′(t) = g′(xφ(t − 1))v(t − 1) für alle t > 0,(II.3)
v0 = χ ∈ C.(II.4)

Die Gleichung (II.3) heißt lineare Variationsgleichung längs der Lösung xφ von
Gleichung (II.1)
Ähnlich wie bei Gleichung (II.1) gibt es zu jeden φ,χ in C eine Lösung vφ,χ

des Anfangswertproblem (II.3)-(II.4), sodass jede weitere Lösung desselben An-
fangswerproblems Einschränkung von vφ,χ ist.

Definition II.3.1. Die stetigen linearen Abbildungen DS4(pt), 0 ⩽ t ⩽ 4, heißen
Monodromieoperatoren zum periodischen Orbit O.

Sei MI =DS4(p0).

Anmerkung II.3.2. Es giltMIp′0 = p′0, denn Differenziation von Gleichung (II.1)
mit x = p zeigt, dass p′ der Variationsgleichung längs p genügt, also

MIp
′
0 = v

p0,p
′
0

4 = p′4 = p′0.

Die Zahl 1 ist also Eigenwert von MI . Wenn 1 Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 1 ist und wenn alle anderen Punkte des Spektrums von MI im
Inneren des Einheitskreises von C liegen, so ist der periodische Orbit O stabil
und exponentiell attraktiv mit asymptotischer Phase [3].

Wir kommen zu spektralen Eigenschaften von MI .
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t↦ g′(p(t − 1))

−2 −1 1 2 3 4 5
x x x x xxx

Abbildung II.4: Der Koeffizient t↦ g′(p(t − 1)) der Variationsgleichung

Proposition II.2.2 liefert S4(φ) ∈ O für alle φ in einer Umgebung von p0.
Daraus folgt mit S4(p0) = p4, dass die Ableitung MI = D2S(4, p0) den ganzen
Raum C in den eindimensionalen Tangentialraum

TS(4,p0)O = Tp4O = Tp0O = Rp′0

des periodischen Orbits O abbildet, siehe Anhang A.

Folgerung II.3.3.
C =M−1

I (0)⊕Rp′0.

Beweis. M−1
I (0) als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen

linearen Abbildung MI sowie der eindimensionalen Raum Rp′0 sind abgeschlos-
sene Unterräume von C.
Zu zeigen bleibt: C ⊆M−1

I (0) +Rp′0 und M−1
I (0) ∩Rp′0 ⊆ {0}.

Beweis der ersten Inklusion: Ist φ ∈ C, so gilt φ = (φ − MIφ) + MIφ, und
MIφ ∈ Rp′0.
Wegen MIp′0 = p′0 gilt für alle χ ∈ Rp′0 die Gleichung MIχ = χ.
Damit:

MI(φ −MIφ) =MIφ −MI(MIφ) =MIφ −MIφ = 0,

also φ −MIφ ∈M−1
I (0).

Beweis der zweiten Inklusion: Ist φ ∈ M−1
I (0) ∩ Rp′0, so gelten MIφ = 0 und

φ = rp′0 mit r ∈ R. Es folgt

0 =MIφ =MIrp
′
0 = rMIp

′
0 = rp′0,

und daraus wegen p′0 ≠ 0 ∶ r = 0, also φ = rp′0 = 0.

Dies spiegelt die extrem starke Attraktivität des periodischen Orbits O als Ei-
genschaft des Monodromieoperators wieder.

Folgerung II.3.4. Der (reelle) Operator MI hat nur die Eigenwerte 0 und 1.

Beweis. Sei MIφ = λφ, 0 ≠ λ ∈ R, 0 ≠ φ ∈ C. Dann gilt λφ =MIφ ∈ Rp′0, folglich
φ ∈ Rp′0, daher φ =MIφ (= λφ), schließlich λ = 1.

Folgerung II.3.3 sagt, dass der geometrische Eigenraum des Eigenwerts 0 die
Kodimension 1 hat.



III Der Einfluss einer zustandsabhängigen Verzögerung

III.1 Zustandsabhängige Verzögerung, Monodro-
mieoperator

Sei C1 der Banachraum der stetig differenzierbaren φ ∈ C mit der durch ∥φ∥C1 ∶=
∥φ∥C + ∥φ′∥C gegebenen Norm.
Sei d ∶ C1 → (0,2) stetig differenzierbar mit d(pt) = 1 für alle t ∈ [0,4]. Dann ist
p auch Lösung der Differentialgleichung

(III.1) x′(t) = g(x(t − d(xt)))

mit zustandsabhängiger Verzögerung. Deswegen nennt man d nichtinvasiv.
Mit dem Funktional

f ∶ C1 ∋ φ↦ g(φ(−d(φ))) ∈ R

nimmt die Gleichung (III.1) die Form

(III.2) x′(t) = f(xt)

an. Für f gilt

f = g ○ ev ○ (id × (−d))

mit der Evaluationsabbildung

ev ∶ C1 × (−2,0) ∋ (φ, t)↦ φ(t) ∈ R,

die stetig differenzierbar ist mit

Dev(φ, t)(χ, s) =D1ev(φ, t)χ +D2ev(φ, t)s,

D1ev(φ, t)χ = ev(χ, t) und D2ev(φ, t)1 = φ′(t),

siehe [8].

Proposition III.1.1 (Siehe [8]). Die Abbildung f ist stetig differenzierbar, mit

Df(φ)χ = g′(φ(−d(φ))){χ(−d(φ)) − φ′(−d(φ))Dd(φ)χ}.

Beweis. Mit Hilfe der Kettenregel folgt:

Df(φ)χ = D(g ○ ev ○ (id × (−d)))(φ)χ
= Dg(φ(−d(φ))){D1ev(φ,−d(φ))χ

+D2ev(φ,−d(φ))D(−d)(φ)χ}
= g′(φ(−d(φ))) {χ(−d(φ)) − φ′(−d(φ))Dd(φ)χ} .

14
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Die Abbildung f hat auch folgende Erweiterungseigenschaft:

(E) Jede Abbildung Df(φ) ∶ C1 → R hat eine lineare Fortsetzung
Def(φ) ∶ C → R, und C1 ×C ∋ (φ,χ)↦Def(φ)χ ∈ R ist stetig,

falls d die Eigenschaft (E) hat. Dies soll in diesem Kapitel vorausgesetzt werden.
In [5, 8] wird mit Hilfe der Erweiterungseigenschaft gezeigt, dass die Menge

X ∶= {φ ∈ C1 ∣ φ′(0) = f(φ)}

eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit von C1 mit Kodimension 1 ist,
und dass zu jedem φ ∈ X eine Lösung x ∶ [−2,∞) → R von (III.2) mit x0 = φ
existiert, so dass jede weitere Lösung desselben Anfangswertproblems eine Ein-
schränkung von x ist. Diese maximale Lösung wird mit xφ bezeichnet.

Dabei verstehen wir unter einer Lösung von Gleichung (III.2) eine stetig diffe-
renzierbare Funktion x ∶ [−2, te) → R, 0 < te ⩽ ∞, welche für alle t ∈ [0, te) die
Gleichung (III.2) erfüllt. Etwas allgemeiner betrachten wir auch Lösungen auf
Intervallen [t0 − 2, te)→ R, t0 < te ⩽∞, und Lösungen auf ganz R.

Die Gleichung F (t, φ) = xφt definiert einen stetigen Halbflus

F ∶ [0,∞) ×X →X,

sodass alle Lösungsoperatoren

F (t, ⋅) ∶X →X, t ⩾ 0,

stetig differenzierbar sind.
Für alle t ⩾ 0, φ ∈ C1 und χ ∈ C1 gilt

D2F (t, φ)χ = vφ,χt

mit der stetig differenzierbaren Lösung v = vφ,χ des Anfangswertproblems

v′(t) = Df(F (t, φ))vt für t ⩾ 0,(III.3)
v0 = χ ∈ TφX

zur Variationsgleichung (III.3). Dabei bildet D2F (t, φ) den Tangentialraum

TφX = {χ ∈ C1 ∣ χ′(0) =Df(φ)χ}

in den Tangentialraum TF (t,φ)X ab.
Im Folgenden betrachten wir den Monodromieoperator

M =D2F (4, p0),
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der Y ∶= Tp0X in sich abbildet, also Mχ = vp0,χ4 für alle χ ∈ Y . Es gilt

Y = {φ ∈ C1 ∣ φ′(0) = 0},

denn für alle χ ∈ C1 gilt wegen p(−1) < −b

Df(p0)χ = g′(p(−1))){⋯} = 0.

Wie in Anmerkung II.3.2 gilt
Mp′0 = p′0,

wobei p′0 als Tangentenvektor der stetig differenzierbaren Kurve R ∋ t ↦ pt ∈
X ⊆ C1 im Tangentialraum Y = Tp0X ⊆ C1 liegt, vergleiche Anhang A.
Mit Proposition III.1.1 wird aus der Variationsgleichung (III.3) mit φ = p0 die
Gleichung

(III.4) v′(t) = g′(p(t − 1)){v(t − 1) − p′(t − 1)Dd(pt)vt}

Proposition III.1.2. Jede Lösung der Variationsgleichung (III.4) ist auf In-
tervallen der Form (2n + 1 + b,2n + 3 − b) mit n ∈ N0 konstant.

Beweis. Sei n ∈ N, für jedes t ∈ (2n+1+b,2n+3−b), ist t−1 ∈ (2n+b,2n+2−b),
also p(t−1) ∈ (−∞,−b)∪(b,+∞), wegen der Definition von g ist g′(p(t−1)) = 0,
daher ist jede Lösung v von Gleichung (III.4) auf (2n + 1 + b,2n + 3 − b) konstant
wegen v′(t) = g′(p(t − 1)){⋯} = 0.

III.2 Der Monodromieoperator ist kompakt

Proposition III.2.1. Der Monodromieoperator M ist kompakt.

Beweis. (i) Sei B ⊆ Y ⊆ C1 beschränkt. Zu zeigen ist, dass MB ⊆ Y ⊆ C1 kom-
pakten Abschluss hat. Dies folgt, falls jede Folge (ηj)j∈N in MB eine bezüglich
∥ ⋅ ∥C1 konvergente Teilfolge hat. Dazu genügt, dass (ηj)j∈N und (η′j)∞0 beide
bezüglich ∥ ⋅ ∥C konvergente Teilfolgen haben.
Letzteres gilt, falls man den Satz von Arzelà-Ascoli [11] auf MB und

∂MB ∶= {η′ ∈ C ∣ η ∈MB}

anwenden kann. Dazu müssen MB und ∂MB bezüglich der Norm ∥ ⋅ ∥C be-
schränkt sowie gleichgradig stetig sein.

(ii) Behauptung [5,8]: Zu jedem φ ∈ C1 gibt es ein δ > 0 mit ∥Def(ψ)∥Lc(C,R) ⩽
1/δ für alle ψ ∈ C1 mit ∥ψ − φ∥C1 < δ.
Beweis davon: Sei φ ∈ C1. Wegen der Stetigkeit von C1×C ∋ (φ, χ̃)→Def(φ)χ̃ ∈
R an der Stelle (φ,0) kann ε = 1 gewählt werden, dann gibt es ein δ > 0, so dass
für alle ψ ∈ C1 und alle χ̃ ∈ C mit ∥ψ − φ∥C1 ⩽ δ und mit ∥χ̃ − 0∥C ⩽ δ gilt

∣Def(ψ)χ̃∣ = ∣Def(ψ)χ̃ −Def(φ)(0)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

∣ < 1.
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Sei ψ ∈ C1 mit ∥ψ − φ∥C1 ⩽ δ und sei χ ∈ C mit ∥χ∥C ⩽ 1 gegeben. Mit χ̃ = δχ
folgt ∣Def(ψ)χ∣ < 1/δ. Dies liefert ∥Def(ψ)∥Lc(C,R) ⩽ 1/δ.

(iii) Behauptung: Die Menge {Def(ps) ∈ Lc(C,R) ∣ 0 ⩽ s ⩽ 4} ist beschränkt.

Beweis davon: Die Abbildung R ∋ s↦ ps ∈ C1 ist stetig, weil der Halbfluss stetig
ist. Es folgt, dass der periodische Orbit kompakt ist. Nach (ii) existieren zu
jedem χ ∈ O eine Umgebung Uχ in C1 und ein Kχ > 0 mit ∥Def(φ)∥Lc(C,R) ⩽Kχ

für alle φ ∈ Uχ.
Wegen der Kompaktheit von O überdecken endlich viele Uχ1 , . . . , Uχn die Menge
O, also

O ⊆
n

⋃
ν=1

Uχν .

Sei K ∶= max
ν=1,⋯,n

Kχν , es folgt für alle s ∈ [0,4], dass

ps ∈ O ⊆
n

⋃
ν=1

Uχν ,

also gibt es ein ν ∈ {1, . . . , n} mit ps ∈ Uχν , also ∥Def(ps)∥Lc(C,R) ⩽Kχν ⩽K.

(iv) Behauptung: B̃ ∶= {vp0,βs ∈ C1 ∣ β ∈ B, 0 ⩽ s ⩽ 4} ⊇MB ist bezüglich ∥ ⋅ ∥C
durch L1 = sup

β∈B
∥β∥Ce4K beschränkt.

Beweis davon: Sei t ∈ [0,4], und β ∈ B und v = vp0,β. Es gilt:

∣v(t)∣ ⩽ ∣v(0)∣ + ∫
t

0
∣v′(s)∣ds

⩽ max
−2⩽u⩽0

∣v(u)∣ + ∫
t

0
∣Def(ps)vs∣ds

⩽ ∥v0∥C +K ∫
t

0
∥vs∥Cds,

Sei s ∈ [0, t]. Betrachte vs ∶ [−2,0]→ R. Dazu gibt es ein u ∈ [−2,0] mit

∥vs∥C = max
−2⩽ũ⩽0

∣vs(ũ)∣ = max
−2⩽ũ⩽0

∣v(s + ũ)∣ = ∣v(s + u)∣.

Im Fall 0 ⩽ s + u (⩽ t ⩽ 4) ist

∥vs∥C = ∣v(s + u)∣ ⩽ ∥v0∥C +K ∫
s+u

0
∥vτ∥Cdτ ⩽ ∥v0∥C +K ∫

s

0
∥vτ∥Cdτ.

Im Fall s + u < 0 gilt

∥vs∥C = ∣v(s + u)∣ ⩽ ∥v0∥C ⩽ ∥v0∥C +K ∫
s

0
∥vτ∥Cdτ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩾0

.

Also gilt für alle s ∈ [0, t]

∥vs∥C ⩽ ∥v0∥C +K ∫
s

0
∥vτ∥Cdτ.
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Durch Verwendung des Gronwallschen Lemmas erhält man, dass für alle
s ∈ [0, t] mit t ∈ [0,4] die Ungleichung

∥vs∥C ⩽ ∥v0∥CeKs gilt, das heisst, ∥vs∥C ist durch L1 ∶= sup
β̃∈B
∣β̃∣Ce4K beschränkt.

Also sind B̃ und auch MB durch L1 beschränkt.

(v) Behauptung: Für alle β ∈ B und alle t ∈ [0,4] gilt ∣(vp0,β)′(t)∣ ⩽ KL1, und
∂MB ist beschränkt.

Beweis davon: Sei β ∈ B, v = vp0,β. Für alle t ∈ [0,4] gilt wegen Teil (iii) und
(iv) des Beweises

∣v′(t)∣ = ∣Df(pt)vt∣ = ∣Def(pt)vt∣ ⩽ ∥Def(pt)∥Lc(C,R)∥vt∥C ⩽KL1.

Es folgt: ∥(vp0,βs )′∥C ⩽KL1 für alle β aus B und alle s ∈ [2,4].

(vi) Wegen Teil (v) ist KL1 eine Lipschitzkonstante für alle Funktionen in

B0 = {vp0,βs ∈ C1 ∣ β ∈ B, 2 ⩽ s ⩽ 4} ⊇MB.

Daher sind MB und B0 gleichgradig stetig.

(vii) Da MB und B0 auch beschränkt sind (Teil (iv)), sind die Voraussetzun-
gen des Satzes von Arzelà-Ascoli für MB und B0 erfüllt. Insbesondere ist der
Abschluss von B0 in C kompakt.

(viii) Nach Teil (v) ist ∂MB bezüglich ∥ ⋅ ∥C beschränkt. Es bleibt zu zeigen,
dass ∂MB gleichgradig stetig ist.

Beweis davon: Sei ε > 0. Die Abbildung [2,4] ∋ τ ↦ pτ ∈ X ⊆ C1 ist stetig,
ebenso die Abbildung [2,4] × C ∋ (τ, χ) ↦ Def(pτ)χ ∈ R. Auf der kompakten
Menge [2,4] ×B0 ist sie gleichmäßig stetig. Also gibt es ein δ > 0 mit

∥Def(pσ)χ −Def(pτ)λ∥ < ε/2

für alle χ, λ in B0 mit ∥χ − λ∥C < δ und σ oder τ in [2,4] mit ∣σ − τ ∣ < δ.

Für alle s, t in [−2,0] und für alle β ∈ B folgt mit v = vp0,β

∣v′4(s) − v′4(t)∣ = ∣v′(4 + s) − v′(4 + t)∣

= ∣Df(p4+s)v4+s −Df(p4+t)v4+t∣

= ∣Def(p4+s)v4+s −Def(p4+t)v4+t∣

⩽ ∣Def(p4+s)v4+s −Def(p4+s)v4+t∣

+ ∣Def(p4+s)v4+t −Def(p4+t)v4+t∣

= ∣Def(p4+s)(v4+s − v4+t)∣

+ ∣Def(p4+s)v4+t −Def(p4+t)v4+t∣

⩽ ∥Def(p4+s)∥Lc(C,R)∥v4+s − v4+t∥C
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+ ∣Def(p4+s)v4+t −Def(p4+t)v4+t∣

⩽K2L1∣s − t∣ + ∣Def(p4+s)v4+t −Def(p4+t)v4+t∣,

wegen Teil (iii) und weil aus (v) folgt

∥v4+s − v4+t∥C = max
−2⩽u⩽0

∣v(4 + s + u) − v(4 + t + u)∣ ⩽KL1∣s − t∣.

Weiter erhalten wir im Fall ∣s − t∣ < δ und ∣s − t∣ < ε

2K2L1 + 1

∣v′4(s) − v′4(t)∣ <
ε

2
+ ε
2
= ε.

Erinnerung: Ist B ein unendlichdimensionaler Banachraum über C und ist
L ∶ B → B linear, stetig und kompakt, dann enthält das Spektrum

σ(L) ∶= {λ ∈ C ∣ (L − λI) nicht bijektiv}

0 ∈ C und besteht sonst aus höchstens abzählbar vielen Eigenwerten von end-
licher algebraischer Vielfachheit, die sich nur bei 0 häufen können, siehe An-
hang C, Bemerkung C.2.

III.3 Zustandsabhängige Verzögerung, die nichts
ändert

In diesem Abschnitt betrachten wir ein stetig differenzierbares Verzögerungsfunktional
d ∶ C1 → (0,2) mit Eigenschaft (E) und setzen voraus, dass längs des peri-
odischen Orbits die Richtungsableitungen Dd(pt)φ mit φ ∈ C1 nicht von den
Werten von φ nah bei −2 abhängen, genauer

(H) Dd(pt)φ = Dd(pt)ψ für alle φ,ψ ∈ C1 mit φ(s) = ψ(s) für 2b − 2 ⩽ s ⩽ 0,
und für alle t ∈ R.

Wir zeigen im Folgenden unter der Voraussetzung (H), dass das Spektrum des
Monodromieoperators M nur aus 0 und 1 besteht, analog zu den Eigenschaften
von MI (Folgerungen II.3.3 und II.3.4).

Proposition III.3.1. Für η ∈ Y mit Mη = 0 gilt vp0,η(1 + b) = 0.
Ist (H) erfüllt, so gilt auch die Umkehrung: Mη = 0 für alle η ∈ Y mit yp0,η(1 +
b) = 0.

Beweis. Teil 1. Sei Mη = 0 für ein η ∈ Y . Sei v = vp0,η.

• Behauptung: v(2) = 0. Wegen v4 = 0 gilt v(4 + t) = 0 für alle t ∈ [−2,0], also
v(t) = 0 für 2 ⩽ t ⩽ 4, insbesondere v(2) = 0.
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• Behauptung: v′(t) = 0 für alle t ∈ [1 + b,2]. Sei t ∈ [1 + b,2], dann ist
p(t − 1) ⩾ b, also g′(p(t − 1)) = 0, daraus folgt v′(t) = 0.

Wegen beiden Behauptungen ist v auf [1 + b,2] konstant mit v(2) = 0, also
v(1 + b) = 0.

Teil 2. Angenommen, die Voraussetzung (H) ist erfüllt. Sei η ∈ Y ein Anfangs-
wert und v = vp0,η mit v(1 + b) = 0. Zu zeigen ist Mη = 0, also v4(t) = 0 für alle
t ∈ [−2,0], das heißt v(t) = 0 für alle t ∈ [2,4].

• Behauptung: v(t) = 0 für alle t ∈ [1 + b,3 − b]. Nach Voraussetzung ist
v(1 + b) = 0. Sei t ∈ [1 + b,3 − b], dann ist p(t − 1) ⩾ b, also g′(p(t − 1)) = 0. Also
v′(t) = 0 für alle t ∈ [1 + b,3 − b] und v(1 + b) = 0, folglich ist v(t) = 0 für alle
t ∈ [1 + b,3 − b].

• Behauptung: v(t) = 0 für alle t ⩾ 3 − b. Betrachte die Abbildung
ṽ ∶ [1 − b,+∞)→ R mit

ṽ(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

v(t) für 1 − b ⩽ t ⩽ 1 + b,
0 für 1 + b < t.

Es folgt, dass v(t) = ṽ(t) für alle t ∈ [1+ b,3− b]. Die Abbildung ṽ erfüllt für alle
t ⩾ 3− b die Differentialgleichung (III.4): Sei t ⩾ 3− b. Dann gilt ṽ′(t) = 0, ferner
ṽ(t − 1) = 0 (wegen t − 1 ⩾ 2 − b > 1 + b).
Für ṽt und für alle s ∈ [−2 + 2b,0] gilt: t + s ⩾ 3 − b − 2 + 2b = 1 + b, also
ṽt(s) = ṽ(t + s) = 0.
Eigenschaft (H) liefert:

Dd(pt)ṽt =Dd(pt)0 = 0.

Zusammen folgt:

ṽ′(t) = 0 = g′(p(t − 1)){ṽ(t − 1) − p′(t − 1)Ddt(pt)ṽt}.

Wegen der Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems und ṽ3−b = v3−b
folgt für alle t ⩾ 3 − b: v(t) = ṽ(t) = 0.

Schließlich gilt für alle t ⩾ 2: v(t) = 0, daher Mη = v4 = 0.

Proposition III.3.2. Es gelten Y = M−1(0) ⊕Rp′0, YC = M−1
C (0) ⊕Cp′0, und

das Spektrum von M ist σ(MC) = {0,1}.

Beweis. Sei H ∶= {η ∈ Y ∣ vη(1 + b) = 0} =M−1(0) .

• Behauptung: H ist eine abgeschlossene Hyperebene im Banachraum Y . Sei
F ∶ Y ∋ η ↦ vη(1 + b) ∈ R, dann ist Ker(F ) = H, außerdem ist F stetig und
linear, da F = l ○ F̃ ist, wobei F̃ ∶ Y ∋ η ↦D2S(1+ b, p0)η ∈ Tp1+bX ⊆ C1 ⊆ C und
l ∶ C ∋ χ↦ χ(0) ∈ R lineare und stetige Abbildungen sind.

Beachte F (p′0) = p′(1 + b) ≠ 0, also F ≠ 0. Folglich ist H eine abgeschlossene
Hyperebene.
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• Behauptung: Der Banachraum Y kann in Y =H ⊕Rp′0 (=M−1(0)⊕Rp′0)
zerlegt werden. Wegen p′(1 + b) ≠ 0 gilt p′0 ∉H. Daraus folgt

Y =H ⊕Rp′0 =M−1(0)⊕Rp′0 mit Proposition III.3.1

• Behauptung: YC =M−1
C (0)⊕C(p′0,0).

Für YC = Y × Y und

MC ∶ Y × Y ∋ (η, η̃)↦ (Mη,Mη̃) ∈ Y × Y

erhalten wir

M−1
C (0) = {(η, η̃) ∈ Y × Y ∣ MC(η, η̃) = (0,0)}

= {(η, η̃) ∈ Y × Y ∣ (Mη,Mη̃) = (0,0)}
= {(η, η̃) ∈ Y × Y ∣ η ∈M−1(0), η̃ ∈M−1(0)}
= M−1(0) ×M−1(0).

Beachte C(p′0,0) = Rp′0 ×Rp′0 (folgt mit Hilfe von

i(p′0,0) = (0 + i ⋅ 1)(p′0,0) = (0,1 ⋅ p′0) = (0, p′0) ).

Es gilt
Y × Y ⊆ (M−1(0) +Rp′0) × (M−1(0) +Rp′0)

⊆ (M−1(0) ×M−1(0)) + (Rp′0 ×Rp′0)
= M−1

C (0) +C(p′0,0)

und für alle (η, η̃) ∈ M−1
C (0) ∩ C(p′0,0) = M−1

C (0) ∩ (Rp′0 × Rp′0) haben wir η ∈
M−1(0) ∩Rp′0 sowie η̃ ∈M−1(0) ∩Rp′0, folglich η = 0 = η̃.
Daher M−1

C (0) ∩C(p′0,0) = {(0,0)}, und es folgt

YC =M−1
C (0)⊕C(p′0,0).

• Behauptung: σ(MC) = {0,1}.

Da M linear, stetig und kompakt ist, gilt dies auch für MC (Siehe Anhang B).
Jedes λ ∈ σ(M) ∖ {0} = σ(MC) ∖ {0} ist dann Eigenwert. Wie im Beweis von
Folgerung II.3.4 ergibt sich, dass 1 der einzige von Null verschiedene Eigenwert
ist. Damit

{0,1} ⊆ σ(MC) ⊆ {0,1}.

III.4 Konstante Verzögerung als Spezialfall

Im Fall von Gleichung (III.1) mit

d(φ) = 1 für alle φ ∈ C1
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wird Gleichung (III.1) zu (II.1), d ist stetig differenzierbar, die Erweiterungs-
eigenschaft gilt mit Ded(φ)χ = 0 für alle φ ∈ C1 und alle χ ∈ C, und die
Voraussetzung (H) aus Abschnitt III.3 wird erfüllt.
Daher gelten σ(M) = σ(MC) = {0,1} und

YC =M−1
C (0)⊕C(p′0,0)

für dem Monodromieoperator M ∶ Y → Y , analog zu den Eigenschaften des
Monodromieoperators MI ∶ C → C aus Abschnitt II.3.

III.5 Eine Klasse nichtinvasiver Verzögerungsfunk-
tionale

Wir sind jetzt an Verzögerungsfunktionalen mit d(pt) = 1 längst des periodi-
schen Orbits interessiert, für die die Bedingung (H) aus Abschnitt III.3 verletzt
ist und für die deshalb die einfache Situation aus Proposition III.3.2 (mit Spek-
trum von M gleich {0,1} und M−1(0) ⊕ Rp′0 = Y ) nicht mehr vorliegen muss.
Das stetige lineare Funktional L ∶ C → R, Lφ = φ(0) + φ(−2), verschwindet
längst des periodischen Orbits O. Ist δ ∶ R → [−1,1] eine stetig differenzierbare
Funktion mit δ(0) = 0, so betrachten wir das Verzögerungsfunktional

d ∶ C ∋ φ↦ 1 + δ(L(φ)) ∈ [0,2] ⊆ R.

Dann gilt d(pt) = 1 + δ(L(pt)) = 1 für alle t ∈ R.
Beachte, dass für alle φ ∈ C und alle χ ∈ C gilt

Dd(φ)χ =Dδ(L(φ))Lχ = LχDδ(Lφ)1 = Lχδ′(Lφ)

also für alle t ∈ R und alle χ ∈ C:

Dd(pt)χ = Lχδ′(0) = δ′(0)[χ(0) + χ(−2)]

Man sieht, dass im Fall δ′(0) ≠ 0 die Bedingung (H) verletzt ist.

Proposition III.5.1. d∣C1 hat die Eigenschaft (E).

Beweis. Da d ∶ C → R stetig differenzierbar ist und da die Inklusionsabbildung
j ∶ C1 ∋ φ↦ φ ∈ C stetig und linear ist, ist auch d∣

C1
= d○j stetig differenzierbar.

Mit De (d∣
C1
) (φ)χ ∶= Dd(j(φ))χ für alle φ ∈ C1 und alle χ ∈ C lässt sich für

d∣
C1

die Eigenschaft (E) zeigen.

Ab jetzt wird ∆ ∶= δ′(0) gesetzt.
Die Variationsgleichung (III.4) wird zu

(III.5) v′(t) = g′(p(t − 1)){v(t − 1) − p′(t − 1)∆[v(t) + v(t − 2)]}.

Uns interessieren die spektralen Eigenschaften des zugehörigen Monodromieope-
rators M ∶ Y → Y , also Eigenschaften der Komplexifizierung MC ∶ YC → YC.
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Diese lassen sich bequemer studieren, wenn man komplexwertige Lösungen der
Variationsgleichung betrachtet (Anhang B). Sei Cc der Banachraum über C der
stetigen Funktionen [−2,0)→ C mit der durch

∥φ∥Cc = max
−2⩽t⩽0

∣φ(t)∣

gegebenen Norm, und sei C1
c der Banachraum über C der stetig differenzierbaren

Funktionen [−2,0]→ C mit der durch

∥φ∥C1
c
= max
−2⩽t⩽0

∣φ(t)∣ + max
−2⩽t⩽0

∣φ′(t)∣

gegebenen Norm.
Sei

Yc = {ζ ∈ C1
c ∣ ζ ′(0) = 0}.

Der Monodromieoperator

Mc ∶ Yc ∋ ζ ↦ vζ4 ∈ Yc

mit der eindeutig bestimmten Lösung vζ ∶ [−2,∞)→ C der Variationsgleichung
zum Anfangswert vζ ∣

[−2,0]
= ζ ∈ Yc erfüllt

J(Mcζ) =MC(Jζ) für alle ζ ∈ Cc,

mit dem Isomorphismus

J ∶ C[−2,0] → (R[−2,0])C ,

(Jζ)(t) = ((Re ○ ζ)(t), (Im ○ ζ)(t)) für alle ζ ∈ C[−2,0] und t ∈ [−2,0],

Re ∶ C ∋ z ↦ 1

2
(z + z) ∈ R, Im ∶ C ∋ z ↦ 1

2i
(z + z) ∈ R.

Siehe Anhang B.
Mc ist wie MC linear, stetig und kompakt: die Spektren von Mc und von MC
stimmen überein, und die algebraichen Vielfachheiten der gemeinsamen Eigen-
werte λ ∈ C ∖ {0} sind gleich; es gilt

McJ
−1(p′0,0) = J−1(p′0,0).

(oder einfacher: Mcp′c,0 = p′c,0 mit pc ∶ R ∋ t↦ p(t) ∈ C).
Der Spektrum σ(Mc) ist höchstens abzählbar, jedes λ ∈ σ(Mc) ∖ {0} ist Eigen-
wert von endlicher algebraischer Vielfachheit

dim(Gλ) <∞, Gλ ∶= ⋃
n∈N
((Mc − λId)n)−1(0),

0 ∈ σ(Mc),

1 ∈ σ(Mc) mit Cp′c,0 ⊆ E1 = (Mc − Id)−1(0),

vergleiche Anhang C.
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Für ∆ = 0 reduziert sich Gleichung (III.5) auf die Variationsgleichung aus Ka-
pitel II.
Im nächsten Abschnitt betrachten wir den Fall ∆ ≠ 0 und sammeln erste Eigen-
schaften von σ(Mc).
Beachte, dass auch in diesem Fall σ(Mc) = {0,1} gelten kann, obwohl die Vor-
aussetzung (H) aus Abschnitt III.3 verletzt ist. Im folgenden wird verwendet,
dass die Aussage von Proposition III.1.2 auch für komplexwertige Lösungen der
Variationsgleichung (III.5) gilt.

III.6 Der Eigenwert 0 von Mc

In diesem Abschnitt ist ∆ ≠ 0 vorausgesetzt. In den nächsten Bemerkungen
untersuchen wir den Kern von Mc.

Proposition III.6.1. Es gilt M−1
c (0) ⊆ {η ∈ Yc ∶ vη(s) = 0 auf [0,4]}.

Beweis. Sei η ∈M−1
c (0), es soll gezeigt werden, dass vη(s) = 0 auf [0,4].

• Behauptung: vη(t) = 0 auf [1 + b,4]. Aus η ∈ M−1
c (0) folgt vη4 = 0 das heißt

vη(t) = 0 auf [2,4]. Wegen vη(3 − b) = 0 und da vη konstant auf [1 + b,3 − b] ist,
gilt vη = 0 auf [1 + b,4].

• Behauptung: vη(t) = 0 auf [0,1 + b]. Sei s ∈ (3 − b,3 + b), nach vorheriger Be-
hauptung gilt (vη)′(s) = 0, daher ist

0 = g′(p(s − 1)){vη(s − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

−p′(s − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=−1

∆[vη(s)
´¹¸¹¹¶
=0

+vη(s − 2)]}

= g′(p(s − 1))∆vη(s − 2).

Beachte g′(p(s − 1)) = g′(−p(s − 3)) = g′(3 − s) ≠ 0. Mit ∆ ≠ 0 ergibt sich
vη(s− 2) = 0, also vη(t) = 0 auf [1− b,1+ b], und da vη(t) auf [0,1− b] konstant
ist und vη(1 − b) = 0 ist, gilt schließlich vη(t) = 0 auf [0,1 + b].

Aus beiden Behauptungen folgt vη(s) = 0 für alle s ∈ [0,4], also

M−1
c (0) ⊆ {η ∈ Yc ∶ vη(s) = 0 auf [0,4]}.

Die nächste Proposition zeigt, dass 0 ein Eigenwert von Mc ist mit unendlichdi-
mensionalem Eigenraum.

Proposition III.6.2. Es gilt

M−1
c (0) = {η ∈ Yc ∣ η(t) = 0 auf [−1,−1 + b] und η(t) =∆η(t − 1) auf [−b,0]}.

Beweis. (⊆) Sei η ∈M−1
c (0), dann ist η ∈ Yc und wegen Proposition III.6.1 gilt

vη(t) = 0 auf t ∈ [0,4].
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• Behauptung: η(t) =∆η(t − 1) auf [−b,0]. Sei s ∈ (1 − b,1], dann gilt

0 = (vη)′(s) = g′(p(s − 1))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≠0

{η(s − 1) − p′(s − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=1

∆[vη(s)
´¹¸¹¹¶
=0

+η(s − 2)]}.

Daraus folgt 0 = η(s − 1) −∆η(s − 2), also gilt η(t) =∆η(t − 1) auf [−b,0].

• Behauptung: η(t) = 0 auf [−1,−1 + b]. Sei s ∈ [1,1 + b), dann gilt

0 = (vη)′(s) = g′(p(s − 1))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≠0

{vη(s − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

− ∆
´¸¶
≠0

p′(s − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=1

[vη(s)
´¹¸¹¹¶
=0

+η(s − 2)]},

also η(s − 2) = 0 das heißt η(t) = 0 auf [−1,−1 + b].

Aus beiden Behauptungen folgt

M−1
c (0) ⊆ {η ∈ Yc ∣ η(t) = 0 auf [−1,−1 + b] und η(t) =∆η(t − 1) auf [−b,0]}.

(⊇) Sei η aus Yc mit η(t) = 0 auf [−1,−1 + b] und η(t) = ∆η(t − 1) auf [−b,0]
gegeben. Dann wird folgende Abbildung definiert:

vη(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

η(t) für − 2 ⩽ t ⩽ 0,
0 für 0 < t ⩽ 4.

Man bemerkt, dass v stetig und differenzierbar ist und die Variationsgleichung
auf [2,4] erfüllt. Wegen g′(p(t − 1)) = 0 auf [0,1 − b] ∪ [1 + b,2] ist die Varia-
tionsgleichung auch auf diesem Intervall erfüllt. Zu zeigen bleibt, dass vη die
Variationsgleichung in [1 − b,1 + b] erfüllt.

• Behauptung: vη erfüllt die Gleichung für t ∈ (1 − b,1]. Sei t ∈ (1 − b,1], dann
gilt vη(t) = 0, also (vη)′(t) = 0, daher gilt

g′(p(t − 1)){v(t − 1) − p′(t − 1)∆[vη(t) + vη(t − 2)]}
= g′(p(t − 1))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≠0

{η(t − 1) − p′(t − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=1

∆[vη(t)
´¸¹¶
=0

+η(t − 2)]}

= g′(p(t − 1)){∆η(t − 2) −∆η(t − 2)}
(wegen η(t) =∆η(t − 1) auf [−b,0])

= 0 = (vη)′(t).

• Behauptung: vη erfüllt die Gleichung für t ∈ [1,1 + b]. Sei t ∈ [1,1 + b], dann
gilt vη(t) = 0, also (vη)′(t) = 0, daher ist

g′(p(t − 1)){vη(t − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

−p′(t − 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=1

∆[vη(t)
´¸¹¶
=0

−η(t − 2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

]} = 0 = (vη)′(t).

Proposition III.6.3. M−1
c (0)⊕Cp′c,0 ⊊ Yc.
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Beweis. Die Summe ist direkt, weil wegen Mcp′c,0 = p′c,0 ≠ 0 gilt: p′c,0 ∉ M−1
c (0).

Für alle z ∈ C und alle η ∈M−1
c (0) gilt

(η + zp′c,0)(−1) = 0,

für alle ζ aus Yc mit ζ(−1) ≠ 0 gilt daher ζ ∉M−1
c (0) +Cpc,0.

Der Eigenwert 0 von Mc ist halbeinfach im Sinn folgender Aussage.

Proposition III.6.4. Für alle n ∈ N gilt (Mn
c )−1(0) =M−1

c (0).

Beweis. • Für alle n ∈ N gilt (Mn
c )−1(0) ⊆ (Mn+1

c )−1(0), denn ausMn
c φ = 0 folgt

Mn+1
c φ = 0.

• Behauptung: (M2
c )−1(0) ⊆M−1

c (0). Beweis davon: Sei ζ ∈ (M2
c )−1(0), also

0 =M2
c ζ =Mc(Mcζ), Mcζ ⊆M−1

c (0).

vζ ist auf beiden Intervallen [2,3 − b], [3 + b,4] konstant. Daher ist Mcζ auf
den Intervallen [−2,−1 − b], [−1 + b,0] konstant. Mit Proposition III.6.2 folgt
(Mcζ)(t) = 0 auf [−1,−1 + b] ∪ [−1 + b,0], und weiter, für alle t aus [−1 − b,−1],
∆(Mcζ)(t) = (Mcζ)(t+1) = 0. Schließlich folgt (Mcζ)(t) = 0 auch auf [−2,−1−b].
Insgesamt Mcζ = 0, also ζ ∈M−1

c (0).

• Wir führen den Beweis mit Induktion zu Ende. Angenommen es gilt für ein
n ∈ N mit n > 1 (Mn

c )−1(0) ⊆M−1
c (0). Sei ζ ∈ (Mn+1

c )−1(0). Dann 0 = (Mc)n+1ζ =
Mn

c (Mcζ),

Mcζ ∈ (Mn
c )−1(0) ⊆M−1

c (0) (mit Induktionsvoraussetzung),

Mc(Mc(ζ)) = 0, daraus wie oben Mc(ζ) = 0 und ζ ∈M−1
c (0). Gezeigt

(Mn+1
c )−1(0) ⊆M−1

c (0).

III.7 Die Gleichung Mcζ−λζ = η und ein Randwert-
problem mit Parameter

Im diesem Abschnitt charakterisieren wir die Lösbarkeit der Gleichung
Mcζ − λζ = η für η ∈ Cc und λ ∈ C∖{0} durch die Lösbarkeit eines Randwertpro-
blems für ein System von zwei Differenzialgleichungen, welche den Parameter λ
enthalten. Für λ ∈ C ∖ {0} ist dieses System

( u′

w′
)(t) = Aλ(t)(

u
w
)(t) + g′(t)( u(−b)1

λu(b)
)(λ, η)

+ g′(t)( 0
z(λ, η, t) + ∆

λ η(t − 1)
)
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für alle t ∈ [−b, b], mit der Abbildung

Aλ ∶ R ∋ t↦ g′(t)∆( 1 1
−1/λ −1 ) ∈ C

2×2

und z ∶ (C ∖ {0}) ×Cc × [−b, b]→ C,

z(λ, η, t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

− 1
λη(t) t ∈ [−b,0],
− 1
λη(0) t ∈ [0, b].

Die Randbedingung ist

(λ, η,RB) ( u
w
)(−b) = ( 0 1

1/λ 0
)( u

w
)(b) − η(0)( 0

1/λ ) .

Proposition III.7.1. Sei λ ∈ C ∖ {0}.

(i) Sei η ∈ Yc und sei v ∶ [−2,∞) → C Lösung von (III.5) mit v0 ∈ Yc und
Mcv0 − λv0 = v4 − λv0 = η. Dann ist durch u(t) = v(t + 3) und w(t) = v(t + 1) für
t ∈ [−b, b] eine Lösung des Randwertproblems (λ, η)-(λ, η,RB) gegeben.

(ii) Sei η ∈ Yc und sei ( uw ) ∶ [−b, b]→ C2 Lösung von (λ, η)-(λ, η,RB), dann ist
die durch

v(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(−b) auf [0,1 − b],
w(t − 1) auf [1 − b,1 + b],
w(b) auf [1 + b,3 − b],
u(t − 3) auf [3 − b,3 + b],
u(b) auf [3 + b,4],
1
λ[v(4 + t) − η(t)] auf [−2,0],

definierte Funktion v ∶ [−2,4]→ C stetig differenzierbar, genügt für alle s ∈ [0,4]
der Variationsgleichung (III.5), und erfüllt v′(0) = 0 (also v0 ∈ Yc), sowie

v4 − λv0 = η

Im Fall ( uw ) ≠ ( 00 ) gilt v0 ≠ 0.

Beweis. (i) Seien λ ∈ C ∖ {0}, ζ ∈ Yc, sodass

Mcζ − λζ = η ∈ Yc,

und sei v ∶ [−2,∞) → C Lösung der Variationsgleichung (III.5) mit v0 = ζ ∈ Yc.
Dann ist v konstant auf [0,1 − b], [1 + b,3 − b], [3 + b,4] wegen v′(t) = g′(p(t −
1)){. . .} = 0 auf diesen Intervallen, vergleiche Proposition III.1.2. Betrachte
( uw ) ∶ [−b, b]→ C2 mit

u(t) ∶= v(3 + t)
w(t) ∶= v(1 + t).

Beachte, dass z(λ, η, t) + u(b)
λ mit v(t) für alle t ∈ [−b, b] übereinstimmt, in der
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Tat, sei t ∈ [0, b] und z(t) = z(λ, η, t), dann gilt

z(t) + u(b)
λ
= 1

λ
(u(b) − η(0))

= 1

λ
(u(b) + λv(0) − v(4))

= 1

λ
(u(b) + λv(t) − v(3 + b))

= 1

λ
(u(b) + λv(t) − u(b))

= v(t);

sei t ∈ [−b,0], dann gilt

z(t) + u(b)
λ
= 1

λ
[u(b) − η(t)]

= 1

λ
[u(b) − (v(4 + t) − λv(t))]

= 1

λ
[u(b) − (v(3 + b) − λv(t))]

= 1

λ
[u(b) − (u(b) − λv(t))]

= v(t).

• Behauptung: ( uw ) ∶ [−b, b]→ C2 genügt dem Randwertproblem
(λ, η)-(λ, η,RB).

Beweis davon: Nach Definition von u, v gelten für alle t ∈ [−b, b]:

u′(t) = v′(t + 3)
= g′(p(t + 2)){v(t + 2) − p′(t + 2)∆[v(t + 3) + v(t + 1)]}
= g′(−p(t)){v(1 + b) + p′(t)∆[u(t) +w(t)]}
= g′(p(t)){w(b) + p′(t)∆[u(t) +w(t)]}
= g′(t){w(b) + p′(t)∆[u(t) +w(t)]}
= g′(t)∆u(t) + g′(t)∆w(t) + g′(t)w(b)
= g′(t)∆u(t) + g′(t)∆w(t) + g′(t)u(−b)

(mit w(b) = v(1 + b) = v(3 − b) = u(−b)), und

w′(t) = v′(t + 1)
= g′(p(t)) {v(t) − p′(t)∆ [v(t + 1) + v(t − 1)]}

= g′(t){z(t) + u(b)
λ
−∆ [w(t) + v(3 + t) − η(t − 1)

λ
]}

= g′(t){z(t) + u(b)
λ
−∆ [w(t) + u(t)

λ
− η(t − 1)

λ
]}

= g′(t)∆(−1
λ
u(t) −w(t)) + g′(t)u(b)

λ
+ g′(t) (z(t) +∆η(t − 1)

λ
) .
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Diese Gleichungen kann man als lineares inhomogenes System umschreiben und
die Gleichung (λ, η) erhalten. Außerdem ist die Randbedingung erfüllt:

u(−b) = v(3 − b) = v(1 + b) = w(b)

w(−b) = v(1 − b) = v(0) = 1

λ
[v(4) − η(0)] = 1

λ
[v(3 + b) − η(0)] = 1

λ
[u(b) − η(0)]

und kann in die Form (λ, η,RB) umgeschrieben werden.

(ii) Sei λ ∈ C∖{0}. η ∈ Yc und ( uw ) ∶ [−b, b]→ C2 eine Abbildung, die (λ, η)-(λ, η,RB)
genügt. Definiere v ∶ [−2,4]→ C durch

v(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(−b) auf [0,1 − b],
w(t − 1) auf [1 − b,1 + b],
w(b) auf [1 + b,3 − b],
u(t − 3) auf [3 − b,3 + b],
u(b) auf [3 + b,4],
1
λ[v(4 + t) − η(t)] auf [−2,0],

Man sieht mit Hilfe der Randbedingung, dass die Definition sinnvoll ist und
dass v ∶ [−2,4]→ C stetig ist.

• Behauptung: v ∶ [−2,4]→ C ist stetig differenzierbar.

Da v konstant auf [0,1− b], [1+ b,3− b], [3+ b,4] ist, genügt es zu zeigen, dass

lim
t↘1−b

v′(t) = lim
t↗1+b

v′(t) = lim
t↘3−b

v′(t) = lim
t↗3+b

v′(t) = lim
t↗0

v′(t) = 0.

Es gelten

lim
t↘1−b

v′(t) = lim
t↘1−b

w′(t − 1) = w′(−b) = g′(−b)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
=0

{. . .} = 0,

lim
t↗1+b

v′(t) = lim
t↗1+b

w′(t − 1) = w′(b) = g′(b)
´¸¶
=0

{. . .} = 0,

und
lim
t↘3−b

v′(t) = lim
t↘3−b

u′(t − 3) = u′(−b) = g′(−b)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
=0

{. . .} = 0,

lim
t↗3+b

v′(t) = lim
t↗3+b

u′(t − 3) = u′(b) = g′(b)
´¸¶
=0

{. . .} = 0,

sowie
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lim
t↗0

v′(t) = lim
t↗0

1

λ
[v′(4 + t) − η′(t)] = 1

λ
[−η′(0)
´¸¹¶
∈Yc

] = 0,

also ist v ∶ [−2,4]→ C stetig differenzierbar.

• Behauptung: v genügt der Variationsgleichung (III.4). v ist konstant auf die-
sen Intervallen [0,1 − b], [1 + b,3 − b], [3 + b,4], folglich ist v′(t) = 0 auf diesem
Intervallen. Außerdem ist g′(p(t−1)) = 0 auf denselben Intervallen, also genügt
v der Variationsgleichung (III.4) auf [0,1 − b], [1 + b,3 − b], [3 + b,4].

Es wird gezeigt, dass v der Variationsgleichung auf [1− b,1+ b] und [3− b,3+ b]
genügt:

• Sei t ∈ [1 − b,1], dann gilt

v′(t) = w′(t − 1)

= g′(t − 1){−∆
λ
u(t − 1) −∆w(t − 1) + z(t − 1) + u(b)

λ
+ ∆

λ
η(t − 2)}

= g′(t − 1){−∆
λ
[u(t − 1) − η(t − 2)] −∆w(t − 1) + z(t − 1) + u(b)

λ
}

= g′(t − 1){−∆
λ
[u((t + 2) − 3) − η(t − 2)] −∆w(t − 1)

+ 1

λ
[u(b) − η(t − 1)]}

= g′(p(t − 1)){−∆
λ
[v(t + 2) − η(t − 2)] −∆v(t) + 1

λ
[u(b) − η(t − 1)]}

= g′(p(t − 1)){−∆
λ
[v(4 + (t − 2)) − η(t − 2)] −∆v(t) + 1

λ
[u(b) − η(t − 1)]}

= g′(p(t − 1)){−∆[v(t − 2) + v(t)] + 1

λ
[u(b) − η(t − 1)]}

= g′(p(t − 1)){−∆[v(t − 2) + v(t)] + 1

λ
[v((t − 1) + 4) − η(t − 1)]}

= g′(p(t − 1)) {−∆[v(t − 2) + v(t)] + v(t − 1)}
= g′(p(t − 1)) {v(t − 1) −∆[v(t − 2) + v(t)]}
= g′(p(t − 1)) {v(t − 1) − p′(t − 1)∆[v(t − 2) + v(t)]} .

• Sei t ∈ [1,1+b]. Wie in (i) gilt für z(t−1) = z(λ, η, t−1): z(t−1)+ u(b)λ = v(t−1).
Damit folgt

v′(t) = w′(t − 1)

= g′(t − 1){−∆
λ
u(t − 1) −∆w(t − 1) + z(t − 1) + u(b)

λ
+ ∆

λ
η(t − 2)}

= g′(p(t − 1)){z(t − 1) + u(b)
λ
−∆ [u(t − 1) − η(t − 2)

λ
] −∆w(t − 1)}

= g′(p(t − 1)){v(t − 1) −∆ [u((t + 2) − 3) − η(t − 2)
λ

+ v(t)]}
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= g′(p(t − 1)){v(t − 1) −∆ [v(t + 2) − η(t − 2)
λ

+ v(t)]}

= g′(p(t − 1)){v(t − 1) −∆ [v(4 + (t − 2)) − η(t − 2)
λ

+ v(t)]}

= g′(p(t − 1)) {v(t − 1) − p′(t − 1)∆ [v(t − 2) + v(t)]} .

• Sei t ∈ [3 − b,3 + b], dann gilt

v′(t) = u′(t − 3)
= g′(t − 3)∆u(t − 3) + g′(t − 3)∆w(t − 3) + g′(t − 3)u(−b)
= g′(t − 3) {w(b) +∆[u(t − 3) +w(t − 3)]}
= g′(p(t − 3)) {v(t − 1) +∆[v(t) + v(t − 2)]}
= g′(−p(t − 1)) {v(t − 1) − p′(t − 1)∆[v(t) + v(t − 2)]}
= g′(p(t − 1)) {v(t − 1) − p′(t − 1)∆[v(t) + v(t − 2)]} .

Zur letzten Aussage: Sei ( uw ) ≠ ( 00 ). Dann gilt nach Definition von v, dass
v(t) ≠ 0 für ein t ⩾ 0. Wäre v0 = 0, so auch v(s) = 0 für alle s ⩾ −2.

Proposition III.7.2. (i) Gilt in Proposition III.7.1(i) η = 0 und v0 ≠ 0, so
auch ( uw )(−b) ≠ ( 00 ).

(ii) Gilt in Proposition III.7.1(ii) η = 0 und ( uw )(−b) ≠ ( 00 ), so auch v0 ≠ 0.

Beweis. (i) Sei η = 0 und v0 ≠ 0, dann gilt wegen v4−λv0 = η, dass v4 = λv0 ≠ 0,
also v4 ≠ 0, daher v(t) ≠ 0 für ein t ∈ [2,4].

Behauptung: Es gibt ein t ∈ (3 − b,3 + b), sodass v(t) ≠ 0. Angenommen, dass
v(t) = 0 auf ganz (3 − b,3 + b) ist. Dann ist wegen Stetigkeit v(t) = 0 auf
[3 − b,3 + b]. Da v konstant auf [2,3 − b] und [3 + b,4] ist, würde gelten, dass
v(t) = 0 auf [2,4] wäre. Folglich gilt die Behauptung.

Behauptung: Es gibt ein t ∈ (3 − b,3 + b) mit u(t − 3) ≠ 0. Es gibt ein
t ∈ (3 − b,3 + b) mit v(t) ≠ 0, also u(t − 3) ≠ 0.
Angenommen ( uw )(−b) = ( 00 ), dann ergibt sich mit η = 0 aus der Randbedin-

gung
u(b)
λ
= w(−b) = 0, und es folgt, dass z(λ, η, t)+u(b)λ +

∆
λ η(t−1) = 0 auf [−b, b].

Daher genügt ( uw ) einer linearen Differentialgleichung. Es folgt ( uw )(s) = 0 auf
[−b, b] im Widerspruch zu u(t − 3) ≠ 0.

(ii) Es soll gezeigt werden, dass v0 ≠ 0. Angenommen v0 = 0, dann gilt v4 = 0,
also v(s) = 0 auf [2,4]. Da 3 − b ∈ [2,4] ist, gilt insbesondere, dass u(−b) =
v(3 − b) = 0 ist.

Da v0 = 0 ist und v konstant auf [−1 + b,1 − b] ist, folgt v = 0 auf [−2,1 − b].
Daher gilt 0 = v(1 − b) = w(−b).
Also ( uw )(−b) = ( 00 ), im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Proposition III.7.3. Sei λ ∈ C ∖ {0}.

(i) Es gilt λ ∈ ρ(Mc) genau dann wenn zu jedem η ∈ Yc genau eine Lösung ( uw )
des Randwertproblems (λ, η)-(λ, η,RB) existiert.

(ii) Sei λ ∈ ρ(Mc) und η ∈ Yc. Dann gilt

(Mc − λ)−1η =
1

λ
(V ( uw ) − η)

mit der Lösung ( uw ) ∶ [−b, b]→ C2 von (λ, η)-(λ, η,RB) und mit

(III.6) V ( uw )(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

w(b) für − 2 ⩽ t ⩽ −1 − b,
u(1 + t) für − 1 − b ⩽ t ⩽ −1 + b,
u(b) für − 1 + b ⩽ t ⩽ 0.

Beweis. (i) Sei λ ∈ ρ(Mc) und η ∈ Yc, ψ ∶= (Mc −λ)−1η, v die (durch ψ eindeutig
bestimmte) Lösung von (III.5) mit v0 = ψ. Nach Proposition III.7.1(i) existiert
eine Lösung (u,w) des Randwertproblems (λ, η)-(λ, η,RB). Für diese gilt nach,
Proposition III.7.1(ii), dass es eine Lösung v ∶ [−2,∞) → R von (III.5) gibt mit
v(t) = w(t − 1) auf [1 − b,1 + b] und v(t) = u(t − 1) auf [3 − b,3 + b]; es gilt
v4 − λv0 = η, folglich (Mc − λ)v0 = η, also v0 = (Mc − λ)−1η = v0. Es folgt v = v,
damit auf [−b, b]:

w(t) = v(t + 1) = v(t + 1), u(t) = v(t + 3) = v(t + 3).

Wenn umgekehrt zu jedem η ∈ Yc genau eine Lösung ( uw ) von (λ, η)-(λ, η,RB)
existiert, so liefert für gegebenes η ∈ Yc die Proposition III.7.1(ii) zunächst eine
Lösung v ∶ [−2,∞) → C der Variationsgleichung mit v0 ∈ Yc und v0 = 1

λ(v4 − η),
also v0 = 1

λ(v4 − η), also (Mc − λ)v0 = v4 − λv0 = η; folglich ist Mc − λ surjektiv.
Zur Injektivität von Mc − λ: Sei (Mc − λ)ξ = 0, sei v ∶ [−2,∞) → C die Lösung
der Variationsgleichung (III.5) mit v0 = ξ ∈ Yc.

Nach Proposition III.7.1(i) erhält man aus v eine Lösung ( uw ) von (λ, η)-(λ, η,RB).
Man sieht, dass [−b, b] ∋ t ↦ 0 ∈ C2 eine Lösung hiervon ist. Wegen der vor-
ausgesetzten Eindeutigkeit ergibt sich ( uw ) = ( 00 ) und daraus nach Propositi-
on III.7.1(i) v(t) = 0 auf [1−b,1+b]∪[3−b,3+b]. Da v auf [0,1−b], [1+b,3−b]
und [3 + b,4] konstant ist, folgt v(t) = 0 auf [0,4]. Mit λ ≠ 0 erhält man

v0 =
1

λ
(v4 − η) =

1

λ
(0 − 0) = 0.

Also ist Mc − λ ∶ Yc → Yc eine Bijektion. Der Satz von der offenen Abbildung
liefert, dass (Mc − λ)−1 stetig ist. Es folgt λ ∈ ρ(Mc).

(ii) Sei λ ∈ ρ(Mc), η ∈ Yc.Wegen (i) gibt es eine Lösung ( uw ) von (λ, η)-(λ, η,RB).
Proposition III.7.1(ii) liefert dazu eine Lösung v ∶ [−2,0]→ C der Variationsglei-
chung (III.5) mit v0 ∈ Yc und

v0 =
1

λ
(v4 − η).
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Aus der Definition von v in Proposition III.7.1(ii) ersieht man auch v4 = V ( uw ).
Es folgt

η = v4 − λv0 = (Mc − λ)v0
beziehungsweise

(Mc − λ)−1η = v0 =
1

λ
(v4 − η) =

1

λ
(V ( uw ) − η) .

Proposition III.7.4. (i) Die Abbildung (C∖ {0})×R ∋ (λ, t)↦ Aλ(t) ∈ C2×2

ist stetig.

(ii) Die Abbildung (C ∖ {0}) × Yc × [−b, b] ∋ (λ, η, t)↦ z(λ, η, t) ∈ C ist stetig.

Beweis. (i) Jede Komponente der matrixwertigen Abbildung ist stetig.
(ii) Die Abbildung l ∶ Yc → Cc([−b, b],C), lη(t) = η(t) auf [−b,0] und lη(t) = η(0)
auf [0, b], für jedes η ∈ Yc, ist linear und stetig.
Für alle λ ∈ C ∖ {0}, η ∈ Yc, t ∈ [−b, b] gilt

z(λ, η, t) = 1

λ
(lη)(t).

Daraus folgt mit der Stetigkeit von der Evaluation auf Cc([−b, b],C) × [−b, b]
und l die Stetigkeit von z.

III.8 Charakteristische Gleichung und Resolven-
tenberechnung

Für λ ∈ C ∖ {0} und η ∈ Yc kann das Randwertproblem (λ, η)-(λ, η,RB) mit
c = ( c1c2 ) = ( uw )(−b) wegen 1

λu(b) = w(−b) +
η(0)
λ zu

(λ, η, c) ( u′

w′
)(t) = Aλ(t)(

u
w
)(t)

+ g′(t)c + g′(t)(
0

z(λ, η, t) + ∆
λ η(t − 1) +

η(0)
λ

)

(λ, η,RB, c) c = ( 0 1
1/λ 0

)( u
w
)(b) − (

0
η(0)
λ

) .

umgeschrieben werden. Die Matrizen Aλ(t), t ∈ R, sind bei Multiplikation ver-
tauschbar.
Deshalb ist mit

Sλ ∶ [−b, b] ∋ t↦ exp(∫
t

−b
Aλ(s)ds) ∈ C2×2,
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die Lösung zu Gleichung (λ, η, c) mit Anfangswert ( uw )(−b) = c ∈ C2 durch

( uc
wc
)(t) = Sλ(t)c + Sλ(t)∫

t

−b
(Sλ(s))−1g′(s)cds

+Sλ(t)∫
t

−b
(Sλ(s))−1g′(s)(

0

z(λ, η, s) + ∆
λ η(s − 1) +

η(0)
λ

)ds

gegeben (Variation-der-Konstanten Formel).

Eine Lösung des Randwertproblems (λ, η,RB) ergibt sich, falls der Anfangswert
c = ( ucwc )(−b) die Gleichung

(III.7) c = ( 0 1
1/λ 0

)( uc
wc
)(b) − (

0
η(0)
λ

)

löst, also falls

c = ( 0 1
1/λ 0

){Sλ(b)c + Sλ(b) ∫
b

−b(Sλ(s))−1g′(s)cds

+ Sλ(b) ∫
b

−b(Sλ(s))−1g′(s)(
0

z(λ, η, s) + 1
λη(s − 1) +

η(0)
λ

)ds}

−(
0
η(0)
λ

)

= ( 0 1
1/λ 0

)Sλ(b)c + (
0 1
1/λ 0

){Sλ(b) ∫
b

−b(Sλ(s))−1g′(s)cds}

+( 0 1
1/λ 0

)Sλ(b) ∫
b

−b(Sλ(s))−1g′(s)(
0

z(λ, η, s) + 1
λη(s − 1) +

η(0)
λ

)ds

−(
0
η(0)
λ

) .

Die letzte Gleichung kann umgeschrieben werden als

E(λ, η) =H(λ,∆)c

mit E(λ, η) und H(λ,∆) als

E(λ, η) ∶= −( 0 1
1/λ 0

)Sλ(b)∫
b

−b
(Sλ(s))−1g′(s)(

0

z(λ, η, s) + 1
λη(s − 1) +

η(0)
λ

)ds

+(
0
η(0)
λ

) ,

H(λ,∆) ∶= ( 0 1
1/λ 0

)
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Sλ(b) +(III.8)

Sλ(b)∫
b

−b
(Sλ(s))−1g′(s)Ids

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
− I



35 III.8. Charakteristische Gleichung und Resolventenberechnung

definiert.

Proposition III.8.1 (Charakteristische Gleichung). Für alle λ ∈ C ∖ {0} gilt
λ ∈ σ(Mc) genau dann, wenn det(H(λ,∆)) = 0

Beweis. Proposition III.7.2 besagt für λ ∈ C ∖ {0}: Es gibt ein ζ ∈ Yc ∖ {0} mit
vζ4 = λζ genau dann, wenn es eine Lösung ( uw ) ∶ [−b, b] → C2 von (λ,0, c) mit
( uw )(−b) = c ≠ 0, gibt, welche (λ,0,RB, c) erfüllt.
Dies ist äquivalent dazu, dass es ein c ∈ C2 ∖ {0} gibt, sodass für

( ucwc ) ∶ [−b, b] ∋ t↦ Sλ(t)c + Sλ(t)∫
t

−b
Sλ(s)−1g′(s)cds ∈ C2

gilt

c = ( 0 1
1/λ 0

)( uc
wc
)(b)

beziehungsweise

0 = ( 0 1
1/λ 0

)( uc
wc
)(b) − c =H(λ,∆)c.

(Hier wurden z(λ,0, t) = 0 auf [−b, b] und η = 0 verwendet). Die letzte Aussage
ist äquivalent zu det(H(λ,∆)) = 0.

Sei λ ∈ C ∖ {0}, dann definiert

Ĥ(λ,∆)j,k ∶= (−1)j+kH(λ,∆)j,k det H̄j,k für alle j, k in {1, . . . , n},

wobei H̄j,k aus H(λ,∆) durch Streichen der j-ten Zeile und der k- ten Spalte
sowie Transposition entsteht, eine Matrix Ĥ(λ,∆) ∈ C2×2, Im Fall λ ∈ ρ(Mc)
beziehungsweise det(H(λ,∆)) ≠ 0 gilt Ĥ(λ,∆) = det(H(λ,∆))(H(λ,∆))−1.
Wir definieren

P (λ,∆) = det(H(λ,∆))

für alle λ ∈ C ∖ {0}.

Proposition III.8.2. Sei λ ∈ ρ(Mc) ⊆ C ∖ {0}. Dann ist mit

J(λ, η, t) ∶= Sλ(t) [I + ∫
t

−b
(Sλ(s))−1g′(s)ds] Ĥ(∆, λ)E(λ, η)

B(λ, η, t) ∶= Sλ(t)∫
t

−b
(Sλ(s))−1g′(s)(

0

z(λ,η,s)+ 1
λ
η(s−1)+ η(0)

λ
)ds

für η ∈ Yc und −b ⩽ t ⩽ b die Lösung von (λ, η,RB) gegeben durch

( uηwη )(t) =
1

det(H(λ,∆))
J(λ, η, t) +B(λ, η, t),

und für alle η ∈ Yc gilt

(Mc − λ)−1η =
1

λ
(V ( uηwη ) − η) .



III. Zustandsabhängige Verzögerung 36

Beweis. Siehe die Bemerkungen vor Proposition III.8.1 und
Proposition III.7.3(ii).

Proposition III.8.3. (i) Die Abbildungen

C ∖ {0} ∋ λ z→ det(H(λ,∆)) ∈ C
(C ∖ {0}) × Yc × [−b, b] ∋ (λ, η, t) z→ J(λ, η, t) ∈ C2

(C ∖ {0}) × Yc × [−b, b] ∋ (λ, η, t) z→ B(λ, η, t) ∈ C2

sind stetig.

(ii) Für alle (λ, η, t) ∈ (C∖{0})×Yc×[−b, b] existieren die partiellen Ableitungen
∂tJ(λ, η, t) ∈ C2 und ∂tB(λ, η, t) ∈ C2, und die Ableitungen ∂tJ und ∂tB sind
stetig.

(iii) Für alle λ ∈ C ∖ {0} und t ∈ [−b, b] sind die Abbildungen

J(λ, ⋅, t) ∶ Yc → C2 und B(λ, ⋅, t) ∶ Yc → C2

linear.

Beweis. Mit Hilfe von Proposition III.7.4 und mit den Definitionen von Sλ(t),
Ĥ(∆, λ), E(λ, η) ergeben sich die Behauptungen (i) und (ii) aus elementaren
Regeln über die algebraische Zusammensetzung stetiger Funktionen, über ste-
tige Abhängigkeit von Parametern für Integrale, und über Differenzierbarkeit
von Integralen nach der oberen Grenze.

Aussage (iii) ergibt sich mit Hilfe der Linearität von z(λ, ⋅, t) und E(λ, ⋅).

Proposition III.8.4. Durch (III.6) ist eine lineare Abbildung V des abge-
schlossenen Teilraums

{( uw ) ∈ C1([−b, b],C2) ∣ ( uw )
′(−b) = ( 00 ) = ( uw )

′(b)}

von C1([−b, b],C2) nach Yc gegeben, die stetig (bezüglich der C1-Norm) ist.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich leicht aus der Formel (III.6).

Proposition III.8.5 (Lokalbeschränktheit). Zu jedem λ ∈ σ(Mc) ∖ {0} exis-
tieren ein δ > 0 mit {µ ∈ C ∣ 0 < ∣µ − λ∣ < δ} ⊆ ρ(Mc) und ein c > 0 mit
∣det(H(µ,∆))(Mc − µ)−1∣Lc(Yc,Yc) < c für alle µ ∈ {µ ∈ C ∣ 0 < ∣µ − λ∣ < δ}.

Beweis. • Für alle µ ∈ ρ(Mc) und alle η ∈ Yc gilt wegen Proposition III.8.2

det(H(µ,∆))(Mc − µ)−1η

= 1

µ
{V (J(µ, η, ⋅) + det(H(µ,∆))B(µ, η, ⋅)) − det(H(µ,∆))η},
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folglich gilt

∣det(H(µ,∆))(Mc − µ)−1η∣C1
c

⩽ 1

∣µ∣

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣V ∣Lc(C1([−b,b],C2),Yc)(∣J(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2)

+ ∣det(H(µ,∆))∣∣B(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2))

+ ∣det(H(µ,∆))∣ ⋅ ∣η∣C1
c

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Sei λ ∈ σ(Mc) ∖ {0}. Da

C ∖ {0} ∋ µ↦ det(H(µ,∆)) ∈ C und C ∖ {0} ∋ µ↦ 1

µ
∈ C

stetig sind, gibt es zu ε0 ∶= ∣λ∣2 ein c > 0 mit

1

∣µ∣
⩽ c und ∣det(H(µ,∆))∣ ⩽ c für alle λ ∈ C mit ∣µ − λ0∣ ⩽ ε0.

(beachte µ ≠ 0 für diese µ). Da λ isolierter Punkt von σ(Mc) ist, gibt es ein
δ0 ∈ (0, ε0] mit µ ∈ ρ(Mc) für alle µ ∈ C mit 0 < ∣µ − λ∣ < δ0. Es folgt für diese µ
und für alle η ∈ Yc:

∣det(H(µ,∆))∣(Mc − µ)−1η∣C1
c

⩽ c
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣V ∣Lc(C1([−b,b],C2),Yc)(∣J(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2)

+ c∣B(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2) + c∣η∣C1
c
)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Diese Abschätzung und die Beziehung

∣det(H(µ,∆))(Mc − µ)−1∣Lc(Yc,Yc) = sup
{η∈Yc∶ ∣η∣C1⩽1}

∣det(H(µ,∆))(Mc − µ)−1η∣C1
c

zeigen, dass nur noch das Folgende bewiesen werden muss:

Es gibt ein δ ∈ (0, δ0) und ein k ⩾ 0, sodass für alle µ ∈ C mit ∣µ−λ∣ ⩽ δ und alle
η ∈ Yc mit ∣η∣C1 ⩽ 1 gilt:

∣J(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2) ⩽ k und ∣B(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2) ⩽ k.

• Behauptung: Es gibt ein δJ ∈ (0, δ0] und ein k ⩾ 0, sodass für alle µ ∈ C mit
∣µ − λ∣ ⩽ δJ und für alle η ∈ Yc mit ∣η∣C1 ⩽ 1 gilt:

∣J(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2) ⩽ kJ .

Beweis. {λ}×{0}×[−b, b] ist eine kompakte Teilmenge von (C∖{0})×Yc×[−b, b];
darauf sind J und ∂tJ gleichmäßig stetig, zu ε = 1 gibt es daher ein δ1 > 0, so
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dass für alle µ ∈ C mit ∣µ − λ∣ < δ1 und für alle η ∈ Yc mit ∣η − 0∣C1
c
⩽ δ1 und für

alle t ∈ [−b, b] gilt:

∣J(µ, η, t)∣ = ∣J(µ, η, t) − J(λ,0, t)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 wegen
Linearität

∣ ⩽ 1.

Analog existiert ein δJ ∈ (0, δ1] ⊆ (0, δ0], so dass für alle µ ∈ C mit ∣µ − λ∣ ⩽ δJ
und für alle η ∈ Yc mit ∣η − 0∣C1

c
⩽ δJ und für alle t ∈ [−b, b] gilt:

∣∂tJ(µ, η, t)∣ ⩽ 1.

Zusammen, für diese µ und η:

∣J(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2) = max
t∈[−b,b]

∣J(µ, η, t)∣ + max
t∈[−b,b]

∣∂tJ(µ, η, t)∣ ⩽ 2

weiter folgt für diese µ und für alle η ∈ Yc mit ∣η∣C1
c
⩽ 1, dass ∣δJη∣C1

c
⩽ δJ , daher

∣J(µ, δJη, ⋅)∣C1([−b,b],C2) ⩽ 2

und weiter mit Linearität,

∣J(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2) ⩽
2

δJ
(=∶ kJ).

• Behauptung: Es gibt ein δ ∈ (0, δJ] und ein kB ⩾ 0 so dass für alle µ ∈ C mit
∣µ − λ∣ ⩽ δ und für alle η ∈ Yc mit ∣η∣C1

c
⩽ 1 gilt:

∣B(µ, η, ⋅)∣C1([−b,b],C2) ⩽ kB.

Beweis. Analog zum Beweis der vorigen Behauptung. Setze k ∶= 2
δJ
+ kB.

III.9 Die charakteristische Funktion

Für λ ≠ 0 sei Жλ = (
1 1
−1/λ −1 ) .

Proposition III.9.1. Für alle λ ∈ C ∖ {0,1} gilt

Sλ(b) + Sλ(b)∫
b

−b
[Sλ(s)]−1g′(s)Ids = e−2∆Жλ + 1

∆
[e−2∆Жλ − I]Ж−1

λ .

Beweis. Wegen

∫
t

−b
g′(s)∆Жλds = ∫

t

−b
g′(s)ds∆Жλ = (g(t) − 1)∆Жλ auf [−b, b],

gilt Sλ(t) = e(g(t)−1)∆Жλ , insbesondere Sλ(b) = e−2∆Жλ .
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Es folgt für alle s ∈ [−b, b], dass

[Sλ(s)]−1 = e−(g(s)−1)∆Жλ = e(1−g(s))∆Жλ = e∆Жλe−g(s)∆Жλ ,

und es gilt
d

ds
(e−g(⋅)∆Жλ) (s) = e−g(s)∆Жλ(−g′(s)∆Жλ).

Wegen λ ≠ 1 ist Жλ invertierbar. Wir erhalten

∫
b

−b
[Sλ(s)]−1g′(s)Ids = ∫

b

−b
g′(s)Sλ(s)−1ds

= e∆Жλ ∫
b

−b
g′(s)e−g(s)∆Жλds

= −e∆Жλ ∫
b

−b
[−g′(s)e−g(s)∆Жλ∆Жλ]ds

1

∆
Ж−1

λ

= −e∆Жλ[e−g(⋅)∆Жλ]b−b
1
∆

Ж−1
λ

= − 1
∆
e∆Жλ [e∆Жλ − e−∆Жλ]Ж−1

λ

= − 1
∆
[e2∆Жλ − I]Ж−1

λ

= 1

∆
(I − e2∆Жλ)Ж−1

λ .

Es folgt

Sλ(b) [I + ∫
b

−b
[Sλ(s)]−1g′(s)Ids] = e−2∆Жλ + e

−2∆Жλ

∆
[I − e2∆Жλ]Ж−1

λ

= e−2∆Жλ + 1

∆
[e−2∆Жλ − I]Ж−1

λ .

Die charakteristische Gleichung det(H(λ,∆)) = 0 für σ(Mc) ∖ {0} aus Proposi-
tion III.8.1 lautet für λ ∈ C ∖ {0,1} also

det(( 0 1
1/λ 0

)[e−2∆Жλ + 1

∆
[e−2∆Жλ − I]Ж−1

λ ] − (
1 0
0 1

)) = 0.

Anmerkung III.9.2. Sei PЖ(z) das charakteristische Polynom von Жλ, dann
sind z1 = i

√
1/λ − 1 und z2 = −i

√
1/λ − 1 Nullstellen von PЖ, und es gilt

(III.9) Жλ = (
1

z1−1
−1
z1+1

1 1
)(

z1 0

0 −z1
)(

1 1
z1+1

−1 1
z1−1
) z

2
1 − 1
2z1

.

Beweis. Sei PЖ das charakteristische Polynom von Жλ, also

PЖ(z) =det(Жλ − zI)

=det [( 1 1
−1/λ −1 ) − (

z 0
0 z

)]
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=det( 1 − z 1
−1/λ −(1 + z) )

= − (1 − z2) + 1/λ
=z2 − (1 − 1/λ)

=(z − i
√
1/λ − 1 )(z + i

√
1/λ − 1 ),

und z1 = i
√
1/λ − 1 , z2 = −i

√
1/λ − 1 sind die Eigenwerte von PЖ(z). Eigenvek-

toren v1 zu z1 und v2 zu z2 sind durch

v1 = (
1

z1−1
1
) und v2 = (

−1
1−z2
1
)

gegeben. Daher ist

Жλ =(
1

z1−1
−1

1−z2
1 1

)(
z1 0

0 z2
)(

1
z1−1

−1
1−z2

1 1
)
−1

=(
1

z1−1
−1
z1+1

1 1
)(

z1 0

0 −z1
)(

1 1
z1+1

−1 1
z1−1
) z

2
1 − 1
2z1

,

mit z2 = −z1.

Anmerkung III.9.3. Für jedes λ ∈ C ∖ {0,1} und jedes ∆ ∈ R gilt

(III.10) e−2∆Жλ =
⎛
⎝

Ch−Sh
z1

−Sh
z1

Sh
λz1

Ch+Sh
z1

⎞
⎠
,

mit Ch = cosh(2∆z1) = cosh(2i∆
√
1/λ − 1 ), Sh = sinh(2∆z1) = sinh(2i∆

√
1/λ − 1 )

und z1 = i
√
1/λ − 1 .

Beweis. Seien λ ∈ C ∖ {0,1} und ∆ ∈ R. Dann gilt

e−2∆Жλ =
∞
∑
n=0

(−2∆)n
n!

Жn
λ

=
∞
∑
n=0

(−2∆)n
n!

[(
1

z1−1
−1
z1+1

1 1
)(

z1 0

0 −z1
)(

1 1
z1+1

−1 1
z1−1
) z

2
1 − 1
2z1
]
n

=
∞
∑
n=0

(−2∆)n
n!

(
1

z1−1
−1
z1+1

1 1
)(

zn1 0

0 (−z1)n
)(

1 1
z1+1

−1 1
z1−1
) z

2
1 − 1
2z1

= (
1

z1−1
−1
z1+1

1 1
)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

∞
∑
n=0

(−2∆z1)n
n!

0

0
∞
∑
n=0

(2∆z1)n
n!

⎞
⎟⎟⎟
⎠
(

1 1
z1+1

−1 1
z1−1
) z

2
1 − 1
2z1

= (
1

z1−1
−1
z1+1

1 1
)(

e−2∆z1 0

0 e2∆z1
)(

1 1
z1+1

−1 1
z1−1
) z

2
1 − 1
2z1

=
⎛
⎝

e−2∆z1

z1−1
−e2∆z1

z1+1

e−2∆z1 e2∆z1

⎞
⎠
(

1 1
1+z1

−1 1
z1−1
) z

2
1 − 1
2z1
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=
⎛
⎝

e2∆z1

1+z1 +
e−2∆z1

z1−1 − e2∆z1

z21−1
+ e−2∆z1

z21−1

−(e2∆z1 − e−2∆z1) e2∆z1

z1−1 +
e−2∆z1

z1+1

⎞
⎠
z21 − 1
2z1

=
⎛
⎜
⎝

(z1−1)e2∆z1+e−2∆z1(1+z1)
z21−1

−(e2∆z1−e−2∆z1)
z21−1

−(e2∆z1 − e−2∆z1) e2∆z1(z1+1)+e−2∆z1(z1−1)
z21−1

⎞
⎟
⎠
z21 − 1
2z1

=
⎛
⎝

(z1−1)e2∆z1+e−2∆z1(1+z1)
2

−(e2∆z1−e−2∆z1)
2

− (z
2
1−1)(e

2∆z1−e−2∆z1)
2

e2∆z1(z1+1)+e−2∆z1(z1−1)
2

⎞
⎠

1

z1

= 1

z1

⎛
⎝

z1(e2∆z1+e−2∆z1)−(e2∆z1−e−2∆z1)
2

−(e2∆z1−e−2∆z1)
2

− (z
2
1−1)(e

2∆z1−e−2∆z1)
2

(e2∆z1−e−2∆z1)+z1(e2∆z1+e−2∆z1)
2

⎞
⎠

= 1

z1
(

z1Ch−Sh −Sh
−(z21 − 1)Sh Sh+z1Ch

)

= 1

z1
(
z1Ch−Sh −Sh

Sh
λ z1Ch+Sh

)

= (
Ch−Sh

z1
−Sh
z1

Sh
λz1

Ch+Sh
z1

)

Anmerkung III.9.4. Für λ ∈ C ∖ {0,1} und ∆ ∈ R ∖ {0} gilt

(III.11) H(λ,∆) =
⎛
⎜⎜
⎝

−1 + α
λ (Ch− Sh

i∆
√
1/λ−1

) + α
1
λ (Ch−

Sh

i∆
√
1/λ−1

) − α
λ −1 − α

λ

⎞
⎟⎟
⎠

mit Sh = sinh(2i∆
√
1/λ − 1 ), Ch = cosh(2i∆

√
1/λ − 1 ) und

α ∶= Sh

i
√
1/λ − 1

− Ch−1
∆(1 − 1/λ)

.

Beweis. Wegen z1 = i
√
1/λ − 1 gilt α = Sh

z1
− (Ch−1)

∆z21
. Indem (III.9) und (III.10)

in (III.8) eingesetzt werden, erhält man

H(λ,∆) =( 0 1
1/λ 0

)[e−2∆Жλ + 1

∆
(e−2∆Жλ − I)Ж−1

λ ] − I

=( 0 1
1/λ 0

)[e−2∆Жλ

+ 1

∆
((

Ch−Sh
z1

−Sh
z1

Sh
λz1

Ch+Sh
z1

) − I)( −1 −1
1/λ 1

) λ

1 − λ
] − I

=( 0 1
1/λ 0

)[e−2∆Жλ

+ λ

∆(1 − λ)
(
(Ch−1) − Sh

z1
−Sh
z1

Sh
λz1

(Ch−1) + Sh
z1

)( −1 −1
1/λ 1

)] − I



III. Zustandsabhängige Verzögerung 42

=( 0 1
1/λ 0

)[e−2∆Жλ

− 1

∆z21
(

Sh
z1
− (Ch−1) − Sh

λz1
Sh
z1
− (Ch−1) − Sh

z1

− Sh
λz1
+ Ch−1

λ + Sh
λz1

− Sh
λz1
+ (Ch−1) + Sh

z1

)] − I

=( 0 1
1/λ 0

)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(
Ch−Sh

z1
−Sh
z1

Sh
λz1

Ch+Sh
z1

)

+
⎛
⎝

(Ch−1)
∆z21

− Sh
∆z1

(Ch−1)
∆z21

− (Ch−1)
λ∆z21

− Sh
∆z1
− (Ch−1)

∆z21

⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
− I

=( 0 1
1/λ 0

)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

(Ch− Sh
∆z1
) − (Shz1 −

(Ch−1)
∆z21
) (Ch−1)

∆z21
− Sh

z1

1
λ (

Sh
z1
− (Ch−1)

∆z21
) (Ch− Sh

∆z1
) + (Shz1 −

(Ch−1)
∆z21
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
− I

=( 0 1
1/λ 0

)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(Ch− Sh

i∆
√
1/λ−1

) − α −α
α
λ (Ch− Sh

i∆
√
1/λ−1

) + α

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

− I

=
⎛
⎜⎜
⎝

−1 + α
λ (Ch− Sh

i∆
√
1/λ−1

) + α
1
λ (Ch−

Sh

i∆
√
1/λ−1

) − α
λ −1 − α

λ

⎞
⎟⎟
⎠

Proposition III.9.5. Seien λ ∈ C ∖ {0,1}, ∆ ∈ R ∖ {0}, dann gilt
P (λ,∆) = det(H(λ,∆)) = z(λ,∆)

∆2(λ−1) mit

(III.12) z(λ,∆) = 2(1 −Ch) + ∆2

λ
(λ − 1)2 + 2i∆

√
1/λ − 1 Sh .

Beweis. Seien λ ∈ C ∖ {0,1} und ∆ ∈ R ∖ {0}, dann gilt

P (λ,∆) = det
⎛
⎜⎜
⎝

−1 + α
λ (Ch− Sh

i∆
√
1/λ−1

) + α

1
λ (Ch−

Sh

i∆
√
1/λ−1

) − α
λ −1 − α

λ

⎞
⎟⎟
⎠

= (−1 + α
λ
)(−1 − α

λ
) − 1

λ
[(Ch− Sh

∆z1
) − α] [(Ch− Sh

∆z1
) + α]

= 1 − α
2

λ2
− 1

λ
[(Ch− Sh

∆z1
)
2

− α2]

= 1 − α
2

λ2
+ α

2

λ
− 1

λ
(Ch− Sh

∆z1
)
2

= 1 + α2 (1 − 1/λ)
λ

− 1

λ
(Ch− Sh

∆z1
)
2

= 1 + z
2
1

λ
α2 − 1

λ
(Ch− Sh

∆z1
)
2

= 1 + z
2
1

λ
(Sh
z1
− (Ch−1)

∆z21
)
2

− 1

λ
(Ch− Sh

∆z1
)
2
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(mit α = Sh

z1
− (Ch−1)

∆z21
, siehe Anfang des Beweises von Bemerkung III.9.4)

= 1 + 1

λ
(Sh−(Ch−1)

∆z1
)
2

− 1

λ
(Ch− Sh

∆z1
)
2

= 1

λ∆2z21
[λz21∆2 + (∆z1 Sh−(Ch−1))2 − (∆z1Ch−Sh)2]

= 1

λ∆2z21
[λ∆2z21 +∆2z21 Sh

2 −2∆z1 Sh(Ch−1) + (Ch−1)2

−∆2z21 Ch
2 +2∆z1 ShCh−Sh2 ]

= 1

λ∆2z21
[λ∆2z21 + (−2∆z1 ShCh+2∆z1 ShCh) −∆2z21(Ch2 −Sh2)

+ (Ch2 −Sh2) + 2∆z1 Sh−2Ch+1]

= 1

λ∆2z21
[λ∆2z21 −∆2z21 + 1 + 2∆z1 Sh−2Ch+1]

= 1

λ∆2z21
[2(1 −Ch) + (λ − 1)∆2z21 + 2∆z1 Sh ]

= 1

∆2(λ − 1)
[2(1 −Ch) + ∆2

λ
(λ − 1)2 + 2i∆

√
1/λ − 1 Sh ]

Anmerkung III.9.6. Sei λ ∈ C ∖ {0,1}, ∆ ∈ R ∖ {0}, und z(λ,∆) ≠ 0, dann
kann die Inverse zu H(λ,∆) als

H−1(λ,∆) = ∆2(λ − 1)
z(λ,∆)

Ĥ(λ,∆)

ausgedrückt werden, mit

(III.13) Ĥ(λ,∆) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 − α
λ

−
⎛
⎝
Ch− Sh

∆
√
1 − 1/λ

⎞
⎠
− α

−1
λ

⎛
⎝
Ch− Sh

∆
√
1 − 1/λ

⎞
⎠
+ α
λ

−1 + α
λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

und z(λ,∆) = 2(1 −Ch) + ∆2

λ (λ − 1)2 + 2∆
√
1 − 1/λ Sh.

Proposition III.9.7. Für jedes ∆ > 0 ist die Abbildung P (⋅,∆) ∶ C ∖ {0}→ C
analytisch (holomorph).

Beweis. Seien ∆ > 0, λ0 ∈ C ∖ {0,1}. Setze µ0 =
1

λ0
− 1 (∈ C ∖ {0}). Dann

existiert ein ε ∈ (0, ∣µ0∣) und eine holomorphe Funktion Wu ∶ Uε(µ0) → C mit
Wu2(z) = z für alle z ∈ Uε(λ0). (Man findet Wu mit Hilfe des Satzes über inverse
holomorphe Abbildungen, als lokale Inverse von C ∋ ω ↦ ω2 ∈ C2.)
Für alle z ∈ Uε(µ0) gilt mit der Festlegung von

√
z aus der Einleitung Wu(z) ∈

{
√
z ,−
√
z }.

Aus Stetigkeitsgründen gibt es ein δ > 0 mit λ ∈ C ∖ {0,1} für alle λ ∈ Uδ(λ0).



III. Zustandsabhängige Verzögerung 44

Für solche λ mit 1
λ − 1 ∈ C ∖ {0,1} folgt aus Proposition III.9.5, und weil cosh

gerade und sinh ungerade, ist die Darstellung

(III.14) P (λ,∆) =
2(1 − cosh(2i∆

√
1/λ − 1 )) + ∆2

λ (λ − 1)
2

∆2(λ − 1)

+
2i∆
√
1/λ − 1 sinh(2i∆

√
1/λ − 1 )

∆2(λ − 1)

=
2 (1 − cosh (2i∆Wu (1/λ − 1))) + ∆2

λ (λ − 1)2

∆2(λ − 1)

+ 2i∆Wu (1/λ − 1) sinh (2i∆Wu (1/λ − 1))
∆2(λ − 1)

Damit ist P (⋅,∆)∣
Uδ(λ0)

holomorph.

Es folgt, dass P (⋅,∆)∣
C∖{0,1}

holomorph ist.

Nach Proposition III.8.3 ist P (⋅,∆) stetig, also lokalbeschränkt, deshalb hat
P (⋅,∆)∣

C∖{0,1}
bei λ0 = 1 eine hebbare Singularität, daraus ergibt sich, dass

P (⋅,∆) ∶ C ∖ {0}→ C holomorph ist.

Korollar III.9.8. Für jedes λ ∈ σ(Mc)∖{0} ist die Ordnung von λ als Pol der
Resolvente

ρ(Mc) ∋ µz→ (Mc − µ)−1 ∈ Lc(Yc, Yc)

höchstens gleich der Ordnung von λ als Nullstelle von

C ∖ {0} ∋ λz→ det(H(µ,∆)) ∈ C.

Beweis. Seien λ ∈ σ(Mc) ∖ {0} und

Kε(λ) = {µ ∈ C ∣ ∣λ − µ∣ < ε}.

Dann existiert ε > 0 mit {µ ∈ C ∣ 0 < ∣µ − λ∣ < ε} ⊆ ρ(Mc), und es gibt p ∈ N,
sowie Ln ∈ Lc(Yc, Yc), −p ⩽ n ∈ Z, mit L−p ≠ 0 mit

(Mc − µ)−1 =
p

∑
n=1
(µ − λ)−nL−n +

∞
∑
n=0
(µ − λ)nLn für alle µ ∈ C mit ∣µ − λ∣ < ε,

p ist die Ordnung des Pols der Resolvente an der Stelle λ.

Weiter existieren q ∈ N und ζn ∈ C, n ∈ N, mit ζq ≠ 0 und

det(H(µ,∆)) =
∞
∑
n=q
(µ − λ)nζn für alle µ ∈Kε(λ),

q ⩾ 1 ist die Ordnung der Nullstelle λ von det(H(⋅,∆)).
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Für alle µ ∈ C mit 0 < ∣µ − λ∣ < ε folgt (im Fall p ⩾ 2)

(Mc − µ)−1 =
1

(µ − λ)p
L−p +

p−1

∑
n=1
(µ − λ)−nL−n +

∞
∑
n=0
(µ − λ)nLn.

Für alle µ ∈ {µ ∈ C ∣ ∣µ − λ∣ < ε} gilt

det(H(µ,∆)) = (µ − λ)q
∞
∑
n=q
(µ − λ)n−qζn = (µ − λ)q [ζq + ∑

n=q+1
(µ − λ)n−qζn] ,

und durch
s(µ) =

∞
∑
n=q+1
(µ − λ)n−qζn

ist eine holomorphe Funktion auf Kε(λ) gegeben.

Angenommen, q < p, also p−(q+1) ⩾ 0. Dann erhalten wir für alle µ ∈Kε(λ) ∖ {λ},
dass

(µ − λ)p−(q+1) det(H(µ,∆))(Mc − µ)−1

= (µ − λ)p−1(ζq + s(µ)) [(µ − λ)−pL−p +
p−1

∑
n=1
(µ − λ)−nL−n +

∞
∑
n=0
(µ − λ)nLn]

= (µ − λ)−1ζqL−p +
p−1

∑
n=1
(µ − λ)p−1−nζqL−n + ζq

∞
∑
n=0
(µ − λ)p−1+nLn

+ (µ − λ)−1s(µ)L−p + s(µ)
p−1

∑
n=1
(µ − λ)p−1−nL−n + s(µ)

∞
∑
n=0
(µ − λ)p−1+nLn.

Auf der kompakten Umgebung K ∶= {µ ∈ C ∶ ∣µ − λ∣ ⩽ ε/2} sind die zweiten,
dritten, fünften und sechsten Terme beschränkt, weil sie durch konvergente Po-
tenzreihen gegeben sind.

Es gilt
lim
µ→λ
µ≠λ

∣(µ − λ)−1ζqL−p∣ =∞,

wegen 0 ≠ ζqL−p ∈ Lc(Yc, Yc).

Für den vierten Term haben wir

(µ − λ)−1s(µ)L−p = ∑
n=q+1
(µ − λ)n−(q+1)ζnL−p für alle µ ∈ C mit 0 < ∣µ − λ∣ < ε.

Dies zeigt, dass auch der vierte Term auf K beschränkt ist.

Insgesamt folgt

lim
µ→λ
µ≠λ

∣(µ − λ)p−(q+1) det(H(µ,∆))(Mc − µ)−1∣ =∞,

woraus sich (mit p − (q + 1) ⩾ 0) ein Widerspruch zur Lokalbeschränktheit aus
Proposition III.8.5 ergibt.



III. Zustandsabhängige Verzögerung 46

III.10 Suche nach Lösungen der charakteristischen
Gleichung, Verzweigung von Eigenwerten des Mo-
nodromieoperators

Im letzten Teil dieses Abschnitts betrachten wir eine 1-Parameter-Familie von
Verzögerungsfunktionalen d∆ ∶ C → (0,2), ∆ ∈ R, mit d∆(pt) = 1 für alle t ∈ R,
sodass p ∶ R → R periodische Lösung von der Gleichung (III.1) mit d = d∆ ∣

C1

ist, ∆ ∈ R, und suchen nach Eigenwerten λ ∈ C ∖ {0,1} des zu p gehörigen
Monodromieoperators M∆,c ∶ Cc → Cc. Genauer: Wir wählen dazu eine Funktion
δ̃ ∶ R2 → (−1,1), sodass für alle ∆ ∈ R gilt: δ̃(0,∆) = 0, und δ̃(⋅,∆) ∶ R→ (−1,1)
ist stetig differenzierbar mit ∂1δ̃(0,∆) =∆. Und für alle ξ ∈ R: δ̃(ξ,0) = 0.
Dann betrachten wir zu jedem ∆ ∈ R das Funktional d∆ ∶ C → (0,2), d∆(χ) =
1 + δ̃(χ(0) + χ(−2),∆).
Die Einschränkung d∆ ∣

C1
hat die Eigenschaft (E), siehe Proposition III.5.1.

Dann ist R ∋ t ↦ p(t) ∈ R periodische Lösung der Gleichung (III.1) mit d =
d∆. Die zugehörige Variationsgleichung längs p ist (III.5). Die Eigenwerte des
zugehörigen Monodromieoperators M∆,c ∶ Cc → Cc in C ∖ {0,1} sind gegeben
durch die Nullstellen von

P (⋅,∆) ∶ C ∖ {0}→ C.

Anmerkung III.10.1. Betrachte

Z ∶ {(u,∆) ∈ C × (R ∖ {0}) ∣ 4∆2 ≠ u} Ð→ C

(u,∆) z→
∞
∑
n=2

2(n − 1)un
(2n)!

+ u2

4(4∆2 − u)
.

(i) Sei ∆ ∈ R ∖ {0}, λ ∈ C ∖ {0,1}. Sei w = 2i∆
√
1/λ − 1 und sei u = w2 =

4∆2(1−1/λ). Dann gilt u ≠ 4∆2, und der Zähler von P (λ,∆) ist gegeben durch

z(λ,∆) = 2(1 − cosh(w)) +w sinh(w) + u
4
(λ − 1) = Z(u,∆).

(ii) Mit r(u) ∶=
∞
∑
n=2

2(n − 1)
(2n)!

un für u ∈ C gilt Z(u,∆) = r(u) + u2

4(4∆2 − u)
für

alle ∆ ∈ R ∖ {0} und alle u ∈ C mit 4∆2 ≠ u.

(iii) Mit R(u) ∶=
∞
∑
n=2

2(n − 1)
(2n)!

un−2 für u ∈ C (= r(u)
u2

im Fall u ≠ 0) gilt

Z(u,∆) = u2(R(u) + 1

4(4∆2 − u)
) = u2(4(4∆

2 − u)R(u) + 1
4(4∆2 − u)

)

für ∆ ∈ R ∖ {0} und u ∈ C mit 4∆2 ≠ u.

Beweis. (i) Sei λ ∈ C ∖ {0,1}, ∆ ∈ R ∖ {0}, u = 4∆2 (1 − 1
λ
).
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• Behauptung: u ≠ 4∆2.
Beweis davon: Angenommen u = 4∆2, dann folgt 4∆2(1−1/λ) = 4∆2, das heisst

0 = 4∆2((1 − 1/λ) − 1) = −4∆
2

λ
,

also ∆ = 0, Widerspruch. Folglich ist u ≠ 4∆2.

• Behauptung: Sei w = 2i∆
√
1/λ − 1 , dann gilt u = w2 und

2(1 −Ch) + 2i∆
√
1/λ − 1 Sh =

∞
∑
n=2

2(n − 1)
(2n)!

un,

mit Ch = cosh(2i∆
√
1/λ − 1 ) und Sh = sinh(2i∆

√
1/λ − 1 ).

Beweis davon: Es gilt

2 (1 − cosh(2i∆
√
1 − 1/λ )) + 2i∆

√
1 − 1/λ sinh(2i∆

√
1 − 1/λ )

= 2(1 − cosh(w)) +w sinh(w)

= 2(1 −
∞
∑
n=0

w2n

(2n)!
) +w

∞
∑
n=0

w2n+1

(2n + 1)!

= 2 −
∞
∑
n=0

2w2n

(2n)!
+
∞
∑
n=0

w2n+2

(2n + 1)!

= −
∞
∑
n=1

2w2n

(2n)!
+
∞
∑
n=1

w2(n−1)+2

(2(n − 1) + 1)!

= −
∞
∑
n=1

2w2n

(2n)!
+
∞
∑
n=1

2nw2n

(2n − 1)!(2n)

= −
∞
∑
n=1

2w2n

(2n)!
+
∞
∑
n=1

2nw2n

(2n)!

=
∞
∑
n=1

2(n − 1)
(2n)!

w2n

=
∞
∑
n=2

2(n − 1)
(2n)!

w2n

=
∞
∑
n=2

2(n − 1)
(2n)!

un

• Behauptung:
u

4
(λ − 1) = u2

4(4∆2 − u)
.

Beweis davon: Wegen λu = 4∆2(λ− 1) = 4∆2λ− 4∆2 gilt λ = 4∆2

4∆2 − u
, daher ist

u

4
(λ − 1) = u

4
( 4∆2

4∆2 − u
− 1)

= u
4
(4∆

2 − (4∆2 − u)
4∆2 − u

)

= u2

4(4∆2 − u)
.
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Also gilt insgesamt

z(λ,∆) =
∞
∑
n=2

2(n − 1)un
(2n)!

+ u2

4(4∆2 − u)
= Z(u,∆).

(ii) Es gilt für alle u ∈ C mit u ≠ 4∆2 und für alle ∆ ∈ R ∖ {0}

Z(u,∆) =
∞
∑
n=2

2(n − 1)
(2n)!

un

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=r(u)

+ u2

4(4∆2 − u)
= r(u) + u2

4(4∆2 − u)
.

(iii) Es gilt für alle u ∈ C mit u ≠ 4∆2 und für alle ∆ ∈ R ∖ {0}

Z(u,∆) = r(u) + u2

4(4∆2 − u)

= u2 (R(u) + 1

4(4∆2 − u)
)

= u2 (4(4∆
2 − u)R(u) + 1
4(4∆2 − u)

) .

Zunächst wird die Existenz von Nullstellen des charakteristischen Polynoms
P (⋅,∆) auf (1,+∞) ausgeschlossen.

Proposition III.10.2. Die Abbildung z(⋅,∆) mit ∆ ∈ R hat keine Nullstellen
in (1,+∞), also hat M∆,c keine Eigenwerte in (1,+∞).
Beweis. Sei λ > 1, dann gilt für u = 4∆2 (1 − 1

λ
): 0 < u < 4∆2, daher z(λ,∆) =

r(u)
´¸¶
>0

+ u2

4(4∆2 − u)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>0

> 0, also hat z(⋅,∆) hat keine Nullstellen in (1,∞), und M∆,c

hat keine Eigenwerte in (1,∞).

Gibt es für geeignete ∆ auch Nullstellen in (0,1)?
Wir kommentieren kurz die Frage nach Nullstellen in (0,1), ohne die Beweise
im Detail auszuführen. Insbesondere sieht man, dass es auch Nullstellen höherer
Ordnung gibt.

Für λ ∈ (0,1) ist

√
1

λ
− 1 reell und positiv.

Mit den Beziehungen

cosh(iv) = cos(v) sinh(iv) = i sin(v)

und mit v = 2∆
√

1

λ
− 1 > 0 ergibt sich für λ ∈ (0,1) und ∆ > 0 die Beziehung

z(λ,∆) = 2(1 − cos(v)) − v sin(v) + v4

4v2 + 16∆2
.
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Mit den Abbildungen

A ∶ R ∋ v ↦ 2(1 − cos(v)) − v sin(v) ∈ R

und
N ∶ R2 ∖ {(0,0)} ∋ (v,∆)↦ v4

4v2 + 16∆2
∈ R

und mit der bijektiven Transformation

T ∶ (0,1) × (0,∞) ∋ (λ,∆)↦
⎛
⎝
2∆

√
1

λ
− 1 ,∆

⎞
⎠
∈ (0,∞) × (0,∞)

erhalten wir

z(λ,∆) = A(T1(λ,∆)) +N(T (λ,∆)) = A(T1(λ,∆)) +N(T1(λ,∆),∆).

Um für ∆ > 0 Nullstellen von z(⋅,∆) in (0,1) zu finden, suchen wir zuerst
Nullstellen v ∈ (0,∞) der Abbildung A+N(⋅,∆); aus diesen erhalten wir wegen

z ((T −1(v,∆))1,∆) = z(T −1(v,∆)) = A(v) +N(v,∆)

die Nullstellen λ = (T −1(v,∆))1 =
4∆2

v2 + 4∆2
∈ (0,1) von z(⋅,∆).

Für kleine ∆ > 0 und für alle v > 0 gilt

A(v) > −N(v,∆),

es gibt also keine Nullstellen von A +N(⋅,∆) von (0,∞).
Mit wachsendem ∆ > 0 wird der Graph von −N(⋅,∆) flacher und wandert nach
oben zur Achse R × {0}, siehe Abbildung III.1.
Bei einem ersten kritischen Wert ∆1 > 0 berühren sich A und −N(⋅,∆1) für ein
v1 zwischen den beiden kleinsten Nullstellen n1 < n2 von A in (0,∞), ansch-
ließend verzweigt die doppelte Nullstelle v1 von A +N(⋅,∆1) zu zwei einfachen
Nullstellen v1−(∆) < v1+(∆) von A+N(⋅,∆) im Intervall (n1, n2). Für ∆↗ +∞
strebt v1−(∆) gegen n1 und v1−(∆) < v1+(∆) gegen n2.
Der doppelten Nullstelle v1 von A+N(⋅,∆1) entspricht eine doppelte Nullstelle
λ1 ∈ (0,1) von z(⋅,∆1), welche für ∆1 <∆ zu zwei einfachen Nullstellen λ1−(∆) <
λ1+(∆) in (0,1) verzweigt, die für ∆↗ +∞ beide gegen 1 konvergieren.
Für fallende ∆ <∆1 sollte eine Verzweigung von λ1 zu zwei nicht-reelle komplex
konjugierte einfache Nullstellen λ1c(∆) ≠ λ1c(∆) von z(⋅,∆) vorliegen, die für
∆↘ 0 vermutlich gegen 0 streben.
Für ∆ ∈ (∆1,∞) wiederholt sich das vorige Szenario abzählbar oft, zuerst ab
einem kritischen ∆2 > ∆1 mit Nullstellen v3−(∆) < v3+(∆) von A + N(⋅,∆)
zwischen den dritten und vierten Nullstellen n3 < n4 von A, und Nullstellen
λ3−(∆) < λ3+(∆) von z(⋅,∆) in (0,1).
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Abbildung III.1: Das Auftreten von Nullstellen in (0,1)
für wachsende ∆
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Jetzt werden die Nullstellen von z(⋅,∆) in (−∞,0) untersucht.

Anmerkung III.10.3. Für

Q = {(u,∆) ∈ C × (R ∖ {0}) ∣ 4∆2 ≠ u} ∋ (u,∆)↦ 4(4∆2 − u)R(u) + 1 ∈ C

und für alle ∆ ∈ R ∖ {0} und alle u ∈ C ∖ {0} mit u ≠ 4∆2 gilt:

Z(u,∆) = 0 ⇐⇒ Q(u,∆) = 0,

wegen Z(u,∆) = u2 (R(u) + 1
4(4∆2−u)).

Proposition III.10.4. Q(⋅,∆), ∆ ∈ R∖{0}, hat keine Nullstellen in (0,4∆2).

Beweis. Sei u ∈ (0,4∆2), dann gilt 4∆2−u > 0, und wegen R(u) > 0 für alle u > 0
ist Q(u,∆) = 4 (4∆2 − u)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
>0

R(u)
´¸¶
>0

+1 > 0, das heißt Q(⋅,∆) hat keine Nullstellen in

(0,4∆2).

Anmerkung III.10.5. Sei ∆ > 0, dann gilt ∂1Q(u,∆) < 0 für alle u > 4∆2

Beweis. Sei ∆ > 0 und u > 4∆2, dann gilt 4∆2 − u < 0. Außerdem ist R′(u) > 0
für alle u > 0 und R(u) > 0 für alle u > 0. Folglich gilt

∂1Q(u,∆) = ((4(4∆2 − id(⋅))R(⋅) + 1))′ (u)

= ((16∆2R(⋅) − 4id(⋅)R(⋅) + 1))′ (u)
= 16∆2R′(u) − 4R(u) − 4uR′(u)
= 4 (4∆2 − u)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

<0

R′(u)
´¹¹¹¸¹¹¹¶
>0

−4R(u)
´¸¶
>0

< 0.

Proposition III.10.6. Für jedes ∆ > 0 gibt es genau ein u ∈ (4∆2,+∞) mit
Q(u,∆) = 0.

Beweis. Sei ∆ > 0.
Behauptung: Es gibt wenigstens ein u ∈ (4∆2,+∞) mit Q(u,∆) = 0. Man be-
merkt, dass

lim
u↘4∆2

Q(u,∆) = 1 > 0 und lim
u↗+∞

Q(u,∆) = −∞,

daraus folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass es ein u ∈ (4∆2,+∞) gibt mit
Q(u,∆) = 0.

Behauptung: Es gibt ein einziges u0 ∈ (4∆2,+∞) mit Q(u0,∆) = 0.

Beweis: Wegen Anmerkung III.10.5 ist Q(⋅,∆) auf (4∆2, u0) streng monoton
fallend, also injektiv.

Jetzt definieren wir U ∶ (0,+∞)→ R, durch Q(U(∆),∆) = 0 und U(∆) > 4∆2.
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Proposition III.10.7. U ist analytisch.

Beweis. Die Abbildung

Q̂ ∶ {(u,∆) ∈ R × (0,∞) ∶ 4∆2 ≠ u} ∋ (u,∆)↦ 4(4∆2 − u)R(u) + 1 ∈ R

ist analytisch, und es gilt nach Anmerkung III.10.5

∂1Q(u,∆) ≠ 0.

Sei ∆0 > 0, u0 ∶= U(∆0) ∈ (4∆2
0,∞). Dann gelten

Q̂(u0,∆0) = 0 und ∂1Q̂(u0,∆0) ≠ 0.

Der Satz über Implizite Funktionen im analytischen Fall [12, Corollary 4.23]
liefert ε > 0, δ > 0, mit

(u0 − ε, u0 + ε) × (∆0 − δ,∆0 + δ) ⊆ {(u,∆) ∈ R × (0,∞) ∶ 4∆2 ≠ u}

und eine analytische Funktion

Û ∶ (∆0 − δ,∆0 + δ)Ð→ (u0 − ε, u0 + ε) ⊆ R,

so dass Û(∆0) = u0 = U(∆0) und

{(u,∆) ∈ (u0 − ε, u0 + ε) × (∆0 − δ,∆0 + δ) ∶ Q̂(u,∆) = 0}

= {(u,∆) ∈ (u0 − ε, u0 + ε) × (∆0 − δ,∆0 + δ) ∣ u = Û(∆)}

gelten.
Mit Hilfe von Q(Û(∆),∆) = Q̂(Û(∆),∆) = 0 für alle ∆ in einer genügend
kleinen Umgebung N ⊆ (∆0 − δ,∆0 + δ) von ∆0 ( so dass Û(∆) > 4∆2) folgt für
alle ∆ ∈ N : U(∆) = Û(∆). Damit ist U ∣

N
analytisch.

Proposition III.10.8. U ′(∆) > 0 für alle ∆ > 0.

Beweis. Durch Differenzieren von 0 = Q(U(∆),∆) für jedes ∆ > 0 gilt

0 = ∂1Q(U(∆),∆)U ′(∆) + ∂2Q(U(∆),∆),

also
U ′(∆) = −∂2Q(U(∆),∆)

∂1Q(U(∆),∆)
.

Außerdem gilt wegen ∂2Q(u,∆) = 32∆R(u) für alle u ∈ R:

∂2Q(U(∆),∆) = 32∆R(U(∆)) > 0.

Mit Anmerkung III.10.5 folgt

U ′(∆) = −∂2Q(U(∆),∆)
∂1Q(U(∆),∆)

> 0 für jedes ∆ > 0.
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Proposition III.10.9. Es existiert lim
∆↘0
U(∆) =∶ u∗ mit u∗ > 0 und

u∗R(u∗) =
1

4
.

Beweis. U ist nach unten beschränkt, außerdem ist U wegen Proposition III.10.8
monoton steigend, das heisst u∗ ∶= lim

∆↘0
U(∆) ⩾ 0.

Da für alle ∆ > 0 die Gleichung 0 = Q(U(∆),∆) = 4(4∆2 − U(∆))R(U(∆)) + 1
gilt, folgt insbesondere für ∆↘ 0, dass 0 = −4u∗R(u∗) + 1, also u∗R(u∗) = 1/4.
Insbesondere: u∗ > 0.

Proposition III.10.10. Für alle ∆ > 0 gilt

1 < U(∆)
4∆2

und lim
∆↗+∞

U(∆)
4∆2

= 1.

Beweis. Wegen Q(U(∆),∆) = 0 gilt

0 = 4(4∆2 − U(∆))R(U(∆)) + 1 = 16∆2R(U(∆)) − 4U(∆)R(U(∆)) + 1,

also gilt 0 = 1 − U(∆)
4∆2

+ 1

16∆2R(U(∆))
. Mit R(U(∆)) ⩾ R(0) > 0 folgt

lim
∆↗+∞

U(∆)
4∆2

= lim
∆↗+∞

(1 + 1

16∆2R(U(∆))
) = 1.

Proposition III.10.11. Sei ∆ > 0, dann gilt z(Λ(∆),∆) = 0 mit der analyti-

schen Funktion Λ ∶ (0,∞)→ (−∞,0), Λ(∆) ∶= 4∆2

4∆2 − U(∆)
.

Beweis. Sei ∆ > 0. Wegen der Definition von U gilt Λ(∆) = 4∆2

4∆2 − U(∆)
< 0.

Mit 4∆2 − U(∆) = 4∆2

Λ(∆)
folgt

U(∆) = 4∆2 − 4∆2

Λ(∆)
= 4∆2 (1 − 1

Λ(∆)
) .

Mit Anmerkung III.10.1 ergibt sich

z(Λ(∆),∆) = Z (4∆2 (1 − 1

Λ(∆)
) ,∆) = Z(U(∆),∆),

wegen Q(U(∆),∆) = 0 liefert Anmerkung III.10.3: Z(U(∆),∆) = 0. Also
z(Λ(∆),∆) = 0.

Satz III.10.12. Zu jedem ∆ > 0 gibt es genau einen Eigenwert λ = Λ(∆) ∈
(−∞,0) von Mc.
Die Funktion Λ ∶ (0,∞)→ (−∞,0) ist analytisch mit

Λ′(∆) < 0 für alle ∆ > 0,
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lim
∆→0

Λ(∆) = 0,

lim
∆→+∞

Λ(∆) = −∞.

Beweis. • Beweis zur Existenz: Proposition III.10.11 gibt

P (Λ(∆),∆) = z(Λ(∆),∆)
∆2(Λ(∆) − 1)

= 0,

daher Λ(∆) ∈ σ(Mc).
• Beweis zur Eindeutigkeit: Sei ∆ > 0. Sei λ < 0 Eigenwert von M∆. Dann ist
P (λ,∆) = 0, also z(λ,∆) = 0.
Für u = 4∆2 (1 − 1

λ
) > 4∆2 gilt nach Anmerkung III.10.1(i):

Z(u,∆) = z(λ,∆) = 0.

Nach Anmerkung III.10.3 gilt Q(u,∆) = 0.

Proposition III.10.6 und die Definition von U liefern: u = U(∆).
Daraus

U(∆) = u = 4∆2 (1 − 1

λ
) .

Es folgt

λ = 4∆2

4∆2 − U(∆)
= Λ(∆).

• Behauptung: lim
∆↘0

Λ(∆) = 0.
Beweis davon:

lim
∆↘0

Λ(∆) = lim
∆↘0

4∆2

4∆2 − U(∆)
= 0

0 − u∗
= 0

• Behauptung: lim
∆→+∞

Λ(∆) = −∞. Beweis davon: Sei ∆ > 0, dann gilt wegen

Proposition III.10.10, dass lim
∆→∞

U(∆)
4∆2

= 1, und für alle ∆ > 0: 0 > 1− U(∆)4∆2 . Also

gilt lim∆→∞Λ(∆) = lim
∆→∞

1

1 − U(∆)4∆4

= −∞.

• Behauptung: Für alle ∆ > 0 gilt Λ′(∆) < 0.
Beweis davon: Indem

0 = Q(U(∆),∆) = 4(4∆2 − U(∆))R(U(∆)) + 1

abgeleitet wird, erhält man, dass

0 = (8∆ − U ′(∆))R(U(∆))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>0

+ (4∆2 − U(∆))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

<0

R′(U(∆))U ′(∆)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>0

,

also 8∆ > U ′(∆), und 8∆2 > ∆U ′(∆). Das wird in Λ′(∆) eingesetzt und gibt
(mit 4∆2 < U(∆))
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Λ′(∆) = 8∆(4∆2 − U(∆)) − 4∆2(8∆ − U ′(∆))
(4∆2 − U(∆))2

< 0.

III.11 Vielfachheiten von Eigenwerten

Proposition III.11.1. Sei λ ∈ C ∖ {0,1} ein Eigenwert von M∆,c, dann ist

dim (Ker(H(λ,∆))) = 1.

Beweis. Behauptung: Sei λ ∈ C ∖ {0,1}, so ist H(λ,∆) ≠ ( 0 0
0 0 ). Beweis davon:

Die Nebendiagonalelemente von H(λ,∆) sind von der Form −1 + α
λ
, −1 − α

λ
siehe Bemerkung III.9.4, also ist wenigstens eines davon von Null verschieden.

Behauptung: dim(Bild(H(λ,∆))) ⩾ 1. Beweis davon: Wegen H(λ,∆) ≠ ( 0 0
0 0 ),

gibt es einen Vektor ( c1c2 ) ∈ C2 mit H(λ,∆)( c1c2 ) ≠ ( 00 ), daher ist

dim(Bild(H(λ,∆))) ⩾ 1.

Behauptung: Falls λ ∈ C ∖ {0,1} ein Eigenwert von M∆,c ist, dann gilt

dim (Ker(H(λ,∆))) = 1.

Beweis davon: Wegen der Dimensionsformel gilt

dim(Bild(H(λ,∆)))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩾1

+dim(Ker(H(λ,∆))) = dim(C2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=2

,

daraus folgt, dass dim(Ker(H(λ,∆)) ⩽ 1.

Da λ ∈ C ∖ {0,1} Eigenwert von M∆,c ist, gilt det(H(λ,∆)) = 0, folglich
dim (Ker(H(λ,∆))) ⩾ 1.
Also gilt insgesamt, dass dim (Ker(H(λ,∆))) = 1 ist.

Anmerkung III.11.2. Für λ = 1 sind Sλ(s) und S−1λ (s) durch

S1(s) = (
1 +∆(g(s) − 1) −∆(1 − g(s))
∆(1 − g(s)) 1 −∆(g(s) − 1) )

und

S−11 (s) = (
1 −∆(g(s) − 1) ∆(1 − g(s))
−∆(1 − g(s)) 1 +∆(g(s) − 1) )

gegeben. Insbesondere gilt

S1(b) = (
1 − 2∆ −2∆
2∆ 1 + 2∆ ) .
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Beweis. Aus der Definition von Aλ in Sektion III.7 und aus der Definition von
der Abbildung Sλ in Sektion III.8 ergibt sich für jedes s ∈ [−b, b]

S1(s) = exp(∫
s

−b
A1(t)dt) = exp(∫

s

−b
g′(t)∆( 1 1

−1 −1 )dt) .

S1 ∶ [−b, b] ∋ t → exp(∫
t

−b
A1(s)ds) ∈ C2×2 ist Lösung von S′ = A1(t)S mit An-

fangswert S(−b) = ( 1 0
0 1

). Die Spalten ( uw ) ∶ [−b, b] → C2 und ( ûŵ ) ∶ [−b, b] →

C2 lösen die Gleichung

(III.15) y′ = A1(t)y

mit den Anfangswerten ( uw )(−b) = ( 10 ), ( ûŵ )(−b) = ( 01 ).

Zur Berechnung der Lösungen ( uw ) und ( ûŵ ) beachten wir

A1(t) = g′(t)∆(
1 1
−1 −1 ) für alle t ∈ [−b, b]

Für jede Lösung y = ( y1y2 ) ∶ [−b, b]→ C2 von der Gleichung (III.15) gelten

y′1(t) = g′(t)∆(y1(t) + y2(t))

y′2(t) = g′(t)∆(−y1(t) − y2(t))
= −g′(t)∆(y1(t) + y2(t)),

daher (y1 + y2)′(t) = 0 für alle t ∈ [a, b], folglich ist y1 + y2 konstant auf [−b, b].
Es folgt für alle t ∈ [−b, b], dass

u(t) +w(t) = u(0) +w(0) = 1 + 0 = 1;

damit ergibt sich

u′(t) = g′(t)∆ ⋅ 1 für alle t ∈ [−b, b],

beziehungsweise

u(t) = u(−b) +∆∫
t

−b
g′(s)ds = 1 +∆(g(t) − g(−b)) = 1 +∆(g(t) − 1),

und
w(t) = 1 − u(t) =∆(1 − g(t)).

Wir erhalten

u(b) = 1 − 2∆
w(b) = 1 − u(b) = 2∆
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Analog findet man für alle t ∈ [−b, b]:

û(t) + ŵ(t) = û(0) + ŵ(0) = 0 + 1 = 1

û′(t) = g′(t)∆ ⋅ 1;

û(t) = û(−b) + ∫
t

−b
g′(s)∆ds = 0 +∆(g(t) − g(−b)),

ŵ(t) = 1 − û(t) = 1 −∆(g(t) − g(−b))

und es folgt

û(b) = −2∆

und
ŵ(b) = 1 − û(b) = 1 + 2∆.

Zusammen

S1(s) = (
1 +∆(g(s) − 1) ∆(g(s) − 1)
∆(1 − g(s)) 1 −∆(g(s) − 1) ) , S1(b) = (

1 − 2∆ −2∆
2∆ 1 + 2∆ )

Proposition III.11.3. Für alle ∆ > 0 gilt

dim (Ker(H(1,∆))) = 1.

Beweis. Wegen derselben Argumente wie im Beweis von Proposition III.11.1
gilt dim (Ker(H(1,∆))) = 1, falls H(1,∆) ≠ 0. Also genügt es zu zeigen, dass
H(1,∆) ≠ 0.
Da g ∶ R→ R eine ungerade Abbildung ist, ist g′ ∶ R→ R eine gerade Abbildung
und g ⋅ g′ ∶ R→ R eine ungerade Abbildung. Folglich gelten

∫
b

−b
g(s)ds = 0, ∫

b

−b
g(s)g′(s)ds = 0

und

∫
b

−b
g′(s)ds = 2∫

b

0
g′(s)ds = 2[g(b) − g(0)] = −2.

Indem dieses in H(1,∆) eingesetzt wird, erhält man

H(1,∆) = ( 0 1
1 0

)
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
S1(b) + S1(b)∫

b

−b
(S1(s))−1g′(s)Ids

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
− ( 1 0

0 1
)
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= ( 0 1
1 0

)
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
S1(b)

+ S1(b)∫
b

−b
( 1 −∆(g(s) − 1) ∆(1 − g(s))
−∆(1 − g(s)) 1 +∆(g(s) − 1) ) g

′(s)Ids
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
− ( 1 0

0 1
)

= ( 0 1
1 0

)
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
S1(b)

+ S1(b)∫
b

−b
( (1 +∆)g

′(s) −∆g′(s)g(s) ∆g′(s) −∆g(s)g′(s)
−∆g′(s) +∆g(s)g′(s) (1 −∆)g′(s) +∆g′(s)g(s) )ds

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

− ( 1 0
0 1

)

= ( 0 1
1 0

)
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
S1(b) + S1(b)(

−2(1 +∆) −2∆
2∆ −2(1 −∆) )

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
− ( 1 0

0 1
)

= ( 0 1
1 0

)
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
( 1 − 2∆ −2∆

2∆ 1 + 2∆ )

+ ( 1 − 2∆ −2∆
2∆ 1 + 2∆ )(

−2(1 +∆) −2∆
2∆ −2(1 −∆) )

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
− ( 1 0

0 1
)

= ( 0 1
1 0

)
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
( 1 − 2∆ −2∆

2∆ 1 + 2∆ ) + (
−2(1 −∆) 2∆
−2∆ −2(1 +∆) )

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
− ( 1 0

0 1
)

= ( 0 1
1 0

)( 1 − 2∆ − 2 + 2∆ −2∆ + 2∆
2∆ − 2∆ 1 + 2∆ − 2 − 2∆ ) − (

1 0
0 1

)

= ( 0 1
1 0

)( −1 0
0 −1 ) − (

1 0
0 1

)

= ( 0 −1
−1 0

) − ( 1 0
0 1

)

= ( −1 −1−1 −1 )

Proposition III.11.4 (Geometrische Vielfachheit). Sei λ ≠ 0 ein Eigenwert
von M∆,c, dann ist die Dimension des geometrischen Eigenraums (M∆,c − λ)−1(0)
dazu gleich 1.

Beweis. Um das zu beweisen, muss eine Beziehung zwischen Ker(H(λ,∆)) und
(M∆,c − λ)−1(0) hergestellt werden. Dazu wird ein Isomorphismus von (M∆,c −
λ)−1(0) auf Ker(H(λ,∆)) definiert.

• Behauptung: Sei λ ∈ C∖{0} Eigenwert vonM∆,c. Es gibt einen Isomorphismus

(M∆,c − λ)−1(0)
φÐÐÐÐ→ {( c1c2 ) ∈ C2 ∣ H(λ,∆)( c1c2 ) = ( 00 )}
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Beweis davon: Sei χ ∈ (M∆,c−λ)−1(0). Zu χ hat man die Lösung vχ ∶ [−2,∞)→ C
der Variationsgleichung (III.4). Damit ist

L1 ∶ (M∆,c − λ)−1(0) ∋ χz→ vχ ∈ C([−2,∞),C)

ein linearer Operator, weil die Lösung der Variationsgleichung linear ist. Die
Abbildungen

L2 ∶ C([−2,∞),C) ∋ w z→ (w(⋅+3)w(⋅+1) ) ∈ C([−b, b],C2)
L3 ∶ C([−b, b],C2) ∋ ( yz ) z→ ( y(−b)z(−b) ) ∈ C2

sind linear, also ist L3 ○L2 ○L1 insgesamt linear.

• Behauptung: Die Gleichung φ(χ) = L3 ○ L2 ○ L1(χ) definiert eine lineare
Abbildung φ von (M∆,c − λ)−1(0) nach {( c1c2 ) ∈ C ∣ H(λ,∆)( c1c2 ) = ( 00 )}.

Beweis davon: Ist χ = v0 ∈ Yc∖{0} Eigenvektor von M∆,c zum Eigenwert λ ∈ C∖
{0}, also (M∆,c −λ)χ = 0, so liefert Proposition III.7.1(i), dass ( uw ) = (L2 ○L1)χ
das Randwertproblem (λ, η, c)-(λ, η,RB, c) für η = 0 mit c = ( uw )(−b) löst. Also

c = ( 0 1
1/λ 0 )( uw )(b) beziehungsweise

0 = ( 0 1
1/λ 0 )( uw )(b) − ( 1 0

0 1 )c =H(λ,∆)c,

folglich 0 =H(λ,∆)(L3 ○L2 ○L1)χ.

• Behauptung: φ ist injektiv.

Beweis davon: Sei χ ∈ Cc ∖ {0} Eigenvektor zum Eigenwert λ, also χ ∈ (M∆,c −
λ)−1(0), dann gilt φ(χ) = ( uw )(−b) ≠ ( 00 ) wegen Proposition III.7.2(i), also
φ(χ) ≠ 0 für alle χ ≠ 0, das heisst φ ist injektiv.

Folglich gilt

1 ⩽ dim ((M∆,c − λ)−1(0)) ⩽ dim ({( c1c2 ) ∈ C ∣ H(λ,∆)( c1c2 ) = ( 00 )}) = 1

(mit Proposition III.11.1 und Proposition III.11.3).

Für den Beweis, dass die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte −1 und 1
von M∆,c gleich 1 sind, benötigen wir die folgenden Propositionen.

Proposition III.11.5. Für ∆ > 0 mit P (−1,∆) = 0 gilt ∂1P (−1,∆) ≠ 0.

Beweis. Sei ∆ > 0. Für λ ∈ C ∖ {0,1} gilt

P (λ,∆) = 1

∆2(λ − 1)
z(λ,∆)
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mit

(III.16) z(λ,∆) = 2
⎛
⎝
1 − cosh

⎛
⎝
2i∆

√
1

λ
− 1
⎞
⎠
⎞
⎠
+ ∆2

λ
(λ − 1)2

+ 2i∆
√

1

λ
− 1 sinh

⎛
⎝
2i∆

√
1

λ
− 1
⎞
⎠

= 2
⎛
⎝
1 − cosh

⎛
⎝
2∆

√
1 − 1

λ

⎞
⎠
⎞
⎠
+ ∆2

λ
(λ − 1)2

+ 2∆
√

1 − 1

λ
sinh
⎛
⎝
2∆

√
1 − 1

λ

⎞
⎠
.

Mit f ∶ (−∞,0) ∋ λ↦
√
1 − 1

λ =
√

λ−1
λ ∈ (0,∞) ergibt sich für λ < 0:

z(λ,∆) = 2(1 − cosh(2∆f(λ))) + ∆2

λ
(λ − 1)2 + 2∆f(λ) sinh(2∆f(λ)).

Beachte

f ′(λ) = 1

2

1
√

λ−1
λ

1

λ2
{λ − (λ − 1)} = 1

2λ2

√
λ

λ − 1
> 0 für alle λ ∈ (−∞,0).

Für λ ∈ (−∞,0) gilt im Fall P (λ,∆) = 0:

∂λP (λ,∆) =
1

∆4

∂λz(λ,∆)∆2(λ − 1) − z(λ,∆)∆2

(λ − 1)2
= 1

∆2(λ − 1)
∂λz(λ,∆)

mit

(III.17) ∂λz(λ,∆) = −2 sinh(2∆f(λ))2∆f ′(λ)

+∆22λ(λ − 1) − (λ − 1)2
λ2

+ 2∆f ′(λ) sinh(2∆f(λ))

+ 2∆f(λ) cosh(2∆f(λ))f ′(λ)2∆.

Für λ = −1 mit P (−1,∆) = 0 ergibt sich

∂λz(−1,∆) = 2∆f ′(λ) {2∆f(λ) cosh(2∆f(λ)) − sinh(2∆f(λ))} .

Beachte: f ′(−1) = 1
2

√
1
2 > 0.

Für alle x > 0 gilt

x cosh(x) > sinh(x) beziehungsweise x > sinh(x)
cosh(x)

denn g ∶ R ∋ x↦ sinh(x)
cosh(x) ∈ R erfüllt g(0) = 0 und

g′(x) =
1
4 {(ex + e−x)(ex − (−e−x)) − (ex − e−x)(ex − e−x)}

1
4(ex + e−x)2

< 1,
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daher g(x) < x für alle x > 0.
Damit:

{2∆f(−1) cosh(2∆f(−1)) − sinh(2∆f(−1))} > 0,

es folgt ∂λz(−1,∆) ≠ 0 und ∂λP (−1,∆) ≠ 0 (für ∆ > 0 mit P (−1,∆) ≠ 0).
Proposition III.11.6. Sei ∆ > 0. Es gilt ∂1P (1,∆) ≠ 0.

Beweis. Für λ ∈ C ∖ {0,1} und ∆ > 0 seien Ch = cosh(2∆
√
1 − 1/λ ) und Sh =

sinh(2∆
√
1 − 1/λ ), dann gilt

∂1P (1,∆) = lim
λ→1
λ≠1

P (λ,∆) − P (1,∆)
λ − 1

= lim
λ→1
λ≠1

P (λ,∆)
λ − 1

= lim
λ→1
λ≠1

2(1 −Ch) + ∆2

λ (λ − 1)
2 + 2∆

√
1 − 1/λ Sh

∆2(λ − 1)2

= lim
λ→1
λ≠1

2(1 −Ch) + 2∆
√
1 − 1/λ Sh

λ2∆2(1 − 1/λ)2
+ 1

λ

= lim
λ→1
λ≠1

16∆2

λ2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2(1 −Ch) + 2∆
√
1 − 1/λ Sh

(2∆
√
1 − 1/λ )4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
+ 1

λ
.

Man fügt z = 2∆
√
1 − 1/λ , C(z) = Ch und S(z) = Sh ein und erhält

lim
λ→1
λ≠1

2(1 −Ch) + 2∆
√
1 − 1/λ Sh

(2∆
√
1 − 1/λ )4

= lim
z→0
z≠0

2

z4
[1 − ( 1

1!
+ z

2

2!
+ z

4

4!
+ z

6

6!
+⋯)] + z

z4
[ z
1!
+ z

3

3!
+ z

5

5!
+⋯]

= lim
z→0
z≠0

1

z4
[−2z

2

2!
− 2z4

4!
− 2z6

6!
−⋯] + 1

z4
[z

2

1!
+ z

4

3!
+ z

6

5!
+⋯]

= lim
z→0
z≠0

1

z4
[−2z

2

2
− 2z4

24
− 2z6

720
−⋯] + 1

z4
[z2 + z

4

6
+ z6

120
+⋯]

= lim
z→0
z≠0

1

z4
[−z2 − z

4

12
− z6

360
−⋯] + 1

z4
[z2 + z

4

6
+ z6

120
+⋯]

= lim
z→0
z≠0

1

z4
[(−z2 + z2) + (− z

4

12
+ z

4

6
) + (− z

6

360
+ z6

120
)⋯]

= lim
z→0
z≠0

1

z4
[(− z

4

12
+ 2z4

12
) + (− z

6

360
+ 3z6

360
) +⋯]

= lim
z→0
z≠0

1

z4
[ z

4

12
+ 2z6

360
+⋯]

= lim
z→0
z≠0

1

z4
[ z

4

12
+ z6

180
+⋯]
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= lim
z→0
z≠0

[ 1
12
+ z2

180
+⋯]

= 1

12
,

also gilt:

∂1P (1,∆) = lim
λ→1

16∆2

λ2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2(1 −Ch) + 2∆
√
1 − 1/λ Sh

(2∆
√
1 − 1/λ )4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
+ 1

λ

= 16∆2 ⋅ 1
12
+ 1 ≠ 0.

Proposition III.11.7. (i) Es gibt genau ein ∆ = ∆∗ > 0 mit Λ(∆∗) = −1,
und es gilt Λ′(∆∗) < 0.

(ii) Für alle ∆ > 0 hat der Eigenwert 1 des Monodromieoperators M∆,c die
algebraische Vielfachheit 1.

(iii) Der Eigenwert −1 von M∆∗,c hat die algebraische Vielfacheit 1.

Beweis. Zu (i) siehe Satz III.10.12.

Zu (ii). Sei ∆ > 0. Da 1 Eigenwert von M∆,c ist, ist 1 auch Nullstelle von P (⋅,∆).
Bezeichnet o(1,∆) die Ordnung der Nullstelle 1 von P (⋅,∆) und ω(1,∆) die
Ordnung des Poles 1 der Resolvente von Mc,∆, so erhalten wir mit Korol-
lar III.9.8 und Proposition III.11.6

1 ⩽ ω(1,∆) ⩽ o(1,∆) = 1,

also ω(1,∆) = 1. Nach Satz 101.2 [6] hat der Eigenwert 1 von M∆,c die Ket-
tenlänge ω(1,∆) = 1. Deshalb sind der geometrische und der algebraische Ei-
genraum des Eigenwerts 1 gleich. Nach Proposition III.11.4 haben beide die
Dimension 1.
Zu (iii). Für ∆ = ∆∗ und den Eigenwert −1 von M∆∗,c ergibt sich wie bei (ii),
unter Verwendung von Korollar III.9.8 und Proposition III.11.5, dass

1 ⩽ ω(−1,∆∗) ⩽ o(−1,∆∗) = 1.

Wie bei (ii) folgt, dass die geometrische und algebraische Vielfachheit 1 sind.

III.12 Der Weg zum Beweis einer Verzweigung mit
Periodenverdopplung beim Parameter ∆∗

Von Proposition III.11.7 über Eigenwerte des Monodromieoperators M∆ lässt
sich auf eine Periodenverdoppelungsverzweigung weg von der periodischen Lösung
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p ∶ R→ R der Gleichungen

(III.18) x′(t) = g(x(t − (1 + δ̃(x(t) + x(t − 2),∆)))) ∆ > 0,

beim Parameterwert ∆∗ schließen.
Im Folgendem wird beschrieben, welche Schritte dazu noch auszuführen sind.
Zuerst geht es um Wiederkehrabildungen R(⋅,∆) auf Transversalen zum peri-
odischen Orbit R ∋ t↦ pt ∈ C1, mit Fixpunkt p0.
Wegen p′(0) ≠ 0 liegt p′0 nicht in der abgeschlossene Hyperebene

H ∶= {φ ∈ C1 ∣ φ(0) = 0} ⊆ C1,

und es gilt C1 =H ⊕Rp′0.
Sei ∆ > 0. Da der Halbfluss F∆ zur Gleichung (III.18) auf der Lösungsmannig-
faltigkeit

X∆ ∶= {φ ∈ C1 ∣ φ′(0) = g(φ(−1 − δ̃(φ(0) + φ(−2),∆)))}

für t > 2 stetig differenzierbar ist [10] und da für den Tangentialraum

Y = Tp0X∆ = {χ ∈ C1 ∣ χ′(0) = 0}

(der unabhängig von ∆ ist) die Zerlegung C1 = H ⊕ Rp′0 besteht, gibt es eine
stetige differenzierbare Wiederkehrzeit τ ∶ U∆ → (0,∞), mit U∆ eine offene
Umgebung von p0 in X∆, mit τ(p0) = 4 und F∆(τ(φ), φ) ∈ X∆ ∩ H für alle
φ ∈ U∆.
Die Wiederkehrabbildung

w∆ ∶ U∆ ∩ (X∆ ∩H)→X∆ ∩H,

mit w∆(φ) = F∆(τ(φ), φ) für alle φ ∈ U∆ ∩ (X∆ ∩H), ist stetig differenzierbar,
und für die Abbleitung

Dw∆(p0) ∶ Y ∩H → Y ∩H

gilt
Dw∆(p0)χ = Pr(M∆χ) für alle χ ∈ Y ∩H

mit der Projektion Pr ∶ Y → Y längs Rp′0 auf H.
Wenn 1 algebraisch einfacher Eigenwert des Monodromieoperators M∆ ist (was
für alle ∆ > 0 zutrifft), so ist das Spektrum von Dw∆(p0) gegeben durch

σ(Dw∆(p0)) = σ(M∆ ∖ {1}),

und die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte λ ≠ 0 stimmen bezüglich
beider Abbildungen Dw∆(p0) und M∆ überein.
Da nun 1 kein Eigenwert von Dw∆(p0) ist, ist 0 nicht in Spektrum von
idY ∩H −Dw∆(p0), und diese Abbildung ist ein Isomorphismus.
Nun müsste mit Hilfe des Satzes über Implizite Funktionen gezeigt werden, dass
es Umgebungen I∗ von ∆∗ in R sowie U∗ von p0 in C1 gibt, sodass für jedes ∆ ∈ I∗
die Abbildung w∆ in U∆ ∩X∆ nur den Fixpunkt p0 hat. Dies würde bedeuten,
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dass es für diese ∆ in der Nähe des periodischen Orbits O = {pt ∣ t ∈ R} keine
weiteren Orbits periodischer Lösungen von Gleichung (III.18) mit einer Periode
nah bei 4 gibt.
Bei der Ausführung dieser Überlegung ist zu beachten, dass die Wiederkehr-
abbildungen w∆ unterschiedliche Definitionsbereiche in verschiedenen Lösungs-
mannigfaltigkeiten X∆ haben. Gleiches gilt für die nun folgende abschließende
Betrachtung.
Die Iterierten

w2
∆ ∶ {φ ∈ U∆ ∩ (X∆ ∩H) ∣ w∆(φ) ∈ U∆}→X∆ ∩H, ∆ > 0,

haben ebenfalls den Fixpunkt p0.
Die Kettenregel sowie die Fixpunktgleichung w∆(p0) = p0 liefern

Dw2
∆(p0) = [Dw∆(p0)]2,

und Λ(∆)2 > 0 ist ein Eigenwert von Dw2
∆(p0) mit der algebraischen Vielfach-

heit a(Λ(∆),∆) = 1, welcher bei ∆ = ∆∗ den Einheitskreises von innen nach
außen mit positiver Geschwindigkeit kreuzt.
Für ∆ ≠∆∗ nah bei ∆∗ ist der Abbildungsgrad [2] von id−w2

∆ auf einer genügend
kleinen offenen Umgebung N∆ in p0 von X∆ ∩H gegeben durch

deg(id −w2
∆,N∆,0) = (−1)Σ(∆)

mit

Σ(∆) = ∑
λ∈A

a(λ,∆),

A = {λ ∈ σ(Dw2
∆(p0) ∩ (1,∞))},

a(λ,∆) die algebraische Vielfachheit von λ als Eigenwert von Dw2
∆(p0).

Der Abbildungsgrad von id −w2
∆ ändert sich also bei ∆ =∆∗ um den Wert 1.

Hieraus folgt mit Hilfe der Homotopie-Eigenschaft des Abbildungsgrads, dass
bei ∆ = ∆∗ vom Fixpunkt p0 eine Schar von Fixpunkten φ∆ ≠ p0, ∆ = ∆̃(ε),
∣ε∣ < 1, von w2

∆ abzweigt. Diese können nach den früheren Bemerkungen keine
Fixpunkte von w∆ sein, und sie definieren periodische Lösungen p∆ mit Perioden
q∆ nah bei 2 ⋅ 4 = 8 ; die Orbits dieser periodischen Lösungen liegen nah beim
Orbit O = {pt ∈ C1 ∣ t ∈ R}. Die "doppelte Periode"q∆ ≈ 8 ist auch die minimale
Periode von p∆. (Andernfalls wäre q∆/2 ≈ 4 auch eine Periode von p∆. Mit Hilfe
der Nähe der Orbits zu O ergäbe sich der Widerspruch, dass p∆,0 = φ∆ ≠ p0 ein
Fixpunkt von w∆ wäre.)



A Untermannigfaltigkeiten, periodische Orbits

Sei B ein Banachraum über R in diesem Anhang.

Definition A.1. M ⊆ B ist eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit,
falls gilt:
B = B1 ⊕ B2 mit abgeschlossenen Unterräumen B1, B2, und zu jedem p ∈ M
existieren eine offene Umgebung N und ein C1-Diffeomorphismus Φ ∶ N →
B1 ⊕B2 mit

Φ(N ∩M) = Φ(N) ∩B1.

Dabei heißt Φ C1-Diffeomorphismus, falls V = Φ(N) offen, Φ stetig differen-
zierbar, Φ injektiv, Φ−1 ∶ V → B stetig differenzierbar.

Definition A.2 (Tangentialkegel). Sei M ⊆ B, p ∈M . Ein Tangentenvektor an
M im Punkt p ist ein Vektor v = c′(0) ∈ B, mit einer stetig differenzierbaren
Kurve c ∶ I → B, I ⊆ R offenes Intervall, 0 ∈ I, c(0) = p, c(I) ⊆M .
Der Tangentialkegel TpM ist die Menge alle Tangentialvektoren an M im Punkt
p.

Bemerkung A.3. TpM ≠ ∅. (da für c ∶ (−1,1) ∋ t ↦ p ∈ M gilt: 0 = c′(0) ∈
TpM .)
Ferner gilt RTpM ⊆ TpM .
Ist M C1- Untermannigfaltigkeit von B wie oben, so ist jeder Tangentialkegel
TpM ⊆ B ein abgeschlossener Unterraum von B, der topologisch isomorph zu
B1 ist.

Definition A.4. Im Fall dim(B1) < ∞ hat M die Dimension dim(M) ∶=
dim(B1).
Im Fall dim(B2) <∞ hat M die Kodimension codim(M) ∶= dim(B2).

Definition A.5 (Stetig differenzierbare Abbildungen auf Untermannigfaltigkei-
ten). Sei M ⊆ B C1- Untermannigfaltigkeit. Sei U ⊆M offen (in der Relativto-
pologie)

(i) Eine Abbildung f ∶ U → Rn heißt stetig differenzierbar, falls für jedes p ∈M
und ein Φ wie in Definition A.1 und mit N ⊆ U die Abbildung

V ∩B1 ∋ b1 ↦ f(Φ−1(b1)) ∈ Rn

stetig differenzierbar ist.

(ii) Ist M̃ ⊆ B̃ eine (weitere) C1-Untermannigfaltigkeit, so heißt eine Abbildung
f ∶ U → M̃ stetig differenzierbar, falls für jedes p ∈ M ein Φ wie in Definiti-
on A.1 mit N ⊆ U und ein Φ̃ ∶ Ũ → B̃1 ⊕ B̃2 zu p̃ = f(p) gemäß Definition A.1
existieren, sodass die Abbildung

{b1 ∈ V ∩B1 ∣ f(Φ−1(b1)) ∈ Ũ} ∋ b1 ↦ P̃r1Φ̃(f(Φ−1(b1))) ∈ B̃1,
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mit der durch B̃ = B̃1⊕ B̃2 gegebenen Projektion P̃r1 ∶ B̃ → B̃ längst B̃2 auf B̃1,
stetig differenzierbar ist.

(iii) Ist f ∶ U → Rn stetig differenzierbar, so ist für jedes p ∈ U die Ableitung

Df(p) ∶ TpM → Rn

gegeben durch
Df(p)v = (f ○ c)′(0),

mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Kurve c ∶ I → B, für die gilt: I
offen, 0 ∈ I, c(I) ⊆ U (⊆M), c(0) = p, v = c′(0).

(iv) Ist f ∶ U → M̃ stetig differenzierbar, so ist für jedes p ∈ U die Ableitung

Df(p) ∶ TpM → B̃

wie in (iii) gegeben.

Bemerkung A.6. (i) Df(p)TpM ⊆ Tf(p)M̃ ;

(ii) Df(p) ist stetig und linear.

Sei nun S ∶ [0,∞)×B ⊇ Ω→ B ein Halbfluss [1]. Eine ganze Flusslinie von S ist
eine Abbildung q ∶ R→ B mit [0,∞)×q(R) ⊆ Ω und S(t, q(u)) = q(t+u) für alle
u ∈ R und alle t ⩾ 0. q heißt periodisch mit Periode ω > 0, falls q(t + ω) = q(t)
für alle t ∈ R.

Der periodische Orbit Oq = q(R) = q([0, ω)) heißt stabil und exponentiell attrak-
tiv mit asymptotischer Phase, wenn es eine Umgebung V von Oq, Konstanten
c > 0 und ε > 0, sowie eine Abbildung α ∶ V → [0, ω) gibt mit [0,∞)×V ⊆ Ω und

∣S(t, ψ) − q(t + α(ψ))∣ ⩽ ce−εt dist(ψ,Oq)

für alle ψ ∈ V und alle t ⩾ 0.



B Komplexifizierung

Definition B.1. Sei (E,+, ⋅) ein reeller Vektorraum und T ∶ E → E ein linearer
Operator.

(i) Der komplexifizierte C-Vektorraum (EC,+C, ⋅C) ist durch die Menge
EC ∶= E ×E gegeben mit den Operationen

+C ∶ EC ×EC Ð→ EC
((x1, x2), (y1, y2)) z→ (x1 + x2, y1 + y2)

⋅C ∶ C ×EC Ð→ EC
(α + iβ, (x1, x2)) z→ (αx1 − βx2, αx2 + βx1).

(ii) Falls E normiert ist, wird EC mit der Norm

∥(x1, x2)∥C ∶= sup
−π⩽θ⩽π

∥x1 cos(θ) + x2 sin(θ)∥E

versehen.

(iii) Der komplexifizierte Operator von T ist durch

TC ∶ EC ∋ (x1, x2)↦ (Tx1, Tx2) ∈ EC

gegeben.

Bemerkung B.2. Sei (E, ⋅,+) ein reeller Vektoraum und (EC, ⋅C,+C) seine
Komplexifizierung.

(i) Für alle x1, x2 ∈ E gilt die Abschätzung

max{∥x1∥E, ∥x2∥E} ⩽ ∥(x1, x2)∥C ⩽ ∥x1∥E + ∥x2∥E

(ii) E ist ein Banachraum genau dann, wenn EC ein Banachraum ist.

(iii) Sei T ein stetiger linearer Operator, dann ist auch TC ein stetiger linearer
Operator mit ∥T ∥ = ∥TC∥ und Ker(TC) = (Ker(T ))C.

(iv) Sei T kompakt, so ist TC auch kompakt.

Dabei heißt ein linearer Operator in einem normierten Raum kompakt, wenn
er beschränkte Mengen in Mengen mit kompaktem Abschluss abbildet.

Beweis. (iv) Sei B beschränkt in EC. Wegen Teil (i) gibt es r > 0 mit

∥xi∥E ⩽ ∥(x1, x2)∥C ⩽ r für alle (x1, x2) ∈ B und i = 1,2.

Die Menge BE ∶= {x ∈ E ∣ ∥x∥E ⩽ r} ist beschränkt, daher ist TBE kompakt
(weil T kompakt ist).
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Außerdem gilt TCB ⊆ TBE ×TBE (wegen TC(b1, b2) = (Tb1, T b2) ∈ TBE ×TBE).
Zu zeigen: Jede Folge in TCB hat eine konvergente Teilfolge. Sei (x1n, x2n)n∈N
Folge in TCB, dann ist (x1n)n∈N Folge in TBE, hat daher eine konvergente Teil-
folge (x1nj

)j∈N. Nun betrachte (x2nj
)j∈N; ist Folge in TBE, hat daher konvergente

Teilfolge (x2njk
)k∈N. Die Folge (x1njk

, x2njk
)k∈N konvergiert dann in EC, wie man

wegen Teil (i) leicht sieht.

Im Folgenden wird gezeigt, dass komplexifizierte Lösungsoperatoren zu linearen
Differenzialgleichungen mit Verzögerung konjugiert sind zu Lösungsoperatoren,
die mit komplexwertigen Lösungen der Differenzialgleichung definiert sind.

Komplexwertige stetig differenzierbare Funktionen z ∶ I → C, I ⊆ R, definiert
man dadurch, dass Re○z und Im○z stetig differenzierbar sind, wobei Re ∶ C→ R
und Im ∶ C → R linear bezüglich C als R−Vektorraum sind. In diesem Fall
definiert man

z′(t) ∶= (Re ○ z)′(t) + i(Im ○ z)′(t).

Seien a ∶ R → R, b ∶ R → R, c ∶ R → R stetig, dann existiert zu jedem φ ∈ C
genau eine Lösung x ∶ [−2,∞)→ R des Anfangswertproblems

x′(t) = a(t)x(t) + b(t)x(t − 1) + c(t)x(t − 2) für alle t > 0(B.1)
x0 = φ,(B.2)

nämlich eine stetige Abbildung xφ, mit xφ∣[0,∞) differenzierbar, sodass xφ∣[0,∞)
die Differentialgleichung (B.1) erfüllt und xφ0 = φ gilt. Dies zeigt man ähnlich
wie in Abschnitt II.1 mit Hilfe der Formel

x(t) = U(t, n)x(n) + ∫
t

n
U(t, s)[b(s)x(s − 1) + c(s)x(s − 2)]ds

für alle n ∈ N0 und alle t ∈ [n,n + 1], mit den durch

U(t, s)ξ = e∫
t
s a(u)duξ für alle s, t ∈ R und alle ξ ∈ R

gegebenen Lösungsoperatoren U(t, s) ∶ R→ R zur gewöhnlichen Differenzialglei-
chung x′(t) = a(t)x(t).
Wir definieren Lösungsoperatoren zum Anfangswertproblem (B.1)-(B.2) durch

Tt ∶ C ∋ φ↦ xφt ∈ C, t ⩾ 0.

Jeder Lösungsoperator ist linear und stetig.
In Abschnitt III.5 wurde der Banachraum Cc der stetigen komplexwertigen
Funktionen ζ ∶ [−2,0]→ C eingeführt, mit ∥ζ∥Cc = max

−2⩽t⩽0
∣ζ(t)∣.

Komplexwertige Lösungen z ∶ [−2,∞)→ C des Anfangswertproblems

z′(t) = a(t)z(t) + b(t)z(t − 1) + c(t)z(t − 2) für alle t > 0(B.3)
z0 = ζ,(B.4)

sind definiert als stetige Funktionen, deren Einschränkungen auf [0,∞) differen-
zierbar sind und Gleichung (B.3) genügen und die die Anfangsbedingung (B.4)
erfüllen.
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Dabei sind Segmente zt ∶ [−2,0]→ C, t ⩾ 0, von z durch zt(s) = z(t+ s) für alle
s ∈ [−2,0] definiert.

Bemerkung B.3. z ∶ [−2,∞) → C ist genau dann Lösung von (B.3), wenn
Re○ z und Im○ z beide Lösungen von (B.1) sind. Zu jedem ζ ∈ Cc gibt es genau
eine Lösung z ∶ [−2,∞)→ C des Anfangswertproblems (B.3)- (B.4).

Die eindeutige Lösung aus der obigen Bemerkung wird mit zζ bezeichnet. Zum
Anfangswerproblem (B.3)-(B.4) betrachten wir die Lösungoperatoren

Tc,t ∶ Cc ∋ ζ ↦ zζt ∈ Cc, t ⩾ 0.

Die Beziehung zwischen den Lösungsoperatoren Tt und Tc,t lässt sich mit dem
Isomorphismus J ∶ C[−2,0] → (R[−2,0])C,

Jζ = (Re ○ ζ, Im ○ ζ) für alle ζ ∈ C[−2,0],

beschreiben. Es gilt

(J−1(χ, η))(t) = χ(t) + iη(t) für alle χ, η ∈ R[−2,0] und für alle t ∈ [−2,0].

J induziert einen topologischen Isomorphismus J0 ∶ Cc ∋ ζ ↦ Jζ ∈ CC.

Proposition B.4. Für alle t ⩾ 0 gilt J0 ○ Tc,t = Tt,C ○ J0.

Beweis. Sei t ⩾ 0, ζ ∈ Cc; (χ, η) ∶= J0ζ, also χ = Re ○ ζ und η = Im ○ ζ.
Setze u ∶= xχ und v ∶= xη. Es gilt

Tt,C(J0 ○ ζ) = (Ttχ,Ttη).

Für die Lösung zζ ∶ [−2,∞) → C von (B.3)-(B.4) gilt (siehe Bemerkung oben):
Re ○ zζ und Im ○ zζ sind beide Lösungen von (B.1).
Beachte: (Re○zζ)0 = Re○ζ = χ und (Im○zζ)0 = Im○ζ = η. Es folgt (Eindeutigkeit
der Lösungen zu (B.1)- (B.2)), dass für alle s ⩾ −2 gilt

zζ(s) = (Re ○ zζ)(s) + i(Im ○ zζ)(s) = xχ(s) + ixη(s).

Daher ist zζt (u) = x
χ
t (u) + ix

η
t (u) für alle u ∈ [−2,0].

Also,

J0(Tc,tζ) = (Re ○ zζt , Im ○ z
ζ
t ) = (x

χ
t , x

η
t ) = (Ttχ,Ttη) = Tt,C(χ, η) = Tt,C(J0ζ).

B.1 Anwendungen

Sei
Yc ∶= {φ ∈ C1

c ∣ φ′(0) = 0}.

Folgerung B.5. J induziert einen topologischen Isomorphismus J1 von C1
c auf

(C1)C und von Yc auf YC. Für alle φ ∈ Yc gilt J1(Mcφ) =MC(J1φ).



C Spektrale Eigenschaften kompakter Operatoren

Definition C.1 (Spektrum). Sei (E, ∥⋅∥) ein reeller Banachraum und L ∶ E → E
ein linearer stetiger Operator, dann ist das Spektrum σ(L)von L definiert als
das Spektrum σ(LC) der Komplexifizierung LC ∶ EC → EC von L,

σ(LC) ∶= {λ ∈ C ∣ (LC − λI) ist nicht bijektiv}

Sei V ein C-Vektoraum und L ∶ V → V linearer Operator.
Ein Eigenwert von L ist ein λ ∈ C, so dass ein v ∈ V ∖ {0} existiert mit Lv = λv.
Der geometrische Eigenraum von L zum Eigenwert λ ∈ C von L ist

Eλ ∶= {v ∈ V ∣ Lv = λv} = {v ∈ V ∣ (L − λI)v = 0} = Ker(L − λI).

Für die Kerne der Iterierten gilt

Eλ = Ker(L−λI) ⊆ . . . ⊆ Ker(L−λI)j ⊆ Ker(L−λI)j+1 ⊆ . . . ⊆ . . . V für alle j ∈ N.

Bemerkung C.2. [11, Theorem VI.2.5] Sei B ein unendlichdimensionaler
Banachraum über C und T ∶ B → B linear, stetig und kompakt.
Das Spektrum σ(T ) ⊂ C ist kompakt mit 0 ∈ σ(T ) und höchstens abzählbar.
Jedes λ ∈ σ(T ) ∖ {0} ist Eigenwert und isolierter Punkt des Spektrums. Es gibt
ein kleinstes n = n(λ) ∈ N mit

Ker(T − λI)j = Ker(T − λI)n für alle j ∈ N mit j > n,

dimKer(T − λI)n <∞,

Ker(T − λI)n ist positiv invariant unter T . Ferner existiert ein unter T positiv
invarianter abgeschlossener Unterraum N(λ) ⊆ B mit

B = N(λ)⊕Ker(T − λI)n(λ).

Für λ ∈ σ(T ) ∖ {0} heißt der endlichdimensionale Unterraum

Gλ = Ker(T − λI)n(λ)

verallgemeinerter Eigenraum von T zum Eigenwert λ.
Im Fall σ(T ) = {0,1} gibt es einen abgeschlossenen, unter T positiv invarianten
Unterraum G0 ⊆ B (von endlicher Kodimension) mit

B = G0 ⊕G1.
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meiner Dissertation durch eine Antiplagiat-Software zu. Bei den von mir durch-
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