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Abstract:

Since their inception, a number of equations, formulas, symbols and
relationships mark pivotal moments in the history of mathematics and the natural
sciences.

They often exert a great fascination on laymen and experts alike. This article
outlines important and universally recognized examples and tries to
characterize their meaning, history and the names (and aliases) associated with
them.

Other examples mentioned are less known and their importance is
underestimated. Some of these are also named and an attempt is made to
elevate their less obvious position in the history of science.
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Zusammenfassung:

Eine ganze Reihe von Gleichungen, Formeln, Symbolen und Beziehungen
reprasentieren Sternstunden der Mathematik und der Naturwissenschaften. Auf
Laien und auf Fachleute lben sie oft eine grof3e Faszination aus. Der
vorliegende Beitrag greift wichtige und allseits anerkannte Beispiele in kurzem
Abriss auf und versucht ihre Bedeutung, Geschichte und mit ihnen verbundene
Namen zu charakterisieren. Andere Beispiele sind eher weniger bekannt und
ihre Bedeutung wird unterschatzt. Auch davon werden einige Reprasentanten
genannt und versucht, ihre weniger offensichtliche Stellung in der
Wissenschaftsgeschichte etwas aufzuwerten.

Schlisselworter:
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Zitate

Die Geometrie birgt zwei grol3e Schéatze.
Der eine ist der Satz des Pythagoras und der andere der Goldene Schnitt.
Den Ersten kdnnen wir mit einem Scheffel Gold vergleichen, den Zweiten kdnnen wir
ein kostbares Juwel nennen.!
Johannes Kepler (1571-1630)

Es gibt keinen Konigsweg zur Mathematik.?
Euklid (3. Jh. vor Chr.)

Gleichungen sind wichtiger fiir mich, weil die Politik fir die Gegenwart ist, aber eine
Gleichung etwas fir die Ewigkeit.3
Albert Einstein (1879-1955)

Wie auch immer man es sieht, aber der Satz des Pythagoras ist die beriihmteste
Aussage der Mathematik. 4 Eli Maor (*1937)

Wie das Endliche eine unendliche Reihe umschliel3t

Und im Grenzenlosen Grenzen erscheinen,

So wohnt die Seele der Unermesslichkeit in den Details

Und in den engsten Grenzen findet man das Grenzenlose.

Welche Freude, das Unscheinbare in der Unendlichkeit zu erkennen!®
Jakob Bernoulli (1655-1705)

But the great equations of modern physics are a permanent part of scientific
knowledge, which may outlast even the beautiful cathedrals of earlier ages.®
Steven Weinberg (1933-2021)

Man kann sich dem Gefuhl nicht entziehen, daf3 diese mathematischen Formeln eine
unabhéngige Existenz haben, dalR sie klliger als wir und sogar weiser als ihre
Entdecker sind, daR wir mehr von ihnen bekommen, als ursprtinglich in sie hinein
gesteckt wurde.”

Heinrich Hertz (1857-1894)

1 Zitiert nach Claudi Alsina, Der Satz des Pythagoras, Librero, Kerkdriel (NL), 2016
(dt. Ausgabe), S. 9

2So antwortete Euklid von Alexandria auf die Frage des Pharaos Ptolemaios I., ob man
die Geometrie nicht auch leichter erlernen kdnne als mit dem Studium von Euklids
Lehrsatzen. Quelle: Ernst Horst, Mathematische Bildung S. 11

8 Zitiert nach http://www.denkschatz.de/zitate/Albert-Einstein/Gleichungen-sind-
wichtiger-fur-mich-weil-die-Politik-fur-die-Gegenwart-ist-aber-eine

4 The Pythagorean Theorem; A 4000-Year History

5 Jakob Bernoulli, Ars Conjectandi, zitiert nach Alsina, Claudi; Nelsen, Roger B.;
Bezaubernde Beweise, Springer Spektrum, Berlin-Heidelberg, 2013, S. 261

6 Steven Weinberg in Graham Zermelo, It Must Be Beautiful: Great Equations of
Modern Science, Granta Books, Februar 2002

7 Zitiert nach Havil, Julian, GAMMA, Springer Spektrum, Berlin Heidelberg 2007,

Softcover 2013, S.149
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Einleitung und Fokus

Es sind Gleichungen, seltener Ungleichungen, die oft in ihrer Kiirze Aormelnfi
genannt werden und die in Mathematik und vielen Wissenschaften, die sich der
Mathematik als universelle Sprache bedienen, Wissenschaftsgeschichte
geschrieben haben. Sie sind Ergebnisse von intensivem Ringen in
Erkenntnisprozessen, die oft tiber Generationen von Wissenschaftlern und allzu
selten auch Wissenschaftlerinnen gehen. Manchmal sind unterhaltsame
Anekdoten damit verbunden. Oft ist es auch nur das Symbol fiir eine Zahl, eine
mathematische, physikalische oder auch chemische Konstante, das sofort den
Zusammenhang assoziiert. Je berihmter und wichtiger diese Zahlen sind, umso
weniger variieren die Symbole. Die Kreiszahl Pi oder die Eulersche Zahl e
gehdren dazu, der Goldene Schnitt Phi, die Lichtgeschwindigkeit ¢, das
Plancksche Wirkungsquantum h oder in der Chemie die universelle Avogadro-
Konstante Na. Erst die Zusammenhéange zwischen ihnen machen oft den
entscheidenden wissenschaftlichen Durchbruch aus. Allerdings reicht der
Buchstabenvorrat manchmal nicht aus. Die elektrische Elementarladung und
die Eulersche Zahl tragen eben den gleichen Buchstaben. Das macht aber ihrer
Sonderstellung keinen Abbruch.

Eigentlich misste das erste Kapitel der Gleichung 1 + 1 = 2 gewidmet sein.
Denn das ist unabhangig von Dingen der abstrakte Einstieg eines Kindes in die
Welt der Zahlen.

In diesem Beitrag sollen Beispiele von Gleichungen, Symbolen und
Beziehungen in ihrer Geschichte, Bedeutung und zumindest angedeuteten
Zusammenhangen aufgezeigt werden. Einige Beispiele liegen auf der Hand,
drangen sich regelrecht auf. Andere werden manchen Leserinnen und Lesern
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als willktrrlich erscheinen oder es fehlen andere Kandidaten, die es ihrer
Meinung nach wert sind und diese Zusammenstellung wirkt dann unvollstandig.
Dieses Risiko muss eingegangen werden. Es soll und kann keine vollstandige
Liste geben. Es kann aber beim systematischen Lesen oder unsystematischen
Blattern in der kleinen Publikation wieder neu etwas Faszination fur die
Sternstunden der Mathematik und Naturwissenschaften entstehen. Das ist das
eigentliche Ziel dieses Beitrags.

Ein zusammenhangender Text ist deshalb nicht der Anspruch. Es ist kein
geschlossener Aufsatz, keine Abhandlung zu einem Gegenstand. Eine strenge
Chronologie oder Systematisierung gibt es in der Regel nicht. Nur sehr grob
wurden die Kapitel chronologisch in den vier Wissensgebieten geordnet.
Allerdings sind zum Verstandnis einiger Kapitel Voraussetzungen notig, die in
vorigen Abschnitten behandelt werden. Die Schonheit der Eulerschen Identitat
ist ohne die Exponentialfunktion, der Bedeutung von Pi oder e und den
komplexen Zahlen wenig verstandlich. Je nach Fachgebiet und Interesse kann
man aber ansonsten zwischen den Themen beliebig springen. Nur die
Orientierung der Kapitel nach den Fachrichtungen Mathematik, Physik, Chemie
und Biologie schaffen eine minimale Ordnung zwischen den einzelnen
Stichpunkten.

Mathematik

Die Satzgruppe des Pythagoras und der Satz des Thales

Eines ist sehr sicher: Der Satz des Pythagoras stammt nicht von Pythagoras.
Trotzdem ist es beruhigend, dass sein Name mit einem der wichtigsten
mathematischen Erkenntnisse verbunden bleibt. Es scheinen Griinde zu der
Annahme zu bestehen, dass der indische Mathematiker Baudhayana um 800 v.
Chr. in seinem Buch Baudhayana Sulba Sutra den Satz entwickelt hat.®
Pythagoras hat bei allen Aunwissenschaft/|
von ihm gegriindeten Bundes den Beweis fest in der Mathematik etabliert. Er
hat die Logik als wesentliches Kriterium erkannt, um Behauptungen von
zweifelsfrei wahren Ergebnissen zu unterscheiden. Es ist nicht vermessen zu
sagen, dass die Philosophie sich seitdem der mathematisch motivierten Logik
bedient hat. Auch wenn die pythagoreische Lehre eine Mischung aus Mystik
und Rationalitat war, so blieb die essentielle Bedeutung des Beweises
unantastbar. Pythagoras unternahm bis zu seinem 40. Lebensjahr ausgedehnte
Reisen in wesentliche Teile der damaligen Welt. Dazu gehorte vor allem der
AFruchtbare Hal bmondin, vom Zweistromland

8 Clifford A. Pickover, Das Mathebuch, Librero, Kerkdriel (NL) 2014, S. 40



neben Agypten die friihen Hochkulturen entstanden. Einige Autoren behaupten,
er sei bis Indien gekommen.® Auf diesen Reisen konnte Pythagoras das
mathematische und astronomische
Wissen seiner Zeit aufsaugen. Vor allem in
Babylonien bzw. Mesopot a mi e n
Zwei stromlandhf)
bemerkenswerte Funde uberliefert. Zwar
wurden 500.000 Tontafeln gefunden, von
denen lediglich 300 mathematischen
A B Inhalts sind. Viele sind jedoch noch nicht
entziffert, aber einige wenige zeigen
2 trotzdem das erstaunliche mathematisch-
astronomische Wissen dieser Epoche.
Eine als Plimpton 322 entzifferte
Keilschrifttafel zeigt pythagoreische Tripel
Abb. 1: Satz des in dem hexagesimalen (Basis 60)
Pythagoras Stellenwertsystem der Babylonier.X® Sie
stammt aus der Hammurabi-Dynastie (ca.
1800-1600 v.Chr.) und deshalb 1500 Jahre bevor sich Euklid intensiv mit

a b a b
b
a a’ ¢ a ¢ a
c2
b ¢ b2 |Pa b
a b b a
a’ + 2ab + b? = c? + 4%
a’ o+ b? = c?

diesem Thema befasst hat. Die Zahlentripel sind ganzzahlige Werte (ohne Null),
die die Bedingung a?+b?=c? erfillen. Das war fur die Wissenschaftsgeschichte

9 Claudi Alsina, Der Satz des Pythagoras, Librero, Kerkdriel (NL), 2016 (dt. Ausgabe),
S. 13
10 Ependa, S. 15
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eine riesige Uberraschung! Die damaligen Mathematiker mussten einen
Algorithmus gekannt haben, Kenntnisse in Zahlentheorie besessen haben und
dazu die theoretischen Kenntnisse in praktische Rechnungen mit dem
unhandlichen Stellenwertsystem umgesetzt haben. Es scheint sich um die erste
trigonometrische Tafel der Mathematikgeschichte zu handeln.
Dagegen gibt eine sehr wichtige agyptische Quelle, der Papyrus-Rhind, der als
eines der ersten Mathematiklehrbiicher gelten kann,
keine Hinweise. Die 87 Aufgaben mit Schritt-zu- C
Schritt Lésungen waren dazu gedacht, konigliche
Schreiber auszubilden. Diese bildeten die Elite im
Beamtentum und hatten auch die Aufgabe, z.B.
Neuvermessungen aufgrund der jahrlichen
Uberschwemmungen des Nils zu koordinieren oder
den Pyramidenbau mathematisch zu unterstitzen.
Es fallt auf, dass der Satz des Pythagoras noch nicht
einmal indirekt im Papyrus-Rhind erwahnt wird.
Gleiches gilt fir den Moskauer Papyrus und den
Berliner Papyrus. Andererseits ist bekannt, dass Handwerker mit Schntiren im
Verhaltnis 3-4-5, dem einfachsten pythagoreischen Tripel, hantierten.
Was macht den
pythagoreischen
Lehrsatz so bedeutend?
Er ist so grundlegend,
dass man ihn fir eine
b2 Definition ~ verwenden
a kann:
2 In einem gegebenen
ebenen Dreieck ABC ist
der Winkel bei C genau
dann ein rechter Winkel,
wenn die Flache des
Quadrats der dem
Eckpunkt C
c c-q c-p gegenuberliegenden
Seite ¢ der Summe
Quadrate Uber den
Seiten a und b
C entspricht.

Abb. 3: Satz des
Thales

Abb. 4: Satzgruppe des Pythagoras, Kathetensatz



Die meist verwendeten Begriffe AHypotenus
die Seiten a und b stammen
h aus dem  Griechischen.
Kathete hat den Wortstamm
Akot hosi, das s e
h h? gerade oder
Ubereinstimmend bedeutet.
Dagegen i st Aupot
P die Linie, die zugrunde
p-q P liegt.)* Sie wird fur den
q Durchmesser eines Kreises
Abb. 5: Satzgruppe des Pythagoras verwgndet und we|§t S_Om't
Hhensatz des Euklid auf elner} anderen W|(?ht|gen
geometrischen Satz hin, den
Satz des Thales: Ist die Strecke 0 6 der Durchmesser eines Kreises und C ein
Punkt auf dem Kreis, so ist der Winkel bei C ein rechter Winkel.

Mit der Zahl “ sind nicht nur Eigenschaften ganzer Kreise, wie Umfang und
Flache verkntpft. Es geht auch um Winkel. Man stelle sich einen Kreis um den
Ursprung, z.B. der Einfachheit halber mit dem Radius 1, vor und beginne bei
dem Punkt, an dem er die x-Achse schneidet i also im Beispiel bei x=1. Wandert
ein Punkt gegen den Uhrzeigersinn auf dem Kreis, so bildet er einen Winkel mit
der x-Achse. Umlauft der Punkt den ganzen Umfang, so hat er 2* zurtick gelegt.
Das liegt an der trivialen aber bedeutsamen Tatsache, dass der Kreis eine
konstante Krimmung hat. Nur Kreise und Geraden/Strecken haben eine
konstante Krimmung. Bei Strecken ist die Krimmung Null. Beide eignen sich
deshalb zur Messung, die jaimmer einen Vergleich mit einem Mal3stab darstellt.
Beim Kreis ist es indirekt die Winkelmessung, bei der Strecke die
Langenmessung. Ein Kreis hat 360J (400J und damit 100J fir einen rechten
Winkel hat sich als Dezimalsystem, ebenso wie eine dezimale Uhr, nicht
durchgesetzt). Die 360Jwerden gemaf der Lange des ganzen Kreisbogens im
Einheitskreis 2" gesetzt: 2*“ rad=360J. Man spricht vom Gradmald und
Bogenmal3 oder Radiant mit der Einheit rad, die man im internationalen Sl-
System weglassen darf.

Trigonomie kommt von griechisch trigonon (Dreieck).
Im rechtwinkligen Dreieck gilt die Definition

OBl —— - A1l —— ~;
Schaut man sich gangige Winkel, wie 30Jt vhj tah -h-h- halso

11 Alsina, Satz des Pythagoras, ebenda, S. 42
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so fallt eine Beziehung auf, die fur alle Winkel gilt. Da im rechtwinkligen Dreieck

| T wTt st und der Satz des Pythagoras gilt, erhalt man eine
trigonometrische Variante des Satzes von Pythagoras:

OET ATIO0 1
Andere Schreibweise: [ Q¢ wéli 1
Unter dem Begrié$¢Theédreemmatesddretlizdtezt er Sat
zu verstehen, dass es analog zu den Pythagoreischen Zahlentripeln, keine
ganzzahligen Tripel der Form & @ @ gibt mit n>2 (ohne Null).
Fermat hinterliel3 in seinen Aufzeichnungen und Buchern folgende Bemerkung
an einem Seitenrand:
AEs ist jedoch nicht me gl i ch, einen Kubu
Biquadrate und allgemein eine Potenz, hoher als die zweite, in 2 Potenzen mit
ebendemselben Exponenten zu zerlegen: Ich habe hierfir einen wahrhaft
wunderbaren Beweis entdeckt, doch ist dieser Rand hier zu schmal, um ihn zu
fass'en. i
Pierre de Fermat galt als integrer Mann, Hobbymathematiker mit dem
Schwerpunkt Zahlentheorie und von Beruf Richter. Er hatte sicherlich
Erkenntnisse, wahrscheinlich Beweise fur die Falle n=3 und moglicherweise
n=4. Doch erst 350 Jahre spater wurde der Beweis von Andrew Wiles mit
erheblichem Aufwand und mit verbliffenden Querbeziehungen zu anderen
Teilbereichen der Mathematik erbracht. Heute geht man deshalb von einer eher
Al eichtsinnigenht B e mérolde uNamgen Bcheitementasan au s .
Beweis, darunter Paul Wolfskehl (1856-1906). Als er starb, setzte er als Preis
fir den Beweis ein Vermogen von 100.000 Goldmark aus. Ein Grof3teil ging
zwar durch Kriegsanleihen verloren, aber der Wolfskehl-Preis konnte am 27.
Juni 1997 in Gottingen an Andrew Wiles verliehen werden. Die Geschichte des
Beweises, den Wiles fast im Alleingang schaffte, wurde von dem damals jungen
Simon Singh zu seinem ersten Bestseller bearbeitet.'?

Kosinussatz und Sinussatz

Der Satz des Pythagoras ist auch flr nicht rechtwinklige Dreiecke ntitzlich. Er
dient zur Herleitung allgemeinerer Satze. In jedem Dreieck ist das Quadrat tiber

12 Zitiert nach https://de.wikipedia.org/wiki/GroRer_Fermatscher_Satz (aus dem
Lateinischen Ubersetzt)
13 Simon Singh, Fermats letzter Satz, Carl Hanser Verlag, Miinchen-Wien, 1998



einer Seite gleich der Summe der Quadrate Uber den anderen beiden Seiten
vermindert um das doppelte Produkt aus diesen Seiten und dem Kosinus des
von ihnen eingeschlossenen Winkels. Das ist der Kosinussatz.

O O © COMIiOo

O O © COMMITO

O O O COMIro
ha, ho, he sind die Hohen im Dreieck ABC. Es gilt

Wegen — °0Q GBI EQ w OAITO
O Q Q

O @ VEf @ co@ird daéll

O GO0 0él @ cO@IrTo

O O © COAAIrTo

Man sieht: Bei]  w mhdlso

cos w 1t J mtergibt sich der Satz des Pythagoras.

Der Sinussatz schafft eine
Verbindung zwischen Seiten im

Dreieck und den gegentber
liegenden Winkeln.
3 Es qilt .
wDwDw
OFIDOEIDORIE QQi

OBl OEI OFEI
Beim Beweis ist es sinnvoll, drei
Falle zu unterscheiden:

Abb. 6: Kosinussatz: Trigonometrie
im beliebigen Dreieck.

spitzwinkliges Dreieck, rechtwinkliges Dreieck, stumpfwinkliges Dreieck14
Die Hohe liegt entweder im Dreieck oder ist eine Seite oder liegt aul3erhalb.

14 Eine didaktisch gute Darstellung fir die beiden Sétze, an die sich das Kapitel
malf3geblich anlehnt, findet sich bei
https://lwww.lernhelfer.de/schuelerlexikon/mathematik/artikel/kosinussatz bzw.
https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/mathematik/artikel/sinussatz
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Pi, Z

Die wohl wichtigste mathematische Konstante ist “, also das Verhdltnis eines
Kreisumfangs zu seinem Durchmesser. Man kann davon ausgehen, dass jede
hochentwickelte Kultur der gleichen Meinung ist.

Aus babylonischen Keilschriften geht hervor, dass man fur “ zwischen 3 und

hochstens 3- annahm. Die Agypter zogen gemaR Moskauer Papyrus vom

Durchmesser d ei nes Kertenursl baiten Ham@ dtwa die b | gu.
Flache (d.h.“ ofp ¢).15

Die Agypter schrieben Briiche als Summe von Stammbriichen, was durchaus

auch Missverstandnisse zulasst. Nach anderer Darstellung im Papyrus-Rhind

c - — — 3,12¢

Die genaueste Berechnung von “ stammte von Archimedes von Syrakus (ca.
287-212 v. Chr.) und bestand praktisch fast ein halbes Jahrtausend lang. Man
kann es als Prazisionsberechnung bezeichnen und war eine Betrachtung von
einbeschriebenen und umbeschriebenen Vielecken. Man muss beachten,
Archimedes hatte noch kein Dezimalsystem und keine Null zur Verfigung. Die
Rechnung beruhte nur auf Abschatzungen von Brichen. Fir die alten Griechen
war ein Bruch immer ein Streckenverhéltnis. Flr eine Quadratur von Zahlen
errichtete man ein Quadrat Uber der Strecke. Es war eine physische und
psychische Hochstleistung. Er kam zu der Abschatzung

o— “ o-Mpderdezi mal 3% 1ok &8<

Der Astronom Ptolemaos (ca. 100-170 n. Chr.) rechnete im Sechzigersystem
“ oJ Y] odptp § Rit einer Abweichung von nur 0,000074 vom exakten
Wert.16

Der Rekord liegt aktuell (2021) bei einem Team der FH Graubtnden. Sie
errechneten 62.831.853.071.796 Dezimalstellen in 108 Tagen. Die Berechnung
von Piist zum Test fir neue Computer geworden.

Im Mittelalter versuchte sich Nikolaus von Kues (lateinisiert Cusanus) recht
erfolgreich an Berechnungen. Archimedes ging von einem festen Kreis aus und
naherte diesen durch Polygone an. Cusanus wahlte eine umgekehrte Methode.
Er ging von einem Polygon der festen Lange 2 mit ¢ ¢ Ecken aus (wobei
2k 4,8, 16, 32, ...) und zwei in- und umbeschriebenen Kreisen. Der innere Kreis
hat fir jedes n den Umfang ¢“ 1 ; der auf3ere Kreis ¢ 'Y . Daraus hat er Pi sehr
genau approximiert.

ist

15 WuBing, Hans; 6000 Jahre Mathematik, Band 1, Springer Berlin Heidelberg, 2008,
S. 135

16 Hans-Dieter Rinkens, Katja Kruger, Die schonste Gleichung aller Zeiten, Springer-
Spektrum, Wiesbaden 2020, S. 19
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Weitere beriihmte Formeln, mit denen “ berechnet werden konnte, sind z.B.
das Wallissche Produkt, nach John Wallis (1616-1703). Er ist auch dadurch
bekannt geworden, weil er das Unendlich-Zeichen in die Notation eingefuhrt hat.

‘ cQ ¢ T 0 U

C CQ pcQ p PITOCW VX XW

8

Am bekanntesten ist aber die von Euler gefundene Reihe der reziproken
Quadratzahlen (siehe Basler Problem).
Beriihmt ist auch die Gaul3sche Normalverteilung

Q Qo U
Weierstral3 nutzte die Darstellung

Qw Qw
¢ — O —F
P W P W
Ein schones Beispiel kann man Uber die Potenzreihe der Sinusfunktion
herleiten. Beweisidee ist der sog. Eulersche Koeffizientenvergleich.’

Die alternierende Summe der Kehrwerte aller ungeraden Zahlen ist -8

113

PP P P P =
- p - - - = — E
T O U X W pp
Pi ist langst nicht mehr nur in der Geometrie wichtig, sondern taucht an vielen,
oft unerwarteten Stellen, in der Mathematik auf. In der Zeit zwischen Ende der
Renaissance und Ende des viktorianischen Zeitalters (ca. 1600- ca. 1900) kann
man die Blite der Mathematik mit dem immer besseren Verstandnis von *“
gleichsetzen.!® Das gilt vor allem in Bezug auf das Unendliche in der Analysis,
z.B. fur unendliche Potenzreihen.

Null, O

Von dem deutschen Mathematikhistoriker Karl Menninger stammt das Zitat: Wir
sprechen deutsch, wir schreiben rémisch und wir rechnen indisch.*® Dabei war
der wichtigste Al mportd au slledwensystem auf
Basis 10 und die Zahl Null. Von der restlichen Welt unbeachtet, scheinen die

17 Beweis siehe Rinkens, Hans-Dieter, Kriiger, Katja; Die schonste Gleichung aller
Zeiten, Springer Spektrum, Wiesbaden, 2020, S. 159

18 Sjehe Zitat von David Blatner, The Joy of “ hin Rinkens, Kriiger, ebenda, S. 20

19 Karl Menninger, Zahlwort und Ziffer, Eine Kulturgeschichte der Zahl, Gottingen,
1958, zitiert nach Wul3ing, ebenda, S. 97

schen
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Maya um ca. 665 ebenfalls ein Zahlensystem mit der Null entwickelt zu haben.2°
Bei den Babyloniern wurde zwar ein Endezeichen fur Zahlen eingefuhrt, aber
wahrscheinlich um diese Stelle besser markieren zu kénnen. Als vollgultige Zahl
Null tritt sie aber erst um 650 in der indischen Mathematik auf. Eine Steintafel,
die in Gwalior, stdlich von Delhi, gefunden wurde, kann genau auf das Jahr 876
datiert werden. Dort wurden die Zahlen 270 und 50 fast in moderner
Schreibweise aufgezeichnet.?* Uber Indien gelangte die Null zu den Arabern
und Chinesen. Die westarabische Kultur beeinflusste schliel3lich das Europa
des Mittelalters.
Einen grolRen Beitrag lieferte dazu offenbar Leonardo Pisano, genannt
Fibonacci, der u.a. in seinem einflussreichen Buch Liber abaci, das Buch vom
Abacus, arabische Zahlen
propagierte. Das "Buch der
Rechenkunst" wurde 1202
vollendet und ist in der
Uberarbeitung von 1228 der
C ) Nachwelt erhalten geblieben.?? Es
. . ist die erste européaische
Gesamtdarstellung der damaligen

1235:50 Uhr Arithmetik. Er soll zeitweiliglgllarn

M M

H
® 00
® 00
o
[ J

R N B~ oo

0000 -
0000 -
0000 -

Hof von Friedrich dem in
Abb. 7: Nicht-dezimales Stellenwert- Sizilien gewesen S?i” und sich
system ohne Null bei einer Digitaluhr. vom Kaiser die Forderung der

indisch-arabischen  Mathematik
mit Erfolg erbeten haben. Trotzdem dauerte es noch mehrere Jahrhunderte.
Erst 1494 gingen z.B. die MEDICI in ihren Verwaltungen generell zu den
arabischen Zahlen inkl. der Null tber.?®> Das war ein besonderer Sieg der
Geschaftswelt Uber die Herrschenden, die die arabischen Ziffern aus
fadenscheinigen Griinden ablehnten, denn noch 1299 wurden die arabischen
Ziffern z.B. in Florenz verboten.?* Auch eine andere Revolution wurde bewusst
durch die Null eingeleitet: Den nulldimensionalen Fluchtpunkt in der Malerei.
1625 zeichnete Brunelleschi erstmals einen solchen Punkt in einer Zeichnung
des Baptisteriums, der Taufkirche, die neben dem Dom in Florenz steht. Es war
der Beginn der Zentralperspektive in der darstellenden Kunst.

20 Clifford A. Pickover, Das Mathebuch, ebenda, S. 80

21 Clifford A. Pickover, Das Mathebuch, ebenda, S. 80

22 https://library.ethz.ch/standorte-und-medien/plattformen/virtuelle-
ausstellungen/fibonacci-un-ponte-sul-mediterraneo/biographie-von-leonardo-
pisano.html

23 https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/geschichte/artikel/leonardo-fibonacci-
von-pisa

24 Charles Seife, Zwilling der Unendlichkeit, Goldmann, Miinchen, 2002, S. 92
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Interessanterweise fiihrt der Punkt ins Unendliche. Leonardo da Vinci verfasste
einen mathematisch fundierten Leitfaden, um Kkorrekt perspektivische
Darstellungen malen zu kdnnen.?® Die Null war also in der Geschaftswelt und in
der Kunst angekommen. Ebenso wurde offener in der Theologie lUber das
ANichtsid di skutiert. Torricel |l und
ein Vakuum geben muss und dass die Saule auf Bergen abhangig von der H6he
ist. Damit war der Ah o r r o riibemardeni Hine Belastungsprobe fur die
neue Infinitesimalrechnung war dann im 18. Jahrhundert die Diskussion um das
unendlich Kleine. Jean Le Rond d”Alembert schrieb: Eine Grol3e ist etwas oder
nichts; wenn sie etwas ist, ist sie noch nicht verschwunden; wenn sie nichts ist,
ist sie wirklich verschwunden. Die Annahme, es gebe einen dazwischen
liegenden Zustand, ist ein Hirngespinst.2°

Das Basler Problem und berihmte Reihen

Es geht um die Summe der reziproken Quadratzahlen

Das Basler Problem hat seinen Namen, welil es lange Zeit ungeldst war und sich
vor allem die Basler Mathematiker Jakob Bernoulli und sein Bruder Johann
Bernoulli daran versuchten und scheiterten. Jakob Bernoulli beschrieb das
Problem 1689 im Tractatus de seriebus infinitis. Er wird zitiert mit der
dringenden Bitte, ihn zu informieren, wenn jemand die Losung findet. Montucla

Pasc:

nannte es die AGe%Noole Oresme,?® ab 1377 Bisthofkanr A .

Lisieux, soll den Sachverhalt untersucht haben. Er scheint die Konvergenz der
Reihe erkannt und einen Wert kleiner 2 vermutet zu haben. Das ist einsichtig,
wenn man die Partialsummen als Quadrate auffasst und sie in ein 1x2 Rechteck
packt. Geometrisch sieht es so aus, als wirde die Flache des Rechtecks nicht
ausgeflllt werden, also die Summe durch 2 beschréankt sein. Doch noch 1644
fragte sich der Italiener Pietro Mengoli, ob diese Summe wirklich konvergiere,
und wenn ja, gegen welchen Wert. Auch er fand keine Lésung.

Sogar Newton und Leibniz sollen gescheitert sein, ebenso der herausragende
franzdsische Mathematiker L 6 H® pJohnh @Wallis berechnete den Wert auf drei
Dezimalstellen.

25 Ebenda, S. 98 f

26 Zitiert nach Seife, ebenda, S 141

27 Julian Havil, GAMMA, Springer Spektrum, Berlin Heidelberg 2007, Softcover 2013,
S. 50

28 WuBing ebenda, S. 293, sowie Rudolf Taschner; Die Farben der Quadratzahlen,
Hanser, Minchen 2019, S. 67
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Erst Euler, ebenfalls aus Basel und Schiler von Johann Bernoulli, war
erfolgreich. Er fand die asthetisch schéne Lésung

— pwTTwWoT
0 php

Euler verallgemeinerte das Problem zu der berihmten Zeta-Funktion mit sl 1

p P P P P

E p ¢ 0 1

mh

(Die Riemannsche Vermutung zu den Nullstellen der Zeta-Funktion gilt
als eines der wichtigsten ungeldsten Probleme der Mathematik und als
Schlissel zum besseren Verstandnis der Primzahlen. Auf sie wird noch
eingegangen.)

Somit gilt

j— C — —_—
Zeta von 1 muss man ausschliefen denn es ist nicht definiert. Es wéare die
divergierende harmonische Reihe

_ L
P = P

[T

H

Yall o)
Qlo
il o)
clo

— tritt an einigen unerwarteten Stellen in der Mathematik auf. So ist P D—

ubrigens exakt die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zufallig ausgewahlte positive
ganze Zahlen teilerfremd sind.

Als endliche Reihe wird sie gerne mit H, bezeichnet:

"0 E

Yall xo)
Ql©

P
T

cl|o

P P
a P :
Es ist Uberraschend: Selbst bei endlichem n gibt es keine Formel fir O .

Man kann auch beweisen: Mit Ausnahme von n=1 wird 'O nie ganzzahlig. Mit
einer sehr diffizilen Argumentation stellt sich heraus, dass der Zahler immer
ungerade ist und der Nenner gerade.
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AulRerdem gibt es nur drei Falle, in den O ein endlicher Dezimalbruch ist,
namlich

O p,’O -6¢&® ch 8Sonstistesimmer eine unendliche Dezimalzahl.

Die unendliche harmonische Reihe fir n gegen Unendlich ist noch
bemerkenswerter, denn die Divergenz ist schlechthin unerwartet. Die ersten

100 Glieder summier en egisdhenzW 0H,01 &1eé |7, Hi8
erste Million zu 14, 3¢%RdherdlederundiaSummha c a .
von 100 erhalten. Die Divergenz bewies Ubrigens der geniale Nicole Oresme,

seit 1377 Bischof von Lisieux. Er war einer der vielseitigsten Personlichkeiten

im ausgehenden Mittelalter.?® Sein beriihmter Beweis kann man in moderner

Notation schreiben:

o pPPPPPPPP P P P P PP Py
¢ 0T UV @ X Y w pmpppPpgpPpopPpT puvpo
1 - - - - - - - - - - - - - — _g3
=] - - - — p - - - - -80p
Aber
iep 2P PP g Py
0 C 0 T U 3

konvergiert und wird r (Gamma) genannt (Euler-Mascheroni-Konstante).
SiehatdenWertr= 0, 57721 56649 ¢e¢é

Sie taucht oOfters in der Zahlentheorie und analytischen Funktionentheorie auf.
Es ist unbekannt, ob sie rational, irrational oder transzendent ist. Die riesige
Anzahl an Nachkommastellen, die von r bekannt sind, machen es sehr
wahrscheinlich, dass r zumindest irrational ist.

Gamma ist eine Averrg¢sckted Zahl . Feégr ein
nur die ersten 5 Nachkommastellen exakt. Die Konvergenz ist extrem langsam.

Man kann beweisen: [ [ —h &N w

29 Julian Havil, GAMMA, Springer Spektrum, Berlin Heidelberg 2007, Softcover 2013,
S.33
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Will man eine Genauigkeit von m Dezimalstellen, so muss man fordern

r ' vlpmn wai—€ vipn d.h. n>10™
o ———p L > P
C :p I P P P 1
U Pt P .~ ~
- - T W@WWDW@W Ip .
P 1 P 1 L Y J
OWmYI ¢

-

=

Euler, 1735

— — s

Abb. 8: Kultstatus Basler Problem Abb. 9: Die analytische
Fortsetzung der Fakultat

d.h. erst in der m-ten Dezimalstelle wird
die Approximation von 1 inkorrekt.3® Die Berechnung von moglichst vielen
Dezimalstellen ist ein enormer Rechenaufwand.

Das Basler Problem geniel3t neben der analytischen Fortsetzung der Fakultat
Kultstatus unter Mathematik-Begeisterten. Mehrere T-Shirt-Hersteller bieten
Produkte mit mathematischen oder physikalischen Formeln an.

Ahnliches gilt aber auch fur andere &sthetisch schone Formeln: Z.B. das
Gaul3sche Fehlerintegral.

Q Qw U

Die analytische Fortsetzung der Fakult?2t
erheblich:n! 1 A2 A3-A¥AAnist nur f¢r naterliche Z

AAnal ytische Fortsetzungidi bedeutet, dass
reellen Zahlen oder komplexe Zahlen als Wertebereich der Fakultatsfunktion
zugelassen sind.

30 Julian Havil, GAMMA, ebenda S. 88
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EA ©Q Qw
Das analoge Integral mit n-1 statt n ist Gbrigens als Gamma-Funktion definiert:

W E O Q Q

Komplexe Zahlen

Etwa um das Jahr 1850 begann eine systematische Definition der reellen
Zahlen. Das Ringen um dieses Thema dauerte fast 2.000 Jahre. Auch heute
weil3 man von wichtigen Zahlen noch nicht, ob sie rational, irrational oder sogar
transzendent sind. Ein Beispiel ist die Zahl Gamma, auf die noch einzugehen
sein wird. Heute kbénnen wir die reellen Zahlen als

vollstandigen, geordneten Korper

bezeichnen. AVollst2ndigin bedeutet,
wichtig bei dem Begriff der Stetigkeit. Vor allem Richard Dedekind und Georg
Cantor haben dazu beigetragen, dass eine konsistente Definition entstand.
AGeordnetfA hei Ct, e s e Xxjndtdar wirim Allag gare
selbstverstandlich umgehen, namlich die kleiner/groRer Relation. Von zwei
prinzipiell berechenbaren, reellen Zahlen n und m kann man klar entscheiden,
ob n<m, n>m oder m=n ist. Ein algebraischer Korper muss eine Reihe von
Axiomen erfullen. Er besitzt zwei Verknupfungen, genannt Addition und
Multiplikation, die zu den allseits bekannten Rechenregeln der Arithmetik
fuhren. Theoretisches Fundament sind Begriffe wie Gruppe, neutrales Element,
inverses Element, Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz(e),
etc. Der Begriff wurde von Dedekind eingefihrt. In der Mathematik gibt es eine
Reihe von algebraischen Strukturen, die durch Einschrankungen der
Kdrperaxiome gewonnen werden.

Vor allem algebraische Grinde fihrten mehrfach zur Erweiterung des
Zahlenbereiches. So entstanden Brlche (rationale Zahlen) und die anfangs
abgelehnten negativen Zahlen. Die Entdeckung irrationaler Zahlen durch die
Pythagoreer provozierte die erste Krise in der Mathematik, doch auch sie
wurden schliel3lich als Erweiterung akzeptiert. Bei den irrationalen Zahlen
entdeckte man, dass sich bestimmte Zahlen als reelle Ldsungen eines

Polynoms (z.B. MEﬁMﬂl—m, etc.) auffassen lassen. Man nennt sie, bei

ganzzahligen Koeffizienten, algebraische Zahlen. Fir andere Zahlen gilt das
nicht (z.B. “ iQ 8Man nennt sie transzendente Zahlen.

dass

Or dnt
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Erweiterungen des Zahlbereichs hatten immer zwei wesentliche
Anforderungen:3?

1) Einbettungsprinzip
Die bisherigen Zahlen sollten in die Erweiterung eingebettet sein. Die neu
definierten Zahlen sind also eine Obermenge, die sich strukturell genauso
verhalt, wie die alten Zahlen.

2) Permanenzprinzip
Die Rechenregeln sollen sich nicht andern. Die Erweiterung soll die
bisherigen Rechenregeln erhalten.

Auch hier sind die von der Algebra entwickelten Axiome entscheidend, die unter
den Begriff Aalgebraischer K°rperf faller

Nun hat die einfache Gleichung x> + 1 0 in den reellen Zahlen keine Lésung

und das gilt auch fiir anspruchsvollere Polynome. Die Lésung x /1 p, per

Definition genannt i oder imaginare Einheit, muss aul3erhalb des reellen
Zahlenstrahls liegen.

Schon alleine das impliziert, dass das Einbettungsprinzip nicht wortlich zu
nehmen ist. Eine i madgstdefhiereals ZAgthd & a80ie mi t kb
imagindren Zahlen betten die reellen Zahlen also nicht ein, sondern stehen
gleichberechtigt daneben. Nur die Null haben sie gemeinsam, denn it 1@&Die

reellen Zahlen enthalten die algebraischen und rationalen Zahlen und diese

wieder die ganzen Zahlen und schliel3lich die natirlichen Zahlen. Aber die

imaginaren Zahlen enthalten nicht die reellen Zahlen. Erst wenn man beide,

reelle und imagindre Zahlbereiche zu den komplexen Zahlen E Ageschi ckt i
zusammenfasst, also zu einer Zahlenmenge mit zwei Verknupfungen, genannt

Addition (+) und Multiplikation (Oh die die Axiome und algebraischen
Eigenschaften eines Korpers erfillen, dann kann man von einer Erweiterung

des Zahlenbereichs sprechen, der das Einbettungsprinzip und das
Permanenzprinzip einhalt.

Es zeigt sich, dass die AKombinationfi von
zu E einen Vektorraum in g2 bildet, also Tupel mit einer reellen Komponente
(Realteil) und einer imaginaren Komponente (genannt Imaginarteil). Das
garantiert, dass e sowohl s al s auch sozusagen Al A al s

31 Die folgenden Abschnitte bis Eulersche Identitéat orientieren sich stark an Rinkens,
Hans-Dieter, Krluger, Katja; Die schonste Gleichung aller Zeiten, Springer Spektrum,
Wiesbaden, 2020
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enthalt. Geometrisch veranschaulicht, stehen imagindre Zahlen senkrecht, also
orthogonal zu reellen Zahlen.

Die AKo mb i n aénntomafi die komplexe Ebene oder GauRsche
Zahlenebene.®? Die komplexen Zahlen entsprechen Punkten in der komplexen
Ebene. Die reellen Zahlen sind eine Untermenge und ebenso der imaginére
Zahlenstrahl, auch wenn man sich diese Tatsache erst bewusstmachen muss.
Die Einfuhrung der komplexen Zahlen war nicht nur ein Segen fir die
Mathematik, sondern es ergeben sich eine Fille von Anwendungsmadglichkeiten
in der Physik und dartiber hinaus.®3

Die Rechenregeln sind nicht ganz so intuitiv, besonders bei der Multiplikation

und Division.
imaginare Dabei ist die Addition definiert als
Zahlen
vl + q h
bei komplexe Zahl Tt ist das neutrale
\\\\\ 'l * 7=a+i-b
Element der Addition und
i+ reelle das Inverse zu ,
Zahlen
——t i
19 1 a X denn
-1 T
komplexe W W . O 0w
Ebene ., O, h . .
w w WwWw wWw
Ebenso kann man das

Abb. 10: Komplexe Zahlenebene Assoziativgesetz zeigen und mit
das neutrale Element der

Multiplikation identifizieren, denn

W . WP WT W

P oP R WP @8

() T W PwW W
Auf diesen Verknipfungen kann man die bekannten Koérperaxiome bzw.
Eigenschaften fiir den Kérper der komplexen Zahlen (E, +, O herleiten.

32 Bernhard Riemann hat mit der Riemannschen Zahlenkugel eine Abbildung der
komplexen Zahlenebene vereinigt mit dem Punkt Unendlich auf die Oberflache einer
Kugel eingefiihrt; e e {#}. Unendlich bildet dabeid en ANor dpol #f,
Der so gebildete topologische Raum stellt eine Kompaktifizierung der komplexen
Ebene dar.

33 Es zeigt sich, dass wichtige Naturgesetze ohne die Verwendung von komplexen
Zahlen extrem umstandlich, wenn Uberhaupt méglich, formuliert werden mussten.
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Die Tupel, die hier zur Verdeutlichung, dass es sich um einen Vektorraum
handelt, vektoriell geschrieben wurden, schreibt man bekanntlich als

® & ®OIQwobei ¢ty 4 und'Q U p

Eulersche Zahl e

Mit Ausnahme der Kreiszahl Pi (n) gibt es kaum eine andere, gleich wichtige
Zahl in der Mathematik und allen Anwendungsgebieten, wie die nach dem
herausragenden Schweizer Mathematiker Leonhard Euler benannte Zahl e. Sie
hat den Wert

e 2,718 281 828 459 045 235 360 28

Euler selbst fand fur e die Reihe

Q p p P P P E P
P PX PXID pEXII 9.
Oder als Folge
~ . P
Q I Elp s

Dies kann man als bis ins Unendliche fortgesetzte Zinseszinsrechnung
verstehen.

Il m Vorgriff auf das KapitelenwWedengar it hment
Die Bedeutung von e liegt einerseits in ihrer Rolle als Basis des natirlichen
Logarithmus In := loge. Zu jeder positiven reellen Zahl y gibt es eine reelle Zahl
X, so dass ‘Q  ¢BMan schreibt x 1 ta Aus praktischen Griinden war lange
Zeit vor allem der natirliche Logarithmus von mathematischem Interesse. Heute
spielt eher die besondere, naturliche Exponentialfunktion ex, bei der die
Ableitung mit dem Funktionswert Ubereinstimmt, die fihrende Rolle. Fir beide
Seiten, Funktion und Umkehrfunktion, gilt, dass Differentiale und dann auch
Integrale einfacher in ihrer Handhabung werden. e wird deshalb seltener als
Zahl gebraucht, sondern meist in ihrer Bedeutung als In(x) oder als e-Funktion
Qo Q,firdieqgilt™@w Q. Weil diese Differentialgleichung gilt, lasst sich
folgern

o iEp 2
° €
d.h. die e-Funktion ist eine Folge von Funktionen. Aul3erdem gilt
o T 1w
Wachstums- und Zerfallsprozesse sind sehr h&aufig mit der e-Funktion verknupft,

so Bakterienwachstum oder radioaktiver Zerfall.
Zuriick zur Eulerschen Zahl und den komplexen Zahlen:

Fur jeden Winkel « gilt die Darstellung einer komplexen Zahl im Einheitskreis
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Q QEéi @ Q-
Damit ergibt sich fur o “d,
Q PEQ@ p T
und aquivalent
0 0
Well in vielen Fallen
A Berechnungen in dieser
Darstellung  der  komplexen

Zahlen einfacher werden, wird
sie oft angewendet.3*

Wie kann man das einsehen?
5 Man greift dazu auf die
A I R 2 Tt Anndherung der betreffenden
-1 Funktionen durch Taylorreihen
zuriick. Uber eine unendliche
Reihe werden sie dadurch exakt

Abb. 11: Exponentialfunktion in jedem Punkt bestimmt.

~ W W W W
P CA OA TA VA
£ W
EA
OED o 2 L 2 @ & ©
oA VA XA A pc‘spA
Al & cpd)dou)E W
P A TA GA WA P E A

0
S
0
€
0
€
)
€
o)

18
)
€
)
S
)
S

@ P R0 CA oA 1A VA @A XA YA A
Q p Qo Q—A Qﬁ A QE& Q@ Qﬂ QL|_JA QQ_A E
0 p ol @ L@ L@ O @

CA OA TA UVA oA XA YA A
0 p L2 2L g gy 2 Q0 0 ¢
CA TA A UA OA VA XA A

34 Grafik: https://de.wikipedia.org/wiki/Exponentialfunktion
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Die Eulersche Formel stellt also eine unmittelbare Beziehung zwischen der
Exponentialfunktion und trigonometrischen Funktionen her.
Betrachte man beide Seiten getrennt:
Q Q QQ
Q ATO & EDd &
und
QQ Al d WED AT & WOED
Ausmultipliziert ergibt
QQ Aldotw OEDOED "WVEDAT O AT HOED
ATd & WEDd &
Aldwoéw OEDOED "WELGATO® Al ODOED
Daraus folgt
AT & ATl doéw OEDOED
OEd &0 OELAT DO Al ODOED
Analog folgen durch Ersetzen von b durch z& die Formeln fir die
Winkeldifferenz
AT & A Gotéw OEDOED
OEd &0 OEMAT DO Al ODOED
Wahrend die Multiplikation von komplexen Zahlen tber kartesische Koordinaten
eher unhandlich ist, gelingt die Multiplikation tber Polarkoordinaten wesentlich
einfacher:
G i OAT«0 OBI 0¢&®@ i JAT-0 @WEI
a I
i 3 DAIOAT+0 OBT VBT "DOBTATO OBT AT:0
Die Additionsformeln machen daraus einen pragnanten Ausdruck:
a2 i3 2AT © - WOE]
Man multipliziert die Betrage und addiert die Winkel. Es ist eine Drehstreckung.
Von besonderer Bedeutung istder Falli  phd.h. die komplexen Zahlen liegen
auf dem Einheitskreis i sie haben den Abstand 1 vom Ursprung.
G O DHEd O poag@QOEid Al-0 MOEBI
Auch das Potenzieren geht einfacher in Polarkoordinaten:
G 1 OAT«0 TOBET 1 JAI:®D» TWEID

Man potenziert den Betrag und vervielfacht den Winkel.
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Beim Wurzelziehen herrschen ebenso wie bei den reellen Zahlen besondere
Regeln, denn man muss das Vorzeichen beachten und es gibt mehr Lésungen.
Die Lésungen der Gleichung & &y nN &,®N EhheilRen n-te Wurzeln aus ¢8
Anders gefragt: Man sucht die komplexen Zahlen ohfir die & (ist.

Abb. 12: Vierte, flinfte und sechste Wurzeln aus 1.

Man sollte sich zunachst die Verhaltnisse bei scheinbar einfachen Fallen
anschauen.®® Z.B. bei den Fallen &  ph pha " "Q Da der
Betrag jeweils 1 ist, liegen die Lésungen auf dem Einheitskreis.

Auch aus i kann man n-te Wurzeln ziehen.

Man erhalt sie, in dem man die n-ten Einheitswurzeln um — dreht.

Zusammenfassend kann man konstatieren: Jede komplexe Zahl z hat eine

Abb. 13: Vierte, flinfte und sechste Wurzeln aus i.

eindeutige n-te Potenz.

35 Grafiken nach Rinkens, Kriiger, ebenda, S. 92, 94, 95
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Wurzelziehen ist dagegen mehrdeutig. Fur die Losungen der Gleichunga  ®©

Abb. 14: Vierte, finfte und sechste Wurzeln aus -1.

gibt es (aul3er fur den Fall a=0) n verschiedene Lésungen.

Eulersche Identitat

Mit den vorigen Kapiteln steht das AHand
Verfiigung, um eine der schonsten Beziehungen in der Mathematik wtirdigen zu
konnen. Die Eulersche Identitdt lasst sich aus einer Taylor-Reihe mit

Entwicklungsstelle xo=0 der Funktionen Q FA | @ 6 ¢ QED mity” O herleiten:

@ p CA oA TA E
o A A A A A A
Al ® T Qb, mit 'Q P

Firw “ ergibt sich die Eulersche ldentitat oder Eulersche Formel
Q PEQ@M p T
Sie ist aquivalent zu

0 0

Analysis Geometrie

Sie verbindet damit finf der wichtigsten
mathematischen Zahlen miteinander:

Die Eulersche Zahl e, als wichtige Konstante

in der Mathematik und den mathematisch
beschreibbaren Wissenschaften, die

AKr ei s'hdiehweifi Uber die Geometrie

Abb. 15 Die Eulersche hinaus erhebliche Bedeutung hat, die

Identitat ~ verbindet  finf  imaginédre Einheit'Q M pal s ASchl ¢ssel
wesentliche Bereiche der den komplexen Zahlen, sowie die
Mathematik fundamental wichtigen Zahlen 1 und 0. Die

Numerik Algebra

Arithmetik
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Beziehung wird gerne al s ADi e $ch°nst
bezeichnet.3"38

Dieser Zusammenhang erklart sich durch das tiefere Verstandnis fir imaginare

bzw. komplexe Zahlen.

Reelle Quadratwurzeln, insbesondere VI

Was ist so spannend an W¢? Sie ist der Schliissel zu einer ganzen Vielfalt an
theoretischen Erkenntnissen und
— praktischen Anwendungen, mit

o ?{_, 1T denen wir tagtaglich umgehen.
RS | Fur die Griechen war nur das eine
| e \ Arichtigen Zahl , W
a7 | j L] konstruieren konnte. Zunachst ist
k]
= J - 1 . .
1 2 3 Y356 die Frage zu beantworten, wie

man Wurzeln geometrisch
darstellen kann. W¢ ist die
Diagonale im Einheitsquadrat.
Basis weiterer Wurzeln st
weiterhin der Satz des Pythagoras. Man verlangert eine Kathete und schlagt
einen Kreisbogen mit Radius Vic. Das entstehende rechtwinklige Dreieck hat die
Seiten 1 und V¢ und wegen 12+¢?= Wa? die Hypotenuse Ma8So lassen sich
weitere Quadratwurzeln konstruieren.

Eine etwas Ubersichtlichere Darstellung ist die Spiralférmige.®

Abb. 16: Fortgesetzte Konstruktion von
Waurzeln

Behauptung: V¢ ist irrational.
Annahme: Wére I rational, also i¢=—, Bruch gekirrzt, m, n N s

Dannist¢ — also 2¢ a

D.h. 2 teilt m?, also ist m? gerade

Daraus folgt m ist gerade, denn das Quadrat einer geraden Zahl ist gerade und
einer ungeraden Zahl ungerade.

Somit ist m? sogar durch 4 teilbar und m hat die Form m=2k, kN s

D.h. m?=4k?

2n2=4Kk?, also n>=2k?, d.h. n? ist gerade und somit n ist gerade

Insgesamt wurde gezeigt: m ist gerade und n ist gerade.

36 Zitat Keith J. Devlin (2004), Devlin schreibt eine monatliche Kolumne, gesponsert
von der Mathematical Association of America: https://web.stanford.edu/~kdevlin/.

37 Hans-Dieter Rinkens, Katja Krtiger, Die schonste Gleichung aller Zeiten, Springer-
Spektrum, Wiesbaden 2020

38 Grafik nach ebenda, S. IX

39 Grafiken nach Alsina, Satz des Pythagoras, ebenda, S. 76



Abb. 17: Spiralférmige Darstellung
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Daraus folgt ein Widerspruch,
denn — wurde als gekirzt
angenommen.

Die Annahme ist falsch, also V¢
ist irrational.

Der Beweis lasst sich auf jede

Quadratwurzel von
Nichtquadratzahlen Kk
verallgemeinerng/fQ ist
irrational, falls ki n?2, n N s,

Ein Kopierer mit

VergroRerungsfunktion hat eine Taste mit der VergroR3erung 1,41. Dies sind die
ersten beiden Nachkommastellen des Wertes von ic  1,41421356é

Dies ist abgestimmt auf die DIN-A-Formate.

Ao soll definitionsgemal’ 1 Quadratmeter grol sein. Die kleinere Seite sei ao, die

_’*‘L

AS

A7

A6

A5

A4

A3

A2

Al

Abb. 18: DIN-A-Formate

groRere ist somit aod/IC. aoMoAlC 1 m?,
Daraus folgt ao ca. 84 cm. AulRerdem: Die
Summe aller DIN-Formate ist etwas weniger
als 2 m2. Dabei ist in der Abbildung die linke
obere Ecke nicht besetzt, da die DIN-A-
Formate nur AO, Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7,
A8, A9 und A10 abdecken.

Ein Kreis mit Radius R hat eine Flache von
" R. Wil man die Flache auf 2 "~ R
verdoppeln, benétigt einen Radius Ri=V¢R.
Entsprechend muss man durch V¢ teilen,
wenn man die Flache halbieren will. In der
Fotografie bedeutet eine grofR3ere Blende eine
Halbierung der Objektivoffnung.4® Das wird
durch fortgesetzte Potenzen von Wurzel 2
erreicht:

NG, g , N hiig hiig hiig hiig hing I8

40 Grafik: https://www.robertfessling.de/tutorial-kamerablende-einstellen (Mit
freundlicher Genehmigung und technischer Unterstiitzung)
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Berechnet man die Potenzen und rundet auf eine Dezimalstelle so ergeben sich

" " ’ ‘ folg. Werte, (die der

Einfachheit halber

' nicht reziprok

‘. ‘b ‘ angegeben  werden,
f/16 /11 f/8 /5.6

d.h. groRe Blende
bedeutet kleine
Offnung des Obijektivs

1J OO0 s

‘\/ '\/ Blendenzahlen finden
Abb. 19: Vi¢-reduzierte BIendenbffnungen

2.8 1.4 sich an jedem Obijektiv
Mit freundlicher Genehmigung Robert Fel3ling

einer Spiegelreflex-
camera  (single-lens
reflex, SLR):

14 2 28 4 56 8 11 16 22 32

Platonische Kdrper

Platon (ca. 428-ca. 348 v.Chr.) beschrieb in seinem etwa 350 v.Chr.
entstandenen Werk Timaios die finf spater nach ihm benannten platonischen
Korper Tetraeder, Wirfel oder Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder und
Ikosaeder. Es sind 4-Flachner, 6-Flachner, 8-Flachner, 12-Flachner und 20-
Flachner. Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder haben gleichseitige Dreiecke als

Flachen, der
Warfel Quadrate
und der

Dodekaeder ein
regelmaniges
Funfeck.  Schon
Platon gab ihnen
eine allegorische
Bedeutung mit der Assoziation Tetraeder entspricht Feuer, Oktaeder fur Luft,
Ikosaeder fur Wasser und der Wairfel fur die Erde. Die Himmelssphéren
reprasentierte der Dodekaeder. Johannes Kepler (1571-1630) versuchte die
Planetenbahnen mit den platonischen Kdrpern zu beschreiben. Obwohl falsch,
war es immerhin ein erster Versuch der wissenschaftlichen Beschreibung.
Die Griechen und Platon konnten die Korper konstruieren und zeigen, dass es
nur diese Funf geben kann, die aus regelmafigen Flachen aufgebaut sind, die
von gleichlangen Kanten gebildet werden. Die Flachen sind also regelméafige
p-Ecke, p=3, 4, 5.

Abb. 20: Die funf platonischen Koérper.
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Die mathematischen Eigenschaften sind ebenso regelmalig.

p sei die Anzahl der Ecken (E) der Seitenflachen.

g sei die Anzahl der Flachen (F) / Kanten (K) des platonischen Korpers, die an
einer Ecke zusammentreffen.

Der Eulersche Polyedersatz lautet

ET K+F 2
Fur die platonischen Korper gilt sogar: gk 2 A Kpk

Dies ergibt 3 Gleichungen mit ausschliel3lich ganzzahligen Koeffizienten und
den Losungen fur Ecken (E), Kanten(K) und Flachen (F)

0
T N ¢Onf ¢
. ¢N N
U ‘ ,
T n ¢In ¢
o
- n

T 1 ¢On ¢
Ebenso werden andere Beziehungen nur durch p und g sowie trigonometrische

Daten bestimmt: Z.B. Innenwinkel der Seitenflachen, Summe der Innenwinkel,
Oberflache, Umkugel- und Inkugelradius u.v.m.#

Das Pascalsche Dreieck und die binomischen Formeln

Die binomischen Gleichungen sind wichtige Beziehungen in der Arithmetik. Kein
Schuler kommt durch die Basisalgebra ohne die Formeln wenigstens fir die 2.
Potenz auswendig und anwenden zu kénnen. Ein besonderer Reiz liegt jedoch
in der schonen symmetrischen Struktur, die sich bei den Koeffizienten bei
aufsteigenden Potenzen ergeben. Dafur verwendet man im allgemeinen nicht
diesen Begriff, denn Binom steht fur zwei (bi) Namen (nomen).

Fir die Potenz 2 hat man die gangige Formel

~
[ 5

WO O cOow(APlusformel /i)
Ist b negativ so gilt
® O ® O (AMinusfor mel fi)

Nutzlich ist die 3. Binomische Formel zum Faktorisieren

~

® O O ®0 o (APmous-For mel /i)

41 Mehr in https://de.wikipedia.org/wiki/Platonischer_Kaorper
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Es geht allgemein um die

1 (a+b)° Beziehung & @& wobei

1 1 ) 1 1 (a+ b)? n eine natirliche Zahl plus

13 3 1 (a+b)>  der Null sein soll. b kann
14641 (a+b)°>  auch negativ sein. Das

1 510105 1 (a+b)*  pascalsche Dreieck zeigt

1 61520156 1 (@a+b)®  die Koeffizienten der

1 7 213535217 1 (@+b)®  einzelnen Potenzen auf
1 8 28 567056 28 8 1 (@a+b)"  eine tbersichtliche Weise

1 9 36 841261268436 9 1 (a + b)z auf. In einer Zeile tiefer ist
110451202102522101204510 1 (a + b) der Koeffizient die Summe

Abb. 21: Das Pascalsche Dreieck bisn 9 der beiden Zahlen in der
Reihe Uber ihm.

Spater wurde die Beziehung auf alle Zahlen erweitert.
Es finden sich eine grof3e Anzahl an Zahlenfolgen und Beziehungen wieder. Die
erste Diagonale (von rechts oben nach links unten oder spiegelbildlich) enthalt
nur Einsen entsprechend der Potenz von a" bzw. b". Die zweite Diagonale bildet
die Folge der nattrlichen Zahlen. In der dritten Diagonale finden sich die, bei
den Pythagoreern verehrten, Dreieckszahlen, wie 3 1+2; 6 1+2+3;
10 1+2+3+4; usw. und in der vierten die Tetraederzahlen. In jeder Diagonale
steht die Folge der Partialsummen zu der Folge, die in der Diagonale
darubersteht. Umgekehrt ist jede Diagonalenfolge die Differenzenfolge zu der
in der Diagonale unterhalb stehenden Folge.
Auch die Fibonacci-Zahlen ergeben sich aus Beziehungen zwischen
Partialsummen.
Die Binomialkoeffizienten im Pascalschen Dreieck werden durch eine Funktion

der Form SQﬁgesprochen n Uber k, ausgedrickt. Es sind die Anzahl der k-

elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge. Fir nattrliche Zahlen n
und Kk ist dies eine Aufgabe der Kombinatorik. Es kann aber auch auf komplexe

n erweitert werden.

T ®

Beispiel: entspricht den Moglichkeiten einer Ziehung im deutschen Lotto 6

aus 49 (ohne Zusatzzahl).

et ot 0o

uQ p\Jc :B\J ';IQ

€08 p BO2E Q p
o'

E p Q
Q
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Fur natirliche Zahlen inkl. der Null folgt die aus der Kombinatorik bekannte
Beziehung. Wobei k! im Fall Null als 1 gesetzt wird.
3 EA
Q QA& QA
Der allgemeine binomische Satz lautet nach diesen Vorbemerkungen:
” e . €

. “ € .~ €
W W @) W W

T P ‘sp(*m g W

Th

Eo O
Q

Der Goldene Schnitt und die Fibonacci-Reihe

Der Goldene Schnitt ist eine Zahl, die Ublicherweise mit dem griechischen
Buchstaben 0 ( Phi Sienmakiartedie ddilung diner\&irecke in
zwei Teilstrecken a und b. Die ganze Strecke (a+b) verhalt sich zum gréf3eren

Teilstick (a, Major) wie das grofRere zum kleineren Teilstick (b, Minor). — -

lhr Wert betragt - W p oder et wa 1, 618 é So, haltai$ gon

al

S

Strecken, definiertmandi es e Zahl U heute ¢blicher wei

Im klassischen Griechenland dachte man allerdings bevorzugt in der Relation
von Flacheninhalten. Die so definierten Briche in der Gleichung werden einfach
ausmultipliziert. b A ( a # aj. Man

C erhalt dadurch die vollkommen
aquivalente Euklidische Definition,

wonach das Quadrat Uber dem

groReren Teilstick (a?) die gleiche

o S B Flache hat wie das Rechteck mit den
A Seitenlangen des kleineren Teilstiicks

u wur de er st mal s
Euklid untersucht bzw. von ihm der
damalige Wissensstand in seinem

D' epochalen Werk, den Elementen,

dokumentiert und vor allem

Abb. 22: Konstruktion von 3. systematisiert. Es gibt zahlreiche
Der Euklidische Beweis Beweise fiir den Goldenen Schnitt.

Auch bis in die heutige Zeit werden
immer wieder neue seriose Konstruktionen veroffentlicht.*2

42 Siehe z.B. Beweise des Wiener Kinstlers Kurt Hofstetter: Hofstetter, Kurt, A Simple
Construction of the Golden Section, Forum Geometricorum 2 (2002), Page 65-66.

und der ganzen Strecke

nt e
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Zur Abbildung 22: Seia 06undo 0 - sowie6 O 00
Behauptung: S teilt a im Goldenen Schnitt
Beweis: 86 ® — ©° 88 -
n n n
= 5
Seia 06undd 0 -, sowie
L 6 6 6 OBeh.: Dann teilt S die
Strecke a im Goldenen Schnitt.
D Beweis: Wegen Pythagoras ist
66 -W.
O¥O 066 60 006 60
W.— O O .— ™
' SRR
A S s 56 @
Abb. 23: Die gangigste Konstruktion fiir 3 Y % 8

Dabei war neben V¢ vor allem das Pentagramm die geometrische
Untersuchungsform®. Euklid wusste bereits seit den Erkenntnissen von
Hippasos von Metapont (spates 6. Jahrhundert bis frihes 5. Jahrhundert v.
Chr.), dass sich /ic und G nicht als Bruch ausdriicken l&sst, also irrational ist.
Phi ist zwar nicht als Diagonale in einem Quadrat mit ganzzahliger Seitenlange
darstellbar, hat aber wohl eine Darstellung unter Einbeziehung von Wurzeln, ist
also L6sung einer algebraischen Gleichung. Fur die Kreiszahl “ gilt das nicht.

Solche Zahlen anal og ° ; o ehabgebraisth.urdchr ans z e
Quadrieren der Wurzeldarstellung - Vv p nach der 1. binomischen Formel

findet man P=e idc+hlt., Tdeaislst UOmagn dduirecshe 0G| esioc he
man O=0l.+10Di ese Beziehung ist die Basi s, |

anzunahern, mit denen man besser rechnen kann, also fortgesetzte Brlche, die

man irgendwann bei gewlnschter Genauigkeit abbrechen kann. Diese
sogenannten AKettenbriichefidienen also dazu, eine irrationale Zahl so gut wie

maoglich mit rationalen Zahlen, also Brichen, zu approximieren, also
anzunahern.

Die Kettenbruchdarstellung hat eine beme
Zahl, die sich am schlechtesten mit Briichen approximieren lasst, da nur Einsen

43 Das Pentagramm war Jahrhunderte lang Gegenstand mystischer Interpretationen
oder hatte hohe Symbolkratft.
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in der Kettenbruchentwicklung auftauchen. 0 wird deshalb gerne als Adi e
i rrational ste ZahlfAi schlechthin bezeichne

P P P P

In anderer Schreibweise werden Kettenbriiche wie folgt ausgedrickt:
a [1, 1, 1, 1, 1, é] bzw. beim Abschnitt
wird bendtigt:

-1 1a [O, 212, 1, 1, 1, é€]

T 1,0000 —38 Der Goldene Schnitt hadngt eng mit der
1 2 2,0000 +23 Fibonacci-Folge zusammen.

2 3 1,5000 7.3 Bildungsregel der Fibonacci-Folge

35 1,6667.. +3,0.. (Rekursionsgleichung)
I s 1 8ot n@ Mi b 041 B, 2 BnN s
8 13 1,6250.. +0,43..

13 21 16154..  —0,16.. F 0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
21 34 1,6190.. +0,06.. é

34 55 1617. —0,02.. Es zeigt sich, dass der Quotient zweier
55 89  161818.  +0,009. aufeinanderfolgender Folgenglieder sich dem
89 144 1617977. —0,0034. Goldenen Schnitt 0 alternierend néahert und

zu 0 konvergiert.

Andererseits tauchen auch z.B. bei den
Potenzen von U Fibonacci-Zahlen auf. Ist an
u" eine Potenz von U, so gilt ant1 antan-1.
Man erkennt auf der rechten Seite der Tabelle in der ausmultiplizierten Potenz
von 0 Paare aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen.

Es gibt eine Fullle von Beziehungen zwischen Fibonacci-Zahlen. Die
Beweismethode ist in der Regel die Vollstandige Induktion.

Interessant ist noch die Formel, um die n-te Fibonacci-Zahl ohne Kenntnis
vorheriger Folgenglieder berechnen zu kénnen.

Abb. 24: Der Quotient
zweier aufeinanderfolgender
Folgenglieder nahert sich .
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Aus den Potenzen von U bzw. den beiden

reellen Losungen und [ der
= = .. . .. .
2| FI1090) (iE=ots charakteristischen Gleichung x2-x-1 0 |&sst sich
4 =854 P=30+2 folgern:
3 = ©3=2 P+1 — o
4,236.. % g %
2  =2p18.. P*=0+1 undf P -
1 =1618. @ "0 I
also
0  a,=100 ®°=1
—1 =0618. ¢'=0—1 —— —
’ p p Wu p WNu

-2 =0382. ®2=—0+2 Q
—3 =0,236. P3=20-3
—4  =0146.. DI=—"3P+5

N G G

Zwei irrationale Zahlen und [ und ihre
—5 =0,090.. ®*=50-8 Potenzen spielen also so zusammen, dass
Abb. 25: Potenzenvon o durchweg ganzzahlige Werte, namlich die
Fibonacci-Zahlen entstehen.

Die Machtigkeit des Kontinuums

Fur die Anhé&nger des Pythagoras war es ein Schock als irrationale Zahlen
entdeckt wurden, Zahlen, die nicht durch Briiche dargestellt, d.h. konstruiert
werden konnten. Offenbar lagen die rationalen Zahlen nicht beliebig dicht auf
dem Zahlenstrahl. In dieser Epoche verunsicherten die Paradoxa des Zenon die
Philosophen und Mathematiker der damaligen antiken Welt. Jeder kennt das
Paradoxon vom Wettrennen des schnellsten Laufers der Antike, Achilles, mit
der Schildkréte. Alle Paradoxa haben etwas mit der unendlichen Teilbarkeit zu
tun. Potentiell unendlich wurde von den Griechen akzeptiert. Man konnte z.B.
immer wieder eine neue Primzahl finden ohne die Menge aller Primzahlen
unendlich nennen zu mussen. Aktual unendlich war aber im hochsten Maf3
negativ besetzt und wurde nicht nur vermieden, sondern war regelrecht verpont

und ge@chtet. Nach uinah fin aEihn gfaanngd i AU ncine |

Beispiele sind die erfolgreiche, wenn auch anfangs skeptisch beaugte
Infinitesimalrechnung von Newton und Leibniz, aber auch andere Bereiche der
Mathematik, wie Folgen und Reihen. Man stellte fest, dass die rationalen
Zahlen, obwohl unendlich viele, nur einen kleinen Teil auf dem Zahlenstrahl,
dem Kontinuum, ausmachten. Die irrationalen und transzendenten Zahlen sind
of fenbar Awe s e n tEisti den Makh@matikér g @eorg fiCantor
beschéaftigte sich systematisch mit unendlichen Mengen. Er gilt heute als
Schopfer der Mengenlehre. Schon Galilei Galileo wurde stutzig, als er

feststellte, dass die Menge der positive

groCin wie die Menge der natg¢grl i chen

Zahl

|
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Mengen gleich méachtig sind i sie sind abzahlbar unendlich. Gleiches gilt
Uberraschend fur die rationalen Zahlen und sogar fur eine Klasse von
irrationalen Zahlen, Lésungen von algebraischen Gleichungen (mit rationalen
Koeffizienten). Cantor bezeichnete diese Machtigkeit mit dem ersten
Buchstaben des hebrédischen Alphabets, - o (gesprochen Aleph Null). Die
Méachtigkeit des Kontinuums, nennen wir sie ~ 1, (Cantor nennt sie ¢) war aber
keinesfalls abzahlbar. Die sogenannte Potenzmenge einer endlichen Menge mit
n Elementen hat die Machtigkeit 2", geschrieben |2"|, also 2" Elemente. Weil die
Menge aller Teilmengen der natirlichen Zahlen ebenfalls nachweislich nicht

abzahlbar ist, schlagt Cantor die

N Bezeichnung ¢ vor. Die Machtigkeit
2 0 — N ? des Kontinuums hat also die gleiche
1 * Machtigkeit, wie die Potenzmenge der
naturlichen Zahlen, geschrieben

Abb. 26: Kontinuumshypothese |9 ]=[2 =].

Die Frage ist, gibt es eine Méachtigkeit,
die zwischen den naturlichen Zahlen und den reellen Zahlen liegt? Oder formal
ausgedruckt:

Ist¢® =+1?

Mit den Standardaxiomen der Mengenlehre ist diese Frage nicht entscheidbar.

Logarithmen

Die Geschichte der Mathematik kennt viele Untersuchungen von Funktionen,
deren Eigenschaften oft Gber Jahrhunderte und viele Generationen an
Wissenschaftlern untersucht wurden. Immer stand die Funktion im Vordergrund
und nach und nach wurden immer weitere Eigenschaften und Zusammenhénge
erforscht.

Bei Logarithmen und ihrer Entwicklungsgeschichte verlief es genau umgekehrt.
Es ging darum, komplexe Rechenoperationen zu einfacheren zu
transformieren. D.h. die Multiplikation auf die Addition zurtckfihren oder die
Potenzen auf die Multiplikation. Dabei sollte auch das Rechnen einfacher und
handlicher werden, denn immer mehr Anwendungen mit Beginn der Neuzeit in
Technik und Navigation erforderten Rechnungen durch Anwender und nicht
durch spezialisierte Mathematiker.

Als Ausgangspunkt kann man die Funktionalgleichung

NVww "Qw "Qw

betrachten. LOsungen dieser Art haben schliel3lich zu beherrschbaren
Funktionen gefuhrt, die als Logarithmen, wie wir sie heute kennen, einen
Siegeszug angetreten haben.
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Pionier war John Napier (1550-1617) sowie, auch heuristisch motiviert, der
Schweizer Uhrmacher und Instrumentenbauer Jost Blrgi. Gerade
trigonometrische Berechnungen waren mit den Mitteln der damaligen Zeit
komplex und fehleranféallig. Napier stellte zwei verwandte, in Beziehung
stehende Zahlenreihen auf. Die eine musste arithmetisch zunehmen und die
andere geometrisch abnehmen. Mit der spater von Euler entdeckten bzw. exakt
definierten Zahl e und ihren Eigenschaften konnte eine Basis gefunden werden.
Birgi hat eine Basis verwendet, die e nahekam, aber rein intuitiv gefunden
wurde. Be i den von Napier Ak on st manisener
Gedankengang genau analysieren. Im Prinzip ist es eine nach unten skalierte

Abwandlung der Logarithmen zur Basis -8Die Zusammenarbeit von Napier und

Henry Briggs (1561-1630) fuhrte schliel3lich zur Logarithmusfunktion zur Basis
10. Sie beschrieb und verwendete Briggs in seinem Werk Arithmetica
Logarithmica. Neben dem Vorlaufer des nattrlichen Logarithmus wurde somit
die Umkehrfunktion von y=10* geboren.*

Doch insgesamt war die Vorgehensweise alles andere als stringent. Napiers
Logarithmenansatz wurde Uber die Bewegungen von Punkten definiert und es
gab in dieser Phase noch keine Basis. Der Logarithmus von 10 000 000 war
ursprunglich Null' Denn er war weder geometrisch noch arithmetisch von Null
zu unterscheiden. Die ersten Tafeln waren ausschliel3lich Rechenhilfen. Dazu
waren sie erfunden worden. Hinweise auf logarithmisches Verhalten bei
anderen Ergebnissen musste man zuerst suchen, zumal die heutige
Schreibweise noch nicht entwickelt worden war.

Irgendwann vor 1636 hatte Pierre de Fermat (1607-1665) gezeigt, dass

wQw |— "Di ¢ p
€ p

Einen weiteren Schritt in Richtung mathematische Zusammenhé&nge machte der
Jesuitenpater Gregorius a St. Vincento (1584-1667) in seinem 1647 erschienen
Werk Opus Geometricum. Er verwendete nicht, wie mittlerweile Ublich, zur
Flachenapproximation unter einer Kurve Rechtecke gleicher Grundlinie,
sondern Rechtecke gleicher Flache mit angepasster Grundlinie.*®> Sollen die
Flachen arithmetisch wachsen, mussen x-Koordinaten der Grundlinien
geometrisch wachsen. Das sind die richtigen Ansatze fir logarithmisches
Verhalten.Auch bei Newton in seinem Awast
Logarithmus auf.

44 Alsina, Claudi; Nelsen, Roger B.; Bezaubernde Beweise, Springer Spektrum,
Berlin-Heidelberg, 2013, S. 254

45 Julian Havil, GAMMA, Springer Spektrum, Berlin Heidelberg 2007, Softcover 2013,
S. 23
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Erst Euler sah deutlich weiter, allerdings mit einer aus heutiger Sicht
haarstraubenden Terminologie. Er war bekannt durch seinen sehr

exzentrischen Umgang mit mathematischer Strenge. Er bezei chnet e
Aunendlich kleine Zahl A u dstehtfili Logarithmasi n e
Da ¥ nach Vorausset zunda lurme rn=ddeshaibhd k| e i n

w ap ] ¢1.Essei®@ p ] hdannfolgt1l+] & und
1 W p.Dasheifitad w w €& w p .Das erinnert stark an das Rechnen
mit transfiniten Ordinalzahlen eines Georg Cantor.

Zu jedem wmuss es € komplexe Werte von @ geben. Da ¢ nach Voraussetzung

unendlich grof3 ist, missen auch unendlich viele komplexe Werte von a @

existieren. Euler nahm damit, ohne die Zusammenhange ganz zu kennen, die
Idee der Riemannschen Flachen und damit einen Kerngedanken der
(komplexen) Funktionentheorie vorweg.*®

Dass solche subtilen Zusammenh&nge nicht erkannt wurden, soll das Verdienst
von Napier und Briggs nicht schmalern. Rechenverfahren mit Logarithmentafeln
habe einige Jahrhunderte Mathematikern, Naturwissenschaftlern und vor allem
Ingenieuren oder Seeleuten gute Dienste geleistet. Auch gehen die
mathematischen Verdienste von Napier durchaus weiter, z.B. bei der
sphéarischen Trigonometrie.

Schon bald nach der Entwicklung der Logarithmen wurden praktische
Instrumente nach dem logarithmischen Prinzip hergestellt. Anfangs mussten
Ergebnisse mit dem Zirkel abgegriffen werden oder es kamen runde Scheiben
zum Einsatz. Die ersten geraden Rechenschieber*’ mit verschiebbarer Zunge
kamen Mitte des 17. Jahrhunderts auf. Impulse kamen auch von Isaac Newton.
Im 19. Jahrhundert entwickelte James Watt einen Rechenschieber, genannt
Soho nach seiner ersten Dampfmaschine, der fast ein Massenprodukt wurde.
Zumindest hat die technische Revolution, die auch eng verkntpft ist mit
Dampflokomotiven und T maschinen, die Verbreitung enorm geférdert. Der
Rechenschieber wurde zu dem wichtigen Konstruktionswerkzeug der
Ingenieure und Wissenschaftler und fand Eingang in die Schulen. In vielen
technischen Bereichen war er alltagliches Hilfsmittel. In der Seefahrt und sogar
in der Luftfahrt wurde er zur Navigation benutzt.

46 Julian Havil, GAMMA, ebenda S. 25
47 Bildquelle https://de.wikipedia.org/wiki/Rechenschieber

mi
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Erst mit den ersten Taschenrechnern verschwand nach und nach der
Rechenschieber.

“/’." _“ATOA b

On
oo
03
s
g2

Abb. 27: Der Rechenschieber

Infinitesimalrechnung bei Newton und Leibniz*®

Johannes Kepler nannte es die gottiche ABr ¢ cke der Kontmnuit 2t

Gekrimmten und dem Ge r a d e lBrii wendete Infinitesimale relativ
unbekimmert bei der Berechnung eines Weinfasses an. Er sah aber die
Verwandtschaft von Ellipsen und Parabeln, in dem der eine Brennpunkt einer
Ellipse ins Unendliche wandert, entsteht eine Parabel. Auch Galileo Galilei und
Pierre de Fermat losten sich von der starren Struktur der euklidischen
Geometrie, brachen aber nie vollstandig mit der Tradition. Fir Newton war die
Dynamik das Entscheidende, nicht die Geometrie. Nattrlich musste er sich den
Gepflogenheiten der damaligen Zeit beugen und hat alle Beweise in der
Arincipiaf geometrisch gef ¢hrt. Er hat
Fluxionsrechnung bis zur Unkenntlichkeit entfernt. Das dirfte auch der Grund

gewesen sein, wieso er seine AFIl uxi

Dynamik bedeutete fir Newton, dass er nicht die Kurve im Mittelpunkt sah,
sondern den Punkt, der sich auf der Kurve mit entsprechender Geschwindigkeit
bewegte. Dies &ndert nichts an der Tatsache, dass sowohl Newton als auch
Leibniz erkannt hatten, dass Steigungen berechnen und Flacheninhalte unter
Kurven zu bestimmen, inverse Methoden darstellen.

In drei Publikationen hat Newton unterschiedliche Wege zur
Infinitesimalrechnung verdoffentlicht:

- die Momentenmethode
- die Fluxionsmethode und
- die Methode der ersten und letzten Verhaltnisse

48 Der Abschnitt stammt zum Teil von einem Kapitel des Aufsatzes Kafitz, Willi,
UNENDLICH - Versuch das Unbegreifliche zu begreifen: eine mathematisch-
historische Reise, https://jlupub.ub.uni-giessen.de//handle/jlupub/220,
Erstverdffentlichung 2021-08-24

dabe

onsrtr
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Meist wird aber, vor allem in der popularwissenschaftlichen Sekundarliteratur,
nur von der Fluxionsrechnung gesprochen. Zentraler Punkt ist die
AMoment angeschwindigkeitf. Sie muss als
GroRRen gesehen werden, namlich der Entfernung und der Zeit. Dies ist bei
Betrachtungen zum freien Fall noch einfach. Newtons grof3artige Leistung ist
die Tatsache, dass er das Prinzip auf elliptische Planetenbahnen mit der Sonne
in einem Brennpunkt angewendet hat und daraus die Keplerschen Gesetze
ableiten konnte. Sie beruhten auf wohl-definierten, bestatigten, astronomischen
Beobachtungen, insbesondere von Tycho Brahe. Newton hat damit irdische
Physik und Himmelsmechanik in einer Theorie zusammenfihren kénnen.

Bei AMomentenii geht es um unmittelbare,
Parameters in der Bewegung von Kérpern, die sich in einer Funktionskurve
widerspiegeln, also Erhdéhung (englisch increment) oder Verminderung
(englisch decrement). Sie entsprechen dem Differential von Leibniz.
Zeitabh2ngige Variable x, y, € nennt Newt
AF 1 u x i o cierGgschwindigkeiten entsprechen.

Bei der Methode der ersten und letzten Verhaltnisse stimmt der Begriff der
Al etzten Verhal tnisseh mi t der Defin
Differentialquotienten als Grenzwert des Differenzenquotienten tberein.

Damit hatte Newton Basisbegriffe der Infinitesimalrechnung entwickelt. Sie
ermoglichten die mathematischen Beziehungen zwischen Fluxionen und
Fluenten zu konstruieren und damit Differentiation umzukehren bzw. eine
Differentialgleichung zu integrieren. So lieRen sich Maxima und Minima von
Kurven oder deren Krimmung errechnen. Das war das mathematische
Rustzeug, um Gravitation und dann weitergehend die Himmelsmechanik mit
seiner 1687 v ePrirtcipidfi e Phtlosophiad tNaturalis APrincipia
Mathematica) zu revolutionieren.

Leibniz kommt der modernen Auffassung naher, bleibt aber theoretisch. Sein
zentrales Motiv ist seine Monadentheorie. Monade steht wie bei den
Vorsokratikern fur kleinste Einheiten sowohl im stofflichen als auch nicht-
stofflichen Bereich. Schon vor Leibniz sind aber mathematische Uberlegungen
in die Theorie eingeflossen, die er besonders stark ausgebaut hat. Monade steht
bei Leibniz auch fir das unendlich Kleine. Fur Leibniz ist die Mathematik des
unendlich Kleinen eine wesentliche Ergdnzung und Erweiterung seiner
Philosophie. FUr Newton ist die Mathematik unverzichtbar fir die Analyse von
Kraften und ihren Einfluss auf Bewegung. Er geht pragmatisch vor und hat damit
grol3e Erfolge in der Physik. Der Prioritatenstreit zwischen Newton und Leibniz
um die Entwicklung der Infinitesimalrechnung wird heute unentschieden
gewertet. Aber beide hatten vollkommen unterschiedliche Motivationen.

Das im Prinzip erste Manuskript von Leibniz stammt aus dem Jahr 1676 oder
etwas fruher. Er wollte es eigentlich in Paris verotffentlichen, musste aber



39

abreisen und deponierte es bei einem Freund. Dieser verstarb jedoch; das
Manuskript wurde zwar an Leibniz nach Hannover geschickt, ist aber unterwegs
verloren gegangen. Leibniz hatte aber eine komprimierte Kopie, die er aber nicht
ausarbeitete. Diese handschriftliche Kopie wurde erst 1973 editiert und damit
fast 300 Jahre spater verdffentlicht! Sie war aber dadurch hilfreich, um den
Erkenntnisprozess heute nachvollziehen zu koénnen. Leibniz hatte namlich
inzwischen neue Ergebnisse, darunter besonders die neue Notation. Er hielt es
nicht fir notig, seine persodnlichen Notizen wieder zu reaktivieren und schrieb
die Abhandlung neu. Die Grundziige der Differentialrechnung entwickelte dann
Leibniz in seiner 1684 in den Acta Eruditorum erschiene nen A Ndva i t A
met hodus pr o max.i Die sntegeatrechming entwickelti@ er in
Ageometria reconditéaiem analeg s(ied6) inmidi @i
dieser Veroffentlichung verwendete Leibniz erstmals das Integralzeichen als
stilisiet es ASfA, wie Summe.

Die von Leibniz gewahlte Zeichensetzung fir das Differential und fir das
(unbestimmte) Integral erwiesen sich als sehr praktisch. Er verwendete als
Bezeichnung fir sehr kleine Unterschiede ein "d" (fur lat. differentia
Unterschied). Dies ist bis heute erhalten geblieben. Man konnte damit ein
AKal k¢l A entwickel n, i n dem man aus f or ma
logische Schlisse ziehen konnte, ohne diesen Prozess verbalisieren zu
mussen. Deshalb hat sich die Schreibweise und die damit verbundene
Denkweise in  Kontinentaleuropa durchgesetzt und die heutige
Infinitesimalrechnung fuldt im Wesentlichen auf der Methode bzw. der
Terminologie von Leibniz. Dies gilt auch bedingt fir die Integration. Das
stilisierte ASh dassodleFlacheaunter rineeKurvenzaréahst ,
durch endlich viele Rechtecke angenahert wurde. Durch Grenzwertbildung hin
zu unendlich vielen, immer schmaleren Rechtecken wird der Fehler immer
kleiner. Auf Leibniz geht die Bezeichnung "integrieren" (lat.: integrare =
wiederherstellen) zurtick. Er wéhlte diese Bezeichnung, weil von einer Kurve,
von der die Tangentensteigung durch Differenzieren ermittelt wurde, mit der
Integration die urspriingliche Kurve wiedererhalten werden kann.

Dies nennt man theatz dem AmMaluypsi si. Lei bn
z.B. von Galileis Aon quantafistark ab. Fiir ihn war dx wirklich eine unendlich
kleine GroRRe, ndmlich kleiner als alles Messbare. Er hat aber die Fallstricke des
Unendlichen gesehen, wollte aber bei den Indivisiblen etwas Berechenbares
erhalten, das man in Gleichungen behandeln kann. Seine Notation I&sst dies zu
und hat sich bewéhrt. Trotzdem musste man von der verwendeten Sprache
wegkommen.

Newton hat physikalisch argumentiert. Mit Fluiditat und Bewegung musste er
nicht von immer kleineren Teilen sprechen. Ein Punkt bewegte sich auf der
Kurve; Bewegung und Veranderung der Richtung waren interessant fir die
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Betrachtung der Krafte, scheinbare Division durch Null kam somit bei ihm nicht
vor. Man kann sagen, dass sowohl Newton als auch Leibniz zeitlebens grofie
Bedenken gegen die Methode hatten. Newton erwahnte sie gegen Ende seines
Lebens nicht mehr; Leibniz blieb seinem Wahlspruch treu: Aatura non facit
saltafi (Die Natur macht keine Spriinge). Unendliche GréRen seien Aictiones
bene fondataefi(gut begrindete Fiktionen).

Beide bewiesen bewundernswerte geniale Intuition, aber beiden Methoden fehlt
ein solides theoretisches, mathematisches Fundament. Leibniz und seine
Anhanger konnten Gré3en unendlich nahe bei null, (aber eben nicht gleich null),
nicht fundiert erklaren. Newton und seine Bewunderer behaupteten, unendlich
kl eine Gr°Cen w¢grden nicht verwende
Anderungen von zeitabhangigen Variablen. Hier wurden aber nur winzigste
Strecken gegen winzigste zeitliche Momente ausgetauscht. Der mathematische
Grundkonflikt bleibt in beiden Fallen und wurde erst durch Cauchy und
schlief3lich durch Weierstrald aufgeldst. Sie erarbeiteten eine Methode, die die
Grenzwertbildung klar herausarbeitet und sie von diffusen Begrifflichkeiten
befreit hat.

Dies soll die Leistung der beiden Forscher nicht schmalern, sondern lediglich
relativieren. Die Infinitesimalrechnung markiert im Prinzip den Beginn der
hoheren Mathematik und ist Gber die reine Mathematik hinaus die Basis fur
zahlreiche Anwendungen in unterschiedlichsten Disziplinen geworden.

Fundamentalsatz der Algebra

Die geschichtliche Anerkennung der komplexen Zahlen ist vor allem dem
Fundamentalsatz der Algebra zu verdanken. Nur, indem man der einfachen
(quadratischen) Gleichung x2+1=0 eine konsistente Losung zuweisen konnte,
hat man dem Siegeszug der hoheren Polynome und weiteren komplexen
Funktionen den Weg bereitet. Der Satz besagt, dass jedes Polynomin z N E

Qa W Wwd wa E wa
dessen Grad nl 1 ist, mindestens eine Nullstelle hat. Wenn also n N = und
o hd hid B o beliebige komplexe Zahlen sind, wobei ¢ ungleich Null ist, so

gi bt es mindestens , firdiemggt kompl exe Zahl

"MV O W O E wB T
Beweisidee:

|g(z)| hat an jeder Stelle z einen wohlbestimmten, nicht-negativen reellen Wert.
Setztman U @ EoXkanm man |g(z)| als reelle Funktion F(x, y) der beiden
Veranderlichen x, y auffassen, deren Definitionsbereich sich tber die ganze xy-
Ebene erstreckt. Sie ist Gberall stetig, denn wird g(z) u+i® gesetzt, so sind

6 o0 und O U G

[
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zwei reelle Polynome in x und y in der ganzen Ebene stetig.
Das gleiche gilt fur
lg(z)] "Oahwd W6 U

Die reelle Funktion |g(z)| wird nie negativ und hat eine wohlbestimmte untere
Grenzerl 0.

1) r wird an mind. einer Stelle im Endlichen 8 v E3 wirklich
angenommen und
2) r  1tund somit (ohne Absolutzeichen)

Qs T

Man zeigt bei 2), dass bei einem Punkt zo mit g(zo) I 0 also |g(zo)| > 0 es in jeder
Umgebung von zo Stellen z gibt, so dass

19(2)] < 19(z o)

r |"Qe | > 0ist nicht moglich, da es Stellen gabe, in denen
l9@)| < [Qs|

Das kann nicht sein, da r die untere Schranke aller |g(z)] ist.

Berihmte Vermutungen

Einige wenige Beispiele sind heute keine Vermutungen mehr, sondern wurden
bewiesen.

Kann man jede beliebige Landkarte mit maximal vier Farben einfarben, ohne
dass zwei Lander mit gleicher Farbe eine gemeinsame Grenze haben?

Ja, vier Farben reichen aus. Eigentlich sollte dieser Beweis Erleichterung unter
den Mathematikern hervorrufen. Aber schon frih war klar, dass man so viele
Falle bericksichtigen muss, bei denen nur ein Computer helfen kann. Erste
ABewei sel mussten abgebrochen werden, we i
die Rechenzeit zu grof3 wurde. 1996 konnten Neil Robertson, Daniel Sanders,
Paul Seymour und Robin Thomas dann die Falle auf 633 reduzieren und mit
einem Computer prifen lassen. Das war fur viele Mathematiker ein Tabubruch.
Doch 2005 haben Georges Gonthier und Benjamin Werner einen formalen
Beweis des Satzes konstruiert und sich dabei dem Beweisassistenten Coq
bedient. Also auch hier musste eine Maschine helfen.

Eine Sternstunde war dagegen der Beweis des Fermatschen Satzes. Es war
die Glanzleistung vor allem eines Mannes, von Andrew Wiles (siehe Kapitel
Satz des Pythagoras).

Ist die Stapelung von Orangen auf orientalischen Markten optimal? Die von
Johannes Kepler geaulRerte Vermutung besagt, dass die dichteste
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Kugelpackung im dreidimensionalen euklidischen Raum die Kkubisch-
flachenzentrierte Packung und die hexagonale Packung ist. Beide Packungen
nutzen den Raum gleich gut aus. Sie haben die gleiche mittlere Dichte von
knapp Dreiviertel (etwas mehr als 74 Prozent).

— T mt8ym

] TiX y
Der erste nennenswerte Versuch wurde 1998 von Thomas Hales bekannt
gegeben. Der Computerbeweis war schwer durchschaubar und nicht alle
Mathematiker waren tUberzeugt. Erst durch den 2017 verdéffentlichten formalen
Beweis von Hales und Mitarbeitern gilt die Keplersche Vermutung als bewiesen.

Zweifellos gibt es unendlich viele Primzahlen. Das hat bereits Euklid bewiesen.
Doch gibt es auch unendlich viele Primzahlzwillinge? Man vermutet ja; man
kann sogar in diesem Fall beweisen, dass mit Ausnahme des Paares 3 und 5
die dazwischenliegende Zahl durch 6 teilbar ist. Aber die Vermutung, dass es
unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, ist eine der grof3en offenen Fragen der
Zahlentheorie.

Ist jede gerade Zahl gro3er 2 die Summe von zwei Primzahlen (wobei die 1
ausnahmsweise zu den Primzahlen gezahlt werden darf)? Christian Goldbach
aulerte diese Vermutung in einem Brief an Euler vom 7. Juni 1742. Die
Goldbachsche Vermutung fasziniert vor allem deshalb, weil sie jeder
formulieren kann, aber am Beweis sind zahlreiche Hobbymathematiker und
Profis bisher gescheitert.

Sperriger ist die Poincaré-Vermutung aus dem Gebiet der Topologie, Sie
besagt, dass ein geometrisches Objekt, solange es kein Loch hat, zu einer
Kugel deformiert werden kann. Und das gelte nicht nur im Fall einer
zweidimensionalen Oberflache im dreidimensionalen Raum, sondern auch fur
eine héherdimensionale Oberflache in einem Raum, der eine Dimension mehr
besitzt. Formal ausgedriickt: Eine kompakte, unberandete, n-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist genau dann (n-1)-zusammenhangend, wenn sie
hom6omorph zur n-Sphére ist.

Auch der Beweis der Poincaré-Vermutung erzeugte einen Skandal in der
Mathematik-Welt. Grigori Perelman, ein junger russischer Mathematiker, der
noch bei seiner Mutter lebt, verdffentlichte den Beweis nicht in einem Fachblatt,
sondern auf dem Preprint Server arXiv. Nach reiflicher Prifung wurde ihm die
renommierte Fields-Medaille zugesprochen, aber er lehnte sie wie andere
Ehrungen zuvor (z.B. EMS-Preis der Europaischen Mathematischen
Gesellschaft) ab. Die Poincaré-Vermutung gehorte zu den Millenium-
Problemen, fur deren Losung das Clay-Institut eine Million Dollar ausgelobt hat.
Auch dieses Preisgeld lehnte Perelman ab, obwohl er kein festes Einkommen
hat, weil er seine Stelle am Steklow-Institut in Sankt Petersburg gektindigt hat.
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_ _ . _ Die  berihmteste = Vermutung ist
= — zweifellos die Riemannsche Vermutung.
— ] Auch sie ist ohne gewisse
7 mathematische Kenntnisse nicht
verstandlich und schwer medial zu
i verdeutlichen. Die Faszination, die von
— = : dieser Vermutung ausgeht, ist die
wohlbegrindete Erwartung, dass der
Beweis etwas mehr Uber die Natur der
= Primzahlen offenbaren sollte. Dass die
— Aussage der Vermutung zutreffend sein
~ sollte, gilt mittlerweile als ziemlich sicher.
Auch hier hat man mit massiver
Rechenleistung kein  Gegenbeispiel
gefunden.

Die Vermutung bezieht sich auf die
Nullstellen der komplexwertigen Zeta-
Funktion, die Leonhard Euler erstmals
im Rahmen des Basler Problems
untersuchte.

p P P P P

€ P ¢ O T
Sie ist fur s=1 nicht definiert. Dort hat
sie eine Polstelle, da die harmonische
Reihe nicht konvergiert.
Fiur den Realteil von s grof3er 1 wird sie
mittels einer Dirichletreihe definiert,
kann analytisch fortgesetzt werden und

Abb. 28: Verhalten der —Funktion ~ Wird holomorph in ganz e » {1}, (frGher
sagte man regular, also Uberall im

Definitionsbereich differenzierbar).
Man betrachte nun eine beliebige Zahl p>1 und die Entwicklung in eine
geometrische Reihe

P, P PP P o,
p P n n n n
n
p soll der Reihe nach die Primzahlen pi, p2, ps3, pa, € durchl aufen.

unendlich vielen Gleichungen multipliziert man miteinander. Dann ist zu
beriicksichtigen, dass sich jede Zahl >1 eindeutig als Produkt von
Primzahlpotenzen darstellen lasst. Man erhalt:
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— i 3 3 2

Da es unendlich viele Primzahlen gibt, ist dies tatsachlich eine Zerlegung der
Zeta-Funktion im Punkt s in ein unendliches Produkt, das die Primzahlen
durchlauft.

Hierin liegt die Bedeutung der Zeta-Funktion fur die Zahlentheorie. Von
Interesse sind vor allem die Nullstellen. Die sogenannten trivialen Nullstellen
liegen bei 12 , T 4, T 6, T 8, é | n ttrevialensNalbstallen.
Riemann hat vermutet, dass alle nicht-trivialen Nullstellen den

Realteil - haben.

Die Grafik 28%° zeigt die Riemannsche Zeta-Funktion —(s) in Form von
Konturlinien fir den Realteil(—s))=0 in der Farbe Blau und den

Imaginarteil(—(s))=0 in der Farbe Flieder. Der Wertebereich fir s zeigt den
RealteilvonT 5 < Re ( s )derBIimaginadeil von 1 25<Im(s)<65.
Interessant ist die "kritische Gerade" bei Re(s)=- in der Farbe Braun.

Die Schnittpunkte der blauen und fliederfarbenen Konturlinien im "kritischen
Streifen” O0<Re(s)<1 sind nicht-triviale Nullstellen der Riemannschen Zeta-
Funktion.

Die Imaginarteile der Nullstellen sind fir die bisher berechneten Werte
aufsteigend und alle spiegelsymmetrisch zur reellen Achse.

Gruppentheorie

Wohl kaum eine mathematische Disziplin hat dermalRen viele Implikationen in
Mathematik, Physik und auch der Chemie erzeugt, als die noch nicht sehr alte
Gruppentheorie. Es geht um Symmetrien, aber der Begriff ist deutlich anders zu
verstehen, als das, was Jahrtausende in Architektur und Kunst mit Symmetrie
verbunden wurde.

An einem Beispiel sollen Grundprinzipien der Gruppentheorie aufgezeigt
werden.>® Die folgende Abbildung zeigt Drehungen und Spiegelungen eines
Quadrates, die wieder deckungsgleich zur ursprtinglichen Orientierung fuhren.
Als Symmetrieelemente hat ein Quadrat vier Spiegelebenen und eine
sogenannte vierzéhlige Drehachse C4 als Schnittlinie der vier Spiegelebenen.

49 Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Liste_nicht-
trivialer_Nullstellen_der_Riemannschen_Zetafunktion

50 Erstverdffentlichung, Willi Kafitz, Symmetrie, Oberhessische
naturwissenschaftliche Zeitschrift, Band 67, Giel3en 2017, S. 28 ff, online
http://geb.uni-giessen.de/geb/volltexte/2017/13150/

S

nd
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Die theoretisch denkbare Spi egel ebene in der APapiere
Geometrie, im Gegensatz auch zu planaren raumlichen Strukturen, nicht

genannt. Die Operationen, die wieder zur vollstdndigen Deckung fuhren, stellen

die Symmetrieoperationen dar. In diesem Fall sind es die moglichen Dreh- und
Spiegelungen des Quadrates, wobei die Orientierung gleichbleibt und nur die

Ecken vertauscht wer den. Um diese ATr an
wurde nur zur Il lustration ein AFfA eingeb
wurden von A bis D gegen den Uhrzeigersinn (mathematisch positiv)
durchgezahlt. Die indizierten d-b z w-Symbole bezeichnen die zu erlauternden
Symmetrieoperationen. i wie ldentitéat entspricht einer Drehung um 0 oder 360

Grad oder einfach der Tatsache, nichts an der urspringlichen Lage des

Quadrats veréandert zu haben. d; dreht um 90 Grad nach links, d> um 180 Grad.

Das entspricht zweimaliger Anwendung von di. Analog ds mit dreifacher
Anwendung von di. Man sieht unschwer, dass viermalige Anwendung wieder

zu ifuhrt (Q =1, 4 nennt man Ordnung von di, die Ordnung der sog. Gruppe ist

8, also Anzahl der Elemente). Die Spiegelungen an den vier Spiegelebenen

wer den 1,mi4 iz ulh d4 bézeichnet. Das Zeichen 3 bezeichnet die
Verknupfung der Symmetrieoperationen.

Man beachte, dass die di u n di Summetrieoperationen, also kongruente
Abbildungsvorschriften, sind. Man sollte im Zweifelsfall auf die
Eckenvertauschungen schauen, die eine Symmetrieoperation definieren

(APer mut at i on fi);die Bke rechésrolben misrechts untén sowie

C B A A D

A B A D —IC
l dl {.'Iz = Li% {13 = df

E D A B € D A

—IA C AL D R

Abb. 29: Symmetrieoperationen bei einem Quadrat.

links oben mit links unten. Nur auf die Ausgangslage angewendet, ist es auch
ei ne Spiegelung des eingebetteten AF i
Symmetrieebene. Sonst ist es eine Rechenvorschrift bzw.
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Handlungsanweisung, wie die Verknipf ung ei nes beliebikbgen E
(also x3032) zu erfolgen hat. Es wird sich zeigen, dass dabei die Reihenfolge

wichtig sein kann. In Permutationsdarstellung lauten die Verknipfungs-
anweisungen sehr umstandlich, aber korrekt formuliert, wie folgt:

Bilde das vorliegende Quadrat in einer der acht Orientierungen gemalf der
Eckenvertauschung ab, wie sie den Handlungsanweisungen bzgl. der
urspringlichen Grundstellung zur neuen, deckungsgleichen Konstellation

entspricht.

{A, B, C,D} C {A, B, C, D} entspricht i (Identitat) mit Drehungu m 0

{A, B, C, D} C {D, A, B, C}entspricht di mit Drehungu m 9 0 nach | inks
{A, B, C,D}C {C, D, A, B} entspricht d> mit Drehungum 1 8 0 nach | ink
{A, B, C, D} C {B, C, D, A} entspricht d3 mit Drehungum 2 7 0 nach | ink

{A,B,C,D}C { B, A, D, CiYSpiegele¢bsne senkeetht)
{A,B,C,D}C { D, C, B, A)Spiegel¢bsne waagrdctit) U
{A,B,C,D}C { A, D, C, Bs)Ebenalinks pnten mathtrechis oben)
{A,B,C,D}C {C,B,A, D} e ni(Ebene iechts anterdinach links oben)

Was sich hier bei diesem Uberschaubaren Beispiel noch als relativ einfach
darstellt, ist Teil der machtigsten Theorie der Mathematik. Die Gruppentheorie
wurde urspringlich entwickelt, um systematisch algebraische Gleichungen
lbsen zu konnen®l. Erst spater wurden Uber die Untersuchung von
geometrischen Strukturen die Eigenschaften deutlich, die Symmetrie-
beziehungen betreffen. Das Beispiel D4 ist ein Vertreter endlicher Gruppen, an
dem sich auch die Definition endlicher einfacher Gruppen erlautern lasst. lhre
Untersuchungen erstrecken sich auf geschatzte 10.000 - 15.000 Druckseiten®2,
Ca. 180 Jahre wurde an der Gruppentheorie gearbeitet; ca. 60 Jahre an
endlichen einfachen Gruppen. Hunderte von Artikeln sind dazu entstanden. Sie
gi pfeln |l etztendl i ch I n ei nem mat hemat
Aenormous theoremfi), der einfach zu for mu
und noch schwerer zu Uberblicken ist®3. Alle mathematischen Beschreibungen

51 Hinweis: Insbesondere wurden dazu zunachst in der Linearen Algebra die
Matrizenrechnung und bei quadratischen Matrizen der Begriff der Determinante
eingefuhrt, die ihnen einen skalaren Wert zuordnet. Mittels Determinanten wurden
schon frih lineare Gleichungssysteme untersucht. Das Gleichungssystem ist eindeutig
|6sbar, wenn die Determinante ungleich Null ist.

52 Fiir diese und folgende allgemeine Aussagen bzw. teils wortliche Zitate siehe
Spektrum der Wissenschaft, Marz 2016, S. 48 ff.

53 Vier emeritierte Professoren, Stephen D. Smith, Michael Aschbacher, Richard
Lyons, Ronald Solomon, haben 2011 ein Buch verdffentlicht, das auf 350 Seiten in
groben Zigen den Beweis skizziert. Sie gelten als die wenigen Menschen, die noch
die Thematik ganz tberblicken.
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von Symmetrie in endlichen Mengen lassen sich danach in vier Klassen oder
Grol3familien einordnen:

1) Ein Vertreter der zyklischen Gruppen sind z.B. die Drehungen beim
Quadrat, deren Elemente sich alle aus di erzeugen lassen. Analog
werden im Prinzip alle zyklischen Gruppen definiert, indem es in ihnen
genau ein erzeugendes Element geben muss.

2) Die alternierenden Gruppen haben mit Permutationen zu tun, also
unterschiedliche Anordnungen einer Folge von Elementen. Alle
Permutationen bilden eine Gruppe, aber in der Regel keine einfache. Man
kann Permutationen auf das Vertauschen von jeweils zwei Elementen
zuruckfihren (Transpositionen). Konzentriert man sich nur auf eine
gerade Anzahl von Transpositionen, so erhadlt man alternierende
Gruppen.®

3) Die reichhaltigste Grol3familie bilden die Gruppen vom Lie-Typ. Es
gehoren z.B. feste Drehungen um den Nullpunkt im dreidimensionalen
Raum mit nur endlich moglichen Koordinatenpositionen dazu. Das
ARi esent heoremii bezieht si c hppenmuie-
Gruppen mussen nicht nur eine endliche Anzahl an Elementen haben und
sind erst recht nicht auf einen dreidimensionalen Raum beschrankt. Lie-
Gruppen sind in der theoretischen Physik das bevorzugte Werkzeug, um
Symmetrien in der Physik mathematisch zu beschreiben. Die
mathematische Struktur einer Gruppe vom Lie-Typ hat somit erhebliche
Bedeutung in der Physik. Sie wird insbesondere auch bei der
Teilchenphysik diskutiert, bei der sie eine zentrale Bedeutung bei der
Weiterentwicklung des Standardmodells der Elementarteilchen besitzen
konnte.>®

4) Die vierte Grof3familie ist ein Sammelsurium von 26 schwer fassbaren
Gruppen i die sporadischen Gruppen. Dazu gehért das sogenannte
AVionsterii mit mehr als 10° Elementen, die man als Kongruenz-

54 Beispiel: Permutationen der Menge {1, 2, 3} sind {1, 2, 3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2}, {1, 3,
2}, {2, 1, 3}, {3, 2, 1}. Die ersten drei Permutationen vertauschen jeweils zwei Zahlen,
sind also geradzahlig. Die letzten drei vertauschen die Platze aller drei Zahlen. Somit
bilden {1, 2, 3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2} eine alternierende Gruppe.

55 Die Gruppen vom Lie-Typ sind keine Liegruppen. Aber der Chevalleysche Basissatz
sagt, dass man jede halbeinfache komplexe Liealgebra bezlglich einer Basis
konstruieren kann, die ganzzahlige Strukturkonstanten zulasst. Damit kann man diese
Liealgebra auch tber ¥ und somit (per Tensorprodukt) Gber jedem endlichen Kérper
entwickeln und dann deren Automorphismengruppe studieren. Damit ist man bei den
Gruppen vom Lie-Typ. Man muss nun noch die Kommutatorgruppe bilden und Alas
Zentrum herausf a k't or i s i datman éine eibfacimeieridliche Gruppe vom Lie-
Typ gebildet. (Privatmitteilung, mit Dank fur den Hinweis und das fast wortlich
wiedergegebene Zitat an Prof. Ralf Kohl, Uni Giel3en, jetzt Uni Kiel).
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abbildungen in einem 196883-dimensionalen Raum auffassen kann. Es
ist noch kein gesicherter Anwendungsfall daflr bekannt, aber es ranken
sich mathematisch begrindete Spekulationen um diese Gruppe, die
Zusammenhange mit dem Universum vermuten. Sie sind als Monstrous
Moonshine bekannt.>® Auf jeden Fall gibt es einen gesicherten
unerwarteten Zusammenhang zwischen der Monstergruppe und
bestimmten modularen Funktionen, die in Kernbereiche von Mathematik
und Physik reichen. Modulare Funktionen messen Rechts-Links-
Asymmetrie von Gruppen.

Physik

Vermessung des Erdumfangs durch Eratosthenes

Die Abbildung®’ zeigt eine flache Erde, wie sie im Prinzip in allen Kulturkreisen

der vorantiken Welt gesehen wurde. Es halt sich hartnéackig die Meinung, dass

di ese Auffassung b altsr bestaslen Aat. IDaskkarm finanMi t t e |
zumindest fur die Gelehrtenkreise in der damaligen Welt, historisch belegt durch

zahlreiche Quellen, in Frage stellen.

Die Erkenntnis
verbreitete sich deutlich
weniger spektakular als
das  kopernikanische
Weltbild, weil schon
alleine die Beobachtung
sich nahender Schiffe
oder der Erdschatten
\ | Aséfff& b_ei einer Mondfinsternis
N s die Rundung der
Erdoberflache zeigte.
Den endgultigen
Beweis erbrachte die
erste  Erdumsegelung
durch Magellan.
Trotzdem war die erste
seriose Messung etwa
230 Jahre v.Chr., die

EUROPA

Abb. 30: Schematische Rekonstruktion der
Wel tkarte des Hekatai os

5 Siehe dazu https://en.wikipedia.org/wiki/Monstrous_moonshine
57 https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/f/f6/Hecataeus_world_map-
de.svg
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offenbar auf Eratosthenes von Kyrene (276 1 195 v.Chr.) zuriickgeht, eine
wissenschaftliche Meisterleistung.

Am 21. Juni steht die Sonne am nérdlichen Wendekreis genau senkrecht. An
diesem Tag traf das Sonnenlicht in Syene, dem heutigen Assuan, mit guter
Naherung auf den Wasserspiegel eines tiefen Brunnens. Der Wendekreis
durchlauft heute den Nassersee, der durch den Assuanstaudamm aufgestaut
wird. Gleichzeitig lie3 Eratosthenes die Schattenlange eines senkrechten
Obelisken bekannter Hohe in Alexandria vermessen. Der Einfallswinkel der
Sonnenstr ahl e mdeb7 Grad® I tMinuten.2Die Sonnenstrahlen
wurden als parallel angenommen. Das war immerhin schon eine Erkenntnis der
damaligen Zeit, dass offenbar die Sonne so weit von der Erde entfernt ist, dass
diese Naherung gerechtfertigt ist. Der Abstand zwischen Alexandria und Syene
war bekannt zu 50 Tagereisen mit einer Karawane, die ca. 17 km pro Tag zurlck
legte.®® Das entspricht 850 km. Daraus ergibt sich das Verhaltnis

YU o QiTt
guRa Oi Q6 a Qwe Q

Der Erdumfang errechnet sich
damit zu 42.500 km.*® Die
Rechnung nimmt einige
Vereinfachungen in Kauf. So ist
die Basislange zwischen
Alexandria und Syene mit
Unsicherheiten behaftet und
Alexandria liegt etwas weiter
westlich als Syene, das sich auch
nicht exakt auf dem nordlichen
Wendekreis befindet, sondern
leicht nordlich. Der Fehler liegt
trotzdem nur im einstelligen
Prozentbereich und war damit eine wissenschaftliche Glanzleistung.

Abb. 31: Konstellation des Eratosthenes

Heutige GPS-Berechnungen ergeben ca. 40.030 km und wegen der leichten
Abplattung an den Polen, am Aquator 40.075 km.

8Eratosthenes rechnet e euteikensat mannnur Argefaddase n i u m
Verhaltnis Stadion zu Kilometer, da ein Stadion zwar 600 Ful3 lang war, aber durch

das regionale FuRmal3 zwischen 165 und 196 m schwankte.

59 Inspiration https://www.htw-dresden.de/fileadmin/HTW/Fakultaeten/Elektrotechnik/
Dokumente/Personen/Hans-Dieter_Seelig/Erdumfang_Eratosthenes.pdf



