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Kapitel 0. Einfiihrung

Wir beschidftigen uns in dieser Arbeit mit holomorphen Mon-
stern, wie sie klirzlich von LUH [32] definiert wurden, und
mit dem Begriff der Universalitdt von Elementen eines topolo-
gischen Raumes bezliglich einer Familie stetiger Abbildungen,
den wir in Kapitel 1 einfithren. Universelle Elemente sind in
vielfdltiger Weise in der Analysis in Erscheinigung getreten
(beisplelsweise als holomorphe Monster).

Seit CASORATI und WEIERSTRASS ist bekannt, da8 holomorphe
Funktionen in der Umgebung einer wesentlichen Singularitit je-
dem komplexen Wert beliebig nahe kommen. 1929 bewies BIRKHOFF
[5] die Existenz einer ganzen Funktion, die im Randpunkt = ein
noch stdrker singulires Verhalten aufweist: durch geeignete
Translation dieser Funktion 148t sich jede ganze Funktion
approximieren. Zwar konnte bis heute keine Funktion mit die-
ser Eigenschaft konkret angegeben werden, doch zeigte VORONIN
1975 in einer bemerkenswerten Arbeit ({53]), das die RIEMANNsche
Zeta-Funktion eine verwandte Eigenschaft besitzt: durch geeig-
nete Translation einer auf |z| s r (r < %) stetigen und im In-
neren holomorphen nullstellenfreien Funktion f entlang dem Strei-
fen {z: =5 <Rez < 1) kann man f durch die Zeta-Funktion
approximieren. In der Folge wurden Funktionen gefunden, die das
gleiche leisten unter Wegfall der Voraussetzung der Nullstellen-
freiheit; beispielsweise gilt dieses fir die Ableitung ' der
RIEMANNschen Zeta-Funktion (vgl. BAGCHI {3]). Ersetzt man nun
Translationen durch lineare Transformationen t(z) = az + b,
so kann man eine analoge Approximationseigenschaft in beliebi-
gen Randpunkten des Holomorphiebereiches holomorpher Funktionen
betrachten. Damit beschiftigte sich LUH in einer Reihe von Ar-
beiten ([28], [29], [30], [32]). Sein Hauptergebnis ist dabei
folgendes: Zu jeder offenen Menge ¢ % € mit einfach zusammen-
héngenden Komponenten existiert eine in 0 holomorphe Funktion
¢, so daB fuir ¢ sowile fir alle Ableitungen w(j) (j €EN) und alle
Stammfunktionen w(j) (-7€N) gilt: 2u jedem Randpunkt ¢ von ¢
und zu jeder in einem JORDAN-Gebiet G holomorphen Funktion-f
existiert eine Folge (rn) von linearen Transformationen



-rn(z) = az + bn mit

1, (G) = 0 fdir alle n € N,

"t (&) » ¢" und 0P (x_(2)) & £(z) for n - o,

G

LUH nannte solche Funktionen holomorphe Monster und bewies, daB
die Menge der holomorphen Monster dicht liegt im Raum H(0).

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB die Menge der
Monster sogar so gro8 ist, das ihr Komplement in H(0) nur von
erster BAIREscher Kategorle ist (Abschnitte 3.1 und 3.2). Fer-
ner verallgemeinern wir den Begriff des holomorphen Monsters
in geeigneter Weise auf allgemeine offene Mengen (Abschnitt
3.3). Eine wdrtliche Ubernahme der Definition von LUR schei-
tert allerdings daran, daB im allgemeinen Fall gewissermafBen
zu wenig Funktionen existieren, die Stammfunktionen beliebiger
Ordnung besitzen. Es gelingt jedoch, die Definition in natlr-
licher Weise so zu modifizieren, daB8 wir auch hier Existenz
und Reichhaltigkeit holomorpher Monster nachweisen kdnnen.

Beim Beweis stlitzen wir uns im wesentlichen auf zweierlei:
Auf allgemeine Ergebnisse {ilber Universalitlten, die wir in Ka-
pitel 1 herleiten, und den Approximationssatz von RUNGE, um
jene Ergebnisse anwenden zu k¥nnen. Motiviert durch das Auf-
treten diverser "Universalitdten" in der Analysis fithren wir
in Kapitel 1 einen allgemeinen Begriff der Universalitdt von
Elementen eines topologischen Raumes beziiglich einer Familie
stetiger Abbildungen ein. Wir beweisen einen zentralen Satz
tiber Existenz und Reichhaltigkeit universeller Elemente (Ab-
schnitt 1.2). Sein Beweis beruht auf der sogenannten Katego-
rien-Methode (vgl. OXTOBY (38}).

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 1 gelingt es uns, vielfdlti-
ge "Universalitlten" aus verschiedenen Bereichen der Analysis
einheitlich zu behandeln und neue Ergebnisse zu gewinnen. Das
ist Gegenstand von Kapitel 2. Unter anderem beweisen wir die
Existenz einer universellen TAYLOR-Reihe, geben einen funktio-
nentheoretischen Beweis fliir die Existenz einer universellen
trigonometrischen Reihe und zeigen in diesen und weiteren Fdl-
len, daB die Menge der universellen Elemente ein Komplement



von erster Kategorie in ihrem Grundraum hat.

Unsere hauptsichliche Anwendung jedoch sind die LUHschen Mon-
ster, die als spezielle universelle Elemente nachgewiesen wer-
den.

Ich mdchte Herrn Prof. Dr. Wolfgang Luh fiir die grundlegen-
den Anregungen und flir vielfdltige Hinweise zu dieser Arbeit
herzlich danken. Herrn Prof. Dr. Wolfgang Gawronski danke ich
fiir die freundliche Ubernahme des Koreferates.



Kapitel 1. Universelle Elemente in topologischen Riumen

1.0 Motivation

Die Arbeit [ 39] von 1915 dlirfte die erste sein, in der eine
Art von "Universalitidt” beobachtet wurde. FEKETE bewies darin
als einfache Anwendung des MUNTZschen Satzes die Existenz

einer Potenzreihe £ a x’ mit der Eigenschaft, daB sich jede
v=1
auf [-1,1] stetige Funktion mit Nullstelle in O als Grenzwert

n
einer Folge ( :k avx““(en von Teilsummen darstellen l48t.
v=1
Das Wort "universell" wurde 1935 erstmals von MARCINKIEWICZ

[35] verwendet. Ist (hn) eine positive Nullfolge, so existiert
eine auf [0,1] stetige Funktion o derart, daf sich jede auf

[0,1] meBbare Funktion als Grenzwert im Sinne der fast-iiber-
¢(X+hn ) =@ (x)

all-Konvergenz einer Folge ( hk
148¢t. By
MARCINKIEWICZ nannte ¢ eine "universelle Stammfunktion".

)k €N darstellen

1352 bewies MAC LANE [ 34] die Existenz einer ganzen holo-
morphen Funktion ¢ mit der Eigenschaft, daB sich jede ganze
Funktion als Grenzwert einer Teilfolge (q;(nk))kE:N der Fol-
ge aller Ableitungen von ¢ im Sinne der kompakten Konvergenz

auf € darstellen li8t.

Die drei aufgefilhrten Sdtze haben eine gemeinsame Struktur.
In ihnen wird die Existenz eines Elementes u eines topologischen
Raumes X nachgewiesen, das beziiglich einer Folge (Ln) von ste-
tigen Abbildungen aus X in einen zweilten topologischen Raum Y
die Eigenschaft hat, daB8 die Menge aller Lnu (n € N) dicht in
Y liegt. Beispielsweise ist bei MAC LANE X = Y = H(TC) und
Lo=0o™ furyenm.

Mitunter tritt jedoch auch der Fall auf, daB8 man mit der
Folge (Lnu) nicht alle Elemente aus Y approximieren k?nn. Ein
extremes, aber typisches Beispiel liefert der POINCAREsche
Wiederkehrsatz:



Es sei 0 eine beschrénkte offene Teilmenge des nfﬂ und
Tr 0 » 0 ein HomBomorphismus, der zudem volumentreu ist, d.h.
fir jede offene Teilmenge U von 0 haben U und 7T(U) das glei~-
che Maf. Dann existiert ein Element x € 0, so daB es eine
Folge (n,) gibt mit 7K x + x fir k - =. Der Punkt x heiSt
dann rekurrent. (Vgl. OXTOBY [38]).

Betrachtet man hier die Abbildungen Ln 1= T8 - I, wobel I die
identische Abbildung ist, so sieht man, daB8 die Rekurrenz des
Punktes x nur besagt, daB man den Nullpunkt aus der Menge
{(T"-1) (x): n € N} heraus approximieren kann.

Wir geben uns also im allgemeinen Fall neben zwei topologi-
schen R4umen X und Y sowie einer Familie A := (Lj)jEI (mit
einer Indexmenge I) von stetigen Abbildungen Lj: X - ¥ noch
eine abgeschlossene Teilmenge A von Y vor und werden ein Ele-~
ment x € X A -universell beziiglich A nennen, falls A im Ab-
schluB der Menge (Lle j € I} enthalten ist.

Im ndchsten Abschnitt stellen wir einige Hilfsmittel bereit.



1.1 BAIREsche Kategorien und ein Satz vom FUBINIschen Typ

BAIRE fiihrte 1899 den Begriff der Kategorie als MaB flir die
GrdB8e von Teilmengen topologischer Riume ein. In diesem Zusam-
menhang bewies er den nach ihm benannten Kategoriensatz, den
wir als wesentliches Hilfsmittel zum Nachweis von Existenz und
Reichhaltigkeit universeller Elemente bendtigen. Wir fassen
dazu hier die betreffenden Definitionen und Ergebnisse zusam-

men.

Definition 1.1.1 Es sei X ein topologischer Raum. Eine

Teilmenge E von X heift
(1) nirgends dicht (in X), falls der AbschluB von E keine
Q
inneren Punkte hat: E = @,

(2) von erster (BAIREscher) Kategorie (in X), falls E die
Vereinigung abzdhlbar vieler nirgends dichter Teilmen-

gen von X ist,

(3) von zweiter (BAIREscher) Kategorie (in X), falls E
nicht von erster Kategorie ist.

Ferner setzen wir:

Definition 1.1.2 Es sei X ein topologischer Raum und E und
F zwel Teilmengen von X. Wir nennen E dicht beziiglich F, falls
F im AbschluB von E enthalten ist: F c E.

Man beachte, daB8 eine Menge E dicht beziliglich einer Menge
F sein kann, ohne daB F in E enthalten ist. Im Sonderfall
F = X erhalten wir den Ublichen Begriff der Dichte.

Wir stellen nun einige elementare Eigenschaften der BAIRE-
schen Kategorien zusammen, die wir im folgenden meist still-
schweigend benutzen:



Satz 1.1.3 Es seien E, A und An (n € N) Teilmengen eines
topologischen Raumes. Dann gilt:

(1) Ist E von 1. Kategorie und A ¢ E, so ist auch A von
1. Kategorie.

(2) Ist E von 2. Kategorie und E ¢ A, so ist auch A von
2. Kategorie.

(3) Sind alle An (n € N) von 1. Kategorie, so ist auch

UA_ wvon 1. Kategorie.
n=1 1

(4) Ist E von 2. Kategorie und A von erster Kategorie,
so ist E\A von 2. Kategorie, insbesondere nicht leer.

Gegebenenfalls muB8 man von einem topologischen Raum nicht
nur verlangen, daB er von 2. Kategorie in sich ist, sondern
eine stdrkere Eigenschaft besitzt:

Definition 1.1.4 Ein topologischer Raum X heiBt BAIREscher
Raum, falls der Durchschnitt jeder Familie abzihlbar vieler
offener dichter Teilmengen von X dicht ist in X.

Damit haben wir:

Satz 1.1.5 Es sel X ein BAIREscher Raum. Dann gilt:
(1) X ist von 2. Kategorie in sich.
(2) Jede offene nicht leere Teilmenge von X ist von 2. Kate-

gorie in X.
(3) Das Komplement einer Menge von 1. Kategorie in X ist
dicht in X.

SchlieBlich bendtigen wir den BAIREschen Kategoriensatz, der
eine groBe Klasse BAIREscher Rdume liefert:

Satz 1.1.6 (BAIRE) Jeder vollstdndige metrische Raum ist
ein BAIREscher Raum.

Beweise zu den obigen Sdtzen findet man in SCHUBERT ({47],
p. 133 f).



Unser erstes Ergebnis beschdftigt sich mit folgender Frage-
stellung:
Es sei M eine Teilmenge des Produktes XxY zwelier topologischer
Rdume X und Y, das in Ublicher Weise mit der Produkttopologie
versehen sei. Ist nun M dicht, so stellt sich die Frage, ob
auch fiir Elemente x von X die Schnitte

M oz {y € ¥: (x,y) € M)

dicht in Y sind.
Setzen wir fiir Teilmengen E von Y

W (E) = {x € X! es gibt ein y € E mit {(x,y) € M},

80 erhalten wir:

Satz 1.1.7 Es sei X ein BAIREscher Raum, Y ein topologi-
scher Raum mit abz&hlbarer Basis und A eine nicht leere ab-
geschlossene Teilmenge von Y. Es sei M eine Teilmenge von XxY
mit der Eigenschaft, das M-1(0) offen in X ist fir alle offe-
nen Teilmengen ¢ von Y. Dann sind die folgenden Aussagen Hdqui-
valent:

(1) M ist dicht beztiglich XxA.

(2) {x: M, ist dicht bezliglich A} ist dicht in X.

(3) {x: M, ist dicht beziliglich A} hat ein Komplement von
1. Kategorie in X.

Beweis: 1. Es gelte (1). Ist 8 = {OJ v € N} eine Basis der
Topologie von Y, so werde BR: = (0& Ov € B und Ar10v # @} be-
trachtet. Dann ist flr ein Element x € X die zugehdrige Men-
ge Mx genau dann nicht dicht beziiglich A, wenn es ein Ele-
ment a € A und eine Menge Ov € B gibt mit a € 0 und LI 03,
also genau dann, wenn es ein Ov e 8? gibt mit Mx c 03. Da ge-
nau dann M,  in Os enthalten ist, wenn x ¢ M-1(0V), erhalten
wir:

{x: M_ dicht bezliglich A} = ] (M-1(0V))c-
x a
OVE B



-9 -

Nach Voraussetzung ist M_1(0v) fir jedes 0, € B offen, je-
des (M_1(0v))c also abgeschlossen; folglich genfigt es zum
Nachweis von (3) zu zeigen, da8 kein (M-1(0\,))c innere Punk-
te hat. Wir betrachten also ein 0 € BP, Es sei x ¢ M~ ' (0) und
U eine offene Umgebung von x. Da M bezliglich XxA dicht und 0
eine offene Umgebung eines Punktes a € A ist, gibt es ein Paar
(E,n) €M mit £ € Uund n € 0. Mithin ist § € ¥ ' (0): Jede
Umgebung von x enthdlt Punkte aus M-1(0), so das x kein inne-
rer Punkt von (M~ 1(0))€ sein kann.

2. Es gelte (3). Da X ein BAIREscher Raum ist, ist
in ihm nach Satz 1.1.5(3) das Komplement jeder Menge von
1. Kategorie dicht; es gilt also (2).

3. Es gelte (2). Es selen x € X, a € Aund U, V
offene Umgebungen von x beziehungsweise a. Wegen (2) gibt es
ein £ € U, so0 dai ME dicht beziiglich A ist. Daraus folgt,
daf V ein Element n € ME enthilt. Insgesamt erhalten wir
(£,n) € UxV und (£,n) € M. In jeder Umgebung von (x,a) gibt
es also Punkte aus M, womit (1) folgt, da x € X und a € A be-
liebig waren. o

Bemerkung 1.1.8 Die Voraussetzung, das M-1(0) offen sei
fiir alle offenen Teilmengen 0 von Y, kann noch abgeschwicht
werden, ist aber fiir unsere Zwecke ausreichend. Sie kann

nicht ganz fallengelassen werden, wie das Beispiel X = ¥ = A = R
und M = mz lehrt.

Durch Spezialisierung auf den Fall A = Y erhalten wir:

satz 1.1.9 Es sei X ein BAIREscher Raum und Y ein topolo-
gischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Ist M eine Teilmenge von
XxY mit der Eigenschaft, das M-1(0) offen in X ist flr jede
offene Teilmenge 0 von Y, so sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) M ist dicht in XxY.

(2) {x: Mx ist dicht in Y} hat ein Komplement von 1. Kategorie

in X.
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Man vergleiche hierzu einen bekannten Satz von FUBINI, der
folgendes besagt:
Es seien (A,A,u) und (B,B,v) o-endliche MaBr¥ume und M eine
mefbare Teilmenge von A x B. Dann ist M genau dann eine uxv-
Nullmenge, wenn u-fast alle M. v=Nullmengen sind (siehe
HALMOS (17], p. 147).



1.2 Universelle Elemente: Definition und Existenz

Nach diesen Vorbereitungen und motiviert durch die Beispie-
le in Abschnitt 1.0 definieren wir nun:

Definition 1.2.1 Es seien X und Y topologische Riume,
I eine Indexmenge und A = (Lj)_jEI eine Familie stetiger Ab-
bildungen Lj: X - Y. Ferner sei A eine nicht leere abgeschlos-
sene Teilmenge von Y. Dann heift ein Element x€X A-univer-
sell beziiglich A (kurz universell beziiglich A), falls die
Menge (ij: j € 1} dicht ist beziiglich A. Im Falle A = Y
heiBt x auch A-universell (kurz universell). Mit . U: (oder UA)
bezeichnen wir die Menge der bezliglich A A-universellen Ele-
mente, im Falle A = Y mit UA(bder w.

Die grundlegenden Fragen sind nun:

(1) Fliir welche Familien A und Mengen A ist U? nicht leer?
2) Wie "groa" ist U ?
(3) Wie verhdlt sich U? in Abhdngigkeit von A und A?

wdhrend sich die Familien A mit U? * ¢ nur in Ausnahmefdllen
charakterisieren lassen (vgl. Satz 1.2.6 und 1.4.2), findet
man ein allgemeines notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafir, das UA "grof" im Sinne der BAIREschen Kategorien ist.
Mit Frage (3) beschiftigen wir uns in Abschnitt 1.3, wdhrend wir
uns im darauffolgenden Abschnitt auf den Fall linearer Riume
X, A und linearer Abbildungen Lj: X - Y spezialisieren.

Als direkte Folgerung aus Satz 1.1.7 erhalten wir als zen-
trales Ergebnis dieses Kapitels:

Satz 1.2.2 Es sei X ein BAIREscher Raum, Y ein topologi-
scher Raum mit abz&hlbarer Basis und A = (Lj)jEI eine Familie
stetiger Abbildungen Lj: X -~ Y. Weiter sel A eine nicht leere
abgeschlossene Teilmenge von Y. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:
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(1) Uﬁ hat ein Komplement von 1. Kategorie in X.
(2) Up ist dicht in X.
(3) Die Menge ((x,ij)s x € X, J € I}ist dicht bezfiglich XxA.

Bewelis: Wir setzen M := ((x,ij): X € X, j € I}, Fir Teil~
mengen 0 von Y gilt dann M~ (0) = {x1 es gibt ein y € 0 mit

(x,y) € M) = {x: es gibt ein 3 € I mit Lyx € 0} = U L}‘(O).Wegen
_Je
der Stetigkeit aller Lj (j € I) ist folglich M 1(0) offen

flir offene Mengen (. Beachtet man noch, dasg Mx = {y € ¥Y: (x,y) € M}
={Lyx: j € I} gilt, so folgt die Behauptung mit Satz 1.1.7. o

Bemerkung 1.2.3 Sind X und Y metrische Rdume, so ist die Be-
dingung (3) erfiillt, wenn gilt: 2zu x € X und a € A gibt es Fol-~
gen (xn) c X und () eI mit

Xy o+ X in X (n - =) ,

sowie
L. X~ a inY¥ (n -+ =)
In
Dabei geniigt es offensichtlich, diese Aussage fiir alle x und
a aus dichten Teilmengen von X beziehungsweise A nachzuprifen.

Die Bedingung (3) 148t sich geometrisch deuten: Wie tiblich
heigt die Menge

G := {(X,Lx): x € X}

der Graph der Abbildung L: X - Y. (3) besagt nun, das die Ver-
einigung der Graphen aller Lj (j € I) dicht beziiglich XxA ist.
Wegen der Wichtigkeit dieser Bedingung fir die vorliegende Ar-
beit setzen wir:

Definition 1.2.4 Es seien X und Y topologische Rdume,
A= (Lj)jEI eine Familie stetiger Abbildungen Lj: X -~ Y und A
eine nicht leere abgeschlossene Teilmenge von Y. Ist dann
_21{(x,ij): x € X} dicht beziiglich XxA, so sagen wir, daB
J
die Familie A der Graphenbedingung beziiglich A genligt. Im
Falle A = Y sagen wir, daB8 A der Graphenbedingung geniigt.
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Die bisher einzige Behandlung eines allgemeinen Universali-
titsbegriffs findet sich bei JOO [22]. Er betrachtet eine ab-
zdhlbare Familie stetiger linearer Operatoren von einem voll-
sténdigen in einen separablen metrischen Vektorraum (vgl. Ab-
schnitt 1.4) und gibt Bedingungen dafilir an, da8 Ui von 1. Ka-
tegorie ist. Sie sind jedoch nicht notwendig, wie man sich am
Beispiel X = Y =R und Lx = a - x (n € N) mit einer in R
dichten Teilmenge (an: n € N} leicht klarmacht.

Der Nachweis der Existenz universeller Elemente erfolgte in
der Literatur bisher stets so, daB implizit eine Form der Gra-
phenbedingung benutzt wurde, um sukzessiv eine Folge von Ele-
menten aus X zu konstruieren, die in X gegen einen Grenzwert
konvergiert, der universell ist. Eine solche Konstruktion er-
brigt sich mit Satz 1.2.2; sie kann jedoch dann ein neues Er-
gebnis liefern, wenn man universelle Elemente mit gewissen zu-
sdtzlichen Eigenschaften (z.B. einer Wachstumsbedingung bei
ganzen holomorphen Funktionen) erhalten will: Vergleiche dazu
MAC LANE [34], DUYOS RUIZ [10]}, TOMM-TRAUTNER [52].

Satz 1.2.5 Es seien (X,d) und (Y,d) metrische Riume, wobei
(X,d) vollstindig ist. Ferner sei A = (Lj)jEI eine Familie ste-
tiger Abbildungen L.: X - Y, A * @ eine abgeschlossene Teilmen-
ge von Y ohne isolierte Punkte und (an: n € N} eine beziiglich
A dichte Teilmenge von Y. Dann gilt:

(1) Es sei X, € X und fir jedes n € N seien Elemente X, € X
und jn € I gegeben mit den Eigenschaften:

) < —

(a) Ay ¥y on

)  F(@my x Ly ox ) < L fur v = 1,2,..0001,
v v 2

1
Ian) < =

(c) Z{(Ljnx a

n

Dann konvergiert (xn) gegen ein Element x € U?.
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(2) Geniigt A der Graphenbedingung bezliglich A, so gibt es
Elemente X, € X und jn €I (neNWN) mit (a), (b) und (c).

Beweis 1. Es seien Xy X, € X und jn € I (n € N) Elemente
mit den Eigenschaften (a), (b) und (c). Fir myn € N und m > n
erhalten wir mit (a)

m
1
a( X ) < £ d{x ,x ) < —
N R

so das die Folge (xn) als CAUCHY-Folge in einem vollstindigen
metrischen Raum konvergiert. Es bezeichne x ihren Grenzwert.
Wegen (b) und (c) erhalten wir fiir n € IN:

&L, x,a) s 5(1.j XLy x,) + dipy x

(a_)
In n n n n

n

= lim d(Lj xm,Lj xn) + d(Lj xn,an)

Moo n n n
m . 1
$ lim £ d(@, x ,L. x _.) + =
Meo y=n+1 jn Vi Jp Vv 1 n
1 1
€ — + = .
2P n

Es sel nun a € A. Da (ans n € N} dicht bezliglich A ist und a
kein isolierter Punkt ist, gibt es eine Folge (nk) mit

lim a = a, Dann gilt aber auch lim L., x = a, und x ist
k+e k ) F JX‘Ak

universell beziigiich A, da a € A beliebig war.

2. Es gentige p der Graphenbedingung beziliglich A. Man
wdhle x, € X beliebig. Es seien nun XorXqreeos Xy o in X und
j1,j2,...,jn_1 in I gegeben mit (a), (b) und {(c). Dann gibt

: (n) (n) (n) |
es Folge(an)(xV )v und (3 77 mit x; X, sowie
n
L.(n) xv -~ a, fir v » ». Da die Abbildungen Lj ,Lj ""'Lj _
J 1 2 n-1
{n) . (n)

Y
stetig sind, k¥nnen wir ein x, = xv und ein jn =],
wihlen, so dag (a), (b) und (c) gelten. Durch vollstdndige
Induktion folgt die Behauptung. o
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In einem Sonderfall 148t sich die Existenz eines universel-
len Elementes charakterisieren.

Satz 1.2.6 Es sel X ein vollstdndiger, separabler metri-
Scher Raum ohne isolierte Punkte. Ferner sei A = (Lj)jEI eine
Familie stetiger Abbildungen Lj: X - X mit folgender Eigen-
schaft: Fir jedes j € 1 lassen sich fast alle L € A darstel-

len in der Form LK = onLj mit einem X €1I .

Dann sind die folgenden Aussagen #quivalent:

(1) Es existiert ein A-universelles Element.
(2) Die Familie A genligt der Graphenbedingung.

Beweis: 1. Mit Satz 1.2.2 ist klar, daB unter den gegebenen
Voraussetzungen die Graphenbedingung die Existenz eines univer-
sellen Elementes impliziert.

2. Es gelte (1); es seli x € UA, das heiBt,

(ij: J € I) sei dicht in X.

Wir betrachten nun ein j € I. Nach Voraussetzung unterschei-
den sich die Mengen (L x: « € I} und (Lh(ij):x € I} nur um
endlich viele Elemente. Die erste Menge ist aber dicht in X,
also auch die zweite, da X keine isolierten Punkte enthdlt.
Mithin ist auch L. x ¢ uA, und da (ij: j € I} dicht in X ist,
ist uA dicht in X. Mit Satz 1.2.2 folgt nun (2). a

Die oben an die Familie A gestellte Bedingung tritt typischer-

weise dann auf, wenn es sich um die Familie aller Iterierten

™ (n € N) einer festen Abbildung T: X - X handelt. (Man er-
hilt T rekursiv durch T" = To T" ', wobei T' = T gesetzt ist.)
Fir den Spezialfall, das T: X - X ein Homdomorphismus ist, gab
OXTOBY ([37]) 1937 den obigen Satz ohne Beweis an. Einen #hn-
lichen Satz bewiesen RAO-RAO [42]). Die Beweisidee des zweiten
Beweisschrittes findet sich auch bei DUYOS RUIZ [11].
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1.3 Das Verhalten der Menge U? in Abhdngigkeit von A und A

In diesem Abschnitt studieren wir die Abhdngigkeit der Men-
ge u% aller bezliglich A A-universellen Elemente von den bei-
den Parametern A und A,

Satz 1.3.1 Es seien X und Y topologische R#ume, A =(Lj)jEI
eine Familie stetiger Abbildungen Lj: X - Y und A eine nicht
leere abgeschlossene Teilmenge von Y. Es sei X' ein topolo-
gischer Raum und D: X' » X eine stetige Abbildung.

Dann gilt fiir die Familie A' := (LjoD)jEI:

1,,A

A)

(2) Ist D offen und surjektiv, so0 gilt:
A' genligt der Graphenbedingung beziiglich A genau dann,
wenn A ihr genligt.

(1) Es gilt u‘:, =0 1

Beweis: 1. Es ist offensichtlich, daB ein Element x' € X'
genau dann A'-universell beziiglich A ist, wenn D(x') ein be-
zliglich A A-universelles Element ist, also genau dann, wenn
x € D-1(u?) ist. Das beweist die erste Aussage.

2. Eg sei nun D Uberdies offen und surjektiv.

a. A' erflllle die Graphenbedingung beziiglich A,
d.h. die Menge ((x'ALjoD)(xW)= x' € X', J € I} sei dicht be-
zilglich X'xA. Es sei U eine nichtleere offene Menge in X und
V eine offene Menge in Y mit VNA % @¢. Da D stetig und surjek-
tiv ist, existiert eine offene nichtleere Menge U' in X'
mit D(U') = U. Dann gibt es Elemente x' € X' und j € I mit
x' € U' und Lj(D(x')) € V. Folglich giit fir x := D(x'), daB
X € U und Lj(x) € V ist, also (x,ij) € Ux V, Somit gilt die
Graphenbedingung bezfiglich A auch fir A.

b. A erfiille die Graphenbedingung bezliglich A. Es
sei U'eine nichtleere offene Menge in X'und V eine offene
Menge in Y mit VNA * @. Da D offen ist, ist U := D(U') of-
fen in X. Dann gibt es Elemente x € X und j € I mit x € U und
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L,(x) € V. Folglich gilt fiir ein x' € U' mit D(x') = x, das
Lj(D(x')) € V ist, also (x',(LjoD)(x')) € U'xV. Somit gilt
die Graphenbedingung beziiglich A auch fir A’. o

Filr die neue Familie A' schreiben wir auch A' =: A oD,

Als n¥chstes betrachten wir den Fall, das den Elementen der
Familie A eine Abbildung D nachgeschaltet wird.

Satz 1.3.2 Es seien X und Y topologische Riume, A = (Lj)jEI
eine Familie stetiger Abbildungen Ljs X - Y und A eine nicht
leere abgeschlossene Teilmenge von Y. Es sel Y' ein topolo-
gischer Raum, D: Y - Y' eine stetige Abbildung und A' eine
nicht leere abgeschlossene Teilmenge von Y'. Ist D(A) dicht
beziiglich A', so gilt f{ir die Familie A' := (DOLj)jEI:

A A'
(1) Es gilt uA c UA' .

(2) Geniigt A der Graphenbedingung bezliglich A, so geniigt A'
der Graphenbedingung beziiglich A'.

Beweis: 1. A geniige der Graphenbedingung beziiglich A. Es
sei U eine offene nichtleere Menge in X und V' eine offene
Menge in Y'mit v'nA' « ¢. Da D(A) bezliglich A' dicht ist,
gibt es ein a € A mit D(a) € V'. Wegen der Stetigkeit von D
gibt es nun eine offene Umgebung V von a mit D(V) < V',

Dann gibt es Elemente x € X und j € I mit x € U und L ,x € V.,
Also gilt D(ij) € V'. Insgesamt haben wir (x,(DnLj)(x)) € UxV',
und p' erfilllt die Graphenbedingung beziiglich A'. Das beweist

(2).
2. In sehr dhnlicher Weise folgert man (1). o

Fiilr die neue Familie A' schreiben wir auch A' =: Dojp .

Sind abz#ihlbar viele Familien An (n € N) gegeben, die
den gleichen Definitionsbereich X besitzen, und gilt fiir alle

n € N, das U: von 1. Kategorie ist, so ist auch ( n UA )c
n neEN n
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von 1. Kategorie: Es gibt also Elemente x € X, die beziiglich

jeder Familie An universell sind, falls X ein BAIREscher Raum
ist. Wir zelgen hier, da8 diese Elemente universell beziiglich
einer neuen Familie A von Abbildungen sind.

Satz 1.3.3 Es seien X und Y (n = 1,2,... oder n = 1,2,...,N

topologische Riume und fur jedes n sei A = (L;n))jEI eine Fa-~

milie stetiger Abbildungen L; ). X - Yn. Weiter seien An nicht
leere abgeschlossene Teilmengen von Yn und A := X An' Fliir jede

Folge (jn) mit jn € In sel definiert: n
L : xe § Yn
(jn) x"(L;1)x, L§2)x,...) .
1 2

Dann gilt fir die Familie A dieser Abbildungen:

A
(1) Es gilt U} = n u,” .
n 'n
(2) A geniigt der Graphenbedingung bezliglich A genau dann,
wenn jedes An die Graphenbedingung beziiglich An er-
fiille.

Beweis: Wir beschrinken uns auf den Fall, das n alle natiir-
lichen Zahlen durchlduft. Der endliche Fall verl¥uft analog.

1. Bezeichnet Py die kanonische Projektion Xg: XY,

so gilt Ppoh = A, . satz 1. 3 2 ergibt nun, das U in ﬂU ent-
n n
halten ist, und das jedes An die Graphenbedingung bezlglich An

erfillt, falls A ihr beztiglich A genfigt.

2. Es gelte nun die Graphenbedingung beziiglich An

filr jede Familie A,. Es seien U und 0 x...anme+1 .. offene

Mengen in X bzw. X Yn mit U # @ und Ov nAv +@ fur alle v. Dann

n
gibt es Elemente X, € U und j1 €I, mit Lj“)x1 € 0 . Da L;1)
1

stetig ist, gibt es eine offene Menge U1 mit Xy € U1 c U und
L{! )(U ) @ 0,. Nun existieren Elemente X, € U, «c U und j, € I
j, 1 2 1 2 - "2

(1)

(2) . L
mit sz X, € 02, also gilt auch j1

(xz) € 01. So fortfahrend

)

>



- 19 -

erh¥lt man Elemente x = X € U und ji € 1, (L =1,2,...,m)
mit Lj‘“x €0 fur 1 =1,2,...,m.
i

Also gilt th(h)x) € Ux01x...x0mem+1x... bel beliebiger
Wahl der ji € I1 fiir i > m. Da jede Umgebung eines Punktes

(a)) €x A eine Menge der Form 01x...x0 Y opqxees mit

OvnAv # ¢ fir alle v umfagt, gentigt A der Graphenbedingung
bezliglich A.

x
m

3. In sehr ¥hnlicher Weise folgert man, das

A
n U™ in U? enthalten ist. o
n *n

Fir die neue Familie A schreiben wir auch X An .
n
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1.4 Universelle Elemente in linearen RHumen

Wir betrachten in diesem Abschnitt topologische Riume, die
zusdtzlich eine Vektorraumstruktur besitzen. Im Hinblick auf
die Anwendungen von Satz 1.2.2 in den folgenden Kapiteln be-
trachten wir metrigsche topologische Vektorr¥ume; das sind
Vektorrdume X, auf denen eine Metrik in der Weise definiert
ist, das die Abbildungen (x,y) » x+y und (A,Xx) » A-x (x,y € X,
A im Skalarenkdrper) stetig sind. Als Grundraum der zu be-
trachtenden Abbildungen Lj (j € I) werden wir einen voll-
stindigen metrischen topologischen Vektorraum zugrunde le-
gen (der nach Satz 1.1.6 ein BAIREscher Raum ist) und als
Bildraum einen separablen metrischen topologischen Vektorraum
(der, wie man sich leicht {iberlegt, eine abz¥#hlbare Basis be-
sitzt).

Wir geben hier zusammengefaft die metrischen topologischen
Vektorr¥ume an, die wir in der Folge ben8tigen. Sie sind alle
vollstdndig.

Beispiel 1.4.1 (1) Jeder BANACH-Raum X ist ein metrischer
topologischer Vektorraum. Als Metrik wird wie Ublich
d(x,y) := ||x-y{| fUr x,y € X mit der Norm ||* || von X gesetzt.
Spezielle BANACH~RHume sind:

(a) Fr a <b und 1 s p < = seil LP[a,b] der
Raum aller auf [a,b] beziiglich dem LEBESGUE-MaB me8baren
b

Funktionen mit | |£(x) |® dx < =. Die Norm sei durch

b a
“f“p = (f I£(x) |P dx)1/p definiert.
a

(b) Fiir kompakte Mengen K sei C(K,R)(C(K,C))
der Raum aller auf K stetigen reellen (komplexen) Funktionen
mit der Norm ||£]|| = max |f(x)|. Sind Verwechslungen ausge-

K

schlossen, 8o schreiben wir fiir beide Riume kurz C(K).
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(c) Flir kompakte Teilmengen K von € sei A(K) der Raum
aller auf K stetigen und im Inneren von K holomorphen Funktio-
nen mit der Norm |/£|| = max |£(z)|. Es ist A(K) ein abge~

K

schlossener Teilraum von C(K,T) und separabel in dem Fall, das
K ein zusammenhdngendes Komplement hat (das folgt aus dem
Approximationssatz von MERGELYAN; siehe RUDIN [46], 20.5).

(2) Den wohl wichtigsten metrischen topologischen
Vektorraum, der kein BANACH-Raum ist, liefert der Raum H(Q)
aller auf der offenen Teilmenge i von € holomorphen Funktionen.
Ist (Ky)p ey ©ine Ausschdpfung_von @ durch kompakte Mengen
mit K, e n+1 fir n e N und nE1K" = Q (zur Existenz siehe
RUDIN (46), 13.3) und x:!R; »:m; eine streng monoton wach-
sende und be#ichrinkte Funktion mit x (0) = O (beispielsweise
x(x) = T%E oder y(x) = arc tan x) sowie p (f) := max |f(z)

n
fir n e N und £ ¢ H(g), so werde als Metrik gesetzt:

duqy (£:9) 1= L —hex(p(f-9)) fr £,9 € H(@).
n=1 2
Die Dreiecksungleichung fir dH(n) folgt wegen der Monotonie
von y aus der Dreiecksungleichung fiir P, (n € N). Ist
dH(n)(f,g) = 0, 8o mu8 £(z) = g(z) fur alle z € K, und alle
n ¢ N gelten; somit ist £ = g. Die anderen Eigenschaften
einer Metrik sind offensichtlich erflllt.

Die Konvergenz beziiglich dH(n) ist 4quivalent mit der kom-
pakten Konvergenz, das helft, mit der gleichmifigen Konver-
genz auf allen kompakten Teilmengen von Q. Daraus ergibt sich
die Vollsténdigkeit von H(q). Der Approximationssatz von
RUNGE (siehe RUDIN (46], 13.9) impliziert, daB8 H(q) fir jede
offene Menge g mit einfach zusammenh&ngenden Komponenten se-
parabel ist.

(3) Es sei C° = C"(R) der Raum aller beliebig oft
differenzierbaren reellen Funktionen auf R und C(R) der Raum
aller reellen stetigen Funktionen auf IR. Setzt man
P, (£) = max(|£%(x)|:|x| < n, v=0,1,...,n} fUr £ € C"(R)
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und pn(f) = max |f(x)| fr £ € C(R), 8o definiert man Metri-
Ix|<n
ken fir C”(R) und C(R) wie in (2).

(4) Es sel 8 der Raum aller reellen Folgen (av)
Hier definiert man wie in (2) eine Metrik vermittels
Pulla)) ep) = ianl fUr n € N.

vEN"

(5) Flir a < b sei M[a,b] der Raum aller
auf [a,b] LEBESGUE-meSbaren reellen Funktionen mit der Metrik

d(£,9) = inf (a+r' ({x: 1£(x)-g(x)| >a))) £Ur £,g € M[a,b],
. a>0
wobedi A1 das LEBESGUE-Mas ist. Konvergenz bezfiglich 4 ist dqui-

valent zur MaSkonvergenz. Die Separabilitdt folgt aus dem Satz
von LUSIN. Man beachte, das8 eine Teilmenge E von M{a,b] genau
dann dicht ist, wenn es zu jeder Funktion £ € M[a,b] eine Fol-
ge (wn) aus E gibt mit wn(x) - f(x) fast fiberall auf [a,b] flr
n'+ » (vgl. BAUER [4], p. 101).

Wir wenden uns nun wieder der Betrachtung universeller Ele-
mente zu. Es liegt nahe, im Fall linearer R¥ume X und Y auch
lineare stetige Abbildungen Lt X + Y 2zu betrachten, die wir
auch stetige lineare Operatoren nennen.

Es stellt sich die folgende interessante Eigenschaft her-
aus: Wenn eine abz#hlbare Familie A -'(Ln)“EN stetiger 1li-
nearer Operatoren auf einer dichten Teilmenge konvergiert, so
reicht bereits die Existenz eines universellen Elementes da-
fir aus, das uf nur von 1., Kategorie ist (immerhin enthiit
u: aber eine dichte Teilmenge). Dieser Sonderfall tritt in
Anwendungen hdufig auf. Etwas allgemeiner gilt:

Satz 1.4.2 Es seien X und Y metrische topologische Vektor-
riume, wobei X vollstdndig und Y separabel ist, und es sei
A ein nicht leerer abgeschlossener Unterraum von Y. Weiter
seli A = (Ln)nem eine Familie stetiger linearer Operatoren
Ln= X - Y. Existiert dann eine dichte Teilmenge C von X der-
art, das fir alle x ¢ C die Folge (Lnx) gegen ein Element

aus A konvergiert, so sind die folgenden Aussagen &quivalent:
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(1) Es existiert ein beziiglich A A-universelles Element.
(2) A erfiillt die Graphenbedingung bezliglich A.

Beweis: 1. Mit S8atz 1.2.2 ist klar, da8 unter den gegebenen
Voraussetzungen die Graphenbedingung die Existenz eines uni-
versellen Elementes impliziert.

2. Wir zeigen die umgekehrte Richtung: Mit Satz
1.2.2 genligt es zu zeigen, daB aus der Aussage (1) folgt,
das UA dicht in Y ist. Es sei u ein festes universelles Ele-
ment aus U . Weiter seien x € C und N € N gegeben. Nach Vor-
aussetzung konvergiert (Lnx) gegen ein Element a € A, Be-
trachten wir ein & € A, so ist N- (a-a) € A, und es gibt eine
Folge (nk) mit

n-o

L u ~ N(a-a) = N(a = lim Lpx) fir k - =.
Ny

Wir erhalten daraus: L (% + x) + a2 fir k = =,
Py

Also ist auch % +x A-universell beziiglich A flir jedes x € C
und N ¢ N. Da C dicht in X ist, gilt damit das gleiche auch
fir u? . o

Der zweite Beweisschritt findet sich im Fall A = Y implizit
bei TOMM-TRAUTNER [52] und LUK [32].

MEN'§OV bewies in seiner Arbeit [36], das sich jede trigo-
nometrische Reihe mit gegen null konvergenten Koeffizienten
als Summe zweier universeller trigonometrischer Reihen dar-
stellen 148t. Eine entsprechende Aussage gewannen SELEZINEV=-
DODUNOVA [49] fiir ihre universellen Elemente. Allgemein gilt:

Satz 1.4.3 Es sel X ein vollstdndiger metrischer topologi-
scher Vektorraum und U eine Teilmenge von X, deren Komplement
von 1. Kategorie ist. Dann 148t sich jedes Element aus X als
Summe zweier Elemente aus U darstellen, d.h., es gilt:

X = U + U,
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Beweis: Es sel X, ein Element aus X. Da in topologischen
Vektorr8umen die Abbildung (a,b) » a-b stetig ist, ist die Ab-
bildung h: X - X mit h(x) = X =X ein Homdomorphismus. Also
hat mit U auch (h(U))€ erste Kategorie in X, so das (h(U))SuuCsx
1st. Folglich ist h(U) n U # @ Es gibt Elemente u und v in U
mit X,-u=v, 80 das Xq die Darstellung X, = utv besitzt. o

Bemerkung 1.4.4 Es selen X und Y metrische topologische
Vektorrdume, wobei X vollstdndig und Y separabel ist, und es
sei A # ¢ ein abgeschlossener Unterraum von Y., Ist A = (Lj)jeI
eine Familie stetiger linearer Operatoren Lj: X - Y, die be-
zliglich A der Graphenbedingung geniligt, so ist mit Satz 1.2.2
(U:‘)c von erster Kategorie. Es sei X, € X fest und h: X » X
der Hom3omorphismus h(x) = X, = x. Dann erfiillt nach den Sit-
zen 1.3.1 und 1.3.3 auch Ax(AOh-1) die Graphenbedingung be-
zuglich AxA., Mit Satz 1.2.5 kann man nun ein Element
u € qu(th-” konstruieren. Wieder mit den Sitzen 1.3.1 und
1.3.3 8ind u und h~ (u) = X,-u bezliglich A A-universell, und
es gilt X, = u+(x°-u). Man kann also in diesem Fall die
Zerlegung aus Satz 1.4.3 konstruktiv gewinnen.
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Kapitel 2. Anwendungen (I)

In diesem Kapitel studieren wir Anwendungen der bisher ge-
wonnenen Ergebnisse auf Universalitdten in der reellen und
komplexen Analysis.

2.1 Anwendungen in der reellen Analysis

a) Universelle TAYLOR-Reihen

Bekanntlich existieren auf ganz R beliebig oft differen-
zierbare Funktionen, deren TAYLOR-Reihen mit Entwicklungsmit-
telpunkt O nur im Nullpunkt gegen ihre erzeugende Funktion
konvergieren. Wir zeigen hier die Existenz universeller
TAYLOR-Reihen im folgenden Sinne:

Definition 2.1.1 Die TAYLOR-Reihe =T
v=q
big oft differenzierbaren Fuhktion £ € C mit £(0) = O

heiB8t universell, wenn gilt:

(v)
5;—;+91 xV einer belie-

2u jeder auf R stetigen Funktilon g mit g(0) = O existiert
eine Folge (nk) derart, das gilt

nk f(\’) o)
g £0) v, g(x) mit k + =,

v=1l vi

und zwar gleichm#fig auf jedem endlichen Intervall.

Fir die folgenden Untersuchungen sind die R¥ume CZGR)
(kurz C;), C, MR) (kurz C ) und C [a,b] von Bedeutung. Sie
bestehen aus allen Funktionen aus C”{R), C(R) bzw. C[a,b],
die eine Nullstelle in O haben. Als abgeschlossene Teilriume
ihrer Grundr¥ume sind sie vollstdndige metrische topologische
Vektorriume.

Zum Existenzbeweis flr universelle TAYLOR~Reihen bendtigen
wir zwei Lemmata.

Lemma 2.1.2 Es seien a > O und N € N gegeben. Dann liegen
die Polynome

m
P(x) = £ ax’mitm > N und a €R flr v = N,...,m
v=N
dicht in Co[-a,a].
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Beweis: Es sei f € Co[-a,a] und ¢ > O, Bekanntlich kann man
f zerlegen in die Summe f = fg + fu aus einer geraden und einer
ungeraden Funktion aus co[-a,a]. Die Zahlenmengen
Mg t= {yt y2n, v gerade} und Mu t= {v: v 2 n, v ungerade)

erfillen beide die MUNTZsche Bedingung ¢ % = », Nach dem
veEM
Satz von MUNTZ (siehe beispielsweise RUDIN { 46] , Theorem 15.26)

gibt es somit ein Polynom Pg mit Exponenten aus Mg und ein Poly-
nom Pu mit Exponenten aus Pu' so das gilt:

£ (a-x)=P_(x)] < und max | £ (a'x)-P (x)| < & .
[0, 1]l l % [0'1]‘ u u 2

Insgesamt erhalten wir daraus:

max | £(x)-P %y-p (5)|5 max [f (a<x)-P_(x)|+ max |f (a-x)=-P_(x)|<e,
[-a,a) g wa o, 9 9 (0,1 u

und das Polynom P(x) := Pg(§)+Pu(§) ist ein Polynom, das die

Funktion f gleichmdfig auf [-a,a] bis auf einen Fehler ¢ appro-
ximiert und die gewlilnschte Form besitzt. o

Lemma 2.1.3 Die Menge der Polynome mit Nullstelle in O liegt
dicht in Cg .

Beweis: Eg sei f ¢ C;aR) und n € N gegeben. Mit WEIERSTRASS
gibt es ein Polynom Q mit '

mx £ (0-g (0] < —"1’
[-n,n]

Es sei nun P ein Polynom mit ﬂ“)(O) = f(“)(o) fir v = 0,1,...,n-1

und P(n)(x) = Q (x). Dann ist P_ € C (R) und max |(f-P )“u(x)i<-——T
[-n,n]

Da fiur alle h € C,(R) und x € IR die Abschitzung |h(x)| s Ilh'(e)lde

gilt, erhalten wir durch mehrfache Anwendung:

n=v

max | (£-2 ) V) (0] < ‘"‘T n"V s Lgur v =o0,1,..0n,

(-n,n]

Also: konvergiert (Pn) gegen f in der Topologie von C*(R), was zu
zeigen war. o
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Damit k¥nnen wir nun beweisen:

Satz 2.1.4 Es gibt universelle TAYLOR-Reihen. Die Menge der
Funktionen aus C;, deren TAYLOR-Reihe universell ist, hat ein
Komplement von 1. Kategorie in C;.

Beweis: Wir betrachten.die Familie A der Abbildungen L_: C;

n (v)
dle qurch (L _£)(x) = = f—;{@- x° (n €N, x € R) definiert
sind. v=l

Nach Definition 2.1.1 ist klar, daB8 eine Funktion f € C; ge-
hau dann eine universelle TAYLOR-Reihe besitzt, wenn f ein
A —universelles Element 1ist. C; ist ein vollstdéndiger metri-
8cher Vektorraum, und C° ist ein separabler metrischer Vek-
torraum. Nach Satz 1.2.2 ist also zum Beweis der Behauptung
nur noch zu zeigen, das A die Graphenbedingung erfiillt, das
es also zu jedem Polynom P ¢ C; und jeder Funktion g € C, Fol-
gen (f ) in c; und (k,) gibt mit

£ L.Pin C; und L

n K fn + g in Co fir n - «

n
(vergleiche Bemerkung 1.2.3: die Polynome liegen dicht in C;
nach Lemma 2.1,3)..

Es sel etwa P(x) = £ a,x” und n €N gewdhlt. Nach Lemma
v
2.1.2 gibt es zun¥chst ein Polynom

1 v
Rn(x) = 5 bvx ’
a0

fir gas

max |x".R_(x) = (g(x)-P(x))| < & gilt,
[-n,n] n '

und ein weiteres Polynom Sn, fir das

k_-n+1
a (n) 1
max |x 5_(x) - (xR (x)) ™| ¢ gilt,
[-n,n] n n nn+1
wobei k_ i= max(k,l+n) gesetzt sei.
n (n) kn-n+1
Es sei nun T, ein Polynom mit T/ (x) = x '8, (x)

und fir v = O,1,.--pn‘1= Tév)(o) -0 = (xn'Rh(x))(v)|x=o .

- C
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Mit der im Beweis zu Lemma 2.1.3 erwdhnten Abschitzung folgt
hier:

max |T£“)(x)-(xn-Rn(x))(“)| < % fir v = 0,1,...,n.
{-n,n]

Wir betrachten nun die Funktion f (x) := P(x) +x". R (x) =T (x).

Es ist £, € C_, und wir erhalten fUr v = O,1,....n:

max | (£,~2) VN 0| = max | (PR (0=, (x0) V)<l
[-nln] [-n,n
Mithin konvergiert (f ) gegen P in Raum d'. Da aber der nied-
rigste Exponent von Tn mindestens k +1 und der gr3Bte Exponent
von P(x)d-x -R (x) h8chstens k ist, gilt:

(Lk fn)(x) = P(x)*-xn-Rn(x) , und wir erhalten:
n

n 1
max | (L, £)(x)-g(x)| = max | (P(x)+x R (x))-g(x)|< = .
[-n,n]  Kp P [-n,n] n n
Somit konvergiert (L f ) gegen g im Raum C_. Damit ist alles
gezeigt. a

Bemerkung 2.1.5 Der Beweis des Satzes 148t sich auch fol-
gendermafen erbringen.
Es ist eine leichte Verallgemeinerung des Satzes von FEKETE

(siehe PAL [ 39]), daB eine Potenzreihe E avx“ mit folgender
vm
Eigenschaft existiert: Zu jeder auf R stetigen Funktion g mit

n

g(0) = O existiert eine Folge (nk) derart, das z'k a\,xv gleich~-
=1

mifig auf jedem endlichen Intervall gegen g konvergiert flr

k -~ «. Nun besagt ein Satz von BOREL (vgl. REMMERT [45], p. 208),
daB es zu der Folge (a, ) der Koeffizienten eine Funktion

f € C gibt mit f( )(0) = yl- a fir v € N, Mithin hat diese
Funktion f eine universelle TAYLOR-Reihe. Die im Beweis des
letzten Satzes definierten Operatoren Lﬁ konvergleren auf der
Menge aller Polynome mit Nullstelle in O. Diese Menge ist aber
dicht in C;. Wir kSnnen nun Satz 1.4.2 anwenden, um aus der
Existenz einer universellen TAYLOR-Reihe die Granhenbedingung

fir (Ln)neN und damit Satz 2.1.4 zu folgern.
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Bemerkung 2.1.6 Ist f eine Funktion in C; mit universeller

TAYLOR-Reihe, so gilt fiir alle Funktionen fc':- f+c mit einer
n £ 0

Konstanten ¢ € R, das die Teilsummen I ———
v=Q

Menge C[a,b] mit O ¢ [a,b]) dicht liegen. Man sieht leicht, das

die Menge aller Funktionen in c” mit dieser Eigenschaft ein

Komplement von 1. Kategorie in ¢” hat.

5T x’ (n€N) in jeder

Universelle TAYLOR-Reihen kdnnen sicher keine ganzzahligen
Koeffizienten besitzen, da fliir den Grenzwert g einer auf [-1,1]
konvergenten Folge von Polynomen mit ganzen Koeffizienten stets
gilt, daB g(1) und g(-1) ganze Zahlen sind und g(1)-g(-1) eine
gerade Zahl ist. Es existiert jedoch eine TAYLOR-Reihe mit gan-
zen Koeffizienten, die bezflglich der Menge aller Funktionen
g € C°[-1,1] mit diesen Eigenschaften universell ist. Zum Nach-
wels ben8tigen wir den

Hilfssatz 2.1.7 (FERGUSON - VON GOLITSCHEK {12]). Es sei

M eine Teilmenge von N mit L[ % = «», Dann ist die Menge aller
veM
Polynome mit Exponenten in M und ganzzahligen Koeffizienten

dicht im Raum cb[o,ﬂ beziiglich der Menge aller Funktionen
mit einem ganzen Funktionswert an 1.

Damit gilt:

Satz 2.1.8 Es gibt eine beliebig oft differenzierbare Funk-

- (v)
tion f € C°@R) mit £(0) = 0, deren TAYLOR-Reihe T S__;{QL xV
' v
ganze Koeffizienten hat und folgende Eigenschaft besitzt: Zu

jeder auf [-1,1] stetigen Funktion g mit g{(0) = O, g(1) € Z,
g(=1) € T und g(1)-g(-1) gerade existiert eine Folge (nk) der-
art, das gilt:

n
k glv)
£ £Y7(0) v

i g(x) fir k + =.
v=1 v [-1,1]



Beweis: Es sel (Pnz n € N} eine dichte Teilmenge der Menge
{f € c°[-1,1]= £(-1) €z, _£(1) €z, £(1)=£(-1) gerade}. Wir

konstruleren eine Reihe L a“xv:

Im ersten Schritt sel aov-oo und n, ;ko.

Wurde im k-ten Schritt das Polynom VE aaxv mit a €2Z fHr

v o= 0,1,...,nk konstruiert, so folgg nach Satz 2.1.7 und
einer zu Lemma 2.1.2 analogen Uberlegung, das8 es ein Polynom

Qk mit ganzen Koeffizienten gibt, so das

. v ny+1 1
max l(Pk+1(x) -L ax) -x -Qk(x)l < g gilt.
-1,1 vy=o
Nr+1 ny Y n,+1
Fir das Polynom L a x :=L ax + X -Qk(x) gilt
V=0 v=o
folglich
B+ y 1
max | £ ax - P .(x)| <p .

[=1,1] v=o
und alle a, sind ganzzahlig.

Ist nun ¢ eine auf [~1,1] stetige Funktion mit g(0) = O,
g(-1) € Z, g(1) € & und g(1)-g(-1) gerade, so existiert eine
Folge (k“), so daB (P, (x)) gleichm¥gig auf [~-1,1] gegen g(x)

ku n,
konvergiert. Folglich konvergiert auch el avxv gleichmdfig
v=o

auf [-1,1] gegen g(x). Beachtet man nun, das nach BORELV(Vglo Be-
merkung 2.1.5) die a, TAYLOR-Koeffizienten einer Funktion £
aus C; sind, so erhalten wir mit f die gewlinschte Funktion. 0
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b) universelle Orthogonalreihen

MEN'SOV bewies in [36] die Existenz einer universellen tri-
gonometrischen Reihe, was spiter von TALALYAN [ 50] auf belie-
bige vollstindige Orthogonalsysteme ausgedehnt wurde.

Definition 2.1.9 Es sei (wv) ein vollst¥ndiges Ortho-

v EN,

gonalsystem in Lz[-n,n]. Dann heift die Reihe 1 a,9, eine
V=0
universelle Orthogonalreihe, falls zu jeder auf [-n,n] meS8-

baren Funktion f eine Folge (n,) existiert mit

n
k

lim ¢ ay9y(x) = f(x) fast {lberall auf [-n,n].
K+ V=O

Wir betrachten den Raum s aller reellen Folgen und den Raum
Ml-n,n] aller auf [-n,n] meSbaren Funktionen (vgl. Beispiel
1.4.17 (4) und (5)). Dann definieren wir fir n € N die Opera-

toren

Lg: s~ M[=-n,n]

n
Z a,0,. Jeder Operator Lﬁ ist linear,

dur L ((a ) ) =
urch nt o v eEN T

und da fir alle § > O

n n
AT (el rn]: Ln(<a\,))(x)|>s>)gg— [In @) mlax <t & lallloll, <
-n V=0

Ve P
<=2 5 |a
= & v

® |b gilt, ist jeder Operator Ln auch stetig (da-
v o

bei sei A1 das LEBESGUE-Mag in R). Eine Reihe I a ¢, ist genau
V=0

dann eine universelle Orthogonalreihe, wenn die 1"‘olge(av)\)Elq
ein (Ln)-universelles Element von $ ist (man beachte die Bemer-

kung in Beispiel 1.4.1 (5)).

Wir geben hier einen neuen Beweis fiir die Existenz einer uni-
versellen trigonometrischen Reihe, das heifit einer universellen
Orthogonalreihe bezliglich des trigonometrischen Systems
(1,co8x ,8inx ,co82x%x,...).

Satz 2.1.10 Fiir das trigonometrische System erfilllt die Fa-

milie (Ln)n EN die Graphenbedingung.
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Beweis: Es folgt leicht aus dem Satz von FEJER, daB die
trigonometrischen Polynome im Raum M[-n,n] dicht liegen. Mit
Bemerkung 1.2.3 geniigt es also zu zeigen:

Zu jeder reellen Folge (av)v eEN und jedem trigonometrischen
o

Polynom t existieren Folgen (a\ﬁn))v ey fdrn €N und (kn)nEN’
o

so daB mit n - = gilt:

(n) (n)
a - a fir alle v ENO und Lkn((a\, >"E:No) (x) - t(x)

fast tUberall auf [-n,n].

Egs sei also n € N gewdhlt. Wir betrachten dazu das trigonome =

trische Polynox&\ 3= t-I.gh((av)v endl' Es sel etwa
‘n(e) =g + 51(q“cosve+evsinve). Dann gilt
Y Nn
15(0) = Rela 4T (s o™ %15, ') = re(p_(e'%) ,
Ny v
wobel P_(z) := gq_ + ¢ (a,-iB,)z ein (komplexes) Polynom ist.
n o u=1 v v

Da die Funktion wn(z) = auf T\{z: 2z reell und z > O}

n
zn+1
holomorph ist, gibt es nach dem Satz von RUNGE ein Polynom
Qn mit

o (2 Pn(z)l 1
max z2) = ———| < = .
|z |=1 n zn+1

2 |arg z|21
n2|arg |2n

1

Also gilt auch max [zn+1-0n(z)-Pn(z)l <

1Z)=1 n
1
nzjarg Z'ZE
Mn
Ist Q (2) = ¢ sz“ , 80 betrachten wir das trigonometrische
v=0
M,
Polynom T (8)t= T (Rey +cos(n+1+v)e - Imy -sin(n+1+ve) ,
v=0

und es gilt Re(z"* "0 (2)) = T (o), falls z = '®

lich erhalten wir:

ist. Folg-
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max |T (e)-t (0)| = max |Re(zn+1-Qn(z)-Pn(Z))| <1,
ie

n
—510|Sn z=¢
1
Es|e|5n
(n) e - -
Es sel nun @), en, : (ao.a1,---.a2n,newr°, Im‘,ro,...,l\mr%, ImMn,o,o,...)
und kn ;= 2{n+Mn). Dann erhalten wir:
(n) - -
Lkn((av )vENO)(B) Iﬁn((‘v)ven)("’) + r (8) fir e€[-n,nl],
80 dag
max [L, (™) ) (e)-t(e)| = max [T (0)-t_(0)] <
—S|6|Sn h ° —S|6|Sn

(n))

\,ENO)(G)) fast {iberall

gilt. Es konvergiert folglich (Lk ((a

gegen t(0) flr n » =, und offensichtlich gilt auch aén) - a, flir
n -+« und alle ve:No. o

Satz 2.1.11 (MEN'EOV—JOé) Es existiert eine universelle tri-
gonometrische Reihe. Die Menge aller reellen Folgen (av), deren

a,
trigonometrische Reihe ——4- z (a2 jco8vx + ansinvx) universell
v
ist, hat ein Komplement von 1. Kategorie in s.

Beweis: folgt direkt aus Satz 1.2.2 und Satz 2.1.10, o

Ein sehr kurzer Beweis fiir die Existenz von beliebigen Uni-

versalreihen L a o, fir jedes in M[-n,n] vollstdndige System
v=Q
(6,) findet sich bei GOFFMAN-WATERMAN [15]. MEN'SOV [36] und

KOZLOV [25] zeigten flr das trigonometrische System und TALALYAN
[50] (siehe ALEXITS (1], pp. 143-152) fir beliebige in L [-n,n] wll~
stidndige Orthogonalsysteme, daB8 es univemelle Orthogonalreihen gibt,
deren Koeffizienten eine Nullfolge bilden. Und auch diese bilden
nach Jod [22] eine Menge mit einem Komplement von 1. Kategorie

im Raum c, aller Nullfolgen.
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Von besonderem Interesse 1st, ob es sogar universelle Ortho-
gonalreihen gibt, die FOURIER-Reihen einer auf [ -n,n}] LEBESGUE-
integrablen Funktion bezilglich eines gegebenen Orthogonalsystems
von beschridnkten Funktionen sind. (Die Beschrinktheit garantiert
die Existenz der FOURIER-Reihe jeder integrablen Funktion.) Es
ist eine leichte Folgerung aus einem Ergebnis von POGOSYAN
([ 40], Theorem 1), da8 es eine Umordnung des trigonometrischen
Systems gibt, bezliglich der eine universelle FOURIER-Reihe exi-
stiert. Flir das trigonometrische System selbat scheint das Pro-
blem noch offen zu sein.

Es gilt jedoch stets:

Satz 2.1.12 Es sei (wv)v ein vollsténdiges beschrédnktes

eN

o
Orthogonalsystem in L“({=n,n]. Entweder ist die Menge aller auf
[-nsn] LEBESGUE-integrablen Funktionen mit universeller FOURIER-

Reihe beziiglich (wv)v eN leer oder sie hat ein Komplement von
o
1. Kategorie in L [-n,n]-

Beweis: Wir betrachten flir n € N die OperatOEen

L. LI[-n,n] + M[~n,n], definiert durch Lnf = afw“, wobel
V=0

die a: die FOURIER-Koeffizienten von f beziliglich (wv)v €N

o

sind. Eine Funktion f ¢ L1[-n,n] hat nun genau dann eine uni-

verselle FOURIER-Reihe, wenn f ein (Ln)-universelles Element

ist. Ferner ist jeder Operator Ln (n € N) linear; wegen

1 1 0B g 2 1 2

A ({xe[~renl: [0 £) () [>8N <5 [lzjaj|le ®ax< T T (£ . (max |o (x))

n 6‘1{\)"0|v v va 1 _n,n\)
fiir alle § > O ist exr auch atetig. Mun konverciert (Lnfnlem

fir alle endldchen Linearkombinationen f aus Elementen von
(°v= v e:No). Da diese Funktionen eine in L2[-n,n] dichte Men-
ge bilden, liegen sie wegen der SCHWARZschen Ungleichung auch
in L1[-n,n] dicht. Aus den SHtzen 1.2.2 und 1.4.2 folgt nun,
da8 die Menge der (Ln)-universellen Elemente von L1[-n,n] ein
Komplement von 1. Kategorie hat, falls sie nicht leer ist. o
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Es sel noch erwdhnt, dad TALALYAN neben der oben betrachte-
ten Universalit¥t von Orthogonalreihen noch andere Arten von
Universalititen definierte. Beispielsweise heist eine Reihe

E a, e, permutationsuniversell, wenn es zu jeder meBSbaren
ﬁﬁgktion f eine Permutation n vonINo gibt, so das

L a ") (x) = f£f(x) fast tiberall gilt (fiir einen kurzen
vap MV Tn(v)
Uberblick siehe IVANOV [21]).
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2.2 Anwendungen in der komplexen Analysis

Wir beschdftigen uns nun mit Anwendungen aus der Funktionen-
theorie, wobei wir die wichtigste Anwendung, die holomorphen
Monster, getrennt in Kapitel 3 behandeln.

a) Kquivalente Definitionen universeller Elemente

Wir beginnen mit einem allgemeinen Ergebnis, das fir mehrere
funktionentheoretische Universalititen von Bedeutung ist.

Dazu seien einige Bezeichnungen eingefithrt. Flr eilne offene
Teilmenge q von & bezeichne P(Q) die Menge aller in Q@ holo-
morphen Funktionen, die Grenzwert einer Folge von Polynomen
im Sinne der kompakten Konvergenz auf Q sind. Analog stehe
fir eine kompakte Teilmenge K von T die Bezeichnung P (K) fir
die Menge aller Funktionen auf K, die Grenzwert einer Folge
von Polynomen im Sinne der gleichmdBigen Konvergenz in K sind.
pi{n) und P(K) sind als abgeschlossene Teilriume von H(R) und
C(K) separable und vollstindige metrische Vektorr#ume. Sind E
und F offene oder kompakte Teilmengen von € mit Fc:E, 80 wer-
de mit 1 die Restriktionsabbildung P(E) - P(F) mit 1 (o) ==wlF
fir ¢ € P(E) bezeichnet. Man macht sich leicht klar, daB iE
wohldefiniert und stetig ist.

Es sei nun X ein topologischer Raum, Q eine nicht leere of-~
fene Teilmenge von € und A = (Lj)jex eine Familie stetiger Ab-
bildungen L,: X - P(Q). Ferner sei E eine Klasse von offenen
oder kompakten Teilmengen von Q. Fur jede Menge E € E betrach-

ten wir die neue Familie AE = 1 aller Abbildungen
L?. X - P(E) mit ij = (1 ° Lf(x) = (ij)]E . Es werde nun ein
Element X aus universell genannt, wenn x flir jede Menge

E € E ein AE-universelles Element ist. Das liefert unter Um-
stinden flir verschiedene Klassen E verschiedene Mengen univer-
seller Elemente. So betrachtet etwa BIRKHOFF [5] fiir eine gewis-
se Familie (L hmEN von Operatoren Ln: H(C) = H(EC) nur Appro-
ximation ganzer Funktionen, also den Fall £ = {€}, wdhrend
SEIDEL-WALSH [48] fir die gleichen Operatoren die Klasse aller
einfach zusammenh¥ngenden Gebiete in € und LUH [28] die Klasse
aller kompakten Teilmengen von € mit zusammenhdngendem Komple-
ment betrachten.

Wir zeigen hier, daB man unter gewissen Voraussetzungen die
gleichen Mengen universeller Elemente erh#lt. Dazu definieren
wir:
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Definition 2.2.1 Es seien E und F Klassen von nicht leeren

offenen oder kompakten Mengen in C.

(1) Die Klasse F heiBSt schwicher als die Klasse F, falls
zu jeder kompakten Teilmenge K einer Menge E € E eine
Menge F ¢ F existlert mit K< F.

(2) Die Klassen £ und F heiBen Hdquivalent, wenn E schwicher
als F und r schwdcher als F ist.

Es ist offensichtlich, daB wir damit eine Xquivalenzrelation
definiert haben.
Es gilt nun:

Satz 2.2.2 Es sei o eine nicht leere offene Menge, X ein
topologischer Raum und A = (Lj)jeI eine Familie stetiger Ab-
bildungen L,: X - P(q). Ferner seien E und F zwei Klassen
nichtleerer offener oder kompakter Teilmengen von Q.

(1) Ist  schwicher als f, so gilt:
E _ E -
(a) Ist x ein j  := (ino Lj)jeI universelles Element

fUr alle E € F, so auch fUr alle EecEt n uF c n u E’
FeF A EE€E §

(b) Erfiillt AE die Graphenbedingung fiir alle E € F, so

auch fiir alle E ¢ E.

(2) sind E und F Hquivalent, so gilt:

(a) Es 1st n U F = N Uug -
FeF Eet
(b) AF erfiillt die Graphenbedingung fiir alle F € F ge-
nau dann, wenn AE aie Graphenbedingung fiir alle
E € E erfullt.

Beweis: 1. Offensichtlich genligt es, Telil (1) 2zu beweisen.
2. Es sei E ein Element in E. Wir nehmen zundchst
an, das E offen ist. Es sei (Kn)nenlei“e Aussc%&pfung von E
mit kompakten Mengen, das heiBt, es gelte Kn c Kn+1 fir n €N
und U K = E, Dann existiert zu jedem n € N nach Vorausset-

nm=1
zung eine Menge F € Fmit K, © F. -



- 38 -

Es erfiille nun jedes AF die Graphenbedingung (F € F). Es sei
x € X und h € P(E). SchlieBSlich sei U eine offene Umgebung von
x und € > O, Da h € P(E) ist, gibt es eine Folge (P,) yon Poly-
nomen mit maxlh(z)-Pn(z)i < f% fir n € N. Weil jedes A D die
K
n
Graphenbedingung erflillt, existieren X € U und kn EN mit

' - L
ﬁ?x'(Lk x,) (2) Pn(z)l < 35 - Insgesamt gilt
n
maxI(Lk xn)(z)-h(z)l < % fiilr n € N. Fiir genfigend groBes n gilt
K n
n

also mit x := X, € U und k := kn: dH(E)(ka'h) < ¢ mit der

Metrik 4 in H(E).

H(E)
Folglich erfiillt A% die Graphenbedingung.

Ganz dhnlich folgert man, das F2F UpinlUpg enthalten ist.
A A

3, Ist E ein Element von &, das kompakt ist, so fol-
gert man analog. o

Bemerkung 2.2.3

(1) Flir beliebige nichtleere offene Mengen Q sind folgende
Klassen dquivalent:

(a) E = {K ¢ Q: K kompakt, K* zusammenhdingend},

(b) E = {0 c 9: 0 offen mit einfach zusammenhiingenden
Komponenten},

(c) E = {0 c 9: 0 endliche disjunkte Vereinigung von
JORDAN-Gebieten}, ’ )

(d) E = {0 ¢ q: 0 endliche disjunkte Vereinigung von
offenen Polyedern mit rational-komplexen
Eckpunkten}.

(2) Ist o eine offene Menge mit einfach zusammenh&ngenden
Komponenten, so sind zu (a)-(d) weiterhin 4quivalent:

(e) E = (K< Q: K kompakt},
(£) E = (0 c Q¢ 0 offen},
(g) E = {Q}.

(3) Ist Q ein Gebiet, so ist zu (a)-(g) weiterhin ¥quivalent:

(h) E = {G c at G JORDAN-Gebiet}.
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Allein die Hquivalenz von (a) und (b) ist dabei nicht offen-
sichtlich. Sie ergibt sich direkt aus dem folgenden Satz, den
wir in dieser Allgemeinheit in Kapitel 3 bendtigen.

Satz 2.2.4 Es sei Q ein Gebiet und K eine kompakte Teil-
menge von Q@ mit zusammenhdéngendem Komplement. Dann existiert
ein einfach zusammenhlngendes beschrinktes Gebiet U mit
KcU cU «q derart, dag U° zusammenhingend ist.

Beweis: 1. Es sei N eine natlirliche Zahl mit
K < (x+iyr |x| < N und |y| < N}. Man zerlege dieses Quadrat
in Quadrate 9 4 (1 = 1,2,...) der Kantenlinge % . Ist Un das
14

Innere der Menge U (g : Kng + ¢}, so sieht man leicht,
i n,1 n,i

das K in jedem U  enthalten ist und das es ein ¥ e N gibt, so
das U in o enthalten ist flUr allen > N .

Wir nehmen nun an, daf zu jedem n > ¥ ein Punkt z, € o€ exi-
stiert, der ganz von ﬁg umschlossen ist. Da die Folge (zn)nzﬁ

beschrinkt ist, gibt es ein z, € C und eine Teilfolge (zn )
k

c
mit znk -z, fir k -« «», und es ist z, € Q) also z, § K, da

Qc abgeschlossen ist. Weil K® zusammenhdngend ist, gibt es
eine Kurve r, die z, mit dem Punkt N+1 auBerhalb K verbipdet.

Wegen der Kompaktheit von K und r und wegen min|-z| < —% fir
_ 2eK
alle Punkte ;e U, gibt es ein § > O und ein k6 € N, so das

U (r)pU =@ fir alle k > k, gilt, wobei U_(r) fir die
[ nk - [ [

Menge (;: es gibt ein z € r mit {z-;| < &) steht. Fir genti-
gend gro3e k ist jedoch z, € Us(r). Also existiert eine
k

Kurve r,, die ein z  (k > ks) mit z  innerhalb U, (r) verbin-

3
det. Mithin verbindet die Kurve Iy U r die Punkte z, und N+1
- k
auBSerhalb ﬁn sund z, kann nicht ganz von Un umschlossen
k
sein. Aus diesem Widerspruch folgt, das8 eine gewisse Menge

Em nur L3cher mit Elementen aus g enthdlt.

Es sei nun A die Menge 6m vermehrt um ihre L3cher und 0 das
Innere von A, Es ist dann K € 0 <« 0 < g2, und 5c ist zusammen-

hingend.
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2. Man verbinde nun die Zusammenhangskomponenten von
U durch Polygonziige in @ derart, das die Vereinigung X von T
mit diesen Polygonziigen eine zusammenhlngende kompakte Teil-
menge von  mit zusammenhingendem Komplement ist. Die Uber-
legungen von 1. auf ¥ angewendet liefern eine beschrinkte offe-
ne Menge U mit K €KX €U €T <2 und mit U° zusammenh¥ngend.
Man sieht aber leicht, dags U auch zusammenhingend ist, weil i3
es ist. Folglich erfiillt U alle geforderten Bedingungen. o

SELEZNEV-DODUNOVA [49), TOMM-TRAUTNER [52] und LUH ([32],[33))
beschdftigen sich auch mit Approximation meBbarer Funktionen
auf meBbaren Teilmengen. Sie zeigen dabel im wesentlichen fol-
gendes:

Ist Q eine offene Teilmenge von &, X ein topologischer Raum
und (Lj)jEI eine Familie stetiger Abbildungen Lj: X - P(Q),
8o hat jedes (L,)-universelle Element x € X folgende Eigen-
schaft: 2u jeder auf Q2 definierten und mefbaren Funktion £
existiert eine Folge (nk) mit (Lnkx)(z) - £(z) fast iberall
auf Q@ fiir k - =,

Wir wenden uns nun wieder einzelnen Universalitdten zu.
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b) Holomorphe Funktionen mit universellen Ableitungen

Nach MAC LANE [34] existiert eine ganze Funktion, mit deren
Ableitungen man auf jedem einfach zusammenhdngenden Gebiet in
T jede dort holomorphe Funktion kompakt approximieren kann.
Dag 148t sich verallgemeinern:

Definition 2.2.5 Es seli Q eine offene Menge. Eine in Q@ ho-
lomorphe Funktion ¢ besitzt universelle Ableitungen in g, falls
gilt:

Zu jeder offenen Menge ¢ c  mit einfach zusammenhingenden
Komponenten und jeder in (0 holomorphen Funktion f existiert
eine Folge (nk) mit

(nk)
® (z) #> £(2) fUr k + «.
0

Zum Nachweis der Existenz holomorpher Funktionen mit univer-
sellen Ableitungen betrachten wir zundchst die Differentia-
tionsoperatoren

H(Q) -~ H(Q)
o = pln)

fir n € N. Es gilt:
Lemma 2.2.6 Jede Abbildung p® (n e N) ist stetig.

Beweis: Es sei K ¢ n kompakt. Dann gibt es endlich viele rektifi-
zierbare, geschlossene in Q\K verlaufende JORDAN-Kurven A\ (i=1,...,N),
N
8o das fUr r := Yy gilt: Fiir alle z € K ist die Windungs-
i=1
zahl von 1 beziiglich z gleich 1 (siehe RUDIN [46], Satz 13.5:
Beweig.) Mit der verallgemeinerten CAUCHY~Formel gilt dann:

(0%) (2) = R ; —elel o ac fir z € K ,
n (g=2)
mithin .
| max|e(g) | N
o n: _pr .
m;x|(D o) (2)] < 30 e 1£1£(Y1) '

min | z=%
;EFI
ek
wobei 2(71) die Linge von v, ist.
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Konvergiert also eine Folge ((Dv) © H(?) kompakt gegen ein
Element v € H(n), so folgt max| ‘(Dntpv) (z)- (D7) (z)| - o fur
K

V - » fr ai‘le kompakten Teilmengen K von Q. Es gilt also
Dn‘% - Dn“, in H(q) fUr v - «. Daraus folgt die Behauptung. o

Satz 2.2.7 Es sel 9 c¢ € offen mit einfach zusammenhéngenden
Komponenten. Dann erfiillt die Familie (Dn)nem die Graphenbe-

dingung.

Beweis: Die Menge der Polynome liegt dicht in H(Q). Mit Be-
merkung 1.2.3 genligt es also zu zeigen: Zu Polynomen P und Q
existiert eine Folge (y,) < H(Q) mit (pn(z) s> P(z) und
Q

(p,in) (z) m>Q(z) flir n - =.

Q
m
Es sei etwa Q(z) = ¢ avz". Fir n ¢ N sei
v=0
m a
Q™™ (z) 1= X 2V
v=0 (vt1) .. (v+n)

Dann gilt (Q(-n)) (n) (z) ® Q(z) und

m la |

0@ ¢ ¢ .

m n
12|V < (x ja |z B¢
v=0 (\)+1)..--°(V+n) vV=Q v

n
. . R
L -y

fur alle z mit {z2| ¢ R, wobel CR eine nur von R und Q abhdngige

Konstante ist. Folglich gilt

04" ™ (2) w0 fir n - =.
T

Es werde nun fiir n ¢ N gesetzt: on ™ P+Q('n). Dann gilt:

(n) =Q fiir n > grad P, sowie wn(z) -Q>P(z) ftir n - *

o € H(Q) und N
a

Damit erhalten wir nun:

Satz 2.2.8 Zu jeder offenen Menge o existieren Funktionen
¢ € H(R) mit universellen Ableitungen in Q. Hat Q einfach zu-

sammenhingende Komponenten, so hat die Menge aller in g holo-
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morphen Funktion mit universellen Ableitungen in @ ein Komple-
ment von 1. Kategorie in H(Q).

Beweis: Es sei zunlschst Q eine offene Menge mit einfach zu-
sammenhingenden Komponenten. Eine in Q@ holomorphe Funktion ¢
hat genau dann universelle Ableitungen in 9, wenn ¢ beziiglich
jeder Familie Ug ° Dnh‘EN fiir jede offene Teilmenge 0 von
2 mit einfach zusammenhiéngenden Komponenten universell ist.
Nach satz 2.2.2 und Bemerkung 2.2.3 (b) und (g) ist das ¥dqui-
valent dazu, das ¢ ein (Dn)nem-universelles Element ist. Mit
Satz 1.2.2 folgt nun, daB es in 0 holomorphe Funktionen gibt
mit universellen Ableitungen, und dad die Menge dieser Funktio=
hen ein Komplement von erster Kategorie in H(Q) hat. Insbeson-
dere gibt es eine ganze Funktion mit universellen Ableitungen
in €. Ist o eine beliebige offene Menge, so liefert die Ein-
schrinkung dieser ganzen Funktion auf Q eine in Q@ holomorphe
Funktion mit universellen Ableitungen in Q. o

Die Beweisidee geht auf MAC LANE [ 34] zurlick und wurde kirz-
lich nochmals von BLAIR-RUBEL [6] gefunden. MAC LANE zeigte,
daB es sogar eine ganze Funktion p mit universellen Ableitun-
gen gibt, so das y folgender Wachstumsbedingung gentiigt: Fir
alle ¢ > O existiert eine Konstante M, mit |¢(z2)| < Mce(1+°)|zk
fur alle z € €.

Eng verwandt ist folgendes Ergebnis von LUH [33]:
Es gsei 0 ¢ € eine offene Menge mit einfach zusammenhingenden
Komponenten. Dann existiert zu jeder in & holomorphen Funktion
¢ eine Folge (wn) von Stammfunktionen der Ordnung n von ¢ der-
art, das gilt

= e Q
o) = o _, flrn €N (o, := @) und {¢,+ n €N} ist dicht in H(R).

Im Fall Q@ = T wurde das von BLAIR-RUBEL {7] bewiesen.



¢) Holomorphe Funktionen mit universell iberkonvergenten
Potenzreihenentwicklungen

Bekanntlich divergiert eine Potenzreihe < avzv mit Konver-
genzradius R < « flir alle Punkte z mit lzlv;OR. Existiert den-
noch eine Teilfolge (s (z))]<EN von Partialsummen
s, (z) := E avz , die in einem Punkt z mit |z| > R konvergiert,
80 sprichz-;an von Uberkonvergenz der Potenzreihe L avz .

Dabei k¥nnen zwei Phinomene auftreten. Konvergieizodie Teil-

folge (s, (z)) kompakt in einem Gebiet G, das die Menge {z: |z|
echt umfaBt, so liefert dieses eine holomorphe Fortsetzung der
durch die Potenzreihe dargestellten Funktion ¢ nach G, Konver-
glert (snk(z)) kompakt in einem Gebiet G, das zu der Menge

(z: |z| < R} fremd ist, so zeigen Ergebnisse von LUH [27] und
CHUI-PARNES [9], daB8 der Grenzwert auf G v8llig unabhidngig von

¢ sein kann.
LUH zeigte klirzlich ([31]), dag es zu jeder offenen Menge 0

mit einfach zusammenhingenden Komponenten eine in 0 holomorphe
Funktion ¢ und eine Folge (nk) derart gibt, das gilt:

(1) Fdr jedes t € 0 gilt

L 9———151 (z=z)" » ¢(2)

v=0

I u-nd

(2) 2zu jeder offenen Menge U c 0° mit einfach msammenh&n-
genden Komponenten und jeder in U holomorphen Funktion
f existiert eine Teilfolge (nkl)lelN von (nk)ke:N mit

(v)
9;\’-—(‘— (z-2)" >f(z) fir alle & € 0.

V=0

Wegen (2) sagt man, daB die Funktion ¢ eine universell Uber-
konvergente Potenzreihenentwicklung um ; besitzt.

Wir geben hier einen neuen Beweis fiir die Existenz derartiger
Funktionen und zeigen, daB sie in H(() eine Menge mit einem
Komplement von erster Kategorie bilden.

< R}
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Es sei 0 eine offene Menge mit einfach zusammenhdéngenden Kom-
ponenten und z, ein fest gewihlter Punkt in 0. Wir definieren
Abbildungen auf H(0).

FUr jeden Punkt % € 0 und flir n € N sel ng H(0) - H(T) defi-
niert durch

n

(v)
4 ) (z) v
(Snw)(z) = = 5T (z=2)
V=0

Fir n € N sel Fn: H(0) - H(0) definiert durch

n °(v)(zo) v Z5
(F o) (z) = on 5T (z=2,) " = e(z) = (5 70) (2) - olz).
Es sei (K hiGN eine Ausschpfung von 0 mit kompakten Mengen

fiir n € N, ni1 Kn = (0 und z € K, gilt.
Fiir natfirliche Zahlen n und m sei nun

derart, das Knc Rn+1

z
M:= H(0) »ZR; definiert durch M™ n® = max |(S @ - Snow)(z)l.
ZEK
m

|z]sm

Lemma 2.2.9 Die Abbildungen Sg, Fn und M: (z € Q, n,m € N)
sind wohldefiniert und stetig.

Beweis: 1. Mit Lemma 2.2.6 ist fur festes { € 0 und n € N
die Abbildung ¢ - w(V)(c) stetig auf H(0). Daraus folgt leicht
die Stetigkeit von Sg und somit auch die von Fn fir ¢ € 0 und
n ¢ N.

2. Fiir jedes ¢ € H(0) und n € N ist die Abbildung

noW) , o)
(z,2) w (8fp - s %) (z) = & (=7 (z=0)Y - — (z=2)")
V=0
fiir ¢ € 0 und z € € stetig. Da die Menge K x{z: 12| < m} Eompakt
in ¢2 ist, ist auf dieser Menge das Supremum von |(s - s w)(z)|

fir jedes ¢ € H(0) und n € N endlich, und es wird angenommen, 80
das Mﬁo wohldefiniert ist.
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3. Es seien oy (k € N) und ¢ Elemente aus H(0) mit
cok(z) -(?cp(z) fiir k + =, Nach Lemma 2.2.6 existiert zu ¢ > O
ein kc €N mit

lof*) (2)-0™) (2) | <cfir alle ¢ € K, v=0,1,...,m und alle k 2 k,.

Setzt man R = max|z|, so gilt fiir € K, |z| £ mund k 2 kg
X m
folglich: m

Z Z
L8} 08,0, (2)-(85 0 -5 %0) (2)| =

(v) ) (v) v) ( +m)v

n (©)-e " () (z )-0"""(z) n (R,
=z (f“—-—,——(z-:)“ - X 2 % (z-z)")s2e - L —r— .

veo v V=0

m m n “‘nﬂ“)
Daraus ergibt sich auch Iank - an:ls 2¢ L fur alle k 2 k,.
Vo]

Folglich ist fiir alle natfirlichen Zahlen n und m die Abbildung
M:‘ stetigqg. o

Es sel nun U eine offene Menge mit einfach zusammenhdngenden
-c
Komponenten und U < 0 . Wir betrachten folgende Abbildungen:

v [BO) < @) @Y

Ist U &« @, 80 seli flir n € N: Ln-
- O
® (105, (0), Fo, 0ffo) ).

g [ueo) - H(0)x RN
Ist U =@, 80 sel fir n e N: L’ =

n o = (F.o, M ) )

n*’ n''meEN’ °

Damit gilt nun:

Satz 2.2,10 Es seien (0 und U offene Mengen mit einfach zu-
sammenhdingenden Komponenten und U ¢ 0°. Ist U + @, so erfullt

die Familie (LU)n EN die Graphenbedingung beziiglich

A := H(U)x{O)}x (0) . Die Familie (L¢)
bedingung beziglich A := (O)x(O}

€N erfiillt die Graphen-
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Beweis: 1. Wir betrachten zundchst den Fall, das U nicht
leer ist. Es sei ¢ eine in 0 holomorphe Funktion und P ein
Polynom. Dann existiert nach dem Satz von RUNGE eine Folge
(Pn) von Polynomen mit

Pn(z) ® o(z) und Pn(z) ®» P(z) flr n - =,
0 u

Setzen wir kn = grad Pn’ 8o folgt flir n -+ o

(190570) () (2) = P_(2) ®P(z) ,
[+ kn n n u

(P, P )(z) =0 w0
knn 0

und flr m €N: My P -o¢omm:.

n

Insgesamt erhalten wir L;J Pn - (pP,0, (o)me:N) fir n - =,
n

Mit Bemerkung 1.2.3 folgt, das die Familie (L)) . die
Graphenbedingung beziiglich H(U)x{0}x{0}" erfullt.

2. Im Fall U = ¢ schlieft man ganz analog.
Wir kdnnen nun den erwdhnten Satz von LUH beweisen und zei-

gen, daB die Menge der von LUH betrachteten Funktionen ein
Komplement von 1. Kategorie hat.

Satz 2.2.11 Es sei ( eine offene Menge mit einfach zusam-

menh&ngenden Komponenten. Dann existiert eine Funktion ¢ € H(0)

mit folgender Eigenschaft:
Es gibt eine Folge (nk), g0 das gilt:

(1) Fir alle ;¢ € 0 konvergiert ((S: ®) (z))ke:IN kompakt auf 0
gegen ¢(2). k

(2) Ist 0 # € und U eine offene Teilmenge von U° mit ein-
fach zusammenh&ngenden Komponenten, so gibt es zu jeder
in U holomorphen Funktion f eine Teilfolge (nk )IEN von

(nk)keN' 8o das ((Sgk ®) (Z))le:N fir alle ¢ € 0 kom-

pakt auf U gegen £f(z) k&nvergiert.
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Die Menge solcher Funktionen hat ein Komplement von 1. Kate-
gorie in H(0).

Beweis: 1. Wir betrachten zunichst den Fall, dag U * C ist.
Es sei E die abz#hlbare Menge aller endlichen disjunkten Ver-
einigungen von offenen Polyedern in 7° mit rational-komplexen
Eckpunkten (d.h. E ist die Menge in (d) von Bemerkung 2.2.3).

Wir betrachten die Familie X (LU) eEN ° Nach Satz 2.2.10 folgt
UEeE n

vermittels Satz 1.3.3, das xE(L ) n €N die Graphenbedingung
ue
beziglich X (H(U)x{0}x{0M) erfdllt. Nach Satz 1.2.2 existie-
{33

ren also in 0 holomorphe Funktionen, die beziiglich H(U) x{0}x {0
fir alle U € E ein (Ln)n EN -universelles Element sind, und
diese Funktionen bilden eine Menge mit Komplement von 1. Kate-
gorie in H(0). Zum Beweis des Satzes bleibt noch zu zeigen,
daB diese Funktionen die gewlinschten Eigenschaften besitzen.

Es sei also ¢ eine in 0 holomorphe Funktion, die (L nnenN"
universell beztiglich H(U)x{0}x{0N ist fir alle U € E. Weiter
sei ((U“,Pn))n EN eine Folge von Paaren v, € E und Polynomen
Pn' so dag f{ir jedes U € E und jedes Polynom P mit rational-
komplexen Koeffizienten das Paar (U,P) beliebig oft vorkommt.
Dann existiert zu jeder natfirlichen Zahl k eine Zahl n, EN
mit

V] z
k o 1
dH(Uk)((iq: oSnk )(0)/P) < g ()
1
dH(O) (Fnkw,o) < E
und |M§kw| <p o firmo=1,2,...k.

2
Aus der zweiten Ungleichung folgt dH ) (Snow,w) < % fiir alle k € N,
X

z
also gilt (s, %) (2) = o(z) fr k =
k
z
Aus der dritten Ungleichung folgt max[(sc o - 5 %) (2) | <%
n n
€K k k
m
|2 |sm

fur alle k EeNund m= 1,2,...,k, also gilt fiir alle ¢ € 0:

(st ®) (2)'(Sz°(p) (z) O flir k + =, (#w)
Ny Nk T
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Somit konvergiert f{ir alle ¢ € 0 die Folge ((S: w)(z))k en
kompakt auf 0 gegen ¢(z), und (1) ist nachgewieEen.
Da zu jedem U € E und jedem Polynom P mit rational-komplexen
Koeffizienten das Paar (U,P) beliebig oft in der Folge
((Un,P )) vorkommt, folgt aus (%), das fiir alle U € E
n’'n €N, 2
die Menge {(1¢osn Y(o): k €N} dicht in H(U) ‘ist. Es ist al-

U
80 ¢ ein (imo 2 -universelles Element flr alle U € E,

Sn:)k €N
Aus S%tz 2.2.2 und der Bemerkung 2.2.3 folgt, das ¢ ein
(ig°sn:)k Em-universelles Element fiir alle offenen Teilmen-
gen U von 7% mit einfach zusammenhéngenden Komponenten ist.
Daraus folgt (2), wenn man noch (##) beachtet.

2. Der Beweis im Fall 0 = T erfolgt analog. o

Die Existenz einer universell Uberkonvergenten Potenzreihe
im Einheitskreis wurde unabhingig voneinander von LUH [27]
und CHUI-PARNES [9) bewiesen, wobei LUH allgemeiner Uberkon-
vergenzeigenschaften der A-Transformierten der Teilsummen
von Potenzreihen betrachete, wobel A = (anv) eine beliebige
vorgegebene untere Dreiecksmatrix mit lim ¢ Gy = 1 und

C X JRVE
lim a_ = O fUr v €N ist. TOMM-TRAUTNER [52] untersuchen
n-ewo
Uberkonvergenz von Potenzreihen, die eine Funktion in

A({z: |z| S R}) darstellen (R 2 O vorgegeben). Auch die von
LUH und TOMM~TRAUTNER betrachteten universellen Potenzreihen
bilden jeweils eine Menge mit einem Komplement von erster
Kategorie in ihrem Grundraum: Fir die zugehdrigen Familien
stetiger linearer Operatdren 18t sich sehr leicht mit dem
Satz von RUNGE die Graphenbedingung nachweisen.

Bekanntlich sind die Monome z" (n € N,) die FABER-Polynome
des Gebietes D. Als Verallgemeinerung untersuchen SELEZNEV-
DODUNOVA [49] fur allgemeinere”JORDAN-Gebiete G Universali-

t4tseigenschaften von Reihen I anFn(z) mit den zu G gehdri-
n=o

gen FABER-Polynomen Fn(z) (n €EN,).
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Eng verwandt mit der universellen Uberkonvergenz ist der Be-
griff der universellen Matrix, mit dem sich LUH, FAULSTICH
und TOMM in einer Reihe von Arxbeiten beschdftigt haben (siehe
etwa [51], Literaturverzeichnis). Die geometrische Reihe iat
sicher keine, bei der Uberkonvergenz auftritt. Stattdessen exi-
stiert zu jedem einfach zusammenhdngenden Gebiet G mit P € G
und 1 ¢ G eine "universelle” Matrix A mit gewissen Regulari-
tdtseigenschaften, fiir die gilt:

A 1 .
(1) Un(z)szﬂrn* , und

(2) 2u jeder offenen Menge U < G° mit einfach zusammen-
hingenden Komponenten und jeder in U holomorphen

Funktion existiert eine Folge (nk) mit

o® (z) > £(z) fir k - =.
Ny

Dabei ist aﬁ(z) die n-te Komponente der A-Transformierten von

m
(z z¥)

V=0 m € N,
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2.3 Bericht tiber weitere Anwendungen

In diesem Abschnitt geben wir Ergebnisse iber weitere Uni-
versalitdten an, die sich mit den Resultaten aus Kapitel 1
gewinnen lassen.

a) Wohl angeregt durch BANACHs bekannten Satz, das die nir-
gends differenzierbaren stetigen reellen Funktionen auf [0, 1]
im Raum C[O,1] eine Menge mit Komplement von 1. Kategorie bil-
den, zeigte MARCINKIEWICZ [ 35] folgendes:

Es sei (hn) eine positive Nullfolge. Dann existiert eine
auf [0,1) stetige Funktion f mit folgender Eiganschaft:
Zu jeder auf [0,1] meBbaren Funktion g existiert eine Folge
f(x+hn )=£(x)
(nk), so daB gilt: _—__H—E______ + g(x) fast tiberall auf
P
[0,1] fr k + =.

Die Menge aller derartigen Funktionen hat ein Komplement
von 1. Rategorie in C[O,1].
Man sieht direkt, daB die von MARCINKIEWICZ betrachteten Funk-
tionen genau diejenigen sind, die beziiglich den Operatoren

£ (x+h,)) -£ (x)
L.+ C[0,1] - M[O,1] (n € N), definiert durch (L f)(x)= Z
universell sind. Die Graphenbedingung ergibt sich durch Anwen—n
dung eines Satzes von LUSIN (siehe [35]).

Verallgemeinerungen des Ergebnisses von MARCINKIEWICZ finden
sich bel HOANG [20] (anderer Ableitungsbegriff), AVERSA-CARRESE

2] (imR") und LAMB [26] (eine Martingal-Version).
(2]

’

b) Es gilt folgendes kategorielle Analogon zum bekannten
Wiederkehrsatz von POINCARE: Es sei X eine beschrinkte offene

Teilmenge des R” und T: X - X eine madtreue stetige Ab-
bildung, das heist, filr jede offene Menge U ¢ X habe T(U)
das gleiche LEBESGUE-MaB8 wie U. Dann existiert eine Men-
ge N ¢ X von 1. Kategorie in X, so daBg fir alle x € X\N

n
eine Folge (nk) existiert mit 1im T Kx = x,
k‘ﬁ
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Man sieht direkt, das die Punkte x € X\N genau diejenigen sind,
die (Tn—Ihlen-universell beziiglich {0} sind, wobei I die iden-
tische Abbildung ist. Die Graphenbedingung von (Tn-I)nEnlbezug-
lich {0} ergibt sich daraus, das wegen der MaBStreue flir keine
offene Menge U die Mengen T (U) (n EINO) paarweise disjunkt sein
kdnnen.

HIIMY [ 19] bewies das POINCARE-Analogon unter etwas allgemei-
neren Voraussetzungen. Man vergleiche dazu auch GOTTSCHALK-HEDLUND
([16], 3.31%) und OXTOBY ([ 38], Kapitel 17).

¢) Im Komplexen zeigte BIRKHOFF ([ 5]) die Existenz einer ganzen
Funktion ¢, fiir die gilt: Zu jeder ganzen Funktion f existiert

eine Folge (cn) komplexer Zahlen mit w(z+cn) » f(z) fir n - =,
[

Die Menge aller derartigen Funktionen hat ein Komplement von

1. Kategorie in H(L), wie DUYOS RUIZ [11] kitirzlich zeigte.

Man sieht direkt, daB diese Funktionen genau diejenigen sind,
die beziiglich den Operatoren Lc: H(C) - H(TL) (c € €), definlert
durch (Lcw)(Z) = g (z+c), universell sind. Die Graphenbedingung
ergibt sich durch den Satz von RUNGE.

d) In Analogie dazu bewiesen SEIDEL-WALSH {[48)) die Existenz
einer in D holomorphen Funktion ¢, fir die gilt: Zu jedem ein-

fach zusammenhdngenden Geblet G € XD und jeder in G holo-
morphen Funktion f existiert eine Folge (an) cD mit

Z+Gn

@ (——) »>f(2) flr n » =,

1+anz G
Man sieht direkt, daB derartige Funktionen genau diejenigen sind,
die bezliglich den Operatoren L : H@) * H@) (a« € D), definiert
z+a )

1+az
ergibt sich durch eine geeignete Anwendung des Satzes von

RUNGE (siehe [48]). Wir k&nnen also auch hier feststellen, daBs
die Menge der Funktionen von SEIDEL-WALSH in H(D) ein Komplement
von 1. Kategorie hat,

durch (L,¢) (z) = of

, universell sind. Die Graphenbedingung
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HEINS beweis in (18] die Existenz eines BLASCHKE-Produkts,

das (La)ae[o'1)-un1verse11 ist bezliglich der Menge aller

f € H®) mit sup |£f(z)| < 1. Das wurde von CHEE [8] verall-
ze D

gemeinert auf T°.
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Kapitel 3. Holomorphe Monster (Anwendungen II)

3.0 Einfithrung

In der Theorie holomorpher Funktionen fand stets das Ver-
halten bei Annidherung an den Rand des Definitionsbereiches
ein besonderes Interesse. Neben Fragen z.B. nach Stetigkeit
und analytischer Fortsetzbarkeit wird andererseits unter-
sucht, wie "wild" sich holomorphe Funktionen am Rand verhal-
ten kdnnen. Es sei nur an den bekannten Satz von CASORATI und
WEIERSTRASS erinnert. 1975 bewies VORONIN (53] fir den Rand-
punkt = der in €\{1} holomorphen RIEMANNschen r-Funktion fol-
gendes Ergebnis:

Filr jede positive Zahl r < % und zu jeder nullstellen-
freien Funktion f € A({z: {z| < r}) existiert eine Fol-
ge (T,)) reeller Zahlen mit lim|T | = =, fUr welche gilt:

N+

;(z+(%+ 1T)) =  £(z) ftrn - e.
|2|sr

Entsprechende Aussagen wurden daraufhin fdr ganze Klassen
weiterer Funktionen von REICH ({43), [44])) und BAGCHI [3]
gewonnen. BAGCHI konnte Funktionen angeben, die im gleichen
Sinne sogar jede Funktion f aus A({z: |z| s r)) approximie-
ren. Unter anderem gilt das fiir die Ableitung ;' der RIEMANN-
schen ¢-Funktion (vgl. [3], 3.4 Corollary). Eine weitere
solche Funktion wurde von GAVRILOV-KANATNIKOV [14] angegeben.
Beachtet man nun, das8 sich jedes JORDAN-Gebiet G durch eine
lineare Transformation 1(z) = az+b in jedes Gebiet
(z: |z-(3+4T)| < 1} (T €R) abbilden 148t und das man
nach dem Satz von RUNGE jede in G holomorphe Funktion f kom-
pakt durch Polynome approximieren kann, so sieht man (ver-
gleiche den Beweis von Satz 3.0.2), da8 fir die Funktion '
gilt:

Zu jedem JORDAN-Gebiet G und zu jeder in G holomorphen

Funktion f existiert eine Folge (r ) von linearen Trans-

formationen L (z) = a, z+-b , flr welche gilt:

1, (G) & (23 5— <Rez< 1). ménlr (z2)| » »und (g'on )(z)-g f(z)
fir n - =,
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Ein analoges Approximationsverhalten kann nun in jedem Rand-
punkt einer offenen Menge 2 studiert wetden.

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir fiir beschrinkte
Mengen E ¢ &, lineare Transformationen Tn(z) = anzi-bn (n € N)
und ; € ¢ = gu(=):

1a(E) ¢ flrn - =,

falls gilt:
maxiz-t (z)| - O flirn - =, falls ; € T,
zZeE

und minjr (2)| + = fir n » =, falls [ = =,
ZcE

Man beachte, daB, sofern nur E mehr als einen Punkt enthilt,
die Aussage Tn(E) - ¢ fir n -~ = im Fall ; € € gleichbedeutend
ist damit, das a - 0 und bn - ¢ fir n - = gilt.

Wir setzen nunt

Definition 3.0.1 Es sei Q eine offene Teilmenge von T und
¢z ein Randpunkt aus e von . Eine in g holomorphe Funktion ¢
heist y-universell in r (bezlglich ), falls sie folgende
Eigenschaft (T) erfiillt:

Zu jedem JORDAN-Gebiet G und jeder in G holomorphen Funk-
tion f ¢ H(G) existiert eine Folge (rn) von linearen Trans-
formationen ‘n(Z) - anz+-bn, fiir welche gilt:

‘n(G) cQ fiir alle n € N,

rn(G) + ¢ und (¢°Tn)(z) » £(2) fir n + =,
G

Die Ableitung ;' der RIEMANNschen Zetafunktion ist also t-uni-
versell im Randpunkt <. Ferner sieht man, das8 auch jede im
Sinne von BIRKHOFF universelle ganze Funktion (siehe Ab-
schnitt 2.3) r-universell im Randpunkt » ist.

Der folgende Satz geht i.w. auf LUH [32] zurfick.
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Satz 3.0.2 Es sei Q eine offene Menge, ; ein Randpunkt von
2 und ¢ eine in Q@ holomorphe Funktion. Dann gilt:

(1) ¢ ist bereits dann t-universell in {, falls sie die
Eigenschaft (T) nur fiir das Gebiet G = D erfillt.

(2) Ist ¢ t-universell, so gilt:

a) Zu jeder offenen und beschrinkten Menge 0 und jeder

b)

c)

Beweis:

Funktion £ € P(0) existiert eine Folge (rn) linearer
Transformationen Tn(z) = anzlkbn, fiir welche

-rn(O) c o fir alle n € N,

tn(O) - ¢ und (worn)(z) s £f(z) filr n +» =
0

gilt.
Zu jeder kompakten Menge K und jeder Funktion £ € P(K)
existiert eine Folge (Tn) linearer Transformationen
rn(z) = anz+-bn, filr welche

Tn(K) c q fir alle n e N,

Tn(K) -z und ((po-rn) (z) ; f(z) fir n +» o«
gilt.
Zu jeder beschrénkten LEBESGUE-mefbaren idenge E und
jeder meSbaren Funktion £f: E - € existiert eine Fol-
ge (rn) linearer Transformationen rn(z) = anz4-bn,
fir welche

‘l‘n(E) c o fir alle n e N,

1,(E) - T und (wOTn)(z) - £(z) fast iberall
auf E flir n - «

gilt.

1. Die Funktion ¢ erfillle die Bedingung (T) £flr den

Einheitskreis ID. Es sei G ein JORDAN-Gebiet, f eine in G holo-
morphe Funktion und n ¢ N. 2Zu G existiert eine lineare Trans-
formation t(z) = az+b mit 7(G) «D. Nach dem Satz von RUNGE

1
existiert ein Polynom Py mit dH(G)(f’Pn) <35 ¢
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Da nun ¢ in ¢ die Bedingung (7) fir D erfullt, existiert eine
Folge (Tn,m)mEN von linearen Transformationen Tn'm(z)'= 2, mz + bnm -
fur die 'rn'mCD) < qQ fir alle m € N, rn'mCD) + ¢ und
(port ) (z) » (P 01-1) (z) fUlr m - = gilt. Folglich haben wir
n,m p B

n,m
m, € N, so das dH(G) (Pn,on

auch (¢ot o1) (2) ®» Pn(z) fir m » =, und es existiert ein
G

1

n,mno‘l') <§3 gilt, sowie
> = o

m%nlrn‘mn(z)l n, falls ¢ , und ml_e;x I-r“'mn

falls ¢ € €. Betrachten wir die lineare Transformation

T = 1 ot , 80 erhalten wir: ?n(G) = 1 (t(G)) = q,

n n,m, n,m,

~ 1
dH(G) (f,oorn) < dH(G) (f,Pn) +dH(G) (Pn,worn'n\‘ot) < = sowie

() - ¢l

n
min|% (2)| > n, falls ¢ = =, und max|% (z)-t| < &, falls ¢ € c.
d G

Folglich stellt ('?n) die gewlinschte Folge linearer Transfor-
mationen dar, und ¢ ist t-universell in . Damit wurde (1)
gezeigt.

2. Die Behauptungen (2) a)-c) beweist man ganz ana-
log. Dabei ist beim Beweis in Teil c) zu beachten, daf man je-
de auf einer meSbaren Menge definierte meSbare Funktion durch
Polynome im Sinne der fast-ilberall-Konvergenz approximieren
kann (vgl. TOMM~-TRAUTNER [52]). o

Monster sollen nun solche holomorphen Funktionen ¢ genannt
werden, fiir welche im wesentlichen gilt: ¢ selbst, jede ihrer
Ableitungen und jede ihrer Stammfunktionen ist in jedem Rand-
punkt des Definitionsbereiches t-universell.
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3.1 Monster in einfach zusammenh¥ngenden Gebieten

Wir betrachten zundchst spezielle offene Mengen, nimlich
einfach zusammenhdngende Gebiete. Wir definieren mit LUH [32]:

Definition 3.1.1 Es sei 0 * € ein einfach zusammenh&ngen-
des Gebiet und ¢ eine in 0 holomorphe Funktion. Dann heiBft ¢
(holomorphes) Monster auf 0, falls alle Ableitungen ofd)
ftir j € N, alle Stammfunktionen von ¢ der Ordnung j flir j € N
und ¢ selbst in jedem (eigentlichen) Randpunkt ¢ € € von 0
t-universell ist.

Bemerkung 3.1.2 LUH fordert in seiner Definition t-Univer-
salitdt fUr alle Randpunkte, gegebenenfalls auch flir =. Jedes
einfach zusammenhingende Gebiet 0 * T mit Randpunkt = hat aber
diesen Punkt als Hidufungspunkt seines eigentlichen Randes. Ein
direkter Diagonalschluf (siehe LUH [32], Theorem 2) zeigt nun,
daB8 in diesem Fall die 1-Universalit¥t in jedem eigentlichen
Randpunkt die im Punkte « nach sich zieht, so daB wir gegen~
lber LUHs Definition nichts verloren haben.

Von nun an werde unter einem Randpunkt stets ein eigentli-
cher Randpunkt verstanden, wenn nichts anderes gesagt wird.

Wir bendtigen eine Reihe von Lemmata, um die Ergebnisse aus
Kapitel 1 anwenden zu k¥nnen. In LUH [32] findet sich implizit:

Lemma 3.1.3 Es sei 0 # T ein Gebiet und j € N. Ist dann eine
Stammfunktion der Ordnung j von ¢ € H(0) t-universell im Rand-
punkt ¢ von 0, so gilt dies auch fiir jede andere Stammfunktion
von ¢ der gleichen Ordnung.

Beweis: Es seien w1 und wz zwei Stammfunktionen der Ordnung
j von ¢. Dann existiert ein Polynom P vom Grad h8chstens j-1,
so das by = 4+ P gilt. Ist etwa ¥q t-universell im Randpunkt
¢z von 0, so gibt es zu jedem JORDAN-Gebiet G und jeder in G
holomorphen Funktion £ eine Folge (fn) von linearen Transfor-
mationen mit 1n(G) € 0 fur allen €N, 7, (G) > ¢ und
(?1orn)(z) g'f(z)+P(c) fir n » ». Da (Porn)(z) :'P(c) fir n - =

gilt, erhalten wir: (v,o0t.)(2z) = (yj01. ) (2)=(Pot,)(2) ;-f(z) fur

n -+ =, Es ist also auch wz t-universell in . o
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Man beachte, daf im Beweis die Endlichkeit von ¢ entschei-
dend eingeht. Aus diesem Grund wurde in der Definition der
Monster der Punkt = ausgenommen.

Wir definieren nun Operatoren, die fiir die r-Universalitit
von Wichtigkeit sind.

Es sel 0 eine offene Menge und 1(z) = az+b eine lineare
Transformation mit t (D) < Q. Wir betrachten dann den Opera-
tor

H{Q) -~ EWD)

1] » ot

Stetigkeit und Linearit#t von L, sind offensichtlich.

Wir interessieren uns aber nur filr solche Transformationen
v, die D "in die Nihe" des Randpunktes [ abbilden. Deshalb
betrachten wir fUr jedes & > O die Mengen

T(z,6,0) := {1: 7(z) = az+b, (D) < und w%xlt(z)-c{<6).

Versteht sich die Bezugsmenge i aus dem Zusammenhang, so
schreiben wir ktirzer T(t,$8).

Ferner betrachten wir Differentiations- und Integra-
tionsoperatoren:

Fir j EN, sel

3 H(g) - H(q)
DY (j) .
L4 ¢

FUir -j € N setzen wir ein einfach zusammenhingendes Gebiet 0
und einen Punkt z, € ¢ voraus. Dann seien die Operatoren
p73: H(0) - H(0) rekursiv durch

Z
(0" Vo) (z) = fo(z)dz fir z € 0

und %

D7y = p 107 3*Yy) fUr 3 2 2 defintert.
Diese Operatoren liefern spezielle Stammfunktionen. Ein Be-
zugspunkt z, sei dabei im folgenden, wenn nicht gesondert
vermerkt, stillschweigend angenommen.

Die Operatoren p) sind fur j € & offensichtlich linear und
fir J E:mo nach Lemma 2.2.6 stetig. Es gilt aber auch:
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Lemma 3.1.4 Jeder Operator D 11 H(0) - H(0) ist fur j EN
stetig.

Beweis: Es sei K © 0 kompakt und (Ur (z): 4 = 1,2,...,m}
i -
eine endliche tberdeckung von K mit zy € K und u, (zi) c0
i
fr £ = 1,2,...,m. Es seien flir £ = 1,2,...,m rektifizierbare
Kurven Pi in 0 mit Anfangspunkt z, und Endpunkt z; gewdhlt.

Setzen wir 1 = max 1(Pi) und r = max Ty, wobei
i=1,...,m i=1,...,m

1(r,) die Linge von I', ist, so gilt flr z € U_ (z,):
i i r, i

_ z z
10 %) (2)] = |f e()acl < |f o(raz] + |f o(n)aci<
%o Ty 24
< 1(r) max|o(g)| + r, + max_ lo(p)]| <
i T, i U
1 r, %1
< (1+r) * max|o(c) |
K
Dabei ist K die kompakte Menge U r (z,J v U r, . Folglich
i=1 i=1

haben wir max|(D‘1w)(z)| < (l4r) méxlw(c)l. Gilt also
K

®p (z) ?(J fdr n - « flir eine Folge (w ) aus H(O), so gilt
insbesondere o, (z) § O und wir erhalten (D~ w ) (z) = O fiir

K
n - «, Wegen der Linearit¥t wvon D -1 ist damit D-1 und durch

Induktion jeder Operator D-j mit j €N stetig. o

Wir zeigen nun, das Monster spezielle universelle Elemente
sind:

Lemma 3.1.5 Es seli 0 # € ein einfach zusammenhlngendes Ge-
biet und ¢ eine in 0 holomorphe Funktion. Dann gilt:

(1) v ist genau dann t~universell im Randpunkt ¢ von 0,

wenn ¢ universell bezfiglich der Familie X (L )
mEN rET(:
ist.

(2) Es sei {5, n €N} eine in 30 dichte Teilmenge
von 30. Dann ist ¢ ein Monster auf (0 genau dann, wenn
¢ universell beziiglich der Familie
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X (L oDj) 1 ist.

T
neEN T€T(g,_,=)
meEN n'm
jex

Beweis: 1. Ist ¢ t-universell im Randpunkt ¢z von 0, so gibt
es insbesondere zu jeder in D holomorphen Funktion f € H(D)
eine Folge (‘n) von linearen Transformationen mit rnOD) c0
fir alle n € N, "naD) + ¢ und (po‘rnnl;f fir n - =, IstmM €N

fest, so gilt Tn € T(;,%), falls n groB8 genug ist, und wir

erhalten L ¢ - f in H(D) flir n - =, ¢ ist also (Lr) 1 -uni-
Tn 1€ T(C;ﬁ)
versell flir jedes m € N und somit nach Satz 1.3.3 X (L)

T 1,°
universell. mEN €T,y

Es sei nun andererseits ¢ ein X (L) 1 -universelles
mEN T 1€T(¢ ’E)
Element von H({). Nach Satz 1.3.3 ist dann ¢ fiir jedes m €é N

ein (L) 1 -universelles Element. Zu jeder in D holomor=-
T TGT(C;E)

phen Funktion £ € H() existiert somit ein Element T, 2us
1 1
T(g,y) mit 4y m) (f,Lqu;) < i + Wir erhalten eine Folge (1))

von linearen Transformationen mit -rmCD) c 0, rm(D) - ¢ und
‘po-[m(z) w £(2) fir m - «,. Nach Satz 3.0.2 (1) bedeutet dies,
D

dag o r-universell in p ist. Damit ist (1) gezeigt.

2. Ist o Monster auf 0 und {cnz n €N} eine dichte
Teilmenge von 30, so folgt direkt aus dem soeben bewiesenen
vermittels der Sdtze 1.3.1 und 1.3.3, das8 v ein X (L oDj) -

neN TET(L, 1)
mEN Sh'm
universelles Element ist. jE€EZ
Es sei andererseits v ein X (L oDj) 1 -universelles
neN T reTlz, )
mEN
jeZ

Element. Nach den Sitzen 1.3.1 und 1.3.3 und (1) ist dann D3
t-universell im Randpunkt n fiir alle j € Z und n € N. Es sei
nun ¢ ein beliebiger Randpunkt von O und j € Z. Weiter seli G
ein JORDAN-~Gebiet und f eine in G holomorphe Funktion. Dann
gibt es zu ¢ > O zunlchst ein n € N mit |¢ -cni < 7‘ und sodann,
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da Dj in cn t-universell ist, eine lineare ?ransformation T

mit 1 (G) =« 0, mgx|1(z)-z | < % und d )((Djw)or,f) < ¢. Folg~
G

H(G
lich gilt auch max|1(z)-;|< maxlr(z) - 1+|c -¢|<¢. Da e > O,
G

das Gebiet G und f € H(G) beliebig waren, ist Djo fiir jedes

} € Z t-universell in jedem Randpunkt ¢ von 0. Da Djw fur

j < O eine spezielle Stammfunktion der Ordnung j von ¢ ist,
folgt nun (2) mit Hilfe von Lemma 3.1.3. o

Fiir die nach (2) Monster auf ¢ charakterisierende Familie
schreiben wir

Ay t= X (LoD ; .
meN T T€T(gprgr0)
nelN
jez

Bemerkung :3.1.6 Es sei an dieser Stelle vermerkt, das man auch
den von LUH in [29] eingeffihrten verallgemeinerten Begriff der
cluster set CK(w,;,g) durch den Begriff der Universalitit
charakterisieren kann. Es sei @ eine offene Menge, r ein Rand-
punkt aus & von f und ¢ eine in o holomorphe Funktion. Flr
kompakte Mengen K versteht man dann unter der cluster set
CK(w,;,Q) die Menge aller Funktionen f € P(K), flir welche eine
Folge (fn) linearer Transformationen r,(z) = a z+b, existiert
mit Tn(K) c q fir alle n € N, Tn(K) - ¢ ung (wotn)(z) ; f(z)

fiir n - «, Es ist klar, da8 jede Menge CK(w,:,Q) eine abge-
schlossene Teilmenge von P(K) ist.

Wir betrachten fiir jede kompakte Menge K und jede lineare
Transformation T mit t(K) € R den Operator
K H(Q) ~ P(K)

T ® » ot .
sowie fiir § > O die Mengen T (¢,$,8) ={t: (z) = az+b,

t(K) < g, max|t(z)-¢|<$, falls ¢ € € wad min|t(z)| >, falls
X X
[ =)

Man zeigt nun genau wie im Beweis zu Lemma 3.1.5 folgende
Charakterisierung von Cy (g, g/0):
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Es ist Cyg(v,%,R) die grtste abgeschlossene Teilmenge von P(X),
beztiglich der ¢ fir alle m € N ein (L\)
Element ist.

K 1 -universelles
t€T (c,ﬁ,n)

Zum Nachweis der Existenz von holomorphén Monstern stellt sich
nun angesichts der Sdtze 1.2.2 und 1.3.3 die Aufgabe, fir jede
Familie (L,oDd) cr(( ;o) Mt 3 €Z, § >0 und ¢ im Rand von 0
die Graphenbedingung zu beweisen. Im Hinblick auf Abschnitt 3
zeigen wir hier gleich mehr.

Wir denken uns 0 in ein gr®Beres Gebiet Q eingebettet, das nitht
einfach zusammenhingend sein muB8, und es sei [ ein gemeinsamer
Randpunkt von 0 und Q.
Es bezeichne wieder
0 H(Q) - H(O)
Q- L ‘Dlo
die stetige und lineare Einbettung von H(Q) in H(0).

Dann erhalten wir als zentralen Satz dieses Kapitels:

Satz 3.1.7 Es sei Q ein Gebiet, 0 ¢ Q ein einfach zusammen-
h&ngendes Gebiet und ; ein Randpunkt von 0 und Q. Fir jedes
J €EZ und § > O erfillt dann die Familie aller Abbildungen

H(Q) -~ H(D)

j .0
L oD70i_ :
T a o = Dj(wlo)or

mit <t € T{¢,8,0) die Graphenbedingung.

Beweis: Es selen § > O und ¢ € 30Nn3Q fest gewshlt.

1. Es sel (Kn)n ew eine Aussch¥pfung von Q mit kom-

pakten Mengen derart, daBs gilt: Kn c Kn+1 fir n E:mo, ngo Kn = Q
und jede e—z:sammenhangskomponente jeder Menge Kg enthilt ein
Element aus T\Q (siehe RUDIN [46], 13.3). Es sei ohne Be-
schrénkung der Allgemeinheit der Bezugspunkt z, der Operatoren
Dj (j < 0) 4in Ko enthalten.

Es sei n eine natiirliche Zahl. Da { Randpunkt von 0 und von

Q ist, kann man eine lineare Transformation rn(z) = anz+-bn
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wihlen, fiir welche t_(3.1) <O\K und max|t_(z)-¢| <$§ gilt.
n n+1 D B

Dabei stehe flir eine Teilmenge E von € und p > O die Bezeich-

nuno p-E flr die Menge {pz: z € E}. Es ist somit T, € T(z,6,0).

Da 7, (2D) eine zusammenhlngende Teilmenge von Kn ist, liegt

sie 1n genau einer ¢- -Zusammenhangskomponente, etwa V , von K . Offen-
sichtlich ist dann auch V \1 (2D) zusammenhangend Nach der
Konstruktion von (Kv)vabenthalt V einen Punkt von e\n, also

auch V \1 (2D), well L (2D) in Q enthalten ist. Insgesamt
ist also K, = K Uty (ZJD) eine in Q liegende kompakte Menge
derart, daB jede e-Zusammenhangskomponente von ?c ein Element
aus e\n enthdlt.

2. Es sel nun eine in Q holomorphe Funktion ¢ und ein
Polynom P € H(D) gewdhlt. Flr jede natlirliche Zahl n € N seil
Qn ein Polynom, fiir das

1

i = porl?, falls 3 2 0, wna @ = (®ox;") ™I, fal1s 3 < 0

gilt.
Die Funktion

0
elz) fir z € Kn+1

Wn(z) =
Q (z) fir z € T (3'D)

ist holomorph in & n+1 Y Tn (3D), weil T 3D nk a1 leer ist.
Beachtet man nun, das jede e-Zusammenhangskomponente von

(K U, (ZJD» ein Element aus C\Q enthdlt, so existiert nach
dem Satz von RUNGE eine rationale Funktion ®n mit Polen in
ﬁ\n, also elne in @ holomorphe Funktion, mit

la_!
1 n
max | (z)=p_(2)] <« = - min (1, —) .
Rn n n n Z’ljll
Es gilt also
max |e(z)-0_ (z)| <‘%
n
lanlj
und max 1, () =0, (2) | <E'2-| T -

Tn (2 D)
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3. Es sei nun zundchst j > O betrachtet. Dann folgt
mit der CAUCHYschen Ungleichung bei Integration tiber den Rand
von -rn(2 D):

max|P (2)-9{3 (x_(2))] = max_ | (Por;") (2)=0 3 (2)| =
D

n

= max_ | (Q o) 3 (z)| <

rnﬁ)

it 1 -
< e2.]a | +2n- +max Q(z)-p_(2)|<
< 22 2yl 2 lan|3+| rn(z.:—n)l n
-y

®
Insgesamt erhalten wir: ¢ (z) © o(z) und (( n|0)(j)o-rn)(z) ® P(z)
Q D

fir n - =,

Da die Polynome dicht in H(D) liegen, folgt nach Bemerkung
i o0
1.2.3 die Graphenbedingung fiir (L1°D 019)167((,6'0) im Fall
j 2o.
4. Es werde nun der Fall j < O betrachtet. Nach 2.
erhalten wir
]
oec=Ty (=3) (1L 1,121
max [t 3 (@)-o ()| < o —5— .
n
Es existiert ein Polynom R, vom Grad < -3j, so das
(v) ‘ =1, (v)
(Dj“’n+Rn) (b)) = (Por )b ) fUr v = 0,1,...,-5=1 gilt.
Es folgt

- - 1a,

max_ | (Po-rn1-Dj¢n-Rn)( 3 (2) | < %—?—— .

x 1)

Fiir jede Funktion h ¢ A(tn D)) mit h' € A(Tn D)) und h(bn) =0

gilt die Abschitzung

T,

z
max_ |h(z) | = max_ | [h'(g)dg|c ja |° max_ |h'(g) | .
o D) T, gn T, @)

Durch (-j)-fache Anwendung erhalten wir

max_ |(Po<;'-Dig ~R ) (2) | < g .

1, D)
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Zum Beweis der Graphenbedingung ist nun noch das Einfligen eines
Korrekturterms zur Beseitigung von Rn notwendig. Wir betrachten
dazu die auf Rn+1Urn(3-D) holomorphe Funktion

0o falls z € %n+1

pn(z) =
Rn(z) falls z € tn(3o:D) .

Wie in 2. gibt es dann nach dem Satz von RUNGE eine Folge ]
- < =
(°n,m)me:N von in g holomorphen Funktionen mit maxlgn’m(z) pn(z)l n

fiilr m ¢ WN.

Es sel dn = ma:s6 | 2-24- Nach Lemma 2.2.6 sind die Abbildungen
)

n

Q 0
o JHRD - k)

D": fir v = 0,1,...,~J

h * h(v)

stetig. Da 9, m(z) » O flir m - » gilt, existiert eine natir-
’

n
liche zahl m, > 2n, so das £ur G = o, gilt:

max |3V) (2)| < gt+min (1,———2%—;) £Or v = 0,1,...,-3.
K _, (-3)-a?

Es sei Sn ein Polynom vom Grad < -3j, fUr das gilt:
slz) =gz )  fur, = 0,1 -3=1
n o “n ° v threery

ist, gilt |Sx§“)(z°)| < 2%——“—'—— , und flr

Da z_ e K "
(-3)-ay

[¢] n-1

zZ €, D) erhalten wir

(v)
-j-1 |8 (z.) |
s (z)| < =t n [o]
| n l = vmo

-z ¥ ¢ =&
v! ‘IZ zol —<'2n *

Wir zeigen nun, das oy " 'J,‘ri'j) dlie gewlinschte Korrekturfunk-
tion ist.

Es ist DI on = Dj(D-j'an) = .S, sovie
max |4, {(z)| = max |’Jr£-j)(z)| < -21; .
n-1 l(n-1
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Wegen Dj¢n = $n- s, = on,mn-sn und m_ > 2n erhalten wir wei-
ter

b : 1 1
max_ |D”¢ (z)-R (z)| <max |g (2)=R_(z) [+max_ [S_(2)|<s=+5— =
: D) n n ) o) "My n Tnﬁ) n 2n 2n

Insgesamt folgt nun

1
l!l(lax |¢n(z)+¢pn(z)-w(z)l_<_xlt(lax lon(z)|+nl\(ax|wn(z)-m(z)| <q

n-~1 n-1 n
und

max )|nj(¢n+wn)(z)-por;1(z)|sr;mas)IPor;‘(z)-njwnm-nn(z)l +

n n

-p3 2
'“:”fﬁ)an(Z) D ()| < & .

n
Es folgt, das (¢,+o,) (2) "5 (z) wd (Dj(on'*wn)orn) (z) ;) P(z) fir

n + » gilt, was wieder die Graphenbedingung fiir die Familie
3 40
(LTOD OiQ)TGT(CerO) impliziert. o

Im Falle g = (0 erhalten wir nun sofort:

Satz 3.1.8 Es sei (0 # T ein einfach zusammenhingendes Ge-
biet. Dann existieren holomorphe Monster auf (. Die Menge al-
ler holomorphen Monster auf ( hat ein Komplement von 1. Kate-
gorie in H(Q).

Beweis: Nach Satz 3.1.7 erfiillt jede Familie (L oDj)

—_— . T 1€T(g,6,0)
fir 7 € 30, 6§ > O und J € 2 die Graphenbedingung, also nach
Satz 1.3.3 auch A%- Da nach Lemma 3.1.5 die Monster genau die
A%-universellen Elemente sind, folgt die Behauptung aus Satz
1.2.2. a

Bemerkung 3.1.9 Ein genaueres Studium des Beweises zu Satz
3.1.7 lehrt folgendes: Legt man zu jedem &, aus einer dichten
Randmenge eine Folge ("n,\,)vGJN mit Tay D) e 0 fir v € N und

@) - ¢ fir v - «» a prioril fest, so gibt es spezielle
v

‘l’n’

1
n



- 68 ~

Monster, die das gewlinschte Approximationsverhalten entlang

dieser vorgegebenen Mengen (Tn ) besitzen, und auch
’

V,n€N
die Menge dieser Monster hat ein Komplement von erster Katego-
rie in H(0). (LUH konstruierte in [32] gerade ein derartiges
Monster,) Insbesondere kann man die Mengen Tn,vaD) so ein-
richten, das sie einer Wachstumsbedingung geniigen, etwa

P
sup leg=gl =0 ( dnf -, |7) frv -
c1'261n,v®) ;1611’!,\'
czeao

und alle n € N, wobeli p > O ein vorgegebener Parameter ist.

Die cluster sets, die sich bei derartiger Einschrinkung an die
Zugangswege zum Rand ergeben, wurden von GAVRILOV, KANATNIKOV
und PIGHETTI ([13], [23), [24]) untersucht.
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3.2 Monster in offenen Mengen mit einfach zusammenh&ngenden
Komponenten

Jede offene Menge zerflllt in h8chstens abzi#hlbar viele Zusam~
menhangskomponenten. Sind diese einfach zusammenh&ngend, so kann
man auf sie die Betrachtungen des letzten Abschnitts anwenden.

Definition 3.2.1 Es sel 0 # @ eine offene Menge mit einfach
zusammenh&ngenden Komponenten 0v (v =1,2,.,.). Eine in 0 holo-
morphe Funktion ¢ heift (holomorphes) Monster auf 0, falls fir
jede Komponente Ov die Einschridnkung wlo ein Monster auf Ov ist.

v

Bemerkung 3.2.2 Diese Definition ist echt strikter als die
von LUH [32], bei der 1-Universalit¥t aller Ableitungen und al-
ler Stammfunktionen in jedem Randpunkt aus & gefordert wird. Ein
direkter DiagonalschluB zeigt, das aieses fiilr Monster gem#B8 obi-
ger Definition gilt (siehe LUH [32), Theorem 2); jedoch zeigt
die auf (:= (z: Re 2z # O) definierte Funktion

0 falls Re z > O
y(z) =
¢(z) falls Re z < O

mit einem Monster y auf {z: Re z < O}, daB8 LUHsche Monster keine
Monster im Sinne obiger Definition zu sein brauchen. Es sei aber
angemerkt, das LUH in [32] ein Monster im obigen Sinne konstru-
ierte.

Satz 3.2.3 Es sel 0 # € eine offene Menge mit einfach zusammen-
hdngenden Komponenten Ov (v =1,2,,..). Dann gilt:

(1) Eine in 0 holomorphe Funktion ¢ ist genau dann ein Monster
auf (0, wenn ¢ universell ist bezliglich der Familie

0
Nyem Xy o) .
\Y v
(2) Die Familie Ag erfillt die Graphenbedingung.
Beweis: 1. Nach Definition 3.2.1 und Lemma 3.1.5 ist ¢ genau

dann ein Monster auf , wenn jedes ”io eine A% =-universelle
Funktion ist (y = 1,2,...), also nach Satz 1.3.1 und Satz 1.3.3
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genau dann, wenn ¢ ein X (Ao oio )-universelles Element ist.
Das beweist (1).

0
2. Jede Abbildung 10" ist surjektiv, offen und ste-
tig. Also folgt aus Satz 1.3.1 mit Hilfe der Si¥tze 1.3.3 und
3.1.5, das Ag die Graphenbedingung erfiillt. Das beweist (2). o

Satz 3.2.4 Es sei 0 » € eine offene Menge mit einfach zusam~
menhdngenden Komponenten. Dann existieren holomorphe Monster
auf (0. Die Menge aller Monster auf 0 hat ein Komplement von
1. Kategorie in H(0).

Beweis: klar mit Satz 1.2.2 und Satz 3.2.3. o

Zusammen mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.2 erhalten wir
nun:

Satz 3.2.5 Es sei (0 # C eine offene Menge mit einfach zusam-
menhdngenden Komponenten. Dann existiert eine in (¢ holomorphe
Funktion ¢ mit folgenden Eigenschaften:

(1) ¢ ist ein holomorphes Monster auf 0.
(2) v hat universelle Ableitungen.
(3) Es gibt eine Folge (nk), so das gilt.

(a) FUr alle ; ¢ 0 konvergiert ( z 9———i5— hbz))

v=0

keli
pakt auf 0 gegen y(z).

(b) Ist 0 * € und U eine offene Teilmenge von 0° mit
einfach zusammehhiingenden Komponenten, so gibt es zu
jeder in U holomorphen Funktion f eine Teilfolge

% m__(.:). B
(V1 em VOR (mdye gy 80 Gas ‘ Lo (z=2) Ve
fir alle ; € 0 kompakt auf U gegen f(z) konvergiert.

Die Menge solcher Funktionen hat ein Komplement von 1. Katego-
rie in H(0).

Beweis: folgt direkt vermittels Satz 1.3.3 aus den SHtzen 3.2.4,
2.2.11 und 2.2.8. o
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3.3 Monster in allgemeinen offenen Mengen

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall beliebiger offener
Mengen und zeigen zun#chst, das eine direkte tbernahme der
Definition von Monstern aus Abschnitt 3.1 nicht m8glich ist.

a) Ergebnisse negativen Charakters

Bekanntlich hat in nicht einfach zusammenh&ngenden Gebieten
nicht jede holomorphe Funktion eine Stammfunktion. Genauer
gilt:

Satz 3.3.1 Es8 sei R eine offene Menge, die eine nicht ein-
fach zusammenhdngende Komponente besitzt. Dann ist die Menge
aller in Q@ holomorphen Funktionen, die eine Stammfunktion be-
s;tzen, nirgends dicht in H(Q).

Beweils: Es bezeichne §(Q) die Menge aller in Q holomorphen
Funktionen mit einer Stammfunktion in Q. Da Q eine nicht ein-
fach zusammenhéngende Komponente besitzt, gibt es ein z, ¢ Q
und eine geschlossene rektifizierbare JORDAN-Kurve I in ¢,

1 1
die z, in ihrem Inneren enthdlt. Es ist also il { g, dg = O,

und die Funktion f(z) = ist eine in g holomorphe Funktion

z=-2z
o
ohne Stammfunktion. Es sei nun ¢ € S(Q). Dann kann
wn(z) s w(z)+—% = (n € N) keine Stammfunktion besitzen.
(]
Andererseits gilt: mn(z) w y(z) fir n - =. Folglich hat S(Q)
keine inneren Punkte. fQ

Bekanntlich hat eine in @ holomorphe Funktion eine Stammfunk~-
tion genau dann, wenn ihr Integral ilber jede geschlossene rekti-
fizierbare JORDAN-Kurve in q verschwindet. Letztere Eigenschaft
bleibt aber unter kompakter Konvergenz erhalten, so das S(p) ab-
geschlossen ist.

Insgesamt ist S(n) also nirgends dicht. Q

Bel direkter Ubernahme von Definition 3.1.1 bzw. Definition
3.2.1 wdre also die ilenge der Monster nirgends dicht. Wir zei-
gen, daB sie sogar leer wire, da in Gebieten holomorphe Funk-
tionen, die Stammfunktionen beliebiger Ordnung haben, in even-
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tuelle "L8cher" fortgesetzt werden k¥nnen, an deren Rindern
also nicht t-universell sein kdnnen. Wir ben8tigen dazu fol-
genden Hilfssatz:

Lemma 3.3.2 Es sei Q ¢ € ein Gebiet. Dann gibt es eine

Folge (On)nezN von Mengen mit folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes On ist disjunkte Vereinigung endlich vieler JORDAN-Ge-
biete, deren Rénder rektifizierbar sind und in Q liegen.

flr neNundgqec U (¢ .

(2) Es gilt On c 0 ey U0

n+1

(3) 5 1= U 0n ist das kleinste einfach zusammenhingende
n=1
Gebiet, das ¢ umfast.

Beweis: Zu jeder natfirlichen Zahl n betrachten wir eine Zer-
legung des Quadrats {x+iy: |[x| £ n, |y| s n} in abgeschlossene
Quadrate Q1 der Kantenldnge ;— . Es gei A 1= U (qn’i: 9,1 < Q)

und K die Menge A , vermehrt um alle Quadrate q it die ganz
von A umschlossen sind, A ist Vereinigung endlich vieler
Polyeder, deren Rénder in n liegen und die paarweise h8chstens
Ecken gemeinsam haben. Schlieflich sei 0n das Innere von Xn.
Man iberlegt sich leicht, das (1) und (2) gilt.

Wir betrachten nun 8:= U On. Diese Menge ist wegen (1) und
n=1
(2) eine offene, o umfassende Menge. Da offenbar jede Menge

0, U @ zusammenhingend ist, folgt aus U1(0 ua) = & und

Op U@ €0,,q U Q fir n € N, da8 auch ¥ Zusammenhdngend ist.
SchlieBlich sei r eine geschlossene JORDAN-Kurve in §. pann
gibt es ein meN mit 1 < 0 . Wegen (1) liegt dann auch das
Innere von r in 0 , also in 5 und § ist einfach zusammenhin-
gend. Ist 2 ) ein weiterel 0 umfassendes einfach zusammenhén-
gendes Gebiet, so muB Q0 die Rinder der JORDAN-Gebiete der

0n (n € N) umfassen, also auch diese Gebiete selbst, folglich
auch on' und somit gilt g 2 g. ¥ ist daher das kleinste ein-
fach zusammenhdngende o umfassende Gebiet. o

Demgem#f k&nnen wir definieren:
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Definition 3.3.3 Es sei Q « T ein Gebiet. Das kleinste ein-
fach zusammenhingende Gebiet, das Q@ umfaBt, heist einfach zu-
sammenhingender Abschlu8 von Q@ und wird mit & bezeichnet.

Damit sind wir in der Lage, den angekiindigten Satz zu bewei-
sen:

Satz 3.3.4 Es sel Q ein Gebiet und f eine in Q holomorphe
Funktion. Hat f Stammfunktionen beliebiger Ordnung, so kann sie
auf den einfach zusammenhdngenden Abschlus 8 von @ holomorph
fortgesetzt werden.

Bewels: 1. Es seli T eine rektifizierbare geschlossene JORDAN-Kur-
ve in Q. Ist n = O, so gilt J f(()znd: = O, weil f eine Stammfunk-
tion hat. Es seil nun n € N,und filr v € N sei F, eine Stammfunktion
der Ordnung v von f£. Dann gilt fUr [ € Q und m € N:

EE (@™ = F (0 M (0"
und wir erhalten durch Integration Uber r die Beziehung

m m-1
{Fv-1(:) ¢ dg m{ F (g)go ‘do .

Durch n-fache Anwendung erhdlt man:

[ £@"ag = (-1Tnte [ F (g)dg =0,
r r

weil auch Fn eine Stammfunktion hat.
Die Funktion f hat also die Eigenschaft: | f(g)g"dg = O fur
alle n € N. r

Eg folgt nun aus dem Satz von GOLUBEW-PRIWALOW (siehe PRIWALOW
(41], p.145), das

g(z) := E%T { 5%5% d; fir z im Inneren von T
eine Fortsetzung von f in das Innere von r liefert.
2. Es sei § der einfach zusammenhlingende Abschlus von

2 und (on)n eN eine Ausschdpfung von § mit den Eigenschaften
(1) und (2) von Lemma 3.3.2. Wendet man 1. auf die Rinder der
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JORDAN-Gebiete der On an, so sieht man, das man f nach On
fortsetzen kann. Da fir m > n aber 30 < 3hf1n gilt, stim-
men auf 0n die Fortsetzungen von f fiir Om und 0n (m > n)
{iberein. So erh#lt man eine Fortsetzung von f auf . o

Satz 3.3.5 Ist Q ein nicht einfach zusammenhingendes Gebiet,
so gibt es keine auf Q holomorphe Fuhktion, die samt allen ih-
ren Stammfunktionen in jedem Randpunkt von Q@ t-universell ist.

Beweis: 1Ist ¢ holomorph in © und hat sie Stammfunktionen be-
liebiger Ordnung, so ist sie nach Satz 3.3.4 auf den einfach
zusammenhdngenden AbschluB ! von Q fortsetzbar. Da Q nicht ein-
fach zusammenhdngend ist, schneidet g sowohl Q als auch Qc, al-
s0 auch den Rand von Q, da 5 ein Gebiet ist. In r € aan st
¢ also stetig nach  fortsetzbar und somit dort nicht t-uni-
versell. o

b, Definition und Existenz holomorpher Monster in allgemeinen
offenen Mengen

Wir haben gesehen, daB man Definition 3.1.1 nicht direkt auf
beliebige Gebiete verallgemeinern kann. Es ist aber zu beachten,
dag das an der zu starken Forderung scheitert, die Funktion
mdge auf dem Gebiet @ Stammfunktionen beliebicer Ordnung haben.
also einer globalen Forderung. Andererseits ist aber t-Univer-
salitdt von der Idee her nur eine lokale Eigenschaft. Da nun
holomorphe Funktionen auf einfach zusammenhingenden Teilgebie-
ten ihres Definitionsbereichs stets Stammfunktionen besitzen,
wird man darauf gefilhrt zu fordern, daB8 es zu jedem Randpunkt ¢
von @ ein einfach zusammenhingendes Teilgebiet 0c von Q mit g
als Randpunkt gibt, so daB jede Stammfunktion von ¢ auf 0
in 7 t~universell ist. Dabei stellt sich die Frage, EE_EEEUber-
haupt stets ein einfach zusammenh#ngendes Teilgebiet 0c gibt
mit ¢ € 30‘. Wir zeigen hier sogar mehr:

Satz 3.3.6 Es sei Q ein Gebiet. Dann gibt es ein einfach zu-
sammenhéngendes Gebiet 0 < 9, so daB jeder Randpunkt von Q auch
Randpunkt von 0 ist: 3Q < 30.
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Bewelis: Es sel (cn= n=1,2,...}) eine im Rand von Q dicht
liegende Teilmenge des Randes und (En)nEN eine Folge aus
(;nz n=1,2,.) mit der Eigenschaft, das jeder Punkt g, unend-
lich oft vorkommt (v = 1,2,...). Wir definieren induktiv be-
schrinkte éinfach zusammenhdngende Gebiete 0n (n € N) mit fol~

genden Eigenschaften:
Op-q €0, < 5n c Q. 52 ist zusammenh#ngend, und es gibt ein

1
< = .

zZ_ € On mit Izn_znl a

n
Es sel 0y = @.

Es seien 00’01""’0n-1 mit den angegebenen Eigenschaften kon-
struiert. Dann ist 5;_1 eine kompakte Teilmenge von Q, und es

existiert ein Punkt z, € 9{5 -1 mit |zn-?n| < % , sowie ein
€,>0 mit U, (z <@ und § l i n U = . Dann ist U, izni U Un-1
n

eine kompakte Teilmenge von Q mit zusammenhangendem Komplement,
80 daB es nach Satz 2.2.4 ein beschriénktes einfach zusammenh#n-

gendes Gebiet ¢_ gibt mit U (z ) u O c 0 c0. cq, wobei
n €, 1 n-1 n n

c zusammenhdngend ist. Da noch z, € 0n ist, hat 0n die ge-

0
n
wilnschten Eigenschaften.
Wir setzen nun (0 = uy on' 0 ist offen und zusammenhdéingend,
n=1
da dieses flr jedes 0, gilt und n 0n nicht leer ist. Ist T
n=1
eine geschlossene JORDAN-Kurve in (¢, so gibt es ein m € N, so

daB bereits r c O gilt, weil r kompakt ist. Aber 0m ist ein-
fach zusammenhéngend. Also gehdrt auch das Innere von T zu Om,
also auch zu (. Folglich ist auch ( einfach zusammenh#ngend.
Es sel schlieBSlich ; ein Randpunkt von g. Dann gibt es zu

e >0 einm ENmit |¢-¢ m| < f und somit nach Konstruktion

von ('E)einnENmit =%, | <% uwdn >%

Da |z -7, | <- < % gilt, folgt |z -g|<¢, und weil ¢ > O be-
liebig war, gilt ¢ € 0. Wegen 0 c @ gilt aber auch g € OF,
somit haben wir rejo0.

Insgesamt erfiillt 0 die gewlinschten Bedingungen. o
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Die Aussage dieses Satzes ermglicht uns die folgende

Definition 3.3.7 Es seli Q # T offen und ¢ eine in @ holo-
morphe Funktion.

(1) Ist Q@ ein Gebiet, so heiBt ¢ ein (holomorphes) Monster
auf o, falls zu jedem Randpunkt ¢ von @ ein einfach
zusammenhéingendes Teilgebiet 0c von @ mit ¢ als Rand-
punkt derart existiert, das QIOC samt allen Ableitun-
gen und allen Stammfunktionen (bezlglich Oc) t=-univer-
sell in ; ist.

(2) ¢ heiBt (holomorphes) Monster auf @, falls fiir jede Zu-
sammenhangskomponente Q, (v =1,2,...) von Q die Funk-
tion ®| ~ ein Monster auf o ist.

\Y
Wir zeigen zun#chst, daB8 diese Definition jene aus Abschnitt
3.2 verallgemeinert.

Satz 3.3.8 Ist 0 # C eine offene Menge mit einfach zusammen-
hiéngenden Komponenten, so stimmen Definition 3,3.7 und Defini-
tion 3.2.1 Uberein.

Bewels: Offensichtlich gentigt es, die Ubereinstimmung von
Definition 3.3.7 (1) mit Definition 3.1.1 nachzupriifen. Es sei
also ¢ ein einfach zusammenhéingendes Gebiet.

1. Ist ¢ auf 0 ein Monster nach Definition 3.1.1,
so wdhle man als Teilgebiet 0c fiir jeden Randpunkt gerade 0
selbst, und wir erhalten ein Monster nach Definition 3.3.7.

2. Ist p auf 0 ein Monster nach Definition 3.3.7,
80 ergibt sich aus Definition 2.0.1 sofort, da8 ¢ ein Monster
nach Definition 3.1.1 ist, weil jede Ableitung und jede Stamm—
funktion von ¢ auf einem Teilgebiet 0c 2zu einer Ableitung be-
ziehungsweise einer Stammfunktion von ¢ auf ganz 0 fortgesetzt
werden kann. o
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Ebenso ist klar, das8 man, was die Ableitungen anbetrifft,
Definition 3.1.1 (beziehungsweise Definition 3.2.1) direkt
hétte Ubernehmen k&nnen:

Satz 3.3.9 Es sel ¢ Monster auf der offenen Menge 0 * C.
Dann ist flir jedes j € Ny und jede Zusammenhangskomponente

Q von @ die Funktion ¥ t~universell in jedem Randpunkt

lg

von q . v
vV
Bewels: wie im zweiten Beweissachritt von Satz 3.3.8. o

Kommen wir zur Existenz von Monstern:

Satz 3.3.10: Es sei g » T eine offene Menge und ¢ eine in @
holomorphe Funktion.

(1) 1Ist Q ein Geblet, {zqa¢ n = 1,2,...}) eine in g dich-

te Teilmenge von 3q und ¢ ein einfach zusammenh¥ngendes
Teilgebiet von g mit 3q < 30, 8o iB8t ¢ ein Monster auf Q,

falls sie beztiglich der Familie A= X (L_toDjoig)
n 1
meN TET(cnIEIO)
jez

universell ist, und Ag erflillt die Graphenbedingung.

(2) 8ind Qv (v = 1,2,...) die Zusammenhangskomponenten von
Q, 8o ist ¢ ein Monster auf Q, falls sie beziiglich der
Familie

1]
Mo x WMoty

@ v a, @
universell ist, und A? erfillt die Graphenbedingung.

Beweis: 1. Es sei zundchst o ein Gebiet. Ist y universell

beztiglich s = x (LoDIo1?) , 80 ist nach den Sit-
I e )
n’m’
melN
jek

zen 1.3.3 und 1.3.1 sowie Lemma 3.1.5 (1) die Restriktion ®|
in jedem Randpunkt g, samt allen Ableitungen und allen Stamm-
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funktionen (bezilglich () r-universell. Ein Diagonalschlus
wie im Beweis von Lemma 3.1.5 (2) zeigt nun, das8 das gleiche
in jedem Randpunkt [ von Q gilt. Somit ist ¢ ein Monster auf Q.

Nach Satz 3.1.7 folgt mit Satz 1.3.3, das Ag die Graphenbe-
dingung erfiillt. Das beweist (1).

2. Der Beweis von (2) erfolgt analog zum Beweis
von Satz 3.2.3. o

Satz 3.3.11 Es sei 9 ¢« T eine offene Menge. Dann existie~-
ren holomorphe Monster auf 9. Die Menge aller Monster auf Q
hat ein Komplement von 1. Kategorie in H(Q).

Bewels: Nach Satz 3.3,.10 (2) erfiillt die Familie Ag die
Graphenbedingung, und jede Ag—universelle Funktion ist ein
Monster. Mit Satz 1.2.2 folgt nun die Behauptung. o

Kehren wir nochmals zu dem Versuch einer direkten Verallge-
meinerung von Definition 3.2.1 beziehungsweise Definition 3.1.1
auf beliebige offene Mengen q # & zurlick. Nach Satz 3.3.5 kann
keine in @ holomorphe Funktion i-universelle Stammfunktionen
beliebiger Ordnung haben. Immerhin erhalten wir aber als leichte
Folgerung aus der Existenz von Monstern:

Satz 3.3.12 Es sel Q * T eine offene Menge und N eine natiir~
liche Zahl. Dann existiert eine auf @ holomorphe Funktion ¢ der-
art, daB flir jede Zusammenhangskomponente Qv (v = 1,2,...) von
9 die Restriktion ¢|Q samt allen Ableitungen ("IQ y (3) (J eN)

und allen Stammfunktignen bis zur Ordnung N in jedenyRandpunkt 14
von Q, t-universell ist. Ist nicht jede Komponente von @ einfach
zusammenhldngend, so ist die Menge dieser Funktionen nirgends
dicht in H(g).

Beweis: Im Fall einer offenen Menge mit einfach zusammenh&n-
genden Komponenten erfiillt jedes Monster die geforderte Bedin-
gung, und es ist nichts zu zeigen.
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Andernfalls sei ¢ ein Monster auf Q, dessen Existenz durch
Satz 3.3.11 gesichert ist. Wir behaupten, das dann die Funk-
tion y := w(N) die geforderte Bedingung erfiillt. Nach Satz

3.3.9 ist fiir jede Zusammenhangskomponente Qv von Q@ die Funk-
(N+3)
IQ r-universell in jedem Randpunkt ¢ von Q,, und

\Y
zwar fir jede ganze Zahl j > -N. Flr j > O ist also jede Funk-
(j)[

tion ¢

tion ¥ Qvi-universell in jedem Randpunkt ; von Q,-. Flir

“N < j<Odist® |g eine spezielle Stammfunktion der Ord-
nung -3 von y. v

Mit Lemma 3.1.3 folgt nun, daB jede Stammfunktion von y bis
zur Ordnung N in jeder Zusammenhangskomponente auf dem gesam-
ten Rand t-universell ist. Also erfillt y die geforderte Be-

dingung. Die letzte Behauptung des Satzes folgt aus Satz 3.3.1.

KANATNIKOV ([23], [24]) untersuchte das Randverhalten mero-
morpher Funktionen. Er zeigte im wesentlichen, dag zu jeder
offenen Menge o meromorphe Funktionen ¢ ixistieren mit folgen-
der Eigenschaft: Zu jedem Randpunkt ¢ € € von Q, zu jedem

JORDAN-Gebiet G und jeder in G meromorphen Funktion f exi-
stiert eine Folge (rn) von linearen Transformationen
rn(z) = az+b , fir welche gilt:

1,(6) = o fUr alle n € N,

-rn(G) - ¢ und (worn)(z) o £(2z) filr n + «.
G

Dabei ist die Konvergenz von (worn)(z) gegen £(z) im Raum é

zu verstehen. Er zeigte zudem, dag die Menge derartiger Funk-
tionen ein Komplement von 1. Kategorie hat im Raum aller auf o
meromoxphen Funktionen, der in natiirlicher Weise mit einer
Topologie versehen ist.

Man kann ohne Schwierigkeiten analog zu den Betrachtungen in
Abschnitt 3.1 eine Familie von Operatoren angeben, die als Men-
ge der universellen Elemente gerade die von KANATNIKOV betrach-
teten Funktionen hat und die die Graphenbedingung erfilllt.



- 80 -



- 81 -

Literaturverzeichnis

[ 1] Alexits, G.: Konvergenzprobleme der Onthogonalreihen. VEB Deutscher
Verlaqg der Wissenschaften, Berlin, 1960. ’

[2) Aversa, V.; Carrese, R.: Una primitiva universale per funzioni
di pid variabili. Rend. Cire. Mat. Pakermor (2) 32 (1983),
no. 1, 131-138. MR 85b: 26012,

[ 3] Bagchi, B: A joint universality theorem for Dirichlet L-functions.
Math. 7. 181 (1982), no. 3, 319-334. MR 84c: 10038.

(4] Bauer, H.: Wahascheinbichkeitstheorie und Grundzige der MaStheorie. Dritte
Auflage. Walter de Gruyter, Berlin - New York, 1978.

[5] Birkhoff, G.D.: Démonstration d'un théoréme élémentaire sur
les fonctions entidres. C.R. Acad. Sci. Panis 189 (1929),
473-475. Jbuch 55, 192. -

f6] Blair, C.E.; Rubel, L.A.: A universal entire function.
Amen. Math. Monthly 30 (1983), no. 5, 331-332. MR 85a: 30046,

{7] Blair, C.E.; Rubel, L.A.: A triply universal entire function.
Enseign, Math. (2) 30 (1984), no. 3-4, 269-274. MR 86b: 30034.

[8] Chee, P.S.: Universal functions in several complex variables.
J. Austral. Math. Soc. Ser A 28 (1979), no. 2, 189-196.
MR 81c: 32014.

(9] Chui, C.K.; Parnes, M.N.: Approximation by overconvergence of
a power series. J. Math. Anaf. Appl. 36 (1971), 693-696.
MR 45#563.

[10] DUYOS RUIZ, S.M.: On the existence of universal functions.
Dou Akad. Nauk SSSR 268 (1983), no. 1, 18-22 (russisch).
Englische Ubersetzung in: Soviet Math. Dokf. 27 (1983),
no. 1, 9-13. MR 84d: 30047.

[11) DUYOS RUIZ, S.M.: Universal functions and the structure of the
space of entire functions. Dokl. Akad. Nauk SSSR 279 (1984),
no. 4, 792-795 (russisch). Englische Ubersetzung in:
Soviet Math. Dokf. 30 (1984), no. 3, 713-716. MR 86c: 30055.

{12]) Ferguson, L.B.O.; Golitschek, M.v.: MlUntz-Sz&sz theorem with
integral coefficients. II. Taans. Amen Math. Soec. 213 (1975),
115-~126. MR 55#3624.

[13] Gavrilov, V.I.; Kanatnikov, A.N.; Pighetti, C.: Ensembles
d'accumulation généralisés. C.R. Acad. Sci. Panis Sen: 1 Math.
292 (1981), no. 7, 393-396. MR 82c: 30051.

[14] Gavrilov, V.I.; Kanatnikov, A.N.: An example of a universal
holomorphic function. Dokf. Akad. Nauk SSSR 265 (1982), no. 2,
274-276 (russisch). Englische Ubersetzung in: Soviet Math.
Dokl. 26 (1982), no. 1, 52-54. MR 83j: 10047.



[ 15]

[16]

(17]

(18]

(19]

[20]

[21]

[22]

(23]

[24]

[25]

(26 ]

(27]

(28]

- 82 -

Goffman, C.; Waterman, D.: A remark converning universal
series. J. Math. Anal. Appl. 40 (1972), 735-737. MR 47# 7409.

Gottschalk, W.H.; Hedlund, G.A.: Topological dynamics. American
Mathematical Society, Providence, R.I., 1955.

Halmos, P.R.: Measune theory. Springer-Verlag, New York =~
Heidelberg - Berlin, 1974.

Heins, M.: A universal Blaschke product. Atch. Math. (Basel)
6 (1954), 41-44.MR 16, 460.

Hilmy, H.: Sur les théorémes de récurrence dans la dynamigque
générale. Amen J. Math. 61 (1939), 149-160. Zbl. 20,
316.

Hodng, T.: The "universal primitive'of J. Marcinkiewicz.
T1zv. Akad. Nauk SSSR Sea. Mat. 24 (1960), 617-628. MR _2_2_# 3770.

Ivanov, V.I.: Coefficients of universal and null orthogonal
series. Dokf. Akad. Nauk SSSR 272 (1983), no. 1, 19-23
(russisch). Englische Ubersetzung in: Soviet Math. DokL.
28 (1983), no. 2, 312-315. MR 85d: 42028.

Job, I.: Note to a theorem of Talaljan on universal series
and to a problem of NikiSin. Founier Analysis and approxi-
mation theony (Proc. Collog., Budapest, 1976), Vol. I,
pp. 451-458, Colloq. Math. Soc. J&nos Bolyai, 19,
North-Holland, Amsterdam, 1978. MR 81k: 42025.

Kanatnikov, A.N.: Limiting sets along sequences of compacta.
Dok, Akad. Nauk SSSR 253 (1980),no. 1, 14-17 (russisch).
Englische UYbersetzung in: Soviet Math. Dokf. 22 (1980),
no. 1, 5-9. MR 82g: 30056.

Kanatnikov, A.N.: Cluster sets of meromorphic functions relative
to sequences of compact sets. Izv. Akad. Nauk SSSR Ser.Mat.
48 (1984), no. 6, 1196-1213 (russisch). Englische Uber-

setzung in: Math. USSR-Tzv. 25 (1985), no. 3, 501-517.
Zbl. 563: 30028.

Kozlov,V.Y.: On complete systems of orthogonal functions.
Mat., Sbornik N.S. 26 (68) (1950), 351-364 (russisch).
MR 12, 174.

Lamb, C.W.: Representation of functions as limits of martingales.
Trans. Amen Math. Soc. 188 (1974), 395-405. MR 49# 4087,

Luh, W.: Approximation analytischer Funktionen durch tiberkon-
vergente Potenzreihen und deren Matrix-Transformierten.
Mitt. Math. Sen. GieBen 88 (1970). MR 43# 6411.

Luh, W.: On universal functions. Fourien analysis and approximation
theony (Proc. Colloq., Budapest, 1976), Vol. II,
pp. 503-511, Colloqg. Math. Soc. J&nos Bolyai, 19,
North-Holland, Amsterdam, 1978. MR 80m: 30003.



(29]

{30]

[31]

[32]

[33]

(34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

(41}

[42]

[43]

{ 44]

- 83 =

Luh, W.: Uber cluster sets analytischer Funktionen. Actd
Math, Acad. Sci. Hungar. 33 (1979), no. 1-2, 137-142. -
MR 80f: 30022,

Luh, W.: Universalfunktionen in einfach zusammenhingenden
Gebieten. Aequationes Math. 19 (1979), no. 2-3, 183-193.
MR 80m: 30040.

Luh, W.: Universal approximation properties of overconvergent
power series on open sets. Analysis 6 (1986), no. 2-3,
191-207.

Luh, W.: Holomorphic monsters. Erscheint in: J. Apparox.
Theony.

Luh, W.: Approximation by antiderivatives. Constr., Approx. 2
(1986), no. 2, 179-187.

Mac Lane, G.R.:Sequences of derivatives and normal families.
J. Analyse Math. 2 (1952), 72-87. MR 14, 741.

Marcinkiewicz, J.: Sur les nombres dérivés. Fund. Math. 24
(1935), 305-308. 2zbl. 11, 107.

Men'gov, D.: On partial sums of trigonometric series.
Mat. Sbornik N.S. 20 (62) (1947), 197-238 (russisch).
MR 8, 577.

Oxtoby, J.C.: Note on transitive transformations.Proc. Nat. Acad.
Sei. U.S.A. 23 (1937), 443-446. Zbl. 17, 136.

Oxtoby, J.C.t: MaB und Kategorie,Springer-Verlag, Berlin - Heidel-
berg - New York, 1971.

P&l, J.: Zwel kleine Bemerkungen. Tdhoku Math. J. 6 (1914/15),
42-43. Jbuch 45, 634.

Pogosyan, N.B.: Universal Fourier series. Uspekhi Mat. Nauk 38
(1983), no. 1 (229), 185-186 (russisch). Englische
Ubersetzung: Russian Math. Sumeys 38 (1983), no. 1,
211-212. MR 84c: 42007.

Priwalow, I.: Randeigenschaften analytischer Funktionen. Zweite Auf-
lage. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin,
1956.

Rao, M.B.; Rao, K.P.S.: A category analogue of the Hewitt-Savage
zero-one law. Proc. Amen. Math, Soc. 44 (1974), 497-499.
MR 49# 9823.

Reich, A.: Universelle Werteverteilung von Eulerprodukten.
Nachn. Akad. Wiss. Gittingen Math.-Phys.KE. 11 1977, no. 1,
1-17. MR 58# 27862,

Reich, A.: Werteverteilung von Zetafunktionen. Axch. Math, (Basel)
34 (1980), no. 5, 440-451. MR 82b: 10051.



[45]

(46]

[47]

(48]

[49]

[50]

[51]

[52]

(53]

- 84 -

Remmert, R.: Funktionentheorie I, Springer-Verlag , Berlin -
Heidelberg - New York - Tokyo, 1984.

Rudin, W.: Real and complex analysis. Zweite Auflage. McGraw-Hill
Book Co., New York - Diisseldorf - Johannesburg, 1974.

Schubert, H.: TopolLogie. Eine Einflihung. Vierte Auflage.
B.G. Teubner, Stuttgart,1975.

Seidel, W.; Walsh, J.L.: On approximation by euclidean and
non-euclidean translations of an analytic function.
Bull. Amer. Math. Soc. 47 (1941), 916-920. MR 4, 10.

Seleznev, A.I.; Dodungva, L.K.: Some classes of universal
series. Tzv, VysX. U¥ebn. Zaved. Matematika 1977, no. 12
(187), 92-98 (russisch). Englische Ubersetzung in:
Soviet Math. (Iz. VUZ)Q (1977), no. 12, 63-73. MR 58# 17056,

Talalyan, A.A.: On the convergence almost everywhere of sub-
sequences of partial sums of general orthogonal series.
Akad. Nauk Armyan. SSR 1zv. Fiz.-Mat. Estedt. Tehn. Nauki
1o (1957), no. 3, 17-34 (russisch). MR 19, 742.

Thorpe, B.; Tomm, L.: Universal approximation by regular
weighted means. Pacific J. Math. 117 (1985), no. 2,
443-455. MR 86f: 30002.

Tomm, L.; Trautner, R.: A universal power series for approxi-
mation of measurable functions. Analysis 2 (1982), no. 1-4,
1-6. MR 85e: 30004.

Voronin, S§.M.: A theorem on the "universality" of the Riemann
zeta-function. Izv. Akad. Nauk SSSR Ser Mat. 39 (1975),
no. 3, 475-486, 703 (russisch). Englische Ubersetzung
in: Math. USSR- Tzv. 9 (1975), no. 3, 443-453. MR 57#12419.



	Image00001
	Image00002
	Image00003
	Image00004
	Image00005
	Image00006
	Image00007
	Image00008
	Image00009
	Image00010
	Image00011
	Image00012
	Image00013
	Image00014
	Image00015
	Image00016
	Image00017
	Image00018
	Image00019
	Image00020
	Image00021
	Image00022
	Image00023
	Image00024
	Image00025
	Image00026
	Image00027
	Image00028
	Image00029
	Image00030
	Image00031
	Image00032
	Image00033
	Image00034
	Image00035
	Image00036
	Image00037
	Image00038
	Image00039
	Image00040
	Image00041
	Image00042
	Image00043
	Image00044
	Image00045
	Image00046
	Image00047
	Image00048
	Image00049
	Image00050
	Image00051
	Image00052
	Image00053
	Image00054
	Image00055
	Image00056
	Image00057
	Image00058
	Image00059
	Image00060
	Image00061
	Image00062
	Image00063
	Image00064
	Image00065
	Image00066
	Image00067
	Image00068
	Image00069
	Image00070
	Image00071
	Image00072
	Image00073
	Image00074
	Image00075
	Image00076
	Image00077
	Image00078
	Image00079
	Image00080
	Image00081
	Image00082
	Image00083
	Image00084
	Image00085
	Image00086
	Image00087
	Image00088

