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Einleitung

Motivation

Exotische Kerne bieten die einzigartige Möglichkeit, die Eigenschaften und die Gültig-
keit von Kernmodellen unter extremen Bedingungen zu untersuchen. Als exotische
Kerne werden normalerweise extrem neutronen- und protonenreicher Kerne bezeich-
net, aber dieser Begriff kann auch verallgemeinert werden auf alle Kerne, die sich von
den natürlich vorkommenden Isotopen durch ihre besonderen Eigenschaften unterschei-
den und normalerweise experimentell hergestellt werden müssen. Im erweiterten Sinne
fallen deshalb auch superschwere Elemente (Protonenzahl Z > 107) und Hyperkerne
(Kerne, die Hyperonen, z. B. das Λ, enthalten) in diese Kategorie. Dank neuer ex-
perimenteller Techniken und moderner Beschleuniger und Detektoren ist es möglich,
mit diesen Kernen umfangreiche Experimente durchzuführen. Zu erwähnen sind hier
insbesondere die Forschungseinrichtungen GSI in Darmstadt, GANIL in Frankreich,
RIKEN und KEK in Japan, LBNL, MSU und BNL in den USA.

Man weiß heute, dass die Elementsynthese in den Sternen über eine Kette exotischer
Kerne erfolgt, die sich dann vor allem durch β–Zerfall in die vorhandenen stabilen
Kerne umwandeln (siehe Abbildung 1). Die Bildung der chemischen Elemente und
deren Häufigkeitsverteilung sind deshalb im wesentlichen durch die Eigenschaften der
exotischen Kerne bestimmt. Diese erlauben es uns auch, ein breiteres Spektrum von
Kerneigenschaften zu studieren als dies mit stabilen Kernen möglich ist, insbesondere
das Verhalten der Nukleon–Nukleon–Wechselwirkung (NN) unter dem Gesichtspunkt
geringer Dichten und extremer Isospinasymmetrie.

Eine andere Klasse von
”
exotischen“ Objekten sind Neutronensterne, die gleich aus

mehreren Gründen sehr interessant sind. Einerseits erlauben sie die Untersuchung der
NN–Wechselwirkung bei extrem hohen Dichten und Asymmetrien. Zusätzlich erwartet
man, dass aufgrund der hohen Energiedichte in ihrem Innern Hyperonen (Λ, Σ, Ξ)
existieren. Die Untersuchung der Eigenschaften dieser seltsamen Kernmaterie erlaubt
wiederum Rückschlüsse auf die Wechselwirkungen zwischen Hyperonen und Nukleonen
bzw. Hyperonen und Hyperonen. Unter Verwendung der Allgemeinen Relativitätstheo-
rie lassen sich aus der Zustandsgleichung von Kernmaterie verschiedene Eigenschaften
eines Neutronensterns berechnen und die Verbindung zwischen der Astrophysik und
der Kern- und Teilchenphysik herstellen. Durch den Vergleich mit experimentellen Da-
ten für Neutronensterne, insbesondere Masse und Radius, lassen diese sich als ein

”
kosmisches Labor“ verwenden, in dem Bedingungen herrschen, die unter irdischen
Bedingungen auf absehbare Zeit nicht erzeugt werden können.
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2 Einleitung

Eine der zentralen Fragestellungen der theoretischen Kernphysik ist die Aufgabe,
die grundlegenden Eigenschaften nukleonischer Systeme durch eine realistische NN–
Wechselwirkung zu beschreiben. Zu den untersuchten Systemen gehören in erster Linie
experimentell messbare Kerne, aber auch theoretische Systeme aus unendlich vielen
Nukleonen wie Kernmaterie sind von besonderem Interesse. Diese Aufgabe lässt sich
in zwei unabhängige Schritte unterteilen. Als erstes wird die freie NN–Wechselwirkung
parametrisiert. Dies geschieht entweder durch einen rein phänomenologischen Ansatz
[1, 2] oder durch ein Mesonenaustausch–Potential (One-Boson-Exchange, OBE) [3, 4].
Die Parameter dieser Modelle werden so angepasst, dass experimentell gemessene Pha-
senverschiebungen aus der NN–Streuung und das Deuteron korrekt beschrieben wer-
den. Solche Modelle werden als realistisch bezeichnet, wenn die gewichtete quadratische
Abweichung pro Datenpunkt χ2 in der Größenordnung von eins liegt.

Der zweite Schritt beinhaltet die Lösung des Vielteilchenproblems eines Systems
aus A Nukleonen, die untereinander mit der parametrisierten realistischen NN–
Wechselwirkung wechselwirken. Der einfachste Lösungsansatz ist die Hartree- bzw.
Hartree–Fock- (HF) oder Mittelfeldnäherung, in der der Grundzustand eines Viel-
teilchensystems als System unkorrelierter Teilchen betrachtet wird, die sich in einem
mittleren Potential bewegen, welches sich aus den gemittelten Wechselwirkungen al-
ler Nukleonen miteinander berechnet [5]. Dieses Verfahren erlaubt die erfolgreiche Be-
schreibung von unendlicher Kernmaterie und von Bindungsenergien und Ladungsradien
endlicher Kerne, wenn man phänomenologische NN–Wechselwirkungen benutzt, deren
Parameter durch einen Fit an solche Systeme bestimmt wurden. Die ersten Rechnungen
mit diesen effektiven Wechselwirkungen wurden im Rahmen von nicht-relativistischen
Ansätzen [6, 7] durchgeführt.

Der moderne Zugang zur Beschreibung der Kernstruktur basiert auf einer relati-
vistischen Feldtheorie, der Quantenhadrodynamik (QHD), in der nur Baryonen und
Mesonen als die relevanten Freiheitsgrade betrachtet werden [8, 9, 10] (siehe Abbil-
dung 2). Quarks und Gluonen als Konstituenten der Hadronen und Freiheitsgrade der
Quantenchromodynamik (QCD) [11] können bei der Betrachtung der Grundzustands-
eigenschaften endlicher Kerne vernachlässigt werden. In ihrem Innern herrschen so
niedrige Energien und Dichten, dass aufgrund des sogenannten Confinements nur farb-
neutrale Objekte beobachtbar sind. Die Beschreibung der NN–Wechselwirkung erfolgt
dann durch den Austausch von Mesonen, ihre Reichweite wird durch die inverse Masse
der Mesonen und ihre Stärke durch die Werte der effektiven Meson–Nukleon–Vertizes
ΓφN bestimmt (siehe Abbildung 3). Ein großer Vorteil dieser Theorie gegenüber nicht-
relativistischen Modellen ist, dass sich die Spin-Bahn-Wechselwirkung der Nukleonen
endlicher Kerne aus der Theorie ergibt und nicht von Hand hinzugefügt werden muss.

Benutzt man nun jedoch eine realistische, auf NN–Streudaten basierende Wechsel-
wirkung, scheitert die Hartree–Näherung und man erhält teilweise sogar ungebundene
Systeme [12]. Der Grund hierfür liegt in der extrem repulsiven kurzreichweitigen Kom-
ponente der freien NN–Wechselwirkung, die notwendig ist, um die experimentellen
Daten zu beschreiben. Die Hartree–Wellenfunktionen sind jedoch nicht korreliert und
besitzen deshalb große Amplituden für Konfigurationen, in denen zwei Nukleonen so
dicht zusammen sind, dass sie die starke Repulsion spüren.

Man umgeht in der Regel dieses Problem durch die Benutzung der oben ange-



Einleitung 3

Abb. 1: Die Nuklidkarte der heute bekannten ca. 2500 Atomkerne, geordnet nach der
Zahl ihrer Protonen(Z) und Neutronen(N). Nur die schwarz gekennzeichne-
ten Kerne, die das sogenannte

”
Tal der Stabilität“ bilden, sind in der Natur

stabil vorhanden. Die Linien Bn = 0 und Bp = 0 markieren die Grenzen
der Stabilität, die Neutronen- und Protonenabbruchkanten. Die senkrechten
und waagerechten Doppellinien kennzeichnen die zu den magischen Kernen
führenden Schalenabschlüsse. Hervorgehoben sind einige besonders interes-
sante exotische Kerne.

sprochenen phänomenologischen Wechselwirkungen. In der sogenannten relativisti-
schen Mittelfeldnäherung (RMF - relativistic mean-field) der QHD werden die Meson–
Nukleon–Vertizes als Konstanten angenommen (Kopplungskonstanten) und zusammen
mit den Mesonenmassen durch einen Fit von Kernstrukturrechnungen an endliche Ker-
ne bestimmt. Moderne Parametrisierungen enthalten neben dem skalaren σ-Meson und
dem vektoriellen ω-Meson zusätzlich das isovektorielle ρ-Meson, welches zur Beschrei-
bung asymmetrische Systeme benötigt wird, und nichtlineare σ- (und teilweise auch
ω-) Wechselwirkungsterme zur verbesserten Beschreibung der Oberflächeneigenschaf-
ten endlicher Kerne [13, 14, 15, 16, 17, 18]. Während die Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten stabiler Kernen exzellent ist, ergeben sich für exotische Kerne
teilweise starke Abweichungen. Da die Wechselwirkungen jedoch nicht auf einer realisti-
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Abb. 2: Schematische Darstellung eines Atomkerns, die die Größe eines Nukleons im
Vergleich zum typischen Abstand des räumlich nächsten Nukleons illustriert.
Gezeigt wird auch die innere Struktur der Nukleonen und Mesonen, bestehend
aus Quarks und Gluonen.

schen NN–Wechselwirkungen aufbauen, lassen sich aus diesem Verhalten nur schwierig
Rückschlüsse auf den mikroskopischen Ursprung dieser Differenzen ziehen. Ein weite-
rer Kritikpunkt ist die teilweise Instabilität dieser Modelle bei hohen Dichten [19, 20],
die daraus resultiert, dass die Parameter nur an den sehr begrenzten Dichtebereich
angepasst wurden, der in endlichen Kernen vorkommt.

Für eine fundamentalere, mikroskopisch fundierte Beschreibung von Vielteilchen-
systemen ist es deshalb notwendig, ein Modell zu benutzen, das über die Mittel-
feldnäherung hinaus kurzreichweitige Zweiteilchenkorrelationen berücksichtigt. In der
Brückner–Theorie werden diese Korrelationen durch die Berechnung einer effekti-
ven Wechselwirkung im Medium, die sogenannte G–Matrix, berücksichtigt, die man
durch Aufsummierung aller Zweiteilchenwechselwirkungen erhält [21, 22, 23]. Nicht-
relativistische Brückner-Rechnung ergeben zufriedenstellende Ergebnisse für Kernma-
terie und endliche Kerne, jedoch sind entweder die Bindungsenergien zu gering oder die
Sättigungsdichten zu hoch (für endliche Kerne bedeutet dies zu kleine Radien). Die Zu-
sammenfassung der Ergebnisse für Sättigungsdichten und Bindungsenergien ergibt die
sogenannte Coester–Linie [24], die durch relativistische Korrekturen in Richtung der
empirischen Ergebnisse [25] verschoben wird. Die modernere Beschreibung der Wech-
selwirkung im Medium basiert deshalb auf relativistischen Brueckner–Rechnungen, die
realistische NN–Potentialen verwenden [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32], der sogenannten
Dirac–Brueckner–Hartree–Fock–Theorie (DBHF).

Im Dirac–Brückner–Model (DB) erhält das Nukleon durch die Wechselwirkung mit
dem Medium eine Selbstenergie, die sich in einen skalaren Anteil Σs und einen vek-
toriellen Anteil Σµ aufspalten lässt. Das gegenseitige Aufheben dieser beiden stark
attraktiven bzw. repulsiven Felder in der Größenordnung von 300 MeV ergibt Ein-
teilchenenergien von ca. −50 MeV, die in etwa den nicht-relativistischen Werten ent-
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N
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N
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σ, ω, δ, ρ ΓφiΝΓφiΝ

Abb. 3: Schematische Darstellung der NN–Wechselwirkung durch den Austausch eines
Mesons zwischen zwei Nukleonen. Die Stärke der Wechselwirkung wird durch
die Eigenschaften der Meson-Nukleon-Vertizes ΓφiN bestimmt.

sprechen. Trotz des Erfolges in unendlicher Kernmaterie dieser bis auf den Fit an die
NN–Streudaten parameterfreien Theorie sind komplette DB–Rechnungen für endliche
Kerne aufgrund der komplexen Struktur des Modells numerisch nicht durchführbar.

Es ist jedoch möglich, die Eigenschaften der DB–Theorie auf endliche Kerne zu
übertragen, indem man ihre Ergebnisse so parametrisiert, dass sie in einem numerisch
einfacheren Modell verwendet werden können. Konkret erfolgt dies in der lokalen Dich-
tenäherung (LDA - local density approximation) entweder durch eine Parametrisierung
der G–Matrix [33, 34] oder der einzelnen Komponenten der Selbstenergien, indem deren
Mediumabhängigkeit auf effektive dichteabhängige Meson-Nukleon-Vertizes projiziert
wird [35, 36]. Diese effektive Wechselwirkung wird dann in einem dichteabhängigen
RMF-Model verwendet. In [37, 38] wurde gezeigt, dass diese Projektion nur zu einer ko-
varianten und thermodynamisch konsistenten Theorie führt, wenn sie im Rahmen einer
relativistischen, dichteabhängigen Hadronenfeldtheorie (DDRH) formuliert wird. Dies
erlaubt die Beschreibung endlicher Kerne mit mikroskopischen NN-Wechselwirkungen
ohne die Einführung neuer phänomenologischer Parameter. In der Literatur wurden im
Rahmen dieser Theorie bisher nur einige wenige stabile Kerne untersucht [38, 39, 40, 41]
und alle Arbeiten beruhen auf dem gleichen NN-Potential (Bonn A [3, 29]). Ein weite-
rer Punkt, der bisher nicht ausreichend untersucht wurde, ist die Dichteabhängigkeit
der effektiven Wechselwirkung im Isovektorkanal. Aufgrund fehlender Ergebnisse von
DB–Rechnungen in asymmetrischer Kernmaterie konnte nur die isoskalare Wechsel-
wirkung durch dichteabhängige σ- und ω-Vertizes parametrisiert werden, während im
Isovektorkanal (δ- und ρ-Mesonen) empirische, konstante Kopplungen verwendet wur-
den.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Beschreibung von asymmetrischer Kern-
materie und exotischen Objekten (exotische Kerne, seltsame Kernmaterie und Neutro-
nensterne) im Rahmen der dichteabhängigen relativistischen Hadronenfeldtheorie. Die
Verwendung von realistischen Wechselwirkungen aus Dirac–Brückner–Rechnungen in
dieser phänomenologischen Näherung gibt den Rechnungen eine fundierte mikrosko-
pische Basis und erlaubt es, aus den Ergebnissen Rückschlüsse auf die Eigenschaften
NN–Wechselwirkung zu ziehen.

Dazu wird das Model aus [37, 38] auf eine dichteabhängige Beschreibung der isovek-
toriellen Wechselwirkung erweitert. Wir präsentieren eine neue dichteabhängige Para-
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Abb. 4: Das Oktett der Spin 1
2
Baryonen, das sich in die vier Isospin-Multipletts N ,

Λ, Σ und Ξ der SU(3)f unterteilen lässt.

metrisierung, die aus DB–Rechnungen für asymmetrische Kernmaterie abgeleitet wird
[32, 42]. Wir bestimmen diese aus Selbstenergien, die aus dem Groningen NN–Potential
berechnet wurden [43]. Dabei wird besonderer Wert darauf gelegt, die Zustandsglei-
chung der DB–Rechnungen mit unserem Modell möglichst genau zu reproduzieren. Da
die Ergebnisse später für die Berechnung von exotischen Kernen und Neutronenster-
nen verwendet werden sollen, ist es notwendig, dies sowohl für symmetrische Kernma-
terie als auch für verschiedene Protonen–Neutronen–Verhältnisse und für reine Neu-
tronenmaterie zu erreichen. Es zeigt sich, dass dies in Hartree–Näherung nur möglich
ist, wenn eine Impulskorrektur der DB-Selbstenergien bzw. Kopplungsfunktionale ein-
geführt wird. Der Grund hierfür ist, dass die ursprüngliche Impulsabhängigkeit der
DBHF–Selbstenergien in Hartree-Näherung nur im Mittel beschrieben werden kann.

Anschließend verwenden wir die Parametrisierungen des Groningen–Potentials so-
wie die älteren Ergebnisse für das Bonn–Potential zur Untersuchung der Eigenschaften
magischer Kerne (Kerne mit abgeschlossenen Protonen- bzw. Neutronenschalen) und
exotischer Kerne. Wir untersuchen den Einfluss der Isovektorwechselwirkung, wobei
insbesondere das skalare Isovektormeson δ interessante Veränderungen bei den effekti-
ven Massen der Nukleonen und der Spin-Bahn-Wechselwirkung bewirkt. Die Verwen-
dung impulskorrigierter Kopplungen führt zu einer entscheidenden Verbesserung der
Ergebnisse im Vergleich mit experimentellen Daten. Die Analyse der dichteabhängigen
isovektoriellen Wechselwirkung ist besonders in Kernen mit hoher Asymmetrie von In-
teresse, da sie maßgeblich die Lage der Protonen bzw. Neutronenabbruchkanten (siehe
Abbildung 1) bestimmt. Wir untersuchen dies anhand der Nickel(Ni)- und Zinn(Sn)–
Isotopenketten.

Einen weiteren Schwerpunkt bildet die Erweiterung des Modells auf das Baryonen-
oktett der SU(3)f–Flavor-Symmetriegruppe, die in [44, 45, 46] vorgestellt wurde. Dies
bedeutet, dass zusätzlich zu den Nukleonen (p, n) die Hyperonen Λ, Σ−, Σ0, Σ+, Ξ−

und Ξ0 in den Rechnungen berücksichtigt werden (siehe Abbildung 4). Wir interessie-
ren uns in dieser Arbeit besonders für die Eigenschaften von Kernmaterie, die diese
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Hyperonen (Y) enthält. Es ist bis jetzt nicht möglich, diese im Rahmen von Dirac-
Brückner-Rechnungen zu beschreiben. Dies liegt einerseits an fehlenden experimentel-
len Daten für realistische YN- und YY-Potentiale und andererseits daran, dass diese
Rechnungen bis jetzt numerisch nicht durchführbar sind. Die Dichteabhängigkeit und
die Stärke der Meson–Hyperon–Vertizes können daher nicht direkt aus DB–Rechnungen
bestimmt werden. Vielmehr sind wir darauf angewiesen, diese aus der Dichteabhängig-
keit der Meson–Nukleon–Vertizes und den wenigen erhältlichen experimentellen Daten
für Hyperkerne zu extrahieren. Wir untersuchen verschiedene Modelle für die Dich-
teabhängigkeit der Vertizes, um daraus qualitative Informationen über mögliche DB–
Rechnungen für seltsame Materie zu erhalten.

Die Eigenschaften der Zustandsgleichung bei hohen Dichten lassen sich anhand von
Neutronensternen untersuchen. Dies erfordert die Berechnung ladungsneutraler Neu-
tronensternmaterie im schwachen β-Gleichgewicht. Auch hier treten bei hohen Dichten
Hyperonen auf, da Strangeness–Erhaltung wegen der schwachen Wechselwirkung nicht
gegeben ist. Wir berechnen diese seltsame Materie in Hartree-Näherung unter Verwen-
dung verschiedener dichteabhängiger Parametrisierungen und testen die Möglichkeit
der Extrapolation der effektiven Kopplungen zu hohen Dichten. Interessant ist vor al-
lem die baryonische Zusammensetzung der Zustandsgleichung, da diese entscheidend ist
für die experimentell beobachtbaren Massen oder Radien von Neutronensternen. Wir
untersuchen daher abschließend die Struktur von Neutronensternen durch Lösen der
Einsteinschen Feldgleichungen unter Benutzung verschiedener hadronischer Zustands-
gleichungen.
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Überblick

Die vorliegende Arbeit ist in drei Abschnitte unterteilt. Im ersten Teil werden die theo-
retischen Grundlagen gelegt und die benutzen Nukleon–Nukleon–Wechselwirkungen
werden vorgestellt. In Kapitel 1 wird die Dirac–Brückner–Theorie kurz vorgestellt. Da-
nach folgt in Kapitel 2 die Beschreibung der dichteabhängigen relativistischen Hadro-
nenfeldtheorie (DDRH) und die Untersuchung ihrer Eigenschaften unter besonderem
Augenmerk auf asymmetrische Kernmaterie. Wir präsentieren in Kapitel 3 Ergebnisse
für Selbstenergien in asymmetrischer Kernmaterie und für die Parametrisierung der
mediumabhängigen Meson-Nukleon-Vertizes im isoskalaren (σ, ω) und im isovektori-
ellen (δ, ρ) Kanal. Die Einführung einer Impulskorrektur der Selbstenergien erlaubt
schließlich die konsistente Projektion der DB–Ergebnisse auf DDRH-Theorie und die
Reproduktion der DB-Bindungsenergien.

Im zweiten Teil der Arbeit wird die DDRH zur Beschreibung der Eigenschaften
von stabilen und exotischen Kernen verwendet. Kapitel 4 befasst sich mit den theore-
tischen Eigenschaften endlicher Kerne und diskutiert die numerische Realisierung von
Kernstrukturrechnungen im Rahmen des relativistischen Hartree–Formalismus. In Ka-
pitel 5 werden stabile Kerne detailliert untersucht. Besonderes Augenmerk wird auf
den Einfluss der Impulskorrektur sowie des skalaren isovektoriellen δ-Mesons gelegt.
Die exotischen Kerne der Sn- und Ni–Isotopenketten werden schließlich in Kapitel 6
berechnet. Ergebnisse für Bindungsenergien, mittlere Protonen- und Neutronenradien
sowie Dichteverteilungen werden diskutiert.

Eigenschaften von seltsamer Kernmaterie und Neutronensternen werden im drit-
ten Teil der Arbeit behandelt. In Kapitel 7 wird die dichteabhängige Feldtheorie
auf das SU(3)f–Baryonenoktett erweitert. Es folgt eine detaillierte Herleitung der
Dichteabhängigkeit der Hyperon–Nukleon–Wechselwirkung, die aus vorliegenden DB–
Rechnungen für Kernmaterie erfolgen muss, da nicht auf eine mikroskopische YN–
Wechselwirkung zurückgegriffen werden kann. Eigenschaften von ΛN–Materie werden
diskutiert und mit Rechungen anderer Gruppen verglichen. Kapitel 8 befasst sich mit
der Beschreibung von Materie im schwachen β–Gleichgewicht, wie sie in Neutronen-
sternen erwartet wird. Die Extrapolation von Dirac–Brückner–Hartree–Fock Rech-
nungen zu hohen Dichten wird untersucht. Wir diskutieren Eigenschaften der Zu-
standsgleichungen verschiedener dichteabhängiger Wechselwirkungen und präsentie-
ren Baryonen- und Leptonen–Verteilungen. Mit diesen Ergebnissen werden schließlich
in Kapitel 9 die Eigenschaften von Neutronensternen, insbesondere Masse–Radius–
Relation, untersucht.

Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.



Teil I

Dirac-Brückner-Rechnungen und
effektive Vertizes
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Kapitel 1

Dirac-Brückner Theorie

Die Nukleon–Nukleon–Wechselwirkung setzt sich aus einem repulsiven, kurzreichwei-
tigen Anteil und einem attraktiven langreichweitigen Anteil zusammen. Der attraktive
Teil führt dazu, dass Kerne gebunden sind, während der repulsive Anteil für die end-
liche Größe der Kerne verantwortlich ist. Radien und Bindungsenergien beschreiben
damit zusammen die Sättigungseigenschaften der Wechselwirkung. Mit einer gegebe-
nen realistischen NN–Wechselwirkung die empirischen Eigenschaften endlicher Kerne
zu beschreiben ist jedoch ein zu ambitioniertes Vorhaben, da diese Rechnungen extrem
komplex sind. Für Kernmaterie, die als ein Kern unendlicher Größe interpretiert werden
muss, ist dies jedoch im Rahmen von Brückner–Hartree–Fock–Rechnungen näherungs-
weise möglich. Beginnend mit der freien Zweiteilchen–Wechselwirkung zwischen Nu-
kleonen, die an experimentelle Streudaten angepaßt ist, wird im Brückner–Modell eine
effektive Wechselwirkung in Kernmaterie bestimmt, mit der es möglich ist, die Sätti-
gungseigenschaften dieses hypothetischen Systems zu berechnen. Die Verwendung der
freien Wechselwirkung führt hingegen zu einem ungebundenen System. Erst die Ver-
wendung dynamischer Zweiteilchenkorrelationen, die in der Brückner–Theorie in der
Leiternäherung berücksichtigt werden, führt zur Sättigung. Der moderne Zugang ist
dabei die relativistische Brückner–Theorie (RBHF), auch Dirac–Brückner (DB, DBHF)
genannt, die im Gegensatz zu nicht-relatistischen Rechnungen einen verbesserten Sätti-
gungsmechanismus besitzt und die empirischen Werte gut beschreibt.

In der vorliegenden Arbeit wurden keine eigenen DB–Rechnungen in Kernmate-
rie durchgeführt, vielmehr wurde die mediumabhängige DB-Wechselwirkung, die G–
Matrix, zur Berechnung von komplexeren Systemen wie endlichen Kernen und Neutro-
nensternen verwendet. Deshalb beschränkt sich dieses Kapitel auf einen Überblick über
relativistische Brückner–Rechnungen und diskutiert kurz, wie man aus experimentel-
len Streudaten eine effektive Wechselwirkung im Medium erhält. Eine ausführlichere
Beschreibung ist z. B. in [3, 27, 28, 43] zu finden.

Erste Untersuchungen im Rahmen der DBHF–Theorie wurden von der Brooklyn–
Gruppe vorgenommen [26], jedoch wurden relativistische Effekte nur bis zur ersten
Ordnung Störungstheorie behandelt. Weitere Rechnungen wurden von der Groningen
Gruppe [28, 43] und der Bonn Gruppe [3, 29] durchgeführt. Beide Gruppen entwickel-
ten auch jeweils eigene NN–Potentiale. In den ersten Rechnungen beschränkte man sich
allerdings wegen der Komplexität des Problems auf symmetrische Kernmaterie und die
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Berechnung der G–Matrix mit Eigenwerten positiver Energie. Modernere Rechnungen
erlauben allerdings auch die Berücksichtigung des vollen Dirac–Raumes [31, 42] und
die Behandlung asymmetrischer Systeme [32, 47]. Die daraus resultierenden verbes-
serten Ergebnisse lassen ihre Anwendung auf exotische Systeme besonders attraktiv
erscheinen.

1.1 Die relativistische NN–Wechselwirkung

Die Parameter moderner relativistischer NN–Potentiale werden durch einen Fit der
effektiven Zweiteilchen–Wechselwirkung an die gemessenen NN–Streuphasen bestimmt.
Die allgemeine Zweiteilchenstreumatrix, die alle Mehrfachstreuprozesse berücksichtigt,
ist die Lösung der vierdimensionalen Bethe–Salpeter–Gleichung

〈p|T |p′〉 = 〈p|K|p′〉+ i
∫ d4k

(2π)4
〈p|K|k〉G0(k)G0(−k)〈k|T |p′〉, (1.1)

wobei p und p′ die Relativimpulse der ein- bzw. ausgehenden Teilchen sind. Der
Einteilchen–Nukleonen–Propagator G0 der freien Dirac–Gleichung für ein Nukleon mit
Masse M ist gegeben durch

G0(k) =
1

� k −M + iε
. (1.2)

K ist der komplette Zweiteilchenkernel. Normalerweise wird die dreidimensiona-
le, symmetrische Reduktion dieser Gleichung, z.B. die Thompson–Gleichnug gelöst
[48]. K wird durch Mesonenaustauschdiagramme erster Ordnung, die Ein–Boson–
Austauschpotentiale (OBE) V , genähert. Dies ist die sogenannte Leiternäherung. Man
findet im Schwerpunktsystem der streuenden Teilchen

〈p′,−p′|T (s)|p,−p〉 = 〈p′,−p′|V (s)|p,−p〉 (1.3)

+
1

2

∫ d3k

(2π)3
〈p′,−p′|V (s)|k,−k〉g(k, s)〈k,−k|T (s)|p,−p〉,

wobei 1
2

√
s = p0 die invariante Masse und

g(k, s) = −i
∫

dk0G0(k)G0(−k)δ
(+)
1 δ

(+)
2 = Λ+(k)Λ+(−k)

M2

E2
k

π
1
2

√
s− Ek + iε

(1.4)

der Zwei–Nukleonen–Propagator ist. Die alleinige Verwendung positiver Energieeigen-
zustände und die Massenschalenbedingung sind durch die δ-Funktionen δ

(+)
1,2 sicherge-

stellt. Beiträge negativer Energie zu G0(k) werden in der Thompson–Näherung nicht
berücksichtigt. Λ+(k) ist der Projektor auf die postiven Energieeigenzustände und

Ek =
√

k2 +M2.
Die Ein–Boson–Austausch Nukleon–Nukeon–Wechselwirkung enthält die Beiträge

der sechs Mesonen σ, δ, ω, ρ, π- und η. Das leichte Pion beschreibt den langreich-
weitigen Teil der Wechselwirkung, während die schweren Mesonen wie ω und ρ den
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meson α π η σ ω δ ρ
mα[MeV] 139 550 571 784 962 764
I, Jp 1,0− 0,0− 0,0+ 0,1− 1,0+ 1,1−

g2/4π 14.16 2.0 7.4 11.7 1.67 0.43
f/g 0.0 5.10
Λ2[GeV2] 1300 1300 1300 1300 1300 1300

Tab. 1.1: Parameter des Ein-Boson Austauschpotentials der Groningen–Gruppe [43]
und Eigenschaften der berücksichtigten Mesonen (Isospin I, Parität Jp, Mas-
se m, Kopplungsstärken g2/4π und f/g).

kurzreichweitigen Teil parametrisieren. Diese entsprechen physikalischen Teilchen und
besitzen bekannte Massen, während zum Beispiel das σ-Meson ein effektives Teilchen
ist, das Prozesse beschreibt, die nicht in der Leiternäherung enthalten sind, z. B. hier
der korrelierte Zwei–Pionen–Austausch. Die Lagrangedichte der Wechselwirkung lautet

Lint = gσΨΨΦσ + gδΨτΨΦδ

− igπΨ
γ5γµ

2M
τΨ(∂µΦπ)− igηΨ

γ5γµ

2M
Ψ(∂µΦη)

− gωΨγµΨA(ω)µ − ifωΨ
σµν

2M
Ψ
(
∂µA

(ω)
ν

)

− gρΨγµτΨA(ρ)µ − ifρΨ
σµν

2M
τΨ

(
∂µA(ρ)

ν

)
. (1.5)

Ein Formfaktor F (k2) = Λ2/(Λ2 +k2) (k ist der Impuls des Mesons), der die endli-
che Größe des Nukleons berücksichtigt, wird an jeden Vertex multipliziert, um Beiträge
von hohen Impulsen abzuschneiden und so die Vektor–Wechselwirkung zu regularisie-
ren. Die Wahl der Meson–Nukleon–Vertizes folgt den Eigenschaften der Mesonen (σ
und δ skalar, ω und ρ vektoriell), für die π- und η-Mesonen wird gewöhnlich die pseu-
dovektorielle Kopplung benutzt. Diese wird bevorzugt gewählt, da sie die Kopplung
an Eigenzustände mit negativer Energie unterdrückt. Pseudoskalare Kopplung ist auch
möglich und beide Ansätze sind auf der Massenschale identisch.

Aus der Streumatrix aus Gl. (1.3) lassen sich nun die Phasenverschiebungen der
NN–Streuung berechnen. Durch einen Fit an die experimentellen Daten erhält man die
freien Parameter des Modells, die in Tabelle 1.1 für die Rechnungen der Groningen–
Gruppe angegeben sind [28].

Durch die Leiternäherung der vollen Streumatrix wird eine unendliche Anzahl von
Diagrammen weggelassen. Weiterhin werden Eigenzustände negativer Energie und Va-
kuumpolarisationen nicht berücksichtigt. Dies führt zu einer effektiven Theorie, in der
die Kopplungskonstanten als Parameter betrachtet werden, die diese Beiträge durch
den Fit an experimentelle Daten implizit einschließen. Mit den so bestimmten freien
NN–Potentialen kann jetzt die Wechselwirkung im Medium bestimmt werden.
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1.2 Die relativistische NN–Wechselwirkung im

Medium

Ein Nukleon, dass sich in Kernmaterie bewegt, wird durch seine Wechselwirkungen mit
den anderen Nukleonen beeinflusst und erhält eine nicht verschwindende Selbstenergie
Σ. Man drückt dies durch einen mediummodifizierten Nukleonenpropagator (auf Eng-
lisch

”
’dressed’ propagator“) aus. Die Beziehung zwischen dem unkorrelierten (’bare’)

G0 und dem physikalischen (’dressed’) G Propagator und der Selbstenergie wird durch
die Dyson–Gleichung ausgedrückt:

G(k) = G0(k) +G0(k)Σ(k)G(k) (1.6)

Formale Lösungen dieser Gleichung, die in Abbildung 1.1 diagrammatisch dargestellt
wird, sind

G0(k) = (� k +M)
[

1

k2 −M2 + iε
+

iπ

Ek

δ(k0 − Ek)Θ(kF − |k|)
]

(1.7)

G(k) =
Θ(k0 − ε(kF ))

� k −M − Σ(k) + iε
+

Θ(ε(kF )− k0)

� k −M − Σ(k)− iε
, (1.8)

wobei kF der Fermiimpuls und ε(kF ) die Einteilchenenergie an der Fermikante ist.
Die Selbstenergie kann in Kernmaterie unter Berücksichtigung von Translations-

und Rotationsinvarianz sowie Paritätserhaltung im Schwerpunktsystem durch die fol-
gende Lorentzstruktur beschrieben werden [49]

Σ(k) = Σs(k)− γ0Σ0(k) + γ · kΣv(k) (1.9)

Dies ist ein wichtiger Unterschied zu nicht-relativistischen Modellen. Dort ist die Selbst-
energie eine skalare Größe in der Größenordnung von 50 MeV, die hier in der nicht-
relativistischen Reduktion durch die Differenz Σ0 −Σs zweier Felder in der Größenord-
nung von 300 MeV beschrieben wird. Einsetzen dieser Zerlegung in Gl. (1.8) lässt die
Einführung von effektiven, mediumabhängigen Massen und Impulsen nützlich erschei-
nen:

m∗(k) = M + Σs(k), k∗
0 = k0 + Σ0(k), k∗ = k(1 + Σv(k)) (1.10)

Damit lässt sich die formale Lösung aus Gl. (1.8) auch als Green–Funktion der Dirac–
Gleichung im Medium

(kµγ
µ −M − Σ)u∗(k) =

(
k∗
µγ

µ −m∗) u∗(k) = 0 (1.11)

schreiben. Die Dirac–Spinoren u∗(k) sind ebene Wellen und werden in Anhang B ange-
geben. Sie sind in Kernmaterie identisch mit denen der Hartree–Näherung und werden
in Kapitel 3 genauer untersucht.

Die Dirac–Brückner–Selbstenergien werden in Hartree–Fock–Näherung aus der Re-
lation

Σ(k) = −i
∫ d4k′

(2π)4
Tr [G(k′)〈k, k′|T ∗|k, k′〉A] (1.12)
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= + Σ

Abb. 1.1: Dyson-Gleichung zur Berechung des Nukleon-Propagators im Medium.

Σ = T T+

Abb. 1.2: Gleichung zur Berechnug der Brückner-Selbstenergie. Das erste Diagramm
ist der Hartree–, das zweite der Fock–Beitrag.

T T= +

Abb. 1.3: Bethe-Goldstone-Gleichung zur Berechnung der In-Medium-Modifikation
der Nukleon-Nukleon–Wechselwirkung.

bestimmt, die in Abbildung 1.2 diagrammatisch dargestellt wird. 〈|T ∗|〉A ist die anti-
symmetrierte NN–Wechselwirkung im Medium und wird normalerweise als G–Matrix
bezeichnet. Dies ist etwas missverständlich, da es sich eigentlich um die T–Matrix im
Medium handelt. Diese Streumatrix wird in Analogie zur freien NN–Streuung durch
eine Bethe–Salpeter–Gleichung im Medium gelöst, in dem man in Gl. (1.1) die Erset-
zungen T → T ∗, G0 → G und K → K∗ durchführt und dann eine dreidimensionale
Reduktion in Leiternäherung wie in Gl. (1.3) berechnet.

In dieser Gleichung tauchen Mediumeffekte auf zwei Arten auf. Zum einen besitzen
bei der Streuung in die intermediären Zweiteilchenzustände die Nukleonen aufgrund
des Pauli–Prinzips Impulse außerhalb des Fermi-Sees (k > kF ). Zusätzlich enthält der
intermediäre Zwei–Nukleonen–Propagator g(k, s)∗ Selbstenergien (er ist

”
gedresst“),

was zu einem selbstkonsistenten Problem führt. Die effektive Wechselwirkung im Me-
dium berechnet sich damit im Schwerpunktsystem als

〈p′|T ∗|p〉 = 〈p′|V |p〉 (1.13)

+
1

2

∫ d3k

(2π)3
〈p′|V |k〉m

∗2

E∗
k
2

Q̄(k, s∗)
Ep − Ek + iε

〈k|T ∗|p〉,

wobei Q̄(k, s∗) der winkelgemittelte Pauli–Blocking–Operator und s∗ = 4E∗
p
2 ist. Diese

Gleichung wird auch Bethe–Goldstone–Gleichung genannt und ist in Abbildung 1.3
diagrammatisch dargestellt. Zu beachten ist beim Berechnen der Matrixelemente, dass
die Dirac–Spinoren der mediummodifizierten Dirac–Gleichung (1.11) verwendet werden
müssen, was durch die effektiven Massen zu einer weiteren Dichteabhängigkeit von
〈|T ∗|〉 führt.
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Die Lösung des DB–Problems und die Berechnung der G–Matrix ist sehr aufwendig,
da dafür die selbstkonsistente Berechnung der Gleichungen (1.6), (1.12) und (1.13) nötig
ist.

Da die Selbstenergien gewöhnlich nur schwach impulsabhängig sind, werden sie nor-
malerweise an der Fermikante für k = kF berechnet. Dies erscheint in erster Näherung
durch die Annahme, dass die Eigenschaften eines physikalischen Systems hauptsächlich
durch Teilchen in der Nähe der Fermikante bestimmt werden, gerechtfertigt. Wir wer-
den die aus dieser Näherung resultierenden Probleme bei der Verwendung der Selbst-
energien in Hartree–Näherung in Kapitel 3 genauer diskutieren. Eine weitere Näherung
ist, Σv in der Definition der effektiven Masse zu absorbieren, da dieser Vektoranteil der
Selbstenergie im Vergleich zu den anderen Größen klein ist. Man erhält dadurch die
modifizierten Größen

m̃∗(kF ) =
M + Σs(kF )

1 + Σv(kF )
, k̃∗

0 = Ẽ∗(kF ) =
k0 + Σ0(kF )

1 + Σv(kF )
, k∗ = k, (1.14)

welche die Lösung des Brückner–Modells vereinfachen.

1.3 Berechnung der Selbstenergien

Die numerische Berechnung erfolgt am einfachsten im Schwerpunktsystem. Um die
Selbstenergien zu berechnen, muss man die G–Matrix in das Ruhesystem von Kernma-
terie transformieren, was durch eine Projektion auf fünf Lorentz–invariante Amplituden
und Zerlegung von T ∗ erfolgt [27, 28, 50]

T ∗(s∗) =
∑
α

Γα(s∗)fα1 f
α
2 , fαi ∈

{
1, γµ, σµν , γ5γµ,

γ5 � q
2m∗

}
(1.15)

Diese Zerlegung ist durch die Beschränkung auf positive Energieeigenzustände nicht
eindeutig. So kann anstelle der pseudovektoriellen auch die pseudoskalare Amplitude
f 5
i = γ5 gewählt werden. Dies beinflusst nicht die Berechnung der Gesamtenergie,
hat jedoch Auswirkungen auf die Werte der einzelnen Selbstenergien. Durch Einsetzen
dieser Zerlegung in Gl. (1.12) findet man

Σ(kF , k) =
∑
α

∫ kF

0

d3q

(2π)3
1

2E∗
q

fα1 {Tr [(� q +m∗)fα2 ] Γ
α
D − (� q +m∗)fα2 Γ

α
X} . (1.16)

Die direkten (D) und Austauschamplituden (X) lassen sich durch die Fierz–
Transformation

ΓαA = ΓαD −
5∑

k=1

FkiΓ
α
X (1.17)

mit den antisymmetrisierten Amplituden (A) in Verbindung setzen, wobei Fki die Ma-
trix der Fierz-Transformation ist [51]. Damit ist es möglich, die Selbstenergien zu ex-
trahieren, was hier jedoch nicht mehr genauer untersucht werden soll.

Der Austauschterm verursacht die Impuls- und Zustandsabhängigkeit der Selbst-
energien. Dies erkennt man aus Gl. (1.16), in der die Integration über die Austauscham-
plitude aufgrund der Nichtlokalität nicht ausgeführt werden kann. Diese Nichtlokalität
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Abb. 1.4: Skalare DB-Selbstenergien Σs
p,n(kF ) für Protonen und Neutronen, berech-

net an k = kF für verschiedene Asymmetrien as mit dem Groningen NN–
Potential.
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Abb. 1.5: Vektorielle DB-Selbstenergien Σ0
p,n(kF ) für Protonen und Neutronen, be-

rechnet an k = kF für verschiedene Asymmetrien as mit dem Groningen
NN–Potential.
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führt zu dynamischen Fock–Beiträgen, die im Rahmen der Brückner–Theorie behandelt
werden. In der Hartree–Näherung (siehe Kapitel 2) wird diese Impuls- und Zustands-
abhängigkeit nur im Mittel beschrieben, wobei Rearrangementbeiträge zusätzliche sta-
tische Umordnungen im Medium berücksichtigen.

In [29] wurde eine numerisch einfachere Methode vorgeschlagen, die keine Zerle-
gung der G–Matrix erfordert, um die Selbstenergien zu berechnen. Die G–Matrix wird
direkt im Ruhesystem ermittelt, wodurch die Lorentz–Tranformation und die dadurch
nötige Projektion auf die invarianten Amplituden entfällt. Allerdings müssen dann die
Selbstenergiekomponenten aus dem berechneten Einteilchenpotential bestimmt wer-
den. Dazu werden impulsunabhängige Selbstenergien Σs und Σ0 angenommen und in
Hartree–Näherung durch einen Fit an die Einteilchenenergien bestimmt. Auch dieser
Ansatz ist nicht eindeutig. Während dieses Vorgehen in symmetrischer Kernmaterie
vernünftig zu sein scheint, führt es in asymmetrischer Kernmaterie bzw. Neutronen-
materie zu Problemen [52].

In asymmetrischer Kernmaterie erfolgt die Berechnung analog zu der oben bespro-
chenen Projektion auf die invarianten Amplituden, jedoch muss jetzt beachtet werden,
dass Protonen und Neutronen unterschiedliche Impulse kn und kp besitzen. Dies führt
zu unterschiedlichen Selbstenergien für beide Nukleonen und lässt die Rechnungen
erheblich aufwendiger werden. Da Protonen und Neutronen unterschiedliche effektive
Massen besitzen verringert sich die Symmetrie der G–Matrix und eine sechste Lorentz–
invariante Amplitude, die im symmetrischen Fall verschwinden muss, wird zur Zerle-
gung benötigt. Dies wird genauer in [32] diskutiert, wo DB–Rechnungen in asymmetri-
scher Kernmaterie mit der Groningen–Parametrisierung aus Tabelle 1.1 durchgeführt
wurden. Die Ergebnisse für die skalaren Selbstenergien der Protonen und Neutronen
für Rechnungen bei verschiedenen Asymmetrien as = ρp/(ρn+ρp) werden in Abbildung
1.4 gezeigt. In Abbildung 1.5 findet man die entsprechenden vektoriellen Größen. In
den nächsten Kapiteln werden diese durch effektive dichteabhängige Kopplungsfunk-
tionen parametrisiert und in relativistischen Hartree–Rechnung für endliche Kerne und
Neutronensterne verwendet.



Kapitel 2

Dichteabhängige
Hadronenfeldtheorie

Die mikroskopische Beschreibung stark wechselwirkender Vielteilchensysteme durch
den virtuellen Austausch von Mesonen ist der moderne Zugang zur Kernstruktur.
Während der in Kapitel 1 skizzierte Dirac–Brückner–Hartree–Fock–Ansatz die kon-
sistente Beschreibung unendlicher Kernmaterie durch realistische NN—Potentiale er-
laubt, ist dieses Verfahren jedoch numerisch so aufwendig, dass es nicht auf endliche
Kerne angewendet werden kann. Man muss sich deshalb auf Modelle beschränken, die
die komplizierte NN–Wechselwirkung durch einfachere Ansätze parametrisieren.

Der einfachste Ansatz ist das phänomenologische Walecka–Modell [8, 10], eine Feld-
theorie, in der die NN–Wechselwirkung ursprünglich nur durch den Austausch zweier
Mesonenfelder σ und ω erzeugt wurde. Dabei trägt das Vektormeson (Masse mω = 783
MeV) dem repulsiven, kurzreichweitigen Teil der Kernkraft Rechnung während das
skalare Meson σ (Masse mσ = 550 MeV) für den langreichweitigen, attraktiven Teil
der NN–Wechselwirkung verantwortlich ist. Der Charakter einer phänomenologischen
Beschreibung wird hier besonders deutlich, da es sich bei dem σ-Meson um die Parame-
trisierung eines korrelierten Zwei–Pionen(2π)–Austausch handelt. Diese Mesonenfelder
koppeln minimal an die massiven Spin 1/2 Dirac–Felder der Nukleonen. Die Stärke
der Wechselwirkung wird durch die Kopplungskonstanten gσ und gω bestimmt, die
rein phänomenologische Werte sind und an die Sättigungseigenschaften symmetrischer
Kernmaterie angepaßt wurden. Der große Erfolg dieses einfachen Models führte, um
auch endliche Kerne beschreiben zu können, zu einigen Erweiterungen. Das isovektoriel-
le Vektormeson ρ (Masse mρ = 770 MeV) erzeugt eine Isovektorkraft, die proportional
zur Isospin–Asymmetrie des Systems ist, und das Photon ist für die Coulombrepulsion
der Protonen verantwortlich. Dieses Modell wird auch allgemein als Quantenhadrody-
namik (QHD) bezeichnet. Moderne Parametrisierungen verwenden zusätzliche nichtli-
neare Terme in den Mesonenfeldern (∼ c3σ

3 + c4σ
4 [9], ∼ b4ω

4 [15]), deren Ursprung
physikalisch nur bedingt zu begründen ist. Diese zusätzlichen Parameter müssen durch
einen Fit an Kerneigenschaften bestimmt werden. Die Verwendung dieser Nichtlinea-
ritäten ist notwendig für die Beschreibung der Oberflächeneigenschaften endliche Kerne
und führt zu hervorragenden Ergebnissen. Jedoch erlaubt dieser Ansatz nur bedingt
Rückschlüsse auf die mikroskopische Struktur einer realistischen NN–Wechselwirkung.

19
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Im Gegensatz dazu, werden wir nun aufbauend auf der QHD ein erweitertes Modell
entwickeln, in dem die Kopplungen der Mesonen an die Nukleonen keine phänomeno-
logischen Werte sind, sondern eine effektive Beschreibung der NN–Wechselwirkung aus
realistischen NN–Potentialen darstellen. Dies hat den Vorteil, ausgehend von Brückner-
Rechnungen, eine mikroskopische NN–Wechselwirkung verwenden zu können, die je-
doch in praktischen Rechnungen nicht wesentlich aufwendiger ist, als die oben ange-
sprochenen phänomenologischen Mittelfeld–Ansätze.

2.1 Die erweiterte QHD Lagrangedichte

Wir starten mit einer dem QHD–Model [8, 10] ähnlichen Lagrangedichte. Diese enthält
den Dirac-Spinor Ψ = (ψp, ψn)

T der Protonen und Neutronen, die isoskalaren Mesonen
σ und ω, die isovektoriellen Mesonen ρ und δ und das Photon γ. Das skalare Isovektor-
meson δ (Masse mδ = 983 MeV) ist in der ursprünglichen QHD–Lagrangedichte nicht
enthalten. Wir berücksichtigen es hier jedoch, da es in stark asymmetrischen Systemen
an Bedeutung gewinnt und bei der Bestimmung dichteabhängiger Kopplungsfunktio-
nen aus Dirac–Brückner–Ergebnissen für asymmetrische Kernmaterie automatisch auf-
taucht. Da die elektromagnetische Wechselwirkung nur für die Beschreibung endlicher
Kerne wichtig ist, vernachlässigen wir im folgenden das Photon in unendlicher Kern-
materie. Die verschiedenen Beiträge der Lagrangedichte L = LB + LM + Lint lauten

LB = Ψ [iγµ∂
µ −M ] Ψ (2.1)

LM =
1

2

∑
i=σ,δ

(
∂µΦi∂

µΦi −m2
iΦ

2
i

)
−

1

2

∑
κ=ω,ρ,γ

(
1

2
F (κ)
µν F (κ)µν −m2

κA
(κ)
µ A(κ)µ

)
(2.2)

Lint = ΨΓ̂σ(Ψ,Ψ)ΨΦσ −ΨΓ̂ω(Ψ,Ψ)γµΨA(ω)µ +

ΨΓ̂δ(Ψ,Ψ)τΨΦδ −ΨΓ̂ρ(Ψ,Ψ)γµτΨA(ρ)µ −
eΨQ̂γµΨA(γ)µ, (2.3)

wobei Q̂ = 1+τ3
2

der elektrische Ladungsoperator und

F (κ)
µν = ∂µA

(κ)
ν − ∂νA

(κ)
µ (2.4)

der Feldstärke–Tensor der Vektormesonen (κ = ω, ρ) bzw. des Photons (κ = γ) ist.
Während die freien baryonischen LB und mesonischen LM Anteile gegenüger der

QHD-Lagrangedichte unverändert bleiben, enthält der Wechselwirkungsanteil Lint an-
stelle der konstanten Kopplungen gα, mit α = σ, ω, ρ, δ, jetzt Kopplungen Γ̂α(Ψ,Ψ),
die als Funktionale der Baryon–Feldoperatoren Ψ und Ψ angesetzt werden. Diese me-
diummodifizierten Nukleon–Meson–Vertizes müssen Funktionale Γ̂α(ρ̂0) von Lorentz–
skalaren Bilinearformen ρ̂0(Ψ,Ψ) sein, um die Lorentz–Invarianz der Theorie zu
gewährleisten. Aus der Wahl ρ̂ ≡ 1 folgt sofort Γ̂α = const. ≡ gα und man erhält das
Walecka–Modell als Grenzfall. Wir werden diese dichteabhängige Hadronenfeldtheorie
als DDRH (density dependent relativistic hadron field theory) bezeichnen.
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= +-

Abb. 2.1: Diagrammatische Struktur des Meson–Nukleon–Vertex in der Leiter–Nähe-
rung. Man erhält den korrelierten Vertex aus der Aufsummierung des freien
Vertex durch eine Bethe–Salpeter–ähnlichen Gleichung.

Der Dichteoperator ρ̂0(Ψ,Ψ) kann beliebige Kombinationen von Bilinearformen ent-
halten. Wir beschränken uns hier auf einen Ansatz mit Lorentz–Tensoren der 2. Ord-
nung, der entsprechend der Lorentz–Struktur der Selbstenergien in Kernmaterie in
einen skalaren und einen vektoriellen Beitrag aufgespalten wird:

ρ̂0(Ψ,Ψ) = Ψ [As +Bµγ
µ] Ψ (2.5)

Dies stellt keine Einschränkung der Dichteabhängigkeit dar, da durch die funk-
tionale Abhängigkeit der Vertizes Γ̂α(ρ̂0) automatisch Terme höherer Ordnung in ρ̂
eingeschlossen sind. Man kann sich das am einfachsten durch eine Taylorentwicklung
von Γα(ρ̂0) veranschaulichen:

Γ̂α(ρ̂0) =
∑
n

an,αρ̂
n
0 (2.6)

Diagrammatisch entspricht dies einer Entwicklung nach N-Punkt–Funktionen mit
Kontaktwechselwirkung, die mit der Stärke an,α zum effektiven Vertex beitragen. Die-
ses Verfahren wird explizit in nicht-relativistischen Hartree–Fock–Rechnungen verwen-
det. So enthält die Skyrme–Wechselwirkung einen effektiven dichteabhängigen Zweiteil-
chenwechselwirkungsterm, der durch eine Dreiteilchen–Kontaktwechselwirkung erzeugt
wird.

Eine direkte Bestimmung der an,α aus Dirac–Brückner–Rechnungen soll hier nicht
diskutiert werden. Diese werden vielmehr als freie Parameter angesehen, die eine effek-
tive Beschreibung der DB–Selbstenergien ermöglichen. Dies ist gerechtfertigt, da eine
Anwendung in relativistischen Hartree–Rechnungen, in denen Terme höherer Ordnung
nicht explizit berücksichtigt werden, das vorrangige Ziel ist. Man kann sich die Struk-
tur der effektiven Vertizes Γ̂ auch analog zur G–Matrix aus DB–Rechnungen veran-
schaulichen. In der dichteabhängigen Hadronenfeldtheorie wird die G–Matrix, die man
durch Aufsummierung aller Zweiteilchenwechselwirkungen im Medium aus der freien
NN–Wechselwirkung (siehe Kapitel 1) erhält, nicht direkt verwendet. Vielmehr wird
diese durch die oben eingeführten dichteabhängigen Vertizes parametrisiert. Dies be-
deutet diagrammatisch eine Resummation der Wechselwirkung in der Weise, dass die
Leiter–Näherung effektiv auf die Vertizes verschoben wird [38]. Man erhält eine In-
tegralgleichung analog zur Bethe–Goldstone–Gleichung für die G–Matrix, in der jetzt
der in–Medium–Vertex aus dem freien Vertex und der NN T–Matrix im freien Raum
berechnet wird. Dies wird in Abbildung 2.1 veranschaulicht.
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x
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Abb. 2.2: Beitrag verschiedener Diagramme zum Mittelfeld.

Aus Gleichung (2.5) lassen sich nun sofort die zwei einfachsten Formen der Dich-
teabhängigkeit ableiten:

• Die Vertizes hängen nur von der baryonischen Vektorstromdichte ĵµ = ΨγµΨ ab.
Dies entspricht der Wahl As = 0 und Bµ = ûµ, wobei ûµ die Struktur der Vierer-
geschwindigkeit mit ûµû

µ = 1 besitzt. Für den Dichteoperator findet man damit
ρ̂2

0 = ĵµĵ
µ bzw. ρ̂0 = ĵµû

µ. In Mittelfeldnäherung entspricht dies einer Abhängig-
keit der Vertizes von der Baryonendichte ρ = 〈Ψγ0Ψ〉 und wird deshalb auch als
Vektordichteabhängigkeit (VDD – vector density dependence) bezeichnet.

• Die Vertizes hängen nur von der skalaren Dichte ρ̂s = ΨΨ ab. Diese Wahl ist
sinnvoll für die skalaren Mesonen, da in erster Ordnung die skalaren und vekto-
riellen Anteile der G–Matrix von der Lorentz-Struktur der zugehörigen Vertizes
bestimmt werden. Diese Wahl wird als skalare Dichteabhängigkeit (SDD – scalar
density dependence) bezeichnet und nur für die Vertizes Γ̂σ und Γ̂δ verwendet.
Für die Koeffizienten in Gleichung (2.5) bedeutet dies die Wahl As = 1 und
Bµ = 0 und man erhält ρ̂0 = ΨΨ.

Die obigen Dichteabhängigkeiten sind die einzigen physikalisch sinnvollen Wahlen
zur Parametrisierung von DB–Ergebnissen aus symmetrischer Kernmaterie. Betrachtet
man jedoch DB–Selbstenergien, die in asymmetrischen Systemen berechnet wurden,
so sind diese abhängig von der Asymmetrie des Systems und unterscheiden sich für
Protonen und Neutronen. Der allgemeinste Ansatz für die Meson–Nukleon–Vertizes
ist deshalb, sie neben der Gesamtdichte ρ̂0, die wie oben definiert ist, auch von der
Isovektordichte ρ̂3 abhängen zu lassen: Γα(ρ̂0, ρ̂3). Auch diese muss eine Bilinearform
der Feldoperatoren sein. Wir definieren deshalb analog zu Gl. (2.5):

ρ̂3(Ψ,Ψ) = Ψ [Csτ + Dµγ
µτ ] Ψ (2.7)

Wie die Ergebnisse aus Kapitel 1 jedoch zeigen (und in Kapitel 3 noch genauer
untersucht werden wird), lassen sich die Selbstenergien in hervorragender Näherung
unabhängig von der Isovektordichte parametrisieren. Wir werden daher im Folgenden
Cs = Dµ = 0 setzen und nur die Abhängigkeit von der isoskalaren Dichte untersuchen.

2.2 Die Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen der Felder erhält man durch Extremalisierung des Wir-

kungsintegrals δS = δ
∫
d4xL !

= 0 und den daraus resultierenden Euler–Lagrange–
Gleichungen für die Feldoperatoren φi [49]:



2.2. Die Bewegungsgleichungen 23

∂ν
∂L

∂(∂νφi)
− ∂L

∂φi
= 0, φi = Ψ,Ψ,Φσ, A

(ω)
µ ,Φδ, A

(ρ)
µ ,A(γ)

µ (2.8)

Die Feldgleichungen unterscheiden sich für die Mesonen von denen der QHD nur
durch die Quellterme, welche die Zweiteilchenkorrelationen durch die mediumabhängi-
gen Vertizes einschließen: (

∂µ∂
µ +m2

σ

)
Φσ = Γ̂σ(ρ̂0)ΨΨ (2.9)

∂νF
(ω)µν +m2

ωA
(ω)µ = Γ̂ω(ρ̂0)ΨγµΨ (2.10)(

∂µ∂
µ +m2

δ

)
Φδ = Γ̂δ(ρ̂0)ΨτΨ (2.11)

∂νF
(ρ)µν +m2

ρA
(ρ)µ = Γ̂ρ(ρ̂0)ΨτγµΨ (2.12)

∂νF
(γ)µν = eΨQ̂γµΨ (2.13)

Der wesentliche Unterschied zu Rechnungen mit konstanten Kopplungen tritt in
den Baryonenfeldgleichungen auf. Aus Gl. (2.3) ist es offentsichlich, dass die Varia-
tionsableitung von Lint bezüglich Ψ sich auch auf die Vertizes Γ̂α(ρ̂0) auswirkt, und
folgendermaßen geschrieben werden kann:

δLint

δΨ
=

∂Lint

∂Ψ
+

∂Lint

∂ρ̂0

δρ̂0

δΨ
(2.14)

Der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung ist der sogenannte Rearran-
gementbeitrag zur Selbstenergie. Physikalisch können diese Rearrangementenergien als
dynamische Umordnung des nuklearen Mediums aufgrund von Polarisationseffekten
verstanden werden, die bestimmte Klassen von Teilchen–Loch–Diagrammen weghe-
ben. Diese Effekte treten auch in nicht-relativistischen dichteabhängigen Modellen auf
(z.B. Skyrme–Wechselwirkung) und sind ausführlich in [53] diskutiert. Abbildung 2.2
zeigt verschiedene Rearrangement–Beiträge zum Mittelfeld.

Mit der Definition des Dichteoperators ρ̂0 aus Gl. (2.5) berechnet sich die Ableitung
als

δρ̂0

δΨ
=

∂ρ̂0

∂Ψ
= [As +Bµγ

µ] Ψ (2.15)

und mit der Definition

S(r) =
∂Lint

∂ρ̂0

=

(
∂Γ̂σ
∂ρ̂

ΦσΨΨ+
∂Γ̂δ
∂ρ̂
ΦδΨτΨ

−∂Γ̂ω
∂ρ̂

A(ω)νΨγνΨ− ∂Γ̂ρ
∂ρ̂

A(ρ)νΨγντΨ

)
(2.16)

lassen sich die skalaren und vektoriellen Rearrangementbeiträge in kompakter Schreib-
weise angeben:

Σ̂s(r) = S(r)As, Σ̂µ(r) = −S(r)Bµ (2.17)

Die normalen Selbstenergien, die man aus dem ersten Teil der Variation in Gl. (2.14)
erhält haben die Standardform [8, 10] und lassen sich in einen isoskalaren und einen
isovektoriellen Anteil zerlegen. Man findet

Σ̂s(0) = Γ̂σ(ρ̂)Φσ + Γ̂δ(ρ̂)τΦδ

= Σ̂
s(0)
0 + τ Σ̂

s(0)

3 (2.18)
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und

Σ̂µ(0) = Γ̂ω(ρ̂)A
(ω)µ + Γ̂ρ(ρ̂)τA(ρ)µ + eQ̂A(γ)µ

= Σ̂
µ(0)
0 + τ Σ̂

µ(0)

3 . (2.19)

Definieren wir nun die Gesamtselbstenergien

Σ̂s = Σ̂s(0) + Σ̂s(r), Σ̂µ = Σ̂µ(0) + Σ̂µ(r) (2.20)

lässt sich die Dirac-Gleichung für die Baryonenfelder als

[
γµ
(
i∂µ − Σ̂µ

)
−
(
M − Σ̂s

)]
Ψ = 0 (2.21)

schreiben. Diese gleicht in ihrem Aufbau derjenigen von nicht dichteabhängigen Theo-
rien. Der entscheidende Unterschied ist jedoch, dass die zusätzlichen Rearrangement-
selbstenergien auftauchen. Ein weiterer Unterschied zum Standardmodell ist der Bei-
trag des skalaren Isovektormesons zur skalaren Selbstenergie. Dies führt zu unterschied-
lichen effektiven Massen M∗ = M − Σ̂s der Protonen und Neutronen im Medium und
wird im Rahmen der Hartree–Näherung genauer diskutiert.

In Analogie zur DB–Brückner–Theorie definiert sich die gesamte Selbstenergie eines
Nukleons als

Σ̂ = Σ̂s + γµΣ̂
µ (2.22)

=
(
Σ̂s(0) + Σ̂s(r)

)
+ γµ

(
Σ̂µ(0) + Σ̂µ(r)

)
=

(
Σ̂
s(0)
0 + Σ̂s(r)

)
+ γµ

(
Σ̂
µ(0)
0 + Σ̂µ(r)

)
+ τ

(
Σ̂
s(0)

3 + γµΣ̂
µ(0)

3

)

≡ Σ̂s
0 + τ Σ̂

s

3 + γµ
(
Σ̂µ

0 + τ Σ̂
µ

3

)
. (2.23)

Diese entspricht von ihrer Lorentz–Struktur genau der DB–Selbstenergie in asymme-
trischer Kernmaterie, sie enthält jedoch zusätzlich Rearrangement–Terme in Σ̂s

0 und
Σ̂µ

0 , die in den DB–Selbstenergien nicht vorhanden sind.
Eine konsistente Behandlung der Dichteabhängigkeit im Rahmen einer feldtheore-

tischen Formulierung führt automatisch zum Auftreten von Rearrangementbeiträgen.
Ohne sie sind Lorentz–Invarianz, thermodynamische Konsistenz und Energie–Impuls–
Erhaltung der Theorie nicht gewährleistet. Dies wird ausführlich im Anhang dieser
Arbeit gezeigt. Zusätzlich führt die Berücksichtigung der Rearrangementenergien zu
einer Verbesserung der Ergebnisse bei der Berechnung endlicher Kerne, da dadurch
unter anderem die Einteilcheneigenschaften der Nukleonen (z.B. Einteilchenenergien,
Ladungsverteilungen) relativ unabhängig von den globalen Eigenschaften der Kerne
(Bindungsenergie) verändert werden [38]. So ist es möglich, Ladungsradien und Bin-
dungsenergien simultan zu verbessern und sich der

”
experimentellen“ Coester–Linie

[24] weiter zu nähern.
Wir untersuchen nun die analytische Form der Rearrangementselbstenergien für die

verschiedenen Wahlen der Dichteabhängigkeit (VDD oder SDD) genauer. Wie schon
gezeigt gilt im Falle der VDD–Dichteabhängigkeit für alle Mesonen As = 0 und Bµ =
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ûµ. In diesem Fall tragen alle Mesonen zur Vektorrearrangementenergie bei und nur
das Vektorpotential wird modifiziert:

Σ̂s(r) = 0 (2.24)

Σ̂µ(r) =

(
∂Γ̂ω
∂ρ̂

A(ω)νΨγνΨ+
∂Γ̂ρ
∂ρ̂

A(ρ)νΨγντΨ

−∂Γ̂σ
∂ρ̂

ΦσΨΨ− ∂Γ̂δ
∂ρ̂
ΦδΨτΨ

)
ûµ (2.25)

Im Falle der SDD–Dichteabhängigkeit hängen die Kopplungen der skalaren Mesonen
von der skalaren Dichte und die der Vektormesonen von der Vektordichte ab. Dadurch
ergeben sich sowohl skalare als auch vektorielle Selbstenergien:

Σ̂s(r) =

(
∂Γ̂σ
∂ρ̂

ΦσΨΨ− ∂Γ̂δ
∂ρ̂
ΦδΨτΨ

)
(2.26)

Σ̂µ(r) =

(
∂Γ̂ω
∂ρ̂

A(ω)νΨγνΨ+
∂Γ̂ρ
∂ρ̂

A(ρ)νΨγντΨ

)
ûµ. (2.27)

Dies führt insbesondere zu einer dymamischen Modifikation der effektiven Baryonen-
massen M∗ durch Σ̂s(r). Wie man sich leicht überlegen kann, führen SDD und VDD
durch die unterschiedlichen Modifikationen der Baryonenfeldgleichungen und damit der
Einteilcheneigenschaften auch zu unterschiedlichen Ergebnissen in endlichen Kernen.
Rechnungen haben gezeigt, dass die VDD–Dichteabhängigkeit zu einer besseren Be-
schreibung experimenteller Daten führt [38]. Da zusätzlich die Parametrisierung der
Dirac–Brückner–Rechnungen als Funktionen des Fermi–Impulses bzw. der Baryonen-
dichte erfolgt, werden wir von nun an nur noch die VDD–Beschreibung verwenden.
Dies erlaubt eine wesentlich transparentere Diskussion der Ergebnisse.

2.3 Mittelfeld- oder Hartree–Näherung

Die Feldgleichungen für die verschiedenen Mesonen und das Photon (2.9)-(2.13) und
die Baryonenfeldgleichung (2.21) sind hochgradig nichtlinear und eine exakte selbstkon-
sistente Lösung ist nicht möglich. Insbesondere die Quellterme der Mesonenfelder und
die Selbstenergien hängen in nichttrivialer Weise von Bilinearformen der Baryonenfeld-
operatoren ab. Auch physikalisch ist eine komplette feldtheoretische Behandlung nicht
sinnvoll, da dies eine weitaus größere Klasse von Diagrammen einschließen würde als
die Dirac–Brückner–Theorie, die wir als Ausgangspunkt für unsere Rechnungen ver-
wenden. In der gleichen Näherung wie der DB–Theorie zu rechnen würde bedeuten,
die Vertizes direkt aus der G–Matrix zu parametrisieren und so Zweiteilchenkorrela-
tionen explizit zu berücksichtigen [30, 33]. Eine Parametrisierung der G–Matrix durch
dichteabhängige Vertizes entspricht hingegen jedoch der Hartree–(Fock)–Näherung, in
der sich die Baryonen unkorreliert in einem mittleren Feld bewegen und die Zwei-
teilchenkorrelationen implizit in der Wechselwirkung eingeschlossen sind. Prinzipiell
sollte die Hartree–Fock–Näherung verwendet werden, da ihre Lagrangedichte derje-
nigen der DB–Theorie sehr ähnlich ist. Der Hartree–Fock(HF)–Grundzustand ist ein
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antisymmetrisiertes Produkt von unkorrelierten Einteilchenwellenfunktionen, die so-
genannte Slaterdeterminante, bezüglich dem die Femionenoperatoren normalgeordnet
sind [54]. Die Wechselwirkung wird durch einen lokalen direkten und einen nichtlo-
kalen Austauschterm beschrieben und entspricht damit bis auf die Vernachlässigung
des intermediären Zweiteilchenpropagators von der Struktur der Brückner–Näherung
[10]. Die HF–Näherung ist jedoch für endliche Systeme immer noch sehr aufwendig,
da sie aufgrund der Nichlokalität zu einem gekoppelten System von Integrodifferen-
tialgleichungen führt. Der gewöhnliche Ansatz ist daher, auch den Austauschterm zu
vernachlässigen und nur den direkten Term der Wechselwirkung zu verwenden. Dies ist
die sogenante Hartree–Näherung, die im folgenden näher erläutert wird. Es ist klar, dass
die Wechselwirkungen in Hartree-, HF- und Brückner–Näherung aufgrund ihrer unter-
schiedlichen Struktur nicht identisch sein können. Deshalb müssen die dichteabhängi-
gen Kopplungskonstanten immer als effektive Parametrisierung einer mikroskopischen
Theorie verstanden werden. Im Vergleich zur Brückner–Theorie tragen pseudoskalare
oder -vektorielle Mesonen (π und η), die in den Ein–Boson–Austauschpotentialen ent-
halten sind, nicht zum Hartree–Grundzustand bei. Diese sind jedoch aufgrund einer
Fierz–Tansformation [51], mit der sich der Austauschterm durch den direkten Term
ausdrücken lässt, in den dichteabhängigen effektiven Kopplungen enthalten. Dies ist
bei phänomenologischen konstanten Kopplungen nicht der Fall.

Die Verwendung der dichteabhängigen Kopplungskonstanten und der Hartree–
Näherung ist dann gerechtfertigt, wenn die lokale Dichtenäherung (LDA – local density
approximation) gültig ist, sich die Dichten in dem betrachteten System in Bezug auf
dessen Gleichgewichtskonfiguration also nur wenig ändern. Dies ist insbesondere gege-
ben, wenn die Quantenfluktuationen klein sind. Da mit wachsenden Baryonendichten
auch die Stärke der Quellterme in den Mesonenfeldgleichungen zunimmt, sind diese
hauptsächlich durch ihren Erwartungswert bestimmt, so dass auch die Quantenfluk-
tuationen der Mesonenfelder klein gegenüber ihren Mittelwerten werden. Man kann
daher die Baryonendichten und die Mesonenfeldoperatoren durch ihren stationären
Erwartungswert bezüglich des Hartree–Grundzustandes beschreiben.

Weitere Eigenschaften der Hartree–Näherung sind, dass in den hier betrachte-
ten statischen Systemen keine Retardierungseffekte auftreten und die Felder keine
Zeitabhängigkeit besitzen. Aufgrund von Ladungs- und Paritätserhaltung verschwin-
den außerdem die Erwartungswerte geladener und pseudoskalarer Mesonen. Zusätzlich
liefern auch die Raumanteile der Vektormesonen in sphärisch symmetrischen Syste-
men (unendliche Kernmaterie und Kerne mit gerader Protonen- und Neutronenzahl)
keinen Beitrag zum Grundzustand. Zusammenfassend kann man damit die folgenden
Näherungen für die Baryonendichten

ΨΨ → 〈ΨΨ〉 = ρsn + ρsp = ρs (2.28)

ΨτΨ → 〈ΨτΨ〉δi3 = 〈Ψτ3Ψ〉 = ρsn − ρsp = ρs3 (2.29)

ΨγµΨ → 〈ΨγµΨ〉δµ0 = 〈Ψγ0Ψ〉 = ρn + ρp = ρ (2.30)

ΨγµτΨ → 〈ΨγµτΨ〉δi3δµ0 = 〈Ψγ0τ3Ψ〉 = ρn − ρp = ρ3 (2.31)

und die Mesonenfelder
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Φσ → 〈Φσ〉 = φσ (2.32)

Φδ → 〈Φδ〉δi3 = φδ (2.33)

A(ω)
µ → 〈A(ω)

µ 〉δµ0 = A
(ω)
0 (2.34)

A(ρ)
µ → 〈A(ρ)

µ 〉δi3δµ0 = A
(ρ)
0 (2.35)

annehmen. Wir werden von jetzt an den Index b = n, p zur Unterscheidung von Neu-
tronen und Protonen verwenden, da es in asymmetrischen Systemen vorteilhaft ist, die
Gleichungen isospin-separiert, also getrennt fuer die Baryonenfeldoperatoren ψn und
ψp anstelle des Isospindupletts Ψ, zu formulieren.

Wir müssen noch untersuchen, wie sich die Meson–Baryon–Vertizes, die als Funk-
tionale des Dichteoperators ρ̂0 definiert wurden, in der Hartree–Näherung verhalten.
Mit Hilfe des Wick’schen Theorems [55] kann man diesen durch Normalordnung in
einen reinen Zahlenwert ρ0 = 〈ρ̂0〉 und einen operatorwertigen Anteil C(ρ̂0) zerlegen,
dessen Grunzustanderwartungswert 〈C〉 = 0 verschwindet:

ρ̂0 = ρ0 + C(ρ̂0) (2.36)

Daraus folgt sofort 〈ρ̂n0 〉 = ρn0 für beliebige Potenzen n und aus der Taylorentwicklung
der Vertizes Γ̂α um ρ0

Γ̂α(ρ̂0) = Γα(ρ0) + (ρ̂0 − ρ0)
∂Γ̂α
ρ̂0

|ρ0 +O(ρ̂2
0) (2.37)

findet man durch Bildung des Erwartungswertes, dass in Hartree–Näherung die Vertex-
Funktionale durch Funktionen des Erwartungswertes von ρ̂0 ersetzt werden können,
also zahlenwertige Funktionen der Baryonendichten sind:

〈Γ̂α(ρ̂0)〉 = Γα(〈ρ̂0〉) = Γα(ρ0) (2.38)

Analog bestimmt man die Ableitungen der Funktionale〈
∂Γ̂α(ρ̂0)

∂ρ̂0

〉
=

∂Γα(ρ0)

∂ρ0

, (2.39)

was die nichtlinearen Bewegungsgleichungen erheblich vereinfacht. Hartree–
Approximation bedeutet demnach, die folgenden Korrelationsterme zu vernachlässigen:

Cα = 〈
(
Γ̂α − 〈Γ̂α〉

)
(ρ̂0 − 〈ρ̂0〉)〉 (2.40)

Die Mesonenfeldgleichungen reduzieren sich damit zu einfachen Differentialgleichun-
gen für klassische Felder

(−∇2 +m2
σ)φσ = Γσ(ρ)ρ

s (2.41)

(−∇2 +m2
ω)A

(ω)
0 = Γω(ρ)ρ (2.42)

(−∇2 +m2
δ)φδ = Γδ(ρ)ρ

s
3 (2.43)

(−∇2 +m2
ρ)A

(ρ)
0 = Γρ(ρ)ρ3 (2.44)

−∇2A
(γ)
0 = −eρp, (2.45)
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die durch Greensche Funktionen Dα, die den freien Mesonenpropagatoren entsprechen,
gelöst werden [10]. Dies soll hier nicht genauer erläutert werden. Entscheidend ist nur,
dass im Gegensatz zu Modellen mit konstanten Kopplungen über die Vertizes integriert
werden muss, um die Dichteabhängigkeit konsistent zu behandeln. Schematisch ergibt
sich für die Lösung obiger Gleichungen damit

φα(r) =
∫

d3r′Dα(r, r
′)Γα(ρ0(r

′))ρα(r′). (2.46)

In den Selbstenergien werden in Hartree–Näherung Mesonenfelder, Baryonendich-
ten und Kopplungsfunktionale durch ihre Erwartungswerte ersetzt, in der Vektor–
Rearrangementenergie erhält man z.B. ĵµA(ω)

µ = ρA
(ω)
0 . Im Ruhesystem ist die Vie-

rergeschwindigkei ûµ = (1,0) und man kann die Vektorselbstenergien als Σ0
b = Σµ

b û
µ

definieren. Die Dirac–Gleichung ist damit die einzige Bewegungsgleichung, die in ihrer
Stuktur unverändert bleibt und ihren Quantencharakter beibehält:

[γµ (i∂
µ − Σµ

b (ρ))− (M − Σs
b(ρ))]ψb = 0, (2.47)

Sie enthält jetzt jedoch die statischen, dichteabhängigen Selbstenergien

Σ
s(0)
b (ρ) = Γσ(ρ)φσ + τbΓδ(ρ)φδ (2.48)

Σ
0(0)
b (ρ) = Γω(ρ)A

(ω)
0 + τbΓρ(ρ)A

(ρ)
0 + e

1− τb
2

A
(γ)
0 (2.49)

Σ0(r)(ρ) =

(
∂Γω
∂ρ

A
(ω)
0 ρ+

∂Γρ
∂ρ

A
(ρ)
0 ρ3 − ∂Γσ

∂ρ
φσρ

s − ∂Γδ
∂ρ

φδρ
s
3

)
, (2.50)

die sich für Neutronen (τn = +1) und Protonen τp = −1) unterscheiden. Die Rearran-
gementselbstenergien sind jedoch aufgrund der Dichteabhängigkeit der Vertizes von der
Gesamtdichte unabhängig vom Isospin.

In den nächsten Kapiteln werden wir nun die Eigenschaften verschiedener Syste-
me (asymmetrische Kernmaterie, exotische Kerne, Neutronensterne) im Rahmen der
vorgestellten dichteabhängigen relativistischen Hartree–Näherung untersuchen.



Kapitel 3

Bestimmung der
Meson-Baryon-Vertizes in
Kernmaterie

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie sich die Ergebnisse aus den Dirac-Brückner–
Rechnungen aus Kapitel 1 in der dichteabhängigen relativistischen Hadronenfeldtheorie
(DDRH) verwenden lassen, die in Kapitel 2 vorgestellt wurde. Dazu wird in Analogie
zur DB–Theorie unendliche Kernmaterie in Hartree–Näherung beschrieben und disku-
tiert, wie eine konsistente Projektion der DB–Selbstenergien auf die dichteabhängigen
Meson–Nukleon–Vertizes zu erfolgen hat.

3.1 Berechnung der Zustandsgleichung

Die Feldgleichungen aus Kapitel 2 werden als erstes in unendlicher Kernmaterie ausge-
wertet. Da es sich bei dieser um ein homogenes, isotropes System handelt, verschwinden
die Ableitungsterme bezüglich der Ortskoordinaten in den Feldgleichungen. Damit lässt
sich die Lösung der Dirac–Gleichung (2.21) analog zur freien Dirac–Gleichung durch
eine Fourier–Entwicklung im Impulsraum nach ebenen Wellen darstellen [56, 57]. Dies
wird in Anhang B genauer erläutert. Wir betrachten in Hartree–Näherung nur Ein-
teilchenzustände positiver Energie, die wir im Medium als u∗

b(k, s) bezeichen. Dabei
unterscheidet der Index b = p, n den Isospin und s = ±1

2
den Spin der Neutronen und

Protonen. Die Dirac–Gleichung lautet dann:

[γµk
∗µ
b −m∗

b ]u
∗
b(k, s) = 0 (3.1)

Wir haben dabei die mediumabhängigen effektiven Vierer–Impulse k∗µ
b = kµ−Σµ

b (mit
k∗0
b = εb − Σ0

b) und effektiven Massen m∗
b = M − Σs

b definiert, die der modifizierten
Massenschalenbedingung

k∗
b
2 −m∗

b
2 = 0 (3.2)

genügen. Durch die Berücksichtigung des δ-Mesons unterscheiden sich die effektiven
Massen für Protonen und Neutronen. Für die Einteilchenenergien E∗

b ergibt sich damit

E∗
b = (k∗0

b ) =
√

k∗
b
2 +m∗

b
2 (3.3)

29
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und Lösung der Dirac–Gleichung ist

u∗
b(k, s) =

√
E∗
b +m∗

b

2m∗
b


 1

σk∗
b

E∗
b
+m∗

b


χs. (3.4)

Auch die Mesonenfeldgleichungen (2.41)-(2.44) vereinfachen sich in unendlicher
Kernmaterie, da aufgrund der Translationsinvarianz die Ableitungen der Mesonenfelder
verschwinden:

m2
σφσ = Γσ(ρ)ρ

s (3.5)

m2
ωA

(ω)
0 = Γω(ρ)ρ (3.6)

m2
δφδ = Γδ(ρ)ρ

s
3 (3.7)

m2
ρA

(ρ)
0 = Γρ(ρ)ρ3 (3.8)

Die Berechnug der in Kapitel 2 definierten Baryonendichten und skalaren Dichten
erfolgt durch Integration über alle Zustände k ≤ kFb

innerhalb der Fermikugel. Mit der

Definition EFb
=
√
k2
Fb

+m∗
b
2 lassen sich diese sofort angeben:

ρ = 〈Ψγ0Ψ〉 =
∑
b=p,n

∑
ss′

∫
|k|<kFb

d3k

(2π)3
u∗
b(k, s

′)u∗
b(k, s)

=
∑
b=p,n

2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k =
∑
b=p,n

k3
Fb

3π2

≡ 2

3π2
k3
F (3.9)

ρs = 〈ΨΨ〉 =
∑
b=p,n

∑
ss′

∫
|k|<kFb

d3k

(2π)3
u∗†
b (k, s

′)u∗
b(k, s)

=
∑
b=p,n

2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k
m∗

b

E∗
b

=
∑
b=p,n

m∗
b

2π2

[
kFb

EFb
−m∗

b
2 ln

kFb
+ EFb

m∗
b

]
. (3.10)

Die Lösung des Kernmaterieproblems bei einem gegebenen Fermiimpuls kFb
bzw.

einer Baryonendichte ρb erfordert die Kenntnis der effektiven Massen, um aus diesen
die skalaren Dichten über Gl. (3.10) berechnen zu können. Danach ist es möglich, aus
Gl. (3.5)-(3.8) die Mesonenfelder zu bestimmen. Es ist jedoch zu beachten, dass

m∗
b = M − Γσ(ρ)φσ − τbΓδ(ρ)φδ (3.11)

über die skalaren Selbstenergien auch von den Mesonenfeldern und damit wieder im-
plizit von den skalaren Dichten abhängt. Diese Selbstkonsistenzproblem führt zu einem
gekoppelten Gleichungssystem für die effektiven Massen m∗

b . Wir lösen es, indem die
Felder φσ und φδ aus ihren Feldgleichungen unter Verwendung von Gl. (3.10) und
Gl. (3.11) bestimmt werden. Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass es leicht auf Syste-
me mit einer beliebigen Anzahl von Baryonensorten (Nukleonen und Hyperonen) ver-
allgemeinert werden kann.
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Wir geben als nächstes die zur Beschreibung unendlicher Kernmaterie benötigten
Größen an.

3.1.1 Energie–Impuls–Tensor und Energiedichte

Der Energie–Impuls–Tensor ist definiert als

T µν =
∑
i

∂L
∂(∂µφi)

∂νφi − gµνL, φi = Ψ,Ψ,Φσ, A
(ω)
µ ,Φδ, A

(ρ)
µ (3.12)

und berechnet sich mit der DDRH–Lagrangedichte als

T µν = Ψγµ∂νΨ− gµνΨ
[
γλΣ̂

λ(r) − Σ̂s(r)
]
Ψ

+
∑
i=σ,δ

(
∂µΦi∂

νΦi − gµν

2

[
∂λΦi∂

λΦi −m2
iΦ

2
i

])

+
∑
κ=ω,ρ

(
∂νA

(κ)
λ F (κ)λµ − gµν

2

[
−F

(κ)
λρ F (κ)λρ +m2

κA
(κ)
λ A(κ)λ

])
. (3.13)

In Gegensatz zu linearen Feldtheorien treten hier die aus der Dichteabhängigkeit der
Kopplungsfunktionale stammenden Rearrangementenergien auf. Wir nehmen von jetzt
an nur noch die VDD–Dichteabhängigkeit der Vertizes an. In unendlicher Kernmaterie
verschwinden die Ableitungen der Mesonenfelder und T µν vereinfacht sich zu

T µν =
∑
b=p,n

2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k

E∗
b

[
k∗µ
b k∗ν

b + k∗µ
b

(
Σ
ν(0)
b + Σν(r)

)
− k∗

bλΣ
λ(r)gµν

]

+ gµν


∑
i=σ,δ

m2
iΦ

2
i −

∑
κ=ω,ρ

m2
κA

(κ)
λ A(κ)λ


 . (3.14)

In Anhang C wird gezeigt, dass Energie–Impuls–Erhaltung gegeben ist, also die
Divergenz ∂νT

µν verschwindet.
Die Grundzustandsenergie ist der Erwartungswert der nullten Komponente des

Energie–Impuls–Tensors. Infolge der sphärischen Symmetrie verschwinden die raum-
artigen Komponenten der Selbstenergien und kanonischer und kinetischer Impuls sind
identisch (k∗ = k). Man findet

ε = 〈T 00〉 =
∑
b=n,p

[
2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k
√

k2 +m∗
b
2 + ρbΣ

0(0)
b

]

+
1

2

[
m2

σΦ
2
σ +m2

δΦ
2
δ −m2

ωA
(ω)
0

2 −m2
ρA

(ρ)
0

2
]

(3.15)

=
∑
b=n,p

1

4
[3EFb

ρb +m∗
bρ

s
b] +

∑
b=n,p

1

2

[
ρbΣ

0(0)
b + ρsbΣ

s(0)
b

]
. (3.16)

Die Rearrangementbeiträge in Gl. (3.14) heben sich gerade gegenseitig auf, so dass
Rearrangement nicht zur Grundzustandsenergie beiträgt. Dies ist ein wichtiges Ergeb-
nis für die Bestimmung der Vertizes Γα aus den Dirac–Brückner–Selbstenergien. Die
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Bindungsenergie pro Nukleon ist identisch mit derjenigen aus DB–Rechnungen, die
Zustandsgleichung wird also nicht verändert. In Gl. (3.16) haben wir unter Benutzung
der Mesonenfeldgleichungen (3.5)-(3.8) die Beiträge der Mesonenfelder zur Energie in
die Selbstenergien geschoben.

Für die Beschreibung der Zustandsgleichung wird dann die mittlere Bindungsener-
gie pro Nukleon ε/ρ = Eb/A−M angegeben.

3.1.2 Druck und chemisches Potential

Als nächstes berechnen wir den Druck P des Systems aus dem Energie–Impuls–Tensor.
Es gilt:

P =
1

3

3∑
i=1

〈T ii〉 =
∑
b=n,p


 2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k
k2√

k2 +m∗
b
2
+ ρbΣ

0(r)




−1

2

[
m2

σΦ
2
σ +m2

δΦ
2
δ −m2

ωA
(ω)
0

2 −m2
ρA

(ρ)
0

2
]

(3.17)

=
∑
b=n,p

1

4
[EFb

ρb −m∗
bρ

s
b] +

∑
b=n,p

1

2

[
ρbΣ

0(0)
b − ρsbΣ

s(0)
b + 2ρbΣ

0(r)
]

(3.18)

Im Gegensatz zur Energiedichte ε treten im Druck P die Rearrangementenergien
explizit auf und beeinflussen die Lage des Sättigungspunktes von Kernmaterie, an
dem P = 0 gilt. Es ist offensichtlich, dass man die thermodynamische Konsistenz
des Systems verletzen würde, wenn man diese nicht berücksichte. Thermodynamische
Konsistenz bedeutet, dass die thermodynamische Definition des Druckes eines Systems
mittels der Energiedichte identisch mit dem mechanischen Druck ist, den man aus dem
Energie–Impuls–Tensor erhält, also

ρ2 ∂

∂ρ

(
ε

ρ

)
=

1

3

3∑
i=1

〈T ii〉. (3.19)

Dies wird in Anhang D gezeigt.
Eine weitere wichtige thermodynamische Größe ist das chemische Potential µ. Es

kann als Lagrangemultiplikator des Variationsproblems angesehen werden, die Ener-
giedichte ε in einem gegebenen Volumen V unter der Nebenbedingung konstanter Teil-
chenzahl N zu minimieren. In asymmetrischer Kernmaterie hat man für Protonen und
Neutronen unterschiedliche chemische Potentiale und findet:

δ


ε− ∑

b=n,p

µb(ρb − Nb

V
)


 = 0 ⇒ µb =

∂

∂ρb
ε (3.20)

Die Berechnung der Ableitung

µb =
∂

∂ρb
ε =

∂

∂ρb

∑
b=n,p

[
2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k
√

k2 +m∗
b
2 +

1

2

(
ρbΣ

0(0)
b + ρsbΣ

s(0)
b

)]
(3.21)
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erfolgt in Analogie zum Beweis der thermodynamischen Konsistenz in Anhang D. Man
erhält das chemische Potential

µb =
√
kFb

2 +m∗
b
2 +

(
Σ

0(0)
b + Σ

0(r)
b

)
= EFb

+ Σ0
b . (3.22)

Ein weiterer Test der Konsistenz des Modells ist das Hugenholtz–van Hove–
Theorem [58]

ε+ P = ρE(kF ) =
∑
b=n,p

ρbEb(kFb
), (3.23)

welches Druck und Energiedichte mit der Einteilchendichte an der Fermikante in Ver-
bindung setzt. Im Falle von Sättigung (P = 0) ist die mittlere Bindungsenergie pro
Teilchen gerade die Einteilchen–Energie an der Fermikante. Man findet unter Benut-
zung von Gl. (3.16) und Gl. (3.18)

ε+ P =
∑
b=n,p

(
EFb

ρb + ρbΣ
0(0)
b + ρbΣ

0(r)
b

)
=
∑
b=n,p

ρbµb, (3.24)

wodurch sich die µb auch als mittlere Protonen bzw. Neutronen–Einteilchen–Energien
identifizieren lassen und das Hugenholtz–van Hove–Theorem sofort bestätigt wird.

3.2 Bestimmung der Vertizes in unendlicher

Kernmaterie

Mit den im vorherigen Abschnitt berechneten Größen ist es jetzt möglich, die Zustands-
gleichung von Kernmaterie zu beschreiben und aus Dirac–Brückner–Rechnungen stam-
menden Ergebnisse in dichteabhängiger relativistischer Hartree–Näherung (RHA) zu
parametrisieren.

Die ursprünglich in [35, 36, 59] vorgeschlagene Vorgehensweise für die Verknüpfung
der DB–Theorie und der dichteabhängigen RHA (DDRH) ist, für eine gegebene Ba-
ryonendichte die Hartree–Selbstenergien mit den DB–Selbstenergien zu identifizieren,
also

ΣDBHF(ρ) ≡ ΣDRHA(ρ) = Σs
DRHA(ρ) + γ0Σ

0
DRHA(ρ). (3.25)

Man berücksichtigt dabei nur dichteabhängige (bzw. nur von kF abhängige) Selbst-
energien, vernachlässigt also die in Kapitel 1 diskutierte Impulsabhängigkeit von
ΣDBHF(k, kF ), und berechnet die Selbstenergien an einem festen Impuls k = kF . Die
daraus resultierenden Probleme werden in den nächsten Abschnitten noch genauer
diskutiert.

In dieser lokalen Dichtenäherung (LDA) nimmt man nun an, dass ΣDRHA(ρ) von
der gleichen Struktur ist wie die Hartree–Selbstenergie ΣRHA(ρ). Diese enthät nur

konstante Kopplungen und ist gegeben durch ΣRHA(ρ) = gσφσ(ρ) + γ0gωA
(ω)
0 (ρ). Ih-

re Dichteabhängigkeit resultiert nur aus den Mesonenfeldern. In der LDA setzt man
nun dichteabhängige Kopplungen gα(ρ) an und kann in symmetrischer Kernmaterie
unter Benutzung der Mesonenfeldgleichungen

m2
σφσ = gσ(ρ)ρ

s, m2
ωA

(ω)
0 = gω(ρ)ρ (3.26)
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die Selbstenergien in Gl. (3.25) durch die gα(ρ) ausdrücken:

Σs
DRHA(ρ) =

g2
σ(ρ)

m2
σ

ρs ≡ Σs
DBHF(ρ), Σ0

DRHA(ρ) =
g2
ω(ρ)

m2
ω

ρ ≡ Σ0
DBHF(ρ) (3.27)

Obwohl dieser Ansatz, der beide Theorien auf der Ebene der Einteilchenpotentiale
gleichsetzt, eine einfache Verbindung zwischen den DB–Selbstenergien und den dich-
teabhängigen Kopplungen der RHA ermöglicht, ist er doch problematisch. Man nimmt
hierbei nämlich an, dass die gα(ρ) Funktionen des Grundzustandserwartungsertes der
Baryonendichten sind und nicht Funktionale der Feldoperatoren, wie dies in Kapitel
2 allgemeiner definiert wurde. Deshalb enthalten die ΣDRHA(ρ) in diesem Ansatz keine
Rearrangementbeiträge.

Für die Berechnung der Zustandsgleichung in Kernmaterie hat dies keine Auswir-
kungen, da sich die Energiedichte ε (Gl. (3.16)) nur aus den rearrangementfreien Bei-
trägen der Selbstenergie berechnet. Diese entsprechen den DB–Selbstenergien, so dass
per Definition die Projektion aus Gl. (3.27) die DB–Bindungsenergie reproduziert. Auch

enthält der Druck P , der über seine thermodynamische Definition P = ρ2 ∂
∂ρ

(
ε
ρ

)
aus

der Energiedichte berechnet wird, Ableitungen der Kopplungen und der korrekte Sätti-
gungspunkt wird beschrieben. Man muss sich jedoch veranschaulichen, dass bei einer
Berechnung von P aus T µν diese Terme nicht auftreten, wenn man nur dichteabhängige
Funktionen annimmt und die thermodynamische Konsistenz damit verletzt wird.

Problematisch ist dieser Ansatz bei der Berechnung endlicher Kerne. Im Gegen-
satz zu Kernmaterie, in der im allgemeinen nur die makroskopischen Eigenschaften
des Systems (ε/ρ, P ) betrachtet werden, sind in endlichen Kernen die Einteilche-
neigenschaften (Einteilchenbindungsenergien, Dichteverteilungen) beobachtbar. Diese
werden durch die Dirac–Gleichung bestimmt, die bei einer konstistenten feldtheore-
tischen Formulierung wie der DDRH aus Kapitel 2 jedoch Rearrangementbeiträge
enthält. Dies führt zu einer Veränderung der Einteilcheneigenschaften und aufgrund
der Ortsabhängigkeit der Felder auch indirekt zu einer Modifikation der makrosko-
pischen Eigenschaften von Kernen [38]. Man kann die Dichteabhängigkeit der Γα(ρ)
und die Rearrangementselbstenergien auch als direkte Folge der Impuls- und Zustand-
sabhängigkeit von ΣDBHF(k, kF ) sehen, die in endlichen Kernen beobachtbar wird. Dies
wird in Teil II dieser Arbeit noch genauer diskutiert werden.

Da bei einer Abhängigkeit der Kopplungen von den Baryonenfeldern in der De-
finition der Selbstenergie Rearrangenmentterme auftauchen, die in der DB–Theorie
nicht vorhanden sind, ist die Projektion in Gl. (3.25) inkonsistent. Deshalb ist es nicht
möglich, über die Einteilchenpotentiale die Dichteabhängigkeit der Kopplungen korrekt
zu bestimmen. Dies muss vielmehr über die makroskopischen Eigenschaften erfolgen,
die unabhängig vom Rearrangement sind. Man identifiziert deshalb die DB– und die
DDRH–Bindungsenergien miteinander. Für die potentielle Energie gilt mit Gl. (3.16)

εDDRH(ρ) = ρΣ0(0)
DDHR(ρ) + ρsΣs(0)

DDHR(ρ) ≡ εDBHF(ρ)

= ρΣ0
DBHF(ρ) + ρsΣs

DBHF(ρ). (3.28)

Unter Verwendung der Mesonenfeldgleichungen (3.5) und (3.6) ergibt sich damit ein
zu Gl. (3.25) identischer Ausdruck
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Σs(0)
DDRH(ρ) =

Γ2
σ(ρ)

m2
σ

ρs ≡ Σs
DBHF(ρ), Σ0(0)

DDRH(ρ) =
Γ2
ω(ρ)

m2
ω

ρ ≡ Σ0
DBHF(ρ), (3.29)

der jedoch wie oben diskutiert anders interpretiert werden muss, da sich nun die Ein-
teilchenpotentiale im Vergleich zur DB–Theorie unterscheiden. Für den Fall der VDD–
Dichteabhängigkeit wird nur das Vektorpotential durch die Rearrangementterme modi-
fiziert. Wählt man jedoch die SDD–Dichteabhängigkeit wird auch das skalare Potential
und damit die effektive Masse

m∗
DDRH(ρ) = M − Σs(0)

DDRH(ρ)− Σs(r)
DDRH(ρ) (3.30)

�= m∗
DBHF(ρ) = M − Σs

DBHF(ρ) (3.31)

verändert. Um die dynamischen Eigenschaften der Baryonen im Medium möglichst
identisch zu DB–Rechnungen zu parametrisieren, ist deshalb der VDD–Ansatz vorzu-
ziehen.

Die Parametrisierung der DB–Ergebnisse erfolgt durch einen Fit der in Hartree–
Näherung dichteabhängigen Funktionen Γα(ρ) an die Selbstenergien ΣDBHF(ρ). Um die
Γα(ρ) in der dichteabhängigen Feldtheorie verwenden zu können, ist es notwendig, die
folgenden Abbildungen zu definieren

Γ̂α(ρ̂0) =
∫ ∞

0
Γα(ρnm)δ(ρ

2
nm − ρ̂2

0)2ρnmdρnm (3.32)

ˆ∂Γα(ρ̂0)

∂ρ̂0

=
∫ ∞

0

∂Γα(∂ρnm)

∂ρnm
δ(ρ2

nm − ρ̂2
0)2ρnmdρnm, (3.33)

die für eine gegebene Kernmaterie–Vektordichte ρnm die dichteabhängigen Kopplungs-
funktionen auf den feldtheoretischen Meson-Baryon-Vertex Γ̂α(ρ̂0) und seine Variation
projizieren.

Dies wurde bei den ersten dichteabhängigen Beschreibungen jedoch nicht berück-
sichtigt [35, 36]. Dort wurde die Projektion der Dirac–Brückner–Ergebnisse auf die
Vertizes in der lokalen Dichtenäherung vorgenommen und direkt von Kernmaterie auf
endliche Systeme übertragen.

3.3 Parametrisierung des Groningen

NN–Potentials in asymmetrischer Kernmaterie

Als nächstes werden die DB–Selbstenergien aus Kapitel 1 (Abbildungen 1.4 und 1.5)
parametrisiert. Da die Rechnungen für das Groningen NN–Potential [28, 43] in asymme-
trischer Kernmaterie durchgeführt wurden [32], existieren für Protonen und Neutronen
für ein jeweils gegebenes Asymmetrieverhältnis

as =
ρp

ρn + ρp
(3.34)

verschiedene skalare und vektorielle Selbstenergien, die als ΣsDB
n,p (ρn, ρp) und Σ0DB

n,p (ρn, ρp)
bezeichnet werden und von ρn und ρp abhängen. In Analogie zu Abschnitt 3.2 bestim-
men wir die dichteabhängigen Kopplungen durch Identifizierung der Selbstenergien



36 3. Bestimmung der Meson-Baryon-Vertizes in Kernmaterie

über die potentielle Energie in asymmetrischer Kernmaterie. Mit den Definitionen

ΣsDB

0 (ρn, ρp) =
1

2

[
ΣsDB

n (ρn, ρp) + ΣsDB

p (ρn, ρp)
]

(3.35)

ΣsDB

3 (ρn, ρp) =
1

2

[
ΣsDB

n (ρn, ρp)− ΣsDB

p (ρn, ρp)
]

(3.36)

Σ0DB

0 (ρn, ρp) =
1

2

[
Σ0DB

n (ρn, ρp) + Σ0DB

p (ρn, ρp)
]

(3.37)

Σ0DB

3 (ρn, ρp) =
1

2

[
Σ0DB

n (ρn, ρp)− Σ0DB

p (ρn, ρp)
]

(3.38)

findet man unter Verwendung der Mesonenfeldgleichungen (3.5)-(3.8) die zu Gl. (3.29)
analogen Ausdrücke

(
Γσ
mσ

)2

=
ΣsDB

0 (ρn, ρp)

ρs
,

(
Γω
mω

)2

=
Σ0DB

0 (ρn, ρp)

ρ
(3.39)

(
Γδ
mδ

)2

=
ΣsDB

3 (ρn, ρp)

ρs3
,

(
Γρ
mρ

)2

=
Σ0DB

3 (ρn, ρp)

ρ3

. (3.40)

Es ist offensichtlich, dass es ohne Berücksichtigung des δ-Mesons nicht möglich gewesen
wäre, die isoskalaren–skalaren Selbstenergien zu parametrisieren und so den Isovektor-
kanal der Wechselwirkung korrekt zu beschreiben. Dies ist ein wichtiger Unterschied zu
phänomenologischen Parametrisierungen der Wechselwirkung. Dort wird im Isovektor-
kanal nur ein effektives ρ-Meson verwendet, dessen Stärke im wesentlichen gerade der
Differenz der skalaren und vektoriellen Isovektormeson ρ und δ aus dem DB–Modell
entspricht. Daraus ist erkennbar, dass die relativistische Struktur der Isovektorwech-
selwirkung nur unvollständig wiedergegeben wird.

Wir haben in Kapitel 2 angenommen, dass unsere Kopplungsfunktionale nur durch
die Gesamtdichte parametrisiert werden und die Abhängigkeit von den einzelnen Baryo-
nendichten bzw. der Asymmetriedichte ρ3 = ρn − ρp in erster Ordnung vernachlässigt
werden kann. Um zu überprüfen, ob dieser Ansatz auf die DB–Ergebnisse anwend-
bar ist, zeigen wir in Abbildung 3.1 die (iso-)skalaren und (iso-)vektoriellen DB-
Selbstenergien in Abhängigkeit von der jeweils zugehörigen Dichte. In erster Ordnung
sollten dies linear ansteigende Kurve sein, die unabhängig von der Asymmetrie as sind.
Für die isoskalaren Selbstenergien ist diese Relation fast perfekt erfüllt, bei den iso-
vektoriellen Selbstenergien gibt es kleine Abweichungen, die jedoch in guter Näherung
vernachlässigt werden können.

Somit können die Selbstenergien durch die Funktionen auf der linken Seite der
Gleichungen (3.39) und (3.40) in Abhängigkeit von der Baryonendichte ρ parametri-
siert werden. Man kann sich aus Gl. (3.16) leicht überlegen, dass die Eigenschaften der

Zustandsgleichung unverändert bleiben, solange die Verhältnisse
(

Γα

mα

)2
(ρ) immer die

gleichen Funktionen von ρ sind, unabhängig davon, ob die Dichteabhängigkeit in den
Kopplungen, den Mesonenmassen oder in beiden steckt [60]. Analog dazu kann man
die nichtlineare Mesonenselbstwechselwirkung in Modellen mit konstanten Kopplungen
auch als effektive, dichteabhängige Masse interpretieren. In endlichen Kernen hingegen
ist diese Gleichheit nicht mehr gegeben, da Masse und Kopplungen das System un-
abhängig voneinander beeinflussen. Dieser Ansatz würde auch eine andere Projektion
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Abb. 3.1: (Iso-)Skalare und (iso-)vektorielle DB–Selbstenergien in Abhängigkeit von
der jeweils zugehörigen Nukleonendichte, berechnet bei verschiedenen
Asymmetrien as = 0.2, 0.3, 0.4 mit dem Groningen NN–Potential.

als in Gl.(3.32) erfordern. Wir folgen daher dem Ansatz der DDRH und parametrisieren
die DB–Selbstenergien nur durch dichteabhängige Kopplungen.

Verschiedene analytische Ansätze für die Dichteabhängigkeit sind in der Literatur
untersucht worden. Eine Parametrisierung der Kopplungen als Polynom in kF ∼ ρ1/3

wurde in [36] vorgestellt. Dort wurden die mit dem Bonn A NN–Potential [3] in sym-
metrischer Kernmaterie berechneten DB–Selbstenergien [35] durch eine Entwicklung

von Γ2
α in kF um die Sättigungsdichte ρ0 bzw. kF0 = 3π2

2
ρ

1/3
0 dargestellt:

(
Γα
mα

)2

= aα


1 + bα

(
1− kF

kF0

)
+ cα

(
1− kF

kF0

)2

 (3.41)

Dieser Ansatz erlaubt einen exzellenten Fit der Selbstenergien in dem für endliche
Kerne wichtigen Dichtebereich um ρ0 und wurde erfolgreich in Kernstrukturrechnun-
gen angewendet [36, 38, 39, 41]. Aufgrund des Polynomansatzes ist das Verhalten der
Kopplungen bei geringen Dichten (< 0.5ρ0) und höheren Dichten (> 2.5ρ0) instabil.
So steigen sie bei hohen Dichten sehr stark an, was dem physikalisch zu erwartenden
Sättigungsverhalten widerspricht. Da die Parametrisierung später für die Berechnung
von Neutronensternen mit Dichten ∼ 5−7ρ0 angewendet werden soll, ist dies problema-
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Abb. 3.2: Effektive Dichteabhängigkeit der isoskalaren σ (oben) und ω (unten)
Meson–Nukleon–Vertizes. Gezeigt werden Ergebnisse, die aus Dirac–
Brückner–Rechnungen mit dem Groningen NN–Potential bei verschiedene
Asymmetrien as = 0.2, 0.3, 0.4 extrahiert wurden. Die Kurve repräsentiert
den Fit durch die gemittelten DB–Ergebnisse.
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Abb. 3.3: Effektive Dichteabhängigkeit der isovektoriellen ρ (oben) und δ (unten)
Meson–Nukleon–Vertizes für das Groningen NN–Potential; analog Abbil-
dung 3.2
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meson α σ ω δ ρ
mα[MeV] 550 783 983 770

aα 13.1334 15.1640 19.1023 12.8373
bα 0.4258 0.3474 1.3653 2.4822
cα 0.6578 0.5152 2.3054 5.8681
dα 0.7914 0.5989 0.0693 0.3671
eα 0.7914 0.5989 0.5388 0.3598

ρ0 = 0.16 [fm−3]

Tab. 3.1: Dichteabhängigen Kopplungen für das Groningen NN–Potential. Die Para-
meter für die Kopplungen aus Gl. (3.42) wurden durch einen Fit an DB–
Selbstenergien aus asymmetrischer Kernmaterie [32] bestimmt.

tisch. Weiterhin steigen für kF → 0 die Kopplungen extrem stark an und die Ableitung
∂Γα

∂ρ
divergiert sogar. Numerisch ist dies kein Problem, da in den Rechnungen immer

nur Terme der Form ∼ ρ∂Γα

∂ρ
auftauchen, die wohldefiniert sind. Physikalisch ist dieses

Verhalten jedoch unbefriedigend.

Der in [60] vorgeschlagene Ansatz einer rationalen Approximation der Kopplungs-
funktion in ρ

Γα(ρ) = aα


1 + bα(

ρ
ρ0

+ dα)
2

1 + cα(
ρ
ρ0

+ eα)2


 (3.42)

vermeidet diese Probleme. Er besitzt ein wohldefiniertes Verhalten bei geringen Dichten
und sättigt bei hohen Dichten gegen einen konstanten Wert.

Unter Verwendung von Gl. (3.42) wurden die in Gl. (3.39) und (3.40) definierten
Kopplungen an die DB–Selbstenergien des Groningen NN–Potentials angepasst. Tabel-
le 3.1 zeigt die Ergebnisse für diesen Fit. In Abbildung 3.2 werden die isoskalaren und in
Abbildung 3.3 die isovektoriellen Kopplungsfunktionen dargestellt. Die Beschreibung
der DB–Selbstenergien ist sehr gut. Im isoskalaren Kanal (σ,ω) ist es sogar ausreichend,
dα = eα zu setzen. Im isovektoriellen Kanal (δ,ρ) ist der Fit schwieriger, insbesondere
aufgrund der ansteigenden Werte der δ–Kopplung bei hohen Dichten. Der zusätzliche
Parameter eα ist hier notwendig, um eine gute Beschreibung der Selbstenergien bei
niedrigen und hohen Dichten zu gewährleisten. Man erkennt analog zu Abbildung 3.1,
dass die Kopplungen unabhängig von der Asymmetrie sind, bei der die Selbstenergien
berechnet wurden. Vor allem im wichtigen Dichtebereich um ρ0 = 0.16 fm−3 wird dies
mit hoher Genauigkeit erfüllt.

Technisch wurde der Fit durchgeführt, indem über die Asymmetrien as =
0.2, 0.3, 0.4 gemittelt wurde, um alle erhältlichen Daten zu berücksichtigen, und danach
der Durchschnitt parametrisiert wurde. Selbstenergien in der Nähe der Sättigungsdichte
wurden stärker gewichtet, um diesen Bereich im Hinblick auf Kernstrukturrechnungen
besonders akkurat beschreiben zu können.

Um die Qualität der effektiven Parametrisierung (Tabelle 3.1) der mediumabhängi-
gen Wechselwirkung zu überprüfen, untersuchen wir die Zustandsgleichung (EoS) von
asymmetrischer Kernmaterie. In Abbildung 3.4 wird die EoS für symmetrische Kern-
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Abb. 3.4: Zustandsgleichung unendlicher Kernmaterie berechnet mit dem Groningen
NN–Potential. Gezeigt werden Ergebnisse für symmetrische Kernmaterie,
Neutronenmaterie und das Asymmetrieverhältnis as = 0.3. Während der
statische Fit an die DB–Selbstenergien die DB–Zustandsgleichung nicht zu-
friedenstellend beschreiben kann, ist die Übereinstimmung für die impuls-
korrigierten Selbstenergien hervorragend.

materie (as = 0.5), für reine Neutronenmaterie (as = 0.0) und für eine Kernmate-
rie mit dem Asymmetrieverhältnis as = 0.3 gezeigt (gestrichelte Linien). Dargestellt
werden zum Vergleich die DB–Bindungsenergien des Groningen NN–Potential. Man
erkennt, dass die DB EoS offensichtlich nicht reproduziert werden kann, obwohl der
Fit die Selbstenergien um ρ0 sehr gut beschreibt. Während die DB EoS eine Sätti-
gungsdichte von ρ0 = 0.182 fm−3 und dort eine Bindungsenergie von ε/ρ0 = −15.6
MeV besitzt, ist die DDRH EoS um ca. 2.5 MeV pro Nukleon zu schwach gebun-
den (ε/ρ0 = −13.13 MeV) und die Sättigungsdichte zu geringeren Dichten verschoben
(ρ0 = 0.161 fm−3). Der Grund hierfür liegt in der Art und Weise, wie die Selbstenergien
aus Dirac–Brückner–Rechnungen extrahiert wurden. Dies wird im nächsten Abschnitt
diskutiert.
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3.4 Die Impulskorrektur der DB–Vertizes

Selbstenergien aus Brückner–Rechnungen ΣDB(k, kF ) sind im allgemeinen impuls-
abhängig (siehe Kapitel 1). Der gewöhnliche Ansatz, um sie in Hartree–Näherung
verwenden zu können, ist, die Impulsabhängigkeit zu vernachlässigen und die Selbst-
energien direkt an der Fermikante k = kF zu berechnen bzw. über die Fermikugel zu
mitteln [32, 42]. In den DB–Rechnungen für das Bonn A NN–Potential [29] wurde die
Impulsabhängig sogar schon a priori vernachlässigt. Da die Extraktion der Selbstener-
gien in der Hartree–Näherung erfolgt, werden die impulsabhängigen Austauschterme
implizit durch den direkten Term mitparametrisiert. Um den durch die Vernachlässi-
gung der Impulsabhängigkeit entstehenden Fehler qualitativ beschreiben zu können,
entwickeln wir die DB–Selbstenergien um den Fermiimpuls

ΣDB(k, kF ) = ΣDB(kF , kF )

+ (k2 − k2
F )

∂ΣDB(k, kF )

∂k2
|k=kF

+O(k4) (3.43)

≡ ΣDB(kF ) + (k2 − k2
F )Σ

′(kF ). (3.44)

Der erste Term wird normalerweise mit der Hartree–Selbstenergie identifiziert [29]. Der
zweite Term ist ein Maß für die Impulsabhängigkeit in der Umgebung der Fermikante.
Die Wahl der quadratischen Abhängigkeit in k wird durch Brückner–Rechnungen un-
terstützt [42]. Benutzt man jedoch nur ΣDB(kF ) für die Bestimmung der dichteabhängi-
gen Kopplungen, wird die DB–Zustandsgleichung nicht zuverlässig reproduziert, wie im
letzten Abschnitt gezeigt wurde. Dies wurde in der Literatur zwar diskutiert [36, 41],
aber es wurde bis jetzt keine zufriedenstellende Lösung gefunden. Zur Lösung dieses
Problems berücksichtigen wir auch den zweiten Term in Gl. (3.44). Dies erfolgt durch
die zusätzliche Nebenbedingung, dass die Selbstenergien so gewählt werden müssen,
dass die DB EoS und die DDRH EoS identisch sind, also εDB ≡ εDDRH.

Dazu werden, wie schon in Abschnitt 3.2 diskutiert wurde, die Selbstenergien
der beiden Modelle über ihre Beiträge zur Energiedichte identifiziert. Wie man aus
Gl. (3.16) erkennen kann, ist der Hartree–Beitrag der Vektorselbstenergie zur potenti-
ellen Energie von symmetrischer Kernmaterie durch ε0pot(kF ) = ρΣ0(0)(kF ) gegeben.

Durch Mittelung über die Fermikugel des gleichen Beitrags der DB–Selbstenergie
Σ0DB(k, kF ) und Gleichsetzen der potentiellen Energien findet man die Bedingung

ρ(kF )Σ
0(0)(kF ) =

4

(2π)3

∫
|k|≤kF

d3kΣ0DB(k, kF )

= ρ(kF )Σ
0DB(kF )− Σ′(kF )

2

15
k5
F

= ρ(kF )Σ
0DB(kF )

[
1− 2

3
k2
F

Σ′(kF )
Σ0DB(kF )

]
. (3.45)

Es ist offensichtlich, dass der zweite Term in den Klammern als Korrektur interpretiert
werden kann, die berücksichtigt werden muss, um die DB–EoS zu beschreiben. Er sollte
deshalb auch in den extrahierten impulsunabhängigen Selbstenergien enthalten sein.
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Der Beitrag der skalaren Mesonen kann entsprechend behandelt werden. Man muss
jedoch beachten, dass die skalare Selbstenergie auch in der effektiven Masse m∗ enthal-
ten ist. Deshalb beeinflusst eine Änderung von Σs(0)(kF ) nach Gl. 3.45 auch die skalare
Dichte ρs(m∗) und damit indirekt auch wieder die modifizierte Selbstenergie. Aufgrund
dieses Selbstkonsistenzproblems ist es nicht möglich, einen geschlossenen Ausdruck für
den exakten Impulskorrekturfaktor zu erhalten. Der Ansatz aus Gl. 3.45 ist jedoch
weiterhin gültig, nur dass Σ′(kF ) numerisch bestimmt werden muss. Prinzipiell könn-
te Σ′(kF ) aus Gl. (3.43) für die Vektorselbstenergien direkt aus DB–Rechnungen be-
stimmt werden. Dieser Wert wird jedoch normalerweise nicht angegeben und müsste
im skalaren Fall aufgrund der impliziten Abhängigkeit von ρs(m∗) noch modifiziert
werden. Wir bestimmen daher Σ′(kF ) für alle Mesonen numerisch, indem die DDRH–
Bindungsenergie an die DB EoS angepasst wird. Dieses Vorgehen hat den weiteren
Vorteil, dass implizit Korrekturen höherer Ordnung (O(k4)) eingeschlossen sind, und
man dadurch die DB–Bindungsenergien exakt reproduzieren kann.

Die Impulskorrektur der Selbstenergien lässt sich als Modifikation der Kopplungs-
funktionen interpretieren

Γ2(kF ) → Γ̃2(kF ) ≡ Γ2(kF )

[
1− 2

3
k2
F

Σ′(kF )
ΣDB(kF )

]
. (3.46)

In erster Näherung kann man jedoch annehmen, dass das Verhältnis Σ′(kF )/ΣDB(kF )
nur schwach von kF abhängt. Wir definieren deshalb die impulskorrigierten Meson–
Nukleon–Vertizes

Γ̃α(kF ) = Γα(kF )
√
1 + ζαk2

F (3.47)

mit den Konstanten ζα, die durch Anpassung an die DB EoS bestimmt werden. Dadurch
werden auch die Rearrangementbeiträge modifiziert. Man findet:

∂Γ̃α(kF )

∂ρ
=
√
1 + ζαk2

F

∂Γα(kF )

∂ρ
+

kF
3ρ

kF ζα√
1 + ζαk2

F

Γα(kF ) (3.48)

Ein allgemeinerer Ansatz wäre, ζα(kF ) vom Fermiimpuls abhängen zu lassen.
Es sollte bemerkt werden, dass die modifizierten Selbstenergien nicht die exakten

DB–Selbstenergien repräsentieren, da die Anpassung nicht auf der Ebene der Ein-
teilchenenergien durchgeführt wurde, sondern durch Vergleich der makroskopischen
Bindungsenergie der Zustandsgleichung. Es ist auch ersichtlich, dass nur die Berück-
sichtigung von Austauschtermen (Hartree–Fock), die explizite Beschreibung der Im-
pulsabhängigkeit auf der Ebene der Einteilchenenergien erlaubt. Weil diese durch eine
Fierz–Transformation bereits implizit in den Hartree-Vertizes enthalten sind [10, 51],
ist eine solche Vorgehensweise jedoch nicht zulässig.

Man kann sich verschiedene Möglichkeiten vorstellen, die Impulskorrekturfaktoren
in einer Rechnung konkret zu bestimmen. Eine ist, ζσ und ζω an die Sättigungseigen-
schaften von isospinsymmetrischer Kernmaterie anzupassen. Eine zweite Möglichkeit
besteht darin, z. B. den σ-Vertex unverändert zu lassen und ζω für jeden Punkt der
EoS anzupassen. Man erhält dann einen dichteabhängigen Korrekturfaktor ζω(kF ). Of-
fensichtlich ist die Vorschrift zur Bestimmung der Faktoren ζα nicht eindeutig, was teil-
weise auch aus der Nichteindeutigkeit der Projektion der Selbstenergie auf die Lorentz–
Invarianten (Kapitel 1) resultiert [32, 42].
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Abb. 3.5: Impulskorrigierte Dichteabhängigkeit der σ und ω Meson–Nukleon–Vertizes
im Vergleich zu den Fits aus Abbildung 3.2. Gezeigt werden Ergebnisse für
die Korrekturfaktoren ζσ = 0.00804 fm−2 und ζω = 0.00103 fm−2.

Die Verwendung konstanter Impulskorrekturfaktoren ζα erlaubt es jedoch, makro-
skopische Eigenschaften von DB–Rechnungen abzubilden, ohne jede Selbstenergie se-
parat anzupassen, und minimiert damit die Anzahl der zusätzlichen Parameter. Die
Qualität dieser Näherung kann direkt durch die Übereinstimmung der DB- und DDRH–
Zustandsgleichungen überprüft werden.

3.5 Anpassung an die DB–Zustandsgleichung

Die im letzten Abschnitt diskutierte Impulskorrektur der Vertizes wird nun auf die in
Abschnitt 3.3 bestimmte Parametrisierung des Groningen NN–Potentials angewendet.
Dies erfolgt in zwei Schritten. Als erstes wird nur symmetrische Kernmaterie betrachtet
und es wird versucht, die DB EoS durch Anpassung von Γσ und Γω zu beschreiben.
Unter der Annahme ζα = const. werden ζσ und ζω numerisch so bestimmt, dass der
Sättigungspunkt der DB EoS reproduziert wird. Man findet die sehr geringen Korrek-
turen ζσ = 0.00804 fm−2 und ζω = 0.00103 fm−2 und die Bindungsenergien werden,
wie man in Abbildung 3.4 erkennen kann (durchgezogene Linie), mit hoher Genauigkeit
über den gesamten Dichtebereich beschrieben. Die Differenzen bei sehr niedrigen Dich-
ten resultieren aus der Tatsache, dass dort Brückner–Rechnungen nur noch bedingt
anwendbar sind und die Werte der Bindungsenergien als unsicher betrachtet werden
müssen.

Dies ist ein wichtiges Ergebnis, da wir durch Anpassung an nur einen Punkt die
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Abb. 3.6: Impulskorrigierte Dichteabhängigkeit des ρ Meson–Nukleon–Vertex im Ver-
gleich zu dem Fit aus Abbildung 3.3 sowie die korrigierten Selbstenergien.

aα bα cα dα eα
19.6270 1.7566 8.5541 0.7783 0.5746

ρ0 = 0.16 [fm−3]

Tab. 3.2: Parametrisierung des ρMeson-Nukleon–Vertex nach der Anpassung der Bin-
dungsenergie der DDRH–Zustandsgleichung für Neutronenmaterie an die
DB–Bindungsenergie.

Zustandsgleichung sowohl für niedrige als auch für hohe Dichten reproduzieren können.
Damit ist die Annahme der k2

F–Abhängigkeit der Impulskorrektur der Kopplungen ge-
rechtfertigt. Es sollte bemerkt werden, dass kF in der Größenordnung von eins liegt
(kF (ρ0) ∼ 1.33 fm), und damit die Werte für die ζα direkt als prozentuale Korrek-
tur der Kopplungen interpretiert werden können, also ∼ 0.1% Änderung für Γω und
∼ 0.8% Änderung für Γσ. Dies illustriert Abbildung 3.5, in der die impulskorrigierten
Kopplungskonstanten mit dem statischen Fit aus Abschnitt 3.3 verglichen werden. Die
Korrektur nimmt, wie aufgrund ihrer k2

F Abhängigkeit erwartet, mit höheren Dich-
ten zu, bleibt aber klein für das σ-Meson und fast vernachlässigbar für das ω-Meson.
Trotzdem reichen diese geringen Veränderungen aus, um 2.5 MeV Bindungsenergie am
Sättigungspunkt zu gewinnen.

Wir folgern daraus, dass die Zustandsgleichung extrem sensitiv auf kleine Änderun-
gen in den Kopplungskonstanten reagiert. Es ist deshalb sehr wichtig, die Selbstener-
gien akkurat zu parametrisieren. Dies gilt auch für DB–Rechnungen: Die Extraktion
der Selbstenergien sollte mit hoher Präzision erfolgen, und ein konsistentes Vorgehen
bei der Projektion der Selbstenergien auf die Lorentz-Invarianten ist unabdingbar.
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Nachdem Γσ und Γω korrigiert wurden, wird im zweiten Schritt die Isovektorwech-
selwirkung angepasst. Da die Kopplungen Γρ und Γδ mit größeren Unsicherheiten be-
haftet sind als Γσ und Γω, wählen wir einen anderen Weg für die Impulskorrektur.
Für einen festen Wert Γδ wird ζρ an die DB–Bindungsenergien von Neutronenmaterie
(as = 0.0) angepasst. Man erhält so eine dichteabhängige Korrektur ζρ(ρ) und stellt
sicher, dass die Zustandsgleichung akkurat beschrieben wird. Anstatt jedoch ζρ(ρ) zu
parametrisieren und damit neue Parameter einzuführen, wird der Korrekturfaktor in
die Selbstenergien zurückgerechnet. Mit diesen modifizierten Selbstenergien wird der
ρ-Meson–Nukleon–Vertex neu bestimmt. Die korrigierten Selbstenergien und der zu-
gehörige Fit werden in Abbildung 3.6 gezeigt, die veränderte Parametrisierung der
ρ-Kopplungsfunktion findet man in Tabelle 3.2. Man erkennt in Abbildung 3.4, dass
die korrigierten Kopplungen die Zustandsgleichung von Neutronenmaterie sehr gut be-
schreiben. Dies ist sogar bei sehr hohen Dichten gegeben, wo der statische Fit an die
DB–Selbstenergien zu einer viel zu repulsiven Wechselwirkung führt. Dies ist wichtig
für die Berechnung von Neutronensternen, wo das Verhalten bei hohen Dichte eine
entscheidende Rolle spielt.

Auch die Übereinstimmung der Zustandsgleichung mit DB–Rechnungen bei ver-
schiedenen Asymmetrien ist hervorragend, wie in Abbildung 3.4 beispielhaft für as =
0.3 gezeigt wird. Dies gilt besonders im Bereich um die Sättigungsdichte ρ0. Da die
Kopplungen nur an symmetrische Kernmaterie und Neutronenmaterie angepasst wur-
den, ist dies eine weitere Rechtfertigung der Annahme, dass Meson–Nukleon–Vertizes
unabhängig von der Asymmetrie sein sollten. Dies bestätigt sich auch durch den Ver-
gleich mit DB–Bindungsenergien für andere Werte von as, wird jedoch aus Gründen
der Übersichtlichkeit nicht in Abbildung 3.4 gezeigt.

Abschließend vergleichen wir in Tabelle 3.3 die Kernmaterieeigenschaften der ver-
schiedenen untersuchten Modelle mit den empirischen Werten aus der Finite-Range-
Droplet Systematik (FRDM, erweitertes Tröpfenmodell) [25]. Die Kompressibilität be-
rechnet sich als

K = ρ2 ∂

∂ρ

ε

ρ
. (3.49)

Sättigungsdichte und Bindungsenergie der impulskorrigierten DDRH–Rechnungen
stimmen mit den DB–Ergebnissen aus [32] sehr gut überein. Dies gilt auch für den
Symmetrieenergiekoeffizienten a4 = 26.1 MeV, definiert als

a4 = ρ2
0

∂

∂(ρ3)2
ε

ρ
(ρ0, ρ3)|ρ3=0, (3.50)

der in Übereinstimmung mit dem DB–Wert von 25 Mev ist, obwohl er bei der Anpas-
sung der Isovektorwechselwirkung nicht berücksichtigt wurde.

Es existieren in der Literatur noch andere Ansätze zur Parametrisierung der DB–
Ergebnisse. So wurde in [61] die DB–Zustandsgleichung in relativistischer Hartree–
Näherung mit konstanten Kopplungen (RMF) (relativistic mean-field) unter Verwen-
dung nichtlinearer σ- und ω-Wechselwirkungsterme angepasst. Während dieses Vor-
gehen die Bindungsenergien symmetrischer Kernmaterie zufriedenstellend beschreiben
kann, scheitert es in asymmetrischer Kernmaterie. Der Grund dafür ist die unzurei-
chende Flexibilität der Hartree–Lagrangedichte. In [62] wurde jedoch gezeigt, dass
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DBHF DDRH DDRH corr. FRDM
ρsat [fm

−3] 0.182 0.161 0.180 0.153
ε/ρ [MeV] -15.5 -13.13 -15.60 -16.25
K [MeV] – 211 282 240

m∗/M – 0.592 0.554 –
a4 [MeV] 25 28.2 26.1 32.7

Tab. 3.3: Vergleich der Eigenschaften von unendlicher Kernmaterie, berechnet mit
dem Groningen NN–Potential. Ergebnisse werden gezeigt für Rechnungen
im DDRH–Modell mit und ohne Impulskorrektur und für die Dirac–Brück-
ner Rechnungen sowie zum Vergleich Parameter des Finite–Range–Droplet
Modells (FRDM) [25].

es in relativistischen Hartree–Fock–Rechnungen analog zu unserem dichteabhängigen
Hartree–Modell möglich ist, Kernmaterie für verschiedene Asymmetrien erfolgreich zu
beschreiben. Dieses Vorgehen besitzt aber den Nachteil, dass es zum einen nur schwer
auf endliche Kerne zu übertragen ist, und andererseits die Einteilchenpotentiale bzw.
Selbstenergien nicht hinreichend genau beschrieben werden und dadurch der direkte
Zusammenhang zur DB–Wechselwirkung abgeschwächt wird.

3.6 Zusammenfassung

In diesem Teil der Arbeit wurden die Dirac–Brückner–Theorie und die dichteabhängige
relativistische Hadronenfeldtheorie vorgestellt und auf unendliche Kernmaterie ange-
wendet. Wir haben gezeigt, dass es durch die Projektion der DBHF–Selbstenergien
auf effektive dichteabhängige Kopplungsfunktionen möglich ist, die DB G–Matrix zu
parametrisieren. Im Gegensatz zu früheren Ansätzen wird jedoch die Identifizierung
der Hartree- und DB–Selbstenergien über die makroskopische Bindungsenergie durch-
geführt, da das gleiche Vorgehen auf der Ebene der Einteilchenpotentiale wegen der
auftretenden Rearrangementenergien die thermodynamische Konsistenz der Theorie
verletzen würde.

Die Parametrisierung von Selbstenergien, die in asymmetrischer Kernmaterie aus
dem Groningen NN–Potential berechnet wurden, zeigte, dass die Vernachlässigung
der Impulsabhängigkeit der Selbstenergien zu einer inkorrekten Beschreibung der Zu-
standsgleichung führt. Wir haben deshalb impulskorrigierte Kopplungen definiert, die
diese Impulsabhängigkeit effektiv parametrisieren und so die Reproduktion der DB–
Zustandsgleichung mit hoher Genauigkeit für alle betrachteten Asymmetrieverhältnisse
erlauben

Um die Ergebnisse aus unendlicher Kernmaterie auf endliche Systeme abzubil-
den, müssen die dichteabhängigen Kopplungen als Lorentz-skalare Funktionale der Ba-
ryonenoperatoren interpretiert werden. Nur dadurch werden Energie–Impulserhaltung
gewährleistet und die zur Veränderung der Einteilchenpotentiale führenden Rearran-
gementenergien berücksichtigt. Im zweiten Teil dieser Arbeit wird dies nun anhand
stabiler und exotischer Kerne genauer untersucht.
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Kapitel 4

Eigenschaften endlicher Kerne

In diesem Kapitel untersuchen wir die Bewegungsgleichungen der dichteabhängigen re-
lativistischen Hadronenfeldtheorie aus Kapitel 2 für endliche Kerne. Die relativistische
Hartree–Näherung (RMF) ist erfolgreich zur Beschreibung von endlichen Kernen ange-
wendet worden. Wir zeigen, welche Unterschiede sich in Hartree–Näherung durch die
Verwendung der dichteabhängigen Meson–Nukleon–Vertizes im Vergleich zu Rechnun-
gen mit konstanten Kopplungen ergeben. Der Einfluß der dichteabhängigen Kopplun-
gen der ρ- und δ-Mesonen auf die Isovektorwechselwirkung ist besonders interessant.
Eine nicht-relativistische Reduktion der Dirac–Potentiale ermöglicht es, die Beiträge
der einzelnen Mesonen zum Zentral- und zum Spin–Bahn–Potential anschaulich dar-
zustellen.

Kerne mit abgeschlossenen Schalen besitzen sphärische Symmetrie, was die nume-
rische Lösung der Differentialgleichungen erleichtert. Aber auch gerade-gerade Kerne
zwischen abgeschlossenen Hauptschalen weisen oft diese Symmetrie auf. Um solche
Kerne beschreiben zu können, müssen Paarkorrelationen berücksichtigt werden, die in
diesem Kapitel näher beschrieben werden. Danach folgt eine kurze Diskussion der zur
Lösung in Hartree–Näherung verwendeten numerischen Methoden. In den nächsten
beiden Kapiteln werden diese Ergebnisse dann zur Berechnung stabiler und exotische
Kerne verwendet.

4.1 Bindungsenergie und Zentralpotentiale

Die Dirac–Gleichung in Hartree–Näherung

[γµ (i∂
µ − Σµ)− (M − Σs)] Ψ = 0, Ψ =

(
ψn

ψp

)
(4.1)

lässt sich im statischen Fall als Eigenwertproblem für die Einteilchenenergien εbi for-
mulieren. Alle benutzten Größen sind hier wie in Abschnitt 2.3 definiert. In endlichen
Kernen sind die Felder ortsabhängig. Man findet damit, wenn man Gl. (4.1) isospin-
separiert für Protonen und Neutronen schreibt,

{
−iα∇ + Σ0

b(r) + β (M − Σs
b(r))

}
ψb
i (r) = εbiψ

b
i (r). (4.2)
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Dabei unterscheidet der Index b = p, n zwischen Protonen und Neutronen. Da beide Nu-
kleonen bei der Lösung der Dirac–Gleichung im Kern unabhängig voneinander behan-
delt werden können, wird b im folgenden weggelassen, sofern dies nicht zu Unklarheiten
führt. Der Index i unterscheidet die verschiedenen Eigenwerte und Wellenfunktionen
der Nukleonenzustände. Die Matrizen α und β findet man in Anhang A. Wir definie-
ren weiterhin eine relativistische effektive Masse im Kern als m∗

b(r) = M −Σs
b(r). Die

Lösung von Gl. (4.1) und der zu Gl. (2.41)-(2.45) identischen Mesonenfeldgleichungen
wird in Abschnitt 4.3 ausführlich diskutiert.

Aus dem Energie–Impuls–Tensor T µν lässt sich analog zu Kapitel 3 die Grundzu-
standsenergie des Systems bestimmen. Die Berechnung erfolgt wie in Kernmaterie und
soll hier nicht genauer erläutert werden. Man findet [38, 63]

EMF =
∑

k∈{i,b}
v2
k(2jk + 1)εk −

∫
d3rρ(r)Σ0(r)(r) (4.3)

−1

2

∫
d3r [ρs(r)Γσ(r)φσ(r) + ρs3(r)Γδ(r)φδ(r)]

+
1

2

∫
d3r

[
ρ(r)Γω(r)A

(ω)
0 (r) + ρ3(r)Γρ(r)A

(ρ)
0 (r) + ρp(r)e(r)A

(γ)
0 (r)

]

=
∑

k∈{i,b}
v2
k(2jk + 1)εk −

∫
d3rρ(r)Σ0(r)(r) (4.4)

− ∑
b=p,n

1

2

∫
d3r

[
ρsb(r)Σ

s(0)
b (r)− ρb(r)Σ

0(0)
b (r)

]
+

1

2

∫
d3rρp(r)eA

(γ)
0 (r).

Hierbei sind die die εk die positiven Energieeigenwerte der Protonen und Neutronen.
Die Summe über k läuft in Wirklichkeit nur über alle Zustände mit Energien, die klei-
ner oder gleich der Fermienergie bzw. dem chemischen Potential sind, so dass genau
N Neutronen und Z Protonen im Kern enthalten sind. Ohne Paarung sind die Beset-
zungswahrscheinlichkeiten v2

k deshalb als v2
k = 1 für εk ≤ εFb

und v2
k = 0 für εk > εFb

definiert. In der im nächsten Abschnitt diskutierten BCS–Näherung kann allerdings v2
k

Werte zwischen 0 und 1 annehmen.
Der Ausdruck für die Energie entspricht der aus der Hartree–Theorie bekannten

Relation, dass die in den Einteilchenenergien enthaltene potentielle Energie aus der
Zweiteilchenwechselwirkung wieder zur Hälfte abgezogen werden muss [5]. Neu ist hier
jedoch, dass die Rearrangementenergie auftaucht, die laut Kapitel 3 nicht zur Ge-
samtenergie beitragen sollte. Man kann sich jedoch leicht veranschaulichen, dass die
Rearrangementbeiträge in der Dirac–Gleichung die Einteilchenenergien verändern. Dies
wird durch die Subtraktion des Rearrangementbeitrages zur potentiellen Energie wie-
der aufgehoben und das Rearrangement fällt heraus.

Die Schwerpunktenergie liefert insbesondere für leichte Kerne einen erheblichen Bei-
trag zur Bindungsenergie und muss zu EMF addiert werden. Wir berechnen sie in der
gewöhnlich benutzten Näherung durch den nichtrelativistischen harmonischen Oszilla-
tor [13]

ECM = −3

4
h̄ω mit h̄ω = 41A−1/3MeV. (4.5)

Man kann sich die anschaulicheren Zentral– und Spin–Bahn–Potentiale durch eine
nicht-relativistische Reduktion der Dirac–Gleichung berechnen, indem man diese in eine
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Schrödinger–äquivalente Gleichung umschreibt [38]. Dies ist sinnvoll, um die isokalaren,
die isovektoriellen und die Rearrangementpotentiale separat zu untersuchen, sowie die
Spin–Bahn–Wechselwirkung zu extrahieren. In nicht-relativistischer Näherung findet
man für das Zentralpotential

UC
b =

εbi
M

Σ0
b − Σs

b −
1

2M

(
Σ0
b
2
+ Σs

b
2
)
≈ Σ0

b − Σs
b, (4.6)

wobei ε ≈ M � Σ verwendet wurde. Analog ergibt sich für das Spin–Bahn–Potential

USO
b =

1

2M

−∂r (Σ
s
b + Σ0

b)

εbi +M − (Σs
b + Σ0

b)
≈ 1

2M

−∂r (Σ
s
b + Σ0

b)

2M − (Σs
b + Σ0

b)
(4.7)

Man erkennt, dass sich in erster Ordnung das Zentralpotential aus der Differenz des
stark attraktiven skalaren Potentials und des stark repulsiven Vektorpotentials be-
rechnet, während das Spin–Bahn–Potential gerade durch die Summe beider Potentiale
bestimmt wird. Anschaulich bedeutet dies, dass sich die Summe der Beiträge des σ-
und des ω-Mesons in der Einteilchenenergie eines Zustandes und ihre Differenz in der
Größe der Spin–Orbit–Aufspaltung des Zustandes manifestiert.

Dies ist ein wesentlicher Vorteil gegenüber nicht-relativistischen Modellen. Dort ar-
beitet man in der Regel mit einem Energiefunktional–Ansatz, zu dem die Spin–Bahn–
Wechselwirkung phänomenologisch hinzugefügt werden muss. Die Stärke des Spin–
Bahn–Potentials ist damit unabhängig von Zentralpotential und muss durch einen
Fit an endliche Kerne bestimmt werden. Unter Verwendung eines mikroskopischen
Ansatzes lässt sich die Stärke der Spin–Bahn–Wechselwirkung auch aus der nicht-
relativistische NN–Wechselwirkung extrahieren [64]. Es zeigt sich jedoch, dass der be-
rechnete Wert zu klein ist, so dass man auf die phänomenologisch bestimmte Stärke
des Spin–Bahn–Potentials zurückgreift.

Um den Einfluß der dichteabhängigen Isovektorkopplungen genauer untersuchen zu
können, spalten wir UC in isoskalare und isovektorielle Beiträge auf

UC
b = (Σ

0(0)
0 − Σ

s(0)
0 ) + τb(Σ

0(0)
3 − Σ

s(0)
3 ) + Σ0(r)

≡ UC
0 + τbU

C
τ + UR. (4.8)

Auch die Spin–Bahn–Potentiale für Protonen und Neutronen sind aufgrund der Iso-
spinabhängigkeit der Selbstenergien verschieden. Wir definieren deshalb die isosklaren
und isovektoriellen Potentiale

USO
0 =

1

2

(
USO
n + USO

p

)

USO
τ =

1

2

(
USO
n − USO

p

)
(4.9)

als Maß für die isovektorielle Spin–Bahn–Wechselwirkung. Wir erwarten im Gegen-
satz zu Rechnungen, die das δ-Meson nicht berücksichtigen, eine Verstärkung des Iso-
vektorpotentials USO

τ . In unserem Modell kompensieren sich die Beiträge der δ- und
ρ-Mesonen im Zentralpotential UC

b zu einem effektiven Isovektorpotential, das in sei-
ner Stärke vergleichbar ist mit Rechnungen, die nur ein effektives ρ-Meson enthalten.
Im Spin–Bahn–Potential hingegen werden die Isovektorselbstenergien der δ- und ρ-
Mesonen aufsummiert und verstärken dadurch USO

τ . Dies wird in Kapitel 5 quantitativ
untersucht.
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4.2 Paarkorrelationen

Die Annahme der Hartree–Näherung, dass sich die Nukleonen unabhängig voneinander
in einem mittleren Potential bewegen, ist nur bedingt richtig. Aus dem Vergleich von
experimentellen Bindungsenergien weiß man, dass die Bindungsenergie eines gu–Kerns
geringer ist als das arithmetische Mittel der Bindungsenergien zweier benachbarter gg–
Kerne. (gg steht für Kerne mit gerader Protonen- und Neutronenzahl, gu für Kerne
mit gerader Protonen- und ungerader Neutronenzahl oder umgekehrt.) Diese und wei-
tere Beobachtungen legen die Vermutung nahe, dass eine zusätzliche kurzreichweitige,
attraktive Wechselwirkung zwischen Paaren von Nukleonen existiert.

Während die Hartree(Fock)–Methode nur den Teilchen–Loch–Kanal (particle–hole
oder ph) der Wechselwirkung berücksichtigt, lässt sich die oben beschriebene Wechsel-
wirkung durch zusätzliche Teilchen–Teilchen–Korrelationen (particle–particle oder pp)
beschreiben, deren Eigenschaften durch den kurzreichweitigen Teil der Wechselwirkung
dominiert werden. Diese Teilchen–Teilchen- oder Paarkorrelationen kann man durch die
Kopplung zweier Nukleonen in zeitumgekehrten Zuständen zu einem Zustand mit Ge-
samtdrehimpuls J = 0 (und z-Projektion M = 0) beschreiben. In endlichen Kernen
koppeln so zwei Nukleonen mit Drehimpuls j zu dem Zustand [65]

|(jj)(J = M = 0)〉 = (−)j−m√
2j + 1

|j m〉|j −m〉. (4.10)

Betrachtet man Korrelationen nur zwischen Protonen und nur zwischen Neutronen,
so ist die Paarwechselwirkung durch den Singlett–Even–Kanal (SE) der Wechselwir-
kung gegeben, da gerade dieser auf das Spin–Singlett S = 0 und das Isospin–Triplett
T = 1 projiziert. Es gibt experimentelle Hinweise, dass in N = Z Kernen auch Proton–
Neutron–Pairing eine wichtige Rolle spielt, da sich dort die Valenznukleonen der Pro-
tonen und Neutronen in Schalen mit gleichem Drehimpuls befinden. Proton–Neutron–
Pairing wird sogar in Kernen mit abgeschlossenen Schalen (z. B. 56Ni, 100Sn) erwartet
und ist ein noch nicht komplett verstandenes Phänomen. Da es zu einer Vermischung
der Protonen- und Neutronen–Einteilchenzustände führt, sind praktische Rechnungen
sehr kompliziert. Man beschränkt sich daher meistens auf den SE–Kanal der Paarwech-
selwirkung.

Um die Paarkorrelationen in die Bewegungsgleichungen für die Nukleonen zu in-
tegrieren, führt man eine Basistransformation, die Bogoliubov–Transformation, durch
[66] und beschreibt den Grundzustand nicht mehr durch die gewöhnlichen Einteil-
chenwellenfunktionen sondern durch Paare von korrelierten Zuständen, sogenannten
Quasiteilchen, die unabhängig voneinander sind. Das Vorgehen zur Bestimmung dieses
BCS–Grundzustandes [67] wird z. B. in [5, 65] detailliert beschrieben.

In einer komplett selbstkonsistenten Theorie muss die Berechnung der Paarwech-
selwirkung durch Projektion der NN–Wechselwirkung auf den SE–Kanal erfolgen, man
erhält also für die Paarmatrixelemente

V Pair

jj′ = 〈(j′ m′)(j′ −m′)|V SE|(j m)(j −m)〉. (4.11)

In nicht-relativistischen Rechnungen mit der phänomenologischen Skyrme- [6, 68, 69]
bzw. der Gogny–Wechselwirkung [7] wurde dies erfolgreich durchgeführt. Insbesonde-
re die Gogny–Kraft mit ihrer endlichen Reichweite wird heute erfolgreich eingesetzt,
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da ihr p-p–Kanal explizit an Pairing–Gaps endlicher Kerne angepasst wurde. In rela-
tivistischen Rechnungen führt der aus der G–Matrix bzw. den effektiven Kopplungen
extrahierte pp–Kanal allerdings zu Pairing–Gaps, die um einen Faktor 2−3 zu groß sind
[70, 71]. Es wird argumentiert, dass die Ein–Boson–Austausch–Potentiale nicht korrekt
an hohe Impulsüberträge angepasst wurden, und aufgrund diagrammatischer Überle-
gungen möglicherweise die K–Matrix anstelle der G–Matrix im pp–Kanal verwendet
werden sollte [16]. Man beschränkt sich daher auf die Verwendung nicht-relativistischer
Paarwechselwirkungen. Aufgrund des extrem kurzreichweitigen Charakters lassen sich
auch phänomenologische Kontaktwechselwirkungen erfolgreich verwenden [72].

Es gibt zwei Möglichkeiten, Paarungsrechnungen durchzuführen. In der Bogoliubov–
Theorie werden der pp- und ph–Kanal der NN–Wechselwirkung gleichberechtigt be-
handelt und bei der Bestimmung der Eigenzustände berücksichtigt. Dadurch können
die Paarkorrelationen direkt auf das unkorrelierte Mittelfeld zurückwirken und so die
Einteilchenzustände verändern. Dies ist wichtig für die Beschreibung von Kernen an
den Abbruchkanten, wo die Fermienergie in der Nähe des Kontinuums liegt. Durch
die Paarkorrelationen können dann die nur sehr schwach gebundenen Zustände in das
Kontinuum gestreut werden und mit diesem wechselwirken. Schematisch lassen sich die
Hartree–Bogoliubov–Gleichungen als

(
ĥD − λ ∆̂

−∆̂∗ −ĥD + λ

)(
ui
vi

)
= εi

(
ui
vi

)
(4.12)

schreiben [16, 69], wobei hD der Dirac–Hamiltonoperator aus Gl. (4.2) (minus der
Nukleonenmasse M), ∆̂ das die Paarwechselwirkung enthaltende Paarfeld und λ das
chemische Potential ( ≡ Fermienergie εF ) ist. Die Wellenfunktionen vk und uk beschrei-
ben die besetzten bzw. unbesetzten Zustände der Quasiteilchen. Dieses Verfahren ist
jedoch sehr aufwendig.

Für stärker gebundene Systeme ist es ausreichend, erst die unkorrelierten Hartree–
Eigenzustände zu bestimmen und mit diesen nachträglich die Paarkorrelationen zu
berechnen. Dieses Verfahren, dass den pp- und den ph–Kanal entkoppelt, wird Hartree
+ BCS Näherung genannt und auch in dieser Arbeit verwendet. Dies ist gerechtfertigt,
da wir hauptsächlich an den Eigenschaften unserer mikroskopischen Wechselwirkung
und hier insbesondere dem Isovektorkanal interessiert sind.

In der BCS–Näherung müssen mit den Einteilchenenergien εi aus Gl. (4.2) die
folgenden Gleichungen separat für Protonen und Neutronen gelöst werden:

∆i = −1

2

∑
i′

(2ji + 1)V Pair

ii′ u′
iv

′
i, Ab =

∑
i

(2ji + 1) v2
i (4.13)

Die erste Gleichung definiert den Pairing–Gap ∆i, während die zweite Gleichung die Ne-
benbedingung der Teilchenzahlerhaltung berücksichtigt (Ab = N,Z). Die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten v2

i geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich ein Nukleon in
Zustand i befindet. Sie sind definiert als

v2
i =

1

2


1− εi − λ√

(εi − λ)2 +∆2
i


 , v2

i + u2
i = 1 (4.14)
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und reduzieren sich im Fall von ∆i = 0 zu v2
i = Θ(εFb

− εi), was einem System ohne
Paarkorrelation entspricht. Die Berechnung obiger Gleichungen erfolgt selbstkonsistent
für das chemische Potential λ und die Pairing–Gaps ∆i. Der Kern erhält dadurch die
zusätzliche Paarungs–Energie

EPair = −1

2

∑
i

∆iviui. (4.15)

Die Paar–Wechselwirkung wird oftmals durch ein zustandsunabhängiges Matrixele-
ment G ≡ −V Pair

jj′ angenähert. Dadurch werden auch die Gaps zustandsunabhängig und
die Energie vereinfacht sich zu EPair = −∆2/G.

Abschließend soll noch erwähnt werden, dass die Paarkraft nur in Kernen mit nicht
abgeschlossenen Schalen eine wichtige Rolle spielt. Ist die Energiedifferenz zwischen
zwei abgeschlossenen Schalen größer als der aus den BCS–Gleichungen und der Paar–
Wechselwirkung mögliche Gap, tritt kein Pairing auf (Man kann dies auch umgekehrt
als Definition für abgeschlossenen Schalen verwenden.). Man nimmt an, dass auch
Kerne mit nicht abgeschlossenen Schalen sphärische Symmetrie zeigen. Dies ist eine
direkte Folge der kurzreichweitigen Paarkraft, da diese die Nukleonen in zeitumge-
kehrten Zuständen aneinander streut und so über den gesamten Drehimpulsbereich
m einer Schale gleichmäßig verteilt. Ohne die Existenz einer Paar–Wechselwirkung
wäre deshalb der Grundzustand von Kernen mit nicht abgeschlossenen Schalen immer
deformiert. Nur Kerne mit doppelt abgeschlossenen Schalen wären noch sphärisch sym-
metrisch. Experimentell zeigt sich jedoch, dass auch die meisten Kerne mit nur einer
abgeschlossenen Schalen sphärische Symmetrie besitzen.

4.3 Numerische Realisierung

Die Lösung von Gl. (4.2) lässt sich aufgrund der Radialabhängigkeit der Potentiale
bzw. Selbstenergien nicht analytisch bestimmen. Bei sphärisch symmetrischen Kernen,
die in dieser Arbeit betrachtet werden, kann jedoch die Winkelabhängigkeit von der
Radialabhängigkeit der Wellenfunktion separiert werden. Man erreicht dies durch den
Separationsansatz

ψi(r) =
1

r

(
Fi(r)Yjilimi

(θ, φ)
iGi(r)Yjilimi

(θ, φ)

)
, (4.16)

der in Anhang B genauer vorgestellt wird. Der Kugelspinor Y wird durch den Drehim-
puls j, seine z-Projektion m und den Bahndrehimpuls l charakterisiert, während die
nur von der Radialkoordinate r abhängenden Funktionen F und G durch Hauptquan-
tenzahl n und den Drehimpuls j definiert werden. Der Winkelanteil kann analytisch
bestimmt werden, während man durch Einsetzen in Gl. (4.1) zwei gekoppelte, eindi-
mensionale Differentialgleichungen für F und G findet, die für eine gegebene Drehim-
pulsquantenzahl κ = 1

4
2j+1
l−j = ∓1,∓2,∓3, . . . numerisch gelöst werden müssen:

∂

∂r

(
Fi(r)
Gi(r)

)
=

( −κi

r
m∗(r)− Σ0(r) + εi

m∗(r) + Σ0(r)− εi
κi

r

)(
Fi(r)
Gi(r)

)
(4.17)
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Für die Mesonenfeldgleichungen erhält man bei sphärischer Symmetrie entspre-
chend die folgenden Differentialgleichungen(

− ∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r
+m2

σ

)
φσ(r) = Γσ(ρ(r))ρ

s(r) (4.18)

(
− ∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r
+m2

ω

)
A

(ω)
0 (r) = Γω(ρ(r))ρ(r) (4.19)

(
− ∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r
+m2

δ

)
φδ(r) = Γδ(ρ(r))ρ

s
3(r) (4.20)

(
− ∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r
+m2

ρ

)
A

(ρ)
0 (r) = Γρ(ρ(r))ρ3(r) (4.21)

(
− ∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r

)
A

(γ)
0 (r) = −eρp(r). (4.22)

Bei der Lösung obiger Differentialgleichungen ist zu beachten, dass im Gegensatz zu
Modellen mit konstanten Kopplungen über die Vertizes integriert werden muss, um die
Dichteabhängigkeit konsistent zu behandeln.

Die ortsabhängigen Dichten lassen sich mit den Definitionen aus Gl. (2.28)-(2.31)
sofort angeben:

ρ(r) =
∑

k∈{i,b}
v2
k

2|κk|
4πr2

(
|Gk(r)|2 + |Fk(r)|2

)
(4.23)

ρs(r) =
∑

k∈{i,b}
v2
k

2|κk|
4πr2

(
|Gk(r)|2 − |Fk(r)|2

)
(4.24)

ρ3(r) =
∑

k∈{i,b}
v2
k

2|κk|
4πr2

(
|Gk(r)|2 + |Fk(r)|2

)
τb (4.25)

ρs3(r) =
∑

k∈{i,b}
v2
k

2|κk|
4πr2

(
|Gk(r)|2 − |Fk(r)|2

)
τb (4.26)

ρp(r) =
∑

k∈{i,b}
v2
k

2|κk|
4πr2

(
|Gk(r)|2 + |Fk(r)|2

) 1− τb
2

(4.27)

Die numerische Realisierung der Rechnung erfordert die selbstkonsistente Losung
der Gleichungen (4.17) und (4.18)-(4.22). Man startet mit vorgegebenen skalaren und
vektoriellen Selbstenergien bzw. Potentialen, für die eine Woods–Saxon–Form

Σ0,s(r) = Σ0,s(0)
[
1 + e

r−rs
a

]−1
(4.28)

mit

Σs(0) = −395MeV, Σ0(0) = 320MeV

a = 0.545 fm, rs = r0A
1/3, r0 = 1.07 fm

angenommen wird. Die Beiträge der Isovektormesonen werden im ersten Iterations-
schritt vernachlässigt. Danach werden iterativ die Dirac–Gleichung inklusive BCS–
Paarkorrelation und die Mesonenfeldgleichungen gelöst und die jeweiligen Nukleonen-
dichten und Selbstenergien entsprechend neu berechnet. Konvergenzkriterium ist, dass
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die relative Änderung der Mesonenfelder und Einteilchenenergien zwischen zwei Itera-
tionsschritten < 10−4 ist.

Numerisch ist es vorteilhaft, die Dirac-Gleichung durch Diagonalisierung des Hamil-
tonoperators in einer beliebigen vollständigen Basis zu lösen. Dazu werden die Wellen-
funktionen in der Regel nach Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators entwickelt
und die entsprechenden Matrixelemente berechnnet. Man erhält die Eigenwerte- und
zustände dann durch Diagonalisierung der entsprechenden Matrix. Dieses Verfahren
ermöglicht auch die einfache Behandlung der nichtlokalen Austausch–Terme und be-
schreibt leichte Kerne erfolgreich. Es ist allerdings problematisch bei der Berechnung
schwerer Kerne und insbesondere von Kontinuumszuständen, da hier eine sehr große
Anzahl von Basiszuständen benötigt wird, um die exakte Wellenfunktion mit ausrei-
chender Genauigkeit anzunähern.

Aus diesem Grund erfolgt die Lösung der Differentialgleichungen direkt im Orts-
raum. Herkömmliche Ansätze verwenden die Shooting–Methode, bei der man vom
Kerninnern r = 0 fm und vom Boxradius rmax startend integriert und an dem so-
genannten Matching–Point beide Lösungen aneinander anpaßt. Da keine Basisentwick-
lung notwendig ist, erhält man so die exakte Lösung der Wellenfunktion. Allerdings
wird das Verfahren bei Verwendung nichtlokaler Potentiale sehr aufwendig. Außerdem
muss die Lösung der Differentialgleichungen für gebundene und Kontinuumszustände
separat erfolgen. Wir berechnen deshalb die Lösung im Ortsraum mit der Methode der
Finiten–Elemente, die die Vorteile der Shooting–Methode mit der leichten Anwend-
barkeit der Basisentwicklung vereint. Eine genauere Beschreibung dieses Verfahrens
findet man in [73, 74, 75]. Dazu unterteilt man den Ortsraum in äquidistante Unter-
abschnitte (Finite–Elemente), in denen die Wellenfunktion nach einem vollständigen
Basissystem entwickelt wird. Man benutzt dazu die sogenannten

”
Shape–Funktionen“

n-ter Ordnung, für die hier die Lagrange–Polynome verwendet werden [76]. Daraus
werden durch Gauss–Integration

”
lokale“ Matrixelement bestimmt, die zu einer Band-

matrix zusammengesetzt werden. Diese wird wiederum diagonalisiert und man erhält so
die Eigenwerte und Eigenfunktionen. Dieses Verfahren führt zu einer mit der Qualität
der Shooting–Methode vergleichbaren Beschreibung der Wellenfunktionen und erlaubt
zusätzlich eine einfache Diskretisierung des Kontinuums.

Das in dieser Arbeit benutzte Computerprogramm wurde in C++ geschrieben und
basiert auf einem in [76, 77] veröffentlichten Entwurf zur Berechnung von doppelt ma-
gischen Kernen in relativistischer Hartree–Näherung mit konstanten Kopplungen. Es
wurde für die vorliegenden Rechnungen komplett überarbeitet und erweitert. Für prak-
tische Rechnungen ist es ausreichend, einen Boxradius von rmax = 20 fm zu wählen, und
diesen unter Verwendung von Shape–Funktionen 4-ter Ordnung in 25 Finite–Elemente
zu unterteilen. Man erreicht so eine Genauigkeit von 1 keV in den Einteilchenenergi-
en. Verglichen mit Rechnungen, die die Shooting–Methode verwenden, entspricht dies
101 Knotenpunkten, also einer äquivalenten Schrittweite von 0.1 fm. Die Beschrei-
bung gebundener Zustände ist hervorragend. Es zeigt sich jedoch, dass im Kontinuum
teilweise unphysikalische spuriose Zustände auftreten. Diese lassen sich jedoch durch
eine höhere Ordnung der Shape–Funktionen vermeiden sowie durch Überprüfung der
Wellenfunktion herausfiltern.

In den nächsten beiden Kapiteln werden Ergebnisse dieser Rechnungen für stabile
und exotische Kerne vorgestellt und diskutiert.



Kapitel 5

Ergebnisse für doppelt magische
Kerne

In diesem Kapitel wird die in Teil I dieser Arbeit vorgestellte dichteabhängige Hadro-
nenfeldtheorie in relativistischer Hartree–Näherung auf endliche Kerne angewendet.
Als ersten Test für die in Kapitel 3 bestimmte dichteabhängige Parametrisierung des
Groningen NN–Potentials untersuchen wir Kerne mit abgeschlossenen Schalen, die so-
genannten magischen Kerne. Die doppelt magischen Kerne 16O, 40Ca, 100Sn, 132Sn und
208Pb besitzen stark ausgeprägte Abschlüsse für Schalen mit 8, 20, 50, 82 und 126
Protonen oder Neutronen. Zusätzlich berechnen wir die Kerne 48Ca, 48Ni, 56Ni, 68Ni
und 90Zr. Diese besitzen für 28 oder 40 Nukleonen einen etwas schwächeren Schalen-
abschluss und werden deshalb auch als halbmagisch bezeichnet. Die Bindungsenergien
der betrachteten Kerne wurden bis auf die der extrem protonenreichen Isotope mit
hoher Genauigkeit experimentell bestimmt [78]. Die Bindungsenergie von 100Sn wurde
mit einem relativ großen Fehler gemessen [79], und die des erst vor kurzem erstmals im
Experiment beobachteten 48Ni konnte aufgrund der geringen Anzahl der produzierten
Kerne noch nicht zuverlässig bestimmt werden [80]. Es ist jedoch möglich, die Bin-
dungsenergie in guter Näherung aus der Systematik von Spiegelkernen (N ↔ Z) aus
der Bindungsenergiedifferenz zu 48Ca zu extrapolieren [81].

Die betrachteten Kerne decken einen sehr breiten Bereich der Nuklidkarte (Abbil-
dung 1) ab und bestehen sowohl aus stabilen als auch durch β–Zerfall instabilen Kernen.
Ihre experimentell gemessenen Eigenschaften werden in Tabelle 5.1 dargestellt. Durch
die Betrachtung von Kernen, die die gesamte Bandbreite von der Protonenabbruchkan-
te bis zu sehr neutronenreichen Isotopen abdecken, ist es möglich, die Eigenschaften der
in unendlicher Kernmaterie bestimmten dichteabhängigen Wechselwirkung, detailliert
zu untersuchen.

5.1 Zentralpotential und dichteabhängige

Kopplungen

Das durch die dichteabhängigen Meson–Nukleon–Vertizes unterschiedliche Verhalten
der Hartree–Potentiale im Vergleich zu Rechnungen mit konstanten Kopplungen ist

59
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16O 40Ca 48Ca 90Zr 208Pb
rc[fm] 2.74 3.48 3.47 4.27 5.50

E/A[MeV] 7.98 8.55 8.67 8.71 7.87

48Ni 56Ni 68Ni 100Sn 132Sn
E/A[MeV] 7.27 8.64 8.68 8.26 8.26

Tab. 5.1: Experimentelle Werte mittlerer Ladungsradien und Bindungsenergien pro
Nukleon für (halb)magische Kerne. Die Daten stammen aus [81, 78, 79, 82]

besonders interessant. Um dies systematisch untersuchen zu können, beschränken wir
uns nicht nur auf die in Kapitel 3 vorgestellte Parametrisierung des Groningen NN–
Potentials sondern betrachten zusätzlich eine in [36] vorgestellte dichteabhängige Para-
metrisierung des Bonn A NN–Potentials [3]. Diese wurde aus in symmetrischer Kern-
materie berechneten DB–Selbstenergien [29] bestimmt, bis jetzt jedoch nur zur Un-
tersuchung einiger weniger magischer Kerne verwendet [38, 39, 41]. Nur die σ und ω
Meson–Nukleon-Vertizes, die mit dem in Gl. (3.41) vorgestellten Polynomansatz para-
metrisiert wurden, sind dichteabhängig. Die entsprechenden Parameter sind in Tabelle
5.2 angegeben. Die Isovektorwechselwirkung wird nur durch das ρ-Meson beschrie-
ben, für das eine Masse von mρ = 770 MeV und eine konstante Kopplungsstärke von
g2
ρ/4π = 5.19 gewählt wurde.

In Abbildung 5.1 wird der Verlauf der Kopplungsstärke exemplarisch in dem N = Z
Kern 40Ca und dem neutronenreichen Kern 132Sn gezeigt. Die dichteabhängigen Kopp-
lungen des Groningen und des Bonn A Parametersatzes zeigen im Kerninnern einen
flachen Verlauf, da sich dort die Kerndichte nur wenig ändert. Im Zentrum dieser Kerne
herrscht eine Dichte von ρ(0) ∼ 0.16 fm−3, dementsprechend besitzen die Kopplungen
in etwa den gleichen Wert, den man auch am Sättigungspunkt ρ0 von unendlicher
Kernmaterie findet. 40Ca hat im Zentrum eine etwas höhere Dichte ρ(0) > ρ0, was im
Vergleich zu 132Sn zu einer Reduzierung der Kopplungsstärke führt. Für das δ-Meson
registriert man einen Anstieg der Koppungsstärke im Kerninnern. Dieses im Vergleich
zu den anderen Mesonen umgekehrte Verhalten resultiert aus dem Anstieg der Kopp-
lungsstärke für höhere Dichten ρ(0) > ρ0, der schon in Kernmaterie beobachtet wurde
(Abbildung 3.3).

Meson α mα[MeV] aα[GeV−2] bα cα ζα
σ 550 281.715 1.2102 1.6277 -0.0030
ω 783 203.055 1.2889 1.7771 -0.0015

kF0 = 1.4 [fm−1]

Tab. 5.2: Dichteabhängige Kopplungen und Impulskorrekturfaktoren für das Bonn A
NN–Potential. Die Parameter für die Kopplungen aus Gl. (3.41) stammen
aus [38] und wurden in [36] durch einen Fit an DB–Selbstenergien aus sym-
metrischer Kernmaterie bestimmt [29].
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An der Kernoberfläche beobachtet man für beide Parametrisierungen einen star-
ken Anstieg der Kopplungen, der von der dortigen schnellen Dichteabnahme erzeugt
wird. Im Gegensatz dazu bleibt die Kopplungsstärke in Modellen mit konstanten Kopp-
lungen unverändert. Dies erkennt man hier beispielhaft an der ρ–Kopplung der Bonn
A Parametrisierung. Es wurde schon erwähnt, dass solche Modelle zur verbesserten
Beschreibung der Oberfläche nichtlineare Mesonen–Wechselwirkungsterme einführen
müssen, die in unendlicher Kernmaterie auch als dichteabhängige Kopplungen inter-
pretiert werden können, in endlichen Kernen jedoch zu einer Modifikation der Me-
sonenfelder führen. Das die Kerneigenschaften bestimmende Einteilchenpotential ist
jedoch genau das Produkt aus Mesonenfeld und Kopplungskonstante. Deshalb ist auch
sofort aus Abbildung 5.1 ersichtlich, warum dichteabhängige Modelle zur Beschreibung
der Oberflächeneigenschaften keine Nichtlinearitäten in den Feldern benötigen: Die
benötigte lokale Änderung der Potentiale wird durch den Anstieg der Kopplungstärke
der Vertizes erzeugt.

Der Vergleich zwischen der beiden Parametrisierungen zeigt, dass der Bonn A Pa-
rametersatz eine wesentlich stärkere Dichteabhängigkeit besitzt, die sich direkt auf die
unterschiedliche Wahl der Fitfunktionen (Gl. (3.41) bzw. Gl. (3.42)) zurückführen lässt.
So ändert sich z.B. für das Groningen Potential die Stärke der ω–Kopplungen im Kern
nur um etwa 20% (von 12 auf 14.5 für 40Ca), während die Änderung für das Bonn A
Potential fast 100% beträgt (von 11 auf 22).

Man erwartet aufgrund dieser starken Änderung auch direkte Auswirkungen auf
die Einteilchenpotentiale. Die Zentralpotentiale werden in Abbildung 5.2 gezeigt. Die
entsprechenden Größen wurden in Gl. (4.8) definiert. Insgesamt ist der Verlauf des isos-
kalaren Potentials UC

0 für die Bonn A Parametrisierung flacher und die Kernoberfläche
zu größeren Radien verschoben, was in Analogie mit dem Verhalten der Kopplungen
steht. Man erkennt auch, dass die stärkere Dichteabhängigkeit im Vergleich zur Gronin-
gen Parametrisierung zu einem wesentlich repulsiveren Rearrangement–Potential UR

führt. Interessant ist auch der Vergleich des Isovektorpotentials UC
τ beider Parametri-

sierungen, welches in dem isopinsymmetrischen Kern 40Ca wie erwartet verschwindet.
In 132Sn zeigt die dichteabhängige Isovektorwechselwirkung im Vergleich zu dem von
der konstanten ρ-Kopplung erzeugten Potential ein fluktuierendes Verhalten. Dies kann
durch die Schalenstruktur dieses sehr neutronenreichen Kerns erklärt werden, die dazu
führt, dass der relative Unterschied zwischen Protonen- und Neutronendichten vari-
iert. Zusammen mit der unterschiedlichen Dichteabhängigkeit der δ- und ρ-Vertizes
(siehe Abbildung 5.1) führt dies sogar zu einem lokal negativen Isovektorpotential im
Zentrum.

Die Auswirkungen des beobachteten Verhaltens auf experimentell messbare Obser-
vablen wie Bindungsenergien und Ladungsradien wird im nächsten Abschnitt unter-
sucht.

5.2 Bindungsenergien und Ladungsradien

Wir definieren zunächst zum Vergleich mit anderen Ergebnissen die mittlere Bindungs-
energie pro Nukleon. Diese berechnet sich unter Berücksichtigung der Schwerpunktkor-



62 5. Ergebnisse für doppelt magische Kerne

0 2 4 6 8

0

4

8

12

16

20

ρ

ω

δ

σ

 

c
o

u
p

lin
g

 Γ
i 

0 2 4 6 8 10

0

4

8

12

16

20

40
Ca

132
Sn

0 2 4 6 8

0

4

8

12

16

20

24

ρ

ω

σ

40
Ca

 

 

c
o

u
p

lin
g

 Γ
i 

r [fm]

0 2 4 6 8 10

0

4

8

12

16

20

24

132
Sn

 

r [fm]

Abb. 5.1: Dichteabhängigkeit der effektiven Kopplungen der Groningen (oben) und
Bonn A (unten) Parametrisierung in endlichen Kernen (40Ca und 132Sn).
Die Bonn A Parametrisierung besitzt nur im isoskalaren Kanal (σ und ω)
mediumabhängige Kopplungen.

rektur und der Paarwechselwirkung aus der Hartree–Grundzustandsenergie, Gl. (4.4),
mittels

Eb/A = (EMF + ECM + EPair) /A−M. (5.1)

Die Ladungsdichte ρc(r) eines Nukleons wird durch Faltung der Protonendichte ρp(r)
mit dem Protonen–Formfaktor g(r) berechnet [68]. Dieser wird als Gaussverteilung mit

einem Protonenradius von rpc = 0.8 fm angenommen. Mit der Definition r0 =
√
2/3rpc

erhält man dann die Relation

ρc(r) =
∫

d3r′ ρp(r)g(|r − r′|), g(r) =
e−(r/r0)2

(r0

√
π)3

. (5.2)

Der Ladungsradius berechnet sich damit als

r2
c =

1

Z

∫
d3r r2ρc(r) (5.3)

und die mittleren Radien (rms - root mean square) des Kerns bzw. der Neutronen und
Protonen erhält man mit den entsprechend Dichten analog zu obiger Formel.
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Abb. 5.2: Isoskalare (durchgezogene Linie) und isovektorielle Zentralpotentiale (ge-
strichelte Linie) der Groningen (unten) und Bonn A (oben) Parametri-
sierung in endlichen Kernen (40Ca und 132Sn). Die gepunktete Linie zeigt
das Rearrangementpotential, welches immer entgegengesetzt zum Zentral-
potential wirkt.

In Tabelle 5.3 zeigen wir Ergebnisse für Kerne mit abgeschlossenen Schalen, die
mit der Groningen Parametrisierung berechnet wurden. In Abbildung 5.3 werden die
entsprechenden relativen Fehler für Ladungsradien und Bindungsenergien im Vergleich
zu experimentellen Daten dargestellt. Diese sind definiert als

∆ρc =
ρc − ρexp

c

ρexp
c

, ∆E =
EB − Eexp

B

Eexp

B

(5.4)

Man erkennt, dass die statische Parametrisierung der Vertizes, die ohne Impul-
sanpassung direkt aus den Selbstenergien bestimmt wurde, nicht in der Lage ist, die
experimentellen Daten zufriedenstellend zu beschreiben. Während die Ladungsradien
überraschend gut mit den experimentellen Werten übereinstimmen, sind alle Kerne viel
zu schwach gebunden. Der relative Fehler liegt bei etwa 30% und die Protonenabbruch-
kante wird aufgrund der schwachen Bindung der Protonen so früh erreicht, dass 100Sn
nicht mehr gebunden ist. Dies war jedoch von den Ergebnissen für unendliche Kern-
materie aus Kapitel 3 zu erwarten, wo eine um fast 3 MeV zu geringe Bindungsenergie
am Sättigungspunkt gefunden wurde.
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Abb. 5.3: Relative Fehler der Ladungsradien (oben) und Bindungsenergien (unten)
berechnet mit der Groningen Parametrisierung. Gezeigt werden Ergebnisse
für magische und (halb)magische Kerne. Ergebnisse ohne Impulskorrektur
werden durch Dreiecke, Ergebnisse für ζσ = 0.00804 fm−2 und ζω = 0.00103
fm−2 (angepaßt an Kernmaterie) durch Quadrate und Ergebnisse für ζσ =
0.008 fm−2 und ζω = −0.002 fm−2 (angepaßt an endliche Kerne) durch
Kreise dargestellt. Die Linien dienen der besseren Übersicht.

Wenn wir jedoch die impulskorrigierten Kopplungen aus Kapitel 3 verwenden, er-
halten wir stark verbesserte Ergebnisse. Obwohl die Bindungsenergien immer noch
um etwa 10% unterschätzt werden, ist die Veränderung im Vergleich zur statischen
Parametrisierung doch bemerkenswert. Man beobachtet zwar eine Reduktion der La-
dungsradien, aber mit einem Fehler von ungefähr 4% ist die Übereinstimmung mit den
experimentellen Werten sehr zufriedenstellend.

Zum Vergleich wurden auch Rechnungen mit der Parametrisierung des Bonn A NN–
Potentials durchgeführt, deren Ergebnisse in Tabelle 5.4 zu finden sind. Die relativen
Fehler (Abbildung 5.4) sind sowohl für die Bindungsenergien als auch für die Ladungs-
radien kleiner als bei der Groningen Parametrisierung. Die Ursache dafür liegt in den
unterschiedlichen NN–Potentialen. Die Bonn A Parametrisierung besitzt in Kernmate-
rie bei einer Sättigungsdichte von ρ0 = 0.162 fm−3 eine Bindzngsenergie von ungefähr
−16.3 MeV. Das Minimum der Groningen Wechselwirkung hingegen ist zu höheren
Dichten verschoben und die Sättigungsenergie beträgt nur −15.6 MeV. Diese Eigen-
schaften manifestieren sich offensichtlich direkt in endlichen Kernen, was dazu führt,
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Abb. 5.4: Analog 5.3, jedoch für Ergebnisse mit der Bonn A Parametrisierung aus
[36, 38]. Ergebnisse ohne Impulskorrektur werden durch Quadrate und Er-
gebnisse für ζσ = −0.003 fm−2 und ζω = −0.0015 fm−2 durch Kreise darge-
stellt.

dass das Groningen Potential die Bindungsenergien unterschätzt. Die zu hohe Sätti-
gungsdichte führt zu einem tieferen Potential und einer höheren Nukleonendichte im
Kerninnern. Dies lokalisiert die Protonen stärker im Zentrum des Kerns und führt da-
mit zu den zu kleinen Ladungsradien. Um die Ergebnisse für endliche Kerne weiter zu
verbessern, sind deshalb zuerst Verbesserungen bei den Brückner–Rechnungen und den
NN–Potentialen notwendig.

Es stellt sich die Frage, wie empfindlich die Ergebnisse für endliche Kerne auf die
Impulskorrektur reagieren. Insbesondere ist es interessant zu untersuchen, ob sich die
Ergebnisse durch Veränderung der Impulskorrekturfaktoren ζα verbessern lassen. Es
wurde kein Versuch unternommen, die Parameter so zu optimieren, dass die expe-
rimentellen Daten perfekt beschrieben werden. Vielmehr wurden die isovektoriellen
Kopplungen unverändert gelassen und darauf geachtet, dass die Zustandsgleichung für
symmetrische Kernmaterie noch hinreichend gut beschrieben wird.

Die Impulskorrekturfaktoren ζσ = 0.008 fm−2 und ζω = −0.002 fm−2 erlauben ei-
ne gute Beschreibung der Bindungsenergien und Ladungsradien. Diese Korrektur ent-
spricht im Wesentlichen einer Abschwächung der Vektorselbstenergie im Vergleich zu
der ursprünglichen Parametrisierung aus Kernmaterie. Es zeigt sich, dass auch andere



66 5. Ergebnisse für doppelt magische Kerne

Modifikationen zu ähnlichen Ergebnissen führen. Es sollte jedoch bemerkt werden, dass
sich die Interpretation der Impulskorrektur, die in Kapitel 3 für unendliche Kernmaterie
eingeführt wurde, nur teilweise auf die in endlichen Kernen bestimmten ζα übertragen
lässt. Die direkte Beziehung zur Impulsabhängigkeit Σ′/ΣDB der Selbstenergien bleibt
nicht mehr erhalten. Es ist offensichtlich, dass in endlichen Kernen implizit Korrek-
turterme höherer Ordnung berücksichtigt werden. Insbesondere werden durch die ζα
die Unzulänglichkeiten der NN–Potentiale ausgeglichen, die eine korrekte Beschreibung
der Bindungsenergien endlicher Kerne verhindern. Man kann dies deutlich am umge-
kehrten Vorzeichen von ζω im Vergleich zu dem Wert in Kernmaterie sehen. Die ζα
müssen also bei dieser Vorgehensweise eher als phänomenologische Korrekturfaktoren
verstanden werden.

Ergebnisse werden in Tabelle 5.3 und Abbildung 5.3 gezeigt. Man erkennt, dass
die Ladungsradien leicht weiter reduziert werden, dafür jedoch die Bindungsenergien
mit einer Abweichung < 4% von den experimentellen Werten sehr zufriedenstellend
beschrieben werden. Im allgemeinen führt eine Zunahme der Bindungsenergie zu klei-
neren Ladungsradien, so dass es nicht möglich ist, mit der Groningen Parametrisierung
beide Observable gleichzeitig korrekt zu beschreiben. Eine Verbesserung der Ergeb-
nisse könnte erreicht werden, indem man die Masse des σ-Mesons durch einen Fit an
die Ladungsradien endlicher Kerne bestimmen würde. Diese ist aufgrund der breiten
σ-Resonanz nicht exakt bekannt. Ein phänomenologischer Fit an experimentelle Da-
ten ist jedoch nicht das Ziel dieser Untersuchungen, vielmehr soll die mikroskopische
Wechselwirkung genauer untersucht werden.

Die gleiche Anpassung der Impulskorrekturfaktoren an endliche Kerne wurde auch
für das Bonn A NN–Potential durchgeführt. Hier führen die Werte ζσ = −0.0030 fm−2

und ζω = −0.0015 fm−2 zu einer sehr guten Übereinstimmung mit den experimentellen
Bindungsenergien ohne die guten Ergebnisse für die Ladungsradien zu beeinträchtigen.
Nur für einigeN = Z Kerne gibt es größere Abweichungen, was sich möglicherweise zum
Teil auf die nicht berücksichtigten Proton–Neutron–Paarkorrelationen zurückführen
lässt. Ergebnisse werden in Tabelle 5.4 und Abbildung 5.4 gezeigt. Man erkennt das
gleiche systematische Verhalten wie beim Groningen NN–Potential: Jetzt führt eine
Reduzierung der Bindungsenergie zu einer Überschätzung der Ladungsradien.

Es ist interessant zu untersuchen, wie sich die Impulskorrektur für endliche Ker-
ne auf die Zustandsgleichung unendlicher Kernmaterie auswirkt. Aus diesem Grund
wurden die Sättigungseigenschaften für die verschiedenen Modelle berechnet (Tabelle
5.5). Man erkennt eine Verschiebung des Sättigungspunktes entlang der Coester–Linie,
aber die Übereinstimmung mit den systematischen Werten ist für alle Modelle zu-
friedenstellend. Andererseits sind die Symmetrieenergie, die Kompressibilität und die
effektive Masse relativ unabhängig von der Impulskorrektur. Man erkennt auch aus
den Abbildungen 5.3 und 5.4, dass die Impulskorrektur lediglich zu einer Verschiebung
der relativen Fehler führt, die fast identisch für alle betrachteten Kerne ist. Die Ur-
sache dafür ist, dass die grundlegenden Eigenschaften der Wechselwirkung durch die
Impulskorrektur nicht verändert werden können – diese werden nur durch die Dich-
teabhängigkeit der Vertizes bestimmt. Auch wurde die Isovektorwechselwirkung nicht
modifiziert.
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Groningen ζσ = 0.0 ζσ = 0.00804 fm−2 ζσ = 0.008 fm−2

ζω = 0.0 ζω = 0.00103 fm−2 ζω = −0.002 fm−2

rc E/A rc E/A rc E/A
16O 2.76 5.65 2.61 7.00 2.56 7.56

40Ca 3.47 5.96 3.30 7.52 3.24 8.16
48Ca 3.48 6.09 3.31 7.79 3.25 8.49
90Zr 4.26 6.00 4.06 7.77 3.99 8.49

208Pb 5.49 5.28 5.24 7.10 5.15 7.84
48Ni 3.77 4.68 3.54 6.28 3.46 6.95
56Ni 3.73 5.78 3.53 7.60 3.46 8.35
68Ni 3.88 6.13 3.69 7.83 3.63 8.52

100Sn (4.46) (5.42) 4.24 7.25 4.16 8.00
132Sn 4.69 5.86 4.47 7.68 4.40 8.42

Tab. 5.3: Mittlere Ladungsradien rc [fm] und Bindungsenergien pro Nukeon EB/A
[MeV] (halb)magischer Kerne, berechnet in DDRH-Näherung mit dem Gro-
ningen NN–Potential. Gezeigt werden Ergebnisse für verschiedene Impuls-
korrekturfaktoren ζσ and ζω (siehe Text für genauere Erklärungen der Para-
meter). Die Werte für 100Sn sind eingeklammert, da nicht mehr alle Protonen
gebunden sind.

Bonn A ζσ = 0.0 ζσ = −0.0030 fm−2

ζω = 0.0 ζω = −0.0015 fm−2

rc E/A rc E/A
16O 2.75 8.58 2.79 8.30

40Ca 3.46 9.02 3.50 8.69
48Ca 3.49 8.96 3.53 8.63
90Zr 4.26 8.98 4.31 8.63

208Pb 5.53 8.17 5.60 7.82
48Ni 3.84 7.62 3.89 7.31
56Ni 3.79 8.66 3.84 8.31
68Ni 3.88 9.05 3.93 8.71

100Sn 4.51 8.40 4.57 8.04
132Sn 4.74 8.67 4.78 8.32

Tab. 5.4: Mittlere Ladungsradien rc [fm] und Bindungsenergien Eb/A [MeV] pro Nu-
kleon (halb)magischer Kerne, berechnet mit dem Bonn A NN–Potential;
analog Tabelle 5.3.
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Abb. 5.5: Effektive Dichteabhängigkeit der σ (oben) und ω (unten) Meson-Nukleon–
Vertizes für das Bonn A NN–Potential im Vergleich mit den DB-Ergebnissen
aus [29]. Die durchgezogene Linie entspricht der Parametrisierung aus [36],
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Abb. 5.6: Zustandsgleichung symmetrischer unendlicher Kernmaterie, berechnet mit
dem Bonn A NN–Potential. Gezeigt werden DB-Ergebnisse aus [29] sowie
die DDRH–Zustandsgleichung berechnet mit der Parametrisierung aus [36]
und den impulskorrigierten Vertizes aus Abbildung 5.5.
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Bonn A NM Bonn A FN Gron. NM Gron. FN FRDM
ρsat [fm

−3] 0.162 0.157 0.180 0.188 0.153
ε/ρ [MeV] -16.33 -15.81 -15.60 -16.58 -16.25
K [MeV] 156 149 282 309 240

m∗/M 0.627 0.635 0.554 0.542 –
a4 [MeV] 35.1 34.0 26.1 26.8 32.7

Tab. 5.5: Vergleich der Eigenschaften von unendlicher Kernmaterie, berechnet mit den
Groningen und Bonn A Parametrisierungen. Ergebnisse werden gezeigt für
Rechnungen im DDRH–Modell mit (FN) und ohne (NM) Impulskorrektu-
ranpassung an endliche Kerne sowie zum Vergleich Parameter des Finite–
Range–Droplet Modells [25].

Die Modifikation der dichteabhängigen Kopplungen der Bonn A Parametrisierung
ist sehr gering. Verglichen mit dem ursprünglichen Fit [36], beschreiben die impulskor-
rigierten Vertizes die DB–Selbstenergien in dem für endliche Kerne wichtigen Dichte-
bereich mit vergleichbarer Genauigkeit. Dies ist in Abbildung 5.5 dargestellt und zeigt,
dass die Impulskorrektur eindeutig die Ergebnisse für endliche Kerne verbessern kann.
Die impulskorrigierten Vertizes erlauben eine verbesserte Extraktion der Selbstenergien
aus Brückner–Rechnungen, ohne die mikroskopische Struktur der Wechselwirkung zu
verändern. Es bestätigt sich auch die Aussage aus Kapitel 3, dass die makroskopischen
Eigenschaften sehr empfindlich gegenüber kleinen Änderungen in den Kopplungen sind.

Die in den Rechnungen benutzte ursprüngliche Bonn A Parametrisierung aus [36] ist
nicht in der Lage, die DB–Zustandsgleichung perfekt zu beschreiben [41, 63]. Da diese
keine Impulskorrektur verwendet, haben wir die Zustandsgleichungen mit den impuls-
korrigierten Vertizes aus endlichen Kernen neu berechnet. Wie man aus Abbildung 5.6
erkennen kann, verbessern diese die Übereinstimmung mit der DB–Zustandsgleichung
vor allem am Sättigungspunkt ein wenig. Verglichen mit der sehr guten Übereinstim-
mung, die in Kapitel 3 für das Groningen Potential erreicht wurde, sind aber weitere
Verbesserungen wünschenswert. Die DB–Ergebnisse sagen eine Bindungsenergie von
−15.8 MeV bei einer Sättigungsdichte von ρ0 = 0.185 fm−3 sowie eine Kompressibi-
lität K = 240 MeV voraus [29]. Insbesondere an K erkennt man durch Vergleich mit
Tabelle 5.5, dass erhebliche Abweichungen im DDRH–Modell auftauchen. Wir haben
deshalb versucht, durch einen Fit an die DB–Bindungsenergien neue Impulskorrektur-
faktoren ζα zu bestimmen. Es war jedoch nicht möglich, eine bessere Beschreibung als
mit den in endlichen Kernen bestimmten Werten ζσ = −0.0030 fm−2 und ζω = −0.0015
fm−2 zu erreichen.

Der Grund für dieses auf den ersten Blick überraschende Verhalten liegt in den
Brückner–Rechnungen aus [29], in denen a priori impulsunabhängige Selbstenergi-
en angenommen wurden, die durch einen Fit an die positiven Energiezustände der
G–Matrix bestimmt wurden. Dieses Verfahren scheint zu Inkonsistenzen zwischen
den Selbstenergien und der Bindungsenergie zu führen. Dies zeigt sich in Abbil-
dung 5.6 insbesondere bei geringeren Dichten, wo beide Parametrisierungen die DB–
Bindungsenergien nicht korrekt beschreiben können, obwohl die Übereinstimmung mit
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Abb. 5.7: Isospinabhängigkeit der effektiven Masse der doppelt magischen Kerne
40Ca, 48Ca, 48Ni und 132Sn, verursacht durch das δ Mesons in der Para-
meterisierung des Groningen NN–Potential.

den Selbstenergien sehr gut ist. Das Versagen der Impulskorrektur liegt hier also
an den ursprünglichen Brückner–Rechnungen, die überhaupt keine Impulsabhängig-
keit berücksichtigten. Dies ist nicht überraschend, da die ζα die grundlegende Dich-
teabhängigkeit der Vertizes nicht verändern können. Trotz dieser kleinen theoretischen
Unzulänglichkeiten liefert die Bonn A Parametrisierung sehr gute Ergebnisse für end-
liche Kerne.

5.3 Ladungsverteilungen und effektive Massen

Eine größere Bindungsenergie führt, wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, zu einem
tieferem Potential und damit zu einer Anhebung der Nukleonendichten im Kerninnern.
Dies wird exemplarisch anhand der Ladungsdichten der magischen Kerne 16O, 40Ca,
48Ca und 208Pb gezeigt, die in Abbildung 5.8 mit experimentellen Ladungsverteilun-
gen verglichen werden. Das Bonn A Potential beschreibt, wie aus den Ergebnissen für
die Ladungsradien in Tabelle 5.4 erwartet, die gemessenen Daten insbesondere an der
Kernoberfläche sehr gut. Das Groningen Potential überschätzt dagegen die Ladungs-
dichte im Kerninnern um bis zu 20%. Der Einfluß der Impulskorrektur bewirkt eine
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Abb. 5.8: Ladungsverteilungen der doppelt magischen Kerne 16O, 40Ca, 48Ca und
208Pb im Vergleich mit dem Experiment. Dargestellt sind Ergebnisse für
das Bonn A und das Groningen NN–Potential, jeweils für die Parametrisie-
rungen aus unendlicher Kernmaterie und die Anpassung an endliche Kerne.
Die Groningen Parametrisierung überschätzt die Ladungsdichte im Kern-
innern.

Anhebung (Groningen) bzw. Absenkung (Bonn A) der Ladungsdichte. Der Effekt ist
jedoch nicht sehr stark verglichen mit den Unterschieden zwischen den beiden NN–
Potentialen. Dies liegt daran, dass die Eigenschaften der Wechselwirkung durch die
Dichteabhängigkeit der Vertizes bestimmt sind und deshalb die Impulskorrektur nur
geringe Veränderungen bewirken kann.

In Kapitel 2 wurde bereits gezeigt, dass das isovektorielle skalare δ-Meson die Iso-
pinunabhängigkeit der effektiven Masse m∗

b = M −Σs
0 + τbΣ

s
3 aufhebt. Dieser Effekt ist

auch in endlichen Kernen beobachtbar. In Abbildung 5.7 wird die Isovektorabhängigkeit
der effektiven Masse für einige repräsentative Kerne untersucht. In dem isospinsym-
metrischen N = Z Kern 40Ca wird der Unterschied zwischen den effektiven Massen
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der Neutronen und Protonen nur durch Coulombeffekte hervorgerufen und ist ver-
nachlässigbar. Dagegen beträgt die Differenz beider Massen im Zentrum des neutro-
nenreichen Kerns 132Sn ungefähr 10%, hervorgerufen durch den Isovektorbeitrag zur
skalaren Selbstenergie. Dieser Effekt wird anschaulich durch die Spiegelkerne 48Ca und
48Ni demonstriert, in denen die effektiven Massen der Neutronen und Protonen ein
genau entgegengesetztes Verhalten zeigen. In den Rechnungen zeigt sich, dass der Ein-
fluss der Impulskorrektur gering ist und nur zu einer geringen Abnahme (Zunahme)
aufgrund des tieferen (flacheren) Zentralpotentials führt.

Die Bonn A Parametrisierung besitzt nur das isoskalare Vektormeson ρ und deshalb
identische effektive Massen für Protonen und Neutronen. Die effektiven Massen sind
allgemein etwa 10-15% höher als die des Groningen Potentials, wie auch aus Tabelle
5.5 ersichtlich ist, und weniger stark im Kerninnern reduziert.

5.4 Spin-Bahn-Aufspaltung

Die mit dem Groningen NN–Potential berechneten effektiven Massen sind relativ klein.
Dies führt zusammen mit den relativ großen Selbstenergien auch zu einem starken iso-
skalaren Spin–Bahn–Potential USO

0 (Gl. (4.9)), wie aus Abbildung 5.9 ersichtlich ist. In
Analogie zu den Ergebnissen für die effektiven Massen wurde keine starke Abhängigkeit
von der Impulskorrektur beobachtet. Zum Vergleich zeigen wir auch die Spin–Bahn–
Potentiale der Bonn A Parametrisierung sowie der phänomenologischen NL3 Wechsel-
wirkung [83]. Alle Wechselwirkungen zeigen ein ähnliches Verhalten. Die Maxima des
Potentials treten an der Oberfläche auf, wo die Änderung der Selbstenergien bzw. Po-
tentiale am stärksten ist. Hervorgerufen durch die starke Schalenstruktor der Ca und
Ni Isotope findet man dort ein zweites, kleineres Maximum im Kerninnern. Die Gro-
ningen Wechselwirkung besitzt das stärkste Spin–Bahn–Potential, aber seine Stärke
ist in etwa vergleichbar mit derjenigen der NL3 Wechselwirkung. Die Bonn A Wechsel-
wirkung besitzt ein zu kleines Spin–Bahn–Potential mit einem zu größeren Radien hin
verschobenen Maximum an der Oberfläche. Dieses Verhalten ist in Übereinstimmung
mit den Ergebnissen für die effektiven Massen und das Zentralpotential. Ein Vergleich
der Ergebnisse für die Spin–Bahn–Aufspaltung

∆LS(n, l) = εn,l,j=l−1/2 − εn,l,j=l+1/2 (5.5)

zeigt, dass die Aufspaltung des Groningen Potentials ungefähr doppelt so groß ist wie
diejenige des Bonn A Potentials.

Dies illustriert Tabelle 5.6, in der zum Vergleich auch experimentelle Daten und Er-
gebnisse für die NL3 Wechselwirkung gezeigt werden. Diese zeigen eine sehr gute Über-
einstimmung mit dem Experiment und können deshalb als Referenz zum Vergleich mit
den Ergebnissen der mikroskopischen Wechselwirkungen herangezogen werden. Man
erkennt, dass die Spin–Bahn–Aufspaltung ∆LS des Groningen Potentials um etwa 25%
zu stark und ∆LS des Bonn A Potentials um ungefähr 30% zu schwach ist. Die in
Tabelle 5.6 angegebenen experimentellen Werte sind mit relativ großen Unsicherheiten
belastet, da sich aufgrund der starken Fragmentierung der Einteilchenenzustände die
Einteilchenenergien nicht zuverlässig bestimmen lassen [84]. Neuere Messungen erge-
ben für 48Ca eine Spin–Bahn–Aufspaltung des 1d-Zustandes der Protonen > 5 MeV,
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∆LS(n, p)
16O 40Ca 48Ca 48Ni

Gron. 8.0/7.8 8.3/8.0 8.0/7.7 7.5/7.4
Gron. adj. 9.0/8.7 9.6/8.8 8.8/8.5 8.3/8.2
Bonn A 4.2/4.2 4.6/4.6 4.0/4.1 3.9/3.8
Bonn A adj. 4.0/4.0 4.4/4.3 3.7/3.8 3.6/3.6
NL3 6.5/6.4 6.7/6.6 6.2/6.4 6.1/5.9
exp. 6.1/6.3 6.3/7.2 3.6/4.3 –

Tab. 5.6: Spin-Bahn–Aufspaltung ∆LS(n, p) in MeV der 1p-Schale (16O) und der 1d-
Schale (40Ca, 48Ca und 48Ni) für Neutronen und Protonen. Gezeigt werden
Ergebnisse für das Groningen und das Bonn A NN–Potential, jeweils für die
Wechselwirkungen, die in unendlicher Kernmaterie bzw. durch Anpassung
an endliche Kerne bestimmt wurden. Zum Vergleich werden experimentellen
Werte (genommen aus [38]) und Ergebnisse für die phänomenologische NL3
Wechselwirkung gezeigt [83].

was auch in besserer Übereinstimmung mit den theoretischen Ergebnissen ist. Dies
wird detailliert in Referenz [84] diskutiert, wo die Spin–Bahn–Aufspaltung verschiede-
ner Isotope mit relativistischen und nicht-relativistischen Wechselwirkungen untersucht
wurde.

In Abbildung 5.10 wird die Isovektorabhängigkeit des Spin–Bahn–Potentials USO
τ

gezeigt (Gl. (4.9)), die bereits in Kapitel II diskutiert wurde. Im Vergleich zu Wechsel-
wirkungen, die nur das ρ-Meson enthalten, zeigt das Groningen Potential aufgrund des
zusätzlichen δ–Mesons und der daraus resultierenden wesentlich größeren Summe der
isovektoriellen Selbstenergien eine beträchtliche Verstärkung. Die Bonn A und die NL3
Wechselwirkung zeigen für alle betrachteten Kerne ein extrem kleines Isovektorpotenti-
al. Während auch das Groningen Potential in dem isospinsymmetrischen N = Z Kern
40Ca nur ein sehr schwaches USO

τ besitzt, darf dieses in dem neutronenreichen Kern
132Sn nicht vernachlässigt werden. Interessant ist, dass der Hauptbeitrag nicht an der
Kernoberfläche lokalisiert ist, sondern sich im Kerninnern befindet. Die Spiegelkerne
48Ca und 48Ni zeigen wieder ein entgegengesetztes Potential. Man könnte nun erwarten,
dass sich dieses auch in einer unterschiedlichen Spin–Bahn–Aufspaltung von Protonen
und Neutronen niederschlägt. Dies sollte eigentlich besonders gut durch eine entgegen-
gesetzte Aufspaltung der Protonen- und Neutronenzustände in Spiegelkernen beobacht-
bar sein. Allerdings lässt sich aus Tabelle 5.6 kein systematisches Verhalten erkennen.
Die Ursache dafür scheint zu sein, dass das isovektorielle Spin–Bahn–Potential die Ein-
teilchenenergien nicht sehr stark beeinflusst. Dies ist verständlich, da seine Stärke an
der Kernoberfläche weniger als 5% des isoskalaren Spin–Bahn–Potentials beträgt.

5.5 Zusammenfassung

Sowohl die Groningen als auch die Bonn A Parametrisierung erlauben eine gute Be-
schreibung endlicher Kerne. Dies ist bemerkenswert, da die Parametrisierungen direkt
aus den mikroskopischen Wechselwirkungen abgeleitet wurden und für endliche Ker-
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Abb. 5.9: Spin–Bahn–Potentiale der doppelt magischen Kerne 16O, 40Ca, 48Ca und
132Sn aus DDRH–Rechnungen. Dargestellt sind Ergebnisse mit der Bonn
A und Groningen Parametrisierung für das isoskalare Potential USO

0 . Zum
Vergleich werden Rechnungen mit der phänomenologischen NL3 Parame-
trisierung gezeigt [83].

ne keine freien Parameter besitzen. Die Groningen Parametrisierung unterschätzt die
Bindungsenergie pro Nukleon um 0.5 bis 1 MeV und liefert um 0.1 bis 0.15 fm zu
kleine Radien. Diese Ergebnisse sind vergleichbar mit anderen relativistischen Hartree–
Rechnungen [39, 40, 41].

Die Ergebnisse der Bonn A Wechselwirkung liegen näher an den experimentellen
Ergebnissen, was sich direkt auf das verwendete NN–Potential und seine Eigenschaften
in Kernmaterie zurückführen lässt. Diese lassen auch erkennen, dass das Groningen
NN–Potential insbesondere im Niederdichtebereich nicht attraktiv genug ist.

Die Verwendung impulskorrigierter dichteabhängiger Vertizes führt zu einer verbes-
serten Beschreibung endlicher Kerne, ohne die hervorragende Übereinstimmung mit
den Dirac–Brückner–Selbstenergien zu beinträchtigen.

Das isovektorielle skalare δ-Meson erzeugt unterschiedliche effektive Massen für Pro-
tonen und Neutronen und führt zu einer beträchtlichen Verstärkung des isovektoriellen
Spin–Bahn–Potentials. Dies führt jedoch zu keinem erkennbaren systematischen Ver-
halten der isovektoriellen Spin–Bahn–Aufspaltung. Um diesen Effekt genauer untersu-
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Abb. 5.10: Analog Abbildung 5.9, jedoch werden Ergebnisse für das isovektorielle
Spin–Bahn–Potential USO

τ gezeigt.

chen zu können, werden detailliertere experimentelle Daten für die Einteilchenenergien
insbesondere von stark asymmetrischen Isotopen benötigt. Verglichen mit phänome-
nologischen Wechselwirkung besitzt das Groningen Potential eine etwas zu starke, das
Bonn A Potential eine zu schwache Spin–Bahn–Aufspaltung.

Im nächsten Kapitel werden exotische Kerne mit den betrachteten mikroskopischen
Wechselwirkungen untersucht.
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Kapitel 6

Ergebnisse für exotische Kerne

Exotische Kerne sind von besonderem Interesse für Kernstrukturrechnungen, da sie es
erlauben, die NN–Wechselwirkung in den Regionen jenseits der Stabilität zu untersu-
chen, wo die Isovektorwechselwirkung zunehmend an Bedeutung gewinnt. Es zeigt sich,
dass an stabile Kerne angepasste phänomenologische Wechselwirkungen1 für exotische
Kerne teilweise überraschend große Abweichungen zeigen. Obwohl die Übereinstim-
mung mit den wenigen experimentellen Werten immer noch gut ist, ist die Qualität
der Ergebnisse nicht mit der der Ergebnisse stabiler Kerne vergleichbar. Da es sich
bei diesen Rechnungen um eine Extrapolation einer an bekannte Daten angepassten
Parametrisierung in einen Bereich mit neuer Physik handelt, lassen sich wegen des
phänomenologischen Charakters der Wechselwirkung nur schwierig Rückschlüsse auf
die erforderlichen Eigenschaften einer mikroskopischen NN–Wechselwirkung ziehen.
Die dichteabhängige Parametrisierung einer mikroskopischen Wechselwirkung hinge-
gen stellt eine stärkere Verbindung zwischen dem realistischen NN–Potential und den
Ergebnissen für exotische Kerne her. Man muss sich jedoch vor Augen halten, dass die
Qualität der Ergebnisse einer solchen Wechselwirkung immer noch nicht mit der Qua-
lität derer aus phänomenologischen Parametrisierungen verglichen werden kann. Diese
beschreiben die Eigenschaften von (stabilen) Kernen mit einem Fehler < 1%, während
mikroskopische Rechnungen, wie in Kapitel 5 gezeigt wurde, Fehler von 1 − 5% auf-
weisen. Eine Vorhersage der Eigenschaften exotischer Kerne ist deshalb nur bedingt
möglich. Exotische Kerne als Testobjekte der in Kapitel 3 bestimmten dichteabhängi-
gen Wechselwirkung liefern jedoch sehr aufschlussreiche Ergebnisse.

Die Isotopenketten von Sn und Ni bestehen wegen ihres magischen Schalenabschlus-
ses für Z = 28 bzw. Z = 50 Protonen aus sphärisch symmetrischen Kernen und erlau-
ben eine systematische Untersuchung des Isovektorkanals der NN–Wechselwirkung, da
sie sich von der Protonenabbruchkante bis zu den durch β–Zerfall instabilen neutro-
nenreichen Isotopen erstrecken. Interessant ist auch die große Anzahl der enthaltenen
doppelt magischen Isotope (insbesondere die extrem protonenreichen Kerne 48Ni and
100Sn und die neutronenreichen Kerne 78Ni and 132Sn). Eine systematische Untersu-
chung dieser Kerne mit relativistischen und nicht-relativistischen phänomenologischen

1Unter den RMF Wechselwirkungen sind hier insbesondere folgende Parametrisierungen zu
erwähnen: NL1 [13], NL-SH [85], NL3 [83], TM1 [86], NL-SV1 und NL-SV2 [87], PL-Z und PL-40
[19]

77
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Wechselwirkungen findet man in [16, 17, 18, 71, 88] und den dort enthaltenen Referen-
zen.

Wie schon erwähnt wurde, sollte für eine korrekte Beschreibung von Kernen an
den Abbruchkanten die Ankopplung an das Kontinuum durch Hartree–Bogoliubov–
Rechnungen berücksichtigt werden. Da der Einfluss der Paarkorrelation (< 2% auf
die Bindungsenergie) jedoch kleiner ist als die durch Verwendung der mikroskopischen
Wechselwirkung bestehende Differenz zu den experimentellen Ergebnissen (1−5%), ist
es ausreichend, die Paarkraft in BCS–Näherung (Kapitel 4) zu behandeln. Wir folgen
hier dem Ansatz aus [81] und verwenden den Wert G = 2.15 MeV/

√
A.

6.1 Bindungsenergien

Die theoretischen und die experimentellen Bindungsenergien pro Nukleon der Nickel–
Isotope werden in Abbildung 6.1 verglichen, diejenigen der Zinn–Isotope in Abbildung
6.2. Ergebnisse von den Protonenabbruchkanten (48Ni und 100Sn) bis zu extrem neutro-
nenreichen Isotopen (92Ni und 150Sn) werden gezeigt. Im Gegensatz zu den Protonen
wird die Neutronenabbruchkante bei diesen Rechnungen nicht erreicht. Sie befindet sich
jenseits der bisher experimentell beobachteten Isotope. Die Ursache der Protonenab-
bruchkante ist hauptsächlich die Coulombrepulsion der Protonen. Neutronenabbruch-
kanten hingegen werden nur durch die Isovektorrepulsion der Neutronen hervorgeru-
fen, so dass die schwereren Kerne wesentlich mehr Neutronen als Protonen aufnehmen
können. Deshalb war es bis jetzt nur für sehr leichte Kerne (z.B. Li) möglich, experi-
mentell an die Neutronenabbruchkante zu gelangen. Da der Wirkungsquerschnitt für
die Produktion dieser instabilen Isotope mit der Hinzunahme jedes weiteren Neutrons
stark abnimmt, wird es ohne neue experimentelle Techniken auf absehbare Zeit nicht
möglich sein, an die Ni- und Sn–Neutronenabbruchkante zu gelangen.

Man erkennt, dass die in Kernmaterie bestimmte Parametrisierung des Groningen
Potentials sowohl die Ni- als auch die Sn–Isotope stark unterbindet. Dieses Verhalten
entspricht den Ergebnissen für magische Kerne und wurde schon in Kapitel 5 ausführ-
lich diskutiert. Die Parametrisierung mit der an endliche Kerne angepassten Impulskor-
rektur liefert dagegen für die Ni–Isotope zufriedenstellende Ergebnisse. Während die
neutronenreichen Isotope gut beschrieben werden, sind die neutronenarmen Isotope
um etwa 0.4 MeV pro Nukleon unterbunden. Für die Sn–Isotope beobachtet man ein
ähnliches Verhalten. Jedoch stimmt der qualitative Verlauf der Bindungsenergiekurve
mit den experimentellen Daten nicht sehr gut überein. Die Ursache liegt hauptsächlich
in dem extrem starken Schalenabschluss für N=82, der dass Minimum der Bindungs-
energie vom experimentellen Wert bei ungefähr 115Sn zu dem doppelt magischen Isotop
132Sn verschiebt. Der Grund für diesen starken Schalenabschluss ist die zu große Spin–
Bahn–Aufspaltung des Groningen Potentials. Diess beeinflusst die Struktur der Un-
terschalen der Sn–Isotope und verstärkt den Schalenabschluss. Augrund der dadurch
abgeschwächten Paarkorrelationen ist die Ausschmierung der Schalenstruktur wesent-
lich geringer als bei den experimentellen Bindungsenergien. Dies macht sich durch einen

”
Knick“ in der Bindungsenergiekurve bemerkbar.
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Abb. 6.1: Bindungsenergien pro Nukleon der Ni–Isotope aus DDRH–Rechnungen.
Dargestellt sind Ergebnisse ohne (offene Kreise) und mit (gefüllte Krei-
se) Impulskorrektur für die Bonn A Parameterisierung. Ergebnisse für die
Groningen Parametrisierung werden durch gefüllte Dreiecke (Impulskorrek-
tur aus Anpassung an Kernmaterie) und offene Dreiecke (Anpassung an
endliche Kerne) repräsentiert. Zum Vergleich werden experimentelle Bin-
dungsenergien aus [78] gezeigt (Kreuze).
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Abb. 6.2: Analog Abbildung 6.1, jedoch mit Ergebnissen für die Sn–Isotope.
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Trotzdem beschreibt das Groningen Potential die korrekte Schalenstruktur der Ni-
und Sn–Isotope. Dies wird aus Abbildung 6.3 ersichtlich, in der die Zwei–Neutronen–
Separationsenergien

S2n(Z,N) = B(Z,N)−B(Z,N − 2) (6.1)

gezeigt werden. Abgeschlossene Schalen sind energetisch günstiger als nur teilweise be-
setzte Schalen (dies kann nur teilweise durch die Paarkraft kompensiert werden), des-
halb verursacht ein Schalenabschluss einen Sprung in den Separationsenergien. Bei den
Ni–Isotopen beobachtet man dies bei 56Ni, 68Ni und 78Ni, bei den Sn–Isotope bei 100Sn
und 132Sn. Die Übereinstimmung des Groningen Potentials mit den experimentellen Se-
parationsenergien ist gut, wenn man von den etwas zu starken Schalenabschlüssen bei
56Ni und 132Sn absieht, und die experimentellen Abschlüsse werden korrekt beschrieben.
Man erkennt an dem flachen Verlauf der Kurven für große A, dass die Neutronenab-
bruchkante für Sn erst jenseits von A=180 und für Ni erst etwa bei A=100 erreicht
werden wird. Ein negatives S2n bedeutet, dass es energetisch günstiger für den Kern
ist, Neutronen abzugeben. Er wird damit instabil. Dies macht sich entsprechend auch
durch ein positives chemisches Potential (oder Fermienergie) in der BCS–Rechnung
bemerkbar.

Es wurde auch der Einfluss der unterschiedlichen Impulskorrekturfaktoren auf die
Separationsenergien untersucht. Dieser ist jedoch sehr gering, da er nur zu einer Ver-
schiebung der Bindungsenergiekurve führt (siehe Kapitel 5) und dementsprechend die
Differenz S2n nicht beeinflußt.

Das Bonn A Potential beschreibt die protonenreichen Ni–Isotope zufriedenstel-
lend, überbindet aber die neutronenreiche Seite stark. Die impulskorrigierte Parame-
trisierung zeigt ein entgegengesetztes Verhalten mit einer guten Übereinstimmung für
die neutronenreichen Isotope und einer leichten Unterbindung von ungefähr 0.2 MeV
für die Kerne in der Region um N ∼ Z. Für die Sn–Isotope beobachtet man das glei-
che Verhalten, jedoch ist die Beschreibung der impulskorrigierten Parametrisierung hier
insgesamt besser. Ein Vergleich der Zwei–Neutronen–Separationsenergien in Abbildung
6.3 zeigt, dass auch hier die experimentellen Werte gut beschrieben werden. Man er-
kennt allerdings einige kleine Abweichungen. So sind die Schalenabschlüsse für 132Sn
und 56Ni relativ klein, während, verglichen mit dem Experiment, bei 68Ni ein zu starker
Abschluss gefunden wird. Dies erklärt auch, warum das Minimum der Bindungsenergie
bei 68Ni liegt und die Isotope der 56Ni bis 68Ni Unterschale zu schwach gebunden sind.
Die Ursache dafür, dass die experimentellen Energiedifferenzen zwischen abgeschlosse-
nen Schalen nur teilweise wiedergegeben werden, ist wahrscheinlich das zu schwache
Spin–Bahn–Potential des Bonn A Potentials.

Eine detaillierte Untersuchung der Schalenstruktur der Ni und Sn–Isotope
ermöglicht ein Blick auf die Paarkorrelationen. In Abbildung 6.4 werden für die
Groningen und Bonn A Parametrisierungen die Pairing–Energien und -gaps der
Ni–Isotopenkette dargestellt. Zum Vergleich werden auch Ergebnisse für die NL3–
Wechselwirkung gezeigt. In [16] und [71] wurden Hartree–Bogoliubov–Rechnungen für
die Sn- und Ni–Isotope mit dieser Wechselwirkung durchgeführt, in denen eine hervor-
ragende Übereinstimmung mit den experimentellen Daten (Separationsenergien, Bin-
dungsenergien, Ladungsradien) gefunden wurde. Im Vergleich zu diesem verfeinerten
Modell ergibt unsere Rechnung mit der NL3–Wechselwirkung in BCS–Näherung ver-
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Abb. 6.3: Zwei–Neutronen–Separationsenergien der die Ni- (unten) und Sn–Isotope
(oben). Gezeigt werden Ergebnisse für die Bonn A (Kreise) und Gronin-
gen Parametrisierung (Dreiecke) sowie experimentelle Separationsenergien
(Kreuze) aus [78].

gleichbare Pairing–Gaps in der Größenordnung von 1 − 1.5 MeV und kann als sehr
gute Näherung betrachtet werden. Man erkennt in Abbildung 6.4 die abgeschlossenen
Neutronenschalen durch verschwindende Gaps (und Pairing–Energien ∼ ∆2). Diese
werden von beiden mikroskopischen Wechselwirkungen korrekt beschrieben. Das Gro-
ningen Potential unterschätzt den Gap jedoch aufgrund der stärker ausgeprägten Scha-
lenstruktur etwas, während das Bonn A Potential im Vergleich zur NL3 Wechselwir-
kung einen zu großen Gap liefert. Alle Wechselwirkungen sagen eine weitere magische
Zahl für N=70 voraus. Allerdings sollte man anmerken, dass es sich hierbei um eine
Extrapolation zu extrem neutronenreichen Isotopen handelt.

In Abbildung 6.5 werden die gleichen Rechnungen für die Sn–Isotopenkette gezeigt.
Hier sind die Unterschiede zwischen den einzelnen Wechselwirkungen geringer und
alle Schalenabschlüsse werden korrekt beschrieben. Wiederum findet die Groningen
Parametrisierung die kleinsten und die Bonn A Parametrisierung die größten Gaps.
Interessant sind hier jedoch die Andeutungen eines Unterschalenabschlusses für N=70
(Bonn A) bzw. N=64 (Groningen), die man bei der NL3 Wechselwirkung nicht erkennt.
Dies ist ein Hinweis auf die unterschiedliche Struktur der Einteilchenenergien, die von
den unterschiedlichen Spin–Bahn–Potentialen erzeugt wird. So erkennt man deutlich
den schwächeren Schalenabschluss des Bonn A Potentials für N=82, der sich auch in
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Abb. 6.4: Pairing–Energien (links) und -Gaps (rechts) der Ni–Isotopenkette in BCS–
Näherung aus DDRH–Rechnungen. Gezeigt werden Ergebnisse für die Bonn
A (oben) und Groningen (unten) Parametrisierung für die entsprechen-
den Impulskorrekturen (siehe Abbildung 6.1). Zum Vergleich werden je-
weils Rechnungen mit der phänomenologischen NL3 Wechselwirkung ge-
zeigt (Kreuze). Die Linien dienen der besseren Übersicht. Erwartete Scha-
lenabschlüsse sind durch horizontale Linien gekennzeichnet.

den Separationsenergien zeigt. Dies könnte auch die Ursache dafür sein, dass die von der
Groningen und NL3 Wechselwirkung vorhergesagte abgeschlossene Schale bei N=126
nicht gefunden wird. Auch hier gilt jedoch, dass eine Extrapolation der Wechselwirkung
bis zu 176Sn mit Vorsicht betrachtet werden sollte.

Aus den Abbildungen 6.1 und 6.2 erkennt man, dass es mit keiner der Parame-
trisierungen möglich ist, neutronenarme und neutronenreiche Isotope mit der gleichen
Qualität zu beschreiben, man findet auf einer Seite der Asymmetrie immer eine Dif-
ferenz zum Experiment von bis zu 0.4 MeV pro Nukleon. Für N → Z ist nur die
Coulomb–Wechselwirkung für den Unterschied zwischen den Bindungsenergien der Pro-
tonen und Neutronen verantwortlich, da der Isovektorkanal der NN–Wechselwirkung
stark unterdrückt ist. Daraus folgt, dass die Unterbindung auf der protonenreichen
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Abb. 6.5: Analog Abbildung 6.4, jedoch mit Ergebnissen für die Sn–Isotopenkette.

Seite durch eine zu schwache isoskalare Wechselwirkung hervorgerufen wird. Anderer-
seits wird die Bindungsenergie auf der neutronenreichen Seite hauptsächlich durch die
Isovektorwechselwirkung bestimmmt. Diese ist attraktiv für Protonen, und kompen-
siert so deren Coulombabstoßung, und repulsiv für Neutronen. Deshalb ist die gute
Beschreibung der neutronenreichen Isotope ein Anzeichen dafür, dass die Isovektor-
wechselwirkungen des Bonn A und des Groningen Potentials zu schwach sein könnten.
Man kann sich dies anschaulicher vorstellen, indem man die Bindungsenergiekurven
aus Abbildung 6.1 oder 6.2 vertikal so verschiebt, dass für N=Z Kerne die experimen-
tellen Binduungsenergien getroffen werden. Dies entspricht in erster Ordnung nur einer
Änderung der isoskalaren Wechselwirkung und lässt die Isovektorwechselwirkung un-
verändert. Man erkennt dann, dass die neutronenreichen Kerne zu schwach gebunden
werden, was ein Hinweis auf die zu schwache Repulsion des Isovektorpotentials ist. Ein
zu schwaches Isovektorpotential wurde auch in Rechnungen mit nicht-relativistischen
mikroskopischen Wechselwirkungen beobachtet [34, 64].

Die mikroskopischen δ- und ρ-Vertizes der Groningen Parametrisierung besitzen
eine relativ starke Dichteabhängigkeit und ihre Stärke an ρ0 ist etwa doppelt so groß
wie diejenige des konstanten ρ-Vertex der Bonn A Parametrisierung. Ein Vergleich der
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Ergebnisse für beide Wechselwirkungen zeigt jedoch, dass der Einfluss des δ-Mesons
auf die effektive Stärke der Isovektorwechselwirkung gering ist: Beide Parametrisierun-
gen liefern vergleichbare Ergebnisse, die Isovektorwechselwirkung ist zu schwach. Die
Erklärung ist, dass sich die Potentiale der δ- und ρ-Mesonen zu einem effektiven Isovek-
torpotential kompensieren (siehe Gl.(4.8) und Abbildung 5.2), dessen Stärke ungefähr
dem des konstanten ρ-Mesons der Bonn A Parametrisierung entspricht.

6.2 Radien und Dichteverteilungen

Als nächstes untersuchen wir die Radien der Ni- und Sn–Isotope, die wie in Kapitel
5 definiert berechnet werden. In Abbildung 6.6 werden die mittleren Neutronen- und
Ladungsradien der Ni–Isotope für die Groningen und Bonn A Parametrisierungen ge-
zeigt. Mit zunehmender Neutronenzahl werden auch die Neutronenradien systematisch
größer. Man beobachtet unterhalb A=58 und A=78 eine Sättigung des Anstieges be-
vor die Radien danach wieder stärker ansteigen. Dieses Verhalten ist beim Groningen
Potential ausgeprägter und wird wieder durch den stärkeren Schalenabschluss verur-
sacht. Bei fast abgeschlossenen Schalen bewirkt das Hinzufügen neuer Neutronen in
einen Zustand mit dem gleichen Bahndrehimpuls nur eine geringe Änderung der Ra-
dien. Fügt man hingegen Neutronen zu einem magischen Kern hinzu, wird eine neue
Unterschale mit anderem Drehimpuls besetzt, was den beobachteten starken Anstieg
verursacht. Die Abhängigkeit der Neutronenradien von der Neutronenzahl ist bei der
Bonn A Parametrisierung wesentlich stärker ausgeprägt. So wächst der Radius um 1.2
fm bzw. 35% von 48Ni bis 82Ni durch die zusätzlichen 34 Neutronen. Bei der Gronin-
gen Parametrisierung beobachtet man hingegen nur einen Anstieg von 0.9 fm bzw.
28%. Die Ladungsradien werden durch das Hinzufügen von Neutronen nur schwach
beeinflusst. Unterhalb A=56 bleiben sie konstant oder schrumpfen sogar etwas (Bonn
A), danach beobachtet man nur einen leichten Anstieg von 5-7%. Ein Vergleich mit
den verschiedenen experimentell bestimmten Ladungsradien zeigt eine hervorragende
Übereinstimmung für beide Parametrisierungen des Bonn A Potentials, während das
Groningen Potential in Analogie zu den Ergebnissen für magische Kerne die Radien sy-
stematisch unterschätzt. Die Impulskorrektur bewirkt, wie bei den Bindungsenergien,
nur eine für alle Isotope identische vertikalen Verschiebung.

In Abbildung 6.8 wird zur besseren Verdeutlichung des unterschiedlichen Verhaltens
der Neutronen und Protonen die Differenz der Neutronen– und Protonenradien gezeigt.
Diese kann als Maß für die Neutronen- bzw. Protonen–Hautdicke in einem Kern in-
terpretiert werden. Zum Vergleich wird aufgrund fehlender experimenteller Daten für
die Neutronenradien wieder die NL3 Wechselwirkung herangezogen, die eine sehr gu-
te Beschreibung experimenteller Ladungsradien liefert [17, 83]. Die Übereinstimmung
mit dem Bonn A Potential ist hervorragend. Das Groningen Potential zeigt tendenziell
das gleiche Ergebnis, unterschätzt jedoch die Differenz der Radien. Dies erklärt sich
durch die systematische Unterschätzung der einzelnen Radien (Abbildung 6.6), die zu
einer Reduzierung der Differenz zwischen Protonen- und Neutronenradien führt. Alle
Wechselwirkungen sagen unterhalb N=28 eine relativ dicke Protonenhaut in der Nähe
der Protonenabbruchkante voraus. Oberhalb 78Ni (N=50 Schalenabschluss) bildet sich
eine sehr dicke Neutronenhaut, die durch das Besetzen der 2d5/2 Unterschale entsteht.
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Abb. 6.6: Mittlere Neutronen- (Quadrate) und Ladungsradien (Dreiecke) der Ni–
Isotope, berechnet mit dem Bonn A (links) und dem Groningen (rechts)
Parametersatz. Gefüllte Symbole repräsentieren Rechnungen mit den DB–
Parametrisierungen aus Kernmaterie, bei den offenen Symbolen wurden die
Impulskorrekturfaktoren an endliche Kerne angepaßt. Zum Vergleich wer-
den die wenigen experimentell gemessenen Ladungsradien (entnommen aus
[60]) gezeigt.
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Abb. 6.7: Analog Abbildung 6.6, jedoch mit Ergebnissen für die Sn–Isotopenkette.
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Abb. 6.8: Abhängigkeit der Differenz der Neutronen- und Ladungsradien der Ni- (un-
ten) und Sn–Isotope (oben) von der Nukleonenzahl. Ergebnisse berech-
net mit dem Bonn A (Kreise) und dem Groningen (Dreiecke) Parame-
tersatz werden mit der phänomenologischen NL3 Wechselwirkung (Kreu-
ze) verglichen. Gefüllte Symbole repräsentieren Rechnungen mit den DB–
Parametrisierungen aus Kernmaterie, bei den offenen Symbolen wurden die
Impulskorrekturfaktoren an endliche Kerne angepaßt.
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Daraus resultiert der starke Anstieg des Neutronenradius. Auch hier sind die Ergebnis-
se unabhängig von der Impulskorrektur, da eine simultane vertikale Verschiebung von
Protonen- und Neutronenradien deren Differenz nicht beeinflusst.

Ein ähnliches Verhalten zeigen auch die Radien der Sn–Isotope in Abbildung 6.7.
Auch hier liefert das Bonn A Potential eine sehr gute Beschreibung der experimentel-
len Ladungsradien und das Groningen Potential unterschätzt diese um etwa 5%. Der
unterschiedlich starke Zuwachs der Ladungs- und Neutronenradien ist bei dem schwe-
reren Zinn etwas weniger ausgeprägt als beim leichteren Nickel. Hier bewirken die 40
zusätzlichen Neutronen zwischen 100Sn bis 140Sn nur eine Zunahme der Neutronenra-
dien um 18-20%. Die Ladungsradien wachsen dagegen um 7-9%. Abbildung 6.8 zeigt,
dass auch für die Sn–Isotope die Übereinstimmung zwischen der Bonn A und der NL3
Wechselwirkung hervorragend ist. Wie bei den Ni–Isotopen erkennt man auch hier eine
dicke Neutronenhaut jenseits von 132Sn (N=82 Schalenabschluss), wo die 1h11/2 Schale
abgeschlossen ist und die 2f7/2 Unterschale aufgefüllt wird. Eine echte Protonenhaut
enrsteht hingegen bei den untersuchten Isotopen nicht. Ähnliche Ergebnisse für die Sn–
Isotope wurden auch in Rechnungen mit einer nicht-relativistischen G–Matrix gefunden
[34].

Abschließend werden die Ladungs- und Neutronendichten der betrachteten exoti-
schen Kerne untersucht. Abbildung 6.9 zeigt Ergebnisse für die Ni–Isotope (48Ni bis
82Ni), Abbildung 6.10 Ergebnisse für die Sn–Isotope (100Sn bis 140Sn). Bei allen Wechsel-
wirkungen zeigt die Ladungsdichte das gleiche Verhalten: Die zusätzlichen Neutronen
ziehen die Protonen aus dem Kerninnern nach außen, was den leichten Anstieg der
Ladungsradien erklärt. Dies führt zu einer Reduzierung der Ladungsdichte im Kern-
innern, die bis zu 30% betragen kann. Das Groningen Potential besitzt für alle Kerne
eine im Vergleich zur NL3 und Bonn A Wechselwirkung höhere Ladungsdichte im
Kerninnern, was auch schon in Abbildung 5.8 beobachtet wurde. Bei den Sn–Isotopen
bewirken zusätzliche Neutronen einen Anstieg der Neutronendichte im Kerninnern und
zusätzlich eine Verschiebung der Kernoberfläche zu größeren Radien. Beides zusammen
lässt die Neutronenradien stark anwachsen. Die verwendeten Wechselwirkungen zeigen
auch hier ein vergleichbares Verhalten. Bei den Ni–Isotopen ist die Situation aufgrund
der komplizierten Schalenstruktur etwas komplexer. Die Neutronendichten steigen im
Kerninnern wegen der vielen Schalenabschlüsse nicht monoton an. Vielmehr bewirkt
jede neu abgeschlossene Schale hauptsächlich eine Änderung des Dichteverhaltens im
Kerninnern. Dafür wächst die Oberfläche der Kerne umso schneller, wodurch der rasche
Anstieg der Radien erklärt wird. Alle drei Wechselwirkungen zeigen leicht unterschied-
liche Dichteprofile im Kerninnern, da ihr verschieden starkes Spin–Bahn–Potential die
Wellenfunktionen und Einteilchenenergien modifiziert. Insbesondere führt dies zu an-
deren BCS–Besetzungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Zustände.

Die beobachteten starken Neutronenhäute in den neutronenreichen Ni- und Sn–
Isotopen sind keine spezifische Eigenschaft der betrachteten Wechselwirkungen. Die
Tatsache, dass man das gleiche Verhalten auch bei nicht-relativistischen phänomenolo-
gischen und mikroskopischen Wechselwirkungen findet [34], weist darauf hin, dass das
Auftauchen von Neutronenhäuten relativ unabhängig von der verwendeten Wechsel-
wirkung und dem theoretischen Modell ist. Die quantitativen Eigenschaften wie z.B.
die Dicke der Haut sind jedoch modellabhängig.
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Abb. 6.9: Neutronen- und Ladungsdichteverteilungen der Ni–Isotope, berechnet mit
dem Bonn A, dem Groningen und dem NL3 Parametersatz. Isotope mit
abgeschlossenen Neutronenschalen sind durch dicke Linien gekennzeichnet.
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Abb. 6.10: Neutronen- und Ladungsdichteverteilungen der Sn–Isotope, berechnet mit
dem Bonn A, dem Groningen und dem NL3 Parametersatz. Isotope mit
abgeschlossenen Neutronenschalen sind durch dicke Linien gekennzeichnet.
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6.3 Vergleich mit der semiempirischen

Massenformel

Der Vergleich mit den experimentellen Bindungsenergien der Ni- und Sn–Isotope lässt
vermuten, dass der Isovektorkanal der mikroskopischen Wechselwirkungen in endlichen
Kernen zu schwach sein könnte. Eine weitere Ursache für den Unterschied zwischen
theoretischen und experimentellen Werten könnte auch in der Beschreibung der Kerno-
berfläche liegen, die hauptsächlich durch die Dichteabhängigkeit der Vertizes bestimmt
wird. Um diese Eigenschaften genauer zu untersuchen, kann man aus den berechneten
Bindungsenergien mit Hilfe einer semiempirischen Massenformel Symmetrie-, Volumen-
und Oberflächenenergie der Wechselwirkung extrahieren. Wir verwenden den Ansatz

Eb/A(N,Z) = −av + asA
−1/3 + acZ

2A−4/3 + kv
(N − Z)2

A2
+ ksA

−1/3 (N − Z)2

A2
, (6.2)

der auf dem Tröpfchenmodell basiert. Der Volumenenergiekoeffizient av entspricht der
Sättigungsenergie symmetrischer Kernmaterie, da dort keine Oberflächen oder Sym-
metrieeffekte beitragen. Der Koeffizient ac trägt der Coulomb–Repulsion der Proto-
nen Rechnung und as ist der Koeffizient der Oberflächenenergie. Die unterschiedliche
Anzahl von Protonen und Neutronen wird durch den Koeffizienten kv der Symmetrie-
energie parametrisiert. Streng genommen handelt es sich hierbei nur um die Volumen-
symmetrie. Wir führen deshalb noch den Koeffizienten ks ein, der die Oberflächen-
symmetrie beschreibt. Dieser könnte interessant für die quantitative Beschreibung der
beobachteten Neutronenhäute sein. ks ist im ursprünglichen Tröpfchenmodell nicht
vorhanden. Er wird jedoch in verfeinerten Ansätzen wie dem Finite–Range–Liquid–
Drop (FRLDM) oder dem Finite–Range–Droplet (FRDM) Modell verwendet, die auch
Kerndeformationen und Schalenkorrekturen berücksichtigen [25]. Diese mikroskopisch–
makroskopischen Modelle2 erlauben eine hervorragende Beschreibung der experimen-
tellen Massen. Aufgrund ihrer vielen Parameter (je nach Zählweise 15 bis 35) lassen
sie sich jedoch für unsere einfache systematische Untersuchung nur schwer verwenden.

Die Parameter in Gl. (6.2) werden durch einen Fit an die Bindungsenergien der Ni-
(48Ni bis 82Ni) und Sn–Isotope (100Sn bis 140Sn) sowie der doppelt magischen Kerne
aus Kapitel 5 bestimmt. Die mittlere quadratische Abweichung χ2 beträgt für die-
se 44 Kerne je nach verwendeter Wechselwirkung zwischen 4× 10−3 und 2× 10−2, die
Bindungsenergien werden also sehr zuverlässig beschrieben. Dabei wurde der Volumen-
energiekoeffizient av an die Sättigungsenergie in Kernmaterie angepasst und während
des Fits festgehalten. Ergebnisse werden in Tabelle 6.1 für die verschiedenen Wechsel-
wirkungen gezeigt.

Um die allgemeine Qualität des Fits für betrachteten Kerne zu überprüfen, wur-
den auch die Koeffizienten für die experimentellen Bindungsenergien der 44 Kerne
bestimmt (in der Tabelle durch

”
Experiment“ gekennzeichnet). Die Volumenenergie

wurde bei 15.6 MeV fixiert, um einen Vergleich mit [89] zu ermöglichen. Dort wur-
den die Parameter durch eine Analyse hunderter empirischer Massen bestimmt. Die
Übereinstimmung beider Rechnungen ist (bis auf die kleine Differenz für kv) hervor-
ragend. Zum Vergleich dieser Ergebnisse mit den unterschiedlichen Wechselwirkungen

2auch MicMac genannt
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av as kv ks ac

Referenz [89] 15.6 17.2 22.5 — 0.70

Experiment 15.6 16.9 17.1 -30.0 0.71
15.6 17.0 23.5 — 0.70
15.8 17.5 24.1 — 0.72
16.0 18.0 24.7 — 0.74

NL3 16.2 18.3 25.0 5.1 0.77
16.2 18.2 24.0 — 0.78
15.6 16.8 22.3 — 0.72
15.8 17.3 22.9 — 0.74
16.0 17.7 23.4 — 0.76

Bonn A NM 16.3 18.2 25.5 21.9 0.78
16.3 18.1 20.9 — 0.78
15.6 16.3 18.9 — 0.72
15.8 16.8 19.5 — 0.73
16.0 17.3 20.0 — 0.75

Bonn A FN 15.8 16.3 16.9 -23.4 0.80
15.8 16.5 21.8 — 0.79
15.6 16.0 21.3 — 0.77
16.0 16.9 22.4 — 0.80

Groningen NM 15.6 19.3 18.7 -6.5 0.81
15.6 19.4 20.1 — 0.80
15.8 19.8 20.6 — 0.82
16.0 20.3 21.2 — 0.84

Groningen FN 16.6 20.4 20.7 -2.3 0.82
16.6 20.4 20.2 — 0.81
15.6 18.0 17.9 — 0.72
15.8 18.5 18.5 — 0.74
16.0 18.9 19.0 — 0.76

Tab. 6.1: Parameter der semiempirischen Massenformel in MeV, bestimmt für die
mikroskopischen Bonn A und Groningen Parametrisierungen sowie für die
phänomenologische NL3 Wechselwirkung. Ergebnisse werden gezeigt für in
Kernmaterie (NM) und in endlichen Kernen (FN) bestimmte, impulskorri-
gierte Parametersätze. Zusätzlich wurden die Koeffizienten aus experimen-
tellen Massen bestimmt. Zum Vergleich sind empirische Werte aus [89] dar-
gestellt.
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wurden Rechnungen mit unterschiedlichen, festgehaltenen Volumenenergiekoeffizienten
av durchgeführt. Werte in Fettdruck kennzeichnen die Sättigungsenergie der jeweiligen
Wechselwirkung in symmetrischer Kernmaterie. Man erkennt sofort die extreme Va-
riation des Koeffizienten ks der Oberflächenasymmetrie innerhalb der verschiedenen
Wechselwirkungen. Eine genauere Untersuchung zeigt, dass ks mit einem sehr großen
Fehler (20−40 MeV) behaftet ist und nicht zuverlässig aus den vorliegenden Daten be-
stimmt werden kann 3. Die Ursache hierfür ist, dass kv und ks sehr stark korreliert sind,
also keine klare Trennung zwischen Oberflächen- und Volumenasymmetrie möglich ist.
Wir werden uns deshalb auf die Diskussion von av, as und kv beschränken.

Um den Einfluss von av auf die übrigen Parameter zu untersuchen, wurden zusätz-
liche Rechnungen mit den festen Werten av = 15.6, 15.8, 16.0 durchgeführt. Man er-
kennt, dass eine Erhöhung von av um 0.2 MeV zu einer Änderung der Oberflächen- und
Symmetrieenergie um jeweils +0.5 MeV führt, während die Coulombenergie nur um
+0.02 MeV ansteigt. Die Koeffizienten der NL3 Wechselwirkung stimmen im Rahmen
der Fehlergrenzen des Fits sehr gut mit den experimentellen Werten und [89] überein,
was aufgrund ihrer hervorragenden Beschreibung von Kerneigenschaften zu erwarten
war. Die Bonn A Parametrisierung besitzt eine etwas zu kleine Oberflächenenergie, der
Hauptgrund für die Abweichung bei den exotischen Kernen scheint jedoch in der um et-
wa 4 MeV zu kleinen Symmetrieenergie zu liegen. Die Anpassung der Impulskorrektur
an endliche Kerne verbessert die Ergebnisse deutlich. Die Oberflächenenergie verrin-
gert sich zwar um ca. 0.4 MeV, die Symmetrieenergie liegt jedoch 2.5 MeV näher an
den empirischen Werten. Man beobachtet auch eine Erhöhung der Coulombenergie um
0.06 MeV, was die größeren Ladungsdichten im Kerninnern und die damit verbundenen
kleineren Ladungsradien erklärt.

Dies bemerkt man auch bei der Groningen Wechselwirkung, die die Ladungsdich-
ten deutlich überschätzt (Kapitel 5). Deshalb ist der zu große Wert von ac = 0.81
MeV nicht überraschend. Die in Kernmaterie bestimmte Parametrisierung unterschätzt
wie das Bonn A Potential die Symmetrieenergie um bis zu 3 MeV, zusätzlich ist die
Oberflächenenergie um 2 MeV zu groß. Dies lässt sich erklären mit der allgemein zu
schwachen Bindungsenergie des Groningen Potentials. Für endliche Kerne bestimmte
impulskorrigierte Kopplungen führen hier zu einer Reduzierung der Oberflächenenergie
um 1.5 MeV, wodurch Bindungsenergie gewonnen und eine bessere Übereinstimmung
mit den empirischen Werten erreicht wird. Allerdings geht dies einher mit einer Ab-
nahme der bereits zu niedrigen Symmetrieenergie um weitere 2 MeV. Dies bestätigt
unsere Annahme einer zu schwachen Isovektorwechselwirkung.

6.4 Zusammenfassung

Das Groningen und das Bonn A NN–Potential beschreiben die Eigenschaften der exoti-
schen Kerne der Ni- und Sn–Isotopenketten mit zufriedenstellender Genauigkeit. Insbe-
sondere die mit der Bonn A Parametrisierung erzielten Ergebnisse für mittlere Radien

3Ein Vergleich mit dem Wert κs = −ks/as = 2.345 aus dem FRLD–Modell zeigt, dass die expe-
rimentellen Bindungsenergien diesen mit κs = −(−30.1)/16.9 = 1.78 näherungsweise reproduzieren.
Beide Modelle sind jedoch zu unterschiedlich, um genauere Schlussfolgerungen zu erlauben
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und Neutronen–Hautdicken sind in hervorragender Übereinstimmung mit experimen-
tellen Daten bzw. phänomenologischen Wechselwirkungen. Das Groningen Potential
neigt hier, wie schon für magische Kerne in Kapitel 5 beobachtet, zu einer deutlichen
Unterschätzung der Radien. Die Rechnungen sagen bei den Nickel–Isotopen für N ≥ 52
(80Ni) und bei den Zinn–Isotopen für N ≥ 84 (134Sn) dicke Neutronen–Häute voraus,
die für das Bonn A Potential stärker ausgeprägt sind als für das Groningen Potential.

Eine genauere Untersuchung der Schalenstruktur zeigt, dass beide Wechselwirkun-
gen die Schalenabschlüsse der Ni- und Sn-Isotope korrekt beschreiben und die expe-
rimentellen Zwei–Neutronen–Separationsenergien gut wiedergeben. Auch die in BCS–
Näherung berechneten Paarungs–Gaps und -energien bestätigen dies und sind in guter
Übereinstimmung mit Hartree-Bogoliubov–Rechnungen. Es zeigen sich jedoch teilweise
vom Experiment leicht abweichende Schalen–Gaps. So sind z.B. die Schalenabschlüsse
bei 56Ni (Groningen) bzw. 68Ni (Bonn A) zu stark und bei 132Sn (Bonn A) zu schwach
ausgeprägt. Die Ursache sind die schon in Kapitel 5 beobachteten Differenzen in der
Spin–Bahn–Aufspaltung der unterschiedlichen Parametrisierungen. Der Einfluß der Im-
pulskorrektur ist hierbei vernachlässigbar.

Die korrekte Beschreibung der Bindungsenergien ist bei beiden Wechselwirkungen
nicht simultan für neutronenarme und neutronenreiche Isotope möglich, was auf eine zu
schwache Isovektorwechselwirkung in endlichen Kernen schließen lässt. Der Vergleich
mit den Koeffizienten der semiempirischen Massenformel für das Bonn A Potential
bestätigt diese Vermutung. Hier liefert die impulskorrigierte Parametrisierung deutlich
bessere Ergebnisse. Die Symmetrieenergie (und damit die Isovektorwechselwirkung)
ist zwar immer noch etwas zu klein, liegt aber näher am empirischen Wert als für den
statischen Fit an die Selbstenergien.

Die Parametrisierung des Groningen Potentials liefert in endlichen Kernen eine zu
große Coulombenergie, wodurch sich die überhöhten Ladungsdichten im Kerninnern er-
klären lassen. Auch hier findet man eine zu kleine Symmetrieenergie, der Hauptgrund
für die systematische Unterschätzung der Bindungsenergien ist jedoch (neben der zu
geringen Sättigungsenergie av) die zu hohe Oberflächenenergie. Diese steht in direkter
Verbindung mit der Dichteabhängigkeit der Vertizes an der Kernoberfläche und kann
nur geringfügig durch die Impulskorrektur verändert werden. Da dies aber zu einer
zusätzlichen Reduzierung der Symmetrieenergie führt, muss die Qualität des Gronin-
gen Potentials als etwas geringer als die Qualität des Bonn A Potentials eingeschätzt
werden. Eine Bestimmung des Symmetriekoeffizienten der Oberflächenenergie war aus
den vorliegenden Daten nicht möglich, da er zu stark mit der Volumenasymmetrie
korreliert ist.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass beide Wechselwirkungen in Anbetracht
ihres mikroskopischen Charakters eine gute Beschreibung der experimentellen Daten
stabiler und exotischer Kerne ermöglichen. Im Vergleich zu phänomenologischen Wech-
selwirkungen sind die mikroskopischen Wechselwirkungen im Dichtebereich zwischen
0.5ρ0 und ρ0 weniger stark attraktiv, was teilweise die zu schwache Bindung einiger
Isotope erkären kann. Dirac–Brückner–Rechnungen, die über die Leiter–Näherung hin-
ausgehen und Diagramme höherer Ordnung wie z.B. Polarisationsdiagramme berück-
sichtigen, sollten eine Verbesserungen der Ergebnisse ermöglichen. Hier ist zur besse-
ren Beschreibung der Kernoberfläche insbesondere der Dichtebereich unterhalb 0.5ρ0



94 6. Ergebnisse für exotische Kerne

entscheidend. Auch Dreikörperkräfte, deren Effekt in phänomenologischen Wechselwir-
kungen implizit parametrisiert wird, sollten in den mikroskopischen Modellen explizit
berücksichtigt werden und könnten zu einer verbesserten Beschreibung der Bindungs-
energie führen.
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Kapitel 7

Dichteabhängige Y–N Feldtheorie

Im dritten Teil dieser Arbeit wird die in Kapitel 2 vorgestellte dichteabhängige relativi-
stische Hadronenfeldtheorie (DDRH) auf die Beschreibung von Hyperonen ausgeweitet.
Dabei wird das komplette Oktett der Spin-1

2
Baryonen, dessen Eigenschaften in Tabelle

7.1 gezeigt werden, berücksichtigt.

Die Hyperonen (Y) koppeln in Analogie zu den Nukleon (N) an Mesonen α, je-
doch ist die Stärke dieser Meson–Hyperon–Vertizes ΓαY verschieden von den Meson–
Nukleon–Vertizes ΓαN . Man sich dies durch ein einfaches Quark–Modell veranschau-
lichen. Wenn man annimmt, dass die s-Quarks der Hyperon nicht an die u- und
d-Quarks der ausgetauschten Mesonen koppeln, erwartet man eine Reduzierung der
Stärke der Hyperonen–Kopplung im Vergleich zur Nukleon–Kopplung. Dadurch erge-
ben sich neben der bereits untersuchten NN–Wechselwirkung noch zusätzliche YN-
und YY–Wechselwirkungen, die in Abbildung 7.1 diagrammatisch dargestellt werden.
Diese Wechselwirkungen spielen eine wichtige Rolle in Neutronensternen, da sich in
diesen aufgrund der dort herrschenden extrem hohen Dichten Nukleonen in Hyper-
onen umwandeln können. Neutronensterne erlauben es deshalb auch, Rückschlüsse auf
die Eigenschaften der Nukleon- und Hyperon–Wechselwirkung bei hohen Dichten zu
ziehen.

Baryon Q S T3 Y Masse [MeV]
n 0 0 -1/2 +1 939.0
p +1 0 +1/2 +1 938.9
Λ 0 -1 0 0 1115.7
Σ− -1 -1 -1 0 1197.4
Σ0 0 -1 0 0 1192.6
Σ+ +1 -1 +1 0 1189.4
Ξ− -1 -2 -1/2 -1 1321.3
Ξ0 0 -2 +1/2 -1 1314.9

Tab. 7.1: Baryonen des Spin-1
2

Oktetts, unterteilt in die vier SU(3)f Multipletts
B = N,Λ,Σ,Ξ, und seine Quantenzahlen Q (Ladung), S (Strangeness),
T3 (Isospin) und Y=B+S (Hyperladung, Baryonenzahl B). Siehe auch Ab-
bildung 4.

97



98 7. Dichteabhängige Y–N Feldtheorie
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Abb. 7.1: Schematische Darstellung der YN– (links) und YY–Wechselwirkung (rechts)
durch Mesonsaustausch zwischen Nukleonen und Hyperonen.

Dem mikroskopischen Ansatz dieser Arbeit folgend, sollte auch die Hyperon–
Wechselwirkung durch aus Dirac–Brückner–Rechnungen für Hyperonen bestimmte
dichteabhängige Vertizes ΓαY beschrieben werden. Dies ist jedoch zur Zeit noch nicht
möglich, was vor allem an fehlenden experimentellen Daten für YN- und YY–Streuung
liegt. Wir werden deshalb in diesem Kapitel ein semiempirisches Verfahren vorstellen,
mit dem die Vertizes auch aus DB–Rechnungen für Nukleonen und experimentellen
Daten für Hyperkerne zuverlässig bestimmen werden können.

In der DDRH–Theorie lassen sich die Hyperonen auf fast die gleiche Weise in die
Lagrangedichte integrieren wie in der gewöhnlichen relativistischen Hartree–Theorie
(RMF) [90, 91, 92]. Es wurden unter anderem RMF–Rechnungen mit verschiedenen
phänomenologischen Wechselwirkungen für seltsame Kernmaterie [93, 94, 95] und Hy-
perkerne [96, 97, 98, 99, 100] durchgeführt.

Durch die Erweiterung des Isospins zur SU(3) erhält man auch ein Oktett der
pseudoskalaren 0− und der vektoriellen 1−Mesonen, in dem zusätzlich zu den Nicht–
Strange–Mesonen (π, η bzw. ρ, ω) auch noch Strange–Mesonen (Kaonen K und K∗)
auftreten. Wie jedoch bereits in Kapitel 2.3 diskutiert wurde, liefern in Hartree–Nähe-
rung die 0−-Mesonen keinen Beitrag zum Grundzustand von rotationssymmetrischen
Systemen. Das Auftreten der vektoriellen Kaonen K∗ wird hingegen bei Systemen mit
einem großen Hyperonenanteil erwartet.

7.1 Die Y–N Lagrangedichte

Die Lagrangedichte der Hadronenfeldtheorie aus Kapitel 2 lässt sich sehr einfach auf
die Beschreibung von Hyperonen erweitern [44]. Zur Beschreibung der zusätzlichen
baryonischen Freiheitsgrade wird der Nukleonen–Spinor ΨN = (ψn, ψp)

T in Gl. (2.3)
durch den SU(3)f–Flavor–Spinor

ΨF = (ΨN ,ΨΛ,ΨΣ,ΨΞ)
T (7.1)

ersetzt. Dieser enthält das komplette Baryonenoktett, das sich aus den SU(3)f–Isospin–
Multipletts

ΨN =

(
ψp

ψn

)
, ΨΛ = ψΛ, ΨΣ =


 ψΣ+

ψΣ0

ψΣ−


 , ΨΞ =

(
ψΞ0

ψΞ−

)
(7.2)
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zusammensetzt. Die Meson–Baryon–Vertizes werden damit zu Matrizen Γ̃(ΨF ,ΨF ), die
jetzt Funktionale der Feldoperatoren im Flavor–Raum sind. Aufgrund des zusätzlichen
Strangeness–Freiheitsgrades kann die Wechselwirkung zwischen den Hyperonen durch
zusätzliche Strange–Mesonen übertragen werden. In Analogie zum σ–ω–Modell pa-
rametrisiert man diese attraktive Hyperon–Hyperon–Wechselwirkung durch den Aus-
tausch des attraktiven skalaren σs-Mesons (Masse mσs = 975 MeV) und des repulsiven
vektoriellen φ–Mesons (Masse mφ = 1020 MeV) [101]. Auch hier repräsentiert das φ
ein reales Meson, während das σs (wie das σ) als effektive Parametrisierung eines kor-
relierten Zwei–Kaonen–Austausches interpretiert werden muss. Man erhält damit die
Lagrangedichte [44, 102]

L = LB + LM + Lint

LB = ΨF

[
iγµ∂

µ − M̃F

]
ΨF (7.3)

LM =
1

2

∑
i=σ,δ,σs

(
∂µΦi∂

µΦi −m2
iΦ

2
i

)
−

1

2

∑
κ=ω,ρ,φ

(
1

2
F (κ)
µν F (κ)µν −m2

κA
(κ)
µ A(κ)µ

)
(7.4)

Lint = ΨF Γ̃σ(ΨFΨF )ΨFΦσ −ΨF Γ̃ω(ΨFΨF )γµΨFA
(ω)µ +

ΨF Γ̃δ(ΨFΨF )τΨFΦδ −ΨF Γ̃ρ(ΨFΨF )γµτΨFA(ρ)µ +

ΨF Γ̃σs(ΨFΨF )ΨFΦσs −ΨF Γ̃φ(ΨFΨF )γµΨFA
(φ)µ. (7.5)

Das Photon wird hier nicht berücksichtigt, da keine endlichen Systeme betrachtet wer-
den. Die Diagonal–Matrix M̃ enthält die freien Baryonenmassen. Die Baryonen der
einzelnen Multipletts koppeln unterschiedlich stark an die Mesonen. Man muss deshalb
für jedes Meson α = σ, ω, δ, ρ, σs, φ und jedes Multiplett B = N,Λ,Σ,Ξ unterschiedli-
che Vertizes ansetzen. Da die Lagrangedichte und die Wechselwirkung symmetrisch im
Flavor–Raum sein sollen, wird für die Vertizes der folgende Ansatz gewählt:(

Γ̃α
)
BB′ = Γ̂αBδBB′ (7.6)

Ein Flavor–Austausch zwischen wechselwirkenden Baryonen (z.B. durch die K∗-
Mesonen) wird damit nicht berücksichtigt. Dieser liefert in den betrachteten Systemen
nur durch den Austauschterm einen Korrekturbeitrag. Der allgemeinste Ansatz für die
DDRH Vertex–Funktionale erlaubt es, die Dichteabhängigkeit für jede Meson–Baryon–
Kombination unabhängig zu behandeln, und lautet

Γ̂αB
(
ρ̂αB(ΨF ,ΨF )

)
. (7.7)

Dabei ist der Dichteoperator ρ̂αB(ΨF ,ΨF ) wie in Kapitel 2 eine Lorentz–skalare Bi-
linearform der Baryon–Feldoperatoren. Auch hier betrachten wir nur den Fall der
VDD Dichteabhängigkeit, lassen also ρ̂αB nur von der baryonischen Vektorstromdichte
ĵµ = ΨγµΨ abhängen. Um unterschiedlichen Kombination für jedes Multiplett Rech-
nung zu tragen, muss in Gl. (2.5) der Koeffizient Bµ durch eine Matrix B̃µ

αB ersetzt
werden:

ρ̂αB[ΨF ,ΨF ] = ΨF B̃
µ
αBγµΨF (7.8)
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Der Index α erlaubt es, jedem Meson eine unterschiedliche Dichteabhängigkeiten zuzu-
weisen. Verschiedene Wahlen der Matrix B̃µ

αB und ihre physikalische Bedeutung werden
im nächsten Abschnitt noch detailliert diskutiert.

Die Variation der Lagrangedichte

δLint

δΨF

=
∂Lint

∂ΨF

+
∑
α,B

∂Lint

∂ρ̂αB

δρ̂αB
δΨF

(7.9)

ergibt die aus Kapitel 2 bekannten Bewegungsgleichungen für die Mesonenfelder. Der
einzige Unterschied ist, dass in Gl. (2.9)-(2.13) die Funktionale Γ̂(ρ̂0) durch die Flavor–
Raum–Matrizen Γ̃(ρ̂αB) ersetzt werden müssen. Der erste Term der Variation aus
Gl. (7.9) ergibt die skalaren und vektoriellen Selbstenergien (vergleiche Gl. (2.18) und
Gl. (2.19))

Σ̃s(0) = Γ̃σΦσ + Γ̃δτΦδ + Γ̃σsΦσs (7.10)

Σ̃µ(0) = Γ̃ωA
(ω)µ + Γ̃ρτA(ρ)µ + Γ̃φA

(φ)µ. (7.11)

Der zweite Term in Gl. (7.9) liefert die Rearrangementenergien. Es muss jetzt jedoch
aufgrund anderen funktionalen Abhängigkeit des Dichteoperators über die Indizes α
und B summiert werden. Durch die Wahl des Dichteoperators (VDD Dichteabhängig-
keit) ergibt sich nur ein vektorieller Beitrag

Σ̃µ(r) =
∑
α,B

∂Lint

∂ρ̂αB
B̃µ
αB (7.12)

zur Rearrangementenergie. Seine Struktur ist jedoch komplizierter als Gl. (2.25). Die
Dirac–Gleichung für den Flavor–Spinor lautet damit in Analogie zu Gl. (2.21)

[
γµ
(
i∂µ − Σ̃µ(0) − Σ̃µ(r)

)
−
(
M̃ − Σ̃s

)]
ΨF = 0. (7.13)

7.2 Dichteabhängigkeit der Vertices

Die Dichteabhängigkeit der Hyperon–Meson–Vertex–Funktionale sollte prinzipiell wie
in Kapitel 3 direkt aus DB–Rechnungen für seltsame Kernmaterie bestimmt werden.
Solche Rechnungen müssten unter Berücksichtigung des kompletten Baryonen–Oktetts
durchgeführt werden. Komplette Rechnungen existieren jedoch noch nicht und sind in
absehbarere Zeit auch nur schwer durchführbar. Dies liegt zum einen an fehlenden
experimentellen Daten aus der Hyperon–Nukleon–Streuung und zum anderen an der
komplizierten Propagator–Struktur der in DB–Rechnungen zu verwendenden Wech-
selwirkung. Nicht-relativistische Rechnungen mit mikroskopischen Wechselwirkungen,
aufbauend auf z.B. den YN- bzw. YY–Potentialen aus [103, 104], sind von verschiede-
nen Gruppen durchgeführt worden [105, 106, 107]. Ihre Ergebnisse für seltsame Ma-
terie können jedoch in relativistischen Rechnungen nicht zur Extraktion der Dich-
teabhängigkeit verwendet werden. Dies liegt an der unterschiedlichen Struktur der
nicht-relativistischen Einteilchenpotentiale, die nicht durch stark attraktive und re-
pulsive Felder wie in relativistischen Theorien erzeugt werden. Wir wählen deshalb
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einen semiempirischen Ansatz und bestimmen die dichteabhängigen Kopplungen der
YY- und YN–Wechselwirkung aus der mikroskopischen Dichteabhängigkeit der Meson–
Nukleon–Vertizes aus Kapitel 3.

Wir beschäftigen uns als erstes nur mit der funktionalen Abhängigkeit der Vertizes
von den Feldoperatoren und diskutieren im nächsten Abschnitt, wie die Stärke der
Hyperon–Wechselwirkung bestimmt werden kann. Ein sehr anschaulicher und relativ
einfacher Ansatz für die Dichteabhängigkeit ist, die Vertizes aller Baryonen–Multipletts
von der Gesamtbaryonendichte ρ̂T abhängen zu lassen, die als

ρ̂T =
√
ĵFµ ĵ

µF (7.14)

definiert ist. Man fordert also

Γ̂αΛ = Γ̂αΛ(ρ̂T ), Γ̂αΣ = Γ̂αΣ(ρ̂T ), Γ̂αΞ = Γ̂αΞ(ρ̂T ). (7.15)

Dieser Ansatz ist motiviert aus der Beobachtung, dass auch in asymmetrischer Kernma-
terie die Meson–Nukleon–Vertizes in sehr guter Näherung unabhängig von der Isovek-
tordichte sind und nur durch die Gesamtdichte parametrisiert werden können (Kapitel
2.3). Verallgemeinert auf das SU(3)f–Oktett bedeutet dies, dass die Meson–Baryon–
Vertizes als unabhängig von der Flavor–Asymmetrie angenommen werden. Wir werden
diesen Ansatz als Modell 1 bezeichnen.

Diese Wahl der gleichen Gesamtdichteabhängigkeit für alle Baryonen ist äquivalent
zur Definition der Matrix B̃αB

µ in Gl. (7.8) als

B̃αB
µ ≡ B̃µ = ûµdiag (1, 1, 1, 1) , (7.16)

wobei ûµ eine Vierergeschwindigkeit mit ûµûµ = 1 ist. Die Rearrangementselbstenergien
berechnen sich dann als

Σ̃µ(r) =
∑
B′

(
∂Γ̂ωB′

∂ρ̂B′
A(ω)
ν ĵνB′ +

∂Γ̂ρB′

∂ρ̂B′
A(ρ)

ν ΨB′γντΨB′ +
∂Γ̂φB′

∂ρ̂B′
A(φ)
ν ĵνB′

−∂Γ̂σB′

∂ρ̂B′
Φσρ̂

s
B′ − ∂Γ̂δB′

∂ρ̂B′
ΦδΨB′τΨB′ − ∂Γ̂σsB′

∂ρ̂B′
Φσs ρ̂

s
B′

)
ûµ (7.17)

und die skalaren Dichten der einzelnen Multipletts sind definiert als ρsB = ΨBΨB. Man
erkennt, dass die Σ̃µ(r) für alle Baryon–Multipletts identisch sind, obwohl die Vertizes
der einzelnen Baryonen mit unterschiedlicher Stärke an die Mesonen koppeln können.
Da die Vertizes jedoch alle von dem selben Argument ρ̂T abhängen, muss immer über
alle Hyperonen B′ summiert werden.

Als zweite Möglichkeit für die Wahl der Dichteabhängigkeit wird angenommen,
dass die Modifikation der Vertizes im Medium nur durch umgebende Baryonen des
selben Multipletts erfolgt, dass also z.B. der Λ-Vertex ΓαΛ(ρ̂Λ) nur von der Dichte der
Λ–Hyperonen abhängt. Dies wurde in [44] bei der Berechnung von Λ–Hyperkernen
untersucht. Erweitert auf das komplette Baryonen–Oktett bedeutet dies

Γ̂αΛ = Γ̂αΛ(ρ̂Λ), Γ̂αΣ = Γ̂αΣ(ρ̂Σ), Γ̂αΞ = Γ̂αΞ(ρ̂Ξ), (7.18)
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wobei die einzelnen Dichteoperatoren die Vektorstromdichten der entsprechenden
Baryonen–Multipletts sind

ρ̂B =
√
ĵBµ ĵ

µB. (7.19)

Wir werden diesen Ansatz als Modell 2 bezeichnen. Diese Wahl der Dichteabhängig-
keit entspricht in erster Ordnung dem Ergebnis, dass auch aus DB–Rechnungen erwar-
tet werden kann. Da keine geladenen Mesonen ausgetauscht werden, wird die Dich-
teabhängigkeit der Vertizes nur durch Pauli–geblockte intermediäre Zustände von Ba-
ryonen des gleichen Multipletts erzeugt. Dadurch sollte die Dichteabhängigkeit in erster
Ordnung separieren.

In diesem Model ist die Matrix B̃αB
µ aus Gl. (7.8) definiert als

B̃αB
µ ≡ B̃B

µ = ûµdiag
(
δNB, δΛB, δΣB, δΞB

)
. (7.20)

Man erhält dadurch für jedes Baryonen–Multiplett unterschiedliche Selbstenergien

Σ̂
µ(r)
B =

(
∂Γ̂ωB
∂ρ̂B

A(ω)
ν ĵνB +

∂Γ̂ρB
∂ρ̂B

A(ρ)
ν ΨB′γντΨB′ +

∂Γ̂φB
∂ρ̂B

A(φ)
ν ĵνB

−∂Γ̂σB
∂ρ̂B

Φσρ̂
s
B − ∂Γ̂δB

∂ρ̂B
ΦδΨB′τΨB′ − ∂Γ̂σsB

∂ρ̂B
Φσs ρ̂

s
B

)
ûµ. (7.21)

Beide Modelle beschreiben möglicherweise die Resultate zukünftiger DB–
Rechnungen über den gesamten Dichtebereich für seltsame Kernmaterie nur teilweise,
können aber als gute Näherungen betrachtet werden. Insbesondere sind beide Modelle
im unvermischten Fall, z.B. reine Λ-Materie, identisch. Modell 1 nimmt korrekt an,
dass der Baryonen–Vertex von allen Multipletts abhängt, gewichtet diese aber nicht
unterschiedlich stark. Modell 2 hingegen unterscheidet zwischen den Multipletts, sepa-
riert diese allerdings komplett. Bei extrem asymmetrischen Systemen und sehr hohen
Dichten ist jedoch zu erwarten, dass alle Baryonentypen die Dichteabhängigkeit, wenn
auch unterschiedlich stark, beeinflussen werden. Die beiden Modelle stellen somit Ex-
tremfälle dar, wobei Modell 1 das erwartete Verhalten bei hohen Dichten und Model 2
die Verhältnisse bei niedrigen Hyperonendichten beschreiben sollte.

Eine realistische Dichteabhängigkeit wird eine Mischung aus beiden Modellen sein
und sowohl von der Gesamtdichte als auch von der Dichte der einzelnen Multipletts
(oder einer Flavor–Asymmetrie–Dichte) abhängen

Γ̂αB ≡ Γ̂αB(ρ̂B, ρ̂T ). (7.22)

Solange DB–Rechnungen, aus denen eine solche Dichteabhängigkeit extrahiert werden
könnte, nicht existieren, erlauben uns beide Ansätze jedoch, die Eigenschaften einer
solchen Parametrisierung eingehend zu untersuchen und Rückschlüsse auf realistische
YN–Wechselwirkungen zu ziehen.

7.3 Bestimmung der

Hyperon–Meson–Wechselwirkung

Durch die Untersuchung der Eigenschaften von Dirac–Brückner–Rechnungen in selt-
samer Kernmaterie wurde gezeigt, dass die dichteabhängige in–Medium Hyperon–
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Wechselwirkung durch ein einfaches Skalierungsgesetz beschrieben werden kann [44].
Man findet, dass die DB–Wechselwirkung ΓαB in guter Näherung als ein Produkt
aus der freien Kopplungsstärke ḡαΛ (aus realistischen Potentialen) und einem dich-
teabhängigen Renormalisierungsfaktor sαB(ρB) geschrieben werden kann

ΓαB(ρB) = ḡαΛsαB(ρB). (7.23)

Für die Selbstenergien gilt eine entsprechende Relation. In Hartree–Näherung ergibt
sich damit in erster Ordnung, dass sich die Hyperonen- und Nukleonen–Selbstenergien
und -Vertizes im Medium zueinander verhalten wie die freien Kopplungskonstanten

RαY =
ΓαY
ΓαN

� ΣαY

ΣαN

� ḡαY
ḡαN

. (7.24)

Durch dieses Skalierungsgesetz ist es nun möglich, im DDRH–Modell über die Re-
lationen

Γ̂αY (ρ̂) = RαY Γ̂αN(ρ̂) (7.25)

die Dichteabhängigkeit der Meson–Hyperon–Vertizes aus DB–Ergebnissen für Kernma-
terie zu bestimmen. Für die beiden unterschiedlichen Ansätze der Dichteabhängigkeit
aus dem letzten Abschnitt bedeutet die konkret:

• Modell 1:
Die Vertizes hängen von der Gesamtdichte ab, also

Γ̂αΛ = RαΛΓ̂αN(ρ̂T ), Γ̂αΣ = RαΣΓ̂αN(ρ̂T ), Γ̂αΞ = RαΞΓ̂αN(ρ̂T ). (7.26)

Die Parametrisierung der Dichteanhängigkeit der Hyperonen–Vertizes entspricht
damit derjenigen der Nukleonen–Vertizes Γ̂αN(ρ̂N), die aus DB–Rechnungen in
unendlicher Kernmaterie bestimmt werden, wo ρ̂N ≡ ρ̂T gilt. Dies bedeutet auch,
dass die NN–Wechselwirkung durch sich im Medium befindende Hyperonen modi-
fiziert wird. Im Grenzfall verschwindender Hyperonendichte (ρ̂Y → 0, ρ̂T → ρ̂N)
wird jedoch das ursprüngliche Kopplungsfunktional wiederhergestellt.

• Modell 2:
Die Vertizes hängen von den Baryonen des entsprechenden Multipletts ab, also

Γ̂αΛ = RαΛΓ̂αN(ρ̂Λ), Γ̂αΣ = RαΣΓ̂αN(ρ̂Σ), Γ̂αΞ = RαΞΓ̂αN(ρ̂Ξ). (7.27)

Die Parametrisierung der Dichteabhängigkeit der Hyperonen wird dabei von den
Meson–Nukleon–Vertizes Γ̂αN(ρ̂N) genommen, die aus DB–Rechnungen in un-
endlicher Kernmaterie bestimmt wurden. Dabei wird die Ersetzung ρ̂N → ρ̂Y
durchgeführt. Die NN–Wechselwirkung ist unabhängig von den sich im Medium
befindenden Hyperonen.

Wie schon erwähnt wurde, ist Modell 2 eine gute Näherung für Brückner–
Rechnungen in seltsamer Kernmaterie. Die unterschiedliche Dichteabhängigkeit der
Vertizes führt in asymmetrischen Systemen allerdings zu Abweichungen von dem Ska-
lierungsgesetz aus Gl. (7.24), während dieses für Modell 1 immer erfüllt ist. Dies ist
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jedoch unproblematisch, da Gl. (7.24) streng genommen nur für symmetrische Hyper-
materie mit gleichen Anteilen von Nukleonen und Hyperonen (ρY = ρN) gültig ist [44].
Sie stellt jedoch auch für asymmetrische Systeme mit ρY � ρB eine gute Näherung
dar.

In der relativistischen Hartree–Theorie (RMF) mit konstanten Kopplungen las-
sen sich die phänomenologischen Hyperon- und Nukleon–Vertizes durch die gleichen
Skalierungsfaktoren RαB miteinander in Verbindung setzen, z.B. gωΛ = RωΛgωN . Für
das Λ findet man den Wert RωΛ = 2/3. Diese Reduktion der Kopplungsstärke lässt
sich direkt aus der SU(3)f–Gruppenstruktur motivieren, wenn man annimmt, dass die
Kopplungsstärke zwischen Baryonen und Mesonen ohne Strangeness–Inhalt direkt mit
den u- und d-Quark–Anteilen der Baryonen skaliert [108]. Eine genauere Untersuchung
unter Berücksichtigung von SU(6)–Symmetrieüberlegungen erlaut es auch, für die vek-
toriellen Strange–Mesonen Skalierungsfaktoren zu bestimmen. Zusammenfassend findet
man [101]

ΓωΛ = ΓωΣ = 2ΓωΞ =
2

3
ΓωN , ΓρΣ = 2ΓρΞ = 2ΓρN , ΓρΛ = 0, (7.28)

2ΓφΛ = 2ΓφΣ = 2ΓφΞ = −2
√
2

3
ΓωN , ΓφN = 0. (7.29)

Dabei wird allerdings ideale Mischung angenommen, was bedeutet, dass es sich bei
den Mesonen um die vom Quark–Modell vorhergesagten reinen Zustände handelt (z.B.
φ = s̄s). In der Natur ist diese einfache Relation jedoch nicht gegeben, da schon die
SU(3)f Flavor–Gruppe eine relativ stark gebrochene Symmetrie ist. Es sind demzufolge
für die RαB Abweichungen von den reinen SU(6)–Werten zu erwarten.

Ein weit verbreiteter Ansatz ist, die Stärke der skalaren Kopplungen an die Ei-
genschaften von Hyperkernen anzupassen [96, 97, 98, 99]. Es ist experimentell teilwei-
se möglich, die Potentiale der Hyperonen in endlichen Kernen aus den Einteilchen-
bindungsenergien zu extrahieren. Um die korrekte Stärke der YN–Wechselwirkung zu
gewährleisten, extrapoliert man daher die Potentialtiefe in endlichen Kernen zu unend-
licher Kernmaterie (A → ∞). Man erhält dann das Potential U

(N)
Y (ρ0) eines Hyperons

Y in gesättigter Kernmaterie (Dichte ρ0). In Übereinstimmung mit [95, 101] wählen
wir

U
(N)
Λ (ρ0) = U

(N)
Σ (ρ0) = −30 MeV, U

(N)
Ξ (ρ0) = −28MeV. (7.30)

Die Stärke des Λ–Potentials wurde unter anderem in [108, 109] bestimmt. Basierend
auf der (sehr unsicheren) Analyse der Daten von Σ−-Kernen wurde beobachtet, dass
der Realteil des optischen Potentials negativ ist [110]. Neuere Untersuchungen zeigen
jedoch, dass das isoskalare Potential in Kerninnern sein Vorzeichen wechselt und re-
pulsiv wird [111, 112]. Wir haben deshalb auch Rechnungen mit der Potentialtiefe

U
(N)
Σ = +30 MeV durchgeführt. Es zeigt sich dann jedoch, dass wegen der Repulsion

keine Σ–Hyperonen in der Zusammensetzung der Neutronensternmaterie auftauchen
(Kapitel 8). Wir beschränken uns deshalb im weiteren auf die Diskussion der negativen
Potentialwahl. Auch die Stärke der Ξ–Wechselwirkung besitzt große Unsicherheiten
[113] mit Potentialtiefen, die zwischen -14 MeV und -28 MeV angenommen werden
[114].
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Rm Rq

RσΛ,Σ RωΛ,Σ RσΛ,Σ RωΛ,Σ RσΞ RωΞ

Bonn A 0.49 0.4935 0.6225 2/3 0.3618 1/3
Groningen 0.49 0.5217 0.6061 2/3 0.3343 1/3
DD phenom. 0.49 0.5100 0.6170 2/3 0.3421 1/3

Tab. 7.2: Skalierungsfaktoren der Hyperon–Meson–Vertizes für das σ– und das ω–
Meson. Die Vertizes hängen von der Gesamtbaryonendichte ab (Modell 1).

Rm Rq

RσΛ,Σ RωΛ,Σ RσΛ,Σ RωΛ,Σ RσΞ RωΞ

Bonn A 0.49 0.5690 0.5690 2/3 0.3040 1/3
Groningen 0.49 0.5387 0.5921 2/3 0.3222 1/3
DD phenom. 0.49 0.5251 0.6061 2/3 0.3287 1/3

Tab. 7.3: Skalierungsfaktoren der Hyperon–Meson–Vertizes für das σ– und das ω–
Meson. Die Vertizes hängen von der Dichte der Baryonen des jeweils zu-
gehörigen SU(3)f Multipletts ab (Modell 2).

Im DDRH–Modell berechnen sich die (nicht-relativistischen) Einteilchenpotentiale
(Gl. (4.6)) als

U
(N)
Y = Σ

0(0)
Y + Σ

0(r)
Y − Σ

s(0)
Y . (7.31)

Diese Relation setzt die in den Selbstenergien enthaltenen Kopplungen ΓσY und ΓωY
miteinander in Verbindung. So kann für einen festen phänomenologischen Wert U

(N)
Y

und einen gegebenen vektoriellen Skalierungsfaktor RωY aus Gl. (7.30) der Wert des
skalaren Mesons RσY eindeutig bestimmt werden. Man findet aufgrund der unterschied-
lichen Dichteabhängigkeit für Modell 1 und 2 verschiedene Skalierungsfaktoren RωY ,
obwohl beide an die gleiche Potentialtiefe angepasst werden. In Modell 1 werden die
Hyperonen–Vertizes an der Sättigungsdichte ρT = ρ0 berechnet obwohl die Hypero-
nendichte ρY ≈ 0 (ρY � ρN) ist, und die Nukleon tragen zum Rearrangementpotential

Σ
0(r)
Y der Hyperonen bei. In Model 2 hingegen müssen die Vertizes an der Dichte ρY ≈ 0

berechnet werden und die Rearrangementselbstenergie verschwindet dementsprechend.
Die Differenz zwischen den RωY der beiden Modelle kann auch als Maß für die Dich-
teabhängigkeit der Wechselwirkung interpretiert werden, da für konstante Kopplungen
die Skalierungsfaktoren identisch sein müssen.

Zur Untersuchung seltsamer Kernmaterie verwenden wir das Groningen und das
Bonn A NN–Potential aus Teil II dieser Arbeit. Dabei werden nur die in unendlicher
Kernmaterie an DB–Rechnungen angepassten dichteabhängigen Parametrisierungen
berücksichtigt. Zum Vergleich untersuchen wir auch eine dichteabhängige phänomeno-
logische Wechselwirkung, deren Parameter an endliche Kerne angepasst wurden [60].
Diese Wechselwirkung beschreibt endliche Kerne mit der gleichen Qualität wie RMF–
Wechselwirkungen mit nichtlinearen σ-Termen. Wir werden sie als DD bezeichnen.

In Tabelle 7.2 und 7.3 zeigen wir die für die SU(6) Werte aus Gl. (7.28) bestimmten
skalaren Skalierungsfaktoren RσΛ, RσΣ und RσΞ. Die Übereinstimmung von RσΞ mit
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dem SU(6)–Wert 1/3 ist in allen betrachteten Fällen sehr gut, während RσΛ und RσΣ

von 2/3 auf ungefähr 0.6 reduziert werden. Diese Reduzierung ist in Modell 2 etwas
stärker als in Modell 1 und der Unterschied zwischen beiden Modellen ist bei der Bonn
A Parametrisierung am stärksten ausgeprägt. Diese aus den SU(6)–Werten des Quark–
Models bestimmten Skalierungsfaktoren RαY werden im folgenden als Skalierungssatz
Rq bezeichnet.

Das gewöhnliche Vorgehen zur Bestimmung der YN–Wechselwirkung ist die gerade
diskutierte Verwendung der SU(6)–Skalierungsfaktoren für die Vektormesonen. Da wir
jedoch mikroskopische Wechselwirkungen aus DB–Rechnungen verwenden, die implizit
hochgradig nichtlineare und nichtpertubative Korrelation einschließen, ist die strenge
Verwendung obiger Quark–Modell–Reduktionsfaktoren möglicherweise ein zu einfacher
Ansatz. Vielmehr sollten die RαY direkt aus der Streumatrix bestimmt werden. Für
das Bonn A Potential existiert eine Erweiterung auf freie N–Λ–Systeme [115, 116],
aber DB–Rechnungen wurden noch nicht durchgeführt. Aus der freien NΛ T–Matrix
wurde allerdings für eine scharfe σ-Mesonenmasse mσ = 550 MeV ein Lambda–Vertex–
Skalierungsfaktor RσΛ = 0.49 extrahiert [116], der aufgrund von Gl. (7.24) direkt für
die dichteabhängigen DB–Vertizes verwendet werden kann. Da sich aus diesen Rech-
nung keine theoretischen Werte für RωΛ bestimmen lassen, wird dieser als phänome-
nologischer Parameter betrachtet und an die Potentialtiefe U

(N)
Λ angepasst. Für die

Σ-Hyperonen kann man näherungsweise den gleichen Wert RσΣ = 0.49 annehmen, für
die Ξ-Hyperonen sind jedoch keine Informationen verfügbar, so dass weiterhin für RαΞ

die SU(6) Werte verwendet werden müssen. Ergebnisse sind in Tabelle 7.2 und 7.3 dar-
gestellt. Wir werden diesen aus der mikroskopischen NΛ T–Matrix bestimmten Satz
von Skalierungsfaktoren mit Rm bezeichnen.

In Modell 2 findet man für das Bonn A einen ω-Skalierungsfaktor RωΛ = 0.569,
der in guter Übereinstimmung mit [44] ist. Dort wurde durch einen Fit an die Ein-
teilchenenergien von Λ–Hyperkernen im gleichen Modell ein Wert von RωΛ = 0.553
bestimmt. In einem RMF–Modell mit konstanten Kopplungen wurde analog ein Wert
RωΛ = 0.512 bestimmt [117]. Mit diesem Ansatz vergleichbar ist Modell 1, wo z.B. für
die DD Parametrisierung mit RωΛ = 0.510 ein fast identischer Wert gefunden wird.
Die Ursache für die teilweise recht deutlichen Abweichungen der RσΛ und RωΛ von
den Quark–Modell–Werten sind die gebrochene SU(3)f–Flavor–Symmetrie, die ω-φ
Oktett–Singlett–Mischung auf der fundamentalen Ebene der starken Wechselwirkung
und nichtlineare Beiträge höherer Ordnung, die aus dem dynamisch erzeugten σ und
σs Austauschkanal stammen [115, 116].

Eine Anpassung der Skalierungsfaktoren der Isovektormesonen δ und ρ an phänome-
nologische Potentialtiefen ist leider nicht möglich, da keine experimentellen Ergebnisse
für isovektorielle Hyperonen–Potentiale existieren. Für RρY und RδY werden deshalb
immer die SU(6)–Werte des Quark–Modells aus Gl. (7.28) verwendet.

In [115, 116] wurde der Austauschkanal der skalaren Mesonen durch einen korre-
lierten Austausch von Pionen und Kaonen beschrieben. Deshalb enthält der skalare
σ-Λ–Vertex auch relevante Beimischungen des Feldes des σs-Strange–Mesons. Durch
die Anpassung der vektoriellen Wechselwirkung werden entsprechend auch implizit
Beiträge des φ–Mesons berücksichtigt. Einfaches Abzählen im Quark–Modell zeigt,
dass die Strange–Mesonen nur ungefähr 10% zur gesamten Wechselwirkungsstärke bei-
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tragen. Aus diesem Grund werden die expliziten Beiträge der σs- und φ-Mesonen in
unseren Rechnungen vernachlässigt. Ein weiterer Grund ist, dass die Beiträge dieser
Mesonen wegen fehlender experimenteller Daten nicht zuverlässig bestimmt werden
können, was zu zusätzlichen Unbestimmtheiten in der YY–Wechselwirkung führt [114].

7.4 Eigenschaften von Λ-Kernmaterie

Seltsame Kernmaterie, die aus einer beliebigen Zusammensetzung von Baryonen be-
stehen kann, lässt sich fast identisch wie asymmetrische Kernmaterie in Kapitel 3 be-
schreiben. In Hartree–Näherung ist die Dirac–Gleichung identisch zu Gl. (3.1), nur dass
jetzt die freien Baryonenmassen und insbesondere die Rearrangementselbstenergien für
alle Baryonen verschieden sein können (Modell 2):

[
γµ(kb − Σ

µ(0)
b − Σ

µ(r)
b )− (Mb − Σs

b)
]
u∗
b(k, s) = 0 (7.32)

Die Selbstenergien sind die Erwartungswerte der in Gl. (7.10)-(7.12) definierten Größen
(siehe auch Kapitel 2). Auch hier werden die Baryonen einzelnen und nicht mehr nach
Multipletts gruppiert betrachtet. Energiedichte ε und Druck P berechen sich analog zu
Gl. (3.16) und Gl. (3.18)

ε =
∑
b

1

4
[3EFb

ρb +m∗
bρ

s
b] +

∑
b

1

2

[
ρbΣ

0(0)
b + ρsbΣ

s(0)
b

]
(7.33)

P =
∑
b

1

4
[EFb

ρb −m∗
bρ

s
b] +

∑
b

1

2

[
ρbΣ

0(0)
b − ρsbΣ

s(0)
b + 2ρbΣ

0(r)
b

]
, (7.34)

jedoch läuft der Index b = p, n,Λ,Σ−,Σ0,Σ+,Ξ−,Ξ0 jetzt über alle Baryonen. EFb
und

m∗
b sind wie in Kapitel 3 definiert.
Bei der Bestimmung der Mesonenfelder muss im Gegensatz zu Gl. (3.5)-(3.8) über

die verschiedenen Baryonen–Vertizes summiert werden:

m2
σφσ =

∑
b

Γσb(ρ̃)ρ
s
b, m2

ωA
(ω)
0 =

∑
b

Γωb(ρ̃)ρb (7.35)

m2
δφδ =

∑
b

Γδb(ρ̃)ρ
s
b τb, m2

ρA
(ρ)
0 =

∑
b

Γρb(ρ̃)ρb τb (7.36)

m2
σs
φσs =

∑
b

Γσsb(ρ̃)ρ
s
b, m2

φA
(φ)
0 =

∑
b

Γφb(ρ̃)ρb (7.37)

Die Baryonendichte ρ̃ wird dabei entsprechend Modell 1 oder 2 gewählt.
Um den Einfluss der Dichteabhängigkeit und der unterschiedlichen Sätze von Ska-

lierungsfaktoren Rm und Rq genauer zu untersuchen, beschränken wir uns zunächst
nur auf Nukleonen und Λ–Hyperonen, da diese die einzigen Hyperonen mit mikrosko-
pischen Ableitungen der Skalierungsfaktoren sind. Wir betrachten dazu symmetrische
Kernmaterie (ρn = ρp =

1
2
ρN), die eine feste Beimischung fS von Λ–Hyperonen enthält.

Der Strangeness–Anteil ist dabei für NΛ–Materie definiert als

fS =
ρS
ρT

=
ρΛ

ρN + ρΛ

. (7.38)
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Es handelt sich hierbei um ein hypothetisches instabiles System, da sich bei höheren
Dichten auch die Zerfallskanäle

Λ + n ↔ Σ + n, Λ + Λ ↔ Ξ + n, Λ + Ξ ↔ Σ + Ξ, . . . (7.39)

öffnen und Σ- und Ξ–Hyperonen auftauchen. Stabile seltsame Materie muss deshalb
neben der Strangeness–Erhaltung (fS = const.) auch noch das chemische Gleich-
gewicht garantieren. Wir werden dies in Kapitel 8 untersuchen. Die Beschränkung
auf Λ–Beimischungen erlaubt jedoch eine anschaulichere Untersuchung der YN–
Wechselwirkung.

In Abbildung 7.2 wird die Zustandsgleichung für die Bonn A Parametrisierung
für verschiedene Strangeness–Anteile gezeigt. Innerhalb des gleichen Dichtemodells ist
die Zustandsgleichung, die mit den SU(6)–Werten Rq berechnet wurde, etwas steifer
(stärker repulsiv) als diejenige, die mit dem mikroskopischen Werten Rm bestimmt
wurde. Für höhere Dichten und zunehmenden Strangeness–Anteil wächst der Unter-
schied zwischen beiden Zustandsgleichungen weiter. Die Erklärung für dieses Verhalten
ist, dass im mikroskopischen Fall die reduzierte Λ–Kopplungsstärke auch die potenti-
elle Energie der Hyperonen abschwächt. Die weichere Zustandsgleichung ist auch in
Übereinstimmung mit der Tatsache, dass die bei den betrachteten Dichten wahrschein-
lich stark attraktive Hyperon–Hyperon–Wechselwirkung [101], die durch die σs- und
φ-Mesonen hervorgerufen wird, in den Vertizes wenigstens teilweise implizit enthalten
ist.

Das unterschiedliche Verhalten der beiden Zustandsgleichungen mag auf den ersten
Blick überraschend erscheinen, da doch in beiden Fällen U

(N)
Λ an den gleichen Wert

angepasst wurde. Aber diese Übereinstimmung ist nur an der Sättigungsdichte und für
sehr kleine Strangeness–Anteile gegeben. Aufgrund der Dichteabhängigkeit der Verti-
zes verändert sich auch das Verhältnis von skalaren und vektoriellen Vertizes mit der
Dichte und die Zustandsgleichungen unterscheiden sich umso stärker je weiter man
sich vom Sättigungspunkt entfernt. Streng genommen können nur dann für verschiede-
ne Skalierungsfaktoren identische Zustandsgleichungen gefunden werden, wenn skalares
und vektorielles Potential proportional zu einander skalieren. Dies ist auch in den nor-
malen RMF–Modellen nicht der Fall, da insbesondere wegen der nichtlinearen σ–Terme
skalare und vektorielle Mesonenfelder nicht proportional zu einander sind. Der Effekt
ist jedoch schwächer ausgeprägt als im DDRH–Modell mit seinen mediumabhängigen
Kopplungen.

Mit zunehmenden Strangeness–Anteil verschiebt sich in Modell 1 das Minimum
der Zustandsgleichung zu höheren Dichten. Die EoS ist auch stärker gebunden als in
Modell 2, wo die Verschiebung des Minimums praktisch vernachlässigbar klein ist. Die
Zustandsgleichung von Modell 1 ist insgesamt bei niedrigen Dichten wesentlich weicher
als Modell 2, bei hohen Dichten nähern sich beide Modelle aber wieder einander an.
Das Verhalten der EoS von Modell 2 stimmt besser mit nicht-relativistischen Brückner–
Rechnungen überein, in denen entweder mit zunehmenden Strangeness–Anteil eine Ver-
schiebung der Sättigungspunktes zu niedrigeren Dichten beobachtet wird [106] oder die
Position des Minimums relativ unabhängig von fS ist [105, 107]. Jedoch ist ein Vergleich
mit nicht-relatistischen Ergebnissen schwierig, da diese die korrekte Sättigungsdichte
von symmetrischer Kernmaterie nicht reproduzieren können [24]. Dieses Verhalten wird
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Abb. 7.2: Zustandsgleichung symmetrischer Kernmaterie für Λ-Beimischungen
(Strangeness–Anteil fS) von 0% bis 40%. Gezeigt werden Ergebnisse für
das Bonn A NN–Potential für verschiedene Wahlen der Dichteabhängigkeit
(Model 1 und 2) und der Skalierungsfaktoren (Rq und Rm).
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Abb. 7.3: Bindungsenergie pro Baryon (oben) und Sättigungsdichte (unten) in
Abhängigkeit vom Strangeness–Anteil fS für verschiedene Wahlen des Λ-
Meson–Vertex. Gezeigt werden Ergebnisse für das Bonn A (links) und das
Groningen NN-Potential (rechts).

genauer in Abbildung 7.3 untersucht, in der die Sättigungsdichte und die Sättigungs-
energie als Funktion des Strangeness–Anteils gezeigt werden. Der Unterschied zwischen
Modell 1 und 2 ist bei der Groningen Parametrisierung schwächer ausgeprägt als beim
Bonn A Parametersatz, was an ihrer schwächeren Dichteabhängigkeit bei niedrigen
Dichten liegt [63]. Man erkennt, dass für sehr geringe Werte von fS die Bindungsener-
gie zunimmt, was durch die reduzierte kinetische Energie der Nukleonen aufgrund des
neuen Λ Freiheitsgrades erklärt werden kann. Bei höheren Dichten mach sich jedoch
die schwächere Attraktion der Hyperon–Wechselwirkung – Ursache ist die reduzierten
Kopplungsstärke – bemerkbar und die Bindungsenergie nimmt wieder ab.

Der Unterschied zwischen Modell 1 und 2 ist immer größer als der Unterschied zwi-
schen den beiden Wahlen der Skalierungsfaktoren Rq oder Rm in demselben Modell. Bei
höherem Strangeness–Anteil scheinen sich jedoch die Zustandgleichungen beider Mo-
delle einem gemeinsamem Wert anzunähern. Dieses Verhalten ist einleuchtend, da im
Grenzfall reiner Multiplett–Systeme die Dichteabhängigkeit beider Modelle identisch
ist. Dies wird genauer in Abbildung 7.4 untersucht, in der reine Λ–Materie mit der
Bonn A und der Groningen Parametrisierung berechnet wurde. Die Bindungsenergien
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Abb. 7.4: Bindungsenergie reiner Λ-Materie in Abhängigkeit von der Baryonendichte
für verschiedene Wahlen des Λ-Meson–Vertex. Gezeigt werden Ergebnisse
für das Bonn A (links) und das Groningen NN-Potential (rechts).

von Modell 1 und 2 sind jedoch nicht identisch, da die Skalierungsfaktoren für fS = 0
angepasst wurden und wegen der unterschiedlichen Dichteabhängigkeit beider Modelle
leicht verschiedene Werte besitzen. Dies wird durch einen Vergleich der Skalierungsfak-
toren in Tabelle 7.2 und 7.3) deutlich. Auch in Abbildung 7.4 ist der Unterschied für
die Bonn A Parametrisierung am stärksten ausgeprägt, während sich für die Groningen
Parametrisierung deutlich die Annäherung beider Modelle erkennen lässt. Ergebnisse
für die DD Parametrisierung werden hier nicht gezeigt, da ihre Dichteabhängigkeit
stark dem Verhalten der Groningen Parametrisierung ähnelt.

Der aus der starken Dichteabhängigkeit der Bonn A Parametrisierung bei niedrigen
Dichten resultierende Unterschied zwischen den verschiedenen Modellen ist möglicher-
weise nicht realistisch. Dies wird jedoch nicht durch das Bonn A NN–Potential verur-
sacht, dass, wie wir in Kapitel 5 und 6 gesehen haben, eine sehr gute Beschreibung von
endlichen Kernen und Kernmaterie am Sättigungspunkt erlaubt. Vielmehr führt die
Parametrisierung der DB–Selbstenergien durch einen Polynomansatz (siehe Kapitel 3
und [36]) bei der Extrapolation zu sehr niedrigen und extrem hohen Dichten zu Unsi-
cherheiten. In Modell 2 werden die Skalierungsfaktoren unter Verwendung der Vertizes
bei sehr niedrige Dichten (ΓαΛ(ρΛ ≈ 0)) an das Hyperonen–Potential angepasst und
müssen dann zu hohen Dichten extrapoliert werden. Dies kann problematisch sein, da
DB–Brückner für Dichten unterhalb 0.5ρ0 aufgrund numerischer Probleme nur schwie-
rig zuverlässig durchführbar sind. Die Extrapolation in Modell 2 hingegen ist sicher, da
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Abb. 7.5: Verhalten der effektiven Vertizes bei hohen Dichten. Gezeigt werden Er-
gebnisse für die Bonn A (σ und ω dichteabhängig), DD (σ, ω und ρ) und
Groningen (σ, ω, δ und ρ) Parametrisierung.

dort die Vertizes und Skalierungsfaktoren an der Sättigungsdichte berechnet werden,
an der sie wohldefiniert sind. Die Groningen und DD Parametrisierung vermeiden diese
Unsicherheiten durch Parametrisierungen der Selbstenergien mit rationalen Funktio-
nen (siehe Kapitel 3), die ein sehr stabiles Verhalten bei niedrigen und hohen Dichten
aufweisen.

Das unterschiedliche Verhalten der drei Parametrisierungen wird noch einmal in
Abbildung 7.5 gezeigt. Während der isoskalare Kanal für die Groningen und DD Para-
metrisierung sehr ähnlich ist, weist der isovektorielle Kanal einige Unterschiede auf.
So wird die Isovektorwechselwirkung der DD Parametrisierung durch eine phänome-
nologische Dichteabhängigkeit beschrieben, die für hohe Dichten exponentiell abfällt.
Die mikroskopische Isovektorwechselwirkung der Groningen Parametrisierung hinge-
gen nähert sich im Grenzfall hoher Dichten einem von null verschiedenen, konstanten
Wert an. Zusätzlich steigt die δ–Kopplungsstärke oberhalb von ρ0 noch einmal relativ
stark an, was auch schon in den DB–Rechnungen in Abbildung 3.2 beobachtet werden
konnte. Der Einfluss dieses unterschiedlichen Verhaltens auf asymmetrische Systeme
wird im nächsten Kapitel genauer untersucht.



Kapitel 8

Die Zustandsgleichung von
Neutronensternen

Die Zustandsgleichung hadronischer Materie ist die fundamentale Größe zur Berech-
nung der Eigenschaften von Neutronensternen. Neutronensternmaterie unterscheidet
sich in einigen wesentlichen Punkten von den bisherigen untersuchten Zustandsglei-
chungen und endlichen Kernen. Es handelt sich bei Neutronensternen um Systeme,
in deren Innern extreme Bedingungen herrschen, die entscheidend von der schwachen
Wechselwirkung mitbestimmt werden. Die Materie ist stark isospin-asymmetrisch und
das Asymmetrieverhältnis as verändert sich in Abhängigkeit von der Dichte. In den bis-
her untersuchten Systemen war dagegen immer Isospin–Erhaltung gegeben. Das gleiche
gilt auch für die in Neutronensternen erwarteten Hyperonen. Auch hier verändert sich
der Strangeness–Anteil fS in Abhängigkeit von der Dichte, Strangeness–Erhaltung ist
also auch nicht gegeben. Die diesem Verhalten zugrunde liegende Bedingung des schwa-
chen Gleichgewichts wird in diesem Kapitel genauer erläutert.

Die interne Struktur von Neutronensterne deckt einen sehr großen Dichtebereich
ab, der etwa 14 Größenordnungen umfasst. An der Oberfläche des Sterns, welche aus
56Fe besteht, herrschen subnukleare Dichten von 8 g/cm3, während man in seinem
Zentrum Dichten > 3 × 1014 g/cm3 findet, was einem Vielfachen der normalen Sätti-
gungsdichte entspricht. Dort besteht der Stern hauptsächlich aus Neutronen, aber ab
2 − 3ρ0 treten verstärkt Hyperonen auf. Wir beschränken uns hier auf den hadroni-
schen Teil der Zustandsgleichung ab ca. 0.3ρ0 und diskutieren den Niederdichtebereich
im Kapitel 9 ausführlicher. Theoretische Überlegungen zeigen, dass im Zentrum von
typischen Neutronensternen mit 1.4 Sonnenmassen Dichten von etwa 2−3ρ0 herrschen,
während die maximal erreichbaren Dichten in schwereren Sternen 5 − 10ρ0 betragen
können. Zur Berechnung von Neutronensternen ist also die Kenntnis der Zustands-
gleichung über einen sehr breiten Dichtebereich notwendig. Dies ist eine theoretische
Herausforderung, da gesicherte Kenntnisse für die EoS nur am Sättigungspunkt ρ0 von
Kernmaterie existieren. Die Extrapolation der Zustandsgleichung und der in–Medium
Wechselwirkung zu hohen Dichten ist deshalb von entscheidender Bedeutung. Auch die
Eigenschaften der Isovektorwechselwirkung werden sehr wichtig, da in Neutronensterne
Asymmetrieverhältnisse as � 0.1 herrschen. Dagegen wird selbst in exotischen Kernen
in der Nähe der Neutronenabbruchkante nur ein Wert as ≈ 0.3 erreicht.
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Die Eigenschaften von Neutronensternen und seltsamer Kernmaterie im schwa-
chen Gleichgewicht sind in verschiedenen Modellen studiert worden. Nichtrelativistische
Ansätze sind auf einem Dichtefunktional aufbauende phänomenologische Potentialmo-
delle [118] und inbesondere Brückner–Rechnungen, die nicht-relativistische realistische
NN-, YN- und YY-Potentiale als Ausgangspunkt verwenden [119, 120]. Der Brückner–
Ansatz ist aus mikroskopischer Sicht sehr befriedigend. Aufgrund der im Innern von
Neutronensternen herrschenden extremen Dichten – der Fermiimpuls und die effektive
Masse liegen in der Größenordnung von 500 MeV – sollte man jedoch eine relativi-
stische Beschreibung vorziehen. DB–Rechnungen sind jedoch, wie bereits in Kapitel 7
erwähnt, gegenwärtigt für seltsame Kernmaterie noch nicht durchführbar, weshalb in
der Literatur bis jetzt nur Rechnungen für asymmetrische Nukleonenmaterie im schwa-
chen Gleichgewicht durchgeführt wurden [47, 62, 121]. Es existieren auch Ansätze, die
diese DB–Ergebnisse im relativistischen Hartree–Fock–Modell parametrisieren und zu
hohen Dichten extrapolieren [122, 123].

Relativistische Ansätze, die auch eine Behandlung von Hyperonen ermöglichen,
sind die relativistische Hartree–Theorie (RMF) [90, 91, 93, 94, 95], chirale effektive La-
grangedichten [124] und das Quark–Meson–Coupling–Modell [125]. Das RMF–Modell
wurde bereits ausführlich diskutiert. Da dort phänomenologische Wechselwirkungen
verwendet werden, die nur an endliche Kerne bzw. die Sättigungsdichte ρ0 angepasst
wurden, ist die Extrapolation zu hohen Dichten mit Unsicherheiten behaftet. Insbeson-
dere der nichtlineare σ4-Term besitzt in einigen Parametrisierungen ein negatives Vor-
zeichen, was zu Instabilitäten bei hohen Dichten [19] und negativen effektiven Massen
[95] führen kann. Parametrisierungen mit ω4-Selbstwechselwirkungen [15, 86] umgehen
diese Probleme und erlauben eine erfolgreiche Beschreibung von Neutronensternmate-
rie.

Die auf Hyperonen erweiterte DDRH–Theorie aus Kapitel 7 erlaubt es uns nun, die
Vorteile des RMF–Modells mit einer mikroskopischen Wechselwirkung zu kombinieren.
Da die dichteabhängige Parametrisierung in Kapitel 3 an den Dichtebereich von 0.5−
3ρ0 angepasst wurde, erwarten wir, dass die Extrapolation zu hohen Dichten genauer
bestimmt ist als in RMF–Modellen. Dieser Ansatz kommt im Vergleich mit den anderen
diskutierten Modellen einer kompletten DB–Rechnung für Neutronensternmaterie am
nächsten und wurde bis jetzt in dieser Weise in der Literatur noch nicht untersucht.

8.1 Die Gleichgewichtsbedingungen für

Neutronensternmaterie

Wir diskutieren zuerst die Gleichgewichtsbedingungen im Innern von Neutronenster-
nen. Wegen der im Vergleich zur Lebensdauer von Neutronensternen kleinen Zeitskala
der schwachen Wechselwirkung ist die Strangeness in Neutronensternmaterie keine Er-
haltungsgröße mehr. Vielmehr unterliegt Neutronensternmaterie den Nebenbedingun-
gen der Ladungsneutralität und des schwachen β-Gleichgewichts. Der Zustand mini-
maler Energie ist demzufolge durch das Auftreten von Hyperonen charakterisiert.

Aufgrund des schwachen Zerfallskanals müssen in der Lagrangedichte von Neutro-
nensternmaterie zusätzlich die Elektronen e− und die Myons µ− berücksichtigt werden,
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was eine Erweiterung von Gl. (7.4) um die leptonischen Terme

ΨL = (ψe, ψµ)
T , LL = ΨL

[
iγµ∂

µ − M̂L

]
ΨL. (8.1)

notwendig macht. Energiedichte und Druck der der nicht starkwechselwirkenden Lep-
tonen sind gegeben durch

ε =
∑
l=e,µ

1

4
[3EFl

ρl +mlρ
s
l ] , P =

∑
l=e,µ

1

4
[EFl

ρl −mlρ
s
l ] , (8.2)

wobei die Fermienergien EFl
und die Dichten ρl und ρsl alleine durch leptonische Bei-

träge bestimmt sind.
Die Bedingung der Ladungsneutralität im Innern eines Neutronenterns wird durch

die Nebenbedingung
ρc =

∑
i

qiρi = 0. (8.3)

gewährleitet, wobei die Summe über den Index i = b, l über alle Baryonen und Leptonen
läuft. Die Ladung der entsprechenden Teilchen wird durch qi beschrieben. Zusätzlich
muss natürlich auch die Geamtbaryonenzahl des Systems erhalten sein, was sich durch
die Bedingung

ρ =
∑
i

biρi (8.4)

erreichen lässt. Dabei ist bi die Baryonenzahl (bi = 1 für Baryonen, bi = 0 für Lepto-
nen). Im schwachen β-Gleichgewicht sind alle Zerfallsprozesse erlaubt, die die Ladungs-
und die Baryonenzahl erhalten, z.B.

n → p+ e−, n+ n → Λ + n, Λ + Λ → Ξ− + p, . . . . (8.5)

Die dadurch entstehenden neuen Baryonen können aufgrund des Pauli–Prinzips nicht
wieder in Neutronen zerfallen. So erhöhen etwa die Λ–Hyperonen die Strangeness des
Sterns und im Gleichgewicht gilt µn = µΛ. Mit zunehmender Gesamtdichte bzw. Ener-
gie der Baryonen könne weitere Hyperonen auftauchen. Dies lässt sich durch die fol-
gende Gleichgewichtsbedingung für die chemischen Potentiale ausdrücken

µi = biµN − qiµe. (8.6)

Dabei bezeichnet µN das chemische Potential der ungeladenen Baryonen (µN = µn =
µΛ = . . .) und µe das chemische Potential der Leptonen (µe = µµ). Ein Baryon bzw.
Lepton vom Typ i tritt also auf, wenn µi den niedrigsten Eigenzustand im Medium
übersteigt. Für die Leptonen l ist dies ihre Masse, da sie der freien Energie–Impuls–
Relation folgen

µl =
√
k2
Fl
+ml

2 = EFl
. (8.7)

Das chemische Potential der Baryonen b wird zusätzlich noch von der Nukleonen- und
Hyperonen–Wechselwirkung beinflusst und wurde bereits in Kapitel 3 berechnet

µb =
∂ε

∂ρb
=
√
k2
Fb

+m∗
b
2 + Σ

0(0)
b + Σ

0(r)
b . (8.8)
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Mit diesen Beziehungen ist es nun möglich, die Zustandsgleichung von Neutronenstern-
materie zu berechnen. Dazu müssen simultan die Mesonenfeldgleichungen Gl. (7.35)-
(7.37) gelöst werden und die Nebenbedingungen der Ladungs- und Baryonenerhaltung
(Gl. (8.3) und Gl. (8.4)) sowie des chemischen Gleichgewichts (Gl. (8.6)) erfüllt wer-
den. Es ist also ein nichtlineares Gleichungssystem mit 6 + 2 + n Unbekannten (6
Mesonenfelder, 2 Leptonendichten, n Baryonendichten) zu lösen. Für das komplette
Baryonenoktett ergibt sich ein Gleichungssystem mit 16 Unbekannten.

In RMF-Modellen mit konstanten Kopplungen kann die Lösung dieses Gleichungs-
systems auf die Bestimmung der chemischen Potentiale µN und µe und der Mesonenfel-
der reduziert werden. Man erhält nur zwei zusätzliche Randbedingungen zu den Glei-
chungen für normale Kernmaterie, was die Rechnungen sehr vereinfacht. Für konstante
Kopplungen und verschwindende Rearrangementenergien lässt sich nämlich Gl. (8.8)
analytisch nach dem Fermiimpuls kF auflösen und damit die Dichte ρb = k3

Fb
/3π2 jedes

Baryons für ein gegebenes Potential aus Gl. (8.6) bestimmen.

In der DDRH–Therorie ist die Lösung jedoch wesentlich aufwendiger. Dies liegt
hauptsächlich an den aufgrund der dichteabhängigen Vertizes auftretenden Rearran-
gementselbstenergien in der Relation für das chemische Potential. In Modell 1 hängt
die Kopplungsstärke von der Gesamtdichte ab. Sie ist deshalb für eine gegebene Dichte
bekannt und unabhängig von der Baryonenzusammensetzung der Zustandsgleichung.
Die Rearrangementselbstenergien in Gl. (8.8) können jedoch erst berechnet werden,
wenn alle Baryonendichten bekannt sind. In Modell 2 ist die Situation noch komple-
xer, da hier zusätzlich die Stärke der Wechselwirkung von der Zusammensetzung der
Zustandsgleichung abhängt. Ausserdem sind die Rearrangementselbstenergien für jedes
Baryonen–Multiplett verschieden und sehr stark abhängig von der Dichte der einzelnen
Baryonentypen und der Dichteabhängigkeit der Vertizes. Es ist deshalb notwendig, alle
Dichten simultan zu bestimmen. Dabei muss insbesondere darauf geachtet werden, ob
die Existenz eines Baryons energetisch erlaubt ist, um das chemische Gleichgewicht
nicht zu verletzen.

Die Lösung des obigen nichtlinearen Gleichungssystems ist numerisch sehr aufwen-
dig. Aufgrund der starken Abhängigkeit der Vertizes von der Dichte ist das Gleichungs-
system schlecht konditioniert. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn neue Hyper-
onen auftreten. So tauchen z.B. Λ- und Σ−-Hyperonen bei typischen Dichten von 2−3ρ0

auf. Ihr Anteil an der Gesamtdichte beträgt anfangs nur etwa 10−4, was einem extrem
asymmetrischen System mit ρN/ρY ≈ 10000 entspricht. Dieses Verhältnis nimmt mit
zunehmender Dichte stark ab, jedoch ist der Punkt, an dem die Hyperonen auftreten,
besonders kritisch. Die praktische Lösung des Gleichungssystems erfolgt schrittweise.
Wir lösen Gl. (7.35)-(7.37) und (Gl. (8.6)) simultan und überprüfen dabei die Neben-
bedingungen (Gl. (8.3) und Gl. (8.4)). Im ersten Schritt werden die Rearrangement-
selbstenergien vernachlässigt, was eine Lösung des Problems ähnlich dem RMF–Modell
erlaubt. Unter Verwendung dieser Lösung als Startwert wird dann das volle Problem
gelöst.
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8.2 Abhängigkeit der Vertizes von der

Gesamtdichte

Als erstes untersuchen wir die Eigenschaften von Zustandsgleichungen, die in Modell
1 berechnet wurden, d.h. wir nehmen eine Abhängigkeit der Meson-Baryon–Vertizes
von der Gesamtdichte an. Wir beschränken uns auch hier zuerst auf Λ–Hyperonen, was
einen Vergleich zu den Untersuchungen für Λ–Kernmaterie aus Kapitel 7 erlaubt. Für
Neutronensternmaterie ist anders als in Kapitel 3 und 7 jedoch eine Druck–Dichte–
Zustandsgleichung, die den Druck als Funktion der Energiedichte für eine gegebene
Baryonendichte beschreibt, die geeignete Größe. Die Untersuchung dieser Funktion ist
anschaulicher, da p(ε) genau die Eingangsgröße zur Berechnung der Eigenschaften von
Neutronensternen ist. Das Verhalten von p(ε) und das von ε(ρ) sind jedoch stark mitein-
ander korreliert, da ε mit steigenden ρ streng monoton anwächst. Die Energiedichte am
Sättigungspunkt beträgt dabei für alle hadronischen Zustandsgleichungen ε(ρ0) ≈ 140
MeV fm−3 und wächst in guter Näherung linear an. Eine Zustandsgleichung wird nor-
malerweise im Vergleich zu anderen als

”
weicher“ bezeichnet, wenn ihre Energie bei

gleicher Baryonendichte geringer ist. Wir benutzen diesen Ausdruck jetzt, wenn der
Druck bei gleicher Energiedichte geringer ist. Dies ist im Prinzip äquivalent, da eine
geringere Energiedichte auch einen geringeren Druck zur Folge hat (siehe z.B. Gl. (7.33)
und Gl. (7.34)).

Eine Zustandsgleichung im schwachen Gleichgewicht ist immer weicher als eine mit
fest vorgegebenen Dichten und damit der energetisch bevorzugte Zustand. Man kann
sich dies leicht durch den Vergleich mit reiner Neutronenmaterie veranschaulichen.
Wenn dort ein Neutron in ein Elektron und ein Proton zerfällt, reduziert dies inge-
samt kinetische Energie und Druck des Systems, da neue Freiheitsgrade auftreten und
aufgrund des Pauli-Prinzips Proton und Elektron niedrigere Energiezustände als das
ursprüngliche Neutron besetzen können.

In Abbildung 8.1 wird die Zustandsgleichung für die drei dichteabhängigen Parame-
trisierungen Groningen, Bonn A und DD und die beiden Skalierungssätze Rq und Rm

untersucht. Die phänomenologische DD Parametrisierung besitzt die weicheste EoS,
knapp gefolgt von der Groningen Parametisierung, während die Bonn A Parametri-
sierung insbesondere bei hohen Dichten viel repulsiver ist. Zustandsgleichungen mit
den SU(6)–Skalierungsfaktoren Rq (obere Linien) sind wesentlich steifer als solche, die
die mikroskopischen Werte Rm (untere Linien) verwenden. Dies wurde auch schon in
Abbildung 7.2 und 7.3 beobachtet, jedoch fällt der Unterschied hier größer als erwar-
tet aus. Dies liegt hauptsächlich an der reduzierten Abstoßung des Vektorpotentials
für den Skalierungssatz Rm. Dadurch erscheinen die Λ–Hyperonen bereits bei etwas
geringeren (Energie-)Dichten, was durch die Reduzierung des kinetischen Drucks den
Gesamtdruck P zusätzlich verringert.

Es ist bemerkenswert, dass die Unterschiede zwischen den beiden Wahlen der Ska-
lierungsfaktoren größer sein können, als die Unterschiede zwischen zwei verschiedenen
Wechselwirkungen. Dies weist darauf hin, dass eine genauere Untersuchung des Ein-
flusses der Skalierungsfaktoren RαΛ notwendig ist. Die Eigenschaften der Wechselwir-
kungen bei sehr hohen Dichten werden hauptsächlich durch die Dichteabhängigkeit der
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Abb. 8.1: Zustandsgleichung von Neutronensternmaterie (Druck als Funktion der
Energiedichte) im DDRH-Modell für verschiedene dichteabhängigen Wech-
selwirkungen in Modell 1. Die obere Linie einer jeden Wechselwirkung ent-
spricht jeweils Rechnungen mit dem Skalierungssatz Rq, die untere Rech-
nungen mit dem Satz Rm. Es wurde nur das Λ berücksichtigt.

Vertizes bestimmt. Die DD und Groningen Parametrisierung zeigen hier ein mit relati-
vistischen und nicht-relatistischen Brückner–Rechnungen vergleichbares Verhalten mit
einer relativ weichen EoS, was an dem Fit mit dem stabilisierten rationalen Polynom
liegt. Im Gegensatz dazu steigen die Kopplungen der Bonn A Parametrisierung bei
Dichten > 3ρ0 ≈ 0.5 fm−3 wieder an (siehe Abbildung 7.5). Dies führt dazu, dass
der Beitrag des ω-Mesons denjenigen des σ-Mesons bei sehr hohen Dichten übersteigt.
Dies erklärt auch, warum dort die EoS sehr steif wird. Die Ursache ist nicht direkt
das Bonn A NN–Potential sondern die Wahl eines Polynoms zur Parametrisierung der
Selbstenergien.

Wie man jedoch in dem vergrößerten Auschnitt in Abbildung 8.1 erkennen kann,
ist bei niedrigen Energiedichten, für die DB–Ergebnisse vorliegen, der Verlauf aller Zu-
standsgleichungen sehr ähnlich. Hyperonen tauchen bei Energiedichten von 300− 350
MeV fm−3 auf, was zu einem leichten Knick in der EoS führt. Dies entspricht je nach
Wechselwirkung Dichten von 0.35 − 0.4 fm−3, also etwa 2.5ρ0, und ist in sehr guter
Übereinstimmung mit RMF–Modellen [95]. Baryonen- und Leptonen–Verteilungen für
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Abb. 8.2: Vergleich der Zusammensetzung von Neutronensternmaterie im DDRH-
Modell im schwachen Gleichgewicht für die Skalierungssätze Rm (dünne
Linien) und Rq (dicke Linien). Gezeigt werden Rechungen für die verschie-
denen dichteabhängigen Wechselwirkungen. Es wurde nur das Λ berück-
sichtigt.

die diskutierten Zustandsgleichungen werden in Abbildung 8.2 gezeigt. Für alle Wech-
selwirkungen beträgt der Anteil der Protonen maximal 10%, während sich mit dem
Auftreten der Myonen der Anteil der Elektronen reduziert und maximal 8% (bei 2%
Myonen) erreicht. Mit dem Auftreten der Λ–Hyperonen nimmt der Anteil aller anderen
Teilchen sehr stark ab und oberhalb von etwa 4.5ρ0 besteht der Stern mehrheitlich aus
Hyperonen. Bei der Groningen Parametrisierung tauchen die die Myonen erst für Dich-
ten > 0.2 fm−3, da die Energie unterhalb dieser Dichte zu gering ist, um ein chemisches
Potential µµ > mµ zu erlauben. Man erkennt dies deutlich in Abbildung 8.1, wo die
Groningen EoS unterhalb ε = 200 MeV fm−3 am weichsten ist. Ursache für dieses Ver-
halten ist die in diesem Dichtebereich wieder ansteigende δ-Meson–Kopplungsstärke
(siehe Abbildung 7.5). Das δ–Feld wirkt attraktiv für Neutronen und reduziert so die
Bindungsenergie des stark asymmetrischen Systems. Die Zusammensetzung von Neu-
tronensternmaterie ist fast unabhängig von der Wahl der Skalierungsfaktoren. Für den
mikroskopischen Skalierungssatz Rm erscheinen die Hyperonen etwas früher mit einem
höheren Anteil, was zu der schon diskutierten weicheren EoS führt.
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Abb. 8.3: Zustandsgleichung von Neutronensternmaterie im DDRH-Modell unter
Berücksichtigung aller Hyperonen (Skalierungsfaktoren Rq aus SU(6) Sym-
metrie) in Modell 1. Gezeigt werden Rechungen für die verschiedenen dich-
teabhängigen Wechselwirkungen.

Zum Vergleich von Modell 1 mit RMF–Modellen mit konstanten Kopplungen wur-
den auch Rechungen für das komplette Baryonenoktett durchgeführt. Da keine mi-
kroskopischen Skalierungsfaktoren RαΞ erhältlich sind, wurden nur die aus der SU(6)-
Symmerie abgeleiteten RαY (Skalierungssatz Rq, siehe Tabelle 7.2) verwendet. Ergeb-
nisse für die Zustandsgleichungen werden in Abbildung 8.3 gezeigt. Auch hier sind
die DD und Groningen Parametrisierung wesentlich weicher als die Bonn A Parame-
trisierung. Jedoch unterscheiden sich die Wechselwirkungen bei niedrigen und mitt-
leren Dichten beträchtlich. Die Groningen Parametrisierung zeigt eine extreme Ab-
schwächung des Druckes im Bereich um ε = 300 MeV fm−3, die fast die mikroskopische
Stabilitätsbedingung ∂p/∂ε ≥ 0 verletzt. Diese Abschwächung wird durch das frühe
Erscheinen des Σ−–Hyperons verursacht. Die starke Kopplung des Σ− an das δ-Feld,
welches nur in der Groningen Parametrisierung vorhanden ist, reduziert die effektive
Masse m∗

Σ− = MΣ− − ΓσΣ−Φσ − 2ΓδΣ−Φδ. Im Gegensatz dazu koppelt das isoskalare
Λ nicht an das isovektorielle δ-Meson und erscheint deshalb erst bei deutlich höher-
en Dichten als das Σ−. Zusätzlich erhöht die Kopplung an das δ-Meson die effektiven
Massen der Σ+- und Ξ0-Hyperonen und verschiebt die Schwelle für ihr Auftreten zu
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Abb. 8.4: Zusammensetzung von Neutronensternmaterie im DDRH-Modell in Mo-
dell 1 unter Berücksichtigung aller Hyperonen (Skalierungsfaktoren Rq aus
SU(6) Symmetrie). Gezeigt werden Rechungen für die verschiedenen dich-
teabhängigen Wechselwirkungen.
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höheren Dichten. Diese Ergebnisse unterscheiden sich von [95], wo die Verwendung
einer konstanten δ-Kopplung die Zustandsgleichung nicht erkennbar beinflusste.

Ergebnisse für die Zusammensetzung von Neutronensternmaterie werden in Abbil-
dung 8.4 für die verschiedenen Wechselwirkungen gezeigt. Man erkennt deutlich den
frühen und sehr starken Anstieg des Σ−-Anteils für das Groningen Potential, der zeit-
weilig sogar den Anteil der Elektron reduziert und die Myonen fast komplett unter-
drückt. Dies widerspricht Ergebnissen aus RMF- und nicht-relativistischen Brückner–
Rechungen, z.B. [95, 120], und bedarf einer genaueren Diskussion. Die Extraktion der
isovektoriellen Dichteabhängigkeit der Vertizes aus den DB–Selbstenergien führt zu re-
lativ großen Kopplungsstärken (Abbildungen 7.5 und 3.3). Der zusätzliche Anstieg der
δ–Kopplungsstärke bei Dichten oberhalb der Sättigungsdichte könnte die Änderung der
Baryonenzusammensetzung erklären. Die Isovektorwechselwirkung könnte durch einen
Fit des Skalierungsfaktors RδΣ− an die Stärke des Σ-Isovektorpotentials angepasst wer-
den. Aufgrund fehlender experimenteller Daten verwenden wir jedoch statt dessen die
Skalierungsfaktoren RδΣ = RρΣ = 2 aus dem Quark–Modell. Genauere Untersuchungen
sind jedoch notwendig.

Die Zusammensetzung von Neutronensternmaterie für die DD Wechselwirkung
gleicht den Ergebnissen aus nicht-relativistischen Brückner–Rechnungen [119, 120], in
denen auch das Σ− vor dem Λ erscheint. Bei der Bonn A Parametrisierung beobach-
tet man die ersten Hyperonen erst bei relativ hohen Dichten von 2.5ρ0, was auch die
steifere Zustandsgleichung erklärt. Auch in den DDRH–Rechnungen übersteigt für alle
Wechselwirkungen bei hohen Dichten die Anzahl der Hyperonen diejenige der Nukleo-
nen. Dieser Effekt ist für die Groningen Parametrisierung am stärksten ausgeprägt.
Das gleiche Verhalten wurde auch in anderen Modellen, z.B. in [92, 95], beobachtet.

Wie bereits erwähnt wurde, ist ein Problem von einigen RMF–Parametrisierungen,
die an endliche Kerne angepasst wurden, das Auftreten von negativen effektiven Mas-
sen in Neutronensternmaterie im Dichtebereich von ρ ≈ 0.5 − 1 fm−3 [19, 95]. Der
Hauptgrund ist die kleine effektive Masse, die benötigt wird, um die experimentell be-
obachtete Spin–Bahn–Aufspaltung in endlichen Kernen zu beschreiben. Die effektive
Masse sinkt wegen der nichtlinearen σ-Selbstwechselwirkungsanteile bei hohen Dich-
ten stark ab und führt zu einer relativ steifen Zustandsgleichung. Dies zeigt, dass die
Extrapolation phänomenologischer Wechselwirkungen zu hohen Dichten problematisch
sein kann.

Im DDRH–Modell beobachtet man negative effektive Massen erst bei wesentlich
höheren Dichten, wo die Gültigkeit des hadronischen Modells bereits fragwürdig ist,
da Baryonen und Mesonen nicht mehr die relevanten Freiheitsgrade sind. Vielmehr
erwartet man bei extrem hohen Dichten einen Übergang von der hadronischen in die
Quark–Gluon–Phase. Dies ist jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit. Wir versuchen
auch nicht wie in [95, 123], zu höheren Dichten zu extrapolieren, sondern stoppen die
Berechnung der Zustandsgleichung, wenn negative effektive Massen auftreten.

Für die Bonn A Parametrisierung wird m∗ negativ für Dichten ρ ≈ 1 − 1.2
fm−3 ≈ 7 − 8ρ0, hautsächlich hervorgerufen durch den Anstieg der σ-Kopplung bei
hohen Dichten. Für die Groningen Parametrisierung wird die effektive Masse des Neu-
trons bei ρ ≈ 1.2−1.3 fm−3 ≈ 8ρ0 negativ. Die Ursache ist hier die leichte Reduzierung
von m∗

n durch die zusätzliche Kopplung an das δ-Meson. Bei der DD Parametrisierung
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Abb. 8.5: Effektive Massen verschiedener dichteabhängiger Wechselwirkungen in Neu-
tronensternmaterie in Modell 1 für die Skalierungssätze Rq (links) und Rm

(rechts). Die Groningen Parameterisierung besitzt als einzige aufgrund des
δ Mesons unterschiedliche Protonen- und Neutronenmassen.

ist m∗ selbst bei den höchsten betrachteten Dichten von ρ = 1.5 fm−3 noch positiv.
Die Eigenschaften der effektiven Massen werden noch einmal in Abbildung 8.5 für die
Baryonen n, p und Λ gezeigt. Die Wahl der Skalierungsfaktoren beinflusst auch die
effektive Massen der Hyperonen. Aufgrund der schwächeren Kopplung ist, wie aus Ab-
bildung 8.5 ersichtlich, m∗

Λ für den mikroskopischen Skalierungssatz Rm größer als für
die SU(6)–Werte Rq.

Das unterschiedliche Verhalten des DDRH–Modells im Vergleich zu Modellen mit
konstanten Kopplungen geht zurück auf die dichteabhängigen, an DB–Selbstenergien
angepassten, Vertizes. Da durch diese Dichteabhängigkeit Informationen aus einem
größeren Dichtebereich, als in endlichen Kernen gefunden wird, berücksichtigt werden
können, ist die Extrapolation zu hohen Dichten zuverlässiger. Die Mediumabhängig-
keit der Vertizes beinhaltet implizit Korrekturterme höherer Ordnung, die teilweise
mit den nichtlinearen Mesonen–Wechselwirkungstermen der RMF–Parametrisierungen
identifiziert werden können. Dadurch ist auch verständlich, warum Modelle mit nichtli-
nearen Vektor–Wechselwirkungen [15, 86] bei höheren Dichten ein stabilisiertes Verhal-
ten zeigen, dass den DB–Ergebnissen besser entspricht, und negative effektive Massen
vermeidet.
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Abb. 8.6: Analog Abbildung 8.1, jedoch mit der Dichteabhängigkeit aus Modell 2.

8.3 Abhängigkeit der Vertizes von der

SU(3)f-Multiplettdichte

Als nächstes wenden wir uns der Untersuchung von Modell 2 zu, in dem die
Meson-Baryon–Vertizes von der SU(3)f -Multiplettdichte der entsprechenden Baryo-
nen abhängen. In Abbildung 8.6 zeigen wir die Zustandsgleichungen für die drei ver-
schiedenen Wechselwirkungen. Die zugehörigen Baryonen- und Leptonenverteilungen
sind in Abbildung 8.7 dargestellt. Im Vergleich zu Modell 1 liegt die Schwelle für
das Auftauchen der Hyperonen erst bei sehr hohen Dichten von 3ρ0. Der Anteil der
bei diesen Dichten erstmals beobachteten Λ–Hyperonen wächst sehr schnell an, was
schon bei Dichten um 3 − 4ρ0 dazu führt, dass mehr Λ–Hyperonen als Neutronen im
Neutronenstern vorhanden sind. Dies führt bei niedrigeren Dichten zu einer härteren
Zustandsgleichung als in Modell 1, die jedoch mit dem Auftreten der Hyperonen bei
Energiedichten von ε = 500 MeV fm−3 sehr weich wird, was sich durch einen starken
Knick in der EoS bemerkbar macht.

Die Unterdrückung der Hyperonen in Modell 2 liegt an der komplizierteren Dich-
teabhängigkeit der Vertizes. Die Rearrangementselbstenergien sind für jedes Multi-
plett verschieden. Die führt zu einer relativen Verschiebung zwischen den chemischen
Potentialen der Multipletts, z.B. zwischen µN und µΛ, die das Auftreten der Hyper-
onen erschwert. Die Unterschiede zwischen verschiedenen Skalierungsfaktoren sind für
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Abb. 8.7: Zusammensetzung von Neutronensternmaterie im DDRH-Modell in Modell
2. Gezeigt werden Rechungen für die verschiedenen dichteabhängigen Wech-
selwirkungen mit den mikroskopischen Skalierungsfaktoren Rm.

die Bonn A Parametrisierung, welche die stärkste Dichteabhängigkeit besitzt, am
schwächsten ausgeprägt und fallen für die am schwächsten dichteabhängige DD Para-
metrisierung am größten aus. Dies ist ein Hinweis darauf, dass in Modell 2 die Eigen-
schaften der Zustandsgleichung hauptsächlich von der Dichteabhängigkeit der Wech-
selwirkung abhängen.

Wie man aus Abbildung 8.7 für den mikrokopischen Skalierungssatz Rm erkennen
kann, erscheinen die Hyperonen in der DD Parametrisierung bei höheren Dichten als in
den Parametrisierungen der mikroskopischen NN–Potentiale. Die Behandlung des kom-
pletten Baryonenoktetts kann nur unter Verwendung der RαY aus der SU(6)-Symmetrie
erfolgen. Die damit einhergehende stärkere Vektorrepulsion der Hyperonen führt dazu,
dass diese in der DD Wechselwirkung komplett unterdrückt werden. Man erkennt dies
durch die deutlich steifere DD EoS in Abbildung 8.6. Auch für die anderen Modelle
ergibt sich für diese Wahl eine deutliche Verschiebung der Σ- und Ξ-Hyperonen im
Vergleich zu Modell 1 zu höheren Dichten (ρ > 0.7 fm−3) bzw. eine komplette Un-
terdrückung dieser Hyperonen im untersuchten Dichtebereich. Die Zustandsgleichung
wird deshalb hautsächlich durch die Λ-Hyperonen beinflusst, Σ- und Ξ-Hyperonen ha-
ben keinen nennenswerten Effekt auf die EoS.
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Für den mikrokopischen Skalierungssatz Rm besitzen alle Parametrisierungen eine
sehr ähnliche Zustandsgleichung, die sich bei hohen Dichten den Ergebnissen von Mo-
dell 1 annähert. Die ist verständlich, da bei diesen Dichten der Strangeness–Anteil so
hoch ist, dass sich die Dichteabhängigkeit von Modell 1 und 2 nur noch wenig unter-
scheidet (siehe Kapitel 7).

Wir folgern, dass die Zusammensetzung der Zustandsgleichung von Neutronenstern-
materie sehr stark von der Dichteabhängigkeit der Wechselwirkung abhängt. In Modell
2 kann dies problematisch sein, da die Vertizes der Hyperon–Wechselwirkung, wenn
die Hyperonen auftreten, mit den Dichten ρY ≈ 0 der Baryonen–Multipletts berechnet
werden müssen, obwohl die Gesamtdichte ρT ≈ 3ρ0 beträgt. Die Eigenschaften der
Hyperonen hängen also sehr stark vom Verhalten der Vertizes bei niedrigen Dichten
ab. Dort muss jedoch extrapoliert werden, da keine zuverlässigen DB–Ergebnisse vor-
liegen. In Modell 1 tritt dieses Problem nicht auf, da die Vertizes für ρT ≈ 2 − 3ρ0

sehr genau bestimmt sind. Andererseits zeigen die Ergebnisse aus Kapitel 7, dass sich
die Eigenschaften von Modell 2 stärker an Brückner–Ergebnisse anlehnen. Verbesserte
DB–Rechungen im Niederdichtebereich werden es erlauben, diese Problematik genauer
zu untersuchen. Abschließend sollte noch einmal darauf hingewiesen werden, dass ei-
ne realistischere Dichteabhängigkeit eine Mischung aus Modell 1 und 2 sein wird und
direkt aus DB–Rechnungen für seltsame Kernmaterie bestimmt werden sollte.



Kapitel 9

Eigenschaften von
Neutronensternen

Abschließend werden die Eigenschaften von Neutronensternen mit den in Kapitel 8 be-
rechneten hadronischen Zustandsgleichung untersucht. Die makroskopischen Werte wie
Masse und Radius eines Neutronensterns stehen in direktem Zusammenhang mit dem
Verlauf der EoS. Die EoS ist also das Bindeglied zwischen der hadronischen Physik,
mittels der sie berechnet wurde, und der Astrophysik, für die sie die zentrale Eingangs-
größe bildet. Auch die zeitliche Entwicklung von Neutronensternen (z.B. Supernova,
Protoneutronenstern) hängt von der EoS ab, hier ist jedoch ihre Zusammensetzung von
entscheidender Bedeutung. So ist etwa der URCA–Kühlungsprozess [126] nur möglich,
wenn der Protonen- und der Hyperonenanteil einen kritischen Wert überschreiten. Wir
werden dies jedoch in dieser Arbeit nicht genauer untersuchen und verweisen unter
anderem auf [92, 126] und Referenzen darin.

Der Vergleich zwischen experimentell beobachtbaren Massen und Radien und den
mit der hadronischen EoS berechneten Größen erlaubt es uns, Rückschlüsse auf die
Eigenschaften der EoS und der zugrundeliegenden mikroskopischen Wechselwirkung
zu ziehen. Insbesondere sollte es möglich sein, Modelle auszuschließen, die nicht die
experimentellen Beobachtungsdaten reproduzieren, und natürliche Grenzen für die in
Kapitel 7 und 8 diskutierten Skalierungsfaktoren RαY zu bestimmen. Wir wissen heute,
dass die meisten der beobachteten Neutronensterne Massen im Bereich von 1.4M� be-
sitzen (M� = 1.11×1060 MeV bezeichnet dabei die Sonnenmasse). Abbildung 9.1 zeigt
die Massen der derzeit am genauesten bekannten Neutronensterne. Darunter befinden
sich auch Röntgen- und Radiopulsare. Die am genauesten bekannte Masse ist die des
Hulse–Taylor binären Pulsars PSR 1913+16 mit 1.44M�, die bis auf einen Fehler von
10−3M� bestimmt wurde. Man gewinnt daraus eine Untergrenze von ∼ 1.4M� für die
minimale Masse, die in den Rechnungen erreicht werden sollte. Zustandsgleichungen
mit maximal möglichen Massen < 1.4M� können somit ausgeschlossen werden. Eine
Bestimmung der maximal erlaubten Massen ist hingegen nicht möglich, da manche
Messwerte sehr große Fehler besitzen und auch Massen > 2.2M� zulassen. Abbildung
9.1 zeigt auch einige experimentelle Radienabschätzungen, die jedoch mit großen Un-
sicherheiten behaftet sind, da sie nur indirekt und unter Zuhilfenahme zusätzlicher
Modellannahmen bestimmt werden konnten. Allerdings geht die Tendenz zu sehr klei-
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Abb. 9.1: Beobachtete Neutronensternmassen in Einheiten der Sonnenmasse M�
(links). Experimentelle Radienabschätzungen für verschiedene Neutronen-
sterne unter der Annahme, dass diese eine typische Neutronensternmasse
von M = 1.4M� aufweisen (rechts). Die Abbildungem stammen aus Refe-
renz [128].

nen Radien < 11 km. Zustandsgleichungen, die zu große Radien vorhersagen, können
daher möglicherweise ausgeschlossen werden. Diese Daten müssen jedoch mit Vorsicht
betrachtet werden, so dass hier noch keine eindeutige Aussage möglich ist. Eine detail-
lierte Diskussion der experimentellen Massen- und Radienbestimmung findet man in
[92, 127, 128] und Referenzen darin.

9.1 Die Tolman-Oppenheimer-Volkoff Gleichungen

Neutronensterne sind extrem kompakte Objekte und müssen deshalb im Rahmen der
allgemeinen Relativitätstheorie beschrieben werden. Eine einfache Abschätzung zeigt,
dass allgemeinrelativistische Effekte, also z.B. die Änderung der Metrik zwischen Stern-
radius und seinem Zentrum, von der Ordnung

2GM

R
≈ 0.4, Gravitationskonstante G = 6.7× 10−45MeV (9.1)

sind [129]. Dabei sind M die Masse und R der Radius des Sterns. Im Vergleich dazu
findet man für die Sonne Korrekturen von 6 × 10−6 und für die Erde sogar nur 2 ×
10−9. Die Struktur eines Neutronensterns ist durch die Einsteinschen Feldgleichungen
festgelegt

Gµν = −8πGTµν(ε, P (ε)). (9.2)
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Diese Gleichungen verbinden den von der allgemeinrelativistischen Metrik abhängenden
Krümmungstensor Gµν mit dem im thermodynamischen und mechanischen Gleichge-
wicht berechneten Energie–Impuls–Tensor Tµν = (P + ε)uµuν − gµνP der hadronischen
Materie und drücken die Bedingung des hydrostatischen Gleichgewichts aus (für einen
statischen Neutronenstern). Eine selbstkonsistente Beschreibung würde auch die Be-
rechnung von Tµν in der Metrik des gekrümmten Raumes des Neutronensterns erfor-
dern. Die Skala der typischen Abstände der Nukleonen und der hadronischen Wechsel-
wirkung beträgt jedoch 1 fm, während sich die Metrik des Sterns über einen Bereich
von mehreren Kilometern ändert. Es können deshalb in sehr guter Näherung (relative
Änderung der Metrik < 10−18) der Energie–Impuls–Tensor im flachen Raum berechnet
und die in Kapitel 8 bestimmten Zustandsgleichungen verwendet werden.

Für einen sphärisch symmetrischen Stern ist die Schwarzschild–Metrik anzusetzen

dτ 2 = e2ν(r)dt2 − e2λ(r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (9.3)

wobei die metrische Funktion λ(r) im Innern des Sterns als

e2λ(r) =

(
1− 2GM(r)

r

)−1

, r ≤ R (9.4)

definiert ist. Die gravitative MasseM(r), die in einer Kugel mit dem Radius R enthalten
ist, wird dabei über folgende Gleichung bestimmt:

dM(r)

dr
= 4πr2ε(r) (9.5)

Die metrische Funktion ν(r) genügt der Differentialgleichung

dν(r)

dr
= − 1

P (r) + ε(r)

dP (r)

dr
, r ≤ R. (9.6)

Dadurch lassen sich die Einsteinschen Feldgleichungen auf die bekannte Tolmann–
Oppenheimer–Volkoff (TOV) Gleichung reduzieren [129]

dP (r)

dr
= −G

r2

[P (r) + ε(r)] [M(r) + 4πr3P (r)]

1− 2GM(r)
r

, (9.7)

die numerisch gelöst werden kann. Eine genauere Herleitung dieser Gleichung und eine
Einführung in die allgemeine Relativitätstheorie findet man z.B. in [92, 130].

Für eine gegebene Zustandsgleichung in der Form P (ε) lassen sich nun durch Inte-
gration von Gl. (9.7) und Gl. (9.5) die relevanten Größen bestimmen. Man startet dabei
im Zentrum r = 0 des Sterns mit einem beliebigen zentralen Druck Pc = P (0) und
integriert nach außen, bis die Oberfläche des Sterns (r = R) erreicht ist. Diese ist durch
verschwindenden Druck P (R) = 0 definiert ist. Man erhält so die gravitative Masse
M ≡ M(R) = 4π

∫ R
0 drr2ε(r) eines Sterns mit Radius R. Für eine gegebene Zustands-

gleichung in der Form P (ε) kann man damit Masse M und Radius R eines Neutronen-
sterns mit einem Zentraldruck Pc berechnen. Die Variation des Zentraldruckes führt zu
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einer Sequenz von stabilen Neutronensternen, die durch eine Masse–Radius–Relation
M(R) beschrieben werden kann.

In der Neutronensternkruste, die aus Atomen bzw. Kernen und Elektronen mit ihren
eigenen spezifischen Freiheitsgraden besteht, herrschen subnuklearer Dichten, die nicht
im Rahmen der Brückner–Theorie durch die NN–Wechselwirkung beschrieben werden
können. Vielmehr ist es notwendig, auf andere Modelle zurückzugreifen. Obwohl die
Neutronensternkruste nur etwa 1% zur Gesamtmasse des Sterns beiträgt und die maxi-
male Masse nur unwesentlich verändert, liegt ihre Dicke typischerweise im Bereich von
10% des Neutronensternradius und beeinflusst die Größe sehr leichter Neutronensterne.

Die EoS kann in mehrere relevante Dichtebereiche eingeteilt werden. Für ρ <
4.3× 1011g/cm3 besteht die Materie aus Kernen und entarteten, relativistischen Elek-
tronen. Mit steigender Dichte werden die Kerne neutronenreicher. Der Druck wird von
den Elektronen bestimmt. Oberhalb der Dichte von 4.3 × 1011g/cm3, der sogenann-
ten

”
neutron drip density“, verlassen die am schwächsten gebundenen Neutronen die

Kerne und bilden ein Fermigas. Der Druck wird mit weiter steigender Dichte immer
mehr von den Neutronen bestimmt. Die Struktur der einzelnen Kerne bleibt bis zu
Dichten von 2 × 1014g/cm3 erhalten, danach lösen sich die Kerne vollständig auf und
können im Rahmen der DDRH–Therorie als unendlich Kernmaterie beschrieben wer-
den. Die Zustandsgleichung unterhalb der Kernmateriedichte ist zuverlässig bestimmt
worden. Wir verwenden die Ergebnisse von Baym, Pethick und Sutherland für Dichten
ρ < 0.001 fm−3 [131] und Ergebnisse von Negele und Vautherin für Dichten ρ ≥ 0.001
fm−3 [132]. Den Übergang zu der DDRH–EoS bestimmen wir durch den Schnittpunkt
beider Zustandsgleichungen in der Form p(ε). In Abhängigkeit von der verwendeten
Wechselwirkung ergeben sich Werte zwischen 0.3ρ0 und 0.7ρ0.

Bis jetzt wurde noch nicht die Existenz eines möglichen pseudoskalaren Kondensats
von Kaonen diskutiert [133]. Rechnungen, die auf chiraler Störungstheorie beruhen, zei-
gen, dass dessen Auftreten für Dichten um 3−4ρ0 möglich ist [134]. Diese Rechnungen
berücksichtigen allerdings nicht das Auftreten von Hyperonen in diesem Dichtebereich.
Rechnungen im RMF–Modell zeigen hingegen, dass die Existenz von Hyperonen die
Schwelle für das Kondensat zu wesentlich höheren Dichten verschiebt und ein Kaonen–
Kondensat auch bei sehr hohen Dichten eher unwahrscheinlich ist [94, 95].

Bei extrem hohen Dichten und den damit verbundenen geringen Abständen der Ba-
ryonen kann ein Deconfinement–Phasenübergang von der hadronischen in die Quark–
Gluon–Phase stattfinden. Aufgrund der asymptotischen Freiheit innerhalb der QCD
kann dann die Materie als freies Fermigas aus u-, d-, s-Quarks und Leptonen be-
schrieben werden. Der Phasenübergang zu einer Mischphase aus Hadronen und Quarks
wird gewöhnlich im phänomenologischen MIT Bag–Modell [135] beschrieben und hängt
stark von der verwendeten Bag–Konstante, deren Wert als relativ unsicher angesehen
werden kann, und der hadronischen EoS ab. Die Quarkphase führt zu einer weicheren
Zustandsgleichung und reduziert die maximale Masse und insbesondere den Radius von
Neutronensternen [128, 136, 137]. Wir beschränken uns hier jedoch auf die Untersu-
chung von hadronischen Zustandsgleichungen und mikroskopischer Wechselwirkungen.
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Abb. 9.2: Einfluß des β-Gleichgewichts auf die Masse-Radius-Relationen verschiede-
ner dichteabhängiger Wechselwirkungen. Die zu größeren Radien verscho-
benen Linien gehören zu Zustandsgleichung aus reiner Neutronenmaterie,
die sich nicht im β-Gleichgewicht befinden.

9.2 Masse-Radius Relationen

Wir zeigen als erstes Masse–Radius–Relation für rein nukleonische Kernmaterie, die
durch Lösen der TOV-Gleichungen berechnet wurden. Wir verwenden dazu die drei
verschiedenen dichteabhängigen Wechselwirkungen, die bereits in Kapitel 7 untersucht
wurden. Rein nukleonische Zustandsgleichungen sind bei hohen Dichten steifer als ha-
dronischen Zustandsgleichungen mit Hyperonen, da vor allem der kinetische Druck der
Neutronen wesentlich höher ist. Reine Neutronenmaterie sollte aus diesem Grund dem
Gravitationskollaps eines Neutronensterns bei hohen Massen den meisten Widerstand
leisten. Auf diese Weise ist es möglich, eine Obergrenze für die mit einer bestimmten
Wechselwirkung mögliche maximale Masse zu erhalten. Oberhalb dieser Masse kann
die Gravitationsanziehung nicht mehr kompensiert werden und der Stern kollabiert zu
einem Schwarzen Loch.

Ergebnisse werden Abbildung 9.2 gezeigt. In Übereinstimmung mit den Ergebnissen
aus Kapitel 8 besitzt die DD Parametrisierung als weichste EoS auch mit 2.1M� die
kleinste maximale Masse. Für die Groningen und Bonn A Parametrisierungen findet
man 2.47M� bzw. 2.53M�. Reine Neutronenmaterie ist jedoch ein hypothetischer, in-
stabiler Zustand. Eine Berechnung der nukleonischen Zustandsgleichungen im schwa-
chen β-Gleichgewicht (p, n, e−, µ−) reduziert den Druck durch die zusätzlichen Frei-
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Abb. 9.3: Neutronensternmassen als Funktion der Zentraldichte (rechts) und des Ra-
dius (links) für die Groningen Parametrisierung in den untersuchten Mo-
dellen. Die obere Linie eines jeden Models entspricht jeweils Rechnungen
mit dem SU(6)–Skalierungsatz Rq, die untere Rechnungen mit dem mikro-
skopischen Satz Rm. Für detailierte Erklärungen siehe Text.

heitsgrade und ergibt eine etwas weichere EoS. Wie man aus Abbildung 9.2 erkennen
kann, reduzieren sich die maximalen Massen der unterschiedlichen Wechselwirkungen
jedoch fast nicht (< 0.1M�). Im Gegensatz dazu führt die Berücksichtigung des β-
Gleichgewichts zu deutlich kleineren Radien für typische Neutronensterne mit Massen
von 1.4M�. Dies ist mit ca. 1 km bei der Bonn A Parametrisierung am stärksten, beim
Groningen Potential mit ca. 0.25 km am schwächsten ausgeprägt.

Eine realistische Beschreibung muss jedoch das Auftreten von Hyperonen berück-
sichtigen, wie in Kapitel 8 gezeigt wurde. Abbildung 9.3 zeigt die Masse einer Sequenz
von Neutronensternen als Funktion der Zentraldichte (rechts) und als Funktion des Ra-
dius (links), berechnet mit den Zustandsgleichungen der Groningen Parametrisierung
aus Kapitel 8. Berücksichtigt man nur die Λ-Hyperonen findet man in Modell 1 für
den SU(6)–Skalierungssatz Rq maximale Massen von Mmax = 1.89M�. Für die mi-
kroskopische Wahl Rm ergibt sich wegen der weicheren EoS eine reduzierte Masse
Mmax = 1.69M�. Für die EoS, die das komplette Baryonen–Oktett enthält, findet man
einen noch geringeren Wert von Mmax = 1.65M�, der jedoch noch deutlich über der
aus Abbildung 9.1 extrahierten Mindestmasse von 1.4M� liegt.

Die maximale Dichte, die im Innern eines Sterns erreicht werden kann, liegt bei
allen drei Zustandsgleichungen zwischen ρc � 0.90− 0.99 fm−3, was etwa 5− 6ρ0 ent-
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Mmax Rmin [km] ρmax [fm−3] M R [km] ρc [fm
−3]

Mod. 1, Rm, (Λ) 1.69 11.84 0.90 1.4 12.70 0.37
Mod. 1, Rq, (Λ) 1.89 11.66 0.91 1.4 12.70 0.37
Mod. 1, Rq, (Λ, Σ, Ξ) 1.65 10.85 0.99 1.4 11.70 0.54
Mod. 2, Rm, (Λ, Σ) 1.95 12.68 0.73 1.4 12.70 0.37
Mod. 2, Rq, (Λ, Σ, Ξ) 2.12 12.56 0.74 1.4 12.70 0.37

Tab. 9.1: Groningen Parametrisierung: Maximale Neutronensternmassen, -radien und
-zentraldichten sowie Radius und Zentraldichte für einen Neutronenstern mit
1.4 Sonnenmassen M .

spricht. Allerdings ist bei schweren Sternen die Abhängigkeit der maximalen Masse
von der Zentraldichte nur sehr schwach ausgeprägt, wie aus Abbildung 9.3 ersichtlich
ist. Es tritt also eine Sättigung der Masse ein. Im Gegensatz dazu reagieren Sterne im
Bereich von M = 1.4M� sehr sensitiv auf kleine Änderungen der Zentraldichte (und
damit auch des Zentraldruckes). Man kann dies auch so formulieren, dass in den experi-
mentell beobachteten Neutronensternen in etwa die gleichen Zentraldichten herrschen.
Für die Zustandsgleichungen, die nur Λ-Hyperonen enthalten findet man dort Dich-
ten ρc � 0.37 fm−3 � 2.5ρ0. Da in diesem Dichtebereich der Stern hauptsächlich aus
Nukleonen besteht, sind die Ergebnisse fast unabhängig von der Wahl der Skalierungs-
faktoren. Die alle Hyperonen enthaltende EoS ist hingegen viel weicher und braucht
dementsprechend eine höhere Energiedichte, um den gleichen Widerstand gegen die
Gravitation zu erreichen. Dies macht sich durch eine deutlich höhere Zentraldichte von
ρc = 0.54 fm−3 � 3ρ0 bemerkbar. Dieses Verhalten ist bei der Groningen Parame-
trisierung sehr stark ausgeprägt, und wird durch die schon bei etwa ρ = 0.2 fm−3

auftretenden Σ−-Hyperonen verursacht. Dies wird noch einmal sehr schön durch den
Knick oberhalb von M = 0.4M� in Abbildung 9.3 gezeigt. Dies führt gleichzeitig zu
einer starken Reduzierung der Radien der Neutronensterne um ungefähr einem Kilo-
meter, wie aus dem linken Teil der Abbildung erkennbar ist (von R = 12.7 km auf
R = 11.7 bei M = 1.4M�).

Wir folgern daraus, dass die Eigenschaften der EoS bei niedrigeren Dichten die Ra-
dien stark beeinflussen. Im Gegensatz dazu reduziert sich bei den anderen Zustandsglei-
chungen erst bei wesentlich höheren Massen der Radius, da hier die Hyperonen auch
erst bei höheren Dichten auftreten. Mit zunehmender Masse schrumpfen die Sterne.
Der kleinste möglich Radius ist derjenige von Sternen mit der größten Masse. Sterne
mit kleineren Radien sind instabil und kollabieren. Eine Berücksichtigung aller Hyper-
onen führt zu einer Reduzierung der Radien von Rmin � 11.7 km auf Rmin � 10.8 im
Vergleich zu den ΛN-Zustandsgleichungen. Diese schweren Sterne bestehen größtenteils
aus Hyperonen, wie man durch einen Vergleich mit Abbildungen 8.2 und 8.4 erkennen
kann.

Modell 2 sagt erheblich höhere Massen von Mmax = 1.95M� (mikroskopischer Ska-
lierungssatz Rm) bzw. Mmax = 2.12M� (SU(6)–Werte Rq) voraus, die sich durch das
späte Erscheinen der Hyperonen bei sehr hohen Dichten erklären lassen. Im Zentrum
der mit Modell 2 berechneten Sterne werden nur Dichten von ρc � 0.73 fm−3 � 3ρ0
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Abb. 9.4: Bonn A Parameterisierung; analog Abbildung 9.3

erreicht, so dass diese noch vermehrt aus Nukleonen bestehen. Die diskutierten Ergeb-
nisse sind in Tabelle 9.1 zusammengestellt. Die Dichteabhängigkeit von Modell 1, die
kleinere maximale Massen liefert, ist in besserer Übereinstimmung mit Rechnungen
anderer Gruppen. In Modell 2 hingegen ist der Einfluss der Hyperonen sehr gering,
was zu den beobachteten hohen Maximalmassen führt. Bemerkenswert ist der starke
Einfluss der Skalierungsfaktoren RαY auf den Verlauf der Masse–Radius–Relation. Der
Unterschied in den Maximalmassen zwischen den beiden Wahlen der Skalierungssätze
Rq und Rm ist in etwa vergleichbar mit dem Einfluss zusätzlicher Hyperonen in der EoS.
Diese Eigenschaft sollte auch in RMF–Modellen mit konstanten Kopplungen genauer
untersucht werden, da dort gewöhnlich nur die SU(6)-Skalierungsfaktoren Verwendung
finden.

Mit der Bonn A Parametrisierung findet man vergleichbare Ergebnisse, wie aus
Abbildung 9.4 und Tabelle 9.2 ersichtlich ist. Die maximalen Massen betragen für
Modell 1 Mmax = 1.76M� (Rm) bzw. Mmax = 2.07M� (Rq), falls nur Λ-Hyperonen
berücksichtigt werden, und sind damit höher als bei der Groningen Parametrisierung.
Dies wird durch die steifere Zustandsgleichung erklärt. Auch die Zentraldichte ist mit
ρc � 1.15− 1.27 fm−3 � 7− 8ρ0 erhöht. Die Berechnung der EoS mit allen Hyperonen
führt zu negativen effektiven Massen oberhalb von ρc � 1.02 fm−3. Der Stern hat dort
eine Masse von M = 1.81M�. Dies entspricht jedoch noch nicht seiner Maximalmasse,
da noch keine Sättigung eingetreten ist. In Tabelle 9.2 wird dies durch ein + hinter den
Werten für die maximale Masse und die Zentraldichte bzw. ein − hinter dem minimalen
Radius gekennzeichnet. Das DDRHModell kann hier also für höhere Dichten nicht mehr
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Mmax Rmin [km] ρmax [fm−3] M R [km] ρc [fm
−3]

Mod. 1, Rm, (Λ) 1.76 10.46 1.27 1.4 12.52 0.59
Mod. 1, Rq, (Λ) 2.07 10.39 1.15 1.4 12.73 0.50
Mod. 1, Rq, (Λ, Σ, Ξ) 1.81+ 10.80- 1.02+ 1.4 12.68 0.55
Mod. 2, Rm, (Λ, Σ) 1.67+ 11.60- 0.94+ 1.4 12.86 0.45
Mod. 2, Rq, (Λ, Σ, Ξ) 1.83+ 10.40- 1.05+ 1.4 12.86 0.45

Tab. 9.2: Bonn A Parametrisierung; analog Tabelle 9.1. Ein + hinter dem Wert für
die Masse (Zentraldichte) bedeutet, dass die maximal Masse (Zentraldichte)
im Verlauf der Rechnung nicht erreicht wurde und möglicherweise größer ist.
Entsprechend sind mögliche kleinere Radien durch ein - gekennzeichnet.

angewendet werden. Dies ist jedoch kein Problem, da die berechneten Massen bereits
groß genug sind, um die experimentellen Daten erklären zu können. Die Radien sind in
diesem Bereich < 10.8 km. In Modell 2 treten negative effektive Massen für ungefähr die
gleiche Zentraldichte auf. Die Massen betragen dort > 1.67M� bzw. > 1.83M� und die
Radien sind < 11.6 km bzw. < 10.4 km. Trotz dieser Unterschiede liegen die Radien, die
von allen Zustandsgleichungen für Neutronensternen mit 1.4M� vorhergesagt werden,
im Bereich vonR = 12.5−12.8 km, was vergleichbar mit den Ergebnissen der Groningen
Parametrisierung ist.

Masse–Radius–Relationen für die phänomenologische DD Wechselwirkung werden
zum Vergleich in Abbildung 9.5 gezeigt. Ergebnisse für Massen, Radien und Zentral-
dichten findet man in Tabelle 9.3. Wie in Kapitel 8 gezeigt wurde, besitzt die DD
Parametrisierung bei höheren Dichten die weichste EoS. Dadurch findet man auch mit
Mmax = 1.43M� (Rm) bzw.Mmax = 1.66M� (Rq) (Modell 1, nur Λ) undMmax = 1.44M�
(Modell 1, alle Hyperonen) die kleinsten Neutronensternmassen. Obwohl diese Massen
bereits sehr klein sind, sind sie immer noch in Übereinstimmung mit den beobach-
teten Neutronensternmassen. Die weiche Zustandsgleichung reduziert auch die mini-
malen Radien der Sterne auf Rmin � 10.3 km, während der Radius eines Sterns mit
1.4M� bis auf R � 10.68 km sinken kann, wenn alle Hyperonen berücksichtigt wer-
den. Diese Ergebnisse sind in Übereinstimmung mit den beobachteten Radien < 11
km aus Abbildung 9.1. Auch hier sagt Modell 2 höhere Massen (Mmax = 1.77M�
bzw. Mmax = 2.08M�) voraus, da die Sterne hauptsächlich aus Nukleonen bestehen.
Die DD Parametrisierung erreicht im Sternzentrum sehr hohe Dichten von ρc � 1.34
fm−3 � 8.5ρ0 (Modell 1) bzw. ρc � 1.1 fm−3 (Modell 2).

Ein Vergleich mit den Masse–Radius–Relationen aus Abbildung 9.1 zeigt, dass die
Berücksichtigung des Baryonenoktetts die maximalen Masse von Neutronensternen um
∆M ∼ 0.5− 0.7M� reduziert. Dieses Ergebnis ist in sehr guter Übereinstimmung mit
anderen Modellen [118, 119, 120].

Die vorhergesagten maximalen Massen hängen stark von den Eigenschaften der
Meson–Hyperon–Vertizes ab. Sowohl die Wahl der Skalierungsfaktoren als auch insbe-
sondere die verschiedenen Dichteabhängigkeiten beeinflussen den Verlauf der Masse–
Radius–Relationen bei hohen Dichten. Trotz dieser Unterschiede sind die berechneten
Radien in allen Modellen für die drei untersuchten Wechselwirkungen sehr ähnlich.
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Abb. 9.5: Phänomenologische Dichteabhängigkeit; analog Abbildung 9.3

Für einen Neutronenstern mit der typischen Masse von M = 1.4M� sagen alle Modelle
einen Radius von ungefähr 12.5 km voraus (der für die DD Parametrisierung jedoch
bis auf 10.68 km schrumpfen kann), und der minimale Radius kann bis auf 10.3 km
sinken. Die Erklärung ist, dass die Radien hauptsächlich von den Eigenschaften der
EoS bei niedrigen und mittleren Dichten abhängen. In diesem Bereich wurde die Dich-
teabhängigkeit der Vertizes jedoch an DB–Ergebnisse angepasst und ist daher für alle
Wechselwirkungen sehr ähnlich. Die maximalen Massen hingegen werden stark von der
Dichteabhängigkeit der Wechselwirkungen bei hohen Dichten beeinflusst, die in Modell
1 und 2 und für die verschiedenen Parametrisierungen sehr unterschiedlich ist.

Ein Vergleich der berechneten Masse–Radius–Relationen mit Ergebnissen anderer
Modelle wird in Abbildung 9.6 gezeigt. Die gefundenen Ergebnisse sind in guter Über-
einstimmung mit nicht-relativistischen Brückner–Rechnungen [119, 120, 137] und rela-
tivistischen Hartree–Fock–Rechnungen (mit an das Bonn A NN–Potential angepassten
Kopplungskonstanten) [123], die Radien von 10 − 12 km vorhersagen und auch eine
relativ weiche EoS besitzen. Im Gegensatz dazu finden die meisten RMF–Rechnungen
mit dichteunabhängigen Kopplungen mit 13−15 km deutlich größere Radien [90, 136].
Unsere berechneten maximalen Neutronensternmassen von 1.44−1.8M� stimmen ande-
rerseits stärker mit den Ergebnissen verschiedener RMF–Rechnungen überein, während
nicht-relativistische Brückner–Rechnungen Massen um ∼ 1.3M� favorisieren. Diese
sind jedoch zu gering, um die beobachteten Neutronensterne beschreiben zu können,
was ein Hinweis darauf ist, dass die nicht-relativistische EoS bei hohen Dichten zu
weich sein könnte. Dies ist verständlich, da dort relativistische Effekte wichtig wer-
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Mmax Rmin [km] ρmax [fm−3] M R [km] ρc [fm
−3]

Mod. 1, Rm, (Λ) 1.43 10.36 1.34 1.4 11.27 0.92
Mod. 1, Rq, (Λ) 1.66 10.32 1.30 1.4 12.13 0.58
Mod. 1, Rq, (Λ, Σ, Ξ) 1.44 10.37 1.34 1.4 10.68 0.92
Mod. 2, Rm, (Λ, Σ) 1.77 11.18 0.88 1.4 12.30 0.47
Mod. 2, Rm, (Λ, Σ, Ξ) 2.08 10.64 1.10 1.4 12.30 0.47

Tab. 9.3: Phänomenologische Dichteabhängigkeit; analog Tabelle 9.1

den. Massen um ∼ 1.3M� können jedoch noch nicht als scharfes Ausschlusskriterium
verwendet werden, da es sich bei den meisten beobachteten Neutronensternen um rotie-
rende Systeme handelt. Die Berücksichtigung der Rotation erhöht jedoch die maximale
Masse des Stern um 10-15% [138]. In Anbetracht der weichen DB–EoS bei niedrigen
Dichten ist der Wert von ∼ 1.8M� für die Bonn A Parametrisierung wahrscheinlich zu
hoch. Verursacht wird dies durch die instabile Extrapolation der dichteabhängigen Ver-
tizes zu hohen Dichten. Die Ergebnisse der Groningen und DD Parametrisierungen sind
deshalb als realistischer einzuschätzen. Einen systematischen Vergleich verschiedener
relativistischer und nicht-relativistischer Modelle sowie eine Diskussion der Eigenschaf-
ten von Neutronensternen findet man in [127].

9.3 Zusammenfassung

In diesem Teil der Arbeit wurde die dichteabhängige relativistische Hadronenfeldtheorie
zur Beschreibung von Hyperonen auf das komplette Oktett der SU(3)f Baryonen erwei-
tert. Da Dirac–Brückner–Rechnungen für seltsame Kernmaterie noch nicht verfügbar
sind, wurde auf die dichteabhängigen Parametrisierungen der Groningen und Bonn A
NN–Potentiale aus Kernmaterie zurückgegriffen. Daraus wurde die Dichteabhängig-
keit der Meson–Hyperon–Vertizes bestimmt, während ihre Stärke an Ergebnisse aus
Hyperkernen angepasst wurde. Die Struktur der DB–Wechselwirkung weist darauf
hin, dass das Verhältnis RαY der in–Medium Hyperon- und Nukleon–Vertizes und
-Selbstenergien hauptsächlich durch das Verhältnis der entsprechenden freien Kopp-
lungskonstanten bestimmt wird.

Es zeigt sich, dass die Erweiterung der Dichteabhängigkeit von Kernmaterie auf
seltsame Materie nicht eindeutig ist. Wir haben zwei unterschiedliche Modelle zur
Beschreibung der Abhängigkeit der Vertizes von der umgebenden Baryonenmaterie
entwickelt. In Modell 1 hängen alle Vertizes von der Gesamtbaryonendichte ab und
werden nicht von der Flavor- bzw. Strangeness–Asymmetrie der Materie verändert.
Dadurch bleibt die relative Stärke der Nukleonen- und Hyperonen–Vertizes konstant,
ein Verhalten, dass auch bei RMF–Modellen mit konstanten Kopplungen gegeben ist.
Eine extreme Annahme ist in diesem Modell jedoch, dass die Dichteabhängigkeir der
Vertizes von allen Baryonen gleich stark beeinflusst wird. In erster Ordnung sollten
jedoch die Hyperonen verschiedener SU(3)f -Multipletts unabhängig voneinander sein.
Deshalb hängen in Model 2 die Vertizes nur von der Dichte der Baryonen innerhalb des
zugehörigen Multipletts ab. Dieses Modell ist für leicht asymmetrische Systeme reali-
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im Vergleich zur RMF–Rechnung kleinerer Radien für einen typischen Neu-
tronstern mit 1.4M� vorhersagen. Die Kreuze markieren die maximalen
Neutronensternmassen.

stischer, vernachlässigt jedoch den bei starker Asymmetrie vorhandenen Einfluss der
anderen Baryonen–Multipletts. Es zeigt sich auch, dass in Modell 2 die Eigenschaften
der Parametrisierung bei niedrigen Dichten sehr wichtig werden. Diese können jedoch
aufgrund unsicherer DB–Ergebnisse nicht zuverlässig festgelegt werden. Es ist anzu-
nehmen, dass eine realistische Dichteabhängigkeit, die nur aus DB–Rechnungen für
das komplette SU(3)f–Oktett bestimmt werden kann, eine Mischung aus Modell 1 und
2 darstellen muss. Eine Berechnung von NΛ–Materie zeigt, dass Modell 1 zu wesent-
lich weicheren Zustandsgleichungen führt. Die Unterschiede zwischen beiden Modellen
verschwinden jedoch bei sehr hohen Dichten und zunehmenden Strangeness–Anteil fS.
Im Grenzfall fS = 1 sind beide Modelle identisch.

Die Skalierungsfaktoren RαY der vektoriellen Vertizes wurden aus SU(6)-
Symmetrieüberlegungen abgeleitet, während die der skalaren Vertizes durch Anpassung
an die Potentiale von Hyperonen in Hyperkernen bestimmt wurden. Mikroskopische Be-
rechnungen des σΛ Vertex zeigen jedoch eine starke Abweichung vom Quark–Modell
Wert. Es wurden deshalb Rechnungen mit dem aus NΛ T-Matrix–Rechnungen extra-
hierten Wert von RσΛ = 0.49 (Skalierungssatz Rm) und dem SU(6)-Wert RωΛ = 2/3
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(Skalierungssatz Rq) durchgeführt. Obwohl die restlichen Skalierungsfaktoren an das
gleiche experimentelle Λ–Potential angepasst wurden, zeigen sich starke Unterschiede
in den Zustandsgleichungen. Der kleinere mikroskopische Wert führt zu einer wesentlich
weicheren EoS von seltsamer Kernmaterie.

Mit der im schwachen β-Gleichgewicht berechneten Zustandsgleichung von Neutro-
nensternmaterie wurde die TOV–Gleichung gelöst. Es zeigt sich, dass die beiden unter-
schiedliche Wahlen der Skalierungsfaktoren die maximalen Neutronensternmasse um
10-15% verändern. Dieser große Unterschied wird zum Teil durch die Dichteabhängig-
keit der Wechselwirkungen hervorgerufen, sollte jedoch auch in RMF–Rechnungen mit
dichteunabhängigen Kopplungen bemerkbar sein. Da jedoch keine mikroskopisch be-
stimmten Werte für die Σ- und Ξ-Werte erhältlich sind, bleiben Rechnungen für das
komplette Baryonen–Oktett zur Zeit auf die Skalierungsfaktoren RαY aus der SU(6)-
Symmetrie beschränkt. Man sollte jedoch durch den Vergleich mit den Eigenschaften
von Neutronensternen untersuchen, ob diese Werte realistisch sind und obere und un-
tere Grenzen für die RαY bestimmen [139, 140].

Die Untersuchung von Neutronensternen favorisiert Modell 1 als Wahl zur Berech-
nung stark asymmetrische Systeme bei hohen Dichten. Modell 2 sagt zu hohe Mas-
sen und eine Unterdrückung der Hyperonen in Neutronensternen voraus. Die Ergeb-
nisse von Modell 1 sind dagegen in sehr guter Übereinstimmung mit anderen Rech-
nungen. Alle untersuchten dichteabhängigen Wechselwirkungen sagen für Sterne mit
Massen oberhalb 1.4M� Radien von 10 − 13 km voraus, was mit nicht-relativistische
Brückner–Rechnungen übereinstimmt. Diese Ergebnisse sind in besserer Übereinstim-
mung mit den experimentellen Daten als Rechnungen mit phänomenologischen RMF–
Wechselwirkungen, die gewöhnlich größeren Radien finden. Unsere maximalen Mas-
sen von Mmax = 1.65M� (Groningen) und Mmax = 1.44M� (DD) werden von ande-
ren RMF–Rechnungen bestätigt und liegen etwas höher als Ergebnisse von Brückner–
Rechnungen.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden exotische Kerne und Neutronensterne im Rahmen
der dichteabhängigen relativistischen Hadronenfeldtheorie (DDRH) untersucht. Die
dafür verwendeten Zweiteilchenwechselwirkungen basieren auf realistischen Nukleon–
Nukleon–Potentialen, aus denen in Dirac–Brückner–Hartree–Fock (DBHF) Rechnun-
gen eine mikroskopische dichteabhängige Wechselwirkung im nuklearen Medium be-
stimmt wurde. Speziell wurden die Eigenschaften des Groningen und des Bonn A NN–
Potentials und ihrer Parametrisierungen im Medium untersucht.

Im Teil 1 der Arbeit wurde gezeigt, wie sich die Ergebnisse aus DBHF–Rechnungen
in der relativistischen Hartree–Theorie verwenden lassen. Folgende neue Aspekte wur-
den untersucht:

• Impulsabhängigkeit der Selbstenergien
Die bei einer gegebenen Baryonendichte ρ(kF ) berechneten DBHF–Selbstenergien
ΣDBHF(k, kF ) sind im allgemeinen impulsabhängig. Die Impulsabhängigkeit (und
Zustandsabhängigkeit) resultiert dabei aus der Austauschamplitude der NN–
Wechselwirkung. Zur Vereinfachung der DB–Rechnungen wird die Impuls-
abhängigkeit jedoch oft vernachlässigt und die Selbstenergien werden an der Fer-
mikante k = kF extrahiert.

Durch Projektion der DBHF–Selbstenergien auf die effektiven dichteabhängi-
gen Meson–Nukleon–Kopplungsfunktionale der DDRH–Lagrangedichte ist es
möglich, die DB G–Matrix in Hartree–Näherung zu parametrisieren. Es wurde ge-
zeigt, dass im Gegensatz zu früheren Ansätzen die Identifizierung der Hartree- mit
den DB–Selbstenergien über die makroskopische Bindungsenergie durchgeführt
werden muss. Dieses Vorgehen stellt die korrekte Behandlung der aus der Dich-
teabhängigkeit der Vertizes resultierenden Rearrangementselbstenergien sicher.

Am Beispiel des Groningen NN–Potentials wurde gezeigt, dass es unter Ver-
nachlässigung der Impulsabhängigkeit der Selbstenergien nicht möglich ist, in
Hartree–Näherung die DB–Zustandsgleichung (EoS) zu reproduzieren. Durch
Mittelung der potentiellen Energie kann die Impulsabhängigkeit effektiv parame-
trisiert und durch impulskorrigierte Kopplungen beschrieben werden. Dies erlaubt
die Reproduktion der DB–EoS mit hoher Genauigkeit.

• Dichteabhängigkeit der Isovektorwechselwirkung
Durch die Verwendung von in asymmetrischer Kernmaterie bestimmten Selbst-
energien war es möglich, die Isovektorwechselwirkung durch dichteabhängi-
ge Vertizes zu parametrisieren. Dies wurde für das Groningen NN–Potential

141
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durchgeführt. Von entscheidender Bedeutung ist die Berücksichtigung des ska-
laren Isovektor–Mesons δ, ohne welches eine konsistente Beschreibung der DB–
Ergebnisse nicht erreichbar ist.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Vertizes in hervorragender Näherung als un-
abhängig von der Asymmetrie des Systems angenommen werden können. Zur
Parametrisierung wurde eine rationale Funktion verwendet, die ein stabiles Ver-
halten der Vertizes sowohl bei sehr niedrigen als auch bei hohen Dichten sicher-
stellt. Dadurch war es möglich, die DB–EoS für alle betrachteten Asymmetrie-
verhältnisse und für reine Neutronenmaterie akkurat zu beschreiben.

Die in Kernmaterie bestimmte dichteabhängige Wechselwirkung wurde in Teil 2 der
Arbeit in Hartree–Näherung zur Beschreibung endlicher Kerne verwendet. Untersucht
wurden die Eigenschaften der in Teil 1 bestimmten Parametrisierung des Groningen
NN–Potentials und einer Parametrisierung des Bonn A NN–Potentials. Von besonde-
rem Interesse waren dabei:

• Systematische Untersuchung stabiler Kerne
Die Groningen und die Bonn A Parametrisierung erlauben eine gute Beschreibung
endlicher Kerne. Dieses Ergebnis ist sehr zufriedenstellend, da beide Parametri-
sierungen direkt aus mikroskopischen Wechselwirkungen abgeleitet wurden und
für endliche Kerne keine freien Parameter besitzen. Die Bonn A Parametrisierung
beschreibt die experimentellen Ergebnisse etwas besser, was sich auf die besseren
Sättigungseigenschaften des NN–Potentials in Kernmaterie zurückführen lässt.

Die Impulskorrektur der Vertizes führt zu einer verbesserten Beschreibung end-
licher Kerne. Eine Anpassung der Korrekturfaktoren ζα an endliche Kerne ver-
bessert die Ergebnisse weiter, muss jedoch als phänomenologische Korrektur in-
terpretiert werden. Die Bindungsenergien reagieren sehr empfindlich auf kleine
Änderung der ζα. Die Impulskorrektur führt nur zu einer Verschiebung der Kur-
ven für die Bindungsenergien und Ladungsradien, die für alle betrachteten Isotope
etwa gleich stark ist. Dieses Ergebnis ist sehr befriedigend, da es zeigt, dass die
Impulskorrektur die Ungenauigkeiten bei der Extraktion der Selbstenergien kor-
rigieren kann, aber die Eigenschaften der Wechselwirkung, die allein durch die
Dichteabhängigkeit bestimmt werden, weitestgehend unverändert lässt.

• Einfluss des δ–Mesons
Das in der Groningen Parametrisierung verwendete δ-Meson hebt die Isospinun-
abhängigkeit der effektiven Masse auf und führt so zu unterschiedlichen effektiven
Massen für Protonen und Neutronen, die sich im Kerninnern um bis zu 20% unter-
scheiden können. Das isovektorielle Spin–Bahn–Potential hängt von der Summe
der Isovektor–Mesonen δ und ρ ab und ist im Vergleich zu Parametrisierungen,
die nur ein effektives ρ-Meson enthalten, stark erhöht. Es ließ sich jedoch kein
systematisches Verhalten in der Spin–Bahn–Aufspaltung von Spiegelkernen be-
obachten. Verbesserte experimentelle Daten sind hierzu notwendig.

Im Vergleich zu experimentellen Daten und phänomenologischen Wechselwir-
kungen besitzt die Groningen Parametrisierung eine etwas zu starke, die Bonn
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A Parametrisierung eine zu schwache Spin–Bahn–Wechselwirkung und Aufspal-
tung.

Ein Vergleich der Groningen und Bonn A Parametrisierungen zeigt, dass der Ein-
fluss des δ-Mesons auf die effektive Stärke der Isovektorwechselwirkung gering ist.
Beide Wechselwirkungen liefern vergleichbare Ergebnisse, ihre Isovektorwechsel-
wirkung ist zu schwach. Die dichteabhängigen Kopplungen der δ- und ρ-Mesonen
der Groningen Wechselwirkung sind im Vergleich zur konstanten ρ-Kopplung der
Bonn A Parametrisieung etwa doppelt so stark. Die entsprechenden Potentiale der
Mesonen kompensieren sich jedoch zu einem effektiven Isovektorpotential, dessen
Stärke ungefähr dem des ρ-Mesons der Bonn A Parametrisierung entspricht.

• Eigenschaften der Ni- und Sn–Isotopenketten
Die Beschreibung der exotischen Kerne der Ni- und Sn–Isotopenketten ist befrie-
digend. Insbesondere die mit der Bonn A Parametrisierung berechneten Radien
stimmen sehr gut mit den Ergebnissen phänomenologischer Wechselwirkungen
überein. Alle Parametrisierungen sagen dicke Neutronenhäute für Nickel–Isotope
mit N ≥ 52 (80Ni) und Zinn–Isotopen mit N ≥ 84 (134Sn) voraus, was in Über-
einstimmung mit anderen Rechnungen ist.

Die Separationsenergien und Schalenabschlüsse werden korrekt beschreiben. Es
zeigt sich jedoch, dass aufgrund der zu schwachen (Bonn A) bzw. zu starken
(Groningen) Spin–Bahn–Wechselwirkung der dichteabhängigen Wechselwirkun-
gen die Schalenabschlüsse zum Teil zu stark bzw. zu schwach ausgeprägt sind.
Der Einfluss der Impulskorrektur auf die Separationsenergien und die Bildung
von Neutronenhäuten ist vernachlässigbar.

Eine simultane Beschreibung neutronenarmer und neutronenreicher Isotope ist
mit beiden Wechselwirkungen nur bedingt möglich. Ein Vergleich mit den Ko-
effizienten der semiempirischen Massenformel zeigt, dass die Isovektorwechsel-
wirkung in endlichen Kernen etwas zu schwach ist. Beim Groningen Potential
beobachtet man zusätzlich eine zu große Oberflächenenergie, was die systemati-
sche Unterschätzung der Bindungsenergien erklärt.

Eine Erweiterung der DDRH auf das Oktett der SU(3)f–Baryonen sowie die Be-
schreibung von Neutronensternmaterie wurden in Teil 3 diskutiert. Da Dirac–Brückner–
Rechnungen für seltsame Kernmaterie noch nicht durchführbar sind, musste zur Be-
stimmung der Hyperon–Meson–Vertizes bzw. der YN- und YY–Wechselwirkung ein
anderes Vorgehen gewählt werden. Untersucht wurden die folgenden Aspekte:

• Dichteabhängigkeit der Hyperon–Meson–Vertizes
Die Erweiterung der Dichteabhängigkeit von Kernmaterie auf seltsame Materie
ist nicht eindeutig. Es wurden deshalb zwei verschiedene Modellannahmen unter-
sucht. In Modell 1 hängen alle Vertizes von der gleichen Dichte, der Gesamtdichte
aller Baryonen ab, während in Modell 2 die Vertizes nur von der Dichte der Baryo-
nen innerhalb des zugehörigen Multipletts abhängen. Die Parametrisierung der
Vertizes wurde dabei aus den Ergebnissen für Kernmaterie übernommen. Modell
1 führt bei niedrigen Dichten zu wesentlich weicheren Zustandgleichungen.
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Beide Modelle sind, in Abhängigkeit von der Flavor–Asymmetrie des Systems,
unterschiedlich realistisch, jedoch im Grenzfall reiner Systeme identisch. Dies er-
laubt eine systematische Untersuchung der möglichen Dichteabhängigkeit einer
aus DB–Rechungen mit dem kompletten Baryonen–Oktett bestimmten Wechsel-
wirkung, die eine Mischung aus Modell 1 und 2 darstellen wird.

• Einfluss der Skalierungsfaktoren RαY

Die Struktur der DB–Wechselwirkung weist darauf hin, dass das Verhält-
nis RαY der in–Medium Hyperon- und Nukleon–Vertizes und -Selbstenergien
hauptsächlich durch das Verhältnis der entsprechenden freien Kopplungskonstan-
ten bestimmt wird. Auch hier wurden zwei unterschiedlich Ansätze untersucht.
Zum einen wurden die RαY aus SU(6)-Symmetrie–Überlegungen bestimmt, an-
dererseits mikroskopische Werte aus NΛ T-Matrix–Rechnungen genommen.

Obwohl die Stärke der Wechselwirkung an die aus Hyperkernen extrahierte Po-
tentialtiefe angepasst wurde, liefern beide Ansätze unterschiedliche Ergebnisse,
wobei der mikroskopische Wert zu einer weicheren EoS führt. Dieses Verhalten
wurde auch in Hartree–Rechnungen mit konstanten Kopplungen beobachtet, dort
aber nicht systematisch untersucht.

• Eigenschaften von Neutronensternen
Die Zustandsgleichung von Neutronensternmaterie wurde im schwachen β–
Gleichgewicht gelöst. Aufgrund der Dichteabhängigkeit der Vertizes ist die Be-
rechnung der seltsamen Kernmaterie wesentlich aufwendiger als im Fall von dicht-
eunabhängigen Kopplungen.

Die Eigenschaften von Neutronensternen hängen stark von der Dichteabhängig-
keit der Wechselwirkung und ihrer Extrapolation zu hohen Dichten ab. Ein
Vergleich mit experimentellen Daten und Ergebnissen aus Rechnungen ande-
rer Modelle favorisiert Modell 1 zur Beschreibung stark asymmetrische Syste-
me bei hohen Dichten. Berechnete maximale Massen sind in sehr guter Über-
einstimmung mit anderen Modellen. Die berechneten Neutronensternradien sind
etwas größer als die aus nicht-relativistischen Brückner–Rechungen und in besse-
rer Übereinstimmung mit experimentellen Daten als phänomenologischen RMF–
Wechselwirkungen, die gewöhnlich größere Radien finden.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Parametrisierungen der Groningen und
Bonn A NN–Potentiale in Anbetracht ihres mikroskopischen Charakters eine gute Be-
schreibung exotischer Systeme erlauben. Die DDRH lässt sich sowohl für exotische
Kerne mit starker Isospinasymmetrie als auch für Neutronensterne bei hohen Dichten
und starker Flavorasymmetrie erfolgreich einsetzen und wurde damit in dieser Arbeit
umfassend angewendet.

Es bleibt natürlich noch Raum für Verbesserungen. Es zeigt sich, dass alle Ergebnis-
se sehr sensitiv auf kleine Änderungen in den Kopplungskonstanten sind. Eine präzise
Parametrisierung der DB–Ergebnisse ist deshalb sehr wichtig. Wünschenswert wären
verbesserte DB–Rechnungen für asymmetrische Kernmaterie, die die volle Impulsstruk-
tur der NN–Wechselwirkung inklusiver negativer Energieeigenwerte berücksichtigen.
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Ein weiteres Problem sind die numerischen Probleme von DB–Rechnungen bei Dich-
ten ρ � ρ0 und starker Asymmetrie. Dies zeigt sich in unseren Anwendungen unter
anderem in der unsicheren Extrapolation der Vertizes zu sehr geringen Dichten, die
für Modell 2 bei der Berechnung von Neutronensternen problematisch ist. Genauso
sind die dichteabhängigen Vertizes im Isovektorkanal der Wechselwirkung nicht sehr
sicher bestimmt, was sich z.B. am Anstieg der δ–Kopplungsstärke für Dichten ρ > ρ0

zeigt. Eine verbesserte Isovektorwechselwirkung ist insbesondere für exotische Kerne
wichtig. Hier sind jedoch auch verbesserte experimentelle Daten für Bindungsenergien,
Ladungsradien und Einteilchenenergien für eine weitergehende Untersuchung notwen-
dig.

Dirac–Brückner–Rechnungen, die über die Leiter–Näherung hinausgehen und Dia-
gramme höherer Ordnung und Dreikörperkräfte berücksichtigen, sollten eine Verbes-
serung der Sättigungseigenschaften erlauben. Die DDRH ermöglicht dank ihrer dich-
teabhängigen Vertizes die implizite Parametrisierung solcher Effekte. Für die verbes-
serte Beschreibung der Oberfläche endlicher Kerne ist hier der Dichtebereich unterhalb
0.5ρ0 entscheidend.

Die größte Unsicherheit besteht zur Zeit noch in der Hyperon–Wechselwirkung.
Bevor hier endgültige Aussagen getroffen werden können, werden detaillierte expe-
rimentelle Ergebnisse aus der YN–Streuung und für Hyperkerne benötigt. Nur DB–
Rechnungen für das volle Baryonen–Oktett mit realistischen YN–Potentialen können
zuverlässige Aussagen über die Dichteabhängigkeit der Wechselwirkung und ihre Stärke
liefern. Solange diese nicht durchführbar sind, bleiben wir auf unseren Ansatz für die
Vertizes beschränkt.

Für Neutronensterne ist die Extrapolation zu hohen Dichten sehr wichtig. Unter
diesen Bedingungen ist jedoch noch keine zuverlässige Aussage über das Verhalten
der NN–Wechselwirkung im Medium möglich – ein Problem, welches in allen Mo-
dellen vorhanden ist. Auch hier wären DB–Ergebnisse für höheren Dichten hilfreich.
Genauere Messungen von Neutronensternradien und Massen könnten eine zusätzlich
Einschränkung der Eigenschaften der Wechselwirkungen bei hohen Dichten ermögli-
chen.
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Anhang A

Relativistische Notation

In dieser Arbeit wird die Metrik von [56, 57] verwendet:

gµν = gµν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 (A.1)

Es gilt das natürliche Einheitensystem mit h̄ = c = 1. Vierervektoren werden im
allgemeinen als x dargestellt, Dreiervektoren x sind durch Fettdruck und ihr Betrag
durch x gekennzeichnet. Kontraktionen aus γµ und einem Vierervektor werden durch
γµa

µ =� a dargestellt. Damit sind ko- und kontravariante Vektoren und die partiellen
Ableitungen gegeben durch:

xµ = (t,x) , xµ = (t,−x) (A.2)

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂t,−∇) , ∂µ =

∂

∂xµ
= (∂t,∇) (A.3)

Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. über doppelt vorkommende Indizes
ist zu summieren. Damit ist das Viererskalarprodukt definiert als:

xµyµ = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 (A.4)

Die γ-Matrizen in der Dirac-Gleichung und in der Lagrangedichte erfüllen die An-
tivertauschungsrelationen

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµν (A.5)

und hängen mit den α- und β-Matrizen durch γ = βα und γ0 = β zusammen. γ0 ist
hermitesch und die γi (i = 1, 2, 3) sind antihermitesch. Weitere Kombinationen sind:

γ5 = iγ0γ1γ2γ3

σµν =
i

2
[γµ, γν ]

=
i

2
(γµγν − γνγµ) (A.6)
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Die in dieser Arbeit verwendete explizite Darstellung der γ-Matrizen lautet [57]

γ0 =

(
11 0
0 −11

)
, γ =

(
0 σ

−σ 0

)
, (A.7)

wobei 11 die 2x2 Einheitsmatrix und σ die sogenannten Pauli-Spinmatrizen sind. Diese
sind definiert als

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 i

−i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (A.8)

Wichtige Eigenschaften dieser Matrizen sind:

σ · a σ · b = a · b + iσ·(a × b)

{σi, σj} = 2iεijkσk

[σi, σj] = 0 (A.9)

Abschließend werden noch einige nützliche Relationen der γ-Matrizen bei hermitescher
Konjugation bzw. Kontraktion angegeben:

γ†
µ = γ0γµγ0

γ†
5 = −γ0γ5γ0 = γ5

(σµν)
† = γ0σµνγ0 (A.10)

(A.11)

aµγ
µ bνγ

ν = aµb
µ − iσµνaµbν

γλγ
λ = 4

γλγµγ
λ = −2γµ

γλγµγνγ
λ = 4gµν (A.12)



Anhang B

Dirac-Spinoren

B.1 Unendliche Kernmaterie

Im Falle der freien Dirac–Gleichung

[γµk
µ −m] Ψ(x) = [� k −m] Ψ(x) = 0 (B.1)

kann die allgemeine Lösung als Entwicklung nach ebenen Wellen dargestellt werden
[56, 57],

Ψ(x) =
∑
±s

∫ d3k

(2π)3/2

√
m

Ek

[
b(k, s)u(k, s)e−ikx + d†(k, s)v(k, s)eikx

]
, (B.2)

wobei die Spinoren u(k, s) und v(k, s) Eigenzustände mit positiver bzw. negativer Ener-
gie beschreiben und die folgenden Gleichungen erfüllen:

[γµk
µ −m]u(k, s) = 0

[γµk
µ +m] v(k, s) = 0 (B.3)

Konjugierte Spinoren sind definiert als

u = u†γ0

v = v†γ0 (B.4)

und erfüllen die Normierungsbedingungen

u(k, s′)u(k, s) = δss′ = −v(k, s′)v(k, s)

u†(k, s′)u(k, s) =
Ek

m
= v†(k, s′)v(k, s). (B.5)

Ihre explizite Form ergibt sich damit zu

u(k, s) =

√
Ek +m

2m

(
1

σk
Ek+m

)
χs, (B.6)
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mit der Definition Ek =
√

k2 +m2 und den Pauli-Spinoren

χs=1/2 =

(
1
0

)
χs=−1/2 =

(
0
1

)
. (B.7)

In unendlicher Kernmaterie lassen sich die stationären Lösungen

u∗(k, s) =

(
u∗
n(k, s)

u∗
p(k, s)

)
und v∗(k, s) =

(
v∗n(k, s)
v∗p(k, s)

)
(B.8)

der modifizierten und nach Isospin separierten Dirac–Gleichung

[γµk
∗µ
b −m∗

b ]u
∗
b(k, s) = 0, b = p, n (B.9)

explizit angeben. Sie unterscheiden sich von der Lösung der freien Dirac–Gleichung
nur dadurch, dass die freien Größen E, m, und k durch die in Kapitel 3 definierten
mediumabhängigen Größen E∗, m∗, und k∗ ersetzt werden müssen, und erfüllen die
gleichen Normierungsbedingungen. Man findet:

u∗
b(k, s) =

√
E∗
b +m∗

b

2m∗
b


 1

σk∗
b

E∗
b
+m∗

b


χs. (B.10)

B.2 Endliche Kerne

Die stationäre Lösung der Dirac–Gleichung für endliche Systeme

[γµ (i∂
µ − Σµ)− (M − Σs)] Ψ = 0, Ψ =

(
ψn

ψp

)
(B.11)

lässt sich für Kerne nicht analytisch bestimmen. Bei rotationssymmetrischen Syste-
men kann jedoch die Winkelabhängigkeit von der Radialabhängigkeit der Wellenfunk-
tion separiert werden. Letztere muß jedoch numerisch bestimmt werden. Für sphärisch
symmetrische Kerne, die ausschließlich in dieser Arbeit betrachtet werden, wird die
Dirac-Gleichung durch folgenden Ansatz gelöst:

ψτ3
i (r, s) =

1

r

(
F τ3
nj (r)Yjlm(θ, φ, s)

iGτ3
nj(r)Yjlm(θ, φ, s)

)
(B.12)

Dieser Spinor (der Index i = {n, j, l,m} unterscheidet die zu verschiedenen Eigen-
werten gehörenden Lösungen) wird charakterisiert durch die Hauptquantenzahl n, den
Drehimpuls j, seine z-Projektion m und den Iso-Spin τ3 = ±1

2
für Neutronen n bzw.

Protonen p. Der Bahndrehimpuls l und l werden bestimmt durch j und die Parität π:

l =

{
j + 1

2
für π = (−1)j+

1
2

j − 1
2

für π = (−1)j−
1
2

(B.13)

l =

{
j − 1

2
für π = (−1)j+

1
2

j + 1
2

für π = (−1)j−
1
2

(B.14)
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Die Spin-Wellenfunktion Yjlm(θ, φ, s) ist das Tensorprodudukt aus Kugelflächenfunk-
tion Yl,ml

(θ, φ) und dem zweikomponentigen Pauli-Spinor χ 1
2
ms

und ist definiert als

Yjlm(θ, φ, s) =
∑

ms,ml

Yl,ml
(θ, φ)χ 1

2
ms

〈
lml

1

2
ms|jm

〉
, (B.15)

wobei die Funktionen durch die entsprechenden Clebsch–Gordon–Koeffizienten gekop-
pelt werden. Damit ergibt sich für die Normierung des Dirac-Spinors

4π

2ji + 1

∑
mi

∫
d3rψ†

i (r)ψi(r) =
∫ ∞

0
dr
[
G2
i (r) + F 2

i (r)
]
= 1, (B.16)

wobei folgende Relation benutzt wurde:

∑
m

Y∗
jlm(θ, φ, s)Yjlm(θ, φ, s) =

2j + 1

4π
(B.17)

Es ist nützlich, eine einzige Drehimpuls–Quantenzahl κ(j, l) als Eigenwert des Ope-
rators (1 + σL̂) zu definieren. Man findet [141]

(1 + σL̂)Yκm = −κYκm, (B.18)

wobei κ als κ = ±(j + 1
2
) für j = l ∓ 1

2
definiert ist. Dies lässt sich auch als κ = 1

4
2j+1
l−j

schreiben. Man findet sofort 2j + 1 = 2|κ|.
Damit lässt sich der in der Dirac–Gleichung auftauchende Operator α∇ umschrei-

ben als

α∇ = αr

(
∂r − 1

r
(1 + σL̂)

)
= αr

(
∂r − κ

r

)
, (B.19)

wobei pr =
1
r
∂
∂r
r und αr = αr̂ jeweils die Komponenten in radialer Richtung sind.
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Anhang C

Energie–Impuls–Erhaltung

In einer dichteabhängigen relativistischen Feldtheorie ist die korrekte Behandlung der
Rearrangement–Terme von entscheidender Bedeutung für die physikalische und mathe-
matische Konsistenz der Theorie. So muß gewährleistet sein, dass Energie und Impuls
erhalten sind. In relativistischer Formulierung bedeutet dies, dass die Divergenz des
Energie–Impuls–Tensors T µν verschwindet, also

∂µT
µν = 0. (C.1)

Dieser wird in den folgenden Überlegungen der Übersichtlichkeit wegen nur für Nukleo-
nen betrachtet. Die Erweiterung auf das SU(3)f Baryonen–Oktett führt nur zu einer
zusätzlichen Summe über die Ableitungsterme (wie in Kapitel 7), die Vorgehensweise
ist jedoch identisch. Der Energie–Impuls–Tensors ist definiert als

T µν =
∑
j

∂L
∂(∂µφj)

∂νφj − gµνL, φj = Ψ,Ψ,Φi, A
(κ)λ (C.2)

mit i = σ, δ und κ = ω, ρ. Unter Berücksichtigung der Baryonenfeldgleichung Gl. (2.21)
berechnet sich dieser mit der Lagrangedichte aus Kapitel 2 zu

T µν = Ψγµ∂νΨ− gµνΨ
[
γλΣ̂

λ(r) − Σ̂s(r)
]
Ψ

+
∑
i

(
∂µΦi∂

νΦi − gµν

2

[
∂λΦi∂

λΦi −m2
iΦ

2
i

])

+
∑
κ

(
∂νA

(κ)
λ F (κ)λµ − gµν

2

[
−F

(κ)
λρ F (κ)λρ +m2

κA
(κ)
λ A(κ)λ

])
. (C.3)

Die Divergenz des kinetischen Terms aus Gl. (C.3) wird mit Hilfe der Dirac–
Gleichung und der entsprechenden Gleichung für das adjungierte Baryonenfeld[

γµ
(
i
−→
∂µ − Σ̂µ(0) − Σ̂µ(r)

)
−
(
M − Σ̂s(0) − Σ̂s(r)

)]
Ψ = 0 (C.4)

Ψ
[
γµ
(
i
←−
∂µ + Σ̂µ(0) + Σ̂µ(r)

)
+
(
M − Σ̂s(0) − Σ̂s(r)

)]
= 0 (C.5)

berechnet. Man erhält damit

∂µ
(
iΨγµ∂νΨ

)
= Ψ

(
∂ν
[
γµ
(
Σ̂µ(0) + Σ̂µ(r)

)
+
(
M − Σ̂s(0) − Σ̂s(r)

)])
Ψ. (C.6)
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Die Ableitung des zweiten Terms aus Gl. (C.3), die die Rearrangementpotentiale
enthält, wird in zwei Beiträge aufgespalten

−∂µg
µνΨ

[
γλΣ̂

λ(r) − Σ̂s(r)
]
Ψ = − Ψ

(
∂ν
[
γλΣ̂

λ(r) − Σ̂s(r)
])

Ψ

−
[(
∂νΨγλΨ

)
Σ̂λ(r) −

(
∂νΨΨ

)
Σ̂s(r)

]
. (C.7)

Zusammengefaßt ergeben diese beiden Ausdrücke

ΨγµΨ
(
∂νΣ̂µ(0)

)
−ΨΨ

(
∂νΣ̂s(0)

)
−
(
∂νΨγλΨ

)
Σ̂λ(r) +

(
∂νΨΨ

)
Σ̂s(r). (C.8)

Die explizite Berechnung der Divergenz der Selbstenergien der beiden ersten Terme
aus Gl. (C.8) ergibt für den VDD Fall

∂ν
[
Σ̂
µ(0)
0 + τ Σ̂

µ(0)

3

]
= ∂ν

[
Γ̂ω(ρ̂0)A

(ω)µ + Γ̂ρ(ρ̂0)τA(ρ)µ
]

= Γ̂ω(ρ̂0)∂
νA(ω)µ +

∂Γ̂ω(ρ̂0)

∂ρ̂0

A(ω)µûλ
(
∂νΨγλΨ

)

+ Γ̂ρ(ρ̂0)∂
ντA(ρ)µ +

∂Γ̂ρ(ρ̂0)

∂ρ̂0

A(ρ)µûλ
(
∂νΨγλτΨ

)
(C.9)

∂ν
[
Σ̂
s(0)
0 + τ Σ̂

s(0)

3

]
= ∂ν

[
Γ̂σ(ρ̂0)Φσ + Γ̂δ(ρ̂0)τΦδ

]

= Γ̂σ(ρ̂0)∂
νΦσ +

∂Γ̂σ(ρ̂0)

∂ρ̂0

Φσ

(
∂νΨΨ

)

+ Γ̂δ(ρ̂0)∂
ντΦδ +

∂Γ̂δ(ρ̂0)

∂ρ̂0

Φδ

(
∂νΨτΨ

)
(C.10)

Die Terme, die die Ableitungen der Vertizes enthalten, heben sich mit dem Term aus
Gl. (C.8), der die Vektor-Rearrangementenergien enthält, auf und Σ̂s(r) verschwindet
im VDD Fall nach Definition. Im SDD Fall verläuft die Berechnung analog, nur dass
dann die Terme aus der Divergenz der skalaren Selbstenergien die skalaren Rearrange-
mentenergien herausheben. Damit reduziert sich die Divergenz der beiden ersten Terme
des Energie-Impuls-Tensors aus Gl. (C.3) zu

Γ̂ω(ρ̂0)ΨγνΨ∂νA(ω)µ + Γ̂ρ(ρ̂0)ΨγντΨ∂νA(ρ)µ − Γ̂σ(ρ̂0)ΨΨ∂νΦσ − Γ̂δ(ρ̂0)ΨτΨ∂νΦδ

(C.11)
Man kann in einer einfachen, aber länglichen Rechnung unter Berücksichtigung der

Mesonenfeldgleichungen (2.9-2.13) zeigen, dass sich diese Terme gerade mit der Diver-
genz der mesonischen Terme von T µν herausheben. Daraus erkennt man sofort, dass
die Energie-Impuls–Erhaltung erfüllt wird. Es ist offensichtlich, dass die Ableitungster-
me der Vertizes aus Gl. (C.9) und (C.10) zurückbleiben würden, würde man nicht die
Rearrangementselbstenergien in Gl. (C.8) berücksichtigen. Energie-Impuls–Erhaltung
wäre dann nicht gegeben.



Anhang D

Thermodynamische Konsistenz

Thermodynamische Konsistenz bedeutet, dass die thermodynamische Definition des
Druckes eines Systems mittels der Energiedichte identisch dem mechanischen Druck ist,
den man aus dem Energie–Impuls–Tensor erhält, also (ρ ist die Baryonenvektordichte)

ρ2 ∂

∂ρ

(
ε

ρ

)
=

1

3

3∑
i=1

〈T ii〉. (D.1)

Wir beschränken uns auf den Fall der vektoriellen Dichteabhängigkeit (VDD), d. h.
die Terme Σ̂s(r) sind identisch null, und betrachten das System in Hartree–Näherung.
Auch hier werden wir aus Gründen der Übersichtlichkeit nur die Nukleonen betrachten.
Die Erweiterung auf das SU(3)f Baryonen–Oktett führt hier nur zu einer Summe über
alle Baryonen (wie in Kapitel 7), die Vorgehensweise ist jedoch identisch. Der ther-
modynamische Druck P berechnet sich aus der Ableitung der Energiedichte ε = 〈T 00〉
als

P = ρ
∂

∂ρ
ε− ε (D.2)

= ρ
∑
b=n,p

[
∂

∂ρ

2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k
√

k2 +m∗
b
2 +

1

2

∂

∂ρ

(
ρbΣ

0(0)
b + ρsbΣ

s(0)
b

)]

− ∑
b=n,p

[
3

4
EFb

ρb − 1

4
m∗

bρ
s
b −

1

2

(
ρbΣ

0(0)
b + ρsbΣ

s(0)
b

)]
. (D.3)

Die Ableitung des Integrals in Gl. (D.3) wirkt auf die obere Grenze des Integrals und
auf die dichteabhängige effektive Masse m∗

b . Sie lässt sich in zwei Terme aufspalten:

∂

∂ρ

2

(2π)3

∫
|k|<kFb
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b
2

=
2
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Θ(kFb

)
d3k
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b
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2

(2π)3
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b
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Θ(kFb
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d3k
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b√

k2 +m∗
b
2

=
ρb
ρ

√
k2
Fb

+m∗
b
2 + ρsb

∂m∗
b

∂ρ
(D.4)
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Die Ableitung der vektoriellen Energie in Gl. (D.3) ergibt unter Verwendung der Me-
sonenfeldgleichungen und der Definition der Selbstenergien

1

2

∑
b=n,p

∂

∂ρ

(
ρbΣ

0(0)
b

)
=

1

2

∂

∂ρ

(
ρ2 Γ

2
ω
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ω

+ ρ2
3

Γ2
ρ

m2
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)
(D.5)

=
∑
b=n,p

ρb
ρ
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ΓωA

(ω)
0 + τbΓρA

(ρ)
0

)
+ ρA

(ω)
0

∂Γω
∂ρ

+ ρ3A
(ρ)
0

∂Γρ
∂ρ

Während die ersten beiden Terme obiger Gleichung als die Vektorselbstenergie identi-
fiziert werden können, liefern die letzten beiden exakt den Beitrag der Vektormesonen
zur Rearrangementenergie. Man kann nun die Ableitung der effektiven Masse mit den
Mesonenfeldgleichungen umschreiben als

∑
b=n,p

ρsb
∂m∗

b

∂ρ
= − ∑

b=n,p

ρsb
∂Σs

b

∂ρ
= −ρs

∂
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(
ρs
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σ

m2
σ
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− ρs3

∂
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(
ρs3
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δ

m2
δ
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(D.6)

Unter Verwendung der Relation

1

2

∂

∂ρ
(f 2g2)− f

∂

∂ρ
(fg2) = −f 2 ∂

∂ρ
(g2) (D.7)

vereinfacht sich damit die Summe aus Gl. (D.6) und der skalaren Energie aus Gl. (D.3)
analog zu Gl. (D.4) zu

∑
b=n,p

[
ρsb
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b

∂ρ
+

1

2

∂
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ρsbΣ

s(0)
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3
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, (D.8)

was genau dem Beitrag der skalaren Mesonen zur Rearrangementenergie entspricht.
Zusammenfassend erhält man mit den Ergebnissen aus Gl. (D.4), (D.5) und (D.8) die
Beziehung

ρ
∂

∂ρ
ε− ε =

∑
b=n,p

(
EFb

ρb + ρbΣ
0(0)
b + ρbΣ

0(r)
b
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0(0)
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b

)]
, (D.10)

die nach Vereinfachung exakt der Definition von P aus dem Energie–Impuls–Tensor
entspricht.

Die Berechnung des chemischen Potentials erfolgt entsprechend. Jedoch muss jetzt
die Relation

∂

∂ρb′

2

(2π)3

∫
|k|<kFb

d3k
√

k2 +m∗
b
2 = δbb′

√
k2
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∂m∗
b

∂ρb′
(D.11)

verwendet werden.
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