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1 Vorwort und Einleitung

Im Jahre 1936 veroffentlichte der Mathematiker A. M. Turing sei-
ne beriithmte Arbeit, in der er die Berechenbarkeit von Funktionen
mittels mechanischer Prozeduren untersuchte. Er schlug ein formales
Modell vor, das — gemif} genau festgelegter Regeln — in der Lage
ist, Zeichenreihen gewissermaflen mechanisch zu manipulieren.

Mit einem auf diesem Modell basierenden Berechenbarkeitsbegriff
unterschied er berechenbare und nichtberechenbare Funktionen. In
derselben Arbeit zeigte Turing die Aquivalenz seines Berechenbar-
keitsbegriffes mit dem des zuvor von A. Church (1936) vorgeschla-
genen ,effektiven Verfahrens“. Das formale Modell wird heute {ib-
licherweise als Turingmaschine bezeichnet. Die grofie Bedeutung der
Turingmaschine griindet sich zum einen wesentlich auf die Churchsche
These, dafl jede intuitiv berechenbare Funktion mit einem effektiven
Verfahren — und damit auch mit einer Turingmaschine — berechnet
werden kann. Die These wird unter anderem dadurch gestiitzt, dafl
sich bisher alle Berechenbarkeitsbegriffe als dquivalent zu dem von
Turing und Church erwiesen haben.

Weitere Bedeutung erlangt die Turingmaschine dadurch, daf} sie im
Kern bereits die Fahigkeiten moderner von-Neumann-Universalrech-
ner widerspiegelt. So ist es naheliegend, die berechenbaren Funktio-
nen weiter zu klassifizieren. Eine Funktion etwa, deren Berechnung
mehr Aufwand erfordert als die einer anderen, wird im allgemeinen
auch auf modernen Rechenanlagen schwieriger zu berechnen sein. Bei
geeigneter Prizisierung des Begriffes ,, Aufwand“ — z.B. durch Zeit
oder Raum — lassen sich die berechenbaren Funktionen in sogenannte
Komplexitétsklassen einteilen.

Der Nachweis, dafl eine Funktion einer bestimmten Komplexitits-
klasse angehort, wird durch die prézise Formalisierung des intuitiven
Berechenbarkeitsbegriffes tiberhaupt erst moglich. Andererseits mufl
eine Einteilung in Komplexitdtsklassen natiirlich immer im Zusam-
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menhang mit dem zugrundeliegenden Modell gesehen werden, da
diese ja gerade durch das Modell festgelegt werden.

Eine weitere Problematik ergibt sich aus der Tatsache, dafl immer
mehrere auf dem Modell basierende Algorithmen existieren, die die-
selbe Funktion berechnen. Es ist also zu unterscheiden, ob die Zu-
gehorigkeit zu einer Komplexititsklasse eine Eigenschaft des Algo-
rithmus oder der durch ihn implementierten Funktion ist. Der Nach-
weis dieser Eigenschaft fiir Funktionen ist insofern nicht unproblema-
tisch, da er fiir alle diese Funktion berechnenden Algorithmen gefiihrt
werden mufl.

Auf der anderen Seite ergeben sich hieraus weitere Anwendungen
von Turingmaschinen. Die Festlegung geeigneter Komplexititsmafle
vorausgesetzt, lassen sich Algorithmen mit formalen Methoden ana-
lysieren und bewerten. Auf diese Weise kann durch die Wahl eines
geeigneten Algorithmus der Rechenaufwand auf realen Rechnern op-
timiert werden.

Ein weiterer Aspekt der Modellierung ist die Suche nach neuartigen
Prinzipien der Rechnerarchitektur. Da die Klasse der berechenbaren
Funktionen nach der Churchschen These beim Ubergang von Turing-
maschinen zu méichtigeren Modellen nicht erweitert werden kann,
stellt sich hier die Frage, ob die Einteilung in Komplexititsklassen
evtl. giinstiger ist als bei Turingmaschinen. Was dabei unter einer
gilinstigen Einteilung verstanden werden soll, wird im allgemeinen
individuell festzulegen sein.

Ein wesentlicher Faktor bei der Leistungsbewertung von Rechensy-
stemen ist die Geschwindigkeit; also eine Einteilung der (auf dem
System) berechenbaren Funktionen anhand des Zeitaufwandes, der
fiir die Berechnung notwendig ist. Eine Moglichkeit, den Zeitaufwand
zu reduzieren, liegt im Ubergang von sequentiell arbeitenden Turing-
maschinen zu Modellen, die die Fahigkeit zur Parallelverarbeitung
besitzen. Wenn bei dieser Vorgehensweise auch nicht erwartet werden
kann, simtliche Funktionen schneller berechnen zu kénnen, so erhofft
man sich doch Zeitvorteile bei Problemen mit inhirenter Parallelitét.
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In der Vergangenheit ist diesbeziiglich eine Vielzahl von Vorschldgen
unterbreitet worden. J. von Neumann (1966) hat im Zusammenhang
mit der Problematik selbstreproduzierender Systeme ein paralleles,
berechnungsuniverselles Modell vorgeschlagen, das heute allgemein
als Zellularraum bezeichnet wird (H. Miiller (1978)); berechnungs-
universell in dem Sinne, dafl jede durch Turingmaschinen berechen-
bare Funktion auch in einem Zellularraum berechnet werden kann.
In der Folgezeit wurden verschiedene modifizierte und verallgemei-
nerte Varianten der Zellularrdume untersucht, fiir die A. R. Smith III
(1976) den Oberbegriff ,,Polyautomaten* prigte.

Polyautomaten kénnen als Modell fiir parallele Rechensysteme aufge-
fafit werden, die {iber sehr viele einfache Verarbeitungselemente ohne
gemeinsamen Speicher verfiigen. Die Kommunikationsméglichkeiten
der Elemente sind dabei derart eingeschrinkt, daf} globale Ergebnisse
nur aus parallelen, lokalen Entscheidungen gewonnen werden kénnen.
Derartige Systeme (bzw. die in solchen Systemen implementierbaren
Algorithmen) sind von P. Rosenstiehl, J. R. Fiksel und A. Holliger
(1972) als myopisch bezeichnet worden.

Im Zusammenhang mit der Modellierung neuer Rechnerarchitektu-
ren stellt sich unter anderem die Frage nach der Realisierbarkeit,
insbesondere im Hinblick auf die Anzahl der Verarbeitungselemente.
Verfiigte einer der ersten realisierten Parallelrechner — der ILLIAC
IV, ein sogenannter Feldrechner — noch iiber nur 64 Prozessoren,
so wurde mit dem Durchbruch der VLSI-Technologie der Bau von
Rechenanlagen mit einigen zehntausend Prozessoren moglich (W. D.
Hillis (1985)).

T. Toffoli und N. Margolus (1988) sowie K. Preston Jr. und M. J. B.
Duff (1984) beschreiben mehrere Projekte, in denen Ergebnisse aus
der Theorie der Polyautomaten unmittelbare Verwendung finden.

Fiir die Zukunft ist durch das Fortschreiten der Nanotechnik die
Entwicklung neuartiger, massiv paralleler Rechner zu erwarten, wobei
Halbleiter, die auf sogenannten Quantenpunkt-Gittern basieren, die
Grundlage fiir Computer mit ungeahnter Leistungsfahigkeit bilden
koénnten (M. A. Reed (1993)).
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Das vorliegende Skriptum widmet sich der Einfiihrung in die Metho-
den, komplexe parallele Systeme auf der Grundlage formaler (Auto-
maten-)Modelle zu untersuchen. Die Modelle werden hinsichtlich ih-
rer Eigenschaften und Fihigkeiten, formale Sprachen zu verarbeiten,
betrachtet. Formale Sprachen bzw. die sie umfassenden Zeichenfol-
gen werden somit stellvertretend fiir z.B. Programmkode, Proze$-
beschreibungen oder anderen Eingabedaten gewihlt; insbesondere
im Hinblick auf deren Verarbeitung durch Automaten und/oder Er-
setzungskalkiile.

Um den Stoffumfang zu begrenzen, konnten hier aus der Vielzahl
paralleler Automaten(modelle) nur einige exemplarisch ausgewihlt
werden. Der kundige Leser wird ferner bemerken, daf es sich aus-
schlieflich um Modelle fiir Systeme ohne gemeinsamen Speicher han-
delt.

An dieser Stelle mochte ich mich bei all denjenigen bedanken, die
zur Fertigstellung des Skriptums beigetragen haben. Insbesondere
sind dies die Horer der gleichnamigen Vorlesung und meine Kollegen
Dr. Uwe Meyer und Dr. Andreas Mischnick fiir ihre Anregungen und
Verbesserungsvorschlige, mein Chef Prof. Dr. Henner Kroger fiir die
Motivation und den Freiraum und Karin Wagner fiir das Durchlesen
vorldufiger Versionen.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunéchst grundlegende, im weiteren Verlauf
benétigte Begriffe und Zusammenhinge aus der Theorie sequentieller
Automaten rekapituliert. Es handelt sich dabei im wesentlichen um
die Chomsky-Hierarchie formaler Sprachen und die damit verkniipfte
Hierarchie sequentieller Automaten. Gleichzeitig bietet sich so die
Gelegenheit, verschiedene Modelle formal zu definieren und damit
eine einheitliche Bezeichnungsweise zu ermdoglichen.

N := {1,2,3,...} sei die Menge der natiirlichen, Z die Menge der
ganzen und R™ die Menge der positiven reellen Zahlen. Die Vereini-
gungen N U {0} und Rt U {0} werden mit Ny und R bezeichnet.

Fiir eine Menge M bezeichnet | M| deren Méchtigkeit, M¢ das d-fache
Kartesische Produkt und & (M) die Potenzmenge von M. Fiir das
Kartesische Produkt (verschiedener) Mengen M und N wird auch die
Schreibweise M x N benutzt.

Sind M,N C Z* und k € Ny, dann wird M + N := {m +n|m €
M A n € N} als Summe von M und N bezeichnet. kX wird
folgendermaflen rekursiv definiert:

0X :={(0,...,0)}, k+1)X =kX +X.

Es sei t = (t1,...,t,) ein n-Tupel. Mit w1 (t) 1= t1,...,m(t) := &,
werden die Projektionen von t bezeichnet. Es sei t = ((t1,,---,t1,,),

coy(tngy--.tn,,)) ein n-Tupel von m-Tupeln, dann wird 7;(t) :=
(mi((B1gy ooy t1,,))s e oy Ti((Bngs -5 tny, ) fiir 4 € {1,...,m} erwei-
terte Projektion genannt. Die Komposition von (erweiterten) Pro-
jektionen 7;(7;) = m; om; wird durch die Schreibweise 7; ; abgekiirzt.
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2.1 Formale Sprachen

Definition 2.1. Endliche, nichtleere Mengen heiflen Alphabete.

Die noch zu prézisierenden Automatenmodelle werden im allgemei-
nen auf Wortern operieren. Die dabei vorkommenden Alphabete und
Zustandsmengen entsprechen hiufig Kartesischen Produkten. Um
die Zusammenhinge klarer darstellen zu kénnen, wurden fiir die
Konkatenation und die Produktbildung unterschiedliche Notationen
gewdhlt. So bezeichnet (42)3 die Menge der Worter mit Lénge drei,
deren Zeichen Paare mit Komponenten aus einer Menge A sind. Es
sei A := {a,b}, dann ist (a,a)(b,a)(b,a) ein entsprechendes Wort.
(A?)3 bezeichnet hingegen das dreifache Kartesische Produkt einer
Menge, deren Elemente Worter der Linge zwei iiber einem Alphabet
A sind; zum Beispiel ist (aa,ba,ba) € (A?)3.

Falls die Komponenten eines Kartesischen Produkts eine besonde-
re Bedeutung erlangen, werden auch die Bezeichnungen (A™)™ und
(A™)™ unterschieden. Dies gilt in manchen Féllen auch bei hetero-
genen Konstruktionen, wobei etwa A™ x B von A X -+ x A x B zu
unterscheiden ist.

Definition 2.2.
a) Es sei A ein Alphabet. Die d-fache Konkatenation von A wird
rekursiv definiert durch

Ati=A, AUTY .= {ablae A? A be A}
b) Das neutrale Element der Konkatenation wird mit e bezeichnet

und leeres Wort genannt. Es gilt: A° := {c}.
c) Die Menge der Worter iiber A wird folgendermaflen festgelegt:

A* = U Al

deNg

d) At bezeichnet A* \ {c}.
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Es sei w ein Wort iiber einem Alphabet A. Durch obige Definition
wird dessen Linge |w| implizit festgelegt. Fiir das leere Wort e gilt
le| := 0. Die Schreibweise a™ wird der Einfachheit halber abkiirzend
fir {a}™ benutzt. Gelegentlich ist es bei dieser Vorgehensweise not-
n-mal
wendig, Klammern zu benutzen. Es ist z.B. (ab)™ = abab- - -ab von

n-mal

—
ab™ = abb---b zu unterscheiden.

Definition 2.3. Essei A ein Alphabet. L C A* heif3t formale Sprache
iiber A.

Beispiel 2.1. A :={a,b}.

a) {a”b™|n €Ny} C A*
b) A* C A*
c) {aaa,abbb,e} C A*

Spéter werden Familien formaler Sprachen daraufhin untersucht, ob
sie beziiglich diverser Operationen abgeschlossen sind. Der Begriff
der Abgeschlossenheit wird in der folgenden Definition formalisiert.

Definition 2.4.
a) Eine n-stellige Operation &, n > 0, die aus n formalen Sprachen
eine Sprachfamilie erzeugt, heifit Sprachoperation.
b) Eine Familie formaler Sprachen .# heifit abgeschlossen bzgl. k,
falls gilt:

VLl,...,LnE.Z:n(Ll,...,Ln)Q.Z.

Da hiufig Sprachoperationen von Interesse sein werden, die als Er-
gebnis einelementige Familien liefern, werden wir in diesen Fillen das
Ergebnis auch als Sprache auffassen und entsprechend die Sprechwei-
se k(L1,...,L,) = L € £ benutzen.



8 2.2 Erzeugendensysteme

2.2 Erzeugendensysteme

Beispiel 2.2. Eine formale Sprache L iiber {a,b} wird folgenderma-
Ben definiert:

a) e € L.

b) Falls X € L ist, dann ist auch aXb € L.

c¢) Keine anderen Worte gehoren zu L.

L={a™"|neNo}C A*

Definition 2.5. Ein Erzeugendensystem ist ein Paar RW = (V, F),
wobei V' ein Alphabet und F' eine endliche Menge von Paaren von
Wortern iiber V ist. Die Elemente (P, Q) von F werden Produktionen
genannt und mit P — @ bezeichnet.

Ein Wort P iiber V erzeugt ein Wort @ tiber V' direkt, genau dann,
wenn Worter P, P, P" (), existieren, so dal P = P'P,P" und Q =
P'Q,P" gilt und P, — @ eine Produktion ist. Diese Relation wird
mit = bezeichnet, ihre reflexive, transitive Hiille mit =*.

Definition 2.6. Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (Vy, Vr, Xo, F),
wobei gilt:
a) Vn und V7 sind disjunkte Alphabete, deren Elemente nichtter-
minale bzw. terminale Symbole genannt werden.
b) Xy € Vi ist das Aziom der Grammatik.
c) F ist eine endliche Menge von Produktionen P — @, derart daf
P € (Vy U V)T mindestens ein nichtterminales Symbol enthilt
und @ € (Vy U Vp)* ist.

Eine Grammatik induziert ein Erzeugendensystem (Vy UV, F'). Die
von der Grammatik G erzeugte Sprache ist

L(G) ={w|w e V; AN Xy =" w}.

Beispiel 2.3.
a) ({X}, {0}, X, {X — &,X — aXb}) erzeugt {a”b™"|n € No}.
b) ({Xo,X,Y, 2}, {a}, Xo,{Xo = YXY,YX 5 YZ ZX - XXZ,
ZY - XXY, X = a,Y — ¢}) erzeugt {a®")|n € No}.
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Definition 2.7. (Chomsky-Hierarchie)

Eine Grammatik und die von ihr erzeugte Sprache ist vom Typ 1, falls

sie die Einschrinkung (i) erfiillt.

(0) Keine Einschrinkung.

(1) Jede Produktion in F ist von der Form Q1 X Q2 — Q1 PQ2, wobei
Q1,0 € (VN U VT)*,X €eVyund P € (VN @] VT)+) gilt.

(2) Jede Produktion in F ist von der Form X — P, wobei X € Vy
und P € (Vy U Vp)* gilt.

(3) Jede Produktion in F' ist von einer der beiden Formen X — Y P
oder X — P, wobei X,Y € Vy und P € V7 gilt.

Die Familie der Sprachen vom Typ ¢ wird mit .%; bezeichnet. %,
LA, L bzw. Z5 heilen auch rekursiv aufzihlbare, kontextsensitive,
kontextfreie bzw. reguldre Sprachen.

Satz 2.1. LC L Cl C

2.3 Klassische Automatenhierarchie

2.3.1 Endliche Automaten

Definition 2.8. Ein deterministischer endlicher Automat (EA) ist
ein 5-Tupel (S, %, 9, so, F'), wobei gilt:
a) S ist eine endliche, nichtleere Menge von Zusténden.
) X ist eine endliche, nichtleere Menge von Eingabesymbolen.
) so € S ist der Startzustand.
) F C S ist die Menge der Endzusténde.
e) §:8 x ¥ — S ist die Uberfiihrungsfunktion.

b
c
d
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Kontrolleinheit
Eingabeband

S a|b|lc|d|e|f|8&8|h

Abbildung 2.1. Endlicher Automat.

Um das Verhalten eines EA bei gegebener Eingabe zu beschreiben,
muf} die Uberfiihrungsfunktion erweitert werden.
Vs € S,a€ ¥ und w € ¥*:

(E XX — S .
0(s,e) = s und (s, wa) = §(6(s,w), a)

Definition 2.9. Es sei E ein EA. Die von E akzeptierte Sprache ist

L(E) := {w € *| §(so, w) € F}.

Die Familie der von EAs akzeptierbaren Sprachen wird mit £ (EA)
bezeichnet.

Beispiel 2.4. ({so, 51,52}, {a,b},9, S0, {S0,51}) mit

a b

° : °
S1 |82 $1 a

S2| S2 S2 °

a,b

So | So S1

akzeptiert {a™b™| n,m € No}.
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Satz 2.2. ZL(EA) =%

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein EA, des-
sen Uberfithrungsfunktion folgendermaflen modifiziert wird:

§:8x3 — 2(S).

Entsprechend sei Vs € S,a € ¥ und w € X*:

5:8x T — P(S)

0(s,e) = s und d(s,wa) = {p| fiir ein r € o(s,w) ist p € 6(r,a)}.
Die von einem NEA N akzeptierte Sprache ist

L(N) := {w € T*| §(so, w) N F # 0}.

Die Familie der von NEAs akzeptierbaren Sprachen wird mit £ (NEA)
bezeichnet.

Satz 2.3. KL (NEA) = Z(EA) =%
2.3.2 Kellerautomaten

Definition 2.10. Ein (deterministischer) Kellerautomat (PDA) ist
gegeben durch das 7-Tupel (S, %,T, 6, so, go, F'), wobei gilt:
a) S ist eine endliche, nichtleere Menge von Zustinden.
b) X ist eine endliche, nichtleere Menge von Eingabesymbolen.
c¢) T ist eine endliche, nichtleere Menge von Kellersymbolen.
d) so € S ist der Startzustand.
e) go € I' ist das Kellerendesymbol.
f) F C S ist die Menge der Endzustinde.
g) 0:Sx(ZU{e}) xT — S x IT'* ist die (partielle) Uberfihrungs-
funktion, wobei fiir ¢,¢' € S und g € T gilt:
1) Falls §(q, ¢, g) definiert ist, dann ist 0(g, a, g) undefiniert fiir
alle a € X.
2) Ausd(g,a,9) = (¢',7) fiir a € X folgt (v € (T\{go})* A g #
g0) V(v =17"go mit 7' € (T'\ {go})* A g=g0)-
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Die Berechnung eines Kellerautomaten ist beendet, wenn eine Situa-
tion eintritt, fiir die die Zustandsiiberfithrungsfunktion nicht definiert
ist. Man sagt dann, der Kellerautomat halt.

Von Kellerautomaten wird verlangt, dafl das Kellerendesymbol weder
aus dem Keller entfernt noch mehrfach in ihn hineingeschrieben wer-
den kann. Zur Erhaltung des Determinismus ist die Forderung not-
wendig, e-Ubergiinge nicht alternativ zu anderen Zustandsiibergingen
zuzulassen.

Die beiden folgenden Definitionen kliren, wie Kellerautomaten for-
male Sprachen verarbeiten kénnen.

Kontrolleinheit
Eingabeband
S alb|lc|d|e|f|8|h
AN
W
o | x
o
T |y
na
z
go

Abbildung 2.2. Kellerautomat.

Definition 2.11.
a) Die Konfiguration eines Kellerautomaten in einem Zeitpunkt ¢ ist
gegeben durch ein Tripel (¢, w,~), wobei ¢ € S ein Zustand, w €
3* das noch zu lesende Eingabewort und v € I'* der Kellerinhalt
ist.
b) Der Ubergang von einer Konfiguration zur Folgekonfiguration
wird mit F— bezeichnet.

(¢, aw, g7) (¢, w, By) <= &(q,a,9) = (¢, )

c) = bezeichnet die reflexive, transitive Hiille und F— die t-malige
Komposition von .
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Definition 2.12. Es sei K ein Kellerautomat. Die von K akzeptierte
Sprache ist L(K) := {w € ©*| Ji € N : (s0,w, go) F— (s,¢,97)
mit s € F,yeT*, g€l A §(s,e,g) ist undefiniert}.

Die Familie der von PDAs akzeptierbaren Sprachen wird mit . (PDA)
bezeichnet.

Beispiel 2.5. L := {a"b™|n € No}. Es gilt L ¢ L(NEA) = %,
aber L € Z(PDA).

({507 51752}7 {avb}v {907a7b}767 50, 90, {32}) mit

J: so | a b e s1 |la b e
a (s0,aa) (s1,€) a (s1,€)
b b
go | (s0,902) 9o (52, 90)

Die Verallgemeinerung auf nichtdeterministische Kellerautomaten
(NPDA) erfolgt wiederum iiber die Uberfithrungsfunktion.

4:S x (XU{e}) xT' — endliche Teilmengen von S x T*

Die Familie der von NPDAs akzeptierbaren Sprachen wird mit
Z(NPDA) bezeichnet.

Satz 2.4. Z(PDA) Cc Z(NPDA)

Beispiel 2.6. L := {w|w € {a,b}* A w = wf} ist die Sprache der
Palindrome. Es gilt L € Z(NPDA), aber L ¢ ¢ (PDA). Weiterhin
gilt: L ¢ Z(EA).

Satz 2.5. Z(NPDA) =%,
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2.3.3 Linear beschrinkte Automaten

Definition 2.13. Ein deterministischer linear beschrinkter Automat
(LBA) ist ein 8-Tupel (S, X, 11, 6, so, #, @, F), wobei gilt:

a) S ist eine endliche, nichtleere Menge von Zustidnden.

b) ¥ ist eine endliche, nichtleere Menge von Eingabesymbolen.

c¢) II ist eine endliche, nichtleere Menge von Bandsymbolen mit der
Eigenschaft IT D X.

d) so € S ist der Startzustand.

e) # und @ sind zwei verschiedene Eingabebegrenzungssymbole, fiir
die gilt: # ¢ IT und @ ¢ II.

f) F C S ist die Menge der Endzustéinde.

g) 6:8 x (TTU{#,0}) — S xII x {0,1, -1} ist die Uberfiihrungs-
funktion mit der Eigenschaft d(s,#) = (s',#,1) und (r,Q) =
(r',0,-1) fiir r,7’,s,8' € S.

Definition 2.14.

a) Die Konfiguration eines LBA in einem Zeitpunkt ¢ ist ein Tripel
(g,v,p), wobei ¢ € S ein Zustand, v € #IIT@ eine Bandinschrift
und p € {0,1,...,|v] — 1} die Nummer des aktuellen Feldes ist.

b) Der Ubergang von einer Konfiguration zur Folgekonfiguration
wird wieder mit — bezeichnet.

((LUO o 'Un—lap) — (q/aU(l) o ./U’:L—17pl) —

¢ =m(6(g,vp))

r_ ) U fallsi # p
© 7\ m2(6(g,vp) fallsi=p

p' =p+m3(0(q,vp))

c) I~ bezeichnet wieder die reflexive, transitive Hiille und H- die
i-malige Komposition von F—.
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Definition 2.15. Es sei B ein linear beschrinkter Automat. Die von
B akzeptierte Sprache ist

L(B) == {w € *| Ji € N : (so, #w0,0) F— (s, #w'e, p)
mit w' € II*,p € {0,...,|w|+1},s € F
und 6(s,w’(p)) ist undefiniert}.

Die Bezeichnung ,linear beschriankt“ ist darauf zuriickzufithren, dafl
bei einer Aufteilung der Felder des Bandes in mehrere Register der
zur verfiigbare Platz linear von der Léange der Eingabe abhéngt.

Die Familie der von LBAs akzeptierbaren Sprachen wird mit .#(LBA)
bezeichnet.

Kontrolleinheit

S

Arbeits/Eingabeband

Abbildung 2.3. Linear beschrénkter Automat.

Die Verallgemeinerung auf nichtdeterministische linear beschrankte
Automaten (NLBA) erfolgt wiederum iiber die Uberfithrungsfunktion
und soll hier nicht durchgefiihrt werden. Der bisherigen Notation

folgend, bezeichnet £ (NLBA) die Familie der von NLBAs akzep-
tierbaren Sprachen.

Lemma 2.1. Z(LBA) C Z(NLBA)
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Die Frage nach der Echtheit der Inklusion wird als LBA-Problem
bezeichnet und ist wohl das beriihmteste Problem der Automaten-
theorie.

Satz 2.6. Z(NLBA) =4

Beispiel 2.7. L := {a™b™a™|n € No}. Es gilt L € £(LBA), aber
L¢ Z(NPDA).

2.3.4 Turingmaschinen

Definition 2.16. Eine deterministische Einband- Turingmaschine ist
ein 7-Tupel (S, 2,11, 4, so, b, F'), wobei gilt:

a) S ist eine endliche, nichtleere Menge von Zusténden.

b) ¥ ist eine endliche, nichtleere Menge von Eingabesymbolen.

c¢) II ist eine endliche, nichtleere Menge von Bandsymbolen mit der

Eigenschaft IT D X.

d) b € II ist das Leerzeichen.

e) so € S ist der Startzustand.

f) F C S ist die Menge der Endzusténde.

g) 0:SxII— S xIx{0,1,—1} ist die Uberfiihrungsfunktion.

Definition 2.17.

a) Die Konfiguration einer Turingmaschine in einem Zeitpunkt ¢ ist
ein Tripel (g, f,p), wobei ¢ € S ein Zustand, f; : Z — II eine
Abbildung, die jedem Feld des Bandes dessen Inhalt zuordnet,
und p die Nummer des aktuellen Feldes ist.

b) Der Ubergang von einer Konfiguration zur Folgekonfiguration
wird mit F— bezeichnet.

(¢, ;)= f.p) =

¢ =m (g, f(p)))

iy = 1@ falls i #
f@y_{m%ijm §£22£

P =p+ms3(d(q, f(p)))
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c) - bezeichnet die reflexive, transitive Hiille und H- die i-malige
Komposition von .

Definition 2.18. Es sei T" eine Turingmaschine. Die von 7' akzep-
tierte Sprache ist

(T ) = {wyws - w, € T Fi €N : (80, fo,0) F— (s, i, p) mit
fo(j) = w; falls j€{1,2,...,n},Db sonst.
s € F, und 6(s, f;(p)) ist undefiniert.}.

Falls die Uberfithrungsfunktion fiir eine Konfiguration nicht definiert
ist, wird die Sprechweise ,,die Turingmaschine hilt“ benutzt werden.

Die Familie der von TM akzeptierbaren Sprachen wird mit £ (T M)
bezeichnet.

Satz 2.7. ZL(TM)=%

These von Church/Turing. Jede intuitiv berechenbare Funktion
ist mit einer Turingmaschine berechenbar.

Demnach wiirde eine Verallgemeinerung auf nichtdeterministische Tu-
ringmaschinen in diesem Sinne keine Steigerung der Erkennungsmaich-
tigkeit mit sich bringen.

Zusammenfassung

23 C 2o C 2 cC %

ZL(EA) = Z(NEA)CL(PDA)CL(NPDA)CZL(LBA)CL(NLBA)CL(TM)

Es stellt sich nun die Frage nach der Existenz von Sprachen, die
nicht von Turingmaschinen erkannt werden konnen, also auflerhalb
der Familie % liegen.

Das bekannteste nichtberechenbare Problem ist wohl das Haltepro-
blem, mit dessen Hilfe sich derartige formale Sprachen konstruieren
lassen.
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Zum Abschlufl dieses Abschnittes wird fiir eine Sprache, der das
nichtberechenbare Busy-Beaver-Problem zugrundeliegt, gezeigt, dafl
sie auflerhalb der Familie .4 liegt, also von keiner Turingmaschine
akzeptiert werden kann.

Definition 2.19. BB:N —N

BB(n) := ¢, wobei ¢ die maximale Anzahl von 1en ist, die eine TM
mit n Zustinden und dem Bandalphabet {1,b} auf das leere Band
schreiben kann, um anschliefend zu halten.

Eine entsprechende formale Sprache ist dann z.B.

L = {a'nb'BB(n)| n € N}.

Satz 2.8. Lpp ¢ %

Beweis. Offensichtlich gilt: Lgp € % <= BB(n) ist berechen-
bar. Es geniigt also zu zeigen, dafl BB(n) nicht berechenbar ist.

Angenommen, BB(n) ist berechenbar, dann auch die Funktion
f(n) == BB(2n) + 1. Dieses leiste eine TM T mit p Zustidnden.

Aus T kann nun leicht eine TM T’ mit 2p Zustinden konstruiert
werden, die angesetzt auf das leere Band zunichst p Felder mit 1
beschriftet und anschlielend 7' simuliert. Somit beschreibt 7" mit 2p
Zusténden angesetzt auf das leere Band BB(2p) + 1 Felder mit 1.
Dies ist aber ein Widerspruch zur Maximalitét von BB(2p). U



3.1 Einfiihrung 19

3 Zellularrdume und -automaten

Auf der Suche nach Systemen, die zur Selbstreproduktion fihig sind,
hat J. von Neumann (1966) das Modell des Zellularraums vorgeschla-
gen. Zellularrdume und deren ,endliche“ Variante, die Zellularauto-
maten, sind in der Zwischenzeit hinsichtlich vielerlei Fragestellungen
untersucht worden. Andererseits sind aber auch viele ,recht einfach
formulierbare“ Probleme bis heute offen.

Die Terminologie der folgenden Einfiilhrung lehnt sich an diejeni-
ge von A. R. Smith IIT (1976) an. Die anschlieBenden Abschnit-
te iiber Standardisierung, Berechnungsuniversalitit und das Firing
Squad Synchronization Problem folgen entsprechenden Abschnitten
in R. Vollmar (1979).

3.1 Einfiihrung

Definition 3.1.

a) Es sei d € No und n € N. Ein n-Tupel N von paarweise
verschiedenen Elementen aus Z% heit d-dimensionaler Nachbar-
schaftsinder vom Grade n.

b) Die Menge der Komponenten von N heifit Raster und wird mit
N bezeichnet.

¢) Zwei Elemente i,j € Z% heiBen benachbart (bzgl. N), wenn es
eine Komponente k& von N gibt, so dal entweder j =i + k oder
it = j + k gilt. Diese Relation wird mit Hy bezeichnet, ihre
reflexive, transitive Hiille mit Hy.

Definition 3.2. Sind ¢ € Z% und k € Ny, dann werden mit Hilfe der
Normen

d
il =3 lisl  und il == max{lis |1 < n < d}
n=1
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spezielle Raster folgendermaflen definiert:

Hj = {i| k> [i[}
Al ={i|k>i| AV1<I<d: i <0}
My = {il k> |lil|]}
M= {il k> |lill A V1<I<d: i <0}

Die Hj-Raster werden auch verallgemeinerte von-Neumann-Raster
und die Mg-Raster verallgemeinerte Moore-Raster genannt.

ik HY M} a3

Abbildung 3.1. Schematische Rasterdarstellung mit
schraffiertem Ursprung.

Falls die Reihenfolge der Elemente unwesentlich ist, kénnen Nach-
barschaftsindex und Raster synonym verwendet werden, wovon in
der weiteren Bezeichnungsweise hiufig Gebrauch gemacht wird. Be-
nachbarte Automaten werden auch Nachbarn genannt.

Die Elemente des Z¢ entsprechen den Gitterpunkten des d-dimensio-
nalen Euklidischen Raumes, in denen anschaulich die deterministi-
schen endlichen Automaten befestigt sind. Entsprechend werden sie
auch als Zellen bezeichnet.
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Definition 3.3. Ein 5-Tupel (S,d, N, 0, qo) heiBt Zellularraum, falls
gilt:

a) S ist eine endliche, nichtleere Zustandsmenge.

b) d € Ny ist die Raumdimension.

¢) N ist d-dimensionaler Nachbarschaftsindex vom Grade n.

d) o: 8" — S ist lokale Uberfihrungsfunktion.

e) qo € S ist der Ruhezustand, fiir den gilt: o(qo,---,q0) = qo-

Definition 3.4. Eine Abbildung ¢; : Z¢ — S heiit Konfiguration
des Zellularraums im Zeitpunkt ¢ € Ny. Fiir ¢t = 0 werden auch die
Begriffe Anfangs- oder Startkonfiguration benutzt.

Eine Konfiguration beschreibt den Gesamtzustand des Raumes in
einem bestimmten Zeitpunkt ¢. Sie ordnet jedem Element i € Z% ein
Element aus der Zustandsmenge S zu. ¢;(i) heifit Inhalt oder Zustand
des Automaten ¢ in der Konfiguration c;.

Der Triger einer Konfiguration umfafit alle Zellen, die sich nicht
im Ruhezustand befinden. Alle weiteren Betrachtungen werden aus-
schliefllich von endlichen Trigern ausgehen, auch wenn dies nicht aus-
driicklich erwdhnt wird. In diesem Zusammenhang geniigt es — wie
weiter unten deutlicher wird —, vom Trager der Startkonfiguration
Endlichkeit zu fordern, da sich Information nicht schlagartigim Raum
ausbreiten kann.

Definition 3.5. Es seien A ein Alphabet, N = (ay,...,a,) ein d-
dimensionaler Nachbarschaftsindex und Cy die Menge aller Konfigu-
rationen ¢ : Z¢ — A. Eine Abbildung 7 : Cy — Cy heiit globale
Uberfiihrungsfunktion (oder Transformation), wenn sie durch eine
lokale Uberfiihrungsfunktion o folgendermafen induziert wird:

VeeCy: (T(c)=c <= VieL: (i) =o(c(i+ar),...,cli+an)))

Aus den Definitionen folgt, dafl in einem Raum fiir eine Zustands-
menge S und einen Nachbarschaftsindex IV eine bijektive Abbildung
zwischen den Mengen der globalen und lokalen Uberfithrungsfunktio-
nen existiert. Dies wére nicht der Fall, wenn man die Forderung nach
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paarweise verschiedenen Elementen des Nachbarschaftsindex fallen
liefle.

Nach Anwendung von 7 legen die Inhalte der Zellen im allgemeinen
eine neue Konfiguration fest. Dieselbe Zustandsbelegung ergibt sich
durch die synchrone Anwendung der lokalen Uberfiihrungsfunktion
auf alle Zellen des Raumes. Im folgenden werden demnach Konfi-
gurationen zu diskreten Zeitpunkten betrachtet. Der Ubergang von
einem Zeitpunkt zum néichsten wird als Zeitschritt bezeichnet. Das
Verhalten einer Zelle in einem Zeitschritt wird durch die Zustdnde
der Nachbarn und die Uberfithrungsfunktion bestimmt. Ein Automat
kann dabei durchaus sein eigener Nachbar sein.

Im folgenden werden Zellularautomaten definiert. Sie arbeiten in
einem festen, endlichen Teil des Raumes, der durch die sogenannte
Retina festgelegt wird.

Definition 3.6. Es sei M = (S,d,N,o0,q) ein Zellularraum. M
heifit Zellularautomat, falls gilt:
a) MeS: VteNgiel: coi(i) =# < c¢(i) = #, dabei
heifit # Grenzzustand.
b) Ein endliches, nichtleeres Gebiet R C 72, Retina genannt, hat
folgende Eigenschaften:
Vie R: Co(i);é#
Vke{leZ*\R|Fi € R: iHy 1} : co(k) = #
Vi¢ {leT*\R|Fi€eR: iHyI}UR:co(k) =qo
Vi, € R: lH*HfJ
Die Retina wird von einer Schicht von Automaten umgeben, die
sich im Grenzzustand befinden. Diejenigen Zellen der Retina, in

deren Nachbarschaft eine Zelle im Grenzzustand liegt, bilden die
Randschicht.

Es wird gefordert, daf3 sich alle Zellen auflerhalb der Retina und
der Grenzschicht im Ruhezustand befinden. Da die Grenzschicht
zudem derart festgelegt wurde, dafl die Zellen der Retina nicht von
yauBen® beeinflult werden koénnen, kénnen sich die Untersuchungen
auf diese beschrinken. Wie spéter noch verdeutlicht wird, 148t sich
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durch diese Vorgehensweise auch die gewiinschte Eigenschaft erzielen,
dal die Anzahl der benétigten aktiven Elemente — der Zellen —
nur von der jeweiligen Eingabe abhéngt. Die Forderung, alle Zellen
seien beziiglich H; benachbart, stellt eine zusammenh#ngende Retina
sicher.

In der obigen Definition wird fiir jeden Automaten die Existenz einer
Retina gefordert. Da die Retina unmittelbar durch die Eingabe
festgelegt werden wird, wird strenggenommen fiir jede Eingabe ein
Automat benétigt. Alle Automaten, die sich nur in der Retina un-
terscheiden, lassen sich dann zu Klassen zusammenfassen. Unter
Vernachlissigung dieser Differenzierung wird im weiteren aber die
Sprechweise ,, Klasse von Zellularautomaten“ zu Zellularautomaten
verkiirzt. Eine diesbeziiglich verallgemeinerte Definition — die der
zellularen Algorithmen — wurde von B. Bleck und H. Kroger (1992)
vorgeschlagen.

Ein im folgenden h&ufig benutztes Konzept zur Beschreibung von
Algorithmen ist das der Signale:

Nimmt ein Automat nach einer bestimmten Zahl k¥ € N von Zeit-
schritten den Zustand s eines benachbarten Automaten an, verhilt
sich sein entsprechender Nachbar analog, usw., so lduft das Signal s
mit der Geschwindigkeit 1/k in die entsprechende Richtung, bzw. das
Signal wird mit der Geschwindigkeit 1/k ausgesandt. Offensichtlich
kann bei Vorliegen eines H;-Rasters die Signalgeschwindigkeit nicht
grofler als 1 werden, weshalb sie gelegentlich auch als Lichtgeschwin-
digkeit in Zellularrdumen bezeichnet wird. (Statt Signal wird auch
die Sprechweise Welle benutzt.)

Beispiel 3.1. (Game of life) Es sei M = (S,d, N, o0, qo) ein Zellular-
raum mit S = {0,1}, d = 2 und N = M;. Die lokale Uberfilhrungs-
funktion wird folgendermaflen festgelegt:

ci(i) falls EjEMl ali+j)=4

1 falls > cpy, (i +5) =3
Ct41 (Z) =
0 sonst
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In den folgenden Abbildungen sind Zellen im Zustand 1 grau hinter-
legt, im Zustand 0 weifl dargestellt.

t t+1 t+2 t+3 t+4

Abbildung 3.2. Ein Gleiter im Game of Life.

Abbildung 3.3. Eine Gleiterkanone im Game of Life.
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Eingabestrom Gleiterkanone

NRY

Ausgabestrom

Abbildung 3.4. Ein NOT-Gatter im Game of Life.

3.2 Standardisierung von Zellularrdumen

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie Zellularrdume auf gewisse
Standardformen gebracht werden kénnen. Dies umfafit Moglichkeiten
zur Reduzierung des Rasters, der Zeit bzw. der Zustandsmenge.

Da man verlangen wird, daf} ein derart ,reduzierter Zellularraum in
gewisser Weise dasselbe leistet wie der urspriingliche Automat, wird
dieser Umstand durch den Simulationsbegriff prazisiert.
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Definition 3.7. Es seien M = (S,d, N, 0,q) und M = (S5,d, N,5, o)
zwei Zellularrdume. Deren Mengen von Konfigurationen seien mit
C, und Cj, die jeweiligen globalen Transformationen mit 7 und 7
bezeichnet. Es sei &, die Menge aller globaler Transformationen fiir
d-dimensionale Zellularriume. Fiir k,k € N gilt: M simuliert M
in l;/k—facher Zeit, genau dann, wenn es eine injektive, berechen-
bare Abbildung G : Cy — C; und eine berechenbare Abbildung
g: P, — &, gibt, so daB fiir alle ¢ € Cy gilt:

TH(G(c)) = G(T"(c)),

wobei T = g(T) ist.

Im folgenden wird hiufig das Konzept benutzt, Information aus meh-
reren Einzelautomaten zusammenzufassen. Diese Vorgehensweise 148t
sich mit der Vorstellung verbinden, die einzelnen Automaten verfiigen
iiber eine endliche Zahl endlicher Register, deren Inhalte jeweils aus
einer endlichen, nichtleeren Menge gewihlt werden konnen. Die Zu-
standsmenge der Automaten entspricht dann dem Kartesischen Pro-
dukt der ,,Registermengen®.

Eine weitere Generalisierung dieser Technik sei kurz dargestellt:

Ist eine Zustandsmenge S konstruiert als das Kartesische Produkt
A x B x C, dann kann ein gewisser Formalismus fiir die Fille, in
denen Registerinhalte undefiniert sind, vermieden werden, indem S
als AUBUCUAX BUAXCUBXxCUAXBxC angegeben wird. Es lifit
sich damit auch die Vorstellung verbinden, jede Zelle besteht nur aus
den gerade benstigten Registern, hat also keine statische Struktur.

Aufgrund der besseren Darstellbarkeit werden in den folgenden Kon-
struktionen ausschliellich Zellen mit statischer Registerzahl benutzt,
obwohl sich die Sprechweise gelegentlich auf die erweiterten Moglich-
keiten bezieht.
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3.2.1 Rasterreduktion

Weil die Komplexitiit der Uberfithrungsfunktion mit der Rastergrofie
wichst, und weil die Analyse und Entwicklung der Algorithmen da-
durch wesentlich iiberschaubarer wird, erscheint es wiinschenswert,
sich auf relativ kleine Raster beschrénken zu kénnen.

Das folgende Verfahren stammt von A. R. Smith III (1971a). Fiir den
Beweis ist der Begriff des minimalen Quaders um ein Raster niitzlich.
(vgl. R. Vollmar (1979))

Definition 3.8. Es sei N = {ny,...,n,} ein d-dimensionales Raster.
Fiir 1 < i < d werden u(N) = (uq,...,ug) und o(N) = (og,...,04)
definiert durch

u; = | min{0, min{n;| n € N}}|

0; := max{0, max{n;|n € N}}.

Die Gesamtausdehnung g(N) von N, wird definiert durch
g(N) == u(N) + o(N).

Damit ergibt sich der minimale Quader fiir N als

P(N) :={(p1,..-,pa)| —us < p; <o fiir1 <i<d}.
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u= (5,2
T (5,2)

l o= (2,2)

L 9= (7.4)

Abbildung 3.5. Ein Raster und der entsprechende minimale Quader.

Satz 3.1. Es sei M = (S,2, N, 0, qo) ein Zellularraum. Dann existiert
ein Zellularraum M' = (S',2,H?,0',q}), der M in k-facher Zeit
simuliert.

Beweis. Falls N C H; ist, kann S = S’ gewihlt werden. o’ ergibt
sich aus o durch Permutieren der Argumente und/oder Weglassen
zusitzlicher Komponenten.

In allen anderen Fillen besteht das Beweisprinzip darin, die zum
Feststellen des richtigen Ubergangsverhaltens notwendige Informa-
tion in einer Reihe von Zwischenschritten innerhalb des H;-Rasters
zu Verfligung zu stellen.

Dazu wird in zwei Phasen sukzessive eine vertikale und horizontale
Komprimierung der Information vorgenommen.

In der ersten Phase geschieht das Auffiillen in vertikaler Richtung so
lange, bis die benétigte Information fiir jeden Automaten in einem
Bereich der in Abbildung 3.6 dargestellten Form vorliegt.
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F (751 } 01 |

Abbildung 3.6. Informationskomprimierung am Ende
der ersten Phase.

Jeder Automat mufl daher iiber 14+02+u2 = 1+ g2 Register verfiigen,
um die Information aus den oberhalb und unterhalb gelegenen Auto-
maten zusétzlich aufzunehmen. Ferner muf} jeder Automat das Ende
der vertikalen Kompressionsphase erkennen konnen. Da deren Dauer
aber nur vom urspriinglichen Raster abhingt, kann jede Zelle {iber
einen endlichen Z#hler verfiigen, der den jeweiligen Zeitpunkt anzeigt.
Diese Phase ist nach max{oy,us} Zeitschritten beendet.

In der zweiten Phase wird der analoge Prozefl zur Komprimierung
der (vorkomprimierten) Information in horizontaler Richtung vor-
genommen, und zwar so lange, bis die im minimalen Quader um
jeden Automaten in M enthaltene Information in dem H;-Raster des
betreffenden Automaten vorliegt. Da jetzt nur auf eine Breite von
drei Automaten komprimiert werden muf, sind in dieser Phase 1 +
max{o; — 1,0} + max{u; —1, 0} Register erforderlich, von denen jedes
wiederum die Information der obengenannten 1+ g, Register aufneh-
men mufl. Der Zihler kann entsprechend erweitert werden, so dafy das
Ende dieser Phase nach max{max{o; —1,u; —1}, 0} Schritten erkannt
werden kann. Anschliefend wird die eigentliche Zustandsiiberfithrung
simuliert, da dann jedem Automaten in M’ mindestens die gleiche
Information zur Verfiigung steht wie dem entsprechenden Automaten
in M. Es sind also max{os,us} + max{max{o; — 1,u; — 1},0} +1
Schritte nétig, um einen Ubergang von M in M’ zu simulieren. [J

Die obige Aussage 148t sich leicht auf beliebige Dimensionen iiber-
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tragen.
Aus der Konstruktion folgt die Kardinalitét der Zustandsmenge S’:

|Sl| — |S|(|S| + 1)02+'u.2 (|S|(|S| + 1)02+u2 + 1)max{01—1,0}+max{u1—1,0}

3.2.2 Zeitreduktion

Bei den bisher zur Rasterreduktion eingefiihrten Verfahren wurde so-
wohl die Zustandsmenge vergrofiert als auch die Simulation verzogert.
In diesem Abschnitt wird die Moglichkeit einer beschleunigten Si-
mulation nachgewiesen, wobei die Zustandsmenge i.a. wiederum ver-
grofert werden muf}, das Raster jedoch nicht. Insgesamt ergibt sich
damit die Moglichkeit, auf Kosten der Zustandsmenge gleichzeitig
das Raster und die bendtigte Zeit zu verringern.

Das Verfahren zur Beschleunigung setzt eine Abbildung vom simu-
lierten auf den simulierenden Zellularraum voraus.

Der folgende Satz von S. N. Cole (1966) wurde von A. R. Smith ITI
(1971a) auf Zellularrdume iibertragen. Er liefert eine hinreichende
Bedingung fiir die Moglichkeit einer Beschleunigung. Die Idee ist, das
Raster N’ des simulierenden Zellularraums mittels eines Homomor-
phismus A aufzuspreizen. Damit 148t sich die Vorstellung verbinden,
Zellen des simulierten Zellularraums werden durch das aufgespreizte
Raster h(N') = {h(z)| z € N'} iiberlagert. Das Problem liegt dann
darin, eine Menge K von Punkten des Z¢ zu finden, so daf gilt:
Wird die Menge der Zellen h(z) + K als eine Zelle mit Nachbarschaft
h(N") + K aufgefalt, so muf} sie in einem Zeitschritt Zugriff auf
soviel Information haben, wie die Zellen h(z) + K des simulierten
Zellularraums in k Zeitschritten.

Satz 3.2. Esseien M = (S,d,N,0,q) und M’ = (S",d,N',o’,q})
Zellularrdume. h sei ein injektiver Homomorphismus von der additi-
ven Gruppe Z¢ nach Z%, und K C Z¢ sei eine endliche Menge. Die
Zustandsmenge eines Automaten z von M’ werde als Kartesisches
Produkt der Automaten {h(z)} + K von M definiert. Eine hinrei-
chende Bedingung fiir die Existenz einer Uberfiihrungsfunktion zur
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Simulation von M durch M’ in 1/k-facher Zeit ist folgendermaflen
gegeben:

h(N')+ K D kN + K

Beweis. Es sei p eine Zelle in M. Innerhalb von k Ubergiingen
hat p Zugriff zu der im Bereich kN enthaltenen Information, d.h.,
der Zustand von p zum Zeitpunkt ¢ + k ergibt sich eindeutig aus den
Zusténden der Automaten g, wobei g € {p} + kN, zum Zeitpunkt ¢.
Insbesondere erhilt man den Wert einer Komponenten h(x) + a eines
Automaten z aus M’ zum Zeitpunkt ¢ + & (von M), wobei a € K,
aus den Zustéinden der Automaten {h(z)} + {a} + kN von M (im
Zeitpunkt t). Der Zustand des Automaten xz aus M’ zum Zeitpunkt
t + k (in M) ergibt sich damit eindeutig aus den Zustinden der
Automaten {h(z)} + K + kN von M zum Zeitpunkt ¢.

Andererseits ist der nichste Zustand eines Automaten z aus M’
durch die Zustéinde der Automaten {x} + N’ aus M’ bestimmt.
Der Zustand jedes dieser Automaten n' ist nach Voraussetzung das
Kartesische Produkt der Zustinde von {h(z +n')} + K von M. Eine
Beschleunigung um den Faktor k in M’ kann also erreicht werden,
wenn gilt:

h({z}+ N')+ K D {h(z)} + K + kN. Da h als Homomorphismus
vorausgesetzt war, ist h({z} + N') = {h(z)} + h(N'). Da h(z) nur
den Ort festlegt, ergibt sich die Bedingung h(N') + K D K + kN. [J

Beispiel 3.2. Es sei M = (5,2, M1,0,q) ein Zellularraum. Dann
existiert ein Zellularraum M’ = (S',2, Hy,0',¢), der M in 1/2-facher
Zeit, simuliert:

Ein injektiver Homomorphismus von Z* nach 7% ist h((x1,22)) =
(221 — 222, 221 + 222). Wihlt man K = M3, dann ist die Bedingung
von Satz 3.2 erfiillt (vgl. Abbildung 3.7):

h(Hy) + M3 D 2M; + Ms
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Abbildung 3.7. Raster zum Beispiel 3.2.

Satz 3.3. Fiir einen beliebigen Zellularraum M = (S,d, N,o,qo)
existiert ein Zellularraum M’ = (S',d, Miy,0',¢(), der M in 1/k-
facher Zeit, k € N, simuliert.

Beweis. Es geniigt, einen Homomorphismus ~ und eine Menge K
festzulegen, so daf} die Bedingungen von Satz 3.2 erfiillt sind.

Es sei also P(kN) der minimale Quader fiir das Raster kN. Fer-
ner seien u(kN) = (u1,...,uq), o(kN) = (o01,...,04) und a; :=
max{u;,0;} fiir 1 < ¢ < d. Dann werden h und K folgendermafien
gewahlt:

h((z1,...,24)) := (121, 02%2, . .., 44T q)
K = P(kN).

Mit diesen Festlegungen soll also gelten:
h(My)+ P(kN) D kN + P(kN).

Im folgenden sei ¢ immer aus der Menge {1,...,d}.

Aus den Definitionen folgt durch Einsetzen der Elemente von Mj:

—2u; < wx; <wu; +o; falls u; > o;
(ml,...,i‘d)Eh(Ml)-f‘K <~ {—Ui—OisxiSZOi sonst
Damit ist h(M;) + P(kN) eine Uberdeckung von {z| — 2u; < x; <
20;} = 2P(kN). Weiterhin gilt offensichtlich P(kN) 2 kN, und
damit ist 2P(kN) = P(kN) + P(kN) seinerseits eine Uberdeckung
der rechten Seite. [



3.2 Standardisierung von Zellularraumen 33

3.2.3 Zustandsreduktion

Nachdem gezeigt wurde, daf} eine Rasterreduktion durch Erweiterung
der Zustandsmenge und Zeitverzogerung moglich ist, die Zeitverzoge-
rung aber ohne erneute Erweiterung des Rasters wieder eliminiert
werden konnte, stellt sich nun die Frage, inwieweit die Zustands-
menge reduziert werden kann. Es erscheint intuitiv klar, dafl eine
Zustandsreduktion eine Vergréferung des Rasters zur Folge hat.

Das folgende Beispiel von E. F. Codd (1968) zeigt, wie ein Zellu-
larraum mit 8 Zustdnden und H;-Raster durch einen Zellularraum
mit nur 2 Zustdnden ohne Zeitverlust simuliert werden kann. Die
Hauptschwierigkeit resultiert dabei aus der Homogenitit der Rdume:
Es ist notwendig, jeweils diejenigen Automaten in dem simulierenden
Zellularraum, die die (binéire) Kodierung des Zustandes des simulier-
ten Zellularraumes enthalten, so zu kennzeichnen, daf sie in die Lage
versetzt werden, sich selbst, d.h. genauer, ihren Stellenwert in der
Kodierung zu identifizieren.

Beispiel 3.3. Jeder Zellularraum M = (S,2, Hy,0,qp) mit |S| = 8
kann durch einen Zellularraum M' = (S’,2, N, o', ¢}) mit S’ = {0,1}
ohne Zeitverlust simuliert werden.

1 | 1 @ Zustandsinformation

0 l 1 D Markierungsinformation

Abbildung 3.8. Schema, einer Makrozelle.

Zur Vereinfachung der Beschreibung des Verfahrens denke man sich
den Raum M’ unterteilt in Quadrate der Kantenlinge 3. Jedes
dieser Quadrate (bzw. die Gesamtheit der entsprechenden 9 Zellen)
bildet jetzt eine Makrozelle, die genau einer Zelle des urspriinglichen
Raumes entspricht. Der urspriingliche Zustand wird binér kodiert in
der Diagonalen der Makrozelle gespeichert. Abbildung 3.8 zeigt diese
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interne Einteilung einer Makrozelle.

Aufgrund der Anordnung der Markierungsinformation kann jede ein-
zelne Zelle anhand ihrer Nachbarschaft feststellen, an welcher ,,Posi-
tion“ in der Makrozelle sie liegt.

Die folgenden Abbildungen zeigen eine Konfiguration in M und die
entsprechende Konfiguration in M.

7
6120 2|5
3
4
1/1/1
1/1]0
1/0/1
1/1/0{1/1]0|1]1{0|1]|1/0|1/1/0f1 /11
1/1/0(1]1]/0|1]0|0|1/1{0]11]0]1/0|0
1/0/1]0/0/1]0/0/1]/0/0/1]0/0/1]1/0]1
1/1]1 1/1/1(1/1|1
1j1]0 1/0|0|1]1]0
001 001]0/0/1
1/1/1]1]1]0
1/1/0[1]0]0
101]1|0/1

Abbildung 3.9. Konfigurationen zur Zustandsreduktion.



3.3 Berechnungsuniversalitat 35

Um Zeitverlust bei der Simulation zu vermeiden, mufl das Raster
N so gew#hlt werden, dafl jeder Automat der Makrozelle jeweils
mindestens zur gesamten Information der fiinf (nach dem H;-Raster)
zusammengehorigen Makrozellen Zugriff hat. Dies ist bei dem in der
folgenden Abbildung aufgezeichneten Raster gewéhrleistet. Dabei
sind die ,,Grenzen“ der Makrozellen fett gezeichnet. Die grau hinter-
legte Zelle stellt den Ursprung der Nachbarschaft dar.

Abbildung 3.10. Raster eines Zwei-Zustands-Zellularraumes.

3.3 Berechnungsuniversalitit

Wie bereits erwihnt, sollen verschiedene parallele Automatenmodelle
hinsichtlich ihrer Fihigkeit, formale Sprachen verarbeiten zu kénnen,
untersucht werden. Deshalb besteht zun&chst ein Interesse daran,
prinzipielle Mdglichkeiten von Zellularrdumen auszuloten. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, dal bereits eindimensionale Zellularrdume
berechnungsuniversell im Sinne der Churchschen These sind.

Eine Nachweismoglichkeit besteht darin, die Simulation von Turing-
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maschinen durch Zellularrdume zu betrachten (vgl. A. R. Smith IIT
(1971b) und R. Vollmar (1979)). Falls diese Simulation fiir beliebige
Turingmaschinen gelingt, dann natiirlich auch fiir universelle. Da be-
kannt ist, daf3 universelle Turingmaschinen mit 6 Bandsymbolen und
6 Zustidnden existieren, liefert diese Vorgehensweise auch Aussagen
iiber die iiberhaupt notwendige Grofle von Zellularrdumen.

Satz 3.4. Essei T = (Q,X%,1I1,4,s0,b, F') eine Turingmaschine
mit |@| = n und |II| = m. Dann existiert ein Zellularraum M =
(S,1,Hy,0,q0) mit gg = b und |S| = m + 4n, der T in 2facher Zeit
simuliert.

Beweis. 0.B.d.A. sei angenommen, dal Q@ NII = @ gilt. Jedes
Symbol der Bandinschrift der Turingmaschine wird in einem Auto-
maten des Zellularraumes dargestellt. An der entsprechenden Stelle
reprisentiert ein zusédtzlicher, gewissermaflen zwischen zwei Feldern
eingeschobener Automat den Kopf der Turingmaschine, der sich auf
dem Feld, welches durch seinen rechten Nachbarn dargestellt wird,
befinden soll (vgl. Abbildung 3.11). Daraus ergibt sich nun das Pro-
blem, daf} im Falle einer Linksverschiebung des Kopfes die links vom
Kopf gelegene Zelle dies aufgrund der H;-Nachbarschaft nicht unmit-
telbar erkennen kann. Deshalb nimmt der den Kopf représentierende
Automat in jeweils einem Zwischenschritt einen Zustand an, aus dem
neben dem neu anzunehmenden Zustand (der Turingmaschine) die
Bewegungsrichtung ersichtlich ist. Der Einfachheit halber wird diese
Vorgehensweise auch fiir Rechtsverschiebungen benutzt.

Die Zustandsmenge wird folgendermaflen festgelegt:
S=TUQU(Q x {0,1,-1}).
Die lokale Uberfiihrungsfunktion ¢ wird in Abh#ngigkeit von & be-

stimmt, wobei die Komponenten des H;-Rasters gemif (—1,0,1)
geordnet seien.
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8(q,a) = (¢',d',1) = (Va,a,a € 11 :

(0(a,g,a) = (¢, 1) A
o(q,a,a) =a A
o(a,(q',1),a) =an
o((d,1),a,a) = q'))

5(q,a) = (¢'sa', —1) = (Va,a,a,¢ € TI
(0(a,g,a) = (¢',-1) A
o(q,a,a) =a' A
o(a, (q',-1),a) = a A
o((d.a,(q',-1)) = q'))

In allen anderen Fillen bleiben die Automaten in ihrem Zustand.

...P,z‘a,l‘ao‘al‘@‘... ...P,z‘a,llgao‘al‘@‘...

Turingmaschine Zellularraum

Abbildung 3.11. Konfigurationen von Turingmaschine
und Zellularraum.
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Falls als Nachbarschaftsindex (—1,0, 1, 2) gewéhlt wird, 18t sich eine
Simulation ohne Zeitverlust erreichen, wobei m+n Zustinde benotigt
werden.

Korollar 3.1. Es existiert ein eindimensionaler berechnungsuniver-
seller Zellularraum mit zwei Zustdnden.

3.4 Das Firing Squad Synchronization Problem

Ein Synchronisationsproblem, das mittlerweile als Firing Squad Syn-
chronization Problem (FSSP) bezeichnet wird, wurde um 1957 von
J. Myhill gestellt. Es tauchte im Zusammenhang mit Moglichkeiten
zum synchronen Arbeitsbeginn verschiedener Teile einer Maschine
erstmalig auf. In der Zwischenzeit sind zeitoptimale Losungen fiir das
Problem selbst und eine Reihe von Modifikationen gefunden worden.
Sie gelten als gute Beispiele fiir Algorithmen, die aufgrund lokaler
Entscheidungen ein globales Gesamtverhalten aufweisen.

E. F. Moore (1964) formuliert das Problem folgendermaflen:

»Man betrachte eine endliche (aber beliebig lange) eindimensionale
Kette von endlichen Automaten, die alle gleich sind, abgesehen von
denen am Rand. Die Automaten werden Soldaten genannt, und
einer der Endautomaten wird als General bezeichnet. Die Auto-
maten arbeiten synchron, und der Zustand jedes Automaten zum
Zeitpunkt ¢ + 1 hingt von seinem Zustand und den Zusténden seiner
beiden Nachbarn zum Zeitpunkt ¢ ab. Das Problem besteht darin,
die Zusténde und Ubergiinge der Soldaten derart festzulegen, dafl der
General sie veranlassen kann, zum genau gleichen Zeitpunkt in einen
speziellen Endzustand (das ,Feuern‘) iiberzugehen. Zu Beginn (¢ = 0)
seien alle Soldaten im Ruhezustand.“

An dieser Stelle wird nochmals auf die — vernachlissigte — Sprech-
weise ,,Klasse von Zellularautomaten® hingewiesen. Es miissen eine
Zustandsmenge und eine Uberfiithrungsfunktion gefunden werden, die
das Problem fiir beliebig lange Ketten 16sen. Die Ketten bilden
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dabei eine Klasse von Retinas. Insbesondere folgt, dafl die einzelnen
Automaten unabhingig von der Linge der Kette arbeiten miissen,
da sie aufgrund ihrer endlichen Zustandsmenge nicht beliebig weit
»Zzihlen“ konnen.

Definition 3.9.
Das Firing Squad Synchronization Problem besteht darin, eine Klasse
von eindimensionalen Zellularautomaten (S, 1, Hq,0,qo) SO anzuge-
ben, daf} fiir die von ¢ induzierte globale Transformation 7 und fiir
|R| =n mit n > 1 gilt:

1) I eN: Thggl™") = f, wobei f,g,q0 € S.

2) V' <t: T (gq ") € (S\{fH™

3) Mit Hl = (07 _17 1) ist U(qu(IOa #) = {qo-

Die minimale Losungszeit liefert der folgende Satz.

Satz 3.5. Fiir das FSSP mit |R| = n gilt:
t>2n—2.

Beweis. Im Gegensatz zur Behauptung sei angenommen, es liege
ein zellularer Automat mit |R| = n vor, so daB fiir ein ¢; < 2n — 2
gilt:

T (9q5~ ") = f™

Zunichst stellt man fest, dafl der rechte Randautomat den Ruhe-
zustand per Definition erst dann verlassen darf, wenn sein linker
Nachbar sich nicht mehr im Ruhezustand befindet. Betrachtet man
ferner ein Signal, welches zur ,, Aktivierung der einzelnen Automaten
vom General nach rechts ausgesandt wird, so bendtigt es aufgrund
der H;-Nachbarschaft mindestens n — 1 Zeitschritte bis zum rechten
Rand. Also kann der General g zum Zeitpunkt ¢ keine Riickmeldung
vom n-ten Automaten empfangen haben, da hierzu 2n — 2 Schritte
notwendig sind. Er feuert somit unabh#ngig von einer derartigen
Riickmeldung.

Liegt nun ein Zellularautomat mit |R| = 2n vor (die Uberfiihrungs-
funktion miifte immer noch das Gewiinschte leisten), dann feuert
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der General wegen der deterministischen Arbeitsweise des Zellular-
automaten und wegen des Gleichbleibens des linken Teils der Retina
ebenfalls nach t; Schritten. Zu diesem Zeitpunkt befindet sich aber
der 2n-te Automat noch im Ruhezustand, da er von einem Signal des
Generals friithestens nach 2n — 1 Schritten erreicht werden kann. [

Es ist bekannt, dafl eine zeitoptimale Losung mit sechs Zustinden
existiert (J. Mazoyer (1987)), vier Zustinde aber nicht ausreichen
(R. M. Balzer (1967)).

Im folgenden wird zunéchst eine nicht zeitoptimale Losung von R. M.
Balzer (1967) beschrieben, an der aber die prinzipielle Vorgehensweise
sichtbar wird.

Algorithmus 3.1. Das Problem kann gelost werden, indem die
Reihe der Automaten in zwei, vier, acht usw. gleichlange Teile aufge-
spalten wird, so lange, bis alle Automaten Teilungspunkte markieren.
In diesem Zeitschritt erfolgt das synchrone Feuern. Die Aufspaltung
kann derart erfolgen, dafl die Reihe zunéchst in zwei gleichlange Teile
aufgespalten und anschliefend das Verfahren auf die entstandenen
Teile angewandt wird usw.

Um die Reihe in zwei gleichlange Teile zu teilen, sendet der General
gleichzeitig zwei Signale S1 und S2 nach rechts. S1 hat dabei die
Geschwindigkeit 1, wihrend S2 mit der Geschwindigkeit 1/3 lauft.
Erreicht S1 den rechten Rand, so wird ein Signal S3 mit der Ge-
schwindigkeit 1 nach links zuriickgesandt. Durch die angegebenen
Geschwindigkeiten der Signale bedingt, treffen sich die Signale S2
und S3 ,,in der Mitte*“ der Retina. Die Mitte kann dabei durch einen
oder durch zwei Automaten reprisentiert werden, je nachdem ob n
ungerade oder gerade ist.

Der oder die Mittelautomaten fungieren ab jetzt als zusitzliche Ge-
neréle und senden jeweils S1- und S2-Signale nach rechts und links.
Auf diese Weise werden simultan die Mittelautomaten der beiden
Halbreihen bestimmt. Dieses Verfahren wird so lange fortgefiihrt, bis
alle Automaten Generile sind. Dann erfolgt synchron das Feuern.
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Da die Zeiten zum Halbieren der Halbreihen durch

3n/2,3n/4,3n/8,...

abgeschiitzt werden konnen, ist das Verfahren nach spitestens 3n

Zeitschritten beendet. O
g
S1
S1
S2 S1
S1
S1
S2 S1
S1
S1
S2 S1
S1
S1
S2 S1
S1
S1
S2 S1
S1 T
S2 S3
S3
S3
S2 S3
S3
S3
S2 S3
S3
S1 S1
S1 S1
S1 S2 S2 S1
S1 S1
S1 S1
S1 S2 S2 S1
S1 S1
S3 S2 S2 S3
S3 S3
S3 S3
S1 S1 S1 S1
S1 S1 S1 S1
S1 S2 S2 S1 S1 S2 S2 S1
S1[S1
S3 S3 S3 S3
S1 S1 S1 S1 S1 S1 S1 S1
1 1 S1[S51 1 1
JANANANANEANENANANANFEANANANANENANANAENi

Abbildung 3.12. Synchronisation nach einem ,langsamen* Verfahren.
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Im folgenden wird nun zunichst eine Vorgehensweise beschrieben,
mit der sich ein zeitoptimales Verfahren ergibt, das jedoch nicht
unabhingig von der Linge der Retina arbeitet, also keine Losung
darstellt. Anschlieend wird eine Moglichkeit erldutert, diese Schwie-
rigkeit zu beheben.

Algorithmus 3.2. Der Algorithmus 3.1 wird folgendermafien modi-
fiziert (vgl. Abbildung 3.13):

Nachdem das Signal S1 am rechten Rand eingetroffen ist, verhilt
sich der entsprechende Randautomat wie ein General und sendet zwei
Signale S3 und S4 nach links. Das Signal S4 verhilt sich, abgesehen
von der Laufrichtung, wie S2. Die Mitte der Retina wird wieder
durch das Zusammentreffen der Signale S2 und S3 bestimmt. Der
oder die Mittelautomaten verhalten sich wie oben beschrieben und
senden u.a. ein S1- und S3-Signal nach rechts.

Abbildung 3.13. Schematische Darstellung eines
»langsamen“ Verfahrens und einer moglichen Beschleunigung.
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Das Zusammentreffen von S1 und S4 bestimmt den rechten Viertel-
punkt der Retina nach 3n/2 4+ n/4 Zeitschritten. Nach weiteren n/8
Zeitschritten wird der linke Achtelpunkt der rechten Hilfte gefunden.
Falls weitere Teilungspunkte entsprechend gefunden werden kénnen,
so ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von 2n Zeiteinheiten:

3n/2+n/4+n/8+n/16+---=2n

Da der General mitgezdhlt wurde, miissen nur n — 1 Automaten
durchlaufen werden. Damit erhélt man die optimale Zeit von 2(n—1)
Zeitschritten.

Das bisherige Verfahren stellt aber noch keine Losung dar, da in
jedem Intervall nur einer der beiden Teilungspunkte in der gefor-
derten Zeit gefunden wird. Den linken Viertelpunkt erhilt man
dadurch, dafl der General im Zeitpunkt ¢ = 0 ein zusétzliches Signal
S5 mit der Geschwindigkeit 1/7 nach rechts sendet. Nun besteht
das Problem darin, den linken Achtelpunkt rechtzeitig zu bestimmen.
Wiederum kann der General (und alle Zellen, die spéter zu Generilen
sbefordert” werden) ein zusétzliches Signal mit Geschwindigkeit 1/15
nach rechts senden, fiir eine Losung miissen aber weitere Wellen
eingefithrt werden. Mit den Geschwindigkeiten

1
m,ke[N,

konnen alle linken (1/2%)-tel Punkte in der angestrebten Zeit be-
stimmt werden. Gentigend solcher Markierungssignale synchronisie-
ren also die Automatenkette in Minimalzeit. O

Das eigentliche Problem wird durch dieses Verfahren nicht geldst,
weil die Anzahl der Signale von der Linge der Retina abhingt. Da
sich die Zustandszahl aus der Anzahl der Signale ergibt, besteht
ein Zusammenhang zwischen der Zustandszahl und der Lénge der
Retina. Die Unabhingigkeit dieser Groflen sichert ein auf diesem
Prinzip aufbauender Algorithmus von A. Waksman (1966).

Dabei werden die zusétzlich benttigten Wellen durch Triggersignale
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bewegt. In Abbildung 3.14 sind diese Signale durch o dargestellt. Die
Triggerwellen selbst werden von den nach rechts bzw. links laufenden
Signalen S1 bzw. S3 alle zwei Zeitschritte in die jeweils entgegen-
gesetzte Richtung gesandt. Jede getriggerte Welle absorbiert jedes
zweite auf sie treffende Triggersignal. Auf diese Weise ergibt sich das
gewiinschte Verhalten und damit eine zeitoptimale Losung.

Pl %
N
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- Q

. .@oxx00,
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- |@o. [*%|.o0@]. [0k I.
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[ ok o ook ] ok | ok | o [ okok [ ok ook | ok | ook [ o [ ok |

Fhot 6 6 % H X % % K K K K K KK X H R R R K K KX K KRR R R R R R R R R R R AR R R R R R R KRR R AR R AR AR R R AR R R R RN X RER

FhXX XXX KX R R R R EE R R R R R RN KRR R R R R KRR KRR

Abbildung 3.14. Schema einer zeitoptimalen Synchronisation
nach Waksman.
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Es soll nun eine Verallgemeinerung des FSSP in eindimensionalen
Zellularautomaten untersucht werden, bei der die Forderung fallen-
gelassen wird, der General befinde sich am Rand der Retina (F. R.
Moore und G. C. Langdon (1968)).

Definition 3.10. Das Firing Squad Synchronization Problem mit
dem General an beliebiger Stelle der Retina besteht darin, eine Klasse
von eindimensionalen Zellularautomaten (S, 1, H1,0,qo) SO anzuge-
ben, daf} fiir die von ¢ induzierte globale Transformation 7 und fiir
|[R|=nmitn>1undi+j=n-—1 gilt:

1) 3t €N : T'(gigq}) = ", wobei f,g,q0 € S.

2) Vi’ <t: T (ghat) € (S\{fH"
3) Mit Hl = (07 _17 1) ist 0(q07q07 #) =dqo und O'(Q(), #7 qU) = qo-

Satz 3.6. Fiir das FSSP mit dem General an beliebiger Stelle und
|R| = n gilt:
t>2n—2—min{i,j}.

Beweis. Der Beweis iiber die minimale Zeit fiir das urspriingliche
Problem kann fast wortlich iibernommen werden.

Algorithmus 3.3. O.B.d.A. sei min{4, j} = i. Das Verfahren beruht
auf demjenigen von Waksman. Die Losungsidee besteht darin, die
Signale so zu rekonstruieren, wie sie beim FSSP mit dem General
am linken Rand vorkommen wiirden. In Abbildung 3.15 ist eine
Beispielsynchronisation dargestellt. Die gestrichelten Linien zeigen
die zu rekonstruierenden Signale.

Der General sendet nach beiden Seiten Signale mit Geschwindigkeit
1 aus, die die Triggersignale und damit auch die getriggerten Signale
mit den Geschwindigkeiten 1/(2%¥ — 1),k € N, gemifl dem Verfahren
von Waksman erzeugen. Das Signal, welches von dem Endautomaten,
der niher beim General liegt, reflektiert wird, trifft als erstes Signal
auf die Position des Generals (Punkt A) und bestimmt somit den
dem General am nichsten liegenden Rand. In diesem Punkt muf} die
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Geschwindigkeit des Signals von 1 auf 1/3 reduziert werden. Ebenso
miissen alle weiteren Signale mit den Geschwindigkeiten 1/(2F — 1),
k € N, auf der kiirzeren Seite der Retina entlang der gedachten
Linie AB (Geschwindigkeit 1) auf 1/(2*+1 — 1) verlangsamt werden.
Dies wird dadurch erreicht, dafl die Welle der Geschwindigkeit 1, die
alle zwei Zeiteinheiten die Triggersignale erzeugt, im Punkt A nicht
verlangsamt wird, sondern ungestort weiterlduft und von der ersten
Welle des gegeniiberliegenden Endautomaten geloscht wird (Punkt
(). Zusétzlich wird im Punkt A eine Welle der Geschwindigkeit 1/3
erzeugt, die den Mittelpunkt festlegt, also die Funktion der ersten
zu verlangsamenden Welle erfiillt. Da dieses Signal nur jedes zweite
Triggersignal durchléfit, werden automatisch alle Markierungssignale
in der gewiinschten Weise verlangsamt.

Abbildung 3.15. Schema fiir den General an beliebiger Stelle.
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Nach dem Zeitpunkt B stimmt die Losung mit der von Waksman tiber-
ein. Gegeniiber der Losung des urspriinglichen Problems spart man
die Zeit, die das Signal S1 fiir den Weg vom niheren Endautomaten
zur Position des Generals benétigt, also min{i, j} Zeiteinheiten. [J

Zum Abschluf8 des Abschnittes soll der obige Algorithmus zur Syn-
chronisation von rechteckigen Retinas benutzt werden (I. Shinahr
(1974)).

Es seien eine zweidimensionale Retina mit m Zeilen und n Spalten
und ein H?-Raster gegeben. Der General befinde sich in in der
linken oberen Ecke (1,1). Die Definition 3.9 sei entsprechend auf
zwei Dimensionen erweitert.

Satz 3.7. Fiir die zur Synchronisation einer m x n-Retina bendtigte
Zeit t gilt:
t > m+n + max{m,n} — 3.

Beweis. Im Gegensatz zur Behauptung wird angenommen, daf} eine
m x n-Retina existiert, so daf} alle Automaten nach t; Zeitschritten
mit

ty <m+n+max{m,n} —3

den Feuerzustand annehmen.

0.B.d.A. kann n > m vorausgesetzt werden. Wegen 5 < 2n+m —3
kann der linke untere Automat (m, 1) noch kein Signal, das durch den
General initiiert wurde, von einem Automaten der rechten Spalte n
empfangen haben: Ein Signal benétigt fiir den Weg vom Automaten
(1,1) zum Automaten (i,n) mindestens n — 1 + ¢ — 1 Zeiteinheiten.
Dazu addieren sich fiir die Strecke von (i,n) nach (m,1) wenigstens
m + n — i — 1 weitere Zeiteinheiten. Die Summe betragt m + 2n — 3
Zeiteinheiten. Der Automat (m, 1) hat also unbeeinflufit von irgend-
einem Automaten aus der rechten Spalte gefeuert. Vergroflert man
das Feld an der rechten Seite um n - m gleiche Automaten, die in
n weiteren Spalten angeordnet liegen, so feuert der Automat (m,1)
ebenfalls zur Zeit ¢, da die Uberfithrungsfunktion deterministisch ist
und sich nichts an der Automatenkonstruktion und den Automaten,
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die den Automaten (m,1) beeinflussen, gedindert hat. Das neue Feld
besteht aus 2n-m Automaten. Wegen t; < 2n+m—3 kann aber noch
kein Signal des Generals zur Zeit ¢; den rechten unteren Automaten
(m, 2n) erreicht haben, d.h., er befindet sich noch im Ruhezustand.

UJ
Der folgende Algorithmus liefert die Lésung in minimaler Zeit.

Algorithmus 3.4. General ist der Automat (1,1). Er initiiert die
Synchronisation in der ersten Spalte und der ersten Reihe und sendet
gleichzeitig ein Signal mit der Geschwindigkeit 1/3 im 45°-Winkel
nach unten. Dieses Signal ,,beférdert” die Automaten auf der Winkel-
halbierenden zu Generilen, die dann ihrerseits in den Teilspalten und
Teilreihen, deren obere bzw. linke Ecke sie bilden, die Synchronisation
einleiten: Der Automat (i,7), wobei 1 < i < min{m,n}, geht zum
Zeitpunkt t; = 3(i — 1) in den Generalszustand iiber. Der Automat
(i,1), die Automaten unterhalb von (i,¢) und die Automaten rechts
von (4,4) bilden eine Kette der Liange n, = (n — i) + (m — i) + 1.
l; = min{n — i,m — i} ist der minimale Abstand vom General zu
einem der beiden Enden der entsprechenden Kette.

Fiir jedes i, wobei 1 < ¢ < min{m,n}, erreichen die Automaten
(4,7) mit ¢ < j < n und die Automaten (j,7) mit ¢ < j < m den
Feuerzustand nach

t=t;+2n,—2—1;
=3(i—-1)+2(n—i+m—i+1)—2—min{n —i,m — i}

=m+n+ max{m,n} — 3

Zeiteinheiten. O

3.5 Sprachverarbeitung

Um formale Sprachen mit Zellularautomaten bearbeiten bzw. erken-
nen zu kénnen, muf} zunichst festgelegt werden, wie Eingabe und
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Ausgabe erfolgen sollen. Die Sprachfamilien, die durch Zellularrdume
und -automaten ohne weitere Einschrankungen akzeptiert werden
konnen, sind recht leicht zu bestimmen. Einer der Griinde fiir die
Einfiihrung von parallelen Automaten war ein erhoffter Zeitgewinn
gegeniiber den sequentiellen. Es ist nun naheliegend, gewisse Res-
sourcen einzuschrinken und z.B. Sprachfamilien zu betrachten, deren
Elemente in einer bestimmten Zeit akzeptiert werden kénnen.

3.5.1 Grundlegendes

Im folgenden bezeichnet 7 immer die durch o induzierte globale
Transformation. Fiir ein Wort, das aus unendlich vielen Zeichen x
besteht, schreiben wir x“.

Definition 3.11. Es seien eine formale Sprache L C AT und eine
Funktion ¢t : N — N gegeben. L wird durch einen Zellularautomat
M = (S,1,N,0,q) mit A C S und F C S genau dann mit der
Zeitkomplexitit ¢ akzeptiert, wenn

L ={we AT| 7D gews) e (#4851 Fg)}.

Das Verfahren zum Akzeptieren von Sprachen in Zellularriumen er-
gibt sich aus der obigen Definition unmittelbar durch die Festlegung,
daf # den Ruhezustand bezeichnet. (In Zellularriumen wird die
Existenz eines Grenzzustandes nicht gefordert.)

Definition 3.12.

a) Die Familie der von Zellularriumen mit H;-Raster und Zeitkom-
plexitét ¢ akzeptierbaren Sprachen wird mit .%;(CS) bezeichnet.

b) Die Familie der von Zellularautomaten mit Hi-Raster und Zeit-
komplexitét ¢ akzeptierbaren Sprachen wird mit % (CA) be-
zeichnet.

c¢) Die Familie der von Zellularautomaten mit H;-Raster und Zeit-
komplexitiit ¢ akzeptierbaren Sprachen wird mit £ (OCA) be-
zeichnet.

Falls ein Automat beliebig viel Zeit fiir seine Berechnungen zur Ver-
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fligung hat, wird der Index bei der entsprechenden Sprachfamilie weg-
gelassen. In diesem Fall miissen aber zusédtzliche Festlegungen bzgl.
des Akzeptierens getroffen werden. Es ist ja durchaus moglich, dafl
der rechte Randautomat zunfichst einen akzeptierenden Zustand an-
nimmt, diesen wieder verldfit usw. Um an dieser Stelle weiterfithrende
Details zu vermeiden, soll angenommen werden, daf§ sich in diesen
Fallen (und nur in diesen) akzeptierende Zustéinde erhalten. D.h.,
fiir eine Zelle ¢ gilt in jedem Zeitpunkt ¢: ¢;(i) € F = ¢441(i) € F.

Die beiden folgenden Zeitkomplexitaten werden von besonderem In-
teresse sein und sollen daher speziell bezeichnet werden.

Definition 3.13.
a) Die Zeitkomplexitét rt : N — N mit 7¢(n) = n wird mit Realzeit
bezeichnet.
b) Fiir alle z € N wird die Zeitkomplexitét it : N — N mit I¢t(n) =
z -m mit Linearzeit bezeichnet.

Satz 3.8. Z(CS) =%

Beweis. ,<=“ folgt unmittelbar aus der Berechnungsuniversalitét
der Zellularriume und der Feststellung £ (TM) = %.

,=—" ergibt sich, da in der Anfangskonfiguration des Zellularraumes
immer nur endlich viele Zellen nicht im Ruhezustand sind. Ein glo-
baler Ubergang kann so von der TM in einer Folge von Ubergingen,
in denen sich der Kopf einmal iiber den nichtleeren Teil des Bandes
bewegt, simuliert werden. O

Satz 3.9. £(CA) = Z(LBA)

Beweis. Zellularautomaten gehen aus Zellularrdumen hervor, indem
die Grofle des zur Verfiigung stehenden Raumes auf die Linge der
Eingabe beschrinkt wird. Analog gehen LBAs aus TMs hervor,
indem die Linge des zur Verfiigung stehenden Bandabschnittes durch
die Lénge der Eingabe beschriankt wird. Die Vorgehensweise ent-
spricht also der des vorangegangenen Satzes. U
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Beispiel 3.4. {viw|v,w € {0,1}*,|v| = |w|} € £+(OCA)

Ein entsprechender OCA arbeitet z.B. nach dem folgenden Prinzip:
Jede Zelle verfiigt tiber zwei Register. In einem wird die Eingabe
gespeichert und in jedem zweiten Zeitschritt um eine Zelle nach rechts
verschoben. Das andere Register dient zur Realisierung von Signalen.
Im ersten Zeitschritt wird vom linken Randautomat ein Signal mit
der Geschwindigkeit 1 nach rechts gesandt. Im Zeitpunkt ¢ befindet
sich das Signal in der Zelle ¢, deren ,,wanderndes“ Eingaberegister den
urspriinglichen Eingabezustand der Zelle [i/2] enthilt. So schaltet
jede Zelle, die das Signal ¢ in einem ungeraden Zeitschritt empfangt
und im Eingaberegister eine 1 enthilt, in einen Endzustand.

il
il

Abbildung 3.16. Schema eines Raum-Zeit-Diagramms
zum Beispiel 3.4.

Beispiel 3.5. {a™"|n e N} € Z,(OCA)

(Vgl. Abbildung 3.17.) Im ersten Zeitschritt erkennt die linke Rand-
zelle ihre Position und schaltet in einen ausgezeichneten Zustand r.
Anschlieflend werden alle Zelleninhalte a und r in jedem Zeitschritt
um eine Zelle nach rechts verschoben. Trifft ein Zustand a auf eine
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Zelle im Zustand b, wechselt die Zelle in einen Zustand c und das a
wird somit geloscht. Trifft der Zustand r auf eine Zelle im Zustand
b, so schaltet diese in einen Endzustand. Auf diese Weise werden
Worter erkannt bzw. abgelehnt, die die gewiinschte Form a*b™* auf-
weisen. Fiir andere denkbare Eingaben 148t sich der Algorithmus
leicht dahingehend verfeinern, dafl in einem zusidtzlichen Register
u.U. Fehlersignale nach rechts gesandt werden, die die Zellen daran
hindern, einen Endzustand anzunehmen.

#]alalalalalalb[b[b[b[b[b]#
#[r[afalaa[a[b[b][b[b[b][b[#
#] [r]aJafafalc[v[b]b[b[b[#
#] [ [rlalafala[b]b[b[b[b[#
#] [ [ [r[alalafc[b]b[b[b]#
#] [ [ [ [r[alala]p[b[b[b[#
#] [ [ [ [ [rlafalc]b[b[b]#
# [ [ [ [ [ [r[ala[b[b[b[#
#] [ [ [ [ ] 1] [rlalc[blb]#
# [ [ [ [ [ ] [r[av[b[#
#l [T T[T T[] [r[co]#
# [ [ [T [ T[] [r[b[#
# [T TTTTTTTT][R[#

Abbildung 3.17. Raum-Zeit-Diagramm zum Beispiel 3.5.

Nachdem sich die Sprachfamilien, die durch Zellularautomaten und
-rdume ohne Beschrinkung der zur Verfiigung stehenden Zeit festge-
legt sind, unmittelbar in die Chomsky-Hierarchie einordnen lassen,
wird im folgenden gezeigt, dafl dies bei den Realzeit-Sprachfamilien
leider nicht der Fall ist.
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Es ist fiir das weitere Vorgehen giinstig, noch eine Sprechweise zu
vereinbaren: Falls ein eindimensionaler Zellularautomat (oder -raum)
vorliegt, dessen Zellen mehrere Register haben, dann wird die Ge-
samtheit aller ersten Register auch als erste Spur bezeichnet. Analog
fiir alle anderen Register.

Satz 3.10. &5 C £ (OCA)

Beweis. Esseien L € %3 und F ein endlicher Automat, der L akzep-
tiert. Aus der Definition endlicher Automaten folgt unmittelbar, dafl
sie in jedem Zeitschritt genau ein Eingabesymbol verbrauchen, also
grundsétzlich in Realzeit arbeiten. Zunéchst wird ein Realzeit-OCA
M konstruiert, der das Verhalten von E simuliert.

Die Zellen von M verfiigen iiber zwei Register. Da jeder Einzelauto-
mat selbst endlicher Automat ist, kann im ersten Register jeweils die
Kontrolleinheit von E simuliert werden. Die zweite Spur dient nun
dazu, jeder Kontrolleinheit die Eingabe zuzufiihren. Auf ihr sei in der
Anfangskonfiguration das zu verarbeitende Eingabewort gespeichert.
In jedem weiteren Zeitschritt wird ihr Inhalt um eine Zelle nach
rechts verschoben. Auf diese Weise erhilt die Kontrolleinheit der
rechten Randzelle sukzessive die gesamte Eingabe und kann somit E
vollsténdig simulieren. Dabei ist ein Zustand s von M aus der Menge
der Endzustinde F' von M, falls die erste Komponente von s aus der
Menge der Endzustinde von E ist.

Somit ist gezeigt, dafl &5 C .Z,..(OCA) ist. Die Echtheit der Inklusion
folgt aus Beispiel 3.5, da {a™b™|n € N} ¢ %5 ist. 0

Korollar 3.2. &3 C % (CA)

Nachdem in vorangegangenen Abschnitten unter anderem Moglich-
keiten zur Reduktion von Rastern ohne Zeitverlust behandelt wurden,
stellt sich nun die Frage, ob Realzeit-CAs iiberhaupt méchtiger sind
als Realzeit-OCAs. Sicherlich gilt: %,,(OCA) C %+(CA). Um die
Echtheit der Inklusion nachzuweisen, bendtigen wir zunéchst folgen-
den Satz (S. R. Seidel (1979)).
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Satz 3.11. Es sei M ein OCA und L eine formale Sprache tiber
einem einelementigen Alphabet. Falls L von M in Realzeit akzeptiert
wird, dann ist L € .%;.

Beweis. Es seien A = {a} ein Alphabet, L C At und M =
(S,1,Hy,0,q) ein OCA, der L mit Endzustinden aus F in Real-
zeit akzeptiert. Der Nachweis der Behauptung erfolgt durch die
Konstruktion eines endlichen Automaten E = (Q,X, 4, so, F"'), der
L akzeptiert.

Q:=5x585, 3= A, S0 := (#,a),
F':={(q1,¢2) € Q| q1 € F},
Y(g1,42) € Q: 0((q1,92),2) := (0(q1,2),0(g2, q2))

Der Nachweis, daf} der endliche Automat E das Gewiinschte leistet,
sei hier anhand zweier sich entsprechender Verhaltensfolgen gegeben:

OCA: Endlicher Automat:

tl #lalalalalalas [@akK ala]a]a]a]a

[b1]at]at|at]at]al] # alalalala]

| [b2|a2]a2|a2]a2] # alalala] |

[T Toalaasafaal# Telal ]

[ [ [ [va]atfas] s alal [ [ ]

[T [ [ Teslas[+ [osa8kCal [ [ [ ]

[ [ L[ [ [ee]e (@& [ [ [ [ ]

O
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Aus dem folgenden Beispiel ergibt sich die Echtheit der Inklusion
%,,(0CA) C %,+(CA), da die Sprache {a'(®*")| n € No} nicht reguliir
und damit nicht in der Familie .£,,(OCA) ist.

Beispiel 3.6. L={a®)|neNy} e % (CA)

Der Algorithmus zur Losung des Problems basiert auf einer Modifi-
kation des urspriinglichen FSSP:

Wenn man davon ausgeht, daf} in der Anfangskonfiguration an beiden
Enden der Retina ein General vorhanden ist, dann 14t sich die
minimale Synchronisationszeit halbieren, d.h., eine Synchronisation
in Realzeit ist moglich. Dazu geniigt es, die Generéle zu veranlassen,
jeweils einen zeitoptimalen Algorithmus in ihrer Hilfte der Retina zu
starten. Die Mitte der Retina wird dabei durch diejenigen Einzelau-
tomaten festgelegt, in denen sich die zuerst ausgesandten S1-Signale
treffen.

Zum Akzeptieren von L wird nun die Eigenschaft des FSSP ausge-
nutzt, die Retina bzw. einzelne Segmente der Retina laufend zu hal-
bieren. (Die eigentliche Synchronisation ist hier unwesentlich.) Ein
Wort w gehort genau dann zur Sprache L, wenn alle Segmente, die
wihrend der fortlaufenden Halbierung entstehen, eine gerade Linge
haben. (Mit Ausnahme des ,letzten“ Segments, das natiirlich jeweils
nur aus einer einzelnen Zelle besteht.) Ob ein Segment eine gerade
Lange hat, 148t sich anhand der Tatsache feststellen, dafl dessen
»Mitte“ aus zwei Zellen besteht.

Es geniigt nun, im Zeitpunkt 0 am linken Rand ein Signal mit Ge-
schwindigkeit 1 nach rechts auszusenden, das auf seinem Weg iiber-
priift, ob bei jeder Teilung zwei Zellen Mittelautomaten (Beférderung
zu Generilen) werden. Trifft dieses Signal am rechten Rand ein, kann
die Randzelle entsprechend einen Endzustand annehmen oder nicht.

Es sei noch bemerkt, dafl bei der Teilung durch das FSSP eigentlich
nur jeweils vom rechten Teilungspunkt Gebrauch gemacht wird, da
sich das Signal mit Geschwindigkeit 1 nach rechts bewegt. Das FSSP
liee sich also in diesem Fall noch wesentlich vereinfachen. (Dann
wire die Bezeichnung FSSP allerdings nicht mehr zutreffend.)
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Abbildung 3.18. Schematisches Raum-Zeit-Diagramm
zum Beispiel 3.6.

3.5.2 Unidirektional versus bidirektional

Nach dem oben Gesagten kann eine Sprache aus der Familie .%,.(CA)
im allgemeinen nicht in Realzeit von OCAs akzeptiert werden.

Es soll nun gezeigt werden, dafl bei der Sprachverarbeitung eine
additive Konstante der Zeitkomplexitéit vernachléssigt werden kann,
sofern die minimale Bearbeitungszeit — im allgemeinen Realzeit —
nicht unterschritten wird (C. Choffrut und K. Culik IT (1984)).

Satz 3.12. Esseit: N — N eine Funktion, so daf} fiir alle n € N
gilt: t(n) > n — 1. Dann ist Z}(»)(CA) = Z(n)4+1(CA).

Beweis.
Fiir jedes L € Z}(»)(CA) gilt sicherlich auch L € Z,)41(CA). Es
geniigt also, die umgekehrte Richtung zu zeigen.

Es sei M ein CA, der eine Sprache L mit Zeitkomplexitit ¢(n) + 1
akzeptiert. Die Konstruktion eines CA M’, der L mit Zeitkomplexitét
t(n) akzeptiert, erfolgt derart, daf fiir die Konfigurationen gilt:
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co(i) =co(i), 1 <i<m,
ciy1(1) = ((co(@ =t =1),ci41(9),co(i +t +1)),G), 1 <i<n, t >0,

wobei G : §2 — S — die Zustandsmenge von M wird wie iiblich
mit S bezeichnet — eine Abbildung ist, die fiir jedes mogliche Paar
(z,y) den Zustand ¢4 (7) liefert, unter der Voraussetzung, dafl co(i —
t —2) = z und co(i + ¢t + 2) = y gilt. Eine endliche Abbildung
kann in den einzelnen Zellen z.B. als endliche Menge von Tripeln
realisiert werden. Auf diese Weise bleibt die Zustandsmenge des
entsprechenden Registers stets endlich. Zur Vereinfachung sei noch
zusétzlich angenommen:

Vi e N\{1,...,n}: co(¢) = #. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen,
daf} diese Annahme prinzipiell nicht notwendig ist.

Somit ist die Zustandsmenge von M’ festgelegt durch

S":=Su{((a,b,c),@)|a,b,ceS AN GC(SxS)xS}.

1—t—1 1 1+t+1

Co: #

Ct41: #

ci+1(1)

Abbildung 3.19. Schema des Informationsgehalts
eines Zustandes von M.

Das Verfahren der Simulation geht von dem Gedanken aus, daf die
einzelnen Zellen von M’ diejenigen von M simulieren, dabei aber
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gleichzeitig Information iiber deren jeweils mogliche Folgezustinde
speichern. Legt man nun die Menge der Endzustinde derart fest,
daf} sich eine Zelle von M’ in einem Endzustand befindet, falls die
entsprechende Zelle von M im n#chsten Zeitschritt unter der Voraus-
setzung, die ganze Eingabe verarbeitet zu haben, in einen Endzustand
schalten wiirde, so leistet die Simulation das Gewiinschte. Dabei 1483t
sich die Voraussetzung durch G ausdriicken:

F':={((a,b,¢),G)|a,b,ce S N G(#,#) € F}.

Mit Hy = (-1,0,1) und a, b, ¢, u;,v;,w; € S fiir 1 <4 < 3 wird die
Uberfiihrungsfunktion ¢’ : $"® — S’ festgelgt durch
1) o'(r,#,s) =#firr,se S’
2) o'(a,b,c) = ((a,0(a,b,c),c),G) mit a,b,c € S, wobei fiir
G: 5% — Sgilt:
— falls a = #, dann G(#,z) = o(#,0(a,b,c),0(b,c,x)) fiir alle

x €S

— falls ¢ = #, dann G(z,#) = o(o(z,a,b),o(a,b,c),#) fir alle
x €S

— sonst G(z,y) = o(o(x,a,b),o(a,b,c),o(b,c,y)) fiir alle
z,y €S

3) O'I(((Ul,UQ,Ug),G),((U1,027U3),H),((U)l,/LUQ,U):;),I)) =
((Ul,U(UQ,’UQ,U)Q),U&),I(),
wobei K (z,y) = o(G(z,v3),0(uz,v2,ws), [(v1,y)) fiir alle
z,y €S.
0

Satz 3.13. Esseit: N — N eine Funktion, so daf} fiir alle n € N
gilt: t(n) > n — 1. Dann ist Z}(,,)(OCA) = Z(5)41(OCA).

Beweis. Analog zum Beweis des voherigen Satzes. UJ

Mit dem obigen Satz kann jetzt eine obere Schranke fiir die Zeitkom-
plexitit angegeben werden, mit der OCAs Sprachen aus der Familie
Z+(CA) akzeptieren konnen. Allerdings muf zu diesem Zweck ein
klein wenig von der Definition von OCAs abgewichen werden; und
zwar wird angenommen, das Ergebnis der Berechnung wird durch den



3.5 Sprachverarbeitung 59

Zustand der linken Randzelle dargestellt. Um dies zu ermoglichen,
geniigt es, das Raster (0,1) anstelle von (—1,0) zu wihlen. Es soll
mit H{ bezeichnet werden. Der InformationsfluB findet also von
rechts nach links statt, bleibt aber unidirektional. Diese Annahme ist
keineswegs trivial, da bisher unbekannt ist, ob der folgende Satz auch
mit einem H;-Raster gilt. Wie spéter noch erldutert wird, liegt dem
Problem eine ungeklirte Abschluleigenschaft der Familie .%,,(OCA)
zugrunde. Der Beweis macht von der Technik der Transformation
von Raum-Zeit-Diagrammen Gebrauch, die auch im weiteren &fter
benutzt wird. Detailiertere Ausfiilhrungen finden sich in H. Umeo,
K. Morita und K. Sugata (1982), C. Choffrut und K. Culik IT (1984).

Satz 3.14. Es sei ein H-Raster fiir OCAs angenommen, dann gilt:

%, (OCA) = Z,,(CA)

Beweis.

»<="* Zum Nachweis %, (OCA) D .%,;(CA) betrachten wir fiir jede
Sprache L aus der zweiten Familie einen CA, der L mit Zeitkomple-
xitét n— 1 akzeptiert. (Satz 3.12 sichert jeweils die Existenz.) Dessen
Raum-Zeit-Diagramm wird nun schrittweise transformiert:

Realzeit-CA: Zwischenstufe:
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(2n — 2)-Zeit-OCA:

Abbildung 3.20. Schrittweise Transformation des
Raum-Zeit-Diagrammes eines CA.

Formal 18t sich der OCA (S’,0', HE, ¢}) aus dem CA (S, 0, H1,qo)
folgendermaflen konstruieren:

Es seien S := {5] s € S\ {#}} und @, @ zwei verschiedene Symbole,
die nicht aus S U S sind.

S :=Su{@}u(Su{@})?
HE :=(0,1)

Vs' € S': o' (#,5') :=#
Va,b e (S\ {#}) U {Q}:

va,b,ceS: o
o'((a,b),(b,¢)) := o(a,b,c) und 0’((a,b), (b, @)) := o(a, b, #)
o'(z,y) = @ sonst

»=“ Zum Nachweis %, (OCA) C .%+(CA) betrachten wir fiir jede
Sprache L aus der ersten Familie einen OCA, der L mit Zeitkomple-
xitét 2n — 2 akzeptiert. (Satz 3.13 sichert wieder die Existenz.)
Wird das Raum-Zeit-Diagramm etwas anders aufgeschrieben, so be-
steht die eigentliche Idee darin, das entstehende Dreieck ,in der Mit-
te“ zu falten. Betrachtet man jede zweite Reihe vom Ergebnis der
Faltung, so erhélt man das Raum-Zeit-Diagramm eines (n — 1)-Zeit
CA. Ein zusétzlicher Zeitschritt wird dabei fiir die Initialisierung
bendtigt.
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(2n — 2)-Zeit-OCA: Aquivalentes Diagramm:

Realzeit-CA:

of.8 |34 o84 lefs| [o] [e3] [e8] Jef| [#]
Srih-r i S T @t T @ C@an

i) 2> 3> i 2: 3> 4¢:><$

o $5e] |ds | ]

| >

tod  Dbasl [+ ]

Abbildung 3.21. Transformation und Faltung
des Raum-Zeit-Diagrammes eines OCA.
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Zum Abschlufl dieses Abschnittes seien von den vielen, grundlegen-
den, ungeldsten Problemen in diesem Bereich der Automatentheorie
(oder anders ausgedriickt: Man weif} relativ wenig) zwei besonders
hervorgehoben:

Z(CA) = £(0CA)?
{ww| w € {0,1}*} € Z.(OCA)?
3.5.3 Abschlufleigenschaften

Da die Untersuchungen zur Sprachverarbeitung im wesentlichen hin-
sichtlich der Zeitkomplexitdt durchgefiithrt werden, ist es oftmals von
Interesse zu wissen, inwieweit Operationen auf den Komplexitétsklas-
sen angewandt werden konnen, deren Ergebnisse wieder in der Kom-
plexitdtsklasse liegen. Diese Abschlufleigenschaften bilden haufig die
Grundlage zu Untersuchungen auf einer hoheren Ebene, stellen also
ein gewisses ,,Handwerkszeug“ dar.

Die folgenden Sprachoperationen basieren auf mengentheoretischen
Operationen. Sie werden hiufig auch elementare Sprachoperationen
genannt.

Definition 3.14. Es seien A ein Alphabet und L C A* eine formale
Sprache. Die Sprachoperation

COM(L) := {{w € At|w ¢ L}}

erzeugt das Komplement von L.
Gelegentlich wird auch die Schreibweise L fiir COM (L) benutzt.
Satz 3.15. .%,,(OCA) ist abgeschlossen bzgl. COM.

Beweis. Es ist zu zeigen, daf} fiir jede Sprache L € .%.,(OCA)
ihr Komplement wieder in .Z,;(OCA) liegt. Dies geschieht durch die

Konstruktion eines Realzeit-OCA fiir L aus demjenigen fiir L. Hierzu
geniigt die Festlegung F’ := S\ F. Es wird also lediglich die Menge
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der Endzustidnde derart festgelegt, dafl alle Worter, die vorher nicht
akzeptiert wurden, jetzt akzeptiert werden. U

Satz 3.16. .Z(CA) und .%,+(CA) sind abgeschlossen bzgl. COM.

Beweis. Der Beweis fiir .%,+(CA) entspricht demjenigen von Satz
3.15.

Da bei Z(CA) nicht unbedingt ein fester Zeitpunkt existiert, in
dem das Ergebnis vorliegt, wurde verlangt, da8 sich Endzusténde
erhalten. Dies bedeutet, dafl eine Zelle, die einen Zustand aus der
Menge F' angenommen hat, in allen weiteren Zeitpunkten ebenfalls
wieder Endzustdnde annehmen wird.

O| O O] O] |O] |O] O] [Of (O | |10 o O
F| || || (| [FH| (| | H| | F| | FH| (| H

Abbildung 3.22. Realisierung eines tertidren Zahlers.
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Die Abgeschlossenheit 148t sich nun mit folgender Konstruktion nach-
weisen: Ein CA mit der Zustandsmenge S kann bei Eingabe eines
Wortes w mit der Linge n maximal |S|™ verschiedene Konfiguratio-
nen annehmen. Aufgrund der deterministischen Uberfiihrungsfunk-
tion wird sein Verhalten anschlieend zyklisch. Verfiigt der CA fiir
das Komplement nun iiber eine zweite Spur, auf der ein Zdhler im
|S|-adischen Zahlensystem realisiert wird, kann er den Zeitpunkt |S|™
daran erkennen, daf in der rechten Randzelle ein Uberlauf stattfindet,
und einen Endzustand annehmen, falls die Eingabe bis dahin nicht
akzeptiert wurde bzw. umgekehrt. O

Definition 3.15. Es seien .# eine Sprachfamilie und L;, Ly, € £.
Die Sprachoperationen

UNI(L17L2) = {L1 U LQ}
INT(Ll,Lz) = {L1 N LQ}
DIF(Ll,LQ) = {L1 \LQ}

werden respektive Vereinigung, Durchschnitt und Mengendifferenz
genannt.

Satz 3.17. %,+(OCA) ist abgeschlossen bzgl. UNI.

Beweis. Die Beweisidee folgt den vorangegangenen Sitzen. Ein
entsprechender OCA simuliert auf zwei Spuren OCAs fiir die beiden
Sprachen. Die Menge der Endzustéinde wird dann so festgelegt, daf
der Automat die Eingabe akzeptiert, falls sie auf einer der beiden
Spuren akzeptiert wird. O

Auch dieser Satz gilt wieder fiir CAs:
Satz 3.18. .Z(CA) und .%,+(CA) sind abgeschlossen bzgl. UNI.

Satz 3.19. Z(CA), %.+(CA) und %+(CA) sind jeweils abgeschlos-
sen bzgl. INT und DIF.

Beweis. Es seien Ly und Ly beide jeweils aus einer der Sprachfami-
lien.



3.5 Sprachverarbeitung 65

Die Abgeschlossenheit bzgl. DIF ergibt sich aus
DIF(Ly,Ly) =COM(UNI(COM(Ly), Ls)),
diejenige bzgl. INT aus
INT(Ly,Ly) = COM(UNI(COM(L;y),COM(Ly))).
O

Definition 3.16.
a) Es seien A ein Alphabet und w = wy - -w, € L C A"; dann
heifit m(w),

m: AT — AT

W — WpWp—1 W1,

Spiegelbild von w.
b) MIR(L) := {{m(w)| w € L}} formalisiert die entsprechende

Sprachoperation.

Gelegentlich wird auch die Schreibweise w® bzw. L fiir m(w) und
MIR(L) benutzt.

Die letzte AbschluBeigenschaft in diesem Abschnitt gewinnt an Be-
deutung, da sie fiir CAs nicht geklart ist.

Satz 3.20. .%,:(OCA) ist abgeschlossen bzgl. MIR.

Beweis. Nach Satz 3.13 existiert zu jedem Realzeit-OCA M stets
ein (n — 1)-Zeit-OCA M’, der dieselbe Sprache L akzeptiert. Be-
trachtet man nun das Raum-Zeit-Diagramm von M’, so stellt man
fest, dal das Ergebnis der Berechnung unabhingig von Zellen im
Grenzzustand ist. Zur Konstruktion eines OCA M", der MIR(L)
akzeptiert, geniigt es also, die Argumente der Uberfithrungsfunktion
zu vertauschen. Dabei ist zu beachten, dafl die ,neue“ Funktion
fiir ein Argument, das den Grenzzustand beinhaltet, entweder nicht
definiert wird oder einen beliebigen Zustand liefert. (Die Berechnung
ist ja wieder unabhiingig von derartigen Werten.)
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| FEER
#] ai[ad[ai[al]#

#] [ a3[a3[aZ]#

#] [ [ fofad]

#] [T af]s
# [0 [ag g2 ]9 # # [ ool #
#] [aj[ai[ai[ad] # #]a3[a3[aiad] T
#] [ [aB]af]af]# #[a3faifad] [ [#
#] [ [ [adfaif# #af[ad] [ [ [
#] T 1T s #lad [ [ [ [

Abbildung 3.23. Raum-Zeit-Diagramme zum Satz 3.20.

Formal 148t sich M" = (S",1, Hy,0",q4) aus M' = (S',1, Hy,0', ¢})
folgendermaflen konstruieren:

s'=9, Hi=(-1,0, q¢4=q

Vae S : o'(a,#) =#

Vae S : o' (#,a) =a

Va,be S"\ {#}: 0" (a,b) =o' (b,a) 0

Die Abgeschlossenheit von Realzeit-OCAs bzgl. M TR kann auf zwei-
erlei Arten interpretiert werden: Zum einen lif3t sich ein OCA finden,
der das Spiegelbild der Sprache akzeptiert, d.h., jedes Wort wird vor
der Eingabe gespiegelt. Zum anderen 1&8t sich ein OCA finden, der
die gleiche (ungespiegelte) Sprache am linken Rand akzeptiert.

Fiir den Beweis ist die Tatsache wesentlich, dafl die Berechnung



3.5 Sprachverarbeitung 67

unabhéngig von Zellen im Grenzzustand ist. Andererseits miifite bei
der Definition der neuen Uberfiihrungsfunktion auf Argumente, die
den Grenzzustand enthalten, derart Riicksicht genommen werden,
daB keine relevante Information verlorengeht. Dies bedeutete aber
fiir einzelne Zellen die Moglichkeit, den Grenzzustand zu verlassen.
Damit wire dann der bendtigte Raum nicht mehr auf den Eingabe-
bereich eingeschrankt.

tl # |af[a8]a§af[ad] # # |a8[af]ag[a3]a?] #

# |ai[as]as|ai[as] # #| [ai]aiab]a}]a]
# |ai[a3|a3|a}[a2] # #] [ la3[ad|a3[a]at
# |a?]a3|af[ai]a3] # #] | [ [af]at]ad[a]a?
#] [ad]aflad[at] # #] [ | [ los[ai]as[al
#] [ [afaf]ad]# #] | [ [ | [adfalad
#] | | [ai]as] #] | [ [ [ | laf]a}
#] | [ [ o]+ el [ L[ [[1]]d

Abbildung 3.24. Raum-Zeit-Diagramm einer
unmoglichen Berechnung.

Das Problem, ob
Z+(0OCA) bzgl. MIR abgeschlossen

ist, ist bis heute ungel6st. Daraus ergibt sich auch die Notwendigkeit,
in Satz 3.13 zu fordern, dafl der 2n-Zeit-OCA seine Eingabe am linken
Rand akzeptiert. Sollte das Problem negativ geklért werden, so hitte
man zwischen zwei verschiedenen OCA-Varianten zu unterscheiden,
da sie verschiedene Sprachfamilien zu akzeptieren vermogen.

Nach Satz 3.13 sind 2n-Zeit-OCAs, die am linken Rand akzeptieren,
mit Realzeit-CAs, die am rechten Rand akzeptieren, dquivalent. So-
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mit ist das Problem identisch mit der Frage, ob

%.+(CA) bzgl. MIR abgeschlossen

ist. Da heute jedoch noch nicht einmal bekannt ist, ob die Inklusion
Zri(CA) C £ (CA) echt ist, gewinnt das Problem an Bedeutung.
Eine negative Losung hétte dann auch eine echte Inklusion zur Folge:
Eine Sprache L € .%,;(CA), deren Spiegelbild nicht in .%,;(CA) liegt,
konnte von einem CA in 2n-Zeit akzeptiert werden. Der CA wiirde
seine Eingabe in n Zeitschritten zunichst spiegeln und dann den
urspriinglichen CA simulieren.

Abbildung 3.25. Schema eines Raum-Zeit-Diagrammes
fir L = {a*b!|k,l € N A [ teilt k}.

Die Sprache L = {a*b!| k,l € N A [teilt k} war lingere Zeit
ein Kandidat fiir den Nachweis der Nichtabgeschlossenheit. Ein CA,
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der L akzeptiert, konnte z.B. nach folgendem Prinzip arbeiten: Im
b-Bereich der Eingabe werden zwei Signale mit Geschwindigkeit 1
realisiert, die an den Bereichsréndern jeweils reflektiert werden. Am
linken Rand der Eingabe wird im Zeitpunkt O ein Signal mit Ge-
schwindigkeit 1 nach rechts ausgesandt, das genau dann am Ubergang
von a-Bereich und b-Bereich auf eines der beiden anderen Signale
trifft, wenn die Eingabe zur Sprache gehort.

Es wurde vermutet, dal MIR(L) nicht in .%,;(CA) liegt. O. H.
Ibarra und T. Jiang (1988) haben diese Vermutung jedoch widerlegt
und mit der Sprache

{x™#z|n > 1,z € {0,1}"}

einen ,komplizierteren“ neuen Kandidaten vorgeschlagen.
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4 Tterative Arrays

Bei den Zellularrdumen wurde bisher davon ausgegangen, die Ein-
gabe liege im Zeitpunkt O bereits in den einzelnen Zellen vor. Eine
anschauliche Erklarungsmoglichkeit ergibt sich aus der Vorstellung,
das zu verarbeitende Muster werde in einem Zeitschritt parallel in den
Automaten eingegeben, wobei jede Zelle iiber eine Verbindung zur
Auflenwelt verfiigt. In der Realitét wird es aber hiufig vorkommen,
dafl die zu verarbeitenden Muster sequentiell an das Verarbeitungs-
gerdt herangefiihrt werden.

Es ist nun naheliegend, Zellularrdume unter diesem Aspekt zu be-
trachten. S. N. Cole (1966) hat in diesem Zusammenhang die itera-
tiven Arrays vorgeschlagen. Das Modell geht davon aus, daf3 sich in
der Anfangskonfiguration alle Zellen im Ruhezustand befinden, wobei
eine von ihnen im Laufe der Berechnung sequentiell die Eingabe {iber
eine zusitzliche Verbindung von auflen erhélt. Hierbei wird dann
allerdings die Homogenitét des Raumes (an einer Stelle) verletzt.

4.1 Definitionen

Definition 4.1. Ein 7-Tupel (S,%,d,N,o,qo,@) heilit iterativer
Array, falls gilt:
a) S ist eine endliche, nichtleere Zustandsmenge.
b) ¥ ist eine endliche, nichtleere Menge von Eingabesymbolen mit
der Eigenschaft SN = {.
¢) d € Ny ist die Raumdimension.
d) N ist d-dimensionaler Nachbarschaftsindex vom Grade n.
e) o:S"U(S™x (Zu{e})) — Sist (lokale) iterative Uberfihrungs-
funktion.
f) go € S ist der Ruhezustand, fiir den gilt: o(qo,---,4q0) = qo-
g) @ ¢ X US ist das Eingabeendesymbol.

Ein iterativer Array entspricht also einem Zellularraum, mit dem
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Unterschied, dafl die Eingabe-Zelle (dies wird im weiteren immer
die Zelle im Ursprung des Z® sein) ihren Zustand aufier von den
Zustinden ihrer Nachbarn auch von der Eingabe aus der Auflenwelt
abhéngig machen kann. Das Symbol @ wird als Fiillsymbol benutzt,
das am Ende des jeweiligen Eingabewortes als externe Dauereingabe
anliegt.

Bevor festgelegt werden kann, wie formale Sprachen in iterativen
Arrays verarbeitet werden, mufl zunichst geklart werden, wie ein
Konfigurationsiibergang bewerkstelligt wird.

Definition 4.2. Ein Paar (w, ¢;) heifit Konfiguration eines iterativen
Array oder iterative Konfiguration im Zeitpunkt ¢t € Ny, falls w € X*
das noch zu lesende Eingabewort und ¢; : Z — § eine Konfiguration
im Sinne von Zellularrdumen ist.

Eine Konfiguration beschreibt wieder den Gesamtzustand des Rau-
mes in einem bestimmten Zeitpunkt ¢, wobei zuséitzlich die restliche
Eingabe beriicksichtigt wird. Falls extern nur noch das Fiillsymbol
anliegt, sagen wir, die restliche Eingabe sei das leere Wort .

do | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90 | 90

Abbildung 4.1. Die Anfangskonfiguration eines iterativen Arrays.
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Definition 4.3.

Es seien S und X disjunkte Alphabete, N = (ay,...,a,) ein d-
dimensionaler Nachbarschaftsindex und C; die Menge aller iterativen
Konfigurationen der Art (w = wy «- - Wy, C: 7¢ —s S),w € ¥*. Eine
Abbildung T; : C; — C7 heifit iterative Transformation, wenn sie
durch eine (lokale) iterative Uberfiihrungsfunktion o folgendermafen
induziert wird:

Y(w,c) € Cy : <’7'1((w7c)) = (w',d) <=

w/:{wz-uwn falls w # €

€ sonst
oc(i +ar),...,c(i + an)) falls i #0
o(c(i +ai),...,c(i+a,),w;) fallsi=0

VieZt: @) = ANw#e
o(c(i +ai),...,c(i+a,),0) fallsi=0
Nw=¢

Damit kann ein Konfigurationsiibergang naheliegend durch eine An-
wendung der iterativen Transformation beschrieben werden.

Im folgenden bezeichnet 7; immer die durch o induzierte iterative
Transformation.

Definition 4.4. Es seien eine formale Sprache L C AT und eine
Funktion ¢t : N — N gegeben. L wird durch einen iterativen Array
M = (S,A,1,N,0,qo,0@) mit einer Menge von Endzustéinden F C S
genau dann mit der Zeitkomplexitét ¢ akzeptiert, wenn

L={we AT ((w,¢0(i) = 40)) = (&, Cu(juw])) Mit csjup(0) € F}.

Das Ergebnis der Berechnung wird durch den Zustand der Zelle 0
représentiert. Sie ist damit sowohl bzgl. der Eingabe als auch bzgl. der
Ausgabe von besonderer Bedeutung. Zu beachten ist ferner, dafy der
zur Verfiigung stehende Raum nicht beschrinkt ist.

Definition 4.5. Die Familie der von iterativen Arrays mit H;-Raster
und Zeitkomplexitit ¢ akzeptierbaren Sprachen wird mit .%;(TA) be-
zeichnet.
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Aufgrund des Eingabe/Ausgabe-Verhaltens ergeben sich fiir iterative
Arrays Raum-Zeit-Diagramme, die nur ,relevante* Information dar-
stellen, folgender Art:

Abbildung 4.2. Raum-Zeit-Diagramm eines iterativen Arrays.

4.2 Vergleich mit Zellularrdumen

Da der zur Verfiigung stehende Raum bei iterativen Arrays nicht
beschrankt ist, liegt die Vermutung nahe, daf} es sich um ein berech-
nungsuniverselles Modell handelt. Dies folgt aus Satz 4.1 und dem
(bereits nachgewiesenen) Zusammenhang .Z(CS) = .%.

Satz 4.1. Z(IA) = Z(CS)
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Beweis.

,—" folgt einerseits aus der Berechnungsuniversalitit der Zellu-
larrdume, kann andererseits aber auch folgendermaflen nachgewiesen
werden:

Ein Zellularraum kann einen IA simulieren, indem er die (bereits
vollstindig vorliegende) Eingabe auf einer Spur in jedem Zeitschritt
um eine Zelle nach rechts verschiebt, wihrend auf einer zweiten Spur
die Arbeitsweise der Zellen des IA simuliert werden. Der Einzelauto-
mat am rechten Rand der Anfangskonfiguration entspricht dabei der
Ein/Ausgabe-Zelle.

,»,<=" Die Simulation eines Zellularraumes durch einen IA erfolgt in
zwei Phasen. Zuerst wird die (endliche) Eingabe sukzessive einge-
lesen und auf entsprechend viele zusammenh&ngende einzelne Zellen
verteilt. In der zweiten Phase, die z.B. nach einer Synchronisation
mittels FSSP gleichzeitig gestartet werden kann, arbeitet der TA un-
abhingig von der Auflenwelt wie der Zellularraum. U

4.3 Unvergleichbarkeit der Familien .%,,(IA) und
Z.(OCA)

Ziel dieses Abschnittes ist der Nachweis, dafl die Familie der Realzeit-
TA Sprachen nicht mit der Familie der Realzeit-OCA Sprachen ver-
gleichbar ist. Zun#ichst wird anhand eines Beispiels eine Sprache

vorgestellt, die in der ersten, nicht aber in der zweiten Familie liegt
(C. Choffrut und K. Culik IT (1984)).

Eine Teilfamilie der kontextfreien Sprachen wird anschliefend dazu
benutzt, eine Sprache aus der zweiten Familie zu charakterisieren, die
von keinem iterativen Array (beliebiger Dimension und mit beliebiger
Nachbarschaft) in Realzeit akzeptiert werden kann.

Beispiel 4.1. {a®)|n € N} € Z4(1A)

Die Ein/Ausgabe-Zelle liest in jedem Zeitschritt ein Eingabesymbol.
Im ersten Zeitschritt sendet sie ein Signal mit der Geschwindigkeit



4.3 Unvergleichbarkeit der Familien .%,;(IA) und .%,:(OCA) 75

1/3 nach rechts. Anschliefend sendet sie ein zweites Signal mit
der Geschwindigkeit 1 in dieselbe Richtung, welches zwischen dem
ersten (langsamen) Signal und der Ein/Ausgabe-Zelle pendelt. Der
Zeitraum zwischen zwei Eintreffen in der Ein/Ausgabe-Zelle wird auf
diese Weise jeweils verdoppelt.

Eine Eingabe wird genau dann akzeptiert, wenn sich das (schnelle)
Signal in dem Zeitpunkt in der Ein/Ausgabe-Zelle befindet, in dem
diese das letzte Eingabesymbol gelesen hat. Ein entsprechender TA
benutzt somit nur einen Halbraum.

Abbildung 4.3. Schema des Raum-Zeit-Diagrammes
zum Beispiel 4.1.

Daf} sich die Zeitrdume jeweils verdoppeln, kann per vollstindiger
Induktion nachgewiesen werden, wobei es ausreicht zu zeigen, dafl
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sich beide Signale jeweils in den Zellen 2™, n € N, treffen:

Die Uberfithrungsfunktion (s.u.) wird so festgelegt, daB beide Signale
im Zeitpunkt 3 in der Zelle 1 sind.

Es sei jetzt angenommen, die Signale befinden sich gemeinsam in der
Zelle . Wenn die Zelle des nichsten Treffens mit j bezeichnet wird,
benttigt das schnelle Signal ¢ + j weitere Zeitschritte, um die Zelle j
zu erreichen (es muf} ja zuniichst zuriick). In dieser Zeit bewegt sich

das langsame Signal (“g—’) Zellen weiter. Es gilt also

(i+J)
3

J=1+ und somit j = 2.

Formal 148t sich der TA festlegen durch
S :={(i,7)]1 €{-1,0,1},j € {0,1,2,3}} U {qo},

wobei die erste Komponente fiir das schnelle Signal steht (1, falls es
von links nach rechts lduft, —1 anderenfalls) und die zweite fiir das
langsame Signal (1,2 und 3 realisieren die Geschwindigkeit 1/3).

Y:={a}, H5 =(-1,0,1), F:={(1,5)|j€{0,1,2,3}}.

Fiir alle im folgenden nicht aufgefiihrten Fille &ndert sich der Zustand
nicht.

Initialisierung:
o((g0,9090),2) == (1,2)
J((Q(h (17 2)7 QO)v a) = (17 3)
U((qoa (173)a qO)7 a) = (070)

Das schnelle Signal wird von der Ein/Ausgabe-Zelle reflektiert:
({0, (0,0),(=1,7)),2) := (1,0), falls j € {0,1,2,3}
o((qo,(1,0),2z),a) := (0,0), falls z € S

Das schnelle Signal bewegt sich nach rechts:
0((1,0),(0,0),z) := (1,0), falls z € S
o(z,(1,0),y) := (0,0), falls z,y € S
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Eingabe
t=0: --~|qo\qlo\
t=1: ---|4q [1,2
t=2 ---[d [1,3] Qo

| % oo[11qo
t=4: -] [150]0,2] g
-] 40 [0,0]1,3] %
] 0,0 0,0[1,1
] 9 [0,0F1,90,2] ¢
t=8 ---| 4o [150[0,0[0,3] ¢
-] @ J0,0[1,0[0,0]0,1
-~ [ @0 ]0,0]0,0[1,0]0,2
-~ g0 J0,0]0,0
-] @ [0,0]0,0[0,0]0,0F%,1
-~ @ Jo,0]0,0[0,0F-1,00,2
-] @ J0,0]0,0}-1,00,0]0,3

8

qo

qo

QO\
o]
[

0,0[1,3] @

qo\
QO\
o]

- [ @ Jo,0F1,90,0[0,0]0,0[0,1

qo‘...

t=16: ---| ¢ [1,0]0,0]0,0]0,0]0,0

0,2

o |-

Abbildung 4.4. Anfang eines Raum-Zeit-Diagrammes
zum Beispiel 4.1.

Das langsame Signal bewegt sich nach rechts:
a((1,3), 90, 40) := (-1,1)
a((,3),40,q0) := (0,1), falls i #1
o(z,(4,3),q0) := (0,0), falls s € {-1,0,1} und z # (1,0)
o(z,(1,5),q) == (0,5 + 1), falls j € {1,2}, 7 € {-1,0,1}

und z # (1,0)
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Das schnelle Signal bewegt sich nach links:

o(z,(0,0),(-1,7)) == (-1,0), falls z € S\ {q0}, j € {0,1,2,3}
o(z,(-1,0),y) := (0,0), falls x,y € S

Das schnelle Signal wird vom langsamen reflektiert:
o((1,0),(0,5), o) = (1,5 +1), j € {1,2}

a((1,0),(0,3),90) := (1,0)

o(x ,( 1, ) ) (0,j+1), falls j € {1,2} und z € S

o(x,(—1,3),q) := (0,0), falls z € S

Da L = {a(®)| n € N} keine regulire Sprache ist (L ist kontext-
sensitiv), folgt mit Satz 3.11:

Korollar 4.1. AL € Z(TIA) : L ¢ £ (OCA)

Im weiteren werden die linearen kontextfreien Sprachen bendétigt.
Durch sie 148t sich eine Teilfamilie von .%,;(OCA) durch Grammati-
ken charakterisieren (A. R. Smith IIT (1970)). An der Definition 148t
sich unmittelbar ablesen, daf} die linearen kontextfreien Sprachen in
den kontextfreien enthalten sind. (Die Inklusion ist sogar echt.)

Definition 4.6. Eine Grammatik G = (Vn, Vp, Xo, F') heifit linear
kontextfrei, falls jede Produktion in F' von einer der Formen X — a,
X — Ya oder X — aY ist, wobei X,Y € Vy und a € Vr gilt.

Die von linear kontextfreien Grammatiken erzeugten Sprachen sol-
len entsprechend wieder linear kontextfreie Sprachen heiflen und mit
25 1in bezeichnet werden.

Satz 4.2. .,2”2,“‘” Q grt(OCA)

Beweis.
Es seien G = (Vy,Vr,Xo, F) eine linear kontextfreie Grammatik,
X,)Y € Vy und w = wyws - - - wy, € L(G), also w; € Vp fiir 1 <14 < n.
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Es gilt:
Wenn X =* w;---w;, 1<i<j7<n,
dann 3Y : ((Y =* Ws - Wji—1 A X:>Yw]) \Y
(Y =* Wiyl * Wy AN X :>'LU1Y))

Darauf aufbauend lassen sich folgende Mengen festlegen:
N(i,i) ={X eVn| (X sw;) € F} 1<i<n
N(i,j) :== N1(i,j) UNa(4,5), 1<i<j<n,mit
Ni(i,j) = {X € V| (X > Yw;) €F ANY € N(i,j — 1)}
No(i,j) ={X e Vy|(X 2w Y)eF ANY eN(+1,5)}

Das Wort wy - - -w,, gehort also genau dann zur Sprache L(G), wenn
Xo € N(1,n) gilt.

Ein OCA M = (S,1,H,0,q) fiir L(G) analysiert seine Eingabe
wy - - - Wy, indem jede Zelle nacheinander gewisse Mengen N (i, j) be-
rechnet.

Im ersten Zeitschritt berechnen alle Zellen ¢ den Zustand

(N (i,1), (ws,w;)). Daraus ergibt sich auch die mindestens notwendige
Zustandsmenge S = Z(Vy) x V2.

Im Zeitschritt k berechnen alle Zellen i (N (i —k+1,4), (Wi—gt1,Ws)),
falls k < i; anderenfalls dndert sich ihr Zustand nicht.

Ein derartiges Verhalten ist moglich, weil jede Zelle in ihrer Nachbar-
schaft iiber die Information (N (i — k + 1,7 — 1), (w; k41, w;—1)) (im
linken Nachbarn) und (N(i—k+2,14), (w;—k42,w;)) (eigener Zustand)
verfiigt.

Also berechnet die rechte Randzelle im Zeitschritt ¢ = n auch N(1,n).
Legt man die Menge der Endzustéinde noch entsprechend fest, so
leistet das Verfahren das Gewiinschte. UJ

Ohne Nachweis sei an dieser Stelle noch bemerkt, daf3 die Inklusion
des Satzes echt ist, da z.B. die kontextsensitive, nicht kontextfreie
Sprache L = {ab"c™| n € N} zur Familie .£,;,(OCA) gehort.

Beispiel 4.2.
Die Sprache L = {vv'|v,v’ € {a,b,0,1}F A [v'| >2 A v/ = v'B} ist
linear kontextfrei.
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Eine entsprechende Grammatik ist G = (Vi, Vi, Xo, F) mit

Vv ={X,,Y,Y,, Y3, Y0, Y1}

Vr :={a,b,0,1}

F .= {XO — aXg, Xg = bXo, Xo = 1Xo, Xo — 0Xo,
Xo = Y,a, Xog = Y, Xo — Yll, Xo — Y()O,
Y,—>aY, Y, - bY, Y7 —» 1Y, Yy — 0V,
Y.—>a, Y,—b Y =51 Yy >0,
Y—>Y,a, Y 2Yb Y >Y1 Y —Y,0,
Y—>aY—>bY—>1Y -0}

Das Wort a10b10abbl1bba0 € L(G) 148t sich folgendermafen erzeu-
gen:

Xo = aXo = alXy = al0Xy = al0bXy = al0blX,

= al0b1Y;0 = a10b10Y 0 = al0b10Y,a0 = a10bl0aY a0

= al0b10aY,bald = a10b10abY bal = a1l0b10abY;bbal

= al1l0b10abbY bbal = a10b10abbY; 1bba0 = a10b10abb11bbal

Ein nach obigem Verfahren konstruierter OCA durchliefe bei Eingabe
des Wortes folgende Konfigurationen:

#|alt1]lolbvl1lolalbvlblt]lt]v]v]alo
# | alt1]olbvlt1lolalbvplblt]lt]bv]bv]|alo

# Y, YY, V1Y, Y(|Y, V3 Y, V1Y, Yo, Yd|Y, V3 Y, Y3 Y, Y1 Y, Y1|Y, V3 Y, Y3y, YalY, Yy

# 1 lo|bl1]o]la|b|b|1]|1]b a | o

# al1|o|b|1]oflalb|b|1]|1]|0b a

# 6| 0| 0|0 |0 |06 0XYY0XY-Y10%0:Y"Yp0 | 0

# o|lbv|lt1lo|la|b|b|1]1]|Db|Db|lalo

# alt1lo|lbv|lt1t]|ofal|b|blt1t]l1t]|bp]|0D

# 6|0 |06 | 0| 0 XoYe Xo0>Yp, 0 XooY1 0 | 0

# bl 1]o]a|b|b|t1]|1]|b|b|lalo]|®#
# al1|lo|bvp|1]|ofa|b|b|21t]|1]|0D

# 0 0 0 0 O | Xo| 0 | Xo|Y |Xo| 0 0 #
# 1ol al|b|b|1|1|b|b|alols
# al1|lo|b|1]o]a 1] 1

# 0|0 |0 |0 |Xo| 0 |Xo|Yy|Xo| 0 |0 | #
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# 0 a b b 1 1 b b a 0
# a 1 0 b 1 0 a b b 1
# 0 | 6|0 |Xo| 0 |Xo| 0 KoY 0 | 0
# a b b 1 1 b b a 0
# a 1 0 b 1 0 a b b
# 6| 0 |Xo Xo| 0 XosYae 0 | 0
# b b 1 1 b b a 0 #
# a 1 0 b 1 a b
# 0 |Xo| 0 | Xo| ¢ | XoXo,Y 0 | #
# b 1 1 b a 0
# a 1 0 1 0 a
# XO 0 XO XO/(O’Y 0
# 1 1 b a 0
# a 1 0 1 0
# 0 XO [1] XO XO Xo,Y #
# 1 b b a 0
# a 1 b 1
# XO (1]} XO X01(0,Yl #
# b b a 0
# a 1 0 b
,, 0 | Xo | Xo | Xo
# b a 0
# a 1 0
# Xo | X0 | Xo
# a 0
# a 1
# XO XO
# 0 #
# a
# Xo | #

Abbildung 4.5. Raum-Zeit-Diagramm eines OCA zum Beispiel 4.2.
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Der folgende Satz von S. N. Cole (1966) ist insofern bemerkenswert,
da weder die Dimension noch die Nachbarschaft des iterativen Arrays
beschrinkt werden. Als Folgerung ergibt sich dann die Unvergleich-
barkeit von .%,;(OCA) und .%,+(IA). Der Beweis umfafit ein Beispiel
und den Nachweis zweier Behauptungen.

Satz 4.3. Es existiert eine kontextfreie Sprache, die von keinem
iterativen Array in Realzeit akzeptiert wird.

Beweis. Die Sprache
L:= {vv'|v,0' € {a,b,0,1}* A |'| >2 A v =0’}

ist linear kontextfrei, also auch kontextfrei.

Es sei W, = {Owl|w € {a,b}* A |w| = n}. Dann wird fiir alle
Untermengen U = {u1,...,u,} von W,, ein Wort u festgelegt durch

9

{s falls U =0
ui=

u'  sonst

m

wobei u!, rekursiv definiert wird:
o ! . R IR, I oo -

Uy =€, Uiy = ugg gy fiir 0 € {0,...,m — 1},

Da jedes Wort aus einer Menge U als Teilwort in u enthalten ist und
die Teilworter durch die Symbole 1 und O untereinander abgegrenzt
sind, sind fiir verschiedene Untermengen U und V von W,, die Worter
u und v stets verschieden.

Beispiel 4.3. Fiir n = 3 ist

ul u2 u3

—~N NS N
U := {0aaal, 0abbl, Obabl}

Teilmenge von W,,. Das Wort « = uj wird dann festgelegt durch
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uy =€
u} = laaaQ
——
uff

ufy = 1bba00aaal laaal
e

R R

U Uy U3
N ——
u’lR uf
u'3 = 1bab00aaal 1aaa0 0abbl 1bba0 Qaaal 1aaal
e N
ull u1 ul u2 ull uy ul

Behauptung 4.1. Vu; €U : uu; € L

Beweis der Behauptung. Bei der Konstruktion der ), wird u}
jeweils am Ende angefiigt. Also endet z.B. auch u}, mit u}. Folglich
existiert fiir alle u;,j € {1,...,m}, ein Wort z € {a,b,0,1}*, so
daf} sich u darstellen 148t als v = xu; Somit gilt: uu; = zulu; =
yulu'E u!_u; € L. O
Behauptung 4.2. Vo e W, \U: uvu¢L

Beweis der Behauptung. Fiir U = ) ist v = ¢ und die Behauptung
folgt, da u mit 1 endet und 1 sonst nicht in % vorkommt.

Es wird angenommen, u ist aus der Sprache L. Das Wort u kann in
Teilworter der Lange n + 2 zerlegt werden, wobei jedes Teilwort mit 1
oder 0 beginnt und mit 0 oder 1 endet. Nirgendwo sonst in u konnen
die Zeichen 1 und 0 auftreten. Da @ selbst nicht Palindrom sein kann,
muf eines dieser Teilworter @ sein. Wegen der Asymmetrie und der
Konstruktion von u folgt dann @ € U. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung @ € W, \ U. [

Es sei nun angenommen, L konnte von einem eindimensionalen itera-
tiven Array mit H;-Nachbarschaft und Zustandsmenge S in Realzeit
akzeptiert werden.
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Ein n € N kann so gewihlt werden, daB 22 > |S|(71+5) gilt. Be-
trachtet man die entsprechende Menge W,,, so enthilt sie 2™ Elemen-
te. Also existieren |#(W,,)| = 22" verschiedene Teilmengen U mit
ebensovielen Wortern w.

Nachdem ein iterativer Array obiger Struktur ein Eingabewort bis auf
die letzten [ Zeichen eingelesen hat, kann die Zelle 0 die Entscheidung,
ob die Eingabe akzeptiert wird oder nicht, nur von der Information
abhéngig machen, die ihr in [ weiteren Schritten zugénglich ist. Bei
einer H;-Nachbarschaft ist dies gerade die Information in den Zellen
i mit —1 <14 < I. Hierfiir gibt es weniger als |S|(?+1) Moglichkeiten.

Fiir [ = n + 2 ergeben sich also weniger als |S|(>"+5) Maglichkeiten.
Demnach gibt es mindestens zwei verschiedene Worter @ und a, die
die Untermengen U und U charakterisieren, fiir die diese Informa-
tion iibereinstimmt. O.B.d.A. kann angenommen werden, daf ein
u; €U \ U existiert. Also ist nach der ersten Behauptung au; € L.
Da der Automat aber auch du; akzeptieren wiirde, ergibt sich ein
Widerspruch mit der zweiten Behauptung.

Betrachtet wird nun ein iterativer Array mit beliebiger Nachbarschaft
N und Dimension d. Dann existiert ein minimales k, so daf gilt: N C
My, wobei M, das verallgemeinerte Moore-Raster ist (vgl. Definition
3.2). Das heifit, die in [ Schritten verfiighare Information befindet sich

in hichstens (20k+1)? Zellen. Dafiir gibt es |S|(2*+1)" Moglichkeiten.
Die weitere Schluflfolge ist analog zu der oben Gezeigten. U

Korollar 4.2. AL € £..(OCA): L ¢ £ (IA)

Korollar 4.3. Die Familien .%,;(OCA) und .%,.+(IA) sind unvergleich-
bar.
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4.4 Iterative Arrays versus bidirektionale Zellular-
automaten

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels kldrt den Zusammenhang zwi-
schen Realzeit-TAs und Realzeit-CAs. Hierbei wird ein ,, Umweg*
iiber OCAs beschritten, und es gelten wieder die Einschrinkungen
bzgl. des Akzeptierens am rechten und linken Rand, die beim Satz
3.14 notwendig waren.

Satz 4.4. Es sei ein H;-Raster fir OCAs angenommen. Dann gilt:
Zn(OCA) D Z1(TA)

Beweis. Nach Satz 3.14 wird eine Sprache L genau dann von einem
Realzeit-CA akzeptiert, wenn sie von einem OCA mit H{*-Raster
in 2n Zeitschritten akzeptiert werden kann. Auflerdem kann L genau
dann von einem OCA mit HE-Raster (in 2n Zeitschritten) akzeptiert
werden, wenn LE (MIR(L)) von einem OCA mit H;-Raster (in 2n
Zeitschritten) akzeptiert wird.

Zum Nachweis des Satzes miifite zunichst gezeigt werden, dafl jede
Sprache L aus .%.:(IA) auch in %,(OCA) ist. Nach dem eben
Gesagten ist dies genau dann der Fall, wenn L® von einem OCA
mit H*-Raster in 2n Zeitschritten akzeptiert wird. Dies wiederum
gilt genau dann, wenn L® aus der Familie .%,;(CA) ist.

Es sei also ein Realzeit TA gegeben. Ein CA, der das Spiegelbild der
Sprache des TA akzeptiert, arbeitet mit drei Spuren. Die Ein/Ausgabe-
Zelle ist diejenige am rechten Rand. Auf der ersten Spur wird die
Eingabe in jedem Zeitschritt um eine Zelle nach rechts verschoben.
Auf diese Weise kann die rechte Randzelle die Ein/Ausgabe-Zelle
simulieren. Auf den beiden anderen Spuren wird der rechte bzw.
linke Halbraum des IA simuliert. Da der IA in Realzeit arbeitet, ist
der Platz ausreichend.

Die Echtheit der Inklusion folgt sofort mit Korollar 4.2. 0
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Mit den einschrinkenden Bemerkungen von Satz 3.14 folgt dann:

Korollar 4.4. Z+(CA) D Z(IA)

-.-|laglag|as|a
ailazlazlaal - # 4| Q3 Az |al
# ...

qo0

Jw[w[w]o @ [w 6]

. a. a a
# “ee

Jw[w[w] 4w [w]6]-

(gsJaal - L e
# “ee

---|QO‘610‘82_1‘83‘3%“10‘(10"” # |- i

a
a4l - - # 4

# | 83483 8B
3.3
2|51

S

T ARl

Abbildung 4.6. Simulation eines Realzeit-IA
durch einen Realzeit-CA.
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5 Keller-Zellularautomaten

Betrachtet man die endlichen Automaten als aktive Verarbeitungs-
elemente, so scheint die Voraussetzung, beliebig viele von ihnen zur
Verfiigung zu haben, fiir technische Realisierungen nicht geeignet
zu sein. Eine diesbeziigliche Einschréinkung der Zellularrgume fiihrt
zu dem Modell der Zellularautomaten. Hierin wird die Anzahl der
aktiven Elemente von der jeweiligen Eingabe abhéngig gemacht. Auf
diese Weise sind zwar im allgemeinen immer noch beliebig viele end-
liche Automaten notwendig, aber deren Anzahl kann im Laufe einer
Berechnung nicht mehr anwachsen. Demgegeniiber steht der Verlust
der Berechnungsuniversalitdt. Ein Vergleich mit Turingmaschinen
— sie verfiigen iiber ein einziges aktives Element — zeigt, dafl die
Berechnungsuniversalitéit unter Hinzunahme von beliebig vielen pas-
siven Elementen — etwa Speicherstellen — wieder erreicht werden
kann. Im Hinblick auf technische Realisierungen scheint die Annahme
beliebig grofler Speicher weniger problematisch zu sein als diejenige,
iiber beliebig viele Prozessoren verfiigen zu konnen. Da aber gerade
der Wunsch nach hoherer Leistungsfahigkeit zur Konstruktion von
Parallelrechnern fiihrte, ist es naheliegend, Systeme zu betrachten,
die eine grofle Anzahl aktiver Verarbeitungselemente mit beliebig
vielen passiven Elementen vereinen.

In der Chomsky-Hierarchie formaler Sprachen und der damit ver-
kniipften Hierarchie sequentieller Automaten ist der deterministische
Kellerautomat nach den endlichen Automaten das nichste méchti-
gere Modell. Entsprechend gehen die Keller-Zellularautomaten aus
den Zellularautomaten hervor, indem die endlichen Automaten durch
deterministische Kellerautomaten ersetzt werden. Zum einen wird
durch diese Vorgehensweise erreicht, dafl auch bei einer Einschrinkung
der Anzahl der aktiven Elemente die Berechnungsuniversalitit nicht
verlorengeht. Zum anderen werden die passiven Speicherelemente
durch die Modellierung als Kellerspeicher gegeniiber wahlfreiem Zu-
griff vereinfacht.
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5.1 Das Modell

Definition 5.1. Ein 7-Tupel (S,T',d, N, c,qo, go) heiit Keller-Zellu-
larraum, falls gilt:

a) S ist eine endliche, nichtleere Zustandsmenge.

b) T ist eine endliche, nichtleere Menge von Kellersymbolen.

c) d € Ny ist die Raumdimension.

d) N ist d-dimensionaler Nachbarschaftsindex vom Grade n.

e) o : 8" xI' — S x I'* ist lokale Uberfihrungsfunktion, wobei
fir g e, §e S"und ¢ € S gilt:  o(G,9) = (¢,7) =
(v€ T \{g0))* A g# g0)

V(y=1"'go mit v € (T'\ {go})* A 9= g0)-

f) qo € S ist ein Ruhezustand, so daf} gilt:

VgeT: a(q,---,4,9) = (40, 9)-
g) go € I ist das Kellerendesymbol.

Aus der Definition geht hervor, dafl die Zustandsiiberfithrung eines
einzelnen Kellerautomaten von den Zusténden seiner Nachbarn und
seinem obersten Kellereintrag abhéingt. Der Zugriff auf den eigenen
Keller ist dabei unabhéngig vom benutzten Raster.

Die geforderte Einschrinkung der Uberfiihrungsfunktion stellt sicher,
daf} ein einzelner Automat im Ruhezustand diesen nur aufgrund sei-
nes Kellerinhaltes nicht verlassen kann. Ferner kann der Kellerinhalt
nicht veréndert werden, falls sich der Automat und seine Nachbarn im
Ruhezustand befinden, und es wird verhindert, daf3 das Kellerende-
symbol aus dem Keller entfernt bzw. mehrfach hineingeschrieben
wird.

Definition 5.2. Eine Abbildung ¢, : Z? — S x T'* heiBt Konfigura-
tion des Keller-Zellularraums im Zeitpunkt ¢ € Np.

Eine Konfiguration legt wieder fiir jede Zelle im Raum deren aktuellen
Zustand fest. Zusitzlich wird der Kellerinhalt berticksichtigt. Dieser
wird als ein Wort iiber dem Kelleralphabet aufgefafit, wobei das
Wort von links nach rechts den Kellerinhalt von oben nach unten
reprisentiert.
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Definition 5.3. Es seien A ein Alphabet, N = (ay,...,a,) ein d-
dimensionaler Nachbarschaftsindex und Cx die Menge aller Konfi-
gurationen der Art c(i) = (8,7 = gi; =" gin.90), s € S,y € I'*. Eine
Abbildung Tx : Cx — Ck heifdt globale Transformation, wenn sie
durch eine lokale Uberfithrungsfunktion o folgendermafen induziert
wird:

Vee Ck : (T(C) = < (Vi ert: Jd@)=
(mi(o((mi(c(i + ar)), - - -, mi(c(i + an))), gir)),

malo (el + @)y (el + 0n)). g0+ 55, 0)) )

Es wird also festgelegt, dafl das oberste Kellerelement beim Anwen-
den der Uberfiihrungsfunktion aus dem Keller entfernt wird. Dies
stellt insoweit keine Einschrinkung dar, als jede Zelle das oberste
Kellerelement durch ein Wort {iber dem Kelleralphabet I' ersetzen
kann.

Definition 5.4. Es sei M = (S,T',d, N, 0, qo, go) ein Keller-Zellular-
raum. M heiit Keller-Zellularautomat, falls gilt:
a) e S: VteNgiel: copi(i) =# < (i) = #, dabei
heifit # Grenzzustand.
b) Ein endliches, nichtleeres Gebiet R C 7%, Retina genannt, hat
folgende Eigenschaften:
YieR: 7T1(C()(i)) 75 #
Vke{leZ*\R|Fi € R: iHy 1} : m(co(k)) = #
V¢ {leZ'\R|Fie R: iHy I}UR:m(co(k)) = qo
Vi,j € R: iH*Hfj

Im folgenden Beispiel wird ein eindimensionaler Keller-Zellularauto-
mat mit drei Spuren und H;-Raster angegeben, der den Inhalt seiner
zweiten Spur spiegelt. In der Anfangskonfiguration sind alle Keller
bis auf das Kellerendesymbol leer. Die Inhalte der ersten und dritten
Register sind fiir alle Zellen identisch.
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Beispiel 5.1.

Das Verfahren setzt eine Eingabe voraus, die mindestens zwei Zeichen
enthilt. Die prinzipielle Vorgehensweise ist folgende (vgl. Abbildung
5.1): Die rechte Randzelle identifiziert sich anhand ihres rechten
Nachbarn selbst. Im Verlauf der Berechnung kopiert sie in jedem
Zeitschritt den Inhalt ihres zweiten Registers in das erste.

#/b|b|/b|/b|b|b|b|# # b/b|b|b|b|b|7|#
co: #|11|2(3(4|5(6|7|# ci1: #|(b|1]|2|3|4|5|6|#
#/b|b|/b|/b|b|b|b|# # | r Pupupupupu|] |#
REGEEEE R ﬁ@@@@@@@ﬁ
#|b|/b|/b|b|b|T7|6|# # b/b|/b|b|7|6|5|#
c2: #|(b|b|1|2|3|4|5|# c3: #(b|b|b|1[2|3|4|#
#|i|r Pupupul (i |# #|i|i|r|POQ1|1i|i|#
ﬁ@&ﬁ&j@@ﬁ ﬁ@@tﬁwﬁﬁﬁﬁ
g g g [m| g
g8]8 g|[m|[8
g
#|b|b|b|T7|6|5|4|# #| b|/b|7|6|5|4|3|#
C4: #|b|b|b|b|1|2|3|# C5: #|b|b|b|b|b|1|2|#
#li|i|i|lc|i|i|i]|# #(i|i |1 Po|r|i|i]|#
ﬁ@&iﬁ&j@@ﬁ ﬁ@@&”ﬁ”ﬁj@@ﬁ
g [m| g g g
g|[m|[g gl18]|8
g
#|b|7|6|5|4|3|2|# #7654 (3|21 |#
C6: #|(b|b|/b|b|b|b|1|# c7: #|(b|b|b|b|b|b|b|#
#|1|1 |POPOPO|T |1 |# # |1 [PO|POPO|POPO| T |#
AN
5@@@@@%5 AfelfEEIEIEIE BN
#|b|b|b|b|b|b|b|#
cg: #|7|6(5(4|3 (2|1 |#
#/b|b|/b|/b|b|b|b|#
REEEEEE R

Abbildung 5.1. Beispiel eines Keller-Zellularautomaten,
der seine Eingabe spiegelt.
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Die Inhalte der zweiten Spur werden in jedem Zeitschritt um eine
Zelle nach rechts verschoben, diejenigen der ersten Spur nach links.
Auf diese Weise liegt die Eingabe nach einer Zeit, die ihrer Linge ent-
spricht, gespiegelt auf der ersten Spur vor. Alle Zellen kénnen dann in
einem weiteren Zeitschritt synchron die Inhalte ihrer ersten Register
in die zweiten kopieren. Voraussetzung hierfiir ist, dafl alle Zellen
gleichzeitig erkennen kénnen, wann die Spiegelung abgeschlossen ist.

Um dies zu ermoglichen, werden auf der dritten Spur im ersten Zeit-
schritt am rechten und linken Rand zwei Signale erzeugt, die zum
jeweils gegeniiberliegenden Rand gesandt werden. Alle Zellen begin-
nen im ersten Zeitschritt damit, ihren Keller jeweils mit einem zusétz-
lichen Symbol zu beschriften. Dieser Prozefl wird beim Empfang des
ersten Signals beendet. Beim Empfang des zweiten Signals wird in
jedem weiteren Zeitschritt ein Symbol aus dem Keller entfernt. Auf
diese Weise werden die Keller aller Zellen gleichzeitig leer, und zwar
in genau dem Zeitpunkt, in dem die Spiegelung abgeschlossen ist.

Der Keller-Zellularautomat M = (S,T',1, H{,o,qo,g0) wird formal
wie folgt konstruiert:
S = {#, 1,2,3,4,5,6,7, b} X {#, 1,2,3,4,5,6,7, b}X
{#,1,pu,po,r,1,c,b}

I':= {m, g}

qo ‘= (b7 b, b)

9go ‘=&

Grenzzustand: (#,#,#)
‘H'l1 = (_17 0, 1)

o wird wie folgt festgelegt:

U((01702a03)a(1717p27p3)7(Q1aQ27Q3)7h) = ( Il7pl27p13)77)7
wobei gilt:

mh falls (p3 =pu A 03 #r A g3 #1)
V(o3s=b A p3=Db A g3 =Db)
Y:=49¢ falls(p3=po A h#g)V (p3=1A 03 =1)
Vps =1 A gg=1) V (p3 =c)
h  sonst
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b falls(ps=po A h=g) V (p3=1 A 03 =#)

P, = Vps=1 A g3 =#)

! pe fallsgs=# A p3#r
g1 sonst
jl fauS(p3=pO/\h=g)V(p3=r/\q3=#)

p'zz{ V(o =#)
09 sonst
(T falls(o3=#/\p3=b)\/(03—r/\q37$1)v(03 )
1 falls(gs=# A p3=>b) V (g3=1 A o3#1) V (g3 =c¢)
c fallsoz=r A gz=1
pu fallsos=b A p3=Db A g3=Db

phi=< i falls(p3=r A gs=pu) V (p3=1 A 03 =pu)
po falls(p3=1 A o03=1i) V (p3=1r A ga=1) V (p3=c)
b falls(ps=po A h=g) V (p3=1 A o3 =#)

\ D3

V(ps=1 A gs=4#)
sonst

Definition 5.5.

Es seien die Abbildungen £ : N — N und t : N — N und
eine formale Sprache I C A1 gegeben. L wird durch einen Keller-
Zellularautomaten M = (S,T,1, N, 0, qo,go) mit einer Menge von
Endzusténden F' C S genau dann mit Kellerkomplexitét & und Zeit-
komplexitét ¢ akzeptiert, wenn

L= {w € At| T[Z(lwl)(co) = Cy(|w|), Wobei Vi € 7,0 <t < t(jw|) gilt:

. ; <1<
71'1(00(/5)) — {w, falls 1 ST S |w| ,

ma(co(2)) = go,
# sonst 2(0()) Jo

mi(euwy () € F, Imale ()] < k(w)) }.
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Definition 5.6. Die Familie der von Keller-Zellularautomaten mit
H;-Raster, Zeitkomplexitdt ¢ und Kellerkomplexitéit k akzeptierba-
ren Sprachen wird mit ;.%;(PDCA) bezeichnet. Fiir unidirektiona-
len Informationsflul (H;-Raster) wird entsprechend die Bezeichnung
OPDCA benutzt.

5.2 Kellernormalisierung und -kompression

Dieser Abschnitt widmet sich der Frage, inwieweit die Kelleroperatio-
nen einzelner Zellen normalisiert werden kénnen. Zunéchst wird ge-
zeigt, dafl sich das Kelleralphabet verringern 1463t, wobei allerdings so-
wohl die Zeit als auch die Kellerkomplexitit zunehmen. Anschlieffend
wird die Voraussetzung dafiir geschaffen, die Kellertiefe um einen
beliebigen Faktor zu komprimieren. Den Abschlufl des Abschnittes
bildet dann der Nachweis, da8 die Uberfiihrungsfunktion bzgl. der
Kelleroperation ohne Zeitverlust eingeschrinkt werden kann, was im
weiteren als Normalisierung bezeichnet wird.

5.2.1 Reduktion des Kelleralphabets

Aus einem gegebenen Keller-Zellularautomaten kann ein anderer mit
reduziertem Kelleralphabet konstruiert werden, indem die urspriing-
lichen Kellersymbole iiber dem neuen Alphabet kodiert werden. Vor
jedem eigentlichen Konfigurationsiibergang mufl der Kode eines Kel-
lersymbols in mehreren Zeitschritten aus dem Keller gelesen und
interpretiert werden. In dieser Phase hingt der Folgezustand der
Zellen von ihrem eigenen Zustand ab. Daraus resultiert die Forderung
0% € N. Der Beweis des niichsten Satzes umfaBt die Konstruktion
des entsprechenden Automaten und den Beweis einer Behauptung,
aus der dann die Korrektheit der Konstruktion folgt.
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Satz 5.1. Essei M = (S,T',d,N,0,q,90) ein Keller-Zellular-
automat mit der Eigenschaft 0% € N. Dann existiert fiir alle 3 <
n < |I'| ein Kelleralphabet IV mit der Michtigkeit n und ein Keller-
Zellularautomat M’ = (S",I",d, N,o’,q}, g4), so daB gilt:

Vi e Zd : VteNp: 7T1(Ct(i)) = Wl,l(c;,t(i)),
wobei I = [log,,_; |T|[] ist.

Beweis. Essei |['| = m. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
angenommen werden, daf§ die Elemente aus I'' von hg bis h, 1 und
diejenigen aus I" von gg bis gm—1 durchnumeriert sind. Die sich daraus
ergebende Ordnung stellt sicher, dal max(I") := h,,_1 definiert ist.

Fat man die Elemente aus I \ {h,_1} als Ziffern des (n — 1)-
adischen Zahlensystems auf, so konnen die Elemente aus I' tiber
diesem Zahlensystem eindeutig kodiert werden, wobei die Lange aller
Kodierungen — durch linksseitiges Auffiillen mit hy — gerade [ ist.
Fiir g € T und v € T'* bezeichnen gcoqe Und 7Yeoqe die entsprechenden
Kodes von g und . Ein Wort v = g, ---g; € I'"* werde kodiert als

coae " " Gicode -

Der Konstruktion liegt folgende Idee zugrunde: Statt der urspriing-
lichen Kellersymbole wird deren Kode im Keller abgelegt. Da jede
Zelle in jedem Zeitschritt ein Wort in den Keller schreiben kann, ist
die Schreiboperation ohne Zeitverlust moglich. Das Lesen hingegen
muf} in einer Sequenz von Konfigurationsiibergdngen erfolgen. Zu
diesem Zweck verfiigen die Zellen iiber ein Register, welches den Kode
eines urspriinglichen Kellersymbols aufnehmen kann und welches in
einer Folge von Zeitschritten mit den einzelnen Symbolen des Kodes
sukzessive gefiillt wird. Anschlieflend erfolgt dann die eigentliche
Simulation der Zustandsiiberfithrung.

Im folgenden bezeichnet R immer die Retina.

Beispiel 5.2. Es seien I' = {go, ..., 97} und I'" = {hg, h1, ho}. Dann
gilt fiir die Bezeichnungen des Beweises: |I'| = 8 und |IV| = 3, also
I =3. Mit H; = (—1,0,1) ist 7 = 2 und hs entspricht g{. Mit bindrer
Kodierung gilt gg = hihihg.

code
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cor [ f e8] d qg\qg\“' °1 |q1 g | g |ak]ad |

S|SB ]|dd|a8] ) | ad | a9 | af | ad
o 22222 - T I N A T A N A R A |
hohohghohohohg - - -+ fohdrohoho hoho hofro g - - -
ho ho ho ho 0 ho ho ho ho ho
ho ho ho ho 0 ho ho ho ho ho
(ko |[ho|[o][Ro][Ro] ha||ha||ha||h2]||he
ha||ha||h2||h2||h2
B B3|} || o lat | | dd | at | 4
ch: ---lolo|o|o |0 cgol 22222
hahohohohopohd - - - -+ hohdhohdrohdrohohohd - - -

ho ho ko] [hol ko hillholhollho] R
ho|[ha|[ha || Ra ho h1|lho| ko

hg ho || h1]||ho

(ho|  [ho|[h1][ho]

(ha|  [ha|[ho|[h2]
[ho]
(ho
|ha|

Abbildung 5.2. Konfigurationsiibergidnge von Keller-Zellular-
automaten mit urspriinglichem und reduziertem Kelleralphabet.
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Konstruktion von M':
S':=8x%x{0,---,1-1} x (I \ {hn,l})'(l—l)
g = (q0,1-1, k™)
g6 = hn—l

Die Anfangskonfiguration ¢, von M’ wird festgelegt durch:

Vield g€ S: coli) = (g, 90) = ch(i) = (¢ 1-1,hd' ™), go....95)

Ist 7, (N) = 0%, dann wird o' wie folgt festgelegt:

Ve € I’ \ {hn_l}i
a,(((QO7 )7 (AR (qml_lahm o 'hrz_1)7 R (QO7 ))76) =
((qu 1-1, hn e hn_1)ae)

Anderenfalls:
Vg. € Sund e, hpyy..oshp_, €T\ {hp_1}:
O'I((()v sy (QM 1-1, hT1 T h’f‘l—1)7 (R ())7 6) = ((qu 1-2, eh‘T2 e h’f‘l—1)78)

O'I((()v LR (QTa 1, hr17 s 7h'T1_1)7 ) ())76) = ((QTaoahh T hrz_ze)ve)’

wobei ,,()¢ fiir beliebige Zustéinde aus S’ steht. Insoweit ist ¢’ also
unabhingig von der Konfiguration der Nachbarschaft (mit Ausnahme
des Nachbarn 0¢ und des Ruhezustands). Weiterhin wird festgelegt:
Vql?"'7qn7ql € S7 ge F:’yl er:

(0(((]17 ceeylry - aqn)ag) = (q/77l) <~

Jl(((qlv ’ )7 LR (qT7O7 hT1 T hTt—1)7 LR (qna ) ))7 th) =

((ql7 1-1, hb(l_l))v ’yzade)v falls Ycode = hn T hTz ist )
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Behauptung 5.1.

Es seien ¢, (i) = (¢, 91+~ gn) und ¢,,(8) = ((¢',0,h1 -+ - hy—1), €1+ -ex)
die Konfigurationen einer Zelle ¢ im Zeitpunkt ¢ unter M und im
Zeitpunkt [ - t unter M’. Es gilt:

VieER:VteNg:(qg=¢ Ne1- e =G1 s Inowado A v=1-1)
Beweis der Behauptung.

t=0:
Fiir die Anfangskonfiguration gilt die Behauptung aufgrund der De-
finition von cj.

t—=t+1:
Es seien ¢1,...,¢r,..-,qn € S die Zustdnde der Nachbarn von Zelle
1 im Zeitpunkt ¢.

77:>“

Es sei ¢¢(t1) = (¢, 91 - gm) und ce41(2) = (¢;,792 - gm), also
U((qla ceeslry .. 7qn)7 91) = (qi-a ’7)

Nach Induktionsannahme gilt:

c.4(@) = ((gry1-1,h1 -~ -hy_1),e1---€;---€e;) und

€€ = (gl M 'gm)code

= €1 € = Gl.gq.-

Wegen der Konstruktion von ¢’ folgt

Crar(-1)(@) = ((gr,0,€1---e1_1), €1 - ex)
= C;(t—‘,-l)(i) = ((¢,1-1, hb(l_l))xycode@l-i—l ---eg) Also gilt ,, = “.

”C“
Es seien
C;t(z) = ((qr7 :I-_l7 hl .. hl—l),el IRy IR €k)

Chiraeny () = (¢ 001+ e1_), €1+ ex)

C;(t-‘rl) (/L) = ((q;w 1_17 hi)(l_l))y Yeode€i+1 """ ek)

[ aufeinanderfolgende Konfigurationen einer Zelle i unter M’. Dann
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folgt
0J((Q17 ) )7"'7(q7‘707€1"'elfl)a"'a(qna ) ))761) =

((Q;a 1_17 hb(l_l))a ’Ycode)
=0({(q1y-- sqry-->qn)q1) = (qh,7y) fiir g1, =e1---€;.
Da nach Induktionsannahme ¢;(¢) = (¢, g1 - - gn) und

(91 gn)code = €1+ - ex gilt, folgt ciy1(d) = (q7,792 " gn)-

Also gilt ,, <= “ und damit die Behauptung. Aus der Behauptung
und der Konstruktion von ¢’ bzgl. des Ruhezustands folgt der Satz.

0

Die (in einer Komponente willkiirliche) Komposition der Projektio-
nen 7,1 legt nur fest, in welchem Register das Ergebnis der Berech-
nung abzulesen ist.

Die lokale Transformation ¢’ ist in der Konstruktion von Satz 5.1
nicht total. Zwar kdnnen Situationen, fiir die ¢’ nicht definiert ist,
nicht auftreten, es soll aber stillschweigend angenommen werden, dafl
o' in diesen Fillen den Zustand und den Kellerinhalt nicht veréndert.

Aus dem obigen Satz ergibt sich die Moglichkeit, jedes Kelleral-
phabet auf drei Elemente zu reduzieren. Wegen der per Definition
geforderten Existenz eines Kellerendesymbols sind zwei Elemente im
allgemeinen nicht moglich. Speziell fiir diese Konstruktion gilt aber,
dafl M’ das Symbol g} niemals lesen wird, da vorher go_,,, im Keller
notiert ist, welches ebenfalls per Definition nicht aus dem Keller
entfernt werden kann.

Korollar 5.1. Es sei M ein Keller-Zellularautomat mit Kelleral-
phabet T und L die Sprache, die von M mit Zeitkomplexitit t(n)
akzeptiert wird. Es existiert ein Keller-Zellularautomat M’ mit drei
Kellersymbolen, der L mit Zeitkomplexitit ¢(n)log, |I'| akzeptiert.
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5.2.2 Reduktion der Kellertiefe

Zunichst wird festgelegt, was unter der Kellertiefe formal verstanden
werden soll.

Definition 5.7. Es sei M ein Keller-Zellularautomat. Die Kellertiefe
im Zeitpunkt ¢ wird fiir alle i € Z% definiert als

k:Z% x Ng — N

(i,t) ‘m(ct(i))‘.

Auflerdem werden die Zeitpunkte wichtig sein, in denen eine Zelle
eine bestimmte Kellertiefe aufweist:

Definition 5.8. Es sei M ein Keller-Zellularautomat. Die Zeitpunk-
te, in denen eine Zelle 7 die Kellertiefe u aufweist, werden formalisiert
durch
k7174 x N — 2(No)
(t,u) = {t| k(i,t) = u}.

Der folgende Satz stellt sicher, dal die Kellertiefe um eine additive
Konstante verringert werden kann, ohne das Kelleralphabet zu mo-
difizieren. Die entsprechende Anzahl an Kellersymbolen wird dabei
lediglich in einem zusétzlichen Register abgelegt.

Satz 5.2. Essei M = (S,T',d, N, 0, qo, go) ein Keller-Zellularautomat
mit der Eigenschaft 02 € N. Dann existiert fiir alle z € N ein Keller-
Zellularautomat M' = (S",T",d, N,o’, g}, go), so daf gilt:

Vie L% : Vt € Ny :

(m(eci) = ma(el@) A K1) = max{1,kG,¢) - 2}).
Beweis. Konstruktion von M

S'=8Sx |y It
0<i<z

4 = (q0,¢)
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Die Anfangskonfiguration c¢j von M’ wird festgelegt durch

Viel',qeS: (coli) = (g,9) <= (i) = ((¢,2),90))

Sindm.(N) =0%q1,...,¢r,-..,qn € Sund h, ---h, g € U I

1<i<z4+1
dann wird ¢’ folgendermafien festgelegt:
o' (g1 )5 s (@ Brp = hry)s o5 (Gns ), 9) = ((g,u),v), wobei gilt:

— { ™ (0((q17 s 7Qn)a hrm)) falls m > 1
T\ m (a1 an)rg))  sonst

m2(o((q1,---,qn), hyr,,)) fallsm >1
ma(o((q1,---,qn),g))  sonst

ist  (u,v) :=
((91---92,91) falls m =0 A g1 = go
AN<z
(91 91,¢) fallsm =0 A g1 # go
ANl <z
(91 9i41,95 - - 91) fallsm=0Al-j==z

AN1<j<l-1
(91 Gjs1,95 G1hrm_1 - hpg)  fallsm>0 A z2=1—3j
¢ AN1<j3<Il-1
(9t g1hrp_y - hejyshry oo hryg) fallsm >0

Az=l4+m—-1—

AO<j<m—1

(gl"'glhTm_1 ...thg7€) fallsm>0 N ZZl"'m
Ng# 9o
(g1 g1hr, _, -+ heys g) falsm>0 A z>14+m

\ Ag=go
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Co:

Cy:

Co:

C3:

"|Q1 (I2 Q3 Q4 %""

%“%ﬂ%

"|Q1 % %‘%‘%""

96 5 93 91
go
go

90 90

"|(I1 Q2 Q3 a3 %""

g7(|92 95 91
9o go

9o 90

&S| dd ||

| € S g 3 g |-
[90][00] 0] 0] 0]

a || & || é

9197 95

Eeme

AL AL AL

- 9697 93959191

@@w%ﬁm

AR AR AL

95969197

Eaee

Abbildung 5.3. Konfigurationsiibergiinge eines Keller-

Zellularautomaten mit konstant reduzierter Kellertiefe (z = 2).
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Die Behauptung  (c;(i)) = 71,1 (c,(i)) fiir alle i € Z* und alle t € Ny
folgt direkt aus der Konstruktion. Sie gilt offensichtlich fiir ¢ = 0.
Fiir t > 0 wurden die ersten Komponenten der Folgezustinde der
Zellen von M' gerade als Folgezustinde der entsprechenden Zellen
von M definiert.

Weiterhin gilt: Vi € Z% : Vt € No : k(i,t) = k'(i,t) + |m2.1(c}(3))|-

Es bleibt zu zeigen, dal |ma1(c;(i))| in gewissem Sinne maximal ist,
d.h., aus |ma,1(c}(?))| < 2 folgt ma(c;(i)) = go. Dies gilt offensichtlich
fiir die Anfangskonfiguration. Betrachtet man die Definitionsglei-
chungen fiir (u,v) bei der Konstruktion von o', so ist im ersten und
letzten Fall ma(ci(i)) = go. Ausgehend davon, dafl die zu zeigende
Behauptung im Zeitpunkt ¢ giiltig war, 148t sich aus der zweiten und
vorletzten Definitionsgleichung m = z ablesen. Anderenfalls wire
wegen g1 # go bzw. g # go die Behauptung falsch gewesen. Somit
folgt auch fiir diese Félle die Behauptung. In allen anderen Fillen ist
|m2(ci(7))] = z direkt aus der Definitionsgleichung ablesbar. UJ

Korollar 5.2. Es sei POLY € {OPDCA,PDCA} und % eine Kel-
lerkomplexitét.

Vz € N :  Z(POLY) = _, Z(POLY)

Nachdem nachgewiesen wurde, dafl das Kelleralphabet bei Zunahme
der Kellerkomplexitdt bis auf drei Elemente reduziert werden kann,
stellt der folgende Satz eine Moglichkeit zur Verfiigung, die Keller-
komplexitit um einen konstanten Faktor zu verringern, wobei das
Kelleralphabet vergrofiert wird. Die bei der Reduktion des Kelleral-
phabets verlorene Zeit kann dabei allerdings nicht zuriickgewonnen
werden. Andererseits wird durch die Kellerkompression die Zeitkom-
plexitéit auch nicht erhoéht.

Satz 5.3. Essei M = (5,T',d,N,o0,q0,90) ein Keller-Zellular-
automat. Dann existiert fiir alle z € N ein Keller-Zellularautomat
M' = (S,T",d,N,0’',q0,95), so daf} gilt:

Wizl vt e N, : (m(ct(i)) — (@) A K (G t) = V(’;t)w +1)
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Beweis. Durch Konstruktion von M’ aus M.
Es sei g ¢ T' ein beliebiges Symbol.

IM:=g/U U .
0<i<z

Die Anfangskonfiguration ¢ von M’ wird festgelegt durch

VieTlgeS: (coli)=(0.00) <= chli) = (¢, (90)(s)))

o' wird folgendermaflen festgelegt:

Ist fir g € SV, g € Sund g,91,...,9m €T : 0(4,9) = (¢, 9m - 91,
dann gilt fiir alle ¢' = (9,4.,...,97) € T :
U’(d, g’) = (Q7 (gaz—e-i—ba e agaz—e—l—l)(gaz—ea e 7g(a—1)z—e+1) o

e (922—67 s 7gZ—e+1)(gZ—87 s 7gl,gé7 s 791))7
wobei m + e = az + b fiir a,b € Ng,b < z sei.

Der Nachweis, dafl M’ die gewiinschte Eigenschaft hat, kann mit
vollstdndiger Induktion iiber ¢ erbracht werden. Die Idee, die der
Konstruktion zugrundeliegt, ist diejenige, z Kellersymbole von M
zusammenzufassen. Dies geschieht naheliegenderweise durch Wort-
bildung, wobei die Elemente von IV Worter héchstens der Linge z
iiber T sind. Bei der Festlegung der Uberfithrungsfunktion o’ wird
dabei nur das erste Symbol des obersten Kellereintrages unterschie-
den. Wesentlich ist, daf3 die neuen obersten Kellereintrige nur aus
Wortern der Liange z — eventuell mit Ausnahme des obersten Wortes
— bestehen. U

Wie bei der Konstruktion zum Satz 5.1 gilt auch hier die Bemerkung
zur Festlegung von ¢’. Die Konstante 1 bei der Kellertiefe ist wieder
auf das zusétzlich eingefiihrte Symbol ¢} zuriickzufiihren.
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Abbildung 5.4. Konfigurationsiiberginge eines Keller-
Zellularautomaten mit linear reduzierter Kellertiefe (z = 2).
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Der folgende Satz fafit die beiden vorangegangenen zusammen und
stellt die Verbindung zu den Komplexititsklassen her.

Satz 5.4. Es sei POLY € {PDCA, OPDCA} und k eine Kellerkom-
plexitét.
VzeN: kog(POLY) = lk.,iﬂ(POLY)

Beweis. Es sei fiir L € .4 (POLY) M ein entsprechender Akzeptor.
Nach Satz 5.3 existiert dann ein Akzeptor M’ mit z-fach kompri-
mierter Kellertiefe. Also gilt fiir alle Zellen ¢ in jedem Zeitpunkt ¢:

kﬁJ)z[wﬁW+1gﬁ%ﬂ+2.Dmm%hmhLelHrf@ODm

z

und mit Korollar 5.2 folgt der Satz. 0
5.2.3 Kellernormalisierung

In diesem Unterabschnitt wird das Konzept der Kellernormalisierung
fiir Keller-Zellularautomaten eingefiihrt und gezeigt, dafl man sich im
weiteren ohne Beschréinkung der Allgemeinheit auf derartige Keller-
Zellularautomaten beschranken kann.

Definition 5.9.
Ein Keller-Zellularautomat M = (S,T',d, N, o, qo, go) heilit kellernor-
malisiert, falls fiir alle y € T*,g € T und q1,-..,qn,¢ € S gilt:

U((Q17---aQn)7g) = (ql7’7) = |’7| S 2

Satz 5.5. Essei M = (S,I',d,N,0,q,go) ein Keller-Zellularauto-
mat. Dann existiert ein kellernormalisierter Keller-Zellularautomat
M'=(S,I",d,N,o', qo,90), so daf} gilt:

Vie % : YVt € Ng : m1(c(d)) = m(ch(3))
Beweis.

Wéhlt man [ := max{|7| | Y= 772(0-((q17 s aqn)7g)) fiir qi,---,qn €
S, g € T'} und komprimiert die Kellertiefe von M [-fach, so folgt die
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Behauptung unmittelbar aus der Konstruktion des Keller-Zellular-
automaten mit komprimierter Kellertiefe. [

Korollar 5.3. Es sei M ein Keller-Zellularautomat und L die Spra-
che, die von ihm mit Zeitkomplexitit ¢(n) akzeptiert wird. Es exi-
stiert ein kellernormalisierter Keller-Zellularautomat M’, der L mit
Zeitkomplexitét ¢(n) akzeptiert.

5.3 (Nicht-)Akzeptanz spezieller Sprachfamilien

Es ist bekannt, dafl eine Sprache iiber einem einelementigen Alphabet
genau dann kontextfrei ist, wenn sie reguldr ist. Beziiglich derarti-
ger Sprachen fiihrt der Ubergang von endlichen Automaten zu Kel-
lerautomaten also nicht zur Vergroflerung der erkennbaren Sprach-
familie. Satz 3.11 hat gezeigt, dal dies auch fiir Realzeit OCAs
gilt. Aber selbst das parallele Modell der unidirektionalen Keller-
Zellularautomaten hat hinsichtlich der Realzeiterkennbarkeit solcher
Sprachen nur die Fihigkeiten endlicher Automaten. Aus dem fol-
genden Nachweis dieser Behauptung ergibt sich zugleich ein Beispiel
dafiir, dafl Parallelitdt nicht in jedem Fall die gewiinschten Vorteile
mit sich bringt, obwohl im allgemeinen wieder die echte Inklusion
£ C % (OPDCA) gilt.

Der folgende Satz wird hier der Vollstindigkeit halber aufgefiihrt.
Zum Teil recht unterschiedliche Beweise finden sich z.B. bei S. Gins-
burg und H. G. Rice (1962), A. Salomaa (1973) und P. Gvozdjak
(1993).

Satz 5.6. Eine Sprache iiber einem Zeichen ist genau dann kontext-
frei, wenn sie regulér ist.

Satz 5.7. Es sei M ein OPDCA und L eine formale Sprache
iiber einem einelementigen Alphabet A. Falls L von M in Realzeit
akzeptiert wird, dann ist L € 3.
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Beweis. Es seien A := {a} ein Alphabet, L C A" und M =
(S,T,1,Hy,0,q0,90) ein OPDCA, der L mit Endzustéinden aus F
in Realzeit akzeptiert.

Zunichst wird ein Kellerautomat B = (S’, A, T, 4, so, go, F"') konstru-
iert, der L erkennt. Nach dem oben Gesagten ist L dann kontextfrei
und mit Satz 5.6 regulir.

S":= (S U {1})? fiir ein Symbol 1 ¢ S
So ‘= (17 1)
F':={s e S| m(s) € F}

0 wird folgendermaflen festgelegt:
6(s0,, g0) := ((a,m(o((#,2), 90))), 90)
Es sei si := 0((s,8),9). Vs,§€ S,gel:
6((s,3),2,9) == ((m(si), m(o((8,m(s0)), ma(si)))), m2(si))
Behauptung 5.2. we L(M) < we L(B)

Beweis.

”:“

Esseiw = a™ € L(M) fiir ein n € N. Bis zum Zeitpunkt n durchliuft
M folgende Konfigurationsfolge:

E=0: #(ag0)"
0<t<n: #(ey s 7ey) - (Tey e, ) (52, Be) (W04
t=n: T DY (S P

Fiir 0 <t < n kénnen (r¢,,:,) und (s¢, B:) prézisiert werden durch

( )= {o((#:2),90) fir t =1
Ttes V) = o((re—1,_,,5¢-1),Bt—1) sonst

_ [ o((a,a),9) firt=1
(s,B1) = {(T((Stl,sfl)aﬁtl) sonst

Da w nach Voraussetzung zur Sprache L(M) gehort, mufl gelten:
Tn, € F.
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Wird nun der Automat B auf w angesetzt, ergibt sich aus der Kon-
struktion von § die Berechnungsfolge:

((17 1)7a-n7g0) H— ((aa Tll)aa.(nil)ago) — ((317T22)7 a.(n72)7ﬂ1) |H_*2

((sn—17 rnn)a €, ﬂn—l)

Nach n Schritten hélt B mit leerem Eingabeband, da die Konstruk-
tion von § nur Zustandsiibergénge bei Eingabe von a zuldfit. Aus
w2 (Sn_1,Tn,) = Tn, € F folgt (sn_1,7n,) € F'. Also gilt w € L(B).

”:“
Es sei w = a™ € L(B). B angesetzt auf w liefere die Berechnungs-
folge:

((17 1)7 a'"vgo) — ((Slvsll)va-(n_l)vfyl) — ((827 sé)va.(n_z)f)@) 'n—_Q
((sn,$h,),€,vn), wobei s, € F' ist.

Wegen 5((17 1)7 a, gO) = ((av 71'1((7((#, a)v go)))7 gO) gﬂt:

s1=a, sy =m(o((#,a),90)) und v1 = go.

Aufgrund der Konstruktion von ¢ folgt aus

5(((8157 5;)737 %)) = ((St+173£+1)7 7t+1) fir ¢ >1:

se41 = m1(0((8¢,5¢), 1)), Sp41 = m(0((S}, St41), Ye41)) und

Yit1 = m2(0((8t,5¢), 7))

Daraus ergibt sich

S = 7T1(0'((a, a)v gO))v 512 = 7T1(0'((Sl1,52),’y2)) und

72 = m2(0((a,2),90))-
Also durchlduft M die Konfigurationsfolge:

t=0: #(a,go)"#

t=1: #(s), )(s2,72) " V#

t=2: #(, )(sh, )(ss,73) (" 2#
t=n-—1 #( ) ) (S’IIL—17 )(Snv’yn)#
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Da !, nach Voraussetzung aus F' ist, akzeptiert M das Wort w in
Realzeit. Aus ,,<=* und ,,=—* folgt die Behauptung. U

Aus dem Satz folgt unmittelbar, dafl nichtregulidre Sprachen iiber
einem einelementigen Alphabet nicht von einem OPDCA in Realzeit
akzeptiert werden kénnen.

Fiir den Beweis des néchsten Satzes sind zun#chst einige Vorbe-
trachtungen notwendig. Die interessierende Frage ist, wie sich ein
beliebiger, nie haltender Kellerautomat verhélt, der eine konstante
Eingabe erhilt. Aus Satz 5.6 148t sich folgern, dal der Automat ein
zyklisches Verhalten aufweisen muf.

Diese Frage ist gleichbedeutend mit der Frage nach dem Verhalten
gewisser Zellen eines OPDCA bei Eingabe eines hinreichend langen
Wortes iiber einem einelementigen Alphabet. Insbesondere ist dabei
der Kellerinhalt der Zellen von Interesse.

Bei den weiteren Betrachtungen wird immer davon ausgegangen, die
Automaten seien kellernormalisiert, was nach Satz 5.5 keine Ein-
schrinkung der Allgemeinheit bedeutet.

Bei der Analyse des Verhaltens lassen sich zwei Fille unterscheiden.
1) Wihrend der gesamten Berechnung ist die Kellertiefe durch eine
Konstante z € N beschrankt. In diesem Fall wird der einzelne
Automat nach spétestens |S| - |T'|* Zeitschritten ein zyklisches
Verhalten aufweisen.
2) Die Kellertiefe ist nicht beschrinkt, sondern wird im Laufe einer
beliebig langen Berechnung beliebig grofl. In diesem Fall gilt
folgende

Behauptung 5.3. Fiir einen einzelnen Automaten i, dessen Kel-
lertiefe im Laufe einer Berechnung bei beliebig langer konstanter
Eingabe nicht beschréinkt ist, gilt:

Yu eN: |k~ (i,u)| < 0o

Beweis. Angenommen, es existiert eine Kellertiefe u, die die Zelle ¢
unendlich oft aufweist. Es seien die entsprechenden Zeitpunkte chro-
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nologisch geordnet und durchnumeriert: #y,,tu,, .-, tu., tupys---
Spitestens im Zeitpunkt ¢, mit u, = |T'|* - |S] gilt:

dt € {tul, N 7tu1‘—1} : Ct(i) = Ci,,. (Z)

D.h., der Automat durchliuft eine Konfiguration erneut. Aus diesem
zyklischen Verhalten folgt, dafl die Kellertiefe durch max{k(i,t)| t <
tu, } beschriinkt ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. [

Es kann also davon ausgegangen werden, daf} eine Zelle i die Keller-
tiefe u im Zeitpunkt max(k~'(i,u)) ,das letzte Mal“ aufweist. Um
ein zyklisches Gesamtverhalten nachzuweisen, wird weiterhin eine
Abschitzung fiir max(k~!(i,u + 1)) — max(k~1(7,u)) benotigt.

Behauptung 5.4. Vmax(k™(i,u)) < t < max(k~'(i,u + 1)) :
Kt < u+ 1] T

Beweis. Angenommen, es existiert ein Zeitpunkt ¢ aus dem Intervall
der Behauptung, so daf} gilt: k(i,t) > u+|S|-|T|. Daraus folgt fiir alle
Kellertiefen v’ mit u < 4’ <wu+|S|-|I'| : Es existiert ein maximales
t' <t mit |ma(epy ()| =o' A |ma(cr41(d))] > o'

Die Michtigkeit des Wertebereichs der Uberfithrungsfunktion bei kon-
stanter Eingabe ist aber gerade |S|-|T'|. Also sind fiir mindestens zwei
der Zeitpunkte t' zugleich das oberste Kellersymbol und der Zustand
identisch. Da die t' beziiglich der Kellertiefe maximal gewihlt wur-
den, wird der Automat in einen Zyklus geraten und die Kellertiefe
u + 1 nicht mehr erreichen. Dies ist ein Widerspruch zur Vorausset-
zung t < max(k~1(i,u + 1)). 0

Aus der letzten Behauptung it sich nun die etwas grobe, aber fiir
das Folgende ausreichende Abschitzung ableiten:

max(k™"(i,u + 1)) — max(k~'(i,u)) < |S| - |F|\S\~\F|
Insgesamt wird der Kellerinhalt zyklisch zunehmen, da eine Zelle

hochstens | S|-|T'| verschiedene Moglichkeiten hat, eine Kellertiefe ,, das
letzte Mal“ zu erreichen. Das heifit, ausgehend von einer Kellertiefe
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u, wird spitestens, nachdem die Kellertiefe u + |S| - |T'| ,,das letzte
Mal“ erreicht wurde, die Beschriftung des Kellers zyklisch.

Es 148t sich also feststellen, dafl das Verhalten eines den Vorausset-
zungen entsprechenden Automaten Zyklen entspricht, deren Linge
hochstens |S| - |T| - |S| - |T|ISITT Zeitschritte betréigt. Insbesondere
héngt die Lénge nur von der Wahl der Alphabete S und I' ab.

Satz 5.8. Essei f:IN — N eine Abbildung mit der Eigenschaft

(n+1)?
lim =0,

oo f(n)

dann ist L = {b™af(™|n € N} ¢ .%,,(OPDCA).

Beweis. Angenommen, es existiert ein OPDCA M = (S,T,1, Hy, 0,
o, 9o), der L in Realzeit erkennt. O.B.d.A. kann wieder davon ausge-
gangen werden, M sei kellernormalisiert. Abbildung 5.5 zeigt schema-
tisch die Anfangskonfiguration und eine Konfiguration im Zeitpunkt
t=m+1<n+ f(n). Die stark umrandeten Bereiche beinhalten die
fiir die weitere Berechnung relevante Information.

Der rechte Bereich — dargestellt durch f(n) — m — 1 Zellen im
Zustand a — reprisentiert einzelne Automaten, die sich genau so
verhalten miissen, wie zuvor fiir Automaten mit konstanter Eingabe
gezeigt wurde. Das heifit, eine geniigend lange Eingabe vorausge-
setzt, werden sie nach spétestens z(|S|, |T'|) Zeitschritten Zyklen mit
hochstens dieser Lange durchlaufen. z ist dabei eine nur von |S| und
IT| abhiingige Konstante.
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t=20:
n fg:b)
#bbb __bbblafala T alalal#
t=m+1:
m ni—l f(w;z—t
# T ;— EYE - CYE )

Abbildung 5.5. Konfigurationen zum Beweis von Satz 5.8.

Mit der so festgelegten Darstellungsweise 148t sich die Vorstellung
verbinden, der mittlere Bereich — bestehend aus n + 1 Zellen —
wandere in jedem Zeitschritt um eine Zelle nach rechts. Eine grobe
Abschitzung ergibt, dafl er — bzw. die in ihm enthaltene relevante
Information — |S|**1-|T|"" verschiedene Gesamtzusténde annehmen
kann. Fafit man die Gesamtzustinde als Zusténde einer ,, Superzelle“
auf, so ergibt sich, daf} diese bei ihrer Wanderung nach rechts auf die
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sich zyklisch verhaltenden Zellen des rechten Bereichs trifft. Folglich
wird auch diese ,,Superzelle* nach hichstens z(|S|, |T]) - |S|** - ||
Zeitschritten ein zyklisches Verhalten mit hochstens dieser Lénge
aufweisen. Diese sei mit 2’'(n, | S|, |I'|) bezeichnet.

Aus
2
z-|S|MH o

< z-max{|S|, |[T|}* +n+

= z-max{|S|, [T} (TD°*—n

< z-max{|S|, [T}V’

< (2 - max{|S], [T|}) ™+
und der Voraussetzung

n(ntD)?

lim ——— =0
o F(n)
folgt

VIS|,IT|eN:3IneN:VieN: f(n+i) > (z-max{|S|, |F|})("+i+1)2.
Insbesondere gilt mit den entsprechenden Werten
fn+1i)>2'(n+14,]9],|T)).

Es lassen sich also unendlich viele Worter w € L finden, bei deren
Erkennung diese Zyklen mindestens einmal vollstandig durchlaufen
wiirden. Das hieBe aber, daf neben einem solchen Wort ba f(") ¢ L
auch bmaf(Ma? (mISLIT) erkannt wiirde. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme. ]

Eigenschaften lassen sich gelegentlich anhand konkreter Sprachen
nachweisen. Die beiden folgenden Sitze werden im weiteren Ofter
benttigt werden.
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Satz 5.9. L = {(ab) ™| n € N} € .%,,(OPDCA)

Beweis. Die Giiltigkeit des Satzes wird durch die Konstruktion
eines entsprechenden OPDCA M = (S,T',1, H1, 0,90, go) und dessen
Korrektheit nachgewiesen.

Der Algorithmus beruht darauf, daf die Differenz zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Quadratzahlen jeweils um zwei wichst ((z +1)2 —
2?2 = (22— (z - 1)) + 2 fiir z > 1).

Jeweils zwei benachbarte Zellen mit dem Eingabesymbol a und b
schichten ihre Kellerinhalte fortlaufend um, wobei bei jeder Um-
schichtung ein zusétzliches Symbol in den Keller geschrieben wird.
(Bei zwei Umschichtungen also gerade zwei zusétzliche Symbole.)
Das Eingabewort wird genau dann akzeptiert, wenn ein zu Beginn
der Berechnung am linken Rand gestartetes Signal auf eine Zelle mit
der urspriinglichen Eingabe b am rechten Rand trifft und der Keller
deren Nachbarzelle in diesem Zeitpunkt leer ist.

In Abbildung 5.6 ist die Konfigurationsfolge fiir die Eingabe (ab)®
dargestellt.

Konstruktion des OPDCA:

S :={#,a,b,s,r} x {#,T,pu,po,e, -}

I':={mg}
g0 = (a,T)
g0 = &,

Grenzzustand: (#, #)
F ={s€ S|m(s) =T}
H, = (_170)

Die Anfangskonfiguration ¢y von M bei Eingabe des Wortes wy - - - w,, €
{a,b}* wird fiir alle ¢ aus der Retina festgelegt durch:

co(i) := ((ws, ), g)

o wird wie folgt festgelegt:
0((p17p2)7 (Q17 q2)7 h) = ((QL ql2)7 '7)7 wobei gllt
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r fals(pp=#Ag=a) V(pp=s A q=a)
g1:=<s fallspi=r A g =D
q1 sonst

- fallSp1=#V(p1=b/\p2=e)
V(gz2=po A h=g)
T fals(pp=r Ap=-Aq@g=>b)V ¢=T

-
= pu falls(py=a A po=e) V g =-

po fallspy=- A (pr#r V q1 #b)

g2 sonst

mh falls (g1 =b A p2=-) V (g2 =pu A p2 = po)
— falls (g = po A h=m)

V(p2=- A q=aA ¢ =pu)
h  sonst

Zum Nachweis der Korrektheit der Konstruktion werden nun mehrere
Behauptungen gezeigt.

Behauptung 5.5. w € L(M) = w € {(ab)™| n € N}

Beweis. Es sei w € L(M) mit |w| = n, dann gilt:
ma1(ce(n)) =T A mi(ce—1(n)) #T
= 7r1,1(ct_1(n— 1)) =r A 7r1,1(ct_1(n)) =b= 7r1,1(ct_2(n— 1)) 75 r
= 7r1,1(ct_2(n — 2)) =s A 7r1,1(ct_2(n — 1)) = a
= m1(c—3(n—2)) #s

=>.7T1,1(Ct—(n—1)(1)) =1 AT1,1(C—(n-1)(2)) =b = m1(ct—n(1)) # T
= 7T1’1(Ct_n(0)) =# A 7T1’1(Ct_n(].)) = a

Weiterhin folgt m2.1(c:(n)) = T = Vi € Ng : ma1(ct44(n)) = T. Es
sei [ eine Zelle der Retina. Wegen 1 1(c(l)) = ;< t

71'1’1(01'(1)) = b und 7T1,1(Ct(l)) =a= V0 S ) S a
folgt w € {(ab)™|n € N}. [

~—~

~

Behauptung 5.6. Esseiw € L(M), dann wird w von M in Realzeit
erkannt.
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Beweis. Aus dem Beweis der vorangegangenen Behauptung ent-

nimmt man 1,1 (Ct*ﬂ(l)) # r. Aus U((#7 #)7 (av e)v g) = ((I‘, _)7 g)
folgt m1,1(c1(1)) = r und somit t —n =0 = ¢ = n. Also wird w in
Realzeit erkannt. O

Behauptung 5.7. Es sei w € {(ab)™|n € N}. Dann gilt:
Vie Nmit 1 <i? < %:

<t=2i2—1 = (ct(t):((r,—),g) AVjeNmitt<j<mn:

e (j) = ((b,pu),m?*~2)g) falls j gerade )
¢ ((a,-),g) falls j ungerade

Beweis.
»,=—=" Induktion iber i:

1=1:
we{(ab)™neN}=Vjmitl <j<n:

colj) = ((b,e),g) falls j gerade
o) = g) falls j ungerade

=ca(l)=((r,-),g) AN Vimitl<j<n:

a(j) = ((b,pu),g) falls j gerade
1= ((av_)v g) falls ] ungerade

1t —1+1:

Es sei also 2(i + 1)2 — 1 < n. Offensichtlich gilt fiir eine Zelle [ der
Retina:

(71'171(Co(l)) =b=V0<t<l!: 7r1,1(ct(l)) = b) und ebenso

(Wl,l(co(l)):a:>\7’0§t<l: Wl,l(ct(l)) a).

Nach Induktionsannahme gilt fiir ¢ = 242 — 1:

ci(t) = ((r,-),8) A Vjmitt<j<n:

() = ((b,pu),m*=2)g) falls j gerade
((a,-),g) falls j ungerade



5.3 (Nicht-)Akzeptanz spezieller Sprachfamilien 117

= e (t+1)=((s,T),mP Vg) AVjmitt+1<j<n:
o _ [ ((b,po),mVg) falls j gerade
cr+1(j) = { ((a,pu), g) falls j ungerade
= 2t +2) = ((r,pu),mg) A Vimitt+2<j<n:

o _ [ ((b,po),m?=2)g) falls j gerade
ce+2(j) = { ((a,pu), mg) falls j ungerade

2 it +20) = ((r,pu),mZi~Dg) A Vjmit t+2<j<n:
() = ((b,po), g) falls j gerade
“+20) = ((a,pu),m?i-Vg) falls j ungerade
= Ciyoit1(t+2i+1) =((s,-),8) AVjmitt+2i+1<j<n:

() = ((b,-),8) falls j gerade
el = ((a,pu),m®Vg) falls j ungerade

= Crpoipe(t+2i+2) = ((r,po),m ¥ Vg) A V) mit t+2i+2<j <n:
a(j) = ((b,pu), g) falls j gerade
Ct2it2l) = ((a,po),m**Vg) falls j ungerade

= Cir0ir3(t + 20+ 3) = ((s,pu),mg) A Vimitt+2i+3<j<n:

43(j) = ((b,pu), mg) falls j gerade
Crr2ikald) = ((a,po),m(*~2g) falls j ungerade

2i:—>2 Ct+4i+1(t +4l + 1) — ((s,pu),m'(%*l)g) A V] mlt t+ 4l + 1 <
J<mn:

consina (i) = { (s pw),m @~ Vg) - falls j gerade
e ((a,po), 8) falls 7 ungerade
= Crpaipa(t +4i+2) = ((r,-),g) A Vjmitt+4i+2<j<n:
Cirait2(J) = ((b,pu),m?)g) falls j gerade
e ((a,-).8) falls 7 ungerade

Aus t+4i+2=2(i+1)2 —1 folgt ,—“. Aus obiger Ableitung folgt
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Vi e N mit 1 <342 <
”<:“.

B

: (t#2i2 =1 = mi(c(t)) # (r,-)) und somit
[

Beweis des Satzes.

w € L = |w| = 2i?, fiir i € N. Weiterhin gilt nach Behauptung 5.7:
021'2—1(22.2 - 1) = ((I‘, ')78) und 02i2—1(27;2) = ((b,pu),m'(Qi_Q)g).
Also ¢y;2(2%) = ((s,T),m = Dg).

Damit ist m1(c2;2(2:%)) € F und mit ma1(ct(n)) = T = Vj € N :
72,1 (ce41(n)) = T folgt, da M das Wort w erkennt. Nach Behaup-
tung 5.6 wird w in Realzeit erkannt.

Es sei w ¢ L. Falls w ¢ {(ab)”| n € N}, dann wird w nach
Behauptung 5.5 nicht erkannt. Anderenfalls gelte |w| = n mit n #
2i2 fiir ein ¢ € N. Falls w erkannt wird, dann in Realzeit. Also
sind 72,1 (cn(n)) T und 7m2,1(ch—1(n)) # T. Dann muf} gelten
m1(cn_1(n — 1)) = (r,-), und aus dem Beweis der Behauptung 5.7
folgt n — 1 = 2i%2 — 1, also n = 242, Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme. U
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Abbildung 5.6. Beispiel einer Kognﬁgurationsfolge des Akzeptors
fiir {(ab)(")| n € N}.
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Satz 5.10. L ={a®)b"|n €N} € £,(OPDCA)

Beweis. Konstruktion eines OPDCA M, der L in Realzeit akzep-
tiert.

S:={#,e,1,0,% ! T,F} X {#,e,pu,po} X {#,a,b,r}x
{#, e, 0,1,2,3, 4}

I':={m,g}
qo = (Ta e,r, e)
go =8

Grenzzustand : (#,#,#,#)
F:={s€S|m(s) =T}
i, = (-1,0)

Esseiw = w; - - - w, ein Eingabewort. Die Anfangskonfiguration wird
fiir alle 7 aus der Retina festgelegt durch
co(i) := ((e, e, w;, €),8)-

o wird wie folgt festgelegt:
o(((p1,p2,p3,P4): (91,92, 43, 94)), h) = (41,95, 43, 44),7), Wobei
gilt:

(F fallsps=Db A gz =a

Vpr=FV q =F

Vps=# ANg3s=Db
1 fallsgy=e A gg=b A ps=a
0 fallsgq € {*!} A p #F
g = ! fallsgr =1 A pr ZF A
! (@1=3V g2=po A pr=% A h=g)
* fallsgu =0 A pr ZF A

(g1=3V g2g=po A pr=% A h=g)
T fallsqg1 #F A p1 #F A

(n=!'Aps=r Agg=aV q=T)
g1 sonst
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pu fallsgs =e A g3 =D

¢ = Vpr €{*!} ANg2=po A h=g
2 po falls g =pu A p; € {,!}
g2 sonst
, _Jr fallsgs=r VvV p3=#
q3'_{p3 sonst
(0 fallsgu=e A (z3=aV gz=b A p3=D)
1 fallsgu=e A gs3=Db A p3=a
Vag=4
gp:=<2 fallsgs=1
3 fallsgy =2
4 fallsqq =3
\ g4 sonst

mh fallsg € {0,1} A ga=pu A p1 ¢ {*!} Aq@=0
7:{5 falls go =po A pre {*,'} AN h#g
h  sonst

Auf der ersten Spur wird genau dann ein F erzeugt, wenn auf der
dritten Spur, auf der das Eingabewort notiert ist, ein Teilwort ba
auftritt. Das Symbol F wandert anschlieflend an den rechten Rand.
Auflerdem ist es selbsterhaltend und dominiert alle anderen Symbole
auf der ersten Spur. Es konnen also nur Eingaben, deren Struktur

atb* geniigt, akzeptiert werden.

Auf der dritten Spur wird das Eingabewort sukzessive nach rechts
verschoben, wobei am linken Rand mit dem Symbol r aufgefiillt wird.
Die Information am rechten Rand geht verloren.

Fiir die weitere Analyse (Abbildung 5.7) wird angenommen, daf} die
Zelle mit der Eingabe b, deren linker Nachbar in der Anfangskonfigu-
ration ein a im dritten Register notiert hat, die Nummer 1 erh&lt und
alle weiter rechts liegenden in aufsteigender Reihenfolge numeriert
werden.

Zelle 1 kann sich selbst identifizieren. Das vierte Register wird aus-
schlieflich von ihr benétigt, wobei sie darin zyklisch die Symbole 1, 2,
3 und 4 erzeugt. Alle anderen Zellen generieren im ersten Zeitschritt
im vierten Register das selbsterhaltende Symbol 0.
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In der Anfangskonfiguration enthélt das erste Register aller Zellen
1 > 1 das Symbol e. Im Zeitpunkt ¢ wird das e durch 1 ersetzt
— dies wird Aktivierung der Zelle genannt. Weiterhin erzeugen die
Zellen im ersten Zeitschritt ein pu auf der zweiten Spur.

Nach diesen Vorbemerkungen kann jetzt gezeigt werden:

Behauptung 5.8. Es sei eine hinreichend lange Eingabe vorausge-
setzt, dann gilt:

Vn,t € N : (t:i—1+n22i — Wl,l(Ct(i)):{! fallsn =1 )

* fallsn >1

Beweis der Behauptung.

1 =1:

Die Zelle 1 generiert im Zeitpunkt 1 das Symbol 1 auf der ersten und
vierten Spur. Anschlielend durchliuft ihr viertes Register fortlaufend
den Zyklus 2, 3, 4 und 1. Im Zeitschritt 4 wird ein ! auf der ersten
Spur erzeugt, im Zeitschritt 5 das Symbol 0. Im weiteren Verlauf
wird im ersten Register genau dann ein * erzeugt, wenn im vierten
das Symbol 4 generiert wird. Aus dem zyklischen Verhalten folgt die
Behauptung.

T — i+ 1:

Im Zeitpunkt ¢ + 1 der Aktivierung von Zelle 1 + 1 gilt: c¢;41(7 +
1) = ((1,pu,a,0),g). AnschlieBend wird in jedem Zeitschritt ein
zusétzliches Symbol m in den Keller geschrieben, bis die benachbarte
Zelle 4 auf der ersten Spur ! oder * erzeugt. Dies geschieht nach
Induktionsannahme im Zeitpunkt ¢ — 1 + 2% zum ersten Mal. Im
Keller der Zelle i + 1 befinden sich also i — 1+ 2% — (i +1) = 22" =2
Symbole m. ,

Im niichsten Zeitschritt (t =4 4+ 22') erzeugt die Zelle das Symbol po
auf der zweiten Spur, ohne den Kellerinhalt zu verdndern. Im wei-
teren Verlauf wird immer dann ein Symbol aus dem Keller entfernt,
wenn die Zelle ¢ das Symbol * auf der ersten Spur notiert hat — also
alle 22 Zeitschritte. Dies gelingt 22° — 2 mal, bis der Keller leer ist.
Anschlieend wartet Zelle i + 1 aber noch weitere 22° Zeitschritte mit
leerem Keller, bis ihr linker Nachbar erneut ein * generiert hat. Dies
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(i+1)

geschieht im Zeitpunkt i—1+42% +(22' —2)22' 422" = j—1422 Der
Versuch, ein Symbol aus dem leeren Keller zu entfernen, veranlafit
Zelle i+1 anschlieflend, das Symbol ! auf der ersten Spur zu erzeugen;
also im Zeitpunkt ¢ + 22" Daraus folgt die Behauptung fiir n = 1.
Fiir die Konfiguration in diesem Zeitpunkt gilt:

Cipo2lith) (1+1)=((!,pu,a,0),g) und damit

Ci+1+22(i+1) (7’ + 1) = ((OaP‘% a, 0)7 g)

Die Konfiguration unterscheidet sich von derjenigen im Zeitpunkt
14 1 nur durch das Symbol 0 auf der ersten Spur. Dies bewirkt aber
gerade, dafl gegebenenfalls statt des ! ein * generiert wird. Also wird
sich das gesamte Verhalten wiederholen. [

Es bleibt zu zeigen, wie der Automat eine Eingabe akzeptiert. Es
wird ein T auf der ersten Spur nur dann generiert, wenn eine der
Zellen das Symbol ! auf der ersten Spur notiert hat und gleichzeitig
vom letzten Eingabesymbol a auf der dritten Spur passiert wurde.
Es sei a™b™ die Eingabe. Das Symbol ! wird von einer Zelle §
nur einmal im Zeitpunkt ¢ — 1 + 22" erzeugt. Das letzte a benétigt
m + 1 — 1 Zeitschritte bis zur Zelle ¢. Also wird die Eingabe nur dann
akzeptiert, wenn m = 22" gilt und ¢ die rechte Randzelle ist. U

Das Verfahren zur Erkennung der Sprache {(ab) ("")|n € N} ging da-
von aus, daf} jeweils zwei benachbarte Zellen sich verlidngernde Zyklen
durchlaufen, die mit dem Leerwerden eines Kellers enden. Die Zellen
waren dabei anhand ihres Kellerinhaltes in der Lage, die Linge des
Folgezyklus selbst zu berechnen. Dies war notwendig, da die Struktur
der Eingabe ein gleichartiges Verhalten aller Zellenpaare ab vorgab.
Hier liegt der wesentliche Unterschied zum Erkennungsverfahren fiir

die Sprache {a'(22")b'"| n € N}, deren Wortstruktur es den Zellen mit
Eingabe b ermdoglicht, Zyklen zu durchlaufen, deren Lénge jeweils
dem Quadrat der Linge des Zyklus des Nachbarn entspricht.
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Abbildung 5.7. Ausschnitt aus einer Konfigurationsfolge

zum Satz 5.10.
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5.4 Abschlufleigenschaften

Die im folgenden hergeleiteten Abschlueigenschaften belegen, dafl
die durch Keller-Zellularautomaten definierten Sprachfamilien sich
von den durch Zellularautomaten definierten unterscheiden. Inwie-
weit die Sprachfamilien miteinander vergleichbar sind, wird anschlie-
Bend untersucht werden.

In Satz 3.20 wurde die Abgeschlossenheit der Familie .£,.,(OCA)
bzgl. Spiegelung nachgewiesen. Der néchste Satz zeigt, dafl dies fiir
die Familie .Z,:(OPDCA) nicht gilt.

Satz 5.11. .%,.(OPDCA) ist nicht abgeschlossen bzgl. Spiegelung.

Beweis. Nach Satz 5.10ist L = {a'®" )b"|n € N} € .,,(OPDCA).
Der Nachweis, da8 MIR(L) = {b"a®" )| n € N} ¢ £,,(OPDCA)
ist, erfolgt mit Satz 5.8. Mit n(n+D? = 2(n+1)*logan fo]et sofort

2(n+1)2 logon

e om0
und damit MIR(L) ¢ %,:(OPDCA). O

Eine in der Theorie der formalen Sprachen bedeutende Sprachope-
ration ist die Bildung homomorpher Bilder. Es lif3t sich z.B. jede
rekursiv aufzidhlbare, nicht rekursive Sprache mittels eines Homomor-
phismus aus einer kontextsensitiven Sprache gewinnen (A. Salomaa
(1973)). Daraus resultiert unter anderem die Nichtabgeschlossenheit
kontextsensitiver Sprachen unter beliebigen Homomorphismen. Es
ist jedoch bekannt, dafl die Sprachfamilie bzgl. e-freien Homomor-
phismen abgeschlossen ist, was fiir die Familie .%,;(OPDCA) nicht
gilt.
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Definition 5.10.
a) Essei A ein Alphabet. Fiir alle a € A sei £(a) eine Sprache iiber
einem Alphabet X,. Mit X :=J, . 4 X, heifit £ : A* — P (X¥)
Substitution, falls gilt:

aEA

Ee) =¢ A E(uv) = E(uw)é(v) fiir alle u,v € A*.

b) Die Erweiterung von £ auf Sprachen ist definiert durch

&)= &w).

weL

Definition 5.11. Es sei .Z eine Sprachfamilie und L € £ eine
Sprache iiber dem Alphabet A. Die Sprachoperation SUB wird fol-
gendermafBen definiert: SUB(L) := {£{(L)| ¢ ist Substitution derart,
daB Va € A : £(a) € &L ist}.

Definition 5.12.
a) Es seien A ein Alphabet und £ : A* — (X*) eine Substitu-
tion, fiir die gilt:
Va € A: |£(a)| = 1. Dann heifit

h:A* — X*
w = &(w)

Homomorphismus.
b)
Tl X* — (4%
v = {w| h(w) = v}

heiflt inverser Homomorphismus.
¢) Ein Homomorphismus heifit e-frei, falls gilt: h=1(¢) = {e}.
d) Die Erweiterung von h auf Sprachen ist definiert durch
h(L) := {h(w)|w € L}.
e) h~Y(L) := {w| h(w) € L}
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Definition 5.13. Es sei L eine formale Sprache.

HOM(L) := {L'| L' = h(L) fiir einen Homomorphismus h} und
HOM™Y(L) := {L'|L' = h=*(L) fiir einen inversen Homomorphismus
h~'} sind Sprachoperationen. Fiir e-freie Homomorphismen wird die
entsprechende Sprachoperation mit HOM, bezeichnet.

Satz 5.12. .%,:(OPDCA) ist nicht abgeschlossen bzgl. HOM..

Beweis. Nach Satz 5.9 ist L = {(ab)'("2)| n € N} € Z.,(OPDCA).
Ein e-freier Homomorphismus h sei folgendermaflen definiert:

h(e) == ¢, h(a) = h(b) := a. Dannist L' = {a®")|n € N} aus
HOM_.(L).

Da L' nicht regulér ist, folgt mit Satz 5.7 L' ¢ %,.,(OPDCA). Also

gilt: HOM.(L) € %4,.(OPDCA). U
Korollar 5.4. .%,,(OPDCA) ist nicht abgeschlossen bzgl. HOM und
SUB.

Satz 5.13. .%,:(OPDCA) ist nicht abgeschlossen bzgl. HOM ~1.

Beweis. Ein Homomorphismus h sei definiert als h(e) := ¢ und
h(a) := ab. Die Sprache L = {(ab)'("2)| n € N} gehort zur Familie
%..(OPDCA), die Sprache h~!(L) = {a'(”2)\ n € N} aufgrund von
Satz 5.7 nicht.

Da h='(L) € HOM~'(L) ist, gilt: HOM~' ¢ .%,,(OPDCA). O

Im folgenden werden weitere elementare Abschlufleigenschaften ge-
zeigt.

Satz 5.14. Jede der Sprachfamilien .Z,.,(OPDCA),.%4;(OPDCA),
%.+(PDCA) und .%;(PDCA) ist abgeschlossen bzgl. COM.

Beweis. Die Abgeschlossenheit kann fiir jede der Familien wieder
mit der sogenannten Mehrspurtechnik gezeigt werden:

Es sei L eine Sprache, die in Linearzeit von einem Keller-Zellularauto-
maten M akzeptiert wird. Dann existiert eine Konstante z € N,
so daB fiir alle w € L der Automat M nach z - |w| Zeitschritten
seine Berechnung beendet hat. Ein Keller-Zellularautomat M’, der
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COM(L) akzeptiert, arbeitet mit einer zweiten Spur, auf der am
Anfang der Berechnung am linken Rand ein Signal generiert wird.
Dieses wird nach jeweils z Zeitschritten um eine Zelle nach rechts
verschoben. Erreicht das Signal nach z - |w| Zeitschritten den rechten
Rand, wird w akzeptiert, falls die Simulation von M auf der ersten
Spur w nicht akzeptiert hat. Fiir Realzeit-Sprachen wird der entspre-
chende Nachweis mit z = 1 erbracht. [

Der Beweis ist insofern nicht konstruktiv, da er nur die Existenz
der Konstanten z erfordert. Nach W. T. Beyer (1969) und S. R.
Kosaraju (1974) ist das Problem, die Konstante fiir zweidimensionale
Zellularautomaten zu finden, nicht algorithmisch l6sbar.

Die Abgeschlossenheit bzgl. M IR gilt nach A. R. Smith IIT (1972)
auch fiir die Familie .4;(CA).

Satz 5.15. .4 (PDCA) ist abgeschlossen bzgl. MIR.

Beweis. Nach Beispiel 5.1 kann ein PDCA seine Eingabe w in |w|
Zeitschritten spiegeln. Fir L € % (PDCA) simuliert der Akzeptor
von L den Akzeptor von L, nachdem die Eingabe gespiegelt wurde.

O

Die bei Zellularautomaten benutzte Technik, auf mehreren Spuren
verschiedene Akzeptoren parallel zu simulieren und damit z.B. die
Abgeschlossenheit von Realzeitsprachen bzgl. Vereinigung nachzuwei-
sen, ist nicht ohne weiteres auf Keller-Zellularautomaten iibertragbar.
Wihrend durch Aufspaltung in mehrere Register mehrere endliche
Automaten durch einen simuliert werden kénnen, ist es nicht moglich,
mehrere Keller in einem parallel zu simulieren. Daraus resultiert
z.B. die Nichtabgeschlossenheit der deterministischen kontextfreien
Sprachen bzgl. Vereinigung. Andererseits wire es sonst z.B. mdglich,
Turingmaschinen durch einzelne Kellerautomaten zu simulieren.

Fiir die Familie .£;(PDCA) lassen sich die folgenden Abschlufleigen-
schaften durch Komposition mehrerer Algorithmen nachweisen.
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Satz 5.16. ¥%,(PDCA) ist abgeschlossen bzgl. UNI, INT und
DIF.

Beweis.

Abgeschlossenheit bzgl. UNI:

Es seien L1, Ly € £(PDCA), und M; und M, zwei PDCAs. M
akzeptiere jede Eingabe w € Ly in z - |w| Zeitschritten und M,
jede Eingabe w € Ls in 25 - |w| Zeitschritten. Ein PDCA M’,
der L, U Ly akzeptiert, arbeitet mit vier Spuren. Auf einer Spur
wird zun#chst die Eingabe w konserviert. Auf der zweiten Spur
wird wieder ein Signal von links nach rechts gesandt, welches nach
21 - |w| Zeitschritten den rechten Rand erreicht. Wihrend dieser Zeit
simuliert M’ den PDCA M, auf der dritten Spur und in den Kellern.
Falls die Simulation akzeptierend endet, akzeptiert M'. Anderenfalls
wird ein FSSP auf der ersten Spur gestartet, welches alle Zellen nach
2|w| — 2 Zeitschritten synchronisiert. Anschlieffend simuliert M’ den
PDCA Ms auf der ersten Spur und in den Kellern. M’ akzeptiert,
falls die Simulation akzeptierend endet.

Insgesamt benttigt M’ also hochstens (21 + 2o+ 2) |w| — 2 Zeitschritte.

Abgeschlossenheit bzgl. INT und DIF:
Es seien Ly und Lo zwei Sprachen aus .£:(PDCA).

Wegen L; N Ly = (L1 U Ly) und der Abgeschlossenheit bzgl. COM
und UNT ist £, (PDCA) abgeschlossen bzgl. INT.

Wegen Ly \ Ly = LyN Ly und der Abgeschlossenheit bzgl. COM und
INT ist £:(PDCA) abgeschlossen bzgl. DIF. [

Die Methode der Komposition durch Einschub eines FSSP wurde hier
der Einfachheit halber gewéhlt. B. Bleck und H. Kroger (1992) und
U. Becker (1990) betrachten allgemeinere, zeitoptimierte Methoden,
zellulare Algorithmen hintereinanderzuschalten.

Fiir den Nachweis weiterer Abschluleigenschaften werden einige Er-
gebnisse aus der Theorie formaler Sprachen benétigt. Sie werden im
folgenden der Vollstindigkeit halber ohne Beweis referiert.
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Definition 5.14. Eine Dyck-Sprache ist eine formale Sprache iiber ei-
nem Alphabet {ay,d},as,a},...,an,a,}, die durch eine kontextfreie
Grammatik mit einem nichtterminalen Zeichen X und den Produk-
tionen X — £, X — XX und X — q,;Xa) fir 1 < i <n erzeugt
wird.

C. R. Dyer (1980) hat gezeigt, dal die Dyck-Sprachen von OCAs in
Realzeit erkannt werden kénnen.

Satz 5.17.  Es sei D eine Dyck-Sprache. D € Z,;,(OCA).

Korollar 5.5. Es sei D eine Dyck-Sprache. D € %,..,(OPDCA),
D € 4.4(CA) und D € .%..(PDCA).

Der folgende Satz stammt von N. Chomsky (1962).

Satz 5.18. Essei L € % eine formale Sprache. Dann existieren eine
reguldre Sprache R, eine Dyck-Sprache D und ein Homomorphismus
h, so da L = h(D N R) ist.

Die homomorphe Charakterisierung der rekursiv aufzdhlbaren Spra-
chen wurde von S. Ginsburg, S. A. Greibach und M. A. Harrison
(1967) veroflentlicht.

Satz 5.19. Essei L € 4. Dann existieren zwei kontextfreie Spra-
chen Ly und L, sowie ein Homomorphismus h, so dafl L = h(L; N Ly)
ist.

Mit diesen Vorbemerkungen koénnen nun die beiden folgenden Sitze
bewiesen werden.

Satz 5.20. .Z;(PDCA) ist nicht abgeschlossen bzgl. HOM.

Beweis. Angenommen, .%};(PDCA) wire abgeschlossen bzgl. HOM.
Da fiir eine beliebige Dyck-Sprache D € .%;(PDCA) gilt und
Z+(PDCA) bzgl. Durchschnitt mit reguléiren Sprachen abgeschlossen
ist, folgt mit Satz 5.18 % C Z:(PDCA). Aufgrund der Abge-
schlossenheit bzgl. INT folgt dann mit Satz 5.19 % = £, (PDCA).
Hieraus ergibt sich der Widerspruch, dafl .%;(PDCA) bzgl. COM
abgeschlossen ist, .%, bekanntlich aber nicht. U
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Korollar 5.6. _¥;(PDCA) ist nicht abgeschlossen bzgl. SUB.

Mit derselben Argumentation it sich fir .%:(OPDCA) und
Z+(PDCA) zeigen:

Satz 5.21. Die Familien .%;(OPDCA) und .%,.(PDCA) sind jeweils
nicht gleichzeitig abgeschlossen bzgl. HOM und INT.

5.5 Vergleich mit Zellularrdumen

Es stellt sich die Frage, ob der groflere Hardwareaufwand von Keller-
Zellularautomaten gegeniiber den klassischen Zellularautomaten ge-
rechtfertigt ist. Im Rahmen der hier gew#hlten Betrachtungsweise
heifit das, ob die jeweiligen Komplexititsklassen méichtiger sind.

Im ersten Unterabschnitt wird neben anderen Beziehungen zwischen
den beiden parallelen Modellen gezeigt, dafl dies fiir unidirektiona-
le Realzeiterkenner der Fall ist. Anhand der Erkennbarkeit einer
Sprache, deren kompliziertere Variante als Kandidat fiir die Nicht-
erkennbarkeit durch Realzeit-CAs gilt, 148t sich das Problem fiir
bidirektionale Verbindungsstrukturen zwar nicht 16sen, lassen sich
aber u.U. Losungswege finden (vgl. Ende des Abschnittes 3.5.3).

5.5.1 Zellularautomaten

Die beiden folgenden Sitze beschreiben naheliegende Beziehungen
zwischen den Sprachfamilien.

Satz 5.22. Fiir jede Abbildung ¢ : N — N gilt:

ZLi(n)(CA) C Zy(n)(PDCA)
und ) (OCA) C Ly (OPDCA)

Beweis. Zellularautomaten konnen als Spezialfille von Keller-Zellu-
larautomaten aufgefait werden, wobei die zweite Komponente der
Uberfiihrungsfunktion die Identitét ist. [
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Satz 5.23.  2(PDCA) = £(CS) D Z(CA)

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl PDCAs beliebige Turingmaschi-
nen simulieren konnen, also berechnungsuniversell sind. Der Satz
folgt dann mit den Satzen 3.4 und 3.9.

Es sei zundchst angenommen, die Linge der Eingabe ist grofler als
eins. Die beiden rechten Zellen der Retina konnen mit ihren Kellern
das Verhalten einer Turingmaschine simulieren. Alle von der Turing-
maschine jemals besuchten Felder des Bandes (bzw. deren Inschrif-
ten), die rechts des aktuellen Feldes liegen, befinden sich im Keller
der rechten Zelle, alle links vom aktuellen Feld im Keller der linken
Zelle.

Der Inhalt des aktuellen Feldes wird in ein Register der Zelle tiber-
nommen. Bewegt die Turingmaschine den Schreiblesekopf auf dem
Band nach rechts, wird ein Symbol aus dem Keller der rechten Zelle
entfernt und ein Symbol in den Keller der linken Zelle geschrieben.
Alle anderen Zellen des PDCA bendtigen ihre Keller nicht. Zur
Initialisierung der Simulation muf} lediglich das Eingabewort in einer
Folge von Verschiebeschritten sukzessive in den Keller der rechten
Randzelle geschrieben werden.

Die Anzahl der moglichen Eingaben der Linge eins ist endlich. Sie
konnen daher als Sonderfélle vom PDCA erkannt werden. [

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Ungiiltigkeit der Umkehrung
von Satz 5.22 nachzuweisen. Setzt man jedoch zunichst voraus,
dal der maximal zur Verfiigung stehende Kellerspeicher durch ei-
ne Konstante beschriinkt ist, 148t sich die folgende, eingeschréinkte
Umkehrung zeigen.

Satz 5.24. Ist z € N eine beliebige Konstante und ¢ : N — N eine
Abbildung, dann gilt:

und Z.,%(n) (OPDCA) C Z(n)(OCA)
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Beweis. Es seien M ein PDCA (OPDCA) und L = L(M) die von
ihm mit Kellerkomplexitit k(n) = z, z € N, akzeptierte Sprache.
Ein CA (OCA), der L akzeptiert, verfiigt {iber z + 1 Spuren, wobei
jede Zelle im ersten Register die Zustandsiiberfithrung des PDCA
(OPDCA) und in den verbleibenden z Registern einen Keller bis zur
Kellertiefe z simuliert. O

Der folgende Satz stellt ein h#ufig benutztes Hilfsmittel zur Ver-
fiigung. Er resultiert aus der grundsitzlichen Moglichkeit von Keller-
Zellularautomaten, auf einer zuséitzlichen Spur Zellularautomaten
parallel zu ,eigenen“ Berechnungen zu simulieren.

Satz 5.25. Esseient:IN — N eine Abbildung, L, € %;(,,)(PDCA)
und Ly € Z(,,)(CA), dann gilt:

a) L1 N Ly € % (PDCA)
b) LiULs € Z(n) (PDCA)
C) Ly \L2 € .,%(n) (PDCA)
d) Lo \L1 € ,Zg(n) (PDCA)

Beweis. Ein entsprechender Akzeptor simuliert in seinen Kellern
und auf einer Spur den Akzeptor fiir L; und auf einer weiteren
Spur den Akzeptor fiir Lo. Ist M = (S,T,1, Hy, 0,qo, go) der PDCA
und M' = (S8',1,Hy,0',qp) der CA, dann wird der Akzeptor M =
(S,T',1,Hy,6,do, go) wie folgt konstruiert:

S:=8x9
=T

do := (g0, 40)
go = go

Vge (SxS3,gel:
5(q,9) == ((m(a(m1(d),9)), 0" (72(q))), m2(o(71(d), 9)))
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F wird entsprechend den vier Behauptungen festgelegt.

) F:=FxF

) F:=(FxS8)U(SxF)
¢) F:=Fx(S'\F)

) F:=(S\F)xF

Da die Simulationen vo6llig unabhéngig voneinander durchgefiihrt wer-
den, folgen die Behauptungen. UJ

Korollar 5.7. Satz 5.25 gilt auch, wenn PDCA durch OPDCA und
CA durch OCA ersetzt werden.

Satz 5.26. gﬁ(OCA) C °%',»,5(()PDCAA)

Beweis. Nach Satz 5.22 geniigt es, die Echtheit der Inklusion zu
zeigen. In Satz 3.20 wurde nachgewiesen, dafl die Familie .%,;,(OCA)
bzgl. MIR abgeschlossen ist. Da dies fiir .%,:(OPDCA) nach Satz
5.11 nicht gilt, existiert eine Sprache L € .%,:(OPDCA), deren Spie-
gelbild nicht zur Familie .%,,(OPDCA) gehort. Angenommen, L wire
aus .%,:(OCA), dann auch LE. Somit wire LT auch aus .%,;(OPDCA).
[

Korollar 5.8. L= {a'(22n)b'"| n €N} ¢ Z..(OCA)
5.5.2 Eine besondere Sprache

Das bis heute ungeloste Problem der Abgeschlossenheit der Familie
Zri(CA) bzgl. MIR wurde von A.R. Smith IIT (1972) formuliert.
Die Verallgemeinerung der am Ende von Abschnitt 3.5.3 genannten
Sprache ist ein Kandidat fiir den Nachweis der Nichtabgeschlossen-
heit.

Der nichste Satz konnte ein Schritt zum Nachweis sein, dafl die
Familie .Z,;(CA) eine echte Teilmenge der Familie .%,.,(PDCA) ist.
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Satz 5.27. L={pv™a™|n,m €N A n teilt m} € Z..(PDCA)

Beweis. Zunichst wird die Konstruktion eines PDCA fiir den Fall
durchgefiihrt, dal n gerade ist und m > n gilt. Nachdem die Korrekt-
heit dieser Konstruktion nachgewiesen ist, wird der PDCA geeignet
erweitert.

S:={#,e,1,0} x {pu, cu,po,co,#,T} x {#,r,a,b} x {#,e,m -}

I':={gm-}
qo ‘= (e,T,r,—)
go ‘=g

Grenzzustand: (#,#,#,#)
F:={s e S|m(s) =T}
Hy = (~1,0,1)

Essei w = wy - - - wy, ein Eingabewort. Die Anfangskonfiguration wird
fiir alle ¢ aus der Retina festgelegt durch

CO(i) = ((e7 pu, wi, _)v g)

o wird wie folgt festgelegt:

U(((01702703704)7 (p17p27p37p4)7 (q17q27 q37q4))7h) =
((p1, P2, P5,P4),7),
wobei gilt:

1 fallsplze/\qlz#

Vpp=e Aq@ =0
fallspr =e A g =1
p1  sonst

/o
b = 0
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(po fallspy =1 A o4 =-
Vpr=0Aqg=— No3g=a

co fallspy =0 A g=-ANo3=b A p3=a

pu fallspy =1 A py=-
\/p1:O/\p4:—/\03:a

-
P2i= oy fallspy =0 A ps=- A o3=b A ps=a
T fallspo =TV 0o=T
Vpi=0Aps=b Aog=r
Ap2=co Aps=-Vpr=cuA g=-)
\ p2  sonst

, _Jr fallsog=#V ps=r
b3 03 sonst

(m fallsp; =e
Vps € {pu,cu} A (pr1#1V o1 #e)
V p2 € {co,po} A h¢ {g,-}
P =3 Vp2=po A ps=-
- fallspp=1 Ao =e
V ps € {po,co} A he{g,-} A ps#-
\ p4 sonst

(mh falls py =mA
(p1 =0 A p2 € {pu,cu} A g1 # -
Vp1:1/\p2:pu/\047é—/\017ée
\/plze)

e fallsh¢{g,-}A
p1=0 A p2 € {pu,cu} A g1 =-
Vpi=1A po=pu A 04 =-
V ps € {po,co}

-h fallsp; =1 A oy=e

\h  sonst

Bei der Analyse der Konstruktion von o stellt man fest, daf ein auf
der zweiten Spur generiertes Symbol T selbsterhaltend ist und an den
rechten Rand der Retina wandert. Aufgrund der Festlegung von F
wird der Automat die Eingabe also genau dann akzeptieren, wenn
im Laufe der Berechnung eine der Zellen in einen Zustand schaltet,
dessen zweite Komponente T ist.
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Die dritte Spur dient nur dazu, die auf ihr notierte Eingabe in jedem
Zeitschritt um eine Zelle nach rechts zu verschieben, wobei am rechten
Rand Information verlorengeht und am linken Rand jeweils mit dem
Zeichen r aufgefiillt wird.

Zur vereinfachten Darstellung wird ausnahmsweise angenommen, die
Zellen der Retina sind, beginnend bei 1, von rechts nach links auf-
steigend durchnumeriert. Die Bezeichnung ,,Zelle ¢ hat also insofern
eine von der iiblichen abweichende Bedeutung, dafl ,Zelle i 4+ 1“ den
linken Nachbarn von Zelle i bezeichnet.

Auf der ersten Spur wird im Zeitpunkt 1 am rechten Rand ein Signal
erzeugt, welches alle durchlaufenen Zellen abwechselnd mit 1 und 0
markiert. Auf diese Weise wird eine Unterteilung der ,,Positionen“ in
gerade oder ungerade erreicht. Im weiteren werden auch die Bezeich-
nungen TypO- und Typl-Zelle benutzt. Im Laufe der Berechnung
bilden sich dadurch Paare, die sich gegenseitig beeinflussen. Die hier
angestrebte Interaktion zweier Zellen eines Paares macht es notwen-
dig, daf} jede Zelle den obersten Kellereintrag ihres Nachbarn kennt.
Da dies per Definition von Keller-Zellularrdumen nicht vorgesehen ist,
wird das vierte Register zur Speicherung des obersten Kellersymbols
genutzt. Dieses wird dann im allgemeinen nicht noch einmal im
,wirklichen“ Keller notiert. Da das Kellerendesymbol weder aus dem
Keller entfernt noch mehrfach in ihn hineingeschrieben werden kann,
wird ein Kellersymbol - eingefiihrt, welches alternativ das relevante
Kellerende anzeigt.

Nach diesen Vorbemerkungen kann jetzt das Gesamtverhalten einer
Berechnung betrachtet werden (vgl. Abbildung 5.8).

In der Anfangskonfiguration befindet sich im zweiten Register aller
Zellen das Zeichen pu, daher wird der Kellerinhalt in jedem weiteren
Zeitschritt um ein Symbol m erweitert. Dieses Verhalten dauert an,
bis die Zelle mit 1 oder O auf der ersten Spur markiert wird. Jetzt
sind zwei Fille zu unterscheiden:

— Eine Typl-Zelle schreibt unmittelbar nach ihrer Markierung das
Symbol - in den Keller, welches nach dem oben Gesagten den bishe-
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rigen Kellerinhalt unzugénglich macht. Man kénnte auch sagen, der
Keller ist leer.

— Eine Typ0-Zelle — sie wird einen Zeitschritt nach der zugehorigen
Typl-Zelle markiert — beendet unmittelbar den bisherigen Prozef
der Kellererweiterung. Ist ¢ die Nummer der Zelle, dann betragt
die Kellertiefe im Zeitpunkt ihrer Markierung genau ¢ + 1, wobei
ma(ci(i)) = m'ig gilt.

#le[efe[elee]ele[# #lelelelelelele|1]#
o # [Pupupupupupupupu # 1 # [Pupupupupupupupu #
" ¥lblblalalalalalal# " #lr|{blplalalalalal#

#lelelelelelelelel# #¢/mm(mm[mm[m[m|#

EEHEEEEEHER REHEEEEEHER

#le[ele[elele]0]1]# #lelelelelel1]o]1]#
o # [Pupupupupupupupu # Ca: # [PUpupupupupupopu #
2 dlrirlblplalalalal# 3 %lriririvlblalalal#

#/mmmm[m{m[m|-{# #/mmmm[mm[m[m|#

TEEEEEEEE CEEEEEEEL

NIENEBEEBEEE g

SIS

#lefelefefo[1]0]1]# #lefele[1]01]0]1]#
Ca: # [PUpupupupupupopu # cx: # [PUupupupupupuculpo| #
Y Hlririr|T|b|blalal# 5 Hlrlr|r|r|r|blblal#

#/mmmmm|-|-|m|# #/mmmimim{m|{m|m|#

ﬁmmmmm—@mﬁ ﬁmmmmm—@Hﬁ

m|[m|[m|[m|[m| m m| [g

m|[m|m|m|[m| g g|[m|

EIESIEUEIEIES g

o)
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#|e|e|0|1]|0[|1|0|1|# #|e|1(0|1|0(1|0|1|#
ot # [Pupupupupupucupo| # e # [PUpupupupupu T PW #
6 Hlrlr|r|r|r|r|b|b | # T H¥lr|r|r|r|r|T|T|b|#

#|mmm|-|m|{m|{m|-|# #/mm(mm|m|m{m|m|#
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m|[m|m|/m|m|[-][g]|& m|[m|/m|[m|m|(m| [&

m|[m|[m|m|[m| m|[m|m]|[m|[m|[-]

m|[m||m|m|[g |m|[m|[m|[m|[m|[m|

|m||m|[m] g m|[m|/m|[m|[g][m|

gl/g||8 im|[m|[m|[g] [&
glg||8

0|1]|0(1 1
Ca: [Pupupupupupu
8.

D

I EICIEIS
B EIRIEIES
B

8
8
8
8
B EIREIE
8

D EIEEES
D
]
D
]

Abbildung 5.8. Beispiel zum Satz 5.27 fiir gerade Teiler.

In weiteren ¢ Zeitschritten wird der Kellerinhalt der Typ0-Zelle —
ohne das Kellerendesymbol — sukzessive in den Keller der ,,Partner-
zelle“ vom Typ 1 transportiert. Dies ist, da i gerade ist, die rechte
Nachbarzelle. Anschlieflend wird der Kellerinhalt wieder zuriicktrans-
portiert und das Verfahren beginnt erneut. Entsprechend ist nach
jeweils ¢ Zeitschritten einer der beiden Keller leer.

Zur Realisierung dieses Verfahrens werden die Symbole pu (push)
und po (pop) im zweiten Register unterschieden, anhand derer jede
Zelle die momentane Richtung des Transportes erkennen kann. Hier
liegt auch der Grund dafiir, daf3 jede Zelle den obersten Kellereintrag
ihres Nachbarn kennen muf. Ansonsten wire eine Umkehrung der
Transportrichtung nur mit einem Zwischenschritt moglich.

Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis eine Typ0-Zelle zum ersten Mal
das Zeichen b im dritten Register ihrer linken Nachbarzelle erkennt.
Bei Eingabe des Wortes b™a'™ ist dies nach m — ¢ Zeitschritten der
Fall. Falls der Keller der TypO- oder der Keller der Typl-Zelle in
diesem Zeitpunkt leer ist, ist ¢ ein moglicher Teiler von m. Die Keller
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werden zu den Zeitpunkten z-¢, z € N, leer, also muf} gelten: m —1i =
z-1=m = (z+ 1)i. (Es wude ja zuniichst m > n angenommen.)
Daher erzeugt die Typ0-Zelle ein Symbol cu statt pu bzw. ein Symbol
co statt po im zweiten Register. Anschlieend wird der Kellerinhalt
in ¢ weiteren Schritten nochmals ausgetauscht. Erkennt die TypO-
Zelle nun im dritten Register ihres linken Nachbarn das Symbol r,
wihrend in ihrem eigenen das letzte b notiert ist, generiert sie das
Symbol T im zweiten Register und die Eingabe wird akzeptiert, weil
nach gerade ¢ Zeitschritten alle bs die Zelle passiert haben, also n =1
gilt.

Der Gesamtzeitbedarf errechnet sich aus den Zeiten bis zum Empfang
des ersten b, weiteren @ Zeitschritten bis zum Empfang des letzten b
und nochmals ¢ Zeitschritten, bis das Symbol T den rechten Rand
erreicht hat. Also m — i+ i 414 = m + ¢ Zeitschritte. Fir ¢ = n folgt
daraus Realzeit.

Fiir den Nachweis, dal L € .%..(PDCA) gilt, muf die Konstruktion
erweitert werden. Der zunichst ausgeschlossene Fall n = m kann
durch Sonderbehandlung auf einer zusétzlichen Spur erkannt werden.
Da {b"a™|n € N} € L, (CA) ist, ist dies mit Satz 5.25 a) ohne
weiteres moglich.

Um auch ungerade Teiler zuzulassen, geniigt es zu zeigen, dafl ein
Zellenpaar ¢ und i — 1 zusétzlich in die Lage versetzt werden kann,
die Zeitpunkte z(¢ — 1),z € N, zu erkennen. Das weitere Verfahren
entspricht dann dem oben Beschriebenen.

Das Kelleralphabet und m4(S) werden um die Zeichen x, y und xy
erweitert. Zusétzlich wird jede Zelle dahingehend modifiziert, daf sie
beim initialen Kellerfiillen als zweites Symbol ein x anstelle des m in
den Keller schreibt. Aulerdem notiert jede Typ0-Zelle im Zeitpunkt
ihrer Markierung ein Symbol y anstelle des m als oberstes Kellerzei-
chen (vgl. Abbildung 5.9).

Beim anschlieflenden Transport der Kellerinhalte miissen diese Mar-
ken x und y jetzt jeweils so verschoben werden, dafl in jedem Zeit-
punkt z(i — 1), z € N, gerade ein Symbol x oder y von einer Zelle zur
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anderen iibertragen wird. Dies 148t sich folgendermaflen erreichen:
Bei einem Transport von links nach rechts soll das Ubertragen des
Symbols x den Zeitpunkt anzeigen, beim Transport in die andere
Richtung entsprechend y. Das Prinzip wird fiir y beschrieben; fiir die
Marke x ist es identisch.
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Abbildung 5.9. Schematische Darstellung der Kelleroperationen
zur Erkennung ungerader Teiler.

Wird das Symbol y von rechts nach links tibertragen, zeigt es einen
gewiinschten Zeitpunkt an. Bei einem Transport von links nach
rechts wird die Ubertragung um zwei Zeitschritte verzogert, das heifit,
zundchst wird zweimal statt y ein m in den Keller geschrieben und
nach der Verzogerung anstatt eines m wieder y.

Eine Analyse dieser Methode ergibt unter Vernachlassigung von x:

t =i : Im Keller der Zelle i befindet sich das Wort ym ¢~ Vg,

t = 2i : Nachdem eine Verzogerung von y stattgefunden hat, befindet
sich im Keller der Zelle s — 1 das Wort m'*~3) ymmg. Also wird y nach
weiteren ¢ — 3 Zeitschritten oben im Keller zum Transport anstehen.
Dies markiert den Zeitpunkt 2i +¢ — 3 = 3(i — 1).
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t = 3i : Im Keller der Zelle 4 befindet sich das Wort mmym (:=3)g.

t = 44 : Wiederum hat eine Verzogerung stattgefunden. Im Keller der
Zelle i —1 steht das Wort m *=5) ym*g. Also steht y nach weiteren i—>5
Zeitschritten zum Transport an. Dies markiert den Zeitpunkt 4¢+¢—
5 =5(i —1). Da der Transport der Marke y immer weiter verzogert
wird, kann dieser Vorgang nur endlich oft wiederholt werden.

t=(—1)i:

Im Keller der Zelle i befindet sich das Wort m' *=2)ym (*=(=1)g. Die-
se Situation unterscheidet sich von derjenigen im Zeitpunkt ¢ nur
dadurch, daf die Symbole x und y vertauscht sind. (Dies wurde fiir y
gezeigt. Der Nachweis fiir x ist identisch.) Die Zellen kénnen nun das
Verfahren von neuem beginnen, wobei die Bedeutung der Symbole x
und y vertauscht wird.

Es bleibt noch zu zeigen, daf§ die Zellen den Zeitpunkt (i — 1)¢ er-
kennen konnen. Nun ist (¢ — 1)¢ ein gemeinsames Vielfaches von i
und (¢ — 1), und die Zellen wurden ja gerade so konstruiert, daf} sie
Vielfache von ¢ und (i — 1) erkennen kénnen. Da fiir alle i — 1 € N
das kleinste gemeinsame Vielfache von i — 1 und ¢ deren Produkt ist,
konnen die Zellen diesen Zeitpunkt eindeutig erkennen. Damit leistet
die Konstruktion das Gewiinschte. O
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