Gottfried R. Muller

Uber das Liebigsche Gesetz vom Minimum
und das Mitscherlichsche Ertragsgesetz

In der Arbeit von B. Baule (2) aus dem Jahre 1954, »Eine Analogie zum Pflan-
zenertragsgesetz« wird auch das »Gesetz vom Minimum« von Justus von Lie-
big und das Mitscherlichsche » Wirkungsgesetz der Wachstumsfaktoren« theo-
retisch niher untersucht. Sehr treffend beschreibt Baule Liebigs Gesetz vom
Minimum auf folgende Weise: »Der Aufbau der Pflanzensubstanz aus gewis-
sen Grundnahrstoffen (Stickstoff, Phosphorsiure, Kali, Kalk) erfolgt in der
gleichen Art und nach den gleichen Gesetzen wie der Aufbau der chemischen
Verbindungen aus den chemischen Elementen. Konkreter gesprochen heifit das,
daf3 nach Liebigs Vorstellung die Grundnihrstoffe, Stickstoff, Phosphorsdure,
Kali und Kalk in einem ganz bestimmten festen Verhiltnis an der Bildung von
lebender Pflanzensubstanz beteiligt sind und dafl daher die Menge an Pflan-
zensubstanz, die im Laufe der Vegetationszeit von einer Pflanze aufgebaut
wird, einzig und allein von der Menge jenes Nahrstoffes abhingt, der ver-
haltnismaflig am wenigsten im Boden vorhanden ist.«

Im Jahre 1926 kam Mitscherlich (9) in dem Artikel »Das Liebigsche Gesetz vom
Minimum und das Wirkungsgesetz der Wachstumsfaktoren« im Gegensatz zu
seiner fritheren Auffassung (7) iiber das Minimumgesetz zu folgendem Schluf3:
»Die Mineraltheorie Liebigs hat ihre Bedeutung noch heutigentags behalten,
wenn sie auch aus der einseitigen Lehre gerade durch die Erweiterungen des
Minimumgesetzes hervorgehoben wurde; das Gesetz selbst als solches existiert
nicht!l«

Diesen Schluff zog Mitscherlich aus der Annahme, dafs das Liebigsche Gesetz
in mathematischer Darstellungsweise der Funktion einer einfachen Geraden ent-
spricht: :
v=c'x+C (1)
Dabei ist y der Ertrag an Pflanzensubstanz und x die Menge des Minimumfak-
tors, C ist eine Konstante.

Der Differentialquotient fiir diese Funktion ist:

Yo (11)
Das bedeutet, daf3 der Ertragszuwachs dy dem Mengenzuwachs des Minimum-
faktors dx einfach proportional ist.

Im Gegensatz dazu hatte Mitscherlich aber gefunden, daf8 bei seinen Versuchen
der Ertrag nicht proportional dem Minimumfaktor steigt, sondern daf3 die Er-
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tragssteigerung proportional dem an dem Héchstertrag jeweilig fehlenden Er-
trag verlduft, das heifst mathematisch formuliert:

dy
dx

=c(A—y) (I1T)
Integriert lautet diese Gleichung nach Baule (siehe Mitscherlich (9)):
v—A(l— ey (1v)

y ist der Ertrag an Trockensubstanz der Pflanzen je Mitscherlichgefif8 bzw. je
Hektar

A ist der Hochstertrag je Gefafd bzw. je Hektar

x entspricht der Nahrstoffmenge, die je Flacheneinheit gegeben wurde

¢ isteine Konstante, die man als » Wirkungsfaktor« bezeichnet.

Baule schreibt dariiber 1954 (2):

»Dieses Mitscherlichsche Gesetz zeigt, solange man sich darauf beschrankt, nur
einen einzelnen Nahrstoff zu variieren, eine ausgezeichnete Ubereinstimmung
mit der Erfahrung. Sobald man aber die Forderung aufstellt, daf es fiir jeden
der Grundnihrstoffe gelten muf3, ergeben sich Folgerungen aus ihm, die mit
den Erfahrungstatsachen beim besten Willen nicht in Einklang zu bringen sind.«
Hieran im Anschlufl geht Baule in seiner Arbeit auf die widerspriichlichen Fol-
gerungen ein, die aus einer Verallgemeinerung der Formel (IV) fiir die gleich-
zeitige Steigerung mehrerer Nahrstoffe x, x, . . . gezogen werden miifsten.
Baule entwickelte deshalb fiir den Fall der Steigerung mehrerer Nahrstoffe eine
neue Formel. Die Einzelheiten dariiber findet man in besagtem Artikel (2).

Hier in dieser Arbeit interessiert jedoch lediglich die Formulierung des Mit-
scherlichschen Ertragsgesetzes in seiner Form der ersten Anniherung (Formel
1V). Mitscherlich fand namlich, dafl der » Wirkungsfaktor« c fiir die einzelnen
Wachstumsfaktoren bzw. Nihrstoffe x, unabhéngig von der Pflanzenart bei
entsprechenden Bedingungen, konstant und typisch fiir den Nahrstoff ist ((10)
S. 169, 173, 174 u. a.). Die Bedingung fiir die Konstanz des Wirkungsfaktors
¢, bei Variation eines Nahrstoffes x, ist, dafl alle tibrigen Wachstumsfaktoren
konstant gehalten werden und in optimaler, d. h. ausreichender Menge vorhan-
den sind. Vergleiche hierzu die Arbeit von E. von Boguslawski (3) »Das Er-
tragsgesetz« im Handbuch fiir Pflanzenphysiologie, IV. Seite 962 . . . Auch in
der Arbeit von N. Atanasiu und H. Thiele (1) »Das Ertragsgesetz bei Steigerung
mehrerer Faktoren« Seite 242 findet man diese Bedingungen und es wird be-
stitigt, dal das Mitscherlichsche Ertragsgesetz in seiner ersten Form (Formel IV)
sich immer wieder als giiltig erwiesen hat.

Ist es nun aber moglich, dafl beide einander angeblich widersprechenden Ge-
setze von Liebig und Mitscherlich giiltig sein konnen?

Um dies zu beantworten ist es notig, einen kurzen Einblick in die Entstehung
des Liebigschen Gesetzes vom Minimum zu geben. Am besten wird hierzu die



umstrittene Formulierung von Justus von Liebig etwas ausfiihrlicher zitiert.
Man findet diese Stelle in der 1878 erschienenen 6. Auflage des Buches »Che-
mische Briefe« von Justus von Liebig (6). Hierin heifst es auf Seite 458 wie
folgt:
»Die Auseinandersetzung der wissenschaftlichen Grundsitze datiert nicht von
gestern, und ist jetzt bereits dreiundzwanzig Jahre alt, und es hétte sich der
Standpunkt der landwirtschaflichen Lehre (siehe den 37. Brief) gegen die Macht
der Wahrheit und des gesunden Menschenverstandes so lange Zeit nicht be-
haupten lassen, wire sie nicht wie durch eine Mauer davon abgeschlossen und
gegen ihren Eingriff geschiitzt gewesen.
Die chemischen Wahrheiten in diesen Briefen lassen sich in einer einfachen
Formel ausdriicken, welche von weitem wie eine mathematische aussieht, die
aber ein jeder versteht:

E=N-W.

Das grof3e E in dieser Formel bedeutet Ertrag (Korn, Kartoffeln, Riiben etc.),
das N bedeutet Nahrung (Phosphorsdure, Kali, Kalk, Ammoniak etc.), W heifit
Widerstand.

In Worten ausgedriickt heif3t die Formel:

Die Hohe des Ertrages (eines Feldes) entspricht oder steht im Verhiltnis zur
Nahrung im Boden (zu den Bedingungen der Erzeugung des Ertrages) weniger
(minus) aller der Ursachen und Widerstinde, welche die Nahrung an der Er-
zeugung des Ertrages hindern. Wenn der Buchstabe N sechs Apfelschnitten
und W drei Finger bedeuten, welche zwei Apfelschnitten von den sechs fest-
halten, so sind nur die vier anderen frei, und konnten z. B. von einem anderen
gegessen werden. «

Soweit das Zitat, es ergeben sich daraus einige wichtige Tatsachen. Zunichst
hat Liebig diese Formel nicht in dem Sinne, wie dies Mitscherlich getan hat, als
eine streng mathematische Formulierung des Zusammenhanges zwischen der
Menge der im Boden befindlichen Néhrstoffe und der Hohe des mit diesem Bo-
den erreichbaren Ertrages aufgefafst. Denn er schreibt ausdriicklich, daf3 diese
Formel nur von weitem wie eine mathematische aussieht. Wenn man die »Che-
mischen Briefe« Liebigs und das Buch »Die Chemie in ithrer Anwendung auf
Agricultur und Physiologie« von Justus von Liebig (5) aufmerksam liest, so
entgeht es einem nicht, dafd es Liebig vollkommen bewufst war, daf3 der auf
einem Boden erzielbare Ertrag nicht ohne weiteres in geradlinigem, direktem
Verhaltnis steht zu den in diesem Boden vorhandenen Nahrstoffmengen. Aus
einer Menge dhnlicher Bemerkungen sei lediglich folgende zitiert, die man auf
Seite 266 des Buches »Die Chemie in ihrer Anwendung auf Agricultur und
Physiologie« (5) findet.

»Die Ernteertrage der Samen zeigen ferner, daB8 sie nicht im Verhiltnis standen
zu dem Gehalt des Bodens an Nihrstoffen, sondern dafl die daran drmere
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Ndhrstoffe in dey
Pflanze

Eine Verbindung
beider Gesetze

Mischung weit mehr Samen lieferte als sie nach dem Gehalte der reicheren hitte
liefern sollen. Bei den verschiedenen Tépfen verhielten sich:

2. Topf 3. Topf 4. Topf
/4 gesittigt /2 gesattigt /1 gesittigt
Die Diingermenge: 1 2 4
Die Ernteertridge hingegen wie: 2 2,8 4

Der Grund hiervon ist nicht schwer einzusehen; das Ergebnis, daf der /4 gesét-
tigte Torf doppelt so viel an Ertrag lieferte, als der Diingung entsprach, beweist,
daB die aufnehmenden Wurzeloberflichen mit doppelt soviel erndhrenden Torf-
teilchen in Berithrung gekommen waren . . .«

Aus solchen Griinden fiigt Liebig in seiner bekannten »Formel« noch den Buch-
staben W ein, mit dem er den Widerstand bezeichnet. Es ist jedoch nicht anzu-
nehmen, daf8 Liebig diesen Widerstand als einfach proportional der Grofie E
des Ertrages bzw. der Menge N der Nahrung auffafite. Dafs er jedoch den Er-
trag E als proportional der Menge N an ertragswirksamen Nahrstoffen betrach-
tet, ist eine logische Folgerung aus seinen chemischen Pflanzenanalysen, wie
dies schon zu Beginn dieser vorliegenden Arbeit in dem Zitat nach Baule (2)
zum Ausdruck kommt.

Bldttert man in der tabellarischen Ubersicht der Analysen der verschiedenen
Pflanzenaschen die von Liebig seinem Buch »Die Chemie in ihrer Anwen-
dung. .. « (5) angefiigt wurde, so sicht man sehr wohl, dafl die Aschen- bzw.
Mineralstoffprozente bei den verschiedenen Pflanzenarten nur einen relativ ge-
ringen Anteil an der Trockensubstanz haben und daf} die einzelnen Nahrstoff-
anteile nicht allzu grofle Schwankungen aufweisen. Dies erkennt man jedoch
noch viel besser, wenn man die Angaben iiber die »Nahrelementgehalte der
Pflanzen als Ma8 fiir die Nahrstoffversorgung« (Tab. 1) in dem Artikel »Grenz-
werte der Nahrelementgehalte in Pflanzen und ihre Auswertung zur Ermittlung
des Diingerbedarfs« von A. Finck (4) aus dem Jahre 1968 iiberpriift. Die unte-
ren Grenzwerte der Hauptnihrelemente, bei deren Unterschreitung ein Mangel
mit Symptomen auftritt, sind namlich verhaltnismafig sehr niedrig und zeigen
fiir die einzelnen Nahrstoffe charakteristische Unterschiede. Schon allein aus
dieser Tabelle 1af3t sich schlieflen, daf} Liebigs Auffassung durchaus giiltig er-
scheint.

Wenn nun aber Mitscherlichs Ertragsgesetz und auch Liebigs Gesetz des Mini-
mums gleichzeitig giiltig sind, so ist es nur logisch, daf zwischen diesen beiden
Gesetzen eine exakte Verbindung besteht, die lediglich bis heute noch nicht er-
kannt wurde. Die Verbindung dieser beiden Gesetze kann man aber, auf die
einfachste und iiberzeugendste Weise, dadurch herstellen, daf8 man das gesetz-
méfBige Formwachstum der Pflanzen selbst analysiert und formuliert. Wie in
der Arbeit des Verfassers (12) »Eine neuartige Erklarung des Mitscherlichschen
Ertragsgesetzes« dargestellt wird, kann man das Ertragsgesetz von Mitscher-



lich (Formel IV) prézise ableiten, wenn man annimmt, daf die auf einer Fliachen-
einheit wachsenden Pflanzen als Korper gleichen Widerstandes gegen Druck
durch Eigengewicht und Fremdbelastung aufgebaut sind. Daf8 das durchschnitt-
liche Durchmesser- und Hohenwachstum der Baume sich analog einem Korper
gleichen Widerstandes entwickelt, wurde schon in der Arbeit »Die einfache
Exponentialfunktion und das Wachstum der Baume« {11) dargelegt.

Fiir die Entwicklung des Radius y eines Rotationskorpers gleichen Widerstan-
des in Abhéngigkeit von der Hohe x gilt folgende Formel: (siche Abbildung 1)

y=are g5 % V)

a bedeutet den konstanten Radius fiir den senkrecht auf dem Boden stehenden
Rotationskérper bei der Hohe x = 0. p ist die Dichte des Materials in Gramm
pro Kubikzentimeter. ¢ bedeutet die Tragfestigkeit in Gramm pro Quadrat-
zentimeter. Die Groflen y, x und a sind in Zentimeter angegeben. e ist die Basis
des natiirlichen Logarithmus.

X, ===

4

Abbildung 1: Der Zusammenhang zwischen dem Radius y und der Hohe x fiir einen
Rotationskdrper gleichen Widerstandes gegen Druck durch Eigengewicht und Fremd-
belastung (siehe Text).

Berechnet man aus dieser Formel die Volumenzunahme eines solchen Rotations-
kérpers in Abhidngigkeit von der Hohe x, so erhilt man folgende Formel:

r. A'TeG P
Vo= p — (1 — € g x)_ (VI)
Hieraus ergibt sich fiir die Gewichtsentwicklung G dieses Rotationskérpers:

V-p:(}:azn-o(l-e*%"x) (V1)

Die Pflanzen als
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gleichen Widevstandes
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Setzt man G gleich dem Ertrag y nach Mitscherlich, a*= - ¢ gleich dem Maxi-

malertrag A und % = ¢, so ergibt sich das altbekannte Mitscherlichsche Ertrags-
gesetz Formel IV.

Fiir das Wachstum der Baume stellte sich heraus, dafd das physiologische Trag-
modul bzw. die Tragfestigkeit ¢ unabhingig von der Baumart gleichbleibend
6 = 500 g/cm? ist (11). Dies resultiert offenbar daraus, dafs der tragende Bau-
stoff der Baume bzw. die aus Lignin und Zellulose bestehenden reinen Zell-
wandsubstanzen bei allen Bdumen den gleichen Reinwichtewert vy = 1,56
g/cm?® haben. Dieser Wert steht schon in dem Buch von J. Sachs (13) »Vor-
lesung iiber Pflanzenphysiologie« aus dem Jahre 1887, ist also seit langer Zeit
bekannt. Da jedoch Lignin und Zellulose durch chemische Formeln darstellbar
sind, in denen — aufler einem ganz geringen Prozentsatz — die Pflanzennéhr-
stoffe Stickstoff, Kali, Phosphor und Kalk nicht auftreten, erscheint der Schluf3
erlaubt, daf8 die Zellwandsubstanz allein die Tragfestigkeit der Pflanzen be-
stimmt. Die Hauptnéhrelemente, die zur Bildung von Pflanzensubstanzen not-
wendig sind, werden demnach zusitzlich zur Trodkenmasse aus Lignin und Zel-
lulose in der Pflanze abgelagert.

Folgt man dem nach Baule (2) zur Erkldrung des Liebigschen »Gesetzes vom
Minimumc« zitierten Gedankengang iiber den Aufbau der Pflanzensubstanzen
aus gewissen Grundnahrstoffen, so ergibt sich zwingend, daf3 der Mitscherlich-
sche »Wirkungsfaktor« c lediglich das fiir den entsprechenden Nahrstoff typi-
sche und konstante Néahrstoffverhéltnis zu der tragenden Pflanzensubstanz mit
der Reinwichte vy zum Ausdruck bringt. Dafi nun beispielsweise bei Hafer der
Stickstoff N tatsdchlich, so weit er ertragswirksam in Erscheinung tritt, prak-
tisch genau 1 Prozent der Trockensubstanz ausmacht, wurde vom Verfasser
schon friiher gezeigt (12). Eine Auswertung des INV-Versuches aus dem Jahre
1957 und die Auswertung des IDV Dauerversuches 1957—1966 bestitigt dies
fiir den Gesamtertrag Korn plus Stroh bei Weizen und Hafer sehr prizise. Auf
den verschiedensten Standorten schwankt der prozentuale Anteil von Stickstoff
am Gesamtertrag der Trockenmasse von Korn und Stroh nur sehr eng um 1 Pro-
zent. Dies ist im iibrigen auch der untere Grenzwert den A. Finck (4) 1968 fiir
Stickstoff angibt.

Nach Atanasiu/Thiele (1) findet man fiir Stickstoff folgende Formel, wenn man
die Nahrstoffgabe und den Ertrag je Mitscherlichgef4f bestimmt:

y = A (1—10-064x) (VIII)

der Wert ¢, = 0,64 entspricht dabei fast ganz genau dem reziproken Wert
der Reinwichte vy der reinen Zellwandsubstanz, ¢, ~ ?1}; Folglich 1a8t sich dar-

aus ableiten, daB zur Bildung eines hypothetischen Hochstertrages in Hohe von
A = 173,5 g Trockenmasse, genau 1,735 g Stickstoff benétigt wiirden, das ist



gleich 1 Prozent der Trockenmasse der reinen Zellwandsubstanz. Aus iibri-
gen »Wirkungsfaktoren« fiir Kali und Phosphor folgt, da8 zur Bildung von

173,5 g Trockenmasse ebenso noch 0,835 g K20 und o,556 g P:0s nétig
sind.

Zahlt man das alles zusammen so ergibt sich:

Reine Zellwandsubstanz = 1735 g
N = L4735 8
K20 = 0,835 8
P2Os = 0,556 8
Summe 176,626 g

Theoretisch diirfte der pro Mitscherlichgefaf fiir Hafer erzielbare Hochstertrag

bei |7+ 100 g = 177,245 g Gesamttrockengewicht liegen. Demnach wiren fiir
die tibrigen ertragswirksamen Nahrstoffe z. B. Ca., Mg. usw. noch 0,619 g iibrig.

Zusammenfassend 1483t sich aus all dem folgern, da8 das Mitscherlichsche Er-
tragsgesetz in seiner ersten Fassung Formel IV das Liebigsche »Gesetz vom
Minimum« nicht widerlegt, sondern im Gegenteil prizise bestitigt. Nach der
von Mitscherlich selbst gegebenen Anweisung wird, wenn alle anderen Nahr-
stoffe optimal und ausreichend vorhanden sind, lediglich der Nahrstoff verdn-
dert, der sich im Minimum befindet. Dieser variierte Nahrstoff bestimmt aber,
wie das Liebig annahm, die Hohe des je Flicheneinheit des Bodens erzielbaren
Ertrages. Da jedoch Gesetze der Statik bzw. die Erdbeschleunigung das Form-
wachstum der Pflanzen bestimmen, kann der Ertrag pro Flicheneinheit nur ana-
log der von Mitscherlich beschriebenen Exponentialfunktion (Formel IV.) an-
wachsen. Dabei bleibt offenbar der ertragswirksame Nahrstoffanteil gegentiber
der Dichte p der tragenden Zellwandsubstanz im Sinne Liebigs konstant.

Die Zusammenhinge wurden hier — auch durch die Ausklammerung des Pro-
blems der Fremdbelastung durch den Wind — etwas vereinfacht dargestellt. Die
Betrachtung der Pflanzen als Rotationskdrper gleichen Widerstandes gegen
Eigengewicht und Fremdbelastung ermoglicht jedoch zweifellos eine sinnvollere
Erklarung der Wachstumsgesetze der Pflanzen als bisher.
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