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Bezeichnungen:
R Ebrper der reellen Zahlen,
c Korper der komplexen Zahlen,
N Menge der natirlichen Zshlen
Z Menge der ganzen Zahlen,
Lc(X,Y) Menge der stetigen linearen Abbildungen des
normierten Raums X in den normierten Raum Y.
Ck(Q) Menge der k mal stetig differenzierbaren Ab-
bildungen der offenen Menge Q < R in C.
Cwal) Menge der beliebig oft differenzierbaren
Abbildungen von Q in €,
C?CQ) Menge der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen von Q in € mit kompaktem Trager
supp u xellu(x) # 0 in Q.
Fir Multi-Indizes WE(NO)“ = (Nu £OD)" und
« %eR, set%E? wir
% %4 v %V‘I k4
Joct = Tro; . Fr ueC tect «@:
D*u = (-19/9x)™ ... (—13/axnfx“u.
& = {aeR{n > 01,
R, = {neRn > 07
(x,5) i= ii(x y; ist in den ersten vier Abschnitten
' das Skalarprodukt in R'. Fur pe )«
LPGI) ist der Banachraum der AKquivalenzklassen der

Lebesgue-messbaren Funktionen f von der
offenen Menge Q ¢ R in € mit Sn\f P < o
nach der Relation der " Gleichheit bis auf
Mengen vom Lebesgue-Mass Null ". Im folgen-
den verwenden wir fur die Funktionen und
ihre Klassen Jjeweils das gleiche Symbol, aus
dem Zusammenhang ist dann zu entnehmen, ob
im Einzelfall die Klasse oder ein Reprasen-
tant gemeint ist.



1 Einleitung

F. E. Browder zeigte in seiner 1961 erschienenen Ar-
beit [4] , dass gleichmassig elliptische Differentialopera-
toren A, Fredholmoperatoren in L,(Q) (p<i1,o)) sind,
wenn () eine beschrankte offene Menge in R ist und wenn
der Definitionsbereich Dy, von A, durch Dirichlet - Rand-~
bedingungen gegeben ist. Dabei lasst sich der Beweis,

‘dass A, ein Semi - Fredholmoperator mit endlichdimensio-
nalem Kern istﬂ, auf einen funktionalamalytischen Satz

( Theorem VII.2.1 in [9] ) zuriuckfihren. Dessen Voraus-
setzungen sind fur den Operator A erfiillt, weil Rellichs
Auswahlsatz gilt - da Q beschrankt ist - und weil die
gleichmassige Elliptizitat folgende a - priori — Ab-
schatzung impliziert:

(1) Y ued, = E™ (@) o H? (Q):

balpmpy < cOR (@@ + Nl )

( siehe S. Agmon, The Lp - approach to the Dirichlet
problem I: Regularity theorems, Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa 13 (1959), 405 - 448; vgl.[2] wuna [4] ).
Insbesondere implizieren Rellichs Auswahlsatz und die
Ungleichung (1), dass auch die Voraussetzungen des fol-
genden Satzes, einer einfachen Konsequenz aus Theorem
VII.2.1 [9), erfillt sind:

Satz 2.5: Ist T ein abgeschlossener linearer Operator
in einem Banachraum X und ist die Einbettung

ip:(Dy 8 1 )sx > xeX kompakt, so ist T ein Semi - Fred-
holmoperator mit endlichdimensionalem Kern.

Dabei bezeichnet V I, die Graphennorm zu T. Wenn fur
einen Operator T in einem Banachraum X die Einbettung i,
kompakt ist, so sagen wir, T habe die Eigenschaft der
kompakten Einbettung (abgekurzt: kEE).

* siehe Definition 2.6, S.8
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Die vorliegende Arbeit soll dazu beitragen, einer Cha-
rakterisierung der linearen partiellen Differentialope-
ratoren A: L,(1) » D, —~ L?GQ) mit der X¥EE fur nicht not-
wendig beschrankte Mengen () nzherzukommen. Dieses Vorha-
ben mobivieren zusatzlich zu Satz 2.5 die Ergebnisse von
Abschnitt 2, in dem die Eigenschaft der kompakten Einbet-
tung von linearen Operatoren T in einem Banachraum X un-
tersucht wird: Fur abgeschlossene Operatoren mit nicht -
leerer Resolventenmenge erhalt man die Aquivalenz von
k¥EE und Kompaktheit der Resolventen (Lemma 2.12), damit
haben diese Operatoren diskrete Spektren. Wir erhalten
in Satz 2.13 unter diesen Voraussetzungen an T ausserdem,
dass T -AId fur alle ne€ ein Fredholmoperator vom Index
Null ist. Die Aussage uUber den Index scheint zumindest
nicht allgemein bekannt zu sein; die Endlichkeit der
Kodimension des Bildes Ry_,as kann man auch aus einem
Ergebnis von F. £. Browder { vgl. ILemma 17 in [4#1) ab-
leiten, allerdings unter Benutzung vektorwertiger Inte-
gration, die wir im Beweis von Satz 2.13 nicht benotigen.

In Abschnitt % leiten wir aus einem Satz von A, N. Kolmo-
gorov, 4. N. Tulaikov 7] und M. Riesz 5] iber relativ-
kompakte Mengen in L, - Raumen eine Charakterisierung
der kompakten linearen Abbildungen T eines normierten
Raums X in einen L, ~ Raum durch L, - Absch@tzungen ab.
Dabei zeigt sich, dass fur die XEE eine XKoerzivitats-
ungleichung notwendig ist und nicht nur hinreichend wie
oben die Abschatzung (1) fur die Operatoren Ag.

Wir konnen die Kompaktheit der stetigen linearen Opera-
toren T von X in einen L, - Raum mit gewichteter Norm
auch dadurch charskterisieren, dass Abbildungen rP°T nit
&%(f) = fi0, und E%\C(I beschrankt ) Xkompakt sind und
dass eine Konvergenzbedingung erfullt ist (Satz 3.7).

Die Formulierung solcher Bedingungen geht auf F. Rellich
zurlick, der in [4%] die Kompaktheit der Einbettung

H:ﬂ (Q) = L,(Q) in beliebigen Gebieten N & R
charakterisierte. Rellich zeigte dann, dass seine Kom-
paktheitsbedingung in unbeschrinkten Gebieten erfullt
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ist, die fur |x|-—> o Dbeliebig schmal werden. Rellichs
Ergebnis folgt nun auch mit Hilfe des allgemeineren Kri-
teriums Satz 3.7 - siehe Anhang zu Abschnitt 4.

In Abschnitt 4 finden wir schwache hinreichende Bedingungen
fir die Koeffizienten von Differentialoperatoren, die die
KEE nach den Kriterien aus Abschnitt 3 implizieren. Aus
Ergebnissen von L. Hormander [11] und aus Lemma 2.7 er-
halt man eine Charakterisierung der XEE von linearen
‘partiellen Differentialopergtoren L= 2 Q&DN mit kon-

N (LT
stanten Koeffizienten ay, und Definitionsbereich CZ(Y) in

L,@1), wenn N beschrdnkt ist, durch eine Aussage uber die a,.

Weil Differentialoperatoren A in I,(®") mit D, = CJ(R"),
deren Einbettung kompakt ist, wenigstens einen unbe-
schrénkten Koeffizienten haben (Satz 4.1), betrachten
wir Operatoren der Form A = L + P auf CS(R"). Dabei hat
L konstante Koeffizienten ay, und fir P gilt P(u) = pu
mit Re p(xh;;XCU, Re p nach unten beschrankt.

Die schwachste Bedingung an L, die wir unter diesen
Voraussetzungen an p verlangen mﬁssen, damit iA noch
kompakt ist, lautet:

(#) 3 ( s:R"—R, : s(0) = 0 A s in 0 stetig) V ucCD(K)

Veed s [luC + ) - ul < s(9)[Re((u),u), verutl .

Wir charakterisieren die Abschatzung (4) durch die Koef-
fizienten - Eigenschaft Re ‘E:ﬂ_ ai%“‘;_‘:’; ©,

Beim Schluss von (4) auf die Konvergenzaussage kann man
nicht wie bei den bekannten Beweisen fur die Notwendig-
keit von Koeffizientenbedingungen fiir gewisse Koerzivi-
tatsabschatzungen mit der verallgemeinerten Leibnizregel
von L. Hormander arbeiten (vgl. [411]1,112]), da die linke
Seite von (4) keine Ableitungsterme enthalt. Wir ver-
schaffen uns stattdessen mit Hilfe der Beschreibung der
Abschliessung T pach Simader und Louhivaara [42] eine ge—
eignete é- Folge, die aus der I, - Abschatzung eine
punktweise Abschatzung der Integranden macht. - Wir er-—
halten ausserdem, dass fur die speziellen Operatoren L
auf cf(m?) c L,(R') die Abschitzung (4) aquivalent ist
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zur Koerzivitatsungleichung:

(5) IR = R, al)gzae) ¥ uedl(r):

ix\>eo
fw(a +.1) | Pul® < Re(L(w),u)_ +eluly .

( Fu ist die Fouriertransformierte von u ).

Fir beliebige Operatoren gilt nur: (5) == (4). Der Be-
weis dieser Implikation und das allgemeine Kompaktheits-
kriterium aus Abschnitt 3 liefern nebenbei einen neuen
Beweis einer Verallgemeinerung von Rellichs Auswahlsatz,
die von B. Malgrange stammt 143] : Ist Q € R’ beschrinkt,
ist a:m?%'R: eine stetige Funktion mit a(x) i und
gilt (V ueCS(): fuld := ﬂ@(a + N\Ful® <o), so ist
die Einbettung ¥ := (CT(D,% i, dsu > uekl,(Q) kompakt. -

Aus Kriterium 3.7 und aus Browders Verbesserung der
a - priori - Abschatzung (1) ( Theorem 2' in 141 ) er-
halten wir die kXEE fir elliptische Differentialoperatoren
Ag =l3;1mauD“ + p, p wie oben, in unbeschrankten offenen
Mengen Q , wobei A nicht gleichmassig stark elliptisch
sein muss. Dp, ist durch Dirichlet - Randbedingungen gege-
ben. (Satz 4.9).

Fur gleichmassig stark elliptische Differentialoperato-
ren L mit beschrankten ay, und p wie oben folgt die kEE
auch aus Browders Theorem 24 in [4) . Dort zeligt er, dass
die Resolventenmenge nicht leer ist und dass die Resol-
venten kompakt sind. Im allgemeineren Fall von Satz 4.9
ist nicht bekannt, ob die Resolventenmenge der Abschlies-
sung K; nicht - leer ist. . .

Eine weitere Anwendung von Satz 3.7 geben wir im Anhang
zu Abschnitt 4. Da wird ein Kriterium fiir die Gultigkeit
von Rellichs. Auswahlsatz fur Sobolev - Raume mit gewichte-
ten Normen in beliebigen offenen Mengen () R abgelei~
tet. Wir konstruieren dann zu jeden {) Gewichtsfunktionen,
die dieses Kriterium erfillen. - Da wir fir gewisse gleich-
massig stark elliptische Sesquilinearformen erster Ord-
-nung zeigen konnen, dass sie in Sobolev - R&éumen nmit ge-
wichteter Norm beschrankt sind und einer Ggr&ing - Unglei~-
chung genigen, erhalt man die Fredholm - Alternative fur
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das verallgemeinerté Dirichlet - Problem in diesen Rau-
‘men mit gewichteter Norm, falls noch das Auswahlsatzkri-
terium erfullt ist. Ein Beispiel, bei dem alle Bedingungen
im Fall eines unbeschrankten Gebietes {1 erfiillt sind, ge-
ben wir auf 5.39 an.

Lemma 2.12, Satz 2.73% und die Ergebnisse von F. E. Brow-
der 4] und von K. Friedrichs [?#] (1934) motivieren die
Frage, ob es Erweiterungen A¢ zu den in Abschnitt 4 un-
tersuchten Operatoren A = L + P in Ll(ﬂ’) mit der XEE
gibt, deren Resolventenmengen nicht leer sind und die ‘
selbst auch die kEE besitzen. Wir zeigen in Abschnitt 5,
dass die Operatoren A = L + P aus Abschnitt 4 den Voraus-
setzungen eines Satzes von Browder 3] iiber formalad-
jungierte Paare von Abbildungen genigen, der die Existenz
einer der gesuchten Erweiterungen sichert. -

Betrachtet man den Operator A4 = —-A+ p auf df@i‘)CLz(R?)
( p wie oben ), so besitzt die aus A konstruierbare
Friedrichs - Erweiterung Ar ein diskretes Spektrum (Fried—
richs 1934 [7#]). Auch zu nicht - symmetrischen Operatoren
im Hilbertraum, die reguldr akkretiv sind, kann man
( siehe M. Schechter [16]) Priedrichs - Erweiterungen
konstruieren ( mit dem eingeschrankten Ziel, Fortsetzungen
nit nicht - leerer Resolventenmenge zu erhalten. Fried-
richs wollte sich selbstadjungierte Fortsetzungen zu sym-
metrischen Operatoren verschaffen.). M. Schechter gibt in
[A61 Voraussefzungen an die Operatoren A = L + q an
( q darf beschrankt sein ), die die Konstruktion einer
Friedrichs - Erweiterung ermoglichen. Man sieht, dass
diese Voraussetzungen an A und diejenigen, die die kEE
implizieren, vertraglich sind. Wir beweisen: Wenn ein
Operator 4 = L + P eine Friedrichs - Erweiterung besitzt
und wenn A die hinreichenden XEE - Bedingungen aus Ab-
schnitt 4 erfillt, so hat Ag auch die kEE. Damit ist
eine Klasse auch nicht - elliptischer Operatoren der
Form A = L + P in Lz(m?) gefunden, deren Friedrichs -
Erweiterungen diskrete Spektren besitzen. &

~F -
2 Iineare Abbildungen in Banachriumen mit der kEE

Seien X und Y Banachriume, D.< X ein linearer Teilraum,
T: D, > Y eine lineare Abbildung. N, bezeichne ihren Kern
{xeDT\T(x) = O} und R, ihr Bild, ® 0, die Graphennorm
Dppx &> WT(x) Uy + x4, . Dann ist die Einbettung
i.:(Dyy W U)Xy xeX stetig.

2.1 Definition: T hat die Eigenschaft der kompakten Ein-
bettung ¥EE: < i ist kompakt.

Dabei helsst eine lineare Abbildung eines normierten 1i-
nearen Raumes X, in einen normierten linearen Raum Y,
kompakt, wenn das Bild der abgeschlossenen Einheitskugel
relativkompakt in Y, ist. Jede kompakte lineare Abbildung
ist stetig, Kompositionen kompakter linearer Abbildungen
und stetiger linearer Abbildungen sind kompakt.

2.2 Temma: (Di,t 8;) ist ein Banachraum <5 T ist abge-
schlossen.

Beweis: T abgeschlossen <> Graph G(T) in X>Y¥ abgeschlos-
sen «» G(T) vollsténdig in X<Y. Sei G(T) vollstandig,
(W,).en eine Cauchyfolge in (Di, 4 ;). Dann ist (u,,T(u, ),
eine Cauchyfolge in G(T), konvergiert gegen ein (u,T(u)),
also gilt u, = u in (D , % 8¢), und (D, % 43) ist voll-
stdndig. Die Umkehrung ist klar.

2.3 Lemma: Seien X,cX, Y,cY lineare dichte Teilrsume und
sei T,:X, > Y, eine kompakte lineare Abbildung ( bezig-
lich der durch die eingeschrinkten Normen induzierten To-
pologien ). Die eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung

T von T, auf X ist kompakt, und es gilt T(X) < Y, .

Beweis: [181, S. 209. .

Lemma 2.3 wird benutzt, um den Nachweis der XEE einer
Abschliessung auf den der KEE des sbzuschliessenden Ope-’
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rafors zu reduzieren. Die Umkehrung von Satz 2.5 ist falsch: Sei A, die Ab-
Son L, Sei T . . . ~ schliessung des Operators L, (R ) = Co(® )suwvr A uel, (R").
2_:lt_‘e_{Tlgl§;Z.t (e;. abschlx;ls}slb:rdr.ut Abschliessung T. Dann Wegen & (4, ) = R: nach [12) etwa gilt — 4 eg(AA) ( Resol-
gL & e A ah oie * ventenmenge zu 4,), also ist 4 := A, - Id abgeschlossen
o ] | , ( Lemma 2.8 und 2.2 ) mit N, =10}, R, = L,(R"), demit
: XEE. Dann : ) = o ..

Beweis: habe die D folgt: G(T) G(T), (D, ‘v ein PFredholmoperator. Hatte A die kEE, so auch A\ CL(R")

llegt daher dicht in (DN Wg) mit o “R”_\DT = I 4. Nach ( Lemma 2.4 ). AICY(RX') ist ein Differentialoperator

ar i = (Da, b Wy
2.2 ist (Dz,% %) ein Banachraum. 2.3 fur ir, X = (Df,0 V%), nit konstanten Koeffizienten. Nach Satz 4.1 folgt da-

X, = (Dyyt ¥44), ¥ = Y, = X gibt nun die Behauptung fiir T.

~ N raus ein Widerspruch gegen die Aussage " A hat die kEE ",
Hat T die XEE, so ist i, die Einschrankung von ix auf

<DT’“ 'v), es gilt l (ixeDy \“x“ <IN < 1~(SLX€D \“X\Ws’l }) 2.7 Lemma: Sei T abgeschlossen und injektiv. Dann gilt:
daher ist mit der rechten Menge auch die linke relativ- T hat die KEE <> T°: (RT’“ “Y\RT)” X ist kompakt.

kompakt in X.
Beweis:" = ": T hat die XEE= R, = R_ ( nach 2.5 ).

2.5 Satz: T sei abgeschlossern und habe die kXEE. Dann D ist T beschrankt ( denn T4 ist eine lineare Ab—
gilt: dim Ny < 4 R, abgeschlossen. bildung des Banachraums (R, ,| '\ R{) in den Banachraum X
. ] ) mit abgeschlossenem Graphen ). Fur yeR, folgt
Zum Bewelis: Der normierte Raum (D;,V ;) ist nach 2.2 W () “r'= { A (y)“x FUFUL & oyl + Vg, also ist
- . . . \ . £
vollstandig. Mit .04 : (DT,\\ \T) sind alle Voraussetzungen die von T* Gurch T4 (3) := mA (y) induzierte Abbildung

von Theorem VII.2.4, Teil ii) in U971 erfuillt. - In 1573,

A - ’ ol
34 von Ry in (Dp,W V¢ ) stetig. Wegen T Y2 i eT? und
S. 94 wird eine Version von Satz 2.5 in lokalkonvexen

wegen der Kompaktheit von i, folgt die von .

"«&=": Sei T die von T mduz:Lerte Abblldung vor (D Ly - )
in (RT,\\ I¢VRe). Bs gilt i = T ‘o T, aus der Kompa.kthelt
von T~ folgt die von i, da T stetig ist.

Riumen bewiesen, aber da in den folgenden Abschnitten
nur Operatoren in Banachriumen betrachtet werden, genugt
hier die Aussage von Satz 2.5.

Mit der néchst_en Definition sagt Satz 2.5: " Jeder abge-
schlossene lineare Operator mit der kEE ist ein Semi -
Fredholmoperator mit endlichdimensionalem Kern ".

Im folgendén werden fur ( abgeschlossene ) lineare Ab-
bildungen in einem Banachraum X iber dem Korper € die
Zusammenhange zwischen der XEE und dem Spektrum unter—

sucht.
2.6 Definition: Eine liheare Abbildung T: X»D_ —> Y
heisst Fredholmoperator, wenn gilt: T ist abgeschlossen, 2.8 Lemma: Sei T: XD, > X linear. Dann gilt: Die Graphen-
N; ist endlich-dimensional, Ry ist abgeskhlossen, die mden Abbildungen T + AId: XeDsx v T(x) +AxeX
Kodimension von Ry ist endlich. ' sind fur alle neC untereinander zZquivalent.

2 (T) := dim NT - codim R, heisst dann Index von T.

T heisst Semi-Fredholmoperator, wenn T abgeschlossen Beweis: Seien A,meC, d gilt fiir %D,

ist, wenn R; abgeschlossen ist und wenn dim N.‘_ oder ¥ XY parza = Wxb o+ AT(x) +axh = ixh +1 T(x) + AX o+ e} - Ix W
codim R. endlich ist. X

T < (1« \K-—t\\ Y(hxh + 0 Téx) +[Ax\ = (1 % \x—z,\ )\\X\\T-\-Flc{
2.9 Lemma: T hat die XEE<® (VYAeC: T +AId hat die
kEE ).
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Beweis von " =3": Die Einheitskugel in (Dp,V Nringy)
liegt nach 2.8 in der Kugel vom Radius (1 + |Al) im
Raum (D, % W), daher gilt

Lrenga (1XED MM XUpoqq < 13) © i (1xeDddixng < (1 +AT)
< K mit einer kompakten Menge K in X wegen der XEE von T.

2.10 Definition: Sei T: X>D, > X abgeschlossen. Die Resol-

ventenmenge ¢(T) ist die Menge {2«C|T - AId hat eine
Rechtsinverse in L. (X,X)} . Diese Rechtsinverse R(T,A) zu
AeQ(D) und T - 214 heisst Resolvente von T im Punktx .
Das Spektrum von T ist die Menge & (T) := € g(T).
@y (T) := PG (T 0 < dim Ny,3q4 <=} heisst Punktspektrum

von T, §g (T) :={2es(T)|dim Nypyy =04 Rt.azq abgeschlos-

sen A Rqaug #% X} heisst Restspektrum von T,
B () :=6(TINE,(T) v Gy (T)) heisst kontinuierliches
Spektrum von T.

L.(X,X) bezeichnet dabei die stetigen linearen Abbil-
dungen von X in X. 6 (T) ist dann Vereinigung der paar-
weise disjunkten Mengen %, (T),6, (T), 6. (T). Diese Zer-
legung des Spektrums ist motiviert durch

2.11 Satz: T: XoDy > X sei abgeschlossen und linear.
T habe die kEE. Dann gilt : 6 (T) = 6?(’1‘) v & (1),

Beweis: Mit T sind alle T +AId,Ae &, abgeschlossen
( vgl. den Beweis von Lemma 2.12 )., Nach Satz 2.5 und
Lemma 2.9 gilt dann fur alle*xe@: dim N, g4 < oo und
RT+7\U= Bmzd » 3lso: §(T) < SF(T) U GR(T)'

2.12 Lemma: Sel T abgeschlossen und seig(T) nicht leer.
Dann gilt:

i) T hat die KEE=p VA&g(T): R(T,A) ist kompakt,

11) (I ree(D): R(T,\) kompakt) = T hat die kEE.

Beweis: von 1): Sei neg(T), nach 2.9 hat T - 14 die
kBEE, ist injektiv und abgeschlossen, nach Lemma 2.7 ist
die Resolvente kompakt. ’

Zu ii): Sei fur Aeg(T) R(T,\) kompakt. T -AId ist denn
injektiv. Mit T ist T ~™Id abgeschlossen { Lemma 2.2

_ A4 -

und Lemma 2.8 ), Lemma 2.7 gibt: T -AId hat die kEE,
also nach dem Beweis von Lemma 2.9 auch T.

Zum Beweis von Lemma 2.12 braucht man nur eine schwa-
chere Version von Lemma 2.7: Man darf die Stetigkeit
der Inversen voraussetzen, da die Resolventen stetig
sind, und kommt daher im Beweis ohne den Satz vom abge-
schlossenen Graphen aus. - Aus Lemma 2.12 folgt, dass
alle Resolventen kompakt sind, wenn R(T,A) fUr einnec
kompakt ist. Sonst zeigt man das Uber die Resolventen-
gleichung.

"2.1% Satz: Sei T: X5D{—>» X eine abgeschlossene lineare

Abbildung, q(T) sel nicht leer und die Resolventen seien
kompakt. Dann gilt:

i) YVAeC: T -AId ist ein Fredholmoperator vom Index Null,
ii) 6(T) ist in € diskret, und es gilt: 6(T) =& (T).

Beweis: von i): SeiNe€und A.Q(T). T -AId ist ein
Fredholmoperator: Es gilt der Satz (W01, S. 111):

Seien X,,Y, Banachraume. T,€I.(X,,Y,) ist genau dann ein
Fredholmoperator, wenn es Abbildungen S, S,¢L.(Y, ,X,)
gibt mit S,oT,~ Idx4 s T,05, - Idn kompakt.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind erfillt, wenn T,
der von T ~AId induzierte Operator von (DT,\\ Npnid ) in,
Y'\
von X in Dy, Mg )) ist:

(DgsW Wxongq ) ist ein Banachraum, da T abgeschlossen ist
und die Lemmata 2.8 und 2.2 gelten. T - AId induziert
eine stetige lineare Abbildung von (Di,0 Ry ) in X.
R(T,Ny) ist kompakt und ( vgl. den Beweis von Lemma 2.7 )
induziert eine stetige lineare Abbildung von X in

i= X, 8, = 8, := ( von R(T,7,) induzierter Operator

(DT,‘\\ brongza ), also wegen Lemma 2.8 in (DiyW Wy ).
Nach Lemma 2.12 hat T die kKE, nach Lemma 2.9 auch

T - AId, also ist i-a14 kompakt, fur alle xeX gilt
(R{T,A N D) () = ((R(T, AN Do i agy ) (XD,

die von R(T,N,)\ Dy induzierte Abbildung von (D0 44\ D)
in (D, “T—?\;Lck) ist stetig ( vgl. Beweis von 2.7 ),
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die Komposition einer stetigen und einer kompakten line-
aren Abbildung ist kompakt - also induziert R(D, M )ID
eine kompakte lineare Abbildung von (Dysh Npagg ) in
(D_‘_,l\ “T—?\ald ), wegen Lemma 2.8 von (Dys¥ Vropg) in
(DT,u Mo azd) -

Es gilt ersichtlich fir alle xeD.:
R(T,7,)0(T - ATId)(x) = R(TyM,)0(T ~ 2, Id) + (A, -N)Id(x)
= ‘Id’DT )+ (= N)R(T,ADIDL) ()

Fur alle xeX:
(T =ATA)R(T, 7 (x) = I (%) + (g =ADR(T,M0) ().

Aus dem zitierten Satz folgt nun: dim Noagg <%,
codim Ry azg <5 RBrazgq abgeschlossen in X. Nach
Lemma 2.8_ und 2.2 ist T ~AId abgeschlossen, daher ein
Fredholmoperator in X nach Definition 2.6.

Es gilt (VAneC: 2 (T -AId) = 0), denn:

Jede Abbildung T -ANId induziert einen stetigen Fred-
holmoperator F,: (Dy,% W) > X mit (FK) =2(T =AId)

( Lemma 2.8 ) nach dem bisher bewiesenen. Die Abbildung
Car@aA s Fa 8L ((Dy,V W), X) ist stetig:

¥xeDo: W(Fp - Fu JEIN = AT(x) ~ax - T(x) +[AX“

EN —(\A\“X“, aher \F, - F W< —t.\\

Die Abbildung b: {F'e I, ((D i ),x) | B Fredholmoperator}-)Z

mit F'w 2 (F) ist stetig bezugllch der von € und
L, ((D4s4 7)) ,X) induzierten Topologien ([M01, S. 107).
Also ist boa stetig, als Abbildung einer zusammenhsngen-
den Menge in die Menge Z komstant. Fur N€Q(T) ist offen-
bar 2 (T -AId) = O also verschwindet der Index uberall
in C. :

Zu ii): €(T) = 6,(T) folgt aus i): Wegen 2.12 und 2.11
ist zu zeigen: GR(T) = 0. BeiNe& (T). Wegen 2(T - AId) =
= 0 ist T -AId surjektiv und injektiv, die Rechtsinver-
se ist stetig, weil T -AId mit T abgeschlossen ist und
weil X ein Banachraum ist. Daher gilt A€g(T) im Wider-
spruch zu (D) n & (T) = &

Die Aussage "©(T) diskret in €" kann man wie ublich
ableiten: Aus der Kompaktheit der Resolventen und aus
den bekannten Satzen Uber Spektren kompakter Abbil-
dungen in Banachrgumen folgt, dass SE(T,N\)) fur ne](T)
eine sich hdchstens gegen O hiufende abzahlbare ‘Menge
ist, ferner gilt: AE6(T) «> (% -\ es®R(TA)).

[ ——

—43 -

%3 kKEE -~ Kriterien

Unm moglichst schwache hinreichende Bedingungen fur die
kEE von Differentiazloperatoren in L, - Raumen zu finden,
wird die Kompaktheit von linearen Abbildungen T eines
normierten Raumes X in L,Q) (Q < R" offen, nicht leer,
pe 1,0)) charakterisiert durch Abschatzungen. In der An-—
wendung ist T die Einbettung i, zum linearen partiellen
Differentialopérator A. »

T ist kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel in X
unter T relativkompakt in L,({) ist.Die Relativkompakt-
heit von Mengen in LP(I).)T charakterisiert ein Kriterium

von A. N. Kolmogorov und M. Riesz:

3,1 Satz: Sei pel,©), 0 © R offen. Sei M = L, ().

Dann gilt: M relativkompakt in L,(Q) <
i) M beschrankt A
ii) ( Es gibt eine Ausschopfung (O )c,\eﬂ von Q0 mit

{q\ \ul? s 0 gleichmassig auf M) A

iii) ( 18 + ) - 8§ —> 0 gleichmdssig auf M ).
R +=>0

Dabei bezeichnet ¥ die Fortsetzung von u durch den Wert
0 auf ®, und W(- + t) ist durch xv> U(x + t) definiert.
Unter einer Ausschopfung von Q verstehen wir eine Folge
offener beschrankter Teilmengen von Q mitb Q A“*" fur
alle [xeN und mit UQ =Q ., - Der Beweis von Satz 3.1
ergibt sich aus dem des entsprechenden Satzes fur O = W\
in 81, 8. 201, mit Null - Fortsetzung.

3.2 Satz: Sei pel1,»), sei O ¢ X' offen und beschrankt.
Dann gilt fir eime Teilmenge M & Ly (&):

M rélativkompakt <» ( Bedingung i) und Beélngung iii)
aus Satz 3.1 sind fir M erfullt ).

Beweis: Folgt aus Satz 3.1 mit .th 1= 0 Fir alle [AéN. -

aus Sabz 3.1 erhalt man:
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3.3 Satz: Sei X ein normierter linearer Raum Uber dem
 Korper €. Sei 0 = R offen und sei pe[1,»). Sei

TeL, (X,LP(.Q)). Dann gilt: T kompakt <

i) (( Bs gibt eine Ausschopfung (nt.‘%‘e“ von ) mit:

,( \T(u)\ &-z 0 gleichmassig auf {T(ully ully < 1) A

ii) ( flT(u)( + t) - (u)‘ ——> O gleichmassig auf
iT(u)\\\u\\X <10,

Beweis: Die Implikation "3, " folght aus Satz 3.1 und den

Bemerkungen davor. Die Implikation "e= " folgt aus Satz 3.1

weil wegen TeL, (X,Ly(Q)) die Menge {I(u)) futy, < 11 be-
schrankt ist und daher die Bedingung i) aus Satz 3.1
erfullt ist, und aus den Bemerkungen vor Satz 3.1.

3.4 Satz ( Kriterium mit Abschatzungen ): Sei X ein
normierter linearer Raum iber dem Kdrper €, sei die

Menge O = R offen, sei pell,©) und sei T aus L, (X,L (Q)).
< ?

Dann gild: T kompakt <>

i) ( Es gibt eine Ausschdpfung (O )FQN von Q0 und eine
Folge (s )leN mit s.2 0 flir alle weN und mit Su > 0,
sodass fur alle peN und fir alle ueX gilt:

A
PyT \
jn‘Qe\T(u)l DANE saluil ) A
. . . . " +
ii) ( Es gibt eine Abbildung s: ® > R, mit s(0) =

die in O stetig ist, sodass fur alle te<® und fiur

Ead N A_
alle ueX gilt: (§ VP(u)(- + t) - T(\*)® < s(t)\\u\\x)'.
L _

Die Abbildung s und die Folgenglieder Sp sind dabei von

T sbhangig.

Beweis von Satz 3.4: Zu zeigen ist: ( Bedingung i) aus
atz 3.4 ) <> ( Bedingung i) aus Satz 3.3 ) und

( Bedlngung ii) aus Satz 3 4 )<>» ( Bedingung ii) aus

Satz 3.3 ).

Sei Bedingumg i) in Satz 3.4 erfillt. Fur alle ueX mit

iuty < f:blgt

(Sn ‘“i“\T(u)\P )? <8 > 0,
dzmit Bedingung i) in Satz 3.3.

N

—AB —~

4nalog ergibt Bedingung ii) aus Satz 3.4 die Bedingung
ii) aus Satz 3.3.
Sei Bedingung i) aus Satz 3.3 erfillt. Es folgt:

A
sup {( jﬂ\n (T(u)[\’ )P | ueX a l\u\\X < 1}&:35 0.

Setze sy := sup 1...} X 0. Flir u = O ist die Behauptung
richtig, fur alle ueX\i0} folgt: Nult, + O und
\\\\u\\"‘uil = 1, also fir alle peN

A
(fm lT(\\u\l"‘u)\?)P Su s

daraus folgt die behauptete Ungleichung fur u.
Sei Bedingung ii) aus Satz 3.3 erfiillt. Wie oben folgt

—~~ —~ A
far s(t) := sup Y LAT(W(- + %) - T(u)\P)P\\\u\\xs 1%

fir alle te®: s(t) > O und s(t) = O-
Fur ueX\{0} und fir alle teg" gllt dan.n

5(8) 2 (fp \EGIZW (- + 1) = ﬁuu\uﬁﬂ?ﬁ -
o \m« + 1) =~ fary T )b -

uun (5 \T(u)(- + 1) - TIPY,

also 1st Bedingung ii) von Satz 3.4 erfullt.

Aus Batz 3.4 kann man wie oben ein Kriterium fir den
Fall einer beschrankten Menge 0 < R herleitén, welches

" die Kompaktheit wvon T durch Bedingung ii) aus Satz 3.4

charakterisiert.
Angewendet wird Satz 3.4 auf die Einbettu.ngs_abbildung
i, fir einen linearen partiellen Differentialoperator 4
in JLF(-Q) mit Definitionsbereich CH(Q) oder
o {ueCT(R") A (& <= => T™ula0 =0 )% -
letzterer , wenn A4 elliptisch und von der Ordnung 2m ist.
Bedingung ii) aus Satz 3.4 ldsst sich dann als eine
schwache Koerzivitatsungleichung fir 4 auffassen. Sie
lautet fur i.:
(20 3 (s: R >R:: s(O) = 0 A s in O stetig )

V teR V ued, :

([ 80+ ) = u\F) R R O PR

Man schatzt also - falls s(®\10}) © & - die Differen—
zenguotienten bezuglich s(t) - statt 1t - der ueD,
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gleichmassig in t durch die Graphennorm zu A ab. Sonst
wird von Koerzivitéitsungleichungen gesprochen, wenn

die Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung in L,~ Norm
durch die Graphennorm zu A abgeschatzt werden.

Die folgende Uberlegung motiviert die Auffassung von Be~
dingung ii) in Satz 3.4 als schwache Koerzivitatsunglei-
chung zusdtzlich: Betrachtet man auf Cg(®R') die von Poly-

noken P(g) mﬂ x% (aeC) deflnlerten Differen-
. tialoperatoren L: u v> ¥ a D u in L,(R'), so kann
man zeigen: R
. S )
(T ceX Yued : u\\Hm( wy < < c(iuh PSR S O LT

<> (Fce® TaeR VeeR & g > a=x (P 3 c'lgl)
- Beweis der Kquivalenz wie in ™21 fiir 2t - koerzitive
Operatoren. Die Differentialoperatoren mit diesen beiden
Eigenschaften heissen dann 1 - koerzitiv. Im nachsten Ab-
schnitt wird gezeigt, dass solche Operatoren die Eigen-
schaft (2) besitzen, (2) ist daher fiur Differentialopera~
toren mit konstanten Koeffizientern eine Schwichere Aus-—
sage als die der 1 - Koerzitivitat. '

Fir die Einbettung i, lautet Bedingung i) von Satz 3.4:
3 ( Ausschopfung (.O. hert von 2 ) 3 ((s ) en: s@—> 0 A
(V&&N Pem )) VueD V@&N

(fn Qelu\" o< st:uuuA.
Wir geben eine aquivalente Bedingung an, die sich leich-
ter verifizieren lasst:
(3) 3 ( Ausschopfung (o ) en von .Q) 3 (: N>R mess-

bar: inf kp\ﬂ\ﬂcA t-:—) cc) v ued,

( f \ul"‘P)" <,

Wir zeigen zunachst:

3.5 Satz: Sei T eine lineare Abbildung eines normierten

linearen Raumes X in LP(Q).Q c R sei offen, es gelte

pell,»). Dann sind die folgenden Aussagen Aquivalent: )

i) 3 ( Ausschopfung (QC‘)(*N von 2 ) 3 (¢:0 >R pess—
bar: inf(\plﬂ\ﬂt‘) —~> 0 ) ¥V xeX:

pre

— AT -

. .
(fﬂ \T(x)\?k?)? < ixh,

ii) 3 ( Ausschopfung (Q[‘)["GN von {1 ) 3 ( Folge (sr%eﬁ
in R: sC‘_>O A Z‘f < ) VY xex VCAQN
A
TP )T < s l\x\\.
(g.Q\_Qt. ( - ¢

Beweis: " =>": Aus der Voraussetzung Uber ¢ folgt, dass
eine Ausschopfung (ﬂ&)[“eﬂ von {2 existiert mit

inf (\p\ﬂ\n) 2@ ¥ fir alle ¢ ( man wghle eine Teilfolge
von (Q(u)ﬁeN ). Bezeichuet _X-(« die charakteristische
Funktion zu _Q‘ (X (x) = 1 fur xeﬂtﬁ und = O sonst ), so

folgt mit Su (v- die Behauptung aus
VueN Vxex: (oGl o
0

Y < gl

_D.\_Q

A

(§ QTGP )T <um, also: VaeN ¥ xeks o (| n\,g(x)\") <x

Zu "e=": Setze fir $e0 @(§) :=(TT (1 - An &N .
Die Summe aus nichtnegativen Gliedern konvergiert fir /~
alle €<Q, da stets fast alle Glieder verschwinden.
l()‘ ist messbar als punktweiser lees messbarer Funktlonen

a) Behauptung: Y xeX: ( § '\ TN )? < (=3s C")“X\

Beweis mit dem Satz von B. Levi (MOl, S. 47 ): Setze
£.(8) = [ 2001 - X, (%))]P\T(x)(%)\ . Der Summenfaktor
[...] ist in O beschrankt und messbar, also ist wegen
T(x)éLP(-Q) fn summierbar. Die Folge (£, )g,en 1St punkt-
weise monoton wachsend und hat eine beschrankte Integral-
folge:

(55,07 = e -3 G )
S{_E“ S (A (S(’l - )?\T(x)\‘> )" (Y_ s\\\x\\ < (EAs )\\x\l.

Nach dem batz von B Levi konverglert (fm)meN fast uber-
all in N gegen eine summierbare Funktion f mit ff lim ffm .
Da (f4)men Punktweise in Q gegen ¢ \T(x)IP geht folgt

die Behauptung a).

b) Setze ¢'|O\Q := ¢, ¢|Q.:= 1. Damn gilt : ¢ positiv

4_
3
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und messbar, und: (A> 2 = :Lnf«g\ﬂ\ﬂ —[A (» o0), ‘und:
L = Jrelf « ANCALICSTL

MW@+ OF s uxu" 5 arl’ ¢ = s@)P)“X“F'
Firg:= 2V + (2T s r)?)‘*ap“ folgt die Behauptung.

Die Kquivalenzbehauptung vor Satz 3.5 ergibt sich nun au$

3.6 Lemma: Sei 0= R offemn, pel1,®), T: X > L (@) 1li-
near. Dann ist Bedingung i) aus Satz 3.4 flr die Abbil-
dung T aquivalent zu:

( Ausschopfung (ﬂt*)t*e“\ von2 ) I ( Folge (s@)tﬂﬂ in R

L sk <) ¥ xeX VpeN: ( ( \T(x)\P )F < guxb .
g

¢

Beweis von " =": Sei (.Q‘) ex eine Ausschopfung und

(s )t*e"* eine Nullfolge in R , sodass Bedingung i) in
Satz 3.4 fir die Abbildung T erfiillt ist. Eine Teilfolge
(s v)vek\ von (S(u)be\ﬂ erfillt =% Sav <®, (ﬂw)veg ist
eine Ausschopfung vonQ , und fir (_Q(W)veﬁ und (s(w Den

gelten die behaupteten Abschatzungen.

In zwei Anwendungen in Abschnitt 4 werden die Bedingungen
der folgenden " approximativen " Kriterien nachgewiesen.
Sei eC®(Q,R), O < ® offen. Ly@,¢) ist fur peli,w)
definiert als Menge der Kquivalenzklassen messbarer
Funktionen f: Q> &€ mit ;\f\P\p <« nach der Relation

der Gleichheit bis auf Lebesgue ~ Nullmengen. Mit der

Norm \lf\\‘_?m”@ 1= (A\f\% ) 5 wird I, (_O-,tg) ein Banachraum

Uber C.

2.7 Satz: Sel X ein normierter linearer Raum, Q2 < R of-
fen, pel,®), ©eC°(Q, R). Sei TeL (X,L ¢(2,9)). Dann gilt:
T ist kompakt <> ( Es gibt eine Ausschopi‘ung «© ){Aeﬂ
von Q, sodass gllt

N 14 . . - m ;
i) gl\n\‘l'(x)\ ") M—_)éw 0 gleichmassig auf {T(x)|wxi < 1} und

ii) iC‘o .0 T ist fir alle (A€N kompakt. )

—AQ -

Dabei sind i, und Tu die Abbildungen
Ly @, ,\flﬂe)sf +> ( Fortsetzung von f durch 0 auf )EL ©@,$
und T RO DEY - g\ﬂ €L (D Lp\ﬂ ).

Beweis von Satz 3.7: Zu "=»": ii) folgt fur beliebige
Ausschopfungen aus der Kompaktheit von T und der Stetig-
keit von i@ und 1, . i) zeigt man wie den entsprechenden
Beweisteil von Satz 3.1: Sei M := im(x)\ Lxw < 1}, M ist
relativkompakt in L (Q,tq), also existiert zu € > 0 eine
endliche Menge {g“...,ge}c L, (Q,9) mit:

Vofer INe[LIoN: M - gl oy < &.

Zu € > 0 und zu Jedem &, 8ibt es eine Treppenfunktion b,

‘mit kompaktem Triger X, inQ und Wt, - gx(\l_ @y S 2—1‘8

( Diese Treppenfunktionen liegen auch fir ¢ # 1 dicht in
Lp@,9), denn in L, (Q,y) sind die Funktionen mit kompak-
ten Tragern in {2 dicht, wie man durch Abschneiden leicht
sieht, auf Kompakta 2, in () sind L,(Q24,4\0,) - Norm und
L,@y1) - Norm Aquivalent, daher kenn men auf die .
Funktionen mit Trager in Q, den bekannten Satz fiur w=1
anwenden, um auch die Approximation durch Treppenfunktionen
in L‘, (@, ,9Q,) - Norm zu erhalten.)

Zu Q) konstruiert man unabhiangig wvon € eine Ausschopfung
- etwa durch _C)(‘Jk %éIR [ el <@}ﬂﬂ Es gibt ein C«.\(?s N

mit: >(¢°=>Q > U K, .Fur(uzt&?'\ und fir alle

feM folgt, wenn man?\ geeignet w1e oben zu f wahlt:

A 4
(8 o)< (§ 1t - w"+<§ el <
ﬂ\ﬂt,\ ONVO @ t\ :
/‘ /l
(53 7\“L\,(ﬂ\@ +(S bx't\\’) +(S_Q_Qt7\\‘9) =<
S+ T + O, das war fur i) zu zeigen.
Beweis von "<& ": Die Menge der kompakten linearen Abbil-

dungen in L. (X,Y¥) ( Y ein Banachraum ) ist abgeschlossen
(181, 8. 207 ). T 1lasst sich in L (X,L,(@,¢)) - Norm
durch die kompakten itp rt‘o T approximieren: V xeX:

(i orrcT - I‘)(x) Lo, Q) = (}lll rtko’I‘(X) - T(x)lPQ)F=
(f \T(x)\PLg )P < SCL“X“ mit s@——:v 0, denn Bedingung i)

impllZlert Bedingung i) aus Satz 3.4. Es folgt:
“ioI‘OT-T\lSS — O.
¢ s

¢



—~20'-

3.8 Satz: Sei A ein linearer Operator :"Ln L? @) (n«< R
offen, pe[l,®)). Fir alle w0 mit w offen, beschrankt
und fiir alle ueD, liege ulw in M ) < Ly(w).

Es gebe eine Ausschopfung (o )BQN von 1 , sodass fur
all_e @ .(1 einen C* - glatten Rand besitzt,umit

i) 3 L()EC (ﬂ R) inf (‘?\Q‘%)‘ém A (VY ued,
(§ Iu\PKQ)" <tul, undmit

ii) V[AeN a.kﬁe R, VueD, : “u\nt*“n‘\\’m) < Eyvuh,
Dann hat A die kEE, S ¢

Dabei ist B'® (0) als Teilmenge von L, (@) definiert:
B ) := {£eLp (@) 3 (Wpdment ( VmeN: u,eC7(w) A

S\um\" <®WIA upy>T in LP(w) A (et € (Qo)"/\ ) = 1 =
w

o .
(D u‘m)m&N Cauchyfolge in Lv(w))-s.

Beweis von Satz 3.8: Die Voraussetzungen in Satz %.7
fur die Kompaktheit von T := iA sind erfullt: i) in Satz
3.7 wegen i) in Satz 3.8 mit dem ublichen Schluss auf

A 4
(fuy, <1 = (Imnlul*’)"’ < (inf(tg\ﬂ\ﬂek))-d?) und der

Konvergenz der rechten Seite gegen Null.

Zu ii), Satz 3.7: Hul, <1 IWOuluen,y < Eue Also
liegt das Bild der Einheitskugel in (D,,W\ %, ) unter =z (“
im Bild der Fugel um Null vom Radius k(uL in HY (Q )
linter der Abbildung ju: Q dsu e uel, (_Q ) ( Es gilt

rtkolA(u) = jt&(uiﬂv))

Ju ist wegen der Glattheitsvoraussetzungen an 0, kowm-
pakt ([6], S. 31 ), also ist (roiA)(iueDA\\\u\\A <1
relativkompekt. Dann sind r,e¢i, und i or(“o iA kompakt,

¢ .

c»‘iA

das war zu zeigen.

Die Glattheitsvoraussetzung in Satz 3.8 lasst sich

durch die Bedingung (VtxeN : 50 < QC"”) ersetzen. Statt
des Satzes aus [6] ist im Beweis von Satz 3.8 dann eine »
Folgerung aus Rellichs Auswahlsatz zu verwenden:

" Sei) © R offen, ® =0, w offen und beschrinkt. Dann
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ist die Abbildung E™? (Q)suw> uwel (o) kompakt".

4 Differentialoperatoren mit kompakter Einbettung

Betrachtet werden zuerst Differentialoperatoren

A LR )sCH(RY) = Dou > L{u) + pu €I, (")  mit

Llu) := Z a, D* u, ae(l;fur \x| <. r, und mit p: R'> €
messbar und lokal wesentllch beschrankt. Letzteres heisst:
YV xe® Jueli(z) 3 KXER,,—:I(N <U: N Nullmenge) Y FeU\N:
\p(%)| <K,.

Denn aus den Satzen uUber Differentialoperatoren mit

kompakter Itiverser in L. Hormanders Dissertation T44]

ergibt sich eine Charakterisierung der durch Polynome
mit komplexen Koeffizienten L(:) auf COZ(Q) definierten
Operatoren L in L,(Q) mit der kEE, wenn ) beschrénkt ist:
L hat die XEE genau dann, wenn die Abschliessung T die
KEE hat. Diese Abschliessung ist injektiv (['\ﬂ) Mlt
Lo(+) = (XL OCRDE, L0) = (/08,4 (388 1(-)
gilt nach Theorem 2.15 in ™4] : T hat eine kompakte In-
verse auf (By,V M, 3| Be) <& L) 5%

Wegen Lemma 2.7 folgt: I hat die XEE <> L (g)lek—no .
Fur unbeschrinkte Gebiete liegt die einfachste Situation
im Fall Q = R vor. Dann gilt:

4.1 Satz: Ist A, : L,(} )=Dypu > AA(u)eLz(R“) ein Diffe-
rentialoperator mit D, = CT(R"), A,(u) = (d~\<\‘ ad\Da‘u “mit
Koeffizienten a :®R - € , so gilt: A, hat die XEE =
ein Koeffizient ag, von A, ist unbeschrankt.

Insbesondere durfen nicht alle Koeffizienten von A

- konstant sein. Daher ist es sinnvoll, zunzchst in der

oben dargestellten Situation mit unbeschranktem p nach

‘schwachen hinreichenden Bedingungen fur die XEE zu suchen.

R

Bewels von Satz 4.1: Hatte A, die XEE und waren alle a,
wesentlich beschrankt, so wirde folgen:

Fxe R VucCo(R): tul,, < Kluly@ g  die Einheits-
kugel von (D A, , I “‘\4) wiurde die Ixugel vom Radius k in
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2 .
CoR) n H:‘ () um O umfassen, wegen der XEE von A,
‘ware diese relativkompakt in Lz(ni‘). Das wirde zum Wider~
~ spruch fihren.

Zum Nachweis der Aussagen (2) und (3) fur A, die nach
Abschnitt 3 die kEE fUr A liefern, wird die " Realteil-
methode " benutzt:

4.2 Satz: Sei DeL,(®') ein linearer Teilraum. P: D - L, (R")
sei ein linearer Operator, gegeben durch Multiplikation
nit einer messbareh Funktion p: R>C mit Re p > -k
fir ein keR und mit Re p(x)32&>®.
L,: D~ L,(®) sei ein linearer Operator mit
(#) I k.eRT 3 ( s:®R >R, : s5(0) = 0« s in O stetig )

Y teR V ued :

gk“lu(. +t) - uf < s(t)[Re(LA(u),u) i k \\u&\L m..)]
Dann hat A4:= L, + P die KEE.

Beweis: 1eD = puel,(R') = pu-Gel, (R ) => (Re Pl =
Re(pu-u)el, (K ). Folgt fir alle ueD:
) 2.
fp(Be B+ K+ Diu? = { Re prul® + (& + Dl e
< Re(T(w),w) wny + Refpud + (k + k, + 1)\\uuiim

( wegen (4) gilt Re(I,(u), W cem + k uut\]_ ey 20

< Re(a, (W), W),y + (Ko+lk| + ")lullL )

< 27"Ma (W) \\iz(\vt‘) + (k, +\kls 271 3)\\11\\9' @)

nit Re p(x) —> oo erhalt man (3):

Mit (V(A&H 3 RFGRJ’: x| > R&-—% Re p(x) > & ) kann man

die Ausschopfung definieren durch O, i= xe® xl < R(j .
0.B.d.4. gilt stets IR(u < Rp\‘\'/\ und R - o , daher:

0 S Qpads UQ(*— R" und inf(Re p + k + ’l)\m\g& >(A+ k+ 1.

&
Analog folgt (2) aus (4):

Yued ¥V te®: flu(e + %) - uf <
s(8)[Re(@y(w),w) gy .+ Re(P(),0)  wyy + KN gy + 7

Al o] < s([Re (A (0),w) gy + (kL4 LA N

Ly LR
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sy 4k, + \kl)\\u\\A .
Mit B(t) := sHE)(E+ 1kl + 27') folgt (2).

Bemerkungen zur Realteilmethode: Die Forderung an p ga-
rantiert Bedingung (3) fur A, , die an I, (2) fur 4,. Die
Realteilvorauséetzungen sichern, dass sich die Eigenschaf-
ten von p,L, auf A, Ubertragen, ohne dass der Jeweils
andere Anteil L, ,p stort. Dabei muss der Anteil I, die
Bedingung (2) liefern, und - wenigstens wenn L, ein Dif-
ferentialoperator mit konstanten Koeffizienten auf
D = C%(R") ist - der Anteil p gerade (3), nicht umge-
kehrt, denn

"i) I, allein kann keine Abschitzung der Form

' 4
VuecT(R): (fpmif)t < vty mit Q(x) <> > °

\x\—>co
erfullen, weil die rechte Seite invariant gegen Verschie-
bung von u ist und die linke nicht, und
ii) Re p (.mit Re p > O lokal wesentlich beschrankt und
messbar ) allein kann keine Abschatzung folgender Form
erfullen: '
3(5:‘9\"-—>R:: s(0) = 0 A s in O stetig

(§iuls + t) - avt )t s(t)[ { (Re p)iuiP)

Beweis: Wahle xeR, auf einer Umgebung U von x sei Re D
durch k beschrankt ( abgesehen von einer Nullmenge ).

Wihle ein to€® N0} mit (6] < I\ = s(t)k"s 1 ).

Tir geeignete ueCo(R') und kleine t e R~{0} gilt dann:

supp u Q supp u(- + t) = @&, supp u % £, supp u < U,

supp u( - + t) = U. Aus der An.nahme einer Abschiatzung

wie oben folgt: 2ful L S <k s k?\\uil , also u = 0, Wider-
spruch.

Ein Nachweis von ((2) A (3)) ohne die Realteilmethode
wurde gesucht, aber nicht gefunden. Bekennte Abschatzungen

¥V te® VueCh(R):

)
A
v

IA

der Form llgul,, < klull, mity messbar, fur alle ueD,,

die ohne die Realteilmethode bewiesen werden ( etwa in
{16 1), benotigen Beschranktheitsvoraussetzungen any,
die (3) ausschliessen.

Eine (2) verwandte Koerzivitatsungleichung wie in Be~
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dingung ii) von Satz 3.8 lasst sich fir gewisse ellip-
. tische Differentialoperatoren mit variablen, nicht be-
schrankten Koeffizienten beweisen: Siehe Satz 4.9.

Bedingung (#) fir einen linearen Operator L, in L,(R")
folgt aus einer Koerzivitatsungleichung ohne unbequeme
Differenzenquotienten: )

(5) 3 ( a: ——>R: : a(%)\e—(_;?o“‘w) = k.é!P:‘;V wed,, :

{Rﬂ(a + DiF® < Re(L, (W)W, iy + Klully , ey -

Dabei bezeichnet F die Fouriertransformation in L, (R').
(5) ist - mehr noch als (4) - eine Koerzivitatsunglei-

chug bekannter Form: Fur a := (\- % + 1% bekommt man
im linken Term von (5) die Norm von g5 (R") zurick.

Beweis von "(5) =3 (4)" : Konstruiere eine stetige Mino-

rante b von a + 1 mit b > 1, b(§)gD > - Setze fur te)

s(¥) := sup |1 - exp(i(g,t))* " (¢). Folgt s(0) = O,
gew

s > 0.

4.3 Lemma: s ist in O stetig.

Beweis: Sei (%, ),en eine Nullfolge in R . Zu jidemA t,
gibt es ein € ¢R" mit s(t,) =11 - exp(iG,t6 )0 v (§,),;
denn fir s(t,) = O kann man %, = O setzen, und fur s(t,)
positiv existiert wegen b(’{)—>+w ein Reni\' nit:
el >R = 11 - exp(i(t,,§ NE @) < 48 s,)™)
=z s(t,), und auf {¢( ¢l < Rl nimmt die stetige
Funktion § ¥ \1 - exp(i(t,,g))" b(g)™” ihr Maximum an,
das dann gleich s(t,) ist.

i) Falls i§,\=> « , folgt aus den Voraussetzungen Uber b
s(t,) = l...\zb(%’v)_A <4 b(%v)J% 0, was zu zeigen war.
ii) Falls (€,)yey beschrinkt ist - etwa durch k - gilt:
s(6,) = 1 - exp(ilty, 8 ))E (g, V" <

Voo (infp@)| 8 < xP)7.
Wegen b > 0 und wegen der Kompaktheit der Kugel vom Ra-
dius k ist das Infimum positiv, es folgt:

s(t,) < | =% <tu.>‘* (i(t,,8,00* Gas. )™ <
' &

—A

4
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(arle I CER o sdfieat ) <
0T CED O™ st )

(...)_A[exp(k\tvl) - 171 -0, was zu zeigen war.

11i) Sei nun (ty,).ey eine Teilfolge von (%, Jyens die be-
sitzt eine weitere Teilfolge (tygpiaen Bit (B odmey Pe-
schrankt, oder \§ 4ol —>c , nach i) und ii) gilt:

s(t,,,) > 0.

iv) Die Stetigkeitsbehauptung folgt aus der leicht zu
zeigenden Aussage: Sei (a,),.y eine Folge in R. Dann
gilt: a,-> 0 < Jede Teilfolge von (a,),n besitzt eine
gegen O konvergente Teilfolge.. :

Nach Konstruktion gilt:

VeeR VER : s(£)(1 + a(§)) > s(8)b(8) > 11 - exp(ile )2
Multiplikation mit |Fu(¢)\* fiir ued, < L,(R") und Inte-
gration ergibt fir alle teWR:

s(t) fn\“(’l + a)\Fal* > gm“m - exp(ilg, )" \ru(e)® ag.

Die behauptete Implikation folgt nun aus

4.4 Lemma: V fel (®) V teR:
fwlf(- + 1) - £1* = ;r’wm - exp(i(t,8)) \F£(g)* ag.

Beweis: Fir alle ueC,(R") und fir alle te® existiert
- exp(i(t,g))\l \Fu(?y)\’”d%;weil {1 - exp(i(t,‘))[ls 4
messbar ist. Es gilt:

folua(e + £) = ul® = f1PQC + %) - W -

[VFQC + 8) - Fu?, ,

mit F(u(- + £))(x) = cfexp(-i(%,x))u(% + £)ag =

c/' exp(-i(§ —lt,x))u(ﬁ)d% = exp(i(t,x))Fu(x) folgt die

Befxauptung des Lemmas fiir die ucCo(R ). Fir beliebige
feLl(ﬂk“) ergibt sie sich mit der Stetigkeit der Fourier-
transformation, der Translation und mit der Beschrinkt-
heit von |1 - exp(i(+,-))\* aus CoRY) = L, (RY).

Wir haben bewiesen:
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4.5 Satz: Sei DeL,(W') ein linearer Teilraum. P sei ein
linearer Operator von D-in L,(®'), gegeben durch Multi-
plikation mit einer messbaren Funktion p: IR"—> € mit

Re p > -k fur ein keR und mit Re p(x) = ke
L,: D>IL,(R") sei ein linearer Operator mit

(5) I ( AR >R, - a(‘{)g\:’*a’) J keR; ¥ ueDd:

fw(a » Fu’ < Re(L (W), Wy + Kl cem -

Dann hat der Operator A = L, + P die kEE.

Wir charakterisieren (5) fiir D = CL(R) und
L, =L: Douv> > a u , a <EC fir |o| < T, durch eine

ey o
Eigenschaft des L definierenden Polynoms I.(%) a dﬁ“.
o \<v-

4,6 Satz: ( Fur L gilt (5) mit einer messbaren Funktion a)
<> Re I;(é;—_) —>+co,
gi\> o

Beweis: "<& " folgt mit Fouriertransformation: Re L(§)—+oo
= Re L(-) nach unten beschrankt, etwa durch k,. Setze
a := Re L(+) + k0 . a ist messbar mit Werten in (R:,
erfullt a(%)@_,m , und es gilt fur ueCcf(R“):

(a2 + DIFu* = Re L()1Fui® + (1k, |+ D\Ful™
nach Integration erhalt man (5).

Zu "=3" : L ist abschliessbar zum Operator L in L, (R")
- etwa wegen des dicht definierten adjungierten Operators
L, 12T nit T () = 3 70%.

lals=y  * :

i) Es gilt: Vrebo: [ (a + DIFLE < {(Re L(-) + k) \FE(,
Denn: Sei feDy. Dann glbt es eine Fodge (u ),y in C (R"‘)
mit u, > f und L(um)*—> L(f) in L, - Norm.

L(um)——>L(f) = FL(u,) > FL(f). Es gilt (@21, S. 20)
fir fast alle §eR': FL(£)(§) = L(§)FL(€), und:
FL(u,)(€) = L(§)Fu,(§).

Daher: L(.)Fu, () —> L(.)Ff(+) in L, ~ Norm.

Mit |Re L(-)} < |L(-)| und mit Fu,-> Ff folgt

(Re L(*) + k)Fu,—> (Re L(-) + k)Ff, mit der Schwarz -
Ungleichung: . 2

((Re L(+) + k)_Fum,Fu,n)L e ((Re L(+) + k)Fi‘,Ff)ch) .
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Aus (5) erhZlt man nach Fouriertransformation der rech-

ten Seite:

(F“m)meN definiert eine Cauchyfolge im Hllbertrau.m
L,(®,a + 1), der durch die Norm (f fa+ 1) \h\")" gege-

ben ist, die gegen ein g in L,_(R ,& + 1) konvergiert.

Wegen a > O definiert g ein Element von L,(R") mit

Fu, =g in L,(R"), damit g = Ff. Zusammen:

{(a+ DFu. — [(a+ DL

Die Behauptung i) ergibt sich nun aus (5) durch Grenzuber -

gang.

ii) Bs gilt: vel,(®) A L(-)vel (®) = F'4veDt.

Beweis: (127, S. 19 und 20.

iii) Sei €e® . Wahle eine Folge (U,lmen iR CO(RY) mit

Tragern in der Kugel vom Radius 1 um €, sodass die von

den !umﬁdefinierten Distributionen (\u,\*) 4 &ie Evaluation

in § ( & - Distribution in§ ) approximieren ( in der To-

pologie von D'(R")). Dann ist fir alle m L(-du,, in L,(R"),

also P~ %u mEDy, und FoF ™ U, = Uy, Wegen supp U, <

e | 18 - gl <} darf man in der in i) gezeigten

Abschatzung ( fur die F~ ‘u w) Doch ein neC, P(RY) mit

/«1\5....? = 1 unter die Integrale nehmen. Man findetb:

Qum®, (q(ReLOHY 2 (1 }* ), (2 + 1)) Fir n> o folgs

(a(€) + 1) < (Re L(§) + k). Daraus ergibt sich die ge-
suchte Implikation.

4.7 Korollar: Sei L(®) = 2\:zv~ eﬁ“ ein Polynom mit kom~-
plexen Koeffizienten, es gelte Re L(%) va ©,

Sei p:R — € eine messbare lokal wesentllch beschrankte
Funktion mit Re p(x)—\fgm und mit Re p > - k fur ein keR.
Dann hat der Operator
L: Ly(R)=205(RN)s2u +—> % a“D“u + pue L (RY)

die XEE. s e
Bewels: Satz 4.6 und 4.5.

Anmerkungen:

i) Wie Satz 4.6 zeigt man: |\L(§)\ —> o <=
1§\ —
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g ( a: (R“—HR': toalx)—>+o) V ueC(R):

a i lxl—»co.
({_(a + DIFul™)* < l(ul\L.
ii) Die 1 - koerzitiven Operatoren aus Abschnitt 3 erfil-
len L(%)@j;w und haben daher fur p = 2 die in 3 behaup~
tete Eigenschaft (2).
iii) Die (5) charakterisierende Eigenschaft von L(-) ist
analog zu der Eigenschaft, die fiir beschrankte Gebiete Q)
die KEE von Ly: L,(2)205(0)sur> T a D uel, (@) cha-

c . R CE L
rakterisiert. o :
iv) Far Operatoren L, die durch Polynome L(-) definiert
~ sind, ist (5) aquivalent zu (4):

4.8 Satz: Sei L(-): € Hl;%raxﬁx ein Polynom mit komple-
xen Koeffizienten. Der Differentialoperator
L ¢ Ly(W)aCT(R Dou > 3o ga Due L, (R")
erfulle (4#). Dann gilt: Re L(¢)—>+m,
(4). Damn g e

Anmerkung iv) ergibt sich aus Satz 4.8, Satz 4.6 und
dem Schluss von (5) auf (4). Es wAre interessant zu wis-
sen, ob es Differentialoperatoren gibt, die (4), aber
nicht (5) erfullen, und wie man sie beschreiben kann.

Beweis von Satz 4.8: Aus (4) folgt zundchst nach Lemma
4.4, dass fir te® und fir ueCi(®) gilt:

&\1 - exp(i(€,t))* | Fu@)( a8 < s(t) [(Re 1@) + W) |Fa@)at.

Wie beim Bewels von Satz 4.6, "=," , schliesst man auf:
VeeR" YV teR': |1 - exp(i(%,'ts))\z stt)‘Re L(g) + k).
Daraus folgt s(K\10}) < R s(t) = 0 =

(Vege®: |1 - exp(i(g,t))| = 0) =

(VreR : exp(AAE2) = 1) = t = 0.

Sei §eR\i0}. Mit t := \§7%€ rfolgt:

11 - exp(i)1*s(187*§ )™ < Re L(§) + k..

Wir zeigen die behauptete Limes ~ Aussage: Sei Re fP\+. Es
gibt ein Fe® zu R mit ( 16l <d = s(6) <R ). 7
Fir 18l > &7 folgt: € + 0 wnd EF% el < 4, also

s(1gr*¢ ) < R4, Damit: 11 - exp(i)1*R <

In
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{1 - exp(i)lz s(g g SRe L(g) + ko.

v) Beim Beweis von (5) =y (4) hatten wir gezeigt:

" Sei a:R" — (&‘: mit a(x)-;) oo und mit -
wi—>

(VY ueCPR"): f (a + 1)|Ful®> < o ) gegeben. Dann existiert
" + . . .

eine Funktion s:R — R, mit s(0) = 0, s in O sbetis,

sodass fir alle teR' und fir alle ueCT(R') gilt:

s(8) [(a + )1Pul® > Slu(- + ) - ul®.
Der Beweis bleibt richtig, wenn man statt co(RY) @)

fiir Q = R offen und beschrankt betrachtet. Mit dieser
Abschatzung erhalt man fur den normierten Raum

A
X := (Cef(ﬂ), (/R",(a + ’I)]]:"(‘-)I2 bED) folgende Verallgemei-

nerung von Rellichs Auswahlsatz, die B. Malgrange mit
einer anderen Methode in 3] zeigte ( vgl. dort den Be~
weis von Lemma 1.2.2 ):

" Ist Q) beschrsnkt, so ist die Einbettung i: Xsuw> ueLl,(Q)
kompakt ".

Beweis: Wegen a > O ist i stetig. Da ) beschrankt ist,
bleibt nach Satz 3.4 und der Bemerkung danach zu zeigen:
3 ( s:R" - (R': : s(0) = OA s in O stetig ) V teR' Y ueCT(Q)

A
(fw:\lﬁ(- + ) - W) < s(t)\lu\\x, und das folgt aus der

oberen Abschatzung.

Mit den Kriterien aus Abschnitt 3 erhalt man die XEE
fir elliptische Differentialoperatoren, die nicht
gleichmassig elliptisch sein missen.

Voraussetzungen:

Sei Q = R offen und gleichmissig reguldr von der Klas-
se C™™ ( Definition: S. 28 in [41).

F\'iru.e(No)“ und (ol = Z: ®; < 2m seien au:Q > € stebi-
ge, auf jeder beschrankten Teilmenge von .0 beschrankte
Funktionen.

Zu jeder beschrankten Teilmenge w < gebe es eine
Funktion & : [0,1) - RS, stetig in O mitW(0) = O und
mit: ) < 2m A VX - FJ| S §<TAXEQR AT EW =
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la (x) - 2, (3| <@@).

V:Q > C sei stetig, auf jeder beschrankten Teilmenge

W < O beschrankt, und es gelte auch fur V:

XEOA JewA X =7 £ § <1 = | V(x) - V(@) <T @),

Dann ist auf
D, = {um\ueo":(mi‘i/\ ( 1gt <m = dfupRa - o)}

A: wiQ Y>3 a b u + Vu ein wohldefinierter
Differentialoperator in L,(Q2), D, ist durch Dirichlet -
Randbedingungen gegeben.

A sei abschliessbar ( Das-kann durch zusdtzliche Glatt-
heitsvoraussetzungen an die Koeffizienten erreicht wer-
den, die garantieren, dass A* dicht definiert ist J.
Fir jede beschrankte Teilmenge w € Q sei der durch
waK"B(x,g) = a“(x)?" + V(x) definierte Differen-
tialoperator A, in L,(w) reguldr elliptisch in w
( Definition: gleichmassig elliptisch in @, Wurzelbe-
dingung erfullt. Siehe S. 44 in [ 4] ) von der Ord_nung 2m.
Es gelte: J keR*'V uel, : Re(\‘E51 a D u,u) L 2 > k\lul\

Es gebe eine Ausschopfung (QC*)C‘E“ von Q mit:

Vt*EN: Q(“ gleichmassig regular von der Klasse ¢ A
5@‘: QCMU((éQ W) 0 OO))° A inf(Re V\Q\Q Y—>+o00 .,
Dabei ist ((@Q@M) n @Q))° der offene Kern von (...) in

der Topologie von aQCM’ die von W:\ induziert ist.

Re V sei durch ein - Xe€R nach unten beschrankt.
4,9 Satz: A und die Abschliessungz haben die kEE.

Beweis: Mit einer a - priori -~ Abschatzung von F. E.
Browder wird Bedingung ii) von Satz 3.8 fiir A nachgewie-
sen. Wegen der Realteilvoraussetzungen ergibt sich auch

Bedingung i) von Satz 3.8. Mit Lemma 2.4 und Satz 3.8

»
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i‘olgt die Behauptung.

Zunichst ist offenbar erfullt, dass fir w =() beschrankt
und offen und fir ueD, ulw in gh? (f.u) liegt. )

Zu Bedingung i): V ist stetig, also auch Re V. Fur
Y':=Re V + X + 1 gilt inf(le‘lﬂ\()&)%-*eo , und fur ueD,:

ol = [(Re V4 B+ Dlul =(F + 4)Jlu\2 + Re(Vu,u)

< (x + E + ’I)I\Lu\" + Re(X

< \k + E + 11\ u“‘:.(n) + Re(A(u) ’u)La_Ln)’

< ‘ N
Eadl o+ 2900l 0 + 14 @ -

2 T u) . Re(Vu, u)

()

+

Setze ¢ := (1k + o+l + 27 ' .
" Zu Bedingung ii): Theorem 2' in [ ] besagt:

4.10 Satz: Sei 0'e K offen und gleichmﬁssig regular von
der Klasse C™. Sei "= a3 offen. Sei C =)' offen mit
C cN'ul  kompakt gegeben.

Seien fiur oe(N, Y und lal < 2m (meW ) a : (0= C be-
schrinkte Funktionen. Es gebe eine Funktlonu) [o, ’1)—> Ro N
stetig in O mit w(0) = O und mit

(el < 2m A xeQ A JeQ A lx -yl < <1 =

jal(x) - 2,y <w (&) < "7

Der durch w +—>» I a) D auf

{vie | veCT(R") A (\@\ <m = pfvir = 01}

definierte Operator &' in L,(Q') sei regular elliptisch
von der Ordnuné 2m.

Dann gibt es eine von C,Q' und A' abhingige Konstante X
mit ( wed, = \\w\C\\HMJ(C) sKllw\\A.).

Satz 4.10 lasst sich mit Ideen aus 1%] veweisen.
Sei nun (AEN und ueD,, dann liegt um(‘,r4 in

(W (o))

1710y | 7EOS(®) 4 Cip) <m0 = DPv| (304,00 (30))° = OO}

Es gilt: 66‘ c ﬂr+1 U((BQC‘H) R QC“ offen,
5@ kompakt, O & Qs -

Auf Qs sind die ay und V beschrankt. AQ(M ist auf
$...7 definiert und regular elliptisch von der Ordnung
2m. Die Koeffizienten au.‘Q(M s V\QC‘M haben die in
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Satz 4.10 verlangten Stetigkeitseigenschaften. Aus Satz 4.10
folgt mit ulnv = (u]QUM‘ )IQ& fir ued,:

\lu]Q ) 1""12(.() Yy = (u\Qf”M )‘Qck“Himﬂ(ﬂ".‘\ <
K- (“A (ulﬂt&,‘ >“L7_(D~ ) + “u\Q@+4\\L7_LQ¢,\+J) =

X- (“A(“)“L1<m + \\ui\thm ), das ist Bgdingung ii) vom
Satz 3%.8.

Setzt man fur A noch voraus, dass der Anteil 3 aMDOL
gleichmassig elliptisch in() ist mit beschrankten a, und
globaler & - Bedingung fur die ay ( nicht fur V ), so
erhalt man die kBE einfacher - ohne Satz 4.10 - aus der
Garding - Ungleichung

2 oL 2
V ued,: fullm2 <ec (Re(‘&z\szm a D u,w) gy +Vul g,

(o))
der Realteilmethede, den Wachstumseigenschaften von Re V
und aus Satz 3.8. Die Stetigkeitsvoraussetzung an V und
Re V kann dann abgebaut werden. )

Ein Beispiel fur einen nicht gleichmassig stark ellipti-
schen Differentialoperator, der:die Voraussetzungen von
Satz 4.9 erfullt:

Seim=1, O = {xe® | x, > 0,

oL n 2 2 "
x, a (x)§ = 3,8, + exp( - x 0§ fir xe0 und geR’,
V erfulle die Voraussetzungen in Satz 4.9.

Wegen exp( - X )y 570 ist der zugeordnete Differential-
operator nicht gleichmissig stark elliptisch.

Fir geeignete Ausschopfungen von {} sind dann alle Voraus-
setzungen von Satz 4.9 erfullt.

/ ‘ Q/
e
/ .y‘

(R yoe Xad
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Wir zeigen: J keR V ueD, : Re( 2y o YW@ 2 k\(ullL -
Sei uel,, daon folgt m:Lt partleller Integration wegen
der Randbedingung:

Re(x, €2 B
Re ZL D e ‘33 A u\l?"- @ + Re(I)“‘o‘""nu,IJ"““""»e:a:_x_)o(—pr4 Ya)
2 .

a,Du W@ =
v L ()
( nach Produktregel ) =

“D Aot u“Lz(ﬁ expe o) - \(DM‘O‘N“\ ,ub

> ee. = (D™ y) | “o-a exp(-pr, )l “L,_(ﬂ)
A(04e-10)

Ao o yp (-pr; ) ) !

< YulD exp(~pr )l Ll(m .

Mit ]D(A\ama) e}l'_p('—pl“ N expo(—pr4 ) und mit .

1 > expo(~pr, ) in O folgt weiter:
oo '
2 eee = ADE Nl g epeteny MUy 2

oo = 2D AR o ey - 200y > -2l
Ebenso findet man Beispiele A mit unbeschrankten Koeffi- -
z1enten 8y, die die Voraussetzungen von Satz 4.9 erful—

len: Man betrachte in Q) den durch (depr, )(x)€. + Zﬂ_%, + V()
gegebenen Operator mit O < ld‘\?‘ <d auf ) und 4 unbe-
schrankt ( Die Voraussetzung an d' ermdglicht wieder die

globale Abschatzung nach unten ).

Anhang

Satz 3.7 liefert einen Auswahlsatz fur Sobolevraume
mit gewichteten Normen.

4,11 Satz: Sei Q R offen, sei P = () \igq mit
(3 c°(Q,R") gegeben. Dann gilt fiir pe[,»):

i: EhP Q,p)2f > feL, (Q,p, ) kompakt =4
3 (<QC‘) «n AusschOpfung von Q: meN = .E;(f &M)
P HAIP
sup § Q\Ql;\ll o | ue ©Q,9) A “u“\-{"‘f’(ﬂ.\p) <1y ;_—))OOO.

Dabei gilt: H™ ©,y)
{£eLp(@,p, )| 3 Folge (u ey in CT(Q) 0 L,@,9,)
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=L in I, ©@,9) A (ltl =1 = (D&um)m"_“ Cauchy-
‘mit Qo=@ oy . B (Q,¢) wird durch
(b4 = (£ lim {\D%u,\?

Hyp (Q09) wi P e
raum_ﬂ’ ' o4 ™

) ¥ zum Banach-

Beweis von Satz 4.11: "= " folgt aus Satz 5.’7; Be-
dingung i): Zu zeigen ist noch, dass in Bedingung i)

die Konvergenzaussage fur eine Ausschopfung mit

5# P nl‘+4 fur alle peN gilt. Beim Beweis von Satz 3.7
wurde die Konvergenzbehauptung fiur eine beliebige Aus-
'schopfung gezeigt, zu jeder offenen Menge in R gibt es
" eine Ausschopfung mit 50 = pk =
: Bedingung i) in Satz 3.7 ist dann fur T = i
erfilllt. Wir missen noch Bedingung ii) in Satz 3.7 nach-
wéisen, also die Kompaktheit der Abbildungen-reo i bezug-
lich ILp (n[A,‘Po\Q[A)- Offenbar gilt Tyo is= Ig,,‘QRC‘“, wobei
Rt © B (Q,) - HMP (Q[A;A » @10y, ) durch’ Einschrankung de-
finiext ist ( mit (p\Que dy = QulOurt ) und wobei ICC:H
die Abbildung HA® (Q e ,Lg_mtﬂ)sf P fl0,e LP‘(QE,%\QCA) ist.
Ré‘” ist stetig. Zu zeigen bleibt, dass IS:__M kompakt ist.
Wegen Rellichs Auswahlsatz und wegen _ﬁ&c‘ Q&M, Qé,..u of-
fen ist die Abbildung Jg‘ﬂ fENY (Quat )28 gI0,E Lo(@u) -
kompakt. Wegen O,., =0 , wegen der Stetigkeit der 9, und
wegen Lpd;(ﬂ) o )F gilt ‘Ig:“ = BOJ{ﬁA cA mit stetigen line-
aren:Abbildungen A: HM (Q@M, L?\QCHA )= H "'l?f':"(.QC&A) und
'B: 'LF(QC‘) - LP(QC"‘P"\QC‘)’ daraus folgt die Behauptung.

7u u<=

Der Bewels zeigt, dass Satz 4.11 richtig bl'eibt, wenn

man darin B (Q,¢) durch H{® (Q,¢) ersetzt ( analog zu

HY (0,¢) definiert ). Wir konstruieren Gewichtsfunktionen v,
* sodass-Kriterium 4.11 fir HY (Q »¢) und eine unbeschrink-

. te offene Menge Q) erfullt ist:

4,12 Satzs Sei 0 = R" offen. Dann gibt es Gewichtsfunktione,n
¢ = ($o)iwig1 » sodass die Einbettung
K 'i-_:' HA* (0,9)9: = fel, (Q,,) kompakt ist .
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Bewels: Es genugt zu zeigen:

3((Qu)uen Ausschipfung von(zlz Ypmen: O s (id,,,,l) E 0

V ueCy(Q) VmeN: uf < | D%uy

(@) ¢ ¢ gﬂ\né‘ fo = \o?\T;A {o. Pous )

denn wegen der Definition von H«“;1 (O"(’) folgt daraus die
entsprechende Abschatzung fur alle u aus Hi" (Q,¢), und
damit ist die Kompaktheitsbedingung von Satz 4.11 erfillt
Wegen Lemma 4,13 hat man nur Gewichtsfunktionen zu fin-
den, die folgende Abschatzung erfiillen:

V(s txl = 1DV uecl@): {ulfyl < & (10%ly,.

: Q fi=4 2

4,13 Lemma: Sei (Q(‘)CQN eine Ausschopfung von () mit
_ ™~
Q& S Qu4s fUr alle péN. Dann gibt es zu jedem yl'e C°(Q,})
ein weC’(Q,R") mit

(Af fufy < jufy'  fir alle CA&N und alle ueCh().

oNn o0

¢ ¢

Zum Beweis von Lemma 4.13: Lp‘ definiert auf den O@M\Q
eine Folge von positiven unteren Schranken k(M die man
monoton fallend wahlen kann. Es gibt deshalb ( mit

ﬁt‘ € Q... ) eine positive stetige Minorante W zu den

Schranken (.A-lkr auf QC‘H\Q#. Fur ut folgt:

VCAGN: L\_\\Q\ QC‘ < F*(@‘\Q\Qc&), daraus ersieht man die Be-

hauptung des Lemmas.

R e Y
K
,
[
A
ikl Ax k‘i-
K3
. a
So _k
~a oo -——— q A4
W I R
‘ 0, Qg Qy a5 )

Die Abschdtzung, die wir noch zeigen missen fur geeignete
Gewichtsfunktionen, ist eine verallgemeinerte Poincare -
Ungleichung. Das liefert die Idee der folgenden Konstruk-
tion.

Bezeichnungen: Fur xeR sei x':= (Kyyee,%,) € IR.“_A.
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PUr ueCL(Q) = CO(R") sei zu xerR™ U, die durch

x,~> u(x,,x') definierte Funktion in CZ(R).

Xn' sel die charakteristische Funktion zu Q .

pr' bezeichne die Projektion Rzx > xeR™* , analog sei
pr, die Projektion Rax » x,cR.

Dann gilt fiir x,€R und fir alle x'er™™

’ .

d,.(x) = —é(ﬁx' )%, daher fiir alle x'e®™ und fiir alle
X“E‘R: X4 XA

~ 2 ~ 2
Ve GO G100 = 5106l %o o))

Es gibt eine Funktion weC®(pr, () < pr'@Q),RK") mit

(Y x'epr' (Q): €L, (pr, Q),u(-,x')) ) und

-\-

(3 AeR YV x'epr' (Q): fwmmc.,x‘) <4 ).

- Man hat dazu nur zu Uberlegen, dass .es so eine
Funktion zu Q =R" gibt. Diese ist dann auf pr, (Vxpr' (Q)
einzuschranken. Man suche etwa ein W, e C°(R,R+) mit
{Rm4'<co und setze gi(x) =y, (x4). ~

Es folgt: )

XAl - , 2 . , "i . _4 2
CHNE G Cox T < AL, Com DR 3 )
Wegen supp(U, )% < pr, (Q) und ('ﬁx\ )QGCT(IR_) und
fP‘_A(n) W (+y ') <A wird mit der Schwarz - Ungleichung
weiter abgeschatzi:

~ 24
< (({R\(uxdgl ' ,xt)) A
Multiplikation mit y und Integration iber R nach x, gibt:

~ 2 . ~ 2. 4 ) 2
fmlux“ Wl,x) < (fml(ux\ Jelm wT(,xt))- A%

Mit (W, )i () = @uox,)(x,,x'), mit dem Satz von Fubini

iber mehrfache Integration und {D%9y| = \3u/ox,|
erh3lt man nach Integration iuber R™ :

f
. . | a2 . A
Abschatzung mit @, . 5 = 47y und ‘9(4\0\.«‘0\;"9 und

Vo i 1 sonst.

2 2 - 2 : X
lulip < A f’Rﬂ\D@"" ‘°‘u\!—\l 1, das ergibt die gesuchte

Nit Sabz 4.11 in der Version fiir Y (Q,p) erhilt man
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fir das verallgemeinerte Dirichlet - Problem zu stark
elliptischen Sesquilinearformen mit Ableitungstermen bis
zur ersten Ordnung und geeignet anwachsenden Koeffizien-
ten die Fredholm - Alternative in L,(Q,y,). Diese Verall-
gemeinerung der bekannten Aussage iber die Losungen auf
den Fall nicht notwendig beschrankter Gebiete () wollen
wir nun zeigen.

Wenn die Einbettung Htf (ﬂ,y)auka'ueLiﬂl,qo) kompakt ist
und wenn die auf HY ©Q,p) < Hy® (Q,p) beschréankte Sesqui-
linearform B eine Garding - Ungleichung erfillt:

(6) T cie® T ¢, eR, V ueHy (Q,9):

2, 2
{B(w,ud| > cA\\u\\Ht\z(ﬂ‘@ - Cq.“u“\_l(n\\ga ?

so gilt fur die Losungen von

() (VOEEY @,9): Bu,d) = (£,8) . cappy ) Tir £eL. ()

die Fredholm - Alternative. Das zeigt man etwa wie in ['\],

die Fredholm - Alternative bezieht sich dann auf das

Problem (%) fir B und fiir die " adjungierte Form " BY,

die durch B (u,v) = B(v,u) gegeben ist.

Sei O = R" offen. Wir betrachten auf C:(Q) % CT(Q) eine

Sesquilinearform _ L

B: (u,v) > g)( Zk: 2, '8.‘11783 + Z: a,vo.u + 'Z_: a'.‘uaiv +
N auv)

nit stetigen komplexwertvigen Koeffizienten auf{l . Zur

Abklirzung setzen wir dabei 9, u := auﬁx.l .

4.14 Satbz: Es gelte
i) Re ¢X 3 (x)%\%( > E_: e (x) \%..12 fir alle xeQ,Ee c
mit stetigen Funktionen e, : (2 - & ’
ii) 3 c,_,df: maxlayl < c min e; und
iii) max {lalyiad seesytatiiad,eesytanly >0 inQ .
Seit €(0,1). Fur
®

Yo
0O i e, fir x| =1, x, =1 folgt:
iv) F e € RT V¥ ($,4)e00(Q) = C2(Q):

IB($,| < c Lol 00V thute a0 und
) 304@6@\* | cz|&€Rt V dect(n):

-
ra

2
IBODI 2 0 08V o oy = %@y, -

tal +@eVHT et (la® + 1ayl*))  und fiir
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Bewels: Zu v): Sei'(t)eCcf(Q). Folgt:

\B(®,9)| > Re B($,0) >
fz e 13,0% + Re f 32030 +Re( T aldod +Refan>l.
1)Re{zad>a¢ Re(Ze’a¢e1a¢>

-3 ([e 13,41 )"(J’\a\ iph =

( Schwarz - Unglei-
chung )
+ (28)‘4&_\&-\\2 e ),

n

2 - 5, ( Zefelael
2) wie in 1) folgt:

Ref Tialgaip 2 - X (2l oual
zZusammen:

|B@,0) > (1 -€) % feqa0f = (2e)* (1o

Q
SEaQlag® o+ al® de*) - (larel®* .
- o
Folgtb:
1B8,0)] 2 (1 - [ [ Te 120" +
fﬂhblz(lal + (2e)™" Yo (la® o+ (i de7) -
4 pu— i 2 -
[(2 e)fﬂ\d;;(..-) + 6l 0T -
(-l g @, =~ (2 - eDIOI, ,o©) -
Zu iv): Seien ¢ und y aus C2(Q). Fir ief1,..,nt gilt:
3) 1 a0l = \fe"@zbae%‘q.\\< )
1, -4 2 z. =
| (S;.,la\«b (f\at et ) S ag gy (PO
4) wie in 3) folgt .
‘ \j;)a"(ba.‘u(.x] < (2€)L“m\4ﬁ"‘(n,(gm)“"P“H'f;"'cn,wm) .

5) Offembar gilt: |{ ad@| < ({ial 162 )41(“:1(\41!2 )A’: <
Q ol Yo

“¢“ TRt CQ,‘?(E)) “L{J i W (Q\QLE)) .
6) Mit Voraussetzung ii) folgt:

23l <
l¢“ WA (0, ot “L\l\\“m(ﬂ (i))
IBOOMI < (en® + 1 + (85)311)\\4;1\ e

Damit ist Satz 4.14 bewiesen.

/&

c ((e\acp\ )Z<(ek\ak¢\2) <

. Zusammen:

@, Q\e\)“L{JllHA\x(Q Qm) .

- ()Y lal? et 1f )
fo! ' !

bl
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Wegen der Stetigkeitsvoraussetzung an die Koeffizienten
von B sind die 9  stetig, wegen der Voraussetzungen i)
und iii) positiv.

4.15 Korollar: Sei € €(0,1). Unter den Voraussetzungen

von Satz #.14 an B gilt fir das verallgemeinerte Dirichlet -
Problem (%) die Fredholm - Alternative in H:‘Z (D,tp(e) ),
wenn q;m die Bedingung von Satz 4.11 ( Version mit

B (@,p) ) erfilllt.

{xe®x, > 0 A x, > 0}. Eine Aus-
schopfung, wie sie in Satz 4.11 benotigt wird, ist gege-
ben durch Q {xer®| ix <uta {xealdist(x,€0) > ptY .
S Der Beweis von Satz 4.12
zeigt, dass fir jedes € ¢’ )
mit:
VCAGN : (A'\pal(ﬂcm\ QC‘) <

@} (Quaa\ Qi ) s
\(J‘D (x) := (1 + x2)' fir xeQ
und @ := @, flir  jwl =
gilt: Die Einbettung

"‘2 (Q,9)su > uel,(Q,p,) ist
kompa.kt. v
Wir betrachten die Sesquilinearform B, die durch -

B(d,y) = f(24 (1 + )3, () + a(x)d(x)3 GO +
\OQCXW(X)L\A(X))dx

mit Ja(x)| < % aur Q +\Q, gegeben ist. a sei eine

Funktion im Raum C°(Q), fur , gelte:

VueN @90 | (Que 0,) < 95t (Qed Q) -
Dann erfullt B die Voraussetzungen von Satz 4.14 mit
e;(x) =1 + x5, und es gilt fir e €(0,1):

Beispiel: Sei Q :=

e

X2

¢ =g, + (1 s p 1A,
Vxeﬂ AQy 0® (%) < g, (x) + (2e) QV\ A/ Gt (x))7)
g, (x) + (2e)* & Y (x),

A

]

(3 ..
© kann wie abgeschatzt werden.
e %o

£) - -
Mit LP(QL (x) = 9.7 (x) =1 + x> fiir |u= 1 ergibt sich
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nach den vorigen Bemerkungen, dass die Einbettung

H:'z (Q,\pm Ysu > ueL,_(n',\p(f’ ) fur €¢(0,1) kompakt ist.
Nach Korollar £4.15 gilt fiir die LOsungen der Aufgabe (%)
zu B, (@(E‘) die Fredholm ~ Alternative in Lz(ﬂ,@:q ).

Die Koeffizienten a; von B wachsen fﬁrl)gl—)oo gegenco,
die anderen Koeffizienten verschwinden fur 1Xi—> e und
fir x->20. ‘

Die Satze 3.7 und 4.11 verallgemeinern Ergebnisse von
F. Rellich MiA, der zeigte;. dass fiir unbeschrankte Ge-
biete O, die fir IXl» o beiiebig schmal werden, der
Auswahlsatz richtig bleibt. Sein Resultat lasst sich da~
her aus Satz 3.7 ableiten. Wie Satz 4.11 folgt

4.16 Satz: Sei N R offen, sei pell,®). Wenn'es eine
Ausschopfung (S‘l@)&“\ mit '~ glatten Réndern aQ& von Q
gibt mit A _
PyF —_
sup{(SQ\Q at?) \\IuﬂHA.y(m <11—=70,
so ist die Einbettung E™? (Q)2u v u€l; () kompakt.

Zum Beweis: Auf die Relativkompaktheitsvoraussetzung
von Satz #4.11 kann verzichtet werden, da hier. @, = 1
fir-alle « mit lo| < 1 gilt und weil man statt Rellichs
Auswahlsatz im Beweis von Satz 4.11 auch den Auswahlsatsz
" Die Einbettung B! (Q)suw uel, Q) ist kompakt, wenn oQ
¢'- glatt und wenn Q beschrinkt ist " verwenden kann.

Satz 4.16 bleibt richtig, wenn man E' (Q) durch H’:? (e))]
ersetzt.

Werm Q € R (n > 2 ) flir xl->e in einer Dimension
beliebig schmal wird - man kann wie Rellich das Schmal-
werden mit dem kleinsten Eigenﬁertf' der Dirichlet - Rand-
wertaufgabe fur den Laplace - dperator auf Querschnitten
von {) messen - , ldsst sich die Kompaktheitsbedingung
aus Satz 4.16 fur Hi,a ()) nachweisen.

Vorausgesetzt werde etwa:

Ve>03R, >0VEeR: 1E] >R, A8e0 = I§] <e,

D

-4

ferner, dass ¢} c'- glatten Rand hat. Man sucht eine Aus-

schopfung von l mit C' - glatten REndern und mit:

VpeN 3 ’R(A€R+: @0,) = ONEER] M) < B} A Ry—>

und zeigt dann zu € > O, R, und einem m, mit B, > R fir

# 2@ > dass fir ueCP(Q) mit dlu n,

die Abschatzung :
2 2 . .

{ < f jul" gilt, schreibt dann den

2 Qu Do {§er 1§, 12R}

rechten Term als Integral nach x, und nach (XgyeeesXa)s

erhalt fiir das x, - Integral nach einer bekannten Ab-

schatzung ( weil u kompakten Trager besitzt ):

1 und £il
nagy S URG AT @ za

2 2
fu(x, ye--sx )l dx, < 4e€? fi"l‘%u(xA yeesX, )%, dx,
mit einer nur von n abhangigen Koné;tanten Ce. Iitegration

< 1: -

ix,.ew\\ W<€}

nach (X,,..,%,) ergibt mit Yul

I

o QC

H4‘2(ﬂ)
\ut < beg® , nun folgt leicht die gesuchte Bedingung.

(=g X vD
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5 Erweiterungen vor kEE - Differentialoperatoren
mit diskreten Spektren

Die Differentisloperatoren A = L + P besitzen abge~-
schlossene Erweiterungen in L,(R') mit nicht - leerer
Resolventenmenge, wenn sie die Voraussetzungen von
Satez 4.2 erfiillen. Dies wird sich aus einem Satz von
F. E. Browder [3] Uber die Existenz kompakter Inverser
zu Paaren formaladgunglerter linearer Ab'blldungen in
reflexiven Banachraumen ergeben. Wegen der Anwendung

i‘ur Operatoren in L (R werden im folgenden nur Opera-
toren in einem { - Hilbertraum betrachtet. Allgemeinere
Existenzsatze fur kompakte Inverse finden sich in [31.

5.1 Definition: Ein Paar (T, ;TL) von linearen Abbil-
dungen in einem € - Hilbertraum H heisst formalad-

jungiert, wemn gilt: Dy = H = T+ A
(VY xeDy ¥V yeda: (7,0 (x)) = (To(y),x) ).

Ist (T,,T,) ein formaladjungiertes FPaar in H, so

folgt T, = (Ty)* ( die Hilbertraumadjungierte existiert
wegen D = H ). Daher ist T, abschliessbar zu ’l‘ mit
T e T, := (T >. T heisst minimaler Operator zum Paar
(To,‘l‘ ), T, heisst maximaler Operator zum Faar (T‘,,T )

5.2 Satz: Sei (TO,T:,) ein formaladjungiertes Paar abge- .-
schlossener linearer Abbildungen im Hilbertraum H.

Wenn die Inversen T, und T ™% auf R, und Rr existie-
Ten und als Abbildungen von (R ,l 4 {Ry, ) und

(B_\_ bkl Ry ) in H kompakt sind, gibt es eine abgeschlos-

sene Erweiterung T von T, mit kompakter Inverser auf H

und mit T, « T = T,.

7um Beweis: Ein entsprechender Satz ist in 131 als
Theorem 3.5 fur Paare formaladjungierter linearer Abbil-
dungen in reflexiven Banachraumen bewiesen. Der Beweis -,
ibertragt sich auf den Fall eines Hilbertraums, bei dem
T, durch die Hilbertraumadjungierte definiert ist.
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Die Operatoren A: L (‘R“)JCOO(Rn Ysur> L(u) + pue I (R)

und : L (Rﬂ )DCw
i 2 (R")sue L(u +
mit L(u) = > a D% ) + Due L(R)
f(u) _ Wwigr ?
T e eLD U, 2,eCfUr {o} < r, p:R —> € mess-

bar und lokal wesentlich beschrankt
bilden in L,(R") ein formaladjungiertes Paar, wie man
durch partielle Integration sieht. Es folgt leicht, dass
auch die Abschliessungen e1n formaladaunglertes Paar in

L,(R") bilden.

Wenn A die Voraussetzungen - von Satz 4 2* eri‘ullt SO
auch A' mit den gleichen Konstanten k, und k in den Ab-
schatzungen. A und A' haben dle kEE und erfiillen- ( siehe
Beweis von Satz 4.2 ):

Y : ] ‘

ueCy (R ): fR‘, (Re p + k + ’1)1th <
Re(A(w),uw)  (wmy + (e, + Xk o+ ’l)]lull'_ @y, =
Re(A' (u

(A'( ),u)le.\) + (& + X + ’I)l\ullL ).

Daher gibt es ein k efR
. €R, sodass fir 4 + k, I
A" + k,Id gilt: are ume

V ueC®(R'): !R,,\ulz < Re((4 + k4Id)(ﬁ‘),u)L1<m“) =
Re((4a' + x L) (w) u)L R .

~Wegen Lemma 2.9 haben A + x,Id und A' + k,Id die XEE,
sie bilden ein formalad,junglertes Paar.in L,(K ), weil
(A, ) eines ist. Die Abschllessungen ’—mifd u.;d *
I T E,Td haben nach Lemma 2.4 auch ‘die kEE, und sie
bilden ein formaladjungiertes Paar in L,.(R ). fus 4 .
Abschatzungen oben ergibt sich durch Abschliessen aenh
die Injektivitat von md und m. Nach -
Lemma 2.7 erfiillen & + X,Id und m alle Vor
setzungen von Satz 5.2. Deshalb existi;rt eine ab :us—
schlossene surjektive lineare Fortsetzung T von Ag i
nit k% Inverser T"% ung m1t ’ k Id
T e +kTIa)* = (& ' |
(A 4 kﬂI@)* (a4 +(1i Id;,‘l:: I@) ) ((A ’ k1Id>* e
Damit ist fast bewlesen,- dabss gilf:
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ol
5.3 Satz: Der leferentlaloperator A u \—-—)Z\Q_ a D u + pu

in LQ_(R ) mit Definitionsbereich c® SR, a,¢c fur el <r
und mit p messbar, lokal wesentlich beschrankt und den Ei-
genschaften

i) Rep > -k fiir ein keR und Re p(x) —> +o ,

ii) Re Z.T_q 2u g res g e

besitzt eine abgeschlossene lineare Erwe:_teru.ng Ag mit
den Eigenschaften

13i) Ag = A4, = (AN

iv) ?(A?) * ga

v) ¥e g>(A§):‘R(Ag ) ist kompakt.

+

Beweis: Fur A9:= T - k, I8 gilt: Ag. ist abgeschlossen, _
~ke(Ae) R(Ag,-k4) = 7% ist kompakt, also sind alle Re-
solventen kompakt. Aus T ':m =’Z\:+ k,Ida ( leicht zu
sehen ) folgt G Ag.

Es gilt: T < (A + k,Id), = 4, + k,Id.

Beweis der Gleichung: Wegen (A + k,Id), = (& + kAId)*
uﬁd wegen A, + kK, Id = A . k, Id ist zu zeigen:

(& + x,I)" = A" + k,Id. - Dies wird im Lemma 5.4 be-
wiesen, damit erhalt man:

Ag =T~k Id<4, Satz 5.3 ist bewiesen.

5.4 Lemma: T: H>D_ —> H sei eine dicht definierte lineare

Abbildung im € -~ Hilbertraum H. Dann existieren fur alle
* .

ce € die Hilbertraumadjungierten (T + c¢Id) , und es gilt:

T* + ¢Id = (T + cId)*

N ' - »
Beweis: xteDT*+214 = Dow = (¥ xeD: (B(x),x ) = (%, T" (N

" - %
= (¥ xed.: ((T + eId)(x),x*) = (x,T7(x*)) + (x,ex") =
(x,(T* + 3IA)(D)) = _
2 (xF) = (TY o+ I (%M.
x€D 1, c1ays A (P + cId) " (x") ( + ) ( -
Bleibt zu zeigen: D(-r+ ey D‘\"‘«-Eld' Fur xeD(_‘_+ 1™

folgt:

y
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(V xeDy, o = Dz ((T + oIa)(x),x*) = (x,(T + cIQ)* (D) Ao
((T + eTdA)(x),x7) = (T(x),x*) + (cx,x™)) =
(VY xeDo: (T(x),x*) = (x,(T + oId)* (x*) - (x,3x%) =
(x,((T + eIa)" - 3IA)(x"))) =

*
X ED.\_* = D-r"+EId’

5.5 Korollar: Der Differentialoperator A erfulle die

Voraussetzungen in Satz 5.3. Dann gilt:

i) GP(K) ist in € diskret ( und damit hdochstens abzshl-
bar ),

ii) es gibt eine abgeschlossene Erweiterung A von A mit
= Ag = Ay, sodass G'(A ) in € diskret :Lst und dass
gilt: G(A ) =6 (As)

Fir alle Ae( ist Ao -AId ein Fredholm - Operator
vom Index Null.

Beweis: ii) folgt aus Satz 5.3 und aus Satz 2.13. i)
folgt aus ii) mit GP(K) = eCl0 < dim Ny ,qq <3 ©
$2€€|0 < dim N5s-o\1a} c G’(Ag) =&, (Ag).

Der Beweis von Satz 5.3 beruhte auf dem Nachweis der kEE
und der Injektivitat fur die Operatoren md und
m. Die Injektivitat ergab sich aus den Realteil-
voraussetzungen. Wie oben kann man deshalb unter zusitz~
lichen Voraussetzungen fur die Existenz eines formalad-
Jjungierten Paares (4,4") fiir die Operatoren A von Satz 4.9
ein Analogon zu Satz 5.3 beweisen.

Wenn der Anteil lg;slma&D“' noch gleichmidssig stark el-
liptisch in Q1 ist und wenn die a, in Q) beschrinkt sind,
gilt sogar Q(X) + § ( siehe Theorem 24 in [4#71 ), und
deshalb nach Lemma 2.12, Satz 2.13, Satz 4.9 ( siehe
auch die Bemerkungen nach dem Beweis von Satz 4.9 ):

§(3) = 6,(&) ist in € diskret, fiir alle neC ist & - 2Id

- ein Fredholm - Operator vom Index Null.

Wenn die Differentisloperatoren A = L + P, die die
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Voraussetzungen von Satz 5.3 erfiillen, eine Friedrichs -
‘Erweiterung A, besitzen, so hat auch A, die KEE.
Friedrichs - Erweiterungen sind regular akkretiv und ha-
ben deshalb nicht - leere Resolventenmengen. In diesem
Fall hat also eine konstruierbare Erweiterung von A dis-
kretes Spektrum.
Das soll nun gezelgt werden.

Seien H, und H €~ Hilbertraume und sei e: H, - H eine
stetige, lineare und injektive Abdbildung mit g?ﬁ:) = H.
Sei a:H, x H, — € eine beschrankte Sesquilinearform.
Setze
Dy, := ®eR\ I yeH VY x,eH,: ae™(x),x,) = (y,e(x4))H}.
y ist dann zu xeD eindeutig bestimmt, da g(H4) dicht
in H ist. Daher definiert DTanne-yEH eine lineare Abbil-
dung T, in H. T, heisst der zu a assozilierte Operator.

5.6 Definition: Eine lineare Abbildung T im € -~ Hilbert-
raum H heisst regilar akkretiv, wenn existieren:

ein € - Hilbertraum H, und eine stetige lineare injektive
Abbildung e von H, in H mit dichtem Bild,

eine beschrankte Sesquilinearform a auf H, x H,mit

(3 New:, 3 cew{:\f xeH, ¢ uxAllt4 < c(Re a(x, ,x,) + Nl[e(xA)ll:),
und wenn T der zu a assoziierte Operator ist.

5.7 Lemma: Ein regular akkretiver Operator in H ist abge-

schlossen.
Beweis: Siehe Theorem 6.14 in 161, S. 29.

5.8 Satz: Seien H, und  C - Hilbertraume. H, sei durch
eine Abbildung e stetig, linear und mit e(H,) = H in H
eingebettet. Sei U € H, ein dichter Teilraum. Sei T ein
linearer Operator in H mit Dy = e(U). Es gebe eine be-
schrankte Sesquilinearform a: Ux U —» € mit:

3 ceRL I Ne®, ¥ uel: lul, < C(Re a(u,u) + Nhe (I} ),
und es gelte: )
YV uelU Y xeD.: ae™ (x),u)

=

(T(x),e (W),

/M(a) 1= {xee(U) = DT]\a(e“A(x),e'A(x))\ s x <1t =M
und damit fur alle ¢ « R’ F
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Dann lésst sich a stetig zu einer beschrankten Sesqui-
linearform ag auf Hy x H, fortsetzen, und der zu ag
assoziierte Operator T. in H ist regular akkretiv mit a_
als zugehoriger Sesquilinearform. a. erfiillt auf H, die
gleiche Abschatzung wie a auf U.

Te heisst Friedrichs - Erweiterung zu T.
Beweis zu Satz 5.8: Siehe Theorem 6.6 in [16] , S. 24.

5.9 Satz: Sei T: H>D_ —> H reguldr akkretiv. Dann gilt
&(T) = {ne€C|Re A > -N} mit der Konstanten N aus der re-
gular - akkretiv - Abschatzung der zugehdrigen Sesquili-
nearform.

Beweis: Siehe S. 25, S. 26 in [16] und Lemma 5.7.

Insbesondere haben also Friedrichs - Erweiterungen
nicht‘— leere Resolventenmengen.

5.10 Satz; T erfille mit einer Sesquilinearform a die
Voraussetzungen von Satz 5.8. Es gelte DT = e(U), und es
sei die Menge MM, := {xeDTll(T(x),x)Hl + uxni <11
relativkompakt in H. :

Dann hat TF die kEE.

Beweis: Wegen ixeDT%l_uxﬂTF <1t
{xeDr. flac(e™ () ,e™ 1N + 4xW]
("mer, weil ta (e "(x),e™ (%))
27T (O + 2702 )

folgt die Behauptung aus der Relativkompaktheit von
M(ag) := {xeDT%\)aF(e‘4(x),e'4(x))l + NXdi < 1%. -
Nach Voraussetzung ist M, relativkompakt in H, also
auch

243}
(T (x),x) | <

A N

T

4
Ma,e) = {xee(U)] lale M (x),e*(x))] + uxu: < et = c*M(a) .
Die Relativkompaktheit wvon M(a.) folgt nun aus:
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3 ceR: M(a.) < M(aje).
Beweis davon: Sei xelM(ap). Wegen
le=t ()W, < C(Re agle™(x),e™"(x)) + Nix i)

A4 . _
- da xeM(a) <= Dy < e(H,) nach Konstruktion der Fried
richs - Erweiterung als assoziierter Operator zu a; -

2 .
< O + D (I(agle™t (x),e™ (X)) + l\xll“)._<_ e(N +"l),
;egen T = H, und der S’cetigkeit von € gibt es eine Folge
(u, ©a Joen in T mit u AR e~ *(x) und e(u(w ) —> X,
ne

(x) fir alle neN.
Mo <2 und W M <O+ M) 41 g

Zu zeigen bleibt:

JceR V xeM(ay) V neN: e(u:’d ) € M(a,c).

Es gilt: '

Y xeM(ag) ¥ neN: e(u® Yee(U) = D A

laCe (e )Y, e (@SN + Ne®® Ny <
E(a)lu ()0\\\_\4 + ne@® )\\’t( < E@)[e + 1) + 1] + 2,

weil a auf U x U beschrankt ist, und nach Wahl der Folgen

x)
<u\: )n-GN’

}]
Mit ¢ i= KGN + 1) + 11 + 2 folgt e(ud JeM(a,e)
fur alle xcM(a.), mit e(uf\’q ) > x gilt also M(a.) < Mia,ci‘)

damit ist der Satz bewiesen.

Far Differentialoperatoren & = L + P, die die Voraus-
setzungen von Satz 5.3 erfullen, ist:dié-Menge MA rela-

tivkompakt in H := L,(R"):

Wegen Satz 4.6 sind die Voraussetzungen von Satz 4.5 er-
£U11t, dsher die von Satz 4.2. Man geht wie im Bewels wvon
Satz 4.2 vor und erhilt die Abschatzungen:

Vued,: fgn (Re p + k + Djul’ _<_2 (k, + Il + 1)
(Re(A(w),w)y, (wy + Wuljm) und: n
3 :® — R5: s(0) = 0 A s in O stetig) V ued, Vel :

i 2
(Rnlu« v 1) - ult < s(t)[Re(A(u),u)le) + (k, + (DIl

Daraus folgt:

b ]
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Y e, : felBe p + k + Diu® <k, + & + 1, und:
Vuel, ¥ 6e®": (fluC + 8) - w?)E < s30) (ke + a1’

Mit den vorausgesetzten Grenzwerteigenschaften von Re P
und mit s(0) = 0, s in O stetig erhalt man aus Satz 3.1
die Relativkompaktheit von M ( M, ist beschrinkt, da

< (Einheitskugel in L,(®")) nach Definition von M, ).

H:Lnrelchende Bedingungen dafiir, dass 4 die in Satz 5.10
benctigten Voraussetzungen von Satz 5.8 erfiillt, werden
in [16] angegeben. Diese Bedingungen sind mit den Voraus-
setzungen in Satz 5.3, die die Relativkompaktheit wvon M
garantieren, vertraglich.

2.11 Satz: Sei ein Polynom L(-): R >€ &-—-) Za Ee(f mit
a8 gegeben mit:

3 cer" I meR VEer: {Im L($) < C(Re L(§) + M).

Sei p:R' = ¢ messbar, lokal wesentlich beschrankt gege—
ben mit:

~ min(Re p,0) beschrinkt A 3 C,‘€IR+:

IIm pi < C, (max(Re p,0) + 1).

Dann bes:.tzt der Differentialoperator
A: u > %r auD u + pu in L, (& ) mit Definitionsbereich
C%(R") eine Friedrichs - Erweiterung Ay in L,(R"). A er-
fullt die Voraussetzungen in Satz 5.8.

Beweis ( Reduktion auf Theorem 2.2, S. 123 in [46] nach
M. Schechter ): Flir 4 sind die Voraussetzungen von Satz
5.8 zu konstruieren. Setze H := L,(R"), U := Co(R™).

Die Sesguilinearform

(oo dy Gpog) = f (Re L(-) + M + NFyFy + f zax(Re p,0)pi
macht U zu einem Skalarproduktraum (w,(., )U).
Sei d, die Vervollstandigung von (U, (. » J,) in H, also

= {feH| 3 (u, Yaen Cauchyfolge in (U, (., ) )i u ——>i‘}

Wegen (pelU c H, = Utpﬂ = \l\pl\L w0y = IFpl” L S (ep) =

ll\pll ) ist H, , versehen mit der stetigen Fortsetzu.ng

(-, ), von ( )y auf H < Hjals Skalarprodukt, ein

Hilbertraum, und die Elnbettung e: Haxw> xeH ist stetig
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mit dichtem Bild ( H<T = a(U) < (&) ).
Nach Konstruktion ist U in H, dicht.
‘ a(lp,\.\.\) = (A(\Q),Lg)‘_zm") fur ¢ und w aus U definiert auf
U x U eine Sesquilinearform. Es gilt e(U) = U = D, und:
VeeU VyeD,: ale™ (),9) = (Ale),e(9))y -
Damit folgt die Behauptung von Satz 5.11 aus Satz 5.8,
wenn noch gezeigt werden kann:
i) a ist auf U U beschrankt beziglich %-t, ,
ii) 2CeR, ANeR] ¥V uel: Wull < C(Re alu,u) + Nue(u)u ).
Diese beiden Aussagen ergeben s:.ch nach Theorem 2.2 in
161, S.1423 aus den Voraussetzungen an L und p. Die
garantieren im wesentlichen, dass die mit L + P defi-
nierte Form a durch die nur mit Re L(:) und Re p defi-
nierte H, - Norm abgeschatzt werden kann. Die Foréeru.ugen
an L und p, die das Wachstum der Real- und Imaginarteile
verkniipfen, konnen noch abgeschwicht werden - vergleiche
Theorem 2.% in [46] , S. 123. . o
Speziell bedeuten sie fiur L(-) mit &(L) = L(R"):
s(I) c1ze€l{In z < C(Re z + M}. Satz 5.11 und Satz 5.9
sagen dann: Wenn G(f) in einem Winkelgebiet liegt, dann
gibt es eine Erweiterung (L + P)F von L + P, deren
Spektrum in einer Halbebene liegt.

Ze(L)Z Zemo”
G / ’d ’////////L/‘

1M

o
5.12 Korollar: Sei L(-): IR“a% i—ylz;_sra&gect ein Polynom
mit komplexen Koeffizienten wund den Eigenschaften:

i)  Re L(\%)l Se
ii) I CeR 3M€R+ V%“‘- |Im L(§)| < C(Re L(§) + M.

Sei p:K - € messbar, lokal wesentlich beschrankt, und s

es gelte:

iii) Re p(x)>+>
: ixil— @

a2 . ‘ ol
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iv) 3 C,e¢R: |Im p\ < C, (max(Re p,0) + 1). )

Dann hat der Differentialoperator A: u t——)l::‘_<r a,D u + pu
in L (R ) mit Definitionsbereich CL(R*) eine Friedrichs —
Erweiterung A. mit kompakten Resolventen. Fur das Spektrum
(&) 8ilt G(A.) =S, (A.), es ist hochstens abzahlbar,
diskret in € und liegt in einer Halbebene {z¢¢C|Re z > k}
mit keR. Ap -AI& ist fiir alle AeC ein Fredholm - Operator
vom Index Null. ) .

Fiir 4 gilt: 4 -AId ist fir alle AeC ein Semi — Fredholm-
Operator mit endlich-dimensionalem Kern.Gp(K) ist hochstens
abzahlbar, diskret in €, enthalten in einer Halbebene
fzeClRe z > k} mit ker. Bs gilt 6 (%) =6, (1) u 5 (D).

Beweis: Die Existenz wvon Ap folgt aus Satz 5.11, ebenso,
dass die Voraussetzungen von Satz 5.10 ausser der Relativ-
kompaktheit von M, ei-i‘iil}l't sind. Die folgt aus den Bemer-
kungen vor Satz 5.11 - Satz 5.10 gibt dann die kEE von A,
Satz 5.9 liefert ¢(A¢) + £ wnd S (4,) = {zec|Re z > k}
fur ein keR. Lemma 2.12 und Satz 2.13 ergeben die Ubrigen
Behauptungen uber A%. ‘

GP(X) c GP(AF) folgt wie im Beweis von Korollar 5.5.

A hat die KEE nach Satz 4.6 und Satz 4.5, daher % nach
Lemma 2.4 und & - ‘AId fur alle ne€ nach Lemma 2.9.

Satz 2.5 erglbt dass alle L -AId Semi - Fredholmopera-
toren mit endllchem Kern sind, da sie abgeschlossen sind.
Satz 2.1 liefert 6(4) = &,(X)u s, (X).

Die Relationen 4, = % und A = x lassen sich durch Ei-
genschaften von & funktionalanalytisch charakterisieren:

5.1% Lemma: Sei T: X>D,. —> X eine abgeschlossene lineare
Abbildung im Banachraum X uber c. Sel T, eine abgeschlos-
sené lineare Fortsetzung von T mit der KEE und mit nicht-
leerer Resolventenmenge Q(Tf). Dann sind die folgenden

 Aussagen aquivalent:

l) T = T{ .
ii)  o(T) £ &,
1ii) 3nel: T -AId Fredholm - Operator vom Index Null,
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iv) FAe€: T ~AId surjektiv.

Beweis: " i) =p ii) " ist klar.

"ii)=» iii) ": Mitv Tf‘hat ? die kEE wegen

1 (1xeDelvxn, < 1}) = fxeD lixip < 1} €

{xeDT{\“qu¥-s 1% = i\-f(igm)u\ux\\,.f < 1}).

Lemma 2.12 und Satz 2.13 geben mit @ (T ) ¢ £ dann iii).
"oiii) =ii) " Tf - AId ist dann eine abgeschlossene li-
‘neare Fortsetzung von T -AId, und beide sind Fredholm -
Operatoren vom Index O. Nach Theorem 3.4, S. 12, [6]

folgt T{ =X Id = T -AId, daraus T, = T.

Wegen Lemma 2.12 und Satz 2.13 gilt™" 1) =>iv) ".

"oiy) ==1i3i) ne T ~nId surjektiv-_?' T-f -AId surjektiv =>
( da nach Lemma 2.12; Satz 2.1% Fredholm - Operator vom ;
Index O ) o ‘ j
T¢ -nId injektiv=sT -2 Id injektiv T -AId Fredholm - |
Operator vom Index Null.
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