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1. Einleitung & Grundlagen

1.1. Aufgabenstellung

Die Herstellung von Kegelréddern erfolgt traditionell mit Spezialwerkzeugen. Durch die
aus dem Herstellungsprozess resultierenden Zwangsbedingungen miissen Einschrankun-
gen an die Abrollgeometrie der Zahnriader in Kauf genommen werden. Die Freiform-
herstellung mittels Universalmaschinen ermoglicht es dagegen erstmals mit einer hin-
reichenden Genauigkeit eine beliebige Zahnradgeometrie zu erzeugen. Es stellt sich nun
ganz natiirlich die Frage nach einer vollstindigen geometrischen Analyse der Abrollung
und einer darauf aufbauenden expliziten Berechnung der Verzahnungsprofile. Da fiir die
verwandten Stirnrdder bereits eine solche Berechnung existiert, [1], bietet es sich an, be-
stehende Konzepte auf Kegelrdder zu iibertragen. Dafiir miissen die Betrachtungen aus
der ebenen Kinematik in die sphérische Kinematik iiberfiihrt werden. In der Geome-
trie ist bereits ein allgemeines Verzahnungsgesetz und seine Anwendung fiir Kegelrader
bekannt, [37]. Diese Arbeit hat damit die folgende Zielsetzung:

e Die bestehenden Rechenverfahren fiir Stirnrader sollen untersucht werden.

e Analog sollen explizite Rechenverfahren fiir Kegelrdder entwickelt werden, welche
sich an der geometrischen Beschreibung des allgemeinen Verzahnungsgesetzes ori-
entieren und somit im Grenzfall die Stirnradtheorie beinhalten.

e Die (Kreis-)Evolventenverzahnung stellt den Standard fiir Stirnrdder dar. Es soll
iberprift werden, inwiefern sich die bekannte Kugelevolventenverzahnung als ein
Standard fiir Kegelrader nutzen lasst.

e Fiir die Herstellung mittels Universalmaschinen soll eine effiziente Darstellung der
Verzahnungsgeometrie gefunden werden.

1.2. Grundsatzliches zu Zahnradern

Ein Zahnrad ist ein Maschinenelement zur Ubertragung von Drehmomenten. Beim paar-
weisen Einsatz rotierend gelagerter Zahnrider erfolgt die Ubertragung durch den Kon-
takt aus dem Grundkorper hervorstehender, miteinander kimmender Z&hne. Die Form
des Grundkorpers und die relative Lage der Zahnrider bestimmt die Art des Zahnrad-
paars. Die gebrauchlichsten Arten von Zahnradpaaren werden in Kapitel 1.2.1 vorgestellt.
Daran anschliefsend liefert Kapitel 1.2.2 ein Beschreibung wichtiger Zahnradbegriffe. In
Kapitel 1.2.3 wird die historische Entwicklung der Zahnréder beschrieben, die zu den
in Kapitel 1.2.4 bzw. 1.2.5 beschriebenen traditionellen Herstellungsverfahren fiir Stirn-
und Kegelrader gefiihrt hat.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

1.2.1. Arten von Zahnradern

Das meist verwendete Zahnrad hat als Grundkorper einen Zylinder und wird als Stirn-
rad bezeichnet. Zwei Stirnrdder mit parallelen Drehachsen bezeichnet man als Stirn-
radpaar. Ein Stirnradpaar ist ein sogenanntes Walzgetriebe, da die beiden Grundkérper
geometrisch sauber aufeinander abrollen kénnen. Demgegeniiber stehen Beveloidradpaare
aus zwei Stirnrddern mit sich schneidenden Drehachsen oder Schraubradpaare aus zwei
Stirnrddern mit windschiefen Drehachsen. Eine Zahnstange besitzt als Grundkorper eine
Ebene und kann als Stirnrad mit unendlich grofem Radius betrachtet werden.

Abbildung 1.1.: Ein Stirnradpaar und ein Zahnstange.

Sollen sich schneidende Drehachsen mit einem Walzgetriebe realisiert werden, wahlt man
als Grundkorper einen Kegel bzw. Kegelstumpf. Die entsprechenden Zahnrader werden
als Kegelrider bezeichnet. Zwei Kegelrdder mit passendem Achsenwinkel bezeichnet man
als Kegelradpaar. Werden zwei Kegelrader mit windschiefen Drehachsen verwendet spricht
man von einem Hypoidradpaar. Diese gehoren jedoch wie die Schraub- und Beveloidrad-
paare nicht zu den Wilz- sondern zu den Schraubgetrieben.

Abbildung 1.2.: Ein Kegelradpaar und ein Hypoidradpaar.

Neben den zuvor genannten Zahnradpaaren gibt es noch eine Vielzahl von Kombina-
tionen und Formen. Das Kronenradpaar beispielsweise besteht aus einem Stirnrad und
einem flachem Kegelrad, das Ellipsenradpaar besteht aus unrunden Stirnrddern und das
Schneckenradpaar besteht aus einem Stirnrad und einem Gewinde. In dieser Arbeit be-
schrénken wir uns jedoch auf die geometrisch geeignetsten Wilzgetriebe, und analysieren
in Kapitel 2 Stirnradpaare und in Kapitel 3 Kegelraadpaare.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

Abbildung 1.3.: Ein Schneckenradpaar und ein Schraubradpaar.

1.2.2. Bezeichnungen

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber einige allgemeinen Begriffe zu Zahnridern. Spe-
ziellere Begriffe werden wir bei ihrer Verwendung in den jeweiligen Kapiteln definieren.
Eine vollstandige Liste von Begriffe und Bestimmungsgréfen findet sich fiir Zahnrader
im Allgemeinen in [17] und [20], fiir evolventenverzahnte Stirnrdder in [18| und fiir Ke-
gelrider in [19].

Zahnradpaar Ein Zahnradpaar besteht aus zwei Zahnridern in definierter Lage mit je-
weils einer definieren Rotationsachse.

Zahnradgetriebe Ein Zahnradgetriebe besteht aus einem oder mehreren Zahnradpaaren
zusammen mit den physischen Achsen, Achslagern und dem Geh&use.

Bezugsfliche Die Bezugsflache ist die Mantelfliche der Grundform eines Zahnrads. Die
Verzahnung wird gegen die Bezugsflache beschrieben und gemessen.

Walzfliche Die Wilzflachen eines Zahnradpaares sind gedachte Fliache die ohne Verzah-
nung dieselbe Abrollbewegung wie das Zahnradpaar beschreiben.

Wilzgetriebe Zahnradpaare sind Wilzgetriebe, wenn ihre Wilzflachen schlupfrei auf-
einander abrollen. In diesem Fall entsprechen die Bezugsflichen der Zahnréder den
Walzflachen des Zahnradpaares.

Schraubgetriebe Zahnradpaare deren Wélzflichen nicht schlupfrei aufeinander abrollen
bezeichnen wir als Schraubradgetriebe.

Leistungsgetriebe Leistungsgetriebe sind Getriebe die zur Drehleistungsiibertragung ein-
gesetzt werden. In diesem Fall ist ein hoher Wirkungsgrad besonders relevant.

Verzahnung/ Zahnflanke Die Verzahnung eines Zahnrads ist ein abstrakter Begriff fiir
die Form der Zahne gegeniiber der Bezugsflache. Die Zahnflanke ist die konkrete
Fléche einer Seite eines Zahns. Sie kann durch die Profillinie und die Flankenlinie
beschrieben werden.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

Nutzflanke Die Nutzflanke ist der Bereich der Zahnflanke der wiahrend der Abrollung
mit dem Gegenrad in Kontakt kommt.

Profilverschiebung Eine Profilverschiebung liegt vor wenn die Verzahnung nachtraglich
gegeniiber der Bezugsfliche verschoben wird. Strenggenommen sind Zahnradpaare
mit Profilverschiebung keine Wilzgetriebe.

AuBen-/ Innenverzahnung Bei einer Aufenverzahnung befindet sich der Grundkorper
des Zahnrads innerhalb des von der Verzahnung umschlossenen Bereichs. Die Zahne
zeigen somit nach Aufen. Bei einer Innenverzahnung befindet sich der Grundkorper
hingegen aufterhalb, die Zdhne zeigen somit nach Innen. Innenverzahnungen sind
nur fiir Stirnrdder gebréuchlich.

Abbildung 1.4.: Ein Spirograph bestehend aus einem innen- und einem aufenverzahnten
Stirnrad.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

1.2.3. Geschichte der Zahnrader

Die élteste geschichtlich nachweisbare Form von Zahnrédern stellen nach [15, S.221] die
altdgyptischen Gopel dar. ,[...[, ein Holzrad in dessen Umfang man Pflécke hineinsteck-
te.“ Diese groften, von Menschen oder Tieren betriebenen, mechanischen Vorrichtungen
waren eng mit dem Tretrad verwandt und kamen besonders in Miihlen zur Anwendung.
Bereits um das Jahr -100 existierte mit dem Mechanismus von Antikythera eine komplexe
mechanische Apparatur, die aus iiber 35 bronzenen Stirnrddern bestand, die jedoch nur
eine primitve Verzahnung besafen, welche nicht dem ebenen Verzahnungsgesetz geniigte.
Dennoch waren einzelne Zahnrader zu einem Differentialgetriebe zusammengesetzt, [9]
einer Getriebetechnik, die in den darauffolgenden Jahrhunderten wieder in Vergessenheit
geriet und erst um das Jahr 1500 von Leonardo da Vinci' erneut erfunden wurde.

Abbildung 1.5.: Rekonstruktion eines G&pels und des Mechanismus von Antikytera.

Die Form der Verzahnung fand erst um das beginnende 18. Jahrhundert grofseres Inter-
esse. Philippe de la Hire? entwickelte 1694 eine (Epi-)Zykloidenverzahnung die dem Ver-
zahnungsgesetz geniigte, [8, S.8]. Leonhard Euler® entdeckte 1760 die (Kreis-)Evolventen-
verzahnung, die bis heute den Standard bei Stirnradpaaren bildet, [6]. Das ebene Ver-
zahnungsgesetz wurde 1870 von Louis Saalschiitz* in seiner heutigen Form ausformuliert,
[14, S.21]. Fiir Kegelradverzahnungen hat sich dagegen ein von Thomas Tredgold® 1822
vorgeschlagene Verfahren durchgesetzt, das nédherungsweise eine Ersatzstirnradverzah-
nungen berechnet, [33].

!Leonardo da Vinci, italienischer Universalgelehrter, 1452-1519
2Philippe de la Hire, franzosischer Mathematiker, 1640-1780
3Leonhard Euler, schweizer Mathematiker, 1707-1783

4Louis Saalschiitz, deutscher Mathematiker, 1835-1913
®Thomas Tredgold, englischer Ingenieur, 1788-1829
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

1.2.4. traditionelle Herstellung von Stirnradern

Das wichtigste Herstellungsverfahren fiir Stirnréder ist das (Schraub-)Walzfrésen. Es
wurde 1897 von Hermann Pfauter® zum Patent angemeldet. Dabei wird eine Evolven-
tenverzahnung durch einen zylinderférmigen Schneckenfréser mit geraden Schnittflanken
erzeugt. Die Rotation des Schneckenfrisers entspricht somit der linearen Bewegung ei-
ner Zahnstange. Durch eine Schrigstellung des Walzfréisers kann dariiber hinaus eine
Evolventenverzahnung mit konstantem Schragungswinkel und entsprechend verédndertem
Eingriffswinkel erzeugt werden. Auch Profilverschiebungen sind mit einem Wiélzfréaser
realisierbar. Die Vorteile des Walzfrasens kommen besonders in der Grofsserienfertigung
zum Tragen, wenn sich das Spezialwerkzeug durch den Dauereinsatz rechtfertigt, [29,
S.434f].

Abbildung 1.6.: Ein Walzfraser und die schematische Darstellung des Schragwélzfrésens.

1.2.5. traditionelle Herstellung von Kegelradern

Den Beginn der maschineller Fertigung von Kegelrddern kann man in der 1882 von
Hugo Bilgram” entwickelten Kegelradhobelmaschine sehen. Erstmals wurde damit fiir
die Herstellung beider Kegelrdder ein verwandter Abrollprozess verwendet. Generell ist
die Herstellung von Kegelrddern entgegen der Herstellung von Stirnrédder in viele un-
terschiedliche Verfahren aufgeteilt. [11, S.22] z&hlt dabei zwdlf der wichtigsten Verzah-
nungsverfahren allein fiir Spiralkegelrdder auf. Aufgrund der unterschiedlichen Zwangs-
bedingungen durch das verwendete Werkzeug und dessen Bewegung erzeugt jedes dieser
Herstellungsverfahren eine grundverschiedene Verzahnungsform. Der iiberwiegende An-
teil der Verzahnungsformen weist eine konstante Zahnhdhe entlang der Zahnbreite auf.
Diese Eigenschaft steht in direktem Widerspruch zur sphérischen Kinematik des Ab-
rollprozesses, wie er in Kapitel 3 beschrieben wird. Heutzutage kommt als Werkzeug

SRobert Hermann Pfauter, deutscher Ingenieur, 1854-1914
"Hugo Bilgram, deutsch-amerikanischer Ingenieur, 1847-1932
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

meist ein rotierender Messerkopffraser zum Einsatz, der aufgrund seiner Rotationssym-
metrie nicht in der Lage ist, ein gleichméfiges Profil entlang der Zahnbreite zu erzeugen.
Die Starke der traditionellen Herstellungsverfahren liegt jedoch auch bei den Kegelra-
dern in der Grofiserienfertigung. Die Werkzeuge sind hochgradig spezialisiert, bis hin zu
sogenannten kontinuierlichen Verfahren bei denen gleichzeitig unterschiedliche Messer-
kopfe unterschiedliche Zahnliicken fertigen. Aufgrund der steigenden Leistungsfahigkeit
der Mehrachsbearbeitungsmaschinen gibt es fiir die Kleinserienfertigung neue Entwick-
lungen zur Emulation der bestehenden Herstellungsverfahren und damit der Fertigung
der traditionellen Verzahnungsformen durch Universalwerkzeuge.

Abbildung 1.7.: H. Bilgrams Kegelradhobelmaschine und ein moderner Messerkopffréser.

11/100



KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

1.3. Geometrische Grundlagen

1.3.1. Koordinatensysteme

Sei x ein Punkt in einem d-dimensionalen Vektorraum V iiber dem Koérper der reellen
Zahlen R. Zur eindeutigen Beschreibung der Lage von x kénnen wir verschiedene Koordi-
natensysteme nutzen. Ein Koordinatensystem ¥ ist definiert durch einen Ortsvektor, den
wir als Ursprung o bezeichnen und durch d Richtungsvektoren, die wir als Einheitsvekto-
ren E = (ey,...,eq) bezeichnen. Sind die Einheitsvektoren unabhéngig von @ sprechen
wir von einem geradlinigen Koordinatensystem. Der Punkt x lasst sich dann eindeutig
durch die folgende Linearkombination beschreiben:

r=o0+x1-€e1+...+xq-€q.

Wir bezeichnen die Koeffizienten z1,...,z4 € R als Koordinaten des Punkts x, und
definieren das Koordinatensystem

il I
Y= | eRijo+E| : | eV p =RL

Ld Ld

Mochten wir @ in ¥ darstellen, konnen wir den Punkt mit seinen Koordinaten identifi-
zieren und schreiben @ = (21,...,24)" € X.

Die Einheitsvektoren sind genau dann orthonormal wenn det E = +1. In diesem Fall
sprechen wir von einem rechts- bzw. linkshéndigen affinen Koordinatensystem. Ein ge-
radlinigen, affines Koordinatensystem bezeichnen wir als kartesisches Koordinatensystem
und verwenden im folgenden die Notation X.

Polarkoordinatensysteme

Auch nicht geradlinige, sogenannte krummlinige Koordinatensysteme konnen durch die
Angabe des Ursprungs und der Einheitsvektoren beschrieben werden. Am gebrauchlichs-
ten sind das zweidimensionale ebene Polarkoordinatensystem © und das dreidimensionale
raumliche Polarkoordinatensystem ©. Beides sind rechtshéndige affine Koordinatensys-
teme, wie wir an den Einheitsvektoren £ und E sehen konnen.

coso —sin R cospsinty —singp —cospcosy
= <sin I o8 SO) , E = |sinpsingy cosy —singpcosd
? v cos v 0 sin v/

Dabei bezeichnet man den Parameter ¢ € [0, 27) als Azimutalwinkel und den Parameter
¥ € [0,7) als Polarwinkel. Zusammen mit einem weiteren Parameter dem Radius r € R
ist der Punkt & = r- (cos ¢, sing)’ € X bzw. & = - (sin? cos , sindsin g, cos?)’ €
eindeutig bestimmt. Umgekehrt lassen sich aus einem Bezugskoordinatensystem 3 die
Parameter wie folgt berechnen.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

2 2 2 £ e
={ vt o e,
x] + 75 fir ©

0 fir- z1=29=0
- .
o= arccos i fir zo>0 e (R/277),
27 — arccos —=2t= fiir 3 <0
T]+T5
Y= 5 —arctan —-22 € [0,7] C R.

Die Polarkoordinaten werden auch als Kugelkoordinaten bezeichnet, da ihre Parame-
terlinien den Kugelradien entsprechen bzw. auf der Kugeloberfliche verlaufen, wie in
Abbildung 1.8 zu sehen ist.

Abbildung 1.8.: Ein Punkt P in einem Polarkoordinatensystem mit einigen Parameterli-
nien.

Homogene Koordinatensysteme

Homogene Koordinatensysteme dienen der Beschreibung eines projektiven Raums P?. Die
Element von projektiven Riumen sind Aquivalenzklassen beziiglich skalarer Multiplikati-
onP? 5 & ~ A& € P? fiir A € R. Diese Eigenschaft wird haufig in der Computergeometrie
genutzt um affine Abbildungen durch Matrixmultiplikationen darzustellen. In Kapitel 4.2
nutzen wir homogene Koordinaten, um inhomogene Gleichungssysteme in h6herdimensio-
nale homogene Gleichungssysteme zu iiberfithren. Die Riicktransformation erfolgt mittels
einer Zentralprojektion auf die Einheitssphére.

i) x
1
Cod ToT1 d
H P>z := =1 | eR
x
ToTq d
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KAPITEL 1. EINLEITUNG & GRUNDLAGEN

1.3.2. Momentanpol

Seien 1 und X5 zwei relativ zueinander bewegte Koordinatensysteme. O.B.d.A betrach-
ten wir 3; als ruhendes sogenanntes Rastsystem und Yo(t) als bewegtes sogenanntes
Gangsystem beziiglich des Parameters t. Wir nennen einen Punkt g Fixpunkt in 39
wenn 0 = %g € 3y 2 R? Der Punkt g folgt damit einer zwangsliufigen Bewegung dem
sogenannten Zwangslauf 39 /31. Der Satz von Chasles 2] besagt nun:

HIn jedem Augenblick einer zwangldufigen Bewegung eines starren ebenen Systems bilden
die Bahnnormalen aller Systempunkte, ein Strahlbiischel, dessen Zentrum das Momen-
tanzentrum heifst.

Anschaulich, wenn auch etwas unscharf, konnen wir nach [36] dieses Zentrum als Pol
einer ,infinitisimalen Drehung betrachten. Wir bezeichnen das Zentrum daher auch als
Momentandrehpol der Bewegung. Dieses Kapitel bietet nur einen sehr kurzen Einblick
in die Theorie der Kinematik. Fiir ein tieferes Versténdnis seien die Biicher [36] und [13]
empfohlen.

1.3.3. Kontaktbedingungen

Zur Ermittlung einer passenden Verzahnung gehen wir in der Theorie von starren un-
verformbaren Zahnflanken aus. Im Allgemeinen beriihren sich zwei Flachen im Raum,
wenn sie in einem Punkt eine gemeinsame Normalebene besitzen. Findet in jeder noch so
kleinen Umgebung um diesen Punkt kein weiterer Kontakt statt, sprechen wir von einem
Punktkontakt. In Kapitel 2 und 3 betrachten wir die Abrollbewegung dagegen einzeln
in ebenen Schnitten bzw. Kugelschnitten. Durch einen kontinuierlichen Punktkontakt in
mehreren zusammenhéngenden Schnitten erreichen wir insgesamt einen Linienkontakt
im Raum.

In der Praxis sind Zahnflanken jedoch elastische Korper, die sich durch den Kontakt ver-
formen. Der Kontakt fester elastischer Korper wurde in [10] ndherungsweise berechnet.
Demnach herrscht die héchste Spannung im eigentlichen Kontaktpunkt um den sich eine
Kontaktellipse ausbreitet. Liegt in der Theorie ein Linienkontakt vor, so verkleinert sich
diese Spannung, die man als Hertzsche Pressung bezeichnet, mit der Lénge der Kontakt-
linie.

Neben der Form der Verzahnung ist die Abrollung auch von praktischen Parametern wie
der Schmierung des Zahnradpaares abhéangig, [5]. Auch Einbau- und Herstellungsabwei-
chungen haben einen grofsen Einflufs auf die Abrolleigenschaften. Um die Verzahnung un-
empfindlicher gegeniiber Abweichungen zu machen, werden iiblicherweise Verzahnungs-
modifikationen aufgebracht. Diese Modifikationen orientieren sich an den traditionellen
Herstellungsverfahren. Thr genauer Einfluft insbesondere bei der Freiformherstellung be-
darf noch weiterer eigensténdiger Untersuchungen, und ist nicht Gegenstand dieser Ar-
beit.
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1.3.4. Die Verlustleistung
Die verschiedenen Anteile der Verlustleistung

Nach [21] setzt sich die momentane Verlustleistung Py eines Getriebes aus verschiedenen
Anteilen zusammen. Zuerst wird hierbei die lastabhéngige Verlustleistung Py p von der
lastunabhéngigen Verlustleistung Pyo abgespalten.

Die lastunabhéngige Verlustleistung wird haufig auch als Leerlaufverlust bezeichnet. Sie
entsteht in verschiedenen Getriebeteilen durch praxisbedingte Umgebungsvorraussetzun-
gen. Dies kann eine Quetschung des Schmiermittels in Verzahnung, Lagern und Kupp-
lungen, Reibung von Dichtungen auf den Wellen oder sogar die Leistungsaufnahme von
zusétzlichen Bauteilen, wie z.B. einer Pumpe fiir den Tansport des Schmiermittels sein.
Wie in [5] herausgestellt wird, ist eine genaue Berechnung von lastunabhéngigen Verlust-
leistungen ein schwieriges Unterfangen, sodass in der Regel auf Messungen oder starke
Néherungen zuriickgegriffen werden muss.

Die lastabhéangigen Verlustleistungen koénnen weiterhin nach ihrer Entstehung in den
Zahnradern: Py zp oder in den Lagern: Py rp unterschieden werden. Fiir die Lager wer-
den von den jeweiligen Herstellern unterschiedliche Berechnungsverfahren vorgeschlagen.
Auch hier ist eine experimentelle Bestimmung maoglich.

Im Weiteren wollen wir uns mit den lastabhéngigen Verlustleistungen der Zahnrader und
insbesondere dem rein von der Verzahnungsgeometrie abhéngigen Zahnverlustfaktor Hy
beschiftigen.

Der Zahnverlustfaktor

Die momentane Verzahnungsverlustleistung Py zp lésst sich nach [24] rein auf die beim
Abrollprozess entstehende Reibung zuriickfithren. Sie entspricht, wie in [16] definiert,
dem negativen Skalarprodukt des antiparallelen Vektorpaares der Reibungskraft F', und
der Gleitgeschwindigkeit v,, also dem Produkt der Betrédge F;., v,.

Pyzp = = (Fr,vg) = [|F]| [vg] = Frvg.

Nach dem 2. Amontonschen Gesetz kann der Betrag der Reibungskraft zwischen zwei
Flachen durch das Produkt der Normalkraft F;, und eines Reibungskoeffizienten p dar-
gestellt werden.

Pyzp = pFhug.

Nach [21] wird zur Definiton des Zahnverlustfaktors die momentane Verlustleistung in
allen Kontaktpunkten eines Eingriffs, und damit iiber dem sogenannten Kontaktweg k,
gemittelt.

— P dk 1
PVZP = Jﬁ: = p/,an’Ug dk.
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Die Léange des Kontaktwegs wird als Eingriffsteilung p. bezeichnet. Wir gehen davon aus,
dass der Antrieb mit konstanter Leistung Py4 erfolgt. Nach [31] kann auch der Reibungs-
koeffizient p fiir die Integration ndherungsweise als konstant angenommen werden.

— 1 F,v
Pyzp = PAM/ PAg dk =: PapHy .

Die Gleichung definiert den Zahnverlustfaktor Hy = pie i F;—:g dk. Die Antriebsleistung
P4 lasst sich als Produkt der Antriebskraft in Tangentialrichtung F; und der Tangenti-

algeschwindigkeit der Rotation v; darstellen.

1 F,
HV:/7”@%.
Pe ) F1 v

Den Quotient aus der Gleit- und Tangentialgeschwindigkeit bezeichnet man als spezifi-
sches Gleiten ¢ = Z—i’

Abschliessend sei noch erwéhnt, dass bei der praktischen Berechnung in der Regel ein
in [21] beschriebenes Verfahren zum Einsatz kommt. Dieses Verfahren baut auf [22| auf
und verwendet lineare Naherungen fiir den Verlauf der Normalkraft und der Gleitge-
schwindigkeit. Die Ndherungen reduzieren den Einfluss der Verzahnungsgeometrie auf
den Zahnverlustfaktor soweit, dass ihre Verwendung im Kontext dieser Arbeit nicht sinn-
haft wére.
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2. Stirnradpaare

Ein Stirnradpaar ist ein Wélzgetriebe aus zwei Zahnridern mit parallelen Drehachsen.
Der Achsabstand wird mit d € R1\{0} bezeichnet. Die Bezugsflache eines Stirnrads ist
nach [17] ein Kreiszylinder. Genau genommen dient nur die Mantelfliche des Zylinders
als Bezugsflache. In dieser Arbeit werden nur Aufienverzahnungen mit einem Einbau
ohne Profilverschiebung betrachtet. Die Bezugsflichen der Stirnrdder sind somit auch
die Wilzflachen des Getriebes.

2.1. Ein Problem der ebenen Kinematik

Wir betrachten zwei Punkte des Stirnradpaares die zu einem beliebigen Zeitpunkt wéh-
rend der Abrollung in Kontakt zueinander kommen. Verfolgen wir nun die Bewegung
dieses Kontaktpunktpaares, so erhalten wir durch die Rotationen der beiden Stirnradder
um ihre jeweilige Drehachse zwei Kreise. Diese liegen durch die Parallelitat der Drehach-
sen in einer gemeinsamen Normalebene. Die Ebene ist durch ihre Lage auf der Zahnbreite,
der Schnitthéhe h € Ry der Drehachse, vollstdndig charakterisiert. Wir bezeichnen diese
Betrachtung als Stirnschnitt der Hohe h. Die Abrollung eines Strinradpaares kann somit
in einzelnen voneinander unabhéngigen Ebenen betrachtet werden. Man spricht hierbei
von einem Problem der ebenen Kinematik, [36].

Die Analyse der Abrollung kann damit 0.B.d.A. unabhéngig von der Zahnbreite, oder
bildlich gesprochen fiir unendlich diinne Z&hne, erfolgen.

Abbildung 2.1.: Ein Stirnradpaar mit der Trajektorie des Kontaktpunktpaars und dem
zugehorigen Stirnschnitt.
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2.2. Das ebene Verzahnungsgesetz

Das ebene Verzahnungsgesetz ist eine geometrische Bedingung an die Zahnform eines
Stirnradpaares, die einen kontinuierlichen Kontakt in einem Stirnschnitt ermdéglicht. Die
heute gebrauchliche Formulierung wurde 1870 von Louis Saalschiitz eingefiihrt, [14, S.22].
Die Grundlagen des Verzahnungsgesetzes sind aber bereits 100 Jahre frither bei Leonhard
Euler zu finden, [6]. Eine erste analytische Beschreibung des ebenen Verzahnungsgesetzes
erfolgte 2003 durch Gert Bér, [1]. Demgegeniiber verzichte ich in dieser Arbeit auf die
Verwendung der komplexen Zahlenebene, um die Verallgemeinerung zu Kegelrddern in
Abschnitt 3.2 zu vereinfachen.

2.2.1. Verwendete Koordinatensysteme

Als Bezugssystem definieren wir ein kartesisches Koordinatensystem Y3 mit Ursprung im
Drehpunkt 0y := (0, 0)" des ersten Stirnrads Sy im Stirnschnitt der Hohe h. Analog dazu
legen wir auch in den Drehpunkt oy := (0, d)T des zweiten Stirnrads So ein kartesisches
Koordinatensystem 3. Zu jedem Koordinatensystem ; definieren wir ein zugehdriges
Polarkoordinatensystem ©;.

xo x0 9 . 0 1 0)}
S = +E eR’mitog = (), Ey= :
(e () emmen= (o) 2=
23 = { ($3> 03 + E3 (113) € RQ mit 03 = <0> ,Eg = <1 0> } s
Y3 Y3 d 0 1

L ) ‘ A A 2 . _ [cosyi — sin p; '
0; = {(7'17 (Pz) o; +rie; € R° mit o;, F <sin<pi cos vy > Ez} .

S1 rotiere mit einer Drehgeschwindigkeit w1 = %(pl um o;. Sy rotiere mit dazu pro-
portionaler Drehgeschwindigkeit wy = —%1 = %gpg im entgegengesetzten Drehsinn um

05. Die Variable t reprasentiert die Zeit, d ist der Achsabstand und die Konstante u
wird als Ubersetzungsverhdltnis bezeichnet. Ein konstantes Ubersetzungsverhéltnis ist
nach [25, S.34ff] bei fast allen Getriebeanwendungen erwiinscht, und wird insbesonde-
re bei Leistungsgetrieben gefordert. Zu jedem Stirnrad definieren wir ein mitrotierendes
Koordinatensystem X1 (t) bzw. Xa(t), so dass X1(0) = Xy bzw. X2(0) = X3 gilt.

Y= x1> o1 + E, <x1 € R? mit o1, Ei(t) = C.OS (wit)  —sin (wit) ’
1 n cos (w1t)

)
sin (wit)
Sy 1= { <zz) 02 + Es (Z) € R? mit 0, Es(t) = (Z?ﬁ ((5%;5)) ::ilsn(a(uﬁ;)> } '
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A y3

r2=r3

3

w2t

V’ '

@l

vl ri=r0

wl-t

wl-t @0

o1: x0

Abbildung 2.2.
(a): Die Koordinatenachsen der kartesischen Systeme %;
(b): Die generalisierten Koordinaten der Polarkoordinatensysteme ©;

In einem Stirnschnitt bilden die Nutzflanken der beiden Stirnrédder ebene Kurven f und
g, die wir als Profillinien bezeichnen. Sie kénnen von der Zeitvariable ¢t unabhéngig im
mitrotierenden Koordinatensystem ¥»; bzw. 39 beschrieben werden. Das Verzahnungsge-
setz garantiert, dass sich die beiden Zahnprofillinien in einem Kontaktpunkt k(t;) zum
Zeitpunkt t; bertihren. Die Trajektorie des Kontaktpunkts in > bezeichnen wir als Kon-
taktweg k. Im Optimalfall sind sowohl der Kontaktweg als auch die Profillinien nach dem
Kontaktzeitpunkt parametrisiert.

k: R 3t — k(tx) € Xo,
f: RBtka(tk)Gzl,
g: RBtng(tk)ng.

Die Umrechnungen zwischen k, f,g und die Parametrisierung nach dem Kontaktzeit-
punkt werden in Kapitel 2.3 mithilfe des Verzahnungsgesetzes ausfiihrlich erldutert. Die
Koordinatentransformation von 3; in ¥; bezeichnen wir mit &;;.

3 3 T3
K30 : 233 — = + 03 € X,
20 <y3> <y3 + d> <y3> 8=0

x1 x1 cos (wit) — yi sin (wlt)> <x1>
K10 : 21 D — . =F € X,
1= <y1> (xl sin (wit) 4 y1 cos (w1t) 1 U1 0
(wat) — yo sin (wat) _E, <x2> ¥,
(wat) Y2

x I9 COS
K93 @ 29 D ( 2> — < 2 . >
Y2 o Sln

—~
~—

wal) + Y2 cos (wat
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2.2.2. Die Gleitgeschwindigkeit

Die in der Verzahnung eines Getriebes auftretende Gleitgeschwindigkeit v, ist nach [11,
S.60f] die Differenz der Tangentialgeschwindigkeiten der Rotationen der einzelnen Zahn-
rader. Um die Tangentialgeschwindigkeit v1 von S7 zu errechnen betrachten wir einen
Fixpunkt p; in ¥, und bilden die erste Ableitung nach der Zeit in .

d d —71 si —
o= 4 (rl cos (p1 + wﬁ)) . ( 71 sin (g1 +w1t)> o < xy()) €%,
0

- dtpl - dt rsin (1 + wit) r1cos (p1 + wit)

Analog bestimmen wir die Tangentialgeschwindigkeit vy von Ss.

v _ d ([ racos(p2 + wat) W —rzsin (2 + wat) oy [0t e
27 at \rysin (p2 + wat) +d 2\ rycos (2 + wat) 2 Zo o

Als Gleitgeschwindigkeit v, aus der Perspektive von Sp erhalten wir damit:

— _ _ _ d w2
Vg 1=V — V2 = wi < yo> — wo < Yo+ d) = (w1 —wo) < Yo wlw?) c Y.
ify o xo

Nutzen wir das Ubersetzungsverhéltnis v = —g—; erhalten wir die Darstellung:
d
vg:w1'7u+1 (_yo_'_"*‘l).
u i)

In Kapitel 1.3.4 benétigen wir fiir die Berechnung des Zahnverlustfaktors Hy das spe-
zifische Gleiten (. [21, S.39f] definiert dieses als Verhéltnis der Betrige der Gleit- und
Tangentialgeschwindigkeit.

Cuvgu\/(x%wa)-<u+1>2—2dyo'<u+1>+d2

ol (23 +13) - u?

2.2.3. Verzahnungsgesetz

Nach [21, S.34] muss die gemeinsame Normale der beiden Zahnflanken im Kontaktpunkt
den Achsabstand stets im umgekehrten Verhéltnis der momentanen Winkelgeschwindig-
keiten teilen. Diesen Zusammenhang bezeichnet man als Verzahnungsgesetz fiir ebene
Verzahnungen. Der Schnittpunkt der Normalen und des Achsabstands d wird als Wilz-
punkt ¢, der Kreis um o7 durch c¢ als Wilzkreis 1 und der Keis um oo durch ¢ als
Wilzkreis 2 bezeichnet.

Im Normalfall soll ein konstantes Ubersetzungsverhéltnis u = —% erzeugt werden. Der
Walzpunkt ist damit ein zeitunabhingiger Fixpunkt in Bezugskoordinatensystem 3.
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Satz 1 (Ebenes Verzahnungsgesetz) In einem Stirnschnitt besitzt ein Stirnradpaar zu
einem Zeitpunkt ty, genau dann einen Kontaktpunkt k(ty) # ¢, wenn auf jeder Profillinie
f,g ein Punkt f(ty) = g(tg) =: k(tx) existiert, sodass die folgende Gleichung erfillt ist.

(fte) — )" f(tr) =0=(g(tx) — )" g'(t)

Wird die Gleichung iiber ein Zeitintervall entlang einer Linie k von Kontaktpunkten
erfillt, so sprechen wir von einem kontinuierlichen Punktkontakt in diesem Stirnschnitt
entlang eines Kontaktwegs k.

Beweis: Die Relativbewegung v, der beiden Stirnrédder kann durch eine Rotation um

T
den Punkt ¢ := (0 ﬂ) € Yo mit Winkelgeschwindigkeit wy := w1 — wo ersetzt

? w1—ws2

vy = (w1 — ws) - (-yo - wf‘i@) . <—(yo — Cy)) € To.

Zo (w0 — ¢z)

werden.

Der Punkt ¢ stellt den Momentanpol der gekoppelten Bewegung dar.

’7:>“:

Ein Stirnradpaar besitze zu einem Zeitpunkt ¢ einen Kontaktpunkt k(tx). Auf den Pro-
fillinien bezeichnen wir den Kontaktpunkt mit f(¢x) bzw. g(tx). Um ein physikalisch
unmogliches Durchdringen der Zahnrader auszuschliefsen, muss am Kontaktpunkt die
Tangente der Profillinie f’(t5) bzw. g’(tx) parallel zur Bewegungstangente v, verlaufen.
Diese beschreibt eine Rotation um ¢ und steht somit senkrecht zu (k(tx) — c).

<4

b

Existiert ein Paar von Punkten f(tx) = g(fx) so besitzen die Zahnprofillinien einen
gemeinsamen Punkt, den wir mit k(¢;) bezeichnen. Setzen wir diesen in die Gleichung
ein, erhalten wir die Parallelitdt der Tangenten. Damit ist k(tx) ein Bertihrpunkt.

(f(te) — )" f'(tr) = (g(te) — )" g'(t) P f'(te) 1 g'(tr)-

Da die Tangenten parallel zur Rotation stehen, wird die Abrollung nicht beeintrachtigt.

Unter der bei aufsenverzahnten Stirnradpaaren zwingenden Vorraussetzung der entgegen-
gesetzten Drehrichtungen teilt der Punkt ¢ den Achsabstand im umgekehrten Verhéltnis
der Winkelgeschwindigkeiten. Er stellt den Walzpunkt der Verzahnung dar. Bei kon-

0
stantem Drehiibersetzungsverhéltnis u = —i—; bildet der Walzpunkt ¢ = < d > einen
u+l
Fixpunkt in 3.

Bemerkung Findet der Kontakt direkt im Walzpunkt statt k(tx) = ¢ , reicht es um
die Abrollung zu ermdglichen bereits, die Parallelitat der Tangenten der Zahnprofillinien
f'(te)llg’ (tr) zu fordern. Durch die verschwindenen Gleitgeschwindigkeit im Wilzpunkt
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vg(c) = 0 ist die Orthogonalitit zur Rotation trivial erfillt. Statt einer gesonderten
Betrachtung kann dieser Fall jedoch auch durch stetige Fortsetzung der Zahnprofillinien
behandelt werden.

Abbildung 2.3.: Ein einzelnes Profillinienpaar mit entgegengesetzten Drehrichtungen und
dem dazugehorige Momentanpol c.

2.3. Berechnung im Stirnschnitt

In Kapitel 2.2.1 wurden die beiden Profillinien f,g und der Kontaktweg k als durch den
Kontaktzeitpunkt ¢, parametrisierte Kurven definiert. Im Allgemeinen, und insbesondere
bei Messwerten, ist jedoch nur die Form der Kurven bekannt. Mit dem Verzahnungsge-
setz kann aus einer beliebigen, sinnvollen Parametrisierung einer der Kurven eine Kon-
taktfunktion bestimmt werden, die die Kurve entsprechend umparametrisiert. Sind die
Kontaktzeitpunkte erst einmal bekannt, erfolgt die Umrechnung in die anderen Kurven
durch zeitabhéngige Koordinatentransformationen r(t).

Dieses Vorgehen setzt die Kenntnis des Ubersetzungsverhiltnisses in diesem Stirnschnitt
vorraus. Ist das Ubersetzungsverhiltnis unbekannt, wird zur Bestimmung der Kontakt-
funktion eine weitere Kurve bendtigt.

Der fiir die Praxis relevante Fall, in dem beide Profillinien bekannt sind, wird in Kapitel
2.3.3 untersucht.

In Kapitel 2.3.4 wird die Kontaktfunktion genutzt um die Dauer des Eingriffs zu bestim-
men. Daraus ergibt sich die Profiliiberdeckung, die mittlere Anzahl der sich in einem
Strinschnitt gleichzeitig in Eingriff befindenden Zahne.

2.3.1. Mit vorgegebener Profillinie und Ubersetzung

Im betrachteten Stirnschnitt sei eine der Profillinien f oder g mit reguldrer Parametri-
sterung s vorgegeben. Es gilt also, % f(s) # 0 bzw. d%g(s) # 0. Sie kann beispielsweise
aus Messwerten bestimmt worden sein. Gerade in diesem Fall ist es wichtig den Anfangs-

punkt f(sq) bzw. g(sq) und Endpunkt f(s.) bzw. g(se) mit Bedacht festzulegen, da jeder
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Punkt der Profillinie mit der Gegenflanke in Eingriff gebracht wird. Die Profillinie darf
daher nur der Nutzflanke der Verzahnung entsprechen. Wir nehmen zunéchst an, dass es
sich um die Profillinie f von S handelt.

£ e = (G0) =0 (S50 €2

Desweiteren sei ein Ubersetzungsverhiltnis u > 0 vorgegeben, welches den Wilzpunkt ¢
bestimmt. Wie bereits erwahnt wird im Allgemeinen ein konstantes Ubersetzungverhlt-
nis angestrebt. Die Formeln lassen sich jedoch auch mit nicht konstantem Ubersetzungs-
verhéltnis u(s) anwenden, wenn dies z.B. beim Reverse Engineering von bestehenden
Stirnradpaaren erforderlich ist.
Cc = <g> € 3.
u+1

Fiir das Verzahnungsgesetz bendtigen wir die Tangente der Profillinie % f(s) und die
Darstellung des Wilzpunktes in 3y:

0= 0 (770 + oo (5) = (700)
= #0 = f100 (S 7)) € 2

o e [ Cxcos (wit) +¢eysin(wit) \ = d  (sin(wit) ey
01L& = —cgsin (wit) + ¢y cos (wit) ) u+ 1 \cos (wit) -

Mit der im Verzahnungsgesetz geforderten Bedingung, dass die Tangente f'(s) in einem
Kontaktpunkt orthogonal zur Richtung des Wiélzpunktes f(s) — ¢ steht, konnen wir die
Kontaktfunktion ¢(s) herleiten.

0=(f—c(te)" f

=f <ui . (sin (wity) cos f, + cos (wity) sin f,) — fr(cos f, cos f,, + sin f,sin f;)) .

Das gilt genau dann wenn,

sin (witk + £ () = frcos (fy — £1). (2.1)

u—+1

Wenn wir Gleichung (2.1) nach wit; auflésen, erhalten wir die folgenden zwei Basislo-
sungen. Durch den Wechsel zu einem negativen Ubersetzungsverhéltnis @ := —u —2 < 0
sehen wir, dass es sich bei den beiden Losungen um die gesuchte Auflen-, und eine uner-
wiinschte Innenverzahnng handelt.

witi(s) =  arcsin (“;w cos (f(s) - f;<s>>) - (2.2
= Farcsin (Tfr(s) cos (fo(s) — f:o(s))) - f;
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Mit der Kontaktfunktion ¢;(s) konnen wir den Kontaktweg k und die Profillinie g des
Gegenrads Sy berechnen, indem wir abhéngig vom Kontaktzeitpunkt ins entsprechende
Koordinatensystem transformieren.

fte) = f(te(s)) € X,
k(ty) = mo(te) F (1) = (f”” c0s (itk) = fy sin wltk)) 5 ( (fe *”M) € o,

Jrsin (wity) + fy cos (witk) sin (fy + wity)

(
( (
gtr) = raa(t) £ (1) = < éjf: e t’“))) d<sm<w2tk>) €%y (23)

sin (f, + (w1 — we) - tk cos (watg)

ds \ [['(s)ll
und d% (”Z:%;O in einem Kontaktpunkt verglichen werden. In einem gemeinsamen Koor-
dinatensystem besitzen Auflenverzahnungen entgegengesetzte Kriimmungsvektoren und

Innenverzahnungen gleichgerichtete:

/ T /
d ( f'(s) ) '521(%(8))% < g'(s) ) {< 0 = Innenverzahnung

£/ (s)] 1g'(s)Il/ | > 0 = Aufenverzahnung

Zur Unterscheidung der beiden Losungen kénnen die Normalen der Profillinien % ( £(s) )

Ist nun zu Beginn statt der Profillinie f von Si, die Profillinie g von Sy vorgegeben, so
fithrt ein analoges Vorgehen zur Kontaktfunktion t.

g: Busd 3 gl = (200) =ato) (Gn0e)) e

sin g, (s)
o= 0 () 000 (2) = (1)
=g'(s) = g,(s) C%%SvGEL

sin g),(s)
[ cpcos(wat) + (cy —d)sin(wat) \  —ud (sin(wat)
Fo2c = (—cm sin (wat) + (¢y — d) cos (wﬂ)) Cu+1 <cos (wgt)> € 2.

Wir wenden das Verzahnungsgesetz fiir g an:

0=(g—ctr) g

Auch in diesem Fall erhalten wir fiir wot, zwei Basislosungen. Durch den Wechsel zu
einem negativen Ubersetzungsverhéltnis o := ﬁ < 0 sehen wir, dass es sich wieder um
die gesuchte Auften-, und eine unerwiinschte Innenverzahnng handelt.

waty(s) = +arcsin <11:;Cilgr(s) cos (gy(s) — g&,(s))) -9,

=¢mm«{¥m@wﬂw®—%®o—%-
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2.3.2. Mit vorgegebenem Kontaktweg und Ubersetzung

Im betrachteten Stirnschnitt sei ein Kontaktweg k mit regulérer Parametrisierung s vor-
gegeben. Es gilt also, %k‘(s) # 0. Der Kontaktweg ist als Auslegungsparameter der
Stirnradverzahnung besonders geeignet, da durch ihn Kontakteigenschaften wie der Ein-
griffswinkel oder die Profiliiberdeckung direkt festgelegt werden konnen. Haufig wird eine
Gerade als Kontaktweg verwendet, dies fiihrt, wie in Kapitel 2.4 beschrieben, zu einer
Evolventenverzahnung.

ke sd 3 k() = (100) = ko) (Sl ) €

Desweiteren sei wie im vorangegangenem Kapitel das Ubersetzungsverhéltnis « und da-
mit der Walzpunkt ¢ vorgegeben. Auch hier ist es moglich, ein vom Parameter s abhéngi-
ges Ubersetzungverhéltnis u(s) zu verwenden. Diese Form der Auslegung stellt aber noch
mehr als im vorangegangenem Fall ein akademisches Beispiel dar, das nur in Spezialfillen

0
C—< d>€20-
u+1

Um das Verzahnungsgesetz anwenden zu kénnen benétigen wir eine Profillinie. O.B.d.A
berechnen wir f. Wir erhalten die Profillinie indem wir eine Koordinatentransformati-
on auf k(s) anwenden, die von der noch unbekannten Kontaktfunktion ¢;(s) abhéngt.
Desweiteren bilden wir die Tangente der Profillinie f'(s) = 4 f(s) € ¥;.

Praxisrelevanz besitzt.

$testo) = sontttokis) = (o) rto]) el e
ko

= (K}, + w1ty ky) cos (wity) + (ky, — w1ty k) sin (wit) e
T\ = (K. + with k) sin (witg) + (K, — with k) cos (wity L
x kMY y k

Wir wenden das Verzahnungsgesetz jeweils zum Kontaktzeitpunkt t; in g an. Dafiir
transformieren wir die Profillinie und ihre Tangente wieder zurtick in Y.

£(09) = ran(t(9)(s) = (126)) € %o
o) — (K48) + 5Dk 9
f (tk(s)) - (ké(s) _ witi(s)kﬂs)) € EO-

Die Orthogonalitdtsbedingung des Verzahnungsgesetzes lésst sich nach der Ableitung der
Kontaktfunktion auflésen.

0=(f(s) =) f'(s)

() (B ae)
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Dies gilt genau dann wenn,

t/ (8) _ u+1k;( ) ]f (S)kéc(s) — k‘y(s)k‘;(s) _ k;(s) _ UTHkT(S)k/(S)
' uiﬂkw(s)wl wiky(s)

Durch Integration erhalten wir die Kontaktfunktion tx(s). Die Integrationskonstante
to = t(sp) bildet einen Bezugszeitpunkt fiir den Kontakt in einem Punkt k(sg) mit
S0 € [Sq, S¢]. In Kapitel 2.5 werden wir die Konstante zur Konstruktion der Flankenlinie
nutzen. Betrachtet wir jedoch auschlieflich einen Stirnschnitt konnen wir ¢ty = 0 setzen.

sk (o) — “LET (0)K (0)
tk’(s) = /;0 £ w;;i'x(O')

do + tg. (2.4)
An Gleichung (2.4) kénnen wir erkennen, dass die Kontaktfunktion eine Singularitit in

k; = 0 aufweist. Um diese Stelle genauer zu untersuchen, betrachten wir den Kontaktweg
und seine Ableitung in Polarkoordinaten Q.

k(5) = kr(s) (S p (o)) € o

K =gkt = g ) (G0 + oot (50) o
d d sin ky(s) — 2Lk, (s)

t'(s) = —k —ky 2.5
wit'(s) ds o(s) + ds () cos ky(s)ky(s) (25)
Betrachten wir nun den Fall, dass der Kontaktweg k durch den Wilzpunkt ¢ verlauft.
3 8¢ € [Sq, Se] mit k(s)—c@k(s)—z kr(sc) = d
& as Ce c) — "2 c) — 27 T c) — U + 1
. d d u+1 . sinky(s)—1 d
1 t'(s) = —ky(sc) — —kr(se 1 £ = —ky(Sc).
s L () ds olsc) ds (s2) d s—s. cos ky(s) ds o(sc)

Als weiterer Fall kann die Ableitung des Radius k, an der Singularitéit verschwinden.
Dieser Fall ist in der praktischen Umsetzung unbrauchbar, da eine flache Stelle in der
Verzahnung entsteht, an der kein Drehmoment tibertragen wird.

3 Sc € [Sq, Se] mit  ky(se) = g, %kr(sc) =0
4k (s) (sin — utl
slirglcw1t/(8) = ;ik (8¢) + Slisc k) (cos ::((s))kr(s) hb ))
d Lok (s) (sin kg (s) — 252 (5))
= —ko(Se lim ds
ds ( )+8—>Sccosk ( ) k(s) — Sin/{@( )% (p(S)k‘T(S)
i ) () conty (5= 253 1)
8 003 o (5) Ly (5) — 510 K (5) o () ()
d d R )
= %k}@(sc) + @kr(%)%
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Mit der Kontaktfunktion kénnen wir nun durch die entsprechenden Koordinatentrans-
formationen die Profillinien f und g berechnen.

k(tk) = k(tk(s)) S 20,

Flbe) = ko1 (b k() = < k. cos (wity) + ky sin (wltk))> _

—kg sin (wity) + ky cos (w1t

o) = st = (7 it ) o

2.3.3. Beide Profillinien vorgegeben ohne Ubersetzung

Im betrachteten Stirnschnitt sei eine Profillinie f mit regulérer Parametrisierung s vorge-
geben. Es gilt also, d% (s) # 0. Die zweite Profilline g liege diskretisiert als aufeinander
folgende Punkte g, vor. Die Punkte kdnnen aus Messwerten iibernommen oder aus der
Abtastung einer Parametrisierung von g bestimmt worden sein. Die Begrenzungen sind
nur bei f relevant. Fiir die Profillinie g kénnen die Punkte g; auch iiber die Nutzflanke
hinausgehen.

foo Bwsd s 10 = () = 1o (Gate)) ez

gi:<gi’$>622 Zzl,,]ﬁ
iy

Aus je zwei Punkten g; und g;,, bilden wir ein Linearsegment g;g;,;. Wir setzen die
Linearsegmente an den Punkten g; zusammen und erhalten eine Naherung fiir die Pro-
fillinie g.

g~ |J ggin  mit gigig 0,13 ¢ — g +6(9: — gir1) € Do
i=1,. k-1

Das Ubersetzungsverhiltnis u sei unbekannt und soll bestimmt werden. Da es sich bei die-
ser Berechnung um eine allgemeine Analyse bestehender Verzahnungen handelt, kénnen
wir nicht von einer Konstanz des Ubersetzungsverhiltnis ausgehen. Mit dem Uberset-
zungsverhéltnis dndert sich auch der Walzpunkt ¢ abhéngig vom Parameter s:

0
c(s) = d € Xp.
u(s)+1

Mit Gleichung (2.3) und (2.2) kénnen wir abhéngig von u(s) die Profillinie g(s) errechnen.

osgfw(s) 1w1tk(s))) +d< sin(ﬁwltk(s)) > .

in (f,(s) + witk(s)) — cos (grgwit(s))
Z+f@MMhU—$@0_ﬁ@_

9(ti(s)) = m>@

witk(s) = tarcsin (u(s
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Wir priifen, wie in Kapitel 2.3.1 beschrieben, bei welcher der beiden Losungen es sich
um die gesuchte Aufenverzahnung handelt. Nun kénnen wir fiir einen einzelnen Parame-
terwert s bestimmen, bei welcher Ubersetzung u(s) ein Linearsegment der vorgegebene
Profillinie g;g;,1 geschnitten wird.

9(u(s)) €991 < 9gu(s) =91 +& (9 —gip1) mit 0<& <1
Das entspricht der Nullstelle der Gleichung:

92(u(s)) — git1,2
Gix — Ji+lax

<1

T ( Giy — Gi+ly :
u(s)) — g, =0 mit 0<
(g( ( )) gz+1) < i gi+1,x> >

Zur Bestimmung der Nullstelle wenden wir das Newton-Verfahren an. Als Startwert ug
eignet sich das umgekehrte Verhéltnis der Zahnezahl von S; und S5.

ng
up = —,
ny
7 Giy — Ji+ly
ui) — g:
e (o St )
jH1 = Uj ’
igT(u,) < iy — Git+1ly )
du P\ ~0iz+ git12
d 1 u+1d
—g(u) = ~wit —wyt
dug(u) (uwl k() + U duw1 k(u))

(fr <— sin (fy +uﬂ1w1tk(u))> d (COS (%wltk(u)))> ’

cos (fp + Y witr(u)) sin (ywitr(u))
frcos(fcp_f:a) .
VB = (w12 f2cos? (f, = f1)

d
@Wltk(u) =

Das errechnete Ubersetzungsverhiltnis u(s) bezeichnen wir als momentanes Uberset-
zungsverhdltnis zum Zeitpunkt tx(s). Fir die Genauigkeit der Berechnung ist vor allem
die Diskretisierung der Profillinie g entscheident. Mit der Kontaktfunktion tx(s) konnen
wir einzelne Punkte des Kontaktwegs k berechnen:

Ktu(o) = kot () 5(6) = 166) (S 20+ k) € g
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2.3.4. Die Profiliiberdeckung

In diesem Kapitel wird die Profiliiberdeckung €, eines Profillinienpaars betrachtet. Sie
gibt die relative Dauer des Kontakts eines Zahnpaars in einem Stirnschnitt wieder. Zu-
sammen mit der Sprungiiberdeckung eg die durch die Schragverzahnung in Kapitel 2.5
bestimmt wird, kann die Gesamtiiberdeckung € berechnet werden. Die Gesamtiiberde-
ckung gibt die relative Dauer des Kontakts eines Zahnflankenpaars an. Ist das Stirnrad
aus identischen Zahne aufgebaut, entspricht die Uberdeckung der durchschnittlichen An-
zahl sich gleizeitig in Kontakt befindender Zdhne.

Um die Profiliiberdeckung zu bestimmen nutzen wir die zuvor in Gleichung (2.2) bzw.
(2.4) berechnete Kontaktfunktion. Mit dem ersten Kontaktzeitpunkt ¢x(s,) und dem
letzten Kontaktzeitpunkt tx(s.), kann die Kontaktdauer At = tg(se) — ti(sq) errechnet
werden. Wenn wir diese durch den Anteil eines Zahns an der Gesamtumdrehungdauer
teilen, erhalten wir die Profiliiberdeckung €,. Hierbei bezeichnet n; € N die Zéhnezahl
des Strinrads S; und no € N die Zahnezahl des Strinrads Ss.

niwiAt  njwi(t(se) — t(sa))

ea: =

27 27
_ nowa At _ nowa(t(se) — t(sq))
27 27 '
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2.4. Die Evolventenverzahnung

In diesem Kapitel werden die zuvor hergeleiteten Formeln an einem Beispiel veranschau-
licht. Zunéchst geben wir in Kapitel 2.4.1 eine Gerade als Kontaktweg vor. Bei den ent-
stehenden Profillinien handelt es sich um sogenannte (Kreis-)Evolventen. Diese Form der
Verzahnung wurde bereits 1760 von Leonhard Euler vorgeschlagen, [6]. In Kapitel 2.4.2
werden wir als Profillinie eine Evolvente vorgeben und zeigen, dass unabhéngig vom
Achsabstand d erneut eine Gerade als Kontaktweg resultiert. Diese Unempfindlichkeit
gegeniiber Achsabstandédnderungen ist, neben der aus dem geraden Kontaktweg resultie-
renden, konstanten Richtung der Kontaktkraft, eine wichtige Eigenschaft der Evolven-
tenverzahnung. Diese Eigenschaften sind zusammen mit der in Kapitel 2.6 beschriebenen
einfachen Herstellung, der Grund warum sich die Evolvente als Standard bei Stirnrad-
verzahnungen durchgesetzt hat, [21, S.42].

In 2.4.3 werden wir die Profiliiberdeckung der Evolventenverzahnung berechnen.

Abbildung 2.4.: Ein evolventenverzahntes Stirnradpaar mit geradem Kontaktweg.
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2.4.1. Berechnung der Profillinien

Als Kontaktweg k wéhlen wir eine Gerade im Bezugskoordinatensystem Y. In Kapitel
2.3.2 wurde hergeleitet, dass fiir eine geeignete Verzahnung der Kontaktweg durch den

T
Walzpunkt ¢ = (O i) verlaufen muss.

7|
k@%:s(;$f>+<£i>. (2.7)

Wir bezeichnen den Parameter o als Eingriffswinkel und schrinken diesen wie folgt ein:
la| € ( ,2) Fiir die Bestimmung der Kontaktfunktion benétigen wir auferdem die

Ableitung des Kontaktwegs.
rr N [—sina
k(8>(cosa>'

Als Bezugspunkt wéhlen wir den Wilzpunkt. k(sg) = ¢ = k(0) Nach Gleichung (2.4)
resultiert damit die folgende Kontaktfunktion.

s IO._LH TO_ /O'
tk(s):/o ky() wldkzlzza)( )k()dO’—l—to

s

1
= wid do + tO wid

— + 1 (2.8)
0 THSIDO[ u+181n04

Durch den linearen Zusammenhang kénnen wir nach s auflosen:

=5 1w1(tk — t,) sin av. (2.9)

Nun kénnen wir Gleichungen (2.6) nutzen, um den umparametrisierten Kontaktweg und
die Profillinien zu errechnen.

(ty,) = ( —ssina > :d< (aq@k‘m)ﬁnza >e;20

scosa + ¢y u+1 \wi(ty —to)sinacosa + 1

_( ssin (witg(s) — ) + ¢y sin (witg(s))
f(tk) - ( ))

s cos wltk( ) — @) + ¢, cos (witk(s)

wi(ty — to) smozsm(wltk—oz)—}—sin(wltk) ey
_u—i—l w1 (tk — to) sinacos (wity —a) + ¢ b

_( ssin (watg(s) — ) — ucy sin (watk(s))
g(ty) = ( ( >
)

)

508 (watk(s) — a) — ucy cos (watk(s))

<w2(tk — to) sin v sin (waty, — @) + sin (wo )) o (2.10)

w41 \wa(ty — to) sin acos (waty — a) + cos (waty)
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Satz 2 Die durch die Gerade k erzeugten Profillinien f, g sind Evolventen des Grundkrei-
T
sesby(s) = ¢ysina (cos ( S+ witg — a), —sin ( S+ witg — a)) bzw. by(s) =

cy sina cy sina

—ucy sin o —ucy sin o

T
—ucy sin « (cos (* + witp — a), —sin <# + wity — a)) mit Anfangspa-
rameter sy = —cy cos o bzw. 59 = ucy cos .

Beweis: Die Evolvente Invy, einer ebenen Kurve b kann durch Abwicklung der Bogenlange
in Gegenrichtung der Tangente bestimmt werden, [12, S.64f].

d
b
daigs (s) .
2 [l &00s)],
Aus bg(s) und by(s) resultieren die beiden Profillinien f(s) bzw. g(s):

. cos (witg —a) \ —sin (w1t — @)
Invy,(s) = ¢y sina <_ sin (w1t — a)) (s +cycosa) <_ cos (with — )

—¢, (Sin (wltk)> ny (Sin (witg — Oé)) — £(s).

cos (w1tg) cos (wity — )

_ : cos (==L, — a) —sin (=%t — )
Invy, (s) = —ucy sina (_ sin (— 211, — ) (s —ucycosa) | _ cos (— 2Lty — )

e () < (amlce %)) o0

d

%b(ff)

Tnve(s) = b(s) — / 0

.lf \\ ;‘_.-"ff
L, g "\.II
{ >__Rl\
~
/f’ \‘\
/ ",

Abbildung 2.5.: Die Abwicklung einer Evolvente vom Grundkreis.
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2.4.2. Berechnung des Kontaktwegs

Wir nehmen die Profillinie f aus Gleichung 2.10 in Kapitel 2.4.1 und berechnen den
Kontaktweg zu einem potentiell verschiedenen Achsabstand d bei identischem Uberset-
zungsverhéltnis u.

. d -
ssin | — Ssina +wito —a | + 347 sin ( 2 + w1t0>
f(s)= o

it in o
scos [ =

. ( 0
, C= i l-
o d s w1
U—Hsina+w1t0 o)+ T cos(itilsina—i—wlto)

Fiir die Berechnung der Kontaktfunktion bendtigen wir zusitzlich die Ableitung f'(s)
der Profillinie.

/ d cos ( 5 ss.na + wity — a)
F(s) = ZF(9) = ——

u+1 1
d o
w1 S11 ¢

—sin | 42—+ witg — «
u—sma
S

+1
1 cos <uil o T wlto) (—sin® a + 1) + sin (

S
4 - + w1t0
w1 1m «

sin «r . s
sin | —

T+ wlt()) (+cos?a — 1) + cos
u+1

sin o cos «

S

—— +wqty | sinacos o
u+1 a
S
COSs w1ty — «
=[—2— +cota <“ilcosa+ e )
= —
sin o

u+1 —sin 8 —
FA—— + w1ty Oé)
u+1

Nach Gleichung (2.2) gilt fiir die Kontaktfunktion:

w1tk (s) = +arcsin (uglﬂ«(s) cos (fio(s) — f&(s))) — ffp

- (ut1 f(s)f /
= + arcsin (u = ;‘z)(s) (S)> - f<p
s

d
———— twilp — @+ arcsin (A sin a). (2.11)
FTsina d

Gleichung (2.11) legt nahe, dass es sich bei der ersten Losung um die gesuchte Aufenver-
zahnung handelt. Wir verwenden die Kontaktfunktion um mit Gleichung (2.3) den zur
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Profillinie f gehérenden Kontaktweg k¢ zu berechnen.

(fw cos (witg) — fysin (wltk)>

ky(tn) = fasin (wity) + fy cos (witk)

ssin | F arcsin % sina ) | + ULH sin <a F arcsin sm a
s cos | F arcsin g sina ) | + ULH cos (a F arcsin i d gin a
L i Oé F arcsin dgina sin arcsin | & sin a
u+1 d +

L O

g S+

+

)

Nun nehmen wir auch die zweite Profillinie g aus Kapitel 2.4.1 und berechnen analog
den zugehdrigen Kontaktweg kg bei Achsabstand d mit Ubersetzungsverhéltnis u.

) +(u

i — G — d
:<S—WM)< Sma)—i—cEZo mitolz:l:arcsin(dsina)

S11 & COS &

SN &.AR.

sin ($ arcsin (% sin a)) cos | F arcsin

ssin ﬁ + wotp —a | + = u+1 Sln (ssma + w2t0)
+1 u+1
g(s) = " ,
scos | —— +waty — v | + =22 cos [ —52— + watp
;11 sin « ut1 ;—11 in
s CoS < — o + walp — a>
/ . u+1
g(s)=|——+cota
=ud gin o .
ut1 —sin | =32 + watp — &
m 0S (v

s . (d .
woty(s) = ——=——— +watp — a T arcsin | = sina |,
w1 Sina d

kg(s) = <S + UW> <_ Smﬂ) +c=ky (5 - dw> € Y.
sin & cos & sin &

Wir sehen, dass es sich bei beiden Kontaktwegen um Parametrisierungen einer Gerade
durch den Wilzpunkt ¢ mit Eingriffswinkel & handelt und folgern:

Satz 3 Konjugierte Evolventenverzahnungen bleiben auch bei einer Verdnderung des
Achsabstands zueinander konjugierte Evolventenverzahnungen.

Diese Eigenschaft bezeichnet man als Invarianz oder Unempfindlichkeit der Evolventen-
verzahnung gegeniiber Anderungen des Achsabstands. Der Eingriffswinkel dndert sich
wie beschrieben. Die Profiliiberdeckung der Verzahnung verkleinert sich durch die Trans-
lation des Parameters s, wie wir im néchsten Kapitel sehen werden.
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2.4.3. Berechnung der Profiliiberdeckung

Wie in Kapitel 2.3.4 beschrieben, kénnen wir aus der Kontaktfunktion (2.8) die Profil-
iiberdeckung einer Evolventenverzahnung berechnen. Wir gehen zuerst von einer Verzah-
nung ohne Achsabstandsénderung mit dem Parameter s, des erstem Kontaktpunkts und
dem Parameter s, des letztem Kontaktpunkts aus. Die Profiliiberdeckung €, erhalten wir
wie folgt:

_ mwi((se) —t(sa)) _ M1 S — Sa

Ca = 2T Cor cysina
_ nowa(t(se) — t(sa)) _ N2 Sc—5a
o 2T —ucysina’

Wie in Kapitel 2.4.2 beschrieben verschiebt sich durch eine Verdnderung des Achabstands
¢y sin (a—&) ¢y sin (a—&)
sin & »Se — sin &

der Parameterbereich des Kontaktwegs der Profillinie f auf {sa —

¢y sin (a—&)
sin &

¢y sin (a—&)

und der Profillinie g auf [sa +u G } . Gehen wir von einer tech-

ySe + U

nisch relevanten Vergroferung des Achsabstands aus, so steht fiir die gemeinsame Nutz-
¢y sin (a—&) _ cysin(a—a&)
sin & » Se sin &

flanke nur noch der Bereich [3,, $¢] := [sa +u } zur Verfiigung.

Die Profiliiberdeckung €4 verkleinert sich daher wie folgt:

ni §e—§a
€6 = - - 7 =
2m Cysin &
ny sin (o — &)
= €5, — — U 17
@ 27r( +1) sin? &

2.5. Schriagverzahnung beim Stirnrad

Bisher haben wir das Stirnradpaar ausschlieflich im Stirnschnitt betrachtet. Fiir die
ebene Kinematik und das Verzahnungsgesetz reicht diese Darstellung vollkommen aus.
Sobald wir jedoch dufiere Eigenschaften wie die Krafte auf die Getriebeachsen oder das
allgemeine Verlagerungsverhalten betrachten, miissen wir die verschiedenen Stirnschnitte
wieder zu einem dreidimensionalen Stirnrad zusammensetzen. Im einfachsten Fall setzen
wir die Profillinien f(h) der unterschiedlichen Schnitthéhen h € [0,b] iibereinander in
gerader Linie zusammen und erhalten ein geradverzahntes Stirnrad der Zahnbreite b.

In Kapitel 2.3.2 wurde die Integrationskonstante tg = tx(sg) eingefithrt. Mit dieser Be-
zugsgrofe ist es moglich den Zeitpunkt des Kontakts eines Bezugspunktes sg festzulegen.
Bei einer einheitlichen Wahl des Bezugspunktes in allen Stirnschnitten wird die Pofillinie
f(h) um den Winkel witg(h) verdreht. Dies kann als Drehung der Stirnschnitte gegen-
einander um die Drehachse des ersten Stirnrads aufgefasst werden. Wir erhalten damit
die Flankenlinie [0,h] 3 h — witg(h) € [0,27). In der Praxis wird die Flankenlinie
héufig iiber den Schrigungswinkel tan 3(h) = %wlto(h) angegeben. Bei einem konstan-
ten Schriagungswinkel erhalten wir ein schrdgverzahntes Stirnrad. Eine Schrigverzahnung
ermoglicht auch bei Profiliiberdeckungen ¢, < 1 eine kontinuierlichere Kraftiibertragung
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Abbildung 2.6.: Die Entwicklung eines schrégverzahnten Strinrads aus der Verdrehung
einzelner Stirnschnitte.

wahrend der Abrollung des Stirnradpaares. Wahrend die Profiliiberdeckung die Dau-
er des Kontakts in einem Stirnschnitt wiedergibt, beschreibt die Sprungiiberdeckung
€g 1= 5= (max (wito(h)) —min (wito(h))) die Dauer des Kontakts entlang der Zahnbreite.

Insgesamt addieren sich beide Uberdeckungen zur Gesamtiiberdeckung e = ¢, +eg welche
der praxisrelevanten Gesamtdauer des Kontakts Rechnung tragt.

2.6. Die erzeugende Zahnstange

In diesem Kapitel leiten wir die Verzahnung einer Zahnstange her, indem wir den Achs-
abstand d vergrofern wiahrend wir den Wilzpunkt ¢ fixiert halten. Da der Ursprung
0y = (O,d)T des Koordinatensystems 32 mit dem Achsabstand ins Unendliche wan-
dert, betrachten wir das verschobene Koordinatensysteme ¥, mit dem Ursprung o, :=
oo + Ey (0, —d + Cy)T.

= { () B (2) e i gy = (Sl s}

c sin (wet)  cos (wat)
Zu einem Zeitpunkt ¢ betragt der Bogenabstand zum Walzpunkt auf dem zweiten Walz-
kreis wot(d — ¢,). Wihrend die Kriimmung des zweiten Wilzkreises ¢ := (d — ¢,) ™! ge-
gen Null geht, soll der Bogenabstand konstant dem des ersten Wélzkreises entsprechen:

wote ™! = —wite, =: vet. Damit gilt fiir den Urspung o, und fiir die Einheitsvektoren E..:

lim o, = lim - (:CtE) — lim vt cos (vcte) (vt
e=0 C e=0 \ ¢, + 1zcos(vete) | ™ 220 \ ey +vetsin (vete) )~ \ ¢y )’

€

im0, — Tim <cos (vete) —sin (vct5)>  im (Cos (0) —sin (0)) _ (1 o> |

£—0 e—0 \ sin (vcte)  cos (vete) sin (0)  cos(0) 0 1

Im Grenzfall verhélt sich damit das Koordinatensystem Y. wie folgt:

1mz,—{cﬁ<%+E<%>6an%—(%?,&—(l0)}
e—0 Ye Ye Cy 0 1
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KAPITEL 2. STIRNRADPAARE

Beim Ubergang des Koordinatensystems Yo mit der zugrundeliegenden Rotation in das
linear bewegte Koordinatensysteme lim._g 3. bleibt der Walzpunkt ¢ als Momentanpol
der Gleitgeschwindigkeit und damit das Verzahnungsgesetz unverdndert. Dies lésst sich
an der Gleitgeschwindigkeit v, zeigen:

%22 li oy = Jimor — wn(e)) (") = mute) 4 (o) ()

Zo e—0 —x
1 _
= lim vee(— + 1) <y0 T cy) _ Ve ( (yo + Cy)> ‘
=0 ey —Zo Cy x0

Damit kénnen wir die Profillinie der Zahnstange als Grenzfall der Profillinie lim._,g g €
Y. berechnen. Wenn der Kontaktweg k vorgegeben ist verwenden wir Gleichung (2.6)
mit der zugehorigen Kontaktfunktion ¢g:

. L ky cos (wa(e)tr) + (ky — d(¢)) sin (wa(e)ty)
Ec9££mm)—&%<—@gn@ﬂ@mf+é;—a@n%@@@ﬁ5+4&@—fw>

~ lim < ks cos (vetge) + (ky — e~ — ¢,) sin (vetge) )

e—0 \ —kz sin (vetge) + (ky — e 1 —¢;) cos (vetge) + 1

_ k. — lim._,g M _ (kw — vctk> _ (k:z + wltkcy>
ky — ¢y — lim. g % ky — ¢y ky — ¢y '
Wenn die Profillinie f vorgegeben ist benotigen wir dafiir Gleichung (2.3):
e 3 lim g(tk)
e—0

COS

o (eos (i t (wn —wa(e D)) (s (enle)t) 0
_iwﬂ<wu§+@q—@@mw> ﬂ>@%@d@@>+<ﬂd—%>

o [cos(fp—teE) 0\ . [ snlete)

=/ <sin(fea - %)) * <Cy> _;l—{% (COS(UC;WH

. COS (f%o_ vgﬁ) — Utk . CcOS (f +u)1tk) wits
_fr<. ( vc%/k)>+< ¢ >_fr<Sin(fZ+w1tk)>+Cy< 1 >

sin —
f‘P Cy
Insbesondere kénnen wir die Profillinie der Zahnstange einer Evolventenverzahnung aus
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Gleichung (2.10) berechnen.

Y2 hm g(tk) = lim

e—0

< ssin (wa(e)tk(s) — @) — u(e)ey sin (w2 (e)tx(s)) >
scos (w2(e)tr(s) — a) — u(e)cy cos (wale)tr(s)) + (d(e) — ¢y)

i s —
§Sin (—u(s)cy sin o Oz) u(e)cy sin < —u(e)ey sma)

= lim
e=0 \ scos (m_a —u(e)cycos< —u(€)cy sina ( ( )—Cy)
sm( ES)
N L A
T soon (o) -l

—ssino + COS &
= sina ) = scot o .
SCOS & —sln o

Wir sehen, dass die Profillinie der Zahnstange einer Evolventenverzahnung eine Gerade

mit Steigungswinkel o — 7 ist.

Abbildung 2.7.: Ein evolventenverzahntes Stirnrad und die erzeugende Zahnstange.
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3. Kegelradpaare

Aufbauend auf der in Kapitel 2 beschriebenen Analyse von Stirnradpaaren, wird in die-
sem Kapitel eine Analyse fiir Kegelradpaare hergeleitet. Zum direkten Vergleich der ent-
sprechenden Analogien sind die Kapitel identisch aufgebaut, und gleichen sich weitest
moglich.

Ein Kegelradpaar ist ein Walzgetriebe aus zwei Zahnrddern mit sich schneidenden Dreh-
achsen. Der Schnittwinkel § wird als Achsenwinkel bezeichnet und kann in einem sinn-
vollem Rahmen beliebige Werte annehmen:

6 € (0,m).

Er liegt in Theorie und Praxis jedoch in der Regel bei 6 = 5. Der Grenzfall 6 = 0 wird
in Kapitel 3.7 als Stirnradgetriebe identifiziert. Im Grenzfall § = 7 liegt eine Kupplung
vor, die in dieser Arbeit nicht weiter von Interesse sein wird.

Abbildung 3.1.: Ein Kegelradpaar mit zugehorigen Walzflichen bei einem Achsenwinkel
von § = 3.
Die Bezugsflache eines Kegelrads ist nach [17] ein Kreiskegel. Genaugenommen dient nur
die Mantelfliche des Kreiskegelstumpfs als Bezugsfliche. Wir betrachten ausschlieflich
Kegelradpaare ohne Profilverschiebung wie in Kapitel 1.2.2 beschrieben. Die Bezugsfla-
chen der Kegelrdder sind somit auch die Walzflichen des Getriebes. Hypoidradpaare,
die durch windschiefe Drehachsen entstehen, sind keine Wilzgetriebe. Sie besitzen eine
grundverschiedene Kinematik, und sind daher nicht Gegenstand dieser Arbeit.
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3.1. Ein Problem der spharischen Kinematik

Wir betrachten zwei Punkte des Kegelradpaares die zu einem beliebigen Zeitpunkt wah-
rend der Abrollung in Kontakt zueinander kommen. Verfolgen wir nun die Bewegung
dieses Kontaktpunktpaares, so erhalten wir durch die Rotationen der beiden Kegelré-
der um ihre jeweilige Drehachse zwei Kreise. Da die Kontaktpunkte einen konstanten
Abstand r zum Kreuzungspunkt der Drehachsen halten, liegen die Kreise auf einer ge-
meinsamen Kugeloberfliche (Sphére). Die Kugeloberfliche ist durch ihre Lage auf der
Zahnbreite, also ihrem Radius r € Ry, vollstdndig charakterisiert. Wir bezeichnen diese
Betrachtung als Kugelschnitt des Radius r. Die Abrollung eines Kegelradpaares kann
somit in einzelnen voneinander unabhéngigen Sphéren betrachtet werden. Man spricht
hierbei von einem Problem der sphdirischen Kinematik, [13].

Analog zum Stirnschnitt bei Stirnradpaaren kann die Analyse der Abrollung damit
0.B.d.A. unabhéngig von der Zahnbreite, oder bildlich gesprochen fiir unendlich diin-
ne Zahne, erfolgen.

Abbildung 3.2.: Ein Kegelradpaar mit der Trajektorie eines Kontaktpunktpaars und dem
zugehorigen Kugelschnitt.
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3.2. Das spharische Verzahnungsgesetz

Das sphdrische Verzahnungsgesetz ist, analog zum ebenen Verzahnungsgesetz, eine geo-
metrische Bedingung an die Zahnform eines Kegelradpaares, die einen kontinuierlichen
Kontakt in einem Kugelschnitt ermdéglicht. In [21, S.35] und anderen Standardwerken der
Verzahnungstechnik wird ein kontinuierlicher Kontakt nicht in jedem Kugelschnitt, son-
dern nur einmalig iiber der gesamten Zahnbreite gefordert. Dafiir wird das Kegelradpaar
in einem ebenen Schnitt dhnlich dem Stirnschnitt betrachtet und das ebene Verzahnungs-
gesetz angewendet. Diese Herangehensweise geht auf die Tredgoldsche Néherung zuriick.
Dabei nutzt man statt des Kugelschnitts einen zum Walzkegel senkrecht stehenden Er-
ganzungskegel, um eine im Kontaktbereich angenéherte Strinradverzahnung als Ersatz
der Kegelradverzahnung zu erzeugen, [32, S.28,69|. Diese Herangehensweise fiihrt in der
Theorie zu einem Punktkontakt der beiden Kegelrdader. In Abschnitt 1.3.3 wird beschrie-
ben wie dieser theoretische Punktkontakt zu kleineren Kontaktflachen in der Praxis fiihrt.
In dieser Arbeit wird nun eine analytische Beschreibung des Verzahnungsgesetz hergelei-
tet, das die bekannten geometrischen Zusammenhénge nutzt, [37], um in jedem Kugel-
schnitt einen kontinuierlichen Kontakt zu gewéhrleisten. Dadurch entsteht in der Theorie
analog zu Stirnradpaaren zu jedem Zeitpunkt ein Linienkontakt entlang der Zahnbreite.

Abbildung 3.3.: Der Ergénzungskegel einer Kegelradverzahnung
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3.2.1. Verwendete Koordinatensysteme

Als Bezugssystem definieren wir ein Koordinatensystem 3y mit Ursprung im Kreuzungs-
punkt der Drehachsen o, die z-Achse von Y entspreche der Drehachse des ersten Kegel-
rads K1. Analog dazu legen wir auch entlang der Drehachse des zweiten Kegelrads Ko
ein Koordinatensystem 3. Zu jedem kartesischen Koordinatensystem ¥; definieren wir
ein zugehoriges Kugelkoordinatensystem ©;.

0 o 0 1 00
Yo:=< | ||lo+Eo|y | eRPmito=|[0|,Eq={0 1 0]},
20 20 0 0 0 1
3 T3 0 1 0 0
Yy = ys ||lo+Es|ys | € R3>mito= [0 ,Eog=10 cosd sind ,
23 z3 0 0 —sind cosd
cos;sind; —sing; — cos; cosv;
0; = (ri, pi, %) |0+ 1i€1 € R® mit E = | sing;sin®; cosy; —singp;cosd; | E;
cos 0 sin 1Y,

K rotiere mit einer Drehgeschwindigkeit wy 1= %apl um e,,. Ky rotiere mit dazu propor-
tionaler Drehgeschwindigkeit wo := —%1 = %gpg im entgegengesetzten Drehsinn um e,,.
Die Variable t reprasentiert die Zeit, der Winkel 0 < § < 7 wird als Achsenwinkel und
die Proportionalititskonstante u wird als Ubersetzungsverhdltnis bezeichnet. Ein kon-
stantes Ubersetzungsverhiltnis ist nach [25, S.34ff] bei fast allen Getriebeanwendungen
erwiinscht, und wird insbesondere bei Leistungsgetrieben gefordert. Zu jedem Kegelrad
definieren wir ein mitrotierendes Koordinatensystem X (¢) bzw. Xa(t), so dass £1(0) = 2o

bzw. 22(0) = 23 gilt.

T T coswit —sinwit 0
Yi(t) = y1 |lo+ Eq | y1 | € R? mit Eq(t) = | sinwit coswit 0| Eqgp,
Z1 Z1 0 0 1
To To coswsot —sinwst 0
Yo(t) := vy |lo+ Es | yo | € R? mit Es(t) = | sinwat  coswot 0| Ej
z2 Z9 0 0 1
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In einem Kugelschnitt bilden die Nutzflanken der beiden Kegelrader sphérische Kurven f
und g, die wir als Profillinien bezeichnen. Sie kénnen von der Zeitvariable ¢ unabhéngig
im mitrotierenden Koordinatensystem 1 bzw. Yo beschrieben werden. Das sphérische
Verzahnungsgesetz garantiert, dass sich die beiden Zahnprofillinien in einem Kontakt-
punkt k() zu einem Zeitpunkt ¢ beriihren. Die Trajektorie des Kontaktpunkts in ¥
bezeichnen wir als Kontaktweg k. Im Optimalfall sind sowohl der Kontaktweg als auch
die Profillinien nach dem Kontaktzeitpunkt parametrisiert.

k: R 3t — k(tx) € 2o,
f: Ratk»—>f(tk)€§]1,
g: Ratkn—>g(tk)€22.

Die Umrechnungen zwischen k, f,g und die Parametrisierung nach dem Kontaktzeit-
punkt werden in Kapitel 3.3 mithilfe des sphérischen Verzahnungsgesetzes ausfiihrlich
erliautert. Die Koordinatentransformation von X; nach X; bezeichnen wir mit ;.

€3 €3 €3
Kso: 23D |ys | — | yscosd+ z3sind | = Es | y3 | € Yo,
z3 —y3sind + z3 cosd 23
1 x1 cos (wit) — y1 sin (wit) 1
Kio:212 | y1 | — | zisin(wit) + y1cos(wit) | = E1 | y1 | € Xo,
Z1 Z1 Z1
9 x9 cos (wat) — ya sin (wat) 9
Koz : 222 | y2 | — | wosin (wat) + yacos (wat) | = Ea | y2 | € Xs.
Z9 Z9 Z9
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3.2.2. Die Gleitgeschwindigkeit

Die in der Verzahnung eines Getriebes auftretende Gleitgeschwindigkeit v, ist nach [11,
S.60f] die Differenz der Tangentialgeschwindigkeiten der Rotationen der einzelnen Zahn-
rdder. Um die Tangentialgeschwindigkeit v1 von Kj zu errechnen betrachten wir einen
Fixpunkt p; € ¥1, und bilden die erste Ableitung nach der Zeit in Xg.

d g [7eos (p1 + wit) sin
vy = —p; = —; | rsin (1 + wit)sindy
dt dt
r cos
—7rsin ((Pl + wlt) sin 94 -0
=wy | reos(pr twit)sinty | =wi | 2o | € Xo.
0 0

Analog bestimmen wir die Tangentialgeschwindigkeit vo der Rotation von Ko:

d d 7 cos (2 + wat) sin ¥y
vy = —Py = — k3o | 7sin (g2 + wat)sin s
dt dt
7 cos U
7 cos (@2 + wat) sin ¥y

d
= — | 7rsin(p2 + wat)sindy cosd + r cos P sin d

—rsin (w2 + wat) sin ¥a sin d + r cos Y3 cos §

—rsin (w2 + wat) sin ¥y —yp cosd + zgsind
=wy | 7cos(p2 + wat)sindycosd | = wo o Cos € Y.
—rcos (p2 + wat) sin ¥y sin & —xosind

Als Gleitgeschwindigkeit v, aus der Perspektive von K erhalten wir damit

—yo(w1 — wy cosd) — zowa sin §

Vg =V — Vg = xo(w1 — wa cos d) € Y.
Tows Sin &
Nutzen wir das Ubersetzungsverhéltnis v = —g—; erhalten wir die Darstellung

—yo(u + cosd) + zpsind
vy = — xo(u + cos d) € Y.
—zosind

In Kapitel 1.3.4 benétigen wir fiir die Berechnung des Zahnverlustfaktors Hy das spe-
zifisches Gleiten (. [21, S.391] definiert dieses als Verhéltnis der Betrdge der Gleit- und
Tangentialgeschwindigkeit.

= lvgll [ (@2 4+ yd)(u+ cos §)? — 2yp20(u + cos §) sind + (23 + 23) sin*
Al (z§ + y3)u? ‘
0T Y%
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3.2.3. Verzahnungsgesetz

Analog zum Verzahnungsgesetz fiir ebene Verzahnungen fordert das Verzahnungsgesetz
fiir spharische Verzahnungen, dass in jedem Kugelschnitt die beiden Profillinien im Kon-
taktpunkt eine gemeinsame Normale besitzen, die einen durch das Ubersetzungsverhlt-
nis bestimmten Wilzpunkt ¢ schneidet. Zur besseren Veranschaulichung kann, wie in
Abbildung 2.3, statt der gesamten Normalebene nur die geodétische Normale im Kugel-
schnitt betrachtet werden.

Der Wilzpunkt c liegt in der von den beiden Drehachsen aufgespannten Ebene. Er wird
durch den Teilkegelwinkel -~y definiert welcher den Achsenwinkel § teilt. Im Normalfall
soll wie bei Stirnradpaaren ein konstantes Ubersetzungsverhéltnis v = —% erzeugt wer-
den. Der Wilzpunkt ist damit auch bei Kegelradern ein zeitunabhéngiger Fixpunkt in
Bezugskoordinatensystem .

0

. . w1 — w9 €COS O u + cos d
c:=r|siny | € ¥y mity:=arccot (%) = arccot (—)
—wo sin

sin ¢
cos 7y

Abbildung 3.4.: Die Drehachsen, der Achsenwinkel § und der Walzwinkel +.

Satz 4 (Sphirisches Verzahnungsgesetz) In einem Kugelschnitt besitzt ein Kegel-
radpaar zu einem Zeitpunkt t, genau dann einen Kontaktpunkt k(ty) # ¢, wenn auf jeder
Profillinie f,g ein Punkt f(tx) = g(tr) =: k(tx) existiert, sodass die folgende Gleichung
erfillt ist:

(f(te) =) f'(tr) = 0= (g(tr) — ©)" g'(tr).

Wird die Gleichung iiber ein Zeitintervall entlang einer Linie k von Kontaktpunkten
erfillt, so sprechen wir von einem kontinuierlichen Punktkontakt in diesem Kugelschnitt
entlang eines Kontaktwegs k.
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Beweis: Analog zur Herleitung von vy definieren wir eine Rotation um die um ~ ver-
drehte z-Achse mit Winkelgeschwindigkeit w, := \/ w% — 2wiwg cos O + w%. Die Relativ-
bewegung v, der beiden Kegelrdder kann durch diese Rotation ersetzt werden.

—1o COS Y + zp siny

Wy T COS 7Yy
—xosiny
o w1 —w3y cos : w1 —w2 COs 0
Yo COS (arccot (77u}2 s )) + 2zp sin (arccot <77w2 s ))
— w1—w2 cosd
= wy T cos | arccot ( 0y sing ))

—ws sin 0

— 20 sin <arccot w1—wp C0S9 )

w1 —wg cos
—wg sind 1
—Y0 —= T % —
w1 —wg cos wq] —wg Ccos
\/1+( —wsg sin d ) \/1+< —wg sind )
w1 —w9 cos§
wg sin §

€T
0 1 w1 —w9g cos 2
+( —wg sin d )
1

Ldl *(1.)2 CcOos
\/1+( —wg sind )
o w1 —w3y COS O _ wo sin O
Yo \/w272w S+w?2 %0 2_2 S+w?2
1 1w2 COs 0+wy ywl Ww1w2 COS 0+ws
— 2 _ 2 T w1 —w2 COS
= \/‘*}1 2wiwy cos 0 + w; 0 2oz cos 0402

To wo sin 0
\/w% —2w1wsy Ccos 6+w§

—yo(w1 — wo cosd) — zowa sin &
= :Eo(wl — W9y COS 5) =4 € 0.
Tows Sin &

Der Punkt ¢ stellt den Momentanpol der gekoppelten Bewegung dar.

,,:>6‘:

Ein Kegelradpaar besitze zu einem Zeitpunkt ¢ einen Kontaktpunkt k(¢;). Auf den Pro-
fillinien bezeichnen wir den Kontaktpunkt mit f(¢;) bzw. g(tx). Um ein physikalisch
unmégliches Durchdringen der Zahnrader auszuschliefsen, muss am Kontaktpunkt die
Tangente der Zahnflanke f'(t;) bzw. g'(tx) parallel zur Bewegungstangente v, verlau-
fen. Diese beschreibt eine Rotation um ¢ und steht somit senkrecht zu (k(t;) — ¢).

U

Existiert ein Paar von Punkten f(fx) = g(tx) so besitzen die Profillinien einen gemein-
samen Punkt den wir mit k(¢;) bezeichnen. Setzen wir diesen in die Gleichung aus Satz
4 ein, folgt, dass die Tangenten f'(tx),g’'(tx) in der Normalebene von k() — ¢ liegen.
Zusammen mit der Beschrinkung auf einen Kugelschnitt folgt die Parallelitit von f/(t;)
und g’ ().
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Damit ist k(t) ein Beriihrpunkt der Zahnprofillinien.

(f(te) = o) f'(te) = 0= (g(tr) — )" ¢'(tx) = F'(tr), g’ (tx) € (K(tx) — )",

T / _ _ T / / / iR
() f (te) =0=g" (tx)g'(tr) f(tk):ﬁ:k(tk) fi(t), g (tr) € k™ (ty),

k C, T 0 — dim klt N (k(t _ et n :1,
FeTEO, o Tt (B0 0 (o(tr) (b))

= f'(tr) || g'(tx)-

Da die Tangenten parallel zur Rotation stehen, wird die Abrollung nicht beeintrachtigt.

Unter der bei aulenverzahnten Kegelradpaaren zwingenden Vorraussetzung der entge-
gengesetzten Drehrichtungen, teilt der Teilkegelwinkel v den Achsenwinkel §.

— w9 COS O — w9 oSO  CosO
0<y<d < 0<arccot<wlw2><6 & AT

—ws sin —w9 sin 6 sin ¢

w1
= —_

>0 <= = —1.
wy sin 6 0<o<m SgH(W1)SgH(WQ)

Der Teilkegelwinkel definiert den Wélzpunkt der Verzahnung. Bei konstantem Uberset-

zungsverhéltnis u = —:‘J’—; bildet der Walzpunkt einen Fixpunkt in .
0 . 0
c=r|siny | = sin & € Xo.
2
COS Y Vu? +2ucosd +1 U+ cos

O

Bemerkung Findet der Kontakt im Wilzpunkt statt k(ty) = ¢, reicht bereits die Paral-
lelitit der Tangenten der Zahnprofillinien f'(ty)|lg'(tx), um die Abrollung zu ermdglichen.
Durch die verschwindenen Gleitgeschwindigkeit im Wilzpunkt vy(c) = 0 ist die Orthogo-
nalitdt zur Rotation trivial erfillt. Statt einer gesonderten Betrachtung kann dieser Fall
jedoch auch durch stetige Fortsetzung der Zahnprofillinien behandelt werden.

Abbildung 3.5.: Die Tangente im Kontaktpunkt k steht orthogonal zum Wilzpunkt c.
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3.3. Berechnungen im Kugelschnitt

In Kapitel 3.2.1 wurden die beiden Profillinien f,g und der Kontaktweg k als durch
den Kontaktzeitpunkt ¢; parametrisierte sphérische Kurven definiert. Im Allgemeinen
ist jedoch meist nur die Form der Kurven bekannt. Dariiberhinaus muss insbesondere
bei Messwerten darauf geachtet werden, dass die Kurven wirklich auf einer gemeinsamen
Sphére verlaufen.

1F(s)ll2 = llg(s)lly = lIk(s)lly = fiir alle s.

Mit dem sphérischen Verzahnungsgesetz kann aus einer beliebigen, sinnvollen Parame-
trisierung einer der Kurven eine Kontaktfunktion bestimmt werden, die die Kurve ent-
sprechend umparametrisiert. Sind die Kontaktzeitpunkte erst einmal bekannt, erfolgt die
Umrechnung in die anderen Kurven durch zeitabhéngige Koordinatentransformationen
Ii(tk). i

Dieses Vorgehen setzt die Kenntnis des Ubersetzungsverhéltnisses in diesem Kugelschnitt
vorraus. Ist das Ubersetzungsverhiltnis unbekannt, wird zur Bestimmung der Kontakt-
funktion eine weitere Kurve benétigt. Der fiir die Praxis relevante Fall, in dem beide
Profillinien bekannt sind wird in Kapitel 3.3.3 untersucht.

In Kapitel 3.3.4 wird die Kontaktfunktion genutzt um die Dauer des Eingriffs zu bestim-
men. Daraus ergibt sich der Profiliiberdeckungsfaktor, die mittlere Anzahl der sich in
einem Kugelschnitt gleichzeitig in Eingriff befindenden Zéhne.

3.3.1. Mit vorgegebener Profillinie und Ubersetzung

Im betrachteten Kugelschnitt sei eine der Profillinien f oder g mit regularer Parametri-
sierung s vorgegeben. Es gilt also, %f(s) # 0 bzw. %g(s) # 0. Sie kann beispielsweise
aus Messwerten bestimmt worden sein. Gerade in diesem Fall ist es wichtig den An-
fangspunkt f(s,) bzw. g(sq) und Endpunkt f(s.) bzw. g(s.) genau festzulegen, da jeder
Punkt der Profillinie mit der Gegenflanke in Eingriff gebracht wird. Die Profillinie darf
daher nur der Nutzflanke der Verzahnung entsprechen. Wir nehmen zunéchst an, dass es
sich um die Profillinie f von K7 handelt.

fz(s) cos fi(s) sin fy(s)
f: [Sayse] D s+ f(s) = | fy(s) | =7 | sin fu(s)sin fy(s) | € 1.
f=(s) cos fy(s)

Desweiteren sei ein Ubersetzungsverhiltnis u > 0 vorgegeben, welches den Wilzpunkt ¢
bestimmt. Wie bereits erwihnt, wird im Allgemeinen ein konstantes Ubersetzungverhlt-
nis angestrebt. Die Formeln lassen sich jedoch auch mit nicht konstantem Ubersetzungs-
verhéltnis u(s) anwenden, wenn dies z.B. beim Reverse Engineering von bestehenden
Kegelradpaaren erforderlich ist.

0
c=r|siny| €.
cos 7y
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Fiir das Verzahnungsgesetzes benotigen wir die Tangente der Profillinie d% f(s) und die
Darstellung des Wilzpunktes in ;.

d d cos fi,(s) cos fy(s) d —sin f,(s) cos fy(s)
%f(s) = rgfg(s) sin f(s) cos fy(s) | + rgfg,(s) cos fi(s) cos fy(s)
—sin fy(s) 0
fz(s) cos fi,(s) sin f(s)
=: | fy(s) | = £'(s) =t f(s) | sinfg(s)sin fy(s) | € 2,
f2(s) cos fy(s)
¢z cos (wit) + ¢y sin (wit) sin (w1t) sin~y
koic = | —czsin (wit) + ¢y cos (wit) | =1 | cos (wit)siny | € Xy.
s cos 7y

Im sphérischen Verzahnungsgesetz wird gefordert, dass die Tangente f’(s) in einem Kon-
taktpunkt orthogonal zur Richtung des Wélzpunktes f(s) — ¢ steht. Fiir eine sphérische
Kurve gilt f7 f' = 0. Die Bedingung ist daher #quivalent zur Orthogonalitit zum Wélz-
punkt ¢. Damit kénnen wir die Kontaktfunktion ¢;(s) herleiten.

0=(f—c(te)" £ =—cltr)"

= rf; (sinw;tsinycos fosin fiy 4+ coswit sinysin f,, sin fy + cos~y cos f5) -
Das gilt genau dann wenn,
— cos fj cosy = sinysin f sin (ffp + wit). (3.1)

Wenn wir diese Gleichung nach wit; auflésen und die Definition von ~ einsetzen, erhal-
ten wir die folgenden zwei Basislosungen. Dieselben Losungen erhalten wir bei einem
Ubersetzungsverhiltnis @ := —u — 2cosd. Fiir den praxisrelevanten Fall v < 7 — § <
u > —2cosd < 4 < 0 handelt es sich daher bei den beiden Losungen um die gesuchte
Aufsen-, und eine unerwiinschte Innenverzahnng.

+ cosd

witi(s) = Farcsin (u cot fé(s)) — fo(s) (3.2)

sin §
U + cosd

= 4 arcsin -
sin ¢

cot Fe)) = 1466

Mit der Kontaktfunktion ¢; konnen wir den Kontaktweg k und die Profillinie g des
Gegenrads Ko berechnen, indem wir abhéngig vom Kontaktzeitpunkt ins entsprechende
Koordinatensystem transformieren.

F(tr) = f(tr(s)) € X,

fzcos (wit) — fysin (wit) cos (fo + wity) sin fy
k(ty) = ki0(te) f(tr) = | fosin(wit) + fycos (wit) | =7 | sin (fo +wity)sin fy | € Xo,
Iz cos fy
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9(t) = ra2(tr) f (tr) = ro2(te)k(tr)
cos (watg)  sin (watg)cosd —sin (waty)sind cos (fo + wity) sin fy

=71 | —sin (waety) cos(waty)cosd — cos (waty)sind sin (f, + wity) sin fy

0 sin § cos cos fy

— sin (watk) cos fy cos (waty,) cos (f, + wity)sin fy

=rsind | —cos(watg)cos fy | +r | —sin(waty)cos (f, + wity)sin fy

sin (f, + wity) sin fy 0

sin (waty) sin (f, + wity) sin fy
+rcosd | cos (waty)sin (f, + wity)sin fy | € 3a. (3.3)
cos fy

Zur Unterscheidung der beiden Losungen kénnen wir die Hauptnormalen der Profillinien

d% (H?gz;H) und % (@%) in einem Kontaktpunkt vergleichen. In einem gemeinsamen
Koordinatensystem besitzen Aufienverzahnungen entgegengesetzte Kriimmungsvektoren,

und Innenverzahnungen gleichgerichtete.

d ( I'(s) )T d ( g'(s) ){<0 = Innenverzahnung

J— t .
ds H-f,(s)H il k(S))dS g’ (s) > (0 = Aufenverzahnung

Nun sei zu Beginn statt der Profillinie f von Kj, die Profillinie g von K5 vorgegeben:

9z(8) cos g, () sin gy (s)
g: [Sa,8e) 2 s g(s) = | gy(s) | =7 | singy(s)singy(s) | € 3a.
g:(s) cos gy(s)

Durch ein analoges Vorgehen gelangen wir zur Kontaktfunktion t.

d d €08 g,(5) cos gy(s) —sin g, () cos gy (s)
B 905) =L ga(s) (s go(s) cosgo(s) | + 7 g(s) | cosga(s) cosgo(s)
—singy(s) 0
9:(s) cos g () sin gy (s)
=t | g,(s) | =g'(s) =:g,(s) | singy(s)singj(s) | € Do,
g:(s) cos gj(s)

sin (wat) sin (y — 0)
Koee = 1 | sin (wat) cos (v — ) | € Xo.
cos (y — 0)
Mit dem Verzahnungsgesetz 0 = —c(t;)”g’ erhalten wir fiir wot; auch in diesem Fall
zwei Basislosungen. Dieselben Losungen erhalten wir bei einem Ubersetzungsverhéltnis
U= {o3e0s5- P27 < T < 4 < 0, handelt es sich bei den beiden Losungen wieder um
die gesuchte Aufien-, und eine unerwiinschte Innenverzahnng.
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L4 cosé

watk(s) = + arcsin (usmé cot g&(s)) — g;(s)

1
4+ cosd
= F arCSin (usm(s cot giy(s)> - g:o(s)

3.3.2. Mit vorgegebenem Kontaktweg und Ubersetzung

Im betrachteten Kugelschnitt sei ein Kontaktweg k mit reguldrer Parametrisierung s
vorgegeben. Es gilt also, d%k:(s) # 0. Der Kontaktweg ist als Auslegungsparameter be-
sonders geeignet, da durch ihn Kontakteigenschaften wie der Eingriffswinkel oder die
Profiliiberdeckung direkt festgelegt werden kénnen. Bei Stirnradpaaren stellt die Gerade
den Standard fiir die Wahl des Kontaktwegs dar. Analog bietet es sich an, bei Kegel-
radpaaren einen Groftkreis zu verwendet, dies fithrt wie in Kapitel 3.4 beschrieben zur
Kugelevolventenverzahnung.

kx(s) cos ky(s) sin ky(s)
k: [Sa,8¢] 2 s ——k(s) = | ky(s) | =7 | sinky(s)sinky(s) | € Xo.
k.(s) cos ky(s)

Desweiteren sei wie im vorangegangenen Kapitel das Ubersetzungsverhéltnis u, und da-
mit der Walzpunkt ¢ vorgegeben. Auch hier ist es moglich ein vom Paramter s abhén-
giges Ubersetzungverhiltnis u(s) zu verwenden. Diese Form der Auslegung stellt aber
noch mehr als im vorangegangenem Fall, ein akademisches Beispiel dar, das bisher in der
Praxis keine Anwendung findet.

0
c=r|siny| €.
coSs 7y

Um das sphérische Verzahnungsgesetz anwenden zu kénnen benotigen wir eine Profilli-
nie. O.B.d.A berechnen wir f. Wir erhalten die Profillinie, indem wir eine Koordinaten-
transformation auf k(s) anwenden, die von der noch unbekannten Kontaktfunktion #(s)
abhiingt. Desweiteren bilden wir die Tangente der Profillinie f'(s) = 4 f(s) € £;.

kiz(s) cos (witk(s)) +
F(te(s)) = ro1(tr(s))k(s) = | —kz(s)sin (W1tk(8])€) (+)
(K, + wityky) cos (wity) — (ky, — wityky) sin (wity)
I = | +(k, + wit)ky) sin (wity) + (ky, — witykz) cos (wity) | € 1.
k.

ky(s)sin (witk(s))
ky(s) cos (witg(s)) | € X,
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Wir wenden das Verzahnungsgesetzes jeweils zum Kontaktzeitpunkt ¢ in g an. Dafiir
transformieren wir die Profillinie und ihre Tangente wieder zuriick in Xg.

ky(s)
F(ti(s)) = k10(te(s))k(s) = | ky(s) | € Zo,
k.(s)
ki (s) + wit (s)ky(s)
F'(te(s)) = | Ky (s) — wity(s)ka(s) | € 0.

Die Orthogonalititsbedingung des sphérischen Verzahnungsgesetzes lasst sich weiter ver-
einfachen, da f eine sphérische Kurve ist. Diese FEigenschaft hat die Profillinie durch die
zentrale Rotation vom Kontaktweg geerbt. Wir losen die Orthogonalitatsbedingung nach
der Ableitung der Kontaktfunktion ¢; auf.

0=(f(s) —c)" f'(s) =k(s)Tk'(s) — " f'(s) = —c" £'(s)

T

0 K, (s) + wit)(s)ky(s)
= [ rsiny ky(s) — wity(s)kz(s)
T COS 7y K. (s)
Dies gilt genau dann wenn,
cot vkL(s) + k. (s)
th(s) = s

wikz(S)

Durch Integration erhalten wir die Kontaktfunktion ¢x(s). Die Integrationskonstante
to = t(so) bildet einen Bezugszeitpunkt fiir den Kontakt in einem Punkt k(sg) mit
S0 € [Sq, S¢]- In Kapitel 3.5 werden wir die Konstante zur Konstruktion der Flankenlinie
nutzen. Betrachten wir jedoch auschliefilich einen Kugelschnitt, konnen wir ¢ty = 0 setzen.

s cotvkL (o) + K, (o)
tr(s) = / ‘

s wlkﬂ?(g)
An Gleichung (3.4) kénnen wir erkennen, dass die Kontaktfunktion eine Singularitit in

k; = 0 aufweist. Um diese Stelle genauer zu untersuchen, betrachten wir den Kontaktweg
und seine Ableitung in sphérischen Koordinaten .

do + tg. (3.4)

0

cosky(s)sinky(s)
k(s) =1 | sinky(s)sinky(s) | € o,

cos ky(s)
—rsinky(s)sinky(s)
K'(s) = c%k(s) = (;ik@(s)> T COS kw(sg sin ky(s)
rcos ky(s) cos ky(s)
d @
+ [ —ky(s) ) | rsinky(s)cosky(s) | € o,
<ds > —fsin ky(s)
ot (s) = d%/%(s) + %kﬁ(s)sm ’“@(Sl‘;‘jkiﬂ(f)) — coty (3.5)
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Betrachten wir nun den Fall, dass der Kontaktweg k durch den Wilzpunkt ¢ verlauft.
Js. € [sq,8¢] mit k(s.) =c <= ky(sc) =m, kg(sc) =7

ink -1
il{:lg(sc) coty lim sin g (5) _d

. d
lim wit'(s) = Joke(se) + M coskp() s o)
¢ ¥

S$—S¢ ds

Als weiterer Fall kann die Ableitung des Polarwinkels ky an der Singularitéit verschwin-
den. Dieser Fall ist in der praktischen Umsetzung unbrauchbar, da eine flache Stelle in
der Verzahnung entsteht, an der kein Drehmoment {ibertragen wird.

d d
Jsc € [Sq,8¢] mit ky(sc) =, %kﬁ(sc) =0, ky(sc) #0 # gkw(sc)
%/ﬁg(s)(sin ky(s)cot ky(s) — coty)

d
lim wqt/(s) = d—k@(&) + lim
s

5—5c 5S¢ cos ky(s)
ok sin k() cot ky(s) — cot
_ ikap(sc)‘i‘ - Lk (s)(sin ky(s) cot ky(s) — cot )
ds s—sc —sinky(s) Ly (s)
—sinky (s
o B0 (008o() ot k(o) fkiols) + SREE Fho(0))
s—se —sinky(s) Lky(s)

d d? — cot ky(sc) + coty

= £k¢(sc) + @kﬂ(%)

d%kv(sd

Mit der Kontaktfunktion kénnen wir nun durch die entsprechenden Koordinatentrans-
formationenen die Profillinien f und g berechnen.

k(ty) = k(tr(s)) € Xo,

ky cos (wit) + ky sin (w1t) cos (ky, — wity) sin ky
f(tr) = ko1 (t)k(ty) = | —kesin (wit) 4+ kycos (wit) | =7 | sin (ky, — wity)sinky | € X4,
k. cos ky
g(tr) = roa(te)k(tr)
cos (waty)  sin (waty)cosd —sin (waty)sind cos ki, sin ky
=7 | —sin (watg) cos(waty)cosd — cos (waty)sind sin k., sin ky
0 sin ¢ cos cos ky
sin (waty) cos ky cos (waty) cos ky sin ky
= —rsiné | cos (waty) cosky | + 7 | —sin (waty) cos k, sin ky
— sin ky, sin ky 0
sin (waty) sin ki, sin ky
+7rcosd | cos (waty)sinkysinky | € 3o. (3.6)
cos ky

53/100



KAPITEL 3. KEGELRADPAARE

3.3.3. Beide Profillinien vorgegeben ohne Ubersetzung

Im betrachteten Kugelschnitt sei eine Profillinie f mit regularer Parametrisierung s vor-
gegeben. Es gilt also, % f(s) # 0. Die zweite Profillinie g liege diskretisiert als auf einader
folgende Punkte g, im selben Kugelschnitt vor. Diese Punkte konnen aus Messwerten ent-
nommen oder aus der Abtastung einer Parametrisierung von g bestimmt worden sein.
Die Begrenzungen sind nur bei f relevant. Fiir die Profillinie g konnen die Punkte g;
auch iiber die Nutzflanke hinausgehen.

fz(s) cos f, sin fy
f: [Say8e] D s+ f(s) = | fy(s) | =7 | sinfysinfy | € X4,
fy(s) cos fy
Gix COS Jip sin 9i9
g;i=|giy| =7 |sing,sing; g | € X firi=1,...,k.

Gi,z COS g 9

Aus je zwei Punkten g; und g, ; bilden wir eine Kurve gfg:l im Kugelschnitt. Wir setzen
die Kurven an den Punkten g; zusammen und erhalten eine Naherung fiir die Profillinie
g. Als Kurven wihlen wir sogenannte Loxodrome, sphérische Kurven mit konstanter
Steigung des Polarwinkels. Diese eignen sich aufgrund ihrer einfachen mathematischen
Beschreibung besonders fiir eine Schnittpunktberechnung auf der Kugeloberflache.

g~ U g@m mit ggi1:001]3¢— gigi(€) € %,
i=1, k-1
- €08 (gi+1,0 + & (Gisp — Gi+1,0)) 80 (git1,0 + & (959 — Giv1,0))
9:9:11(&) =7 | sin(giy1,0 + & (9ip — Git1,0)) SN (Git1,0 + & (959 — Git1,9))
cos (gir1,0 + & (g — Giv1,9))

Das Ubersetzungsverhéltnis u sei unbekannt und soll bestimmt werden. Da es sich bei die-
ser Berechnung um eine allgemeine Analyse bestehender Verzahnungen handelt, kénnen
wir nicht von einer Konstanz des Ubersetzungsverhiltnises ausgehen. Mit dem Uberset-
zungsverhéltnis dndert sich auch der Wilzpunkt ¢ abhingig vom Parameter s

0
cfs) = v [ sina(s) | € 30 mit o) = arccor (ML),
sin 0
cosy(s)
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Mit Gleichung (3.3) und (3.2) kénnen wir abhéngig von u s) die Profillinie g(s) errechnen.
sin ( S)wltk( cos fy(s
—cos ( (1 )wltk ) cos fﬁ
sin (fu(s) + witk(s)) sin fg

Q
=
??‘
|
=
w,
=
S5
ﬁ

wltk(s ) cos (fio(s) + witk(s))sin fy(s)
e wltk(s)) cos (fy(s) + witk(s))sin fy(s)
0
—sin (u(s)wltk( s)) sin (fi,(s) + witk(s))sin fy(s)
+rcosd | cos( gs)wltk( s)) sin (fi,(s) + witk(s))sin fy(s)
cos fy(s)

€08 g, (5) sin gy(s)
=:7 | singy(s)singy(s) | € o,
cos gy(s)
U+ cos 0

witk(s) = Farcsin (Slné cot fi(s )> f(s).

Wir priifen wie in Kapitel 3.3.1 beschrieben bei welcher der beiden Losungen es sich um
die gesuchte Aufsenverzahnung handelt. Nun kénnen wir fiir einen einzelnen Parameter-
wert s bestimmen, bei welcher Ubersetzung u(s) ein Kurvensegment der vorgegebene
Profillinie g;g;,; geschnitten wird.

—— gw(u(s))> _ <g¢+1,<p> ((gi,@> <gz’+w)> :

u(s)) € g,9,11 < = + — mit0 < ¢ < 1.
9(u(s)) € 9:9it1 (919(“(3)) Ji+1,9 . 9i,9 9i+1,9 S
Das entspricht der Nullstelle der Gleichung:

T
(!ha(u(s)) - giJrl,cp) ( 9i — 9i+1,9 > O mit0 < 9o (u(s)) — git1,e <1
go(u(s)) = git1,0 —Yip T i+l Gip — Git+1,0

Zur Bestimmung der Nullstelle der Gleichung wenden wir das Newton-Verfahren an. Als
Startwert ug eignet sich das umgekehrte Verhéltnis der Zdhnezahl von K7 und Ko.

T
(ng(uj) - gi+1,<,0> < 9i9 — Gi+1,9 >
w n2 w ” gﬁ(“j) — Gi+19 Gio T Git1,p
0= " j4+1 = Uj —
" <c§ugw(“j)> < 9i9 — Gi+1,9 )
@gﬁ(uj) Gip t Git1l,p

Das errechnete Ubersetzungsverhéltnis u(s) bezeichnen wir als momentanes Uberset-
zungsverhdltnis zum Zeitpunkts tx(s). Fiir die Genauigkeit der Berechnung ist vor al-
lem die Diskretisierung der Profillinie g ausschlaggebend. Mit der Kontaktfunktion ¢x(s)
konnen wir einzelne Punkte des Kontaktwegs k berechnen.

cos (fp + wity)sin fy
k(t(5)) = mro(te(s) £(5) = 7 [ sin (fy +wrti)sin o | € .
cos fy
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3.3.4. Die Profiliiberdeckung

In diesem Kapitel wird die Profiliiberdeckung €, eines Profillinienpaars betrachtet. Sie
gibt die relative Dauer des Kontakts eines Zahnpaars in einem Kugelschnitt wieder. Zu-
sammen mit der Sprungiiberdeckung eg die durch die Schragverzahnung in Kapitel 3.5
bestimmt wird, kann die Gesamtiiberdeckung € berechnet werden. Die Gesamtiiberde-
ckung gibt die relative Dauer des Kontakts eines Zahnflankenpaars an. Ist das Kegelrad
aus identischen Zahne aufgebaut, entspricht die Uberdeckung der durchschnittlichen An-
zahl sich gleizeitig in Kontakt befindender Zdhne.

Um die Profiliiberdeckung zu bestimmen nutzen wir die zuvor in Gleichung (3.3) bzw.
(3.2) berechnete Kontaktfunktion. Mit dem ersten Kontaktzeitpunkt ¢x(s,) und dem
letzten Kontaktzeitpunkt tx(s.), kann die Kontaktdauer At = tg(se) — ti(sq) errechnet
werden. Wenn wir diese durch den Anteil eines Zahns an der Gesamtumdrehungdauer
teilen, erhalten wir die Profiliiberdeckung €,. Hierbei bezeichnet n; € N die Zéhnezahl
des Kegelrads K; und ng € N die Zahnezahl des Kegelrads Ks.

_ niwi1 At . n1w1(t(85) — t(Sa))

Ca = o 2
_ nawo At _ nowa(t(se) — t(sa))
2 2 '
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3.4. Die Kugelevolventenverzahnung

Wie bei den Stirnrddern veranschaulichen wir die zuvor hergeleiteten Formeln an einem
Beispiel. Analog zur Gerade aus Kapitel 2.4.1 werden wir in Kapitel 3.4.1 einen Grof-
kreis als Kontaktweg vorgegeben. Durch die geometrischen Einfachheit des Grofskreises
lassen sich die Profillinien daraus analytisch berechnen. Wir bezeichnen die Profillinien
als Kugelevolventen, und zeigen in Kapitel 3.7 die Verwandschaft zu den ebenen Kreis-
evolventen. Kugelevolventen sind in der Verzahnungstheorie bereits bekannt, besitzen
aber keine praktische Bedeutung, [11, S.29]. Das liegt daran, dass sie sich nicht mit tra-
ditionellen Verfahren herstellen lassen, wie wir in Kapitel 3.6 sehen werden.

In Kapitel 3.4.2 geben wir als Profillinie eine Kugelevolvente vor und berechnen zu einem
beliebigen Achsenwinkel § den Kontaktweg. Abschlieffend berechnen wir die Profiliiber-
deckung der Kugelevolventenverzahnung in Kapitel 3.4.3.

Abbildung 3.6.: Ein kugelevolventenverzahntes Kegelradpaar mit einem Grofskreis als
Kontaktweg.
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3.4.1. Berechnung der Profillinien

Als Kontaktweg k wéhlen wir einen Grofskreis im Bezugskoordinatensystem Yg. In Ka-
pitel 3.3.2 wurde hergeleitet, dass fiir eine geeignete Verzahnung der Kontaktweg durch

den Walzpunkt ¢ = (0, sin~y, cos 'y)T verlaufen muss.
1 0 0 cosa —sina 0 0
k(s)=r |0 cosvy sinvy sina  cosa 0] | coss
0 —siny cosvy 0 0 1 sin s
—sinasins
=r | sinycoss+ cosycosasins | . (3.7)

€OS7yCcos s — sin-ycos asin s

Wir bezeichnen den Parameter a € [0, 7] als Eingriffswinkel. Fiir die Bestimmung der
Kontaktfunktion bendtigen wir aufferdem die Ableitung des Kontaktwegs:

—sinacoss
/ . .
k'(s) =r | —sinysins + cos~ycos acos s
— €0sysin s — sin 7y cos a cos s

Als Bezugspunkt wihlen wir den Wélzpunkt. k(0) = ¢ Nach Gleichung (3.4) resultiert
damit die Kontaktfunktion

s cot vk (o) + k] (o)
tk(s) :/0 W1]{53¢(U) S

d0’+t0

S
1
_/ ——do+ty=—""—"F7 i : + to. (3.8)
0 wisinysino w1 sin -y sin a
Nun konnen wir die Gleichungen (3.6) nutzen, um die Profillinien zu errechnen.

— sin asin s cos (w1t) + (sin~y cos s + cosy cos asin §) sin (w1 t)
f(s) = | sinasinssin (wit) + (sinycos s + cosycosasin s) cos (wit) | € ¥y, (3.9)
COS 7y Ccos s — sinycos asin s

—sin asin s cos (wit) 4 (sin (7 — §) cos s + cos (7 — §) cos asin s) sin (wyt)
g(s) = | sinasinssin(wit) + (sin(y — ) cos s + cos (7 — d) cos asin s) cos (wit) | € Xa.
cos (7 —d)coss —sin (y — ) cosasin s

3.4.2. Berechnung des Kontaktwegs

Fiir die Profillinie f aus Kapitel 2.4.1 berechnen wir den Kontaktweg k zu einem poten-
tiell verschiedenen Achsenwinkel ¢ bei identischem Ubersetzungsverhéltnis w.

kz(s) coswity + ky(s) sinwity 0
f(s) = | —kz(s)sinwity + ky(s) coswity | , ¢ = | siny
k.(s) cos "y
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Um die Kontaktfunktion #(s) zu bestimmen, setzen wir den der Profillinie zugrunde
liegenden Kontaktweg k in Gleichung (3.4) ein. Alternativ konnen wir hier auch direkt
Gleichung (3.2) verwenden. Dies erfordert jedoch die komplizierte Berechnung der Polar-
koordinaten von f’.

. s cot Yk (0) + k! (o
wltk(s):/ 7 z( ) y( )d0+wlt0

0 ky (o)

Daraus folgt:

witr(s) — witp(s) = /s (coty — cotH)kL (o) i

S0 kx(a)

S
= (coty — Cot‘y)/ (C,OSfY + Cotasin'ycotoz> do
0 S

= (coty — cot ’y)(sCOSfY + In (|sin s|) siny cot ).

sin o

~

Aus der Differenz der beiden Kontaktfunktionen kénnen wir nun den Kontaktweg k
errechnen:

fr(s) coswity + f,(s) sinwity,
k(s) = | —fu(s)sinwity, + f,(s) coswiiy
f=(s)
ki (5) cos (witg — wity) + ky(s) sin (wity — witk)
= | —ky(s)sin (wity — witg) + ky(s) cos (wity — wity) | € So.
k= (s)

3.4.3. Berechnung der Profiliiberdeckung

Wie in Kapitel 3.3.4 beschrieben, konnen wir aus der Kontaktfunktion (3.8) die Pro-
filiiberdeckung einer Kugelevolventenverzahnung berechnen. Die Parameter s, und s,
beschreiben dabei den ersten und den letzten Kontaktpunkt. Die Profiliiberdeckung e,
erhalten wir wie folgt:

. nwi (t(se) —t(sa)) M1 Se — Sa
o= -

2 27 sinysin «
_ nowa(t(se) — t(sq)) _ 2 Se — Sq
27 27 sin (y — §) sina’
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3.5. Schragverzahnungen beim Kegelrad

Bisher haben wir das Kegelradpaar ausschlieklich im Kugelschnitt betrachtet. Fiir die
sphérische Kinematik und das sphérische Verzahnungsgesetz reicht diese Darstellung
vollkommen aus. Sobald wir jedoch &ufere Eigenschaften, wie die Krifte auf die Ge-
triebeachsen oder das allgemeine Verlagerungsverhalten betrachten, miissen wir die ver-
schiedenen Kugelschnitte wieder zu einem dreidimensionalen Kegelrad zusammensetzen.
Im einfachsten Fall setzen wir die Profillinien f(r) der unterschiedlichen Schnittradien
T € [ra,Te] zentralsymmetrisch zusammen und erhalten ein geradverzahntes Kegelrad mit
der Zahnbreite r, — 7.

Abbildung 3.7.: Ein bogenverzahntes Kegelrad mit Schragungswinkel j3.

In Kapitel 3.3.2 wurde die Integrationskonstante tg = tx(sg) eingefithrt. Mit dieser Be-
zugsgrofse ist es moglich den Zeitpunkt des Kontakts eines Bezugspunktes sq festzulegen.
Bei einer einheitlichen Wahl des Bezugspunktes in allen Kugelschnitten wird die Pofil-
linie f(r) um den Winkel w;to(r) verdreht. Dies kann als Drehung der Kugelschnitte
gegeneinander um die Drehachse des ersten Kegelrads aufgefasst werden. Wir erhalten
damit die Flankenlinie [rq, 7] 3 r — wito(r) € [0,27). In der Praxis wird die Flanken-
linie tiber den Schrigungswinkel tan 5(r) = %wlto(r) angegeben. Aufgrund der Herstel-
lungspraxis mit rotationssymmetrischen Werkzeugen werden Kegelrédder in der Regel mit
einem iiber die Zahnbreite veréinderlichem Schriagungswinkel hergestellt. Entspricht die
Flankenlinie grob einer Bogenform spricht man von einem bogenverzahnten Kegelrad.
Eine Schrigverzahnung ermdglicht auch bei Profiliiberdeckungen ¢, < 1 eine kontinu-
ierlichere Kraftiibertragung wéhrend der Abrollung des Kegelradpaares. Wahrend die
Profiliiberdeckung die Dauer des Kontakts in einem Kugelschnitt wiedergibt, beschreibt
die Sprungiiberdeckung eg := 51 (max (wito(r)) — min (wito(r))) die Dauer des Kontakts
entlang der Zahnbreite. Insgesamt addieren sich beide Uberdeckungen zur Gesamtiiber-
deckung € = €, + €g welche der praxisrelevanten Gesamtdauer des Kontakts Rechnung
tragt.
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3.6. Die erzeugende Planverzahnung

In diesem Kapitel sehen wir uns das Analogon einer Zahnstange fiir Kegelrader an. Auf-
grund der Kugelsymmetrie ist die ebene Bezugsfliche eine Kreisscheibe um den Ach-
senschnittpunkt. Ein Zahnrad mit dieser Bezugsfliche bezeichnen wir als Planrad. Wir
leiten die Verzahnung des Planrads her, indem wir den Achsenwinkel zu § = v + 5 ver-
grofern, wihrend wir den Walzpunkt ¢ fixiert halten. Da mit dem Wilzpunkt auch der
Whilzwinkel v = arccot “i#o;‘s konstant bleibt, dndert sich das Ubersetzungsverhiltnis
zu u = cotysind — cosd = Sii . Dies fiihrt zu einer nicht zwingend ganzzahligen Zah-
nezahl fiir das Planrad. Daher muss eine Betrachtung fiir einzelne Zahne und nicht fir
eine gesamte Umdrehung erfolgen. Mit dem Waélzpunkt ¢ als Momentanpol der Gleit-
geschwindigkeit bleibt auch das Verzahnungsgesetz unverindert. Dies lésst sich an der

Gleitgeschwindigkeit v, zeigen:

w —1yo(u 4 cosd) + zp sin § _yo(snlw —sin7y) + zp cosy
vy = El zo(u + cos J) = wy sinvy :):O(sirlw — sin~)
—rpsing —T( COS 7Yy
—1Yo cosy + zgsiny
= w1 COS 7Y T CoS 7y € Xo.

—xgsiny

Damit konnen wir die Profillinie des Planrads aus der Profillinie g € ¥5 mit dem Ach-
senwinkel 6 =~ + § berechnen. Je nachdem ob der Kontaktweg k oder die Profillinie f
vorgegeben ist nehmen wir dafiir Gleichung (3.6) bzw. (3.3) mit der zugehorigen Kon-
taktfunktion #(s).

— sin (watk) cos fy cos (waty) cos (f, + wity) sin fy
g(ty) =rcosy | —cos(waty)cos fy | +r | —sin(watr)cos (f, +wity)sin fy
sin (f, + wity) sin fy 0

sin (waty) sin (f, + wity) sin fy
—rsiny | cos (waty) sin (f, + wity)sin fy | € 1o,

cos fy
sin (waty) cos ky cos (waty,) cos kg sin ky
g(ty) = —rcosy | cos (waty)cosky | +r | —sin (waty) cos kg sinky
— sin k, sin ky 0

sin (waty) sin ki, sin ky
—rsiny | cos (waty)sinky,sinky | € Xo.
cos ky

Insbesondere konnen wir die Profillinie des Planrads einer Kugelevolventenverzahnung
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aus Gleichung (3.9) berechnen.

— sin acsin s cos (wyt) + (sin (7 — &) cos s + cos (7 — §) cos asin s) sin (w1 t)

g(s) =r | sinasinssin(wit) 4 (sin (7 — d) cos s + cos (v — §) cos asin s) cos (w1 t)
cos (y —d)coss —sin (y — §) cosasin s

—sinasin s cos (=%ma + wito) — cos ssin (%554 + wito)

=r | sinasinssin (G555 +wite) — cos s cos (g55ma T wito)
cosasin s

cos (witg) sin(witg) 0\ [fcosa 0 —sina 0

=r | —sin(witg) cos(wity) O 0 1 0 —coss | . (3.10)
0 0 1 sina 0 cosa sin s

Da die Kontaktfunktion der Kugelevolvente vom Profillinienparamter s abhingig ist,
d%(wltk) # 0 fir v # 0 # «, erkennen wir an Gleichung (3.10) dass die Profillinie
des Planrads wider Erwarten kein Grofskreis ist. Der Grofkreis ist als Analogon der
geraden Flanken einer Zahnstange fiir die Kegelradherstellung von besonderem Interesse.
Aufgrund der Selbstdhnlichkeit ist es moglich durch eine verminderte Eintauchtiefe des
Werkzeugs eine konische Zahnhthe mit &hnlicher Profillinie zu erzeugen. Legt man als
Planrad einen Groftkreis fest, so erhélt man statt der Kugelevolventenverzahnung eine
sogenannte Oktoidverzahnung. Die Oktoidverzahnung hat als Kontaktweg statt eines
Grofikreises eine Oktoide und somit keinen konstanten Eingriffswinkel . Desweiteren
flihrt die Verwendung eines rotationssymmetrischen Werkzeugs zu einer Verdnderung
der Profillinie des Planrads entlang der Zahnbreite, wie in Kapitel 3.5 beschrieben.
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3.7. Das Stirnrad als Grenzfall eines Kegelrads

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass die Stirnradtheorie aus Kapitel 2 als Grenzfall
der Kegelradtheorie aus Kapitel 3 hervorgeht. Der Vergleich dient der Bestétigung und
Vervollstiandigung der Theorie. Fiir die praktische Berechnung und Auslegung von Zahn-
radern sind die Formeln zu sperrig und stellen keinen Vorteil gegeniiber der separaten
Stirnradtheorie dar.

Wir betrachten den Kugelschnitt mit Radius r. Der geodétische Abstand zwischen den
Durchstofspunkten der Drehachsen betrigt rd. Wahrend wir den Achsenwinkel § gegen
null gehen lassen, soll der Abstand sich dem Achsabstand d anndhern. Daraus folgt:

limr = lim - — oo.

6—0 0—0
Da der Ursprung o der Koordinatensysteme 3;, ©; fiir Kegelrdder mit dem Achsenschnitt-
punkt durch 6 — 0 ins Unendliche wandert, betrachten wir verschobene Koordinatensys-
teme ¥;, ©; mit dem Ursprung o, = o+ E; (0,0, r)T. Als Bezugssystem wéhlen wir:

R Zo Zo 0 1 00
Yo = Yo oo+Ey|y| € R? mit oo=|0],Ex=]|0 1 0 «— ZO'
20 20 0 0 01

Wir betten das Bezugskoordinatensystem der Stirnrdder ¥, in das neue Bezugskoor-
dinatensystem der Kegelrader io ein, und schreiben dafiir ¥, — io. Zur einfacheren
Unterscheidung bezeichnen wir in diesem Kapitel die Koordinatensystem der Stirnréder
mit X,, ©,. Wir betrachten die Grenzwerte von 02 und E'Q fur limg_q:

0 0 0 0
lim 03 = lim 0 +7(d) [ sind | =dlim Sig(s =1d],
6=0 =0 —7r(0) cos 00 Cosg_l 0
1 0 0 1 00
%%@ﬂ%OCM sind | =(0 1 0
0 —sind cosd 0 0 1

Nun sehen wir, dass im Grenzfall auch das Stirnradkoordinatensystem X, in das Kegel-
radkoordinatensystem Yo eingebettet werden kann.

R T3 T3 0 1 0 0
lim >3 = ys | |03+ FEs|ys | € R? mit os=|[d]|,E35=10 1 0 — Y.
6—0
23 23 0 0 0 1
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Analog betrachten wir auch die Grenzwerte von 01,03 und E1, E3:

0 0 0
lim 61 = lim 0 +r@@) 0] =10],
=0 O (o) 1 0
0 0 0 0
limoy=lim [ 0 | +7(0)(sind | =dlim [ =2 | ={d
o0 60 —r(6) cos§ 6=0 Lsg_l 0
R coswit —sinwit 0 coswit —sinwit 0
(lsi_rf(l) E(t) = %i_l% sinwit  coswit 0| Eg= | sinwit coswit 0],
0 0 1 0 0 1
R coswit —sinwit 0 R coswit —sinwit 0 R
(lsig(l) Es(t) = %i_r% sinwit coswit 0| Fs3= | sinwit coswit O %i_l% Esq
0 0 1 0 0 1

coswit —sinwit 0
= | sinwit coswit O
0 0 1

Nun betten wir wieder die Stirnradkoordinatensystem X;, ¥, in den Grenzfall der Ke-
gelradkoordinatensystem 1, 3o ein:

R T R T 0 R coswit —sinwit 0
lim ¥, = y1 |01+ E1 |y ]| € R3mité; = [0 ,E3 = |sinwit coswit 0 — X,
—0
21 z1 0 0 0 1
R T2 R T2 0 R coswit —sinwit 0
%im Yo = yo | |02+ Eo | y2 | € R3 mit 6y = | d ,E3 = [ sinwit coswit O — 3.
—0 2o 2 0 0 0 1

Durch den Ubergang der Koordinatensysteme und der ihnen zugrunde liegenden Bewe-
gungen wird auch die sphérische Kinematik in den ebenen Fall tiberfiihrt, wie wir an der
Gleitgeschwindigkeit v, und am Walzpunkt ¢ sehen kénnen.

—yo(w1 — wocosd) — (zg + 7)wa sin §

2o 3 lim vy = lim zo(w1 — wa cosd)
6—0 d—0 :
Tows sin &
—yo(w1 — w2) — wadlims_q 520
= zo(w1 — wa) =v, €%,
0
0
Yo 3 lim ¢ = lim 7 sin arccot (%";5)
§—0 6—0 ‘ U-‘FCSOISH(S )
r (Cos arcco (W) _ )
0 0
— _d_7; sin § o d i
= |y lims—o =5 =z | =c€
—d_Jim;_, s9=1 0
u+1 6—0 5
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Damit ist gezeigt, dass das ebene Verzahnungsgesetz einen Grenzfall des sphérischen Ver-
zahnungsgesetz darstellt. Der in Kapitel 3.3.2 beschriebene Kontaktweg k, kann durch die
Grenzwertbetrachtung in den Stirnradfall tiberfiihrt werden. Analog zum Achsenwinkel
0 halten wir dafiir den geodétischen Abstand fiir den Azimutalwinkel kyr = k, konstant.

sin (kTT(é)(O
—

R cos ky(s) sinky(s) cos k() lims .o R
Y02 (151_% k(s) = %lin r | sinky(s)sinky(s) | =d | 4p k() limg_g Sm( 6d 5)
cosky(s) —1 COS( 7<e)5)
limso ——5—"—
cos ki (s) lims_q cos (k’"és) 5)
= ky(s) | sinky(s)lims_g cos (krtgs ) k(s) € 2.

— limg_,g sin < C(ls )

Mit den Polarkoordinaten des Kontaktweg, kénnen wir im Grenzfall die Aquivalenz der
Kontaktgleichung fiir Kegelrader (3.5) und der Kontaktgleichung fiir Stirnrader (2.5)
nachweisen.

5 d d k, cot kg — cot
Yo hmwlt _hm 71{: —kaﬁsnl p COt ky — coty

s—o0ds ©  ds cos ki,
d . k u + cosd
=—k ds " lim ( sinky,dcot [ —8 | — §———
ds sDercosk 0 (5111 0 0 <d > sin & >
d d  sink, — k.21
:7]{; _ T‘M: t/ :E .
B T G Ereosk, | 1P o

Sehen wir uns nun den Kontaktweg an. Der Grofkreis aus Gleichung (3.7) geht in die
Gerade aus Gleichung (2.7) iiber, wenn wir den geodétischen Abstand fiir den Parameter
$r = s fixieren.

—sinasin §
Y02 limk(8) =limr | sinvycoss§+ cosvycosasin s
6—0 6—0 ~ . A
cosycos§ —sinycosasins — 1
. sin (36
—smaigd )
— i i sin (24§
d%{% 2 cos (56) + cosy cos a%
cos vy ss) & siny s (s
5 COS (dé) 3 5 cosasin (d5)
—sinaj
— 1 s | —
=d | 37 tcosay | =k(s) €.
0

Fiir die Profillinie sehen wir wie die Kugelevolvente aus Gleichung (3.9) in die Kreise-
volvente aus Gleichung (2.10) tibergeht. Zur einfacheren Darstellung setzen wir dabei
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to = 0.
i li ~
13 éli%f(s)

§ : ~ oAy e 8
ﬁwsma) + (siny cos § 4 cosy cos asin §) sin <7>

— SIn (¢ S111 S COS ( sin 7y sin

= lim r . P 5 . o A 3
s sinasin§sin | g ) + (siny cos 8 + cosy cos asin §) cos | =" Ssna
cosycos§ —sinycosasins — 1

. . Fy d : : )
—5S1n o cos <hm5_,0 Sy dsfna) + (7u+1 + scosa) sin (11m6—>0 siny dsisna>

= : : : ) s d : ) s
ssin asin (11m5_>0 Mdsino) + (357 + scosa)cos (hmg_@ Sy dsaa
0
: s d : s
—ssin — 4 in( —42>—
58 acos(uilsm())+(u+1+scosa)s <uilSina>
= . . — S S E
ssinasin [ —=2— ) + (-4 + scosa) cos [ —=— Fls) !
2 sina ut1 % sina
u+1 u+1

0
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4. Herstellung

Wir richten nun den Fokus auf die praktische Herstellung der entwickelten Kegelrdader.
Dafiir werden wir uns in Kapitel 4.1 einen Uberblick {iber die vollstéindige Prozesskette
der Herstellung verschaffen. Daran anschliefend folgt in Kapitel 4.2 ein Einschub iiber
Splines, die wir in Kapitel 4.3 zur Darstellung der Zahnflanken bendtigen. Abschliefiend
werden wir uns in Kapitel 4.4 die physische Fertigung der Kegelrdder ansehen. Dabei
erhalten wir einen kurzen Einblick in technologische Aspekte, die unabhingig von der
hergestellten Geometrie eigene ingenieurwissenschaftliche Forschungsinhalte darstellen.

4.1. Die Prozesskette

Die Abfolge der Arbeitsschritte zur Herstellung von Kegelrddern bezeichnen wir als Pro-
zesskette, und die dafiir verwendeten Programme als Programmkette.

Am Anfang steht die Wahl der Einflufsgrofien des Herstellungsprozesses, der sogenann-
ten Verzahnungsparameter. Diesen Schritt bezeichnet man als Auslegung eines Getriebes.
Die Auslegung ist ein komplizierter Prozess, der sicherstellt, dass das Getriebe spéater die
gewlnschten Eigenschaften aufweist und den spezifizierten Anspriichen geniigt. Fiir viele
der Parameter ist jedoch nur eine heuristische Auswahl moglich, die durch Herstellungs-
und Abrollsimulationen bestatigt und wenn noétig korrigiert werden muss. Durch die in
Kapitel 3 entwickelte sphérische Kegelradanalyse wird die Anzahl der Verzahnungspa-
rameter stark verkleinert. Insbesondere durch den Abbau von Redundanzen und den
direkteren Einfluss der Parameter auf die Kontaktgeometrie, ist es moglich, die Aus-
legung deutlich zu vereinfachen. Die neuen Verzahnungsparameter werden im Moment
gemeinsam mit der Siemens AG in der Praxis erprobt und in Testreihen tiberpriift.
Wenn die Verzahnungsparameter festgelegt wurden, erfolgt die Berechnung mit Hilfe der
in Kapitel 3 hergeleiteten Formeln. Fiir Kugelevolventenprofile konnen wir die Gleichun-
gen analytisch 16sen. Fiir andere Profillinien ist eine numerische Berechnung erforderlich.
Aufgrund der relativ geringen Komplexitat erhalten wir in annehmbarer Zeit die Berech-
nung in hinreichender Genauigkeit. Die Auswertung der Formeln findet im Moment im
Programm Matlab statt. Es ist jedoch genauso denkbar, ein Stand-Alone-Programm zu
erstellen. Die Ausgabe der Nutzflanken des Kegelrads geschieht vorerst in Form einer
dreidimensionalen Punktwolke im ASCII-Format.

Die Punktewolke wird an das CAD/CAM-Programm NX {ibergeben. Der CAD-Part
rekonstruiert daraus wieder die Nutzflanke. Fiir die Flachenberechnung kommt ein inter-
ner Blackbox-Algorithmus zum Einsatz. Wir erhalten daher von NX keine Informationen
iiber die Genauigkeit der Rekonstruktion. Zuséatzlich gestalten wir in diesem Schritt ma-
nuell den iibrigen, fiir die Abrollung nur indirekt relevanten Bereich des Kegelrads.

Mit der Auswahl des Fertigungswerkzeugs und der Fertigungsstrategie endet der Design-
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prozess. Der CAM-Part von NX berechnet nun vollautomatisch alle fiir die Herstellung
relevanten Angaben, wie beispielsweise die Bahn und Orientierung des Werkzeugs. In
diesem Schritt steckt eine Menge Know-how, dass durch einen selbst generierten Ferti-
gungsablauf nicht genutzt werden konnte. An dieser Stelle ist daher im Gegensatz zum
CAD-Part der Blackbox-Algorithmus vorzuziehen. Der Export aus NX erfolgt durch ei-
ne Datei mit direkten Programmanweisungen fiir die CNC-Steuerung, den sogennanten
G-Code. Im letzten Schritt stellt nun die 5-Achs-CNC-Maschine das Kegelrad physisch
her.

MATLAB CAD/CAM CNC

= Eingabe der = Importieren der = Importieren des
Verzahnungsparameter  Punkiwolke Teileprograms

= Berechnung der Flache = Erzeugung einer = Bewegungssteuerung
(Analytische Gleichung)  NURBS-Fl&che durch des Werkzeugs

= Abtasten der Flache Interpolation
(Punktwolke) (CAD: Blackbox)

= Exportieren der = Berechnung der
Punktwolke Werkzeugbahn

(ASCII-File) (CAM: Know-how)
= Exportieren eines
Teileprogramms

Abbildung 4.1.: Die Programmkette mit den einzelnen Prozessschritten

Abbildung 4.1 illustriert die zuvor beschriebene Prozesskette. Bei genauerer Betrachtung
fallt auf, dass wir eine Fldche erst abtasten, um dann aus den Abtastpunkten die Flache
zu rekonstruieren. Alternativ kénnen wir die Fldche auch direkt in MATLAB in einem
in NX importierbaren Format generieren. Auf diesem Weg behalten wir die Kontrolle
iiber den Approximationsfehler und vermeiden eine potentielle Fehlerquelle. Hier bietet
sich die Verwendung des International Graphics Exchange Format (IGES) an, das es
ermoglicht die Nutzflanke als NURBS-Flache zu tibertragen. In Kapitel 4.3 beschéftigen
wir uns mit der Approximation der Fliache und vergleichen den Approximationsfehler
und den Aufwand. In Abbildung 4.2 wird die neue Prozesskette illustriert.
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MATLAB CAD/CAM CNC

= Eingabe der = Importieren der = Importieren des
Verzahnungsparameter ~ NURBS-Flache Teileprograms

= Berechnung der Flache = Bewegungssteuerung
(Analytische Gleichung) des Werkzeugs

= Approximation der
Flache mit kontrollier-

barer Genauigkeit = Berechnung der
(NURBS-Flache) Werkzeugbahn

= Exportieren der (CAM: Know-how)
NURBS-Flache = Exportieren eines
(IGES-File) Teileprogramms

Abbildung 4.2.: Die Programmkette mit Ubergabe von NURBS-Flichen

4.2. Splines

Splines sind stiickweise definierte Funktionen mit gewissen Glattheitsbedingungen an den
Bruchstellen. Handelt es sich bei den Funktionsstiicken um Polynome, spricht man von ei-
nem polynomialen Spline. Die Menge aller polynomialen Splines bildet einen Vektorraum,
den wir als Splineraum bezeichnen. Die B-Splines bilden eine Basis des Splineraums mit
minimalem Trager. Die Koeffizienten eines Splines in der B-Spline-Basis bezeichnen wir
als Kontrollpunkte. Sie sind nicht nur als intuitiv erfassbare Modellierungsparameter des
Splines im CAD sehr hilfreich, sondern bilden auch eine numerisch besonders geeignete
Darstellung. Als Erweiterung der polynomialen Splines kénnen rationale Splines mit ra-
tionalen Funktionsstiicken betrachtet werden. Auch die Menge aller rationalen Splines mit
gleichem polynomialem Nennerspline bildet einen Vektorraum. Gerade im Umfeld von
CAD-Anwendungen wird hdufig von NURBS gesprochen. Die Non-Uniform-Rational-
B-Splines bezeichnen rationale Splines mit nicht zwingend gleichverteilten Bruchstellen
in der B-Spline-Darstellung. Dieses Kapitel beschreibt die Grundlagen der angewende-
ten Verfahren. Einen tieferen Einblick in Theorie und Anwendung polynomialen Splines
ermoglicht [28] und eine umfassende Darstellung rationaler Splines findet sich in [23].
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4.2.1. Definitionen

Die Paramterwerte der Bruchstellen eines Splines bezeichnen wir als Knoten. Setzen wir
diese unter der Moglichkeit mehrfacher Knoten zusammen, erhalten wir eine Knotenfolge.

Definition (Knotenfolge) Eine Knotenfolge T der Ordnung m € N ist eine aufsteigend
sortierte, endliche Menge mit maximal m+ 1 aufeinander folgenden identischen Elemen-
ten:

T=Tnn:={t, ..., tnyms1} CR,
tlg...gtn+m+1, tj<tj+m+1 f’d?” jzl,...,n.

Wir bezeichnen die m + 1 kleinsten Knoten als linke Randknoten und die m + 1 grofssten
Knoten als rechte Randknoten. Das Intervall (¢,41, tnt1) wird als inneres Knotenintervall
bezeichnet. Die polynomialen B-Splines lassen sich rekursiv aus den charakteristischen
Funktionen der Knotenfolge definieren.

Definition (polynomialer B-Spline) Der i-te polynomiale B-Spline N; = N (-|T') der
Ordnung m zur Knotenfolge T ist fiiri=1,...,n wie folgt definiert:

- — - Livk+1 — - _
NFQIT) = —— L NF-1(T) + 2L NR=1T),
5 CT) P— (1T frrt — Lot i CIT)

0 o
N] (|T) T X[tj,tj+1)’
wobei j=1,....n+m—Fk, k=1,...,m.

Fiir mehrfache Knoten liefert diese Definition formal eine Division durch Null, welche
durch die dann verschwindende charakteristische Funktion y jedoch keine Auswirkungen
auf den B-Spline hat. Zur Vereinfachung der Notation fassen wir die polynomialen B-
Splines in einem Vektor N = (N 1 .- Nn)T zusammen, und verzichten auf die Angabe
der Ordnung und Knotenfolge, wenn sich diese aus dem Kontext ergeben. Zuséatzlich
definieren wir einen Vektor der Gewichte w := (w1 wn)T € R™. Damit lassen sich
die polynomialen B-Splines zu den rationalen B-Splines erweitern.

Definition (rationaler B-Spline) Der i-te rationale B-Spline R; der Ordnung m zur
Knotenfolge T mit dem Gewichten w ist firi=1,...,n wie folgt definiert:

w; N;
R; = R"(:|T|w) := w;J\lf
Wir fassen auch die rationalen B-Splines in einem Vektor R = (Ry, ... ,Rn)T zusammen

und betrachten einige grundlegende Eigenschaften die sich in [23, S.118] finden lassen.

Satz 5 (Eigenschaften der B-Splines) Die B-Splines sind nichinegative, stickweise ra-
tionale Polynome vom Hdéchstgrad m mit kompaktem Trdger und bilden eine Teilung der
Eins auf dem inneren Knotenintervall.

(i) Ri(s) >0 fir alles € R,
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(i) Ri(s) =0 fir alles ¢ [t;, titm+1],

ﬂwamme%fﬁmzh”m+m

(iv) Y Ri(s) =1 fir alles € (tmt1,tny1)-

Die Gewichte sind skalierungsunabhdngig und im polynomialen Fall identisch.
(v) R(-|T,w) = N;(-|T) firw=1,¢€R",
(vi) R"(-|T,uw) = R;(-|T,w) fir alleu € R\{0}.

Eine Splinekurve erzeugen wir indem wir eine Linearkombination der B-Splines bilden.
Die Koeffizenten d; € R¢ der Linearkombination bezeichnen wir als Kontrollpunkte der
Splinekurve und fassen sie zu einer Matrix D := (dy, ..., d,) € R¥" zusammen.

Definition (Splinekurve) Eine rationaler Splinekurve SyD : [tmi1,tny1] — RY der
Ordnung m zur Knotenfolge T mit Gewichten w ist definiert als:

SmD = S(dy,...,dp,w,m,T) =Y d;R;(-|T,w) = DR. (4.1)
=1

Alle rationalen Splinekurven mit gleicher Ordnung, Knotenfolge und Gewichten bilden
einen Vektorraum den wir als Splineraum bezeichnen.

Definition (Splineraum) Der Splineraum S& (w,T) der Ordnung m zur Knotenfolge T
mit Gewichten w ist der Vektorraum aller stiickweisen rationalen Polynome %’ auf dem

Intervall (tpi1,tny1) mit ¢ := w’ - N und folgenden Bedingungen.:

(i) p

el firj=m+1,...,n,
(tj:ti+1) "

(ii) q ell,, firj=m-+1,...,n,

(t5ti+1)

(iii) ti1<tj=...= tj+,u]~71 < tj+#j p,q € CMH (tj7tj+uj)'

Wir bezeichnen p; als Vielfachheit des Knotens ¢;. Aus dem Satz von Curry-Schénberg
fiir polynomiale Splines, zu finden in [4, S.97f] oder in der Originalquelle [3] folgt direkt:

Satz 6 (Curry-Schonberg) Die rationalen B-Splines bilden eine Basis des Splineraums.

Der Splineraum ist daher der Raum aller Splinekurven mit einer vorgegebener Ordnung,
Knotenfolge und Gewichten, und eine Splinekurve kann eindeutig durch ihre Kontroll-
punkte d; € R? beschrieben werden.

In homogenen Koordinaten lassen sich alle Splinerdume mit gleicher Ordnung und Kno-
tenfolge zusammenfassen. Mithilfe der Zentralprojektion H~ : P — R aus Kapitel 1.3.1
konnen diese Splinekurven im R¢ ausgewertet werden.

71/100



KAPITEL 4. HERSTELLUNG

Definition (Der projektive Splineraum) Wir bezeichnen das Bild der Vereinigung aller
Splinerdume S, (w, T) der Ordnung m zur Knotenfolge T' im projektiven Raum P? als
projektiven Splineraum S%,(T).

%UW:HQBMMH>

mit H (S (dy,...,dn,w,m,T)) =5 (dy,...,dn,1,,m,T) € S (1,,,T) und

3 . wj d+1 .- (7 3 d+1xn
ch.<¢w>eR+, D:=(di,...,d,) € R,

Der projektive Splineraum ermoglicht es viele Problemstellungen der rationalen Spline-
kurven in die Theorie der polynomialen Splinekurven zu iibertragen. Es ist jedoch wichtig,
zu beachten, dass zwischen dem Zusammenschluss der Splinerdume der rationalen Spli-
nekurven und dem d + 1-dimensionalen Splineraum der polynomialen Splinekurven keine
Isomorphie besteht.

Sehen wir uns nun einige Eigenschaften der rationalen Splinekurven aus [23, S.118f] an.

Satz 7 (Eigenschaften der Splinekurven) Die Gewichte sind skalierungsunabhdngig. Im
folgenden verwenden wir positive Gewichte, w > 0, da die rationale Splinekurve dann
frei von Singularitdten ist.

(i) SmD = S(dy, ... dp, 0w, m,T) = S(dy,....dn,w,m,T) firaeR\{0},
(i) w;y >0 fir j=1,....,n = qt)>0 fir te [tme1,tns1].

Rationale Splinekurven mit positiven Gewichten sind nur auf dem inneren Knoteninter-
vall [tm41,tnt1] definierte, stiickweise rationale Funktionen B vom Héchstgrad m. Die
Splinekurve liegt innerhalb der konvexen Hiille threr Kontrollpunkte, dem sogenannten
Kontrollpolygon. An einem Knoten der Vielfachheit p; sind sie m — p;-fach stetig diffe-
renzierbar, ansonsten glatt.

(ZZZ) SmD([tm+1, tn+1]) C [dl, ey dn],

(iv) SpmD . € % cC® firj=m+1,...,n,
Joti+1

(v) SpmD € CMH,
ti—1,t5+1)

Wéhlt man die Randknoten mit Vielfachheit m+1, oder einen inneren Knoten mit Viel-
fachheit m verlduft die Kurve exakt durch den entsprechende Kontrollpunkt.

(Ui) n1=m—+ 1= SmD(tm+1) =d; Hn+1 = m + 1= SmD(tn-H) =d,,

(vii) pj =m = Syp,D(t;) =d;—1 fir j=3,...,n.
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Wenn wir die Kontrollpunkte d; einer Splinekurve als Punkte einer weiteren Splinekurve
d; = >, dijN;(t) betrachten entsteht eine Splinefliche. Der Definitionsbereich der
Flache ist das Tensorprodukt der Definitionsbereiche der beiden Kurven. Daher bezeich-
nen wir diesen Flachentyp als Tensorproduktfiiche.

Definition (Splinefliche) Eine rationaler Splinefliche Fy, D : [tm, 41 tny+1]X [tmo+1, tnot+1] —
RY der Ordnung (mq, ms) zur Knotenfolge Ty x Ty mit Gewichten W ist definiert als das
Skalarprodukt ihrer Kontrollpunkte d;; und rationalen B-Splines R;, R;.

ny ne
FmD® = F(D®7 W7 my,ma, T17 TQ) = Z Z deRZj = D®R®
i—1 j—1
mit W . = (wij)izl,---,m € RMxn2
Jj=1,...,n2
D@ = (dlla - ,d1n2, ey dn11a e dnan) c RanynQ’
T
R®::(R117'-~7R1n27 ey Rn117...Rn1n2) s

Ri]’ = Rglmz (‘|T1 X TQ, W) = R;nl (~‘T1,’wi1, A ,'wmQ) . R;nz (-|T2,w1j, . ,wnlj) .

Die Eigenschaften von Splinekurven lassen sich direkt auf Splineflichen {ibertragen. Es
gilt jedoch zu beachten, dass die Vorraussetzungen fiir beide Splinekurven erfillt sein
miissen. So findet z.B. bei m 4 1-fachen Randknoten in beiden Splinekurven, nur an den
Eckpunkten und nicht am gesamten Rand eine Endpunktinterpolation statt.

4.2.2. Auswertung und Manipulationen

Das Zusammenfassen der Kontrollpunkte in einer Matrix D € R**™ und der Gewichte
in einem Vektor w € R™ vereinfacht die Auswertung und Manipulation der Splinekurve.
Viele grundlegende Operationen lassen sich so durch eine Matrixmultiplikation darstellen.

Satz 8 (Auswertungen) Eine rationale Splinekurve kann parallel an den Stellen x' :=

(:1:1 x#m) ausgewertet werden. Dafiir wertet man zuerst die rationalen B-Splines
R an 7 aus, und multiplizert die resultierende Matriz mit der Kontrollpunktmatriz D.

SyD(z') = DR(z") € R¥#2,

Satz 9 (Affine Tansformationen) Rationale Splinekurven sind invariant beziglich affiner
Transformationen. Somit kinnen Verschiebungen, Drehungen und Skalierungen direkt
auf die Kontrollpunkte angewendet werden.

AS,D(t)+b=5,D(t) firD=AD+b mit AcR™" becR"

Nach [23, S.83].
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Satz 10 (Knoteneinfiigen) Durch Hinzufiigen eines Knotens t, einer sogenannten Verfei-
nerung T einer Knotenfolge T ensteht ein neuer Splineraum S% (w,T) > S% (w, T). Eine
Splinekurve Sy, D € S (w, T) lisst sich durch eine Multiplikation der Kontrollpunkte und
Gewichte mit der Matriz K (t) € R™ "+ jn diesen Splineraum einbetten.

A~

SpuD = S(D,w,m,T) = S(DK,wK,m,T) € S (w,T),

a; 1 —a 1 fdrf > titm
. ) . h i—t; .o
K:= . - mit o (t) = Cr—— furf € (tj,tjrm)
an 1 —apq 0 firt < t;

Nach [23, S.141ff].

Satz 11 (Ableitung und Integration einer polynomialen Splinekurve) Die Ableitung einer
polynomialen Splinekurve S, D € S% (1,,,T) ist eine polynomiale Splinekurve vom Grad
m — 1 zur selben Knotenfolge. Die Berechnung der Ableitung bzw. Stammfunktion erfolgt
iiber die Multiplikation der Kontrollpunktmatriz mit G € R paw. G™1.

%%D@:DENWQZDGNW%QZ%ADQW

d
/ S.Dmdt_D/ N™(t)dt = DGT'N™"Y({) = S,, .1 DG }(1).

Fir  Ableitungen  der  Ordnung 7 = 1,....m definieren  wir
G, =G,(m,T):=Gm,T)-...-G(m —r+1,T) € RP*"+") it

m

m
Aty T Aty
G=Gm,T):= ;
m m
Atn T Btes
Atj = Aty(m,T) :==tjpm —t; firj=1,...,n+1
bzw. Atj_l =0 wenntji, =t; firj=1n+1.

Nach [28, S.19ff].

Rationale Polynome kénnen beim Ableiten ihren Polynomgrad verdoppeln. Daher gestal-
tet sich auch das Ableiten von rationaler Splinekurven im Allgemeinen schwieriger als im
Spezialfall von polynomialen Splinekurven. Die r-te Ableitung einer rationale Splinekurve
SD € S% (w,, T) kann wie folgt rekursiv bestimmt werden:

dr “od d" luz wiNi(t)
—S,D(t) =) di——Ry(t di—
dtr ®) ; dtr Z “dtr wT N(t)

dr r T T—S
n W; dtTN (t) — ZSZI <S> C(i:ltTi,SRrL(t)wTGsN(t)
= d;
; wl N (t)
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Fiir r = 1 enspricht das der Ableitung mithilfe der Kettenregel. Fiir ein allgemeines r € N
erhalten wir die Formel indem wir w? N (¢) - R;(t) mithilfe der Leibniz Regel ableiten und
nach %Ri(t) umstellen, wie in [23, S.125] beschrieben.

4.2.3. Interpolation und Approximation

In Fragestellungen der Interpolation oder Approximation mittels Splinekurven im R?
wird eine Splinekurve gesucht, die eine bestimmte Bedingung erfiillen soll. Dabei wird
durch Vorgabe der Ordnung m und Knotenfolge T" die Auswahl der Splinekurven einge-
schréankt. Dariiber hinaus werden iiblicherweise auch die Gewichte w festgelegt, sodass
sich die Menge der zuléssigen Splinekurven auf einen Splineraum S& (w, T') beschrinkt.
In diesem linearen Vektorraum wird nun eine Splinekurve S,, D € S (w,,, T) gesucht die
die Bedingung erfiillt. Es gilt somit einzig, die Kontrollpunkte D zu bestimmen.

Definition (Klassische Lagrange-Interpolation) Aus einem wvorgegebenem Splineraum
S (w,T) der Ordnung m zur Knotenfolge T mit Gewichten w wird eine Splinekurve
SpD € S (w,T) gesucht, die an den Stellen T = (T1,...,7k) € [tmi1,tni1]" die Werte
P = (py,...,p) € R* annimmt.

S,,D(t) = DR(7) =P mit R(t) € R™F,

Die klassische Lagrange-Interpolation fiir Splinekurven lésst sich also auf die Losung
eines inhomogenes linearen Gleichungssystems zuriickfithren. Im folgenden Satz aus [26,
S.157ff] wird gezeigt, dass dieses LGS genau dann eine eindeutige Losung besitzt wenn
jedem B-Spline eine Interpolationsstelle zugeordnet werden kann.

Satz 12 (Schonberg&Whitney) Die klassische Lagrange-Interpolation an den Stellen
T=(7T1,...,7%) mit 1 <...< T hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn:

k=n und t; <7 <tigmy1 firallei=1,...,n.

Definition (Klassische Hermite-Interpolation) Aus einem wvorgebenem Splineraum
S (w,T) der Ordnung m zur Knotenfolge T mit Gewichten w wird eine Splinekurve
SmD € S (w,T) gesucht, die an den Stellen T = (T1,...,7k) € [tma1, tnr1]F die Werte
und Ableitungen P, P’,. .., P e Rk gnnimmi:

SnwD(T) = DR(T) =P,
dr dr

il —p2 — p)
dtTSmD(T) DdtTR(T) PV,

Das ist dquivalent zu
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Neben der klassischen Interpolation eignet sich die Minimierung eines Glattheitsfunktio-
nals als zusédtzliche Bedingung an eine Splinekurve.

Definition (Glittungsspline) Aus einem vorgebenem Splineraum S%, (w,T) der Ordnung
m zur Knotenfolge T mit Gewichten w wird die Splinekurve Sy, D* € S (w,,, T) gesucht,

welche das Glattheitsfunktional Sy, D — fttm"ﬁ ‘ j}; SmD(t)H2 dt minimiert und dabei die

klassische Interpolationsbedingung D - R(T) = P < d' (I @ R(T)) = p” erfiillt.

d7‘

tn+1
Imn/' — S, D(t)|| dt =mind” - d
D Ji datr 9 d M
::I®MER"dX nd
. tn v v T
mit M = [""EROFRTA € RV, d o= (df,.....d;) € R,
T
p:=(pL,...,pI)" €RM,
d;, Pl R(7)
- | =D, | =P, I®R(T)= € Rndxkd,
dy, pl, R(T)

Satz 13 Der Glattungsspline Sy, D* kann als Losung des quadratischen Optimierungspro-
blems min d” (I ® M)d mit linearen Nebenbedingungen d* (I @ R)(T) = p* durch die Lo-
sung des folgenden linearen Gleichungssystems mit Hilfsvariablen X = (Aq,. .., )\k)T € Rk

bestimm]f wer den.

Beweis: Wir stellen die Lagrangefunktion des Optimierungsproblem auf:
A(d,\) =dT(I® M)d+ (d' (I ® R(T)) —p?)A
Durch Nullsetzen des Gradienten der Lagrangefunktion erhalten wir das LGS:

_(20@M)d+ (I R(T))A\ _
VA‘( (Ie R(r))"d~p )‘O”d*’“

" ( 21 & M) I®R(7-)> (d) - (ond>
T@R(T)" O ) \X p)

Die Losung ist eindeutig, wenn %SmD = %RTd # 0, die Splinekurve also nicht poly-

nomial von Grad r ist. Denn genau dann ist die Matrix M und damit auch I ® M nicht

nur positiv definit sondern strikt positiv definit. Siehe auch [28, S.45] fiir polynomiale
Splines. O
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Satz 14 (numerische Integration einer Splinekurve) Die Matric M = M (w,T,r) =
tf:i IR(t) L RT (t) dt € R™*™ ist symmetrisch, positiv definit und (m,m)-bandiert. Im
polynomialen Fall ist eine exakte Berechnung mittels zusammengesetzter GaufSquadratur

vom Grad m — r méglich.

Beweis: Die Symmetrie und positive Definitheit folgt direkt aus der Definition von M
als Quadrat der Vektoren %R(t). Fiir den Beweis der Bandiertheit schen wir uns die
einzelnen Eintrége m;; der Matrix M an.

fntt g d" N
mgj = /tm+1 %Ri(t)%Rj(t) dt =0 fir |i — j| > m,
da supp(R;) Nsupp(R;) = [max (t;, t;), min (;4m+1, tj4+m+1)]. Im polynomialen Fall ver-
einfacht sich die Matrix M zu:

tn+1
MGWTJ%Z/ G.Nt)NT(t)GT dt
tm+1

G.N €I, , = G.NNTGT
(tisti1)

€l furl=1,....n+m.
(t,ti+1)
Eine Gaussquadratur vom Grad m — r ist in der Lage, Polynome vom Grad 2(m —r) + 1
exakt zu berechnen, |27, S.90ff]. Wir wéhlen eine aus den Knotenintervallen (¢;,%;41)
zusammengesetzte Gaussquadratur und erhalten eine exakte Berechnung von M. O

In allen zuvor beschriebenen Verfahren wurden die Gewichte der rationalen Splinekur-
ve vorgegeben. Die Ergebnisse zu unterschiedlichen Gewichten unterscheiden sich zwar
deutlich, die Wahl der Gewichte ist jedoch reine Heuristik. In [7, S.240] schreibt Farin
dazu folgendes:

We have not yet addressed the problem of how to choose the weights |..| for the data
points |..]. No known algorithms exist for this problem. It seems reasonable to assign high
weights in regions where the interpolant is expected to curve sharply..

Es erscheint daher sinnvoll auch einen Ansatz zu betrachten, der ohne die Vorgabe von
Gewichten auskommt. Werden die Gewichte als zusétzliche Freiheitsgrade betrachtet, er-
weitert sich der zuléssige Bereich auf den projektiven Splineraum gfn (T). In [30, S.43ff]
wird ein Verfahren vorgestellt, das in diesem Raum eine Lagrange-Interpolation berech-
net und das Ergebnis mittels der Zentralprojektion H~ in den R? iiberfiihrt.

Definition (Lagrange-Interpolation mit freien Gewichten) Aus der Vereinigung

H*(gi(T))der Splinerdume der Ordnung m zur Knotenfolge T wird eine Splinekur-
ve SpD € S& (w, T) mit zugehdrigen Gewichten w € R™ gesucht, die an den Stellen

T = (71, 7k) € [tma1, tny1]® die Werte P = (py, ..., ;) € R>*F annimmt.
"L wiNy(5)
ShD@)zE:QE%ﬁéjzm j=1,...,k
i=1
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Satz 15 Die Splinekurve Sy, D € S%('w, T) mit zugehorigen Gewichten w € R™ ist genau
dann Lésung des Lagrange-Interpolationsproblems mit freien Gewichten wenn:

-p N (1) (I®N(m))"

d € ker Mo mit Mg = : : e dexrz(d—i—l)’
—p N () (I @ N ()"

w?
=T

= — d, T

d:= ('wT dfl dfd> e R™HD " wobei fl (;’W) =D,
=T
d,,

NT(TJ) w1
(I'® N(m)" = e R W= e R,
NT(Tj) Wy,

Beweis: Der Beweis in der urspriinglichen Arbeit |30, S.43ff] verwendet die linare Abhén-
gigkeit der Interpolationspunkte in homogenen Koordinaten und der Splinedarstellung
im R™*!. Dabei wird mittels eines Determinatenkriterium ein homogenes LGS hergelei-
tet. Im folgenden werde ich den Beweis konstruktiv aufbauen. Zum einen erhalten wir
so einen Einblick in den Ubergang zum projektiven Splineraum, und zum anderen kann
dieser Ansatz im néchsten Abschnitt auf Hermite-Interpolation erweitert werden. Fiir
j=1,...k gilt

d, 7'] DWN(T]')
Z wTN a '

wl N(7)
Das ist dquivalent zu
—T
xr1 NT(Tj)d-'El
04 = —pijN(Tj) + N(Tj) = —ijT(Tj)’w +
75[1 NT(7))d,,

= (—p;N"(rj), @ N(m))") d.

In 30, S.45f] wird ein weiteres Verfahren mit freien Gewichten vorgestellt. Das Verfahren
ermoglicht zusétzlich die Interpolation von Ableitungswerten des projektiven Splines. Da
sich die Ableitungen des projektiven Splines jedoch von den Ableitungen im euklidischen
Raum unterscheiden, stellt dieses Verfahren keine echte Hermite-Interpolation dar.

d Wi w; g5 N, R (HwIGN (¢ d
H< ) Zd TdGN #Zd i TN((E) ():dtDN(t).
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4.2.4. Ein neues Verfahren zur Hermite-Interpolation

Im diesem Kapitel werden wir die Lagrange-Interpolationbedinungen mit freien Gewich-
ten zu Hermite-Interpolationsbedingungen erweitern. Aus diesem Ansatz lassen sich ver-
schiedene Verfahren zur echten Hermite-Interpolation mit freien Gewichten herleiten.

Definition (Hermite-Interpolation mit freien Gewichten) Aus der Vereinigung
H=(S%,(T)) der Splineriume der Ordnung m zur Knotenfolge T werden Gewichte w €
R™ und eine Splinekurve S,,D € S (w,T) gesucht, deren Ableitungen an den Stellen
T=(71,...,7) € [tms1stns1]® die Werte P, P’,. ., P e Rk gnpehmen.

d? .

%SmD(T):P() (ng),...,pl(f)> firqg=0,...,r
Satz 16 Die Splinekurve Sy, D € S (w, T) mit zugehérigen Gewichten w € R™ ist genau
dann Lésung der Hermite-Interpolation mit freien Gewichten wenn:

Mo
d € ker M mit M= | : | e RFl+)xnld+1)
RIS
-y < )p1q S)NT(7'1)GT (I® N(m))"
N, = : : € RFd+D) - fir g =0,... 7,

St (1) s INTIG! (10 N )

wT
T d. T
pr I G i n(d+1) . | _ [ w -
d:.= ('w ,drl,...,dzd) eR , wobei f —<DW>—D.
=T
Tq

Beweis: Wir nutzen die Definition der Ableitung einer rationalen Splinekurve aus Satz
4.2.2 um analog zur Lagrange-Interpolation ein homogenes LGS aufzustellen. Fiir j =
kq=0,...,r gilt:
@ _ s=1 (Z> Py Y wT G,N(7;) + DW N (1))
Q) _

S wN(7)
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Das ist dquivalent zu

—=T
d
q r1
0y = —p{"w! N(rj) = 3 (q) P G N () + | | N()
s=1 afd
q NT(Tj)Erl
== (3) P INT()GTw |
s=0 NT(Tj>d$d
q
= (— > (q> Pl INT(n)GT, I @ N(n))T) d.
s=0

O]

Damit die Losung bis auf Normierung der Gewichte eindeutig ist, muss
rangM = n(d + 1) — 1 gelten. Wir gehen davon aus, dass sich die Interpolationspunkte
in allgemeiner Lage befinden, so dass 91 € RF(r+1xn(d+1) keinen Rangdefekt aufweist.
Die Splineraumdimension muss dann wie folgt gewéhlt werden:

kd(r+1)+1
d+1 '

Selbst bei freier Anzahl der Interpolationsstellen k € N existiert damit leider nicht im-
mer eine ganzzahlige Splineraumdimension n € N, wie man am Beispiel einer Hermite-
Interpolation der ersten Ableitung 7 = 1 im R? iiberpriifen kann.

Um dieses Problem zu umgehen kann die Hermite-Interpolation als Nebenbedingung ei-
nes Optimierungsproblems betrachtet werden. Zusétzlich lassen sich dann auch positive
Gewichte garantieren.

Definition (Lineare Optimierung mit Hermite-Nebenbedingungen) Aus der Vereinigung
H=(S%,(T))der Splineriume der Ordnung m zur Knotenfolge T wird die Splinekurve
SnD € S (w,T) gesucht, die unter Einhaltung der Hermite-Interpolationsbedingung
bei normierten Gewichten w’1,, = n, das grofte minimale Gewicht w; besitzt, dass nicht

negativ ist:
. T u
min (—1 0n(d+1)) <d>
u In

. -1, U
mit NB: (Og(r41), M) <d> = Ogp(ry1), Lhw =n und ( 1 0T> (w> > 0p1-
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Der zuvor beschriebene Ansatz 16st zwar das Problem nicht ganzzahliger Splineraumdi-
mensionen, die Zielfunktion tragt jedoch nicht zur Approximation der Vorgabedaten bei.
Whiéhlen wir eine grofere Splineraumdimension als zur Interpolation benétigt, nédhert sich
die Losung schnell einer polynomialen Splinekurve an, welche das Zielfunktional ohne
Nebenbedingungen optimieren wiirde.

Sind die Interpolationswerte Abtastwerte einer zu approximierenden Kurve p(7) € R?
mit p; = p(7;) fiir j = 1,..., k und liegen hinreichend Zwischenwerte der Kurve vor, kén-
nen wir eine Zielfunktion formulieren, die eine bessere Approximation der Zwischenwerte
ermoglicht. Wir setzen dafiir 9t analog p fiir alle 7 € R fort.

Definition (Quadratische Optimierung mit Hermite-Nebenbedingungen) Aus der Ver-
einigung H(S% (T)) der Splinerdume der Ordnung m zur Knotenfolge T wird die Spli-
nekurve S, D € an(w,T) gesucht, die unter Finhaltung der Hermite-Interpolations-
bedingung bei normierten Gewichten w’1, = n, den gewichteten Abstand zur Funktion
p(+) minimiert.

—T _ tn+1
mind Md ~ mit M := ML ()N (t) dt
tm+1
mit Nebenbedingungen: M(7, ..., 7)d = Odk(ri1)s 17w = n.

Analog zu Satz 13 kann das quadratische Optimierungsproblem mittels Lagrange-Multi-
plikatoren in ein LGS umgewandelt werden. Die Matrix N e R™d+Dxn(d+1) 1555t sich
ghnlich zu Satz 14 effizient mittels zusammengesetzter Gaulquadratur berechnen, wie an
folgender Umformung ersichtlich wird.

\@@M@Y?Vw —MA@NTN@)-~ —pry () NTN(2)
ﬁn:/Ml-wm@§1Wﬂ NTN(t) ) 0 &
" —Pay (t)NTN(t) 0 NTN(t)

4.2.5. Darstellung von Kegelschnitten

Der grofe Vorteil von rationalen gegeniiber polynomialen Splines liegt darin, dass sie
neben der Freiformdarstellung von Kurven und Fldchen auch genutzt werden koénnen,
um Kegelschnitte exakt darzustellen, |23, S.281|. Im folgenden werden wir exemplarisch
die exakte Darstellung eines Kreissegments durch eine rationale Splinekurve berechnen.
Eine detailliertere Beschreibung unter dem Aspekt der effizienten Nutzung in CAD-
Programmen inklusive des Exports als IGES-File ist in [35] zu finden. Die Darstellung
von beliebigen iiber Kreissegmente hinausgehende Kegelschnitte wird in |23, Kapitel 7|
und [7, Kapitel 12| ausfiihrlich behandelt.
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KAPITEL 4. HERSTELLUNG

Da Splinekurven wie in Satz 9 beschrieben, invariant beziiglich Verschiebung, Drehung
und Skalierung sind, betrachten wir 0.B.d.A nur die Darstellung eines symmetrisch um
die negative y-Achse gedffneten Segments des Einheitskreises. Der Einheitskreis ldsst sich
in rationaler Parametrisierung wie folgt beschreiben.

Mw—<1_ﬂ 2t>T teR.

—_—
1+¢27 1+ 2
ir X x
« x
0.8 x
x
x
0.6 x
X
X
X
0.4r ig
0.2
[ x
-0.21 %
-0.4r %
X
x
-0.6F x x
x
x
-0.81 x
x
I x *

I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 4.3.: Darstellung der rationalen Parametrisierung eines Kreises &(t) durch
Auswertung an der Stellen ¢t = —10,9.6, ..., 10.

Das Kreissegment mit dem Offnungswinkel « ist dann die Kurve

2t
2’

k:|[-7,7] = R mit 7 = 2arctan

Bei Kegelschnitten ist es ausreichend als Splinedarstellung quadratische Bezierbégen zu
verwenden, [23, Kapitel 7.3]. Dies sind Splinekurven mit Splinegrad m = 2, Splineraum-
dimension n = 3 und einer Knotenfolge ohne innere Knoten. Zusétzlich bietet es sich an
m + 1-fache Randknoten zu verwenden und die Parametrisierung beizubehalten. Somit
erhalten wir eine Knotenfolge 7" = {—7, —7, —7, 7,7, 7}. Durch die Endpunktinterpola-
tion Satz 7(iii) der Splinekurve und des polynomialen Gewichtssplines w? IN sind die
dufleren Kontrollpunkte und Gewichte bereits vorgegeben:

1—72 —21 T 1— 72 2T r
a=r = (o) - dmsin = () w= 147 =

Den mittleren Kontrollpunkt und das fehlende Gewicht erhélt man durch Einsetzen eines
Kurvenpunkts. Insbesondere eignet sich hier der Achsenschnittpunkt (0) = (1,0)" mit
zugehorigem Wert der Nennerfunktion w? N (0) = 1.

1472 \"
d2=(+7—2,0> s w2:1—72.
1—7
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KAPITEL 4. HERSTELLUNG

Fiir 7 — 1 wandert der Kontrollpunkt ds ins Unendliche wéhrend das zugehérige Gewicht
wy gegen Null geht. In [23, Kapitel 7.4] wird beschrieben, wie man den Splinebegriff auch
auf solche Kurven erweitern kann. Fiir 7 > 1 erhalten wir ein negatives Gewichte ws.
Mochte man diese Effekte vermeiden kann das Kreissegment in mehrere Teilstiicke zerlegt
werden. Der Preis hierfiir ist jedoch ein Glattheitsverlust an der Bruchstelle, [35, S.50].

Insgesamt erhalten wir die Splinekurve SoD € S3(w,T).

3
SyD(t) jg: - R2(|T|w)

—_

ICAe

1t
fz

o

== 1+7x7—w2 L4r (-2 (] (14 72) (7 + 1)
A\ = 2(1+1t2) 170 272(1 +t2) ﬁjg 472(1 +t2)

+72
) k(t) furte[-7,7].

=2
1=0.6
1=0.3

15r-

0.5

=)

-0.51

1k

-15r

I I I I I I I I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Abbildung 4.4.: NURBS-Kreissegmente mit zugehorigem Kontrollpolygon

4.3. Flachendaten

Wie in Kapitel 4.1 beschrieben, stehen uns fiir den Export der Nutzflanke verschiedene
Datenformate zur Verfligung. Die einfachste Variante, die punktweise Auswertung wird
in Kapitel 4.3.1 diskutiert. Dariiber hinaus bietet es sich an, die Nutzflanke mit einer
NURBS-Flache zu approximieren. Hierbei unterscheiden wir zwei Ansétze: Zum einen
kénnen wir aus Komplexitatsgriinden die Gewichte des NURBS eins setzen, und mit
einer polynomialen Splineflache arbeiten. Diesen Fall behandeln wir in Kapitel 4.3.2. Zum
anderen konnen wir die Flexibilitdt der NURBS ausnutzen und rationale Splineflichen
verwenden, wie wir in Kapitel 4.3.3 sehen werden.
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4.3.1. Punktewolke

Durch Abtasten der Nutzflanke erhalten wir eine Menge von Punkten die wir als Punkt-
wolke bezeichnen. Aufgrund des symmetrischen Aufbaus von Kegelrddern bietet es sich
an, die Nutzflanke auf einem rechteckigen Gitter von Funktionsstellen {iber dem Kugel-
radius r € [rg,7¢] und dem Profillinienparameter s € [s,, s.] abzutasten. Damit bleibt
die Struktur der Flankenlinien und Profillinien erhalten was unter anderem fiir die Be-
randung der Nutzflanke vorteilhaft ist. Fiir viele Anwendungen ist es sinnvoll, zusétzlich
die Flachennormale an jedem Abtastwert auszuwerten. Zum Speichern bietet sich ein
einfache ASCII-Kodierung an wobei der Syntax und die Sortierung der Punkte abhéngig
vom Anwendungsprogramm leicht variieren kann.

Die Abtastung ermdoglicht aufgrund der relativ geringen Kriimmung der Zahnflanke eine
recht gute Beschreibung der Nutzflanke. Ubliche Programme zur Analyse und Simula-
tion von Zahnréddern arbeiten intern hiufig gerade einmal mit 15 x 15 Abtastwerten
einer Nutzflanke. Zur genauen Beurteilung des durch die Abtastung entstandenen Feh-
lers p; ; verfeinern wir das Auswertungsgitter um den Wert (74, §;) := (H#, sﬁ%)
und berechnen den Abstand zum entsprechenden Punkt auf der konvexen Hiille der Ab-
tastpunkte.

pij = Hf(fz‘ﬁj) - i (f(riys5) + F(rigr, s5) + f(ri,sjp1) + f(T’i+1,Sj+1))H -

In der folgenden Tabelle ist fiir verschiedene Gittergréfsen der maximale relative Fehler,
der Speicherplatz und die Berechnungsdauer! unter typischen Bedingungen dargestellt.

#{ri} | #{s;} | max? | SPEICHERBEDARF | BERECHNNUNGSDAUER
15 15 [ 1.3-107° 11kB ~ 0.5s

135 135 1.5-1075 846kB ~~ 4s

405 405 | 1.6-1076 7.6MB ~ 30s

1215 | 1215 | 1.8-1077 68.5MB ~ 600s

Abbildung 4.5.: Der Verlauf des relativen Fehlers £ iiber der Zahnflanke f(r,s) bei bili-
nearer Interpolation von 10 x 10 Punkten.

!Berechnungsdauer auf einer Intel® Atom™ CPU N270 @1.6GHz mit 1IGB RAM
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4.3.2. Polynomiale Splineflache

Statt einer bilinearen Interpolation zwischen den Abtastpunkten werden wir nun eine
polynomiale Splineflache héherer Ordnung erzeugen. Neben der Interpolation der Funkti-
onswerte fordern wir dafiir auch die Interpolation der partiellen Ableitung. Die Ableitung
ist, wie wir in Kapitel 3.2 beschrieben, fiir die Abrollung des Zahnradpaars besonders
wichtig. Mit einer klassischen Hermite-Interpolation nach Definition 4.2.3 berechnen wir
eine polynomiale Splinefliche. Wie in Kapitel 4.3.1 erhalten wir die Interpolationswer-
te f(ri,s;j), f'(ri,s;) durch Abtastung der Profillinie f und ihrer partiellen Ableitung
f = d#‘lsf an einem rechteckigen Gitter {(r;,s;)} iiber dem Kugelradius r; € [rq, 7] und
dem Profillinienparameter s; € [sq, S¢]. Damit iibertragt sich die Struktur der Flanken-
und Profillinien weitest moglich auf die Splinefliche, was unter anderem fiir die Be-
randung der Nutzflanke vorteilhaft ist. Zum Speichern verwenden wir NURBS-Fléchen,
Entity Type 128 des IGES-Formats. Diese ist in [34, S.126] detailliert beschrieben.

Die polynomiale Splinefliche ermdoglicht eine deutlich bessere Approximation als die ein-
fache Abtastung der Zahnflanke. Durch Auswertung der Splineflache und der Zahnflanke
kann der Approximationsfehler genau bestimmt werden, wie in Abbildung 4.6 zu sehen
ist. Die Berechnung besteht hauptsdchlich aus dem Loésen eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems, und ist damit verhéltnisméfig schnell und stabil durchzufiihren. Die
berechnete Flache stellt jedoch immer nur eine Naherung der Zahnflanke dar, da sphéri-
sche Kurven im Allgemeinen nicht als polynomiale Splines darstellbar sind.

#{ri} | #{sj} | dimS33 | max? max ”7, SPEICHER | DAUER
4 3 4x6 |76-107°]98-107* 6kB ~ 0.4s
8 8 8x16 |[48-1077|15-107° 24kB ~ 0.5s
10 15 10x30 [ 52-1078]22-1076 53kB ~0.7s
17 35 17x70 [ 21-1079 [ 1.6-1077 197kB ~ 5s

w10®

x10°

Abbildung 4.6.: Der relative Fehlers der Funktionswerte £ und partiellen Ableitung %/
bei Hermite-Interpolation von 11 x 9 Punkten.
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4.3.3. Rationale Splineflache

Rationale Splines sind wie in Kapitel 4.2.5 beschrieben, in der Lage, Kreisbogen und
damit Grofskreissegmente exakt darzustellen. Aus dieser Motivation heraus erweitern wir
die Flachenapproximation aus Kapitel 4.3.2 auf rationale Splineflichen. Durch die bes-
ser an das Problem angepasste Funktionsklasse erhoffen wir eine bessere Approximation
der Zahnflanke. Wir fordern wieder die Interpolation der Funktionswerte und der parti-
ellen Ableitungen. Mit einer quadratische Optimierung mit Hermite-Nebenbedingungen
nach Definition 4.2.4 berechnen wir eine rationale Splinefliche. Wieder erhalten wir die
Interpolationswerte f(ri,s;), f'(ri,s;) durch Abtastung der Profillinie f und ihrer par-
tiellen Ableitung f' = % f an einem rechteckigen Gitter {(r;, s;)} tiber dem Kugelradius
ri € [rq,7e] und dem Profillinienparameter s; € [sq, s¢]. Auch fiir rationale Splinekur-
ven gilt, dass sphérische Kurven im Allgemeinen nicht exakt dargestellt werden kénnen.
Die Struktur der Flanken- und Profillinien {ibertrégt sich zwar ndherungsweise wieder
auf die Splineflache, die Parameterlinien fiir den fixierten Parameter r verlaufen jedoch
nicht exakt auf einer Sphére. Zum Speichern verwenden wir wieder Entity Type 128 des
IGES-Formats, |34, S.126].

Die rationale Splinefliche ermdoglicht bei gleicher Parameterzahl gegeniiber der polyno-
mialen eine bessere Approximation. Der Fehler kann genauso einfach als Differenz der
Auswertung der Splinefliche und der Zahnflanke bestimmt werden. Beide Fehler werden
in Abbildung 4.7 illustriert.

Die Losung wird durch die Minimierung eines quadratischen Gleichungssystems mit einer
Vielzahl von Gleichheitsnebenbedinungen bestimmt. Durch die verhéltnisméafig kleine zu-
lassige Menge wird das Problem ab einer gewissen Grofe instabil. Es bietet sich daher
an, in einem ersten Schritt die Gewichtsfunktion z.B. fiir die Approximation einer einzel-
nen Profillinie zu bestimmen. In einem zweiten Schritt kann dann mit der entsprechenden
fixierten Gewichtsfunktion das eigentliche Problem gelésten werden. In Abbildung 4.8 se-
hen wir, dass die Gewichtsfunktion anndhernd unabhéngig von der Groéfse des Problems
ist.

#{ri} | #{sj} | dimSz3 | max? max ”7' SPEICHER | DAUER
4 3 4%x6 |51-107°]3.7-107% 6kB ~ 10s
8 8 8x16 |[27-1077|35-1076 24kB ~ 30s
10 15 10%x30 | 3.6-107% | 6.6-1077 53kB ~ 120s
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|}

Abbildung 4.7.: Der relative Fehlers der Funktionswerte 2 und partiellen Ableitung p?,
bei Hermite-Interpolation von 8 x 8 Punkten.
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Abbildung 4.8.: Die Gewichtsfunktion w” N (t) einer Profillinie f(s) fiir unterschiedliche
Dimensionen des Splineraums n = dim Sg3.

4.4. Prototyp

Im Zuge des Dissertationsprojekts wurde in Zusammenarbeit mit der Siemens AG der
Prototyp einer kugelkonjugierten Verzahnung gefertigt. Fiir die CAD/CAM-Berechnung
kam das Siemens eigene Programm NX zum Einsatz. Die Herstellung erfolgte auf einer
5-Achs-CNC-Maschine der Firma Schiitte des Typs 305linear.
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Abbildung 4.9.: Das verwendete Model im CAD/CAM-Programm: NX.

Abbildung 4.10.: Der gefertigte Prototyp auf einem Priifstand.
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5. Fazit

In dieser Arbeit wurde ein explizites Berechnungsverfahren fiir kugelkonjugierte Kegel-
radverzahnungen hergeleitet. Durch die geometrische Analyse des Abrollverhaltens konn-
ten die Berechnungsverfahren von Stirnradpaaren auf Kegelradpaare iibertragen wer-
den. Dafiir wurde das aus der Geometrie bekannte sphérische Verzahnungsgesetz in eine
analytische Darstellung gebracht, die analog zum ebenen Verzahnungsgesetz ermoglicht,
konjugierte Profilpaare explizit zu berechnen. Insbesondere bildet die bekannte Stirnrad-
berechnung einen Grenzfall der entwickelten Kegelradberechnung. Die Kreisevolventen-
verzahnung, der Standard bei Stirnradverzahnungen, konnte dadurch auf die Kugelevol-
ventenverzahnung im Kegelradfall {ibertragen werden.

Diese Form der Geometriebestimmung bietet eine Vielzahl von neuen Freiheitsgraden,
die der Auslegung von Getrieben neue Moglichkeiten erdffnet. In diesem Bereich wurde
eng mit traditionellen Herstellern von Zahnridern zusammengearbeitet. Aus der gemein-
samen Arbeit mit der Siemens AG ist ein Patent mit der Nummer EP2484474A1 hervor-
gegangen.

Dariiberhinaus wurde die Ubertragung von Zahnflanken in ein CAD/CAM-Programm
untersucht. Es konnten mehrere Verfahren hergeleitet werden, welche es ermoglichen
zwischen der Komplexitdt der Berechnung und der Genauigkeit der Geometrie zu variie-
ren. Das genaueste Verfahren ist eine neu entwickelte Methode zur Hermite-Interpolation
mittels NURBS-Flachen. Die Besonderheit des Verfahrens stellt die automatische Fest-
legung der Gewichte dar, die in diesem Fall nicht wie iiblich vorher festgelegt werden,
sondern zusammen mit den Kontrollpunkten aus der Losung eines Optimierungsproblems
resultieren.
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A. Bezeichnungen

A.l. Verzahnung

Formelzeichen Einheit Bezeichnung DIN Seite
Q rad Eingriffswinkel « 31 bzw. 58
b mm Zahnbreite b 35
16 rad Schrigunsgwinkel I} 35 bzw. 60
by :R —¥; Grundkreis der Profillinie f - 32
b, :R — Yy  Grundkreis der Profillinie g - 32
c € X Wilzpunkt C 20 bzw. 45
y rad Teilkegelwinkel 0 45
d mm Achsabstand a 17
) rad Achsenwinkel by 39
€ 1 Kriimmung von Wilzkreis 2 — 36
€ 1 Gesamtiiberdeckung € 36 bzw. 60
€a 1 Profiliiberdeckung €a 29 bzw. 56
€3 1 Sprungiiberdeckung €3 36 bzw. 60
f :R — ¥; Profillinie erstes Zahnrad - 19 bzw. 43
Vi rad Azimutalwinkel in ©; - 18 bzw. 42
g :R — Yy  Profillinie zweites Zahnrad - 19 bzw. 43
9911 :R — 3y Linearsegment der Punkte g;,g,.4 - 27
3:9i 11 :R — Y9 Linearsegment der Punkte g;, g, - 54
h mm Schnitthohe - 17
Invy, :R —3; Evolvente der Kurve b € ¥; - 32
k R — ¥y Kontaktweg - 19 bzw. 43
K; - i-tes Kegelrad - 42
Kij :3; — X Koordinatentransformation - 19 bzw. 43
o € X Kreuzungspunkt der Kegelradach- - 42
sen
o; € Drehpunkt des i-ten Stirnrads - 18
% rad Polarwinkel in ©); - 42
(CH - Polarkoordinatensystem - 18 bzw. 42
r mm Kugelradius - 40
T min ebener Radius in ©; - 18
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Formelzeichen Einheit Bezeichnung DIN Seite
s € [Sq,8¢] Profillinienparameter - 22 bzw. 48
S; - i-tes Stirnrad - 18
> - kartesisches Koordinatensystem - 18 bzw. 42
t s Zeit - 18 bzw. 42
ts S Zeitpunkt des Kontakts im Punkt k - 19 bzw. 43
At S Kontaktdauer wiTi 29 bzw. 56
U 1 Ubersetzungsverhéltnis i 18 bzw. 42
u(ty) 1 momentanes Ubersetzungsverhilt- - 29 bzw. 55
nis
Vg = Gleitgeschwindigkeit Ugw 20 bzw. 44
Ve mn Lineargeschwindigkeit der Zahn- — 36
stange
v; = Tangentialgeschwindigkeit des i-ten — ¥,; 20 bzw. 44
Zahnrads
wj % Drehgeschwindigkeit i-tes Zahnrads wj 18 bzw. 42
Ti, Yi, %i min kartesische Koordinaten in in 3; - 18 bzw. 42
¢ 1 spezifisches Gleiten ¢ 20 bzw. 44
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A.2. Splines
Formelzeichen Struktur Bezeichnung Seite

d eN Dimension des Anschauungsraums 71

d e R™ Kontrollpunktvektor 76

d; € R¢ i-ter Kontrollpunkt 71

d; € Rd+! i-ter Kontrollpunkt (Projektion) 72

D € Rdxn Kontrollpunktmatrix 71

D € Rld+)xn Kontrollpunktmatrix (Projektion) 72
Dg € RIx(min2) Kontrollpunktmatrix (Fliche) 73

F..Dg Ty x Ty — R? Splineflache 73

G, e Rx(nt7) Matrix der r-ten Ableitung 74

H ‘R4 — P NURBS-Projektion 72
H- ;P4 — R Zentralprojektion 13
K (1) e R (n+1) Matrix zum Knoteneinfiigen 74

K ‘R — R? Kreis in rationaler Parametrisierung 82

A € RF Vektor der Lagrangemultiplikatoren 76

m eN Splineordnung 70
M e Rxm Matrix des Glattheitsfunktionals 76

IeM € Rndxnd Matrix des Glattheitsfunktionals 76
(im R?)

om e Rd+)xn(d+1)  Matrix des Approximationsfunktio- 81

nals (freie Gewichte)

1 €{l,...,m+1} Vielfachheit des j-ten Knoten 71

n eN Splineraumdimension 70

N T — R polynomialer B-Spline-Vektor 70

N™(-|T) T —R i-ter polynomialer B-Spline 70
n e RFd(r+D)xn(d+1)  7usammengesetzte  Matrix ~ der 79
Hermite-Interpolationsbedingungen
(freie Gewichte)

RIQ! (o ML) Fortsetzung der Matrix der Hermite- 81
Interpolationsbedingungen

N, e Rkdxn(d+1) Matrix der Interpolationsbedingun- 79
gen der g-ten Ableitung (freie Ge-
wichte)

p € Rk Vektor der Interpolationswerte 76
p(-) :t— p(t) Fortsetzung der Interpolationswerte 81
pgr) e R4 i-ter Interpolationswert der r-ten 75

Ableitung
P € Rdxk Matrix der Interpolationswerte der 75

r-ten Ableitung
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Formelzeichen Struktur Bezeichnung Seite
R T — R rationaler B-Spline-Vektor 70
I®R(T) € Rndxkd Matrix der B-Splines 76

Auswertung)

R™(-|T,w) :T—R i-ter rationaler B-Spline 70
Ry : Ty x Ty — R™™2  rationaler B-Spline-Vektor (Flache) 73
SmD : T — R¢ Splinekurve 71
S (w, T) C Cmmmaxpy Splineraum 71
gi (T) C Cmmaxsy projektiver Splineraum 72
tj € Tmn j-ter Knoten 70
Tonn € P(R) Knotenfolge 70
T € RF Vektor der Interpolationsstellen 75
T € [tm+1, tnti) i-te Interpolationsstelle 75
w e R" Gewichtsvektor 70
w; eR i-tes Gewicht 70
w € Rm1xmn2 Gewichtsmatrix 73
T € R#= Auswertungsvektor 73
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