Zahl der
metastabilen Zustiande
bei einem Neuronalen Netzwerk
mit Projektorkopplungen

Diplomarbeit

von

Peter Kuhlmann
aus

Ehringshausen

Institut fiir Theoretische Physik III
der

Justus-Liebig-Universitat Gieflen
1990






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung: Spinglidser und Neuronale Netzwerke 4
1.1 Vom Ising-Modell iiber Spin—Gléser zum Hopfield- Modell . . 5
1.2 Problemstellung . . . . . . . ... ... 11
1.3 Imhaltsangabe . . . . . . . . . ... 11

2 Berechnung der Zahl der metastabilen Zustéinde beim SK-
Modell und beim Hopfield—-Modell 12
2.1 Dynamik in Spinsystemen; metastabile Zustéinde . . . . . . . . 13

2.1.1  Einzelspinflip-Dynamik nach Glauber . . . . . . . . .. 15
2.1.2 Parallelflip-Dynamik nach Glauber . . . . .. ... .. 17
2.2 Allgemeines Berechnungsverfahren fiir die Zahl der metasta-
bilen Zustdnde bei 7 =0 . . . . .. ... 0oL 18
2.3 Metastabile Zustdnde beim SK-Modell . . . . . .. ... ... 19
2.3.1 Das Ergebnis von Tanaka und Edwards fiir das SK-
Modell . . . . . . . o 19
2.3.2 Frustration . . . ... ..o 20
2.3.3 Selbstmittelungseigenschaft von h = % InN ... 22
2.3.4 Ergebnisse von Bray und Moore und von Roberts fiir
das SK—Modell . . . .. ... ... ... L. 24
2.3.5 Zweierzyklen beim SK-Spinglas . . . . . .. .. .. .. 26
2.4 Metastabile Zustdnde beim Hopfield-Modell . . . . . . . . .. 27

3 Ein Neuronales Netzwerk mit Projektorkopplungen 32
3.1 Die Projektormatrix . . . .. ... ... ... ... ... .. 33
3.2 Eigenschaften des Modells . . . . ... .. ... ... ..... 36
3.3 Selbstmittelungseigenschaft der Determinanten der Korrela-

tionsmatrix C . . . . . ... 39



3.3.1 Der direkte Mittelwert ({(detC)™2)) ... ... ... 40

3.3.2 Die Replica-Rechnung fiir %<<ln (det C)7%>> ..... 42
3.4 Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir J; . . . . . 45
Berechnung der Zahl der metastabilen Zustinde bei einem
Neuronalen Netzwerk mit Projektorkopplungen 49
4.1 Der Rechenweg bis zum allgemeinen Ergebnis ((M(«, g,7,¢))) 51
4.1.1 Rechenweg bis zur Mittelung iiber die Muster . . . . . 52
4.1.2  Entkopplung der Variablen in ¢ und p; mehrdimensio-
nale Sattelpunktintegration . . . . ... ... ... .. Y
4.1.3  Das allgemeine Endergebnis ((N(a, g,7,€))) . . . .. 61
4.2 Das Ergebnis (N (a, 9,7, €maz))) - -« - - o oo oo 62
421 Rechenweg . . . . . . .. .. ... L. 62
4.2.2  Das Endergebnis ((N(a, 9,7, Emaz))), Sattelpunktglei-
chungen und Liste aller Hilfsvariablen . . . . .. . .. 63
4.2.3 Grenzwerte und Ndaherungen im Fall g -0 . . . . . .. 64
4.3 Das Ergebnis <<N(a,g = %,7,€mm>>> ............. 67
4.3.1 Das Ergebnis <</\/<a,g = %,'y,emax)»; Sattelpunkt-
gleichung und Liste aller Hilfsvariablen . . . . . . . .. 67
4.3.2 Grenzwerte im Fallao — 0 . . . . ... ... ... ... 68
4.3.3 Grenzwerte im Fallao — 1 . . . . ... ... ... ... 69
4.4 Das Ergebnis <<N(a,g = %,fy,e>>> .............. 71
Zahl der metastabilen Zusténde bei einem Netzwerk mit Pro-
jektorkopplungen; Auswertung der Ergebnisse 73
5.1 FErgebnisse fiir <<N(a, 9=13.7 emax>>> ............ 75
5.1.1 Das Ergebnis fiir f(a, g= %, v, gmax) in den Féllen v =
Oundy=a .. .. ... 76
5.1.2  Der Effekt der Stabilitat v . . . . ... ... ... ... 82
5.2 Ergebnisse fir (M(a, ¢,7, €maz))) -« -« « o oo oo 84
5.2.1 FErgebnisse fir y=0undy=a. . ... ... ... .. 85
5.2.2  Der Grenzwert von f(a, g,7,Emaz) fir g—0 . . . .. 93
5.3  Ergebnisse fiir <<N(a,g =1~= a,5>>> ........... 96
5.4 Vergleich des Projektor-Netzwerks mit dem Hopfield-Modell
imFallao =0 . .. ... 103



6 Zusammenfassung und Ausblick 106

6.1 Zusammenfassung . . . . .. ... 106
6.2 Ausblick . .. ... 109
A Gaufl—Integrale und die ®—Funktion 111
A1l GauB-Integrale . . . . . . . ... ... ... 111
A.2 Die ®-Funktion . . . . . .. ... 112

B Zahl der metastabilen Zustinde beim Hopfield—Modell 113

C Nebenrechnungen zu Kapitel 4 119
C.1 Die Mittelung iiber die ¢ . . . . .. ... ...... ... .. 119
C.2 Berechnung des Gauf-Integrals zur Potenz p—1. . . . . . . . 120
C.3 Berechnung des Gaufi-Integrales zur Potenz Ng . . . . . . .. 120
C.4 Vereinfachung des Exponenten N f am Sattelpunkt durch Ab-

leiten . . . . . . L 121
C.5 Das Ergebnis ((N(a, g,7, Emaz))) « « « « o v v oo it 122
C.6 Herleitung der Sattelpunktgleichungen zur Berechnung von

(N(Q 0,7, Emaz))) « + o e e 124
C.7 Naherungen fiir <<N(a, 9=13.7 5mm>>> ........... 128
C.8 Berechnung von <<N(a, 9=137 6)>> ............. 129

D Ein Berechnungsverfahren fiir die Zahl der Zweierzyklen 133



Kapitel 1

Einleitung: Spingliaser und
Neuronale Netzwerke

Um eine allgemeine Definition des Neuronalen Netzwerks zu umgehen, be-
fasse ich mich hier nur mit solchen Neuronalen Netzwerken, die auf dem Ising—
Modell beruhen. Sie werden auch ,Neuronale Netzwerke vom Spinglas-Typ“
genannt. Sie haben durch die bahnbrechende Arbeit von Hopfield [Ho82] ei-
nen enormen Aufschwung erfahren. Immer mehr Physiker und Ingenieure
sind im Laufe der Zeit mit ihnen in Beriihrung gekommen und arbeiten nun
auf dem Gebiet der Neuronalen Netzwerke. Aktuelle Informationen iiber An-
wendungen von Neuronalen Netzwerken und besonders iiber andere Arten
Neuronaler Netzwerke findet man in der Zeitschrift ,,Neural Networks* und
in den Proceedings der jihrlichen Konferenzen ([INNS89],[Eck+90]).

Die in dieser Einleitung betrachteten Neuronalen Netzwerke sind so be-
schaffen, daB sie eine Beschreibung durch die Statistische Physik (siehe [Reif])
ermoglichen. Dadurch werden méchtige Methoden zur Behandlung umfang-
reicher Systeme anwendbar. Bisher war die Aufgabe der Statistischen Physik,
die Minima der Freien Energie F' fiir physikalische Systeme zu finden. Das
absolute Minimum von F' wird im thermischen Gleichgewicht angenommen,
wihrend andere relative Minima mit sogenannten ,,lokalstabilen® Zustédnden
identifiziert werden konnen. Eine Kenntnis von F' in der Umgebung der Mi-
nima erlaubt dann physikalische GroBen des Systems (wie z.B. Druck und
Entropie) zu berechnen. Ist die Temperatur 7 des physikalischen Systems
Null, so ist F' identisch mit der Energie . Im Fall 7 — 0 liefert die Statisti-
sche Physik also Aussagen iiber die Zustdnde mit niedrigsten Energien, die
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wir als (stabile) Grundzustéinde bezeichnen.

Die Idee der Neuronalen Netzwerke kehrt nun gerade die obige Betrach-
tungsweise um. Hier sind die Grundzustdnde vorgegeben, und man fragt
danach, wie ein System beschaffen sein muf}, damit diese Grundzustédnde
besonders stabil sind. Das zu den Grundzustéinden passende System heif3t
Neuronales Netzwerk und die Grundzusténde werden als Muster bezeichnet.
Der Begriff Netzwerk riihrt daher, daBl das System aus vielen verkoppel-
ten Ising—Spins oder Neuronen bestehen soll. Die Kopplungen zwischen den
Neuronen bezeichnet man in Anlehnung an die Biologie als Synapsen. Eine
weitere Rechtfertigung fiir das Adjektiv ,neuronal® erhalten wir, wenn wir
uns die dynamische Relaxation des Systems von einem Nichtgleichgewichts-
zustand aus in einen stabilen Grundzustand vorstellen. Analog zu physikali-
schen Systemen ist wiinschenswert, dafl die Muster gewisse Startzusténde, die
in ihrer Néahe liegen, anziehen. Ein solches geschickt konstruiertes , Attrak-
tornetzwerk® ist also in der Lage, eine ganze Familie von Zustdnden einem
Muster zuzuordnen. Somit stellt es im Gegensatz zu herkommlichen Compu-
tern einen assoziativen Speicher dar und weist damit eine Ahnlichkeit zum
menschlichen Gehirn auf.

Ich konkretisiere nun diese allgemeinen Bemerkungen, stelle das Hop-
field—Modell vor und fiithre an die Problemstellung dieser Arbeit heran. Auf
eine neurophysiologische Diskussion und eine Betrachtung der geschichtli-
chen Entwicklung der Neuronalen Netzwerke wird weitgehend verzichtet, weil
bereits umfassende Einfithrungen in das Gebiet existieren ([Am89], [Ge90],
[Ru86], [Ri+90]). Zudem findet man in [DHS90] einen Uberblick iiber aktuelle

Forschungsergebnisse.

1.1 Vom Ising-Modell iiber Spin—Gliser zum
Hopfield— Modell

Ich betrachte zunédchst die verallgemeinerte Version des Ising— Modells ([Is25],
[Huang]), um die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe zentral einzufiihren.
Es handelt sich um ein makroskopisches System aus N diskreten Spins

Si, ie{l,...,N}, S;e{-1,+1},

das sich im Warmebad der Temperatur 7 befindet.
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Um eine Beschreibung durch die Statistische Physik zu ermdglichen, be-
trachten wir spéater immer den ,,thermodynamischen Limes* N — oo.

Je zwei Spins \S; und S; wechselwirken miteinander {iber Kopplungen J;;.
Auf ein S; wirkt das innere Feld h; der anderen Spins

j(#9)

Bei physikalischen Systemen sind Selbstkopplungen J;; ausgeschlossen.
Auflerdem sind dort die Kopplungen J;; immer symmetrisch. ! Die Wech-
selwirkungspotentiale S;J;;S; fiir alle Paarungen, an denen S; beteiligt ist,
addiert man zur lokalen Energie

Ni=8; > JijS; (1.2)
i)

auf?. Setzt man also J;; = .J;; voraus, so ergibt sich die Gesamtenergie zu

1
2

E= > JySiS; . (1.3)

i,5(#1)

Man kann noch dufere (Magnet—) Felder b; betrachten, die einen weiteren
Term — >N | 5;S; in E liefern. In Anlehnung an die klassische Mechanik be-
zeichnet man das von den Variablen S; abhingige F auch als Hamiltonian
H.

Das Ising-Modell selbst ist ein Spezialfall des Modells G1.(1.3) und erklart
magnetische Phanomene. So erhélt man einen Ferromagneten, wenn man

J
— >0
N

setzt. Man kann auch rdumliche Strukturen von magnetischen Materialien
modellieren, indem man jedes S; nur mit seinen Nachbarn wechselwirken
1a83t, alle anderen J;; also Null setzt. Ein Ferromagnet ist freilich nur ein

'Bei Neuronalen Netzwerken kénnen Selbstkopplungen jedoch zugelassen sein. Aufer-
dem gibt es auch Neuronale Netzwerke mit asymmetrischen Kopplungen, wie z.B. das
optimale Perzeptron.

2Verwirrenderweise wird \; auch oft als ,inneres Feld“ bezeichnet. Ich halte mich in
dieser Arbeit jedoch konsequent an die obige Bezeichnung.
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schlechtes Neuronales Netz, weil er bei 7 = 0 nur zwei Grundzustédnde hat
(S; = +1Vi oder S; = —1Vi).

Betrachten wir nun die weitaus komplizierteren Spingldser, die auch in
der Natur auftreten und experimentell wie theoretisch intensiv untersucht
worden sind ([BiYo86],[Me+87],[KFA85]). Ihre zerkliiftete Energielandschaft
wird durch eine Unordnung in den Kopplungen bewirkt. In Abschnitt 2.3.2
veranschauliche ich diesen Effekt. Sherrington und Kirkpatrick haben ein
~exakt® losbares Spinglas—Modell aufgestellt ([SK75],[SK78]), das wegen sei-
ner Popularitéit auch kurz als ,,SK—Modell“ bezeichnet wird. In ihm sind die
Kopplungen gaufiverteilt mit einer Streuung o = \/iﬁ . 3 Fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichte von J;; gilt also

P(J;;) = N exp <_NJU2> . (1.4)

21 J? 2.J2

Es gilt wieder J;; = J;; und J; = 0. Sherrington und Kirkpatrick berech-
neten die Grundzustandsenergie Fj als Grenzwert des absoluten Minimums
der Freien Energie F' fiir 7 — 0. Sie nahmen dazu an, dafl die J;; fiir den
Beobachtungszeitraum konstant oder eingefroren (,,quenched*) bleiben und
folglich als zuvor ausgewdiirfelt betrachtet werden koénnen. Sie betrachteten
den ,,thermodynamischen Limes* N — oo und setzten somit die Freie Ener-
gie pro Spin f als selbstmittelnd voraus (sieche dazu auch Abschnitt 2.3.3).
Der ,,quenched average“ von f (siehe [BiY086|) iiber die Wahrscheinlichkeits-
verteilung (1.4) sollte einen typischen Wert fiir f liefern:

<<f({Jij})>>=( /dJmP U)> ({/i5}) (1.5)

1<J_ o0
Dabei ist -
-
wobel
Z =Y exp(—AHUSY)) (L7)
{Si}

3Die Streuung muf mit Tlﬁ skaliert werden, um spéter die Extensivitidt der Freien

Energie F' zu garantieren. F' mufl ndmlich fiir physikalische Systeme mit N skalieren.
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die kanonische Zustandssumme ist und H den Hamiltonian (GL.(1.3)) dar-
stellt. 5 = % ist die reziproke Temperatur.

Um In Z zu mitteln, verwendeten sie die Replica-Methode. Thr Ergebnis
fir Fy wurde von Parisi verbessert [Pa80].

Durch die bei den Spinglésern gesammelten Erfahrungen und insbeson-
dere mit Hilfe der beim SK—Modell verwendeten Replica—Methode wurde das
notwendige Riistzeug gewonnen, um noch kompliziertere Modelle zu behan-
deln: Das Neuronale Netzwerk vom Spinglas—Typ soll p vorgegebene Muster

iu:(ff?"'?g%)T? /’Le{]‘?"'?p}7 5?6{_17—’_1}7

als Grundzusténde besitzen. Eine Kopplungsmatrix (.J;;), die das unter gewis-
sen Voraussetzungen leistet, ist schon lange bekannt und wurde von Little
[Li74] und Hopfield [Ho82| aufgegriffen. Es handelt sich um die Hebbsche
Lernregel ([He49]). Sie definiert die Kopplungen (,,Synapsen®) als

1 & .
Jij = N Z & fir i # (1.8)
pn=1

Das zugehorige Neuronale Netzwerk bezeichnen wir als Hopfield—Modell.
Amit, Gutfreund und Sompolinsky haben gezeigt, dal fiir endliche p
und im Grenzwert N — oo die Muster Grundzusténde sind [Am+85al. Sie
gingen dabei analog zum SK-Modell vor und betrachteten die Muster als
p vorgegebene, zufillig nach den unabhéngigen Einzelwahrscheinlichkeiten
p{€!'} = ; ausgewiirfelte Zustdnde. Amit et al. erklérten die Stabilitéit der
Muster mit dem Verschwinden des Rauschens in den inneren Feldern h; der
Muster [Am+87]. Fiir das innere Feld des ersten Musters gilt namlich

hi= > Jy& =& (1+0). (1.9)
J(#0)

Dabei ist d; der Rauschterm

1
=y XX g (1.10)
J(F#) u(#1)
Er stellt eine Zufallsvariable mit Varianz
7 p—1
)= — 1.11



dar. Fiir endliche p zeigen die inneren Felder der Muster im Fall N — oo
damit wie gewiinscht in Richtung der &.
Macht man jedoch die fiir reale Modelle realistischere Annahme

P
_ £ _ tant 1.12
a = = constant, (1.12)
so ist zu erwarten, daf das Rauschen die Uberhand gewinnt und die Muster
nicht mehr stabil sind. Amit et al. fithrten eine Replica—Rechnung fiir diesen

Fall durch und berechneten die iiber die Muster gemittelte Freie Energie pro
Spin f ([Am+85b], [Am+87]):

(&) = 2Np > fHE) (1.13)
{e'}

Sie zeigten, daf§ das System Wiedererkennungseigenschaften hat, sofern «
unter der kritischen Speicherkapazitdt von

e ~0.14 (1.14)

bleibt. Jedoch sind die Muster selbst wie erwartet instabil. Thre Erkennung
wird durch thermodynamisch stabile Zustdnde bewerkstelligt, die sich nur
wenig von ihnen unterscheiden.

Neben diesen ,retrieval states® gibt es weitere Losungen der Bestim-
mungsgleichungen fiir ((f)). Es handelt sich um die Spinglaszustinde. Sie
sind zu allen Mustern unkorreliert, haben also Uberlapps

1 & 1
—N;S@ _O<\/N> Vi (1.15)

Gleichzeitig weisen sie die wichtige Eigenschaft auf, dafl ihr Edwards—Anderson—
Ordnungsparameter

1 N
N

ist. Dies ist das zentrale Merkmal der Spinglas—Phase. Die paramagnetische
Phase

(S)=0 Vi

9



tritt erst bei hohen Temperaturen auf und spielt fiir unsere spéteren Be-
trachtungen keine Rolle. Im Fall o — oo ergab sich als Energie der Spinglas-
zusténde das Ej aus der Replica—Rechnung von Sherrington und Kirkpatrick.
Die J;; kénnen offenbar dann als unabhéngige gaufiverteilte Zufallsvariablen
aufgefait werden. In der Tat ist schon bei endlichem « ein einzelnes J;;
gauflverteilt, denn der Ausdruck

1 p
Jij = D&y (1.16)
NM:1

stellt fiir ¢ # j den zuriickgelegten Weg eines ,random walk® [Reif] mit p
Schritten dar. Der Mittelwert ist Null und die Streuung ist \/% = y/a. Die
Muster bewirken Korrelationen der J;;, die fiir &« — oo verschwinden.

Soviel zum Hopfield-Modell. Im Laufe der Zeit sind Neuronale Netz-
werke vom Spinglas—Typ mit besseren Wiedererkennungseigenschaften und
hoheren Speicherkapazitéten entwickelt worden. Eines davon ist das in die-
ser Arbeit behandelte Projektornetzwerk (auch ,Pseudoinverse“ genannt).
Bei ihm sind die Muster thermodynamisch stabile Zustdnde und es gilt
a. = 1. Das optimale Perzeptron ist ein weiterer prominenter Vertreter
([MiPa69],|AnBi89],[Op88]). Elizabeth Gardner hat hier mit einem neuen Re-

chenverfahren die kritische Speicherkapazitit zu o, = 2 ausgerechnet [Ga88|.

In der obigen Betrachtung fiirs Hopfield-Modell habe ich nur die stati-
schen Aspekte des Problems beriicksichtigt. Es wurde nur mit Hilfe der Sta-
tistischen Physik gezeigt, dafl die Gleichgewichtszustdnde den Mustern dhn-
lich sind. Dem Neuronalen Netzwerk fehlt noch eine Dynamik, die es auf die
Gleichgewichtszustande zusteuert. Es zeigt sich (siehe Kapitel 2), daf die se-
rielle Glauber-Dynamik Gleichgewichtszusténden des Modells (1.3) zustrebt
und damit das Neuronale Netzwerk vom Spinglas—Typ zu einem assoziativen
Speicher macht.

Auf dem Weg ins Gleichgewicht kann die serielle Glauber-Dynamik bei
7 = 0 in unerwiinschten Fallen steckenbleiben. Von der Berechnung der Zahl

der Fallen, die auch metastabile Zustdnde genannt werden, handelt diese
Arbeit.
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1.2 Problemstellung

Die Arbeit soll sich mit der Zahl N der metastabilen Zusténde bei einem Neu-
ronalen Netzwerk mit Projektorkopplungen befassen. Der direkte Mittelwert
((N)) von N iiber die zufillig verteilten Muster soll im thermodynamischen
Limes N — oo mit Hilfe der Sattelpunktmethode angegeben werden. ((N))
soll in Abhéngigkeit vom Hamming—Abstand ¢ zum ersten Muster betrach-
tet werden. Die Stabilitdt v und die negative Energie pro Spin € konnen als
weitere Zwangsbedingungen mit in die Rechnung einbezogen werden.

1.3 Inhaltsangabe

Um deutlich zu machen, welche Rolle metastabile Zustéande fiir die serielle
7 = 0-Glauber-Dynamik spielen, wird diese in Kapitel 2 ausfiihrlich darge-
stellt. Auf die Berechnung von ((N)) beim SK-Modell und beim Hopfield—
Modell wird eingegangen. Im zweiten Fall wird ein neues Ergebnis fiir die
Energieabhéngigkeit von ((NV)) vorgestellt.

Das dritte Kapitel befafit sich generell mit dem Neuronalen Netzwerk mit
Projektorkopplungen und fiihrt die wichtigste dazu existierende Literatur
auf. Es folgen erste analytische Rechnungen fiir das Modell.

Kapitel 4 enthilt die gesamte Rechnung zur obigen Problemstellung.
((N)) wird mit Hilfe der Sattelpunktmethode in Abhéngigkeit von den vier
Parametern «, 7, g und e berechnet. Fiir gewisse Kombinationen der Para-
meter werden die Sattelpunktgleichungen hergeleitet.

Das fiinfte Kapitel stellt die Ergebnisse vor. Es handelt sich dabei mei-
stens um kommentierte Diagramme von + In (((A))) in den verschiedenen
Parameterbereichen. Die Arbeit schlieft mit Kapitel 6, der Zusammenfassung
und dem Ausblick.
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Kapitel 2

Berechnung der Zahl der
metastabilen Zustinde beim

SK—Modell und beim
Hopfield—Modell

Ziel dieses Kapitels ist es, den Zusammenhang zwischen metastabilen Zustan-
den und der Dynamik des Neuronalen Netzes aufzuzeigen sowie einige Er-
gebnisse fiir das SK-Modell und das Hopfield-Modell darzustellen.

In Abschnitt 2.1 wird zunéchst die hauptsichlich verwendete Dynamik
fiir Spinsysteme vorgestellt: Die ,, Glauber-Dynamik*“ hat den Vorteil, daf} sie
unter gewissen Voraussetzungen zur physikalischen Grofle ,, Freie Energie“ in
Beziehung gesetzt werden kann. Das Gleichgewicht der Glauber-Dynamik ist
dann identisch mit dem thermodynamischen Gleichgewicht, und die Statisti-
sche Physik kann angewendet werden, um die stabilen Zusténde der Dynamik
zu finden. Es zeigt sich, dafl die sequentielle 7 = 0— Glauber-Dynamik nur
metastabile Zusténde als Fixpunkte besitzt. Ein Spinsystem bzw. ein Neu-
ronales Netzwerk kann also auf dem Weg in einen Grundzustand bzw. in ein
Muster in einem metastabilen Zustand gefangen werden. Um erforschen zu
konnen, wie stark der Einflul dieser metastabilen Zustédnde auf die Dynamik
ist, ist es also wichtig, ihre Zahl zu kennen. Das Berechnungsverfahren wird
in Abschnitt 2.2 vorgestellt. Einige Ergebnisse der Rechnungen zum SK-
Modell bzw. zum Hopfield-Modell werden in Abschnitt 2.3 bzw. Abschnitt
2.4 geschildert.
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2.1 Dynamik in Spinsystemen; metastabile
Zustinde

Betrachtet sei ein System aus N Spins S; € {—1,+1} mit Kopplungen J;;.
Das innere Feld am Platz ¢ ist

N
hi = Z JZ‘]’Sj .

Jj=1

Man definiert nun einen dynamischen Prozefl mit diskreten Zeitschritten der
Léange At fiir das System, die sogenannte Glauber—Dynamik [G163]. Sie stellt
gewissermaflen eine Umkehrung der Monte Carlo-Methode [Me+53] dar: Die
Monte Carlo-Methode wurde entwickelt, um kanonische Mittelwerte von Ob-
servablen A physikalischer Systeme naherungsweise zu berechnen. Man ent-
wirft einen geeigneten Markoff-Prozefl [DoGr76], der nach einer Anlaufzeit
typische Zusténde Ityp fiir ein kanonisches Ensemble durchlauft. Der kano-
nische Mittelwert
e~ BH(I)

Z

(4) =3

A(I)

kann dann durch das arithmetische Mittel

T Lsa(io
*Ml; (typ)

angendhert werden.

Glauber ging umgekehrt vor, er definierte eine Monte Carlo—Dynamik fiir
das betrachtete Spin—System im Wiarmebad der Temperatur 7 (zunéchst sei
7 > 0 betrachtet): In einem Schritt des Markoff-Prozesses geht das Spin—
System mit der Wahrscheinlichkeit W (K <« I) vom Zustand I = S(¢) in den
Zustand K = S(t + At) iiber.

Fiir Pr(n), die Wahrscheinlichkeit, daf8 sich das System zum Zeitpunkt
t = nAt im Zustand I befindet, gilt die Mastergleichung [Am89]:

Pr(n+1) )+ Z W(I < K)Px(n) —W(K «+ I)Pi(n)] (2.1
K(£I)

Um den Zusammenhang mit der Statistischen Physik herzustellen, stellt
man nun die Frage nach einer zeitlich konstanten Gleichgewichtsverteilung
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PIe 4. Man kann zeigen, dafl im Falle der detaillierten Balance eine Gleich-
gewichtsverteilung existiert [Pe84], sofern gewisse Zusatzvoraussetzungen fiir
W (K <« I) gelten: Gibt es ein G(I) mit

W(I + K)G(K) = W(K « I)G(I), (2.2)

so gilt Py o G(I) bis auf eine Normierungskonstante. Es reicht zum Nach-
weis nicht aus, dafl G die Master—Gleichung erfiillt; man mufl hauptséchlich
zeigen, daB PyY sich unvermeidlich von jedem Anfangszustand S(0) aus fiir
n — oo einstellt.

Im Gleichgewicht gilt nicht nur eine Gesamtbalance, sondern sogar die
detaillierte Balance: Der ,, Teillufl“ vom Zustand K zum Zustand [ ist so
grof} wie der ,, Teillufl* vom Zustand [ zum Zustand K:

PAWI + K)=PPAW(K « 1) .

Dies entspricht Vorstellungen aus der Festkorperphysik [AsMe76] und der
Theorie des schwarzen Korpers [Reif]. Es verwundert deshalb nicht, da8 jetzt
auch ein Hamiltonian H(I) existiert:

H(I):=—-1InG(I) . (2.3)
PIe st die Boltzmannverteilung
—BH(I)
pa-c 2.4
= (24)
mit der Zustandssumme
Z = Z e AR
T
Schlieflich kann man noch zeigen, dal das Freie Energie-Funktional
®(n):=> Pi(n)H(I)+ 7Y _ Pi(n)InP(n) (2.5)
T ]

streng monoton mit n abnimmt, bis es sein absolutes Minimum, die Gleich-
gewichts—Freie-Energie

F=®n—>o0)=—-7InZ

erreicht; ® ist also eine Lyapunov—Funktion, die den dynamischen Prozef3 , re-
giert* [Am89]. Fiir zwei Beispiele spezifiziere ich jetzt W (I < K) und be-
trachte noch den rauschfreien Fall 7 = 0.
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2.1.1 Einzelspinflip—Dynamik nach Glauber

In jedem Schritt wird ein Spin S; entweder zuféllig oder zyklisch ausgesucht.
Der neue Zustand S(¢+ At) unterscheidet sich also von S(?) héchstens durch
den Spin S;. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist temperaturabhéngig und
betragt

exp (BSi(t + At)hi(t))
exp (Bhi(t)) + exp (—Bhi(t))

Dabei ist h;(t) = X0, Ji;S;(t). Im Fall 7 — 0, d.h. § — oo gilt einfach

W(Si(t+ At) « Si(t)) = (2.6)

S;(t + At) = sign (h;(t)) . (2.7)

Die Einzelspinflipdynamik erfiillt detaillierte Balance, falls J;; symmetrisch
ist und keine Selbstkopplungen J;; vorliegen.

1
stellt dann einen Hamiltonian dar:

W+ K)  W(Si(t) + —Si(t))

Es gilt also

H(K) — H(T) = —;((Z) Jy(=8)8+ Jkisk(—&-))
ez

k(1)

1 1
0+ 3 > JiSiS; + 3 > JkiSkS;
3(F#) k(#1)
= +2 ) J;;S8;S;, falls J;; symmetrisch ist.
3(#1)
= H(K) —H(I) = +2S;h;, (2.9)
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falls keine Selbstkopplungen vorliegen. Also gilt

w — o BHE)-H(D) G(K)

W(I + K) GI)

Liegen jedoch Selbstkopplungen vor, so ist nicht zu erwarten, dafl ein Hamil-
tonian existiert. Dies ist auch physikalisch plausibel, da die Selbstkopplungen
Ji; in der Physik nicht vorkommen.

Fixpunkte der energiegetriebenen 7 = 0—Dynamik: Metastabile Zu-
stande

Fixpunkte der 7 = 0-Dynamik sind nach G1.(2.7) sicher Zusténde S, fiir die
gilt

Man nennt solche Fixpunkte metastabile Zustinde, da sie stabil gegen Einzel-
spin-Flips sind. Ist zusdtzlich J;; wie oben symmetrisch und sind alle J;; = 0,
so nimmt H = —%Zi7j(#) Ji75:S; von Schritt zu Schritt streng monoton
ab und bleibt nur fiir metastabile Zustdnde konstant, denn im Falle eines
Spin-Flips S;(t) — Si(t + At) = —5,(t) gilt wegen G1.(2.7) und GL.(2.9)

HK(t+ AL)) — H(I(L)) = +2S:(t) ha(t) = —2S;(t + AL) hi(t) < 0.

Folglich ist H unter den obigen Voraussetzungen eine Lyapunov—Funktion
und die einzigen Fixpunkte der Dynamik sind die metastabilen Zustédnde.
Die absoluten Minima von H bezeichnet man als Grundzusténde. Startet
man den dynamischen Prozel von einem Grundzustand aus, so kann H nicht
weiter abnehmen. Fixpunkte miissen aber metastabile Zusténde sein. Daraus
folgt, daB Grundzustdnde besondere metastabile Zusténde sind. Metastabile
Zusténde sind also sehr wichtig fiir die serielle 7 = 0-Glauber-Dynamik. Sie
sind , Fallen“ fiir die Dynamik: Das System gelangt in der Regel nicht bis
in den Grundzustand, sondern bleibt vorher in einem metastabilen Zustand
stehen.
Gibt es jedoch Selbstkopplungen J;; # 0, so gilt nach G1.(2.9)

HK(+ At)) = H(L(t)) = 25i(t)hi(t) — 23
und H ist auch eine Lyapunov—Funktion, falls J;; > 0 V7 ist.
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2.1.2 Parallelflip—Dynamik nach Glauber

In jedem Schritt werden alle Spins S; betrachtet. Jeder einzelne wird mit
der Wahrscheinlichkeit W (S;(t + At) < S;(t)) nach G1.(2.6) geflippt. Somit
kann der Zustand I = S(t) bei 7 # 0 in jeden anderen Zustand K = S(t+At)
{ibergehen. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Ubergang ist natiirlich
das Produkt aller Wahrscheinlichkeiten aus G1.(2.6). Fiir 7 — 0 gilt analog
GL.(2.7) fiir jeden Spin S;. Detaillierte Balance ist nach [Pe84] erfiillt, sobald
die J;; symmetrisch sind. J;; = 0 ist nicht gefordert.

H(I) = —Tivjln (cosh h;) (2.11)

=1

ist dann der zugehorige Hamiltonian.

Fixpunkte der energiegetriebenen 7 = 0—Dynamik: Metastabile Zu-
stinde und Zweierzyklen

Nach dem Satz von L’Hospital gilt

N
lim H(I) = —>_ h;sign(h;) =: E
i=1

B—00

Amit hat gezeigt [Am89], dal E eine Lyapunov—Funktion der parallelen Dy-
namik ist: £ nimmt streng monoton mit ¢ ab, bis das System entweder ei-
nen metastabilen Zustand oder einen Zweierzyklus trifft. Zweier—Zyklen sind
, Blinkzusténde*

S(t+2kAt) =SW:  S(t+ (2k+ 1)At) =SSP Vke N,

Es gibt hier keine hoheren Zyklen. In Abschnitt 2.3.5 wird ein Hinweis darauf
gegeben, dafl Zweierzyklen fiir die parallele Dynamik von grofierer Relevanz
sind als metastabile Zusténde.

Der Prozefl endet wiederum spétestens in einem der Zusténde des Sy-
stems, fiir die E ein absolutes Minimum annimmt, also in einem der Grund-
zustdnde. Ein Grundzustand ist also entweder ein metastabiler Zustand, oder
er wechselt sich mit einem anderen Grundzustand in einem Zweierzyklus ab.
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2.2 Allgemeines Berechnungsverfahren fiir die
Zahl der metastabilen Zustinde bei 7 =0

Die Berechnung der Zahl A der metastabilen Zustéinde geschieht mit Hilfe
der Heaviside-Funktion

1 fir z>0
@(x):{o fir <0

Man zéhlt alle Zustidnde S, die \; = S;h; > 0 Vi haben, mit Gewicht 1, alle
anderen mit Gewicht 0 und bildet

N =S TTem) .12

{si}i=1

Um die diskreten Ausdriicke auf analytische Funktionen umzuschreiben, ver-
wendet man die J—Funktions—Darstellung der ©—-Funktion und setzt wie-
derum die Fourier-Darstellung der d—Funktion ein (siehe z.B. [TaEd80]):

0o 00 4100
o) = /5(/\ ~2)dA :/ / j“iew-ﬂ d). (2.13)
T
0 0 —ioco

Gegen Ende der Rechnung bildet man den thermodynamischen Limes und
wertet die verbleibenden Integrale mit Hilfe der Sattelpunktmethode aus.
Des weiteren ist es moglich, in Gl.(2.12) zusétzliche Zwangsbedingun-
gen einzubauen. Beispielsweise kann man danach fragen, wieviele metasta-
bile Zustédnde im Energieintervall [E, E + dE| liegen, falls fiir das betrach-
tete Modell ein Hamiltonian existiert. Analog zu der in [Reif] geschilderten
Darwin-Fowler-Methode schreibt man fiir die Energiedichte N (E)

N(E)dE =Y (fv[ @(A,-)) S(E —H(S))dE (2.14)

{sip \i=1

Man verwendet dann wieder die Fourierdarstellung der é—Funktion. Im fol-
genden Abschnitt 2.3 wird in A immer der Einzelspinflip-Hamiltonian (2.8)
verwendet. Es ist also wichtig darauf hinzuweisen, dafl die dann folgenden
Aussagen nur fiir serielle Dynamik gelten. Da bei der seriellen Dynamik
Grundzustande spezielle metastabile Zustinde sind, erwartet man, dafl sie
durch NV (FE) erfait werden.
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2.3 Metastabile Zustinde beim SK—Modell

Bei Spinglésern und neuronalen Netzwerken sind die J;; zuféllig verteilt (siehe
Abschnitt 1.1), so dal man iiber die Verteilung mitteln muf}, um eine analy-
tische Aussage iiber die Zahl der metastabilen Zustédnde machen zu kénnen.
Die Mittelung tiber die J;; wird wieder mit ((...)) bezeichnet. Der Gedan-
kengang in diesem Punkt wird zunéchst kurz skizziert:

In Abschnitt 2.3.1 wird das Ergebnis von Tanaka und Edwards vorge-
stellt. Der direkte Mittelwert ((N')) hat exponentielle Form. Ursache dafiir
ist der Effekt der Frustration (siche Abschnitt 2.3.2). Die Untersuchungen
von Toulouse und Vannimenus fithren auf den Ansatz N' = ™", wobei h als
intensiv angenommen wird. In Abschnitt 2.3.3 wird die Selbstmittelungsei-
genschaft von h behandelt und aufgezeigt, da V(") anstelle von ((N)) eine
bessere Aussage iiber N' macht. Die wichtige Jensensche Ungleichung

((./\/')> > eN(R)

wird plausibilisiert. Nach dieser Vorbereitung schildere ich dann in Abschnitt
2.3.4 einige Ergebnisse von Bray und Moore und von Roberts fiir das SK-
Modell. AbschlieSend wird in Abschnitt 2.3.5 kurz auf Zweierzyklen einge-
gangen und mitgeteilt, dal diese die entscheidenden Fallen fiir die parallele
Dynamik darstellen.

2.3.1 Das Ergebnis von Tanaka und Edwards fiir das
SK—Modell

Tanaka und Edwards haben unter anderem ((N)) und ((N(FE))) fiir Ein-
zelspinflip ' bei 7 = 0 nach dem in Abschnitt 2.2 geschilderten Verfahren
fiir das SK-Modell mit symmetrischen Kopplungen berechnet [TaEd80] . Thr
Ergebnis ist

((N)) oc e 01992 (2.15)

und fiir + In ((AV(¢))) erhalten sie in etwa eine verschobene Gaufi-Verteilung.
¢ bezeichnet dabei die negative normierte Energie pro Spin

E
——W/N7

!Man beachte, dafi dann fiir E gem#f der Bemerkung am Ende von Abschnitt 2.2 der
Einzelspinflip-Hamiltonian (Gl.(2.8)) genommen werden musf.

(2.16)
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wobei \/—JN die Standardabweichung fiir J;; in der Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung (G1.(1.4))
N JZ
PUs) = 5z oxp <_N2Jj2>
1st.

Das Maximum in der Verteilung fiir € ergibt sich zu ¢ = 0.506.

2.3.2 Frustration

Die exponentielle Form von ((N)) ist auf die Frustration zuriickzufithren:
Unter einem frustrierten Spin versteht man einen Spin, der nicht mit allen
seinen Nachbarn im Einklang steht, das heifit .S; ist nicht zu allen Partial-
feldern J;;S; der Nachbarspins S; parallel. Ein ganzes Spinsystem wird als
frustriert bezeichnet, wenn die Kopplungen J;; so vorgegeben sind, daf es in
jedem Zustand S des Systems einen frustrierten Spin gibt. Es darf also kei-
nen Zustand S des Systems geben, der zu allen Kopplungen J;; energetisch
giinstig steht [Ki Vorl|. Spingléser weisen in der Regel Frustration auf, weil
hier alle Kopplungen (unabhéngig voneinander) ausgewiirfelt werden.
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Man kann sich nun anschaulich vorstellen, daB ein frustriertes System
mehr Grundzustande als ein nichtfrustriertes System besitzt:

a— N o Cdh—

+J +J +J +J

+1 o +1 +1 o 41
(a) (o)

+1 > 4 -1 . R

+J +J +J +J

< +J - - +J #
(c) (d)

Abbildung 2.1: Veranschaulichung der Entartung des Grundzustandes:
a) Bei einem nichtfrustrierten Viereck-Spin-System: 1-2 Grundzustinde mit -
H=-4J

(b)-(d): Bei einem frustrierten Viereck-Spin-System: 3 - 2 Grundzustinde
mit H = —-2J

Weitergehende anschauliche Uberlegungen dieser Art hat G. Toulouse
angestellt [To77]. Er hat weiterhin zusammen mit J. Vannimenus die frustra-
tionsbedingte Entartung W des Grundzustandes ? in einem +J-Spinglas mit
Hilfe von Computersimulationen quantitativ untersucht [VaTo77]:

Steigt die Konzentration z der negativen Bindungen und damit der Grad

1

der Frustration von z = 0 bis z = 3 an, so steigt auch W an. Fir W

konnten Vannimenus und Toulouse eine exponentielle Form nachweisen, und

sie erhielten im Maximum z = -;—:

W(z = %) T (2.17)

Man erwartet nun, da nicht nur die Zahl der Grundzustinde, sondern auch
die Zahl der metastabilen Zustinde A exponentielle Form hat. Der Ansatz

2fiir den Einzelspinflip~Hamiltonian
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fiir das (nicht gemittelte) N” des SK—Spinglases ist damit
N = (2.18)

wobei h intensiv ist, also nicht mit der Systemgrofie N wachst.

2.3.3 Selbstmittelungseigenschaft von h = % In N/

Die Form
1

dhnelt der Beziehung
-
fldyh) = -y 2

zwischen der Freien Energie pro Spin f und der kanonischen Zustandssumme
Z des SK-Spinglases. N f und Nh sind beide extensiv, wohingegen N und Z
beide exponentiell wachsen. Um eine analytische Aussage fiir grofle Systeme
machen zu konnen, fithrt man jetzt die Selbstmittelungseigenschaft von f
bzw. h ins Feld (siehe [BiYo086]):

Wahlt man ein grofes N und wiirfelt die J;; einmal aus, so liefert & den
gleichen Wert, als wenn man fiir dasselbe System iiber alle méglichen Kopp-
lungen J;; gemittelt hétte, also den ,,quenched average (siehe Abschnitt 1.1)
gebildet hétte:

i B({75}) = ((h({7 1)) (2.19)

h wird also fiir grole N immer schéarfer und nimmt seinen Mittelwert an. ,,Das
ist nichts anderes als das Gesetz der groen Zahlen® [Am89]. Fiir Systeme mit
kurzreichweitigen Wechselwirkungen kann man sich dies anschaulich klarma-
chen. Die Selbstmittelungseigenschaft 148t sich fiir gewisse solche Systeme
beweisen [EnHe84].

Um eine Aussage iiber die Zahl der metastabilen Zustinde N = e
fiir groBe N machen zu koénnen, mufl man also h = %ln/\/' mitteln. Die
Mittelung des In geschieht mit Hilfe der Replica—Methode. Roberts hat dies
fiirs SK-Modell durchgefiihrt [Ro81]. Die direkte Mittelung ((N)) umgeht
die aufwendige Replica—Rechnung, liefert jedoch nur eine obere Schranke fiir
eV R Man macht sich dies folgendermafen klar [BiYoS86):

Nh
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Man nimmt an, daf die selbstmittelnde Gréfle h gauBiverteilt ist; h habe
die Wahrscheinlichkeitsdichte

h — ho)?

}wwamp—NL—Ji , (2.20)
202

wobei hg = ((h)) = limy_,ch und % die fir N — oo verschwindende

Streuung von h ist, P(h) wird dann 0—formig. Fiir den Mittelwert von N
folgt dann mit Hilfe der GauB-Integral-Formel (Gl.(A.1)):

+00 +00 9

(W) = ({eNh)) = N Uorse?) 2 Vo — N (2.22)

Das Ergebnis stellt einen Spezialfall der Jensenschen Ungleichung dar (siehe
z.B. [Hi75]). Feynman veranschaulichte die Ungleichung mit der Konvexheit
der e-Funktion; die e-Funktion gewichtet hchere Werte von h stéarker, so
daB %ln<<eN h>> grofler wird als ((h)) [Fe72]. Die Ungleichung beruht im

Endeffekt darauf, daf3 die Streuung von h als mit \/% skalierend angenom-

men wird. In diesem Fall kann man das Integral in G1.(2.21) auch als Sattel-
punktintegral verstehen [Ki Vorl]. ((N')) wird dann nicht vom Mittelwert hg
beherrscht, sondern vom Sattelpunktwert des Ausdruckes

1 h?

k=——-—4+h +h

9 0_2 + h1 + 0>
der sich mit hyg = 02 zu k = hy + %a2 ergibt.
Die Jensensche Ungleichung besagt also auch, dafi der Sattelpunktwert hcher
als der Mittelwert hy ist. Féllt die Streuung von h stédrker mit N ab, so gilt

((N)) o exp (N(ho + O(N_a)))
mit a > 0. Fiir grofle N stimmen dann die beiden Seiten in der Ungleichung

ST () > () (229

mit beliebiger Genauigkeit iiberein. Man sagt dann ebenfalls N sei , selbst-
mittelnd“. Dies ist nur in Zusammenhang damit zu verstehen, dafl in Un-
gleichung (2.23) fiir N — oo das Gleichheitszeichen steht, genauso, wie in
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der ,richtigen“ Selbstmittelungsgleichung (2.19) fir N — oo das Gleich-
heitszeichen steht. In Ungleichung (2.23) steht genau dann das Gleichheits-
zeichen, wenn alle Nebendiagonalparameter in der Replica-Rechnung Null
sind. Das ist namlich ein Zeichen dafiir, dafl zwischen den einzelnen Replica
keine Korrelationen bestehen und man sich die Replica— Rechnung hétte spa-
ren konnen. Diese Bemerkung wird spéter in Abschnitt 3.3 an einem Beispiel
veranschaulicht.

2.3.4 Ergebnisse von Bray und Moore und von Roberts
fiir das SK—Modell

Bray und Moore ([BrMo80],[BrMo81]) haben die Dichte Ng(f) der Losun-
gen der TAP-Gleichungen [TAP77] bei vorgegebener TAP—Freier Energie pro
Spin f fiir das SK-Spinglas berechnet. Sie berechneten zunéchst den direkten
Mittelwert ((Ns(f))) in Abhéngigkeit von der Temperatur und erhielten fiir
7 — 0 wieder das Ergebnis von Tanaka und Edwards (siche Abschnitt 2.3.1).
Des weiteren fiihrten sie eine Replica—Rechnung unter Annahme der Replica—
Symmetrie durch und ermittelten die selbstmittelnde Groe + ((InNs(f))),
16sten jedoch nicht die zugehorigen schwierigen Sattelpunktgleichungen. Fiir
7 — 0 berechneten sie wie Tanaka und Edwards den direkten Mittelwert
({(N'(€))) der Dichte der metastabilen Zustinde bei vorgegebenem e. Da
({(N(¢))) eine obere Schranke fiir

() = - (MAE)

liefert, fanden sie den Energie—Bereich, in dem metastabile Zusténde erwartet
werden:

0.286 < ¢ < 0.791 (2.24)

wobei die Konstanten die Nullstellen von f* := & In ((NV(¢))) sind. ® Inner-
halb des e-Bereichs ist namlich f*(¢) > 0 und auflerhalb gilt f*(¢) < 0, so
daB die obere Schranke fiir ((h)) dort beliebig klein wird. Wenn wir also die
Selbstmittelungseigenschaft (Gl.(2.19)) fiir h voraussetzen, also annehmen,
daB ((h)) ein typischer Wert fiir h ist, kénnen wir die Existenz von metasta-
bilen Zustdnden und damit auch von Grundzustdnden im &ufleren Bereich

3Der Stern dient zur Unterscheidung von der Freien Energie pro Spin.
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ausschlieffen. ¢ = 0.791 ist damit eine obere Schranke fiir die (negative nor-
mierte) Grundzustandsenergie ¢ des Spinglases.

Roberts [Ro81] fiihrte die Replica-symmetrische Rechnung fiir + ((In NV (g)))
durch und erhielt bis ¢g = 0.672 die gleiche Kurve wie Bray und Moore,
die diesen Wert auch schon voraussagten; N () ist also ,selbstmittelnd®,
sofern £ < 0.672. Ab g5 werden die Nebendiagonalparameter in der Replica—
Rechnung von Null verschieden, und es ist

1

1
v N () < FIn(((N()) )

N
die Kurve knickt ab. Fiir die (negative normierte) Grundzustandsenergie er-
hielt Roberts somit eine bessere obere Schranke:

Eq = 0.77 )

die in ,,guter Ubereinstimmung® mit vorhergehenden Simulationen und dem
Parisi-Ergebnis [Pa80] war.

Unter der Annahme der Selbstmittelungseigenschaft von A kann man also
die Replica-symmetrische Theorie von Sherrington und Kirkpatrick ([SK75],
[SK78]) widerlegen, denn dort war e = 0.798 > 0.77. Eine dhnliche Argu-
mentation fiithre ich mit Hilfe meiner Ergebnisse beziiglich der Rechnung von
Kanter und Sompolinsky [KaSo87] (siche Abschnitt 5.3).

Allgemeiner miifite also die obere Nullstelle von + ((InNs(f))) aus der
Rechnung von Bray und Moore die Freie Energie pro Spin im thermischen
Gleichgewicht bei Temperatur 7 liefern. Bray und Moore argumentierten,
dafl die Replica-—symmetrische Theorie nicht fiir alle 7 gute Werte liefern
wiirde, so dafl man die Brechung der Replica—Symmetrie beachten mufl und
die Rechnung sehr schwierig wird.

Abschlieflend sei noch auf das Problem hingewiesen, dafl die metastabilen
Zusténde in der thermodynamischen Rechnung von Sherrington und Kirkpa-
trick nicht auftreten; man findet dort nur die absoluten Minima der Freien
Energie bzw. die Energie-Grundzusténde und die relativen Minima von F
bzw. von E. Zur Aufklirung kénnte man das Argument vorbringen, daf diese
Minima stabil gegen eine makroskopische Zahl von Spin—Flips sind, weil sie

4Ich erinnere nocheinmal daran, da der Begriff Energie hier untrennbar mit der
Einzelspinflip-Dynamik verkniipft ist.
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Losungen von Ordnungsparameter—Gleichungen darstellen, wohingegen me-
tastabile Zustédnde nur gegen Einzelspinflips stabil sind.

Die Existenz exponentiell vieler TAP-Losungen wirft dann wieder ein
neues Problem auf: Die TAP-Losungen erfiillen V f(171) = 0, viele von ihnen
sind wohl lokale Minima der TAP—Freien Energie pro Spin f. Da die Zahl
der TAP-Losungen fiir 7 — 0 stetig in die Zahl der metastabilen Zusténde
iibergeht, kann man vermuten, dafl exponentiell viele Zustande existieren, die
auch gegen eine makroskopische Zahl von Spin—Flips stabil sind. Es bleibt
also die Frage, welche ,,besonderen lokalstabilen® Zustdnde die thermodyna-
mische (Replica)-Rechnung heraussiebt. Diese Frage ist bisher ungeklért.

2.3.5 Zweierzyklen beim SK—Spinglas

In der Arbeit von Gutfreund, Reger und Young [Gu+88] wird erwihnt,
daB fiir das SK-Spinglas die Zahl der Zweierzyklen ®> Az im Vergleich zu
der Zahl der metastabilen Zustinde N, iiberwiegt. Es gilt iiberraschender-

weise ((Nz)) ~ (((Nu)))?, das heiBt

}Vln ((N7)) = 2-0.1992 (2.95)
Ein paralleler 7 = 0 Glauber—Prozefl wird also fast immer in einem Zweier—
Zyklus landen.

Die Zahl der metastabilen Zusténde ist folglich fiir den Parallel-Prozef3
nicht wichtig. Da zudem in den vorausgegangenen Uberlegungen stets der
Einzelspinflip-Hamiltonian verwendet wurde, hat man bisher nur Aufschliisse
iiber die Einzelspinflip-Dynamik gewonnen. Dies wird auch fiir den folgenden
Abschnitt 2.4 sowie fiir die Hauptkapitel der vorliegenden Arbeit, Kapitel 4
und 5, der Fall sein.

5Ein Berechnungsverfahren fiir die Zahl der Zweierzyklen ist in Anhang D angegeben.
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2.4 Metastabile Zustinde beim Hopfield—Mo-
dell

Bei Neuronalen Netzen mit 7 = 0-Glauber-Dynamik sind die metastabilen
Zustéande unerwiinschte Fallen fiir die sequentielle Dynamik: Das System soll
ja nicht mitten auf dem Weg stehenbleiben, sondern nach Moglichkeit in ein
Muster laufen. Es ist deshalb von besonderer Wichtigkeit zu wissen, wo im
Phasenraum (in welcher ,Entfernung“ von den Mustern) die Fallen liegen.
Elizabeth Gardner hat analog zu Tanaka und Edwards die Rechnung fiir das
Hopfield-Modell durchgefiihrt [Ga86]. In dem Neuronalen Netzwerk mit N
Spins S; sind p = aN Muster £, v € {1,...,p}, durch die Kopplungen

1 p
Jy =5 L (2.26)
v=1

gespeichert (Hebbsche Lernregel, sieche Abschnitt 1.1). Da J;; symmetrisch
ist, stellt

1
H=—= > J;SiS; (2.27)
2~
1,5 (#1)
nach Abschnitt 2.1.1 wieder einen Hamiltonian fiir die 7 = 0-Glauber—

Einzelspinflip—-Dynamik ohne Selbstkopplungen dar.
Die Mittelung erfolgt wieder iiber Zufallsmuster, die zuvor mit den Wahr-

scheinlichkeiten p(§/ = +1) = 3 ausgewiirfelt worden sind. An dieser Stelle

wird betont, daf3 die (];[ ) vielen Kopplungen J;; iiber die p vielen Muster
stark miteinander korreliert sind (siche auch Abschnitt 1.1). Es ist deshalb
unumgéanglich, iiber die Muster zu mitteln. Eine Mittelung iiber die félsch-
licherweise als unabhéngig angenommenen Kopplungen wiirde wieder zum
Ergebnis von Tanaka und Edwards fithren (siche Abschnitt 2.3.1).
Zusétzlich zu € = —% kann man noch den Hamming—Abstand g der be-
trachteten metastabilen Zusténde zu irgendeinem Muster in die Rechnung
einbauen. Da wegen der Mittelung kein Muster ausgezeichnet ist, kann man
g beziiglich des ersten Musters betrachten. Unter dem Hamming—Abstand
versteht man den Bruchteil der Spins, die im Zustand S beziiglich g falsch
stehen. Fiir den Uberlapp m; zwischen &' und S besteht dann die Beziehung

1

al 1
m; = N ;Szgz
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1
= N( (Zahl der Plitze i, wo S; = &})
—(Zahl der Plitze i, wo S; = —¢&}) )

1 1—my
— —(N(1—g)—Ng)=1-2g<g= ,
N( (1-g)—Ng) g g 5

(2.28)

Die mit den Einschréinkungen g und E versehene Dichte N («, g, F) von me-
tastabilen Zustédnden kann man auf zwei Arten berechnen:

1.

{si} \i=1

wobei der Strich bedeutet, da3 die Summe auf die Zustande mit festem
Hamming—-Abstand g zum ersten Muster beschrankt bleibt. Diese Me-
thode wird in [Ga86] und auch in der vorliegenden Arbeit verwendet
(sieche Abschnitt 4.1).

2. Man baut eine zweite d—Funktion fiir m; ein und summiert tiber alle
Zustande S:

Niaum, )= 3 (T 05 ) a8 - 1(s) (s - 5 Selsi)

{5:} \i=1

An dieser Stelle soll betont werden, dafl der Autor dieser Arbeit der Mei-
nung ist, daf das in [Ga86] angegebene Ergebnis fiir <<N(a, g= %, E)>> nicht
stimmt. Diesbeziigliche Ergebnisse sind also eigene Ergebnisse. Die Rechnung
findet sich in Anhang B.

Das asymptotische Ergebnis fiir N — oo ist

((N(a, g, E))) oc eN-f(@9.B), (2.29)

wobei f der Sattelpunktwert beziiglich b der folgenden Grofe ist:

flb,a,9,E) = —glng—(1—g)In(l —g)+gln®(t;) + (1 — g) Ind(t2) +
N [l i SPSNE : (2.30)
(0% 2a 2 2 na 3 .
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dabei ist die ®-Funktion gegeben durch

O(z) = / s e 2V

Ihre Argumente sind

1 1

tlz\/@(—ba—(l—2g)); 752:\/@

a ist bei vorgegebenem E eine Konstante und ergibt sich aus

(—=ba + 1 — 2g); (2.31)

E 1 « 1 «
e = —2(1=-202%+=(1—-a) = — = 24 —(1—a). 2.32
S o= (=204 S —a) = — )P+ S(-a). (232
Wegen
2
E 1 & (1 N )
— = ==Y (=D Es) + -
N 2, 3\Ni3
1 & Q
= —§Z(mu)2+§ (2.33)
p=1
konnen wir ,
a=—Y (m,)’
o 2, (m

identifizieren. G1.(2.32) weist somit verbliiffende Ahnlichkeit zu Amits Formel
fir die Grundzustandsenergie beim Hopfield-Modell auf [Am+87].

Es reicht im folgenden aus, g € (0, %] zu betrachten. Dies ist zum einen
anschaulich klar, da mit S auch —S metastabil ist, zum anderen sieht man
auch

f(oz,;qu,E) :f(a,;—m,E)

nach Losung der Sattelpunktgleichung fiir f. Das Maximum von f beziiglich
¢ errechnet sich wegen der linearen Abhéngigkeit von a und € aus

af _
da

Die fiir diese Arbeit wichtigsten Ergebnisse an diesem Maximum finden
sich in [Ga86] und lauten:

0.
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e Fiir kleine a—Werte gibt es in der Néhe der Muster, also bei kleinen
Hamming—Abstédnden g, ein schmales Band von metastabilen Zustédnden,
die durch eine Liicke von den unkorrelierten Zustédnden um g = % ge-
trennt sind. Unter der Liicke wird ein g—Bereich mit f < 0 verstanden.
Analog Abschnitt 2.3.4 fiir den e—Bereich schlieit man hier fiir den
g—Bereich, dafl dort keine Zusténde liegen konnen. Bei oy = 0.113 ver-
schwindet die Liicke. Das schmale Band ist fiir die Wiedererkennung
des Musters verantwortlich. In der Tat enthélt es die zuvor von Amit
et al. [Am+87] bestimmten lokalen Minima der Energie, die die wegen
des Ansatzes p = aN instabilen Muster ersetzen (siche Abschnitt 1.1).

Nicht verstanden ist bisher, ob und wie das Verschwinden der Liicke bei
0.113 mit der kritischen Speicherkapazitit o, ~ 0.14 zusammenhéngt:

Bei a, ~ «q verschwinden ndmlich die oben erwéahnten lokalen Minima
in der Nédhe des Musters; nur noch Spinglaszustinde mit g = % sind
dann thermodynamisch stabil.

e ['iir a — oo verschwinden die Korrelationen zwischen den J;;, und das
Hopfield-Modell wird zum SK-Modell. f(c, g = 1) liefert dann erwar-
tungsgeméafl den Spinglaswert 0.1992 aus Abschnitt 2.3.1. In diesem
Fall hdatte man also auch wie eingangs erwéhnt iiber die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der .J;; mitteln kénnen.

Das Ergebnis fiir v — 0 ist

1 1

fla,g = 5) — —§alna + ;a<ln (i) - 1> + O(a2) : (2.34)

Neben dem oben erwihnten Maximum ergibt sich fir f(a, g = %, e) folgen-
des:

Fiir jeden a—Wert kann man f(e) auftragen. Es ergeben sich dhnliche Kur-
ven wie bei Bray und Moore (siehe Abschnitt 2.3.4). Die obere Nullstelle
von f ist wieder eine obere Schranke fiir die (negative normierte) Spinglas—
Grundzustandsenergie eg¢, die die Form

1 2x
es¢=+—+\— (2.35)
T T

30

hat [Am+87].



Fiir & — oo liefert f(e) die Kurve von Bray und Moore fiirs SK—-Spinglas;
dabei ist zu beachten, daf auf der Abszisse € durch die Streuung J = /a der
Kopplungen dividiert werden muf}, damit man die beiden Kurven vergleichen
kann. So erhélt man z.B. fiir das Maximum der f(e)-Kurve im Falle & — oo

Emaz — 0.506 v/ , (2.36)

was genau dem Ergebnis von Bray und Moore entspricht.
Fiir @« — 0 riicken die beiden Nullstellen und €,,,, der f(¢)-Kurve zu-
sammen, und es gilt

1 o 4 9
6mam—>ﬂ_+2<3—)+(’)<a). (2.37)

/0

Die Rechnung fiir diesen Fall findet sich im Anhang B. Es gilt also stets (nach
Gl1.(2.35))

Emazr < €SG

und im Grenzfall stimmen beide tiberein.
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Kapitel 3

Ein Neuronales Netzwerk mit
Projektorkopplungen

In diesem Kapitel wird ein Neuronales Netzwerk mit p linear unabhdngigen
N-dimensionalen Mustervektoren

& = (&, &%)

betrachtet, wobei
ved{l,...,p}, & e{-1,+1} und p<N.

Spéter wird p = alN gesetzt, a € (0,1) konstant.
Personnaz, Guyon und Dreyfus ([Pe+85],[Pe+86]) fiihrten fiir die Kopp-
lungen (J;;) eine Projektormatrix mit folgenden Eigenschaften ein:

e Fiir die inneren Felder der Muster gilt einfach
N
h =) Jiy =& Vin (3.1)
j=1

e Die Zusténde S aus dem Orthogonalraum der Muster haben innere
Felder Null

N

=1
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In der 7 = 0-Glauber-Dynamik sind die Muster dann nicht nur metasta-
bil, sondern es gilt sogar

M=¢'pt=1>0 Vi,u. (3.3)
Bevor ich das Modell ndher erlautere, stelle ich zunéchst den Zusammen-

hang zwischen der obigen Projektormatrix und der ,, pseudoinversen® Matrix
dar.

3.1 Die Projektormatrix

Die Mustervektoren seien linear unabhéngig. Man bildet die Mustermatriz

1 1 2 D
A::ﬁ(i,i,...,i). (3.4)

A ist eine N x p-Matrix. Die £” sind Spaltenvektoren.
Die symmetrische p x p—Matrix

1 N
C:=ATA mit C, = ~ Sk (3.5)
=1

enthilt die Uberlapps der Muster untereinander und heift demzufolge Kor-
relationsmatriz. C ist invertierbar und sogar positiv definit [ZuFa84]:

Mit 7= AZ

folgt namlich
QF) = FTCT =720

Da die £ linear unabhéngig sind, ist
T=0<=7=0=Q(¥) >0 VI&#O0.

Die Linksinverse von A ist nach [ZuFa84| nicht eindeutig bestimmt, falls

p < N. Man definiert eine besondere Linksinverse, die ,, Pseudoinverse” von
A:
AT = C1AT — ATA = (ATA) 1ATA=E,

33



Mit der Transponierten A der Pseudoinversen definiert man schlieBlich den
gesuchten Projektor:

J=AAT = A(CHTAT=AC1AT (3.6)

ist eine symmetrische N x N-Matrix.
Nachweis der Projektoreigenschaften:

J2 = AAT . AAT _ACTATACIAT
— AC1AT_J
JA = ACTATA=-A

—~
W

Man liest also in den Spalten dieser Matrizengleichung ab:
J& =&

alle Muster sind wie gefordert Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Fiir die Zusténde
09 aus dem Orthogonalraum der Muster gilt

JS=ACTATsS =AC1(0=0.

Da der Projektor auf einer Basis des RV erklirt ist, ist er somit durch J
eindeutig bestimmdt.

Aquivalent zur obigen Behandlung kommt man auf den Projektor, wenn
man fordert

1
J§" =¢” Vv mit minimaler Norm N Z Jij2.
Die Methode der Lagrange-Parameter [FI87] kommt hier zur Anwendung:

F({Ji}) = ZJm +ZA“ (Z Ti&f = )

ist zu minimieren. Wir bilden den Gradienten beziiglich der {J;;} und erhal-
ten N2 Gleichungen der Form

2 S Vv
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sowie IV - p Nebenbedingungen
N
> Jil =&l (3.10)
j=1

Setzt man Gl.(3.9) in GL.(3.10) ein, so folgen N - p Gleichungen fiir die
Lagrange-Parameter. Dies ergibt N entkoppelte lineare Gleichungssysteme

N 2 - N 2 17
C\ = — b Vie= A= —ﬁc Le Vi
Nach Einsetzen in G1.(3.9) erhélt man dann

N -1 - 1 -7 -

Jij = —5)\1‘ & = Nfz’ C¢ .

Das sind aber gerade die Matrixelemente von J aus Gl.(3.6). Die Losung ist
eindeutig und sie stellt ein Minimum von F{J;;} dar, weil die Matrix der
zweiten Ableitungen von F proportional zur Einheitsmatrix und positiv defi-
nit ist (siehe Theorem 9.3.15 in [F187] (Satz iiber die hinreichende Bedingung
fiir Extrema unter Zwangsbedingungen)).

Man gewinnt nun die beiden Formeln

1
N =a (3:11)
Z7]
1 N
o 12
Ni§:1 Ji =, (3.12)
denn
1 ) 1 1
SN2 = STJd) = —Te(Jd
N%.:JJ N ) = ST

1 Y 1
= L (O wtle = NTr(C_l C)=a

i=1 pv
gilt wegen der Projektoreigenschaft von J und den Symmetrieeigenschaften
von J und C.

Zum AbschluB} sei noch erwéhnt, daf§ die Pseudoinverse im Falle p > N
das Gauflsche Problem der kleinsten Quadrate 16st [ZuFa84]; weitergehende

Betrachtungen zur Pseudoinversen findet man im Standardwerk [Al72] und
in [Koss].
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3.2 Eigenschaften des Modells

Das betrachtete Projektornetzwerk (kurz: PN) hat also Kopplungen

1 — v
Jij = N;é}“(C D) (3.13)
wobel
1N
i=1

Fiir nicht korrelierte Muster ist C = Ey; J;; stellt dann die Hebbsche
Lernregel dar:

1 p
T =g
AP

Bei der Hebbschen Regel handelt es sich um eine ,lokale” Lernregel, denn
Jg hingt nur von den Werten der & an den Plidtzen k = ¢ und k = j ab.
Das PN stellt mit den oben definierten Kopplungen hingegen ein nichtlokales
Modell dar. Zur Berechnung der J;; bendtigt man Informationen von anderen
Stellen des Netzwerks, hier sogar von allen anderen Stellen. In biologischen
Systemen tritt dies nicht auf. Auch fiir spétere technische Anwendungen
diirften nichtlokale Lernregeln von Nachteil sein.

Deshalb stellt die lokale ,,Adaline Lernregel“ (siehe [DiOp87]) eine Al-
ternative dar: Man legt dem Netzwerk der Reihe nach alle Muster vor und
verdndert die Kopplungen (Startwerte J3; = 0) geméaf

N
sy = (1-& S et e 315)
k=1

Dann konvergiert das Verfahren gegen die obigen Kopplungen des PN (3.13).
K.W. Berryman et al. bewiesen spéter, dafl das Adaline—Verfahren auch kon-
vergiert, wenn man linear abhéngige Muster lernt. J;; ist dann die Projek-
tormatrix einer maximal linear unabhéngigen Untermenge der présentierten
Muster [Be+90].

Betrachtet sei nun wieder das PN mit Kopplungen aus Gl.(3.13). Fiir
die spéateren Rechnungen ist wichtig, dafi die Muster zuféllig mit unabhéngi-
gen Wahrscheinlichkeiten p(¢f' = £1) = % Vi, v verteilt sind. Der Uberlapp
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eines solchen Zufallsmusters o mit allen anderen Mustern kann dann als
.random walk“ der Liange (p — 1) - N aufgefalt werden (siehe [KaSo87]):

N
S Oy = ;V Sy gy = 0( ]@) . (3.16)
v(#H0) v(#Hpo) i=1
Im Falle p = a/N sind die Muster also korreliert. A.Odlyzko hat weiter-
hin nachgewiesen [KaSo87], dafl die p Zufallsmuster (trotz der Korrelation)
im Fall N — oo und a < 1 mit verschwindender Wahrscheinlichkeit linear
abhéngig sind. Fiir fast alle Mengen von p Zufallsmustern ist die Musterma-
trix A aus GlL.(3.4) also spaltenregulér und die Korrelationsmatrix C positiv
definit.

Wie im Vorspann beschrieben, sind die Muster zumindest metastabile
Zusténde beziiglich der 7 = 0—Glauber—Dynamik. Sie sollten aber auch stabil
gegen mehrere Spin—Flips sein. Dies ist nicht der Fall fiir das betrachtete
PN mit Selbstkopplungen J;; die folgende Uberlegung aus [KaSo87] macht
dies plausibel: Man betrachtet einen Zustand, der auler am 1.Platz mit allen
Spins des p—ten Musters identisch ist. Die Glauber-Dynamik bei 7 = 0 besagt
dann

Si(t+1) = sign [ > JuEl 4+ JuSi(t)| ~sign[(1 — )&l + aSy]
J(#1)

~ sign[(l —2a)&i] = =& =51(t) fir a> ; . (3.17)

Dies gilt wegen Formel 3.1 im Vorspann und wegen ((.J;;)) = o mit Streuung
O(ﬁ) (wird in Abschnitt 3.4 noch bewiesen). Fiir v > 3 sind die Muster
also nicht einmal stabil gegen Ein—Spin-Flips. In numerischen Simulationen
bestétigten Kanter und Sompolinsky [KaSo87], daf die kritische Speicherka-

pazitit a,. < % ist. Die vorliegende Arbeit liefert einen Nachweis fiir
A = 5

(siche Abschnitt 5.2.2).
Um a. zu erhohen, betrachteten Kanter und Sompolinsky das Modell
ohne die Hauptdiagonalelemente J;;:
1 1
1,5 (#1) i,J
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In die Dynamik gehen die Selbstkopplungen nicht ein:

J(#i

N
Jiij - Z Jiij — J”SZ .
) j=1

Damit wurde sichergestellt, dafl das Freie Energie-Funktional ® aus Gl.(2.5)
Lyapunov-Funktion der seriellen Dynamik ist !.
Die inneren Felder der Muster sind dann nach GI1.(3.1)

ghf=1-J;-1~1—a>0 fir a<l.
Kanter und Sompolinsky zeigten fiir dieses Modell
a.=1.
Skaliert man die Kopplungen mit

T
;o ij
Y = 1= Jy

um, so erhélt man wieder /'h}’ = 1. Man sieht leicht, da8 die Jj; Fixpunkte
der Adaline-Regel (Gl.(3.15)) ohne Hauptdiagonale sind. Wir schreiben fiir

! 1 14 ! 14 V¢V
6Jij = N(l_fi Z Jzk£k>§z£]
k(#£4)
1 JZ 14 V¢V
= N(l—&’ (Z)l_’“b,,,fk)@@ =0 . (3.19)
k‘;él (X3

Es ist also egal, ob man J;; — 0;;J;; nach G1.(3.15) oder nach GI1.(3.19) lernt.

Zum SchluB} seien noch die fiir die vorliegende Arbeit wichtigsten Ergeb-
nisse der Molekularfeldtheorie fiir 7 = 0 fir das Modell (3.18) zusammen-
gefaft ([KaSo87)):

1. Die Muster sind die stabilen Grundzustande fiir alle o < 1.

!Das Modell mit dem Hamiltonian (2.11) fiir die Paralleldynamik wurde bisher nicht
betrachtet. Dies geschah lediglich beim Hopfield-Modell (siche [FoKo87]). Dort ergab sich
sogar, dal das serielle und das parallele Modell die gleichen Gleichgewichtseigenschaften
haben.
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2. Bei kleineren aWerten gibt es lokalstabile Zustinde, die Uberlapps
m, = % SN | Si€” mit mehreren Mustern v haben:

S; = sign <28: al,él’-’> : (3.20)

v=1

3. Fir
2
a<og=1-— - ~ 0.363 (3.21)

gibt es lokalstabile (,,Spinglas“~) Zustéinde, die Uberlapp m, = 0 (oder
Hamming—Abstand g = %) mit jedem Muster haben. ? Fiir a > o,
1483t die Molekularfeldtheorie keine solchen Spinglaszustidnde mehr als
thermodynamisch stabile Zustinde zu. 3 Fiir ihre Energie gilt an der
Grenze des erlaubten Bereichs

E,(a) 1

£=— gN — 3 (= ay) . (3.22)

Die vorliegende Arbeit liefert hingegen eine untere und eine obere Schranke
fiir die Energie der Spinglaszusténde und beweist, dafl das obige Ergebnis der
Molekularfeldtheorie falsch sein mufl (siche Abschnitt 5.3).

3.3 Selbstmittelungseigenschaft der Deter-
minanten der Korrelationsmatrix C

In Abschnitt 2.3.3 wurde erwihnt, daB Ausdriicke der Form e™* selbstmit-
telnd genannt werden, falls in der Ungleichung (2.23) fiir N — oo das Gleich-
heitszeichen steht:

lim (k) = lim ]1[ In () . (3.23)

Nun wird k& durch

— 6Nlc

NI

(det C)~

2Ich erinnere daran, dafl die Spinglas—Zustéinde auflerdem den Edwards—Anderson—
Parameter ¢ # 0 aufweisen.

3Es gibt natiirlich auch keine thermodynamisch stabilen paramagnetischen Zusténde
mit ¢ = 0.
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definiert, und spéter werden die beiden Seiten in GI.(3.23) verglichen. ((...))
bezeichnet wieder die Mittelung iiber die Zufallsmuster {&/'}. In Abschnitt
3.3.1 wird der direkte Mittelwert berechnet, und in Abschnitt 3.3.2 wird
die Replica—Rechnung fiir die linke Seite in Gl.(3.23) durchgefiihrt. Es wird
sich zeigen, dafl der Edwards—Anderson—Ordnungsparameter verschwindet,
die Replica sind nicht korreliert und GL.(3.23) wird bewiesen.

Analog zur Betrachtung, die Ungleichung (2.22) vorausgeht, nehmen wir
dann fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von k eine GauBverteilung an:

Dabei mufi o > % sein, damit in der Jensenschen Ungleichung (2.23) das

Gleichheitszeichen steht. Wir erwarten also, dal dann
det C = e 2NF (3.24)

auch selbstmittelnd ist. Die Selbstmittelungseigenschaft von det C ist von
zentraler Bedeutung fiir die Rechnung in Kapitel 4.

3.3.1 Der direkte Mittelwert <<(det C)_%>>

Ich berechne )
I'=({(detC)72))
nach G1.(A.2) und erhalte mit C,, = & SN | ¢hev

(%) -~

S5 e )

Es wird eine Hubbard-Stratonovich-Transformation nach GIl.(A.1) durch-
gefithrt. Man erhélt

o () (1] %) (2]

: <<exp [VZN %g;%xﬂpj] >> (3.25)
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Die Mittelung iiber die Muster vollzieht sich wie in Anhang C.1. Dort ist eine
analoge Mittelung durchgefiihrt, die auf Kapitel 4 bezug nimmt. Anschlie-
Bend schreibe ich

N
R* =3 p;
=1

und fiithre die Integrationen {iber die x, aus.

(] ) () (5 e

Jetzt wird eine Transformation in Kugelkoordinaten durchgefiihrt (siehe dazu
[Wa71]). Man erhélt

R
I=(@2r) M2 NP2 L S(N).- / dR RN-P-le~3f (3.27)
0

Dabei ist S(N) die Oberfliche der N-dimensionalen Einheitskugel:

N/2

ZQ.P(JQV)_

Da a < 1, also N > p ist, konvergiert das Gaufi-Integral. Das Ergebnis ist

S(N) (3.28)

({(detC)2)) = (N)5 . W . (3.29)

Dabei wurde schon bei der Mittelung iiber die Muster N als grofl angenom-
men. Mit der Stirling-Formel erhélt man den asymptotischen Ausdruck

a 11—«

({(detC) 7)) = (1 —-a)%.exp[pw<2+- . ln(l—-a))} (3.30)
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3.3.2 Die Replica—Rechnung fiir 1i1<<ln (det C)_2>>

Ich setze )
Z = (det C)"2 (3.31)
und wende den Replica—Trick (siehe [SK75] und [SK78]) an:
1 oL ((Zm) -1
o () = oy o SEDL

Analog zu GI.(3.25) erhélt man nach Einfithrung des Replica—Index p,
pe{l,...,n}:

o= () ) (1) |z e]

12Y)

.<<exp [\/%%;ﬁf (Epjpg? xﬁ)] >> : (3.33)

Die Mittelung iiber die Muster fiihrt jetzt zur Doppelsumme iiber p und o.
Ich fithre die Matrix

: o 1 al o
P:(Ppa) mit P* :N21p§p]
]:

ein. Die P?P? werden mit Hilfe von d—Funktionen ersetzt. Die zu P*° kon-
jugierten Groflen heiflen P*?. Nach einigen elementaren Rechnungen ergibt
sich

(zm) = (gj/oode" 002;”}/2) .
- exp (N —;TIP + ;Tr(f’P)D .
(L) = (agrme))
((IZIZO\CZ_;) exp (— pZ; a:pPp“:E">) )



Ich mache nun die Standard—-Annahmen der Replica—symmetrischen Rech-
nung:

1. Die Grenzprozesse N — oo und n — 0 vertauschen. Genau genommen
wurde dies bereits bei der Mittelung iiber die Muster vorausgesetzt.

2. Die Sattelpunktwerte der P*° und P*° weisen folgende
,Replica—Symmetrie“ auf:

P =gq, P =g firx p#o,

P =Q, Pr=qQ. (3.34)

Es wird sich herausstellen, daB P und P dann positiv definit sind. Wir
wenden also Formel (A.2) an und fiithren die Integrationen iiber die p?
und z” aus.

P hat also am Sattelpunkt die Eigenwerte
M=Q—¢ und M=Q+(n—1)q.
A1 ist (n — 1)—fach entartet und A, ist einfach. Dann gilt
In(detP) =Tr(InP)=(n—1)InA; +1In Ay .

Die Ergebnisse fiir P sind analog. Nach einigen Rechnungen erhélt man mit

Hilfe der obigen Formeln
{Z™) o NI (3.35)

Dabei ist f der Sattelpunktwert beziiglich @, ¢, @), ¢ von

~

q
+aln(Q—q)+aQ_q> +0O(n) . (3.36)

Nach Ableiten und Lésen des einfachen Gleichungssystems erhélt man
g=q¢=0. (3.37)

Die Nebendiagonalelemente verschwinden also. Beim SK—Modell handelt es
sich bei ¢ um den Edwards—Anderson—Parameter. Ist er Null, so gibt es keine
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Korrelationen zwischen den Replica. Der direkte Mittelwert der Zustands-
summe und der Mittelwert iiber die Freie Energie pro Spin liefern dann ver-
gleichbare Ergebnisse.

In der Tat erhalten wir aus G1.(3.37) die Werte

A 1
Q=1-a und Q=-—,
I -«

und nach Einsetzen in f und Ausfiihren des Grenzwertes n — 0 in G1.(3.35)
ergibt sich schliefllich aus G1.(3.32)

lim Jb<<ln (det C)7%>> =25 Lo

N—o00 2 2

In(l —a) .

Durch Vergleich mit G1.(3.30) erhalten wir das Endergebnis.

Es gilt

e <<z1fln (detc)>> = A}ig;o;]ln(((det C)))

= —a—(l—-a)ln(l—a) . (3.38)

Aus G1.(3.29) lesen wir die Vorfaktoren ab:

2

p INE
((detC>):eXp(((ln(detC))>):<;> (M) . (3.39)
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3.4 Berechnung der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir J;

Die Kenntnis der Verteilung ist relevant fiir Kapitel 5. Das Projektornetzwerk
ohne Selbstkopplungen kann dort ndmlich nicht exakt behandelt werden. Fiir
eine Diskussion der Ndherung

Jii ~ (i)

mufl man den Mittelwert von J; und die Standardabweichung kennen. Der
Mittelwert von J;; ergibt sich sofort aus Gl.(3.12) zu

(i) = <<;§;J>> —a. (3.40)

Der erlaubte Bereich fiir J;; ist nach [KaSo87] ersichtlich aus

Y Jit=di 2 0= Jy—Jit= Y J? =0
b i,5(#9)

Da wir zufillig verteilte Muster voraussetzen, reicht es aus, die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von Ji; zu betrachten. Fiir die Verteilungsfunktion gilt

F(J) = /
— (O = i)y, = (O — Jul{ED) N e -

Durch Ableiten erhalt man also die Wahrscheinlichkeitsdichte

1
P(JH) dJ11 - /P(JH) : @(J— Jll) dJH
0

P(T) = ((8(] = Ju) ) - (3.42)
Dabei sind 1
Jll = N ;5#(071””511/

aus GI1.(3.13) und
1

N
CHV = N Z 5#5:
=1
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aus Gl.(3.14) bekannt.

Nach Einfithrung der Fourier—Darstellung fiir die 6—Funktion ist der Fourier—
Koeffizient a(k) in

+1200
P(J) = Ak k) ! 3.43
()= | o alk) e (3.43)

—100

zu berechnen. Nach Einsetzen von Ji; erhilt man mit G1.(A.2)

) = (fon 7))

mit

det C ist nach Abschnitt 3.3 selbstmittelnd und kann aus der Mittelung
iiber die Muster herausgezogen werden. Nach einer Hubbard—Stratonovich—
Transformation ist

p T

o = (i) (ft [ ) (11 [ )

J=1_

o <_; ﬁp) e (m S (e, + (sﬂmmﬂ)) ).

9,1 ist das Kronecker-Delta.

Die weitere Rechnung geht analog zu Abschnitt 3.3.1 vor sich. Nach der
Mittelung tiber die Muster werden die Gaufi-Integrale iiber die p; ausgefiihrt.
Anschlieflend fithrt man Kugelkoordinaten

p xVQ

2 _
R = N

v=1
ein und erhéalt
a(k) = ({(VdetC))- N"* (27)7"/?

2

00 - . 9 —N/2 B R
O/dRR S(p) - (1+R?) exp< k1+R2>. (3.45)
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S(p) ist durch GI1.(3.28) gegeben.
Nach der Transformation

R? [ J
/_7 =
J—1+R2<:>R 7 (3.46)

sieht man, daf§ wie erwartet 0 < J’ < 1 gilt. Nach Einsetzen in Gl.(3.43)
erhalten wir

P() = ((VaiG))-S(p) N"(2m) 7
: / AT (VP A=) S = L (3.47)

Wir setzen das zu GI.(3.39) analoge Ergebnis fiir <<\/ det C>> sowie S(p) ein.
Man erhélt dann das folgende Endergebnis, das sogar die Normierungskon-

stante fiir P(J) richtig wiedergibt.
Endergebnis
Die Wahrscheinlichkeitsdichte P(.J) fiir die Selbstkopplungen beim Neurona-

len Netzwerk mit Projektorkopplungen ist eine f—Verteilung (siehe [AbSt65])
mit Mittelwert

((Jia)) = @ (3.48)

und Streuung

a(l —a)
= 3.49
7 5 +1 (349)
Es gilt
r N N

P(J) = (2) Jzol (1 — gyzi-et (3.50)

B F(%a)F(%(l — a))

Voraussetzung ist zum einen die zuféllige Verteilung der Muster mit p(&}') = 5
und zum anderen der thermodynamische Limes N — oo.
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Der Vollstandigkeit halber geben wir noch Mittelwert und Streuung fiir
Jij, 1t # j, an. Hier konnen wir néherungsweise eine Gaufiverteilung mit
Mittelwert

((Jiz)) =0 (3.51)

annehmen.
Die Standardabweichung erhélt man aus der Betrachtung

() = ¥ o5 ({2 47)) = oy (o= ()

Aus GL.(3.49) wissen wir

Also gilt
(3.52)

Die Berechnung der exakten Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir J;; ist viel
schwieriger als im obigen Fall fiir J;;.
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Kapitel 4

Berechnung der Zahl der
metastabilen Zustinde bei
einem Neuronalen Netzwerk
mit Projektorkopplungen

Die Berechnung des direkten Mittelwertes ((NV)) der Zahl N der metasta-
bilen Zusténde vollzieht sich hier dhnlich wie beim Hopfield-Modell (siche
Abschnitt 2.4 und Anhang B). Aufgabe dieses Kapitels ist, die wichtigsten
Schritte der Rechnung vorzufithren und zu erldutern. In Anhang C finden
sich viele Nebenrechnungen. In Kapitel 5 werden die Ergebnisse der Rech-
nung vorgestellt.

N wird wie in Abschnitt 2.4 in Abhéngigkeit von «, ¢ und

e betrachtet. Auflerdem kommt noch die Stabilitdt 4 hinzu. Zur Erinne-
rung: « ist die Proportionalitdtskonstante in p = a/N, wobei p die Zahl der
Muster ist und N die Zahl der Neuronen darstellt. Unter g versteht man den
Hamming-Abstand, den der betrachtete Zustand S zum ersten Muster &'
hat, N - g = Zahl der falschstehenden Bits. ¢ ist die negative Energie pro
Spin, € = —%.

Die Stabilitat v schrinkt die metastabilen Zustédnde auf diejenigen Zustande
ein, fiir die die ,,lokalen Energien*

N

=1
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die Bedingungen
A >y Wi (4.1)

mit v > 0 erfiillen. Die \; sind alle grofier als eine vorgegebene Schranke, und
mit steigendem v sinken die oberen Schranken fiir die Gesamtenergie

Man erwartet also, dal mit steigendem ~y die ,stabileren* metastabilen Zusténde
iibrighleiben und die ,,instabileren* aus dem Raster herausfallen. Die Einfiithrung
von 7 an dieser Stelle geschieht vor allem, weil man spéter in Kapitel 5 den
Fall v = o mit dem Modell ohne die Selbstkopplungen J;; in Verbindung
bringen will. Bei jenem Modell fehlen in den inneren Feldern h; die J;;:

N

Z JijS; Z 0ijJjj)S; Vi . (4.2)

J(#) J=1
In Kapitel 5 wird sich zeigen, dafi das Modell

i a)S; Vi (4.3)

Jj=1

wegen ((J;)) = « (sieche Abschnitt 3.4) wichtige Eigenschaften aufweist,
die man vom Modell in Gl.(4.2) erwarten wiirde. ,Einfache“ metastabile
Zustidnde des Modells in Gl.(4.3) erfiillen

AN =h'S; >0 Vi

und stellen selbstverstiandlich metastabile Zusténde des Modells in Gl.(4.1)
mit Stabilitdt v = « dar.

Man stellt sich nun zunéchst vor, dal p = N Zufallsmuster (mit p(&') =
% vorher ausgewiirfelt) fest vorgelegt seien. Im Fall o < 1 sind diese dann fiir
N — oo fast sicher linear unabhéngig und die Projektormatrix existiert (siehe
Abschnitt 3.2). Spéter mittelt man iiber die Verteilung der Zufallsmuster und
bildet den direkten Mittelwert ((N(a, g,7,¢))).

Wie in Abschnitt 2.3 und 2.4 wird sich zeigen, dafl

((N(a, 9,7,€))) ocexp (N fla, g,7,€))
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asymptotisch fiir N — oo gilt, wobei f(a,g,7v,¢) der Sattelpunktwert einer
Funktion f beziiglich mehrerer Sattelpunktsvariablen sein wird. In Abschnitt
4.1 wird zuerst das allgemeine Ergebnis f(a, g, 7, ) hergeleitet. In den restli-
chen Punkten werden die Sattelpunktgleichungen fiir Spezialfélle aufgestellt
und einige Entwicklungen (o — 0 und g — 0) durchgefiihrt.

4.1 Der Rechenweg bis zum allgemeinen Er-
gebnis ((V(a, g,7,¢)))

N(a,g,v, E) dE reprisentiert wieder die Zahl der metastabilen Zusténde im
Energieintervall [E, E + dE]. E war gegeben durch

1

Jk

Zudem sollen nur Zustiande mit \; = S; Z;V:l JijS; > Vi gezdhlt werden,
so dal ©(\; — ) anstelle von ©()\;) in Gl.(2.14) gesetzt wird. Man beachte
zudem, daf} in der vorliegenden Rechnung die Selbstkopplungen in £ und \;
mitgezihlt werden. Berechnet wird zundchst M («, g,7, E); analog Gl.(2.14)
ergibt sich unter Verwendung der Darstellung (2.13) der ©—Funktion

N(a, 9,7, E) =
Y N 1
s (fo(s % i) ) o - (- Sss)
(5 \u=1 k=1 2 5%

, N 0 N
= (H/cu; 5<A;— <SjZijSk—v>>>
{s:+ \i=1p k=1



wobei A; = A, + 7 substituiert wurde und (A ( - SN, ]kSk) verwen-

det wurde, um 3 Z]k JixS; Sk durch 3 ZN Aj zu ersetzen. Der Strich an
der Summe deutet wieder an, dafl nur uber Zustande mit vorgegebenem
Hamming—Abstand ¢ zum 1.Muster summiert wird.

4.1.1 Rechenweg bis zur Mittelung iiber die Muster
Setzt man die Projektorkopplungen

Z 5# ,uugk

in Gl.(4.4) ein, so stellt die Beseitigung von C~! aus dem asymmetrischen
Exponenten

1 N
M 985 ) ( u< S 5”)
ein Problem dar. Dieses wurde zunéchst durch Symmetrisierung des Ex-
ponenten und anschliefender Verwendung der GauB-Integral-Formel (A.2)
gelost. Beim Zusammenstellen dieser Arbeit fand ich schlieBlich folgenden

cleganten Losungsweg, der mit den Entwicklungskoeffizienten a, und den
Uberlapps m, im Ausdruck

N N
> ISk = Z Z & (C )tk Sk =3 _(C <jif 2 £Z5k> &
k=1 k=1

— Z (Z an)ff =Y a8l (4.5)
p=1 \v=1 n=1

arbeitet und die gleichen Ergebnisse liefert.
Wir ersetzen die m,, in Gl.(4.4) mit Hilfe von 6—Funktionen und schreiben

N(a, 9,7, E) =

z(f]e [o) (i fo [5)

—100 —100

e[S (1= 5 EC Nt o | S om -y L)

52



An dieser Stelle wird die Transformation
p
m,, = Z Cuwa, Y
v=1

durchgefiihrt, die wir aus Gl.(4.5) ablesen konnen. Die Jacobi-Determinante
der Transformation ist det C = |det C|. Unter Verwendung von GIl.(4.5)
erhdlt man mit der Korrelationsmatrix

(C) = (1 is*‘f) (1 igﬂsgvs)

Jj=1 Jj=1

die Gleichung

N(a, 9,7, E) =
) N ©© +i00 dlu] —Hoo l/
{;}(E[/dleo 27”)( /daylo ) det C -
r N P +zoo
- exp Z[},] ()\] — Z CLMS 5/4> / 7_ exp (’U}E + —w Z A; )
=1 n=1 —4300
(1 X 1
- exp Z lH Z N Z S SHS S”au — N Z ££Sk (47)
=1 v=1 j=1 k=1
Man identifiziert
/4 N V4 1 N
>4 z S8 g, = Y5, (Z aysjg]v) S Lysen @
v= 1 j:l v=1 7=1

und entkoppelt so die Muster.

In Abschnitt 3.3 wurde gezeigt, dafl det C , selbstmittelnd“ ist. Man
nimmt also NV als hinreichend grofl an und ersetzt det C durch ihren Mit-
telwert (siehe Gl.(3.38)). So wird der Ausdruck det C zu einer Konstanten.
Es wird also nicht iiber die Muster gemittelt, sondern lediglich die Selbstmit-
telungseigenschaft fiir grole N ausgenutzt. Die Muster selbst sind noch fest
vorgegeben.

23



Jetzt wird die Summe aller {S;} mit Hamming-Abstand ¢ zum ersten
Muster ausgefiihrt. Fiir jeden solchen Summanden denkt man sich das mehr-
dimensionale Integral hingeschrieben. Die j—Variablen werden dann jeweils
so permutiert, dafl die ersten Ng zu Sjﬁjl = —1 gehdren und die restlichen
N(1—g) zu ijjl = +1 passen. Das Vertauschen der Reihenfolge in den an-
deren Mustern &”, v > 2, ist unerheblich, da spéter iiber diese gemittelt
wird. o

Um die Mittelung iiber die Muster vorzubereiten, wird zundchst das Ska-
lierungsverhalten der a, und [, untersucht. Die zum ,kondensierten® ersten
Muster gehorenden Variablen a; und [; skalieren anders als ihre Briider:

ap =0(1), 11 =0(N), aber

a“:O<\/1N> und lu:(9<\/ﬁ) fir p>2.

Fiir die @, ist dies auch anschaulich klar, denn sie sind die Koeffizienten in
der Entwicklung (4.5); so erwartet man das oben angegebene Verhalten, je
nachdem, ob eine Korrelation zum ersten Muster vorliegt oder nicht.

Wir skalieren so um, daf3 stets das Verhalten O(1) vorliegt und setzen

1
h/:]l\l[ und aﬂ’:\/ﬁau, lulzﬁlﬂ fir pu>2.

Die Striche werden im folgenden wieder weggelassen. Nach Einsetzen von
Gl.(4.8) erhélt man also aus G1.(4.7)

N(a, g, %E) =
00 iood ' p +o0 +i00 dll, +iood
o [ ) (1 oo [22) [in
{S} —100 2w rv=1_" —100 2w —100 2

explz,u])\ +a1<zuj Z u3)+ll(z ) + Z >\—1)

=1 Jj=1 J=Ng+1 Jj=1 Jj=Ng+1

+wE+;wZ/\j] - N - ((det C)) -

J=1

(g B 00~ ) 0

j=1p=2
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Muster 1 ist jetzt verschwunden. Man nimmt nun an, da8 die Zusténde {5;}
keine Korrelation zu den anderen Mustern besitzen. Das obige Skalierungs-
verhalten a,/ = O(1), p > 2, trifft dann zu; es gibt also keine weiteren
,kondensierten Muster”. Die verbleibenden Muster werden als Zufallsvaria-
blen mit p(&!') = 1 aufgefafit;

= Sj&f ) % Z 2a

ist dann ebenfalls eine Zufallsvariable, iiber die nun anstelle von &/ gemittelt
wird.

An dieser Stelle wird betont, dafi Zustinde, die mit weiteren Mustern
korreliert sind, in der Rechnung nicht beriicksichtigt werden. Dies liegt an
der obigen Annahme fir das Skalierungsverhalten der a,, !

Wir haben also die Summe > { Si}/ iiber die Zusténde weiter eingeschrénkt;
eine Untermenge vom Mafl Null fallt aus der Summe heraus. Der Mittel-
wert ((N(«, g,7, E))) macht somit nur Aussagen iiber die unkorrelierten
Zustande. Dies kann man spéter (siche Kapitel 5) auch an der Form der
Sattelpunktvariable Z ablesen. Bereits im vorliegenden Fall, in dem nur die
Korrelation zu einem Muster behandelt wird, treten zwei zusétzliche Sattel-
punktvariablen oder Ordnungsparameter a; und [, auf. Im Fall g = % sind
diese natiirlich Null. Will man Korrelationen zu mehreren Mustern beriick-
sichtigen (=,mehrere kondensierte Muster®), so schriankt sich die Summe
iiber die S weiter ein. Man umschifft diese Schwierigkeit, indem man, wie in
Abschnitt 2.4 geschildert, é—Funktionen einbaut und die Dichte

N(a,my,...,mg) =

(o) (o b))

{s}

berechnet. Es treten dann 2s zusétzliche Ordnungsparameter auf. Setzt man
my = 0, so sind die zugehorigen Parameter natiirlich Null, sie brauchen dann
nicht beriicksichtigt zu werden.
o

Die Mittelung tiber die o7

auftretenden cosh bis zu O(%) Es handelt sich hierbei um ein Standardver-
fahren, das bei analytischen Rechnungen mit Neuronalen Netzen stdndig an-
gewendet wird. Mathematische Uberlegungen dazu findet man in [HeKu90].
Man erhilt (siehe C.1)

wird ausgefiithrt. Dabei entwickelt man den
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)=

<< exp \/1— i Xp: o5 (—aupy + 1, (N — 1))

Nj:lu:Q
[N 1 )
exp |3 5(X (A — 1P =2vp(\ = D+ Zp?) | (410)
Lj=1
wobei X, Y, Z vorerst noch Abkiirzungen fiir
121):[2 Y 1§pjz Z 12,):2 (4.11)
= — , =—> a,l,, =—)> a .
N”:2M Nu:2 nop Nu:2 I

sind. Es ergibt sich schlie8lich als Endergebnis dieses Unterpunktes 4.1.1 fiir
den direkten Mittelwert von N:

(N(e, 9,7,
N 4400 p 400 +i00 +i00
= )(H/d o) [5) [5
{Si} J=1% —i00 m v=1_"w —i00 2 —i00 2

N C)) -
N Ng Ng N

exp [Z /J,j)\j + ap (Z Hi — Z M]) + ll (Z - )\]) + Z ()\] — 1)) +
J=1 j=1 Ng+1 =1 Ng+1

1 N 1
FwE+ 5wy A+ s <2X(Aj — 7=V - D+ QZ“”'2>

=1 j=1
mit X, Y, Z aus GL.(4.11). Mit Hilfe der Stirling—Formel

InM!'~MInM - M

fiir groffle M erhélt man noch

/ N
In ({Sz;} .1) =In (Ng) ~ N[—glng— (1 —¢g)In (1 — g)] (4.12)

56



4.1.2 Entkopplung der Variablen in i und p; mehrdi-
mensionale Sattelpunktintegration

Jetzt werden XY, Z aus Gl.(4.11) mit Hilfe dreier 6—Funktionen ausgedriickt.
Die konjugierten Groflen in den Fourier—Darstellungen der —Funktionen sind

=Nz, y =Ny, 2 =Nz.

Dies bewirkt eine Entkopplung der Variablen mit Index ¢ von den Variablen
mit Index p, und es entstehen Produkte von Gauf3-Integralen.

(N(a, 9,7, E))) =

+oo +ico +ico +00 +ico
N dly dw dx
N-N*. ({det©)) - [ d [ fax [ 2
(Ng) et Co) - [ do o | ami J om
'HOO 00 +i00
/ /dZ /— exp [wWE + N(zX +yY + 22)] -

+zoo p—1
(/ da i exp{ xl? —yla—zaz}) .

—100

4300
1
(/d)\ /.exp{u)\—iralu—ir —wA+ 11 (1 = N+

—100

1 2 1, N\
+3X(0 - 1) —Yu()\—l)+2Z/LD -

+i00
1
(/dA /7 exp[u)\—alu—i— “wh — L1 — N+

—100

1 2 N(1—g)
FSXO =D =Y - 1)+ 22’“‘2}) (4.13)

Dabei unterscheidet sich die Basis im Ausdruck (. . .)Ng nur durch das Vorzei-
chen vor a; und /; von der Basis im Ausdruck (...)"N "™ Die Gauf-Integrale
werden mit Hilfe der Formel (A.1) berechnet (siehe Anhang C.2 und C.3).
Die Variablen z,y, z, X,Y, Z, a,l; und w bleiben {ibrig und man erhélt mit

€= —% ein neundimensionales Integral
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((Na, 9.7 e))) =

+i00 —Hoo +zoo

dly dy
N4/ T O ey
a1 ) 271'2 - 271'2 s - B 27T
+o0 -HOO
/ dz / 90 PNV flag,82,9,2, XY, Z a1, 1, w)] (4.14)

mit
f<a7977787x7y727XaY7Zualalluw) =
—glng—(1—-g)ln(l—g)—a—(1—-a)ln(l—-a)+

o) 9 1 w*Z
—w5+xX+yY+zZ—§ln(y —4xz)—§an+ K +
+ ﬁ (127 + 2L (1-Y) + a0®X + X + (29 — 1)(2h(1 = V) + 20, X)| +
+gn®(t) + (1 —g)Ind(tz) , (4.15)
dabei sind
K 1 /1
tlz,/Z<1—7+K<2w2—zlz—a1(1—Y)+Y—1)>,
| K 1 /1
t2: Z<1—7+K<2wZ+l1Z+a,1(1—Y)+Y—1>>,
t
d\ 1,2
K=(1-Y)?-XZ, @t:/ 1A
(1-v) 0= [ =

An dieser Stelle kommt die Sattelpunktmethode zur Geltung:
Fir N — oo ist

(N(a,g,7,¢))) ccexp (N fla,9,7,¢)) ,

wobei f(a, g,7,¢) den Sattelpunktwert der Funktion f in Gl.(4.15) iiber die
Variablen x,y, 2z, X, Y, Z,ay,l; und w darstellt. Es interessiert also nur noch
das asymptotische Verhalten und somit der Wert von f am Sattelpunkt. Im
folgenden wendet man zwei Methoden an, um das Problem zu vereinfachen.
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1. Ist es moglich, mit Hilfe der Sattelpunktgleichungen eine Sattelpunkt-
variable vollstindig durch die anderen Variablen auszudriicken, so kann
man in f die betreffende Variable ersetzen und dann den Sattelpunkt
beziiglich der restlichen Variablen suchen. Nach Losung der neuen Sat-
telpunktgleichungen erhilt man dann den gesuchten Sattelpunktwert
von f.

Das eben Beschriebene folgt aus der Kettenregel:
Ist etwa der Sattelpunktwert von g(z,y) gesucht und gilt y = y(z), so
ist am Sattelpunkt

dg(z,y(z)) 99 99

erfiillt, wenn

99 =0 und 9 =0

ox oy
erfiillt sind. Der gesuchte Sattelpunktwert fiir  befindet sich also unter
den Losungen von Gl.(4.16). y folgt dann aus y = y(z).

2. Auch durch Variablensubstitutionen kann man f vereinfachen. Dies
wird in Abschnitt 4.2 von Bedeutung sein. Ist die Jacobi-Matrix der
Transformation am Sattelpunkt invertierbar, so ist die Suche nach
dem Sattelpunkt beziiglich der neuen Variablen dquivalent zur Suche
beziiglich der alten Variablen. Dies folgt wieder aus der Kettenregel:
Betrachtet sei wieder g(z,y). Man transformiert

r=2z(u,v) und y=uy(u,v).

Nach Kettenregel gilt am Sattelpunkt beziiglich x und y

o9 09 ou g v
or Ou Ox Ov Or

og_og ou 09 v
dy Ou 9y Ov Oy

Ou  Ou
or 0
det( v 8Z ) #0

Falls also

dxr By
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am Sattelpunkt, so kann man &dquivalent das System

dg 99\
losen.

Um den Abschnitt 4.1 abzuschliefen, ersetzen wir die Variablen x,y, z mit
Methode 1 durch die Variablen XY, Z (siche Anhang C.4).
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4.1.3 Das allgemeine Endergebnis ((V(«,g,v,¢)))

Fiir den direkten Mittelwert der Zahl der metastabilen Zustéinde NV (a, g,7, €)
gilt asymptotisch fiir N — oo

(N(a,g,7,¢))) cexp(N f(a,g,7,€)) . (4.17)

Dabeiist f(a, g,7, ) der Sattelpunktwert iiber die Variablen X, Y, Z, a1, [y, w
von

f(a7977787X7Y7 Z7a’17117w) =
—glng—(1—-g)ln(l—g)—alha—-—(1—-a)ln(l —a)+
1 wZ

a 2
—ws—l—Eln(Y —XZ)—§IHK+87K+

+ %[(K 1Y)+ (20— 1) (—LZ —a(1—Y))] +

1
+ 5% {ZIQZ +2har(1—Y) +a®X + X} 4

2g —1
K

wobei K die Abkiirzung

+

(LI =Y)4+arX)+glnd(ty) + (1 —g)Ind(tz) , (4.18)

ist. ® ist erklart als

a(r) = | j%e%A2.

Die Argumente der $—Funktionen sind

| K 1 /1
| K 1 /1

Die Auflosung der Sattelpunktgleichungen wurde in der vorliegenden Arbeit
fiir zwei Spezialfille vorgenommen.
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4.2 Das Ergebnis (N (o, g,7, Emax)))

4.2.1 Rechenweg

Emaz 18t der Wert, an dem f(a,g,7,e) beziiglich ¢ maximal wird. Formal
folgt dann w = 0, wenn man mit GI1.(4.18) die Bedingung

of
e
aufstellt. f(a, g,7, Emaz) ist also der Wert, den man erhalten hétte, wenn man
die Energieabhéngigkeit der metastabilen Zustédnde gar nicht beriicksichtigt
hétte, denn die zu E gehorende Sattelpunktvariable w ist Null.
Mit den verbleibenden Sattelpunktvariablen wird eine Variablentransfor-
mation durchgefiihrt (siche C.5):

(X7 Ya Za l17a1> — (Ka r, Z757a1)

0

s ist Null, wenn a; und /; Null sind und zeigt anstelle von [; an, ob g = % ist
oder nicht (néheres siche unter C.5).

Nach der in Abschnitt 4.1.2 geschilderten Methode 1 wird dann a; in
fla, 9,7, €maz, K, 1, Z,8,a1) durch 1 — 2g ersetzt. Man sucht anschlieend
den Sattelpunkt beziiglich den verbleibenden Variablen K,r, Z und s und
16st das Gleichungssystem

af of of of\ _
(8[(7 57 87’ ag) - (0707070)

auf (siehe C.6).

Es gelingt, K und r als einfache Funktionen von Z und s auszudriicken.
Z und s hingegen miissen aus Iterationsgleichungen gewonnen werden.
Die Substitutionen

_Z
49(1—g)
vereinfachen die numerische Behandlung des Problems. Man iteriert schliellich

U und V. K und r lassen sich ebenfalls als Funktionen von U und V schrei-
ben. Zusétzlich treten noch die Abkiirzungen oder Hilfsvariablen

U=sVK und V =

m,t; und ts

auf, die wieder nur von U und V' abhéngen. Damit folgt das Endergebnis.
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4.2.2 Das Endergebnis ((N (o, g, 7, €max)))s Sattelpunkt-
gleichungen und Liste aller Hilfsvariablen

Der direkte Mittelwert von N («, ¢,7, Emaz) ist im Fall N — oo durch den
Ausdruck

<<N(Oé, gv 77 5ma:c)>> X E‘,‘Xp (N f(av ga ’7, 5maa:))
bestimmt. Dabei ist f gegeben durch

S, 9,7, €maz)
= —(l—-a)lh(l—a)—alha—glhg—(1—-g)In(1l —g)+
—|—%ln(m—|—1) —;an—l—

+i(r2—2r\/f(1—y)+(1—7)2l(—1+32)+

27
(29 — 1) s—\/fs(l—v)Jr
7

5, T (29~ 1)
+gIn®(ty) + (1 — g) Ind(ty) . (4.19)

® steht wieder fiir die @-Funktion (siehe auch A.3). Die Hilfsvariablen
Z,m,K,r,s,t; und t

héngen wie folgt von den Iterationsvariablen U und V ab:

Z=V-49(1—-g9) (4.20)
V-1
m = T—v(i—a) (4.21)

_Z+41-(2¢—-1)"+ (1 —y)m+20(2g - 1)(1 - )

: (1-29)- (Z(1—a) + (29 - 1?) +~ (4.22)
" %}F(m +(1-29)K) (4.23)
°T \/U? (4.24)
b= szs (4.25)
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=" (4.26)

Die Variablen U und V ergeben sich schliefSlich aus den Iterationsgleichungen
1 1 m 1 U
pu— —_— 1 —_— —_—— — PR
L l+2(1—g)<2K 2+K)
N 1 |z ¢ (t1)
20—g) VK @)

- K ' (ts)

+VZK - R (4.28)
Alternativ zu GI.(4.27) und Gl.(4.28) kann man auch die beiden Iterations-
gleichungen (C.30) und (C.31) benutzen.

Die Gleichungen wurden mit der Regula—falsi-Methode auf dem Com-
puter gelost. Am giinstigsten erwies sich dabei das Verfahren, V in einer
duBeren Schleife und U in einer inneren Schleife zu iterieren. Mit jedem Ite-
rationsschritt fiir V' wurde U in der inneren Schleife an den neuen Wert fiir
V vollstandig heraniteriert, siche auch [Schwarz].

: (4.27)

U=29K(1-V(1—-a)+ 2

4.2.3 Grenzwerte und Niherungen im Fall g — 0

Bei der Losung der obigen Sattelpunktgleichungen stellt man fest, daf sich
die Argumente tq, t5 der ®-Funktionen folgendermaflen fiir ¢ — 0 verhalten:

1. (7:() und a<%)oder(7:oz und 0 <a<1):
t; — —oo und ty — +00 .

2. fy:Ounda:%:
t1:(9(1) und t9 — +00 .

3. 7:0und%<a<1:
t; — +oo und ty — 400 .

Man macht in allen drei Féllen selbstkonsistente Ansétze, um analytische
Néherungen durchzufiihren. Wegen t5 — +00 vernachlédssigt man stets

1 1
'(t) = Von " €Xp <—2t22)
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in GL.(4.28). Man kann also U als Funktion von V' ausdriicken und braucht
nur noch die Iterationsgleichung (4.27) fiir V' zu lésen.

Im Fall 1 wird die Néherung (A.6) fiir ®(¢;) verwendet. Setzt man V
als Potenzreihe in ¢ an, so kann man alle Koeffizienten der Reihe durch
Koeffizientenvergleich in der Sattelpunktgleichung bestimmen.

Im Fall 3 wird auch ®’(¢;) aus G1.(4.27) gestrichen. Es gelingt, G1.(4.28)
nach V' aufzulésen. Die Variablen unterscheiden sich nur durch exponentiell
kleine Fehler von ihren Grenzwerten fiir g — 0. Der exponentiell kleine Fehler
der Ordnung O(exp (—§)> wurde beim Wegstreichen der Terme ®'(¢;) und
®’(t5) begangen.

Die Grenzwerte der Variablen beziiglich ¢ — 0 im Fall 2 kann man be-
stimmen, indem man fiir die entsprechenden Grenzwerte der Félle 1 bzw. 3
¥ =0und a = % cinsetzt. Damit das in der Numerik beobachtete ¢; = O(1)

erfiillt ist, mufl der Fehler in V' von der Ordnung O(\/g) sein.

Ergebnisse fiir ¢ — 0

1. (7:0 und a<%)0der(fy:a und 0 <a<1):

V= 2(11_a)<1 +7+9(1— 7)%) + O(gz) (4.29)
20 +v—3
M (e
h=—20"120 Lo

Cafiri-n Vi

_ = 1
to = s \/§+O(\/§)

Einsetzen von V' und den anderen Variablen in Gl.(4.19) liefert

f(oz,g — O?Wagma:v) =
11—«

2
11—«

1
ln(l—a)—%lnoz—ilrﬂ—i-

1
+ ln(l—’y)+%ln(1+’y)—§glng+(9(g). (4.30)
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Fiir v = a gilt dann fiir a < 1

1 l—a 1
t1=—=- R _
1 5 +a \/g + (9(\/5) — —00,
l—a 1
ty = -—+0
2 1+« \/§+ (Vg) = +oo,
und fiir v = 0 erhélt man fiir o < %
200—1 1 1
t = - — 4+ 0(/g) =& —o0; ty=—+0(/g9) = 400 .
=T T OW) 1= S5O
Das pafit mit dem obigen Ansatz zusammen.
.y=0und a = %
V=14+0(/9) ; (4.31)
U=-2+0(y)
als Ansatz liefert konsistent
O(v9g
) Ry
2V9
24+ 0(9g 1
to = (\/_) =—+0(1) - 40
NN
Es gilt
1
fla=350-07=0cm) = —glng+O(g) . (432

. 7:Ound%<oz<1
Die Fehler in U,V und f sind von der Ordnung O(exp <_§)) (c ist
eine Konstante), also verschwindend klein.

V—>Oé

4.33
T (433)
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29 — 1
%

u 11—«
he—201 1 o5 = 4o
' 2\/a(l—a) VI I ’

1 1
=5 a(1—a)'\/§+o(\/§)_>+oo’

1
f(a> 2,g—>0,7:0,5mw> — —glng—(1—g)In(1l—g). (4.34)

4.3 Das Ergebnis <</\/’(a,g = éa%gmax>>>

Wir schranken den in Abschnitt 4.2 behandelten Spezialfall weiter ein und

1

setzen g = 5. Die zum 1. Muster gehtrende Sattelpunktvariable s ist dann

Null. Wie schon zuvor erwihnt, tritt s in einer Rechnung ohne Beriicksichti-
gung des Hamming—Abstandes nicht auf. Dies sieht man auch formal, wenn
man die in Abschnitt 4.2.2 aufgefiihrten Gleichungen fiir g = % lost; U =0
und damit s = 0 sind die Ergebnisse der Iteration.

4.3.1 Das Ergebnis <<N(a, g = %, v, 5max)>>; Sattelpunkt-
gleichung und Liste aller Hilfsvariablen

Man setzt in Abschnitt 4.2.2 g = % und erhélt fiir N — oo

(o= beena)) (3 (= Brc)

mit

1
f<a7g - 27775max)

1
= —(1—a)1n(1—a)—alna+ln2+%lm(m+l)—§ln}(+

g (P = VR =) + (17K —1) +Ind(r) . (435)
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® steht wieder fiir die ®-Funktion (siehe auch A.3). Die Hilfsvariablen
m, K,r und t

héngen wie folgt von der Iterationsvariable Z ab:

Z -1

= 4.
"I Z(1—a) (4.36)
Z4+1+(1-
Ko ZFit=-mm (4.37)
(1=29)-Z(1-a)+~y
1
r=——m+(1-2y)K 4.38
S (1= 2)K) (4.38)
r
t=—. 4.39
V7 (439)
Die Variable Z ergibt sich schliellich aus der Iterationsgleichung
1 I m Z 9'(t)
7 — N - 4.4
—a 272k "TVE 30) | (4.40)

die mit der Regula—falsi-Methode gelést wurde.

4.3.2 Grenzwerte im Fall a — 0

Wir betrachten wieder die Spezialfdlle 1. v =0 und 2. v =« .
In beiden Fillen beobachtet man fiir a — 0, dal das Argument ¢ der ®—
Funktion gegen Null geht. Man macht einen selbstkonsistenten Taylorreihen—

Ansatz fiir Z und verwendet Gl.(A 4) fiir &(¢ — 0) (siehe C.7). Durch Koeffi-
zientenvergleich in der Sattelpunktgleichung (4.40) erhdlt man die Ergebnisse

1. v=0:
Z:i+1~a+0(a2) (4.41)
t= g : % +0(a?) (4.42)
f(a):—glna+g(1n (i) +1-In (1—i))+0(a2). (4.43)
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2 2 1-42 )
Z=+a(3->4+—3]+0(c? (4.44)
m ™

t:\/? 1fi+o(a2) (4.45)
fla)= —%lnth g(ln <2> -1 —ln( — 2)) + (9(042) . (4.46)

™

In beiden Féllen liefert der Taylorreihen—Ansatz also das richtige Skalierungs-
verhalten fiir ¢.

4.3.3 Grenzwerte im Fall a — 1

Hier geht t gegen oo. Fiir den Fall v < o kann man einen selbstkonsistenten
Skalierungsansatz machen. Im Fall v = « ist dies nicht moglich, und man ist
letztendlich auf numerische Rechnungen angewiesen.

Vernachléssigt man ®'(t) in G1.(4.40), so erhélt man die Gleichung

1 7r1 m

J=—\|-+—=.

a5+ %)

Nach Einsetzen von m und K aus den Gleichungen (4.36) und (4.37) erhélt

man nach einfachen Umformungen eine Bestimmungsgleichung fiir Z:

(4.47)

1
ZS_ +OZZQ+L2Z:O
l—-« (1—a)
— Z-1 vz yz_y (4.48)
Cl-—« C1l-—« o ’

Z = 0 entfallt, da in diesem Fall r ~ —~ ist und t — +o0 nicht erfiillt ist.

1. Selbstkonsistenter Skalierungsansatz im Fall v < a mit der Zusatzvor-
aussetzung v < ¢ < 1, wobei ¢ eine Konstante ist:

z7=-2
1l -«
Es folgen nach Einsetzen
200 — 1 1 —
m:L27 [{:727 7‘:0( ’Y
(1-a) (1-a) I—a
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Insbesondere ist

- 5(1_—7@) . (4.49)

Fir a« — 1 ist also t — oo unter der obigen Zusatzvoraussetzung
erfiillt. Die Fehler in den Variablen sind somit von der Ordnung des
vernachlassigten

®'(t) o exp (—;tQ) = exp (—1 : W) :

Wir setzen die Variablen in Gl.(4.35) fiir f ein und erhalten

f(a,g = ;w,emm) =1In2— O(exp (—; : m>> (4.50)

fiir « — 1 und v < a. Der Fehler ist also in diesem Fall exponentiell
klein und fiir grofle « ist f ~ In 2.

. Der Fall v = a:
Die Lage ist hier nicht so einfach wie im Fall 1, weil der Fehler nicht
exponentiell klein ist. Im Grenzfall gilt

-0, (4.51)

wobel
d—0 (a—1).

Nach der Berechnung der Hilfsvariablen erhélt man mit GI.(4.35)

1 1—
f(a,gzz,’y,amm>zln2+(9< zalné) , (4.52)
was vermuten laf3t, dafi f hier viel schwécher gegen In 2 strebt. 9 selbst
ist nur durch numerisches Losen der Sattelpunktgleichung (4.40) zu
gewinnen. f — In2 wurde bestétigt, wie die Ergebnisse in Abschnitt
5.1.1 zeigen werden.
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4.4 Das Ergebnis <<N(a,g = 57%5>>>

Wir lassen ¢ jetzt frei und betrachten das allgemeine Endergebnis (4.18) fiir
fla,g,7,6,X,Y, Z ay,l;,w). Es werden wieder nur Zusténde betrachtet, die
keine Korrelation zum ersten Muster haben; setzt man also g = %, so folgt
wieder, dafl die zum ersten Muster gehorenden Sattelpunktvariablen a; und
{; Null sind.

Um das Problem weiter zu vereinfachen, wendet man die in Abschnitt
4.1.2 geschilderten Methoden 1 und 2 wiederholt an (siehe C.8). Man erhilt
fiir N — oo das folgende Endergebnis:

<<N(Oz,g:;,%€)>> X exp (N f(a,gzi,’y,e)) . (4.53)

Dabei ist
1
f<a7g = 27778) =
1
—(1—a)ln(l —a) —alna+ln2—g—i—glng—gln(z—a) +
t2
+ln@(t)+t-x/ﬁ(_2s+7)+§ —%Jr
1 1 1 1—
+P<2(1 )2 (2 _ 5) (1— 27)) —swP- "z, (454
Es gilt
2¢e
Z = : 4.55
o (4.55)
P und t hingen von einer Sattelpunktvariable S ab:
1
=5
P = 2 (4.56)
32 +e(l—2y)
28 1
= - .- 4.57
VP -2 o0
S erhilt man schliellich aus der Iterationsgleichung
1 (1)
=—(n—-2)- (VP P(y—2 . 4.
5=—ytr-2) (VP g4 Py - 22) (458
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® steht wieder fiir die d—Funktion (A.3). Die Iterationsgleichung (4.58) wurde
wieder mit der Regula falsi-Methode gelost. Dabei erweist es sich als giinstig,

S

S —
1—2¢

umzuskalieren. Die Ergebnisse fiir 7 = « finden sich in Abschnitt 5.3.
Das Maximum ¢,,,,, von f (a, g= %, Y, 5) beziiglich € errechnet sich aus

of
5. =0

Ersetzt man analog zu Anhang B in Gl.(4.54) € durch Z, so kann man wegen
des linearen Zusammenhangs (4.55) dquivalent

of
5’7_0

l6sen. Mit dem Sattelpunktwert fiir Z aus Abschnitt 4.3 kann man folglich
sofort eine Kurve

Emaz () = ;(1 —a)Z (4.59)

zeichnen. Es gelingt also, erste wichtige Erkenntnisse iiber die Energieabhéngig-
keit der metastabilen Zusténde zu gewinnen, ohne GI.(4.58) 16sen zu miissen.
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Kapitel 5

Zahl der metastabilen
Zustinde bei einem Netzwerk
mit Projektorkopplungen;
Auswertung der Ergebnisse

Dieses Kapitel stellt das Herz der vorliegenden Arbeit dar. Es présentiert
die Losungen der Sattelpunktgleichungen aus Kapitel 4. Die Ergebnisse wer-
den interpretiert; zudem wird auf noch ungeltste Probleme hingewiesen. Wir
nehmen auflerdem den in Kapitel 2 begonnenen Gedankengang wieder auf
und stellen den Zusammenhang der metastabilen Zustdnde mit der 7 = 0
Glauber—Einzelspinflipdynamik dar.

Aus Kapitel 4 ergab sich fiir den direkten Mittelwert der Zahl der meta-
stabilen Zustdnde beim Netzwerk mit Projektorkopplungen die Form

(N(a,g,7,¢))) cexp (N f(a,g,7,€)) .

Dabei ist der Exponent f(a, g, 7, ¢) nach der Jensenschen Ungleichung (siehe
Abschnitt 2.3.3) eine obere Schranke fiir den typischen Wert

1

A (@, 9,7,2) 5

die meisten Abbildungen in diesem Kapitel stellen deshalb f bei vorgegebe-
nen Parametern o, g,y und ¢ dar.
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a braucht nur im Intervall (0,1) betrachtet zu werden, weil die Projek-
tormatrix

1 — v
Jij = NZQM(C 1)uV€j
wv

nur in diesem Bereich existiert.

Die Stabilitdat v wird vorrangig fiir die beiden Werte v = 0 und v = «
betrachtet. Im ersten Fall liefert die Rechnung die Zahl der metastabilen
Zustéinde beim Projektornetzwerk mit Selbstkopplungen. Im Fall v = «
schrinken wir diese Zahl auf die Zustdnde ein, deren lokale Energien \;
zusétzlich die Bedingung

N
j=1
N
j=1

erfiillen.

Wie in Kapitel 4 bereits erwahnt, wollen wir den Fall v = « mit dem Netz-
werk ohne Selbstkopplungen J;; identifizieren. Dies stiitzt sich hauptséchlich
auf die Erkenntnis

VN

Bei einer exakten Einbeziehung von J;; in Gl.(5.2) (ersetze a durch J;;) stofit
man auf Schwierigkeiten, und eine Rechnung analog zu Kapitel 4 ist nicht
moglich. Es wird sich jedoch zeigen, daf§ das Modell v = a zwei wichtige
Eigenschaften des Modells ohne Selbstkopplungen aufweist. Zum einen hat
es nach Abschnitt 5.2.2 auch ein kritisches a von «a, = 1, zum anderen
liefert es in Abschnitt 5.3 die richtigen unteren und oberen Schranken fiir
eine Simulation der Endenergien eines seriellen 7 = 0—-Glauber—Prozesses fiir
unkorrelierte Zusténde.

Der Hamming—Abstand g wird wie beim Hopfield-Modell nur im Intervall
(0, 3] betrachtet, weil f beziiglich g = 3 symmetrisch ist:

f<9:;—$>=f(g=;+x>.
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Dies ist anschaulich klar, weil mit S auch —S metastabil ist. Es folgt aber
auch formal aus der Losung der Sattelpunktgleichungen.
Um die einleitenden Bemerkungen abzuschliefen, sei noch daran erinnert,
daB ¢ fiir die vorgegebene negative Energie pro Spin steht:
] NN

= gn 2 2 JuSiS; -

i=1j=1
Wir stellen jetzt die Losung der Sattelpunktgleichungen aus Kapitel 4 in den
einzelnen Parameterbereichen vor. Die in Kapitel 4 aufgefithrten Néaherun-
gen fir g - 0, o — 0 und o — oo wurden jeweils sorgfiltig numerisch
iiberpriift. Ebenso wurde stets festgestellt, dafl die Sattelpunktvariable

p
Z=>a,’ (5.3)
n=2

(sieche Gl.(4.11) mit umskalierten a,) von der Ordnung O(1) ist. Dies stimmt
mit der in Abschnitt 4.1.1 gemachten Voraussetzung

0 — O<\/1N> V> 2 (5.4)

fiir die Entwicklungskoeffizienten in

p
5= a8 +08 (5.5)
p=1
iberein.

5.1 Ergebnisse fiir <<N(a,g = é,%é“max>>>

g= % ist der Sattelpunktwert von f(a, g, 7, Emaz) beziiglich ¢:
[ (N (@97, 2mar))) dg ox

/exp (N f(o, 9,7 €maz)) dg

1
X exp <N f<a7g = 27’7a5max>) .
Wir erhalten fiir g = % also die Gesamtzahl der metastabilen Zustédnde. Die
in Abschnitt 4.3.1 aufgefiihrte Sattelpunktgleichung wurde fiir verschiedene

~v—Werte gelost.

5



5.1.1 Das Ergebnis fiir f(a, g = %, v, 5max> in den Fillen
y=0und 7=«
In Abb. 5.1 sieht man, dafl in beiden Fillen das vorhergesagte Grenzverhalten

f—=0 (a—0) und f—Imn2 (a—1)

auftritt (siche Abschnitt 4.3). Wie erwartet ist f kleiner, wenn die Stabilitét
v groBer wird:

fly=a)< f(y=0).

Die Kurve fiir f(y = «) ist in etwa mit der Kurve fiir die remanente Ma-
gnetisierung [HeOp90] beim Projektornetzwerk ohne Selbstkopplungen ver-
gleichbar (siche Abb. 5.2). Sie wurde ermittelt, indem man die serielle 7 = 0
Glauber-Dynamik fiir einen zufillig ausgewiirfelten Anfangszustand S bis
in einen (metastabilen) Endzustand S¢ laufen 148t, die remanente Magneti-
sierung

1
Tzisa_se
" N—

bildet und iiber viele Laufe mittelt. m,. ist vermutlich um so gréfler, je mehr
Fallen fiir die Dynamik existieren, je grofler also f ist. Eine Simulation fiir
a ~ 1 ist duferst schwierig und wurde nicht durchgefiihrt; falls

fy=a)—=n2 (a—1)

richtig ist, ist wohl
m, —1 (a—1)

zu erwarten.
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Abbildung 5.1: f(a,g 2= %,7,amw> firy=0undv=0.

1.0
0.9+
0.8+
0.7+

0.6+ .

0.4+ ="

0.3 ¥ 2o

0.2+ e

0.1+

T SRS A S S e
00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1.0

Abbildung 5.2: Die remanente Magnetisierung m, beim Projektornetzwerk
(ohne J;;) fiir die serielle Dynamik.
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Kehren wir nun zur Diskussion von Abb. 5.1 zuriick. f -0 (o — 0) ist
einleuchtend, denn man erwartet immer weniger metastabile Zusténde, wenn
es auch weniger Grundzustédnde gibt.

Umuns f —1In2 (o — 1) 9m Fall v < « plausibel zu machen, betrach-
ten wir

2F 1Y
——— =2=— )\z )
N TN ;
wobei F die Gesamtenergie des Netzwerks ist und ); die lokale Energie
N

J=1

darstellt. Wegen der Projektoreigenschaft von (J;;) gilt

ii)\? — iis?ZIl S.S _1Z<§:J..J,>S,S

Ni:1 7 Ni:1 % " i7JikPO gk N 5 jidik ik
= iZ(JQ) S; S —igjx—z (5.6)
= Nj’k jk]k_Nizl i — &€ . .

2¢ = A ist also der Mittelwert der lokalen Energien \; fiir einen Zustand S.
Mit GL.(5.6) ergibt sich die Streuung der \; zu

AN(S) = J ;]iv — (;f ﬁv:l AZ) = /2 — (2)° . (5.7)

Fiir zuféllig verteilte (,,gewohnliche“) Zusténde S ist A selbstmittelnd:

Daraus folgt



Fiir einen metastabilen Zustand S™ macht nach Abschnitt 4.4 die Sattel-
punktvariable Z eine Aussage iiber A:

2e =7(1—a) .

Mit dem in Abschnitt 4.3.3 hergeleiteten Grenzverhalten fiir Z erhélt man
mit G1.(5.7)

1. v < a mit der Zusatzvoraussetzung v < ¢ < 1, wobei g eine Konstante

1st:
% = A= 1fa-(1—a)+0(exp<—m>>
- aw(exp @M)) (5.10)
AN(S™) ~ \Ja(l —a) . (5.11)
2. v=a
zg:A%1:0‘—(1—04)5:1—(1—@)5. (5.12)

A ist kleiner als oben, es ist aber keine analytische Aussage moglich.
J ist der Fehler in GIL.(4.51).

Nach G1.(5.8) ist fiir ein gewdhnliches S bereits A = a.. Gleichzeitig sinkt
fir « — 1 die Streuung A);. Es ist also zu erwarten, dafl die \; sich alle
in der Umgebung von « authalten und mit steigendem o« immer weniger S
angetroffen werden, bei denen es einen Platz 7o mit \;, < 0 gibt.

In der Tat gilt fiir einen metastabilen Zustand im Fall v < a: A — a(+),
die \; sind folglich hier etwas rechts von a angesiedelt, und mit steigendem
« ist der Mittelwert A in unmittelbarer Nidhe des Mittelwertes fiir einen
gewohnlichen Zustand. f — In2 (v — 1) wird so im Fall v < « anschaulich
klar.

Im Fall v = « gilt jedoch ebenfalls f — In2 (o — 1). Die metastabilen
Zusténde erfiillen hier

AN>y=a Yi.

Gl1.(5.12) zeigt, daB die dafiir notwendige Bedingung

A>v=a (5.13)
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auch im Fall o — 1 erfiillt ist.

Eine Argumentation nach obigem Muster ist hier jedoch nicht moglich,
weil die A der gewdohnlichen Zusténde sich gerade an der durch die notwendige
Bedingung (5.13) bestimmten Grenze A = v = « aufhalten. Anschaulichen
Begriindungen des Grenzverhaltens sind hier Grenzen gesetzt; die obigen
Betrachtungen fiir v < o haben sowieso den Nachteil, daf sie hauptséchlich
mit dem mittleren Feld

1 N
AS) = N R
=1

arbeiten. Um Aussagen iiber metastabile Zustéinde machen zu kénnen, kommt
man aber nicht daran vorbei, alle einzelnen \; zu betrachten. Die \; wie-
derum sind durch die p Muster & miteinander verkniipft. Dieser Tatsache
wird letztendlich nur durch die Kalkulation in Kapitel 4 Rechnung getragen.

Bevor wir diesen Unterpunkt abschlieflen, weisen wir noch auf zwei verlockende
Fehlinterpretationen fiir f — In2 im Fall v < « hin:

1. f = In2 erinnert natiirlich daran, dal p = 1 - N linear unabhéngige Mu-
ster den ganzen Phasenraum aufspannen und dann jeder Zustand S zum
Muster wird. Gleichwohl ist zu beachten, dafl der Fall « = 1 nicht durch
die Rechnung erfafit wird, weil N Zufallsmuster nicht als linear unabhéngig
angenommen werden konnen, die Projektormatrix also nicht existiert.

Bei @ < 1 kommt der Hauptbeitrag zu f von den unkorrelierten metastabilen
Zusténden, die Korrelationen der Ordnung O(ﬁ) mit allen Mustern haben

und Anteile im Orthogonalraum der Muster besitzen. Dies liegt zum einen
an der Skalierungsvoraussetzung

1
a, =0—=] V
g (m) g
fiir die Entwicklungskoeffizienten, die in Abschnitt 4.1.1 getroffen wurde.
Zum anderen gilt nach Gl.(4.5) und GI1.(3.2)

p
ﬁzzayg'i_éj

v=1

— 8-S =Y aua" & +8S- 58
"%

1 L 1Y
= 0808 =1=3 aymyu=1-153 Ai=1-X.
p=1 i=1
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Da nach GL.(5.10) und G1.(5.12) stets A < 1 fiir die betrachteten metastabi-
len Zusténde gilt, haben sie Anteile im Orthogonalraum. Der Hauptbeitrag
zu f kommt also nicht von Zustinden S, die reine Linearkombinationen der
Muster sind. Eine Interpretation der Art ,,immer mehr S liegen vollstindig
im Raum der Muster, wenn o — 1“ mag zwar stimmen, spielt aber fiir o < 1
quantitativ keine Rolle.

2. Im Fall v = 0 waren fir o > % mit einem Muster auch Zustidnde stabil,

die sich an einer Stelle ¢ vom Muster unterschieden (siehe Abschnitt 3.2).
Es ist jedoch nicht moglich, sich von diesen Zusténden aus weiter durch den
ganzen Phasenraum zu bewegen, indem man immer einzelne Spins umdreht.
Es mag gelingen, auf diese Weise eine Reihe von metastabilen Zusténden zu
erzeugen; ihre Zahl wird jedoch im Vergleich zur Zahl der unkorrelierten
metastabilen Zustédnde keine Rolle spielen.

Abschliefend wird noch auf Gl1.(5.6) hingewiesen:
Setzen wir einen metastabilen Zustand S mit A; > 0 Vi voraus und betrach-
ten die exakte Gleichung

Z)\i()\i -1)=0, (5.14)

so folgt

1. ;=1 Vi, d.h. S ist vollstindig im Raum der Muster

oder

2. Ist ein A\, < 1, so muB es zumindest einen Bruder mit A;; > 1 haben.
Gibt es also Orthogonalanteile in S, so sind viele \; > 1 (grdfer als
lokale Energien von Mustern), um ihre schlechten Briider auszugleichen.
Auflerdem folgt noch aus G1.(5.6), daB fiir jeden Zustand

gilt.
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5.1.2 Der Effekt der Stabilitat ~
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Abbildung 5.3: f(a,g = %,7,5,,“:,) in Abhingigkeit von v fiir die Werte
a = 0.1; 0.3; 0.5; 0.7; 0.8 und 0.9 1n aufsteigender Reihenfolge.

In Abb. 5.3 sind Kurven

1
(7; f(a,%g » ;,smx»

far verschiedene a—Werte gezeichnet. Wir betrachten hier natirlich nur
~ > 0; es ist klar, dafl
f—=In2 (y— -x).

Bei festem « ist f wie erwartet streng monoton fallend mit steigender
Stabilitat der metastabilen Zustande. Fiir jedes < 1 hat f eine Nullstelle
Yo < 1. Oberhalb von v, ist f < 0 und der Mittelwert ((N')) ist dann beliebig

klein. Nach der Jensenschern Ungleichung folgt weiterhin

(B) = (AN < £ <0

Da N{(h)) einen typischen Wert fiir den Exponenten Nk von N fiir einen
festen Satz von Zufallsmustern darstellt, existieren in diesem Fall also keine
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metastabilen Zustdnde. Wir miissen also wieder wie in Abschnitt 2.3.4 die
Selbstmittelungseigenschaft des Ezponenten von N voraussetzen.

Auf der anderen Seite weifs man, dafl zumindest p Muster mit Stabilitét
v = 1 existieren und folglich im gesamten y—Bereich [0,1) als metastabile
Zustande auftreten.

Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich auf, wenn man sich an die Vor-
aussetzungen fiir die Rechnung erinnert. In die Mittelung in Abschnitt 4.1.1
gingen nur Zusténde ein, die unkorreliert zu (fast) allen Mustern waren. Die in
Abschnitt 4.1.1 gemachte Aussage, dal der Mittelwert nur Angaben iiber sol-
che unkorrelierten Zustdnde macht, wird hier eindrucksvoll bestétigt. Sobald
exponentiell viele metastabile Zustdnde auftreten, erwarten wir hingegen,
daB die unkorrelierten Zustéinde (mit g = 1) am héufigsten sind. Oberhalb
von 7, diirfen wir deshalb annehmen, daf} kein exponentielles Verhalten mehr
vorliegt und N etwa polynomial in N geht.

Durch diese vorsichtige Formulierung lassen wir die Méglichkeit offen, dal noch
weitere vereinzelte metastabile Zustdnde S im ~—Bereich (v4,1) existieren, die
keine unkorrelierten Zusténde sind und somit aus der Summe iiber die {S;}, wie
in Abschnitt 4.1.1 beschrieben, herausfallen.

Schlieflich vergegenwirtigt man sich, daf§ die Kurven mit steigendem «

kastenférmig werden. Dies liegt nach Abschnitt 5.1.1 am Grenzwert

1

f(a,g: 277:@7577%13:) —1n2 (CY% 1) :

Fir o — 1 bildet sich die Ecke
(v = a; n2)

heraus, und im Grenzfall o = 1 liegt der Kasten

f(V)—{ In2 fir y<1

—oo fiir y=1

VOr.

Obwohl wie bereits erwéhnt unsere Rechnung den Fall o = 1 nicht erfafit,
habe ich hier angenommen, es ldgen N linear unabhéngige Muster vor. Fiir
v < 1 ist dann natiirlich jeder Zustand metastabil, und fiir v = 1 sind sogar
die Muster instabil, so dafl f(y =1) = —oc.
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5.2 Ergebnisse fiir ((NV (o, 8,7, €max)))

In diesem Punkt wird f in Abh#ngigkeit vom Hamming—Abstand ¢ in den
Féllen v = 0 und v = a untersucht. Wir vergleichen auch mit den Kurven,
die sich ergeben wiirden, wenn die metastabilen Zustidnde beziiglich g im
Phasenraum genauso verteilt wéren wie gewohnliche Zusténde:

Die Wahrscheinlichkeit, im Phasenraum einen (gewohnlichen) Zustand mit
Hamming—Abstand ¢g zum ersten Muster zu finden, ist

P(g) = (gﬁ) ~exp[ N(-glng—(1-g)ln(1-g)—In2)].

Bei « gibt es insgesamt nach Abschnitt 5.1 etwa

() o< exp [N £ (0,0 = 57,6 )|

viele metastabile Zusténde. Unter der obigen Annahme ist also die Zahl der
metastabilen Zustéinde mit festem g gegeben durch

((N)) - P(g) -

= [Phasenraum (@ 9> Vs Emaz) =

1

F00g = 57 8mas) —glng = (1=g)ln(1—g) 2. (5.15)

Die Gleichung liefert einen ersten Anhaltspunkt fiir das gesuchte f(g). Es
zeigt sich im folgenden, dafl wie beim Hopfield-Modell

fonl9) < f(9)

gilt [Ga86]; in der Ndhe der Muster findet man mehr metastabile Zustéande als
erwartet. Die Kurven (g; f(g)) weisen jedoch eine ebenso einfache Struktur
auf wie die Kurven (g; fph(g)), sie sind streng monoton steigend mit g,

g€ (0,3].
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5.2.1 Ergebnisse fiir v =0 und v = a.

In Abb. 5.4 sind Kurven (g; f(g)) fiir verschiedene a—Werte im Fall v = 0
aufgetragen.

Abb. 5.5 dient zum Vergleich von f mit fph im Fall v = 0. Fiir a < %
hat f eine Nullstelle beziiglich g. Fiir kleine ¢ ist f < 0 und der Mittelwert
((N)) wird beliebig klein. Analog zur Uberlegung in Abschnitt 5.1.2 schlieBen
wir wieder, dafl dann keine metastabilen Zustidnde existieren koénnen, die
Hamming—Abstand g zum ersten Muster haben, aber keine Korrelation mit
den anderen Mustern besitzen. Wir schliefen trotzdem nicht aus, dafl poly-
nomial in NV viele metastabile Zustdnde mit g vorkommen koénnen, die aus
der Mittelung in Abschnitt 4.1.1 herausgefallen sind.

Fiir a > % ist stets f > 0, in unmittelbarer Nahe der Muster liegen also
stets exponentiell viele metastabile Zustdnde. Weitere Betrachtungen zum
Grenzwert g — 0 finden sich in Abschnitt 5.2.2.

Die Abbildungen 5.6 bzw. 5.7 bringen die zu den Abbildungen 5.4 bzw.
5.5 vergleichbaren Kurven im Fall v = «. Hier liegen die Nullstellen von f
weiter rechts als im Fall v = 0, sie treten fiir alle o < 1 auf.

In den Abbildungen 5.8 und 5.9 werden die beiden Fille vy = 0 und v = «
verglichen. Dabei wurde in Abb. 5.9 eine doppelt logarithmische Darstellung
gewdhlt, um die Grenzwerte g — 0 gut sehen zu konnen.

Abb. 5.10 schlieflich stellt die Nullstellen

Ry = 2go

von f(a, g,7, Emaz) fiir verschiedene o dar. Ist das System in einem Zustand
S mit g < go, also unterhalb der Kurve («; Ro(a)), so erwarten wir, dafl der
dynamische 7 = 0-Einzelspinflip—Prozef§ ins erste Muster lauft, weil sich in
der Nahe von S so gut wie keine metastabilen Zustédnde mehr als Fallen fiir
die Dynamik befinden. Wie schon oft erwdhnt, machen wir keine Aussage
iiber die parallele Dynamik, da dort die Zweierzyklen als Fallen fiir die Dy-
namik tiberwiegen. Die Wahl der Ordinate Ry geschah, um einen Vergleich
mit den von Kanter und Sompolinsky fiir die 7 = 0—Einzelspinflip-Dynamik
simulierten Attraktionsradien

R=1-m=1-(1-2g)

anstellen zu konnen [KaSo87]. Eine derartige Simulation fiir Paralleldynamik
und weitere Literaturangaben findet man auch in [KrKo90].
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Ich wiederhole die Definition von R aus [KaSo87]:

,Der Attraktionsradius R eines Musters ist definiert ...als der grofite
[doppelte] Hamming—Abstand, in dessen Bereich fast alle Zustinde (aber
nicht notwendigerweise alle) dem Muster zufliefen. Genauer ausgedriickt:
Ein Zustand, der zufillig unter der Zwangsbedingung, daB er einen Uberlapp
m mit dem Muster hat, ausgesucht wird, wird mit der Wahrscheinlichkeit
P(m) ins Muster laufen, wobei

lim P(m,N) =

N—oo

1 , m>1—R
<1l , m<1—R

ist.

Die simulierten R liegen weit iiber den theoretischen R, aus Abb. 5.10.
Die metastabilen Zustdnde machen offenbar hier keine Aussage iiber die
Einzelspinflip-Dynamik und liefern nur eine schlechte Abschétzung fiir R.
Diese Abschétzung ist auBerdem nicht rigoros, da bisher kein Beweis dafiir ge-
funden wurde, da§ ¢ wéhrend der Dynamik (analog zur Lyapunov—Funktion
E) monoton abnimmt. Es kann durchaus moglich sein, da§ das System ent-
gegen unserer obigen Erwartung zunéchst groflere g annimmt, obwohl sein
Startzustand in der Néhe des Musters (vielleicht sogar bei ggtart < 90) lag.

Die Diskrepanz zwischen R und Ry stellt ein bisher noch ungelostes Pro-
blem dar. Wir iiberlegen uns dazu folgendes:

1. Bei der seriellen Dynamik héngt die Kurve («a; R(«)) stark von der
Reihenfolge der Spinflips ab. Kanter und Sompolinsky flippen zuerst
die ausgewiirfelten Spins

des Anfangszustandes und danach erst die zum ersten Muster parallelen

Das diirfte R im Vergleich zu einer rein seriellen Dynamik erhéhen.
Trotzdem erwarte ich, dal auch im letzten Fall die Diskrepanz zwischen
R und Ry bestehen bleibt.

2. Der Effekt ist wohl hauptséchlich darauf zuriickzufithren, dafl die Dyna-
mik an den metastabilen Zustdnden vorbeilduft. Die Zahl der metasta-
bilen Zusténde ist ja im Vergleich zu den ( ]ifvg) beim Hamming—-Abstand
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g existierenden gewohnlichen Zustéinden verschwindend gering. Offen-
bar gibt es auch geniigend gewdhnliche Zustdnde mit niedrigen Ener-
gien, die dem dynamischen Prozef§ einen Steg ins Muster bauen kénnen.
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Abbildung 5.4: f in Abhingigkeit von g bei vorgegebenem ~
= 0.01; 0.1; 0.25; 0.5 und 0.9 in aufsteigender Reihenfolge.
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Abbildung 5.6: f in Abhangigkeit von g bei vorgegebenem v = « fiir
a = 0.01; 0.1; 0.25; 0.5 und 0.9 in aufsteigender Reihenfolge.
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Abbildung 5.7: Vergleich von f mit fph fir ¥ = « in den Fillen o = 0.25
und o = 0.6.
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Abbildung 5.8: Ein Vergleich von f(y =0) mit f(y =) in den Fillen

a=0.2und & =0.5.

90




— a=0.7 : y=0 und y=«
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Abbildung 5.9: Ein Vergleich von f(y =0) mit f(y =¢) in den Fillen
a = 0.7 und a = 0.95. Die beiden Kurven fiir v = 0 liegen fast aufeinander.
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Abbildung 5.11: Der Grenzwert f(g — 0) in den Féllen v =0 und v = a.
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5.2.2 Der Grenzwert von f(a,g,7,émax) fiir g — 0

Der Grenzwert g — 0 ist auf besondere Weise mit der Systemgrofie N
verkniipft. Wenn ein sehr grofles N vorgegeben ist, kann ¢ trotzdem nicht
beliebig klein werden. Die Zahl Ng der falschstehenden Spins mufl ndmlich
eine makroskopische Grofle bleiben, damit die Sattelpunktnéherung Giiltig-
keit behélt. Aus diesem Grunde macht die Rechnung keine Aussage iiber
Zustéande, die nur an einzelnen Plédtzen vom ersten Muster abweichen!

Wenn wir von der ,Ndhe zum ersten Muster“ reden, meinen wir trotzdem
Zustédnde, die an makroskopisch vielen Punkten vom ersten Muster abwei-
chen. Wir stellen uns den Grenziibergang g — 0 also so vor, dafl wir fiir jedes
g die GroBle N so grof§ wihlen, dafli Ng makroskopisch bleibt. Fiir jedes g
tragen wir f ab und betrachten den Grenzwert ¢ — 0 in den Sattelpunkt-
gleichungen (siche Abschnitt 4.2.3). !

Nach GI1.(4.30) gilt

fle, 9,7, €maz) —
1l -«

1
ln(l—a)—%lnoz—§ln2—|—

l—«

2

+ ln(l—’y)—l—%ln(l—l—’y) (g—0). (5.16)

Die Funktion ist fiir die beiden Parameterwerte v = 0 und v = « in Abb.
5.11 dargestellt.

7=0

Im Fall v = 0 gilt G1.(5.16) nur fiir a € (0,3]. Fiir a € (3,1) gilt dann
GL(4.34):

1
f(2 <a< 179%077:0757%93) =

—glng—(1—g)ln(l - g) —|—O<exp (-2)) >0.  (5.17)

Ist also v = 0 und o > %, so gibt es in unmittelbarer Ndhe des ersten Mu-

sters exponentiell viele metastabile Zustdnde. Wir konnen folglich annehmen,
daBl der dynamische Prozef nicht ins erste Muster gelangt, sondern durch die

! Ahnliche Uberlegungen kann man auch fiir den Grenzwert a — 0 anstellen.
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vielen metastabilen Zusténde abgefangen wird. Dies ist ein Bestétigung der
von Kanter und Sompolinsky gemachten Voraussage

1
Qe = —

2

(sieche Abschnitt 3.2: Ist ein Muster fir y =0, « > % vorgelegt, so ist auch
ein Zustand S metastabil, der nur an einem Platz ¢ vom Muster abweicht
— a.=1).

Fir v = 0 und a < % ist f < 0 fiir kleine g, und die Nullstelle gq
von f liefert nach Abschnitt 5.2.1 eine (nicht ganz rigorose) Abschétzung
fiir den Attraktionsradius. Streng genommen kénnen wir also nur a, > %
nachweisen, denn wir haben nicht bewiesen, dafl die gewohnlichen Zusténde
dem dynamischen Prozef§ im Fall @ > % keinen ,,Steg* ins Muster bauen
kénnen. In Abschnitt 5.2.1 hatten wir ja gesehen, dafl dies prinzipiell moglich
ist: Das System ist durchaus in der Lage, an exponentiell vielen metastabilen
Zusténden vorbeizulaufen.

Die Betrachtung von Kanter und Sompolinsky zeigt schlielich auf, dafl der
ProzeB hier nicht ins Muster laufen kann und legt den kleinstmdoglichen Wert

1

a. = 5 fest.

a. fiir verschiedene v

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter und iiberlegen uns, dafl bei vorgegebe-
neny = y(a) die Nullstelle der Kurve (o, f) mit f aus GL.(5.16) das jeweilige
kritische « liefern miiite. Wegen der strengen Monotonie von f beziiglich ¢
ist dann nédmlich

f(acagafyagmaz) >0 Vg > 0.

Nach Einsetzen sieht man, daf§ die Gleichung
flae, g = 0,7, €maz) =0
durch ein a, gelost wird, das wiederum der Bedingung
Y(ae) = 2. — 1 (5.18)
genugt.
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Fiir v(a) = 0 wird somit o = £ bestitigt. Ist v(a) = a, so erhalten wir
wie erwartet

Ty=a=a.=1. (5.19)

Im Fall ¥ = a, den wir naiv mit dem Projektornetzwerk ohne Hauptdiagonale

in Verbindung bringen, haben also die Muster bei jedem « eine kleine Hiille,

in der fast keine (d.h. nicht exponentiell viele) metastabilen Zustéande liegen.

Unstetigkeit von f an der Stelle ¢ =0

Im Fall g = 0 gilt natiirlich A/ = 1 und somit f = 0. Allein daran sieht
man schon, daf eine Sattelpunktintegration bei g = 0 nicht moglich ist, weil
der bei einer Sattelpunktintegration auftretende Vorfaktor nicht gleich Eins
(, sondern von (’)(ﬁ)) ist.

Um uns zu veranschaulichen, weshalb die Grenzwerte von f(a, 9,7, €maz)
fiir g — 0 negativ sein kénnen, ziehen wir die Sattelpunktvariable

p
Z = Z au2
n=2

heran (siche Gln. (5.3) bis (5.5)).
Fiir den Entwicklungskoeffizienten fiirs erste Muster galt nach G1.(C.12)

a1:1—29.

Zudem ist in Abschnitt 4.2.2 die Variable
A

4g9(1 —g)
angegeben, deren Niherung fiir ¢ — 0 wir in G1.(4.29) finden. Somit gilt

p 1+,y
_ 2 4 2
Z—;a# =4g 2(1_a)+(’)(g).

Wenn also fiir ein kleines ¢ iiberhaupt ein metastabiler Zustand existiert,
so muf} in ihm das erste Muster stark vertreten sein. Auflerdem miissen die
anderen Muster und vermutlich auch der Orthogonalraum Anteile an ihm
besitzen. V' beschreibt, wie stark die Anteile der anderen Muster sind. Offen-
bar wird diese Forderung fiir kleinere g immer unerfiillbarer. Die Anteile der
anderen Muster sollen zwar immer kleiner werden, aber nie verschwinden.
Bei g = 0 ist einfach Z = 0, es gilt a, = 0Vp > 2 sowie a; = 1.
Endlich sollen die anderen Muster iiberhaupt keine Anteile mehr besitzen.
Diese Forderung ist viel leichter zu erfiillen und f macht einen Sprung.
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5.3 Ergebnisse fiir <<N(C¥, g = %,’Y = 0475>>>

In diesem Abschnitt stelle ich als wichtigstes Ergebnis der vorliegenden Ar-
beit die Energieabhéngigkeit der unkorrelierten metastabilen Zustédnde vor.
Die in Abschnitt 4.4 aufgefiihrten Sattelpunktgleichungen wurden auf dem
Rechner gelost, und es wurden die Exponenten

f(a,g = 1,7 = a,é)
2
fiir verschiedene e-Werte bestimmt.

Die in Abschnitt 4.1.1 durchgefiihrte Mittelung erfafit wieder nur Zusténde,
die zu allen Mustern unkorreliert sind (,,unkorrelierte Zusténde*). Weiterhin
wird nur der Fall v = «a betrachtet, den wir mit dem Projektornetzwerk
ohne Selbstkopplungen J;; identifizieren méchten. Nur fiir dieses Modell exi-
stiert namlich ein Hamiltonian fiir die serielle Glauber-Dynamik bei endli-
cher Temperatur 7 (sieche Abschnitt 2.1). Kanter und Sompolinsky [KaSo87]
haben fiir dieses Modell die Replica-Rechnung durchgetfiihrt und die lokalen
Minima der Freien Energie bestimmt. Dabei durften sie im Hamiltonian die
Selbstkopplungen mitzahlen, weil diese nur einen konstanten Beitrag liefer-
ten:

1 o' 1
i, (i) i
‘H war dann trotzdem ein Hamiltonian fiir die serielle Glauber-Dynamik
ohne Selbstkopplungen.

Im Grenzwert 7 — 0 erhielten sie lokale Minima der Energie fiir ver-
schiedene Parameterbereiche. Uns interessiert natiirlich ihr Ergebnis fiir die
lokalstabilen Spinglaszustdnde. Diese sind besondere unkorrelierte metasta-
bile Zusténde und werden folglich von unserer Rechnung mit erfaft.
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Abbildung 5.13: Spektren (&; f(¢)) fir o« = 0.05; 0.005
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Abbildung 5.14: Die beiden Nullstellen und das Maximum im Spektrum als
Funktion von «. Zusatzlich sind noch die Simulationsergebnisse von Kanter
und Sompolinsky eingetragen.
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Abbildung 5.15: wie Abb. 5.14, logarithmische Darstellung.
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Abbildung 5.16: Die Kurven fiir €,,4, in den Féllen v = 0 und v = «.

In den Abbildungen 5.12 und 5.13 sind Kurven

(5 (ws=57=02))

fir verschiedene a—Werte zu sehen. Eine solche Kurve stellt das Energieband
dar, in dem (unkorrelierte) metastabile Zustande existieren, ich gebe ihr des-
halb den anschaulichen Namen ,Spektrum®“. Anders als beim SK-Modell
(sieche Abschnitt 2.3.4) gibt es hier nicht nur ein Spektrum. Fiir « — 1 wer-
den die Spektren hoher und schmaler, fir &« — 0 werden sie niedriger und
ebenfalls schmaler.

In Abb. 5.14 und Abb. 5.15 sieht man die drei markanten Punkte in den
einzelnen Spektren aufgetragen: Man kann die a—Abhéngigkeit der linken
und rechten Nullstellen sowie der Maxima ablesen. Die Kurve der Maxima
aufzustellen bereitete dabei wenig Milhe, denn €,4; ist nach G1.(4.59) durch
die Sattelpunktvariable Z bestimmt,

1
Emaz = '2-(1 = CY)Z y

die bereits aus der Losung der Gleichungen in Abschnitt 4.3 bekannt ist.
Den Funktionswert f(a,g = %,’y = a,smaz) haben wir ebenfalls schon in
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Abschnitt 4.3 ausgerechnet und koénnen ihn aus der obigen Abbildung 5.1
ablesen.

Nebenbei bemerkt bereitet dies alles auch im Fall v = 0 wenig Miihe. In Abb.
5.16 sehen wir die beiden Kurven fiir €,,4, im Vergleich.

Auflerhalb der Bander ist f < 0, es gilt sogar

1
f— —oo fiir 5—)5 bzw. € —0.

Nach der Jensenschen Ungleichung kénnen wir analog der Betrachtung in Ab-
schnitt 5.1.2 wieder ausschlielen, daff (unkorrelierte) metastabile Zusténde in
den Bereichen mit f < 0 existieren. Wir schliefen wieder nicht aus, daf} einige
metastabile Zustédnde, die aus der Mittelung in Abschnitt 4.1.1 herausgefal-
len sind, in den fiir unkorrelierte metastabile Zustédnde verbotenen Bereichen
leben konnen. Wir nehmen wieder an, dafl ihre Zahl nicht exponentiell in N
geht, da wir erwarten, dafl unkorrelierte Zustéande iiberwiegen, sobald expo-
nentiell viele Zustdnde auftreten.

Insbesondere die von Kanter und Sompolinsky erwahnten ,, Mischzusténde*
(sieche Abschnitt 3.2) kénnen im verbotenen Bereich liegen und weit niedri-
gere Energien als die unkorrelierten metastabilen Zusténde haben. Betrach-
ten wir als Beispiel den Dreier-Mischzustand

Si=sign (& + & +&) Vi

Dann gilt m, = O(ﬁ) fir v > 4 und m; = my = msz = %, das gleiche
Verhalten zeigen die

P
ap = Z Clvmmy, ~ my,

v=1

N & 1 1 3
e = — N*'3'*:*:0375
M QNEQ“"”“ 27178
Dies gilt im a—Bereich (0, a3 = 0.1), denn aufgrund des Rauschens (in den
a,,m, fiir v > 3) ist der Dreier-Mischzustand nur bis ag metastabil (siche
[KaSo87]). In Abb. 5.15 sieht man, daf e); = 2 zumindest fiir v < 0.01 iiber
den oberen Nullstellen von f fiir die unkorrelierten Zusténde liegt!

Beziiglich der unkorrelierten metastabilen Zusténde selbst sind jedoch
diese oberen Nullstellen exakte obere Schranken fiir die € der Spinglaszusténde,
welche ja besondere unkorrelierte metastabile Zusténde sind. Das ist nichts
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anderes als die Wiederholung der Argumentation von Roberts fiir das SK—
Spinglas (siehe Abschnitt 2.3.4).

Vergleichen wir also unsere Kurve der oberen Nullstellen mit der Kurve fiir
die Energien der lokalstabilen Spinglaszusténde von Kanter und Sompolinsky
(siche auch Abschnitt 3.2). Im Bereich links von

g = —
fiir den nach Kanter und Sompolinsky die lokalstabilen Spinglaszustdnde
noch existieren sollen, liegen von einem « an die Energien iiber den oberen
Nullstellen aus Abb. 5.14. Fiir & — a, (—) gilt sogar ¢ — 1. Das ist ein
Widerspruch!

Die Replica—symmetrische Rechnung liefert also fiir 7 — 0 falsche Ergeb-
nisse. Dies liegt vermutlich an der Brechung der Replica—Symmetrie, die sich
fir 7 — 0 stark auswirkt. Vermutlich ist in Wirklichkeit o, = 1, fiir alle o
gibt es wohl Spinglaszusténde.

Das haben Kanter und Sompolinsky bereits vermutet. Sie wollten ihr
Ergebnis fiir oy mit folgender Simulation testen:

Unkorrelierte Zusténde (mit g = 1) werden dem seriellen 7 = 0-Glauber—
Prozef (ohne Selbstkopplungen) unterworfen. Die Zusténde, die wihrend des
Prozesses durchlaufen werden, sind auch alle unkorrelierte Zustéande, weil der
Anfangszustand weit auflerhalb des Attraktionsradius liegt. Die (mittlere)
Energie der Endzustdnde wird gegen o aufgetragen.

Ein Blick auf Abb. 5.14 und Abb. 5.15 zeigt, dal die Simulationsergeb-
nisse stets zwischen der Kurve der ¢,,,, und der Kurve der oberen Null-
stellen liegen. ay = 1 — % ist in keiner Weise ausgezeichnet, so dafl die Er-
gebnisse der Replica—Rechnung bereits aufgrund der Simulation verworfen
werden kénnen.

Fir a — 0 und a — 1 laufen alle Kurven zusammen. Man kann die
Grenzwerte also mit Hilfe der Kurve (o, €,4) bestimmen. Mit Gl.(4.44)
und Gl.(4.51) erhélt man fiir € (!)

A, (5.20)



1 1 1
:>8%2'(1 oz)'l_oé—2 (—1). (5.21)
Die vorliegende Arbeit liefert folglich eine Voraussage fiir die Kurve der
Energien der Spinglaszusténde. Eine Rechnung unter Beriicksichtigung der
Replica-Symmetrie-Brechung muf} eine Kurve liefern, die zwischen der Kurve
der €,,4, und der Kurve der oberen Nullstellen liegt. Auflen muf sie die Grenz-
werte % und % annehmen. Die Kurve von Kanter und Sompolinsky liefert

ebenfalls

1
— — — 0
€= (c )

und gibt vermutlich fiir kleine o gute Werte.

Zuguterletzt weise ich noch auf eine verbliiffende Analogie zum SK-
Modell hin: R. D. Henkel und W. Kinzel haben fiirs SK-Modell fiir verschie-
dene Arten der seriellen 7 = 0—Glauber-Dynamik die mittleren Endenergien
simuliert [HeKi87]. Ein Vergleich mit der Kurve von Roberts zeigte auch hier,
daf} der dynamische Prozef} iiber das Maximum im Spektrum hinauslauft und
auf mittlerem Wege zwischen Maximum und Spinglas—Grundzustandsenergie
stehenbleibt. Diese Analogie und die offenbar richtigen Grenzwerte (5.20) und
(5.21) stellen wichtige Tests fiir die Rechnung in Kapitel 4 dar.
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5.4 Vergleich des Projektor—Netzwerks mit
dem Hopfield—-Modell im Fall a — 0

Die vorliegende Arbeit liefert einen Einwand gegen die Erwartung:
LFir a — 0 wird das Projektor—Netzwerk zum Hopfield-Modell.“

Man wird zu dieser Erwartung veranlafit, wenn man sich den kombinier-
ten Uberlapp eines Musters mit allen anderen (Zufalls-) Mustern ansieht

[KaSo87]
p 1 2 N ) D
Ci, = — 4%’:(’)(1/):(9 .
Man denkt sich also, dafl fiir « — 0 die Nebendiagonalelemente in der Kopp-

lungsmatrix (C),) keine Rolle mehr spielen, (C,) also so gut wie diagonal
ist. Dann sind die Kopplungen des Projektornetzwerks

1 — v
Jij = N ZSZM(C 1)#”5]’
w,v

identisch mit den Kopplungen

1 p
By = Yo
J N = J
des Hopfield-Modells. Die Modelle sollten also in allen wichtigen Eigenschaf-
ten iibereinstimmen. Testen wir diese Vermutung an der Zahl der metasta-
bilen Zustande.
Zuerst beobachtet man im Fall g = % das gleiche Verhalten fiir die Expo-
nenten:

Hopfield-Modell (Gl.(2.34)):

1 o o} 2 9
fH<oz,7 =a,g0= Q,Smw) = —§lnoz—|— 2(111 <7r> — 1) + (’)(a ) .
Projektornetzwerk (Gl.(4.46)):
1 a e} 2 2 9
fp(Oé,’}/ =a,9= 2,5,%1) = —21na+2(ln <7r> —1—1In (1 = W))—i—@(a ) .

Die Maxima in den Energiespektren verhalten sich ebenfalls gleich in beiden
Féllen:

1
Emaz — — (o — 0)
s
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(siehe G1.(2.37) und GI.(5.20)).

Fir die Abhangigkeit vom Hamming-Abstand erwartet man deshalb auch
ein vergleichbares Verhalten der beiden Modelle. fi sollte sich an fp an-
schmiegen und erst fiir ein sehr kleines g wieder positiven Werten zustreben.
Dies ist nicht der Fall, wie Abb. 5.17 aufzeigt. Auch fiir kleinere a sind die
beiden Modelle unterschiedlich. Das gleiche gilt im Fall mit Selbstkopplungen

(v=0).

0.004 __
-0.104
-0.204
ol --- Hopfield
— Projektor
T lr\'llll‘ ¥- T l'lllll T T IIlllII T
0.00010 0.00100 0.01000 0.10000

Abbildung 5.17: Vergleich von fp mit fg fiir @ = 0.0001 im Fall v = a.

Der prinzipielle Unterschied der beiden Modelle besteht darin, daf die
Kopplungen des Hopfield-Modells eben doch keine exakten Projektorkopp-
lungen sind. Die Projektormatrix legt namlich strenge Zwangsbedingungen
an, die beim Hopfield~-Modell nicht auftreten. Als Beispiele seien genannt:

1. Die lokalen Energien der Muster sind fiir das Projektornetzwerk exakt
1, beim Hopfield-Modell geniigen sie einer GauB-Verteilung um 1 mit
der Standardabweichung /a.

2. GL.(5.6) legt fiir v = 0 die strenge Zwangsbedingung
N N
Sa =3
i=1 t=1
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fiir die lokalen Energien fest.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

Dieses Kapitel dient in seinem ersten Teil der Zusammenfassung der aller-
wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit. Dabei werden die umfangreichen Vorbe-
reitungen in den Kapiteln 2 bis 4 vorausgesetzt, die getroffen wurden, um die
Vorstellung und Interpretation der Ergebnisse in Kapitel 5 zu ermdéglichen.
Der zweite Teil des Kapitels gibt einen kurzen Ausblick auf die Rechnungen,
die man im Zusammenhang mit der urspriinglichen Aufgabenstellung noch
durchfiihren kénnte.

6.1 Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit befafite sich mit der Berechnung der Zahl A/ der meta-
stabilen Zusténde bei einem Neuronalen Netzwerk mit Projektorkopplungen.
Die Kopplungen sind gegeben durch

1 o r— v
Jij = N Y (O YW
1,V

wobel
1

N
Cﬂz/ - N Z &ugf
=1
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die Korrelationsmatrix darstellt. In dem Netzwerk wurden p = a/N Muster
gespeichert. Die metastabilen Zusténde wurden der Zwangsbedingung

N
)\i = SZZJ”SJ >y Vi
j=1
unterworfen, wobei 7 die Stabilitdt genannt wird. Der Fall v = a wurde dabei
mit dem Projektornetzwerk ohne Selbstkopplungen in Verbindung gebracht.
Zusétzlich zur Stabilitdt betrachtete ich noch die Zwangsbedingungen
Hamming—Abstand g und negative Energie pro Spin e:

1 X, 1—m 1
— Y¢S, g= L e=-—YJySiS; .
m Nl.zlg’ 9 2 c DN &= 171

Aus vorherigen Betrachtungen fiir N bei anderen Modellen (Spinglédsern und
Hopfield-Modell) heraus machten wir den Ansatz

Nh
N =e'",

wobei h fiir grole N als selbstmittelnd vorausgesetzt wurde, sofern zufillig
ausgewiirfelte Muster zugrunde gelegt worden waren. Die Jensensche Unglei-
chung besagt dann, dafl der direkte Mittelwert von N iiber die Muster eine
obere Schranke fiir den typischen Wert

() = - (WAD) <+ In ((A)) (6.1

ist.
In der vorliegenden Arbeit wurde ((N')) berechnet. Fiir grofe N lieferte
die Sattelpunktintegration das Ergebnis

(V) <exp (N f(a,g,7,¢€)) -

Die Sattelpunktgleichungen zur Berechnung von f wurden gelost. Die wich-
tigsten Ergebnisse in den einzelnen Parameterbereichen sind:

1. Abb. 5.1 fiir f(a,g = %,7,57%56) in den Féllen v = 0 und v = a. Fiir
v = 0 ist der Grenzwert f — In2 (a — 1) anschaulich klar, denn bei
einem Projektornetzwerk, in dem p = 1- N linear unabhingige Muster
gespeichert sind, ist jeder Zustand metastabil.

Im Fall v = « ist dasselbe Grenzverhalten iiberraschend, denn selbst
die Muster sind im Fall v = 1 instabil, f nimmt seinen Grenzwert im
Fall & =1 also nicht an.
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2. Die Abhéngigkeit von f vom Hamming—Abstand g wurde in den Féllen
7 = 0 und v = « untersucht. f(a, g, 7, Emaz) st grofer, als wenn die
metastabilen Zustéinde gleichméflig im Phasenraum verteilt wéren. f

ist fiir g € (0, 3] steng monoton steigend mit g, wobei in der Regel

gilt f(¢ — 0) < 0. Dies besagt dann, daf in der Umgebung der Muster

(fast) keine metastabilen Zusténde liegen.

Das Projektornetzwerk macht also die Muster stabil und schafft um
die Muster herum gleichzeitig ein , Vakuum®. Die Nullstellen von f
beziiglich g kann man als untere Schranken fiir die Attraktionsradien
bei der seriellen 7 = 0-Glauber-Dynamik auffassen.

Aus dieser Uberlegung folgen dann die maximalen Speicherkapazititen
Qe = % fiir den Fall v = 0 und . = 1 fiir den Fall v = «, den wir ja
mit dem Fall ohne Hauptdiagonale identifizieren wollen.

3. Schlieflich wurde noch die Energieabhéngigkeit von

1
f(aug - 277_ Oé,éf)
untersucht. Es wurde nur v = « betrachtet, weil nur fiir das Pro-
jektornetzwerk ohne Selbstkopplungen ein Hamiltonian der seriellen
Glauber-Dynamik existiert. Meine Ergebnisse kénnen somit verglichen
werden mit dem 7 = 0-Grenzwert der Replica-Rechnung von Kanter
und Sompolinsky fiir die Freien Energien der lokalstabilen Spinglas-
zusténde.

Bei festem « liefern die Kurven (e, f(¢)) ein Band, in dem unkorrelierte
metastabile Zustéinde auftreten kénnen. Aus Simulationen der Endzu-
standsenergien beim SK-Spinglas ist bereits bekannt, daf} der serielle
7 = 0-Glauber-Prozel zwischen Maximum und rechter Nullstelle in
der Kurve stoppt. So verhélt es sich auch hier. Die rechten Nullstellen
sind wie beim Spinglas obere Schranken fiir die (negativen) Energien
(pro Spin) der lokalstabilen Spinglaszustéande.

Dadurch konnte das Ergebnis der Rechnung von Kanter und Sompo-
linsky fiir die Energien der Spinglaszustinde widerlegt werden. Es gibt
offenbar bei allen Werten von « lokalstabile Spinglaszusténde.

Zusétzlich zu den obigen zentralen Ergebnissen wurden die folgenden zwei
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Ergebnisse fiir das Neuronale Netzwerk mit Projektorkopplungen gewonnen,
die, soviel ich weif}, bisher nicht bekannt waren:

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der J;; ist eine f—Verteilung mit Mit-
telwert a und Streuung

a(l — )
T+1

e Die Projektormatrix zwingt den lokalen Energien die Zwangsbedingung

)\i — Z)\f

i=1 i=1

auf. Die Gesamtenergie kann deshalb auch fiir gewohnliche Zustédnde
nie positiv werden. Metastabile Zusténde, die einen Anteil im Ortho-
gonalraum der Muster haben, miissen einige A; mit A; > 1 haben.

Fiir das Hopfield-Modell berechnete ich ebenfalls die e-Abhéngigkeit von
f. Die Grenzwerte
1
£— — (v — 0)
T

und

gmam
Ja 0506 = Sgpinglas

(v = 00)

bestétigen die Richtigkeit des neuen Ergebnisses.

6.2 Ausblick

Obwohl in dieser Arbeit die interessantesten Parameterbereiche vorgestellt
worden sind, in denen f(a,g,7,¢) untersucht werden kann, gibt es weitere
Kombinationen von Parametern, die man sich anschauen kann. So kénnte
man z.B. die g-Abhéngigkeit von f bei verschiedenen vorgegebenen e aus-
rechnen. Dazu miiite man jedoch wieder die sich aus Gl1.(4.18) ergebenden
komplizierten Sattelpunktgleichungen l6sen.
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Grundlegende Erkenntnisse wiirde ich mir von einer Replica—Rechnung
versprechen, die zum Ziel hétte, den (gemittelten) typischen Exponenten

() = - (m A7)

zu bestimmen. Diese Rechnung wird besonders kompliziert, wenn man die
Parameter g,y und e einbaut. Sie bietet aber die Moglichkeit festzustellen,
wo f einen zu hohen Wert fiir ((h)) veranschlagt. Die rechte Nullstelle der

Kurve
(e, ({h(e))))

diirfte somit eine gute obere Schranke fiir das € der Spinglaszustédnde liefern.

Der Vollstandigkeit halber sei noch auf die (gemittelte) Zahl N(7) der
Losungen der TAP-Gleichungen verwiesen. Die Bestimmung von N (1) stellt
eine Moglichkeit dar, die Temperatur in die Rechnung zu integrieren. Fiir
7 — 0 verschwindet das Rauschen, und immer mehr Zusténde werden stabil.
Ich erwarte, dafl der Grenzwert das gleiche Ergebnis ((h)) wie die Replica—
Rechnung liefert.

Die metastabilen Zusténde sind vor allem fiir die serielle Dynamik von
Bedeutung. Die Paralleldynamik hingegen hat im vorliegenden Fall aufler me-
tastabilen Zusténden auch die zahlenméBig bei weitem iiberwiegenden Zwei-
erzyklen als Endzusténde. Die Berechnung der Zahl der Zweierzyklen nach
Anhang D kann allerdings nur eine Ergénzung der dynamischen Betrachtun-
gen in [HeOp90] darstellen, sie wird nicht dazu dienlich sein, die interessan-
ten Effekte in der remanenten Magnetisierung bei der Paralleldynamik zu
erklaren (siehe [HeOp90]).
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Anhang A

Gaufl—Integrale und die
®—Funktion

A.1 Gaufl—Integrale

Es werden zwei hiaufig verwendete Gaufi-Integral-Formeln aufgefiihrt:

e 1 dz 1 c?
—_— 2 e — J—
/ exp( 2bz +cz) NG exp <2b) : (A.1)

—0o0

dabei muf} b > 0 sein. ¢ kann komplex sein. Man nennt die Formel dann
auch oft ,,Hubbard-Stratonovich-Identitét“ [Hu59]. Sind b und ¢ rein
imaginar, so handelt es sich um das sogenannte ,, Fresnel-Integral“. Die
Konvergenz ist dann ebenfalls gesichert.
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2. Sei C eine reelle symmetrische positiv definite Matrix und J irgendein
Vektor, der auch komplexe Komponenten haben kann. Dann gilt (siehe

[NeOr88]):
ﬁyood% exp(—lsz’ x +§1’:x J)
v=1_" V2 2 v S v=1 o

= (det C) 2 ( > Ju(C )

[TRY

[un

In Vektorschreibweise lautet die Formel

P +ood 1
(1,1;[1_/ \/Z_:r) exp (—QxTCx+$ J)

— (detC)"F o (;ffc—lf) . (A.2)

A.2 Die ®—Funktion

Die Definition der ®—Funktion ist

O(t) = j;—ﬂ e 2 (A.3)
Es gelten folgende Entwicklungen [AbSt65]
() = ;(1 + i ;_ 4 O(t5)) (t — 0) (A.4)
B(t) — 1—1-;27 (—+(9( )) (t—o00)  (A5)
B(t) — —1 . \/127 3 (1 - +0< )) (t = —o0) (A.6)
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Anhang B

Z.ahl der metastabilen

Zustinde beim
Hopfield—Modell

In diesem Anhang wird der direkte Mittelwert der Zahl der metastabilen
Zustinde N (a, g,¢) beim Hopfield-Modell berechnet und insbesondere das
in Abschnitt 2.4 geschilderte Ergebnis fiir die e-~Abhéngigkeit hergeleitet.
Analog Gl.(2.14) gilt

(N (a9, E)))
Z’(ﬁ@(sj ) ijsk>) : 5<E+; ) ijsj5k> . (B.1)

{S:} k(#7) Jk(#7)

Der Strich an der Summe deutet an, daf§ nur iiber Zustdnde mit vorgegebe-
nem Hamming—Abstand ¢ zum ersten Muster summiert wird. Die Darstel-
lung (2.13) fiir die ©-Funktion liefert mit J; = «

N(a, g, E)
; (ﬁ[jd ]) (JH16<)\ ) ZJ]kSkJra)) .

-5(E+2 3 ijsjsk>

3k (#7)
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N o +ic0 +i00
d; d
_ ’(H/dAj/ 2“?) —
(S} . 0 y T y T

J=1 —1300 —300
N

exp[Zu( SZijSk—i-a)—i-w(E—i- ZA) . (B.2)
j=1 = J=1

Dabei wurde 6()\ -5 D k(£)) ijk> verwendet, um

1 1Y
3 > JpS;S,  durch 3 SN
3k(#7) Jj=1

zu ersetzen. Im Gegensatz zur Rechnung im Anhang C fehlen in der Energie
die Selbstkopplungsterme. Analog zu den Gl.(4.8) folgenden Betrachtungen
in Abschnitt 4.1.1 wird jetzt die Spur tiber die {S;} ausgefithrt. Wichtig
ist dabei die Voraussetzung, daf die {S;} keine Korrelation zu den anderen
Mustern £, v > 2, besitzen. Mit den ¢}’ sind dann die ¢} := S;¢%, > 2,
ebenfalls Zufallsvariablen und man erhélt nach Umordnung der j—Indizes und
Mittelung iiber die o}

Wies ) = (3] (H [y ] Zﬁ) w

exp

N Ng
wE+Z<u] (A +a)+ w/\>—|—z,uj(1—2g)

=1

+ Z Mj(29—1)]'

j=Ng+1

{{=Enmm))) oo

Nach Ausfiihrung der Mittelung iiber die 0% wird der sich ergebende cosh bis
zu O(%) entwickelt und In(1 + ) ~ = sowie Gl.(A.1) verwendet:

(ol gl
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ds 1 N N
= dS —_— e s| S — ;S
_Zo s 9mi 9N {Z:} Xp ( FN;UI{) /—N]z_:ll’bj j
+o0 +i00 N
ds g 2
= 2 68 Z cosh
ZO as ) o ]1_[1 5 COS \/_(MJS—I— s)
—+o00 +i00 1
~ _/ ds _/ — % exp [2]\[]2:1 (uf S? + +2sSpu; + 52)
7 as 1

Jetzt werden die zwei Sattelpunktvariablen

1 X, 1
U=— : d V=—_ :
sz_:l,uj un N;,u]

eingefithrt. Das Integral iiber S wird ausgefiithrt und man erhélt folgendes,
nachdem man Substitutionen in den \; durchgefithrt und ¢ = —% gesetzt
hat:

(W(age)h =

Y [av [ y e pdv / N
Ng) . ‘ 2m1 i 2m 2mi

— 400 —100 —00 —1400

exp (N[—we+uU+vV — %ln ((V—i— 1)% - U)D

. Ny
[e’e} “+100
d i 1
/ d\ / 2—:@ exp _u/f—iru()\v)—l—zw()\a—l—qu)])
a+(1-2g) —100
0 +ico -~ N(1-g)
/ dA/dﬂex —up’® + ()\—v)—l—lw()\—a—(Q —1))}
. | omi p i W 5 9
a—(1-2g —100
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Da sich die letzten beiden Faktoren nur im Vorzeichen von m; = 1—2¢g unter-
scheiden, reicht es aus, den ersten von ihnen zu berechnen. Die p—Integration
wird mit Hilfe von Gl.(A.1) ausgefiihrt. Im verbleibenden A-Integral wird

anschlieSend . )
= o (o s
Nem v—|—2( u)w

substituiert. Wir erhalten
(N(a,g,9)))
“+i00

_ N2 +/oodU / d7u +ioodl +oo dU +i0c0 dw |

Joomi i Joom ) oomi
~exp (N f(a,g,e,u,U,v,V,w)) (B.4)
mit
fla,g,e,u,Uv, V,w)
_ —w5+uU—|—vV—%ln((V+1)2—U)+

1 N 11 1 20 2
“wl— 1-2 S Z(—92 — .
tau(-at-20°) +3 —2u<v+2( u)w> 2 u
+gln®(t) + (1 —g)!1 c1>(t)+i1 N (B.5)
gm Al g) m{t2 Nﬂ Ng) .
dabei ist
. v+ 3(—2u)w —a — (1 —2g) ; v+ 3(—2u)w — a+ (1 —29)
1= s 2 = .

ou —2u

® ist die ®-Funktion (siche Anhang A.2). Fiir grofie N faft man Gl.(B.4)
als Sattelpunktintegral auf. Dann ist

(N g,2))) oc eV I@oe)

wobei f(a, g,¢) Sattelpunktwert iiber w, U, v, V,w von f(a,g,e,u, U, v, V,w)
aus Gl.(B.5) ist. Durch Ableiten nach U und V ersetzt man diese GroBen
zunachst am Sattelpunkt. Auflésen der beiden Gleichungen

of _, 0 _

ou av_o
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liefert

V+1)7>-U= 5 (B.6)
v
U2 (0%
- @ + % . (BS)

Um w aus dem Argument der ®-Funktion zu beseitigen, substituiert man
1
vV =v+ 5(—2u)w : (B.9)
Nach Einsetzen ergibt sich unter Verwendung von Gl.(B.6) bis G1.(B.8):

a,g,e,u,v,w) =
f( 7g7 ? J )

+%—%lna—glng— (1—g)ln(1—g)—|—%1n(_2u)+
1 (U’)2 ,
5 “og Y +gIn®(ty) + (1 — g) In O(ty) . (B.10)

Dabei wurde noch der asymptotische Ausdruck fiir % In (( gg)) fiir grofle N
verwendet (Gl1.(4.12)). Zudem gilt
v —a—(1-2g) v —a+(1-2g)
B vV —2u noT VvV —2u '
Da die Jacobi-Matrix der Transformation (B.9) nichtsingulér ist, reicht es
aus, den Sattelpunkt von f aus Gl.(B.10) beziiglich den Variablen wu, v’ w
zu suchen. Ableiten nach w erleichtert die Arbeit nun wesentlich, denn man
erhélt sofort den Sattelpunktwert von u aus der Gleichung

E (1-29)° o 1

Setzt man Gl.(B.11) wieder in GI1.(B.10) ein, so stellt man fest, dafi der
Sattelpunktwert von w fiir die weitere Betrachtung unerheblich ist. Es ist
also nicht erforderlich, w aus der Gleichung

1

8f(a7 g? 87 u? ,U,7 w)

=0
ou
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zu bestimmen. Mit den Substitutionen
—2u=aa und v —a=—ba

folgt das in G1.(2.30) angegebene Endergebnis.

Der Grenzwert von f fiir @ — oo wurde numerisch bestimmt, wahrend
Ergebnis (2.34) fiir « — 0 einer zu Abschnitt 4.3.2 analogen Betrachtung
entstammt:

Am Maximum von f (a, g=1

55 6) beziiglich ¢ ergibt sich die Sattelpunkt-

gleichung: ( )
o1 ()
r= ol CD((T’\/%)) . % (B.12)
mit b = —r und a@ = -

1—7?

wobei €,,4, nach G1.(2.32) aus a folgt.

Mit dem Ansatz

1 —7r=ra+ra+ (’)(a?’)

\/fr—>0 (a = 0)

erfiillt, und man kann GI.(A.4) verwenden. Auf der rechten Seite von Gl.(B.12)
steht dann auch eine Taylorreihe in o. Nach Koeffizientenvergleich erhélt man

ist dann

r=1—mna— <—27r2 + 27r>a2 + O<a3) )

Daraus folgt

und

118



Anhang C

Nebenrechnungen zu Kapitel 4

C.1 Die Mittelung iiber die of

Vernachléssigung von Termen der Ordnung (’)(ﬁ) bei der Mittelung iiber
den letzten Faktor von Gl.(4.9) liefert

<< exp [\/%g:léaf(—%m + (N — 1))] >>

1 NP9 1
= — expl...] = — cosh | ——= (—a,u; +1,(N\; — 1
9N (p—1) {UZ“} Xp[ ] ]1;[1;52 2 (m( ikl H( J )))
N p ,
~ gl_[mll exp [ln<1+2N( appty + 1, (N — 1)) )]
[~ p 1 9
~ exp ZZﬁ( appty + (A — 1))
=1 p=2
C ) 2 2
~ exp Z§(X()\j—1) —2Y,uj()\j—1)+Z,uj) :
[7=1
wobei X, Y, Z Abkiirzungen fiir
12, 12 1,
X =— l Y =— l 7 =—
Nuz_;lm N/;%m NMX_;%

sind.
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C.2 Berechnung des Gaufi—Integrals zur Po-
tenz p—1

Wir wenden wiederholt G1.(A.1) an und erhalten

+i00

/ da / I exp [ zl? — yla — zaz}
1 7‘” dl (v -1
\/ﬂ_ioo omi P 4z OV — Az

C.3 Berechnung des Gauf3—Integrales zur Po-
tenz Ng

Berechne das Integral zur Potenz Ng: I,. Ich verwende wieder Gl.(A.1) und
erhalte:

1 1
57 M=) +ar + Y)® + WA+ 01— A) + S X(1 - A)?
Ich fiihre die Abkiirzung

K=(1-Y)?-XZ

(C.1)
ein und schreibe
a1
] Vor \Z
1 K 1 /1 2
exp[—2-2<)\ K<2wZ—llZ X7 — (a1+Y)(1—Y)>>+
1 K 1 2
1
ﬁ( YY)+ X] :
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Nach der Substitution

TP

und einigen Umformungen erh&lt man schliefSlich

I =

g

1 1 Z 1 w
——InK+ -w? =4+ Z.
exp{ 5 n —i—8w K+2 K

1
5= (122 + 2@ (1 - Y) + 201 - V) +a’X + 20, X + X)} .

- D(ty) (C.2)

| K 1/1

K = (1-Y)Y?-XZ,

t1

AN _1y2
(I)(tl) - /\/%e 2)‘ .

Das Integral zur Potenz N(1 — g) entsteht aus Gl.(C.2), wenn man vor [;
und a; die Vorzeichen wechselt.

(—hZ—-a(1-Y)+K—-1+4Y)

C.4 Vereinfachung des Exponenten Nf am
Sattelpunkt durch Ableiten

Fiir grole N ist das Integral (4.14) durch den Sattelpunktwert von f be-
stimmt. Nach Ableiten nach z,y, 2z kann man diese drei Variablen folgen-
dermaflen durch ihre konjugierten Briider X,Y, Z ersetzen:

%—X « —4z

—_X_——._  _
ox 2 y?—dxz

2
of y_o 2y _
y 2 y?—duz
of a —4x _ 0
0z 2 y2—dxz
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Dann gilt

- 2
xX+yY+zZ:§-m(—4xz+2y —4mz) = (C.3)
und ) ) )
YQ—XZ:a—-4y_16x22: o)
4 (y2 — 41‘2;) y2 —4xz
= y? —daz = L (C4)
Y Y -XZ '

GL.(C.3) und GL(C.4) ersetzen z,y,z in f. Man erhilt so das allgemeine
Endergebnis (4.18).

C.5 Das Ergebnis ((NV(«a,g,7, €max)))

Der Wert von f am Sattelpunkt beziiglich € ist der Wert, den man erhalten
héatte, wenn man die Energieabhéngigkeit nicht beriicksichtigt héitte. Formal
folgt dann w = 0 aus % = 0. Drei der verbleibenden fiinf Variablen werden
folgendermaflen transformiert:

K=01-Y)?-XZ (C.5)

(- XZ) 4V -1 1KY -1 o)
Ja-Y)? - x7 VK '

6= —CL1<1 —Y) — llz o —a1(1 —Y) — llz 7 (07)

Ja-v?-xz VE

a; und Z bleiben gleich.

Die Jacobi-Determinante der obigen Transformation ist von Null ver-
schieden, falls Z > 0 und K > 0 sind. Dies ist in den spéter berechneten
Sattelpunkten der Fall. In Umgebung der Sattelpunkte ist die Transforma-
tion somit nichtsingulér. Die Umkehrtransformation ist

YV =rVK —(1-7)K +1 (C.8)
X = ;((r\/E—u—y)K)Z—K) (C.9)
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I = —Z(\/Es —ay(rVK - (1-79)K)) . (C.10)

Setzt man diese drei Gleichungen und w = 0 in G1.(4.18) ein, so ergibt sich

nach einigen algebraischen Rechnungen

fla, 9,7, Emaz, K7, Z, 5, 41) (C.11)
= —(l—-a)ln(l—a)—alnha—glng—(1—g)In(1 —g)+

1
—l—gln(Zr\/?—(l—ny)K—l—l) — Sk +

—ay; — \/_8

( 2rx/_+(1—27)K—1)—ia1 + (29— )

27

+ (29— VWK +ﬁ+

+gllnq><r\/+;) + (T;FZS> ] +(1-g) [mcb(r\/_;) G 2—23)2]

Durch die Substitution wurden also die Ausdriicke in a; isoliert und die
Argumente der ®-Funktionen auf symmetrische Form gebracht.
of

1
:>a—a1 O:>Z(29—l+a1)—0:>a1—1—2g (C.12)

Setzt man a; in GL.(C.11) ein, so ergibt sich nach Umformungen

Y
+ 7\/_r
Z

<<N(a7g7r}/7€maz)>> X €Nf(a’g’%€ma?c) ,

wobei f(a, g,7,Emaz) der Sattelpunktwert {iber die Variablen K, r, Z, s von
dem folgenden Ausdruck ist.

f(aag777€mazyK,7’, Z, S)
= —(l-ao)lh(l—a)—alha—glhg—(1—g)In(l —g)+

|
+%ln(2r\/E—(1—27)K+1) — 5K +

+i(r2_2rx/f(1—7)+(1—7)2f(—1+32)+

27
N (292—21)2 (2 1)27“5 — 253(1 —) N
+gln<1><r\/%8> +(1—g)1n<1><r\/_28> . (C.13)
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C.6 Herleitung der Sattelpunktgleichungen
zur Berechnung von (N («,g,7, €max)))

Jetzt werden die vier partiellen Ableitungen von f(«, g,7, €maz, K, 7, Z, ) aus
GL.(C.13) gebildet. Man erhalt

of _

0K

=1 -2y 1
0 = <. i~ ) -4 (C.14)
2 VK —(1-29)K+1 2K

b g (- =+ =) 4 g == =)
of
S =0=
o WK 1
0 = 2.QT\/F_U_MKH+QZ(2T—2\/E(1—7))+
1 g ()  1-—g (&)
B AR AR TV IR TS
of
@ZO:>
0 = 2+212.(2g—1)-(2r—2\/ﬁ(1—7))+
¥t) 1 (L) 1
0 vt 00w (yp) @
of
a—Z:O:>



0 = —2122( 2—2rﬁ(1—7)+(1—7)2f{—1+52)—2122-(2g—1)2+
— 21Z2 (29 — 1)(27“3 —2VKs(1 — 7)) +
() glrts) P() (1—g)(r—s)

O(t) 22vZ  P(ta) 277

(C.17)

Ziel der folgenden Rechnung ist, » und K durch zwei verbleibende Sat-
telpunktvariablen zu ersetzen.
Die Gleichungen (C.18) := (C.15) + (C.16) und
(C.19) := (C.15) — (C.16) erhalten dann jeweils nur eine Phi-Funktion:

VK 1 —
0= O"2r\/K—(1—27)K+1+2Z(2r+23_2 K(=m)+
29 -1 29 (1)
+ 57 -(27‘—1—28—2\/}((1_7))‘{‘\/?'q)(tl) (C.18)
VK 1 —
= O"zr\/K—(1—2v)K+1+2Z<2r_28_2 K -m)+
29 — 1 2(1—g) '(t2)
+ =55 -(—27"—{—25—}—2\/[((1—7))—1— NN (C.19)

enthalten dann jeweils nur eine Phi-Funktion. Man verrechnet mit G1.(C.17)
und erhélt eine weitere Gleichung ohne Phi-Funktion:
(C.20) := Z- ((C17) -2Z + (C.18) -=£= + (C.19) -552 )

YA rvK
VK — (1 —29)K + 1
+sVK(1=7)(29—1) — (1 —=4)’K +1— (29 — 1) . (C.20)

0 =

+rVE(1—7) +

(C.21) := 2ZK- (C.14) + (C.20)

erlaubt dann r durch K und Z auszudriicken

2rvVEK — (1 —29)K

0=2
“wVE —(1— 29K +1

—Z+1-(29—1). (C.21)
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Die Gleichung wird nach der im folgenden definierten Hilfsvariablen m auf-
gelost. m hangt nur von Z ab.

Z—1+(29-1)

2rvK — (1 -29)K = =: C.22
m + 1 hat dann folgende einfache Form
Z
m+1= a (C.23)

1—Z(1—a)—(29—1)""

Jetzt mufl man noch K in Abhéngigkeit von Z und s ausrechnen. Man setzt
m =m(Z) und r - VK in die Gleichung
(C.14) -2ZK ein und erhélt nach Umformen

_ Z+1—(29—1)2+(1—7)m+23\/f(29_1)(1_,y)

K
(1=27)- (Z(1 =)+ (29— 1)*) +

(C.24)

Der hier beschrittene Weg vermeidet das Auflésen der G1.(C.24) nach VK
Man ersetzt s mit Hilfe von

U=sVK . (C.25)

Dies ist moglich, weil m nicht von s, sondern nur von Z abhéngt. U und Z
sind dann die verbleibenden Sattelpunktvariablen. » und K sind Funktionen
von U und Z. Aus den G1.(C.18) und GI1.(C.19) gewinnt man im folgenden
I[terationsgleichungen fiir Z bzw. fiir U.

(C.18)'\/—ZE ergibt mit Hilfe von G1.(C.23)
1 2 m 1 U
7 = — 1-(2g-12+2( L -4
1—a[ (29 >‘+gQK 2+K>
|7 ®'(ty)
29\ — - C.26
Dabei ist U
tl _ r -+ W
N



(C.19)- 475 exgibt mit Hilfe von G1.(C.23) und G1.(C.25)

2(1

U= 2(1[(_9)(1 — (29— 1)* - 2(1 —a))+m;K+@-§g§)} - (C27)

Das Argument der ®—Funktion lautet hier

VZ

Bei der Losung von G1.(C.26) und GL.(C.27) durch Iteration bemerkt man,
daB Z mit g skaliert. Man fiihrt deshalb die neue Variable V ein:

Ei

ty =

A
V=i (C.28)

Mit 4g(1 — g) = 1 — (29 — 1)* folgt dann

_ V4l-g) —49(l-9g) V-1
4g(1—g) —49(1—g)V(l—a) 1-V(I-a)

(C.29)

Damit ist der letzte Schritt getan, und wir erhalten nach Einsetzen von V'
die Gleichungen in Abschnitt 4.2.2.

Zwei andere Iterationsgleichungen gewinnt man durch Umformen der
Gleichungen (4.27) und (4.28):

11 [z
Vl—a)= o 4 =4 = <

(C.30)

(t) | (L)
2k "2 2 VK - )

D(t1)  O(t2)

1 D'(ty)  D'(ta)

U=29g—-1)-K-1-V(1—a)) ZVZK<®(t1) <I>(t2)> . (C.31)
Bei der Losung auf dem Rechner ist G1.(C.31) fiir g in der Nahe von % der
G1.(4.28) vorzuziehen. Fiir kleine g ist GIl.(4.28) hingegen vorteilhaft. Fiir
a — 1 beobachtet man zudem, dafl U und V mit (1 — «) skalieren. Es ist
deshalb in diesem Bereich ratsam, die Ausdriicke U(1 — «) und V(1 — «) zu
iterieren. Fiir die theoretischen Untersuchungen werden spéter jedoch nur die
beiden Iterationsgleichungen im Haupttext verwendet.
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C.7 Néaherungen fiir <<N(a, g = éafyagmax>>>

Wir fithren den selbstkonsistenten Taylorreihenansatz an dieser Stelle fiir
f(a,g = %,7 = a,gmm), also fiir den in Abschnitt 4.3.2 erwdahnten Fall 2
durch. Das Vorgehen im Fall 1 ist ganz analog. Auch die Rechnung zu Ab-
schnitt 4.2.3 ist ganz #hnlich und wird in dieser Arbeit nicht explizit auf-
gefiihrt.

Sei also v = @, g = ,& = Epnqq- Betrachtet seien G1.(4.35) bis GI.(4.40).
Man macht nun den Taylorreihen—Ansatz

Z:g+§jza”=3+2a+o(a2) (C.32)
e 7r ! '

fir « — 0. Nach Einsetzen dieses Ansatzes in Gl1.(4.36) bis GI1.(4.39) erhilt
man mit vy = « fiir die Hilfsvariablen

m:—l—i-g_loz—l—(?(aQ) (C.33)
K:1+a<3+ _2>+(’)(0z2) (C.34)
r= 162 +0(a?) (C.35)

= gli%ﬂo(a?) . (C.36)

Dabei wurden die Ndherungen
VIi+to=1+ 12+ O0(2?)

und
— =1+4z+0(?)
fiir kleine x benutzt.
Es gilt also t = O(«). Man kann folglich G1.(A.4) fir (¢t — 0) verwenden.

Wir erhalten

@(t):;<1+\/§t+0(t3>) =;<1+1.1i‘2>+0(a2) (C.37)

™
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und
- En (o2 o e

Man setzt schliefllich G1.(C.32) bis Gl.(C.38) in die Sattelpunktgleichung
(4.40) ein und erhdlt nach Entwicklung der Exponentialfunktion ®’(¢) bis
zur Ordnung o

(i-l—Zloz)(l—a) _ 71r<1+0"z<21_72r<3+1—12>>>'

™

.2<1— . a2>+1f —|—a+(’)(a2) (C.39)

SEICEERIN

Koeffizientenvergleich in o liefert dann die Identitit
Koeffizientenvergleich in o' liefert Z;, und es gilt

ALY

Z—2 3 2 1_% O(a? C.40
=—+a —;+1_% +0(a?) . (C.40)

Wir entwickeln somit f aus GI.(4.35) bis zu O(a?) und erhalten unter Ver-
wendung von In (1 + z) = 2 + O(2?):

1 __@ (2N _2 2
f(oz,g—2,7—oz,5mm>— 21noz+2(1n<7r> 1 ln(l 7r>)+0<a)

C.8 Berechnung von <<N(a,g = %7%5>>>

Wie in Abschnitt 4.4 beschrieben, erhalten wir das allgemeine Endergebnis
(4.18) mit g =%, a1 =1; = O:

(o= o)) e (=)

wobei f der Sattelpunktwert der folgenden Funktion iiber die Sattelpunkt-
variablen X,Y, Z, w ist:

1
f(avg: 2,7,8,X,Y,Z,U)> =

1 Z
—(1—a)ln(1—a)—alna+ln2+ln<l>(t)+§w2-?+
K+Y-1 X

|
+ o e — fan—i—%ln (V2 — XxZ7) (C41)

tw 2K 2K 2
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Dabei ist K die Abkiirzung K = (1 —Y)? — XZ, und ¢ ist gegeben durch
e (1-9)K+Y -1+ 1wz |
VIZK

Jetzt wird die Variablensubstitution
(X,Y, Z, w) — (K,Y’,Z,w)

durchgefiihrt, um w aus dem Argument ¢ der Phi-Funktion zu entfernen
(Methode 2 in Abschnitt 4.1.2).

K = (1-Y)-XZ

(C.42)

1
Y= Y+ guZ
7 = Z
w = w

Nach Einsetzen in G1.(C.41) und GL.(C.42) erhélt man

1
f(a’g: 77a57K7Y,7Z7w> =

2
1
—(1—a)ln(1—a)—alna+1n2+ln<1>(t)+w<2—5)+
+((Y,_1)2_K)—11 K+ 2m(K+2Y —1—wZ); (C.43)
27K g M T S
- K +Y' —1
g L=VE A . (C.44)

VZK

Durch Ableiten nach w kann man jetzt w durch die anderen Variablen erset-
zen (Methode 1 in Abschnitt 4.1.2):

0f_O:> K +2Y' —1 a
dw v 7 1—2
Nach Einsetzen erhalt man

1
f<(1/,g: 27’7767KaY,7Z> =

(C.45)

1

—(1—a)ln(1—a)—alna+ln2+ln<b(t)+5_€(K+2Y’—1)—|—
o ((Y/_l)Q_K) 1 o aZ

- — ——InK+ -1 . A
2Tk 2" +2n<1—25) (C.46)
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Dieses Zwischenergebnis kann man leicht testen, wenn man den Fall € = €,,,4,
betrachtet. Dort mufl w = 0 sein (siehe Bemerkungen in Abschnitt 4.2.1) und
man erhélt aus G1.(C.45)

K+2Y’—1_ a
7 1= 26

Nach Einsetzen in G1.(C.46) erhélt man dann mit

(1-yK+Y' -1
VK

genau das Ergebnis (4.35) fiir f(a,g = %,fy, gmw).
Schliefflich fithren wir die Substitution

r =

(K, Y',Z) — (P,t,Z)
durch:
(1—-y)K+Y' -1
VKZ ’

Man erhélt dann Gl.(4.54) mit P, ¢ und Z als Sattelpunktvariablen. Die drei
Sattelpunktgleichungen lauten

K
P==
Z?

t= Z=7. (C.47)

of e l-a
07 =0= 25—, =0 (C.48)
of 24+ 1., 1 N 1
g5 = 0=t =) (2 g> (1-2y) = 55 =0 (C49)
of ' (t) - B
—at—0:> <I>(t)+vp< 26 +79)+t=0. (C.50)

Aus GL.(C.48) ergibt sich sofort Gl.(4.55) fiir Z. Die Einfithrung der Iterati-

onsvariablen
/P
2

S (v —2¢) (C.51)

vereinfacht noch die beiden verbleibenden Gleichungen. Aus GI1.(C.49) erhélt
man dann Gl1.(4.56) fiir P. Gl.(4.57) fur ¢ folgt dann aus GIL.(C.51). Die
Iterationsgleichung (4.58) ergibt sich schlielich aus GL.(C.50).
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Zum Schluf sei noch darauf hingewiesen, dafl die Parameter v und € nicht
unabhéngig sind. Es gilt

1 Y 0%
= aAr Ai>77
© 2N§1 2

also ist stets 2¢ —+ > 0. Setzt man nicht erlaubte Kombinationen von Pa-
rametern € und < ein, so haben die sich ergebenden Sattelpunktgleichungen
keine Losung. So erhélt man z.B. fiir 2¢ = v die Gleichung

()

=30

die nur fir t — —oo erfiillt ist.
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Anhang D

Ein Berechnungsverfahren fiir
die Zahl der Zweierzyklen

Berechnet werden soll die Zahl der Zweierzyklen fiir ein Spin—System mit
Kopplungen J;;. Das Spin-System soll der parallelen 7 = 0-Glauber-Dynamik
unterworfen werden (siche Abschnitt 2.1.2), die alle Spins nach der Regel

j=1
auffrischt. Ein Zweier-Zyklus gehorcht fiir alle Zeiten ¢ der Bedingung
Zu einem beliebigen Zeitpunkt gilt somit
N N
j=1 k=1

Z. Liund A.V.M. Herz haben u.a. nachgewiesen [LiHe90]|, dafl man das dqui-
valente Problem

N

j=1
16sen kann. Die Verbannung der sign-Funktion wird dabei durch die Einfithrung
eines ,, groflen Systems® mit

S; = Si(t+ At), o, := S;(t) =sign (h;(t + At)) Vi
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erkauft. S und ¢ sind unabhéngig und setzen sich zum Zustandsvektor (S, o)
des groflen Systems zusammen.

Fiir die Zahl der Zweierzyklen gilt schliefilich

N N ;r 5:! & § ‘z
W =T e(s S um) -0lw £, %503
i=1 ¢

8} (@ =1

Jetzt kann man wieder die é—Funktions-Darstellung fir die ©-Funktion
einfithren und anschlieflend iiber die Muster mitteln.
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