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Einleitung

Diskrete Mathematik stellt ein relativ junges Teilgebiet der Mathematik dar, welches sch
inhaltlich nicht eindeutig eingrenzen 1as4. Es handelt sich vielmehr um einen Zusammen-
schluss verschiedener Themengebiete, wie dwa Kombinatorik, Graphentheorie, Komplexi-
tétstheorie und Kryptographie, die sich in wedselseitiger Beziehung zueinander entwickelt
haben. Gemeinsam ist ihnen de Beschéftigung mit endlichen bzw. diskreten Mengen und
Strukturen. Obwohl viele diskrete Fragestellungen bis weit ins Altertum reichen, haben der
Aufschwung der elektronischen Datenverarbeitung und de Einfihrung der ersten schnellen
Redner die Entwicklung der Diskreten Mathematik in den letzten 50 Jahren stark vorange-
trieben. Seit Beginn der 70er Jahre wurde immer wieder dafiir pladiert, diskrete Inhalte® auch
verstarkt in den Mathematikunterricht zu integrieren. Es gab Empfehlungen zur Behandlung
graphentheoretischer und informationstheoretischer Themen undes wurde gefordert, den Ma-
thematikunterricht stérker an einem ,,algorithmischen Strang” zu arientieren. Vereinzelt wur-
de bereits von einer , Legitimationskrise einer klasssch kortinuierlichen Disziplin, der Ana-
lysis, gesprochen. Trotz zahlreicher unterrichtspraktischer Vorschlége fir den Mathematikun-
terricht liegt eine umfassende Analyse des Themengebiets ,, Diskrete Mathematik® bisher noch
nicht vor. In der vorliegenden Arbeit soll die Bedeutung diskreter Inhalte fir den Mathema-
tikunterricht untersucht werden und es Il analysiert werden, welche Méglichkeiten neue
Tedndogien — insbesondere Tabell enka kulationsprogramme (TKP) — beim Lehren undLer-
nen von (diskreten) Begriffen sowie zur Behandlung diskreter Problemstellungen im Unter-
richt er6ffnen. Die zentrale Fragestellung wird es dabei sein, was unter diskreten Arbeitswei-
sen verstanden wird undin welcher Beziehung diese zum Verstandnis diskreter Begriffe ste-
hen.

Das erste Kapitel vermittelt einen Einblick in die wichtigsten Bereiche Diskreter Mathematik
und ceren historische Entwicklung. Dabei werden Wurzeln diskreter Begriffe und Beziehun-
gen zu anderen Teil gebieten der Mathematik aufgezeigt. Drel Aspekte werden dabei im Hin-
blick auf eine mdgliche Thematisierung diskreter Inhalte im Mathematikunterricht besonders
herausgestellt. Erstens wurde die Entwicklung der Diskreten Mathematik durch zahlreiche
reizvolle (innermathematische) Problemstellungen vorangetrieben, de man historisch der
Beschéftigung mit nattrlichen Zahlen zuordnen kann und de offensichtlich fir viele Mathe-
matiker herausfordernd waren. Zum Zweiten hat die Beschaftigung mit diskreten Fragestel-
lungen de Entwicklung ane@rer mathematischer Gebiete, wie dwa der Wahrscheinli chkeits-
rechnurg, der Analysis, der Zahlentheorie und cer endlichen Geometrie, urterstiitzt und \o-

! Im Rahmen dieser Arbeit werden mit Ausdriicken wie , diskrete Inhalte*, , diskrete Begriffe®, , diskrete Prob-
leme" Inhalte, Begriffe und Problemstellungen aus dem Bereich der diskreten Mathematik bezechnet. Die Ver-
wendung des kleingeschriebenen ,, diskret” soll dabei auf eine weitere Fasaung dieses Begriff s hindeuten. Diskre-
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rangetrieben.? Gleichzeitig und in Wedhselwirkung mit diesen Bereichen erhielt die Diskrete
Mathematik wichtige Impulse zur Etablierung a's eigenstandiges Gebiet. Darliber hinaus und
zum Dritten gewann de Diskrete Mathematik als Werkzeug zur Modelli erung aufgrmathe-
matischer Stuationen an Bedeutung, vor allem bedingt durch de fortschreitende Tedindogi-
sierung der Gesellschaft.

Im zweiten Kapitel wird das didaktische Potenzia diskreter Themen fur den Mathematikun-
terricht untersucht. Hierzu werden zunadst bestehende fadchdidaktische Vorschldge fur die
einzelnen Tell gebiete der Diskreten Mathematik analysiert. Dabei wird insbesondere auch auf
die amerikanische Diskusson un die Bedeutung und Stellung Diskreter Mathematik in der
College- und Highschod-Aushil dung eingegangen, de mit Beginn der 90er Jahre zur Veran-
kerung Diskreter Mathematik in den Lehrplénen des National Courcil of Teaders of Mathe-
matics (NCTM) und damit zu zahlreichen urterrichtspraktischen Vorschldgen fuhrte.

Im Rahmen deser Analyse kristallisieren sich drel fir den Mathematikunterricht wesentliche
Aspekte heraus, die anhand vonBeispielen ill ustriert werden. So hieten diskrete Fragestell un-
gen die Mdglichkeit, verschiedene Problemldsestrategien zu initii eren (Probleml dseaspek).
Zum anderen konren zahlreiche Anwendurgsmoglichkeiten aufgezeigt und der Modell bil-
dungsprozess betont werden (Anwendungsaspek). Schliefdich ermdglichen dskrete Begriffe
und Problemstell ungen einen elementaren Zugang zu wichtigen Begriffen des Mathematikun-
terrichts, wie Variable, Term, Folge und Funktion, und lbeten eine Chance fir eine diskrete
Vorbereitung der Analysis (Begriffsbil dungsaspekt). Es wird deutlich, dass sch viele diskrete
Begriffe und de damit verbundenen Operationen handelnd auf der enaktiven oder/und auf
einer inhdtli ch-anschauichen Ebene erschlief3en lasen. Dadurch riicken Handlungen bew.
Arbeitsweisen in den Mittelpunkt des Interesses. Bel der Behandlung diskreter Fragestell un-
gen im Mathematikunterricht — insbesondere bei Themen aus dem Bereich der Kombinatorik,
der Differenzengleichungen oder der ,diskreten Analysis® — ergeben sich haufig umfangrei-
che, wenngleich elementare Berechnurgen, de mit einem zeitaufwandigen Anfertigen ent-
sprechender Darstellungen verbunden sind. Damit ergibt sich die Frage, inwieweit neue
Tedchndogien dese Tétigkeiten Ubernehmen bzw. urterstiitzen konren undwelcher Beitrag
dabel zur Forderung der oben genannten drei Aspekte geleistet werden kann. An Computer-
programmen bieten sich dabel insbesondere Tabell enkalkulationsprogramme an, da der zel-
lenorientierte diskrete Aufbau eine unmittelbare Darstellung diskreter Begriffe und Algorith-
men erlaubt.

Zur Beantwortung der im zweiten Kapitel aufgeworfenen Fragen wird im dritten Kapitel
zunadhst auf die Entwicklungs- bzw. Lerntheorien Piagets, Bruners und Aeblis wie auf Er-

te Begriffe und Inhalte kdnnen in diesem Sinne aich in Grenzbereichen bzw. auRerhalb der , eigentlichen” fach-
wissenschaftli chen Disziplin der , Diskreten Mathematik® bzw. der oben genannten Teil gebiete liegen.

2 Zum Teil werden Zahlentheorie und endliche Geometrie aur Diskreten Mathematik (im engeren Sinne) gezéhit.
Wir beschrénken ursjedoch in den folgenden Analysen auf die @ngangs aufgeftihrten Disziplinen.
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gebnise dnes Klagenfurter Forschungsprojekts — des genannten EFQUIUM-Projekts’® —
eingegangen. Die aus diesen theoretischen Ansétzen abgeleiteten , operativen Prinzipien*
sowie die Theorie der Prototypen betonen de Bedeutung des Handelns und Operierens fur
die kognitive Entwicklung und geben Hinweise zur Gestaltung von Lernprozessen, bel denen
das Arbeiten mit (prototypischen) Darstellungen eine wichtige Rolle spielt. Wie aahand von
Beispielen aufgezeigt wird, eignen sich viele diskrete Inhalte in besonderem Mal3e zur Redi-
sierung wesentlicher Aspekte der , operativen Prinzipien®. Indem das Handeln undOperieren
as ein zentrales Element des Lernprozesses herausgestellt wird, ergibt sich jedoch auch de
Gefahr, dassTatigkeiten vonSchilern undSchiierinnen® in einen oberflachlichen Aktivismus
ausarten und der Bezug zu theoretischen Uberlegungen und mathematischem Hintergrund-
wissen verloren geht sowie intendierte Vorstellungen und Prototypen nicht ausgebil det wer-
den. Nun ist Uber das tatsachliche Schilerhandeln und ds erreichte Verstandns im Allge-
meinen wenig bekannt. Um Ruckschltsse Uber die Qualitat von traditionellen undinsbeson-
dere auch computerunterstiitzten Lernumgebungen sowie tGber den Umgang mit Darstellun-
gen bzw. den dargestellten mathematischen Begriffen und @s damit erzielte Schilerverstand-
nis zu erhalten, ist es daher erforderlich, de individuellen Arbeitsweisen der Schiler sowie
deren Begriffsvorstellungen ndher zu analysieren. Zu desem Zwedk wird ein Konzept entwi-
ckelt, das es ermdglicht, beobachtbare Téatigkeiten undHandlungen der Schiler am Recdhner
genauer zu beleuchten. Diese Arbeitsweisen werden auf verschiedenen Handungsebenen
analysiert, der Ebene der mathematischen Objeke, der Darstell ungsebene und der Werkzeug-
ebene.

Im vierten Kapitel werden urter Berlicksichtigung der skizzierten Lerntheorien ddaktisch-
method sche Moglichkeiten aufgezeigt, die sich duch den Einsatz eines Tabell enkalkulati-
onsprogramms bei der Behandung diskreter Inhate e6ffnen. So ermoglicht ein TKP neben
der Reduktion manuell-algorithmischer Tatigkeiten das Erzeugen vielféltiger Darstellungen
auf ,Knopfdruck”, was insbesondere das Arbeiten auf einer ,, vorformalen“ numerischen und
graphischen Ebene fordert. Dartiber hinaus gewinnt die experimentelle Analyse von Begriffs-
eigenschaften und dis experimentell e Problemldsen bel inner- und auf¥ermathematischen Fra-
gestell ungen an Bedeutung, undes lassen sich Lernumgebungen entwickeln, de dem Lernen-
den ein holes Mal? an Eigentétigkeit belassen. Ob undwie Schiler diese Méglichkeiten nu-
zen, welches Versténdns und welche Vorstellungen sie entwickeln, 1éasg sich letztendich nur
empirisch beantworten.

Im fanften Kapitel wird de im Rahmen deser Arbeit durchgefiihrte empirische Untersu-
churg vorgestellt. Ziel der Untersuchurng war es, die Arbeitsweisen von Shilern ener

® Die Abkiirzung EFQUIM steht fiir das Projekt , Entwicklung formaler Qualifikationen im Mathematikunter-
richt”.

* Aus pragmatischen Griinden wird im Folgenden bei Personenangaben in der Regel die maskuline Form ver-
wendet.
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11. Jahrgangsdufe sowie aner Gruppe von Studierenden im Umgang mit den Begriffen ,, Fol-
ge und Differenzenfolge* bzw. , Z-Funktion® und Differenzenfunktion* zu erfassen und fin-
sichtlich des zugrunce liegenden bzw. erreichten Verstandrisses zu anaysieren. Die Proban-
den hatten de Aufgabe, im Rahmen eines zu desem Zwedk auf der Basis des TKP Excd
konzipierten Lern- und Versuchsprogramms lokale und dobde Eigenschaften von Folgen
und Differenzenfolgen bew. Z-Funktionen und Differenzenfunktionen zu urtersuchen undzu
beschreiben sowie diskrete Probleme zu l6sen. Durch de Wahl dieses Lerninhalts war es
mogli ch, sowohl den Problemldseaspekt als auch — im Hinblick auf die Bedeutung von Diffe-
renzenfunktionen bei einem elementaren Zugang zur Analysis — den Begriff shil dungsaspekt
diskreter Mathematik zu betonen. Die Aufzeichnurg der Arbeitsweisen erfolgte tiber ein im
Hintergrund mitlaufendes Programm, das simtliche Aktivitdten der Probanden am Redhner in
Form eines,, Computerprotokoll s‘ in Echtzeit festhielt.

Das erhobene Datenmaterial wird im sechsten Kapitel qualitativ und quantitativ ausgewertet.
Die Analyse soll dariiber Aufschlussgeben, ob de Schiiler die durch das Werkzeug angebo-
tenen neuen Moglichkeiten nuzen undwelche Probleme sich dabei ergeben. Weiterhin soll
untersucht werden, wie Schiler mit den Darstellungen arbeiten, welche Strategien in Prob-
lemltseprozesen erkennbar sind undinwiefern typische diskrete Arbeitsweisen beim Um-
gang mit Folgen, Differenzenfolgen, Z-Funktionen und Differenzenfunktionen duch das
Werkzeug unterstiitzt werden. Dartber hinaus ll festgestellt werden, welche Fahigkeiten de
Probanden beim Umgang mit Folgen und Diff erenzenfolgen im Problemltseprozess besitzen
und welche Kenntnisse und Vorstellungen sie tGiber Eigenschaften von Diff erenzenfolgen und
Diff erenzenfunktionen wahrend der Beabeitung des Lernprogramms erwerben. Da die Schi-
ler im Vorfeld der Untersuchung noch keine Kenntnisse der Differenzialrechnung erworben
hatten, interesgert insbesondere a@n Vergleich mit den Arbetsweisen und ém Verstandns
von Studierenden, also Probanden, de sich bereits mit der Infinitessmalrechnung beschéftigt
haben.

Im siebten Kapitel werden de Ergebnisse der empirischen Untersuchung unter Beriicksichti-
gung der drei Arbeitsebenen Objekt, Darstellung und Werkzeug sowie im Hinblick auf den
Lernerfolg und den Verstandniszuwads zusammengefasd und diskutiert. Die Analyse der
Arbeitsweisen auf der Objekebene madt deutlich, dass der Themenkomplex ,, Diff erenzen-
funktionen® elementar zuganglich ist, wenngleich dessen Behandlung mit manchen Schwie-
rigkeiten verbunden ist. Diese Probleme sind zum einen in formalen Begriff sbestimmungen
begriindet, zum anderen lassen sie sich auf eine noch urezureichende Vertrautheit mit den Dar-
stellungen zuriickfihren. Es zeigt sich jedoch auch, dass die Mdglichkeit des einfachen
Wedhselns zwischen den Darstellungen Tabelle und Graph sowie die M6gli chkeit des dyna-

® Mit Z-Funktionen werden polynomiale Funktionen bezechnet, die aif den ganzen Zahlen definiert sind. Das
Konzept ,,Z-Funktionen urd Differenzenfunktionen” kann as Erweiterung des Konzepts ,,Folge und Differen-
zenfolge" angesehen werden.
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mischen Visualisierens zur Entwicklung von Begriff svorstellungen, insbesondere von Vor-
stellungen von Differenzenfunktionen als gezielle Anderungs(raten)funktionen, beitragen
kann. Weiterhin wird deutlich, dass das Werkzeug TKP einen experimentellen Zugang zu
Begriff shildungsprozessen und Problemlésungen urterstitzt, wobel jedoch das dete In-
Beziehurg-Setzen zu theoretischen Uberlegungen untedingt erforderlich ist. Dabei zeigt sich
auch, dasseine sinnvdle und eff ektive Auseinandersetzung mit den mathematischen Inhalten
eine grundegende Einfuhrung in de tednischen Bedienurngselemente eénes TKP erfordert.
Wie die Untersuchung dartiber hinaus deutlich madit, kann keim Einsatz eines TKP ein in-
haltli ches Verstandns fur die Begriffe Diff erenzenfolge bzw. Diff erenzenfunktion entwickelt
und die Problemlésekompetenz gefordert werden. Inwiefern deses Vorverstdndnis dann im
Rahmen des géteren Analysisunterrichts gewinnkringend aufgegriffen werden kann undwie
das Zusammenspiel experimenteller Methoden und theoretischer Reflexion im Rahmen von
Problemltseprozesen Uber enen langeren Zeitraum hinweg initiiert und aufredhterhalten
werden kann, ist im Rahmen weiterer Untersuchungen zu kiéren.
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1 Zur Entwicklung Diskreter Mathematik

Diskrete Mathematik umfasd aus heutiger Sicht verschiedene, eigensténdige Themengebiete
bzw. Forschurngsrichtungen. Thnen gemeinsam ist die Beschéftigung mit ,, diskreten Struktu-
ren“, insbesondere mit endichen Mengen und @rauf vereinbarten Relationen oder algebrai-
schen Strukturen. Im Folgenden wird die historische Genese der wichtigsten Bereiche der
Diskreten Mathematik kurz skizziert. Dabei sollen Wurzeln dskreter Begriffe herausgeabei-
tet und ihre Bedeutung im Rahmen ihrer Entwicklungsgeschichte sowie Beziehungen zwi-
schen den einzelnen Teil disziplinen aufgezeigt werden.

1.1 Kombinatorik

Die Anfénge der Kombinatorik — man versteht darunter im weiteren Sinne die Beschéftigung
mit natdrlichen Zahlen oder endlichen Mengen — waren zunachst eng mit zahlentheor etischen
Fragestellungen verbuncen.® Hierzu zéhlen etwa die , magischen Quadrate™’, deren Wurzeln
im China der Zeit 2200 v.Chr. vermutet werden, sowie die Polygonalzahlen® und deren Ver-
anschaulichungen als Punktemuster (figurierte Zahlen), mit denen sich bereits die Pythagoraer
500400 v. Chr. beschéftigten. Kombinatorische Betrachtungen wurden in der Folgezeit nur
vereinzelt angestellt und sind haufig dem Bereich der ,, Zahlenspielerel® zuzuordnen. So be-
fasde sich Leonardo vonPisa in seinem Werk ,Liber Abaca“ (1202 mit einem speziellen
kombinatorischen Zahlproblem, der , Kaninchenaufgabe*®. Die Lésung des Problems, die so
genannte Fiboraca-Folge, kann als eine der ersten rekursiv definierten Zahlenfolgen angese-
hen werden. Mit der Berechnurg von Summen von Gliedern endlicher Folgen, wie dwa der
Quadrat- und Kubikzahlen, oder von arithmetischen Reihen hoterer Ordnurg'® beschaftigten
sichim 15. und 16Jahrhuncert z. B. die italienischen Mathematiker Luca Padoli und Nicco-
lo Tartaglia. Auch de magischen Quadrate waren immer wieder Gegenstand kambinatori-
scher Untersuchungen. Systematische Untersuchungen begannen erst im 17. Jahrhundert und

® Einen Uberblick tber die historische Entwicklungder Kombinatorik gibt Flachsmeyer 1972 S. 215ff.

" Magische Quadrate sind Zahlenquadrate, deren Zeilen-, Spalten-, und Diagonalsummen denselben Wert lie-
fern.

8 Polygonalzahlen entstehen as Folge der Partialsummen einer Zahlenfolge, deren Glieder den geichen ,Ab-
stand” haben. Durch Betradhten der Summe 1+ 2+ 3+ 4+ ... erhdlt man auf diese Weise die Dreiedkszahlen,
1+3+5+7... ergibt die Quadratzahlen usw.

° Bel der , Kaninchenaufgabe® geht man von der folgenden Fragestellung aus: Kaninchenpaare bringen ab dem
2. Monat ihres Lebens jeden Monat ein neues Kaninchenpaa hervor. Wie viele Kaninchenpaae gibt es dannim
n-ten Monat, wenn man davon aus geht, dass alle Kaninchen ewig leben? (Zu einer aternativen Formulierung
dieses Problemsvgl. Kap. 2.2.1).

10 Als arithmetische Reihe hoherer (bzw. k-ter) Ordnungbezéchnet man die Summenfolge éner arithmetischen
Folge hoherer (bzw. k-ter) Ordnung Arithmetische Folgen k-ter Ordnungsind Folgen, deren k-te Differenzen-
folge konstant und deren (k-1)-te Differenzenfolge nicht konstant ist. (Zum Begriff der Differenzenfolge vgl.
auch die Ausfiihrungen im Rahmen von Kap. 2.2.1.)
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waren eng mit der Begriindurg der Wahrscheinli chketstheorie verbunden. Das Abzéhlen von
Konfigurationen, wie Permutationen, Variationen und Kombinationen, stellte hier ein Hilfs-
mittel zur Lésung praktischer Probleme dar, so etwa bei Fragen der Gewinnwahrscheinlich-
keit bei Glicksspielen. Pascds Abhandlung , Traité du triangle aithmétique” (1654, in der er
die Binomialkoeffizienten'" beschrieb und dese in dem nach ihm benannten Pasca’ schen
Dreiedk anordnete, erwies sch in desem Zusammenhang bel der Abzéhlung von Kombinati-
onen as hilfreich. In Verbindurg und in Wedselwirkung mit wahrscheinli chkeitstheoreti-
schen Uberlegungen entstanden Werke wie die , Dis®rtatio de ate mbinatoria“'? von Leib-
niz (1666 oder Jakob Bernouli s, Ars conedand® aus dem Jahr 1713.

K ombinatorische Uberlegungen hatten im 17. und 18.Jahrhundert auch Einfluss auf die Be-
grindurg und Entwicklung der Infinitesimalrechnung So beschéftigte sich Leibniz in seiner
,Dissrtatio de ate combinatoria”“ mit der inversen Beziehung zwischen Summen- undDiffe-
renzenbildung bei Zahlenfolgen. Die von ihm analysierten Diff erenzenfolgen entstehen durch
das Bilden der Differenz benachbarter Folgenglieder, umgekehrt erhdit man de Ausgangsfol-
ge bei Kenntnis des Anfangsfolgenglieds durch Summenbil dung zuriick. Diese an Zahlenfol-
gen gemachten Beobadhtungen Ubertrug Leibniz auf die Ordinaten einer Kurve, wobei er an-
nahm, dassdie Differenzen urendlich klein seien (vgl. Heuser 1990,S. 671f.). Die aithmeti-
sche Beschéftigung mit Differenzen vonFolgen gab Leibniz — seinen eigenen Angaben nadh -
entscheidende Anregungen fir die Infinitesimalrechnurg.*® Spater gewannen kombinatorische
Betrachtungen in Verbindurg mit der Algebraischen Analysis erneut an Bedeutung. Die Al-
gebraische Analysis, die auf Euler zurlickgeht, kann als Versuch beschrieben werden, de
Analysis moglichst umfassend auf das Redhnen mit Potenzreihen zuriickzufiihren (vgl. Vol-
kert 1988,S. 147). Im 18. Jahrhundert wurde diese Ideevon der weitgehend in Deutschland
vertretenen kombinatorischen Schule um Hindenburg aufgegriffen. Ausgehend von a@r An-
nahme, dassalle (wichtigen) Funktionen in endliche oder unendiche Rethen entwickelt wer-
den konren, sahen de Vertreter dieser Schule ihre Hauptaufgabe in der Beschreibung alge-
brai scher Operationen mit kombinatorischen Mitteln.** Damit riickte der polynomische Satz'®

1 Eine Tabelle der Binomialkoeffizienten sowie én rekursives Bil dungsgesetz dieser Zahlen findet sich jedoch
bereitsin Stifels , Arithmeticaintegra’ aus dem Jahr 1544

12 Auf dieses Werk geht auch der Begriff ,, Kombinatorik* zuriick.

'3 Eine geometrische Vorstellung vom Differenzialquotient erwarb Leibniz dabei durch die Betrachtung des
charakteristischen Dreiecs, das er in einem nicht verdff entli chten Manuskript mit dem Titel ,Historie d origio*
als zweite Quell e fir seine Entdedkungder Infinitessmalrechnungangab (vgl. Volkert 1987 S. 94).

14 Dieser Ansatz kann als Umkehrung der von Euler und Laplace @atwickelten so genannten , Methode der er-
zeugenden Funktionen® betrachtet werden. Hierbei werden Bezehungen zwischen Potenzreihen genutzt, um
kombinatorisch interpretierbare Gleichungen zu beweisen oder kombinatorische Identitéten zu gewinnen (vgl.
Jahnke 1999 S. 168).

'3 Der allgemeine palynomische Satz gibt eine Auswertung einer beliebigen Potenz @nes mehrgliedrigen Sum-
menausdrucks & +a, +...+a, an. Er kann als Veralgemeinerung des al gemeinen binomischen Lehrsatzes

angesehen werden, welcher besagt: Fir alle rationalen urd negativen Zahlen m gilt:
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in den Mittelpunkt ihrer Untersuchungen. Hindenburg bemihte sich um einen rein kombina-
torischen Bewels dieses Satzes und lieferte dabei die este explizite Formel fur die Potenzie-
rung beliebiger Reihen mit beliebigen Exporenten.'® Neben dem Versuch, de dgebraische
Sicht der Analysis weiterzuentwickeln undmit kombinatorischen Mitteln zu systematisieren,
leisteten de Arbeiten der kombinatorischen Schule auch einen wichtigen Beitrag zur Etablie-
rung einer eigenstandigen Disziplin Kombinatorik (vgl. Jahnke 1999,S. 161ff).

Im Jahr 1901 erschien das erste umfassende Lehrbuch zur Kombinatorik (Netto 190)). Die
darin vertretene Auffassung von Kombinatorik als das Gebiet, ,welches sch mit Stellung,
Anordnurg und Auswahl von Elementen aus endichen Mengen beschéftigt” (Netto 1901,
S. 1), das aso im Wesentlichen den Fokus auf Zahiprobleme richtet, dnderte sich in den
folgenden 30 Jahren kaum. Erst ab Mitte des 20. Jahrhunderts interesserte man sich
zunehmend auch fur andere kombinatorische Fragestellungen, wie Existenz= und
Optimierungsaufgaben. Diese Entwicklung stand in engem Zusammenhang mit der
Entwicklung der modernen Algebra, Logik und Geometrie.*’

1.2 Graphentheorie

Die Entwicklung der Graphentheorie begann mit einer Arbeit Eulers aus dem Jahr 1736 Uler
das ® genannte Konigsberger Brickenproblem. Er ging darin der Frage nadh, ob es einen
Spaziergang durch Koénigsberg gbt, bel dem man jede der sieben Konigsberger Briicken Gler
den Pregel genau einmal Gberquert und zum Ausgangspunk zuriickkehrt. Euler erstellte an
abstraktes Wegenetz, indem er verschiedene Landgebiete durch Punkte (Ecken) und de je-
weili gen Briickenverbindungen durch Linien (Kanten) darstellte. Anhand des $ entstandenen
Graphen'® bewies Euler die Unldsbarkeit des Problems und gab auch nawendige und tinrei-
chende Bedingungen fir die Existenz derartiger Rundwvege (eulersche Wege) bel beli ebigen
Graphen an. Graphentheoretische Fragestellungen wurden zundchst nur unsystematisch und
sporadisch weiterverfolgt. Anwendurgen fanden sich u. a. in der Physik undin der Chemie.
So verwendete Kirchhdf in einer Arbeit aus dem Jahr 1878 zum Fluss des elektrischen
Stroms durch verzweigte Leiter (Kirchhdf sche Regeln) graphentheoreti sch-kombinatorische
Mittel (vgl. Dieudonré 1985,S. 644). Diagramme wurden auf¥erdem zur Darstellung von Mo-

o =1 Do e s s = 5 e

'8 Friihere Untersuchungen zum polynomischen Satz, wie @wa durch Leibniz, Jakob Bernoulli oder Euler, be-
schrénkten sich zum Teil auf natirliche Exponenten oder benutzten zum Beweis Mittel der Differenzialrechnung
(vgl. Jahnke 1990 S. 189).

17 Zur Entwicklungder Kombinatorik in jiingerer Zeit vgl. Aigner 1999 S. 85 ff.

'8 Unter einem Graph versteht man ein Paa G = (V E), wobei V eine beliebige Menge ist und E eine Menge
zweielementiger Teilmengen von V ist. Die Elemente von V heilfen Ecken urd de Elemente von E Kanten von
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lekilen verwendet, mit deren Hilfe Fragen nach der Anzahl und Art bestimmter chemischer
Verbindurgen urtersucht wurden.*® Andere Anwendurgen waren dagegen eher der Unterhal-
tungsmathematik zuzuordnen, wie @wa das 1859 vonHamilton vagestellte Gesell schafts-
spiel , Aroundthe World“. Das Problem bestand darin, in einem speziellen Graph?® einen ge-
schlossenen Weg zu finden, der jede Ecke genau einmal durchléuft. Graphen, de enen derar-
tigen Kreis besitzen, werden heute ds ,, hamiltonsch® bezeichnet. Im Gegensatz zu den euler-
schen Graphen ist bis heute keine befriedigende Charakterisierung hamiltonscher Graphen
bekannt.

Das Bemiihen um eine Lésung des Vierfarbenproblems™, das 1878 vonCayley verdffentli cht
wurde, hat wesentlich zur Entwicklung der Graphentheorie beigetragen und lennzeichnete die
Epoche der Graphentheorie bis 1930% Heavood zeigte 1890, dss zur Farbung einer Land-
karte finf Farben auf jeden Fall ausreichen. Ob eine Farbung auch mit vier Farben moglich
ist, war lange Zeit ein offenes Problem. Erst im Jahre 1977 gaben Appel, Haken undKoch
einen Beweis an, der aufgrund &ufRerst umfangreicher Fallunterscheidungen hisher nur auf
dem Computer bearbeitet werden konrte. Das Uberprifen der Korrektheit des Beweises fiihr-
te immer wieder zur Aufdedkung (und Beheburg) kleinerer Fehler im verwendeten Compu-
terprogramm. Bis heute ist die Frage offen, obes einen ,einfachen”, valsténdig von der Hand
Uberprifbaren Beweis gibt.

Im Jahre 1936 erschien mit dem Lehrbuch von Konig eine este umfassende Darstellung der
Graphentheorie fur den deutschen Sprachraum. Die Entwicklung der Graphentheorie in den
30er Jahren war wesentlich duch das Interesse an Eigenschaften mathematischer Strukturen
bzw. deren Existenz unter vorgegebenen Bedingungen geprégt. Bedeutende Arbeiten aus die-
sem Zeitraum stammen von Topdogen undAlgebraikern, wie géwa Withney und Hall. Wah-
rend Withney eine neue Charakterisierung planarer (d. h.in de Ebene a@nbettbarer) Graphen
mit Hilfe des Begriffs Matroid angab, urtersuchte Hall Bedingungen fir die Existenz von
Matchings bipartiter Graphen®. Das von Hall 1935 angegebene Ergebnis, das ds , Heirats-

G. Graphen veranschaulicht man durch Diagramme (vgl. lThringer 1994 S. 12). Diese Diagramme entsprechen
den von Euler verwendeten ,, Wegenetzen®.

19 Die Darstellung von Molekiilen durch Strukturdiagramme geht auf F. A. Kekulé auriick, der die Theorie der
chemischen Verbindungen begriindet hat. In diesem Zusammenhang wird im Jahr 1878auch der Name ,, Graph*
erstmalig in der Literatur benutzt (vgl. N&gler & Stopp 1996S. 9).

% Es handelte sich hierbei um das Schlegeldiagramm eines regul&ren Dodekaeders.

%1 Dieses Problem wird irrtiimli cherweise englischen Kartographen zugeschrieben, geht aber auf Francis Guthrie,
einen Juristen, Botaniker und Mathematiker, zuriick. Guthrie stellte beim Férben einer Landkarte die Vermutung
auf, dasseine beliebige Landkarte so mit vier Farben geférbt werden kann, dassbenachbarte Lander immer ver-
schiedene Farben haben. In der graphentheoretischen Formulierung des Problems werden Landkarten als Dia-
gramme planarer Graphen aufgefass. Zur Geschichte des Vierfarbensatzes vgl. die ausfuihrliche Darstellung won
Fritsch & Fritsch 1994

22\/gl. Aigner 199Q der einen Uberblick iiber die historische Entwicklung der Graphentheorie gibt. Zur fachwis-
senschaftlichen Behandlungder Graphentheorie vgl. z. B. Aigner 1996 Jungnickel 1994

%3 Bipartite Graphen sind Graphen, deren Eckenmengen in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt werden kénnen, so
dassalle Kanten ihren einen Eckpunkt in der einen Teilmenge und den anderen Eckpunkt in der anderen Teil-
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satz* in de Literatur eingegangen ist,* wurde in den folgenden Jahren von bpartiten Graphen
auf allgemeine Strukturen erweitert (vgl. Aigner 1990,S. 98ff.).

1.3 Kombinatorische Optimierung

Durch de Entwicklung leistungsfahiger Computer in der Mitte des 20. Jahrhunderts erhielt
die Beschaftigung mit diskreten Strukturen eine neue Bedeutung. Waren diskrete Modelle und
Rechenverfahren bzw. Algorithmen? bislang hauptsachlich von theoretischem Interesse, so
konrten nun de damit verbundenen umfangreichen Berechnurgen bzw. Datenverarbeitungen
von einem Computer Gbernommen werden und zur Lésung praktischer Probleme in Wirt-
schaft und Technik eingesetzt werden. Insbesondere Optimierungsfragen riickten damit in den
Mittelpunkt des Forschungsinteresses.?° Einige Beispiele sollen dies verdeutlichen.

+ Kirzeste Wege

Graphen werden im Alltag haufig zur Darstellung von Verkehrs- und Kommunikationsnetzen
eingesetzt. Beispiele hierzu sind etwa Ubersichtskarten der Autobahnen oder das Stredkennetz
von U- und S-Bahnlinien bzw. einer Fluggesell schaft. In desem Zusammenhang interesgert
haufig der , glinstigste Weg“ von einer Stelle a zu einer Stelle b, d. h.— je nach Fragestelung -
die kirzeste, schnell ste oder billi gste Verbindung. Zur Modelli erung dieser Netze werden den
Kanten eines Graphen ,Léngen” (bzw. ,Gewichte®) zugeordnet, man erhdlt so genannte
Netzwerke. Dijkstra gab 1959 einen Algorithmus an, der die Abstdnde zweier Punkie des
Graphen bestimmte, d. h. é&s Minimum der Langen all er Kantenztige mit Anfangspunk a und
Endpunk b angab. Bel leichter Abanderung kann der Algorithmus von Dijkstra aich zur
Konstruktion solcher kiirzester Wege engesetzt werden.

« MaximaleFliss

In der Flusgheorie werden die Léangen in den Netzwerken als Kapazitdten interpretiert. Die
entsprechenden ,, Kapazitétsnetzwerke” werden zur Modelli erung von Pipeline- oder Bewés-
serungss/stemen, Stromversorgungsnetzen oder Verkehrsg/stemen eingesetzt. Es ergibt sich
die Frage, welche Menge (Wasser, Strom, Autos) maximal von einer ,, Quelle” zu einer ,, Sen-

menge haben. Unter einem Matching eines bipartiten Graphen G versteht man eine Menge von Kanten von G, so
dasskeine avei Kanten eine Ecke gemeinsam haben (vgl. Ihringer 1994 S. 46).

4 1n einer , anschaulichen® Formulierung des Heiratssatzes werden die beiden Eckenteilmengen Sund T des
bipartiten Graphen as Menge von Damen bzw. Menge von Herren interpretiert. Eine Verbindung durch eine
Kante kennzeichnet, dass das entsprechende Paa einer Heirat nicht abgeneigt ist. Der Satz gibt nun eine not-
wendige und hinreichende Bedingungdafirr an, dassalle Manner eine Partnerin finden, d. h. der Graph ein Mat-

ching der Madhtigkeit [T| besitzt.
%5 Unter einem Algorithmus verstehen wir hier ein all gemeines Verfahren, das nach endlich vielen Einzeschrit-
ten die Losungeines Problems li efert. Die Reihenfolge der Losungsschritte ist dabei eindeutig festgel egt.

%6 Einen guen Einblick in die Probleme der Kombinatorischen Optimierung url die entsprechenden Algorith-
men geben z. B. lhringer 1994 Jungrickel 1994
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ke“ transportiert werden kann, so dasszum einen de Kapazité der Kanten (Wasserleitungen,
Stromleitungen, Stral3en) nicht Gberschritten wird undzum anderen de Knotenregel erfullt ist
(d. h.aus jeder Ecke, mit Ausnahme von Quelle und Senke, fliefdt genauso viel hinein wie
hinaus). Ein Algorithmus zum Finden eines ,, maximaen Flusses‘ wurde 1956 vonFord und
Fulkerson angegeben.

« Minimal aufspannende Baume*’

Bel der Konstruktion von Stral3ensystemen ocder Elektrizitétsnetzwerken sollen héufig mog-
lichst Bkonamische, kostengiinstige Lésungen gefunden werden, indem (iberfliissge Wege™
vermieden werden, aber dennach ale Knotenpunke (wenn auch mégli cherwei se tiber Umwe-
ge) miteinander verbuncen beitben. Zur Modelli erung des Problems werden zunadhst alle in
Frage kommenden Verbindurgen sowie die damit verbuncenen Kosten duch ein Netzwerk
dargestellt. Gesucht ist nun ein minimal aufspannender Baum, d. h.ein kreisfreier, zusam-
menhéngender Graph mit minimalem Gesamtgewicht. Eine Losung des Problems liefert der
Algorithmus von Kruskal aus dem Jahr 1956.Es handelt sich hierbei um einen Sonderfall des
so genannten Greealy-Algorithmus. Die dahinter stehende Strategie ist insofern einfad, als
immer das momentan am besten erscheinende Element (in desem Fall eine zulassge Kante
mit kleinstem Gewicht) ausgewahlt undzur Loésung hinzugeflgt wird (,, Gierige Strategie®).

e Ablaufplanung

Die Ablaufplanung ist ein Spezialgebiet der Kombinatorischen Optimierung, deren Probleme
sich zum grof¥en Teil aus Aufgabenstellungen der Projektplanung oder der industriellen Ferti-
gung ergeben, d. h. dot wo Teilaufgaben koadiniert bzw. die Reihenfolge ihrer Durchfh-
rung optimal geplant werden missen. Haufig wird dabei vorausgesetzt, dass bestimmte Auf-
gaben erst nach der Beendigung anderer Aufgaben begonren werden konren. Von Interesse
sind de kirzestmdgliche Gesamtdauer des Projekts owie die Zeitpunkte, zu denen de an-
zelnen Teil aufgaben begonnen werden sollten. In einfachen Fallen geht man zusétzlich davon
aus, dasszu jedem Zeitpunkt die nétigen Arbeitskréfte bzw. das nétige Materia zur Verfi-
gung gestellt werden konren. Dieses Problem flhrt zur Bestimmung langster Wege in kreis-
frelen gerichteten Graphen, das mit der 195657 entwickelten ,, Criticd Path Method* (vgl.
Jungnickel 1994,S. 104ff.) gelést werden kann?® Komplexere Situationen entstehen, wenn
die Anzahl der verwendeten Arbeitskréfte oder Maschinen beschrénkt ist. Auch hierfir sind

" Angtelle des Begriffs ,minimal aufspannender Baum* wird in der fachwissenschaftlichen Literatur auch hau-
fig der Begriff ,minimal erzeugender Baum" verwendet.

% Hierzu zéhlen in erster Linie , Rundwege".

9 Bei einem gerichteten Graphen wird den einzenen Kanten eine , Richtung' zugeordnet, d. h. man betrachtet
eine Menge V von Punkten urd eine Menge E von geordneten Paaren, deren Elemente aus V stammen. Die Ab-
laufplanung kann auch mengentheoretisch formuliert werden. Anstelle kreisfreier gerichteter Graphen betrachtet
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Teill 6sungen bekannt, wie @wa fiir Spezialfalle des © genannten 2-Maschinenmodells.*° Un-
ter der Vorausstzung, dassdie Dauer fUr die Beabeitung aler Telaufgaben gleich ist, be-
rechnet der Algorithmus von Coff man undGraham aus dem Jahr 1972 einen gedgneten Ab-
laufplan.

Bel den vorstehenden Beispielen handelte es sch aus<chliefdlich um graphentheoretisch for-
muli erte Beispiele der kombinatorischen Optimierung. Solche oder verwandte Probleme, wie
etwa das Angebot-Nachfrage-Problem®, das Job-Zuordnurgsproblem®? oder das Traveling-
Salesman-Problem®?, lassen sich zum Teil auf das Problem zuriickfiihren, ein lineaes Funkti-
onal unter vorgegebenen Nebenbedingungen zu maximieren oder minimieren. Mit der alge-
meinen Behandlung solcher Probleme beschéftigt sich die Theorie der lineaen Optimierung,
die auch als Teilgebiet der Diskreten Mathematik verstanden werden kann3* Fundamentale
Resultate dieser Theorie stellen der auf v. Neumann zurtickgehende Dualit &tssatz und der von
Danzig entwickelte Simplex-Algorithmus aus dem Jahr 1947 dhr.

1.4 Komplexitatstheorie

Durch de Mdglichkeiten der elektronischen Datenverarbeitung gewann de Entwicklung von
Losungsverfahren zur Konstruktion ogimaler Konfigurationen an Bedeutung. Trotz immer
schnellerer Computer war jedoch der Aufwand zur Lésung bestimmter Probleme immer noch
unverhdltnismallig grol3 und @mit fir die Praxis nur von urtergeordneter Relevanz. Damit
rickte in den 6Q0er Jahren die Suche nadh ,guten”, d. h.insbesondere zeiteffizienten Algo-
rithmen sowie nach einer Moglichkelt zur Beurtellung der Qualité von Algorithmen in das
Zentrum des Forschungsinteresses und es entstand das Gebiet der Komplexitétstheorie. In der

man hierzu endliche geordnete Mengen (vgl. Thringer 1994 S. 209). Unter einer Ordnung \ersteht man hierbei
eine Relation auf einer Menge, welche die Bedingungen Reflexivitat, Antisymmetrie und Transitivitét erfillt.

%0 Fir das allgemeine 2-Maschinenproblem ist bisher keine Lésung bekanrt. Es handelt es sch um ein NP-
voll standiges Problem (vgl. Kap. 1.4).

%1 Das Angebat-Nachfrage-Problem lautet wie folgt: Von einer bestimmten Anzahl von Produktionsstétten sollen
Waren zu einer bestimmten Anzahl von Abnehmerstétten transportiert werden. Produktions- und Abnehmerstétte
sind Uber ein Strallensystem verbunden, welches gewisen Kapaztétsbeschrdnkungen urterliegt und dessen
Benutzung mit Kosten verbunden ist. Jede Produktionsdétte besitzt ein gewisses Angebot (an Waren), und in
jeder Abnehmerstétte besteht eine bestimmte Nadhfrage nach diesem Produkt. Das Problem besteht in der Kon-
struktion eines minimalen (kostengurstigsten) (Waren-)Flusses, der nicht mehr Waren aus den einzenen
Produktionsstatten hinausfiihrt als dort angeboten werden urd mindestens die jeweil s von den Abnehmerstétten
angeforderten Warenmengen anli efert.

%2 Es handelt sich hierbei um eine axdere Formulierung des Heiratsproblems (vgl. Kap. 1.2), wobei jedoch die
Konstruktion eines maximalen Matchings im Vordergrund steht.

% Das Traveling-Salesman-Problem geht von der folgenden Fragestellung aus: Ein Handlungsreisender plant
eine Rundreise durch verschiedene Stéadte; dabei mochte @ am Ende der Reise wieder am Ausgangspunkt an-
kommen. In welcher Reihenfolge muss er die Stédte besuchen, so dass ®ine Reise éne moglichst geringe Ge-
samtlange hat?

% Eine Einfiihrungin die Theorie der lineaen Optimierung gbt Aigner 1996 Insbesondere wird hier ein Bezug
zu zuvor behandelten graphentheoretisch formuli erten Problemstellungen hergestellt.
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Komplexitétstheorie wird de Qualitét eines Algorithmus anhand des Zeitaufwands zur Bea-
beitung eines Problems und des daflir bendtigten Speicherplatzes bestimmt. Sowohl Zeit- as
auch Speicherplatzaufwand hangen von dr Anzahl der Eingabeparameter ab. Zur Abschét-
zung des Zeitaufwands definiert man de Zeitkomplexitét s eine Funktion f(n), welche die

Anzahl der (Redhen-)Schritte angibt, die der Algorithmus zur LOsung eines Problems vom
Umfang n maximal benctigt. Dabei werden urter einem Redhenschritt z. B. arithmetische
Operationen, Zugriffe zu Feldern oder Vergleichsoperationen verstanden (vgl. Jungnickel
1994,S. 69).% Unter praktischen Gesichtspunkten hélt man im Allgemeinen nu polynomiale

Algorithmen fiir gut, d. h.Algorithmen der Komplexitét O(n"), wenngleich es auch schnell

arbeitende Algorithmen exporentieller Komplexitdt gibt, wie dwa den Simplex-
Algorithmus.3®

Mit der Klassfikation vonProblemen®’ ahnlicher Komplexitét beschéftigte sich Cook in sei-
ner Arbeit ,, The Complexity of Theorem Proving Procedures® aus dem Jahr 1971 (vgl. Aigner
1990, S. 109f.). Er unterschied de Klasseen P und NP. In de Klass P (fur ,, paynomia*)
fallen degenigen Probleme, die mit padynomialem Zeitaufwand I6sbar sind. Dagegen wird bei
der Klass NP (fur ,nicht-deterministisch pdynomial®) der Aufwand zur Verifizierung einer
gegebenen Losung betradchtet. Die Klasse NP besteht aus Problemen, bei denen eine Verifizie-
rung einer gegebenen Lésung mit poynomialem Zeitaufwand moglich ist. Die Klase P ist in
der Klas® NP enthaten; die Klasse NP enthélt dartiber hinaus auch Probleme, zu denen bis-
her kein pdynomiaer Losungsalgorithmus bekannt ist, wie d@wa das Hamiltonian-Path-
Problem®®. Die Frage, obes fiir solche Probleme énen guten Algorithmus gibt, obalso P=NP
gilt, ist eine der grof:en doffenen Fragen der Mathematik. Die Frage kann dann pasitiv beant-
wortet werden, wenn es gelingt einen pdynomialen Ldsungsalgorithmus zu ,, besonders
schwierigen® Problemen in NP zu finden. Diese so genannten NP-vollstandigen Probleme
konren als Représentanten der Klassee NP angesehen werden: Aus der polynomiaen Losbar-
keit eines NP-vollstdndigen Problems folgt die polynomiale Ldsbarkeit aller NP-Probleme.
Cook gab 1971 mit dem so genannten Satisfiability-Problem fur Boadl’ sche Ausdriicke das
erste Beispiel eines NP-vollstdndigen Problems an. Heute kennt man zahlreiche solcher NP-

% Die Begriffe Algorithmus, Eingabeparameter, Zeit- und Platzbedarf, Komplexitét werden hier zur Ubersicht
nur informell dargestellt. Eine Prazsierung kann durch den Begriff der Turing-Maschine gel eistet werden.

% Dies liegt daran, dass die Komplexitét stets fiir den ungiirstigsten Fall eines Problems einer Problemklase
berechnet wird.

3" 1n der Theorie der Komplexitétsklassen werden nu , Entscheidungsprobleme® behandelt, d. h. Probleme, de-
ren Losung nu eine Antwort ,ja‘ oder ,nein* liefert. Optimierungsprobleme kdnnen durch Angabe einer zusétz-
lichen Schranke in Entscheidungsprobleme umgewandelt werden. Die Ldsung dieses Problems ist dabei nicht
schwerer als die des zugehdrigen Optimierungsproblems.

% Es handelt sich hierbei um das Entscheidungsproblem, ob ein gegebener Graph einen hamiltonschen Kreis
besitzt. Dieses Problem gehdrt zur Klasse NP, denn die Behauptung, ein bestimmter Weg in einem Graph sei ein
hamiltonscher Kreis, [asg sich mit polynomialem Zeitaufwand tberprifen.
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Probleme, zu denen auch bedeutende Probleme, wie dwa das Traveling-Salesman-Problem
oder das Hamiltonian-Path-Problem, z&hlen.

1.5 Codierungstheorieund Kryptographie

Durch de zunehmende Tedhndogisierung und elektronische Vernetzung unserer Gesell schaft
im Laufe des 20. Jahrhunderts wurden undwerden in standig wadhsendem Umfang ale Arten
von Daten auf elektronischem Weg gespeichert, lbertragen und \erarbeitet. Bei der Daten-
Ubertragung kénren sich dabei verschiedene Probleme egeben. So kann der Ubertragungska-
nal zufdlli gen Stérungen, wie éwa @nem allgemeinen , Leitungsrauschen* oder einem Blit z-
einschlag, ausgesetzt sein, so dassdie Daten fehlerhaft verdndert werden. Hier sind Methoden
von Bedeutung, die Ubertragungsfehler erkennen und karigieren. Neben der Sicherung der
Daten gegeniber zufdlli gen Stérungen ist man insbesondere bei vertraulichen Informationen
daran interessert, dass kein unlefugter Dritter diese Nadrichten erhalten oder verandern
kann. Fragen der Datensicherheit flihren somit zu der Aufgabe, Nadrichten so zu gestalten,
dass Aul¥enstehenden der Zugriff verwehrt bleibt bzw. dass die Echtheit der Daten nadhge-
wiesen werden kann. Ausgehend von desen Problemstellungen entwickelten sich Mitte des
20. Jahrhuncerts zwel weitere Bereiche der Diskreten Mathematik: die Codierungstheorie und
die Kryptographie.

Codierungstheorie

Einen wesentlichen Beitrag zur Begriindurg der Codierungstheorie leistete Shannonmit sei-
ner Arbeit , A mathematicd theory of information“ aus dem Jahr 1984.Die Hauptergebnisse
dieser Arbeit, die esten undzweiten Hauptsdtze der Informationstheorie, waren sowohl fir
das Problem der Quellencodierung as auch fur die Sicherung codierter Nadrichten gegen-
iiber zufdligen Stérungen von grofRer Bedeutung.®® Bei der Quellencodierung werden de
(verbalen) Nadrichten zum Zwedke der Datentibertragung zunadst in eine 0-1-Folge oder in
ein anderes vorgegebenes System codiert.*® Diese Codierung soll zum einen eine éndeutige
Entschlisslung ermoglichen; zum anderen soll die durchschnittliche Codewortldnge — as
Mal3 fur die Datenkompresson — moglichst klein sein, damit die Nadrichten magli chst effi-
zient codiert und decodiert werden konren. Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Informati-
onstheorie kann nun de optimale durchschnittli che Codewortlénge bis auf einen Fehler klei-
ner 1 bestimmt werden. Ausgangspurkt von Shannors Uberlegungen zur Scherung von Da-
tentibertragungen war die Idee der Redundanz: Durch das Anhéngen von Korrekturzeichen

%9 vgl. Aigrer 1990Q Eine Einfiihrung in die fachwissenschaftlichen Grundlagen der Codierungstheorie geben
Aigner 1996 lhringer 1994

40 Zu diesem Zwedk wird jedem Buchstaben des der Originalnachricht zugrunde liegenden Alphabets ein 0-1-
Wort zugeordnet. Diese Codewdrter kdnnen urterschiedlich lang sein. Durch Aneinanderreihungentsprecdhender
Codewdrter kann die Originalnadhricht codiert werden.
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an de gesendeten Worte sollte es dem Empfanger moglich sein, Ubertragungsfehler zu korri-
gieren oder zumindest zu entdedken. Dabel sollte die Informationsrate™ méglichst groR und
die Fehlerwahrscheinlichkeit bei der Dedierung moglichst klein sein. Mit dem zweiten
Hauptsatz der Informationstheorie wird die Existenz eines ,,bestmoglichen® Codes bewiesen.
Das Problem, wie en derartiger Code oder ,, gute” Codes konstruiert werden kdnren, undwie
man sie dfizient implementiert, wurde von Hamming aufgegriffen. Es entstand de dgebrai-
sche Codierungstheorie, in der die Codierung und Decodierung mittels Matrizenoperationen
erklart wurde. In desem Zusammenhang konrten Fragen zur Fehlerentdedkung und Fehler-
korrektur angegangen und (efriedigend gel 6st werden.

Kryptographie

Der dteste Zweig der Kryptographie beschaftigt sich mit der Geheimhaltung von Nadhrichten
durch Verschlisslung und diente lange Zeit hauptsadlich milit &rischen Zwedken. So wand-
ten bereits die Spartaner (um 500 v.Chr.) kryptographische Techniken an, indem sie die Stel-
lung von Buchstaben einer Nadricht mit Hilfe @nes zylindrischen Stabs, der so genannten
Skytale, veranderten. Julius Casar (100-44 v. Chr.) nutzte zur Verschlisselung seiner Nad-
richten Verschiebediffren, deren Grundage zwei gegeneinander verschobene Alphabete wa-
ren. Derartige Verschiebedhiffren sind ein Spezialfall monaal phabetischer Kryptosysteme®?,
die — sofern ihnen de gesprochene Sprache zugrunce liegt — von einem , Angreifer* mit sta-
tistischen Methoden leicht zu , brechen**® sind. Diese Sicherheitsmangel wurden duch de
Entwicklung der Vigenere-Verschlisslung, die 1586 von é@m franzosischen Diplomaten
Blaise de Vigenere vorgestellt wurde, zunadhst behoben. Die Vigenere-Verschliisslung, bel
der verschiedene monaalphabetische Chiffrierungen im Wedsal benutzt wurden, galt noch
bis 1917 als ,untrechbar*.** Im 20. Jahrhundert ergaben sich duch de Verbreitung von
Redhnern neue Aufgabenfelder fir die Kryptographie, die tber die urspringlichen milit &ri-
schen Anwendurgen hinausreichen. So ist heute der Schutz vertrauli cher Nadhrichten in Form
von Telefongesprachen oder elektronischer Nadrichten (Emails) ein Anliegen der gesamten
Kommunikationsgesell schaft. Im Jahr 1976 stellten Diffie und Hellmann das Public-Key-
System*® vor, ein asymmetrisches Verschliisslungsverfahren, bei dem ein weiteres grofes

1 Geht man von Worten der gleichen Lange k sowie r Kontroll symbolen pro Wort aus, so gibt die Informations-
rate das Verhdltnis der Anzahl der tatsachlichen Informationssymbole zau der Anzahl der Symbole des gesamten
Codeworts an, also k : (k+r).

“2 Bei monoal phabetischen Kryptosystemen wird jeder Buchstabe des Klartextalphabets gets zu demselben Ge-
heimtextbuchstaben verschllisslt.

“3 Der Ausdruck , brechen” soll signalisieren, dasses sch hierbei um den Angriff einer nichtautorisierten Person
handelt, welcher der Entschliisselungsal gorithmus zunédhst nicht bekannt ist.

4 Vgl. Beutelspacher 1994 der eine Einfiihrungin die dementaren Methoden der Kryptographie unter Beriick-
sichtigung historischer Aspekte gibt.

5 Beim Public-Key-System besitzt jeder Benutzer einen offentlichen, allgemein zuganglichen Schliisel und
einen geheimen Schltissel, der nicht ausgetauscht wird. Das beriihmteste Publi c-Key-System ist das 1978 erfun-
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Sicherheitsproblem bisheriger Kryptosysteme — das des Schllisselaustauschs zwischen Sender
und Empfanger — gel6st wurde. Dies kann als der Beginn der modernen Kryptographie ange-
sehen werden (vgl. Beutelspacher, Schwenk & Wolfenstetter 1995. Der Aspekt der Geheim-
haltung von Nadrichten ist jedoch nu ein Untersuchungsgegenstand der modernen Krypto-
graphie. Weitere Problembereiche, die in den letzten Jahren eine zunehmende Bedeutung er-
langten, sind Fragen der Authentikation und @ Anorymitét. Wahrend es bei der Anonymitét
u. a. um die Geheimhaltung einer oder beider am Nadhrichtenaustausch beteili gten Personen
geht,*® ist man bei der Authentikation an der Sicherung von Nachrichten gegeniiber unbefug-
ten Anderungen interessert. Ziel ist es hier, Methoden bereitzustellen, de es erlauben, Ver-
anderungen von Nadrichten zu erkennen bzw. zu entscheiden, obeine Nadhricht tatsachlich
vom angegebenen Absender stammt*’

Im Rahmen der oben aufgeftihrten Grundprobleme der Kryptographie fanden viele Ergebnisse
der Zahlentheorie und d&r endlichen Geometrie eéne Anwendurg. Dabel wurden diese beiden
mathematischen Teil disziplinen duch das wadhsende Interesse an kamplexen Sicherheitss/s-
temen in ihrer Entwicklung vorangetrieben.

1.6 Zusammenfassaung

Diskrete Fragestellungen reichen bis weit ins Altertum. In der Entwicklungsgeschichte der
Diskreten Mathematik betrachtete man diskrete Begriffe oder diskrete Strukturen einerseits
as eigenstandige Objekte, an deren Eigenschaften man interessert war. Andererseits dienten
diese Begriffen as Hilfsmittel zum Ldsen von Problemen bzw. fUr die Entwicklung anderer
Begriffe. In desem Zusammenhang lassen sich gewisse Schwerpunkiverschiebungen feststel-
len, wobei drei AnknlUgfungspunke fir fachdidaktische Untersuchungen deutli ch werden:

» Die Beschéftigung mit diskreten Begriffen, wie @wa magischen Quadraten, figurierten
Zahlen oder Graphen war zunadhst vielfadh intrinsisch motiviert und konrte haufig dem
Bereich der , Unterhaltungsmathematik” zugeordnet werden. Die Beschéftigung mit die-
sen reizvollen (innermathematischer) diskreten Problemstellungen hat die Entwicklung
der Diskreten Mathematik vorangetrieben.

* Mit der Behandlung diskreter Fragestellungen ergaben sich Beziehurgen zur Entwicklung
anderer mathematischer Gebiete. So gab de Beschéftigung mit Diff erenzenfolgen Impul-
se zur Begriindurg der Infinitesimalrechnurg und kambinatorische Uberlegungen been-

dene RSA-System, benannt nach seinen Entdedkern Rivest, Shamir und Adleman. Die Sicherheit dieses System
beruht auf der Primfaktorzerlegung goler Zahlen.

6 Anwendungen finden sich etwa bei Methoden des elektronischen Bezalens oder bei Modellen elektronisch
durchgefiihrter Wahlen.

47 Man spricht hier von Nachrichtenauthentikation. Ein weiteres Problem besteht im Nachweis der Identitét einer
Person gegenlber einer Maschine wie dwa énem Bankautomaten. Es handelt sich hierbei um das Problem der
Teil nehmerauthentikation.
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flusgen sowohl die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrednurg a's auch de der age-
braischen Analysis. In jlingerer Zeit zeigen sich insbesondere zwischen verschiedenen
Teilgebieten der Diskreten Mathematik zahlreiche Wedhselwirkungen, so etwa zwischen
Kryptographie, endlicher Geometrie und Zahlentheorie.

* Durch de Einfuhrung der ersten schnellen Rechner und cen damit verbundenen Mdgli ch-
keiten einer effektiven Datenverarbeitung gewannen dskrete Begriffe und Methoden bel
der Modelli erung auférmathematischer Stuationen an Bedeutung, undes ertff neten sich
vielféltige neue Anwendurgsbereiche in Wirtschaft und Technik.

Im Hinblick auf diese Aspekte soll im Folgenden urtersucht werden, welche Bedeutung dis-
krete Problemstell ungen, Begriffe und Anwendurgen im Mathematikunterricht haben kdnren
undinwiefern dskrete Inhalte im Sinne des genetisch-historischen Prinzips in den Unterricht
integriert werden sollten.
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2 Diskrete Mathematik im Mathematikunterricht

Diskrete Mathematik stellt kein , Standardthema” des derzeitigen Mathematikunterrichts dar.
Dennach waren diskrete Inhalte und Themen immer wieder Gegenstand der didaktischen
Diskusson. Im Rahmen deses Kapitels llen zunddhst Ansétze dieser Diskusson vagestellt
und de wesentlichen Argumentationslinien aufgezeigt werden. Dabei wird wie im ersten Ka-
pitel eine inhaltliche, facdhgebundene Perspektive @ngenommen. Zur Analyse der didakti-
schen Bedeutung diskreter Mathematik im Mathematikunterricht wird daran anschlief3end ein
Sichtwedhsel vorgenommen. Ausgehend von aén im Rahmen der mathematikdidaktischen
Diskusgon immer wieder herausgestellten Aspekten Problemldsen, Begriff sbilden und An-
wenden, werden ausgewahlte diskrete Themen urter Berticksichtigung bestehender Vorschl&
ge genauer untersucht.

2.1 Rickblick auf die Entwicklung diskreter Mathematik im Mathematik-
unterricht

Das didaktische Potenzial diskreter Themengebiete wie Kombinatorik, Graphentheorie und
Kryptographie wurden in der Vergangenheit im Allgemeinen fachgeburnden diskutiert. Eine
breitere Sicht auf das gesamte Spektrum der Diskreten Mathematik zeigte sich Ende der 80er
Jahre insbesondere in den USA. Den Hintergriinden fur diese Entwicklung und den Zielen,
die mit einer mogli chen Integration dskreter Themen in den Mathematikunterricht verbunde-
nen wurden, soll im Folgenden nachgegangen werden.

2.11 Kombinatorik als (eigenstéandiger) Unterrichtsgegenstand

In der didaktischen Diskusson um die Bedeutung und Einordnurg kombinatorischer Frage-
stellungen lassen sich zwei Sichtweisen urterscheiden. Zum einen wird Kombinatorik urter
Berticksichtigung der historischen Genese ds Tell der Wahrscheinlichkelitsrechnurg verstan-
den, zum anderen betrachtet man sie ds eigenstandigen Unterrichtsgegenstand, womit man
stérker ihrer aktuellen Bedeutung geredit wird.

Die Kombinatorik als Basis der Wahrscheinli chkdtsrechnungwird bereits in den Gymnasien
des 19. Jahrhunderts behandelt (vgl. Scheid 1984,S. 6), sie findet jedoch in verschiedenen
Empfehlungen undRichtlinien Anfang des 20. Jahrhunderts nur zum Teil eine Beriicksichti-
gung. Der Wahrscheinli chkeitsredhnurg selbst wird nach einer Phase der Neuorientierung des
Mathematikunterrichts nach dem zweiten Weltkrieg mit Beginn der 60er Jahre ene stérkere
Bedeutung beigemessen, undsie wird in der Folgezeit sowohl in Richtlinien undLehrplénen
fur die Primarstufe ds auch fir die Sekundarstufe | und 1l aufgenommen (vgl. Kitting 1994,
S. 1461.). Die Frage, in welchem Umfang kombinatorische Inhalte im Rahmen eines Sto-
chastikunterrichts der Sekundarstufe Il behandelt werden sollen, war immer wieder Gegen-
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stand der didaktischen Diskusson. Eine e@ndeutige Beantwortung dieser Frage ist nicht mog-
lich; es mussin jedem Fall die Zielsetzung des Unterrichts beriicksichtigt werden. Nach einer
Resolution zum Mathematikunterricht in Grundkusen aus dem Jahr 1983 werden u. a fol-
gende Schwerpunksetzungen vorgeschlagen (vgl. Kroll 1983,S. 220):

1. Beurteilende Statistik als Leitvorstellung
2. Verdstérkte Berecdhnung wn Wahrscheinli chkeiten urter Zuhil fenahme kombinatorischer Methoden.

Unterrichtspraktische Vorschlége, die der zweiten Zielsetzung zugeordnet werden konren,
sind in dem MU-Themenheft ,, Kombinatorik in der Wahrscheinlichkeitsrechung® aus dem
Jahr 1984 aufgefuihrt (vgl. Fricke 1984n). Scheid (1984 zeigt hier ausgehend von an kombi-
natorischen Grundormeln eine Fille interessanter kombinatorischer Anwendurgsprobleme
aus dem Bereich der Glicksgiele sowie ais dem Gebiet der Physik auf. Daneben wird an-
hand von Beispielen beschrieben, wie kombinatorische Uberlegungen in de Konstruktion
parameterfreier Tests einflief3en konren. Fricke (1984b, 1984d) betrachtet ein Irrfahrtenprob-
lem und das Problem der vollstdndigen Serie, die beide mit weiterfiihrenden kombinatori-
schen Uberlegungen behandelt werden konren.

Aufgrund der wadhsenden Bedeutung statistischer Fragestellungen wird heute jedoch
verstarkt gefordert, den kambinatorischen ,Vorlauf“ innerhalb der Stochastik der Sekundar-
stufe Il auf ein Minimum zu beschrénken und ar beurtellenden Statistik eine grofere Bead-
tung zu schenken.*® So fordert der aktuell e hesssche Lehrplan Mathematik fiir die gymnasiale
Oberstufe, dass, Zahlverfahren [...] nur so weit behandelt werden [sollten], wie sie fur das
Verstehen der nachfolgenden Fragestellungen néig sind”, so etwa zur Behandlung speziell er
Wahrscheinli chkeltsverteilungen oder zum Testen von Hypothesen (Hesgsches Kultusminis-
terium 2000, S. 26). Diese Forderung steht in Einklang mit der oben genannten ersten
Schwerpunkisetzung.

Nun gibt es it einiger Zeit Empfehlungen, Elemente der Stochastik und damit auch kambi-
natorische Inhalte nicht nur in den Sekundarstufen zu behandeln, sondern auch in de Grund-
schule zu integrieren.*® Empirische Untersuchurgen weisen darauf hin, dess bereits Grund-
schiler ein Versténdns fir den Inhalt kombinatorischer Aufgaben undfir elementare Zahl-
prinzipien aufbringen.>® Durch einen kombinatorischen Vorkurs und ein Wiederaufgreifen
und Vertiefen bestimmter Inhate in hokeren Schulstufen kann im Sinne des Bruner’ schen

“8 Die beurteil ende Statistik ist bereits it einiger Zeit verpflichtender Lehrstoff des Stochastikunterrichts. In der
Praxis des reden Mathematikunterrichts wurde die Stochastik jedoch haufig mit einem zum Teil i soliert zu ande-
ren Inhalten stehenden Bereich ,,Kombinatorik” unterrichtet und Fragen der beurteilenden Statistik nicht oder
nur kurz angesprochen.

“9Vvgl. Kiitting 1994 S. 149ff.

% Gegenstand der Untersuchungen sind vor allem einfache Permutationsaufgaben, die in eine die Kinder anspre-
chende Situation eingekleidet wurden. Vgdl. hierzu die Erfahrungsberichte von Winter 1976 Malmendier, N. &
Kaeseler, P. 1985 Uber erste intuitive Zugange und Strategien von Grundschulkindern im Umgang mit kombi-
natorischen Aufgaben berichtet Neubert 1998
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Spiraprinzips gehandelt und eine Propddeutik zum Erlernen stochastischer Grundlkegriffe
geleistet werden. Wenn tereits frihzeitig gedgnete Hilfsmittel for die dementare Wahr-
scheinlichkeitsrechurg bereitgestellt wirden, wére in der Oberstufe mehr Raum fir kombina
torische Aktivitaten. Auf diese Weise kbnrnte man beide der oben genannten Zielsetzungen
angemessen berticksichtigen. Dartiber hinaus wére ene stérkere Betonurg der Kombinatorik
in der Grundschule undin der Sekundarstufe | auch im Sinne @ner Konzeption, de Kombina-
torik als eigenstandgen Unterrichtsgegenstand auffasd. Die wahrscheinli chkeitspropédeuti-
sche Funktion steht hier nicht im Zentrum; es werden vielmehr allgemeine Lernziele betont.
Ansétze aner solchen Sichtweise zeigen sich bereitsin den 7Cer Jahren. So weist Jeger darauf
hin, ,dass die Kombinatorik einen relativ breiten Elementarbereich aufweist, also Probleme
und Loésungsmethoden, de leicht versténdich sind’ (Jeger 1973,S. 5). Daneben hebt er die
zahlreichen Anwendurgsmdgli chkeiten der modernen Kombinatorik hervor. Ahnlich argu-
mentiert Kapur (1970, der darber hinaus Beziehungen zu mengentheoretischen und alge-
braischen Begriffen wie Abhildung, Relation, Funktion, Aquivalenzklassen undlsomorphis-
mus seht.>* In den 8Cer Jahren sprechen sich Danckwerts und Vogel (19839) firr die Behand-
lung der Kombinatorik as eigenstandigen Unterrichtsgegenstand aus und geben in dem MU-
Themenheft ,Kombinatorik“ zahlreiche Beispiele, die sowohl dem Abzahlaspekt as auch
dem Existenz- und Optimierungsaspekt Rechnurg tragen. Abzahlprobleme werden dabei un-
ter einem neuen ddaktischen Blickwinkel betradhtet: So kann etwa durch ein Thematisieren
der Binomiaentwicklung

oy =05 D e e

bereits in der Mittelstufe ene Verkntigfung von Kombinatorik und Algebra aifgezeigt wer-
den.>> Anhand cer Methode der erzeugenden Funktionen lasg sich diese Beziehurng in der
Sekundarstufe 1l formal weterfihren und \ertiefen sowie die Bedeutung der Algebra beim
Losen kombinatorischer Probleme verdeutlichen.>® Damit kann einer , einseitigen Ausrich-

* Diese Sicht und die damit verbundenen Beispiele (vgl. etwa Claus 1973 war noch von der Reformbewegung
der ,Neuen Mathematik" geprégt, die im Anschlussan die von Bourbaki aufgestellte ,, Architektur der Mathema-
tik" versuchte, den Unterricht an Strukturbegriffen wie Menge, Relation, Verknipfung Abbildung zu orientie-
ren. Die Begriffe Abbildung urd Funktion gehdren auch heute noch zu den fundamentalen Begriffen des Ma-
thematikunterrichts. Welchen Beitrag kombinatorische Aktivitdten zu deren Entwicklung leisten kénnen, wird in
Kapitel 2.3.2 aufgezegt.

*2 Eine Verknipfung besteht insofern, als sch die Binomialkoeffizienten EE und damit das kombinatorische

Problem ,Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-Menge" durch Ausmultiplizieren von (1+ X)n und
Zusammenfassen der entstehenden Terme rein algebraisch bestimmen lassen.

*3 Erzeugende Funktionen sind formale Potenzreihen, bei denen Konvergenzfragen urberiicksichtigt bleiben. Sie
stellen nicht nur bei Zahlzerlegungsproblemen ein wichtiges Werkzeug dar, sondern dienen auch daay, lineare
Rekursionen zu [6sen urd eine Vielzahl kombinatorisch interpretierbarer Gleichungen tber Binomialkoeffizien-
ten rein algebraisch zu beweisen (vgl. Danckwerts & Vogel 19831.
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tung der Algebra ds Instrument zum Lésen vonGleichungen” entgegengewirkt und de ,,Uni-
versalitét der formalen algebraischen Methode* betont werden (vgl. Danckwerts, Deubner &
Vogel 1983,S. 15).>

2.12 Graphentheoretische Elementeim Mathematikunterricht

In Zusammenhang mit Bestrebungen, Elemente der Geometrie im Grundschulunterricht zu
etablieren, wird von cr deutschen Mathematikdidaktik mit Beginn der 70er Jahre verstarkt
auch fir eine Integration graphentheoretischer Inhadte in den Mathematikunterricht der
Grundschule plédiert. Im Rahmen einer propadeutischen Behandung geometrischer, graphen-
theoretischer bzw. topdogischer® Themen sollen Schiller angeleitet werden, de Umwelt zu
erschlief3en, allgemeinere ,, Gesetze des Raums* zu entdedken sowie ,, rdumliche Beziehungen
und deren Gesetzmaldigkeiten in bestimmten reden Phanomenbereichen® zu erfassen (vgl.
Winter 1971).°° Einen bedeutenden Impuls gaben in desem Zusammenhang die psychalogi-
schen Untersuchurgen der Genfer Schule um Jean Piaget. Unter dem Einflussvon Bourbaki®’
stellte Piaget ausgehend vonVersuchsergebnissen zur Raumerfassung von Kindern eine The-
orie aif, nach der Kinder zundhst topdogische und erst danadh projektive und euklidische
Beziehungen erkennen (vgl. Miller & Wittmann 1984 S. 226.

Graphentheoretische Inhalte werden zunehmend jedoch nicht nur in Verbindurg mit einer
geometrischen Propadeutik, sondern auch im Hinblick auf allgemeine Lernziele diskutiert. So
kann rach Winter die Beschéftigung mit Netzen (Graphen) , kredives, kombinatorisches und
argumentierendes Denken® fordern (Winter 1971,S. 58). Bigalke betont bei einer Behandlung
der Graphentheorie insbesondere die ,,immense Anwendurgsfreudigkeit”, die , grof®e An-
schaulichkelt® und de , Problemfreudigkeit auf jedem beliebigen Niveau® (Bigake 1974,
S. 6). Mit , Problemfreudigkeit” verbindet Bigalke u. a. die Mdglichkeit, leichtverstandliche
innermathematische Sétze tber Wege und Farbungen zu thematisieren undzu beweisen. Bei-
spiele fur Anwendurgen kdnrten seiner Meinung nadh im Bereich der Netzplantechnik undin
Zusammenhang mit Netzwerkflissen und Rundreiseproblemen gefunden werden. Dartber

* Der binomische Lehrsatz und dessen Bezehungzur Kombinatorik war bereits im 19. Jahrhurdert Gegenstand
des Gymnasialunterrichts. Diese Inhalte waren jedoch in das Konzept der Algebraischen bzw. Kombinatorischen
Analysis eingebettet. Vgl. hierzu Jahnke 1990 S. 323ff.

*5 Die mathematische Disziplin der Topdogie beschéftigt sich (informell betrachtet) mit Lage-, Nachbarschafts-,
Umgebungs- und Zusammenhangsbezehungen. Die Graphentheorie kann als ein Teilgebiet der kombinatori-
schen Topdogie aifgefass werden.

% Als Beispiel fiir einen solchen reden Phanomenbereich gibt Winter (1971) eine StralRenkreuzung urd deren
Ampelschaltungan. Bei der Analyse dieser Situation kdnnen topd ogische Begriff sbil dungen initii ert werden.

" Bourbaki ist ein Pseudonym fiir eine Gruppe franzésischer Mathematiker, die es sch seit Ende der 30er Jahre
zum Ziel gesetzt hatten, das Gebiet der reinen Mathematik aus der Mengenlehre mit Hilfe dreier Mutterstruktu-
ren (algebraische Strukturen, Ordnungsdrukturen, topdogische Strukturen) zu ordnen urd hierarchisch aufzu-
bauen. Der Einflussvon Bourbaki &uf3erte sich in Deutschland in den 60er Jahren in Form der ,,Neuen Mathema-
tik" und drang bisin die dlgemeinbil denden Schulen vor (vgl. hierzu auch Fuhrer 1997, S. 73ff.).
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hinaus sien Graphen ein Mittel sowohl zur Veranschauli chung innermathematischer Relatio-
nen als auch zur Mathematisierung bzw. Darstell ung auliermathematischer Situationen.

Heute finden sich kaum noch graphentheoretische bzw. topdogische Elemente im Mathema-
tikunterricht. Die Lehrplane der Grundschulen sehen dese im Rahmen einer geometrischen
Propadeutik nicht mehr vor, da ihre Behandung weder aus entwicklungspsychologischer
noch aus fachwissenschaftlicher Sicht geredhtfertigt erscheint. Topdogischen Inhaten wird
jedoch im Hinblick auf allgemeine Ziele des Mathematikunterrichts immer noch eine Bedeu-
tung beigemesen (vgl. Franke 1999,S. 3). In den beiden Sekundarstufen wurden in der Ver-
gangenheit — maoglicherweise auch in Ermangelung Uberzeugender Vorschldge seitens der
Fachdidaktik®® — nur wenige der fiir die Grundschule vorgeschlagenen topdogischen undgra-
phentheoretischen Inhalte aufgegriffen undweitergefihrt. Dennoch wird gerade in letzter Zeit
im Hinblick auf die fundamentalen Ideen , Optimieren® und , Algorithmisieren® undin Zu-
sammenhang mit dem Informatikunterricht wieder verstérkt auf die Bedeutung von Fragestel-
lungen der kombinatorischen Optimierung hingewiesen >

2.13 Codierungstheorie und Kryptographie als Gegenstand des Mathematik-
und/oder Informatikunterrichts

Erste Vorschldge zur Integration der Informationstheorie bzw. der Codierungstheorie in den
Mathematikunterricht gibt es bereits Anfang der 70er Jahre. Unter Bezug auf die wachsende
Bedeutung dieses mathematischen Themengebiets in vielen Anwendurgsbereichen undim
Hinblick auf Bestrebungen, de Informatik als Schulstoff zu institutionalisieren, het als einer
der ersten Wefelscheid fir die Behandlung der Informationstheorie in der gymnasialen Ober-
stufe pladiert. Das von ihm herausgegebene MU-Themenheft , Informationstheorie” fihrt
zunadhst in die wesentlichen Begriffe dieser Theorie @n undzeigt anschlief3end fur die Schule
relevante Aspekte auf. Dabei werden Bezlige zur Linearen Algebra, Statistik und Graphenthe-
orie hergestellt (vgl. Wefelscheid 1974.

In den 8Cer Jahren werden — vor dem Hintergrund der wadhsenden gesell schaftli chen Bedeu-
tung des Computers bzw. der , Informations- und Kommunikationsmedien (IuK)*“ — Forde-
rungen nach einer zeitgemal3en Allgemeinbildung laut, die insbesondere ene ,informations-
technische Grundbldung” einschlief3en. In desem Zusammenhang werden von cr Bund
Lander-Kommisson fir Bildungsplanung und Forschungsférderung die folgenden Inhaltsbe-

%8 Das heifdt nicht, dasses keine entsprechenden fachdidaktischen Beitrége gab. So schlugen Rinkens & Schrage
(1974 eine spiralférmige Behandlung der Topdogie vor, bei der — im Hinblick auf den Themenbereich der
Analysis — auf den Begriff der hom&omorphen Abbildung hingeabeitet wird. Anregungen zur Behandlung von
hamiltonschen Wegen urd Férbungsproblemen finden sich im MU-Themenheft ,, Graphentheorie I11“ (vgl. Klose
1978. Mit Fragestellungen der kombinatorischen Optimierung beschéftigten sich u a. Vogel 1977 Floer 1977,
Baptist 1979 Kieldwetter & Rosenkranz 1982 Offensichtlich hatten diese Beitrdge @er nur einen geringen Ein-
flussauf die Praxis des Mathematikunterrichts.

%9V gl. hierzu Jager & Schupp 1997 Schupp 1997 Malle 19994 Schuster 2001
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reiche genannt, die fur alle Schiler der Sekundarstufe | verbindlich sein sollten (vgl. Koerber
& Peters 1998,S. 21):

¢ Aufarbeitung urd Einordnungder individuellen Erfahrungen mit Informationstechniken;

*  Vermittlung von Grundtechniken urd Grundbegriffen, die fur die Informationstechniken von Bedeutung
sind;

* Einfuhrungin die Handhabung eines Computers und dessen Peripherie;

*  Vermittlung von Kenntnissen tber die Einsatzmdglichkeiten urd die Kontroll e der Informationstedchniken;

* Einfuhrungin die Darstellung von Problemlsungen in algorithmischer Form;

*  Gewinnungeines Einblicksin die Entwicklungder elektronischen Datenverarbeitung

* Schaffung des Bewusdseins fur die sozialen urd wirtschaftlichen Auswirkungen, die mit der Verbreitung
der Mikroelektronik verbunden sind;

* Dargtellung der Chancen urd Risiken der Informationstechniken sowie Aufbau eines rationalen Verhaltnis-
ses zu diesen;

*  Einfuhrungin Probleme des Personli chkeits- und Datenschutzes.

Auf der Basis dieses Bildungskonzepts erhalten Codierungstheorie und auch Kryptographie
neue Aktualitét, sowohl fir den Mathematik- als auch fiir den Informatikunterricht.®® Vor-
schldge fur den Informatikunterricht zielen dabei darauf ab, Programmiertechniken weiterzu-
entwickeln, indem etwa kryptographische Verfahren implementiert werden, oder bestimmte
Fragen der Informationsscherheit vertieft zu behandeln.®* Im Mathematikunterricht sieht man
demgegenuiiber in der Behandlung von Kryptographie und Codierungstheorie @ne Méglich-
keit, allgemeine Lernziele wie Model lbil den undProblemldsen zu betonen, sowie viele tradi-
tionelle Lerninhate wie Stellenwertsysteme, Primzahlen, Tellerfremdheit, Prozentrechnurg
und Statistik anwendurgsorientiert zu (iben.®? Dabei ist das VVermitteln einer informatorischen
Grundhbldung an keine durchgangige Computernutzung gebuncden, wie Herget (1989 heraus-
stellt. In der von ihm vorgestellten Unterrichtseinheit zum Thema ,, Prifziffern und Strichco-
de” ineiner 7. Klasse ,,geht es nicht um das Programmieren verschiedener Prifziff erverfahren
oder gar um das Erstellen eines Programms zum Ausdruck von Strichcodes, sondern um das
Verstandnis des weiten, von an neuen Tedhniken gepragten aulRermathematischen Problem-
feldes und dr Rolle, die dabei die verschiedenen mathematischen Ldsungsvorschlége spie-
len” (aa O., S. 19. Damit werden Inhalte der Codierungstheorie insbesondere fir einen an-
wendurgsorientierten Mathematikunterricht bedeutsam.

%0 vgl. hierzu z. B. das MU-Themenheft , Codieren urd Chiffrieren* (Beutelspacher & Schulz 1987 bzw. das
LOGIN Heft zum Thema ,,Kryptographie und Sicherheit in Netzen (Witten 1996).

®1vgl. hierzu z. B. Uhl 1987, Baumann 1996 Uhl berichtet (iber eine Unterrichtsreihe mit dem Thema K analco-
dierung die e in einem Informatikkurs der Jahrgangsdufe 13 gehalten hat. Baumann mdchte mit seinem Auf-
satz @nen Weg zur Behandlung des Themas ,, I nformationsdgcherheit durch kryptologische Verfahren aufzeigen.
Im Zentrum des Unterrichts llten seiner Meinung rach kryptographische Protokolle und Informatiksysteme
stehen.

®2\/gl. hierzu z. B. die unterrichtspraktischen Vorschl&ge von Biernot 1992, Faili ng 1998 Waimer 1997.
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2.14 Zur Bezehung ,Diskrete Mathematik — Kontinuierliche Mathematik*

Zwischen diskreter und kortinuierlicher Mathematik®® gibt es viele Beziehurgen. Diskrete
(numerische) Verfahren konren Naherungsldsungen fur kontinuierliche Probleme, wie d@wa
aus dem Bereich der Algebraund Analysis, liefern. Dartiber hinaus gibt es fir zahlreiche kon-
tinuierliche Konzepte (struktur)ahnliche, vergleichbare diskrete Begriffe und Verfahren. So
bestehen Verbindurgen oder sogar Analogien zwischen der diskreten und koninuierlichen
Wahrscheinlichkeitsrechnurg, zwischen der Differenzen- und der Differentialrecinurg und
zwischen der Theorie der Differenzengleichungen und dx Differenzialgleichungen. Mit der
zunehmenden Bedeutung des Computers in vielen gesell schaftlichen Bereichen kam es Ende
der 70er Jahre zu einer Diskusson um den Stell enwert diskreter und kortinuierli cher Konzep-
te im Mathematikunterricht. Im Zentrum dieser Diskusson stand eine ,klasssche” kontinu-
ierliche Disziplin, de Analysis. Auf einige der Hintergriinde soll im Folgenden ndher einge-
gangen werden, undes llen Bestrebungen, Diskrete Mathematik als eigenstandigen Unter-
richtsgegenstand zu etabli eren, aufgezeigt werden.

2.1.4.1 Zunehmende Bedeutung des algorithmischen Aspekts

Durch de watsende Bedeutung elektronischer Rechengeréte in Wissenschaft, Technik und
Wirtschaft und de Verbreitung von Taschenrechnern undComputern wird in den 70er Jahren
dem ,agorithmischen Aspekt® der Mathematik eine grofRere Aufmerksamkeit geschenkt.
Damit einher gehen Forderungen, algorithmisches Arbeiten nicht nur auf das Ausfihren von
Algorithmen zu beschranken, sondern dem Entwickeln und Analysieren von Algorithmen
eine groRere Bedeutung beizumessn ®* Mit der Behandlung von Algorithmen verbindet man
die Hoffnung, dass Schiler —wie Engel (1979 im Vorwort seines Lehrbuchs ,, Elementarma-
thematik vom algorithmischen Standpunk® hervorhebt — vertiefte Einsichten in traditionelle
Gebiete des Mathematikunterrichts gewinnen:

-Manche Themen der Schumathematik gewinnen auferordentlich, wenn man sie vom agorithmischen
Standpunkt aufbaut. [...] Die Algorithmik liefert einen wichtigen Beitrag zur Konkretisierung, Vereinfachung
und Vertiefungdes Schulstoffes.” (Engel 1979 S. 3)
Mit der Betonurg der agorithmischen Sicht wird der Blick stérker von kortinuierlichen zu
diskreten Inhalten undMethoden gelenkt. In desem Zusammenhang zeigen sich in der deut-
schen Mathematikdidaktik auch erste Ansdtze ener integrierenden Sicht auf das gesamte
Spektrum der Diskreten Mathematik, wohingegen zuvor diskrete Themenbereiche hauptsad-
lich ,isoliert” thematisiert wurden. So pladieren Danckwerts, Deubrer undVogel (1983S 13f)

83 Mit , kontinuierlicher Mathematik“ bezeéchnen wir im Rahmen dieser Arbeit Themengebiete, die sich — in
Abgrenzung zur diskreten Mathematik — in einem weiteren Sinne mit nicht abzéhlbaren Mengen, insbesondere
redlen Zahlen, beschéftigen.

® Der Begriff des Algorithmus wird in der fachdidaktischen Literatur zu den , fundamentalen Ideen” im Sinne
Bruners gezélt (vgl. etwa Schreiber 1979 Schweiger 1992 Fihrer 1997).
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in dem MU-Themenheft ,Kombinatorik® (vgl. Danckwerts & Vogel 1983 fir eine Einfih-
rung in de Methoden der finiten Mathematik, die u. a die Themengebiete Kombinatorik,
Graphentheorie, endiche Stochastik und theoretische Informatik umfasg.%® Der agorithmi-
sche Aspekt, der — wie bereits Ralston (1981) hervorgehoben hatte — als verbindendendes
Element der ansonsten redht unterschiedlichen Themenbereiche der Diskreten Mathematik
verstanden werden kann® wird in diesem Heft zum Anlass genommen, insbesondere dgo-
rithmische Elemente in Kombinatorik und Graphentheorie offen zu legen, denn — so betonen
Bovermann, Danckwerts und 'V ogel:

»In den kombinatorischen Aktivitéten Abzahlen, Aufzahlen, Optimieren ist der algorithmische Aspekt ange-

legt.” (Bovermann, Danckwerts & Vogel 1983 S. 66)
Die Ideg die verschiedenen Themengebiete der Diskreten Mathematik in einem groferen
Zusammenhang zu betrachten, wird in der Folgezeit in der deutschen Mathematikdidaktik
zunacdhst nicht weiterverfolgt. Stattdessen wird, wenngleich dskrete Inhalte aus den Berel-
chen Kombinatorik, Graphentheorie und Kryptographie immer wieder Gegenstand der didak-
tischen Diskusgon sind, mit Nachdruck fir die Behandlung diskreter (bzw. numerischer) Me-
thoden zur Vertiefung traditioneller Themen aus dem Bereich der Algebra und cer Analysis
pladiert.®” In desem Zusammenhang wird insbesondere énem zentralen diskreten Begriff
— dem Begriff der Folge — a's eigensténdigem Unterrichtsgegenstand mehr Bedeutung beige-
messen. So bemerken Blum und Torner:

»Durch den stdndig steigenden Einsatz von Computern sind Folgen in Zusammenhang mit Iterationsverfah-
ren als ein unverselles Werkzeug in inner- sowie aiRermathematischen Anwendungsstuationen eher aufge-
wertet worden. Diesem Trend kann sich auch der Unterricht nicht verschlief3en, nicht alein nur um der hohen
mathematischen urd historisch begriindeten Bedeutung des Folgenbegriff s wegen, sondern insbesondere auf-
grund des didaktischen Impulses durch den algorithmischen Aspekt.” (Blum & Térner 1983 S. 67)

Im Mittelpurkt des Interesses gehen dabei rekursiv definierte Folgen, de nicht nur in Ver-
bindurg mit numerischen N&herungsverfahren eine wichtige Rolle spielen, sondern auch ein

® Der Begriff , finit* bedeutet , endlich*. Grundlage der finiten Mathematik sind somit endliche Mengen. Auch
die Diskrete Mathematik (im engeren Sinne) beschéftigt sich mit endlichen Mengen. Insbesondere kdnnen die
von Danckwerts, Deubner und Vogel genannten Themengebiete auch der Diskreten Mathematik zugeordnet
werden.

% So betont Ralston (1981) im Hinblick auf einen Lehrgangsentwurf zur Diskreten Mathematik fir Studierende
der Informatik: , The ,glue’ which should be used [..] to hold together an (otherwise) disparate set of topics is
the notion of an algorithm and the analysis of algorithms.” (S. 479)

67 So kénnen etwa Gleichungen numerisch gelést, die Zahl Pi oder bestimmte Quadratwurzeln approximativ
bestimnt werden, aber auch Elemente der Zahlentheorie, wie z B. der euklidische Algorithmus, thematisiert
werden. Vgl. hierzu Engel 1977
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Hil fsmittel beim Lésen innermathematischer Probleme®®, bei der Einfiihrung des Grenzwert-
begriffs°® oder beim Mathematisieren dynamischer Prozes="® darstell en.

2.1.4.2 Klasssche Analysisversusdiskrete Analysis

Die didaktische Diskusgon der 70er Jahre um eine dgorithmische Durchsetzung des klass-
schen Schulstoffs ist im Zusammenhang mit der Analysis besonders ausgepragt. So setzen
sich Engel (1977 und Klingen (1981 fur eine Behandlung numerischer Algorithmen, wie
etwa Verfahren zur Interpaation, zur Bestimmung von Nullstellen und Extremwerten, zur
numerischen Integration undzum numerischen Losen von Differentialgleichungen, ein. Win-
kelmannist sogar der Ansicht, dass $ch ,, manche klassischen Motivationen fir die schulische
Behandlung der begrifflich aufwandigen Analysis nicht mehr ohre weiteres aufrecht erhalten
lasen, dadie meisten deser numerischen Verfahren leicht zu programmieren sind, keine -
pliziten Kenntnisse der klassschen Analysis erfordern und artiber hinaus bei praktischen
Anwendurngen von grof¥er Bedeutung sind (Winkelmann 1982,S. 25). Dies bedinge , eine
Legitimationskrise des traditionellen Analysisunterrichts an der Schule” undes i, deutlich
zu machen [ist], worin heutzutage noch der Sinn einer Beschaftigung mit kontinuierlicher
Mathematik liegen soll* (a a O., S. 25). Die Diskusson un einen zeitgemal3en Analysisun-
terricht und den Stellenwert diskreter Begriffe und Verfahren ist auch heute noch aktuell,
wenngleich de Bedeutung der klassschen Analysis unumstritten ist. So sind kortinuierliche
Begriffe wichtig bei der Modelli erung von Anwendurgsstuationen und & der theoretischen
Absicherung von Naherungsverfahren. Darliber hinaus gellen sie @ne bedeutende kulturhisto-
rische Errungenschaft dar (vgl. Blum 1991,S. 78). Durch den Computer kommt es jedoch zu
Verschiebungen in den Zielsetzungen. Da z. B. Computeralgebrasysteme wie DERIVE nicht
nur numerische sondern auch symboalische Berechnurgen tbernehmen konren, verliert das
Ausfuhren des Differenzialkalkils als eigenstdndig von Hand auszufiihrende dgorithmische
Téatigkeit an Bedeutung. In desem Sinne aif¥ert sich auch G. Schmidt auf einer Podiumsdis-
kusson zur MNU-Hauptversammiung:

»Mit der zunehmenden Verfiigbarkeit des Computers auch im Mathematikunterricht stehen Werkzeuge aur
Verfigung die énmal den hohen Kalkulanteil des Analysisunterrichts (insbesondere der Prifungen) ,entlar-
ven', zum anderen auch die im Mittelpunkt stehenden Verfahren der schematisierten Kurvendiskusson, der
Extremwertbestimmung urd der Berechnung on Fladheninhalten urd Volumina ds Legitimation fur Analy-
sisin Frage stellen.” (vgl. Danckwerts & Vogel 1992, S. 372

68 Zahlreiche Aufgaben, die durch rekursive Verfahren gelést werden kénnen, finden sich in Stowasser & Mohry
1978

% Eine Analyse verschiedener Konzeptionen zur Einfiihrung des Konvergenz- und Grenzwertbegriffs findet sich
in Weigand 1989 S. 51 ff. Zur Bedeutung des Folgenbegriffs fir das Verstdndnis des Grenzwertbegriffs vgl.
Weigand 1993 S. 80ff.

Ovgl. hierzu z. B. Diirr & Ziegenbalg 1989
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Ein grol¥erer Schwerpunkt kann deher auf das Erlernen und @s Versténdns der zentralen
kontinuierlichen Konzepte wie Grenzwert und Ableitung gelegt werden.

»1m Analysisurterricht sollte — beim Begriff shil den wie beim Beweisen — mehr préformal gearbeitet werden,
ohne dabei Abstriche an der Strenge a1 macdhen. Schiiler sollten angemessne Grundvorstell ungen insbeson-
dere vom Funktions-, Ableitungs- und Integralbegriff erwerben.“ (Blum 200Q S. 8)
Hier kbnrnte ane neue Bedeutung diskreter Begriffe und Methoden liegen. Aufgrund cer
»Elementaritdt” dieser Konzepte kann ein , diskreter Zugang zur Analysis® bereits friher as

erst in der Sekundarstufe Il erfolgen. So vertreten auch Hartmann undStreule die Ansicht:

»Die den einfachen numerischen Verfahren der Analysis zugrunde liegenden Ideen sind elementarer Natur.
Der diskrete Zugang zur Analysis erlaubt es deshalb, diese Themen schon viel friher im Unterricht zu be-
handeln. Erst spéter wird die kontinuierliche Sichtweise nach urd nach zum Zuge kommen urd neben den
graphischen urd numerischen Verfahren auch vermehrt symbolische Methoden thematisiert werden.” (Hart-
mann & Streule 200Q S. 217)
Eine Verschiebung der Bedeutung kontinuierlicher Mathematik (insbesondere ,,kontinuierli-
cher* Analysis) zugunsten diskreter Mathematik (insbesondere , diskreter Analysis‘) zeigt
sich auch in anderen Landern. In den USA fordert als einer der ersten Ralston (1979, die s
ten beiden Studienjahre an Coll eges unter besonderer Beriicksichtigung diskreter Themen neu
zu strukturieren, wobei er zwischen der , diskreten Anaysis® und Themengebieten, de zur

Diskreten Mathematik (im engeren Sinne) gezadhlt werden konren, urterscheidet:

»Before procealing further it would be well for me to define what | take the term *discrete mathematics' to
encompass On one hand it implies an emphasis on discrete analysis rather than the traditional emphasis on
the analysis of continuous functions. But additionally this term is used here to cover various other branches
of mathematics which focus mainly or entirely on discrete objeds sich as Combinatorics, Graph Theory, Ab-
strad Algebra, Linea Algebra, Number Theory, Set Theory, Discrete Probability.” (a. a. O., S. 50)
Von der Behandlung dieser Themen erhofft sich Ralston eine alaquate und zeitgeméal3e Vor-
bereitung der angehenden Wirtschaftswissenschaftler, Informatiker und Mathematiker auf ihr
spéteres Berufsleben in Wirtschaft und Industrie (vgl. Ralston 1979,S. 50f.). Ralstons Vor-
schlag fuhrt zu einer intensiven Diskusgon Uler eine gedgnete Stellung Diskreter Mathema:
tik im College-Curriculum, die sich im Wesentlichen darauf konzentriert, ob Diskrete Ma
thematik vor oder nach Analysis behandelt werden sollte und wie die beiden Disziplinen ge-
wichtet werden sollten (vgl. Ralston & Young 1983. Dabei orientiert man sich an den Be-
dirfnisen der jeweiligen Studienrichtungen und an den Lehrplanen anderer Institutionen
wie Schule und Universitét. In desem Zusammenhang werden neben eigenstandigen Kursen
zu Diskreter Mathematik auch neue Konzepte fur das Lehren der Anaysis entwickelt. Im

Zentrum eines anwendurgsbezogenen Analysisunterrichts llten dabeli nach Ralston sowohl

™ Hinsichtlich der Studienrichtungen Informatik, Wirtschaftswissenschaften, Mathematik und Informatik &uRert
sich Ralston hierzu im Jahr 1992wie folgt: ,,For those courses aimed at spedfic student populations, the balance
might be weighted more in the diredion of the discrete for informatics and social and management science stu-
dents, might be equal for mathematics dudents themselves and surely should be weighted more toward tradi-
tional continuous mathematics for physica science and engneeing students.” (Ralston 1992 S. 20)
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kontinuierliche ds auch dskrete Funktionen bzw. Folgen stehen, deren Eigenschaften mit

Hilfe des Diff erenzia - bzw. Diff erenzenkalkiils untersucht werden konren.

»1f functional behaviour and representation are to be the focus of the cdculus course, then continuous func-
tions and discrete functions (i. e. sequences) must be enmphasized and motivated by a wide variety of mathe-
maticd models. [..] An important theme in cdculus courses sould be the mntrast between the locd and
global behaviour of functions. Locd behaviour is, of course, derived by studying the derivative for continu-
ous functions (and the diff erence operator for discrete functions). And similarly the integral (and summetion)

operators are used to derive global information about functions.” (Ralston 1992 S. 22)

Auf die Bedeutung des endlichen Differenzen- und Summenkalkdils fir einen , diskreten Zu-
gang zur Analysis* hat bereits Gordonim Jahr 1979 hingewiesen.”? Er macht zum einen deut-
lich, dasszwischen diskreten und kominuierlichen Konzepten zahlreichen Analogien bestehen

(vgl. Tab. J).

Diff erenzial operator d
dx

d £ (%) = lim f(x+h) - f(h)
dx h-0 h

Differenzenoperator A

Af(n)=f(n+1) - f(n)

f(x)=a x“+a_x"+..+ax+a,

O da- f (x) =const
dx"

f(n)=an“+a_n""'+..+an+a,
O A'f(n)=const

}f(x)dx: F(b) - F(a)

Stammfunktion F Diskrete Stammfunktion F
F'(x)=f(x) AF(n)=F(n+)-F(n)=f(n)
Hauptsatz der Differenzia- und Hauptsatz der Diff erenzen- und
Integralrechnung Summenrechnury

b

; f(k)=F(b+1)-F(a)

Tab.1: Analogien zwischen Konzepten kontinuierlicher und diskreter Analysis

Weiterhin hinaus hebt er hervor, dassim diskreten Fall nur Kenntniss in Arithmetik und Al-
gebra eforderlich seien, so dass bereits auf einer elementaren Ebene Erfahrungen mit den

zentralen Ideen der Infinitesimalredinurg moglich seien.

»BY beginning ead topic with finite difference and sum analogues which require only manipulative aility in
arithmetic and algebra, the student would develop an urderstanding of, and famili arity with, the mncepts and
methods at a reasonably simple level. The infinitesimal cdculus results can then be quickly and naturally in-
troduced by passng to the limit as the step goes to zero in the corresponding discrete results. All the continu-
ous results would thus become anatural dual to the discrete results [...]. The net effed would be to give the

student a firmer grasp of both the theory and appli cations of cdculus.” (Gordon 1979 S. 26)

"2 Hier werden Beziehungen zur IdeeLeibniz’ beim Zugang zur Infinitesimalrechungdeutlich (vgl. Kap. 1.1).
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Damit werden auch hier diskrete Begriffe und Methoden nicht in Konkurenz zu kortinuierli-
chen Konzepten gesehen, sondern eher as Bereicherung bzw. as Hilfsmittel zum Erlernen
der entsprechenden kortinuierlichen Begriffe und Methoden.

2.1.4.3 Der NCTM-Standard , Diskrete Mathematik*

Die Diskusgon, dskrete Themen in der Mathematikaushildung an Coll eges angemessen zu
berlicksichtigen, hat auch Auswirkungen auf den Mathematikunterricht der amerikanischen
Highschods. Verschiedene Empfehlungen zur Integration Diskreter Mathematik in den Ma-
thematikunterricht (vgl. Maurer 1983,Fey 1984,Ralston 1985,Sandefur 1989 fuhren im Jahr
1989 zur Aufnahme dieses Themengebiets in de , Curriculum and evaluation standards for
schod mathematics (K 9-12)* des National Courcil of Teaders of Mathematics (NCTM)"3,
In der Einleitung des 12. Standards ,, Discrete Mathematics* heildt es:

»1N gades 9-12, the mathematics curriculum should include topics from discrete mathematics, so that all stu-
dentscan—

represent problem situations using discrete structures such as finite graphs, matrices, sequences, and re-
currancerelations;

represent and analyzefinite graphs using matrices;

develop and analyze dgorithms;

solve enumeration and finite probability problems;

and so that, in addition, coll ege-intending students can —

represent and solve problems using linea programming and difference ejuations;

investigate problem situations that arise in connedion with computer validation and the gplication of

agorithms.* (NCTM 1989 S. 176)
Auf der Basis dieses Standards werden von dr NCTM Konzepte zur Integration Diskreter
Mathematik in das Curriculum ausgeabeitet, undes wird ein eigener Kurs fir hohere Klassen
mit funderten Algebrakenntnissen entwickelt.”* Zahlreiche Unterrichtsvorschlége in der ame-
rikanischen Zeitschrift ,, Mathematics Teader”, einem eigens dem Thema ,, Diskrete Mathe-
matik” gewidmeten Jahrbuch der NCTM (vgl. Kenney & Hirsch 199) und viele Diskuss-
onsbeitrage (vgl. Rosenstein, Franzblau & Roberts 1997) zeugen von der Bedeutung, die die-
sem Themain den 9Qer Jahren beigemessen wird.
In den aktuellen , Principles and Standards® findet sich zwar kein eigenstandiger Punkt , Dis-
krete Mathematik” mehr, es wird aber darauf hingewiesen, dassdiskrete Themen das gesamte
Curriculum durchziehen undin Verbindurg mit traditionellen Inhalten gesehen werden soll-
ten:

»In Principles and $andads, the main topics of discrete mathematics are included, but they are distributed
aaossthe standards, instead of receving separate treament, and they span the yeas from prekindergarten

3 Die NCTM st eine groRe amerikanische Lehrervereinigung Die von ihr beschlossenen , Standards* sind als
Richtlinien bzw. Empfehlungen zur Gestaltung des Mathematikurterrichts anzusehen; sie besitzen aber nicht den
verbindlichen Charakter deutscher Lehrpléne.

" Einen Uberblick tiber diese Entwicklung gbt Dossey 1991



2 Diskrete Mathematik im Mathemati kunterricht 36

through gade 12. As an adive branch of contemporary mathematics that is widely used in businessand in-
dustry, discrete mathematics $ould be an intgral part of the school mathematics curriculum, and these topics
naturally occur throughout the other strands of mathematics. (NCTM 2000 S. 31)

2.15 Sichtweisen auf diskrete Mathematik im Mathematikunterricht

In den varstehend skizzierten Begrindurgsansétzen zur Behandlung bestimmter diskreter
Inhalte zeigen sich viele Beziehungen zu Inhalten undZielen des gegenwartigen Mathematik-
unterrichts. Betrachtet man die didaktische Diskusson, erscheinen drel Sichtweisen oder As-
pekte besonders bedeutsam, die in Beziehung zur (wedhselnden) Roll e diskreter Mathematik
in der historischen Entwicklung gesehen werden konren.

e Probleml 6seaspekt
Diskrete Mathematik bietet zahlreiche dementare, anschauliche und auch urter histori-
schen Aspekten interessante Problemstell ungen.

e Begriffshildungsaspek
Diskrete (und damit ,, elementare”) Begriffe und Methoden kénren im Rahmen des Ma-
thematikunterrichts zur Vorbereitung bzw. Vertiefung traditioneller (kontinuierlicher)
Konzepte aus dem Bereich der AlgebraundAnalysis beitragen.

¢ Anwendungaspek
Diskrete Mathematik besitzt vielféltige Anwendurgen, de von grol¥er gesell schaftli cher
Bedeutung sind. Mit der Behandlung diskreter Modelle im Mathematikunterricht kdnnen
einige dieser Anwendurgen aufgezeigt sowie Modell bil dungsaktivitéten initii ert werden.

Wenngleich es scher moglich ist, eigenstandige Kurse zur Diskreten Mathematik zu entwi-
ckeln, wie es das Beispiel USA deutlich madt, erscheint es unter Berticksichtigung der oben
genannten Aspekte ds eine wichtige Alternative, Elemente diskreter Mathematik in das be-
stehende Curriculum zu integrieren. Zur Verdeutlichung dieser Auffasaung sollen im Folgen-
den einige diskrete Inhalte detailli ert im Hinblick auf die Ziele e@nes problemorientierten Ma-
thematikunterrichts, eines anwendurgsorientierten Mathematikunterrichts sowie hinsichtlich
ihres Beitrags zum Lernen fir den Mathematikunterricht bedeutsamer Begriffe analysiert
werden.
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2.2 Diskrete Mathematik als Feld zum Problemldsen

Die Mathematik als g/stematische, deduktive Wissenschaft entwickelt sich duch einen Pro-
zess des Experimentierens, Vermutens und Widerlegens géndig weiter.” Forderungen, den
induktiven Aspekt bzw. den Prozesscharakter der Mathematik im Mathematikunterricht stér-
ker zu betonen, wurden schon hRaufig erhoben undspiegelten sich auch in den verschiedenen
Unterrichtskonzeptionen wider, wie dwa dem , Genetischen Unterricht® (vgl. Wagenschein
1965, Wittenberg 1963, der , Nadherfindurg unter (heuristischer) Fihrung” (vgl. Freudentha
1973 und—in neuerer Zeit — dem Konzept des ,, Entdedkenden Lernens® (vgl. Winter 1984,
1991).”° Dem liegt eine Auffassung zugrunde, dass Lernen um so wirkungsvoller ist, wenn
Schiler die Moglichkeit haben, ihr Wissen aktiv selbst zu korstruieren undMathematik nicht
als Fertigprodukt im Sinne von Faktenwissen prasentiert wird. Diese Vorstellung von Mathe-
matikunterricht geht einher mit Forderungen, auch dem Problemldsen im Mathematikunter-
richt eine stérkere Bedeutung beizumessen.”’

Das Problemltsen besitzt vielfalti ge didaktische Funktionen. So lassen sich bereits erworbene
Kenntnise problemorientiert tiben’® bzw. vertiefen, undes kénnen Beziehurngen zwischen
verschiedenen, varher getrennt behandelten Themen hergestellt werden. Weiterhin stellen
Probleme auch héufig den Ausgangspunk von Begriffshildungen dar (vgl. auch Kap. 2.3.).
Dartber hinaus verfolgt man mit einem problemorientierten Mathematikunterricht das Ziel,
allgemeine Problemlosefahigkeit und heuristische Strategien zu férdern. Heuristische Strate-
gien steuern ein gezieltes Herangehen an Aufgaben, fur die kein Lésungsalgorithmus bekannt
ist.”® Indem sie vorhandenes Wissn umstrukturieren bzw. verandern oder auch neues Wissen
schaffen, ermdgli chen sie letztendlich de Lésung eines Problems.®°

Trotz eines breiten Konsenses hinsichtlich der Bedeutung des Problemldsens dellen die Er-
gebnisse der TIMSS Studien (vgl. Baumert u. a 1997 dem deutschen Mathematikunterricht
ein schledhtes Zeugnis aus. Die unbefriedigenden Ergebnisse der deutschen Schiler kénren

> Am Beispiel des Euler’ schen Polyedersatzes hat Lakatos (1979 diesen Aspekt ausfiihrlich erlautert.
"6 Einen Uberblick tiber diese Unterrichtskonzeptionen gibt z. B. Fiilhrer 1997, S. 46 ff.
"Vgl. Schoenfeld 1985 NCTM 1989 200Q Zimmermann 1983 1991

"® Vgl. Winter 1984 Winter setzt sich fiir eine kreative Ubungspraxis im Rahmen eines entdedkenden Unter-
richts ein. In diesem Zusammenhang urterscheidet er vier Aspekte des Ubens. problemorientiert, operativ, pro-
duktiv, anwendungsorientiert.

9 Neben den von Polya (1949 ausfiihrlich besprochenen Strategien Induktion, Verallgemeinern, Spezalisieren
und Analogisieren finden sich in der mathematikdidaktischen Literatur u. a. folgende Strategien: Organisation
von Material, Variation der Aufgabe, Anfertigen einer Zeichnung Einfihren von Hilfselementen, Beabeiten
von Hilfsproblemen, Ausnutzen von Symmetrien, Ruckwértsarbeiten, Vorwértsarbeiten, Aufstellen einer Glei-
chung Widerspruchsbewei's, Schubfachprinzip (vgl. Polya 1949 Schoenfeld 1985 Zimmermann 1991).

8 1n den kogniti onspsychologischen Modellen zur Beschreibung menschlichen Wissens wird in diesem Zusam-
menhang wvon zwei verschiedenen Wissensdrukturen ausgegangen, die in einer Wedselbezehung zueinander
stehen. Dérner (1976 unterscheidet hier die ,, epistemische Stuktur”, die das fachspezfische Wissen Uber Begrif-
fe sowie (algorithmisches) Handlungswiseen enthélt, und die , heuristische Struktur”, in der allgemeine Verfah-
ren fur Problemldsungen gespeichert sind.
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u. a. darauf zurtickgefuhrt werden, dassder vorherrschende Unterricht zu sehr auf das Lernen
von Fakten, Algorithmen sowie das Beabeiten von Standardaufgaben ausgerichtet ist und zu
wenig Wert auf ein selbststandiges, aktives, entdedkendes Lernen gelegt wird (vgl. Blum
1998. Dadurch gewinnen Vorschlage und Konzepte fir einen problemorientierten Mathema-
tikunterricht an Aktualitét. An geagnete Problemstellungen werden dabei verschiedene Be-
dingungen gestellt. So sollte die Problemstellung fir den Schiler gut verstdndich sein undan
Vorkenntniss, Vorerfahrungen undlInteresseen des Schiilers ankniifen. Insbesondere sollten
sich das Problem oder Teile davon anschauich-graphisch oder enaktiv darstellen und erfas-
sen lasen. Im Hinblick auf die didaktischen Funktionen des Problemldsens, sollte sich der
Problemkontext dartiber hinaus in ein vielfalti ges Beziehungsnetz einbetten lasen sowie sich
zur Forderung reuristischer Strategien eignen® Viele diskrete Problemstellungen erfiillen
diese Anforderungen. Dies sll im Folgenden anhand vonzwel diskreten Problemklassen ex-
emplarisch aufgezeigt werden.

2.21 Abzahlprobleme

Bel Abzahlproblemen geht es um das Zahlen gewissr Objekte und un das Finden und Auf-
stellen einer Zéhlfolge in expliziter, rekursiver oder Summendarstellung. Abgezahlt werden
dabel Punktemuster (z. B. figurierte Zahlen), Geradenmuster (z. B. Diagonalen in Polygonen),
Wegemuster (z. B. Anzahl der Wege zwischen zwei Punkten in einem Gitternetz) und cder-
gleichen mehr.2? Bei einfachen Zzhlproblemen wie der folgenden , Streichhdzfolge*®? liegt
ein lineaer Zusammenhang zwischen der Zahlvariablen n und der Anzahl der Holzer A(n)

zugrunde.

| | Frage:

| |_| a) Wie vele Sreichhdzer braucht man fur eine Leiter mit
j | n=5,10, 15 Spossen?

| |_| b) Geben Se dne Formel an, mit deren Hilfe man de

|
al

n=1 n=2 n=3 Anzahl der Streichhdzer der Sufe n berednen kann.

Abb. 1: Die Streichholzfolge

81V/gl. hierzu auch Tietze, Klika & Wolpers 1997, S. 96 und Schmidt 1981, S. 80.

82 7ahireiche Beispiele finden sich in Stowasser & Mohry 1978und in Conway & Guy 1997 Conway & Guy
behandeln u a ausfihrlich die figurierten Zahlen — auch urter Berticksichtigung der dritten (réumlichen) Di-
mension — sowie die Fibonacd-Zahlen, die hinsichtlich ihrer Bedeutungin der Botanik analysiert werden.

8 Das zahlproblem , Streichholzfolge* stellt einen Teil des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Lern- und
Versuchsprogramms dar (vgl. Kap. 5).
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Viele Zahlprobleme flhren zu arithmetischen Folgen héherer Ordnuryg, so z. B. die Dreiedks
zahlen (vgl. Abb. 2, oder sogar zu exporentiellen Zusammenhéngen, wie bei der Folge der
Fiboracd-Zahlen, her dargestellt as Zahlproblem bel der Vermehrung von Hasen
(vgl. Abb. 3%

Abb. 2: Die Dreiedkszahlen 5@ éé éé
olé E‘%% il 55 éé

Abb. 3: Die Fibonacd-Folge
(aus Conway & Guy 1997 S. 126)

Zahlprobleme — insbesondere die figurierten Zahlen — besitzen haufig eine anspredhende ge-
ometrische Veranschadichung und werden in der Literatur unter vielféltigen inhaltli chen
Grunden vorgeschlagen. Glaser (1978 hat in desem Zusammenhang Unterrichtsvorschlége
analysiert und Kassfiziert. Das Beziehungsnetz um den Themenkreis , Zahlprobleme” um-
fasd nach seiner Darstellung dabel u. a. die folgenden Punkte:

e Bereicherung des Arithmetikunterrichts;

» Beigpielefir Folgen urd Reithen in der gymnasialen Oberstufe;

»  Uburgsbeispiele zur voll standigen Indukion;

« Uberraschende Anwendurgen undV erall gemeinerungen der Binomialkoeffizienten;

» Berednurg von Potenzsummen in Verbindurg mit der (approximativen) Integration von
Parabeln;

» Erzeugende Polynome von Zahlenfolgen;

e Lineae Differenzengleichungen;

» Anwendurgen der Lineaen Algebra

Neben der Betonurg dieser inhaltli chen Aspekten, ermdglichen Zahlprobleme ane Vielzahl
strategischer Aktivitdten undsind daher gedgnet, heuristisches Wissen zu entwickeln, wie die
folgenden beiden Beispiele verdeutli chen.

8 Hintergrund des hier dargestellten Zahlproblems ist eine dternative Formulierung der , Kaninchenaufgabe'
(vgl. Kap. 1.1): ,Angenommen Kaninchenpaae bringen in der folgenden urd in der darauf folgenden Generati-
on jeweils ein neues Kaninchenpaa hervor und sterben danach. Wie viele Paae von Kaninchen werden dannin
der n-ten Generation geboren, wenn zu Anfang genau ein Paa vorhanden ist?
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Beispiel: Kreisaufgabe®™

Wie vele Sehnen lassen sich zu n Punkten auf einem Kreisrandziehen?

Im Mittelpunk dieser Aufgabe steht eine aithmetische Folge zweiten Grades. Zum Aufstel-
len eines all gemeinen rekursiven Bil dungsgesetzes ist es zwedkméRig, das Anderungsverhal-
ten der ersten 4 s 5 Folgenglieder zu analysieren. Indem man de Folgenglieder auf einer
numerischen Ebene schrittweise vergleicht, kann man de Differenzen aufeinander folgender

Folgenglieder als (iteratives) Muster identifizieren. So erkennt man, dass $ch de Anzahl der
Sehnen mit wachsendem num + 2,+ 3, + 4, ... erhoh.

DD,

Abb. 4: Die, Kreisfolge"

Indukives SchlieRen fihrt dann auf die rekursive Folge K(n+1)=K(n)+n mit dem An-
fangsfolgenglied K(2)=1, deren Allgemeingiiltigkeit jedoch nach begriindet werden muss
Hier hilft rekursives Argumentieren weiter, indem man de Anzahl der Sehnen zu n+1 Punk-
ten auf einem Kreisrand dadurch bestimmt, dass man zunadst die Anzahl der Sehnen zu n

Punkten feststellt und dann de Anzahl der Sehnen, de beim Zufiligen eines weiteren Kreis-
punkts dazukommen, hinzuaddiert.®®

» Srategiel (Sunmenformel)

Eine Summenformel erhdlt man, indem die @nzelnen Anderungen beginnend mit dem An-
fangsfolgenglied K (2)=1 sukzessve aifsummiert werden:

K(n):nz_ll

1=1
» Srategiell (explizite Formel)

Zum Finden einer expliziten Formel konren verschiedene Strategien zum Zidl fuhren. Geht
man vonder obigen Summenformel aus, kann eine Zeichnung weiterhelfen (vgl. Abb. 5. Die

% Die Bezeachnung, Kreisaufgabe* wird von Hass (200Q S. 18 ff.) im Rahmen einer anderen Problemstellung
verwendet. Es geht dort darum, die Anzahl der Gebiete au zdhlen, in die der Kreis durch n Sehnen zerlegt wird.
Bel der Suche nach einer expliziten Formel fuhrt dabei ein empirisch-experimentelles Vorgehen richt zum Ziel
bzw. verleitet zu einem fehlerhaften induktiven Schluss Statt dessen bieten sich — u. a. durch Ausnutzung des
Extremal prinzips — eine Fillle anderer Strategien zur L6sung des Problems an.

8 Man fiihrt somit das Problem auf ein dhnli ches Teil problem zuriick.
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Summe wird als treppenstufiges Gebilde dargestellt und mit

einer zweten ,Treppenstufe” zu einem Redtedk erganzt.
Ausgehend von d Flachenformel fir das Redhtedk erhélt man n
die Formel
K(n) — n(n _1) .87
2 n-1

Abb. 5: Inhaltlich-anschaulicher
Beweis

e Srategielll (explizite Formel)

Eine andere Termdarstellung erh&lt man, indem man de Sichtweise auf das Zahlproblem an-
dert (das Problem ,,umstrukturiert*) und als Kombinationsproblem (ohre Wiederholung) i-
dentifiziert. Man zahlt die Anzahl der Mogli chkeiten, aus n Kreispunkien jewell s zwei Punkte
»herauszugreifen* und duch eine Sehne zu verbinden. Dabel spielt es keine Rolle, welcher
der beiden Punkte zuerst ,, gewahlt* wird. Man erhélt somit die Darstellung

K(n)=@E

Ein weiterer Losungsweg erschlief}t sich duch das Betrachten der Differenzenfolge.®® Eine
Differenzenfolge entsteht, indem man de Differenzen benachbarter Folgenglieder bil det und
die dabel entstehenden Terme ds Funktionswerte @ner neuen Folge interpretiert. Dieses Ver-
fahren kann man wiederholen underhdt dadurch de zweite, dritte, ... Diff erenzenfolge. Han-
delt es sch bei der Ausgangsfolge um eine aithmetische Folge n-ter Ordnurg, so ist die
(h-1)-te Differenzenfolge nicht konstant und de n-te Diff erenzenfolge konstant. Die Umkeh-

e SrategielV (explizte Formel)

rung dieser Aussage gilt ebenfalls. Bel diesem Beispid ist die 1. Diff erenzenfolge nicht kon-
stant und de 2. Differenzenfolge konstant (vgl. Abb. §%% es handelt sich bei der Ausgangs-
folge somit um eine Folge quadratischen Typs.

87 In der didaktischen Literatur spricht man in diesem Zusammenhang von inhaltli ch-anschaulichen Beweisen
(vgl. auch Kap. 3.2.2.2) oder von ,,Proofs without words* (vgl. Nelsen 1993.

8 Das Betrachten der Differenzenfolge ist eine wichtige Strategie bei der Analyse von Zahlenmustern im Allge-
meinen urd von figurierten Zahlen im Besonderen. Viele Ubungsaufgaben finden sich hierzu ua. in Stowasser
& Mohry 1978 Insbesondere in England wurden im Rahmen von Projekten zur Verbeserung des Mathematik-
unterrichts Unterrichtsmaterialien erstellt, die zalreiche Beispiele zu Zahlenmustern, die auf Zahlenfolgen mit
konstanten Differenzen basieren, beinhalten. Vgl. hierzu etwa die Materialien des Shell Center for Mathematicd
Education (1982 und den Bericht von Burghes (1997), der explizit auf die Diskusson um TIMSSeingeht.

89 Aus Griinden der besseren Ubersicht beginnt bei dieser Darstellung die Folge K(n) mit dem Folgenglied
K(1)=0.
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Folge K: (I/i/ Z/ E/lo
L1

1. Differenzenfolge D;:

2. Differenzenfolge D:

Abb. 6: 1. und 2. Differenzenfolge der , Kreisfolge*

Die aste Differenzenfolge der allgemeinen quedratischen Folge f mit f(n): an® +bn+c ist
nun aber D,(n)= f(n+1)- f(n)=2an+a+b. Weiterhin erkenrt man, dass $ch de aste
Differenzenfolge der Kreisfolge durch die Formel D,(n)=n darstellen I&sg. Damit kénren

die Parameter a undb der Ausgangsfolge durch das Losen eines lineaen Gleichungss/stems
eindeutig bestimmt werden. Der Parameter c ist mit der Nebenbedingung K (1)=0 Null. Man

erhdlt die gesuchte Formel
K(n)=05n*-0,5n.

Beispiel: Tetraederzahlen

Tennisbdlle werden in Form eines gleichseitigen
Dreiecks angeordnet, so dass $ch darauf eine Pyra-
mide aufbauen lasd. Die nebenstehende Abbildung
zeigt die asten vier Sufen der Tennisball pyramide.
Wie vele Tennisbdlle bendtigt man fur eine funfzg-

stufige (n-stufige) Pyramide?* Abb. 7: Die Tetraederzahlen

(aus Schmidt 1997, S. 38)

Im Mittelpunk dieser Aufgabe steht eine arithmetische Folge dritten Grades. Ihre Behandlung
ermoglicht die Verzahnurg von inhaltlichem und strategischem Wiseen. So lassen sich de
Tetraaderzahlen in einen grof¥eren Kontext ,, Figurierte Zahlen® einbetten. Dabel konren zum
einen mathematische Inhalte wie Funktionen und Gleichungssysteme der Mittelstufe wieder
aufgegriffen und poblemorientiert gelibt sowie neue Begriffe wie Zahlenfolge, Summe, Re-
kursion undlteration eingefihrt und dbs Beweisverfahren der voll sténdigen Indukiion moti-
viert werden. Zum anderen hietet die Suche nad einer al gemeinen Gesetzmaldigkeit — insbe-
sondere auch durch den Einsatz eines Computeral gebrasystems (CAS) — viel Raum fir heuris-
tisches und kredives Vorgehen, wieim Folgenden verdeutli cht wird.

% Die Formulierung der Aufgabe sowie die nachfolgenden Uberlegungen basieren auf einem Vorschlag von
Schmidt (1997). Schmidt betradchtet im Rahmen dieser Aufgabe insbesondere Ldsungsmdglichkeiten, die sich
beim Einsatz d@nes Computeral gebrasystems ergeben.
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e Srategiel (rekursive Formel)
Die rekursive Formel wird mit Hilfe aner geagneten Visualisierung gefunden (vgl. Abb. 8.

Abb. 8: Inhaltlich-anschauliches Er schlief3en
einer rekursiven Formel (aus Schmidt 1997. S. 39)

Man erhalt
T(n)=T(h-1)+@+2+3+...+n).

e Srategiell (Summenformel)

Zu einer Summenformel fuhrt eine genauere Analyse der ersten empirisch ermittelten Fol-
genglieder und eine geringfligig gednderte Sicht auf das dadurch neu gewonrene Zahlenmate-
rial. Hierzu werden pro Stufe die Kugeln jeder Ebene zunécdhst getrennt gezahit.

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4
1. Ebene 1 1. Ebene 1+2 1.Ebene 1+2+3 | 1.Ebene 1+2+3+4
2. Ebene 1 2. Ebene 1+2 2.Ebene  1+2+3
3. Ebene 1 3. Ebene 1+2
4. Ebene 1

Tab. 2: Induktives Erschliefen der Summenfor mel

Die Anzahl der Kugeln pro Stufe ehdlt man dann duch Summieren der einzelnen Partial-
summen. Indem man wiederholte Additionen derselben Zahl durch eine Multiplikation er-
setzt, erhdlt man:

T(2)=12+20
T(3)=1@+2@2+30
T(4)=12+23B+3@2+40
Durch indukives Schli effen findet man:
T()=1mh+20n-1)+30n-2)+..+ (1-1)2+n0= ii (i +1).

Diese Summenformel kann auch mit Hilfe @ner gedgneten Visualisierung erschlossen wer-
den. Die nadhfolgende Darstellung der 3. Tetraederzahl (vgl. Abb. 9 lenkt das Augenmerk
auf die Terme 108, 2[2 und 3[1. Damit ergibt sich T(3)=1[8+ 22+ 31 und duch Verall-

gemeinerung die dlgemeine Summenformel. Da sich hierbel die Losung des algemeinen
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Falls unmittelbar aus der Losung eines Speziafalls ergibt, spricht man auch voneinem ,re-
présentativen Spezialfall“.

Abb. 9: Inhaltlich-anschauliches Er schlief3en einer Summenfor mel

e Srategielll (Sunnmenformel)

Eine weitere LOosungsdrategie, die zu einer Summenformel fuhrt, setzt bei der expliziten
Formel fur die Folge der Dreiedkszahlen D an, de mit Hilfe anes CAS einfach berechnet
werden kann:

D(n) = ii _ n(n2+1) .
Die Folge der Tetraederzahlen erhdlt man, indem man die Partialsummen der Folge der Drei-
edkszahlen bestimmt:

Zi(i+D
£ 2

T(n) :iD(i) -

« Srategie |V (explizite Formel)**

Eine explizite Formel kann mit einem CAS aus den Summendarstellungen drekt gewonren
werden. Neben deser Losung ,,auf Knopfdruck” sind jedoch auch andere Losungswege denk-
bar. So kbnren de esten empirisch ermittelten Folgenglieder zunadst graphisch dargestellt
werden. Aufgrund der parabelformigen Gestalt des Graphen kann vermutet werden, dassder
Funktion ein pdynomialer Zusammenhang zugrunce liegt. Da en Ansatz mit einem quadrati-
schen Polynom nicht zum Ziel fahrt, liegt es nahe, von einem Polynom dritten Grades auszu-

gehen. Der Ansatz T(n)=an® +bn? +cn+d fiihrt unter Beriicksichtigung der ersten drei Fol-

9 Steht — wie bei dem Unterrichtsvorschlag von Schmidt (1997 — ein CAS zur Verfiigung kénnen mit Hilfe
einer rekursiven Formel oder einer Summenformel einzene aer auch mehrere Folgenglieder sehr leicht berech-
net werden. Aus rein pragmatischen Griinden ist dann eine explizite Darstellung richt notwendig. Es snd viel-
mehr theoretische Gesichtspunkte, die @ne Formel in geschlossener Darstellung interessant erscheinen lassen.
So kdnnen die Eigenschaften der Tetraaderzahlen analysiert und mit denen anderer figurierter Zahlen verglichen
werden. Auf diese Weise sind Klassfikationen hinsichtlich des Funktionstyps mdéglich. So lassen sich die Poly-
gonalzahlen durch ein Polynom 2. Grades darstellen. Zur Beschreibung figurierter Zahlen urter Berlcksichti-
gungder dritten Dimension (Bsp.: Tetraederzahlen, quadratische Pyramidalzahlen) benétigt man ein Polynom 3.
Grades.
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genglieder T(1)=1 T(2)=4 und T(3)=10 zu einem Gleichurgsgy/stem mit drei Gleichungen
und del Unbekannten:

a+tb+c+d=1

8a+4b+2c+d =4

27a+9%+3c+d =10.

Dieses Gleichungssy/stem kann mit einem CAS auf Knopfdruck gel6st werden undman erhélt

® n® n

n
T(n)=—+—+—.

( ) 6 2 3
Um die Allgemeingultigkeit dieser auf indukivem Wege gefundenen Formel zu beweisen,

bietet sich das Bewelsverfahren der voll standigen Induktion an.

o SrategieV (explizite Formel)

Wie bel der Kreisaufgabe kann auch hier die explizite Formel durch de Analyse der Diffe-
renzenfolgen gewonren werden. Da die dritte Differenzenfolge der Tetraederzahlen — wie
sich numerisch leicht nachprifen lasg — konstant ist, kann geschlossen werden, dass sch die-
se Zahlen durch ein Polynom dritten Grades beschreiben lassen. Zur Bestimmung der Koeffi-
Zienten des Polynoms kann wie in Strategie IV beschrieben vargegangen werden. Es ist je-
doch auch mdglich, de aste, zweite und ditte Differenzenfolge mit Hilfe des CAS symbo-
lisch zu berechnen. Durch Betrachten gedgneter Folgenglieder erhélt man wieder ein Glei-
chungssystem mit drel Gleichungen unddrei Unbekannten, welches mit einem CAS gel6st
werden kann.

2.22 Graphentheoretische Probleme

Graphentheoretische Fragestellungen lassen sich haufig in interessante Anwendurgskontexte
einbetten bzw. daraus herausl6sen. Dabel sind in vielen Féllen nu wenige Vorkenntnisse -
forderlich oder die bendtigten Begriffe (Ecke, Kante, Graph, Kreis, Baum) ergeben sich
zwangs aufig im Rahmen der Beabeitung.?” Im Folgenden wird zunéchst eine Ubersicht tiber
inhaltli ch leicht zugangli che Problemstell ungen mit exemplarischen Verweisen auf deren Be-
handlung in der didaktischen Literatur gegeben. Anhand eines Beispiels llen im Anschluss
verschiedene strategische Herangehensweisen an ein graphentheoretisches Problem verdeut-
licht und Beziehungen zum Algorithmusbegriff sowie Moglichkeiten zur Erweiterung des
Problemkrei ses aufgezeigt werden.

2 Kiefwetter & Rosenkranz (1982 schlagen in diesem Zusammenhang vor, die Begriffsbezéchnurgen den
Schilern zunddhst selbst zu Uberlasen. So seien Bezachnungen wie Knoten, Netz, Geriist héufig néher liegend
alsdie entsprechenden ,,ungewohnten Fachtermini Ecke, Graph, Baum.
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Die vielfaltigen VVorschldge zur Graphentheorie lassen sich in zwei Klassn einteil en:®*

* Konstruktionsprobleme

Als Konstruktionsprobleme werden Probleme bezeichnet, die durch einen Algorithmus gel 6st
werden konren. Ziel ist es, diesen Algorithmus zu finden bzw. zu korstruieren. Bedeutsame
Problemklassen sind Herbei:**

Minimal aufspanrende Baume

Vgl. z. B. Kiel3wetter & Rosenkranz 1982,Bovermann, Danckwerts & Vogel 1983,Malle
1999b.

Klrzeste Wege / Maximale FlUsse

Vgl. Floer 1977,Vogel 1977,Danckwerts & Vogel 1983,Baptist 1979.
Travding-Salesman-Problem

Vgl. Jager & Schupp 1997.

Netzplantedhnik

Vgl. Bigalke 1974.

* Beweisprobleme

Bewesprobleme umfassen graphentheoretische Aussagen, deren Allgemeingultigkeit nad-
gewiesen werden soll. Hinsichtlich der zu beweisenden Aussagen kann man urterscheiden:

Nachweis der Korrekheit eines Algorithmus

Fuhrt ein gefundener Algorithmus in jedem Fall zu einer Losung? (Vgl. die oben genann-
ten Literaturangaben zu ,, Konstruktionsproblemen®.)

Sé&ze Uiber Eigenschaften von Graphen

Sétze Uber Zusammenhénge zwischen Eckengraden undEckenanzahlen (vgl. z. B. Kirsch
1979, Euler’ scher Polyedersatz (vgl. z. B. Rinkens & Schrage 1974).

Existenzsitze

Charakterisierung der eulerschen Graphen (vgl. z. B. Kirsch 1979, einfache Sétze Uber
Flachenférbungen (vgl. z. B. Nusshaum & Stowasser 1970,Henn 1979.

93 Auch andere, diff erenziertere Klassfikationen sind mdgli ch. So unterscheidet Bigalke (1974):

Modelle fur Probleme, die éne dgorithmische Losungerfordern;

Ldsung von Problemen mit Hil fe graphentheoretischer Sétze

Veranschaulichung von (eventuell komplizierten) Zusammenhéngen;

Leichtverstandli che Probleme mit beliebig hohem Schwierigkeitsgrad.
Da ene genauere Analyse graphentheoretischer Fragestellungen nicht Gegenstand dieser Arbeit ist und die Ein-
teilung in Beweis- und Konstruktionsprobleme unseren Anforderungen genld, soll auf diese Klasdfizierung
nicht weiter eingegangen werden.

% \gl. auch Kap. 1.3.
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Beispiel: Minimal aufspannende Baume

In einem abgelegenen und untesiedelten Gebiet befin-
den sich sechs Forschungsdationen A, B, C, D, E, F, die c 4 D
durch das in Abb. 10dargestellte Wegenetz miteinancer
verbuncen sind. Die bei den einzelnen Wegen stehenden
Zahlen geben de Entfernungen in km an. Da de In-
standhdtung der Wege aufwandg ist, wird beschlossen,
moglichst viele Wege aufzugeben, aber nur so viele,
dass man immer noch von jeder Forschungsdation zu
jeder anderen gelangen kann. Welche Wege sollen erhal- Abb. 10: Wegenetz
ten Heiben, damit das verbleibende Netz minimal ist?*®

Bel diesem Beispiel handelt es sch um ein Konstruktionsproblem, an das sch ein Bewels-
problem anschlief. Zur Lésung des Konstruktionsproblems snd verschiedene Herangehens-
weisen denkbar. So kann der minimal aufspannende Baum durch Probieren gefunden werden,
indem zunachst alle moglichen Baume aufgelistet und de Summe der Kantenldngen berech-
net werden sowie das Minimum bestimmt wird. Dieser Losungsweg ist jedoch recht umstand-
lich, wenn de Struktur des Netzes komplexer bzw. die Anzahl der Kanten grofer ist. Ein ef-
fektiveres Verfahren stellt der von dem Mathematiker Kruskal 1956 gefundene gleichnamige
Algorithmus dar (vgl. auch Kap. 1.3:

e Algorithmus von Kruskal

Bel diesem Algorithmus geht man von einer Kante mit moglichst geringem Gewicht aus.
Dann wahlt man de nadste Kante mit moglichst geringer Bewertung, aber so, dass sie mit
den bereits gewahlten Kanten keinen Kreis bildet. Man wiederhadt das Verfahren so dft, bis
die Wahl einer neuen Kante zu einem Kreis fihren wirde. Je nach Auswahl der Kanten kann
man auf diese Weise verschiedene minimal spannende Baume ehalten (vgl. Abb. 11).

Abb. 11: Zwei verschiedene minimal aufspannende Baume

% Die Formuli erung dieser Aufgabe geht zuriick auf einen Vorschlag von Malle 1999h
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Wie Kiel3wetter & Rosenkranz (1982 berichten, ist das Finden dieses vonihnen als , abstrakt-
aufbauend‘ bezeichneten Verfahrens durch die Schiler mit einer starken Steuerung durch den
Lehrer verbunden.”® Werden Schiller bzw. Studierende aifgefordert, eigene Algorithmen zu
entdedken, sind rach ihrer Erfahrung folgende Strategien naheli egender:

* Anschauich-abbatendes Verfahren

Die vorhandenen Kreise des Wegenetzes werden magli chst glinstig aufgel 6st. Hierzu beginnt
man bei irgendeinem Kreis und entfernt dort die langste Kante. Man féhrt so lange fort, bis
alle Kreise aifgel 6st sind.

* Anschauich-aufbavendes Verfahren

Ausgehend voneinem beliebigen Knoten des Wegenetzes bestimmt man die kirzeste Kante,
die von desem Knoten wegfiihrt und erganzt diese durch ihren Endpunk. Ausgehend von
dieser Kante bestimmt man wiederum die kiirzeste Kante, die von einem ihrer Knoten ausgeht
und fugt diese zur Ausgangskante hinzu. Dieses Verfahren wird wiederhalt, wobel darauf zu
adten ist, dassdie jeweil s zum Teil graph hinzugefiigte Kante mit diesem keinen Kreis bil det.

* Abstrakt-abbatendes Verfahren

Beim abstrakt-abbauenden Verfahren werden die Kanten des Wegenetzes zunadst der Grole
nach geordnet. Anschlief3end wird Schritt fur Schritt die jewells grofde Kante entfernt, die
Tell eines Kreises ist. Diese Verfahren stellt gewissermalien den ,dualen Algorithmus® zum
Algorithmus von Kruskal dar.®”

Das Finden undFormulieren vonAlgorithmen kann einen wichtigen Beitrag zum Verstandnis
des Algorithmenbegriffs leisten. Zur Vertiefung konren sich im Mathematikunterricht eine
Beurteil ung der Effizienz der verschiedenen Algorithmen und as Uberprifen von deren Kor-
rektheit anschlief3en. Die Frage nadch der Korrektheit der Algorithmen fuhrt auf ein Bewels-
problem. Ob undwie dieses Beweisproblem behandelt wird, hdngt von der entsprechenden
Lerngruppe &. So hélt Malle (19990 den von Kruska angegebenen Beweis des nach ihm
benannten Verfahrens fir mathematisch-interesserte Schiler der 9. kew. 10. Jahrgangssufe

% KieRwetter & Rosenkranz beschreiben in diesem Zusammenhang ein , Spiel“ as methodische Hilfe: , Zwei
Parteien A und B spielen gegeneinander. Partel A hat die Aufgabe, ein minimales GerUst zu konstruieren, Partei
B soll dies verhindern. Partei A hat gewonnen, wenn sie én minimales Gerust konstruiert hat; sonst gewinnt
Partei B. Der Lehrer ist Schiedsrichter. Er kennt das minimale Geriist. A und B dirfen aus dem Liniennetz Li-
nien wahlen. A soll solche Linien wahlen, die aum minimalen Gerlst gehdren. B versucht dies durch Belegung
von Linien, die dann durch A nicht mehr gewéhlt werden durfen, zu verhindern. Allerdings hat A unmittelbar
nach der Wahl von B Einspruchsredht, muss aber dann selbst die von B angestrebte Linie wahlen. B beginrt,
nach jeder Wahl von A zieht B.“ (S. 13)

" Wahrend (&ltere) Schiler in der Regel das anschauli ch-abbauende und das anschauli ch-aufbauende Verfahren
entdedken, finden Studierende nach dem Bericht von Kiel3wetter & Rosenkranz haufig das abstrakt-abbauende
Verfahren. Auch in einer von der Autorin im Sommersemester 2000 dirchgefiihrten Veranstaltung , Diskrete
Mathematik” mit Studierenden des Lehramts fur Haupt- und Redschulen wurde von den meisten Teil nehmern
das abstrakt-abbauende Verfahren selbststandig gefunden.
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fur zuganglich. Es handelt sich hierbei um einen indirekten Beweis, der , kurz, einfach und
asthetisch ansprechend” (a. a. O., S. 22) ist. Der Vorschlag von Kief3wetter & Rosenkranz
zielt auf einen Bewels der Korrektheit einer ganzen Algorithmenklasse &, welche die vorste-
hend beschriebenen vier Verfahren enthélt. Teil e dieses Beweises basieren auf dem Verfahren
der voll standigen Induktion, so dasseine Behandung erst in der Oberstufe sinnvdl erscheint.
Eine weitere Thematisierung und Modifikation der gefundenen Algorithmen ist im Rahmen
vielféltiger Erweiterungen des Themenkreises ,,Minimal aufspannende Baume* maoglich (vgl.
Kiefdwetter & Rosenkranz 1982,S. 24 ff.). Es ergeben sich auch Anknugfungspunke fir an-
dere — nicht nur graphentheoretische — Fragestellungen. So stellt i nsbesondere das dem Algo-
rithmus von Kruskal zugrunde liegende Prinzip, immer die ,, bestmdtgliche” Kante zu wahlen,
ein allgemeines heuristisches Prinzip dar, das auf zahlreiche Optimierungsaufgaben auch au-
Rerhalb der Graphentheorie angewendet werden kann. Diese so genannte ,, Greedy-Strategi€®
liefert jedoch nicht immer die optimale Losung, sondern héufig nur eine Néherungsl ésung,
wie @waim Fall des Traveling-Salesman-Problems®®. Sie kann aber einen Ausgangspunkt zur
Entwicklung leistungsfahigerer Algorithmen darstellen (vgl. Jager & Schupp 1997.

2.3 Beitragdiskreter Mathematik zur Begriffsbildung

Die meisten grundegenden mathematischen Begriffe haben eine lange Geschichte. Einen
Anstol3 zur Bildung von Begriffen liefern in der Regel konkrete Probleme, die mit Hilfe des
neuen Begriffs gel6st werden konren. In Verbindurg mit Bemihurgen, de neuen Begriffe
und de entwickelten Methoden im Umgang mit ihnen zu rechtfertigen, werden die Begriffe
selbst in der Folgezeit zum Gegenstand der Untersuchurng. Dabel werden Eigenschaften und
Beziehungen zu anderen mathematischen Inhalten analysiert und auftretende Widerspriiche
geklart. Im Rahmen deses Prozesses der Klarung und Formalisierung wird der Begriff immer
weiter prazisiert bzw. , exaktifiziert”, wobe jedoch manche Aspekte des urspriinglichen Beg-
riffs verloren gehen (vgl. Fischer & Malle 1985,S. 150ff., Vollrath 1984,S. 194ff.).%

Auch im Unterricht sollte die historische Entwicklung der Begriffe berticksichtigt werden. So
ist es nicht sinnvdl, formale Begriffe und Axiomensysteme an den Anfang einer Unterrichts-
einheit zu stellen. Exakte Begriffe sind zwar , klarer” und , deutlicher, d. h.sie kbnren zu
einer Verbesserung der Kommunikation urter Experten beitragen. Da sie jedoch in der Regel
abstrakt und uranschaulich sind, sind sie fir einen Nichtmathematiker, insbesondere flr einen
Schiler nur schwer verstandlich. Im Mathematikunterricht sind daher ,, mathematische Inhalte
so zu vereinfadhen, dass se fur den Schiler erfasar werden. Dabei soll Wesentli ches nicht

% Der entsprechende Algorithmus wird dat als Nearest-Neighbour-Verfahren bezéchnet.

% Fischer & Malle (1985 S. 1561.) filhren als Beispiel u. a. den Diriclet’ schen Funktionsbegriff an, bei dem der
Aspekt der ,Glattheit* gegeniber friheren Vorstellungen von Funktionen (wie @wa bei Euler) verloren gegan-
genist. Um diesen Aspekt als besondere Eigenschaft (wieder) hervorzuheben, waren Zusatzbegriffe wie ,, Stetig-
keit", , Integrierbarkeit oder , Diff erenzierbarkeit” erforderlich.
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verfalscht und ein spéterer Ubergang zu einer exakteren Darstellung nicht unndig erschwert
werden” (Tietze, Klika & Wolpers 1997,S. 64). Unterricht sollte daher bei elementaren Beg-
riffen und Methoden ansetzen. In desem Sinne kann auch das folgende Zitat Wittenbergs
verstanden werden:

»Im Unterricht muss s$ch fir den Schiler eine gitige Begegnungmit der Mathematik, mit deren Tragweite,
mit deren Bezehungsreichtum, vollziehen; es mussihm am Elementaren ein echtes Erlebnis dieser Wisen-
schaft erschlosen werden. Der Unterricht mussdem geredht werden, was Mathematik wirklich ist.* (Witten-
berg 199Q S. 50f.)
Im Zuge aner solchen Elementarisierung empfiehlt es sch, zunadhst auf einer inhaltli ch-
konkreten Ebene zu arbeiten, sowie an Vorwissen und Vorerfahrungen der Schiler anzu-
schlief3en. Ein wichtiges Anliegen von Unterricht sollte es dabel sein, angemessene Grund-
vorstellungen der zentralen mathematischen Begriffe aufzubauen. Grundvastellungen be-
schreiben nach v. Hofe ,Beziehungen zwischen mathematischen Strukturen, individuell -
psychaologischen Prozessen undreden Sadhzusammenhdngen oder kurz: Beziehungen zwi-
schen Mathematik, Individuum und Redité"” (v. Hofe 1996,S. 259. Dabei wird der mathe-
matische Begriff auf eine fir den Lernenden verstandliche Art konkretisiert und einer inhalt-
lich-anschaulichen, nicht unbedingt mathematikspezifischen Vorstellung untergeordnet. Im
Rahmen eines snnvdl fortschreitenden Exaktifizierungsprozesses kann man sich dann al-
mahlich von konketen Vorstellungen undVorerfahrungen 16sen undeine stérkere Formali-
sierung anstreben. Dieses Vorgehen l&sg sich auch duch lernpsychologische Theorien stiit-
zen (vgl. Kap. 3 undsteht im Einklang mit der genetischen Methode (vgl. Wittmann 1981 S.
130f.).
Im Folgenden soll aufgezeigt werden, welchen Beitrag diskrete Begriffe und Methoden zur
Elementarisierung von tezw. beim Zugang zu zentralen Begriffen der Algebra und Analysis
leisten kdnren undwelche Begriff saspekte und -vorstellungen damit besonders betont wer-
den.

2.31 Einfuhrung desVariablen- und Termkonzepts

Gegenstand der elementaren Algebra ist das Erlernen der Formelsprache, d. h. der Umgang
mit dem Variablen- und Termbegriff. Es handelt sich hierbei um einen langfristigen Prozess
der mit einer Phase intuitiven Gebrauchs der Spradhe beginnt, in der die Sprachelemente
hauptsadhlich als Werkzeug zur Beschreibung von Problemsituationen verwendet werden. In
einer zweiten Phase werden die bisher betrachteten Begriffe und ihre Verwendurgsmagli ch-
keiten reflektiert, und es werden geagnete Bezeichnurgen eingeftihrt. Ist der Umgang mit
Variablen und Termen in den ersten beiden Phasen nach von inhaltli chen Uberlegungen ge-
pragt, so riicken anschlieffend zunehmend syntaktische Aspekte in den Vordergrund. In de-
sem Zusammenhang werden Regeln fir Termumformungen erarbeitet und de Formelsprache
wird genutzt, um mathematische Probleme zu [6sen (vgl. Vollrath 1994,S. 921.).
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Die verschiedenen Verwendurgsbereiche von Variablen und de Art, wie mit Variablen gea-
beitet wird bzw. welche Vorstellungen damit verbunden sind, legen es nahe, bestimmte As-
pekte des Variablenbegriffs zu urterscheiden. Malle (1993 betrachtet in desem Zusammen-
hang die folgenden drei Aspekte™®”

» Gegenstandsaspek: Variable ds unbekannte oder nicht ndher bestimmte Zahl;

» Einsetzungsaspelt: Variable ds Platzhalter fir Zahlen;

» Kalkilaspekt: Variable ds bedeutungsloses Zeichen, mit dem nadh bestimmten Regeln
operiert werden darf.

Auch wenn ale Aspekte beim praktischen Arbeiten in enger Wedselwirkung zueinander
stehen, sollten im Sinne anes inhaltli chen Zugangs zur Algebra zunadst nur die esten be-
den Aspekte berticksichtigt werden. Mall e geht sogar noch einen Schritt weiter, indem er —im
Hinblick auf eine zunadhst auf inhaltlichen Uberlegungen besierende Gleichungsiehre — fir
eine anfangli che Betonury des Gegenstandsaspekts pladiert. X%

Will man im Mathematikunterricht dem Gegenstandsaspekt geredht werden, sollten Variablen
und Terme in bedeutungsvollen Sadhsituationen eingefihrt und gedgnete Aufgaben zum
Aufstellen undlinterpretieren von Formeln gestellt werden. Hierzu bieten sich zunadst Auf-
gaben zum formelmaiigen Erfasen von Alltagsstuationen an. Daneben ist ein weiterer Be-
reich in der didaktischen Literatur zunehmend bedeutsam geworden: Das Formulieren von
Gesetzméaldigkeiten in Verbindung mit diskreten geometrischen oder numerischen Mustern.
Solche Abzahlprobleme werden urter dem Stichwort ,, Generali zation adivities* insbesondere
in England al's ein wichtiger Zugang zur Algebra angesehen (vgl. Stacey 1989,Lee1996,Ma
son 1996,Radfort 1996, aber auch in der deutschen Mathematikdidaktik gibt es entsprechen-
de Forderungen undVorschldge (vgl. Wellstein 1978,Sauer 1997). Indem Schiler zunadhst
ein einfaches Muster (vgl. Abb. 12 untersuchen, es numerisch fortfiihren, eine verbale Regel
formulieren undabschlief3end de Situation urter Ausnutzung von Variablen verallgemeinern,
wird der Abstraktionsgrad stufenwel se gesteigert.

Stufe 1 |_| 4

Stufe 2 |_| _| 4+103
Stufe 3 |_| _| _| 4+203
Stufen 4+(n-1)3

Abb. 12: Formalisieren einer Gesetzmalligkeit

190 bje genannten Aspekte lassen sich auch auf Terme und Gleichungen tbertragen.

101 55 kénne man beim inhaltlichen Losen einer Gleichung urer Betonung des Gegenstandsaspekts an dem
vertrauten ,, Zahlenrechnen® anknipfen, und es sien keine spezellen Begriffe wie , Platzhalter®, , Aussageform”,
~Aquivalenz* oder ,Losungsmenge* erforderlich (vgl. Malle 1993 S. 51).
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Der Gegenstandsaspekt wird hierbel insofern betont, as die Variable n im Rahmen der For-
malisierung, d. h. @ Angabe der fir eine beliebige Stufe n bendtigten Streichhdzer, als eine
nicht néher bestimmte natirliche Zahl gedacht bzw. verwendet wird. Indem die Formel im
Anschluss mit konkretem Zahlenmaterial empirisch Uberprift bzw. zur Berechnurg eines vi-
suell unzuganglichen Folgenglieds ausgenutzt wird, also konkrete Zahlen eingesetzt werden,
wird dariber hinaus auch der Einsetzungsaspekt berticksichtigt.

Viele Muster legen verschiedene Abzahlstrategien nahe bzw. lassen sich duch mehr als eine
allgemeine Regel beschreiben, wie dwa das folgende ,, T-Muster® (vgl. Mason 1996 S. 84ff.):

L] | | L [ ]

Abb. 13 , T-Muster"

Hier kann de Anzahl der Quadrate der Figur in der n-ten Stufe durch verschiedene &uivalen-
ten Terme beschrieben werden (vgl. Abb. 14:

0o
HpE N EREEN RN

1+30{n-1)

&= | | L] [ ]

2{2n-1)-n

Abb. 14: Verschiedene Terme aur Beschreibung des,, T-Musters"

Durch de Frage, ob denn ale Losungen richtig sind undwelches die , einfachste” Form ist,
kénren Termumformungen motiviert werden (vgl. Vollrath 1999. Daneben kdnren solche
Muster aber auch den Anstol? zu einer (verbalen) Formulierung allgemeiner rekursiver Zu-
sammenhange geben, indem erkannt wird, dassin jeder Stufe drei Quadrate zu der Anzahl der
Quadrate der vorhergehenden Stufe hinzukommen.
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2.32 Beitragzur Entwicklung des Funktionsbegriffs

Der Funktionsbegriff ist ein zentraler Begriff der Mathematik und lesitzt in vielen aulerma-
thematischen Anwendurgsgebieten eine grofle Bedeutung. Funktionen werden hier als Werk-
zeug bei der Modell bil dung verwendet: Wird zwischen Groléen eine Abhdngigkeit vermutet,
dann wird eine Funktion gesucht, die diesen Zusammenhang maoglichst gut beschreibt. Um-
gekehrt werden mit Funktionen, wie z. B. Ware-Preis-Funktionen, auch Zusammenhange ge-
setzt, nadh denen sich eine Gesell schaft zu richten hat. Auch im Mathematikunterricht sollten
Funktionen als Werkzeug zum Mathematisieren angemessen beriicksichtigt werden. So pé&
diert Vollrath fir einen Algebraunterricht, der bei Umweltsituationen ,ansetzt und kel dem
auf unterschiedlichen Niveaus mathematisch geabeitet wird“ (Vollrath 1982,S. 6). Dabei sel
es snnvdl, solche Situationen zu urtersuchen, de weniger fachspezifisch sind, sondern viel-
mehr ,elementar zum Erfahrungsschatz® des Schillers gehdren (a. a. O., S. 6). Im Rahmen
einer solchen Konzeption kénren Abhéngigkeiten zwischen Grolen, wie dwa der Lange a-
nes zuriickgelegten Wegs und cer dafUrr bencétigten Zeit, verbal formuliert und dann mit Vari-
ablen hzw. Termen erfasg werden. Wahrend es sch in desem Fall um Gréenbereiche han-
delt, die mit Hilfe , stetiger” Variablen bzw. Funktionen auf Q" oder R™ beschrieben werden,
gibt es zahlreiche Sadchsituationen (z. B. Anzahl-Gewicht-, Anzahl-Preis-Beziehurgen), die
durch dskrete Funktionen bzw. Folgen adaquater beschrieben werden kénren. Nach Ansicht
von Vollrath sind dese Probleme Schilern sogar einfadcher zuganglich: , Quantity-cost-
problems are eaier to hande than distancetime problems* (Vollrath 1992,S. 232. Es bietet
sich daher an, dskreten Umweltsituationen im Hinblick auf die Einflihrung des Funktionsbeg-
riffs eine grofere Beaditung zu schenken. Eine solche ,, diskrete Sicht* auf Funktionen findet
sich auch in Empfehlungen, de — wie éwa die Standards der NCTM (1989 — im Erkennen
und Erfassen von, patterns® in Phéanomenen und Situationen eine entscheidende Propadeutik
des Funktionsbegriffs shen. ,,Dabel kann man , pattern’ as ,Muster' im geometrischen und
Ubertragenen Sinne, aber auch spezifischer je nach Phdnomen als Regelmélligkeit, Regel, Bil-
dungsgesetz, Aufbauprinzip etc. Ubersetzen (L6the 1997,S. 328. Damit gewinnen nicht nur
diskrete Umweltsituationen, sondern auch elementare Abzdhlprobleme beim Zugang zum
Funktionsbegriff an Bedeutung. Hier kann an de Uberlegungen zur Einfiihrung des Vari-
ablenbegriffs (vgl. Kap. 2.31) angeknupft werden.

Funktionen sind im weiteren Verlauf der Sekundarstufe | nicht nur ein Werkzeug zur Be-
schreilbung von Zusammenhadngen, sondern werden zunehmend auch selbst Gegenstand cer
Untersuchung. Die Schiler sollen in desem Zusammenhang Eigenschaften des Begriffs ken-
nen lernen und dese zum L&sen von Problemen einsetzen sowie den Begriff in ein Begriffs-
netz einordnen. Im Umgang mit dem Funktionsbegriff und dessen Darstellungen wird hierbel
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ein Beitrag zur Entwicklung , funktionalen Denkens* geleistet. Vollrath (1989 unterscheidet
in desem Zusammenhang drei Aspekte:*%?

e Zuordnungsaspek: Durch Funktionen stiftet man Zusammenhénge zwischen Grof%en:
Eine Grof%e ist dann einer anderen zugeordnet, so dassdie a@ne Grofe ds abhangig von
der anderen gesehen wird.

« Anderungsaspek: Durch eine Funktion erfasg man, wie sich Anderungen einer GrofRe auf
eine andere auswirken.

» Ganzheitliche Scht: Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder gestifteten Zu-
sammenhang as Ganzes.

Alle Aspekte sollten im Unterricht angemessen beriicksichtigt werden. Vollraths Analysen
von Forschungsarbeiten zum funktionalen Denken weisen jedoch darauf hin, dassim Umgang
mit Wertetabellen de Betradhtung ,, horizontaler* Zusammenhénge berwiegt und der Ande-
rungsaspekt nur unzureichend beadtet wird. Insbesondere haben Schiler offensichtlich , er-
hebliche Schwierigkeiten mit endichen und dskreten Definitionsbereichen. Funktionales
Denken ist vielfach auf stetige Verénderungen eingeschrankt” (a. a. O., S. 31). Durch de Be-
handung von Zahlproblemen kann desem Defizit entgegengewirkt und der (diskrete) Ande-
rungsaspekt im Umgang mit Funktionen betont werden. So stellt die Analyse des Anderungs-
verhatens haufig einen Ausgangspunkt fir das Finden und Aufstellen der Termdarstellung
der Zahlfolge in rekursiver oder expliziter Form dar. Da en rekursiver Ansatz vielfac einfa-
cher ist, bezeichnen Stowassr und Mohry dieses Vorgehen auch als eine ,, madtige Methode
der lokalen Beschreibung funktionaler Zusammenhange” (Stowasser & Mohry 1996, S. 6).
Z&hlprobleme konren weiterhin hinsichtlich des Anderungsverhaltens der mit ihnen verbun-
denen Zéhlfolgen Kklasdfiziert werden. Wéhrend Jele enfade , Streichhdzfiguren® auf
arithmetische Folgen fiihren, d. h. de Anderung von Stufe zu Stufe konstant ist, stellen de
figurierten Zahlen quadratische Folgen bzw. arithmetische Folgen zweiter Ordnurg dar, deren
Anderung von Stufe zu Stufe konstant zunimmt. Wéahrend es sch bei diesen Problemklassen
empfiehlt, die Differenzen benachbarter Folgenglieder zu analysieren, ist es bei Zahlfolgen,
denen ein exporentieller Zusammenhang zugrunce liegt, sinnvdl, die Quatienten benachbar-
ter Folgenglieder zu betradchten, um zu einer rekursiven Darstellung zu gelangen. Dennach
kann auch hier die Analyse der Differenzenfolge — die, wie im Fall der , Tiirme von Hanoi“*%*
wieder eine geometrische Folge darstellt (vgl. Tab. 3) — einen wichtigen Einblick in de Cha

192 Djese Sicht betont — wie Vollrath hervorhebt — den methodd ogischen Aspekt des Mathematiklernens. Nach
Kriger (2000 wird damit der Bedeutung des Begriffs , funktionales Denken® im ursprindichen Sinne der Me-
raner Reform, d. h. als umfassendes didaktisches Prinzip, nur bedingt gerecht. Da hier jedoch der Funktionsbeg-
riff im Mittelpunkt der Analyse steht, beschrénken wir uns auf die Charakterisierung von Vollrath.

193 Bej den Tiirmen von Hanoi handelt es sch um das folgende Zahlproblem: Auf einem von drei Stiften sind n
kreisformige Scheiben der Grole nach gestapelt. Dieser Scheibenturm soll auf einen anderen Stift umgebaut
werden. Dabei missn die Scheiben einzdn umgelegt werden, ohne dasseine grofiere Scheibe aif eine kleinere
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rakteristika exporentiellen Wadstums und dessen Abgrenzung zu pdynomialem Wadistum
geben.

Anzahl der Scheiben n 1 2 3 4 5 6 7

Anzahl der Umlegungen beim Mn)| 1 | 3| 7 |15]| 3163|127
Umbau des Turms von Hanoi

Differenzenfolge Dn) | 2 | 4 | 8 | 16| 32| 64 |126

Tab. 3: Folge und Differenzenfolge beim Zahlproblem ,, Tirme von Hanoi*

Eine weitere Moglichkeit zur Betonurg des Anderungsaspekts ergibt sich im Rahmen einer
vorbereitenden oder auch erganzenden dskreten Modelli erung aulermathematischer (stetiger)
Situationen. Indem zeitabhéngige Umweltsituationen mit (rekursiven) Folgen beschrieben
werden, kdnren darliber hinaus gezifische (diskrete) Charakteristika deutlich gemadt wer-
den. Dies betrifft nicht nur Prozesse, denen ein lineaer und exporentieller Zusammenhang
zugrunck liegt. Betrachtet man z. B. das physikalische Fallgesetz aus einer diskreten Sicht,
d. h in Verbindurg mit einer Modelli erung mit quadratischen Folgen, erhdlt man duch de
Interpretation des (diskreten) Anderungsverhaltens eine tiefere Einsicht in das dahinter ste-
hende Umweltphdnomen. So sieht Wagenschein gerade in der Gesetzmaéldigkeit, dass ein
Stein, der in einer Zeiteinheit eine bestimmte Stredke fdllt, ,,in der nadhsten, der 2. Zeteinheit,
das — nein nicht 2fache, sondern — 3fadhe dieser Stredke, in der dann wieder nadhsten, dritten,
das 5fadhe, dann dbs 7fadhe, das 9fache und so fort* (Wagenschein 1970,S. 128 durchl&uft,
einen wichtigen , Bil dungseff ekt des physikalischen Verstehens®. Bei einer diskreten Model-
lierung aulermathematischer Situationen ist jedoch zu beriicksichtigen, dassdie verwendeten
Folgen auch in ein Beziehurgsnetz zu den entsprechenden kortinuierlichen Funktionen ein-
gebettet werden, denn — so beklagte Kirsch bereits 1976— ,, Zinseszinsrechnury, Exponrential -
funktion undgeometrische Folge werden (wenn Ubkerhaupt) weitgehend ohne Beziehung zu-
einander gelehrt [..], insbesondere ohre Bezug zu relevanten Wadstumsprozesen® (Kirsch
1976,S. 258. In desem Zusammenhang ist vor allem darauf zu adhten, dass ®wohl die re-
kursive ds auch de entsprechende explizite Darstell ung angemessen berticksichtigt wird (vgl.
Weigand 1993S. 179).

2.33 Diskrete Vorbereitung der Analysis

Ein zentrales Anliegen des Analysisunterrichts ist die Entwicklung des Ableitungsbegriffs.
Dabei werden im Wesentlichen de Konzepte Grenzwert des Diff erenzenqudienten, stetige
Fortsetzung der Differenzenqudientenfunktion und lineae Approximation urterschieden
(vgl. Tietze, Klika & Wolpers 1997,S. 197). Eng verbunden mit dem ersten Konzept ist die
Vorstellung der Ableitung als lokale Anderungsrate und ihre geometrische Veranschauli-

Scheibe gelegt werden darf. Esist die minimale Anzahl M(n) der Umlegungen gesucht (vgl. Stowasser & Mohry
1978 S. 11ff.).
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churg als Tangentensteigung. Die Anderungsrate, insbesondere in Form der mittleren Ande-
rungsrate, kann zur Beschrelbung und Erkldrung vieler Umweltsituationen herangezogen
werden, in denen zwei Groléen voreinander abhdngen undman sich nicht fir die Werte dieser
GrofRen selbst, sondern deren Anderung interessert, so etwa bei Geschwindgkeiten, Tempe-
raturveranderungen, Preisdeigerungsraten und Steigungen. Bel einer Orientierung an desem
Konzept kann an Vorerfahrungen der Schiler angeknipft werden. Dabel ist jedoch zu bertick-
sichtigen, dassauch eine angemessene Vorstellung zur absoluten Differenz bzw. zum Diffe-
renzenqudienten als absolute Anderung kew. mittlere Anderungsrate entwickelt wird. Malle
(199%, S. 70f.) nennt in desem Zusammenhang seds verschiedene Grundvasstell ungen, de
im Sinne des Grundvastellungskonzepts v. Hofes (1996 als normative didaktische Katego-
rien fur den Mathematikunterricht verstanden werden konren:

1. Differenzenqudient als Verhdtnis: Der Differenzenqudient ist gleich dem Verh&ltnis der
Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente.

2. Differenzenqudient als mittlere Anderung cer Funktionswerte pro Argumenteneinheit.

3. Differenzenqudient als Faktor: Der Betrag des Differenzenqudienten gibt an, wie viel
mal stérker sich de Funktionswerte &dern as die Argumente.

4. Vorzeichen des Differenzenqudienten: Ist der Differenzenqudient der Funktionfin [a, bj
paositiv, so steigt f insgesamt in [a, b]; ist er negativ so fallt f insgesamt in desem Intervall.
Ist der Differenzenqudient der Funktion f in [a, b] gleich 0O, so ist f insgesamt in [a, b]
weder steigend nach fallend.

5. Der Differenzenqudient einer linearen Funktion ist in jedem Intervall auch gleich der
Steigung der lineaen Funktion.

6. Differenzenqudient einer Funktionf als Seigung ar zugehérigen Sekantenfunktion.

Bei der Entwicklung von Vorstellungen zur mittleren undlokalen Anderungsrate kommt der
Analyse des Anderungsverhaltens von Funktionen mit Hilfe des Differenzenqudienten eine
grol¥e Bedeutung zu. Dabei kdnren lokale oder globale Betrachtungen im Vordergrund ste-
hen.

L okale Funktionsuntersuchungen mit dem Differenzenquotienten

Mit Hilfe des Differenzenqudienten sind lokale Funktionsuntersuchurgen'® auf einer

elementaren Ebene moglich. So kann man etwa das Anderungsverhalten einer Funktion an
verschiedenen Stellen vergleichen, indem man de entsprechenden Differenzenqudienten
bestimmt und de jewelligen Werte interpretiert. Durch de Verwendurg des
Differenzenqudienten, d. h. duch das <hrittweise Beredhnen des Quatienten aus der
Anderung der Funktionswerte und cer Anderung der Argumente, konren de zugrunde

104 E5 geht hierbei um Funktionsuntersuchungen in der ,Umgebung’ ausgezechneter Elemente des Definitions-
bereichs.
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liegenden Fragestellungen zum Anderungsverhalten “transparenter” gemadit werden und
moglicherweise ansichtiger beantwortet werden als in Verbindurg mit einem (verfrihten)
algorithmischen Berechnen der Ableitungsfunktion und @m Bestimmen der Ableitung an
dem interessierenden Punkt. Dartiber hinaus kann ein Beitrag zur Entwicklung der 1. und 4.
Grundvastellung zur mittleren Anderungsrate im Sinnre Malles geleistet werden. Es ist je-
doch zu berlicksichtigen, dass diese diskrete Analysemethode mit einem grof:en operativen
Aufwand verbuncen ist. Wird das lokale Anderungsverhalten einer Funktion an verschiede-
nen Stellen urtersucht, sind zum Berechnen der entsprechenden Diff erenzenguotienten zwar
nur elementare Rechenoperationen, defir aber ein Vielfadhes an Redhenschritten as bel
Verwendurg des Differenziakakils erforderlich. Weiterhin lasen sich mit Hilfe des
Ableitungskalkils bel ener ,theoretischen“ Analyse ener Funktion, so etwa be der
Bestimmung von Extremstellen, Redhnurgen ,vereinfachen® sowie “deganter” und
“Ubersichtlicher” dargestellen. (vgl. Blum 1991,S. 78, Fischer & Malle 1985,S. 169, Schnei-
der 2000,S. 19ff.). Diskrete Methoden der Funktionsuntersuchung sollen daher hier undauch
im Folgenden nicht als Alternative, sondern als Mogli chkeit zur Vorbereitung und Erganzung
kontinuierlicher Konzepte betrachtet werden.

Wie empirische Untersuchungen zeigen, scheint jedoch das Arbeiten mit diskreten Begriffen
trotz ihrer ,Elementaritét” und , Transparenz® fur einen Schiler nicht unbedingt einfacher zu
sein as das Arbeiten mit den entsprechenden kortinuierlichen Begriffen. So weisen de Er-
gebnisse von Springnagel (2000 darauf hin, dass Schiler beim Umgang mit dem Differen-
zenqudienten gréfere Schwierigkeiten haben as beim Umgang mit dem Differenzialqudien-
ten und dss Vorstellungen zum Differenzenqudienten (aber auch zum Differenzialqudien-
ten) nur unzureichend ausgeprégt sind. Da diese Untersuchung mit den traditionellen Mitteln
»Blestift und Papier* durchgefuhrt wurde, ergibt sich de Frage, inwiefern neue Techndo-
gien, welche die aifwéandigen Berechnurgen tbernehmen kénren, das Erlernen deser Begrif-
fe unterstiitzen konren. Wie Aspetsberger (2000 und Schneider (2000, die sich varrangig
mit den ddaktischen Moglichkeiten von Computeralgbrasystemen (CAS) beschéftigen, her-
ausgellen, ergibt sich duch den Einsatz von Computern eine neue Chance zur ,, Elementari-
sierung”, d. h.sie madchen de Verwendurg elementarer (diskreter) Verfahren undMethoden
— insbesondere in Verbindurg mit lokalen Funktionsuntersuchungen — operativ handhabbar.
Dabei kann zum einen der Zugang zum Differenzialquaienten as Grenzwert von Differen-
zenqudienten duch einen schrittweisen Ubergang vom Differenzen- zum Diff erenzial quo-
tienten anschaulicher gestaltet werden. Zum anderen erhdlt das Arbeiten mit dem Differen-
zenqudienten selbst eine @genstandige Bedeutung.

»Die Reduktion des operativen Aufwands durch CAS madt die Verwendung von Diff erenzenquotienten bei
Problemldsungen einfacher und kann auch so —und nicht nur bei der Einfuhrung des Diff erential quotienten —
sinnvoll genutzt werden. Differenzenquotienten kdnnen als eine geeégnete Modelli erung von Anderungsraten
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erfahren werden, die durchaus angemessen sein kann, solange es vorrangig um Berechnungen urd Deutun-
gen einzener Werte geht* (Schneider 200Q S. 202).1%°
Dassdiskrete Begriffe aich bei der globalen Analyse des Anderungsverhaltens einer Funktion
hilfreich sein konren, soll im Folgenden aufgezeigt werden.

L okale und globale Funktionsuntersuchungen mit Diff erenzenfunktionen

Das globde Anderungsverhalten von Folgen bzw. Funktionen kann mit Hilfe der Differen-
zenfolge bzw. der Anderungsratenfunktion , diskret* analysiert werden. Wie bereits in den
70er Jahren betont wurde, lassen sich damit entsprechende inifinitesimale Begriffe und Me-
thoden varbereiten. So sieht Fischer in der Behandlung von Differenzenfolgen eine ,Vor-
Uburg fur die Ableitungsfunktion* (Fischer 1976,S. 189, und Gordon (1979 betradtet das
Differenzen- und Summenkalkil as wichtiges Instrument bei dem von ihm beschriebenen
»diskreten Zugang zur Anaysis® (vgl. Kap. 2.1.4.2. Durch de Moglichkeiten des Computers
erhalten in jungerer Zeit diskrete, globale Funktionsanalysen eine neue Bedeutung. So skiz-
ziert Henn (2000 einen Unterrichtsgang, in dem Anderungsraten bzw. die Kumulation von
Anderungsraten als Zugang zu den Begriffen Ableitung und Integral verwendet werden. Da-
bei spielen graphische und numerische Losungs- und Analysemethoden sowie der Einsatz von
CAS von Beginn an eine wichtige Rolle. Indem Schiiler die Beziehung zwischen der Ande-
rungsratenfunktion (als Naherung fur die Ableitungsfunktion) und der Ausgangsfunktion un-
tersuchen, kdnren sie nach Henns Erfahrungen de zentrale Aussage des Hauptsatzes der Dif-
ferenzia- undintegralrechnurg auf einer elementaren Ebene eschlief3en.

Im Rahmen deser Arbeit soll der von Gordon (1979 vorgeschlagene , diskrete Zugang zur
Analysis* mit Hilfe des Differenzen- und Summenkalkils und de von ihm betonten Analo-
gien zwischen dskreten und koninuierlichen Begriffen aufgegriffen undauf einer inhaltli-
chen Ebene weiterentwickelt werden.*°® Hierzu werden so genannte Z-Funktionen und deren
Differenzenfunktionen betraditet. Mit Z-Funktionen bezeichnen wir polynomiale Funktionen,
die af den ganzen Zahlen Z definiert sind, so z. B. de Funkion f mit
f(n)=n?-2n+3, n0OZ. Analog zum Begriff der Differenzenfolge bilden wir in desem
Zusammenhang den Begriff der Differenzenfunktion D mit D(n) = f (n+1) — f(n) . Mit dem
Konzept der Z-Funktionen ergibt sich de Madoglichket, kakilhafte und inhaltlich-
anschauli che Aspekte miteinander zu verkniipfen. So kann man Schilern einerseits die Auf-
gabe stellen, Differenzenfunktionen numerisch (und formal) zu berechnen. Andererseits snd
Fragestellungen moglich, de stérker auf das Entwickeln von(Grund-)V orstell ungen abzielen:

195 Ahnli che Argumente kénnen auch fiir ein TKP angefiihrt werden.

1% Gordons Vorschlage sind auf das Arbeiten auf einer formalen Ebene ausgerichtet und damit zum Aufbau von
inhaltli chen Vorstellungen nur bedingt gedgnet.
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e Untersuchunglokaler Beziehungen

Bel lokalen Fragestellungen geht es darum, zu bestimmen, wie sich z. B. eine Funktion
f :n— f(n) in der ,Umgebung” eines diskreten n-Werts und insbesondere beim Ubergang
von einem diskreten n-Wert zum nadsten verhdlt:

Wie #ndern sich de Funktionswerte von f mit f(n)=n? - 4n-13 beim Ubergang von
n=4 nach n=5? Was bedeutet D(- 4)?

Geben Sie mdglichst genau den Bereich an, in dem die Differenzenfunktion D ihr Vorzei-
chen wedhselt. Welche Bedeutung hat dies fur die Funktionf ?

Zur Beantwortung solcher Fragestellungen konren die graphischen Darstellungen vonf undD
hinzugezogen werden (vgl. Abb. 15. Dabei missn der Betrag und das Vorzeichen bestimm-
ter Funktionswerte der Differenzenfunktion im Hinblick auf die Ausgangsfunktion interpre-
tiert werden. Damit kann ein Beitrag zur Entwicklung angemessener Vorstellungen der Diffe-
renz f(n+1) - f(n) als absolute Anderung bzw. — da den Z-Funktionen ein &quidistanter

Definiti onsbereich zugrunce liegt — al's mittlere Anderungsrate im Intervall [n, n+ 1] geleistet
werden.'%’
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20 1 * -30 4

-30. -40.4

Abb. 15: Quadratische Z-Funktion und Differenzenfunktion

e Graphsches Differenzenbil den

Beim ,, graphischen Diff erenzenbil den” als Analogie zum graphischen bzw. numerischen Dif-
ferenzieren wird auf einer inhaltli ch-anschaulichen Ebene von Eigenschaften der Z- Funktion
f auf Eigenschaften der Differenzenfunktion D geschlossen. Man kann dabei zum einen quali-
tativ vorgehen, indem man zunadst die Abschnitte, in denen der Graph vonf falt (O D ne-
gativ) oder steigt (O D pasitiv) sowie die zugehorigen Ubergéange (d. h. de Extremwerte von
f) markiert. Anschlieffend kann dann auf dem Gitter der ganzen Zahlen de entsprechende
diskrete Differenzenfunktion , skizziert“ werden. Eine andere Moglichkeit besteht darin, de

197 Bej diesen Fragestellungen wird im Sinne der 4. Grundvorstellung von Malle (1999 insbesondere die Bedeu-
tungdes Vorzeichens der Differenzen bzw. der Funktionswerte der Diff erenzenfunktion betont.
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Funktionswerte f(n) am Graph abzulesen, schrittweise die Differenzen f(n+21) - f(n) zu
berechnen und dese dann der Diff erenzenfunktion zuzuordnen.

e Untersuchungvon Funktionenklassen

Neben dem , graphischen Differenzenbilden” stellt die Analyse des Anderungsverhaltens von
Funktionenklassen eine weitere Methode dar, globale Aspekte zu betonen. Dabel kann man
nadh dem Anderungsverhaten der Funktion als Ganzes fragen oder die Aufgabe stellen, inva-
riante Eigenschaften einer Funktionenklasse zu analysieren. Verdndert man etwa den Parame-
ter cin f(n)=2n?-8n+c, so fiihrt dies zu einer , Verschieburg* der , Parabel* in Richtung

der positiven bezw. negativen y-Achse, wohingegen der Graph der Differenzenfunktion
unverandert bleibt (vgl. Abb. 16 und 1)/*°

Abb. 16: Die Z-Funktion f(n): 2n? —8n-18 und deren Differenzenfunktion
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Abb. 17: Die Z-Funktion f (n) =2n? -8n+12 und deren Differenzenfunktion

198 Das Verandern des Parameters ¢ sowie das Erstellen der entsprechenden Graphiken ist mit einem grofen
operativen Aufwand verbunden. Hier kdnnen T abell enkalkul ationsprogramme neue Mdgli chkeiten er6ffnen (vgl.
Kap. 4.2).
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Man kann dese Beobachtung grundsétzlich auf zwei verschiedene (elementare) Weisen be-
griincen. Im Rahmen einer formalen Begriindungwird de Differenz D(n)= f (n+1)- f (n)
algebraisch bestimmt. Man erkennt, dassdie Differenzenfunktion vam Parameter ¢ unabhén-
gig ist. Bei einer geometrischen Begrindungwird hervorgehoben, dess ein Verandern des
Parameters ¢ nur eine Verschiebung der Parabel als Ganzes in y-Richtung bewirkt, wobei die
~Abstande” bzw. Differenzen benachbarter Funktionswerte konstant bleiben. Damit ist aber
die Differenzenfunktion (als Funktion der Diff erenzen) konstant.

Diese rein dskrete Sicht auf die Funktionen erweist sich beim geometrischen Begriinden des
Einflusses des Parameters b auf die Differenzenfunktion der Z-Funktion f mit

f(n)=an? +bn+c (mit a undc fest, aber beliebig) jedoch a's hinderlich. Nicht die diskrete

Z-Funktion, sondern deren kortinuierliches Pendant wird duch das Verandern des
Parameters b im Koordinatensystem im geometrischen Sinne ,verschoben”. Betraditet man

beispielsweise die Z-Funktion f mit f(n)=n? (aso a=1 und b=c=0), so gilt f(0)=0.
Wir bezeichnen desen Punkt mit P, also P(0;0). Veréndert man b und setzt etwa b=2,6, so
erhdlt man den gegentiber der Normalparabel im Koordinatensystem um 1,3 Einheiten nach
links und 1,69 Einheiten nadch urten verschobenen Graph der Funktion g mit
g(n)=n?+26n=(n+13)° -169 (vgl. Abb. 19. Im Rahmen dieser “Verschieburg” wird
der Punkt P auf den Punkt Q(-1,3, —1,69 abgebildet. Dieser Punkt ist aber kein Element des
Graphen vong.
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Abb. 18 Variation desParametersbin f(n)=n?+bn.'*°

Damit ist auch das Verhadten der Differenzenfunktion nicht quantitativ Uber ,konstant
bleibende Abstande, die nur verschoben werden” erklarbar, sondern nu qualitativ Uber das
Argument des , gleichen Anderungsverhaltens’. Hier zeigen sich Grenzen des Arbeitens mit
diskreten Funktionen und de Bedeutung einer kontinuierlichen Sichtweise.

199 Zur besseren Verdeutlichung der , Verschiebung' wurden die diskreten Funktionswerte bei der graphischen
Darstellunginterpoliert.
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2.4 Anwendungen diskreter Mathematik

In den letzten 30 Jahren lasd sich in der mathematikdidaktischen Diskusson as Gegenten-
denz zu den Bestrebungen um die , Neue Mathematik* ein Trend zu einer stérkeren Betonury
von Anwendurgen im Mathematikunterricht beobaditen (vgl. Blum 1996. Dabel besteht
zunehmend Konsens dariiber, sich im Mathematikunterricht nicht nur auf das Vorfihren von
Standardanwendurgen zu beschranken, sondern de Schiler zu einem bewusden Erarbeiten
von undArbeten mit Modellen anzuleiten, d. h. @m Modell bildungsprozess (vgl. Abb. 19
ein groferes Gewicht beizumessen.

NodeTi "\ Mathena-

Reale
Situation

Realitit Mathematik

Abb. 19: Der M odell bildungspr ozess
(ausBlum & Torner 1983 S. 248

Ausgangspunkt eines olchen Modell bil dungsprozesses™? ist eine problemhaltige Umweltsi-
tuation. Im Rahmen einer ,, Komplexitétsreduktion* werden die vorhandenen Informationen
strukturiert, vereinfadt bzw. auf einige wesentliche Merkmale angeschrankt, wobel ein ,rea
les Modell* der Ausgangsstuation entsteht. In einem zweiten Schritt wird das noch umgangs-
spradhlich formulierte rede Modell mathematisiert, d. h. umer Ausnutzung der mathemati-
schen Fadhspradhe in ein formales mathematisches Modell Ubersetzt. Die durch mathemati-
sche Uberlegungen gewonrenen Resultate miissen in einem weiteren Schritt wieder in de
rede Ausgangsstuation zuriicktbersetzt und interpretiert werden. Dabei ist zu prifen, inwie-
fern de a@ngangs gestellten Fragen auf der Basis des verwendeten Modells hinreichend gut
beantwortet werden. Haufig kommt es zu Diskrepanzen, so dassdas Modell im Nadhinein
modifiziert oder sogar durch ein neues Modell ersetzt werden muss**
wiederholten Durchlaufen des Modell bil dungsprozesses.

Dies fihrt zu einem

Mit der stérkeren Betonurg des Modell bil dungsprozesses 1&8sg sich nach Blum in der mathe-
matikdidaktischen Diskusson auch eine breitere Sicht auf schulrelevante Anwendurgsgebiete

10 Zur Modell auff assung fiir mathematische Anwendungen vd. etwa Fischer & Malle 1985 Blum 1985

11 50 kann zum einen die Ausgangsstuation urzulassg vereinfacht worden sein. Zum anderen ist zu beriick-
sichtigen, dass die meisten Situationen durch verschiedene Modelle beschrieben werden kénnen, wobei nicht
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feststellen. So sei zu beobaditen, dassneben den ,klasgschen” Gebieten wie der Physik, die
haufig mit den Mitteln der Algebra und Analysis behandelt werden kdnren, zunehmend auch
andere Anwendurgsfelder beriicksichtigt werden, wie @wa Okologie, Sport, Kunst, Sozial-
wissenschaften. Dies gehe enher mit einer ,Verbreiterung der ,angewandten’ mathemati-
schen Themengebiete, die aich neuere Disziplinen einschli ef3en wie Stochastik und Diskrete
Mathematik (vgl. Blum 1996,S. 20). In der Tat gibt es zur , diskreten” Behandung dynami-
scher Systeme in der Okologie oder in den Soziawissenschaften mittlerweile éne umfangrei-
che Literatur und entsprechende unterrichtspraktische Vorschlage.**? Zur Mathematisierung
werden hier Differenzengleichungen — das diskrete Analogon zu Differenzialgleichungen —
eingesetzt. Unter Anwendurgsaspekten wurde auch fir die Berticksichtigung anderer diskre-
ter Themengebiete wie Graphentheorie und Kryptographie — wie der Riickblick in Kapitel 2.1
zeigte — immer wieder pladiert. In jlngerer Zeit findet man jedoch hierzu nu wenige Vor-
schlage und Anregungen.**® Dies ist wenig verstandich, denn mit der Integration von An-
wendurgsgebieten der diskreten Mathematik kann man in besonderem Mal3e den Ziel setzun-
gen eines anwendurgsorientierten Mathematikunterrichts gerecht werden, wie im Folgenden
anhand vonBeispielen nach weiter ausgefuhrt wird. Bei der Analyse der Beispiele beziehen
wir uns auf die von Blum (1996,S. 20ff.) genannten Hauptaspekte von Anwendurgsbezigen
im Mathematikunterricht:

* Pragmatische Aspeke: Schilern soll beim Verstehen undBewaéltigen von Umweltsituati-
onen gehalfen werden.

* Formale Aspeke: Schiler sollen im Mathematikunterricht all gemeine Qualifikationen wie
z. B. Problemlésen, Argumentieren sowie Modell bil dungsquali fikationen erwerben.

* Kulturbezogene Aspekte: Der Mathematikunterricht soll Schilern ein mogli chst ausgewo-
genes Bild von Mathematik a's kulturelles und gesell schaftli ches Gesamtphénomen ver-
mitteln. Dazu gehdren sowohl das Erkennen ,, verborgener Mathematik” in der techndogi-
sierten Gesellschaft as auch das Erfahren von Grenzen und Gefahren beim Gebrauch
bzw. Misdrauch vonMathematik.

* Lernpsychdogische Aspekie: Anwendurgsbeziige konren dazu beitragen, dass mathema-
tische Begriffe und Verfahren besser verstanden werden. Insbesondere kbnnen mathema-
tische Inhalte anwendurgsorientiert getibt werden.

immer sofort ersichtlich ist, welche Modélli erung die relevanten Merkmale besser erfass und damit zu zwedk-
maligeren Aussagen fiihrt.

12y/gl. etwa Dirr & Ziegenbalg 1989 Ossmitz 1990

113 Anders ist es beispielsweise in England. Hier misg man Anwendungen im Mathematikunterricht eine sehr
hohe Bedeutung bei. Insbesondere wurde in den 80er Jahren von der Spode-Gruppe umfangreiches Unterrichts-
material unter besonderer Berticksichtigungdiskreter Themen wie Graphentheorie, Codierungstheorie, Differen-
zengeichungen, Lineare Optimierung etc. entwickelt. Mittlerwell e ist Diskrete Mathematik als Teil des Mathe-
matikkurses ,,Angewandte Mathematik“ in den Lehrplan der Oberstufe integriert (vgl. hierzu Burghes 1995
sowie das ML-Themenheft ,, Anregungen aus England”, hier insbesondere die Beitrdge von Burghes 1997, Green
1997 Kaiser 1997).
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2.41 Diskrete Wachstumsmodelle

Der Moddlli erung von Wadstumsprozessen wird im Mathematikunterricht eine grole Bedeu-
tung beigemesen. Bei der Behandlung popuationsdynamischer Fragestellungen aus den Be-
reichen Natur, Gesell schaft oder Wirtschaft kann in der Regel an allt agliche Erfahrungen der
Schiler angeknupft werden. Zur Beschreibung vieler komplexer Systeme dienen de Stan-
dardbausteine des linearen, exporentiell en, begrenzten undlogistischen Wadstums. Welcher
dieser Bausteine zur Modellierung am besten geagnet ist, hdngt von der entsprechenden
Umweltsituation kew. dem red beobadtbaren Wadstumsprozess ab und muss gegebenen-
falls im Rahmen des Modell bil durgsprozesses (mehrfad) kritisch Glerprift und abgeandert
werden (formaler Aspek).

Die meisten Wadstumsprozesse lassen sich sowohl diskret as auch kortinuierlich modelli e-
ren. So kann etwa a@n AbkuiHvorgang unter der Annahme exporentiellen Wadstums a's Dif-
ferenzengleichung N,,, =N, +r [N, bzw. as Folge N, =N, [{l+r)" oder aber als Diffe-
renzialgleichurg N'(t)=r [N(t) bzw. als redle Funktion N(t)= N, [&" mathematisiert wer-
den. Entsprechende Alternativen gibt es auch bei der Annahme lineaen, begrenzten ockr |lo-
gistischen Wachstums und kei komplexeren Systemen.** Der Vorteil eines kontinuierlichen
Modells liegt darin begrindet, dass Funktionsuntersuchungen, wie das Bestimmen von Ex-
trempunkiten, das Untersuchen auf Monaonie oder das Bestimmen einer expliziten Darstel-
lung, auf der formalen Ebene , einfacher” anzustellen sind as bei einem entsprechenden ds-
kreten Modell. Die Komplexitét verringert sich mit der Reduktion der Variablen (vgl. Fischer
& Malle 1985, S.169. Zu berlcksichtigen ist jedoch, dass das erforderliche analytische
Werkzeug (Grenzwertbetrachtungen, Differenziations- und Integrationsmethoden) in der
Schule frihestens in der Sekundarstufe Il zur Verfigung steht undes hierzu in der Regel um-
fangreicher theoretischer Uberlegungen bedarf. Der Zugang zu Wadhstumsprozessen mit Dif-
ferenzengleichurgen ist dagegen schon friih moglich, da zum Aufstellen undUntersuchen des
Modells nur elementare Rechenoperationen nawendig sind**° Der Themenkreis ,, Modell bil-
dung mit Differenzengleichungen* kann dann im Rahmen eines giralig aufgebauten Lehr-
gangs in der Sekundarstufe Il wieder aufgegriffen und \ertieft werden. So kann ausgehend
von einer Klasse formal ,, 8hnlicher* Modelle die Frage nach der Ldsungsgesamtheit von Dif-
ferenzengleichungen eines bestimmten Typs aufgeworfen werden, ocder es lasen sich Bedin-
gungen fur stabiles oder chaotisches Verhaten analytisch urtersuchen. Begriffe und Tedni-
ken der Linearen Algebra und der Analysis werden in desem Zusammenhang anwendurgs-

14 Einen Uberblick tber die Moglichkeiten der diskreten Behandlung dynamischer Systeme mit Hil fe von Diffe-
renzengleichungen bieten etwa Keidel & Lorbea 1988 Dirr & Ziegenbalg 1989 Korner 200Q Zur Behandlung
elementarer Wadhstumsprozesse mit Differenzialgleichungen vd. z. B. Radke & Stein 1995 Winter 1994

115 Djese dementaren aber in der Regel aufwandigen Rechenoperationen kdnnen von einem Computer (iber-
nommen werden (vgl. auch Kap. 4.2.3).
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orientiert gelibt und \ertieft (lernpsychologischer Aspekt). Im Rahmen des Analysisunterrichts
konren weiterhin auch Differenzialgleichungen a's alternative Mogli chkeit zur Mathematisie-
rung von Wadstumsprozessen thematisiert werden. Dadurch lassen sich Beziehurngen zwi-
schen Algebraund Analysis aufzeigen (vgl. Waits & Demana 1997).

Durch eine Behandung diskreter Wadhstumsmodelle und cn Vergleich mit den entspre-
chenden kortinuierlichen Modellen lassen sich dartiber hinaus — wie bereits bel der Entschei-
dung fir ein lineaes, exporentielles oder logistisches Modell —*° grundsétzliche Fragen der
Modell bildung aufwerfen (formaler Aspelt): Welches Modell gibt die Reditét besser wieder?
Welches Modell besitzt die grofiere Aussagekraft? Von besonderer Bedeutung sind dese Fra
gen, wenn Moddllierungen duch Differenzen- oder Differenzialgleichurgen zu qualitativ
unterschiedlichen Ergebnissen fihren, wie z. B. beim logistischen Wadstum. Bel einer steti-
gen Modelli erung besitzt die graphische Darstellung der Losung der logistischen Diff erenzi-
algleichung stets einen s-formigen Verlauf. Wird dagegen dskret modelli ert, erhdt man ne-
ben der typischen s-formigen Anndherung auch Fixpunke mit alternierender Anngherung,
periodische Zyklen oder einen chaotischen Verlauf (vgl. Tietze, Klika & Wolpers 1997, S.
315ff.).

Beispidl: Rauber-Beute-System

Eine Gegenuikerstellung von kortinuierlichem und dskretem Modell unter Berticksichtigung
formaler Aspekte bietet sich insbesondere im Fall des $ genannten Rauber-Beute-Systems
an. Es handdlt sich hierbel um ein System, bei dem zwel Popuationen in Wedselwirkung
zueinander stehen. Dabel beglinstigt die Popuation der Beute das Wadhstum der Rauber, wo-
hingegen de Rauber das Wadhstum der Beute behindern. Geht man voneinem exporentiell en
Wadhstum der Beutepopuation B in Abwesenheit der Rauber R sowie von einer exporentiel-
len Abnahme aner isoli erten Rauberpopuation aus, und nmmt man an, dassdie Reduzierung
der Beutetiere und der Zuwads der Rauberpopuation jewell s propartional zum Produk BIR
(der Anzahl der mdglichen ,, Begegnungen®) sind, erhdt man ein System gekoppelter Diffe-
renzengleichungen:

B... =B taB, —bB, [R

R.: =R, —CR +dB, R,
bzw. ein System gekoppelter Diff erenzialgleichungen:

B'(t)=aB(t) - bB(t) (R(t)

R'(t)=-cR({t)+ dB{t) R(t)

Die Bestandsentwicklung in Abhéngigkeit von der Zeit liefert in beiden Féll en gegeneinander
phasenverschobene, periodisch schwankende Losungskurven. Wahrend jedoch das System

116 Diese Wahl, die zunéchst unabhangig von dem favorisierten mathematischen Mittel ist, wird urter Beriick-
sichtigungdes all gemeinen Wacdhstumsverhaltens getroffen.



2 Diskrete Mathematik im Mathemati kunterricht 66

der Differenziagleichungen stabil ist, schaukeln sich de Schwankurgen der Losungskurven
des Differenzengleichungss/stems immer weiter auf und fuhren letztendlich zum Ausderben
einer bzw. beider Popuationen. Um den Zusammenbruch des diskreten Systems zu vermei-
den, misde man de Zeitintervalle kirzer wahlen sowie die Parameter entsprechend aban-
dern.**” Welches der angesprochenen Modelle den Wachstumsprozess am besten beschreibt,
ist vor der Modellierung oder auch im Rahmen der Validierungsphase durch eine genauere
Analyse der auffermathematischen Situation zu klaren. Vermehrt sich eine Popuation sehr
haufig bzw. innerhalb sehr kurzer Zeitabsténde, so dassvon einer stetigen Entwicklung aus-
gegangen werden kann, ist eine kontinuierliche Modelli erung naheliegend. Betrachtet man
andererseits Popuationen, bei denen sich nur in festen, vergleichsweise ,,grof¥en” Zeitabstén-
den Nadhwuchs einstellt, ist moglicherweise én dskretes Modell angemessener, das ein urter
Umstanden auch chaotisches Verhalten des Systems besser beschreiben kann*®

2.42 Kryptographische Anwendungen

In der heutigen Kommunikationsgesell schaft sind kryptographische Verfahren von groler
Bedeutung, so etwa bei der Verschlissslung von Telefongesprachen per Mobiltelefon oder
von elektronischer Post (Emails), beim Pay-TV, bel elektronischen Geldiberweisungen ockr
bei der Uberprifung der Unversehrtheit von Nadrichten (Nadhrichtenintegritét) z. B. mit
Hilfe von Prifziffern. Unter kulturbezogenen Gesichtspurkten kann man — indem man kryp-
tographische Themen zum Gegenstand des Mathematikunterrichts madcht — an alt&glichen
Erfahrungen der Schiler anknifen und an fir sie zunadst , verborgenen® mathematischen
Gehalt sichtbar madien. Durch das Aufdedken deser Mathematik lernen de Schiler einen
Teil ihrer Erfahrungswelt besser verstehen, undes werden de prinzipiellen Moglichkeiten,
Grenzen und Gefahren'*® kryptographischer Anwendurgen deutlich. Weiterhin ist es im
Rahmen solcher Themen moglich, Schilern das Modelli eren als wichtige mathematische T&
tigkeit bewusg zu madhen. So stellen kryptographische Verfahren im Gegensatz zu Modell en,
die zur Beschreibung von Wadstumsprozesen genutzt werden, namative Modelle dar.
»Diese Modelle setzen Normen, schaffen dadurch eine Situation, determinieren eine diffuse
Situation ockr legen eine variable Situation fest” (Fischer & Malle 1985,S. 104). Haufig sind
normative Modelle von kegrenzter Gullti gkeitsdauer, abhéngig von der aktuell en gesell schaft-
lichen Situation und— wie im Fall der Kryptographie — auch von dr techndogischen Ent-
wicklung. So steigt mit wachsender Leistungsfahigkeit der Redhner die Wahrscheinlichkeit,

117 Eine andere Méglichkeit wére es, von einem logistischen Beutewachstum auszugehen. Hier unterscheiden
sich diskrete und stetige Beschreibungen qualitativ nicht.

18 Tietze, Klika & Wolpers (1997, S. 315f.) fiihren in diesem Zusammenhang als Beispiel eine Bakterien- und
eine Schmetterlingspopulation an. Die Bakterienpopulation vermehrt sich haufig urd zeitli ch urebhéangig, wo-
hingegen die Schmetterlingspopulation eine sprunghafte Entwicklungzeigt.

119 55 etwa kodnnen besonders schere Verschliisslungsverfahren — sofern sie in die falschen Hande gelangen —
auch eine Bedrohungfir die Gesell schaft darstell en.
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dass bestehende Systeme gebrochen werden; dies erfordert wiederum die Entwicklung kom-
plexerer mathematischer Algorithmen bzw. kryptographischer Verfahren.
Neben kuturbezogenen Gesichtspurkten konren duch de Behandlung kryptographischer
Anwendurgen auch andere Aspekte anes anwendurgsorientierten Mathematikunterrichts
hervorgehoben werden, wie die folgenden beiden Beispiele verdeutlichen.

Beispiel: Elementare Verschlisslungsverfahren

Verschiedene unterrichtspraktische Vorschlage™® haben elementare Verschltisslungsverfah-
ren zum Gegenstand. Wird wie in der Unterrichtsreihe von Faili ng (1998 die geschichtliche
Entwicklung der klassschen Kryptographie im Unterricht nachvallzogen, wird der Modell-
bil dungsprozess mehrfach durchlaufen (formaler Aspeklt): Beginnend beim monaal phabeti-
schen System schltipft der Schiler beim Validieren des Modellsin de Roll e des Kryptoanaly-
tikers, indem er die Schwadstellen eines Verfahrens untersucht bzw. versucht, ein System
ohre Kenntnis des entsprechenden Schitisels zu brechen. Dadurch wird das palyal phabeti-
sche Vigenére-System motiviert. Auch dieses System besitzt Sicherheitsméngel, die der Schi-
ler in einer erneuten Validierungsphase aufdedken kann. Der prinzipielle Nadteil des Schlis-
selaustauschs bei symmetrischen Systemen kann dann de Frage nach einem unkrechbaren
System aufwerfen. Hier kann mit der Idee der asymmetrischen Systeme angekntipft werden.
Unter lernpsychologischen Aspekten kdnren bekannte mathematische Inhalte wie Prozent-
rechnurg, Statistik, Zahldarstellungen, Teilbarkeit, Primzahlen oder Zuordnurgen anwen-
dungsorientiert gelibt bzw. neue Inhalte aus dem Bereich der moduaren Arithmetik und cer
Zahlentheorie direkt in einen Anwendurgskontext gestellt werden. Dartiber hinaus werden
Schiler durch de Behandlung der Kryptographie im Allgemeinen und elementarer Ver-
schlisselungsverfahren im Besonderen zu einem bewusgeren Umgang mit vertraulichen In-
formationen, etwa beim Versenden vonEmail s, angeleitet (pragmatischer Aspek).

Beispiel: EAN- und ISBN-Code

Die meisten der in Europa auf dem Markt befindlichen k&uflichen Produkte besitzen eine 13-
stellige normierte Artikelnummer, die so genannte Europaische Artikel-Nummer (EAN). Sie
dient zur eindeutigen Beschreibung des jeweili gen Produkts und madt die Uberwadhurg ei-
nes Warenbestands oder das Bestellen neuer Ware (elektronisch) méglich. Beim Eingeben
von Artikelnummern Gker eine Computertastatur kann es jedoch zu Fehlern kammen, de mit
Hilfe ener adaguaten Prifziffer erkannt werden konren. Herget (1994 beschreibt in desem
Zusammenhang einen Unterrichtsgang in einer 7. Klasse, bei dem zunadst die Artikelnum-
mern auf Lebensmittel padkungen analysiert, die Ideeder Prifziffer erarbeitet und am speziel-
len EAN-Code verdeutlicht wird. Daran anschlief?end wird das dem Code zugrunce liegende
mathematische Modell analysiert, undes werden andere mégliche Modell e hinsichtlich ihrer

120v/gl. etwa die Unterrichtsreihen von Biernoth 1992 Waimer 1997, Failing 1998
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Stérken und Schwéaden bel der Beschreibung von Produkten verglichen. So handelt es sch
beim EAN-Code um einen so genannten Zehnercode mit den Gewichten 1 und 3:?! der ale
Einzelfehler, jedoch nicht alle Vertauschungsfehler (,Zahlendreher) erkennt. Ein Ubergang
zu einer (einfacheren) Prufziffer, die mit Hilfe der Quersumme der einzelnen Ziffer bestimmt
wird, wirde insofern eine Verschlechterung des Modell s bedeuten, als kein einziger Vertau-
schungsfehler erkannt wirde. Dagegen liefert ein Zehnercode mit den Gewichten 1 und 2
keine Verbesserung: Er erkennt ale Vertauschungsfehler aber nicht alle Einzelfehler, die sta-
tistisch jedoch am haufigsten vorkommen. Indem Schiler nun selbst solche oder auch andere
aternative Modell e vorschlagen undanalysieren, wird der Modell bil dungsprozess (mehrfad)
aktiv durchlaufen (formaler Aspekt) und vele traditionelle Lerninhalte wie Stell enwertsyste-
me, Primzahlen, Teilerfremdheit, Prozentrechnurg und Statistik anwendurgsorientiert gelibt
(lernspychologischer Aspekt). Dass eine Entscheidurg fir ein bestimmtes Prufsystem nicht
alein aufgrund mathematischer Gutekriterien getroffen wird, sondern auch wirtschaftliche
und gesell schaftli che Einflisee @ne Rolle spielen (kulturbezogener Aspekt), zeigt eine Analy-
se des zu jeder EAN gehdrenden Strichcodes. Strichcodes werden aufgedruckt, damit die
EAN von einem speziellen Lesegerdt einer Computerkasse angelesen werden kann. Die
Strich-Codierung erfolgt im Wesentli chen ziff ernweise, wobei jedoch nach einem bestimmten
Muster in Abhéngigkeit von cer ersten Ziffer zwischen drei Codes gewedhselt wird. Diese
umstandliche Codierung ist erforderlich, damit européische Strichcode-Scanner auch de in
den USA verwendeten Strichcodes verarbeiten konren. Die Frage nadh einer besseren ockr
bestmdglichen Prifziffer, kann de Behandung der 10-stelligen Internationalen Standard-
Buchnummer (ISBN) motivieren. Der entsprechende I1SBN-Priifcode ekennt im Vergleich
zum EAN-Code dle Vertauschungs- und Einzelfehler; er erfordert jedoch eine Erweiterung
der Prufziffern um das Zeichen X und somit das Verlassen des Nummernbereichs auf der Tas-
tatur eines Eingabegerdts. Dies kann moglicherweise @ne schnelle (Erst-)Erfassung einer
ganzen ,, Produltpalette” behindern. Damit werden Grenzen der Mathematisierbarkeit deutlich
(kulturbezogener Aspekt).

2.5 Zusammenfasaing

Wie in desem Kapitel anhand zahlreicher Beispiele herausgestellt wurde, kénren dskrete
Inhalte zu wichtigen Zielen des Mathematikunterrichts einen Beitrag leisten. So lassen sich
durch dskrete Problemstellungen verschiedene heuristische Strategien fordern, aber auch
vielféltige Inhalte problemorientiert erarbeiten, wiederholen undintegriert tiben (Probleml 6-
seaspekt). Weiterhin ermdglichen diskrete Methoden undBegriffe énen elementaren Zugang
zu zentralen Begriffen des Mathematikunterrichts, so etwa zum Variablen-, Term- und Funk-

121 Dabei werden die @sten 12 Ziffern der EAN abwechselnd mit 1 und 3 multipliziert und die Produkte aldiert.
Die Prifziffer erhdlt man, indem man diese Summe air nachsten Zehnerzahl erganzt.
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tionsbegriff sowie — insbesondere in Verbindurg mit dem Konzept der Diff erenzenfunktionen
— zum Ableitungsbegriff (Begriffsbildungsaspekt). Dartiber hinaus wird der Anwendurgsas-
pekt betont, indem nicht nur die zahlreichen Anwendurgsmdgli chkeiten diskreter Mathematik
aufgezeigt, sondern Schuler auch selbst zum Modell bil den angeleitet werden (Anwendungs-
aspek).

Zur Behandung diskreter Themen sind — wie auch in der didaktischen Diskusson immer
wieder herausgestellt wurde — nur wenige Vorkenntnisse eforderlich, haufig ist ein Zugang
auf einer konkret handelnden bzw. inhaltli ch-anschaulichen Ebene mdéglich. Welche Bedeu-
tung dieser Aspekt vor dem Hintergrund lernpsychologischer Untersuchungen und Theorien
besitzt, ist Gegenstand des nachsten Kapitels.
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3 Zur Bedeutung von Handlungen im Lernprozess

Schon vielfach wurde in der didaktischen und ychoogischen Literatur auf die Bedeutung
von Handlungen im Lernprozess hingewiesen. Im Folgenden werden zunadst einige Theo-
rien zur Denkentwicklung vorgestellt, die bei Handlungen ansetzen. Dabel sollen sowohl der
Begriff des Handelns und Operierens as auch der Begriff der ,, Handungselemente” (Darstel-
lungen, Prototypen) ndher beleuchtet werden. Aus diesen theoretischen Ansétzen lassen sich
didaktische Prinzipien und Hinweise zur Gestaltung von Lernprozessen ableiten, de unter
dem Begriff ,, operative Prinzipien* zusammengefasd werden konren. Einige spezielle ,, An-
wendurgen” bzw. Aspekte dieser operativen Prinzipien lassen sich in besonderer Weise im
Rahmen der Behandung diskreter Inhalte verwirklichen. Dies Il im zweiten Abschnitt an-
hand vonBeispielen ill ustriert werden. Um Aussagen Uber gedgnete Darstellungen undLern-
umgebungen maden zu koénren, ist es notwendig, die tatsadlich beobadtbaren Handlungen
der Schiler in Verbindurg mit deren Begriff sversténdns und -vorstellungen zu urtersuchen.
Der Begriff der ,tatsachlich beobadhtbaren Handlungen® fuhrt zum Begriff der (diskreten)
»Arbeitsweisen”, der abschlief3end erlautert wird undin Beziehung zu Verstandnsmodellen
gesetzt wird.

3.1 Entwicklung mathematischen Denkens aus Handlungen

Behavioristische Lerntheorien, wie @wa die Theorien vonB. F. Skinner oder R. M. Gagné ,
betrachten Lernen als ein Phdnomen, das durch Reiz-Re&ktions-Modelle ekléart werden kann.
Diese Ansétze beschranken sich streng auf das Beschreiben beobadtbaren Verhatens von
Lebewesen undlehnen die Annahme innerer Prozese ds unzuldssg ab.*?? Im Gegensatz da-
zu stehen Lerntheorien, wie @wa die genetische Erkenntnistheorie von J. Piaget oder die The-
orie von J. S. Bruner, die Denk- und Aneignungsprozessen eine grof¥e Beaditung schenken,
wobei insbesondere Handlungen eine wichtige Rolle spielen. Diese Theorien sowie daran
anschlieffende Arbeiten stellen eine psychaoogische Grundage des heutigen Mathematikun-
terrichts dar. Auf einige der wesentli chen Inhalte wird im Folgenden eingegangen.

3.11 Genetische Erkenntnistheorie von Jean Piaget

Nach der genetischen Erkenntnistheorie des Entwicklungspsychologen Jean Piaget entwickelt
sich die Intelligenz etappenweise in Wedhselwirkung zwischen Mensch und Umwelt.*?® Im
Anfangsgadium stellen Handlungen grundegende Mittel der Wedhselwirkung dar. Diese

122 Einen Uberblick tber verschiedene behavioristische Theorien des Lernens, insbesondere ber Skinners
~operante’ Konditionierung geben Hilgard & Bower 197Q

123 Eine Einfiihrungin die genetische Erkenrtnistheorie von Piaget findet sich in Wittmann 1981, S. 59 ff.



3 Zur Bedeutung von Handlungen im Lernprozess 71

Handlungen werden in spateren Entwicklungsdadien weiterentwickelt und zu Operationen
verinnerlicht. Dabei bil det sich Denken in Form vonimmer besser organisierten undflexible-
ren Strukturen ocer , kognitiven Schemata“ aus, die die Aktivitdten des Einzelnen steuern.
Hinsichtlich der Ausbildung dieser kognitiven Schemata und ceren Organisationsgrad urter-
scheidet Piaget im Wesentlichen vier Stadien:

Im sensomotorischen Sadium (ca 0-2 Jahre) erwirbt das Kind zahlreiche e@nfache Hand-
lungschemata und Vorstellungen, de jedoch stark an de Wahrnehmung gebuncden sind. Es
ist noch nicht fahig, Sprache, Bilder und Symbadle zu gebrauchen. Dies erfolgt wahrend des
praoperativen Sadiums (ca 2-7 Jahre), in dem das Kind zunehmend auch lernt, Handungen
gedanklich auszufiihren (,, Verinnerlichung®). Hinsichtlich ihrer Koordination gibt es jedoch
Einschrdnkungen. So konren Handlungen im Allgemeinen nicht in Gedanken umgekehrt
werden, d. h.sie sind richt reversibel.*** Im Stadium des konkret-operativen Denkens (ca. 7-
11 Jahre) 10st sich dese Beschrankurg auf, indem sich de Denkhandlungen (,, Operationen)
in so genannten Operationsg/stemen (Grupperungen) organisieren, d. h.sie werden ,, kompo-
sitionsfahig” (sie kbnren zu komplexeren Operationen zusammengesetzt werden), , aszia
tiv“ (sie konren auf verschiedenen Wegen zu einer neuen Operation zusammengesetzt wer-
den) und ,reversibel” (sie kbnren ungekehrt werden). Das Denken ist dabei jedoch immer
noch an de unmittelbare Anschauurg bzw. an de kurz zuvor gemadte Erfahrung mit kon-
kretem Materia gebuncen. Erst im Sadium der formalen Operationen (ab ca 11 Jahren)
werden de Kinder zunehmend fahig, abstrakte Beweise und algebraische Umformungen zu
verstehen, indem sie rein formal und urabhéngig von konketen Vorstellungen mit mathema-
tischen Begriffen operieren.

3.12 HansAebli: Verinnerlichung und operatives Durchar beiten

Wahrend Piaget die kognitive Entwicklung im Wesentli chen als altersgezifischen ,, Reifepro-
zess' darstellt, betont Hans Aebli, der in den 6Cer Jahren an die Arbeiten vonPiaget anknud-
te, stérker die Bedeutung von Erziehung und damit auch von Unterricht. Ziel von Unterricht
sollte es =in, ausgehend von konketen Handungen ,, bewegli che Operationen® auszubil den.
Dabel versteht Aebli unter einer Operation in Anlehnurg an Piaget eine astrakte Handlung,
d. h., eine dfektive, vorgestellte (innere) oder in ein Zeichensystem lbersetzte Handlung, bei
deren Ausfuhrung der Handelnde seine Aufmerksamkeit ausschliefdlich auf die entstehende
Struktur richtet® (Aebli 1983,S. 209. Esfdlt auf, dassdamit eine Operation rnicht durch ihre
»Innerlichkeit” gekennzeichnet ist.

~ES ist falsch zu sagen, eine Operation seai eine ,interiorisierte Handlung. Wenn der Schiier eine Handlung
effektiv ausfiihrt, indem er sich die Gegebenheiten wahrnehmungsméidig vergegenwartigt, so ist das genauso

124 50 berichtet Piaget (1974 S. 183ff.), dassKinder nur beschrankt in der Lage sind, zu erkennen, dasseine
bestimmte Anzahl von Perlen beim Umfillen von einem breiten Glas in ein schmales Glas unveréndert bleibt
(Volumenexperiment). Die vollzogene Handlung kann offensichtlich nicht in Gedanken umgekehrt werden.
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eine Operation, wie wenn er sich diese Gegebenheiten as Zeichen vergegenwartigt. Entscheidend ist nicht
die Art der Vergegenwartigung der Gegebenheiten; entscheidend ist das Bewusdsein der Bezehungen, die
durch die Operation erzeugt oder verdndert werden.” (a. a. O., S. 220
Im Rahmen des Mathematikunterrichts llte jedoch de Verinnerlichung von Operationen
angestrebt werden, d. h. der Schiler sollte lernen, Operationen innerlich undsymbalisch aus-
zuftihren. Dieser Vorgang voll zieht sich nach Aebli in drei Hauptsgufen:

»~Am Anfang steht der effektive Vollzug am konkreten Gegenstand. Auf der zweiten Stufe wird der Gegen-
stand hildlich dargestellt, und der Schiler stellt sich die Operation aufgrund dieser Gegebenheit vor. Auf der
dritten Stufe bedient sich der Schiler bei ihrem Voll zug ausschliefdlich der Zeichen, welche Gegenstand und
Operation vertreten.” (Aebli 1961, zitiert nach Zech 1996 S. 95)

Die drei Hauptstufen sind dabel auf zwei Arten miteinander verbunden. Zum einen gibt es
Ubergangsphasen, in denen zwei aufeinander folgende Darstell ungsebenen miteinander in
Verbindurg gebracht werden. ,Das Ziel ist, dass $ch de symbadlischere'® Darstell ung mit
der Bedeutung aufl&dt, die die konkrete Darstellung schon tesitzt* (Aebli 1983,S. 238. Zum

anderen wird de Verinnerlichung der Operation auf alen Stufen durch einen spracdlichen
Kommentar begleitet und wnterstiitzt.

Verinnerlichung einer Operation
»Sie ist durch den Fortschritt vom Handeln mit
; wirklichen Gegensténden (@), zum Durchdenken

Phase der Verinnerlichung

1 I der Operation aufgrund ihrer Bilder (b) und zum
Operieren mit Zeichen (c) gekennzechnet. Die

2 I Phasen 1, 3 und 5 des Vorgangs snd durch die
3 bloRe Verwendung eines der drei Darstellungs-
mittel gekennzeichnet, die Phasen 2 und 4 sind

4 I Ubergangsphasen, in denen die Bedeutung vom
5 I vorangehenden Darstellungsmittel auf das neue
3 5 c g Ubertragen wird. Auf jeder Stufe werden die
erarbeiteten Zusammenhénge auch mindlich (d)

Darstellungsmittel formuliert. (Aebli 1983 S. 239)

Abb. 20: Die schrittweise Verinnerlichung einer Operation
(aus Aebli 1983 S. 239

Mit der Definition des Begriffs ,, Operation* hat Aebli bewusg undin Abgrenzung zu Piaget
noch nichts Gber die Beweglichkeit von Operationen ausgesagt. Die Bewegli chkeit von Ope-
rationen muss erst im Rahmen des operativen Durcharbeitens ausgebil det werden.1?® Damit
bezeichnet Aebli eine Art sinnbezogenes Uben, das der Vertiefung des Verstandnisses dient,
und dibel noch nicht auf eine Automatisierung ausgerichtet ist. Aufgabenstellungen, de das

125 Dje Bezéchnung, symbalischer hat hier die Bedeutung von , wirkli chkeitsferner”.

126 Dabei lassen sich die Phase der Verinrerlichung uml die des operativen Durcharbeitens nicht scharf trennen.
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operative Durcharbeiten einer Operation zum Ziel haben, sind also in der Regel nicht auf ei-
ner rein symbolischen Ebene (,Bereich der Zeichen") anzusiedeln, sondern auf oder in Ver-
bindurg mit den konkreteren Darstell ungsebenen (,, Bereich der Bedeutungen®).

,Wihrend de Ubung mit den Symbdlen operiert, in die die Operation ibersetzt worden ist, erfolgt das
Durcharbeiten noch mit den Objektmengen oder ihren konkreten Symbolen, oder mit den réumlichen Kor-
pern oder ihrer anschaulichen Abbildung nicht bloR mit der Zeichenfolge, die beim Uben zum Automatis-
mus eingeschliffen wird.“ (Aebli 1983 S. 319

3.13 Theorieder Darstellungsebenen nach Jerome S. Bruner

Nad Bruner (19718 gibt es drei Darstellungsebenen oder Reprasentationsmodi von Wissen:
enaktiv (durch Handungen), ikonisch (durch Bilder*?”), symbalisch (durch Verwendurg eines
Zeichensystems oder Sprade). Diese Ebenen sind von a@n Stufen des Verinnerlichurgspro-
zesses nadh Piaget zu urterscheiden und hlden sich nach- und rebeneinander aus. Zuerst do-
miniert die enaktive Darstellung. Mit der Zeit treten de ikonische und symbadlische Darstel-
lung hinzu, ks ein Kind mit fortschreitender Entwicklung auf alle drel Formen gleichzeitig
zugreifen kann. Die verschiedenen Darstell ungsebenen stehen in starker Wedselbeziehung
zueinander. Intell ektueller Fortschritt zeichnet sich dabel durch de Fahigkeit aus, flexibel
zwischen den verschiedenen Darstell ungsebenen wediseln zu konren.

»Jede dieser drei Darstellungsebenen, die handlungsmafiige, die bil dhafte und die symboalische, hat ihre ége-
ne Art, Vorgange a1 reprasentieren. Jede pragt das geistige Leben des Menschen in verschiedenen Altersgu-
fen, und de Wedhselwirkung ihrer Anwendungen bleibt ein Hauptmerkmal des intell ektuellen Lebens des
Erwachsenen.” (Bruner, 1971h S. 21)
Indem Fragestellungen aus der Umwelt enaktiv, ikonisch oder symbalisch dargestellt werden
bzw. zwischen den Darstell ungsebenen gewedselt wird, lasen sich Probleme 16sen. Ande-
rerseits konren Diskrepanzen zwischen verschiedenen Darstell ungsebenen kagniti ve Konfli k-

te ausl6sen, welche die geistige Entwicklung vorantreiben kénren.*?®

127 Hiermit sind auch , innere* Vorstell ungsbil der gemeint.

128 59 konnte Brurer (1971a) nachweisen, dass 5-7-jahrige Kinder durchaus in der Lage sind, im Rahmen von
Volumenexperimenten die Invarianz von Flissgkeitsmengen beim Umfillen in verschiedene Gefél3e au erken-
nen. Hierzu schirmt man die Geféfde wahrend des Umfull vorgangs und damit die dimensionale Veranderung der
Flisdgkeitssiule aundchst ab und fordert die Kinder auf, die Situation spradlich darzustellen (V olumenexperi-
ment mit Abschirmtechnik). Anschlief3end wird das Experiment ohne Schirm wiederholt. Das Erkennen der
Invarianz lasd sich hierbel weniger auf das Versténdnis von Reversibilit & (also das gedankli che Zurtickschiitten
der Flisdgkeit) zurtickfuhren. Vielmehr ist das Volumenexperiment mit Abschirmtechnik ein Beispiel fur das
Nichtibereinstimmen der sprachlich-symbalischen urd der ikonischen Darstellungsweise. Der damit verbundene
kognitive Konflikt fordert die Denkentwicklung Vgl. hierzu auch Steiner 1973 S. 176ff.
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3.14 Der Verinnerlichungs- und Verallgemeinerungsprozess aus der Sicht des
Kl agenfurter EFQUIM -Projekts?®

Nad Piaget und Aebli sind Handlungen der Ursprung mathematischen Denkens. Auch Dorf-
ler (198&) sieht in gegenstéandichen Handlungen ein wesentliches Mittel zur kognitiven
Konstruktion mathematischer Begriffe und Operationen. Sein Interes< gilt jedoch der genau-
eren Anayse der Ubergangsphase, d. h. @&m Verinnerlichungs- und Abstraktionsprozess den
er as bisher nur ungentigend erfasg ansieht. Insbesondere vertritt er die Auffasaung, dass
Handungen nicht alein und automatisch de intendierten kognitiven Prozesse steuern. Zur
Konstruktion mathematischer Objekte™*® und Operationen ist es fir den Lernenden ndwen-
dig, seine Aufmerksamkeit auf bestimmte Stadien undElemente seiner Handlung zu fokusse-
ren.

»Mathematische Objekte kdnnen durch Handlungen konstruiert werden urd zwar als Beziehungen oder Sys-
teme von Beziehungen zwischen bzw. an Handlungselementen, Handlungszustdnden oder Handlungsproduk-
ten. Diese Beziehungen sind Beziehungen wieder zwischen bereits frither kognitiv konstruierten mathemati-
schen Objekten, die mit den genannten Elementen, Zustdnden oder Produkten der konstituierenden Handlun-
gen asziiert werden. Fir die kognitive Konstituierung dieser Bezehungen ist eine Fokusserung von Auf-
merksamkeit auf die relevanten Elemente, Zusténde und Produkte der Handlungen urd die mit ihnen zu as-
sozii erenden mathematischen Objekte eforderlich.” (Dorfler 1988, S. 66)
Indem die Aufmerksamkeit nicht nur auf die Elemente der Handung und auf gewisse Zwi-
schenstadien, sondern auch auf die Verdnderung der Handlungselemente im Verlauf der
Handlung gerichtet wird, werden mathematische Operationen korstruiert. Ein so verstandener
Wissenserwerb betont die konstruktive, individuelle Aufbauleistung des Lernenden, de je-
doch zusétzlich einer Steuerung von auf¥en bzw. einer Anleitung durch den Lehrer erfordert.
Die Bedeutung der Aufmerksamkeitsfokusserung zeigt sich z. B. in einer von Malle (1986
geschil derten Unterrichtsstuation, de die Einflihrung des Diff erenzenqudienten zum Gegen-
stand hette. Die Schiler hatten hierbel die Aufgabe, anhand einer in einer Tabell e dargestell-
ten , Temperaturfunktion® relative und absolute Temperaturénderungen zu berechnen. Ihr

Interesse war dabei auf das numerische Endergebnis gerichtet; sie sahen dffensichtlich keine

129 Das in den Jahren 198286 am Institut fiir Mathematik der Universitét Klagenfurt durchgefiihrte EFQUIM-
Projekt (Entwicklung formaler Qualifikationen im Mathematikunterricht) hatte zum Ziel, allgemeine und von
bestimmten mathematischen Inhalten urebhangige Fahigkeiten zu identifizieren und zu charakterisieren. Auf-
bauend auf Piagets ,abstradion réfléchissante” (d. h. der Abstraktion ausgehend von Handlungen) und den Abs-
traktions- und Verallgemeinerungstheorien von Rubinstein urd Dawydow wurden Abstraktion urd Verall gemei-
nerung als zentrale Grundformen mathematischen Denkens betrachtet und als eigenes theoretisches Konzept
weiterentwickelt (vgl. Peschek 1989. Das Abstraktions- und Verallgemeinerungskonzept dient nicht nur zur
Erkldrung des Begriff shildungsprozesses. Spezfische Ausprégungen von Abstraktion urd Veralgemeinerung
lassen sich auch beim Problemlsen urd Beweisen herausarbeiten (vgl. Dorfler 1988, S. 94 ff.).

130 Der Terminus , Objekt* wird nach Dérfler (1988, S. 64) enger gefass als der Terminus , Begriff“. Ein ma-
thematisches Objekt zeichnet sich durch eine ,kognitive Abgeschlosenheit” aus, wohingegen ein mathemati-
scher Begriff eher als off enes System angesehen wird, das aus verschiedenen mathematischen Objekten bestehen
kann.
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f(b) - f(a)
b-a
Fall hétte esvorab oder in Verbindurg mit den Aktivitéten der Schiiler einer Instruktion ocder
Erlauterung seitens des Lehrers bedurft, mit Hilfe derer die Bedeutung eines algemeinen

Terms herausgestellt worden wére.

Neben einer Steuerung der Aufmerksamkeit bedarf es auch des Einsatzes geggneter Darstel-
lungen. Dorfler (1989, S. 4) bezeichnet Darstellungen oder Reprasentanten, de , paradigma-
tisch fur die oder besser fur einen Aspekt der Bedeutung eines Begriffs* sind, a's Prototypen.
Dabei ist esjedoch de Beziehurg des Individuums zum Gegenstand, de diesen zum Prototy-
pen madt:

Notwendigkeit in dem Notieren des vom Lehrer angestrebten Terms . In desem

»Damit ein Gegenstand (materiell oder vorgestellt) fir ein Individuum a's Prototyp wirksam wird, mussdie-
ses eine bestimmte Sichtweise auf diesen Gegenstand entwickeln. Dies kann kuz ds Fahigkeit bezechnet
werden, den Gegenstand eben nicht als lchen, sondern als prototypischen, paradigmatischen Vertreter der
jeweil s relevanten Klase anzusehen.” (Dorfler 1991, S. 66)
Prototypen sind im Allgemeinen subjektiv, d. h.jedes Individuum wird zunadst seine ege-
nen, individuellen Prototypen korstruieren. Aufgrund cer Vielfalt der Darstell ungsmogli ch-
keiten eines mathematischen Begriffs ist es moglich, dasszu einem Begriff verschiedene Pro-
totypen entwickelt werden, de jeweil s unterschiedliche Eigenschaften und Beziehungen in
den Vordergrund riicken. Dorfler (19880 unterscheidet in desem Zusammenhang verschie-
dene Arten von Prototypen: figurale, operative und symbalische Prototypen. Anhand figuraler
Prototypen lasd sich die jeweili ge Relation in besonders klarer Weise ,, ablesen* bzw. rekon-
struieren.

»Hier wird der Gegenstand (materiell oder mental) aufgrund seiner Erscheinungsform, seiner wahrnehmbaren

(oder vorgestellten) ,auferen’ Eigenschaft zum Prototyp eines gewissen Begriffs.” (Dorfler 1989h S. 6)
Operative Prototypen haben nach Dorfler die Eigenschaft, dass an ihnen gegensténdiche
Handungen besonders leicht und duchsichtig ausfuhrbar bzw. vorstellbar sind. Diese Hand-
lungen entsprechen den mit den reprasentierten mathematischen Objekten intendierten Opera-
tionen. Um Handungen schematisch-algorithmisch ausfiihren zu kénren, sind Symbaole oder
symbali sche Prototypen von kesonderer Bedeutung.
Dorfler (1988, S. 891.) ill ustriert die Konstruktion eines mathematischen Objekts bzw. deren
Prototypen u.a am Beispiel der Exporentiafunktion. Das Objekt ,, Exporentiafunktion” be-
steht fur Dorfler aus dem Beziehungss/stem, welches in symbdischer Form als
Ay == [ IBX angegeben werden kann. Zur Konstruktion deses Beziehungss/stems kann

man einen Wadstumsprozess betrachten, der durch Messhandungen ,,interpunkitiert” wird.
Mit den beobadhteten Zustanden des Prozesses werden zunéacdhst Zahlen bzw. Groféen aszi-
iert. Indem man nun de Aufmerksamkeit auf &quidistante Stadien sowie die damit aszii er-
ten Grofen und dren Verhdltnis zueinander richtet, kann de exporentielle Beziehung kon-
struktiv festgestellt werden. Als Prototyp fUr das mathematische Objekt nennt Dorfler den
Graph der Exporentiafunktion, da an ihm die genannten Handlungen besonders einfach
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durchfihrbar seien. Zum Aufdedken korstitutiver Eigenschaften eignet sich jedoch auch in
besonderer Weise die Tabelle, in der die Quoatienten jeweils aufeinander folgender Funkti-
onswerte dargestellt undals konstant erkannt werden kdnnen.

Waéhrend sich der Prozessder Verinnerlichung bzw. der Abstraktion duch bestimmte Akte
der Aufmerksamkeitsfokusserung, der Wahrnehmung und der kognitiven Konstruktion be-
schreiben lasg, werden im Prozessder Verallgemeinerung die Handlungs- und Beziehurngs-
struktur auf die Ausgangshandung zuriickbezogen und dbei ihr Einsatzbereich erweitert
(vgl. Peschek 1989, 246f.). Diese Erwelterung des Einsatzbereichs bedeutet, dasszum einen
die gegenstandli chen Handlungselemente, zum anderen de mathematischen Objekte selbst as
austauschbar erkannt werden. In desem Zusammenhang werden so genannte , generative
Schemata” (Dorfler 1988, S. 112 entwickelt. Solche Schemata enthalten variable Teile, die
zunachst durch Prototypen der ,einsetzbaren” Elemente représentiert und kei Aufruf des
Schemas dann mit spezifischen Elementen belegt werden.

»Das Belegen der Variablen im generativen Schema ist dann kognitiv ein Ersetzen der Prototypen durch
handlungsdquivalente Gegenstdnde. Die Aktualisierung des Schemas in einem bestimmten Kontext liefert
dann das gezfische mathematische Objekt bzw. die spezfische Ausprégung der mathematischen Operati-
on.* (Dorfler, 1988, S. 112f.)

Prototypen représentieren somit fir das Individuun das Allgemeine im Besonderen (vgl.

Dorfler 1991,S.66).

3.2 Konsequenzen fur den Mathematikunterricht

Im Anschluss an die oben skizzierten Handlungstheorien entstanden verschiedene Konzepte
zur Redisierung eines , operativen“ Mathematikunterrichts, die sich an einigen Stellen zu
didaktischen Prinzipien verdichten lassen. Diese Prinzipien konren — wie im Folgenden auf-
gezeigt wird — nicht nur bei Begriffshildungsprozessen, sondern auch beim Beweisen zur
Anwendurg kommen.

3.21 Operative Prinzipien

In den 7Cer Jahren schlossFricke (1970 an de Uberlegungen Piagets und Aeblis an undfor-
mulierte die so genannte ,operative Methode” fir den Rechenunterricht der Grundschulen.
Palzkill und Schwirtz (1971) tbertrugen das Konzept auf den Geometrieunterricht, undMul-
ler (1979 erweiterte es auf die Lineae Algebra. Ergebnise von Untersuchungen mit dem
Ziel, den auf Piaget zuriickgehenden Begriff der Grupperung von formalen Widerspriichen
zu befreien, flosen in eine ,, Erwelterung des operativen Prinzips‘ durch Wittmannein:

»Ein vertieftes Verstandnis der operativen Methode und eine eweiterte Fasaung des operativen Prinzips wer-
den sich im Folgenden dadurch ergeben, dassnicht nur die Verknipfung von Operationen, sondern auch die
,Wirkung von Operationen auf Eigenschaften bzw. Relationen zwischen Zusténden betrachtet werden, was
innerhalb der operativen Methode dlenfalls implizit und ansatzweise praktiziert wurde.” (Wittmann 1976
S. 167)
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In der Folgezeit wurden de definitorischen Eigenschaften einer Grupperung, die , Komposi-
tionsfahigkeit”, , Reversibilita”, , Asziativitat" zunehmend as unndige Einschrankung des
Operationsbegriffs empfunden. So sollten nach Aebli (1985 weniger die formale Fassung des
Grupperungsbegriffs als viedlmehr Konzepte zur Forderung der Beweglichkeit mathemati-
scher Begriffe Gegenstand ddaktischer Untersuchurgen sein. In desem Zusammenhang
formuli erte Wittmann das folgende ,, operative Prinzip der Mathematikdidaktik®:

.Objekte afassen bedeutet, zu erforschen, wie sie konstruiert sind und wie sie sich verhalten, wenn auf sie
Operationen (Transformationen, Handlungen, ...) ausgeiibt werden. Daher muss man im Lern- und Erkennt-
nisprozessin systematischer Weise
1. untersuchen, welche Operationen ausfihrbar und wie sie miteinander verknupft sind,
2. herausfinden, welche Eigenschaften urd Bezehungen den Objekten durch Konstruktion aufgepragt werden,
3. beobadten, welche Wirkungen Operationen auf Eigenschaften urd BezZehungen der Objekte haben
(Was geschieht mit ..., wenn...?).* (Wittmann 1985h S. 9)
Indem man wie Aebli das operative Prinzip as einen allgemeineren ,,Satz von innerlich zu-
sammenhdngenden Regeln auffasd, die auf bestimmten Vorstellungen tbker den Ursprung, das
Wesen und ds Ziel menschlichen Denkens beruhen® (Aebli 1985, S. 4), kann man — wie
Zed (1996, S. 115 f.) — anstelle des operativen Prinzips auch von mehreren ,, operativen
Prinzipien* sprechen, de sich aus den Theorien Bruners, Aeblis und Piagets ableiten lassen.

Zedh urnterscheidet in desem Zusammenhang:

* Prinzip der Stufengemaf3heit

Das Prinzip der StufengemaRheit folgt aus den Uberlegungen Piagets und fordert eine Be-
ricksichtigung der unterschiedlichen Stadien der Denkentwicklung. So sollten Grundschul-
kinder mathematische Begriffe und Operationen urter Ausnutzung gedgneten Materials zu-
nachst konkret-handelnd aufbauen. Mit Aebli sollte jedoch berticksichtigt werden, dassauch
dltere Schiller bei neuen Themenbereichen im Allgemeinen eine anschauli che Erfahrungsbasis
bendtigen.

* Prinzip der Verinnerlichung und der Verzahnung von Dar stellungsebenen

Anschlief?end an de Uberlegungen Aeblis ollte , der Mathematikunterricht aller Stufen [.. ]
von einer konkret-anschaulichen Darstellung [...] almaéahlich zu einer abstrakt-symbali schen
Darstellung [...] Gbergehen — mit dem Ziel, dassder Schiler mit der abstrakten Formulierung
immer noch eine konkrete Vorstellung verbinden kann* (Zedh 1996,S. 116f.). Dabel sollten
die Verinnerlichungssufen nicht isoliert voneinander durchlaufen werden, sondern eng mit-
einander verzahnt und duch einen sprachlichen Kommentar begleitet werden. Zech rennt as
weitere Unterprinzipien:

Ruckschaltprinzip: Bei Schwierigkeiten auf einer abstrakteren Stufe sollte én Wedsel auf

eine konkretere Stufe moglich sain.

Zwischenschaltprinzip: Anstelle die Handlung begleitend zu kommentieren, ist es auch

moglich, sie vorab oder nadhtréglich zu verbalisieren. In bestimmten Situationen kann es
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dartber hinaus hilfreich sein, dassdie agene Handlung zuvor durch den Lehrer demon-
striert wird.

Abschirmprinzip: Wie bereits Bruner aufgezeigt hat, kann de Verinnerlichung durch Ab-
schirmung der ,,unmittelbaren” Anschauung und duch Operieren mit dem zuvor wahrge-
nommenen Objekt in der Vorstellung geférdert werden.

* Prinzip der operativen Durcharbeitung

Zed formuliert hier drei Unterprinzipien, de dle den Aspekt des Variierens betonen. Das
Prinzip der Variation der Darstellungsebenen geht auf Bruner zuriick und empfiehlt einen
vidfdtigen Wedhsel zwischen enaktiver, ikonischer und symbalischer Darstellung. Dabei
sollten insbesondere , konkretisierende® Ubergénge angemessen berlicksichtigt werden. Nach
dem Prinzip der Variation des Unwesentlichen sollten zum einen ein mathematischer Unter-
richtsgegenstand auf mehrere Weisen veranschauli cht werden, zum anderen sollten mathema-
tische Variablen, de fur einen Begriff nebensadlich sind, variiert werden. Weiterhin sollten
auch urterschiedli che Anwendurgskontexte berticksichtigt werden.

Mit dem Prinzip des operativen Durcharbeitens (im engeren Snne) werden de urspringlich
mit der Beweglichkeit von Begriffen undOperationen verbundenen Aspekte der Asziativi-
tét, der Reversibilit & und der Kompaositi onsfahigkeit angesprochen. Es geht hier um die Vari-
ation von Losungswegen, de Variation der gesuchten Grofe und das g/stematische Verdn-
dern von Ausgangsstuationen in Verbindurg mit der Untersuchung, was diese Veranderun-
gen bewirken.

Hinter der Ideeder operativen Methode oder der operativen Prinzipien steht eine Vorstellung
von Unterricht, der entgegen dem ,,Prinzip der kleinen undallerkleinsten Schritte” und dem
»,Grundsatz der Isolierung der Schwierigkeiten® geagnet voneinander abgegrenzte Einheiten
als Ganzes behandelt und vonAnfang an den Beziehungscharakter mathematischer Inhalte
betont (vgl. Fricke 1970. Ein charakteristisches Merkmal der Einstiegs- und Erarbeitungs-
phase ist dabei das heuristisch-forschende Arbeiten. So betont Fricke, dass

»hach Konfrontierung mit einem ecdhten Problem stets eine breit angelegte Phase des ielerischen Umgangs,
des experimentierenden Erprobens und Erforschens [steht], auch mit bewusg unzureichenden Mitteln, mit
dem Ziel, Erfahrungen zu sammeln, Schwierigkeiten zu erkennen urd das mathematische Denken zu aktivie-
ren.“ (Fricke 1970 S. 97)
Damit wird den beiden Grunddeen des operativen Prinzips — dem Aufbau von Operationen
aus Handlungen und ar Grupperung von Handlungen bzw. Operationen zu beweglichen
Gesamtsystemen — eine weitere Ideezur Seite gestellt: die &tiv-entdedkende Ausel nanderset-

zung mit dem Lernmaterial (vgl. hierzu auch Bauer 1993.
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3.22 Spezelle Varianten des operativen Prinzips

Durch mehrere Arbeiten von Hering'*! wurde in den 80er Jahren das operative Prinzip auch
auf den Sekundarstufenurterricht Gbertragen. Neben dem Aspekt des Verinnerlichungspro-
zesEs thematisierte Hering insbesondere die , steuernden Einflisse” des operativen Prinzips
bei heuristischen Aktivitédten und l®im Beweisen. Dieses © genannte ,, operative Beweisen®
bezeichnet Wittmann (1985b,S. 11) genauso wie die ,, operative Begriff sbildung” als ,, Spezi-
alfall des operativen Prinzips*.**? Aufgrund ihrer besonderen Bedeutung firr diskrete Inhalte
sollen dese beiden Speziaféleim Folgenden nach einmal genauer analysiert undanhand von
Beispielen verdeutli cht werden.

3.2.2.1 Operative Begriffshildung

Zur Einfuhrung eines Begriffs gibt es haufig verschiedene Moglichkeiten, de in der Regel
eng mit den verschiedenen Arten der Begriffsbestimmung — oder der Begriffshildung®*® —

verkniipft sind. Man kann urterscheiden®**

«  Begriffshildung durch intensionale Abstraktion®® (ausgehend vonBeispielen);

«  Begriffshildung durch Spezifikation™® (ausgehend van bekannten Oberbegriffen);

»  Begriffsbildung durch Idedi sierung (hineinsehen vonEigenschaften);

»  Begriffshildung durch Handlung oder Konstruktionsvorschrift;

e implizit-axiomatische Begriff shil dung (Kennzeichnurg von Grundlegriffen einer Theorie);
« Begriffserwerb durch extensionale Abstraktion (mit Hilfe von Aquivalenzrelationen).

Mathematische Begriffe lassn sich im Allgemeinen nicht wie empirische (Alltags-)Begriffe
durch (sinnlich) wahrnehmbare Eigenschaften erfassen, sondern sie ,, reprasentieren vielmehr
Beziehungen und Beziehungss/steme zwischen Objekten oder auch zwischen deren Eigen-
schaften” (Peschek 1989,S. 246, die durch Handungen erst hergestellt werden missen. Dies

131y/gl. etwa Hering 1985 1986 1988

'*2 Daneben nennt Wittmann roch weitere Varianten des operativen Prinzips: das ,funktionale Denken®, das
»operative Uben" und das , heuristische Prinzip der Geometrie”.

133 Die Bezeachnung,, Begriffsbildung’ wird in der didaktischen Literatur in urterschiedlichen Kontexten ver-
wendet. Sie kann die historische Entwicklung eines Begriffs bezechnen oder psychologische Aspekte betonen.
Weiterhin kann sie — wie in diesem Zusammenhang — as ,Handlungsabsicht des Lehrersim Unterricht” verstan-
den werden (vgl. hierzu Klika, Tietze & Wolpers 1997, S. 56).

134\/gl. Winter 1983 Holland 1975
135 Winter (1983 spricht hier von exemplarischer Begriff sbestimmung
136 Winter (1983 spricht hier von expli zit-definitorischer Begriff sbestimmung
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betont die besondere Bedeutung des konstruktiven Begriff serwerbs. In der Literatur wird de-
ser Weg auch al's operative Begriff shil dung bezeichnet (vgl. Wittmann, 1981S. 81).2*"

Beim operativen Begriff serwerb werden Begriffe aisgehend vonHandungen oder Konstruk-
tionen gebildet. , Der angestrebte Begriff wird dadurch représentiert, dassman ein generelles
Verfahren ausfiihren und leschreiben kann, das die Dinge, die unter den Begriff fallen, her-
stellt” (Winter 1983,S. 189. Wird de Begriff shildung in einen Problemldseprozesseingebet-
tet, so ergibt sich der Begriff haufig als Lésung eines Problems. Das Handeln kann jedoch
auch ein ,Nadhmaden“ sein, bel dem der Lehrer zunadst demonstriert, wie @ne bestimmte
Operation auszufihren ist. Grundsétzlich ist darauf zu adhten, dassdie Schiler im Umgang
mit dem Begriff die wesentlichen, korstitutiven Eigenschaften erfahren (vgl. Vollrath 1984,
S. 103ff.). Viele Begriffe ais dem Bereich der kombinatorischen Optimierung bzw. der Gra-
phentheorie lasen sich korstruktiv bestimmen, so etwa , minimale Netze* oder , kirzeste
Wege“. Indem der Schiler das entsprechende Konstruktionsverfahren (den Algorithmus)
durchfuihrt, erwirbt er ein , operativ-instrumentelles Verstandris**® des Begriffs. Die Eigen-
schaften des jewelli gen Begriffs treten jedoch deutlicher hervor, wenn das Verfahren vom
Schiler selbst entdedkt und anschli ef3end systematisch analysiert wird.

Winter (1983,S. 189 nennt als ezielle Form konstruktiver Begriffsbildung die rekursive
Begriffshildung Bei der rekursiven Begriffshildung geht man von einem bestimmten An-
fangsobjekt und einer Berechnurgsvorschrift aus. Mit Hilfe der Berechnungsvorschrift lassen
sich all e folgenden Objekte aus bereits konstruierten Objekten entwickeln. Zahlreiche Begrif-
fe aus dem Bereich der Kombinatorik lassen sich auf diese Weise , herstellen®. So konren
etwa Zahlenfolgen rekursiv erfass werden, indem man de Schiler eine dlgemeine Regel
entdedken 1&s4, mit der sie aus bereits gegebenen Gliedern de folgenden bestimmen kdnren.
Das kann in eine rekursive Definition miinden. Gedagnete Darstellungen oder auch konkete
Materialien kdnren den Lernprozess unterstiitzen. So beschreiben Abramovich und Pieper
(1996, wie mit Hilfe verschiedenfarbiger Scheiben ein rekursiver Zugang zu Permutationen
und Kombinationen im Rahmen eines Problemltseprozesses auf ,, natiirliche Weise* ermdg-
licht werden kann. Zur Bestimmung der Anzahl der insgesamt moglichen Permutationen von
n Objekten ist hierbei der Blick auf die unterschiedlichen Moglichkeiten zur Anordnurg der
Scheiben zu lenken. Im Vordergrund steht dabel die Frage nach einem eff ektiven Verfahren,
mit dem ausgehend von lereits bekannten Permutationen von n Scheiben eine Permutation
von n+1 Scheiben erzeugt werden kann. Man geht hierzu zunadst von einem Objekt aus, das
sich auf genau eine Art anordnen 18s4. Auch de zwe verschiedenen Anordnungen zweier

137 Das heift nicht, dass grundsétzlich alle Begriffe operativ eingefiihrt werden sollten, sondern betont lediglich
die besondere Bedeutung von Handlungen im Begriff shil dungsprozess Da die verschiedenen Formen der Beg-
riffsbildung in der Regel miteinander verknipft sind, ist es mit sinnwoll und notwendig, z. B. auch nach der
Einfuihrung eines Begriffs durch ,, Beispiele und Gegenbeispiele’ mit diesen Begriffen zu handeln.

138 Mit , operativ- instrumentellem Verstandnis® bezéchnet Winter (1983 S. 182) ein Begriff sverstandnis, wel-
ches gch in Form von Fertigkeiten im Umgang mit diesem Begriff &ulert.
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Scheiben sind urmittelbar ersichtlich. Zur Konstruktion einer 3er-Permutationen kann sowohl
die aste ds auch de zweite bereits konstruierte 2er-Permutationen verwendet werden. In bei-
den Félle kann de dritte (weil3e) Scheibe vor, zwischen bzw. hinter die zwel gemusterten
Schelben patziert werden. Man erhdit damit far die Anzahl aler 3er-Permutationen:
P(3) =3[P(2) (vgl. Abb. 2]. Durch Veralgemeinern erhdt man de dlgemeine Formel

P(n)=nP(n-1).

908
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Abb. 21: Erschlief3en einer rekursiven Formel fir die
Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge

Die rekursive Begriff shil dung setzt abzéhlbare Objekte voraus. Man kann daher die rekursive
Begriff shildung a's typisch fir viele diskrete Objekte bezeichnen.

3.2.2.2 Operative Beweise

Unter ,,operativen Beweisen® versteht Wittmann (1985b,S. 11) ,,Beweise, bel denen die den
Objekten durch Konstruktion aufgeprégten Eigenschaften undBeziehungen sowie deren Ver-
halten bel Operationen explizit ausgenutzt werden [...]“. Im Rahmen deser Beweise wird das
von Wittmann formulierte eweiterte operative Prinzip in der Kurzform ,W as geschieht mit
..., wenn ..?* als heuristisches Prinzip verstanden (vgl. hierzu auch Hering 1988. Indem mit
den betrachteten Objekten operiert wird, sollen ,, Vertréglichkeiten zwischen Zustandseigen-
schaften, -relationen, -funktionen und an Operationen” (vgl. Wittmann 1976,S. 170 aufge-
dedkt werden. Dabel stellen , Vertréglichkeiten® nach Wittmann richttriviale, allgemeine Be-
ziehurgen, insbesondere Invarianzen dar. Das operative Prinzip steuert hier also weniger
Lern- bzw. Verinnerlichungsprozesse, sondern Handlungen werden — wie Dorfler (1985,
S. 95 formuliert — zu ,, Untersuchungsmitteln fir (meist vorgegebene) Begriffe und reuristi-
sche Mittel zur Problemlésung®.

»S0mit sind unter dem Operativen Prinzip strukturell sehr unterschiedliche Ansdtze subsumiert: Einerseits
steht die Schematisierung (Verinnerlichung des Prozesses (der Ausfihrung von Handlungen im Zentrum,
andererseits werden nicht die Handlungen entwickelt, sondern mit den Handlungen werden Resultate und
BezZehungen hergestellt.” (a. a. O., S. 95)

Die folgenden Beispiele sollen verdeutlichen, wie das operative Prinzip bei diskreten Prob-
lemstell ungen den Problemldseprozess seuern undzu operativen Beweisen fuhren kann.
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Beispiel: Euler scher Polyedersatz

Der Euler’sche Polyedersatz stellt einen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Ecken,
Kanten und Fladhen (Lénder) eines beliebigen zusammenhdngenden ebenen Graphen (einer
zusammenhéngenden Landkarte) her. Zu den Fladen wird hierbel auch das ,, aulere Gebiet"
einer Landkarte gezéhlt. Der Satz lautet wie folgt: Sind e, k undf die Anzahlen der Ecken,
Kanten undFl&dhen eines zusammenhéngenden ebenen Graphen, danngilt e—k + f =2.°
Der Euler’ sche Polyedersatz |asg sich im Rahmen eines operativen Vorgehens auf der enakti-
ven Ebene beweisen. In desem Zusammenhang stellt man de Kanten z. B. in Form von
Drahtstlicken dar und erweitert eine triviale Ausgangskarte, die nur aus einer Ecke und einer
Flache besteht, schrittweise durch sukzessves Hinzufiigen neuer Kanten bzw. Lotstellen.
Hierbei gibt esvier elementare Erweiterungen (vgl. hierzu Wittmann 1976,S. 169:

(1) Man fugt an eine vorhandene Ecke ene neue Kante mit eéinem freien Ende an.

(2) Man fugt eine neue Kante an, indem man ihre beiden Enden an eine schon vahandene
Ecke anhangt.

(3) Man flgt eine neue Kante an, indem man ihre beiden Enden an zwei verschiedene, schon
vorhandene Ecken anhéngt.

(4) Man zerlegt eine bereits vorhanden Kante durch das Einfligen einer Ecke in zwel Kanten.

Damit andern sich de Anzahlen vone, f undk wiefolgt:

efkk —» (el,fkt) o o ®

efky —» (f+tlLktl) o —& )
(e f,k) —» (e f+l, ktl) e
(e f, k) —» (etl,f k+l) o o ©

Bei jedem Schritt stellt man fest, dassdie Summe e—k + f jeweils konstant bleibt. Da diese

Konstante bel der trividen Karte bestehend aus nur einer Ecke den Wert 2 besitzt, gilt die
Beziehung e—k +#f =2 algemein.

Beispiel: Quadratzahlen

Auch de aithmetische Beziehung 1+3+5+...+ (2n —1)=n? kannim Rahmen eines opera-
tiven Vorgehens bewiesen werden: Man stellt die Folge der Quadratzahlen durch eine Figur
aus zusammengesetzten Quadraten gleicher Grofe dar (vgl. Abb. 29. Dabei erkennt man,
dass jede Quadratzahl aus der vorhergehenden duch Hinzufligen eines ,,Rands’ entsteht.

139 Mit der Bezeichnung,, Polyedersatz* wird deutlich gemadht, dasseine Bezdehungzu einem Satz iiber Polye-
der, also rdumlichen Gebilden, besteht. So lassen sich all e konvexen Polyeder zu zusammenhéngenden Landkar-
ten , plétten”, die genauso viele Ecken, Kanten urd Fladhen besitzen wie der entsprechende Ausgangskorper.
Auf diese Landkarten kann der obige Satz angewendet werden. Damit gibt der Polyedersatz auch Auskunft tber
den Zusammenhang der Anzahl der Ecken, Kanten urd Flachen eines beli ebigen konvexen Polyeders.
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Beim Ubergang von n? nach (n+1)* betrégt die Anzahl der hinzugefiigten Quadrate 2n +1.
Indem man de Folge der Partialsummen der Folge der ungeraden Zahlen bestimmt, also im-
mer eine weitere ungerade Zahl (dargestellt durch einen ,,Rand*) hinzuaddiert, erhdlt man de
Quadratzahlen (vgl. Wittmann 1985h.

1 4 9 16
143 1+3+5 1+3+5+7

Abb. 22: Operatives Vorgehen beim Beweis der
arithmetischen Beziehung 1+3+5+...+(2n-1)=n?

Viele weitere diskrete Problemstell ungen legen einen Zugang im Sinne des erweiterten opera-
tiven Prinzips nahe, wie dwa der Zwei-Farbensatz (vgl. Besuden 1979, das Sperner’sche
Lemma (fUr die Ebene) (vgl. Hering 1985, Wittmann 198%) oder die zahlentheoretische Be-
ziehurg ggT(a,b)kgV(a,b)=alb (vgl. Hering 1989.

Im Allgemeinen erfolgen de Handlungen bei den operativen Beweisen im Sinne Wittmanns
auf einem festen Schematisierungs- und Abstraktionsniveau (vgl. Dorfler 1985,S. 95); insbe-
sondere umfasen operative Beweise aich Beweise aif der formalen Ebene.X*° Dagegen wer-
den bal den von Semadeni (0. J.) und Kirsch (1979 as pramathematisch bezeichneten Be-
weisformen explizit die enaktive Darstellungsebene angesprochen sowie der Verinnerli-
churngs- und Abstraktionsprozessbetort.

»Nacd Semadeni [...] besteht ein prdmathematischer Bewels grob gesagt aus gewisen konkreten Handlungen
(Operationen im Sinne von J. Piaget, aber dieser wird grol&zligig interpretiert). Diese Handlungen werden zu-
erst wirklich ausgefiihrt, dann nu vorgestellt (verinnerlicht). Sie misen korrekten mathematischen Argu-
menten entsprechen, die in ihrer psychologisch ratiirlichen Ordnungaufeinander folgen [...].“ (Kirsch 1979
S. 261f.)
Bei prdmathematischen undauch bei so genannten inhaltli ch-anschauli chen Beweisen, de auf
der ikonischen Ebene bzw. in einem Redkontext prasentiert bzw. interpretiert werden, tritt
die steuernde Wirkung des operativen Prinzips im Sinne der Frage ,Was pasdert mit ...,
wenn ..7* im Allgemeinen nicht so deutlich hervor. Dennoch handelt es sch auch hierbei um
»vollglltige” Beweise, bei denen sich alle Handlungen und Schliisee aisgehend von einem
Speziafall direkt verallgemeinern undin korrekte formal-mathematische Argumente Uberset-
zen lasen.**! Beiden Konzepten kommt daher im Hinblick auf die vorher skizzierten operati-

ven Prinzipien ,, Stufengemal3heit” und,, Verinnerlichung” eine wesentli che Bedeutung zu.

190v/gl. hierzu etwa den Beweis der Ungleichung vom geometrischen urd arithmetischen Mittel in Hering 1986

141 Blum & Kirsch (1989 1991) fassen beide Beweisgedanken urter dem Konzept des praformalen Beweisens
zusammen.
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Die folgenden zwei Beispiele verdeutlichen, dass $ch insbesondere kombinatorische und gra-
phentheoretische Problemstellungen fir eine Behandung im Sinne des Konzepts des pré
mathematischen bzw. inhaltli ch-anschauli chen Beweisens eignen.

Beispiel: Binomialkoeffizienten

Eine wichtige Beziehung zwischen Binomiakoeffizienten driickt die folgende Gleichung aus:

K

Interpretiert man de Binomialkoeffizienten as die Anzahl der k-elementigen Teilmengen
einer n-Menge, so liegt der folgende ,, redit dtsbezogene Beweis' nahe (vgl. Biermann & Blum
1998: Man betrachtet exemplarisch eine Menge von 11Personen, aus der eine Gruppe von 4
Personen ausgewahlt werden soll. Die Anzahl aller moglichen 4er-Gruppen (, Komitees*)

1
betragt 54 E Zu jedem (moglichen) 4er-Komitee gehort ein 7er-(Nicht-)Komitee (man be-

trachtet hierbei die bel der jeweiligen Auswahl Ubriggebliebenen Personen). Daher gibt es
genauso Viele 4er-Komitees wie 7er-(Nicht-)Komitees.
Ahnlich begriindet man die Gleichung:

i
SNEENCEEA:

isoliert man zunadhst eine Person X aus der 11-er Menge und zéhlt dann getrennt die 4er-
Komitees, in denen de ausgezeichnete Person Mitglied ist, undjene 4er-Komitees, in denen
die ausgezeichnete Person nicht Mitglied ist. Im ersten Fall hat man neben der bereits ins
Komitee gewahlten Person X noch 3 weitere Personen aus der restlichen 10er-Gruppe zu

bestimmen. Im zweiten Fall missen alle vier Personen aus der 10er-Gruppe gewahlt werden,
der die Person X nicht angehart.

Im konkreten Fall

Beispiel: Euler scher Satz

Der Euler’ sche Satz besagt: Wenn ein zusammenhdngender Graph sich in einem Zug durch-
laufen |asd, dann hesitzt er hichstens zwei Ecken mit ungeradem Eckengrad.**? Unter der
Voraussetzung der , Durchlaufbarkeit” kann man den entsprechenden Weg im Graph duch
das Auflegen eines Fadens darstellen, der jede Kante genau einmal bededkt. Alle Ecken, in
denen nicht der Anfangs- bzw. Endpunk des Fadens liegt, werden mindestens einmal durch-

142 Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes. Ein pramathematischer Beweis dieser Aussage ist jedoch weniger
nahe liegend. Vdl. hierzu jedoch auch Kirsch 1979 S. 267.
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laufen. Diese Ecken missen einen geraden Eckengrad haben. Somit kann es nur zwel ungera-
de Ecken geben, nimlich die Ecken, in denen der Faden beginnt bzw. endet.

3.23 Kritische Bemerkungen zum Einsatz operativer Prinzipien

Das operative Prinzip stellt ein zentrales Unterrichtsprinzip zur Organisation vonLern- und
Erkenntnisprozessen dar. Dennoch miissen auch dessen Grenzen sowie dternative Vorschlage
zur Gestaltung von Unterrichtsabl&ufen berticksichtigt werden.

e Zur Verwirklichung des aktiv-entdedenden L ernens

Wenngleich das aktiv-entdedkende Lernen eine Grunddeedes operativen Prinzipsist, werden
im Rahmen einer kritische Auseinandersetzung mit diesem Unterrichtsprinzip Grenzen und
Gefahren deutlich.**® So ist zu beaditen, dass $ch richt jeder mathematische Lernstoff fir
Entdedkungslernen gleich gut geagnet. Ein umfangreiches und kamplexes Wissensgebiet
lasge sich moglicherweise besser vermitteln, wenn es von dem Lehrer vorstrukturiert und in
gegliederten und rach Schwierigkeiten gestuften Abschnitten dargeboten wird. Weiterhin
missen die unterschiedlichen kognitiven Voraussetzungen der Schiller berticksichtigt werden.
»Entdedkendes Lernen kann weniger neugierige, kreaiv-begabte und ausdauernde Schiler
iiberfordern undzu Frustration fithren.*** Dariiber hinaus ist der fiir ein entdedcendes Lernen
erforderliche Material- und Zeitaufwand nicht zu urterschétzen. Damit ist ein duchgéngige
aktiv-entdedkende Auseinandersetzung mit den im Rahmen des Lehrplans vorgeschriebenen
Lerninhalten kaum moglich. Es erscheint somit sinnvdl, das ,entdedkende Lernen® und de
»darbietende Unterrichtsmethode” nicht als zwe , Globalaternativen“ bel der Vermittlung
von Lerninhalten anzusehen, sondern beide Methoden im Rahmen des Mathematikunterrichts
angemessn zu beriicksichtigen.**

e Zum Einsatz der Variationsprinzipien

Ein gedankenloses Anwenden der vielen (operativen) Variationsprinzipien, insbesondere der
Variation der Darstellungsebenen bzw. der Veranschaulichungsmittel, birgt verschiedene Ge-
fahren in sich.**® So kann dbs eigentliche Ziel, das Entwickeln eines Begriffs- bzw. Operati-
onsverstandnsses, aus den Augen verloren werden, und de Tétigkeiten kdnren in einen blin-
den Aktionismus ausarten. Weiterhin ist zu berlicksichtigen, dess die Stufung , enaktiv-
ikonisch-symbalisch® nicht immer einer Stufung nach Schwierigkeit entsprechen muss Ins-

143 Grenzen des aktiv-entdeckenden Lernens wurden bereits von Ausubel (1973 aufgedeckt. Eine Zusammen-
stellung keiti scher Einwénde gegen das ,, entdedkende Lernen” findet sich in Fiihrer 1997, S. 61 ff.

144 \/gl. hierzu auch jedoch auch Wittmann 1990 S. 160. Seiner Ansicht nach werden lernschwache Schiier
durch eine Gliederung des Lernstoffs in isolierte Einheiten in ihren Lernprozessen eher behindert. Ein beze-
hungshaltiges Lernen sei dabei nicht magli ch.

145\/gl. hierzu auch Bauer 1993 S. 81 und Fiihrer 1997, S. 63f.
146 \/gl. hierzu auch Bauer 1993
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besondere die von Zed (1996 geforderten , konkretisierenden Ubergénge® von einer symbo-
li sch-abstrakten zu einer anschauungsgebundenen, inhaltli chen Ebene bereiten Schilern hau-
fig mehr Probleme, a's das al einige Arbeiten im symbali schen Bereich. Dartiber hinaus muss
beaditet werden, dass Veranschaulichungsmittel auch zusétzlichen Lernstoff darstellen kon-
nen, der aufgrund der Bereichsoezifitat™’ des Wissens nur bedingt mit bereits vorhandenen
»Subjektiven Erfahrungsbereichen” verkniipit werden kann. Sind Vorstellungen und Erfah-
rungen, de mit den verschiedenen Darstellungsformen verbunden sind, nu unzureichend
vernetzt, fuhrt dies hdufig zu Schwierigkeiten und Fehlern im Umgang mit dem Begriff, so
etwa beim Ubersetzen zwischen verschiedenen Reprasentationsebenen. Dennoch madit die
Entwicklung algemeiner Begriffe den Vergleich und de Vernetzung verschiedener bereits
existierender Erfahrungsbereiche und damit eine (reflektierte) Variation der Darstell ungsebe-
nen erforderlich.

e Zum Einsatz von Dar stellungen

Zur Vermeidung einer unreflektierten Variation von Darstellungen, erscheint eine Beschrén-
kung auf wenige, zentrale Veranschaulichungen (vgl. Bauer 1993,S. 79 sinnvdl und wich-
tig. Im Sinne Dorflers sllten dabel solche Darstellungen gewahlt werden, de besonders gut
als gegenstandi cher Prototyp eines bestimmten mathematischen Begriffs gedgnet sind. Diese
Darstellungen betonen bestimmte Aspekte @nes Begriffs und sind so strukturiert, dass $e die
Aufmerksamkeit der Schiler in besonderer Weise auf relevante Eigenschaften richten und @s
, Hineinsehen“ bzw. Rekonstruieren vonBeziehurgen erleichtern.**®

Nun stellen jedoch Prototypen — wie bereits in Kapitel 3.1.4 herausgestellt — subjektive Kon-
struktionen des Individuums dar. Daher besteht beim Einsatz von V eranschauli chungsmitteln
und kel einer zu starken Konzentration des Lernenden auf deren figurale Gestalt die Gefahr,
dass sch Fehlvorstellungen aushil den bzw. verfestigen oder nur defizitére Vorstell ungen ent-
wickelt werden.**® Es besteht weiterhin keine Garantie, dass Schiler den vom Lehrer inten-

147 Die Theorie der , subjektiven Erfahrungsbereiche* geht davon aus, dass Begriffe , bereichspezfisch* also
individuell und gebunden an spezfische Situationen entwickelt und gespeichert werden. Dabei spielen auch
soziale und emotionale Aspekte ene wichtige Rolle (vgl. Bauersfeld 1983. Die kognitive Struktur stellt hierbei
keine hierarchisch geordnete Gesamtheit dar. Erst mit zunehmenden Lernerfahrungen erfolgt eine gewisse Hie-
rarchisierung indem die @nzenen Erfahrungsbereiche umstrukturiert, vernetzt bzw. zu neuen kontrolli erenden
und koordinierenden Bereichen ausgebaut werden.

148 \/gl. die Ausfiihrungen Dérflers (1989 zu , figurativen Prototypen“: , Die ausgezéchneten Eigenschaften urd
Bezehungen kénnen z. B. physikali scher oder geometrischer Natur sein urd werden in der Wahrnehmungstétig-
keit (re)konstruiert. Diese Wahrnehmungstétigkeit kann jedoch am ,,Prototyp in besonders ungestorter, rausch-
freier Form erfolgen urd kann daher an ihm auch in besonders gurstiger Weise gelernt werden.” (Dorfler 1989
S. 6)

149 50 zeigt eine Untersuchung Pescheks (1989 S. 267 ff.), dass Schiller — as se nach Begriffseigenschaften
einer lineaen Funktion gefragt wurden — fast aus<chliefdlich @uRRere, sinnlich wahrnehmbare, figurative Eigen-
schaften der mathematischen Objekte bzw. deren Darstellungen benannten (Beschreibung einer linearen Funkti-
on as Gerade, Angabe d@ner Gleichung y = ax+b), dassin keiner Antwort jedoch die wesentliche Eigenschaft
der konstanten Anderungsrate @wahnt wurde. Dies ist fir ihn ein Hinweis auf eine vorwiegend empirische Beg-
riff sbildung, bzw. auf das V orli egen eines defizitéren empirischen Prototyps fur das Objekt , lineare Funktion®.
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dierten Prototyp entwickeln bzw. beim Arbeiten mit bestimmten Darstell ungen eine Sichtwei-
se auf den Begriff einnehmen, de der des Lehrers entspricht. So kénren bestimmte Eigen-
schaften, de fur den Lehrer in einer fur ihn prototypisch wirksamen Darstellung besonders
deutlich hervortreten, fiir den Schiiler nicht sichtbar sein.">° Damit wird deutlich, dass beim
Einsatz von Darstellungen eine Berticksichtigung der individuellen Schilervorstellungen un-
umganglich ist.

3.3 Diskrete Arbeatsweisen im Mathematikunterricht

Dem Begriff des,,Handelns® kommt im Rahmen der skizzierten Theorien eine besondere Be-
deutung zu. Ziel dieser Arbeit ist es, das ,Handeln* oder allgemeiner den ,Umgang” von
Schilern mit diskreten Objekten (in einer computergestiitzten Lernumgebung) ndher zu ana
lysieren. Dies madt es erforderlich, den Begriff des Handelns differenzierter zu betrachten.
Fur Aebli (1980,S. 18ff.) stellt das Verhalten den weitesten Begriff dar. Der Verhatensbe-
griff umfasg will kiirliche und urwill kiirli che, bewusge und unlewusde Reaktionen des Men-
schen. Als eine Tatigkeit oder Tun kezeichnet Aebli absichtsvoll es, zielgerichtetes Verhalten.
Dabei werden jedoch Mittel zum Erreichen deser Ziele haufig nicht bewusd eingesetzt.
Handungen sind Tétigkeiten mit hochgradiger Bewusgheit und Zielgerichtetheit. Als Opera-
tionen bezeichnet Aebli (1980, S. 113 ff.) schliefflich Handungen, de astrakt und urter
strukturellen Gesichtspunkien betrachtet werden.

Will man den Umgang der Schiler mit mathematischen Objekten urtersuchen, erscheint eine
solche Stufung als zu grob undauch zu urscharf. In der Regel hat man keinen Einblick in
unbewusde Vorgange, so dass eine Unterscheidung zwischen Handlung und Tétigkeit im
Einzelfall nur schwer moglich ist. Dartiber hinaus berticksichtigt diese Einteilung nicht, wor-
auf sich de Handlungen beziehen, womit also gehandelt wird. So ist zu beaditen, dassder
Umgang mit mathematischen Objekten auf bestimmten Darstellungsebenen mit Hilfe von
Darstellungen oder Veranschaulichungsmitteln erfolgt, die verandert werden kénren undzwi-
schen denen hin- undhergewedselt werden kann.

Um auszudriicken, dass wir an tatsadilich beobadtbaren Tétigkeiten und Handlungen in
Verbindurg mit konkreten dskreten Begriffen interesgert sind, wird hier der Begriff Arbeits-
weisen gewdhlt. In Anlehnurg an Weigand & Weller (2001) unterscheiden wir hierbei drei

%0 |In diesem Zusammenhang sei auf eine empirische Untersuchung von Weigand (1988 zum Entdedken von
Funktionseigenschaften verwiesen. Im Rahmen dieser Untersuchung bestétigte sich, dass das Erkennen von
Begriff seigenschaften von der Darstellungsform abhéngt, dassinsbesondere der Funktionsgraph im Allgemeinen
die geometrische Sichtweise von Funktionseigenschaften hervorhebt, wéhrend bei der Tabell endarstellung eher
numerische Aspekte betont werden. Bei manchen Aufgaben zur Tabell endarstellung iberwog aber dennoch die
geometrische Sichtweise. So argumentierten die Schiler hdufig geometrisch, wenn aus den angegebenen tabell a-
rischen Funktionswerten keine @énfadhe Gesetzmaliigkeit abzulesen war, so etwa bei der Symmetrie und beim
asymptotischen Verhalten. Die Tabellendarstellung lenkte somit offensichtlich nicht ,zwangsaufig” den Blick
auf numerische Eigenschaften, wie esvom Lehrer intendiert war.
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verschiedene Dimensionen deses Begriffs: die Werkzeugebene, die Darstell ungsebene und
die Objektebene.

* Arbeiten auf der Werkzeugebene

Arbeitsweisen lassn sich as eine Folge von Darstellungen und Ubergéngen zwischen Dar-
stellungen charakterisieren. Die Art und Weise, wie diese Ubergénge red oder tedhnisch
durchgefuhrt werden, wird auf der so genannten Werkzeugebene untersucht. Bel den verwen-
deten Werkzeugen wird hier zunédst nur zwischen traditi onellen Werkzeugen wie , Bleistift
und Papier” und technischen Werkzeugen wie Taschenrechner und Computer unterschieden.
Diese Werkzeuge sowie deren ddaktischen und methodschen Maoglichkeiten missen im
konkreten Fall genauer benannt und charakterisiert werden.>* Bei der Analyse der Arbeits-
weisen auf der Werkzeugebene interessert insbesondere, wie das Potenzia des Werkzeugs
genutzt wird undwelche Schwierigkeiten sich bei dessen Verwendurg ergeben.

e Arbeiten auf der Dar stellungsebene

Alle Arbeitsweisen erfolgen auf bestimmten Darstellungsebenen, de in Beziehung zu dem
verwendeten Werkzeug stehen. Geht man von traditionellen Werkzeugen aus, kann man de
Ebenen enaktiv, ikonisch, symbadlisch urterscheiden. Untersucht man das Arbeiten mit einem
Computeralgebrasystem oder einem Tabell enkalkulationsprogramm, betrachtet man in der
Regel die Ebenen numerisch, graphisch, symbalisch. Das Arbeiten mit Darstellungen umfasg
das Erstellen und d@is Andern von Darstell ungen sowie den Wedhsel zwischen Darstell ungen
bzw. Darstell ungsebenen.

e Arbeiten auf der Objektebene

Das Arbeiten auf der Darstell ungsebene lasg sich beobadhten. Um einen Bezug dieses Arbel-
tens zu mathematischen Objekten herzustellen, mussen de Darstellungen bzw. das Andern
von und @s Operieren mit Darstellungen interpretiert werden. Bei einer Beschrénkung auf
diskrete Objekte lassen sich de Arbeitsweisen dahingehend urterscheiden, in welcher , Form®
mit den mathematischen Objekten (bzw. deren Darstellungen) gehandelt wird. Wir unter-
scheiden:

Algorithmisches Arbeiten

Hierunter verstehen wir die Fahigkeit (Fertigkeit), einen Algorithmus, eine Bered-
nung(svorschrift) durchftihren zu kénnen.

Iteratives Arbeiten

Beim iterativen Arbeiten wird eine Handlung, Gesetzmaliigkeit oder ein Muster sukzess-
ve wiederhdlt. Iteratives Arbeiten unfasd das Erkennen und as Aufstellen einer solchen

5L Wir werden urs im Hinblick auf die Ziele der empirischen Untersuchungin Kapitel 4 auf die Mégli chkeiten
eines TKP konzentrieren.
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Gesetzmaldigkeit und ceren Fortfihrung. Hierbel sind Beziehungen zum agorithmischen

Arbeiten erkennber.

Funktionaes Arbeiten

Funktionales Arbeiten beinhaltet, je nachdem welche der folgenden Aspekte betont bzw.

angesprochen werden, verschiedene Féhigkeiten im Umgang mit Funktionen. In Anleh-

nung an Vollrath (1989 (vgl. auch Kap. 2.3.3 unterscheiden wir:

(@ Lokale Aspekte: Hier beschreibt oder stiftet man Zusammenhénge zwischen Groféen
(Zuordnurgsaspekt) bzw. man betradtet, wie sich Anderungen der einen GrofRe auf
die andere auswirken (Anderungsaspekt).

(b) Globale Aspekte: Hier betrachtet man de Menge dler Wertepaare bzw. die Zuord-
nung als Ganzes (ganzheitli cher Aspekt).

Diese Arbeitsweisen stehen in enger Beziehung zu den Darstellungen der mathematischen
Objekte, mit denen gehandelt wird. Dartiber hinaus missen beim Arbeiten mit den mathema-
tischen Objekten auch das jewelli ge Werkzeug, d. h. assen ddaktischen Moglichkeiten und
dessen Grenzen, berticksichtigt werden. Beim Einsatz eines Computers betrifft dies insbeson-
dere den Umgang mit der in der Regel werkzeugspezifischen Syntax.

3.4 Modédle aur Analyse des Verstandnisses

Handungen stellen nach den olen skizzierten Lerntheorien eine Basis fur die kognitive Kon-
struktion van Begriffen dar. Umgekehrt steuern de entsprechenden kognitiven Schemata
zielgerichtetes Handeln (vgl. Dorfler 1988,S. 61). Damit ist noch nichts tiber die Qualité&t der
Begriff shildung bzw. das Verstdndn's der Begriffe ausgesagt. Um Begriff sbil dungen analysie-
ren zu konren und a@n Lernerfolg abschédtzen zu kénren, muss beschrieben werden, was mit
dem ,Verstehen" gemeint ist. Zur Klarung des Verstehensbegriffs snd aus psychologischer
und mathematikdidaktischer Sicht verschiedene Modelle entwickelt worden,**? wobei an de-
ser Stelle nur auf die Modelle von Bedk undMaier (1993 sowie Vollrath (1984 und Skemp
(1979 néher eingegangen werden soll.

Bedk und Maer definieren ,,Verstehen* als einen ,, durch aufere Impulse initii erter, zielge-
richteten undidiosynkratischen Prozessder Sinnkorstruktion® (Bedk & Maier 1993,S. 157).
Dieser Sicht liegt das © genannte , interpretative Paradigma“ zugrunde: , Dieses Paradigma
unterstellt methoddogisch, dass sch Bedeutungen erst im Ablauf der Interaktion [...] ausbil-
den undwandeln® (a a. O. S. 173. Das Interese anes die Handungen von Schilern urter-
suchenden Forschenden liegt damit auf der Rekonstruktion von Bedeutungen, d. h.es wird
versucht, die gewonrenen Daten aus der Schilerperspektive zu analysieren und de individu-
ellen undsubjektiven Verstehensprozesse zu rekonstruieren. Verstandns wird in desem Zu-

152 y/gl. etwa Laucken 1984 sowie Bedk & Maier 1993 Skemp 1979 1982 Herscovics und Bergeron 1983
Vollrath 1984
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sammenhang als deskriptive Kategorie verstanden, insbesondere wird bewusg auf eine Wer-
tung im Sinne @ner Abgrenzung von ,,gutem” und,, weniger gutem* Verstehen verzichtet.

Charakteristisch fur die Verstdndnismodelle von Vollrath (1984 und Skemp (1979 ist, dass
sie verschiedene Formen oder Stufen des Verstehens unterscheiden und dese durch gewisse
nadhprifbare Fahigkeiten undKenntnisse in Verbindurg mit dem Begriff beschreiben. Voll-
rath (1984,S. 209f.) fuhrt vier Stufen des Verstandnisses an, de auf Kenntnisse bestimmter
Aspekte, Eigenschaften undDarstellungen des Begriffs sowie auf die Fahigkeit, ihn im Rah-
men von Problemldseprozessen einsetzen zu konren, abzielen.

Der Begriff als Phanomen (intuiti ves Begriffsverstandns);

Der Begriff als Tréger von Eigenschaften (inhdltli ches Begriffsverstandris);
Der Begriff als Tell eines Beziehurngsnetzes (integriertes Begriffsverstandns);
Der Begriff a's formales Objekt (formales Begriffsverstandris).*>*

Skemp (1979, S. 45 unterscheidet drel Formen des Verstehens, die sich jedoch stérker an
beobadtbarem Verhalten orientieren:

Instrumentell es Verstandris zeigt sich in der Fahigkeit, eine ginnerte Regel zur Lésung
einer Aufgabe adaguat anwenden zu konren, ohre zu wissen, warum die Regel funktio-
niert.

Beziehungpvoll es (oder relationdes) Verstandris zeigt sich in der Fahigkeit, spezifische
Regeln oder Verfahren aus algemeinen mathematischen Zusammenhédngen ableiten zu
konren. Hierbel besitzt der Schiler ein Wissen sowohl dartber, wie @ne Regel funktio-
niert, als auch dartiber, warum sie funktioniert.

Formales (oder logisches) Verstandris zeigt sich in der Fahigkeit, mathematische Symbo-
le und Notationen mit relevanten mathematischen Ideen verbinden zu konren undlogi-
sche Schitisse durchfiihren zu koénren.

Bel der im Rahmen dieser Arbeit durchgefihrten Untersuchung (vgl. Kap. 5 ist das Ver-
stdndnismodell von Skemp von lesonderem Interesse, da nicht nur dem Ergebnis eines Lern-
prozesses und den Lernprodukten Aufmerksamkeit geschenkt werden soll, sondern insbeson-
dere der Lernprozessbzw. die Arbeitsweisen der Schiler genauer beschrieben undanalysiert
sowie die Beziehung zum zugrunde liegenden bzw. entwickelten Begriffsverstéandns unter-
sucht werden sollen. Es wird jedoch auch das Modell von Vollrath hinzugezogen, wobel sich
zum Teil Uberschneidungen ergeben, wie die folgenden Darstell ungen zum Erwerb der Beg-
riffe Folge und Diff erenzenfol ge verdeutli chen:

133 |m Hinblick auf das Lehren des Funktionsbegriffs fiihrt Vollrath (1994 S. 137ff.) noch eine weitere, 5. Stufe
an: das kriti sche Begriff sverstandnis. Schiler, die diese Stufe areicht haben, kdnnen sich kritisch mit dem Be-
griff auseinander setzen, sie e@kennen Bezehungen zum Relationsbegriff, kennen urterschiedliche Mégli chkei-
ten zur Definition urd kénnen einfache Beweise fihren. Im Rahmen dieser Arbeit soll jedoch nicht zwischen
formalem und kriti schem Begriff sversténdnis unterschieden werden.
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Beispidl: Ein Stufenschema zum Erwerb der Begriffe Folge und Differenzenfolge

+ Stufenschema von Vollrath

Intuitives Verstandns
Die Schiler konren einfache Folgen duch das Anaysieren der Differenzenfolge iterativ
fortsetzen.
Sie verbinden mit dem Begriff der Differenzenfolge Vorstellungen tber das Anderungs-
verhalten einer Ausgangsfolge.

Inhdtli ches Verstandns
Die Schiier kennen Eigenschaften bestimmter Differenzenfolgen. Insbesondere wisen
sie, dassdie n-te Differenzenfolge @ner arithmetischen Folge n-ten Grades konstant ist.
Sie kennen verschiedene Darstellungen einer Folge und deren Differenzenfolge (Tabell e,
Graph, Term).
Sie konren Eigenschaften einer Folge mit Hilfe von Eigenschaften ihrer Diff erenzenfolge
beschreiben.

Integriertes Verstandns
Die Schiler konren das Konzept der Differenzenfolge ds heuristische Strategie beim L6-
sen vonZahlproblemen anwenden.
Sie kénren das Konzept der Differenzenfolge in das Konzept der Z-Funktionen und aren
Differenzenfunktionen einordnen.
Sie konren Beziehungen zwischen Eigenschaften einer Klase von (quadratischen)
Z-Funktionen und cren Diff erenzenfunktionen beschreiben und kegrinden.
Sie kennen Analogien zwischen dem Konzept der Differenzenfunktionen und ar Diffe-
renzialrechnury.

Formales Verstandns
Die Schiler kénren beweisen, dessdie (n-1)-te Differenzen einer paynomialen Folge
n-ten Grades nicht konstant und de n-ten Differenzen deser Folge konstant sind. Sie kon-
nen weiterhin zeigen, dassauch de Umkehrung dieser Aussage gilt.
Die Schuler kennen de Begriffe , Differenzenoperator”, , diskrete Stammfunktion” und
die Regel fir die partielle Summation.
Sie kennen de Bedeutung des Differenzenkakils zur Auswertung von Summen, de sich
z. B. im Rahmen von Abzéhlproblemen ergeben konren. Sie finden — ausgehend von a
Summendarstell ung einer Folge — mit Hilfe des Differenzenkalkiils eine explizite Darstel-
lung dieser Folge.
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e Stufenschema von Skemp

Instrumentell es Verstandns
Die Schiler kénren de Diff erenzenfolge ener gegebenen Folge bestimmen.
Die Schiler konren einfache Folgen durch das Anaysieren der Differenzenfolge iterativ
fortsetzen.

Relationdes Verstandris
Die Schiler kdnnen das Konzept der Diff erenzenfolgen/-funktionen zum Ldsen einfacher
(Zahl-)Probleme ensetzen.
Sie kdonren Beziehurngen zwischen Eigenschaften einer Klasse von (quadratischen)
Z-Funktionen und ckren Diff erenzenfunktionen beschreiben und kegrinden.

Formales Verstandns
Die Schiier kénren beweisen, dessdie (n—1)-te Differenzen einer paynomialen Folge
n-ten Grades nicht konstant und de n-ten Diff erenzen deser Folge konstant sind. Sie kon-
nen weiterhin zeigen, dassauch de Umkehrung dieser Aussage gilt.
Sie kennen de Bedeutung des Differenzenkakils zur Auswertung von Summen, de sich
z. B. im Rahmen von Abzahlproblemen ergeben kénren. Sie finden — ausgehend von e
Summendarstell ung einer Folge — mit Hilfe des Differenzenkalkiils eine explizite Darstel-
lung dieser Folge.

Die Verstehensmodelle von Vollrath und Skemp driicken gestufte Zielvorstellungen beim
Lernen von Mathematik aus. Vertreter des , interpretativen Paradigmas® bezeichnen daher
dieses Modell in Abgrenzung zum deskriptiven Verstehensbegriff als ,normativ® oder ,, defi-
zitorientiert, da das Handeln des Schilers an Verfahren undErgebnissen gemessen wird, de
as richtig oder ided eingeschétzt werden. Zwischen namativem und deskriptivem Paradig-
ma bestehe @ne , entscheidende methodol ogische Differenz* (Bedk & Maier 1993,S. 172,
sie wirden somit grundegende Orientierungen darstellen, de sich aushliel3en. Nadch An-
sicht von Weigand handelt es sch bei den beschriebenen Verstandnismodellen jedoch nicht
um Alternativen in der mathematikdidaktischen Forschung, sondern vielmehr um ,, verschie-
dene Arten des Verstdndnisses [handelt], die beide in der Mathematikdidaktik berticksichtigt
und hnsichtlich Méglichkeiten und Grenzen dskutiert werden sollten* (Weigand 1995,
S. 147). Bei der Begriffsentwicklung sollten in desem Sinne sowohl die Lernziele nicht aus
den Augen verloren werden a's auch de individuellen Lernprozesse angemessen berticksich-
tigt werden. Im Rahmen urserer Untersuchung werden wir versuchen, beide Aspekte zu be-
achten. Um der Individualitdt der Schiler geredit zu werden, werden de Arbeitsweisen mit
Hilfe anes Aufzeichnurgsinstruments dokumentiert. Damit ist eine detaill ierte Analyse und
Interpretation von Einzelfadlen moglich. Insbesondere wird bei der Interpretation des gesam-
ten Datenmaterials darauf geaditet, dass zunddhst der Fokus auf einer Beschreibung der Ar-
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beitsweisen liegt und erst abschlief3end eine Beziehung zu den oligen Stufenschemata herge-
stellt bzw. eine,, Bewertung” des Begriff sversténdn sses vorgenommen wird.

3.5 Zusammenfasaing

Anschlief3end an de genetische Erkenntnistheorie Piagets entstanden Lerntheorien, de Hand-
lungen al's wesentliche Komponrente des Lernprozesses betrachten. In desem Zusammenhang
wurden verschiedene operative Prinzipien fir den Mathematikunterricht formuliert. Diese
Prinzipien verweisen auf die unterschiedlichen Stadien der Denkentwicklung, auf die sukzes-
sive Verinnerlichung von Begriffen und Operationen ausgehend von konketen ocder inhalt-
li ch-anschauli chen Handlungserfahrungen sowie auf das operative Durcharbeiten von Begrif-
fen auf verschiedenen Darstellungsebenen. Darliber hinaus wird mit Wittmann de steuernde
Wirkung des erweiterten operativen Prinzips (,W as passert mit ..., wenn ..7?‘) bei Probleml|o-
seprozessen herausgestellt. Wie anhand einiger Beispiele aufgezeigt wurde, konren viele dis-
krete Begriffe und Probleme auf einer konkreten oder inhaltli ch-anschauli chen Ebene im Sin-
ne der operativen Prinzipien behandelt werden.

Nicht all e Darstellungen eignen sich gleich gut zur Initii erung und Steuerung von Lernprozes-
sen. Was eine sinnvdle Auswahl an Darstellungen ist und wie Schiler mit bestimmten ma-
thematischen Begriffen umgehen, 1&sg sich letztendich nu empirisch kKléren. Hierbel ist es
erforderlich, de individuellen Arbeitsweisen der Schiler sowie deren Begriffsvorstellungen
néher zu analysieren. Mit dem Begriff der Arbeitsweisen werden tatsadlich beobadtbare
Téatigkeiten undHandlungen der Schiler bezeichnet, wobei drei verschiedene Ebenen urter-
schieden werden: die Werkzeug-, Darstellungs- und Objektebene.

Durch den Einsatz neuer Technologien ergeben sich nunvielfaltige neue Moglichkeiten, um
mit diskreten Objekten auf eine neue Art zu operieren. Die didaktisch-method schen Mdg-
lichkeiten, de sich insbesondere bei Tabell enkalkulationsprogrammen urter Beriicksichti-
gung der skizzierten Lerntheorien ergeben, sind Gegenstand des nachsten Kapitels.
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4 Tabellenkalkulationsprogramme:;
Didaktisch-methodische Moglichkeiten — konkrete Arbeitsweisen

Bel vielen diskreten Inhalten insbesondere aus dem Bereich der Kombinatorik, der Differen-
zengleichungen und dbr diskreten Analysis fallen héufig zeitaufwandige, aber elementare Be-
rechnurgen an. Durch den Einsatz neuer Techndogien kann deser operative Aufwand redu-
ziert und de Aufmerksamkeit des Lernenden starker auf Ubergeordnete Fragestellungen ge-
richtet werden. Wahrend Computeralgebrasysteme (CAS) wie DERIVE vorrangig das Arbei-
ten auf der symbalischen Ebene unterstiitzen, erméglichen Tabell enkalkulationsprogramme
(TKP) enen vielfédltigen Umgang mit tabell arisch aufbereiteten numerischen Daten. Dabel
spiegelt der zellenartige Aufbau der TKP-Arbeitsblétter die mit diskreten Prozessen verbun-
denen Vorstellungen in besonderer Weise wider (vgl. Weigand 200H, S. 3).

In desem Kapitel sollen de didaktische Bedeutung von TKP bei der Gestatung von Lehr-
und Lernprozessen néher analysiert und de damit verbundenen neuen Mogli chkeiten des Ar-
beitens und Operierensim Sinne der Klassfizierung von Kapitel 3.3 rerausgestellt werden.

4.1 Arbeiten mit Dar stellungen

Ein reflektierter Einsatz von undUmgang mit Darstellungen ist ein zentrales Anliegen eines
operativen Mathematikunterrichts (vgl. Kap. 3.2. Dabei sollten Darstellungen nach Dorfler
(198%, 1993 nicht nur Hilfsmittel am Weg zum , eigentlichen” Begriff sein, sondern as
kognitive Werkzeuge im Sinne mentaler Prototypen standig verfiigbar bleiben.

»1ch helte diese Verfugbarkeit von mentalen Prototypen fur mathematische Begriffe und Operationen ganz
allgemein fur ungemein wichtig, weil das Denken vorzugsweise gegenstandlich erfolgt und nicht abstrakt
sich nu auf abgel dste Eigenschaften urd Relationen bezehen kann. [...] Dies entspricht auch meiner Positi-
on, dass didaktische Zugénge au mathematischen Begriffen nicht nur Mittel zum Zwedk sind, sondern as
dauerhafte Denkmittel (eben als Prototypen) einsetzbar sein sollen.” (Dorfler 198%, S. 81f1.)
Wie en solcher Einsatz und Umgang mit Prototypen urter Ausnutzung eines TKP ausshen
kann undzu welchen Aspekten oder Ziele des Mathematikunterrichts dabei ein Beitrag gelels-

tet werden kann, soll im Folgenden exemplarisch verdeutli cht werden.

4.11 Generalisieren und Formalisieren von Gesetzmaligkeiten

Wie in Kapitel 2.3.1 aufgezeigt, bieten diskrete Zahlprobleme e@ne Mdglichkeit, das Vari-
ablenkorzept zu verdeutlichen bzw. das Formalisieren von Sachsituationen zu tben. Dabel
konren de Zelen eines TKP in Verbindurg mit den Operationen, de sich auf diese Felder
beziehen, verschiedene Variablenaspekte im Sinne Malles (1993 verdeutlichen. So lasg sich
etwa der Einsetzungsaspekt betonen, indem Zellen Werte zugewiesen odcer in Zellen Werte
verdndert werden. Werden Zellen duch de Verwendurg von Zell adressen interaktiv mitein-
ander verknupft, wirkt sich de Verdnderung eines Werts in der Ausgangszelle automatisch
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auf den Wert der Ergebniszelle aus. Die Ausgangszell e kann somit als Platzhalter in Formeln
fungieren. Darlber hinaus unterstiitzt ein TKP auch den Gegenstandsaspekt von Variablen,
bei dem diese ds algemeine Redchenoljekte betrachtet werden. So wird in der Ergebniszelle
bzw. den Formeln, de dieser Zell e zugewiesen werden, rnicht nur auf den Wert der Ausgangs-
zelle(n), sondern auf die Zelle(n) selbst, d. h. dren Adress bzw. Name, Bezug genommen.
»Das TKP integriert sozusagen de aithmetische und de dgebraische Ebene” (Dorfler 1989,
S. 81).

Das Arbeiten mit Variablen kannim Kontext der TKP-Umgebung as ein Arbeiten mit Zellen
oder Zelladressen angesehen werden. Da die Zellen eines TKP am Bildschirm visuell wahr-
nehmbar sind, blden sie ane ,Vergegenstandichung® von Variablen und kdnen zur Ent-
wicklung eines (mentalen) Prototypen fir das Variablenkonzept beitragen:

»Durch das g/stematische Arbeiten mit dem TK (=Tabell enkalkulationsprogramm, S.T.) kann sich die Ver-
wendung der Felder zu einem kognitiven Prototyp fir das Konzept der Variablen entwickeln, der fir den
Schiler auch spéter den Gebrauch von Variablen steuert und anleitet. [...] Das algebraische Denken kann
dann vermittelt durch den Prototyp , TK und Felder’ erfolgen, zumindest kannimmer wieder darauf rekurriert
werden. (Dorfler 1989 S. 81)
Ausgehend von desem Variablenmodell kann sukzessve der Umgang mit der ,, echten* alge-
braischen Syntax entwickelt werden.>* Dieses Vorgehen hietet sich insbesondere bei der

Formuli erung rekursiver Gesetzmaldigkeiten an. So betont Neuwirth:

»Inrein algebraischer Schreibweise ist diese Darstellung oft fir viele Lernende schwierig, weil der Rekursion
in dieser Schreibweise félschlicherweise das Odium der inkonsistenten Selbstreferenz anhaftet. In einer Ta
bell endarstellung wird aber klar, dassRekursion einfach eine Berechnungmethode ist, die auf ,die Zelle dar-
Uber’ oder ,die Zelle links dariber' Bezug nmnt.” (Neuwirth 2001, S.52)
Durch die Verwenduryg relativer Zellbeziige und de Mdglichkeit des Kopierens von Zellen
lasen sich Ausdriicke ,wie ,, Summe der Zelle dartiber und der Zelle links dartiber, direkt in

mathematische Handlungen umsetzen undGesetzmaldigkeiten generalisieren.

~Der Vorgang des Kopierens von Formeln ist eine Operationalisierung des Begriffs ,Verallgemeinern', und

die Verwendung von relativen Zellverweisen ,in die Zelle dartiber und ,in die Zelle daneben' ist eine Opera-

tionalisierungder Rekursion (bzw. der vollstandigen Induktion).” (a. a. O., S. 64)
Dass bereits 12- bis 13-jahrige Schiler mit Hilfe @énes TKP wertvolle Tellerfahrungen mit
rekursiven Zusammenhangen maden konren, zeigt der von Hoyles, Sutherland undHedy
(199)) beschriebene Unterrichtsversuch zur Behandung der Polygonalzahlen. Den Schilern
standen hierbei ein Aufgabenblatt, auf dem jeweils die asten vier Glieder der Folgen zusam-
men mit einer geometrischen Veranschauli churng dargestellt waren, sowie das TKP Excd zur
Verfugung. Die Schiler hatten de Aufgabe, mit Hilfe von Excd weitere Folgenglieder zu
berechnen und @bel nad verschiedenen Wegen zur Darstellung des allgemeinen Sadhver-

134 v/gl. hierzu jedoch auch die kritischen Anmerkungen von Wynands (1991). Demnach ist der Einsatz énes
TKP zur Entwicklung des V ariablenbegriffs wenig forderli ch, sofern nu (unreflektiert) mit Zahlen hantiert wird.
Dies widerspricht aber nicht der Auffasung Dérflers, der inshesondere die Bedeutung der Aufmerksamkeitsfo-



4  Tabellenkalkulationsprogramme 96

halts zu suchen. Ausfihrlich berichten Hedy, Hoyles und Sutherland Uker die Arbeitsweisen
der 12-jahrigen Schilerinnen Penny und Nadine. Obwohl diese beiden nach keine Erfahrung
im Formulieren rekursiver Gesetzmal3igkeiten hatten, legten hier der Sachverhalt und auch
das Medium TKP einen rekursiven Zugang bei der Darstellung der Dreiecks- und Finfedks-
zahlen nahe. So gelang es den Schilerinnen, den allgemeinen Zusammenhang zundchst durch
Gesten, d. h. duch ein Hinzeigen mit den Fingern auf die jewells in Beziehung stehenden
Zellen, und @nn duch das Ausnutzen relativer Zell bezlige zu erfassen.

»Her ambiguous verbal description was clarified by accompanying gestures pointing to cdls of the spreadl-
shed array on the cmputer screen — the cdls are, mathematica objeds and the gestures cepture the general
relationship between them. Penny’s construction ill ustrates how the medium structures the mathematicd dis-
course — here in away which made reaurrencerelations, natural*.“ (Hoyles 1993 S. 5f.)
Auch der umgekehrte Weg ist vorstellbar. Zur Vertiefung des Variablenkoreepts undim Sin-
ne des Prinzips der Variation der Darstellungsebenen kann ein einmal entdedkter und Lereits
formalisierter Zusammenhang in eine Tabelle @nes TKP Ubertragen werden. Bei einfachen
Zahlproblemen, wie der ,, Streichhdzfolge* aus Kapitel 2.2.1, betet es sch an, de asten Fol-
genglieder zunadhst numerisch darzustellen. Soll — ausgehend von ar expliziten Darstellung
A(n)=3n+2 — eine gréRere Anzahl von Folgen-

gliedern berechnet werden, ist es snnvdl, de

“ﬁ Datei Bearbeiten Ansicht  Einfiigen Format Extras
WENN I~ % v = =37a7+2

TKP-Syntax zu verwenden und de Tabelle durch A | B | C
Kopieren der entsprechenden Formel zu erzeugen. ; St”:e n A”za';' A(n)
Das Verbaisieren der Berechnurgsmethode durch 5 5 g
Verweis auf die verwendeten Zellen (, Multipli zie- 4 3 11

re die Zelle links daneben mit 3 undaddere 2*) [ & o
bzw. das Verwenden bedeutungsvoller Namen 7 6 | =3ma7+2 |
(,Multipliziere die Stufe [Nummer] der Streich- | : >
hozzahl mit 3 undaddiere 2*) kann herbei helfen, 10 9 29

den Sachverhalt mit Hilfe des TKP formal bzw. |15 1 e
durch Anklicken der entsprechenden Zellen zu 13 12 18
erfasen (vgl. Abb. 23. Bei diesem Vorgehen :‘é :‘]i jl
werden im Umgang mit Variablen verschiedene 16

Formalisierungsdufen angesprochen. Ausgehend

. ] o Abb. 23: Erfassn und Berechnen der
von cer algebraischen Formel wird der gesetzméldi- , Streichholzfolge* mit Hilfe énes TKP
ge Zusammenhang zunadst numerisch erfass und
dann — in Verbindurg mit einer spradilichen Begleitung — in de TKP-Syntax Ubersetzt.
Schornstein (1996 spricht in desem Zusammenhang von Buchstaben-, Pseudo- undWortva
riablen, de zur Vermeidung von Schwierigkeiten im Umgang mit Variablen angemessen be-
ricksichtigt werden sollten.

kusserung urd damit eine bewusge Anleitung urd Steuerungder Handlungen der Schiller u. a. durch Unterricht
hervorhebt (vgl. z. B. Dorfler 198&).
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4.12 Beitragzur Entwicklung des Folgenbegriffs

Beim Arbeiten mit einem TKP steht zunddhst das Tabell enblatt im Vordergrund. Hier kbnren
Daten eingegeben, analysiert und anschlief3end gegebenenfall s graphisch aufbereitet werden.
Damit besteht im Hinblick auf die Behandlung des Funktions- undinsbesondere des Folgen-
begriffs die Mogli chkeit, numerische Aspekte bzw. das Arbeiten mit der Darstellung Tabelle
stéarker zu betonen. Anhand der Tabelle kann de Eindeutigkeit funktionaler Zuordnurgen
besonders gut verdeutlicht werden. Daneben ermdglicht die tabellarische Darstellung die
Analyse ,vertikaler Zusammenhange* bzw. die Anderung einer GrolRe auf eine @héngige
Grole (vgl. Vollrath 1989,S. 12) und damit auch de Konstruktion operativer (bzw. relationa-
ler) Prototypen im Sinne Dorflers. So konren z. B. die Differenzen undQuatienten aufeinan-
der folgender Folgenglieder einer geometrischen Folge in einer Tabellenspalte ohre grof¥en
operativen Aufwand berechnet werden, indem zunddhst die Differenz bzw. der Quatient des
ersten und zweiten Folgenglieds unter Ausnutzung relativer Zellbeziige bestimmt und an-
schlief3end dese Formel in de gesamte Spalte kopiert wird. Da nunein TKP eine Wiederho-
lung derselben Operation an verschiedenen geometrischen Folgen (bzw. deren tabell arischen
Darstellungen) auf einfache Weise emadglicht, kann de Aufmerksamkeit des Lernenden auf
bestimmte Eigenschaften gerichtet werden, die bel diesen Manipulationen invariant bleiben
und somit die konstitutiven Eigenschaften des Begriffs—in desem Fall die konstante Wads-
tumsrate — bilden. Alternativ kann der Schiller eine tabell arische Darstellung einer oder meh-
rerer rekursiv dargestellter geometrischer Folgen erstellen. Hierbei wird de konstitutive Ei-
genschaft durch das Kopieren der konstanten Wadhstumsrate betont (vgl. Dorfler 1991,
S. 70).

Neben den numerischen Moglichkeiten bietet ein TKP auch eine Vielfalt graphischer Darstel-
lungsformen an, de tedhnisch einfach erstellt werden und ds Arbeiten auf einer inhaltlich-
anschauli chen Ebene unterstiitzen kdnren.

~Der Computer mit seinen vielféltigen graphischen (und symbalischen) Darstellungsmdgli chkeiten erscheint
mir [...] as ein Medium, das entscheidend das Denken in urd mit gegenstandlichen Prototypen urterstiitzen
kann. Zum Beispiel erlaubt Computergrafik die Redisierung won , Gegensténden’, die mit materiellen Mitteln
nicht oder nur mit grofRem Aufwand herstellbar sind. Der Computer bietet gewissermalien Prototypen an, die
ohneihn richt verfugbar sind.” (Dorfler 1991, 68f1.)
Dartiber hinaus haben Lernende die Mdglichkeit, mit verschiedenen Prototypen gleichzeitig
zu arbeiten undBeziehungen zwischen diesen herzustellen. So kann etwa unter Ausnutzung
der interaktiven Zellverknapfung die Auswirkung des Parameters a auf die graphische Dar-
stellung der geometrischen Folgey mit y, =a" untersucht werden. Auch hierbei lassen sich

bestimmte ,, Invarianten” feststellen, de wesentliche Eigenschaften des Begriffs darstellen und
damit zur Konstruktion eines operativen Prototyps beitragen konren. So erkennt man, dass

dle Folgen der Klasse {yn:a”,a>1} monaon steigen. Die Folgen der Klasse
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{yn =a", O<a<1} falen dagegen monaon und @hren sich dabei asymptotisch Null (vgl.
Abb. 29.

[X Microsoft Excel -Folgexds = [iP4[CIREEX Microsoft Excel - Folge.ds
“E Datel Bearbeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2
i - =] 14 - =]
A B T & b [ E [ F [ & [ _H ] A B | c [ B [ E [ F [ & [ #" ]
1 n | ¥n ‘ 1 n ‘ ¥n ‘
3 1 1,500 |2 | 1 0,700
4 2 2,250 Wachstumsfaktor a |« 2 0,490 Wachstumsfaktor a
s 3 3,375 ls| 3 0,343
z 4 5,063 140,000 s | 4 0,240 1,200
7, 5 7,594 120,000 * L7 | g g::?g 1000
6 11,391 L& >
s 7 170e o . a| 7 0082 om0
o & | 25629 EO lin| 8 0,058 neon L~
| 9 38,443 50,000 - ln| 9 0,040 .
2| 10 | 57665 s000 . iz 10 0028 g4t .
12| 11 | 86498 o0 . a1 0,020 0200 o
l1a| 12 129,748 : e lia] 12 0,014 oo ‘e
5 13 194,620 e : . o s 13 0010 o 5 0 15
e, 14 291929 [is| 14 0,007
[z |7
T 18
[1a]

Abb. 24: Graphische Dar stellung von zwei geometrischen Folgen des Typs y, =a"

Durch das parallele Arbeiten mit verschiedenen Darstellungen und s gleichzeitige Sehen
von Eigenschaften vonFolgen, kann auch der Transfer zwischen verschiedenen Darstellungs-
formen erleichtert werden. Im Rahmen einer empirischen Untersuchung zu Ubersetzungsoua-
lifikationen von Schilern zwischen den Darstellungsformen Funktionsgleichurg, -graph und
-tabell e stellte Mull er-Phili pp (1994 fest, dassein computerunterstitzter Unterricht insbeson-
dere zu einer Verbesserung der Leistungen bei Ubersetzungsprozessen Graph-Term und um-
gekehrt fiihren kann. Bei dieser Untersuchung wurde én Funktionenplotter*>® eingesetzt und
der Tabellendarstellung sowohl im Hinblick auf die Auswahl der Software ds auch bel der
Formulierung der Testfragen eine bewusd geringe Bedeutung beigemessen. Somit bleibt die
Frage offen, ob duch den Einsatz eines TKP insbesondere der wedselseitige Transfer zwi-
schen Tabelle und Term verbessert werden kann kezw. eine Beziehung zwischen Tabelle und
Term besser erkannt wird.

4.13 Entdedken und Beweisen kombinatorischer Bezehungen

Die spezielle Struktur des Tabell enblatts eines TKP kann kei der Konstruktion einfacher Be-
weise fir kombinatorische Formeln visuelle Hilfestellungen hieten. Insbesondere ist es mog-
lich, formale dgebraische Schliisse durch inhaltli ch-anschauliche Uberlegungen zu ersetzen,
also einen préformalen Bewels zu fuhren (vgl. hierzu Neuwirth 199%, 2001).

155 Es handelt sich hierbei um ein Programm zum Zeichnen von Funktionsgraphen.
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Beispiel: Beaehungen am Pascal’ schen Dreiedk

Zur Berechnurg der ersten Stufen des Pascd’ schen Dreiedks mit Hilfe @nes TKP kann de

arsve Beseurg Sy S

genutzt werden. Diese Beziehung spiegelt sich in den Handlungen wider, d. h. é&ém Anklicken
entsprechender Zellen und eém anschlieffenden Kopieren der jewelligen Formeln. Dartiber
hinaus besteht die Moglichkeit, die Struktureigenschaften des Dreiecks mit Hilfe ener spe-
ziellen Pfeil darstellung, der so genannten , Detektiv*-Option zu visualisieren.**® Dabei stellen
»Spurpfeile” eine Beziehurg zwischen — Uiber relative Zell beziige miteinander verbundenen —
Zellen her. Hierbel sind zwel Vorgehensweisen maglich. Die Kennzeichnung derjenigen Zel-
len, deren Inhalt in eine bestimmte ausgezeichnete Zelle anflief3en, erfolgt mit der Schaltfl&
che , Spur zum Vorganger”. Dabel werden de Pfeile nach der Zielzelle gebinddlt. Auf diese
Weise lasd sich de obige rekursive Beziehung der Binomialkoeffizienten visualisieren (vgl.
Abb. 25.

X Microsoft Excel - Pascal xls = EX'E
“ﬁ Datei Bearbeiten Ansicht Einflgen Format Extras Daten Fenster 2

F26 - =

[ e [ c© [ © [ E [ F [ &G [ H [ 1T T J ]

L1 ] ] ] 0 0 ] ] ] 0
2| 1 ] ] 0 0 ] ] ] 0
3| 2 1 ] 0 0 ] ] ] 0
4] 1 3 3 1 0 0 ] ] ] 0
5| 1 4 B 4 1 0 ] ] ] 0
6| 1 10 5 1 ] ] ] 0
A W 20 15 8 1 0 0 0
| 8 1 7 21 i3] 35 21 7 1 1} 1]
| 9 1 g 28 70 15 23 g 1 1]
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Abb. 25: Detektiv-Option: Visualisieren der
rekursiven Struktur des Pascal’ schen Dreiedks

BlUndet man dagegen de Pfeile nach der Ausgangszelle bzw. Uberlegt man sich, in welche
Zéellen der Inhalt einer bestimmten Zell e unmittelbar eingeht, erh&lt man das folgende Bil d:

136 Neuwirth (1995h 20017) verwendet zur Verdeutlichungder Struktureigenschaften des Pasca’ schen Dreiedks
so genannten ,, Pfeildiagramme”. Es handelt sich hierbei um eine zechnerische Darstellung der Tabelle und der
in Bezehungstehenden Zellen. Auch wenn die Detektiv-Option von Neuwirth nicht explizit erwéhnt wird, kann
die ,Pfeildarstellung’ als deren Pendant auf der traditionell en ,, Bleistift und Papier”-Ebene aifgefass werden.
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X Microsoft Excel - Pascal xls - Egg
”ﬁ Datei Bearbeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Eenster 2

Fa5 = =|
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2 1 1 1] 1] 1] 1] 1] 0 0 0
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B 1 5 10 10 5 1 1] 0 0 0
7 1 B 15 20 15 B 1 0 0 0
8 0 0
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Abb. 26: Detektiv-Option: Biindelung nach der Ausgangszele

Man erkennt hier, dassder Inhat jeder Zelle aner bestimmten Zeile in der folgenden Zeile
sowohl in der unmittelbar , darunter liegenden Zelle ds auch in der Zelle , rechts daneben*
verarbeitet wird. Da die Zellen lker die obige Rekursionsbeziehung additiv miteinander ver-
bunden sind, wird ohre weltere dgebraischen Umformungen dff ensichtlich, dass sch de Zei-
lensumme von Zelle zu Zeile verdoppElt. Da die Zellensumme der ersten Zeile des Pas-
cd’schen Dreiedks (Tabellenzeile 1) den Wert 1 besitzt, ist die Summe der Zellinhalte in der

n-1 _1 n
n-ten Zeile 2"*. Damit ist die Gleichung Zﬁk E:Z”‘1 bzw. ZE:E:Z” praformal und

im Sinne @nes operativen Vorgehens (vgl. Kap. 3.2.2.2 bewiesen.*’

»Der Beweis liefert dank seiner Struktur auch mehr Einsicht als der tibli che Beweis mittels voll stdndiger In-
duktion. In urserer Vorgehensweise wird de vollsténdige Induktion implizit durch den Bezug auf die vor-
hergehende Zeil e verwendet, aber nicht ,algebraisiert’.“ (Neuwirth 2001, S. 58)

4.2 Experimentelles Arbeiten

Experimentelles Arbeiten wird in der didaktischen Literatur haufig auch as entdedkendes,
exploratives, heuristisches, heuristisch-experimentell es Arbeiten bezeichnet, bzw. die Begriffe
werden synonym ohnre genaue Abgrenzung nebeneinander verwendet (vgl. Schneider 2000,
S. 163ff.). Mit der Betonurg des ,,Experimentellen” soll im Allgemeinen deutlich gemadt
werden, dassbei dieser Methode an zielgerichtetes Untersuchen von konketem Daten- oder
Beispielmaterial im Vordergrund steht, bei dem es um das Aufstellen und Uberprifen von
Vermutungen bzw. das Entwickeln vonBeweis- undLésungsdrategien geht. In desem Sinne

157 Das Problem der Indextransformation kann vermieden werden, indem men die aste TKP-Tabellenzele ds
Zeile 0, die aveite Tabellenzele ds Zeile 1 usw. bezechnet.
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kann experimentell es Arbeiten auch als indukives Vorgehen eingeordnet werden (vgl. Pruzi-
na1989.'%®

Experimentell es Arbeiten steht in zweifacher Hinsicht in Beziehung zur operativen Behard-
lung eines mathematischen Gegenstands. So betradhtet Fricke — wie bereits in Kapitel 3.2.1
herausgestellt — die heuristisch-erforschende Erarbeitung, d. h.eine ,,Phase des ielerischen
Umgangs, des experimentierenden Erprobens und Erforschens® (Fricke 1970, S. 97) ds inte-
gralen Bestandtell seiner operativen Methode. Andererseits finden sich im experimentellen
Arbeiten selbst Bezlige zum ,erwelterten operativen Prinzip® nadh Wittmann. So hebt
Kautschitsch (1999,S. 176, neben der Analyse der Situation, der Sammlung von Daten und
deren Darstellung in Tabellen und Graphen, auch das g/stematische Abandern einzelner Be-
dingungen unddas Beobadhten der Auswirkungen urter Berticksichtigung des Frageschemas
»Was geschieht ..., wenn ..7* als wichtige Komponrenten des experimentellen Arbeitens her-
vor. Experimentell es Arbeiten — insbesondere in Verbindurg mit dem Aspekt der Variation —
kann somit al's ein wesentlicher Bestandteill einer Behandlung eines mathematischen Gegens-
tandsim Sinne des operativen Prinzips angesehen werden.

Durch de Verfugbarkeit techndogischer Hilfsmittel erhdt das experimentelle Arbeiten im
Mathematikunterricht eine neue Bedeutung. Neben CAS kdnnen insbesondere TKP a's Expe-
rimentierwerkzeug genutzt werden. TKP unterstiitzen in desem Zusammenhang vor alem die
folgenden Tétigkeiten:

* Mit Hilfe enes TKP kénren numerische Berechungen ohre grof%en zeitli chen undrechen-
technischen Aufwand duchgefiihrt undwiederholt werden **°

 TKP bieten eine Vidfat an Darstellungsmdglichkeiten, de enfach erstellt und abgean-
dert werden kénren. Durch de Integration speziell er Schaltflachen besteht dartiber hinaus
die Moglichkeit, komfortabel zwischen Tabellenbléttern und @mit auch zwischen ver-
schiedenen Darstellungsformen zu wedseln (vgl. auch Kap. 4.3.

e Mit Hilfe anes TKP kdnren Variablen- und Parameterbelegungen einfach geénhdert wer-
den. Da Zellen undauch Darstellungen interaktiv miteinander verknipft werden kénren,
fahrt eine Parameterénderung zu einer direkten Aktualisierung der damit gekoppelten nu-
merischen und graphischen Darstellungen. Das Variieren der Parameter kann technisch
auf zwei Arten redisiert werden: Zum einen konren verschiedene numerische Werte
schrittweise in eine Zelle engegeben werden, zum anderen lassen sich Parameter sehr be-
guem mit Hilfe enes Rollbalkens verdndern. Indem mit dem Rollbalken in kurzer Zeit

138 pruzina (1989 befass sich mit einem Spezalfall experimentellen Arbeitens, dem so genannten , numerischen
Experimentieren”. Hierbei steht das zielgerichtete Auswerten von Zahlenmaterial mit Hilfe des Taschenrechners
im Vordergrund.

139 Damit wird insbesondere das numerische Experimentieren urterstiitzt. Dagegen besitzen CAS ein stérkeres
Potenzial beim Arbeiten auf der symbolischen Ebene, was zur selbststéndigen Erschliefung mathematischer
Regeln urd Verfahren durch Schiller ausgenutzt werden kann (vgl. Schneider 200Q S. 177ff.).
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sehr viele Parameter verandert werden kénren, wird der Eindruck des dynamischen Visu-
ali sierens verstarkt.*®°

Damit ergibt sich de Moglichkeit zur Redisierung eines ,,computerunterstiitzten operativen
Prinzips* (Kautschitsch, Keune & Henning 1999, S. 15). Hierbei kann zwischen einem ob-
jekt- und elgenschaftsbezogenen operativen Prinzip urterschieden werden: ,Bel der ersten
Form sucht man nach mdglichen und interessanten Operationen an gegebenen Objekten
(Konstell ationen) und studiert, welche Auswirkungen sie besitzen. Bei der zweiten Form geht
man von einer Eigenschaft oder Beziehung zwischen Objekten aus und sucht nadh Operatio-
nen (Handlungen), diediese invariant lasen® (a. a. O., S. 15f.).

Im Folgenden wird anhand einiger Beispiele deutlich gemadit, wie én von TKP unterstitztes
experimentelles Arbeiten einen operativen Umgang mit diskreten Begriffen erméglicht und
as Instrument zur Erkundurg und Lésung problemhaltiger Situationen eingesetzt werden
kann.

4.21 Erkunden von Begriffseigenschaften

Durch den Einsatz eines TKP konren Eigenschaften ganzer Funktionenklassen hinsichtlich
der Einwirkungen von Parametern auf das Monaonie- und Anderungsverhalten oder hinsicht-
lich bestimmter Eigenschaften, wie Symmetrie und asymptotisches Verhalten, urtersucht
werden. Die zell ulére Struktur eines TKP unterstiitzt dabei insbesondere die Analyse diskreter
Funktionen bzw. Folgen. Da die symbadlische Ebene beim Arbeiten mit einem TKP eine ge-
ringere Bedeutung besitzt und lediglich Gker die Verwendurg relativer Zellbeziige in die nu-
merische Ebene integriert ist, erfolgt die experimentelle Anayse in einem Wedhselspiel zwi-
schen numerischen und graphischen Darstellungen, also (fast) ausschliefdich auf einer pra
formalen Ebene. Es ollen hier exemplarisch einige Themenkreise beschrieben werden, bei
denen ein TKP das Erkunden vonBegriff seigenschaften urterstiitzt.

Beispiel: Untersuchen von Eigenschaften der allgemeinen Tilgungsgleichung

Neben , klassschen® Folgen, wie arithmetischen oder paynomialen Folgen, de aif einfache
Weise in en Beziehungsnetz mit redlen lineaen und pdynomialen Funktionen eingeordnet
werden konren, lassen sich duch de Verwendurg eines TKP auch komplexere bzw. aspekt-
reichere Folgen wie die geometrische Folge oder die dlgemeine Tilgungsgleichurg
a,,, = Aa, + B (vgl. Abb. 27 behandeln.

180 Auch CAS ermégli chen die Variation von Variablen- und Parameterbelegungen. Hierbei mussjedoch in der
Regel zwischen einer symbolischen urd graphischen Ebene per Knopfdruck gewedhselt werden. Ein paralleles
Andern von Parametern urd gleichzeti ges Beobadhten der Auswirkungen auf andere Darstellungen ist bei den
meisten CAS nicht moglich. Dartiber hinaus geht im Allgemeinen kein mit dem Rollbalken vergleichbares In-
strument zur Verfigung
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Abb. 27: Experimentelle Analyse der Tilgungsgleichung

Durch de komfortable Moglichkeit des Variierens mit Hilfe des Roll balkens kdnren interes-
sante bzw. aufféllige Eigenschaften der Tilgungsgleichung entdedkt werden. Es besteht je-

doch de Gefahr, dassalle drei Parameter A, B und a, gleichzeitig und umeflektiert variiert

werden. Ein solches unsystematisches Vorgehen liefert wenig Einblick in funktionale Zu-
sammenhange. Hier ist eine Steuerung seitens des Lehrers bzw. durch geagnete Fragestell un-
gen nawendig, die den Blick des Lernenden zunadist nur auf die Variation eines Parameters
und dessen Auswirkungen auf bestimmte Eigenschaften richten. So ist es etwa sinnvdl, zu-
nachst B = 0 zu setzen und an Schilern beispielsweise folgende Fragen zu stellen (vgl. Wei-
gand 2001bS. 19ff.):

* Beschreibe die Eigenschaften des Graphen fur Wachstumsfaktor A gréfRer bzw. kleiner als 1.

* Wie veandert sich der Endwert a,p bel doppeltem, dreifachem, ... Anfangswert? Experimentiere auch hier
mit Wachstumsfaktoren A grof¥er bzw. kleiner als 1.

* Wie veandert sich der Endwert ay bei schrittweiser Erhohung es Wachstumsfaktors?

*  Wie mussder Wachstumsfaktor gedndert werden, wenn — bei gleichem Anfangswert — der Endwert verdop-
pelt wird?

* FErklare die unterschiedlichen Auswirkungen der beiden Parameter ag und A auf die Verénderung des Wer-
tes ao.

Diese Fragen betonen sowohl objekt- als auch eigenschaftsbezogene Aspekte des operativen
Prinzips und regen dariiber hinaus theoretische Uberlegungen zur Begriindury der beobadhte-
ten Phdnomene an. In ahnlicher Weise lassen sich solche Fragen auch fur die dlgemeine Til-
gungsgleichung stellen:

* FErklaredie Auswirkungen des Verandernsvon g undB auf den Graph wenn A = 1 gesetzt wird.

e Wirsetzen A= 1,1 (0, 9). Erklare die unterschiedlichen Auswirkungen des Veranderns von g undB auf die
Veranderung des Wertes ayo.

* Wir setzen g = 50, A= 0,9. Fir B = 0 fallt der Graph d&r Folge, fir B = 20 steigt er. Verandere B! Fir
welchen B-Wert geht der steigende in einen fallenden Graphen Gker? Erklare!
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Beispidl: Analysevon Differenzenfunktionen

Im Rahmen eines TKP-unterstiitzten Unterrichts kann das Konzept der Z-Funktion und @ren
Differenzenfunktion (vgl. Kap. 2.3.3 ohre grol¥en operativen Aufwand redisiert werden. Mit
Hilfe von Rollbaken, de die Parametervariation urterstiitzen, kdnren nun insbesondere
Beziehurgen zwischen Eigenschaften von Funktionenklaseen wie f(n)=2n?-8n+c und
deren Differenzenfunktionen auf einfache Weise sowohl auf einer graphischen as auch einer
tabellarischen Ebene analysiert werden (vgl. Abb. 28.*°* Damit kénren geometrische (oder
praformale) Begrindurgen initiiert werden, bel denen de ,dynamisierten” Graphen der
Z-Funktionen zu den entsprechenden Differenzenfunktionen in Beziehung gesetzt werden.*®?
Eine formale Begriindurg, bel der zur Erklarung der Invarianz der Differenzenfunktionen der
Klase f(n)=2n?-8n+c die Differenz D(n)= f (n+1)- f(n) algebraisch bestimmt wird,
wurde zwar fur eine héhere Stufe des Begriff sverstandnisses im Sinne der in Kapitel 3.4 auf-
gefuhrten Stufenmodelle spredchen. Jedoch ist im Unterricht zu berticksichtigen, dass— im
Sinne der operativen Prinzipien (vgl. Kap. 3.2.3 — auch de anderen Verstdndn sebenen ange-
sprochen undentwickelt werden sollten.
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Abb. 28 Experimentelle Analyse von quadratischen Z-Funktionen
und deren Differenzenfunktionen
Wie beim vorhergehenden Beispidl ist auch bei diesem Themenkrels eine Redisierung des
objekt- und elgenschaftsbezogenen operativen Prinzips moéglich. Wéahrend quedratische
Z-Funktionen im Rahmen der oben beschriebenen Anaysetétigkeit Ausgangspunk einer
Problemstellung sind, werden bei der folgenden Aufgabenstellung (vgl. Abb. 29 eine bzw.
mehrere Z-Funktionen mit einer ausgezeichneten Eigenschaft gesucht (die Diff erenzenfunk-
tion soll die Termdarstellung D(n)=3n bzw. D(n)=3n+8 haben). Dabei stellen

161 Bej der tabell arischen Darstellungwird die (numerische) Beziehungzwischen Funktion urd Diff erenzenfunk-
tion durch ,Zuordnungspfeil €' hervorgehoben. Weiterhin ist es moglich, die augrunde liegende Bezehungdurch
Anklicken bestimmter Zellen sichtbar zu maden.

162\/gl. hierzu den Unterabschnitt ,, Untersuchung \on Funktionenklasen® in Kap. 2.3.3.
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Z-Funktionen das Ergebnis einer Problemstellung dar. Insbesondere wird der Blick auf
Operationen gelenkt, welche bestimmte Eigenschaften der Differenzenfunktion invariant
lassen. In desem Fall fuhrt —ist der Parameter a =15 bestimmt — ein Verandern des Parame-

ters b zu eine Differenzenfunktion mit derselben absoluten Anderung bzw. Anderungsrate 3,
aber mit unterschiedlichem Achsenabschnitt. Beim Variieren des Parameters ¢ bleibt die

Differenzenfunktion dagegen invariant.
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Abb. 29: Finden einer quadratischen Z-Funktion mit ausgezeéchneten Eigenschaften
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Beispiel: Kreative Ubungen mit Fibonacd-Zahlen

Ein experimentell es Erkunden von Begriffen und @ren Eigenschaften kann auch einen Aus-
gangspunkt fir kreaive Ubungen darstellen, bei denen Schiler bereits erlernte Inhalte reflek-
tieren, in einem neuen oder dhnlichen Kontext anwenden und @be fir sie subjektiv neues
entdedken.*®® Ein grofes Untersuchurgsfeld hieten in desem Zusammenhang die Fiboracd-
Zahlen. Mit Hilfe enes TKP las®n sich nahezu beliebig viele Folgenglieder ,,auf Knopf-
druck” erzeugen undes kénren auf empirischem Wege Vermutungen hinsichtlich des Wads-
tumsverhatens aufgestellt, Teil barkeitselgenschaften entdedkt oder besondere zahlentheoreti-
sche Beziehungen zwischen Fiboracd-Zahlen festgestellt werden.*®*

Davon ausgehend konren Schiler nun selbsténdig zum Erfinden undErkunden , verwandter”
Fiboracd-Folgen angeregt werden, indem sie sowohl die beiden Anfangsfolgenglieder as
auch de Rekursionsbeziehung abandern. Schon kel einer Beschrankurg auf eine lineae
Kombination der beiden Anfangsfolgenglieder und dem Iterieren dieser Operation erhdit man
ein breites Spektrum an Folgen mit interessanten Eigenschaften.*®® Dabei kénren die bisher
entdedkten Eigenschaften als Orientierungen bel der Suche nach weiteren interessanten Ph&a
nomenen denen. So erkennt man etwa, dasseine unterschiedliche Wahl der Anfangsparame-
ter (1) und f(2) bei Beibehatung der Beziehurg f(n+2)= f(n+1)+ f(n) das Konver-
genzverhalten bew. den Grenzwert des Quadtienten f(n+12)/f (n) nicht andert. Dagegen fuhrt
eine Verénderung der Rekursionsbeziehung zu Folgen mit unterschiedlichem Wadstumsver-
haten. So ehdt man ausgehend von @n  rekursiven  Darstellungen
f(n+2)=f(n+1)+2f(n) oder f(n+2)=f(n+1)+3f(n) Folgen exporentiellen Typs,
deren Quatientenfolge gegen (voneinander verschiedene) Werte gréfier 1 konwergieren. Da
gegen fuhrt die rekursive Beziehurng f(n+2)= f(n+1) - f(n) zu einer Folge, die sich — un-
abhéngig von der Wahl der beiden Anfangsparameter — ab dem 7. Glied zyklisch wiederhalt.
Betrachtet man wiederum die rekursive Beziehurng f(n+2)=2f(n+1) - f(n) , stellt man

fest, dassdie Folgenglieder dem Gesetz einer arithmetischen Folge folgen (vgl. Abb. 30.

183v/gl. hierzu Weth (1999, der den umfassenden urd unscharfen Begriff der Kreaivitét aus mathematikdidakti-
scher Sicht analysierte und fir den Mathematikunterricht relevante Aspekte herausarbeitete. Demnach soll ,ein
Produkt (eine Ide@ [..] im Mathematikurterricht als kreaiv akzeptiert werden, wenn es fir die Schilerin bzw.
den Schiller subjektiv neu ist oder neuartige Elemente enthélt und wenn ein sinnvoller Beitrag zu einer Problem-
6sung celeistet wird oder selbst Problemstellungen erzeugt werden, welche @nen reichhaltigen mathematischen
Kontext eroffnen. (Weth 2001, S. 71.)

184 Einen Einblick in die Fibonacd-Zahlen urd ihre Eigenschaften gibt Worobjow 1971 Zu urterrichtsprakti-
schen Vorschlégen vd. z. B. Brockmeyer 1996 Coadkley 1992 Dion 1995

185 Djeses Vorgehen entspricht den von Weth (1999 S. 67 ff.) formulierten Kreaivitétsroutinen des Kombinie-
rensund Iterierens.
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”E Datei Bearbeiten Ansicht Einfligen Formaf Extras Daten Fenster 2

7 -l =| =2°C6-C5
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Abb. 30: Fibonacd-Folge und ,v erwandte" Folgen

Diese Uberraschende Beobachtung kann mit dem Verfahren der ,,Homogenisierung” erklért
werden. Man versteht hierunter das Uberfiihren einer inhamogenen lineaen Differenzenglei-
chung in eine ,homogenisierte” Differenzengleichung héherer Ordnurg: Man schreibt die
Diff erenzengleichung fir verschiedene Werte des Laufindex k auf undeiminiert die Inhamo-
genitét durch ein Gleich-, Subtraktions- oder Einsetzungsverfahren (vgl. Durr & Ziegenbalg
1989, S. 82 f). In desem konkreten Fall betracditet man de ener arithmetischen Folge
zugrunde liegenden Differenzengleichungen f(n+1)= f(n)+a und f(n+2)=f(n+1)+a.
Subtrahiert man de aste Gleichung von der zweiten, erhdlt man de obige Differenzenglei-
churg zweiter Ordnung.

Es ist festzuhalten, dass das experimentelle Arbeiten bei den hier beschriebenen Aktivitdten
insbesondere dem Aufstellen von Vermutungen im Hinblick auf Begriffseigenschaften bzw.
dem Finden einer Problemstell ung diente. Zum Begriinden undBeweisen vonPhénomenen ist
es im Allgemeinen nawendig, wie dwa im zuletzt genannten Fall, auch (formale) logisch-
deduktive Schlusswveisen hinzuzuziehen.

4.22 Experimentelles Arbeiten im Problemltseprozess

ProblemlGsen gestaltet sich in der Regel as ein Wedselspie zwischen experimentell -
induktiven und systematisch-deduktiven Methoden undsollte in desem Sinne auch im Ma
thematikunterricht vermittelt werden. Zur Entwicklung eines Lésungsansatzes bzw. zum Fin-
den einer (plausiblen) Losung konren héaufig verschiedene heuristisch-experimentell e Strate-
gien angewendet werden (vgl. Kap. 2.9. Die Verwendurg eines TKP unterstiitzt in diesem
Zusammenhang insbesondere das g/stematische Probieren bzw. das Variieren von Bedingun-
gen.
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Beispiel: Experimenteller Zugang zu Zahlproblemen

Zahlprobleme, wie dwadasin Kapitel 2.2.1 vagestellten Problem der Dreied<szahlen, haben
haufig das Finden und Aufstellen einer expliziten Zahlfolge in expliziter Darstellung zum
Gegenstand. Steht ein TKP zur Verfigung, bietet es sch an, eine explizite Formel zunadst
durch graphisches und numerisches Experimentieren zu gewinnen. Hierzu stellt man die Fol-
ge der Dreieckszahlen bzw. die esten empirisch ermittelten Folgenglieder numerisch dar und
versucht die Folge durch eine zweite Testfolge ,,anzunghern* (vgl. Abb. 3J).

|®) Datel Beatbeiten Ansicht Enfligen Format Extras Daten Femster 2 METE}
31 = =]
S v =S 3 S - S =

f(n) = an® +bn’+ cn+d

a EEEETTETE 0,4
b EIENETEETE 1,5
¢ HEETTITTE 2,3
d BTN 37

-

e

=T

Abb. 31: Anpassn einer Testfolge an die Folge der Dreiedkszahlen

Damit diese Strategie Erfolg hat und richt in ein ursystematisches Versuch-undIrrtum-
Verfahren mindet, ist es erforderlich, zunadhst anhand der Darstellungen Vermutungen Uler
Eigenschaften der ,, Zielfolge* aufzustellen undinsbesondere a@ne Beziehung zwischen Term
und Graph herzustellen. Zur Bestimmung des Funktionstyps, der die Dreleckszahlen ange-
messen beschreibt, kann es hilfreich sein, de Differenzenfolge(n) zu betrachten.**® Eine auf
experimentellem Wege indukiv gefundene Formel muss noch im Hinblick auf ihre Allge-
meingultigkeit begriindet werden. In desem Zusammenhang kann z. B. das Beweisverfahren
der voll stdndigen Indukiion hinzugezogen werden.

Beispiel: Experimentelles L 6sen von Gleichungen

Ein experimentelles Arbeiten, insbesondere @n numerisches Experimentieren, stellt auch
beim Ldsen kamplexer Gleichurngen, fur die (zun&dhst noch) keine Lésungsformel zur Verfi-
gung steht oder aus pragmatischen Griinden eine numerische Naherungslésung volli g ausrei-
chend ist, eine wichtige Lésungsdrategie dar. So lassen sich z. B. Fragestellungen im Umfeld
der , Tilgungsgleichung® durch Verandern der Startwerte bzw. der Parameter und duch suk-
zessves Einschaditeln des Zielwerts ndherungsweise |6sen (vgl. Abb. 32.

186\/gl. hierzu die Ausfiihrungen zur Behandlung der , Kreisaufgabe® in Kapitel 2.2.1, insbesondere Strategie V.
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|[#1 otei Bearbeiten anicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2 =l8ix|
F25 - =

A B C | D | E | F I =
1 Jahr Kapital
2| 01.01.99 | 1500,00
3 01.01.00 3105,00 Sparplan
4 | 01.01.01 4822,35
5| 01.01.02 6659,01 In der Tabelle links siehst Du das Wachstum
[
7
8

01.01.03 8626,11 eines Kapitals bei 7% Jahreszins und einem

01.01.04 | 10729,94 e .
01.01.05 | 12981.03 jahrlichen Beitrag von 1500 DM.

9 01.01.06 | 15389,70 X N _— . 5 .
10 01.01.07 | 17966,98 Wie hoch musste der jahrliche Beitrag sein, damit

11| 01.01.08 | 2072467 am 1.1.2014 das Kapital 50.000 DM betragt?
12| 01.01.09 | 23675,40
13| 01.01.10 26832,68
14 01.01.11 30210,96
15 01.01.12 | 33825,73 Beitrag:
18| 01.01.13 37693,53
17 | 01.01.14 | 41832,08

izt I Nl

Abb. 32 Experimentelles L 8sen einer lokalen Problemstellung

Dariiber hinaus kann duch ein experimentell es Losen von Gleichungen bzw. ein experimen-
telles Annghern eines Werts, eine Grundage fur das Verstandnis von Intervall schachtelungen
gelegt werden. Im Gegensatz zu dem vorstehend beschriebenen Zéhlproblem, bei der eine
Kurve , as Ganzes* an eine Reihe vorgegebener Daten angepasd werden sollte, handelt es
sich hierbei um lokale Problemstellungen, bei denen nu ein bestimmter Wert bzw. ein be-
stimmtes Folgenglied gesucht ist. Mit verschiedenen globalen undlokalen Problemstellungen
sowie den damit verbundenen Schilerarbeitsweisen beschéftigte sich das DFG-Projekt ,, Ar-
beitsweisen von Lernenden beim computerunterstiitzten Problemlésen mit Hilfe des Folgen-
begriffs* (vgl. Weigand 1999bWeigand & Thies 2001).

4.23 Modédlbildung und Smulation

Haufig interessert man sich in der empirischen Forschung fir den funktionalen Zusammen-
hang zweier beobadhtbarer Variablen. Eine Analyse beginnt zunadst mit einer Datenerhe-
bung und cer Darstellung der Mesaae in einer Tabell e oder einem Koordinatensystem. Da-
bei kbnren Stérungen bzw. Mesdehler die Daten urregelmaldig streuen lasen. Ist man an
einer Ubersichtlicheren, aussagekréftigen Darstellung oder auch an Prognosen fur die Zukurft
interesgert, wird man nach einer zugrunde liegenden Gesetzmaigkeit, einem funktionalen
Zusammenhang suchen, der gegebenenfalls in Form eines mdglichst einfachen Funktions-
terms oder Funktionsgraphen wiedergegeben werden kann. Bel der Suche nad einer geagne-
ten Anpasaungsfunktion beschrénkt man sich haufig auf eine bestimmte Funktionenklasse.*®’
Dabel fliel?en Vorkenntnise oder zumindest Annahmen Uker den Sachzusammenhang mit
ein. Esist nun dbs Zidl, unter dieser Modellannahme die an besten gedagnete Funktion zu
bestimmen. Diese Modellbildurg ist Tell eines umfassenden Modell bildungsprozesses (vgl.
Kap. 2.9. Dieser Prozess umfasd sowohl eine kritische Modell bewertung, also einen Ver-

187 Haufig spiegelt eine parametrische Modellannahme die Beobachtungen nur unzureichend wider, bzw. sie
stellt eine au starke Vereinfachungder Ausgangsstuation dar. In diesen Féllen stellt das Arbeiten mit so genann-
ten ,gleitenden Mittelwerten” eine Alternative dar (vgl. hierzu etwa Engel 1999.
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gleich mit aternativen, mogli cherweise ,,angemessneren” Modellen, als auch zielgerichtete
Untersuchungen mit dem mathematischen Modell (Simulationsdudien), bei denen urtersucht
wird, wie sich das Modell unter bestimmten Bedingungen verhdlt.

Bel diesen Aktivitéden erweist sich ein TKP as ein wichtiges Experimentierwerkzeug. Es
Ubernimmt zum einen aufwandige und unfangreiche dgorithmische Berechurngen und
ermdglicht zum anderen duch de interaktive Verknipgfung der verschiedenen Darstellungs-
formen eine direkte Beobadhtung der durch Parametervariation kewirkten Verénderungen.
Schiler kdnnen somit ohre grofen operativen Aufwand verschiedene parametrische Modelle
»testen*, indem sie durch zielgerichtetes Variieren der Parameterwerte ene gedgnete Anpas-
sungsfunktion kestimmen undanschlief?end de , Glite* der Anpasaung an die Beobadhtungs-
daten vergleichen und keurteilen. Daneben wird auch das Arbeiten mit bestehenden Model-
len, insbesondere die Simulation verschiedener Szenarien und s experimentelle Ldsen von
Problemen, unterstitzt.

Beispiel: Diskret modelli erte Wachstumsprozess

Bel einer TKP-unterstiitzten Behandlung von Wadstumsprozessen wird duch de zéelulare
Struktur des TKP eine diskrete Modelli erung unterstiitzt.®® Durch die Moglichkeit der kom-
fortablen Parametervariation mit Hilfe von Rollbalken sowie des einfachen Wedselns zwi-
schen verschiedenen Darstellungen kann in desem Zusammenhang etwa untersucht werden,
ob de Entwicklung einer Popuation geegneter durch ein dskretes exporentiell es, gebrems-
tes oder logistisches Wadstum beschrieben wird, undes konnen aufgrund des favorisierten
Modells Prognosen fur die zukurftige Entwicklung angestellt bzw. kritisch diskutiert wer-
den.*®® Neben derartigen Modell bil dungsaktivitdten werden auch Simulationssudien durch
den Einsatz eines TKP unterstiitzt. So konren bel vernetzten Systemen, wie dwa dem Rau-
ber-Beute-System (vgl. Kap. 2.4.), die Einflisse verschiedener Parameter, wie der Wads-
tums- und der Interaktionsfaktoren sowie der Anzahl der Rauber- und Beutetiere zum Zeit-
punk t=0, urtersucht und anhand werschiedener graphischer Darstellungen interpretiert
werden (vgl. Abb. 33.17°

188 Dje Entscheidung fir ein diskretes Modell sollte jedoch im Rahmen der Modell bewertung kiti sch reflektiert
werden (vgl. hierzu Kap. 2.4.1).

189 Ein computerunterstiitztes Unterrichtsprojekt zur Entwicklung der Weltbevélkerung findet sich in Prugger,
Rauniak & Schreider 1997, S. 62 f. Hierbei werden die oben beschriebenen Modelltypen einbezogen. Im Rah-
men dieses Projekts wird jedoch kein TKP, sondern der symbali sche Taschencomputer T1-92 verwendet.

19 Umfasseend mit dem Thema Populationsentwicklungen urd Vernetzung — jedoch urter Beriicksichtigung
spezeller, systemdynamischer Software — haben sich u a. Ossmitz (1990 1994 und Winkelmann (1992 1994
beschaftigt.
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Abb. 33: Simulation des Rauber-Beute-Systems'"*

Umgekehrt lasen sich duch Parametervariation auch Szenarien mit bestimmten Eigenschaf-
ten korstruieren. So kénren Schiler der Frage nadhgehen, urter welchen Bedingungen eine
der beiden Popuationen ausdirbt. Weiterhin kdnren sie untersuchen, wie eén System abgeé&n-
dert werden muss damit es weniger oszilli ert bzw. sich weniger stark aufschaukelt.

Beispidl: Flugkurven von Basketball und Federball —, diskret* betrachtet

In dem von Weigand (199%) beschriebenen Unterrichtsprojekt zum Thema ,, Sport” wurden
die Flugkurven eines Basketball s beim Freiwurf von der 4,60-m-Linie und eines Badminton-
Federball s zunadhst mit einer Videokamera aufgezeichnet und anschlief3end duch ein dskre-
tes Modell beschrieben. Dazu wurde die Flugkurve des Basketballs mit Hilfe enes TKP
schrittweise aus Anfangsgeschwindigkeit und Abflugwinkel durch Zerlegung der Gesamtbe-
wegung in eine gleichbleibende (ungebremste) Bewegung in x- und hkeschleunigte Bewegung
in y-Richtung berechnet. Die Vernadchldssgung des Relbungseinflusses war hierbel zulésgg,
musde jedoch bei der Beschrelbung des Badmintonwurfs angemessen berticksichtigt wer-
den.'”2 Nach Festlegung der jeweiligen Modelle wurden die speziellen Bahnkurven experi-
mentell durch Parametervariation ermittelt.

Im Rahmen des Unterrichtsprojekts wurden darliber hinaus weitere Simulationsgudien
durchgefuhrt. So wurden urterschiedliche Flugkurven erfolgreicher Korbwrfe mit dem Bas-
ketball untersucht undgraphisch dargestellt (vgl. Abb. 34.

71 7u Vergleichzwedken ist in der Graphik der MaRstab der Population der Rauber um den Faktor 10 gegeniiber
den der Hasen gestredkt.

172 7ur Modelli erung des Reibungseinflusses gibt es verschiedene M égli chkeiten (vgl. etwa Greiner 1989S 182f).
Welches Modell die rede Situation aber am besten beschreibt, mussletztlich durch eine Analyse oder Diskuss-
on der jeweiligen Situation erfolgen. Bel der beschriebenen Einheit wurde die Newton’' sche Reibung zugrunde

gelegt.
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Abb. 34: Experimentierumgebung zur Ermittlung erfolgreicher K or bwiirfe'”

Bel der Simulation des Badmintonschlags war es moglich, verschiedene Abflugwinkel bel
hart geschlagenen Schmetterbélen'’® urter taktischen Aspekten zu analysieren: Bel welchem
Abflugwinkel fliegt der Ball am welitesten? Wie lange ist die entsprechende Flugdauer? Wie
wirkt sich ein veranderter Abflugwinkel auf Flugweite und Flugdauer aus?

Dieser experimentell e Zugang wurde durch algebraische Uberlegungen erganzt. So konrte die
Vermutung, dass $ch der Basketball auf einer parabelférmigen Flugkurve bewegt, formal
begriindet werden. Weliterhin lief3en sich anhand der deduktiv abgeleiteten Formel fir die
Wurfparabel Probleme |6sen, denen auf experimentellem Wege nur unzureichend rachgegan-
gen werden konrie: Wie grof3ist der Abwurfwinkel der niedrigsten Wurfparabel, bei der der
Ball ohre Bertihrung in den Korb fliegt? Eine theoretische Durchdringung des Sadchverhalts
ermoglichte aich das Aufdedken von Zusammenhangen zwischen Abwurfwinkel und Ab-
wurfgeschwindigkeit, die durch das aleinige Variieren der Parameterwerte nur schwer zu-
ganglich gewesen wéren.'” Diese theoretischen Resultate lieRen sich anschliefend nach ex-
perimentell undanschaulich nadchvall ziehen.

4.3 Tabellenkalkulationsprogramme als L ernsysteme

Computerlernsysteme gibt es bereits it Anfang der 60er Jahre.!”® Die damaligen Lernumge-
bungen der so genannten ,,Programmierten Unterweisung' (PU) basierten auf dem lernpsy-
chalogischen Konzept des Behaviorismus (vgl. Kap. 3.1. So wurde im Rahmen der PU der

173 Eswird hierbei von einer Abwurfhéhe von 2 m ausgegangen. Die Hohe des Basketball korbs betragt 3,05 m.
1" Man ging Her von einer Anfangsgeschwindigkeit von etwa 130km/h aus.

175 Bei einem erfolgreichen Korbwurf betrégt die minimale Abwurfgeschwindigkeit etwa 7,8 m/s. Der Abwurf
mussdabei in einem Winkel von 51° erfolgen. Wird der Abwurfwinkel in einem Bereich zwischen 30° und 7C¢°
variiert, sind nur geringfiigige Anderungen der Abwurfgeschwindigkeit erforderlich. Dies erklart die Bedeutung
einer Technik zum Erzeugen stabil er Anfangsgeschwindigkeiten beim Korbwurf.

176 Einen Uberblick tber die Entwicklung von Computerlernsystemen geben Weidemann & Paedter 1997,
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Lernstoff in kleine Einheiten aufgeteilt. Jede Lerneinheit wurde durch Kontroll fragen abge-
schlossen, deren Schwierigkeitsgrad bewuss gering gehalten wurde, um den Lernenden mog-
lichst oft eine positive Verstérkung geben zu kdnren. Die gegebenen Antworten wurden un-
mittelbar Gberprift, das Feedbad beschrankte sich jedoch in der Regel auf ,richtig” oder
»falsch®. Selbstgesteuertes und aktives Lernen war im Rahmen der PU selten méglich: Die
Interaktion mit dem Programm umfasde lediglich de Auswahl des jeweili gen Kapitels oder
Modus, das Vor- und Zurickblattern innerhalb der Kapitel, das Aufnehmen von Texten ockr
graphisch aufbereiteten Informationen und @s Uberprifen des dabei gelernten Wissens. Im
Sinne moderner konstruktivistischer Ansitze'’” sollten jedoch Lernumgebungen geschaffen
werden, de dem Lernenden eine hohes Mal3 an Eigentétigkeit belasen. Im Rahmen so ge-
nannter ,, Interaktiver Lernumgebungen® (vgl. Weidemann & Paediter 1997,S. 136ff.) sollen
Lernende insbesondere die Mdgli chkeit erhaten, sich aktiv mit den Lerninhalten auseinander
zu setzen undindividuell e Problemldsestrategien zu entwickeln undzu verfolgen

Als Basis interaktiver Lernumgeburngen im Mathematikunterricht eignen sich insbesondere
Tabellenka kulationsprogramme. So lasg sich ein Tabellenblatt eines TKP auf vielféltige
Weise mit Hilfe von Textboxen, Eingabeliberprifungen, gestuften Hilfen undFormatierungs-
funktionen inhaltli ch funktionell und visuell anspredhend a's elektronisches Arbeitsblatt ge-
stalten. Da verschiedene Arbeitsblédtter durch Schaltfladhen miteinander verknipft werden
koénren, lassen sich Lernumgebungen zu einem gréferen Themenbereich konstruieren. Indem
ein TKP nun Jelfaltige Moglichkeiten zum Arbeiten mit tabell arischen undgraphischen Dar-
stellungen hietet und experimentelle Herangehensweisen an Problemstellungen urterstiitzt,
kann es als eine gedgnete offene — d. h. vam Lernenden selbst zu gestaltende und flexibel
einsetzbare — Lernumgebung angesehen werden, de verschiedene Werkzeuge zur Beabei-
tung der spezifischen Arbeitsauftrége bereitstellt. Es ist dabel jedoch zu berticksichtigen, dass
es zur Konstruktion etwas fortgeschrittener Konzepte, wie @wa des Rollbalkens und dessen
Formatierung, eines grundegenden technischen Wissns im Umgang mit dem TKP bedarf.
Daneben ist auch der Zeitbedarf nicht zu urterschétzen, der zwar beim Erstellen eines einzi-
gen Diagramms (inklusive der Wahl einer geagneten Skalierung) noch urerheblich undauch
didaktisch zu rechtfertigen ist, der aber bel einer haufigen Wiederholung derselben Aktivitét
unverhdltnisméllig gol? werden kann. Dabei besteht die Gefahr, dass von der eigentlichen

"7 Wie bereits Piaget gehen Vertreter moderner konstruktivistischer Ansétze (vgl. etwa Glasersfeld 1999 davon
aus, dass Lernen nicht als passv und rezeptiv charakterisiert werden kann, sondern als aktiver konstruktiver
Prozess gesehen werden muss Wissen urd Erkenntnis werden dabei al's grundsétzlich subjektabhéngig betrach-
tet. Die Annahme der Subjektabhangigkeit allen Erkennens basiert auf neurobiol ogischen Theorien. So gehen die
Neurobiologen Maturana und Varela (1987 davon aus, dass das Nervensystem ein in sich abgeschlossenes
Netzwerk ist. Umwelteinwirkungen haben keinen direkten Einfluss auf dessen innere Struktur und erfolgen le-
diglich als © genannte Perturbationen (Stérungen). Damit werden individuell e kognitive Aktivitéten des Indivi-
duums ausgel 6st. Hier zeigen sich Parallelen zur genetischen Erkenntnistheorie Piagets, wonach das Individuum
seine kognitive Struktur in Wedhselwirkung mit der Umwelt selbst generiert. Vgl. hierzu auch die Ausfihrungen
von v. Hofe (2001), der in den Annahmen urd Ergebnisen der konstruktivistischen Richtung der Lernpsycholo-
gie neue Argumente fir das Konzept des ,, Entdedkenden Lernens* sieht. Vgl. aber auch die kriti schen Bemer-
kungen von Hoffmann 2001
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Problemstellung abgelenkt wird. Bel dem Konzept, das der von Weigand (19991 entwickel-
ten Lernumgebung und auch dem im Rahmen deser Arbeit entwickelten Lernprogramm
, Diff erenzenfunktionen“*"® zugrunce liegt, wurde daher ein Kompromiss eingegangen. So
sollten zentrae Darstellungen (wie in der Regel die Tabelle und in Ausnahmeféllen der
Graph) selbst konstruiert werden. Bestimmte tedhnische Hilfsmittel zum Arbeiten mit Dar-
stellungen (Rollbalken) wurden dagegen zur Verfligung gestellt. Da im Rahmen der Pro-
gramme neue Inhalte earbeitet werden sollten, war eine gewisse Strukturierung und Sequen-
zierung des Stoffs notwendig. Auf eine dlzu enge Fuhrung wurde jedoch grofdentells ver-
zichtet.”® Dabei wurde darauf Wert gelegt, dass Aufgaben, zu denen Losungsverfahren be-
kannt waren, und kanplexere Probleme in einem angemessenen Verhdtnis ganden. Um den
Schilern individuell e Lernstrategien zu er6ff nen, wurde ihnen innerhalb der Modue die M6g-
lichkeit gegeben, zwischen der tabellarischen und graphischen Darstellung zu wahlen. Im
Rahmen einiger Aufgaben, so etwa bei dem Modu ,, Dreiedkszahlen”, wurden dartiber hinaus
experimentell e Lernumgebungen geschaffen.

Beispiel: DasModul , Dreiedkszahlen®

Das Moddu , Dreileckszahlen” ist ein Teil des Lernprogramms ,, Diff erenzenfunktionen®. Die
Schiler sollen im Rahmen dieser Aufgabe zunadst die rekursive Darstellung fur die Drei-
edkszahlen bestimmen undanhand deser Formel mit Hilfe des TKP die esten 20Folgenglie-
der berechnen. Anschlief3end wird das Problem aufgeworfen, eine explizite Formel zur Be-
schreitbung dieser Zahlen zu finden. Hierzu werden den Schilern drel verschiedene Hilfestel-
lungen gegeben, de zu individuellen Losungsdrategien ausgebaut werden konren: die Blei-
stift-und Papier-Methode, die Differenzenmethode und de eperimentelle Methode (vgl.
Abb. 35).
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Abb. 35: Experimentierumgebung ,,Dreiedszahlen”

178 Dieses Programm ist Grundlage der im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten empirischen Untersuchung um
wird in Kapitel 5.6 ausfuhrlich vorgestellt.

79 |m Rahmen des in dieser Arbeit entwickelten Programms war eine engere Fiihrung stell enweise notwendig,
da esin erster Linie au Test- und Untersuchungszwedken diente und auf Interaktionsprozese awischen den
Schilern urd der Untersuchungsleiterin bewusg verzichtet wurde.
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Durch Betétigen der jeweili gen Schaltflachen®® verzweigt der Schiiler zu entsprechend aufbe-
reiteten Experimentier- bzw. Arbeitsbldttern (vgl. Abb. 39.
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Abb. 36: Experimentier- und Arbeitsblatter zum M odul ,, Dreieckszahlen®

Mit der Schaltfladhe ,, 1. Mdglichkeit” gelangt man zu einem Arbeitsblatt, dasses nahe legt,
die Formel im Rahmen eines inhaltli ch-anschaulichen Beweises zu erfassen. Folgt man dem
Losungshinweis ,,2. Moglichkeit® wird eine TKP-Tabelle zur Verfigung gestellt, die das Be-
rechnen der 1. und 2.Differenzenfolge emoglicht. Die Intention deses Losungshinweises ist
es, auf die Differenzenmethode zur Bestimmung des Funktionstyps aufmerksam zu machen.
Mit der Wahl der 3. Schadtflade verzweigt man schliefdich zu Arbeitsbldttern, de es ermdg-
lichen, eine Anpasaungsfunktion fir die esten 20 empirisch dargestellten Dreiedkszahlen
durch graphisches oder numerisches Experimentieren zu finden.

180 Hinter den Buttons gedken kleine Programme (Makros) in Visual Basic. Einfache Makros lassn sich ohne
Programmierkenntnise astellen: Analog dem Erzeugen von Makros bei dynamischer Geometrie-Software wer-
den die @nzdnen Befehle schrittweise direkt in der TKP-Umgebung durchgefiihrt und dabei durch einen Recor-
der aufgezechnet und abgespeichert.
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Neben desen grundsétzli chen Hilfestellungen kann der Schiler durch das Betétigen speziell er
Schaltfladen (, Hinweis-Buttons*) weitere gestufte Losungshinweise ehaten. So wird man
in Verbindurg mit dem TKP-Blatt , Diff erenzenfolge” (vgl. Abb. 37) aufgefordert, erneut die
Beziehung zwischen Funktion und Differenzenfunktion zu reflektieren. In einem zweiten
Hinweis wird auf das Modu ,, Quadratische Z-Funktionen zurtickverwiesen, in dem die Be-
ziehung zwischen quedratischen Z-Funktionen und aren Differenzenfunktionen ausfuhrlich
lokal undglobal im Sinne @nes operativen Durcharbeitens beleuchtet wird.

#) Dstel Bearbeiten Anscht Enfugen Format Extras Daten Ferster 2 =1®]x [ patei gearbeiten ansicht Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 =isi:
Fi1 =l = AL B [ € [ D \ 6 | H T T R

ALB [ L [ D I S —— - [ [ e e e Ky ‘ Aufgabe 4d | ‘ 1. Mugllchkelt Wir bilden die Differenzenfolge .
Aufgabe 4d | ‘ 1. Mogllchkelt Wir bilden die Differenzenfolge . |
1 [ 2| n A(n)
= ':I' A(“) N ; 3 Kann die Differenzenfolge
= Kann die Differenzenfolge 1+ von A weiterhelfen ?
= 2 3 von A weiterhelfen ? 1 g g
|5 | 3 6 - | 5| 4 10
6 4 10 [ 7| s 15
[ 7 Il Microso ft Excel [x] g € 21 Erst Giberlegen, dann klicken |
[g [ ann klicken | [ 3| = =
= |—  Betrachten Sie die Differenzenfolge der Falge A(n): = ] Mi xce
= — D()=An+TrAr) o —
10 n Schauen Sie sich noch einmal die quadratischen Z-Funktionen an,
L] [ Gebens elle Fau vae\ -E4E3el = i
5 |—  und kopisren Sie die wels 7 s — .welche Ergebnisse wurden dor fastashaten 7
[1a] | Welche Vemutung hinsichich des Funktionstyps van A haben Sie 7 | 14| =
[ I L | I
|5/ — 1] L
[16] 17 15 120 |
[ 17 ] 15 120 |18 16 136
[ 18] 16 136 |18 17 163
[19] 17 163 |20 | 71
|20 18 171 |21 | 20 Zur Aufgabenstellung
[21 | 19 190 Zur Aufgabenstellung |22 10 44)
2 20 210 4d) | E
|23 | )
[0 ~ |z ]
I | M I »r

Abb. 37: Hilfetexte ur L 6sungsdrategie,, Diff erenzenfolge"

4.4 Diskrete Arbeitsweisen in einer TK P-gestitzten L ernumgebung

Zur Einschétizung der Moglichkeiten undGrenzen eines TKP im Mathematikunterricht reicht
eine didaktische Analyse der softwaretechnischen Komporenten nicht aus. Geht man von
einem konstruktivistischen Ansatz aus, ist es erforderlich, de individuellen Lernprozess der
Schiler zu berticksichtigen und ndher zu analysieren. Ein Ausgangspunkt kann herbei das
Beobaditen und Analysieren der Arbeitsweisen im Sinne der in Kapitel 3.3 keschriebenen
Dimensionen sein, de nun — insbesondere im Hinblick auf das in Kapitel 4.3 vagestellte
Lernumgebungskonzept — konkretisiert werden konnen:

* Arbeiten auf der Werkzeugebene

Beim Arbeiten mit dem Werkzeug TKP geht es um die Verwendurgsweise spezifischer soft-
waretechnischer Elemente, wie der verschiedenen Hinweis-, Losungs- und Navigations-
Schatflachen, sowie um das Arbeiten mit dem Rollbalkens, der im Rahmen der Lernumge-
bung ein wichtiges Experimentierwerkzeug darstellt. Daneben sind auch Schwierigkeiten im
Umgang mit einer TKP-gestiitzten Lernumgebung zu urtersuchen. Dies kdnren TKP-
spezifische Probleme sein, wie das Verwenden einer fehlerhaften Syntax oder Probleme beim
Kopieren undVerschieben von Formeln. Bei einer Analyse der Arbeitsweisen auf der Werk-
zeugebene sind aber auch algemeine, im Zusammenhang mit Computerlernumgebungen be-
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obadhtete ,, problematische* Handlungsweisen, wie @n Vermeiden mathematischer Analyse,
ein urreflektiertes Benutzen oder Umgehen von Werkzeugen undein Abweichen vam Zidl,
zu beriicksichtigen 18!

e Arbeiten auf der Darstellungsebene

Das Arbeiten mit Darstellungen unfasg im Rahmen der hier vorgestellten Lernumgebung
insbesondere die Auswahl von und @n Wedhsel zwischen den Darstellungen Graph undTa-
belle. Beim Arbeiten mit der Tabell e kann dabei noch zwischen der numerischen undsymbo-
li schen Ebene unterschieden werden.

e Arbeiten auf der Objektebene

Ein TKP unterstiitzt insbesondere das Arbeiten mit diskreten Funktionen und Folgen (bzw.
deren Darstellungen). Bei einer Analyse der Arbeitsweisen mit diesen Objekten kann de in
Kapitel 3.3 keschriebene Einteilung ,, algorithmisch”, iterativ® und, funktional“ zugrunde ge-
legt werden. So konren durch Anklicken undVerknipfen gedgneter in Beziehung stehender
Zellen iterative Gesetzméaldigkeiten erfasg werden. Indem eine Folge durch Kopieren der ent-
sprechenden Zell beziige mit Hilfe e@nes TKP tabell arisch dargestellt wird, wird algorithmisch
geabeitet. Funktionales Arbeiten unfasg zum einen das TKP-unterstiitzte Ablesen aus gra-
phischen ockr tabell arischen Darstellungen, wobei lokale Aspekte betont werden.*®? Zum an-
deren bezieht sich funktionales Arbeiten auf Funktionen als,, Ganzes*, indem der Einflussvon
Parametern auf graphische oder tabell arische Darstell ungen analysiert wird.

In den okgen Ausfuihrungen zeigt sich eine enge Verzahnurg der drei Dimensionen des Ar-
beitens. Da Objekte bzw. deren Darstellungen im Rahmen urserer Untersuchung durch das
Werkzeug TKP erzeugt werden, kann das Arbeiten mit dem Objekt nicht unabhéngig vom
Arbeiten mit Darstellungen und aem Werkzeug gesehen werden. Dies geht im Einklang mit
den Grundhesen des smiotischen Ansatzes, nach denen es , kein Denken ohre Zeichen* und
damit keine Objekte ohre Darstell ungen geben kann (vgl. Hoffmann 200).#°

18Lvgl. Holzl 1994 S. 224 ff. Es handelt sich hierbei um Handlungsweisen, die — wie Hélzl betont — auch im
traditionellen Mathematikunterricht beobacdhtbar sind, die aer in Verbindung mit dem neuen Lernkontext mdg-
licherweise deutlicher hervortreten.

182 Das Ablesen von Funktionswerten aus graphischen Darstell ungen wird unterstiitzt, indem einzelne Koordina-
ten eines Funktionsgraphen durch das Deuten mit dem Cursor auf den entsprechenden Koordinatenpunkt auto-
matisch angezegt werden.

183 Bei der im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchung (vgl. Kap. 5) wird allerdings der Versuch
unternommen, jeweil s eine der Dimensionen in den Vordergrund zu stellen urd zu betonen. Dabel werden dann
die Parameter dieser Dimension variiert, wohingegen die der anderen Dimensionen mdgli chst konstant gehalten
werden.
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Computerlernumgeburgen, de durch einen Lernenden in der Interaktion selbststandig er-
schlossen werden konren, werden in der didaktischen Literatur auch als Mikrowelten be-
zeichnet.*® Diese Mikrowelten erméglichen wichtige situative Erfahrungen mit spezifischen
Prototypen und kénen das Bilden von ,situated abstradions*'®® (Hoyles & Noss1992 un-
terstitzen. Berticksichtigt man jedoch die Bereichsgebundenheit des Lernens, so kann ncht
davon ausgegangen werden, dassWisen, das in desem Kontext erworben wurde, einfach in
andere Welten (wie dwa die traditionellen , Bleistift-und-Papier-Welt*) Ubertragen werden
kann. Daher mussdem Transfer zwischen desen Welten eine besondere Beattung geschenkt
werden. Im Rahmen dieser Arbeit interesgeren insbesondere Ubersetzungsprozesse zwischen
der formalen algebraischen und dr TKP-spezifischen Notation.

4.5 Zusammenfasang

TKP bieten vielféltige didaktisch-method sche Mdgli chkeiten im Umgang mit diskreten Ob-
jekten. So stellen TKP gegenstandliche Prototypen (, Darstellungen®) as kognitive und am
Computer ,, ausgel agerte” Werkzeuge fir den Umgang mit Begriffen zur Verfigung und keto-
nen ein Arbeiten auf einer , vorformalen* numerischen undgraphischen Ebene. Dartiber hin-
aus eignen sie sich in besonderer Weise zur Redisierung eines experimentellen Mathematik-
unterrichts im Sinne des operativen Prinzips wie zur Entwicklung von Lernumgebungen,
die Lernenden die Moglichkeit bieten, sich aktiv undindiviuell mit den Lerninhalten ausein-
ander zu setzen. Ob undwie Schiler diese Moglichkeiten nuzen, welches Verstéandns und
welche Vorstellungen sie entwickeln undinwiefern es zu Problemen beim Transfer zwischen
TKP-Mikrowelt und traditioneller , Bleistift-und-Papier-Welt* kommt, 1&8sg sich letztendlich
nur empirisch Kéren. Zur Analyse des Schilerhandelns kann dbbei das in Kapitel 3 vorge-
stellte Konzept der Arbeitsweisen verwendet werden.

Ziel einer empirischen Untersuchung ist es nun, Arbeitsweisen von Schilern sowie deren
Begriffsverstdndnis beim Umgang mit einer speziellen inhaltlichen Thematik (Differenzen-
folgen) konkret zu urtersuchen. Diese Untersuchung wird im nachsten Kapitel vorgestellt.

184 vgl. Papert 1980 Der Begriff Mikrowelt ist jedoch keineswegs eindeutig. Zu einem kurzen geschichtlichen
Abrissder Entwicklungdieses Begriffsim Kontext der Programmiersprache Logo vgl. Hoyles 1993

185 Unter dem Begriff , situated abstradtion* verstehen Hoyles und Noss,,[..] the first step in constructing a ma-
thematicd generalisation. It is stuated in that the knowledge is defined by adions within a ntext but it is an
abstradion in that the description is not a routinised report of adion but exemplifies the students' refledions on
their adions as they strive to communicate with ead other and with the computer” (Hoyles 1994 S. 174). Eine
derartige situative Abstraktion zeigt sich etwa in dem von Hoyles, Sutherland und Hedy (1991) beschriebenen
Unterrichtsversuch zur Behandlung der Polygonalzahlen (vgl. Kap. 4.1.1). So konnten die beiden Schilerinnen
die rekursive Gesetzméaldigkeit zwar nicht formal algebraisch, wohl aber mit Gesten urd mit der ,, Excd-Sprache"
erfasen.
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5 Planung und Durchfiihrung d er empirischen Untersuchung

Das Ziel der im Rahmen deser Arbeit durchgefihrten empirischen Untersuchung ist es, die
Arbeitsweisen und @s Verstéandns von Schilern im Umgang mit einer auf dem Tabell enkal-
kulationsprogramm (TKP) Excd basierenden Lernumgebung zu einem ausgewahlten dskre-
ten Lerngegenstand zu erfassen und zu analysieren. Die mit der Untersuchung verbundenen
Fragestellungen, de zugrunce liegende Methode und de Uberlegungen zu Datenerhebung
und -auswertung werden im Folgenden erlautert, undes werden de betelli gten Lerngruppen
vorgestellt. Im Zentrum der empirischen Untersuchung stand der Begriff der , Diff erenzen-
funktion® (vgl. Kap. 2.3.3. Das zu desem Zwed korzipierte Lern- und Versuchsprogramm
wird ausfuhrlich in Kapitel 5.6 vagestellt. Abschlie?end wird Uker die Durchfiihrung der
Untersuchung berichtet.

5.1 Fragestellungen

Anschlief}end an de Uberlegungen aus Kapitel 4.4 interesseren drei verschiedene Ebenen des
Arbeitens:

* Objekebene: Arbeiten mit den Differenzenfolgen/-funktionen;
» Darstellungsebene: Arbeiten mit den Darstellungen Graph undTabell g
»  Werkzeugebene: Arbeiten mit dem TKP Excd.

Diese drel Ebenen sollen im Hinblick auf das erreichte bzw. zugrunde liegende Verstandnis,
d. h. de Problemldseféhigkeit sowie die Kenntnisse tiber bzw. Vorstellungen von Eigenschaf-
ten der Folgen/Z-Funktionen und Diff erenzenfol gen/-funktionen, interpretiert werden. Insbe-
sondere sollen Beziehurgen zwischen den Arbeitsweisen und eém Verstdndnis der Schiiler
aufgededkt werden. Diese Interpretation erfolgt auf der Basis der Verstandnismodelle von
Vollrath undSkemp (vgl. Kap. 3.4 und lerticksichtigt neben den Arbeitsweisen auch verbale,
schriftlich fixierte AuRerungen der Schiller. Das folgende Modell gibt die Interessensschwer-
punkte der empirischen Untersuchung schematisch wieder:

Verbale
Beschreibungen \
Arbeitsweisen <) Verstandnis
/ Werkzeug \ : / \
: Kenntnise/ Probleml 6se-
Obj ekt Darstellung Vorstell ungen fahigkeit

Abb. 38: Interesensschwerpunkte der empirischen Untersuchung
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Vor dem Hintergrund deses Modell s lassen sich die Fragestellungen der Untersuchung weiter
prazisieren:
Im Hinblick auf die Arbeitsweisen:

* Wie abeiten de Schiler mit den mathematischen Objekten Folge/Z-Funktion, Differen-
zenfolge/-funktion? Welche inhaltlichen Probleme egeben sich beim agorithmischen,
iterativen undfunktionalen Arbeiten?

* Wie abeiten de Schiler mit den Darstellungen? Gibt es bevorzugte Darstellungen? Las-
sen sich Strategien beim Verwenden der Darstell ungen feststellen?

* Nutzen de Schiler die technischen Bedienungselemente des Werkzeugs (Roll balken, Hil-
fe-Schaltfladhen etc.) undwie nutzen sie diese? Welche Probleme egeben sich dabei?

Im Hinblick auf das Verstandnis;

« Konren Schiler das Anderungsverhalten einer Folge/Z-Funktion mit Hilfe der Differen-
zenfolge/-funktion beschreiben?

e Erkennen Schiler Beziehurgen zwischen (lokalen, globalen) Eigenschaften von Fol-
gen/Z-Funktionen und dkren Diff erenzenfolgen/-funktionen, und kdnen sie diese begriin-
den?

e Konren Schiler Beziehungen zwischen einer Folge/Z-Funktion und @ren Diff erenzen-
folge/-funktion zum Ldsen einfadcher Probleme a@nsetzen?

e Wie begrinden de Schiler Beziehumgen zwischen Eigenschaften von Fol-
gen/Z-Funktionen und dren Differenzenfolgen/-funktion? Argumentieren sie darstel-
lungsabhéngig oder eher darstellungsunabhéngig? Welche Sichtweisen auf die Eigen-
schaften der Funktionen zeigen sich?

« Erkennen Schiler die heuristische Bedeutung des Diff erenzenfolgenkorzepts beim Ldsen
von Z&hlproblemen?

e Auf welche Problemldseféhigkeiten deuten die Strategien der Schiler im Rahmen von
Problemltseprozessen hin?

5.2 Zur Methode der empirischen Untersuchung

Es gibt bisher nur wenige anpirische Untersuchurngen, de sich mit Denk- undHand ungspro-
zesen von Schulern beim computerunterstiitzten Lernen auseinander setzen. Die vorliegen-
den Arbeiten urterscheiden sich sowohl im Hinblick auf die verwendeten Computerpro-
gramme und de behandelten mathematischen Inhalte ds auch hinsichtlich der theoretischen
Orientierung und dem method schen Vorgehen. So befasge sich Holzl (1994 mit der Analyse
von Lernprozessen beim Einsatz dynamischer Geometrie-Software im Bereich der Mittelstu-
fengeometrie. Verschiedene Untersuchungen beschéftigten sich mit dem Umgang von Schii-
lern mit Computeralgebrasystemen im Rahmen des Analysisunterrichts bzw. beim Umgang
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mit dem Funktionsbegriff, wobel den begrifflichen undtednischen Schwierigkeiten der Ler-
nenden besondere Beaditung geschenkt wurde (vgl. v. Hofe 1998, 1999, Warmuth 1995
Weigand 199%). In jlngerer Zeit findet man erste umfassendere Untersuchungen zu Arbeits-
weisen von Schilern beim Problemlésen mit einem TKP (vgl. Weigand 1999b,Weigand &
Thies 2001). Wahrend es sch bel den meisten der vorstehend genannten Untersuchungen um
qualitative Fall studien handelt, die durch Videoaufzeichnurgen dokumentiert wurden % ver-
wendete Weigand (199%, 19990 erstmals ein Aufzeichnurgsinstrument'®’, das es mit einem
vertretbaren Zeitaufwand erlaubte, Daten bei einer grofieren Schilergruppe zu erheben. Damit
waren sowohl qualitative ds auch quantitative Aussagen Uber die Arbeitsweisen der Proban-
den moglich.

Die Ergebnise der bisherigen Studien kénren aufgrund der heterogenen Untersuchungs-
schwerpunke nur m. E. zur Beantwortung der im Rahmen dieser empirischen Untersuchung
interesserenden Fragestellungen hinzugezogen werden undals Ausgangspunk von Hypothe-
senbildung und -tests dienen. Wir verstehen de Untersuchung daher in erster Linie ds eine
explorative Studie. Damit ist das ,,mehr oder weniger systematische Sammeln von Informati-
onen Uber einen Untersuchungsgegenstand gemeint, das die Formulierung von Hypothesen
und Theorien varbereitet” (Bortz & Doéring 1995,S. 330. Explorative Untersuchungen kon-
nen sich zum Zwedk der Hypaothesenbildung sowohl mit vorhandenen Theorien (theorieba-
sierte Exploration) as auch mit bekannten Methoden (methodenbasierte Exploration) ausein-
ander setzen. Weiterhin — und dese Strategie steht bei dieser Untersuchung im Vordergrund—
konren explorative Untersuchungen auch bei der eingehenden Beobadhtung des Untersu-
chungsgegenstands und der Erhebung quantitativen und qualitativen Datenmaterials anknip-
fen (empiriebasierte Exploration).*®® Durch eine Analyse quantitativen Datenmaterials lassn
sich in desem Zusammenhang bisher unberticksichtigte Muster aufdedken und duch eine
gedgnete tabell arische oder graphische Darstell ung sichtbar maden. Qualit atives Datenmate-
rial*®® kann mit dem Ziel aufbereitet werden, wichtige Aspekte oder typische Merkmal skom-
binationen (Strukturen) aufzudedken, Zusammenhénge zwischen Ereignisseen und Phénome-
nen festzustellen sowie die Verdnderung von Merkmalskonfigurationen im Verlauf der Zeit
im Rahmen vonLangsschnittstudien zu beschreiben.

Indem qualitativ erhobenes Material im Rahmen einer umfassenden Datenanalyse quantifi-
ziert und quantitativ weiterverarbeitet wird, konren quelitative und quantitative Methoden
miteinander verbunden werden (vgl. auch Kap. 5.4. So konren Texte hinsichtlich einiger

'8 |n diesem Zusammenhang wurden insbesondere der sozialen Interaktion urd der Kommunikation der Schiier
besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

187 Es handelt sich hierbei um das Programm ScreenCam der Firma Lotus (vgl. auch Kap. 5.3.2).

188 7u einer umfasseenden Behandlung des Themas , Hypothesengewinnung ur Theoriebildung' vgl. Bortz &
Doring 1995 S. 327ff.

189 Bortz & Déring (1995 S. 272) verstehen hierunter nicht-numerisches Material, insbesondere , Texte" wie
Beobadtungsprotokoll e, Interviewtexte dc.
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ausgewdhlter Merkmale ausgezéhlt und damit statistischen Vergleichsmethoden zugénglich
gemadht werden **° Eine andere Mgl chkeit zur Quantifizierung qualitativ erhobener Daten
besteht darin, das Materia in bereits feststehende oder im Verlauf der Datenanalyse est ent-
wickelte Kategorien einzusortieren. Die Anayse der Haufigkeitsvertellungen Uber diesen Ka
tegorien ermdgli cht dann elnen ersten quantitativen Gesamteindruck Uber das Datenmaterial.
Wenngleich explorative Untersuchurngen in erster Linie der Hypothesengewinnungund Theo-
riebildung dienen, verzichten sie dabel keineswegs auf eine theoretische (V orab-)Analyse des
Forschungsgegenstands. ,,Allein de Auswahl derjenigen Variablen, de in den explorierten
Datensatz aufgenommen werden, de Art und Weise ihrer Operationalisierung und Messung
oder die Selektion vonUntersuchurgsobjekten ist von teil s impli ziten, teil s expli ziten VVoran-
nahmen und Theorien geleitet. Der Unterschied besteht all erdings darin, dass dieses theore-
tische Vorverstdndns noch nicht so weit elaboriert und fokusgert ist, dass sch operationale
und schliefdi ch auch statistische Hypothesen formulieren lassen, de aner Signifikanzprifung
unterzogen werden komten* (Bortz & Doéring 1995,S. 332.

Auch in de hier vorgestellte ampirische Untersuchung fli eRen theoretische Uberlegungen ein.
S0 begriindet sich das Interesse fir die Arbeitsweisen von Schilern im Umgang mit TKP in
der Bedeutung von Handlungen fur die kognitive Konstruktion vonBegriffen und Operatio-
nen (vgl. Kap. 3 sowie den ddaktisch-method schen Mdgli chkeiten beim Einsatz dieses neu-
en Werkzeugs (vgl. Kap. 4). Statt des Begriffs ,,Handung”“ verwenden wir in desem Zusam-
menhang den Begriff , Arbeitsweisen”, der stérker an tatsadlich beobadtbare Handungen
gebuncen ist undim Hinblick auf die Untersuchungsfragen in Kapitel 5.1 nah weiter opera
tionalisiert werden kann (vgl. Tab. 4).

Arbeitsweisen
Arbeiten auf der Arbeiten auf der Arbeiten auf der
Objektebene Dar stellungsebene Werkzeugebene
Algorithmisches Arbeiten | Inhaltliche | Anzahl und Art | Strategienim Verwenden der Tedhnische
Funktionales Arbeiten Probleme | der gewdhlten | Umgang mit den | (technischen) Be- | Probleme
Iteratives Arbeiten Darstellungen | Darstellungen dienungselemente
des Werkzeugs

Tab. 4: Analyse der Arbeitsweisen auf drei Ebenen

Auch bei der Analyse des Verstandnisses werden mit den Modellen von Skemp undVollrath
theoreti sche Konzepte hinzugezogen, de—wiein Kap. 3.4 lerausgestellt — eine Beschreiburg
des Verstehens durch gewisse nachpriifbare Fahigkeiten undKenntnisse elauben. Diese F&
higkeiten undKenntnisse lasen sich duch de engangs dieses Kapitels beschriebenen Fra-
gen konkretisieren und @mit bestimmten Stufen des V erstehens zuordnen.

199 Hierzu wird meist eine quantitative Inhaltsanalyse @ngesetzt (vgl. Bortz & Déring 1995 S. 138ff.).
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5.3 Uberlegungen zur Datenerhebung

Im Zentrum der Untersuchung steht die Analyse der Arbeitsweisen der Probanden beim Um-
gang mit einer TKP-gestiitzten Lernumgeburg. Es gdellt sich somit zunadst die Frage, wie
diese Daten erhoben undaufgezeichnet werden konren.

5.31 Beobachtungsform

Eine der wichtigsten Grundedhniken zur Erhebung quditativen Datenmaterials gellt neben
der nicht-standardisierten oder halb-standardisierten Befragung die Methode der Beobadtung
dar.®* Beobachtungsmethoden werden insbesondere zur Erfassung von Verhaltensweisen
eingesetzt und bl den daher im Hinblick auf unsere Untersuchurgsziele einen gedgneten Rah-
men.

Innerhalb deses Rahmens snd weitere Entscheidungen hinsichtlich der Form der Beobad-
tung notwendig.**? Grundsétzli ch gibt es hierbei verschiedene Alternativen. So ist es méglich,
die Untersuchurg in der natlrlichen Umgebung der Schiler, aso im Klassenraum, durchzu-
fuhren (Feldbeobaditung). In Form einer Unterrichtssequenz werden die Schiler durch de
Versuchdeterin mit dem Thema , Differenzenfunktionen” vertraut gemadit. Ausgewahlte
Problemstellungen oder Modu e werden mit Hilfe des Rechners beabeitet, wobei es das um-
fassende und kanplexe Thema nahe legt, die individuelle Arbeit am Computer immer wieder
durch dternative Arbeits- und Sozialformen abzuldsen. Bei diesem methodschen Vorgehen
ist jedoch zu bedenken, dassdurch de &tive Tellnahme der Versuchdeiterin am Unterrichts-
geschehen Sicht- und Arbeitsweisen der Schiler beanflusg werden kénren. Da man aber an
individuellen und,, sportanen” Arbeitsweisen, Losungsdrategien und Argumentationen inte-
ressiert ist, stolt die obige Methode an Grenzen. Eine Beobadhtung im schulischen Umfeld
wirft dartiber hinaus auch organisatorische Probleme auf, da die Computerréume der meisten
Schulen nu fur kleinere Gruppen eine ausreichende Anzahl an Redhnern hieten. Das Interesse
an individuellen Arbeitsweisen madt es jedoch erforderlich, dassfir jeden Schiler ein eige-
ner Computer bereitsteht. Aus diesen Grinden ist es snnvdl, die Untersuchung in Raumlich-
keiten wie dwa die oOffentlichen Computerraume aner Universitét zu verlagern, de diese
tedhnischen Vorausstzungen erfillen. Um die Bednflusaung durch de Versuchdeiterin zu
minimieren, empfiehlt es gch, das Untersuchungsprogramm sowohl als Test- as auch as
Lernprogramm zu koreipieren, so dass die gesamte Untersuchung durch das Arbeiten am

191 Einen Uberblick ber die verschiedenen qualitativen Datenerhebungsmethoden geben Bortz & Déring 1995
S. 282ff.

192 74 den verschiedenen Formen der Beobachtung vd. z. B. Lamnek 1993 S. 247 ff. Bei den urterschiedlichen
Beobadtungsformen orientiert man sich im Rahmen der Diff erenzierungsmethoden Wissenschaftli chkeit, Stan-
dardisierung, Transparenz, Beobacdterrolle, Partizipationsgrad, Reditétsbezug urd Natirlichkeit der Situation
unterschiedlich stark an quadlitativen bzw. quantitativen Forschungmethoden. Diese Unterscheidungsmerkmale
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Redner redisiert werden kann. Dabel kann das Thema ,, Diff erenzenfunktionen nur exem-
plarisch behandelt werden, wobei jedoch duch eine geagnete Auswahl der Aufgaben erste
Eindriicke Uber die Arbeits- und Sichtweisen der Schiler gewonren werden kénren. Diese
Untersuchungsmethode geht zurtick auf einen Vorschlag von Weigand (1989, der in ener
empirischen Untersuchurng das Verstdndns von Schilern im Umgang mit Iterationen analy-
sierteund dabei ein speziell zu desem Zwedk konzipiertes Computerprogramm verwendete.
Das Versuchsdesign l&asg sich somit folgendermal3en beschreiben: Die Beobadhtung erfolgt in
einem kunstlich geschaffenen Umfeld (Laborbeobadhtung), in der die individuellen Arbeits-
weisen der Schiler erfass werden . Die Versuchsleiterin greift dabei soweit moglich nicht
in de Beabeitungsphase der Schiiler ein. Sieist jedoch in einer al gemeinen Einleitungs- und
Instruktionsphase explizit in de Situation eingebunden und @riber hinaus wahrend cer ge-
samten Beabeitungsphase im Untersuchungsraum anwesend, um auf mogli che Fragen einge-
hen zu kénren. Damit handelt es sch um eine Form der teilnehmenden Beobaditung, bei der
der Partizipationsgrad der Teil nahme zwischen aktiver und ssver Teil nahme variiert. Diese
Beobadtung verlauft offen, d. h. @n Schilern wird zu Beginn der Untersuchung mitgeteilt,
dassihre Arbeitsweisen am Computer aufgezeichnet werden.

5.32 Datenfixierung

Die Aufzeichnurg der Arbeitsweisen erfolgt Uber dasim Hintergrund mitlaufende undfir den
Probanden ,,unsichtbare® Programm ,, ScreenCam” der Firma Lotus. Mit diesem Programm
konren alle Aktivitdten des Computerbenutzers, d. h.alle Eingaben Uber Tastatur und Maus
in Form eines ,, Computerprotokalls* aufgezeichnet und abgespeichert werden. Fur die Aus-
wertung 1&s4 sich dann analysieren, ob undwie an Proband eine Aufgabe gelost hat, wie
lange & fur eine Aufgabe bendtigt hat, welche und wie viele Darstellungen er betradhtet hat,
wie haufig und wie lange & mit welchen Parametern experimentiert hat, wie und wann ein
Wedsel zwischen den Darstellungen erfolgte. Mit solchen Computerprotokallen ist es mog-
lich, Daten bel einer groferen Gruppe von Probanden zu erheben. Verglichen mit den Mdg-
lichkeiten einer Datenaufzeichnurg mit Videokameras, bel deren Einsatz man in der Regel
nur wenige Probanden beobachten kann und @rtber hinaus Probleme beim genauen Positi o-
nieren der Videokamera entstehen konren, stellen Computerprotokolle @nen wesentlichen

und damit auch die Extremtypen qualitativer und quantitativer Beobachtung sind jedoch — wie Lamnek hervor-
hebt — analytischer Natur. In der Reditét sind Kombinationen sowie diff erenziert-nuancierte Formen denkbar.

193 Das Arbeiten am Computer kann prinzipiell einzeln oder in Partnerarbeit erfolgen. Bei dieser Untersuchung
stehen individuelle Arbeitsweisen im Zentrum des Forschungsinteresses. Deshalb sind kooperative Beabeitun-
gen weniger gedgnet. Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass ein individuelles Arbeiten die Rekonstruktion
der Verstandnis- und Denkprozesse der Schiiler erschweren kann. Hier wéren verbale AuRerungen, wie sie bei
der Beabeitungin Paaen zu erwarten wéren, hilfreich. Dennoch meinen wir, dass $ch individuelle Denkprozes-
se und unterschiedliche Verstdndnisniveaus (in einem gewissen Rahmen) auch in den sichtbaren Arbeitsweisen
aulRern bzw. in sie hinein interpretiert werden kdnnen urd sich ferner in den urterschiedlichen verschriftlichten
Argumentationen widerspiegeln.
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organisatorischen Vorteil dar. Durch den Einbau eines Mikrofons lief3en sich auch verbale
AuRerungen der Probanden festhalten. Da wir uns in deser Untersuchung fir Einzelbeabei-
tungen entschieden haben, erscheint jedoch eine zusétzliche Spradhaufzeichnurg nicht not-
wendig.

Um die ehobenen Daten interpretativ auswerten zu koénren, muss das Computerprotokall
zunadhst in eine verschriftlichte Form Gberfihrt werden. Wahrend es fiir sprachliche Aule-
rungen verschiedene Transkriptionss/steme™* urterschiedli cher Genauigkeit gibt, sind Krite-
rien zur Analyse nonwerbalen Verhaltens erst zu entwickeln. Diese Kriterien soll en elnerseits
die Arbeitsweisen der Probanden moglichst umfassend wiedergeben, zum anderen aber das
komplexe Geschehen soweit reduzieren und vastrukturieren, dess das verschriftlichte Ver-
laufsprotokoll anschlief3end als Basis fur die Auswertung und Interpretation denen kann.
Ausgehend von ar Fragestellung und den verschiedenen Dimensionen des Arbeitens, bietet
es sch zunadst an, sdmtliche andeutig zu identifizierenden Aktivitéten wie Tastatureinga-
ben, Wedhsel zwischen Darstellungen undWedhsel zwischen den einzelnen Aufgaben sowie
das Betétigen der Hinweis- oder Losungs<chaltfléadhen zu ndieren. Dartiber kann das Bedie-
nen des Rollbalkens kenntlich gemadt werden. Hier ist eine a@ste Entscheidung notwendig,
wie genau das Arbeiten mit dem Rollbalken protokadlli ert wird. Sicher ist es nicht sinnvdl,
alle gewahlten Zahlenwerte zu ndieren, dazum Tell damit zu rechnen ist, dassder Rollbalken
sehr ausgiebig und moglicherweise auch urreflektiert bedient wird. In einem ersten Schritt
wird daher zunddhst nur die Art bzw. der Name des Parameters natiert, der mit dem Roll bal-
ken verandert wird. In Verbindurg mit einigen Fragestell ungen wird es dartiber hinaus erfor-
derlich sein, auch de tatsadlich gewahlten Zahlenwerte ndher zu analysieren, sowie mogli-
che (Reflexions-)Pausen des Schilers wahrend des Experimentierens mit den Parametern né-
her zu urtersuchen. In desen Féllen werden neben der Reihenfolge der variierten Parameter
auch de jewelligen , Zwischenwerte® natiert, die sich nadh dem Experimentieren mit den
betreffenden Roll balken ergeben. Zu den komplexeren Aktivitdten gehdren die Cursorbewe-
gungen, de durch de Steuerung mit der Computermaus entstehen. Die Positionierung des
Cursors auf dem Bildschirm kann ein Indiz dafir sein, auf welchen Bildauschnitt die Auf-
merksamkeit des Betradhters gerade gerichtet ist. So ist zum einen denkbar, dass mit dem
Cursor der gerade gelesene Aufgabentext ,, nachgefahren wird. Zum anderen kann das Ankli-
cken einzelner Tabellenwerte bzw. das Deuten mit dem Cursor auf bestimmte Koordinaten-
punkte, einen Hinweis auf die zugrunde liegenden funktionalen Betradhtungen geben. Nicht
alle Cursorbewegungen spiegeln zielgerichtetes und aufgabenbezogenes Handeln wider. Ziel-
lose Bil dschirmbewegungen, Scrollen mit den Bildlaufleisten oder auch der Aufruf eines an-

194 Ein Standard zur Verschriftlichung hat sich bisher aber hier noch richt durchgesetzt. Statt dessen scheint sich
der Fokus haufig zu stark auf eine mogli chst genaue Klassfikation von AuRerungen zu richten. Der damit ver-
bundene Aufwand steht oft in keinem Verhdltnis mehr zur interesderenden Fragestellung (vgl. Flick 19971,
S. 161f.).
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deren Programms snd cenkbar. In dem Verlaufsprotokal wird daher eine Kommentarspalte
eingeflgt, die Raum fir zusétzliche Bemerkungen bzw. ausfuhrliche Beschreilbungen hietet.
Die folgende Tabell e gibt einen Transkriptauschnitt im Sinne der oben beschriebenen Krite-
rien wieder.'*°

Zeit | Aug. s'to\elljlf L?ng Tabelle | Graph Kommentar Eingaben iber Tastatur
6.29 3b X
6.31 Der Cursor zegt auf das Intervall
X [5,6] und anschliefend auf den
Funktionswert D(5).
6.38 X
6.52 x Der Cursor zegt auf die Funkti-
onswerte D(5), D(6).
7.05 Eingabe des Anderungs-
werts 2
Markieren des Kontroll-
X kastchens ,, steigt"
Losungsiuberprifung mit  dem
»,OK-Button“. Es wird auf einen
Fehler hingewiesen.
7.20 X
7.27 « Eingabe des Anderungs-
werts 7
7.32 X Der Cursor zeigt auf die Funkti-
onswerte D(5), D(4), D(3)
7.37 Losungsiberprifung mit  dem
X ,OK-Button“. Die Eingabe wird
bestétigt.

Tab. 5: Transkriptausschnitt

5.4 Uberlegungen zur Auswertung der erhobenen Daten

Im Rahmen der Auswertung und Interpretation ces verschriftlichten Datenmaterials konren
verschiedene Methoden Anwendurg finden. Bedk und Maier (1994 beschreiben vier Typen
der Textinterpretation innerhalb der mathematikdidaktischen Forschung, die sich zum einen
in der Rolle der Theorie im Forschungsprozess und zum anderen in den zugrunde liegenden
Zielen der Untersuchung unterscheiden. Das Ziel kategoriengeleiteter und kategorienentwi-
ckelnder Interpretationsansétze ist in der Regel eine Beschreibung des gesamten Untersu-
churgsfelds. Bel der kategoriengeleiteten Interpretation , legt der Forscher vor Eintritt in de
Textanalyse begriffliche Kategorien fest, auf welche die im Text vorfindbaren Sinneinheiten
kodiert werden. Diese Kategorien werden also nicht aus dem Text gewonren, sondern
entspringen theoretischen Vorannahmen und beiben wéhrend des gesamten Kodiervorgangs
unverandert. So lasg sich das Ergebnis dieser Interpretation anschlief3end in einer Haufig-
keitsverteilung Uber die Kategorien guantifizieren” (a. a. O., S. 45). Auf der Basis dieser Hau-

195 Dieser Transkriptausschnitt wird im Rahmen der Auswertung(vgl. Kap. 6.3.2.3) genauer beschrieben.



5 Planung urd Durchfiihrung der empirischen Untersuchung 127

figkeitsverteilung kbnren Strukturen beschrieben oder zuvor aufgestellte Hypothesen mit sta
tistischen Mitteln geprift werden. Bel der Methode der kategorienentwickdnden Interpretati-
on,wird versucht, ohre explizite Vorgaben Sinneinheiten im Text zu isolieren undzu klass-
fizieren“ (a. a. O., S. 47). Dabel wird zwar nicht vallig theoriefrel vorgegangen, aber man
versucht, das theoretische Vorwisen bei der Kategorienfindurg moglichst zurlickzustell en.
Einer kategorienentwicklenden Interpretation kann eine kategoriengeleitete Interpretation
nachfolgen, indem das Datenmaterial mit dem entwickelten Kategoriensystem erneut analy-
siert und gegebenenfalls auch quantitativ ausgewertet wird. Wahrend de kategorienentwi-
ckelnde und de kategoriengeleitete Interpretation auf die Beschreibung des gesamten Daten-
materials ausgerichtet sind, steht bei der explorativ-paraphrasierenden und e systematisch-
extensionalen Textinterpretation de Charakterisierung einzelner Phdnomene und Strukturen
im Zentrum des Forschurgsinteresses (Fall studien). Dabel bezieht man sich bei der explora-
tiv-paraphrasierenden Textinterpretation in der Regel auf mathematische oder mathematikdi-
daktische Vorstellungen und Theorien, wohingegen man beim systematisch-exensionden
Vorgehen versucht, sich einer theoriegel eiteten Interpretation weitestgehend zu enthalten, und
bewusg mehrere Interpretationsmogli chkeiten anstrebt.

Im Rahmen urserer Untersuchung werden ale vier Methoden berticksichtigt. So wird beim
Feststellen der Art und Haufigkeit der gewahlten Darstellungen und ax Art des gewdhiten
Roll balkens (bzw. Parameters) kategoriengel eitet vorgegangen. Diese Kategorien entstammen
weniger theoretischen Modellen, sondern ergeben sich urmittelbar aus der Fragestellung und
der Konzeption des Untersuchungsprogramms.*®® Daneben interesseren wir uns fiir Arbeits-
weisen im Umgang mit den dskreten Objekten Folge/Z-Funktion und Differenzenfol-
ge/-funktion, de durch de Kategorien agorithmisch, iterativ und funktional beschrieben
werden konren. Auch bei der Interpretation des Verstdndnsses beziehen wir uns mit den Mo-
dellen von Vollrath und Skemp auf theoretische Konzepte, die gewisse Kategorien fur ver-
schiedene Verstandnisdufen bezw. -auspragungen angeben (Vollrath.: intuitiv, inhatli ch, in-
tegriert; formal; Skemp: instrumentell, relational, logisch). Ein kategorienbil dendes Vorgehen
ist in verschiedener Hinsicht erforderlich. So interesgert beim Arbeiten mit den verschiede-
nen Darstellungen neben der Art und der Anzahl der gewéhlten Darstellungen weiterhin, in
welcher Reihenfolge die Darstellungen im Problemldseprozess eingesetzt werden undob und
wann ein Strategiewedsel erfolgt. Zur Analyse der Strategien im Umgang mit Darstell ungen
und camit auch der Strategien im Umgang mit den mathematischen Objekten stehen keine
Kategoriensysteme zur Verfligung. Sie werden erst anhand der Daten entwickelt. Insbesonde-
re wird genauer zu urtersuchen sein, wie an zielgerichtetes Experimentieren voneinem unre-
flektierten Vorgehen nadch ,Versuch und Irrtum® abgegrenzt werden kann. Steht die techni-

19 Flick (1991, S. 165) unterscheidet drei Quellen der Kategorienbildung Erstens kdnnen Kategorien aus den
Daten gewonnen werden, zum Zweiten ergeben sie sich aus einem (vorab formulierten) theoretischen Modell.
Eine dritte Quell e fir Kategorien bildet die Fragestellung die der Ausgangspunkt der Untersuchungist.



5 Planung urd Durchfiihrung der empirischen Untersuchung 128

sche Komporente, das Arbeiten mit dem TKP, im Vordergrund, kann analysiert werden, ob
und wie die Bedienungselemente von Excd und de speziellen Hilfefunktionen des Lernpro-
gramms genutzt werden und welche Schwierigkeiten sich im Umgang mit dem neuartigen
Werkzeug ergeben. Auch hier werden Kategorien zu hilden sein. Ahnliches gilt bei der Ana-
lyse der inhaltli chen Probleme sowie bel der Suche nacdh typischen Argumentationsmustern in
den verbalen AuRerungen der Probanden.

Neben diesen Analysen, de das gesamte Datenmaterial betreffen, sollen interessante Félle
detailli erter anhand vonTranskriptausschnitten analysiert werden. Dabel wird man sich z. B.
beim Beschreiben ausgezeichneter Problemldsestrategien auf mathematische bzw. mathema-
tikdidaktische Vorstellungen bzw. Theorien und lereits vorhandene Kategorien beziehen
konren (explorativ-paraphrasierende Interpretation). Dagegen wird eine sinnvdle Analyse der
Cursorbewegungen generell nur in Einzelféllen moglich sein, wobel man sich bei der Inter-
pretation bewusg sein muss dass $ch duchaus verschiedene Absichten undVorstellungen
hinter den Aktivitéten der Probanden verbergen kdnren (systematisch-extensionale Interpreta-
tion).

5.5 Versuchstellnehmer

Das Forschungsinteresse richtet sich in erster Linie auf die Arbeitsweisen von Schilern. Um
erste Erfahrungen tber Arbeitsweisen von Lernenden mit dem Lernprogramm ,, Diff erenzen-
funktionen” zu sammeln undauch um die Qualitét des Lernprogramms besser einschétzen zu
kénren, wurde im Sommersemester 1999 zunadhst eine Voruntersuchung mit Studierenden
durchgefuhrt. Die Beobadhtungen sollten dazu genutzt werden, das Programm zu Uberarbeiten
und zu verbessern. Daneben war es ein Anliegen der Voruntersuchung, einen Uberblick Gber
die Arbeitsweisen der Studierenden zu erhalten. Damit sollte e@n Vergleich mit den Arbeits-
weisen von Schulern ermdglicht und insbesondere der Einfluss unterschiedlicher Vorkennt-

nis='®’ untersucht werden.

5.51 Studierende

Die Probandengruppe der Studierenden setzte sich aus Teillnehmern der 2-stiindgen Veran-
staltung ,,Computer im Mathematikunterricht® zusammen. Es handelte sich hierbei um 59
Studierende des Fachs Mathematik fur die Lehramter Grundschule, Haupt- und Redschule,
Gymnasium sowie Sonderschule. Die Tellnahme ar der Untersuchung war ein Teil des in
diesem Semester zu erbringenden Leistungsnachweises. In der Vorlesung wurde zunachst ein
Einblick in de technische Struktur und de wesentlichen Befehle des TKP Excd gegeben und

197 So war zu erwarten, dassdie Studierenden im Umgang mit Funktionen (insbesondere auch mit Folgen) und
deren Darstellungen vertrauter waren as die Schiler. Im Gegensatz zu den Schilern besal3en sie aidem Kennt-
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das Programm unter didaktischen Gesichtspunken dskutiert. Zum Erlernen und Uben des
praktischen Umgangs mit Excd stand den Studierenden ein Lernprogramm zur Verfligung,
das die gleiche Benutzeroberfladhe wie das Untersuchurgsprogramm besal3. Im Rahmen einer
Ubungsgunde hatten diese Studierenden anschlief3end de Aufgabe, das Lernprogramm ,, Dif-
ferenzenfunktionen* zu beabeiten.

5.52 Schuler

Der Hauptuntersuchung wurde mit drel Klassen der 11. Jahrgangsgufe aus drei verschiedenen
Giel3ener Schulen duchgefuhrt. Insgesamt waren 53 Schiler an der Untersuchung beteili gt:

Schule A — 14 Schiler — Integrierte Gesamtschule;
SchuleB — 22 Schiler — Additive Gesamtschule;
SchuleC — 17 Schiler — Additive Gesamtschule (Informatikkurs).

Alle drei Klassen hatten zum Zeitpunkt der Untersuchung die Differenziaredinurg noch
nicht behandelt. Wahrend de Schiler der Schule C — nach Angaben des Fadchlehrers — bereits
vertiefte Kenntnisse in Excd besal3en, hette nur ein Teil der Schiler der Schulen A undB im
Rahmen von Informatikkursen erste Erfahrungen im Umgang mit einem Tabell enkalkulati-
onsprogramm gesammelt. Diese Klasen wurden an ihren jewelligen Schulen von dr Ver-
suchsleiterin eine Woche vor der Untersuchung in die grundegende Bedienung des TKP Ex-
cd eingefihrt. Im Rahmen einer eigenen Unterrichtseinheit wurden dazu zundchst die Pro-
grammoberfladhe und de wesentlichen Befehle anhand von Beispielen vorgestellt. Im An-
schlusskonnten die Schiler mit Hilfe des bereits bei den Studierenden eingesetzten Lernpro-
gramms noch einmal den technischen Umgang mit Excd Uben undsich mit der Programm-
oberflache und Steuerung vertraut machen. Bei den Schulern der Schule C wurde aif eine
eigene Wiederholung verzichtet. Die Schiler hatten aber die Gelegenheit, sich auf freiwilli ger
Basis mit dem Lernprogramm zu Excd zu beschéftigen.

5.6 Lern-und Versuchsumgebung

Im Hinblick auf die Bedeutung des Folgenbegriffs und der Begriffe Differenzenfol-
ge/Differenzenfunktion sowohl beim Problemlésen a's auch in Verbindurg mit einer Vorbe-
reitung kontinuierlicher Konzepte ais dem Bereich der Differenzialrechnurg (vgl. Kap. 2.2.1
und 2.3.3, wurde auf der Basis des TKP Excd ein Lern- undVersuchsprogranm zum Thema
» Differenzenfunktionen” konzipiert. Der Begriff der Diff erenzenfolge war den Probanden aus
ihrem bisherigen Unterricht bzw. ihrem bisherigen Studium nicht bekannt. Das Programm
stellte insofern ein Lernprogramm dar, als es die Probanden zunéchst schrittweise in den in-

nise in der Differenzialrechnung so dass unterschiedliche Argumentationsmuster beim Beschreiben der Eigen-
schaften von Diff erenzenfunktionen zu erwarten waren.
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haltli ch neuen Themenkomplex eingefuihrte. Dartiber hinaus diente es as Versuchsumgebung,
in der das Arbeiten auf der Objekt-, Darstellungs- und Werkzeugebene untersucht werden
konrte. Das Programm kannin einer ersten Ubersicht wie folgt beschrieben werden:

1. Teil: Einfuhrung (Aufgabe 1)

Die Schiler lernen den Begriff der Folge und ceren Differenzenfolge kennen undwerden in
die Bedienung des Lernprogramms eingeftihrt.

2. Teil: Arbeiten mit Darstellungen von Folgen/Z-Funktionen und Differenzenfolgen/-
funktionen (Aufgabe 2, 3, 9

Das Konzept der Differenzenfolgen wird um das der Differenzenfunktionen erweitert. Die
Schiler sollen Differenzenfolgen/-funktionen berechnen sowie Beziehungen zwischen Eigen-
schaften von Differenzenfolgen/-funktionen und aren Ausgangsfolgen/-funktionen anhand
verschiedener Darstellungen erkennen und leschreiben.

3. Teil: Losen eines Zahlproblems (Aufgabe 4)

Die Schiler sollen ein Zéhlproblem losen, d. h.eine rekursive und explizite Darstellung der
Zéhlfolge angeben. In Zusammenhang mit der Suche nadh einer expliziten Formel werden
verschiedene Impulse zur Lésungsfindurg gegeben. Dabel konren de Schiler ihre Kenntnis-
se Uber Z-Funktionen undDifferenzenfunktionen anwenden.

Da die Ergebniss des Vortests mit den Studierenden — wie geplant — zu einer Uberarbeitung
des Versuchsprogramms fuhrten, urterscheiden sich Umfang und auch die Formulierungen
der einzelnen Aufgaben bei der Programmversion der Studierenden von denen der Schiler.
Die Testversionen der Schilergruppen A/B und der Schilergruppe C sind im Wesentlichen
vergleichbar. Es wurden beim Testprogramm der Gruppe C jedoch noch einige geringfligige
Anderungen vorgenommen. Die Hintergriinde fiir die Modifizierung der Programme und de
Art der vorgenommenen Anderungen werden in Kapitel 5.7 erlautert. Im Folgenden werden
die Untersuchungsfragen und-ziele in Zusammenhang mit den einzelnen Aufgaben diskutiert.
Es handelt sich dabei um die Aufgaben, de dem Test mit den Schilergruppen A und B
zugrunce lagen.
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5.61 Aufgabe 1: Die Streichholzfolge

Die este Aufgabe dient dazu, de Probanden in de inhaltlich neue Thematik einzuftihren urd
die grundegenden Elemente des Werkzeugs Excd vorzustellen. Im Mittelpunkt der Aufgabe
steht die , Streichhdzfolge”, ein einfaches Zahlproblem, dem ein lineaer Zusammenhang
zugrunck liegt. Diese Aufgabe ealaubt bewusg wenig Variationsmogli chkeiten, damit sicher-
gestellt i st, dassdie Probanden de Aufmerksamkeit auf die relevanten (neuen) Inhalte richten.
Aus diesem Grundwerden die Lésungen deser Aufgabe in der Auswertung nur zum Teil und
hauptsadlich nu unter werkzeugspezifischen Aspekten berticksichtigt. Im Folgenden werden
die anzelnen Aufgabentelle sowie die damit verbundenen Ideen und Ziele detalilli ert be-
schrieben.

a) Beschreiben Sein Worten, wie sich die Anzahl der Streichhdlzer von Stufe a1 Stufe
andert.

] Dstel Bearbeiten anscht Enfugen Format Extras Daten Eenster 2 =lslx|

a1 - =
o A B T E | 5] I E I 3 | G | H | I J =
] /|
1] Aufgabe la ||
(3 S
B H L
s L Il
== Die Abbildung rechts stellt den || |_| |—| I—I
g | schrittweisen Aufbau der ersten 5 | | o —
[10| | Stufen einer "Streichholzleiter" dar. | | I |_| I_I
11
o - nnn
13
[ 14 n=1 n=2 n=3 n=4 nz=5
[ 15
16
[z a) Beschreiben SieinWorten, wie sich die Anzahl der Streichhélzer von Stufe zu Stufe &ndert
18
[12]
)
20 Geben Sie lhre Antwiort
% hier ein |
[24]
=] -—
=
||
3
<< | > <t vor > |
L«l [ LIJJ

Abb. 39: Aufgabe 1a

Im Rahmen des ersten Aufgabenteil s lernen Probanden de Streichhdzfolge ds Figurenmus-
ter kennen. Die Probanden sollen de zugrunce liegende Gesetzmaldigkeit auf der ikonischen
Ebene afasen und \erbal formulieren.
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b) Berednen Sein der Tabelle die Anzahl der Streichholzer in Stufe 1, 2, 3, ..mit &-
ner Formel.

|[®7 patei Bearbetten anscht Enfiigen Format Extras Daten Fenster 2 =lalx
a1 = =
Al B [ © 6 [ E [ F [ & [ A [ T [ & [
o '
21| Aufgabe 1b
[=] b) Berechnen Sie in der Tabelle links die Anzahl der Streichhdlzer
| Stufe | Anzahl in Stufe 1, 2, 3....mit einer Formel.
[ 1
2 .
=80 3
(9 4 Wieviele Streichhalzer sind es in der ersten Stufe ?
% g Tragen Sie diese Zahl in Zelle C6 ein
[ 12| 7 Berechnen Sie nunin Zelle €7 mit einer Formel
[ 12| 8 die Anzahl der Streichhélzer der 2. Stufe.
[14] 9 Greifen Sie dabei auf die Anzahl der Streichhélzer
L5 0 der 1. Stufe, d.h. auf Zelle C6, zuriick
16 "
% g Zu Beginn jeder Formel steht ein Gleichheitszeichen !
{19 12 Kopieren Sie diese Formel in die Zellen C8 bis C26. -
20
[21] 16 Hinweis
[2z] 17 Zellen kopieren
2 e Erst selbst probi
= 19 rst selbst probieren, -
25| 20 dann klicken | Edsung
[ 21
(7] << [ »» <-Zuriick| Vor >
2
Il 1 aar

Abb. 40: Aufgabe 1b

Die Probanden sollen hier die rekursive Gesetzméldigkeit der Streichhdzfolge mit Hilfe rela-
tiver Zellbeziige afasen. Die Formel soll zur Berechnurg der ersten 21 Folgenglieder ge-
nutzt werden, indem sie in de entsprechenden Zellen kopert wird. Die Aufgabenstellung
wird duch einen Informationstext sowie @énen , Hinweis-Button" erganzt. Damit werden de
beiden tedhnischen Besonderheiten ,relative Zellbeziige® und ,Zellen kogeren® erlautert.
Diese Informationen denen as Hilfestellungen und sollen de Probanden mit der Verwen-
dung des Werkzeugs TKP (wieder) vertraut machen.

c) Wieviele Streichhdlzer braucht man fur eine Leiter mit 12 Sprossn?
d) Wieviele Sprossen hat eine Leiter, fur die 60 Streichholzer zur Verfiigung stehen?

|7 patei Bearbeiten arsicht Einfugen Format Extras Daten Eerster 2 _la 5]‘
a1 | =
A B T £ I [1] | E | F | [} | H | T [ J I [
7 |
2| Aufgabe 1c/d | in derTabelle links werden Ihre Eingaben von Aufgabe 1b angezeigt...
3
[=| [Stufe [ Anzahr]| »~
[ 6 1 0
[z 2 i <) Wieviele Streichhalzer braucht man fr eine
| 3 a Leiter mit 12 Sprossen ?
9 4 0
ML s g
[ 6 D Anwortc): [ ] oK
[12] 7 0
[MEE| 8 0
[14] ] 0
15 10 0
s 1 ] d) Wieviele Sprossen hat eine Leiter, fur die 60
E 12 a Streichhdlzer zur Yerfiigung stehen ?
[ 18] 13 0
[18] 14 0 J |
2 15 0 Antwortd): [ | L‘
[21 16 0
22 7 0 . q
|22 !
5 18 ] g Hlnw9|§ Y :
[ 24 19 i] Beenden Sie |hre Eingaben mit
— 20 ] ENTER!
|26 21 0
271 < > <-Zuriick| Yor >
2
29 -
R i aft

Abb. 41: Aufgabe 1c und 1d

Die Aufgabenteile 1c und 1d dlenen dazu, das Arbeiten mit Tabellen zu Gbken. In desem Zu-
sammenhang sollen ,einfache” Informationen Uber die Streichhdzfolge aus der Tabelle ent-
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nommen werden. Die Folgenglieder missen hierzu nicht mehr neu berechnet werden, sie
werden automatisch von der Tabelle in Aufgabentell 1b Gkernommen. Dabei prift das Pro-
gramm jedoch nicht, ob alle Folgenglieder richtig bestimmt wurden. Somit kann gegebenen-
falls auch ein richtiges Lesen der Tabelle zu einem fehlerhaften Ergebnis fihren. Dies wird
bei einer Losungstiberprifung mit dem , Ok-Button® angezeigt und duch einen Hinwels,
noch einmal die Tabellein 1bzu Uberprifen, erganzt.

Im Sinne ener , Rickschau” werden auf den nAdhsten beiden Bléttern die wesentlichen As-
pekte der bisherigen Aufgaben hervorgehoben. Dabei wird insbesondere das Anderungsver-
halten der Folge und deseen Bedeutung bei der iterativen Berechnurg der Folgenglieder be-
tont. Diese Blétter dienen zur Vorbereitung der folgenden Aufgaben undsollen von an Pro-
banden aufmerksam gelesen werden 1*®

|7 Datei Bearbeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2 =laix
A1 | =]
Al B | C I 3] [ E T F [T & [ H T =
. |
[ AUfgabe 1 Was haben wir gemacht ?
4
I Wir haben die "Streichholzfolge"” A(n) erzeugt, d.h. wir haben die
L5 F ieder A{1)=5, A2)=8, A(3)=11,... in einer Tabelle dargestellt...
| 8| [Stufen|Anzahl A(h)
A 3
8 8
s 3 PP n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
| [ | 1 |
[ 1] s Ll Ll ||
izl |6 20 [ O ™
13 7 23 i o
o [ g HHBH
|15 9 29 I_l — I I I | I
lie| [ 10 32 [ I O I
11 35
[ n = AUFS ARS8 A@E1 A@=1a AGETT
e
18]
|2
(2 << | »» <-Zuriick| Vor =
2
k] 1 ar
/%] Datei gearbeiten Ansicht Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 ISETET]
AL
Y | ) [ F [ F [ & [ m [ [ g T
% Aufgabe 1 ....zus#tzlich haben wir eine wichtige Eigenschaft der
[ “Streichholzleiter" benutzt:
4
Die Anzahl der Streichhdlzer nimmt pro Stufe um 3 zu.
(=== Die Anderung pro Stufe ist somit konstant und hat den Wert 3.
E
(7| n Aln) Anderung
ls| l : =3 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
=g 7 +3
Lo 3 1 t;ﬁi l—l
[nl | 4 14 4_’>+3 H IJ
el [5 | 4 .4 | HEE
la| |6 | =20 47 43 N
el [ 7 | 25 ® s L O 0O mon
ls) | 8 | 26 4 M I | |
lel | o | 29 47 3 L | 4| E 4
0 | 2 4 ¥
(17 . +3 3 +3 +3
18 11 35 4 +3
e 12 | 38 &
2 << | (e | <-Zuriick| vor + =
2 -
KT | _>|_|J

Abb. 42: Informationsblétter: Vorbereitung von Aufgabe 1e

19 |m gesamten Programm werden immer wieder solche Riick- und Vorschauen eingebaut. Man kann sie in
Bezehungsehen zu den von Ausubel vorgeschlagenen Organisationshil fen, den so genannten ,,advanced organi-
zeas'. ,Hauptfunktion einer Organisationshilfe ist, die Kluft zu Uberbriicken zwischen dem, was der Lernende
bereits weild und dem, was er wisseen muss bevor er erfolgreich die jewelli ge Aufgabe lernen kann.* (Ausubel,
zit. nach Weidenmann, Krapp, Hofer, Huber & Mandl 1993 S. 521)
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€) Berechnen Se die Anderung der Anzahl der Streichhélzer von Stufe a1 Stufe mit
einer Formel.

) Datei gearbeiten Ansicht Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 =lalx]
£1 =
Al E [ Cc [ Db [l F [ & [ A [ T o ko
L Aufgabe 1e -
2 e) Wirwollen nun die Anderung der Anzahl der
[l Streichhdlzer von Stufe zu Stufe noch einmal
(=30 schrittweise mit einer Formel berechnen:
4
5
[ & n A{n) |Anderung
L7 1 5 1y -4—— Berechnen Sie hier die Differenz der Zellen C8 und C7:
5 2 [ =cs.-c7
sl [3 [ Ty \
T 5 17 — Kopieren Sie die Formel in diese Zellen.
2] 6 20 aem e
(o2 £ e
[ 13| 7 23 PRt -
[ 14 8 26 'y
e 9 29 "
Le | 10 32
[ 7] 1 35
18 12 38 [T
[19]
|20 .
15 << | >> | <-zurick| vor » | -
2 =
Il | _'IJJ

Abb. 43: Aufgabe 1e

Die Aufgabentelle 1e und ¥ dienen dazu, den Begriff der Diff erenzenfunktion formal vorzu-
bereiten. In Aufgabenteil 1e sollen zunadhst alle Anderungen zweier aufeinander folgender
Folgenglieder unter Verwendurg relativer Zell beziige beredhnet werden.

Im Anschluss an Aufgabenteile 1e wird im Rahmen von Informationsbléttern zunadst die
Excd-Syntax der formalen algebraischen Syntax gegentibergestellt. Damit soll ein Verwed-
seln der beiden formalen Sprachen vermieden werden.

|[#] Datei Bearbeiten ansicht Enfiigen Fowmat Extras Daten Fenster 2 18] %| [ patel Bearbelten prsicht Enfiigen Format Extras Daten Ferster 2 =181 x|
a1 = = a1 - =
A B | 5 [ [£] | E [ F | [5 | H | | g

Aufgabe {

Al B | E T D | E I F [ & [H I JIKIC] ™ N —

Aufgabe 1

In welchen Zellen stehen welche Folgenglieder ?

1
2
Was haben wir gemacht ? s
A(1)=5 steht in Zelle C7,

|| A[2)=8stehtinZelle C8 .. Die Differenzen aufeinanderfolgender
Folgenglieder stehen in Spalte D, also z.B.

"Wir haben zu der Streichholzfolge A die Differenz benachbarter Folgenglieder berechnet:

5 5
T n Aln) Anderung T n Aln) Anderung
Z ! S—m =ceCr ¥~_ InExcel-Schreibweise sah das Z g S——@ AN Ad2)-A{1) steht n Zelle D7,
lal 2 8—p =C9-C8 4‘; SO aus... ls| 2 83— AB)-AQR) A(3)-A{2) stehtin Zelle D8,
|| 3 1=y =c1o-co / o] 3 1Ly aw-RE) A{4)-A(3) steht in Zelle DS,
" 4 147, =c11c10 " 4 147y Aw)-AG
| & i | s 7
12 ] 12

<< | > | <-Zuriick | Vor >
| _’|_|ﬂ 4 | L”d

i

<-Zurick| vor > |

Abb. 44: Informationsblétter:
Vorbereitung von Aufgabe 1f
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f) Wir erhalten eine awveite Folge, deren Folgenglieder sich aus den Folgengliedern von
A berechnen lasen. Ergénzen Siediefehlenden L Gicken.

|7 patei gearbeiten arsicht Einfugen Format Extras Daten Ferster 2 _|a]x]
a1 ~ =

A B C I D TET F G H T JJI KL M| N[O [ | [F]

Aufgabe 1f [

f) Wir erhalten eine zweite Folge D(n), deren Folgenglieder sich
aus den Folgengliedern von A berechnen lassen
Ergénzen Sie die folgenden Licken!

A(n) D(n) A

5 —p» D) D(1)= A(2) ~A(1) =
8—1» D2 D(2)= A(3) “AR) =
M—»

8
11
D@) D)= Al -AG) = |-
TE=S S e

3
17
0K

2[Jo o
n n n n
W W W W

ARSI E

D(n) = A{n#1)-A(n) nennen wir Differenzenfolge D

<< | 3> <-Zurlick| Vor = =
el

Abb. 45: Aufgabe 1f

Ziel von Aufgabenteil 1f ist es, die Beziehung zwischen einer Folge und ceren Diff erenzen-
folge exemplarisch zu verdeutlichen. Zu desem Zwedk sollen die Probanden das dritte bzw.
vierte Glied der Differenzenfolge ds numerische bzw. formale Beziehung der entsprechenden
Ausgangsfolgenglieder ausdriicken. Im Rahmen deser Aufgabe wird der Begriff , Differen-
zenfolge® eingefuihrt.

g) Hier sind die Streichholzfolge und deren Differenzenfolge graphisch dargestellt. Be-
schreiben Sie die beiden Funktionen.

jten Ansicht Enfugen Format Extras Daten Eerster 2 _& 5]‘

&
2
bl
3
Iz

| . b T E | ] | | | J

E
{2
2

ol

Aufgabe 1g

g) Hiersind die Streichholzfolge A und deren Differenzenfolge D graphisch dargestellt
Beschreiben Sie die beiden Funktionen.

Graphvon &

EEEEEEEEE

304 5 8 7 8 3 10 11 12 13

Graphvan D

Geben Sie lhre Antwort hier ein |

001 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 13

<< | > <~ Zuriiok| Ver + J;
B

Abb. 46: Aufgabe 1g

Aufgabenteil 1g zeigt die graphischen Darstellungen der Streichhdzfolge und der zuvor be-
rechneten Differenzenfolge. Die Probanden sollen hier die beiden Folgen beschreiben. Es
ergibt sich de Frage, welche Eigenschaften de Probanden erkennen bzw. welche Sicht oder
Vorstellungen sich in den Beschreitbungen widerspiegeln. Insbesondere interesgert hierbel, ob
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die Probanden den Zusammenhang zwischen Folge und Differenzenfolge ekennen oder ob
sie beide Graphen isoli ert betradchten.

h) Hier sehen Se ane abgednderte Version der Streichholzfolge. Berechnen Sein der
Tabelledie Differenzenfolge.

|[#] Datei Bearbeiten ansicht Enfiigen Fowmat Exiras Daten Fenster 2 =181 x| | ®) Datei Beabeten Anscht Enfigen Format Extras Daten Fenster 2 =181 x|
AL = = &1 | =
A B | C | D | E | F | G | H | T | J == A B | C | 1] | E | F | G | H | I J =
1 —1 1 1
[2] Aufgabe 1h [2]] Aufgabe 1h
[a] g Hier sehen Sie eine abgednderte Version der Streichholzfolge. =] g
4 4
T {250 h) Berechnen Sie in der Tabelle die Differenzenfolge D{nj=Bin+1)-Bin)
T Wir bezeichnen die neuen Folgenglieder mit B(1), B{(2), ..... [ &
|6 | [
| [3] n B(n) Din) rl
e Cl n [ Bm [+ 1 5 1y n b oo
|s| 0 LI 1 5 10 2 8 "1y LI O
0 LI 2 El I 3 T S O I o I
i [ 0 T W s [ A
[ 1 1 O | i NEN 11 1 [ I O M
= = 2 i | 5 i (O I I o O o I o O
Kl LI O O o A 1 5 17 [1e 6 21 nel m2  n=3 =4 n=b =6
[ 14] =1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 6 21 |18 7 23
| 15| 7 2 || 8 27
F wirwollen nun urtersuchen, wie sich hisr die Anzafl 3 5; B g 2 Hinweis
Hr der Streichholzer ven Stufe zu Stufe andert [E18Y 10 33
s | 0 3 [19] 1 35
REN " 35 20 12 39
[20] 12 39 N
=2 [z2]
|z << > <zurick| Vor > | = [5] << | > | <zurick| vor > | L
2 2
— = [ -
(K1 | ﬂJJ I=] | LIJJ

Abb. 47: Aufgabe 1h

Zur Festigung der Beziehung zwischen Folge und Differenzenfolge wird in den Aufgabentel-
len 1h und j eine dgednderte Streichhdzfolge betrachtet. Die Probanden sollen im Aufga-
bentell 1h zunacst die Differenzenfolge berechnen, indem se die Forme
D(n)=B(n+1)-B(n) in de TKP-Syntax libersetzen und de entsprechende Excd-Formel in
die Gbrigen Zellen koperen.

J) Wielautet D(9) und was bedeutet dieser Wert?

|7 patei gearbeiten ansicht Einfugen Fommat Extras Daten Ferster 2 _l&i x|
a1 - =
A BT T 5] e T G | (| T 1 T K
1 .
n Aufgabe 1j
2] iy Wie lautst D) und was bedsutst disser Wert ?
=
a Ergédnzen Sie dazu die Liicken in dem folgenden Text.
|s| n Bin) Din
[ 6 1 5 4
le| 2o | > o@= [
o 3 1; g Das bedeutet, da die Streichholzfolge B
[0 5 17 1 beim Ubergang von Stufe n=9
L] 6 2 2 2u Stfen= [ |
|12 7 2 4
|1z 8 7 z um [ ] Streichhdlzer wéchst.
B 9 29 L 4
[ 15 10 33 2
[ 16 11 35 4 oK
|17 12 38 [>T
s
=
% << | »> <-Zuriick| Yor > |
[z -
Il | gr‘

Abb. 48: Aufgabe 1]

In Aufgabe 1j soll das Folgenglied D(9) inhaltli ch interpretiert werden. Hiermit soll das Ver-
standnis des (lokalen) Zusammenhangs von Folge und Diff erenzenfol ge Uberprtft werden.
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5.62 Aufgabe 2: Durchschnittstemperaturen

Um die Bedeutung der Differenzenfolge ds Folge von Anderungen hervorzuheben undin-
haltlich einsichtig zu madien, werden in der zweiten Aufgabe zwei empirische Folgen von
Durchschnittstemperaturen betradhtet. Es handelt sich zum einen um die Durchschnittstempe-
raturen in den Sommermonaten der Jahre 19721992 auf der Nordseansel Fohr (Aufgabentei-
le 2a und 2B und zum anderen um die Temperaturen in Gief3en in den Sommermonaten der
Jahre 19851996 (Aufgabenteil e 2c und 24.

a) Auf der Sommerinsel Féhr wurden in der Sommersaison der Jahre 19791992 fol-
gende Durchschnittstemperaturen gemesen. [...] Wir interesseren uns dafir, wie
sich die Sommertemperaturen in diesen Jahren verandert haben.

Bilden Siedazu in der Tabelle die Differenzenfunktion D(n)=T(n+1)-T(n).

| %7 Datei geatbeiten ansicht Enfugen Format Extras Daten Eerster 2 (=l x]|
A1 - =
A B T [ D | E | F | [} [ H | T =
| =
j Aufgabe 2a
=
: Auf der Nordseeinsel F6hr wurden in der Sommersaison 1979 -1992
e folgende Durchschnittstemperaturen T (in °C)
7
[ s Jahr | Temperatur
[5s 1979 134
[ 10 1980 14,1
i 1981 145
[12] 1982 151
[ 13 1983 148
[ 14 1984 137
[ 15 1985 14,1
[ 18] 1986 135
[17] 1987 131
[ 18] 1988 147
[ 1] 1989 149
[ 20 1990 146
[ 2| 1991 14,2
|22 1992 16
23
|2e| << <-Zuriick| Ver > =
5 >
[E} I ﬂr‘
/%) Datei Bearbeiten Arsicht Enfigen Format Extras Daten Fenster 2 ;Iilll‘
ER-
A B E I 5] I E I F I G H I T T
1 |
2] Aufgabe2a
=
[ 4| InderTabelle unten sind die Temperaturen als
[ 5| FolgeT(1979), T(1980), T(1981).... dargestellt
5
] a) Wirinteressieren uns dafir, wie sich die Sommer-
L8 n T(n) D(n) temperaturen in diesen Jahren verandert haben
[s| [tere 34—y
[m| | 1980 141 = Berechnen Sie dazu in der Tabelle die
[ 1981 145 ~ 2 Differenzenfolge
[ 12 1982 15,1 -
13 1983 148 =T(n+1) -
[ie] 1564 7 D(n) = T(n+1) - T(n).
[ 15 1985 141
(16 1986 135 Erst selbst probieren, —
[z [ 1e87 13.1 dann Kicken Hineis |
[ 18] 1988 14,7
[ 18] 1989 14,98
[ 20 1990 14,6
[2 | 1991 14,2
22 1992 16 I
% << <-Zuriick| Vor > |
Il | -

Abb. 49: Aufgabe 2a

Ahnlich wie bei Aufgabe 1h sollen die Probanden hier zunadhst die Diff erenzenfolge beredh-
nen und tabellarisch darstellen. Dabei soll untersucht werden, ob sich de Fertigkeiten der
Probanden im Umgang mit Excd, d. h. insbesondere das Arbeiten mit relativen Zell beziigen
und s Verwenden der Kopieroption, im Rahmen der Beabeitung weiterentwickelt haben
bzw. welche Schwierigkeiten auftreten.
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b) Um wie viel verdnderte sich die Temperatur des Sommers 1984 ggentiber der des
Sommers 19837

%7 Datei Bearbeiten ansicht Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 =]
a1 | =
A E | = [ E [ F & [ H [T J[K[L]M[N]BI-
0 |
[2] Aufgabe 2b | Beantworten Sie die folgende Frage mit der Tabelle oder mit dem Graph.
3 Klicken Sie dazu auf die entsprechenden Schaltflichen !
e
= b} Um wieviel Grad C veranderte sich die Temperatur des Sommers 1984
=6 gegentiber der des Sommers 1983 7
7
=8
(==

Die Temperatur des Sommers 1984 lag um l:l Grad C

tber o

der Sommertemperatur von 1983

f

Geben Sie die Lésung in das weile Feld ein, und
klicken Sie die entsprechenden Kistchen an !

oK
Graph
z< Tabelle |<-Zuriick| vor > s

unter o

% -
T | LIJJ
%7 patei Beabeiten ansicht Eirfilgen Fomnat Extras Daten Eenster ? —181> |[%]Datei Bearbeiten Anscht Enfiigen Format Estras Daten Fenster 2 =18 x|
128 | =] EiS B = =D16-D15
AT E | T | D | E | F G H 1 = Al B | C | D I E | F | G | H [ =
1 < |
| 2| Aufgabe 2b |2 || Aufgabe2b
3 3
4 7 =
(5] |4 5 Jahr (n) T(n) D (n) D(n)=T(n+1)-T(n)
E
bl |2 +* * Graphvon T L6 1979 134 —» 07
ol (] » - 7 1980 141 —* 04
8 13 [
Lol o = 1981 145 —-l» 08
Lo | |9 1982 15,1 03
10
| o 167 1980 1901 1952 1903 1904 1905 1985 1967 1983 198 1950 tom1 1sa2 1883 (4t K 1983 149 A1
iz | [ 1] 1984 137 04
o | p » |12 1985 14,1 06
Lis] | |2 1986 135 04
1 L
8 I . . Graph von D |14 1987 131 16
e 1976 1579 1960 1351 1Mz 1963 1954 1955 (HBG 1957 1960 (MBS (MO 1990 1982 1993 15 1988 147 02
m Pl [ 18 1989 149 03
, [S1Ed
;: Lz 1990 146 04
il | e 1991 142 18
22 [1s] 1992 16 ———
22 D(n)=T(n+1)-T(n; =
% (T (T [ Zur Aufgabenstellung
[ 551 Zur Aufgabenstellung = |2 Graph 2h) o
|25
5 Tabelle 2b) < |2 Jﬂ
L« [ 2 sl | »

Abb. 50: Aufgabe 2b

Mit dieser Aufgabe soll Uberprift werden, ob de Probanden de inhaltliche Bedeutung der
Differenzenfolge afasg haben, d. h.insbesondere @ne Frage zum lokalen Anderungsverhal-
ten der Ausgangsfolge beantworten kénren. Zur Beantwortung dieser Fragestellung kénnen
die Probanden de Darstellungen Tabelle und Graph hinzuziehen. Um angeben zu konren,
wie sich de Durchschnittstemperatur der Sommersaison 1984gegentiber der der Sommersai-
son 1983geéndert hat, miisen de Probanden den Wert D(1983 = —11 aus der Tabelle oder

dem Graph ablesen undinhaltli ch interpretieren, d. h. @s negative Vorzeichen als,, Tempera-
turrickgang® deuten. Wahrend der numerische Wert —1,1in der Tabell e direkt ersichtlich ist,
ist es beim Arbeiten mit dem Graphen erforderlich, de Werte D(1983 bzw. T(1983 und

T(1984) zunadhst durch ein Deuten mit dem Cursor auf die entsprechenden Koordinaten-

punkte zu , visualisieren*.**°

199 Wenn der Cursor in die Nahe dnes Koordinatenpunkts bewegt wird, werden die Koordinaten dieses Punkis
automatisch angezegt.
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Die Tabell e bietet somit gegentiber dem Arbeiten mit dem Graph einen Vorteil. Es ergibt sich
die Frage, mit welcher Darstellung die Probanden de Aufgabe beantworten, obsie den Vor-
teil des Arbeitens mit der Tabell e nutzen und obsie mit Hilfe @ner oder mehrerer Darstell un-
gen arbeiten. Hier ist insbesondere a@n Vergleich der Arbeitsweisen der Schuler und der Stu-
dierenden interessant.

c) Wir betrachten nun die Durchschnittstemperaturen in Gief3en [...].
Welche durchschnittliche Sommertemperatur war im Jahr 1989 zu verzeachnen?
Tragen Seden Wert in die Tabelle an!

|83 Datei Bearbeiten Ansicht Einfgen Format Extras Daten Eerster 2 —|&|x]
AL =
A B [ | [1] [E T F T & [ H [T[JIKTLTMNT

. |
211 Aufgabe 2¢
[EE=R

4

s | Wir betrachten nun die Durchschnittstemperaturen, die in in einigen

ls | Sommermonaten vergangener Jahre gemessen wurden.

| 7|

[ 2| In der Tabelle unten sind die Temperaturen als Folge T(1985), T(1986).... dargestellt

[EER

Die Temperaturanderungen werden durch die Differenzenfunktion D{n) = T{n+1)-T{n) beschrieben

1
(12 i T(n) Din) €) Welche durchschnittiche tur war
BER 1985 162 —p> 15 im Jahr 1989 zu verzeichnen
[ 14] 1986 w7 —> 12 Tragen Sie den Wert in die Tabelle ein!
[ 15 1987 1656 —» 1
[ 18] 1988 176 —» 04
i 1989 oK
[ 13|
[ 20 |
[21 |
2 2
[ =< <- Zuriick| Yor >

| wf

Abb. 51: Aufgabe 2c

Die Differenzenfolge egibt sich aus der Folge T durch Differenzenbil dung. Umgekehrt lassen
sich Glieder der Ausgangsfolge T durch eine geegnete Summenbil dung berechnen. Konkret
erhdlt man den Wert T(n) als Summe der Terme T(n-1) und D(n-1). Bei dieser Aufgabe
soll Uberprift werden, ob de Probanden de bisherige Operation ,,Bestimmen der Differen-
zenfolge® lokal mit Hilfe der Tabell e umkehren kdnren.

d) Hier sind die Gielener Temperaturen und ihre jahrlichen Anderungen in den Jah-
ren 1985 1996in einer Graphik dargestellt. Esfehlen jedoch zwel Werte.
Erganzen Sediefehlenden Werte[...]: [T(1992, D(1994)].

%] patei pearbeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2 1o x|
a1 = =]
A B I [H [DTE T F [ G [ H [T[JIK[ [ TM[IN[O_
1 B =
—2| Aufgabe 2d Hier sind die GieRener Temperaturen und ihre jéhrliche Anderung
3] inden Jahren 1985-1896 in einer Graphik dargestellt
[l Es fehlen jedoch 2 Werte.
[ ﬂ
5 |[=
T Graph von T L 2
T d) Erganzen Sie die fehlenden Yverte in
Fal, * * den dafr vorgesehenen Kastchen |
e +
REN
K
12
s Tase= [
MESH
]| e vhn) bereshy= [
iy |
18 r—
[ OK
sl Hinweis
|20
2|
|22
2|
|2 i =
25| << <-Zuriick| Vor -
[26 ] &
(Kl | ﬂr‘

Abb. 52: Aufgabe 2d
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Bel dieser , Interpdationsaufgabe“ sind de Temperaturfolge und deren Differenzenfolge bis
auf zwei Folgenglieder graphisch dargestellt. Die fehlenden Folgenglieder sollen mit Hilfe
bereits dargestellter Folgenglieder der Folge T bzw. D bestimmt werden. Anders als bei der
Tabelle in der vorhergehenden Aufgabe kénren de entsprechend zu verknipfenden Funkti-
onswerte der Folgen erst durch ein Deuten mit dem Mauszeiger auf den jeweili gen Koordina-
tenpunk abgelesen werden. Hier ist die Frage, ob de Probanden auf der Basis der lokalen
Beziehung zwischen Folge und Diff erenzenfol ge Interpolationsprobleme |6sen kdnren..

€) Inwelchen Zeitintervallen nahmen die durchschnittlichen Sommertemperaturen zu?

|#] patel Beabeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2 18] x|
AL | = ‘
3 (T I — 5 T < 0 R |

Aufgabe 2e Beantworten Sie die folgende Frage mit der Tabelle oder mit dem Graph.

Klicken Sie dazu auf die entsprechenden Schaltflichen !

Ix

e) Inwelchen der Zeitintervallen nahm die durchschnittiche Sommertemperatur zu ?

EEEREEEEE

Klicken Sie die entsprechenden Kistchen an!

1985-1986

[z o
L2l 19861987 O
[ 14 1987-1983 o
Lis| 19881989 o
Lis | 19801990 O oK
L1z 19901991 o
[ 18] 1991-1992 o
L1 19921993 O
|20 1993-1994 o
21 1994-1995 o
[22] 19951095 o Graph
% << Tabelle |<-Zuriick| Vor » =
5 ¢
il | »
|#1 otei Beabiiten Ansicht Enfiigen Format Extras Daten Ferster 2 =18Ix| %) patei Beabeten Arsicht Einfligen Format Extras Daten Fenster 2 =laixi
132 = 123 =
3 T o T E T F 5 i T LY (| D ——— F - 1=
1 I 1 |
|2|| Aufgabe 2e |2|| Aufgabe 2e
3 3
| el |4
[s| . |5
5 s Jahr () Tin) Dn) D(N)=T(+1-T(M
(7 + * Graphvon T 7| 1988 162 —» 15
% ps [o 1986 177 —» 42
o ls| 1987 166 —-L» 1
] [10] 1988 175 04
12 — L1 1989 179 0,1
E Hinweis |1z 1990 18 0
[1e] [13] 1891 18 09
|15 p [1a] 1892 189 13
% L1 1993 176 19
Lo L Graph von D 16 1994 195 06
] b W 4 |17 1995 189 18
E ! i L1e] 1996 170 |
21 13
[z E2
2 . El
% pnETO-TE Zur fufgabenstellung | — | = Grapn | 2 Pufgabensteliung
= Tabelle 2¢) = % b 20 -
4 ¥ I Biaitiga ), Blatt19b { EBenet | <] | ﬂr‘ (M1 4B ¥l Blatt19a { Biaiiss / Ebenel | 4] | ﬂj“

Abb. 53 Aufgabe 2e

Die Schiler sollen bei dieser Fragestellung das globale Anderungsverhaten der Temperatur-
folge untersuchen, d. h.angeben, in welchen Zeitintervallen de durchschnittli che Temperatur
ab- bzw. zugenommen hat. Zur Beantwortung dieser Frage kénren de Probanden de Tabelle
oder den Graphen verwenden. Die graphischen Darstellungen von Folge und Diff erenzenfol-
ge bieten den Vorteil, dass sch die Bereiche, in denen die durchschnittli che Sommertempera-
tur zunimmt, besser ,,auf einen Blick* erkennen lasen. So kann man anhand des Graphen von
T die Bereiche streng monaonen Wadstums <hnell erfassen oder anhand des Graphen von
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D feststell en, welche Funktionswerte grofler Null sind kezw. oberhalb der x-Achse liegen. Ziel

dieser Aufgabe ist es festzustellen, ob de Probanden de Vorteile des Arbeitens mit dem

Graph erkennen und dese Darstellung zur Lésung dieses Problems verwenden. Weiterhin

kann man in desem Zusammenhang fragen, inwieweit Kenntnisse tiber den Zusammenhang

zwischen Folge und Diff erenzenfolge zur Losung dieses Problems eingesetzt werden, d. h. ob
z. B. das Anderungsverhalten von T mit Hilfe des Graphen vonT oder von D analysiert wird.

5.63 Aufgabe 3: Quadratische Z-Funktionen

In deser Aufgabe wird das Konzept der Differenzenfolge um das der Differenzenfunktion
erweitert. In desem Zusammenhang sollen quadratische Z-Funktionen und aren lokales und
globales Anderungsverhalten analysiert werden.

a) Hierist dieZ-Funktion f(n)=n?-2n+3(n0Z) tabellarisch dargestellt.
Berechnen Siein der Tabelle D(n)= f (n+1)- f (n).

o
&
2

A1 =
A B[ C [ B [ E I F [ & [ W T U ]

Aufgabe 3a Hier ist die Z-Funktion

fin)=n’-2n+3
f{n) D(n) tabellarisch dargestellt

27 a) Berechnen Sie in der Tabelle D{n)=f{n+1)-f(n).

3 . P
5 Hinweis
3

@ |~ @] [ fr | = |2 |4 ] d | b [dn| & |3

<-Zuriick Vor >

A
A
v
v

e

Abb. 54: Aufgabe 3a

Der Aufgabenteil 3a sowie die folgenden beiden Aufgabentelle dneln den Aufgaben 2a bzw.
2b und 2d.Da bei der empirischen Untersuchung mit den Schilern nach den ersten beiden
grofeen AufgabenblGcken eine Pause engeplant war, sollte mit diesen ,, strukturghnlichen*
Aufgaben zum einen ein behutsamer Wiedereinstieg in de Thematik ermdgli cht werden. Zum
anderen erlauben die Formulierungen der Aufgaben einen Vergleich mit den entsprechenden
Aufgabenteilen aus Aufgabe 2, d. h.insbesondere éne Aussage dariiber, ob kel den Proban-
den ein Lerneffekt bzw. ein Versténdniszuwads zu verzeichnen ist. So soll bei dieser Aufga-
be — ahnlich wie Aufgabe 2a — Uberprift werden, ob de Schiler die tedhnische Unterstiitzung
von Excd zur Berechnurg der Differenzenfolge nutzen, d. h. de aste Differenz mit Hilfe
relativer Zell bezlige bilden und @nn de restlichen Folgenglieder durch Kopieren der Formel
berechnen. Dabei interessert, obes beim Ubersetzen der Formel D(n)= f(n+1)- f(n) in de
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TKP-Syntax zu Problemen kommt und in welcher Beziehurng diese Probleme zu den techni-
schen Schwierigkeiten bei Aufgabe 2a stehen.

Der Begriff der Differenzenfolge wird auf einem Informationsblatt um den Begriff der Diffe-
renzenfunktion erweitert und anhand des Graphen lokal als Anderung gedeutet.

|7 Datei gearbeiten ansicht Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 _|8|x]
Al | =]

A B 1 C | [1] [ E [CFE & 7 H | J =
2 Aufgahe 3 ! Nurlesen |
3
(4
5 - R 5
le | D nennen wir jetzt Differenzenfunktion vonf.
[
[ 8] Din) gibt an, wie sich die Funktionswette von f
9 beim Ubergang von n nach n+1 é&ndern !
10
1 f(n)=n-2n+3 D(n}=f(n+1)-F(n)
12
[ 55 14
BER * 50 * 12 + 1
[ 15 10 D(5)=9

*

15 + 10 + 6 L3
= % +
18 4
Fa 30 *+
17 . 2 | |
s b HE)-F(5)=9 L] |
[ 13 | e 2 sz g2tz e 7
20 15 +
21 + 10 + g
2 45 + . N
Ea et . i
24 £ 542210123 465ET8 * 11
x5
27| &< > <-Zuriick| Vor >
£ J:l
(Kl | |

Abb. 55: Informationsblatt:
Vorbereitung Aufgabe 3b

b) Wir betrachten nun eine andere Z-Funktion: f(n)=n?-4n-13.
Wie andert sich die Funktion beim Ubergang von n=5 nach n=6?

|7 Dstei Bearbeiten Ansicht Einfligen Format Extras Daten Fenster 2 =181
a1 B =]
A E 1| C [ E T F [ & [TH] 1T JJ[K[LCIM[INIJGO
[ ] |
2 Aufgabe 3b Beantworten Sie die folgende Frage mit der Tabelle oder mit dem Graph.
[ 5] Klicken Sie dazu auf die entsprechenden Schaltflichen !
4]
5 b) Wir betrachten nun eine andere Z-Funkdtion:
[ 6| fin)= n>-4n-13.
% Wie dndern sich die Funktionswerte beim Ubergang von n=5 nach n=6 2

Beim Ubergang von n=5 nach n=6

steigt o

die Funktion f um l:l

/'

Geben Sie die Lésung in das weike Feld ein, und
klicken Sie die entsprechenden Kistchen an !

|

Graph
<< > Tabelle |<-Zuriick| Yor >
| uf

Abb. 56: Aufgabe 3b — Fragestellung

fallt o
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%) Datei Bearbeiten Arsicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 7 18] x| %] Datei Bearbelten arsicht Einfligen Format Exiras Daten Ferster 2 =181 %
Een B =] B2 -

AT 8 [ ¢ T © T & T F N T [ R [N~ AT 8 [ ¢ [ b [ F [ F I & [ A [ 1T [ 3 =
S = [ ]
|5 | Aufgabe 3b 12| Aufgabe 3b
= : D) = f(n+1)-f(n)

- e
7 e O B N 1)
8 - 7] -5 32 13
3 . ls | ] 18 EX 7
ol |* 1 . o] 3 g ] f(n)=n*-4n-13
{1 * |10 7 ] 3
= 3 E B = 5
= T M + |12 | i EE 3
— - 1 i 16 B
15 ol
e . o M AR RN 4] 2 Bl i
e = |15 | 3 1B 3
.
[ 18] . 16 4 -13 5
18 » [ =
e EERE IR t e 7] 5 -8 T
E . . + ) | 1s | B =i 9
far - * [ 19| T 8 11
[E LIPS P 20 8 [E 13
= 2 9 32
24 22|
%
I | |z
[ =
prj I
= e e et | R GG
E ) L= Graph | 3b) -
[ P eractal o s et St

Abb. 57: Aufgabe 3b — Graph und Tabelle

Bei dieser Aufgabe sollen de Probanden ahnlich wie bei Aufgabe 2b de Diff erenzenfunktion
und ihre Beziehung zur Ausgangsfunktion zur Beschreibung des Anderungsverhaltens der
Ausgangsfunktion nuzen. Dabel konren sie sowohl den Graph as auch de Tabelle verwen-
den. Hier kann man fragen, mit welcher Darstellung die Probanden de Aufgabe beantworten
und obsich die Arbeitsweisen von cnen bei Aufgabe 2b urterscheiden. Ein inhaltli ches Ver-
sténdns von Differenzenfunktionen zeigt sich hierbei darin, dassder positive Funktionswert
D(5)=7 as ,Zuwads‘ gedeutet werden kann und d@ss — sofern die Probanden mit dem

Graph arbeiten — der Wert 7 richt durch einen Vergleich der Funktionswerte f (5) und f (6)

berechnet, sondern drekt an der graphischen Darstellung der Diff erenzenfunktion abgelesen
wird.

c) Wir betrachten wieder eine quadratische Z-Funktion f.

Erganzen Sein der Tabellediefehlenden Funktionswerte f(—4) und D(2).

|87 patel Bearbeiten Ansicht Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 =l8lx| [®]Datei Bearbeiten ansicht Enfigen Format Extras Daten Ferster 2 =lsl ll‘
a1 = = AL 7| =
AT B C T | E | [ G H | T A B E [ 5] [ E [F T [ [ [ [ | g =
1 Tl 1 Erginzen Sie die fehlenden Werte ! m
[2 | Aufgabe 3c =] Aufgabe 3¢ = Greshvant
|| | o+ on
[ @
= 5 n Tin) Bin) . 1
=5 s 9 368 14 .
L7 c) Wir betrachten nochmals eine andere quadratische Z-Funktion f{n) =l ] 0 Z‘E 118 = *
% und deren Differenzenfunktion D Mol = = 05 M B I T e s
[0 mt N -8 88 74 * .
[ ] Din) = fin+1) - fin), [10] 5 18 8.2
14| Ergénzen Sie in der Tabelle, zu der Sie mit der Schaltflache [12] -3 242 08
] 13 2 26 Er) { GraphvonD
6] Tabelle [14] 1 338 E It \;J
7 verzweigen konnen, die fehlenden Funktionswerte f(-4) und D(2) . |15 0 20 58 .
[18] [ 16 1 14,2 8 Al
(= 17 2 6.2 -
(2 [ 3 4 124 + o
[2t] -8 = S L [N R
|z |19 4 164 146 .,
23 2 5 -3
[EE el +
{24 21 1
| re o8
5 E o | . .
[ 27| =
3 2 Zur Aufgabenstellung
(2| — = 3c) -
[0 << > <-Zuriick| Vor > = =]
[ mi | I Nla

Abb. 58 Aufgabe 3c
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Gegenstand deser , Interpoationsaufgabe” ist die quadratische Z-Funktion f mit

f(n)=-11n? - 4,7n + 20 sowie deren Differenzenfunktion, de bis auf die Funktionswerte
f(~4) und D(2) tabellarisch undgraphisch dargestellt sind. Die formale Darstellung ist den
Probanden nicht bekannt. Die Probanden sollen de fehlenden Funktionswerte &nlich wie bel
Aufgabe 2d mit Hilfe bereits dargestellter Funktionswerte der Funktion f bzw. D bestimmen
undin de Tabelle antragen. Die Funktion f ist so gewahlt, dassdie zugehdrige Diff erenzen-
funktion monton fallend ist und de asolute Anderung beim Ubergang von n nach n+1 den
konstanten Wert —2,2 besitzt. Damit erscheint es unwahrscheinlich, dassin der tabell arischen
Darstellung von D ein ,,Muster* erkannt wird, das ohre Bezug zu f in de Tabellenlicke an
der Stelle von D(2) fortgesetzt wird. Die in die Tabelle engetragenen Funktionswerte werden
interaktiv in de graphische Darstellung der jewelli gen Funktionen Ukertragen. Zur Ergebnis-
kontroll e steht den Probanden ein ,, Ok-Button® zur Verfligung und sie kbnren zudem das Er-
gebnis anhand des Graphen ,, visuell“ tberprifen. Hier ist die Frage, ob de Probanden auf der
Basis der lokalen Beziehung zwischen einer Z-Funktion und @ren Diff erenzenfunktion Inter-
polationsprobleme |6sen kénren und ob-im Vergleich mit Aufgabe 2d — die Art der Darstel-
lung einen Einflussauf die entsprechenden Beabeitungen besitzt.

Auf einem Informationsblatt werden die wesentlichen Aspekte der Aufgaben 3a-3c — d. h.die
Bedeutung der Differenzenfunktion zur Beschreibung eines lokalen Anderungsverhaltens der
Ausgangsfunktion — noch einmal zusammengefasg.

=
g

5 Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Exftras Daten Ferster 2 -] 5]‘
AL =
A | B | £ | [1] | E | F | [} | H | | g

Aufgabe 3

Was haben wir gemacht ?

Wir haben
der Differenzenfunktion

Wir haben u.a. die folgenden Fragestellungen bearbeitet:

Wie andern sich die Funktionswerte von f(n)=n2-4n-13
beim Ubergang von n=5 nach n=6 7

YWie lkann man - wenn f{8) und D{-8) bekannt sind - auf f{-4) schlieten ?

<< | »» <-Zuriick| Ver > -
S| af

Abb. 59: I nfor mationsblatt:
Ruckschau auf die Aufgaben 3a-3c
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Die folgenden Aufgabenteile haben de Funktionenklasse der quadratischen Z-Funktionen
und deren Differenzenfunktionen zum Gegenstand. Vor der Beabeitung der eigentlichen
Testaufgaben haben die Probanden die Moglichkeit, diese Funktionenklasse zunadst experi-
mentell kennen zu lernen undzu urtersuchen. Zum Variieren der Parameter stehen den Pro-
banden Roll balken zur Verfligung.

|[#] Datel Bearbeiten ansicht Enfuigen Format Extras Daten Fenster 2 =8l
AL | =
AT B | C | 5] | E | F | [ T H T T =
1 . ‘=
2 q q
3 AUfgabe 3 Moglichkeit zum Experimentieren und Beobachten |
(4
(=2
(58
(=28
SR
[EEE]

Wir wollen nun die Parameter a, b und ¢
der quadratischen Z-Funktion
f(n)=an2+bn+c verandern.

Wahlen Sie dazu den Graph oder die Tabelle, und
beobachten Sie die Auswirkungen auf die Darstellungen

=S von f und ihrer Differenzenfunktion D |
E
|2¢
[5]
[z
[22]
|28 Graph
e — =
N €L > Tabelle |<-Zuriick| Vor > =
[ il
|7 patel pearbeiten ansicht Enfugen Fonmat Extras Daten Berster 2 _la 5]‘
=2 = =
AT BT £ | 1] I E I F I G I H I I J I Ko
T |
% AUfgabe 3 Moglichkeit zum Experimentieren und Beobachten |
[+
(o o2 A |
% . f(n) = an’+bn-+ ¢ | . o(n) r
[ 7 e .
= “
=5 . o
9 * 30
[0 . @ et
il =~ + i +*
[EIE S +
[12] 0 . ol e *
[ t . IR
%.m.g.h.y.s.snggm?zaAssragm -m-g-a-?j-sg‘s-:a IREREEERERE
s | N .
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[ = I
|2t s w0
[22] 5
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E3 a BTl 1,3 DieWetederbarametera, bundc
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|7 pstei Beabeiten Ansicht Enfigen Format Extras Daten Fenster 2 =lal x|
El2 | =| =D13-D12
AT B I D | E [ F [ & ] H_ T —|
i |
2] Allfgabe 3 Moglichkeit zum Experimentieren und Beobachten |
(2]
[+ n_[ fin) D{n) “— D) = fn+1)-fn)
551 20| 1035 327
s | 8 60,8 2011
7| B 607 | 175
& 7 432 149
['s| B 76.3 123
[0 5 16 67 2
[t A i 1 ‘ f(n) = an“+bn+c ‘
12 -3 0.8 45
[1a 2 53 18 alE T 1.3
[ 14 = -T2 0.7 bx > 2
5| T 15 EX] cEL L m b5
i i 3.2 50
[ 17 ] 2 27 8.5 \ \ /
[ 3 112 110
[1s ] 4 22,3 13,7 Die Werte der Parameter a, b und ¢
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|21 | B 57,3 189
(2 7 71,3 215
[ 2| B 7.7 24,1
| 2¢ | 3 1168 26,7
[ 25 | 10 435 < Graph | |
= et |
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(K1 | HJJ

Abb. 60: Aufgabe 3:
M 6dlichkeit zum Experimentieren mit der Funktionenklassen f (n): an’ +bn+c
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d) Verandern Seden Parametercin f(n)=2n%-8n+c.
Begriinden Sedas, seltsame’ Verhalten der Differenzenfunktion D.

|7 Dstei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Eenster 2 =lslx|
A1 B =]
A_[ B [ & [ b [ F [ F T @& A ] |
i |
[2]] Aufgabe 3d
[
[E=R
&1
[7] d) Verandern Sie den Parameter c in f(n)=2n2-en+ c.
g
‘—Hﬂ Begriinden Sie das "seltsame” Verhalten der Differenzenfunktion D !
[ |

Mutzen Sie zur Begrundung die weike Textbox |

Graph

<< | >>» Tabelle |<-zurtick| vor » £
S L R

|7 patei gearbeiten arsicht Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 =181x| |®] patei Bearbeiten ansicht Enfuigen Fommat Extras Daten Eenster 2 (=
129 =l =] D13 | =| =C1a-C13
Nl B[ C T Do E T F T G T A 1 | J = AT B | 5 L D T E F T [} | H | T | g
1 2 [ g
|2/| Aufgabe 3d | 2| Aufgabe 3d — D(n) = f(n+1)-f(n)
= 3
[a] f(n) = 2n*-8n+ ¢ D(m ==
5| . = + J o L— s | n fin) D(n)
e e = |6 | -10 2845 46
7 . |7 ] 2385 42
[8] * 8 B 196.5 -38
ot 1 1 . | 7 50,5 4 M= 2nt-8
Fil i [0 B 245 0 (n)=2n~-8n+c
[z 3 . . 1 5 945 26
|12 IR |12 ] 58,5 23 cld v 4.5
[1e] gr PEREES [ e NEERRRREERE) 3 3 55 18
15| e [1a] B 35 14
6 * + |15 = 14,5 -10
ol EREE I Tet it e PR lis| 0 45 K
[ 18| T + |17 1 -5 2
[t a * 18 2 35 2
[E = + lis | 3 15 5
21 0 4 = =
e El [ 45 10
25| 5 |1 5 4.5 14
24| f(h) = 2n-8n+ ¢ |22 6 285 18
2 | Bl 7 46,5 72
ls| ¢l v 4,5 | 24 8 585 %6
2] Zur Aufgabenstellung | _ [ % g Ei £ Zur Aufgabensteliung | -
|28 Tabelle 3d) | 10 124.5 Graph 3d)
29 ey - 27 )
Tal [ 0 mil Ikt I »ir

Abb. 61: Aufgabe 3d

Das Variieren des Parameters c in f(n)=2n? —8n+c hat keinen Einflussauf die Differen-

zenfunktion D. Ziel dieser Aufgabe ist es herauszufinden, ob de Probanden dieses Phdnomen
erkennen undwie sie es begriinden, d. h. welche Sichtweisen undwelche Vorkenntniss sich
in ihren Argumentationen widerspiegeln. Da die Schiler den Ableitungsbegriff noch nicht
kennen, interessert hier insbesondere eén Vergleich der Argumentationen der Studierenden
und der Schiler. Zur Fixierung ihrer Antworten steht den Probanden auf dem Excd-
Aufgabenblatt ein Textfeld zur Verfigung. Bei dieser Fragestellung soll weiterhin urtersucht
werden, welche Darstellungen bevorzugt gewéhlt werden undinwiefern von der Mogli chkeit
des Experimentierens mit dem Parameter ¢ Gebrauch gemadht wird.
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e Wir betrachten eineweitere Z-Funktion f(n)=2n?-9n-8.
Geben Se[in dem folgenden ,, L Gickentext“] moglichst genau die Bereiche an, in de-
nen die Funktionswerte der Diff erenzenfunktion D ihre Vorzeichen wedsen.
Welche Bedeutung hat diesfir die Funktion f?

|#] patel Beabeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2 =18
AL | = ‘
ATB C [TDTTET F G T H | 1 [T K (| M | N
(o] 3 w
[2] Aufgabe 3e e) Wir betrachten eine weitere Z- Funktion: f{n)=2n°8n 8
3

% Geben Sie moglichst genau den Bereich an, in dem die

[5 | Funktionswerte der Differenzenfunktion D ihre Vorzeichen wechseln.
7

[ . . Welche Bedeutung hat dies fiir die Funktion f ?

[EEE Ergénzen Sie:
9

Beim Ubergang von n= l:l

nachn= ]

Das bedeutet fiir f :

wechseln die Funktionswerte von D ihre Vorzeichen

2|
23 Graph
[ << | 2> Tabelle |<-Zuriick| Ver >
25
26 -
(Kil | LIJJ
|7 Datei Bearbeiten rsicht Enfugen Format Extras Daten Ferster 2 _|s 1]‘ ||#] patei Bearbetten anscht Enfuigen Format Extras Daten Fenster 2 _ls ll‘
e = = 33 =
N O Y | 5 Y < - = | I o A [ & € [ b [ E [ F [ &6 #m 1 R~
1 = 1 |
|2 | Aufgabe 3e |2/ Aufgabe 3e
| 3
% 2 |4
= f(n) = 2n*-9n -8 D(m) | 5|
[ 7] n fin; D(n]
7 " B - | 5 (n) () fin) = n’-gn -8
I - . . | | 7] 5 &7 7
|3 w . [ 5| -4 B0 23
[ 1o hd w | s 3 ar -19 _
e " * * | ST iE D) = f(n+1)-Hn)
[ . “ 1 1] -1 3 1
[14] s 2| [ ] 7
[15] + 0 b ) T [13] 1 -15 g
He B N EEEEEE IR EREREERE. 1] 2 - g
Mg o @ 5| 3 17 5
[1a] 10 e 5 | 15 4 12 9
[ 20 *+ |17 5 -3 13
I EREEREEEN I Y . | s 6 10 17
2z W e’ + 19| 7 27 2
|23 hd | 20| 8 48 25
|24 hd |21 | 9 73 29
123 |z | 10 102
= | 2]
|24
|2 Zur Aufgabenstellung | | [ Zur Aufgabenstellung |
| 29 Tabelle 3¢) [ 2 Graph 3e)
lie T » T3 Braei 141 | JJJ L4 b Bt ] 1 ﬂr‘

Abb. 62: Aufgabe 3e

In dem Intervall, in dem die Werte der Differenzenfunktion ihr Vorzeichen wedseln, nmmt

die Ausgangsfunktion ihren minimalen Wert an. Die Probanden kdnren zur Beantwortung der

Frage sowohl mit dem Graph als auch mit der Tabelle abeiten. Zur Beantwortung der beiden

Teilaufgaben eignet sich aus ,, Expertensicht” eher die graphische Darstellung von D, da sie
das Erfassen sowohl lokaler as auch globaler Eigenschaften ,,auf einen Blick® ermaoglicht.

Jedoch bietet die Tabelle zumindest im Hinblick auf das Erkennen des Vorzeichenwedsels
eine Alternative, da der Tabellenbereich Uberschaubar grof3ist und sémtliche Funktionswerte
ganze Zahlen sind. Hier ist die Frage, welche Darstellungen de Probanden wéhlen und ob
ihre Wahl das Erkennen der Beziehung zwischen Eigenschaften der Funktion undihrer Diffe-

renzenfunktion keanflusg. Dartiber hinaus kénren de Argumentationen dahingehend analy-

siert werden, obeher lokale oder (auch) globale Beziehungen zwischen den beiden Funktio-

nen erkannt werden.
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f) Berechnen Sie D(n)= f(n+1)- f(n), wobei f(n)=an?+bn+c.
[Bearbeiten Sie diese Aufgabe mit Bleistift und Papier auf dem hierfir vorgesehenen
Arbeitsblatt.]

|$7 Datei gearbieiten ht Enfigen Format Extras Daten Fenster 2. _|&]x]

rnsict
a1 = =
A I B I 5 I 1) I E I F [ G I H I I J

Aufgabe 3f

Bearbeiten Sie diese Aufgabe mit Bleistift und Papier auf dem hierflir vorgesehenen
| ARBEITSBLATT !

Ix

EEEEEEEEE]

f) Berechnen Sie D{n)=f(n+1) -f(n), wobei f(n)=an2+bn+c |

Hinweis: Berechnen Sie zuerstfin+1), indem Sie Hinweis

Berechnen Sie dann f{n+1)-f(n), und vereinfachen Sie die entstehenden Terme

Tragen Sie Ihre L&sung hier ein !

Lésung: |Din)=

<-Zurlick| Vor > -
af*

2
A
A
v
v

Abb. 63: Aufgabe 3f

In deser Aufgabe wird de numerische und graphische Ebene des TKP voriibergehend \erlas-
sen. Ziel dieser Aufgabe ist es herauszufinden, ob de Probanden mit dem Begriff der Diffe-
renzenfunktion auch formal umgehen konren bzw. welche Schwierigkeiten sich dabei erge-
ben. Dazu soll die Differenzenfunktion der algemeinen quedratischen Funktion f mit

f(n)=an® +bn+c bestimmt werden.

Die Kenntnis der formalen Beziehung zwischen Funktion undDifferenzenfunktion kann bei
der Beantwortung der folgenden Aufgabenstellung und auch im Rahmen der Beabeitung der
Problemstellung 4d hlfreich sein. Das Ergebnis von Aufgabe 3f wird daher auf einem , L6-
sungsblatt” festgehalten, welchesin de lineae Abfolge des Programms integriert ist.

|87 patei gearbeiten Ansicht Ernfiigen Format Extras Daten Eerster 2 _|= 1]‘
a1 = =
A | B | £ | [1] | E [ F | [} | H | | T
1 |
:
5| Aufgabe 3f
[
[ 5] Zur quadratischen Z-Funktion
[ 6| Ergebnis von 3f :
7 S
e f{n)=an“+bn+c
9

gehért die Differenzenfunktion

D{n)=2an+ath

.

fin)=3n"+2n3

.
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ps s
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+

Dinj=2"3n+3+2

. +
- + —6n+5 BREERENEERE
T ° . i 20
+
'S
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uf*

Abb. 64: | nfor mationsblatt:
L dsung Aufgabe 3f
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g) Verandern Sieden Parameter bin f(n)=3n2 +bn+40.
Beschreiben und begrtinden Sie das Verhalten der Differenzenfunktion D.

%) Datei Bearbeiten Arsicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 7 =18 x|
A1 B =
AT B [ & [ B T E [ F & A ] |
1 |
% Aufgabe 3g Benutzen Sie die Tabelle oder den Graphen |
[+
5
[EL=E 5
[7] g) Werandemn Sie nun den Parameter b in f{n)=3n“+bn+40.
|8 Beschreiben und begriinden Sie das Verhalten der Differenzenfunktion D.
9

Gehen Sie lhre Antwort hier ein:
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Abb. 65: Aufgabe 3g

Ziel dieser Aufgabe ist es herauszufinden, wie die Probanden das Verhaten der Differenzen-
funktion begriinden. Zwei Erklérungsansitze escheinen hierbei mdglich. Eine graphisch-
geometrische Argumentation stellt einen Bezug zwischen dem Graph vonf undD her. Durch
Variation vonb wird der Graph vonf scheinbar , als Ganzes* verschoben. Tatsddlich handelt
es gch jedoch nicht um eine Verschieburng des Graphen vonf, sondern von dessen kortinuier-
lichem Pendant, einer Parabel (vgl. auch Kap. 2.3.3. Das lineae Anderungsverhaten andert
sich dabei nicht. Die asolute Anderung bzw. Anderungsrate der Differenzenfunktion Heibt
daher konstant. Die Gerade, auf der die Koordinatenpunke der Diff erenzenfunktion liegen,
wird daher nur parallel verschoben. Der zweite Erklérungsansatz basiert auf der algebrai-
schen Beziehung zwischen f und D. Dabel werden de Parameter der Formel
D(n)=2an+a+b im Hinblick auf die graphische Darstellung von D interpretiert. Da der

Parameter a korstant ist, dndert sich nicht die Anderungsrate von D, sondern nu der Achsen-
abschnitt.
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Esist hier die Frage, ob eine Beziehung zur vorherigen Aufgabe gesehen wird und @é&durch
haufiger formale Begrindurgen — wie mit dem zweiten Erklarungsansatz angedeutet — initi-
iert werden. Weiterhin kann gefragt werden, ob dese Sichtweise in Verbindurg zu bestimm-
ten Vorkenntnisen zu sehen ist und welche Darstellungen zur Beantwortung dieser Frage
bevorzugt gewahit werden. Insbesondere interessert in desem Zusammenhang ein Vergleich
zwischen Studierenden undSchulern.

5.64 Aufgabe4: Dreiedkkszahlen

Gegenstand deser Aufgabe ist das Zahlproblem ,,Dreiedkszahlen”. Es sll der rekursive Zu-
sammenhang der Folgenglieder numerisch undsymboalisch erfasd werden sowie ene explizi-
te Formel zum Beredhnen der n-ten Dreleckszahl gefunden werden. Damit wird zum einen
das iterative Arbeiten mit dem TKP betont, zum anderen konren im Rahmen der expliziten
Beschreibung der Dreiedkszahlen Kenntnisse Uber quadratische Z-Funktionen und ckren Dif-
ferenzenfunktionen als heuristische Strategie angewendet werden. Im Folgenden werden de
einzelnen Aufgabenteil e sowie die damit verbundenen Fragestellungen beschrieben.

a) Diefolgende Abbildung zeigt den schrittweisen Aufbau der ersten sedhs Stufen der
sogenannten , Dreiedkszahlen®.
Ubertragen Siedie ersten 6 Dreiedkszahlen in die Tabelle.

|7 Datel Bearbeiten Ansicht Enfigen Format Exiras Daten Fenster 2 —lolx
17 - = o - =]
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Aufgabe 4a

|7 Datei Bearbeiten Anscht Enfigen Format Exiras Daten Fenster 2 -[8]x

Die folgende Abbildung zeigt den schrittweisen Aufbau der ersten BB gl dielinzanidericeiseloroiStue)

sechs Stufen der sogenannten "Dreieckszahlen™. bezeichnen wir mit A(1), AR, A@),..

Auf den niachsten Seiten wollen wir untersuchen,
ob den Zahlen eine Gesetzmafigkeit zugrundeliegt
und - falls ja -
ob sich diese GesetzmaBigkeit durch einen Term darstellen IaGt.

Aln)

a) Ubertragen Sie die ersten 6 Drei
in die Tabelle rechts
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Abb. 66: Aufgabe 4a

Mit dieser Aufgabe werden de Probanden in de Thematik ,, Dreiedkszahlen” inhaltli ch einge-
fuhrt. Sie sollen zunadst die zeichnerische Darstellung analysieren undanschlief3end de a-
mittelten Folgenglieder in eine Tabelle eintragen. Da sich de Tabelle aif einem separaten
Blatt befindet, kann in einem gewissen Sinne Uberprift werden, inwiefern die Probanden den
iterativen Aufbau der Dreledkszahlen numerisch erfasg haben. So spredhen ein schrittwei ses,
tabell arisches Auflisten der Folgenglieder und ein Verzicht auf ein Zurlckbléttern zu der
zeichnerischen Darstellung daflr, dassdie iterative Gesetzmaldigkeit bei der ersten Analyse
der Zeichnurg erkannt wurde und de Folgenglieder nun ,,aus dem Gedadtnis® numerisch
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rekonstruiert werden. Es ergibt sich somit die Frage, wie die Probanden mit der zeichneri-
schen undtabell arischen Darstellung umgehen undwelche Probleme beim numerischen Er-
fassen der Folgenglieder auftreten.

b) Nach welchem ,, Muster” ist die Folge aufgebaut?
Erganzen Siedazu diefehlenden Werte!

|7 Datei Bearbeiten Anscht Einfigen Format Extras Daten Fenster 2 =18
a1 | =]
A B [ClD[ E [ F & [ HTJ Tk T T

7 |
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22 -
[z

|2 << >> <-Zuriick| Vor >

[ 25| -
(] | _>|JJ

Abb. 67: Aufgabe 4b

Das Zid dieser Aufgabe ist das formelmaidige Erfassen der Gesetzmaliigkeit und das Aufstel-
len der algemeinen rekursiven Formel. Hier interessert, ob de Probanden den Transfer von
der numerischen zur formalen Ebene leisten kdnren undwelche Probleme dabel auftreten.

c) Beredinen Sein der Tabelle mit einer Formel die ersten 16 Dreiedkszahlen.

|1 patei gearbetten pnsicht Enfugen Format Extras Daten Ferster 2 =] 1]‘
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A B [ I = | F & T " [ 7 [ 07 K | [N |
e [— -1
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5 n Aln) Zur Erinnerung:
= 1 A=
[ 8| Erstselbstprobieren, 2 A2)= A1) +
[ 8| dannKklicken! 3 AB)= A@) +
] 4 Ald)="A@) +
| s AB)= A{) +
12 o 8 AlG)= AB) +
- H
o] inweis o oo f o
R = 8 AB)= A[) +
|15 Lésung | 9 )
I 10 .
(17 11 .
1] 12 A(n-1) A(n-2p+
s 13 A =Am-+ [0 ]
|20 14
[t 15
22 16 = =
I << | > <-Zuriick| Vor =
2 -
I« | LI]J

Abb. 68 Aufgabe 4c

Das Formulieren der rekursiven Gesetzméaldigkeit unter Verwendurg von Zellen (bzw. Zel-
lennamen) als Variablen, also urter Ausnutzung der TKP-Syntax, stellt eine Mdgli chkeit dar,
das Formulieren der entsprechenden all gemeinen algebraischen Formel vorzubereiten. Umge-
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kehrt kann duch das Ubersetzen der Formel A(n)= A(n—1)+ n in de TKP-Syntax die rekur-
sive Gesetzmaldigkeit noch einmal auf eine anschauliche Welse operativ erfahrbar gemadt
werden (vgl. Kap. 4.1.). Diese Vermutung soll im Rahmen deser Aufgabenstellung tber-
prift werden. Insbesondere soll im Vergleich mit Aufgabe 4b urtersucht werden, inwiefern
sich duch das Arbeiten in den zwel verschiedenen Mikrowelten (,, Algebraisch-formale Welt*
und ,, Excd-Welt*) Probleme oder Chancen im Hinblick auf das Erfassen rekursiver Gesetz-
maéal3igkeiten ergeben.

Die folgenden beiden Informationsbltter haben das Ziel, den zentralen Inhalt der letzten drei
Aufgabenteil e zusammenfassend zu erlautern und de Probanden auf die Aufgabe 4d — das
Finden einer expliziten Formel fir die Dreiedkszahlen — vorzubereiten. Dazu wird de Struk-
tur und Bedeutung einer rekursiven Formel sowie die eéner expliziten Formel am Beispiel der
Dreiedkszahlen aufgezeigt.

|83 Datei Bearbeiten Ansicht Einfgen Format Extras Daten Eerster 2 —|&|x]
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A BT C IS E I [ [ HI] I ] | ke

Aufgabe 4

Was haben wir gemacht ?

EERERRERE

Wir kéhnen nun die Dreieckszahlen schrittweise mit einer Formel berechnen:

A() = 1
A(2) =A(1H2=142=3
A(3) = A3 =343=6
A(4) = A(3)+4 = 6+4 = 10

A(.n) =A(n-1) +n
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Aufgabe 4

Gibt es jedoch auch eine Formel, mit der man direkt

- d.h. ohne erst die Werte A{1), A(2)...., A{n-1) berechnen zu miissen -

zu gegebenem n den Wert A(n) ausrechnen kann ?

[17] 1 = A=A
He 2 — AQ)=3
] 3 —» A@3)=6
n —» A(n)=.... ?

Dieser Frage wollen wir nun nachgehen |

<< | > <-Zuriick | Vor > =
.

Abb. 69: Informationsblétter: Struktur und Bedeutung
einer rekursiven und expliziten Formel
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d)
A:n - Aln).

Finden Se fur die Dreiedkszahlen eine explizite Formel, d.h. eine Formel der

Sie haben drei M 6glichkeiten diese Formel zu finden:

1. M6dlichkeit:
2. Mddlichkeit:
3. Mddlichkeit:

Mit Bleistift und Papi

Wir experimentieren

er

Wir bilden die Differenzenfunktion

Art
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Abb. 70: Aufgabe 4d
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Den Probanden werden zur Losung dieser Aufgabe drel Hinweise gegeben. Ausgehend von
diesen Hinweisen lasen sich verschiedene Strategien zum Ldsen des Zahlproblems verfol-
gen. So gibt es die Moglichkeit, die explizite Formel mit Hilfe eéner Zeichnurg zu gewinnen
(inhaltli ch-anschaulicher Beweis). Verfolgt man den zweten Hinweis, konren Kenntnisse
Uber Differenzenfunktionen gewinnhkringend angewendet werden: Wenn de Probanden de
numerisch berechrete Differenzenfolge ds arithmetische Folge D(n)=n+1 identifizieren,
kann des zur Vermutung fuhren, dass die Ausgangsfolge durch ein quedratisches Polynom
beschrieben wird. Die Probanden haben dann zum einen de Mdgli chkeit, die explizite Formel
Uber den in Aufgabe 3g gefundenen agebraischen Zusammenhang und duch Vergleich der
entsprechenden Parameter zu gewinnen. Zum anderen kdnren sie dem Experimentierhinwels
folgen undeine geagnete quadratische Anpasaungsfunktion fir die graphisch undtabell arisch
dargestellte Dreiedsfolge bestimmen. Es besteht weiterhin de Moglichkeit, ausschliefdlich
mit den Parametern der , Testfolge* f mit f(n)=an® +bn® + cn+d zu experimentieren. Da-
bei konren de gesuchten Parameter a=0, b=05, ¢=0,5 und d =0 sukzessve enge-
schachtelt werden. Im Rahmen dieser Aufgabe kann man fragen, welche Strategien de Pro-
banden im Ldsungsprozess verfolgen. Insbesondere interesgert, inwiefern Kenntnisse Uber
Diff erenzenfunktionen angewendet werden undwelche Bedeutung die experimentelle Strate-
giefir die Probanden besitzt.

5.65 Aufgabe5: Noch eine Z-Funktion

Die Graphik zegt die Darstellung einer Z-Funktion f.
Skizzieren Sie auf dem Arbeitsblatt den Verlauf der Diff erenzenfunktion D.

=
g
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Abb. 71: Aufgabe 5

Gegenstand deser Aufgabe ist eine spezielle kubische Funktion, deren Diff erenzenfunktion
durch ,, graphisches Differenzenhbil den (als Analogie zum graphischen Diff erenzieren) gefun-
den werden soll. Die Termdarstellung der Funktion ist nicht gegeben, um zu vermeiden, dass
die Differenzen numerisch-algorithmisch mit Hilfe der Formel D(n)=f(n+1)- f(n) be-
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rechnet und erst nachtréglich in de Zeichnurg eingetragen werden. Die M6glichkeit des nu-
merischen Beredhnens ist jedoch prinzipiell auch beim Arbeiten mir dem Graph gegeben,
indem die Probanden de Funktionswerte durch ein Deuten auf die jeweili gen Koordinaten-
punke alesen und anschlief3end miteinander verknipfen. Dieses Arbeiten spiegelt jedoch
inhaltli ches Wissen Ubker die Bedeutung der Differenzenfunktion wider und soll daher als Al-
ternative zum , Abschatzen® der Anderungen und @m Anfertigen einer ,,echten” Skizze be-
ricksichtigt werden. Mit dieser Aufgabe soll Gberprift werden, ob de Probanden ihre Kennt-
nisse von quedratischen Differenzenfunktionen auch auf eine kubische Funktion Ulertragen
kénren. Es sll dabei insbesondere untersucht werden, wie sie die Skizze anfertigen, welche
Eigenschaften von Differenzenfunktionen sie dabei ausnutzen und welche Sichtweisen ihr
V orgehen widerspiegelt.

5.7 Versuchsdurchfihrung

Die gesamte Untersuchung wurde in &ffentlichen Rechnerraumen der Universitét Gief3en
durchgefiihrt. Die Studierenden beabeiteten das Testprogramm im Rahmen einer Ubung zur
Vorlesung ,, Computer im Mathematikunterricht®, die Schiler wurden zum Zwedke der Unter-
suchung fur jeweils einen Vormittag vom Schulunterricht befreit. Im Folgenden werden der
Ablauf der Untersuchung sowie die aus den Ergebnissen der Voruntersuchung resulti erenden
Veranderungen des Programms erlautert.

5.71 Voruntersuchung mit den Studierenden

Der Vortest mit den Studierenden fand in einem Rechnerraum der Universitétsbibli othek statt.
Auf eine ausfuhrliche inhaltli che Einfihrung in de Thematik ,, Diff erenzenfunktionen® wurde
verzichtet. Die Studierenden beabeiteten das Untersuchungsprogramm von Anfang an eigen-
standig und ohre Unterbrechung. Abschlief3end hetten die Studierenden de Moglichkelt, eine
Zusatzaufgabe (Extrapolationsaufgabe) zu |6sen. Die insgesamt bendtigte Arbeitszeit lag in
einem Bereich von 1 h und 1 h 4&in.

Uberraschend viele der Studierenden hatten grofRe inhaltli che undtedhnische Probleme bei der
Beabeitung des Lernprogranms. Diese Schwierigkeiten lassen sich zum einen auf die man-
gelnden Excd-Kenntnissen der Studierenden®®®, zum andern auch auf die Programmkonstruk-
tion zurickfUhren. Auf der Basis dieser Beobadhtungen konrte das Lernprogramm wie ge-
plant im Hinblick auf die Hauptuntersuchung Uberarbeitet werden (vgl. Kap. 5.7.3. Ein wel-
teres Ziel der Voruntersuchung — das Erfassen von Datenmaterial, das den Vergleich der Ar-
beitsweisen von Studierenden undSchilern ermdgli cht — konrte nur bedingt erreicht werden.
Die Arbeitsweisen vieler Studierenden lief3en bereits im Rahmen der Beabetung der ersten

200 pjese Studierenden hatten es offensichtlich trotz ausdriicklichen Hinweises sitens der Versuchdeiterin ver-
sdumt, sich vor der Untersuchungmit den grundlegenden Eigenschaften von Excd vertraut zu machen.
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Aufgabe (die nur wenige technische Kenntnisse vorausstzte und zahlreiche Hilfestellungen
zum Arbeiten mit dem TKP gab) mangelhafte Grundfertigkeiten im Umgang mit Excd er-
kennen. Da zu erwarten war, dass ein inhaltliches Arbeiten duch das zu geringe technische
Grundagenwissen beantradtigt und maogli cherweise sogar verhindert werden wirde, wurden
diese Studierenden im Rahmen der Auswertung nicht berticksichtigt. Insgesamt wurde somit
eine Auswahl von 21Studierenden in den Vergleich einbezogen.

5.72 Uberarbeitung des Versuchsprogramms

Im Hinblick auf die Hauptuntersuchung wurde das Programm der Studierenden urter inhaltli-
chen Gesichtspunkien verandert. Indem einige kleinere Teil aufgaben®* hinzugefiigt und ver-
bindende Informationsblatter®®? erganzt wurden, wurde das Programm etwas kleinschrittiger.
Mit den zusitzlichen Aufgaben sollten zuvor behandelte Inhalte gefestigt und der Ubergang
zu kamplexeren Aufgaben vereinfadit werden. Zwel weitere Aufgaben der Studierenden aus
dem Themenkomplex 2 (, Durchschnittstemperaturen*) wurden umformuliert zu Aufgabe 2e.
Aufgrund cer verénderten Aufgabenstellung kbnren die beiden urspriinglichen Aufgaben der
Studierenden aber nicht beim Vergleich der Arbeitsweisen der Schiler und der Studierenden
beriicksichtigt werden.

Aufgabe 5 wurde gekirzt und inhaltli ch veréndert. Gegenstand der urspringlichen Aufgabe,
die aus drel Aufgabenteilen bestand, waren pdynomiae Z-Funktionen dritten und vierten
Grades. Die Studierenden sollten im ersten Aufgabenteil das Anderungsverhalten einer kubi-
schen Z-Funktion mit Hilfe deren Differenzenfunktion beschreiben. Gegenstand des zweiten
Aufgabenteil s war die Analyse des Einflusses der Parameter a, b, c undd auf die Klass der
kubischen Z-Funktionen f(n)=an’+bn?+cn+d und ceren Differenzenfunktionen. Eine
inhaltli che Deutung ihrer Beobadhtungen bereitete den Studierenden grofe Schwierigkeiten,
so dass im Rahmen der Hauptuntersuchung auf eine explizite Behandlung kubischer
Z-Funktionen verzichtet wurde. Es wurde lediglich die Idee des dritten Aufgabenteils — das
graphische Differenzenbilden — Gbernommen. Die Studierenden hatten hierbel die Aufgabe,
die Differenzenfunktion der Z-Funktion f(n) =-0,072n* +0,03n° +5,2n* - 26n—655 gra-
phisch zu bestimmen. Im Rahmen des Versuchsprogramms der Schiler wurde anstelle der
poynomiaen Z-Funktion vierten Grades eine kubische Z-Funktion vagegeben. Somit er-
moglicht diese Aufgabe aiuch einen bedingten Vergleich der Sicht- und Arbeitsweisen der
Studierenden und ar Schiiler.**®

201 Es handelt sich hierbei um die Aufgaben 1f, 1h, 1j, 2c, 2d, 3a, 3b, 3c, 3e.
292 Djese Informationsblgtter sind in den Abbil dungen 42, 44, 55, 59 und 67 drgestellt.

203 E5 gllte sich sowohl bei den Studierenden als auch bei den Schilern um eine Funktion handeln, die zuvor
noch nicht im Hinblick auf ihr Anderungsverhalten analysiert wurde.
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Neben den mathematischen Inhalten wurde auch das methodsche Vorgehen llkerdadt. Das
Konzept der passven Tellnahme der Untersuchungsleiterin sollte grundsétzlich beibehalten
werden. Jedoch wurde a@ne kleine gemeinsame Einfiihrungsphase engeplant, in der die Be-
schéftigung mit Differenzenfunktionen Uber die Bedeutung von Funktionsanderungen in
Umweltsituationen im Unterrichtsgesprach motiviert wurde. Zu desem Zwedk wurden vier
Excd-Tabellenblétter vorbereitet, die von der Versuchdeiterin var dem eigentlichen Testbe-
ginn mit den Schilern gemeinsam besprochen wurden. Weiterhin wurde noch einmal auf die
wesentli chen Steuerungs- undKontroll elemente des Programms hingewiesen.
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Abb. 72: Einfuhrung in die Thematik , Diff erenzenfunktionen*

Da das Programm der Schiler deutlich umfangreicher als das der Studierenden ist, wurde
nach den ersten beiden Aufgaben eine Pause @ngeplant. Vor Beginn der zweiten Testphase
wurden auf vier Excd-Bléttern nach einmal die wesentlichen Aspekte der bisher bearbeiteten
Aufgabenteil e herausgestellt und de neue Fragestellung, d. h. de Analyse a@ner ganzen Funk-
tionenklasse, motiviert. Diese Informationsblétter wurden von der Untersuchungsleiterin nicht
weiter erlautert.
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Abb. 73: Wiederholung vor Beginn der zweiten Testphase

5.73 Hauptuntersuchung mit den Schiilern

Untersuchung mit der Schulergruppe A und B

Die Hauptuntersuchung mit den Schilern der Schulen A undB fand an jeweil s einem Vormit-
tag in den Redhnerraumen des Hochschulrechenzentrums der Universitét Gief3en statt. Nad
der EinfUhrungsphase, in der die Versuchsleiterin de inhaltlichen Ziele des Programms her-
ausgellte sowie anige technische Aspekte ndher erlauterte, beabeiteten die Schiiler die Test-
aufgaben selbststandig ohrne weitere Instruktionen duch de Versuchdeiterin. Nadh den ers-
ten beiden Aufgabenbldcken fand wie vorgesehen eine Pause statt. Im Anschlussan de Un-
tersuchung hatten die Schiler die Gelegenheit, einige Zusatzaufgaben zu dem Themenkom-
plex , Quadratische Z-Aufgaben® zu beabeiten. Die Gesamtarbeitszeit der einzelnen Schiler
lag in einem Bereich von 1 h 30min und 2 h 20nin.

Bel der Durchfuhrung der Untersuchung mit den Schilern der Gruppe B trat wahrend cer
Beabeitung der dritten Aufgabe ein Problem mit dem lokalen Netzwerk des Hochschulre-
chenzentrums auf, wodurch etwa 75 % der Probanden von einem Redhnerabsturz betroffen
waren. Die & Beginn der zweiten Testphase ehobenen ScreenCam-Aufzeichnurgen waren
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dadurch verloren. Die betroffenen Schiler wurden gebeten, de dritte Aufgabe noch einmal
von Anfang an zu beabeiten. Dadurch erhofften wir uns, im Rahmen der Auswertung zumin-
dest einen Eindruck Uber die urspringlichen Losungsergebnisse und de verbalen Beschrei-
bungen zu gewinnen. Die Arbeitsweisen lassen sich jedoch duch eine wiederhdte Beabel-
tung einer Aufgabe nicht oder nur bedingt rekonstruieren. Sie werden daher in der nadhfol-
genden Auswertung nur zum Teil mitberticksichtigt.

Zweite Uberar beitung des Versuchsprogramms

Eine dritte Schilergruppe war in der urspringlichen Versuchsplanung nicht vorgesehen und
wurde nur aufgrund der Datenverluste im Rahmen der Gruppe B zusétzlich hinzugezogen. In
diesem Zusammenhang wurden am Untersuchungsprogramm noch einige wenige Anderun-
gen vargenommen. So wurden zwei Teilaufgaben (Aufgabe 3c und ) aus zeitli chen Griin-
den entfernt. Dariliber hinaus wurde die Tabelle aus Aufgabe 1h und ] um drel Spalten nach
rechts verschoben. Damit wurde vermieden, dassder Spaltenname und der Name der in deser
Spalte berechneten Differenzenfunktion D Ubereinstimmen. Diese , Identitét” hatte in den
Gruppen A undB bel der Beabeitung von Aufgabe 1j zu Fehlinterpretationen gefiihrt, indem
anstell e des Wertes D(9) der Wert aus Zelle D9 abgelesen wurde. Diese Anderung wird in der
Auswertung berticksichtigt.

Dasich bel einigen der Schiler der Gruppen A und B aufgrund der ungewohrt langen selbst-
standigen Arbeitsphasen Konzentrationsshwaden zeigten, de sich in dem Uberlesen bzw.
schnellen Uberbléttern der Informationsblétter duRerten, wurde das methodsche Vorgehen
erneut Uberdadit. In desem Zusammenhang wurden einige der Informationsblétter aus dem
Programm entfernt.?>* Die Inhalte der urspriinglichen Blatter wurden stattdessen gemeinsam
mit der Versuchdleiterin erértert. Dartiber hinaus wurden auch die Aufgaben If und 3 ge-
meinsam im Unterrichtsgespradc gelost. Die besondere Behandlung dieser beiden Aufgaben
wird im Rahmen der Auswertung berticksichtigt.

Untersuchung mit der Schilergruppe C

Die Durchfihrung der Untersuchung mit den Schilern der Gruppe C verlief im Sinne der
oben beschriebenen Planung. Die Arbeitszeit betrug zwischen 1 h 30min und 1 h und 5&in.

204 Es handelte sich hierbei um die in den Abbildungen 42, 44 und 59 drgestellten Informationsbl tter.
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5.74 Vergleich der drei Testversionen: Ubersicht

Die folgende Tabelle zeigt die Inhalte der Testprogramme der Studierenden urd der Schiler
der Gruppe C im Vergleich zu dem Programm der Schilergruppen A undB.

Studierende Schuler A/B Schuler C

Aufgabe 1

a X X X

b X X X

c X X X

d X X X

e X X X

fo | - X Klassengesprach

g X X X

h | e X °

| B X °
Aufgabe 2

a X X X

b X X X

cC | - X X

d | e X X

e O X X
Aufgabe 3 X X

- I I X X

b | - X X

cC | - X | e

d X X X

e | - X | e

f X X Klassengesprach

g X X X
Aufgabe 4

a X X X

b X X X

c X X X

d X X X
Aufgabe5 ° X X

Tab. 6: Vergleich der drei Testversionen

X = Gleiche Aufgabe

e = Aufgabe bedingt vergleichbar

[0 = Aufgabe nicht vergleichbar

--- = Keine verglei chbare Aufgabe vorhanden
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6 Ergebnisse der empirischen Untersuchung

Die Auswertung der empirischen Untersuchung stiitzt sich auf die Computerprotokalle und
schriftlichen Aufzeichnurgen von 53Schilern und 21Studierenden. Aufgrund vonProble-
men mit der Datenspeicherung und den damit verbundenen Datenverlusten insbesondere bel
der Schilergruppe B (vgl. Kap. 5.7.3, kann de Anzahl der in de Auswertung einbezogenen
Probanden von Aufgabe zu Aufgabe variieren. Ein Vergleich zwischen der Gruppe der Schi-
ler und der Studierenden ist aufgrund ces fur die Schiler erweiterten undabgeédnderten Test-
programms nicht bei allen Aufgaben moglich (vgl. Kap. 5.7.4. Im Folgenden werden nun de
Ergebnisse der funf Testaufgaben anaysiert.

6.1 Ergebnisse a1 Aufgabel

Gegenstand deser Aufgabe ist die ,, Streichhdzfolge®, ein einfaches Zahlproblem, dem eine
lineae Gesetzmdldigkeit zugrunck liegt. Das iterative Aufbauprinzip der Streichhdzfolge soll-
te zunadhst verbal und anschlief?end mit Hilfe des Tabell enkalkulationsprogramms (TKP)
Excd tabellarisch erfasd werden. Mit dem Begriff der Differenzenfolge wurde den Proban-
den im Anschlussein Werkzeug bereitgestellt, das es erlaubt, die @soluten Anderungen bzw.
die mittlere Anderungsrate von Zzhifolgen im ,, Intervall“ [n, n+1] sowohl lokal als auch glo-
bal zu beschreiben. Die Probanden sollten in desem Zusammenhang die Differenzenfolge mit
Hilfe des TKP berechnen undEigenschaften der Differenzenfolge untersuchen bzw. zur L6-
sung einfacher Problemstellungen einsetzen. Die Aufgabe hatte das Ziel, die Schiler vorran-
gig mit den tedhnischen Bedienungselementen des Programms vertraut zu madien. In der
folgenden Auswertung wird daher ein Schwerpunk auf die Analyse der Arbeitsweisen mit
dem Werkzeug Excd gelegt.

6.11 Ergebnisse a1 Aufgabe 1a

Die Probanden sollten im Rahmen dieser Aufgabe das iterative Aufbauprinzip der Streich-
haozfolge verbal beschreiben. Samtliche Studierende sowie 94 % der Schiler erkannten das
iterative Aufbauprinzip der Streichhdzfolge, also de Anderung um 3 Streichhdzer von Stufe
zu Stufe. Dabel hoben zusétzlich 38 % der Studierenden aber nur 10% der Schiler das An-
fangsfolgenglied 5 explizit hervor. Dies ist wohl darauf zuriickzufiihren, dassdie Schiler bis-
her wenig bzw. gar nicht mit rekursiven Folgen bzw. Figurenmustern vertraut waren. Letzte-
res mag auch ein Grund dafiir sein, dass6 % der Schiler die Aufgabe fehlerhaft beabeiteten,
indem sie die Anzahl der Streichhdzer, die von Stufe zu Stufe hinzukommen, mit 1 bew. 2
bezifferten.
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6.12 Ergebnise a1 Aufgabe 1b

Die Probanden hetten hier die Aufgabe, mit Hilfe ener rekursiven Formel die esten 21 Fol-
genglieder der Streichhdzfolge zu berechnen. Eine Unterscheidung in richtige und falsche
Beabeitungen erwies sch hinsichtlich der Beurteilung der Leistungen und as Lernfort-
schritts der Schiler und Studierenden als zu grob. Daher wird hier danadh klasdfiziert, obdie
Probanden de Aufgabe beim ersten oder erst beim zweten ,Loésungsversuch® richtig
beabeiteten, ob sie mehr als zwei Anléufe bendtigten oder ob sie die Aufgabe fehlerhaft
l6sten. Als ,Losungsversuch® oder ,Losungsanlauf‘ gilt dabei ein fehlerfreier
Beabeitungsabschnitt, bel dem keine technischen ocer inhatlichen Probleme auftreten und
der entweder zur Losung der Aufgabe oder zu einer fehlerhaften Eingabe fuhrt. Es ergibt sich
die folgende Haufigkeitsverteil ung:

Schiiler (49) Studierende (21)
1 Loésungsversuch 53 % (26) 38% (8)
2 Losungsversuche 20% (10 52% (11
>2 Losungsversuche 23% (11) 10% (2)
Fehlerhafte Losung 4% (2) 0% (0)

Tab. 7: Aufgabe 1b — L 6sungsversuche

Auch wenn pozentual weniger Studierende ds Schiiler die Aufgabe im ersten Lésungsanlauf
|Gsten, berechneten insgesamt 90 % der Studierenden aber nur 73 % der Schiler die 21 Fol-
genglieder der Streichhdzfolge nach maximal zwel Ldsungsanldufen erfolgreich. Mogli cher-
weise hatte @n Teil der Studierenden die Aufgabe im ersten Anlauf ,, unterschétzt“ underst im
zweiten Versuch de nétige Konzentration zur Beabeitung aufgebracht. Die Arbeitsweisen
und Schwierigkeiten der Probanden sollen im Folgenden nach einmal genauer analysiert wer-
den.

6.1.2.1 Erstelen der Tabdlle

Die Arbeitsweisen der Probanden beim Erstellen der Tabelle lasen sich wie folgt klasgfizie-
ren:

» Tednisch: Es wird versucht, die Tabelle ausschliefdich urter Verwendurg relativer Zell-
bezlige und duch Kopieren der entsprechenden Formel zu erstellen. Zum Teil werden da-
bei die Folgenglieder zunachst Schritt fir Schritt in jeder Zelle neu berechnet, wobei auf
die Kopieroption verzichtet wird.

« Traditionell — technisch: Die esten Folgenglieder werden zundchst numerisch eingetra-
gen. Anschlief3end werden relative Zell beziige verwendet und de entsprechende Formel
in de Ubrigen Zellen der Tabell e kopiert.
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» Tedhnisch —traditionell: Es wird versucht, die Tabelle zunadst durch Kopieren bestimm-
ter Zdllinhalte zu erstellen. Gel6st wird de Aufgabe jedoch letztendich duch das Eintra-
gen der numerischen Folgengli eder.

» Traditionell: Der Wert jedes Folgenglieds wird numerisch bestimmt undin de Tabelle
eingetragen.

Tabell e 8 gibt die entsprechende Haufigkeitsverteilung an:

Schiiler (51) Studierende (21)
Tednisch 80% (41) 71% (15)
Traditionell —technisch 18% (9) 24% (5)
Tednisch —traditionell 2% (1) 0% (0)
Traditionell 0% (0) 5% (1)

Tab. 8: Aufgabe 1b — Arbeitsweisen beim Erstellen der Tabelle

Die Probanden versuchten bis auf eine Ausnahme, die technischen Moglichkeiten zur (eff ek-
tiven) Berechnurg einer rekursiven Folge zu nuzen. Dabei nahmen jedoch etwa 20 % beider
Probandengruppen zunadst die Unterstitzung des neuen Werkzeuges nur zum Teil in An-
spruch. Der Strategiewedhsel ,traditionell — technisch® kann darauf zurtickgefthrt werden,
dasserkannt wurde, dassdas Verwenden der tedhnischen Mdgli chkeiten tatsddlich mit einer
operative Entlastung verbunden ist. Lediglich ein Studierender l6ste die Aufgabe durch
schrittweises Eintragen der numerischen Folgenglieder, undein Schiler wedhselte vom tedh-
nisch urterstitzten zum , traditionellen“ Arbeiten. Dieser Strategiewedsdl ist insofern nach-
vollziehbar, als dieser Schiler erhebliche Schwierigkeiten im Umgang mit der TKP-Syntax
hatte.

6.1.2.2 Inhaltliche/technische Probleme

Beim Losen deser Aufgabe zeigten sich sowohl inhaltliche Probleme im Umgang mit der
rekursiven Folge ds auch technische Probleme, also Probleme beim Arbeiten mit dem Werk-
zeug. Die Fehler inhdtlicher Art lassen sich danadh urterteilen, obein falsches Anfangsfol-
genglied od ein falscher Anderungswert verwendet wurde. Die folgende Tabelle gibt an,
wie viele der Probanden jeweils einer der beiden Fehlerkategorien zugeordnet werden kaon-
nen, wobei ein Proband auch hinsichtlich beider Kategorien berticksichtigt werden kann .

Fehlerhafter Folgenanfang |  Falscher Anderungswert
Schiiler (51) 20% (10 8% (4
Studierende (21) 29% (6) 0% (0)

Tab. 9: Aufgabe 1b — Inhaltliche Fehlertypen



6 Ergebnisse 164

Bis auf 4 Schiler verwendeten séamtliche Probanden in der Excd-Formel zur Berechnurg der
ersten 21 Folgenglieder den richtigen Anderungswert 3. Die verbale Formulierung der der
Streichhdzfolge zugrunce liegenden Gesetzmaliigkeit hatte offensichtlich das Formalisieren
des Sadchverhalts unterstiitzt. Das Benennen des ersten Folgengli eds bereitetet dagegen beiden
Probandengruppen gréfere Schwierigkeiten. Diese Schwierigkeiten konren jedoch zum Tell
auf Konzentrationsschwéden zurtickgefiihrt werden. So haetten 3 der 6 Studierenden, de én
fehlerhaftes Anfangsfolgenglied angaben, deses im Rahmen von Aufgabenteil 1a richtig be-
nannt.

Auf der Werkzeugebene bereitete den Schilern das Arbeiten mit Zellnamen als Variablenna-
men (technische) Schwierigkeiten. So traten syntaktische Fehler auf, indem das ,,="-Zeichen
in Formeln vergesen wurde, es wurden falsche Zellbeziige bzw. Zirkelbeziige hergestellt
oder es wurde auf Zellbeziige ganz verzichtet bzw. versucht, das Problem des Formulierens
einer Gesetzmaldigkeit an das TKP zu ,delegieren”. In dem letztgenannten Fall wurden de
ersten beiden Folgenglieder 5 und 8in de asten beiden Zellen numerisch eingegeben. Diese
Zé€llinhalte wurden anschlief3end in die Gbrigen Zellen der entsprechenden Spalte kopiert, wo-
bei sich nur die numerischen Werte 5 und 8 zyklisch wiederhdten. Es ergeben sich also de
folgenden drel Fehlerkategorien:

.  Vergessn des,="-Zeichens,
[1.  Fehlerhafte Zell bezlige;
II1.  Fehlende Zellbezlige.

Die Tabelle 10 zeigt die entsprechende Haufigkeitsverteilung, wobel wieder ein Proband
mehreren Kategorien zugewiesen werden kann.

| I Il
Schiler (51) 6 % (3) 20% (10 12 % (6)
Studierende (21) 24% (5) 24.% (5) 14% (3)

Tab. 10: Aufgabe 1b — Technische Fehlertypen

Waéhrend hinsichtlich der Fehlertypen 1l und Il keine grol®en Unterschiede zwischen den
Probandengruppen feststellbar sind, traten bei den Schilern prozentual weniger syntaktische
Fehler auf als bei den Studierenden (Fehlertyp 1). Dieses zunachst Uberraschende Ergebnis
kann darauf zurtickgefthrt werden, dassin dem Testprogramm, das von den Schilern beabel-
tet wurde, auf die Notwendigkeit des ,,="-Zeichens in Formeln nach einmal explizit hinge-
wiesen wurde.
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Wie aus einer weiteren (ganzheitli chen) Analyse® der Arbeitsweisen hervorgeht, tiberlager-
ten bei beiden Probandengruppen technische Probleme die inhaltlichen Schwierigkeiten. So
zeigten 35 % der Schiler (bzw. 48 % der Studierenden) fehlerhafte Arbeitsweisen bei der
Verwendurg des TKP, wohingegen sich nur bel 22 % der Schiler (bzw. 29 % der Studieren-
den) Schwierigkeiten beim Arbeiten mit dem Folgenbegriff beobadten lief3en. Die tedhni-
schen Probleme konren zum Tell auf die noch mangelnde Vertrautheit mit dem Werkzeug
zurtckgefuhrt werden.

6.13 Ergebnisse a1 Aufgabe 1c

Bel dieser Aufgabe sollte mit Hilfe der in Aufgabe 1b berechneten Tabelle der Wert des 12.
Folgengliedes bestimmt werden. Zur Lésungstiberprifung stand ein ,, Ok-Button® zur Verfu-
gung, der angab, ob ds Ergebnis richtig oder falsch war. Die meisten Probanden hatten mit
dieser Aufgabe keine Schwierigkeiten undgaben den Funktionswert bereits nach eéinmaligem
Lesen der Tabellerichtig an (vgl. Tab. 117).

Schiler (49) Studierende (21)
1 Loésungsversuch 78 % (38) 86 % (18
2 Losungsversuche 10% (5) 9% (2)
>2 Losungsversuche 10% (5) 5% (1)
Fehlerhafte Losung 2% (1) 0% (0)

Tab. 11: Aufgabe 1c — L 6sungsversuche

6.1.3.1 Lesen der Tabellendarstellung

Beim Lesen der Tabell endarstell ung traten im Wesentli chen zwel Fehlertypen auf:

e Ignaieren der Tabele Es werden Werte ds Losung angegeben, de keinen Bezug zur
Tabelle ekennen liel3en, wie z. B. 34, 40, 36.

* Ablesen aws falscher Tabelle: Das Lesen der Tabell e bereitet keine Schwierigkeiten, dach
ist der in der Tabelle angegebene Wert falsch, da die Streichhdzfolge bereits in Aufgabe
1bfehlerhaft erzeugt wurde.

In der folgenden Tabelle 12 ist die entsprechende Haufigkeitsverteilung angegeben. Dabel
kann ein Proband keiden Fehlerkategorien zugeordnet werden.

295 Es wurden hierbei die Probanden dahingehend klassfiziert, ob ein technisches bzw. inhaltli ches Problem
auftrat oder nicht, ohne Berticksichtigungder spezellen Ausprdgungdieses Fehlers.
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Ignorieren der Tabelle Ablesen aus falscher Tabelle
Schuler (51) 16 % (8) 4% (2)
Studierende (21) 19% (4) 5% (1)

Tab. 12 Aufgabe 1c — Inhaltliche Fehlertypen

Dass16 % der Schiler und 19% der Studierenden Werte angaben, de keinen Bezug zur Ta-
belle ekennen lief3en, 18sg sich darauf zurtickfuhren, dass moglicherweise (fehlerhafte) nu-
merische Operationen im Kopf durchgefuhrt wurden. Hiermit wére éwa der Wert 36=12[3
zu erkléren, bei dessen Berechnurg das Anfangsfolgenglied 5 dfensichtlich nicht berticksich-
tigt wurde. Das Ablesen eines richtigen Werts aus elner falschen Tabelle kann ncht ds ,eth-
ter* Fehler des entsprechenden Probanden gewertet werden, sondern ist auf die Konstruktion
des Lernprogramms bzw. die Kopdung von Aufgabe 1b und T zurtickzufhren.

6.1.3.2 Verwenden des, Ok-Buttons"

Fast ale Probanden nuzten de Mdglichkeit der Lésungsiberprifung mit Hilfe des ,, Ok-
Buttons*. Dadurch konrien Fehler entdedkt anschlief3end mach maximal 4 Ldsungsanléaufen
korrigiert werden. Dass einer der beiden Schuler, die ene fasche Ldsung lieferten, sein Er-
gebnis nicht korrigierte, ist dabel darauf zurlickzuftihren, dasser die Losung gerade nicht mit
Hilfe des Buttons Uberpriifte. Nur in zwei Ausnahmeféll en zeigte sich ein urreflektiertes Vor-
gehen, das zum Tell auf die Préasenz des ,, Ok-Buttons* zuriickgefuihrt werden kann. So bend-
tigte der Studierende 111°%° 5 und d@r Schiler C8%%7 7 Lésungsanlaufe, die jeweils mit dem
Button Uberprift wurden. Dabei zeugen de @ngegebenen Werte (z. B. 29, 30, 32, 40, 50, 41
davon, dassdie Tabell e nicht gelesen, sondern fiktive Werte ausgedadht wurden, in der Hoff-
nung, durch ein Vorgehen nach , Versuch undlrrtum® die richtige Lésung zu erraten.

6.14 Ergebnise a1 Aufgabe 1d

Bei dieser Aufgabe sollten de Probanden — ausgehend voneiner vorgegebenen Streichhd zer-
anzahl — die Anzahl der mdglichen Stufen einer entsprechenden , Streichhdzleiter* bestim-
men, d. h. de Tabelle zum Ablesen eines Werts des Definitionsbereichs der Streichhdzfolge
verwenden. Hierbel musden inhaltli che Gesichtspunke beaditet werden. So wurde der als
Anzahl der verflgbaren Streichhdzer angegebene Zahlenwert 60 richt als Funktionswert an-
genommen. Es musde zunadst ein Bezug zur Sachsituation hergestellt werden undanschlie-
Bend der zum nadist kleinere Funktionswert gehdrende Wert des Definiti onsbereichs abgele-
sen werden. Als Lésung ergibt sich in desem Fall n=19, denn A(19)=59. Wie die folgende

20\/gl. die ScreenCam-Datei 11 1.scm.
27y/g. die ScreenCam-Datei C8.scm.
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Tabelle zeigt, haben de Studierenden dese Aufgabe — erwartungsgemald — etwas besser ge-
|6st als die Schiiler.

6.1.4.1 Lesen der Tabellendarstellung

Schiiler (49) Studierende (21)
1 Loésungsversuch 599% (29 76 % (16)
2 Losungsversuche 21% (10 19% (4)
>2 Losungsversuche 16 % (8) 0% (0)
Fehlerhafte Losung 4% (2) 5% (1)

Tab. 13: Aufgabe 1d - 6sungsversuche

Die (inhaltli chen) Fehler beim Lesen der Tabell endarstellung lassen sich wie folgt klassfizie-

ren:

l. Fehlinterpretation cer diskreten Sachsituation.
(Loésung: n=20; n=A495; n=193).

1.  Aufgabenstellung falsch verstanden: Es wird das 60. Folgenglied bestimmt.

(L6sung: n=182; n=170; n=200).
1.  Sonstige Werte (Losung: n=60).

Die Tabelle 14 zeigt die entsprechende Haufigkeitsvertellung. Ein Proband kann ddbel hin-
sichtlich mehrerer Fehlertypen berlicksichtigt werden.

Schiiler (49) 24% (12

14% (7) 2% (1)

Studierende (21)

14% (3)

5% (1)

5% (1)

Tab. 14: Aufgabe 1d — Inhaltliche Fehlertypen

Diese Umkehraufgabe bereitete den Probanden grofere Schwierigkeiten als die vorhergehen-
de Aufgabe, wobei der Unterschied bei den Studierenden weniger deutlich ist. Insgesamt
24 % der Schiler hatten de diskrete Sachsituation dfenbar fehlerhaft interpretiert bzw. die
Aufgabe ohre Berlicksichtigung inhaltlicher Gesichtspunkte gelost. Dabel zeigt sich eine
mangelnde Vertrautheit mit Folgen bzw. diskreten Funktionen und— betrachtet man Ldsun-
gen wie dwa n =193 — eine starke Fixierung auf stetige Funktionen. Die Losungen der Pro-
banden, de der Fehlerkategorie Il zugeordnet werden konren, sind ein Indiz dafir, dass der
Aufgabentext nicht griindich gelesen wurde. Dies sheint eine generelle Gefahr beim Arbel-
ten mit elektronischen Arbeitsbldttern darzustellen, insbesondere wenn de entsprechenden
Blétter eine zu hole Informationsdichte aufweisen.
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6.1.4.2 Nutzen des, Ok-Buttons’

Fast ale Probanden nuzten wie in Aufgabe 1c die Moglichkeit der Losungstiberprifung mit
Hilfe des ,, Ok-Buttons* und losten de Aufgabe nach maximal 4 Lésungsversuchen. Nur bel
dem Schiler A17°°® bewirkte die Prasenz dieses Buttons einen extremen Hand ungsaktivis-
mus und eine Losungsauche nach dem Verfahren ,Versuch undlrrtum® (15 Losungsanl&ufe).
Die beiden Schuler, welche die Aufgabe fehlerhaft beabeiteten, verwendeten den ,Ok-
Button" nicht.

6.15 Ergebnise a1 Aufgabe le

Ziel dieser Aufgabe war es, den Begriff der Differenzenfolge vorzubereiten. Hierzu sollten
die Probanden zunadhst mit Hilfe des TKP die Folge der Anderungen der Streichhdzfolge
beim Ubergang von einem zum nadhsten Folgenglied berechnen. Die entsprechende Formel
war im Testprogramm vorgegeben, um technische Schwierigkeiten zu vermeiden und de
Aufmerksamkeit der Probanden auf die inhaltli che Beziehung zwischen Folge und Differen-
zenfolge zu richten. Wie die folgende Tabell e verdeutli cht, haben Schiller und Studierende die
Aufgabe @wa gleich gut beabeitet.

Schiler (49) Studierende (21)
1 Lésungsversuch 72 % (35) 76 % (16)
2 Lésungsversuche 18% (9) 14% (3)
>2 Ldsungsversuche 10% (5) 5% (1)
Fehlerhafte Losung 0% (0) 5% (1)

Tab. 15: Aufgabe 1e— L 6sungsversuche
6.1.5.1 Erstellen der Tabelle

Beim Erstellen der Tabelle lassen sich zwei verschiedene Vorgehensweisen urterscheiden, de
bereits bel Aufgabe 1b auftraten:

Schiler (49) Studierende (21)
Technisch 90 % (44) 100% (22
Traditionell -technisch 10% (5) 0% (0)

Tab. 16: Aufgabe 1e — Arbeitsweisen beim Erstellen der Tabelle

Samtliche Studierenden und de meisten Schiler verwendeten zum Erstellen der Tabelle die
Kopierfunktion des TKP. Dabel umging ein Schiler das Arbeiten mit relativen Zell bezligen

28y/g. die ScreenCam-Datei A17.scm.
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und koperte lediglich den numerischen Wert 3. Nur 10 % der Schiler gingen zunadst tradi-
tionell vor undgaben schrittweise den Wert 3in de entsprechenden Zellen ein.

6.1.5.2 Inhaltliche/technische Probleme

Beim Ldsen deser Aufgabe zeigten sich — wie bereits bei Aufgabe 1b— sowohl inhaltli che ds
auch technische Probleme. Inhdltliche Schwierigketen auf¥erten sich bei 10 % der Schiler
und 14% der Studierenden insofern, als die agentliche Aufgabenstellung aus den Augen ver-
loren und \ersucht wurde — in Anaogie zu Aufgabe 1b — ene aithmetische Folge
A(n+1)= A(n)+d mit Anderung d =3 zu erzeugen.

Unter tedhnischen Gesichtspurkten lasen sich wie in Aufgabe 1b de Fehlertypen urter-
scheiden:

l. Vergessen des,, ="-Zeichen,
1.  Fehlerhafte Zellbezlige;
[Il.  Fehlende Zell beziige.

Es ergibt sich de folgende Verteilung, wobei wieder ein Proband mehreren Kategorien zuge-
ordnet werden kann.

| I Il
Schiiler (49) 8% (4) 10% (5) 0% (0)
Studierende (21) 10% (2) 5% (1) 0% (0)

Tab. 17: Aufgabe 1e — Technische Fehlertypen

Da die enzelnen Losungschritte und auch de e@nzugebende Formel bei dieser Aufgabe an-
gegeben waren, lassen de Arbeitsweisen der Probanden mit fehlerhaften Bearbeitungen dar-
auf schlief3en, dassder Aufgabentext nicht sorgféltig genug gelesen wurde.

6.16 Ergebnise au Aufgabe 1f

Aufgabe 1f diente zur Einfihrung des Begriffs der Differenzenfolge. Das Ausfillen des dort
angegebenen ,, Lickentexts®, mit Hilfe dessen de lokae Beziehung zwischen Folge und Dif-
ferenzenfolge noch einmal deutlich herausdellt werden sollte, bereitete den Schilern keine
groleren Probleme. Bei einer genaueren Untersuchung der Arbeitsweisen der Probanden
musde berlicksichtigt werden, dass diese Aufgabe im Rahmen der Untersuchungsdurchfih-
rung mit der Schilergruppe C aus dem Testprogramm entfernt undin einem Lehrer-Schiler-
Gesprach behandelt wurde. Da die Aufgabe hauptsadhlich zur Festigung des bisher Gelernten
diente, soll auf eine solche Analyse hier verzichtet werden.
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6.17 Ergebnise a1 Aufgabe 19

Im Rahmen der bisherigen Aufgaben wurde die Streichhdzfolge und ceren Diff erenzenfolge
aus<chliefdich anhand ihrer zeichnerischen bezw. tabell arischen Darstellung untersucht. Diese
Aufgabe hatte astmals die graphische Darstellung beider Folgen zum Gegenstand. Die Schii-
ler und de Studierenden sollten hierbei die Eigenschaften beider Graphen verbal beschreiben.
Die Antworten der Probanden lassen sich danadh urterscheiden, obgeometrische oder funkti-
onale Eigenschaften der jeweili gen Darstellungen hervorgehoben werden oder ob beim Be-
schreiben beider Graphen ein Bezug zum (iterativen) Aufbau der Ausgangsfolge hergestellt
wird. Nadhfolgend sind einige fir die jeweiligen Kategorien prototypische Beschreibungen
aufgeflhrt.

Der Graph von A

A Geometrische Schtweise
- Der Graphist eine Gerade.

B Funktionde Schtweise

- Die Streichhdzfolge A ist eine lineare Funktion.

- DieFunktion steigt konstant an.

- DieFunkiionist stetig.

- DieFolge wadst monaon.

- A(n)=3n+2.

- Prox-Wert Zunahme um 1 nmmt der y-Wert um 3 zu.

- Graphsteigt konstant an (mit konstanter Steigung), ndmlich um 3.

C Beziehungzumiterativen Aufbau der Folge wird hergestellt

- Funktion steigt konstant an, well bei den Streichhdzern immer 3 hinzukommen.

- Differenzist 3.

- Steigt linea, daimmer die gleich Anzahl an Streichhdzern hinzukommen.

- Die Streichhdzfolge beschreibt eine lineae Funktion, de beim Ausgangswert 5 beginnt
und ceren Werte jewell s um 3 zunehmen.

K Keine @nzuordnende Antwort
- Streichhdzfolge stellt Anzahl der Streichhdzer graphisch dar.

Der Graph von D

A Geometrische Schtweise
- Der Graphist eine Paral ele zur x-Achse.
- Der Graphist eine Gerade.

B Funktiond-gareheitli che Schtweise

- Lineae Funktion.

- D zeigt keine Steigung.

- Der Graph het einen korstanten y-Wert.
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C Beziehungzur Folge Awird hergestellt

- Eswird der Wert 3 beschrieben, der immer dazukommt

- D zeigt die Anzahl der Streichhdzer an, de hinzugefigt werden.

- Daimmer die gleiche Anzahl an Streichhdzern dazukommt, bilden de Werte eéne Paral-
lele zur x-Achse.

K Keine eénzuordnende Antwort / keine Bearbeitung

- Differenzist 0.

- Geringfugig undgleichbleibend.

Bel dieser Unterscheidung wird beriicksichtigt, dass eine Beschreibung verschiedene Sicht-
weisen widerspiegeln kann. Daher kbnren de Antworten einzelner Tellnehmer auch mehre-
ren Kategorien zugeordnet werden. Die folgenden beiden Tabellen geben de entsprechenden
Haufigkeitsverteil ungen wieder.

Schiler (49) A B C K
Graph A 14% (7) 84 % (41) 22 % (11 2% (1)
GraphD 29% (14 73 % (36) 18% (9) 10% (5)

Tab. 18: Aufgabe 1g— Sichtweisen der Schiiler

Studierende (21) A B C K
Graph A 19% (4) 95 % (20 29% (6) 0% (0)
GraphD 62 % (13 57 % (12 29% (6) 0% (0)

Tab. 19: Aufgabe 1g— Sichtweisen der Studierende

Beim Beschreiben des Graphen von A argumentierte nur ein geringer Anteil der Schiler und
Studierenden geometrisch (Kategorie A), wohingegen de funktionale Sicht bel beiden Pro-
bandengruppen deutlich tberwog (Kategorie B). Wie a@ne weitere Analyse der Probanden, de
Kategorie B zugeordnet werden konren, zeigt, beschrieben 20% aller Schiler und 24% dler
Studierenden explizit das Anderungsverhaten der Funktion (,Pro x-Wert Zunahme um 1
nimmt der y-Wert um 3 zu.“). Die Betonurg dieses funktionalen Aspekts kann mogli cherwei-
se auf die schrittweise dargestellte Ausgangsstuation zurlickgeftihrt werden, zu der 22 % der
Schiler und 29% der Studierenden einen Bezug herstellten (Kategorie C).

Die Differenzenfolge D war im Rahmen dieser Aufgabe insbesondere den Schilern sowohl in
der Interpretation as Folge der Anderungen der Streichhdzfolge A als auch in der Darstel-
lung als Graph einer konstanten Folge bisher noch nicht bzw. nur auf einer intuitiven Ebene
bekannt. So ist es wohl zu erkldren, dass s$ch in den Antworten hdufiger eine geometrische
Sicht widerspiegelt as bei der Beschreibung des Graphen von A (Kategorie A). Andererseits
betonte mit 73 % immer noch de Mehrheit der Schiler funktionale Aspekte (Kategorie B).
Insgesamt 18 % der Schiler waren darliber hinaus in der Lage, eine Beziehung zur Ausgangs-
folge herzustellen (Kategorie C). Bei der Gruppe der Studierenden tkerwog Uberraschender-
weise ane geometrische Sicht auf den Graph der Diff erenzenfolge (Kategorie A). Dieses Er-
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gebnis 1&s4 sich insofern etwas relativieren, as nur 2 der 13 Probanden, deren Antworten der
Kategorie A zugeordnet werden konren, ausschliefdlich geometrisch argumentierten, wohin-
gegen de Beschreibungen der anderen 11Probanden nach andere Sichtweisen widerspiegeln.
Trotz dieser sehr visuell geprégten Sicht haben 29 % der Studierenden den globalen Zusam-
menhang zwischen Folge und Differenzenfolge ekannt (Kategorie C). Dieser im Vergleich
zu den Schulern etwas hohere Prozentsatz lasd sich auf Vorkenntnisse der Studierenden aus
der Differenzialrechnurg zuriickfihren.

6.18 Ergebnisse a1 Aufgabe 1h

Das Testprogramm der Studierenden wurde fir die Schiler um die beiden Aufgabenteile 1h
und J erweitert. Im Aufgabenteil 1h sollten de Schiler die Diff erenzenfolge ener geringfu-
0ig gegenuber Aufgabe l1a verénderten Streichhdzfolge B beredhnen. Anders as bel Aufgabe
1le werden beal dieser Aufgabe keine direkt visuell zuganglichen Losungshinweise und Hilfe-
stellungen gegeben. Dies kann ein Grund difUr sein, dass— betradchtet man den Anteil derje-
nigen Probanden, welche die jewelligen Aufgabenteile im ersten Loésungsanlauf gelost ha-
ben— diese Aufgabe im Vergleich zu Aufgabe 1e deutlich schlechter beabeitet wurde (vgl.
Tab. 20.

1L6sungs | 2Lésungs | >2Lésungs | Fehlerhafte
versuch versuche versuch Losung
Aufgabe 1e
(49 Schiler) 72% (39) 18% (9) 10% (5) 0% (0)
Aufgabe 1h
(49 Schiler) 41% (20 31% (19) 22% (11) 6% (3)

Tab. 20: Ldsungsversuche:
Vergleich: Aufgabe 1e — Aufgabe 1h

6.1.8.1 Verwenden des, Hinweis-Buttons"

Um technischen Schwierigkeiten bei dieser Aufgabe entgegenzusteuern, hetten de Schiler
hier die Moglichkeit, die entsprechende Formel Gber einen , Hinweis-Button* abzurufen. In-
gesamt 44 % der Schiler nutzten deses Angebot. Dabel gingen 22 % der Probanden reflek-
tiert vor, indem sie den Hinweis erst nach dem ersten Lsungsversuch zur Uberpriifung bzw.
Korrektur der eingegebenen Formel einsetzten. Dagegen verwendeten die Gbrigen 22 % der
Schiler den Button ohre a@ne vorhergehende Losungsaktivitdt und ungingen damit die a-
gentliche Aufgabenstellung. Etwa 40 % der Schiler, die den ,Hinweis-Button® einsetzten,
beabeiteten de Aufgabe anschlieflend (zunadhst) fehlerhaft. Dies ist wieder ein Indiz dafr,
dassder angezeigte Text der Hilfestellung off enbar nicht konzentriert gelesen wurde.
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6.1.8.2 Inhaltliche/technische Probleme

Diese Aufgabe bereitete den Schilern kene groleren inhdtli chen Shwierigketen. Lediglich
4 % der Schiler berechneten anstelle der Differenzenfolge @ne aithmetische Folge A mit
A(n+1)= A(n)+d mit d =3 bzw. d = 4. Dagegen hetten 59% der Probanden Probleme bei
der (technischen) Verwendung @s TKP. Wie bel der Bearbeitung von Aufgabe 1e wurde zum
einen das ,,=“-Zeichen in der entsprechenden Excd-Formel vergessen, zum anderen wurden
fehlerhafte bzw. falsche Zell bezlige hergestellt. Dartiber hinaus zeigten sich aber auch erheb-
li che Probleme beim Ubersetzen der Formel D(n)=B(n+1)- B(n) in die TKP-Syntax. Dabei
wurden in der Regel beide Schreibweisen miteinander ,,vermischt®, indem etwa die Formeln
,=B(n+1)-B(n), ,=B9+1-B9" oder ,=(C9+1)-C9* eingegeben wurden. Somit las-
sen sich die folgende Fehlertypen urterscheiden:

l. Vergessen des,, =“-Zeichens;

1.  Fehlerhafte Zellbezlige,

[Il.  Fehlende Zell beziige;

IV. Vermischen der algebraischen Syntax mit der TKP-Syntax.

Die folgende Tabelle zeigt die Haufigkeitsverteilung Uber diesen Kategorien, wobei wieder
ein Proband hnsichtlich mehrerer Fehlertypen beriicksichtigt werden kann.

I I 1l v
Schuler (49) 14% (7) 14% (7) 2% (1) 39% (19

Tab. 21: Aufgabe 1h — Technische Fehlertypen

Die Schwierigkeiten bei der Beabeitung dieser Aufgabe — insbesondere die Auspragung des
Fehlertyps IV — lassen darauf schlief3en, dassdie Schiler im Umgang mit dem TKP off enbar
weniger gut vertraut waren als angenommen. Dabel deuten de Arbeitsweisen darauf hin, dass
die Schiler offensichtlich die numerische und formale Beziehung zwischen Folge und Diffe-
renzenfolge efasd hatten, eine operative Umsetzung mit dem TKP jedoch aufgrund man-
gelnder technischer Grundertigkeiten behindert wurde.

6.19 Ergebnise au Aufgabe 1j

Die Schiller sollten bel dieser Aufgabe aus der Wertetabelle der Funktionen B und D den
Wert des 9. Gliedes der Differenzenfolge D(9)=4 entnehmen undinhaltlich deuten, d. h.in
dem vorbereiteten Liickentext das Intervall [9, 17 angeben und @n Anderungswert 4 ergén-
zen. Aufgrund einer ungiinstigen Positionierung®® der Tabelle im Testprogramm der Schii-

29 Bei diesem Programm stimmten der Funktionsname der Differenzenfolge und der Name der Spalte, in der
diese Folgenglieder numerisch aufgeli stet waren, Uberein.
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lergruppen A und B gaben 65 % dieser Schiler zunadst anstelle des Funktionswerts
D(9)=4 den Inhalt der Zelle D9, also den Funktionswert D(4)= 2, an. Dieser Fehler setzte
sich zum Teil i n einer fehlerhaften Interpretation deses Werts als Anderung der Folge B fort.

Im Rahmen der Untersuchung mit der Schilergruppe C wurde die Tabelle aif dem Excd-
Blatt zwel Spalten weiter nach redhts platziert, d. h. de Glieder der Folge D standen nunin
Spdte G. Dies fuhrte zu einer signifikanten Reduktion der Ablesefehler (Chiquadrat-
Vierfeldertest, p =0,001) und zu einer insgesamt besseren Beabeitung der Aufgabe (vgl.

Tab. 22 und 23

Gruppe A/B Gruppe C

(34 Schiler) (15 Schiier)
1 Lésungsversuch 32% (11) 46 % (7)
2 Lésungsversuche 27 % (9) 20% (3)
>2 Ldsungsversuche 35% (12 27 % (4)
Fehlerhafte Losung 6 % (2) 7% (1)

Tab. 22: Aufgabe 1j — L 6sungsversuche

Fehlertyp , D(9)=2"“
Ja Nein
Gruppe"A/B 65 % (22) 35% (12
(34 Schiiler)
Grupp?C 13% (2) 87 % (13
(15 Schiier)

Tab. 23: Aufgabe 1j — Auftreten des Fehlertyps,, D(9)=2"

6.2 Ergebnisse a1 Aufgabe 2

Im Rahmen deser Aufgabe sollten die Probanden das Anderungsverhalten einer empirischen
Folge untersuchen, d. h.einer Folge, die nicht durch eine @énfache Gesetzmaliigkeit und damit
auch nicht durch eine e@nfache dgebraische Formel beschrieben werden kann. Aufgabe 2 um-
fasd Fragen zu lokalen undglobalen Eigenschaften zweler Temperaturfolgen, de mit Hilfe
der entsprechenden Differenzenfolgen auf der numerischen bzw. graphischen Ebene beant-
wortet werden sollten. Bei zwel Aufgabenteilen konrten die Probanden zwischen der tabell a
rischen und ar graphischen Darstell ung wéhlen.

6.21 Ergebnise a1 Aufgabe 2a

Bei dieser Aufgabe, die strukturell mit Aufgabe 1h Ulereinstimmt, war zunddst die Differen-
zenfolge der Folge der Durchschnittstemperaturen zu berechnen. Obwohl 12 % der Schiler
die Aufgabe fehlerhaft |6sten, kann man — betrachtet man de Anzahl der Probanden, de nur
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einen bzw. zwei Losungsanlaufe bendtigten — eine Verbesserung gegentiber Aufgabe 1h fest-
stellen (vgl. Tab. 24). Die Studierenden haben desen Aufgabenteil fehlerfrei bearbeitet. Dabei
l6sten nur geringfiigig mehr Studierende ds Schiiler die Aufgabe bereits im Rahmen des ers-
ten Losungsversuchs.

1 Losungs- 2 Loésungs- >2 Losungs- Fehlerhafte
versuch versuche versuch Losung
A(g gcar?j e%)h 41% (20) 31% (15 22 % (11) 6% (3)
'?5“5 gcafjeff 60% (30) 18% (9) 10% (5) 12% (o)
(zﬁgg;zeeﬁ) 67 % (14) 14% (3) 19 % (4) 0% (0)

Tab. 24: Ldsungsversuche:

Vergleich: Aufgabe 1h — Aufgabe 2a
Wie ane weitere Analyse der Arbeitsweisen zeigt, Uberlagern bei beiden Probandengruppen
die technischen Schwierigkeiten im Umgang mit dem TKP Robleme, die aif ein mangelndes
inhaltliches Verstandns des Begriffs Differenzenfolge hindeuten. So berechneten lediglich
zwel  Studierende und en Schiler anstelle der Glieder der Differenzenfolge
D(n)=T(n+1)-T(n) Glieder einer aithmetischen Folge oder einer Folge D mit
D(n)=T(n)-T(n-1). Dagegen bereitete der Umgang mit dem Werkzeug TKP 36 % der
Schiler und 29% der Studierenden Probleme, wenngleich bei den Schilern im Vergleich zu
Aufgabe 1h ein Lernfortschritt feststellbar ist. Die technischen Schwierigkeiten der Proban-
den werden im Folgenden im Hinblick auf die bereits in Aufgabe 1h gebil deten Fehlerkatego-
rien analysiert:

.  Vergessn des,="-Zeichens,

[1.  Fehlerhafte Zell bezlige;

1. Fehlende Zellbezlige;

IV. Vermischen der algebraischen Syntax mit der TKP-Syntax.

Die Tabelle 25 zeigt die Haufigkeitsverteilung Gber diesen Kategorien. Ein Proband kann o&-
bei mehreren Fehlertypen zugeordnet werden:

l I T IV
Aufgabe 1h
(49 Schider) 14% (7) 14% (7) 2% (1) 39% (19)
'?5uof gcar?je%a 6% @) 10% (5) 0% () 30% (15)
Auf 2
(zllétg;zeeni) 0% (0 14% (3) 0% (0) 19% (@)

Tab. 25: Tedhnische Fehlertypen:
Vergleich: Aufgabe 1h — Aufgabe 2a
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Im Vergleich zu Aufgabe 1h traten bei den Schilern weniger haufig rein syntaktische Fehler
undfehlerhafte Zellbeziige auf (Kategorie | undll). Dagegen bereitete bei der Berechnurg der
Differenzenfolge D(n)=T(n+1)-T(n) die Abgrenzung der Exce-Synatx von cer algebrai-
schen Syntax immer noch de gréf@en Schwierigkeiten (Kategorie 1V). So gaben 30 % der
Schiler in der Zelle D9, welcher das erste Diff erenzenfolgenglied zugewiesen werden sollte,
anstelle der Formel ,=C10-C9“ andere Formen wie awa ,=T(n+1)-T(n),

,=(C10+1)-C9" oder , =T10-T9" ein. Vier Schiier, die der Fehlerkategorie IV zugeord-

net werden konren, hetten bereits in Aufgabe 1h de beiden formalen Sprachen miteinander
vermischt, wohingegen bei den ukrigen Schilern dieser Fehler hier zum ersten Ma auftrat.
Die Studierenden beadteten in ihren Formeln durchgangig das ,="-Zeichen; jedoch verwen-
deten 14 % der Probanden zunddhst fehlerhafte Zellbeziige. Im Vergleich zu den Schilern
bereitete den Studierenden de Abgrenzung der Excd-Syntax von der algebraischen Syntax
weniger Schwierigkeiten. Nur 19 % der Probanden wiesen in ihren ersten Lésungsanlaufen
der Zelle D9 die falsche Formel , =T(n+1)-T(n)* zu.

6.22 Ergebnise a1 Aufgabe 2b

Die Probanden sollten bei dieser Aufgabe bestimmen, wie sich de Durchschnittstemperatur
des Jahres 1984 gegeniiber der des Jahres 1983 \erénderte. Der entsprechende Wert konrnte
sowohl aus der tabellarischen als auch aus der graphischen Darstellung der Temperaturfolge
und ceren Differenzenfolge entnommen werden. Die Aufgabe wurde nur von 26% der Schi-
ler und 33% der Studierenden im ersten Versuch richtig gelost, wurde aer von Uker der
Hélfte der Probanden nach hdchstens zwel Losungsversuchen erfolgreich beabeitet (vgl. Tab.
26). Wahrend de Ergebnisse aus Aufgabe 2a fir ein instrumentelles Versténdns im Umgang
mit Diff erenzenfolgen sprechen, zeigt sich hier, dassdas Erkennen undlinterpretieren funktio-
naler Beziechungen bzw. Eigenschaften dffensichtlich holere Anforderungen an die Proban-
den stellt.

Schiiler (50) Studierende (21)
1 Loésungsversuch 26% (13 33% (7)
2 Lésungsversuche 26 % (13 33% (7)
>2 Losungsversuche 44% (22) 33% (7)
Fehlerhafte Losung 4% (2) 0% (0)

Tab. 26: Aufgabe 2b — L dsungsversuche

6.2.2.1 Auswahl der Darstellungen

Die folgende Tabell e zeigt, wie oft die enzelnen Darstellungsformen Tabelle und Graph von
den Schilern bzw. den Studierenden gewahlt wurden.
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Tabelle Graph
Schiler (50) 171 61
Studierende (21) 63 12

Tab. 27: Aufgabe 2b — Absolute Haufigkeit der
betrachteten Dar stellungen
Die Schiler arbeiteten mit tendenziell mehr Darstellungen a's die Studierenden, wenngleich
kein signifikanter Unterschied feststellbar ist (Wilcoxon-Test, p =01833). Im Mittel be-

trachteten de Schiler 4,6 Darstell ungen (Standardabweichung 3,1) und de Studierenden 3,6
Darstellungen (Standardabweichung 2,1). Beide Probandengruppen setzten dabei signifikant
haufiger die Tabelle ds den Graph ein (Wilcoxon-Test fur Paadifferenzen, p <0,001). Um
eine detailli ertere Aussage Uber die Verwendurg der offensichtlich von keiden Gruppen be-
vorzugten Darstellung Tabell e treffen zu kdnren, werden relative Mal3zahlen fur deren Aus-
wahlhéufigkeit betradhtet. Man stellt dabel fest, dassdie Studierenden de tabell arische Dar-
stellung tendenziell (wenn auch nicht signifikant) haufiger einsetzen als die Schiler (Wil co-
xonTest, p =0,0549). Dieses Ergebnis kann darauf zurlickgeftihrt werden, dassdie Studie-

renden durch ihre Schul- undUniversitétsausbil dung mit den Darstell ungen Graph undTabel-
le besser vertraut sind als die Schiler und daher die —im Rahmen deser Aufgabe — vorteil haf-
tere tabell arische Darstellung dem Graph vazogen.

6.2.2.2 Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Die Analyse der Anzahl der ausgewahlten Darstellungen ermdglicht eine aste Interpretation
der Arbeitsweisen der Probanden. Dabel wird jedoch die jewellige Zugriffsdauer nicht be-
ricksichtigt, die zum Teil so kurz (wenige Sekunden) ist, dasses unwahrscheinlich erscheint,
dassdie entsprechende Darstellung auch (konzentriert) gelesen wurde. Im Folgenden soll da-
her das Augenmerk auf die tatsadlich zur Lésung der Aufgabenstellung eingesetzten Darstel -
lungen gerichtet werden. Als lésungsrelevant werden dabei solche Darstellungen bezeichnet,
die der Proband réher analysiert hat (erkennber etwa an Cursorbewegungen, d. h.an dem
Deuten mit dem Cursor auf bestimmte Funktionswerte bzw. Koordinatenpunke, oder an einer
langeren Zugriffszeit) und de somit offensichtlich eine Grundage fur einen Lésungsversuch
waren. Dabei werden nu die Probanden beriicksichtigt, welche die Aufgabe efolgreich bea-
beiteten. Es ergeben sich die folgenden Kategorien:

l. Arbeiten mit der Tabelle
Die Probanden arbeiten ausschliefdlich mit der Tabell e bzw. die Auswahl und dbs Arbel-
ten mit dem Graph kann als nicht [6sungsrelevant angesehen werden.

II.  Arbeiten mit dem Graph

Die gesamte Losung der Fragestellung ist auf das Arbeiten mit dem Graph vonT bzw.
D zurlckzufthren. Die Tabelle wird zwar auch betradhtet, sie spielt im Losungsprozess
aber eine untergeordnete Rolle.
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[ll. Arbeiten mit Tabelle undGraph

Die Aufgabe wird sowohl mit dem Graph as auch mit der Tabelle beabeitet. Eine Be-
vorzugung einer der beiden Darstellungen ist nicht erkennbear. Die Arbeitsweisen lassen
sich (m. E.)**° hier weiter danach urterscheiden, wie der Graph im L&sungsprozessein-
gesetzt wird:

Analyse des Graphenverlaufs

Der Graph vonT dient der Entscheidurngsfindurg, ob de Temperatur des Jahres 1984
Uber oder unter der Temperatur des Jahres 1983liegt. Die Probanden analysieren hier-
bei die ,Umgebung® der beiden Koordinatenpunke (1983T(1983) und

(1984T(1984). Die Markierung des Kortroll késtchens zu ,unter“ auf dem Lésungs-
blatt erfolgt unmittelbar im Anschlussan de Auswahl des Graphen.

Analyse \on Koordinatenpurkten
Die Probanden entnehmen dem Graph von T bzw. D die numerischen Werte

T(1983 =148 und T(1984)=137 bzw. D(1983=-11, indem sie mit dem Mauszei-
ger auf die entsprechenden Koordinatenpunke deuten.

Obwohl versucht wurde, die obigen Kategorien bestméglich voreinander abzugrenzen, ist
eine gewisse ,Unscharfe” und,, Subjektivitdt® bei der Zuordnurg der einzelnen Probanden zu
den Kategorien nicht ausgeschlosen. Die folgende Tabelle gibt die entsprechende Haufig-
keitsverteilung wieder.

I Il 11
Schiiler (48) 73 % (35) 6 % (3) 21 % (10
Studierende (21) | 90% (19 0% (0) 10% (2

Tab. 28: Aufgabe 2b — Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Wie bereits bei der Analyse der bevorzugt gewahlten Darstellungen werden hier (nicht signi-
fikante) Unterschiede in den Arbeitsweisen der Schiler und der Studierenden deutlich (Chi-
quadrat-Mehrfeldertest, p =0,227). So haben die Studierenden fast auschliefdich mit der
Tabelle geabeitet (Kategoriel). Lediglich 10% der Probanden haben beide Darstell ungen zur
Losung hinzugezogen (Kategorie ll1). Dagegen haben ,,nur“ 73 % der Schiler die Aufgabe
mit Hilfe der Tabelle geldst. Insgesamt 21 % der Schiler arbeiteten sowohl mit der Tabelle
as auch mit dem Graph. Interessant sind in desem Zusammenhang die Arbeitsweisen von
sieben Probanden®!!, die den numerischen Wert 1,1 (letztendlich) mit Hilfe der Tabelle be-
stimmten, den Graph vonT jedoch zur Analyse des Anderungsverhaltens einsetzen. Die Dar-
stellungen Tabelle und Graph wurden somit reflektiert und poblemadaquat verwendet. Funf

210 |n einem Ausnahmefall i st eine Zuordnungzu einer dieser beiden Unterkategorien nicht méglich, da der ent-
sprechende Proband keine Bil dschirmaktivitéten zegte.

M Diese Probanden lassen sich der ersten Unterkategorie von Kategorie |1l zuordnen.
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Schiiler?*?, die sowohl mit der Tabelle ds auch mit dem Graph arbeiteten, verwendeten den
Graph zum Bestimmen der Funktionswerte T(1983 und T(1984 bzw. D(1983. Zwei Pro-
banden beschrénkten sich auf das Ablesen der Werte T(1983 und T(1984). Dagegen analy-
sierten drel Probanden alle drel in Beziehung stehenden Funktionswerte. Dies oricht daf(r,
dassdiese Schuler den lokalen Zusammenhang zwischen T undD erkannt hatten. Drel Schii-
ler verwendeten auschliefdlich den Graph. Anhand der Cusorbewegungen dieser Probanden
lasg sich feststellen, dassein Schiler lediglich de Temperaturfolge betrachtete und den Wert
des Temperaturabfalls berechnete, indem er die Differenz T(1984) - T (1983 ,im Kopf* be-
stimmte. Zwei Schiler arbeiteten sowohl mit der graphischen Darstellung der Temperaturfol -
ge ds auch mit deren Differenzenfolge und ermittelten de numerischen Werte T(1983,
T(1984 und D(1983 durch das Deuten mit dem Cursorzeiger auf die entsprechenden Koor-
dinatenpunke. Dieses Vorgehen weist darauf hin, dassauch dese beiden Probanden anhand
der graphischen Darstellung die lokale Beziehung zwischen Folge und Differenzenfolge &-
kannt haben. Das Vorgehen eines der beiden Probanden soll im Folgenden nach einmal ill ust-
riert werden.

Zeit | Aufg. s'tA elulfl?r;g Tabelle | Graph Kommentar Eingaben tber Tastatur
17.52 2b X
1755 Der Cursor deutet auf die
X Funktionswerte
T(1983, T(1989,
D(1983, D(1984), D(1983.
18.16 « Eingabe des Anderungs-
werts—1,1.
1843 Der Cursor deutet auf die
X Funktionswerte
T(1983, T(1984).
1851 X Markieren des Kontroll kast-
chens, unter”.
1857 Ldsungsiiberprifung mit dem
,OK-Button“. Eswird auf
einen Fehler hingewiesen.
19.01 Markieren des Kontroll kast-
Ldsungsiiberprifung mit dem chens,, tber
,OK-Button“. Eswird auf
einen Fehler hingewiesen. L éschen des Werts—1,1:
Dedktivieren des Kontroll-
Lesen des Aufgabentexts. kasichens,, tber".
19.57 Eingabe des Anderungs-
werts 1,1; Markieren des
Kontroll kastchens ,,unter”.

Tab. 29: Aufgabe 2b — Transkriptausschnitt?*?
(Schiler A23)

2 Djese Probanden lassen sich der zweiten Unterkategorie von Kategorie |1l zuordnen. Es werden hierbei auch
zwei Probanden einbezogen, die bereits der ersten Unterkategorie 11l zugeordnet werden konnten.

#B3y\/gl. die ScreenCam-Datei A23.scm.
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Der betreffende Schiler deutete — um den Wert der Temperaturanderung zu bestimmen — mit
dem Cursor auf die Koordinatenpunke (1983T(1983), (1984 T(1984)) und (1983 D(1983).

Danach wedhselte & zum Aufgabenblatt und gab den Wert —1,1 in das entsprechende L6-
sungsfeld ein. Im Anschlussanalysierte der Schiler anhand der graphischen Darstellung von
T die Art des Anderungsverhaltens, markierte das Kontroll kastchen zu , unter* und Ulerpriifte
das Ergebnis mit dem ,, OK-Button®. Die negative Ruckmeldung flhrte zu einer weiteren (feh-
lerhaften) Losungseingabe: Der Schiler markierte (off ensichtlich urreflektiert) zusétzlich das
aternative Kontroll kastchen ,, tiber”. Nadhdem sich auch deses Ergebnis im Rahmen der L6-
sungstiberprifung as falsch herausdellte, folgte ene @wa enminitige Reflektionsphase und
anschlief3end de korrekte L 6sungseingabe.

Der hier beschriebene Schiiler nutzte off ensichtlich sowohl den Graph vonT als auch den der
Differenzenfolge D zum Losen der Aufgabe. Wahrend er zum Ablesen des numerischen An-
derungswerts den Graph vonD verwendete, erfolgte die Interpretation des Anderungsverhal-
tens anhand des Graphen von T. Dabei beaditete der Schiler zunachst nicht die Bedeutung
des negativen Vorzeichens, indem er anstell e des (absoluten) Anderungswerts 1,1 den Funkti-
onswert D(1983 = -11 angab.

6.2.2.3 Inhaltliche Probleme

Bel der Anayse der inhaltlichen Probleme der Probanden lassen sich drei Fehlertypen urter-
scheiden:

l. Annahme ener falschen lokalen Beziehungzawischen T undD
Es wird mit der Beziehung D(n)=T(n)-T(n-1) operiert, d. h. es wird der Wert
D(1984)=0,4 anstelle des Werts D(1983) = -1,1 abgelesen.

II. Angale enes Funktionswertsvon T
Es werden Werte angegeben wie ewa 148=T(1983), 137 =T(1984).

[ll. Fehlerhafte inhdtli che Deutung
Es erfolgen Eingaben im Sinne von:
» Temperatur von 1984liegt —1,1 urter der Temperatur von 1983,
» lemperatur von 1984liegt 1,1 Uler der Temperatur von 1983.

Die Probanden werden nun an entsprechenden Fehlerkategorien zugewiesen, wobei ein Pro-
band auch in verschiedenen Kategorien berticksichtigt werden kann (vgl. Tab. 30. Die Fehler
von sedchs Schilern lassen sich nicht einem der beschriebenen Typen zuordnen. Diese Schiler
werden in der folgenden Tabell eim Rahmen einer weiteren Kategorie IV beriicksichtigt.

I Il 11 vV
Schiler (50) 34% (17) 26 % (13 38% (19 12 % (6)
Studierende (21) 33% (7) 14% (3) 29% (6) 0% (0)

Tab. 30: Aufgabe 2b — I nhaltliche Fehlertypen
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Die Probanden, de dem Fehlertyp Il zugeordnet werden konren, hetten dfensichtlich den
Aufgabentext nicht richtig gelesen bew. hatten Probleme, Darstellungen ,relativ zu lesen,
d. h.eine Beziehung zwischen zwei Funktionswerten herzustellen. Fehlertyp Il weist dage-
gen darauf hin, dass beim Arbeiten mit der Differenzenfunktion de inhaltli che Bedeutung
negativer Funktionswerte nicht erkannt wurde. Beiden Fehlertypen lassen sich prozentua
mehr Schiiler als Studierende zuweisen. Das bessere Abschneiden der Studierenden kann auf
Vorkenntnise aus der Differenziarechnurg zurtickgefihrt werden. Dagegen bereitete das
Arbeiten mit der lokalen Beziehung D(n)=T(n+1)-T(n) beiden Probandengruppen ver-
gleichbar grol®e Schwierigkeiten (Fehlertyp 1). Diese Beziehung wurde von etwa 35 % der
Probanden mit der ebenfall s ,, naheliegenden” aber im Rahmen des Untersuchungsprogramms
nicht vereinbarten Beziehurg D(n)=T(n)-T(n-1) verwedhselt. Dieser Fehler kann darauf
zurlckgefuhrt werden, dass sch zum einen der Wert eines bestimmten Differenzenfol-
genglieds auf zwel aufeinander folgende Glieder der Folge T bezieht, dassdie Tabell enstruk-
tur es zum anderen jedoch erforderlich madt, das entsprechende Glied der Folge D nicht der
»Intervalmitte®, sondern einer der beiden Grenzen zuzuordnen. Im Rahmen des Testpro-
gramms wurde — in Anlehnurg an den aufsteigenden Differenzenoperator in der Theorie der
Finiten Mathematik (vgl. Kap. 2.1.4.2Tab. 1) — die Festlegung D(n)=T(n +1)-T(n) getrof-
fen. Die optische Anordnung der Zellen bew. der graphischen Darstellung der Funktionswerte
lie3 dese Beziehurg jedoch nicht ,,auf einen Blick® erkennen, sondern erforderte a@n auf3erst
konzentriertes Arbeiten mit den entsprechenden Darstellungen.

6.23 Ergebnisse a1 Aufgabe 2c

Die Aufgabenteile 2c, 2d und 2 wurden zusétzlich in das Testprogramm der Schiler aufge-
nommen. Ein Vergleich mit den Studierenden ist daher bei dieser und cen folgenden Aufga
ben nicht moglich. Gegenstand vonAufgaben 2c ist eine von Aufgabe 2a und 2b \erschiede-
ne Temperaturfolge. Wahrend de vorhergehende Aufgabe den Probanden de Mdglichkeit
bat, zwischen den Darstellungen Tabelle und Graph zu wahlen, ist hier lediglich de tabell ari-
sche Darstellung gegeben, anhand Cerer die Schiler den Wert
T(1989=T(1989+ D(1988=175+0,4=17,9 bestimmen sollten. Da die Schiiler offen-
sichtlich mit der Tabell e mittlerweil e hinreichend vertraut waren, wurde die Aufgabe von cer
Mehrzahl der Schiiler fehlerfrei nach wenigen Ldsungsanléufen gel6st (vgl. Tab. 31).

Schiler (50)
1 Loésungsversuch 80 % (40
2 Lésungsversuche 14% (7)
>2 Lésungsversuche 4% (2)
Falsche Losung 2% (1)

Tab. 31: Aufgabe 2c — L 6sungsversuche
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Insgesamt 28 der 40 Schiler, welche die Aufgabe im ersten Losungsversuch 16sten, flhrten
die Rechnurg im Kopf aus und dkertrugen lediglich den numerischen Wert in de entspre-
chende Zelle. Diese Schiiler konzentrierten sich offensichtlich auf den lokalen undim Lern-
programm durch ,, Pfelle® visualisierten Zusammenhang zwischen T(1988 und T(1989, wo-
bei nicht zweifelsfrei festgestellt werden kann, ob auch der algemeine Zusammenhang
D(n)=T(n+1)-T(n) , mitbedacht“ wurde. Dagegen verwendeten 12 Schiier zum Berechnen
des numerischen Werts T(1989 die TKP-Adressen der in Beziehung stehenden Zellen. Damit
Ubertrugen sie zum einen de Ausfiihrung der arithmetischen Rechenoperation an das TKP.
Zum anderen weist dieses Vorgehen darauf hin, dassdie optische Anordnurg der in Bezie-
hung stehenden Zellen erkannt und de Zellen somit as ,, Vergegensténdichung” von Variab-
len verwendet wurden. Die tabellarische Darstellung von Folge und Differenzenfolge war
offensichtlich fur diese Schiiler als kognitiver Prototyp (im Sinne Dorflers) wirksam.

6.24 Ergebnisse a1 Aufgabe 2d

Diese Aufgabe schliefdt inhaltlich an Aufgabe 2c an. Die dort betrachtete Temperaturfolge ist
hier — bis auf die Folgenglieder T(1992=189 und D(1994)=-0,6 — graphisch dargestellt.
Die fehlenden Werte sollen durch Verkniipfen geegneter Folgengli eder bestimmt werden.

6.2.4.1 Arbeiten mit dem Graph

Im Gegensatz zu Aufgabe 2c, bei der die Mehrheit der Schiler mit der Berechnurg des Werts
T(1989 keine Schwierigkeiten hatten, |6sten hier nur 16 % bzw. 18% der Probanden de bei-
den Aufgabenteile im ersten Losungsanlauf fehlerfrei. Die meisten Schiler benétigten mehre-
re Losungsanldufe, wobei das Beredhnen des Werts D(1994) die Probanden var dhnlich grofe
Probleme stellte wie beim Beredhnen des Werts T(1992 (vgl. Tab. 32.

Schiler (50) T(1992 D(1999
1 Loésungsversuch 16 % (8) 18% (9)
2 Losungsversuche 32% (16) 24% (12
>2 Losungsversuche 42 % (21) 48 % (24)
Falsche Ldsung 10% (5) 10% (5)

Tab. 32 Aufgabe 2d — L dsungsversuche

Ein Grund herflr ist darin zu sehen, dassdie Schiler mit der graphischen Darstellung der
Folge und ceren Differenzenfolge bisher nur wenig vertraut waren und dssdie Aufgabe dar-
Uber hinaus eine grof¥e Konzentrationsleistung erforderte. So musden de Schiler zum einen
die lokal in Beziehung stehenden Folgenglieder bzw. die entsprechenden Koordinatenpunke
erkennen. Zum anderen war es erforderlich, de zunadst ,, unsichtbaren* numerischen Funki-
onswerte der betrachteten Folgenglieder durch Deuten auf die jeweili gen Koordinatenpunke
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zu visudisieren. Da die Koordinaten der graphisch dargestellten Folgenglieder nur fir die
Dauer des ,,Hindeutens® sichtbar sind, musden sich die Schiler die entsprechenden Funkti-
onswerte merken und anschlief?end numerisch miteinander verknipfen. Viele Probanden
brachten dese Ruhe und Konzentration ncht auf und wedselten in kurzer Zeit haufig zwi-
schen den Koordinatenpunken. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen. So visudisierte en
Schiiler®** zur Berechnurg des Werts T(1992) =189 mit Hilfe des Cursors innerhalb von dei
Minuten de folgenden 20 Folgenglieder: T(1992, D(1992, D(1991), T(1993, D(1992,
D(1993, D(1994, T(1992, T(1991), D(1991, T(1992, D(1992, T(1991, T(1993,
D(1993, T(1994, T(1993, D(1991)), T(1991), T(1992.

6.2.4.2 Inhaltliche Probleme

Bel der Anayse der inhaltli chen Probleme der Schiller lassen sich de folgenden Fehlertypen
unterscheiden:

Fehlerhaftes Berechnen des Werts T(1992
I.  DieBeziehung D(n)=T(n)-T(n-1) wird zur Berechnurg verwendet.

1. Dielokae Beziehung zwischen T undD wird nicht erkannt.
AlsWerte fir T(1992 werden z. B. angegeben:
171=T(1991) - D(1991) oder 163=T (1993 + D(1992).

la  Eswird auf diefasche Folge zugegriffen (Temperaturfolge aus Aufgabe 2a).

Fehlerhaftes Berechnen des Werts D(1994)
|.  DieBeziehung D(n)=T(n)-T(n-1) wird zur Berechnurg verwendet.
1. Dielokae Beziehung zwischen T undD wird nicht erkannt.
AlsWerte fir D(1994 werden z. B. angegeben:
213=T(1994) - D(1995 oder 17,6 =T(1994) + D(1993.
lilb. DieBeziehurg D(n)=T(n)-T(n+1) liegt der Berechnury zugrunck,
d. h.eswird de Reihenfolge der zu verknipfenden Folgengli eder vertauscht.

Man erhdlt die folgende Haufigkeitsverteil ung:

Schiler (50) T(1992 D(1994
| 56% (28 | 56% (26)
I 52%(26) | 42% (21)
lla 8% @ | -
o~ | 34% (17)

Tab. 33: Aufgabe 2d — I nhaltliche Fehlertypen

214\/gl. die ScreenCam-Datei A21.scm.
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Uber die Halfte der Schiler hat beim Berechnen der Funktionswerte T(1992 und D(1994) die
Beziehung D(n)=T(n)-T(n-1) verwendet (Fehlertyp 1). Wahrend de Tabelle offenbar —
insbesondere durch de visuelle Unterstiitzung der Pfeil e — das Erkennen der jeweilsin Bezie-
hung stehenden Zellen bew. Variablen erleichtert, scheint es anhand des Graphen schwieriger
zu sein, lokale Zusammenhange zwischen Folge und Differenzenfolge zu erkennen. Uberra-
schend viele Probanden haben zunadhst unreflektierte Beredhnurgen angestellt. Dabel weisen
die angegebenen Werte fur D(1994 darauf hin, dassdie veranderte Fragestellung nicht er-
kannt, d. h. de vorher angewandte Operation richt umgekehrt wurde (Fehlertyp 11). Insge-
samt 8 % der Schiler umgingen bel der Berechnurg von T(1992 die Aufgabenstellung, in-
dem sie den entsprechenden Wert aus der Tabelle zu Aufgabe 2a entnahmen, in der jedoch
eine andere Temperaturfolge dargestellt war (Fehlertyp 1l1a). Da der Funktionswert D(1994)
in deser Tabelle nicht aufgefuhrt war, konrte a@n ahnlicher Fehler bei der Bearbeitung des
zweiten Tells von Aufgabe 2d nicht auftreten. Statt dessen vertauschten 34 % der Schiler bei
der Berechnurg des (negativen) Werts D(1994)=-0,6 die Reihenfolge der Folgengli eder

T(1995=189 und T(1994) =195, vergalRen jedoch das Ergénzen des negativen Vorzeichens
(Fehlertyp lll b).

6.25 Ergebnisse zu Aufgabe 2e

Bel dieser Aufgabe sollten de Schiler digenigen Zeitintervalle angeben, in denen de durch-
schnittlichen Sommertemperaturen zugenommen haben. Zur Beantwortung dieser Frage
konnten de Schiler, wie bereits in Aufgabe 2b, sowohl mit der Tabelle ds auch mit dem
Graph arbeiten. Samtliche im Rahmen des Aufgabe mdglichen Zeitintervall e waren auf dem
TKP-Aufgabenblatt angegeben. Die Auswahl erfolgte durch das Markieren des jeweili gen
Kontrollkastchens. Die Schiler |6sten dese Aufgabe im Vergleich zu Aufgabe 2b lesser,
betrachtet man den Antell der Probanden, welche zur Losung der Aufgabe e@nen, zwel bzw.
mehrere Lésungsanlaufe bendtigten (vgl. Tab. 34).

Aufgabe 2b Aufgabe 2e
(50 Schiiler) (50 Schiiler)
1 Loésungsversuch 26% (13 40% (20)
2 Lésungsversuche 26 % (13 20% (10
>2 Ldsungsversuche 44% (22 36 % (18
Fehlerhafte Losung 4% (2) 4% (2)

Tab. 34: Ldsungsversuche:
Vergleich: Aufgabe 2b — Aufgabe 2e
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6.2.5.1 Auswahl der Darstellungen

Die folgende Tabelle gibt an, wie oft die e@nzelnen Darstellungsformen Tabelle und Graph
von den Schilern gewahlt wurden.

Tabelle Graph
Aufgabe 2b 171 61
(50 Schiier)
Aufgabe 2e 274 177
(50 Schiier)

Tab. 35 Absolute Haufigkeit der betrachteten Dar stellungen:
Vergleich: Aufgabe 2b — Aufgabe 2e

Wie in Aufgabe 2b arbeiteten de Schiler haufiger mit der Tabelle ds mit dem Graph, wenn-
gleich es sch um keinen signifikanten Unterschied handelt (Wil coxon-Test fur Paadifferen-
zen, p =0,0585). Betradhtet man relative Mal3zahlen fur die Auswahlhdufigkeit des Gra-

phen, stellt man fest, dassder Graph signifikant haufiger betrachtet wurde ds noch in Aufga-
be 2b (Wilcoxon-Test fur Paadifferenzen, p = 0,0168). Ob de Schiler auch tatsadlich hau-

figer mit dem Graph gearbeitet haben, d. h.ihn tatsdalich zur Lésung der Aufgabenstellung
eingesetzt haben, soll im Folgenden analysiert werden.

6.2.5.2 Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Beim Arbeiten mit den Darstellungen lassen sich — in Anlehnurg an das Kategoriensystem in
Kapitel 6.2.2.2— vier Strategien urterscheiden:

l. Arbeiten mit der Tabelle
Die Schiler arbeiten auschliefdlich mit der Tabelle bzw. das Arbeiten mit dem Graph
kann als nicht l6sungsrelevant bezeichnet werden. Sofern der Graph ausgewahlt wird,
ist die Zugriffsdauer nur kurz oder die Auswahl dient lediglich der Kontrolle der geté
tigten Eingaben.

II.  Arbeiten mit dem Graph
Die gesamte Ldsung ist hauptsddlich auf das Arbeiten mit dem Graph zurlickzufthren.
Man erkennt dies zum einen an den Bewegungen des Cursors, der den globalen Verlauf
von D bzw. T ,nadhzeichnet”; zum anderen wird urmittelbar im Anschlussan das Ar-
beiten mit dem Graph zum Losungsblatt gewedhselt und eine Eingabe getétigt. Die Ta
bell e spielt — sofern sie ausgewahlt wird —im Lésungsprozesskeine Rolle.

[ll.  Arbeiten mit Graph undTabelle
Die Aufgabe wird sowohl mit dem Graph als auch mit der Tabell e beabeitet. Eine Be-
vorzugung einer der beiden Darstellungen ist nicht erkennber.

IV. Srategiewedsd Graph=> Tabelle
Telle der Aufgabe werden zunadist mit dem Graph gel6st, die restliche Beabeitung
erfolgt mit der Tabelle.

V.  Srategiewedsel Tabelle=> Graph
Telle der Aufgabe werden zunadst mit der Tabelle gelost, die restliche Beabeitung
erfolgt mit dem Graph.
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Die Tabelle 36 zeigt die entsprechende Haufigkeitsvertellung. Wie bel Aufgabe 2b werden
hier nur die Probanden beriicksichtigt, die die Aufgabe afolgreich beabeiteten.

| I T W] Y;
Aufgabe 2b 230/ o 1o ” ”
(48 Schiier) 3%@Ey | 6% 0610 | 0%(© | 0%
Autgebe 2e 48% (23 | 25% (12 | 8% @ | 15%(7) | 4%
(48 Schider)

Tab. 36: Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen:
Vergleich: Aufgabe 2b — Aufgabe 2e

Wie e 3ch bereits bel der Analyse der relativen Haufigkeiten der ausgewéhlten Darstell un-
gen abzeichnete, kommt der graphischen Darstellung in desem Losungsprozessim Vergleich
zu Aufgabe 2b eine gréfere Bedeutung zu. Wéhrend in Aufgabe 2b 27% der Schiiler mit dem
Graph arbeiteten, wahlten diese Darstellung hier — der globalen Fragestellung angemessen —
52 % der Probanden (Kategorie 11-V). Insgesamt 25 % der Schiler verwendeten zur Losung
der Aufgabe sogar ausschliefdlich den Graph (Kategorie II). Um feststellen zu kdnren, obeher
mit dem Graph der Folge oder mit dem der Differenzenfolge geabeitet wurde, werden de
Bildschirmaktivitaten, d. h.insbesoncdere die Bewegung des Cursors der Probanden nach wei-
ter analysiert. Bel dieser zusétzlichen Analyse zeigt sich, dass60 % der Schiler, die zur L6-
sung der Aufgabe den Graph hinzuzogen, auschliefdich mit der Folge T arbeiteten, d. h. de
Intervall e betradhteten, in denen der Graph vonT monaon steigt. Dagegen arbeiteten 20 %
dieser Schiler mit dem Graph vonD und letrachteten de Koordinatenpunke, die oberhalb
der x-Achse liegen. Diese Probanden hetten dffensichtlich de globale Beziehung zwischen
der Temperaturfolge und deren Differenzenfolge ekannt. Weitere 8 % arbeiteten sowohl mit
dem Graph vonT as auch vonD. Die Ubrigen Schiler zeigten keine Bil dschirmaktivitdten
beim Betrachten der graphischen Darstellungen, so dassin desen Fallen keine Aussagen Uler
die vonihnen anaysierten Funktionen gemadt werden kann.

Insgesamt 19 % der Probanden &nderten im Laufe der Beabeitung ihre Strategie hinsichtlich
der Auswahl von Darstellungen (Kategorie IV und V). Von cen sieben Probanden, de von
dem Graph zur Tabelle wedhselten, hetten vier Probanden Teile der Aufgabe zuvor erfolg-
reich mit dem Graph keabeitet. Ein Grund fir ihren Strategiewedsel ist daher nicht direkt
ersichtlich. Mogli cherweise wurde im Laufe der Beabeitung doch de vertrautere Darstell ung
Tabelle bevorzugt. Die restlichen drei Probanden sowie die Schiler, die der Kategorie V zu-
geordnet werden konren, anderten ihre Strategie aifgrund vonSchwierigkeiten im Umgang
mit der erstgewdhlten Darstellung. Das folgende Fall sheispiel verdeutlicht das Vorgehen ei-
nes dieser Probanden.
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Aufg.-

Zeit | Aufg. sdllung Tabelle | Graph Kommentar Eingaben Uber Tastatur
2e
4122 N
41.30 X 19901991 (FEHLER)*"
41.35 X
4139 X OK (FEHLER)™* 19921993(FEHLER)
4152 X
42,05 X 19851986
4213 X Cursor auf D**’
42.26 OK (FEHLER)
Loschen 19901991
Loschen 19921993
19911992
19931994
X OK (FEHLER)
Léschen 19881989 (FEHLER)
19891990
OK (FEHLER)
Léschen 19891990(FEHLER)
19881989
43.09 X Cursor auf D
43.49 « 19891990
L 6schen 19861987

Tab. 37: Aufgabe 2e — Transkriptausschnitt #®
(Schuler A11)
Der Schiler A11 wedhselte zunadhst schrittwei se zwischen Tabell e und Lésungsblatt hin- und
her und markierte mit jedem Wedsel zum Lésungsblatt nur eines der Kontroll ké&stchen zu
den vargegebenen Antworten. Die (fehlerhaften) Teill Gsungen wurden anschli efiend mit dem
»OK-Button* Uberprtft. Nadch der negativen Rickmeldung des Lernprogramms anderte der
Schiler seine Strategie und arbeitete bevorzugt mit dem Graph. Es fallt auf, dassunmittelbar
nach der Analyse der Folge D (Cursorbewegung) auf dem Losungsblatt mehrere Eingaben auf
einma getétigt bzw. korrigiert wurden. Der Schiler hatte offensichtlich duch das Arbeiten
mit dem Graph Bereiche monaonen Wadstums besser ,,auf einen Blick" erkennen kdnren
als durch das Arbeiten mit der Tabelle. Der Strategiewedhsel fuhrte dso in desem Fall zu
einem effizienteren und poblemadaquateren Arbeiten (wenngleich das weitere Vorgehen des

215 Mit dieser Kurzform wird ausgedriickt, dass der betreffende Proband das Kontroll kastchen zu dem Intervall
19901991 markierte. Diese Eingabe ist jedoch falsch, was entsprechend im Transkript vermerkt wurde.

21 Diese Kurzform kennzeichnet, dassder betreffende Proband die Lésungmit dem , OK-Button® iiberpriifte. Da
die Aufgabe jedoch noch nicht vollstdndig beabeitet war bzw. eine falsche Eingabe getétigt wurde, wies das
Programm auf einen Fehler hin.

217 Die Bezéchnung, Cursor auf D* kennzeichnet, dassder betreffende Proband mit dem Cursor auf die Funkti-
onswerte der Funktion D deutet.

218\/gl. ScreenCam-Datei Allascm.



6 Ergebnisse 188

Schillers durch das wiederholte Klicken auf den , OK-Button® auch Kennzeichen eines Ver-
such-undH-rrtum-V orgehens aufwei st).

6.3 Ergebnisse a1 Aufgabe 3

Gegenstand der dritten Aufgabe ist die Funktionenklasse der quadratischen Z-Funktionen,
d. h. Funktionen des Typs f(n)=an® +bn+c (n0Z). Daim Rahmen der Versuchsdurch-
fuhrung tedhnische Probleme mit dem Netzwerk des Hochschulredhenzentrums auftraten,
waren einige Schiler der Gruppen A und B gezwungen, de Aufgabenteile 3a-3d ein zweites
Mal zu beabeiten (vgl. Kap. 5.7.3. Dadurch ist ein Vergleich mit den Arbeitsweisen und @n
Ergebnissen der anderen Schiler bei diesen Aufgaben nu bedingt und an ausgezeichneten
Stellen méglich.

6.31 Ergebnise a1 Aufgabe 3a

Gegenstand deser Aufgabe war die Z-Funktion f mit f(n)=n? - 2n + 3. Die Schiier sollten
— &hnlich wie in Aufgabe 2a — die Funktion D mit D(n)= f(n+1)- f(n) berechnen undta-
bell arisch darstell en. Diese Funktion wurde im Folgenden als Diff erenzenfunktion bezeichnet.
In der folgenden Tabelle werden de Probanden hinsichtlich ihrer in beiden Aufgaben
bendtigten Losungsanlaufe unterschieden. In der dritten Zeile sind dabel nur digenigen
Probanden aufgefuihrt, die in Aufgabe 3a nicht von Netzwerkproblemen betroffen waren und
die Aufgabe daher nur einmal geldst hatten.

1 Losungs- 2 Loésungs- >2 Losungs- Fehlerhafte
versuch versuche versuch Losung
A(‘SUJ gcafjjf 60 % (30) 18% (9) 10% (5) 12 % (6)
'?ngcafgjf‘ 65 % (34) 21 % (11) 8 % (4) 6% (3)
A(gfgcafg e:f)"" 62% (23) 27% (10) 8% (3) 3% ()

Tab. 38: Ldsungsversuche:
Vergleich: Aufgabe 2a— Aufgabe 3a
Berticksichtigt man bei der Anayse der Losungsanlaufe auch dgenigen Schiler, die die
Aufgabe 3a en zweites Mal beabeiteten, so stellt man eine geringfligige Verbesserung ge-
genuiber Aufgabe 2a fest. Prozentual mehr Probanden [6sten de Aufgabe im ersten bew.
zweiten Losungsanlauf und weniger Probanden lieferten eine fehlerhafte Losung. Vergleicht
man nu die 37 Schiler, welche bel der Beabeitung beider Aufgabenteil e von Netzwerkprob-
lemen nicht betroffen waren undwelche die Aufgaben daher nur ein einziges Mal beabeite-
ten, ist ein &hnlicher Lernfortschritt zu beobadhten.
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Die meisten der 15 Schilern, welche die Aufgabe an zweites Mal beabeiteten, 16sten de
Aufgabe ewartungsgemal? fehlerfrei und im ersten Losungsanlauf. Vier Schiler benétigten
mehr als zwel Lésungsanldufe. Mogli cherweise hatten diese Probanden bereits bei der ersten
Beabeitung Schwierigkeiten bel der Berechnurg der Differenzenfunktion. Dieser Vermutung
kann aufgrund cer fehlenden Aufzeichnurgen jedoch nicht weiter nachgegangen werden.

Bel dieser Aufgabe traten wie bereits bei den Aufgaben 1b, 1h und & nur bei wenigen Pro-
banden inhaltli che Probleme auf. Auf eine detallli erte Analyse soll daher an deser Stelle ver-
zichtet werden. Die technischen Shwierigkeiten der Probanden werden im Folgenden im
Hinblick auf dieim Rahmen der Beabeitung von Aufgabe 2a beobadteten Fehlermuster ana-
lysiert:

.  Vergessn des,="-Zeichens,
1.  Fehlerhafte Zellbezlige,
1. Vermischen der algebraischen Syntax mit der TKP-Syntax.

Die Tabelle 39 zeigt die Haufigkeitsverteilung tber diesen Kategorien. Dabei werden im
Rahmen von Aufgabe 3a nur die Schiiler berticksichtigt, die diese Aufgabe nur einmal bea-
beitet haben. Diese Schiler kénnen wieder mehreren Fehlertypen zugeordnet werden.

! [ i
Aufgabe 2a
(50 Schiiler) 6% @3 10% (5) 30% (15)
'?3u7fgcar?j e?)a 5% 14% (5) 11 % (4)

Tab. 39: Tedhnische Fehlertypen:
Vergleich: Aufgabe 2a— Aufgabe 3a

Gegeniiber Aufgabe 2a hatten prozentual deutlich weniger Probanden Schwierigkeiten im
Umgang mit der TKP-Syntax und deren Abgrenzung zur , traditi onell en” algebraischen Syn-
tax (Fehlertyp Ill). Das ,,=*-Zeichen wurde — dhnlich wie in Aufgabe 2a — lediglich vonetwa
5 % der Probanden nicht beaditet (Fehlertyp 1). Dieser Fehler kann a's ,, Fluchtigkeitsfehler”
gewertet werden. Insgesamt 14 % der Probanden verwendeten in Aufgabe 3a zunéchst fehler-
hafte Zellbezlige (Fehlertyp II). Der Anteil der Probanden, der diesem Fehlertyp zugeordnet
werden kann, ist damit zwar etwas hoher alsin Aufgabe 2a. Esist jedoch zu berticksichtigen,
dass sch das Verwenden fehlerhafter Zellbeziige im Rahmen der Beabeitung von Aufgabe
3alediglich duch ein Vertauschen der in Beziehurg stehenden Zell en auferte,**° wohingegen
bei Aufgabe 2a aich technisch ,, gravierendere” Fehler wie, Zirkelschltise* auftraten.

219 Anstell e der Formel ,=C8-C7* wurde die Formel ,=C7-C8" eingegeben.
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6.32 Ergebnise a1 Aufgabe 3b

Bei dieser Aufgabe, die in ihrer Struktur Aufgabe 2b dhnelt, sollte das Anderungsverhalten
der Funktion f mit f (n)=n? — 4n-13 beim Ubergang von n=5 nach n=6 mit Hil fe der Diffe-
renzenfunktion analysiert werden. Die Schiler konnten hierbel zwischen den Darstellungen
Tabelle und Graph wahlen. Die Analyse der Arbeitsweisen der 15 Schiier, die von Netz-
werkproblemen betroffen waren und de Aufgabe en zweites Mal bearbeiten musden, ist im
Rahmen deser Aufgabe nicht sinnvdl, da insbesondere die Auswahl und ds Arbeiten mit
den beiden Darstellungen das urspringliche Vorgehen der Probanden nu unzureichend wi-
derspiegeln. Diese Schiler werden daher hier nicht berticksichtigt.

Anhand cer folgenden Tabelle ekennt man, dass die Aufgabe im Vergleich zu Aufgabe 2b
deutlich besser gel6st wurde. Insbesondere haben 63 % der Schiler die Aufgabe bereits im
ersten Losungsanlauf fehlerfrei gel 6st.

1Losungs | 2Losungs | >2Losungs | Fehlerhafte
versuch versuche versuch Losung
Auf 2
(;Ogcal?jer)b 26% (13) 26 % (13) 44% (22) 4% (2)
Aufgabe 3b
(38 Schiler) 63% (24) 21% (8) 16% (6) 0% (0)

Tab. 40: L dsungsversuche:
Vergleich: Aufgabe 2b — Aufgabe 3b

6.3.2.1 Auswahl der Dar stellungen

Die folgende Tabell e gibt die asolute Haufigkeit der von den Schilern betradhteten Darstel-
lungen in den Aufgaben 2b kzw. 3bwieder.??°

Tabelle Graph
Schiier 2b
(36 Schiiler) 134 46
Schiler 3b
(36 Schiler) 65 33

Tab. 41 Absolute Haufigkeit der betrachteten Dar stellungen:
Vergleich: Aufgabe 2b — Aufgabe 3b
Verglichen mit Aufgabe 2b betraditeten de Schiler im Rahmen des Ldsungsprozesses zu
Aufgabe 3b signifikant weniger Darstellungen (Wilcoxon-Test fur Paadifferenzen,
p < 0,001). Wahrend sie in Aufgabe 2bim Mittel 5 Darstell ungen (Standardabweichung 3,3

auswahlten, wurden bel dieser Aufgabe nur durchschnittlich 2,7 Darstellungen (Standardab-
weichung 1,6) betradhtet. Dieses Vorgehen weist darauf hin, dass die Probanden das neue

220 |n den Vergleich werden nur die 36 Schiier einbezogen, die beide Aufgabenteil e beabeitet haben urd nicht
von Netzwerkproblemen betroff en waren.
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Werkzeug undinsbesondere die Darstellungen im Laufe der Beabeitungszeit reflektierter und
zielgerichteter einsetzten. Dabel wurde wie in Aufgabe 2b de Tabelle tendenziell haufiger
gewdhlt als der Graph, wobei es gch auch bei dieser Aufgabe um einen signifikanten Unter-
schied handelt (Wil coxon-Test fur Paadifferenzen, p = 0,0016).

Auf einen Vergleich der relativen Mal3zahlen fir die Auswahlhéufigkeit der Tabelle wird an
dieser Stelle verzichtet. Stattdessen koreentrieren wir uns im Folgenden auf die Analyse der
(aussagekréaftigeren) |6sungsrel evanten Hauptstrategien im Umgang mit den Darstell ungen.

6.3.2.2 Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Klassfiziert man de Arbeitsweisen der Schiler, die die Aufgabe efolgreich berabeiteten,
nadch den l6sungsrelevanten Hauptstrategien im Umgang mit den Darstellungen, lassen sich
wie in Aufgabe 2b folgende Vorgehensweisen urterscheiden:

[.  Arbeiten mit der Tabelle;
[1.  Arbeiten mit dem Graph;
1. Arbeiten mit Tabelle und Graph.

Mit Einschrankungen®?* kénren bei Kategorie Ill wie bei Aufgabe 2b folgende Unterkatego-
rien urterschieden werden:

e Anayse des Graphenverlaufs,
e Anaysevon Koordinatenpunken.

In der folgenden Tabelle sind de Haufigkeitsverteillungen Uber diesen Kategorien aufgefthrt
(Aufgabe 2b und 3dm Vergleich).

| I Il
Aufgabe 2b
(48 Schiler) 73% (39) 6% (3) 21 % (10)
A(\susfgcar?se?)b 74% (28 5% (2) 21% (8)

Tab. 42: Strategien beim Arbeiten mit Dar stell ungen:
Vergleich Aufgabe 2b — Aufgabe 3b
Dieim Rahmen deser Aufgabe beobadteten Strategien der Schiler im Umgang mit den Dar-
stellungen dfferieren kaum von cen Strategien bei der Beabeitung von Aufgabe 2b. Insge-
samt 74 % der Probanden verwendeten auschliefdlich de Tabelle (Kategorie I). Zwei Schiler
(5 %) arbeiteten mit dem Graph (Kategorie I1). Einer dieser beiden Probanden analysierte
sowohl die Funktion als auch deren Differenzenfunktion. Dagegen visualisierte der andere
Schiler mit Hilfe des Cursors lediglich de Funktionswerte f(5) und f(6), berechnete deren

2L |n zwei Ausnahmefallen ist eine Zuordnungzu einer dieser beiden Unterkategorien nicht méglich, da bei den
entsprechenden Probanden keine Bil dschirmaktivitéten feststell bar sind.
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Differenz und keriicksichtigte damit nicht, dass derselbe Wert anhand des Funktionswerts
D(5) ,einfacher” bestimmt werden kann. Acht Probanden (21 %) betrachteten den Graph und
die Tabelle (Kategorie IIl). Dabei untersuchten zwei Schiiler’??, das Anderungsverhalten des
Graphen von f und hkeschrieben de Funktion im Anschluss (korrekterweise) als ,,monaon
falend im ,Interval® [5, 6. Sechs Probanden®?®, die sowohl mit der Tabelle ds auch mit
dem Graph arbeiteten, verwendeten den Graph, indem sie — zum Bestimmen der Funktions-
werte f(5) und f(6) bzw. D(5) und D(6) — mit dem Cursor auf die entsprechenden Koordina-
tenpunke deuteten. Drel dieser Probanden beschrénkten sich auf das Ablesen der Werte f(5)
und f(6). Ein anderer Proband analysierte dle drei in Beziehung stehenden Funktionswerte.
Wahrend deser Schiler den lokalen Zusammenhang zwischen den Funktionen f und D offen-
sichtlich erkannt hatte, verloren zwel weitere Schiler die agentliche Fragestellung aus den
Augen undanalysierten anstell e des Anderungsverhaltens der Funktion das Anderungsverhal -
ten der Differenzenfunktion (vgl. auch Kap. 6.3.2.3.

6.3.2.3 Inhaltliche Probleme

Die Fehler der Probanden lassen sich in ein gegeniiber Aufgabe 2b leicht modifiziertes Kate-
goriesystem einordnen. Wir betrachten dazu de folgenden Fehlertypen:

. Annalme ener falschen Beziehungzwischen f undD
Eswird mit der Beziehurg D(n)= f (n)- f (n—1) operiert,
d. h.eswird der Wert D(6)=9 anstelle des Werts D(5)=7 abgelesen.

II. Fehler beimrelativen Lesen der Darstellung

a) Angabe anes Funktionswerts vonf.
b) Angabe der Anderung von D.

lll. Fehlerhafte inhdtli che Deutung
Die Funktionf wird als , fallend‘ beschrieben.

Die Probanden werden nun en entsprechenden Kategorien zugewiesen, wobei ein Proband
auch hinsichtlich verschiedener Fehlertypen beriicksichtigt werden kann (vgl. Tab. 43. Die
Fehler von vier Schilern lassen sich nicht in das Kategoriensystem einordnen. Diese Schiler
werden wie in Aufgabe 2bim Rahmen einer weiteren Kategorie IV berticksichtigt.

22 Djese Probanden lassen sich der ersten Unterkategorie von Kategorie I1l zuordnen.

% Djese Probanden lassen sich der zweiten Unterkategorie Ill zuordnen. Es werden hierbei auch die beiden
Probanden einbezogen, die bereits der ersten Unterkategorie Il zugeordnet werden konnten.
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I lla b i v
fongebeZd | sa%an | 26%Gy | 0%© | 38%a9 | 12%@
A(\3usf gcar?j e:?)b 0% () 0% (0) 24% (9) 13% (5) 11% (4)

Tab. 43: Inhaltliche Fehlertypen:
Vergleich: Aufgabe 2b — Aufgabe 3b

Uberraschenderweise bereitete den Schilern im Rahmen deser Aufgabe der Umgang mit der
formalen Begriff shestimmung der Differenzenfolge keine Schwierigkeiten. So lasg sich kein
Fehler auf ein Operieren mit der (falschen) Beziehurg D(n)= f(n)- f(n—1) zuriickfiihren
(Fehlertyp 1). Dies kann als Lernfortschritt gewertet werden, wobei jedoch berticksichtigt
werden muss dass s$cher auch de, schoren” ganzen Zahlen das Ablesen des (korrekten) An-
derungswerts erleichtert haben. Mit der Interpretation des pasitiven Werts D(5)=7 als Kenn-
zeichen monotonen Wadstums hatten erwartungsgemald prozentual weniger Probanden
Schwierigkeiten as bei der inhaltli chen Deutung des entsprechenden negativen Werts in Auf-
gabe 2b (Fehletyp Ill). Die Fehler von 24% der Probanden, de der Kategorie I1b zugeordnet
werden konren, lassen sich darauf zuriickftihren, dassder Aufgabentext nicht richtig gelesen
wurde bzw. die falsche Darstellung betrachtet wurde. Diese Probanden analysierten nicht das
Anderungsverhaten der Funktion f, sondern das der Differenzenfunktion D beim Ubergang
von n=5 nach n=6 undgaben den Anderungswert 2=D(6)- D(5) an. Dies =l im Fol-
genden an einem Beispid ill ustriert werden.

. Aufg.- Eingaben tber
Zeit | Aug. sdlung Tabelle | Graph Kommentar Tastatur
6.31 x Cursor auf Intervall [5,6] und auf

Funktionswert D(5)
6.38 X
6.52 X Cursor auf D(5), D(6)
7.05 Anderung2

X ,Steigt*

OK (FEHLER)
7.20 X
7.27 X Anderung7
7.32 X Cursor auf

D(5), D(4), D(3)
7.37 X OK

Tabelle 44: Aufgabe 3b — Transkriptausschnitt?%*
(Schuler A4)

Anhand deses Transkriptausschnitts wird deutlich, dassder betreffende Schiler zunadhst mit
der Tabelle abeitete und dfensichtlich auch den 16sungsrelevanten Wert D(5) in der Tabelle

224\/g. die ScreenCam-Datei A4.scm.
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erkannte (der Cursor deutete auf die Zelleninhalte n=5 und n=6 sowie auf den Funktions-
wert D(5)). Anstatt die Losung auf dem Losungsblatt zu ndieren, wedhselte der Proband je-
doch zundchst zum Graph. Die Cursorbewegungen weisen darauf hin, dassder Schiler die
Koordinatenpunke (5, D(5)) und (6, D(6)) und damit das Anderungsverhalten vonD analy-
sierte. DafUr spricht auch die anschlief3ende Eintragung auf dem Ldsungsblatt: Es wurde der
Wert 2 eingegeben sowie das Kontroll k&stchen zu , steigt* markiert. Aufgrund der negativen
Riuckmeldung im Rahmen der Ldsungstiberprifung mit dem , OK-Button® korrigierte der
Proband anschlief3end sein Ergebnis. Dabel verwendete @ jedoch wieder die tabellarische
Darstellung.

Da dieser spezielle Fehlertyp im Rahmen von Aufgabe 2b nicht auftrat, kann angenommen
werden, dassdie Aufmerksamkeit der Schiier, die der Kategorie Ilb zugeordnet werden kén-
nen, duch de ,schore“ Eigenschaft , Lineaitéat* bzw. ,konstante Anderung(srate)* auf das
Anderungsverhaten von D gelenkt wurde. Dagegen war off ensichtlich keine der beiden empi-
rischen Funktionen T undD in Aufgabe 2b unter rein visuellen Gesichtspunken ,, ausgezeich-
net“. Moglicherweise wurde hier ein derartiger Fehler zudem durch de Interpretation in dem
situativen Kontext ,, Jahresdurchschnittstemperaturen® verhindert.

6.33 Ergebnise a1 Aufgabe 3c

Gegenstand deser , Interpdationsaufgabe”, die in ihrer Struktur den Aufgaben 2c und 2dah-
nelt, ist die quadratische Z-Funktion f(n)=-11n? —4,7n+ 20 und ckren Differenzenfunkti-
on. Die Schuler sollten hierbei die nicht in der tabell arischen Darstellung aufgefiihrten Funk-
tionswerte f(-4)=212 und D(2)=-10,2 duch Verkniigfen gedgneter ,benachbarter

Funktionswerte bestimmen. Die mit der Tabell e interaktiv verbundene graphische Darstellung
dient im Rahmen dieser Aufgabe zur visuellen Kontrolle der beiden gesuchten Funktionswer-
te.

Aufgabe 3c ist kein Bestandtell des Versuchsprogramms der Gruppe C, so dasslediglich de
Schilergruppen A und B in de folgende Auswertung einbezogen werden. Da Uber die Ar-
beitsweisen undinhaltlichen Schwierigkeiten der Probanden, welche die Aufgabe mehrfach
beabeitet haben, keine Aussagen gemadt werden kann, werden weiterhin nu die Schiler
berlicksichtigt, die nicht von Netzwerkproblemen betroffen waren.

6.3.3.1 Arbeiten mit der Tabdle

Im Vergleich zu Aufgabe 2d, de auschliefdich mit Hilfe des Graphen beabeitet werden soll-
te, l6sten de Schiler dieses tabell arisch dargestellte Interpolationsproblem tendenziell besser
(vgl. Tab. 45. Wéhrend in Aufgabe 2d insgesamt 16 % bzw. 18 % der Probanden de beiden
Teilaufgaben im ersten Losungsversuch losten, hetten bei der Beabeitung dieser Aufgabe
52 % der Probanden hinsichtlich der Berechnurg von f(-4) und 38% der Probanden hin-
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sichtlich der Berechnurg von D(2) keinerlei Schwierigkeiten. Dies bestétigt die in 6.2.4.2
gedul¥erte Vermutung, dass Schiler eine lokale Beziehung zwischen Folge und Differenzen-
folge anhand der Tabelle (zunddhst) besser erkennen als anhand des Graphen, dessaso de
Tabell e fir die Probanden intuitiv zuganglicher zu sein scheint.

Aufgabe 2d Aufgabe 3c
(50 Schiier) (21 Schiier)
T(1992 D(1994 f(-4) D(2)
1 Lésungsversuch 16 % (8) 18% (9) 52% (12 38% (8)
2 Losungsversuche 32% (16) 24% (12 24% (5) 33% (7)
>2 Losungsversuche 42 % (21) 48 % (24) 149% (3) 19% (4)
Falsche Losung 10% (5) 10% (5) 0% (0) 0% (0)
Keine Beabeitung 0% (0) 0% (0) 10% (2) 10% (2

Tab. 45: Ldsungsversuche:
Vergleich: Aufgabe 2d — Aufgabe 3c

Im Unterschied zu der auch auf der tabellarischen Ebene dargestellten Interpolationsaufgabe
2c traten jedoch bei der Beabeitung der mit dieser Aufgabe strukturell vergleichbaren ersten
Teilaufgabe von X, d. h. leim Bestimmen des Werts f (- 4) groRere Schwierigkeiten auf.
Dies kann auf die unterschiedliche Positionierung der ,, Interpalationslticken” in der tabell ari-
schen Darstellung zurtickgefiihrt werden. Wéhrend der zu berechnende Funktionswert
T(1989 in Aufgabe 2c in eine Zelle an Ende der Wertetabelle angetragen werden sollte, ist
die , Position* der Funktionswerte f(-4) undD(2) im Rahmen deser Aufgabe ,innerhalb®
der vorgegebenen Tabelle. Damit ist es hier schwieriger as bel Aufgabe 2c die addquaten, zu
verknupfenden Funktionswerte zu erkennen.

6.3.3.2 Inhaltliche Probleme

Bel der Analyse der Fehler der Schiler inhaltli cher Art lassen sich die folgenden Kategorien
unterscheiden:

Fehlerhaftes Berechnen des Werts f (- 4)

|.  Dielokale Beziehurg zwischen f und D wird richt erkannt. Als Werte fir (- 4) wer-
den z. B. angegeben: 27,2= f (- 3)+ D(- 4) oder 108= f(-5)- D(-5).

[1.  Eswird mit Hilfe des Graphen ein ,, Naherungswert” bestimmt.

Fehlerhaftes Berechnen des Werts D(2)

l. Die lokale Beziehung zwischen T undD wird nicht erkannt. Als Werte fir D(2) werden
z. B. angegeben: 2,2= f(3)+ f(2) oder 6,2=T(2).

Ilb  DieBeziehurg D(n)=T(n)-T(n+1) liegt der Berechnurg zugrunck, d. h.es wird de
Reihenfolge der zu verknipfenden Folgengli eder vertauscht.

1. Eswird mit Hilfe des Graphen ein ,, Ndherungswert* bestimmt.
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Man erhdlt die folgende Haufigkeitsverteil ung:

Schiler (22) f(c4) D(2)
| 24% (5) 19 % (4)
Ib 24% (5)
I 19% (4) 14% (3)

Tab. 46: Aufgabe 3c — Inhaltliche Fehlertypen

Das Erkennen der lokalen Beziehung zwischen f und D bereitete den Probanden in Verbin-
dung mit der Berechnurg des Werts D(2) erwartungsgemal? weniger Schwierigkeiten (wenn-

gleich der Unterschied sehr gering ist) as bei der Berechnurg des Werts (- 4). Uberra
schenderweise traten bel keinem der Probanden Fehler auf, die sich auf das Verwenden der
Formel D(n)= f(n)- f(n-1) zuriickfihren lassen. Statt dessn zeugen de agegebenen

Werte wie dwa 27,2 10,8 2,2 (Fehlertyp 1) davon, dassdie inhaltli che Bedeutung der Be-
rechnurgen und ar entsprechenden numerischen Beziehungen nicht ausreichend reflektiert,
sondern Werte in der ,,Umgebung* der beiden gesuchten Funktionswerte scheinbar will kiir-
lich miteinander verknuipgt wurden. Problematisch erwies sch in Verbindurg mit der Beredh-
nung von D(2) darliber hinaus — wie bereits bei Aufgabe 2d — der korrekte Umgang mit dem
Vorzeichen bzw. das Beaditen der Reihenfolge der zu verknipfenden Funktionswerte (Feh-
lertyp 1b). So berechneten 24 % der Probanden anstelle der ,unkamfortablen® Differenz
D(2)=f(3)-f(2)=-4-62 de Summe 4+62 (bzw. de Differenz
f(2)- £(3)=6,2 - (- 4)), beriicksichtigten beim Notieren des Ergebnisses jedoch richt, dass
das negative Vorzeichen erganzt werden musge.

Eine weitere Fehlerquelle stellte Uberraschenderweise die graphische Darstellung der
Z-Funktion f und ceren Differenzenfunktion dar (Fehlertyp 11). Obwohl er als Instrument fir
eine visuelle Losungskontrolle vorgesehen war, wurde der Graph vonf von 19% und e
Graph vonD von 14% der Schiler in den Losungsprozessmiteinbezogen. Dabel analysierten
die Probanden — wie anhand ihrer Cursorbewegungen deutlich wird — zunadst die ,, ungefah-
re" Lage der in beiden graphischen Darstellungen fehlenden Koordinatenpunke. Auf der Ba-
sis dieser Beobachtungen wurden anschlieend de Ergebnisee f(-4)=21 und D(2)=-10

in der Tabelle natiert. Indem diese Schiler die Funktionen f und D isoliert betrachteten und
die fehlenden Funktionswerte lediglich ,, per Augenmal?* interpalierten, ungingen sie die a-
gentliche Aufgabenstellung. Fur die Behandlung derartiger Interpalationsaufgaben im Rah-
men von TKP-Lernumgebungen erscheint es smit geboten, de Funktion graphischer Kon-
trolli nstrumente deutli cher hervorzuheben oder ganz auf zusétzli che Darstell ungen zu verzich-
ten.
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6.34 Ergebnise a1 Aufgabe 3d

Im Rahmen dieser Aufgabe sollte die Funktionenklasee f(n)=2n? —-8n+c urtersucht und

der Einflussdes Parameters c auf die entsprechenden Diff erenzenfunktionen beschrieben und
begriindet werden. Zu Anaysezwedken konrten de Probanden zwischen den Darstellungen
Tabelle und Graph wahlen und en Parameter ¢ mit Hilfe @nes Rollbalkens variieren. Die
Aufgabe wurde sowohl von den Schilern als auch von cn Studierenden beabeitet und soll
insbesondere Aufschlussiber den Einflussunterschiedlicher Vorkenntnisse auf die Argumen-
tationen beider Gruppen geben. Im Folgenden werden zundchst die verbalen Beschreibungen
der Probanden analysiert. Hierbei werden auch deenigen Schiler berticksichtigt, welche die
Aufgabe @n zweites Mal beabeitet haben. Es ist davon auszugehen, dass $ch ihre Argumen-
tationen gegeniiber der ersten Beabeitung dieser Aufgabe nicht geéndert haben. Aussagen
Uber die Art und Weise ihres Umgangs mit den Darstellungen Graph undTabell e sind jedoch
nur bedingt moglich. Daher werden dese Probanden im Rahmen der darauf folgenden Analy-
sen der Arbeitsweisen nicht beriicksichtigt.

6.3.4.1 Verbale Beschreibung der Differenzenfunktion

Die verbalen Beschreibungen der Schiler und Studierenden lassen sich danadh urterscheiden,
ob sich Beziehungen zu einer bestimmten Darstellung erkennen lassen oder ob darstell ungsu-
nabhéngig bzw. formal argumentiert wird. Dabei werden zunadst alle Antworten berticksich-
tigt, urebhéngig davon, obeine Beziehung zwischen Funktion undDifferenzenfunktion her-
gestellt oder ob nu eine der beiden Funktionen isoliert betradhtet wird. Insbesondere werden
auch solche Beschreibungen einbezogen, de sich aus<chliefdlich (und entgegen der Aufgaben-
stellung) auf die Funktion f beziehen.

A Darstellungsabhangge Beschreibungen (Graph)
Das c verschiebt nur die Parabel. Sie verandert sie nicht. Die Differenz zwischen den
Punkten bleibt deshalb gleich und de Diff erenzenfunktion kann sich nicht &ndern.
Die Parabel wird nur inihrer Position, richt in ihrer Form verandert.
Esverandert sich nu der Achsenabschnitt, nicht die Form des Graphen.
D bewegt sich auf der y-Achse im pasitiven urd negativen Bereich, auf der x-Achse hat
sie @nen festen Punkt.
D gibt den Schnittpunkt mit der y-Achse an.
Graph vonD ist konstant.

B Darstellungsabhangg Beschreibungen (Tabelle)
Der Wert ¢ erhoht bzw. senkt den Wert von f in der Tabelle. Je grolier ¢, desto hoter der
y-Wert.
C Darstellungsunabhangg Beschreibungen
Wenn man den Parameter ¢ verandert, bleibt die Diff erenz trotzdem dieselbe.
Die Differenz f(n+1)- f(n) andert sich nicht.
Esist egal, wie gro3 odr klein cist, daD nur von n abhéngt.
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Wenn man ¢ verandert, verandern sich auch al e f(n)-Werte.
Der Parameter éandert sich nicht.

Die Tabelle 47 zeigt die Haufigkeitsvertellung Gber den varstehend aufgefiihrten Kategorien.
Bis auf einen Schiler, der die Aufgabe nicht beabeitet hat, werden alle Probanden in genau
einer Kategorie berticksichtigt.

A B C
Schiiler (52) 85 % (44) 2% (1) 13% (7)
Studierende (21) | 52% (12) 0% (0) 48 % (10)

Tab. 47: Aufgabe 3d — Verbale Beschreibungen

Die Schiler argumentierten signifikant haufiger mit Bezug auf den Graph as die Studieren-
den (Chiquadrat-Vierfeldertest, p =0,002).2* So beschrieben 85 % der Schiiler aber nur
52 % der Studierenden Eigenschaften der graphischen Darstellungen vonf bzw. D oder ver-
wendeten im Rahmen ihrer Argumentationen geometrische Begriffe wie dwa ,Form des
Graphen” oder ,,Parabel” (Kategorie A). Insgesamt 48 % der Studierenden sahen dff ensicht-
lich keine Notwendigkeit darin, sich in ihren Beschreiburgen auf die inhaltli ch-anschauli che
Ebene des Graphen zu beziehen, und argumentierten forma bzw. darstellungsunabhéngig
(Kategorie C). Dies kann auf ihre stark formal gepragte Mathematikausbildung zuriickgefihrt
werden, deutet aber auch — insbesondere bei den Probanden, de aich eine addquate Begriin-
dung angaben (vgl. Kap. 6.3.4.2 —auf ein ,,hdheres® mathemati sches Begriff sverstandnis hin.
Bel einer detallli erteren Analyse der verbalen Beschreibungen fallt auf, dass58 % der Schiiler
(und auch 28 % der Studierenden) entgegen der Fragestellung ausschliefdich das Verhaten
der Z-Funktion f analysierten. Off ensichtli ch wurde ihre Aufmerksamkeit im Umgang mit den
dynamisierten Funktionen stérker auf die tatsachlich ,, bewegten“ Objekte und auf verénderli-
che Aspekte wie den sich andernden Scheitelpunkt und weniger auf die , statische Darstel-
lung” der Differenzenfunktion gelenkt.

6.3.4.2 Begriindung der Eigenschaften der Differenzenfunktion

Wenngleich sich fast alle Schiler zum Tell sehr ausgiebig mit den einzelnen Darstell ungen
befasgen und en Einfluss des Parameters ¢ analysiert (vgl. hierzu auch Kap. 6.3.4.3 sowie
ihre Beobadhtungen verbal formulierten, konrten dach nu 34 % eine angemessene Begrin-
dung fur die Invarianz der Diff erenzenfunktion angeben (vgl. Tab. 48. Die Studierenden ha-
ben dese Aufgabe signifikant besser gel6st (Chiquadrat-Vierfeldertest, p = 0,01).

2% Eswerden hierbei nur die Hauptkategorien A und C beriicksichtigt.
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Begriindurg Kene (adéquate) Begriindurg
Schiier (53 34% (19 66 % (35)
Studierende (21) 67 % (14 33% (7)

Tab. 48: Aufgabe 3d — Qualitat der verbalen Begriindungen

Bel den Begrindurgsansédtze der Probanden lassen sich darstellungsabhdngige und darstel-
lungsunabhéngige Sichtweisen urterscheiden. Im Folgenden sind einige prototypische Argu-
mentationen aufgefthrt.

A Darstellungsabhéngge Argumentationen (Graph)

Die Differenzenfunktion gibt die Steigung der Funktion f an. Da sich bei einer Anderung
des Parameters c die Steigung der Funktion nicht éndert, andert sich D nicht.

Das ¢ verschiebt nur die Parabel. Sie veréndert sie nicht. Die Differenz zwischen den
Punkten bleibt deshalb gleich und de Diff erenzenfunktion kann sich nicht &ndern.

Man verschiebt die Parabel nur undso entstehen keine Unterschiede bei dem Wert n.

c verschiebt die Parabel nur nach oken, verdndert aber nicht das Verhdltnis der Werte zu-
einander.

Jeder einzelne Funktionswert wird um den gleichen Abstand verschoben, was die Diffe-
renz natirlich gleich beiben 1&sd.

B Darstellungsunabhéangge Argumentationen
D veréndert sich richt, dafir f(n+1) und f(n) der Wert ¢ jeweilsgleichist.
D beschreibt die Differenz D(n) = f(n+1)- f(n), und dicin f(n+1) und f(n) genau-
so grof3ist, féllt das c weg.

Zu jedem Funktionswert wird der gleiche Wert ¢ addiert bzw. subtrahiert. Also beibt die
Differenz gleich.

Man erhdlt die folgende Haufigkeitsverteil ung:

A B
Schiiler (18) 94 % (17) 6 % (1)
Studierende (14) 36 % (5) 64 % (9)

Tab. 49: Aufgabe 3d — Argumentationsmuster
bel adaquaten Begriindungen
Waéhrend de Schiler hauptsadlich geometrisch mit Bezug auf die graphischen Darstell ungen
der Funktion und @ren Differenzenfunktion argumentierten, begriindeten de Studierenden
die Invarianz von D signifikant haufiger darstellungsunabhéngig bzw. formal (Chiquadrat-
Vierfeldertest, p=0,001). Bei einer genaueren Analyse der geometrischen Argumentationen
fallt auf, dassnur zwei Schiler und ein Studierender den kortinuierlichen Begriff ,, Steigung®
verwendet haben. Die meisten Probanden benutzten dagegen Begriffe wie , Abstand”, , Diffe-
renz* oder ,Verhdtnis’, die aif eine diskrete Sicht auf die Eigenschaften der untersuchten
Funktionen hindeuten. Berticksichtigt man, dass die Schiler bis zu desem Zeitpunk noch
keine Kenntnisse der Differenzialredhnurg erworben hetten, Ulerrascht diese Beobadtung
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nicht. Andererseits hatten offensichtlich auch unfasendere Vorkenntniss, wie sie den Stu-
dierenden zugesprochen werden kénren, keinen Einfluss auf eine starker von , kontinuierli-
chen* analytischen Begriffen geprégte Sicht auf die Funktionseigenschaften. Dies 1&8sg jedoch
nicht den Schluss zu, dassdie Studierenden Analogien zwischen den Begriffen Differenzen-
funktion undAbleitungsfunktion richt erkannt haben, sondern spricht vielmehr fir die steu-
ernde Wirkung der diskreten (graphischen) Darstellung.

6.3.4.3 Arbeiten mit Darstellungen

Die folgende Tabelle zeigt, wie oft die @nzelnen Darstell ungsformen Tabelle und Graph von
den Schiilern bzw. den Studierenden gewahlt wurden 22°

Tabelle Graph
Schler (36) 39 65
Studierende (21) 30 32

Tab. 50 Aufgabe 3d — Absolute Haufigkeit der betrachteten Dar stellungen

Hinsichtlich der Anzahl der ausgewdahlten Darstellungen sind keine signifikanten Unterschie-
de zwischen beiden Probandengruppen feststellbar (Wilcoxon-Test, p =0,6523). Im Mittel
betrachteten de Schuler 2,9 Darstellungen (Standardabweichung 1,9) und de Studierenden 3
Darstellungen (Standardabweichung 1,6). Die Schiler arbeiteten dabei signifikant haufiger
mit dem Graph als mit der Tabelle (Wil coxon-Test fur Paadifferenzen, p = 0,0019), wohin-
gegen sich aus der absoluten Haufigkeit der von den Studierenden betrachteten Darstellungen
zunadhst auf keine (siginfikant) bevorzugte Darstell ungsart schlief3en 1&s4 (Wil coxon-Test fir
Paadifferenzen, p=0,8160).

Zu einer weiteren Charakterisierung der Arbeitsweisen soll nun de Anayse der Anzahl der
ausgewahlten Darstellungen duch eine Klassfikation der Probanden nach der von ihnen be-
vorzugten Darstellungsart erganzt werden. Es lassen sich dabei drei verschiedene Typen un-
terscheiden:?%’

l. Es wird aus<chliefdli ch mit dem Graph geabeitet.
1. Eswird aushliefdlich mit der Tabell e geabeitet.
[I1.  Eswird sowohl mit dem Graph a's auch mit der Tabell e geabeitet.

2% Bei der Gruppe der Schiiler werden die 15 Probanden, die die Aufgabe wegen Netzwerkproblemen ein zwei-
tes Mal 16sten, nicht beriicksichtigt. Ebenfall s nicht mit in die Auswertung einbezogen werden zwei Probanden,
die die Aufgabe nicht bzw. ohne mit den Darstellungen zu experimentieren | dsten.

22 Bei der Klassfikation der Probanden nach den von ihnen verwendeten Darstellungen werden — im Unter-
schied zu Aufgabe 2b — neben der Art der gewdhlten Darstellungen keine weiteren Kriterien wie @wa ,, Dauer
der Analyse der Darstellung‘ oder ,Losungsrelevanz der Darstellund' berticksichtigt.
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Man erhdlt die folgende Haufigkeitsverteil ung:

I Il [
Schiiler (36) 44% (16) 0% (0) 56 % (20)
Studierende (21) 10% (2) 14% (3) 76 % (16)

Tab. 51: Aufgabe 3d — Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Der Unterschied zwischen den Arbeitsweisen der Schiler und der Studierenden, der in der
Tabelle 50 bereits erkennber ist, tritt hier noch deutlicher hervor (Chiquadrat-Mehrfeldertest,
p =0,004). So haben 44 % der Schiler aber nur 10 % der Studierenden aus<chliefdlich mit
dem Graph geabeitet (Kategorie I). Dagegen haben 90% der Studierenden im Rahmen ihrer
Funktionsuntersuchungen de tabell arische Darstellung verwendet, wobei 76 % der Probanden
die Tabelle in Verbindurg mit dem Graph nuzten und 14% der Probanden sogar ausschli ef3-
lich mit der Tabelle abeiteten (Kategorie Il undlil). Die Schiler und de Studierenden haben
dabel die Moglichkeit des Experimentierens umfassend genutzt. Samtliche Probanden, de mit
dem Graph arbeiteten, betétigten mindestens einmal den entspredhenden Rollbalken und ana-
lysierten bzw. beobaditeten den Einfluss des Parameters ¢ auf die Funktionenklasse

f(n)=2n?-8n+c und auf die etsprechenden Differenzenfunktionen. Auch de Tabelle

wurde von 90% der Probanden, de diese Darstell ung auswahlten, zum numerischen Experi-
mentieren genutzt.

Die grol¥ Bedeutung, die der (im Hinblick auf eine inhaltli che Begriindurg der Invarianz der
Differenzenfunktion eher ungeagneten) Tabelle von den Studierenden beigemessen wurde,
und dbs Ignorieren deser Darstellung von einem grolen Tell der Schilergruppe lasg sich
maoglicherweise weniger auf unterschiedliche fachmathematische ds vielmehr auf unter-
schiedli che fachdidaktische Kenntnisse zuriickfiihren. So wurde insbesondere im Rahmen der
Veranstaltung ,, Computer im Mathematikunterricht* die Bedeutung des dynamischen Visuali-
sierens fur das Entdeden von Eigenschaften undfir das Generieren von Vermutungen the-
matisiert. Es ist anzunehmen, dass sch de Studierenden daher anhand aller in das Lernpro-
gramm eingebuncenen Darstellungen urd damit auch anhand der Tabelle @nen Erkenntnis-
gewinn erhofften.

6.3.4.4 Bezehung: Arbeiten mit Darstellungen — Argumentationen

Waéhrend de Argumentationen derjenigen Schiler, welche die Invarianz von D geometrisch
begriindeten, auf ein umfassendes Experimentieren mit der graphischen Darstellung zuriick-
gefihrt werden konren, 18sg sich ein derartiger Einfluss bei den Studierenden nu bedingt
feststellen. Obwohl auch de meisten Studierenden de graphische Darstellung im Rahmen
ihrer Funktionsanalysen einsetzten, argumentierten 9 der 14 Studierenden, welche die beo-
badtete Eigenschaft von D angemessen begriindeten, formal. Insbesondere beanflusge aich
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ein (fast) aus<chliefdliches Arbeiten mit dem Graph richt die Sichtweise der Probanden auf die
Funktionsei genschaften, wie der folgende Transkriptausschnitt verdeutli cht.

Zeit | Aufg. s’tA elulft?r;g Tabelle | Graph B'IE;(tE[:?\I-r. Kommentar Eingaben tber Tastatur
2807 | 3d X 18
2853 X Experimentieren mit ¢
29.56 X
30.06 X Experimentieren mit ¢
30.37 X
30.39 17
3040 Experimentieren mit ¢
Exp X 16 Experimentieren  mit
b, a
3112 X 15
3218 X 16
32.20 Die Verénderung des
Parameters ¢ verdndert die
Differenzenfunktion nicht, da
3d 18 zu jedem Funktionswert der
gleiche Wert ¢ addert und
subtrahiert wird. Also bleibt
die Differenz gleich.

Tabelle 52: Aufgabe 3d — Transkriptausschnitt?®
(Studierender 136)

6.35 Ergebnise a1 Aufgabe 3e

Diese Aufgabe gliedert sich in zwei Teilaufgaben. Die Schiier sollten zunadhst das Inter-
vall?*® angegeben, in dem die Funktionswerte der Differenzenfunktion das Vorzeichen an-
dern. In einem zweiten Aufgabenteil sollte dieses Ergebnis mit Blick auf die Eigenschaften
der Ausgangsfunktionf mit f(n)=2n? —-9n-8 interpretiert werden. Bei dieser Fragestellung
konnten de Schiler zwischen den Darstellungen Graph undTabelle wahlen. Ein Vergleich
mit der Gruppe der Studierenden entfdllt, da diese Aufgabe nicht Teil ihres Testprogramms
war.

6.3.5.1 Aufgabenteil 1: Lesen von Darstellungen

Von den 53 Probanden haben 3 Schiiler den ersten Teil der Aufgabe nicht beabeitet. Weitere
10 Schiler gaben ein Interval an, ohre zuvor eine Darstellung betrachtet zu haben. Esist an-
zunehmen, dassdiese Schiler die Aufgabe nicht selbststandig geldst, sondern das Ergebnis
unzuléssgerweise von ihren Mitschilern tbernommen haben. Die Antworten dieser Proban-

228\/g|. die ScreenCam-Datei 136.scm.

2 Die Funktionswerte von D wechseln beim Ubergang von n=1 nach n=2 das Vorzeichen.
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den werden als , nicht beabeitet” gewertet. In der folgenden Tabelle sind de Schiler danadch
klassfiziert, obsie die Aufgaberichtig, falsch oder gar nicht beabeitet haben.

Richtig Falsch Keine Beabeitung
Schiler (53 64 % (34) 11% (6) 25% (13

Tab. 53: Aufgabe 3e— Qualitat der L 6sungen

Insgesamt 64 % der Schiler haben de este Tellaufgabe richtig gelost. Dassetwa an Viertel
der Probanden das Ergebnis von ihren jeweiligen Nadhbarn tkernommen haben bzw. nicht
beabeitet haben, deutet nicht zwangslaufig auf ein urzureichendes Versténdns der Aufga
benstellung bzw. Schwierigkeiten im Umgang mit den Darstellungen hin. Vielmehr lasg sich
diese Beobadhtung auf die insgesamt recht lange Testdauer, die unterschiedlichen Arbeitsge-
schwindigkeiten der Schiler und cen damit verbundenen Wunsch der ,, langsameren” Schiler,
mit ihren schnell er arbeitenden Mitschilern aufzuschli ef3en, zurtickfihren.

6.3.5.2 Aufgabenteil 2: Argumentieren Uber Eigenschaften

Insgesamt 10 der 53 Schiller haben den zweiten Teil nicht bearbeitet. Weitere 5 Schiler haben
die gesamte Aufgabe gel6st, ohre zuvor eine Darstellung betrachtet zu haben. Da somit anzu-
nehmen ist, dassdiese Schiler auch de zweite Tell aufgabe nicht selbststandig geldst haben,
werden ihre Antworten hier nicht berticksichtigt und de Aufgabe ds , nicht beabeitet” ge-
wertet. Im Folgenden werden zunadst die schriftlichen AuRRerungen der Probanden hinsicht-
lich der beschriebenen Eigenschaften klasgfiziert. Anschlief3end werden de dabei gebil deten
Kategorien detallli erter im Hinblick auf , diskrete” bzw. , kontinuierliche” Sichtweisen analy-
sert.

Klassfikation

Die Beschreiburgen der Schiller lassen sich in einem ersten Schritt danach klasgfizieren, ob
eine Beziehung zwischen dem Vorzeichenwedsel der Differenzenfunktion D und Eigen-
schaften der Ausgangsfunktion f erkannt wurde oder ob dbs Intervall nur unzureichend lew.
fehlerhaft im Hinblick auf Eigenschaften vonf interpretiert wurde. Dartiber hinaus lassen sich
die mathematisch adéquaten®*® verbalen Formulierungen danach urterscheiden, obdie Schik-
ler lokale oder globale Eigenschaften vonf erkannt haben. Es ergeben sich de folgenden vier
Kategorien:

230 Es werden auch umgangssprachliche Formulierungen akzeptiert bzw. Verwechslungen von Begriffen wie
~Scheitelpunkt” und ,, Wendepunkt* sowie der Funktionsbezechnungen f und D toleriert.
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A Lokal
Bei n=2 ist der Tiefstpunk erreicht (Wendepunkt).
Bei dem Punkt 2 hat die Funktionihren Tiefpunk.
DieKurvef hat ihren tiefsten Punkt erreicht.
Der Scheitel ist erreicht.
Zwischen n=1 und n=2 liegt der Scheitelpunk.

B Globd

In desem Bereich falt bzw. steigt die Funktion wieder.

Der Graphfdllt bisca —1 und leginnt wieder gen 0 zu steigen.

Die Steigung &ndert sich zwischen den Werten 1 und 3 von egative in pasiti ve Steigung.
Die Funktion veréandert ihre Steigung.

Wenn cer Graphfallt, entstehen negative f-Werte, wenn er steigt positive. >

C Lokal undGlobd

Ist die Differenz zwischen 2 Stufen pasitiv, so steigt der Graph, ist die Diff erenz negativ,
falt der Graph. Der Scheitelpunkt ist der O-Wert.

Bel negativen Werten fallt der Graph, kel positiven steigt er, d. h. dr Tiefpunk der Funk-
tion liegt zwischen den Differenzenfunktionswerten vonD, bel denen sich das Vorzeichen
andert.

Die Funktionist am Scheitelpunkt angelangt, ab hier steigt die Funktion wieder.

Bis (1,-3) fallt f, von (2, 1) an steigt f, und dizwischen liegt der Scheitel punk.

D Bedeutung aes Vorzeichenwedsels wurde nicht erkanrt

Die Funktionswerte gehen nunin den negativen Bereich und ®m Ubergang von n=5
nach n=6 gelangen sie wieder in den pasitiven Bereich mit Vorzeichen , plus* .2

Es andert sich.

Der Funktionswert wechselt von n=1 nach n=2 vom negativen ins pasitive.”*®

Die Werte vonf undD steigen.

Esergibt sich de folgende Haufigkeitsverteil ung:

A B C D Keine Beabeitung
Schiler (53 17%©) | 9% (5B) | 23% (12 | 23% (12 28% (15

Tab. 54: Aufgabe 3e — Argumentationsmuster

Etwa 50 % der Probanden haben eine Beziehung zwischen dem Vorzeichenwedsel der Diffe-
renzenfunktion D und cn Eigenschaften der Ausgangsfunktion f erkannt. Dabei haben nur
17 % der Schiler den Blick ausschliefdlich auf den Tiefpunkt von f gerichtet (Kategorie A).
Insgesamt 32 % der Schiler haben im Hinblick auf das Intervall [1,2] — obwohl die Fragestel-
lung nur implizit in deses Richtung deutete — (auch) das Montonieverhalten der Funktion f
und damit globale Eigenschaften beschrieben (Kategorie B und C). Dabel wurde zum Tell

%1 Esist anzunehmen, dasshier an , negative D-Werte" gedacht wurde.
22 Eswird beschrieben, in welchem Intervall die Funktionswerte von f ihr Vorzeichen wedhseln.

233 Eswird keine Bezehungzur Funktion f hergestellt.
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auch ein Bezug zu globalen Eigenschaften der Diff erenzenfunktion hergestellt, indem auf den
Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen der Funktionswerte der Differenzenfunktion und
dem Monaonieverhalten der Ausgangsfunktion verwiesen wurde. Wie bereits beim ersten
Aufgabenteil 1asg sich der hohe Antell der Schiler, welche die Aufgabe nicht beabeiteten,
weniger auf inhaltli che ds auf zeitli che Probleme der Probanden zurtickfUhren.

Bezehung diskret-kontinuierlich

Interessant sind de lokalen Argumente der Schiler, die den Tiefpunkt beschreiben (Katego-
rien A undC). Sielassen sich anhand der folgenden prototypischen Aussagen klassfizieren:
I.  Tiefpunk der diskreten Funktionwird beschrieben:

» Tiefpunkt liegt bei n=2".

1. Tiefpunk der ,gedachten* kontinuierlichen Funktion wird beschrieben:
» 1iefpunid liegt zwischen den Differenzenfunktionswerten von D, bel denen sich das
Vorzeichen éndert”.

[Il. Keine genaue Aussage:
»Funktionist am Scheitelpunk angelangt, danach steigt die Funktion wieder”.

Die Tabelle 55 gibt die entsprechende Haufigkeitsvertellung wieder:

| I i
Schiler 1) | 9% | 43%¢(9) | 48% (10)

Tab. 55: Aufgabe 3e — Sichtweise Extremstelle

Nur 9 % der Schiiler, die éne Beziehung zwischen dem Vorzeichenwedsel der Funktions-
werte der Differenzenfunktion und @r Extremstelle der Funktion f erkannt haben, verwiesen
auf den dskreten Tiefpunk bel n=2 (Kategorie I). Die verbalen Formulierungen der ande-
ren Schuler deuten auf ein Funktionsverstdndnis hin, dass sark von einer kontinuierlichen
Sicht auf lokale Eigenschaften geprégt ist. So ist anzunehmen, dass die Probanden, de der
Kategorie Il zugeordnet werden konren, sich anstell e der diskreten Funktion f eine redlwerti-
ge quadratische Interpaationsfunktion zu den duch de Koordinaten deser Z-Funktion va-
gegebenen ,, Stitzpunken® vorstellten und aren Scheitelpunk bestimmten. Insgesamt 48 %
der Probanden umgingen dffenbar eine Auseinandersetzung mit der diskreten Situation, in-
dem sie den Scheitelpunk nur vage beschrieben aber keine genauen Koordinaten angaben
(Kategorielll).

6.3.5.3 Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Wahrend sich zur Beantwortung der ersten Teil aufgabe beide Darstell ungen eignen, erscheint
im Hinblick auf die zweite Tellaufgabe — aus ,, Expertensicht” — das Arbeiten mit dem Graph
vorteil hafter. Die Arbeitsweisen der Probanden werden daher im Folgenden aufgabenspezi-
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fisch analysiert.>** Um mogliche Unterschiede im strategischen Vorgehen feststellen zu kén-
nen, werden nu die 35 Schiler berticksichtigt, die beide Teile der Aufgabe beabeitet haben.
Zur Charakterisierung der Arbeitsweisen werden de Probanden wie in Aufgabe 3d rach der
bzw. den vonihnen bevorzugten Darstellungsart(en) klasgfiziert. Es werden die folgenden
Kategorien urterschieden:

A Eswird aus<chliefdlich mit dem Graph geabeitet.
B Eswird ausschliefdlich mit der Tabell e geabeitet.
C Eswird sowohl mit dem Graph a's auch mit der Tabell e geabeitet.

Die Tabelle 56 gibt die entsprechende Haufigkeitsverteilung an.

Schiller (35) A B C
1. Tellaufgabe 14%(5) | 43% (15 | 43% (15
2. Teilaufgabe 23% (8 | 28%(10) | 49% (17)

Tab. 56: Aufgabe 3e — Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Insgesamt 57 % der Schiler betradhteten zur Bestimmung des Intervall s den Graph (Katego-
rie A und C), wohingegen 43% der Probanden aus<chli efdlich mit der Tabelle abeiteten. Der
Antell der Schiler, die zur Beschreibung der Bedeutung des Vorzeichenwedsels der Diffe-
renzenfunktion mit der graphischen Darstell ung arbeiteten, ist mit 72 % deutlich, wenn auch
nicht signifikant hoher (McNemar-Test, p=0,059). Damit arbeitete die Mehrheit der Schiiler
mit der zur Beantwortung dieser Teilaufgabe alagquaten Darstellung. Es ist aufféllig, dass
dennach ein relativ grol¥er Prozentsatz von 28% der Schiler auschliefllich die Tabelle be-
trachtete. Bis auf eine Ausnahme haben diese Schiler bereits in der ersten Teilaufgabe die
tabell arische Darstell ung bevorzugt. Im Folgenden soll untersucht werden, ob ds Festhalten
an der im Rahmen der ersten Tellaufgabe adaquaten Strategie enen Einflussauf die Qualitat
der verbalen Formulierungen bei der zweiten Teil aufgabe hatte.

6.3.5.4 Einflussder Dar stellungswahl auf das L 6sen der Aufgabe

Eswird nun unersucht, inwiefern de Darstellungswahl der Probanden die Qualitét der jewei-
ligen Losungen beanflusde. Dabel betrachten wir nur die 35 Schiler, die beide Teile der
Aufgabe beabeitet haben. Die Probanden werden zunadst dahingehend urterschieden, obsie
die graphische Darstellung genutzt oder aus<chliefdlich mit der Tabell e geabeitet haben. An-

234 Dabei wird die aste Teilaufgabe mit dem Notieren des gesuchten Intervall s auf dem Losungsblatt als beendet
angesehen. Alle Aktivitdten, d. h. insbesondere das Auswéhlen urd Betrachten von Darstellungen, die sich an
die este Teilaufgabe anschlief3en, werden im Rahmen der zweiten Teilaufgabe berticksichtigt. Werden beide
Aufgaben deichzetig beantwortet, d. h. sind keine Aktivitéten nach der Beabeitung der ersten Teilaufgabe
feststellbar, werden die auvor beobadhteten Arbeitsweisen des Probanden im Rahmen beider Teilaufgaben be-
ricksichtigt.
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schlief3end wird urtersucht, ob de jeweili ge Tell aufgabe richtig bzw. falsch beabeitet wurde.
Es ergeben sich de folgenden Haufigkeitsverteil ungen:

1.Telaufgabe
Richtig Falsch
Arbeiten mit Graph 90 % (18) 10% (2
(20 Schider)
Arbeiten mit Tabelle 80% (12) 20% (3)
(15 Schiier)

Tab. 57: Aufgabe 3e — Einflussder Dar stellung auf das Benennen des Intervalls

2. Tellaufgabe
Richtig Falsch
Arbeiten mit Graph 84% (21) 16 % (4)
(25 Schiier)
Arbeiten mit Tabelle 30% (3) 70% (7)
(10 Schiier)

Tab. 58 Aufgabe 3e— Einflussder Darstellung auf die verbale Beschreibung

Die aste Telaufgabe wurde von der Mehrzahl der Probanden richtig gel6st, urabhéngig da-
von, obsie ausschliefdlich mit der Tabelle abeiteten oder im Losungsprozessden Graph hin-
zuzogen. Durch de freie Darstellungswahl war es den Schilern in desem Zusammenhang
off ensichtlich moglich, ihren individuellen Losungsweg mit der von ihnen bevorzugten Dar-
stellungsform gewinnkringend zu verfolgen. Im zweiten Aufgabenteil flhrte das Arbeiten mit
dem Graph zu signifikant bessren Ergebnisen (Chiquadrat-Vierfeldertest, p =0,002). So
haben 84 % der Probanden, welche die graphische Darstellung hinzugezogen haben, aber nur
30 % der Probanden, de ausschliefdich mit der Tabell e geabeitet haben, de Beziehurng zwi-
schen dem Vorzeichenwedsel der Funktionswerte der Differenzenfunktion und @n Eigen-
schaften der Ausgangsfunktion adaquat beschrieben.

Wie @ne wetere Analyse zeigt, wirkte sich das aus<chli efdliche Arbeiten mit der Tabelle aich
auf die Qualitét der verbalen Formulierungen aus. So argumentierten dese Probanden global
aber retht ungenau (,,In desem Bereich fallt bzw. steigt die Funktion wieder®, ,, Der Graph
fallt bisca —1 und keginnt wieder gen 0 zu steigen®). Insbesondere wurde der Scheitelpunk
in alen Félen nicht explizit benannt. Das Festhalten an der Strategie , Tabelle” erwies sch
somit im Rahmen deser Aufgabe ds ungeagnet. Die Moglichkeit der freien Darstellungs-
wahl birgt daher auch de Gefahr, dassder Beitrag spezifischer Darstellungsformen zur L6-
sung von Problemen nicht erkannt undinadaquate Wege beschritten werden.
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6.36 Ergebnise a1 Aufgabe 3f

Die Schiler und de Studierenden sollten im Rahmen dieser Aufgabe die Termdarstellung der
Differenzenfunktion cer allgemeinen quedratischen Z-Funktion f mit f(n)=an? +bn+c

bestimmen. Die Beabeitung dieser Aufgabe afolgte auf einem separaten Arbeitsblatt. Da
sich bei den Schilern der Gruppen A und B erhebliche Schwéaden im Umgang mit Termen
beobadten lief3en, war diese Aufgabe im Lernprogramm der Schiler der Gruppe C nicht
mehr vorgesehen. Die Termdarstellung der Differenzenfunktion wurde stattdessen im Rah-
men eines Unterrichtsgesprads hergeleitet und dskutiert. In der folgenden Tabelle werden
die Schiler der Gruppe A und B sowie die Studierenden danach urterschieden, ob de Aufga
be richtig, fehlerhaft oder gar nicht bearbeitet wurde.

Richtig Fehlerhaft Keine Beabeitung
Schiiler (36) 39% (14 19% (7) 42 % (15
Studierende (21) 81% (17) 9,5% (2) 9,5% (2

Tab. 59: Aufgabe 3f — Ergebnisse

Die Studierenden haben de Aufgabe ewartungsgemald signifikant besser gel6st a's die Schi-
ler (Chiquadrat-Vierfeldertest, p=0,008). Insgesamt 81 % der Studierenden aber nur 39 %

der Schiler gaben de richtige Termdarstellung an. Fehlerhaft beabeitet haben dese Aufgabe
19 % der Schiler und 9,5% der Studierenden. Um die Schwierigkeiten der Probanden analy-
sieren zu konren, werden auf dem Weg zur Berechnurg der Termdarstell ung der Diff erenzen-
funktion vier Losungs<chritte unterschieden:

D(n)= f(n+1)- f(n)

=a(n+1)° +b(n+1)+c-(an’ +bn+c) (Einsetzen der Funktionsterme)

=a(n? +2n+1)+b(n+1)+c-(an? +bn+c) (Anwenden der binomischen Formel)

=an’ +2an+a+bn+b+c-an’ -bn-c (Auflésen der Klammern)

=2an+a+b (Zusammenfassen der Terme)
Schwierigkeiten im Umgang mit der Binomischen Formel hatten drei Schiler undein Studie-
render. Dabei wurde der Term (n +1)° entweder nicht aufgelést oder die binomische Formel
fehlerhaft angewendet (Beispiel: (n+1)° =n?+2n+2 oder (n+1)° =n? +1). Beim Aufl6-
sen der Klammer beriicksichtigten drei Schiler®®® und ein Studierender nicht das negative
Vorzeichen. Zwei Schiler hatten zwar mit den ersten drei Losungschritten keine Schwierig-

keiten, waren jedoch nicht in der Lage, die Terme aigemessen zusammenzufassen. Auffal-
lend hach ist der Antell der Schiler, die en leaes Arbeitsblatt abli eferten undim Rahmen der

2% Einer dieser drei Schiier hatte bereits Schwierigkeiten bei der Anwendungder binomischen Formel.
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obigen Klasdgfikation der Kategorie ,,Keine Beabeitung® zugewiesen wurden. Aus den Un-
tersuchungsbeobadhtungen wurde jedoch deutlich, dass ein Tell dieser Schiler auf einem
eigenen Losungsblatt einen Losungsversuch urternommen hatten, aber dieses Schriftstlick am
Ende der Untersuchung nicht abgaben. Es ist anzunehmen, dassauch dese Schiler aufgrund
formaler Schwaden de Aufgabe nicht fehlerfrel 16sen konrten.

Wahrend de Fehler der zwei Studierenden, de die Aufgabe fehlerhaft [6sten, auf Konzentra-
tionsschwaden zuriickgefiihrt werden kénren, weist die grol¥e Zahl an Schilern, welche die
Aufgabe nicht oder nur fehlerhaft beabeiteten, auf schwade dgebraische Leistungen insbe-
sondere bei elementaren Termumformungen hin.

6.3.7 Ergebnise a1 Aufgabe 3g

Gegenstand deser Aufgabe ist die Funktionenklasse f (n)=1,5n? +bn-8. Die Schiier und

Studierenden sollten den Einflussdes Parameters b auf die graphische bzw. tabell arische Dar-
stellung der entsprechenden Diff erenzenfunktion urtersuchen und kegriinden. Der Parameter
b konrte mit Hilfe @nes Roll balkens varii ert werden.

6.3.7.1 Verbale Beschreibung der Differenzenfunktion

Die verbalen Beschreibungen der Schiler und Studierenden lassen sich danach klassfizieren,
ob Eigenschaften der Differenzenfunktion D (und méglicherweise auch Eigenschaften der
Ausgangsfunktion f) oder auschliefdlich Eigenschaften von der Funktion f beschrieben wer-
den. Innerhalb deser beiden Hauptkategorien sind weitere Unterscheidungen hinsichtlich der
von cen Probanden benannten Funktionselgenschaften maglich. Die Antworten der Proban-
den konren dabel auch mehreren Unterkategorien zugeordnet werden. Wie in Aufgabe 3c
werden zundcdhst alle Antworten der Schiler und Studierenden berticksichtigt, unabhangig
davon, obeine Beziehung zwischen den Funktionen f undD hergestellt bzw. der Einflussdes
Parameters b auf die Differenzenfunktion begriindet wurde.

A Beschreibung von Eigenschaften von D

Al Parallelverschiebung
Die Diff erenzenfunktion wandert an der y-Achse nach urten.
Die Diff erenzenfunktion wird wie die Parabel nur hin- und her verschoben.
b verschiebt die Kurve D nach oben.
Alle Differenzenfunktionen sind parall €.

A2 Anderung des Achsenabschnitts
Der y-Achsenabschnitt wandert auf der y-Achse rauf undrunter.
Es andert sich nu der Achsenabschnitt.
Je grof¥er b, desto grol¥er wird der Achsenabschnitt vonD.

A3 Steigungkonstant
Die Steigung bleibt konstant.
Die Differenz der D-Werte zueinander andert sich nicht.
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Esverandert sich de Lage vonD. Die Steigung bleibt gleich.
A4 Lokale numerische Eigenschaften
Wenn man den Parameter b um 0,1 &ndert, andert sich auch D um 0, 1.
Wird b gréfer, werden auch D(0) undalle anderen Punkte groRer und ungekehrt.
Je grof¥er b, desto grofer D.

B Beschreibung von Eigenschaften von f (ausschliefdlich)

B4 Formgleichheit, S/mnetrie
Wenn b =0 ist, dannteilt die x-Achse den Graph in genau 2 Hélften. Wenn b positiv ist,
dann bewegt sich de Parabel in den negativen Bereich.
Der Graph verschiebt sich auf der x-Achse.

B2 Konstanter Achsenabschnitt
Der Scheitelpunkt verdndert sich. Die Schnittstell e mit der y-Achse bleibt gleich.
Auf der y-Achse bleibt ein Punkt standig an einem Punkt (0,40). Um diesen Punkt dreht
sich (rotiert, rollt) die Parabel.

B3 Tiefpurkt andert sich

Je hoher der Parameter b ist, umso geringer ist der Tiefpunk.
Der Scheitelpunk verandert sich.

K Kene Zuordnung maglich

Um so pasitiver die Zahl in der Funktion wird, um so pasiti ver werden auch die Differen-
zen.

Die Werte von D é@ndern sich.

Wenn de Werte steigen, dannfdallt der Graph.

Die folgenden Tabellen 60 und 61geben de Haufigkeitsvertellungen Uler den olen genann-
ten Kategorien wieder. Dabei werden 6 Schiler, welche die Aufgabe nicht beabeiteten bzw.
die Beabeitung ohre Fixierung einer verbalen Beschreibung abbrachen, nicht berlicksichtigt.

A B K
Schiler (47) 49% (23 32% (15 19% (9)
Studierende (21) | 86 % (18) 0% (0) 14% (3)

Tab. 60: Aufgabe 3g—-Verbale Beschreibungen
(Hauptkategorien)

A B
Al A2 A3 A4 Bl B2 B3
Schiler (47) 32% (15| 13% @) | 18%(8) | 0% ©) | 11%(5) [23% (11) | 9% (4)
Studierende (21) | 33%(7) | 33%(7) | 19% @) | 24% ) | 0% (©0) | 0% (0) | 0% (0)

Tab. 61. Aufgabe 3g— Verbale Beschreibungen
(Unterkategorien)
Insgesamt 49 % der Schiler beschrieben den Einflussdes Parameters b auf das Verhalten der
Differenzenfunktion (Kategorie A). Der grofde Teil der Schiler (32 %) betonte dabei die Par-
alelitéat der entsprechenden Graphen (Kategorie A1), was flr eine geometrische Sicht auf die
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Eigenschaften der Differenzenfunktion spricht. Vergleichsweise weniger Probanden (13 %
bzw. 18 %) verwendeten algebraische Begriffe, die auf eine funktionale Sicht auf die Eigen-
schaften hindeuten (Kategorie A2 undA3). Auffallig gol3 (32 %) ist der Anteil der Schiiler,
welche die Funktion D untertcksichtigt lief3en undsich ausschliefdich auf das Beschreiben
der Funktion f korzentrierten (Kategorie B). Zieht man zur genaueren Analyse die Tabelle 61
hinzu, fallt auf, dassdie meisten Schiler eine Eigenschaften vonf analysierten, de im Rah-
men deser Aufgabenstellung von urtergeordneter Relevanz ist: der konstante Achsenab-
schnitt (Kategorie B2). Dies sheint ein fur diese Aufgabe typisches , diskretes’ Problem zu
sein, welches sich auf ein ausgiebiges Experimentieren mit der graphischen Darstellung zu-
rackfihren lasd: Die diskreten Koordinatenpunke aschweren off ensichtlich de Konzentrati-
on auf die kortinuierliche ,, Gestalt” der Parabel undsteuern vielmehr die Aufmerksamkeit auf
den einzigen , statischen“ Punkt — den Achsenabschnitt (0,40). Wahrend sich die Studieren-
den desem visuellen Einflussentziehen konrten, wurden de Schiler durch deses Phanomen
mogli cherweise von der eigentli chen Aufgabenstell ung abgelenkt.

Im Gegensatz zu den Schilern beabeiteten alle Studierenden de Aufgabe im Sinne der Fra-
gestellung und bketrachteten de Funktion f nicht isoliert. Insgesamt 33 % der Studierenden
und damit ein etwa gleich grofier Prozentsatz wie bei den Schilern, betonten de Parall itat
der Graphen der Diff erenzenfunktionen (Kategorie A1). Im Unterschied zu den Schilern wei-
sen de AuRerungen der Studierenden jedoch auf eine ausgepragte funktionale Sicht auf die
Eigenschaften der Differenzenfunktionen — insbesondere auf den sich &ndernden Achsenab-
schnitt — hin (Kategorie A2). Auffalendist die starke Konzentration der Studierenden (24 %)
auf irrelevante numerische Eigenschaften (Kategorie A4). Es handelt sich auch hierbei um ein
(offensichtlich) diskretes Phéanomen, welches nur in der Gruppe der Studierenden nicht aber
bei den Schilern zu beobachten war: Eine Diff erenzenfunktion wird nicht as, ganzheitli ches*
Objekt angesehen, sondern — im Sinne der Formel D, (b)=2an+a+b mit n fest aber be-

liebig — al's ,, Aneinanderreihung” isolierter, diskreter Funktionswerte, deren Anderung in Ab-
hangigkeit von b beschrieben wird. Es ist zu vermuten, dass das Arbeiten mit der Tabelle
bzw. eine verengte Sicht auf die tabell arische Darstell ung die verbalen Beschreibungen deser
Studierenden beanflusg hat (vgl. auch Kap. 6.3.7.3.

6.3.7.2 Begriindung der Eigenschaften der Differenzenfunktion

Insgesamt 62 % der Studierenden aber nur 8 % der Schiler haben den Einflussdes zu variie-
renden Parameters b auf die Differenzenfunktionen adaquat begriindet (vgl. Tab. 62. Damit
wurde diese Aufgabe im Vergleich zu Aufgabe 3d vonsignifikant weniger Schilern zufrie-
denstellend gel6st (McNemar-Test, p =0,001). Dagegen erhdt man fir die Studierenden ein
ahnli ches Ergebnis wie bei Aufgabe 3d bzw. es snd keine signifikante Unterschiede feststell-
bar (McNemar-Test, p =0,705).
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Begriindurg Kene (adaguate) Begriindurg
Schiler (53 8% (4) 92 % (49
Studierende (21) 62 % (13) 38% (8)

Tab. 62 Aufgabe 3g— Qualitét der verbalen Begr indung

Bei den Argumentationen der Probanden, de die Eigenschaften der Differenzenfunktionen
adaguat begriinden, lassen sich folgende Kategorien urterscheiden:

A Graphisch-geometrische Argumentation

Es wird eine Beziehung zwischen der graphischen Darstellung der Diff erenzenfunktion D und
der entsprechenden Ausgangsfunktion f hergestellt. Die Eigenschaften von D werden in Be-
zug auf die Eigenschaften vonf begriindet.

f &ndert die Form nicht, nur die Lage. Die Differenzen liegen nu auf einem anderen Ni-
veal.

Dasich der Scheitelpunkt von f verandert, verandert sich auch der Schnittpunkt von D mit
der x-Achse.

B Algebraische Argumentation

Es wird eine Beziehung zwischen der graphischen Darstellung von D und d&r Termdarstel-
lung D(h)==2an+a+b hergestellt. Die Ausgangsfunktion wird dabei nur implizit (tiber den
formalen Zusammenhang der allgemeinen quedratischen Z-Funktion und @ren Diff erenzen-
funktion) in de Analysen mit einbezogen.

Beim Verédndern vonb wird der Achsenabschnitt der Funktion D veréndert. Da der Wert b
in der abgeleiteten Formel fir b in den Achsenabschnitt miteinflief¥, wird nu dieser ver-
andert und de Steigung bleibt konstant, denn b hat mit dieser nichts zu tun.

Die Abstande bleiben gleich, da das b nur den Achsenabschnitt beschreibt und das a kon-
stant ist.

D(n)=2an+a+b, d. h.andert man b, so andert sich der Achsenabschritt, die Steigung
bleibt aber erhaten.

(a+b) ist der Achsenabschritt einer lineaen Funktion, d. h. éeser &ndert sich, wenn man

b andert.

Man erhdlt die folgende Haufigkeitsverteil ung:

A B
Schiler (4) 0% (0) 100% (4)
Studierende (13) 38% (5) 62% (8)

Tab. 63 Aufgabe 3g— Argumentationsmuster
bel adaquaten Begriindungen
Digjenigen Schuler, welche die Aufgabe zufriedenstell end |6sten, argumentierten ausschlief3-
lich formal in Bezug auf die dlgemeine Termdarstellung der Diff erenzenfunktion. Off ensicht-
lich wurde die Moglichkeit des Arbeitens auf einer rein inhaltli ch-anschauli chen Ebene und
die Analyse der Graphen f undD nicht genutzt bzw. dieses Arbeiten trug nicht zum Verstand-
nis der Beziehung zwischen Funktion undDifferenzenfunktion kel (vgl. auch Kap. 6.3.7.4.
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Andererseits dellte aich der formae Weg keine edite Alternative dar, wie die geringe Anzahl
von insgesamt 4 Schilern, de der Kategorie B zugeordnet werden konren, verdeutlicht. Die
Herleitung und Diskusson der allgemeinen Termdarstellung D(n)=2an+a+b im Unter-
richtsgespracdh, das im Rahmen der Untersuchung mit den Schilern der Gruppe C durchge-
fuhrt wurde, hatte insofern einen Einflussauf das Ergebnis, as 3 Schiler dieser Probanden-
gruppe die Aufgabe zufriedenstellend | Gsten, aber nur ein Schiler der Gruppen A/B.

Auch de Studierenden bevorzugten — wie bereits bei Aufgabe 3d — eine dgebraische Erkl&
rung. Dagegen argumentierten 38 % der Probanden graphisch-geometrisch. Diese
Argumentationen urterscheiden sich quelitativ insofern, als 3 der 5 Probanden, de der
Kategorie A zugeordnet werden konren, lediglich de lokale Beziehung zwischen dem , Tief-
punk von f “ und dem ,, Schnittpunk von D mit der x-Achse* beschrieben, wohingegen de
beiden anderen Probanden ,ganzheitlich® argumentierten. Die graphisch-geometrischen
Formulierungen aler 5 Studierenden lassen sich nicht auf Schwierigkeiten im Umgang mit
der Termdarstellung der Differenzenfunktion kew. Probleme bel deren Interpretation zurlick-
fihren. So hatten 3 deser Probanden im Rahmen von Aufgabe 3d forma und
darstellungsunabhdngig argumentiert und sdmtliche 5 Probanden hatten de dlgemeine
Formel D(n)=2an+a+b im Rahmen von Aufgabe 3f richtig abgeleitet. Es liegt vielmehr

die Vermutung nahe, dassdas Arbeiten mit der nicht-formalen Darstellung offensichtlich zu
einer Erweiterung des (inhaltli chen) Begriff sverstandnisses beitrug.

6.3.7.3 Arbeiten mit Darstellungen

Die folgende Tabell e zeigt, wie oft die Darstell ungsformen Tabell e und Graph vonden Schii-
lern bzw. den Studierenden gewéhlt wurden. Es werden hierbel nur die Probanden
berticksichtigt, welche die Aufgabe voll standig bearbeiteten.

Tabelle Graph
Schiiler (47) 49 103
Studierende (21) 31 43

Tab. 64 Aufgabe 3g— Absolute Haufigkeit der betrachteten Dar stellungen

Die Anzahl der betrachteten Darstellungen ist in beiden Probandengruppen in etwa gleich
bzw. esist kein signifikanter Unterschied feststellbar (Wil coxon-Test, p = 0,3056). Im Mittel
betrachteten de Schiler 3,2 Darstellungen (Standardabweichung 1,9) und de Studierenden
3,5 Darstellungen (Standardabweichung 1,6). Die Schiller arbeiteten dabel signifikant héufi-
ger mit dem Graph als mit der Tabelle (Wilcoxon-Test, p<0,001), wohingegen bei den Stu-
dierenden lediglich ein nicht signifikanter Unterschied feststellbar ist (Wilcoxon-Test,
p=01124). Damit ist auch de relative Mal3zahl fir die Haufigkeit der von den Schilern



6 Ergebnisse 214

betrachteten graphischen Darstellungen signifikant hoher as der entsprechende Anteil bel den
Studierenden (Wilcoxon-Test, p=0,0419).

Zu einer weiteren Charakterisierung der Arbeitsweisen soll nunwie bel Aufgabe 3d de Ana
lyse der Anzahl der ausgewahlten Darstellungen duch eine Klasgfikation der Probanden
nadh der von ihnen bevorzugten Darstellungsart erganzt werden. Es werden wieder die fol-
genden Kategorien urterschieden:

l. Es wird auschliefdlich mit dem Graph geabeitet.
1.  Eswird auschliefdlich mit der Tabell e geabeitet.
[I1.  Eswird sowohl mit dem Graph a's auch mit der Tabell e geabeitet.

Man erhdlt die folgende Haufigkeitsvertellung:

I Il [
Schiler (47) 36% (17) 2% (1) 62 % (29
Studierende (21) 9,5% (2) 9,5% (2) 81% (17)

Tab. 65: Aufgabe 3g— Strategien beim Arbeiten mit Dar stellungen

Wie bereits bel Aufgabe 3d mal3en de Schiler dem Graph kel der Analyse der Eigenschaften
der Differenzenfunktion eine gréere Bedeutung bei as die Studierenden. So haben 36 % der
Schiler, aber nur 9,5 % der Studierenden, ausschliefdlich mit dem Graph geabeitet (Kate-
gorie 1). Dagegen haben etwa 90 % der Studierenden im Rahmen ihrer Funktionsuntersu-
chungen de tabell arische Darstell ung verwendet; 9,5 % der Probanden sogar ohre zusétzlich
den Graph zu betrachten (Kategorie Il undlil). Auch hierbel scheint fur die Studierenden das
Angebot, sowohl den Graph a's auch de Tabelle wahlen zu kdnren, einen Anreiz geschaffen
zu haben, ncht nur den Graph, sondern auch de Tabelle umfassend im Hinblick auf interes-
sante Eigenschaften bzw. numerische Muster zu analysieren.

Beiden Probandengruppen nuzen de Moglichkeit der Parametervariation ausgiebig. So he-
ben bis auf einen Schiler und einen Studierenden alle Probanden, de mit dem Graph geabei-
tet haben, mindestens einmal den entsprechenden Rollbalken betétigt und somit den Einfluss

des Parameters b auf die Funktionenklasse f (n)=15n? + bn-8 und de entsprechenden Dif-

ferenzenfunktionen analysiert. Auch de Tabell e wurde von sémtlichen Studierenden und von
90 % der Schiler, die diese Darstellung auswahlten, zum numerischen Experimentieren ge-
nutzt.

6.3.7.4 Bezehung: Arbeiten mit Dar stellungen - Argumentationen

Wie aus der Klasdfikation der verbalen Beschreiburgen (vgl. Kap. 6.3.7.1,Tab. 6J) ersicht-
lich ist, haben 23 % der Schiler (Kategorie B2) und 24% der Studierenden (Kategorie A4)
ihre Aufmerksamkeit auf irrelevante Eigenschaften der betrachteten Funktionen gerichtet.
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Eine Analyse der entsprechenden Bildschirmaktivitaten bestétigt die Vermutung, dassinsbe-
soncere die Beschreibung des Achsenabschnitts und der um diesen Koordinatenpunk ,, her-
umrollenden Parabel” durch eine starke Fixierung auf das Arbeiten mit dem Graph beanflusg
wurde. Eine mogliche Ursadhe fur die unzureichenden, lokal-numerischen Antworten der
Studierenden, ist dagegen, wie bereits angenommen, in eéinem umfangreichen undzum Tell
aus<chli efdli chen Experimentieren mit der Tabell e zu sehen.

Wahrend in den varstehend keschriebenen Fallen das Experimentieren mit den Darstell ungen
offensichtlich zu fehlerhaften und inadaquaten Argumentationen fihrte, haben 49 % der
Schiler und 86% der Studierenden jedoch die neuen tedhnischen Mégli chkeiten nuzen kon-
nen, um den Einfluss des Parameters b auf das Verhalten der Differenzenfunktion im Sinne
der Fragestellung zu beschreiben.?*® Die Analyse der beobachteten Eigenschaften bzw. der
Beziehung von Funktion undDifferenzenfunktion mit Hilfe des Graphen fuhrte jedoch — wie
bereits bei Aufgabe 3d festgestellt — nicht zwangdaufig auch zu einer geometrisch-
graphischen Begriindung fur das Verhalten der Differenzenfunktion. So hetten de meisten der
Schiler und Studierenden, de das Verhalten der Differenzenfunktion algebraisch begriinde-
ten, zuvar zum Tell ausgiebig mit dem Graph experimentiert. Es ist zu vermuten, dass das
Ziel des Experimentierens nicht nur das Entdedken von Eigenschaften war, sondern dassdie
Probanden zunadst auch bemiht waren, eine Beziehung zwischen der graphischen Darstel-
lung der Differenzenfunktion D und dr entsprechenden Ausgangsfunktion f herzustellen.
Dieser Versuch wurde jedoch abgebrochen und de (naheliegendere, einfadchere) algebraische
Begrindurg angegeben. Da somit die inhaltli ch-anschauliche Ebene keine edite Alternative
im Losungsprozessdarstellte, ist es versténdlich, dassdiese Aufgabe die Mehrheit der Schiiler
aufgrundihrer algebraischen Schwaden Gkerforderte.

6.4 Ergebniss a1 Aufgabe 4

Das Aufgabenmodu , Dreieckszahlen” gliedert sich in vier Teille. Gegenstand cer ersten drel
Telle ist die rekursive Darstellung des Zahlproblems. Im vierten Aufgabenteil wird eine Ar-
beitsumgebung zum Finden einer expliziten Formel zur Beschreibung der Dreiedszahlen
bereitgestellt.

6.41 Ergebnise a1 Aufgabe 4a

Bel dieser Aufgabe sollten de Probanden de esten 6 Folgenglieder der auf dem vorherge-
henden Excd-Blatt zeichnerisch dargestellten Dreiedkszahlen angeben. Die Aufgabe wurde
von cen Studierenden besser geldst as von den Schilern, betradhtet man de relative Haufig-
keit der Probanden, welche die Aufgabe im ersten Losungsanlauf 16sten (vgl. Tab. 6. Als

238\/gl. Tab. 60, Kategorie A.
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fehlerhafter Losungsversuch gilt hierbel die Angabe mindestens eines falschen Folgengli eds.
Das bessre Abschneiden der Studierenden kann auf eine im Rahmen ihrer fachwissenschaft-
lichen Aushildung gewonrene groéfere Erfahrung im Umgang mit rekursiven Folgen zurtick-

gefuhrt werden.

1L6sungs | 2L6sungs- | >2 Losungs- | Fehlerhafte Keine
versuch versuche versuch Losung Beabeitung
Schiiler (53) 66 % (35) 23% (12 4% (2) 7% (4) 0% (0)
Studierende (21) 81% (17) 4,5% (1) 0% (0) 10% (2) 4,5% (1)

Tab. 66. Aufgabe 4a— L 6sungsversuche

Die Arbeitsweisen der Probanden lassen sich danadh urterscheiden, ob wahrend des Lo6-
sungsprozesses noch einmal zu dem Excd-Blatt mit der zeichnerischen Darstellung der Drei-
edkszahlen zurlckgebl dttert wurde oder eine @anmalige Analyse der Zeichnurg zur Wiederga-
be der ersten 6 Folgenglieder ausreichte. Wie ane detallli ertere Analyse der Arbeitsweisen
zeigt, wedhselten de Probanden, welche die Aufgabe est nach mehreren Losungsanlaufen
|6sten, bis auf einen Fall im Laufe der Beabeitung noch einmal zu der zeichnerischen Dar-
stellung zuriick. Hier diente das Zuriickblattern der Uberpriifung und Korrektur der numeri-
schen Eingaben. Ein wiederhdtes Analysieren der zeichnerischen Darstellung wahrend des
Losungsprozesses lield sich jedoch auch bei Probanden beobadten, welche die Aufgabe im
ersten Losungsanlauf 16sten (vgl. Tab 67).

Einmalige Analyse
31% (11
82 % (14)

Mehrmalige Analyse
69 % (24)
18% (3)

Schler (35)
Studierende (17)

Tab. 67: Aufgabe 4a— Arbeiten mit der zechnerischen

Dar stellung der Dreiedkszahlen
So wedhselten 69% der Schiler, die die Aufgabe im ersten Losungsanlauf 16sten, mindestens
einma zum vorhergehenden Excd-Blatt zurlick. Dieses Verhalten deutet darauf hin, dassdie
zeichnerische Darstellung zuvor nur unzureichend analysiert wurde bzw. das entsprechende
Excd-Blatt einfach , Uberbléttert wurde. Wahrend de meisten dieser Schiler das iterative
Aufbauprinzip im Laufe der Beabeitung erkannt haben, legt — wie der folgende Transkrip-
tausschnitt verdeutlicht (vgl. Tab. 68 — die Arbeitsweise anderer Probanden de Vermutung
nahe, dassene iterative Gesetzmaldigkeit nicht gesehen wurde und de enzelnen Folgenglie-
der schrittweise durch Abzéhlen der die Dreiedkszahlen darstellenden Kreise e@mittelt wur-
den.
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Zeit | Aufg. BIIE;(I(t:?\I_r Kommentar/Beschreibungder Aktivitat Eingaben Uber Tastatur
2957 4 Aufg 4
30.06 31 Cursor deutet auf Dreiedkszahlen
30.29 da 32
3041 31
3043 | 4a 32 A(1)=1
30.49 31
3052 4a 32 A(2)=3
30.55 31 Cursor deutet auf 3. Dreiedkszahl
30.59 4a 32 A(3)=6
31.03 31 Cursor deutet auf 4. Dreiedkszahl
3109 4a 32 A(4)=10
31.13. 31 Cursor deutet auf 5. Dreiedkszahl
3122 4a 32 A(5)=15
31.26 31 Cursor deutet auf 6. Dreiedkszahl
3134 4a 32 A(6)=21

Tab. 68 Aufgabe 4a— Transkriptausschnitt®’

(Schiiler C1)

Im Vergleich zu den Schilern waren signifikant weniger Studierende, die die Aufgabe im
ersten Losungsanlauf |6sten, auf eine wiederholte Beschéftigung mit der zeichnerischen Dar-
stellung angewiesen (Chiquadrat-Vierfeldertest, p = 0,001). Offensichtlich hatte die Mehr-
heit dieser Probanden (82 %) — wie auch der folgende Transkriptauschnitt verdeutli cht — den
Text des entspredhenden Excd-Blatts vor der Beabeitung von Aufgabe 2a (also vor der Ein-
gabe der ersten Folgenglieder) konzentriert gelesen und an iterativen Aufbau der Dreiedks-
zahlen nach sorgféltiger Analyse ekannt.

. Excd- . .
Zeit | Aufg. Blatt NI Kommentar Eingaben Uber Tastatur
4322 4 30
4326 31 Cursor deutet auf Text
4348 da 32 Cursor deutet auf Text
4356 31 Cursor deutet auf Dreiedkszahlen
44.29 32
Cursor wird Uber die @nzdnen ,Lagen”
44.33 31 der Dreiedkszahlen bewegt
Eingabe der Folgenanfangs-
4517 32 glieder 1,3, 6, ... 21

Tab. 69 Aufgabe 4a— Transkriptaushnitt?*®

(Studierender Il 35)

237\/gl. ScreenCam-Datei C1.scm.

238\/gl. ScreenCam-Datei 1135.scm.
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6.42 Ergebnise au Aufgabe 4b

Bel dieser Aufgabe sollte die rekursive Folge der Dreledkszahlen auf induktivem Weg symbo-
lisch erfasd werden. Das Formulieren der rekursiven Gesetzmaliigkeit bereitete beiden Pro-
bandengruppen grof¥ere Schwierigkeiten as das numerische Fortfihren der Folge in Aufgabe
2a. Insgesamt 62 % der Studierenden, aber nur 45 % der Schiler |6sten diese Aufgabe im
ersten Losungsanlauf (vgl. Tab. 70. Der relativ hohe Prozentsatz an fehlerhaften Losungen
ist darauf zurtickzufiihren, dass es im Rahmen dieser Aufgabe keine Mdglichkeit zur eigen-
sténdigen Losungskontroll e (etwa mit Hilfe enes,, Ok-Buttons*) gab.

1L6sungs | 2L6sungs- | >2 Losungs- | Fehlerhafte Keine

versuch versuche versuch Losung Beabeitung
Schiiler (53) 45 % (24) 34 % (18) 4% (2) 17 % (9) 0% (0)
Studierende (21) 62 % (13 9% (2 5% (1) 19% (4) 5% (1)

Tab. 70: Aufgabe 4b — L dsungsversuche

Beim Losen deser Aufgabe traten im Wesentlichen vier Fehlertypen auf. Drel Fehlertypen
lassen sich auf inhaltli che Schwierigkeiten beim Erfassen der rekursiven Struktur bzw. beim
indukiven Schluss auf die dlgemeine rekursive Darstellung der Dreiedkszahlen zurickfih-
ren. Daneben waren auch Fehler zu beobadten, deren Ursache in elner inadaguaten Verwen-
dung des technischen Werkzeugs TKP zu suchen ist.

l. Numerischer Fehler
Beispiel:
A@B)=A(2)+4
Al4)=A(3)+6
ABB)= A(4)+9
II. Bezug au en falsches Folgenglied, Salbstbezug

Beispiele:
A(3)= A(2)+ A(2)
A(3)= A2)+ AQB)
A@3)= All) + Al)+1
[ll. Fehlerhafter indwktiver Schluss
Beispiele:
An)=An-1)+(n-1)
A(n)= A(n-1)+ A(n)
IV. Tednische Probleme: Fehlende Zell beziige

Die folgende Tabelle zeigt die Haufigkeitsverteillungen Ubker diesen Kategorien. Dabel kann
ein Proband hnsichtlich mehrerer Fehlertypen beriicksichtigt werden.
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| Il Il IV
Schiler (53 21% (11) 9% (5) 28 % (15 9% (5)
Studierende (21) 9,5% (2) 19% (4) 0% (0) 9,5% (2)

Tab. 71: Aufgabe 4b — I nhaltliche/technische Fehlertypen

Das Erfasen der rekursiven Gesetzmaligkeit, d. h insbesondere das Angeben der ersten 8
Folgenglieder in rekursiver Struktur, stellte beide Probandengruppen vor nicht unerhebliche
Probleme. Wéhrend bei den Schilern die Fehlertypen | undlll Gberwogen, daninierte bel den
Studierenden Fehlertyp II. So gaben 21 % der Schiiller falsche (numerische) Anderungswerte
an (Fehlertyp ). Dieser Fehler trat nur bei 9,5 % der Studierenden auf. Grof%ere Schwierigkei-
ten bereitete es den Studierenden dagegen, zwischen der Folge der Dreiedkszahlen A und der
Folge der Anderungen zu dfferenzieren (Fehlertyp I1). Anstelle der Folgenglieder A(1),
Al2)=A@)+2, A@B)=A(2)+3, ... gaben 19 % der Probanden z. B. die Folgenglieder
AQ)=AQ), A2)= A1)+ A2), AB)=A(2)+ A(3) an. Beide Fehlertypen lassen sich mégli-
cherweise darauf zurtickfihren, dassdie Probanden das iterative Aufbauprinzip der Dreleks-
zahlen im Rahmen der Beabetung von Aufgabe 2a nicht erkannt hatten und de Folgenglie-
der zum Tell isoliert betrachteten. Eine weitere Ursache insbesondere des Fehlertyps Il liegt
moglicherweise in einer Verwedslung der beiden in ihrer Struktur ,,ahnlichen” Gleichungen
A(n)= A(n-1)+ A(n) und A(n)= A(n-1)+ D(n) begriincet, wobei der Term D(n) das n-te
Glied der Folge der Differenzen A(n)- A(n —1) angibt.

Insgesamt 28 % der Schiler gaben de asten 8 Folgenglieder richtig an, hetten jedoch
Schwierigkeiten, von diesen Anfangsfolgengliedern indukiv auf die dlgemeine rekursive
Forme zu schlieffen (Fehlertyp 1ll). Dabei wurde in 10 Fadllen de Beziehurg
A(n)= A(n-1)+ A(n) undin 4 weiteren Fallen de Beziehurg A(n)= A(n-1)+(n-1) ange-
geben. Ein Proband lrach de Aufgabe an deser Stelle &. Bei den Studierenden konrte dieser

Fehlertyp nicht beobadhtet werden. Alle Probanden gaben de dlgemeine rekursive Formel
unter Berticksichtigung der (zum Tell fehlerhaften) Struktur der Anfangsfolgenglieder an.

Neben desen inhaltlichen Schwierigkeiten waren bei etwa 9 % der Probanden beider Grup-
pen auch technische Schwierigkeiten zu beobadhten (Fehlertyp 1V). Wie e@ne detailli erte Ana-
lyse der Arbeitsweisen zeigt, waren 7 Schiler und 3Studierende darum bemiht, die Folge der
Anderungen 2, 3, 4, 5, 6, 7, &it Hilfe éner Formel in Excd agorithmisch und mdgli cher-
weise auch zeitli ch effektiv zu ,,berechnen”. Bei diesem Vorgehen erkannten jedoch 5 Schiiler
(9 %) und 2Studierende (9,5 %) nicht die Notwendigkeit relativer Zell beziige und erzeugten
auf diese Weise fehlerhafte numerische Werte. Diese Probanden beabeiteten de Aufgabe
daraufhin im , traditionellen* Sinne und gaben de jewelligen numerischen Werte schrittweise
ein. Diese Beobadhtung madit deutlich, dess die Bereitstellung eines Werkzeugs wie Excd
u. U. die Gefahr in sich hirgt, dassdas technische Hil fsmittel unreflektiert und probleminadé
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guat auch dat eingesetzt wird, wo en traditionelles Vorgehen einfacher, schneller und ,, si-
cherer” zum Ziel fuhrt.

6.43 Ergebnise a1 Aufgabe 4c

Bel dieser Aufgabe sollten de Probanden de asten 16 Folgen der Dreiedkszahlen mit Hilfe
des TKP berechnen. Wie die folgende Tabelle 72 zeigt, haben de Studierenden desen Auf-
gabenteil deutlich besser gelost as die Schiler. Hierbel beziehen wir uns auf die relative Hau-
figkeit der Probanden, de nur einen Lésungsanlauf bendétigten sowie den Antell der Proban-
den, welche die Aufgabe fehlerhaft 16sten. Es fallt weiterhin auf, dassdie Schiler die Aufgabe
schlechter geldst haben als die , Streichhdzaufgabe” 1b. Dies kann zum einen auf die enfa
chere mathematische Struktur der ,, Streichhdzfolge* zuriickgeftihrt werden. Zum anderen hat
moglicherweise das radiliche Formulieren der Gesetzmaldigkeit im Rahmen von Aufgabe
ladas Erkennen der in Beziehung stehenden Zellen unterstiitzt. Die Studierenden haben Auf-
gabe 4c dwas bessr beabeitet as Aufgabe 1b, was auf eine zunehmende Vertrautheit mit
dem Lernprogramm und auf ein im Vergleich zu Aufgabe 1b korzentrierteres Arbeiten
zurtickgefthrt werden kann.

1L0Osungs- | 2LoOsungs- | >2 Losungs- | Fehlerhafte
versuch versuche versuch Losung
hiler (4 % 20% 23% 4%
Aufgabe 1b Sc ger (49 53 % (26) 0% (10) 3% (11) 0 (2)
Studierende (21) 38% (8) 52% (12) 10% (2) 0% (0)
(] 0, 0 0, 0
Aufgabe 4c Schgler (53 34% (18) 30% (16) 15% (8) 21% (12
Studierende (21) | 57 % (12 33% (7) 5% (1) 5% (1)

Tab. 72: Ldsungsversuche:

Vergleich: Aufgabe 1b —4c
Der hohe Prozentsatz der Schiiler, die e@ne fehlerhafte Losung angaben und ncht mehr korri-
gierten, Ukerrascht insofern, als im Rahmen deser Aufgabe sowohl ein ,,Hinweis‘- as auch
ein , Losungs-Button* zur Uberprifung des eigenen Ergebnisses zur Verfiigung stand. Auf-
grund der fortgeschrittenen Testdauer kann vermutet werden, dassdiese Probanden kein Inte-
rese mehr an einer weiteren Beabeitung hatten.

6.4.3.1 Inhaltliche/technische Probleme

In Anlehnurg an bereits bestehende Fehlerkategorien (vgl. Kap. 6.2.1 lassen sich de inhaltli-
chen undtedhnischen Schwierigkeiten der Probanden im Umgang mit dieser Aufgabe wie
folgt klasgfizieren:
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l. Vermischen der algebraischen Syntax mit der TKP-Syntax;
[1.  Fehlerhafte Zell bezlige;

[Il.  Fehlende Zell beziige;

IV. Numerisches Erzeugen einer fehlerhaften Folge.

Die folgende Tabelle spiegelt die entsprechende Haufigkeitsvertellung wider, wobei wieder
ein Proband mehreren Kategorien zugeordnet werden kann.

I Il 11 vV
Schiiler (53) 2% (1) 58 % (31) 4% (2) 11% (6)
Studierende (21) 10% (2 23% (5) 10% (2) 0% (0)

Tab. 73. Aufgabe 4c — Inhaltliche/technische Fehlertypen

Verglichen mit Aufgaben, welche die Beredhnurg der Differenzenfolge oder der Diff erenzen-
funktion zum Gegenstand hetten 2*° traten im Rahmen dieser Aufgabe weniger Fehler auf, die
auf einem Vermischen der algebraischen Sprache mit der Syntax des TKP beruhen (Fehler-
typ I). Rein syntaktische Fehler, wie dwa das Vergesen des ,,=“-Zeichens, waren nicht zu
beobadhten undauch de Notwendigkeit relativer Zellbeziige wurde im Allgemeinen beaditet
(Fehlertyp 11I). Wahrend kel der Fragestellung zu Aufgabe 3a aif die zu berechnende Formel
D(n)= f(n+1)- f(n) explizit hingewiesen worden war, war bei dieser Aufgabe die dlge-
meine rekursive Darstellung in agebraischer Form nur zur zusétzli chen Illustration am unte-
ren Tabell enrand angegeben. Off ensichtlich waren die meisten Probanden dadurch in der La-
ge, sich starker auf die , TKP-Welt“ zu koreentrieren. Es ist jedoch auch mdéglich, dassden
Probanden de Excd-Syntax mittlerwelle hinreichend wertraut war, so dass weitestgehend
problemlos zwischen dieser Syntax und cer algebraischen Sprade diff erenziert werden kom-
te.

Insgesamt 11 % der Schiler umgingen das Werkzeug Excd zunddhst und gaben stattdessen
die numerischen Folgenglieder schrittweise @n bzw. wedselten zur numerischen Ebene,
nadhdem das Arbeiten mit der Excd-Syntax nicht zum Zidl fuhrte (Fehlertyp V). In alen
Falen traten jedoch beim Bestimmen der Folgenglieder (Redhen-)Fehler auf, die durch den
Einsatz des TKP an dieser Stell e hétten vermieden werden konren. Die grofden Schwierigkel-
ten bereitete den Probanden — insbesondere den Schilern — das korrekte Benennen und In-
Beziehung-Setzen der entsprechenden Zellen, also das Arbeiten mit Zellen als Variablen
(Fehlertyp I1). Im Folgenden soll durch einen Vergleich mit den Ergebnissen aus Aufgabe 4b
analysiert werden, ob as Erfassen elner rekursiven Gesetzmaldigkeit ein generelles Problem
in Verbindung mit dieser Fragestellung darstellt oder ob hinsichtlich des Arbeitens auf ver-
schiedenen Darstell ungsebenen Unterschiede feststell bar sind.

239\ gl etwa Aufgabe 2a (Tab. 25) und Aufgabe 3a (Tab. 39).
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6.4.3.2 Vergleich: Aufgabe 4b — Aufgabe 4c

Zur Beurteilung und zum Vergleich des Losungserfolgs in Aufgabe 4b und 4 werden de
Probanden hinsichtlich der folgenden Kriterien differenziert: Die Probanden, welche die Auf-
gaben 4b und 4 im ersten Lésungsversuch |6sten undjene Probanden, de mehrere Anlaufe
zur Lésung bendtigten bzw. die Aufgaben nicht oder falsch I6sten (vgl. Tab. 74 und 7h

Unter Berticksichtigung dieser Kriterien haben de Schiler Aufgabe 4c gwas shledhter ge-
|6st, wenngleich die Unterschiede nicht signifikant sind (McNemar-Test, p=0,239). Bei den
Studierenden lasen sich keine deutlichen (signifikanten) Unterschiede feststellen (McNemar-
Test, p=0,739).

Schiler (53 1 Lésungsversuch >1 Ldsungsversuch
Aufgabe 4b 45 % (24) 55% (29
Aufgabe 4c 34 % (18) 66 % (35

Tab. 74: Losungsversuche Schiler:

Vergleich Aufgabe 4b — Aufgabe 4c
Studierende (21) 1 Losungsversuch >1 Losungsversuch
Aufgabe 4b 62 % (13 38% (8)
Aufgabe 4c 57% (12 43% (9)

Tab. 75L 6sungsversuche Studierende:
Vergleich Aufgabe 4b — Aufgabe 4c

Legt man de Tabellen 74 und 75n einer anderen Form an, so dassder Fokus auf die Veran-
derungen der Leistungen der Probanden gerichtet ist (vgl. Tab. 76 und77), so falt auf, dass
sich 30 % der Schiler gegentiber Aufgabe 4b verschledhtert haben, wohingegen 19 % der
Schiler eine bessere Leistung erbracht haben. Bei den Studierenden haben nur 24 % der Pro-
banden ein schledhteres Ergebnis geliefert als bei Aufgabe 4b, dagegen haben sich 19% der
Probanden verbessert.

Schiler (53 Aufgabe 4c
1 Losungsversuch | >1 Lésungsversuche
1L6 h 15% (8 30% (5
Aufgabed |- —oxMISVErsue °® ° G
>1 Losungsversuche 19% (10 36% (19

Tab. 76: Leistungsveranderung Schiller:
Vergleich: Aufgabe 4b — Aufgabe 4c
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Studierende (21) Aufgabe 4c
1 Losungsversuch | >1 Losungsversuche
Aufgabe 4b 1 Losungsversuch 38% (8) 24% (5)
>1 Lésungsversuche 19% (4) 19% (4)

Tab. 77: Leistungsverénderung Studierende:
Vergleich: Aufgabe 4b — Aufgabe 4c

Eine Verbessrung der Leistungen von Aufgabe 4b zu Aufgabe 4c bestétigt die Vermutung,
dass die , Zellensprache” bzw. das Arbeiten mit Zellen als prototypische Darstellungen fir
Variablen insbesondere fir algebraisch schwadere Schiler eine gute Méglichkeit bietet, re-
kursive Zusammenhénge auf einer ,,vorformalen“ Ebene zu erfasen. Dagegen deutet eine
Verschlechterung darauf hin, dassdas Arbeiten mit Zellen als Variablen nicht per se enfacher
ist, sondern im Unterricht 1angerfristig entwickelt werden muss Aufgrund cer Bereichsgezi-
fitdt des Denkens (vgl. Kap. 3.23), auf die beide Ergebnisse zuriickgefuhrt werden konren,
sind somit — wie hier deutlich wird — prinzipielle Chancen, aber auch Schwierigkeiten mit
dem Wedhsdl zwischen verschiedenen Darstell ungsebenen verbunden.

6.44 Ergebnise a1 Aufgabe 4d

Ziel dieser Aufgabe ist das Finden einer expliziten Formel fur die Dreiedkszahlen. Das Lern-
programm zeigt zur Lésung des Zahlproblems drei grundsétzliche Wege auf: die Losungsdra
tegien , Bleistift und Papier”, , Differenzenfolge” und,, Experimentieren“. Die Probanden het-
ten de Maoglichkeit, zwischen desen Wegen zu wéahlen, de jewelligen Hilfen (,Hinweis-
Buttons*) in Anspruch zu nehmen sowie die angebotenen Hilfsmittel beliebig miteinander zu
kombinieren. Wie die Tabelle 78 verdeutlicht, [6sten de Studierenden die Aufgabe nicht sig-
nifikant besser als die Schiler (Chiquadrat-Vierfeldertest, p =0,966). Insgesamt 57 % beider

Probandengruppen fanden de explizite Darstellung A(n):0,5n2 +0,5n. Die anderen Pro-
banden gaben ein falsches Ergebnis an oder beabeiteten die Aufgabe Uberhaupt nicht. Dieses
zunadhst Uberraschende Ergebnis kann darauf zurtickgefiihrt werden, dass der Themenkom-
plex , Dreiedkszahlen* beiden Probandengruppen nach nicht bekannt war und das Finden der
expliziten Formel somit fir Schiler und Studierende en ,edites* und énlich schwieriges
Problem darstellte.

Erfolgreich Nicht erfolgreich | Keine Beabeitung
Schiler (53 57 % (30) 41 % (22 2% (1)
Studierende (21) 57% (12 38% (8) 5% (1)

Tab. 78: Aufgabe 4d — Ergebnisse



6 Ergebnisse 224

Im Folgenden sollen de Losungsdrategien der Probanden genauer anaysiert werden. Dabei
bezeichnen wir die Probanden, welche die explizite Formel fir die Dreiedkszahlen richtig
bestimmten, als , erfolgreiche” Probanden und rennen die anderen ,, erfolglose” Probanden. Es
wird zunadhst eine Ubersicht tiber die Hauptstrategien der erfolgreichen und ar erfolglosen
Probanden gegeben. Anschliel3ende werden die Arbeitsweisen der Probanden nach einmal
detailli ert analysiert. Dabel berlicksichtigen wir im Rahmen der Strategien , Bleistift und Pa-
pier* und ,Differenzenfolge” nur die efolgreichen Probanden. Im Hinblick auf das experi-
mentell e Arbeiten werden die Arbeitswelsen sémtlicher Probanden genauer untersucht.

6.4.4.1 L6sungsdrategien

Erfolgreiche Probanden

Bei den erfolgreichen Probanden lassen sich funf verschiedene Losungsdrategien urterschel-
den (vgl. Tab. 79. Die esten drel Strategien entsprechen den im Rahmen des Lernprogramms
aufgezeigten Wegen zur Losung des Zahlproblems. Ein Teil der Probanden kambinierte zwei
der aufgezeigten Losungsdrategien. Einige Schiler und Studierende l6sten de Aufgabe auf
zwei verschiedenen Wegen.

Schiler (30) Studierende (12)
Bleistift und Papier 33% (10) 50% (6)
Differenzenfolge 7% (2) 17% (2)
Experimentieren 53% (16) 8% (1)
Mischstrategie Diff. undExp. 0% (0) 17% (2)
Zwel verschiedene Losungen 7% (2) 8% (1)

Tab. 79: Aufgabe 4d — Strategien erfolgreicher Probanden

Wie @ne weitere Analyse der Arbeitsweisen zeigt, setzten sich ale efolgreichen Studieren-
den und 93% der erfolgreichen Schiler mit dem Lésungsvorschlag , Diff erenzenfolge® aus-
einander und kerechneten zum Teil auch de Differenzenfolge der Dreiedkszahlen ( 77 % der
Schiler, 50 % der Studierenden). Dennach verwendeten — wie die obige Tabelle deutlich
madt — nur 7 % der Schiler und 34% der Studierenden Eigenschaften der Differenzenfolge
zum Losen der Aufgabe und wandten damit Kenntnisse Uber Beziehungen zwischen Folgen
und Differenzenfolgen an. Dagegen bevorzugten 33 % der Schiler und 50% der Studieren-
den de L6sungmit Bleistift undPapier.

Die Mdglichkeit des experimentellen Probleml6sens wurde von den Schilern signifikant hau-
figer alsvon den Studierenden in Anspruch genommen (Chiquadrat-Vierfeldertest, p =0,04).
Waéhrend de Schiler jedoch rein experimentell arbeiteten undeine Anpasaungsfunktion fir
die Dreieckszahlen bestimmten, kambinierten 17% der Studierenden die Strategie ,, Diff eren-
zenfolge* und,, Experimentieren”. Diese Probanden berechneten zunadst die este undzweite
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Diff erenzenfolge der Dreiedkszahlen und b , Testfolge” f und @sden dann duch Variieren
der Parameter sowohl f as auch deren Differenzenfolgen an de Dreiedkszahlen und deren
Differenzenfolgen an (vgl. auch Kap. 6.4.4.4. Drei Probanden verfolgten beim Losen der
Aufgabe zwei verschiedene Wege. Zwel Schiler 10sten de Aufgabe zunadhst experimentell
und erganzten anschlief3end nach eine Losung mit Bleistift und Papier. Ein Studierender |6ste
die Aufgabe zunachst mit Bleistift und Papier und tberpriifte seine Losung danach auf expe-
rimentellem Wege.

Erfolglose Probanden

Die afolglosen Probanden beschéftigten sich his auf eine Ausnahme mit mindestens zwei
Losungsvorschldgen, d. h.sie klickten de entsprechenden Seiten an undlasen die dortigen
Informationen. Die Lésungsansétze lassen sich nach drel wesentli chen Hauptstrategien klass-
fizieren (vgl. Tab. 80. So versuchte lediglich ein Studierender, die eplizite Formel mit Hilfe
der zeichnerischen Darstellung der Dreiedszahlen zu finden. Insgesamt 50 % der Studieren-
den, aber nur 14 % der Schiler kbnren der Strategie ,, Differenzenfolge” zugeordnet werden.
Diese Probanden berechneten mit Hilfe der Tabell e die Differenzenfolge der Dreiedkszahlen,
nahmen zum Teil die Hilfestellungen des Lernprogramms (,, Hinweis*-Button) in Anspruch,
konnten dese Hilfen aber nicht gewinnkringend zur Losung des Problems einsetzen. Die an-
deren Losungsvorschldge wurden zwar zum Teil zur Kenntnis genommen, es war hier jedoch
keine weitere Aktivitat beobadtbar. Nur 5 % der Studierenden, aber 68 % der Schiler néher-
ten sich der Fragestell ung auf experimentellem Wege. Die Schiler unternahmen damit signifi-
kant haufiger den Versuch, das Problem experimentell zu l6sen (Chiquadrat-Vierfeldertest,
p = 0,007). Bel 18 % der Schiler und 25% der Studierenden waren keine Bil dschirmaktivi-

taten zu beobadhten. Es ist davon auszugehen, dassdiese Probanden sich nicht oder nur sehr
oberflachlich mit der Problemstell ung beschéftigten.

Schiler (22) Studierende (8)
Bleistift und Papier 0% (0) 12% (1)
Differenzenfolge 14% (3) 50% (4)
Experimentieren 68 % (15) 5% (1)
Keine Aktivitét 18% (4) 25% (2)

Tab. 80: Aufgabe 4d — Strategien erfolgloser Probanden

6.4.4.2 Strategie, Bleistift und Papier

Insgesamt 33 % der Schiler und 50% der Studierenden bevorzugten den Lésungsweg ,,Blei-
stift und Papier”. Ein grol¥er Teil dieser Probanden hatte sich zuvor ausfihrlich mit den ande-
ren Losungsvorschlagen beschéftigt, die Beabeitung jedoch in dlen Falen erfolglos ab-
gebrochen. Wéhrend de Schiler ihren Losungsweg zum Teil ausfihrlich dokumentierten
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(vgl. Abb. 749, gaben de meisten Studierenden ihre Losung auf dem entsprechenden Arbeits-
blatt ohne weitere Erl&uterungen an.

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
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Abb. 74: Aufgabe 4d — Strategie ,, Mit Bleistift und Papier*
(Schuler B15)

Die grol¥e Bedeutung, die diesem Losungsweg von den Schilern undinsbesondere den Stu-
dierenden beigemessen wurde, kann insofern erkléart werden, als zum Erfassen der expliziten
Formel auf der Grundage der vorgegebenen zeichnerischen Darstellung keine umfangreichen
algebraischen Vorkenntnisee eforderlich sind. Insbesondere werden keine Kenntnisse Uber
Differenzenfolgen oder tber den Einflussvon Parametern auf den Verlauf des Funktionsgra-
phen allgemeiner quadratischer und kubischer Folgen benétigt, undes miissen keine dgebrai-
schen Termumformungen durchgefiihrt werden. Dartiber hinaus fuhrt dieser Weg — sofern de
Losungsidee ekannt ist — sehr schnell und elegant zum Ziel, d. h.zur gesuchten expliziten
Formel. Wéahrend de asten drei ,,Kennzeichen dieses Losungswegs die Vorgehensweisen
eines grol¥en Teils der (algebraisch schwaden) Schilern erklaren konrte, 1ésd sich die Ent-
scheidung der Studierenden fir die Strategie ,, Bleistift und Papier” (vermutlich) auf das vierte
Argument zurtickfuhren. Ein welterer Grundfir das Vorgehen deser Studierenden kann darin
gesehen werden, dass $e dem experimentellen Weg offensichtlich nu eine geringe Bedeu-
tung beimal3en (vgl. auch deKap. 6.4.4.4.

6.4.4.3 Strategie, Differenzenfolge"

Zwei Schiler der Gruppe C und zwel Studierende konrten ihre im Rahmen von Aufgabe 3f
erworbenen Kenntnis<e tber die formale Beziehurg zwischen der algemeinen quedratischen

Z-Funktion f mit f(n)=an®+bn+c und dren Differenzenfunkion D  mit
D(n) =2an+a+b zur Losung des Zahlproblems gewinnkringend einsetzen. Der Einflussder

besonderen Thematisierung von Aufgabe 3f im Rahmen eines Klassengesprads mit den
Schilern der Gruppe C zeigt sich somit auch bel dieser Aufgabe. Die vier Probanden beredh-
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neten zunachst mit Hilfe der Tabelle die Anfangsfolgenglieder der ersten Differenzenfolge,
untersuchten deren Eigenschaften undidentifizierten dese Folge ds arithmetische Folge D
mit D(n):n+1. Die Parameter a und b der quadratischen Ausgangsfolge A mit
A(n)=an®+bn+c wurden im Anschluss durch Parametervergleich der Terme n+1 und
2an+a+b besimmt. Mit der Nebenbedingung A(L)=1 fanden de Probanden abschlieend

den Parameter c=0. Die anzelnen Losungs<chritte sind in den Aufzeichnungen eines der
beiden Schiler deutlich zu erkennen (vgl. Abb. 75.

B = ned
ldgiath= Nt/

Abb. 75: Aufgabe 4d — Strategie ,, Diff erenzenfolge*
(Schuler C14)

6.4.4.4 Experimentell es Problemldsen

Es werden nundie Arbeitsweisen der erfolgreichen Schiler und Studierenden sowie der er-
folglosen Probanden beim experimentellen Problemlésen genauer anaysiert. Insbesondere
soll untersucht werden, wie sich de Ldsungsdrategien der einzelnen Probanden qualitativ
unterscheiden. Da die Experimentierphase der meisten Schiler und Studierenden sowohl sys-
tematische ds auch ursystematische Komponrenten aufweist, muss eine andere Mogli chkeit
zur Unterscheidung der Arbeitsweisen gefunden werden. Im Folgenden erfolgt eine este Dif-
ferenzierung der Probanden auf der Basis des von ihnen im ersten Experimentierschritt aus-
gewdhlten Rollbalkens und des Werts, der dem entsprechenden Parameter nach desem Expe-
rimentierschritt zugewiesen wurde.?*° Insbesondere soll analysiert werden, welchen Parame-
tern der Anpasaungsfunktion drekt zu Beginn des Experimentierens der Wert Null zugewie-
sen wurde. Hierbei gehen wir davon aus, dass bereits der erste Experimentierschritt RUck-
schlise aif das Verstandns des Probanden zuldsd. Wird etwa durch ein Betdtigen des
entsprechenden  Rollbalkens dem Parameter a der Anpasaungsfolge f  mit

240 A|s Experimentierschritt bezéchnen wir die Auswahl eines bestimmten Parameters (Rollbalkens) und dessen
Variation. Dabei wird nicht beriicksichtigt, wie haufig ein bestimmiter Roll balken beim Experimentieren hin- und
herbewegt wird. Es interesdert lediglich dessen ,,Endstellund’, also der Wert der dem Parameter letztendlich (im
Rahmen dieses Experimentierschritts) zugewiesen wird.
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f(n)=an®+bn? +cn+d der Wert Null zugewiesen, kann davon ausgegangen werden, dass
erkannt oder zumindest vermutet wurde, dass den Dreiedkszahlen eine quadratische Gesetz-
maldigkeit zugrunce liegt. Das Variieren des Parameters d mit dem , Zielwert* d =0 spricht
dafir, dass die Folge der Dreieckszahlen dffensichtlich gedanklich zu A(0)=0 extrapdiert
und der Parameter ¢ als ,, Achsenabschnitt der Folge f identifiziert wurde. Weist ein Proband
alen Parametern zu Beginn den Wert Null zu, kann des ebenfall s als drategisches Vorgehen
gewertet werden: Ausgehend vonder Funktion f mit f(n)=0 ist es nun méglich, zunéachst
nur den Einflusseines einzigen Parameters zu urtersuchen. Wir erhalten damit das folgende
K ategoriensystem:

l. Parameter a=0

Dem fiihrenden Parameter des kubischen Polynoms f mit f(n)=an®+bn® +cn+d
wird im ersten Experimentierschritt der Wert Null zugewiesen.

II. Parameterd =0
Dem konstanten Parameter d in  f(n)=an’+bn’+cn+d wird im ersten
Experimentierschritt der Wert Null zugewiesen.

lll. Parametera=b=c=d=0
Zu Beginnwird alen Parametern der Wert Null zugewiesen.

IV. Keine Einordnungmdglich

Im Rahmen des ersten Experimentierschritts werden keinerlei inhaltli che oder strategi-
sche Uberlegungen deutlich.

Bel der folgenden Analyse der Arbeitsweisen der Schiler und Studierenden wird sich zeigen,
dassdiese Klassfikation richt nur eine Mogli chkeit zur Beschreiburng des ersten Experimen-
tierschritts, sondern auch eine Ausgangsbasis zur Untersuchung des gesamten (teilweise auch
unsystematischen) Losungsprozesses darstellt.

Arbetsweisen der , erfolgreichen” Schiler

Die Arbeitsweisen undinsbesondere der erste Experimentierschritt von 50% der 18 Schiler,
welche die Aufgabe experimentell | dsten, zeigen systematische Ziige im Sinne der Kategorien
[-111. Die Gbrigen Schiler arbeiteten weitestgehend ursystematisch (vgl. Tab. 81).

| T i IV
Schider (18) 28% () | 11% () | 11% () | 50%(9)

Tab. 81: Aufgabe 4d — Experimentelles Arbeiten der erfolgreichen Schiiler
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« Kategoriel

Insgesamt 28 % der Schiler wéhlten zu Beginn der ersten kzw. zwelten Experimentierpha-
se?* fiir den Parameter a den Wert Null. Dies weist darauf hin, dassdiese Probanden die der
Dreiedksfolge zugrunde liegende quadratische Gesetzméaliigkeit erkannt oder zumindest eine
entsprechende Hypothese aifgestellt hatten. Wenngleich der erste Experimentierschritt bei
alen Probanden identisch ist und das Experimentieren mit den Parametern weitestgehend als
systematisch (mit unsystematischen Komporenten) bezeichnet werden kann, urierscheiden
sich de Arbeitsweisen im Detall .

So varii erte der Schiiler B20— wie der folgende Transkriptausschnitt?*? verdeutli cht (vgl. Tab.
82) — die Parameter a, b, c undd in einer ersten Experimentierphase (Experimentierschritt
1-4) zunadhst unsystematisch. Die den Parametern zugewiesenen Werte deuten nicht auf in-
haltli che Uberlegungen hin. Der betreffende Proband anderte daraufhin seine Strategie und
berechnete zunadchst die Differenzenfolge der Dreiedkszahlen. In einer zweiten sich daran
anschli efienden Experimentierphase mit dem Graph, wies der Schiler dem fiihrenden Parame-
ter der Anpasaungsfolge den Wert Null zu und keschrankte sich im Folgenden auf das Expe-
rimentieren mit den Parametern der quadratischen Testfolge f mit f(n)=bn®+cn+d . Dieses

Vorgehen deutet darauf hin, dess die Differenzenfolge der Dreledkszahlen as eine aithmeti-
sche Folge identifiziert worden war und auf der Basis dieser Beobadhtung auf eine quadrati-
sche Gesetzmaliigkeit der Dreiedkszahlen geschlossen wurde. Der betreffende Schiler fand
die gesuchte Folge im Rahmen der zweiten Experimentierphase nach 8 Experimentierschrit-
ten.

1. Experimentierphase 2. Experimentierphase
Graph Graph
Exp.schritt o} 1,2 (3 |4|5|6|7|8]9]10|11) 12
a 04| 0,7 0
b -1,5 11 0,5 0,5
c 2,3 -1,9 0,7 0,6 0,5
d 37 27 -1 0

Tab. 82: Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Schiiler B20) 2

241 Als |, Experimentierphase” bezéchnen wir einen Lésungsversuch im Rahmen der Strategie , Experimentie-
ren”, der nicht durch einen Wechsel zu einem anderen Excd-Blatt unterbrochen wurde bzw. bei dem die Pro-
banden ihre Lésungsgrategie nicht grundsétzli ch anderten.

242 |n diesem tabell arischen Transkript ist die Anzahl der Experimentschritte sowie der Wert des Parameters am
Ende @nes Experimentierschritts aufgefuhrt. In der zweiten Spalte der Tabell e (Experimentierschritt 0) sind de
der Anpasaungsfolge f am Anfang zugewiesenen Parameter aufgeli stet.

243\/gl. die ScreenCam-Datei B20.scm.
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Zwei weitere Schiler (A11 undB22)*** bestimmten zunachst die Anfangsfolgenglieder der
Differenzenfolge der Dreieckszahlen mit Hilfe der Tabelle numerisch und nizten de Mé6g-
lichkeit des Experimentierens erst anschli ef3end. Die off ensichtlich bewusde Entscheidung fur
die Experimentier-Strategie sowie die Wahl des Parameters a = 0 deutet (&hnlich wie bel den
vorstehend beschriebenen Probanden) auf Kenntnisse Uber Eigenschaften von Folgen und
deren Differenzenfolgen hin. Dennoch kann kei einem der beiden Probanden nicht ausge-
schlossn werden, dass ein weiterer Impuls durch das Betédtigen des , Hinweis-Buttons* 2+
ausging. Die folgenden Experimentierschritte beider Probanden lassen zunadhst keine strate-
gischen ockr inhaltlichen Uberlegungen erkennen. So wies der Schiler A11in einem weiteren
Schritt dem fUhrenden Parameter b der (quadratischen) Anpasaungsfolge f mit
f(n)=bn®+cn+d den negativen Wert —0,7 zu. Eine Korrektur des qualitativ vom gesuch-

ten Ergebnis vollig abweichenden Graphen erfolgte est im Ubernddhsten Experimentier-
schritt, bel dem b =0,5 gefunden wurde. Der andere Schiler (B22) wéhlte zunadhst b=0

und \eriierte die Parameter ¢ undd in f(n)=cn+d. Nach einem bzw. 4 weiteren Experi-
mentierschritten nahm das experimentelle Vorgehen beider Probanden jedoch wieder syste-

matische Zuge an: Beide Schiler schadhtelten die gesuchten Parameter b, ¢ undd sukzessve
undreflektiert ein.

Waéhrend de oben beschriebenen Schiler ausschliefdich mit dem Graph experimentierten,
arbeiteten zwel Schiler (C2 und C10) zunadhst mit der Tabelle und wedhselten erst nach 3
bzw. 4 Experimentierschritten zum Graph. Dabel betraditete ener der beiden Schiier
(C10)**® zunadhst die quadratische Anpasaungsfolge f mit f(n)=-n? +cn+d und \ariierte
nur die Parameter ¢ undd, ungeaditet der von der gesuchten Parabelform abweichenden ge-
ometrischen Gestalt des Graphen vonf. Diese Experimentierphase estredte sich jedoch le-
diglich Uber zwei Experimentierschritte; der Proband war im Anschlussin der Lage, im Rah-
men von 4weiteren Experimentierschritten de Parameter b undc undd durch systematisches
Suchen zu finden. Auch das drategische Vorgehen des anderen Schilers (C2) verbesserte
sich, ,rmachdem er zum Graphen wedselte (vgl. Tab. 83. So wurden de Parameter b und c
sukzesgveinnerhalb von 6Experimentierschritten eingeschadtelt.

244\/g|. die ScreenCam-Dateien A11b.scm und B22.scm.

245 Der , Hinweis-Button* sollte die Probanden zu einem zielgerichteten Experimentieren anleiten. Indem die
Frage aifgeworfen wird, ob bestimmten Parametern der Wert Null zugewiesen werden kann, sollte die Auf-
merksamkeit der Probanden auf Eigenschaften der Folgen A und f gerichtet und die Anzahl der von ihnen be-
trachteten Parameter eingeschrankt werden.

246\/g|. die ScreenCam-Datei C10.scm.
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1. Exp.phese 2. Exp.phese
Tabelle Graph
Exp.schritt o| 1,2 |3|4,5|6|7|8]09
a 04| O
b -1,5 -0,5 0,4 0,6 0,5
c 2,3 1,7 0 0,5
d 37 0

Tab. 83: Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Schiiler C2)**

Beide Probanden hatten sich vor dem experimentellen Lésen der Aufgabe mit dem Losungs-
vorschlag , Differenzenfolge* beschéftigt. Im Unterschied zum Schiler C10 hette der Schiler
C2 jedoch de Differenzenfolge tatsddhlich berechnet, so dass angenommen werden kann,
dassbeim Variieren der Parameter undinsbesondere bei der Wahl des Werts fir den Parame-
ter a Kenntnisse Uber die Beziehung zwischen Folgen undDifferenzenfolgen einflosen. Die
Hintergriinde fur das Vorgehen des Probanden C10 sind dbgegen weniger offensichtlich.
Mogli cherweise lag dem ersten Experimentierschritt die dlgemeine strategische Uberlegung,
die Anzahl der zu varii erenden Parameter einzuschranken, zugrunde.

» Kategoriell

Zwei Schiler (A9 undA12) variierten zu Beginn der Experimentierphase zunadst den Para-
meter din f(n)=an®+bn® +cn+d undsetzten d =0. Dabeide Probanden von Anfang an
mit den graphischen Darstellungen der Folgen f und A arbeiteten, ist anzunehmen, dassd as
»Achsenabschnitt® von f identifiziert und dem ,fiktiven* Achsenabschnitt der Folge der Drei-
edkszahlen, d. h. @ Koordinaten (0, 0), angepasd wurde. Die folgende Experimentierphase
beider Schiiler 14sg keine Riickschliisse auf inhaltli che oder strategische Uberlegungen zu.
Wie der folgende Transkriptausschnitt (vgl. Tab. 84 verdeutlicht, wahlte der Schiler A9 erst
im 7. Experimentierschritt fir den Parameter a den Wert Null. Erst in den darauf folgenden
Experimentierschritten wurden die Parameter b undc durch systematisches Suchen gefunden.

Graph
Exp.schritt Oo|1,2(3|4|5|6|7|8]|9|10/11
a 0,4
b -1,5 -0,9 0,1 0,5
c 2,3 0 0 0,4 0,5
d 37| O 2 0

Tab. 84: Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Schiiler A9)?*®

247\/¢. die ScreenCam-Datei C2.scm.
248\/g|. die ScreenCam-Dateien A9.scm.
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Ein ahnliches Vorgehen ist bei dem Schiler A12**° erkennber. Obwohl beide Probanden zu-
vor die Differenzenfolge berechnet hatten, ist anzunehmen, dasskein Transfer von Kenntnis-
sen Uber die Eigenschaften einer quadratischen Folge und deren Differenzenfolge efolgte.
Vielmehr liegt die Vermutung ndher, dass beide Schiler offensichtlich im Laufe des Experi-
mentierens ,, erkannten”, dassder absolute Wert des Parameters a so klein wie moglich sein
sollte, um die Auswirkung auf den Verlauf des Graphen soweit wie moglich zu reduzieren.
Dabel erhielt der Schiler A9 durch das Betétigen des ,,Hinweis-Buttons® off ensichtlich einen
zusétzlichen Impuls, dem Parameter a den Wert Null zuzuweisen.

« Kategorielll

Zwei Schiller (A5 undC17)*° wiesen bereits zu Beginn der Experimentierphase dlen Para-
metern a, b, ¢, d der Folge f mit f(n)=an®+bn?+cn+d den Wert Null zu. Beide Schiier
hatten zuvor die Differenzenfolge der Dreiedkszahlen bestimmt. Das Vorgehen des Schilers
A5 lasg jedoch nu bedingt auf Transferleistungen schlief3en. So ist der erste Experimentier-
schritt in erster Linie aif das Betétigen des Hinweis-Buttons zuriickzuftihren. Dagegen weist
der sich daran anschlieffende Suchprozess darauf hin, dass der Proband kei der Folge der
Dreiedkszahlen elne quadrati sche Gesetzmaldigkeit vermutete (vgl. Tab. 85.

Graph
Exp.schritt 0 112 |3|4|5]| 6|78
a 04| O 0
b -15/ 0 0,4 0,4 0,5
c 23| 0 |23 1,8 0,5
d 371 0

Tab. 85: Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Schiler A5)

Der Schiler C17 hette den ,, Hinweis-Button® nicht in Anspruch genommen. Im Unterschied
zu Proband A5 arbeitete & zunddhst mit der Tabelle undwedselte ast im dritten Experimen-
tierschritt zum Graph. Die Experimentierphase mit der graphischen Darstellung der Anpas-
sungsfunktion kanninsofern als g/stematisch bezeichnet werden, als die gesuchten Parameter
b, c undd sukzesgve im Rahmen von 15Experimentierschritten eingeschadtelt wurden.

e KategorielV

Die Arbeitsweisen von50 % der Schiler kbnren insofern als unsystematisch bezeichnet wer-
den, als in weiten Tellen der Experimentierphase keinerlel Rickschltisee auf inhaltli che oder
strategische Uberlegungen gezogen werden konren. Die Experimentierphasen umfasgen da-

249\ gl die ScreenCam-Datei A12.scm.
250v/gl. die ScreenCam-Dateien A5.scm und C17.scm.
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bei bis zu 32 Experimentierschritte. Bis auf zwei Probanden experimentierten de Schiler
zum Tell ausgiebig mit der inadadquaten Darstellung Tabelle und auch das Arbeiten mit dem
Graph liel3 bei alen Probanden wenig Systematik erkennen. Zwei Beispiele sollen des ver-
deutli chen.

Beispid 1:

Der Schiler C11 arbeitete — wie der folgende Transkriptausschnitt (vgl. Tab. 86 verdeutlicht
—zweimal mit der Tabelle. Sowohl in der zweiten als auch in der dritten Experimentierphase
wurden alle Parameter unreflektiert undin schneller zeitli cher Abfolge variiert.?®* Eine , Sys-
tematik® zeigt sich nu insofern, as die Rollbalken korsequent in der Reihenfolge ihrer Auf-
listung betétigt wurden, also zunadst von ,oben® nad ,,unten“ und dannin der umgekehrten
Richtung. Erst das Betétigen des ,, Hinweis-Buttons® zwischen den Experimentierschritten 21
und 22 leanflusge das Vorgehen des Probanden. So wurde zundchst allen Parametern der
Wert Null zugewiesen. Anschlief3end war der Schiler in der Lage, die Werte flr die Parame-
ter b undc durch systematisches Suchen zu bestimmen.

1. Exp.phese 2. Exp.phese 3. Exp.phese
Tabelle Graph Tabelle
Exp.schritt 0 1 21 3|4 |56 |7 |8]9]|10|11]12
a 0,4 -1 0 0,4
b -1,5 14 -1,8 -1,1
c 2,3 0,6 3,2 3,8
d 37 33 -37 -30
4. Experimentierphase
Tabelle Graph
Exp.schritt 13|14 | 15|16 | 17 | 18| 19| 20| 21| 22| 23 | 24 | 25
a 0,7 0,2 0
b 0 -1,9 0 |04 0,5
c 4,9 3,2 0 0,4 0,5
d -37 -36| O

Tab. 86: Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Schiler C11) 2

#%1 Insbesondere wurde der Parameter d im Rahmen der Experimentierphase mit der graphischen Darstellung
dreimal variiert. Dabel wurden ihm volli g inadéquate Werte zugewiesen.

#2y\/gl. die ScreenCam-Datei C11.scm.
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Beispid 2:

Der Schiler B26 arbeitete zwar aus<chliefdlich mit dem Graph, fand aber — wie der folgende
Transkriptausschnitt (vgl. Tab. 87) verdeutlicht — zundhst keine sinnvdl e Experimentierstra-
tegie, dbwohl er zuvor die Differenzenfolge der Dreledkszahlen bestimmt hatte. So wurde
dem fiihrenden Parameter der Anpassungsfolge f mit f(n)=an® +bn? +cn+d im ersten
Experimentierschritt der Wert 0,2 zugewiesen. Auch wenn der Schiler moglicherweise e-
kannt hatte, dassder Einflussdes Parameters a auf den Verlauf des Graphen vonf soweit wie
maogli ch reduziert werden musste, fehlte ihm dennach der ,Mut®, diesem Parameter den Wert
Null zuzuweisen. Im Folgenden variierte der Schiler B26 ahnlich wie der vorstehend ke
schriebene Schiler C11 zunadchst al e Parameter unreflektiert undin schneller zeitli cher Ab-
folge in der Rethenfolge ihrer Auflistung. Auch hier wurde das Experimentieren erst mit dem
Aufruf des,, Hinweis-Buttons® (Experimentierschritt 6) systematischer.

Graph
Exp.schritt | O 1 2|1 3|4 |56 | 7| 8] 9|10 11|12
a 0,4]0,2 0
b -1,5 -1,6 0 0,5
c 2,3 2,2 04| O 0,2 0,5
d 37 -8 0 2 0

Tab. 87: Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Schiiler B26) %3

Arbetsweisen der , erfolgreichen” Studierenden

Von cen 12 Studierenden, welche die Aufgabe efolgreich |0sten, arbeiteten vier Probanden
mit der experimentellen Versuchsumgeburg. Ein Studierender Uberprifte auf diesem Wege
seine mit Bleistift und Papier gefundene Losung. Ein weiterer Proband fand de explizite Dar-
stellung durch ein im Sinne von Kategorie 1V unsystematisches Versuch-undrrtum-
Verfahren. Das Vorgehen der Gbrigen beiden Studierenden, welche die Strategien ,, Experi-
mentieren und ,, Diff erenzenfolge” kombinierten, weist dagegen auf ein instrumentelles Ver-
sténdns im Umgang mit Differenzenfolgen hin. Dies ll am Beispiel des Studierenden 120
verdeutli cht werden (vgl. Tab. 83:

#3\/gl. die ScreenCam-Datei B26.scm.
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1.Ex.phase| 2.Exp.phese 3.Exp.phese | 4.Exp.phese
Tabelle Tabelle Tabelle Tabelle
Exp.schritt 0 1 2|1 3| 4] 5| 6 7
a 0,4 10,02
b -1,5 0,5
c 2,3 491 0,5
d 37 -30 0

Tab. 88 Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Studierender 120)

Der Studierende 120 arbeitete zunadst in der ,, Experimentierumgebung”. Nad einem ersten
Experimentierschritt mit der tabell arischen Darstellung &nderte der Proband seine Strategie
und hkerechnete unter Berticksichtigung des Lésungsvorschlags ,, Diff erenzenfolge” zunadhst
die Anfangsfolgenglieder der ersten undzweiten Differenzenfolge der Dreiedksfolge. Auf der
Basis der dabel gemadhten Beobachtungen®* wedhselte @ erneut zur , Experimentierumge-
bung”, berechnete in der Tabelle die este und zweite Diff erenzenfolge der Anpasaungsfolge f

und \eriierte im Anschluss die Parameter a und b in f(n)=an® +bn? +cn+d so, dessdie

Glieder der 2. Differenzenfolge der Folge f zunadhst den konstanten Wert —3 unddann den
konstanten Wert 1 annahmen (Experimentierschritt 2 und 3, gl. auch Abb. 79.

|#7 patel Beabeiten ansicht Einfligen Format Estras Daten Eenster 2 =l8lx ¥ Dstei Bearbeiten Ansicht Enfigen Format Extras Daten Femster 2 LT
K28 - = K28 - =
AT B T C I D T E [ F [G]T H T T J I [ AT B | [ I D [ E T F [G] H T J I [T
Aufgabe 4d | | 3. mogiichkeit | Aufgabe 4d | | 3 moglichkeit |
1 1
|2 n | A [ fn 3 n [ An) [ fn)
= 1 1 378 22 3 = 1 1 398 38 1
4 2 E 6 52 E |« 2 3 436 48 1
5 3 B 304 ER 3 5 3 B 484 58 1
s | a 10 22 | 112 E f{n) = an’ +bn’+ cn+d l's 4 0 54.2 5.8 1 f(n) = an’ +bn’+ cnd
L7 5 15 1 14,2 3 L7 3 15 61 [ 1
lo 6 21 ) 170 3 a T 0 [ 6 21 &R B [ P 0
N 7 28 204 | 202 E |s| 7 E 776 58 1
[ 10 8 36 -40,6 -23,2 -3 b X« L2 I ) 10 8 36 874 108 1 b 05
[ 9 45 838 | -26.2 3 L] 9 45 8.2 18 1
[12] 10 55 -0 -28.2 -3 c 1 ¥ 2,3 [z 10 55 110 128 1 c il I m 23
Lia 11 68 182 | 322 3 L] 1 &6 1228 138 1
[1e] 12 78 1514 | 852 3 d ¥ 37 1 12 78 1366 148 i d »| 37
s 13 91 1886 | -38.2 3 [ 13 81 1514 158 1
6 14 105 2248 | 412 3 Lie] 14 105 1672 168 1
|17 16 120 -266 44,2 3 Hinwels | [17] 1% 120 184 178 1 Hinvweis |
L 16 136 3102 | 472 3 Lis| 16 136 2018 188 1
Lia 17 153 3574 | 502 3 [ie| 17 153 2206 198 1
2 18 171 4076 | -53.2 -3 = 18 171 2404 03 1
) 19 180 4508 | 6.2 ﬂl [z 19 150 7612 218 ﬂl
2 20 210 517 &= 2 B3 20 210 283 = -
[23] = B -
] { Tl K| | s

Abb. 76: Aufgabe 4d — 2. und 3. Experimentierschritt des Studierenden 1207°

Der Studierende brach de zweite Experimentierphase &, nachdem er im Rahmen des 4. Ex-
perimentierschritts erfolglos mit dem Parameter ¢ experimentiert hatte, undwedselte zurtick
zum Losungsvorschlag , Differenzenfolge”. Dabei konzentrierte sich der Proband auf den
Folgenanfang der 1. Differenzenfolge der Dreiedkszahlen. Auf der Basis dieser Beobadhtung
pasde der Proband im Rahmen eines 5. Experimentierschritts durch Variieren des Parameters

%54 Dje 2. Differenzenfolge der Folge der Dreiedkszahlen ist konstant und die Folgenglieder haben den Wert 1.
25V gl. die ScreenCam-Datei 120.scm.
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c die 1. Differenzenfolge der Folge f an de 1. Differenzenfolge der Dreiedksfolge an undfand
damit c =05 (vgl. Abb. 77.

%] patel Bearbeiten Arsicht Ennfligen Format Extras Daten Femster 2 =lax
k28 =
AL B [ C [ D T E T F TGl A1 B I
Aufgabe 4d | [ 3 Mogiichkeit |
1
2 n Aln) fn)
|2 1 1 B 2 1
|| 2 3 a0 3 1
% i WED 33 2 1 f(n) = an’ +bn’+ cntd
|7 5 & 52 H 1
la 6 20 58 7 1 a E » 0
|s | 7 % 55 5 1
|0 8 E 73 5 [ b s vl 0,5
[ 9 45 52 10 1
2 10 55 52 i 1 c Al 05
= 11 56 03 12 1
[ 12 78 115 13 [ d = [ 37
|5 13 o1 128 14 1
|16 14 105 142 15 1
[ 17 15 120 157 16 1 Hinweis |
|| 16 138 173 17 1
|19 17 153 T80 18 1
EX 18 171 208 B 1 e
|2 19 180 277 70 —I
|2 | 20 210 247 P g
23
[«] | "

Abb. 77: Aufgabe 4d — 5. Experimentierschritt des Studierenden 120

Wie bereits in der vorhergehenden Experimentierphase wurde der als nadhstes zu bestimmen-
de Parameter (in desem Fall der Parameter d) zunadhst nur unsystematisch variiert (Experi-
mentierschritt 6). Nachdem der Proband ein weiteres Mal zum Lésungsvorschlag ,, Diff eren-
zenfolge® und wieder zurtick zur ,, Experimentierumgebung” gewedselt war, konrte @ auch
die Folge f selbst an de Folge der Dreiedkszahlen anpassen und d =9 bestimmen (vgl. Abb.
78).

|7 Datei Beabeiten Ansicht Enfiigen Format Extras Daten Femster 2 =18 x|
Kas - =
A B [ € [ D [ E [ F BT H] T ] KL=
Aufgabe 4d | [ __3. Maglichkeit |
1
2| n A(n) f(n)
= 1 1 1 2 1
) 2 E E] 3 1
e Z weu wﬁn 2 1 f(n) = an® +bn’+ cn+d
7 5 15 15 5 1
le| 6 21 21 7 1 PN e
s 7 26 28 B 1
[0 8 36 36 ] 1 b X 05
Lo 9 45 8 10 1
L2 10 56 56 i 1 c Al w05
[1a [ 56 56 12 i
[ 14 12 78 78 13 1 d = » 0
L5 13 91 81 14 1
L8| 14 105 105 15 1
[17] 15 120 120 18 1 Hinweis |
L1e] 16 136 136 17 1
L 1a 7 153 163 18 1
2 18 171 171 18 1 ERED
|2t 19 190 190 20
2] 20 210 210 < | |
23
] | e

Abb. 78: Aufgabe 4d — 7. Experimentierschritt des Studierenden 120

Erfolglose Probanden

Wie bereits in Kap. 6.4.4.1 brausgestellt, haben die afolglosen Schiier signifikant haufiger
as die Studierenden den Versuch urternommen, eine explizite Darstellung fur die Dreleks-
zahlen auf experimentellem Wege zu bestimmen. Dabei lassen sich auch im Umgang mit der
» EXperimentierumgebung” deutliche Unterschiede zwischen den Probandengruppen feststel-
len. So experimentierten de Schiler unsystematisch undzum Tell ausschliefdlich mit der in-
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adaguaten Darstellung Tabelle. Die Experimentierphasen waren dabel vergleichsweise lang:
Insgesamt 9 der 15 erfolglos experimentierenden Schiler tétigten mehr als 7 Experimentier-
schritte; zwei Schiler brachen de Beabeitung sogar erst nach 20 Schritten ab. Einen Einblick
in das experimentell e Arbeiten eines dieser Probanden gibt der folgende Transkriptauschnitt:

1. Exp.schritt 2. Exp.schritt
Tabelle Graph
Exp.schritt | O 1 12| 3|4 |5]| 6|7
a 0,4 0,6
b -1,5 -1,3 -0,5
c 2,3 2,5 -5
d 37 40 | 50

Tab. 89: Aufgabe 4d — Experimentierschritte (Schiiler A20)**°

Im Gegensatz zu den Schilern brach der einzige Studierende, der eine experimentell e Losung
in Betracht zog, die Beabeitung bereits nach einem Experimentierschritt mit der Tabelle a.
Das Experimentieren schien fur diesen aber auch fur die anderen Probanden, de @nen forma-
len Losungsversuch bevorzugten, dfensichtlich keine Methode zur Lésungsgewinnury dar-
zustellen.

6.5 Antworten zu Aufgabe 5

Bel dieser Aufgabe sollten de Schiler auf einem separaten Arbeitsblatt die Diff erenzenfunk-
tion ener kubischen Z-Funktion graphisch ermitteln. Die Termdarstellung
f(n)=0,72n° +1,2n* - 20n + 49 der Ausgangsfunktion war den Schilern dabei nicht be-
kannt.>>” Die Studierenden beabeiteten eine znliche Fragestellung. Ihre Aufgabe war es, die
Differenzenfunktion einer palynomialen Funktion vierten Grades zu bestimmen. Auch ihnen
war die Termdarstell ung der Ausgangsfunktion?® nicht bekannt.

6.51 Ergebnissder Schiler

Die Schiler lassen sich bel dieser Aufgabe danach urterscheiden, obsie eéne qualitativ , rich-
tige" oder , falsche” Differenzenfunktion skizzierten oder ob sie die Aufgabe nicht beabeite-
ten. Die folgende Tabell e gibt die Haufigkeitsverteilung an:

#6\/gl. die ScreenCam-Datei A20.scm.
257 7u den Hintergriinden fiir diese Art der Aufgabenprasentation vg. Kap. 5.6.5.

258 Es handelt sich hierbei um die Funktion f(n) = —=0,072n* +0,03n% + 5,2n* — 26n —65,5.
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Richtig Fasch | Keine Beabeitung
Schiier (53 51% (27) | 30% (16) 19% (10

Tab. 90: Aufgabe 5 — Ergebnisse Schuler

Insgesamt 51 % der Schiiler skizzierten einen parabelformigen Graph fir D, der in einem wei-
teren Sinne ds , richtige” Lésung bezeichnet werden kann. Die Skizzen deser Probanden ge-
ben de Bereiche positiven und regativen monaonen Wadstums, den Extremwert sowie die
Bereiche, in denen de Funktionswerte der Differenzenfunktion ihr Vorzeichen wedseln,
qualitativ richtig wieder. Einzelnen ,, Unregelméafiigkeiten (vgl. Abb. 79 undeiner Verschie-
bung des Graphen um eine Einheit nach redts, was auf die Verwendurg der (falschen) For-
mel D(n)= f(n)- f(n-1) hindeutet, werden im Rahmen deser Klassfizierung vernadlés-

sigt.

Abb. 79: Aufgabe 5 — Qualitativ richtige L dsung
(Schuler A5)

Eine qualitativ falsche Differenzenfunktion (vgl. Abb. 80und 81 gaben 30% der Probanden

: I O OO
P 7 b b 4 2 b o
| e

Abb. 80: Aufgabe 5 — Qualitativ falsche L 6sung Abb. 81: Aufgabe 5— Qualitativ falsche L 6sung
(Schiler B15) (Schuler A11)
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Insgesamt 19 % der Probanden beabeiteten de Aufgabe nicht. Offensichtlich hatten dese
Probanden keine Zeit oder kein Interesse mehr, sich mit dieser |letzten Aufgabe des Versuchs-
programms auseinander zu setzen.

Hinsichtlich der Art des kizzierten Graphen kénren drei Kategorien urterschieden werden,
die im Folgenden mit jeweil s einem prototypischen Beispiel angegeben werden:

l. Diskret (vgl. Abb. 82
Il. Kontinuierlich mit diskreten Stitzstellen (vgl. Abb. 83
1. Kontinuierlich (vgl. Abb. 89

Abb. 82: Aufgabe5 - Abb. 83 Aufgabe5 - Abb. 84: Aufgabe5 -
Skizzentyp | Skizzentyp Il Skizzentyp Il

Die folgende Tabell e gibt die Haufigkeitsverteil ung an:

| Il 1]
Richtige Losungen 37%(10) | 33%(9) | 30%(8)
(27 Schiler)
Falschg Ldsungen 25%(4) | 19% @3) | 56% (9)
(16 Schiier)

Tab. 91: Aufgabe5— Art des kizzierten Graphen

Insgesamt 37 % der Schiler, die @ne qualitativ richtige Losung angaben, , skizzierten“ die
Diff erenzenfunktion im Sinne der Fragestellung als diskrete Funktion. Weitere 33 % ermittel-
ten zundchst die Funktionswerte der Funktion D, interpadli erten jedoch im Anschlusszwischen
diesen dskreten , Stutzstellen®. Die restlichen Probanden skizzierten einen kortinuierlichen
Graphen, was auf eine kontinuierliche Sicht auf die Eigenschaften der Ausgangsfunktion f
hindeutet. Interessant sind de Arbeitsweisen der ,, erfolgreichen” Probanden, de den Katego-
rien | undll zugeordnet werden konren. So arientierte sich de Mehrheit dieser Schiler offen-
sichtlich nicht an ausgezeichneten Eigenschaften der Ausgangsfunktion, sondern analysierte
den Graph der Ausgangsfunktion f schrittweise von , links nac rechts*. Diese Probanden be-
stimmten duch Deuten mit dem Cursor auf jewells , benachbarte” Koordinatenpunke die
Funktionswerte der Funktion f und keredhneten anschlief?end deren Differenz. Den Beredh-
nungen wurde dabei zum Teil diefalsche Formel D(n)= f (n)- f (n-1) zugrunde gelegt.
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Die Mehrheit der Probanden (56 %), die ene qualitativ falsche Lésung angaben, ,, skizzierte*
einen kortinuierlichen Graphen. Die meisten Schiler beschrieben dabei die Diff erenzenfunk-
tion duch zwei stiickweise lineare Funktionen (vgl. Abb. 8Q. Dieses tiberraschende Fehler-
muster kann auf einen fehlerhaften Transfer von Kenntnissen Uber quadrati sche Z-Funktionen
zurtickgeftihrt werden. So wurde die kubische Z-Funktion dfensichtlich as eine aus zwei
stiickweise quadratischen Z-Funktionen zusammengesetzte Funktion aufgefasd, deren Diffe-
renzenfunktionen lineae Z-Funktionen darstell en.

6.52 Ergebnisseder Studierenden

Auch de Studierenden werden hinsichtlich quelitativ richtiger und falscher Losungen (vgl.
Abb. 85 und 8punterschieden.

oy 4y :
— —%
W28 458 1809
Nt

Abb. 85: Aufgabe 5 — Qualitativ richtige L dsung Abb. 86 Aufgabe 5 — Qualitativ falsche L 6sung
(Studierender 11 6) (Studierender 120)

Die folgende Tabell e gibt die entsprechende Haufigkeitsverteilung an.

Richtig Fasch | Keine Beabeitung
Studierende (21) | 33% (7) | 43%(9) 24.% (5)

Tab. 92 Aufgabe 5 — Ergebniss Studierende

Ein statistischer Vergleich der Gruppe der Studierenden und e Schiler ist aufgrund der un-
terschiedlichen zugrunce liegenden Funktionen nicht sinnvdl. Denncoch sollte festgehalten
werden, dass Uberraschenderweise prozentual mehr Schiler as Studierende die Aufgabe des
graphischen , Differenzenbildens’ richtig I6sten. Dies kann zum einen auf die geringere
Komplexitét der Z-Funktion f zurlickgefihrt werden. Zum anderen erwies sch das shrittwei-
se Vorgehen der Schiler und cbs Beredhnen einzelner Funktionswerte der Diff erenzenfunkti-
on urter Verwendurg der graphischen Darstellung der Ausgangsfunktion als wichtige Strate-
gie zur Losungsgewinnurg. Im Unterschied zu den Schilern haben die Studierenden aus-
schliefdlich kortinuierliche Graphen skizziert. Hier ist der Einflusseiner durch de Differenzi-
alrechnurg gepragten kortinuierlichen Sichtweise ekennbar. Das Durcharbeiten des Testpro-
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gramms reichte offensichtlich nicht aus, um einen Sichtwedsel herbeizufiihren und um
— insbesondkre bei dieser Aufgabe — , diskretes® Arbeiten zu initii eren, ist offensichtlich ein
alleiniges Durcharbeiten des Testprogramms nicht ausreichend.
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7 Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebniss der empirischen Untersuchung zum Themenkomplex ,, Diff erenzenfunktio-
nen“ werden in desem Kapitel hinsichtlich der in Kap. 5.1 aufgefiihrten Interessenschwer-
punke — die Arbeitsweisen der Probanden und as zugrunde liegende bzw. erreichte Beg-
riff sverstandns — zusammengefasg und dskutiert. Die gewonnenen Ergebniss lassen sich an
einigen Stellen zu veral gemeinerten Aussagen verdichten, de ds Hypothesen fir zuklrftige
Untersuchungen dienen kdnren.

7.1 Diskrete Arbeitsweisen

Bei der Diskusson der Arbeitsweisen beziehen wir uns auf die verschiedenen Arbeitsebenen:
die Objekebene, die Darstellungsebene und de Werkzeugebene (vgl. Kap. 3.3 undKap. 4.9.
Da sowohl die drei Arbeitsebenen urtereinander als auch de Arbeits- undVerstandn sebenen
miteinander in Beziehung stehen, ist eine trennscharfe Analyse der einzelnen Ebenen nicht
maoglich. Wir werden jedoch im Folgenden versuchen, de jewelli ge Analysedimension duch
eine gedgnete Betonurg der relevanten Aspekte in den Vordergrund zu stellen.

7.11 Arbeiten auf der Objektebene

Hinsichtlich des Arbeitens auf der Objektebene kann zwischen algorithmischem, iterativem
undfunktionalem Arbeiten urterschieden werden (vgl. Kap. 3.3.

7.1.1.1 Algorithmisches Arbeiten

Ein TKP unterstiitzt algorithmisches Arbeiten, indem Formeln urter Verwendurg relativer
Zellbezlige in andere Zellen kopert werden konren. Damit lassen sich — sofern de explizite
oder rekursive Berechnurgsvorschrift einer Folge bekannt ist — beliebig viele Folgengli eder
ohre groléen Zeit- und Redhenaufwand numerisch undtabell arisch darstellen. Die Ergebnisse
zeigen, dassdie Probanden diese technische Mdglichkeit nadh einer ,, Eingew6hnurgsphase*
und einem Abwégen mit traditionell en Mitteln auch nuzten. Dabel weist die Analyse der Ar-
beitsweisen darauf hin, dassdie Probanden — sieht man von anfangli chen technischen Prob-
lemen im Umgang mit der Excd-Syntax ab — Funktionswerte von Folgen undDiff erenzenfol-
gen bzw. vonZ-Funktionen undDifferenzenfunktionen mit Hilfe der Kopierfunktion des TKP
berechnen konrten, also ein instrumentell es Begriffsverstandnis entwickelt haben.

7.1.1.2 lteratives Arbeiten

Im Rahmen der ,, Streichhd zaufgabe® undin Verbindurg mit den ,, Dreiedkszahlen” sollte die
den Z&hlproblemen zugrunde liegende rekursive Gesetzmaldigkeit bzw. das iterative Aufbau-
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prinzip der jeweiligen Folge efass werden. Iteratives Arbeiten wurde dabel auf insgesamt
vier verschiedenen Ebenen urtersucht: der sprachlichen Ebene, der numerischen Ebene und
der symbadlischen Ebene, die in eine algebraische Ebene und eine TKP-Ebene unterschieden

wurde.?>®

Sprachliche Ebene

Im Rahmen der ,, Streichhdzaufgabe® sollte die iterative Gesetzméaldigkeit ausgehend vonei-
ner ikonischen Darstellung zunadhst verbal formuliert und erst danadch mit Hilfe relativer
Zellbeziige in der Excd-Syntax erfasd werden. Diese Aufgabe wurde von den Probanden gut
gelost. Die meisten Probanden beschrieben jedoch im Wesentlichen das Anderungsverhalten
der Folge; nur wenige gaben expli zit das Anfangsfolgenglied an.

Numerische Ebene

Das Erfassen der Folgenglieder der Dreiedkszahlen auf der numerischen Ebene bereitete bei-
den Probandengruppen kaum Schwierigkeiten, wenngleich dese Aufgabe von den Studieren-
den etwas bessr gel6st wurde. Wie die Arbeitsweisen der Probanden verdeutlichen, hetten
die meisten Studierenden das iterative Aufbauprinzip nach einer einmaligen Analyse der ent-
spredchenden zeichnerischen Darstellung der Dreiedkszahlen erkannt. Die Schiler stitzten sich
dagegen beim numerischen Fortfiihren der Folge starker auf das entspredhende Figurenmus-
ter.

Symboli sch-algebraische Ebene

Das Erfasen des Aufbauprinzips der Dreiedkszahlen auf der symboali sch-al gebraischen Ebene
stellte die Probanden vor grofere Probleme ds erwartet. So gingen beide Probandengruppen
beim induktiven Fortfuhren der formalen rekursiven Darstellung zum Tell nicht regelgeredt
vor. Wahrend de Schiler insbesondere falsche numerischen Zuwéadse beim Ubergang von
einer Stufe zur nadsten benannten, gaben viele Studierende anstelle der numerischen Zu-
wadse die Folgenglieder der Ausgangsfolge in formaler Darstellung an, aso z. B.
A(4)= A(3)+ A(4), A(n)=A(n-1)+ A(n). Den Schiilern bereitete dariiber hinaus — erwar-
tungsgemald — der indukive Schluss auf die dlgemeine rekursive Darstellung grél3ere Prob-
leme, wobei sich hierbel all erdings ahnliche Fehlermuster wie vorstehend kel den Studieren-
den beschrieben zeigten. Die Ursachen fir diese Fehler sind mdglicherweise in einer Ver-
wedcslung der beiden in ihre formaen Strukturen ,dhnlichen® Gleichungen
A(n)= A(n-1)+ A(n) und A(n)= A(n-1)+ D(n) zu suchen, wobei der Term D(n) das n-te
Glied der Folge der Differenzen A(n)— A(n-1) bezeichnet. Damit ergibt sich fiir den Mathe-

29 Bei der , Streichholzaufgabe* wurde lediglich die sprachliche Ebene und die TKP-Ebene betrachtet. Das Ar-
beiten mit den Dreiedkszahlen wurde auf der numerischen urd der algebraischen Ebene sowie der TKP-Ebene
untersucht.
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matikunterricht die Aufgabe, das Konzept der Differenzenfolgen in Verbindurg mit rekursi-
ven Folgen erneut zu thematisieren sowie rekursive und explizite Darstellungen der Folgen
bewusd gegeniiberzustell en.

TKP-Ebene

Das Formulieren der rekursiven Gesetzmalligkeit unter Verwendurg der Excd-Syntax berei-
tete den Schilern tendenziell groliere Schwierigkeiten als das Arbeiten auf den beiden zuvor
beschriebenen Ebenen, wohingegen bel den Studierenden keine signifikante Verschledhterung
zu beobachten war. Beim Erfassen der rekursiven Darstellung der Dreiedkszahlen wurden
haufig falsche Zellbeziige hergestellt. Das Erfasen der und Arbeiten mit rekursiven Bezie-
hungen in Form von Zellen bereitete off ensichtlich den meisten Probanden Probleme. Dass
das formelméiige Erfasen der , Streichhdzfolge zu besseren Ergebnisen geflhrt hatte,
kann zum einen auf die enfachere mathematische Struktur zurtickgeftihrt werden. Ein anderer
Grund kann aber auch in der dort vorgeschalteten sprachlichen Formulierung der Gesetzméa
Bigkeit gesehen werden, de im weiteren Aufgabenverlauf mogli cherweise das Erkennen der
in Beziehung stehenden Zellen urnterstitzte. Dies weist auf die Notwendigkeit hin, zum einen
beim Arbeiten mit einem TKP die Beziehurg zwischen Zellen bzw. Zellennamen und dem
Variablenbegriff im Unterricht deutli cher herauszustellen undzum anderen dabel den beglei-
tenden oder vorgeschalteten sprachlichen Kommentar stérker zu berticksichtigen.

Trotz der tendenziell schledhteren Ergebnise auf der TKP-Ebene hatte jedoch ein Tell der
Schiler beim Erfasen des iterativen Zusammenhangs mit Hilfe der Excd-Syntax weniger
Schwierigkeiten als beim Formulieren der Gesetzmaliigkeit auf der algebraischen Ebene. Ein
ahnliches Bild vermittelt die Analyse der Arbeitsweisen der Studierenden. Unter Berticksich-
tigung der Bereichsgebuncenheit des Lernens™° sowie der oben aufgezeigten Probleme und
Mogli chkeiten zu deren Bewadltigung ergibt sich somit eine Chance, auf der Basis einer TKP-
Lernumgebung, den individuellen und unerschiedlichen Schilerdenkweisen geredht zu wer-
den und @mit einen Beitrag zum Formali sieren von Gesetzmaldigkeiten zu leisten.

7.1.1.3 Funktionales Arbeiten

Die Untersuchungsergebnise maden deutlich, dassein algorithmisches Berechnen von Dif-
ferenzenfolgen bzw. Differenzenfunktionen — wie es insbesondere durch das Kopieren von
Formeln in Excd unterstiitzt wird — nicht automatisch ein Verstdndnis der zugrunce liegenden
funktionalen Beziehungen nadh sich zieht. So konrten zwar die meisten Probanden de Diffe-
renzenfolge @ner Ausgangsfolge berechnen; das elementare Arbeiten auf den nicht-formalen
Ebenen ,, Graph‘ und, Tabelle* erwies sch jedoch bei beiden Probandengruppen as inhaltli ch
anspruchsvoll undfehleranfalli g.

260 Damit ist hier gemeint, dass Ubersetzungs- oder Transferleistungen zwischen der , TKP-Welt“ und der ,Blei-
stift-und-Papier-Welt* offensichtlich nicht automatisch ablaufen.
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L okale Funktionsuntersuchungen

Bel der Beabeitung von Problemstellungen, die sich auf lokale Funktionseigenschaften®®?
beziehen, benétigten de meisten Probanden mehrere Losungsanldufe. Ein Hauptproblem
stellte dabel das Erkennen und Benennen der in Beziehung stehenden Folgenglieder bzw.
Funktionswerte und insbesondere das Arbeiten mit der lokalen Beziehung
D(n)= f(n+1)- f(n) dar, die haufig mit der inhaltli ch ebenfalls snnvdlen, aber im Rahmen
des Untersuchungsprogramms nicht vereinbarten Beziehurg D(n)= f (n)- f (n-1) verwed-

selt wurde. Als problematisch erwies sch herbei, dass ®wohl die optische Anordnurg der
Tabellenzellen a's auch de graphische Darstellung keine der beiden Mégli chkeiten auszeich-
net und somit von cen Probanden eine grole Konzentrationsleistung gefordert wurde. Hier
ergibt sich de Frage, ob eine tabell arische Darstellung etwa der folgenden Art die Beziehurng
zwischen den einzelnen Funktionswerten besger verdeutlichen kann:?%2

”ﬁ Datei Bearbeiten Ansicht Einfugen Format Extras Daten

K10 = =
ul E | [ [CoT E ] F
1
| 2| n Tin)
| 3 D (n)
4 1979 13,4
5 | M o7
5 1981 141 |-
|7 “apa
| & | 1982 1456 Pl
=N 06
i‘ 1983 16,1
| 11 0.3
| 12| 1984 14,8
| 13| -1,1
| 14 1985 13,7
| 15 | 04
| 16 | 1986 14,1
| 17 ]
| 18|
| 19|
on

Abb. 87: Alternative tabellarische Dar stellung einer Differenzenfunktion

Die Ergebnise weisen weiterhin auf Schwierigketen beim Ldsen von Interpolationsaufga-
ben®®® hin. Dabei erwies sch das Arbeiten mit der Tabelle ds weniger fehleranféllig als das
Arbeiten mit dem Graph. Es ist zu vermuten, dassbeim Arbeiten mit tabell arischen Darstel-
lungen das Erkennen der numerischen Beziehung zwischen den Funktionswerten und as
Entwickeln einer prototypischen Vorstellung von den Begriffen Folge und Differenzenfolge
bzw. Z-Funktion undDifferenzenfunktion duch dein das Lernprogramm integrierte visuelle
Hilfestellung (Pfeil ) unterstiitzt wurde. Bel dem Graph wurde dagegen auf derartige Visuali-
sierungen aus Griinden der Ubersichtli chkeit verzichtet. Mogli cherweise kann jedoch ein wie

#1yvgl. Kap. 2.3.3.

262 Auch bei dieser Darstellung mussjedoch letztendlich eine Zuordnung des Funktionswerts D(n) zu einer der
beiden Intervall grenzen n bzw. n+1 erfolgen.

263 Als Interpolationsaufgaben bezéchnen wir in diesem Zusammenhang Aufgaben, bei denen fehlende Funki-
onswerte in der tabell arischen oder graphischen Darstellung einer Folge bzw. Z-Funktion erganzt werden sollen
(vgl. Kap. 5.6, Aufg. 2d und Aufg. 3c).
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oben bei der Tabelle angedeutetes ,, Gegeneinander Verschieben® der beiden Funktionen auch
in Verbindurg mit deren graphischen Darstellungen redisiert und dabei die Aufmerksamkeit
der Schuler stérker auf die in Beziehung stehenden Funktionswerte gerichtet werden. Den-
noch erscheint es zudem empfehlenswert, fir das Losen von Interpolationsaufgaben eine e-
gene Strategie der Problembehandiung im Unterricht zu entwickeln.

Wie weiterhin deutlich wurde, differieren Fehlerquae und Fehlermuster der Probanden bel
der Analyse lokaler Eigenschaften von Funktionen urterschiedlichen Typs. Dies zeigte sich
vor alem bei Aufgaben, bei denen ein gegebener Funktionswert einer Diff erenzenfunktion als
absolute Anderung zu interpretieren war (Aufg. 2b und 3 Die Untersuchurgsergebnisse
zeigen, dassdie Anzahl der bendtigten Losungsanlaufe beim Arbeiten mit den quedratischen
Z-Funktionen deutlich geringer war als beim Arbeiten mit der ,,unregelméfdige” empirische
Temperaturfolge. Insbesoncdere wurde bei der Analyse des Anderungsverhatens in keinem
Fal die (in urserer Untersuchung nicht vereinbarte und damit nicht korrekte) Beziehurg
D(n)= f(n)- f(n-1) zugrunce gelegt. Andererseits trat bei den quedratischen Z-Funktionen
eine neuer Fehlertyp auf, der in Verbindurg mit der empirischen Temperaturfolge nicht beo-
baditet werden konrte: Anstelle des Anderungsverhatens der Ausgangsfunktion wurde —
offensichtlich bedingt und gesteuert durch de ,, Regelmaliigkeit” der Funktion D und deren
konstante Anderung als ausgezeichnete Eigenschaft — das Anderungsverhalten der Differen-
zenfunktion analysiert und als Anderung der Ausgangsfolge in dem gegebenen Intervall ange-
schen. Im Hinblick auf das Entwickeln einer angemessnen Vorstellung zur Ande-
rung(srate)®®* einer Funktion, zeigt sich hier die Bedeutung des stuativen Kontexts fur die
Behandlung diskreter Funktionen. Der inhaltli che Bezug zu einer aulRermathematischen Situa-
tion erleichtert offensichtlich eine Differenzierung zwischen der Ausgangsfolge und deren
Diff erenzenfolge bzw. das Erkennen der Diff erenzenfunktion als Anderungsfunktion.

Eine weitere Schwierigkeit beim Losen lokaler Problemstellungen stellte die Interpretation
des Vorzeichens eines Funktionswerts der Differenzenfolge bzw. -funktion als Kennzeichen
fur das lokale Wadhstumsverhalten der Ausgangsfunktion dar. Dabel erwies sch insbesonde-
re die Deutung einer negativen Anderung im Rahmen des stuativen Kontexts ,, Durchschnitts-
temperaturen® (Aufg. 2b) als fehleranfallig. Uberraschenderweise zeigen de Testergebnisse
im Hinblick auf diesen Fehlertyp nu ein geringfligig besseres Abschneiden der Studierenden
gegentiber den Schilern. Offensichtlich konrten entsprechende Kenntnisse aus der Infinitesi-
malrechnurg hier nicht gewinnkringend eingebradt werden. Diese Ergebnisse weisen darauf
hin, dassderartige Interpretationsaktivitéten im Unterricht stérker gefordert werden missen.

264 |m Rahmen des Konzepts der Z-Funktionen wird nur der Begriff der , Anderung thematisiert. Da der Defini-
tionsbereich jedoch Z ist, kann die ébsolute Anderung auch als mittlere Anderungsrate im Intervall [n,n+1] und
damit die Differenzenfunktion als (spezell €) Anderungsratenfunktion bezechnet werden (vgl. auch Kap. 2.3.3).
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Globale Funktionsuntersuchungen

Globale Funktionsuntersuchungen beziehen sich zum einen auf empirische oder durch einen
Term darstellbare Funktionen as , Ganzes* (Aufg. 2d und % zum anderen auf (parameterab-

hangige) Funktionenklassen wie f(n)=2n%-8n+c oder f(n)=3n? +bn+40 (Aufg. 3d
und 3)). Wahrend sich das Arbeiten mit Funktionenklassen als inhaltli ch aufferst anspruchs-

voll erwies (vgl. auch Abschnitt 7.1.2 und 7.2.)1 bereitete das globale Anaysieren von und
das Arbeiten mit ausgezeichneten Funktionen den Schilern weniger Schwierigketen als die
entsprechenden lokalen Fragestellungen. So bendtigten de Schiiler zur Analyse des globalen
Anderungsverhatens der empirischen Temperaturfolge weniger Losungsanlaufe. Dartiber

hinaus erzielten de Schiler beim graphischen Differenzenbilden gute Ergebnisse, die sich
unter anderem auf das shrittweise ,, Abarbeiten® und Analysieren des Graphen in Richtung

der pasitiven x-Achse zurtickfiihren lassen. Die Studierenden hatten dagegen bel der Beabei-

tung dieser Aufgabe grofere Schwierigkeiten als erwartet. Ihr offensichtlich duch de Diffe-

renzialrechnurg gepragtes kontinuierliches Denken, d. h.ihr vorrangig quditatives Vorgehen,

das bei einer globalen Analyse des Anderungsverhaltens der diskreten Funktion ansetzte,

fuhrte bel der Mehrheit der Probanden zu einer fehlerhaften Losung. Offensichtlich waren

diese Studierenden einerseits nicht in der Lage, sich an markanten Punkten wie Extremwerten

oder Bereichen mondonen Wadstums zu orientieren. Andererseits wurde an diskretes,

schrittweises Vorgehen, das bel den Schilern daminierte, von cen Studierenden nicht als Al-

ternative zur Problemlésung in Betradcht gezogen. Wie das Vorgehen der Schiiler zeigt, gibt es
fur ein diskretes Arbeiten eine intuitive Grundage, auf der im Mathematikunterricht aufge-

baut werden kann. Die Untersuchungsergebnisse weisen aber auch darauf hin, dassderartige
Denk- und Arbeitsweisen bewusd langfristig aufrecht erhalten undregelmaldig geschult wer-

den mussen.

Die Untersuchungsergebnisse lassen weiterhin insbesondere bel den nicht mit den Begriffen

Ableitung und Ableitungsfunktion vertrauten Schilern eine grundsétzliche Problematik bei

globalen Problemstellungen erkennen: Ausgangsfolge/-funktion und Differenzenfolge/

-funktion werden hadig nu isoliert betrachtet. So urtersuchte tiber die Halfte der Schiier das
Anderungsverhaten der Temperaturfolge anhand cer Ausgangsfunktion selbst und verwende-

te nicht die Differenzenfolge ds Analyseinstrument. Dartiber hinaus gellten viele Schiler

beim Arbeiten mit Funktionenklassen keinen Bezug zwischen den Eigenschaften von Aus-

gangs- und Differenzenfunktion her und keschrieben de beiden Funktionen urebhéngig von-

einander. Dennach weisen der reflektierte Umgang mit der Diff erenzenfolge und de qualita-

tiv guten verbalen Argumentationen einiger Schiler darauf hin, dassein Verstandns fur die
globale Beziehurng zwischen Funktion und Differenzenfunktion mit der hier verwendeten

Lernumgebung entwickelt werden kann.
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7.12 Arbeiten auf der Dar stellungsebene

Bei zahlreichen Aufgaben®®® konrten die Probanden zwischen den Darstell ungen Graph und
Tabelle wahlen. Zur Beantwortung einiger Fragestellungen konnten de Probanden dartiber
hinaus mit Hilfe @nes Rollbalkens bestimmte Parameter einer Z-Funktion variieren und de
Auswirkungen auf die graphische und tabell arische Darstellungen beobadhten. Letzteres be-
zeichnen wir im Folgenden als ,, Arbeiten mit dynamisierten Darstellungen®. In alen anderen
Féllen verwenden wir den Ausdruck ,, Arbeiten mit nicht-dynamisierten Darstell ungen*.

7.1.2.1 Arbeiten mit nicht-dynamisierten Dar stellungen

Wie die Untersuchurngsergebniss zeigen, bevorzugten beide Probandengruppen beim Arbei-
ten mit nicht-dynamisierten Darstellungen de Tabelle, wobei die Studierenden tendenziell
etwas haufiger mit der tabell arischen Darstellung arbeiteten als die Schiler. Dieses Auswahl-
verhalten kann in Verbindurg mit lokalen Problemstellungen als problemadéquat bezeichnet
werden. Bei globalen Problemstell ungen hietet jedoch das Arbeiten mit dem Graphen insofern
Vorteile, als globale Eigenschaften, wie Bereiche monaonen Wacdstums oder Bereiche, in
denen Funktionswerte @nen pasitiven Wert annehmen, auf einen Blick erkannt werden kon-
nen. Dieser Vortell wurde von den meisten Schilern nicht genutzt und flhrte insbesondere
beim Analysieren des Zusammenhangs zwischen dem Vorzeichenwedse der Differenzen-
funktion und @n Eigenschaften der Ausgangsfunktion (Aufgabe 3e) zu deutlich schledhteren
Ergebnissen, as bel jenen Schilern, de bevorzugt oder erganzend mit dem Graph arbeiteten.
Beim Zugang zu Differenzenfolgen und-funktionen erwies sch somit die tabell arische Dar-
stellung als intuitiv zuganglicher. Zur Férderung eines problemadaguaten Arbeitens mit Dar-
stellungen undzur Vermeidung von Fehlern erscheint es jedoch geboten, dassdie durch de
einzelnen Darstellungsformen (insbesondere durch den Graphen) verdeutlichten Begriff sas-
pekte stérker herausgestellt werden.

Wenngleich sich bei den meisten Aufgabentypen eine bevorzugte Darstell ungsart identifizie-
ren l&sd, urterscheiden sich de Arbeitsweisen der Schiler jedoch hinsichtlich der Rethenfol-
ge der betradhteten Darstellungen bzw. der in Losungsprozessen verfolgten Strategien auf
vielfdltige Weise. Das Ermoglichen eigenverantwortlicher Lern- und Losungswege birgt
— wie bereits oben angedeutet — die Gefahr, dassinadaquate Wege beschritten werden, d. h.
Darstellungen gewéhlt und Eigenschaften betradhtet werden, de keinen oder nur einen gerin-
gen Beitrag zur Losung liefern. Andererseits ist jedoch zu berticksichtigen, dassmit der freien
Auswahl der Darstellungen Schilern de Moglichkeit geboten wurde, eigene Losungsdrate-
gien zu entwickeln undinsbesondere bei Problemen im Umgang mit einer bestimmten Dar-
stellung die dternative Darstellungsform zu wahlen. Die Untersuchungsergebnisse unterstrei -

265 50 etwa bei Aufg. 2b, 2e, 3b, 3d, 3e, 3g (vgl. Kap. 5.6).
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chen damit die Bedeutung des Angebots mehrerer Darstellungen, weisen jedoch auch auf die
Aufgabe hin, Schiler zu befghigen, Darstellungen immer wieder hinsichtlich ihres Beitrags zu
Problemlésungen miteinander zu vergleichen, zu beurteilen und poblemadaquat auszuwah-
len. Hier sind sicherlich auch de Grenzen des von urs verwendeten Lernprogramms erreicht,
und es bedarf einer didaktisch duchdadten globalen Strategie zur Entwicklung eines adéqua-
ten Arbeitens mit Darstell ungen.

7.1.2.2 Arbeiten mit dynamisierten Dar stellungen

Die Mdglichkeit des graphischen und tabell arischen Experimentierens mit Parametern, so
etwa beim Analysieren der Funkiionenklassn f(n)=2n?-8n+c (Aufgabe 3d) oder

f (n) =3n” +bn+ 40 (Aufgabe 3g), wurde von keiden Probandengruppen umfassend genutzt

undfuhrte insbesondere bei Aufgabe 3d bei der Mehrheit der Studierenden undeinem zufrie-
denstellenden Anteil der Schiler (34 %) zu adaquaten verbalen Beschreilbungen und Argu-
mentationen (vgl. auch Kap. 7.2.). Hinsichtlich der Auswahl der betrachteten Darstell ungen
zeigten sich jedoch sowohl innerhalb der Probandengruppen als auch im Vergleich der beiden
Gruppen zueinander deutliche Unterschiede. So gab es Probanden, de ausschliefdlich mit
einer Darstellung arbeiteten, wahrend andere sowohl den Graphen als auch de Tabellein ihre
Untersuchungen mit einbezogen. Digjenigen Schiler, die sich auf das Arbeiten mit einer Dar-
stellung beschréankten, bevorzugten fast aus<chliefdlich den Graphen; die Studierenden malien
der Tabelle ene grofere Bedeutung bei. Die Ergebnisse zeigen weiterhin, dassein grolerer
Tell der Studierenden als der Schiler mit beiden Darstellungen arbeitete. Die Arbeitsweisen
der Mehrheit der Studierenden, de sowohl die Tabelle ds auch den Graph zum Experimentie-
ren einsetzten, deuten darauf hin, dassder Versuch urternommen wurde, beide Darstellungen
beim Analysieren der Eigenschaften der Z-Funktionen und aren Diff erenzenfunktionen an-
gemessen zu berticksichtigen. Dies l&sg sich auf Vorerfahrungen mit dem dynamischen Visu-
alisieren as Methode zum Entdedken invarianter Eigenschaften oder interessanter Phdnomene
zurtickfuhren. Dabel wurde jedoch offensichtlich duch de reine Présenz der tabell arischen
Darstellung ein Anreiz zum Experimentieren geschaffen undder Blick haufig au irrelevante
Eigenschaften gerichtet. So fuhrt die Analyse der tabell arischen Darstellung in Zusammen-
hang mit Untersuchungen der Funktionenklase f (n)=3n2 +bn+ 40 nur in wenigen Fallen
zum Entdedken der invarianten Eigenschaft ,konstante Anderung”. Statt auf , vertikale Zu-
sammenhange® zu aditen, koreentrierten sich de Studierenden auf , horizontale
Abhangigkeiten* und anaysierten weniger bedeutungsvoll e lokale numerische Eigenschaften.
Die Schiler nutzten dhnlich wie die Studierenden de Moglichkeiten des dynamischen
Visualisierens ausgiebig. Auch sie hatten Schwierigkeiten, de relevanten Eigenschaften zu
erkennen urd zu beschreiben, wenngleich ihre verbaen Beschreibungen von denen der
Studierenden dfferierten. So richteten die Schiler beim Arbeiten mit der Funktionenklasse
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f(n)=2n? —8n+c ihren Blick haufig auf das sch &ndernde Objekt, also die Ausgangsfurk-
tion, wohingegen de Invarianz der Diff erenzenfunktion richt beadtet wurde. Beim Untersu-
chen der Funktionenklasse f(n)=3n2 +bn+ 40 und dr entsprechenden Diff erenzenfunktio-
nen rickte fur einige Schiler eine andere Eigenschaft in den Mittelpunk des Untersuchungs-
interesses. Sie konzentrierten sich beim Analysieren der beiden ,,dynamisierten” graphischen
Darstellungen auf den korstanten Achsenabschnitt der Ausgangsfunktion, al'so auf den einzi-
gen fixen Punkt im Koordinatensystem. Somit erwies sch der diskrete Graph im Rahmen von
Aufgabe 3g as eine fur die Schiler nur bedingt geeignete Darstell ung fur das Entdeden und
Begriinden globaler Eigenschaften von guadratischen Z-Funktionen und dkren Diff erenzen-
funktionen.

Diese Ergebniss zeigen, dassdynamisches Visudisieren as Moglichket zum Entdecken von
Eigenschaften erst gelernt werden muss d. h.das insbesondere mit dieser Arbeitsform wenig
vertraute Schiler zunadst angeleitet werden missen, fur die Fragestellung bedeutsame Inva
rianten und Eigenschaften in dynamisierten Objekten zu erkennen. Zum anderen wird deut-
lich, dassein und deselbe Darstellung die Aufmerksamkeit der Lernenden auf individuell
unterschiedliche Begriffsaspekte bzw. -eigenschaften lenkt. Aufgrund deser Ergebnise a-
scheint insbesondere beim Arbeiten mit Funktionenklassen eine stérkere Steuerung durch
entsprechend geplante Unterrichtseinheiten gebaten, in denen de individuellen Sichtweisen
der Schiler auf die Darstellungen kanali siert und mdgli cherweise korrigiert werden sowie das
Entwickeln defizitérer Begriffsvorstellungen verhindert wird.2°® In Verbindurg mit der tabel-
larischen Darstellung sollte dabei vor allem der Anderungsaspekt herausgestellt werden. Beim
Arbeiten mit dem Graph ist es erforderlich, den Blick der Schiler auf die graphische Darstel-
lung beider Funktionen zu lenken. Dabel sollte die ganzheitli che , Gestalt” betont werden,
ohre jedoch de Charakteristika der diskreten Begriffe auf3er Acht zu lassen.

7.13 Arbeiten auf der Werkzeugebene

Im Rahmen der Anadyse der Arbetsweisen auf der Werkzeugebene wurden zum einen
Schwierigkeiten im Umgang mit der TKP-Syntax erfasd. Darliber hinaus galt das Untersu-
chungsinteresse der Art und Weise, wie die Bedienungs- und Steuerungsel ementen der TKP-
gestitzten Lernumgebung verwendet wurden.

7.1.3.1 Umgang mit der TKP-Syntax

Die Ergebniss zeigen, dassin der Anfangsphase der Versuchsdurchftihrung tedchnische Prob-
leme, insbesondere Probleme beim Verwenden der Excd-Syntax, inhaltliche Probleme beim
Umgang mit den mathematischen Objekten , Folge und Differenzenfolge® bzw. , Funktion

2% Es zeigt sich somit hier die Bedeutung des Einsatzes gedgreter Darstellungen (Prototypen) sowie die Not-
wendigkeit einer Aufmerksamkeitsfokusgerung(vgl. Kap. 3.1.4 und 3.2.3).
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und Differenzenfunktion® Uberlagerten. Neben rein syntaktischen Fehlern, wie dem Verges-
sen des ,,="-Zeichens, traten auch kamplexere Fehlermuster auf. So verwendeten de Proban-
den in TKP-Formeln falsche Zellbezlige bzw. stellten Zirkelbeziige her oder sie verzichteten
ganz auf die TKP-Syntax, indem sie anstell e der eigentlich zu beredhnenden Formel lediglich
die entsprechenden numerischen Werte engaben. Dartiber hinaus traten ,, Interferenzfehler”
auf, d. h. de TKP- und de dgebraische Syntax wurden beim , Ubersetzen* einer Formel aus
der traditionellen , Bleistift-und-Papier-Welt" in de , TKP-Wet" vermischt. Wenngleich mit
fortschreitender Beabeitungsdauer ein Lernfortschritt bei den Schilern und Studierenden zu
verzeichnen war, madhen de Ergebniss deutlich, dassein sinnvoller Einsatz eines TKP im
Mathematikunterricht einer grofieren Erfahrungsbasis bedarf. Die Sichtweise von Zellen as
Variablen muss — wie bereits in Verbindurg mit dem iterativen Arbeiten herausgestellt —
langfristig entwickelt werden. Die Interferenzfehler weisen darliber hinaus darauf hin, dass
die beiden formalen Spradchen deutlicher zueinander in Beziehung gesetzt werden misen,
wobei Besonderheiten der Syntaxen herausgestellt und korrastiert werden sollten.

7.1.3.2 Bedienung und Steuerung desL ernprogramms

Die Bedienung und Steuerung des Lernprogramms Uber die Aktionsbuttons bereitete den Pro-
banden keine grundsétzli chen Schwierigkeiten. Die Auswahl der Darstellungen erfolgte grof3-
tenteil s reflektiert, d. h. de Probanden betrachteten im Allgemeinen nicht unverhdtnismaiig
viele Darstellungen. Die Anzahl der von den Studierenden ausgewéhlten Darstellungen war
bei lokalen Problemstellungen geringer als bei den Schilern. Beim Arbeiten mit Funktio-
nenklassen bzw. dynamisierten Darstellungen urterschied sich das Verhalten von Schiler und
Studierenden jedoch nu unwesentlich. Wahrend kel den Studierenden aufgrund des gegen-
Uber den Schilern reduzierten Lernprogramms keine Aussage Uber die Entwicklung des
Auswahlverhaltens moglich ist, konrte bei den Schilern wahrend der Versuchsdurchfiihrung
bei strukturdhnlichen Aufgaben eine Verringerung der Anzahl der betrachteten Darstell ungen
festgestellt werden.

Der Rollbalken erwies sch im Rahmen des Untersuchungsprogramms al's ein wichtiges Expe-
rimentierwerkzeug. Durch de komfortable Moglichkeit, Parameter zu variieren und aren
Einflussauf die dargestellten Funktionen beobadhten zu kénren, konren Begriff selgenschaf-
ten von Funktionenklasen wie f(n)=2n*-8n+c und f(n)=3n? +bn+40 anaysert
werden. Dariliber hinaus wurde an experimenteller Zugang zum Ldsen von Zéhlproblemen
(Aufg. 4d) ermoglicht. Allerdings weisen de Ergebnisse auch auf Gefahren beim Einsatz sol-
cher Bedienungselemente hin. So betétigten manche Schiler die Roll balken haufig (unreflek-
tiert) in der Reihenfolge ihrer Anordnurg und weniger auf der Basis inhaltli cher Uberlegun-
gen. Die enfache Bedienung der Rollbalken behinderte in desen Falen dfensichtlich auch
kredive , Denkpausen und kegiinstigte en zielloses Vorgehen im Sinne von ,Versuch und
[rrtum“. Damit ergibt sich de Aufgabe, die Bedeutung des Einsatzes von Rollbalken aufga-
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benspezifisch zu Ubkerdenken und gegebenenfalls das Variieren der Parameter durch das
schrittweise (zeitverzogerte) Eingeben von numerischen Werten in eine Zelle bewusd zu
verzogern.

Das Angebot der technischen Hilfestellungen wurde von den meisten Probanden zwedge-
bunden genutzt. Mit Hilfe des ,, Ok-Buttons® konnten Losungen Uberpriift sowie Fehler ent-
dedckt und (in den meisten Fallen) korrigiert werden. Nur in Ausnahmefdlen fihrte die Ver-
flgbarkeit der Losungstiberprifung mit dem ,, Ok-Button® zu einem Hand ungsaktivismus,
d. h.es wurden sehr viele (will kirliche) Eingaben in kurzer Zeit getétigt. Dagegen verleitete
das Vorhandensein des , Hinwels-Buttons® manche Probanden dazu, de angebotene Hilfe in
Anspruch zu nehmen, bevor Gberhaupt ein eigener Losungsversuch urternommen wurde.
Wahrend der gesamten Versuchsdurchfiihrung zeigte sich ein weiteres Problem: Die zusétzli-
chen Informations- und Hinweisblatter wurden wenig oder kaum beachtet, was sch im
., Uberbldttern* von Informationen oder nur kurzem Lesen von Hil fetexten dufRerte. Dadurch
wirkten sich Hilfen, de dwa durch ,,Hinweis-Buttons® abgerufen werden konrten, nu mar-
gina auf die Beabeitung der Aufgaben aus; explizite Lésungshinweise wurden von dn Pro-
banden héufig nicht befolgt. Auch de im Lernprogramm der Schiler integrierten Informati-
onsblétter, die Ergebnisse zusammenfasden bzw. neue Inhalte vorbereiteten, besal3en nu ei-
nen geringfugigen Einfluss auf die Arbeitsweisen und ds Verstandn's der Probanden. Auf-
grund deser Ergebnise ascheint der Einsatz derartiger Informationsblétter nur bedingt ge-
eignet. Hier sind fUr zukUrftige Lernprogramme Alternativen zu tkerdenken. Ob de Vermitt-
lung von Informationen im Rahmen eines Unterrichtsgesprachs®®’ redisiert werden sollte oder
im Rahmen (kleinerer) Ubungsaufgaben in einem Lernprogramm, bleibt eine off ene Untersu-
chungsfrage.

7.2 Lernerfolg und Verstédndniszuwachs

Die Ergebniss der Analyse der Arbeitsweisen auf den drel Arbeitsebenen sowie die verbalen
Beschreiburgen der Probanden werden nunim Hinblick auf das erreichte bzw. zugrunde lie-
gende Verstandris der Probanden im Sinne der in Kapitel 3.4 vagestellten Verstandrismodel -
le interpretiert.

7.21 Kenntnise und Begriffsvorstellungen

Kenntniss von Begriff seigenschaften

Im Zentrum der empirischen Untersuchung stand der Begriff der Diff erenzenfolge bzw. Dif-
ferenzenfunktion, ein fir beide Probandengruppen hislang unbekannter Begriff. Im Laufe der

%57Ein derartiges K onzept fiihrte bei den Schiilern der Gruppe C im Rahmen von Aufgabe 3g zu bessren Ergeb-
nisen (vgl. Kap. 6.3.7.2).
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Versuchsdurchfiihrung lassen sich in verschiedener Hinsicht Lernerfolge bzw. ein Verstéand-
niszuwads nachweisen. Dieser Versténdnszuwads giegelte sich zum einen in bestimmten
Kenntnisen von Eigenschaften der betrachteten Objeke wider sowie in der Fahigkeit, die
Begriffe bzw. deren Darstell ungen zum Lésen einfacher Probleme einzusetzen. So waren de
meisten Probanden — wenngleich nach elner unterschiedlichen Anzahl von Lésungsanlaufen —
in der Lage, Funktionswerte der Differenzenfunktion als die ésolute Anderung der Aus-
gangsfunktion in einem bestimmten Intervall zu interpretieren sowie Beziehungen zwischen
lokalen Eigenschaften der Z-Funktion und @ren Differenzenfunktion zu erkennen. Darlber
hinaus entwickelte @n Tell der Probanden auch ein Versténdnis fur die Differenzenfunktion
als Instrument zur globalen Analyse des Anderungsverhaltens der Ausgangsfunktion. Die
Ergebniss zeigen jedoch auch, dassdie heuristische Bedeutung der Differenzenfolgen fur das
Losen von Zahlproblemen nu von wenigen Probanden erkannt wurde. Belde Probandengrup-
pen benutzten in ihren Losungen nu zum Tell Kenntnisse Uber Eigenschaften von Differen-
zenfolgen. Diese Ergebnisse weisen auf ein inhaltliches Versténdns der Probanden hin; ein
relationales oder integriertes Versténdnis konrte jedoch im Rahmen des Lernprogramms of-
fensichtlich nu in wenigen Féll en erreicht werden undmusslangerfristig entwickelt werden.

Sichtweisen auf Begriff seigenschaften

Neben der Analyse der Arbeitsweisen vermitteln auch de verbalen Beschreilbungen ein Bild
von cen Vorstellungen bzw. dem Verstéandns der Probanden. Hier zeigen sich deutliche Un-
terschiede zwischen den beiden Probandengruppen. So erzielten de Studierenden beim Be-
schreiben undBegriinden des globalen Zusammenhangs zwischen der Folge/Z-Funktion und
deren Diff erenzenfol ge/-funktion —erwartungsgemal’ — bessere Ergebnisse ds die Schiiler, die
héaufig nur eine der beiden Funktionen isoliert betrachteten. Das bessere Abschneiden der
Studierenden ist sicherlich auf deren Kenntnisse in der Differenzialrechnurg zurtickzufihren.
Dartiber hinaus unterschieden sich de Argumentationsmuster der erfolgreichen Schiler und
Studierenden. So begriindeten de Schiler die Invarianz der Differenzenfunktion im Rahmen
der Analyse der Funkiiorenklase f(n)=2n?-8n+c fast ausschlieRlich graphisch-
geometrisch in Bezug zu den entspredhenden Darstellungen. Diese inhaltli ch-anschauiche
Ebene stellte somit fir die — wie im Laufe der Versuchsdurchfiihrung deutlich wurde — alge-
braisch schwadhen Schiler eine alternative Arbeits- und Argumentationsebene dar. Hier kon-
nen Anknidgungspunke fur einen anschliefienden Analysisunterricht gesehen werden. Die
Studierenden argumentierten dagegen mehrheitli ch formal ohne Bezug zur graphischen Dar-
stellung der Ausgangsfunktion, dowohl auch sie zuvor von den Mdglichkeiten des dynami-
schen Visualisieren zum Teill umfassend Gebrauch gemadit hatten. Die Begriindurgen dieser
Studierenden sind returlich einer héheren (formalen) Stufe des Begriff sversténdnisses zuzu-
ordnen. Im Unterricht ist aber darauf hinzuarbeiten, dassneben diesem formalen Begriff sver-
standnis auch de anderen Verstandnisebenen angesprochen undentwickelt werden. Zum ei-
nen kann das Arbeiten auf der graphisch-anschauli chen Ebene im Sinne des Prinzips der Stu-
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fengemal3heit (vgl. Kap. 3.2.1 ein formales Arbeiten undDenken vorbereiten. Zum anderen
ermoglicht ein inhaltliches Verstdndnis das Finden alternativer Losungswege in Féllen, in
denen formale Uberlegungen (zunadhst) nicht weiterfiihren.

Wahrend de Schiiler bei der Analyse der Funkiionenklasee f(n)=2n?-8n+c noch ver-
gleichsweise gute Ergebnise ezielten, waren sie mit dem Untersuchen der Funktionenklasse
f(n)=3n? +bn+ 40 und dbr entsprechenden Diff erenzenfunktionen sowohl auf einer inhalt-
lichen als auch auf einer formalen Ebene tberfordert. Die Ergebnisse maden deutlich, dass
— bei Variation ces Parameters b in f (n)=an? + bn+ ¢ (mit a undc fest) und cer damit ver-
bundenen Anderung der Z-Funktion und deren Differenzenfunktion — ein , In-Beziehurng-
Setzen® beider graphischer Darstellungen undeine entsprechende geometrische Argumentati-
on eine anspruchsvolle Aufgabe ist. Naheliegender sind Argumentationen, de sich auf die
Analyse der graphischen Darstellung der Differenzenfunktion urter Berticksichtigung deren
Termdarstellung D(n)=2an+a+b, aso in desem konkreten Fall D(n)=6n+3+b, bezie-
hen. Indem die invarianten Eigenschaften der Differenzenfunktion ,,nur* anhand der Termdar-
stellung erklart werden, wird jedoch — anders as bel einer geometrischen Argumentation —
keine , direkte” (graphisch-anschauliche) Beziehung zwischen den Graphen der Ausgangs-
funktion und @ Differenzenfunktion hergestellt. Eine starker auf algebraischen Uberlegun-
gen basierende Argumentation kann aber moglicherweise ds Ausgangspunk einer ergénzen-
den geometrischen Argumentation denen.

Neben dem konkreten inhaltli chen Ziel, ein Verstandnis fur Differenzenfunktionen zu entwi-
ckeln, hette das Lernprogramm die Aufgabe, die Lernenden zu einem diskreten elementaren
Arbeiten undeiner diskreten Scht auf die verwendeten dskreten Begriffe bzw. deren Eigen-
schaften anzuleiten. Dieses Ziel wurde zumindest tellweise ereicht. So argumentierten de
meisten der efolgreichen Schiler beim  Analysieren der  Funktionenklasse

f(n)=2n?-8n+c urter Verwendurg von Begriffen wie ,Abstand und , Differenz*, was

auf eine diskrete Sicht auf die Eigenschaften der entsprechenden Funktionen schlief3en 1&sd.
Dartber hinaus gingen sie beim graphischen Differenzenbilden schrittweise vor, indem sie
den Graphen der Ausgangsfunktion in Richtung der paositiven x-Achse sukzessve analysier-
ten, de Differenz jeweil s benachbarter Funktionswerte berechneten undgraphisch als Funkti-
onswerte der Differenzenfunktion darstellten. Die , diskreten” Argumentationen der meisten

Studierenden in Verbindurg mit der Analyse der Funktionenklasse mit f(n)=2n®-8n+c

deuten ebenfall s auf diskrete Denk- undArbeitsweisen hin.

Die Analyse der Arbeitsweisen und ar verbalen Argumentationen beider Probandengruppen
zeigt aber auch, dass— bedingt durch Vorerfahrungen mit (meist redlen) Funktionen bzw. der
Differenzialrechnurg — eine diskrete Sicht hdufig durch eine eganzende kontinuierliche Sicht
Uberlagert wird. Dies kann — sofern es sch um eine ,,bewusge” und ,zielgerichtete” kontinu-
ierliche Sichtweise handelt — das Erkennen von Eigenschaften urterstiitzen (vgl. Kap. 7.1.2.2.
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Werden de Charakteristika der diskreten Begriffe jedoch aus den Augen verloren, sind — wie
bei dieser Untersuchung ebenfall s beobadtet — Fehler méglich. So gaben Schiiler als Konse-
quenz einer ,,unzulassgen” (gedanklichen) Interpoation den Extremwert einer , gedachten”
kontinuierlichen aber nicht den der ,,reden” diskreten Funktion an (vgl. Kap. 6.3.5.2, und de
Studierenden skizzierten beim graphischen Diff erenzenbil den anstell e der diskreten Diff eren-
zenfunktion eine kontinuierliche Funktion. Dies madt deutlich, dasszwar intuitive Grunda
gen fur diskrete Sicht- und Arbeitsweisen vorhanden sind, dessaber die Vorerfahrungen der
Schiler im Umgang mit kontinuierlichen Funktionen zu deser ,, neuen® Sichtweise bewusg in
Beziehung gesetzt werden missen.

7.22 Problemlosefahigkeit

Die im Rahmen des Lernprogramms konzipierte Arbeitsumgebung zum Themenkomplex
»Dreiedkszahlen” konrte von etwa 60 % beider Probandengruppen erfolgreich zum Finden
einer expliziten Darstellung fir die Folge der Dreiedkszahlen genutzt werden. Die meisten
Probanden koreentrierten sich auf eine der angebatenen Hilfestellungen , Bleistift und Pa-
pier“, ,Differenzenfolge” und, Experimentieren”. Zum Teil wurden jedoch auch Lésungsan-
sdtze miteinander kombiniert, wodurch sich , neuartige® und interessante Losungsdrategien,
wie dwa das Experimentieren mit einer Testfolge und deren Diff erenzenfolgen, ergaben. Wie
die Untersuchurngsergebnisse zeigen, wurden Kenntnisse tber Differenzenfolgen nu zum
geringen Tell aufgegriffen. Insbesondere nutzte nur ein kleiner Tell der Probanden de forma-
le Darstellung der Differenzenfolge undihre Beziehung zur quadratischen Funktion zum Fin-
den der expliziten Formel. Das Erkennen der heuristischen Bedeutung dieses Begriffs im
Rahmen von Zahlproblemen erfordert somit off ensichtlich eine grélere Erfahrung im Um-
gang mit Differenzenfolgen und-funktionen.

Die Ergebnisse zeigen weiterhin deutliche Unterschiede in den Arbeitsweisen der Schiler und
der Sudierenden. Die afolgreichen Schiier bevorzugten den experimentellen Weg und damit
das Arbeiten mit den graphischen und numerischen Darstellungen der Dreieckszahlen. Ein
Teil der Schiler ging reflektiert und zielgerichtet vor, was auf Kenntnisse tber den Einfluss
der Parameter auf den Verlauf des entsprechenden Funktionsgraphen oder Kenntnisse Uber
Eigenschaften von Folgen und Differenzenfolgen schlief3en 1&sg. Es zeigten sich aber auch
unsystematische Vorgehensweisen, bei denen de Losung nadh ,,Versuch undlrrtum® gefun-
den wurde. Auch de eafolglosen Schiler nahmen die Mogli chkeit des experimentellen Arbei-
tens zum Teil ausgiebig in Anspruch, wenngleich deser Weg letztendich nicht zum Ziel
fuhrte. Bemerkenswert ist, dassdie meisten erfolgreichen Schiller keine Notwendigkeit sahen,
die aif experimentellem Wege gefundene Losung (forma oder inhaltli ch-anschaulich) zu
verifizieren.

Im Gegensatz zu den Schiiern leitete die Mehrheit der erfolgreichen Studierenden de expli zi-
te Formel auf der Basis der zeichnerischen Darstellung der Dreledkszahlen (inhaltlich-
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anschauli cher Beweis) her. Nur wenige Studierenden |6sten de Aufgabe auf experimentellem
Wege. Ein experimentelles Herangehen wurde auch dann richt in Betracht gezogen, wenn
andere (traditionelle) Wege nicht zum Ziel fuhrten. Die Aufgabe wurde daher von cen meis-
ten erfolglosen Teillnehmern bereits nach einer kurzen Beabeitungsphase agebrochen. Die
Studierenden sahen somit eine heuristisch-experimentell e Phase des Probierens off ensichtlich
nicht (mehr) als eine M6gli chkeit zur Hypothesengewinnurg an. Die Herangehensweisen bei-
der Probandengruppen macdhen die Bedeutung und @e Notwendigket einer frihzeitigen For-
derung s experimentellen Arbeitens deutlich. Zur Vermeidung eines unsystematischen
Vorgehens nadh ,, Versuch undlrrtum® mussjedoch immer wieder der Bezug zu theor etischen
Uberlegungen deutlich herausgestellt werden.

7.3 Waeiterfihrende Fragen

Die hier durchgefuhrte Studie versteht sich auch als eine explorative Studie zur Hypothesen-
generierung fur weitere anpirische Untersuchungen hinsichtlich der Arbeitsweisen mit und
des Begriffsverstdndnisses von dskreten Begriffen. So schlief3en sich an die Ergebnisse der
empirischen Untersuchung sowie die theoretischen Uberlegungen der ersten vier Kapitel eine
Reihe von Fragen und Problemstellungen an. Einige dieser Problemstellungen sollen ab-
schli ef3end aufgefuhrt werden:

e Dasim Rahmen der empirischen Untersuchung eingesetzt Lernprogramm wurde speziell
fir diesen Testzwedk korzipiert. Die Beabeitung des Themenkomplexes ,, Diff erenzen-
funktionen” war daher auf die Untersuchurgsdauer beschrankt. Kommunikations- undin-
teraktionsprozess zwischen den Probanden wurden nicht berticksichtigt. Hinsichtlich der
Behandlung dieses mathematischen Inhalts im Mathematikunterricht muss daher eine a-
genstandige Strategie entwickelt werden. Insbesondere ist zu Ukerlegen, wie das Pro-
gramm bzw. einzelne Moduein den Mathematikunterricht integriert werden konren.

» Das Beratstellen verschiedener Darstellungen von Folgen und Differenzenfolgen bzw.
Z-Funktionen und Differenzenfunktionen ermdglicht den Aufbau individueller Lésungs-
strategien im Rahmen lokaler und globaler diskreter Funktionsuntersuchungen. Dartber
hinaus konren duch das Arbeiten mit dynamisierten Darstellungen Beziehungen zwi-
schen Eigenschaften von Funktionenklassen analysiert werden. Es ist eine offene Frage,
wie sich de Wedselbeziehung zwischen den individuell ausgebil deten Begriff svorstel-
lungen und Problemldsestrategien sowie den kanonsierten fachwissenschaftlichen Sicht-
wel sen mathematischer Begriffe und Problemstell ungen gestaltet.

e Eine TKP-basierte Lernumgebung im Sinne des im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten
Konzepts fordert heuristisches und experimentell es Arbeiten und kann zu einer Verbesse-
rung der allgemeinen heuristischen Fahigkeiten beitragen. Denncach ist die Gefahr eines
unreflektierten Experimentierens grof3. Es muss also das zielgerichtete Experimentieren
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angeleitet werden bzw. die dafir notwendigen Grundkenntnisse missen vermittelt oder
vom Schiler selbst reaktiviert werden. Darliber hinaus snd de auf experimentellem Wege
gefundenen Losungen von den Schillern durch theoretische Uberlegungen auf Allgemein-
gultigkeit zu prifen. Gerade der computerunterstiitzte Unterricht mussdeshalb Probleml6-
sen stérker al's Zusammenspiel induktiver und deduktiver Methoden bewusg maden.

« Beim Umgang mit einem TKP-gestitzten Lernprogramm stellt die meist nur flichtige
Informationsaufnahme beim Lesen von auf TKP-Bléttern oder in Hilfe-Fenstern darge-
stellten Texten ein Problem dar. Fir das Arbeiten mit dem Computer ist es eine wichtige
und zentrale Aufgabe, Schiler zu einem konzentrierten undreflektierten Umgang mit ei-
nem Lernprogramm bzw. Lernmodulen und assen Bedienungselementen anzuleiten. Es
stellt sich de Frage, wie der offensichtlich duch das Werkzeug hervorgerufene Zeitdruck
weggenommen und Schiler zum reflektierten Arbeiten mit diesem Werkzeug gebradt
werden konren.

» Durch den Einsatz eines TKP bzw. eines Lernprogramms auf der Basis eines TKP kann —
wie die Untersuchung zeigte — ein inhaltli ches Verstandn's fur die Begriff spaae ,, Folge
und Differenzenfolge” bzw. , Z-Funktion und Differenzenfunktion” entwickelt werden.
Damit ist der Aufbau von Grundvastellungen zum Begriff der absoluten Anderung bzw.
der mittleren Anderungsrate im Sinne von Malle (1999 mdglich undes kann auch eine
wichtige Propadeutik fur den Begriff der Ableitungsfunktion geleistet werden. Im Hin-
blick auf den Analysisunterricht ist dabei die Frage, ob de Schiler ihre Kenntnisse tber
Differenzenfunktionen gewinnkringend einsetzen kdonren und obsie durch de Behand-
lung dieses diskreten Begriffs ein bessres Versténdns der grundegenden Begriffe der
(kontinuierlichen) Anaysis erwerben.

* Die Grundstruktur des im Rahmen der empirischen Untersuchung eingesetzten Lernpro-
gramms kann als Basis von Lernumgebungen zu anderen diskreten Inhalten, etwa aus den
Bereichen Kombinatorik und Differenzengleichurgen, denen. In desem Zusammenhang
erscheint es als ein wichtiges Anliegen, gedagnete Aufgaben und Aufgabensequenzen zu
finden undzu implementieren sowie die technischen Komporenten bzw. das Konzept der
TKP-basierten Lernumgebung weiterzuentwickeln. Interessant wére es hierbei zu urtersu-
chen, inwiefern sich deim Rahmen der Untersuchung beobadteten diskreten Arbeitswel-
sen auch im Umgang mit anderen dskreten Inhalten zeigen.
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Durch de Behandlung diskreter Mathematik kann — wie im theoretischen Tell dieser Ar-
beit herausgestellt — zu wichtigen Aspekten des Mathematikunterrichts wie Problemldsen,
Anwenden undBegriffsbildung ein Beitrag geleistet werden. Damit erscheint es als eine
wichtige Aufgabe, — eher unabhéngig vom Einsatz eines TKP — ein globales Konzept zu
entwickeln, wie Elemente der diskreten Mathematik in den bestehenden Mathematikunter-
richt integriert werden konren, sowie entsprechende Unterrichtsvorschlége aiszuarbeiten.
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Anhang

Die beiliegende CD enthdlt die drei in Kapitel 5 beschriebenen Versionen des Lern- undVer-
suchprogramms ,, Diff erenzenfunktionen”:

Versionlxls Testprogramm der Studierenden

Version2Teil 1 xls,

Verson2Teil 2.xls Testprogramm der Schilergruppen A undB

Verson3-Teil 1 xIs,

Version3Teil 2 xls. Testprogramm der Schilergruppe C

Es handelt sich hierbei um Dateien fur das Tabell enkal kul ationsprogramm Microsoft Excd 97.

Dariiber hinaus enthdlt die CD Aus<hnitte aus den Computerprotokallen zu den im Rahmen
dieser Arbeiten ausfihrlicher beschriebenen Fallstudien. Zur Ansicht der Dateien bendtigt
man das Programm L otus ScreenCam 97.
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