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Abstract

Wir untersuchen die Existenz von normierten Lésungen in H} ,(RY)x H! ,(RY)
des Systems

|’I“172

—Au; — \Mug = u1|u1|p1’2u1 + r1ﬂ|u1 u1|u2|T2,

_Au2 - )\2'&2 - N2|U2|p272’ul + 7"25|U1|T1 |U2|T272U2,

2 _ 2 2 _ 2
Jon ui =af und [y u3 = a3,

wobei a1, as > 0 vorgegeben sind. Die Koeffizienten A1, A2 sind hier nicht bekannt
und tauchen als Lagrange-Multiplikatoren auf.

Das System erhalten wir mit dem Ansatz einer stehenden Welle fiir ein Sys-
tem nichtlinearer Schrédinger-Gleichungen, welches zur Modellierung von Bose-
Einstein-Kondensaten mit mehrfachen Zusténden oder in der nichtlinearen Optik
ihre Anwendung findet.

Mit Variationsmethoden suchen wir nach Losungen fiir positive Koeffizienten
U1, o, S und p1,pe, 1 + 12 € (2,2%), wobei 2* der kritische Sobolev-Exponent
ist. Dabei zeigt sich, dass 2 + % ein kritischer Exponent fiir p; und ps ist. Je
nachdem, ob p; und py jeweils grofler oder kleiner als 2 + % ist, erhalten wir
unterschiedliche Ergebnisse und zum Teil mehrere Losungen des Systems. Falls
mehrere Losungen fiir § > 0 existieren, dann betrachten wir zusétzlich das Ver-
halten der Gradientennorm und des Energieniveaus fiir § — 0.
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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir die Existenz von positiven Losungen u1,us € HY, ,(RY,R)
des Systems

—Auy = Mug + pa ug [Pr 2y + Brfug |72 |ug |2
auf R" (1.1)
—Aug = Atz + palua|P22us + Brafuq | uz|™ " 2usy

und der zusétzlichen Einschréankung

/]RN lui|? = a? und /RN lug|? = a3. (1.2)

Hierbei betrachten wir nur den Fall gy, e > 0, 71,79 > 1 und 2 < py,p2,r1 + 12 < 2%, wobei
2* der kritische Sobolev-Exponent ist mit 2* = oo fiir N € {1,2} und 2* = 2% fiir N > 3 ist.
Diese Forderung an die Koeffizienten werden in der gesamten Arbeit ohne weitere Erwidhnung
vorausgesetzt.

Da wir die Normierung von u; und us beziiglich der L?(RY)-Norm voraussetzen, sind die
Werte A1 und Ao nicht frei wahlbar, sondern auch ein Teil der Losung. Somit ist unter einer
Losung stets das Quatrupel (A1, Mg, up,u2) € R x R x HY (RY) x H! (RY) zu verstehen.

rad

Das System (1.1) stammt aus dem System von gekoppelten Schrédingergleichungen

—i0p W1 = AWy + g | U1 P10y + By |Uq 71720 | Uy |72 N
auf R x R, (1.3)

_iat\I’Q = A‘I/2 + ,UQ‘\I/2|p2_1\I’2 + ﬂ""2|q/1|rl“1/2|r2_2\112

welches Anwendungen in der Physik bei der Modellierung von Bose-Einstein-Kondensaten mit
mehrfachen Zustéinden oder in der nichtlinearen Optik hat, siehe [1, 13, 14, 22]. Der Ansatz der
stehenden Welle ist durch die Darstellungen

Uy (z,t) = e Mty (x) und Uy(z,t) = e~ P2tuy(z)

gegeben. Das Einsetzen des Ansatzes in das System (1.3) liefert dann das System (1.1). Da es
physikalisch wesentlich ist, dass

/ | Uy (2, 1) do und/ [Ty (,t)|* da
RN RN

fiir alle ¢ konstant bleiben, ist es von Interesse, diesen Wert als bekannt vorauszusetzen. Wegen

[ @ dr= [ w0 doiri=1,2
RN RN
erhalten wir somit die Normierungsvoraussetzung (1.2).

Das System (1.1) ist seit einigen Jahren im Fokus der Forschung und dabei unter anderem in
(2, 3,10, 11, 12, 18, 19, 24] und den Referenzen darin untersucht. Jedoch handelt es sich in diesen
Arbeiten nicht um normierte Losungen, welches eine wesentliche Voraussetzung fiir diese Arbeit
ist. Fiir die skalaren Gleichungen, die wir mit 5 = 0 erhalten, werden normierte Losungen in [9,
16, 20, 21] untersucht, wobei [20, 21] die Gleichung nur auf einer beschrinkten Menge betrachtet.
Zu normierten Losungen von (1.1) ist bisher nur relativ wenig bekannt. Nach unserem Wissen
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sind [4, 5, 6, 8, 15] bisher die einzigen Arbeiten zu normierten Losungen von (1.1). Generell spie-
len die Vorzeichen von p1, o, 5 eine wesentliche Rolle, welches auch physikalisch unterschiedliche
Situationen modelliert. Wir wollen uns hier auf positive pq, uo, 8 beschrianken.

Als Motivation und Basis dieser Arbeit diente dabei [4, 5]. Genauso, wie auch in [5, 15], ist
eine Losung (1.1) mit (1.2) ein kritischen Punkt des Funktionals

1
Jp(u) :7/ V| + |Vus|? do — 22 / ug [P d — B2 / |ug|P? dx — ﬂ/ |ur|" [uz|™ dx
2 JgN P1 JrN P2 JrN RN

eingeschriinkt auf u € S := S(a1) x S(az) mit S(a) := {v € H ,(RN) : |Vv|s = a}. Dabei
tauchen A; und As als Lagrange-Multiplikatoren auf.

Zur Vereinfachung verwenden wir im Folgenden H = H}! ,(RY) x H! (RYN), sowie | - |, fiir die
Norm in LP(RY) und R(u) := [pn [u1]™ ug|™ dx.

Damit ergibt sich die Darstellung

2

1 i
a0 = Y- (51V0 - X

i=1

1) - B = o) ~ SR,

Sowohl in [4, 5, 6, 15] als auch dieser Arbeit gibt es drei wichtige Elemente zur Untersuchung des
Funktionals.

Erstens ist von Interesse, die Werte der LP(R™)-Normen sowie des gemischten Terms zu
kontrollieren. Hierbei ist es hilfreich, dass wir Jg nur auf dem Produkt der Sphéren S betrachten,
denn in dem Fall liefert die Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung, siehe [23, Prop. 1.16], fiir v € S(a;)
die Abschitzung

v gi < ¢| V|5, (1.4)
wobei ¢; := ¢;(a;,pi;, N) > 0 und a; = %(pz — 2). Des Weiteren konnen wir auch den gemischten
Term R(u) kontrollieren. Dazu beachten wir, dass durch die Voraussetzung 2 < ry 4+ ro < 2* ein
q > 1 existiert, so dass

B B L A 2 (1.5)
max <4 — mms§ —, ———— .
1 T ox — T2 q 1 ’ (2 — 7“2)+

gilt. Damit kénnen wir die Holder-Ungleichung und anschliefend ebenfalls die Gagliardo-Nirenberg-
Ungleichung anwenden und erhalten

[l el < a5 Ve (1)

mit ¢z := es(ar, ag, 1,72, N), g = %(r1q72), oy = %,(rzq’fQ) und oz +ay = %(Tl +1ry—2).

In dieser Arbeit werden wir unter den Konstanten g, s, as, ay,cy,ca,c3 stets die Konstanten
aus diesen Abschédtzungen verstehen. Aus (1.4) und (1.6) wird schliefilich die untere Schranke

2
1 i ; « a
Tp(u) =) <2|Vui§ - Ci%wui g) — Bes| Vg 33| Vg |54 (1.7)
i=1 v

impliziert, welche nur noch von der Gradientennorm von u; und uy abhéingt.
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Zweitens lisst sich dadurch, dass (1.1) auf ganz RY definiert ist, eine spezielle Reskalierung
als Wirkung auf S definieren. Ist ¢ € (0,00) auf v € H},,(RY), dann definiert

tx () = tN o (tx)

1 (RY). Insbesondere erhilt die Wirkung die L?(R”")-Norm, so
dass es sogar auf S(a;) wirkt. Wir erweitern die Notation auf H bzw. S, indem ¢ * v komponen-
tenweise fiir u € H bzw. u € S zu verstehen ist. Bemerkenswerterweise tauchen die Exponenten
a1, a2 und az + a4 aus der unteren Schranke (1.7) auch auf, wenn wir Jg entlang der Wirkung
betrachten:

eine freie Wirkung von Rt auf H}!

2
1 ,
t— Jp(t*xu) = Z <2|Vui|§t2 - %h@

i=1

[rae?s asz+a
pig ) — BR(u)t*s o,

Dies legt nahe, dass die untere Schranke (1.7) keine sehr grobe Abschiitzung ist, obwohl die
LP(RY)-Normen und der gemischte Term separat abgeschiitzt wurden.

Drittens spielt das Versténdnis der skalaren Losungen, die wir fiir # = 0 erhalten, eine wichtige
Rolle. Fiir ¢ = 1,2 haben wir jeweils das Problem

Pi—2q

{Aw e (1.8)

JIwl? = af

i

mit den zugehorigen Energiefunktionalen

Dieses Problem ist sehr gut verstanden.

1.1 Bemerkung
Die Losung @; von (1.8) ist eine Reskalierung der eindeutigen positiven Losung von

Pi—=2y,

{Aerw = |w

max w = w(0)

mit dem Niveau

A T B N
= <2 - oq) V5.

Die Darstellung des Niveaus erhalten wir, indem wir die Pohozaev-Identitdt mit der oben ge-
nannten Wirkung anwenden.

1 .
m; 1= Il(’ljl,l) = §|V’ﬁzlg — %‘ﬂi
1

Aus diesen Beobachtungen heraus ist auch zu erkennen, dass p; = 2 + % ein kritischer Fall
ist. Zum einen ist die L?(R™)-Norm der Reskalierung unabhingig von \;, falls p; = 2 + % gilt.
Damit lisst sich bei festen u; die Reskalierung nicht so withlen, dass die vorgegebene L?(R™M)-
Normierung stimmt. Zum anderen ist ; ein globales Minimum von I; mit m; < 0, falls p; < 2—1—%7
wahrend es fiir p; > 2 + % ein Mountain-Pass von I; mit m; > 0 ist. Damit ist 4 = (41, 42) ein
kritischer Punkt von Jy, welches zeigt, dass wir fiir die verschiedenen Félle verschiedene Ansétze
benstigen um kritische Punkte von Jg fiir 8 > 0 zu erhalten.

In den Arbeiten [4, 5, 15] und dieser wenden wir Variationsmethoden an, um eine Lisung von
(1.1) mit (1.2) zu erhalten. Dadurch ldsst sich das Vorgehen in zwei grobe Schritte gliedern.
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Im ersten Schritt geht es darum, eine geeignete Palais-Smale-Folge zu erhalten, die potentiell
gegen einen kritischen Punkt konvergieren koénnte. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass diese
Palais-Smale-Folge, bzw. eine Teilfolge davon, einen Grenzwert hat, welcher ein kritischer Punkt
von Jg ist. Die drei oben genannten Elemente sind dabei fiir den ersten Schritt wesentlich, um
eine geeignete Palais-Smale-Folge zu erhalten. Hierin liegt auch der Schwerpunkt dieser Arbeit.

Um anschlieend zu zeigen, dass wir damit einen kritischen Punkt erhalten, greifen wir die
Argumente aus den Arbeiten [4, 5] mit geringfiigiger Anpassung auf. Hierbei besteht der Kern dar-
in, einen Satz vom Liouville Typ zu verwenden, um zu zeigen, dass die Lagrange-Multiplikatoren
A1, Az negativ sind, womit wir die starke Konvergenz in H erhalten.

2 Die Resultate

Wie auch in [5] wurde der Spezialfall p; = ps = 4 und r; = ro = 2 sehr viel untersucht. Die
expliziten Exponenten erlauben dabei noch kompaktere Darstellungen von Jg. Jedoch lésst sich
der Fall auch auf einen grofleren Parameterbereich ausweiten.

2.1 Satz ([4], Theorem 2.4)
Seien p1,p2,r1 + 12 > 2+ % und 2 < N < 4.

(i) Dann existiert By = Bl(al,ag,ul,,ug) >0, so dass (1.1)-(1.2) fiir 0 < 8 < By eine Lisung
(A1, A, u1, ug) mit positivem (uy,us) € H und A1, A2 < 0 hat.

(ii) Dann existiert By = Bg(al,ag,ul,ug) > 0, so dass (1.1)-(1.2) fir g > By eine Lisung
(A1, A2, u1, ug) mit positivem (uq,us) € H und A1, A2 < 0 hat.

Der verallgemeinerte Fall ist in [4] mit einen Verweis auf die Beweise von [5, Theorem 1.1]
und [5, Theorem 1.2] angedeutet worden. Dabei liefert ein zweidimensionales Linking auf S die
Losung aus Teil (7), welches auch fiir 8 = 0 vorhanden ist und fiir positive 8 < By erweitert
werden konnte. Des Weiteren kann fiir ausreichend grofie 8 in (i) eine Mountain-Pass-Struktur
festgestellt werden, die zu einer Losung fithrt. Ob es sich dabei um scharfe Grenzen handelt, ist
noch offen.

Betrachten wir den Fall pq,ps,r1 +12 < 24 %7 so reichen bereits die Abschéitzungen (1.4) und
(1.6), um zu erkennen, dass Jg koerziv ist, welches zum folgenden Resultat mit einem globalen
Minimum fiihrt:

2.2 Satz ([4], Theorem 2.1)
Falls 8 > 0 und eine der beiden Bedingungen

(i) 2§N§4undp1,p2,r1+r2<2+%
(i) N25,p1,p2<2+ﬁ undr1—|—7‘2<2+%

gilt, dann existieren A1, Ay < 0 und u € H, so dass u eine Losung von (1.1) mit (1.2) ist.

Wenn p; und py beide kleiner 2 + % oder beide grofler als 2 4 % sind, dann ist das Verhalten
von I; und I gleich. Dies hat viele Vorteile bei der Betrachtung von Jy. Zum Beispiel haben
t— Jo(txw), t = It *u;) und t — Iy(t * ug) dasselbe Grenzverhalten und gleich viele
kritische Punkte vom selben Typ. Dies ist aber fiir p; < 2+ % < p2 nicht mehr der Fall, so dass
die Variation von Jy in den einzelnen Komponenten unterschiedlich wirkt. Da 4 ein globales
Minimum von I; und us eine Mountain-Pass-Lésung von I ist, ist @ als Mountain-Pass-Losung
von Jy zu erhalten. Diese Struktur fiir 8 > 0 zu erweitern wurde in folgendem Satz erreicht:
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2.3 Satz ([4], Theorem 2.2)
Seien p1 < 2+ % < pa,r1 + 12 und ro > 2 sowie 2 < N < 4 gegeben. Falls my + mo < 0 und
B >0, dann existiert eine positive Lisung (ui,us) € H fir ein Ay, Ay < 0.

Wir kommen nun zu unseren eigenen Resultaten, in denen wir andere Bereiche fiir die Pa-
rameter pi,po, 71,72 betrachten. Es gibt Uberschneidungen mit [4, 5, 15], allerdings verwenden
wir andere Variationen. Insbesondere unterscheiden sich die Schranken fiir 5 in den verschiede-
nen Ansétzen. Zur Vereinfachung der Notation wird bei den Schranken §; die Abhéngigkeit von
ai, ag, fi1, 12, P1, P2, 71, r2 weggelassen.

2.4 Bemerkung
In den Definitionen 4.1 und 5.1 werden die Werte 31 und S5 definiert. Fiir diese gilt, dass sie in
den Féllen p1,ps < 2+ % und 2 + % < p1, p2 positiv sind.

2.5 Satz
Seien

opl,p2<2+% und 2 < N <4 oder

° pl,p2<2+ﬁ und N > 5.

(i) Es ezistiert By < 0 und sei $1 aus Bemerkung 2.4. Fir o < f < (1 hat (1.1) mit (1.2) eine
positive Losung u = (u1,u) fir ein A1, A2 < 0. Des Weiteren ist u ein lokales Minimum
von Jg mit Jg(u) < min{m, ms}.

(i) Gilt zusdtzlich 2 + & < 1 + r2, dann hat (1.1) mit (1.2) fir 0 < B < B5 eine positive
Lésung v = (v1,v2) # (u1,ug) fir ein A\, g <0.
Weiter gelten
|Vi|3 + [Vue|3 — oo und Js(v) — oo fiir B — 0.

Des Weiteren ist v ein Mountain-Pass von Jg mit Jg(v) > 0.

Im ersten Teil des Satzes 2.5 wird £ so gewéhlt, dass sich das Pohozaev-Funktional

2

Qs(w) = 00p(t 510 la= Y- IVt = o

i=1 v

$>B®B+QMRW)

auf dem Rand einer beschriankten Menge kontrollieren l&sst. Damit konnen wir zeigen, dass das
Infimum von Jg im Inneren der beschrénkten Menge kleiner ist als das tiber dem Rand. Somit
erhalten wir eine geeignete lokale Minimalfolge. Gilt zusétzlich noch r1 + 7y > 2 + %, so ist Jg
nach unten unbeschrénkt, wodurch wir zusétzlich zu dem Minimum von Jg noch eine Mountain-
Pass-Struktur erhalten. Auflerdem muss eine andere obere Schranke §; formuliert werden, damit
wir das Niveau der Mountain-Pass-Struktur kontrollieren kénnen, um die starke Konvergenz der
Palais-Smale-Folge zu bekommen. Wir beachten, dass diese Struktur erst fiir § > 0 vorhanden
ist, da bei 8 = 0 nur ein globales Minimum vorliegt. Daher haben wir zusétzlich gezeigt, dass
das Niveau und die Summe der Gradientennormen der Komponenten des Mountain-Passes fiir
£ — 0 nach oben unbeschrinkt sind.

Ob die Schranken [y und 2 scharf sind, ist noch ein offenes Problem. Bei §; kénnen wir aber
zeigen, dass es sich im Fall 1 + 71, <2+ % um scharfe Grenzen im Sinne des nichsten Lemmas
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handelt. Fiir r1 +79 > 2 + % ist es jedoch nicht klar, ob 81 auch eine scharfe Grenze ist. Hierzu
verweisen wir auf Kapitel 12, in dem wir einen alternativen Ansatz fiir p,ps < 2+ % <ri+r
untersuchen. Dieser setzt zwar 8 > 0 voraus, jedoch erhalten wir dort eine obere Schranke Bl fiir
0, bei der sich die Topologie von le(O) dndert. Dies ist ein Indiz, dass sich bei Bl die Menge
der kritischen Punkte dndern kénnte. Es ist aber noch nicht geklért, ob dies der Fall ist und ob
es auch das lokale Minimum betrifft.

2.6 Lemma

Gilt in Satz 2.5(i) zusditzlich r1 +19 < 2+ %, dann ist die obere Schranke By im folgenden Sinne
strikt.

(i) Giltri+re <24 %, dann ist 1 = oo und die Losung u'® ist ein globaler Minimierer des
Funktionals Jg. Insbesondere gelten

\Vugﬁ)b + |Vu(2ﬁ)|2 — 00 und Ja(u®) = —oo fiir f — co.

(ii) Gilt 1 + 1y =2+ +, dann ist

1
— inf < 0,
fr= Il SRy <
R(v)#0

wobei S == {u € 8§ : |Vul3 + |Vua|? = 1} ist, und die Lisung u'®) ist ein globaler
Minimierer des Funktionals Jg. Insbesondere gelten

|Vugﬁ)\2 + |Vuéﬁ)|2 — 00 und Jg(u(’@)) — —oo fiir 8 — f1.

Falls p1,p2 > 2 + % gilt, so sind @; Mountain-Pass-Losungen von [; fiir ¢ = 1,2. Somit
konnen wir u durch ein zweidimensionales Linking von Jy erhalten. Die zusétzliche Einschrankung
rtre <24 % liefert mehr Struktur, denn fiir 5 > 0 kdnnen wir auch ein lokales Minimum und
wenigstens eine Mountain-Pass-Losung nachweisen. Folgende Bedingungen benétigen wir fiir die
Konvergenz der Palais-Smale-Folge aus der Mountain-Pass-Struktur und fiir das Grenzverhalten
der Gradientennorm bei 5 — 0:

(E1) my <mg und o <
(E2) ma <my und m <
(E3) mq < mg und o <
(E4) mgo < mq und 7 <

Z|ez|ez]az)e

Damit kommen wir zum néchsten Resultat:

2.7 Satz
Seien p1, pa >2+% und 2 < N < 4.

(i) Es gibt ein B3 > 0, so dass fir 0 < 8 < B3 eine positive Lisung u = (uy,us) von (1.1)
mit (1.2) fir ein A1, Ao < 0 existiert. Insbesondere kommt u von einem zweidimensionalen
Linking von Jg und es gilt Jg(u) > max{mq,ma}.

Sei nun By und Bo aus Bemerkung 2.4 und 41 und Uy aus Bemerkung 1.1 gegeben.

(i1) Falls (E1) oder (E2) gilt, dann existiert fiir 0 < 8 < B2 eine positive Losung v = (v1,v3)
von (1.1) mit (1.2) fir ein A\, A2 < 0. Insbesondere gelten fir 5 — 0

[Vuila = |Vig]e und |[Vuala = 0
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falls (E3) und
|VU1|2 — 0 und |VU2|2 — |VI_L2|2

falls (E4) erfillt ist. Dabei ist v ein Mountain-Pass von Jg mit Jg(v) € (0, min{mi, ma}).
(iti) Gilt zusdtzlich 1 + 19 < 2 + % und 0 < B < B, dann existiert eine positive Lisung
w = (w1, ws) von (1.1) mit (1.2) fir ein A\, A2 <O0.
Weiter gilt
[Vwi|3 4+ [Vwa|3 = 0 fiir B — 0.

Insbesondere ist w ein lokales Minimum von Jg mit Jg(w) < 0.

Analog zu Satz 2.5(1) wird in Satz 2.7(i) der kritische Punkte von Jy fiir 0 < 5 < B3 erweitert.
Der wesentliche Unterschied zu Satz 2.1(i) und Satz 2.2 ist, dass wir mit unserer Variation keine
weitere Einschrankung an ry 4+ ro fordern. Insbesondere ist sogar der als kritisch betrachtete Fall
r+re =24 % moglich. Die Idee besteht darin, den Rand eines Rechtecks stetig nach K C S
abbilden zu kénnen, so dass das Maximum von Jg iiber K beliebig nahe an max{m1, ma} liegt.
Anschliefend wihlen wir eine Menge B, so dass jede stetige Abbildung von einem Quadrat nach
S, welches am Rand mit K iibereinstimmt, die Menge B schneidet und das Infimum von Jjg iiber
B grofer als max{mj,ms} ist. Dies liefert uns dann das gewiinschte Linking.

Fiir Punkte mit kleiner Gradientennorm nimmt .Jy stets positive Werte an. Dies erlaubt
uns eine offene und beschrinkte Umgebung A C S von 0 € H beziiglich der Gradientennorm
zu wahlen mit der Eigenschaft, dass das Infimum von Jg iiber 0A positiv ist. Wenn 5 > 0
ausreichend klein ist, dann liefert (1.4), dass das Infimum von Jg {iber A ebenfalls positiv ist.
Im Unterfall r1 +1r9 < 24 % < p1, p2 ist das Infimum von Jg iiber A stets negativ fiir alle 5 > 0,
wodurch wir eine geeignete Minimalfolge erhalten. Des Weiteren ist Jg nach unten unbeschrénkt,
so dass wir zusétzlich eine Mountain-Pass-Struktur vorliegen haben.

In der Einleitung haben wir schon angedeutet, dass p; = 2 + % ein kritischer Exponent ist.
Vergleichen wir die Fille py,ps < 2 + % und p1,py > 2+ %, so liegen unterschiedliche Typen
von kritischen Punkten von Jg fiir kleine § > 0 vor. Das néchste Lemma verdeutlich dabei, was
fiir p1,ps = 2+ % mit den kritischen Punkten passieren kann.

2.8 Lemma
Sei S aus Lemma 2.6(ii), py =pa =711 +1r2 =2+ % und N > 1 sowie

2
{3
im1 P

dann hat (1.1) fiir alle A1, A2 < 0 keine Losung in H*(RY) x HY(RYN).

bi+ BR(u) : uES}<1,

Wir sehen, dass 2 + % kritisch ist, weil moglicherweise keine quadratintegrierbare Losung
existiert. Schliefilich haben wir auch noch ein Resultat fiir den Fall p; < 2 4 % < pa.

2.9 Satz
Seip1<2+%<p2 und 2 < N < 4.

(i) Es existiert ein B4 > 0, so dass es fir alle 0 < 8 < B4 eine positive Lisung w = (u1,us2) von
(1.1) mit (1.2) fiir ein A1, A2 < O gibt. Dabei ist u ein Mountain-Pass von Jz mit Jz(u) > 0
fir my +mg > 0 und Jg(u) € (mq,0) fiir mq +meq <O0.
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(i) Falls zusdtzlich ro < %, dann existiert ein 85 > 0, so dass fir 0 < 8 < B5 hat (1.1) mit
(1.2) eine positive Losung v = (vy,vs) von fiir ein A1, Ay < 0. Insbesondere gelten

‘V1)1|2 — |V?j1|2 und |V’U2|2 —0 fdr B — 0.

Dabei ist v ein lokales Minimum von Jg mit Jz(v) < mq.

Da u ein gobales Minimum von I; und #%s eine Mountain-Pass-Losung von Io ist, besteht
die Idee darin, Jg in der Umgebung von (s1,0) zu untersuchen. Tatséchlich zeigen wir, dass
fiir ausreichend kleine f > 0 das Infimum von Jg iiber den Rand einer Umgebung von (@, 0)
grofler als my ist. Die Unbeschranktheit nach unten liefert schliellich die Mountain-Pass-Struktur.
Hierbei miissen wir beachten, dass fiir m; + mo > 0 die Schranke (8, kleiner sein muss, um zu
gewédhrleisten, dass das Niveau der Mountain-Pass-Struktur nicht 0 wird. Schrinken wir 75 noch
weiter ein, so erhalten wir, dass jede Umgebung von (@, 0) auch Punkte enthilt, so dass das
Funktional Jg kleiner als m; wird. Damit kénnen wir dann eine geeignete lokale Minimalfolge
erhalten.

Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, unter welchen Voraussetzungen m; + my < 0 erfiillt ist,
halten wir noch die Berechnung der Werte m, und my fest.

2.10 Lemma
Fiiri=1,2 und p; 7524-% gilt

9 2(pj—ay) )

oy — a; > 2may ol )

— Pi
m; = py o w;l B
P )

2p; <|wi|2 ’

wobei o = %(pl —2) und w; ist Losung von

Pi—2q,

{—Aw+w: |w

max w = w(0)

Wir erkennen aus der Formel, dass m; im Fall p; < 2 + % < pg negativ ist und fiir a; — oo

oder g1 — 0o gegen —oo konvergiert, wihrend mso positiv ist und fiir a; — oo oder ps00 gegen
0 konvergiert. Somit ist m; + ms negativ, wenn a1, as, u1 oder ps grofl ist.
Kommen wir nun schliellich zum Aufbau dieser Arbeit. In Kapitel 3 bereiten wir einige wichtige
Aussagen und Berechnungen vor, die wir in mehreren Kapiteln benttigen werden. Dabei wird in
Unterkapitel 3.1 gezeigt, dass die Wirkung * kanonisch einen stetigen Weg in H bzw. S definiert.
Des Weiteren fiihren wir Berechnungen durch, unter anderem den Beweis von Lemma 2.10 am
Ende des Unterkapitels. Im Unterkapitel 3.2 definieren wir eine Zerlegung von & und untersuchen
die Funktionen ¢ — Jg(t * u), welches fiir viele Konstruktionen wichtig sein wird. Des Weite-
ren formulieren wir die Pohozaev-Menge in diesem Kapitel und folgern zum Schluss den Beweis
von Lemma 2.8. Schliefllich zitieren wir in Unterkapitel 3.3 Hilfssétze aus [4], welche wir fiir die
Konvergenz geeigneter Palais-Smale-Folgen verwenden wollen. In den Kapiteln 4-10 werden wir
nacheinander die Beweise von Satz 2.5 (i), Satz 2.5 (ii), Lemma 2.6, Satz 2.7 (i), Satz 2.7 (ii),
Satz 2.7 (iii) und Satz 2.9 in dieser Reihenfolge ausfiihren. Die Kapitel 11, 12 und 13 beinhalten
alternative Anséitze, welches wichtige Erkenntnisse zu den Resultaten liefern.

Obwohl noch offen ist, ob die Behauptung in [6, Theorem 1.3] stimmt, vergleiche [7], motiviert
es uns, in Kapitel 11 das Funktional .Jg eingeschrénkt auf Vs im Fall p;,ps > 2 + % Zu unter-
suchen. Aus den untersuchten Strukturen konnten wir keine Losung ableiten, erkennen jedoch,
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dass moglicherweise die Einschrinkungen in Satz 2.7(ii) zu stark sind. Des Weiteren deuten die
Strukturen an, dass es sogar zwei Mountain-Pass-Losungen geben kénnte.

In Kapitel 12 untersuchen wir die Pohozaev-Menge in den Fillen p,ps < 2 + % <ry+re
und 1 + 719 < 24 % < p1,p2, da diese fiir kleine § > 0 eine interessante Topologie aufweist,
welches sich bei 8 = Bl dndert. Wir folgern, dass die lokalen Minima aus Satz 2.5(1) und Satz
2.7(iii) unter den genannten Einschriankungen fiir 0 < 8 < Bl existieren. Es ist zwar offen, ob Bl
eine scharfe Schranke fiir die Existenz der Minima ist, jedoch ist die Anderung der Topologie der
Pohozaev-Menge ein gutes Indiz dafiir.

Schliefllich gehen wir in Kapitel 13 auf eine alternative Schranke 3,y fiir 31 ein, bei der nicht
die Werte von g, sondern die von .Jg kontrolliert werden. Dies war unser urspriinglicher Ansatz
und wird auch in [15] zur Bestimmung einer geeigneten Schranke verwendet. Daher zeigen wir,
dass diese Schranke nicht scharf ist, da wir auch fiir 8 = (1) noch Lésungen erhalten. Dies fiihrt
uns iterativ zu einer Folge von Schranken f3(,), deren Grenzwert eine Optimierung des Ansatzes
ist.

3 Vorbereitungen

Die Wirkung * ist ein wesentliches Element dieser Arbeit und wird bei allen Resultaten
benotigt. Wir zeigen in diesem Kapitel, dass * kanonisch stetige Wege auf S induziert. Das
Funktional Jg hat entlang dieser Wege ebenfalls bemerkenswerte Eigenschaften, welches uns zu
einer Zerlegung von S fiihrt, die uns beim Finden von kritischen Punkten des Funktionals Jg
hilft. Des Weiteren beriicksichtigen wir auch, dass die Pohozaev-Identitat auf die Wirkung
angewendet eine Menge liefert, die alle kritischen Punkte enthélt und eine besondere Beziehung
zu den Funktionen ¢ — Jg(t*u) fiir alle u € S hat. Schliellich zitieren wir im letzten Unterkapitel
Hilfssétze aus [4], die wir mehrfach benétigen werden.

3.1 Konsequenzen der Wirkung * von R™ auf S

3.1 Lemma
Seiv € HY(RYN), dann ist

go : (0,00) = HYRY), t = txv

stetig beziiglich der Norm auf H*(RY).

Beweis: Zuerst beachten wir, dass es wegen den Gleichungen

2

v(sx)| dx

2 N/2
190 (t) = gu(s)]3 = / ‘tN/zv(tx) - sN/Qv(sx)’ dx = tN/ S)
RN

o v(te) — (;
= [ = () e ()

dx = gv(l) — Gv (f) ‘2

t/ 12
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und

2
|V (t) — Vgu(s)|3 = / ‘tN/QHVv(ta:) - sN/ZHVv(sx)‘ dx
RN

e [
s\ N/2+1 s
=2 /]RN Vou(x) — <7) Vo (ﬁn)

t t
2 s\ |2
=1 ‘v.gv(l) - VQU (E) ’
2

S)N/2+1

Vo(tz) — (; Vou(sz)| dx

2

reicht, die Stetigkeit von g, an der Stelle 1 zu zeigen.Behauptung: Sei w € C°(RY), dann ist
Gu : (0,00) = C(RY), t s txw

stetig beziiglich der Norm auf H*(RY).

Beweis der Behauptung:

Sei £ > 0. Wir withlen zunéchst R > 0 so, dass supp(w) C Br(0) gilt. Wegen der gleichméiBigen
Stetigkeit von w existiert ein d1 1 > 0, so dass fiir alle z,y € RY mit |z — y| < §11

3
44/2voly (Bg(0))

jw(z) —w(y)| <
gilt. AuBlerdem existiert ein 1,2 > 0, so dass fiir alle ¢ € (0,00) mit |1 —¢| < 01,2

€
1—tV? < ———
2v2|wly
gilt. Ist [1 —¢| < 22/N — 1 =: 6, 3 > 0, dann folgt +"/2 < 2.
Nun wihlen wir §; = min{%,ém,él,g}. Sei nun t € (0,00), so dass |1 —t| < 7 gilt. Fiir
x € Br(0) folgt dann |z — tz| = |1 —¢| - |z] < d1,1. Dies liefert

|90(1) = gu (t)]2 \//B " w(x) — tNPw(tr)? do

< / |w(z) — tN/2w(x)|? dz + / [tN/2w(z) — tN/Qw(tx)’2 dx
Br(0) Br(0)

=[] ol 4272 / () — w(te)|® da
BR(O)_/2_/
<

< 13 ‘ | +2 13 13
_° w L
22wl 0T M2 V2

Analog kénnen wir ebenso ein d; > 0 wihlen, so dass fir alle ¢ € (0,00) mit |1 — ¢ < &2

IVguw(1) = Vgu(t)|2 < %

gilt. Mit § := min{dy, 62} erhalten wir schlieBlich, dass fiir alle ¢ € (0,00) mit |1 —¢t| < ¢

190(1) = gu ()] vy = \/Igw(l) = guw(®)13 + [Vgu(1) = Vau(t)3 <€

10
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folgt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Nun sei v € H(RY). Wir withlen w € C.(RY), so dass
|v — w|gryy <e.
Nach obiger Behauptung existiert ein d; > 0, so dass fir alle ¢ € (0,00) mit |1 —¢| <6
|w —t* w|g1@yy < €

gilt. Und fiir ¢ € (0,2) erhalten wir weiter

tx v —txw|g sy =[x (v —w)|[g1 ey = \/|t>k (v—w)|]3+ |V(t*(v—w))3

= \/|v —w|3 4+ 12|Vv — Vw|3 < 2|v — w|g1 @y
Deswegen definieren wir ¢ := min{d;, 1}. Dies liefert

190(1) = go(O)| 1@y = [v — t* V[ Ry
< v —wlgr@yy + [w =tk w|gr@yy +EFw —tF 0] g ey

< 4e.
Damit ist die Stetigkeit von g, in 1 gezeigt. O
3.2 Bemerkung
Fiir alle w € S gilt t * v € S und somit ist
Yu i (0,00) = S, t—>txu
nach Lemma 3.1 ein stetiger Weg in S beziiglich der H-Norm.

3.3 Definition
Fiir v € S(a;) definieren wir

Pi
pi

Pi(v) = 0, 0i(t % v) |oe1= | Vo2 — ai%h) i

Die Pohozaev-Identitét liefert, dass jeder kritische Punkt v von I; die Gleichung P;(v) = 0
erfiillt. Dies erlaubt eine Formel fiir das Niveau von @; zu erhalten, die unabhingig von der
LPi (RY)-Norm von @; ist. Des Weiteren ist @; das Minimum von I; eingeschriinkt auf P;(0).
Ist v € S(a;) mit der Eigenschaft |Vv|a = |V;|2, so folgt P;(v) > 0, denn andernfalls finden wir
ein t # 1, so dass P;(t xv) = 0 und I;(¢t * v) < I;(@;) gilt. Durch diese Beobachtung sind wir in
der Lage das Infimum von P; und I; iiber spezielle Mengen zu berechnen.

3.4 Lemma
Firi=1,2 und s > 0 gilt

inf  Pi(u) = s> — |Va,|3 ¥ s
u€S(a;)
|Vulz=s

Beweis: Da |V(t* w)|y = t|Vw|s fiir w € S(a;), ist

{w € S(a;) : |Vwla =a} = {w € S(a;) : |Vw|s = b}, ng*w

11



3  VORBEREITUNGEN

eine Bijektion. Nun beachten wir

Pi(t xu) = |Vu|3t? — ai&|u
pi

e = (- )

5+t Py (u).

Da ‘V (W * u) (2 — s fiir u € S(a;) mit |[Vuls = |Vii» gilt, erhalten wir

S
inf  Pj(u) = inf P ——=xu
u€S(a;) () u€S(a;) <|Vui|2 )

[Vulz=s [Vula=|V;|2
2 [e73 [e23
. S S 2 S
= inf — — — Vul, + <) P;(u
ueS(a;) <<|Vui2> (|VU2|2> ) IVul, (Vi 2 W
[Vul2=|Va;|2
>0 da \Vu\2:|Vﬁl\2
=52 — |V |3 s
O
3.5 Folgerung
Seit=1,2,a € R, b,s >0 und u® := |V; B *x U; sowie
L(u) := a|Vu|3 ~ b \
Dann gelten |Vu®|y = s und
b
inf L(u) =as®— —|Vul 378 = L(u®).
ueS(a;)
[Vulz=s
Insbesondere erhalten wir
1
inf Ij(u)= s —fV 27 5% = I(u®).
vont (w) = 3s | (u®)
[Vulz=s
Beweis: Wir beachten ) b
2w = (= 2 ) IVuB + 2-Pw)
und folgern mit Lemma 3.4
b b
inf L(u)= inf -— |V —|— P
wes(as) () wes(as) (a a; ) [Vl (u)
[Vulz=s [Vulz=s
b b
= (a ) 24+ = inf Pi(u)
o, Q; ueS(a;)
|Vula=s
b b
= (a—> s7+ — (87 — |V |57 % s™)
Q5 (67
b
=as® — —|Vuz Zraiga
Dass L das Infimum an der Stelle v® annimmt folgt durch unmittelbares einsetzen und P;(@;) =
0. O

Schlieflich beweisen wir noch Lemma 2.10. Dazu vereinfachen wir die Notation, indem wir
den Index ¢ weglassen.

12
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3.6 Lemma
Sei 2 <p<2" mitp#2+ %, w >0 und a >0, dann existiert eine Lisung 4 von

{—Au + M = plulP~%u
[u?=d?
fir ein A > 0 und mit I(u) = 1|Vul3 — Blulp gilt
oa—2 a g 2
=22 ()

mit o = & (p — 2) und w Lisung von

—Aw +w = |w[P~2w
max w = w(0)

1st.

Beweis: Es ist bekannt, dass es eine eindeutige positive Losung w von

—Aw +w = |w[P~ 2w
maxw = w(0)

gibt. Damit definieren wir zuniichst v = p~ /=2y und erhalten

—Av+v=p" YD (—Aw+ w) = u_l/(p_2)|w|p_2w

_ ufl/(p*Q) |u1/(p*2)lf1/(17*2)w|p*2u1/(p*2)ﬂfl/(p*2)w

- ‘,ul/(p—Z)v|p—2U = plvP~%0.
AnschlieBend withlen wir u(z) := AV ®=2y(v/Az). Mit (Au)(z) = A @E=2(Av)(vAz) folgt

—Au(z) 4+ Mu(z) = XY= (—Av(VAz) + o(VAz)) = MY P2 4o (V) [P~ 20(Vaz)
= AP E=D o (Vaz) PN D0 (V) = plu(a)|Pu(@).

Mit u(z) = p= Y/ @=2\/ =2y (\/Az) erhalten wir
uf2 = / ()2 da = =2/ @2 \2/(7=2) / o (vVA2)[? dp = =2/ (=2 A=)/ (0=2) 2,

wobei o := %(pf 2) gilt. Wegen p # 2+ % folgt o # 2 und es existiert genau ein A, > 0, ndmlich

4(p—2) 2(p—2)
a I-—N(p—2) 4 a 2—a 2
A= | — puiNe=2) = — JTERC
P |wl2

so dass |u|2 = a? gilt. Damit ist @(x) = ufl/(p’Q))\Ll/(p_Q)w(\/)\ax) eine Losung von

—Au = —Xu + plulPu
Ju?=a?

13
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Mit (Va)(u) = A/ 2TV =1 0=2) (V) (VAz) folgt

Vaf3 = Agt/(=2) =2/ (=2) / Vw(y/Aaz)|? de = N/ =282 =2 (072 [y 3

und mit
20-2)( p N\ _2p-2a _ 20p-q
2—a \p—-2 2/ 2—-a @ 2-a
und
2 P 75 22 p—a 4 —2a 2
2—al\p—2 2 p—2 2-a p—-2 (2-a)(p-2) 2-«
folgt
2(p—2) p/(p—2)—N/2 2(p—a)
a 2—a 5 a 2-o 2
Vil2 = ( =a .—2/(p—2)vw2:< ) 25 Vw2
| |2 |UJ|2 H 2 | |2 |1U|2 M | |2

AuBlerdem gilt
ufb = p P/ P=2) \p/(p=2) / lw(y/ Aa)|P da = u‘p/(p_Q))\g/(p_Q)_N/2|w|§

und mit

p—2  (2-a)p—-2) @ 2-a

2<p_N>_ P 2p—20—p(2-0) o

erhalten wir
2(p—2) p/(p—2)—N/2 2(p—a)

N a 2—a 2 _ _ a 2—a o
jalp = ( — pre e I pr=e wlp
|wlz w2

Zusammen erhalten wir

1/ a pme) L ul a (p—a) N
=g () a2 ()T e
2p-a) ) )
Zuletzt nutzen wir die Pohozaev-Identitit, um |Vw|3 = & |w|} zu erhalten. Dies eingesetzt, liefert
oa—2 a e 2
=22 () e

14
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3.2 Eine Zerlegung von $§ und die Pohozaev-Menge

Um das Funktional Jg besser zu verstehen, untersuchen wir die reellwertige Funktion

2
U, :(0,00) = R, U, (t) = Jg(txu) = Z(W i|5t% — gi

i=1 v

i 4 Qg az+a
u; [Pt )—5R(u)t staa

Ebenso spielt auch die reellwertige Funktion

2

D, :(0,00) = R, @,(t) =Qp(t*u) = Z (|Vul|2t2 — alp \uz

=1

t) — Blas + o) R(w)teo o

eine bedeutende Rolle, denn ¥, und ®,, unterscheiden sich in den Koeffizienten nur durch positive
Faktoren und erfiillen die Gleichung ®,(t) = t¥/,(¢). Ebenso gelten fiir ®,, dieselben allgemeinen
Eigenschaften, wie das Grenzverhalten bei 0 und oo oder die Existenz von kritischen Punkten.
Diese Funktionen sind einfach zu verstehen und konnen abhingig von ag,a9,a3 + a4 und
% leicht klassifiziert und skizziert werden. Im folgenden Lemma zeigen wir allgemein
die Eigenschaften von ¥,, wobei ausnahmsweise in diesem Lemma die Variablen ¢; und «; nicht
als die aus den Abschétzungen (1.4) und (1.6) und f; nicht als die Schranken in den Resultaten

zu verstehen sind.

3.7 Lemma
Seien c1,...,¢cp,d1, ..., dik >0und 0 < ay,...,a, <2< f1,...,0r < oo. Dann gelten:
(i) Die Funktion
f:(0,00) = R, f(¥) tho"
hat genau einen kritischen Punkt, namlich ein globales Minimum und es gilt f(t) — oo fir

t — oo.
(ii) Die Funktion

f:(0,00) = R, f(t) Zdtﬁﬂ

hat genau einen kritischen Punkt, ndmlich ein globales Mazimum und es gilt f(t) — —oo
firt — oo.
(i4i) Die Funktion

k
f:(0,00) > R, £(t) Zcztaz Sy
=1

hat héochstens zwei kritische Punkte. Entweder ein Minimum und ein Maximum oder einen
Sattelpunkt oder f ist streng monoton fallend. Des Weiteren gilt f(t) — —oo fiir t — oo.

15
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Beweis: Die Grenzwerte fiir ¢ — oo folgen unmittelbar aus der Wahl der Exponenten in allen
drei Fiillen. Ebenso gilt auch jeweils der Grenzwert f(¢t) — 0 fiir t — 0.

(i)

(i)
(iii)

Wir berechnen
n n
i=1 i=1

=:fa2(t)

Aus a; — 2 < 0 folgern wir einerseits, dass f2 streng monoton wachsend ist und f2(t) — —o0
fiir t — 0, sowie fa(t) — 2 fiir t — oo. Daraus folgt, dass fo nur eine Nullstelle mit einem
Vorzeichenwechsel, welches ein Minimum fiir f indiziert. Auf Grund der Grenzwerte von f
folgt schliefllich die Behauptung.

Analog zu ().
Wir berechnen

n k n k
f/(t) =2t — Zciaito‘i_l - Zdjﬁjtﬁj_l =t|2-— Zciaito"'_2 — Zdjﬁjtﬁj_z
i=1 j=1 i=1 j=1

=:fa(t)

Fiir die Behauptung gilt es zu zeigen, dass fy zwei Nullstellen mit Vorzeichenwechsel oder
eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel hat oder negativ ist fiir alle ¢t > 0.
Jedoch ist wegen o; —2 <0< fB; —2fiirallei=1,...,nund j =1,...,k klar, dass

lim fo(t) = =00 = lim f5(¢)

t—0t

gelten. Somit reicht es auch zu zeigen, dass fo genau ein Maximum besitzt.
Wir berechnen

n k
A1) =3 i@ —at > = 3" dB(8; — 2t
i=1 j=1

=:fa(t) =:f5(1)

n k
:til Z ciai(Q - Oé,‘)tai72 — Z djﬁj (,8] — 2)tﬁj72
i=1 j=1

=:f3(t)

Damit f; genau ein Maximum hat, reicht es zu zeigen, dass f3 monoton fallend ist und
genau eine Nullstelle hat. Wegen o; —2 <0< g8; —2fiirallei=1,...,nund j =1,...,k
folgt, dass f4 streng monoton fallend, f5 streng monoton wachsend und f3 damit streng
monoton fallend ist. Zusétzlich folgt auch das Grenzverhalten f3(t) — oo fiir ¢ — 0 und
f3(t) = —oo fiir t — oo. Dies kombiniert ergibt, dass f3 genau eine Nullstelle hat.

O

16



3  VORBEREITUNGEN

Abbildung 1: Skizze verschiedener W,

A A A

Hier wird schon deutlich, dass das Verhalten von ¥, davon abhéngt, ob die Exponenten
a1, g und ag + a4 grofer oder kleiner als 2 sind und dem Vorzeichen von . Wir halten eine
Konfiguration fiir ay, as und ag + g4 fest, wiahlen § > 0 und untersuchen das Verhalten der
kritischen Punkte von ¥, fiir verschiedene v € S. Wenn ¥,, ein Minimum an der Stelle %, ymin
und ein Maximum an der Stelle ¢, 4, hat, dann gilt stets ty min < tu,maz. ISt zusétzlich
ausreichend nahe bei 0, so existiert ein s > 0, so dass ty min < 5 < ty mas fiir alle v € S. Diese
Beobachtungen motiviert uns zur folgende Zerlegung von S:

3.8 Definition
Sei R :={(z,y) € R? : z,y > 0}. Fiir s = (s1, s2) € R defineren wir
A(s)={u eS8 : |Vuila < s1, |Vual2 < s2},
B(S) = 8A(31,32) = {u S S . |VU1|2 = 81, |VUQ|2 S S92 V ‘VU1|2 S S1, |VUQ|2 = 82}

und

C(S) = S\A(31782) = {’LL €S |VU1‘2 > sV |V’LL2|2 > 52}.

Abbildung 2: Die Zerlegung von S in die Mengen A(s), B(s) und C'(s)

|VU2 ‘2
A

52

> |VU1|2
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3.9 Bemerkung
Sei s € R3. Zu jedem u € S existiert genau ein ¢, > 0, so dass t, * u € B(s). Des Weiteren gilt
txu € A(s) fir alle 0 <t < t, und t xu € C(s) fir t > ¢,.

Die Pohozaev-Identitéit liefert uns, dass jeder kritische Punkt von (1.1) mit (1.2) in der Menge
Ve={uesS : Qp(u) =0}
liegen muss. Wegen
U, (1) = @u(1) = Qs(u)

sehen wir, dass u € V3 genau dann gilt, wenn ¥, einen kritischen Punkt an der Stelle 1 hat. Mit
dieser Formulierung erhalten wir eine natiirliche Zerlegung von V3 in folgende disjunkte Mengen:

Vi ={u€ Vg : ¥, hat ein Minimum an der Stelle 1},
Vg ={ue Vs : ¥, hat einen Sattelpunkt an der Stelle 1} und
Vgr ={ue Vg : ¥, hat ein Maximum an der Stelle 1}.

3.10 Lemma
Falls ein s € R eistiert, so dass inf Qg(B(s)) > 0, dann gilt V; C A(s) und V5+ C C(s).

Beweis: Seiu €V, dann hat ¥,, ein Minimum an der Stelle 1. Nach Bemerkung 3.9 sei ¢, > 0,
so dass t, * u € B(s). Die Voraussetzung inf Qg(B(s)) > 0 liefert ¥/ (¢,) = iQﬁ(tu xu) > 0.
Dies bedeutet, dass ¥,, an der Stelle ¢, steigt, wodurch 1 < t,, folgen muss. Die Bemerkung 3.9
besagt, dass u =1 xu € A(s) gilt.

Der Beweis von V[;r C C(s) folgt analog,. O

Die Pohozaev-Menge hat viele Eigenschaften, die hier nicht behandelt werden. Hauptséchlich
nutzen wir ihre Struktur, um kritische Punkte von Jg zu finden. Da jedoch alle kritischen Punkte
in der Pohozaev-Menge enthalten sind, kann man im Umkehrschluss auch die Nichtexistenz von
kritischen Punkten erhalten, wenn die Pohozaev-Menge leer ist. Diese Idee fithrt uns zum Beweis
von Lemma 2.8.

Beweis von Lemma 2.8: Eine Losung von (1.1) ist ein kritischer Punkt des Funktionals

2
7 1 )\L i
%M=XXJW£—N%—pm

i=1

“)—ﬁRW)

fir u € HY(RY) x H(RY). Dies liefert uns

5 _ 1 -
T, (t) := Jg(t % u) (Zm |u7|2> <22|vui|§; g;ﬁR(u)> 2

=1

Betrachten wir zuerst ein u € S , dann folgt, dass der Leitkoeffizient von W, positiv ist und somit
hat W, fiir ¢ > 0 keinen kritischen Punkt. Durch die Reskalierung W ., (t) = ¥,(s - t) folgt, dass
fiir jedes u € S die Funktion V¥, keine kritischen Punkte hat. Weiter erhalten wir

D J5(t * u) |s=1= W, (1) # 0.

Da jedoch jeder kritische Punkt von Jg die Pohozaev-Identitéit 9;.J3(t * u) |,—1= 0 erfiillt, kann
Jj keine kritischen Punkte haben und somit hat (1.1) keine Losung in HY(RY) x HL(RY). O
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3  VORBEREITUNGEN

3.3 Hilfssiatze

3.11 Lemma ([4], Lemma 3.2)

Sei (u™), C S eine Palais-Smale-Folge von J eingeschrinkt auf S. Dann ezistieren

u € H, (M, N2) € R? und eine Folge (A}, A})),, € R?, so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge
gelten:

(i) Firi=1,2 gilt u? — u; schwach in H} ,
q € (2,2%).
(ii) (A7, AB) — (A1, A2) in R2.
(iit) J'(uf,uy) — AP (uf,0) — AZ(0,ul) — 0 in H*.
(iv) (u1,uz) ist eine Lisung von (1.1) mit (A1, A2) aus (ii).

(RN und L2(RYN), ul — u; in LY(RYN) fiir alle

Gilt zusitzlich Ay < 0, dann folgt uy — uy in H. Ist Ay < 0, so gilt ebenso u} — us in HY ,(RN).

Im Beweis von [4, Lemma 3.2] wird genutzt, dass fiir ¢ = 1,2 die Folgen (A?),, die Gleichung

1 v
A= s (Vi3 = palui[p: — BriR(ui, u3)) (3.1)

mit der Palais-Smale-Folge {(u},u5)} C S erfiillen.

3.12 Lemma ([4] Lemma 3.3) (i) Sei g € (1,%} fir N > 3 und q € (1,00) fiir N =1,2.

Sei u € LYRYN) eine glatte Funktion, die —Au > 0 auf RN erfillt. Dann gilt u = 0.
(i) Firl<g<1+ ﬁ hat die Ungleichung —Au > u? keine positive, klassische Lisung auf
RV,

3.13 Lemma ([4], Lemma 3.4)

Sei N < 4 oder N > 5 und p1 < 2+ ﬁ Ist w € H eine Lisung von (1.1) mit uy = 0 und
ug > 0, dann gilt Ay < 0. Ist (u1,u2) € E eine Losung von (1.1) mit uz = und uy > 0, dann gilt
Ao < 0.

3.14 Lemma ([4], Lemma 5.5)

Sei 2 < p1,p2, 71 + 12 < 2 gegeben. Hat Jg eine Minimax-Struktur, dann gibt es eine Palais-
Smale-Folge {u™} C S fiir Jg zum Minimaz-Niveau, so dass (u?)™ — 0 in H}, ,(RN) firi=1,2
und Qp(u™) — 0 gelten.

Lemma 3.14 ist in [4] nur fiir 2 < p; < 2+ % < pa,r1+7ry < 2% und o > 2 formuliert worden,
doch der Beweis benétigt diese Einschriankungen an die Parameter nicht. Die Beweisidee besteht
im Kern darin, das Funktional Jg zu jﬁ um einen Parameter zu erweitern, welches durch die
Wirkung * auf das zweite Argument im Sinne Js(s,u) := Js(s * u) wirkt. Entsprechend wurde
die Klasse von Kurven der Minimax-Struktur im Bildbereich um den Parameter so erweitert, dass
jg ebenfalls eine Minimax-Struktur zum selben Niveau besitzt. Dies erlaubt es, mit den gefor-
derten Eigenschaften spezielle Palais-Smale-Folgen fiir .J, s zu finden, die eine Palais-Smale-Folgen
von Jg liefert. Mit analogen Argumenten wurde diese Methode in [4, Lemma 3.6] verwendet,
um @Qg(u™) — 0 fiir eine durch ein zweidimensionales Linking erhaltene Palais-Smale-Folge zu
erhalten.
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4 LOKALES MINIMUM FUR p;,p2 < 2+ +

4 Lokales Minimum fiir p;,ps <2+ +

Um ein lokales Minimum von Jz zu finden, suchen wir zuerst ein s € R? | so dass

1}11(15) Jg < él(lf) Js (4.1)
gilt. Motiviert ist diese Idee dadurch, dass wir mit der Ungleichung (1.6) sehen, dass der Wert
des Funktionals R auf einer beschriankten Menge, wie A(s), beschrankt ist. Somit unterscheidet
sich Jz = Jy + R von Jy auf A(s) nur wenig, falls 8 nahe bei 0 ist.

Im Fall py,ps <2+ % wissen wir, dass Jy ein globales Minimum besitzt und mit dieser Idee
folgern wir, dass Jg zumindest ein lokales Minimum fiir kleine 3 > 0 besitzt. Zwar brauchen wir
dabei 11 + 72 nicht einzuschriinken, aber die Schranken fiir 8 hingen dennoch von der Wahl von
r1 + ro ab.

4.1 Definition
Sei p1,p2 < 2+ % oder py,py > 2+ %. Dann definieren wir

= su inf —27
o selRI%)’F ueB(s) (a3 + ayq)R(u)
R(u)#0

Betrachten wir f(r) := infp(.,) Qo fiir r > 0, dann gilt f(r) > 0 nach Lemma 3.4 falls
a1, > 2 und r ausreichend klein oder falls aj,as < 2 und r ausreichend grof} ist. In beiden
Féllen erhalten wir ein r > 0, so dass infp(, ) Qo > 0 und damit 3; > 0 gilt.

4.2 Bemerkung
Sei X eine beliebige Menge und S,T : X — R Funktionen, so dass T' 2 0 und

gelten. In dieser Situation wollen wir fiir b < b folgern kénnen, dass in}f{ S(z) —bT(z) > 0
FAS

gilt. Dazu ist es notwendig inf S(X) > 0 zu fordern, was gezeigt werden muss. Wir wollen diese
Umformung in der Situation S = Jy — ¢ oder S = @y und T' = dR fiir irgendwelche Konstanten
¢,d € Rund X einer Teilmenge von & anwenden. In allen Situationen, bei denen wir die Folgerung
anwenden werden, ist die Menge X stets so gewéhlt, dass wir

infS(X)=0=3zp€ X : S(xg)=0
erhalten.
Im Fall p;,ps <2+ % folgt mit Lemma 3.4

inf Qo(u) =0 s= (|Vﬂ1|2, |Va2|2) =:S.
u€B(s)

Des Weiteren ist @ € B(5), so dass wir Qo(@) = inf Qo(B(3)) erhalten. Damit ergibt sich schlief3-

lich Qo(u)
inf —<2 S 0e inf > 0.
ueerl(s) (043 + a4)R(u) uelg(s) o (U)
R(u)#0
Analog lassen sich auch alle zukiinftigen Anwendungen mit Folgerung 3.5 und der Wahl der

Menge begriinden.
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4 LOKALES MINIMUM FUR pi,p2 < 2+ +

Die vorige Bemerkung zeigt, dass wir aus 8 < 1 ein s € R? erhalten, so dass inf Q(B(s)) > 0
gilt. Dies ermdglicht auch die Werte von Jg iiber A(s) und B(s) zu kontrollieren, wie wir im
folgenden Lemma sehen.

4.3 Lemma
Sei A eine offene und beschrinkte Menge und B = 0A mit den Eigenschaften
o inf Qg(B) >0 und
e fiir alle u € B und alle t € (0,1) gilt t xu € A.
Dann folgt
inf Jg < inf J3.
A B

Beweis: Wir zeigen, dass C, e > 0 existieren, so dass fiir alle u € B gilt
Ja(u) > Jg((1 —¢e) *u) + C.
Zuerst definieren wir D :=inf Qg(B) > 0. Sei u € B fest und berechne
U (1) = Oy J(t xu) |=1= Qp(u) > D.

Behauptung:

Es existiert ¢ > 0, so dass W), [1_.,1;> 3D fiir alle u € B.

Beweis der Behauptung: Angenommen, die Behauptung wére falsch. Dann existiert eine Fol-
ge (u"), € B und eine Folge (t,), C (0,1] mit t, € [1 — 1/n,1] und ¥/ (t,) < iD. Der
Mittelwertsatz liefert 7, € [t,, 1], so dass

(1) = () 3
" _ Un Un 2
W, (1) = 1—1¢, 2 I

Aus t,, € [1 — 1/n,1] folgern wir zusétzlich =, — 1.
Da B beschrinkt ist, existiert ein p > 0, so dass fiir alle u € B gilt |Vu;|2 < p fiir i = 1,2. Mit der
Holder- und Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung, siehe (1.4) und (1.6), folgt weiter die Abschiitzung

2
\I/Z(t) = Z |Vul|g — ai(ai — 1)%|’U,z thQi—Q — 6(0&3 + 054)(043 —+ oy — 1)R(u)t°‘3+0‘4_2
i=1 ¢

2
< ZpQ + il — 1Cip®it®* ™2 + Blag + ag)(az + g — 1)ptataageataa=2 — g4,
i=1

Da ¢ unabhéngig von u € B und stetig ist, folgt
1
§Dn <Y (1) < g(10) = g(1) < 0.

Dies ist ein Widerspruch und damit gilt die Behauptung.
Nun definieren wir C' := %SD, was unabhéngig von der Wahl von u € B ist. Damit gilt

J;a(u)z%(l)zllfu(l—s)+/17 T (s) dsz,]ﬂ(u_a)*uH%gD
D

=

=Js((1 —¢)*u)+ C.
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4 LOKALES MINIMUM FUR p;,p2 < 2+ +

Zusammen mit der Voraussetzung (1 —¢) x u € A fiir alle u € B erhalten wir

inf JB(B) > inf Jg(A) + C > inf Jg(A)

O
4.4 Bemerkung
Sei p1,p2 < 2+ %. Fiir jeweils ¢ = 1,2 sei f; : (0,00) — R definiert durch
i(s)= inf Py
fils) = Inf Fi(w)
|Vu1-|2:s
“und g; : (0,00) — R durch
i(s) = inf  ILi(w).
gi(s) = Inf Li(w)
|vui‘2:S
Lemma 3.4 liefert ein eindeutiges §; > 0, so dass f;(5;) = —min f;(0,00). Wir definieren weiter

3:(8) = (imfg;l(—oo,—é])2 fir 6 > 0. Nach Folgerung 3.5 gilt $;(6) > 0 fiir § € (0,|m;]),
5i(0) =0, 3;(Jm;|) = V]2 und s;(6) = oo falls § > |m,].

Da wir fiir < 0 nicht Lemma 3.13 anwenden kénnen, miissen wir fiir die starke Konvergenz
einer Palais-Smale-Folge zeigen, dass die Folgen der Lagrange-Multiplikatoren (A7), und (A\%),
einen negativen Grenzwert haben. Des Weiteren muss das Niveau der Minimalfolge sich von m;
und mso unterscheiden. In der folgenden Definition formulieren wir eine untere Schranke fiir 3,
wodurch wir die gewiinschten Eigenschaften erhalten.

4.5 Definition
Sei p1,p2 < 2+ % und 3;, §;(9) fiir ¢ = 1,2 aus Bemerkung 4.4. Definiere 5 := (51, 32) € Ri und
fir ¢ = 1,2 weiter

. o Jo(u) —min{my,ma}+6  pid+(p1 —2)8:1(6) p20+ (p2 —2)52()
:= inf f — -
Fo := Iuf max Rq(iré)i . R(u) » T T swp R(A(G)) ° rasup R(A(®5))

Wegen p1,p2 < 2+ % gelten my, mg < 0 und inf Jo(S) — min{my, m2} = max{m,ma} <0
woraus wir Sy < 0 erhalten.
Das niichste Lemma zeigt, dass wir aus einer geeigneten Minimalfolge eine Losung von (1.1)
mit (1.2) erhalten kénnen. Die Argumentation hierbei iiberwiegend identisch zum Beweis von [4,
Theorem 2.1].

4.6 Lemma
Sei {v"} C S eine beschrinkte Minimalfolge von Jg, so dass

m(a1,az) := lim Jg(v™) < min{0, m1, ma}, (4.2)

n— 00

dann ezistiert eine beschrinkte Palais-Smale-Folge {u,} C S von Jg mit up—v, — 0 und up, — u
in H. Weiter gilt ui,ug > 0 und w ist eine Lésung von (1.1).

Beweis: Ohne Einschrankung kénnen wir v > 0 fiir ¢ = 1,2 annehmen. Nach Ekelands Varia-
tionsprinzip existiert eine beschriankte Minimalfolge {u,,}, welches auch eine Palais-Smale-Folge
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4 LOKALES MINIMUM FUR pi,p2 < 2+ +

L aRY) fiir i =1,2.
Daher existiert ein u € H, so dass u™ — u schwach in H mit u; > 0 fiir ¢ = 1,2.

Mit Lemma 3.11 ist u eine Losung von (1.1). Um (1.2) zu erfiillen, bleibt noch die starke
Konvergenz u™ — u in H zu zeigen.

von Jg auf § ist mit u™ —v™ — 0 in H und insbesondere uf* — v — 0 in H}

Fall 1: u; =0 = us
Dann gelten

|uf =0, |u bz — 0 und /|u?|”|u§|r2 — 0.
Dies liefert m(aq,az) = lim Jz(v™) = lim Jg(u™) > 0 im Widerspruch zu (4.2).

Fall 2: u; #0, up =0
Nach Lemma 3.11 ist (ug,0) eine Losung von (1.1) und damit ist u; eine Lésung von

—Au = Mug + u1|u1|p1_2u1.

Damit folgt u; > 0 und Lemma 3.13 liefert A\; < 0. Mit Lemma 3.11 erhalten wir damit v} — u
in Hrlad(RN) und |uq|e = limy,— o |uf|2 = a;. Insbesondere ist u; = @;. Dann folgt

o ny o 1 _
liminf J5(u") > 5| Ve]3 - %wg; = I)(@)
im Widerspruch zu (4.2).

Fall 3: u; =0, us #0
Analog zu Fall 2.

Fall 4: u; #0, ug #0
Dieser Fall muss notwendigerweise eintreten. Das strikte Maximumsprinzip liefert schlieflich
U1, ug > 0. O

Beweis von Satz 2.5(i): Sei zunichst 0 < § < ;. Nach Definition von $; und Bemerkung
4.2 existiert ein s € R3, so dass inf Qz(B(s)) > 0. Des Weiteren erfiillen A(s) und B(s) die
Anforderungen an A und B aus Lemma 4.3. Daher kénnen wir eine Minimalfolge in (u™),, in A(s)
betrachten. Weiter erkennen wir, dass W7 (¢) < 0 fiir alle ¢ € (0, 1] gilt. Somit folgen @ € A(s) und

11_>H1 Jg(u”) = Ar(lf) ‘]5 < Jg(ﬂ) < Jo(ft) =mi+mgo < min{O,ml,mg}.

Wir kénnen also Lemma 4.6 anwenden, um eine geeignete beschriinkte Palais-Smale-Folge {u"} C
S zu erhalten. Wenden wir nun Lemma 3.11 an, dann reicht es zu zeigen, dass der Grenzwert der
Folgen {A"} C R negativ ist, was wir allerdings mit Lemma 3.13 erhalten. Dies liefert die starke
Konvergenz von {u"} gegen u in L? und damit ist u eine Losung von (1.1) mit (1.2).

Nun betrachten wir den Fall gy < 5 < 0. Seien §; fiir ¢ = 1,2 aus Bemerkung 4.4 und
5 := (51 +¢&,52 +¢). Wegen 3 < 0 erhalten wir

inf Qs (A()) > inf Qo(A()) > 0

fiir alle 8 < 0 und alle ¢ > 0, so dass Lemma 4.3 uns eine Minimalfolge im Abschluss von A(3°)
liefert. Ohne Einschréinkung kénnen wir davon ausgehen, dass die Minimalfolge sogar in A(3%)
liegt. Wir wihlen S8 € (8o, 8). Nach Wahl von Sy existiert ein 6 > 0, so dass

of Jo(u) — min{my,mo} + 0 <B
u€eS R(U)
R(u)#0
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5 MOUNTAIN-PASS FUR p1,ps < 2+ & <71 + 72

und damit

ilelg J5(u) < R“(il%*fio J5(u) <min{mi,mo} — § < min{0, mq, m2}. (4.3)

Da Jg < J 5 konnen wir also wieder Lemma 4.6 und anschlielend Lemma 3.11 anwenden. Fiir die

starke Konvergenz in L?(RY) reicht es zu zeigen, dass wir auch Lemma 3.13 anwenden konnen.
Dazu betrachten wir, dass die Ungleichung (4.3) uns auch

Liul) < =6 (4.4)
und dies mit Bemerkung 4.4
Vi[5 > 5(9) (4.5)
liefert. Des Weiteren erhalten wir
—(pid + (pi — 2)5;(0)) — rifsup R(A(5)) < 0 fiir i = 1,2 (4.6)

aus der Ungleichung By < 3. Wenden wir die Abschitzungen (4.4), (4.5) und (4.6) auf die
Darstellung (3.1) an, dann erhalten wir

ai\y = pili(u}) — (pi — 2)|Vuil5 — riBR(u")
< —pi6 — (pi — 2)8;(0) — riBsup R(A(S))
= —(pid + (pi — 2)3:(5)) — riBsup R(A(S)) — (8 — B) sup R(A(S))
< —(B = B)risup R(A(s)) < 0.

Dies zeigt, dass der Grenzwert von {\?} negativ ist und deswegen Lemma 3.13 anwenden kénnen.
O

5 Mountain-Pass fiir p;,p, < 2+ % <ri+ry

Sei p1,p2 < 2+ %, dann liefert Satz 2.5(i) ein lokales Minimum des Funktionals Jg fiir
B < pBi. Gilt zusitzlich 2 + % < 71 + rg, so ist an der Funktion Wy zu erkennen, dass Jg
fiir B > 0 beliebig negative Werte an Stellen mit beliebig grofler Gradientennorm annehmen
kann. Zusammen erhalten wir daraus eine Mountain-Pass-Struktur, die uns eine beschriankte
Palais-Smale-Folge liefert. Allerdings benotigen die Sitze fiir die Konvergenz, dass das Niveau
der Mountain-Pass-Struktur von 0 verschieden ist, was nicht fiir alle § < f; klar ist. Daher
werden wir die Schranke (35 so definieren, dass diese Voraussetzung erfiillt ist. Obwohl nicht klar
ist welches der Schranken (1 und (s schérfer ist, ist dennoch leicht zu sehen, dass fiir § < (9
auch ein lokales Minimum vorhanden sein muss. Dies induziert dann ebenfalls eine Mountain-
Pass-Struktur. Schliefllich wird die Beschrénktheit und Konvergenz der Palais-Smale-Folge mit
denselben Argumenten wie auch beim Beweis von [4, Theorem 2.2] begriindet.

5.1 Definition
Sei p1,p2 < 2+ % oder py,ps > 2+ %. Dann definieren wir

B2 := sup inf Jo(u)
sERi u€B(s) R(u)
R(u)#0
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5 MOUNTAIN-PASS FUR p1,p2 < 2+ & < 71 + 72

Analog zu 1 > 0 folgt B2 > 0 als Konsequenz von Folgerung 3.5.

5.2 Lemma
Sei 0 < B < By und p1,p2 < 2—|—% <ry+re oderry+re <2+ % < p1,p2, dann gibt es ein
s € RE und t1,t; > 0, so dass ty xu € A(s) und to xu € C(s) mit

max{Jg(t1 * @), Jg(t2 *u)} <0 < inf J3(B(s))

existieren.

Beweis: Nach Wahl von 8, und Bemerkung 4.2 gibt es ein s € R?%, so dass inf Jz(B(s)) > 0.
Fiir t; > 0 mit ¢t5; x @ € B(s) folgt

g’ﬂ(ts) = Jﬁ(ts * 17,) > inf Jﬂ(B(S)) > 0.

Die Voraussetzung an die Parameter p1, p2 und 1 +rg liefern U 7 0 fiir ¢ \, 0 und ¥y (t) — —o0
fiir ¢ — oo. Hieraus erhalten wir t; < t5 < to mit

max{Jz(t1a), Jg(t2 * @)} = max{Wy(t1), Vy(t2)} < 0.

Schliefllich liefert Bemerkung 3.9, dass t1 x @ € A(s) und t2 * @ € C(s) gelten. O

5.3 Lemma
Sei s € R% gegeben und ~ : [0,1] —>AS stetig beziiglich der H-Norm. Falls v(0) € A(s) und
~v(1) € C(s) gelten, dann existiert ein t € [0,1], so dass y(t) € B(s) folgt.

Beweis: Wir definieren die stetigen Funktionen f;(¢) := |V~v;(t)|2 fiir ¢ = 1,2. Dann liefert
~v(0) € A(s) die Bedingungen f1(0) < s; und f2(0) < sg, wihrend v(1) € C(s) besagt, dass
f1(1) > s1 oder fo(1) > so gelten muss. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass f1(1) > s;
gilt. Dann liefert der Zwischenwertsatz die Existenz von einem ¢ € (0,1) mit fi(#) = s;. Wegen
der Stetigkeit von f; kénnen wir annehmen, dass ¢ die kleinste s;-Stelle von f; ist. Wenn bereits
f2(t) < sg gilt, dann ist y(f) € B(s) erfiillt. Andernfalls wenden wir den Zwischenwertsatz auf
f> an und erhalten ein £ € (0,7), so dass fo(f) = s3. Nach Wahl von £ gilt fi(f) < s1, wodurch

v(t) € B(s) erfiillt ist. O
Wir halten ab jetzt das s € Ri aus Lemma 5.2 fest und definieren
I:={y:00,1] =S : ~ stetig mit v(0) € A(s),y(1) € C(s) und Jz(7(0)), Jz(y(1)) < 0}.
Ist t1,t2 aus Lemma 5.2, dann erfiillt
v:[0,1] =S, (@) :=((1—¢) -ty +t-ta)*a
die Bedingung
max{J5(7(0)), J5 (v(1))} = max{Js(ts * @), Ja(tz * @)} < 0

und ist nach Lemma 3.2 stetig. Insbesondere folgt v € I' und damit ist I' nicht leer. Des Weiteren
zeigt Lemma 5.3, dass jeder stetige Weg von A(s) nach C(s) die Menge B(s) schneiden muss.
Dies bedeutet, dass eine Mountain-Pass-Struktur mit dem Niveau

o(B8) = inf max Jg(y(t
¢(B) = inf, max J5(y(t))

vorliegt.
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5.4 Bemerkung
Seien s, 5 € R gegeben, so dass inf Jg(B(s)),inf J3(B(3)) > 0 gilt. Falls ¥, (1) < 0, dann gilt
U, (t) < 0 auf entweder (0, 1) oder (1, 00). Dies liefert unmittelbar

ng(—oo,O) NA(s) = ng(—oo,O) N A(5) und ng(—oo,O) NC(s) = ng(—oo,O) NC(3).
Insbesondere sind T" und é(8) fiir s und § identisch und es gelten

é(8) > inf J5(B(s)) und &(8) > inf J(B(3)).

Um spéter die Konvergenz einer geeigneten Palais-Smale-Folge zu gewéhrleisten, fordern wir,
dass ¢(8) sich von 0, m; und my unterscheidet. Dies ist bereits erfiillt, denn aus py,ps < 2 + %
folgt m1, ms < 0 und die Wahl von § und s liefern

¢(B) > inf J3(B(s)) > 0 > mq, me.

Das néchste Lemma wurde in [4, Lemma 5.7] unter stirkeren Voraussetzungen an py, pa, 11472
bewiesen. Wir haben das Kernargument aufgegriffen und es so formuliert, dass es fiir allgemeinere
P1,P2,T1 —+ 79 gultlg ist.

5.5 Lemma

Sei 2 < p1,p2,r1+12 <24+ % und >0, dann ezistiert ein € > 0, so dass Jg — %QB koerziv
beziiglich der Gradientennorm ist. Fir eine Folge (u™), C S, so dass (Jg(u™)), konvergiert und
Qp(u™) — 0 gilt, folgt insbesondere die Beschrinktheit beziiglich der Norm auf H.

Beweis: Fiir alle ¢ > 0 und u € S gilt

Taw) ~ 155 Qaw) + 1
2
=1

T Qs(u)

Jp(u) =

3 (5Ivult + ai(@lulz:) + o) R(w) + Qs

mit
ai(e) = 2”}; ((; — 2) — ey;) und b(e) = ((as + aq) — 22) — (a3 + a4).

Dies liefert die Darstellung

1—¢

Jp(u) —

Qsw) =Y (51Vail} + ai(e)u

=1

B) + Bb(e) R(w). (5.1)

Falls o7 < 2 gilt, dann ist a;(g) < 0 fiir alle ¢ > 0 negativ, wihrend «; > 2 uns erlaubt, ein
kleines € > 0 zu wéhlen, so dass a;(g) > 0 fiir alle 0 < & < & gilt. Analog verhélt es sich mit as
und as(g) bzw ag + a4 und b(e).

Dies bedeutet, dass die Summanden |u;[P?, [ug|h? und R(u) entweder negative Koeffizienten
haben oder auf Grund der Holder- bzw Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung, siehe (1.4) und (1.6),
gegeniiber dem quadratischem Term zu vernachléssigen sind, wenn die Gradientennorm von u
grof} ist. Dies bedeutet, dass durch die Wahl eines ausreichend kleinen £ > 0 das Funktional
Js — 152 Qp koerziv beziiglich der Gradientennorm ist.

Sei nun (u™),, C S eine Folge, so dass (Jg(u™)), konvergiert und Qg(u™) — 0 gilt. Die Konvergenz
von (Jz(u") — :52Qp(u™)), und die Koerzivitit von Jz — 152Qg beziiglich der Gradientennorm
liefert schlieBlich die Beschrénktheit von (u™),, beziiglich der Gradientennorm. Da (u"), in S

enthalten ist, ist dies gleichbedeutend mit der Beschrinktheit beziiglich der Norm auf H. O
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5 MOUNTAIN-PASS FUR p1,p2 < 2+ & < 71 + 72

SchlieBlich folgt aus einer geeigneten Palais-Smale-Folge, dass diese gegen eine Losung von
(1.1) mit (1.2) konvergiert.

5.6 Lemma
Sei >0 und (u™), C S(a1) x S(az) eine beschrinkte Palais-Smale-Folge mit

nl;rr;o Jg(u™) ¢ {0, I1(u1), I2(u2)}. (5.2)
und (ut)~ — 0, (ud)~ — 0 in H, ,(RY), sowie Qz(u™) — 0. Dann ezistiert eine Lésung u € H
von (1.1) mit (1.2).

Beweis: Nach Lemma 3.11 (i) und (iv) existiert ein u € H, so dass u™ — win H, uy > 0, ug > 0,
ul — u1, uy — ug in LIY(R™) fiir 2 < ¢ < 2* folgt und u eine Losung von (1.1) ist. Es bleibt zu
zeigen, dass u auch (1.2) erfiillt. Dazu benétigen wir die starke Konvergenz in H.

Wir beachten

Tolw) = (5 = 1) i

i=1

a3 + oy

1
pt 0 ( R 1> / ua | fuz|™ + §QB(U)-

Damit untersuchen wir die vier méglichen Félle.

Fall 1: vy =us =0
Wegen der starken Konvergenz in L9(RY) gelten
lut [Pt — 0, |ug[b2 — 0 und /|u7f|7'1 luz|™ — 0.
Mit Qg(u™) — 0 folgt Jz(u™) — 0 im Widerspruch zu (5.2).
Fall 2: u; #0, up = 0.

Wegen der starken Konvergenz in LY(RY) gelten

|l b= lug s |l be — 0 und /|u?|”|u§|r2 — 0.

Mit Qg(u™) — 0 folgt

Jg(u™) — (% - 1) u[Br

Da (u1,0) eine Losung von (1.1) ist, ist uy eine Losung von

—Aul = )\1u1 + u1|u1|p172u1

mit |ug|a < ay. Also folgt u; > 0 und Lemma 3.13 liefert A; < 0.
Dann liefert Lemma 3.11 die starke Konvergenz v} — w; in H. Es resultiert auch die starke
Konvergenz in L#(RY) und somit |uy|z = ay.

Wir erhalten Jg(u”) — m1 und mit (5.2) einen Widerspruch.
Fall 3: u; =0, ug #0
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5 MOUNTAIN-PASS FUR p1,ps < 2+ & <71 + 72

Analog zu Fall 2.
Fall 4: u; #0, ug #0

Da die vorigen Fille zu Widerspriichen fithrten, kann nur dieser Fall eintreten. Zunichst gilt
|uile = @1 < ag und |ug|s = G2 < ag. Das strenge Maximumsprinzip liefert u; > 0 und us > 0.
Wir koénnen anschliefend Lemma 3.13 anwenden und erhalten A1, Ay < 0. Mit Lemma 3.11 ergibt
sich die starke Konvergenz u} — u; und u} — uo in H, insbesondere in L?(R™). Daraus erhalten
wir
luile = lim |uf|e = a1 und |usls = lim |ul|y = as.
n—oo n—o0

O
Beweis von Satz 2.5 (ii): Da I' nicht leer ist, erhalten wir eine Palais-Smale-Folge zum Niveau
¢(B) > 0 > my, ma, welche nach Lemma 3.14 und 5.5 beschriinkt ist. Schlieflich liefert Lemma

5.6 eine Losung u” € S von (1.1) mit (1.2). Es bleibt nur noch das Verhalten fiir 3 — 0 zu zeigen.
Fiir s € R% definieren wir

0(s) :== inf Jo(v):min{ inf  I(vi))+ _inf Iy(ve), inf Ij(v1)+ _ inf 12(1)2)}

’UEB(S) ‘V’Ullgzsl IVU2|QSSQ |V’U1‘2S51 |VU2‘2:SZ

1

Fiir s; > (a%) TNV, gilt 352 — OC%|V1ZZ- FTdig > 157, Zusammen mit Folgerung 3.5 ergibt
sich
0(s) = min 151 — i|Vﬂ1\als(’“ + mg, my + 182 — L|Vﬂ2|028a2
2 aq 27 ’ 2 (6%) 27
1
> 1 min{s1, s2}* + min{my, ma}.
Sei nun

B < min o |V, |2 ci=1,2

und s(8) = (ﬁ_l/@%),ﬁ_l/(m‘*)). Mit o := max{ag, ay} folgt somit
8(s(8)) = B~ + min{mi, ma}. (5:3)
Weiter beachten wir, dass die obere Schranke (1.6)

sup  R(u) < sup  c3|Vug|3? | Vug|S* = 37! (5.4)
ueB(s(B)) u€B(s(B))

liefert. Zusitzlich existiert ein 5 > 0, so dass 8(s(8)) > e fiir alle 0 < 8 < f gilt. Zusammen mit
(5.3) und (5.4) folgt die Abschétzung

éB)> inf Jg=0(s(B))—F sup R(u)> 571/0‘ + min{mq,ma} — c3.
u€B(s(B)) ueB(s(B))

Daraus erhalten wir schlie3lich
Vi 3+ Vs 3 > 2J5(uf) = 26(8) — oo

fiir B — 0, was zu zeigen war. O
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6 GRENZVERHALTEN BEI 1 FALLS p1,p2 < 2+ % UND 71 + 19 <2+ %

6 Grenzverhalten bei 5, falls pi, py < 2+% und r{+79 < 2+%

Die Schranke 3; haben wir so gewéhlt, dass wir das Infimum von Qg auf dem Rand eines
Rechteckes beziiglich der Gradientennorm kontrollieren kénnen. Es stellt sich dabei die Frage, was
mit den Losungen fiir 8 — (7 passiert. Falls p1,po,r1 + 72 < 2+ % gilt, so ist bekannt, dass das
Funktional koerziv ist und somit fiir alle 5 > 0 ein globales Minimum existiert, siehe [4, Theorem
2.1]. Dies spiegelt sich gliicklicherweise auch in diesem Ansatz wieder, denn die Koerzivitéit von
Jg und damit auch die von Qg liefern 3; = oo.

Die Situation dndert sich im Fall rq +7r, = 2+ %. Hier gilt 81 < oo, was wir leicht durch eine
alternative Darstellung von f; sehen werden. Diese wird auch essenziell sein, um das Grenzver-
halten des Minimierers bei 81 zu untersuchen.

Beweis von Lemma 2.6: (i) Zuerst zeigen wir 8; = oo. Fiir ausreichend grofie ¢ > 0 erhal-
ten wir mit Lemma 3.4

inf Qo(B(0, o)) = min {inf P,(S(a2)) + 0% — |Va1[3~* 0, 0% — |Viia|3 *20*? + inf P(S(a1))}
L 5

> —o”.
2

Mit der Abschétzung (1.6) erhalten wir schliefilich

nf Qo(u) < inf Qo(B(o,0)) S %02
uE(B()z;a) (as + aq)R(u) ~ (as + aq)sup R(B(0,0)) ~ (a3 + aq)cgo®stas
R(u)#0
1

_ 2—(az+aq)
P AEEEE——— — 0
2(0[3 + 064)63

fiir o — oo und somit auch 8y = oco.
Sei nun s € R% aus Lemma 4.3 und u € C(s). Dann liefert Bemerkung 3.9 ein ¢, < 1, so
dass t,, * u € B(s). Nach Wahl von s gilt

W (t) = W) (1) = Qa(t, #u) > 0, (6.1)

Die Funktion ¥, hat nur ein globales Minimum und damit liefert (6.1) die Abschéitzung
U’ (t) > 0 fir alle ¢ € [t,, 1]. Damit folgern wir

Ts(u) = Uy(1) = Uy (ty) + /1 U (1) dt > Uy(ty) = Uy, u(1) = Ja(ty * ).

ty
Schlielich impliziert dies inf J3(C(s)) > inf Jz(B(s)) > inf Jg(A(s)) und damit
inf J5(S) = inf Jz(A(s)).
Das bedeutet, dass der Minimierer von Jg in A(s) auch ein globalerer Minimierer von Jg
ist. Es bleibt jetzt noch das Grenzverhalten zu zeigen. Dazu notieren wir den globalen

Minimierer von Jg fiir 8 > 0 mit @? € S und nehmen an, dass die Gradientennorm von "
beschrankt ist. Benutzen wir die Gleichung QB(EB ) = 0, so erhalten wir die Darstellung

2
1 1 o ;
A - =812 _ _ i Hi\_Bp;
Jﬁ<u>—z((2 a3+a4)|w1|2 (1 W%)piui )

i=1
Diese Darstellung liefert zusammen mit der Abschitzung (1.4) die Beschrinktheit von
Js(@”) im Widerspruch zu

Js(a?) < Jz(w) — —oo fiir B — oo.
Folglich muss |V@? |5 + |V, |5 beziiglich 8 unbeschrinkt sein.
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6 GRENZVERHALTEN BEI 31 FALLS p1,p2 < 2+ % UND 71 + 19 < 2+ %

(ii) Wir definieren

A 1
= inf .
fr= b R
R(v)#0

Behauptung 1:
Es gllt ﬂl = 51.
Beweis von Behauptung 1: Im diesem Fall gilt as+ a4 = 2, wodurch sich die Funktionen

v, zu
2 2
Wy (t) = (Z N QBR(U)> t* — Z %‘Ui
i=1 11

i=1

DipQ
Pit

vereinfachen. Diese Funktion hat genau ein globales Minimum und eine positive Nullstelle
oder sie ist streng monoton fallend. Wegen der Beziehung W, (s~ 't) = W,(t) fiir alle
s € (0,00), konnen wir u € S ohne Einschrinkung beziiglich der Gradientennorm normieren.
Daher betrachten wir im Folgenden v € &. Dann folgt

2

Wo(t) = (1= 2BR@)) £ = 3~ "oy

i=1 "

PiQ
Pz‘t :

Sei nun § < Bl, dann liefert Bemerkung 4.2 eine Konstante C' > 0, so dass 1 —28R(v) > C
fiir alle v € S gilt. Insbesondere ist der Koeffizient des quadratischen Terms von W, positiv.
Dadurch folgt, dass ¥, stets ein globales Minimum und eine positive Nullstelle hat. Die
Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung (1.4) und die Abschiitzung (1.6) geben uns dabei die von
v unabhéngige untere Schranke

2
U, () > 02 = e,

i=1 v

Dies bedeutet, dass ein s > 0 existiert, so dass

2
Qplt*v) = W, (t) > 0> = 3" ;5% > 0 fiir alle v € S und alle ¢ >

i=1 v

gilt. Die Wirkung # induziert eine Bijektion von S nach B (s,s) und das Infimum von Qs
iiber B(s,s) ist geméf der Abschitzung positiv. Also erhalten wir 5 < ;.

Gilt andererseits 3 > f;, dann existiert ein v € S, so dass 1 — 28R(v) < 0 gilt. Dann ist
jedoch ¥, streng monoton fallend und negativ fiir alle t > 0. Fiir jedes s € Rf_ existiert ein
t, € (0,00), so dass t, * v € B(s) liegt. Damit erhalten wir jedoch

LB Qa(w) < Qalty xu) = Wu(ty) <0

und insbesondere 8 > ;. Zusammen folgt §; = B, was zu zeigen war.

Behauptung 2:

Sei (v™),, eine Folge in S, so dass (2R(v"))~! — f31, dann existiert ein ¢ > 0 und N € N,
so dass |[v]'|p, > C fiir alle n > N.

Beweis von Behauptung 2: Angenommen, die Behauptung ist falsch, dann hat (|v}*],,)»
fiir i = 1 oder ¢ = 2 den Haufungspunkt 0. Ohne Einschriankung konvergiere (|v1|p, )r gegen

0. Da S eine beziiglich der H-Norm beschrinkte Menge ist, existiert ein schwacher Grenz-
wert v € H. Wegen der kompakten Einbettung von H} ,(RY) gilt v7 — vy in LP(RY) fiir

rad
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6 GRENZVERHALTEN BEI 1 FALLS p1,p2 < 2+ % UND 71 + 19 <2+ %

alle 2 < p < 2*. Da jedoch (|v1]p, )n gegen 0 konvergiert, folgt somit vq = 0. Insbesondere
gilt [v7'], — 0 fir alle 2 < p < 2*. Die Abschéitzung (1.6) liefert damit R(v™) — 0, was im
Widerspruch zu R(v"™) — (281)~1 > 0 steht.

Behauptung 3:

Sei 8, 1 £ und (v™),, eine Folge in S, so dass R(v™) — (231)_1. Weiter definieren wir
U, (t) := Jg, (t *v™). Dann gilt min;~o ¥, (t) - —oo.

Beweis von Behauptung 3: Nach Behauptung 2 gibt es ein C' > 0, so dass wir ohne
Einschrénkung [v'[P! > C fiir alle n € N annehmen kénnen. Nun definieren wir

U, (t) = (; - B"R(v”)) — %Ct“l.

DurcAh die Wahl von C gilt ¥,, < \iln und wir brauchen nur zu zeigen, dass das Minimum
von ¥,, gegen —oo geht. Dies lésst sich jedoch einfach ausrechnen, denn die Minimumsstelle

von ¥, ist durch
[1-28"R(") """
=\ TEe

p1

gegeben. Unter Berticksichtigung von a; — 2 < 0 und 1 — 25" R(v™) — 0 erhalten wir

min ¥, (t) < U, (t,) =2 (; (1—2B8"R(v™)) — gl()tgl?)
1

t>0
1
= —iti(l — 28" R(v™))
1( 1 \"° o
=3 <gc> (1-=28"R(v"))=
— —00

Mit Behauptung 3 folgt fiir jede Folge (8,,)n mit 8, T 1, dass

S, S iyt o
und damit
Js(@?) = &relg Jg = —o0
fir B — p1 gilt. Jedoch ist 51 < oo und mit (1.4) und (1.6) ist Jg, beschrénkt auf be-
schrinkten Mengen. Somit muss |[Vu? |3 + |Vu? |2 fiir 8 — £; unbeschriinkt sein.
O
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7 DAS 2 DIMENSIONALE LINKING IM FALL 71 + 79 < 2+ % < Pp1,p2

7 Das 2 dimensionale Linking im Fall r{ +7r, < 2+ % < Pp1,P2
Die einzelnen Komponenten von % sind Mountain-Pass-Losungen der Funktionale I; bzw I
und damit kritische Punkte mit dem Morse Index 1. Somit ist @ ein kritischer Punkt von Jy
mit dem Morse Index 2, welcher als Losung eines zweidimensionalen Linkings verstanden werden
kann. Fiir ¢ € (0,1) definieren wir dazu K5 = [(5,5‘1] X [6,6‘1] und
gs : Ks = R, gs(s,t) = (s*u,t*u2)

sowie die Menge
B := {’LL €S : |V7.Li|2 = |Vﬂi|27 1= 1,2}

Abbildung 3: Das Bild von K5 unter gs und die Menge B

|V’LL2‘2
A
571 4
95(Ks
|Vig|y - ------ *B
S
: 1 — |Vuq o
) |V |2 51

Falls ¢ ausreichend Kklein ist, so ist einerseits das Supremum von gs entlang des Randes von
K nahe an max{mj, mo}. Andererseits ist das Infimum von Jy iiber B gleich m; 4+ msy. Da
fir p1,p2 > 2+ % die Niveaus m; und ms positiv sind, lasst sich eine obere Schranke fiir g
formulieren, so dass Jg auf B nach unten durch einen Wert gréfier als max{mq, ma} beschrinkt
ist. Das Bild jeder stetigen Funktion, die mit g5 auf dem Rand von Ky iibereinstimmt, schneidet
stets die Menge B, wodurch wir mit einem Minimax-Argument eine geeignete Palais-Smale-Folge
erhalten. Um die Beschrianktheit und damit die Konvergenz der geeigneten Palais-Smale-Folge
zu zeigen, werden wir so wie bei Satz 2.5(ii) vorgehen.

7.1 Lemma B
Sei p1,p2 > 2+ % und B > 0 gegeben. Zu jedem € > 0 existiert ein § > 0, so dass

max Jg o g5 < max{my,mz} +¢
OKs
fiir alle 0 < 8 < & gilt.
Beweis: Durch die Gleichung P;(u;) = 0 erhalten wir die Darstellung

1 1
Lt w;) = <2t2 — wt“i) | Vi3, (7.1)

7
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7 DAS 2 DIMENSIONALE LINKING IM FALL rq + 79 < 2 4 % < p1,p2

Dies liefert fiir alle § € (0,1) die Gleichung

hax (txu;) = Li(1+u;) =m (7.2)

Des Weiteren wird ersichtlich, dass zu jedem € > 0 ein 6 € (0, 1) existiert, so dass
L(0F «@;) < e (7.3)

fiir alle 0 < § < 4 gilt.
Fiir 0 < § < § folgen mit (7.2) und (7.3) die Abschétzungen

(Jax, Jp (5! x @y, ) < max, Jo (0% # 1, )
=1 (0% «u L(t*u 74
(6 wwy) + tg{%%&} 2(t * Uy) (7.4)
< g+ mo
und
max Jg (t % g, 0! x ﬁg) < max Jy (t g, 0! « 112)
te[6,6— 1 t€[6,671]
— - 1, -
= te{[%%}_(l]fl(t*ul) + I ((5 *UQ) (75)
<my—+e¢
Aus (7.4) und (7.5) erhalten wir schlielich die Behauptung. O

7.2 Definition
Wir definieren

.o Jo(u) —max{my, ma}
fa := 1}22 R(u)

Folgerung 3.5 und mq, mo > 0 liefern 83 > 0.

Nun definieren wir
Is:={g: Ks > S : gstetig, g =gs auf 0Ks}.

Da ¢5(0Ks) die Menge B umspannt, folgt aus Stetigkeitsgriinden, dass das Bild von allen g € T’
die Menge B schneidet. Dies liefert uns eine Palais-Smale-Folge {u"} C S, dessen Niveau gegen

S S
& 91161% max Js(g(t)) > JIElfB Jg(u) > max{mi, ma} >0

konvergiert. Schliellich kénnen wir nun den Satz 2.7 (iii) beweisen.

Beweis von Satz 2.7(iii): Nach Wahl von f5 liefert Lemma 7.1 ein §, so dass I's eine Minimax-
Struktur induziert. Lemma 3.14 und 5.5 liefern eine beschrénkte Palais-Smale-Folge, welche nach
Lemma 5.6 gegen eine Losung von (1.1) mit (1.2) konvergiert. O
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8 MOUNTAIN-PASS FUR 71 + 72 < 2+ + < p1,p2

8 Mountain-Pass fiir r; + 1 < 2 + % < p1, P2

Die wesentliche Idee ist dieselbe, wie auch im Fall p1,ps < 2 + % < r1 + r9. Jedoch miissen
wir hier noch zeigen, dass sich das Niveau der Mountain-Pass-Losung von den Niveaus m; und
my unterscheiden. Nach Folgerung 11.8 lésst sich schliefien, dass das Infimum von Jjs iiber V;
kleiner oder gleich min{my, ma} sein muss. Demnach ist das Niveau der Mountain-Pass-Struktur
kleiner oder gleich min{my,ms}, da die Wirkung * stetige Kurven fiir die Mountain-Pass-Struktur
induziert. Daher ist das Ziel zu zeigen, dass das Niveau sogar echt unterhalb min{m;, mo} liegt,
was wir mit etwas stédrkeren Voraussetzungen an r; und 75 erhalten.

8.1 Bemerkung

Fiir 8 < 1 und p1,po > 2—|—% hat ¥, stets eine eindeutige Maximumsstelle ¢,,. Da die Einbettung
von H! ,(RN) in LP(RY) fiir p > 2 stetig ist, hingen die Koeffizienten von ¥, stetig von u ab
und damit ist ¢, stetig in u. Zusammen mit Lemma 3.1 liefert das die Stetigkeit der Projektion

7r:8—>V5+, U >ty * U

Ist s € R% so gewihlt, dass Vﬁ‘" C C(s) gilt, und u € C(s), dann ist ¢, < 1 genau dann wenn
Qp(u) =T (1) <0 gilt.

8.2 Lemma
Seien t1,to > 0 und u € H mit uy,us > 0. Dann gilt

/ lu (012)|™ s (bo2)| ™2 da > cmin{t: ™, 5V}

fiir ein ¢ = c(u,r1,m2) > 0.

Beweis: Wir definieren c;(u;, r;) := mingep, (o) |ui(z)[" > 0. Fiir ¢ = 1,2 gilt dann

il = ci(ui, i) X By (o) und damit |u; (tx)[™ = ci(us, i) xp,_, (0)(2)-

Zusammen mit
Bt;l ©)n Bt2_1 (0) = Bmin{t;l,tgl}(o)

folgt
/|U1(t1I)|TI|UQ(t2£C)|T2 dx > c1(ug,r1)es(ug, o) dx
B ¢ _1,-11(0)
win{er 051}
s i1 L1 \N

= ¢1(u1,r1)ca(usg, ro)voly (B1(0)) (mm{t1 L t5 1})

= cmin{t; ", t;7V}
mit ¢ = e(u, r1,72) := ¢1(u1,r1)ca(us, r2)voly (B1(0)) > 0. O
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8 MOUNTAIN-PASS FUR 11 + 72 <2+ + < p1,po

8.3 Lemma
Seiry +ry <24 % < p1,p2 und € > 0 beliebig sowie s € Rf_ fiir ein 0 < B < 1 wie in Lemma
4.3 gegeben.

(i) Falls ri < %, dann existieren 71,72 > 0, so dass fir 4 := (71 * U1, 71 * Usz)
URS V;, Ja(t) < mg und |Vinle < e

gelten.
(i) Falls ro < %, dann ezistieren 71,79 > 0, so dass fiir 4 := (T1 * Uy, T * Ug)

ae VS, Ja() <my und [Vig|s < e
gelten.

Beweis: Zuerst betrachten wir den Fall 71 < 4 und definieren a5 := &r; < 2. Fiir @ gilt

N 2
() - ] i\U; ) = Cuz’ - Otzf U; 7' fU,I 1= 1, 27 woraus wiIr
Pi Pi

Qo(t * ﬁl,ﬂg) = Pl(t * ’l]l) = \Va1|§t2 — a1%|ﬂ1|gital = |Vﬂ1|§(t2 — tal)
1

erhalten. Zusammen mit der unteren Abschétzung fiir den gemischen Term in Lemma 8.2 folgt
fiir t € (0,1)

0 < Qo(t *uy, ) |V |3 (82 — tr) - |Viig|o

= t270¢5 7t0417a5 .
= Tlexwlluzl 0 ] Jay (o) [aa (@)= do ~ e(@,r1,r2) )

Somit existiert ohne Einschrinkung 0 < t; < min {ﬁ, 1}, so dass
Qo(t * ty, ug)
J 1t |7 [aa |2

und damit
Qﬂ(f * ﬂl,ﬂg) <0

fiir alle 0 < t < ty erfiillt ist.
Wir definieren

as+toy
Qay Ha Qg + oy _ 82 ’
= ——1)— PLynd b := 1—-— T, —_ . 8.1
o= (3 1) Bl wa b= 5 (1 25 efararn) (o) (5.1)

Wegen a,b > 0 und 0 < a5 < a1 kénnen wir ein 0 < t; < t; < 1 wéhlen, so dass
aty* — bty < 0. (8.2)

Aus Lemma 3.4 folgt s; < |Vi;|2 und konsequenterweise (to * @y, u2) € C(s). Zusammen mit
Qp(ta * 41, Uz) < 0 liefert Bemerkung 8.1 ein 7 < 1, so dass 7 * (tg * U1, U2) € Vﬂ"" C C(s). Wir
definieren nun

7A'1 Z:T'tg undf'ng

sowie 4 = (71 * Uy, T2 * Uz). Wegen 4 € C(s) erhalten wir durch

So < |V’[L2|2 = |V’112|T (83)
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eine von t; unabhéngige, untere Schranke fiir 7. Insbesondere gilt & € V3, so dass wir eine
einfachere Darstellung fiir Jg(@) durch die Benutzung von (Qg(@) = 0 ableiten kdnnen:

2
. 1 .
Ja(@) = 3 5 IVinls = JHady: — BR()
i—1 7
=3 (5 -1) Bl -8 (1- 5 ) R@
; 2 Di P 2
1= 1 N e’ N—_—————
>0 >0
Ebenso liefert Pz(uz) = 0 die einfachere Darstellung
_ Qg M2
(i) = (7 - 1) el (8.5)
Die Darstellung (8.4) und t9,7 < 1 implizieren zuniichst
T = (5 —1) Sl + (G- 1) i
2 2
-8 (1 -3 M) / [ (7t22)[" \ﬂzvx)wﬁmmn?”
(65} o
<(5 1) Smlpe + (G 1) Pl
as + Qq T2, Q3+
-B(1- |ty (b2) [ [Tz ()27 T4 25",
Beriicksichtigen wir zusitzlich (8.1), (8.2), (8.3), (8.5) und Lemma 8.2, so folgt
JB( )<IQ( )+at —bth < my.
Mit 7 < 1 und t5 < t1 gilt schlielich noch
|Vﬁ1\2 = |V((T . tg) * 7._L1)|2 = Tt2|V’ELl|Q < t1|Vﬂ1|2 < E.
Die Wahl von 4 erfolgt analog. O

8.4 Definition
Fiir z > 0 definieren wir die Mengen

A1(z) ={u €S : |Vuilz = z, [Vusla < |Viz|a} und
As(z) ={u €S : |Vulz < |Vils, |Vusle = 2}

sowie die Werte

. . Qo(u)
= f B
ma(i, z) uelx?i(z) (a3 + ) R(u)
R(u)#0

fiir i = 1, 2.

Unser erster Ansatz fiir den Beweis von Lemma 2.7(ii) war der aus Kapitel 11 mit einer
anderen Zerlegung von S. Die Definition 8.4 ist ein Teil dieser Zerlegung und vereinfacht das
Grenzverhalten der Gradientennormen fiir 8 — 0 zu beweisen. Die vollstindige Zerlegung von &
wird ab Seite 54 und der dortigen Abbild 5 dargestellt.
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8.5 Lemma ~ ~
Sei p1,p2 > 2+ %. Dann existiert ein 1 > 0, so dass fiir alle 0 < 8 < (1 gilt

1/(a1—2) 1/(a2—2)
B < min {mA (1, [V o (1 _ 51/2) > , MA (27 |Viiz|o (1 - 61/2> )} .

Beweis: Zur Vereinfachung der Terme definieren wir

1

C .= .
Cg(ag + a4)|Vﬁ1|°‘3 |V’L_l,2‘0‘4

AnschlieSend wahlen wir

3 1 2 1 2 1\ (@1-2)/2 2 1\ (e2=2)/2 2
B1 := min (CVu1|22) , (CVU2|22> , 1—(2) , 1—(2>

Ist 0 < 8 < f31, dann folgen
8 < OV 3%51/2 (8.6)
und
L (1o gy
fiir ¢ = 1,2. Die Ungleichungen (8.6) und (8.7) ergeben zusammen
B < CW@-I%%BW

2/(0;—2)
< Cvuil3 (1-52) B2

) a2\ (88)
—C (quiz (1 _ ﬁl/Q)l/(o‘iQ)) (1 Va2 (Wu” (1 B ﬁ1/2>1/(ai2)) )
= Czé(l — |V, 3_‘“22‘"_2)
mit
2 = Val (1-g12)
fiir ¢ = 1,2. Lemma 3.4 und (1.6) folgt
mal(i,z) > C22(1 — |Vi|3 *2%72) (8.9)
fiir z < |[Vi;|2 und i = 1,2. Die Ungleichungen (8.8) und (8.9) liefern schliefilich
B <min{ma(l,25), ma(2,2p)},
was zu zeigen war. O
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8.6 Lemma ~ ~ ~
Seiry +1ry <24 % < p1,p2. Dann ezistiert ein 0 < B2 < (1, so dass fiir alle 0 < 8 < Bo gilt:

(i) Seimy < my und fiiru € Vi gelte |Vuy|z > [V |2(1+ 5Y/2)12 oder [Vug|y > 5Y/2. Dann
folgt Jg(u) > my.

(ii) Seimy >my und fir u € Vi gelte [Vua|y > |Vig|a(14 8Y/2)1/2 oder [Vus|y > 8Y/2. Dann
folgt Jg(u) > ms.

Beweis: Es reicht die Behauptung nur fiir den Fall m; < mq zu zeigen, da der andere Fall analog
ist.

Fir u € VﬂJr ist wegen der Pohozaev-Identitdt die Gleichung Qg(u) = 0 erfiillt, welches fiir Jg
folgende Darstellungen liefert:

2
1 1 g\ W ag + o
s =3 (5 2 ) Ful = (1-2) g -5 (1- 229 k) 820
2

1 1 )\ W ) as + o
a0 =Y (5= ) Ivui = (1= 2 ) Mgy -5 (1- 22 Ry s

i=1

Da die Vorzeichen der Koeffizienten 1 — &2 und 1 — &1 fiir die Abschétzungen wesentlich sind,
fiihrt dies zu einer Fallunterscheidung. Zunéchst betrachten wir den Fall a; < .

Des Weiteren betrachten wir das Funktional Jg mit unterschiedlichen Abschétzungen der einzel-
nen Summanden auf verschiedenen Bereichen von Vﬁ+, die wir einzeln untersuchen.

Behauptung 1: ~
Es existiert ein f21 > 0, so dass fiir alle 0 < 8 < 821 und alle u € V;‘ mit

|Vuila > |V |2(1 4 BY2)Y2 gilt J(u) > my.

Beweis von Behauptung 1: Sei zuerst |Vuy|s < |Vus|s gegeben. Mit der Voraussetzung folgt
|Viiq]2 < |Vuile < |[Vugl|a. Wir wihlen

(- )

~ 2 «@
52,1,1 = . N
Qa3 Ty
()
Fiir alle 0 < 8 < 32}171 folgt
11 —(azto
(—) V|2~ (@5t 4)—5<1—0‘3+O‘4>C3>0. (8.12)

2 (65} a1

Die Darstellung (8.10) liefert zusammen mit (8.12) und (1.6) die Abschétzung
1 1 1 1 a3 + oy azta
JB(U) Z <2_0(1> |VU1|§+ <2—al> |VUQ|§—5(1— a >CS|VU2|23+ 4
1 1 2 sty 1 1 2—(as+au) a3+ oy
(5 o) vuk+ Do (5 - &) (9 g1ty

11 o,
> (2—al> |V’U,1|2
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8 MOUNTAIN-PASS FUR 11 + 72 <2+ + < p1,po

Nun sei |Vuqlz > |Vuz|z. In diesem Fall wihlen wir
% 52
P22 = Ba 11

Fir0< g8 < 52’1,2 erhalten wir

1 1 —(as+a
(_) |vﬂ1|§ (az+ 4)_61/2 <1_M) e3> 0

2 o o

und damit

1 1 —(asta 5+
<2 —al) [V |3~ 4><1+61/2>—5(1—M) s

aq

1 1 _ 1 1 _
(- D) vy lesten) g2 (22 L) (w2 eetes) _ gz (@34
2 (&3] 2 (651 (651

1 1 —(asta
N

2 (651

Dies wenden wir bei der Darstellung (8.10) mit der Schranke (1.6) an und erhalten dabei

1 1 oz +a az+a
Jﬂ(u) > ( - ) \Vuﬂ% - B (1 - 30114) C3|VU1|23+ ‘

2 (6751

L 1 —(a3+a
>|Vuy |32 7 ((2 - ) V|3~ st — g (1 - a3+a4> 03)
a7 a1

>|Va, et <(1 - 1> Vi [t (14 6Y2) - (1 - w) c3>
aj

2 (051

11
- —— ) |Vul3
><2 a1> 13

=mj.
Zusammen ergibt sich die Behauptung 1 mit 5271 = min{ﬁml, 5271,2}.
In den folgenden Behauptungen 2, 4, 5 und 6 wird 8 < 31 aus Lemma 8.5 vorausgesetzt, so
2

dass stets |Vug|a > [Va|o (1 — BY2) ™77 fiir i = 1,2 gilt.

Behauptung 2: ~
Es existiert ein B2 2 > 0, so dass fiir alle 0 < 8 < 32 und alle u € Vgr mit

Vuals < [V |2(1+ BY2)H2 und BY/2 < |Vug|s < [Viials (1 — 542)" 27 gilt Js(u) > m,.

Beweis von Behauptung 2: Da nach Voraussetzung |Vuq |2 und |Vug|s beschrénkt sind, folgt
mit (1.6), dass ein C' > 0 existiert, so dass (1 - %ﬁ“) R(u) < C fiir alle 0 < 8 < B gilt. Wegen

I (1-(1- ﬁ“%ﬁ)
In(3)

1
%ifﬁrﬂﬁo

- - 2
existiert ein fz29 > 0, so dass fir alle 0 < 8 < fa21 gilt (1 —51/2) 172 > 1 — (. Diese
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Abschitzungen liefern mit der Darstellung (8.10)

sz (5= L) (5= L) ww -5 (1- 22

a1 aq oy

1 1 e 1 1
N 12 _ pl/2\« s 1/2 _
_(2 al)wuug(l 872) +(2 m)ﬁ pC

>my — Bmy + (1 - 1) B2 — pC
2 a7
B

Aus dieser unteren Schranke ist ersichtlich, dass ein 0 < 32,2 < 32,2’1 existiert, so dass der zweite
Summand positiv ist und somit die Behauptung Jg(u) > m, folgt. Damit ist Behauptung 2 ge-
zeigt.

Behauptung 3: ~
Es existiert ein B3 > 0, so dass fiir alle 0 < 8 < 2.3 und alle u € V; mit

|VU1|2 < |Va1|2(1 + ﬂ1/2)1/2 und |VUQ|2 > |VE2|2 (1 — ﬁ1/2)1/(a272) gﬂt J/@(U) >mj.

Beweis von Behauptung 3: Sei a = <% - (%2) >0und b= (1 - z—;) > 0, so gilt

(%041)ﬁ > 1. Deswegen ergibt sich ein 82,3’1 > 0, so dass (1 + 61/2) 1/2 < (%al) “1=2 fiir alle
0<pB< 5273,1 gilt. In dieser Situation impliziert die Folgerung 3.5

. M1
inf a|Vu|?2 = b5 |ug P | > 0. 8.13
oo [V 3 pl‘ 1[5 (8.13)

[Vuilo<|Va |2 (148Y/2) /2

Da die LP'-Norm von u; beschrénkt ist, konnen wir ein z > 0 wihlen, so dass

(1 ~ 1) Vusl2 — o (1 _ W) R(u) > m (8.14)

2 a9 0%

fiir alle w mit |Vug|s > Z gilt.

Anschlieflend betrachten wir die u € Vg‘, fiir die |Vugle < Z gilt. Mit der oberen Schranke
1.6) lidsst sich ein ,5’2 39 < Bg 3.1 so wihlen, dass fiir alle 0 < 8 < B2_3 5 und alle v € V7 mit
( 3 3 3 f
|Vuile < |V |2(1 + BY2)Y/2 und |Vig|a(1 — 61/2)%1*2 <z

Ere 1
Mo (1 _51/2) 2-2 >my + §(m2 —mq) und B (1

a3 + oy

- ) R(u) < %(m2 —my)  (8.15)

gelten. Falls nun |Vug|s > Z, dann liefert die Darstellung (8.11) zusammen mit (8.13) und (8.14)

1 1 a3 + oy 2 M1
Jau)> (= — — (1T g Ly, 0
s(u) > (2 ag) |[Vusla — ( o ) (u) + a|lVuq 5 o lur|Pr > my +

=mj.
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Andernfalls gilt |Vuz|s < Z und die Darstellung (8.11) liefert mit (8.13) und (8.15) damit

1 az + oy 2 M
Tow) > (= — = (1o g ~ oMy e
g(u) > (2 ) [Vuza ( o ) (u) + a|Vuyl; o uy [P}

1 1
> my + §(m2 —my) — §(m2 —mi) =mi.

Zusammen folgt die Behauptung 3 mit 32,3 = 52,372.

Nun wird der Fall a; > ag aufgeteilt in den Behauptung 4, 5 und 6 untersucht. Dabei werden
in Behauptung 4 im Wesentlichen dieselben Argumente, wie in Behauptung 1 verwendet. Das
Gleiche gilt fiir Behauptung 5 (im Wesentlichen wie Behauptung 2) und schliellich auch Behaup-
tung 6 (im Wesentlichen wie Behauptung 3). Daher werden im Folgenden nur die wesentlichen
Ideen skizziert.

Behauptung 4:
Es existiert ein 62 4 >0, so dass fiir alle 0 < 5 < 52 4 und alle u € VJr mit

|VU2|2 Z |VU2|2(1 — B1/2)°‘2 -2 gllt Jg( ) Z mi.

Beweis von Behauptung 4: Sei zuerst 5274’1 > 0, so dass (1 — ﬁ1/2)a21*2 > 1— g fur alle
0 < B < B4, gilt. Nun betrachten wir |Vui|e < |Vug|e. Mit Darstellung (8.11) wihlen wir
z > 0 so, dass

1 o
Jp(u) > (2 - ) [Vual3 — Baa103|Vuo|32 T > my
fiir [Vug|y > 2. Falls [Vualy < 2 und 8 < 72 —: By 4 5, dann folgt

Jp(u) = mg — Bmg — Bz =my — B(mag + 323 7) > my.

Schliefllich untersuchen wir den Fall [Vuy |z > [Vuz|s, wodurch [Vu;[2 nach unten beschrénkt ist
und daher ein s 43 > 0 existiert, so dass

1 azta

(2_)|v ‘2(3“1’4 603>0

fiir alle 0 < ,8 < 8274,3 gllt Ebenso sei 627474 = mzm;;nl Fir 0 < ﬁ < min{ﬂ~27473,6~2,474} folgt
zuletzt

1

Js(u) > ma — Bma + [Vuy |53+ (<

; > Vu |2 (az+ayg) 5C3> > my — 5274,47712 =my.

Die Behauptung folgt fiir B2 4 = min{f2.4.1, f2.4.2, f2.4.3, f2.44}-

Behauptung 5:
Es existiert ein 62 5 > 0, so dass fiir alle 0 < 8 < ,32 4 und alle u € Vﬂ mit

g/t < |Vus|a < |Vig|2(1 — ﬁ1/2)a2 2 und |Vuqla < |V |2(1 +ﬁ1/2)1/2 gilt Jg(u) > my.

Beweis von Behauptung 5: Sei Ba5.1 so gewiihlt, dass [V [2(1 — 61/2)0“2 Z > |Vil2(1 - B)
fiir alle 0 < 8 < [32 5.1 gilt. Wegen |Vugls < |Vig|s existiert 62 5,2, SO dass

1 1 1 1 1 [e % 9 9
- v 1_7 P2 > - _ 1_ v a2 (o _
<2 ) | u2‘2 < a1> [u2 | y ((2 oq) g ( oq) Vaal; y > |s_ﬂl/4
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fiir alle 0 < 8 < fg .52 erfiillt ist. Mit C' > 0 als obere Schranke fiir R(u) folgt zusammen mit der
Darstellung (8.10)

JB(U)Zml—ﬁmH-;(;-;)51/2—5027”14-51/2 (; (;—01) —51/2(m1+0)>-

Fiir ein geeignetes (o 5.3 folgt Jg(u) > my fiir alle 0 < 8 < fBa.53. Die Behauptung 5 folgt mit
Bo5 =min{fBas1, Bos2, B253}

Behauptung 6: ~
Es existiert ein fz6 > 0, so dass fiir alle 0 < 8 < 826 und alle u € V;‘ mit
|VU1|2 > |Vﬂ1|2(1 + 61/2>1/2 und |VUQ|2 < |V’UQ|2(1 + B1/2)1/2 gilt JB(U) > mq.

- 1
Beweis von Behauptung 6: Sei 261 > 0 so gewihlt, dass (1 + /%12 < (%a5) %272 fiir
alle 0 < B < 32,6’1 gilt, wobei a = (% — a%) >0und b= (1 — z—f) Damit folgt

alVug|3 — b%\uz Pe>0

falls [Vusgly < |Vig|2(1 + £/2)1/2. Nun sei 2 > 0 so gewihlt, dass

1 1 ~ as + a
(2—>|vu1|§—51(1_ - 4)R(u)>m1
(€51

o

falls [Vugl|o > 2. Mit Darstellung (8.10) hat dies zur Folge

1 1 as + o

Falls |[Vusly < 2, dann existiert ein 32,6’2, so dass /3’1/2R(u) < my firalle 0 < 8 < 52’6,2 gilt.
Zusammen folgt schlielich

1 1 asg +
Jo(u) = (2 - m) Vusl3 ~ 8 (1 - ?’al“) R(u) + a|Vus 3 — b%\ug\gg

>my 4 BY%2my — BY%my = my.

Insgesamt gilt die Behauptung 6 mit 32,6 = min{BQ’G’l, /3’2,6’2}.

Das Lemma folgt schlieflich aus den Behauptungen 1 bis 6 mit 3y = min{,@’lj cj=1,...,6}.
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Beweis von Satz 2.7 (ii): Analog zu Kapitel 5 wihlen wir s € R aus Lemma 5.2 fest und
definieren wir

I:={y:[0,1] =S : ~ stetig mit v(0) € A(s),y(1) € C(s) und Jz(7(0)), Jzg(y(1)) < 0}.

Ebenso liefert
v:[0,1] =S, v({t) :=((1—t)-t1 +t-t2) x T

mit Bemerkung 3.2 ein Element in I' mit ¢, %5 aus Lemma 5.2. Somit ist I" nicht leer und wir
haben eine Mountain-Pass-Struktur, die uns eine Palais-Smale-Folge zum Niveau

o(8) = inf max Jg(y(t
¢() = inf, max J5(y(t))

liefert. Nach Definition von B2 und der Wahl von s € R2 gilt ¢(3) > 0.

Gilt (E1) oder (E2), dann liefert Lemma 8.3 ein v € V[;r mit Jg(v) < min{ms, mz}. Wegen
B < B gilt Jg(v) > 0 und damit ist 1 das globale Maximum von ¥,,. Des Weiteren folgt aus dem
Grenzverhalten von V¥, dass t; < 1 < to mit

U,(t1) <0, U,(t2) <0, t1%ve A(s) und tg xv € C(s)
existieren. Die Kurve v : [0,1] — S definiert durch v(t) = (1 —¢t) - t; + ¢ - t2) * v erfiillt
v(0) =t1 xv e A(s), (1) =taxv e C(s), Ja(y(0)) = ¥,(¢t1) <0 und Jz(y(1)) = Uy(t2) <O
und ist nach Lemma 3.2 stetig. Damit ist v € I" und

é(B) < max Jg(y(t)) = max U,((L1—1¢t)-t1 +t-t2) = U,(1) = Jz(v) < min{mq, ms}.
te[0,1] te[0,1]

Schliellich folgt mit Lemma 3.14 und Lemma 5.5 die Beschranktheit der Palais-Smale-Folge, so
dass wir Lemma 5.6 anwenden, um eine Lésung u” € S von (1.1) mit (1.2) zu erhalten.

Es bleibt nur noch das Verhalten der Losung fiir 8 — 0 zu zeigen. Fiir 0 < § < 52 liefert
Lemma 8.5

1/(a1—2) 1/(a2—2)
vice <|Vﬁ1|2 (16 |Vaals (1~ 572) ) .

Zuséatzlich mit Lemma 8.6 folgt im Fall m; < mo

1/(a1-2)
) < |Vufla < Va1 + 8Y3)1/2 und [V, < 52

(V]2 (1 812
und damit die Behauptung
IVu?|y = |V |o und [Vub|y — 0 fiir 8 — 0.

Der Fall my < my ist analog.
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9 Lokales Minimum fiir r; + 79 < 2 + % < p1, P2

Im Gegensatz zum Fall p1,ps < 2+ % liegt fiir ry +1ro < 2+ % kein Minimum vor, falls 5 =0
gilt. Fiir § < (5 liefert 2 + % < p1,p2 €in s € Ri, so dass

inf Jg < inf J, 9.1
Inf Jp < Inf Jp (9.1)

gilt, jedoch konvergiert die Minimalfolge in A(s) fiir S = 0 oder 5 > 0 und 71 + 72 > 2 + %
schwach gegen (0,0). Wir werden zeigen, dass fiir 71 + rp < 2+ & die Minimalfolge gegen eine
Losung von (1.1) mit (1.2) konvergiert. Dazu verwenden wir einerseits (9.1) fiir 8 < 5 als auch,

dass Jg fiir § > 0 in A(s) negative Werte annimmt.

9.1 Lemma
Sei B>0undr; +10 <2+ % < p1,p2 geben. Fir alle s € Ri gilt

inf JB(A(S)) < 0.

Beweis: Sei s € R? beliebig. Dann gibt es ein g, so dass ¢t x & € A(s) fiir alle 0 < t < ¢y gilt.
Weiter beachten wir, dass
Wa(t) /0 fiir t — 0

gilt. Damit folgt, dass es ein t; > 0 gibt, so dass ¥ (¢) < 0 fiir alle 0 < ¢ < t1. SchlieBlich erhalten
wir

inf J3(A(s)) < min U (t) <O.

te(0,min{to,t1})

9.2 Lemma ~
Seiry +1ry <24 % < p1,p2, dann existiert ein B > 0, so dass Vi C A(BY2,BY2) fiir alle

0<B<A.

Beweis: Nach Lemma 3.10 reicht es zu zeigen, dass das Infimum von @) auf B(BY/?, BY/?) positiv
fiir ausreichend kleine £ ist. Dazu nutzen wir die Ungleichung (1.6), um den gemischten Term R
zu kontrollieren, wiahrend wir fiir Qg die Formeln aus Lemma 3.4 verwenden. Sei nun

1\ 72 1\ 72
ﬂ<min{(4> |Viy]3, <4) vu1|§}, (9.2)

dann gilt [V, |57 4%/2 < 13 und wir erhalten

3
inf  Py(v;) =B — Va3 p*/? > Z8. 9.3
oank | Pilvi) = B = [Valy ™7 > 26 (9:3)
|Vvilo=p"/2
Insbesondere gilt dann auch 8 < min{|V;|3, |Via|3} und damit
v, €S(a;i) ( ) ( )
|Vvila<pt/?
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Aus (9.3) und (9.4) folgen

3

inf v) = inf Pi(vy) + inf Py(vy) > — 9.5
[Voi]a<p?/? Qolv) [Voi]2<B1/2 (1) [Vvg|2=p1/2 2(v2) 46 (9-5)
|VU2\2=,51/2

und

inf  Qo(v)= _ inf Pi(v))+  inf  Py(vy) > §5 (9.6)
Worlomp/2 0 [Vurla=pt2 . [Wuglaprz S T A '
|Vwa|2<BY/2

Nun sei u € B(3'/2, 31/2). Die Abschitzungen (9.5) und (9.6) liefern

3
u) > inf v) = min inf v), inf v) p > =0. 9.7
Qolw) = vEB(B1/2,61/2) @olt) | Vor]2<pt/2 @olt) |Vor|p=p"/2 olt) i’ 0
|Vva|2=p"/2 |Vva|2 <2
Weiter fordern wir
2
i< (mmras) (98)
deg(ag + ay) )
und somit gilt cs(az + ay)Bl@s /2 < 1 und
1
Bl + aq)R(u) < Bez(as + ag)|Vur | [ Vug|™ < Bes(ag + aq)fl@ted/2 < Zﬂ (9.9)
Wegen (9.2) und (9.8) wihlen wir
1N\ o 1\ w 1 2
-~ _ . 1 aq]—2 _ 9 1 a1 —2 _ 9 ag+toy
ﬁ_mm{(‘l) IVl <4> Vinlz (403(C¥3+044)> }
und erhalten mit (9.7) und (9.9) die untere Schranke
3 1 1
Qs(u) = Qo(w) — Blas + an)R(u) > 18— 78 = 36> 0.
Schliellich folgt daraus die Behauptung. O

Beweis von Satz 2.7(i): Nach Lemma 4.3 finden wir ein s € R%, so dass wir eine Minimalfolge
in (u™), in A(s) betrachten. Mit Lemma 9.1 erhalten wir des Weiteren

lim Jg(u") = }‘I(lsf) Jz < 0 =min{0, my, ma}.

n—roo

Damit kénnen wir Lemma 4.6, 3.11 und 3.13 anwenden, um eine Losung u € S zu erhalten. Da
u ein lokales Minimum von Jg ist, ist u € Vi . Mit Lemma 9.2 ist

|Vui |3 + |Vus|3 < 28 — 0 fiir 8 — 0

gezeigt. O
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10 DERFALLp1<2+%<p2

10 Der Fallp1<2+%<p2

In diesem unsymmetrischen Fall p; < 2 + % < po unterscheiden sich die Geometrien von I;
und I>. Wahrend u; ein globales Minimum von [ ist, ist us eine Mountain-Pass-Losung von Is.
Somit ergibt sich @ als Mountain-Pass-Losung von Jy. Dazu betrachen wir die Mengen

A={u€eS : |Vug|s < |Viia|a}, B=0Aund C =S\ A.

Die Menge B trennt die Mengen A und C voneinander und nach Folgerung 3.5 ist m; 4+ my das
Infimum von Jy iiber B. Der Weg t +— (u1, t * U2) liegt fiir ¢ < 1 in der Menge A, wihrend sie fiir
t > 1 in C enthalten ist. Auflerdem minimiert dieser Weg das Minimax-Problem iiber die Menge
der stetigen Funktionen von A nach C. Das Maximum von ¢ — Jo(@y,t * @z) ist bei ¢ = 1 und
liefert die Mountain-Pass-Losung .

Ist >0und ry > 2+ %, sowie t > 1 gegeben, so erhalten wir aus Lemma 8.2

1 .
Ja(t *uy, u2) < mo + §|Vﬂ1|g — &\ui Pit — Be(u, r,r)t® (172 1y oo fiir ¢ — oo.
Di '

Dies zeigt, dass Jg auf B nach unten unbeschrénkt ist und dieser Ansatz keine Mountain-Pass-
Struktur liefert. Die Schwierigkeit entsteht dadurch, dass B bereits eine unbeschrinkte Menge
ist. Da sich fiir 8 eine Minimalfolge in A schwach gegen (11, 0) konvergiert, wollen wir dies nutzen
und definieren offene Umgebungen von (1, 0), die uns dann auch fiir § > 0 eine Mountain-Pass-
Struktur liefern kann.

10.1 Definition
Fiir £1,e9 > 0 definieren wir

U(€1,€2) = {U € S(al) X S(ag) : ]|Vu1|§ — |Vﬂ1|§| <é1, |VU2‘§ < 82}
sowie die Mengen

Uo(El,EQ) 2:{11, S S(al) X S(ag) : \Vu1|§ = ‘Vﬂlg — &1, |V'LL2‘§ < €2},
U1(51,€2) ::{u (S S(al) X S(CLQ) : HVU1|§ — |V’L7,1|§} S €1, |VUQ|§ = 82} und
U2(<€1782) ::{u S S(al) X S(ag) : ‘V’U,lg = ‘Vﬁ1|g + €1, |V’LL2‘§ < 82}7

deren Vereinigung den Rand von U(eq,e3) ergibt.

Abbildung 4: Die Umgebung U(ey,e3) von (%1,0) und die Randmengen U; (g1, e9) fiir i = 0,1, 2

|VUQ|2
|Viia|s Ui(e1,€2)
€2 Uley,ez) | U2(e1,e2)
} > |VU1|2
€1 €1
Vi |o
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10 DERFALLp1<2+%<p2

10.2 Lemma .

Sei my +mo > 0. Fiir 1 > <(2) g 1> V|2 und g5 = [Visg|s gilt dann

ay

inf Ji > 0.
uEBIIJI(lel,Ez) O(U)

Beweis: Nach Lemma 3.5 ist

inf{Il(ul) : |VU1|2 = S} > 0,
2#
falls s > (al) U |V, gilt. Aus

i 2\ 7w
|VU1|2 — &1 = — () |V’LL1|2 <0
(63}

folgt
UQ(€1,€2) = @
Mit Lemma 3.5 folgt
inf Jo(u) = inf Ii(ur) + inf I (u
’LL€U1(E1,€2) 0( ) u1€S(a1) 1( 1) ugGS(az) 2( 2)
[IVuy|2—|Vi|2]<er |Vusz|2=|Viz|2

> inf Il(u1)+m2=m1 + mo
u1€S(a1)

> 0.

Des Weiteren gilt fiir u € Us(e1,e2) die Bedingung

1 1
2\ 7=a1 2\ T=a71
|Vuilz = [Vaa|a + €1 > |V |2 + ((a) + 1) |Viq|a = <a) Vs 2.
1 1

Aus Lemma 3.5 und den Abschétzungen (10.4) und (10.1) erhalten wir

inf Jo(u) = inf Ii(up) + inf Is(ug) > 0.
u€Us(g1,62) 0( ) u1€S(ar) 1( 1) uz €S (az) 2( 2)
[Vuilz=|Vi]2+er [Vus|2<[ Vi
>0 =0

Aus (10.2), (10.3) und (10.5) folgt schliefllich die Behauptung.

10.3 Lemma X
Seier >0 und 0 < g3 < (%) °272 |Viia|s, dann gilt

mq < inf Jy.
6U(€1,€2)

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)
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Beweis: Die Formeln aus Folgerung 3.5 liefern uns

inf Jo(u) = inf Ii(u)+ inf  Is(usg) > maq,
u€Uo(e1,2) 0( ) u1€S5(a1) 1( 1) uz€S(az) 2( 2) !
[Vuy|2=|Vii]z—e1 [Vuz|2<ea
>ma =0
inf Jo(u) = inf Li(uy))+ inf  Is(ug) > mq und
ueUi (e1,62) 0( ) u1€S(a1) 1( 1) uz€S(az) 2( 2) !
[|Vur]2—|Vir|2|<er |Vuz|a=e2
=m1 >0
inf Jo(u) = inf Li(up)+  inf  Is(ug) > mgq.
u€Us(e1,2) 0( ) u1€S(a1) 1( 1) uz€S(az) 2< 2) !
[Vuil2=|Vai1]2+e1 [Vuz|2<e2
>ma =0
Insgesamt folgt die Behauptung. O

10.4 Definition
Wir definieren

= su inf oV T
55 51762p>0 u€dU (e1,62) R(U)
R(u)#0
2 . J()(U)
= su inf
/85 51,8220 ’U«EaU(€1752) R(u)
R(u)#0

und
Bs mi+mg <0
64: ~
65 m1 + mg > 0.

Mit Lemma 10.2 und der Abschétzung (1.6) folgt Bs > 0 fiir mq + mo > 0, wihrend S5 > 0
mit Lemma 10.3 und (1.6) folgt. Damit gilt ebenso 84 > 0.

10.5 Lemma
Sei 8 < Bs, dann existieren e1,e2 > 0 und 4 € Ul(ey, e2) sowie & € S(a1) x S(az) mit |Vig|s > 2,
so dass
max {Jg(a), Jg(a)} < inf  Jgz(u).
u€dU (e1,e2)
Gilt zusdtzlich B > 0 und ro < %, dann kann @ so gewdhlt werden, dass insbesondere Jg() < mq
gilt.

Beweis: Die Wahl von 85 impliziert die Existenz von e1,e2 > 0, so dass

. Jo(u) —my
< f _—
B uEa[IJI(lsl,sz) R('LL)

gilt. Mit Bemerkung 4.2 folgt daraus Jz > my auf OU(eq,e2). Da (t1,t * 42) € U(eq,e2) fiir
te (0, \ngib) =: I gilt, betrachten wir den Weg

g: I —-R, g(t) = J,@(’ljl,t* ’17,2) =mq + Ig(t* 17,2) — BR(ﬂl,t* ﬂg).
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10 DERFALLp1<2+%<p2

Wenden wir die obere Schranke (1.6) fiir den gemischten Term an, so folgt die Abschiitzung

1
inf  Jg(u) <infg(t) <infm Vg |2t? Cs|Vu1]5? Vi |54t = my.
v 5( )_telg()_tel 1+ 5| Vaelpt” +15|CsVa [5° Vsl 1

Damit erhalten wir ein ¢ € I, so dass @ := (t1,t*t2) € U(ey,e2) und Jg(a) < inf,ecor(c, op) J5(u)
gelten.

Nutzen wir wieder die Abschétzung fiir den gemischen Term und ag > 2 > a1, so ergibt sich
1 2 [e5]
(™1 sy, 10w wy) <3|V 3 (t—l/as) - %mug; (t—l/as)
1
Lo 2/ 2 p2 1 a2
+ 519l (1/00) " = Ejagp (11/04)
a3 [e %)
+ CalBIIVanlg () [Vl (1)

I —2/a: M1 — 1 M2 _
< - v 2t 2/043 _ - plt 041/013 - v 2t2/a4 _ 4 thag/Oé4
< 2\ 3 . |2 [D} + 2| Us; s |t|D?

—0 fiir t—o0 ——oo fiir t—o0

+ Cs|B|| Va1 |5? Vg |5*.

Somit gilt J(t~1/3 x @y, 1/ % 1y) — —oo fiir t — oo und wir erhalten fiir ein ausreichend

grofles t> <|V€T22|2)044 den Punkt (f*l/as * ﬂl,fl/a4 *xUg) =: U € S(ay) x S(az) mit

Vil |2 = [Viia|ot/* > &5 und J5(11) < infuepu (e, ez J5(w).
Sei nun zusétzlich 5 > 0 und ry < % erfiillt, so liefert Lemma 8.2

1
g(t) <my+ §|Vﬂ2|§t2 — Be(a, T‘1,7“2)t%7n2 S my fiir t — 0.

Dies liefert ein £ € I, so dass @ := (1,1 * tia) € Ul(e1,e2) und J5(@) = g(f) < my erfiillt ist. O

Des Weiteren betrachten wir ein festes 5 < 85 und wéhlen 1,5 > 0, sowie @, @ wie in Lemma
10.5.

Damit definieren wir
I'={g:[0.1] =S8 : g(0) =1, g(1) =1}

und

¢(B) = inf J .

)= e

Zunéchst haben wir fiir alle § < 85 eine Mountain-Pass-Struktur vorliegen, wie uns Lemma

10.5 zeigt. Doch fiir die Konvergenz einer geeigneten Palais-Smale-Folge ben6tigen wir, dass sich
é(B) von 0, m; und mso unterscheidet. Wegen p; < 2 + % < po erhalten wir my; < 0 < mo. Und
die Wahl von S5 liefert ¢(8) > my. Da é(8) fir 8 > 0 streng monoton in 8 fillt, konnen wir
aus dem néchsten Lemma folgern, dass é¢(8) < mj + ma < mg fiir § > 0 gilt. Nun spielt das
Vorzeichen von my + ma eine Rolle, denn fiir m; + ma < 0 reicht 35 als obere Schranke fiir 3
aus. Fiir my +mg > 0 gilt ¢(0) > 0 > my, so dass wir 8 < (5 fordern miissen, damit wir ¢(3) > 0
erhalten.
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10 DERFALLp1<2+%<p2

10.6 Lemma
Es gilt ¢(0) = my + mo und @ ist eine Losung der Minimax-Struktur von Jy.

Beweis: Nach Lemma 3.5 existiert ein g1 > 0, so dass I1(uy) > my + mgy fiir alle
u € Up(e1,e2) UUsz(e1,2) gilt. Ebenso erhalten wir fiir 9 = |Vig|q, dass

inf  I(up) =0und inf  Ih(uz) = my.
uz €S (az) uz€S8(az)
[Vuz|2<ez |Vuz|2=e2

Zusammen folgt damit Jo > my + mg auf OU (e, £2). Somit erhalten wir

¢(0) > inf  Jy > mq + mao.
BU(El,Eg)

Wir definieren ¢(t) := (4y,1 * G2) und wegen Jo o g(t) — mq fir ¢t — 0 und Jy o g(t) — —oo fiir
t — oo folgt ohne Einschrinkung

¢(0) < (r(r)laX)Joog:ml + ma.

Damit ist eine Umparametrisierung von ¢ in I' enthalten und das Minimum iiber ganz I'. Des
Weiteren nimmt Jy o ¢ das Maximum an der Stelle 1 an, so dass & = ¢(1) eine Losung der
Minimax-Struktur von Jy ist. O

10.7 Lemma R
Es gibt ein 5 > 0, so dass fir alle 0 < g < 8

inf Jg > m
au(Be,B*)

gilt, wobei a =1, falls ay > 1 und a = %, falls ay € (0,1).
Beweis: Sei f(s) das Infimum in Lemma 3.5. Dann ist f eine differenzierbare Funktion, dessen
Taylorentwicklung im Punkt so = |V |2 durch

f(I V)2 4 s) = f(|Varl2) + f/(|Vir]2)s? + o(s?) = my + a1 + o(s?)

gegeben ist. Definieren wir
U == Uo (8", B*) U U2(B%, B%),
dann folgt mit der Taylorentwicklung von f die Gleichung
inf T = inf I
Inf 1 (w) in 1(u1)

w1 €S(ar)
\Vu1|2=|Vﬂ1\2i,8“

= min inf I (uq), inf I (uq) (10.6)
u1€S(ay) u1€S(a1)
[Vui|2=|Vaq]|2—B* [Vuyle=|Vi|2+8

=min{f (V1|2 — %), f (V]2 + )}
=my + a1 % + 0(5%)'

Fiir u € 90U (827, 8%*) und S < |Vﬂ1\§/(2a) folgt

[Vurla < [Vig]z + 52 < 2|V,
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und zusammen mit (1.6)
BR(u) < Bes|Vur[5? [ Vus3* < c3(2] Vi |2)@ g e, (10.7)

Fiir 8 < |Vig|s liefert Folgerung 3.5

inf Iy(u) =  inf T —0. 10.8
[nf 2(u) etk 2(u2) (10.8)
|Vusa|2 <52

Die Anwendung von (10.6), (10.7) und (10.8) liefert

inf J > inf I I — ¢3(2| Vi |5)23 g Haa
Inf B(U)_JIEIU 1(ur) + Ia(uz) — c3(2| Vi ]2)* 8 (10.9)

=my + 04152a + O(,B2a) — 83(2|Vﬂ1|2)a3ﬂ1+a4a.

Nach Wahl von a gilt 2a < 1 + a4a, so dass die rechte Seite von (10.9) fiir ausreichend kleine 3
grofler als my ist. Das bedeutet, dass ein 81 > 0 existiert mit

JlelfU Jg(u) > mq (10.10)

fiir alle 0 < 8 < f.

Folgerung 3.5 liefert

: 1 a 1 — 12—a2 gaza
I(u1) = mp und inf Iz (ug) = 5/32 - a—2|Vu2|g 2 gz, (10.11)

inf n
u€elU; (B2e,5%e) u€lUy (B22,5%2)

Mit (10.7) und (10.11) erhalten wir

inf Jg u) >

> inf I (u) + Io(ug) — ¢3(2| Vi |o)@ giHase
veon i ) vern i ) 1(u1) + Ia(uz) — c3(2| Vs ]2)* 8

1 1 (10.12)
=my + 5,82(1 . ;|vﬂ2|g—a25a2a o 63(2|Vﬂ1‘2)a3ﬂ1+a4a.
2

Nach Wahl von a gilt 2a < 1 4+ a4a und wegen ay > 2 erhalten wir ebenso 2a < asa. Deswegen
ist die rechte Seite von (10.12) fiir ausreichend kleine § grofier als m;. Das bedeutet, dass ein

B2 > 0 existiert mit

inf Js(u) > 10.13
etn i, gy 5(u) >my ( )

fiir alle 0 < 3 < fs.

Mit 3 = min{;, B2} erhalten wir aus (10.10) und (10.13) die Behauptung. O
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Beweis von Satz 2.9: (i) Lemma 10.5 liefert die Existenz von @ und @, so dass T' eine
Minimax-Struktur induziert. Nach Lemma 3.14 existiert eine Palais-Smale-Folge, die nach
Lemma 5.5 beschréankt ist. Um schliefilich Lemma 5.6 anwenden zu koénnen, beachten wir,
dass 4 so gewihlt wurde, dass sich ¢(3) stets von 0, m; und mso unterscheidet. Daher
erhalten wir schlieflich eine Losung von (1.1) mit (1.2).

(ii) Wegen 19 < % liefert Lemma 10.5 fiir geeignete €1, 2 > 0 eine Minimalfolge
(u")n - U(e’:‘l,&‘g) mit

lim Jg(u"™)= inf  Jg(u) < Jg(@) < ms.

n—r00 u€U(e1,e2)

Wegen m; < 0 < mo kénnen wir Lemma 4.6 anwenden. Mit Lemma 3.13 und Lemma 3.11
erhalten wir schliefflich eine Lésung v von (1.1) mit (1.2).
Nach Lemma 10.7 gilt

Vi o — B2 < |Voi]s < [V |2 + 8% und |V |o < B2
fiir ausreichend kleine g > 0. Damit folgt

|V’U1‘2 — |V’111|2 und |Vv2\2 — 0 fiir 8 — 0.

11 Js eingeschrénkt auf Vj fiir p;,ps > 2 + %

Jeder kritische Punkt u von Jg erfiillt wegen der Pohozaev-Identitét die Gleichung Qg(u) = 0.
Wegen der Aussage in [6, Theorem 1.3(ii)] kann Jg |y, als natiirliche Einschrinkung betrachtet
werden. Obwohl [7] zeigt, dass das es noch offen ist, ob die Aussage wahr ist, wird jedoch gleichzei-
tig eine Alternative ausgefiihrt bei der das Funktional Jg zu j,g modifiziert wird, so dass J, 5(t*u)
konstant entlang ¢ > 0 ist. Dann wurde ausgefiihrt, dass ein kritischer Punkt von jg zZu einem
kritischen Punkt von Jg fiihrt. Die Aussagen lassen sich auch wahrscheinlich verallgemeinern. Im
Fall pi,ps <2+ % und 0 < B < 81 hat W, stets eine Maximumsstelle t,,, so dass

To(u) = Jg(tu * )
wohldefiniert wire. Somit entspricht jﬁ dem Funktional Jg |V[,+
Die Menge V[; ist nicht zu vernachléssigen, da der globale Minimierer, sofern einer existiert,

von Jg auf Vg wegen dem Niveauunterschied in V/; liegt. Der Ansatz in [7] ignoriert die Elemente
in Vl;, so dass darin enthaltene Losungen nicht gefunden werden kénnen.

Obwohl es offen ist, ob ein kritischer Punkt von Jg |y, auch ein kritischer Punkt von Jg ist,
gilt zumindest die Umkehrung. Insbesondere sind die Strukturen von J3 |y, einfacher im folgen-
den Sinne:

11.1 Lemma
Sei die Voraussetzungen und die Notation, wie in Satz 2.7 gegeben.

(i) Die Lésung v ist ein globaler Minimierer von Jg ‘VE'

(ii) Die Losung w ist der globaler Minimierer von Jg |y,.
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Beweis: (i) Das Minimum von ¥, hat stets einen negativen Wert, weswegen wir Jg(u) < 0

fiir alle u € V5~ erhalten. Des Weiteren gilt Jg(v) = ¢(3) > 0 fiir das Mountain-Pass v aus
Satz 2.7(ii). Daraus folgt v € VIBJF. Fiir jedes u € V/;r induziert die Wirkung * einen Weg
gu(t) == t*xu. Wegen ¥,,(t) = J(gu(t)) und dem bekannten Grenzverhalten von ¥,, kénnen
wir fiir g, einen geeigneten Definitionsbereich wéihlen und zu §, umparametrisieren, dass
gu € T gilt. Nun definieren wir

['={g, : ueVS}CT.
Da max;co,1) Jp(9u(t)) = Ja(u) und v € V; gelten, erhalten wir schliefflich

inf max Jg(g,(t)) = inf Jg(u) < Jg(v) = inf max J, t)) < inf max Jg(Gy(t)).
s T3 Gu(0) = I Tt < J5(0) = nf g Jo(0(0) < inf_ T3 Gu(0)

Dies liefert Jg(v) = inf JQ(VEF) und v ist ein globaler Minimierer von Jj3 \V;

Aus Lemma 5.5 erhalten wir die Koerzivitét von Jg |v,. Dadurch ist jede eine globale Mini-
malfolge (u™), von Jg |y, beschrénkt. Insbesondere kénnen wir davon ausgehen, dass (u"),,
in V5~ enthalten ist, denn falls u € V;, dann gilt entweder Jg(u) > 0 oder wir beobachten
an U, dass der Wert des Minimums stets kleiner ist als der des Maximums und wir so jede
Minimalfolge in Vj durch eine Minimalfolge in Vj~ ersetzen konnen.

Auf der anderen Seite sei s € R% so, dass inf Qg(B(s)) > 0 gilt, und (u"),, eine lokale
Minimalfolge in A(s). Nach Lemma 9.1 kénnen wir ohne Einschrinkung davon ausgehen,
dass Jz(u™) < 0 gilt. Dies bedeutet allerdings, dass ¥, ein lokales Minimum haben muss,
da es fiir 0 < 8 < B stets zwei kritische Punkte besitzt. Des Weiteren gilt Vg C A(s) nach
Lemma 3.10. Daher kénnen wir die Minimalfolge (u™),, in A(s) durch eine Minimalfolge in
Vi ersetzen.

Wir haben also gezeigt, dass sowohl eine globale Minimalfolge von J3 |y, als auch eine lokale
Minimalfolge von Jg in A(s) auf eine Minimalfolge in Vj;~ zuriickgefithrt werden kann, so

dass das lokale Minimum w auch ein globaler Minimierer von Jg |y, ist.
O

Wir vermuten, dass die Lésung aus Satz 2.7 (i) auf eine Mountain-Pass-Losung von Jg |y,
zuriickzufiihren ist. Jedoch ergeben sich bei der Einbettung des zweidimensionalen Linkings nach
Vﬁ+ technische Schwierigkeiten. Diese Beziehung motiviert uns Jg |y, zu untersuchen, da Struk-
turen auf Vj einen Indiz fiir Strukturen auf ganz S liefert. So erhalten wir aus unseren Beobach-
tungen folgendes Resultat, welches wir am Ende diesen Kapitels beweisen werden:

11.2 Satz
Seiry +ro <24 % < p1,P2.

(i) Es existiert ein 0 < Bg < 31, so dass das Funktional Jg |v, fiir alle B < B¢ eine Mountain-

Pass-Struktur zu einem Niveau oberhalb von max{mi, ma} > 0 besitzt.

(ii) Sei B >0 und es gebe ein i € {1,2}, so dass r; < % gilt, dann hat Jg |y, eine beschrinkte

Minimalfolge {u™} C V5+ mit

nl;rr;ng(u ) < my,
wobei j € {1,2}\ {i} gilt. Des Weiteren gibt es ein s € R% mit s, < |Vi|o fir k = 1,2,
so dass VBJr C C(s) und |[Vul|z < s;.
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Wenn wir davon ausgehen, dass die Minimalfolge in Satz 11.2 gegen ein lokales Minimum
konvergiert und dies eine Mountain-Pass-Losung von Js auf S entspricht, so gibt es zwei bedeu-
tende Unterschiede im Vergleich zu Satz 2.7 (ii). Erstens sind die Voraussetzungen in Satz 11.2
schwiicher und zweitens erhalten wir sogar zwei unterschiedliche lokale Minima, falls r; < %
und ry < % gelten. Dies deutet an, dass es zwei Mountain-Pass-Losungen unter schwicheren
Voraussetzungen geben koénnte. Des Weiteren kénnen wir sogar das Grenzverhalten 8 — 0 unter
weniger starken Voraussetzungen untersuchen. Insbesondere der Fall m; = mg kann betrach-
tet werden, da wir eine Komponente der Minimalfolge auf V/;' beschréanken kénnen, was fiir die

Mountain-Pass-Losung auf S bisher nicht moglich war.

11.3 Folgerung
Seien i # j € {1,2} und v € V;‘ ein lokales Minimum von Jg |Vﬁ+ mit Jg(v) < m; und

|Vuila < V|2, dann gelten

[Vuila = 0 und |Vujla — |Va,le fiir 8 — 0.

Beweis: Wir nehmen ohne Einschrankung ¢ = 2 und 5 = 1 an. Dann beachten wir, dass durch
die Voraussetzung |Vug|a < |[Viig|s und Jg(v) < my im Beweis von Lemma 8.6 bereits aus den
Behauptungen 1, 2, 5 und 6 die Abschitzungen

|Vuils > [Vig|2(1+ 8Y2)Y2 und [Vuy |, > g2

fiir ausreichend kleine 8 > 0 folgen. Zusammen mit Lemma 8.5 erhalten wir schlielich die
Aussage
|VUZ‘|2 — 0 und |V’Uj|2 — |Vﬁj‘2 fiir ﬁ — 0.

O

Kommen wir nun dazu, den Beweis von Satz 11.2 vorzubereiten. Fiir die Mountain-Pass-
Struktur von J3 |y, gehen wir wie folgt vor:

Wir konstruieren Elemente % bzw. 4 in VBJr, nahe (@1, 0) bzw. (0, ds) beziiglich der Gradien-
tennorm, so dass Jg(u) bzw Jz(@) nahe my bzw my sind. Eine geeignete obere Schranke an j3
ermoglicht es schlieflich zu zeigen, dass das globale Maximum der stetigen Wege von @ nach 4
echt grofier als max{m,,mo} ist. Dies induziert uns die Mountain-Pass-Struktur.

Um die geeignete Schranke fiir § zu formulieren, fithren wir weitere Mengen ein, die S etwas
anders zerlegt. Fiir s > 0 definieren wir zusétzlich zu den in Definition 8.4 eingefithrten Mengen
A1(s) und Ay(s) die Mengen

Fiir i € {1,2} wird S durch A;(s)U B;(s) in die zwei Mengen zerlegt. Die eine Menge enthiilt
alle u € S, so dass |Vu,|2 nach oben durch s beschrénkt ist, wihrend in der anderen Menge
|[Vu;|2 nach unten durch s beschrinkt ist. Fiir ausreichend kleine § kénnen wir dann erreichen,
dass einerseits A (s1)UAs(s2) fiir s1, s2 > 0 auBerhalb von Vp liegt und somit Vs von Vﬁ‘" trennt
und andererseits Jg auf By (s1)UBa(s2) C VﬁJr von max{mj, ma} weg beschrinkt ist. Wihlen wir
dann @ € V[;r, so dass |Viq|a < s; und 4 € V;, so dass |Via|a < s2, dann wird jeder stetige Weg
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von 4 nach 4 die Mengen Bj(s1) und Bs(s3) schneiden. Wir miissen dann nur noch die Wahl so
treffen, dass wir eine Mountain-Pass-Struktur haben.

Abbildung 5: Die Zerlegung von S durch A;(s;) U B;(s;) und von V; durch B;(s;) fir i € {1,2}

|VU2|2
A
v

B

i B
42 (52) : BQ(SQ)
S92 ‘
Al (81) :
| > |Vu1|2
S1 IV’EL1|2

Wenn wir Jg auf B;(s) oder V[;“ betrachten wollen, ist es von Vorteil, bei der Darstellung von
Jg(u) die Gleichung Qg(u) = 0 zu berticksichtigen. Wir erhalten folgende Darstellungen:

2
o) =3 (5 1) By - 5 (1= 5% ) R
—_—

>0 >0
1 1 1 1 (6%) 125)
Jp(u) = (2 - Oq) Vs[5 + (2 - Oq) [Vusls — (1 - a1> pj|u2 P

3 <1 - 0‘3;0‘4> R(u) )

1 1 a 1 1
o) = (5= ) Fui = (1= 2 ) Euapgy+ (5 - ) 1Vual
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Nun kénnen wir damit eine geeignete obere Schranke fiir 8 formulieren.

11.4 Definition
Wir schreiben

(3-2) Vo= (1-22) &forlr + (5= &) [Voa3 = mo

mB(l, 8) = Ueiéllf(s) as+ay ’
R(0)#£0 <1 - TZ) R(v)
() e (5 ) Vel - (1) e
mB(Z, S) = luelélzf(s) astagy
R(v)#0 (1 B T) R(v)

Zusammen mit m4 (3, ) fiir ¢ = 1,2 aus Definition 8.4 wihlen wir

BW = supmin{ma(i,s), mp(i,s)}
s>0

fiir ¢ = 1, 2 sowie

85 := min{ 3V, B},

Bei der Konstruktion ist es allerdings nicht unmittelbar offensichtlich, ob S positiv ist, so
dass wir uns dies genauer anschauen.

11.5 Lemma
Es gilt 0 < Bg < 1.

Beweis: Das Lemma 3.4 liefert unmittelbar m 4 (i, s) > 0 fiir alle s < |V|s.
Nun wollen wir zeigen, dass mp(2,s) > 0 fiir ausreichend kleine s gilt. Dazu definieren wir zur
besseren Ubersichtlichkeit

a(11>, b<1a2> undc(lw>.
2 (051 (&3] (651

Ti(v1) == a|Vu1]3 — my und T (ve) = a|Vue|3 — b%\vﬂg;.
2

sowie

Damit gilt nun
Ty (v1) + To(v2)

2,8) = inf
mB( ,S) Uélélg(s) CR(U)
R(v)#£0
Fir |V’U1|2 Z ‘VITL1|2 gllt
1 1 _
Tl(’Ul) Z (2 - ) ‘VU1|2 —my = 0. (11.2)
aq

Wir definieren 1
- _ ) (3)2 [Vagly  falls ay > a
. o0 falls a; < as.
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Behauptung 1:
Fir alle 0 < s < § existiert ein ¢; > 0, so dass

inf TQ(UQ) > 65
va€S(az)
[Vvz|2=s

gilt.

Beweis von Behauptung 1: Sei va € S(az) mit |Vug|s = s gegeben. Wir definieren

Fiir ag > ay folgt b < 0 und damit

a| Vo2 — b“ 022 > as? (11.3)

Gilt andererseits g < ay, dann gilt § = (%a)l/(arZ)

erhalten wir fiir 0 < s < § die Abschitzung

|Viz|z und zusammen mit Folgerung 3.5

oVl — V2l > 0 — Vo

b
= g2 (a— —|Vuz|2 ¥2g%2~ 2)

b
> 52 (a — —|Vig|3 2522 2)
Qs

=0.

(11.4)

Wegen (11.3) und (11.4) folgt Behauptung 1 mit
b
¢s = min {as2 as® — —|Vu |3~ azs‘”} .

Behauptung 2:
Fiir alle 0 < s < § und alle § > 0 gilt

Ty (v1) + To(ve)
R(v)

inf > 0.

vES
Va2 <| Vv [2<| Vi |2+6
IV’U2|2:S
Beweis von Behauptung 2: Sei v € S mit
R(U) 7£ 0, |V’L_141‘2 S |V’Ul|2 S |VI_L1|2 + 6 und |VU2‘2 = S.
Behauptung 1, die Abschiitzung (11.2) und (1.6) liefern

Ty (v1) + To(ve) S Ty (v2) S Cs S Cs
R(v) ~ R(w) T e3|Vur|$?|Vualst T cg (|[Vag|a +6)*° s

welches Behauptung 2 beweist.
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Behauptung 3:
Fiir alle 0 < s < § und alle § > 0 gilt

Ty (v1) + To(ve)
R(v)

inf > 0.

vES
[Voi|2>|Var|2+9
‘V’Uglz:s
Beweis von Behauptung 3: Sei v € § mit

R(v) #0, |Vui|a > |Viay]z2 + 6 und |Vugle = s.

Mit a3 < 2 und § > 0 folgt

[Vui]3 — [V |3 om0y IVl _ o Vi, |2
— = = |Vu [T — = > (|[Va|a +0)% — ———=——
|VU1 23 | 1‘ |V | 3 (l 1‘2 ) (|VU1|2 Jr(;)ag (11'5)
> (|V’L_61|2 + 5)270{3 ‘VU1|2 >0
Mit Behauptung 1 und den Abschiitzungen (11.5) und (1.6) erhalten wir
T1(v1) + To(v2) S Ty (v1) > (% - L) Vo3 — I (1)
R(v) ~ R(v) R(v)
N ( ) Vo3 — [V 3
T 38 [V |53
> ( ) ((IVar]a 4+ 6)°7% — |V [37%)
Cc38%4
> 0,

woraus die Behauptung 3 folgt.

Fiir 0 < s < § und liefern Behauptung 2 und 3

Ty (v1) + T (v2)

2,6) =~ inf
mB( 35) c 'uelgg(s) R(U)
R(v)#0

1 T; T: T, T
> — -min inf —1(01) + 2(1}2), inf SISV A (V1) + To(vs)

C veS R(’U) veS R(’U)

Va1 ]2<|Vv1|2<| Vi |2+6 [Vvi|2>|Viy|2+8
‘V’Uglzzs ‘V’Uglgzs

> 0.

Also folgt min{ma(2,s), mp(2,s)} > 0 fiir alle 0 < s < min {|V4]2, §}.

Analog erhalten wir auch, dass min{ma(1,s),mp(1,s)} > 0 fiir ausreichend kleine s gilt und
somit Bg > 0 ist.

Schliellich bleibt zu zeigen, dass g < 1 gilt. Dazu sei 5 < ¢. Nach Definition von fg existiert
ein s € R%r, so dass

B <min{mu(1,s1),mp(1,s1),ma(2,82),mp(2,s2)} <min{ma(1,s1),ma(2,52)}.
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11 Jz EINGESCHRANKT AUF V3 FUR p1,ps > 2+ &

Wegen B(s) C Aj(s1) U Aa(sq) folgt letztendlich

Qo(v) < inf Qo(v)

< mn —_— — < .
h vEA;(s1)UA2(s2) (043 + OL4)R(U) T wEB(s) (053 + 064)3(1}) <h
R(v)#0 R(v)#0
Wir haben gezeigt, dass 8 < 1 fiir alle § < (¢ gilt, woraus wir B < 1 erhalten. O

Als néchstes konstruieren wir die Punkte 4,4 € Vgr mit den gewiinschten Eigenschaften.

11.6 Bemerkung
Nach der Definition von ¢ gibt es zu jedem 8 < (g ein s € Ri, so dass

B < min{ma(1,s1),mp(1,s1),ma(2,82),mp(2,s2)}

gilt. Aus ma(i,s;) > 0 und Lemma 3.4 geht hervor, dass insbesondere s; < |Vig|z fir ¢ = 1,2
gelten.

Wenden wir Bemerkung 4.2 fiir 5 < mp(i,s;) an und beriicksichtigen wir die Darstellungen
(11.1), so folgt

01(s1) == inf Jg(v) —mg >0 und da(s2) ;== inf Jg(v) —mq > 0.

vEB(s1) vE By (s2)
Des Weiteren liefert 8 < min{m (1, s1),ma(2, s2)} mit B(s) C A;j(s1)UA2(s2) und Bemerkung4.2

die Bedingung

inf u) > inf u) > 0.
uGB(s)Qﬁ( )_u€A1(51)UA2(52)Q ( )

Das bedeutet, dass V;” C A(s) und Vg‘ C C(s) gelten.

11.7 Lemma
Sei e > 0 beliebig und s € ]R?Ir wie in Bemerkung 11.6. Es existieren Ty, To, T1,72 > 0, so dass wir
fiir © := (71 * U1, T2 x Uz) € C(s) und © = (71 * U1, T2 x Uz) € C(s) die Figenschaften

Qp(0),Qp(d) <0,

2

Q; Hi |~ 1p, Q3 + oy N
;(2—1)mlvi§i+lﬁl(1— . )R<v><m1+e,

Vo2 > ‘Vﬂlb,
|V172|2<€,

2 « 7] a3+«

i i 1pi 3 4 .
S (5 ) a9l (1= 25 R@) <o ve

|V1~)2‘2 > |Vﬂ2‘2 und
|V@1‘2 <e

haben.
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Beweis: Wir definieren .

7 EP1 o
t=|1+— — .
( 3(% - )mw%)

Dann gilt
aq MH1> o 1 M1 € €
Wegen a; > 2 ist £ > 1. Zusammen mit P (;) = 0 folgt
Pi(txu,) <0. (11.7)

Wir wihlen

a1 a1
. . € e o2 € o
0 < 5§ < min — —— , - — — =
Vita| (3 (% - 1) u2|u2|£;> <IBI (1 go) |Vu1|33|w254t%>

Aus § < ﬁ folgt

|V(§ * ﬂ2)|2 = §|Vﬂ2|2 < eE. (118)

1

s
’ 3 E€p2
Aus § < (3((’221)u2|ﬂ2|£§> folgt

a2 L £
(7 - 1) 6% walf2 < o (11.9)
1
ay
= £
Aus 5 < <IB|(1—O‘ ;"4)|Vu1§3Vuz|§4t”as> und (1.6) folgt
18] (1 _ % ;O“*) / 17 % |7 |5 % G2 < % (11.10)

Mit der Abschitzung (1.6) folgt
Qg(f* ’Z_Ll, S * 1_1,2) — Pl({* ’1_1,1) § |Vﬂ2|§§2 + |ﬂ|03(043 + a4)|Vﬂ1|‘2"3|Vﬂ2|§‘4fa3§a4. (1111)

Da die rechte Seite der Ungleichung (11.11) fiir ausreichend kleines § nahe 0 ist, kénnen wir mit
(11.7) ein 0 < § < § wihlen, so dass

Qp(f %y, 5 ) — Py(t* 1) < —Py(f ) (11.12)
gilt. Wir definieren nun
1 =1, Ty = 5 und damit o := (T1 % Uy, To * Usg).
Aus (11.12) erhalten wir Q(?9) < 0 und zusammen mit (11.6), (11.9) und (11.10) erhalten wir

2
(e7} Mi |~
> (5 1)

1=

. as + o
£Z+ﬁ|<1— 32 4)R(v)<m1+s.

Zuletzt folgt mit (11.8) und £ > 1
|V’l~}1|2 = |V’U,1|2t~> |V’U,1|2 und |V172|2 = ‘V(g*ﬂg)b < ‘V’I]2|2§ < €.

Die Wahl von 4 folgt analog. O
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11.8 Folgerung
Seien € > 0 und B < By. Weiter wihlen wir s € Ri wie in Bemerkung 11.6 und v,0 aus Lemma
11.7. Dann ezistieren t,t > 0, so dass @ =1 % ¥ und @ := ¢ % 0 die Figenschaften
ﬂ€V+ 5( )<m1+5, \Vﬂg|2<s,
RS VB . Jp(h) <mg+e und |Vinz <e

haben.

Beweis: Fiir ¥ gelten nach Lemma 11.7 die Eigenschaften

Qp(v) <0, (11.13)
2 i az + o
3 (7 - 1) B g+ 18 (1 - =2 4) R(9) < my + ¢ und (11.14)
Pi
=1
Vil < e. (11.15)

Mit (11.13) liefert Bemerkung 8.1 ein 0 < £ < 1, so dass £ * 0 € V;. Wir wihlen nun u = t3 * 0.

Mit (11.15) und £ < 1 folgt
|Vﬂ,2‘2 = t17|V’L~)2|2 < €.

Schliefilich erhalten wir mit (11.14) und (11.1)
i |~ a3+ oy -
) ity -5 (1- 25 ) Rea)
P _ B3 <1 043—;-044> R(ts x )

+ ~ « (03

1) /’L |p1 P4 |ﬁ‘ <1 _ 0432064> R(’l})tﬁSJr 4
+

) Zage 4161 (1- 25 [0

Die Wahl von ¢ folgt analog. O

||
M)

| 8
|
—_

N
Il
-

-1

Il
N

M\E

\t * 0]

IN
M1
I\D‘S

NE

M\E

—1)

1

-
I

> (5
> (3
> (5
> (3

IA
3

1 E.

Beweis von Satz 11.2: (i) Sei s € R3 und §;(s;) > 0 aus Bemerkung 11.6 gegeben.
Wir definieren

o = min{sl, S92, 51(81), 52(82)} falls mi1 = mo
L min{sy, s2,01(51), 02(s2), |m1 — ma|}  falls mq # mo

Die Anwendung der Folgerung 11.8 mit einem 0 < & < g; liefert @,a € V[j mit den
Eigenschaften
Jﬁ(a) <mi+e<m +52<52)= inf Jg(u)
u€Ba(s2)
und

Jg(ﬁ) §m2—|—5<m2+51(51): inf Jg(u)
u€Bi(s1)
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Nun definieren wir
'={g:[0,1] — V; stetig : ¢(0) = @ und g(1) = a}.
Nach Wahl von @ und 4 folgt aus Lemma 11.7 und Folgerung 11.8, dass es
F1, 7o, 8, 1, T2t > 0
gibt, so dass } )
U=t (T x Uy, To*xUz) und @ =t * (71 * Uy, To * Ug)
gilt. Somit definieren wir
g:[0,1] = V5, g(t) =7 ((£- (1 = )71 + t71)) * (- (1= t)Fs +tF2)) xUa) .

Nach Lemma 3.2 und Bemerkung 8.1 ist g eine Komposition stetiger Funktionen. Insbe-
sondere gelten g(0) = @ und g(1) = @ und damit g € T'. Folglich ist T nicht leer.

Nun zeigen wir, dass jede Kurve g € T die Menge Bj(s1) schneidet und analog folgt, dass
sie auch die Menge Bs(s2) schneidet. Dazu definieren wir die stetige Funktion

h:10,1] = R, h(t) := |Vg1(t)[2.

Die Eigenschaften aus Folgerung 11.8 sowie 4,4 € ij C C(s) liefern

h(0) = |Van]2 > s1 und A(1l) = |Visla < € < s1.
Der Zwischenwertsatz liefert ein ¢; € (0,1), so dass h(t;) = s;. Dies liefert

g(t1) € {u € S(a1) x S(az) : |Vug|z =s1}NVs.
Durch die Wahl von s ist jedoch A;(s1) NV = @. Wir erhalten damit

{u € S(a1) x S(az) : |Vuzlz = s1} NVs = By(s1).
Somit gilt g(t1) € B1(s1)-
Wir definieren nun

B .= Bl(sl) mo > My
BQ(SQ) mo S m.

Dann trennt B die Punkte u und @ voneinander, so dass jeder stetige Weg die Menge B
schneiden muss. Ist ms > my, dann gilt
max{Jg (1), Jg(4)} < max{mi + &, mg + e} < max{me, ma + d2(s2)} = ma + d2(s2)

= inf J = inf J .
uEIBI}(m) ﬁ(u> uHElB ’B(u)

Fiir m; = mo erhalten wir

max{Js(a), J(4)} < max{mi +¢e,mo+e} =mq+¢e<mq+d(s1)

= inf  Js(u) = inf Jg(u).
et 5(u) nf 5(u)

SchlieBlich folgt mit mo < my

max{Jg (1), Jg(4)} < max{mi + ¢, mg + e} < max{mi + d1(s1),m1} = m1 + d1(s1)

— inf  Ja(u) = inf Js(w).
L 5(u) [nf 5(u)
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(i)

In allen Fillen haben wir
max{Js(u), Ja(4)} < max{mi,ma}+¢e < igjfg Ja(u), (11.16)
u

welches uns eine Mountain-Pass-Struktur zum Niveau

¢(B) := inf J t
¢(f) = inf max Jgog(t)

liefert. Insbesondere liefert (11.16)

é(p) > ulrelfB Jg(u) > max{mi, ma}.

Ohne Einschrankung sei r1 < % und wir definieren
Di(s1) :={ue V5 : [Vuily < s1}.
Dann gilt D1 (s1) = Bi(s1). Sei nun 0 < < f und s € R3 so gewihlt, dass
B < min{ma(1,s1), ma(2,s2), mp(l,s1), mp(2,s2)}
gilt. Dann folgt aus 8 < mp(1, s1) und Bemerkung 4.2

inf  Jg(u) > mo. 11.17
u€EB1(s1) B( ) 2 ( )

Mit € = s; liefert Lemma 8.3 ein @ € Di(s1), so dass Jz(4) < mg. Zusammen mit (11.17)
erhalten wir

inf  Jg(u) < Jg(a) <mo < inf  Jg(u).
u€D1(s1) ﬁ( )_ B( ) 2 u€dD1(s1) B( )

Dies zeigt, dass Di(s1) eine geeignete Menge fiir eine Minimalfolge ist. Fiir jede Folge
(u™)y, € D1(s1) gilt [Vul|a < s7.
Da Jg \V; nach Lemma 5.5 koerziv beziiglich der Gradientennorm ist, folgt unmittelbar

die Beschrinktheit jeder Minimalfolge in Vg.
O
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12 Beriicksichtigung der Topologie von Vj fiir die Existenz
lokaler Minima

In Kapitel 4 haben wir gezeigt, dass wir durch die Wahl von (; fiir alle 0 < 8 < f; eine
beschrinkte Menge A(s) wéhlen koénnen, so dass das Infimum von Qg iiber deren Rand positiv
ist. Somit lieB sich in Lemma 4.3 zeigen, dass das Infimum von Js iiber den Rand von A(s)
strikt grofer als iiber A(s) ist. Jede Minimalfolge in A(s) ist beschrinkt und konvergiert wegen
dem Niveauunterschied nicht gegen den Rand B(s). Die Wahl der speziellen Form von A(s) ist
aber nicht sehr zweckméfig, denn erstens benotigt der Beweis von Lemma 4.3 nicht die spezielle
Form von A(s) und zweitens ist aus dem Beweis von Lemma 11.1(ii) zu entnehmen, dass wir
ohne Einschrinkung davon ausgehen koénnen, dass die Minimalfolge in V!{ liegt. Somit liefern
Subniveaumengen von g eine natiirliche Umgebung von V3. Jedoch sind die Subniveaumengen
von (g unbeschréinkt, so dass wir dazu iibergehen, eine geeignete Teilmenge davon zu nehmen,
welche sowohl beschrankt ist als auch Vs enthélt. Fiir d > 0 betrachten wir dazu die beiden
Mengen

A(d) :={ue 8 : &,(t) <d fir alle t € (0,1]}
={ues : txue QEI((—oo,d)) fiir alle t € (0,1]}

und

A(d) :={u €S : ®,(t) <d fiir alle t > 1}
={ues : txue le((—oo,d)) fiir alle ¢t > 1},
deren Vereinigung le ((—00,d)) und deren Rinder zusammen die Niveaumenge le(d) bilden.

Weiter beobachten wir, dass A(d) eine Umgebung von V5~ und A(d) eine Umgebung von Vi
bildet.

Abbildung 6: Die Umgebung A(d) von V;~ und A(d) von Vg‘ fiir geeignetes d

‘VUQ |2
A

- - > [V o
Vs V,B+ A(d)
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Unser Ziel ist es, ein geeignetes d zu finden, so dass A(d) beschrinkt ist, was fiir ausreichend
grofle 8 > 0 nicht der Fall ist. Wir werden zeigen, dass

By :=inf{8>0 : VBO # 0}.

eine geeignete scharfe Grenze ist, in dem Sinne, dass sich fiir 0 < 8 < Bl ein d finden lésst, so
dass A(d) beschrénkt ist, wihrend fiir 8 > 1 die Menge A(d) fiir alle d > 0 unbeschrankt ist.

12.1 Bemerkung e Seip;,ps <2+ % <ry+ryoderry +ry <2+ % < p1,p2, dann kann
U, fiir jedes u € S mit R(u) # 0 streng monoton fallend sein, falls 5 > 0 ausreichend grof3
ist. Wir kénnen v € S so wihlen, dass |Vv;|a = |Vu;|2 und |vgp, < |wglp, fir i = 1,2 und
R(v) < R(u) gelten und ¥/ zwei Nullstellen ¢t~ < ¢ besitzt. Da die Koeffizienten von ¥,
stetig von u abhingen, ldsst sich v sogar so wiihlen, dass [tT —¢~| beliebig klein ist. Mit der
Stetigkeit von t ++ t x v, tT x v € VBi und dist(Vj, Vgr) < |tT x v — t~ * v| folgt schlieBlich
dist(Vy, V57) = 0.

e Es kann ein v so gewihlt werden, dass ¥/ genau eine Nullstelle und damit ¥, einen Sat-
telpunkt hat. Dies liefert, dass die Menge {f > 0 : Vﬁo # (0} ein Intervall ist und fiir

0<pB< Bl jedes @, fiir u € S mit R(u) # 0 stets ein Minimum und ein Maximum haben
muss.

Die Bemerkung zeigt auch, dass wir fiir g > /3’1 die Elemente aus VBO stets durch eine Folge
aus Vg und VB+ approximieren kénnen. Daher kann Vé) als Rand von Vs und VB+ betrachtet

werden, welches die beiden Mengen verklebt. Auf der anderen Seite gilt fiir 0 < 8 < By jedoch
dist(Vﬂ_, Vﬂ+) > 0, so dass sich die Komponenten Vﬂ_ und VB+ trennen lassen. Dies zeigt, dass die

Topologie von Vg sich fiir 0 < 8 < Bl und 8 > Bl unterscheidet.
Da das lokale Minimum in Satz 2.5(i) und Satz 2.7(iii) als Grenzwert einer Minimalfolge in V"

erhalten wird, ist Bl eine naheliegende Schranke fiir 5. Dies beruht auf unserer nicht bewiesenen
Vermutung, dass eine Minimalfolge in V[; schwach gegen ein Element in Vg konvergiert, wenn

B8 > Bl gilt. Die Elemente der Menge Vﬂo werden mit entarteten kritischen Punkten der Funktionen
V¥, assoziiert, so dass es fraglich ist, ob wir damit einen kritischen Punkt von J3 erhalten.
Wir kommen also damit zu folgendem Resultat:

12.2 Satz
Es gelte

e p1,p2 <2+ & <11 +7r2 und 2 < N <4 oder
°p17p2<2+ﬁ<2+%<7“1+7“2 und N > 5 oder
] T1+T2<2+%<p1,p2 und 2 < N < 4.

Dann hat Jg fiir 0 < 8 < By ein lokales Minimun u mit Jg(u) < min{0,m1, ms}, welches fiir ein
A1, A2 < 0 eine Lisung von (1.1) mit (1.2) ist.
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Dieses Resultat kann als Optimierung von Satz 2.5(i) und Satz 2.7(iii) gesehen werden, da
Bl > (1 gilt. Wir beweisen diesen Satz am Ende dieses Kapitels. Dazu brauchen wir nur zu
zeigen, dass es fiir 0 < § < Bl ein geeignetes d > 0 gibt, so dass A(d) eine geeignete Umgebung
von Vg ist, um dann mit Hilfe der Lemmata in Kapitel 4 das Resultat zu erhalten.

12.3 Lemma R
Sei p1,pe < 2+ % <ri+mry oderry+ry <24+ % < p1,p2. Weiter sei B >0 und v € S gegeben,
so dass wir ein d € ®,((0,00)) N[0, 00) wihlen konnen. Dann ezistiert C > 0 unabhingig von v,

so dass
min ®; ! (d) < C,

gilt.

Beweis: Zuerst definieren mit ¢, := min ®,!(d) die erste Stelle, wo ®, den Wert d annimmt. Zu
zeigen ist, dass t, unabhéngig von v durch ein C' > 0 beschréinkt ist.
Fiir den Fall p1,p2 < 2+ % < 11+ ro wihlen wir ein £ > 0 so, dass

2

g(t) ==t — Z aicit™ — Bécz(ag + ay)ts T
i=1

fiir t > 0 zwei d-Stellen hat und nennen die erste d-Stelle ty > 0.

Angenommen, R(v) ist nach oben durch £ begrenzt, so beriicksichtigen wir die Abschétzungen
(1.4) und (1.6) und folgern ®,(t) > g(t). Da ®, nicht mehr als zwei kritische Punkte hat, folgt
zusammen mit dem Grenzverhalten, dass ¢, durch ¢y beschrinkt ist.

Andernfalls gilt R(v) > ¢ und wir erhalten

Dy (t) <7 — B(as + ag)t® T =12 (1 — B(as + aq)t™>T*72)

Wegen az + ay > 2 folgt ®,(t) < 0 fiir alle t > t; := (B&(az + ay)) "V (@3F1=2) Somit ist ¢,
durch t; beschrankt.

Insgesamt folgt, dass ¢, unabhéingig von v durch max{tg,t;} beschrinkt ist.
Fiir den Fall vy +79 <2+ % < p1,p2 wahlen wir ein £ > 0 so, dass

2

h(t) =12 =Y 0ieiét™ — Bes(as + o)t o
i=1

fiir t > 0 zwei d-Stellen hat. Falls |u;[p: < & fiir @ = 1,2, erhalten wir ®,(t) > h(t). Andernfalls
gibt es ein j = 1,2, so dass |u; §§ > ¢ gilt und wir

B,(t) < 2 — ;B e
Dj

erhalten. Analog zum vorigen Fall erhalten, eine von v unabhéngige Schranke fiir ¢,. O
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12.4 Folgerung
Sei p1,pe < 2+ % <ry+rg oderry+re <2+ % < p1,p2. Fir alle 8 > 0 ist Vﬁ_ beschrankt.

Beweis: Fiir ein u € V~ definieren wir ¢, := \/[Vu;[3 + [Vua|5 und zeigen, dass ¢, unabhiingig
von u beschrinkt ist. Aus den Eigenschaften der Funktion ®, folgt, dass 1 die erste Nullstelle
von ®,, ist. Nun setzen wir v := ¢, xu € S. Durch die Reskalierungseigenschaft @, (t) = @, (¢ 't)
folgt, dass t, die erste Nullstelle von ®,, ist. Nach Lemma 12.3 ist jedoch ¢, unabhingig von v
und somit unabhéngig von u beschrinkt, was zu zeigen war. O

12.5 Lemma
Sei p1,ps < 2+ % <r1+7r9 oderry +1ro <2+ % < p1,p2. Fir ¢ > 0 definieren wir

Bi(c) :=sup{B >0 : Fiir alle u € S, so dass ®, 2wei Nullstellen t, <t hat, gilt t} —t, >c}

sowie

B == sup BI(C)'

c>0

Dann gilt B = Bi.

Beweis: Zuerst sei g > Bl gegeben. Nach Bemerkung 12.1 gilt V,é(’) # () und damit auch 8 > 3.
Dies zeigt das Verhéltnis b1 < Bl . R

Als Néachstes betrachten wir 5 > 81 und zeigen, dass dann auch 8 > §; gilt, um die Behauptung
zu erhalten.

Fiir jedes 8 > 0 konnen wir ein u wihlen, so dass |u;[bi fiir i = 1,2 und R(u) ausreichend
klein im Verhéltnis zu |Vuy |24 |Vug|3 ist und somit ®,, zwei Nullstellen hat. Deswegen ist 3 > 3
dazu #dquivalent, dass eine Folge (u™), in S existiert, so dass ®,» zwei Nullstellen t, <t} mit
der Eigenschaft ¢} — ¢~ — 0 hat.

Sei v™ die Schwarz-Symmetrisierung von u™ ist. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften
der Symmetrisierung, vergleiche [17, Seiten 72-75], gilt v™ € S und ®,n < Byn. Somit liegen die
Nullstellen von ®,» zwischen den Nullstellen von ®,~». Falls ®,~» fiir ein n nur eine oder keine
Nullstelle hat, dann liefert Bemerkung 12.1, dass VﬁO # () und damit 8 > Bl gelten. Dies wiirde
den Beweis abschlieflen. Deswegen nehmen wir an, dass ®,» zwei Nullstellen fiir alle n € N hat.
Aus diesem Grund koénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass im Folgenden alle Folgen
(u™),, eine Folge Schwarz-symmetrischer Funktionen sind.

Nun wahlen wir ein £ > 0, so dass die Funktion

2
ft) =1t — Z ciai&tai — BE(az + ay)trsto
i=1 pi
zweil Nullstellen t]? < t;f und die Funktion
2 .
g(t) :=1t* — Z ciai&@fo‘i — Blaz 4 ay)tstos
: Di
=1

zwei Nullstellen ¢~ < t'g*‘ besitzen.
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Behauptung 1: R
Sei (u™),, eine Folge in S, so dass fiir die Nullstellen ¢, < ¢ von @, gilt t;7 — ¢, — 0, dann
existiert ein N € N, so dass

(i) R(u™) > ¢ fir alle n > N gilt und
(ii) esein i =1,2 mit [u}'[P > & fiir alle n > N gibt.

Beweis von Behauptung 1:

(i) Wir betrachten zuerst ein u € S, so dass 0 < R(u) < & gilt. Dann folgt ®, > f unmittelbar
aus den Abschéitzungen (1.4) und (1.6). Wegen dem Grenzverhalten von ®,, erhalten wir,
dass ®,, zwei Nullstellen ¢, < tj; hat und diese die Ungleichung ¢;; < tJT < t;{ < tj erfiillen.
Folglich erhalten wegen der Abschétzung 7 — ¢, > t;{ —tz, dass 7 —t;; unabhéngig von
u von 0 weg beschrinkt ist. Da der Abstand der Nullstellen von ®,» gegen 0 konvergiert,
muss R(u) > £ fiir grofie n folgen.

(ii) Im Wesentlichen wird dies analog zu (i) bewiesen. Falls fiir ein u € S gilt 0 < |u; b < & fiir
i = 1,2 gelten, dann liefert uns ®,» > g die Abschitzung ¢} —t; > t; —t, und schlieBlich
die Behauptung.

Behauptung 2: R
Sei (u™),, eine Folge in S, so dass fiir die Nullstellen ¢, < ¢ von ®,» gilt t7 — ¢~ — 0, dann
folgt ¢, 4 0.

Beweis von Behauptung 2: Angenommen, es giibe eine Folge (u"),, so dass t — ¢~ — 0
und ¢;; — 0.

Im Fall py,ps <2+ % < 71 + re betrachten wir

2
. i i _
g;(tn)al :>ZQ7;Z‘U? gz (tn)al < (tn )2
1=1

2
i
= E aip—z\u?
i=1

Wegen ¢, — 0 und oy, an < 2 erhalten |u?|,, — 0 aus (12.1). Damit folgt u; — 0 in LPi (RY) fiir
i = 1,2. Des Weiteren berticksichtigen wir, dass die Menge S als Teilmenge von ‘H beschrankt ist,
so dass u; fiir 4 = 1,2 in allen Rdumen LP(RY) fiir 2 < p < 2* konvergiert. Dies bedeutet u; — 0
in LP(RY) fiir alle 2 < p < 2* und schliefllich R(u™) — 0 im Widerspruch zur Behauptung 1.

2
0=y (t;) < ()% - Zai%w
=t (12.1)

gi < (t;)Q—max{ozl,ag} ]

Im Fall r + 79 <2+ % < p1,p2 beobachten wir

0= Bun(ty) < (1) — Blos + au) Ru™)(57)™57 =Blos + ) R(™) (1) < (1)
=0B(as + ag)R(u™) < (t;; )2 (@staa),

Dies liefert zuniichst R(u™) — 0. Durch die Annahme, dass u” Schwarz-symmetrisch ist, kénnen
wir daraus folgern, dass u™ punktweise fast iiberall gegen 0 konvergieren muss. Da (ul'), in
LP(RY) fiir alle 2 < p < 2* konvergiert, muss der Grenzwert jeweils 0 sein. Insbesondere gilt
dann auch |u? Pi — 0 im Widerspruch zur Behauptung 1.
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Fiir die néchste Behauptung erweitern wir die Notation von ®,, zu ®,, g, um die Abhéngigkeit
von 3 deutlich zu machen.

Behauptung 3: R
Es existiert ein 8/ > 3, so dass fiir alle 8 € (8,8'] ein u € S existiert, so dass ®, g~ keine
Nullstellen hat.

Beweis von Behauptung 3: Sei (u"), eine Folge in S, so dass fiir die Nullstellen t, < tF
von ®,n 5 gilt ¢t — ¢, — 0.
Nach Lemma 12.4 ist VE beschrankt, so dass wir wegen ¢, * u™ € V/; und der Gleichung

2 2
Do IVuil3= | DIVt *u)il3
i=1 i=1

die Beschrénktheit von (¢ ), erhalten. Daher gehen wir zu einer konvergenten Teilfolge iiber.
Unter Beriicksichtigung von Behauptung 2 konvergiert (¢ )n gegen ein t~ > 0. Aus der Konver-
genz folgt, dass wir ein Ny € N mit der Elgenschaft to > t* fiir alle n > N; wahlen konnen.
Nun wihlen wir 8 > 8 im Fall p1,py < 2 + ~ <11+ r so, dass

= az+aq
B =B < (az+ aq)é (2) (12.2)
gilt. Anschlieflend betrachten wir 8” € (8, 8] und wihlen Ny € N, so dass
(t5)? = (t,)* < (8" = B)? (12.3)
fiir alle n > Ny gilt. Nach Behauptung 1 gibt es ebenso ein N3 € N, so dass
R(u™) > ¢ (12.4)

fiir alle n > Nz gilt. Schliefflich definieren wir v := wmax{N1,N2,Na} ypd t;ﬁ < t+ﬁ als die
Nullstellen von ®,, 3. Weiter erkennen wir, dass die Nullstellen von ®, g~ in (¢, 4,t, 5) liegen

miissen. Deswegen reicht es zu zeigen, dass ®,, g (t) < 0 fiir alle ¢ € (tgﬁ, M ﬁ) gilt. Nach Wahl
von u sowie (12.2), (12.3) und (12.4) erhalten wir

Do prr (t) =Pu,pr (t) — Pu 6“(?5;5) + @u,p(t, )
=2 — (¢t~ Z al H |ul

+ @up(t, 5) — (ﬁ” - ﬁ)(a:s +au)R(u)(t, )"
<(t55)* — (t; 5)? = (8" = B)(as + ag) R(u)(t, 5 Fo

—\ a@3tay
<(8" = 8~ (8" = B)aa + e (5 )

=(8" - B) ((5” —fB) — (a3 + ag) (15—)‘134”14) <0.

I = (1,0)) = Blas + an R = (1, 5)7)

)

2

Damit ist Behauptung 3 bewiesen. .
Nach Bemerkung 12.1 liefert Behauptung 3 ein /3, so dass Vg # 0 gilt und somit 8’ > f;.
Insbesondere folgt 8 > 1, welches den Beweis fiir p1,ps < 2 + % < 11 + ro abschlieft.
O
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12.6 Lemma
Sei B > 0 und p1,po <2+% <ry+ry oderry + 1y <2+% < p1,p2. Fir
d(B) = inf max®,(t) >0

uesS t>0
R(u)#0

gilt d(B) > 0 genau dann wenn 8 < By.

Beweis: Fiir § > Bl nutzen wir Bemerkung 12.1, um ein v € S zu erhalten, so dass ¥, nur
einen Sattelpunkt hat. In dem Fall gilt ®, < 0 und wir erhalten d(3) = 0. Falls 8 = B =P
gilt, dann existiert nach Wahl von £; eine Folge (u"), C S , so der Abstand der Nullstellen
t, < ti von ®,n fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Weiter definieren wir ¢, € (¢, ,t}), so dass
Dy (tn) = maxysg Pyn (t) gilt. Nach Folgerung 12.4 ist Vi beschrankt und damit auch ¢, , so dass
wir zu einer konvergenten Teilfolge iibergehen konnen. Sei nun t* der Grenzwert von (¢, )., so
ist dieser auch der Grenzwert von (¢,), und (¢),. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
liefert
Dy (tn) = Pun (tn) — Pun(ty,) = 4 (10) (tn — 1)

fiir ein 7, € (t,,ts). Dies liefert 7, — t*. Wenn wir zeigen, dass ®y,n(7,) gleichméfig in
n beschrinkt ist, dann folgt ®,n»(t,) — 0 und damit d(8) = 0. Dies erhalten wir mit den
Abschitzungen (1.4) und (1.6), sowie der Beschréinktheit von 7, und

2
|®un (Tn)l S Tg + ZO{i%CiTg‘i + ,B(O[3 + O[4)637.70;3+044.

i=1 t
Es bleibt also noch zu zeigen, dass fiir 8 < B folgt d(B) > 0. Sei also 8 < Bl = f3; und wir neh-
men an, dass eine Folgen (u™),, C S und (t,), C (0, 00) existieren mit ®yn (t,) = maxesg Pyn (t),
so dass Dy (t,) — 0 gilt. Wir definieren anschlieffend 7, := \/2?21 |Vu?|2 und damit

o™ := 77 % u” und s, := T,t,. Dann gelten v™ € S, R(v") # 0 und

Dy (5) = P Tutn) = Bun (tn) — 0.

—1,a(
Tp = *u™

Dies liefert uns mit (1.4) und (1.6) die Beschréinktheit der p;-Norm von v} und die Beschrinktheit
von R(v™). Somit existieren Zahlen By, By, C' > 0, so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge

i
o —

4

v’ b — B; und B(az + ag) R(v") = C

gelten. Des Weiteren seien s, < s, die Nullstellen von ®,». Da s, * v™ in der nach Lemma 12.4
beschréinkten Menge V"~ liegt, folgt aus der Abschitzung

2 2
Spo= 5, |VO3 = |Vs, #0f3
=1 =1

die Beschranktheit der Folge (s,, )n. Somit konvergiert eine Teilfolge gegen s~ € [0,00). Erneut
wihlen wir eine Teilfolge, so dass auch (s,), gegen s* und (s;}), gegen s™ mit s,sT € [0, 0]
konvergieren.

Nun betrachten wir verschiedene Félle und fithren jedes zu einem Widerspruch.
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Fall 1: s < s*.
Sei s € (0,s*). Dann existiert ein N € N, so dass alle n > N gelten s, < s < s, und damit

0= (I)UW(S;) S (I)vn(s) S (I)’U"" (Sn) — 0.

Andererseits gilt @, (s) — 52 — Zle B;s* — C's*st Zusammen folgt
2

s — ZBiSO” — Cs*T = ( fiir alle s € (57, 5%).
i=1

Dies ist aber nicht moglich und somit ein Widerspruch.

Fall 2: s~ = s* < sT
In diesem Fall erhalten wir analog wie in Fall 1 einen Widerspruch, indem wir s € (s*,s7) be-
trachten.

Fall 3: s~ = s* = s+
Nach Wahl von g; ist dies unmittelbar ein Widerspruch zu Lemma 12.5.

Insgesamt fiihrten alle Fille zum Widerspruch, so dass die Annahme widerlegt und die Be-
hauptung gezeigt ist. O

Wihlen wir ein 0 < d < d(8), dann nimm jedes ®,, den Wert d zweimal an. Dies liefert uns
eine angenehme Darstellung fiir den Rand von A(d):

B(d) := 0A(d) = {u e S : 1ist die erste d-Stelle von ®,}
Mit Hilfe von B(d) werden wir nun zeigen, dass A(d) eine beschrinkte Menge ist.
12.7 Lemma

Sei p1,p2 < 2+ % <ri+re oderry +ro <24 % < p1,p2 gegeben, sowie B> 0, d > 0 und d(5)
aus Lemma 12.6. Dann ist A(d) beschrinkt, falls d < d(8) und unbeschrinkt, falls d > d(5).

Beweis: Sei zuerst d < d(f) und u € A(d). Dann gelten @, () < d fiir alle t <1 und ¢, > 1 fiir
die erste d-Stelle von ®,,. Nach Lemma 12.3 ist B(d) beschrénkt, also existiert ein C' > 0, so dass

S22 [Vuil3 < C fiir alle v € B(d) folgt. Dies liefert zusammen mit ¢, * u € B(d) schlieBlich

2 2
S IVuild =t D[Vt xu)l3 < C
=1

i=1

und damit die Beschrianktheit von A(d).

Sei nun d > d(f), dann existiert ein u € S, so dass ®,,(t) < d fiir alle ¢t > 0. Damit gilt jedoch
txu € A(d) fiir alle t > 0, da Py (s) = @, (ts) < d fiir alle s € (0, 1] gilt. Dies liefert

2 2
Z |V (t*u);|3 =12 Z V|3 — oo fiir t — oo.
i=1 i=1
schlieBlich die Unbeschrianktheit von A(d). O
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Nun folgt schliefSlich der Beweis des Resultats.

Beweis von Satz 12.2: Falls 0 < 3 < f;, dann ist d(B8) > 0 nach Lemma 12.6. Lemma 12.7
liefert die Beschrianktheit von A(d) fiir 0 < d < d(8). Aus den Eigenschaften der Funktionen @,
folgt, dass die Mengen A(d) und B(d) C le(d)7 die Anforderungen an A und B aus Lemma 4.3
erfiillen, so dass dessen Anwendung uns eine geeignete Minimalfolge in (u™),, in A(d) liefert.

Fiir p1, ps <2+% <ri+round 2 < N <4 oder py,p2 <2+ﬁ <2+% <71+ 7ry und
N > 5 beachten wir, dass @ ein globaler Minimierer von Jg ist und damit ist 1 die erste Nullstelle
von Qq(t * ). Deswegen folgt

Py(t) = Qo(t*xu) — BR(txu) < Qo(t xu) <0 < d fiir alle t < 1.
Daher ist @ € A(d) und

nh_)n;o Ja(u") = ;11?5) Jg < Jg(a) < Jo(@) = my + me < min{0, mq, ma}.
Falls ri + 79 < 2+ % < p1,p2, dann gilt mq, ms > 0 und wir miissen nur begriinden, dass das
Infimum von Jp iiber A(d) negativ ist. Dies folgt jedoch daraus, dass fiir V;~ in A(d) enthalten
ist und alle Minimumsstellen von ¥,, einen negativen Wert haben.
Wir koénnen in allen Fillen Lemma 4.6 anwenden, um eine geeignete beschrinkte Palais-
Smale-Folge {u™} C S zu erhalten. Wenden wir nun Lemma 3.11 an, dann reicht es zu zeigen,
dass der Grenzwert der Folgen {A\?} C R negativ ist, was wir allerdings mit Lemma 3.13 erhalten.

Schliefllich konvergiert {u"} stark in L? gegen u und u ist eine Lésung von (1.1) mit (1.2).
O

13 Optimierte Kontrolle der Werte von Jg

Die Idee hinter der Wahl der Schranke (5, war die Ableitungen der Funktionen ¥, zu kon-
trollieren, so dass fiir ein s € R3 das Infimum von Jg iiber B(s) grofer ist als iiber A(s) aus
Definition 3.8. Statt iiber die Ableitungen zu arbeiten, kann man die Schranke fiir 5 so wihlen,
dass direkt die Werte von Jg kontrolliert werden.

Dies war auch der Ansatz in [15], bei der gezeigt wurde, dass fiir ausreichend kleine 3 ein
r > 0 gibt, so dass

inf J 0 inf J
ek, p(u) <0< wedk, a(w),
wobei K, = {u € S : |[Vui|3 + |[Vuz|3 < r?} und 0K, = {u € S : |Vui|3 + |Vua|3 = r?} gilt.
Analog gibt es auch s € Ri, so dass

inf J, <0< inf J

fiir ausreichend kleine g gilt. Wie auch bei 81 wére eine geeignete obere Schranke

5 o Jo(w)
B1 = sup inf )
! SGRI%_ u€eB(s) R(u)

R(u)#0

Es ist offen, ob die Mengen der Form K, oder der Form A(s) besser geeignet sind und welche obere
Schranke grofier ist. Der Einfachheit halber untersuchen wir nur den Fall py, ps < 2+ % <ri+ry
und Mengen der Form A(s). Alle folgenden Aussagen lassen sich auch so modifizieren, dass sie
sich auch fiir Mengen der Form K, oder die Félle ry + 19 < 2+ % <pi,p2und p1 < 2+ % < pa
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anwenden lassen.

Zuerst stellen wir fest, dass das lokale Minimum im Fall p1,ps < 2 + % bereits fiir § = 0
den Wert Jo(a) = mq + me < 0 annimmt. Daher ist es zu stark zu fordern, dass fiir 8 > 0 die
Funktionswerte grofler als 0 auf einer Menge B(s) sein soll. Stattdessen reicht es auch aus zu
fordern, dass Jg auf einer Menge B(s) grofier als Jo(@) sein soll, denn der Wert des Minimums
wird fiir > 0 kleiner als Jo(@) sein.

Um zu gewiihrleisten, dass das Infimum iiber A(s) kleiner als iiber den Rand ist, reicht es aus,
das s so zu wihlen, dass u € A(s) liegt. Dann folgt

inf J,g(A(S)) < Jﬁ(ﬂ) < Jo(ﬂ) < inf Jg(B(S))

Deswegen definieren wir zunéchst

= f
By f;gl ueuflz(s) R(u)
s:>| V| R(u)#0

Aus Folgerung 3.5 kann man entnehmen, dass s; > [V|y fiir i = 1,2 keine Einschrédnkung ist
und ebenso dies ohne Einschrinkung bei 5, gefordert werden kénnte.

13.1 Bemerkung
Sei X eine Menge und S,T: X — R, sodass T > 0 und T # 0 auf X sowie sup7T(X) < co und
inf S(X) > —oo gelten. Weiter seien ¢ < ¢, dann gilt

. S(z) —c¢ . S(x)—¢ c—c
inf inf
455, T@ o eex  T@) — supT(X)

13.2 Folgerung
Es gilt 5, < ﬁ(l).

Jo (t*a@)
R(txu)

Supremum von Bl als auch bei ) nur s € Rf_ in einer beschriankten Menge betrachtet werden
muss. Des Weiteren liefert Bemerkung 13.1 uns

Beweis: Wegen — 0 fiir ¢ — oo konnen wir davon ausgehen, dass sowohl bei dem

. Jo(u) — (my +ma) . Jo(u) Imy + mea|
inf = inf .
ueB(s) R(u) ueB(s) R(u) = sup R(B(s))
R(u)#0 R(u)7#0
Da s beschréankt ist, ist % von 0 weg beschrankt und wir erhalten 51 < B)- O

Fiir 8 < (1) folgt die Existenz von einem s € Ri, so dass
inf Jg(B(s)) > mi + mq

und 4 € A(s), so dass

inf J3(A(s)) < Jsg(u) < Jo(u) = m1 + mo
gilt. Damit sind wir in der Situation, dass eine Minimalfolge in A(s) analog zu Kapitel 4 zu einer
Losung fiihrt.
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13 OPTIMIERTE KONTROLLE DER WERTE VON Jj

Jedoch ist leicht zu sehen, dass (1) auch keine ideale Schranke bildet, denn das Niveau des
lokalen Minimums ist fiir alle 8 > 0 echt kleiner als my + mso.

Wenn wir daher mit 3 nahe bei (1) sind, liefert der Ansatz nur eine Menge B(s), so dass Jg
grofler als my + my iiber B(s) ist. Daher ist es zu erwarten, dass es auch fiir 8 = (1) noch ein
lokales Minimum gibt und vermutlich auch fiir 3 > (1), wenn 3 ausreichend nahe an f; ist.

Dass wir fiir 8 = f3(1) auch noch ein lokales Minimum erhalten ist eine Konsequenz aus
dem folgenden Lemma 13.4. Wir koénnen sogar diese Idee fortfithren, so wir mit der Losung bei
B = B(1) eine bessere Schranke () > (1) definieren und wir fiir 8 < (o) geeignete Minimalfolgen
erhalten. Dies fiihrt iterativ zu einer streng monoton wachsenden Folge von Schranken (B(x))x,
so dass wir fiir alle 8 < limg_, o B(x) geeignete Minimalfolgen finden.

13.3 Satz
Es gelte

o p1,p2 <2+ % <ri+7y und 2 < N < 4 oder
e PP <2+ 25 <2+ 1 <ri+ryund N > 5.

Dann ezistiert ein By > 0, so dass fiir alle 0 < 8 < B das Funktional Jg ein lokales
Minimum u mit Jg(u) < mq + meo hat. Insbesondere ist u fir ein A\, a2 < 0 eine Ldsung von
(1.1) mat (1.2).

Hierbei ist () der Grenzwert der oben beschriebenen Folge von Schranken, welches wir for-
mal im Beweis des Satzes definieren werden.

Durch diese Folge von Schranken wird die Wahl der Schranke optimiert und jedes Folgenglied
ist eine explizit gegebene Schranke. Dennoch hat dieser Ansatz auch seine Schwierigkeiten, denn
fiir die Schranken benétigt man nicht nur Informationen iiber @, sondern auch iiber die Losungen
an den jeweiligen Schranken.

Des Weiteren erhalten wir dadurch () als Grenzwert, welches im Vergleich zu (; nicht leicht
zu bestimmen ist .

Schliellich ist auch noch offen, ob B endlich ist und in welchem Verhéltnis es zu Bl aus
Kapitel 12 oder 8; aus Kapitel 4 steht.

Um dieses Resultat zu beweisen, benotigen wir neben den Lemmata aus Kapitel 3 und 4 noch
folgendes Lemma.

13.4 Lemma
Es existiert ein s* € R? mit s7 > |Vi,|2 und

. Jo(u) — Jo(u)
= f _—
b uelfg(s*) R(u)
R(u)#0

und damit

inf Jg.. > Jy(u).
uelg(S*) Py = (@)
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13  OPTIMIERTE KONTROLLE DER WERTE VON Jg

Beweis: Aus der Definiton von f3(1) erhalten wir zuerst eine Folge
(s")n C (IVtia]2, 00) x (|Viiz|2, 00),
so dass

B" = inf 7% — Jo(@)

At 7 /By

gilt.

Behauptung 1:
Wir konnen bei (s™),, zu einer Teilfolge iibergehen, so dass (s7),, oder (s%), beschrinkt ist.

Beweis der Behauptung 1: Fiir jedes n € N existiert ein ¢,, > 1, mit
, st s } { sY sy }
min <t, < max y, — ,
{|VU1|27 Vgl ) =7 [Vl [Viia|
so dass t, * 4 € B(s") gilt. Wir beachten, dass

fty o Do) — o)

IR
1 > i
- - Vi |22~ (estaq) _ Loy
f |ﬂ1|7‘1|ﬂ2|7’2 <;| 1|2 i | i

wegen o; < 2 < ag + oy fiir groBle ¢ streng monoton fallend ist. Falls s — oo und s§j — oo
gelten, dann folgt ¢, — oo und wir erhalten 5™ < f(t,) — 0. Dies steht aber im Widerspruch zu
B" 7 By mit By > 0. Damit erhalten wir die Behauptung.

gz ti—(aztaa) _ Jo(u)t~ (a3 +a4)>

Behauptung 2:
Falls (s}), beschrinkt ist, dann existiert entweder eine beschrinkte Teilfolge von (s§),, oder es
existiert ein §3 > |Viz|s und N € N, so dass

5" = inf Jo — Jo(u)

= i VYn > N.
B(sT,42) R -

Und falls (s5), beschriankt, dann existiert entweder eine beschrénkte Teilfolge von (s7),, oder es
existiert ein §; > |Vuy|z und N € N, so dass

gr— ing 0= Hl® Jo(®)

Vn > N.
B(31,57) R -

Beweis der Behauptung 2: Zunichst sei (s%), beschréankt durch §; > |Vig|s. Da ag von ¢
abhingt, welcher bisher nur (1.5) erfiillen musste, kénnen wir stets davon ausgehen, dass as # 2
durch geeignete Wahl von ¢ gilt.

Fall 1: ag > 2.
Dann nutzen wir das Lemma 8.2 mit ¢ > 1 und erhalten

Jo(t =y, ts) — Jo(@)  3|Varl3t® = Erlag[precs + Ix(az) — (In(@n) + I2(a2))
R(t * 1y, s) N J It g |72 || 72
|V |3 Iy (uy)

< ——2gPes
- 2c c

g(t) ==

s,

(0]
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Also existiert ein t; > 1, so dass g(t) < 5(21) fiir alle ¢ > ¢1. Mit (

n 1
< .
F=g <|Vu12>

Angenommen (s7),, hat keine beschrénkte Teilfolge, dann folgt s7 — oo und es existiert ein

N € N, so dass s > ty fiir alle n > N. Wir erhalten dann " < % fir alle n > N im Wider-
spruch zu g™ 7 B(1). Also muss in diesem Fall (s7),, eine beschrinkte Teilfolge besitzen.

- *al,az) € B(s™) folgt

51
V|

Fall 2: a3 < 2.
Wir betrachten ein v € S mit [Vus|a < 52 und wenden die Ungleichungen (1.4),(1.6) und
Ir(ug) — Jo(@) > —I1 (@) an und erhalten

Jo(w) — do(m) _ (3118 — 18 (Vi) + ua) — o)

F(u) :=
@ R N N

vV

1 1 . 1 _ _ _ )
———— | 2 Vw37 — e —=|Vu 577 = L (1) [V |3 ) .
e (317wl - e 2 g - )l

Wir erhalten wegen 2 > a1, a3 ein 81 > |V |2, so dass F(u) > B fiir allew € S mit [Vuy|o > 31
und |Vus|s < 35 gilt.

Entweder hat (s7),, eine beschrinkte Teilfolge oder es gilt s7 — oo und es existiert ein N € N,
so dass s{ > s fiir alle n > N. Fiir diese n > N folgen nun

inf ~ F'(u) > By und 122 F(u) > By

weB(s")
|VU1|22§1 |VU1‘2=§1
[Vuz|2<sy
Wegen 3" < f3(1) erhalten wir zudem
"= inf F(u)= inf F(u)= inf  F(u).
h u€B(s™) ( ) u€ES ( ) u€B(81,s%) ( )
[Vui|2<31
\Vuz|2:sg

Insgesamt liefern Fall 1 und 2 die Behauptung 2.

Auf Grund Behauptung 1 und 2 kénnen wir ohne FEinschriankung annehmen, dass die Fol-
ge (™), beschrinkt ist und gehen zu einer konvergenten Teilfolge iiber. Es existiert also ein
s* = (s7,s3) € Rmit s} — sf fiiri =1,2.

Seien f und ¢, wie im Beweis von Behauptung 1. Falls s?* — |Vl fiir ¢ = 1 oder i = 2,
dann erhalten wir ¢, — 1 und 8" < f(t,) — f(1) = 0 im Widerspruch zu " ,* By > 0.

Damit erhalten wir s} > |Vi;]q fiir i = 1, 2.

Behauptung 3:
Die Funktion

b (Vi |2, 00) x (|Vita2,00) = (0,00), b(s) := inf

ist stetig.
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13  OPTIMIERTE KONTROLLE DER WERTE VON Jg

Beweis von Behauptung 3: Sei ' wie im Beweis von Behauptung 2. Zuerst beachten wir,
dass

ha +(0,00) = (0, 00),

S (L Vuf3e? — i
g 2 pi
R(u)tastaa

g;tai) — Jo(a)
hy(t) := F(t xu) =

:toéi—(oés-‘r(h;)) _ Jo(u)t—(as-‘r(u))

2
1 1 i
—_ v/ i 2t2—(a3+o<4) _ M ;
R(u) (Z <2' ks pi il

i=1

fiir jedes u € S differenzierbar ist.

Sei s* € (|Vi1]2, 00) X (|Viz|2, 00), (8™)n C (|Vi1]2, 00) X (|Viz|2, 00) mit s — s* und € > 0.
Zu der Folge (s™),, wéhlen wir §;, §; € (|V;|2,00), so dass §; < s < §; firallen e Nundi=1,2
gilt. Dann sei
D = {u eS : (|VU1|2 S [51,§1] A\ ‘VU2|2 < .§2) V (|VU1‘2 < 3§81 A |VU2|2 S [52,§2])}
und K = infp Jy — Jo(u) > 0

Sei w € D und ¢ > 1. Falls R(u) < Cﬁ o
bleibt das Infimum gleich, wenn wir R(u)

dann ist F'(u) > c¢B1y > c-b(s) fiir alle s. Daher

wir die Darstellung

inf F = inf F d inf F = inf F(u). 13.1
uEII?(s") (U) uelél(s"’) (U) un uelél( *) (U) uelél(s *) (U) ( )
R(U)chl({l) (u)>c5( )

Weiter berechnen wir

i uiPitm—(Oé3+0¢4)—1>
. Di

R(u)hy,(t) = Z ((2 — (a3 + 0¢4))%|Vui\§tl_(a3+a4) — (a; — (a3 + 044))%

+ (o3 + ) Jo (@)t~ (@stea)—1

und folgern mit der Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung (1.4)

pitai(a3+a4)1>
pi

7

IAG |<Z( (5 + aa) = 2)| Vsl =0 4 (o5 + 1) — )

+ (ag + a4)|J0(u)|t_(“3+a4)_1
2
1 i o — -
<2 (2<<a3 + ) = Vel (05 + ) — ) Do )
i=1 %

+ (043 + a4)|J0(ﬂ)|t_(O(3+a4)_l

[V

1 i
<37 (S ((as + an) — 2082340 4 (g + aq) — ap) Eigpigei—(aotan =1
i=1 2 bi

+ (a3 +Oé4>|J0( )|t (astaa)—1
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Da alle Exponenten von ¢ negativ sind, kénnen wir fiir ¢ > % und uw € D weiter folgern

1 i A
w) I, (¢ |<Z( ((aa + an) ~ D220 4 (ag + ) — ) gt sCerte o)

i

+ (a3 + aq)]Jo( U)|21+(a3+a4)

=:L.
Fordern wir auch noch R(u) > T](i) mit ¢ := 2 (%)a3+a4 > 1, dann erhalten wir schliefilich eine
in u gleichméfige Beschrankung fiir die Ableitung von h, durch
L
sup{ |, ()] : 7€ [1/2,3/2]} < BK) = L. (13.2)
Nun definieren wir 6 := min {3, £}. Sei ¢ > 0 mit |t — 1| < 6, dann liefert der Mittelwertsatz ein
€(1—-0,1+9)C[1/2,3/2], so dass wir mit Hilfe von (13. 2)
[F(t+u) = Fu)| = [h(t) = hu(1)] = [R,(T)[[t = 1| S Lo < e (13.3)

folgern. Anschlieflend sei N € N, so gewéhlt, dass

2—2—1‘<6f1'irnZNundizl,Q.Fiirjedes

u € B(s™) existiert nun genau ein

* * * *

. s] S s] S
mln{i,i} <t, < max{i,i},

51 82 S1 52

so dass t, * u € B(s*) gilt. Fiir n > N gilt insbesondere [t, — 1| < § < £ und

K K
& R(u)tostos > & R(u) > > —.
2/8(1) ( ) 2&(1) ( ) 26(1)t%3+a4 Cﬂ(l)

Damit erhalten wir eine Bijektion zwischen B(s™) und B(s*). Zusammen mit (13.1) und (13.3)
erhalten wir

Rty *xu) >

b(s*) = uelg(fs*) F(u) = uegl(fg") F(ty,*u) = uelél(fs") F(ty, xu)
R(u)zﬁ R(tu*u)>2ﬁ 0 R(u )ﬂﬁ(l)
< inf  F(u)+e=0b(s")+e
ueB(s™)
Ru)2
> uegl(fs") F(u) —e=0b(s") —e.
Rz

Zusammen folgt daraus |[b(s*) — b(s™)| <e.
Damit ist die Behauptung 3 bewiesen, woraus wir nun

Jo — Jo(u
By = lim 8" = lim b(s") = b(s") = Bi(rg)oT‘)(“)

erhalten. Mit Bemerkung 4.2 erhalten wir schliellich

f > ).
LE T, () 2 Jo(@)
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Kommen wir nun abschlieflend zum Beweis des Satzes 13.3:

Beweis von Satz 13.3: Zunichst erhalten wir fiir jedes 0 < 8 < B(1) ein s € Ri mit s; > |Vi;a
fiir i = 1,2, so dass
j&r(lsf) Jg < Jg(u) < Jo(u) < EI;I(lsf) Jg
gilt. Damit erhalten wir eine beschrénkte Minimalfolge (v™),, mit Jg(v™) < Jy(@). Ebenso
erhalten wir auch fiir 8 = 3(;) mit Lemma 13.4 eine beschrinkte Minimalfolge (v™)p, mit
Jg(v"™) < Jo(u). Lemma 4.6 liefert fiir 0 < § < f(1) eine Losung u € H von (1.1) mit (1.2).
Nun schreiben wir @ fiir das lokale Minimum von J, 3. Dann ist

Jo(u) — Jg,,, (@P®
B2y = sup inf o) B(l)( )

sER2 u€B(s) R(U)
;m R(u)#0
si>|Va, |2

wohldefiniert mit 0 < B2, < co. Mit s* € R% aus Lemma 13.4 gilt @, 4”@ € A(s*). Zusammen
mit Jo () > Jg,, (@) > Jg,, (@70) und der Beschréinktheit von Jo und R iiber B(s*) erhalten
wir

JO(u) — JO(a) Jo(u) - Jﬁ(l)(ﬂﬁ(l))

= inf ————— %< inf < .
B uelfrsl(s*) R(u) uellg(s*) R(u) < By
R(u)#0 R(u)#0

Anschlieflend erhalten wir fiir alle 3(1) < 8 < B(2) nach Wahl von (3, ein s € R? mit

8 > |Vﬂf(l’|2, so dass

B < inf Jo(u) — Jﬁu)(ﬂﬂm)

u€B(s) R(U)
R(u)#0

und damit

inf Jz < Js(@P0) < Jg,. (@P®) < inf J,
infJp < p(u”) < Jg,, (u )_g(ls) )

gelten. Das Lemma 13.4 ldsst sich analog fiir (o) statt 3(;) beweisen, so dass wir ein s** € R?

mit sf* > |Vﬂf(1) |2 erhalten mit der Eigenschaft

; B
uefls’rgw)‘]ﬁm > Jp,, (W)
Damit erhalten wir auch fiir 3 = () eine beschrénkte Minimalfolge und mit Lemma 4.6 erhalten
wir eine Losung von (1.1) mit (1.2).
Wir kénnen diese Argumente iterativ wiederholen, so dass wir damit die streng monotone
Folge (Bk)r mit

scR2 UWEB(s) R(u)
s >\€5$L\ R(u)#0
Jo(u) — Jg,,, (@Pw
Bk+1) =  sup inf o) ﬂ(k)( ) fir k>1
seR? %GB(S()) R(u)
Si>\Vﬂfk|2 (u)#

erhalten, so dass fiir alle k € N, gilt, dass fiir 0 < 8 < (i eine beschrinkte Minimalfolge existiert.
Mit Lemma 4.6 erhalten anschliefend wir eine Losung von (1.1) mit (1.2). Definieren wir nun
B(oo) = limg 00 By, dann erhalten wir damit fiir alle 0 < 8 < S ein lokales Minimum des
Funktionals Jg und damit eine Losung von (1.1) mit (1.2). O
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