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1. Einleitung

Die Survival Analysis (zu Deutsch �Überlebenszeitanalyse�) hat sich im Laufe der letzten

Jahrzehnte als ein wichtiger Bestandteil der Statistik etabliert. Die Anfänge der Survival

Analysis reichen schon mehrere Jahrhunderte zurück. Als Beispiel sei hier die Verwendung

von Sterbetafeln in der Versicherungsbranche erwähnt. Die Wichtigkeit der Survival Analysis

zeigt sich durch die immense Anzahl der Verö�entlichungen in diesem Bereich der Statistik.

Die am häu�gsten zitierte Arbeit ist eine Publikation aus der Survival Analysis: Die Arbeit

von Kaplan-Meier (1958). Weiterhin existieren vielfältige Anwendungsmöglichkeiten in den

verschiedensten interdisziplinären Disziplinen. Als Beispiel seien die Humanmedizin, die Epi-

demiologie, die Ökonomie, die Demographie, die Ingenieurwissenschaften sowie die Biologie

zu nennen. Einen guten Überblick über die Verö�entlichungen der letzten 50 Jahre des 20.

Jahrhunderts in der Zeitschrift Biometrika liefert der Artikel von David Oakes (2001) mit

dem Titel �Biometrika Centenary: Survival Analysis�.

Aufgrund der vielfältigen Anzahl unterschiedlicher mathematischer Modelle, die in der Sur-

vival Analysis genutzt werden, be�ndet sich diese in einem stetigen Wachstums- und Weiter-

entwicklungsprozess. Einen ersten mathematischen Überblick möge dem Leser die Ausgabe

23 des �Handbook of Statistics� liefern, welche ausschlieÿlich der Survival Analysis gewid-
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1. Einleitung

met ist. Einen sanfteren Einstieg ermöglicht das Buch �Survival Analysis� von Klein und

Moeschberger (2003), das sich auf die Anwendungsgebiete Biologie und Medizin konzentriert,

sowie Hoel und Walburg (1973).

In der Survival Analysis gilt das Interesse gewöhnlich der Zeit, bis ein bestimmtes Ereignis

eintritt. In der Literatur wird dieses Ereignis als Ausfall (im Englischen �failure�) bezeichnet,

wir bevorzugen im Folgenden stattdessen den Begri� �Event�. Beispiele für solche Events sind:

Tod eines Individuums, Ausfall einer Maschine, Erholung/Genesung nach einer bestimmten

Krankheit oder Operation, Austritt aus der Arbeitslosigkeit, Beendigung des Single-Lebens,

usw..

Aufgrund externer Ein�ussfaktoren können Daten der Survival Analysis, die zum Beispiel

zur Schätzung einer unbekannten Verteilungsfunktion oder eines unbekannten Parameters

benötigt werden, nicht vollständig vorhanden sein. In diesem Fall nennen wir sie �zensiert�.

Unterschiedliche Zensierungsmechanismen bedingen verschiedene mathematische Zensierungs-

schemata bzw. Zensierungsmodelle. Sie stehen im Vordergrund dieser Arbeit. Als Beispiele

seien die Rechtszensierung, die Intervallzensierung, die Doppelzensierung und das Survival/

Sacri�ce Model genannt.

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit werden verschiedene Zensierungsmodelle kurz

vorgestellt. Anschlieÿend wird im ersten Teil der Arbeit die Hauptkomponentenanalyse von

stochastischen Martingalprozessen untersucht. Diese Analyse wird im folgenden zweiten Teil,

in dem die verschiedenen Zensierungsmodelle ausführlicher studiert werden, Verwendung �n-

den. Im abschlieÿenden dritten Teil dieser Arbeit werden zuerst die verschiedenen Kullback-

Leibler-Informationen verglichen. Danach wird die Konsistenz sowie asymptotische Norma-

lität des Maximum-Likelihood-Schätzers in den verschiedenen Zensierungsmodellen gezeigt.
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1. Einleitung

Abschlieÿend wird im letzten Abschnitt für ein Zensierungsmodell die Möglichkeit erarbeitet,

einen Goodness-of-Fit Test durch Verwendung einer Martingaltransformation durchzuführen.

An dieser Stelle möchte ich Herrn Prof. Dr. Stute für seine Unterstützung und seine Anre-

gungen herzlichst danken. Ich hätte mir keinen besseren Betreuer für meine Arbeit bzw. mein

Studium der Mathematik wünschen können. Ein besonderer Dank gilt auch meinen Eltern

sowie meiner Partnerin, die mich auf meinem persönlichen Weg hin zu dieser Arbeit begleitet

haben und zu einem Teil den Menschen aus mir gemacht haben, der ich nun bin. Auÿerdem

möchte ich jenen Menschen danken, die mich zusätzlich bei der Anfertigung dieser Arbeit

durch Diskussionen oder Erörterungen unterstützt haben.
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2. Einführung in die Zensierungsmodelle

der Survival Analysis

In diesem Kapitel werden wir einen Überblick über die Zensierungsmodelle geben, die in dieser

Arbeit untersucht werden. Es werden acht verschiedene Zensierungsmodelle betrachtet, die

uns unterschiedliche Informationen bereitstellen. Da wir verschiedene Modelle vergleichen

wollen, werden wir ebenfalls die Situation betrachten, in der keine Zensierung statt�ndet.

Dies wird als das Modell �Ohne Zensierung� bezeichnet, mit dem wir beginnen wollen.

Ohne Zensierung

In diesem Modell kann jedes Event direkt beobachtet werden. Somit stehen alle Daten, an

denen wir interessiert sind, zur Verfügung. Einer der bekanntesten Zählprozesse in diesem

Zusammenhang ist die empirische Verteilungsfunktion

Fn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤t}
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2. Einführung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

Dabei sind X1, ..., Xn die beobachteten Daten und 1A der Indikator der Menge A.

Rechtszensierung

Die Rechtszensierung ist eines der bekanntesten Modelle der Survival Analysis. Im Rahmen

einer Studie sehen wir uns unter Umständen mit der Situation konfrontiert, dass Daten

nicht in vollständiger Form beobachtet werden. Dies erfordert einen neuen Zugang, in dem

gewohnte mathematische Methoden nicht mehr angewendet werden können und führt zu dem

berühmten Produkt-Limes-Schätzer von Kaplan-Meier (1958).

Im Rechtszensierungsmodell wird ein Event nur beobachtet, falls es vor einem bestimmten

Zeitpunkt, dem Zensierungszeitpunkt, eintritt. Ist dies nicht der Fall, so ist bekannt, dass

dieses Event erst nach dem Zensierungszeitpunkt eingetreten wäre. Das folgende Beispiel

möge dies verdeutlichen:

� Humanmedizin

Eine Ärztin leitet eine Studie an einer Klinik. Diese dient der Erforschung

der Zeitdauer, die von einer komplexen Krebsoperation bis zu einem

möglichen �Rückfall�, z.B. der Neubildung von Metastasen, vergeht. Hierzu

werden ab dem 12. April des Jahres 2001 für einen Zeitraum von fünf

Jahren alle Patienten, die während dieser Zeitdauer operiert werden, in

ihre Studie aufgenommen. Diese zeitversetzten Eintritte, im Englischen

�staggered entries�, in die Untersuchung der Ärztin sind typisch für

das Modell der Rechtszensierung. Das nachstehende Schaubild zeigt die

Verweildauern von vier Patienten in dieser Studie:
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2. Einführung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

Datenstruktur der ersten vier Patienten

Studiendauer (fünf Jahre)

12. April 01 12. April 06

Nr.1

Nr.2

Nr.3

Nr.4

Der erste und dritte Patient erleiden zu den mit • gekennzeichneten

Zeitpunkten einen Rückfall. Bei den Patienten Nr.2 und Nr.4 ist dies

anders:

Der zweite Patient hat bis zum Ende der Studie noch keinen Rückfall

erlitten. Für ihn ist also die Zeitdauer bis zu einem Rückfall nicht

bekannt, wir sagen sie ist zensiert.

Die Rückfall-Zeitdauer des vierten Patienten ist ebenfalls zensiert. Dies

ist aber nicht durch die Beendigung der Studie begründet, sondern durch

7



2. Einführung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

ein vorzeitiges Ausscheiden aus der Studie. Mögliche Ursachen hierfür

könnten der Tod des Patienten oder eine Änderung der Wohnverhältnisse sein.

Linkszensierung

Das nächste Zensierungsschema ist das Modell der Linkszensierung. In der Literatur sind

wenige Untersuchungen zu dieser Zensierungskonstellation vorhanden. Dies liegt daran, dass

bestimmte Ergebnisse unter Rechtszensierung sich leicht auf die neue Situation übertragen

lassen.

Im Linkszensierungsmodell wird ein Event beobachtet, falls es nach dem Zensierungszeit-

punkt eintritt. Als ein Beispiel kann eine bestimmte motorische Fähigkeit eines Kindes die-

nen, welche erst im Unterricht des Kindergartens oder der Schule untersucht wird.

Current Status Model

Das Current Status Model, auch Intervallzensierung Typ I genannt, ist das zweite berühmte

Modell der Survival Analysis. In diesem Modell wird ein Event niemals direkt beobachtet.

Es ist nur bekannt, ob es zu einem bestimmten Zeitpunkt eingetreten ist oder nicht. Dies

erklärt den Begri� des �Current Status�. Der Unterschied zu dem Zensierungsmodell der

Rechtszensierung (bzw. der Linkszensierung) ist also der folgende:

Im Rechtszensierungsmodell existiert die Möglichkeit, dass das Event, an dessen Eintritt

Interesse besteht, direkt beobachtet werden kann. Hierfür ist ein ständiges Monitoring nötig.
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2. Einführung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

Im Current Status Model ist dies nicht so. In diesem Zensierungsschema ist nur bekannt,

ob dieses Event bis zu einem bestimmten Zeitpunkt eingetreten ist oder nicht. Dies kann

einerseits durch die Unmöglichkeit eines ständigen Monitorings bedingt sein. Andererseits

gibt es Situationen, in denen das Event von Interesse nicht direkt �gemessen� bzw. erfasst

werden kann. Wir sind dann auf andere Kenngröÿen angewiesen, um Informationen über

dieses Event zu erhalten.

Die folgenden Beispiele sollen diese Situationen verdeutlichen:

� Humanmedizin

Ein typisches Beispiel für Current Status Data ist bei der Untersuchung von

Probanden, die mit dem HI-Virus in�ziert sind, gegeben. Aufgrund der

Unkenntnis des genauen Zeitpunkts, an dem die Krankheit auszubrechen vermag

bzw. ausgebrochen ist, kann der Arzt jedem Patienten leider nur die Information

geben, ob dies passiert ist oder nicht.

� Marketing

Ein Marketing-Unternehmen soll für einen Kunden die Bekanntheit eines

bestimmten Produktes heraus�nden. Diese entscheidet darüber, ob die

bisherige Werbung für dieses Produkt zufriedenstellend ist oder noch

mehr Investitionen in die Werbung benötigt werden. Um die

Bekanntheit herauszu�nden, werden zufällig 1000 Haushalte einer

Stadt zu verschiedenen Zeitpunkten einmalig befragt, ob sie dieses Produkt

kennen oder nicht. Es handelt sich somit um Current Status Data.

9



2. Einführung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

Intervallzensierung Typ II

Das Current Status Model trägt in der Literatur auch die Bezeichnung Intervallzensierung

Typ I. Dies ist durch den einen Untersuchungszeitpunkt begründet. Eine Erweiterung dieses

Modells ist die Intervallzensierung Typ II. Das Event von Interesse kann auch in diesem

Zensierungsschema nicht beobachtet werden. Im Unterschied zum Current Status Model ex-

istieren jedoch mehrere Beobachtungszeitpunkte. Dabei sei bekannt, in welchem Teilintervall

zwischen den Beobachtungszeitpunkten das Event von Interesse liegt.

Als Beispiele für die Anwendung dieses Zensierungsmodells können die Beispiele des Current

Status Model dienen, bei denen nun weitere Beobachtungszeitpunkte Berücksichtigung �n-

den.

Doppelzensierung

Im Modell der Doppelzensierung existieren zwei Beobachtungszeitpunkte. Im Unterschied

zum Zensierungsmodell der Intervallzensierung Typ II ist es aber diesmal möglich, das Event

von Interesse zu beobachten, falls es zwischen diesen beiden Zeitpunkten statt�ndet.

Ein bekanntes Beispiel für dieses Zensierungsschema ist das folgende:

Um die sprachliche Entwicklung von Kleinkindern zu bewerten, ist ein Sprachforscher daran

interessiert, wann eine bestimmte sprachliche Fähigkeit zum ersten Mal beherrscht wird. Um

diese Sprachkenntnis zu untersuchen, bedarf es der Fachkenntnisse eines geschulten Päda-

gogen. Deshalb kann die Entwicklung dieser Fähigkeit z.B. nur entdeckt werden, nachdem

das Kleinkind in den Kindergarten eingetreten ist. Und diese Zeit ist üblicherweise zwischen

dem dritten und sechsten Lebensjahr.
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2. Einführung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

Mittelzensierung

Die Mittelzensierung ist ein Zensierungsschema, das erst seit kurzem in der Literatur disku-

tiert wird. Im Mittelzensierungsmodell wird das Event von Interesse direkt beobachtet, falls

es nicht in dem Intervall zwischen den beiden Beobachtungszeitpunkten statt�ndet.

Ein Beispiel für dieses Zensierungsmodell ist das folgende:

Wir betrachten wieder eine Studie, die der Erforschung einer bestimmten Krankheit dient.

Hierzu wird durch den behandelnden Arzt ein Untersuchungszeitraum von fünf Jahren fest-

gelegt. Nun kann es passieren, dass nicht alle Patienten die kompletten fünf Jahre beobachtet

werden können, sondern jeweils nur bestimmte Zeitabschnitte. Zum Beispiel mögen bei einem

Patienten die ersten zwei und die letzten zwei Jahre für die Untersuchung zur Verfügung ste-

hen. Dies kann durch einen Umzug oder einen Auslandsaufenthalt begründet sein.

Survival/Sacri�ce Model

Das Survival/Sacri�ce Model kann einerseits als eine Erweiterung des Current Status Model

gesehen werden. Andererseits beinhaltet es ebenfalls das Modell der Rechtszensierung. In

diesem Zensierungsschema kann die interessierende Gröÿe nicht direkt beobachtet werden.

Es ist entweder durch den Tod (aufgrund der Krankheit) oder das Sacri�cing (�Opferung�)

des Untersuchungsobjekts bekannt, ob das Ereignis bereits eingetreten ist oder nicht.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

11



2. Einführung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

Ein Tiermediziner untersucht die Entwicklung von Tumoren an Kleintieren. Im Interesse sei-

ner Studie steht die Dauer bis zum Ausbruchzeitpunkt dieser Krankheit. Aufgrund der Tat-

sache, dass er dem Untersuchungsobjekt nicht ansehen kann, ob dieses einen Tumor gebildet

hat oder nicht, ist dieser Zeitpunkt nicht beobachtbar. Informationen über den Ausbruchzeit-

punkt dieser Krankheit können nur durch den Tod des Individuums oder das (zufällige) Sac-

ri�cing gewonnen werden.

Generalized Survival/Sacri�ce Model

Das Generalized Survival/Sacri�ce Model ist eine Erweiterung des Survival/Sacri�ce Model.

In diesem Zensierungsschema kann die interessierende Gröÿe wieder nicht direkt beobachtet

werden. Es ist entweder durch den diesmal nicht notwendig durch die Krankheit verur-

sachten Tod oder das Sacri�cing des Untersuchungsobjekts bekannt, ob das Ereignis bereits

eingetreten ist oder nicht.
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Hauptkomponenten
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3. Hauptkomponenten stochastischer

Prozesse

In der Hauptkomponentenanalyse eines stochastischen Prozesses (Xt)t werden Eigenschaften

dieses Prozesses untersucht. Dies wird durch die orthogonale Zerlegung des Prozesses in seine

Hauptkomponenten ermöglicht. Mit Hilfe dieser Zerlegung kann ein stochastischer Prozess

wie folgt dargestellt werden:

X =

∞∑
j=1

αjfj (3.1)

Die Funktionen fj bilden hierbei ein Orthonormalsystem von Funktionen in einem

bestimmten Funktionenraum, und die zufälligen Hauptkomponenten αj sind unkorreliert.

Das Ziel der Hauptkomponentenzerlegung ist es somit, eine alternative Darstellung eines

stochastischen Prozesses zu bestimmen, um hiermit statistische Untersuchungen zu ermöglich-

en. Es stellt sich jedoch die begründete Frage, ob diese Zerlegung für jeden stochastischen

Prozess existiert.

15



3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

3.1. Motivation

Im vorherigen Abschnitt ergab sich die Frage nach der Existenz einer Hauptkomponenten-

zerlegung eines stochastischen Prozesses. Zunächst muss der stochastische Prozess gewisse

strukturelle Eigenschaften wie z.B. die quadratische Integrierbarkeit der Pfade besitzen.

Es ist ein Anhaltspunkt vorhanden, der uns erahnen lässt, warum eine solche Zerlegung

existieren könnte:

Eine symmetrische d×d-Kovarianzmatrix Ψ kann mit Hilfe von Ergebnissen aus der Linearen

Algebra wie folgt dargestellt werden:

Ψ =
d∑
j=1

λjγjγ
T
j

Hierbei sind die λj die Eigenwerte und die γj die orthonormalen Eigenvektoren von Ψ.

3.2. Hauptkomponentenzerlegung von stochastischen

Prozessen im Hilbertraum L2(I, ν)

Wir bezeichnen mit L2(I, ν) den Hilbertraum der Funktionen h, für die

ˆ
I
h2(s)dν(s) <∞

gilt. Hierbei sei I eine beliebige Menge sowie ν ein �nites Maÿ.

Das Skalarprodukt für zwei Funktionen h, g ∈ L2(I, ν) ist de�niert als:

16



3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

< h, g >ν :=

ˆ
I
h(s)g(s)dν(s)

Dieser Hilbertraum besitzt eine Basis von Funktionen {fj} ∈ L2(I, ν), so dass für jede Funk-

tion h ∈ L2(I, ν) die folgende Darstellung existiert:

h =
∞∑
j=1

αjfj (3.2)

Gleichung (3.2) bedeutet, dass

||h−
m∑
j=1

αjfj || −→ 0 für m −→∞

mit

||h|| =
√
< h, h >ν für h ∈ L2(I, ν)

Die Basis {fj} ist nicht eindeutig. Mit Hilfe eines Orthonormalisierungsverfahrens kann

erreicht werden, dass die Basis orthonormal ist. Es gilt somit

ˆ
I
f2i dν = 1 sowie

ˆ
I
fifjdν = 0 für i 6= j

Entscheidend ist nun die Frage, ob es eine �gute� orthonormale Basis gibt, so dass die Koor-

dinaten αj bestimmte Eigenschaften besitzen.

Bemerkungen:

� In der Survival Analysis hat die Menge I häu�g die folgende Gestalt:
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

I = [0, T ] mit T ∈ R.

� Ein bekanntes Beispiel für einen Hilbertraum erhalten wir, wenn wir das Lebesgue-Maÿ

auf I = [0, 1] verwenden.

Nun betrachten wir über demWahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) einen stochastischen Prozess

(Xt)t∈I , den wir als zentriert annehmen können (ansonsten untersuchen wir den Prozess

X0
t = Xt − E(Xt)). Für diesen Prozess setzen wir das Folgende voraus:

� X•(ω) ∈ L2(I, ν) ∀ω ∈ Ω

� E(X2
t ) <∞ ∀t ∈ I

Dann existiert die Kovarianzfunktion KX(s, t) = E(XsXt) sowie für jedes ω die Darstellung

X =

∞∑
j=1

αjfj

Da der Prozess (Xt)t∈I zufällig ist, sind es auch die Koordinaten αj . In der Statistik ist es

üblich, die αj als Hauptkomponenten zu bezeichnen.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine spezielle Basis {fj} zu bestimmen, so dass die Zufallsvari-

ablen αj orthogonal, also unkorreliert sind. Dafür wird die folgende Integralgleichung betrach-

tet:

ˆ
I
KX(s, t)fj(s)dν(s) = λjfj(t) (3.3)

Mithin muss für die Bestimmung der Funktionen fj ein Eigenwertproblem gelöst werden. Die

Funktionen fj werden dann als Eigenfunktionen und die λj als Eigenwerte bezeichnet.

18



3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Bemerkungen:

� Im Folgenden werden wir zeigen, dass das Maÿ ν, das wir für die

Zerlegung in Hauptkomponenten verwenden wollen, in Abhängigkeit

von der Kovarianzfunktion des stochastischen Prozesses zu wählen ist.

Dadurch wird sich schlieÿlich auch Gleichung (3.3) lösen lassen.

� Wir werden uns in dieser Arbeit auf die Bestimmung der

Hauptkomponenten von Martingalprozessen mit stetiger

Varianzfunktion beschränken.

Als erstes Beispiel für die Zerlegung eines Martingalprozesses wollen wir die orthogonale Zer-

legung der Brownschen Bewegung im Hilbertraum L2([0, 1], λ01) angeben. Hierbei bezeichnet

λ01 das Lebesgue-Maÿ auf I = [0, 1]. Wir orientieren uns an Shorack und Wellner (1986),

Kapitel 5.

Die stetige KovarianzfunktionKB(s, t) = min(s, t) der Brownschen Bewegung ist symmetrisch,

nichtnegativ de�nit und es gilt

ˆ 1

0

ˆ 1

0
K2
B(s, t)dsdt =

ˆ 1

0

ˆ 1

0
(min(s, t))2dsdt

= 2 ·
ˆ 1

0

(ˆ s

0
t2dt

)
ds

=
1

6
<∞
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Somit kann das Theorem von Mercer auf [0, 1]× [0, 1], siehe Shorack und Wellner (1986), S.

208, verwendet werden, und es existiert die folgende Darstellung:

KB(s, t) =
∞∑
j=1

λjfj(s)fj(t) 0 ≤ s, t ≤ 1

Wir erhalten hiermit, indem wir beide Seiten der letzten Gleichung mit fk multiplizieren und

anschlieÿend integrieren:

ˆ 1

0
fk(s)KB(s, t)ds =

ˆ 1

0
fk(s)

∞∑
j=1

λjfj(s)fj(t)ds

=

∞∑
j=1

λjfj(t)

ˆ 1

0
fk(s)fj(s)ds

=
∞∑
j=1

λjfj(t) < fj , fk >λ01

= λkfk(t),

wobei die letzte Gleichung aus der Orthonormalität der fj folgt.

Wir suchen demnach für die gewünschte Darstellung der Brownschen Bewegung die Lösungen

der folgenden Integralgleichung:

ˆ 1

0
fk(s) min(s, t)ds = λkfk(t) (3.4)

Diese Integralgleichung wird durch die Eigenwerte

λk =
4

π2(2k − 1)2
k = 1, 2, ...
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

sowie die dazugehörenden Eigenfunktionen

fk(t) =
√

2 · sin
(

(2k − 1)πt

2

)

gelöst. Diese Eigenfunktionen bilden ein Orthonormalsystem des Unterraums der Funktionen

des L2([0, 1], λ01), die in 0 starten, und es gilt

B =
∞∑
j=1

< B, fj >λ01 fj

3.3. Hauptkomponenten von Martingalprozessen mit stetiger

Varianzfunktion

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Bestimmung der Hauptkomponenten von zentrierten Mar-

tingalprozessen mit stetiger Varianzfunktion. In den verschiedenen Zensierungsmodellen dieser

Arbeit werden wir stochastische Prozesse, die diese Eigenschaften besitzen, untersuchen bzw.

deren Hauptkomponenten bestimmen.

Um dies zu erreichen, benötigen wir zuerst das folgende Lemma:

Lemma 3.1.

Für einen zentrierten und quadratisch integrierbaren Martingalprozess (Mt)t∈I gilt mit

ψ(t) := E(M2
t ):

� Die Funktion ψ ist monoton wachsend

� KM (s, t) = Cov(Ms,Mt) = min(ψ(s), ψ(t))
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Beweis.

Mit den Rechenregeln für bedingte Erwartungswerte gilt für s ≤ t:

1) 0 ≤ E((Mt −Ms)
2) = E(M2

t − 2MtMs +M2
s )

= E(M2
t )− 2E(MsE(Mt|Fs)) + E(M2

s )

= E(M2
t )− E(M2

s ) = ψ(t)− ψ(s)

2) Cov(Ms,Mt) = E(MsMt) = E(M2
s ) = ψ(s)

Somit ist dieses Lemma bewiesen.

3.3.1. Bestimmung der Hauptkomponenten

Die Pfade des Martingalprozesses (Mt)t∈I mit I = [0, T ] seien für alle ω ∈ Ω Elemente

des Hilbertraums L2(I, ν), wobei das Maÿ ν im nächsten Theorem spezi�ziert wird. Da

wir diese Situation auf (3.4) zurückführen wollen, werden wir im folgenden Theorem 3.2

nicht den Martingalprozess (Mt)t∈[0,T ], sondern den Martingalprozess (M̃t = 1√
ψ(T )

Mt)t∈[0,T ]

untersuchen. Für diesen Prozess gilt mit s ≤ t:

KM̃ (s, t) = Cov(M̃s, M̃t) =
ψ(s)

ψ(T )
=: ψ̃(s) mit 0 ≤ ψ̃(s) ≤ 1 sowie ψ̃(T ) = 1

Die Funktion ψ̃ de�niert somit ein Maÿ, welches eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.

Theorem 3.2 versetzt uns auÿerdem in die Lage, zusätzlich zur Zerlegung des stochastischen

Prozesses (Mt)t∈I die orthogonale Zerlegung der Zufallsvariablen Mt bestimmen zu können.
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Theorem 3.2.

Es sei (Mt)t∈[0,T ] (mit T ∈ R) ein in 0 startender Martingalprozess, dessen Pfade für alle

ω ∈ Ω im Hilbertraum L2([0, T ], ψ) liegen mögen. Auÿerdem sei die Kovarianzfunktion

KM (s, t) = ψ(min(s, t)) stetig mit ψ(t) = E(M2
t ) <∞ ∀t ∈ I und ψ(T ) > 0.

Zusätzlich zu diesem Prozess betrachten wir den Martingalprozess

(
M̃t =

1√
ψ(T )

Mt

)
t∈[0,T ]

mit KM̃ (s, t) =
ψ(min(s, t))

ψ(T )
=: ψ̃(min(s, t))

Dann gilt in L2(I, ψ̃):

M̃ =
∞∑
j=1

< M̃, fj ◦ ψ̃ >ψ̃ fj ◦ ψ̃

mit < g, h >ψ̃:=

ˆ T

0
g(s)h(s)dψ̃(s)

sowie fj(s) =
√

2 · sin(
(2j − 1)πs

2
)

Für die Zerlegung von (Mt)t∈[0,T ] in L2(I, ψ̃) gilt somit:

M =
∞∑
j=1

< M, fj ◦ ψ̃ >ψ̃ fj ◦ ψ̃
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Auÿerdem haben wir

M̃t =

∞∑
j=1

< M̃, fj ◦ ψ̃ >ψ̃ fj ◦ ψ̃(t)

sowie

Mt =
∞∑
j=1

< M, fj ◦ ψ̃ >ψ̃ fj ◦ ψ̃(t)

Diese Gleichungen bedeuten, dass

E

(Mt −
m∑
j=1

< M, fj ◦ ψ̃ >ψ̃ fj ◦ ψ̃(t))2

 −→ 0 für m −→∞

Beweis.

Es ist 0 ≤ KM̃ (s, t) = ψ̃(s) ≤ 1 für s ≤ t mit ψ̃(T ) = 1. Bezeichnen wir mit KB(s, t) =

min(s, t) die Minimums-Kovarianzfunktion der Brownschen Bewegung, so gilt mit Theorem

1 (Mercer) aus Shorack und Wellner (1986), S. 208 :

KM̃ (s, t) = KB(ψ̃(s), ψ̃(t)) =
∞∑
j=1

λjfj ◦ ψ̃(s)fj ◦ ψ̃(t) (3.5)

mit ψ̃(s), ψ̃(t) ∈ [0, 1]

Hierbei sind die Funktionen fj wie zuvor orthonormal im Hilbertraum L2([0, 1], λ01).

Nun wiederholen wir unser Vorgehen des letzten Abschnitts. Wir multiplizieren aber diesmal

beidseitig mit der Funktion fk ◦ ψ̃ =: fk(ψ̃) und integrieren bezüglich des Maÿes ψ̃. Danach
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

werden die Stetigkeit von ψ̃ sowie der Transformationssatz ausgenutzt:

ˆ T

0
KM̃ (s, t)fk(ψ̃(s))dψ̃(s) =

ˆ T

0
KB(ψ̃(s), ψ̃(t))fk(ψ̃(s))dψ̃(s)

=

ˆ T

0

∞∑
j=1

λjfj(ψ̃(s))fj(ψ̃(t))fk(ψ̃(s))dψ̃(s)

=

∞∑
j=1

λjfj(ψ̃(t))

ˆ T

0
fj(ψ̃(s))fk(ψ̃(s))dψ̃(s)

=

∞∑
j=1

λjfj(ψ̃(t))

ˆ 1

0
fj(u)fk(u)du

= λkfk(ψ̃(t)), da fi orthonormal

Wird auf der linken Seite der Gleichung ebenfalls eine Transformation verwendet, so erhalten

wir: ˆ 1

0
KB(v, w)fk(v)dv = λkfk(w) mit w := ψ̃(t) sowie v, w ∈ [0, 1]

Diese Gleichung wird von den bereits bestimmten Eigenwerten und Eigenfunktionen aus dem

Abschnitt 3.2 gelöst.

Wir werden den Beweis beenden, indem wir zeigen, dass für festes t gilt:

E

(M̃t −
m∑
j=1

< M̃, fj(ψ̃) >ψ̃ fj(ψ̃(t)))2

 −→ 0 für m −→∞ (3.6)

Zuerst werden wir die Unkorreliertheit, also

E
[
< M̃, fj(ψ̃) >ψ̃< M̃, fi(ψ̃) >ψ̃

]
= 0 für i 6= j
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

zeigen. Es gilt:

E
[
< M̃, fj(ψ̃) >ψ̃< M̃, fi(ψ̃) >ψ̃

]
= E

[ˆ T

0

ˆ T

0
M̃sfj(ψ̃(s))M̃tfi(ψ̃(t))dψ̃(s)dψ̃(t)

]

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir:

E
[
< M̃, fj(ψ̃) >ψ̃< M̃, fi(ψ̃) >ψ̃

]
=
´ T
0

´ T
0 fj(ψ̃(s))KM̃ (s, t)fi(ψ̃(t))dψ̃(s)dψ̃(t)

=
∑∞

k=1 λk
´ T
0

´ T
0 fj(ψ̃(s))fk(ψ̃(s))fk(ψ̃(t))fi(ψ̃(t))dψ̃(s)dψ̃(t)

da KM̃ (s, t) =
∑∞

k=1 λkfk(ψ̃(s))fk(ψ̃(t))

Dies führt zu:

E
[
< ·, ·j >ψ̃< ·, ·i >ψ̃

]
=

∞∑
k=1

λk

ˆ T

0

(ˆ T

0
fj(ψ̃(s))fk(ψ̃(s))dψ̃(s)

)
︸ ︷︷ ︸

=1 für j=k

fk(ψ̃(t))fi(ψ̃(t))dψ̃(t)

= 0 für i 6= j, sonst λi

Um (3.6) zu zeigen, verwenden wir die Binomische Formel und gelangen zu:

E[(M̃t)
2]− 2

m∑
j=1

fj(ψ̃(t))E
[
M̃t < M̃, fj(ψ̃) >ψ̃

]

+

m∑
i=1

m∑
j=1

fj(ψ̃(t))fi(ψ̃(t))E
[
< M̃, fj(ψ̃) >ψ̃< M̃, fi(ψ̃) >ψ̃

]
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Aufgrund der Unkorreliertheit erhalten wir:

E

(M̃t −
m∑
j=1

< M̃, fj(ψ̃) >ψ̃ fj(ψ̃(t)))2



= E[(M̃t)
2]︸ ︷︷ ︸

=KM̃ (t,t)

−2
m∑
j=1

fj(ψ̃(t))E
[
M̃t < M̃, fj(ψ̃) >ψ̃

]

+

m∑
j=1

λjfj(ψ̃(t))fj(ψ̃(t))

Um die obige Behauptung zu veri�zieren, bestimmen wir den zweiten Erwartungswert:

E
[
M̃t < M̃, fj(ψ̃) >ψ̃

]
= E

[ˆ T

0
M̃tM̃vfj(ψ̃(v))dψ̃(v)

]
=

ˆ T

0
KB(ψ̃(t), ψ̃(v))fj(ψ̃(v))dψ̃(v)

= λjfj(ψ̃(t))

Insgesamt erhalten wir mit (3.5) für s = t:

E

(M̃t −
m∑
j=1

< M̃, fj(ψ̃) >ψ̃ fj(ψ̃(t)))2

 = KM̃ (t, t)−
m∑
j=1

λjfj(ψ̃(t))fj(ψ̃(t))

−→ 0 für m −→∞,

Bemerkung:

Theorem 3.2 zeigt, dass für verschiedene stochastische Prozesse die Bestimmung der Haupt-
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komponenten in verschiedenen L2(I, ν)-Räumen vollzogen wird. Hierdurch wird unter Beach-

tung der Varianzfunktion des stochastischen Prozesses erreicht, dass die Koordinaten αi die

gewünschte Eigenschaft der Unkorreliertheit erfüllen.

3.3.2. Hauptkomponenten des empirischen Martingalprozesses

Wir werden zuerst die Hauptkomponenten des empirischen Martingalprozesses (Mn(t))t∈I mit

I = [0, T ] für eine stetige Verteilungsfunktion F mit F (0) = 0 bestimmen. Diesen Prozess

erhalten wir aus der Doob-Meyer-Zerlegung des empirischen Prozesses.

Es seien die X1, ..., Xn unabhängig und identisch verteilte nichtnegative Zufallsvariablen und

es bezeichne

Fn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤t}

wieder die empirische Verteilungsfunktion. Das Martingal aus der Doob-Meyer-Zerlegung von

Fn hat dann die Form:

Mn(t) =
√
n

(
Fn(t)−

ˆ t

0

1− Fn−(s)

1− F−(s)
dF (s)

)
Der Martingalprozess Mn besitzt die nachstehende Kovarianzfunktion:

KMn(s, t) = Cov(Mn(s),Mn(t)) = min(F (s), F (t))

Es gilt somit im Hilbertraum L2([0, T ], ψ̃) (falls 0 < F (T ) < 1) mit Theorem 3.2 unter der

Stetigkeit von F :
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Mn =
∞∑
j=1

< Mn, fj ◦ ψ̃ >ψ̃ fj ◦ ψ̃ (3.7)

Ist F die Gleichverteilung auf [0, 1], so folgt für 0 ≤ t < 1:

Mn(t) =
√
n

(
Fn(t)−

ˆ t

0

1− Fn−(s)

1− s
ds

)

Dieser Prozess wurde in Le Anh (2005) sowie in Stute und Le Anh (2012) untersucht.

Der Prozess startet in 0, besitzt die Kovarianzfunktion KM (s, t) = min(s, t) und somit auch

wieder die oben genannten Eigenwerte λj sowie Eigenfunktionen fj in L2([0, 1], λ01). Daher

existiert die Darstellung

Mn =
∞∑
j=1

< Mn, fj >λ01 fj

=

∞∑
j=1

αjnfj

Wir wollen schlieÿlich die zufälligen und unkorrelierten Hauptkomponenten αjn bestimmen.
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Hierzu schreiben wir den Prozess Mn(t) zuerst wie folgt um:

Mn(t) =
√
n

(
Fn(t)− 1

n

n∑
i=1

ˆ t

0
1{Ui>s}

1

1− s
ds

)

=
√
n

(
Fn(t)− 1

n

n∑
i=1

[−ln(1− s)]t∧Ui0

)

=
√
n

(
Fn(t) +

1

n

n∑
i=1

(ln(1− t)1{Ui>t} + ln(1− Ui)1{Ui≤t})

)

Hiermit werden die Hauptkomponenten αjn bestimmt:

αjn = < Mn, fj >λ01

=

ˆ 1

0
Mn(s)fj(s)ds

=
√
n

ˆ 1

0
Fn(s)fj(s)ds+

1√
n

n∑
i=1

[ˆ Ui

0
ln(1− s)fj(s)ds+ ln(1− Ui)

ˆ 1

Ui

fj(s)ds

]

Dies wird mittels mehrerer Umformungen und partieller Integration (siehe Le Anh (2005))

zu

αjn =

√
2

bj
√
n

n∑
i=1

cos(bjUi)−
√

2

bj
√
n

n∑
i=1

ˆ Ui

0

cos(bjs)

1− s
ds

mit bj =
(2j − 1)π

2

Dies können wir mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung des Kosinus umformen und erhalten

abschlieÿend für die Hauptkomponenten:

αjn =

√
2

bj
√
n

n∑
i=1

[
cos(bjUi)−

∞∑
k=0

∞∑
m=0

(−1)mb2mj
(2m)!

1

2m+ k + 1
U2m+k+1
i

]
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Bemerkungen:

� Wenn ein Prozess Xt ein Gaussprozess ist, so sind die unkorrelierten

Hauptkomponenten αj aus der Darstellung X =
∑∞

j=1 αjfj

automatisch unabhängig und normalverteilt.

� Aus der Struktur der untersuchten Kovarianzfunktion, auch Kovarianzkern genannt,

ergeben sich weitere Eigenschaften der Eigenwerte, welche in

Shorack und Wellner (1986), S. 207, aufgelistet sind.
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Teil II.

Modelle der Survival Analysis
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4. Rechtszensierung

4.1. Modellbeschreibung

Das erste Zensierungsmodell, das wir untersuchen werden, ist das Modell der Rechtszen-

sierung. Dies ist das wohl älteste und bekannteste Modell in der Survival Analysis.

Bemerkungen:

1. Im Modell der Rechtszensierung wird angenommen, dass eine stetige �Überwachung�,

ein sogenanntes Monitoring, z.B. des Gesundheitszustandes eines Patienten, möglich

ist. Dies ist in der Realität kritisch zu sehen und in anderen Zensierungsmodellen nicht

gegeben.

2. Der Begri� der Information ist ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit. Im Rechtszen-

sierungsmodell kann durch die Zensierung ein Informationsverlust entstehen. Im Beispiel

des zweiten Kapitels ist z.B. für den zweiten Patienten nicht bekannt, wann dieser oder

ob dieser überhaupt einen Rückfall erlitten hätte.

Die Modellierung der Überlebenszeit (im Englischen �survival time�) erfolgt durch eine nicht-

negative Zufallsvariable X, während die Zensierungsvariable mit Y bezeichnet wird. Eine
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wichtige Annahme in diesem Modell ist die stochastische Unabhängigkeit von X und Y .

Stets werden die Zufallsvariable Z = min(X,Y ) und der Indikator δ = 1{X≤Y } beobachtet.

Dieser gibt an, ob entweder X ≤ Y (δ = 1) oder X > Y (δ = 0) ist.

Wir kennen somit für ein Individuum den Zufallsvektor O = (Z, δ) mit

Z =


X falls δ = 1

Y falls δ = 0

Zur formalen Beschreibung der Situation benutzen wir folgende Bezeichnungen und De�ni-

tionen:

� X sei die Überlebensdauer des Individuums und

F die dazugehörige Verteilungsfunktion. Es gilt: P (X ≤ t) = F (t)

� Die Verteilungsfunktion der Zensierungsvariablen Y

bezeichnen wir mit G, d.h. P (Y ≤ t) = G(t)

Weiterhin verwenden wir nachfolgende Begri�e für andere relevante Verteilungsfunktionen

bzw. Subverteilungsfunktionen:

� H(t) := P (Z ≤ t)

� H0(t) := P (Z ≤ t, δ = 0)
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� H1(t) := P (Z ≤ t, δ = 1)

Die Subverteilungsfunktionen H1 und H0 können unter der Annahme der Unabhängigkeit

von X und Y durch die Verteilungsfunktionen F und G dargestellt werden:

� H0(t) = P (Z ≤ t,X > Y ) = P (Y ≤ t,X > Y ) =
´
[0,t](1− F (y))dG(y)

� H1(t) = P (Z ≤ t,X ≤ Y ) = P (X ≤ t,X ≤ Y ) =
´
[0,t](1−G−(x))dF (x)

Hierbei bezeichnet G−(x) den linksseitigen Grenzwert von G an der Stelle x

Nun werden wir die Schätzer für obige Gröÿen angeben:

�

Hj
n(t) =

1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t,δi=j} für j = 0, 1

Hj
n sind die klassischen nichtparametrischen Schätzer der Subverteilungsfunktionen Hj

auf Basis einer Folge von Beobachtungen (Zi, δi)i=1,...,n

�

F̂n(t) = 1−
∏

Zi:n≤t

[
1−

δ[i:n]

n− i+ 1

]

F̂n ist der Produkt-Limes-Schätzer von Kaplan-Meier für F (im Folgenden als Kaplan-

Meier-Schätzer bezeichnet) basierend auf (Zi, δi)i=1,...,n. Hierbei bezeichnet Zi:n die i-te

Ordnungsstatistik der Z1, ..., Zn und δ[i:n] ist die zu Zi:n gehörende Konkomitante der

δ1, ..., δn. Dies bedeutet, dass δ[i:n] = δj falls Zi:n = Zj

�

Ĝn(t) = 1−
∏

Zi:n≤t

[
1−

1− δ[i:n]
n− i+ 1

]
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Ĝn ist der Kaplan-Meier-Schätzer der Verteilungsfunktion G von Y basierend auf der

Folge (Zi, 1− δi)i=1,...,n

Bemerkungen:

1. Wir tre�en für diese Arbeit die folgende Annahme:

Es existieren keine Bindungen innerhalb der Zufallsvariablen Xi, innerhalb

der Yj sowie zwischen den Xi und Yj für i,j=1,...,n

2. Der Kaplan-Meier-Schätzer besitzt ebenfalls eine Summendarstellung. Diese lässt

sich unter Verwendung der obigen Gleichungen bestimmen:

F̂n(t) =

n∑
i=1

WF
ni · 1{Zi:n≤t} sowie Ĝn(t) =

n∑
i=1

WG
ni · 1{Zi:n≤t}

Unter den Annahmen aus 1., dass keine Bindungen existieren, gilt:

WF
ni =

δ[i:n]

n− i+ 1

i−1∏
j=1

(
n− j

n− j + 1

)δ[j:n]
und WG

ni =
1− δ[i:n]
n− i+ 1

i−1∏
j=1

(
n− j

n− j + 1

)1−δ[j:n]

3. Die Struktur der Gewichte WF
ni des Kaplan-Meier-Schätzers ist bemerkenswert.

Wird z.B. ein Datum Zi:n zensiert, so bekommt dieses unter F̂n die empirische

Masse 0.

Die nachfolgende Tabelle gibt die empirische Masse von F̂n für die

Verweildauern von 5 Patienten in einer Studie an:
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i 1 2 3 4 5

Zi:n in Monaten 3 5 8 9 11

δ[i:n] 1 0 1 1 0

F̂n(Zi:n)− F̂n(Zi:n−) 1
5 0 1

5 + 1
15 = 4

15
4
15 0

Die empirische Masse 1
5 des zweiten geordneten Datums wird auf die

zeitlich nachfolgenden Daten gleichmäÿig (als 1
15) verteilt. Aufgrund der Zensierung

des letzten Datums ist die Gesamtmasse von F̂n in diesem Szenario 6= 1.

4. In Stute und Wang (1993) wurde für eine beliebige (F−integrierbare) Funktion

φ die starke Konsistenz des Integrals
´
φdF̂n gezeigt.

5. In Stute (1995) wurde veri�ziert, dass unter optimalen Regularitätsbedingungen

und nach Standardisierung das Kaplan-Meier-Integral
´
φdF̂n asymptotisch

normalverteilt ist.

6. Im Folgenden werden wir drei weitere Funktionen nennen, die bei Untersuchungen

der Survival Analysis verwendet werden. Für eine detaillierte Beschreibung und

Untersuchung dieser Funktionen verweisen wir auf Stute (2006):

In der Survival Analysis wird häu�g anstatt der Verteilungsfunktion F (t) einer

Zufallsvariablen X die Survival-Funktion 1− F (t) dieser Zufallsvariablen

untersucht. Für diese beiden Funktionen besteht der folgende Zusammenhang:

F (t) = P (X ≤ t) und 1− F (t) = P (X > t)
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Die Survival-Funktion beschreibt z.B. für einen Krebspatienten die Wahrschein-

lichkeit, dass dieser nach einer komplexen Operation in den nächsten t Jahren

keinen Rückfall erleidet und stellt somit für den Patienten sowie den behandelnden

Arzt eine wichtige Gröÿe dar. Weiterhin ist es in der Survival Analysis üblich,

anstelle der Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen die Hazard-Funktion

λ(t) =
f(t)

1− F (t−)

zu modellieren. Dies ist dadurch begründet, dass die Dichtefunktion und die

Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen durch die Hazard-Funktion

aufgrund der folgenden Identität eindeutig festgelegt sind, siehe Stute (2006):

f(t) = λ(t)(1− F (t))

= λ(t) · exp
(
−
ˆ t

−∞
λ(x)dx

)

Die kumulative Hazard-Funktion ist für eine Zufallsvariable wie folgt de�niert:

Λ(t) =

ˆ t

−∞

1

1− F (x−)
dF (x)

7. Für die Kaplan-Meier-Schätzer gilt die folgende Identität (siehe Shorack und Wellner

(1986), S. 295 ):

1−Hn = (1− Ĝn)(1− F̂n)

8. Das nachfolgende Lemma 4.1 stellt einen interessanten Zusammenhang zwischen den

Kaplan-Meier-Schätzern und den empirischen Schätzern für die Subverteilungsfunkti-

onen her:
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Lemma 4.1.

Es ist ˆ
[0,t]

(1− F̂n)dĜn =

ˆ
[0,t]

(1− F̂n−)dĜn = H0
n(t)

sowie ˆ
[0,t]

(1− Ĝn)dF̂n =

ˆ
[0,t]

(1− Ĝn−)dF̂n = H1
n(t).

Beweis. Mit den obigen De�nitionen erhalten wir:

ˆ
[0,t]

(1− F̂n)dĜn =

n∑
i=1

WG
ni1[0,t](Zi:n)(1− F̂n(Zi:n))

=
n∑
i=1

1[0,t](Zi:n)(1− F̂n(Zi:n)) ·
1− δ[i:n]
n− i+ 1

i−1∏
j=1

(
n− j

n− j + 1

)1−δ[j:n]

=
n∑
i=1

1[0,t](Zi:n)(1− δ[i:n])(1− F̂n(Zi:n))

n− i+ 1

i−1∏
j=1

(
1−

1− δ[j:n]
n− j + 1

)

=
1

n

n∑
i=1

1[0,t](Zi:n)(1− δ[i:n])(1− F̂n(Zi:n))
i−1∏
j=1

(
1 +

δ[j:n]

n− j

)

Da für den Kaplan-Meier-Schätzer

1− F̂n(Zi:n) =
∏

Zj:n≤Zi:n

(
1−

δ[j:n]

n− j + 1

)
=

i∏
j=1

(
1−

δ[j:n]

n− j + 1

)

gilt, folgt
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ˆ
[0,t]

(1− F̂n)dĜn

=
1

n

n∑
i=1

1[0,t](Zi:n)(1− δ[i:n])
i∏

j=1

(
1−

δ[j:n]

n− j + 1

) i−1∏
j=1

(
1 +

δ[j:n]

n− j

)

=
1

n

n∑
i=1

1[0,t](Zi:n)(1− δ[i:n])(1−
δ[i:n]

n− i+ 1
)

i−1∏
j=1

(
1−

δ[j:n]

n− j + 1

) i−1∏
j=1

(
1 +

δ[j:n]

n− j

)

=
1

n

n∑
i=1

1[0,t](Zi:n)(1− δ[i:n])(1−
δ[i:n]

n− i+ 1
)
i−1∏
j=1

(
1−

δ[j:n]

n− j + 1

)(
1 +

δ[j:n]

n− j

)

Durch Verwendung der beiden Identitäten

•(1− δ[j:n]
n−j+1)(1 +

δ[j:n]
n−j ) = (1− δ[j:n]

n−j+1 +
δ[j:n]
n−j −

δ[j:n]
(n−j+1)(n−j)) = 1

• (1− δ[i:n])(1−
δ[i:n]
n−i+1) = 1− δ[i:n]

erhalten wir schlieÿlich

ˆ
[0,t]

(1− F̂n)dĜn =
1

n

n∑
i=1

1[0,t](Zi:n)(1− δ[i:n]) · (1−
δ[i:n]

n− i+ 1
) ·
∏

(1)

=
1

n

n∑
k=1

1[0,t](Zk)(1− δk)

= H0
n(t)

Im bisherigen Beweis des Lemmas wurde veri�ziert, dass
´
[0,t](1 − F̂n(x))dĜn(x) = H0

n(t).

Ersetzen wir auf der linken Seite der Gleichung F̂n durch F̂n−, so bedingt dies das Fehlen des

letzten Terms 1 − δ[i:n]
n−i+1 aus der Produktdarstellung. Aufgrund der Gleichheit von 1 − δ[i:n]

und (1− δ[i:n])(1−
δ[i:n]
n−i+1) ändert sich das Resultat aber nicht. Folglich gilt ebenfalls

ˆ
[0,t]

(1− F̂n−(x))dĜn(x) = H0
n(t)

42



4. Rechtszensierung

Die Gleichungen
´
[0,t](1 − Ĝn(x))dF̂n(x) = H1

n(t) und
´
[0,t](1 − Ĝn−(x))dF̂n(x) = H1

n(t)

werden analog bewiesen.

4.2. Zählprozesse und deren Martingaldarstellung

Ein wichtiger Bestandteil der mathematischen Statistik sind Aussagen und Folgerungen,

die aufgrund von Martingaleigenschaften eines Prozesses gewonnen werden können. Aus-

gangspunkt für die Martingaldarstellung eines beliebigen Prozesses ist die sogenannte Doob-

Meyer-Zerlegung. Hierbei wird ein Prozess in einen Martingalprozess und einen vorherseh-

baren Prozess, genannt Kompensator, zerlegt. Im Modell der Rechtszensierung werden wir

verschiedene Martingalstrukturen präsentieren und deren mögliche Anwendungen erläutern.

Im vorherigen Abschnitt wurden die Zählprozesse

H1
n(t) =

1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t,δi=1} =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤t,Xi≤Yi}

H0
n(t) =

1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t,δi=0} =
1

n

n∑
i=1

1{Yi≤t,Xi>Yi}

eingeführt. Um die Doob-Meyer-Zerlegung dieser Prozesse zu bestimmen, müssen wir die

Information bedenken, die wir zu einem Zeitpunkt t besitzen. Die Filtration ist so zu wählen,

dass die Prozesse Hn, H
1
n und H0

n adaptiert sind. Für den Stichprobenumfang n = 1 setzen

wir deshalb

Ft := σ(1{Z≤s}, 1{Z≤s,δ=0}, 1{Z≤s,δ=1}, 1{Z>s} : s ≤ t)

= σ(1{Z≤s}, 1{Z≤s,δ=0} : s ≤ t)
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sowie für den Stichprobenumfang n:

Ft := σ(1{Zi≤s}, 1{Zi≤s,δi=0} : i = 1, ..., n und s ≤ t)

Die Doob-Meyer-Zerlegung der Prozesse
√
n · H1

n und
√
n · H0

n bezüglich der Filtration

(Ft)t besitzt die nachstehende Gestalt (siehe Stute (2006), S. 30 �. oder Shorack und Wellner

(1986), S. 310 �.):

√
n ·Hj

n(t) = M j
n(t) +

√
n

ˆ
[0,t]

1−Hn−(x)

1−H−(x)
dHj(x) (4.1)

Unter Verwendung der Gleichungen

� 1−H(t) = P (Z > t) = P (min(X,Y ) > t) = P (X > t, Y > t) = (1− F (t))(1−G(t))

� H0(t) =
´
[0,t](1− F )dG sowie H1(t) =

´
[0,t](1−G−)dF

folgt für diese Zählprozesse:

M1
n(t) =

√
n

(
H1
n(t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1−H−

dH1

)

=
√
n

(
H1
n(t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
(1− F−)(1−G−)

(1−G−)dF

)

=
√
n

(
H1
n(t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1− F−

dF

)
(4.2)

M0
n(t) =

√
n

(
H0
n(t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1−H−

dH0

)

(falls F stetig ist) =
√
n

(
H0
n(t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1−G−

dG

)
(4.3)
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Die Martingale M j
n(t) für j = 0, 1 sind in der Realität unbekannt, da sie nicht bekannte

Verteilungs- und Subverteilungsfunktionen enthalten. Wenn wir diese Martingale schätzen

wollen, so sind die Verteilungsfunktionen bzw. Subverteilungsfunktionen durch ihre nicht-

parametrischen Schätzer zu ersetzen.

Wie wir im Folgenden sehen werden, führt dies zu degenerierten Schätzern. Dies folgt mit

Hilfe der Gleichung

1−Hn = (1− F̂n)(1− Ĝn)

sowie den Aussagen des Lemma 4.1:

H1
n(t) =

ˆ
[0,t]

(1− Ĝn−)dF̂n und H0
n(t) =

ˆ
[0,t]

(1− F̂n−)dĜn

Denn hiermit erhalten wir für den Schätzer aus (4.2):

M∗,1n (t) =
√
n

(
H1
n(t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−

1− F̂n−
dF̂n

)

=
√
n

(
H1
n(t)−

ˆ
[0,t]

(1− Ĝn−)(1− F̂n−)

1− F̂n−
dF̂n

)

=
√
n

(
H1
n(t)−

ˆ
[0,t]

(1− Ĝn−)dF̂n

)
= 0
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Das Gleiche gilt für (4.3):

M∗,0n (t) =
√
n

(
H0
n(t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−

1− Ĝn−
dĜn

)

=
√
n

(
H0
n(t)−

ˆ
[0,t]

(1− F̂n−)dĜn

)
= 0

4.3. Hauptkomponenten des Martingals M 1
n

Ziel dieses Abschnitts ist die Bestimmung der Hauptkomponenten des Martingals M1
n (aus

der Doob-Meyer-Zerlegung des Zählprozesses
√
n ·H1

n) und deren Vergleich mit den Haupt-

komponenten des Martingals aus der Zerlegung des uniformen empirischen Prozesses. Durbin,

Knott und Taylor (1975) führten diese Zerlegung für den klassischen empirischen Prozess

durch. Das klassische Modell wird im Folgenden wie im zweiten Kapitel die Bezeichnung

�Ohne Zensierung� tragen. Eine wichtige Annahme des Abschnitts 4.3 ist die Stetigkeit der

beteiligten Verteilungsfunktionen.

Der in 0 startende Martingalprozess

M1
n(t) =

√
nH1

n(t)−
√
n

ˆ t

0

1−Hn−
1− F

dF
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besitzt die Kovarianzfunktion

K1(s, t) = Cov(M1
n(s),M1

n(t))

= H1(s ∧ t)

Die Bestimmung der Kovarianzfunktion des Martingals M1
n(t) wurde sowohl in Stute (2006),

S.35, als auch in Shorack und Wellner (1986), S. 297, vollzogen.

Somit können wir das Theorem 3.2 verwenden. Die Subverteilungsfunktion H1 wird in diesem

Kapitel als stetig angenommen.

4.3.1. Bestimmung der Hauptkomponenten von M1
n

In diesem Abschnitt werden wir für den Martingalprozess

M1
n(t) =

√
n

(
H1
n(t)−

ˆ t

0

1−Hn−(s)

1− F (s)
dF (s)

)
=

1√
n

n∑
i=1

(
1{Zi≤t,Xi≤Yi} −

ˆ
1{0≤s≤t∧Zi}

1

1− F (s)
dF (s)

)

( F ist stetig ) =
1√
n

n∑
i=1

(1{Zi≤t,Xi≤Yi} + ln(1− F (t ∧ Zi))) (4.4)

die Hauptkomponenten bestimmen.

Durch Verwendung des Theorem 3.2 folgt mit ψ = H1 auf [0, T ] (falls ψ(T ) > 0) die folgende

Darstellung:
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M1
n(t) =

∞∑
j=1

< M1
n, fj(ψ̃) >ψ̃ fj(ψ̃(t)) (4.5)

=

∞∑
j=1

αRCjn fj(ψ̃(t))

Hierbei gilt für die Hauptkomponenten:

αRCjn = < M1
n, fj(ψ̃) >ψ̃

=

ˆ T

0
M1
n(s)fj(ψ̃(s))dψ̃(s)

=

ˆ 1

0
M1
n((ψ̃)−1(s))fj(s)ds

Durch Verwendung der Summendarstellung (4.4) erhalten wir für αRCjn :

αRCjn =
1√
n

n∑
i=1

(
1{Xi≤Yi}

ˆ 1

ψ̃(Zi)
fj(s)ds

+

ˆ ψ̃(Zi)

0
ln(1− F ((ψ̃)−1(s)))fj(s)ds

+ln(1− F (Zi))

ˆ 1

ψ̃(Zi)
fj(s)ds

)
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Wir setzen fj(s) ein und verwenden anschlieÿend partielle Integration:

αRCjn =

√
2

n

n∑
i=1

[
1{Xi≤Yi} + ln(1− F (Zi))

]ˆ 1

ψ̃(Zi)
sin(bjs)ds

+

√
2

n

n∑
i=1

ˆ ψ̃(Zi)

0
ln(1− F ((ψ̃)−1(s)))sin(bjs)ds

=

√
2

n
· 1

bj

n∑
i=1

[
1{Xi≤Yi} + ln(1− F (Zi))

]
· cos(bjψ̃(Zi))

−
√

2

n
· 1

bj

n∑
i=1

ln(1− F (Zi)) · cos(bjψ̃(Zi))

−
√

2

n
· 1

bj

n∑
i=1

ˆ ψ̃(Zi)

0

cos(bjs)

1− F ((ψ̃)−1(s))

[
F ((ψ̃)−1(s))

]′
ds

Insgesamt erhalten wir die Darstellung:

αRCjn =

√
2

n
· 1

bj

n∑
i=1

1{Xi≤Yi}cos(bjψ̃(Zi))

−
√

2

n
· 1

bj

n∑
i=1

ˆ ψ̃(Zi)

0

cos(bjs)

1− F ((ψ̃)−1(s))
[F ((ψ̃)−1(s))]′ds

Bemerkung:

Die Hauptkomponenten des Prozesses M1
n des Rechtszensierungsmodells unterscheiden sich

von den Hauptkomponenten von Mn des Modells ohne Zensierung aufgrund der Kovarianz-

funktion H1 des Martingalprozesses M1
n sowie dem Zensierungsindikator δ = 1{X≤Y }:

Ohne Zensierung (uniform): αjn =

√
2

bj
√
n

n∑
i=1

cos(bjXi)−
√

2

bj
√
n

n∑
i=1

ˆ Xi

0

cos(bjs)

1− s
ds

mit bj =
(2j − 1)π

2

49



4. Rechtszensierung

Rechtszensierung: αRCjn =

√
2

n
· 1

bj

n∑
i=1

δi · cos(bjψ̃(Zi))

−
√

2

n
· 1

bj

n∑
i=1

ˆ ψ̃(Zi)

0

cos(bjs)

1− F ((ψ̃)−1(s))
[F ((ψ̃)−1(s))]′ds

mit bj =
(2j − 1)π

2

Wenn im Modell der Rechtszensierung mit F (t) = F (t) = t keine Zensierung statt�ndet, so

ist αRCjn = αjn, denn in diesem Spezialfall gilt:

δi = 1 ∀i ; ψ̃(s) =
ψ(s)

ψ(1)
=
H1(s)

H1(1)
; Zi = Xi ∀i

sowie H1(t) = P (X ≤ t,X ≤ Y ) = F (t) = t

4.4. Likelihood-Funktion

Die Schätzung eines unbekannten Parameters θ durch die Maximum-Likelihood-Methode

ist das wohl bekannteste Schätzverfahren in der Statistik. Diese Methode wählt für eine

bestimmte Menge von möglichen Parametern denjenigen aus, der die Likelihood-Funktion

maximiert und somit unter bestimmten Annahmen und unter Verwendung gemessener Daten

die gröÿte Wahrscheinlichkeit besitzt.

Ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit ist der Nachweis der Konsistenz des Maximum-

Likelihood-Schätzers (MLE) in verschiedenen Zensierungsmodellen mit Hilfe der Kullback-

Leibler-Information. In Stute (1992) wurde dies für das Modell der Rechtszensierung bereits

gezeigt, und wir werden dies im vierzehnten Kapitel auf die verschiedenen Zensierungsmodelle
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erweitern.

4.4.1. Ohne Zensierung

Im Folgenden betrachten wir eine Zufallsvariable X, die einer parametrischen Familie Fθ =

{Fθ|θ ∈ Θ} von Verteilungsfunktionen entstammt. Für eine Folge von unabhängigen Zu-

fallsvariablen (Xi)i=1,...,n, die derselben Verteilung entstammen, führen wir die folgenden

Funktionen ein:

Likelihood-Funktion Ln(θ) =
n∏
i=1

pθ(Xi)

sowie die

Log-Likelihood-Funktion ln(Ln(θ)) =
n∑
i=1

ln(pθ(Xi)),

wobei

pθ(Xi) =


Pθ(X = Xi) , falls X eine diskrete Verteilung Pθ besitzt

fθ(Xi) , falls X eine Dichtefunktion fθ besitzt

Um die Notationen zu vereinfachen, werden wir uns im Folgenden für die Bestimmung der

Likelihood-Funktion auf eine stetige Zufallsvariable beschränken.

Die Kullback-Leibler-Information ist für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P mit Q� P
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de�niert als

K(Q,P ) := EQ

(
ln(

dQ

dP
(X))

)
=

ˆ ∞
−∞

[
ln(

dQ

dP
)

]
dQ

dP
dP

Für den Spezialfall, dass dQ = fθ0dν sowie dP = fθ1dν gilt, erhalten wir:

K(fθ0 , fθ1) = Eθ0

(
ln(

fθ0
fθ1

)

)
=

ˆ
ln(

fθ0
fθ1

)fθ0dν

4.4.2. Rechtszensierung

Durch Betrachtung der Folge (Zi = min(Xi, Yi), δi = 1{Xi≤Yi})i=1,...,n des Rechtszensierungs-

modells wird deutlich, dass wir zwischen zwei Situationen unterscheiden müssen:

Unter θ gilt

1. δi = 1:

P (Zi ≤ t,Xi ≤ Yi) = P (Xi ≤ t,Xi ≤ Yi) =
´
[0,t](1−G−)dFθ

2. δi = 0:

P (Zi ≤ t,Xi > Yi) = P (Yi ≤ t,Xi > Yi) =
´
[0,t](1− Fθ)dG

Um die Likelihood-Funktion im Modell der Rechtszensierung zu bestimmen, betrachten wir

zuerst für eine Realisierung der Zufallsvariablen Z in A = [z−ε, z+ε] mit ε > 0 die folgenden

Wahrscheinlichkeiten:

P (Z ∈ A, δ = 1) und P (Z ∈ A, δ = 0)
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4. Rechtszensierung

Für diese Wahrscheinlichkeiten gilt unter θ mit dem Mittelwertsatz:

1. P (Z ∈ A, δ = 0) =
´
A(1− Fθ)dG

∼ (1− Fθ(z))G(A)

2. P (Z ∈ A, δ = 1) =
´
A(1−G−)dFθ

∼ 2ε · (1−G−(z))fθ(z)

Da die Faktoren 2ε, 1−G−(z) und G(A) nicht von θ abhängen (Zensierung ist

nicht-informativ), sind nur die Faktoren fθ(z) und 1− Fθ(z) Bestandteil der

Likelihood-Funktion.

Wir erhalten somit für die Folge (Zi = min(Xi, Yi), δi = 1{Xi≤Yi})i=1,...,n die folgende

Likelihood-Funktion:

LRCn (θ) =

n∏
i=1

[fθ(Zi)]
δi • [1− Fθ(Zi)]1−δi

=

n∏
i=1

[fθ(Zi)]
1{Xi≤Yi} • [1− Fθ(Zi)]1{Xi>Yi}

=

n∏
i=1

[fθ(Xi)]
1{Xi≤Yi} • [1− Fθ(Yi)]1{Xi>Yi}

Dies bedeutet für die Log-Likelihood-Funktion:

ln(LRCn (θ)) = ln

(
n∏
i=1

...

)

=
n∑
i=1

[
1{Xi≤Yi}ln(fθ(Xi)) + 1{Xi>Yi}ln(1− Fθ(Yi))

]
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4. Rechtszensierung

Für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P mit X ∼ Q,Y ∼ G sowie Q � P de�nieren

wir unter Beachtung der Likelihood-Funktion LRCn (θ) die Kullback-Leibler-Information im

Modell der Rechtszensierung als:

KRC
G (Q,P ) := EQ

[
1{X≤Y }ln(

dQ

dP
(X)) + 1{X>Y }ln(

1−Q(Y )

1− P (Y )
)

]
ˆ ∞
∞

(ˆ
(−∞,y]

[
ln(

dQ

dP
)

]
dQ

dP
dP + (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

Bemerkungen:

1. In Abschnitt 4.5 werden wir die Wohlde�niertheit und Nichtnegativität dieser Kullback-

Leibler-Information zeigen.

2. Wir verwenden die Bezeichnungen Q und P auf zwei Weisen. Diese können sowohl für

eine Verteilungsfunktion als auch ein Maÿ stehen.

3. Die De�nition der Kullback-Leibler-Information ist durch den folgenden Spezialfall mo-

tiviert:

Setzen wir dQ = fθ0dν sowie dP = fθ1dν, erhalten wir:

KRC
G (fθ0 , fθ1)

= Eθ0

[
ln(

(
fθ0(X)

fθ1(X)

)1{X≤Y }

·
(

1− Fθ0(Y )

1− Fθ1(Y )

)1{X>Y }

)

]

= Eθ0

[
1{X≤Y }ln

(
fθ0(X)

fθ1(X)

)
+ 1{X>Y }ln

(
1− Fθ0(Y )

1− Fθ1(Y )

)]
= Eθ0

[
δ · ln

(
fθ0(X)

fθ1(X)

)
+ (1− δ) · ln

(
1− Fθ0(Y )

1− Fθ1(Y )

)]
=

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

ln

(
fθ0
fθ1

)
fθ0dµ+ (1− Fθ0(y)) · ln

(
1− Fθ0(y)

1− Fθ1(y)

)]
dG(y)
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4. Rechtszensierung

4.5. Die Kullback-Leibler-Information bei Rechtszensierung

Die Kullback-Leibler-Information (KLI) ist ein Maÿ (bzw. eine Zahl), um die Unterschiedlich-

keit von zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿen (bzw. Wahrscheinlichkeitsverteilungen) zu bestim-

men. Dieser Begri� entstand durch eine Publikation von Kullback und Leibler aus dem Jahre

1951. Die Wahl des Begri�s Information wird im dritten Teil dieser Arbeit deutlich werden,

da wir anhand dieser Kullback-Leibler-Information verschiedene Zensierungsmodelle verglei-

chen und eine Informationshierarchie erstellen werden. In Abschnitt 4.5.1 werden wir einen

Überblick über die bisher bestimmten Kullback-Leibler-Informationen geben. Anschlieÿend

steht im Rechtszensierungsmodell zuerst die Wohlde�niertheit dieser KLI im Vordergrund.

Als Zweites werden Voraussetzungen erarbeitet, die zur Folge haben, dass die nichtnegative

KLI nur eine Nullstelle (für den wahren Parameter bzw. die wahre Verteilung) besitzt. Hier-

bei orientieren wir uns an Stute (1992), in der die Kullback-Leibler-Information im

Rechtszensierungsmodell studiert wurde.

4.5.1. Tabellierung der ersten Kullback-Leibler-Informationen

Die KLI für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P mit Q� P ist:

Ohne Zensierung:

K(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

[
ln(

dQ

dP
)

]
dQ

dP
dP
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4. Rechtszensierung

Rechtszensierung:

KRC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

[
ln(

dQ

dP
)

]
dQ

dP
dP + (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

4.5.2. Wohlde�niertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen bei

Rechtszensierung

Dieser Abschnitt befasst sich zunächst mit der Wohlde�niertheit sowie der Nichtnegativität

der Kullback-Leibler-Information. Dazu verwenden wir folgende De�nitionen:

0 · ln
(

0

0

)
:= 0

sowie
0

0
:= 0

und
c

0
:= ∞ für c > 0

Durch Verwendung der obigen De�nitionen wurde in Stute (1992) gezeigt, dass KRC
G (Q,P )

wohlde�niert ist mit 0 ≤ KRC
G (Q,P ) ≤ ∞. Durch die Zensierungsverteilung können mögliche

Unterschiede der Verteilungen Q und P unter Umständen nicht angezeigt werden, also

wird eine bestimmte Information �wegzensiert�. Als ein Beispiel hierfür wählen wir für die

Verteilungen von Q und P Verteilungen, die ausschlieÿlich auf [b,∞) mit b > 0 konzentriert

sind. Die Zensierungsverteilung sei auf [0, a) mit a < b konzentriert. Dies hat zur Folge, dass

die Kullback-Leibler-Information den Wert Null annimmt, obwohl Q 6= P gelten kann.

56



4. Rechtszensierung

Deshalb wollen wir Annahmen tre�en, so dass im Modell der Rechtszensierung

KRC
G (Q,P ) = 0⇐⇒ Q = P

Hierzu de�nieren wir die folgende Menge:

ARC := {x :
dQ

dP
(x) 6= 1, G(x−) < 1}

Die Verwendung der Menge ARC wird in der folgenden Bemerkung kurz erläutert. Für eine

detailliertere Untersuchung verweisen wir auf Stute (1992). Hier wurde das folgende Lemma

bewiesen:

Lemma 4.2. Mit der obigen Bezeichnung folgt:

KRC
G (Q,P ) > 0⇐⇒ P (ARC) > 0

Bemerkung:

Das Ereignis ARC ist ein Durchschnitt von zwei Ereignissen:

Das Maÿ Q wird durch das Maÿ P dominiert und somit existiert eine Dichte

f = dQ
dP . Durch Verwendung der Ereignisse {x : dQdP 6= 1} und {x : G(x−) < 1}

soll sichergestellt werden, dass mögliche Unterschiede von Q und P nicht

durch die Zensierungsverteilung G �wegzensiert� werden.
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4. Rechtszensierung

4.5.3. Erweiterung auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmaÿe

Die Einschränkung auf zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P mit Q� P ist eine wichtige

Voraussetzung für den vorherigen Abschnitt. Wir wollen dies nun auf allgemeine Wahrschein-

lichkeitsmaÿe erweitern, um das Anwendungsgebiet dieser Aussagen zu vergröÿern.

Mit dem Zerlegungssatz von Hahn-Lebesgue existiert eine eindeutige Zerlegung von zwei

allgemeinen Wahrscheinlichkeitsmaÿen Q und P in

Q = Q1 +Q2 mit Q1 � P und Q2 singulär in Bezug auf P

Diese Zerlegung wollen wir im Folgenden benutzen, um die Kullback-Leibler-Information für

allgemeine Wahrscheinlichkeitsmaÿe zu bestimmen.

Ein weiteres Ziel dieses Abschnitts ist aber auch das Folgende:

Wir werden Voraussetzungen bzw. Annahmen erarbeiten, die es uns ermöglichen, die wahre

Verteilung und hiermit auch den wahren Parameter, an dem wir interessiert sind, zu iden-

ti�zieren. Dies wird dadurch erreicht, dass der Parameter θ0 zum einzigen Maximizer einer

bestimmten Funktion (LRCG (θ0, •)) (unter bestimmten Voraussetzungen) gemacht wird.

Die Erweiterung auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmaÿe wurde im Modell der Rechtszen-

sierung ebenfalls in Stute (1992) vollzogen.

Wir haben für Q� P :

KRC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP + (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

)
dG(y)
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4. Rechtszensierung

Bei der Erweiterung auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P (mit Q = Q1 + Q2,

Q1 � P sowie Q2 ⊥ P ) wird eine getrennte Untersuchung von Q1 und Q2 nötig:

� Ist der singuläre Teil Q2 unter der Zensierung �relevant�

(Q2(BRC) > 0 mit BRC = {x : G−(x) < 1}),

so setzen wir KRC
G (Q,P ) =∞, da unendliche Information

vorhanden ist, um zwischen Q und P zu di�erenzieren.

� Falls der singuläre Teil Q2 unter der Zensierung nicht

relevant ist (Q2(BRC) = 0), so liefert dieser keinen Beitrag

zu der Information und wir setzen KRC
G (Q,P ) := KRC

G (Q1, P ).

Leider erweist sich die letzte De�nition als inkorrekt, wenn wir G = δ∞ setzen, siehe Stute

(1992).

Deshalb wird die Kullback-Leibler-Information de�niert als

KRC
G (Q1, P ) :=

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ1

dP
)
dQ1

dP
dP + (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

)
dG(y).

Wir werden nun die Wohlde�niertheit und Eindeutigkeit für diese De�nition zeigen und setzen

hierzu das Folgende:

KRC
G (Q,P ) =∞ falls Q2(BRC) > 0

KRC
G (Q,P ) = KRC

G (Q1, P ) falls Q2(BRC) = 0

Die Aussagen der folgenden Lemmata werden unter der Voraussetzung, dass Q2(BRC) = 0

(unter Verwendung der Menge BRC = {x : G−(x) < 1} = (−∞, b]) veri�ziert:

59



4. Rechtszensierung

Lemma 4.3. KRC
G (Q1, P ) ist wohlde�niert mit 0 ≤ KRC

G (Q1, P ) ≤ ∞.

Beweis. Es sei Q1 � P sowie Q2(BRC) = 0. Wir setzen h(t) := t · ln(t) mit h(0) = 0.

Dann ist h stetig auf [0,∞). Durch Verwendung der Taylorformel gilt

t·ln(t)︷︸︸︷
h(t) = h(1)︸︷︷︸

=0

+h′(1)︸ ︷︷ ︸
=1

(t− 1) +
1

2
h′′(∆)(t− 1)2

= (t− 1) +
1

2∆
(t− 1)2 für ein ∆ zwischen 1 und t

Dies ergibt für t = 1−Q(y)
1−P (y) sowie t = dQ1

dP (x):

KRC
G (Q1, P )

=

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

(
dQ1

dP
(x)− 1 +

1

2∆1(x)
(
dQ1

dP
(x)− 1)2

)
dP (x)

]
dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1 +

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))

)
dG(y)

=

ˆ ∞
−∞

[

ˆ y

−∞

1

2∆1(x)
(
dQ1

dP
(x)− 1)2dP (x) +

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))]dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

dQ1(x)−
ˆ
(−∞,y]

dP (x) + (1−Q(y))− (1− P (y))

]
dG(y)

Der erste Term ist nichtnegativ, und wir werden im Folgenden solche Terme durch den Begri�
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4. Rechtszensierung

�NN� kennzeichnen. Dies führt uns zu

KRC
G (Q1, P ) = NN (≥ 0)

+

ˆ ∞
−∞

[Q1(y)− P (y)−Q(y) + P (y)] dG(y)

= NN + 0

≥ 0

da Q(y) = Q1(y) ∀y ≤ b (y ∈ BRC). Ansonsten ist
´
BRC

(...)dG(y) = 0.

Lemma 4.4. Wir haben mit CRC = {x : dQ1

dP (x) 6= 1}:

KRC
G (Q1, P ) > 0 ⇐⇒ P (CRC ∩BRC) > 0

Beweis. �⇐=�:

Es sei P (CRC ∩BRC) > 0. Dann folgt KRC
G (Q1, P ) > 0, da

KRC
G (Q1, P )

=

ˆ ∞
−∞

[

ˆ y

−∞

1

2∆1(x)
(
dQ1

dP
(x)− 1)2dP (x) +

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))]dG(y)

≥
ˆ ∞
−∞

(1−G−(x))
1

2∆1(x)
(
dQ1

dP
(x)− 1)2dP (x)

=

ˆ
CRC∩BRC

(1−G−(x))︸ ︷︷ ︸
>0

1

2∆1(x)︸ ︷︷ ︸
>0

(
dQ1

dP
(x)− 1)2︸ ︷︷ ︸
>0

dP (x) +

ˆ
CRC∩BRC

(....)dP (x)︸ ︷︷ ︸
≥0

> 0 weil P (CRC ∩BRC) > 0
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�=⇒�:

Es wird angenommen, dass P (CRC ∩ BRC) = 0. Wir schreiben abermals BRC = (−∞, b],

wobei b den kleinsten Punkt, für den G eins gleicht, bezeichnet oder (−∞,∞), falls kein

solcher Punkt existiert. Damit erhalten wir für y ≤ b:

ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ1

dP
)
dQ1

dP
dP =

ˆ
(−∞,y]∩CRC

ln(
dQ1

dP
)
dQ1

dP
dP

+

ˆ
(−∞,y]∩CRC

ln(
dQ1

dP︸︷︷︸
=1

)
dQ1

dP
dP

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 wegen P (CRC ∩BRC) = 0.

Abschlieÿend wollen wir zeigen, dass 1−Q(y) = 1−P (y) für y ≤ b, und dies wird den Beweis

komplettieren.

Es ist Q1(y) = Q(y) ∀y ≤ b, da wir Q2(BRC) = Q2((−∞, b]) = 0 vorausgesetzt haben.

Damit wird Q(y) nun bestimmt:

Q(y) =

ˆ
(−∞,y]

dQ(x)

=

ˆ
(−∞,y]

dQ1(x)

=

ˆ
(−∞,y]

dQ1

dP
(x)dP (x)

=

ˆ
(−∞,y]∩{x: dQ1

dP
(x)=1}

dP (x) +

��
���

���
���

���ˆ
(−∞,y]∩CRC}

dQ1

dP
(x)dP (x)

=

ˆ
(−∞,y]

dP (x)

= P (y)
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=⇒ 1−Q(y) = 1− P (y) ∀y ≤ b und die Aussage des Lemma 4.4 ist bewiesen.

In dieser Arbeit wollen wir die Konsistenz des MLE unter Verwendung der Kullback-Leibler-

Information beweisen. Dies bedingt die Einführung und De�nition einer neuer Funktion (in

θ), die es uns ermöglicht, die Kullback-Leibler-Information als Di�erenz von zwei Funktionen

darzustellen:

LRCG (θ0, θ) :=

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

ln(f(x, θ))f(x, θ0)dν(x) + (1− F (y, θ0))ln(1− F (y, θ))

]
dG(y)

Hierbei bezeichne F (t, θ0) die wahre Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, die aus

einer parametrischen Familie von stetigen Verteilungsfunktionen entstammen möge. Unter

der Annahme, dass Q2(BRC) = 0 ist sowie Q1 die wahre Verteilung bezeichne, folgt für

dQ1 = f(·, θ0)dν und dP = f(·, θ)dν:

KRC
G (Q1, P )

=

ˆ
BRC

[ˆ
(−∞,y]

ln

(
f(x, θ0)

f(x, θ)

)
f(x, θ0)dν(x) + (1− F (y, θ0))ln

(
1− F (y, θ0)

1− F (y, θ)

)]
dG(y)

=

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

ln

(
f(x, θ0)

f(x, θ)

)
f(x, θ0)dν(x) + (1− F (y, θ0))ln

(
1− F (y, θ0)

1− F (y, θ)

)]
dG(y)

= LRCG (θ0, θ0)− LRCG (θ0, θ)

Diese Gleichung wird durch Umformung zu

LRCG (θ0, θ) = LRCG (θ0, θ0)−KRC
G (Q1, P )︸ ︷︷ ︸
≥0
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4. Rechtszensierung

Dies ist die ausschlaggebende Gleichung für den Beweis der Konsistenz des MLE im vierzehn-

ten Kapitel:

Unter der Voraussetzung, dass einerseits KRC
G (Q1, P ) > 0 für alle P 6= Q1 und andererseits

LRCG (θ0, θ0) endlich ist, nimmt die Funktion LRCG (θ0, ·) ihr Maximum nur an einer Stelle an.

Dieser eindeutige Maximizer ist θ = θ0.
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5.1. Modellbeschreibung

Die Modellierung der Überlebenszeit erfolgt abermals durch eine nichtnegative Zufallsvariable

X, und die Zensierungsvariable trägt die Bezeichnung Y . Die Unabhängigkeit beider Vari-

ablen wird wieder angenommen. Weiterhin verwenden wir die Zufallsvariable Z = max(X,Y )

sowie den Indikator δ = 1{X≤Y }.

Wir beobachten für ein Individuum den Zufallsvektor

O = (Z = max(X,Y ), δ = 1{X≤Y })

mit

Z =


Y falls δ = 1

X falls δ = 0
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Bemerkung:

Im Modell der Linkszensierung wird die Zufallsvariable Z = max(X,Y ) verwendet. Da die Zu-

fallsvariable Z = max(X,Y ) der Zufallsvariablen −Z̃ = −min(−X,−Y ) gleicht, können die

Eigenschaften der Linkszensierung mit Hilfe der Zufallsvariablen des Modells der Rechtszen-

sierung bestimmt werden. Im vorherigen Kapitel haben wir keinen Gebrauch davon gemacht,

dass die Zufallsvariable X nichtnegativ war. Deshalb könnte die Likelihood-Funktion sowie

die Kullback-Leibler-Information ebenfalls mit Hilfe des Rechtszensierungsmodells bestimmt

werden.

Um die Zusammenhänge der beiden Zensierungsmodelle zu zeigen, führen wir die folgenden

De�nitionen ein:

� Die Zufallsvariablen des Linkszensierungsmodells bezeichnen wir mit

X ∼ F sowie Y ∼ G.

� Die entsprechenden Zufallsvariablen des Rechtszensierungsmodells tragen

dann die Bezeichnung X̃ = −X ∼ F̃ und Ỹ = −Y ∼ G̃.

Dadurch ergeben sich die folgenden Zusammenhänge:

� F̃ (t) = P (X̃ ≤ t) = P (−X ≤ t) = P (X ≥ −t) = 1− F−(−t)

=⇒1− F̃ (t) = P (X̃ > t) = P (−X > t) = F−(−t)

� G̃(t) =
´
(−∞,t] dG̃(s) = P (Ỹ ≤ t) = P (−Y ≤ t) = 1−G−(−t)
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5.2. Likelihood-Funktion bei Linkszensierung

Die ZufallsvariableX möge aus einer parametrischen Familie Fθ = {Fθ|θ ∈ Θ} von Verteilungs-

funktionen stammen. In diesem Zensierungsmodell beobachten wir den Zufallsvektor (Zi =

max(Xi, Yi), δi = 1{Xi≤Yi})i=1,...,n. Aufgrund der Indikatorfunktion ergeben sich wieder zwei

mögliche Situationen:

1. δ = 1:

P (Z ≤ t,X ≤ Y ) = P (Y ≤ t,X ≤ Y ) =

ˆ
(−∞,t]

Fθ(y)dG(y) (5.1)

2. δ = 0:

P (Z ≤ t,X > Y ) = P (X ≤ t,X > Y ) =

ˆ
(−∞,t]

G−(x)dFθ(x) (5.2)

Hierbei wurde die Unabhängigkeit von X und Y verwendet.

Die Gleichungen (5.1) und (5.2) führen uns in Analogie zu 4.4 zu der nachstehenden Likelihood-

Funktion:

LLCn (θ) =
n∏
i=1

[Fθ(Zi)]
δi • [fθ(Zi)]

1−δi

=
n∏
i=1

[Fθ(Yi)]
1{Xi≤Yi} • [fθ(Xi)]

1{Xi>Yi}
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Damit de�nieren wir die Kullback-Leibler-Information im Modell der Linkszensierung (ver-

gleiche 4.4) für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P mit X ∼ Q und Y ∼ G (Q� P ):

KLC
G (Q,P ) := EQ

(
1{X≤Y }ln(

Q(Y )

P (Y )
) + 1{X>Y }ln(

dQ

dP
(X))

)
=

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
+

ˆ
(y,∞)

ln

[
dQ

dP
(x)

]
dQ

dP
(x)dP (x)

)
dG(y)

5.3. Die Kullback-Leibler-Information bei Linkszensierung

Im Modell der Linkszensierung sowie in den darau�olgenden Modellen werden wir unser

Vorgehen wiederholen:

Zuerst steht die Wohlde�niertheit der Kullback-Leibler-Information in dem jeweiligen Zen-

sierungsmodell im Vordergrund. Danach werden wir Eindeutigkeitsvoraussetzungen an die

Kullback-Leibler-Information bestimmen, die wir für den Beweis der Konsistenz des Maximum-

Likelihood-Schätzers im vierzehnten Kapitel benötigen.

Wohlde�niertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die KLI wurde für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe P und Q mit Q� P bestimmt als

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
+

ˆ
(y,∞)

ln

[
dQ

dP
(x)

]
dQ

dP
(x)dP (x)

)
dG(y)

Lemma 5.1. KLC
G (Q,P ) ist wohlde�niert und wir haben 0 ≤ KLC

G (Q,P ) ≤ ∞.
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5. Linkszensierung

Beweis. Dies folgt aus der entsprechenden Aussage im Modell der Rechtszensierung.

Mit Hilfe der Taylorentwicklung kann gezeigt werden, dass

KLC
G (Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
+

ˆ
(y,∞)

ln

[
dQ

dP
(x)

]
dQ

dP
(x)dP (x)

)
dG(y)

=

ˆ ∞
−∞

1

2∆1(y)
(
Q(y)

P (y)
− 1)2P (y)dG(y) +

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
y

1

2∆2(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x)dG(y)

=

ˆ ∞
−∞

1

2∆1(y)
(
Q(y)

P (y)
− 1)2P (y)dG(y) +

ˆ ∞
−∞

G−(x)
1

2∆2(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x)

Es wird deutlich, dass die Zensierungsverteilung G auch in diesem Modell einen groÿen Ein-

�uss auf die Kullback-Leibler-Information ausüben kann. Deshalb setzen wir

ALC =

{
x :

dQ

dP
(x) 6= 1

}
sowie BLC = {x : G−(x) > 0}

Bemerkung:

Im Linkszensierungsmodell wird die Menge BLC = {x : G−(x) > 0} anstelle der Menge

BRC = {x : G−(x) < 1} des Rechtszensierungsmodells verwendet.

Lemma 5.2. Wir haben:

KLC
G (Q,P ) > 0 genau dann wenn P (ALC ∩BLC) > 0

Beweis. Auch dieser Beweis folgt direkt aus dem Beweis im Modell der Rechtszensierung.

Wir müssen nur die Menge BRC durch die Menge BLC ersetzen.
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6. Current Status Model

6.1. Modellbeschreibung

Das Current Status Model wurde aufgrund seiner einfachen Struktur und der vielfältigen

Anwendungs- sowie Erweiterungsmöglichkeiten (vergleiche Kapitel 12) in den letzten Jahren

am intensivsten studiert.

Bemerkungen:

� Die Zufallsvariable von Interesse trägt in diesem Modell die BezeichnungD. Dies wird in

den kommenden Modellen beibehalten, um den Unterschied zu den vorherigen Modellen

zu zeigen und die verschiedenen Zensierungsmodelle vergleichen zu können.

� Wir benennen in diesem Modell die Zensierungsvariable mit Z um zu verdeutlichen,

dass diese im Current Status Model immer beobachtbar ist.

In einer Studie ist für jedes Individuum der Zufallsvektor

O = (Z, µ = 1{D≤Z})
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6. Current Status Model

bekannt. Es gibt für den Indikator µ zwei unterschiedliche Möglichkeiten:

1{D≤Z} = 1 ⇐⇒ D ≤ Z

1{D≤Z} = 0 ⇐⇒ D > Z

Weiterhin benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

� Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen D bezeichnen wir mit A,

es gilt also P (D ≤ t) = A(t).

� Für die Verteilungsfunktion von Z verwenden wir den Buchstaben HCS ,

somit ist Z ∼ HCS mit P (Z ≤ t) = HCS(t).

Die Unabhängigkeit der beiden Variablen wird wieder vorausgesetzt.

6.2. Martingaldarstellungen der Zählprozesse

Um die Doob-Meyer-Zerlegung der Zählprozesse bestimmen zu können, verwenden wir be-

dingte Erwartungswerte. Diese sind abhängig von der zugrundeliegenden σ−Algebra (der

Information). Im Current Status Model ist die σ−Algebra gegeben als:

Ft = σ(1{Zi≤s,Di≤Zi}, 1{Zi>s} : i = 1, ..., n; s ≤ t)
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6. Current Status Model

Im vorliegenden Modell werden wir zuerst die diskrete Doob-Meyer-Zerlegung der Zähl-

prozesse

√
n ·H1,CS

n (t) =
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t,Di≤Zi}

√
n ·H0,CS

n (t) =
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t,Di>Zi}

bestimmen. Um dies zu ermöglichen, werden zunächst endlich viele t1 < ... < tm < t ≡ tm+1

betrachtet, und wir beginnen mit dem Stichprobenumfang n = 1.

Bemerkungen:

1. Wir werden die Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung allein für den Prozess
√
n ·H0,CS

n durchführen, da die Zerlegung von
√
n ·H1,CS

n direkt aus der Zerlegung

von
√
n ·H0,CS

n und
√
n ·HCS

n ( HCS
n = H1,CS

n +H0,CS
n ) folgt oder analog berechnet

werden kann.

2. Die Prozesse
√
n ·HCS

n ,
√
n ·H1,CS

n und
√
n ·H0,CS

n sind adaptiert bezüglich der

Filtration (Ft)t.

Lemma 6.1.

Wir haben für 1 ≤ k ≤ m+ 1:

E(1{Z≤tk,D>Z}|Ftk−1
) = 1{Z≤tk−1,D>Z} + 1{Z>tk−1}

H0,CS(tk)−H0,CS(tk−1)

1−HCS(tk−1)

Beweis. Wir zerlegen den Indikator 1{Z≤tk,D>Z} in 1{Z≤tk−1,D>Z} + 1{tk−1<Z≤tk,D>Z}. Der

erste Term ist meÿbar bezüglich Ftk−1
. Für den zweiten Term erhalten wir unter Verwendung
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6. Current Status Model

der Markov-Eigenschaft:

E(1{tk−1<Z≤tk,D>Z}|Ftk−1
) = E(1{tk−1<Z≤tk,D>Z}|σ(1{Z≤tk−1,D>Z},1{Z≤tk−1,D≤Z}, 1{Z>tk−1}))

Da diese σ−Algebra von den drei Indikatorfunktionen erzeugt wird, kann dieser bedingte

Erwartungswert elementar berechnet werden und es folgt:

E(1{Z≤tk,D>Z}|Ftk−1
) = 1{Z≤tk−1,D>Z} + E(1{tk−1<Z≤tk,D>Z}|Ftk−1

)

= 1{Z≤tk−1,D>Z} + 1{Z>tk−1}

´
1{Z>tk−1}1{tk−1<Z≤tk,D>Z}dP

P (tk−1 < Z)

= 1{Z≤tk−1,D>Z} + 1{Z>tk−1}
H0,CS(tk)−H0,CS(tk−1)

1−HCS(tk−1)

Dies ermöglicht die rekursive Darstellung des (diskreten) Martingalprozesses aus der Doob-

Meyer-Zerlegung als

M0,CS
1 (tk) = M0,CS

1 (tk−1) + 1{tk−1<Z≤tk,D>Z} − 1{Z>tk−1}
H0,CS(tk)−H0,CS(tk−1)

1−HCS(tk−1)

Durch Induktion erhalten wir schlieÿlich

M0,CS
1 (tk) = 1{Z≤tk,D>Z} −

k∑
j=1

1{Z>tj−1}
H0,CS(tj)−H0,CS(tj−1)

1−HCS(tj−1)
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6. Current Status Model

Insgesamt ergibt sich durch Grenzübergang für den Stichprobenumfang n = 1:

M0,CS
1 (t) = 1{Z≤t,D>Z} −

ˆ
[0,t]

1{Z≥s}

1−HCS
− (s)

dH0,CS(s)

Durch die Addition unabhängiger Versionen erhalten wir für das Innovationsmartingal des

Zählprozesses
√
n ·H0,CS

n bezüglich der Filtration (Ft)t:

M0,CS
n (t) =

√
n

(
H0,CS
n (t)−

ˆ
[0,t]

1−HCS
n−

1−HCS
−

dH0,CS

)
(6.1)

=
√
n

(
H0,CS
n (t)−

ˆ
[0,t]

1−HCS
n−

1−HCS
−

(1−A)dHCS

)
(6.2)

Die zweite Gleichung ist eine Konsequenz aus (D ∼ A):

H0,CS(t) = P (Z ≤ t,D > Z)

= E(1{Z≤t,D>Z})

=

ˆ
[0,t]

(1−A)dHCS (6.3)

Wollen wir den Martingalprozess in (6.1) schätzen, so sind die Verteilungsfunktionen bzw.

Subverteilungsfunktionen durch ihre nichtparametrischen Schätzer HCS
n und H0,CS

n zu erset-

zen. Hierbei gleicht der ProzessM0,CS
n aber wieder dem Nullprozess, vergleiche Abschnitt 4.2.

Die Gleichung (6.2) ermöglicht hingegen das Testen bestimmter parametrischer Hypothesen

bezüglich A. Koul und Yi (2006) präsentieren deshalb den folgenden Prozess:
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6. Current Status Model

CCSn (t, θ) =
√
n

(
H0,CS
n (t)−

ˆ t

0
(1−Aθ)dHCS

n

)
=

1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t}
[
1{Di>Zi} − (1−Aθ(Zi))

]

Dieser Prozess besitzt sogar nach der Schätzung der Verteilungsfunktion von Z (für das

wahre θ0) die Martingaleigenschaft. Dies ist eine direkte Konsequenz aus Stute (1997) unter

Verwendung der Unabhängigkeitsvoraussetzung an D und Z, da

CCSn (t, θ0) =
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t}
[
1{Di>Zi} − E(1{Di>Zi}|Zi)

]

Die Martingaleigenschaft kann ebenfalls durch die Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung

der beiden Prozessteile gezeigt werden. Hierbei zeigt sich, dass beide Prozessteile den selben

Kompensator besitzen.

Auÿerdem konntenKoul und Yi (2006) für diesen Prozess eine Stute-Thies-Zhu-Transformation

�nden und somit Goodness-of-Fit Tests der zusammengesetzten Hypothese ermöglichen. Dies

mündete schlieÿlich unter Verwendung von Durbin (1973) in (asymptotisch) verteilungsfreien

Tests.
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6. Current Status Model

6.3. Hauptkomponenten des Martingalprozesses CCS
n

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit den Hauptkomponenten des Martingalprozesses

CCSn (t) =
√
n(H0,CS

n (t)−
ˆ t

0
(1−A)dHCS

n )

Die Darstellung dieses Prozesses als eine Summe von unabhängigen Summanden

CCSn (t) =
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t}[1{Di>Zi} − (1−A(Zi))]

werden wir für die Berechnung der Hauptkomponenten verwenden.

Bemerkung:

Wir setzen wieder voraus, dass die verwendeten Verteilungen stetig sind.

Der Prozess CCSn besitzt die folgende Kovarianzfunktion für s ≤ t:

Cov(CCSn (s), CCSn (t)) = γ(s)

mit γ(s) =

ˆ s

0
AdH0,CS

Dies wollen wir nun veri�zieren.

Lemma 6.2. Es gilt für s ≤ t:

Cov(CCSn (s), CCSn (t)) =

ˆ s

0
AdH0,CS
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Beweis. Der Prozess CCSn ist zentriert und hiermit erhalten wir:

Cov(CCSn (s), CCSn (t)) = E(CCSn (s) · CCSn (t))− 0

= E[1{Z≤s}[1{D>Z} − (1−A(Z))]2]

= E[1{Z≤s,D>Z}]− 2 · E[1{Z≤s}1{D>Z}(1−A(Z))]

+E[1{Z≤s}(1−A(Z))2]

Diese drei Erwartungswerte werden wir separat bestimmen. Es ist

� E(1{Z≤s}1{D>Z}) =
´ s
0 (1−A)dHCS

� 2 · E(1{Z≤s}1{D>Z}(1−A(Z))) = 2 ·
´ s
0 (1−A)2dHCS

� E(1{Z≤s}(1−A(Z))2) =
´ s
0 (1−A)2dHCS

Insgesamt erhalten wir schlieÿlich:

Cov(CCSn (s), CCSn (t)) =

ˆ s

0
(1−A(z))(1− 1 +A(z))dHCS(z)

=

ˆ s

0
(1−A(z))A(z)dHCS(z)

(6.3)
=

ˆ s

0
AdH0,CS

Somit existiert für CCSn (t) mit Theorem 3.2 für ψ = γ auf [0, T ] (falls ψ(T ) > 0) die folgende

Darstellung:

CCSn (t) =

∞∑
j=1

< CCSn , fj(ψ̃) >ψ̃ fj(ψ̃(t)) mit < CCSn , fj(ψ̃) >ψ̃:=

ˆ T

0
CCSn (t)fj(ψ̃(t))dψ̃(t)
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Hierbei gilt für die Hauptkomponenten:

αCSjn = < CCSn , fj(ψ̃) >ψ̃

=

ˆ T

0
CCSn (s)fj(ψ̃(s))dψ̃(s)

=

ˆ 1

0
CCSn (ψ̃−1(s))fj(s)ds

=
1√
n

n∑
i=1

[1{Di>Zi} − (1−A(Zi))]

ˆ 1

0
1{ψ̃(Zi)≤s}fj(s)ds

=
1√
n

n∑
i=1

[1{Di>Zi} − (1−A(Zi))]

ˆ 1

ψ̃(Zi)
fj(s)ds

Wir benutzen abermals fj(s) =
√

2sin(bjs) mit bj = (2j−1)π
2 und erhalten:

αCSjn =

√
2

n

n∑
i=1

[1{Di>Zi} − (1−A(Zi))]

ˆ 1

ψ̃(Zi)
sin(bjs)ds

=

√
2

n
· 1

bj

n∑
i=1

[1{Di>Zi} − (1−A(Zi))] · cos(bjψ̃(Zi))

Diese Gleichung ist eine Konsequenz aus [−cos(bjs)]1ψ̃(Zi) = 0 + cos(bjψ̃(Zi)).

6.4. Likelihood-Funktion im Current Status Model

Dieser Abschnitt dient der Bestimmung der Likelihood-Funktion sowie der Kullback-Leibler-

Information in diesem Zensierungsmodell. Die ZufallsvariableD möge aus einer parametrischen

Familie Aθ = {Aθ|θ ∈ Θ} von Verteilungsfunktionen stammen. Um die Notation zu verein-
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6. Current Status Model

fachen, verwenden wir im Folgenden die Bezeichnung H anstelle von HCS .

Im Current Status Model wird die Folge (Zi, µi = 1{Di≤Zi})i=1,...,n beobachtet. Es müssen

zwei Szenarien unterschieden werden:

1. µi = 1:

P (Zi ≤ t,Di ≤ Zi) =
´
[0,t]AθdH

2. µi = 0:

P (Zi ≤ t,Di > Zi) =
´
[0,t](1−Aθ)dH

Damit ergibt sich für die Likelihood-Funktion:

LCSn (θ) =
n∏
i=1

[Aθ(Zi)]
1{Di≤Zi} · [1−Aθ(Zi)]1{Di>Zi}

Hierbei werden wie in den vorherigen Kapiteln die Funktionen, die konstant in θ sind, nicht

berücksichtigt.

Diese Likelihood-Funktion führt uns zu der nachstehenden De�nition der Kullback-Leibler-

Information für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P mit D ∼ Q sowie Q� P :

KCS
H (Q,P ) := EQ

(
1{D≤Z}ln

[
Q(Z)

P (Z)

]
+ 1{D>Z}ln

[
1−Q(Z)

1− P (Z)

])

Durch Verwendung der Unabhängigkeit von D und Z gelangen wir zu

KCS
H (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
Q(z)ln

[
Q(z)

P (z)

]
+ (1−Q(z))ln

[
1−Q(z)

1− P (z)

])
dH(z)

80



6. Current Status Model

Diese De�nition beinhaltet wieder den Spezialfall mit Q = Aθ0 und P = Aθ1 :

KCS
H (Aθ0 , Aθ1) = Eθ0

[
µ · ln

(
Aθ0(Z)

Aθ1(Z)

)
+ (1− µ) · ln

(
1−Aθ0(Z)

1−Aθ1(Z)

)]
=

ˆ ∞
−∞

[
Aθ0(z)ln

(
Aθ0(z)

Aθ1(z)

)
+ (1−Aθ0(z))ln

(
1−Aθ0(z)

1−Aθ1(z)

)]
dH(z)

Bemerkung:

Huang und Wellner (1995) verwenden die oben bestimmte Likelihood-Funktion, um die

asymptotische Normalität einer Klasse von linearen Funktionalen des Nichtparametrischen

Maximum-Likelihood-Schätzers zu beweisen.

6.5. Die Kullback-Leibler-Information im Current Status Model

Wohlde�niertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die Kullback-Leibler-Information des Current Status Model ist gegeben als

ˆ ∞
−∞

[
Q(z)ln(

Q(z)

P (z)
) + (1−Q(z))ln(

1−Q(z)

1− P (z)
)

]
dH(z)

Die Verteilung H bezeichnet die Verteilung der Zensierungsvariablen Z auf der reellen Achse.

Wir wollen im kommenden Lemma zeigen, dass KCS
H ≥ 0.

Lemma 6.3. KCS
H (Q,P ) ist wohlde�niert mit 0 ≤ KCS

H (Q,P ) ≤ ∞.

Beweis. Dies folgt abermals durch Verwendung der Taylorformel an den Stellen t = Q(z)
P (z) und
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t = 1−Q(z)
1−P (z) für die Funktion h(t) = t · ln(t):

KCS
H (Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

[
(
Q(z)

P (z)
− 1)P (z) + (

1−Q(z)

1− P (z)
− 1)(1− P (z))

]
dH(z)

+

ˆ ∞
−∞

[
1

2∆1(z)
(
Q(z)

P (z)
− 1)2P (z) +

1

2∆2(z)
(
1−Q(z)

1− P (z)
− 1)2(1− P (z))

]
dH(z)

=

ˆ ∞
−∞

Q(z)− P (z) + 1−Q(z)− 1 + P (z)︸ ︷︷ ︸
=0

 dH(z)

+

ˆ ∞
−∞

[
1

2∆1(z)
(
Q(z)

P (z)
− 1)2P (z) +

1

2∆2(z)
(
1−Q(z)

1− P (z)
− 1)2(1− P (z))

]
dH(z)

≥ 0

Bemerkung:

Aufgrund der Voraussetzung, dass Q� P , folgt aus P (u) = 0 auch Q(u) = 0. Ebenso gilt:

1− P (u) = 0 =⇒ 1−Q(u) = 0

P (u)− P (t) = 0 =⇒ Q(u)−Q(t) = 0

Es wurde mit Hilfe der Taylorentwicklung gezeigt, dass

KCS
H (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

[
1

2∆1(z)
(
Q(z)

P (z)
− 1)2P (z) +

1

2∆2(z)
(
1−Q(z)

1− P (z)
− 1)2(1− P (z))

]
dH(z)
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Nun de�nieren wir die folgende Menge:

ACS := {x : Q(x) 6= P (x)}

Hiermit wird das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 6.4. Es gilt:

KCS
H (Q,P ) > 0 genau dann wenn H(ACS) > 0

Beweis. Aus H(ACS) > 0 folgt aufgrund der folgenden Gleichung KCS
H (Q,P ) > 0:

(Es ist ∆i <∞ f.s.)

KCS
H (Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

[
1

2∆1(z)
(
Q(z)

P (z)
− 1)2P (z) +

1

2∆2(z)
(
1−Q(z)

1− P (z)
− 1)2(1− P (z))

]
dH(z)

=

ˆ
ACS

 1

2∆1(z)︸ ︷︷ ︸
>0

(
Q(z)

P (z)
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

P (z) +
1

2∆2(z)
(
1−Q(z)

1− P (z)
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

(1− P (z))

 dH(z)

+

ˆ
ACS

[
1

2∆1(z)
(
Q(z)

P (z)
− 1)2P (z) +

1

2∆2(z)
(
1−Q(z)

1− P (z)
− 1)2(1− P (z))

]
dH(z)︸ ︷︷ ︸

=0

> 0 , da H(ACS) > 0 und wir haben P 6= 0 sowie 1− P 6= 0 auf ACS
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Um die Gegenrichtung zu beweisen, nehmen wir an, dass H(ACS) = 0. Damit gilt:

KCS
H (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

[
ln(

Q(z)

P (z)
)Q(z) + ln(

1−Q(z)

1− P (z)
)(1−Q(z))

]
dH(z)

=

ˆ
ACS

[
ln(

Q(z)

P (z)
)Q(z) + ln(

1−Q(z)

1− P (z)
)(1−Q(z))

]
dH(z)︸ ︷︷ ︸

=0, denn es ist H(ACS)=0

+

ˆ
ACS

[
ln(

Q(z)

P (z)
)Q(z) + ln(

1−Q(z)

1− P (z)
)(1−Q(z))

]
dH(z)︸ ︷︷ ︸

=0 weil Q=P auf ACS
= 0

Bemerkung:

Durch den Vergleich der Abschnitte 4.5 und 6.5 wird deutlich, worin der Unterschied der

Kullback-Leibler-Informationen besteht. Die Zensierungsmodelle, die es ermöglichen, dass

die Zufallsvariable von Interesse direkt beobachtet werden kann, beinhalten innerhalb der

Kullback-Leibler-Information die Dichtefunktionen anstelle der Verteilungsfunktionen. Dadurch

haben diese Modelle einen höheren Informationsgehalt und somit sollte die Kullback-Leibler-

Information auch gröÿer sein. Die Untersuchung bzw. der Nachweis dieser Behauptung ist ein

wichtiger Bestandteil des dreizehnten Kapitels.
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7. Intervallzensierung Typ II

7.1. Modellbeschreibung

Dieses Modell kann als eine Erweiterung des Current Status Model gesehen werden, bei der

nun mehrere Beobachtungszeitpunkte vorhanden sind.

Bemerkungen:

� In dieser Arbeit werden wir nur die Situation untersuchen, in der zwei Untersuchungszeit-

punkte vorhanden sind.

� Es stellt sich die Frage, ob der zweite Untersuchungszeitpunkt in einem Informations-

gewinn oder Informationsverlust im Vergleich zum Current Status Model resultiert.

Wir werden im dreizehnten Kapitel veri�zieren, dass die Kullback-Leibler-Information

in diesem Zensierungsmodell gröÿer als die Kullback-Leibler-Information des Current

Status Model ist.

Die Modellierung der Zufallsvariablen von Interesse erfolgt durch eine nichtnegative Zu-

fallsvariable D, während die Beobachtungsvariablen mit T und U (T ≤ U f.s.) bezeichnet

werden. Eine wichtige Annahme ist die stochastische Unabhängigkeit von D und (T,U).

Weiterhin führen wir die folgenden Bezeichnungen ein:
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7. Intervallzensierung Typ II

� Die Verteilungsfunktion von D wird mit A bezeichnet.

Dies bedeutet: P (D ≤ t) = A(t).

� Die gemeinsame Verteilung des Vektors (T,U) ist durch

den Buchstaben HIC2 gekennzeichnet. Es gilt also (T,U) ∼ HIC2.

� Die Marginalverteilungen bezeichnen wir mit F und G.

Es ist hierbei T ∼ F sowie U ∼ G.

� Im Modell der Intervallzensierung Typ II existieren zwei

Beobachtungszeitpunkte T und U . Deshalb �nden die beiden

Indikatorfunktionen µ = 1{D≤T} und γ = 1{D≤U}Verwendung.

Wir beobachten also für jede Untersuchungseinheit in einer Studie den Vektor

O = (T,U, µ = 1{D≤T}, γ = 1{D≤U})

wobei T ≤ U f.s.. Deshalb müssen drei verschiedene Situationen unterschieden werden:

1{D≤T} = 1 ⇐⇒ D ≤ T (≤ U)

1{D≤T} = 0, 1{D≤U} = 1 ⇐⇒ T < D ≤ U

1{D≤U} = 0 ⇐⇒ (T ≤) U < D
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7. Intervallzensierung Typ II

Da die Zufallsvariable T immer kleiner gleich der Zufallsvariablen U ist, generieren diese

Zufallsvariablen ein Intervall. Liegt die Variable von Interesse D nicht in diesem Intervall,

so ist dennoch bekannt, ob diese links oder rechts des Intervalls liegt. Den Spezialfall des

Current Status Model erhalten wir, falls nur eine Beobachtungsvariable existiert.

7.2. Likelihood-Funktion bei Intervallzensierung Typ II

Die Likelihood-Funktion in diesem Zensierungsmodell werden wir unter Verwendung der

gemeinsamen Verteilung von (T,U) bestimmen. Die ZufallsvariableD möge aus einer parame-

trischen Familie Aθ = {Aθ|θ ∈ Θ} von Verteilungsfunktionen stammen. Durch die beiden

Indikatorfunktionen ergeben sich eigentlich vier mögliche Szenarien. Da aber Ti ≤ Ui für

i = 1, ..., n f.s., reduzieren sich diese auf die folgenden drei Szenarien:

1. µi = 1, γi = 1:

P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Di ≤ Ti, Di ≤ Ui) = P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Di ≤ Ti)

=
´
B Aθ(x)dHIC2(x, y)

mit B = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ t und y ≤ u mit x ≤ y}

2. µi = 0, γi = 1:

P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Di > Ti, Di ≤ Ui) = P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Ti < Di ≤ Ui)

= P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Di ≤ Ui)− P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Di ≤ Ti)

=
´
B[Aθ(y)−Aθ(x)]dHIC2(x, y)

3. µi = 0, γi = 0:

P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Di > Ti, Di > Ui) = P ((Ti, Ui) ≤ (t, u), Di > Ui)

=
´
B(1−Aθ(y))dHIC2(x, y)
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7. Intervallzensierung Typ II

Damit erhalten wir für die Likelihood-Funktion:

LIC2
n (θ) =

n∏
i=1

[
Aθ(Ti)

1{Di≤Ti} · (Aθ(Ui)−Aθ(Ti))1{Ti<Di≤Ui} · (1−Aθ(Ui))1{Di>Ui}
]

Wir de�nieren die Kullback-Leibler-Information unter Beachtung der Likelihood-Funktion

für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P mit Q� P und D ∼ Q wie folgt:

KIC2
F,G (Q,P ) := EQ

(
1{D≤T}ln(

Q(T )

P (T )
) + 1{T<D≤U}ln(

Q(U)−Q(T )

P (U)− P (T )
)

+1{D>U}ln(
1−Q(U)

1− P (U)
)

)
=

ˆ
R2

(
ln

[
Q(t)

P (t)

]
Q(t) + (1−Q(u))ln

[
1−Q(u)

1− P (u)

]
+ln

[
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)

]
(Q(u)−Q(t))

)
dHIC2(t, u)

Für den Spezialfall, dass Q = Aθ0 und P = Aθ1 ist, ergibt sich

KIC2
F,G (Aθ0 , Aθ1) =

ˆ
R2

[
Aθ0(t)ln(

Aθ0(t)

Aθ1(t)
) + (Aθ0(u)−Aθ0(t))ln(

Aθ0(u)−Aθ0(t)

Aθ1(u)−Aθ1(t)
)

+(1−Aθ0(u))ln(
1−Aθ0(u)

1−Aθ1(u)
)

]
dHIC2(t, u)

Hierbei wurden die folgenden Gleichungen verwendet (T ∼ F und U ∼ G):

ˆ ∞
−∞

Aθ0(t)dF (t) =

ˆ
R2

Aθ0(t)dHIC2(t, u)

sowie
ˆ ∞
−∞

(1−Aθ0(u))dG(u) =

ˆ
R2

(1−Aθ0(u))dHIC2(t, u)
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7. Intervallzensierung Typ II

Bemerkung:

Für die zweidimensionale Verteilungsfunktion HIC2 gilt:

HIC2(A,B) = P ((T,U) ∈ A×B) = P (T ∈ A,U ∈ B) ≤


P (T ∈ A)

P (U ∈ B)

(7.1)

Dies werden wir in dem kommenden Abschnitt verwenden.

7.3. Die Kullback-Leibler-Information bei Intervallzensierung

Typ II

Wohlde�niertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die Kullback-Leibler-Information in diesem Modell gleicht (für Q� P )

ˆ
R2

(ln

[
Q(t)

P (t)

]
Q(t)+(1−Q(u))ln

[
1−Q(u)

1− P (u)

]
+ ln

[
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)

]
(Q(u)−Q(t)))dHIC2(t, u)

Lemma 7.1. Es ist 0 ≤ KIC2
F,G ≤ ∞ und KIC2

F,G ist wohlde�niert.

Beweis. Der Beweis erfolgt wie in den vorherigen Kapiteln durch mehrfache Verwendung der
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7. Intervallzensierung Typ II

Taylorformel für x · ln(x) an den Stellen x = Q(t)
P (t) , x = Q(u)−Q(t)

Q(u)−Q(t) und x = 1−Q(u)
1−P (u) :

KIC2
F,G (Q,P )

=

ˆ
R2

[
1

2∆1(t)
(
Q(t)

P (t)
− 1)2P (t) +

1

2∆2(t, u)
(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
− 1)2(P (u)− P (t))

+
1

2∆3(u)
(
1−Q(u)

1− P (u)
− 1)2(1− P (u))

]
dHIC2(t, u)

+

ˆ
R2

[
(
Q(t)

P (t)
− 1)P (t) + (

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
− 1)(P (u)− P (t))

+(
1−Q(u)

1− P (u)
− 1)(1− P (u))

]
dHIC2(t, u)

=

ˆ
R2

[
1

2∆1(t)
(
Q(t)

P (t)
− 1)2P (t) +

1

2∆2(t, u)
(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
− 1)2(P (u)− P (t))

+
1

2∆3(u)
(
1−Q(u)

1− P (u)
− 1)2(1− P (u))

]
dHIC2(t, u)

+

ˆ
R2

[Q(t)− P (t) +Q(u)−Q(t)− P (u) + P (t) + 1−Q(u)− 1 + P (u)︸ ︷︷ ︸
=0

]dHIC2(t, u)

≥ 0

Nun setzen wir:

AIC2 = {x : Q(x) 6= P (x)}

Lemma 7.2. Wir haben für Q� P :

KIC2
F,G (Q,P ) > 0 ⇐⇒ F (AIC2) > 0 oder G(AIC2) > 0
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7. Intervallzensierung Typ II

Beweis. ”⇐= ”:

Unter der Annahme, dass F (AIC2) > 0 oder G(AIC2) > 0 ist, erhalten wir:

KIC2
F,G (Q,P ) =

ˆ
AIC2

1

2∆1(t)
(
Q(t)

P (t)
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

P (t)dF (t)

+

ˆ
AIC2

1

2∆2(u)
(
1−Q(u)

1− P (u)
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

(1− P (u))dG(u)

+ NN︸︷︷︸
≥0

> 0 da P 6= 0; 1 auf AIC2 und entweder F (AIC2) > 0 oder G(AIC2) > 0

” =⇒ ”:

Es sei F (AIC2) = 0 sowie G(AIC2) = 0.

Dann folgt mit (7.1):

HIC2(AIC2, •) = 0 = HIC2(•, AIC2) (7.2)

Und hiermit erhalten wir:
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7. Intervallzensierung Typ II

KIC2
F,G (Q,P )

=

ˆ
AIC2

ln(
Q(t)

P (t)
)Q(t)dF (t) +

ˆ
AIC2

ln(
1−Q(u)

1− P (u)
)(1−Q(u))dG(u)︸ ︷︷ ︸

=0 wegen F (AIC2)=0 und G(AIC2)=0

+

ˆ
AIC2

ln(
Q(t)

P (t)
)Q(t)dF (t) +

ˆ
AIC2

ln(
1−Q(u)

1− P (u)
)(1−Q(u))dG(u)︸ ︷︷ ︸

=0 da Q=P auf AIC2

+

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

[
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

]
dHIC2(t, u)

=

ˆ
AIC2

ˆ
AIC2

...dHIC2 +

ˆ
AIC2

ˆ
AIC2

...dHIC2 +

ˆ
AIC2

ˆ
AIC2

...dHIC2︸ ︷︷ ︸
=0 mit (7.2)

+

ˆ
AIC2

ˆ
AIC2

 ln(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)︸ ︷︷ ︸

=0 auf AIC2×AIC2

(Q(u)−Q(t))

 dHIC2(t, u)

= 0
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8. Doppelzensierung

8.1. Modellbeschreibung

Die Modellierung der Zufallsvariablen D,T und U sowie Indikatorfunktionen 1{D≤T} und

1{D≤U} stimmt mit der Modellierung der Intervallzensierung Typ II überein. Im Unterschied

zum vorherigen Zensierungsmodell kann aber die beobachtbare eindimensionale Zufallsvari-

able Z = min(max(D,T ), U) im Modell der Doppelzensierung D gleichen. Die Zufallsvariable

D wird wieder als unabhängig von T und U angenommen.

Wir kennen von jedem Individuum in einer Untersuchung den Zufallsvektor

O = (Z = min(max(D,T ), U), 1{D≤T}, 1{D≤U})

mit T≤U f.s.
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8. Doppelzensierung

Hieraus ergeben sich wieder drei unterschiedliche Szenarien:

Z =


T falls 1{D≤T} = 1 (=⇒ 1{D≤U} = 1)

D falls 1{D≤T} = 0, 1{D≤U} = 1

U falls 1{D≤U} = 0 (=⇒ 1{D≤T} = 0)

Der Wert der Zufallsvariable D ist somit bekannt, falls diese im Intervall (T,U ] liegt.

Bemerkungen:

� Durch die Voraussetzung, dass T ≤ U f.s., folgt aus 1{D≤T} = 1

ebenfalls 1{D≤U} sowie aus 1{D>U} = 1 auch 1{T>U}.

� Das Zensierungsmodell der Doppelzensierung beinhaltet sowohl das

Rechtszensierungsmodell (falls wir T ∼ F := δ−∞ setzen), als auch

das Linkszensierungsmodell (für U ∼ G := δ∞).

� In Turnbull (1974) wurde ein nichtparametrischer Schätzer für die

Verteilungsfunktion von Interesse in diesem Zensierungsmodell bestimmt.

8.2. Martingaldarstellungen der Zählprozesse

In diesem Zensierungsschema untersuchen wir zum ersten Mal Zählprozesse, die von zwei

Indikatorfunktionen abhängen. Die Verteilungsfunktion der beobachtbaren Zufallsvariablen
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8. Doppelzensierung

Z = min(max(D,T ), U) wird mit HDC bezeichnet. Die drei folgenden Zählprozesse werden

untersucht:

√
nH11,DC

n (t) =
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t,Di≤Ti} =
1√
n

n∑
i=1

1{Ti≤t,Di≤Ti}

√
nH00,DC

n (t) =
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t,Di>Ui} =
1√
n

n∑
i=1

1{Ui≤t,Di>Ui}

√
nH01,DC

n (t) =
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t,Di>Ti,Di≤Ui} =
1√
n

n∑
i=1

1{Di≤t,Di>Ti,Di≤Ui}

Hierbei verwenden wir die Bezeichnung Hab,DC
n , falls der Indikator 1{D≤T} = a sowie der

zweite Indikator 1{D≤U} = b ist. Um die Adaptiertheit dieser Zählprozesse sicherzustellen,

wird die nachstehende σ−Algebra eingeführt:

Ft = σ(1{Zi≤s,Di≤Ti}, 1{Zi≤s,Di>Ui}, 1{Zi>s} : i = 1, ..., n; s ≤ t)

Indem wir wieder unser Vorgehen aus 4.21 wiederholen, erhalten wir durch die Doob-Meyer-

Zerlegung dieser Zählprozesse bezüglich der obigen σ−Algebra die nachfolgenden Martingal-

prozesse:

M ij,DC
n (t) =

√
n

(
H ij,DC
n (t)−

ˆ
[0,t]

1−HDC
n−

1−HDC
−

dH ij,DC

)
für i ≤ j mit i, j ∈ {0, 1}

Für die Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung wurde für H11,DC
1 (tk) = 1{Z≤tk,D≤T} die

1 Wir haben als Erstes für den Stichprobenumfang n = 1 die Doob-Meyer-Zerlegung des Zählprozesses

bestimmt. Hierzu wurde zuerst eine Diskretisierung der Zeitachse vorgenommen. Anschlieÿend wurde die

Bestimmung der bedingten Erwartung durchgeführt und ein Grenzübergang vollzogen.
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8. Doppelzensierung

bedingte Erwartung bezüglich Ftk−1
mit t1 < ... < tm < t ≡ tm+1 berechnet:

Lemma 8.1.

Es gilt für 1 ≤ k ≤ m+ 1:

E(1{Z≤tk,D≤T}|Ftk−1
) = 1{Z≤tk−1,D≤T} + 1{Z>tk−1}

H11,DC(tk)−H11,DC(tk−1)

1−HDC(tk−1)

Beweis. Wir zerlegen den Indikator 1{Z≤tk,D≤T} in 1{Z≤tk−1,D≤T} + 1{tk−1<Z≤tk,D≤T}. Der

erste Term ist meÿbar bezüglich Ftk−1
. Für den zweiten Term ergibt sich unter Verwendung

der Markov-Eigenschaft:

E(1{tk−1<Z≤tk,D≤T}|Ftk−1
)

= E(1{tk−1<Z≤tk,D≤T}|σ(1{Z≤tk−1,D≤T},1{Z≤tk−1,T<D≤U}, 1{Z≤tk−1,D>U}, 1{Z>tk−1}))

Da diese σ−Algebra neben ∅,Ω aus der Partition dieser vier Mengen besteht, kann dieser

bedingte Erwartungswert elementar berechnet werden:

E(1{Z≤tk,D≤T}|Ftk−1
) = 1{Z≤tk−1,D≤T} + E(1{tk−1<Z≤tk,D≤T}|Ftk−1

)

= 1{Z≤tk−1,D≤T} + 1{Z>tk−1}

´
1{Z>tk−1}1{tk−1<Z≤tk,D≤T}dP

P (tk−1 < Z)

= 1{Z≤tk−1,D≤T} + 1{Z>tk−1}
H11,DC(tk)−H11,DC(tk−1)

1−HDC(tk−1)

96
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Die letzte Gleichung ist eine Konsequenz aus

H11,DC(t) = P (Z ≤ t,D ≤ T )

= E(1{Z≤t,D≤T})

8.3. Likelihood-Funktion bei Doppelzensierung

Die Likelihood-Funktion dieses Zensierungsmodells muss sowohl die Dichtefunktion als auch

die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen D enthalten. Dies ist durch die Beobachtbarkeit

von D im Intervall (T,U ] gegeben. Zusätzlich werden die eindimensionalen Verteilungsfunk-

tionen F und G von T und U aufgrund der eindimensionalen Zufallsvariablen Z Verwendung

�nden. Die Zufallsvariable D möge aus einer parametrischen Familie Aθ = {Aθ|θ ∈ Θ} von

Verteilungsfunktionen stammen.

Im Modell der Doppelzensierung ist die Folge

(Zi = min(max(Di, Ti), Ui),

µi︷ ︸︸ ︷
1{Di≤Ti},

γi︷ ︸︸ ︷
1{Di≤Ui})i=1,...,n

bekannt. Wir führen deshalb eine Fallunterscheidung durch und verwenden die Unabhängig-

keitsvoraussetzung:

1. µi = 1, γi = 1:

P (Zi ≤ t,Di ≤ Ti, Di ≤ Ui) = P (Ti ≤ t,Di ≤ Ti) =
´
[0,t]AθdF
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2. µi = 0, γi = 1:

P (Zi ≤ t,Di > Ti, Di ≤ Ui) = P (Di ≤ t, Ti < Di ≤ Ui)

=
´
[0,t] P (Ti < y ≤ Ui)dAθ(y)

=
´
[0,t][F−(y)−G−(y)]aθ(y)dy

3. µi = 0, γi = 0:

P (Zi ≤ t,Di > Ti, Di > Ui) = P (Ui ≤ t,Di > Ui) =
´
[0,t](1−Aθ)dG

Hierbei wurde für 2. benutzt, dass (mit T ≤ U f.s.)

P (T < v ≤ U) = P (T < v, v ≤ U)

= P (v ≤ U)− P (v ≤ U, v ≤ T )

= P (v ≤ U)− P (v ≤ T )

= F−(v)−G−(v)

Damit bestimmen wir wie in den vorherigen Kapiteln die Likelihood-Funktion:

LDCn (θ) =
n∏
i=1

[
(Aθ(Ti))

µiγi · (aθ(Di))
(1−µi)γi(1−Aθ(Ui))(1−µi)(1−γi)

]
=

n∏
i=1

[
(Aθ(Ti))

µi · (aθ(Di))
(1−µi)γi(1−Aθ(Ui))(1−γi)

]

Wir de�nieren die Kullback-Leibler-Information für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P
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mit D ∼ Q und Q� P wie folgt:

KDC
F,G(Q,P ) := EQ

(
µ · ln(

Q(T )

P (T )
) + (1− µ) · γ · ln(

dQ

dP
(D)) + (1− γ)ln(

1−Q(U)

1− P (U)
)

)
=

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]

Die letzte Gleichung wird ebenfalls durch den folgenden Spezialfall motiviert:

Setzen wir dQ = aθ0dν sowie dP = aθ1dν mit Q� P , so gilt:

KDC
F,G(Aθ0 , Aθ1) = Eθ0

[
µ · ln

(
Aθ0(T )

Aθ1(T )

)
+ (1− µ) · γ · ln

(
aθ0(D)

aθ0(D)

)
+(1− γ) · ln

(
1−Aθ0(U)

1−Aθ1(U)

)]
=

ˆ ∞
−∞

Aθ0 ln

(
Aθ0
Aθ1

)
dF +

ˆ ∞
−∞

(1−Aθ0)ln

(
1−Aθ0
1−Aθ1

)
dG

+

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

ln

(
aθ0(x)

aθ1(x)

)
aθ0(x)dx

]
[dG(y)− dF (y)]

Der letzte Summand wurde durch Verwendung der nachstehenden Gleichungen bestimmt:

Eθ0(1{T<D≤U}ln(
aθ0(D)

aθ1(D)
)) =

ˆ ∞
−∞

P (T < x ≤ U)ln(
aθ0(x)

aθ1(x)
)aθ0(x)dx

=

ˆ ∞
−∞

[F−(x)−G−(x)]ln(
aθ0(x)

aθ1(x)
)aθ0(x)dx
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Wir zerlegen diesen Ausdruck in zwei Integrale und erhalten

Eθ0(1{T<D≤U}ln(
aθ0(D)

aθ1(D)
))

=

ˆ ∞
−∞

ln(...)(1−G−(x))aθ0(x)dx−
ˆ ∞
−∞

ln(...)(1− F−(x))aθ0(x)dx

=

ˆ ∞
−∞

ln(..)P (U ≥ x)aθ0(x)dx−
ˆ ∞
−∞

ln(..)P (F ≥ x)aθ0(x)dx

=

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

ln(...)1{y≥x}dG(y)aθ0(x)dx−
ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

ln(..)1{y≥x}dF (y)aθ0(x)dx

Nun verwenden wir Fubini und können die Integrale wieder zusammenfassen. Dies führt zu:

Eθ0(1{T<D≤U}ln(
aθ0(D)

aθ1(D)
)) =

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

1{y≥x}ln(...)aθ0(x)dx[dG(y)− dF (y)]

=

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln(...)aθ0(x)dx

)
[dG(y)− dF (y)]

8.4. Die Kullback-Leibler-Information bei Doppelzensierung

Da die Zufallsvariable D nur in dem Intervall (T,U ] direkt beobachtet werden kann, sollte

dieses Modell einerseits eine kleinere Kullback-Leibler-Information als die Modelle der Rechts-

bzw. Linkszensierung besitzen. Andererseits sollte es aber eine gröÿere Kullback-Leibler-

Information als das Modell der Intervallzensierung Typ II vorweisen, da in diesem Modell

D niemals beobachtet werden kann. Dies werden wir ebenfalls im dreizehnten Kapitel veri-

�zieren.
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8. Doppelzensierung

Wohlde�niertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die Kullback-Leibler-Information in diesem Modell ist gegeben als

KDC
F,G(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]

Lemma 8.2. Wir haben 0 ≤ KDC
F,G ≤ ∞ und KDC

F,G ist wohlde�niert.

Beweis. Durch Verwendung der Taylorformel ergibt sich:

KDC
F,G(Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

[
Q(y)

P (y)
− 1 +

1

2∆1(y)
(
Q(y)

P (y)
− 1)2

]
P (y)dF (y)

+

ˆ ∞
−∞

[
1−Q(y)

1− P (y)
− 1 +

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2

]
(1− P (y))dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

(
dQ

dP
(x)− 1 +

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2)dP (x)

]
[dG(y)− dF (y)]

=

ˆ ∞
−∞

1

2∆1
(
Q(y)

P (y)
− 1)2P (y)dF (y) +

ˆ ∞
−∞

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

ˆ
(−∞,y]

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x)[dG(y)− dF (y)]

+
���

���
���

���
ˆ ∞
−∞

(Q(y)− P (y))dF (y) +
((((

(((
((((

(((
((ˆ ∞

−∞
(1−Q(y) + P (y)− 1)dG(y)

+
((((

((((
(((

((((
((ˆ ∞

−∞
(Q(y)− P (y))[dG(y)− dF (y)]
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8. Doppelzensierung

Um die Behauptung zu beweisen, wird gezeigt werden, dass

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x)

)
[dG(y)− dF (y)] ≥ 0

Es gilt:

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x)

)
[dG(y)− dF (y)]

=

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

1{x≤y}
1

2∆3(x)
(..)2dP (x)dG(y)

−
ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

1{x≤y}
1

2∆3(x)
(..)2dP (x)dF (y)

Mit Hilfe des Satzes von Fubini gelangen wir zu:

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x)

)
[dG(y)− dF (y)]

=

ˆ ∞
−∞

(1−G−(x))
1

2∆3(x)
(..)2dP (x)

−
ˆ ∞
−∞

(1− F−(x))
1

2∆3(x)
(..)2dP (x)

=

ˆ ∞
−∞

(F−(x)−G−(x))︸ ︷︷ ︸
≥0

1

2∆3(x)
(..)2dP (x)

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Wir de�nieren im Modell der Doppelzensierung nun die folgenden Mengen:

A1
DC = {x :

dQ

dP
(x) 6= 1} und A2

DC = {x : Q(x) 6= P (x)}
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8. Doppelzensierung

sowie BDC = {x : F−(x)−G−(x) > 0}

Hiermit werden wir im folgenden Lemma zeigen, unter welchen Voraussetzungen

KDC
F,G(Q,P ) > 0 ist.

Lemma 8.3. Wir haben für Q� P :

KDC
F,G > 0 ⇐⇒ F (A2

DC) > 0 oder G(A2
DC) > 0 oder P (A1

DC ∩BDC) > 0

Beweis. Es sei F (A2
DC) > 0 oder G(A2

DC) > 0 oder P (A1
DC ∩BDC) > 0.

Damit gilt:

KDC
F,G(Q,P ) =

ˆ
A2
DC

1

2∆1(y)
(
Q(y)

P (y)
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

P (y)︸ ︷︷ ︸
>0 auf A2

DC

dF (y)

+

ˆ
A2
DC

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

(1− P (y))︸ ︷︷ ︸
>0 auf A2

DC

dG(y)

+

ˆ
A2
DC

1

2∆1(y)
(
Q(y)

P (y)
− 1)2P (y)dF (y)︸ ︷︷ ︸

=0

+

ˆ
A2
DC

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))dG(y)︸ ︷︷ ︸

=0

+

ˆ
A1
DC

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

(F−(x)−G−(x))dP (x)

+

ˆ
A1
DC

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2(F−(x)−G−(x))dP (x)︸ ︷︷ ︸

=0

> 0, da entweder F (A2
DC) > 0 oder G(A2

DC) > 0 oder P (A1
DC ∩BDC) > 0
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8. Doppelzensierung

Um die Gegenrichtung zu beweisen, nehmen wir F (A2
DC) = 0 sowie G(A2

DC) = 0 und

P (A1
DC ∩BDC) = 0 an. Dann ist

KDC
F,G(Q,P ) =

ˆ
A2
DC

1

2∆1(y)
(
Q(y)

P (y)
− 1)2P (y)dF (y)︸ ︷︷ ︸

=0 wegen F (A2
DC)=0

+

ˆ
A2
DC

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))dG(y)︸ ︷︷ ︸

=0 weil G(A2
DC)=0

+

ˆ
A1
DC

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2(F−(x)−G−(x))dP (x)

+

ˆ
A2
DC

1

2∆1(y)
(
Q(y)

P (y)
− 1)2P (y)dF (y)︸ ︷︷ ︸

=0 da Q(y)=P (y)

+

ˆ
A2
DC

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))dG(y)︸ ︷︷ ︸

=0 bedingt durch Q(y)=P (y)

+

ˆ
A1
DC

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2(F−(x)−G−(x))dP (x)︸ ︷︷ ︸
=0, denn dQ

dP
=1

=

ˆ
A1
DC∩BDC

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2(F−(x)−G−(x))dP (x)︸ ︷︷ ︸

=0 aufgrund der Annahme, dass P (A1
DC∩BDC)=0

+

ˆ
A1
DC∩BDC

1

2∆3(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2 (F−(x)−G−(x))︸ ︷︷ ︸

=0 auf BDC

dP (x)

= 0
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9. Mittelzensierung

9.1. Modellbeschreibung

Die Modellierung der Zufallsvariablen D,T und U gleicht der Modellierung im vorherigen

Kapitel. In einer Studie ist für jeden Probanden der Vektor

O = (Z, 1{D≤T}, 1{D≤U})

mit µ = 1{D≤T} und γ = 1{D≤U}

(wobei T ≤ U f.s.) gegeben. Hierbei ist

Z =


(0, D) falls D /∈ (T,U ]

(T,U) sonst
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9. Mittelzensierung

Bemerkung:

Die Modelle der Mittelzensierung und der Intervallzensierung Typ II sind die einzigen Zen-

sierungsmodelle dieser Arbeit, bei denen Z als ein Vektor von Zufallsvariablen beobachtet

wird. Dies führt uns zur Verwendung von mehrdimensionalen Verteilungen bei der Bestim-

mung der Kullback-Leibler-Information. Gleichzeitig stellt sich die Frage, ob die Verwendung

von mehrdimensionalen Verteilungen einen Informationsgewinn oder Informationsverlust be-

deutet.

9.2. Likelihood-Funktion bei Mittelzensierung

Im Modell der Mittelzensierung beobachten wir zweidimensionale Zufallsvektoren. Es gilt für

diese (Zi)i=1,...,n entweder Zi = (0, Di) oder Zi = (Ti, Ui). Die Zufallsvariable D möge aus

einer parametrischen Familie Aθ = {Aθ|θ ∈ Θ} von Verteilungsfunktionen stammen.

Aufgrund der Indikatorfunktionen und der Modellvoraussetzung (Ti ≤ Ui f.s.) ergeben sich

wieder drei verschiedene Möglichkeiten:

1. P (Zi ≤ s,Di ≤ Ti, Di ≤ Ui) = P ((0, Di) ≤ (s1, s2), Di ≤ Ti) = P (Di ≤ s2, Di ≤ Ti)

= P (Di ≤ s2, Di ≤ Ti)

=
´
[0,s2]

(1− F−(y))aθ(y)dy

2. P (Zi ≤ s,Di > Ti, Di ≤ Ui) = P ((Ti, Ui) ≤ (s1, s2), Di > Ti, Di ≤ Ui)

= P ((Ti, Ui) ≤ (s1, s2), Di ≤ Ui)− P ((Ti, Ui) ≤ (s1, s2), Di ≤ Ti)

=
´
B[Aθ(y)−Aθ(x)]dH(x, y)

mit B = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ s1 und y ≤ s2}

3. P (Zi ≤ s,Di > Ti, Di > Ui) = P (Di ≤ s2, Di > Ui) =
´
[0,s2]

G−(y)aθ(y)dy
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9. Mittelzensierung

Damit wird wieder die Likelihood-Funktion bestimmt:

LMC
n (θ) =

n∏
i=1

[
(aθ(Di))

µi (aθ(Di))
(1−γi) (Aθ(Ui)−Aθ(Ti))(1−µi)γi

]

Wir de�nieren hiermit die Kullback-Leibler-Information für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q

und P mit Q� P (sowie D ∼ Q) als:

KMC
F,G (Q,P ) = EQ

[
µ · ln

(
dQ

dP
(D)

)
+ (1− µ) · γ · ln

(
Q(U)−Q(T )

P (U)− P (T )

)
+(1− γ) · ln

(
dQ

dP
(D)

)]
=

ˆ
R2

(ˆ
(−∞,t]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP +

ˆ
(u,∞)

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

+ln

[
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)

]
(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

Bemerkung:

Jammalamadaka und Mangalam (2003) haben im Modell der Mittelzensierung den Nicht-

parametrischen Maximum-Likelihood-Schätzer der Verteilungsfunktion von D bestimmt.

9.3. Die Kullback-Leibler-Information bei Mittelzensierung

Wohlde�niertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Im vorherigen Abschnitt haben wir zuerst die Likelihood-Funktion und anschlieÿend die

Kullback-Leibler-Information bestimmt. Nun wollen wir das Folgende zeigen:

Lemma 9.1. KMC
F,G ist wohlde�niert und es gilt 0 ≤ KMC

F,G ≤ ∞.
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9. Mittelzensierung

Beweis. Durch Verwendung der Taylorformel ergibt sich:

KMC
F,G (Q,P )

=

ˆ
R2

[ˆ
(−∞,t]

1

2∆1(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x) +

ˆ
(u,∞)

1

2∆2(x)
(
dQ

dP
(x)− 1)2dP (x)

+
1

2∆3(t, u)
(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
− 1)2(P (u)− P (t))

]
dH(t, u)

+

ˆ
R2

[Q(t)− P (t) + 1−Q(u)− 1 + P (u) +Q(u)−Q(t)− P (u) + P (t)︸ ︷︷ ︸
=0

]dH(t, u)

≥ 0

Jetzt de�nieren wir die nachstehenden Mengen:

AMC := {x :
dQ

dP
(x) 6= 1} , B1

MC := {x : F−(x) < 1} und B2
MC := {x : G−(x) > 0}

sowie C := {(x, y) : Q(x)−Q(y) 6= P (x)− P (y)}

Lemma 9.2. Für die Kullback-Leibler-Information gilt, falls Q� P :

KMC
F,G (Q,P ) > 0 ⇐⇒ P (AMC ∩B1

MC) > 0 oder P (AMC ∩B2
MC) > 0 oder H(C) > 0

Beweis. Wir werden unser Vorgehen bei den vorherigen Zensierungsmodellen wiederholen

und beginnen mit
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9. Mittelzensierung

”⇐= ”:

KMC
F,G (Q,P )

=

ˆ
AMC

(1− F−)
1

2∆1
(
dQ

dP
− 1)2dP +

ˆ
AMC

G−
1

2∆2
(
dQ

dP
− 1)2dP

+

ˆ
R2

[
1

2∆3(t, u)
(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
− 1)2(P (u)− P (t))

]
dH(t, u)

+

��
���

���
���

���
��ˆ

AMC

(1− F−)
1

2∆1
(
dQ

dP
− 1)2︸ ︷︷ ︸

=0

dP +

���
���

���
���

��
ˆ
AMC

G−
1

2∆2
(
dQ

dP
− 1)2︸ ︷︷ ︸

=0

dP

=

ˆ
AMC∩B1

MC

(1− F−)
1

2∆1
(
dQ

dP
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

dP +

ˆ
AMC∩B1

MC

(1− F−)
1

2∆1
(
dQ

dP
− 1)2dP︸ ︷︷ ︸

=0, da 1−F−=0 auf B1
MC

+

ˆ
AMC∩B2

MC

G−
1

2∆1
(
dQ

dP
− 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

dP +

ˆ
AMC∩B2

MC

G−
1

2∆1
(
dQ

dP
− 1)2dP︸ ︷︷ ︸

=0 wegen G−=0 auf B2
MC

+

ˆ
C

 1

2∆3(t, u)
(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
− 1)2(P (u)− P (t))︸ ︷︷ ︸

>0, denn auf C haben wir P (u) 6=P (t) (Q�P )

 dH(t, u)

+

ˆ
C

[
1

2∆3(t, u)
(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
− 1)2(P (u)− P (t))

]
dH(t, u)︸ ︷︷ ︸

≥0
> 0

weil entweder P (AMC ∩B1
MC) > 0 oder P (AMC ∩B2

MC) > 0 oder H(C) > 0.

” =⇒ ”: Wir tre�en die Annahmen, dass P (AMC ∩ B1
MC) = 0, P (AMC ∩ B2

MC) = 0 und
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H(C) = 0. Damit folgt:

KMC
F,G (Q,P ) =

ˆ
AMC

(1− F−)ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP +

���
���

��
���

���ˆ
AMC

(1− F−)ln(

=1︷︸︸︷
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

+

ˆ
AMC

G−ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP +���

���
���

���ˆ
AMC

G−ln(

=1︷︸︸︷
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

+

ˆ
C

[
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

]
dH(t, u)

+

(((
((((

(((
((((

(((
((((

(ˆ
C

[
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

]
dH(t, u) wegen H(C) = 0

=

ˆ
AMC∩B1

MC

(1− F−)ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP︸ ︷︷ ︸

=0 weil P (AMC∩B1
MC)=0

+

��
���

���
���

���
���ˆ

AMC∩B1
MC

=0︷ ︸︸ ︷
(1− F−) ln(

dQ

dP
)
dQ

dP
dP

+

ˆ
AMC∩B2

MC

G−ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP︸ ︷︷ ︸

=0 bedingt durch P (AMC∩B2
MC)=0

+
���

���
���

���
���ˆ

AMC∩B2
MC

=0︷︸︸︷
G− ln(

dQ

dP
)
dQ

dP
dP

+

ˆ
C

ln(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))︸ ︷︷ ︸

=0 auf C

 dH(t, u)

= 0

Wir haben für das letzte Integral benutzt, dass Q(u)−Q(t) = P (u)− P (t) auf C = {(x, y) :

Q(x)−Q(y) = P (x)− P (y)}.
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10. Survival/Sacri�ce Model

10.1. Modellbeschreibung

Die interessierende Gröÿe, z.B. der Ausbruchzeitpunkt einer Krankheit, wird durch die Zu-

fallsvariable D modelliert. Die beobachtbare Zufallsvariable Z = min(X,Y ) stellt zusammen

mit den Indikatorfunktionen δ = 1{X≤Y } und µ = 1{D≤Y } die Information bereit. Hierbei

bezeichnet Y die Zensierungsvariable und X den Tod durch die Krankheit. Deshalb tre�en

wir die Annahme, dass in diesem Modell D ≤ X f.s.. Hierdurch ergeben sich drei mögliche

Konstellationen:

δ = 1, (µ = 1) ⇐⇒ D ≤ X ≤ Y

δ = 0, µ = 1 ⇐⇒ D ≤ Y < X

(δ = 0), µ = 0 ⇐⇒ Y < D ≤ X

111



10. Survival/Sacri�ce Model

Bemerkungen:

� Die Verteilungsfunktion von D bezeichnen wir wieder mit A sowie die Verteilungsfunk-

tionen von X und Y mit F bzw. G. Aufgrund der Voraussetzung, dass D ≤ X f.s.,

haben wir A(x) ≥ F (x) ∀x. Auÿerdem setzen wir voraus, dass (D,X) unabhängig

von Y ist.

� Dieses Modell beinhaltet das Current Status Model fürX ∼ F = δ∞. In dieser Situation

ist die untersuchte Krankheit somit nicht tödlich.

� Unter der Annahme, dass bei jedem Individuum die Krankheit zu Beginn der Unter-

suchung bereits ausgebrochen ist (also D ∼ A = δ0), erhalten wir das Modell der

Rechtszensierung. Es gilt aber zu bedenken, dass in dieser Situation die Zufallsvariable

X die Variable von Interesse widerspiegelt.

� Da das Modell der Rechtszensierung sowie das Current Status Model im Survival/Sacri�ce

Model enthalten sind, stellt sich die Frage, welches der erwähnten Modelle eine höhere

oder die höchste Kullback-Leibler-Information besitzt. Wir werden diese Frage im

dreizehnten Kapitel zu beantworten versuchen.

� Das Survival/Sacri�ce Model ist ein wichtiger Bestandteil der Survival Analysis gewor-

den. Dies hat sich in den letzten Jahrzehnten durch die immense Anzahl von Veröf-

fentlichungen, die sich mit der Untersuchung des Ausbruchzeitpunkts einer Krankheit

D befasst haben, gezeigt. Beispiele sind Turnbull und Mitchell (1978), Kodell und Nel-

son (1980), Dinse und Lagakos (1982), Kodell, Shaw und Johnson (1982), Portier und

Dinse (1987), Van der Laan, Jewell und Peterson (1997), Gomes (2008) sowie Ahn,

Moon und Kodell (2008).
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10.2. Martingaldarstellungen der Zählprozesse

Im Survival/Sacri�ce Model wird die Zufallsvariable Z = min(X,Y ) ∼ H beobachtet. Die

Zählprozesse dieses Modells sind

H ij,SS
n (t) =

1

n

n∑
k=1

1{Zk≤t,δk=i,µk=j} für i ≤ j und i, j ∈ {0, 1}

Die σ−Algebra, bezüglich derer diese Prozesse adaptiert sind, ist die Folgende:

Ft = σ(1{Zi≤s,Xi≤Yi,Di≤Yi}, 1{Zi≤s,Xi>Yi,Di≤Yi}, 1{Zi>s} : i = 1, ..., n; s ≤ t)

Um die Doob-Meyer-Zerlegung der obigen Zählprozesse zu erhalten, verwenden wir wieder

die gleiche Vorgehensweise wie im vierten und sechsten Kapitel. Wir beginnen mit dem Zähl-

prozess H00,SS
n . Zuerst wird der bedingte Erwartungswert für n = 1 berechnet, und wir

betrachten endlich viele t1 < ... < tm < t ≡ tm+1:

Lemma 10.1.

Wir haben für 1 ≤ k ≤ m+ 1:

E(1{Z=X∧Y≤tk,D>Y,X>Y }|Ftk−1
) = E(1{Y≤tk,D>Y }|Ftk−1

) da D ≤ X f.s.

= 1{Y≤tk−1,D>Y }+1{Z>tk−1}
H00,SS(tk)−H00,SS(tk−1)

1−H(tk−1)

Beweis. Die Bestimmung dieser bedingten Erwartung wird wie in den Abschnitten 4.2 sowie
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6.2 vollzogen. Es gilt nämlich:

E(1{Z≤tk,D>Y,X>Y }|Ftk−1
) = E(1{Y≤tk,D>Y }|Ftk−1

)

= 1{Y≤tk−1,D>Y } + E(1{tk−1<Y≤tk,D>Y }|Ftk−1
)

= 1{Y≤tk−1,D>Y } + 1{Z>tk−1}

´
1{Z>tk−1}1{tk−1<Y≤tk,D>Y }dP

P (Z > tk−1)

= 1{Y≤tk−1,D>Y } + 1{Z>tk−1}
H00,SS(tk)−H00,SS(tk−1)

1−H(tk−1)

Die letzte Gleichung ist eine Konsequenz aus

H00,SS(t) = P (Z ≤ t, δ = 0, µ = 0)

= P (Z ≤ t,X > Y,D > Y )

= P (Y ≤ t,D > Y )

Durch Grenzübergang gelangen wir schlieÿlich (siehe Abschnitt 6.2) zu den beiden folgenden

Martingalprozessen bezüglich der σ−Algebra (Ft)t:

M00,SS
n (t) =

√
n

(
H00,SS
n (t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1−H−

dH00,SS

)

=
√
n

(
H00,SS
n (t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1−H−

(1−A)dG

)
(10.1)

M01,SS
n (t) =

√
n

(
H01,SS
n (t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1−H−

dH01,SS

)

=
√
n

(
H01,SS
n (t)−

ˆ
[0,t]

1−Hn−
1−H−

(A− F )dG

)
(10.2)

Wir haben die Unabhängigkeit von (D,X) und Y ausgenutzt, um die Gleichungen (10.1) und
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(10.2) zu erhalten. Es gilt nämlich:

H00,SS(t) = P (Z ≤ t,D > Y ) = P (Y ≤ t,D > Y ) =

ˆ
[0,t]

(1−A)dG (10.3)

sowie

H01,SS(t) = P (Y ≤ t,D ≤ Y < X)

=

ˆ
[0,t]

P (D ≤ y < X)dG(y)

=

ˆ
[0,t]

[P (D ≤ y)− P (X ≤ y,D ≤ y)]dG(y)

=

ˆ
[0,t]

[A(y)− F (y)]dG(y) (10.4)

Im Survival/Sacri�ce Model gilt D ≤ X f.s.. Hierdurch existiert nur ein Zählprozess für δ = 1,

der ungleich dem Nullprozess ist, da dadurch µ = 1 impliziert wird. Es gilt somit in diesem

Zensierungsmodell:

H10,SS
n (t) =

1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t,Di>Yi,Xi≤Yi}

=
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤t,Xi≤Yi<Di}

= 0 da Di ≤ Xi f.s.

sowie

H11,SS
n (t) =

1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t,Di≤Yi,Xi≤Yi}

=
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤t,Xi≤Yi}

= H1,SS
n (t)
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Dies hat aber zur Folge, dass Untersuchungen der Zufallsvariable von Interesse D für δ = 1

nicht möglich sind.

Für den Prozess H1,SS
n haben wir die Doob-Meyer-Zerlegung bereits im vierten Kapitel

angegeben:

M1,SS
n (t) =

√
n

(
H1,SS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1−H−

dH1,SS

)
=
√
n

(
H1,SS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1− F−

dF

)

Dieses Martingal kann also nur für das Testen von Hypothesen bezüglich der Verteilungsfunk-

tion F von X verwendet werden. Aussagen über die Verteilung von D sind nicht möglich.

In Stute (1997) werden Martingalstrukturen in der Regression untersucht. Durch Verwendung

dieser Ideen können wir einen Martingalprozess angeben, der es uns ermöglicht, Hypothesen

bezüglich der Verteilungsfunktion A zu testen:

DSS
n (t) =

√
n

(
H00,SS
n (t)−

ˆ t

0

1−A
1− F

dH0,SS
n

)
=

1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t}

[
1{Di>Yi}1{Xi>Yi} −

1−A(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]

=
1√
n

n∑
i=1

1{Yi≤t}

[
1{Di>Yi} −

1−A(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]

Bemerkung:

Die Martingaleigenschaft des Prozesses DSS
n folgt aus den Doob-Meyer-Zerlegungen der bei-

den Prozessteile, da diese Prozesse den selben Kompensator besitzen. Weiterhin ist der
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Prozess zentriert, da mit H0,SS(t) =
´ t
0 (1− F )dG folgt:

E[DSS
n (t)] = E[

√
n

(
H00,SS
n (t)−

ˆ t

0

1−A
1− F

dH0,SS
n

)
]

=
√
n ·
(
H00,SS(t)−

ˆ t

0

1−A
1− F

dH0,SS

)
=

√
n ·
(
H00,SS(t)−

ˆ t

0

(1−A)

(1− F )
(1− F )dG

)
=

√
n ·
(
H00,SS(t)−

ˆ t

0
(1−A)dG

)
(10.3)

= 0

10.3. Hauptkomponenten des Prozesses DSS
n

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Martingaleigenschaft des Prozesses DSS
n gezeigt.

Für diesen Prozess gilt für s ≤ t:

DSS
n (t) =

√
n

(
H00,SS
n (t)−

ˆ t

0

1−A
1− F

dH0,SS
n

)
=

1√
n

n∑
i=1

1{Yi≤t}

[
1{Di>Yi} −

1−A(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]
mit Cov(DSS

n (s), DSS
n (t)) = ζ(s) und ζ(s) :=

ˆ
[0,s]

A− F
1− F

dH00

Die Kovarianzfunktion wollen wir nun bestimmen.

Lemma 10.2. Es gilt für s ≤ t:

Cov(DSS
n (s), DSS

n (t)) =

ˆ
[0,s]

A− F
1− F

dH00 = ζ(s)
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Beweis. Wir haben:

Cov(DSS
n (s), DSS

n (t))

= E(1{Y≤s}1{Y≤t}

[
1{D>Y } −

1−A(Y )

1− F (Y )
1{X>Y }

]2
)

= E(1{Y≤s}

[
1{D>Y } −

1−A(Y )

1− F (Y )
1{X>Y }

]2
)

= E(1{Y≤s}[1{D>Y } − 2 · 1{D>Y,X>Y }
1−A(Y )

1− F (Y )
+ (

1−A(Y )

1− F (Y )
)21{X>Y })

Wir berechnen diesen Erwartungswert und erhalten:

Cov(DSS
n (s), DSS

n (t)) =

ˆ
[0,s]

(1−A(y))dG(y)− 2 ·
ˆ
[0,s]

(1−A(y))2

1− F (y)
dG(y)

+

ˆ
[0,s]

(1−A(y))2

1− F (y)
dG(y)

=

ˆ
[0,s]

(1−A(y))dG(y)−
ˆ
[0,s]

(1−A(y))2

1− F (y)
dG(y)

(10.3)
=

ˆ
[0,s]

A(y)− F (y)

1− F (y)
dH00(y)

= ζ(s)

Somit existiert für DSS
n (t) mit Theorem 3.2, wenn wir alle Verteilungen als stetig vorausset-
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zen, für ψ = ζ auf [0, T ] (falls ψ(T ) > 0) die folgende Darstellung:

DSS
n (t) =

∞∑
j=1

< DSS
n , fj(ψ̃) >ψ̃ fj(ψ̃(t)) mit < DSS

n , fj(ψ̃) >ψ̃:=

ˆ T

0
DSS
n (t)fj(ψ̃(t))dψ̃(t)

Hierbei gilt für die Hauptkomponenten:

αSSjn = < DSS
n , fj(ψ̃) >ψ̃

=

ˆ T

0
DSS
n (s)fj(ψ̃(s))dψ̃(s)

=

ˆ 1

0
DSS
n (ψ̃−1(s))fj(s)ds

=
1√
n

n∑
i=1

[1{Di>Yi} −
1−A(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}]

ˆ 1

0
1{ψ̃(Yi)≤s}fj(s)ds

=
1√
n

n∑
i=1

[1{Di>Yi} −
1−A(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}]

ˆ 1

ψ̃(Yi)
fj(s)ds

Wir benutzen fj(s) =
√

2sin(bjs) mit bj = (2j−1)π
2 und erhalten:

αSSjn =

√
2

n
· 1

bj

n∑
i=1

[
1{Di>Yi} −

1−A(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]
cos(bjψ̃(Yi))
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10.4. Likelihood-Funktion im Survival/Sacri�ce Model

Die ZufallsvariableD möge aus einer parametrischen FamilieAθ = {Aθ|θ ∈ Θ} von Verteilungs-

funktionen stammen. Durch Betrachtung der Folge

(Zi = min(Xi, Yi), δi = 1{Xi≤Yi}, µi = 1{Di≤Yi})i=1,...,n

im Survival/Sacri�ce Model müssen wir, bedingt durch D ≤ X f.s., drei verschiedene

Situationen unterscheiden:

1. δ = 1, µ = 1:

P (Zi ≤ t,Xi ≤ Yi, Di ≤ Yi) = P (Xi ≤ t,Xi ≤ Yi) =
´ t
0 (1−G)dF (ohne Aθ!)

2. δ = 0, µ = 1:

P (Zi ≤ t,Xi > Yi, Di ≤ Yi) = P (Yi ≤ t,Di ≤ Yi < Xi) =
´ t
0 (Aθ − F )dG

3. δ = 0, µ = 0:

P (Zi ≤ t,Xi > Yi, Di > Yi) = P (Yi ≤ t,Di > Yi) =
´ t
0 (1−Aθ)dG

Durch Bestimmung der obigen Wahrscheinlichkeiten zeigt sich, dass in der ersten Situation

die beiden Funktionen nicht von θ abhängen. Deshalb werden wir diese Terme, wie in den

vorherigen Kapiteln, bei der Bestimmung der Likelihood-Funktion nicht berücksichtigen.

Wir erhalten:

LSSn (θ) =

n∏
i=1

[
(Aθ(Yi)− F (Yi))

(1−δi)µi · (1−Aθ(Yi))(1−µi)
]
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Wir de�nieren die Kullback-Leibler-Information für zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe Q und P

mit D ∼ Q und Q� P wie folgt:

KSS
G (Q,P ) := EQ

[
(1− δ) · µ · ln(

Q(Y )− F (Y )

P (Y )− F (Y )
) + (1− µ)ln(

1−Q(Y )

1− P (Y )
)

]
=

ˆ ∞
−∞

(
ln

[
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)

]
(Q(y)− F (y)) + (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

Diese De�nition beinhaltet wieder den Spezialfall für Q = Aθ0 und P = Aθ1 :

KSS
G (Aθ0 , Aθ1) = Eθ0

[
(1− δ) · µ · ln

(
Aθ0(Y )− F (Y )

Aθ1(Y )− F (Y )

)
+ (1− µ)ln

(
1−Aθ0(Y )

1−Aθ1(Y )

)]
= Eθ0

[
1{X>Y }1{D≤Y }ln

(
Aθ0(Y )− F (Y )

Aθ1(Y )− F (Y )

)
+ 1{D>Y }ln

(
1−Aθ0(Y )

1−Aθ1(Y )

)]
=

ˆ ∞
−∞

P (D ≤ y < X)ln(...)dG(y) +

ˆ ∞
−∞

P (D > y)ln(...)dG(y)

=

ˆ ∞
−∞

[
(Aθ0(y)− F (y))ln

(
Aθ0(y)− F (y)

Aθ1(y)− F (y)

)
+(1−Aθ0(y))ln

(
1−Aθ0(y)

1−Aθ1(y)

)]
dG(y)

Bemerkung:

Im Survival/Sacri�ce Model ist eine Bestimmung der Kullback-Leibler-Information nur für

Wahrscheinlichkeitsmaÿe P und Q möglich, für die das Folgende gilt:

Q(y) ≥ F (y) ∀y sowie P (y) ≥ F (y) ∀y
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10.5. Die Kullback-Leibler-Information im Survival/Sacri�ce

Model

Wohlde�niertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Unter der Voraussetzung, dass Q(y) ≥ F (y) sowie P (y) ≥ F (y) ∀y, gleicht die Kullback-

Leibler-Information dieses Zensierungsmodells

ˆ ∞
−∞

(
ln

[
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)

]
(Q(y)− F (y)) + (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

Lemma 10.3. KSS
G ist wohlde�niert und wir haben 0 ≤ KSS

G ≤ ∞.

Beweis. Durch die Taylorformel ergibt sich:

KSS
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

[
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)
− 1 +

1

2∆1(y)
(
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)
− 1)2

]
(P (y)− F (y))dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

[
1−Q(y)

1− P (y)
− 1 +

1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2

]
(1− P (y))dG(y)

=

ˆ ∞
−∞

(
1

2∆1(y)
(
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)
− 1)2(P (y)− F (y))

+
1

2∆2(y)
(
1−Q(y)

1− P (y)
− 1)2(1− P (y))

)
dG(y)

≥ 0

Die letzte Ungleichung folgt aus

Q� P und Q(y) ≥ F (y) sowie P (y) ≥ F (y) ∀y
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Es existiert somit die folgende Darstellung der Kullback-Leibler-Information:

KSS
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
1

2∆1
(
Q− F
P − F

− 1)2(P − F ) +
1

2∆2
(
1−Q
1− P

− 1)2(1− P )

)
dG (10.5)

Wir de�nieren die Menge ASS wie folgt:

ASS := {x : Q(x) 6= P (x)}

Lemma 10.4. Wir haben für Q� P :

KSS
G (Q,P ) > 0 ⇐⇒ G(ASS) > 0

Beweis. Unter der Annahme, dass G(ASS) > 0 folgt direkt KSS
G (Q,P ) > 0. Dies werden wir

durch Verwendung von (10.5) veri�zieren:

KSS
G (Q,P ) =

ˆ
ASS

 1

2∆1
(
Q− F
P − F

− 1)2(P − F ) +
1

2∆2
(
1−Q
1− P

− 1)2︸ ︷︷ ︸
>0

(1− P )

 dG

+

ˆ
ASS

(
1

2∆1
(
Q− F
P − F

− 1)2(P − F ) +
1

2∆2
(
1−Q
1− P

− 1)2(1− P )

)
dG︸ ︷︷ ︸

≥0

> 0 da G(ASS) > 0 und 1− P > 0 auf ASS
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Nun sei G(ASS) = 0 gegeben. Damit erhalten wir:

KSS
G (Q,P ) =

ˆ
ASS

(
1

2∆1
(
Q− F
P − F

− 1)2(P − F ) +
1

2∆2
(
1−Q
1− P

− 1)2(1− P )

)
dG︸ ︷︷ ︸

=0 wegen G(ASS)=0

+

ˆ
ASS

(
1

2∆1
(
Q− F
P − F

− 1)2(P − F ) +
1

2∆2
(
1−Q
1− P

− 1)2(1− P )

)
dG︸ ︷︷ ︸

=0, denn es ist Q=P auf ASS

= 0
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11.1. Modellbeschreibung

Das Generalized Survival/Sacri�ce Model kann als eine Erweiterung des Survival/Sacri�ce

Model angesehen werden. Die interessierende Gröÿe, z.B. der Ausbruchzeitpunkt einer Krank-

heit, wird ebenfalls durch die Zufallsvariable D modelliert. Die Information wird durch die

Zufallsvariable Z = min(X,Y ) zusammen mit den Indikatorfunktionen δ = 1{X≤Y } und

µ = 1{D≤Z} bereitgestellt. Hierbei bezeichnet Y die Zensierungsvariable und X den Tod

des Untersuchungsobjekts. Der Unterschied zum Survival/Sacri�ce Model besteht also darin,

dass nun der Indikator 1{D≤Z} anstelle des Indikators 1{D≤Y } verwendet wird. Auÿerdem

beschreibt die Zufallsvariable X nicht mehr nur den Tod, der durch die Krankheit verursacht

wird, sondern den �allgemeinen� Tod des Untersuchungsobjekts. Somit ist die Voraussetzung,

dass D ≤ X f.s. nicht mehr erfüllt und wir müssen vier Situationen unterscheiden:
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δ = 1, µ = 1 ⇐⇒ D ≤ X ≤ Y

δ = 1, µ = 0 ⇐⇒ X ≤ Y und X < D

δ = 0, µ = 1 ⇐⇒ D ≤ Y < X

δ = 0, µ = 0 ⇐⇒ Y < D und Y < X

(Y < min(D,X) =: D̃)

Bemerkungen:

� Die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen D,X und Y werden wie im

Survival/Sacri�ce Model mit A,F und G bezeichnet.

� Das Generalized Survival/Sacri�ce Model erscheint realistischer als das Survival/Sacri�ce

Model. Dies ist dadurch begründet, dass es in den meisten Untersuchungen nicht

möglich ist, eine Entscheidung über die Todesursache eines Individuums zu tre�en.

Diese wird häu�g von mehreren, oft unbekannten, Faktoren beein�usst.

� Durch die beobachtbare Zufallsvariable Z = min(X,Y ) erhalten wir die Information,

ob X ≤ Y oder X > Y . Somit kennen wir die Realisierung des Indikators δ = 1{X≤Y }.
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Wir können aber ohne die Voraussetzung, dass D ≤ X f.s. nicht in jeder Situation

erfahren, ob D ≤ Y oder D > Y . Gilt nämlich Z = X, so ist nur bekannt, ob D ≤ X

oder D > X. In der Situation D > X kann aber keine Aussage getro�en werden, ob

D ≤ Y oder D > Y. Somit müssen wir in diesem Zensierungsmodell den Indikator

1{D≤Z} verwenden.

� Durch De�nition einer neuen Zufallsvariable D̃ := min(D,X) folgt D̃ ≤ X f.s., und wir

können Ergebnisse aus der Untersuchung des Survival/Sacri�ce Model nutzen.

11.2. Martingaldarstellungen der Zählprozesse

Im vorherigen Abschnitt haben wir eine neue Zufallsvariable D̃ eingeführt. Die Verteilungs-

funktion dieser Variablen bezeichnen wir im Folgenden mit Ã.

Im Unterschied zu den bisherigen Zensierungsmodellen existieren im Generalized

Survival/Sacri�ce Model vier Zählprozesse:

H ij,GSS
n (t) =

1

n

n∑
k=1

1{Zk≤t,δk=i,µk=j} für i, j ∈ {0, 1}

Wir beginnen mit der Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung der Zählprozesse H00,GSS
n und

H01,GSS
n bezüglich der Filtration (Ft)t mit

Ft = σ(1{Zi≤s,Xi≤Yi,Di≤Zi}, 1{Zi≤s,Xi≤Yi,Di>Zi}, 1{Zi≤s,Xi>Yi,Di≤Zi}, 1{Zi>s} : i = 1, ..., n; s ≤ t)

Hierzu wiederholen wir unser Vorgehen des letzten Kapitels. Zuerst wird der bedingte Er-
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wartungswert für n = 1 bestimmt und wir betrachten wieder endlich viele t1 < ... < tm <

t ≡ tm+1:

Lemma 11.1.

Wir haben für 1 ≤ k ≤ m+ 1:

E(1{Z=X∧Y≤tk,X>Y,D>Z}|Ftk−1
) = 1{Y≤tk−1,D̃>Y } + 1{Z>tk−1}

H00,GSS(tk)−H00,GSS(tk−1)
1−H(tk−1)

Beweis. Durch Verwendung der Zufallsvariablen D̃ sowie der Messbarkeit und Beachtung der

Struktur der σ−Algebra erhalten wir:

E(1{Z≤tk,X>Y,D>Z}|Ftk−1
) = E(1{Y≤tk,X>Y,D>Y }|Ftk−1

)

= E(1{Y≤tk,D̃>Y }|Ftk−1
)

= 1{Y≤tk−1,D̃>Y } + E(1{tk−1<Y≤tk,D̃>Y }|Ftk−1
)

= 1{Y≤tk−1,D̃>Y } + 1{Z>tk−1}

´
1{Z>tk−1}1{tk−1<Y≤tk,D̃>Y }dP

P (Z > tk−1)

= 1{Y≤tk−1,D̃>Y } + 1{Z>tk−1}
H00,GSS(tk)−H00,GSS(tk−1)

1−H(tk−1)

Die letzte Gleichung folgt aus:

H00,GSS(t) = P (Z ≤ t,X > Y,D > Z)

= P (Y ≤ t,X > Y,D > Y )

= P (Y ≤ t, D̃ > Y )

=

ˆ t

0
(1− Ã)dG (11.1)
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Indem wir wie im zehnten Kapitel vorgehen, ergibt sich schlieÿlich:

M00,GSS
n (t) =

√
n

(
H00,GSS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1−H−

dH00,GSS

)
(11.1)

=
√
n

(
H00,GSS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1−H−

(1− Ã)dG

)
M01,GSS
n (t) =

√
n

(
H01,GSS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1−H−

dH01,GSS

)
=

√
n

(
H01,GSS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1−H−

(Ã− F )dG

)

Hierbei wurde verwendet, dass

H01,GSS(t) = P (Y ≤ t,D ≤ Y < X)

=

ˆ t

0
[P (X > y)− P (X > y,D > y)] dG(y)

=

ˆ t

0

[
(1− F (y))− (1− Ã(y))

]
dG(y)

=

ˆ t

0
(Ã(y)− F (y))dG(y)

Leider bleibt die Martingaleigenschaft dieser Martingalprozesse wieder nicht erhalten, wenn

wir die nichtparametrischen Schätzer der Verteilungs- und Subverteilungsfunktionen verwen-

den.

Deshalb stellen wir durch Verwendung der Ideen von Stute (1997) einen weiteren Martingal-
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prozess, den wir untersuchen werden, vor:

DGSS
n (t) =

√
n

(
H00
n (t)−

ˆ t

0

1− Ã
1− F

dH0
n

)

=
1√
n

n∑
i=1

1{Zi≤t}

[
1{Di>Yi,Xi>Yi} −

1− Ã(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]

=
1√
n

n∑
i=1

1{Yi≤t}

[
1{D̃i>Yi} −

1− Ã(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]

Bemerkungen:

� Die Martingaleigenschaft des Prozesses DGSS
n folgt wieder aus den Doob-Meyer-

Zerlegungen der beiden Prozessteile, die den gleichen Kompensator besitzen.

� Wir werden im fünfzehnten Kapitel für diesen Prozess eine Transformation bereitstellen,

die es uns ermöglicht, Goodness-of-Fit Tests durchzuführen.

� Die Doob-Meyer-Zerlegungen der Prozesse H10,GSS
n und H11,GSS

n können mit der

gleichen Vorgehensweise wie für den Prozess H00,GSS
n bestimmt werden.

Es gilt:

M10,GSS
n (t) =

√
n

(
H10,GSS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1−H−

dH10,GSS

)
M11,GSS
n (t) =

√
n

(
H11,GSS
n (t)−

ˆ t

0

1−Hn−
1−H−

dH11,GSS

)
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11.3. Hauptkomponenten des Prozesses DGSS
n

In diesem Zensierungsmodell untersuchen wir den zentrierten Martingalprozess DGSS
n mit

DGSS
n (t) =

√
n

(
H00
n (t)−

ˆ t

0

1− Ã
1− F

dH0
n

)

=
1√
n

n∑
i=1

1{Yi≤t}

[
1{D̃i>Yi} −

1− Ã(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]

wobei Cov(DGSS
n (s), DGSS

n (t)) = ξ(s ∧ t) mit ξ(s) =

ˆ s

0

Ã− F
1− F

dH00

Diese Kovarianzfunktion werden wir im nächsten Lemma veri�zieren.

Lemma 11.2. Es gilt mit s ≤ t:

Cov(DGSS
n (s), DGSS

n (t)) =

ˆ s

0

Ã− F
1− F

dH00 = ξ(s)

Beweis. Wir haben:

Cov(DGSS
n (s), DGSS

n (t))

= E(1{Y≤s}1{Y≤t}

[
1{D̃>Y } −

1− Ã(Y )

1− F (Y )
1{X>Y }

]2
)

= E(1{Y≤s}[1{D̃>Y } − 2 · 1{D̃>Y,X>Y }
1− Ã(Y )

1− F (Y )
+ (

1− Ã(Y )

1− F (Y )
)21{X>Y })

=

ˆ
[0,s]

(1− Ã(y))dG(y)−
ˆ
[0,s]

(1− Ã(y))2

1− F (y)
dG(y)

(11.1)
=

ˆ
[0,s]

Ã(y)− F (y)

1− F (y)
dH00(y)

= ξ(s)
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Somit existiert für DGSS
n (t) mit Theorem 3.2, wenn wir alle Verteilungen als stetig voraus-

setzen, für ψ = ξ auf [0, T ] (falls ψ(T ) > 0) die folgende Darstellung:

DGSS
n (t) =

∞∑
j=1

< DGSS
n , fj(ψ̃) >ψ̃ fj(ψ̃(t)) mit < DGSS

n , fj(ψ̃) >ψ̃:=

ˆ T

0
DGSS
n (t)fj(ψ̃(t))dψ̃(t)

Hierbei gilt für die Hauptkomponenten:

αGSSjn = < DGSS
n , fj(ψ̃) >ψ̃

=

ˆ T

0
DGSS
n (s)fj(ψ̃(s))dψ̃(s)

=

ˆ 1

0
DGSS
n (ψ̃−1(s))fj(s)ds

=
1√
n

n∑
i=1

[1{D̃i>Yi} −
1− Ã(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}]

ˆ 1

0
1{ψ̃(Yi)≤s}fj(s)ds

=
1√
n

n∑
i=1

[1{D̃i>Yi} −
1− Ã(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}]

ˆ 1

ψ̃(Yi)
fj(s)ds

Wir benutzen abermals fj(s) =
√

2sin(bjs) mit bj = (2j−1)π
2 und erhalten:

αGSSjn =

√
2

n
· 1

bj

n∑
i=1

[
1{D̃i>Yi} −

1− Ã(Yi)

1− F (Yi)
1{Xi>Yi}

]
cos(bjψ̃(Yi))
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11.4. Likelihood-Funktion und Kullback-Leibler-Information im

Generalized Survival/Sacri�ce Model

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass es uns ohne bestimmte Annahmen nicht möglich

ist, die Likelihood-Funktion in diesem Zensierungsschema anzugeben.

Die ZufallsvariableD möge aus einer parametrischen FamilieAθ = {Aθ|θ ∈ Θ} von Verteilungs-

funktionen stammen. In einer Studie mit n Untersuchungsobjekten ist der Vektor (Zi =

min(Xi, Yi), δi = 1{Xi≤Yi}, µi = 1{Di≤Zi})i=1,...,n gegeben. Im Unterschied zu allen vorherigen

Zensierungsmodellen müssen nun vier verschiedene Szenarien beachtet werden:

1. P (Zi ≤ t,Xi > Yi, Di > Zi) = P (Yi ≤ t,Xi > Yi, Di > Yi)

= P (Yi ≤ t, D̃i > Yi) =
´ t
0 [1− Ãθ]dG

2. P (Zi ≤ t,Xi > Yi, Di ≤ Zi) = P (Yi ≤ t,Xi > Yi, Di ≤ Yi) =
´ t
0 [Ãθ − F ]dG

3. P (Zi ≤ t,Xi ≤ Yi, Di > Xi) = P (Xi ≤ t,Xi ≤ Yi, Di > Xi)

=
´∞
−∞ P (Xi ≤ t ∧ y,Xi < Di)dG(y)

4. P (Zi ≤ t,Xi ≤ Yi, Di ≤ Xi) = P (Xi ≤ t,Di ≤ Xi ≤ Yi)

=
´∞
−∞ P (Xi ≤ t ∧ y,Di ≤ Xi)dG(y)

Die Gleichungen 3. und 4. können nicht wie die beiden ersten Gleichungen umgeformt und

durch die Verteilungsfunktionen dargestellt werden. Auÿerdem enthalten selbst die Gleichung-

en 1. und 2. die Funktion Ãθ anstelle der Funktion Aθ, an der wir interessiert sind. Dies ist

durch die unbekannte Abhängigkeitsstruktur von D und X bedingt. Es müssten

bedingte Verteilungen Verwendung �nden. Somit können wir für dieses Zensierungsmodell

die Likelihood-Funktion und folglich die Kullback-Leibler-Information nicht angeben.
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12. Weitere Zensierungsmodelle

In der Literatur existieren noch viele weitere Zensierungs- und Truncierungsmodelle. Wir

wollen nun einige dieser Modelle nennen und kurz beschreiben:

� Typ-I-Zensierung:

In diesem Modell gibt es nur einen Zensierungszeitpunkt C für alle Variablen Xi.

Deshalb haben wir für die beobachtbaren Zufallsvariablen Zi für i = 1, ..., n:

Zi = min(Xi, C)

� Für das obige Modell existieren ebenfalls die folgenden Erweiterungen:

Jede der Variablen Xi hat entweder eine �eigene� feste Zensierungsvariable Ci oder es

sind mehrere gemeinsame feste Zensierungszeitpunkte vorhanden. Ein weiteres Modell

macht die Annahme, dass zu jedem Zensierungszeitpunkt mehrere Untersuchungsob-

jekte (Xi´s) aus der Studie entfernt werden. In der Literatur werden diese Modelle

Progressive Typ-I-Zensierung oder Verallgemeinerte Typ-I-Zensierung genannt.
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12. Weitere Zensierungsmodelle

� Typ-II-Zensierung:

Wir betrachten eine Studie mit n Untersuchungseinheiten. Bei Typ-II-Zensierung wird

diese Studie fortgesetzt, bis eine bestimmte Anzahl der Untersuchungseinheiten �aus-

fällt�, siehe Lim und Park (2007).

� Die meisten Untersuchungen zur Survival Analysis beinhalten Modelle, die durch Er-

weiterung des Current Status Model entstehen. Beispiele hierfür sind:

Intervallzensierung mit kontinuierlichen Markierungen oder Intervallzensierung und

konkurrierende Risiken, vergleiche Groeneboom, Wellner und Maathuis (2008).

� Truncierung:

Truncierungsmodelle unterscheiden sich erheblich von den bisher vorgestellten

Modellen. In den Truncierungsmodellen kann die Variable, an der wir interessiert sind,

nur beobachtet werden, falls diese vor oder nach einer bestimmten �Schranke� einge-

treten ist. Wir kennen nicht die exakte Anzahl (sagen wir N) der Variablen von Inter-

esse, sondern arbeiten nur mit n ≤ N der Realisierungen, die diese Schranke �gemeis-

tert� haben, siehe Stute (2006), S. 72 �.. Diese Abhängigkeitsstruktur führt zur Ver-

wendung von bedingten Wahrscheinlichkeiten und Verteilungen bei Untersuchungen in

Truncierungsmodellen.

� In der Literatur existieren auÿerdem viele Kombinationen der bereits erwähnten

Modelle. Als Beispiele seien hier Links-Truncierung und Rechtszensierung sowie

Truncierung und Intervallzensierung, siehe Hudgens (2005), genannt.
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Teil III.

Kullback-Leibler-Information und

Martingaltransformation
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In diesem Teil der Arbeit wollen wir die Modellierungen und Ergebnisse der verschiedenen

Zensierungsmodelle des zweiten Teils dieser Arbeit verwenden. Hiermit wird unter bestimm-

ten Voraussetzungen die Konsistenz sowie die asymptotische Normalität des Maximum-

Likelihood-Schätzers mit Hilfe der Kullback-Leibler-Information veri�ziert werden. Als Ori-

entierung für den Beweis der Konsistenz verwenden wir Stute (1992). Im fünfzehnten Kapitel

werden wir den Martingalprozess DGSS
n des Generalized Survival/Sacri�ce Model weiter

untersuchen und eine Transformation bereitstellen, die es uns ermöglicht, asymptotisch

verteilungsfreie Tests durchzuführen.
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13. Kullback-Leibler-Information

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Kullback-Leibler-Information für zwei Wahr-

scheinlichkeitsmaÿe Q und P mit Q� P . Zuerst werden wir die verschiedenen Likelihood-

Funktionen und anschlieÿend die Kullback-Leibler-Informationen sowie Funktionen L••(θ0, •)

angeben. Damit wird im vierzehnten Kapitel unter Verwendung der Ergebnisse aus den jewei-

ligen Abschnitten der Kapitel 4 bis 10 die Konsistenz und asymptotische Normalität des

Maximum-Likelihood-Schätzers in jedem der Zensierungsmodelle gezeigt werden. Auÿerdem

werden wir in diesem Kapitel eine Informationshierarchie erstellen. Diese wird veri�zieren,

welche Zensierungsmodelle eine gröÿere Kullback-Leibler-Information als andere Modelle be-

sitzen. In den Kapiteln des zweiten Teils dieser Arbeit haben wir bereits an mehreren Stellen

auf diese Ordnungsrelationen hingewiesen.

13.1. Tabellierung der Likelihood-Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir die Likelihood-Funktion für jedes Zensierungsmodell angeben,

da wir diese für den Beweis der Konsistenz des Maximum-Likelihood-Schätzers im vierzehn-

ten Kapitel benötigen. Ein guter Überblick über die Likelihood-Funktionen verschiedener

Zensierungsmodelle ist ebenfalls in Groeneboom und Wellner (1992) gegeben.
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Rechtszensierung:

LRCn (θ) =
n∏
i=1

[
(fθ(Xi))

1{Xi≤Yi} · (1− Fθ(Yi))1{Xi>Yi}
]

Linkszensierung:

LLCn (θ) =

n∏
i=1

[
(Fθ(Yi))

1{Xi≤Yi} · (fθ(Xi))
1{Xi>Yi}

]
Current Status Model:

LCSn (θ) =

n∏
i=1

[
(Aθ(Zi))

1{Di≤Zi} · (1−Aθ(Zi))1{Di>Zi}
]

Intervallzensierung Typ II:

LIC2
n (θ) =

n∏
i=1

[
(Aθ(Ti))

1{Di≤Ti} · (Aθ(Ui)−Aθ(Ti))1{Ti<Di≤Ui} · (1−Aθ(Ui))1{Di>Ui}
]

Doppelzensierung:

LDCn (θ) =

n∏
i=1

[
(Aθ(Ti))

1{Di≤Ti} · (aθ(Di))
1{Ti<Di≤Ui}(1−Aθ(Ui))1{Di>Ui}

]
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Mittelzensierung:

LMC
n (θ) =

n∏
i=1

[
(aθ(Di))

1{Di≤Ti} · (aθ(Di))
1{Di>Ui}

• (Aθ(Ui)−Aθ(Ti))1{Ti<Di≤Ui}
]

Survival/Sacri�ce Model:

LSSn (θ) =
n∏
i=1

[
(Aθ(Yi)− F (Yi))

1{Di≤Yi<Xi} · (1−Aθ(Yi))1{Di>Yi}
]

Bemerkung:

Für jede Likelihood-Funktion gilt für eine spezielle Funktion φ•:

L•n(θ) =
n∏
i=1

φ•(Xi, θ)

Hierbei bezeichnet Xi den i-ten Vektor der beobachtbaren Daten.

13.2. Tabellierung der Kullback-Leibler-Informationen und

Funktionen L••(θ0, θ)

In diesem Abschnitt werden wir die Kullback-Leibler-Informationen sowie die Funktionen

L••(θ0, •), die wir im vierten Kapitel dieser Arbeit kurz diskutiert haben, angeben. Das
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jeweilige Zensierungsmodell wird durch den oberen Index sowie die eindimensionalen Zen-

sierungsverteilungen durch den unteren Index angegeben. Es gilt für zwei Wahrscheinlichkeits-

maÿe Q und P mit Q� P :

Ohne Zensierung:

K(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

[
ln(

dQ

dP
)

]
dQ

dP
dP

L(θ0, θ) =

ˆ ∞
−∞

ln(f(x, θ))f(x, θ0)dν(x)

Hiermit gilt mit dQ = f(·, θ0)dν sowie dP = f(·, θ)dν:

L(θ0, θ) = L(θ0, θ0)−K(Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0

Rechtszensierung:

KRC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

[
ln(

dQ

dP
)

]
dQ

dP
dP + (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

LRCG (θ0, θ) =

ˆ ∞
−∞

[ˆ
(−∞,y]

ln(f(x, θ))f(x, θ0)dν(x) + (1− F (y, θ0))ln(1− F (y, θ))

]
dG(y)

Setzen wir nun dQ = f(·, θ0)dν und dP = f(·, θ)dν, so folgt:

KRC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

[

ˆ
(−∞,y]

ln(
f(x, θ0)

f(x, θ)
)f(x, θ0)dν(x) + (1− F (y, θ0))ln(

1− F (y, θ0)

1− F (y, θ)
)]dG(y)

= LRCG (θ0, θ0)− LRCG (θ0, θ)
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Diese Gleichung wird durch Umformung zu

LRCG (θ0, θ) = LRCG (θ0, θ0)−KRC
G (Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0

Linkszensierung:

KLC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
+

ˆ
(y,∞)

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
dG(y)

LLCG (θ0, θ) =

ˆ ∞
−∞

[
F (y, θ0)ln(F (y, θ)) +

ˆ
(y,∞)

ln(f(x, θ))f(x, θ0)dν(x)

]
dG(y)

Wir haben mit dQ = f(·, θ0)dν und dP = f(·, θ)dν wieder:

LLCG (θ0, θ) = LLCG (θ0, θ0)−KLC
G (Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0

Current Status Model:

KCS
H (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
+ (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dH(y)

LCSH (θ0, θ) =

ˆ ∞
−∞

[A(y, θ0)ln(A(y, θ)) + (1−A(y, θ0))ln(1−A(y, θ))] dH(y)

143



13. Kullback-Leibler-Information

Es gilt mit Q = Aθ0 und P = Aθ:

LCSH (θ0, θ) = LCSH (θ0, θ0)−KCS
H (Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0

Intervallzensierung Typ II:

KIC2
F,G (Q,P ) =

ˆ
R2

(
Q(t)ln

[
Q(t)

P (t)

]
+ (1−Q(u))ln

[
1−Q(u)

1− P (u)

]
+ln

[
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)

]
(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

LIC2
F,G(θ0, θ) =

ˆ
R2

[A(t, θ0)ln(A(t, θ)) + (1−A(u, θ0))ln(1−A(u, θ))

+ln(A(u, θ)−A(t, θ))(A(u, θ0)−A(t, θ0))] dH(t, u)

Wir erhalten mit Q = Aθ0 und P = Aθ:

LIC2
F,G(θ0, θ) = LIC2

F,G(θ0, θ0)−KIC2
F,G (Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0

Doppelzensierung:

KDC
F,G(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]
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LDCF,G(θ0, θ) =

ˆ ∞
−∞

A(y, θ0)ln(A(y, θ))dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−A(y, θ0))ln(1−A(y, θ))dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln(a(x, θ))a(x, θ0)dν(x)

)
[dG(y)− dF (y)]

Hieraus folgt mit dQ = a(·, θ0)dν und dP = a(·, θ)dν:

LDCF,G(θ0, θ) = LDCF,G(θ0, θ0)−KDC
F,G(Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0

Mittelzensierung:

KMC
F,G (Q,P ) =

ˆ
R2

(ˆ
(−∞,t]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP +

ˆ
(u,∞)

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

+ln

[
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)

]
(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

LMC
F,G (θ0, θ) =

ˆ
R2

[ ˆ
(−∞,t]

ln(a(x, θ))a(x, θ0)dν(x) +

ˆ
(u,∞)

ln(a(x, θ))a(x, θ0)dν(x)

+ln(A(u, θ)−A(t, θ))(A(u, θ0)−A(t, θ0))
]
dH(t, u)

Somit gilt mit dQ = a(·, θ0)dν und dP = a(·, θ)dν:

LMC
F,G (θ0, θ) = LMC

F,G (θ0, θ0)−KMC
F,G (Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0
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Survival/Sacri�ce Model:

KSS
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
ln

[
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)

]
(Q(y)− F (y)) + (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

LSSG (θ0, θ) =

ˆ ∞
−∞

[(Aθ0 − F (y))ln(Aθ(y)− F (y)) + (1−Aθ0(y))ln(1−Aθ(y))] dG(y)

Und hiermit gilt mit Q = Aθ0 sowie P = Aθ:

LSSG (θ0, θ) = LSSG (θ0, θ0)−KSS
G (Q,P )︸ ︷︷ ︸
≥0

13.3. Informationshierarchie

In Abschnitt 13.3 werden wir zeigen, welche Zensierungsmodelle mehr Information, also eine

gröÿere Kullback-Leibler-Information, als andere Modelle besitzen. Hiermit wird eine In-

formationshierarchie erstellt werden. Diese werden wir am Ende dieses Abschnitts in einer

Graphik wiedergeben. Hierzu benötigen wir die zwei folgenden Lemmata.

Lemma 13.1. Unter der Voraussetzung, dass für drei reelle Zahlen a, b, c ∈ (0, 1] die Unglei-

chung c < min(a, b) erfüllt ist, gilt:

f(a, b, c) := (a− c)ln(
a− c
b− c

)− a · ln(
a

b
) ≥ 0

Beweis. Es ist f(a, b, 0) = 0. Für c > 0 werden wir zeigen, dass die Funktion f1(c) = f(a, b, c)
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monoton wachsend (in c) ist. Wir haben:

f1(0) = 0

f1(c) = (a− c)ln(
a− c
b− c

)− a · ln(
a

b
)

f ′1(c) = −ln(a− c) + ln(b− c)− 1 +
a− c
b− c

= −1 +
a− c
b− c

− ln(
a− c
b− c

)

Die Funktion h(x) = −1 + x − ln(x) ist ≥ 0 auf (0,∞) (Minimum im Tiefpunkt TP(1/0)).

Damit ist dieses Lemma bewiesen.

Lemma 13.2. Unter den Voraussetzungen, dass für vier reelle Zahlen a, c ∈ (0, 1] und b, d ∈

(0, 1) die Ungleichungen a > b und c > d erfüllt sind, erhalten wir:

(a− b)ln
(
a− b
c− d

)
− a · ln

(a
c

)
+ b · ln

(
b

d

)
≥ 0

Beweis. Es sei a > b sowie c > d gegeben. Damit gilt:

a = k1 · b mit k1 > 1

c = k2 · d mit k2 > 1
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Hierdurch erhalten wir:

(a− b)ln(
a− b
c− d

)− aln(
a

c
) + bln(

b

d
)

= (k1b− b)ln
(
k1b− b
k2d− d

)
− k1bln

(
k1b

k2d

)
+ bln(

b

d
)

= (k1 − 1)b · ln(
k1 − 1

k2 − 1
)− k1bln(

k1
k2

)

+ k1b · ln(
b

d
)− bln(

b

d
)− k1bln(

b

d
) + bln(

b

d
)︸ ︷︷ ︸

=0

= b ·
(

(k1 − 1)ln(
k1 − 1

k2 − 1
)− k1ln(

k1
k2

)

)

Da b > 0 ist, müssen wir veri�zieren, dass

(k1 − 1)ln

(
k1 − 1

k2 − 1

)
− k1ln

(
k1
k2

)
≥ 0

Dies folgt aber wie in Lemma 13.1 mit einer Funktion p(c) = (k1 − c)ln(k1−ck2−c) − k1ln(k1k2 ).

Für diese Funktion gilt nämlich:

p(0) = 0 sowie p′(c) ≥ 0 auf (0,∞)

Hiermit folgt schlieÿlich: p(1)− p(0) ≥ 0.
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13.3.1. Ohne Zensierung � Rechtszensierung

Die Kullback-Leibler-Informationen dieser Modelle sind:

K(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

ln

(
dQ

dP

)
dQ

dP
dP

KRC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP + (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

Lemma 13.3. Es gilt:

K(Q,P ) ≥ KRC
G (Q,P )

Beweis.

K(Q,P )−KRC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

ln

(
dQ

dP

)
dQ

dP
dP (x)dG(y)−KRC

G (Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(y,∞)

ln

(
dQ

dP

)
dQ

dP
dP − (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

Sei y fest. Wir verwenden auf z > y ein normiertes Maÿ P ∗ mit dP ∗y := dP
1−P (y) und erhalten

ˆ
(y,∞)

ln

(
dQ

dP

)
dQ

dP
dP − (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
= (1− P (y)) ·

ˆ
(y,∞)

ln

(
dQ

dP

)
dQ

dP
dP ∗y − (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
(13.1)

149



13. Kullback-Leibler-Information

Nun folgt mit Jensen für die konvexe Funktion f(x) = x · ln(x) sowie dP ∗y = dP
1−P (y) :

(13.1) ≥ (1− P (y)) ·
ˆ
(y,∞)

dQ

dP
dP ∗y · ln

(ˆ
(y,∞)

dQ

dP
dP ∗y

)
− (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

= ��
���

�
(1− P (y)) ·

ˆ
(y,∞)

dQ

dP

dP

���
��1− P (y)
· ln[

1−Q(y)

1− P (y)
]− (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

= (1−Q(y))ln(
1−Q(y)

1− P (y)
)− (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

= 0

Dies veri�ziert, dass K(Q,P ) ≥ KRC
G (Q,P ).

13.3.2. Ohne Zensierung � Linkszensierung

Die Kullback-Leibler-Information im Linkszensierungsmodell ist

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
+

ˆ
(y,∞)

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
dG(y)

Lemma 13.4. Wir haben:

K(Q,P ) ≥ KLC
G (Q,P )

Beweis.

Es sei y wieder fest. Indem wir abermals die Ungleichung von Jensen anwenden, ergibt sich
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mit dP#
y := dP

P (y) für z ≤ y:

ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP −Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
) = P (y) ·

ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP#

y −Q(y)ln(
Q(y)

P (y)
)

≥ P (y) ·
ˆ
(−∞,y]

dQ

dP

dP

P (y)︸ ︷︷ ︸
Q(y)· 1

P (y)

·ln(
Q(y)

P (y)
)−Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
)

= 0

13.3.3. Ohne Zensierung � Mittelzensierung

Im Modell der Mittelzensierung existieren zwei Zensierungsvariablen T und U mit T ≤ U

f.s.. Deshalb verwenden wir die folgende Partition der Zeitachse:

(−∞, t] , (t, u] und (u,∞)

Hiermit haben wir:

K(Q,P ) =

ˆ
R2

(ˆ
(−∞,t]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP +

ˆ
(t,u]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP +

ˆ
(u,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dH(t, u)

sowie
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KMC
F,G (Q,P ) =

ˆ
R2

(ˆ
(−∞,t]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP +

ˆ
(u,∞)

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

+ln

[
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)

]
(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

H bezeichnet die gemeinsame Verteilung von (T,U).

Lemma 13.5. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

K(Q,P ) ≥ KMC
F,G (Q,P )

Beweis. Wir betrachten die Di�erenz der beiden Kullback-Leibler-Informationen:

K(Q,P )−KMC
F,G (Q,P )

=

ˆ
R2

(ˆ
(t,u]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP − ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

≥
ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))− ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

= 0

Hierbei haben wir für festes z mit t ≤ z ≤ u wieder Jensen sowie das Maÿ P∼ mit

dP∼u−t := dP
P (u)−P (t) verwendet:

ˆ
(t,u]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP = (P (u)− P (t)) ·

ˆ
(t,u]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP∼u−t

Jensen
≥ (P (u)− P (t)) ·

ˆ
(t,u]

dQ

��dP

��dP

P (u)− P (t)
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)

= (Q(u)−Q(t)) · ln(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)
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13.3.4. Mittelzensierung � Linkszensierung

In diesem Abschnitt wollen wir die beiden nachstehenden Kullback-Leibler-Informationen

vergleichen:

KMC
F,G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,t]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dF (t) +

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(u,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dG(u)

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

sowie

KLC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
) +

ˆ
(y,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dG(y)

Lemma 13.6. Es gilt:

KMC
F,G (Q,P ) ≥ KLC

G (Q,P )
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Beweis. Wir haben:

KMC
F,G (Q,P )−KLC

G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dPdF (y)−

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln(
Q(y)

P (y)
)dG(y)

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

mit Lemma 13.4 ≥
ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
)

)
[dF (y)− dG(y)]

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

=

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

−
ˆ
R2

(
Q(u)ln(

Q(u)

P (u)
)−Q(t)ln(

Q(t)

P (t)
)

)
dH(t, u)

Also muss gezeigt werden, dass für feste t und u:

ln(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))−Q(u)ln(

Q(u)

P (u)
) +Q(t)ln(

Q(t)

P (t)
) (13.2)

≥ 0

Um Lemma 13.2 verwenden zu können, müssen wir zeigen, dass wir Q(u), P (u) ∈ (0, 1] und

Q(t), P (t) ∈ (0, 1) sowie Q(u) − Q(t) 6= 0 6= P (u) − P (t) wegen dem Folgenden annehmen

können:

� P (u) = 0 impliziert P (t) = 0 = Q(u) = Q(t) (Q� P ) und somit gilt: (13.2) = 0 ≥ 0.

� Q(u) = 0 führt zu Q(t) = 0 und wir erhalten (13.2)= 0.

� P (t) = 0 bedingt Q(t) = 0 und hiermit folgt Q(u)ln(Q(u)
P (u))−Q(u)ln(Q(u)

P (u)) = 0.

� Q(t) = 0 ergibt die Gleichung: Q(u)ln( Q(u)
P (u)−P (t)) − Q(u)ln(Q(u)

P (u)) ≥ 0 (Monotonie des
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Logarithmus).

� P (t) = 1 impliziert P (u) = 1 = Q(u) = Q(t) =⇒ (13.2) = 0.

� Q(t) = 1 bedingt Q(u) = 1 und somit haben wir:

−ln( 1
P (u)) + ln( 1

P (t)) ≥ 0. (P (u) ≥ P (t)).

� P (u) = P (t) =⇒ Q(u) = Q(t) und wir erhalten (13.2) = 0.

� Q(u) = Q(t) führt wieder zu −Q(u)ln(Q(u)
P (u)) +Q(u)ln(Q(u)

P (t) ) ≥ 0

Indem wir die folgenden De�nitionen

a := Q(u) , b := Q(t) , c := P (u) , d := P (t)

verwenden, folgt die Behauptung mit Lemma 13.2.

13.3.5. Mittelzensierung � Rechtszensierung

In Abschnitt 13.3.5 muss die Notation für die Kullback-Leibler-Information des Rechtszen-

sierungsmodells verändert werden. Wir verwenden die Bezeichnung KRC
F (Q,P ) anstelle von

KRC
G (Q,P ). Dies ist durch das Modell der Mittelzensierung begründet, da in diesem Zen-

sierungsschema zwei Zensierungsvariablen existieren. Dies zeigt aber auch, warum wir die

Bezeichnung KLC
G des Linkszensierungsmodells in dem vorherigen Abschnitt nicht verändern

mussten. Hierbei zeigt sich nochmals der Unterschied zwischen dem Modell der Mittelzen-

sierung und dem Modell der Doppelzensierung:

Im Mittelzensierungsmodell ist die Variable T rechtszensierend und U folglich linkszensierend.
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Im Modell der Doppelzensierung ist aber T linkszensierend sowie U rechtszensierend.

Wir müssen nun die nachfolgenden Kullback-Leibler-Informationen vergleichen:

KMC
F,G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,t]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dF (t) +

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(u,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dG(u)

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

und

KRC
F (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP + (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

)
dF (y)

Lemma 13.7. Wir haben:

KMC
F,G (Q,P ) ≥ KRC

F (Q,P )

Beweis. Es gilt für die Di�erenz:

KMC
F,G (Q,P )−KRC

F (Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(y,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dG(y)−

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln(
1−Q(y)

1− P (y)
)dF (y)

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)
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Indem wir Lemma 13.3 verwenden, erhalten wir:

KMC
F,G (Q,P )−KRC

F (Q,P )

≥
ˆ ∞
−∞

(
(1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

)
[dG(y)− dF (y)]

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

=

ˆ
R2

(
(1−Q(u))ln(

1−Q(u)

1− P (u)
)− (1−Q(t))ln(

1−Q(t)

1− P (t)
)

)
dH(t, u)

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

Es bleibt also abschlieÿend zu zeigen, dass für feste t und u:

ln(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t)) + (1−Q(u))ln(

1−Q(u)

1− P (u)
)− (1−Q(t))ln(

1−Q(t)

1− P (t)
) (13.3)

≥ 0

Dies folgt aber durch die Verwendung von Lemma 13.2, indem wir die folgenden Gröÿen

de�nieren:

a := 1−Q(t) , b := 1−Q(u) , c := 1− P (t) , d := 1− P (u)

Dies führt uns zu:

(13.3) = (a− b)ln(
a− b
c− d

)− a · ln(
a

c
) + b · ln(

b

d
)

Um das Lemma 13.2 anwenden zu können, bleibt noch zu veri�zieren, dass wir (13.3) nur für
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a, c ∈ (0, 1] und b, d ∈ (0, 1) sowie a− b 6= 0 6= c− d zeigen müssen:

� c = d⇐⇒ P (t) = P (u) =⇒ Q(t) = Q(u) und dies impliziert (13.3) = 0 ≥ 0.

� a = b⇐⇒ Q(t) = Q(u). Hiermit folgt (1−Q(u))ln(1−Q(u)
1−P (u))−(1−Q(u))ln(1−Q(u)

1−P (t) ) ≥ 0.

� a = 0⇐⇒ Q(t) = 1 =⇒ Q(u) = 1 und somit (13.3) = 0.

� b = 0⇐⇒ Q(u) = 1. Wir haben dann (1−Q(t))ln( 1−Q(t)
P (u)−P (t))−(1−Q(t))ln(1−Q(t)

1−P (t)) ≥ 0.

� c = 0⇐⇒ P (t) = 1 =⇒ P (u) = P (t) = Q(u) = Q(t) = 1. Deshalb ist (13.3) = 0.

� d = 0⇐⇒ P (u) = Q(u) = 1.

Dies impliziert (1−Q(t))ln(1−Q(t)
1−P (t))− (1−Q(t))ln(1−Q(t)

1−P (t)) = 0.

� b = 1⇐⇒ Q(u) = 0 = Q(t) =⇒ ln( 1
1−P (u))− ln( 1

1−P (t)) ≥ 0.

� d = 1⇐⇒ P (u) = 0 = Q(u) = P (t) = Q(t) und (13.3) = 0.

Wir haben veri�ziert, dass (13.3) in den obigen Situationen nichtnegativ ist und somit

folgt mit Lemma 13.2 insgesamt:

(Q(u)−Q(t))ln(
Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
) + (1−Q(u))ln(

1−Q(u)

1− P (u)
)− (1−Q(t))ln(

1−Q(t)

1− P (t)
) ≥ 0

13.3.6. Rechtszensierung � Doppelzensierung

Wir werden veri�zieren, dass KRC
G (Q,P ) ≥ KDC

F,G(Q,P ) mit

KRC
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP + (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

)
dG(y)
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und

KDC
F,G(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]

Lemma 13.8. Es gilt:

KRC
G (Q,P ) ≥ KDC

F,G(Q,P )

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz des Lemma 13.4, da

KRC
G (Q,P )−KDC

F,G(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞


ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP −Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
)︸ ︷︷ ︸

≥0 mit Lemma 13.4

 dF (y)

≥ 0

13.3.7. Rechtszensierung � Current Status Model

Wir müssen in diesem Abschnitt die Notation von KCS
H zu KCS

G ändern, um die beiden

Kullback-Leibler-Informationen vergleichen zu können. Es ist also:

KCS
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
) + (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

)
dG(y)
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Lemma 13.9. Wir haben:

KRC
G (Q,P ) ≥ KCS

G (Q,P )

Beweis. Wir benutzen wieder Lemma 13.4 und erhalten:

KRC
G (Q,P )−KCS

G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP −Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
)

)
dG(y)

≥ 0

13.3.8. Linkszensierung � Doppelzensierung

In Abschnitt 13.3.8 müssen wir ebenfalls eine Notation verändern. Wir verwendenKLC
F (Q,P )

anstelle von KLC
G (Q,P ), damit die Modelle verglichen werden können. Hiermit ergibt sich:

KLC
F (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln(

Q(y)

P (y)
) +

ˆ
(y,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dF (y)

KDC
F,G(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]

Lemma 13.10. Es gilt:

KLC
F (Q,P ) ≥ KDC

F,G(Q,P )
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Beweis. Wir haben:

KLC
F (Q,P )−KDC

F,G(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(y,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
dF (y)

−
ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln(
1−Q(y)

1− P (y)
)dG(y)

−
ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]

Wir verwenden Fubini und erhalten:

KLC
F (Q,P )−KDC

F,G(Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

F−(x)ln(
dQ

dP
(x))

dQ

dP
(x)dP (x)

−
ˆ ∞
−∞

(F−(x)−G−(x))ln(
dQ

dP
(x))

dQ

dP
(x)dP (x)

−
ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln(
1−Q(y)

1− P (y)
)dG(y)

=

ˆ ∞
−∞

G−(x)ln(
dQ

dP
(x))

dQ

dP
(x)dP (x)−

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln(
1−Q(y)

1− P (y)
)dG(y)

(Fubini) =

ˆ ∞
−∞


ˆ
(y,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP − (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)︸ ︷︷ ︸

≥0 mit Lemma 13.3

 dG(y)
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13.3.9. Linkszensierung � Current Status Model

Wir werden mit Hilfe der Notation aus Abschnitt 13.3.7 veri�zieren, dass

KLC
G (Q,P ) ≥ KCS

G (Q,P ).

Lemma 13.11. Es ist

KLC
G (Q,P ) ≥ KCS

G (Q,P )

Beweis. Dies folgt aber direkt aus Lemma 13.3, denn es gilt:

KLC
G (Q,P )−KCS

G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(y,∞)

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP − (1−Q(y))ln(

1−Q(y)

1− P (y)
)

)
dG(y)

≥ 0

13.3.10. Doppelzensierung � Intervallzensierung Typ II

Wir wollen zeigen, dass für diese Modelle KDC
F,G(Q,P ) ≥ KIC2

F,G (Q,P ) gilt. Also muss das

Folgende verglichen werden:

KDC
F,G(Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
dG(y)

+

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln

[
dQ

dP

]
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]

mit
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KIC2
F,G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
dF (y) +

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

]
dG(y)

+

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

Lemma 13.12. Wir haben:

KDC
F,G(Q,P ) ≥ KIC2

F,G (Q,P )

Beweis. Wir betrachten wieder die Di�erenz:

KDC
F,G(Q,P )−KIC2

F,G (Q,P )

=

ˆ ∞
−∞

(ˆ
(−∞,y]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP

)
[dG(y)− dF (y)]

−
ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

= E

[
1{T<D≤U}ln(

dQ

dP
(D))

]
−
ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

=

ˆ
R2

(
E

[
1{t<D≤u}ln(

dQ

dP
(D))

])
dH(t, u)

−
ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

=

ˆ
R2

(ˆ
(t,u]

ln(
dQ

dP
)
dQ

dP
dP − ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

Durch die Verwendung von Lemma 13.5 folgt schlieÿlich die Behauptung.
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13.3.11. Intervallzensierung Typ II � Current Status Model

Im Modell der Intervallzensierung Typ II existieren zwei Zensierungsvariablen. Deshalb wer-

den wir zwei verschiedene Notationen für die Kullback-Leibler-Information des Current Sta-

tus Model verwenden und in beiden Situationen zeigen, dass KIC2
F,G (Q,P ) mindestens genauso

groÿ wie KCS
F (Q,P ) bzw. KCS

G (Q,P ) ist:

Lemma 13.13. Es gilt mit diesen Notationen:

KIC2
F,G (Q,P ) ≥ KCS

G (Q,P ) sowie KIC2
F,G (Q,P ) ≥ KCS

F (Q,P )

Beweis.

1) Wir wollen veri�zieren, dass KIC2
F,G (Q,P ) ≥ KCS

G (Q,P ).

Dies folgt aber direkt mit Lemma 13.6:

KIC2
F,G (Q,P )−KCS

G (Q,P ) =

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

+

ˆ ∞
−∞

Q(y)ln(
Q(y)

P (y)
)dF (y)−

ˆ ∞
−∞

ln(
Q(y)

P (y)
)Q(y)dG(y)

≥ 0
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2) In dieser Situation wollen wir zeigen, dass KIC2
F,G (Q,P ) ≥ KCS

F (Q,P ). Wir haben:

KIC2
F,G (Q,P )−KF (Q,P )

=

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

+

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln(
1−Q(y)

1− P (y)
)dG(y)−

ˆ ∞
−∞

(1−Q(y))ln(
1−Q(y)

1− P (y)
)dF (y)

=

ˆ
R2

(
ln(

Q(u)−Q(t)

P (u)− P (t)
)(Q(u)−Q(t))

)
dH(t, u)

+

ˆ
R2

(
(1−Q(u))ln(

1−Q(u)

1− P (u)
)− (1−Q(t))ln(

1−Q(t)

1− P (t)
)

)
dH(t, u)

≥ 0 mit Lemma 13.7

13.3.12. Survival/Sacri�ce Model � Current Status Model

Wir beenden die Bestimmung der Informationshierarchie mit dem Vergleich der beiden fol-

genden Kullback-Leibler-Informationen:

KSS
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
(Q(y)− F (y))ln

[
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)

]
+ (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)

und

KCS
G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
+ (1−Q(y))ln

[
1−Q(y)

1− P (y)

])
dG(y)
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Lemma 13.14. Wir haben

KSS
G (Q,P ) ≥ KCS

G (Q,P )

Beweis. Es gilt:

KSS
G (Q,P )−KCS

G (Q,P ) =

ˆ ∞
−∞

(
(Q(y)− F (y))ln[

Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)
]−Q(y)ln[

Q(y)

P (y)
]

)
dG(y)

Also muss veri�ziert werden, dass

(Q(y)− F (y))ln

[
Q(y)− F (y)

P (y)− F (y)

]
−Q(y)ln

[
Q(y)

P (y)

]
(13.4)

≥ 0

Um diese Aussage zu beweisen, de�nieren wir die nachstehenden Gröÿen:

a := Q(y) , b := P (y) , c := F (y)

Hierbei gilt zu bedenken, dass aufgrund der Voraussetzungen dieses Modells gilt:

c ≤ min(a, b)

Hiermit ergibt sich:

(13.4) = (a− c)ln(
a− c
b− c

)− a · ln(
a

b
)

=: f(a, b, c)
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Um das Lemma 13.1 verwenden zu können, werden wir jetzt zeigen, dass f(a, b, c) ≥ 0 in den

folgenden Situationen gilt:

a = 0 ; b = 0 ; c = 0

sowie für die Situationen, in denen

c = a ; c = b ; c = a = b

Wir haben:

� a = Q(y) = 0 =⇒ c = F (y) = 0 und somit ist f(0, b, 0) = 0.

� b = P (y) = 0 impliziert, dass a = Q(y) = 0 sowie c = F (y) = 0.

Dann ist f(0, 0, 0) = 0 ≥ 0.

� c = F (y) = 0 führt zu f(a, b, 0) = aln(ab )− aln(ab ) = 0.

� c = a⇐⇒ F (y) = Q(y) und dies führt zu f(c, b, c) = −aln(ab ) > 0, da b > a.

� c = b⇐⇒ F (y) = P (y). Hiermit gilt: f(a, b, b) := ”∞” − aln(
a

b
)︸ ︷︷ ︸

Konstant

> 0.

� P (y) = Q(y) = F (y) bewirkt f(a, a, a) = 0.

Somit ist (13.4) aufgrund des Lemma 13.1 nichtnegativ und dies war zu zeigen.

13.3.13. Graphische Darstellung der Informationshierarchie

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die Graphik der Informationshierarchie wiedergeben,

welche wir in den vorangehenden Abschnitten bestimmt haben. Das Modell �Ohne Zen-
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sierung� besitzt die gröÿte Kullback-Leibler-Information. Wenn zwei Modelle verglichen wer-

den, so besitzt das Modell, welches weiter oben in der Hierarchie steht, die gröÿere Kullback-

Leibler-Information. Das Survival/Sacri�ce Model können wir in dieser Hierarchie nicht einord-

nen und geben somit nur das Verhältnis zum Current Status Model, durch den Trennstrich

getrennt, an.
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Ohne Zensierung

  Mittelzensierung

Rechts-/Linkszensierung

Doppelzensierung

Current Status

Intervallzensierung Typ II

Survival/Sacrifice Model

 Current Status

169



13. Kullback-Leibler-Information

170



14. Konsistenz und asymptotische

Normalität des

Maximum-Likelihood-Schätzers bei

Zensierung

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der Konsistenz und asymptotischen Normalität

des Maximum-Likelihood-Schätzers bei Zensierung. Hierbei erinnern wir daran, dass wir im

zweiten Teil dieser Arbeit Bedingungen dafür hergeleitet haben, unter denen die Kullback-

Leibler-Information strikt positiv ist. Dies wird nun verwendet werden. Wir orientieren uns

hierbei an Stute (1992), der den Fall der Rechtszensierung untersucht hat.

Zuerst werden neue Funktionen und Notationen de�niert, die wir nachfolgend zusammen mit

den Bezeichnungen aus Abschnitt 13.2 benutzen wollen:

� L•n(θ) bezeichnet die Likelihood-Funktion (bezogen auf das jeweilige Zensierungsmodell)

� Der normalisierte Logarithmus der Likelihood-Funktion besitzt
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14. Konsistenz und asymptotische Normalität des Maximum-Likelihood-Schätzers bei Zensierung

die folgende Gestalt:

l•n(θ) :=
1

n
ln (L•n(θ))

Unter der Annahme der Existenz des Erwartungswerts gilt mit dem Starken Gesetz

der Groÿen Zahlen (SGGZ):

lim
n
l•n(θ) = L••(θ0, θ)

Weiterhin gilt für die Kullback-Leibler-Information, siehe Abschnitt 13.2:

K•• (Q,P ) = L••(θ0, θ0)− L••(θ0, θ) ≥ 0

� θ̂n ist die Bezeichnung für den Maximum-Likelihood-Schätzer, der L•n(θ) bzw. l•n(θ)

maximiert.

� Wir setzen (mit ln(0) := −∞):

RECHTSZENSIERUNG:

ψRC(x, θ) := δ · ln (f(z, θ)) + (1− δ) · ln (1− F (z, θ))

wobei x = (z, δ)

LINKSZENSIERUNG:

ψLC(x, θ) := δ · ln (F (z, θ)) + (1− δ) · ln (f(z, θ))

wobei x = (z, δ)

172



14. Konsistenz und asymptotische Normalität des Maximum-Likelihood-Schätzers bei Zensierung

CURRENT STATUS MODEL:

ψCS(x, θ) := µ · ln (A(z, θ)) + (1− µ) · ln (1−A(z, θ))

wobei x = (z, µ)

INTERVALLZENSIERUNG TYP II:

ψIC2(x, θ) := µ · ln (A(y, θ)) + (1− µ) · γ · ln (A(v, θ)−A(y, θ))

+(1− γ) · ln (1−A(v, θ))

wobei x = (y, v, µ, γ)

DOPPELZENSIERUNG:

ψDC(x, θ) := µ · ln (A(z, θ)) + (1− µ) · γ · ln (a(z, θ))

+(1− γ) · ln (1−A(z, θ))

wobei x = (z, µ, γ)

MITTELZENSIERUNG:

ψMC(x, θ) := µ · ln (a(y, θ)) + (1− µ) · γ · ln (A(v, θ)−A(y, θ))

+(1− γ) · ln (a(v, θ))

wobei x = (y, v, µ, γ)
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SURV./SACRIFICE MODEL:

ψSS(x, θ) := (1− δ) · µ · ln (A(z, θ)− F (z, θ))

+(1− µ) · ln (1−A(z, θ))

wobei x = (z, δ, µ)

Bemerkung:

Mit diesen Bezeichnungen gilt in allen Zensierungsmodellen:

ln(L•n(θ))− ln(L•n(θ0)) = ln(
n∏
i=1

φ•(Xi, θ)− ln(
n∏
i=1

φ•(Xi, θ0))

=
n∑
i=1

[ln (φ•(Xi, θ))− ln (φ•(Xi, θ0))]

=
n∑
i=1

(ψ•(Xi, θ)− ψ•(Xi, θ0))

Hiermit folgt für die Di�erenz des normalisierten Logarithmus:

l•n(θ)− l•n(θ0) =
1

n

n∑
i=1

(ψ•(Xi, θ)− ψ•(Xi, θ0))

n−→ Eθ0 [ψ•(X, θ)− ψ•(X, θ0)]

= L••(θ0, θ)− L••(θ0, θ0) (−K•• (Q,P ))

14.1. Konsistenz des Maximum-Likelihood-Schätzers

Die Konsistenz des Maximum-Likelihood-Schätzers wird unter Verwendung der folgenden

Annahmen bewiesen werden:
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(i) Θ, der Parameterraum von θ, ist kompakt.

(ii) Die Funktion θ −→ ψ•(x, θ) ist stetig.

(iii) Für jedes θ 6= θ0 seien die Voraussetzungen des jeweiligen Zensierungsmodells gegeben,

so dass die Kullback-Leibler-Information strikt positiv für diese θ ist.

Theorem 14.1. Es seien die Voraussetzungen (i)-(iii) erfüllt.

Dann gilt, falls L••(θ0, θ0) endlich ist,

P(θ̂n
n−→ θ0) = 1 unter θ0 (14.1)

Beweis. Es bezeichne {Vε(θ0)} eine abzählbare Familie von o�enen Umgebungen um θ0. Um

(14.1) zu veri�zieren, müssen wir zeigen, dass für jedes ε > 0 das Folgende gilt:

P(θ̂n ∈ Vε(θ0) schlieÿlich) = 1 (14.2)

Im folgenden Lemma werden wir zeigen, dass (14.2) mit Uε = Θ\Vε(θ0) aus

P(lim sup
n

sup
θ∈Uε

(l•n(θ)− l•n(θ0)) < 0) = 1

folgt.

Lemma 14.2.

(14.2) und somit (14.1) sind erfüllt, falls

P(lim sup
n

sup
θ∈Uε

(l•n(θ)− l•n(θ0)) < 0) = 1 (14.3)
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Beweis.

Unter (14.3) gilt für ein vorgegebenes ε > 0 und für P-fast alle ω ∈ Ω, dass eine positive Zahl

n0(ω) sowie ein positives C(ω) existieren, so dass ∀θ ∈ Uε

l•n(θ)− l•n(θ0) ≤ −C(ω) n ≥ n0 ist.

Somit ist θ̂n ∈ Vε(θ0) für n ≥ n0 und der Beweis ist abgeschlossen.
.

Nun wollen wir den Beweis des Theorems unter den Voraussetzungen i)− iii) veri�zieren:

Wir wählen irgendein θ∗ ∈ Uε. Aufgrund der Stetigkeit (ii)) gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

unter θ0:

sup
θ∈Vε(θ∗)

(ψ•(X, θ)− ψ•(X, θ0)) ↓ε ψ•(X, θ∗)− ψ•(X, θ0)

Mit dem Satz von der Monotonen Konvergenz folgt, dass für alle Vε(θ∗), die klein genug sind:

Eθ0

[
sup

θ∈Vε(θ∗)
(ψ•(X, θ)− ψ•(X, θ0))

]
↓ Eθ0 [ψ•(X, θ∗)− ψ•(X, θ0)]

Nun gilt aber unter θ0 für θ∗ ∈ Uε (somit ist θ∗ 6= θ0) mit iii), dass

Eθ0 [ψ•(X, θ∗)− ψ•(X, θ0)] = L••(θ0, θ
∗)− L••(θ0, θ0) < 0.

Mit dem SGGZ gilt somit mit Wahrscheinlichkeit 1:

lim sup
n

sup
θ∈Vε(θ∗)

(l•n(θ)− l•n(θ0)) < 0
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Wegen der Kompaktheit kann Uε von endlich vielen dieser Vε(θ∗)s überdeckt werden. Dies

beweist das Theorem.

14.2. Asymptotische Normalität des

Maximum-Likelihood-Schätzers

In diesem Abschnitt wollen wir die asymptotische Normalität des Maximum-Likelihood-

Schätzers unter bestimmten Annahmen veri�zieren. Hierbei orientieren wir uns an Stute

(2007), Kapitel 5. Es bezeichne Θ ⊂ Rr den Parameterraum von θ. Wir tre�en die weit-

eren folgenden Annahmen:

1. Die Funktion θ −→ ψ•(x, θ) ist dreimal di�erenzierbar, so dass in einer Umgebung um

θ0 das Nachstehende für 1 ≤ j, k, s ≤ r gilt:

∣∣∣∣ ∂3

∂θj∂θk∂θs
ψ•(x, θ)

∣∣∣∣ ≤M(x) µ− f.s.

mit

Eθ0 [M(X)] <∞

2. Eθ0
[
∂
∂θj
ψ•(X, θ)|θ=θ0

]
= 0 für 1 ≤ j ≤ r

3. Eθ0

[(
∂
∂θj
ψ•(X, θ)|θ=θ0

)2]
<∞ für 1 ≤ j ≤ r

Zusätzlich sei die wie folgt de�nierte Matrix positiv de�nit:

I(θ0) = (σjk(θ0))1≤j,k≤r
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mit σjk(θ0) = Eθ0

[
∂

∂θj
ψ•(X, θ)

∂

∂θk
ψ•(X, θ)|θ=θ0

]
= −Eθ0

[
∂2

∂θj∂θk
ψ•(X, θ)|θ=θ0

]

4. Der Maximum-Likelihood-Schätzer θ̂n existiert und ist konsistent unter θ0.

Theorem 14.3. Unter den Annahmen 1.-4. gilt:

√
n(θ̂n − θ0)

n−→ Nr(0, I−1(θ0)) in Verteilung

I(θ0) wird die Fisher-Informationsmatrix genannt.

Beweis. Mit der Taylorentwicklung gilt für 1 ≤ j ≤ r an einer Zwischenstelle θ∗n:

0 =
1√
n

n∑
i=1

∂

∂θj
ψ•(Xi, θ)|θ=θ̂n

=
1√
n

n∑
i=1

∂

∂θj
ψ•(Xi, θ)|θ=θ0 +

1√
n

n∑
i=1

r∑
k=1

(θ̂nk − θ0k)
∂2

∂θj∂θk
ψ•(Xi, θ)|θ=θ∗n

Diese Gleichung stellen wir um und verwenden die Matrixschreibweise:

√
n ·An(θ̂n − θ0) = − 1√

n

n∑
i=1

[
∂

∂θ1
ψ•(Xi, θ), ...,

∂

∂θr
ψ•(Xi, θ)

]t
θ=θ0

(14.4)

wobei An = (anjk) mit

anjk =
1

n

n∑
i=1

∂2

∂θj∂θk
ψ•(Xi, θ)|θ=θ∗n

Aufgrund der Annahmen 2. und 3. ist die rechte Seite der Gleichung (14.4) eine Summe von
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unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvektoren und asymptotischNr(0, I(θ0))-verteilt.

Wir werden nun zeigen, dass

An
n−→ −I(θ0) in Wahrscheinlichkeit unter θ0 (14.5)

Dies beendet schlieÿlich mit Hilfe der Regularität von I(θ0) sowie Cramér-Slutsky den Beweis.

Betrachten wir nun (14.5) für 1 ≤ j, k ≤ r:

anjk =
1

n

n∑
i=1

∂2

∂θj∂θk
ψ•(Xi, θ)|θ=θ0 +

1

n

n∑
i=1

(
∂2

∂θj∂θk
ψ•(Xi, θ)|θ=θ∗n −

∂2

∂θj∂θk
ψ•(Xi, θ)|θ=θ0

)
︸ ︷︷ ︸

=:Rn

Durch Verwendung der Annahme 3. sowie des SGGZ konvergiert die erste Summe gegen

−σjk(θ0). Weiterhin gilt mit dem Mittelwertsatz:

|Rn| ≤
1

n

n∑
i=1

r∑
s=1

∣∣∣∣ ∂3

∂θj∂θk∂θs
ψ•(Xi, θ)|θ=θ∗∗n

∣∣∣∣ |θ∗ns − θ0s|
≤ 1

n

n∑
i=1

r∑
s=1

M(Xi)|θ∗ns − θ0s|

Da mit θ̂ns
n−→ θ0s auch θ∗ns

n−→ θ0s sowie

1

n

n∑
i=1

M(Xi)
n−→ Eθ0 [M(X)] <∞

gilt, haben wir also

|Rn|
n−→ 0 in Wahrscheinlichkeit

und somit (14.5).
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15. Martingaltransformation für

Goodness-of-Fit Tests im Generalized

Survival/Sacri�ce Model

In diesem Kapitel wollen wir der Idee von Khmaladze (1981) folgen und im Generalized

Survival/Sacri�ce Model eine Martingaltransformation wie in Nikabadze und Stute (1997), die

dies im Rechtszensierungsmodell vollzogen haben, bestimmen. Hiermit können asymptotisch

verteilungsfreie Tests einer zusammengesetzten Hypothese bezüglich der Funktion Rθ unter

Verwendung des folgenden Prozesses angewendet werden:

DGSS
n,t0 (t, θ) =

1√
n

n∑
i=1

1{t0≤Zi≤t}
[
1{Di>Zi,Xi>Yi} − (1−Rθ(Yi))1{Xi>Yi}

]
=

1√
n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t}

[
1{D̃i>Yi} − (1−Rθ(Yi))1{Xi>Yi}

]
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Die Funktion Rθ ist wie folgt de�niert:

1−Rθ0(t) :=
1− Ã(t)

1− F (t)

=
P (D̃ > t)

P (X > t)

=
P (min(D,X) > t)

P (X > t)

=
P (D > t,X > t)

P (X > t)

= P (D > t|X > t)

=⇒ Rθ0(t) = 1− P (D > t|X > t)

= P (D ≤ t|X > t)

Rθ beschreibt somit die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Individuum, das zu einem Zeit-

punkt t noch lebt (X > t), eine bestimmte Krankheit bereits ausgebrochen ist (D ≤ t). Somit

stellt dies eine für die Praxis, z.B. in der Humanmedizin oder Tiermedizin, interessante und

wichtige Gröÿe dar.

In den folgenden Abschnitten 15.1 und 15.2 werden die benötigten Modellvoraussetzungen

sowie die beteiligten Funktionen und Parameter angegeben und kommentiert. Darauf folgend

werden wir in Abschnitt 15.3 unser Vorgehen erläutern und die Ergebnisse präsentieren, die

wir abschlieÿend in Abschnitt 15.4 beweisen werden.
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15.1. Modellvoraussetzungen für die Martingaltransformation

Im Generalized Survival/Sacri�ce Model beobachten wir die Variablen Oi = (Zi, δi, µi)i=1,...,n

mit Zi = min(Xi, Yi) und δi = 1{Xi≤Yi} sowie µi = 1{Di≤Zi}.

Um die Martingaltransformation anwenden zu können, tre�en wir die folgenden Annahmen:

1. Die Zufallsvariablen X1, ..., Xn seien unabhängig für i = 1, ..., n. Das Gleiche

möge für D1, ..., Dn sowie Y1, ..., Yn erfüllt sein. Zusätzlich seien die

(Di, Xi) unabhängig von der Zensierungsvariablen Yi für alle i = 1, ..., n.

Diese Voraussetzung wird zur Berechnung der Subverteilungen benötigt

und ist eine Grundvoraussetzung der bisherigen Zensierungsmodelle.

2. Die verwendeten Verteilungen seien stetig und auf R+ konzentriert. Weiterhin

betrachten wir die Prozesse nur für t0 ≤ t ≤ T mit t0 ≥ 0 sowie T < τH

(wobei τH = inf{x : H(x) = 1} vgl. Stute (1993)).

Wir haben also Prozesse im Skorokhod-Raum D[t0, T ].

In der Survival Analysis sind wir typischerweise an Gröÿen (Lebensdauern) interessiert,

die nur positive Werte annehmen können.

3. Voraussetzungen für den Schätzer θn von θ0:

Es bezeichne θn einen Schätzer des Parameters θ0, der zur parametrischen

Familie R ={1−Rθ =
(
1−Ã
1−F

)
(θ)|θ ∈ Θ} gehört.
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a) Für den Schätzer θn existiere (unter H0) die folgende Darstellung:

√
n(θn − θ0) =

1√
n

n∑
i=1

l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0) + op(1)

Mit op(1) bezeichnen wir eine Folge εn, für die εn
n−→ 0 in Wahrscheinlichkeit gilt.

Weiterhin gelte für diesen Schätzer:

θn
n−→ θ0 f.s.

b) Es gelte für die in a) eingeführte Funktion:

E(l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)) = 0 unter H0

Auÿerdem möge die folgende Matrix unter H0 existieren:

L(θ0) := E(l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
t)

Diese Voraussetzungen werden wie in Durbin (1973) zur Bestimmung

der Verteilungskonvergenz des Prozesses

DGSS
n,t0 (t, θn) = 1√

n

∑
1{t0≤Yi≤t}

[
1{D̃i>Yi} − (1−Rθn(Yi))1{Xi>Yi}

]
gegen einen Gaussprozess benötigt.

4. Die Funktion Rθ sei dreimal stetig di�erenzierbar in θ im Inneren
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von Θ, dem kompakten Parameterraum von θ.

Bemerkungen:

� In der Epidemiologie beschreibt die Prävalenz einer Krankheit die Anzahl der

erkrankten Individuen einer Population zu einem bestimmten Zeitpunkt oder

über einen bestimmten Zeitraum. In diesem Zusammenhang könnten wir die

Funktion Rθ als bedingte Prävalenz interpretieren.

� Im Generalized Survival/Sacri�ce Model bezeichnen wir die Verteilungsfunktion

der Zufallsvariablen D mit A, die Verteilungsfunktionen von X und Y mit F bzw.

G sowie die Verteilungsfunktion von D̃ = min(D,X) mit Ã.

� Für die Subverteilungsfunktionen bestehen unter Voraussetzung 1) die folgenden

Zusammenhänge, siehe Abschnitt 11.2:

H00(t) = P (Z ≤ t,D > Y,X > Y ) =

ˆ t

0
(1− Ã)dG

H01(t) = P (Z ≤ t,D ≤ Y,X > Y ) =

ˆ t

0
(Ã− F )dG

H0(t) = P (Z ≤ t,X > Y ) =

ˆ t

0
(1− F )dG

� Für Vektoren benutzen wir die Betragssummennorm und für Matrizen die

entsprechende Spaltensummennorm. Die Spaltensummennorm ist mit der

Betragssummennorm verträglich und sie ist sogar die durch diese induzierte

Matrixnorm und somit submultiplikativ.
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15.2. Transformationsvoraussetzungen

Wir benötigen weitere Voraussetzungen an die Funktionen, die bei der Transformation des

Prozesses verwendet werden, um den Hypothesentest durchführen zu können. Deshalb de�nieren

wir in diesem Abschnitt die nachstehenden Funktionen:

Die Funktion ψt0(t, θ) :=

ˆ t

t0

Rθ(x)dH00(x) =

ˆ t

t0

Rθ(x)(1−Rθ(x))dH0(x)

Der Vektor Pt0(t, θ) :=

ˆ t

t0

∂R

∂θ
(x, θ)dH0(x)

Der Vektor a(t, θ) :=

(
dP

dψ
(t, θ)

)
Radon-Nikodym Ableitung von P in Bezug auf ψ

Die Matrix A(t, θ) :=

ˆ t1

t
a(x, θ)a(x, θ)tdψ(x, θ)

=

ˆ t1

t

(
dP

dψ
(x, θ)

)(
dP

dψ
(x, θ)

)t
dψ(x, θ)

wobei T < t1 < τH

Wenn wir für die Funktionen den Parameter θ nicht verwenden, also z.B. ψt0(t), so ist dies die

Notation für die Funktionen an der Stelle θ0. Diese Funktionen enthalten aber Gröÿen, die

nicht aus den Daten gewonnen werden können. Aus diesem Grund de�nieren wir zusätzlich

die folgenden Funktionen:

ψn,t0(t) :=

ˆ t

t0

Rθn(x)dH00
n (x)

Pn,t0(t) :=

ˆ t

t0

∂R

∂θ
(x, θn)dH0

n(x)
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an(t) :=

(
dP

dψ
(t, θn)

)
An(t) :=

ˆ t1

t
an(y)atn(y)dψn(y)

Wir präsentieren nun die letzten Voraussetzungen:

5. Für t0 ≤ t ≤ T und für alle θ ∈ Θ existiere der obige Vektor
(
dP
dψ (t, θ)

)
und die Matrix

A(t, θ) sei invertierbar. Weiterhin mögen zwei Konstanten M1 und M2 existieren, so

dass

|
(
∂R

∂θ
(θ, t)

)
| ≤M1 <∞ ∀θ ∈ Θ, ∀t ∈ [t0, t1]

|
(
∂2R

∂2θ
(θ, t)

)
| ≤M2 <∞ ∀θ ∈ Θ, ∀t ∈ [t0, t1]

6. Für die Funktion Rθ(t) gilt Rθ(0) = 0. Deshalb beschränken wir uns für den Beweis

bestimmter Theoreme auf Prozesse in [t0, T ] mit t0 > 0, wobei Rθ(t) > 0 ∀t ∈ [t0, t1]

und für alle θ ∈ Θ gelten soll. Ebenso setzen wir 1− Rθ(t) > 0 für alle t ∈ [t0, t1] und

∀θ ∈ Θ voraus.

Auÿerdem nehmen wir an, dass auch die Matrix An(t, θ) invertierbar sei und es möge

für die Inversen gelten:

sup
t∈[t0,t1]

|A−1(t, θ)| ≤ M3 <∞ ∀θ ∈ Θ

sowie

sup
t∈[t0,t1]

|A−1n (t, θ)| ≤ M4 <∞ ∀θ ∈ Θ und ∀n ≥ n0(ω)
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Somit untersuchen wir unsere Prozesse für n ≥ n0(ω).

Abschlieÿend setzen wir noch voraus, dass

|
(
∂3R

∂θ3
(θ, t)

)
| ≤M5 <∞ ∀θ ∈ Θ, ∀t ∈ [t0, t1]

Bemerkungen:

� Wir wollen nochmal auf die letzte Voraussetzung eingehen. Wir haben:

ψt0(t, θ) =

ˆ t

t0

Rθ(x)dH00(x) =

ˆ t

t0

Rθ(x)(1−Rθ(x))dH0(x)

Pt0(t, θ) =

ˆ t

t0

∂R

∂θ
(x, θ)dH0(x)

a(t, θ) =

(
dP

dψ
(t, θ)

)

Unter der Voraussetzung 6) und der Stetigkeit von Rθ gilt, dass

1
Rθ
≤ K1 und 1

1−Rθ ≤ K2 (für alle θ ∈ Θ und t ∈ [t0, t1]). Das Minimum

existiert und wird erreicht. Hiermit folgt aber:

|a(t, θ)| = |
∂R
∂θ (t, θ)

Rθ(t)(1−Rθ(t))
|

≤ 1

Rθ(t)(1−Rθ(t))
|∂R
∂θ

(t, θ)|

≤ K1 ·K2 ·M1 <∞ ∀θ ∈ Θ, ∀t ∈ [t0, t1]

Dies werden wir für den Beweis der Theoreme 15.4 und 15.5 verwenden.

� Die Funktion ψt0(t, θ) ist die Kovarianzfunktion des Prozesses DGSS
n,t0 (t, θ), den

wir im Folgenden, um die Notation zu vereinfachen, mit Dn,t0(t, θ) bezeichnen werden.
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Die Kovarianzfunktion wird zusammen mit dem Vektor Pt0(t, θ), der aus der

Taylorentwicklung eines Prozessteils stammt, benötigt, um den Prozess Dn,t0(t, θn)

zu transformieren und hierbei gewisse Verteilungseigenschaften zu erhalten.

� Stute, Thies und Zhu (1998) bestimmten eine Martingaltransformation in

der Regression. Wir werden diese Ideen ebenfalls verwenden.

� Koul und Yi (2006) bestimmten eine Stute-Thies-Zhu-Martingaltransformation

im Current Status Model. Diese Martingaltransformation kann ebenfalls als

Spezialfall der Martingaltransformation dieses Kapitels hergeleitet werden.

� Mit op(1) bezeichnen wir eine Folge, die stochastisch gegen Null konvergiert

und mit Op(1) bezeichnen wir eine Folge, die stochastisch beschränkt ist.

15.3. Martingaltransformation und Resultate

Wir wollen den Prozess

Dn,t0(t, θ) =
1√
n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t}

[
1{D̃i>Yi} − (1−Rθ(Yi))1{Xi>Yi}

]

verwenden, um Goodness-of-Fit Tests bezüglich der Hypothese

H0 : R ∈ R mit R ={1−Rθ =

(
1− Ã
1− F

)
(θ)|θ ∈ Θ}

durchzuführen. Hierbei bezeichnet R die wahre aber unbekannte Funktion. H0 wird dann

abgelehnt, wenn ||Dn(θn)|| einen kritischen Wert überschreitet. Hierbei bezeichnet || · || eine

passende Norm auf dem Funktionenraum. Leider wird durch die Schätzung des Parameters θ0
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die Struktur des Prozesses so kompliziert, dass in den meisten Situationen die asymptotischen

Quantile von ||Dn(θn)|| nicht verfügbar sind.

Das Ziel des Kapitels ist es, eine Transformation T zu �nden, die es uns ermöglicht, asympto-

tisch verteilungsfreie Tests der zusammengesetzten Hypothese bezüglich Rθ durchzuführen.

Die Transformation ist so konstruiert, dass T (D̃∞) eine zeittransformierte Brownsche Be-

wegung ist. Hierbei bezeichnet D̃∞ den Prozess, gegen den der zu untersuchende Prozess

Dn(θn) in Verteilung konvergiert. Die Hypothese H0 wird dann zu einem bestimmten Level

α verworfen werden, falls ||T (Dn(θn))|| einen kritischen Wert k1 überschreitet, den wir mit

Hilfe der Brownschen Bewegung bestimmen können.

Nun enthält die Transformation T Gröÿen, die nicht bekannt sind und somit geschätzt werden

müssen. Dies erfordert eine neue Transformation Tn, die aber die gewünschte Verteilungs-

eigenschaft asymptotisch erhält. Dies ist somit die Transformation, die letztlich auf den zu

untersuchenden Prozess Dn(θn) anzuwenden ist.

Wir werden nun die Transformationen de�nieren. Anschlieÿend werden wir die Resultate

vorstellen und die Beweise werden in Abschnitt 15.4 vollzogen werden.

15.3.1. Martingaltransformation

Die ursprüngliche Transformation T (vgl.Khmaladze (1981) oderNikabadze und Stute (1997))

besteht aus zwei Operatoren T1 und T2. Der lineare Operator T1 dient dazu, den zu unter-

suchenden Prozess (für θ0) in ein Martingal zu transformieren, während die zweite lineare

Transformation T2 dem Zweck dient, den Prozess mit geschätztem Parameter θn so zu verän-
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dern, dass er asymptotisch die gleiche Verteilung wie der Prozess mit dem wahren aber

unbekannten Parameter θ0 besitzt.

In unserer Situation ist der Prozess Dn,t0(θ0) bereits ein Martingal, siehe Abschnitt 11.2.

In diesem Abschnitt wurde der Martingalprozess Dn,0(θ0) eingeführt. Die Martingaleigen-

schaft von Dn,t0(θ0) wird ebenfalls mit Hilfe der Doob-Meyer-Zerlegung bewiesen, da bei-

de Prozessteile den gleichen Kompensator besitzen. Aufgrund der Martingaleigenschaft von

Dn,t0(θ0) werden wir nur den zweiten Operator anwenden und diesen mit T bezeichnen.

Unter den obigen Voraussetzungen de�nieren wir schlieÿlich die folgenden Transformationen:

T (f(t)) := f(t)−
ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)df(z)

]
dψ(y)

Tn(f(t)) := f(t)−
ˆ t

t0

atn(y)A−1n (y)

ˆ t1

y
an(z)df(z)dψn(y)

15.3.2. Resultate

Wir werden im Folgenden zeigen, dass dieser Operator T für den gewünschten Hypothesentest

verwendet werden kann. Natürlich ist dieser Operator in der Praxis nicht bekannt. Deshalb

haben wir einen neuen Operator Tn de�niert, der nur Gröÿen enthält, die aus den Daten

gewonnen werden. Anschlieÿend werden wir zeigen, dass Tn(Dn(θn)) ebenfalls in Verteilung

gegen den selben Gaussprozess konvergiert und somit die gewünschte Eigenschaft bewahrt.

Zuerst müssen wir aber die Verteilungskonvergenz der zu untersuchenden Prozesse zeigen und

anschlieÿend werden wir die benötigten Theoreme formulieren.
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Verteilungskonvergenz von Dn(θ0) und Dn(θn)

Lemma 15.1.

Unter H0 und den Voraussetzungen 1) und 2) gilt:

Dn(θ0)
n−→ D∞(θ0) = B ◦ ψ in Verteilung in D[t0, T ]

Der Prozess Dn(θ0) konvergiert somit gegen eine zeittransformierte Brownsche Bewegung.

Auch der Prozess Dn(θn) konvergiert gegen einen Gaussprozess, jedoch nicht gegen eine

(zeittransformierte) Brownsche Bewegung. Wir haben:

Lemma 15.2.

Unter H0 und den Voraussetzungen 1)-5) gilt:

Dn(θn)
n−→ D̃∞(θ0) ≡ D∞(θ0) + P t(θ0) · V in Verteilung in D[t0, T ]

wobei V einen normalverteilten Zufallsvektor (unabhängig von t) bezeichnet

und Cov(D̃∞,t0(s, θ0), D̃∞,t0(t, θ0)) = ψt0(s ∧ t) + P tt0(s, θ0)L(θ0)Pt0(t, θ0)

+E[1{t0≤Y≤s}[1{D̃>Y } − (1−Rθ0(Y ))1{X>Y }]l(D,X, Y, δ, µ, θ0)
tPt0(t, θ0)]

+E[l(D,X, Y, δ, µ, θ0)
tPt0(s, θ0)1{t0≤Y≤t}[1{D̃>Y } − (1−Rθ0(Y ))1{X>Y }]]

Diese Aussage ist ein Analogon zu Durbin (1973), der den nichtzensierten Fall untersucht

hat, und erfordert letztlich die De�nition des Operators T .
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Theorem 15.3.

Unter H0 und den Voraussetzungen 1)-5) gilt:

T (D̃∞) = B ◦ ψ

Somit ist der Prozess T (D̃∞(θ0)) unter H0 eine zeittransformierte Brownsche Bewegung mit

ψt0(t) =
´ t
t0
Rθ0dH

00.

Theorem 15.4.

Unter H0 und den Voraussetzungen 1)-6) haben wir:

T (Dn(θn))
n−→ T (D̃∞(θ0)) in Verteilung im Raum D[t0, T ]

Da T (D̃∞(θ0)) eine zeittransformierte Brownsche Bewegung ist, zeigt Theorem 15.4, dass

der Prozess T (Dn(t, θn)) in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung im Raum D[t0, T ]

konvergiert.

Abschlieÿend wollen wir nun zeigen, dass der Prozess Tn(Dn(θn)) ebenfalls gegen diesen zen-

trierten Gaussprozess konvergiert. Dies ist die Aussage des letzten Theorems.

Theorem 15.5.

Unter H0 und den Voraussetzungen 1)-6) gilt das Folgende:

Tn(Dn(θn))
L−→
n

T (D̃∞(θ0)) im Raum D[t0, T ]
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Der Prozess Tn(Dn(θn)) konvergiert somit gegen die gleiche Brownsche Bewegung T (D̃∞(θ0))

im Raum D[t0, T ]. Dies ermöglicht schlieÿlich unter Verwendung des folgenden Korollars den

gewünschten Hypothesentest mit Hilfe der Transformation Tn.

Korollar 15.6.

Unter H0 und den Voraussetzungen 1)-6) gilt mit ψn,t0(T ) > 0 und ψt0(T ) > 0:

lim
n−→∞

P( sup
t∈[t0,T ]

|Tn(Dn,t0(t, θn))| ≥
√
ψn,t0(T ) · k1) = P( sup

s∈[0,1]
|Bs| ≥ k1)

Als eine Konsequenz dieses Korollars wird die Hypothese

H0 : R ∈ R

auf dem Level 0 < α < 1 abgelehnt werden, falls

Kn ≡ sup
t∈[t0,T ]

|Tn(Dn,t0(t, θn))|/
√
ψn,t0(T ) ≥ k1

Hierbei bezeichnet k1 das 1− α-Quantil von

sup
s∈[0,1]

|Bs|

Nun wollen wir diese Aussagen beweisen.
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15.4. Beweise

15.4.1. Verteilungskonvergenz von Dn(θ0)

Für den Prozess Dn(θ0) gilt unter H0 und den Voraussetzungen 1) und 2):

Dn(θ0)
n−→ D∞(θ0) = B ◦ ψ in Verteilung in D[t0, T ]

Beweis. Wir haben:

Dn,t0(t, θ0) =
1√
n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t}[1{D̃i>Yi} − (1−Rθ0(Yi))1{Xi>Yi}]

Die Behauptung wird bewiesen werden, indem wir das Folgende in Anlehnung an Billingsley

(1968) zeigen:

� die Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

� dass der Prozess Dn(θ0) asymptotisch C-stra� ist
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Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen:

Es gilt für t0 < t1 ≤ ... ≤ tm < T :(j, k = 1, ...,m)

Dn,t0(tj , θ0) =
1√
n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤tj}[1{D̃i>Yi} − (1−Rθ0(Yi))1{Xi>Yi}]

E(Dn,t0(tj , θ0)) =
√
n · E[1{...}1{D̃>Y }]−

√
n · E[1{...}

1− Ã(Y )

1− F (Y )
1{X>Y }]

=
√
n ·
(ˆ tj

t0

(1− Ã(y))dG(y)−
ˆ tj

t0

(1− Ã(y))dG(y)

)
= 0

Cov(Dn,t0(tj , θ0), Dn,t0(tk, θ0)) = E

(
1{t0≤Y≤tj∧tk}[1{D̃>Y } − 2 · 1{D̃>Y }

1− Ã(Y )

1− F (Y )

+(
1− Ã(Y )

1− F (Y )
)21{X>Y }]

)

=

ˆ tj∧tk

t0

(1− Ã(y))dG(y)−
ˆ tj∧tk

t0

(1− Ã(y))2

1− F (y)
dG(y)

=

ˆ tj∧tk

t0

Ã(y)− F (y)

1− F (y)
dH00(y)

=

ˆ tj∧tk

t0

Rθ0dH
00 = ψt0(tj ∧ tk) =: σjk

Σ = (σjk)j,k=1,...,m

Indem wir diese Darstellung, die IID-Struktur (�unabhängig und identisch verteilt�) sowie

den Multivariaten Zentralen Grenzwertsatz verwenden, erhalten wir:


Dn,t0(t1, θ0)

...

Dn,t0(tm, θ0)

 =

n∑
i=1

1√
n


1{t0≤Yi≤t1}[...]

...

1{t0≤Yi≤tm}[...]

 −→ Nm(0,Σ)
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Asymptotische C-Stra�heit des Prozesses (in t):

Dies wird veri�ziert werden, indem wir zeigen, dass eine stetige und monoton wachsende

Funktion Φ existiert sowie eine Konstante Q > 0, so dass für t0 < r < s < t < T :

E[(Dn,t0(t, θ0)−Dn,t0(s, θ0))
2(Dn,t0(s, θ0)−Dn,t0(r, θ0))

2] ≤ Q · [Φ(t)− Φ(s)][Φ(s)− Φ(r)]

Hierfür verwenden wir das Lemma 5.1 aus Stute (1997) für

αi = 1{s<Yi≤t}[1{D̃i>Yi} − (1−Rθ0(Yi))1{Xi>Yi}] und βi = 1{r<Yi≤s}[...]

Damit folgt:

E[(Dn,t0(t, θ0)−Dn,t0(s, θ0))
2(Dn,t0(s, θ0)−Dn,t0(r, θ0))

2]

= E[(
1√
n

n∑
i=1

αi)
2(

1√
n

n∑
i=1

βi)
2]

≤ n

n2
E[α2

1β
2
1︸ ︷︷ ︸

=0

] +
3n(n− 1)

n2
E[α2

1]E[β21 ]

≤ 3 · (ψt0(t)− ψt0(s)) (ψt0(s)− ψt0(r))

Unter der Voraussetzung 2) ist die Funktion ψ stetig in t und diese ist ebenfalls monoton

wachsend. Dies beweist die Verteilungskonvergenz von Dn(θ0).
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15.4.2. Verteilungskonvergenz von Dn(θn)

Es gilt für einen normalverteilten Vektor V sowie Pt0(t) =
´ t
t0
∂R
∂θ (θ0)dH

0 unter H0 und den

Voraussetzungen 1)-5):

Dn(θn)
n−→ D̃∞(θ0) ≡ D∞(θ0) + P t · V in Verteilung in D[t0, T ]

Beweis. Zuerst werden wir veri�zieren, dass unter H0 und den Voraussetzungen 1)-5) das

Folgende gilt:

Dn,t0(t, θn) = Dn,t0(t, θ0)+
1√
n

n∑
i=1

l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)
tPt0(t, θ0)+op(1) gleichmäÿig in t

Wir verwenden die Ideen von Durbin (1973) und erhalten mit Taylor:

Dn,t0(t, θn) =
1√
n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t}[1{D̃i>Yi} − (1−Rθn(Yi))1{Xi>Yi}]

= Dn,t0(t, θ0) +
√
n

ˆ t

t0

(Rθn −Rθ0)dH0
n

= Dn,t0(t, θ0) +
√
n(θn − θ0)t ·

1

n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t}1{Xi>Yi}
∂R

∂θ
(θni, Yi)

Hierbei bezeichnet θni eine Zwischenstelle von θn und θ0. Indem wir die letzte Gleichung
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weiter umformen, ergibt sich:

Dn,t0(t, θn) = Dn,t0(t, θ0) +
√
n(θn − θ0)t

1

n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t,Xi>Yi}

[
∂R

∂θ
(θni, Yi)−

∂R

∂θ
(θ0, Yi)

]
︸ ︷︷ ︸

=:I

+
√
n(θn − θ0)t

1

n

n∑
i=1

[
1{t0≤Yi≤t,Xi>Yi}

∂R

∂θ
(θ0, Yi)− E[1{t0≤Y≤t,X>Y }

∂R

∂θ
(θ0, Y )]

]
︸ ︷︷ ︸

=:II

+
√
n(θn − θ0)tPt0(t, θ0)

= Dn,t0(t, θ0) + I + II +
√
n(θn − θ0)tPt0(t, θ0)

= Dn,t0(t, θ0) + I + II +
1√
n

n∑
i=1

l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)
tPt0(t, θ0) + op(1)

Hierbei wurde für die letzte Gleichung Voraussetzung 3) verwendet sowie

E[1{t0≤Y≤t,X>Y }
∂R

∂θ
(θ0, Y )] =

ˆ t

t0

∂R

∂θ
(θ0)(1− F )dG =

ˆ t

t0

∂R

∂θ
(θ0)dH

0 = Pt0(t, θ0)

Somit bleibt zu zeigen, dass I und II gleichmäÿig stochastisch gegen Null konvergieren.

Es gilt für I, indem wir die Verteilungskonvergenz von
√
n(θn − θ0) sowie die weiteren

Voraussetzungen ausnutzen:

199



15. Martingaltransformation für Goodness-of-Fit Tests im Generalized Survival/Sacri�ce Model

sup
t∈[t0,T ]

|
√
n(θn − θ0)t ·

1

n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t,Xi>Yi}

[
∂R

∂θ
(θni, Yi)−

∂R

∂θ
(θ0, Yi)

]
|

≤ |
√
n(θn − θ0)︸ ︷︷ ︸
Op(1)

| · 1

n

n∑
i=1

sup
t∈[t0,T ]

|1{t0≤Yi≤t,Xi>Yi]|︸ ︷︷ ︸
≤1

· |θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· |∂
2R

∂θ2
(θ̃ni, Yi)|︸ ︷︷ ︸
≤M2

≤ Op(1) · 1 · op(1) ·M2 = op(1)

Weiterhin haben wir für II:

sup
t∈[t0,T ]

| 1
n

n∑
i=1

1{t0≤Yi≤t,Xi>Yi}
∂R

∂θ
(θ0, Yi)− E[1{t0≤Y≤t,X>Y }

∂R

∂θ
(θ0, Y )]|

= sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

∂R

∂θ
(θ0, y)[dH0

n(y)− dH0(y)]|

= op(1)

Die letzte Gleichung wird durch Verwendung der Ideen des klassischen Glivenko-Cantelli

Theorems vollzogen. Die Funktionen H0
n und H0 sind monoton und es gilt H0

n
n−→ H0 f.s..

Weiterhin ist [t0, T ] kompakt, wir betrachten den Vektor ∂R
∂θ (θ0) (mit |∂R∂θ | ≤ M1) kompo-

nentenweise und zerlegen diesen in den Positiv- sowie Negativteil. Insgesamt haben wir also

gezeigt, dass

Dn,t0(t, θn) = Dn,t0(t, θ0)+
1√
n

n∑
i=1

l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)
tPt0(t, θ0)+op(1) gleichmäÿig in t

Nun werden wir zuerst die Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen und

danach die asymptotische C-Stra�heit zeigen, um das Lemma zu beweisen.
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Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

Wir haben für t0 < t1 ≤ ... ≤ tm < T :(j, k = 1, ...,m)

Dn,t0(tj , θn) = Dn,t0(tj , θ0) +
1√
n

n∑
i=1

l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)
tPt0(tj , θ0)︸ ︷︷ ︸

=:D̃n,t0 (tj ,θ0)

+op(1)

wir werden ab jetzt den Term op(1) wegen einem

Cramér-Slutsky Argument vernachlässigen

E(D̃n,t0(tj , θ0)) = E(Dn,t0(tj , θ0)) + E(
1√
n

n∑
i=1

l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)
tPt0(tj , θ0))

= 0

Cov(D̃n,t0(tj , θ0), D̃n,t0(tk, θ0)) = ψt0(tj ∧ tk) + P tt0(tj , θ0)L(θ0)Pt0(tk, θ0)

+E[1{t0≤Y1≤tj}[...] · l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
tPt0(tk, θ0)]

+E[l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
tPt0(tj , θ0)1{t0≤Y1≤tk}[...]]

=: σjk

Σ = (σjk)j,k=1,...,m
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Diese Kovarianz wird unter Verwendung der Voraussetzung 3) wie in Stute (1997) berechnet:

Cov(D̃n,t0(s, θ0), D̃n,t0(t, θ0))

= E
[(

1{t0≤Y1≤s}[...] + l(...)tPt0(s, θ0)
)
·
(
1{t0≤Y1≤t}[...] + l(...)tPt0(t, θ0)

)]
= E[Dn,t0(s, θ0) ·Dn,t0(t, θ0)]

+E[l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
tPt0(s, θ0) · l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)

tPt0(t, θ0)]

+E[1{t0≤Y1≤s}[...] · l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
tPt0(t, θ0)]

+E[l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
tPt0(s, θ0) · 1{t0≤Y1≤t}[...]]

= ψt0(s ∧ t) + P tt0(s, θ0)L(θ0)Pt0(t, θ0)

+E[1{t0≤Y1≤s}[...] · l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
tPt0(t, θ0)]

+E[l(D1, X1, Y1, δ1, µ1, θ0)
tPt0(s, θ0) · 1{t0≤Y1≤t}[...]]

Indem wir den Multivariaten Zentralen Grenzwertsatz verwenden, erhalten wir:


D̃n,t0(t1, θ0)

...

D̃n,t0(tm, θ0)

 =

n∑
i=1

1√
n


1{t0≤Yi≤t1}[...] + l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)

tPt0(t1, θ0)

...

1{t0≤Yi≤tm}[...] + l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)
tPt0(tm, θ0)

 −→ Nm(0,Σ)

Asymptotische C-Stra�heit (in t):

Die asymptotische C-Stra�heit des Prozesses ist eine direkte Konsequenz der asymptotischen

C-Stra�heit des Prozesses Dn,t0(t, θ0), der in Verteilung konvergiert (Lemma 15.1), und der

asymptotischen C-Stra�heit von 1√
n

∑n
i=1 l(Di, Xi, Yi, δi, µi, θ0)

tPt0(t, θ0), welche unter den

Voraussetzungen mit der Stetigkeit von Pt0(t, θ0) folgt.
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15.4.3. Beweis des Theorem 15.3

Nun befassen wir uns mit den transformierten Prozessen und werden unter H0 sowie den

Voraussetzungen 1)-5) das Folgende beweisen:

T (D̃∞(θ0)) = B ◦ ψ in D[t0, T ]

Bemerkungen:

� Wir haben bisher gezeigt, dass D̃∞(θ0) ein zentrierter Gaussprozess ist. Da der Oper-

ator T linear ist, gilt dies auch für T (D̃∞(θ0)). Somit muss die Kovarianzfunktion des

Prozesses T (D̃∞(θ0)) bestimmt werden, um das Theorem 15.3 zu beweisen.

� Wir verwenden in diesem Kapitel den Buchstaben t im Exponenten ebenfalls für das

Transponierte eines Vektors oder einer Matrix. Ebenso �ndet der Buchstabe T für

die Transformation sowie für einen Zeitpunkt auf der reellen Achse Verwendung. Die

Bedeutung des Buchstaben t oder T wird aber aus dem Zusammenhang ersichtlich sein.
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Beweis. Es gilt für t0 < t < T :

T (D̃∞,t0(t, θ0)) = T (D∞,t0(t, θ0)) + T (P tt0(t, θ0) · V )

= D∞,t0(t, θ0) + P tt0(t, θ0) · V

−
ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dD∞(z, θ0)

]
dψ(y)

−
ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)


ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)

(
dP

dψ

)t
(z)dψ(z)︸ ︷︷ ︸

dP t(z)

 dψ(y) · V

= D∞,t0(t, θ0) +���
��

��
P tt0(t, θ0) · V

−
ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dD∞(z, θ0)

]
dψ(y)

−

���
���

���
���

���
���

ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)A(y)dψ(y) · V︸ ︷︷ ︸
=P tt0

(t,θ0)·V

= D∞,t0(t, θ0)−
ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dD∞(z, θ0)

]
dψ(y)

=: I(t)− II(t)

Indem wir die Bezeichnungen I(t) und II(t) verwenden, erhalten wir:

Cov(T (D̃∞,t0(s, θ0)), T (D̃∞,t0(t, θ0))) = E[(I(s)− II(s)) · (I(t)− II(t))]

= E[I(s)I(t)] + E[II(s)II(t)]

−E[I(s)II(t)]− E[II(s)I(t)]
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Wir werden nun zeigen, dass mit Fubini das Folgende gilt:

E[II(s)II(t)] = E[I(s)II(t)] + E[II(s)I(t)]

Da auÿerdem

E[I(s)I(t)] = E(D∞,t0(s, θ0)D∞,t0(t, θ0)) = ψt0(s ∧ t),

beendet dies den Beweis des Theorems.

Um die folgenden drei Erwartungswerte zu berechnen, werden Fubini sowie Rechenregeln für

stochastische Integrale benutzt, vergleiche Stute (2006):

1) Wir haben für s < t:

E[I(s)II(t)]

= E[D∞,t0(s, θ0) ·
ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dD∞(z, θ0)

]
dψ(y)]

=

ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)E[

ˆ s

t0

dD∞(x, θ0)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dD∞(z, θ0)

]
]dψ(y)

=

ˆ t

t0

(
dP

dψ
)t(y)A−1(y)E

[ˆ ˆ
1{t0≤x≤s}1{y≤z≤t1}(

dP

dψ
)(z)dD∞(x, θ0)dD∞(z, θ0)

]
dψ(y)

=

ˆ t

t0

1{y≤s}

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ
1{t0≤x≤s}1{y≤x≤t1}(

dP

dψ
)(x)dψ(x)

]
dψ(y)

=

ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

ˆ s

y

(
dP

dψ

)
(z)dψ(z)dψ(y)
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2) Dies wird wie in 1) berechnet (für s < t):

E[II(s)I(t)] = E[D∞,t0(t, θ0) ·
ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dD∞(z, θ0)

]
dψ(y)

=

ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

ˆ t

y

(
dP

dψ

)
(z)dψ(z)dψ(y)

3) Für den dritten Erwartungswert gilt für s < t:

E[II(s)II(t)]

=E[
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)

´ t1
x (dPdψ )dD∞

´ t1
y (dPdψ )tdD∞A

−1(y)(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)]

=
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)

´ t1
x∨y(

dP
dψ )(z)(dPdψ )t(z)dψ(z)A−1(y)(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)

=
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)A(x ∨ y)A−1(y)(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)

Somit müssen wir zwei Situationen unterscheiden:

E[II(s)II(t)]

=

ˆ ˆ
1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}1{t0≤x≤y}(

dP

dψ
)t(x)A−1(x)A(y)A−1(y)︸ ︷︷ ︸

=Identität

(
dP

dψ
)(y)dψ(x)dψ(y)

+

ˆ ˆ
1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤s}1{t0≤y<x}(

dP

dψ
)t(x)A−1(x)A(x)︸ ︷︷ ︸

=Identität

A−1(y)(
dP

dψ
)(y)dψ(x)dψ(y)

=

ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(x)A−1(x)

ˆ t

x

(
dP

dψ

)
(y)dψ(y)dψ(x)

+

ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

ˆ s

y

(
dP

dψ

)
(x)dψ(x)dψ(y)

Dies zeigt also, dass E[II(s)II(t)] = E[I(s)II(t)]+E[II(s)I(t)] und beendet den Beweis.
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15.4.4. Beweis des Theorem 15.4

Theorem 15.4 behandelt die Verteilungskonvergenz von T (Dn(θn)). Wir werden zeigen, dass

unter H0 und den Voraussetzungen 1)-6) das Nachfolgende gilt:

T (Dn(θn))
n−→ T (D̃∞(θ0)) in Verteilung im Raum D[t0, T ]

Beweis. Um dies zu beweisen, werden wir zeigen, dass unter den obigen Voraussetzungen das

Folgende gilt:

T (Dn(θ0))
n−→ T (D̃∞(θ0)) in Verteilung im Raum D[t0, T ]

Anschlieÿend werden wir veri�zieren, dass auÿerdem

T (Dn,t0(t, θn)) = T (Dn,t0(t, θ0)) + op(1) gleichmäÿig in t

Diese beiden Aussagen beweisen schlieÿlich das Theorem.

Wir haben:

T (Dn,t0(t, θ0))

= Dn,t0(t, θ0)−
´ t
t0

(
dP
dψ

)t
(y)A−1(y)

[´ t1
y

(
dP
dψ

)
(z)dDn(z, θ0)

]
dψ(y)

= Dn,t0(t, θ0)

− 1√
n

∑n
i=1

ˆ t

t0

(
dP

dψ
)t(y)A−1(y)1{y≤Yi≤t1}(

dP

dψ
)(Yi)[1{D̃i>Yi} − (1−Rθ0(Yi))1{Xi>Yi}]dψ(y)︸ ︷︷ ︸

=:Q(Di,Xi,Yi,δi,µi,θ0,t)
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Diese Darstellung benötigen wir für den Beweis der Verteilungskonvergenz.

Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen:

Es gilt für t0 < t1 ≤ ... ≤ tm < T :(j, k = 1, ...,m)

T (Dn,t0(tj , θ0)) = Dn,t0(tj , θ0)

−
ˆ tj

t0

(
dP

dψ
)t(y)A−1(y)[

ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dDn(z, θ0)]dψ(y)

= I(tj)− II(tj)

E[T (Dn,t0(tj , θ0))] = 0

Cov(T (Dn,t0(tj , θ0)), T (Dn,t0(tk, θ0))) = ψt0(tj ∧ tk)

Σ := (ψt0(tj ∧ tk))j,k=1,...,m

Mit dem Multivariaten Zentralen Grenzwertsatz folgt hiermit wieder:


T (Dn,t0(t1, θ0))

...

T (Dn,t0(tm, θ0))

 =
n∑
i=1

1√
n


1{t0≤Yi≤t1}[...]−Q(Di, Yi, Xi, δi, µi, θ0, t1)

...

1{t0≤Yi≤tm}[...]−Q(Di, Yi, Xi, δi, µi, θ0, tm)

 −→ Nm(0,Σ)

Um den Beweis der Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen zu beenden,

werden wir jetzt die Kovarianzfunktion bestimmen:

Cov(T (Dn,t0(s, θ0)), T (Dn,t0(t, θ0))) = E[(I(s)− II(s)) · (I(t)− II(t))]

= E[I(s)I(t)] + E[II(s)II(t)]

−E[I(s)II(t)]− E[II(s)I(t)]
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Es wird wieder gezeigt werden, dass

E[II(s)II(t)] = E[I(s)II(t)] + E[II(s)I(t)]

Da abermals

E[I(s)I(t)] = E(Dn,t0(s, θ0)Dn,t0(t, θ0)) = ψt0(s ∧ t),

zeigt dies wieder die Behauptung.

Um die Behauptung zu veri�zieren, werden wir die nachfolgende Gleichung verwenden:

E[

ˆ s

t0

dDn(z, θ0) ·
ˆ
φ(z)dDn(z, θ0)] =

1

n

n∑
i=1

n∑
j=1

E[1{t0≤Yi≤s}φ(Yj)[...(Yi)][...(Yj)]

=
1

n

n∑
i=1

E[1{t0≤Yi≤s}φ(Yi)[...]
2]

=

ˆ s

t0

φ(y)[(1− Ã(y))− (1− Ã(y))(1−Rθ0(y))]dG(y)

=

ˆ s

t0

φ(y)dψ(y) (15.1)

Hiermit bestimmen wir die drei Erwartungswerte:
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1) Wir haben für s < t:

E[I(s)II(t)]

= E[Dn,t0(s, θ0) ·
ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dDn(z, θ0)

]
dψ(y)

=

ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)E[

ˆ s

t0

dDn(x, θ0)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dDn(z, θ0)

]
dψ(y)

=

ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)E

[ˆ ˆ
1{t0≤x≤s}1{y≤z≤t1}(

dP

dψ
)(z)dDn(x, θ0)dDn(z, θ0)

]
dψ(y)

(15.1)
=

ˆ t

t0

1{y≤s}

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ
1{t0≤x≤s}1{y≤x≤t1}(

dP

dψ
)(x)dψ(x)

]
dψ(y)

=

ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

ˆ s

y

(
dP

dψ

)
(z)dψ(z)dψ(y)

2) Für s < t folgt mit 1):

E[II(s)I(t)] = E[Dn,t0(t, θ0) ·
ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dDn(z, θ0)

]
dψ(y)

=

ˆ s

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

ˆ t

y

(
dP

dψ

)
(z)dψ(z)dψ(y)

3) Es gilt für s < t:

E[II(s)II(t)]

= E[
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)

´ t1
x (dPdψ )dDn

´ t1
y (dPdψ )tdDnA

−1(y)(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)]

=
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)

´ t1
x∨y(

dP
dψ )(z)(dPdψ )t(z)dψ(z)A−1(y)(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)

=
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)A(x ∨ y)A−1(y)(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)

Wir unterscheiden wieder zwei Situationen:
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E[II(s)II(t)]

=
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤t}1{t0≤x≤y}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)A(y)A−1(y)︸ ︷︷ ︸

=Identität

(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)

+
´ ´

1{t0≤x≤s}1{t0≤y≤s}1{t0≤y<x}(
dP
dψ )t(x)A−1(x)A(x)︸ ︷︷ ︸

=Identität

A−1(y)(dPdψ )(y)dψ(x)dψ(y)

=
´ s
t0

(
dP
dψ

)t
(x)A−1(x)

´ t
x

(
dP
dψ

)
(y)dψ(y)dψ(x)

+
´ s
t0

(
dP
dψ

)t
(y)A−1(y)

´ s
y

(
dP
dψ

)
(x)dψ(x)dψ(y)

Asymptotische C-Stra�heit (in t):

Wir haben bereits gezeigt, dass Dn,t0(t, θ0) asymptotisch C-stra� ist. Somit bleibt zu zeigen,

dass der zweite Prozessteil ebenfalls asymptotisch C-stra� ist. Unter den Voraussetzungen

1)-6) ist ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(z)A−1(z)dψ(z)

stetig in t. Weiterhin ist

ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dDn(z, θ0) =

1√
n

n∑
i=1

1{y≤Yi≤t1}a(Yi)[1{D̃i>Yi} − (1−Rθ0(Yi))1{Xi>Yi}]

ein Prozess, der komponentenweise in Verteilung gegen einen Gaussprozess konvergiert und

somit stochastisch beschränkt ist, vergleiche Lemma 3.2 in Thies (1995):

Die Verteilungskonvergenz wird durch Verwendung des Multivariaten Zentralen Grenzwert-

satzes gezeigt. Der Nachweis der asymptotischen C-Stra�heit wird wie im Beweis des Lemma
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15.2 mit Hilfe des Lemma 5.1 aus Stute (1997) für

αi = 1{s<Yi≤t}a(Yi)[1{D̃i>Yi} − (1−Rθ0(Yi))1{Xi>Yi}] und βi = 1{r<Yi≤s}a(Yi)[...]

vollzogen. Denn hiermit gilt, indem wir o.B.d.A annehmen, dass θ und somit a(y) eindimen-

sional ist, mit φt0(t) :=
´ t
t0
a2(y)dψ(y):

E[(

ˆ t1

t
a(z)dDn(z, θ0)−

ˆ t1

s
a(z)dDn(z, θ0))

2(

ˆ t1

s
a(z)dDn(z, θ0)−

ˆ t1

r
a(z)dDn(z, θ0))

2]

= E[(
1√
n

n∑
i=1

αi)
2(

1√
n

n∑
i=1

βi)
2]

≤ n

n2
E[α2

1β
2
1︸ ︷︷ ︸

=0

] +
3n(n− 1)

n2
E[α2

1]E[β21 ]

≤ 3 · (φt0(t)− φt0(s)) (φt0(s)− φt0(r))

Durch Verwendung der stochastischen Beschränktheit dieses Prozessteils folgt aber, vergleiche

Lemma 3.4 in Thies (1995), die asymptotische C-Stra�heit des Prozesses

ˆ t

t0

(
dP

dψ

)t
(y)A−1(y)

[ˆ t1

y

(
dP

dψ

)
(z)dDn(z, θ0)

]
dψ(y)

und somit auch die asymptotische C-Stra�heit von T (Dn,t0(t, θ0)).

Abschlieÿend müssen wir für den Beweis des Theorems somit noch zeigen, dass

T (Dn,t0(t, θn)) = T (Dn,t0(t, θ0)) + op(1) gleichmäÿig in t
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Es gilt:

T (Dn,t0(t, θn))− T (Dn,t0(t, θ0)) = Dn,t0(t, θn)−Dn,t0(t, θ0)

−
ˆ t

t0

at(y)A−1(y)

[ˆ t1

y
a(z)dDn(z, θn)

]
dψ(y)︸ ︷︷ ︸

I

+

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)

[ˆ t1

y
a(z)dDn(z, θ0)

]
dψ(y)︸ ︷︷ ︸

II

= ���
���Dn,t0(t, θ0) +

√
n(θn − θ0)tPt0(t, θ0)−���

���Dn,t0(t, θ0)

−I + II + op(1)

Weiterhin gilt für I:

I =
1√
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{y≤Yi≤t1}a(Yi)[1{D̃i>Yi} − (1−Rθn(Yi))1{Xi>Yi}]dψ(y)

= II +
1√
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{y≤Yi≤t1}a(Yi)[Rθn(Yi)−Rθ0(Yi)]1{Xi>Yi}dψ(y)

Hiermit folgt:

T (Dn,t0(t, θn))− T (Dn,t0(t, θ0))

=
√
n(θn − θ0)tPt0(t, θ0) + op(1)

− 1√
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{y≤Yi≤t1}a(Yi)[Rθn(Yi)−Rθ0(Yi)]1{Xi>Yi}dψ(y) (15.2)
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Wir erhalten durch Verwendung der Taylorformel wie im Beweis des Lemma 15.2:

1√
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{y≤Yi≤t1,Xi>Yi}a(Yi)[Rθn(Yi)−Rθ0(Yi)]dψ(y)

=
1√
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{y≤Yi≤t1,Xi>Yi}a(Yi)[(θn − θ0)t(
∂R

∂θ
(Yi, θni)−

∂R

∂θ
(Yi, θ0))]dψ(y)

+
1

n

n∑
i=1

ˆ t

t0

(
at(y)A−1(y)

√
n(θn − θ0)

•
[
1{y≤Yi≤t1,Xi>Yi}a

t(Yi)
∂R

∂θ
(Yi, θ0)− E[1{...}a

t(Y )
∂R

∂θ
(Y, θ0)]

])
dψ(y)

+

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)E[1{y≤Y≤t1,X>Y }a(Y )
∂R

∂θ
(Y, θ0)

t]dψ(y) ·
√
n(θn − θ0)

Wir berechnen den Erwartungswert im letzten Summanden:

E[1{y≤Y≤t1,X>Y }a(Y )
∂R

∂θ
(Y, θ0)

t] =

ˆ t1

y
a(z)

∂R

∂θ
(z, θ0)

t(1− F (z))dG(z)

=

ˆ t1

y
a(z)

∂R

∂θ
(z, θ0)

tdH0(z)

=

ˆ t1

y
a(z)at(z)dψ(z)

= A(y)

Somit vereinfacht sich der letzte Summand zu:

P tt0(t, θ0)
√
n(θn − θ0)
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Hiermit erhalten wir für die Di�erenz aus (15.2):

− 1√
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{...}a(Yi)

[
(θn − θ0)t(

∂R

∂θ
(Yi, θni)−

∂R

∂θ
(Yi, θ0))

]
dψ(y)︸ ︷︷ ︸

III

+op(1)

− 1

n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)

[
1{...}a(Yi)

∂R

∂θ
(Yi, θ0)

t − E[1{...}a(Y )
∂R

∂θ
(Y, θ0)

t]

]
dψ(y) ·

√
n(θn − θ0)︸ ︷︷ ︸

IV

Somit ist für den Beweis des Theorems zu zeigen, dass III und IV gleichmäÿig stochastisch

gegen Null konvergieren.

Wir beginnen mit III:

sup
t∈[t0,T ]

| 1√
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{...}a(Yi)

[
(θn − θ0)t(

∂R

∂θ
(Yi, θni)−

∂R

∂θ
(Yi, θ0))

]
dψ(y)|

≤ sup
t∈[t0,T ]

| 1
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{...}a(Yi)

[
(
∂R

∂θ
(Yi, θni)−

∂R

∂θ
(Yi, θ0))

t

]
dψ(y)||

√
n(θn − θ0)|

≤ sup
t∈[t0,T ]

| 1
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)1{y≤Yi≤t1,Xi>Yi}a(Yi)dψ(y)|

•|∂
2R

∂θ2
(Yi, θ̃ni)| · |θn − θ0| · |

√
n(θn − θ0)|

≤ sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

at(y)A−1(y)
1

n

n∑
i=1

1{...}a(Yi)dψ(y)|

• |∂
2R

∂θ2
(Yi, θ̃ni)|︸ ︷︷ ︸
≤M2

·|θn − θ0| · |
√
n(θn − θ0)| (15.3)
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Indem wir die Voraussetzungen 5) und 6) verwenden, erhalten wir schlieÿlich:

(15.3) ≤ sup
x∈[t0,t1]

|a(x)| · sup
x∈[t0,T ]

|A−1(x)| · sup
x∈[t0,t1]

|a(x)| · 1 ·M2 · op(1) ·Op(1)

≤ K1 ·K2 ·M1 ·M3 ·K1 ·K2 ·M1 ·M2 · op(1) ·Op(1)

= op(1)

Nun zu IV :

sup
t∈[t0,T ]

| 1
n

n∑
i=1

ˆ t

t0

at(y)A−1(y)

[
1{...}a(Yi)

∂R

∂θ
(Yi, θ0)

t − E[1{...}a(Y )
∂R

∂θ
(Y, θ0)

t]

]
dψ(y)

•
√
n(θn − θ0)|

≤ sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

at(y)A−1(y)[

ˆ t1

y
a(z)

∂R

∂θ
(z, θ0)

tdH0
n(z)−

ˆ t1

y
a(z)

∂R

∂θ
(z, θ0)

tdH0(z)]dψ(y)|

•|
√
n(θn − θ0)|

= sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

at(y)A−1(y)

[ˆ t1

y
a(z)

∂R

∂θ
(z, θ0)

t[dH0
n(z)− dH0(z)

]
dψ(y)|

•|
√
n(θn − θ0)|

= sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ ˆ

1{t0≤y≤t}1{y≤z≤t1}a
t(y)A−1(y)a(z)

∂R

∂θ
(z, θ0)

tdψ(y)[dH0
n(z)− dH0(z)]|

•|
√
n(θn − θ0)|

Indem wieder die Idee des klassischen Glivenko-Cantelli Theorems verwendet wird (kompak-

tes Intervall [t0, T ], H0
n und H0 sind monoton und es gilt H0

n
n−→ H0 f.s.), vergleiche Thies

(1995) sowie Stute,Thies und Zhu (1998), folgt schlieÿlich die gleichmäÿige stochastische

Konvergenz des letzten Terms.

Dies beendet den Beweis des Theorem 15.4.
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15.4.5. Beweis des Theorem 15.5

Wir werden nun zeigen, dass unter H0 und den Voraussetzungen 1)-6) das Nachstehende gilt:

Tn(Dn(θn))
L−→
n

T (D̃∞(θ0)) im Raum D[t0, T ]

Bevor mit dem Beweis des Theorem 15.5 begonnen wird, müssen wir bestimmte Lemmata

beweisen, die sich mit der Konvergenz von stochastischen Prozessen befassen. Hierbei seien

wieder die Annahmen aus den Abschnitten 15.1 und 15.2 erfüllt.

Lemma 15.7. Es gilt mit ψt0(t) =
´ t
t0
Rθ0(z)dH00(z):

ψn,t0(t)
n−→ ψt0(t) f.s.

Beweis.

|ψn,t0(t)− ψt0(t)| = |
ˆ t

t0

Rθn(z)dH00
n (z)−

ˆ t

t0

Rθ0(z)dH00(z)|

= |
ˆ t

t0

(Rθn −Rθ0)(z)dH00
n (z) +

ˆ t

t0

Rθ0(z)[dH00
n (z)− dH00(z)]|

≤ |
ˆ t

t0

(θn − θ0)t
∂R

∂θ
(z, θni)dH

00
n (z)|+ |

ˆ t

t0

Rθ0(z)[dH00
n (z)− dH00(z)]|

≤ |θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
n−→0

·

M1 · |
ˆ t

t0

dH00
n (z)|︸ ︷︷ ︸

≤M1 mit Vor. 5)


+|
ˆ t

t0

Rθ0(z)[dH00
n (z)− dH00(z)]| n−→ 0 mit dem SGGZ
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Lemma 15.8. Falls |φ(z)| ≤ K3 für alle z ∈ [t0, t1], dann gilt:

ˆ t

t0

φ(z)[dψn(z)− dψ(z)]
n−→ 0 f.s.

Beweis.

|
ˆ t

t0

φ(z)[dψn(z)− dψ(z)]| = |
ˆ t

t0

φ(z)Rθn(z)dH00
n (z)−

ˆ t

t0

φ(z)Rθ0(z)dH00(z)|

= |
ˆ t

t0

φ(Rθn −Rθ0)dH00
n +

ˆ t

t0

φRθ0 [dH00
n − dH00]|

≤ |
ˆ t

t0

φ(z)
∂R

∂θ
(z, θni)dH

00
n (z)| · |θn − θ0|

+|
ˆ t

t0

φRθ0 [dH00
n − dH00]|

≤ K3 ·

M1 · |
ˆ t

t0

dH00
n (z)|︸ ︷︷ ︸

≤M1

 · |θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
n−→0

+ |
ˆ t

t0

φ(z)Rθ0(z)[dH00
n (z)− dH00(z)]|︸ ︷︷ ︸

n−→0 mit dem SGGZ (|φ·R|≤K3)

Lemma 15.9. Wir haben

sup
t∈[t0,t1]

|an(t)− a(t)| P−→ 0
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Beweis.

Unter den Voraussetzungen 1)-6) gilt:

a(t) =
∂R
∂θ (t, θ0)

Rθ0(t)(1−Rθ0(t))

sowie an(t) =
∂R
∂θ (t, θn)

Rθn(t)(1−Rθn(t))

Nun verwenden wir diese Darstellung und erhalten:

supt∈[t0,t1] |an(t)− a(t)|

= supt∈[t0,t1]

∣∣∣∣ ∂R
∂θ

(t,θn)

Rθn (t)(1−Rθn (t))
−

∂R
∂θ

(t,θ0)

Rθ0 (t)(1−Rθ0 (t))

∣∣∣∣
= supt∈[t0,t1]

∣∣∣∣ ∂R∂θ (t,θn)− ∂R∂θ (t,θ0)Rθn (t)(1−Rθn (t))
+

∂R
∂θ

(t,θ0)

Rθn (t)(1−Rθn (t))
−

∂R
∂θ

(t,θ0)

Rθ0 (t)(1−Rθ0 (t))

∣∣∣∣
= supt∈[t0,t1]

∣∣∣∣ ∂R∂θ (t,θn)− ∂R∂θ (t,θ0)Rθn (t)(1−Rθn (t))
+ ∂R

∂θ (t, θ0)
(Rθ0 (t)−Rθn (t))(1−Rθ0 (t))+(Rθn (t)−Rθ0 (t))Rθn (t)

Rθn (t)(1−Rθn (t))Rθ0 (t)(1−Rθ0 (t))

∣∣∣∣
≤ sup

t∈[t0,t1]

∣∣∣∣∂R∂θ (t, θn)− ∂R

∂θ
(t, θ0)

∣∣∣∣ · sup
t∈[t0,t1]

∣∣∣∣ 1

Rθn(t)(1−Rθn(t))

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
I

+ sup
t∈[t0,t1]

∣∣∣∣∂R∂θ (t, θ0)

∣∣∣∣ · sup
t∈[t0,t1]

|Rθn(t)−Rθ0(t)| · sup
t∈[t0,t1]

∣∣∣∣ 1

Rθn(t)Rθ0(t)(1−Rθn(t))

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
II

+ sup
t∈[t0,t1]

∣∣∣∣∂R∂θ (t, θ0)

∣∣∣∣ · sup
t∈[t0,t1]

|Rθn(t)−Rθ0(t)| · sup
t∈[t0,t1]

∣∣∣∣ 1

Rθ0(t)(1−Rθn(t))(1−Rθ0(t))

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
III

Betrachten wir nun die letzte Ungleichung:

1) Wir verwenden die Di�erenzierbarkeit und die Voraussetzungen 5) und 6):

219



15. Martingaltransformation für Goodness-of-Fit Tests im Generalized Survival/Sacri�ce Model

I ≤ sup
t∈[t0,t1]

|∂
2R

∂2θ
(t, θni)|︸ ︷︷ ︸

≤M2

· |θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· sup
t∈[t0,t1]

| 1

Rθn(t)(1−Rθn(t))
|︸ ︷︷ ︸

≤ K1·K2

2) Wir verwenden nochmals die gleichen Annahmen:

II ≤ sup
t∈[t0,t1]

|∂R
∂θ

(t, θ0)|︸ ︷︷ ︸
≤M1

· |θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· sup
t∈[t0,t1]

|∂R
∂θ

(t, θni)|︸ ︷︷ ︸
≤M1

· sup
t∈[t0,t1]

| 1

Rθn(t)Rθ0(t)(1−Rθn(t))
|︸ ︷︷ ︸

≤ K1·K1·K2

3) III folgt direkt aus II.

Lemma 15.10. Es gilt:

sup
t∈[t0,t1]

|An(t)−A(t)| P−→
n

0

Hiermit folgt aber auch wegen der Existenz und Beschränktheit von A−1n und A−1 unter der

Voraussetzung 6) sowie durch Verwendung der Ungleichung

|A−1n (t)−A−1(t)| = |A−1n (t)(An(t)−A(t))A−1(t)| ≤ |A−1n (t)||An(t)−A(t)||A−1(t)|

das Folgende:

sup
t∈[t0,t1]

|A−1n (t)−A−1(t)| P−→
n

0
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Beweis.

Für diesen Beweis verwenden wir das Lemma 15.9:

sup
t∈[t0,t1]

|An(t)−A(t)| = sup
t∈[t0,t1]

|
ˆ t1

t
an(y)atn(y)dψn(y)−

ˆ t1

t
a(y)at(y)dψ(y)|

≤ sup
t∈[t0,t1]

|
ˆ t1

t
(an(y)− a(y))atn(y)dψn(y)|

+ sup
t∈[t0,t1]

|
ˆ t1

t
a(y)(atn(y)− at(y))dψn(y)|

+ sup
t∈[t0,t1]

|
ˆ t1

t
a(y)at(y)[dψn(y)− dψ(y)]|

= I + II + III

Wir werden nun I untersuchen, und II folgt analog:

sup
t∈[t0,t1]

|
ˆ t1

t
(an(y)− a(y))atn(y)dψn(y)| ≤ sup

t∈[t0,t1]

ˆ t1

t
|an(y)− a(y)||an(y)|dψn(y)

=

ˆ t1

t0

|an(y)− a(y)||an(y)|dψn(y)

≤ sup
s∈[t0,t1]

|an(s)− a(s)|︸ ︷︷ ︸
n−→0 in W.keit

·
ˆ t1

t0

|an(y)|dψn(y)︸ ︷︷ ︸
≤M1·K1·K2

Abschlieÿend müssen wir noch III betrachten:

III = sup
t∈[t0,t1]

|
ˆ t1

t
a(y)at(y)[dψn(y)− dψ(y)]|

Indem wir abermals die Idee des Beweises des Glivenko-Cantelli Theorems verwenden (ψn
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sind ψ monoton, [t0, t1] ist kompakt und Lemma 15.7), erhalten wir:

sup
t∈[t0,t1]

|
ˆ t1

t
a(y)at(y)[dψn(y)− dψ(y)]| P−→

n
0

Hierbei betrachten wir die Matrix a(y)at(y) komponentenweise und zerlegen die Komponen-

ten in den Positiv- sowie Negativteil.

Diese Lemmata werden wir nun verwenden, um das Folgende zu zeigen:

Tn(Dn(θn))− T (Dn(θn))
P−→ 0 für n→∞

Hiermit erhalten wir die gewünschte Aussage des Theorem 15.5.

Es gilt:

|T (Dn,t0(t, θn))− Tn(Dn,t0(t, θn))|

=
∣∣
���

���Dn,t0(t, θn)−���
���Dn,t0(t, θn)

+

ˆ t

t0

atn(x)A−1n (x)

ˆ t1

x
an(z)dDn(z, θn)dψn(x)

−
ˆ t

t0

at(x)A−1(x)

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)dψ(x)

∣∣∣∣
≤ |

ˆ t

t0

(
atn(x)− at(x)

)
A−1n (x)

ˆ t1

x
an(z)dDn(z, θn)dψn(x)| (15.4)

+|
ˆ t

t0

at(x)
(
A−1n (x)−A−1(x)

) ˆ t1

x
an(z)dDn(z, θn)dψn(x)| (15.5)

+|
ˆ t

t0

at(x)A−1(x)

ˆ t1

x
(an(z)− a(z)) dDn(z, θn)dψn(x)| (15.6)

+|
ˆ t

t0

at(x)A−1(x)

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)[dψn(x)− dψ(x)]| (15.7)
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Wir werden veri�zieren, dass (15.4) eine Folge ist, die gleichmäÿig in Wahrscheinlichkeit gegen

0 konvergiert. Das Gleiche werden wir für (15.5) und (15.6) zeigen. Unter Verwendung des

Lemma 3.1 von Chang (1990) werden wir auÿerdem zeigen, dass dies für (15.7) ebenfalls gilt.

Insgesamt reicht dies unter Verwendung eines Cramér-Slutsky Arguments für den Beweis des

Theorem 15.5.

Zuerst betrachten wir die Gleichung (15.7) und de�nieren die folgenden Prozesse:

Zn(x) :=

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)

v(x) :=

ˆ x

t0

at(z)A−1(z)dψ(z)

vn(x) :=

ˆ x

t0

at(z)A−1(z)dψn(z)

Hiermit ergibt sich:

sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

at(x)A−1(x)

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)[dψn(x)−dψ(x)]| = sup

t∈[t0,T ]
|
ˆ t

t0

Zn(z)[dvn(z)−dv(z)]|

Durch Imitation des Beweises des Glivenko-Cantelli Theorems kann gezeigt werden, dass

vn(x)
f.s.−→ v(x) gleichmäÿig auf [t0, T ]

Weiterhin ist (Zn)n≥1 ein Prozess, der in Verteilung konvergiert und somit asymptotisch

223



15. Martingaltransformation für Goodness-of-Fit Tests im Generalized Survival/Sacri�ce Model

C-stra� in D[t0, T ] ist. Dies ist eine Konsequenz aus dem Folgenden:

Zn(x) =

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)

=
1√
n

n∑
i=1

1{x≤Yi≤t1}a(Yi)[1{D̃i>Yi} − (1−Rθn(Yi))1{Xi>Yi}]

=

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θ0) +

ˆ t1

x
a(z)(Rθn(z)−Rθ0(z))dH0

n(z)

Nun können wir analog zum Beweis von Lemma 15.2 durch Verwendung der Taylorentwick-

lung veri�zieren, dass

Zn(x) =

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θ0) +

ˆ t1

x
a(z)at(z)dψ(z)︸ ︷︷ ︸

A(x)

·
√
n(θn − θ0) + op(1) (15.8)

Die asymptotische C-Stra�heit des ersten Summanden wurde im Beweis zu Theorem 15.4

gezeigt. Weiterhin ist A(x) unter den Voraussetzungen stetig und θn asymptotisch normal.

Dies beweist die asymptotische C-Stra�heit des Prozesses (Zn)n≥1. Indem wie in Lemma 4.3

in Thies (1995) vorgegangen wird, folgt unter den Voraussetzungen 1)-6), dass

sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

at(x)A−1(x)

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)[dψn(x)− dψ(x)]| n−→ 0 in Wahrscheinlichkeit

Das Lemma 4.3 in Thies (1995) verwendet eine Erweiterung des Lemma 3.1 aus Chang

(1990) sowie eine Erweiterung eines Korollars, welches wir ohne Beweis, auf unsere Situation

angepasst, angeben werden:
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Korollar 15.11

Es sei (αn)n≥1 ein stra�er stochastischer Prozess in D[t0, T ]. Dann gilt

sup
t∈[t0,T ]

∣∣∣∣ˆ t

t0

αn(x)[dνn(x)− dν(x)]

∣∣∣∣ P−→ 0

Bevor wir die Gleichungen (15.4), (15.5) und (15.6) betrachten, wollen wir das Folgende

zeigen:

sup
x∈[t0,t1]

|
ˆ t1

x
(an(z)− a(z))dDn(z, θn)| = op(1)

Im Folgenden nehmen wir o.B.d.A an, dass der Parameter θ und somit die Funktion a(t, θ)

eindimensional ist. Mit Taylor gilt:

|
´ t1
x (an(z)− a(z))dDn(z, θn)|

= |
´ t1
x

[
(θn − θ0) · ∂a∂θ (z, θ0) + 1

2(θn − θ0)2 ∂
2a
∂θ2

(z, θ̃n)
]
dDn(z, θn)|

≤ | (θn − θ0) ·
1√
n

n∑
i=1

1{x≤Yi≤t1}
∂a

∂θ
(Yi, θ0)[1{D̃i>Yi} − (1−Rθn(Yi))1{Xi>Yi}]︸ ︷︷ ︸

1)

|

+|1
2

(θn − θ0) ·
√
n(θn − θ0) ·

1

n

n∑
i=1

1{...}
∂2a

∂θ2
(Yi, θ̃n)[1{D̃i>Yi} − (1−Rθn(Yi))1{Xi>Yi}]︸ ︷︷ ︸

2)

|

Hierbei bezeichnet θ̃n eine Zwischenstelle von θn und θ0. Für die letzte Ungleichung gilt:

1) Der Prozess 1√
n

∑n
i=1 1{x≤Yi≤t1}

∂a
∂θ (Yi, θ0)[1{D̃i>Yi} − (1 − Rθn(Yi))1{Xi>Yi}] konvergiert

komponentenweise in Verteilung gegen ein Gaussprozess und ist somit stochastisch beschränkt.
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Dies folgt aus einer Darstellung, die wie (15.8) hergeleitet wird. Durch Verwendung des Con-

tinuous Mapping Theorems folgt:

|θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· sup
x∈[t0,T ]

|
ˆ t1

x

∂a

∂θ
(z, θ0)dDn(z, θn)|︸ ︷︷ ︸

Op(1)

= op(1)

2) Es gilt:

1

2
|θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
op(1)

·
√
n|θn − θ0|︸ ︷︷ ︸
Op(1)

· 1

n

n∑
i=1

sup
x∈[t0,T ]

1{x≤Yi≤t1}︸ ︷︷ ︸
≤1

•| ∂
2a

∂θ2
(Yi, θ̃n)|︸ ︷︷ ︸

≤ Konstante

|1{D̃i>Yi} − (1−Rθn(Yi))1{Xi>Yi}|︸ ︷︷ ︸
≤1

= op(1)

Hierbei wurde verwendet, dass

|∂
2a

∂θ2
(x, θ)| ≤ Konstante ∀x ∈ [t0, t1] sowie ∀θ ∈ Θ

Dies folgt daraus, dass sich die Funktion a(x, θ) =
∂R
∂θ

(x,θ)

Rθ(x)(1−Rθ(x)) aus der Funktion Rθ sowie

deren Ableitungen zusammensetzt und diese unter den Voraussetzungen beschränkt sind.

Indem wir beide Aussagen zusammenführen, ergibt sich somit

sup
x∈[t0,t1]

|
ˆ t1

x
(an(z)− a(z))dDn(z, θn)| = op(1)

Nun zu den Gleichungen (15.4), (15.5) und (15.6).
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Wir werden veri�zieren, dass (15.4)= op(1). Für (15.5) und (15.6) wird dies analog gezeigt:

(15.4)

≤ |
ˆ t

t0

(
atn(x)− at(x)

) (
A−1n (x)−A−1(x)

) ˆ t1

x
(an(z)− a(z))dDn(z, θn)dψn(x)|

+|
ˆ t

t0

(
atn(x)− at(x)

) (
A−1n (x)−A−1(x)

) ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)dψn(x)|

+|
ˆ t

t0

(
atn(x)− at(x)

)
A−1(x)

ˆ t1

x
(an(z)− a(z))dDn(z, θn)dψn(x)|

+|
ˆ t

t0

(
atn(x)− at(x)

)
A−1(x)

ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)dψn(x)|

≤ sup
x∈[t0,t1]

|an(x)− a(x)|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· sup
x∈[t0,t1]

|A−1n (x)−A−1(x)|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· sup
x∈[t0,t1]

|
ˆ t1

x
(an(z)− a(z))dDn(z, θn)|︸ ︷︷ ︸

op(1)

• sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

dψn(x)|︸ ︷︷ ︸
≤1

+ sup
x∈[t0,t1]

|an(x)− a(x)|︸ ︷︷ ︸
op(1)

·| sup
x∈[t0,t1]

|A−1n (x)−A−1(x)|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· sup
x∈[t0,t1]

|
ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)|︸ ︷︷ ︸
Op(1)

·1

+ sup
x∈[t0,t1]

|an(x)− a(x)|︸ ︷︷ ︸
op(1)

· sup
t∈[t0,T ]

ˆ t

t0

A−1(x)dψn(x)|︸ ︷︷ ︸
≤ M3

· sup
x∈[t0,t1]

|
ˆ t1

x
(an(z)− a(z))dDn(z, θn)|︸ ︷︷ ︸

op(1)

+ sup
x∈[t0,t1]

|an(x)− a(x)|︸ ︷︷ ︸
op(1)

·| sup
t∈[t0,T ]

ˆ t

t0

A−1(x)dψn(x)|︸ ︷︷ ︸
≤ M3

· sup
x∈[t0,t1]

|
ˆ t1

x
a(z)dDn(z, θn)|︸ ︷︷ ︸
Op(1)

Somit folgt:

sup
t∈[t0,T ]

|
ˆ t

t0

(
atn(x)− at(x)

)
A−1n (x)

ˆ t1

x
an(z)dDn(z, θn)dψn(x)| P−→ 0
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Indem wir schlieÿlich alle Aussagen zusammenführen, haben wir somit das Folgende gezeigt:

Tn(Dn(θn))
L−→
n

B ◦ ψ in D[t0, T ]

Dies war zu zeigen.

Durch Verwendung des Continuous Mapping Theorems gilt:

P( sup
t∈[t0,T ]

|Tn(Dn,t0(t, θn))| ≥ c) n−→ P( sup
t∈[t0,T ]

|B ◦ ψt0(t)| ≥ c)

Dies ist leider noch nicht ausreichend, da wir ψt0 nicht aus den Daten bestimmen können.

Wir werden nun zeigen, dass die Funktion ψn,t0 ebenso verwendet werden kann, um kritische

Werte zu erhalten, die wir benötigen, um Aussagen über die Statistik sup |Tn(Dn(θn))| tre�en

zu können.

15.4.6. Beweis des Korollar 15.6

Nehmen wir ψn,t0(T ) > 0 und ψt0(T ) > 0 an, so können wir abschlieÿend unter den Voraus-

setzungen 1)-6) das Nachstehende beweisen:

lim
n−→∞

P( sup
t∈[t0,T ]

|Tn(Dn,t0(t, θn))| ≥
√
ψn,t0(T ) · k1) = P( sup

s∈[0,1]
|Bs| ≥ k1)

Somit können wir das 1− α Quantil von sup |Bs| verwenden.
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Beweis. Wir haben:

P( sup
t∈[t0,T ]

|Tn(Dn,t0(t, θn))| ≥ k1 ·
√
ψt0(T ))

n−→ P( sup
t∈[t0,T ]

|B ◦ ψt0(t)| ≥ k1 ·
√
ψt0(T ))

Für die rechte Seite der Gleichung gilt aber mit der Monotonie und Stetigkeit von ψt0 :

P( sup
t∈[t0,T ]

|B ◦ ψt0(t)| ≥ k1 ·
√
ψt0(T )) = P( sup

s∈[ψ(t0),ψ(T )]
|Bs| ≥ k1 ·

√
ψt0(T ))

= P( sup
s∈[0,1]

| 1√
ψt0(T )

B(s · ψt0(T ))| ≥ k1)

= P( sup
s∈[0,1]

|Bs| ≥ k1)

da
1√

ψt0(T )
B(s · ψt0(T ))

L
= Bs

Die obige Aussage folgt durch Verwendung des Lemma 15.7 (ψn,t0(s)
n−→ ψt0(s) f.s.) und

eines Cramér-Slutsky Arguments, denn es gilt:

1√
ψn,t0(T )

· sup
t∈[t0,T ]

|Tn(Dn,t0(t, θn))| = 1√
ψt0(T )

· sup
t∈[t0,T ]

|Tn(Dn,t0(t, θn))|+ op(1)
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