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1. Einleitung

Die Survival Analysis (zu Deutsch “Uberlebenszeitanalyse”) hat sich im Laufe der letzten
Jahrzehnte als ein wichtiger Bestandteil der Statistik etabliert. Die Anfinge der Survival
Analysis reichen schon mehrere Jahrhunderte zuriick. Als Beispiel sei hier die Verwendung
von Sterbetafeln in der Versicherungsbranche erwdhnt. Die Wichtigkeit der Survival Analysis
zeigt sich durch die immense Anzahl der Veréffentlichungen in diesem Bereich der Statistik.
Die am haufigsten zitierte Arbeit ist eine Publikation aus der Survival Analysis: Die Arbeit
von Kaplan-Meier (1958). Weiterhin existieren vielfiltige Anwendungsmoglichkeiten in den
verschiedensten interdisziplindren Disziplinen. Als Beispiel seien die Humanmedizin, die Epi-
demiologie, die Okonomie, die Demographie, die Ingenieurwissenschaften sowie die Biologie
zu nennen. Einen guten Uberblick iiber die Verdffentlichungen der letzten 50 Jahre des 20.
Jahrhunderts in der Zeitschrift Biometrika liefert der Artikel von Dawvid Oakes (2001) mit

dem Titel “Biometrika Centenary: Survival Analysis”.

Aufgrund der vielfdltigen Anzahl unterschiedlicher mathematischer Modelle, die in der Sur-
vival Analysis genutzt werden, befindet sich diese in einem stetigen Wachstums- und Weiter-
entwicklungsprozess. Einen ersten mathematischen Uberblick moge dem Leser die Ausgabe

23 des “Handbook of Statistics” liefern, welche ausschlieflich der Survival Analysis gewid-
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met ist. Einen sanfteren Finstieg ermoglicht das Buch “Survival Analysis” von Klein und
Moeschberger (2003), das sich auf die Anwendungsgebiete Biologie und Medizin konzentriert,
sowie Hoel und Walburg (1973).

In der Survival Analysis gilt das Interesse gew6hnlich der Zeit, bis ein bestimmtes Ereignis
eintritt. In der Literatur wird dieses Ereignis als Ausfall (im Englischen “failure”) bezeichnet,
wir bevorzugen im Folgenden stattdessen den Begriff “Event”. Beispiele fiir solche Events sind:
Tod eines Individuums, Ausfall einer Maschine, Erholung/Genesung nach einer bestimmten
Krankheit oder Operation, Austritt aus der Arbeitslosigkeit, Beendigung des Single-Lebens,

usw..

Aufgrund externer Einflussfaktoren kénnen Daten der Survival Analysis, die zum Beispiel
zur Schitzung einer unbekannten Verteilungsfunktion oder eines unbekannten Parameters
benotigt werden, nicht vollstindig vorhanden sein. In diesem Fall nennen wir sie “zensiert”.
Unterschiedliche Zensierungsmechanismen bedingen verschiedene mathematische Zensierungs-
schemata bzw. Zensierungsmodelle. Sie stehen im Vordergrund dieser Arbeit. Als Beispiele
seien die Rechtszensierung, die Intervallzensierung, die Doppelzensierung und das Survival/

Sacrifice Model genannt.

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit werden verschiedene Zensierungsmodelle kurz
vorgestellt. Anschliefend wird im ersten Teil der Arbeit die Hauptkomponentenanalyse von
stochastischen Martingalprozessen untersucht. Diese Analyse wird im folgenden zweiten Teil,
in dem die verschiedenen Zensierungsmodelle ausfiihrlicher studiert werden, Verwendung fin-
den. Im abschliefenden dritten Teil dieser Arbeit werden zuerst die verschiedenen Kullback-
Leibler-Informationen verglichen. Danach wird die Konsistenz sowie asymptotische Norma-

litdt des Maximum-Likelihood-Schétzers in den verschiedenen Zensierungsmodellen gezeigt.
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Abschliefsend wird im letzten Abschnitt fiir ein Zensierungsmodell die M&glichkeit erarbeitet,

einen Goodness-of-Fit Test durch Verwendung einer Martingaltransformation durchzufiihren.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. Stute fiir seine Unterstiitzung und seine Anre-
gungen herzlichst danken. Ich hitte mir keinen besseren Betreuer fiir meine Arbeit bzw. mein
Studium der Mathematik wiinschen kénnen. Ein besonderer Dank gilt auch meinen Eltern
sowie meiner Partnerin, die mich auf meinem persénlichen Weg hin zu dieser Arbeit begleitet
haben und zu einem Teil den Menschen aus mir gemacht haben, der ich nun bin. Aufterdem
mochte ich jenen Menschen danken, die mich zusétzlich bei der Anfertigung dieser Arbeit

durch Diskussionen oder Erorterungen unterstiitzt haben.
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der Survival Analysis

In diesem Kapitel werden wir einen Uberblick iiber die Zensierungsmodelle geben, die in dieser
Arbeit untersucht werden. Es werden acht verschiedene Zensierungsmodelle betrachtet, die
uns unterschiedliche Informationen bereitstellen. Da wir verschiedene Modelle vergleichen
wollen, werden wir ebenfalls die Situation betrachten, in der keine Zensierung stattfindet.

Dies wird als das Modell “Ohne Zensierung” bezeichnet, mit dem wir beginnen wollen.

Ohne Zensierung

In diesem Modell kann jedes Event direkt beobachtet werden. Somit stehen alle Daten, an
denen wir interessiert sind, zur Verfiigung. Einer der bekanntesten Zahlprozesse in diesem

Zusammenhang ist die empirische Verteilungsfunktion

1 n
Fn<t> = E Z 1{Xi§t}
=1
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Dabei sind X1, ..., X, die beobachteten Daten und 1,4 der Indikator der Menge A.

Rechtszensierung

Die Rechtszensierung ist eines der bekanntesten Modelle der Survival Analysis. Im Rahmen
einer Studie sehen wir uns unter Umstdnden mit der Situation konfrontiert, dass Daten
nicht in vollstdndiger Form beobachtet werden. Dies erfordert einen neuen Zugang, in dem
gewohnte mathematische Methoden nicht mehr angewendet werden kénnen und fiihrt zu dem

berithmten Produkt-Limes-Schétzer von Kaplan-Meier (1958).

Im Rechtszensierungsmodell wird ein Event nur beobachtet, falls es vor einem bestimmten
Zeitpunkt, dem Zensierungszeitpunkt, eintritt. Ist dies nicht der Fall, so ist bekannt, dass
dieses Event erst nach dem Zensierungszeitpunkt eingetreten wire. Das folgende Beispiel

moge dies verdeutlichen:

e Humanmedizin

Eine Arztin leitet eine Studie an einer Klinik. Diese dient der Erforschung
der Zeitdauer, die von einer komplexen Krebsoperation bis zu einem
moglichen “Riickfall”, z.B. der Neubildung von Metastasen, vergeht. Hierzu
werden ab dem 12. April des Jahres 2001 fiir einen Zeitraum von fiinf
Jahren alle Patienten, die wiahrend dieser Zeitdauer operiert werden, in
ihre Studie aufgenommen. Diese zeitversetzten Eintritte, im Englischen
“staggered entries”, in die Untersuchung der Arztin sind typisch fiir

das Modell der Rechtszensierung. Das nachstehende Schaubild zeigt die

Verweildauern von vier Patienten in dieser Studie:
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Datenstruktur der ersten vier Patienten

Nr.1 ') :

Nr.2

Nr.3 o

Nr.4

\ \ \ \ \ ]
[ [ [ [ [ !

12. April 01 12. April 06

Studiendauer (finf Jahre)

Der erste und dritte Patient erleiden zu den mit e gekennzeichneten
Zeitpunkten einen Riickfall. Bei den Patienten Nr.2 und Nr.4 ist dies
anders:

Der zweite Patient hat bis zum Ende der Studie noch keinen Riickfall
erlitten. Fiir ihn ist also die Zeitdauer bis zu einem Riickfall nicht
bekannt, wir sagen sie ist zensiert.

Die Riickfall-Zeitdauer des vierten Patienten ist ebenfalls zensiert. Dies

ist aber nicht durch die Beendigung der Studie begriindet, sondern durch
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ein vorzeitiges Ausscheiden aus der Studie. Mogliche Ursachen hierfiir

konnten der Tod des Patienten oder eine Anderung der Wohnverhéltnisse sein.

Linkszensierung

Das néchste Zensierungsschema ist das Modell der Linkszensierung. In der Literatur sind
wenige Untersuchungen zu dieser Zensierungskonstellation vorhanden. Dies liegt daran, dass
bestimmte Ergebnisse unter Rechtszensierung sich leicht auf die neue Situation iibertragen

lassen.

Im Linkszensierungsmodell wird ein Event beobachtet, falls es nach dem Zensierungszeit-
punkt eintritt. Als ein Beispiel kann eine bestimmte motorische Fahigkeit eines Kindes die-

nen, welche erst im Unterricht des Kindergartens oder der Schule untersucht wird.

Current Status Model

Das Current Status Model, auch Intervallzensierung Typ I genannt, ist das zweite beriihmte
Modell der Survival Analysis. In diesemm Modell wird ein Event niemals direkt beobachtet.
Es ist nur bekannt, ob es zu einem bestimmten Zeitpunkt eingetreten ist oder nicht. Dies
erklart den Begriff des “Current Status”. Der Unterschied zu dem Zensierungsmodell der

Rechtszensierung (bzw. der Linkszensierung) ist also der folgende:

Im Rechtszensierungsmodell existiert die Moglichkeit, dass das Event, an dessen Eintritt

Interesse besteht, direkt beobachtet werden kann. Hierfiir ist ein stindiges Monitoring nétig.
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Im Current Status Model ist dies nicht so. In diesem Zensierungsschema ist nur bekannt,
ob dieses Event bis zu einem bestimmten Zeitpunkt eingetreten ist oder nicht. Dies kann
einerseits durch die Unmoglichkeit eines stdndigen Monitorings bedingt sein. Andererseits
gibt es Situationen, in denen das Event von Interesse nicht direkt “gemessen” bzw. erfasst
werden kann. Wir sind dann auf andere Kenngrofen angewiesen, um Informationen iiber

dieses Event zu erhalten.
Die folgenden Beispiele sollen diese Situationen verdeutlichen:

e Humanmedizin

Ein typisches Beispiel fiir Current Status Data ist bei der Untersuchung von
Probanden, die mit dem HI-Virus infiziert sind, gegeben. Aufgrund der
Unkenntnis des genauen Zeitpunkts, an dem die Krankheit auszubrechen vermag
bzw. ausgebrochen ist, kann der Arzt jedem Patienten leider nur die Information

geben, ob dies passiert ist oder nicht.

e Marketing
Ein Marketing-Unternehmen soll fiir einen Kunden die Bekanntheit eines
bestimmten Produktes herausfinden. Diese entscheidet dariiber, ob die
bisherige Werbung fiir dieses Produkt zufriedenstellend ist oder noch
mehr Investitionen in die Werbung benétigt werden. Um die
Bekanntheit herauszufinden, werden zuféllig 1000 Haushalte einer
Stadt zu verschiedenen Zeitpunkten einmalig befragt, ob sie dieses Produkt

kennen oder nicht. Es handelt sich somit um Current Status Data.
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Intervallzensierung Typ II

Das Current Status Model trigt in der Literatur auch die Bezeichnung Intervallzensierung
Typ L. Dies ist durch den einen Untersuchungszeitpunkt begriindet. Eine Erweiterung dieses
Modells ist die Intervallzensierung Typ II. Das Event von Interesse kann auch in diesem
Zensierungsschema, nicht beobachtet werden. Im Unterschied zum Current Status Model ex-
istieren jedoch mehrere Beobachtungszeitpunkte. Dabei sei bekannt, in welchem Teilintervall

zwischen den Beobachtungszeitpunkten das Event von Interesse liegt.

Als Beispiele fiir die Anwendung dieses Zensierungsmodells kénnen die Beispiele des Current
Status Model dienen, bei denen nun weitere Beobachtungszeitpunkte Beriicksichtigung fin-

den.

Doppelzensierung

Im Modell der Doppelzensierung existieren zwei Beobachtungszeitpunkte. Im Unterschied
zum Zensierungsmodell der Intervallzensierung Typ II ist es aber diesmal mdglich, das Event

von Interesse zu beobachten, falls es zwischen diesen beiden Zeitpunkten stattfindet.
Ein bekanntes Beispiel fiir dieses Zensierungsschema ist das folgende:

Um die sprachliche Entwicklung von Kleinkindern zu bewerten, ist ein Sprachforscher daran
interessiert, wann eine bestimmte sprachliche Fahigkeit zum ersten Mal beherrscht wird. Um
diese Sprachkenntnis zu untersuchen, bedarf es der Fachkenntnisse eines geschulten Péda-
gogen. Deshalb kann die Entwicklung dieser Fahigkeit z.B. nur entdeckt werden, nachdem
das Kleinkind in den Kindergarten eingetreten ist. Und diese Zeit ist iiblicherweise zwischen

dem dritten und sechsten Lebensjahr.

10
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Mittelzensierung

Die Mittelzensierung ist ein Zensierungsschema, das erst seit kurzem in der Literatur disku-
tiert wird. Im Mittelzensierungsmodell wird das Event von Interesse direkt beobachtet, falls

es nicht in dem Intervall zwischen den beiden Beobachtungszeitpunkten stattfindet.
Ein Beispiel fiir dieses Zensierungsmodell ist das folgende:

Wir betrachten wieder eine Studie, die der Erforschung einer bestimmten Krankheit dient.
Hierzu wird durch den behandelnden Arzt ein Untersuchungszeitraum von fiinf Jahren fest-
gelegt. Nun kann es passieren, dass nicht alle Patienten die kompletten fiinf Jahre beobachtet
werden kénnen, sondern jeweils nur bestimmte Zeitabschnitte. Zum Beispiel m&égen bei einem
Patienten die ersten zwei und die letzten zwei Jahre fiir die Untersuchung zur Verfiigung ste-

hen. Dies kann durch einen Umzug oder einen Auslandsaufenthalt begriindet sein.

Survival/Sacrifice Model

Das Survival/Sacrifice Model kann einerseits als eine Erweiterung des Current Status Model
gesehen werden. Andererseits beinhaltet es ebenfalls das Modell der Rechtszensierung. In
diesem Zensierungsschema kann die interessierende Grofe nicht direkt beobachtet werden.
Es ist entweder durch den Tod (aufgrund der Krankheit) oder das Sacrificing (“Opferung”)

des Untersuchungsobjekts bekannt, ob das Ereignis bereits eingetreten ist oder nicht.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

11



2. Einfithrung in die Zensierungsmodelle der Survival Analysis

Ein Tiermediziner untersucht die Entwicklung von Tumoren an Kleintieren. Im Interesse sei-
ner Studie steht die Dauer bis zum Ausbruchzeitpunkt dieser Krankheit. Aufgrund der Tat-
sache, dass er dem Untersuchungsobjekt nicht ansehen kann, ob dieses einen Tumor gebildet
hat oder nicht, ist dieser Zeitpunkt nicht beobachtbar. Informationen iiber den Ausbruchzeit-
punkt dieser Krankheit konnen nur durch den Tod des Individuums oder das (zufillige) Sac-

rificing gewonnen werden.

Generalized Survival/Sacrifice Model

Das Generalized Survival/Sacrifice Model ist eine Erweiterung des Survival/Sacrifice Model.
In diesem Zensierungsschema kann die interessierende Grofe wieder nicht direkt beobachtet
werden. Es ist entweder durch den diesmal nicht notwendig durch die Krankheit verur-
sachten Tod oder das Sacrificing des Untersuchungsobjekts bekannt, ob das Ereignis bereits

eingetreten ist oder nicht.

12



Teil I.

Hauptkomponenten
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3. Hauptkomponenten stochastischer

Prozesse

In der Hauptkomponentenanalyse eines stochastischen Prozesses (X;); werden Eigenschaften
dieses Prozesses untersucht. Dies wird durch die orthogonale Zerlegung des Prozesses in seine
Hauptkomponenten erméglicht. Mit Hilfe dieser Zerlegung kann ein stochastischer Prozess

wie folgt dargestellt werden:

X =3 a;f) (3.1)
j=1

Die Funktionen f; bilden hierbei ein Orthonormalsystem von Funktionen in einem

bestimmten Funktionenraum, und die zufilligen Hauptkomponenten a; sind unkorreliert.

Das Ziel der Hauptkomponentenzerlegung ist es somit, eine alternative Darstellung eines
stochastischen Prozesses zu bestimmen, um hiermit statistische Untersuchungen zu ermdoglich-
en. Ks stellt sich jedoch die begriindete Frage, ob diese Zerlegung fiir jeden stochastischen

Prozess existiert.

15
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3.1. Motivation

Im vorherigen Abschnitt ergab sich die Frage nach der Existenz einer Hauptkomponenten-
zerlegung eines stochastischen Prozesses. Zunichst muss der stochastische Prozess gewisse

strukturelle Eigenschaften wie z.B. die quadratische Integrierbarkeit der Pfade besitzen.

Es ist ein Anhaltspunkt vorhanden, der uns erahnen lisst, warum eine solche Zerlegung

existieren konnte:

Eine symmetrische d x d-Kovarianzmatrix ¥ kann mit Hilfe von Ergebnissen aus der Linearen

Algebra wie folgt dargestellt werden:

d
U= Nyf
j=1

Hierbei sind die \; die Eigenwerte und die v; die orthonormalen Eigenvektoren von V.

3.2. Hauptkomponentenzerlegung von stochastischen

Prozessen im Hilbertraum Ly(/,v)

Wir bezeichnen mit Lo(I,v) den Hilbertraum der Funktionen h, fiir die

/ h%(s)dv(s) < oo

1

gilt. Hierbei sei I eine beliebige Menge sowie v ein finites Mak.

Das Skalarprodukt fiir zwei Funktionen h,g € Lao(I,v) ist definiert als:

16
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< h,g>,= /[h(s)g(s)dy(s)

Dieser Hilbertraum besitzt eine Basis von Funktionen {f;} € La(I,v), so dass fiir jede Funk-

tion h € Lo(I,v) die folgende Darstellung existiert:

h=2)ajf; (3.2)
j=1
Gleichung (3.2) bedeutet, dass

m
Hh—ZajfjH—>O fiir m — oo
j=1

mit

k]| = /< b h >,  firhe Lo(I,v)

Die Basis {f;} ist nicht eindeutig. Mit Hilfe eines Orthonormalisierungsverfahrens kann

erreicht werden, dass die Basis orthonormal ist. Es gilt somit
/ fidv=1  sowie / fifidv = 0 fiir i # j
I I

Entscheidend ist nun die Frage, ob es eine “gute” orthonormale Basis gibt, so dass die Koor-

dinaten a; bestimmte Eigenschaften besitzen.

Bemerkungen:

e In der Survival Analysis hat die Menge I hiufig die folgende Gestalt:

17
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I=10,T] mit T € R.

e Kin bekanntes Beispiel fiir einen Hilbertraum erhalten wir, wenn wir das Lebesgue-Maf

auf I = [0, 1] verwenden.

Nun betrachten wir iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) einen stochastischen Prozess
(Xt)ter, den wir als zentriert annehmen konnen (ansonsten untersuchen wir den Prozess

X = X; — E(X;)). Fiir diesen Prozess setzen wir das Folgende voraus:
o Xo(w) € Lao(1,v) Yw €
e B(X})<oo Vtel

Dann existiert die Kovarianzfunktion Kx(s,t) = F(X;X¢) sowie fiir jedes w die Darstellung
oo
X=) ajf;
j=1

Da der Prozess (X;)ier zufillig ist, sind es auch die Koordinaten ;. In der Statistik ist es

iiblich, die a; als Hauptkomponenten zu bezeichnen.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine spezielle Basis { f;} zu bestimmen, so dass die Zufallsvari-
ablen «a; orthogonal, also unkorreliert sind. Dafiir wird die folgende Integralgleichung betrach-

tet:

/I Kx(s,0) f;(s)dv(s) = A (1) (3.3)

Mithin muss fiir die Bestimmung der Funktionen f; ein Eigenwertproblem geldst werden. Die

Funktionen f; werden dann als Eigenfunktionen und die \; als Eigenwerte bezeichnet.

18
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Bemerkungen:

e Im Folgenden werden wir zeigen, dass das Maf v, das wir fiir die
Zerlegung in Hauptkomponenten verwenden wollen, in Abhéngigkeit
von der Kovarianzfunktion des stochastischen Prozesses zu wéhlen ist.

Dadurch wird sich schlieflich auch Gleichung (3.3) 16sen lassen.

o Wir werden uns in dieser Arbeit auf die Bestimmung der
Hauptkomponenten von Martingalprozessen mit stetiger

Varianzfunktion beschranken.

Als erstes Beispiel fiir die Zerlegung eines Martingalprozesses wollen wir die orthogonale Zer-
legung der Brownschen Bewegung im Hilbertraum Lo([0, 1], A\°!) angeben. Hierbei bezeichnet
A das Lebesgue-Maf auf I = [0,1]. Wir orientieren uns an Shorack und Wellner (1986),
Kapitel 5.

Die stetige Kovarianzfunktion Kp(s,t) = min(s, ) der Brownschen Bewegung ist symmetrisch,

nichtnegativ definit und es gilt

1,1 1,1
//K%(s,t)dsdt = //(min(s,t))zdsdt
o Jo o Jo

9.

19
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Somit kann das Theorem von Mercer auf [0, 1] x [0, 1], siche Shorack und Wellner (1986), S.

208, verwendet werden, und es existiert die folgende Darstellung:

Kp(s,t) =Y _ Xifi(s)fi(t) 0<s,t<1
j=1

Wir erhalten hiermit, indem wir beide Seiten der letzten Gleichung mit f; multiplizieren und

anschlieffend integrieren:

1 1 00
/0 fel$) K (s, )ds = /0 fk(S);Ajfj(S)fj(t)ds
= j;)\jfj(t>/0 fr(s)fi(s)ds

— Z)\jfj(t) < fjs [ >p0
=

wobei die letzte Gleichung aus der Orthonormalitdt der f; folgt.

Wir suchen demnach fiir die gewiinschte Darstellung der Brownschen Bewegung die Losungen

der folgenden Integralgleichung;:
1
[ o) min(s, t1ds = nesi(e) (34)
0

Diese Integralgleichung wird durch die Eigenwerte

4

Ak = m2(2k — 1)

k=1,2,..
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

sowie die dazugehoérenden Eigenfunktionen

fr(t) = V2 - sin <(2k—21)7”5>

gelost. Diese Eigenfunktionen bilden ein Orthonormalsystem des Unterraums der Funktionen

des L([0,1],A\%), die in 0 starten, und es gilt

o
B:Z<B,fj >01 fj

j=1

3.3. Hauptkomponenten von Martingalprozessen mit stetiger

Varianzfunktion

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Bestimmung der Hauptkomponenten von zentrierten Mar-
tingalprozessen mit stetiger Varianzfunktion. In den verschiedenen Zensierungsmodellen dieser
Arbeit werden wir stochastische Prozesse, die diese Figenschaften besitzen, untersuchen bzw.

deren Hauptkomponenten bestimmen.

Um dies zu erreichen, benétigen wir zuerst das folgende Lemma:

Lemma 3.1.

Fir einen zentrierten und quadratisch integrierbaren Martingalprozess (My)ier gilt mit

U(t) = E(M?):
e Die Funktion 1 ist monoton wachsend

o Kyp(s,t) = Cov(Mg, M) = min(¢(s),(t))
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Beweis.
Mit den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte gilt fiir s < ¢:
1) 0 < B((My — M;)?) = BE(M} — 2M M + M?)
= B(MP) — 2B(M,E(M,|F)) + E(M2)
= B(M7) — E(MZ) = 1)(t) — 1(s)
2) Cov(Mg, My) = E(MsMy) = E(M?) = (s)

Somit ist dieses Lemma bewiesen. O

3.3.1. Bestimmung der Hauptkomponenten

Die Pfade des Martingalprozesses (M;)ier mit I = [0,7] seien fiir alle w € Q Elemente
des Hilbertraums Lo(I,v), wobei das Mak v im n#chsten Theorem spezifiziert wird. Da

wir diese Situation auf (3.4) zuriickfiihren wollen, werden wir im folgenden Theorem 3.2

nicht den Martingalprozess (M;).c(o,1), sondern den Martingalprozess (M; = %Mt)te[o,ﬂ
untersuchen. Fiir diesen Prozess gilt mit s < ¢:
(s f) = VAR AT G : ; o 3(T) =
K (s, t) = Cov(Ms, My) = oD P(s) mit 0 < (s) <1 sowie Y(T) =1

Die Funktion 1/; definiert somit ein Mals, welches eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.

Theorem 3.2 versetzt uns aukerdem in die Lage, zusédtzlich zur Zerlegung des stochastischen

Prozesses (My)ies die orthogonale Zerlegung der Zufallsvariablen M; bestimmen zu kénnen.
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Theorem 3.2.

Es sei (My)eor) (mit T € R) ein in 0 startender Martingalprozess, dessen Pfade fiir alle
w € Q im Hilbertraum Lo([0,T],%) liegen mdgen. Auferdem sei die Kovarianzfunktion
Kar(s,t) = ¢(min(s, t)) stetig mit (t) = E(M?) < oo ¥t € I und (T) > 0.

Zusdtzlich zu diesem Prozess betrachten wir den Martingalprozess

VA mi (s,t) = 7w(min(s,t)) =: )(min(s
(Mt_ w<T>Mt>tdo,T] e = gy et

Dann gilt in Lao(I,1):

Fiir die Zerlegung von (My)icio,r) in L2(I,%)) gilt somit:

M=3"<M,fjoh>; fio0

J=1
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Auflerdem haben wir

My = > <M, fjoth>; fjou(t)
j=1
sowie

My = Z<M7fjolz > fiod(t)

j=1

Diese Gleichungen bedeuten, dass
m ~ ~
E (Mt—Z<M,fjow>¢fjow(t))2 — 0  firm — o0
j=1
Beweis.

Esist 0 < Ky(s,t) = (s) < 1 fiir s < ¢t mit ¢(T) = 1. Bezeichnen wir mit Kp(s,t) =
min(s, t) die Minimums-Kovarianzfunktion der Brownschen Bewegung, so gilt mit Theorem

1 (Mercer) aus Shorack und Wellner (1986), S. 208:

Ky (s,0) = Kp(i(s), &) = Y Ajfjod(s)fjod(t) (3.5)
j=1

mit ¥ (s), ¥ (t) € [0,1]

Hierbei sind die Funktionen f; wie zuvor orthonormal im Hilbertraum Lo ([0, 1], A°!).

Nun wiederholen wir unser Vorgehen des letzten Abschnitts. Wir multiplizieren aber diesmal

beidseitig mit der Funktion f; o ¢ =: fk(@/;) und integrieren beziiglich des Mafes ). Danach
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

werden die Stetigkeit von 1 sowie der Transformationssatz ausgenutzt:

/0 TKM<s,t>fk<¢(s>>d¢<s> = OTKB«/?(s),zz(t))fm/?(s))dzz(s)
- [ ij;Ajf]w?(s))f](@(t))fmz?(s))du?(s)
_ iwj(@z(f)) ) Fu )i s)
_ i&f;(t/?(t)) ) )

Wird auf der linken Seite der Gleichung ebenfalls eine Transformation verwendet, so erhalten

wir:

/1 Kp(v,w) fr(v)dv = Mg fre(w) mit w := 1 (t) sowie v,w € [0, 1]
0

Diese Gleichung wird von den bereits bestimmten Eigenwerten und Eigenfunktionen aus dem

Abschnitt 3.2 gelost.

Wir werden den Beweis beenden, indem wir zeigen, dass fiir festes ¢ gilt:

E (M, =Y <M, f;() >4 f;((1))*| — 0  fiir m — oo (3.6)
Jj=1

Zuerst werden wir die Unkorreliertheit, also

E|< M, fi() >3< M, fi() >5| =0 fiir i # j
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse
zeigen. Es gilt:

B [< N 1,(6) >5< ¥, (3 [/ [ W HG O A 0)

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir:

B |< 8, £;(8) > < M fi(9) > ]
= Jo Iy £ () K (s, 0) Fi (D) dud ()b (1)
= S0 Mk S Sy B () Fu () fu (B (1)) i (B (1)) dib (5)deb (1)
da Ky (s,1) = 3202, Mefi(0()) (1))

Dies fiihrt zu:

Blessgniz] = Saf ([ 56 )i (s)) A ONHEO)0)
k=1

=1 fiir j=k
=0 flir ¢ # 7, sonst \;

Um (3.6) zu zeigen, verwenden wir die Binomische Formel und gelangen zu:

M) =237 f(0(0)E | My < N f;(5) >

+ZZf; FB B [< 8T, f5(0) >5< M, fi(0) >

=1 j=1
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Aufgrund der Unkorreliertheit erhalten wir:
E (M= < M, f;(d) >3 f;((1))?
j=1
= BI01)Y -2 £ () E | My < M, £;() >]

D SO
j=1

Um die obige Behauptung zu verifizieren, bestimmen wir den zweiten Erwartungswert:

T
B[i, < M50 >y) = F [ [ 08,1y 0)
T ~ ~ ~ ~
=/ Kp(9(t), () f(4(v))dy (v)
= Aifi(0()
Insgesamt erhalten wir mit (3.5) fiir s = ¢:
E|(My =) <M, fj@) > fj(iﬂ(t)))Q] = Ky(tt) = > Aifi@(®)f; (1)
j=1 j=1
— 0 fiir m — oo,
O]
Bemerkung:

Theorem 3.2 zeigt, dass fiir verschiedene stochastische Prozesse die Bestimmung der Haupt-
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

komponenten in verschiedenen La(I, v)-Rdumen vollzogen wird. Hierdurch wird unter Beach-
tung der Varianzfunktion des stochastischen Prozesses erreicht, dass die Koordinaten «; die

gewiinschte Eigenschaft der Unkorreliertheit erfiillen.

3.3.2. Hauptkomponenten des empirischen Martingalprozesses

Wir werden zuerst die Hauptkomponenten des empirischen Martingalprozesses (M, (t)):er mit
I = [0,T] fiir eine stetige Verteilungsfunktion F' mit F'(0) = 0 bestimmen. Diesen Prozess

erhalten wir aus der Doob-Meyer-Zerlegung des empirischen Prozesses.

Es seien die X7, ..., X, unabhéngig und identisch verteilte nichtnegative Zufallsvariablen und

es bezeichne

1 n
Fo(t) = - Z Lix, <t}
i=1

wieder die empirische Verteilungsfunktion. Das Martingal aus der Doob-Meyer-Zerlegung von

F,, hat dann die Form:

Moy (t) = v/ <Fn(t) - /Ot m(ms))

Der Martingalprozess M,, besitzt die nachstehende Kovarianzfunktion:

K, (s,t) = Cov(My(s), Mp(t)) = min(F(s), F(t))

Es gilt somit im Hilbertraum Ly ([0, T], ) (falls 0 < F(T) < 1) mit Theorem 3.2 unter der

Stetigkeit von F":
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

My =Y <My, fjoh >y fio0 (3.7)

J=1

Ist F' die Gleichverteilung auf [0, 1], so folgt fiir 0 < ¢ < 1:

M,(t) =+/n (Fn(t) — /Ot st)

Dieser Prozess wurde in Le Anh (2005) sowie in Stute und Le Anh (2012) untersucht.

Der Prozess startet in 0, besitzt die Kovarianzfunktion K5;(s,t) = min(s, t) und somit auch
wieder die oben genannten Eigenwerte ); sowie Eigenfunktionen f; in Lo ([0, 1], A°!). Daher

existiert die Darstellung

=
I
hE

< Mm fj > 01 fj

<.
I
—

I
M8

jn [

<.
Il
—

Wir wollen schliefslich die zufélligen und unkorrelierten Hauptkomponenten aj, bestimmen.
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3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Hierzu schreiben wir den Prozess M, (t) zuerst wie folgt um:

M) = ﬁ(w)—iz / 1{Ui>s}1f8ds>
i=1"0

= Vn (Fn(t) — %Z[—ln(l — 3)]gAUf>

i=1

= Vn (Fn(t) + %Z(ln(l — ) lysn +in(l - Ui)l{Uist})>

=1

Hiermit werden die Hauptkomponenten «;, bestimmt:

Ojp = <Mn,fj > 01

1
_ / T o(s)f;(s)ds

- i / $)f3(s)ds + IZ[/ — 8)f;(s)ds + In(1 - U5) /U tfj<s>ds}

Dies wird mittels mehrerer Umformungen und partieller Integration (siche Le Anh (2005))

zu

V2 & i cos( b iS)
Ojn = bj\/ﬁ;COS(bjUi) \/—Z/ 1 s

(2 = Dm

mit b]’ = 9

Dies kénnen wir mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung des Kosinus umformen und erhalten

abschliefsend fiir die Hauptkomponenten:

V2 & SN
L biU;) — j 2mtk+1
Y bj\/ﬁ; cos(b;U) kmnz::o Gyl am ki1l




3. Hauptkomponenten stochastischer Prozesse

Bemerkungen:

e Wenn ein Prozess X; ein Gaussprozess ist, so sind die unkorrelierten
Hauptkomponenten o; aus der Darstellung X = Z;il a; fj

automatisch unabhéngig und normalverteilt.

e Aus der Struktur der untersuchten Kovarianzfunktion, auch Kovarianzkern genannt,
ergeben sich weitere Eigenschaften der Eigenwerte, welche in

Shorack und Wellner (1986), S. 207, aufgelistet sind.
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Teil II.

Modelle der Survival Analysis
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4. Rechtszensierung

4.1. Modellbeschreibung

Das erste Zensierungsmodell, das wir untersuchen werden, ist das Modell der Rechtszen-

sierung. Dies ist das wohl dlteste und bekannteste Modell in der Survival Analysis.

Bemerkungen:

1. Im Modell der Rechtszensierung wird angenommen, dass eine stetige “Uberwachung”,
ein sogenanntes Monitoring, z.B. des Gesundheitszustandes eines Patienten, mdéglich
ist. Dies ist in der Realitdt kritisch zu sehen und in anderen Zensierungsmodellen nicht

gegeben.

2. Der Begriff der Information ist ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit. Im Rechtszen-
sierungsmodell kann durch die Zensierung ein Informationsverlust entstehen. Im Beigpiel
des zweiten Kapitels ist z.B. fiir den zweiten Patienten nicht bekannt, wann dieser oder

ob dieser iiberhaupt einen Riickfall erlitten hitte.

Die Modellierung der Uberlebenszeit (im Englischen “survival time”) erfolgt durch eine nicht-

negative Zufallsvariable X, wihrend die Zensierungsvariable mit Y bezeichnet wird. Eine
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4. Rechtszensierung

wichtige Annahme in diesem Modell ist die stochastische Unabhingigkeit von X und Y.
Stets werden die Zufallsvariable Z = min(X,Y’) und der Indikator 6 = 1;x<y} beobachtet.

Dieser gibt an, ob entweder X <Y (6 =1) oder X >Y (6 = 0) ist.

Wir kennen somit fiir ein Individuum den Zufallsvektor O = (Z,¢) mit

X falls 6 =1
Z:

Y falls 6 =0

Z= X =X

Zur formalen Beschreibung der Situation benutzen wir folgende Bezeichnungen und Defini-

tionen:

e X sei die Uberlebensdauer des Individuums und

F die dazugehorige Verteilungsfunktion. Es gilt: P(X <t) = F(t)

e Die Verteilungsfunktion der Zensierungsvariablen Y

bezeichnen wir mit G, d.h. P(Y <t) = G(t)

Weiterhin verwenden wir nachfolgende Begriffe flir andere relevante Verteilungsfunktionen

bzw. Subverteilungsfunktionen:
e H(t):=P(Z <t)

o HO(t):=P(Z <t,6=0)
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4. Rechtszensierung

e Hi(t) :=P(Z <t,6=1)

Die Subverteilungsfunktionen H' und H° konnen unter der Annahme der Unabhingigkeit

von X und Y durch die Verteilungsfunktionen F' und G dargestellt werden:
e Ht)=P(Z<t,X>Y)=PY <t,X>Y)= Jog(1 = F(y))dG(y)

e H'(t) =P(Z<t,X<Y)=PX <t,X<Y) = Jo.g(1 = G—(2))dF(x)

Hierbei bezeichnet G_(z) den linksseitigen Grenzwert von G an der Stelle

Nun werden wir die Schétzer fiir obige Grofen angeben:
, 1<
HJ(t) = o Zl Liz,<t.6,=5} fir j=0,1
1=

H? sind die klassischen nichtparametrischen Schitzer der Subverteilungsfunktionen H7

auf Basis einer Folge von Beobachtungen (Z;, 0;)i=1,...n
E,(t)=1- H 1_M
n—i+1

F), ist der Produkt-Limes-Schitzer von Kaplan-Meier fiir F' (im Folgenden als Kaplan-
Meier-Schétzer bezeichnet) basierend auf (Z;, 0;)i=1,... »n. Hierbei bezeichnet Z;.,, die i-te
Ordnungsstatistik der Z1, ..., Z, und 0}, ist die zu Z;., gehdrende Konkomitante der
01, ..., On- Dies bedeutet, dass dj;.,,) = d; falls Z;., = Z;

A 1_51':71
-1 1 [1- 2t
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4. Rechtszensierung

G ist der Kaplan-Meier-Schitzer der Verteilungsfunktion G' von Y basierend auf der

Folge (Zi,1 — di)i=1,..n

Bemerkungen:

1. Wir treffen fiir diese Arbeit die folgende Annahme:
Es existieren keine Bindungen innerhalb der Zufallsvariablen X;, innerhalb
der Y, sowie zwischen den X; und Y] fiir i,j=1,...,n

2. Der Kaplan-Meier-Schétzer besitzt ebenfalls eine Summendarstellung. Diese lasst

sich unter Verwendung der obigen Gleichungen bestimmen:

Fn(t) == Z Wri . 1{Zi:n§t} sowie GTL(t) = Z Wg . 1{Zi:n§t}
=1 =1

Unter den Annahmen aus 1., dass keine Bindungen existieren, gilt:

WF 6[171] ﬁ n—j Ofjen] d WG 1_5[171] ﬁ n—j 100
Ml \n =y B n—j+1

3. Die Struktur der Gewichte W£ des Kaplan-Meier-Schétzers ist bemerkenswert.
Wird z.B. ein Datum Z;.,, zensiert, so bekommt dieses unter Fn die empirische
Masse 0.

Die nachfolgende Tabelle gibt die empirische Masse von F}, fiir die

Verweildauern von 5 Patienten in einer Studie an:
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4. Rechtszensierung

l 112 3 4| 5
Zi-n 10 Monaten 315 8 9 |11
Olizn) 1[0 1 1] 0
Fy(Zim) — Fu(Zim—) | 2|0 242 =240

Die empirische Masse % des zweiten geordneten Datums wird auf die
zeitlich nachfolgenden Daten gleichméfkig (als %) verteilt. Aufgrund der Zensierung

des letzten Datums ist die Gesamtmasse von F), in diesem Szenario # 1.

. In Stute und Wang (1993) wurde fiir eine beliebige (F —integrierbare) Funktion

¢ die starke Konsistenz des Integrals [ pdF), gezeigt.

. In Stute (1995) wurde verifiziert, dass unter optimalen Regularitdtsbedingungen
und nach Standardisierung das Kaplan-Meier-Integral [ gbdﬁn asymptotisch

normalverteilt ist.

. Im Folgenden werden wir drei weitere Funktionen nennen, die bei Untersuchungen
der Survival Analysis verwendet werden. Fiir eine detaillierte Beschreibung und
Untersuchung dieser Funktionen verweisen wir auf Stute (2006):

In der Survival Analysis wird hdufig anstatt der Verteilungsfunktion F'(¢) einer
Zufallsvariablen X die Survival-Funktion 1 — F(t) dieser Zufallsvariablen

untersucht. Fiir diese beiden Funktionen besteht der folgende Zusammenhang:

F#)=P(X <t) und 1-F(t)=P(X >1)
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Die Survival-Funktion beschreibt z.B. fiir einen Krebspatienten die Wahrschein-
lichkeit, dass dieser nach einer komplexen Operation in den néchsten ¢ Jahren
keinen Riickfall erleidet und stellt somit fiir den Patienten sowie den behandelnden
Arzt eine wichtige Grofe dar. Weiterhin ist es in der Survival Analysis iiblich,

anstelle der Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen die Hazard-Funktion

zu modellieren. Dies ist dadurch begriindet, dass die Dichtefunktion und die
Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen durch die Hazard-Funktion

aufgrund der folgenden Identitat eindeutig festgelegt sind, siehe Stute (2006):

f) = A®)A-F(@)
= A(t)-exp <— / ; A(x)d:c)

Die kumulative Hazard-Funktion ist fiir eine Zufallsvariable wie folgt definiert:

A = / ) 1—1;(:5—)‘“?(‘””)

. Fiir die Kaplan-Meier-Schitzer gilt die folgende Identitét (siehe Shorack und Wellner
(1986), S. 295):

. Das nachfolgende Lemma 4.1 stellt einen interessanten Zusammenhang zwischen den
Kaplan-Meier-Schitzern und den empirischen Schétzern fiir die Subverteilungsfunkti-

onen her:
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Lemma 4.1.

FEs ist
/ (1— F,)dG, :/ (1— F,_)dG, = HO(t)
[0,¢] [0,]

sowie

/ @_@Mm:/“u—énmmzﬂaw
[0,] [0,]

Beweis. Mit den obigen Definitionen erhalten wir:

E: 1104 Zin) (1 — En(Zin))

S o (Zin) (1~ Fo(Zin) 1_5W”Ti< o )P%M
= [0,]]\ Zin — n\%im)) " — —
i n—i1+1 n—j+1

" 1o (Zin) (1 = 8i) (1 = Ful(Zin)) T
Z [0,4] [i:] H

/ (1= F)dCn
[0,2]

i=1 j=1

gilt, folgt
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4. Rechtszensierung

/ (1= F)dC
[0,t]

1 i . i—1 S
B E z; 1[O’t](Ziin)(1 - 5[i:n]) H (1 a n—]‘|‘1> H (1 * n —])

j=1 J=1
N Ol \ T Uyl \TT il
= LS 1 (Zn) (= (1 L ( DL (1+52)
[0,¢] [:n] — — —
n— n 2—1—1j:1 n—j+1 e n—17j
1 & 6[171} = 5[]”] 5[]”]
= ZZ; Lio,4(Zizn)(1 = bjiny) (1 — m)jﬂ <1 - n—]+1> <1 + n_j)
Durch Verwendung der beiden Identitéten
g jin 4 j:n g j:n g jin g jin
o(1- n—bj+]1)(1 + #—j]) == n—[JjJr]l + 7£J—j] B (n—j-&EJl)én—j)) =1
Ji:n
b (1 - 5[@71])(1 - n,[ZJr]l) =1- 5[171]
erhalten wir schlieklich
/(bﬁmé:=1n1 (Zen) (1~ bg) - (1 — —E ) T00)
04 n n n - [0,t]\ Zin [i:n] n—i+1

Im bisherigen Beweis des Lemmas wurde verifiziert, dass f[o t}(l — Ey(2))dGn(x) = HO(t).
Ersetzen wir auf der linken Seite der Gleichung F, durch F,_, so bedingt dies das Fehlen des

letzten Terms 1 — né_“iziﬂl aus der Produktdarstellung. Aufgrund der Gleichheit von 1 — dj;.,

und (1 — i) (1 — n(i“l’il) dndert sich das Resultat aber nicht. Folglich gilt ebenfalls

AJFEAMWMM=%@
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4. Rechtszensierung

Die Gleichungen [io (1 — Gn(z))dFyu(z) = Hp(t) und [, (1 = G (2))dFu(x) = Hp(1)

n

werden analog bewiesen. O

4.2. Zahlprozesse und deren Martingaldarstellung

Ein wichtiger Bestandteil der mathematischen Statistik sind Aussagen und Folgerungen,
die aufgrund von Martingaleigenschaften eines Prozesses gewonnen werden koénnen. Aus-
gangspunkt fiir die Martingaldarstellung eines beliebigen Prozesses ist die sogenannte Doob-
Meyer-Zerlegung. Hierbei wird ein Prozess in einen Martingalprozess und einen vorherseh-
baren Prozess, genannt Kompensator, zerlegt. Im Modell der Rechtszensierung werden wir

verschiedene Martingalstrukturen prasentieren und deren mdégliche Anwendungen erldutern.

Im vorherigen Abschnitt wurden die Z&hlprozesse

1 « 1 —
Hy(t) = - Z Liz,<t5,=1y = - Z Lix,<t,x,<v;)
i—1 i1

1< 1<
Hy(t) =~ Lzizee—0) = - > vy
=1 i=1

eingefiilhrt. Um die Doob-Meyer-Zerlegung dieser Prozesse zu bestimmen, miissen wir die
Information bedenken, die wir zu einem Zeitpunkt ¢ besitzen. Die Filtration ist so zu wihlen,
dass die Prozesse H,,, H} und H? adaptiert sind. Fiir den Stichprobenumfang n = 1 setzen

wir deshalb

Fi = o(liz<sy, Vz<s 6=0} L{z<s o=1} L{z>s) 1 5 < 1)

= 0(l{z<s}, Liz<s =0} 1 5 < t)
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sowie fiir den Stichprobenumfang n:

Ft = U(I{Z»;SS}? I{ZZ‘SS,(SZ‘:O} 1= 1, ) und s S t)

Die Doob-Meyer-Zerlegung der Prozesse /n - H! und /n - H) beziiglich der Filtration
(F1)t besitzt die nachstehende Gestalt (siehe Stute (2006), S. 30 ff. oder Shorack und Wellner
(1986), S. 310 f1.):

1—H, (x)

o TH () dH () (4.1)

V- Hi(t) = Mi(t) + v

Unter Verwendung der Gleichungen
e 1 -H(t)=P(Z>t)=Pmin(X,Y)>t)=P(X >t,Y >t)=(1—-F(t)(1 - G(t))
o HO(t) = Jio.g(1 = F)dG sowie H(t) = Jog(1 = G-)dF

folgt fiir diese Z&hlprozesse:

M) = VA (H}L@) - /[O , ﬁ_idﬂ)
- (H}L(t) —/[O’t] i _;_)g”_ G_)(l—G_)dF>
= Vn (H;(t) —/[O’t] 11__};’:‘_dF> (4.2)
MO = Va <H2<t> - /[ ; ﬂ‘_f;’;_‘dﬂc’)
(falls F stetig ist) = +/n (Hg(t) - /[O . i‘_?;:m) (4.3)
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4. Rechtszensierung

Die Martingale Mj(¢) fiir j = 0,1 sind in der Realitiit unbekannt, da sie nicht bekannte
Verteilungs- und Subverteilungsfunktionen enthalten. Wenn wir diese Martingale schitzen
wollen, so sind die Verteilungsfunktionen bzw. Subverteilungsfunktionen durch ihre nicht-

parametrischen Schétzer zu ersetzen.

Wie wir im Folgenden sehen werden, fithrt dies zu degenerierten Schétzern. Dies folgt mit

Hilfe der Gleichung

~

1—H,=(1-E)1-G)
sowie den Aussagen des Lemma 4.1:

H}L(t)_/ (1—Gp_)dF, und  HO(t) _/ (1—E,)dG,
[0,¢] [0,t]

Denn hiermit erhalten wir fiir den Schétzer aus (4.2):

R EHOR )
04 1— Fph_

_ ﬁ<H1@_/ <1Gn><1ﬁn>dﬁn>
" 0.4

= Vn|HLt) - 1- G, )dE,
f( (t) /M< ) )
= 0
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4. Rechtszensierung

Das Gleiche gilt fiir (4.3):

MyO(t) = ﬁ(Hg(t)—/ Ad@n>
0] L —

4.3. Hauptkomponenten des Martingals M}

Ziel dieses Abschnitts ist die Bestimmung der Hauptkomponenten des Martingals M} (aus
der Doob-Meyer-Zerlegung des Zihlprozesses /n - H!) und deren Vergleich mit den Haupt-
komponenten des Martingals aus der Zerlegung des uniformen empirischen Prozesses. Durbin,
Knott und Taylor (1975) fithrten diese Zerlegung fiir den klassischen empirischen Prozess
durch. Das klassische Modell wird im Folgenden wie im zweiten Kapitel die Bezeichnung
“Ohne Zensierung” tragen. Eine wichtige Annahme des Abschnitts 4.3 ist die Stetigkeit der

beteiligten Verteilungsfunktionen.

Der in 0 startende Martingalprozess

ML(t) = VRHL(t) — v/ /0 e gp
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4. Rechtszensierung

besitzt die Kovarianzfunktion

Kl(s,t) = Cov(M}(s), M}(t))

n

= H(sAt)

Die Bestimmung der Kovarianzfunktion des Martingals M (t) wurde sowohl in Stute (2006),
S.35, als auch in Shorack und Wellner (1986), S. 297, vollzogen.

Somit kénnen wir das Theorem 3.2 verwenden. Die Subverteilungsfunktion H' wird in diesem

Kapitel als stetig angenommen.

4.3.1. Bestimmung der Hauptkomponenten von M}

In diesem Abschnitt werden wir fiir den Martingalprozess

) = va(mo- [ e

1 & 1
- \/ﬁ; (1{Zi§t,Xi§Y,;} - /1{0§s§t/\zi}1_F($)dF(s)>
. . 1 «
( F ist stetig ) = % Z(l{ziﬁt,XiSY«L} + ln(l — F(t VAN Zz))) (44)
=1

die Hauptkomponenten bestimmen.

Durch Verwendung des Theorem 3.2 folgt mit ) = H' auf [0, 7] (falls 1(T) > 0) die folgende

Darstellung:
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4. Rechtszensierung

My(t) = > <M, f;() > f3(4(1)
j=1

= Y afChw)

Jj=1

Hierbei gilt fiir die Hauptkomponenten:

aﬁc = <M$,fj(15) >
T
_ /0 MX(s) £ (b (s))dib(s)

1
_ /0 M(§) () F;(s)ds

Durch Verwendung der Summendarstellung (4.4) erhalten wir fiir o

n 1
o = V}Z(l{xigm /d(z')fj(S)ds
=1 i
&(Zi) .
[ = @ s
0

1
tin(1 - F(Z) /W_) fj(S)d«S)
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4. Rechtszensierung

Wir setzen f;(s) ein und verwenden anschliefend partielle Integration:

1

2 — .
aﬁc — \/;Z [I{Xigyi} +In(1— F(Zz))] /~ sin(bjs)ds
i=1

v(Z;)

n W(Zi) .
+\/EZ/O In(1 — F(()7(s)))sin(bjs)ds
i=1

_ \/g 3 [gxisvy +In1 = F(Z))] - cos(b(Z)
T i=1

_ 2 . %Zln(l — F(Zy)) - cos(bjl/;(Zi))
7 =1

n

ENERER /W“ cos(b;s)
bl 1= (@) ()

Insgesamt erhalten wir die Darstellung:
RC 2 1 .
G = A\ Z Lx,<viycos(bjy(Z:))
7 =1

L2 LGS PO cos(bys) 3)~1(s))Vds
\/; bz/o i e ORI

Bemerkung:

Die Hauptkomponenten des Prozesses M,! des Rechtszensierungsmodells unterscheiden sich
von den Hauptkomponenten von M, des Modells ohne Zensierung aufgrund der Kovarianz-

funktion H' des Martingalprozesses M, sowie dem Zensierungsindikator § = Lix<yy:

V2 & V2 & [%icos(bys)
Ohne Zensi iform):  a;, = bjXi) = P
ne Zensierung (uniform) a; b/ ;COS( 2.9 biy/n ;/0 1—5 s
27 —1
mit by = LT
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4. Rechtszensierung

Rechtszensierung: ajRnC = \/z bl Zn: 8; - cos(bjih(Z;))
J =1
2 1< [P cos(bjs) ~ 1 ,
-/ = = F ds
Ve P> L e P )
mit  b; = (QJ;I)W

Wenn im Modell der Rechtszensierung mit F(t) = F(t) = t keine Zensierung stattfindet, so

RC

ist o, = ayn, denn in diesem Spezialfall gilt:

52' =1 Vi ; QJZ)(S) == = ; Zl = Xz Vi

4.4. Likelihood-Funktion

Die Schitzung eines unbekannten Parameters 6 durch die Maximum-Likelihood-Methode
ist das wohl bekannteste Schitzverfahren in der Statistik. Diese Methode wéhlt fiir eine
bestimmte Menge von moglichen Parametern denjenigen aus, der die Likelihood-Funktion
maximiert und somit unter bestimmten Annahmen und unter Verwendung gemessener Daten

die grofste Wahrscheinlichkeit besitzt.

Ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit ist der Nachweis der Konsistenz des Maximum-
Likelihood-Schétzers (MLE) in verschiedenen Zensierungsmodellen mit Hilfe der Kullback-
Leibler-Information. In Stute (1992) wurde dies fiir das Modell der Rechtszensierung bereits

gezeigt, und wir werden dies im vierzehnten Kapitel auf die verschiedenen Zensierungsmodelle
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4. Rechtszensierung

erweitern.

4.4.1. Ohne Zensierung

Im Folgenden betrachten wir eine Zufallsvariable X, die einer parametrischen Familie Fy =
{Fy|6 € ©} von Verteilungsfunktionen entstammt. Fiir eine Folge von unabhéngigen Zu-
fallsvariablen (X;)i=1,. n, die derselben Verteilung entstammen, fithren wir die folgenden
Funktionen ein:

n

Likelihood-Funktion Ly (6) = | [ pa(Xy)

i=1
sowie die
n
Log-Likelihood-Funktion In(L,(0)) = > _ In(ps(Xs)),
i=1
wobei
Py(X = X;) , falls X eine diskrete Verteilung Py besitzt
po(X;) =

fo(Xi) , falls X eine Dichtefunktion fy besitzt

Um die Notationen zu vereinfachen, werden wir uns im Folgenden fiir die Bestimmung der

Likelihood-Funktion auf eine stetige Zufallsvariable beschrinken.

Die Kullback-Leibler-Information ist fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe @@ und P mit Q < P
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4. Rechtszensierung

definiert als

K@.P) = Eo(n(Gh0)

_ /OO {zn(;lg)] Z—gdP

—00

Fiir den Spezialfall, dass d@Q = fp,dv sowie dP = fy,dv gilt, erhalten wir:

K(foo, Jor) = Ep, (ln(f%)> = /ln(f%)feodl/

for 01
4.4.2. Rechtszensierung

Durch Betrachtung der Folge (Z; = min(X;,Y;), 0; = 1{Xi§Yi})i:1,‘..,n des Rechtszensierungs-

modells wird deutlich, dass wir zwischen zwei Situationen unterscheiden miissen:

Unter 0 gilt

PZ;<t,X;>Y)=PY, <t,X; >Y;) = f[oﬂ(l — Fy)dG

Um die Likelihood-Funktion im Modell der Rechtszensierung zu bestimmen, betrachten wir
zuerst fiir eine Realisierung der Zufallsvariablen Z in A = [z —¢, z+¢] mit € > 0 die folgenden

Wahrscheinlichkeiten:

P(ZeAd=1) und P(Z e A d=0)
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4. Rechtszensierung

Fiir diese Wahrscheinlichkeiten gilt unter 8 mit dem Mittelwertsatz:

P(Z € A5=0)= [,(1-F)dG
~ (1= Fy(2))G(4)
P(ZeAd=1)= [,(1-G_)dF
~2¢- (1= G_(2))fo(2)

Da die Faktoren 2¢,1 — G_(z) und G(A) nicht von 6 abhéngen (Zensierung ist
nicht-informativ), sind nur die Faktoren fp(z) und 1 — Fy(z) Bestandteil der

Likelihood-Funktion.

Wir erhalten somit fiir die Folge (Z; = min(X;,Y;),6; = lix,<y;})i=1,.,n die folgende
Likelihood-Funktion:

[fo(Z:)]% @ [1 — Fp(Z;)]' ™

=

LEC(0) =

=1

[[fol 2 D)) 0 [1 = Fp(Zy)] e

Il
=

[fe( DN e [1— Fy(Y)) Xy

Il
[ e

Dies bedeutet fiir die Log-Likelihood-Funktion:

In(LEC(9)) = In (ﬁ)
=1

= 3 [Lpxeviyin(fo(X0) + Lixisviln(l — F(Y:))]
=1
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4. Rechtszensierung

Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe @ und P mit X ~ Q,Y ~ G sowie Q < P definieren
wir unter Beachtung der Likelihood-Funktion LZ¢(6) die Kullback-Leibler-Information im

Modell der Rechtszensierung als:

K@C(Q,P) = Eg [1{X§Y}ln(f£(X)) + 1{X>Y}ln(1?]QDE)}j§)]

/: (/(OOM [m(;lg)} %dP + (1= Qy)in [1:%]) e

Bemerkungen:

1. In Abschnitt 4.5 werden wir die Wohldefiniertheit und Nichtnegativitit dieser Kullback-

Leibler-Information zeigen.

2. Wir verwenden die Bezeichnungen @) und P auf zwei Weisen. Diese kdnnen sowohl fiir

eine Verteilungsfunktion als auch ein Maf stehen.

3. Die Definition der Kullback-Leibler-Information ist durch den folgenden Spezialfall mo-
tiviert:

Setzen wir dQ = fg,dv sowie dP = fp, dv, erhalten wir:

KEC(foo, for)

() ()

= 5 [1gxantn (200) 1y yin (L 0]
) ()

[ g () s 0= -n (=588 |
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4. Rechtszensierung

4.5. Die Kullback-Leibler-Information bei Rechtszensierung

Die Kullback-Leibler-Information (KLI) ist ein Maf (bzw. eine Zahl), um die Unterschiedlich-
keit von zwei Wahrscheinlichkeitsmaken (bzw. Wahrscheinlichkeitsverteilungen) zu bestim-
men. Dieser Begriff entstand durch eine Publikation von Kullback und Leibler aus dem Jahre
1951. Die Wahl des Begriffs Information wird im dritten Teil dieser Arbeit deutlich werden,
da wir anhand dieser Kullback-Leibler-Information verschiedene Zensierungsmodelle verglei-
chen und eine Informationshierarchie erstellen werden. In Abschnitt 4.5.1 werden wir einen
Uberblick iiber die bisher bestimmten Kullback-Leibler-Informationen geben. Anschliefend
steht im Rechtszensierungsmodell zuerst die Wohldefiniertheit dieser KLI im Vordergrund.
Als Zweites werden Voraussetzungen erarbeitet, die zur Folge haben, dass die nichtnegative
KLI nur eine Nullstelle (fiir den wahren Parameter bzw. die wahre Verteilung) besitzt. Hier-
bei orientieren wir uns an Stute (1992), in der die Kullback-Leibler-Information im

Rechtszensierungsmodell studiert wurde.

4.5.1. Tabellierung der ersten Kullback-Leibler-Informationen
Die KLI fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafse Q und P mit Q < P ist:

Ohne Zensierung:

K(Q,P) = /_Z {ln(jg)] j%dp
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4. Rechtszensierung

Rechtszensierung:

k@ - [ ( [ |G| fhir+a-ewmm ﬁjfﬁfyﬂ) acty)

4.5.2. Wohldefiniertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen bei

Rechtszensierung

Dieser Abschnitt befasst sich zunéchst mit der Wohldefiniertheit sowie der Nichtnegativitit

der Kullback-Leibler-Information. Dazu verwenden wir folgende Definitionen:

0
0-ln| - = 0
" (3)
0
i - = 0
sowie 5
und g = oofiire>0

Durch Verwendung der obigen Definitionen wurde in Stute (1992) gezeigt, dass KE(Q, P)
wohldefiniert ist mit 0 < KgC(Q, P) < co. Durch die Zensierungsverteilung kénnen mogliche
Unterschiede der Verteilungen () und P unter Umstidnden nicht angezeigt werden, also
wird eine bestimmte Information “wegzensiert”. Als ein Beispiel hierfiir wihlen wir fiir die
Verteilungen von @ und P Verteilungen, die ausschlieflich auf [b, 0o) mit b > 0 konzentriert
sind. Die Zensierungsverteilung sei auf [0, a) mit a < b konzentriert. Dies hat zur Folge, dass

die Kullback-Leibler-Information den Wert Null annimmt, obwohl @) # P gelten kann.
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4. Rechtszensierung

Deshalb wollen wir Annahmen treffen, so dass im Modell der Rechtszensierung

KEQ,P)=0+= Q=P

Hierzu definieren wir die folgende Menge:

Agc = {x: %(SU) #1,G(z—) < 1}

Die Verwendung der Menge Arc wird in der folgenden Bemerkung kurz erldutert. Fiir eine
detailliertere Untersuchung verweisen wir auf Stute (1992). Hier wurde das folgende Lemma

bewiesen:

Lemma 4.2. Mit der obigen Bezeichnung folgt:

KEC(Q,P) >0 <= P(Apc) >0

Bemerkung:
Das Ereignis Agrc ist ein Durchschnitt von zwei Ereignissen:

Das Mals @ wird durch das Maft P dominiert und somit existiert eine Dichte
f= %. Durch Verwendung der Ereignisse {z : % # 1} und {z: G(z—) < 1}
soll sichergestellt werden, dass mogliche Unterschiede von @) und P nicht

durch die Zensierungsverteilung G “wegzensiert” werden.
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4. Rechtszensierung

4.5.3. Erweiterung auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmalle

Die Einschrénkung auf zwei Wahrscheinlichkeitsmafe ¢ und P mit () < P ist eine wichtige
Voraussetzung fiir den vorherigen Abschnitt. Wir wollen dies nun auf allgemeine Wahrschein-

lichkeitsmafse erweitern, um das Anwendungsgebiet dieser Aussagen zu vergréfsern.

Mit dem Zerlegungssatz von Hahn-Lebesgue existiert eine eindeutige Zerlegung von zwei

allgemeinen Wahrscheinlichkeitsmafen @ und P in

Q=0Q1+Q2 mit Q) <P und @9 singuldr in Bezug auf P

Diese Zerlegung wollen wir im Folgenden benutzen, um die Kullback-Leibler-Information fiir

allgemeine Wahrscheinlichkeitsmale zu bestimmen.
Ein weiteres Ziel dieses Abschnitts ist aber auch das Folgende:

Wir werden Voraussetzungen bzw. Annahmen erarbeiten, die es uns ermdoglichen, die wahre
Verteilung und hiermit auch den wahren Parameter, an dem wir interessiert sind, zu iden-
tifizieren. Dies wird dadurch erreicht, dass der Parameter 6y zum einzigen Maximizer einer

bestimmten Funktion (LEC (6o, )) (unter bestimmten Voraussetzungen) gemacht wird.

Die Erweiterung auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmafke wurde im Modell der Rechtszen-

sierung ebenfalls in Stute (1992) vollzogen.

Wir haben fiir Q < P:

x&@r - [~ ( [ mGR i @(y))an‘%)) 4G()
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4. Rechtszensierung
Bei der Erweiterung auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmafe @ und P (mit Q = Q1 + Qo,
Q1 < P sowie Q2 L P) wird eine getrennte Untersuchung von @1 und Q2 notig:

e Ist der singulire Teil Q2 unter der Zensierung “relevant”

(Q2(Brc) >0 mit Bre = {z: G_(z) < 1}),
so setzen wir KZ¢(Q, P) = oo, da unendliche Information

vorhanden ist, um zwischen @ und P zu differenzieren.

e Falls der singuldre Teil QY2 unter der Zensierung nicht
relevant ist (Q2(Brc) = 0), so liefert dieser keinen Beitrag

zu der Information und wir setzen K5°(Q, P) := KE°(Q1, P).

Leider erweist sich die letzte Definition als inkorrekt, wenn wir G = o setzen, siehe Stute

(1992).

Deshalb wird die Kullback-Leibler-Information definiert als

KE@uP) = [ ( | GG Q(y»m(ij?gg;)) 4G

Wir werden nun die Wohldefiniertheit und Eindeutigkeit fiir diese Definition zeigen und setzen

hierzu das Folgende:

KEY(Q,P) = falls  Qo(Brc) >0

KECQ,P) = KE9(Q1, P)  falls  Qy(Bre) =0

Die Aussagen der folgenden Lemmata werden unter der Voraussetzung, dass Q2(Brc) = 0

(unter Verwendung der Menge Bre = {z : G_(z) < 1} = (—o0, b]) verifiziert:
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4. Rechtszensierung

Lemma 4.3. KE(Q1, P) ist wohldefiniert mit 0 < KE°(Q1, P) < c0.

Beweis. Es sei Q1 < P sowie Q2(Bgrc) = 0. Wir setzen h(t) := ¢ - In(t) mit h(0) = 0.

Dann ist h stetig auf [0, 00). Durch Verwendung der Taylorformel gilt

t-In(t) .
h(t) = h(1)+R 1)t —-1)+ =" (A)(t — 1)
~—~ 2
=0 =1
1

= (t—-1)+ ﬂ(t — 1) fiir ein A zwischen 1 und ¢

Dies ergibt fiir t = igéz; sowie ¢t = 9L (z):

K§9(Q1,P)

-/ Moo,m (G5 1+ g, ap @~ 1) P
)
)

> (1-Qy 1 1-Q@) 24
+/_oo<1—P<y L w1 py Y P<y”>dG(y)

R A 1 dQ 1 1-Q)
= [ 1 s @~ 1PAP@) + s (G~ U~ P)ldG()

dG(y)

dG(y)

“f [/(_Oo,y] () - /(_W] AP(x) + (1~ QW) — (1 = P(y))

— 00

Der erste Term ist nichtnegativ, und wir werden im Folgenden solche Terme durch den Begriff
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4. Rechtszensierung

“NN” kennzeichnen. Dies fiihrt uns zu

KEC(Q1,P) = NN (20)

+ [ i) - P) - Q) + P G()

= NN +0

Y

0

da Q(y) = Q1(y) Yy < b (y € Bre). Ansonsten ist [5—(...)dG(y) = 0. O

Lemma 4.4. Wir haben mit Crc = {z : %(w) #1}:

K& (Q1,P)>0 — P(Crc N Bre) >0

Beweis. “<=—=".

Es sei P(Cre N Bre) > 0. Dann folgt KEC(Q1, P) > 0, da

KE&9(Q1,P)

Aoy L 100 g
=[] s @~ 1PAP@) + s (g~ DR~ P)ldc(y)

= — €T 1 @ ) — 1)2 . .
_/cRcmBRCLfG—(_)leI@)@/j_l)/dP( )—i—/m(....)d]?( )
>0 > e

>0 weil P(Cre N Bre) >0
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4. Rechtszensierung
[43 3 77:

Es wird angenommen, dass P(Crc N Bre) = 0. Wir schreiben abermals Bre = (—o0, b,

wobei b den kleinsten Punkt, fiir den G eins gleicht, bezeichnet oder (—oo, 00), falls kein

solcher Punkt existiert. Damit erhalten wir fiir y < b:

dQy,dQ: dQ1,dQ1 ,
(S =lap = / In(SEh) S2kap
/<oo,y} ar = dp (~ooglnCre 4P~ dP
dQ1,dQ1 o,

+ / In
(—00lNCre Cap. Jar Vap !
:1

=0
=0 wegen P(Crc N Bre) = 0.

Abschliekend wollen wir zeigen, dass 1 —Q(y) = 1 — P(y) fiir y < b, und dies wird den Beweis

komplettieren.

Es ist Q1(y) = Q(y) Yy < b, da wir Q2(Brc) = Q2((—00,b]) = 0 vorausgesetzt haben.

Damit wird Q(y) nun bestimmt:

aw = [ daw)

= / dP(x)—i—/ Q) x)dP(x)
(—o0,yN{2: 4. (z)=1} (—oontiCrey 4P

- / 4P(z)
(—oo,y]

= P(y)
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4. Rechtszensierung

= 1-Q(y) =1— P(y) Yy < b und die Aussage des Lemma 4.4 ist bewiesen. O

In dieser Arbeit wollen wir die Konsistenz des MLE unter Verwendung der Kullback-Leibler-
Information beweisen. Dies bedingt die Einfiihrung und Definition einer neuer Funktion (in
6), die es uns ermoglicht, die Kullback-Leibler-Information als Differenz von zwei Funktionen

darzustellen:

o0

Lgc(eo, 9) = /

— 00

I 001 b0tz + (0= Py 00)in(1 — Fiy,0)| dGi)

Hierbei bezeichne F'(t,6p) die wahre Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, die aus
einer parametrischen Familie von stetigen Verteilungsfunktionen entstammen moge. Unter
der Annahme, dass Q2(Brc) = 0 ist sowie 1 die wahre Verteilung bezeichne, folgt fiir

d@Q, = f(-,00)dv und dP = f(-,0)dv:

KEC(Q1, P)
= n G0 T vz — n 71—F(y,6?0)
-/ [/(_oo,y]l (Z20) 5o b0ydvta) + (- Pl toin (L0 )| aco)
_ [ n f(, bo) x v(x - n 1= Fy.6)
-/ [/(_Oo’y]z (B st topavte) + (0~ Fegoin (L1 0)  ata)

= L& (80, 60) — LEC (00.0)
Diese Gleichung wird durch Umformung zu

LEC (60,0) = LEC (60, 00) — KEC(Q1, P)
e ——

>0
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Dies ist die ausschlaggebende Gleichung fiir den Beweis der Konsistenz des MLE im vierzehn-

ten Kapitel:

Unter der Voraussetzung, dass einerseits KA (Q1, P) > 0 fiir alle P # Q; und andererseits
LEC (6, 60) endlich ist, nimmt die Funktion LE(6p,-) ihr Maximum nur an einer Stelle an.

Dieser eindeutige Maximizer ist 6 = 6.

64



5. Linkszensierung

5.1. Modellbeschreibung

Die Modellierung der Uberlebenszeit erfolgt abermals durch eine nichtnegative Zufallsvariable
X, und die Zensierungsvariable tragt die Bezeichnung Y. Die Unabhingigkeit beider Vari-
ablen wird wieder angenommen. Weiterhin verwenden wir die Zufallsvariable Z = max(X,Y)

sowie den Indikator § = 1;y<yy.

Wir beobachten fiir ein Individuum den Zufallsvektor
O = (Z = maX(X, Y),(S = 1{ng})

mit
Y falls d =1
7 =
X falls 6 =0




5. Linkszensierung

Bemerkung:

Im Modell der Linkszensierung wird die Zufallsvariable Z = max(X,Y") verwendet. Da die Zu-
fallsvariable Z = max(X,Y) der Zufallsvariablen —Z = — min(—X, —Y") gleicht, konnen die
Eigenschaften der Linkszensierung mit Hilfe der Zufallsvariablen des Modells der Rechtszen-
sierung bestimmt werden. Im vorherigen Kapitel haben wir keinen Gebrauch davon gemacht,
dass die Zufallsvariable X nichtnegativ war. Deshalb konnte die Likelihood-Funktion sowie
die Kullback-Leibler-Information ebenfalls mit Hilfe des Rechtszensierungsmodells bestimmt

werden.

Um die Zusammenh#nge der beiden Zensierungsmodelle zu zeigen, filhren wir die folgenden

Definitionen ein:

e Die Zufallsvariablen des Linkszensierungsmodells bezeichnen wir mit

X ~ Fsowie Y ~ G.

e Die entsprechenden Zufallsvariablen des Rechtszensierungsmodells tragen

dann die Bezeichnung X = —X ~ Fund ¥ = —Y ~ G.
Dadurch ergeben sich die folgenden Zusammenhinge:

e F(t) =P(X <t)=P(-X <t)=P(X > —t)=1—F_(—t)

—1-F(t)=P(X >t)=P(—X >t)=F_(—t)

o G(t) = [_yydG(s)=P(Y <t) = P(-Y <t) =1-G_(~1)

)

66
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5.2. Likelihood-Funktion bei Linkszensierung

Die Zufallsvariable X moge aus einer parametrischen Familie Fy = {Fy|6 € O} von Verteilungs-
funktionen stammen. In diesem Zensierungsmodell beobachten wir den Zufallsvektor (Z; =
max(X;,Y;),0; = 1{Xi§Yi})i=1,m,n- Aufgrund der Indikatorfunktion ergeben sich wieder zwei

mogliche Situationen:

1. 0 =1:

PZ<tX<Y)=PY <t, X <Y)= /(_ | F)G) (5.1)
2. 0=0:

PZ<t,X>Y)=P(X<t,X >Y)= /(_ |G- E (5.2)

Hierbei wurde die Unabhéngigkeit von X und Y verwendet.

Die Gleichungen (5.1) und (5.2) fithren uns in Analogie zu 4.4 zu der nachstehenden Likelihood-

Funktion:

LEC9) = T[[Fa(Z:))% o [fo(Z:)] "

—.

N
Il
fa

[P (V)15 o [f5 (X)) 06570

Il

s
Il
—
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5. Linkszensierung

Damit definieren wir die Kullback-Leibler-Information im Modell der Linkszensierung (ver-

gleiche 4.4) fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe @ und P mit X ~ Q und ¥ ~ G (Q < P):

S
=

KEQP) = Eo (1xenin(ih) + 1enin(GA00) )

— /OO (Q(y)ln [gg;] + /(ypo) In [Zg(x)] gg(l')dp(z)> dG(y)

—00

5.3. Die Kullback-Leibler-Information bei Linkszensierung

Im Modell der Linkszensierung sowie in den darauffolgenden Modellen werden wir unser

Vorgehen wiederholen:

Zuerst steht die Wohldefiniertheit der Kullback-Leibler-Information in dem jeweiligen Zen-
sierungsmodell im Vordergrund. Danach werden wir Eindeutigkeitsvoraussetzungen an die
Kullback-Leibler-Information bestimmen, die wir fiir den Beweis der Konsistenz des Maximum-

Likelihood-Schétzers im vierzehnten Kapitel bendtigen.

Wohldefiniertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die KLI wurde fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P und @) mit () < P bestimmt als

/oo (Q(y)m {%] N /(W) n Egm] ;lg(:r)dP(x)> 4G (y)

—00

Lemma 5.1. K;°(Q, P) ist wohldefiniert und wir haben 0 < K¢ (Q, P) < oc.
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Beweis. Dies folgt aus der entsprechenden Aussage im Modell der Rechtszensierung. O

Mit Hilfe der Taylorentwicklung kann gezeigt werden, dass

K&(Q. P)
= /_: (Q(y)ln [ggﬂ + /(y,oo) In |:Z§i(l‘):| ﬁ(@dp(@) dG(y)

= [ e S apgac) + [ [T s (R - 1)aP@aG)

oo 2A1(y) " P(y) INED)
— oo 1 % B 00 i 1 @ o )

Es wird deutlich, dass die Zensierungsverteilung G' auch in diesem Modell einen grofen Ein-

fluss auf die Kullback-Leibler-Information ausiiben kann. Deshalb setzen wir
dQ )
Arc=1qx: d—P(;r) #1 sowie Bre ={z:G_(z) >0}

Bemerkung:

Im Linkszensierungsmodell wird die Menge Brc = {xz : G_(z) > 0} anstelle der Menge

Bre = {z : G_(x) < 1} des Rechtszensierungsmodells verwendet.

Lemma 5.2. Wir haben:
KLC(Q,P) >0 genau dann wenn P(Apc N Bro) > 0

Beweis. Auch dieser Beweis folgt direkt aus dem Beweis im Modell der Rechtszensierung.

Wir miissen nur die Menge Brc durch die Menge Brc ersetzen. ]

69



5. Linkszensierung

70



6. Current Status Model

6.1. Modellbeschreibung

Das Current Status Model wurde aufgrund seiner einfachen Struktur und der vielfdltigen
Anwendungs- sowie Erweiterungsmoglichkeiten (vergleiche Kapitel 12) in den letzten Jahren

am intensivsten studiert.

Bemerkungen:

e Die Zufallsvariable von Interesse trégt in diesem Modell die Bezeichnung D. Dies wird in
den kommenden Modellen beibehalten, um den Unterschied zu den vorherigen Modellen

zu zeigen und die verschiedenen Zensierungsmodelle vergleichen zu konnen.

o Wir benennen in diesem Modell die Zensierungsvariable mit Z um zu verdeutlichen,

dass diese im Current Status Model immer beobachtbar ist.

In einer Studie ist fiir jedes Individuum der Zufallsvektor

O=(Z,p=1p<zy)
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6. Current Status Model

bekannt. Es gibt fiir den Indikator p zwei unterschiedliche Moglichkeiten:

1{D§Z}:1 ~— D<Z

z

]
1
a D z

Weiterhin benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

e Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen D bezeichnen wir mit A,

es gilt also P(D <t) = A(t).

e Fiir die Verteilungsfunktion von Z verwenden wir den Buchstaben H®,

somit ist Z ~ HYS mit P(Z <t) = HYS(¢).

Die Unabhéngigkeit der beiden Variablen wird wieder vorausgesetzt.

6.2. Martingaldarstellungen der Zahlprozesse

Um die Doob-Meyer-Zerlegung der Zahlprozesse bestimmen zu konnen, verwenden wir be-
dingte Erwartungswerte. Diese sind abhéngig von der zugrundeliegenden o—Algebra (der

Information). Im Current Status Model ist die o—Algebra gegeben als:

Fi=0(lz<spi<z.y Yzissp 10 =1,y m58 < H)
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6. Current Status Model

Im vorliegenden Modell werden wir zuerst die diskrete Doob-Meyer-Zerlegung der Zahl-

prozesse

1 n
Vi HyYS(t) = ﬁzl{zigt,mszi}
=1

1 n
\/ﬁ . Hg:cs(t) = ﬁ Z 1{Zi§t7Di>Zi}
i=1

bestimmen. Um dies zu ermoglichen, werden zunéchst endlich viele t; < ... < t,, <t =tp+1

betrachtet, und wir beginnen mit dem Stichprobenumfang n = 1.

Bemerkungen:

1. Wir werden die Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung allein fiir den Prozess
Vn - H%CS durchfiihren, da die Zerlegung von /n - H,ll’cs direkt aus der Zerlegung
von /n - HYY® und /n- HSS ( HOS = HYYS + HYC®) folgt oder analog berechnet

werden kann.
i (&) 1,CS 0,CS _. . I
2. Die Prozesse \/n- H;”,\/n- Hy~ " und y/n - Hy~ " sind adaptiert beziiglich der

Filtration (ft)t-

Lemma 6.1.

Wir haben fir 1 <k <m+1:

HO,CS(tk) _ HO’CS(tk,l)
E(l{thk,D>Z}|}—tk71) = I{thk_l,D>Z} + 1{Z>tk_1} 1— HOS(ty_1)

Beweis. Wir zerlegen den Indikator 1iz<, pszy in lyz<s, | pszy + 1yt <z<t,,D>2)- Der

erste Term ist mefsbar beziiglich F;, . Fiir den zweiten Term erhalten wir unter Verwendung
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6. Current Status Model

der Markov-Eigenschaft:

Bl <z<ty, 0520 Ftn ) = Bl <z<tyD>2310(Lz<ty 1, D>2),1{z<te_1,.D<2}s L{Z>t, 1}))

Da diese o—Algebra von den drei Indikatorfunktionen erzeugt wird, kann dieser bedingte

Erwartungswert elementar berechnet werden und es folgt:

E(lyz<t,.p>2y1Fue 1) = lyz<t_ o>z + E(ly,_ <z<t,05>21|F0 1)

= 1 1 f1{Z>tk—1}1{tk—1<Z§tk7D>Z}dP
= lz<tp>zy + lzon ) P(ty_1 < Z)

_ +1 HOC3(ty,) — H*OS(tg1)
= HZ<Ztp_1,D>7} {Z>te—1} 1- Hcs(tkfl)

O]

Dies ermoglicht die rekursive Darstellung des (diskreten) Martingalprozesses aus der Doob-

Meyer-Zerlegung als

HYOS (1) — H*OS (t),_4)
1 — HOS(ty—1)

0,CS 0,CS
M17 (tk) = M17 (tk—l) + 1{tk,1<Z§tk,D>Z} - 1{Z>tk,1}

Durch Induktion erhalten wir schlieflich

k 0,CS 0,CS
0,08 H>%2(t;) — H>"7(t; 1)
M7 (tk) = Yzt 052y — ) 1 z>t,_1) L
]Zzl 1 HOS(1, )
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6. Current Status Model

Insgesamt ergibt sich durch Grenziibergang fiir den Stichprobenumfang n = 1:

Lyz>s
MPOS(t) = liz<t,0>7} —/ 172 dH"“5 (s)

04 1 —H5(s)

Durch die Addition unabhéngiger Versionen erhalten wir fiir das Innovationsmartingal des

Zihlprozesses /n - Hy®® beziiglich der Filtration (F)s:

0,08 0,c8 1 —HF® s
M) = Vi (S - [ e (6.1)

0,CS 1 - H® cs

Die zweite Gleichung ist eine Konsequenz aus (D ~ A):

HYCS(t)y = P(Z<t,D>2)

= E(lyz<t,p>2z})

= /[Ot](l—A)dHCS (6.3)

Wollen wir den Martingalprozess in (6.1) schétzen, so sind die Verteilungsfunktionen bzw.
Subverteilungsfunktionen durch ihre nichtparametrischen Schitzer HS® und Hy% zu erset-
zen. Hierbei gleicht der Prozess M2% aber wieder dem Nullprozess, vergleiche Abschnitt 4.2.
Die Gleichung (6.2) ermoglicht hingegen das Testen bestimmter parametrischer Hypothesen
beziiglich A. Koul und Yi (2006) présentieren deshalb den folgenden Prozess:
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6. Current Status Model

CLo(0) = vn (Hg’cs(t) —/t(l —Ag)dH§S>

0
1 n
= =D Yz Mwszy — (1 - A(Z)]
vn i=1
Dieser Prozess besitzt sogar nach der Schitzung der Verteilungsfunktion von Z (fiir das

wahre 6y) die Martingaleigenschaft. Dies ist eine direkte Konsequenz aus Stute (1997) unter

Verwendung der Unabhéngigkeitsvoraussetzung an D und Z, da

1 n
CS8(t,00) = 7n > Lz<y [Ypiszy — Episzi|Zi)]
i=1

Die Martingaleigenschaft kann ebenfalls durch die Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung
der beiden Prozessteile gezeigt werden. Hierbei zeigt sich, dass beide Prozessteile den selben

Kompensator besitzen.

Aufserdem konnten Koul und Yi (2006) fir diesen Prozess eine Stute-Thies-Zhu-Transformation
finden und somit Goodness-of-Fit Tests der zusammengesetzten Hypothese ermoglichen. Dies
miindete schliefslich unter Verwendung von Durbin (1973) in (asymptotisch) verteilungsfreien

Tests.
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6.3. Hauptkomponenten des Martingalprozesses C¢*
Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit den Hauptkomponenten des Martingalprozesses
t
CE3() = VaH (@) - [ (1~ A)aHgS)
0
Die Darstellung dieses Prozesses als eine Summe von unabhingigen Summanden

G (1)

1 n
=7 > lzenllpszy — (1— A(Z)]
=1

werden wir fiir die Berechnung der Hauptkomponenten verwenden.

Bemerkung:

Wir setzen wieder voraus, dass die verwendeten Verteilungen stetig sind.

Der Prozess CS besitzt die folgende Kovarianzfunktion fiir s < ¢:

Cov(C5(s), O (1) = ~(s)

mit y(s) = /AdHO’CS
0

Dies wollen wir nun verifizieren.

Lemma 6.2. Es gilt fir s <t:

Cov(CS3(s),CE5%(t)) = / AdHYC5
0
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Beweis. Der Prozess C$¥ ist zentriert und hiermit erhalten wir:

Cov(CSP(s),CS5(t)) = E(CS(s)-CI5(t) =0
= Elliz<glp>zy — (1= A(2)))’]
= Ellyz<sp>zyl — 2 Elliz<al{p>7 (1 — A(2))]

E[lz<5(1 - A(2))?]

Diese drei Erwartungswerte werden wir separat bestimmen. Es ist
o B(liz<qlip>zy) = [y (1 — A)dH®
o 2- E(liz<alp>7y(1 — A(Z))) =2+ [7 (1 — A)2dHS
o E(liz<s(1—-A(2))%) = [;(1 - A)?dHS

Insgesamt erhalten wir schlieflich:

Cov(CS3(s),CE%(t) = /8(1 — A(2))(1 — 14 A(2))dH S (2)
0

B /osu — A(2)A(2)dHOS (2)

@ / " AdHOOS
0

O]

Somit existiert fiir C¢¥(¢) mit Theorem 3.2 fiir 1) =~ auf [0, T] (falls ¢»(T) > 0) die folgende

Darstellung:

~ ~ T ~ ~
Co8(1) Z<005,fj V)5 fi()  mit < CFF f($) > 5= /0 C o (1) f5 () du(2)
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Hierbei gilt fiir die Hauptkomponenten:

a5y = <CF8 1) >y
T ~ -
_ /0 CES () f; (1 (s))di (s)
B /0 CES (G (s)) f;(s)ds

1 o !
= Jr Dl — (= A [ Ly s

1

1 n
— 7 ;[1{Di>2¢} — (1 - A(Z))] /ﬂ,Z(Zi) fi(s)ds

Wir benutzen abermals f;(s) = v/2sin(bjs) mit b; = w und erhalten:

1

aanS \/g;[l{Di>Zi} —(1-A(Z))] /1/; sin(bjs)ds

(Zi)

- \/g bljZ[l{Di>Zi} B (1 o A(Zl))] ' COS(bﬂZ)(Zi))
i=1

Diese Gleichung ist eine Konsequenz aus [—cos(bjs)]ll/;(z_) =0+ cos(bjy(Z;)).

6.4. Likelihood-Funktion im Current Status Model

Dieser Abschnitt dient der Bestimmung der Likelihood-Funktion sowie der Kullback-Leibler-
Information in diesem Zensierungsmodell. Die Zufallsvariable D mdge aus einer parametrischen

Familie Ayp = {A4y|0 € ©} von Verteilungsfunktionen stammen. Um die Notation zu verein-
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fachen, verwenden wir im Folgenden die Bezeichnung H anstelle von HES.

Im Current Status Model wird die Folge (Z;, u; = 1{Digzi})i:1,_.7n beobachtet. Es miissen

zwel Szenarien unterschieden werden:

2. i = 0:
P(ZZ' <t,D;> Zi) = f[O t](l — Ag)dH

Damit ergibt sich fiir die Likelihood-Funktion:

LJ%(0) = ﬁ[Ae(Zi)]l{Difzi} 1= Ag(Z)) P>y

i=1

Hierbei werden wie in den vorherigen Kapiteln die Funktionen, die konstant in 6 sind, nicht

berticksichtigt.

Diese Likelihood-Funktion fithrt uns zu der nachstehenden Definition der Kullback-Leibler-

Information fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafie @) und P mit D ~ @ sowie () < P:

510 - o i (5] e 185

Durch Verwendung der Unabhéngigkeit von D und Z gelangen wir zu

rif@r) = [ (em | 23] + 0 - e | Z23]) dme

—00
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Diese Definition beinhaltet wieder den Spezialfall mit ) = Ap, und P = Ay,:

K% (Agys Ao,) = Eg, [M ln (AGO(Z)> +(1—p)-in (1_‘490(2)”

A9, (2) 1— 44,(2)
_ /_: [Aeo(z)ln Cﬁg) + (1= Agy(2))in G:jzgzm dH (2)

Bemerkung:

Huang und Wellner (1995) verwenden die oben bestimmte Likelihood-Funktion, um die
asymptotische Normalitéit einer Klasse von linearen Funktionalen des Nichtparametrischen

Maximum-Likelihood-Schétzers zu beweisen.

6.5. Die Kullback-Leibler-Information im Current Status Model

Wohldefiniertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die Kullback-Leibler-Information des Current Status Model ist gegeben als

[ eemEED + a - e =5 ane)

—00

Die Verteilung H bezeichnet die Verteilung der Zensierungsvariablen Z auf der reellen Achse.

Wir wollen im kommenden Lemma zeigen, dass Kgs > 0.

Lemma 6.3. K$°(Q, P) ist wohldefiniert mit 0 < K§°(Q, P) < oo.

Q(z)

Pl) und

Beweis. Dies folgt abermals durch Verwendung der Taylorformel an den Stellen t =
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t = 129) i die Funktion h(t) =t -In(t):

1-P(z2)
Kg%(Q,P)
= [T |G - vre - G255 - 6 - Py dte
o 1 Q(z> 2 - Q(Z) 2
f lm@ e PO e e U P(Z”] AH z)
= /OO |:Q(z) —P(2)+1—-Q(2) =1+ P(2)| dH(z)
=0
R 1 Q(2) 9 1 1—-Q(z) 9
<[ [2 S~ PO+ s e - D —P(z))] 4 (2)
>0
Bemerkung:

Aufgrund der Voraussetzung, dass @ < P, folgt aus P(u) = 0 auch Q(u) = 0. Ebenso gilt:

1-Plu) = 0=1-Q(u)=0

P(u) = P(t) = 0= Q(u) —Q(t) =0

Es wurde mit Hilfe der Taylorentwicklung gezeigt, dass

s _[c 1 Q) ep, 1 1-Q@) 12y _ prs .
KEQP) = [ [ (T = 1PPE) + g5 () — 1P = P (e
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Nun definieren wir die folgende Menge:

ACS = {1‘ : Q(Z’) 7é P(a:)}

Hiermit wird das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 6.4. Es gili:

K$%(Q,P) >0 genau dann wenn H(Acs) > 0

Beweis. Aus H(Acg) > 0 folgt aufgrund der folgenden Gleichung K§°(Q, P) > 0:
(Es ist A; < o0 f.8.)

K% (Q, P)
_ [T QG ep, L1206 e pp )
-/ {ml(z)(P(z) DPE) + 55, TP VA >>} dH ()
_ 1 QE) e p, 1 1-Q2) s )
—/Acs 2A1(z)(P(z) D" P( )+2A2(z)(1_P(z) 1)(1 = P(2))| dH(2)
>0 >0 >0

1 Q) . 1 1-Q(2) 2y _ » 5
+/Acs[2A1(Z)(P(Z) D2P() + 5 (e — 121 - P >>}dH<>

=0
>0 ,da H(Ags) > 0 und wir haben P # 0 sowie 1 — P # 0 auf Acg
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Um die Gegenrichtung zu beweisen, nehmen wir an, dass H(Acg) = 0. Damit gilt:

xi@p) = [ [inEEee + =50 - ae] ane

= n Q(Z) z n 17762(2) o P >
— /ACS {z (P(Z))Q( ) +1 (1_P(z))(1 Q( ))} dH (2)

=0, denn es ist H(Agg)=0

Q) L0 o] s
+ [ mEhee i =ha - o) e

=0 weil Q=P auf 4Acg

Bemerkung:

Durch den Vergleich der Abschnitte 4.5 und 6.5 wird deutlich, worin der Unterschied der
Kullback-Leibler-Informationen besteht. Die Zensierungsmodelle, die es ermdglichen, dass
die Zufallsvariable von Interesse direkt beobachtet werden kann, beinhalten innerhalb der
Kullback-Leibler-Information die Dichtefunktionen anstelle der Verteilungsfunktionen. Dadurch
haben diese Modelle einen héheren Informationsgehalt und somit sollte die Kullback-Leibler-
Information auch grofer sein. Die Untersuchung bzw. der Nachweis dieser Behauptung ist ein

wichtiger Bestandteil des dreizehnten Kapitels.
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7.1. Modellbeschreibung

Dieses Modell kann als eine Erweiterung des Current Status Model gesehen werden, bei der

nun mehrere Beobachtungszeitpunkte vorhanden sind.

Bemerkungen:

e In dieser Arbeit werden wir nur die Situation untersuchen, in der zwei Untersuchungszeit-

punkte vorhanden sind.

e Es stellt sich die Frage, ob der zweite Untersuchungszeitpunkt in einem Informations-
gewinn oder Informationsverlust im Vergleich zum Current Status Model resultiert.
Wir werden im dreizehnten Kapitel verifizieren, dass die Kullback-Leibler-Information
in diesem Zensierungsmodell grofer als die Kullback-Leibler-Information des Current

Status Model ist.

Die Modellierung der Zufallsvariablen von Interesse erfolgt durch eine nichtnegative Zu-
fallsvariable D, wihrend die Beobachtungsvariablen mit 7' und U (T < U f.s.) bezeichnet
werden. Eine wichtige Annahme ist die stochastische Unabhéngigkeit von D und (7,U).

Weiterhin fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:
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e Die Verteilungsfunktion von D wird mit A bezeichnet.

Dies bedeutet: P(D <t) = A(t).

e Die gemeinsame Verteilung des Vektors (7', U) ist durch

den Buchstaben H¢? gekennzeichnet. Es gilt also (T,U) ~ HI¢2,

e Die Marginalverteilungen bezeichnen wir mit F' und G.

Es ist hierbei T ~ F sowie U ~ G.

e Im Modell der Intervallzensierung Typ Il existieren zwei
Beobachtungszeitpunkte 7" und U. Deshalb finden die beiden

Indikatorfunktionen 1 = 1¢p<7) und v = 1y p<yy) Verwendung.

Wir beobachten also fiir jede Untersuchungseinheit in einer Studie den Vektor

O=(T,U,p=1ip<r),¥ = l{p<t})

wobel T' < U {.s.. Deshalb miissen drei verschiedene Situationen unterschieden werden:

1
1
my T Ty Uy
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Da die Zufallsvariable T immer kleiner gleich der Zufallsvariablen U ist, generieren diese
Zufallsvariablen ein Intervall. Liegt die Variable von Interesse D nicht in diesem Intervall,
so ist dennoch bekannt, ob diese links oder rechts des Intervalls liegt. Den Spezialfall des

Current Status Model erhalten wir, falls nur eine Beobachtungsvariable existiert.

7.2. Likelihood-Funktion bei Intervallzensierung Typ Il

Die Likelihood-Funktion in diesem Zensierungsmodell werden wir unter Verwendung der
gemeinsamen Verteilung von (7', U) bestimmen. Die Zufallsvariable D mége aus einer parame-
trischen Familie Ay = {4yl € O} von Verteilungsfunktionen stammen. Durch die beiden
Indikatorfunktionen ergeben sich eigentlich vier mdgliche Szenarien. Da aber T; < U; fiir

i =1,...,n fs., reduzieren sich diese auf die folgenden drei Szenarien:

Low=1v=1
P((T;,U;) < (t,u), D; <T;, D; < U;) = P((T3, Ui) < (t,u),D; <T;)
= Jp Ao(x)dH' (2, y)
mit B = {(z,y) € R? : 2 <t und y < u mit = < y}
2. w; =0,v =1
P(T;,U;) < (t,u),D; > T;,D; < U;) = P((T;,U;) < (t,u), T; < D; < U;)
= P((Ti,U;) < (t,u),D; <U;) — P((T}, Ui) < (t,u), D; < Ty)
= [5lAs(y) — Ag(2)]|dH"(z, y)
3. ui=0,v=0:
P((T;,U;) < (t,u),D; > T;, D; > U;) = P((T;,U;) < (t,u), D; > U;)

= [p(1 = Ag(y))dH (2, y)
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7. Intervallzensierung Typ 11

Damit erhalten wir fiir die Likelihood-Funktion:

LIC%0) = ] [Ae(T) wesn - (Ag(U) — Ag(Ty)) ri<pistid - (1 — Ag(Uy) 17041
=1

Wir definieren die Kullback-Leibler-Information unter Beachtung der Likelihood-Funktion
flir zwei Wahrscheinlichkeitsmafke @ und P mit Q < P und D ~ @ wie folgt:

K]{ﬂ’cg(Q, P) = EQ <1{D§T}ln(ggg) + 1{T<DSU}ln(gEg§ :gégi)
—Q
+1{D>U}ln(%)>
Q(t) 1-Q(u)
. ([ 55| 20+ 0 —e0m 1=

Q(

n M u) — 1C2 u
i [P(u) p(t)](Q() Q(ﬂ)) dH"C%(t,u)

Fiir den Spezialfall, dass Q = Ay, und P = Ay, ist, ergibt sich

Ké‘,cg(A%?A@l) - /

- [Ago (t)in(

+(1 — Ag, (u))In(

Hierbei wurden die folgenden Gleichungen verwendet (T' ~ F und U ~ G):

/ h Ag,()dF(t) = . Ag, ()dHT%(t, u)

sowie /_ (1 —Apy(u)dG(u) = /R2(1 — Agy (u)dHT?(t,u)
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7. Intervallzensierung Typ 11

Bemerkung:

Fiir die zweidimensionale Verteilungsfunktion H'¢? gilt:

HI%(A,B) = P((T,U) e Ax B)=P(T € A,U € B) < (7.1)

Dies werden wir in dem kommenden Abschnitt verwenden.

7.3. Die Kullback-Leibler-Information bei Intervallzensierung

Typ Il

Wohldefiniertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die Kullback-Leibler-Information in diesem Modell gleicht (fiir Q < P)

[ | 55] e+ -t | =2 i | =20 @) - Qa3 e

Lemma 7.1. Es ist 0 < K{;CG? < o0 und K{;%Q st wohldefiniert.

Beweis. Der Beweis erfolgt wie in den vorherigen Kapiteln durch mehrfache Verwendung der
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7. Intervallzensierung Typ 11

Taylorformel fiir z - In(z) an den Stellen z = %, x = 8%:88 und z = }:gggg:
K1 (Q. P)
1 Q@) 1 QMu)—Q) 1o
= — —1)“P(t —1)*(P(u) — P(t
w3 ~ 0P+ s g — i ~ VP - PO

1 1‘@(“)_ 2(1 _ P(u
ToRy ) T Py P

Q) Q) ~ QW) p
+ [ 8 - np0+ (=R - 1P - Po)

[ ——
QL
Sy
~
Q
[
=
<
N~—

+ 1 — ggz; —1)(1 - P(u))] dH2(t,u)

— 1 % o 2 1 Q(u) B Q(t) . 2 u) —
= [ |smm P VPO s B i~ P PO

1 1-Q)
90 T Plw)

+ /R2 Q) — P(t) + Q(u) — Q(t) — P(u) + P(t) + 1 — Q(u) — 1 + P(u)|dH'“*(t, u)

~~

=0

—

-1)2(1 - P(u))] dHT%(t, u)

>0

Nun setzen wir:

Arc2 = {z: Q(z) # P(z)}

Lemma 7.2. Wir haben fir Q < P :

K{;?GQ(Q,P)>O —  F(Arc) >0 oder G(Arce) >0
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7. Intervallzensierung Typ 11

Beweis. 7 «<—":

Unter der Annahme, dass F'(Ajcg) > 0 oder G(Arce) > 0 ist, erhalten wir:

KiZ(Q,P) =/A ! (@—1)2P(t)dF(t)

2A1(t) P(t)
>0
1 1-Q(uw) o . .,
*/A () 1= Play V) (L~ Pw)dG(u)
>0
w3y
>0

>0 da P #0;1 auf Ajco und entweder F(Arce) > 0 oder G(Arce) > 0

9 :> 77:
Es sei F(Arc2) = 0 sowie G(Arce) = 0.

Dann folgt mit (7.1):
H'?(Ajco,0) = 0= H'(e, Ajc2) (7.2)

Und hiermit erhalten wir:
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7. Intervallzensierung Typ 11

Ki3(Q,P)

_ 220 Q) e
S e
=0 wegen F(A;c2)=0 und G(A;¢2)=0
Q) 1- Q)
i /AICQ ln(%)Q(t)dF(t) " /Ajcz il 1— P(u) )1 = Q(u))dG(u)

=0 da Q=P auf 4;c»

o N IR LG O] R

:/ / ...dHfC2+/ / ...dHfC2+/ / dH?
Arca J Aree Arc2 JArc2 Arc2 J Aree

—0 it (7.2)

Qu) — Q(t) 0 — 1c2;
Ly U ORI O PR

=0 auf ArcoxXArco

=0
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8. Doppelzensierung

8.1. Modellbeschreibung

Die Modellierung der Zufallsvariablen D,T" und U sowie Indikatorfunktionen 1{p<yy und
l{p<yy stimmt mit der Modellierung der Intervallzensierung Typ II iiberein. Im Unterschied
zum vorherigen Zensierungsmodell kann aber die beobachtbare eindimensionale Zufallsvari-
able Z = min(max(D,T),U) im Modell der Doppelzensierung D gleichen. Die Zufallsvariable

D wird wieder als unabhéngig von 7' und U angenommen.

Wir kennen von jedem Individuum in einer Untersuchung den Zufallsvektor

0 = (Z = min(maX(Dv T)7 U)? 1{D§T}7 1{D§U})

mit T<U f{.s.
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8. Doppelzensierung

Hieraus ergeben sich wieder drei unterschiedliche Szenarien:

T falls 1ip<ry =1 (= lp<py = 1)

Z={D  falls l{pery = 0,1{p<pyy = 1

U falls Lip<vy =0 (= Lip<r} = 0)

Z=T T z=p U z=u

Der Wert der Zufallsvariable D ist somit bekannt, falls diese im Intervall (T, U] liegt.

Bemerkungen:

e Durch die Voraussetzung, dass T' < U f.s., folgt aus 1yp<py =1

ebenfalls Lip<yy sowie aus lipspy =1 auch Lirsuy-

e Das Zensierungsmodell der Doppelzensierung beinhaltet sowohl das
Rechtszensierungsmodell (falls wir T~ F := §_ setzen), als auch

das Linkszensierungsmodell (fiir U ~ G := do).

o In Turnbull (1974) wurde ein nichtparametrischer Schitzer fir die

Verteilungsfunktion von Interesse in diesem Zensierungsmodell bestimmt.

8.2. Martingaldarstellungen der Zahlprozesse

In diesem Zensierungsschema untersuchen wir zum ersten Mal Z&hlprozesse, die von zwei

Indikatorfunktionen abhingen. Die Verteilungsfunktion der beobachtbaren Zufallsvariablen
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8. Doppelzensierung

Z = min(max(D,T),U) wird mit HP® bezeichnet. Die drei folgenden Zihlprozesse werden

untersucht:

1 n
VnHMPC (1) = \f Z liz,<t,pi<1} = NG Z Lir<t,pi<T}
VRHP PO () = Z Liz,<t.0:>U;} Z Liv,<t,D;>u3}

\/ﬁHgl,DC(t) = f Z {Z;<t,D;>T;,D;<U;} = \/ﬁ Z L{p,<t,0;>T;,D;<U;}

i=1

Hierbei verwenden wir die Bezeichnung Hﬁb’DC, falls der Indikator 1yp<ry = a sowie der
zweite Indikator 1¢p<yy = b ist. Um die Adaptiertheit dieser Zéhlprozesse sicherzustellen,

wird die nachstehende o—Algebra eingefiihrt:

Fi=0({z,<s,0;<1}s Y Zi<s,D;>U ) L{z>s) 10 =1, ymys < H)

Indem wir wieder unser Vorgehen aus 4.2' wiederholen, erhalten wir durch die Doob-Meyer-

Zerlegung dieser Zahlprozesse beziiglich der obigen o—Algebra die nachfolgenden Martingal-

prozesse:
]\47,117 (t) = \/ﬁ I’In'77 (t) — Wdﬂ] fir ¢ S ] mit 1,7 € {O, ].}
[0 +—

11,DC
(

Fiir die Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung wurde fiir H, ty) = liz<,,p<T} die

! Wir haben als Erstes fiir den Stichprobenumfang n = 1 die Doob-Meyer-Zerlegung des Zihlprozesses
bestimmt. Hierzu wurde zuerst eine Diskretisierung der Zeitachse vorgenommen. Anschliefflend wurde die
Bestimmung der bedingten Erwartung durchgefiihrt und ein Grenziibergang vollzogen.
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8. Doppelzensierung
bedingte Erwartung beziiglich F;, | mit t1 < ... <t <t = t,,41 berechnet:

Lemma 8.1.

Es gilt fir 1 <k <m+1:

HH’DC(tk) _ HH’DC(tk_l)
E(l{ZStk,DST}’ftk_l) = lz<t, o<y + L{z>t, 1) 1— HDC (1))

Beweis. Wir zerlegen den Indikator 1yz<;, p<ry in liz<s, | p<1y + 141, <z<t,,D<T}) Der
erste Term ist mefibar beziiglich F;, . Fiir den zweiten Term ergibt sich unter Verwendung

der Markov-Eigenschaft:

E(ly,  <z<i,p<r} )

=EQy, <z<t,p<rilo(iz<y,  p<ryliz<e,  r<p<vy Yz<t, 1,00} Lzt 1))

Da diese o—Algebra neben (), Q2 aus der Partition dieser vier Mengen besteht, kann dieser

bedingte Erwartungswert elementar berechnet werden:

E(Lz<t.p<miFury) = Vz<t, ,p<ry + Bl <z<t,,D<7}Fti 1)

- 1 1 J Yzou_ iy gy <z<, 0y dP
= Mz<y o<y + lzsy 1y P(ty-1 < 2)

HLDC (1) — HILDC (1, _1)
= Lz<y_.p<ry + Yzse,_ ) 1— HPC(t_1)
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8. Doppelzensierung

Die letzte Gleichung ist eine Konsequenz aus

HYWPCt)y = P(Z<t,D<T)

= E(lyz<t,p<r})

8.3. Likelihood-Funktion bei Doppelzensierung

Die Likelihood-Funktion dieses Zensierungsmodells muss sowohl die Dichtefunktion als auch
die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen D enthalten. Dies ist durch die Beobachtbarkeit
von D im Intervall (T, U] gegeben. Zusétzlich werden die eindimensionalen Verteilungsfunk-
tionen F' und G von T und U aufgrund der eindimensionalen Zufallsvariablen Z Verwendung
finden. Die Zufallsvariable D mége aus einer parametrischen Familie Ay = {Ay|0 € ©} von

Verteilungsfunktionen stammen.
Im Modell der Doppelzensierung ist die Folge

. M Vi
(Zi = min(max(D;, T;), Ui), Lip,<1ys {Di<t:})i=1,...n

bekannt. Wir fiihren deshalb eine Fallunterscheidung durch und verwenden die Unabhingig-

keitsvoraussetzung:

1. i = 1,")/1‘ =1:
P(Z <t,D; <T;,D; < U;) = P(T; < £, D; < T;) = [ AgdF
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8. Doppelzensierung
2. i =0,v =1:
P(Z; <t,D; >1T;,D; <U;) = P(D; <t,T; < D; <U;)
= fiog P(Ti < y < Up)dAg(y)
= JooglF-() — G-()las(y)dy
3. pu;y =0,v =0:
P(Z;<t,D;>T;,D; >U;) = P(U; <t,D; >U;) = fw(1 — Ap)dG

Hierbei wurde fiir 2. benutzt, dass (mit T < U f.s.)

PT<v<U) = P(T<wvv<U)
= Pw<U)-Pw<Uwv<T)
= Pw<U)—Pw<T)

= F_(v)—G-(v)
Damit bestimmen wir wie in den vorherigen Kapiteln die Likelihood-Funktion:

LP(0)

—.

N
Il
N

[(Ae(Tz-))“”i (ag(Dy)) % (1 - Ae(Ui))(l—ui)(l—m}

I

@
Il
—_

[(AH(E))#i . (ae(Di))(lf‘”)%(l _ AQ(Ui))(li’Yi)}

Wir definieren die Kullback-Leibler-Information fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe ¢ und P
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8. Doppelzensierung

mit D ~ @ und @ < P wie folgt:

K}[;{g(Q,P> = Eg (M . ln(gg;i) +(1—p)- - ln(%(D)) +(1- 7)[%(%))

1
/_Z Qw)in [%] dF (y) + /_2(1 — Qy)in E:ggﬂ 4G ()

+/_Z </(—oo,y}l [Zg] Zi ) [dG(y) — dE(y)]

Die letzte Gleichung wird ebenfalls durch den folgenden Spezialfall motiviert:

Setzen wir dQ = ag,dv sowie dP = ap,dv mit @ < P, so gilt:

KRG(Agy, As,) = Eg, {M'l (jj?gi) + (L =p)-v-in <Z:Eg;)
-]
- /_Z Ag,In <j91> dF + /_Z(l — Ag,)In G — i:)) G
L) e

Der letzte Summand wurde durch Verwendung der nachstehenden Gleichungen bestimmt:

[dG(y) — dF (y)]

ag, (D
ag, (D

~—

Ego(Lyr<p<uvyin(

) / P(T < z < U)in(2 (xi) J(2)dz

ag, (x

~—
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8. Doppelzensierung

Wir zerlegen diesen Ausdruck in zwei Integrale und erhalten

ag, (D
Eoy(Lir<p<uyin( ZTED§>)

_ /OO In(..)(1 — G (x))ag, (x)dz — /OO In(..)(1 - F_(x))ag, (x)dz

—00 —0o0

o

_ /OO In(.)P(U > z)ag,(z)dz —/ In(..)P(F > z)ag, (x)dx

/ / yy>23dG(y)ag, (z dx—/ / () 1gy>a1dF (y)ag, (v)dw

Nun verwenden wir Fubini und kénnen die Integrale wieder zusammenfassen. Dies fiihrt zu:

ag, (D
an(l{T<D§U}ln(aZOED)
1

) = /: /_C:1{y2x}ln(...)a90(w)dx[dG(y)—dF(y)]

_ /_°° (/( ]ln(---)aeo(fﬁ)diU) [dG(y) — dF(y)]

8.4. Die Kullback-Leibler-Information bei Doppelzensierung

~—

Da die Zufallsvariable D nur in dem Intervall (T, U] direkt beobachtet werden kann, sollte
dieses Modell einerseits eine kleinere Kullback-Leibler-Information als die Modelle der Rechts-
bzw. Linkszensierung besitzen. Andererseits sollte es aber eine grifere Kullback-Leibler-
Information als das Modell der Intervallzensierung Typ II vorweisen, da in diesem Modell
D niemals beobachtet werden kann. Dies werden wir ebenfalls im dreizehnten Kapitel veri-

fizieren.
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8. Doppelzensierung

Wohldefiniertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Die Kullback-Leibler-Information in dieserm Modell ist gegeben als

= [ owin |38 arw+ [ - @un 1= 30 | e
<[ ( [ |5 ) 4G (y) — dF(y)
Lemma 8.2. Wir haben 0 < KDC < 0o und KDG ist wohldefiniert.

Beweis. Durch Verwendung der Taylorformel ergibt sich:

Oo (y Qly) _
{p(y QAl ( Ply) 1)}P(y)dF(y)
IR QAQ()@_%;—W] (1 - PU))dG()

[dG(y) — dF(y)]

dQ 1 dQ - , )
+/°<> [/(oom(dP( )~ 1+2A3($)(ﬁ(95) 1)%)dP(zx)

_ [T L QW) R e 1C) BTN
S~ 1>2P< PG+ [ S G — VA= Pu)dc()

N
MW
W

— 1)’dP(2)[dG(y) — dF (y)]
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8. Doppelzensierung

Um die Behauptung zu beweisen, wird gezeigt werden, dass

—00

/ (/<-oo,y] (@) lap )~ 1>2dP<w>> [dG(y) — dF(y)] > 0

Es gilt:

00 1 dQ 2 7
/—00 </<—oo,y} 28y(x) ap ™) T (fﬂ)) [dG(y) — dF(y)]
=[] e i - AP)AG)

- e Pap@ar

Mit Hilfe des Satzes von Fubini gelangen wir zu:

9] 1 40 , )
/—°° </(—oo,y] 2A3(m)(d?(x) -1 dp(x)) [dG(y) — dF (y)]

) /oo - G—(“")>2Ai(ﬂ?) (.)2dP(x)

—0o0

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Wir definieren im Modell der Doppelzensierung nun die folgenden Mengen:

b ={r: %2(@)£1) md Abe = {r: QM) # P(x))
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8. Doppelzensierung

sowie Bpc = {x: F_(z) — G_(z) > 0}

Hiermit werden wir im folgenden Lemma zeigen, unter welchen Voraussetzungen

KR&(Q, P) > 0 ist.

Lemma 8.3. Wir haben fir QQ < P:
Kpg >0 <= F(A)e) > 0 oder G(A}p) > 0 oder P(Ape N Bpe) > 0

Beweis. Es sei F(A%,,) > 0 oder G(A%,) > 0 oder P(A}, N Bpc) > 0.

Damit gilt:
Kpger) = [ snne 0 Pw ar)
>0 >0 auf A3,
1 1-QW) 2,4 _
*/A%C 28a(y) 1= Py~ L2 ZWNEW)
>0 >0 auf 43,
1 QW) o
| ) Py~ VPO

=0

1 1-Q(y) CN2/1
+/ 2A2(y)(1_p(y) 1)*(1 = P(y))dG(y)

=0
+/A 2A?1,(x) (Z%(fﬂ) —1)*(F_(z) — G_(x))dP(x)
>0

+/ 2A31,($) (%(@ ~ 1*(F_(z) — G_())dP(x)

1
ADC

=0

> 0, daentweder F(A%) > 0 oder G(A%:) > 0 oder P(Aho N Bpc) >0
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8. Doppelzensierung

Um die Gegenrichtung zu beweisen, nehmen wir F(A% ) = 0 sowie G(4%) = 0 und

P(A%)C N Bpc) = 0 an. Dann ist

Kra@p = /A%c 2Ai(y) @Ez; ~1)*P(y)dF(y)

=0 wegen F(A%,)=0

1 1-Q(y) N201
+/A%C QAQ(y)(l " Ply) 1)*(1 = P(y))dG(y)

=0 weil G(43,,)=0

+/A 2Ai(:c) (%(f”) — D2(F_(z) — G_(x))dP()

1
DC

L QW) g
+/A%c 8 Py D TWAEW)

=0 da Qy)=P(y)

1 1-— Q(y) 2
i /A ) TPy~ A~ PO)GE)

=0 bedingt durch Q(y)=P(y)

g P )~ D)~ G- apa)

_ dQ __
=0, denn %=1

N /A mi@ﬂ;@(w) — 1)*(F_(z) — G_(2))dP(z)

beNBpc

=0 aufgrund der Annahme, dass P(A},.NBpc)=0

L Q2 o o (o AP
+/A}3cmBDc () ap @) 1T )VfG—())dP( )
—0 auf Bpe

=0
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9. Mittelzensierung

9.1. Modellbeschreibung

Die Modellierung der Zufallsvariablen D,T und U gleicht der Modellierung im vorherigen

Kapitel. In einer Studie ist fiir jeden Probanden der Vektor

O = (Z,1{p<ry, Lip<v})

mit p = lyp<ry und v = lip<yy
(wobei T' < U f.s.) gegeben. Hierbei ist

(0,D) falls D ¢ (T, U]
7 —

(T,0) sonst

©b) T (tu U (b
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9. Mittelzensierung

Bemerkung:

Die Modelle der Mittelzensierung und der Intervallzensierung Typ II sind die einzigen Zen-
sierungsmodelle dieser Arbeit, bei denen Z als ein Vektor von Zufallsvariablen beobachtet
wird. Dies fithrt uns zur Verwendung von mehrdimensionalen Verteilungen bei der Bestim-
mung der Kullback-Leibler-Information. Gleichzeitig stellt sich die Frage, ob die Verwendung
von mehrdimensionalen Verteilungen einen Informationsgewinn oder Informationsverlust be-

deutet.

9.2. Likelihood-Funktion bei Mittelzensierung

Im Modell der Mittelzensierung beobachten wir zweidimensionale Zufallsvektoren. Es gilt fiir
diese (Z;)i=1,..,n entweder Z; = (0, D;) oder Z; = (T;,U;). Die Zufallsvariable D moge aus
einer parametrischen Familie Ag = {Ay|6 € O} von Verteilungsfunktionen stammen.
Aufgrund der Indikatorfunktionen und der Modellvoraussetzung (7; < U; f.s.) ergeben sich
wieder drei verschiedene Mdglichkeiten:
1. P(Z; <s,D; <T;,D; <U;) = P((0,D;) < (s1,82), D <T;) = P(D; < s2,D; <T)
= P(D; < s52,D; <T;)
= Jio,s0) (1 = F=())ao(y)dy
2. P(Z; <s5,D; >T;,D; <U;) = P((T;,U;) < (s1,82), Dy > T, Dy < U;)
= P((T;,U;) < (s1,82), D; < U;) — P((T3,U;) < (s1,52), D < Tj)
= [5lA6(y) — Ap(2)]dH (z,y)

mit B = {(z,y) € R?: 2 < 51 und y < s}

3. P(Zi <5,D; > Ti,D; > U;) = P(D; < 53, D; > Ui) = [y ) G—(y)ag(y)dy
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9. Mittelzensierung

Damit wird wieder die Likelihood-Funktion bestimmt:

n

£1€(0) = T [(an(Di))™ (an(Di)" =) (Ag(U;) = Ap(T3)) ]
=1

Wir definieren hiermit die Kullback-Leibler-Information fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmalfe @

und P mit @ < P (sowie D ~ Q) als:

K%g(Q7p) = FEg [,u-ln (ﬁ(D)) +(1_'u).ﬁy.ln<§—'2)([]§_P(T)

_ dQ| dQ dQ | dQ
- /R2 (/(_m] In [d] deP+/(u,oo) In [dP] TP
(
(

| @)~ Q) amte.u

Bemerkung:

Jammalamadaka und Mangalam (2003) haben im Modell der Mittelzensierung den Nicht-

parametrischen Maximum-Likelihood-Schitzer der Verteilungsfunktion von D bestimmt.

9.3. Die Kullback-Leibler-Information bei Mittelzensierung

Wohldefiniertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Im vorherigen Abschnitt haben wir zuerst die Likelihood-Funktion und anschliefend die

Kullback-Leibler-Information bestimmt. Nun wollen wir das Folgende zeigen:

Lemma 9.1. Kl{l/[g 1st wohldefiniert und es gilt 0 < Kfp”g < oo.
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9. Mittelzensierung

Beweis. Durch Verwendung der Taylorformel ergibt sich:

KpE(Q,P)

:/W

/<—oo,t] 2Aj<ﬂf) (j%(x) ~ 1P + /(u,oo) 2Ai(:c) (Zzl%(@ ~1)*dP(x)
(u) —Q(1)
(

u) — P(t)

1 Q
oAt P
Jr/]R2 Q(t) — P(t) +1 - Q(u) = 1+ P(u) + Q(u) — Q(t) — P(u) + P(t)|dH (t,u)

=0

1) (P(u) P(t))} dH (t,u)

>0

O]
Jetzt definieren wir die nachstehenden Mengen:
. 99 L 2 ..
Ape = {z: ﬁ(x) #1} , Byc:={r:F_(x) <1} und Bj;c:={x:G_(x)>0}

sowie C := {(z,y) : Q(z) — Q(y) # P(z) — P(y)}

Lemma 9.2. Fir die Kullback-Leibler-Information gilt, falls Q < P:
Kp§(Q,P)>0 <= P(Amc N Bjye) > 0 oder P(Ayc N Biye) > 0 oder H(C) > 0

Beweis. Wir werden unser Vorgehen bei den vorherigen Zensierungsmodellen wiederholen

und beginnen mit
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1 dQ 1 dQ
= /AMC(1 ~F)on(Gp - 1)*dP +/ T 1)*dP
Qu) — Q) _
[ loma P ol
)

1 1 d
+/ (1—-F )—— 2dP+/ a L e dP
Amc e Anmc 2 NI
=0 =0

1 dQ 1 ,dQ .,
= (1—-F- — —1) dP—i—/ 1—F. )— (== —1)%dP
/AjucﬂB]l\/[c )2A1 (dP AZ\/ICOB}MC< 2A1 (d_P )

=0 =0, da 1-F_=0 auf B},
1 .dQ 9 1 ,dQ )
+/ G_.—(—= -1 dP—i—/ G_—(—= —1)“dP
A]\/[C’OB?VIC 2A1 (dP ) AJWCmB?\/IC 2A1 (dP )
>0

=0 wegen G_=0 auf B2,

1 Q(u) — Q(t) 2
+/C gt w) Plu) = Py Y (P = P() | dH(E )
I

>0, denn auf ¢ haben wir P(w)#P(t) (Q<P)
>0

1 Qu) — Q(t)
2A5(t,u)  P(u) — P(t)

= 1)*(P(u) = P(t))| dH (t,u)

>0

weil entweder P(Apyc N Bl;o) > 0 oder P(Aye N B3,.) > 0 oder H(C) > 0.

? = ”: Wir treffen die Annahmen, dass P(Ayc N Bye) = 0, P(Aye N B3yo) = 0 und
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H(C) = 0. Damit folgt:

=1

MC _ B dqQ . dQ i[@) dQ
Hra(@P) = /AMc(l FnGp)qpt? + LG ) gpd?
dQ, dQ dQ |
* AMCG‘Z"(d Japt YT () gpdP
+ [ |mGEE =2 @ - ew)] are.
+ / [zn(f__w —00))| dH(t,u) wegen H(C) =0
C
=0
_ d@Q, dQ Q.dQ
= [ aermGRRaes [ GG G
=0 weil P(AycnBl,o)=0
=0
d@ . dQ ~= dQ
- /AMCQ%CG mCplapdt + / — "Gp)apdt

=0 bedingt durch P(AcnB 0

A{C)

Q) ~ Q) .
+ [ |mEE =@ — Q) | di(e.u)
=0 auf C
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10.1. Modellbeschreibung

Die interessierende Grofe, z.B. der Ausbruchzeitpunkt einer Krankheit, wird durch die Zu-
fallsvariable D modelliert. Die beobachtbare Zufallsvariable Z = min(X,Y) stellt zusammen
mit den Indikatorfunktionen § = l;x<y) und u = 1yp<y} die Information bereit. Hierbei
bezeichnet Y die Zensierungsvariable und X den Tod durch die Krankheit. Deshalb treffen
wir die Annahme, dass in diesem Modell D < X f.s.. Hierdurch ergeben sich drei mogliche

Konstellationen:

0=1,(p=1) <= D<X<LY
0=0,u=1 <= D<Y <X

(0=0),p=0 <= Y<D<X

o+

z=Y X zZ=X
111
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10. Survival/Sacrifice Model

Bemerkungen:

e Die Verteilungsfunktion von D bezeichnen wir wieder mit A sowie die Verteilungsfunk-
tionen von X und Y mit F bzw. G. Aufgrund der Voraussetzung, dass D < X fs.,
haben wir A(x) > F(z) Vz. Aukerdem setzen wir voraus, dass (D, X) unabhéngig

von Y ist.

e Dieses Modell beinhaltet das Current Status Model fiir X ~ I’ = §4. In dieser Situation

ist die untersuchte Krankheit somit nicht todlich.

e Unter der Annahme, dass bei jedem Individuum die Krankheit zu Beginn der Unter-
suchung bereits ausgebrochen ist (also D ~ A = ), erhalten wir das Modell der
Rechtszensierung. Es gilt aber zu bedenken, dass in dieser Situation die Zufallsvariable

X die Variable von Interesse widerspiegelt.

e Da das Modell der Rechtszensierung sowie das Current Status Model im Survival/Sacrifice
Model enthalten sind, stellt sich die Frage, welches der erwdhnten Modelle eine hhere
oder die héchste Kullback-Leibler-Information besitzt. Wir werden diese Frage im

dreizehnten Kapitel zu beantworten versuchen.

e Das Survival /Sacrifice Model ist ein wichtiger Bestandteil der Survival Analysis gewor-
den. Dies hat sich in den letzten Jahrzehnten durch die immense Anzahl von Verstf-
fentlichungen, die sich mit der Untersuchung des Ausbruchzeitpunkts einer Krankheit
D befasst haben, gezeigt. Beispiele sind Turnbull und Mitchell (1978), Kodell und Nel-
son (1980), Dinse und Lagakos (1982), Kodell, Shaw und Johnson (1982), Portier und
Dinse (1987), Van der Laan, Jewell und Peterson (1997), Gomes (2008) sowie Ahn,
Moon und Kodell (2008).
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10. Survival/Sacrifice Model
10.2. Martingaldarstellungen der Zahlprozesse

Im Survival/Sacrifice Model wird die Zufallsvariable Z = min(X,Y) ~ H beobachtet. Die

Zahlprozesse dieses Modells sind

HnJ,SS(t) = E z 1{ZkSt75k:i7Hk:j} fir ¢ S ] und 1, S {O, 1}
k=1

Die o—Algebra, beziiglich derer diese Prozesse adaptiert sind, ist die Folgende:
Fir = 0l zi<s.xi<viDisviy Wziss Xi>viDi<viys Hzissy 1 1= Ly s < 1)

Um die Doob-Meyer-Zerlegung der obigen Zahlprozesse zu erhalten, verwenden wir wieder
die gleiche Vorgehensweise wie im vierten und sechsten Kapitel. Wir beginnen mit dem Z&hl-
prozess HQO’SS. Zuerst wird der bedingte Erwartungswert fiir n = 1 berechnet, und wir

betrachten endlich viele t; < ... <t <t =tpy1:
Lemma 10.1.
Wir haben fir 1 <k <m+41:

E(liz=xnry<ty,p>v.x>v 1) = E(Ly <, 0>y Fte_y) da D <X fs.

H‘]O»Ss(tk)fHOO’SS(tk,l)

= Ly<ty_1,0>vitlzse,_ 1} Tt

Beweis. Die Bestimmung dieser bedingten Erwartung wird wie in den Abschnitten 4.2 sowie
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6.2 vollzogen. Es gilt namlich:

E(liz<t,. p>vxs>vilFu ) = E(lgy<y.psvylFu )

= lyy<t1,0>vy T B, <v<e,, D>y Ftey)

f 1{Z>tk—1}1{tk—1 <Y§tk»D>Y}dP

= 1{Y§tk_1,D>Y} + 1{Z>tk—1} P(Z > tk71)
HOO,SS(tk) _ HOO’SS(tk_l)
= I{Yﬁtk,hD>Y} + 1{Z>tk~71} 1— H(tkfl)

Die letzte Gleichung ist eine Konsequenz aus

Hoo,ss(t) = P(Z<t,d=0,u=0)
= P(Z<t,X>Y,D>Y)

= P(Y<t,D>Y)
0

Durch Grenziibergang gelangen wir schliefslich (siehe Abschnitt 6.2) zu den beiden folgenden

Martingalprozessen beziiglich der o—Algebra (F;);:

1—-H,_
MOSS() = (HQO’SS(t) _/[ dHoo,ss)

O,t] 1 - H,
- Vn HQO’SS(t)—/ L= Mo pyae (10.1)
[O,t] 1 - _H_
Mgl,SS(t) — \/ﬁ (Hgl,SS’(t) _/ ]-1_ sz dHOl,SS)
[O’t] - -
= n | HYSS(1) — L= a4 Ry 10.2
= Vn | H,77 (1) [Ot]l—H-( ) (10.2)

Wir haben die Unabhéngigkeit von (D, X) und Y ausgenutzt, um die Gleichungen (10.1) und
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(10.2) zu erhalten. Es gilt ndmlich:

HOYSS() =P(Z<t,D>Y)=P{Y <t,D>Y) = / (1—-A)dG (10.3)
(0.,2]

sowie
HYS5() = P(Y <t,D<Y < X)

}P(D <y < X)dG(y)

- /[0 [P0 <) = P(X <4, D <y)ld6()

I
=

_ /[0 AW ~ Fldc() (10.4)

Im Survival /Sacrifice Model gilt D < X f.s.. Hierdurch existiert nur ein Zahlprozess fiir 6 = 1,
der ungleich dem Nullprozess ist, da dadurch g = 1 impliziert wird. Es gilt somit in diesem

Zensierungsmodell:

1 n
H55() =~ Nz<psv.x,2v)
=1

1 n
=~ lxizexi<vi<n)

=1

= 0 da D; < X; fs.

sowie

1 n

SS

H,2>2 () = ;Zl{zigt,mgn,xigm
=1

1 n
= Z; Lixi<t.x;<vi}
o

= HYSS()
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Dies hat aber zur Folge, dass Untersuchungen der Zufallsvariable von Interesse D fiir § = 1

nicht moglich sind.

Fiir den Prozess H,”° haben wir die Doob-Meyer-Zerlegung bereits im vierten Kapitel

angegeben:

‘1—H,_
sy = i (s - | i)

1—-H_

t1—H,_
_ Hl,SS _/ n F
Vi (s - [ A

Dieses Martingal kann also nur fiir das Testen von Hypothesen beziiglich der Verteilungsfunk-

tion F' von X verwendet werden. Aussagen iiber die Verteilung von D sind nicht méglich.

In Stute (1997) werden Martingalstrukturen in der Regression untersucht. Durch Verwendung
dieser Ideen kénnen wir einen Martingalprozess angeben, der es uns ermdoglicht, Hypothesen

beziiglich der Verteilungsfunktion A zu testen:

t1—-A

D0 = Vi (PSS - [ 1= pamss)
o 1-F
Ly 1 - A(Y)
= ; Liz<ty [1{Di>m}1{xi>m - 1—F(Yi)1{X1’>Yi}]
1 « 1-AY;
- ﬁ ; Lv,<ty |:1{Di>Yi} - 1—F(Yi)1{Xl‘>YZ‘}}

~
~—

Bemerkung:

Die Martingaleigenschaft des Prozesses D> folgt aus den Doob-Meyer-Zerlegungen der bei-

den Prozessteile, da diese Prozesse den selben Kompensator besitzen. Weiterhin ist der
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Prozess zentriert, da mit H*95(t) = fé(l — F)dG folgt:

BP0 = Bl (S0 - [ 1 Rang))
C v (s [ )
= Vn- <H00735(t)—/0t 8:?;(1—F)d(}>
= v (#050 - [(0-a)
103

10.3. Hauptkomponenten des Prozesses D>°

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Martingaleigenschaft des Prozesses DES gezeigt.

Fiir diesen Prozess gilt fiir s < ¢:

t1—A
D35ty = ﬁ(Hgo»SS(t)— / T Fng’SS>
) 1

RN 1— A(Y;) }
= — lsy: Iipayvy — ———21 v v
Z {vi<t} [ {Di>Y:} — S x>y
Vi 1-F(Y;)
: S8 ss A-F oo
mit COU(Dn (S)an (t)) = C(S) und C(S) = ﬁdﬂ
[0,s] ~—

Die Kovarianzfunktion wollen wir nun bestimmen.

Lemma 10.2. Es gilt fiir s < t:

A-F

1o AH" = ((s)

Cov(D55(s), D35 (1)) = /[0
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Beweis. Wir haben:

Cov(D3%(s), Dy (t))
1—A(Y 2
= E(lyy<silyv<y [1{D>Y} - 1_FEY;1{X>Y}} )
1—AY 2
= E(lyy<g [1{D>Y} - 1_FEY§1{X>Y}] )

1—-A(Y 1—-A(Y
= E(lyy<sy[Lpsyvy =2 Lpsvixsyyy— FEY; +(— FEY§)21{X>Y})

Wir berechnen diesen Erwartungswert und erhalten:

B 2
ConDF(e), D) = [ (- awpaow 2. [ GG ac0)
(1 - Aw)?
+/[0,s] 1 - F(y) 4G(w)

_ ~ [ A-AE)?

= j@ﬂ(l A(y))dG(y) /;ﬂ = dG(y)

(10.3) Aly) = F¥) ;00

o SR )

= )

O]

Somit existiert fiir D5 (t) mit Theorem 3.2, wenn wir alle Verteilungen als stetig vorausset-
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zen, fiir ¢p = ¢ auf [0, 7] (falls ¥(T") > 0) die folgende Darstellung:

SS’ 7 SS 7 T SS " 7
D Z < DI L,00) >4 @) mit < D500 > 5= [ DI,
Hierbei gilt fiir die Hauptkomponenten:

o = <D, [(9) >

T
_ / DSS(s) ;((s))di (s)

Wir benutzen f;(s) = v/2sin(bjs) mit b; = w und erhalten:

n

2 1 1—-A(Y;) ~
oSS E ( !
G = \w [”DM} TISR(Y) 1{Xi>yi}] st r)

n ;
=1
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10.4. Likelihood-Funktion im Survival/Sacrifice Model

Die Zufallsvariable D moge aus einer parametrischen Familie 4y = {Ay|0 € ©} von Verteilungs-

funktionen stammen. Durch Betrachtung der Folge

(Zi = min(X;,Y:),0i = Lix,<v;), i = Lp,<y;})i=1,..n

im Survival/Sacrifice Model miissen wir, bedingt durch D < X f.s., drei verschiedene

Situationen unterscheiden:

l.o=1pu=1:
PZ; <t,X; <Y;,D; <Y;))=P(X; <t,X; <Y;) = fot(l — G)dF (ohne Ap!)

2. 6=0,pu=1:
P(Z <t,X; >Y;, D; <Y;) = P(Y; <t,D; <Y; < X;) = [ (4g — F)dG

3. 0=0,p=0:
P(Z; <t,X;>Y;,D; >Y;) = P(Y; <t,D; > Y;) = [1(1 — Ag)dG

Durch Bestimmung der obigen Wahrscheinlichkeiten zeigt sich, dass in der ersten Situation
die beiden Funktionen nicht von € abhingen. Deshalb werden wir diese Terme, wie in den

vorherigen Kapiteln, bei der Bestimmung der Likelihood-Funktion nicht beriicksichtigen.

Wir erhalten:
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Wir definieren die Kullback-Leibler-Information fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmake @ und P

mit D ~ @ und @ < P wie folgt:

KE@P) = Fo|(l-0) (G = 1)+ (0= minG = o)
> Qy) — F(y) 3 B . [1= QW)
= [ (| =52 @) - ) + (- Qi |1 =28 Y act
Diese Definition beinhaltet wieder den Spezialfall fiir @ = Ag, und P = Ay,:
K o) = B |(1=0)-pein (2= T & (1= win (125257 )
Ap (V) - F(Y 1— Ay (Y
- o oo () ()
- /OO P(D <y < X)In(..)dG(y) + /OO P(D > y)in(..)dG(y)
= [ |cat) - Foin (5B
+1 = dnin (=420 | ac)

Bemerkung:

Im Survival/Sacrifice Model ist eine Bestimmung der Kullback-Leibler-Information nur fiir

Wabhrscheinlichkeitsmafe P und () moglich, fiir die das Folgende gilt:

Qly) > F(y) Vy  sowie Py) > F(y) Yy
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10.5. Die Kullback-Leibler-Information im Survival/Sacrifice

Model

Wohldefiniertheit und Eindeutigkeitsvoraussetzungen

Unter der Voraussetzung, dass Q(y) > F(y) sowie P(y) > F(y) Vy, gleicht die Kullback-

Leibler-Information dieses Zensierungsmodells

[ (|35 =50 @) - Fe)+ - Qi | =55 | ) a6

Lemma 10.3. Kgs ist wohldefiniert und wir haben 0 < KCS;S < oo.

Beweis. Durch die Taylorformel ergibt sich:

S5 TRy —Fly) 1 Qly) —Fly) .. B
K@ = [ [P@)—F(y) Y oA ) Ply) — Fly) ”}(P )~ F@)dG)
R e g V) 4 Pwnicw

(1 QW -Fly) B
- /_oo (QAl(y)(P(y)—F(y) D (Ply) = Fly)

1 1-Q(y)
+2A2(y)(1 — P(y)

S P<y>>) aG(y)
> 0

Die letzte Ungleichung folgt aus

Q<P und Q(y) > F(y) sowie P(y) > F(y) Yy

122



10. Survival/Sacrifice Model

Es existiert somit die folgende Darstellung der Kullback-Leibler-Information:

K& (Q,P) = /_Z <2il(§:§ -1} (P-F)+ 222(1:?) —1)2(1 - P)) dG  (10.5)

Wir definieren die Menge Agg wie folgt:
Ags = {z: Q(z) # P(x)}
Lemma 10.4. Wir haben fir Q < P:
K25(Q,P) >0 <= G(Ass) >0

Beweis. Unter der Annahme, dass G(Agg) > 0 folgt direkt K2°(Q, P) > 0. Dies werden wir

durch Verwendung von (10.5) verifizieren:

SS _ 1 @-F . wp L 1=Q@ ey
k@ P = [ | o PP e g g 1P fdo
>0
1 Q-F 9 1 1-Q 2
+/ASS<2A1(P_F_1) (P=F)+ 5 (=5~ 1 (1—P)>dG
>0

>0 daG(Ass)>0undl—P>0aqu35
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Nun sei G(Ags) = 0 gegeben. Damit erhalten wir:

ss.p) = [ (A @ ey L (29 e
K¢ (Q’P)_/ASS<2A1(P—F VAP =F) + 55-(—p — D P))dG
=0 Wegeﬁ G(Ass)=0
L Q-F o gy, L 12Q n,
+/Ass<2A1(P—F DXP = F)+ g (i—p — V0 P))dG

=0, denn es ist Q=P auf Agg
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11.1. Modellbeschreibung

Das Generalized Survival/Sacrifice Model kann als eine Erweiterung des Survival/Sacrifice
Model angesehen werden. Die interessierende Grofe, z.B. der Ausbruchzeitpunkt einer Krank-
heit, wird ebenfalls durch die Zufallsvariable D modelliert. Die Information wird durch die
Zufallsvariable Z = min(X,Y’) zusammen mit den Indikatorfunktionen § = 1;x<y} und
p = lip<zy bereitgestellt. Hierbei bezeichnet Y die Zensierungsvariable und X den Tod
des Untersuchungsobjekts. Der Unterschied zum Survival/Sacrifice Model besteht also darin,
dass nun der Indikator 1¢p<z) anstelle des Indikators 1ip<yy verwendet wird. Aukerdem
beschreibt die Zufallsvariable X nicht mehr nur den Tod, der durch die Krankheit verursacht
wird, sondern den “allgemeinen” Tod des Untersuchungsobjekts. Somit ist die Voraussetzung,

dass D < X fs. nicht mehr erfillt und wir miissen vier Situationen unterscheiden:
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0=1Lu=1 <= D<XY
0=1Lpu=0 <= X<Yund X <D
0=0,p=1 <= D<Y <X
0=0,p=0 <= Y<DundY <X
(Y < min(D, X) =: D)
Y
l
1
Z= z=y X z=X =X
D

Bemerkungen:

e Die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen D, X und Y werden wie im

Survival/Sacrifice Model mit A, F' und G bezeichnet.

e Das Generalized Survival/Sacrifice Model erscheint realistischer als das Survival /Sacrifice
Model. Dies ist dadurch begriindet, dass es in den meisten Untersuchungen nicht
moglich ist, eine Entscheidung iiber die Todesursache eines Individuums zu treffen.

Diese wird hiufig von mehreren, oft unbekannten, Faktoren beeinflusst.

e Durch die beobachtbare Zufallsvariable Z = min(X,Y") erhalten wir die Information,

ob X <Y oder X >Y. Somit kennen wir die Realisierung des Indikators 6 = 1;x<y}.
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Wir kénnen aber ohne die Voraussetzung, dass D < X f.s. nicht in jeder Situation
erfahren, ob D <Y oder D > Y. Gilt ndmlich Z = X, so ist nur bekannt, ob D < X
oder D > X. In der Situation D > X kann aber keine Aussage getroffen werden, ob
D <Y oder D > Y. Somit miissen wir in diesem Zensierungsmodell den Indikator

1{p<zy verwenden.

e Durch Definition einer neuen Zufallsvariable D := min(D, X) folgt D < X f.s., und wir

kénnen Ergebnisse aus der Untersuchung des Survival/Sacrifice Model nutzen.

11.2. Martingaldarstellungen der Zahlprozesse

Im vorherigen Abschnitt haben wir eine neue Zufallsvariable D eingefiihrt. Die Verteilungs-

funktion dieser Variablen bezeichnen wir im Folgenden mit A.

Im Unterschied zu den bisherigen Zensierungsmodellen existieren im Generalized

Survival /Sacrifice Model vier Zahlprozesse:

g 1 <& .
H7E55(t) = -~ D lzm<tomim=y  firije{0,1}
k=1

Wir beginnen mit der Bestimmung der Doob-Meyer-Zerlegung der Zahlprozesse HY"E95 ynd

HV95% beyiiglich der Filtration (F;); mit
Ft = 0(L{z,<5,x:<vi,D< 2} W Zi<s, X, <3, D3> Zh W Zi<s, Xim Vi, Di<Zh W zissy 11 =1, m5 8 <)

Hierzu wiederholen wir unser Vorgehen des letzten Kapitels. Zuerst wird der bedingte Er-
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wartungswert fiir n = 1 bestimmt und wir betrachten wieder endlich viele t; < ... < t,, <
t =ttt

Lemma 11.1.

Wir haben fir 1 <k <m+41:

B HOO,GSS(t )_HOO,GSS(t _ )
E(Lz=xnv<t,,x>v,0>21Ft1) = Ly <y, | peyy T Hzst 1) By Py e

Beweis. Durch Verwendung der Zufallsvariablen D sowie der Messbarkeit und Beachtung der

Struktur der o—Algebra erhalten wir:

E(lz<t, x>v.pszyF) = E(lgy<y, x>v.psvFh_i)
= E(I{Ygtk,D>Y}’ftk71)

= 1{Y§tk,1,D>Y} + E(l{tk,1<Y§tk,D>Y}|’Ftk71)

S Yzst 3 e <v<t, Doy AP

= Ly ooy T Hzen 0 P(Z > ty_1)
HO0.GSS (¢,) — HO0O.GSS (¢, 1)
= 1{Y§tk71,f)>y} + 1{Z>tk*1} 1 — H(tp—1)
Die letzte Gleichung folgt aus:
HOGSS (1) = P(Z<t,X>Y,D>Z2)

= PY<t,X>Y,D>Y)
= P(Y<t,D>Y)

- /t(l—A)dG (11.1)
0
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Indem wir wie im zehnten Kapitel vorgehen, ergibt sich schlieflich:

Mgo,c:ss(t) - Vn (Hgo,c:ss(t) B /t 1-H,_ dHoo,GSS)
o 1—H_
t — ~
W m (HOO GSS (¢ / 711 Ij;— (1- A)dG)
0 - —
01,GSS 01.GSS (4 /t 1 —Hp— 01,655
MP (t) = +/n|H, ———dH
n o 1—H_
‘1—H,_

Hierbei wurde verwendet, dass

HOLGSS(4y = P(Y <t,D<Y < X)
[P(X >y) - P(X >y,D >y)|dG(y)

t

(A(y) — F(y))dG(y)

0

/
_ /0 [ - Fo) - (1 - Aw))] a6
/

Leider bleibt die Martingaleigenschaft dieser Martingalprozesse wieder nicht erhalten, wenn
wir die nichtparametrischen Schitzer der Verteilungs- und Subverteilungsfunktionen verwen-

den.

Deshalb stellen wir durch Verwendung der Ideen von Stute (1997) einen weiteren Martingal-
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prozess, den wir untersuchen werden, vor:

t
DSSS(t) — (HOO 1- AdHO>
0 F
1—An
= f Z Liz,<ty ll{D >Y;, X >V} T FEYigl{X»Yi}]

1 1 - A(Y3)
B VGLE:lﬁﬁﬁ}[HDpwn“l_IW}31L&>n4
i=1 7

Bemerkungen:

e Die Martingaleigenschaft des Prozesses DG folgt wieder aus den Doob-Meyer-

Zerlegungen der beiden Prozessteile, die den gleichen Kompensator besitzen.

e Wir werden im fiinfzehnten Kapitel fiir diesen Prozess eine Transformation bereitstellen,

die es uns erméglicht, Goodness-of-Fit Tests durchzufiihren.

e Die Doob-Meyer-Zerlegungen der Prozesse HYC55 ynd HIYYSS konnen mit der
) ) e 00,G'SS .
gleichen Vorgehensweise wie fiir den Prozess Hj bestimmt werden.

Es gilt:

*1—H,_
M%U,GSS(t) — \/E(H%O,GSS(.L.) _/0 n dHlO’GSS>

1—-H_
MILGSS(py = HI1GSS () "1-H, JEILGSS
n (t) = Vn(H, (t) ST
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11. Generalized Survival/Sacrifice Model

11.3. Hauptkomponenten des Prozesses D%°°

In diesem Zensierungsmodell untersuchen wir den zentrierten Martingalprozess DS mit

by g
o) = v - [ et
0
L 1 - A(Y;)
- ﬁzl{%ét} ll{bpm - 1_F(Yi)1{xi>m]
i=1
- GSS GSS . SA—F o
wobei  Cov(D,?>(s), D;/?>(t)) =&(sAt) mit &(s) = T FdH
o 1—

Diese Kovarianzfunktion werden wir im nachsten Lemma verifizieren.

Lemma 11.2. Es gilt mit s < t:

SA—F

00 __
- dH" = £(s)

Cov(DSSS(s), DESS (1)) = /
0

Beweis. Wir haben:

Cov(DS5(s), DF55 (1))

~ 2
1—A(Y)
= E(lyy<g iy <y ll{f)>Y} - 1_F(y)1{X>Y}] )

1-AY)  1-A®Y)
= Ey<allipsyy =2 YpsvixsviT— FY) +(— F(Y>)21{X>Y})

_ o [ A-Aw)?
- /Mu A(y))dG(y) /M G ()

(11.1) Aly) = Fy) ;00
B /[o,s] 1—F(y) H )
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11. Generalized Survival/Sacrifice Model

Somit existiert fiir DS9(t) mit Theorem 3.2, wenn wir alle Verteilungen als stetig voraus-

setzen, fiir ¢ = € auf [0, 7] (falls ¢(T") > 0) die folgende Darstellung:

00 T
DFFS(8) = Y < D%, () > f((1) mit < DFSS, () > o= /O D () f((t))dib(t)

Jj=1

Hierbei gilt fiir die Hauptkomponenten:

afi® = < DI i) >
- /0 DESS (5) 1;(4(5))dib ()
1

_ Ly 1Ay :
_ Ly 1— A) :

Wir benutzen abermals f;(s) = v/2sin(bjs) mit b; = =D y1nd erhalten:

2
2 1 1-A(Y) ~
GSS __ 7
Gn = n'lyzll{bpm‘l_ml{xm}] cos (b (Y;))
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11. Generalized Survival/Sacrifice Model

11.4. Likelihood-Funktion und Kullback-Leibler-Information im

Generalized Survival /Sacrifice Model

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass es uns ohne bestimmte Annahmen nicht moglich

ist, die Likelihood-Funktion in diesem Zensierungsschema anzugeben.

Die Zufallsvariable D moge aus einer parametrischen Familie Ay = {Ay|0 € O} von Verteilungs-
funktionen stammen. In einer Studie mit n Untersuchungsobjekten ist der Vektor (Z; =
min(X;, Y;),6; = 1yx,<v;}, i = 1{p,<z,})i=1,...n gegeben. Im Unterschied zu allen vorherigen

Zensierungsmodellen miissen nun vier verschiedene Szenarien beachtet werden:

1. P(Zi <t,X;>Y,D; > Zi) :P(Yz <t,X;>Y;,,D; > Yz)
= P(Y; <t,D; >Y;) = [3[1 — AgldG

2. P(Z; <t,X; >Y;,D; < Z;) = P(Y; < t,X; > Y;,D; <Y;) = [[|Ag — F|dG

3. P(Z; <t,X; <Y, Dy > X;) = P(X; < t,X; <Y, D > X5)
= [T P(X; <ty X; < D;)dG(y)

4. P(Z; <t,X; <Y, D; < X;) =P(X; <t,D; < X; <))
= [Z P(X; <tAy,D; < X;)dG(y)

Die Gleichungen 3. und 4. kénnen nicht wie die beiden ersten Gleichungen umgeformt und
durch die Verteilungsfunktionen dargestellt werden. Auferdem enthalten selbst die Gleichung-
en 1. und 2. die Funktion Ay anstelle der Funktion Ap, an der wir interessiert sind. Dies ist
durch die unbekannte Abhingigkeitsstruktur von D und X bedingt. Es miissten

bedingte Verteilungen Verwendung finden. Somit konnen wir fiir dieses Zensierungsmodell

die Likelihood-Funktion und folglich die Kullback-Leibler-Information nicht angeben.
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12. Weitere Zensierungsmodelle

In der Literatur existieren noch viele weitere Zensierungs- und Truncierungsmodelle. Wir

wollen nun einige dieser Modelle nennen und kurz beschreiben:

e Typ-I-Zensierung:

In diesem Modell gibt es nur einen Zensierungszeitpunkt C fiir alle Variablen X;.

Deshalb haben wir fiir die beobachtbaren Zufallsvariablen Z; fiir ¢ = 1, ..., n:

Zi = min(Xi, C)

e Fiir das obige Modell existieren ebenfalls die folgenden Erweiterungen:
Jede der Variablen X; hat entweder eine “eigene” feste Zensierungsvariable C; oder es
sind mehrere gemeinsame feste Zensierungszeitpunkte vorhanden. Ein weiteres Modell
macht die Annahme, dass zu jedem Zensierungszeitpunkt mehrere Untersuchungsob-
jekte (X;’s) aus der Studie entfernt werden. In der Literatur werden diese Modelle

Progressive Typ-1-Zensierung oder Verallgemeinerte Typ-I-Zensierung genannt.
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12. Weitere Zensierungsmodelle

e Typ-II-Zensierung:

Wir betrachten eine Studie mit n Untersuchungseinheiten. Bei Typ-1I-Zensierung wird
diese Studie fortgesetzt, bis eine bestimmte Anzahl der Untersuchungseinheiten “aus-

fallt”, siehe Lim und Park (2007).

e Die meisten Untersuchungen zur Survival Analysis beinhalten Modelle, die durch Er-
weiterung des Current Status Model entstehen. Beispiele hierfiir sind:
Intervallzensierung mit kontinuierlichen Markierungen oder Intervallzensierung und

konkurrierende Risiken, vergleiche Groeneboom, Wellner und Maathuis (2008).

e Truncierung:

Truncierungsmodelle unterscheiden sich erheblich von den bisher vorgestellten

Modellen. In den Truncierungsmodellen kann die Variable, an der wir interessiert sind,
nur beobachtet werden, falls diese vor oder nach einer bestimmten “Schranke” einge-
treten ist. Wir kennen nicht die exakte Anzahl (sagen wir N) der Variablen von Inter-
esse, sondern arbeiten nur mit n < N der Realisierungen, die diese Schranke “gemeis-
tert” haben, siehe Stute (2006), S. 72 ff.. Diese Abhangigkeitsstruktur fithrt zur Ver-
wendung von bedingten Wahrscheinlichkeiten und Verteilungen bel Untersuchungen in

Truncierungsmodellen.

e In der Literatur existieren aufferdem viele Kombinationen der bereits erwihnten
Modelle. Als Beispiele seien hier Links-Truncierung und Rechtszensierung sowie

Truncierung und Intervallzensierung, siehe Hudgens (2005), genannt.
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Teil 111,

Kullback-Leibler-Information und

Martingaltransformation
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In diesem Teil der Arbeit wollen wir die Modellierungen und Ergebnisse der verschiedenen
Zensierungsmodelle des zweiten Teils dieser Arbeit verwenden. Hiermit wird unter bestimm-
ten Voraussetzungen die Konsistenz sowie die asymptotische Normalitit des Maximum-
Likelihood-Schitzers mit Hilfe der Kullback-Leibler-Information verifiziert werden. Als Ori-
entierung fiir den Beweis der Konsistenz verwenden wir Stute (1992). Im fiinfzehnten Kapitel
werden wir den Martingalprozess DG des Generalized Survival/Sacrifice Model weiter

untersuchen und eine Transformation bereitstellen, die es uns ermoglicht, asymptotisch

verteilungsfreie Tests durchzufiihren.
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13. Kullback-Leibler-Information

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Kullback-Leibler-Information fiir zwei Wahr-
scheinlichkeitsmafe @@ und P mit @Q < P. Zuerst werden wir die verschiedenen Likelihood-

Funktionen und anschliefend die Kullback-Leibler-Informationen sowie Funktionen L3 (6, e)
angeben. Damit wird im vierzehnten Kapitel unter Verwendung der Ergebnisse aus den jewei-
ligen Abschnitten der Kapitel 4 bis 10 die Konsistenz und asymptotische Normalitéit des
Maximum-Likelihood-Schétzers in jedem der Zensierungsmodelle gezeigt werden. Auferdem
werden wir in diesem Kapitel eine Informationshierarchie erstellen. Diese wird verifizieren,
welche Zensierungsmodelle eine grofere Kullback-Leibler-Information als andere Modelle be-
sitzen. In den Kapiteln des zweiten Teils dieser Arbeit haben wir bereits an mehreren Stellen

auf diese Ordnungsrelationen hingewiesen.

13.1. Tabellierung der Likelihood-Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir die Likelihood-Funktion fiir jedes Zensierungsmodell angeben,
da wir diese fiir den Beweis der Konsistenz des Maximum-Likelihood-Schétzers im vierzehn-
ten Kapitel bendtigen. Ein guter Uberblick iiber die Likelihood-Funktionen verschiedener

Zensierungsmodelle ist ebenfalls in Groeneboom und Wellner (1992) gegeben.
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13. Kullback-Leibler-Information

Rechtszensierung:

LR (0) = TT [(fo(X0) i) - (1 = Fy(¥i) txevil]
=1

Linkszensierung:

LEC(0) = [T [(Fo(¥a) exisvir - (fo(Xy)) tximvar]

i=1
Current Status Model:
L5(0) = [ ] [(Ao(Zi) 1ozt - (1 — Ag(Zy)) piz21]
i=1

Intervallzensierung Typ II:

£02(0) = T [(Ao(T) om0 - (Ag(L) — Ag(Ty))H5<oicv - (1 — Ag(U7)) 000
=1

Doppelzensierung:

L79(0) = [T [(Ap(T3) Ps=Td - (ag(Dy)) Ts<Pistid (1 — Ag(Up) P00
i=1
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13. Kullback-Leibler-Information

Mittelzensierung:

LY (6) [(@(D)! @10 - (ap(Do)) 00

1

n
1=

o (Ay(Ui) — AQ(E))I{Ti<Di§Ui}]

Survival/Sacrifice Model:

L3%(9) = ﬂ [(Ag(Y3) — F(Y;))HDigvicxit . (1 — Ag(Y;)) 2i>vi)]
=1

Bemerkung:

Fiir jede Likelihood-Funktion gilt fiir eine spezielle Funktion ¢°:

n

Ly 0) = [ ¢ (X, 0)

=1

Hierbei bezeichnet X, den i-ten Vektor der beobachtbaren Daten.

13.2. Tabellierung der Kullback-Leibler-Informationen und

Funktionen L2(6,,0)

In diesem Abschnitt werden wir die Kullback-Leibler-Informationen sowie die Funktionen

L3(0y,e), die wir im vierten Kapitel dieser Arbeit kurz diskutiert haben, angeben. Das
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13. Kullback-Leibler-Information

jeweilige Zensierungsmodell wird durch den oberen Index sowie die eindimensionalen Zen-

sierungsverteilungen durch den unteren Index angegeben. Es gilt fiir zwei Wahrscheinlichkeits-

mafe Q und P mit Q < P:

Ohne Zensierung:

K@= [ )] Gar

£00.0) = [ tnl5(e.0) 1. Ou)av(a)

—0o0

Hiermit gilt mit d@Q = f(-,6p)dv sowie dP = f(-,0)dv
L(6o,0) = L(bo, 60) — K(Q, P)

Rechtszensierung:

xie@p - [~ ( [ o) e+ 0 - @i EZ%D aG(y)

LEC (60,0) = / N [ /( In(f(2,0)) (. 00)dv(x) + (1 — F(y,00))in(1 — F(y,0)) | dG(y)

-0 —00,y]

Setzen wir nun dQ = f(-,6p)dv und dP = f(-,0)dv, so folgt:

KE(Q.P) = / [ g ) + (1= Pl toin G lac)
= L& (0o,00) — LEC (60, 0)
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13. Kullback-Leibler-Information

Diese Gleichung wird durch Umformung zu

LEC(00,0) = LEC (60, 00) — KE°(Q, P)
N————

>0

Linkszensierung:

KéC(ij) = /_Z <Q(y)ln [ggzg] + /(ym) in [Zg] ﬁdP) dG(y)

LEC (60,0) = /

dG(y)

F(y. 80)In(F(y,0)) + / In(f(,0)) f (. Bo)d(z)

(y,00)

Wir haben mit d@Q = f(-,6p)dv und dP = f(-,0)dv wieder:

LEC(00,0) = LEC (00, 00) — KEC(Q, P)
N———

Current Status Model:

k55 @.p) = [~ (@win | Z8)+ - Quim |1 =20]) ar)

LG (60,6) = /_OO [A(y, 00)In(A(y, 0)) + (1 — A(y, 00))In(1 — Ay, 0))] dH (y)
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13. Kullback-Leibler-Information

Es gilt mit Q) = Ag, und P = Ap:

L% (00,0) = LG (60, 00) — K5°(Q, P)
N—_———

Intervallzensierung Typ II:

wigQ.r) = [ (ewm 2]+ a-oum | =5Y]
+in | 220 Q) - Q) ) e,

LG (60,0) = /]R? [A(t,00)In(A(t,0)) + (1 — A(u,6p))In(1 — A(u,0))

Fin(A(u, 0) — A, 0))(A(u, 60) — A(t, 00))] dH (t, u)

Wir erhalten mit Q@ = Ay, und P = Ayp:

Li53(00,0) = Li53 (00, 60) — K (Q, P)

>0
Doppelzensierung:
kP6@P) = [~ awm| g8 e+ [T a-ewm ;=30 o)

4 / ) ( /( L m [jji] jj?,dp) [dG(y) — dF (y)
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13. Kullback-Leibler-Information
125(00.0) = / Aly, 00)In(A(y, 0))dF (y) + / (1— Ay, 60))in(1 — A(y,0))dG(y)

[ ( | a0t eo>du<x>) AG(y) — dF(y)
Hieraus folgt mit dQ = a(-,6p)dv und dP = a(-,0)dv:

LEG(00,0) = LEG(00,00) — KRG(Q, P)

~————
>0
Mittelzensierung:
dQ] dQ dQ] dQ
KMS(Q,P) = In |==<| ==dP In |==<| -=dP
Fe (@ F) /RQ (/(Ooﬂ " sz] P +/(u7oo) " [dP} P

Q) = QW] s )
sin | 2024 (@) - @) atrte.w

g6 = [ | /(_  nlataMate, o)) + | infate.)ate. b)iv o)

(u,00)

+in(A(u,8) — A(t, 0))(A(u, 00) — Alt, 00))] dH (t,u)
Somit gilt mit dQ = a(-,0p)dv und dP = a(-,0)dv:

LYE(00,0) = LYE (60,00) — KHE(Q, P)
>0
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13. Kullback-Leibler-Information

Survival /Sacrifice Model:

K@= [ (| FE=E0] @) - Fo) + - Qi |1 =30 ) actw

L’ (60.0) = /Oo [(Agy = F(y))in(Ap(y) — F(y)) + (1 — Agy (y))In(1 — Ag(y))] dG(y)

—00

Und hiermit gilt mit @ = Ap, sowie P = Ay:

LZ5(60,0) = LEF (00,600) — K&°(Q, P)
N—_———

>0
13.3. Informationshierarchie

In Abschnitt 13.3 werden wir zeigen, welche Zensierungsmodelle mehr Information, also eine
grokere Kullback-Leibler-Information, als andere Modelle besitzen. Hiermit wird eine In-
formationshierarchie erstellt werden. Diese werden wir am Ende dieses Abschnitts in einer

Graphik wiedergeben. Hierzu benétigen wir die zwei folgenden Lemmata.
Lemma 13.1. Unter der Voraussetzung, dass fir drei reelle Zahlen a,b,c € (0, 1] die Unglei-
chung ¢ < min(a,b) erfillt ist, gilt:

a—c)_a.ln(a

f(avbac) = (a—C)ln(b_C g

)20

Beweis. Esist f(a,b,0) = 0. Fiir ¢ > 0 werden wir zeigen, dass die Funktion f1(c) = f(a,b,c)
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13. Kullback-Leibler-Information

monoton wachsend (in ¢) ist. Wir haben:

fi(0) =0

fe) = (a=ain(z—) —a-In(3)

1(c) = —ln(a—c)+ln(b—c)—1+z:z
- 71+b:ciln(b:0)

Die Funktion h(z) = —1 + z — In(z) ist > 0 auf (0,00) (Minimum im Tiefpunkt TP(1/0)).

Damit ist dieses Lemma bewiesen. O

Lemma 13.2. Unter den Voraussetzungen, dass fir vier reelle Zahlen a,c € (0,1] und b,d €

(0,1) die Ungleichungen a > b und ¢ > d erfillt sind, erhalten wir:

(a—b)zn<z_2>—a-zn(Z)er-zn(Z) >0

Beweis. Es sei a > b sowie ¢ > d gegeben. Damit gilt:

a=Fk b mit k1 > 1

c=Fky-d mit ko > 1

147



13. Kullback-Leibler-Information

Hierdurch erhalten wir:

(a— b)ln(a:S) —aln() + bln(g)
—  (kib—b)in <:212 — Z) — kibln <Z;Z> + bl"(g)
— (k1 —1)b- m(’;; — i) - klbln(:;)
+ kyb - ln(g) - bln(g) — klbln(g) + bln(g)
=0
_— <(k1 - 1)zn(2 — 1) — km(Zl))

Da b > 0 ist, miissen wir verifizieren, dass

ki —1 kq
— _ _ >
(k1 —1)in <k2—1> kiln (/{:2) >0

Dies folgt aber wie in Lemma 13.1 mit einer Funktion p(c) = (k1 — ¢)ln(¥=¢) — kyln(k).

ko—c ko
Fiir diese Funktion gilt ndmlich:
p(0) =0 sowie p'(c) >0 auf (0,00)
Hiermit folgt schliefslich: p(1) — p(0) > 0. O
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13. Kullback-Leibler-Information

13.3.1. Ohne Zensierung — Rechtszensierung

Die Kullback-Leibler-Informationen dieser Modelle sind:

Y dQ dQ
K(Q,P) = /_oom<dP> 5P

caern - [ (/(_Oo’y]z 5| Ghdr+ (1= Qi [i%})dmw

Lemma 13.3. Es gilt:
K(Q.P) > KE°(Q.P)

Beweis.

k@ -xi@r = [~ [ n(52) fRarwac) - kE°@Q.p

- /_OO (/(W) in (jfﬁ) Z%dP (1-Qy)in E:%D dG(y)

Sei y fest. Wir verwenden auf z > y ein normiertes Maf P* mit dP; := l_cif(y) und erhalten

fomtn p) o= 0 -0t [ =]

:(1—P(y))-/(y7oo)ln <ch3> d?)dP* (1—Q))in E:%] (13.1)
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13. Kullback-Leibler-Information

Nun folgt mit Jensen fiir die konvexe Funktion f(r) =z -In(z) sowie dP; = 1_dlf(y):

(13.1) > (I—P(y))-/( )zgdP;-ln (/( )ngP{/k) (- Qu)in(; 2

~—— |

e [ QP 1-QW) o 10l
— (- Qi = )~ (1= QUi = 5 )
- 0

Dies verifiziert, dass K (Q, P) > KZ¢(Q, P). O

13.3.2. Ohne Zensierung — Linkszensierung
Die Kullback-Leibler-Information im Linkszensierungsmodell ist
- Q(y)] / [dQ} dQ
In| =+ In|—=|-=dP | dG

Lemma 13.4. Wir haben:
K(Q,P) > KE°(Q, P)

Beweis.

Es sei y wieder fest. Indem wir abermals die Ungleichung von Jensen anwenden, ergibt sich
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13. Kullback-Leibler-Information

mit de = % fiir z <y:

o) = dQ, dQ Qy)
/(_m] ln(@)ﬁdP—Q(y)ln(%) = P(w'/(_oo,y] m(ﬁ)ﬁde—Q(yﬂn(@)

QAP Q) o Q)
> PO) [ G )~ QEInGE)

Qy)- p(ly)

13.3.3. Ohne Zensierung — Mittelzensierung

Im Modell der Mittelzensierung existieren zwei Zensierungsvariablen 7" und U mit T' < U

f.s.. Deshalb verwenden wir die folgende Partition der Zeitachse:

(—o0,t] , (t,u] und (u,o00)

Hiermit haben wir:

(/ ln(dQ)deP—i—/ (2999 p ln(dQ)deP> dH (1, u)
(—o0,t] (t,u]

KQ.P) :/ dP’dP dP’dP (woo) dP’dP

R2

sowle
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13. Kullback-Leibler-Information

MC _ dQ| dQ dQ| dQ
KF,G(Q>P) = /]1%2 (/(_Oojﬂln [dP] deP+/(u7oo)ln [dP} deP

o [c}m} (Qu) - Q(t))) dH (t,u)

H bezeichnet die gemeinsame Verteilung von (7, U).

Lemma 13.5. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

K(Q.P) > Ki§ (Q, P)

Beweis. Wir betrachten die Differenz der beiden Kullback-Leibler-Informationen:

Hierbel haben wir fir festes z mit t < z < u wieder Jensen sowie das Mafl P~ mit

AP}, = PL verwendet:

)P
dQ dQ d@Q.dQ . .
/< S Maplapt? = (P(M_P(t))'/( o ap
Jensen B dQ  4r n Qu) — Q(t)
> (Plu) = P(t)- /WEHZ Pl — 20 " Plu) = P
QW -QW) nFI =R

152



13. Kullback-Leibler-Information

13.3.4. Mittelzensierung — Linkszensierung

In diesem Abschnitt wollen wir die beiden nachstehenden Kullback-Leibler-Informationen

vergleichen:

Mg(Q7P) — /_Z (/(_oo,t]l (;lg)flgdp> dF(t) + /_Z (/(upo)l (;lg);igdf)) dG(U)

Qw) = QW) .
+ [ (s = ph@w - o) dte.w

Lemma 13.6. Es gilt:

KNS (Q.P) > K5°(Q,P)
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Beweis. Wir haben:

Kp§(Q,P) — K59(Q, P) :/ / zn%%dﬂuf / Q(y)In( E;)dG()
Qu) — Q(t)
/( (B =2 Q) - Q()))dﬂ(tu)
mit Lemma 13.4 > < giﬁ))
Q) - Q1) .
/ (o = 2@ - Q(t))) aH t.)
(R e .
= [ (mGa =@ - a) are.u)
) Q) i @O s
[ (@t - e G ) .
Also muss gezeigt werden, dass fiir feste ¢ und u:
QW) = QW e — o — ot @+ o A0
In(B = Q) — Q1) ~ Quin(F) + QUm(E)  (132)

Um Lemma 13.2 verwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass wir Q(u), P(u) € (0,1] und
Q(t), P(t) € (0,1) sowie Q(u) — Q(t) # 0 # P(u) — P(t) wegen dem Folgenden annehmen

konnen:
e P(u) = 0 impliziert P(t) =0 = Q(u) = Q(¢t) (Q < P) und somit gilt: (13.2) =0 > 0.
e Q(u) = 0 fithrt zu Q(¢) = 0 und wir erhalten (13.2)= 0.

e P(t) =0 bedingt Q(t) = 0 und hiermit folgt Q(u)ln(L4) — Q(u)in(LY) = 0.

e Q(t) = 0 ergibt die Gleichung: Q(u)ln(%) — Q(u)ln( P(Z)) > 0 (Monotonie des
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Logarithmus).
e P(t) =1 impliziert P(u) = 1= Q(u) = Q(t) = (13.2) = 0.

e Q(t) =1 bedingt Q(u) = 1 und somit haben wir:
—ln(P(lu)) + ln(%) >0. (P(u) > P(t)).

e P(u) = P(t) = Q(u) = Q(t) und wir erhalten (13.2) = 0.

e Q(u) = Q(t) fithrt wieder zu —Q(u)ln(ggzg) + Q(U)ZH(Q(U)) >0

Indem wir die folgenden Definitionen

verwenden, folgt die Behauptung mit Lemma 13.2.

13.3.5. Mittelzensierung — Rechtszensierung

In Abschnitt 13.3.5 muss die Notation fiir die Kullback-Leibler-Information des Rechtszen-
sierungsmodells verdndert werden. Wir verwenden die Bezeichnung K I{EC(Q, P) anstelle von
KgC(Q,P). Dies ist durch das Modell der Mittelzensierung begriindet, da in diesem Zen-
sierungsschema zwei Zensierungsvariablen existieren. Dies zeigt aber auch, warum wir die
Bezeichnung K (L;C des Linkszensierungsmodells in dem vorherigen Abschnitt nicht verdndern
mussten. Hierbei zeigt sich nochmals der Unterschied zwischen dem Modell der Mittelzen-

sierung und dem Modell der Doppelzensierung;:

Im Mittelzensierungsmodell ist die Variable T" rechtszensierend und U folglich linkszensierend.
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13. Kullback-Leibler-Information

Im Modell der Doppelzensierung ist aber T linkszensierend sowie U rechtszensierend.

Wir miissen nun die nachfolgenden Kullback-Leibler-Informationen vergleichen:

KNEW©O,P) — /: (/(Ooﬂz (Zﬁ)jﬁdp) dF(t)+/Z </<u,oo)l (Zi)jﬁdp) 4G ()

Qw) = QW) .y .
+/RQ <l”(p<u) _P(t))(Q( ) Q(ﬂ)) dH (t, u)

und

Kf9(Q,P) = /_OO (/(_ )z (%)%dm (1— Q(y))ln(i — ggz;o dF(y)

Lemma 13.7. Wir haben:
KMS(@Q.P) > KEC(Q, P)

Beweis. Es gilt fiir die Differenz:

e 19,4 | . 1- Q)
-/ </<y,oo>l "ar)ap? ) - |- Qi gnar

+/RQ (ln(m )dH
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13. Kullback-Leibler-Information

Indem wir Lemma 13.3 verwenden, erhalten wir:

K}ME(Q,P) - KE°(Q,P)

> 1-Qy)
> [7 (0= auynG =50 ) 6o) - ar)

Q) = QW) ) .
+/RZ (m(P(u)_P(t)XQ( ) Q(t))) dH (t,u)

R e O NP S ORI
= [ (1= @umG =5 - 4 - (=30 ) arte.)

Q) = QW) oy .
+/R2 (ln(P(u) — ) QW Q(t))) dH (t,u)

Es bleibt also abschliefsend zu zeigen, dass fiir feste ¢ und w:

1 Q(u) 1-Q()
)~ (- QOG5

Bloy — pipn) (@) = Q) + (1 = Qu)in( ) (13.3)

>0

Dies folgt aber durch die Verwendung von Lemma 13.2, indem wir die folgenden Gréfen

definieren:

Dies fiihrt uns zu:

(13.3) = (a — b)in(L— b) —a- m(%) +b- ln(é)

c—d d

Um das Lemma 13.2 anwenden zu konnen, bleibt noch zu verifizieren, dass wir (13.3) nur fiir
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13. Kullback-Leibler-Information
a,c € (0,1] und b,d € (0,1) sowie a — b # 0 # ¢ — d zeigen miissen:
o c=d<= P(t) = P(u) = Q(t) = Q(u) und dies impliziert (13.3) =0 > 0.

o a="b<= Q(t) = Q(u). Hiermit folgt (1—Q(u))in(=ped) — (1-Q(u)in(:=3%) > 0.

e a=0<= Q(t) =1= Q(u) =1 und somit (13.3) = 0.

b=0 <= Q(u) = 1. Wir haben dann (1-Q(t))In(p(72) — (1= Q(1)In(1=47) > 0.
e c=0<= P(t)=1= P(u) = P(t) = Q(u) = Q(t) = 1. Deshalb ist (13.3) = 0.

e d=0<= P(u) =Q(u) =1.

Dies impliziert (1 — Q(1))In(1=37) — (1 — Q(1))In(1=47) = 0.

b=1+= Q(u) = 0=Q(t) = In(1=pr) — In(i=bg) > 0.

d=1<+= P(u) =0=Q(u) = P(t) = Q(t) und (13.3) = 0.
Wir haben verifiziert, dass (13.3) in den obigen Situationen nichtnegativ ist und somit
folgt mit Lemma 13.2 insgesamt:

—Q(u)
1— P(u)

Q)

(Q(u) ~ Q()in( A =) )~ (- QU)In(— 2Ty >

13.3.6. Rechtszensierung — Doppelzensierung

Wir werden verifizieren, dass K£(Q, P) > Kgg(@, P) mit

x&e@r =" ( [ R+ 0 Qw5 >> aG()
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13. Kullback-Leibler-Information

und

o P(y)
+/_OO (/(_oo,y] In [Zg] ngP> [dG(y) — dF (y)]

Lemma 13.8. FEs gilt:

kpgQr) = [~ owm| g8 are+ [~ a-ewm 1= 30w

KEC(Q,P) > KRG(Q. P)

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz des Lemma 13.4, da

o dQ . d
i@ -rpger = [ wCR i - ewm @l arw
—00 —00Y
>0 mit Lemma 13.4

v
o

13.3.7. Rechtszensierung — Current Status Model

Wir miissen in diesem Abschnitt die Notation von Kgs zZu Kgs dndern, um die beiden

Kullback-Leibler-Informationen vergleichen zu kénnen. Es ist also:

o0

(Q@)M(f_ﬁg;) (1 - Qy)in(

1-Q(y)

K&°(Q, P) —/ 1= Ply)

—00

)) dc)
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13. Kullback-Leibler-Information

Lemma 13.9. Wir haben:
KEY(Q,P) > K§%(Q, P)

Beweis. Wir benutzen wieder Lemma 13.4 und erhalten:

KEC(Q,P) - KS5(Q.P) = /_OO (/(_ }ln(fg);@dP— Q(y)zn(%)) dG(y)

v

0

13.3.8. Linkszensierung — Doppelzensierung

In Abschnitt 13.3.8 miissen wir ebenfalls eine Notation verindern. Wir verwenden K £¢(Q, P)

anstelle von K5(Q, P), damit die Modelle verglichen werden konnen. Hiermit ergibt sich:

sian=[" (Q(y)ln(%) o mGper ) )

Q(y)

kpg@r) = [~ aum | B8] arw)+ [ - auim =24 dcw)

P(y) . 1= P(y)
+f - ( /( o [jf_i] flfidp) (4G (y) — dF(y)

Lemma 13.10. FEs gilt:

KEC(Q,P) > KP&(Q, P)
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13. Kullback-Leibler-Information

Beweis. Wir haben:

> d d
s -wtgon - ([ dgdgdp)
N

- [ 0= ewinG =3 ic)

_ / ‘: ( /( L [ df_?,] dfﬂdP) [dG(y) — dF (y)]

Wir verwenden Fubini und erhalten:

Ki°(Q,P) ~ KRG(Q, P)

- [ F @) e
- [P - G @G T @ir@
-[a- @(y))lnd i1
/ G- Zg( JdP(z) - /_2(1 —QU)in(— ggz;)d(;(y)

(Fubini) /_Z /(y,oo)l (%)%dP (1 Q(y))ln(iiggz;) dG(y)

>0 mit Lemma 13.3
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13. Kullback-Leibler-Information

13.3.9. Linkszensierung — Current Status Model

Wir werden mit Hilfe der Notation aus Abschnitt 13.3.7 verifizieren, dass

KEC(Q,P) > K&5(Q, P).

Lemma 13.11. FEs ist
KEC(Q,P) > K§5(Q, P)

Beweis. Dies folgt aber direkt aus Lemma 13.3, denn es gilt:

KLC(Q, P) — KS5(Q.P) = /_Z </<y,oo> m(j%)j%dp G- Q@))M(i%)) 4G (y)

> 0

13.3.10. Doppelzensierung — Intervallzensierung Typ Il

Wir wollen zeigen, dass fiir diese Modelle K gg(Q,P) > K IQ%(Q,P) gilt. Also muss das

Folgende verglichen werden:

kpg@r) = [~ owm| g8 arw+ [T a-ewm ;=30 dcw
([ e [5] d3ar) et ar
mit
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13. Kullback-Leibler-Information

Kiz@.r) = [~ owm| 28] e+ [~ a-aum | =50 acw

Qu) — Q(t)
‘F/R2 <ln(P(u)—P(t))(Q(u) - Q(ﬂ)) dH (t,u)
Lemma 13.12. Wir haben:
KRE(Q,P) > KIZ(Q. P)
Beweis. Wir betrachten wieder die Differenz:

KR&(Q,P) - KiZ(Q, P)

_ /‘: ( /( i @jﬁ)jﬁidp) [dG (y) — dF (y)]

- [ (m =@ - o) ) arte

(G =

- /. (/@,uﬂ e Q(t))> 4t (6,0

Durch die Verwendung von Lemma 13.5 folgt schliefslich die Behauptung.
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13. Kullback-Leibler-Information

13.3.11. Intervallzensierung Typ Il — Current Status Model

Im Modell der Intervallzensierung Typ Il existieren zwei Zensierungsvariablen. Deshalb wer-

den wir zwel verschiedene Notationen fiir die Kullback-Leibler-Information des Current Sta-

tus Model verwenden und in beiden Situationen zeigen, dass K II;’%?(Q, P) mindestens genauso

grof wie K&9(Q, P) bzw. K5°(Q, P) ist:

Lemma 13.13. Es gilt mit diesen Notationen:
Ki3(Q.P) > KG*(Q.P)  sowie  KiF(Q,P) > Kg*(Q. P)

Beweis.
1) Wir wollen verifizieren, dass K1 2(Q, P) > K5°(Q, P).

Dies folgt aber direkt mit Lemma 13.6:

KigQ.r) - kG @) = [ (= Eh@w - o) di.w

P(u) — P(1)
+f Q(yﬂn(%)dﬂy)— / z<§3§§j§>cz< dG(y)
> 0
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13. Kullback-Leibler-Information

2) In dieser Situation wollen wir zeigen, dass K{;%Q(Q, P) > K€%(Q, P). Wir haben:

KIZ(Q.P) - Kr(Q.P)
[ (@m0, .
= [, (mG =2 @ - e arte.u)

< (L= QW)
[ a-QumG=32

(@m0, .
= [, (mGa =@ - e are.u)

)
T e ) NN Fere N
+ [ (0 Q=5 - - Qi =5 dirte.w

>0 mit Lemma 13.7

1-Q(y)
1 - P(y)

)G - [ - Qi dF (3)

13.3.12. Survival/Sacrifice Model — Current Status Model

Wir beenden die Bestimmung der Informationshierarchie mit dem Vergleich der beiden fol-

genden Kullback-Leibler-Informationen:

k@ = [ (@ - Fom | FE=EE ]+ 0 - e | =48] ) d6w)
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13. Kullback-Leibler-Information

Lemma 13.14. Wir haben
K3%(Q,P) > K§5(Q, P)

Beweis. Es gilt:

K@ - k@R = [ (@0 - FumnFH=T - awin g

Hierbei gilt zu bedenken, dass aufgrund der Voraussetzungen dieses Modells gilt:

¢ < min(a, b)

Hiermit ergibt sich:

(13.4) = (a—c)ln(Z:Z)—a-ln(%)

= f(a,b,c)
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13. Kullback-Leibler-Information

Um das Lemma 13.1 verwenden zu kénnen, werden wir jetzt zeigen, dass f(a,b,c) > 0 in den

folgenden Situationen gilt:

Wir haben:

e a=Q(y) =0 = c= F(y) =0 und somit ist f(0,b,0) = 0.

b = P(y) = 0 impliziert, dass a = Q(y) = 0 sowie ¢ = F(y) = 0.
Dann ist f(0,0,0) =0 > 0.

e c= F(y) =0 fithrt zu f(a,b,0) = aln(§) — aln(}) = 0.
e c=a <= F(y) = Q(y) und dies fiihrt zu f(c,b,c) = —aln(y) >0, da b > a.

e c=b<+= F(y) = P(y). Hiermit gilt: f(a,b,b) :="0c0" — aln(%) > 0.
———
Konstant

e P(y) =Q(y) = F(y) bewirkt f(a,a,a)=0.

Somit ist (13.4) aufgrund des Lemma 13.1 nichtnegativ und dies war zu zeigen.

13.3.13. Graphische Darstellung der Informationshierarchie

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die Graphik der Informationshierarchie wiedergeben,

welche wir in den vorangehenden Abschnitten bestimmt haben. Das Modell “Ohne Zen-
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13. Kullback-Leibler-Information

sierung” besitzt die gréfste Kullback-Leibler-Information. Wenn zwei Modelle verglichen wer-
den, so besitzt das Modell, welches weiter oben in der Hierarchie steht, die grofere Kullback-
Leibler-Information. Das Survival /Sacrifice Model kénnen wir in dieser Hierarchie nicht einord-
nen und geben somit nur das Verhéltnis zum Current Status Model, durch den Trennstrich

getrennt, an.
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13. Kullback-Leibler-Information

Ohne Zensierung

Mittelze

nsierung

Rechts-/Linkszensierung

Doppelzensierung

Intervallzensierung Typ Il

Current Status

Survival/Sacrifice Model

Current Status
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14. Konsistenz und asymptotische
Normalitat des
Maximum-Likelihood-Schatzers bei

Zensierung

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der Konsistenz und asymptotischen Normalitét
des Maximum-Likelihood-Schétzers bei Zensierung. Hierbei erinnern wir daran, dass wir im
zweiten Teil dieser Arbeit Bedingungen dafiir hergeleitet haben, unter denen die Kullback-
Leibler-Information strikt positiv ist. Dies wird nun verwendet werden. Wir orientieren uns

hierbei an Stute (1992), der den Fall der Rechtszensierung untersucht hat.

Zuerst werden neue Funktionen und Notationen definiert, die wir nachfolgend zusammen mit

den Bezeichnungen aus Abschnitt 13.2 benutzen wollen:
e L*(0) bezeichnet die Likelihood-Funktion (bezogen auf das jeweilige Zensierungsmodell)

e Der normalisierte Logarithmus der Likelihood-Funktion besitzt
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14. Konsistenz und asymptotische Normalitit des Maximum-Likelihood-Schétzers bei Zensierung

die folgende Gestalt:
[n(0) == Zin (L7,(0))
n

Unter der Annahme der Existenz des Erwartungswerts gilt mit dem Starken Gesetz
der Grofsen Zahlen (SGGZ):
lim13,(6) = L2 (60, 9)

Weiterhin gilt fiir die Kullback-Leibler-Information, siehe Abschnitt 13.2:

K2(Q,P) = Ls(6o,60) — Le(60,6) >0

e 0, ist die Bezeichnung fiir den Maximum-Likelihood-Schitzer, der L (6) bzw. 13(6)

maximiert.

e Wir setzen (mit In(0) := —o0):

RECHTSZENSIERUNG:
Pz, 0) = §-In(f(2,0)+(1—20)-In(1— F(z,0))
wobei z = (z,0)
LINKSZENSIERUNG:
Y (x,0) = §-In(F(2,0))+ (1 —36)-In(f(z0))

wobel z = (z,0)
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14. Konsistenz und asymptotische Normalitit des Maximum-Likelihood-Schétzers bei Zensierung

CURRENT STATUS MODEL:
WO (2,0) = p-ln(A(=,0))+ (1 — ) - In(1— A(=,0))

wobel x = (z, )

INTERVALLZENSIERUNG TYP II:
W2, 0) = e In(A(y,0) + (1—p)-v-In(A@v,0) — Ay, )
+(1—=7)-ln(1— A(v,0))

wobei z = (y, v, f1,7)

DOPPELZENSIERUNG:
P2, 0) = p-ln(A(z,0)+ (1 —p)-v-In(a(z0))
(1 —~)-In (1 — A(z,6))
wobei z = (2, 11,7)
MITTELZENSIERUNG:
oM (,0) = p-in(a(y,0)) + (1= p)-v-In(A(v,0) = Ay, 0))

+(1=7) - In(a(v,0))

wobei z = (y, v, f1,7)
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SURV./SACRIFICE MODEL:
V99 (z,0) = (1—10)p-In(A(z,0) — F(z,0))
+(1—p)-in(1— A(z,6))

wobei z = (2,9, u)

Bemerkung:
Mit diesen Bezeichnungen gilt in allen Zensierungsmodellen:
In(L3 () = In(Ly(00)) = In(][¢°(X;,0) = in(] [ ¢°(X,60))

i=1 =1
n

= D [In(¢*(X,.0)) — In (¢*(X,,00))]

= > (WX, 0) - ¥ (X, 60))

i=1

Hiermit folgt fiir die Differenz des normalisierten Logarithmus:

BO-GO) = L300~ )
L> E90 [1/1.<£, 9) - 1/”(57 90)]
= L:<0079) - L:(00790) <_K:(Q7P))
14.1. Konsistenz des Maximum-Likelihood-Schatzers

Die Konsistenz des Maximum-Likelihood-Schitzers wird unter Verwendung der folgenden

Annahmen bewiesen werden:
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(i) O, der Parameterraum von 6, ist kompakt.
(ii) Die Funktion § — v*(z, 0) ist stetig.

(iii) Fir jedes 6 # 6y seien die Voraussetzungen des jeweiligen Zensierungsmodells gegeben,

so dass die Kullback-Leibler-Information strikt positiv fiir diese 0 ist.

Theorem 14.1. Es seien die Voraussetzungen (i)-(iii) erfillt.
Dann gilt, falls L3(00,60) endlich ist,

P(6,, — 6y) =1 unter Oy (14.1)

Beweis. Es bezeichne {V,(6p)} eine abzdhlbare Familie von offenen Umgebungen um 6y. Um

(14.1) zu verifizieren, miissen wir zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 das Folgende gilt:

P(6,, € Ve(0y) schlieklich) =1 (14.2)

Im folgenden Lemma werden wir zeigen, dass (14.2) mit U, = ©\V(0y) aus

P(limsup sup (I7,(8) — {5 (6p)) <0) =1
n 0eUe

folgt.

Lemma 14.2.

(14.2) und somit (14.1) sind erfiillt, falls

P(limnsup 95;15) (I3(0) —17(00) <0)=1 (14.3)
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Beweis.

Unter (14.3) gilt fiir ein vorgegebenes € > 0 und fir P-fast alle w € ), dass eine positive Zahl

no(w) sowie ein positives C(w) existieren, so dass V8 € U,

I2(0) =12 (6p) < —C(w) n > ny ist.
Somit ist 6, € V,(6p) fiir n > ng und der Beweis ist abgeschlossen.

Nun wollen wir den Beweis des Theorems unter den Voraussetzungen 4) — i4i) verifizieren:

Wir wihlen irgendein 6* € U.. Aufgrund der Stetigkeit (i7)) gilt mit Wahrscheinlichkeit 1
unter 6y:

sup  (*(X,0) —*(X, b)) Le ¥*(X,0%) — ¥* (X, 0o)
0V (0%)

Mit dem Satz von der Monotonen Konvergenz folgt, dass fiir alle V,(6*), die klein genug sind:

Ep, | sup (¢*(X,0) —9*(X,00))| | Eg, [¥*(X,07) — ¢*(X, 60)]
0V (0%)

Nun gilt aber unter 6y fiir 6* € U, (somit ist 6* # 6p) mit iii), dass
Eg, [V*(X, 07) — ¥*(X, 00)] = Lg(bo,0") — Lg(6o, o) < 0.
Mit dem SGGZ gilt somit mit Wahrscheinlichkeit 1:

limsup sup (I7(60) —15(6)) <O
n 0V (6%)
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Wegen der Kompaktheit kann U, von endlich vielen dieser V(0*)s {iberdeckt werden. Dies

beweist das Theorem. O

14.2. Asymptotische Normalitdt des
Maximum-Likelihood-Schatzers

In diesem Abschnitt wollen wir die asymptotische Normalitit des Maximum-Likelihood-

Schatzers unter bestimmten Annahmen verifizieren. Hierbei orientieren wir uns an Stute

(2007), Kapitel 5. Es bezeichne © C R" den Parameterraum von 6. Wir treffen die weit-

eren folgenden Annahmen:

1. Die Funktion § — ¢*(z, 0) ist dreimal differenzierbar, so dass in einer Umgebung um

0o das Nachstehende fiir 1 < j, k, s < r gilt:

' O yew0) < M)  p-fs

96,00,00,

mit

By [M(X)] < o0

2. Epy [55:4°(X, O)lo=g,) =0 fir 1<j<r

] 2
3. Ego |:(5§J¢'(X, 9)‘9:90) :| < o0 firl<j<r
Zusatzlich sei die wie folgt definierte Matrix positiv definit:

1(0y) = (Ujk(QO))lgj,kgr

177
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mit O'jk(eo) = Ego I:;o_w.(X,e)aaekw.(Xaeﬂezﬁo]
J

82
= —FEy | =—=——v*(X -

4. Der Maximum-Likelihood-Schéitzer én existiert und ist konsistent unter 6.

Theorem 14.3. Unter den Annahmen 1.-4. gilt:

V(6 — 00) = N0, 171 (6p)) in Verteilung

1(0y) wird die Fisher-Informationsmatriz genannt.

Beweis. Mit der Taylorentwicklung gilt fiir 1 < j < r an einer Zwischenstelle 67:

0 = fz (X, |09

0?
= \FZ (X, 0)lo=0, + IZZ ke — Oor) 89 a6, =777 0" (X4 0)lo=oy,

i=1 k=1

Diese Gleichung stellen wir um und verwenden die Matrixschreibweise:

) n a a t
\/ﬁ' An(en - ‘90) = _\}'ﬁ Z; [aglw.(Xive)’ ey 80r .(Xz”e) (14'4)

6=0q

wobei A, = (a}}) mit

Zae 96,0 (K Olo=o;

Aufgrund der Annahmen 2. und 3. ist die rechte Seite der Gleichung (14.4) eine Summe von
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unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren und asymptotisch ;. (0, I(6p))-verteilt.

Wir werden nun zeigen, dass

A, 5 —1(0y) in Wahrscheinlichkeit unter 6 (14.5)

Dies beendet schlieklich mit Hilfe der Regularitét von I(6y) sowie Cramér-Slutsky den Beweis.

Betrachten wir nun (14.5) fiir 1 < j, k <r:

o= o+ 3 (G By — 0, 0)
kT L B0,00, " TR T 2\ 90,00, 0T Bgg00, " T 0=

=R,

Durch Verwendung der Annahme 3. sowie des SGGZ konvergiert die erste Summe gegen

—0i(00). Weiterhin gilt mit dem Mittelwertsatz:

*(X5,0)lo=0;- | 1075 — bos|

1 n T 83
< = -z
| < nz;; 96,060,006, "

< LSS M),

i=1 s=1

Da mit éns 3 6ps auch 0r 5 0y, sowie
1 @ n
— > M(X;) = By [M(X)] < o
i=1

gilt, haben wir also

IR, =0 in Wahrscheinlichkeit

und somit (14.5). O
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15. Martingaltransformation fiir
Goodness-of-Fit Tests im Generalized

Survival /Sacrifice Model

In diesem Kapitel wollen wir der Idee von Khmaladze (1981) folgen und im Generalized
Survival /Sacrifice Model eine Martingaltransformation wie in Nikabadze und Stute (1997), die
dies im Rechtszensierungsmodell vollzogen haben, bestimmen. Hiermit kdnnen asymptotisch
verteilungsfreie Tests einer zusammengesetzten IHypothese beziiglich der Funktion Ry unter

Verwendung des folgenden Prozesses angewendet werden:

1 n
DSYE(t,0) = NG > ezt [Lpszoxisvy — (1= Ro(Yi)lix,>viy)
=1

1 n
- Un D Lwsvisy [1{Di>Yi} - (1= Rﬁ(Yi))l{X»Yi}}
=1
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Die Funktion Ry ist wie folgt definiert:

1 — A(t)
1—-F(t)
P(D >t)

P(X >t)
P(min(D, X) > t)
P(X >t)
P(D>t,X >t)
P(X > 1)

= P(D>tX >t

1 — Ry, (t) =

= Rp,(t) = 1—P(D >t|X >t)

= P(D<tX >t

Ry beschreibt somit die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Individuum, das zu einem Zeit-
punkt ¢ noch lebt (X > t), eine bestimmte Krankheit bereits ausgebrochen ist (D < t). Somit
stellt dies eine fiir die Praxis, z.B. in der Humanmedizin oder Tiermedizin, interessante und

wichtige Grofe dar.

In den folgenden Abschnitten 15.1 und 15.2 werden die bendtigten Modellvoraussetzungen
sowie die beteiligten Funktionen und Parameter angegeben und kommentiert. Darauf folgend
werden wir in Abschnitt 15.3 unser Vorgehen erldutern und die Ergebnisse préisentieren, die

wir abschliefend in Abschnitt 15.4 beweisen werden.
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15.1. Modellvoraussetzungen fiir die Martingaltransformation

Im Generalized Survival/Sacrifice Model beobachten wir die Variablen O; = (Z;, 6;, fti)i=1,...n
mit Z; = min(X;,Y;) und 6; = 1yx,<y;} sowie p; = lip,<z,}-

Um die Martingaltransformation anwenden zu kénnen, treffen wir die folgenden Annahmen:

1. Die Zufallsvariablen X7i, ..., X, seien unabhéngig fiir i = 1, ...,n. Das Gleiche
moge fiir Dy, ..., Dy, sowie Y1, ..., Y, erfiillt sein. Zusétzlich seien die

(D;, X;) unabhéngig von der Zensierungsvariablen Y; fiir alle i = 1, ..., n.

Diese Voraussetzung wird zur Berechnung der Subverteilungen bend&tigt

und ist eine Grundvoraussetzung der bisherigen Zensierungsmodelle.

2. Die verwendeten Verteilungen seien stetig und auf R™ konzentriert. Weiterhin
betrachten wir die Prozesse nur fiir tg <t < T mit tg > 0 sowie T < 7y
(wobei 7 = inf{x : H(z) = 1} vgl. Stute (1993)).

Wir haben also Prozesse im Skorokhod-Raum Dltg, T].

In der Survival Analysis sind wir typischerweise an Groken (Lebensdauern) interessiert,

die nur positive Werte annehmen kénnen.

3. Voraussetzungen fiir den Schitzer 6,, von 6y:
Es bezeichne 60, einen Schitzer des Parameters 6y, der zur parametrischen

Familie R ={1 — Ry = (%) (0)]0 € O} gehirt.
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a)

Fiir den Schétzer 6, existiere (unter Hyp) die folgende Darstellung:
1 n

V(6 — 6o) = 7 > WDy, X4, Y3, 6, iy 00) + 0p(1)
i=1

Mit 0, (1) bezeichnen wir eine Folge e, fiir die e, — 0 in Wahrscheinlichkeit gilt.

Weiterhin gelte fiir diesen Schétzer:

0, — 0y fs.

Es gelte fiir die in a) eingefiihrte Funktion:

E(Z(Dtha)/b(sl»ulan)) =0 unter HO

Auflerdem moge die folgende Matrix unter Hy existieren:

L(0o) := E(I(D1, X1, Y1, 61, 11, 00)1(D1, X1, Y1, 01, 11, 60)")

Diese Voraussetzungen werden wie in Durbin (1973) zur Bestimmung
der Verteilungskonvergenz des Prozesses
DFES(,0) = o= Y Lpe<vi<ty | Lpsvy — (1= Ro, (Y) 1ixisviy

gegen einen Gaussprozess bendtigt.

4. Die Funktion Ry sei dreimal stetig differenzierbar in 6 im Inneren
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von ©, dem kompakten Parameterraum von 6.

Bemerkungen:

e In der Epidemiologie beschreibt die Prévalenz einer Krankheit die Anzahl der
erkrankten Individuen einer Population zu einem bestimmten Zeitpunkt oder
iiber einen bestimmten Zeitraum. In diesem Zusammenhang konnten wir die

Funktion Ry als bedingte Pravalenz interpretieren.

e Im Generalized Survival/Sacrifice Model bezeichnen wir die Verteilungsfunktion
der Zufallsvariablen D mit A, die Verteilungsfunktionen von X und Y mit F bzw.

G sowie die Verteilungsfunktion von D = min(D, X) mit A.

e Fiir die Subverteilungsfunktionen bestehen unter Voraussetzung 1) die folgenden

Zusammenhénge, siehe Abschnitt 11.2:

t
H®°tH) =P(Z<t,D>Y,X>Y) = / (1— A)dG
0
t
HY ) =P(Z<t,D<Y,X>Y) — / (A— F)dG
0
t
H't)=P(Z<t,X>Y) = / (1— F)dG
0
e Fiir Vektoren benutzen wir die Betragssummennorm und fiir Matrizen die
entsprechende Spaltensummennorm. Die Spaltensummennorm ist mit der

Betragssummennorm vertraglich und sie ist sogar die durch diese induzierte

Matrixnorm und somit submultiplikativ.
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15.2. Transformationsvoraussetzungen
Wir benétigen weitere Voraussetzungen an die Funktionen, die bei der Transformation des

Prozesses verwendet werden, um den Hypothesentest durchfiihren zu kénnen. Deshalb definieren

wir in diesem Abschnitt die nachstehenden Funktionen:

Die Funktion vy, (1, 0) / Ro(a)dH®(z) = / Ro(2)(1 — Ry(x))dH" ()

to to
LYOR 0
Der Vektor Py, (t,6) = —(z,0)dH"(x)
1o 00
Der Vektor a(t,0) := (Zf:(t,@))

Radon-Nikodym Ableitung von P in Bezug auf 1

t1
Die Matrix A(t,0) := / a(z,0)a(z, ) dy(z, )
t

_ / " <flf:<x,e>> (ﬁ(w))tdw,m

wobel T < t1 < Ty

Wenn wir fiir die Funktionen den Parameter 6 nicht verwenden, also z.B. ¢4, (), so ist dies die
Notation fiir die Funktionen an der Stelle 6. Diese Funktionen enthalten aber Grofken, die
nicht aus den Daten gewonnen werden kénnen. Aus diesem Grund definieren wir zusétzlich

die folgenden Funktionen:

t

Unto(t) = Ry, (v)dH," (z)
to
tOR

Paao®) 1= | G (@.02)dH(@)
to
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dpP
an(t) T (di/)“’ 071))
t1
An(t) = / an(y)ay (y)din(y)
t

Wir présentieren nun die letzten Voraussetzungen:

5. Fiir tg <t < T und fiir alle § € O existiere der obige Vektor <Z—i(t, H)) und die Matrix
A(t,0) sei invertierbar. Weiterhin mogen zwei Konstanten M; und M existieren, so

dass

(o) I<tn<oo weovefn

&R
[{Z2g @) )| <My <00 W0 €O, VEE [to, 1]

6. Fir die Funktion Ry(t) gilt Rg(0) = 0. Deshalb beschrinken wir uns fiir den Beweis
bestimmter Theoreme auf Prozesse in [to, 7] mit tg > 0, wobei Ry(t) > 0 Vt € [to, 1]
und fiir alle 6 € © gelten soll. Ebenso setzen wir 1 — Ry(t) > 0 fiir alle t € [to, ;] und

V60 € O voraus.

Auferdem nehmen wir an, dass auch die Matrix A, (¢,0) invertierbar sei und es moge

fiir die Inversen gelten:

sup |[A7'(t0)] < Mz<oo V9EO
te[to,tl]

sowle

sup |A Lt 0)] < My < oo V8 € © und Vn > no(w)
tG[to,tﬂ
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Somit untersuchen wir unsere Prozesse fiir n > ng(w).

Abschliekend setzen wir noch voraus, dass

R
| w(e,t) | < M5 < o0 Vo € ©,Vt € [to, t1]

Bemerkungen:

o Wir wollen nochmal auf die letzte Voraussetzung eingehen. Wir haben:

w0 = [ Bo@an®@) = [ R - Bo@)an’@

to to
t

Polt) = [ G0t
dP

alt,6) = (w@,e))

Unter der Voraussetzung 6) und der Stetigkeit von Ry gilt, dass
R% < K; und ﬁ < K (fiir alle # € © und ¢ € [to, t1]). Das Minimum

existiert und wird erreicht. Hiermit folgt aber:

%—’j(t,e) |
Ro(®)(1— Ra(0)
< ! 98 ¢ 0)
S RO - R a0 "

< Ki-Ky-M < VGE@,VtE[to,tl]

lat,0)] = |

Dies werden wir fiir den Beweis der Theoreme 15.4 und 15.5 verwenden.

e Die Funktion vy, (t, 0) ist die Kovarianzfunktion des Prozesses Dg $5(t,0), den

wir im Folgenden, um die Notation zu vereinfachen, mit D,, 4, (¢, ) bezeichnen werden.
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Die Kovarianzfunktion wird zusammen mit dem Vektor P, (t,6), der aus der
Taylorentwicklung eines Prozessteils stammt, bendtigt, um den Prozess Dy, 4, (t,0,)

zu transformieren und hierbei gewisse Verteilungseigenschaften zu erhalten.

o Stute, Thies und Zhu (1998) bestimmten eine Martingaltransformation in

der Regression. Wir werden diese Ideen ebenfalls verwenden.

e Koul und Yi (2006) bestimmten eine Stute-Thies-Zhu-Martingaltransformation
im Current Status Model. Diese Martingaltransformation kann ebenfalls als

Spezialfall der Martingaltransformation dieses Kapitels hergeleitet werden.

e Mit 0,(1) bezeichnen wir eine Folge, die stochastisch gegen Null konvergiert

und mit Op(1) bezeichnen wir eine Folge, die stochastisch beschrénkt ist.

15.3. Martingaltransformation und Resultate

Wir wollen den Prozess

1 n
77 2 Hwsnisn Lpovy — (L= Ro(¥)lpxov
=1

Dn,to (t7 9) =

verwenden, um Goodness-of-Fit Tests beziiglich der Hypothese

1-A

durchzufiihren. Hierbei bezeichnet R die wahre aber unbekannte Funktion. Hy wird dann
abgelehnt, wenn || D, (6,,)|| einen kritischen Wert iiberschreitet. Hierbei bezeichnet || - || eine

passende Norm auf dem Funktionenraum. Leider wird durch die Schitzung des Parameters g
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die Struktur des Prozesses so kompliziert, dass in den meisten Situationen die asymptotischen

Quantile von || Dy, (6,,)|| nicht verfiigbar sind.

Das Ziel des Kapitels ist es, eine Transformation 7" zu finden, die es uns ermdglicht, asympto-
tisch verteilungsfreie Tests der zusammengesetzten Hypothese beziiglich Ry durchzufiihren.
Die Transformation ist so konstruiert, dass T(Dy) eine zeittransformierte Brownsche Be-
wegung ist. Hierbei bezeichnet Dy, den Prozess, gegen den der zu untersuchende Prozess
D,,(0,) in Verteilung konvergiert. Die Hypothese Hy wird dann zu einem bestimmten Level

a verworfen werden, falls ||T(D,,(6,,))|| einen kritischen Wert k; iiberschreitet, den wir mit

Hilfe der Brownschen Bewegung bestimmen kénnen.

Nun enthilt die Transformation T Gréfsen, die nicht bekannt sind und somit geschitzt werden
miissen. Dies erfordert eine neue Transformation 7", die aber die gewiinschte Verteilungs-
eigenschaft asymptotisch erhilt. Dies ist somit die Transformation, die letztlich auf den zu

untersuchenden Prozess D,,(6,) anzuwenden ist.

Wir werden nun die Transformationen definieren. Anschlieffend werden wir die Resultate

vorstellen und die Beweise werden in Abschnitt 15.4 vollzogen werden.

15.3.1. Martingaltransformation

Die urspriingliche Transformation T' (vgl. Khmaladze (1981) oder Nikabadze und Stute (1997))
besteht aus zwei Operatoren 77 und 7. Der lineare Operator 17 dient dazu, den zu unter-
suchenden Prozess (fiir 6p) in ein Martingal zu transformieren, wihrend die zweite lineare

Transformation Ts dem Zweck dient, den Prozess mit geschitztem Parameter 6,, so zu verin-
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dern, dass er asymptotisch die gleiche Verteilung wie der Prozess mit dem wahren aber

unbekannten Parameter 6y besitzt.

In unserer Situation ist der Prozess D, ,(6y) bereits ein Martingal, siehe Abschnitt 11.2.
In diesem Abschnitt wurde der Martingalprozess Dy, o(6p) eingefithrt. Die Martingaleigen-
schaft von D, 4,(6p) wird ebenfalls mit Hilfe der Doob-Meyer-Zerlegung bewiesen, da bei-
de Prozessteile den gleichen Kompensator besitzen. Aufgrund der Martingaleigenschaft von

D,, +,(6p) werden wir nur den zweiten Operator anwenden und diesen mit 7" bezeichnen.

Unter den obigen Voraussetzungen definieren wir schlieflich die folgenden Transformationen:

T(7(1) = (1) - / (flf;) wao)|[ () @) avew

T(f(1)) = £(t) — / k(1) A7 (v) / 1 (2)df (2)dibn ()

15.3.2. Resultate

Wir werden im Folgenden zeigen, dass dieser Operator T fiir den gewiinschten Hypothesentest
verwendet werden kann. Natiirlich ist dieser Operator in der Praxis nicht bekannt. Deshalb
haben wir einen neuen Operator T" definiert, der nur Groken enthilt, die aus den Daten
gewonnen werden. Anschliefend werden wir zeigen, dass 17" (D, (6,,)) ebenfalls in Verteilung

gegen den selben Gaussprozess konvergiert und somit die gewiinschte Eigenschaft bewahrt.

Zuerst miissen wir aber die Verteilungskonvergenz der zu untersuchenden Prozesse zeigen und

anschliefsend werden wir die benétigten Theoreme formulieren.
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Verteilungskonvergenz von D, (6y) und D, (6,)

Lemma 15.1.

Unter Hy und den Voraussetzungen 1) und 2) gilt:

Dy (00) == Duo(0o) = B o1 in Verteilung in D[ty, T

Der Prozess D, (0y) konvergiert somit gegen eine zeittransformierte Brownsche Bewegung.
Auch der Prozess D,(0,) konvergiert gegen einen Gaussprozess, jedoch nicht gegen eine

(zeittransformierte) Brownsche Bewegung. Wir haben:

Lemma 15.2.

Unter Hy und den Voraussetzungen 1)-5) gilt:

Dn(6,) % De(80) = Doo(80) + PH(60) - V in Verteilung in Dlto, T)
wobei V einen normalverteilten Zufallsvektor (unabhangig von t) bezeichnet
und  Cov(Doo to(5,00); Doo o (t,00)) = o (5 At) + P} (s,00)L(00) Py, (t,00)
+E[Lyycv<allpsyy — (1= Roy(Y)LixsvyJU(D, X, Y. 6, 1, 60)" Py (t, 60)]

+E[(D, X,Y, 0, 11,00) Py (5, 00) Lo <y <y (L psyy — (1= Rop (V) Lixo vy ]

Diese Aussage ist ein Analogon zu Durbin (1973), der den nichtzensierten Fall untersucht

hat, und erfordert letztlich die Definition des Operators 7'
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Theorem 15.3.

Unter Hy und den Voraussetzungen 1)-5) gilt:

T(Dso) = B o1

Somit ist der Prozess T'(Duo(0p)) unter Hy eine zeittransformierte Brownsche Bewegung mit

i (t) = [y, RoydH®.

Theorem 15.4.

Unter Hy und den Voraussetzungen 1)-6) haben wir:

T(Dy,(6n)) — T(Doo(00)) in Verteilung im Raum Dltg, T)

Da T(Ds(6p)) eine zeittransformierte Brownsche Bewegung ist, zeigt Theorem 15.4, dass
der Prozess T(D,(t,60,)) in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung im Raum Dlto, T

konvergiert.

Abschliefiend wollen wir nun zeigen, dass der Prozess T"(D,,(6,,)) ebenfalls gegen diesen zen-

trierten Gaussprozess konvergiert. Dies ist die Aussage des letzten Theorems.

Theorem 15.5.

Unter Hy und den Voraussetzungen 1)-6) gilt das Folgende:

T™(D,(6,,)) % T(Dwo(6)) im Raum Dlto, T]
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Der Prozess T" (D, (6,,)) konvergiert somit gegen die gleiche Brownsche Bewegung T (Do (0p))
im Raum D][tg, T]. Dies erméglicht schlieflich unter Verwendung des folgenden Korollars den

gewiinschten Hypothesentest mit Hilfe der Transformation 7.

Korollar 15.6.

Unter Hy und den Voraussetzungen 1)-6) gilt mit ¢y 4o (T) > 0 und ), (T) > 0:

lim P( sup |T"(Dnto(t,00)) > /tnto(T) - k1) =P( sup |Bs| > k1)

N0 telto,T) s€[0,1]
Als eine Konsequenz dieses Korollars wird die Hypothese
Hy:ReR
auf dem Level 0 < o < 1 abgelehnt werden, falls

K, = sup |Tn(Dn,tg(t>9n))|/ wn,to(T) > k1
te(to,T)

Hierbei bezeichnet ki das 1 — a-Quantil von

sup |Bs|
s€[0,1]

Nun wollen wir diese Aussagen beweisen.
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15.4. Beweise
15.4.1. Verteilungskonvergenz von D, ()

Fiir den Prozess D, (6p) gilt unter Hy und den Voraussetzungen 1) und 2):
Dy(00) = Doo(00) = B o in Verteilung in D[tg, T
Beweis. Wir haben:

1 n
Dy (t,60) = —= Z 1{t0§§q§t}[1{f)i>yi} —(1- R90<}/;))1{X1‘>)/i}}
i=1

i &

Die Behauptung wird bewiesen werden, indem wir das Folgende in Anlehnung an Billingsley

(1968) zeigen:
e die Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

e dass der Prozess D, (0y) asymptotisch C-straff ist
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Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen:

Es gilt firtg <t1 < ... <t <T

Dn,to (t]) 90)

E(Dn1o(t5,00))

COU(Dn,tO (tja 60)5 Dn,to (tkv 00))

(j,k=1,...,m)

1
NG Z 1{t0§Yi§tj}[1{Di>Yi} (1 — Ry, (Y, ))1{X >Y}]
=1

Vi B[yl payy] = Vi B[l }1 = Agil{xw}]
N3 ( [ a-dwacw - [a- A(y))dG(z»)

0

1- A(Y)
L 1{toSYStjAtk}[1{ﬁ>Y} -2 1{D>Y}1—7F(Y)

@jﬁg;)%mm)
t]/\tk EiAtE (1 — A (a))2
[ a-dwacw - [T S50 de)

/t]/\tk A ( )dHOO( )
to ()

(Ok)jk=1,...m

Indem wir diese Darstellung, die IID-Struktur (“unabhingig und identisch verteilt”) sowie

den Multivariaten Zentralen Grenzwertsatz verwenden, erhalten wir:

Dy, 4 (t1,60)

Dn,to (tma 90)

"1
_;\/ﬁ

Litg<yi<tay -]

Lito<victmy o]
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Asymptotische C-Straffheit des Prozesses (in t):

Dies wird verifiziert werden, indem wir zeigen, dass eine stetige und monoton wachsende

Funktion & existiert sowie eine Konstante @) > 0, so dass fiir tg <r <s <t <7T:
E[(Dn.to(t,00) = Dty (5,60))*(Di,to (5,60) = Dinto (1,60))%] < Q - [B(t) — ®(5)][@(s) — D(r)]
Hierfiir verwenden wir das Lemma 5.1 aus Stute (1997) fiir

Qi = 1{5<Yi§t}[1{f)i>Yi} — (1 — Ry, (Y;>)1{XZ~>YZ~}] und  §; = 1{r<Y;§s}[~--]
Damit folgt:

E[(Dn,to (tv 90) - Dn,to (57 90))2(Dn,t0 (Sa 00) - Dn,to (Tv 90))2]

n

=1 =1
n 3n(n—1
< 2 piadsy) + 2 Y plad i)
=0

<3+ (Yo (t) = Y (8)) (Y1 (8) = Y (1))

Unter der Voraussetzung 2) ist die Funktion v stetig in ¢ und diese ist ebenfalls monoton

wachsend. Dies beweist die Verteilungskonvergenz von D,,(6y).
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15.4.2. Verteilungskonvergenz von D,,(6,,)

Es gilt fiir einen normalverteilten Vektor V' sowie P, (t) = ft'; %(GO)dH O unter Hy und den

Voraussetzungen 1)-5):
Dy (0) == Doo(6g) = Doo(6p) + Pt -V in Verteilung in Dl[tg, T

Beweis. Zuerst werden wir verifizieren, dass unter Hy und den Voraussetzungen 1)-5) das

Folgende gilt:

1 < o
Dy, 1o (t,0n) = Dy (2, 00)—1—% Z UD;, X3, Y5, 64, s, Go)tPtO (t,00)+o0p(1) gleichméfig in t
i=1

Wir verwenden die Ideen von Durbin (1973) und erhalten mit Taylor:

1 n
Dito(t,0) = T D Lie<vi<ty[Lpoyiy — (1= Ro, (Y)l{x,5v;)]
=1

t
= Dug(t,00) +/n | (Ro, — Ro,)dH,

to

1 n
= Duaoltsbo) + Vil =00 13 Lisozvizlixowy

OR

Hierbei bezeichnet 6,; eine Zwischenstelle von 6, und 6y. Indem wir die letzte Gleichung
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weiter umformen, ergibt sich:

OR OR
Dito(t,0,) = Dngo(t,00) + v/n(0n, — 6o)" Z Lito<vi<t, Xi>vi} 50 27 (Oni, Y5) — 50 -7 (00, Y; )}
=1
=:1
1 & OR OR
V(6 — 0o) tn ; |:1{t0§Yi§t,Xi>Yi}ae(007Y;) — E[l{tongt,X>Y}ae(00aY)]]
=11

+v/1(6r, — 00)" Py (£, 00)
= Dpyo(t,00) + I+ 11+ f(e —00)" Py, (t, 0p)

—  Dugo(t,00) + T+ 1T+ 7 Zl Dy, Xi, Vi, 65, 11, 60)' Pao (£, 60) + 0p(1)

Hierbei wurde fiir die letzte Gleichung Voraussetzung 3) verwendet sowie

OR tOR tOR
E[l{tongt,X>Y}%(007Y)] =/ 6 —7 (00)(1 — F)dG = a0 ——(0)dH" = Py(t,00)
0 0

Somit bleibt zu zeigen, dass I und 11 gleichméfig stochastisch gegen Null konvergieren.

Es gilt fiir I, indem wir die Verteilungskonvergenz von \/n(6,, — 6y) sowie die weiteren

Voraussetzungen ausnutzen:
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OR OR
sup [V, —00) - 131 [ i, Y, . Y;
te[tmT]’ ( O ; {t0<Y<tX>Y} 89( ) 89( 0 ) ‘
< Wl — o)) 12 1 00— 00 12 G0, v
> n 0 n te[tol?] {to<Y; <t,X;>Y;] 0 902 ma 7
Op(1) op(1) <Ms
<1 n
< Op(1) - 1-0p(1) - My = 0,(1)
Weiterhin haben wir fiir 117:
OR OR
tes[z)pT]|Ezl{to<Y<tX >Yi} 5p (60, Ys) — E[l{tongt,X>Y}%(907Y)]|
= s | [ SR i) - ar)
tEt()T
= 0p(1)

Die letzte Gleichung wird durch Verwendung der Ideen des klassischen Glivenko-Cantelli
Theorems vollzogen. Die Funktionen H? und H° sind monoton und es gilt H? -+ H? fs..
Weiterhin ist [to, 7] kompakt, wir betrachten den Vektor %—?(90) (mit | % < M) kompo-
nentenweise und zerlegen diesen in den Positiv- sowie Negativteil. Insgesamt haben wir also

gezeigt, dass

Dt (t,605) = Dy, 4 (t,60)+ Zz (Dy, Xi, Yi, 8, i, 00) Pry (£, 00)+0,(1)  gleichmiRig in t

\/>

Nun werden wir zuerst die Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen und

danach die asymptotische C-Straffheit zeigen, um das Lemma zu beweisen.
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Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

Wir haben fiir tg < t1 < ... <t,, <T :(j,k=1,...,m)

1 n
D o(ts,0n) = Dn,to(tj,eo>+%Zl(Di,Xi,n,éi,ui,e())tPtO(tj,eo)+op(1)
i=1

:lbn,to (tj 790)

wir werden ab jetzt den Term o0,(1) wegen einem

Cramér-Slutsky Argument vernachléssigen
n

. 1
E(Dn,to(tjveo)) = E(Dn,to(tjaeo)) +E(%ZZ(D’MX’L’}/U51):“2500)tpt0(t])90))
=1
= 0
Cov(Dy1(t5,00), Dy o (t, 00)) = iy (tj Ati) + PL(t5,00)L(00) Pig (i, 0)

+E[Lg<yi<t 3 [-] - W(D1, X1, Y1, 61, i, 00)" Prg (e, 00)]
+E[Z(D17 X17 Yla 617 M, HO)tPto (tja 90)1{t0§Y1§tk}[“']]
= Ujk

E = (0jk)jk=1,..m
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Diese Kovarianz wird unter Verwendung der Voraussetzung 3) wie in Stute (1997) berechnet:

Cov([?n,to(s, 90),[?7”50 (t,60))
= E [(Lig<vi<si L] + 1) Piy(5,00)) - (Ligg<yvi<ey -] + 1) Py (., 60)) |
= E[Dy4,(5,60) - Dnt,(t, 60)]
+E[I(Dy, X1, Y1, 01, p1,00) Py (5, 00) - 1(D1, X1, Y1, 61, 11, 00) Piy (¢, 60)]
+E[1 <y <sy -] - 1(D1, X1, Y1, 61, a1, 00) Pry (£, 00)]
+E[I(D1, X1,Y1,61, 11,00) Pio (5, 00) - Lso<vi<ey[.-]]
=, (sATt)+ Pfo(s, 00)L(60) Py, (t, 6p)
+E[ <y, <sy-] - 1(D1, X1, Y1, 01, 1, 00)" Pry (£, 60)]

+E[l(Dy, X1,Y1,61, 111, 600) Py (5, 00) - 1o <vy <ty [---]]

Indem wir den Multivariaten Zentralen Grenzwertsatz verwenden, erhalten wir:

Dy, 44 (t1,60) Lito<vi<ti}l--] + U(Ds, X4, Yi, 04, i, 00)" Py, (1, 60)
1
=> — — Npy(0,%)

D o (tm, 60) Lisg<victmy o] +UDis Xi, Vi, 64, iy 00)" Prg (tm 00)

Asymptotische C-Straffheit (in t):

Die asymptotische C-Straftheit des Prozesses ist eine direkte Konsequenz der asymptotischen
C-Straffheit des Prozesses Dy, +,(t,6p), der in Verteilung konvergiert (Lemma 15.1), und der
asymptotischen C-Straffheit von ﬁ S Dy, X3, Y5, 04, i, 00)' Py (¢, 0p), welche unter den

Voraussetzungen mit der Stetigkeit von Py, (t,60) folgt. O
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15.4.3. Beweis des Theorem 15.3

Nun befassen wir uns mit den transformierten Prozessen und werden unter Hy sowie den

Voraussetzungen 1)-5) das Folgende beweisen:

T(Dss(09)) = Bo1 in Dltg, T]

Bemerkungen:

e Wir haben bisher gezeigt, dass 1300(00) ein zentrierter Gaussprozess ist. Da der Oper-

ator T linear ist, gilt dies auch fiir (Do (6p)). Somit muss die Kovarianzfunktion des

Prozesses T'(Doo(0p)) bestimmt werden, um das Theorem 15.3 zu beweisen.

e Wir verwenden in diesem Kapitel den Buchstaben ¢ im Exponenten ebenfalls fiir das
Transponierte eines Vektors oder einer Matrix. Ebenso findet der Buchstabe T fiir
die Transformation sowie fiir einen Zeitpunkt auf der reellen Achse Verwendung. Die

Bedeutung des Buchstaben t oder T' wird aber aus dem Zusammenhang ersichtlich sein.
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Beweis. Es gilt fiir tg <t < T"

T(Doo,to (t, 60))

T(Dooyty(t,60)) + T(PL (t,60) - V)

DOO,to (tv 00 + F)tto (t> 90)

) v
) /tt ff)t WA () /y ' <flfz> (z)dDoo<z,eo)] i (y)
)

A7) / ! (%) e (flf;) (2)d(2) | dly) -V

dPt(z)

I(t) — I1(t)

Indem wir die Bezeichnungen I(t) und I1(t) verwenden, erhalten wir:

COU(T(Doo,tO (37 90))5 T(DOO,to (tv 90))) =

E[(I(s) —11(s)) - (I1(t) — I1(1))]
= E[I(s)I(t)] + E[II(s)II(¢)]

—E[I(s)I1(t)] — E[I1(s)I(t)]
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Wir werden nun zeigen, dass mit Fubini das Folgende gilt:
E[II(s)I1(t)] = E[I(s)II(t)]+ E[I1(s)I(t)]
Da auferdem
E[L(s)I(t)] = E(Doo,to (8, 00) Doo,to (£, 60)) = 1o (s A1),

beendet dies den Beweis des Theorems.

Um die folgenden drei Erwartungswerte zu berechnen, werden Fubini sowie Rechenregeln fiir

stochastische Integrale benutzt, vergleiche Stute (2006):

1) Wir haben fir s < ¢:

E[I(s)I1(t)]
— E[Duoy (s, 60) - /tt <f£>t () A~ (y) { /y ! <flf:) (z)dDoo(z,Oo)} dy(y)]

_ /; (ff;)t (A~ () El /t 0D (2, 60) [ /y ! (ZZ;) <z>dDoo<zveo>]]dw<y>

~ [y B [[ [ tsacalizesn (S Dc(a 00D (2, 0)] i)

o v b
- /t: Lyy<sy <Zi>t ()AL (y) [/ 1{t0<x<8}1{y<x<t1}(jz)($)d1/1($):| dib(y)

_ / <Z§> WA~ () / S (2“;) (2)di(2)d(y)
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2) Dies wird wie in 1) berechnet (fiir s < t):

BUIIW] = EDws(t60)- [ (;”;) 470 | / ) (%) D00 avto)

- [(5) a0 [ (%) @avtarie

3) Fiir den dritten Erwartungswert gilt fiir s < ¢:
EII(s)I1(¢)]
=E[[ [ Ltg<ass) Lto<y<ry (55) (@) A7 (@) [} (45)dDos [, (45) dDoc A~ (y)(45) (y)dts (x) dub(y)]
= [ Lto<acsy Lito<y<ty (45) (@) A7 (@) [0, (42) (2) (45! (2) b (2) A~ () (95) () b () i ()
= [ [ Yooz tozyzny (35 (@) A~ (2) Al V ) A () (45) () dp () ()
Somit miissen wir zwei Situationen unterscheiden:

E[II(s)II(t)]

=//1{t0<x<s}1{to<y<t}1{to<x<y}(lei)t(x)A_l(ﬁf)A(y)A_l( )(Zw)( )dy(z)dy(y)

=Identitat

P, . ap
+ [ [tz s Gr) @) A7 @A) A )G dv(a)di )

=Identitat

- <£>t<xm—l<z> / (% ) wvtise
. /t <lef;>t(y)Al(y) /y (ji)( )i () (y)

Dies zeigt also, dass E[I1(s)I1(t)] = E[I(s)I1(t)]+E[I1(s)I(t)] und beendet den Beweis. [
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15.4.4. Beweis des Theorem 15.4

Theorem 15.4 behandelt die Verteilungskonvergenz von T'(Dy,(6y)). Wir werden zeigen, dass

unter Hy und den Voraussetzungen 1)-6) das Nachfolgende gilt:

T(Dn(6,)) = T(Doso(fg)) in Verteilung im Raum D|to, T)

Beweis. Um dies zu beweisen, werden wir zeigen, dass unter den obigen Voraussetzungen das

Folgende gilt:

T(Dn(6p)) == T(Doo(p)) in Verteilung im Raum Dltg, T

Anschliefsend werden wir verifizieren, dass auferdem

T(Dnty(t,0n)) = T(Dyy,(t, 00)) + 0p(1) gleichméRig in ¢

Diese beiden Aussagen beweisen schlieflich das Theorem.

Wir haben:

T(Dhp,(t,00))
= Dault.00)— [L () A7 W) [ (4£) (2)aDu(z.00)] duty)
= Dy, (t,60)

. / A W) yericn) (5 Do sy — (1= R (¥ | 000)

=:Q(D;,X;,Y5,0:,14,00,t)
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Diese Darstellung bendétigen wir fiir den Beweis der Verteilungskonvergenz.

Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen:

Es gilt fir tg <t1 < ... <ty < T :(j,k=1,...,m)

T(Dn,to(tj,00)) = Dnyo(ts;60)
- [PEDrwatol [ (5) @ap.e i
= I(t;) — 1I(t;)
E[T(Dn(t,60))] = 0
Cov(T(Dn,ty(t5,00)), T(Dp o (tk, 00))) = bty (E5 Aty)
¥ o= (Yre(ty Atr))jk=1,...m

Mit dem Multivariaten Zentralen Grenzwertsatz folgt hiermit wieder:

T(Dp 1 (t1,600)) Lito<vi<tiy -] — Q(Dy, Yi, Xi, 6is i, 00, t1)

1
:Z% — Ny (0,%)
T'(Dn o (tm, 00)) Lito<vi<tmyle-] — Q(Di, Yi, X, 64, iy 00, tm)

Um den Beweis der Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen zu beenden,

werden wir jetzt die Kovarianzfunktion bestimmen:

Cov(T(Dn,to(5,60)), T(Dnto(t,00))) = E[(I(s) = 11(s)) - (L(t) — I1(t))]
— E[(s)I(t)] + E[II(s)II(t)]

— B[I(s)II(t)] — ELI(s)I(1)
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Es wird wieder gezeigt werden, dass
E[II(s)I1(t)] = E[I(s)II(t)]+ E[I1(s)I(t)]

Da abermals

E[I(S)I(t)] = E(Dn,to (37 GO)Dn,to (t7 90)) = 7/)1‘/0 (5 N t):

zeigt dies wieder die Behauptung.

Um die Behauptung zu verifizieren, werden wir die nachfolgende Gleichung verwenden:

B[ dDu(z0) [ 6D 0] = 373 Ellipericg 60) (0] (17)

n
to =1 j=1

= % Z E[l{tog}qgs}ﬁb(m)["']z]
1=1

- [ W1 = A(y)) = (1 = A(y))(1 = Ro, (y))]dCG(y)

to

= [ otwast) (15.1)

Hiermit bestimmen wir die drei Erwartungswerte:
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1) Wir haben fiir s < ¢

E[I(s)I1(1)]

:E[Dmo(s,eo)-/ < > Uy < ) (2 00)] dy(y)
:/tt <Z];>t(y)A1( / (z,6o) [/yt ( > (2 00)] dip(y)
_ / ( ) [ [ [ s tpzezen w)() (xaeo)an(Zﬁo)} i (y)

5.1 / Lyen (ff;) 470 | [ ool psecen (G @0 dut)

- [(5) warw [ () Gavarte

2) Fiir s < t folgt mit 1):

EIOIW] = EDuftto)- [ (jﬁj) A7) | / ) (%) G)nate.0)| avto)

- [(&) warw [ (5) s

3) s gilt fiir s < &

E[I1(s)I1(2)]
= B[ [ y<e<a Ltoy<ny (55) (@) A7) [ (45)dDy [, (45)1dD,u A (y) (55) (y) dib () dib (y)]
= | Yoozt Lty (35
= [ | LYtg<acs Lto<y<y (Gp) (@) A7 (@) Al v y)A_l(y)(%)(y)d"L/}(ﬂf)dlﬁ(y)

Wir unterscheiden wieder zwei Situationen:
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E[II(s)II(t)]

= ff1{t0§x§s}1{t0§y§t}1{to§x§y}(%)t(x)Ail(w)A(y)Ail(y)(%xy)dw(m)dw(y)
=Identitat

+ [ [ Vto<ocst Ltosy<s) Lto<y<a) (95)1(2) A7 (@) A(z) A7 (y)(55) () di () dib(y)
=Identitat

= () @A @) [ (8) w)dv () )
12 () A W) [ () @dv i)

Asymptotische C-Straffheit (in t):

Wir haben bereits gezeigt, dass Dy, 4, (t, 0p) asymptotisch C-straff ist. Somit bleibt zu zeigen,

dass der zweite Prozessteil ebenfalls asymptotisch C-straff ist. Unter den Voraussetzungen

/tt Czuz:)t (2)A7H(2)dip(2)

1)-6) ist

stetig in t. Weiterhin ist
dP
L \aw (2)dDn(z,60) = le{y<Y<t1}a(Y)[ (Di>viy — (1= R (Vi) L{x,>vi}]

ein Prozess, der komponentenweise in Verteilung gegen einen Gaussprozess konvergiert und

somit stochastisch beschrankt ist, vergleiche Lemma 3.2 in Thies (1995):

Die Verteilungskonvergenz wird durch Verwendung des Multivariaten Zentralen Grenzwert-

satzes gezeigt. Der Nachweis der asymptotischen C-Straftheit wird wie im Beweis des Lemma
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15.2 mit Hilfe des Lemma 5.1 aus Stute (1997) fiir

a; = Lsay,<pa(Yo)[Lgp vy — (1= Roo (Vi) 1ixi>viy] und By = Lpcyi<spa(Yi)[ ]

vollzogen. Denn hiermit gilt, indem wir 0.B.d.A annehmen, dass § und somit a(y) eindimen-

sional ist, mit ¢y, (t) := ftf) a®(y)dy(y):

E[(/t‘ 1 a(Z)an(Z, 90) o / 1 a(Z)an(Z, 00))2(/ 1 a(Z)an(Zv 90) - / 1 a(Z)an(Z, 00))2]

ISR IR RN B P
—E[(\/ﬁ; i) (\/ﬁ;Bz)]

3 —1
< 1 plody) + 0D ppad) i)
=0

<3+ (ro(t) = big (5)) (P10 () — Dt (1))

Durch Verwendung der stochastischen Beschrianktheit dieses Prozessteils folgt aber, vergleiche

Lemma 3.4 in Thies (1995), die asymptotische C-Straffheit des Prozesses

/t: <$>t () A" (y) [/ytl <Z£> (Z)an(z,Go)] ()

und somit auch die asymptotische C-Straftheit von T'(D,, 4, (t, 6o)).

Abschliefsend miissen wir fiir den Beweis des Theorems somit noch zeigen, dass

T(Dh 1y (t,0,)) = T(Dp 1 (t,00)) + 0p(1) gleichmafig in t
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Es gilt:

T(Dn,to (t7 Hn)) - T(Dn,to (t; 60)) = Dn,to (t; Hn) - Dn,to (t7 90)

_/t al(y) A (y) :/ytl a(z)an(z,Hn)] d(y)

I
vf A | / " a(a)dD, 2. 0)] )

-~

= Duuefts00) + V/n(0n — 00)' Pry (¢, 00) — Dt 05)

—I+ 11+ o0py(1)

Weiterhin gilt fiir I:

n

= jﬁz / 0 WA W)L yvicn ) a0V p, vy — (1= Ro, (Y))Lx,vld0(y)

- n+fz / (1)1 gyeyizrya(Y3) [Roy (V) — Ra (V)] gxovy do(v)
0
Hiermit folgt:

T(Dnto(t,0n)) = T(Dn,t(t, 60))

= /n(0n — 00)" Py, (t,00) + 0p(1)
jﬁ / 0 (1) A ()1 <<y 1Y) [Bo, (Vi) — Ry (V)L xoyndib(y)  (15.2)
1

i=17to
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Wir erhalten durch Verwendung der Taylorformel wie im Beweis des Lemma 15.2:

N Z | AT W izt vy a (R () — o, (¥))db(o)
) > [ A O s a0010n — 0 G 0 ) = G000)

+-— Z/ < (y)v/n(0n — bo)
-{uygngtl,xm}a( D (Vi) — E[L_yal (V) 2V, 90)]de(y)
OR

+ [ AT WL ey cn xovyalV) S (V001000 - Vil — b0)

to

Wir berechnen den Erwartungswert im letzten Summanden:

Ellgyey<nonol) 5 (V0] = [ al2) 5000 (1~ F(2)dG(:)

t1 OR
= a(z 2,00) dH°
| ) g om0

Somit vereinfacht sich der letzte Summand zu:

P (t,00)v/n(0, — 0o)

214



15. Martingaltransformation fiir Goodness-of-Fit Tests im Generalized Survival/Sacrifice Model

Hiermit erhalten wir fiir die Differenz aus (15.2):

= X [ A a0, - 00" G (1500 - T 00)] ) 40,1
i=1"10

117

> [ A7) 11,0000 5 (0500 — Bl yar) Y001 ) V0, ~ )

i=1 "t

n'g

1V

Somit ist fiir den Beweis des Theorems zu zeigen, dass I11 und I'V gleichméfig stochastisch

gegen Null konvergieren.

Wir beginnen mit I11:

n

1 b . OR OR
0 17 2 [ A7 0100 |60~ 00 (g 0t — G050 | )

n

< swp |13 [ alw)A @)1 alv)

tefto,T] ™ 7 Jto

(G ¥is00) = 0, 0)) | )00, 00)

n

1 ¢ B
< sup 23 / 0 (9) A7 ()1 gy eyicrs vy a(Yi) A (y)]

tefto, 7] ™ =7 Jto

0’R
ol S (Yis i) - 6 = B0l - |00 — )]

t

< sup | [ a @A ) S0 1 ya(¥du(y)
=1

tE[to,T] to

82R
—_—

<Ms
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Indem wir die Voraussetzungen 5) und 6) verwenden, erhalten wir schliefslich:

(15.3) < sup l|a(z)|- sup |A7'(z)|- sup |a(z)|-1- Mz op(1)-Op(1)
T€E[to,t1] x€[to,T) x€[to,t1]

S Kl'KQ'Ml-M3'K1-K2-M1'MQ'Op(l)-Op(l)

= op(1)
Nun zu IV:
T [P, . OR OR
13 [ A7) [1ga0 GO0~ Pl ya) G 001
e\/ii(6 — o)
b b AR b 9R
< s | [ awa”) / (=) (2, o) dHY (=) ~ / (=) e (2, O0) A (=) )
.|\F(9n_‘90)’
= Su t tla Z 0 zZ)— 0 z
= s [ [ / 600) [ (2) dH()] ()
.|\/ﬁ(0n_90)’
Lo OR
= s | [ [tz tns e @A 0)a(z) Gz 60) i) dH (=) — dHO(2))
°|\/ﬁ(9n_90)’

Indem wieder die Idee des klassischen Glivenko-Cantelli Theorems verwendet wird (kompak-
tes Intervall [to, T, H? und H° sind monoton und es gilt H? " H? fs.), vergleiche Thies
(1995) sowie Stute, Thies und Zhu (1998), folgt schlieklich die gleichméfige stochastische

Konvergenz des letzten Terms.

Dies beendet den Beweis des Theorem 15.4. O]

216



15. Martingaltransformation fiir Goodness-of-Fit Tests im Generalized Survival/Sacrifice Model

15.4.5. Beweis des Theorem 15.5

Wir werden nun zeigen, dass unter Hp und den Voraussetzungen 1)-6) das Nachstehende gilt:

T™(Dp(60)) % T(Dws(6)) im Raum Dlto, T

Bevor mit dem Beweis des Theorem 15.5 begonnen wird, miissen wir bestimmte Lemmata
beweisen, die sich mit der Konvergenz von stochastischen Prozessen befassen. Hierbei seien

wieder die Annahmen aus den Abschnitten 15.1 und 15.2 erfiillt.

Lemma 15.7. Bs gilt mit 1y, (t) = [, Rg,(z)dH™(2):

Yty () e P, (t)  fs.

Beweis.
t t
[Wn,to (8) — 1, (B)] = | t Ry, (2)dH,"(z) — t Ry, (2)dH™(2)]
0 0
t t
= | | (Ro, — Ro,)(2)dH)’(2) + | R, (2)[dH) () — dH™(2)]|
to to
! 1OR 00 ! 00 00
< || (0n = 00) (2, 0n)dH, (2)| + | | Rey(2)[dH,, (2) — dH 7 (2)]|
to 69 to
t
< |0 — 60| | My | | dHP(2)|
N—— to
=50

<M; mit Vor. 5)

t
+| | R, (2)[dHP(z) — dH™(2)]| =+ 0 mit dem SGGZ

to
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Lemma 15.8. Falls |¢p(z)| < K3 fir alle z € [to,t1], dann gilt:

t ¢(2)[dion(2) — dip(2)] =+ 0 fis.

Beweis.

| t P(2)dpn(2) — dip(2)]] = | t ¢(2) R, (z)dH,° (2) — t ¢(2) Ro, (2)dH™ (2))|

t t
= | t ¢(Ro, — Ro,)dH," + t ¢Rg, [dH® — dH™|
0 0
t OR
| ¢(2)%(zv Oni)dH(2)] - |0, — Bo
to

IN

t
+| [ Ry, [dH — dH|

to

IN

t
Ky | M| [ dHO()] | - 16, - 6o
tO %,—/

=50

<M

iy (2) Ro, (2)[dH)° (2) — dH™(2)]]

250 mit dem érGGZ (|¢-RI<K3)

Lemma 15.9. Wir haben

sup |an(t) — a(t)] == 0
te[to,tl]
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Beweis.

Unter den Voraussetzungen 1)-6) gilt:

a(t) %Ig (ta 00)
Ry, (1) (1 — Ro, (1))
sowie an(t) = %R (t, 6x)

Nun verwenden wir diese Darstellung und erhalten:

SUP¢tcltg,t1] lan(t) —a(t)]

A (10,) OB (¢ 90)
SUPtefto. 1] | Ty (D (=T, @) ~ Fag (1= Fog )

—  sup 9% (1.9,)~ O (1.0,) G(t0)  G(t6)
t€lto,1] | "Ro,, ()(1—Ro,, (1)) ' Ro, ()(1=Ro, (1))  Roy(t)(1—Ra,(£)

O (10,) - (100) | op (Roy (1)~ Roy, (1)) (1— Ro (8))+(Rer, () ey (1)) Ry, (1)
= SUPiefon) | By @ Fn () T 90 (b 00) R, R, (0 Finy DTy D)

< s 2oy - 2ol sup ! ‘
C teftot] a0 " 00 ’ t€fto,t1] Ry, (t)(1 — Ry, (1))
T
OR 1
v | o0)| s 1R (t) — Ray(t)] - sup \
t€(to,t1] ol t€(to,t1] 0 t€(to,t1] R9n<t>R90(t)(1_R9n(t))
II
OR 1
+ sup |—==(t,00)|- sup |Rg,(t) — Rg,(t)|- sup ‘
b g 0] s o (0= B0 b [y 01 = R, (0)(1 = oo (1)

17
Betrachten wir nun die letzte Ungleichung:

1) Wir verwenden die Differenzierbarkeit und die Voraussetzungen 5) und 6):
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0’R 1
1< sup |—==(t,0p)| |0, — 0| - sup
b g (i Lﬁ b R 00— Ry, @)
<Mz ’ < Ki1-Ks

2) Wir verwenden nochmals die gleichen Annahmen:

OR OR 1
II1 < sup |—(t,0p)| 10, —Op|- sup |—(t,0.;) - sup
oy 00 L S8 Tog 0 S R @ 00— o, )
<M ' <M < K1-Ki1-K>

3) 111 folgt direkt aus I1.

Lemma 15.10. Es gilt:
P
sup |4, (1) = A(D)] = 0

tE(to,t1]

Hiermit folgt aber auch wegen der Existenz und Beschrinktheit von A, ! und A~! unter der
Voraussetzung 6) sowie durch Verwendung der Ungleichung
A7 () — ATHO] = [ATH(O)(An(t) — AD)ATHD)] < AL O] An(t) — AD)IAT (1))

n

das Folgende:

sup |A;'(t) — A7 (t)] — 0
tE[to,t1]
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Beweis.

Fiir diesen Beweis verwenden wir das Lemma 15.9:

t1 t1
sup [An(t) — A(t) = sup | / an(y)as () dn(y) — / a(y)a (y)d ()]
tE[to,tﬂ tG to,tl t
t1
< sup | / an(y) — a(y))at, (y)dn (v)
tho,tl
t1
+ sup | / — a ()i ()]
t€ftot1] Jt
t1
+ sup | / W) dn(y) — db ()]
tE[to,t1]
= JT+IT+11II

Wir werden nun I untersuchen, und I7 folgt analog:

sup | / (an(y) — a(®))at(@)din(y)] < sup / Jan(®) — a(®)llan(®)|dn()

te to,tl te[to,tl] t

_ / Jan(y) — a(y)llan ()l din(y)

to

< sup lan(s) —als)|- t1|an<y>rdwn<y>

s€to,t1]
0 in W.keit <MKy Ko
Abschlielend miissen wir noch 11 betrachten:
t1
11 = sup | [ aly)a'w)ldin() - do(w)
tE(to,t1] t

Indem wir abermals die Idee des Beweises des Glivenko-Cantelli Theorems verwenden (1,
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sind ¢ monoton, [tg,t1] ist kompakt und Lemma 15.7), erhalten wir:

s | [ a(u)al0)va) — dv]] 0

tE[to,tl

Hierbei betrachten wir die Matrix a(y)a®(y) komponentenweise und zerlegen die Komponen-
ten in den Positiv- sowie Negativteil.

Diese Lemmata werden wir nun verwenden, um das Folgende zu zeigen:

T™(Dp(6n)) — T(Dp(6,)) — 0 fiir n — oo

Hiermit erhalten wir die gewiinschte Aussage des Theorem 15.5.
Es gilt:

‘T(Dn,to (t, en)) - Tn(Dn,to (t, en))’

= ‘W‘W
+ [ @470 [ an(2)aDu(z,0,)d5 )

t1

t
—/ at(x) A~ (z) a(z)dDy(z,0y)dy(x)

< 1 @) = 0 A7) [ anl1aD 0o (15.4)
+ t;at(x) (A7 (2) — A\ (@) / " i (2)dDn (2.0, ()] (15.5)
] t: al () A\ (x) /x " (4 (2) — a(z2)) D (2. )i (1) (15.6)
H [ 070 [ atan, o)) - avio) (15.7)
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Wir werden verifizieren, dass (15.4) eine Folge ist, die gleichméafig in Wahrscheinlichkeit gegen
0 konvergiert. Das Gleiche werden wir fiir (15.5) und (15.6) zeigen. Unter Verwendung des
Lemma 3.1 von Chang (1990) werden wir auferdem zeigen, dass dies fiir (15.7) ebenfalls gilt.
Insgesamt reicht dies unter Verwendung eines Cramér-Slutsky Arguments fiir den Beweis des

Theorem 15.5.

Zuerst betrachten wir die Gleichung (15.7) und definieren die folgenden Prozesse:
t1
a(z)dDy(z,0y,)

" d () A 2y ()

xT

S

at(z)A_l(z)di/Jn(z)

4
3
—~
8
N—
[
s

Hiermit ergibt sich:

sup | at(:r)A_l(:U)/1a(z)an(z,Gn)[dwn(:r)—dw(x)ﬂ: sup | | Zn(z)[dv,(z)—dv(2)]]

tE[t(),T] to tE[tO,T] to
Durch Imitation des Beweises des Glivenko-Cantelli Theorems kann gezeigt werden, dass

vp () LA v(x) gleichmaéfig auf [to, 7]

Weiterhin ist (Z),)n>1 ein Prozess, der in Verteilung konvergiert und somit asymptotisch
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C-straff in D[to, T ist. Dies ist eine Konsequenz aus dem Folgenden:

Zn(x) = /la(z)an(z,Hn)

1 n
= 75 Z 1{z§m§t1}a(n)[1{bi>n} —(1- Ren(}/i))l{Xi>Yi}]
i=1
t1

_ / " a(2)dDn(2, 00) + / a(2)(Ro, (2) — Ry (2))dHO(2)

xT

Nun kénnen wir analog zum Beweis von Lemma 15.2 durch Verwendung der Taylorentwick-

lung verifizieren, dass

Zn(x):/la(z)an(z,90)+/la(z)at(z)dw(z)-\/ﬁwn—90)+0p(1) (15.8)

A(z)

Die asymptotische C-Straffheit des ersten Summanden wurde im Beweis zu Theorem 15.4
gezeigt. Weiterhin ist A(x) unter den Voraussetzungen stetig und 6,, asymptotisch normal.
Dies beweist die asymptotische C-Straftheit des Prozesses (Z,)p>1. Indem wie in Lemma 4.3

in Thies (1995) vorgegangen wird, folgt unter den Voraussetzungen 1)-6), dass

t t1
sup | / ot (@) A (z) / a(2)dD (2, 0,)[dion (x) — dib(@)]| "> 0 in Wahrscheinlichkeit
tefto,T] Jto T

Das Lemma 4.3 in Thies (1995) verwendet eine Erweiterung des Lemma 3.1 aus Chang
(1990) sowie eine Erweiterung eines Korollars, welches wir ohne Beweis, auf unsere Situation

angepasst, angeben werden:
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Korollar 15.11

Es sei (an)n>1 €in straffer stochastischer Prozess in D[ty, T|. Dann gilt

sup
te(to,T)

/ an(x)[dvp(x) — dv(z)] 20

to

Bevor wir die Gleichungen (15.4), (15.5) und (15.6) betrachten, wollen wir das Folgende

zeigen:

sup | / (an(2) = a(2))dDn (2, 0)] = 0p(1)

:I:E[to,tl

Im Folgenden nehmen wir 0.B.d.A an, dass der Parameter 6 und somit die Funktion a(t, 6)

eindimensional ist. Mit Taylor gilt:
| f;ﬁl (an(2) — a(2))dDy(z,0n)|

= |2 |60 = 00) - 35(2,00) + 3(6n — 00228 (2, 0,)] D (2,60)

1 & da
< [ (On — o) - 7 > Wasvicn) 55 (Vi 0015, yiy — (1= R, (Yi) Lixisviyl |
=1

1)

1 1 — 0%a ~
+|§(9n - 90) : \/ﬁ(‘gn - 90) ) E Z 1{...}@(}/& 97l>[1{DNi>Yi} - (1 - Rﬁn(Yi))l{XpYi}] ‘
=1

2)

Hierbei bezeichnet 6,, eine Zwischenstelle von 6, und 6. Fiir die letzte Ungleichung gilt:

1) Der Prozess —= 377 La<vi<n} 98 (Vi 00)[1;5,5y,y — (1 = Re, (Yi))1x,5y;)] konvergiert

komponentenweise in Verteilung gegen ein Gaussprozess und ist somit stochastisch beschrénkt.
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Dies folgt aus einer Darstellung, die wie (15.8) hergeleitet wird. Durch Verwendung des Con-

tinuous Mapping Theorems folgt:

i 9a
|0, — 6| - sup |/ %(z, 00)dDy,(z,60,)| = 0p(1)
S—~— 2€[to,T] Jz

Op

Op(1)

2) Es gilt:

n

1 1
3 |0n — b0 - v/n|0r, — Bo] - - Z sup  lyz<y,<t}

i—1 T€[to,T]
op(1) 0,(1) L
<1
d%a ~
o L300 1Ly oy — (1~ Ba, ) Loy = o)

< Konstante =1

Hierbei wurde verwendet, dass

0%a

|w(:v, )| < Konstante Vz € [tg, 1] sowie V0 € ©

OR
Dies folgt daraus, dass sich die Funktion a(z, ) = % aus der Funktion Ry sowie

deren Ableitungen zusammensetzt und diese unter den Voraussetzungen beschrankt sind.

Indem wir beide Aussagen zusammenfiihren, ergibt sich somit

sup | / (an(2) — a(2))dDn (2, 6)] = 0p(1)

zE€to,t1

Nun zu den Gleichungen (15.4), (15.5) und (15.6).
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Wir werden verifizieren, dass (15.4)= o,(1). Fiir (15.5) und (15.6) wird dies analog gezeigt:

(15.4)
<| t (afl(a;’)—at(w)) (A,;l(:v)—A_l(w))/l(an(z)—a(z))an(z,Hn)dwn(:c)
+| t (ai(as)—at(l‘)) (A;l(x)—A_l(J:))/la(z)an(zﬁn)d¢n(a:)|
+| t (afl(x)—at(x)) A_l(ac)/l(an(z)—a(z))an(z,Hn)dwn(x)\
o (an(z) = a'(x)) A7} () / a(2)dDy (2, 0, )i ()
< s fon(o) —a@)] sup |47 @) = A7) swp | [ (an(2) - al2)dDuz,6)
T€[to,t1] z€[to,t1] z€lto,t1] Jx
op(1) op(1) op(1)
e sup | [ dyn(x)]
tefto, T
<1

t1
+ sup |an(z) —a(z)|-| sup |A,'(z) — A7 (x)|- sup |/ 2)dDy(z,0,) -1

IE[to,tl] $E[t(),t1] e to,tl]
op(1) op(1)
t t1
+ s fanle) —al@)]- swp [ AT @@ s | / (an(2) — a(2))dDy (2, 0,)]
z€[to,t1] te(to,T] Jto T€[to,t1] T
op(1) < Ms op(1)
t 1
+ s (@) —al@)l sw [ AT @dvn@)] s | [ a(:)aD, (.0
{I?G[to,tl] tE[tQ,T] wE[to,tl
op(1) < M (1)

Somit folgt:
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Indem wir schlieklich alle Aussagen zusammenfiihren, haben wir somit das Folgende gezeigt:
T™(Dn(0,)) 5> Bow  in Dltg, T]
n
Dies war zu zeigen. 0

Durch Verwendung des Continuous Mapping Theorems gilt:

P( sup [T"(Dnty(t,0n))| = ) == P( sup |B oy, (t)] > ¢)
te(to,T) te(to,T)

Dies ist leider noch nicht ausreichend, da wir ¢y, nicht aus den Daten bestimmen konnen.
Wir werden nun zeigen, dass die Funktion 1, ;, ebenso verwendet werden kann, um kritische
Werte zu erhalten, die wir bendtigen, um Aussagen tiber die Statistik sup |77 (D, (6,,))| treffen

zu konnen.

15.4.6. Beweis des Korollar 15.6

Nehmen wir ¢y, ¢, (T') > 0 und 4, (7") > 0 an, so kénnen wir abschliefend unter den Voraus-

setzungen 1)-6) das Nachstehende beweisen:

lim P( sup |T"(Dnto(t,0n))] > A/ Unto(T) - k1) =P( sup |Bs| > k
P s [T (Do (1000 2 gy (T) - h) =B sup 4] )

s€[0,1]

Somit kénnen wir das 1 — a Quantil von sup |Bs| verwenden.
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Beweis. Wir haben:

P( sup [T"(Dnto(t,0n))| = k1 - /theo (T)) == P( sup B oty (£)] = k1 /1y (7))
te(to,T) te(to,T)

Fir die rechte Seite der Gleichung gilt aber mit der Monotonie und Stetigkeit von y,:

P( sup |Bodry(t)] = ki- Vi (T)) = P( sup — [Bs| > ki - /9r(T))

te(to,T) s€Y(to), (T )]

= k
SE[O 1] \/W ¢t0 ))’ — 1)
= P(sup |By| > k)
s€[0,1]
1 L
da ————B(s -1y, (T)) £ B,
D) (s - teo (T))

Die obige Aussage folgt durch Verwendung des Lemma 15.7 (y,4,(s) —= t,(s) f.5.) und

eines Cramér-Slutsky Arguments, denn es gilt:

1 1
————" sup |T"(Dny(t,00))| = ——=—==- sup [T"(Dny(t,0n))| + 0p(1)
Vnto(T)  tefto,T) ’ VYo (T)  tefto,T) ’ .
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