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Kapitel 1
Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Betrachtung von Changepointtests fiir die Feh-
lerverteilung in ARMA-Zeitreihen. Dabei soll insbesondere der Nutzen des An-
satzes von Owen (1988, 1990) zur Beriicksichtigung von Zusatzinformationen bei
der Schiatzung einer Verteilungsfunktion untersucht werden. Mit dieser Methode
soll hier die im Standard-ARMA-Modell vorausgesetzte Zentriertheit der Fehler-
verteilung explizit bei der Konstruktion der Testgrofen ausgenutzt werden.

Fiir die Konstruktion der Tests gehen wir von zwei unterschiedlichen Ansétzen
aus, die auch im Falle von Changepointtests fiir unabhéngige Beobachtungen Ver-
wendung finden, und die wir zunéchst an diesem einfacheren Fall erlautern.

Bei einer Folge ey, ..., e, von unabhingigen Zufallsvariablen sagt man es gibt
einen Verteilungschangepoint oder kurz Changepoint A € (0, 1), wenn die iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen ey, ..., ey eine andere Verteilung besitzen als
die Zufallsvariablen ejg 41, . . ., €,, wobei natiirlich [nA] > 1 gelten soll (bei festem
A € (0,1) ist die letzte Bedingung fiir alle grofen n € N erfiillt). Es sollen Tests

konstruiert werden fiir das Testproblem

Hy: ey, ..., e, haben dieselbe Verteilung

gegen

H;: es gibt einen Changepoint in eq, ..., e,.

Wir setzen diese Zufallsvariablen im folgenden als stetig verteilt voraus.
Um fiir ein s € [0, 1] die Verteilungsfunktion des s-ten ersten Anteils e, ..., epg
der Zufallsvariablen ey, ..., e, zu schitzen, definiert man analog zur empirischen

Verteilungsfunktion der gesamten Zufallsvariablen ey, ..., e, die sequentielle em-
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pirische Verteilungsfunktion

[ns]

Fseq S l‘ Z 1{el<x}

(wobei natiirlich s > 1/n sein muf), und um die Verteilungsfunktion des restli-

chen Anteils ef,q41,. .., e, der Zufallsvariablen zu schétzen,
GX¥(s,x) = Lie,<a
n— [ns] i % " {eisa}-

Der naheliegendere von beiden Ansétzen zur Konstruktion der Tests ist es nun, die
beiden Grofen F7* und G direkt zu vergleichen. Wenn es einen Changepoint
gibt, sollte die Differenz F°I(s,x) — G:¥(s,z) fiir ein s € (0,1) und ein z € R
deutlich von Null verschieden sein, wihrend dies unter der Hypothese nicht in

dem Mafke der Fall sein sollte. Die geeignet normierte Teststatistik

sup sup Vi1 5 ) — s, )|

s€[0,1] zeR n
sollte deshalb eine Entscheidung im oben beschriebenen Testproblem ermdogli-
chen. Um ihre Asymptotik zu untersuchen bietet es sich an, die Verteilungskon-

vergenztheorie fiir stochastische Prozesse zu verwenden und den Prozess

[ns]n — [ns]

To(s,x) = (Fjeq(s, x) — G3¥(s, x))

n n

zu betrachten. Fiir diesen ist unter Hy der funktionale Grenzwertsatz
(1.1) VT, —5 WHe i D([0,1] x R)

in einem Skorohodraum D([0,1] x R) und mit einem Kieferprozess W*ass als
Grenzprozess bekannt, vergleiche Bickel und Wichura (1971). Aus (1.1) erhilt

man mit dem Stetigkeitssatz die Verteilungskonvergenzaussage

sup sup |[v/nT,(s, )| —> sup sup [IWHess (s 2)|

s€[0,1] zeR s€[0,1] zeR
fiir die oben vorgeschlagene Teststatistik. Die Quantile der Grenzverteilung hén-
gen bei stetig verteilten Beobachtungen nicht von deren unbekannter Verteilungs-
funktion ab und kénnen damit als kritische Werte bei der Konstruktion von asym-
ptotischen Tests dienen. Der Weg iiber den funktionalen Grenzwertsatz (1.1) hat

den Vorteil, dass man anschlieftend bei der Anwendung des Stetigkeitssatzes nicht
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auf das Supremum als Funktional festgelegt ist, sondern durch Verwendung ande-
rer stetiger Funktionale auf einfache Weise auch sofort Verteilungskonvergenzsit-
ze fiir andere Teststatistiken, zum Beispiel vom Cramér-von-Mises-Typ, erhalten
kann. Wir beschranken uns hier jedoch auf solche vom Kolmogorov-Smirnov-Typ,
da wir hier den Effekt der Beriicksichtigung der Zentriertheit untersuchen und
nicht auf unterschiedlichen Funktionalen basierende Teststatistiken vergleichen
mochten.

Der zweite Ansatz zur Konstruktion der Tests geht von U-Typ-Statistiken aus,
mit denen es bis zu einem gewissen Grad moglich ist, die Tests iiber die Wahl
eines Kernes an die interessierenden Alternativen anzupassen. An die Stelle der
Differenz F5(s, x) — G2 (s, x) tritt hier die Grobe [ K(z,y)F%(s, dzx)GE4(s, dy)
mit einem antisymmetrischen Kern K. Unter Hj sollte F?°(s, - ) ungefihr gleich

G (s, - ) sein, und damit wegen der Antisymmetrie von K

| K@) (s, dn)Git(s,dy) = = [ K(y,a) Fr9(s, da) Gt (s, dy)

~ —/K(:U,y)F;feq(s,dx)foq(s,dy)

gelten, diese Grofe also etwa Null sein. Der Kern ist nun so zu wihlen, dass
dieses Integral unter den interessierenden Alternativen fiir ein s als Changepoint
moglichst deutlich von Null verschieden ist. Es handelt sich hierbei um eine ver-
allgemeinerte Form von U-Statistik, wie sie zum Beispiel im Kapitel 2.2 in Lee
(1990) beschrieben ist, mit Kernen vom Grad (1, 1).
Diese Uberlegungen fiihren auf den stochastischen Prozess

[ns]n —

ra(s) = [nS]/K(a:,y)Fieq(s,dm)GZeq(s,dy).

n n

Fiir diesen Prozess wurde unter Hy von Csérgé und Horvath (1988) der funktio-
nale Grenzwertsatz

(1.2) Viry, == Ve in D([0,1])

gezeigt, worin VM ein Vielfaches einer Brownschen Briicke ist und D(][0, 1])
der klassische Skorohodraum auf dem Einheitsintervall; siehe auch Ferger (1991,
1994a, 1994c). Dieser Grenzwertsatz kann dhnlich wie (1.1) zur Konstruktion von
asymptotischen Changepointtests dienen.

Fiir eine gute Beschreibung zur Wahl geeigneter Kerne siehe zum Beispiel Ferger
(1994c¢), Abschnitt 4, oder Ferger (1995), Abschnitt 3. Dort sind zahlreiche mog-

liche Wahlen von Kernen angegeben, wie K(x,y) = 1{z>y} — l{z<y}, der zu einer
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Changepointvariante des Wilcoxon-Zweistichprobentests fiihrt.

Zuséatzliche Gewichtsfunktionen, welche die Tests in den Randbereichen des Zeit-
intervalls empfindlicher machen kénnen, wie zum Beispiel in den Arbeiten von
Szyszkowicz (1994, 1998) fiir den Prozess T, und Csorgé und Horvath (1988)
oder Ferger (1995) fiir den Prozess r, betrachtet, nehmen wir in dieser Arbeit
nicht auf, da wir uns wie schon gesagt auf den Einfluf der Beriicksichtigung der
Zentriertheit konzentrieren mochten.

Diese Ansidtze konnen nun auch zur Konstruktion von Changepointtests fiir die
Fehlerverteilung in ARMA-Zeitreihen dienen. Man nennt eine Folge von Zufalls-
variablen (X;);cz eine ARMA((p,q)-Zeitreihe, p,q € N, falls sie stationér ist und
es reelle Zahlen py,...,p, und 94, ...,9, mit p, # 0 und ¥, # 0 gibt, sodass

p q
X; = Z erifr + Z 19361',5 + €

r=1 s=1
fiir alle i € Z gilt, wobei (e;);cy eine Folge von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen ist. Diese als Fehlervariablen, Fehler oder weifes Rau-
schen bezeichneten Zufallsvariablen e; setzt man im hier betrachteten Standard-
ARMA-Modell als zentriert voraus. Es ist notwendig bestimmte Bedingungen an
die Parameter py,...,p, und 94,...,9, zu stellen, um iiberhaupt die Identifizier-
barkeit der Fehlervariablen sicherzustellen, vergleiche hierfiir zum Beispiel Satz
8.10 in Kreit und Neuhaus (2006). Es miissen insbesondere die Parameter eines
kausalen und invertiblen ARMA-Modells sein. Wir gehen in Kapitel 3 genauer
darauf ein.

Im Rahmen dieser ARMA-Modelle nimmt man die Fehlervariablen als nicht be-
obachtbar an. Um Tests auf Changepoints in ihrer Verteilung zu konstruieren
ist ein natiirlicher Ansatz, geeignete Schéitzer fiir diese Fehler e; zu finden und
diese anstelle der unabhéngigen Fehlervariablen in die oben betrachteten Grofen
einzusetzen.

Als Schatzer fir die Fehler verwendet man die Residuen

P q
i = X =3 P Xy = 3 Dranicas 1€ N,
r=1 =

~

wobel €,1_g, ..., Eyo irgendwelche Startwerte und p,,, r = 1,...,p sowie U,
s=1,...,q, geeignete Parameterschitzer sind.
Wenn nun die mit den sequentiellen empirischen Verteilungsfunktionen der Resi-

duen
[ns]

Fseq (s,2) Z Lie,i<a)



und
Gi(s,x) =

Z ]-{em<x}

n— [TLS]Z [ns]+1
definierten neuen Prozesse
- [ns]n — [ns] / A
Tn ) = Fseq ) - Gseq )
(s,0) = £ = == (Fyt(s,0) = Gy(s,))
und
[ns]n — [ns]

Pn(s) =

dasselbe asymptotische Verhalten zeigen wie T}, und r,, kénnen sie entsprechend

[ K@) o5, do) G (s, dy)

n

zur Konstruktion von asymptotischen Changepointtests verwendet werden. Fiir
den Prozess T, wurde dies von Bai (1994) gezeigt. Fiir den Prozess 7, scheint
dies noch nicht untersucht worden zu sein und soll hier getan werden.

Gleichzeitig soll untersucht werden, ob es im Vergleich zu diesen beiden auf klas-
sische Weise konstruierten Prozessen einen Vorteil bringt, wenn man die oben er-
wahnte, im Standard-ARMA-Modell vorausgesetzte Zentriertheit der Fehler bei
der Konstruktion der Tests explizit beriicksichtigt. Zu diesem Zweck ersetzt man
in den Definitionen der oben angegebenen Prozesse die sequentiellen empirischen
Verteilungsfunktionen durch Varianten, welche die Zentriertheit der unbekann-
ten Verteilungsfunktion dadurch zu beriicksichtigen versuchen, dass sie selbst
zentriert sind. Wir verwenden hier, wie angekiindigt, die auf Owen (1988, 1990)
zuriickgehende Idee der nichtparametrischen Maximum-Likelihoodschédtzung un-
ter Nebenbedingungen; vergleiche auch Owen (2001), Qin und Lawless (1994)
und Zhang (1997). Dieser hier in sequentieller Form verwandte Ansatz ersetzt
im Falle unabhéngiger und identisch verteilter Beobachtungen die sequentielle

empirische Verteilungsfunktion F** durch

[ns]

Fseqz S 33 me 1{el<x}7

wobei die nun von den Beobachtungen e; ..., e, abhéngigen Gewichte p,;(s) so
gewihlt werden, dass sie unter der Nebenbedingung der Zentriertheit von F°*
die nichtparametrische Likelihoodfunktion H£n81 Pni(s) maximieren. Das damit er-
haltene Maximierungsproblem lisst sich mit der Lagrangemultiplikatormethode

16sen, und man erhélt Gewichte der Form

1 1
[718] 1+ tn[ns]ei

Pni(s) =
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mit einem Lagrangemultiplikator t,,, welcher von ey, ..., e abhingt und in
impliziter Form als Nullstelle einer Funktion gegeben ist. Analog lasst sich G4
definieren.

Fiir die hiermit definierten Grofen 7;; und r? werden in Kapitel 2 stochastische
Entwicklungen hergeleitet.

Ahnlich wie oben ausgefiihrt lassen sich auch in £ und G3¢* die Fehlervaria-
blen eq,...,e, durch die Residuen é,,...,é,, von ARMA-Zeitreihen ersetzen,
wodurch man zentrierte sequentielle empirische Verteilungsfunktionen ﬁjeq’z und
@ff“ mit neuen Lagrangemultiplikatoren, welche von den Residuen abhéngen,
erhilt, sowie neue Prozesse ﬁf und 77, deren stochastische Entwicklungen wir
in Kapitel 3 herleiten, ebenso wie die Entwicklung von 7,. Fiir den Prozess YA’;
wurde dies fiir AR(1)-Zeitreihen schon in Horni (2009) getan, worauf wir hier
aufbauen. Dort wurden starkere Integrierbarkeitsvoraussetzungen an die Fehler-
variablen gemacht als in der hier vorliegenden Arbeit, sodass die Beweise ent-
sprechend verdndert werden muften. Fiir die Behandlung von 7,, und 77 werden
Taylorentwicklungen des Kernes K benutzt, was entsprechende Glattheitsannah-
men iiber K ndétig macht.

Im Kapitel 4 folgen dann im ersten Teil die (1.1) und (1.2) entsprechenden Ver-
teilungskonvergenzsitze fiir die Prozesse mit den Residuen und der Beriicksich-
tigung der Zentriertheit. Im zweiten Teil werden Verteilungskonvergenzsitze fiir
diese Prozesse unter benachbarten Alternativen hergeleitet. Fiir den Prozess T,,
wurde dies schon von Szyszkowicz (1994, 1998) unter Verwendung der Le Cam-
Theorie betrachtet, was sich mit den Resultaten von Bai (1994) auch auf T,
tibertragt. Auch der U-Typ-Prozess r, wurde von Ferger (1991) unter solchen
Alternativenfolgen untersucht, allerdings wahlt Ferger einen direkten Ansatz und
verwendet einen auf zwei Parameter verallgemeinerten Prozess. Wir arbeiten hier
in allen Fillen mit der Methode von Le Cam.

In Kapitel 5 konstruieren wir konsistente Schétzer fiir die Skalenfaktoren der

z
n?

Grenzprozesse von /nf, und /n7Z, um analog zu den Ideen aus Ferger (1991)
kritische Werte fiir Changepointtests mit diesen Prozessen erhalten zu konnen.

In den Kapiteln 6 und 7 betrachten wir die zu den oben eingefiihrten stochasti-
schen Prozessen gehérenden Bootstrapprozesse. Bei dem Prozess ﬁf ist dies notig,
um kritische Werte fiir den Test mit der Statistik sup,c(1Sup,er T2(s,z)| er-
halten zu kénnen, denn in diesem Fall hingt die Grenzverteilung auf komplizierte
Weise von der unbekannten Verteilungsfunktion der Fehler ab. Bei den U-Typ-

Statistiken eroffnet dies eine alternative Mdoglichkeit, kritische Werte fiir die Tests



zu erhalten. Hierfiir werden in Kapitel 6 die zugehorigen stochastischen Entwick-
lungen hergeleitet und in Kapitel 7 die entsprechenden funktionalen Grenzwert-
sitze bewiesen. Es zeigt sich, dass der Bootstrap in den betrachteten Féllen kon-
sistent ist.

In Kapitel 8 werden einige ergidnzende Resultate zusammengestellt, die bei der
Konstruktion der Tests aus den zuvor bewiesenen funktionalen Grenzwertséitzen
niitzlich sind, sowie einige hilfreiche Resultate fiir die Betrachtung der asympto-
tischen Giite unter benachbarten Alternativen. Auferdem schlieft sich in diesem
Kapitel die Darstellung einiger Simulationsergebnisse mit den in der Arbeit be-
trachteten Tests an.

Abschliefsend mochte ich an dieser Stelle Herrn Professor Dr. Erich Hausler fiir die
Anregung der vorliegenden Arbeit und die Betreuung wahrend ihrer Anfertigung

sehr herzlich danken.



10



Kapitel 2

Stochastische Entwicklungen bei
unabhangig und identisch verteilten

Zufallsvariablen

2.1 Stochastische Entwicklung der Lagrange-

multiplikatoren

Seien in diesem Kapitel (e;);en Zufallsvariablen mit den Eigenschaften

(2.1) (€i)ien sind unabhéngig und identisch verteilt,
(2.2) E(er) =0,

(2.3) E(ef loglog(3 + |e1])) < o0

und

(2.4) o? = E(ef) > 0.

Der Summand 3 in (2.3) dient lediglich dazu, den logarithmischen Faktor in dieser
Integrierbarkeitsvoraussetzung nichtnegativ zu machen. Jede andere Zahl grofier
oder gleich der eulerschen Zahl wiirde den gleichen Zweck erfiillen, dquivalent
konnte die Voraussetzung auch mit dem Positivteil des Logarithmus formuliert

werden.

2.5 Proposition. Es gilt

1 k
(2.6) max — Y _ |e;| = O,(1),
i—1

1<k<n k
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k
(2.7) 5<hken klo; log k ;ei‘ =Opl)
und i
(2.8) max ;61' = 0,(v/n),
sowie fiir alle o € (0, 1)
1&
(2.9) [nclx?gkxgn % izzlei —o°| = 0,(1).

Beweis: Zu (2.6) und (2.9): Beides sind leichte Folgerungen aus dem starken
Gesetz der grofen Zahlen: Aus

1 k
e > el — E(leq|) fast sicher
i=1
folgt wegen E(|e1|) < oo und |e;| < oo fast sicher fiir alle i € N

sup — Z lei] < oo fast sicher,

keN K

und

1& 2 -

z Z e ——=0 fast sicher
ist Aquivalent zu

1 k
sup | — > e’ — 0’| = 0p(1)
k> | ki

Wegen [n®] — 00 fiir a € (0, 1) folgt daraus die Behauptung.

Zu (2.7): Aus dem Gesetz mit dem iterierten Logarithmus,

lim sup =20 fast sicher,

k—o00

L
= _SNg
kloglogk =
folgt dhnlich wie bei (2.6)

1 k

—— < fast sicher.

21611N‘ k:loglogkz oo fast sicher
k>3

Zu (2.8): Nach der Kolmogorovschen Maximalungleichung ist fiir alle X' > 0 und
neN

k
> el >
1

max
1<k<n i

12



1 & 9
< Ko ZE(ei )

=1

0.2

= 2w 0.

2.10 Bemerkung. Bei (2.9) kann der Indexbereich im Maximum zwar nicht
k = 1,...,n lauten, aber man kénnte natiirlich & = a,,...,n mit jeder belie-
ben Folge von natiirlichen Zahlen a,, < n mit a, — 00 wéahlen. Auch bei vielen
der folgenden Propositionen wéire es ohne weiteres moglich, am oberen bezie-
hungsweise unteren Ende des Indexbereichs allgemeinere Arten von Abschnitten
wegzulassen. Allerdings mochten wir in spiteren Beweisen explizit verwenden,
dass die Kiirzungen an den Grenzen des Indexbereichs eines Maximums von der
Form [n®] sind, zum Beispiel bei Proposition 2.56.

Da wir tatsédchlich nur Indexbereiche dieses Typs benotigen werden, bringt es fiir
uns keinen zuséatzlichen Vorteil, Maxima allgemeinerer Art zu betrachten, und
wir beschrinken uns von vornherein auf einheitliche Abschnitte an den Indexbe-

reichen.

2.11 Folgerung. Fiir alle o € (0, 1) gelten
| Zz 1 el|

2.12 = 1
( ) [an*?gl:{sn loglogk Sk e? Op(1)
und .

(2.13) max k-——— pYE 162’ = O0,(v/n).

mej<k<n SR e?

Beweis: Zu (2.12): Sei a € (0, 1). Fiir alle K > 0 und n € N mit n > 3%/ ist

P( max [Zo e ZK)
[ne]<k<n loglogk: Zl el

| 35 1ez| } ~ {1 LA ‘72}
— P i= N - —
<{ [n‘r“?ﬁakxgn loglogk Sk e? ﬂ k’zel 2

na] =1
St ol ) 25
P = >K:NC — 2>
+ ({ [ngfzfgn loglogk Zl ek k::([]ﬂ] k;el -2

k
< max

1
P N — g8
- <[na]<k<n Vkloglogk | Ze

+P< U {k:z < 02}>

k=[n2]

=: Pi(n,K)+ Py(n).

K02>
>
- 2

13



Wegen (2.9) gilt
k

(2.14)

IA
)
N
i
s
k_‘r—’h«
|
o
|
Q

Hieraus und aus (2.7) folgt

limsup (P (n, K) + Py(n)) — 0.

n—oo
Zu (2.13): Indem wir vorgehen wie oben erhalten wir fiir alle a € (0,1), K > 0
und n € N mit n > 3"/
P( max k;|z’ €l >K\/_)

k 2
[ne]<k<n i=1 "1

k 2
< P( max €; _K0ﬁ>
[no]<k<n | = 2
n 1 k 2
v {zef < "}
k=[n~] k i=1 2
=: P{(n,K)+ Py(n),

und nach (2.8) und (2.14) ist

limsup (P;(n, K) + Py(n)) — 0.

n—o0

2.15 Proposition. Fiir alle « € (0,1) gilt

log log k
(2.16) s o nax lei = op(1).

Beweis: Fiir jede Zufallsvariable X gilt

1) . -
B(IX)) = E(Ix)) = (Z 1{X|>z}> (;hxei}) =Y P(IX]|>9),

i=1
wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen den Satz von der monotonen Kon-
vergenz benutzt haben. Fiir alle ¢ > 0 erhalten wir hieraus, angewandt auf
X = 2¢floglog(3 + le1]),

(2.17) ZP(e1 loglog(3 + |e1]) >

2
%@) < gE((ifloglog(?)—i—|€1|)) < o0
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wegen (2.3).
Wegen loglogi = o(+v/i) und 1/ loglogi = o(1) gibt es fiir alle ¢ > 0 ein 4,(¢) € N,
i1(e) > 3, so dass

loglogi < Vi fiir alle ¢ > i1 (e),

21 1
98Tl < i alle i > iy (e),
log 2
und log ! 1
og /s | < = firalle i > 4, (c)
log log i 2
erfiillt sind. Daher gilt fiir alle ¢ > i;(¢) auf dem Ereignis {612 > 10g5]iogi}

log log i

> 1oglog(\/5i1/2) = 1og< logi + = log5>

1 21
= log logi(l+ ogls) > log (logi)
4 log1 8

1 1
= loglogi—l—logg > Eloglogi,

loglog(3 + |e1]) > loglog(lei]) > 10g10g< o )

und damit auf dem genannten Ereignis insbesondere

€1

1 €
—log1 = —1.
oglog1 27,

2
log log(3 >
i loglog(3 + [e1]) loglogi 2

Hieraus erhalten wir mit dem Majorantenkriterium

ZP(

e+ Y. P(efloglog(?)—l—el) z) < o0,

> ogiogs) S 0 ;
08108 i=i1(e)

wobei das letzte Ungleichheitszeichen nach (2.17) gilt. Wegen der identischen
Verteiltheit der e;, i € N, folgt hieraus fiir alle ¢ > 0

ZP(

Daher gilt nach dem ersten Lemma von Borel-Cantelli

loglog@) =0

P(es gilt e? > fiir unendlich viele 7 € N) 0.

loglog1

Damit haben wir fir alle e > 0

P(es gibt ein ig(e) € N, ig(e) > 27, mit e? < fiir alle 7 > io(*‘«’)) = L

log log 1
15



Also gilt wegen der Endlichkeit von ig(¢)

log1 log1 log1
eosn max ef < eo8n ef + 808 max ef
n 1<i<n n 1<i<ip(e) n io(e)<i<n
log1 loglog i
< 28BN ax el + max 08080 ,Oglef
n 1<i<io(e) io(e)<i<n )
log1
08087 max e +¢ — € fast sicher.
n 1<i<ig(e)

Beim zweiten Ungleichheitszeichen beachten wir, dass (loglogi)/i jedenfalls fiir

1 > 27 monoton fallend in ¢ ist, denn dafiir ist

dloglogi logzz -1 —loglogi -1 1( 1
di i i2

!
— — loglogz) <0
log 1

hinreichend, und fiir ¢ > 27 ist

1 1 1
——loglogz<ﬁ—loglog27< —log3log327§§—1<0.

log 0g log, 27
Durch Grenziibergang ¢ | 0 folgt

log logn
limsup ———— max e =0 fast sicher,
n—00 n 1<i<n

und wegen der Stetigkeit der Quadratwurzel erhalten wir hieraus

loglogn
\/& max |e;] — 0 fast sicher.
n 1<i<n n

Dies ist dquivalent zu

Daraus folgt die Behauptung (2.16) mit der Ersetzung n — [n®].

2.18 Definition. Fiirn € N und £ =0,...,n sei t,; auf dem Ereignis

{mln e; <0< maxel}
1<i<k 1<i<k

definiert als die eindeutig bestimmte Nullstelle von

xHZl%—xez

16



in dem Intervall

(i )i
k maxlgigke,»’ k minlgigkei .

Dabei verwenden wir die iiblichen Konventionen max () := —oo und min ) := oo,
so dass im Falle & = 0 das Ereignis, auf dem t,,;, festgelegt wird, leer ist. Dies pas-
siert unabhéngig hiervon natiirlich auch fiir £ = 1, da die einzelne Zufallsvariable
e1 nicht gleichzeitig echt grofser und echt kleiner als Null sein kann. Auch wenn
tr gar nicht explizit von n abhéngt, fiihren wir das n wegen der Einheitlichkeit
der Notation mit, da spater entsprechende Grofen tatsdchlich von n abhingen.
Fiir o € (0,1) und n € N sei

n

Apo = ﬂ {11%1%1]C e; <0< 52?5% ei}.
k=[n<]
Dies ist ein Ereignis, auf dem alle t,,,0), . . . , ., definiert sind und auf dem wir ihre
asymptotischen Eigenschaften untersuchen kénnen. Die iibrigen .1, ..., typa-1

miissen wir dann anders behandeln.

2.19 Bemerkung. Wir miissen noch sicherstellen, dass t,;, wohldefiniert ist.
Sei hierfiir £ > 2 fest gewéhlt.

Nun kénnen wir fiir einen Moment vergessen, dass es sich bei ey, ..., e um Zu-
fallsvariablen handelt, wir ersetzen sie vorerst durch reelle Zahlen z, ..., z;, und
betrachten eine analog fiir diese zy,..., 2z, anstatt fiir ey, ..., e, definierte Null-

stelle. Sei hierfiir

M, ::{z 2 R*: min 2, <0 maxz»}
0 (17 7k)€ 1§i§kl< <1§i§k1’

u: My — (—00,0), u((zl,...,zk)> = (1—1> !

k max z;
1<i<k
1 1
OIMO—> (0,00), 0((217"'7/216)) = (k,_l) min z
1<i<k ‘

Dann ist fiir alle z = (21, ..., 2) € My die Funktion

fo: Dy — R, fi(z):= Z =i

mit Definitionsbereich
1
D, ::R\{—f:izl,...,k;zi#O}

Zi

17



wohldefiniert und stetig.

Weiter sei t : My — R eine Funktion, die jedem z € M, die Nullstelle von f,
im Intervall (u(z),0(z)) zuordnet, so dass also ¢ jedem z € Mj eine t,; im Falle
der Realisierung (e, ..., e;) = z dieser Zufallsvariablen entsprechende Nullstelle
zuordnet. Fiir die Wohldefiniertheit der Funktion ¢ miissen wir uns die Existenz
und Eindeutigkeit dieser Nullstelle iiberlegen.

Wir wéhlen ein zg = (z01,...,201) € My und setzen 2z, = minj<;<; z0; < 0
SOWIE Zppqq i= MaXi<i<k 20; > 0.

Zunéchst iiberzeugen wir uns nun davon, dass (u(2zg), 0(zg)) C Dy, erfiillt ist. Der
Definitionsbereich D, besteht aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten,

die aneinanderstofsende offene Intervalle sind. Genau zwei davon sind unendlich,

alle anderen endlich. Nun ist (———, ———) eine endliche Zusammenhangskom-
ponente von D, ,dafiiralle: = 1,... k, fiir welche z5; > 0 gilt, —% <-—-1 <0
04 Zmazx

ist, und fiir alle ¢ = 1, ... k, fiir welche zy; < 0 gilt, —i > —% > 0 ist.
Wegen k> 2ist 1 > 1 — % > 0, und es folgt

(1(20), o(20)) = <(/1€ - 1) z:m’ <llf N 1> Z:Lm> - (_ z:m ’ _Z:Lm> < Lo

Als néchstes miissen wir sicherstellen, dass f,, genau eine Nullstelle in dem In-
tervall (u(zg), 0(zo)) besitzt. Fiir alle x € D, gilt

/ i 20'2
=—) ——— <0
fzo(l') 12::1 (1 +$Zoi)2 y
da zg; = zpin # 0 fiir ein ¢ € {1,... k} ist. Also ist f,, auf allen Zusammen-
hangskomponenten von D, streng monoton fallend. Damit hat f,, hochstens
eine Nullstelle in dem Intervall (u(z), 0(zo)).
Es ist zwar fiir unsere Betrachtungen nicht notwendig, aber weil es nur wenig
Aufwand verursacht, diskutieren wir noch das Verhalten von f,, auf dem gesam-

ten Definitionsbereich D,,. Sei (a,b) eine endliche Zusammenhangskomponente

von D,,. Dann ist a = —z% und b = _Z(% fiir ig, jo € {1,...,k} mit iy # Jo,
) Jo
und es gilt
lim fy (@) =00 und lim f,, (z) = —oc.

Denn im Falle zg;, < 0 gilt

1 204
>0 & 14+22, 70 & ——— | —00 & —2— 1 o0,
204, OoT 1+.I'Zoi0 i/ 1-'-1’201‘0 T

rla=—

18



und daraus folgt

. b 204 u 204
hmsz() = hm Z m+ Z m

zla zla

i=1 =1
205=204( 2057204,
k k
. 20; 204
= lim Z 1 + Z 1 204 =
zla T + T2, i=1 T 204
20,=204 2047204,

und im Falle 2zq,, > 0 erhalten wir auf dhnliche Weise aus = | a wieder ; fi;%) T o0,
und hiermit genau wie oben lim, |, f, () = co. Durch Betrachtung des anderen
Intervallendes erhélt man analog lim,q, f,,(z) = —oo. Die Funktion f,, besitzt
also in jeder endlichen Zusammenhangskomponente von D,, genau eine Null-
stelle. Bei den beiden unbeschrankten Zusammenhangskomponenten von D, ist
der Grenzwert von f,, jeweils an dem beschriankten Ende derselbe wie am ent-
sprechenden Ende einer beschrankten Zusammenhangskomponente, und an den
unbeschriankten Enden gilt einfach

lim f,,(z) =0 bezichungsweise liTm fao () =0,

x]—00

so dass f,, in diesen beiden Zusammenhangskomponenten keine Nullstelle besitzt.
Nun besitzt f,, nach dem Zwischenwertsatz tatsdchlich eine Nullstelle in dem
Intervall (u(zg), o(zo)), falls

(2.20) fao (u(zo)) >0 und fy (0(z0)> <0

ist.
Wegen u(zg) = (3 — 1)%{” m = k, und fiir alle ¢ = 1,...,k mit
0 < 20; < Zmaz 8t 14+ u(z0)20; > 1 4+ u(20) Zmaz = % > 0, also

204 Zmaz

>
—1 1+ U(ZO)ZOi - 14 U(ZO)Zmaa:
ZOi>0

= kzmama

-

weil die beim ersten Schritt weggelassenen Summanden alle positiv sind. Fiir alle

i =1,...,k mit zp; < 0 gilt 0 < u(zo)z0; < 1+ u(zo)z0;, also ist fiir diese i
1+u(%)z0i > u(z(;))izoi = u(z . Es folgt
k k
204 k1
Z o > Z ,
i=1 1 +u ZO)ZOZ = u U(Zo)
20;<0 0
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wobei wir beim ersten Schritt benutzt haben, dass zp; < 0 fiir mindestens ein
i € {1,...,k} ist, und beim zweiten Schritt, dass zp; > 0 ebenfalls fiir mindestens

ein i € {1,...,k} ist. Insgesamt erhalten wir

fzo(u(zo)) — Z L ; 204

= 1+ u(zo)20; +U(Z0)Zoz
ZOi<0
k—1 k -1

> + kzmax = 71 I~ 1 + kzmam
U(ZO) (E - l)zmaz

= —kZpaz + kZmaz = 0.

Dies ist die erste Ungleichung in (2.20). Auf dhnliche Weise iiberzeugt man sich
von der Giiltigkeit der zweiten Ungleichung.

Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit der Nullstelle bewiesen, und die Funk-
tion t ist wohldefiniert.

Wir miissen nun noch sicherstellen, dass es sich bei ¢, tatsidchlich um eine Zu-
fallsvariable handelt. Hierfiir ist es hinreichend, dass die Funktion ¢t : My — R
My N By, B*-messbar ist, wobei B} fiir & € N die Borelsigmaalgebra iiber R*

bezeichne, und B* := B sei. Wir beachten an dieser Stelle, dass wegen

= U{n e Ra<op 0 {a) e R s> 0)

My offen in Ry, ist und damit My N B} wegen M, € B} eine wohldefinierte Spur-

o-Algebra ist. Es sei nun

fa(u(z)), z < u(z)
g: MyxR—=TR, g(z,2):=14 fuzv), w(z) <z < o(z)

f2(0(2)), o(z)

Fiir alle z € M, ist g(z,-) die aukerhalb von [u(z),0(z)] konstant fortgesetzte

<
<

Funktion f,. Da fa|ju(2),0() stetig ist und genau eine Nullstelle, ¢(z), im Inneren
des Definitionsbereichs besfczt, ist auch g(z,-) : R — R stetig und hat #(z) als

einzige Nullstelle. Wir zeigen zunéchst:
(2.21)  Fiirallex € Rist g(-,2) : My - R My N B}, B*-messbar.

Fiir (2.21) ist es hinreichend, fiir alle z € R die My N B;-Messbarkeit der Urbil-
der der Intervalle (—oo,y| unter g(-,x) fiir alle y € R zu tiberpriifen, da diese
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Intervalle ein Erzeugendensystem von B* darstellen.
Es gilt fiir alle z,y € R

g(- ,x)’%(—oo,y]) = {z € My : fo(u(z)) <y,z< u(z)}
+ {Z € My: fu(z) <y,u(z) <z < o(z)}
+ {z € My : fa(o(z)) <y,o(z) < a:}

Es ist hinreichend, dass jede einzelne dieser drei Mengen messbar ist. Wir be-
ginnen mit der zweiten. Da Maximum und Minimum als Funktion reeller Zahlen
stetig sind, sind u,0: My — R My N B, B*-messbar, und es gilt fiir alle z € R

N, = {Z € My:u(z) <z < o(z)} € Myn By

Damit ist

weil fiir alle z € R die Funktion

2
S

k
NxBZ:(217---,Zk)’_>fz($):Z
=1

)

stetig ist, da die nur fiir x # 0 auftretenden Polstellen der einzelnen Summanden,
also gerade die z € R”, fiir die eine Komponente gleich —% ist, nicht in N, liegen,
denn fiir alle z € N, ist € [u(z),0(z)], und fy|jue).0(z) besitzt keine Polstelle.
Damit ist die Messbarkeit der zweiten Menge klar.

Kommen wir nun zur ersten Menge. Fiir alle x,y € R gilt

{z € My : fa(u(z)) <y,x < u(z)}
= {z € My : fo(u(z)) < y} N {z eMy:z< u(z)}

Die zweite Menge hiervon liegt wieder wegen der Messbarkeit von u in My N By,

und die erste weil die Funktion

k

Moaz:(zl,-.-,zk)Hfz(U(Z)):;m

Zi

eR

stetig ist, und dies ist der Fall, weil u stetig ist, und fiir alle z = (21, ..., 2;) € My

fir alle 4 = 1,...,k der Nenner wegen 1 + u(z)z; > + > 0 ungleich Null ist.
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Also liegt auch die erste der drei obigen Mengen in My N B;'. Die Messbarkeit des
dritten Menge ist dhnlich nachzuweisen. Also ist (2.21) erfiillt.
Nun gilt fiir alle y € R wegen der Stetigkeit von ¢(z, -) fiir alle z € M

{z € My : t(z) > y}
= {z € My : g(z,x) # 0 fiir alle z € (—oo,y]}

o0

= {ZEMO:g(z,x)#Ofﬁralle:L’E[y—n,y]}

3
Il
—

I
3

({z € My: min g(z,z)> O} U {z € My: max ¢(z,x) < 0})

z€[y—n,y| z€[y—n,y|

3
Il
_

I
D)

({z €My: inf g(z,x)> 0}

ze[y—n,y]ﬁQ
U {z €My: sup g(z,z) < 0})
z€ly—nylNQ

i
I

Wegen (2.21) ist dies in My N By enthalten. Hieraus folgt die M, N B, B*-
Messbarkeit von t : My — R.

Weil das Bild des auf das Ereignis {min;<;<; €; < 0 < max;<;<x €;} eingeschrank-

ten Zufallsvektors (eq, . . ., ) in My liegt, erhalten wir hieraus mit der Kettenregel
fiir Messbarkeit, dass t,, = t(eq,...,ex) auf diesem Ereignis eine Zufallsvariable
ist.

Spéter konnen wir auch fiir eq, . . . , e andere Zufallsvariablen einsetzen und wissen

damit fiir analog festgelegte Nullstellen, dass es sich um wohldefinierte Zufallsva-
riablen handelt.

2.22 Proposition. Fiir a € (0,1) und n € N ist

Ao = { min e; < 0 < max ei},
’ 1<i<[n?] 1<i<[n®]

und es gilt fiir alle a € (0,1)
(2.23) P(Ana) —1.

Beweis: Die Gleichheit der Mengen ist klar. Kommen wir daher gleich zu (2.23).
Fiir alle o € (0,1) ist
PLEL, 2y <0 < 2y o)
= P({ min e; > O} U{ max e; < O})

1<i<[ne] 1<i<[ne]
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[n°] [n°]

< P(N{e=01) +P(N{e<0})
=1 i=1

= P(er 2 0)" 4 Pley <) — 0,

da n® —» oo und fiir jede Zufallsvariable X mit £(X) = 0 und E(X?) > 0 die
Wahrscheinlichkeiten P(X > 0) und P(X < 0) echt kleiner als 1 sind.

2.24 Proposition. Fiir alle a € (0,1) und alle n € N mit n > 3/ gilt auf A, ,

k log log k
(2.25) max | ——— |tu] (1 — Vi max \/% max ]eﬂ) < Vha
[ne]<k<n \ loglog k " o) <k<n k 1<i<k ’

mit i
k C e
V.o = max |le_1€ |,
’ ne)<k<n | logloghk S°F | e?
sowie
k .
(2.26) max k|t < (1 + max |tz max \ei]) max k|zki:7161|.
[n¥]<k<n [n¥]<k<n 1<i<k e]<k<n 3T | e?
Beweis: Fiiralle o € (0,1),n € Nund k = [n%],...,nist auf A,, , nach Definition
von &,
0 — zk: €; _ k (1 + tnkei — tnkei)ei
i=1 1+ thre =1 1+t,.e;
k k 2
e
= i —tn —
; ¢ F ; 1 + tnkei

Da t,; in dem in Definition 2.18 angegebenen Intervall liegt, ist 1 + ¢,xe; > 0 fiir
alle s =1,...,k und es folgt
2

k e
b 3 —— =

k

€
=1
Wegen

;< | < )
0 <14tue; <1+ |te;| <1+ [ngr]lgén |t {g?gxl |e;]

fiir alle 2 = 1,..., k folgt daraus

k

>e

i=1

k 02
> [t] Y ;
i=1 14+ max |t,x| max |e;]
[n*]<k<n 1<i<k

_ (k] Zkzez
_ 2

1+ nax |tk max le;| i=1
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Da auf A, , mindestens eines (tatséchlich sogar mindestens zwei) der ey, ..., epe
ungleich Null ist, folgt fiir alle k = [n®],...,n

| Zz 1 €Z|
<
ol < (15 e, Il o) S0
Indem wir mit & multiplizieren und das Maximum iiber & = [n%],...,n bilden,

erhalten wir (2.26).
Weiter erhalten wir fiir £ > 3 durch Multiplizieren mit \/k/loglog k

|Z§:1 il
loglogk % 162

ol m loglogl‘ | |k 1ez|
1< <z loglogk Sk e?

Bilden wir nun wieder das Maximum iiber k& = [n®],...,n, so erhalten wir fiir
n > 31/a

i [tk < (1+ max |t,| max |e ])
loglog k - [na]<i<n 1<i<l

< 1+ max
( [n]<I<n loglogl

k log log k
max || ——— |tu| < <1 + max |tnk| m e |)
me]<k<n \ loglogk mel<ik<n | log log k log k 1255

Hieraus folgt (2.25) durch Ausmultiplizieren der Klammer und Abziehen des da-

bei entstehen zweiten Summanden.

2.27 Proposition. Fiir alle a € (0,1) gelten unter A, ,

2

2.28 "l =0,0

(2.28) WX\ Toglog i el = Op(1)

(2.29) nax [tk ] max leil = 0,(1)

(2.30) e k|tnk\ Op(v/n)

(2.31) ! 1' — 0,(1)
' melohan 1900k |1 1 topes | PV

Beweis: Zu (2.28): Fiir den Term V}, , aus Proposition 2.24 gilt

|Zz 1€’L|

Vn a —
o ARy log logk Y el

= Op(l)

nach (2.12). Hiermit und mit (2.16) folgt aus (2.25)

k
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also
k

——— |tur| = Op(1).
Zu (2.29): Folgt wegen

nax |tn, \maX e

log log k
< max |tox] m ——— max |e;|
[ne]<k<n log log k na]<k< k 1<i<k

= Op(1)op(1) = 0,(1)

nach (2.28) und (2.16).
Zu (2.30): Mit (2.26) erhalten wir

k
max k 2 el
mel<ksn . SOF 2

)
— (1 +0,1)0,WR) = O/A)

<
B el < (1 e ol

nach (2.29) und (2.13).
Zu (2.31): Sei € > 0. Es gilt auf A, ,

1
P( max max |[——— — 1‘ >5)
[ne]<k<n 1<i<k |1 + {ppe;
tn %
= P< max max M > €>
[na 1<k<n1<i<k 1 4+ t,16;
|tnkez|
= P max max ——— > 6} N { max ]tnk| max |ez| < 1}
na]<k<n 1<i<k 1+ t,16; [ne]<k<n
|tnkez|
+ P max max ———— > &£ (1{ max ]tnk| max |ez| >1
na]<k<n 1<i<k 1+ t,16; [ne]<k<n
Pl(n + Pz( )
Wir haben
Py(n) < P([ng]nggi ]tnk| max |ez| > 1) —0
nach (2.29).
Auf dem Ereignis aus P;(n) gibt es ein ky € {[n®],...,n} und ein iy € {1, ...,
mit
’tnkoeio‘ > ¢,
1+ tnkoeio
und wegen
1+ tpge€iy > 1 — max |tnk| max |el| >0
[ne]<k<n
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gilt auf diesem Ereignis

o Mallen] P ] 1R e

Lt take€ih — 1 — max |t.] max ‘€1|
[n"‘]<k<n 1<i<k

Durch Umstellen hiervon erhalten wir

max |[t,,] max |e;| > ——
[ne]<k<n 1<i<k 1+¢

auf dem Ereignis aus P;(n). Also gilt

<
Pi(n) < P([ng%zi o s e > < H) —0

nach (2.29). Damit folgt (2.31).
2.32 Proposition. Fiir alle « € (0,1) gilt unter A, ,
1k

ktnk—?Zei

i=1

(2.33) max

[n*]<k<n

= 0p(Vn).

Beweis: Sei a € (0,1). Wir gehen von der Deﬁnition von i, als Nullstelle aus

und verwenden die Entwicklung lJlr = 1 — 2 + {—. Damit erhalten wir fiir
ke {{naL cee 7n} auf An,a

I
Mw

1 +t nk€i

1+ toe;
ngef
nk e; + €
i—1 1+ tnkez

—tnkZe + b0

7

I
M»

.

3

I
IMw

Hieraus folgt
1 F 1 u 2 2 i

Nun ist

[ne]<k<n

1 koo,
max ;tnk;(e —

k
JR— — 2 pE—
7 B, Btnel s | Sl

= Op(ﬁ)‘)p(l) = Op(\/ﬁ)
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nach (2.30) und (2.9).

Weiter ist
k
max
[n*]<k<n ; 1+ tnkel
1
< — max K|ty max |[t, | max ‘61’
2 pe)<k<n [no]<k<n
1
max max ———— —Ze

[no|<k<n 1<i<k 1 + t,1€; [na <k<n
0,/ 00,0 0,1) = oy(vi)
nach (2.30), (2.29), (2.31) und (2.9).
Daraus folgt (2.33).
2.34 Definition. Fiirn € N und £ =0...,n sei u,; auf dem Ereignis

{ min e; <0< max 62'}
k+1<i<n k+1<i<n

definiert als Nullstelle von

37'_>Z

Pl k+11+xez

in dem Intervall

(e et ey el frver
n—=k manJrlSignei’ n—=k mink+1gi§n€i ’

Fiir die Wohldefiniertheit siehe Bemerkung 2.19.
Fir a € (0,1) und n € N sei

n—[n%]

B, .= ﬂ { min e; < 0 < max e}
’ k0 k+1<i<n k+1<i<n

2.35 Proposition. Fiir alle o € (0, 1) ist

(2.36) P(Bna) — 1,

und unter B, , gelten

(2.37) oo A [une], max fes| = 0,(1)
(2.38) s (0= Blu] = 0,(V1)
(2.39) 0<kEn—[ne] k+1S0<n 1+?1ink6i B 1‘ = ()
(2.40) oo max (n — k)up, — = Z eil = op(v/n).

i=k+1
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Beweis: Fiir alle n € N gilt wegen der Unabhéngigkeit und identischen Verteilt-
heit von eq,...,e,

(e1,...,€n) ~ (€ny...,€1),
und deshalb sind diese Behauptungen dquivalent zu (2.23), (2.29), (2.30), (2.31)
und (2.33), denn die dort betrachteten Zufallsgrofen besitzen jeweils dieselben

Verteilungen, beziehungsweise, bei den Ereignissen in (2.23), dieselben Wahr-

scheinlichkeiten.

2.2 Stochastische Entwicklung von 77

Es gelte im folgenden
(2.41) die Verteilungsfunktion F' von e; ist stetig.

Weiter sei
U : E — R, U(l’) = E(ell{elgx})-

Hierbei ist R = R U {—o0, 00} die Menge der erweiterten reellen Zahlen.

2.42 Proposition. Unter der Voraussetzung (2.41) ist die Funktion U gleich-
méabig stetig, und fiir alle « € (0, 1) gilt

1k

(2.43) max sup |- > eilie<ar — Ux)| = 0p(1).
[ne]<k<n zeR i=1

Beweis: Dieser Beweis stammt aus Horni (2009). Der Vollstandigkeit halber, und

weil wir uns spéter auf ihn beziehen, fiithren wir ihn hier mit auf.

Fiir alle n € N sei

n

1
Ur:R—R, Uf(z):= - > e liei<ay
i=1

und

UT:R— R, U+($) = E(ef—l{eléx})v
wobei e = 0V e; den Positivteil von ¢; fiir i € N bezeichnet.
Analog seien U,, fiir n € N und U~ mit den Negativteilen e; =0V (—e¢;), i € N,
anstelle der Positivteile definiert.
Nun ist U* stetig, denn fiir x,h € R ist

U@+ 1) = U ()] < Ble} Loyetammiasin) 5220
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nach dem Satz von Lebesgue, wenn wir e als integrierbare Majorante benut-
zen und beachten, dass 1y, c(z—|nl,otn]y filr || | O wegen der stetigen Verteilt-
heit von e; fast sicher gegen 0 konvergiert. Weiter ist U monoton wachsend,

und wegen des Satzes von Lebesgue gilt lim, ... UT(z) = E(ef) < oo und

lim, , o Ut(z) = 0. Wenn wir also UT durch U (—c0) := 0, UT(c0) := E(e})
stetig auf R fortsetzen, gibt es wegen der gleichméRigen Stetigkeit auf dieser be-
ziiglich einer geeigneten Metrik kompakten Menge fiir jedes € > 0 ein m € N und

To, ..., Ty € R mit
—00 =21 < Ty < ... < Xy < Ty 1= 00
mit
Ut(xjs1) — Ut (x;) <efiiralle j=1,...,m.
Dann gibt es fiir jedes z € R ein j € {1 ...,m} mit z; <z < z;,1, und da fiir
alle n € N die Funktion U ebenfalls monoton wachsend ist, folgt
Ul (z) = U (x) < U (zj41) = U™ (x))

< Ul (@j41) =U(zj51) + €

3

und umgekehrt

wobei wir U, (00) = lim,o U (z) = XL e und U (—o0) := 0 gesetzt
haben.
Hieraus erhalten wir
+() 7t Fla N [Ty
sup U7 () = U (@) <, 10 ) = U )]+

Nach dem starken Gesetz der groken Zahlen gilt U (x) —U *(x) fast sicher fiir
alle x € R. Deshalb ist

lim sup sup |U,f (z) — U™ (z)|

n—o0 z€R

i TN [ (1.
< max limsup U (x;) — U™ (x;)] +€

= ¢ fast sicher.
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Grenziibergang ¢ | 0 liefert

sup |Uf(z) — U™ (x)] — 0 fast sicher.
z€R "

Dies ist dquivalent zu

(2.44) supsup |U;f (z) — Ut (x)] = 0,(1).

kE>n z€R

Die gleiche Rechnung gilt fiir U~ und U, n € N. Da fiir alle « € (0, 1)

n

1 k
max sup |- Y €lie<;y —U(z)| <  max sup|U](z) — U"(z)]
[n¥]<k<n z€R k i=1 [n¥]<k<n z€R

+ max sup |U; (v) — U™ (z)]
[ne]<k<n zeR
gilt, folgt daraus die Behauptung (2.43).
Fiir die gleichméRige Stetigkeit von U beachte man, dass wegen Ulgr = U™ — U~
und der Stetigkeit von U™ und der entsprechend nachweisbaren Stetigkeit von
U~ die Funktion U|r stetig ist, und dass aufgrund des Satzes von Lebesgue

U(—00) = lim, o, U(z) = 0 sowie U(oo) = lim, o, U(z) = E(e;) = 0 gelten.
2.45 Definition. Fiir n € N sei

F0: 00,1 x R — [0, 1],

[ns] 1
F(s,x) = —Lre.<ats
; [ns] {ei<z}
wobei F$%(s,x) := 0 sei, wenn s < 1/n.
Sei fiir n € N
Sn:[0,1] = R,
[ns] 1
Sn(s) = —ey,
2 s

mit S, (s) := 0 fiir s < 1/n.
Sei weiter fiir n € N

oo 0,1 x R — [0, 1]
definiert fiir s € [0,1] und z € R auf {min; ;<5 €; < 0 < maxj<;<fq €} als

[ns] 1 1

Erev?(s,z) =)

= [ns] 1+ typge

1{e¢§az}7
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und als F**(s, x) := F**(s,x) auf dem Gegenereignis, also

1 [ns] 1
1 e; <w , <0< i
[ns] ; L+ tpjns € {eisa} 1<I£1<1€ls] € 123[}55} €
Fpet2(s,x) i= 4 0 , s<1/n
[ns]
Zl{ez<fﬂ} , sonst.
Die Festlegung [F°0* := F?* auf dem genannten Gegenereignis entspricht der

Wahl t,, := 0 auf dem Ereignis wo t,,, n € N und & = 1,...,n, bisher nicht
definiert war.
Zur Abkiirzung schreiben wir fir n € N, s € [1/n,1J und i = 1,. .., [ns]

1 1
’IY,S] 1+ 2fn[ns} €;

Dni(s) = [

auf dem Ereignis {min;<;<ps €; < 0 < maxi<i<ps €}, und

1
Pni(s) == w
auf dem Gegenereignis, so dass wir immer die Darstellung

[ns]

F:%% (s, x) me $)1{e, <oy fiir alle z € R, s € [1/n, 1]

haben.

2.46 Proposition. Es gilt unter (2.41)

(2.47) sup sup [ns ‘Fse‘” S,x) — (F;eq(s,x) — ;Sn(s)U(x))‘ = 0,(v/n).

s€[0,1] z€R

Beweis: Es gilt fiir alle a € (0,1)

1
sup sup [ns] [F30% (s, x) — (F3(s,2) — =5 S.(s)U ()]
s€[0,1] z€R o
< - lea,.

[ns] [ns]

1
+14,., sup sup Z (1—|—t[]e — 1)1{61,9} + — Zez

s€no—11]zeR ! i=1

1
+ sup sup[ns] ' F%(s,x) — F29(s,x) + —QSn(s)U(x)‘
s€0,ne—1] zeR a

= I,+1I,+ 1I,.
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Nun ist

I, = 0,(1)
nach (2.23). Dann ist unter A, , wegen 1+ =1—xz+ 1Tx
I, = max sup ( — 1)1 e<at +—= > e U(x)
[ne]<k<n z€R ' Z L+ thkei tasat T 2 2;
t, el
= max sup ‘ Z tak€ilfe,<ay + Z 71{%@}
[no]<k<n z€R i=1 1+ tnk €;

( Zez ktnk> (@) + k touU(2)

< max klt,x] max sup‘ Zezl{elq} U(x)
[no]<k<n [ne]<k<n z€R

+[n£€1§]§ |t anax |tnk|1r£1a<}§€|el|

1
max max ———— — Z e
[ne]<k<n1<i<k 1 + tnkez 1<k<n
+ max

[ne]<k< Btk — o2 Zel
= Op(\/ﬁ) op(1) + Op(\/_) 0p(1) Op(1) Oy(1) + 01)(\/5) = Op(\/ﬁ)

nach (2.30), (2.43), (2.30), (2.29), (2.31), (2.6) und (2.33).

Weiter ist auf dem gesamten Grundraum

(lexl)

m, < sup <[ns]+
g

a s€[0,n>—1]

E
. (I?D e
o 1<k<[n®]

= O(na)+0p(na/2) = Op(n?)

nach (2.8) mit der Ersetzung n — [n®]. Wir wihlen o« = 1/3 und erhalten die
Behauptung.

2.48 Definition. Sei fiir n € N

G :[0,1] x R — [0, 1],

n

Gy(s,x) = >

i=[ns]+1

16'%7
n — [ns] {e;<a}
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Syt 10,1] = R,
’ n 1
Srick(s) = Y

i=[ns]+1

n — [ns] “

G:9(1,z) := 0 und ST (1) := 0, sowie
G* 1 [0,1] x R — [0, 1]

fiir s € [0,1] und z € R auf dem Ereignis {minp,s+1<i<p €; < 0 < maxp,g+1<i<n €}

definiert als . . )
Gy (s,x) = Y

i=[ns]+1

1 E; ST
n — [ns] 1 4 Uppses {eisa}

und als G59%(s, x) := G¥(s,z) auf dem Gegenereignis.
Zur Abkiirzung schreiben wir auch hier fiirn € N, s € [0,1) und i = [ns]+1,...,n
1 1

n — [ns] 1 4 Upps€s

Ini(s) ==

auf dem Ereignis wo [,y definiert ist, und

1
n — [ns]

Ini(8) ==

auf dem Gegenereignis, so dass immer

[ns]

GX%(s,2) = Gni(8)je;<qy fiir alle z € R, s € [0,1)
i=1
gilt.
2.49 Proposition. Es gilt unter (2.41)
1 .
(2:50)sup sup(n — [ns]) |G, 7) = (G37(s7) = 5 SEH V)| = (V).
s€[0,1] zeR

Beweis: Folgt aus Propositon 2.46. Die in (2.47) betrachtete Zufallsvariable be-
sitzt namlich die gleiche Verteilung wie die in (2.50) betrachtete:
Sei zur Abkiirzung fiir k € {0,...,n}

H,,, = sup(n — k)| G (&, 2) — (Grea(E, @) — LSpie(5)U(x)))|
zeR
und
Hy o= sup k| F3e0# (5, 2) — (Fgea(E,2) — 28,(2)U(x))].

z€R
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Dann gilt

sup sup(n — [ns] ‘Gse‘”(s x) — (foq(s,m) - ;S,TlﬁCk(S)U(ZE))’

s€[0,1] z€R
- =
1
= sup sup[ns] |y (s, @) — (F3(s,2) — — Su(s)U ()],
s€[0,1] z€ER o

wobei wir an der Stelle mit der Verteilungsgleichheit ausgenutzt haben, dass

(Hopmy - -y Hom) ~ (H),p, .-, Hy )
gilt, wobei diese Aussage wiederum aus
(€1,...,6n) ~ (en,...,€1)
folgt. Setzte man auf der rechten Seite in (2.51) statt e; fiir ¢ = 1,...,n nun

en—i+1 €in, wiirde sogar Gleichheit gelten.

2.52 Definition. Sei fiirn € N
T, :[0,1] x R — R,
[TLS] (7’L _ [TLS]) se se
Tn(S,ZE) = T(Fn q(S,(L’) - Gnq(s’x))7

und

T7:10,1] x R — R,

T:(s,x) = —[ns] (n — [ns)) (Fjeq’z(s, x) — Gi* (s, x))

n2
2.53 Proposition. Es gilt unter (2.41)

sup sup |TZ(s,x) —
s€[0,1] z€R
11& n—[ns [ns]
(2.54) (Tn(s,x) - JQHZI( —— Lisiay — Tl{i>[nsn)€i U(l’))’

— o,(1/y/).

Beweis: Es ist

sup sup |TZ(s,x) —

s€[0,1] zER

(100~ 1% G109 1))
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[ns](n — [ns])

1 1 [ns]
Fev#(s,x) — <F§eq(s, T)— —— Zei U(x))‘

< sup sup

s€[1/n,1) z€R n? o? [ns] i=1
s€[1/n,1) z€R n
(Gseq(s,a:) ST zn: eiU($))‘
o?n —[ns| i=[ns]+1
1 seq,z se 1
< — sup sup[ns] [F3 % (s,2) — (F3(s,2) — =5 Su(s)U(2))]
n s€[0,1] z€R g
1 seq,z se 1 rick
+ — sup sup(n — [ns] ’G (s, x) — (Gnq(s,a:) - =S, (S)U(m))‘
36[0 1] zeR o

= O(1/n)op(vn) + O(1/n)o,(vn) = o,(1/V/n)
nach (2.47) und (2.50).

2.3 Stochastische Entwicklung von r;

Sei in diesem Kapitel K : R? — R eine Borelfunktion mit den Eigenschaften
(a) E(|K(er,e)]) < oo,
(b) E(eK(e1,e)?) < 00

und
() E(eiK(e1,e)?) < 0.

Es gelten natiirlich weiterhin (2.1)-(2.4).

(2.55)

2.56 Proposition. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit E(L(ey, e3)?) < oo.
Dann ist fiir alle a € (0, 1)

1 1 n k
2.57 - L(e;,e;) — E(L(ey, = 0,(1).
(257) [ne)<k<n—fre] k:n—k:iz%ljzl (€0 65) = ElL{er 62))‘ (1)

Beweis: Sei a € (0,1). Es gilt

1 1 n k
max T ei,e;) — E(L(er, e ‘
nel<k<n-ne) [k — k 5 & (€3 €5) = E(L(er e2))

< L 6176 L e 76 ‘

= [na]<k<[n/2] k:n— Z;HJZI J ( (1 2))
1 1 no Kk
T L 79 1] E L 5

[n/2]+f22§n_[na] k:n—k:izk;l; (ei, ;) (L(ex 62))‘

= I,+1,.
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Nun, mit £ — n — k und (e1,...,e,) ~ (€n,...,€1),

1 1 & ik
I, < max L(e;, e;) Ley, e ’
[ne]<k<ln/2]In —kk _ ;;H]z_:l i) = E(L(er, e2))
1 k n
~ L(es,ej) — E(L(e1, e2))].
[na}<k<n/2] kn—k;];ﬂ €, €;) (L(ex 62))’

Dies entspricht /,,, wenn man das dortige L durch L' mit L'(z,y) := L(y, x) fiir
x,y € R ersetzt. Daher reicht es, [, zu betrachten.
Sei fiir a,b,n € N, a<b<n/2und e >0

— _ . es) — >
H,(a,b,e) : P(g;?%(b — i:Ek—HjE:l Le;, e;) — E(L(eq, 62))‘ > 6)

IA
=
A/
:
>
[+
VS
h
)
o
=
t~
)
3
—
v

‘@

NS

&
~

A
vl
VR
g
"
/N
&
5
&
|
jso
~
£}
\‘('b
S
~
I/

‘@

NG

(@)
N——

Sei fir k=1,...,b

und

Fomoleie {1, kyulb+1,...,n}).

Dann ist (Sk, Fk)k=1,..» ein Martingal, denn (Si)r=1,p ist an (Fy)g=1,. » adap-
tiert, und fir k =1,...,b— 1 ist
k+1 n
E(Sk1|Fx) = Z E(L(€i7€j) — E(L(ei, ej)lei)|ers - - - ex; €pit, - - >€n>
j=1i=b+1
k n
= Z Z E(L(ei,ej) — E(L(ei,ej)]ei) ei,e])
j:li:b+1
Z E(L ei, exv1) — E(L(ei epqa)le:) €i7>
i=b+1
= S,+0.
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IN
@

IN

Moy B((Llesses) = BL(ewep)le)):

7,3'=1 i,i’=b+1

{i,53n{d’ .57} #0 . (.[/(62‘/7 Gj/) — E(L(ei/, 6j’)|ei’)>)

645>
pERC nVar(E(L(el, 62)|€1))
64
35 (04 n?b) E(Var(L(ey, e2) e) )

a2n2e2
64b

an2

128b
a2e2 E(L<€17 62)2)7

a2n2

IN

—— Var(E(L(ey, e2)[er))

<

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen die Kolmogorovsche Maximalunglei-
chung fiir Martingale sowie die Markovungleichung und die Bienamaysche Glei-
chung, in der néchsten Zeile, um gewisse Summanden wegzulassen, die Unabhén-
gigkeit und Zentriertheit der Faktoren in diesen Erwartungswerten benutzt ha-
ben, beim folgenden Ungleichheitszeichen die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, und
zum Schluf neben der Voraussetzung b < n/2 ausgenutzt haben, dass die Vari-
anz kleiner oder gleich dem Erwartungswert des Quadrats ist, und beim zweiten
Summanden zusédtzlich die Jensensche Ungleichung verwandt haben.

Wegen

{,j))eN*:1<j<k<i<b}
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= {(i,j)eN2:1§j<z’§b}
\({6) eN*:1<j<i<kp+{(i,j) e N1k <j<i<b})

fiir k= 1,...,b gilt

bk
max ZZ...’meaX Z ...‘—i—max Z ‘
Isksbl, 1= LIsksbl) i<k skt iz
wobei die Punkte ,,...“ fiir einen von ¢ und j abhéngigen Ausdruck stehen. Es
folgt
ane
< el — > -
pi(n,a,be) < P(lrg?gb Z (L(e@,ej) E(L(el,eQ)))‘ Z 15 )
1<j<i<k
ane
+ P(lrg?%cb Z (L(ei, ej) — E(L(61,€2)))’ > 12)
k<j<i<b

=: p3(n,a,b,e) + ps(n,a,b,e).
Sei nun fiir k=1,...,b
Si= 2 (Lleney) = B(Llenej)le))
1<j<i<k
und

‘Fli‘ :0‘(6126{177]{:})

77777

----------

E(S; 1| Fy) = > E(L(ei,ej) —E(L(ei,ej)|ej)’el,...,ek)
1<j<i<k+1
= Y E(L(ei, ) — E(L(eie)e;)|eis e;)
1<j<i<k
k
+ 3" B(L(exsr, €5) = E(L(exs1, 5)les)]e;)
=1
= S, +0.
Es gilt
p3(n7a7 ba 6)
ane
< o) — e e )| > S
< P(m| T (o) - o) 2 5F)
ane
+P| max | > (E(L(ei,ej)|ej) — E(L(el,eg)))' > >
Lsksbly ik 2
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= P( max > an5>
1<k<b 24
» k-1 b — N EB(L Bl _ ans
P s | Sk =) (Bl eler) — BlL(en,e)| 2 G

=: ps(n,a,b,e) + ps(n,a,b,e).

Wegen der Martingaleigenschaft von (S, 7)1

-----

276

a?n?e?

E(S?)
576

- > 5 B((Lewne) - BoLleieles)

2,22
a*n’e 1<j<i<b 1<j/<i'<b

e (Lewen) = B(Lew,ex)les))

230403
< E(Var(L(el, 62)|62))

a?n2e?

576b
E(L(elv 62)2>>

a?e?

DPs (n7 a, b) 8)

<

nach der Kolmogorovschen Maximalungleichung fiir Martingale, weil wegen Un-
abhéngigkeit und Zentriertheit von Faktoren wieder bestimmte Summanden weg-
fallen, nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und wegen b < n/2.

Weiter gilt

k—1

pe(n,a,b,e) < P( max Zk(E(L(eb,ejﬂej) - E(L(el,eg)))‘ > ans)

1<k<b =1

k—1

- P< max Zj(E(L(eb;ej)|€j) — E(L(eheg)))‘ > ans)

1<k<b | 4
Jj=1

A

23042 51
a2n252 Z ar(

2304 A
=p Z j*Var (E(L(eb, e;) |ej))

(cbse5)ley))

a2n2e?
4608b3
2n2e?
4608b°
a?n2e?

11526
“a2e2 E(L(€17€2)2)7

A

Var(E(L(€1, 62)|62>>

A

E(L(e1,e2)?)

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen die Kolmogorovsche Maximalun-

gleichung und beim vorletzten Ungleichheitszeichen die Jensensche Ungleichung
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benutzt haben. Alles andere sind einfache Abschitzungen.
Seinun firk=1,...,b—1
Sii= Y (Lleiey) = B(L(ese5)ler)
k<j<i<b

und
Y=o(e;:ie{k+1,...,b}).

7777777777

-----

E(Sy1|Fk) = Z E(L(sz ej) — E(L(ei, €5)lei) |enti, - - ,Gb)
k—1<j<i<b
= Z E(L(ei,ej) —E(L(ei,ej)|ei) 6]‘,67;)
k<j<i<b
b
+ 3 B(Llei ex) — E(L(es ex)es)|e:)
i=k+1
= Sp+0.
Es gilt
p4(na a, b? 6)
ane
< o) — oV e ) > 22
< P<1<r£135<2 k<j§<:i<b (L(ez, e;) E(L(e,,e])]ez))‘ > 5 >
ane
+ P(g%?zfi_z k<jz<:i<b (E(L(ei, e1)le;) — E(L(e, 62)))‘ > 2)
Jl _ ane
= > 2
P( o, st = 57)
+P( max Xb: (i = k= 1)(E(L(er,e1)les) — E(L(ex 62)))‘ > e
1<ksb2 | 4= " ‘ ’ — 24
=: pr(n,a,b,e) + ps(n,a,b,e).
Nun ist
576 ,
p7(n7a7b7 8) S m E(Si, )
576
— s X % B((Lene) - E(Leneple):
1<j<i<b 1<j/<i'<b
{120 (Lles,e) — B(L(ey, ej,)|ei,)))
2304563
= a2n2e2 E(Var(L(el, e2)|€1))
5760
< E(L(e1, €2)),

a?e?
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wobei wir beim ersten Ungleichheitszeichen die Kolmogorovsche Maximalunglei-
chung fiir Martingale benutzt haben und beachten, dass auch ein inverses Mar-
tingal bei Zeitumkehr ein Martingal ist, anschlieftend haben wir wieder Summan-
den, welche wegen der Unabhingigkeit und Zentriertheit der Faktoren in den
Erwartungswerten den Wert Null haben, weggelassen, dann die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und die Jensensche Ungleichung verwandt, und zum Schlufs die Vor-
aussetzung b < n/2, alles wie bei der Abschitzung von ps.

Fiir den Term pg haben wir

ps(n,a,b,e)
: P<1£§§2k _z: (E(L(eien)ler) _E(L(el,GQ)))‘ = CZ?)
" P<1Sr£25(_2 _2: (i = 1)<E(L(6“61)|€i) — E(L(€1,62)>>’ > CZ;&)

2304b% L
W2n2e2 - Z Var(

2304
+ 5= 2,207 Z (1—1) Var(E(L(ei, 61)|e,~)>

4608b°
a?n2e?

11526
752 E<L(617 62)2)>

IN

ez,el)]ei))

IN

E(L(e1,e2)?)

wieder mit &hnlichen Argumenten.

Insgesamt erhalten wir daraus nun

3584b
a?e?

Hn(CL, b, E) < E(L(€1,€2)2).

Sei fiir i € N o := (3)"!. Wegen «;; — 0 gibt es ein kleinstes ig € N mit oy, < a,
beachte, dass 1o > 2. Es folgt fiir alle ¢ > 0

i0—1

P(I,>¢) < ZH nYi+t /2] [nY /2], €)

0 135841?(L(ebfa)2) [n% /2]
S g2 [noi+1 /2]2

=1

i0—1
= ZO(nai)O(n_Qo‘i“)
,LO ! 1/2\ing—2
= ZO aimze) = O i) — 0.
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Hieraus folgt I,, = 0,(1) und damit (2.57).

2.58 Folgerung. Es gelten unter (2.55) (b) und (c) fiir alle o € (0, 1):

L1 S~ S K(enes) — BlerK (en, e2))| = 0,(1)

i=k+1j=1

2. —
( 59) [n&]ﬁlilﬁaf—[no‘] kn—k

(2.60) max 11 i > ejK (e, e;) — E(eaK (e1,e2))| = 0p(1)

[ne|<k<n-[n*] |k n — k i=k+1 j=1

1 1 n k

(2.61) max =oopo— Z >

[n]<k<n—[ne] i=k+1 j=1

e K (e, ej)‘ = 0,(1)

- ié > lesK(ei )| = 0,(1).

i=k+1j=1

2.62 —
( ) [n“]grkng}za[na] kn—k

Beweis: Dies folgt sofort aus (2.57), indem man dort entsprechend einfach nur
L(z,y) = 2K (z,y) und L(z,y) = yK(z,y) fir (2.59) und (2.60) beziehungsweise
L(z,y) = |xK(x,y)| und L(z,y) = |yK(z,y)| fir (2.61) und (2.62) einsetzt. Be-

achte, dass aufgrund von (2.55) (b) und (c) die Voraussetzungen von Proposition

2.56 erfullt sind.

2.63 Proposition. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit E(|L(eq, es)|) < oo.

Dann gilt fiir alle a € (0,1)

n[n

]
(2.64) Z Z |L(es,ej)| = Op(nHo‘).

i=1j=1
17

Beweis: Einfach nach der Markovungleichung ist fiir alle C' > 0

n [n9]
P(Z > |L(es,e5)] > C’nH“)

i=1j=1
i
1 n [n?]
< W;;E(’L(eu%)\)
i

1
< 6E(|L(61,62)\) — 0,
woraus die Behauptung folgt.
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2.65 Definition. Sei mit der am Anfang des Abschnitts gewdhlten Funktion K

rn:[0,1] = R,

[ns] (n —

ra(s) == / K(x,y) F;%(s,dy) G:(s, dx)

[ns]

Z > K(eie;),

i=[ns]+1Jj=1
sowie
rz:[0,1] — R,
ri(s) = —[ns](n— / K(x,y) E%(s, dy) G (s, dx)

[ns]
Z Z ns|pn.;(s — [n8])n.i(s) K(e;, €;).

i=[ns]+1j=1

2.66 Proposition. Unter der Voraussetzung (2.55) gilt

ra(s) — ( 125 <1{l<[ns — [ns])

sup

s€[0,1] o?
E(K(eq,ez)e
(2.67) +1{z>[ns]}[n8] <012 2) 1>> z)

Beweis: Sei zur Abkiirzung fiir n € N und s € [0, 1]

H,5) 1= 7306) = (1a(5) = 532 (s ) £ 21
+ 1> sy [15] E(K(eal; 62)61))6:) :

Dann lésst sich die in (2.67) betrachtete Zufallsvariable abschétzen als

swp [Hn,s)| < sup |Hms)+ sup  |H(n,s)
s€[0,1] s€[0,ne—1] s€[l—no—11]

+1lca,  ucBno "+ 14, nB,. sup |H(n,s)|
s€[n@—11—na—1]

= I,+I,+ 1, +1,.
Es ist fiir alle &« € (0,1) und € > 0

43



nach (2.23) und (2.36), also gilt 1,, = 0,(1/\/n).
Wir haben fiir alle « € (0,1) unter A, , N B, 4 fiir s € [n® 11 —n* 1]

[ns] 1

H(n,s) = Z > K(ei, e;)

i=[ns]+1j=1 L+ Unns] €i L+ tn[ns]ej

[ns]

Z ZK el,e]

i=[ns]+1j=1

— [ns] I e1,e)e
+" [ns] E(K(e1,ez)ez)

2

Jj=1

ns] & E(K(ep,e)er)

64
o2 J

+ Z €;
2 2
n i=[ns]+1 g
A (( Unju €
= 5 > X 1—%w@+)
? i=[ns]+1j=1 I+ Un[ns) €

g ]262
1_tnns j e J )_1 K 1y &g
(Rl —— ) (i, ¢5)

i=[ns]+1j=1

[ns]

Z Z (E 61, €9 62> — K(ei, ej)ej)tn[ns]

i=[ns]+1j=1

n — [ns]

! MM%@MKU

[ns]

Z > tuns)€j Unpsei K (e, ¢;)

i=[ns]+17=1
[ns] 202

Z Z n[ns] J K(ei, ej)

i=[ns]+1J= 11+t [ns]€;
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1 = a Uy, ns2ei
+= D % K(ei, €;)
n-.,._ [ns]+1 j=1 + Un[ns]€i
Lo Bt
D, D Uninel€i K(ei,€;)
7’L2 i=[ns]+1j=1 L+ t”[ns} €j !
[ns] 2,2

un[ns] € K( )
sl€j —— ——— 18(€ei, e
71 + Un[ns)€i !

Z > taps)

i=[ns]+1j=1

[ns]

Z Z n[ns] j

i=[ns]+1j=1 L+t, [ns]€j 1+ Un[ns)Ci

Uy, [ns] 6'

K(Gi, €j).
Es folgt fiir alle « € (0, 1) unter A,, , N By, o, wenn wir
(1 —=n*")] =n—[n] <n—[n%

beachten und daran denken dass wir auf dem Ereignis En,a auch wu,; fir das

eventuell zusdtzliche k = n — [n®] erkldrt haben,

v, < K(ewej)e — B(K (er,e2)er))
S ZZ( cire))ei = B(K (e, e2)er))
(n — k) L
Ohnone] |00k [na}<nk135( [ne] n?
K(e;, — F (K (eq,
+[na]<r1?<22{ na]k:n— 1%1]21( iy e5)e (K(ex 62)62))‘
n—=k
max ‘kt ‘ max 5
[ne]<k<n [ne]<k<n—[n®] N
n—=k 1 E
T oo ) T2 tlein ‘72j2=:1€j ot B e ex)er)
v é S O
max - max |— e — (n — k)u,
[n*]<k<n—[n®] n? 0<k<n—[ne] | o2 i=k+1 ’
JE(K (e1, e2)er)]
n—=k
+ max —— - max ‘ktnk’
[ne]<k<n—[n®] N [no]<k<n
- max |upk| max |e
0<k<n—[n%] k+1<i<n
LS S |K(ene)e
. max — €i, €5)€;5
nel<ksn—ne] kn — k4 = I
n—=k
+ max 5 max |tni| max |e;| - max ’ktnk‘
mel<k<n—ne] N2 el<ksn T A<isk ' [nel<k<n
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1 1 1 Xk

- max max —— - max — K(e;,e;e;
[no]<k<n 1<i<k 1 + t,p€; [no)<k<n—[no] kn — k 1:%;1; ‘ ( ! ]) ]’
k 1
+ max — - max |(n— k)unk‘ - max ~ max ———
[no]<k<n—[n®] N2 0<k<n—[n% 0<k<n—[n®] k+1<i<n 1 + Uppe€;

- max |upk| max |e;]-  max Z Z’K e;,e;)e
0<k<n—|n®] k+1< <n [ne]<k<n—[n®] kn —
i=k+1 j=1
+ max |uy| max |e;|- max |t,x] max ]el\
0<k<n—[n] k+1<i<n [ne]<k<n 1<i<k
1
- max k’tnk‘ - max max ———
0<k<n—[n%] [ne]<k<n 1<i<k 1 4 t,1€;
n—~k
max k: Z Z’K e;,e;)e max 5
[e% (&3 R— (&3 p— (e}
[n 1<k<n—[n*] KN ikl j=1 [no]<k<n—[n®] N
+ max |t max |e |- max |ume| max e
[ne]<k<n 1<i<k 0<k<n—[n%] k+1<i<n
1
-+ max (n—k;)unk’ max _ max ————
0<k<n—[ne] 0<k<n—[n®] k+1<i<n 1 + U,L€;
k
ax Z Z’K €i,e;) ej‘ max —
(e} — [e3
[ncq<k<n na]k;n Mot [ne]<k<n—[n®] M
k 2
+ max —- ( max |t max |el|)
[ne]<k<n—[n] N2 \[no]<k<n 1<i<k
- max n—k)u ’ max Une| max |e;
0<k<n—[ne] ( Jtni 0<k<n ’ " |k+1<z<n| il
1 1
max max ———— -  max max

[ne)<k<n1<i<k 1 + tnkel 0<k<n—[n®] k+1<i<n 1 + Upi€;

Z Z ‘K e, €5)e

i=k+1j5=1

[n"‘}<rlIcl<a£( [n] ]{Z n—

= op(1V/n)
nach (2.29), (2.30), (2.31), (2.33), (2.37), (2.38), (2.39), (2.40), (2.59), (2.60),
(2.61) und (2.62). Es folgt IV,, = 0,(1/y/n) auf dem gesamten Grundraum, fiir

alle a € (0,1).
Weiter ist

I, < sup |ri(s)|+  sup |ra(s)]

s€[0,ne—1] s€[0,n—1]
|E(K(e1,€e3)es)] n— [ns||
sup ————1| ) €
0—2 86[0771(171] n2 j:Zl J

n

>,

i=[ns]+1

|[E(K (e1,e)en)] sup [ns]

+
2 2
g se[0,ne—1] n
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= Vo,+ VI, + VL, + VII,.

Wir haben

Vi<lep,, 00+1p,. - sup [ri(s)].
s€[0,n>—1]

Nun gilt 1¢p, , - 00 < I, = 0,(1/\/n ), und unter B, , ist

[ns] 1
sup [ (s)] = Z > _[nslpnj(s) 7———— Klei ;)
s€[0,n—1] SE[U no‘ 1] n2 i=[ns]+1 j=1 J 1+ Un[ns)€i !
n

IA

( max  max )ZZN( e, ;)|

0<k<[n] k+1<i<n 1 + Up,i€; =11
i#]
= 0(n*7?) 0,(1) Op(n'™) = Oy(n**7)

nach (2.39) und wegen (2.64). Es folgt V,, = 0,(1/\/n), falls o < 1/4.
Weiter ist

VI, < — ZZ |K (e;,€5)| = Op(na_l) = op(l/\/ﬁ)
i=1 j=1
i#]

falls @ < 1/2, nach (2.64).

Dann ist

|E(K(e1,e2)eq)| 1

k
w3
o2 n 1<k<[n®] | <=

= 0(1/n) 0,(n*?) = Oy(n ‘”2 D= op(1A/n)

VI,

IN

nach (2.8) mit der Ersetzung n — [n®].
Und schlieflich

n

VI, < |E(K (e, ez)eq)| [n®] max | e,
- o2 n2 1<k<n =
|E(K (e, ez)er)| [n?] i

al PO

= 0(n"7?) Op(Vn) = Op(l/\/ﬁ)

nach (2.8).
Es folgt I,, = 0,(1/\/n) fiir o = 1/5. Der Term I,, geht analog. Damit sind alle
Summanden von der behaupteten Ordnung.
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Kapitel 3

Stochastische Entwicklungen der
Teststatistiken bei ARMA-Residuen

3.1 ARMA-Residuen

Seien p,q € N, e;_4,...,€p,€1,... unabhéingige und identisch verteilte Zufalls-
variablen mit E(e;) = 0, sogenannte Fehlervariablen, und seien X;_,,..., X
weitere Zufallsvariablen.

Weiter seien pyq,...,p, und 9y,..., 9, reelle Zahlen, so daf gilt:

Die beiden Gleichungen
2P — Pt — = p, 1z —p,=0
(3.1) und
2402 4+ 92+ 9, =0
besitzen nur Lésungen z € C mit |z| < 1.

Dann seien fiir i € N

p q
(32) Xz = Z p'rXi—r + Z 19362‘_3 + ¢
r=1

s=1

die beobachteten Werte der ARMA(p, q)-Zeitreihe.

~

Seien pPp1, ..., Pnp und 1§n1, ooy Ung (von Xj_p, ..., X, abhingige) Parameter-

schatzer mit

(3.3) |ur — pr| = Op(1 V) fiirr=1,...,p
und
(3.4) [0 — V5| = O,(1/n)  fiirs=1,...,q.
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Die Existenz solcher Parameterschétzer ist nicht selbstverstindlich. Siehe hierzu
Kreifs und Neuhaus (2006), Kapitel 11. Es ist sogar so, dass die Parameter und
Fehlervariablen einer ARMA (p, q)-Zeitreihe nicht einmal bei unendlich vielen be-
obachteten Werten (X;);cz durch diese eindeutig bestimmt sein miissen, so dass
ein Versuch sie zu schitzen in bestimmten Fillen von vornherein zum Scheitern
verurteilt sein kann. In dem genannten Buch wird in Beispiel 11.21 vorgerech-
net, dass im Falle einer stationiren ARMA(1,1)-Zeitreihe unter etwas stéirkeren
Bedingungen an die Parameter als oben gefordert, sogenannte Quasi-Maximum-
Likelihoodschétzer die Bedingungen (3.3) und (3.4) der \/n-Konsistenz erfiillen.
Die zusitzliche Forderung besteht darin, dass die beiden oben angegebenen Glei-
chungen keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Fiir sich allein genommen, fiih-
ren die beiden oben genannten Bedingungen fiir die Parameter dazu, dass eine
stationdre ARMA(p, q)-Zeitreihe kausal beziehungsweise invertibel ist, und mit
dieser zusétzlichen Forderung wird die Identifizierbarkeit der Zeitreihe sicherge-
stellt (vgl. Satz 8.10 in dem oben angegebenen Buch). Die erwihnte Stationaritét
bedeutet in unserer Situation einfach eine spezielle Wahl von X;_,, ..., X,. Wir
sehen also, dass es sich bei den von uns geforderten Voraussetzungen um im Rah-
men von ARMA-Zeitreihen iibliche Modellforderungen handelt. Sie sind fiir uns
notig, da wir auf geeignete Schétzer fiir die unbekannten Parameter in unseren

Rechnungen nicht verzichten kénnen.

Sei fiir : € N
P a
(35) Cni = X; — Z ﬁanifr - Z ﬁnsénifsa
r=1 s=1
wobei die Residuenstartwerte €,1_q, ..., €y Zufallsvariablen mit
éns = O0p(1) firs=1-g¢q,...,0
sind.

Wir setzen ¥y := 1 und

P1 P2 e e Pp - vy ... ... =0,
1 0 0 O 1 0 0 0
P=| 0o , O := 0 )
0 0
0 0 1 O 0 0 1 0
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0 0
p = , 9= , Uy = eRY w,:=|  |€R?
Pp Uq 0 O
Fiir 7 € Ng sei
€; Xz
e, = y Xi = :
€i—q+1 Xip+1
und fiir i € N
€;
e =1 :
€i—q

—Un1 —Un2 —Ung
1 o ... 0 0 Pl
©,:=| 0 b, Pa=|
. 0 : ﬁnp
0 0 1 0
und fiir 7 € Ny sei
€ni
€, =

Cni—q+1

In dieser Notation schreibt sich (3.2) als
Xi = PXi_l + <’l9, eg)up,

und mit Induktion folgt daraus fiir alle : € Ny

i—1
(36) Xz = PlXO + Z Pjup<19, e;_j>.

=0

Weiterhin ist fiir alle £ € N nach (3.2) und (3.5)

P q a
énk — € = Z(pr - ﬁm“)Xk—’r + Z ﬁsek—s - Z ﬁnsénk—s
r=1 =1 s=1
P sq N a
= Z(pr - ﬁm“)Xk—’r + Z(ﬁs - ﬁns)ek—s + Z(_ﬂns)(énk—s - ek’—s)-
r=1 s=1 s=1
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Mit obigen Bezeichnungen folgt daraus fiir £ € N
Sak — €k = (P — P, Xi—1)Uy + (0, — ©)es_1 + O, (81 — €5_1),

und mit Induktion erhalten wir fiir alle k € N,

k—1 k—1
€np — € = Z O uy(p — Pr; Xi—1-3) + (0, — O)ep_1-; + @nk(éno —ey).
=0 i=0

Durch Einsetzen von (3.6) und Skalarmultiplikation mit u, erhalten wir fiir alle
k € Ny

k—1 . k—1—i—1 )
Y (©yuy,u,) (P — pn, Pluy) (0, e;c—l—i—j>
=0 7=0
k=1 .
(©uy,u,)(p — pn, P17 X)
1=0
k-1
-+ <@nz(@n — @)ekflfi, uq>
=0
+ <Ank(én0 eO)»uq>
k-1 k—2
(3 7) - < Tfulﬁ uq> Z(p - pm PJ up>(’¢9,e;€ 1 ]>
=0 Jj=t
k-1 .
+ <®Tzuq7 uq> <p - ﬁm Pk_l_zX0>
1=0
k—1

+ (O (€0 — €0), uy)-

Wegen
det(® — AL,) = (1) (AT + N+ g 1A + 0,
sowie
det(P — AL) = (=1)"(X = p A" = . = p, 1A = py),
und wegen der Voraussetzung (3.1) an ¥y,...,9, und py,...,p,, dass ebendiese

Polynome nur Nullstellen vom Betrag echt kleiner als Eins besitzen, sind die
Spektralradien von P und © echt kleiner als Eins.

Daher gibt es eine Matrixnorm || - ||p fiir p x p-Matrizen mit ||P|p < 1 und eine
Matrixnorm || - ||g fiir ¢ x ¢-Matrizen mit ||®|lg < 1 (siehe z.B. Schott (1997),
Theorem 4.20).
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Nach dem Normeniquivalenzsatz gibt es Konstanten Cp,Ce,Cy < 00, so daf

fiir alle p x p-Matrizen A gilt
[A[lp < CrllAllp
und fiir alle ¢ x ¢g-Matrizen B
IBllr < CelBllg, [IBlle < ColIBl|g

wobei || - || die entsprechende Frobeniusnorm fiir die jeweilige Matrixgroke be-
zeichnet. Weiter ist bei Vektornormen im folgenden immer die euklidische Norm

gemeint. Dann ist

(38) 10— Bull <3 [5ur — o1l = Oy (L)

r=1

nach der elementaren Ungleichung (37, 22)Y/2 < 3" | |z;] und (3.3), sowie

18l ~ ®l| < [8,~8lg < Col®, el
a 1/2
(3.9 = o X0 —0.)

s=1

< Co> |0ns =0y = O,(1A7)

=1

»

nach (3.4).

3.2 Entwicklung der Lagrangemultiplikatoren bei

Residuen

Es gelten die Voraussetzungen (2.1)—(2.4) an die Fehlervariablen wie im vorigen
Kapitel, allerdings seien nun (e;_,);en unabhéngig und identisch verteilt (also
es gibt im Vergleich zum letzten Kapitel nun ¢ ,zusétzliche* Zufallsvariablen
€1-q, -+ €0)-

Fiir die Zufallsvariablen X;_,, ..., X gelte

E(1Xi]) < o0
firi=1—p,...,0.
Weiter seien fiir n € N €1, ..., €y Zufallsvariablen mit
ns = O,(1)
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firs=1—-g¢q,...,0.

Sei ¥ := (||®|lg + 1)/2 und E, := {||©,]lg < U} fiir n € N.

Schlieflich sei p := || P|fp.

Aus Griinden der technischen Bequemlichkeit verwenden wir gelegentlich auch
eine Folge (e;);cz von unabhéingigen und identisch verteilten Fehlervariablen mit
vergrofertem Indexbereich.

Die folgende Proposition zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse der
Folge (E,)nen fiir n — oo gegen 1 konvergiert, sodass wir bei den Beweisen fiir
stochastische Konvergenz und Verteilungskonvergenz ohne Einschriankung E,, = ()

annehmen konnen. Dies bedeutet konkret, wir konnen immer

1Bnlle < 9.
verwenden.
3.10 Proposition. Es gilt

P(E,) —1.

n

Beweis: Wir haben

P(CE,) = P(|Oullg >7)

1©lg +1
= P(I8l > 0= )
—[|©]|
= (I8l - I8l > - 2@)
—||®
< P([I@uo ~ 0ls] > 112l
nach (3.9), da 12l - g,
3.11 Proposition. Es gilt
k
(3.12) max ;(em—ei) = 0,(1).
Beweis: Nach (3.7) ist
l
max ;(enk—ek)
I k-1 k—2
< lrglag; Z (@nuq,uq>z<p—me] up>(19,e§€_1_])
== g=1i=0 j=i



Wir haben
-1 -2 !
I, = 1r£l1a<X Z @ uq>uq> (p— pnvP] ‘ > Z <7-97e§<:—1—j>
SIS j=i k= j+2
-2 —j—
< gggxzu@nanup Al Z (9, })
J=i =
]
< lo- S Coll®ile 3 CullP o max e Z (9.¢})
1=0 j=t k=1
n—1 R - n—2 o l
< CoCrllp—pull 2_ 180lle D_ IIPllp ™" max
i=0 j=i == k= 1
n—1  n—
< CoCplp—pall DV Z max Z Us Zek s
i=0 7=0 — = " 5=0
< CoCpllp = pul—; ZW\lﬂgﬁX Zek s

— 0,(1\) iopwm = 0,1)

s=0

nach (3.8) und (2.8), wobei bei letzterem die identische Verteiltheit der (e;_,)ien
ausgenutzt wurde.

Weiter ist
-1 ! .
_ i S 1
I, = max ;‘)(@nuq,uﬁk;l@ P, PP X0)
k—1—1i
< ZCeH@nII@ Z lp = BullCr P~ | Xo|
k i+1
< CoCp— llo = 2ull 1o
= e P —T1_ P — Pn 0

= Op(l/\/ﬁ) p() = p(l/\/_>
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nach (3.8).

Ebenso ist
-1 L
I, = max |} ( (Biug,u,) Y (6, — O)ey_i_i, uy)
Isisn 35 k=i+1
-1 =i’
< o 2 CollOnllo  anax x| 3(6 — O)ew-s,u)
n—1 l
< C@Zé’ max Z O)er_1,u,)
7 asisn| & ’
I
< ns — U | max Z

= Y 0,0N) 0,(vi) = O,(1)

s=1
nach (3.4) und (2.8).
Schlieflich gilt

N, < Y CollOullsllEn — el
k=1
1
< C —
= %19
= Op<1)

(llenoll + lleoll)

nach Voraussetzung an €,;_g, ..., €no.

Aus diesen Abschitzungen folgt die Behauptung (3.12).

3.13 Proposition. Es gilt

(3.14) max ‘ém —e; — (O (€, — €p), uq>) = 0,(1).

Beweis: Auch hier setzen wir (3.7) ein, und erhalten

max ‘énk — e — (@k(éno —ep), uq>‘

1<k<n
k=1 k—2 o
- 1I£1£%<X Z< nlu(b u(J> Z(p - ﬁ?%PJ_Zup) <’l9’e;€—1—j>
=P i=0 j=i
k—1

+ max | Y (©ju,,u)(p — pn, PF1X)

??‘ﬁ
|
- o

<®7§uqv u,) <((:)n —©)e,1-i,uy)

+
=
o
Iy~

L

k k\/~ o
"’lrggél (©, — ©%)(en 90)>uq>

= I,+0I,+ I, +1V,.

26




Den ersten Term schatzen wir ab als

k—1 k—2
/
oS e Zceuenn@;np pull Cel[P 3 max [(9. )
Ce Cp

IN

o~ nHSZ:;Ws!l_g%_l\fle

1—-91—
= Oy(1Nn) OP(ﬁ/JW) = op(1)
nach (3.8) und (2.16).

Weiter ist
k-1 e
Lo< e 3 Col@uls lio = pul Cell Pl X
n—1 i
< ZCeCPﬁZHP—ﬁnHHXOH
i=0
< CeCp IIP pulllXoll = Oy(1/n)
nach (3.8).
Dann haben wir
n—1
I, < ZC’eH@nH@Og}gggglR(@n—@)ek,uqﬂ
=0 -
S Ans - 198| max |ek|

- op<1/¢%>op<ﬁ/m> ~ o)

nach (3.4) und (2.16).
Fiir die Abschitzung des letzten Ausdrucks beachten wir, dass fiir alle i € N
auf dem Ereignis F,

i—1

16; - Oy = [Y.(6,76 - 6,70,
j=0
< Y677\, - )&,
j 0
< Zu@nn” 116, — |8l

— i1, A
< Z V0, - Ollg
=0
—iel A
= W e, - @H(a
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ist. Wegen o € (0, 1) gilt 0" — 0, also gibt es ein K < oo mit i9' | < K fiir
alle © € Ny. Es folgt

16— Ol < KO, - Ol

< KCgl|®©, -9
a 1/2

_ ch(zwm—ﬁsf)
s=1
q ~

< KOO =t = 0,1/
s=1

nach (3.4). Deshalb ist
Vo < max [0 — €& — ol
< Co max 6 — O (llewll +lleal) = O,(1N/n).
Damit ist der Beweis von (3.14) komplett.

3.15 Folgerung. Es gilt fiir alle « € (0,1)

(3.16) nax |€ni — €i] = 0p(1)
und
(3.17) max |éni — ei] = O,(1).

Beweis: Sei o € (0, 1). Dann ist

max |én1 — €i|
[ne]<i<n

(©'(€n0 — €a), uy)|

< max ’ém- —e; — (©'(€,0 — €p), uq>‘ + max
[n®]<i<n [n*]<i<n

A~ L [~ @ ~
< o [éns — e = (8 (6w — €0), 1) | + Co |6 €0 — o]

= 0p(1) +0(1)0p(1) = 0,(1)
nach (3.14) und weil [|©|g < 1. Also gilt (3.16).
Weiter

max |éni — €l

< ln;%)% ’énz — € — <®Z(én0 - eO)? uq>‘ + 112%)% <®l(é\n0 - 90)7 uq>‘

< 1%1%52 ’éni —e; — (O'(8,0 — €), 11q>‘ + Coll€no — €|

= o) +0,(1) = 0p(1)
nach (3.14). Also gilt auch (3.17).
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3.18 Definition. Fiir n € Nund k =0, ...,n sei t,, auf dem Ereignis

{ min é,; < 0 < max ém}
1<i<k 1<i<k

definiert als Nullstelle von

k e
o3
i:11+$6m‘

G Y (Y
k maxlgigkém-’ k minlgigkém’ ’

Fir a € (0,1) und n € N sei

in dem Intervall

Ana = () { min én; < 0< max em}.
[n*]<k<n - -
Vergleiche hierzu auch Definition 2.18. Die Wohldefiniertheit von ok folgt wie bei

tnk-
3.19 Proposition. Fiir « € (0,1) und n € N ist

Apno = { min é,; <0 < max ém-},
1<i<[n®] 1<i< [n®]

und es gilt fiir alle o € (0,1)
(3.20) P(Ay0) —1.

Beweis: Die Gleichheit der Ereignisse ist klar. Kommen wir daher sofort zu der
Konvergenzaussage.

Sei ¢ > 0 mit P(e; > —¢) < 1 und P(e; < ¢) < 1. Ein solches ¢ existiert, da
E(e;) = 0 und E(ef) > 0 ist (wire die erste Bedingung fiir kein ¢ > 0 erfiillbar,
so wire wegen {e; > —e} .0 {€e1 > 0} und der o-Stetigkeit von P von oben
P(e; > 0) = 1, und zusammen mit E(e;) = 0 folgte e; = 0 fast sicher, im
Widerspruch zu F(ef) > 0. Die Erfiillbarkeit der zweiten Bedingung ldsst sich
auf die gleiche Art zeigen). Dann gilt fiir alle a € (0,1)

~ [n®] [n?]
P(CAn,a) — P( m{énz Z 0} U m {éni S O}>
i=1 =1
[n®] [n®]
=1 i=1
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[n®] [n®]
i:[na/Q] Z‘:[na/Q]
[n®] [n®]
i=[n®/2] i=[ne/2]
[n?]
N ﬂ {|6i—ém‘|<€}
i=[ne/2]
[TLQ} [na]
+P<< N {e>e—éutU ) {e Sei—ém‘}>
i:[nﬁ‘/Q] i:[na/Z}
[n®]
N U {lei—énl >¢}
i=[ne/2]
[n®] [n®]
< P( (N {e>-<ctu {ei§£}>
i=[n®/2) i=[no/2)
+P< max  |e; — € 26)
[na/Z}SiS[na}
< Pley > —e) 1 4 p(ey < g)lnin

+ P( max |€Z‘ — éml > 5) T) 0

[ne/2]<i<n

nach Wahl von ¢ und wegen (3.16).

3.21 Proposition. Fiir alle « € (0,1) und n € N mit n > 3/ gilt auf Anﬁa

k A ~ loglog k .
(3.22) max | ——|tu] (1 — Vae max 4/ OBOE N max \em\> <Via
[ne]<k<n \ loglog k " Ine)<k<n k 1<i<k '

mit
V.= max ‘Zf 1 o
YT al<k<n loglogk Zz 162 ’
sowie
|Zz 1em‘
. < ’
(328)  max Ml < (14 max [l max (o) max k===oot

)
)

Beweis: Geht genauso wie der Beweis von Proposition 2.24, man muft nur die

entsprechenden Grofen durch Grofsen mit ,, ™ “ ersetzen. Dies geht, da die konkrete

Verteilung der Zufallsvariablen gar keine Rolle spielt, und Definition 3.18 vollig

analog zu Definition 2.18 ist.
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3.24 Proposition. Fiir alle a € (0,1) ist

(3.25) max Z |éni — €i] = 0,(1)

[ne]<k<n k

n"‘]<k<n

(3.26) max Z: 62 —ef] = o,(1)

1 k

Jkloglogk & Z(e’” N

log log k B
(3.28) [ngl]aga]s;nw — o max |éni — ei] = 0,(1).

Beweis: Zu (3.25): Es gilt fiir alle o € (0, 1)

(3.27)

ma.
3<lc<n

max Z |éni — €]
=

[n¥]<k<n k
1 ‘”2] 1 k
[n“/ 2]

IN

[ne] Een [Eni — €3] + 2] Sin [Ens = el

= 0(n™?)0p(1) +0,(1) = 0y(1)

nach (3.17) und (3.16).
Zu (3.26): Wir rechnen fiir o € (0, 1) &hnlich wie eben

max Z s
pa

no‘<k<n
1 R

=, g 2 1 — aillén + el
< bl = el (e el + 24

a/2
< ot S el k)

1 k

L 5 ellle — el 49 )

[n‘g?gk);nki[ng/;]ﬂ‘em 61](|em cil +2leil

= [n+ﬂn7
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mit
[na/Z

I, = Z |€ni — € (|em €i|+2|ei|>

W} o=l Jew— e 2 5 [
max €Eni — €; max €Eni — €; €;
[n*] 1<i<pmer?) 1<i<[ne/?] (e =

= O(n_a/2) Op(1) (Op(1) + Oy(1)) = Op<n_a/2) = op(1)
nach (3.17) und (2.6), sowie

1 k
< - 5 —e. ( 5 e )
" [ni?ﬁénm%ﬂ 6y el e+ 2

= 0y(1) (Op(l)“‘Op(l)) = 0y(1)
nach (3.16), (3.17) und (2.6).

Zu (3.27): Folgt sofort aus (3.12), ist einfach nur schwécher.
Zu (3.28): Hier ist einfach fiir alle a € (0,1)

log log k E |
max max |€,; — €;
[ne]<k<n k 1<i<k ™ !
loglogn R
< 080N ok PR

- [n]  1<i<n
= op(1)
nach (3.17) und weil loglogn = o(n®).
3.29 Folgerung. Fiir alle a € (0,1) gelten
1k

(3.30) [ng}lgaénig |Eni] = O,(1)
1 & s 2
(3.31) nax o ; € — 0| = 0,(1)
1 ko
(3.33) max ;em O,(v/n)
log log k
(3.34) nax . max |éni| = 0,(1).
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Beweis: Dies folgt alles mit der Dreiecksungleichung aus (2.6)-(2.9) und (2.16),
mit (3.25)-(3.27), (3.12) und (3.28).

3.35 Folgerung. Fiir alle a € (0,1) ist

k ]'g— Ani
(3.36) max [ Zeibnil _
me<k<n \ logloghk ¥ ¢é2
und I3k |
Zi: ém
(3.37) [ngﬁ?]ﬁnkﬁ = 0,(v/n).

Beweis: Geht genauso wie der Beweis von Folgerung 2.11, nur verwenden wir
hier (3.31) statt (2.9), (3.32) statt (2.7) und (3.33) statt (2.8).

3.38 Proposition. Fiir alle a € (0,1) gelten unter /Aln,a

k .
3.39 5 tok| = Op(1
(8.39) oiobe, \Toglog k1 = OV
(3.40) e [tk | D2 [€ni| = 0p(1)
(3.41) sup Hliv] = Op(v/7)
[ne]<k<n
1

(3.42) max max |————— — 1‘ = 0,(1).

me]<k<n1<i<k | 1 + 4,160

Beweis: Geht analog zum Beweis von Proposition 2.27. Wir verwenden die ent-
sprechenden Aussagen iiber die Residuengrofen, also bei (3.39) nehmen wir (3.36)
statt (2.12), (3.34) statt (2.16) und (3.22) statt (2.25), bei (3.40) benutzen wir
(3.39) und (3.34) statt (2.28) und (2.16), bei (3.41) werden (3.23), (3.37) und
(3.40) anstelle von (2.26), (2.13) und (2.29) verwandt, und bei (3.42) wird (2.29)
durch (3.40) ersetzt.

3.43 Proposition. Fiir alle o € (0,1) ist unter A,
) 1 &
k’tn - = €;
Beweis: Indem man vorgeht wie im Beweis von Proposition 2.32 erhilt man

= 0,(v/n).

wobei man hier (2.9), (2.29), (2.30) und (2.31) durch (3.31), (3.40), (3.41) und

(3.42) ersetzt. Dies entspricht, abgesehen von den Residuen in der Summe, der

(3.44) max

[ne]<k<n

= 0,(Vn).

k

~ 1 .

i=1

max
[ne]<k<n

Behauptung (3.44), welche hieraus mit der Dreiecksungleichung und (3.12) folgt.
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3.45 Definition. Fiirn € N und £ =0,...,n sei 4, auf dem Ereignis

{ min é,; <0< max ém}
k+1<i<n k+1<i<n

definiert als die eindeutig bestimmte Nullstelle von
iZh L+ wén

in dem Intervall

e ) et (e S0 e
n—k man+1§igném" n—k Ming1<i<n €ni .

Fir a € (0,1) und n € N sei

n—[n®]
B, ., = min é,; <0< max é-}.
e kOO k+1<i<n ki<i<n

3.46 Bemerkung. Anders als im letzten Kapitel konnen wir hier nicht mit
der identischen Verteiltheit argumentieren, sondern miissen die Aussagen iiber
die ,rickwirtssequentiellen® Grofen gesondert herleiten. Allerdings ist dies der
weniger kritische Anteil, denn bei der vorwéartssequentiellen Betrachtung gingen
bei den kurzen Zeitbereichen (mit k = [n®]) gerade ausschlieflich die Residuen
mit den niedrigsten Indizes ein, die keine so guten Schitzwerte fiir die jeweiligen

Fehlervariablen sein miissen.
3.47 Proposition. Fiir a € (0,1) und n € N ist

Bho = { min eni <0< max ém},
n—[n*|+1<i<n n—n*]+1<i<n

und es gilt fiir alle o € (0,1)
(3.48) P(Bya) —1.

Beweis: Geht dhnlich wie der Beweis von Proposition 3.19, insbesondere ist die
Gleichheit der Ereignisse klar. Sei ¢ > 0 wie in dem dortigen Beweis, also mit
P(e; > —¢) < 1 und P(e; <¢) < 1. Dann gilt fiir alle o € (0,1) und alle groken
n

P(CB,.) = P( ﬁ {e; > ei — éni} U (n] {eigei—ém}>

i=n—[n]+1 i=n—[n]+1
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IN

P(i ﬁ {6i2—5}>+P< ﬁ

=n—[n]+1 i=n—[n%]+1

—l—P( max  |e; — €yl >5)

n—[n®|+1<i<n
< Plep > —)M 4+ P(e; < )

—|—P< max |ei—ém-|25) — 0

[ne]<i<n
nach Wahl von ¢ und wegen (3.16).

3.49 Proposition. Fir alle a € (O, 1) gelten

Z |eni = €3] = 0p(1)

i=k+1

(3.50)

ma
0<k<n— na] n —

1 U )
el oy e 2 o = el = 0(1)

(3.52) max Z (Eni —€i)] =
k1

0<k<n | *

(3.51)

1 n

3.53 max
(3:53) \/( — k)loglog(n — k) z—%l

0<k<n—9

(<)

log 1 —
(3.54) max \/ogog(nk:) max |é,; — €;| = 0,(1).

0<k<n—[n®] n—=k k+1<i<n

Beweis: Zu (3.50): Fiir alle a € (0, 1) ist
1 n

Z ‘éni - 61"
i=k+1
< L
< max éni —

0sksn-lne] n — k i=(k+1)V([n2/2]41)

[n*/?]

Z |€m - i
i=k+1
(2]

max
0<k<n—[n] n — k

1
+ max

0<k<n—[ne]n — k

< max  |é, — e +

[ne/2]<i<n [ne] 1r22<X [€ni —

= 0(1) +0(n ) 0y(1) = 0,(1)

nach (3.16) und (3.17).
Zu (3.51): Ahnlich wie im Beweis von (3.26) sehen wir

> jek e

i=k+1

ma.
0<k<n— [na n—k
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S 0<k111n o] n — 7 ;4»1 |enl i (|enZ 6i| + 2|el|)
1 - ( )
< max > |€ni — €] ([€ni — €3] + 2]es]
0sksn—[ne] n — k i=(k+1)V([n®/2]+1)
1 [na/ﬂ
o W D M il (16n — €] + 2lesl)
= I,+1I,.
Nun gilt
s el (s o 2 g Sl

= 0, ()(O,(1)+0,(1) = oy(1)
nach (3.16), (3.17) und (2.6) in Verbindung mit (ey,...,e,) ~ (en,...,e1), und

[ne/2)

I, < [na/Q] ax |é e[(max]e —e| +2—7— ! Z|e>
n — [na] 1<1,<7’7, ni 7 1< ni (2 [ a/2 (2

= 0™ 0,(1) (0,(1) + 0,(1)) = Op(n™%) = 0,(1)

nach (3.17) und (2.6).
Zu (3.52): Es gilt
Z (éni - 62')
=k+1
Z(éni - €i)

< max
0<k<n \ | “

k
Z éni —
=1

max
0<k<n i

k

> (ni —€)

=1

+

)

< 2 max
1<k<n

= Op<1)

nach (3.12).
Zu (3.53): Folgt sofort aus (3.52), ist einfach nur schwécher.
Zu (3.54): Hier ist wieder fiir alle o € (0, 1)
\/log log(n — k)
——=—~ max |é, —e

n—=k k+1<i<n

max
0<k<n—[n<]

= 0p(1)

nach (3.17) und weil loglogn = o(n®).
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3.55 Folgerung. Fiir alle a € (0, 1) gelten

(3.56) I lzkil |€nil = Oy(1)

(3.57) g max o i ’ i:z:;l 62 — o = 0,(1)
(8:58) 0<k<n—9 \/(n —k) lotg; log(n — k) i:érl i) = Ol
(3.59) max :%1 bni| = Op(V)

(3.60) 0<hEnn] \/W ktioien [Eni] = 0p(1).

Beweis: Die Aussagen (3.56)—(3.60) folgen mit der Dreiecksungleichung aus
(3.50)—(3.54) in Verbindung mit (2.6)—(2.9), (2.16) und der Tatsache, dass die
Zufallsvariablen ey, ..., e, unabhéngig und identisch verteilt sind.

Wir fithren dies am Beispiel von (3.56) im Detail aus:

0<k<n [n“ — R ,Z k+1

<

> 0<kr£nx[n“ In — . %1 |€nz €z| + O<kr£n X[n"] n—k. %1 |€z

- O<kI£1n neln — ,szil |€nz el‘ +[ £n<akX< k Z |€n H_l‘

= 0p(1) + 0p(1) = 0Op(1)
nach (3.50) und (2.6) in Verbindung mit (2.1).
3.61 Folgerung. Fiir alle a € (0, 1) ist

n—k |Zn k+1ém|

3.62 : = 0,(1
(362) o<k o) \/loglog(n—k) ikt Emi o)
und s |
(3.63) max  (n— k) M = 0,(1/n).

Osk<n—[n?] i=k+1 em

Beweis: Geht fast genauso wie bei Folgerung 3.35. Statt (3.31)—(3.33) sind hier
(3.57)—(3.59) zu verwenden, und die leicht verénderten Vorfaktoren (n — k statt
k), Summengrenzen und Indexbereiche der Maxima sind zu beachten. Im Prinzip

lauft der Beweis aber ganz genauso.
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3.64 Proposition. Fiir alle o € (0,1) und alle n € N mit n > 3/ gelten auf

~

dem Ereignis B, ,

B i
max Ui
0<k<n—[ne] | loglog(n — k) g

N log 1 —k
(3.65) -<1 —Upo max \/ogmg(n) max |ém-|>
7 0<k<n—[n?] n—=k k+1<i<n
< Una
mit
~ - k 7.1_ Am’
U,o = max n | ki1 ?2 | )
’ 0<k<n—[ne] | loglog(n — k) Y0 ..q €5
und
max (n —k)|a, <
(3.66) o=lZ O
(1 + max |ty max ]ém|) max (n — k) ‘E:fkiﬂf;”’
0<k<n—[n®] k+1<i<n 0<k<n—[n®] i=k+1 Eni

Beweis: Geht analog zum Beweis von Proposition 3.21, mit den gleichen Ande-

rungen wie beim Beweis von Folgerung 3.61.

3.67 Proposition. Fiir alle o € (0,1) gelten unter B, ,

(3.68) e ¢ m k| = O,(1)
(3.69) oA U], max |€ni| = 0p(1)
(3.70) peiax  (n = k)lini| = Op(v/n)
@) o2 325 T -0

Beweis: Geht fast genauso wie der Beweis von Proposition 3.38, letztlich also wie

der Beweis von Proposition 2.27.

3.72 Proposition. Fiir alle a € (0,1) gilt unter éma

(3.73) max | (n— k)l — 012 i ei| = o0,(v/n).

0<k<n—{ne] i=k+1

Beweis: Ist im wesentlichen wieder eine Entwicklung mit den oben bereitgestell-

ten Hilfsmitteln. Siehe hierzu den Beweis von (3.44).
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3.3 Entwicklung von T

3.74 Proposition. Unter der Voraussetzung (2.41) gilt fiir alle a € (0,1)

1 k
(3.75) max sup 72 énilfen<at — U(x)]| = 0p(1),

[n*]<k<nzeR ' N i=1

wobel U wieder die auf Seite 28 definierte Funktion ist.

Beweis: Sei a € (0, 1). Dann ist nach der Dreiecksungleichung

1 &
A D lnilie, <y — Ulx)

i=1

max sup
[ne]<k<n z€R

1 &,
= max Sup‘kz (Enil(erizay = €ilieza) + €ilecay — U (96))‘

[ne]<k<n meﬁ

<  max Z\em el + max sup‘ Zezl{emq}—U()

[ne]<k<n k [no]<k<n z€R

Der erste Summand ist nach (3.25) von der Ordnung o,(1), so dass wir uns nur
noch um den zweiten kiimmern miissen.

Seien dazu fiir n € N

. 15 +1
T 2ai=1 €; {ei<z}>

Ut :R—R, U
x) = Y e le<ay
)
) =

U :R—R, U,

UT"R—R, U

und U":R—R, U~

wie im Beweis von Proposition 2.42, wo auch die gleichméfige Stetigkeit von

Ut und U~ gezeigt wurde. Sei nun € > 0. Wegen der erwihnten gleichméiRigen
Stetigkeit von U™ existiert ein 0 > 0 mit

sup (U™ (x +6) — U (x)| <

z€R

DO ™

Auf dem Ereignis {max,a/2j<;<, |éni — €| < 0} folgt wegen der Monotonie von
Ut und 1<y firi e Nfiralle k=1,...,nund z € R

1 k
A ; e <oy — UT (2)
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1 & [ne/2)

=z Z ejl{eiﬁl‘—ém-*-ei} - U+<5U> +/1: Z ejl{éyliéx}
i=[n/2]+1 i=1
1k 1 2
< 7 2 e Haseton—ely — U (@ + Z ef
i=[n®/2)+1
1 & /2]
< 72 e Yasers) - + Z el
i=[n/2]+1
1 k 1 [n/2]
< Ezez—‘i_l{eigaﬂ—é}_(] (J]+5)—f—2—|— Z |6Z
i=1
(/2]

1
= Uf(z+0)—-U(z +5)+ + Z\ez

und umgekehrt

1 k
* .%’) - % Zejl{émﬁx}
=1

1 k
< U+<x) - 7 Z ej_l{eiﬁx—\ém—eﬂ}
i=[no/2]+1
L )

< Ut(x 5)+§—Uk r—20 + Z|el

Zusammen und nach Ubergang zum Maximum iiber & € {[n®],...,n} und Su-
premum iiber z € R folgt

1k
max Ssup ’k Z el 1o, <ot — U (2)

[ne]<k<n z€R

[ne/?)

1
< max (sup‘UJ(a:)—U+(93)‘+k Z |‘9i|>‘|’eS
zeR

)
[ne]<k<n =1 2

)

a/2
1[” ]
< limsupP( max <sup’U,j(a:)—U+(x)‘+k > |ei|)—|—;2€>
z€R ;

natiirlich nur auf obigem Ereignis. Daher haben wir

limsupP< max sup‘ Ze Lie,i<ay — U™ ()

n—00 [no]<k<n zeR

n—o0 [n¥]<k<n

+limsupP< max |ém~—ei\>5>

n—00 [ne/2]<i<n

70



< limsupP( max sup’UJ(m)—U+(m)‘Z€>

n—00 [no)<k<n z€R 4

/2 1 [n/2]
+limsupP<[n ] > el > )

n—300 [ne] [ne/?]

—|—limsupP< max ]ém—ei\>5>

n—00 [ne/2]<i<n

= 0

nach der Aussage (2.44) aus dem Beweis von Proposition 2.42, (2.6) und (3.16).
Dies bedeutet gerade:

1k
max sup ‘ e e <oy — UT ()| = 0,(1).
[n®]<k<n zeR k i=1
Indem man in obigen Uberlegungen iiberall in den Indizes ,,+“ durch ,—* ersetzt,

kann man auch

1 k
max sup ‘k‘ Ze;l{émgx} — U‘(x)’ = 0,(1)
i—1

[ne]<k<n z€R

erhalten. Es folgt

1k
max Ssup ’k‘ > eiliei<ay — Ulx)

[n]<k<n zeR =1

1k
< max sup‘ > el e <oy — Ut ()
[no)<k<n zeR k i=1

k

1
+ max sup |-
[ne]<k<n z€R k i=

= 0,(1).

Genau dies fehlte noch zur Behauptung (3.75).

e; Leni<ay — U™ (2)
1

3.76 Definition. Sei fiir n € N

F24:10,1] x R — [0, 1],

- [ns] 1
F(s,x) = )  —1e<a
;w {eni=e)

mit F%%4(s, ) := 0 fiir s < 1/n und z € R, und dazu passend

G2 :10,1] x R — [0,1],

n

Ge(s,x) = >

i=[ns]+1 n—=

1é-m7
[ns] {éni<a}
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wobei hier G5%(1,x) := 0 sei fiir # € R. Dies entspricht den Definitionen von
F? und G} aus Kapitel 2, nur das die Fehlervariablen e, durch die jeweiligen
Residuen é,,; ersetzt sind.

Genauso sei auch fir n € Nund s € [1/n,1] und i = 1,..., [ns]

1 1

15 1+ £5 Eni

auf dem Ereignis {minj<;<pns €ni < 0 < Max)<;<jng] €ni} und
pn,z‘(S) = m
auf dem Gegenereignis, und fiir n € N
292 10,1] x R — [0, 1],

[ns]

Fseq Z S l’ an i 1{€m<$}7

wobei wieder F54%(s, x) := 0 sei fiir s < 1/n.
Schlieklich sei fiir n € N, s € [0,1) und fiir i = [ns] +1,...,n
1 1

Z]\n,i(s) =
auf dem Ereignis {minp,q1<i<n €ni < 0 < MaX[s)41<i<n €ni } und
R 1
) = ]
auf dem Gegenereignis, und fiir n € N
Geer# 1 [0,1] x R — [0, 1],
éfz&q’Z(Sa ZL’) = Z Qn i 1{em<x}
i=[ns]+1
mit G*9%(1,x) := 0.
Bei der stochastischen Entwicklung der zentrierten sequentiellen empirischen Ver-
teilungsfunktion der Residuen bauen wir auf folgendem Resultat von Bai (1994)
auf, in dem die Stationaritit der ARMA(p, q)-Zeitreihe (X;_,);en vorausgesetzt
und €,1_g,...,6n0 = 0 gewdhlt wird. Fiir die Ergebnisse, fiir die wir diese Ar-
beit von Bai verwenden, miissen wir dies damit ebenfalls voraussetzen. Weiterhin
wird dort eine Voraussetzung iiber eine Dichte der Verteilungsfunktion F' von

e; gemacht, welche wir dann ebenfalls ibernehmen miissen und welche (2.41)

ersetzt.
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3.77 Satz. Unter den Voraussetzungen (2.1), (2.2), (3.1) (3.3), (3.4),
(3.78) die Funktion F' besitzt eine gleichméfig stetige, positive Dichte,

sowlie

(3.79) (Xi_p)ien ist eine stationdre Zeitreihe

und es gilt €,1_4,...,€,0 =0,

gilt mit den obigen Bezeichnungen

(3.80) sup sup [ns])ﬁfeq(s, x) — F7(s, :1:)‘ = o0,(v/n).

s€[0,1] z€ER

Beweis: Siehe Bai (1994), Theorem 1 (dort wird nur das Supremum iiber x € R
betrachtet, fiir x = +00 hat die Zufallsvariable im Supremum den Wert Null).

3.81 Proposition. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.77 und (2.3) gilt

- 1
(3.82) sup sup [ns}‘Fjeq7z(s, x) — (Fjeq(s, x) — —QSn(s)U(g;))‘ = 0,(v/n).
s€[0,1] z€R o
Beweis: Indem man den Beweis von Proposition 2.46 iibertrdgt, unter Verwen-

dung der in diesem Kapitel bereitgestellten Resultate, erhdlt man

SSu(U@)| = op(vi)

sup sup [ns}‘ﬁseq’z(s, x) — (ﬁjeq(s, T) — —
o

s€[0,1] z€R

Mit (3.80) und der Dreiecksungleichung folgt daraus die Behauptung,.

3.83 Proposition. Fiir alle o € (0,1) gilt unter (2.41)

1 o
Z nil{e,<ay — Ulz)| = Op(l)'

i=k+1

(3.84) max  sup
0<k<n—[n®] z€R

n —

Beweis: Der Beweis geht im wesentlichen &hnlich wie der Beweis von Proposi-
tion 3.74. Seien o € (0,1) und € > 0. Zunéchst ist es wegen (3.50) statt (3.25)

ausreichend,

max  sup Z eilfe,i<ay — U(x)| = 0,(1)

‘ : )
0<k<n—[n®] z€R n—k i=k+1

zu zeigen. Seien Ut und ¢ wie in dem Beweis von Proposition 3.74. Dann ist

wieder auf dem Ereignis {max,o/2)<;<,, [€ni — €| < 6} fiir alle k = 1,...,n und
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1 n
> e ey — U (@)
n—k, 575, a
1 n N 1 [n&/2]
< n—k Z €; 1{eiﬁr—ém’+€z‘} - U+<$) + Tlf Z ejl{ém'ﬁm}
i=(k+1)V([n®/2]+1) i=1
1 n [n*/?]
< — Y. & lasery —UT (@) + — Z le:]
i=(k+1)V([ne/2]+1)
1 n N 1 [na/Z}
< 1 e;<x -U 0 N )
S nTE, 2 G Hason — U@ )4 —— 2 leil
wie im genannten Beweis, ebenso
1 n
U+(£L’) - Z ez—kl{ém‘<x}
n—k i=k+1 a
1 n
< UM@) = — Yo e e feni—eil}
=R k) v(Ine/2)41)
[n*/?]
< U0+ m i D ez + oy 3 el
n i=kt1
was auf dem obigen Ereignis zu
1 n
max sup’ Y. e <y — U (2)
0<k<n—[no] o | — K ;57
n a/2
€
< Tli<m — =
R e R ) + 5

fithrt. Der Rest des Beweises geht dann genauso wie bei Proposition 3.74, wenn

wir noch
1 n
max sup‘ > e lei<ay — U+($)‘
0<k<n—[no]zeR T — F ;2
1 n

= max sup|- Y € i< — Ut (2)
[ne]<k<n z€R kz n—k+1

1 k
= max sup P Ze:—i—&-ll{en%ﬂﬁ"f} - U+({E)’
[ne]<k<n z€R =1
~ max sup |U/(z)— U+(x)’ = 0,(1)
[ne]<k<n z€R

nach (2.44) beachten.
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3.85 Proposition. Es gilt unter den Voraussetzungen von 3.77 und (2.3)

(3.86) sup (n — [ns])’@ffq’z(s,x) — (foq(s, T) — UlefLﬁCk(s)U(x))‘ = 0,(v/n).
e

Beweis: Unterscheidet sich nur in Kleinigkeiten vom Beweis von Proposition

3.81, von dem wir allerdings auch schon gesagt haben, er gehe dhnlich wie bei

Proposition 2.46. Da dieser der etwas lingere Beweis ist, fiihren wir ihn deshalb

aus, um zu iiberzeugen, dass es tatsdchlich bis auf kleine Unterschiede genauso

geht.

Fiir alle o € (0,1) ist

sup sup(n — [ns])|G3* (s, 2) — (G5 (s, ) - ;Szﬁc’%sw(:c))\

s€[0,1] zER
< oo - 1C§na
+1 sup  sup i ( L 1>1

B . p — — {éni<z}

B ’ SE[O,l—’I’LO‘_l} z€R Z:[’I’LS]+1 1 + un[ns]el
1 n

+ Z e; U(x)

o i=[ns]+1

~ ~ 1
+ supsup(n — [ns])| Gy (s, x) = G(s )+ 5 Su(s)U ()
s€[l-n>—11] z€R o

+ sup sup(n — [ns])| G5?(s,x) — G3(s, )|
s€[0,1] z€ER

= I,+1I,+ I, + IV,

Nun ist
I, = Op(l)

nach (3.48).

Als néchstes ist unter Enya, wenn wir wieder zuerst den Indexbereich des Maxi-
mums mit [—y] = —[y] umformen, ihn anschliefend vergréfern, wobei wir beach-
ten dass wir auf dem Ereignis Bnﬁa alle 1,, auch fiir das eventuell zusitzliche

k = n — [n®] legitim definiert haben, und anschliefend wieder die iibliche Ent-

wicklung - =1—= + 1“_% einsetzen,
I, = max  sup zn: (}A - 1) Lieni<at + % zn: e; U(x)
0<k<n—[n®] z€R ' i=k+1 1+ UnkCni g i=k+1
< max  sup Z (M = 1)1{ém<m} + — Z e; U(x)
0<k<n—[no] 2eR | imhi1 M1+ Unkeni - o i=k-+1
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262

nk ni

— max sup‘ E unkeml{em<x}+ E 1 {em<x}
0<k<n—[no]z€R | ki1 iZi1 1 UnkCn

N ( S e —(n— k)ank> U(x) + (n — k)t U (2)

i=k+1

IN

’ D nilenica) — U(l“)’

max (n—k)|t,e] max  sup

0<k<n—|n®] 0<k<n—[no] zeR | T — k50
max (n—k)lu max  |u max |é
nggnf[n“]( itni] 0<k<n na]| nk|k+1<z< [Enil
1
. max max ——— ma. Z |enz
0<k<n—[n®] k+1<i<n 1 + U, €p; 0<k<n— na] n—~k, 55,
+ max n— - €; €1
0<k<n—[n®] ( kT Z o| Elled)

= Op(\/ﬁ) op(1) + Op(\/ﬁ) 0p(1) Op(1) Oy(1) + Op(\/ﬁ> = Op(\/ﬁ)

nach (3.70), (3.84), (3.70), (3.69), (3.71), (3.56) und (3.73).
Weiter ist, wieder auf dem gesamten Grundraum,

n

>

1
m,o< s ((n=fns) +
s€[l—na—11]

E(les)))

i=[ns]+1
E n
S I'na"|+ (|€21|) max Z e;
o n—[n<k<n-—-1| . “ri1
o (\61| -
]+ 02 1<ig] na ; €

= O("a)+0p(na/2) = Op(n®)

nach (2.8) mit der Ersetzung n +— [n®]. Schlieflich ist

IV, = sup sup Z Liepi<ay — Z Lie,<a}
SG[O 1} IE]R 1= [ns +1 1= TLS]+1
[ns] [ns]
< sup sup Zl{émz} Zl{ez<w}

sel0,1] zeR | i=1

Z 1{ém'§$} - Z 1{ei§ac}

< 2 sup sup|ns ‘F“q 8,x) — Fieq(s,x)’ = o,(vn)
s€[0,1] z€ER

+ sup
z€R

nach (3.80). Damit folgt (3.86), wenn wir o = 1/3 wéhlen.
3.87 Definition. Seifiirn € N

T,:[0,1] x R = R,
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und

T7:[0,1] xR = R,

[ns](n — [ns])

ﬁf(s,x) = (ﬁ’jeq’z(s, x) — @ffq’z(s,x)).

n2

3.88 Satz. Es gilt unter den Voraussetzungen von Satz 3.77

(3.89) sup sup ‘ T(s,x) — Tp(s, x)' =0,(1/\/n).
s€[0,1] z€R

Beweis: Folgt aus Satz 3.77 wie in Bai (1994) beschrieben. Man beachte, dass
dort in der dortigen Notation in 7}, und in fn ein zusitzlicher Faktor y/n inklusive
ist.

3.90 Proposition. Es gilt unter den Voraussetzungen von 3.77 und (2.3)

sup sup |T%(s, ) —
s€[0,1] z€R
11& n—[ns [ns]
(3.91) (Tn(s,x) - (jgng( — Ligins)y — 71{i>[ns}})€i U(fﬁ))‘

= op(1//n).

Beweis: Folgt mit der Dreiecksungleichung aus (3.82) und (3.86), dhnlich wie

beim Beweis von (2.54).

3.4 Entwicklung von 7, und r;

Sei in diesem Kapitel K : R? — R eine Funktion, fiir die es ein v € N gibt mit
v > 2, so dass K v-mal stetig differenzierbar ist und fiir alle 7,7 € {1,2} die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) E(K(e1,e3)?) < oo (e) E(efK(ep,e)?) < o0

(b) E(D;K(ey,e2)?) < 00 (f) E(e!D;K(e1,e2)?) < 00

(c) E(IDYDyK(er,e9)]) <oo (g) E(le;DyDyK(eq,eq)]) < o0
(3.92) fiir alle u,w € Nomit 2<u+w<wv-—1

(d) es gibt ein Ky > 0 und ein m € N mit E(|e;|™) < o0,
sodass fiir alle u,w € Ny mit u 4+ w = v gilt:
DYDY K (2, y)| < Ko(1+ |2[™ " 4 |y|™ ) fiir alle 2,y € R.
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Hierbei bezeichnet D; die partielle Ableitung nach der i-ten Komponente. Die
Voraussetzung (d) kann man auch als ,| DYDY K (z,y)| = O(||(z,y)||™ ) fiir alle
u,w € No mit v +w = v und ein m € N mit E(|e;|™) < oo schreiben.

Fiir eine Menge M = N oder M = Nj und eine Folge von Zufallsvariablen
(Xni)iemmnen betrachten wir folgende Beschrinktheitsbedingung:

Es gilt X,,; > 0 fiir alle s € M und n € N, und es gibt reelle Zahlen

C>0,a>0und 8 >0 mit
(3.93)
i’ +1  fir alle K >0,

Ke fiir alle s € M und n € N.

Diese Bedingung lauft darauf hinaus, dass eine L,-Norm von X,,; unabhéngig von

n nur so schnell wie eine Potenz von ¢ wichst. Schranken von genau dieser Art
fiir die Wahrscheinlichkeiten werden von den verwendeten stochastischen Unglei-
chungen geliefert, und fiihren jeweils zum gewiinschten Ergebnis.

Im Beweis der nédchsten Proposition verwenden wir folgenden, auch unter dem

Namen ,,C,-Ungleichung“ oder ,J.oéve-Ungleichung* bekannten Satz:

3.94 Satz. Fiir alle » > 0 gibt es eine Zahl C,. € R, C, > 0, sodass
(x4+y) <C.(z"+y") firalle z,y € R mit z,y > 0.

Im Fall » € [0,1] ist C, = 1 die optimale (kleinste) Konstante, fiir r > 1 ist
C, = 2" ! optimal (insbesondere Cy = 2).

Beweis: Siehe zum Beispiel Davidson (1994), 9.28. Die Behauptung gilt auch fiir
r < 0, allerdings muft man dann fiir die Wohldefiniertheit von 2" und y" natiirlich

x,y > 0 voraussetzen. In diesem Fall ist wieder C, = 2"~! die optimale Wahl.

3.95 Proposition. Sei M € {N, Ny}, seien (X,;)ienmnen und (Y;)iemnen Fol-
gen von Zufallsvariablen, welche (3.93) erfiillen, sei (Z,,;)iem nen eine weitere Folge
von Zufallsvariablen, fiir die 0 < Z,,; < X,,; fiir alle : € M,n € N gilt, und sei
a € (0,1). Dann gelten

(396) (an + Yni)ieM,nE]N erfullt (393),
(3.97) (Zni)iemmen erfiillt (3.93),
(3.98) (Z aj—anj+1> erfillt (3.93),
j=i 1€Ng,n€EN
(3.99) > a' X, = 0,(1).
€M
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Beweis: Seien M, (X,;)iemnen und (Yi)iemnen wie oben angegeben. Es gibt
also reelle Zahlen C,C’, o,/ > 0 und 3, 8’ > 0 mit

i’ 41
P(szK>§C o firalle K >0, i€ Mund n €N
und
7 1
P(YMZK)SC’ e fiiralle K > 0,4 € Mundn € N.

Dann gilt fiir alle K > 1undie M, n e N

P(Xm- 1Y, > K)

< P(Xu > K/2) + P(Y, > K/2)
N N RV L |

< 20—+ 270

PPVE 42

CKona

PV 11

CKor

< 2aVa’<C_|_ Cl)
< @vadH(C 4 0" +1)

Hier steht a Vv b fiir das Maximum und a A b fiir das Minimum von a,b € R.
Wir beachten, dass der letzte Ausdruck auch im Falle K € (0,1) die erste Wahr-
scheinlichkeit trivialerweise nach oben abschétzt. Damit folgt (3.96).

Aussage (3.97) ist unmittelbar klar.

Sei a € (0,1). Mit Beachtung von Y32 a*/? = —— und nach der C,-Ungleichung
3.94, welche wir mit r = [ einsetzen, ist fiir alle K > 0,7 € Nyound n € N

P<Zaj_i nj+1 = K)
=i

= P(Zaijnj+i+l > K)

Jj=0

IA
M]3

P((lj/2an+Z'+1 Z (1 - al/Q)K)
0

<.
Il

a®?  (j4+i+ 1) +1

IA
NE
Q

= (1 _ a1/2)a Ko
_ ic a®?  Ca((j+1)P+i)+1
= 4 (1— al/2)a Ko
SN SN CCs P +1
< aj/2(; 1 1)B a]/2> 8
< (jz:%)a (J+1) +]§)a (1— a2 Ko
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wobei Cg > 1 die aus der C,-Ungleichung stammende reelle Konstante ist. Beide
Reihen konvergieren, die zweite da es sich um eine geometrische Reihe handelt und
die erste zum Beispiel nach dem Quotientenkriterium. Weil diese obere Schranke
von der Form wie in (3.93) ist, folgt (3.98).

Eine dhnliche Rechnung zeigt

P( Z a' X, > K >
ieM
C 1
az/2 -8 ai/2 -

<Za +Za ) (1— all?)e Ko’

woraus genau wie oben (3.99) folgt.

3.100 Proposition. Seien L : R2 — R und f : R — R Borelfunktionen, so dass
E(L(e1,e9)?) < 00, E(f(e1)) = 0und E(f(e1)?) < oo sind. Sei {$, L} = {N, Ny}.

Dann erfiillt
(n_3/2 max )
<k<
1sksn—1 IEL,nEN

fiir alle s € 3 die Beschrinktheitsbedingung (3.93), wobei wir (e;);cz als unabhén-

Z ZL 6276j 6, l—s)

=(kVvl)+1j=1

gig und identisch verteilt annehmen, also einfach noch zusétzliche Fehlervariablen

mit negativen Indizes zugefiigt wurden.

Beweis: Fiirallel € Ngund k=1,...,n—1 gilt

Y Y- Y - %

i=(kVI)+1 j=1 1<j<k<i<n 1<j<k<i<(IAn)
und weiter fiir Kk =1,...,n — 1, genau wie im Beweis von Proposition 2.56,
Y =Y Y Y
1<j<k<i<n 1<j<i<n 1<j<i<k k<j<i<n
wobei die Punkte ,,...“ jeweils fiir einen beliebigen von ¢ und j abhidngenden

Ausdruck stehen.
Also ist fiir alle [ € Ny

5

rilax
1<k<n—1 ;
" =(kVI)+1 j=1
< 2 max Z ...|+ max Z
1<k<n — 1<k<n-—1 —
1<j<i<k k<j<i<n
max e
1<k<IAn Z ‘

1<j<k<i<(IAn)
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Es folgt fiir alle [ € . und s €

n

n=3/2

max
1<k<n—1

> Lleiej) fleiis)
)

i=(kVI)+1 j=1

> L(es€) f(eimi—s)

1<j<i<k

Z Les, e5) f(eizi—s)

k<j<i<n
Z L(em ej)f(@'flfs)

1<j<k<i<(IAn)

=: 2]l‘fn + ][in + ]Hl‘fn,

< 20732 max
1<k<n

+ n’B/Q max
1<k<n—1

+ n’3/2 max
1<k<IAn

und wegen (3.96) und (3.97) ist es ausreichend fiir alle s € $ zu zeigen, dass
(17 n)ienmen, (I} )ienmen und (I}, )ier nen die Bedingung (3.93) erfiillen.
Sei fiir k,l € N

A= UL 0 +2ml= U {1+2mi,...,2m+ 1)1},

méENg me&Ng

B, =N\ 4,

Fi=o(eie ({1, kynA)U{l—1.. k=1}),
pi=o(eie (L. k}NBY)U{1 =1, k—1}),
Spi= Y Llei ;) flei),

1<5<i<k
€A, j<i—l

T, = Y Lese;)f(ein)
1<j<i<k
i€By,j<i—l

und
R .= > Les,e;) fleir).
1<j<i<k
Jj=i—l
Dann sind fiir alle [ € N (S, Fl)ren und (T}, GL)ren adaptiert und dariiber
hinaus Martingale, wie nachstehende beispielhaft fiir die erste Folge ausgefiihrte
Rechnung zeigt: fiir alle k£ € N ist
E(SialF) = Y E(L(eie) fleis)|Fh)

1<5<i<k
1€A;,j<i—l

+ Y E(L(ei,ej)f(ei—l>‘fli>

1<j<i=k+1
1€A;,J<i—l
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= Z L(ez’, €j)f(€z>l)
1<j<i<k
€A <i—I

f Y B(Lemn )P E(flenn)
1<j<k
k+1€A;,j<k+1-1

= S +0,

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen bei der zweiten Summe ausgenutzt
haben, dass wegen kK +1—1 ¢ A, und k+ 1 —1 > j der Faktor f(egi1)
unabhiingig von L(ej 1, e;) ist. Wir erhalten, dass (Si, Fi)ren ein Martingal ist.
Es gilt fiir alle [ € . und s € $ (beachte [ + s > 0)

I3, <n73? max |SL| + 0732 max [TV + n~*? max |RLY,
7 1<k<n 1<k<n 1<k<n

und wenn diese drei Summanden die Bedingung (3.93) erfiillen, dann erfiillt wegen
(3.96) und (3.97) auch der Ausdruck I, die Bedingung (3.93).

Nach der Kolmogorovschen Ungleichung fiir Martingale ist fiir alle K > 0, [ € LL
und s € 5

P(n_3/2 max |S™°| > K)
1<k<n

1 S
< (S
1
= K > > B(Lleie;)Llen,ep) fleii o) fleri-s))
1<j<i<n 1<j' <i'<n

j<i—l—s j'<i'—l—s
1€EALs €A

1 n i—l—s—1
B W ; E(f(ei*l*5)2) jJZ:l E(L(ei,ej)L(ei,ej/))
i€ AL
1 n i—l—s—1
< w2 PU@) 3 Blene))
1€A 4
= I(l'QE(f(el)z)E(L(elaez)2)a

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen beachten, dass im Falle i > i’ gilt
j, i <i—1l—sund 7 #i—1—s,daii € A, das heilt dann ist e;_;_,
unabhéngig vom iibrigen Integranden und damit aufgrund des Satzes von Fubini
und der Zentriertheit von f(e;_;_s) der gesamte Summand Null, ebenso im Falle
i >4, wo dann ey_;_, unabhéngig ist. Beim néchsten Schritt wurde die Cauchy-

Schwarz-Ungleichung zur Abschétzung des zweiten Erwartungswerts verwandst.
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Eine fast gleiche Rechnung, bei der lediglich A;,, durch Bj, ersetzt ist, zeigt
dass auch

(n_3/2 max [T} |)
1<k<n I€L,neN

fiir alle s € $ die Bedingung (3.93) erfiillt.
Aufserdem ist nach der Markovungleichung fiir alle s € $ und K > 0

—3/2 I+s| >
PO g IR 2 K)

n

i—1
< Py Y (Llene)fleid] 2 K)
=2 j=i—l—s
1 n i—1

=2 3 B(|Llene)f(emy))

i=2 j=i—l—s

IN

1 n 1—1

= Kn3/2 gj;_sE(L(ei’ ej)2)1/2E(f(€i7lfs)2)1/2
< i/ (l+S)E(L(€1,62)2)1/2E(f(el)2)1/2
< E(L(er,e2)®) B (f(er)’)*(s vV 1) H_Kl,

wobei wir beim drittletzten Ungleichheitszeichen wieder die Ungleichung von
Cauchy-Schwarz benutzt haben. Es folgt, dass

(n’g/z max |RLT

1<k<n ’)ZEILJ’LG]N

und damit auch (Ilfn)
Sei nun fiir k,l € N

”ka::a(ei:ie{kqtl,...,n})

y fiir alle s € 5 die Bedingung (3.93) erfiillt.

lell,ne

und

U= Y (L(ei, e;) — E(L(ei,ej)|ei))f(ei_l).
k<j<i<n
i—1>j

Dann ist fiir alle | € N (U})ren an (H})ren adaptiert, und es gilt fiir alle k € N

mit £ > 1
BULH) = 5 B((Llewey) = B(Lese)len)) e[ )
ei>f<6i—l)

k<j<i<n
i—1>j

+ Z E(L(eivek) — E(L(ei, ex)le:)

k<i<n
i—I>k

= UL +0,
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das heifit es handelt sich bei (U}, H} )ren fiir alle [ € N um ein inverses Martingal.
Nun ist fiiralle / € L und s € 5
> Lleiej)f(eiis)

k<j<i<n
i—l—s<j

Iy, < n%? max
’ 1<k<n

(Llesses) = B(L(es,e;)led)) feiis)

1<k<n

k<j<i<n
i—l—s>7
+ n_3/2 1I§nka§}§n Z E(L(GM ej) |€i)f(€i—l—8)
k<j<i<n
i—l—s>7

. s s s
- I,n + I,n + Wl,n‘

Nach der Markovungleichung ist fiir alle X >0,/ € L und s € $

PV, > K)
n (JHl+s)An
< ( _3/22 > |L(ei, i) f(eimizs)| ZK)
= i=j+1

1 n j+l+s

< Kn 3/2 ;zzj;_lEOL ezaej)f(ez l— s)|>

1 n jH+l+s 1o "
< Kn3/2 JZM;FIE (e, e)) 2 E(f(eimis)?)
S K11/2 (l + S)E(L(@l,62)2)1/2E(f(€1)2)1/2
< E(L(er, 2))2E(f(e1)) (s v 1) ”Kl

wieder unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Weiter ist nach der Kolmogorovschen Maximalungleichung fiir Martingale fiir alle
K>0,le¢Lund se%

P(Vi 2 K) = P(n™? max [Uj"]>K)
1 14+s\2
S K2n3 E((Ul ) )
1

-y ¥ E((L(ei,ej)—E(L(ei,ej)le»)f(ei-z-s)-

K2n3
1<j<i<n 1<j'<i'<n
i—=l—s5>5 i/ —l—s5>j’ . (L(ei,’ej,) — E(L<€i’,ej’>|ei’>)f(ei’ls))

- Kin?’ Z Z E((L(e,-, ej) — E(L(e;, ej)‘@))f(eiflfs)'

1<j<i<n 1<j'<i’'<n
ils>j s>y : (L(ei,, ej) — E(L(ex, ej/)|ei/))f(e¢/_l_s))
1=1

84



IN

<

<

1
K2n3 Z Z E((L(ei, ej) — E(L(e;, ej)‘ei))]%eiflfs)‘
1<j<i<n 1<j/<i'<n
i*l*S?ﬁj‘, i’l—l—5>j/ . (L(ei/7 ej/) — E(L(el'/, 6j’)|€i’)>f(6i’ls)>
jl=i—l—s

+ K2n3 Z ) E((L(ei,ej) - E(L(€i7ej)‘ei))f(ei—l—s)'
1<j<i<n 1<j'<i’'<n
iml=s>j i’l—l—s>j/ . (L(ei/, ejr) — E(L(ey, 6j’)|€i'))f(€i’—l—s))
j=t'—l—s

+

1 n i—2[—2s—1

2 2 ; > E<(L<6i> ei-21-2s) — E(L(es, ei—zz—zs)\ei))f(ei—Z—s)'
(Lleimtsrer)=B(L(eri- ep)lei1-0) f€in-2.))

o> L B((Lene) - Bl elen)’ ) E(fer)?)

1

3E(L(ey, 62)2)E(f(€1)2) K2

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen alle Summanden weggelassen haben,

in deren Integrand e; ; ; oder e;_; , unabhéngig von den anderen Zufallsva-

riablen im Integranden ist, so dass nach dem Satz von Fubini und wegen der

Zentriertheit von f(e;_;_s) und f(ey_;_,) der ganze Summand Null ist, und beim

ndchsten Schritt dann die beiden letzten Summen zusammengefasst haben. Da-

nach folgte beide Male die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und im letzten Schritt

die Jensensche Ungleichung. Damit haben wir erhalten, dass (V3,)ier nex fiir alle
s € $ die Bedingung (3.93) erfiillt.
Kommen wir nun zu VI}’,. Es gilt fiir alle s € 5 und [ € LL

n

Wls’n — n73/2 max Z (’l - k' - l — S — 1)E<L<€’L7 61>|ei)f(ei7lfs)
Isksn=1l, ) "otk
< n%? max k Z E(L(es, er)lei) feimi—s)
Isksn=1 1 Stk
ieAlJrs
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S E(L(enen)le) fleis)

+ 1732 max k
1<k<n—1

i=l+s+2+k
1€B 45
~3/2 S Ceen) e
+n (Jpax | Yo (i—l—=s—=1)E(L(es e1)|er) feii—s)
i=l+s+2+k
1€EA 4
~3/2 S (il s_ Ve ) fle.
+n ISII?S}Z(_I ' Z (i =1 —s—=1)E(L(es er)le:) feii—s)
i=l4+s+2+k
iEBl+S

. s,A s,B s,A s,B
= VI, +VI,,” + VI, + VI, .

Nach der Kolmogorovschen Maximalungleichung fiir unabhingige Summanden
ist fiir alle K >0

PV} > K)
< P< max Z E(L(e;, er)le:) fleimi—s)| > Knl/2>
Isksnl,  Sfotk
iEAH_S
< LS BELE D2 f(eiis)?
S i Z (L(eisen)lei) fleii-s)
i sy3
1€A 45
< LE(Llene))E(f(er)?)
>~ K2 1,€2 1 )

beim letzten Schritt mit der Jensenschen Ungleichung. Indem man in der Rech-
nung einfach A, durch B;, ersetzt, erhélt man analog, dass (Wi’f )icLnen die
Beschrinktheitsbedingung (3.93) erfiillt.

Mit fast der gleichen Rechnung sehen wir

P(VII};! > K)
1 " ,
< K203 iHZs+3 E((l —l—s— 1>2E(L(€z‘, 61)‘€i)2f(€i—z—s)2)
i€A L4
1 n
< K2n i:§+3 E(E(L<ei7el)|ei)2)E(f(ei—l—s)2)
I€A
< 3 B(Llene)E(f(e)?),

und wieder analog fiir (Wff)lem,nem-
Es folgt, dass (VI},)ieLnex und damit auch (I}, )iernex fiir alle s € 3 die Be-
dingung (3.93) erfiillen.
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Schlieflich ist fiir alle K >0, se Sund [ € L.

P}, = K)
IAn i—1

< P(X X ILlerepf(ein)| = K)
i=2 j=1
1 IAn i—1

< iZZE(\L €, €5) (61'—1—5)’)

=2 j=1
1l/\n21

< 2D B(L(ene)!) P E(f(ein1-0))

=2 j=1
2 Pt 1

K
nach der Markov- und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Dies bedeutet, auch (I}, )ier nex erfiillt fiir alle s € $ die Beschrénktheitsbedin-
gung (3.93), und schlieft damit den Beweis ab.

< E(L(e1,e2)*)*E(f(e1)?)

3.101 Folgerung. Es seien a,b € (0,1), wieder (e;);cz eine Folge von unabhén-
gigen und identisch verteilten Zufallsvariablen, sowie L : R* -+ Rund f: R — R
Borelfunktionen mit E(L(eq, €3)?) < oo, E(f(e1)?) < oo und E(f(e1)) = 0.
Dann gilt fiir alle s € N

n k

Z Z L(ei, e5) f(eizi—s)

i=(kvi)+1 j=1

n—1

(3.102) > d  Jnax = 0,(n*?)
=0 ==

und fiir alle s € Ny

n—1 n—2 l
M —
> oal d " max

(3.103) =0 m=

Zn: > Lei €;) f(eism-1-s)

i=(k+1)V(m+2) j=1

= Op<n3/2) -

Beweis: Aussage (3.102) folgt mit (3.99) aus Proposition 3.100, und (3.103) folgt
mit (3.98) und (3.99) aus Proposition 3.100.

3.104 Proposition. Seien L : R?> —+ R und f : R — R Borelfunktionen,
so dass F(L(ej,e2)?) < oo, E(f(e1)) = 0 und E(f(e1)?) < oo sind, und sei
{$,L} = {N,Ny}. Dann erfiillt

>leIL,ne]N

—3/2
(n l+1glka<)§z 1 Z Z Lei, ) f (€j-1-s)
fiir alle s € & die Beschrinktheitsbedingung (3.93), wobei wir wieder (e;);cz als

=k+1 j=l+1

unabhéngig und identisch verteilt annehmen.
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Beweis: Fiir alle [ € L und k£ € N mit [ < k < n gilt

Y Y- Y oY -y

i=k+1j=I+1 I+1<j<i<n k<j<i<n I+1<j<i<k

also flirallel e L und s €%

Zn: > Lieie;) flej-i-s)

i=k+1 j=I+1

n_3/2 max
+1<k<n-—1

L(ei, ej) f(€j-1-s)

IH+1<j<i<k

< on 3?2 max
I+1<k<n

Les e (ej-1-2)

k<j<i<n

+ n’g’/z max
I+1<k<n

= 20}, + I},
Seifirl e, seSund k€ N, k > [,

pi=o(ei1e{l—s,...,k}),
S = Y (Ilene) = E(L(ese)les)) flejis):
I+1<j<i<k
Dann ist fiir alle [ € L und s € $ die Folge der Zufallsvariablen (Sp®),_jen an
die Filtration (F})k—en adaptiert, und fiir £ € N mit k& > [ gilt

ESIF) = X E((L(eie) = E(L(es, e)les) flej1-s)|en e e514)
I+1<j<i<k
k
+ 3 B(Llexss, ;) — E(L(exs, e5)le;)|e; ) Flej-1-s)
Jj=l+1
= S +0,

also ist (Sp®, Ff)u_ien fiir alle | € L und s € $ ein Martingal.

Nun gilt
I, < 02 max |3 (Lleiej) — E(L(es, ¢j)le;)) flej1-s)
+1<k<n 1< i<k
—3/2 E(L(e;. e ) .
n Hrlnggén ng;Kk ( (ewej)|€])f(ej—l—5>
= Min+ l,sn7

und nach der Kolmogorovschen Maximalungleichung fiir Martingale ist fiir alle

seS, lelLund K >0
PUl;, > K) = P( max 7] > Kn'")

I+1<k<n
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1

< s B(S0))
- g, 2 B((Eee) - B cle) e
I+1</<i'<n . (L<ei’7 €j/) — E(L(ei/, 6]'/) |6j/))f(€j’—l—s)>
- ow X E((L@,ej)—E(L(ei,ejﬂej))'
e -(L(ei/,ej)—E (e, e;)] )E (ej-1-s)?
< KiﬁHgg’ﬂgnE((L(el,@)—E(L(el,emez)) )E(f)?)
< Kin?’ (n — 1)3E(Var(L(61, 62)|€2))E(f(61)2)
< = B(L(er, ) E(f(er)?),

K

nach dem Satz von Fubini und aufgrund der Zentriertheit von f(e;), dann mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung und schliefslich unter Verwendung der Jensenschen
Ungleichung.

Also geniigt (M}, )icLmen fiir alle s € 8 der Bedingung (3.93).

Seien fiir [ € N die Mengen A;, B; wie im Beweis von Proposition 3.100 auf Seite
81 gewahlt. Dann ist

k-1
s _ —3/2 s . . .
v, n H_Ilng%;én Xl;rl(k JE(L(en, €5)lej) f(ej-1-s)
< p3/2 4
< o k| 3Bl ()
jEAH-s
y k—1
—3/2 ) . )
+n lﬁ%%g%n k jzl;rl E(L(enej)le;) f(ej-i—s)
jeBH—s
—3/2 — Me) (e
+n lf{g}c};n j_zl—:i-l JE(L(en, e])|€]>f<ej—l—5)
jeAl+5
+n l:}g}én j:zl;rl j E(L(en, e])|63)f(ej—l—8)
jEBl+s

. s,A s,B s,A s,B
- ‘/l,n +‘/l,n +Wl,n +Wl,n )
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und nach der Kolmogorovschen Maximalungleichung fiir unabhéngige Summan-
den ist fir K >0

PV > K)

k—1
Ve ; 1/2
S P<l+11n§2}3én j;l E(L(en,€])|6j)f(6]_l_s) ZKTL )
JEAIts
1 n—1 ) )
= K sz;1 E(E(L(en,ej)|ej) flej—izs) )
jeAH—e
1
S K2 Z E enael )E(f(el)Q)
Jj=l+1
JEALs
1
< g Bllene)) B(f(er)?),

wobei beim vorletzten Ungleichheitszeichen die Jensensche Ungleichung benutzt
wurde.

Wir haben also, dass (W?LA)ZEILMEJN und analog auch (V}” )IE]L nen die Bedingung
(3.93) erfiillt.

Ahnlich ist

TL

P(VI;' > K)
S B(PE(Lene)le) err-0))
j=l+1
JEAHS
< Z E(L(er, e2)*) E(f(e1)?)
Jj=l+1
JEAHb
< ; B(L(ex, e2)) E(f(e1)?).

und genauso folgt auch, dass (VIZS;LA)ZGL nen die Bedingung (3.93) erfiillt. Zusam-
mengenommen ergibt dies, dass (IV}5,)icLnen und damit auch (I}, )ieLnex die
genannte Beschrinktheitsbedingung erfiillen. Kommen wir daher zu I},

Sei fiir ke Nund [ € N

G =ole;:i€{k—1+1,...,n})

und

T,i = Z L(ez‘,ej)f(ej—l)

k<j<i<n
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Dann ist fiir alle | € I (T} )ren an (G!)ren adaptiert, und es gilt fiir alle k € N
mit k£ > 1

E(T;|G:) = > E(L(% €j>f<ejfl)‘ekfl+1a e >€n)
k<j<i<n
+ Z E(L@i,ek)f(@k—z) €i,€k)
i=k+1
= T, +0,

also ist (T}, Gh)ren fiir alle [ € N ein inverses Martingal.
Es folgt mit der Kolmogorovschen Maximalungleichung in ihrer Form fiir Mar-
tingale fiir alle [ € . und s € $

s> — l+s > 3/2
P(I}, > K) P(Hrg}én T4 > Kn®?)
1

< s B((TH))

1
K23 > E(L<€i7 ¢;) f(ej—1—s)L(ew, ej’)f(‘fj’flfs))
I+1<j<i<n
I4+1<j'<i’<n

= [(in?» Z E(L(GZ, ej)L(ezv, ej)) E(f(ej—l_s)Q)

I+1<j<i,i’'<n

Z E(L(es, GQ)Z)E(f(Q)Q)

I+1<j<i,i’'<n

1

<
- K2n3

1 2 2
< ﬁE(L(fﬁ,G?) VE(f(e1)?),

beim vorletzten Schritt wieder mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Also erfiillt auch (I}, )icLnen fiir alle s € $ die Bedingung (3.93), womit der

Beweis komplett ist.

3.105 Folgerung. Seien a,b € (0,1) reelle Zahlen, (e;);cz unabhingige und
identisch verteilte Zufallsvariablen und L : R? — R sowie f : R — R Borel-
funktionen mit mit E(L(eq, e2)?) < 0o, E(f(e1)?) < oo und E(f(e1)) = 0.

Dann gilt fiir alle s € N

33 Lien e flegis)| = Opn™?)

i=k+1 j=I+1

n—2
(3.106) Y d' max
1=0

+1<k<n-—1

und fiir alle s € Ny

n—2 n—3

l m—1
(3.107) Z;) ’ mZ::l ’ m+2HS1%§n—1

n k
Z Z L(eiv ej)f(ejfmflfs)

i=k+1 j=m+2

=0, (n3/2) .
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Beweis: Geht analog zum Beweis von Folgerung 3.101, unter Verwendung von

Proposition 3.104 anstelle von Proposition 3.100.

3.108 Proposition. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit E(|L(eq, e2)]) < oo.
Seien a,b € (0,1). Dann gelten:

n k
(3.10) e, 3 alben )| = 00

(3.110) | Jpax. 5 Z Za |L(ei,e;)] = Op(n)

=k+1j=1
n k i—1 »
(3.111) Jnax Xk;l;%ab | L(ei, e5)] = Op(n)
k j—1 '
(3.112)  Jpax Zk;lz:“ Oalb]_l|L(ei,ej)| = Op(n).

J
Beweis: Zu (3.109) und (3.110): Es gilt fir K > 0

<1<r]£1<ax_1 Z Za |L(ei, e5)| > Kn)

=k+1j=1
j
< (1<r]£1<a§<1 Z Za!L €, €j \>Kn)
=k+1 j=1

n i—1
< P(X Y lLleie))l = Kn)

=1 j=1

1 n i—1

< ZZGJE |L(es; €)])

i=17j=1
< L E(|L 0
S Ki—a (IL(ex, e2)]) — Y

wobei wir beim letzten Schritt die Markov-Ungleichung verwandt haben.
Zu (3.111) und (3.112): Wir beachten, dass fiir alle a,b € (0,1) und m € N gilt:

m—1 [m/2] m—1
Z albm—l — Z Clem—l_i_ Z albm—l
=0 =0 l*[m/2]+1
[m/2]
(3.113) < Z b+ Z a'
I=[m/2]+1
1 1
< bm/2 m/2
= v 14
1 1
< v ( )
1-b0 1—-a
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Damit folgen (3.111) und (3.112) aus (3.109) beziehungsweise (3.110).

3.114 Proposition. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit E(L(ey, e9)?) < oo.

Dann gelten

(3.115)

und

(3.116)

n k

15%2,3(_1 Z_zk;rl; L(ei, e;)(éni —€;)| = Op(n)
n k

1;]?27};1 z:zk;rl; Liei €))(en; = €5)| = Op(n)

Beweis: Zu (3.115): Wir setzen (3.7) ein und erhalten mit der Dreiecksungleichung

n k
1<ken Z ZL(ei’eﬂ'>(éni — &)
i=k+1 j5=1
n k i—1
<
= l;ﬂ; (i€ ; O, u,,1,)

[\

71—

(p— pn, P" ') (9, €]

3
i}

n k

1<k<n—1

i—1
+ max Z ZL €, €;) @n,uq,uq p— ﬁn,Pi’l’ZX@
1=0

i=k+1j=1 -
n k

)_.

~

+ max | > Y L(e, eJ @Tf, u,, u,) (0, —O)e;—1_4,u,)

<k<n—
Isksn—11,2 k:+1j 1 1=0

n

+ max Z ZL ei,e;)( s (€0 — €g), ug)

1<k<n-—1

i=k+1j5=1
= I,+I,+ I, + 1V,.
Nun ist
n—1 n—2 n
I, = max [> Y > > L(es, e ) -
Isksn=b 1920 02l i= (et )V (mt2) j=1
<Arfauqauq><p Pn, P lup></l9ae;—1—m
n—1 - n—2 .
< Y [(Bhug,u)| Y (o= £ Py
1=0 =l
n k
max Z ZL<627€])<197€1 1-m
1<k<n—1 (kv (ma2) =1
n—1 ln—2
< CoCp|p— PnHZWl pmt
s=0 =0 m=l




max
1<k<n-—1

i=(k+1)V(m+2) j=1

— 0,N) Y0, = 0,(n)

s=0
nach (3.8) und (3.103).

Weiter haben wir

n i—1

i > Llei,ej)eim-

s—1

k
I, < CoCrllp—pull|Xol max > 305" |Lier.ey)]

1<k<n, L T

= Op(l/\/ﬁ>0p(n) = Op(\/ﬁ)

nach (3.8) und (3.111).

Dann ist
q n k i—1
mn S Z |7~9ns - 7~9s| 1<Il£l<a?3,( 1 Z Z L(€i7 ej) Z<®Tiuq’ uq>€i—l—s
s=1 i=k+1j5=1 =0
q n—1 N n k
< S Uns — 9] max | > (Ofugu,) Y Z L(e;,ej)ei—i—s

1<k<n—1 ;
=PEnTih—o i=(kvl)+1 j=1

B

A
MQ i

|9, 19|C@ZQ9 max

1<k<n-—1

Z Z (ei,€5)

i=(kVl)+17=1

Op(l/\/ﬁ)Op(ng/Z) = Op(”)

1

w
Il

Il
M=

1

nach (3.9) und (3.102), und schlieflich

©
Il

€Ci—l—s

n k .
IV, < Ceoll€n —eo| max Z 2191|L(ei,ej)|

<k<n—
Isksn—1, 57, 131

= 0,(1)Op(n) = Op(n)

nach (3.109). Also gilt (3.115).
Zu (3.116): Nach (3.7) und der Dreiecksungleichung ist

n k
(nax | >0 3 Eles e)(@ng — ;)
- i=k+1j=1
n k j—1
<
= gk Z;ﬂ; (€i, €5 g n7u<buq
-2
(P = P, P,
m=lI

9, €

) Yi—1—m

)




—_

n k J—

+1§?§§_1 Z ZL €is € Z @T£>uCI7uq>

i=k+1j=1 1=0
n k j—1
!
+ max | > Y L(e;,ej) @n,uq,uq>
1<k<n—1
i= k+1] 1 1=0

n

+ max | Y ZL ei, €;)(0 (8,0 — ep),

<k<n—
1<k<n-—1 i—ht1 j=1

= IL,+1I,+1@,+ 1V,

Z Z L(e;, e;){
i=k+1 j=m-+2

< CoCplp— pn||Z|19|Z

k
. max > 1
m+2<k<n St

= 0,aNm) zo ) = Oyn)

nach (3.8) und (3.107), dann ist

P
>,

j—l

n k
I, < CoCplp— pulllXoll max > >

— O,(IAm) Opln) = opw_ﬁ) _
nach (3.8) und (3.112),

(b~ P P71

~

(@, — O)ej_1-4,1uy)

u,)

7]1n>

ezaej €j—m—s—1

L (e eg)

k-2 i i
m, = 1<II£l<az(—1 Z<@nluq7uq> Z Z L(eiaej)<(@"_®)ejll’uq>’
<k< — i=k+1 j=l+1
- o W o, 19 max L(e;,ej)ej_;—
Z ns lz;) I+1<k<n-—1 sz;_ljzl-i:-l e

- SO0, = 0,n)

nach (3.9) und (3.106), und schlieflich

n k )
IV, < Cell€n — eof| max Z S 9| Les €;)|

1<k<n—1, 4=

= 0,(1)Op(n) = Oy(n)
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nach (3.110). Daraus folgt (3.116).

3.117 Proposition. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit E(|L(ey, es)]) < oo.
Dann gelten

i—

n 1
(3118) Z Z |L €is 6] em - 62)2 = Op(n)

=2 j=1

und
n 1—1

(3.119) > > T |L(es €)|(6nj — €)* = Op(n).
=2 j=1

Beweis: Zu (3.118): Mit (3.7) und zweimaliger Anwendung der Ungleichung vom

arithmetischen und quadratischen Mittel erhalten wir

n i—1
SN L(ei ) |(Eni — €5)?
=2 j=1
n i—1
< 43 > [L(eie)]
i=2 j=1
i-1 i—2 2
(@) St P tuoeel )
=0 m=l
i—1 N 2
+ (X (®lug w)p — 5 PXy) )
=0
-1 N 2
+ (X Oy u)(®, ~ ©)eirru,))
=0
(46— e0)u,?)
n i—1 i—l 1—2 . 2
= (S5 el (S @) S o P w0 )
i=2 j=1 1=0 m=I
n i—1 i—1 2
£ 30 [Lfers o) (Okug ) (p = oo P IX0))
i=2 j=1 1=0
n 1—1 i—1 - N 2
+ 20X L)l ( (O 0 (6, — ©)eir i)

D9 WIENRICICRETSETY
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Es gilt

s,8'=0

q n—1 —
I, < C%Clz:,”p_ﬁnHQ Z |193195/’ Z Z —m+m e
LI'=0

~ ~

m
m/

n i—1
Z Z |L(€ia ej)ei—m—s—lei—m’—s’—l|

i=(mvm/)+2 j=1

= O,(INR) O, = O,n).
da fiir alle s, =0,...,gund K >0

i—1

— n—2 ’ , ’
< Z Z El‘f'lﬁm-ﬁ-m —l-l Z Z |L 67,,6])62 m—s—1€i—m/—s'— 1| > Kn)

m=l i=(mvm/)+2 j=1
m/=l jE{i—-m—s—1,i—m'—s'—1}
n—1 n-2 i—1

I+l _
Y m+m - Z ZE | L(eis €5)€im—s—1€i—ms—s'-1])

= = i=(mvm/)+2 j=1
m :l jE{i—-m—s—1i—m’'—s'—1}

11 | )
< ?(1_@)2(1_ﬁ)gE(|L(€1a€2)|)E(€1) - 0

nach der Markovungleichung, wegen der Unabhingigkeit der e, . .
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, sowie

n—1 n-2
P( 19 —m—l—m -1
l

., €, und nach

JA'=0 m=l
m/:l/
n
Z ‘L<ei> ei—m—s—l)ei—m—s—lei—m’—s’—l’ Z an)
i=(mvm/)+2
( nlon2 l+l )/2 ' "/
< Z (m+m/—1-1")/2 |
LU'=0 m=l
m! =l
n
Z |L<€i7 ei—m—s—l)ei—m—s—lei—m’—s’—l|1/2 > K1/27’L>
i*(me’)+2
Rk i+’ )/2 —1-1"/
(m4+m/ 2
Kl/Zn Z Z 7'
LU=0 m=l
/ l/
n
Z E(|L(€z’7 eifmfsfl)eifmfsfleifm’fs’fl ’1/2)
i=(mvm/)+2
1 1

1 1/2 1/2
< K1/2( 5 )2 (1_p1/2)2E(|L(61’62)D E( ) 7 0

97



nach der C,-Ungleichung (und C/, = 1), der Markov- und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung ist.

Dann gilt
n—1 n
N — 141
L, < CHCRIXo|Pllo — pull* > 0 P> > IL(ewer)
1L,I'=0 =(IVI)+1 =1
= Op(l/\/ﬁ)2 Op(nz) Op(n),
da fiir alle K > 0
—1 1—1

IN

ist. Weiter gilt

I,

IN

Cod Y s — Osl[Uny — Vs !Zﬁ

s,8'=1 L=

n

Z Z‘L 6176] €i—1—sCi—— /|

i=(IvI")+1 j=1

= Z Op(1v/n)

s,8'=1

O,p(L/n) Op(n? Op(n),

da fiir alle s, =1..

1LI=0

<

- Kn2
1

< -

- K(1

und

.,qund K >0

P( "il EZH

n
Z Z |L 61763 €i|—sCi—l/— | Z KTLQ)

=(IvI")+1 j=1
j{i—l—si—l'—s'}

&
Z ZE‘L@Z,(?J Ci—1—sCi—1'— ’|)

L= =(IVv')+1 j=1
je{i—l—si—U'—s'}
1

= 5)2E(VL(€1»€2)\)E(€12) g

n—1 , n
P( > T > |L(es €imims)eimi—sCisv—g| > Kn2>

L,I'=0

i=(IVI')+1
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n—1 , n
< P< Z a(l—i-l )/2 Z ‘L(ei,6i_l_s)ei_l_sei_l,_s,’1/2 > K1/2n>
LI'=0 i=(IVU)+1
1 n—1 — 412 n
m Z v Z E(’L(el, ei*l*S)eiflfseifllfs/|1/2>
h=0 =) 1
1 1

K1/2 (1_191/2)2E(|L(61762)|)1/2E(€12)1/2 ' 0

gelten. Schliefslich ist

n i—1

N, < C3llen—eolS. S 0% Lies ¢;)]

i=2j=1

weil fiir alle K >0

ist.

n i1—1
Z Z |L(e;, ej)l(em - 61)2
i=2 j=1
n i—1 j—1 - ji—2 l 2
SSR(5 95 S{IZERMIIG SCRVERD SIVEP S SN IERT)
=2 j=1 =0 m=l
n i—1 Vi R 2
+23 Les el (X (Ol ) — oo P Xo) )
i=2 j=1 1=0
n 1—1 j—1 -, R 2
+ XS L el (O, 1) (8, ~ ©)ej1-1.u,))
i=2 j=1 1=0
n 1—1 .
£ Lo )[4 @0 — o) uq>2)
i=2 j=1
= 4, + I,+ I, + IV,).
Nun ist
L < C3C2p—pal? 3 00 S S 0715
s,8'=0 LU'=0 m=l
m/ =l
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n—1 n
Z Z |L(€i7 €j)€j—m—s—1€j—m/—5'—1

j=(mvm’)+2i=j+1

= O,(1Nn)*Oy(n*") = Oy(n),

da fiir alle s, =0,...,gund K >0

n—1 - n—1 n
P< > Z Fprm it Do > IL(e €)ejmm—s1€jmi—s—1| > Kn2>
1,I'=0

m j=(mvm’)+2i=j5+1
m!

3 ==
||M‘

<
j=(mvm/)+2i=j+1

— —m—l—m/—l—l/ = =
Z Yo > E(lL(es €)ejm—s1€j-m—s1])

< 1 1 1
T KQA-9)p(1-p)?
ist. Weiter gilt

E(|L(eq, e2)) E(e7) — 0

n—2 n—1 n
~ — I+l
I, < CaColle—pallPIXoll* D 07 > > |L(ei ;)

LI'=0 j=1i=j+1

= Op(l/\/ﬁ)QOp(ng) = Op(n),

well fiir alle K >0

p(nz_:l Zn: |L(ei, ;)] ZKn2>

j=1i=j+1

Z Z E(|L(es, e5)])

K”2J 1i=j+1
1
< CB(Llene)) — 0

ist. Dann ist

4q ~ ~
s,8'=1

Li'=

n
> |L(eiej)eji-sej |
‘—(lvl')+1 i=j+1

= Z Op(LV/n) Op(1/n)0y(n7) = Op(n),

887

da fir K >0

n—2 ,
P @Hl Lei,ej)ej_1—sej_y_g| > Kn?
Z |L(ei, e5)€j—1-s€j-1—s|

1,I'=0 =(IVvl)+1i=j+1
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z v -
S K 2 Z ! Z Z E |L 61763 €j—1—s€j— l’—s’)
n= = =(IVI)+1 i=j+1
< L BB — 0
e e, e e
>~ K(]_ — 79)2 1,62 1 K
gilt. Schlieflich ist
n—1 n
]V < C@Heno—eoﬂ Z Z ’19 ez,ej)| = Op(n),
Jj=11i=j+1

denn fiir K > 0 ist

7 i=7+1
1 n_1—2j n
< 5,2 > E(|L(es €5)])
j=1 i=j+1
< L B(Lene)) — 0
s K1_72 €1, €2

3.120 Folgerung. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit E(|L(ey,es)|) < oo.
Dann gilt fiir alle u,w € No mit v +w > 2

k
(3.121) IIEI?<X Z Z|L €i, €5)||eni — €i*|én; — ;" = Op(n).
=k+1j=1
Beweis: Es gilt
n k
1211?2( Xk;l;w €is €j)||€ni — €il"|enj — e;]*
n 1—1
< DD NL(ei e5)|éni — el |ény — 51"
i=2 =1
n 1—1
< SN IL(er €5)l]ens — e
i=2 j=1
n 1—1
+ 303 | L(es, €5)l]n; — €5
i=2 =1
n 1—1
< (L X1 ellen e
=2 j=1
T

n utw—2
) )
=2 j=

) 221 |L(ei,e;)|]én; — ej|2> ( max |€,; — €]
n)+0y(n) Op(1) = Oy(n)

* 1<i<n
= (O
nach (3.118), (3.119) und (3.17).
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3.122 Folgerung. Sei L : R? — R eine Borelfunktion, fiir die es ein Ly > 0
und ein m € N gibt, so dass |L(x,y)| < Lo (14 |z|™ ' + |y|/™!) fir alle z,y € R
und E(|e1|™) < oo gilt, und weiter seien fiir alle ¢, 7 = 1,...,n mit ¢ # j fiir alle
n €N EZ”- € [e; N éni,€; V éy;] irgendwelche Grofen. Dann ist fiir alle u, w € Ny
mit v +w > 2

(3.123) max Z Z!L Enis Enj)|Eni — €il"|Enj — €| < Op(n)
=k+17=1

(3.124) 112?51 Z Z‘el Ehis n] Meni — eil|en; — €| < Op(n)

i=k+1j=1
(3125)  max Z Z\eg Enis Eng)||Eni — €il"]en; — €5 < Op(n).
i=k+1j=1

Wir behaupten hier nicht, dass die in (3.123)—(3.125) betrachteten Grofen Zu-
fallsvariablen sind, und kénnen dies im Allgemeinen auch nicht erwarten, da wir
es von den Argumenten e/, auch nicht gefordert hatten. Fiir uns reicht es aus,
dass man diese Grofen durch Zufallsvariablen der Ordnung O,(n) nach oben ab-
schitzen kann. Dies hat den Zweck, spater die Diskussion zu vermeiden, ob die
Zwischenstellen aus der Lagrangeschen Form des Restgliedes einer Taylorentwick-
lung als Zufallsvariablen gewdhlt werden kénnen, die wir so ohne Bedenken fiir

5{1i einsetzen konnen.
Beweis: Fiir allen € Nund 4,5 =1,...,n mit ¢ # j ist
il < el V éni| < leil V (1ni — el + lel) = les] + |éni — e,

also ist fiir alle n € N und fiir alle 2,5 = 1,...,n, ¢ # j, mit Zuhilfenahme der
C,-Ungleichung mit r =m — 1

L (i)

niy “nj

IA

Lo(1 + |l ™ + lep ™)
< L()Cm_l(l + |€i’m_1 + |€j’m_1
e — €™+ lens — e,

wobei wir beim letzten Schritt beachten, dass ohne Einschrinkung C,, | > 1
gewéhlt werden kann (und fiir m > 1 im allgemeinen auch muf), und weiter

(L el + leg DL+ e ™™ + fes ™)

< BVl VI3V eV e ")

IV Jei™ V |e;|™)
< 91+ fel™ + fes|™).

102



Es folgt fiir alle u,w € Ng mit v + w > 2

n k
max 30 S (14 el + leg DL ch)lfews — €il'lens — 1"
i=k+1j=1
n k
< 1@g§ni%1;(l +leil + lej)) LoCimr -
(LA e e e — el ™ feny — e -
“|eni — eil"|en; — ;)"
n k
S L(]Cm_l ma<x Z Z 9(1 + |€Z|m + |€j|m)|éni — 6i|u|énj — Bj’w
Isksn, G101
n k
+ LgOm_l max Z Z(]. + |€Z| + |€j|>|ém — €i|u+m_1|én]‘ — 6j|w
Isksn, S0
n k
+ LoChnoy max 37 3 (14 leif + [ej])[éns — eif"|én; — e[
Ishsn, =1
= Op(n)

nach (3.121), da E(1 + |e1|™ + |e2|™) < oo und E(1 + |e1] + |ea]) < oo. Der
abgeschitzte Term ist grofer als die in (3.123)—(3.125) betrachteten Ausdriicke.

3.126 Proposition. Unter den Voraussetzungen (3.92) (b)—(d) an die Funktion
K gilt

n k
(3127) 15225(—1 lzzk;rljz::l (K(enia enj) - K(ei7 6]))’ = Op(”)

Beweis: Nach der Taylorformel gilt fiiri,j =1,...,n
K(Cnis énj) — K(eiye5) = K'(ei,ej)(éni — €, €nj — €;)
v—1
1 w 5 A w

+ Z EK( )(61',6]‘)(6”1' — €i7€nj — ej)
w=2 :
1 () (-J i A N v

+ aK (€irEni)(Eni — €, €5 — €5)",

ni» <nj

wobei wir mit K die u-te Ableitung von K bezeichnen, K™ (e;, e;) also eine
u-fach lineare Abbildung ist, und 5{11- fir alle 4,7 = 1,...,n mit ¢ # j zwischen

én; und e; liegt. Dann ist

n k
1<r/£l<ai(_1 Z Z (K(éni> énj) — K(ei, ej))‘
- i=k+1 j=1

103



n k

= 1<hen 1 Z ZKI(gi’ej)<é"i_eiaénj—ej)
i=k+1j=1
n k )
w .
+ Z 1<k< 71 sz;rl;K €u€g (Eni — €iy Enj — e)
n k .
1;1?27};71 igng(v ni? :’l] (em‘_ei,enj —6j)v
n k
< Jdnax ST S DiK(ei ) (éni — €;)
i=k+1 j=1
n k
1<k<n 1 sz;rl]z:lD?K €i, €5)(€nj — €;)
v—1 w w n k
> Z ( ) 1<kn1 > D IDYDyT K (e e))||éns — eil"[én; — e
w=2u=0 \" " —k:+1g 1
( >1<I£3§ 1 Z Z|D?Dg_uK(6£i7€%j)||éni_€i|u|énj — e
i=k+1j=1
v—1 w v
~ e B e ()
w=2 u=0 u=0

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen unter anderem den Satz von Schwarz
benutzt haben. Diese Ausdriicke miissen nun von der Ordnung O,(n) sein, bezie-

hungsweise sich durch Zufallsvariablen der Ordnung O,(n) nach oben abschétzen

lassen.
Fiir I,, und I, gilt dies nach (3.115) und (3.116) wegen Voraussetzung (3.92) (b).
Fir I, w=2,...,v—1lund u =0,...,w, ist es nach (3.121) wegen Vorausset-

zung (3.92) (c) erfiillt. Und fiir V¥, u =0, ..., v, die selbst keine Zufallsvariablen
sein miissen, haben wir (3.123) mit (3.92) (d).
Also gilt (3.127).

3.128 Proposition. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit F(L(ey, e5)?) < oo.
Dann ist fiir alle a € (0, 1)

1 1 n k
3.129 max — L(e;,ei)(€ni —e;)| = 0,(1
3129) | me em e 3 S e ) ens =€)l = (1)
und

1 1 n k .
(3130) max oo 3 |Len ) (e — o) = 0,(1).

i=k+1 j=1
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Beweis: Zu (3.129): Durch Einsetzen von (3.7) erhalten wir

1 1 n k
ax I L €i, €j €ni — €
e]<k<n—[no] kn — k %I; | L(ei, e5)( )l
11 o & <Py
< max 1. 6176 n7u 7u
T [nel<k<n-lnel kn — k Z;HJZI J g 7> Yq

—

2
<p - ﬁn; Pmilllp) <197 e; 1— m>‘

m=l
1 1 no Kk = a
max — (€;,€; ®n7u , Ug)
[ne)<k<n—[n] kn — k l:zk;l; ! ; v
(P — Pn, Pi11X0>‘
1 1 n k i—1
max - ez, €, @n7 Ug, u
[ne]<ksn—[ne] kn —k z—zk;rl; ’ ; ot
<(@n —O)e;_1_4,uy)
L LS 5 |en (860 — e0), )
max - €i; € €no — €0/, U
ne)<k<n—[n°] kn — k i=k+1j=1 ! v '

Es ist

4 n k iy
v, < |€n0 — €0]|Ce  max Z > 9| L(es,€))]

- a+1 <k<n—
n 1<k 1 =1

= O(n_l_a)Op(") = Op(1>

nach (3.109), und

.
L CoCrllp — B0l max Z 22 0P Llei ej)lp”

nat+l 1<k<n

= O(n""") O,(1Nn) Op(n) = Op(l)

I, <

nach (3.111). Weiter ist

. - 1 1
ZZ[n S C@Z‘ﬁns_ﬁsy
s=1
q o~
=: C@Z\ﬁns—ﬂsl-vrf,

s=1

ne)<kn—ine) kn — k4
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und fir s=1,...,q gilt

1 1 n k i—lil
Ve < max | L(es, ei)|(leimi—s| — E(le ‘
WS dmex e kZZZ [L(es )] (Jeimims| — E(lea])
Ll S S S 3 e e Bl
max - €, € e
nel<ksn—fe) kn — k52 S5 7 !
n k
—1
< eV g, | > ZJL(eZ-,eJ)r(\emr— )]

Elel)
1-7 L(e,
1—19 [ <r]£1<a;< (ne] k‘n— zzk;rl;| ei,e;)|
= O(n ") 0,(n*?) + 0,(1) = o,(v/n)
nach (3.102) und (2.57). Es folgt V,, = 0,(1).
Ahnlich ist

q
I, < CeCpllp—pull Y_10sl

s=0
Ll S S )| 7 37
. max - €, €; €1 mos
ne)<ksn—te) kn — k50 5 = m:lp !
q
=: CeOpllp— pul D_ 10| - VI;
s=0
mit
4 n—liln—2
Vi < 9 —m—l1
" n1+a Z(:J m:lp
n k
LR ) Z Z|L(€i7€j)|(|€i—1—m—s|—E(|el|))’
i=(k+1) j=1
V(m+2)
E(lea])
Ay Lies,
(1—19)(1—p)[na}<rl?<ai( [ne] kn_ Z Z| €, €j)]

i=k+1j=1

= O 0, + 0,1) = o,(vn)

fir s =0,...,¢ nach (3.103) und (2.57). Es folgt I,, = 0,(1). Daher gilt (3.129).
Zu (3.130): Ahnlich wie oben ist

- i Y IL(ei e)(ény — €5)]

i=k+1 j=1

o] <kenc(ne] k1 — k

106



1 1 n k j—1

< max - 6176 ®n7u 7u
T Ino)<k<n—[ne] kn — kzzk;d; ! ; v
j—2
<p—ﬁum : ><19’ea 1— m>'
m=l
1 1 no K = a0
max - L €;, €4 @nuu y Ug) -
[ne]<k<n—[no] kn — k Z§1; ( J) l:0< ! q>
{p— Bn, Pj“Xo>\
11 o ¢ -
max - 61,6 @nau 7u
[ne]<k<n—[n] kn — k ZEI; ! g v
<(@n @)e] 1 l?uq>
. L 5~ S L)) (0760 — o).y
max = — €i, €5){Yn(€no — €p), u
[ne]<ksn—[ne] kn —k i=k+1 j=1 ’ ’ o
Wir haben
v, < 1 Colle ) v|L
e @||en0—e0||1§r£2§_lizzk;u; |L(e;, e5)]

— O, 0,m) = o1)
nach (3.110), und

jfl

n k
< a+lC®CP||P PullllXoll | max ZZ P! L(eses)lp™

OO, N Op) = o)

nach (3.112). Dann ist

1

I,

7—1

El
0

k
Z | L(ei, ej)ej-1-s|

i=k+1j=1 1=

. 1 1 "
m, < C@Z]l‘}ns—ﬁ‘s| max

s=1 ne]<k<n—[n*] kn — k

q ~
= C@Z’ﬁns _793| Vﬂga

s=1
mit

| A 219 max
notl iy Hlsksn—1

> % Iienes)l(leooad — Bllal)

i=k+1j=I+1

Elfes]) max Z Z |L(e;, e;)]

1—”[9 [ne]<k<n—| na]kn— i1 j=1

= O 0,(n*?) + 0,(1) = o,(v/n)
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fiir alle s =1,...,¢ nach (3.106) und (2.57). Dies bedeutet I = 0,(1).
Weiter ist

q
I, < CeCpllp—pull Y_ 19l

s=0
1 1 n k j_lfl Jj—2 .
. max — L(e;, e; 0, e 1 s
[ne]<k<n—[ne] kn—k Z:zk_:ugzz:l | ( ])l =0 m:lp ’ a
q
= CoCrllp—pul D_19s|- VI

s=0
und fiir alle s =0...,q
n—2n— 3

S

'(|ej_1_m_s|—E<|e1|>)]
+ E£|el|) max Z Z |L(ei, e;)|

(1_19)(1_p) [ne]<k<n— n"‘]k}n— i=k+1 j=1
= O(n %) Op(ng/z) +0,(1) = op(vn)
nach (3.107) und (2.57), also I,, = 0,(1).
Daraus folgt (3.130).

3.131 Proposition. Unter den Voraussetzungen (3.92) (a)—(d), (f) und (g) an
die Funktion K gelten fiir alle o € (0, 1)

3.132 il (€nis €nj) — €K (e, €5)] = 0p(1
013 s 3 Dot n) )| =l
und

(3.133) max Z Z!em 6m’>énj)_6jK(eiaej)| :0p(1)-

[ne]<k<n—[n%] /{n— i1 j=1

Beweis: Zu (3.132): Sei a € (0,1) und n € N. Durch Einteleskopieren und

Anwenden der Dreiecksungleiehung erhalten wir

Z Z |€nz 6m'7 én]) - eiK<€i7 ej)‘

[na]<I£<a¢§ [ne] k; n—

i=k+1j=1
n k
< [na}grllglgagi—[na l{}z k+1]:1 emaen])‘
n k
max ‘ez( (€nis €nj) — K(ei,ej))‘
[ne]<k<n—[n<] k k?z i+l j—1

= I,+1I,.
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Nach der Taylorformel ist, wobei wir wieder mit ¢/, fiir i,j = 1,...,n und i # j,

die Zwischenstellen von é,; und e; bezeichnen,

1 1 n k

I, = max —_kZZ

[ne]<k<n—[n®] kn

(éni =€) (K (ei, ¢5)

i=k+1j=1
v—1 1
+> —K(w)(ei,ej)(ém — €, Enj —€5)"
= w!
Loy iy 5 v
+ EK (gm‘a 6nj)(€m' — €is Enj — 6]') )
1 n

IA

k
> |K(eir e5)(Eni — 1)
+1j5=1

[na]<k‘<n [n] k,‘ k,‘

k

e ZZ( )m > 3 1D e

=k = eni — 62|u+1|énj_ej|wiu

n1+ Z( )1@,?24”2 > |DyDs~ “K (e, nj>|
k=l |€ni — €i|u+1|énj - 6j|viu
)+ 070, (n) + O(n"")0y(n) = 0,(1)

nach (3.129) mit (3.92) (a), nach (3.121) mit (3.92) (b) und (c), sowie (3.123)
mit (3.92) (d).

Ahnlich ist

< o1

1 1 n k

b = e B e T —k :kz;u; o K ) o = €110 = 1)
v—1 1
+ Z 61'5[((“))(61', ej)(ém’ — €5, én]’ — ej)w
w=2 '
1 NN .
+ elU!K(v)(em, Enj)(Eni — €i,€nj — €;)"
n k
= [na}ﬁr};lﬁar)f—[na k ikt =1 ’elDl 61, ej)(ém - ei)
n k
[nakf,zlff ki F 20, D DK e = )
v—1 w w n k
n1+ Z ;) <u> 1@?%1%1; le;DY Dy ™" K (e, €5)|-

Jeni — eq]® ‘enj - ej|w_u

k
) <k<X Z Z‘€ZDUD§ uK( nm 'n,j)’

oA Jeni — €il*[én; — 57"

4 X (v
+n1+az<u

109



< 0p(1) +0p(1) + O(n™ ") 0p(n) + O(n™"*)0p(n) = 0,(1)

nach (3.129) und (3.130) jeweils mit (3.92) (f), nach (3.121) mit (3.92) (g), und
nach (3.124) mit (3.92) (d). Daraus folgt die Behauptung.

Zu (3.133): Geht analog, nur unter Verwendung von (3.130) statt (3.129) und
umgekehrt, und (3.125) statt (3.124).

3.134 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (3.92) (a)—(g) an die Funktion K
gelten fiir alle o € (0, 1)

(3.135) max

[ne]<k<n—[n<]

enza en] E(elK(elaeQ))‘ = OP<1)
i=k+1j=1

(3.136) max

[ne]<k<n—[n%]

kn _ Z Zem (éni) énj) — E(62K<€1762))‘ = 0p<1)

i=k+1j5=1

3.131 max em enivén' =0.(1

( ) [n¥]<k<n—[n] k:n — K, ;1]21 | J)| p( )
313 n, nis An' — O 1 .
( ) [ne]<k<n—[n%] kn— zzk:ljz:lye J 6 € J)‘ p( )

Beweis: Zu (3.135): Fiir alle a € (0,1) ist wegen der Dreicksungleichung

]CTL — Z Zenz enlaenj E(€1K<€1762))‘

max
[n]<k<n—[ne] i=k+1 j=1

= ne]<han [no‘]]{jn— Z%}rl;‘em e"i7énj>_eiK<€i,€j>’
1 1
el Shen— e |k n —k = K(ei ) E(elK(eheQ))’
= 0p(1) +0,(1) = o0p(1)

nach (3.132) mit (3.92) (a)—(d), (f) und (g), und nach (2.59) mit (3.92) (e).

Zu (3.136): Geht mit einer entsprechenden Rechnung, nur verwenden wir am
Ende (3.133) statt (3.132), und (2.60) anstelle von (2.59).

Zu (3.137): Wieder mit der Dreiecksungleichung ist fiir alle o € (0, 1)

Z Z|€nz eniaénj)l

i=k+1j=1

Z Zlem (Enis €nj) — €K (€5, €;)]

i=k+1j=1

a.
[na]<k<7)L( [n@] k n —

< max
[ne]<k<n—[n%] k n —
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Z Z|€K61,€j

i=k+1j5=1

= op(1) + Op(1) = Op(l)

[no‘]<k<nx [n@] k? n—

nach (3.132) mit (3.92) (a)—(d), (f) und (g), und nach (2.61) mit (3.92) (e).
Zu (3.138): Geht dhnlich, nur mit (3.133) und (2.62) statt (3.132) und (2.61).

3.139 Definition. Zu der am Anfang des Kapitels gewéhlten Borelfunktion K

sel

mn:[0,1] = R,

Tn(s) :== [ns](n — / K(x,y) F*(s, dy) G*(s, dx)

[ns]

Z Z K enm eTLj

i=[ns]+1Jj=1
sowie
7z :[0,1] = R,
pa(s) i= P I, y) Bn (s, dy) G (5, )
n?

[ns]

Z Z ns pn] [TLS])Z]\”J(S) K(émv énj)'
i=[ns]+17=1
3.140 Bemerkung. In dieser Notation besagt Proposition 3.126 gerade, dass
unter den dort genannten Voraussetzungen (3.92) (b)—(d) an K

sup ‘7271(3) - Tn(5)| = Op(l/n)

s€[0,1]

gilt. (Weil fiir den Beweis hiervon aus der Folgerung 3.122 nur die Aussage (3.123)
verwendet wird, brauchte man hierfiir (3.92) (d) nur mit einer gréferen Majorante

fiir L mit Exponenten m.)

3.141 Proposition. Unter den Voraussetzungen (3.92) (a)—(g) an die Funktion
K gilt

. 1 & <
sup |F2(s) — — Li<psp(n — [ns
a0~ (0= (- 2
E(K(eq,eq)e
(3.142) —I—l{l>[ns}}[ns] ( (012 2> 1)> l>
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Beweis: Sei fiir n € N und s € [0, 1]

H(n.s) = 3(s) - ( nlz (Vacgusp (0 — ns)) 2 E2)2
1> sy 18] E(K(Zl; c2)er) ) ez) :

ahnlich wie im Beweis von Proposition 2.66. Dann ist die Behauptung (3.142)

gerade

sup [H(n, )| = o,(1/\/n).

s€[0,1]

Es gilt fiir alle o € (0,1)

sup [H(n,s)| < sup [H(n,s)[+ sup |H(n,s)|
s€(0,1] s€[0,n—1] s€[l—na—11]

+ 1CA\7l7aUC§n 100+ 11/4\71 amBn @

= L,+I,+11,+1v,.

sup [H(n, s)|
se[n"—l,lfno‘—l]
Fiir alle a € (0,1) und € > 0 ist
P(Il, > e/\/n) < P(CA,4) + P(CBya) — 0
nach (3.20) und (3.48), also gilt II,, = 0,(1/y/n ). Bei dem Term 1V, beachten wir

NV, < 17 = - sup n = [ns] <% E(K (e, e2)ea)

72 (5) — n(s) +

€j

= AnelBra o) n? 3 o
_[ng] z": E(K(e1,e2)er)
" il o Z
+ sup |7n(s) — (s,

s€[0,1]

und den ersten Summanden hiervon kann man dhnlich abschitzen wie den Aus-
druck IV}, im Beweis von Proposition 2.66, indem man statt (2.29), (2.30), (2.31),
(2.33), (2.37), (2.38), (2.39), (2.40), (2.59), (2.60), (2.61) und (2.62) nun (3.40),
(3.41), (3.42), (3.44), (3.69), (3.70), (3.71), (3.73), (3.135), (3.136), (3.137) und
(3.138) verwendet. Diese lingere Rechnung wiederholen wir hier nicht. Man er-
hilt damit und mit (3.127) fiir den zweiten Summanden, IV, = 0,(1/i/n).
Weiter ist

I, < sup ‘72121(3”"_ sup |rn(3>|
sefo,ne—1] s€[0,ne~1]
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|E(K(e1,e2)es)| n — [ns]

+ sup

O'2 se[0,ne—1] 77,2 j=1
E(K(eq,eq)e ns "
LB el
a selona—1] T i=[ns]+1
= Vo+Vi,+ VI, + VII,.

Die Summanden VI,,, VII,, und VII,, wurden schon unter gleichem Namen im Beweis

von Proposition 2.66 betrachtet, so dass nur V,, zu behandeln bleibt fiir welchen

Vi <lep. - oo—|—1§na sup |7 (s)]

s€[0,n—1]

gilt. Nun ist 1,5 - 00 < I, = 0,(1/y/n), und unter Bh.q ist unter Verwendung
der Taylorformel

sup |7 (s)]

s€[0,n—1]
[ns](n — o] o
= s AR S S ()8 K (Enis )
s€[0,n>—1] n? i=(nsl+1 =1
[ns] 1
= Sup Pnj(8) 7K (€ni, én;
s€[0,na— 1] n? |, %H; i 1+un[m]em- (Enis €nj)
nOé
< K (
= 02 0<keine] k119050 1+ Gyl z;azl (B, )
JF#i
n¢ 1
< — max = max ———— -
n 0<k<[na] k+1<i<n 1 + Ui
v—1 wu
Z Z > ( )D}‘U’DQUK(% ej)(ni =€) (Enj — €5)"
i=1 j=1"u=0 w=0
J#i
(v .
+ Z ( >Dv waK( m,éfw)(ém _ €Z>v w(em _ e])
w=0
n< 1
< — max max

n? 0<k<[n] k+1<i<n 1 + UykCni

v—1 wu [n®] "

(S5 (1) S0t DsK e i e — )

u=0 w=0 i=1 j=1 EYAS
J#i
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+2vzn:[z:]KoCm1-
= ;: . (1 + e+ 6 — e ™ + eanfl + |énj — ej‘m_l)-
. (maxlgign |éni — ei|>v>
n 1

— max max ——/—— -
n? 0<k<[ne] k+1<i<n 1 + Upkpi

v—1 u u n [n%] - A .
' (Z > (w> >0 > DYDY K (i )| max 6 — el

u=0 w=0 i=1j=1
J#i
n 1 1 v
v m— m— ~
+2 ;;KOle(l—l—\ei] + €] )(112%>51|em—ei]>
J#i

+2m—2
+ 2v+1n[na]Kgcm_1 ( lrglax ‘énz — €i|>v " )
<i<n

v—1 wu

= 0@ ) 0, X X 0pn*) 0,(1)" + 0y (0 ) O,(1)"

u=0 w=0
T O(nl-i-a) Op(l)v+2m—2>
= Op(nza_l)a

nach (3.71), (2.64) und (3.17), wobei wieder €/, fiir i,j = 1,...,n mit i # j
die Zwischenstellen aus der Taylorformel sind und wir beim vorletzten Ungleich-
heitszeichen nach dem Anwenden der Dreiecksungleichung die Ableitungen an
diesen Zwischenstellen genauso wie im Beweis von Folgerung (3.122) abgeschéitzt
haben, C,,_; wie dort die Konstante aus der C,-Ungleichung bezeichnet, und K,
aus (3.92) (d) stammt. Es folgt V,, = 0,(1/A/n) und damit auch I, = o,(1/\/n)
fiir alle a € (0, ).

Analog ist I, = 0,(1/y/n) fiir alle a € (0, Y4). Daraus folgt (3.142).
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Kapitel 4

Funktionale Grenzwertsatze fur

vnT? und /nr;

Wir betrachten in diesem Kapitel im Zusammenhang mit U-Typ-Prozessen wie
7, und 72 Verteilungskonvergenz in dem Skorohodraum D(][0, 1]), bestehend aus
der Menge aller reellwertigen, rechtsseitig stetigen Funktionen auf [0, 1] welche
an jeder Stelle linksseitige Grenzwerte in R besitzen, ausgestattet mit der Skoro-
hodmetrik s.., die fiir f, g € D(]0,1]) definiert ist als

Seo(f,g) := inf ( sup ‘f(s) —g()\(s))’ + sup ‘s — A\1(9)

ACH1 \ 50,1 5€[0,1]

):

wobei H; die Menge aller Homéomorphismen A : [0,1] — [0, 1] mit A(0) = 0
und A(1) = 1 ist. Dieser Skorohodraum wird zum Beispiel in Billingsley (1968),
Kapitel 3, beschrieben.

Im Zusammenhang mit den stochastischen Prozessen wie T}, und f,f, welche zwei-
dimensionale Argumente in [0,1] x R besitzen, betrachten wir Verteilungskon-
vergenz in dem Skorohodraum D([0,1] x R). Die Verallgemeinerung des oben
erwihnten Konzepts auf ¢-dimensionale Skorohodriaume D([0,1]?) von Funktio-
nen mit [0,1]? als Definitionsbereich mit der dazugehorigen Verallgemeinerung
der Begriffe der rechtsseitigen Stetigkeit und der linksseitigen Grenzwerte findet
sich in Neuhaus (1971). Durch die Identifizierung R <> [0, 1] mittels einer ste-
tigen, streng monoton wachsenden Funktion 7', welche —oco auf 0 und oo auf 1
abbildet, erhalten wir den Skorohodraum D([0,1] xR ). Auf R verwenden wir die
Metrik m(z,y) := |T(x)—T(y)|, und die zu D(]0, 1] xR) gehorige Skorohodmetrik
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ergibt sich dann fiir f,g € D([0,1] x R) als

Soo(f,g) == inf < sup} ’f(s,m) —g()\l(s),)\g(x))‘

M EeH,

s€[0,1
A2E€H> z€R + sup (’S—Al(S)‘\/m(xy)‘Z(x>>))7
sef0.1]
zeR

wobei H; wie oben ist, und H, die Menge aller Homéomorphismen A : R — R
mit \(—oo) = —oo und A(oo) = oo ist. Wir unterscheiden hier in der Notation
nicht zwischen beiden Skorodhodmetriken, da jeweils aus dem Kontext klar ist,
ob Funktionen mit [0,1] oder mit [0,1] x R als Definitionsbereich betrachtet
werden. Bei den hier betrachteten stochastischen Prozessen iiberlegt man sich
jeweils leicht, dass sie in den angegeben Skorohodrdumen liegen.

Statt mit der Verteilungskonvergenz in den Skorohodriumen konnte man auch
mit dem Verteilungskonvergenzkonzept von Hoffmann und Joergensen in den
Réumen von beschrinkten Funktionen ausgestattet mit der Supremumsmetrik
arbeiten, wie es in van der Vaart und Wellner (1996), Kapitel 1, beschrieben ist,
ohne dass dafiir grokere Anderungen an den Beweisen nétig wiren.

Wir setzen ab diesem Kapitel zusétzlich an K voraus, dass

1) (a) K(x,y)=—K(y,x) firallez,y e R

4.1
(b) E(E(K (e1,€)|e2)?) > 0

erfiillt sind, dass K also insbesondere antisymmetrisch ist. Es gelten natiirlich
weiterhin (2.1)—(2.4) und unsere Annahmen iiber das ARMA-Modell.

4.1 Verteilungskonvergenz unter der Hypothese

4.2 Satz. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.77 gilt

(4.3) VT, == WH i D([0,1] x R)
und
(4.4) VT, == WHsin D([0,1] x R)

wobei WHass . [0, 1] x R — R ein zweidimensionaler zentrierter Gaufprozef mit

stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion
(0,1 x R)? 3 ((s,2), (t,9)) = (s At — st)(F(z Ay) — F(a)F(y)) € R
ist.
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Beweis: Siehe Bai (1994), Abschnitt 2.

4.5 Definition. Sei firn € Nund¢=0,...,n

Xni:[0,1] xR — R,

Xni(s,x) = ;ﬁ(l{is[nsnn_nw - 1{i>[ns]}[n;]> (1{@9} — F(z) - UO(?@)
wobei F' wie immer die Verteilungsfunktion der Fehlervariablen bezeichnet.
Sei fiir n € N

K,:[0,1] xR — R,

K,(s,x) = ile'(s, x)

S (I )
~n v {ilnsl} {i>[nsl}
U(x)
-(1{@.9} () - = e)
4.6 Proposition. Seien k € N, s1,...,s, € [0,1] und zy,..., 7 € R, und sei
Kn = (Kn(slu‘rl)w"7Kn(8kaxk))7
Xnpi = (Xni(81,$1)7---,Xm(sk,xk)>
fiir alle © = 1,...,n, sowie
U(x;)U(z;
I'= ((Si/\Sj —SiSj) (F(I‘ZAI'J) —F<I‘1>F<IJ) _W)) .
o -
i,5=1,....k
Dann gilt unter (2.41)
(4.7) K, —N(0,T).

Beweis: Wegen der Zentriertheit, der Unabhéngigkeit und der identischen Ver-
teiltheit der Fehler e;, ¢ € N, stellt (X,;i)iz1,. nmen €in zeilenweise unabhéngi-
ges Dreiecksschema von zentrierten k-dimensionalen Zufallsvektoren dar, deren
Komponenten wegen der quadratischen Integrierbarkeit der Fehler ebenfalls qua-
dratisch integrierbar sind.
Es gilt K, = Y7, X,;, daher kénnen wir fiir den Beweis von (4.7) den zen-
tralen Grenzwertsatz in seiner Form fiir Vektoren benutzen. Zu zeigen sind das
Erfiilltsein der Lindebergbedingung

n

(48) ZE(HXniH21{HXM|l2Z€}) T 0 firallee>0

=1
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und der Normierungsbedingung
(4.9) > Cov(X;) — T
i=1

Zu (4.8): Esist firi=1,...,n

X *
ko1 n — [ns,] [ns;]\ 2 U(z;) \?
- *]-ins-ij_]-ins- ]> (]-e' oy — Fz;) — ’ z>
]Zln(m B — st )\ Leisayy = Flay) — —5e
1 E 2
< k:(l—i— (|€21|)|€Z|) = M(n,i),
n o

also gilt fiir alle € > 0

n

> E(1 Xl PLyx,iz2e3)

=1
n

< Y E(M(n, )1 mmize})
i=1
= nE(M(n,1)1{mm)>ey)

E(le 2
k:E<<1+ (0|21D|61|> 1{M(n,1)>6}> - 0

nach dem Satz von Lebesgue, da e; quadratisch integrierbar ist und deshalb

M (n, 1) fast sicher gegen Null konvergiert, und damit auch die Indikatorfunktion

im Erwartungswert fast sicher gegen Null konvergiert.
Zu (4.9): Wir rechnen dies elementweise nach. Seien [,I' € {1,...,k}, s := s,
t:= sy, r:=x;und y := zy, um in den Rechnungen Indizes einzusparen.

Es gilt

Ulx U
n = COV<1{61§1} — F(.CE) — 0('2)61’ 1{61§y} — F(y) — 0('2y) 61)
Ulx U
= E<<1{el<x} — F(z) - 0(2 )61) <1{e1<y} —F(y) - G(Qy)ﬁ))
Uy
= E<1{€1Sw/\y} - F(y>1{61§m} - 0(2)311{e1§x}

Pz + F@F@) + ) e,

U et + P T, T )
= Py - ) - Do



~ F(@)F(y) + F(z) F(y) + 0
U() 50+ 04 VUG

U(z)U(y)

)
0-2

= FlzAhy) - F(2)F(y) —

also fiir den [, I'-ten Eintrag einer Matrix der in (4.9) betrachteten Folge, wobei

wir zur Abkiirzung m := s At und M := s V t setzen,

Cov(Xoi(s, ), Xuilt,y))

" n — [ns] [ns] n — [nt] [nt]
= Z (1{z<[ns ) —1{i>[ns1}n> <1{i§[nt]} - —1{i>[nt1}n>77

[ns] [nt]

n — [ns|n — [nt]
+ 1{i>[n(svt)}}77

(1{z<[n sAt)]} n

n—[n(sVit)[n(sAt) )77

— Ln(san)<i<in(svo} - -

— ((sAB(1=s)(1 =)+ (1 -5V )st
—(sVt—sAt)(sAt)(1—5VH))n
= (m(1=m)(1 = M)+ (1= M)mM — (M —m)m(1 - M))n
= (m—mQ—mM+m2M+mM—mM2—mM+M2m+m2—m2M>77
= (m—-—mM)n = (sAt—st)p = Ty
Hieraus folgt (4.9).

Sei im folgenden fiir jede Funktion f aus dem Skorohodraum D([0,1] x R ) und
firo >0
wi(f) = sup sup |f(s,2) = f(t,y)

zyeR  st€[01]
m(z,y)<s |s—t|<o

der Stetigkeitsmodul von f, wobei m : R’ — R wieder die beliebige, aber fest
gewihlte Metrik auf R ist, beziiglich welcher R kompakt ist.

4.10 Proposition. Die Folge (K, )nen ist unter der Voraussetzung (2.41) C-
straff, das heifst es gilt fiir alle ¢ > 0

(4.11) lim lim sup P(Wg(Kn) > 6) = 0.

60 n—oo
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Beweis: Im folgenden schreiben wir in den Stetigkeitsmodulen aus Griinden der
Einfachheit die Argumente s und = der Funktion K(s,x) mit in das Argument
hinein und rechnen dann damit weiter, was selbstverstindlich dadurch begriindet
ist, dass man sie als Projektion auf die erste beziechungsweise zweite Komponente
eines Vektors versteht.

Wenn wir zur Abkiirzung fiir allen € Nundi=1,...,n

U(z)

o2

Hm(ﬂf) = 1{€i§$} — F(JJ) —

€;
setzen, gilt fiir alle 6 > 0

ws(Kn(s,x))

[ns]

=: wi(n,0) + wa(n,d).

Wegen

ws(n,8) ~ wi(—= 3 Hnm“(x))

i=[ns]+1
1 n—[ns]

-1 N

(
(
( |l
(

- wls: X .
1 [ns] n — [nS‘IH ( ))
= Ws5| —F= ni\T
’ V= n
1 2 — [nt) <l n — [ns]
= —= sup  sup ——Hui(y) — ), ———Hui(2)
\/ﬁ s7t€[071} x,yeﬁ ; n ; n
tfs<£5 m(@y)<d
1 " — [nd]
= — H,;
VRl B, A | )
te(=L, 4 m(z,y)<é [ns] n— [nsw
tfjié o Z n Hyi()
i=1
1 Ln—1 Fon—k
= —  max sup | LHm(y) -> z Hyi(x)
NS o — n
0<k<I<n s =
k<i<htitns "EY<



1 n — [nt]
Jrod, SR, S |2 T )
te[L, l“) m(z,y)<d [ns] ) [ns]
tfjié - s n H,;(z)
1 M — [nt] sl — [ns]
= — sup sup H,i(y) — H,;(z)
\/ﬁ st€0,1] g yeR ; n i=1 n
: 58<t5 m(z,y)<é

- ( %n— ] x)) = wi(n,?d)

ist es ausreichend, wy(n, ) zu betrachten. Es gilt

[ns]

wi(n,d) < ( Z

n_

(1{ez<w} F@)))
["S] U(m) ei)

—|—W5(

= wS(n> (5) + w4(n> 6)7

und

[ns]

wsz(n,d) < sup n — [ns] ( Z(l{e,<x} )))

s€[0,1] n

n — [ns] (]
()
n SE[O 1]

Z (Ljerey = F ))‘
( i:] (Lteuey = F )))

1 1 [ns]
(5 + ) sup ——
s€(0 1]

Z (1{61<x} F( ))'

IA

=1

Hier haben wir beim ersten Ungleichheitszeichen ausgenutzt, dass fiir alle Funk-
tionen f,g € D(R x [0,1])

(4.12) ws(fg) < sup |f(x)] ws(g) +ws(f) sup [g(z)]
2€[0,1]xR 2€[0,1]xR

gilt, was man durch Teleskopieren erhélt, und beim zweiten Ungleichheitszeichen

W5<n_ [ns]) _ W(s(n—ns—irns— [ns])

n n
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< Wé(n —nns) +W5<ns —n[ns]>

n—mns n—nt’ ns — [ns]  nt— [nt]‘
= sup — + sup -
5,t€[0,1] n 5,t€[0,1] n n
[s—t|<d |s—t|<§
1 1
< swp s—tf+ - sup |(w—[a) — (- )] = 0+
s5,t€[0,1] n zyeR n
|[s—t|<d

Nun ist der klassische sequentielle empirische Prozess [”T%](F;@q — F) verteilungs-
konvergent mit stetigem Grenzprozess (siehe hierzu Bickel und Wichura (1971),
Theorem 6, Wichura (1969), Theorem 2, und Neuhaus (1971), Proposition 3.50),

daher gilt fiir alle ¢ > 0

lim lim sup P(ws(n,d) > €)

60 n—oo

[ns]
< limlimsupP<W5< (1{el<x} ))) > ;)

510 n—oo

M

[ns]

Z (1feizay — ))‘ > ;)

—_

3 |

60 m—oo

+ lim lim sup P<<5 + ) sup
s€[0,1 1]
z€R

[ns]
< limlimsupP(W5< Z (1{6 <o} — ))) > ;)

610 n—oo

[ns]
€

+limlimsupP( 20 sup Lee<z ‘ > )
60 m—oo s€(o, 1] Z( {eise} ™ )) 2

z€R

= 0,

wobei wir beim ersten Summanden beachten, dass Verteilungskonvergenz eines
Prozesses bei stetigem Grenzprozess automatisch auch C-Straffheit bedeutet, und
beim zweiten Summanden, dass das Supremum in der Wahrscheinlichkeit auf-
grund des Stetigkeitssatzes und der Stetigkeit des Supremums des Betrages als
Abbildung von (D([0,1] x R), so) nach R verteilungskonvergent ist, und damit
folgt nach dem Portmanteau-Theorem, wenn R den Grenzprozess bezeichnet,

[ns]

limsup P| 26 sup Z (1{€Z<x} ))‘ > €
n—00 s€[0,1] 2
z€R
< P<25 sup |R(s,x)| > ) —
s€[0,1] 640
z€R

122



wegen der o-Stetigkeit von P.
Kommen wir zu wy(n,d). Wir erhalten mit einer dhnlichen Abschitzung wie sie
oben bei ws(n, J) durchgeﬁihrt wurde fiir alle § > 0 und n > 1/§

) = w5 0] (5+3) e S0

z€R
[ns] k
< |7 ( > o)+l ) g s X
“(+3) zgg!U(f? e
< P )+ gow(v) s [ e

Ble) 1

0% \/n1<k<n

Beim zweiten Schritt wurde wieder (4.12) benutzt. Es folgt fiir alle € > 0

+ 20

lim lim sup P(w4(n, 5) > 5)

610 n—oo

[ns]

< 1imlimsupP<W6( Z ) U(2|Z1|)>

60 n—oo
k 1 o’e\/n
z;el 22 E(!€1!)5+W5(U($))>

+ lim lim sup P| max
640 n—oo 1<k<n

p— 0’

beim ersten Summanden, weil der darin vorkommende Partialsummenprozess C-
straff ist, vergleiche hierfiir zum Beispiel Génkler und Stute (1977), Lemma 10.1.9,
beim zweiten Summanden wegen (2.8) und weil wegen der in Proposition 2.42
gezeigten gleichméfigen Stetigkeit von U ws(U(x)) W 0 gilt.

Damit folgt (4.11).

4.13 Proposition. Es gilt unter (2.41)

(4.14) K, % W= in D([0,1] x R),

wobei W= . [0, 1] x R — R ein zweidimensionaler zentrierter Gaufprozef mit

stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion

(10,1]xR)* 3 (s, 2), (t,)) = (sAt—st)(F(xAy) = F(x)F(y)—

ist.

123



Beweis: Folgt aus der Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen
von K, gegen diejenigen von W#"™" (Proposition 4.6) und der C-Straffheit der
Folge (K,)nen (Proposition 4.10). Vergleiche hierzu Neuhaus (1971), Abschnitt
3, Seite 1291.

4.15 Satz. Es gilt unter den Voraussetzungen (3.78) und (3.79)

(4.16) VAT =W in D([0,1] x R),

wobei W#™" der in Proposition 4.13 angegebene Gaufsprozef ist.
Beweis: Folgt mit dem Cramér-Slutzky-Argument aus (3.91) und (4.14).

4.17 Bemerkung. Aus (4.4) folgt mit dem Stetigkeitssatz fiir die vom klassi-
schen Prozess \/ﬁfn abgeleitete Teststatistik vom Kolmogorov-Smirnov-Typ die

Verteilungskonvergenzaussage

(4.18) v sup sup [T, (s, z)| == sup sup |[WHe(s, z)|.

s€[0,1] z€R " s€[0,1] zER
Da die Verteilung von stochastischen Prozessen in D([0,1] x R ) durch ihre end-
lichdimensionalen Randverteilungen festgelegt ist, gilt W*ass ~ B, (-, F(+)), wo-
bei B, : [0,1]*> = R ein zentrierter Gaufprozess mit stetigen Pfaden und Kovari-

anzfunktion
10,1)* 3 ((s,w), (t,v)) — (3 At — st) (u Av — uv) €eR
ist. Wegen der Stetigkeit von F' gilt

sup sup |[WHe(s 2)| ~ sup sup|B.(s, F(z))| = sup sup |B.(s,u),
sel0,1] zeR s€[0,1] zeR s€[0,1] uel0,1]
und damit ist klar, dass die Grenzverteilung in (4.18) nicht von der in der Pra-
xis unbekannten Verteilungsfunktion F' abhingt, also verteilungsfrei ist. Diese
Tatsache erlaubt es, aus (4.18) unmittelbar asymptotische Changepointtests zu
konstruieren, indem man die Quantile der bekannten festen Grenzverteilung als
kritische Werte benutzt, wie in Bai (1994) beschrieben.
Fiir die entsprechende von dem Prozess y/n ﬁf abgeleitete Teststatistik erhalt
man mit dem Stetigkeitssatz die (4.18) entsprechende Aussage

(4.19) v sup sup |T%(s, )| £ sup sup |[W*"" (s, x)|.
s€[0,1] z€R " s€[0,1] z€R
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Leider verschwindet bei der Grenzverteilung W*"" die Abhéngigkeit von der
Funktion F' durch Supremumsbildung nicht, denn hier erscheint in der Kovari-
anzfunktion zusétzlich noch die ebenfalls von F' abhingige Funktion U. Um den-
noch mittels (4.19) asymptotische Tests konstruieren zu kénnen, werden wir mit
einem Bootstrapverfahren erzeugte datenabhiingige kritische Werte verwenden.
Zu diesem Zweck werden wir einen entsprechenden funktionalen Grenzwertsatz

fiir einen Bootstrapprozess beweisen.

Kommen wir nun zur Verteilungskonvergenz von 72 unter der Hypothese. Auch
hier betrachten wir zunéchst den klassischen U-Typ-Prozess 7, der die Zentriert-

heit der Fehlervariablen nicht explizit beriicksichtigt.

4.20 Satz. Unter den Voraussetzungen E(K (e, e3)K(e2,e3)) < oo und (4.1)
gilt
(4.21) Vi, == VR in D([0,1]),

und wenn zusétzlich noch (3.92) (b)—(d) erfiillt sind, gilt
(4.22) Vi, == VR i D([0,1]),

wobei V*ess 2 [0,1] — R ein zentrierter Gaufprozel mit stetigen Pfaden und

Kovarianzfunktion
(0,15 (s,£) = (s At — st) E(K(er, e5) K (e2,¢3)) € R
ist.

Beweis: Fiir (4.21) siehe Csorgé und Horvath (1988), Theorem 4.1, und verwende
das Cramér-Slutzky-Argument. Die zweite Aussage (4.22) folgt mit Bemerkung
3.140 und dem Cramér-Slutzky-Argument aus (4.21).

4.23 Proposition. Fiir alle s € [0, 1] gilt unter (3.92) (a) und (4.1)

[ns]

rals) - Tj( ns) 3 B 5
SIp>

i=[ns]+1

(4.24)
E(K (e, eq |el))‘ = 0,(1/\/n).
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Beweis: Sei in diesem Beweis s € [0, 1] fest gewéhlt. Dann gilt fiir die Hajek-

Projektion 7,(s) von r,(s) auf ey,..., e,

i
3
—~
»
~—

Il
(]

E(ra(s)|e)

[TLS n

= Z ZZE (i e;)ler)

i=[ns]+1j=11=1

3‘ T
ol

[ns]

= Y Y (B(K (e e)le) + B(K (ene)ley)
i=[ns]+1 =1
[ns]
= (- ) T B e ele) +lns] > B eo)led)),

Jj=1 i=[ns]+1

da fiir 1 ¢ {4, j}
E(K (e, ¢5)|e1) = E(K(ei,e5)) =0

wegen der Antisymmetrie von K.
Diese Hajek-Projektion 7,(s) ist der fithrende Term der Hoeffding-Zerlegung von

rn(s) und als solcher unkorreliert mit dem Rest r,(s) — 7,(s), und es folgt
E(ra(s)?) = E(7n()?) + E((ra(s) = 7a(s))?),
das heilt es gilt
E((vnra(s) = Vnin(s)?) = n E(ra(s)?) = n E(a(s)?).
Aus der Annahme

(4.25) lim n E(r,(s)?) = lim n E(7,(s)?)

n—oo n—oo
folgte daher also
Vara(s) = Vnia(s) =2 0,
was wiederum

Vira(s) = v/ ia(s)] = 0,(1)

und damit die Behauptung (4.24) implizierte.

Nun ist
[ns]
nE(r,(s)?) = = (( Z > K(ey e ) >
n i=[ns]+1Jj=1
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= = > E(K(%ej)K(ei’v ei/))

1<j,§'<[ns]<i,i' <n

{a.73n{a’,5'}#0
1
= E Z E(K(ei;ej>K(ei’76j))
1<j<[ns]<i,i' <n
1£4/

_|_73 Z E(K(ei,ej)K(ei,ej/))
1<5,5'<[ns]<i<n
J#5’
1

+ peal [E:] | E(K(ei,ej)2)

= n [ns](n — [ns))(n — [ns] = DE(K (1, e5) K (e3, e3))
+n [ns]([ns] — 1)(n — [ns)) E(K (e1, e5) K (e2, €3))
+n"?[ns](n — [ns])E(K(el, 62>2)

— (3(1 —5)? 4 s%(1 — s))E(K(el, es) K (e, 63)>a

und

nE(f(s)?) = 1E<<[ns] zn: E(K(e;, eo0)|e)

3
n i=[ns]+1

[ns]

(n — [ns] ZE (€0, €; |€]>)2>
_ n_3([ns]2(n - [ns])E(E(K(€1,€2>|61> )

+ (n - [ns])[ns] E(E(K (e1, 62)|e2)2))
— (1= $)E(E(K(e1, e2) e1)?)
+ (1= )’ E(E(K (e1, 2)[e2)?)
= (s(1= 9 +5°(1 =) E(K(er, e5) K (3, €3)),
das heit, die Grenzwerte in (4.25) sind tatsichlich gleich.

4.26 Definition. Seien fir n € Nundi=1,..., n Jn, J, Yo 0 [0,1] = R,

[ns] n E(K(el 62)62>
Ja(s) = n3/2< Z ZK €;, e] Zel(l{l<[ns]} — [ns]) o2
i=[ns]+1j=1 =1
E(K(ey,e)er)
+1{l>[ns}}[n5] o2 ) )
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_]-z ns|}
- {i>lnsl}

und

J(s) = Yoi(s).

n
=1

4.27 Proposition. Seien k € N und s1,...,s; € [0, 1], und seien

J, = (Jn(sl),...,Jn(sk)),
Y, = (Ym(sl),...,Ym(sk)) firi=1,...,n,
I, o= (Ji(s1) s Jilsn)

r = ((sl As;— 3i5j> (E(K(el,eg)[((ez,eg)) - ;E(K(el,ez)@)z))

Dann gilt unter (3.92) (a) und (4.1)

(4.28) 1Jn =I5l = 0p(1)
und
(4.29) J,—»N(0,T).

Beweis: Aus (4.24) folgt (4.28), wenn wir beachten, dass das Maximum von
endlich vielen stochastischen Nullfolgen eine stochastische Nullfolge ist, und weil

wegen der Antisymmetrie von K
E(K(€1, 62)’61) = —E<K(€2, 61)’61)

und
E(K(ey,e2)e1) = —E(K(eg,e1)e1)

ist, wobei letzteres dazu fiihrt, dass alle Terme, die o2 enthalten, aus der Differenz
Jn(s) — J!(s) fiir alle s € [0, 1] herausfallen.

Kommen wir zu (4.29). Wegen J/, = > | Y,,; und weil (Y,;)i=1, nmnen €in zei-
lenweise unabhangiges Dreiecksschema von zentrierten k-dimensionalen Zufalls-

vektoren mit quadratisch integrierbaren Komponenten ist, konnen wir wieder den
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mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz benutzen um (4.29) zu beweisen.

Wegen

ei) — ;E(K(el, 62)62)62‘)2

Il < z(E(

n

< 1k(2E(K(eo, e;)

= M(n,1)

ei) 4 2014E(K(61, 62)62)262-2)

fiiri=1,...,n, gilt fir alle ¢ > 0
> E(I1Y il Py, 220)
=1

< E (M (n, i) 1{M(n,i>zs})

NE

1

-
Il

(430) = nE(M(n,)lyse)

2
= kFE (( 62,61 |€1) + 04E(K(el,62)@2)2@12)1{]\/[(”71)25})
= 0
nach dem Satz von Lebesgue, da K (e, e5) und e; quadratisch integrierbar sind,
und deshalb M (n, 1) und somit auch 1{y/(,1)><} fast sicher gegen Null konvergiert.
Diese Rechnung (4.30) zeigt gerade, dass die Lindebergbedingung erfiillt ist.

Kommen wir zur Normierungshedingung
(4.31) > Cov(Y,;) —T.

Seien zur Abkiirzung [,!" € {1,...,k}, s := s; und t := sy, und
E(K (e, eq)e
(e cey),
= BE(E(K(e1,e2)le2)?) — 2B(E(K (e1, e2) e2)ez)
E(K(€1,62)62>2

4

n = VaI(E(K(61,62)|62)—
E(K(@l,eg)eg)

+ E(ed)

— E(K(€1,€3)K(€2,€3)) — ;E(K(€1,€2)62)2.

Dann gilt

(iCov(Y,ﬂ) / ZCOV( i(8), m(t))

— (s At —st)n
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mit genau der gleichen Rechnung wie im Beweis von (4.9). Daraus folgt die Nor-
mierungsbedingung (4.31).
Es folgt die Giiltigkeit von (4.29).

Im folgenden sei

WﬁD([Ov 1])_>R7 W5<f): sup ‘f(S)—f(t”
s,t€[0,1]
[s—t/<6
der Stetigkeitsmodul zu f : [0,1] — R. Da hier wie schon bei den beiden Skoro-
hodmetriken aus dem Zusammenhang klar ist, ob Funktionen mit Argumenten
aus [0,1] oder aus [0,1] x R betrachtet werden, machen wir auch hier keinen

Unterschied in der Notation.

4.32 Proposition. Die Folge (J,)nen ist unter (3.92) (a) und (4.1) C-straff,
das heilbt es gilt
(4.33) lim lim sup P(Wg(Jn) > 6) =0

60 m—oo

fiir alle € > 0.

Beweis: Im folgenden setzen wir in J,, in dem Stetigkeitsmodul auch s ein, und
verstehen dies als die identische Abbildung des Einheitsintervalls auf sich selbst,
dhnlich wie bei Proposition 4.10.

Es gilt

W(;(Jn<8))

< wi(Vira(s))
AR (\/15 ; (1{i§[ns]}n_n[ns] — Liisns)) [7;5]> E(K (e, 62)62))

= wyi(n,d) + wy(n,d).

Nun ist der klassische U-Typ-Prozef, der im Stetigkeitsmodul wy (n, §) steht, nach
(4.21) verteilungskonvergent mit stetigem Grenzprozess, also ist er C-straff und
es gilt

lim lim sup P(wl(n, 5) > 6) =0

510 n—oo

fiir alle € > 0. Weiter ist

wa(n,d) <



+\E(K(?2,€2)€2)’W6<1 zn: s 7,)

(&
vn i=fnsl+1 "
|[E(K(e1,ez)es)]

o2

_. |E(K(€1,62)62)| wg(n 5) +

o2

wy(n, ),

und wie schon im Beweis von (4.11) ist es ausreichend, ws(n,d) zu betrachten.

Ahnlich wie im genannten Beweis erhilt man

[ns]

1
’lU3(n, 5) < W&( Z ez> ( ) 7 1%?<%L

n

k
>_eil.
=1

Diese beiden Ausdriicke wurden, bis auf einen konstanten Faktor, schon im Beweis

von (4.11) bei der Betrachtung von wy(n, §) behandelt, sodass wir

lim lim sup P(wg(n,(S) > 5) =0

60 n—oo

fiir alle £ > 0 erhalten. Nun folgt (4.33).
4.34 Proposition. Es gilt unter (3.92) (a) und (4.1)
(4.35) Jo == VT in D([0,1]),

wobei V= [0,1] — R ein zentrierter Gaufprozef mit stetigen Pfaden und

Kovarianzfunktion

0,125 (s,8) = (s At — st) (E(K(el, es)K (€2, €3)) — ;E(K((ﬁ,@)eg)z) eR

ist.

Beweis: Aus (4.28) und (4.29) folgt mit dem Cramér-Slutzky-Argument die Kon-
vergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen von .J,, gegen die entspre-
chenden Randverteilungen von V*™" und zusammen mit der C-Straffheit (4.33)
folgt daraus (4.35).

4.36 Satz. Es gilt unter den Voraussetzungen (3.92) und (4.1)

(4.37) Vi =5 Vi D([0,1)),

wobel V#"" der oben genannte GauRprozef ist.

Beweis: Folgt mit dem Cramér-Slutzky-Argument aus (4.35) und (3.142).
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4.38 Bemerkung. Die Grenzprozesse V% aus (4.22) und V*"" aus (4.37)

sind Brownsche Briicken mit den Skalenfaktoren

1/2

vklass — E(K(€17 63)K(€2, 63))1/2 = E(E(K(el, 62)’62)2)
beziehungsweise

pFentr . (E(K(eb(fs)[((eg,eg))_E(K(€17€2)e2)2/02)1/2

1/2

= (B(E(K (e elen)?) - E(B(K e e)leaen) /0%)

welche in der Praxis meist unbekannt sind. Manchmal ist kann ein solcher Ska-
lenfaktor bekannt sein, zum Beispiel weil fiir den Kern K(x,y) = 1{z5y) — Liz<y
bei stetigen Verteilungen v*%%* = 1/3/3 gilt (siche Ferger (1994b), Seite 146), im
allgemeinen wird ist dies jedoch nicht der Fall sein, besonders bei v*™".

Fiir die von dem klassischen Prozess \/n 7, abgeleitete Statistik von Kolmogorov-
Smirnov-Typ erhilt man mit dem Stetigkeitssatz aus (4.22) die Verteilungskon-
vergenzaussage

(4.39) v sup |fa(s)] > sup [VHU(s)|  ~ oM sup |B(s)],
s€[0,1] n s€[0,1] s€[0,1]

wobei wir mit B° eine Brownsche Briicke bezeichnen. Natiirlich hdngt damit
auch hier wieder der Grenzprozess im allgemeinen iiber den Skalenfaktor v*ass
von der in der Praxis unbekannten Verteilung der Fehler e; ab, so dass wir aus
(4.39) nicht unmittelbar asymptotische Changepointtests konstruieren kénnen.
Gleiches gilt fiir die von dem zentrierten Prozess \/n7Z abgeleitete Statistik von
Kolmogorov-Smirnov-Typ, fiir die man aus (4.37)
(4.40) /n sup [#5(s)]  —>  sup [VF(s)] ~w* ™ sup [B°(s)]:

s€[0,1] n s€[0,1] s€[0,1]
erhalt.
Analog zu den Ideen aus Abschnitt 2.2 von Ferger (1991), wo ein dhnlicher Test
vom U-Typ fiir den Fall unabhéngiger und identisch verteilter Beobachtungen
ohne Zentriertheit konstruiert wird, kann man aufgrund der Tatsache, dass nur
die Vorfaktoren der Grenzverteilungen in (4.39) und (4.40) von der in der Pra-
xis unbekannten Verteilung der Fehler abhingen und die Verteilungsfunktion
des Supremums einer Brownschen Briicke, die Kolmogorovverteilung, bekannt
ist, mithilfe von geeigneten Schétzern fiir diese Vorfaktoren und einem Cramér-

Slutzky-Argument kritische Werte fiir asymptotische Changepointtests mit den
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Teststatistiken \/n sup,e( 1 [7n ()] und \/nsup,eo 1y |77 (s)| erhalten.

Wir werden aber auch fiir diese U-Typ-Prozesse zusétzlich entsprechende Boot-
strapprozesse betrachten, da wir fiir den Beweis der Konsistenz des Bootstraps
groke Teile einerseits aus den Beweisen fiir die Konsistenz der Schétzer fiir die
Vorfaktoren der Grenzprozesse V™" und V*25 und andererseits aus den Bewei-

sen fiir die Konsistenz des Bootstraps fiir den Prozess y/nT? verwenden kiénnen.

4.2 Verteilungskonvergenz unter benachbarten

Alternativen

Um die Testgiite beurteilen zu kénnen, méchten wir nun Verteilungskonvergenz-
aussagen wie im vorigen Abschnitt auch unter speziellen benachbarten Alterna-
tiven herleiten. Fiir zwei Folgen (P,)nen und (Qy)nen von Wahrscheinlichkeits-
mafen, welche auf einer gemeinsamen Folge (X,,, A, )nen von messbaren Ridumen
definiert sind, versteht man unter ,benachbart“ bekanntlich folgendes:

Die Folge (Qn)nen heift benachbart zu (P, ),en, falls fiir jede Folge (A, )nen
von Ereignissen mit A, € A, fiir alle n € N, fiir die P,(A,) T>0 gilt, auch
Qn(4,) — 0 gilt.

Da wir nun mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsmafken arbeiten miissen,
verwenden wir bei Landausymbolen die iibliche Kurzschreibweise um anzugeben,
welche Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen gemeint ist, zum Beispiel 0,(1; @)
fiir ,,0,(1) unter der Folge (@, )nen”. Falls wir diese Angabe weglassen, ist wie
schon in den vorigen Kapiteln auch unser Wahrscheinlichkeitsmaf P gemeint.
Ebenso bezeichne Ep einen unter P, ausgerechneten Erwartungswert.

Es folgen zwei in diesem Zusammenhang niitzliche Propositionen:

4.41 Proposition. Fiir zwei Folgen (P,),ex und (@,)nen von Wahrscheinlich-

keitsmafen auf (X, A, )nen sind dquivalent:
1. (Qn)nen ist benachbart zu (P,)nen

2. Fiir alle Folgen (X,,),en von Zufallsvariablen X, : &, — R, fiir die X, =
0p(1; P,) gilt, gilt auch X, = 0,(1; Q»)

3. Gilt dQ,,/dP,, % Y unter P,, fiir eine Teilfolge (ny)ren der natiirlichen
Zahlen und eine Zufallsvariable Y, so ist E(Y) = 1 (hier ist dQ,,/dP, :=
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d@n/dPn der Likelihoodquotient von P, und @,,, und @n der beziiglich P,
absolutstetige Anteil von Q).

Beweis: Siehe zum Beispiel van der Vaart (1998), Lemma 6.4.

4.42 Proposition. Seien (P,)nen und (Qn)nen zwei Folgen von Wahrscheinlich-
keitsmaken auf den messbaren Rdumen (X, A, )nen, und sei (@, ),en benachbart
zu (P,)nen-

Dann gibt es zu jedem € > 0 ein d(¢) > 0, so dass gilt:

Ist (An)nen eine Folge von Ereignissen mit A, € A, fir alle n € N und ist
P,(A,) < d(¢) fiir alle bis auf endlich viele n € N, so gilt @,,(A4,) < ¢ fiir alle bis
auf endlich viele n € N.

Beweis: Dies stammt aus Jureckova (1969). Fiir eine Ausarbeitung in genau der

angegebenen Form, siehe Hormann (2007), Lemma 4.6.

Bisher hatten wir an Grundvoraussetzungen iiber die Abhangigkeit der Zufalls-

variablen
o (e;—q)ien sind unabhingige Zufallsvariablen
o Xi_,,..., X sind irgendwelche Zufallsvariablen
® €hi_g,---,Eno sind irgendwelche Zufallsvariablen,

sowie verschiedene Annahmen iiber ihre Verteilungen, wie zum Beispiel quadra-
tische Integrierbarkeit.

Im folgenden setzen wir zuséitzlich voraus, dass

o Xi_,,..., Xy unabhéngig von e;,...,e,,... sind
e die Residuenstartwerte €,1_g, ..., €yo deterministische Funktionen der Zu-
fallsvariablen X;_,, ..., Xound e;_g, ..., e, sind (was insbesondere der Fall

ist, wenn sie Funktionen der in der Praxis beobachtbaren Zufallsvariablen
Xip, ..., X, sind).

Wir halten nun noch einmal die weiteren Grundvoraussetzungen fest:

e Xi ,,..., X sind fest gewiihlte Zufallsvariablen mit F(X?) < oo fiir i =
1—mp,...,0,
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e fiir eine nach der Verteilungsfunktion F' verteilte Zufallsvariable e; gilt
E(e;) =0, E(ef) > 0 und F(e?loglog(3 + |ei])) < oo

Unter der Hypothese gilt

Hy: ei_q,...,e, haben Verteilungsfunktion F'.

Unter der Folge H, , von Alternativen werden e;_g, ..., e, ersetzt durch Zufalls-
variablen eﬁ;]", o ,eﬁh’", fiir die es ein A € (0,1) gibt mit
H1 s Hl n . .
Hin: e—), ..., €] haben Verteilungsfunktion F,

eg;]’jrl, ..., et haben Verteilungsfunktion G, G, # F,
welche, wie ej_g, ..., e, auch, untereinander und von X;_,, ..., Xy unabhéngig
sind. Die Folge (e;_,)ien von identisch verteilten Zufallsvariablen wird also durch

. . H
ein Dreiecksschema (€; """ )iz1—q... nmen €rsetzt.

. . H n H n
Indem man fiir alle n € N diese Ersetzung (e1—q,...,€,) — (e, ..., en ") voI-
nimmt, erhélt man zu allen Grofen wie €,1-¢g, ..., €n0, P, -« -5 Prp> Unis - - -, Ung,
€nls- - - e,m,T K, 7z, J,,J! ihre Entsprechungen unter der Alternativenfolge

(Hyn)nen- Wir bezeichnen diese neuen Zufallsvariablen jeweils mit demselben

13

o s 1 . . WH
Symbol mit einem zusétzlichen oberen Index ,H;,“ also zum Beispiel é,,""

AH = H
1 n ,lgnql n’ Tﬁz 1,n und TZHl n
Zur Abkiirzung setzen wir fiir alle n € N P, := Px,  _ xge1 e, Und Qp :=

. o Hin Es handelt sich hierbei jeweils um Bildmafke auf dem-
1—ps-<%0,€q _ q “En

selben messbaren Raum (R™™*9 By, ), und aus Griinden der Ubersichtlich-
keit bezeichnen wir die Projektionen auf die Komponenten von R™*¢ nicht
mit 7y, ..., Tpypiq, sSOndern mit mx, ..., 7Tx, ey or-- -5 Te,, also jeweils mit
dem Namen der ihnen entsprechenden Zufallsvariable. Halten wir uns an die-
ser Stelle noch einmal vor Augen, dass X _p,...,Xo,e1_g, ..., e, simtliche Zu-
fallsvariablen sind, die unter Hj in unser Modell eingehen, alles andere sind
deterministische Funktionen dieser Zufallsvariablen. Damit ist klar, dass wir in
der Definition der Parameterschitzer, der Residuen und Teststatistiken die Zu-
fallsvariablen X;_,,..., Xo,e1_g,..., e, dhnlich wie oben durch die Projektio-
NN X, -+ TXgy Wey_gs - - - » Te,, €T8€Ezen konnen, und damit Zufallsvariablen auf

n+p+q *
dem messbaren Raum (R Bn tptg

einem zusétzlichen oberen Index ,, 7 kennzeichnen, also zum Beispiel €, p/; und
P
T,

) erhalten, die wir zur Unterscheidung mit
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Es gilt also nun zum Beispiel

77— ol = O(INm P fiiwr =1,...,p,

da unter P, die Zufallsvariable p[ fiir r = 1,...,p dieselbe Verteilung besitzt
wie P, unter P, da (mx,_,,...,Txy Te,_,»- -5 Te,) unter B, dieselbe Verteilung
besitzt wie (Xi_p, ..., Xo,€1-¢;--.,€,) unter P.

Nun benétigen wir noch eine Bedingung, die sicherstellt dass (H ,)nen tatséch-
lich eine Folge von zu Hy benachbarten Alternativen ist. Daher setzen wir noch
zusatzlich voraus, dass die Verteilungsfunktion F' eine Dichte f und fiir alle n € N
die Verteilungsfunktion G,, eine Dichte g, besitzt, so dass eine Borelfunktion
h: R — R existiert mit

@) [ (Vg2 = f@)) -
4.44 Proposition. Unter (4.43) gelten
(445) E<h<€1)2) = EP1(h(7T€1)2) < 00, E(h(el)) = EPl(h(ﬂ-ﬁ)) =0

1 122
QM@ﬂ@/)dx770

S g dn(m) (L sn A
(4.46) i:[)\zn:Hl & f(ﬂ-ei> (\/ﬁi:[)\zvm%Jrl ( Z) 2 ( ( ) ))
= 0p(1; P)

und .
(147) = Y hr) 5 N(0.(1- NEn (h(r,)?) unter B,

\/ﬁ i=[An]+1
Beweis: Siehe van der Vaart und Wellner (1996), Lemma 3.10.11, Lemma 3.10.16
und Example 3.10.18.

Wir iiberzeugen uns nun, dass unter dieser Bedingung (4.43) die hier betrachtete
Folge (Q)nen mit den Startwerten tatséchlich benachbart zu der Folge (P,)nen
ist.

4.48 Proposition. Die Folge (Q,)nen ist benachbart zu (P,)nen, und fiir den
log-Likelihood-Quotienten L, gilt unter P,

L, = log

(4.49) - zn: log gn(e.)
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Beweis: Seien A;_,,...,A¢, Bi_q, ..., B, € B* Elemente der Borelsigmaalgebra
iber R. Fiir i = [An] + 1,...,n ist, wenn wir mit A\; das Lebesguemak auf den

reellen Zahlen bezeichnen,

QureB) = [ dQon = [ goan = [ Zfan
B; : Ie: f
9n -1 _ gn(ﬂ—ez Te;)
/BifdPnoWei = /{mEB}f(We /{WeeB}f P,
also gilt
0 n
(N tm €430 ) {r € B3)
Jj=1-p i=1—q
0 n
= Qn < ﬂ {rx, € A;} N ﬂ (., GB})-HQTL(WQEBZ-)
j=l-p i=1—q =1
0
= 2 ) e adn () (e Bl).
j=1-p i=l—q
(An] n
M P(reeB) I Quln. €B)
=1 i=[An]+1

= 1 0 0 dP, -
t/m [W {WXjEAj} M r] ﬁwiEBi}
=1

j=1-p i=1—p

[An]

H/l{m eB}dP H / {WQEB} f el)) dP,

i=[An]+1

1 o "
/ :O {ﬂXjeAj} O:O {me GB} i=[\n]+1 f(ﬂ-ei)

j=1-p i P

_ /O . gn(ﬂ—ei) dpn
N {mx;€4;3 0 () {7e;€Bi} j—[nn]+1 fme,)

j=1—p i=1—p

Da ein Integral iiber eine nichtnegative Funktion ein Mafs in seinem Integrations-
bereich ist und {x!F"B; : B; € B* fiiri =1,...,n+p+q} ein durchschnitt-
stabiler Erzeuger der n 4 p 4 ¢g-dimensionalen Bore181gmaalgebra B +ptq 18T, folgt
mit dem Mafkeindeutigkeitssatz, dass [T;_(y,)11 n(7e,;)/ f(7e;) eine Dichte von @,
beziiglich P, ist. Hieraus folgt die erste Gleichheit in (4.49).
Die zweite Gleichheit in (4.49) erhalten wir aus (4.46).
Mit dem Cramér-Slutzky-Argument, (4.47) und dem Stetigkeitssatz folgt aus
(4.49)

1—A

fig: % exp (N( - TEP1 (h(ﬂ—til)2>7 (1 - /\)EP1 (h(ﬂel)2))> unter Pn.
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Fiir den Erwartungswert einer log-Normalverteilung gilt

E(exp (N(,0)) ) = exply + 0/2),

also

E(exp (~(- 1;)\Epl(h(7rel)2), (1- )\)Epl(h(wel)Q)))> — exp(0) = 1.

Damit folgt aus Proposition 4.41, 3. = 1., dass (Q,)nen benachbart zu (P,),en

ist.

Nachdem wir nun festgestellt haben, dass die hier betrachteten Folgen von Alter-
nativen tatsachlich zu der Hypothese Hy benachbart sind, mochten wir das ,Le
Camsche dritte Lemma‘“ benutzen, um sehr einfach Grenzwertsétze unter diesen

Folgen von Alternativen zu erhalten:

4.50 Proposition. Seien (P,),en und (Q,)nen Folgen von Wahrscheinlichkeits-
mafen auf messbaren Riumen (X, A, )nen, und Y, : X, — R? fiir alle n € N
und ein festes d € N Zufallsvektoren, fiir die gilt

e, A
Ci) % Nd+1<(_§az)7(£t 52>) unter P,

P,
wobei p, € € RY, A € R und 32 € [0, c0) sind.
Dann gilt

(Yn, log

Y., % Nd(u+£,A) unter @,.
Beweis: Siehe zum Beispiel van der Vaart (1998), Example 6.7.

4.51 Proposition. Seien k € N, s1,...,s, € [0,1] und z1,...,7; € R. Seien
firn e N

r = <(sZ Nsj— sisj) <F(xZ Nzj)— F(x;)F(z;) — U(x,i(j(@))) :
i,j=1,....k
E(h(ey)e
¢ — (()\si —AAs) (E(h(el)l{elgxi}) _ WU@))
i=1,..k
und
K, = (KZ{(Sl, x1),. .. ,Kg(sk,mk)),

wobei K] das K, aus Definition 4.5 mit den durch die Projektionen ., , ..., 7,

ersetzten Fehlervariablen ist. Dann gilt unter (2.41)

(4.52) K % N(E,T) unter Q.
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Beweis: Wir verwenden Proposition 4.50. Daher ist es hinreichend,

0 r
(4.53) K/ := (KT, L,) % Ni41 (( 1 ) : ( ¢ 52 )) unter P,,
2

0=(0,...,0) € R¥, fiir ein &> € [0, 00) zu zeigen.
Zu (4.53): Aufgrund von (4.49) ist

n

1
K = (X;z‘(slaﬁ),---»X;i(shxk)’1 An ih(ﬂei))
; Jn {[n]<i}

+ (o, 0 _;(1 _ A)Epl(h(wel)2)> +0,(1; Py,

und der erste Ausdruck auf der rechten Seite ist unter P, eine Summe zentrier-
ter, unabhéngiger Zufallsvektoren mit quadratisch integrierbaren Komponenten,
beachte dazu (4.45). Wir verwenden den mehrdimensionalen zentralen Grenz-
wertsatz um die Verteilungskonvergenz nachzuweisen, dhnlich wie im Beweis von
Proposition 4.6.

Fiir die Lindebergbedingung beachten wir, dass fiirn € Nund i =1,...,n

I

H (Xgi(slﬂ 1), Xoi(Sk, ), \jﬁl{[)\n}<i}h(ﬂ-ei))

< L 2 ) hn) = M)

n
ist, und mit dieser beziiglich P, integrierbaren oberen Schranke folgt die Linde-
bergbedingung genau wie im Beweis von Proposition 4.6.

Die Normierungsbedingung rechnen wir wieder elementweise nach. Aufgrund von
(4.7) und der Tatsache, das die dort betrachteten Eintrige der Matrizen unter P
dieselbe Verteilungen besitzen wie die entsprechenden Eintrdge der hier betrach-
teten Matrizen unter P,, brauchen wir nur noch die letzte Zeile und Spalte der
Kovarianzmatrix aus der Grenzverteilung in (4.53) zu betrachten, also £ und 2.

Fir j =1,...,k ist unter P,

n 1
C (X”A 2 ——Linenh )
; ovp, | X7i(s;, ;) 77 L) (Tre,)

_ (1 [ns;] — [nA]n —[ns;] — n—[n(AV s;)] [ns]
(A<} n n n n

(B, (e Liry<ap) = Fay) B, (b)) —
— (Lpeay(s5 = NI = 5;) = (1= AV 5))s;) -

. (E(h(61)1{61<xj}) - EWMU(x]))
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weil 7, unter P, dieselbe Verteilung besitzt wie e; unter P und wegen E(h(e1)) =
0 nach (4.45). Wenn wir M; := AV s; und m; := A A s; setzen, haben wir

Loesp(s; = A1 —s5) = (1 = AV s5)s
= (MJ—A)(].—SJ>—(1—M])8] = Mj—)\—Mij+/\Sj—5j+Mij
= Mj—()\+8j)+)\8j = —mj—i—)\sj = )\Sj—)\/\Sj.

Damit erhilt man die behaupteten Elemente aus &.

Fiir a2 beachten wir
n 1 1
C — Aptenh (7 ), —= 1 en B (T,
; OVPn<\/ﬁ (pag<iyh(me,) (Pl (m))
n — |[\n
= 2P e ) — (1= NE((er)?),

n

was mit dem oben in der Zerlegung von K/™ im Erwartungswertvektor erhaltenen
o2 {ibereinstimmt.

Mit dem zentralen Grenzwertsatz und dem Cramér-Slutzky-Argument folgt also
(4.53).

4.54 Proposition. Seien k € N und s1,...,s; € [0, 1] und sei fir n € N
Ino= (J5s1) 0 i sn)),s
7= (7 (s1) o I (k)

sowie

= ((51 NSsj— sisj)(E(K(eb e3) K (ea, 63)) -

-----

und
£ = (()\si —ANS;):
-<E(K(61,62)h(62)) _

o2

E(K(el,62)62)E(h(@1)61)>> .

Dann gilt unter (3.92) (a) und (4.1)

(4.55) 197 = I3l = 0p(1; Qn)
und
(4.56) J7 5 N(&T) unter Q.

140



Beweis: Die Behauptung (4.55) folgt wegen der Benachbartheit von der Folge
(@Qn)nen 2u (P,)nen mit Proposition 4.41, 1. = 2., aus (4.28).

Und (4.56) folgt genau wie im Beweis der vorigen Proposition mit dem Le Cam-
schen dritten Lemma 4.50 aus einem modifizierten Beweis von (4.29):

Die Erfiilltheit der Lindebergbedingung fiir einen um die Entwicklung des log-
Likelihoodquotienten L, ergidnzten Zufallsvektor J'™ ist dhnlich einfach wie im
Beweis von (4.53) iiberpriifbar, indem nun in der obere Schranke M (n,i) aus
dem Beweis von (4.29) (in welcher e; durch 7., und der bedingte Erwartungswert
E(K(eg,e;)|e;) durch Ep,(K(me,, Te,)|Te, = - )oTe, ersetzt wurde) ein zusétzlicher
Summand n~th(n,,)? eingefiigt wird.

Fiir die Normierungsbedingung begniigen wir uns an dieser Stelle mit den im Le
Camschen dritten Lemma fiir die Erwartungswertverschiebung verantwortlichen
Elementen von &, da die iibrigen Eintrage des Grenzwerts der Kovarianzmatrizen
schon in (4.29) beziehungsweise (4.53) bestimmt wurden.

Fir j=1,...,k gilt fiir n > 2

" 1 n — [ns;] [ns;]
;COVPn(ﬁ(l{K[nsj]}n I LT e )
E(K
(BB (e, ey = ) 01, — et a)ea) -y
o
1

1{i>[nx1}h(7fe,;)>

NG
_ (1{A<s_}[nsj] — [P\ n—[ns;]  n—[n(V s [nsj]) |

-(E(K(el, e2)h(es)) —
— (Lpey (s = V= 5) = (1= AV 5)s;) -

(Bl ereh(en)) - 222
E(K(@l, 62)62)

o2

E(K(@l, 62)62)

E(h(er)en))

E(h(el)el)>
E(h(el)el)),

— (s, —AAs) (E(K(el, ex)h(es)) —

wobei die letzte Gleichheit mit exakt der gleichen Rechnung wie im vorigen Beweis
folgt.

4.57 Proposition. Es gilt unter (2.41)

(4.58) lim sup Q, (w5 (KJ) > €) 7 0 firallee >0

n—oo
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und unter (3.92) (a) und (4.1)

(4.59) lim sup @, (W(;(Jg) > e) i 0 fiir alle e > 0.

n—oo

Beweis: Zu (4.58): Da die linke Seite in (4.58) monoton wachsend in 9§ ist, geniigt

es fiir alle £, > 0 ein 9 > 0 zu finden, so dass

(4.60) lim sup @, (W(;(K::) > 6) <é

n—o0

ist. Sei 0(€) zu € wie in Proposition 4.42. Wegen (4.11) gibt es nun ein 6 > 0 mit
Pn(w(;(Kf{) > 5) = P(W(;(Kn) > g) < 4(¢) fiir alle groken n € N.
Daher folgt mit Proposition 4.42
Qn(w(;(Kn) > 5) < & fiir alle groken n € N.

Hieraus folgt (4.60).
Zu (4.59): Geht analog unter Verwendung von (4.33) anstelle von (4.11).

4.61 Proposition. Es gilt unter (2.41)

(4.62) K %) W in D([0,1] x R) unter Q,,
und unter (3.92) (a) und (4.1)

(4.63) JT =5V in D([0,1]) unter Q,

wobei W™ ein zweidimensionaler Gaufiprozef mit stetigen Pfaden, Kovarianz-

funktion

(0,1]xR)? 3 ((s,2), (t,y)) = (sAt—st) (F(x/\y)—F(x)F(y)_U(x)U(y)

o2

) em
und Erwartungswertfunktion

AUCTALCIP

ist, und V7" ein Gaukprozef mit stetigen Pfaden, Kovarianzfunktion

[0,1] xR > (s,2) — ()\S —AA 8) <E(h(el)1{€1§x}) —

g

0,125 (s,8) > (s 71— st) (BOK (er,0) K (e2,€3)) — ;E(K(el,@)@y) €R

und Erwartungswertfunktion

[0,1] 55— ()\S —AA s) (E(K(el, es)h(es)) — E(K (e, 62)62)E(h(€1)61)) cR.

o2
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Beweis: Aus der Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen (4.52)
und der C-Straftheit (4.58) folgt (4.62).

Aus (4.56) folgt mit (4.55) und dem Cramér-Slutzky-Argument die Konvergenz
der endlichdimensionalen Randverteilungen von (J7),en gegen die endsprechen-
den Randverteilungen von V7™ unter (@, )nen. Zusammen mit der C-Straffheit
(4.59) folgt daraus (4.63).

4.64 Proposition. Es gelten unter den Voraussetzungen (3.78) und (3.79)
(4.65) VT S et in D([0,1] x R),
und unter (3.92) und (4.1)

(4.66) Va2t Ly et in Do, 1)).

Beweis: Zu (4.65): Wegen

VT unter P~ /nT?" unter Q,
ist es hinreichend
(4.67) VnT?" % WM in D([0,1] x R) unter Q,,
zu beweisen. Nach (3.91) gilt

sup sup |v/n T (s, ) — K7 (s,2)| = 0,(1; P),
s€[0,1] z€ER

weil fiir alle n € N die dort betrachteten Zufallsvariablen unter P diesselben
Verteilungen besitzen wie die eben betrachteten unter F,, und wegen der Be-
nachbartheit von (Q,)nen zu (P,)nen folgt daraus

sup sup Vi T (s, 2) = K (s,2)| = 0,(1; Q).
s€[0,1] z€ER

Damit folgt (4.67) mit dem Cramér-Slutzky-Argument aus (4.62).
Zu (4.66): Geht genauso, nur unter Verwendung von (3.142) statt (3.91) und
(4.63) anstelle von (4.62).

4.68 Proposition. Es gelten unter den Voraussetzungen (3.78) und (3.79)
(4.69) VT S Wi in D([0,1] x R),
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und unter (3.92) und (4.1)
(4.70) Vit v i p(o,1))
wobei WHas ein GauRprozess mit stetigen Pfaden, Kovarianzfunktion
([0,1] x R)*3 ((s,2), (t,9)) = (s At —st)(Flz Ay) — F(x)F(y)) € R

und Erwartungswertfunktion

[0,1] xR > (s,2) — ()\s —AA 8)E(h(€1)1{el§w}) € R,
ist, und V¥ ein GauprozeR mit stetigen Pfaden, Kovarianzfunktion

(0,1]° 3 (s,1) — (s ANt — Si&)E(K(el, e3) K (eq, 63)) eR
und Erwartungswertfunktion

[0,1] > s +— ()\s —AA S)E(K(el, 62)h(62)) eR

ist.

Beweis: Fiir (4.69) vergleiche Szyszkowicz (1994), Korollar 5.2, in Verbindung
mit dem Resultat (3.89) aus der Arbeit von Bai (1994) unter benachbarten Al-
ternativen.

Die Aussage (4.70) ldsst sich dhnlich beweisen wie die fiir den Prozess \/ﬁffLHl’”.
Tatsdchlich sind die Prozesse in (4.70) sogar leichter zu behandeln, da ihre ent-
sprechenden Prozesse unter der Hypothese,\/n7,, jeweils die gleichen stochasti-
schen Entwicklungen besitzen wie y/n7Z, nur mit je einen Term weniger, und
zwar fehlen immer die Summanden die o2 enthalten. Wir fiihren dies hier nicht

weiter aus.
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Kapitel 5

Konsistente Schatzer fur die

Skalenfaktoren der Grenzprozesse
Vklass und 1/ zentr

Sei in diesem Kapitel K : R> — R eine Funktion, fiir die es ein v € N gibt mit
v > 2, so dass K v-mal stetig differenzierbar ist und die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(a) FE(K(ep,ez)?) < oo

(b) E(DYDYK (e, e9)?) < oo fiir alle u,w € Nogmit 1 <u+w <v—1

(5.1) (c) es gibt ein Ky > 0 und ein m € N mit E(e?™) < oo,

sodass fiir alle u, w € Ny mit u + w = v gilt:
|DYDYK (z,y)] < Ko(1+ |z|™ + |y|™) fiir alle z,y € R.

Die Bedingung (5.1) (a) entspricht (3.92) (a) und im Fall v + w = 1 hat (5.1)
(b) ihre Entsprechung in (3.92) (b), aber (5.1) (b) fiir u +w > 1 sowie (5.1) (c)
folgen im allgemeinen nicht aus (3.92) sondern sind stérker als die entsprechenden
Bedingungen (3.92) (¢) und (d).

Wir verwenden wieder die Residuen é,;, i = 1,...,n,n € N, als Schitzwerte fiir

die Fehlervariablen e;, i € N, so wie sie in (3.5) definiert wurden.

5.2 Proposition. Sei L : R*> — R eine Borelfunktion mit E(|L(e;, es)]) < oo.
Dann gilt
(53) Z Z ‘L(Bi, 6j)<ém' — 61')

i=1j=1
J#i

= Op(ng/Q)'
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Beweis: Sei L wie oben. Wir zeigen zunéchst: Falls {$, L} = {IN, Ny} ist, so gilt
fir alle s € :

(5.4) <n2 ZZ]L €5, €})€i1—s

=1 75=1
J#

) erfiillt (3.93),
lelL,neN

wobei wir wieder aus technischer Bequemlichkeit (e;);c7 als unbhéngig und iden-
tisch verteilt annehmen mit dem erweiterten Indexbereich 7Z.
Zu (5.4): Weil fiir alle s € S und [ € L.

n2 ZZ‘L ezaej €i-l—s

i=1j=1

J#Z
1 n
- 5 Z ‘L 6176] €i—l—s| T ) Z ‘L(eiaei—l—s)ei—l—s
n =l N imits+1
1#7,JF1—
. ls l,s
= It En

ist, ist es nach (3.96) fiir (5.4) hinreichend, daf (I%*)er nex und (I1%)1cr, nen fiir
alle s € 3 die Bedingung (3.93) erfiillen.
Fiir alle s € 5,1 € ., n € N und K > 0 ist nach der Markovungleichung

P(I*> K) = P(an |L(eirej)eits| > Kn2>
i1
< HZZEQ ez,e] 6115)
1#31# l—s

1
< =B(Lere))B(lal),

sowie
P(Iy > K) < P<' gjﬂ PR, R \/En>
< e S (L el )
< A S E(Lene ) P E(e)

n =1

B(|L(er,e2)]) " E(jes]) .

.
Il

S5
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Also gilt (5.4).
Aus (5.4) folgt mit (3.99) fiir alle @ € (0,1) und s € N

n—1
(55) Zal ZZ‘L e’ue] €i—l—s
=0 i=1j=1
J#i

= 0,(1),

beziehungsweise mit (3.98) und (3.99) fiir alle a,b € (0,1) und s € Ny

(5.6) Z me ln2ZZ‘L i €5)ei-m—s-1| = Op(1).

=0 m=l =1 j=1
J#i
Nach (3.7) ist
1 n n
n2 Z Z ’L(ela 6])(€m - ez)
i=1j=1
J#i
L s~y 6 v l /
< 722 L(ei,e;) Y (©,ug,uy) Y (p— pn, P" up)(ﬂ,el_l_m>‘
i=1j=1 =0 o
J#
1~y Sy 1-1
+ 52> |Lleise) Y (Onug, ug)(p = po, PTIXG)
i=1j=1 =0
J#i
1 n o n i—1 ~
+ ﬁ Z Z L<€“ 6]) <®nuq7 uq><(®n - @)91—1—5, uq>
i=1j=1 =0
J#i
1 X2 ~
+ EZZ L(€i7€])<®n(en0 eO) uq>
i=1j=1
J#i
= W, + IV, +V,+ VI
Nun ist
n—1 7‘L—2 ; 1 n n
I, < CeCplp— anZW ST Y S| Len e)eim]
$=0 1=0 = N2 =1
J#i

= Op<1/\/ﬁ)0p(1) = Op<1/\/ﬁ

nach (5.6), und

~—

q i—1
Vn S Z’ﬁns_ ZZ elaej Zgulﬁuq Ci—l—s
s=1 i=1j=1 =0
JF#i
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q n—1
S O@Z "&ns _795| Z
=0

= O,(INn)O,(1) = Op(l/\/ﬁ

nach (5.5).
Weiter ist fiir alle a € (0, 1)

(5.7) Y > d'|L(es €5)] = Op(n),
i—1j—=1
J#i
da fir alle K >0

p(ZZai|L(e,-,ej)| an) < ! S B (| e )
1=17=1 i=1j=1
i#i (o
< L 1 E(|L 0
S Ki1_a (\ (61,62)0 U

Damit erhalten wir

Sl_i—1—
IV, < CpCellp— an ZZM’ 6276] 219,0 ! ZHXOH

i=1j5=1 1=0
j?'fi
< CeCollo— pull 2y 33 (e ) l(pV 9) 2 (1= + 2= ) 1]
= PY©e n ) — — — 0
P 2 p\l=p 1-p
J#i

= O,(INN)Oy(1/n) = Oy(n~*?),

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen die Abschétzung (3.113) verwandt
haben und zum Schluf (5.7). Schlieklich ist

ZZ (er, )| Col [0 — eoll = O,(1/n),
=1 =1
J#i

1
< i
=2
wieder nach (5.7).

5.8 Folgerung. Sei L : R? — R eine Borelfunktion mit F(|L(ey,es)|) < oo.
Dann gilt fiir alle u,w € Ny mit v +w > 1

(59) Z Z ’L(Gi, eg)Hénz - Gi‘u|énj - €j’w == Op(n3/2).
=1 j=1
JFi
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Beweis: Wegen der Symmetrie der Voraussetzung in den Argumenten von L

kénnen wir ohne Einschrinkung w > 1 annehmen. Dann gilt

n n
SN L(eis e)||€ni — el|en; — ;1"

=1 j5=1
J#
n2 utw—1
< DD IL(eire)l[ng — el ((max e — el
=1 j5=1
JF

= 0, 0,(1) = Oyn*?)
nach (5.3) und (3.17).

5.10 Folgerung. Sei L : R* — R eine Funktion, fiir die es ein Ly > 0 und
ein m € N mit E(ef™) < oo gibt, so dass |L(z,y)] < Lo(l + |z|™ + |y|™)

fiir alle z,y € R gilt, und seien fiir alle n € N, 7,7 = 1,...,nund &k = 1,2
kj

el € [ei N éniye; V éyi]. Dann ist fiir alle u, w € Ny mit u 4w > 1
(5.11) S ILe ea)eni — el “[éns — €5 < Op(n?),
i=1j=1
J#
(5.12) SN leiL(e,, x| |éni — eil"[én; — e5]" < Op(n*?)
i=1j=1
J#
und
(5.13) 33 LM 2 ens — il én — 5] < Op(n*2).
i=1j=1
JF#

Beweis: Wie im Beweis von Folgerung 3.122 ist fiir alle n € N, 4,7 = 1,...,n
und £ =1,2
’5 | < les] + [€ni — €l

und wir erhalten hieraus fiir alle n € N und 2,5 = 1...,n mit zweimaliger

Anwendung der C,-Ungleichung mit r = m

L(ed e2)] < Lo(1+ led™ + |e%™)
< LoCh 1+ [ea]™ + les|™ + [n: — &i]™ + [én; — ™)
< Ch(1+ Lo) (1 +le™ + le|™ + eni — e ™ + | — e5™).
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Da diese obere Schranke wegen C,, > 1 fiir m > 1 ebenfalls stets grofier als 1
und als |e;| ist, folgt fiir alle n € N und u, w € No mit u+w > 1

n n
ZZ(1V|6’Z|VIL( ertsenp) )| ety e lens — eil"[éns — 51"
i=1j=1

J#i

2

< ZZ( 1+L0 (1+‘€Z|m+|€3| +|ém_ezlm+’énj_ejlm))
Jj=1

1 N N
T [ni — €]"|én; — 5"

< BCIA+ LYY (1+ €™ + €™ [éni — el"[ény — "
i=1 j=1
j#i

3

3

+4CI(1+ Lo)* Y i |eni — e T Eny — e5]"
T

+ 4 C;i(l + L0)2 zn: i: |énz — €i|u|én]‘ — €j|w+2m
=1 ]];1

Op(ng/Q)

nach (5.9) und, beim zweiten Ungleichheitszeichen, mit mehrmaliger Anwendung
der C,-Ungleichung mit C5 = 2. Der eben abgeschétzte Term ist groker als alle
in Folgerung 5.10 betrachteten Ausdriicke. Daraus folgen (5.11)—(5.13).

5.14 Proposition. Unter den Voraussetzungen (5.1) an K gilt

(5.15) >y

enilS (Eni, Enj) — €K (€1, ¢5)| = Op(n*?)

i=1j5=1
j#i
und
n n R . 2
(5.16) Z Z ’K(Bm, énj) — K(ei, ej)‘ = Op(”3/2)
i=1j=1
J#i

Beweis: Zu (5.15): Es ist mit der Dreiecksungleichung und der Taylorformel,
wobei efl{ € leiNépi,e;Véy) firne N, i, j=1,...,nund k = 1,2 die Zwischen-
stellen aus der Taylorentwicklung bezeichnen,

n n
>
i=1j=1

et 5 (uis €0g) — €K (e, ¢5)|
i
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nach (5.9), (5.11) und (5.12). Beim dritten Summanden beachten wir, dass auf-
grund der quadratischen Integrierbarkeit der Fehlervariablen und aufgrund von
(5.1) (b) durch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung die in (5.9) geforderte Integrier-

IN

@
Il
—

* 10+ $10-

3

IN

-

@
Il
—

enilS (Eniy Eng) — €K (6nis Enj) + €K (Eniy nj) — €K (e, )|

| K (€niy €ns) [ ni — €

e; (K(enu énj) — K(es, €j>>’

i=1 j—=1
J#i
v—1 w w n n
>0 < ) SO IDEDY T K (eqy€)|€ni — e T ény — €]
w=0u=0 \"/ =1 ;=1
JFi
v /I_} n n
+ < )ZZ'DUDU uK m’ nj)||67%_el|u+1|e7l] _6]’
u=0 u =1 j=1
JFi
v—1 w w n n
+ Z ( ) ZZ le; DYDY K (e;,€)||€ni — €:]"|énj — €;]* ™"
w=1u=0 \U/ =1 j=1
J#i
v U n n
# 3 (1) S DD K e - s —
u=0 \U/ i=1j=1
JFi
Op(ng/Q)

barkeit sichergestellt wird. Es gilt also (5.15).

Zu (5.16): Nochmal nach der Taylorformel und der Ungleichung vom arithme-

tischen und quadratischen Mittel, wobei wir beachten, dass in dem Quadrat

(v+1)(v +2)/2 Summanden stehen, ist

S0 K (uis 0g) — K(eirey)
i=1j5=1

J
JF#i

<

1

=1

‘ 2

<

n n w w i A . .
w=1 u=0

—_

‘7:
J#i
v 2
+Z(>wwwwaan@zaw%—qwﬂ
u=0
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< (U+1)2<U+2) i Zw: <w> Zn:i | DYDYy K (es, €5)|*

|éni _ 6i|2u|énj o ej 2w—2u

J
2 n n
v
< ) ZZ|D“D§ UK( nz’ n])|2

[ni — eq]? “én; — e

2

2v—2u

< Op(n3/2)

nach (5.9) und (5.13). Also gilt (5.16).

5.17 Proposition. Fiir alle Borelfunktionen L, Ly : R?> — R mit den Eigen-
schaften F(|Li(ey,e2)]) < oo und E(Ly(ey,e2)?) < oo gelten

(518) éi <L1(€Z’, €j) - E(Ll(el, 62)))’ = OP(TLZ)
T
und
(5.19) iii (Lg e;,ej)La(e;, e) — E(Lg(el,eg)[zg(€2, 63)))‘ = 0,(n?).
J# k#]

Beweis: Die Aussage (5.18) folgt aus dem starken Gesetz der grofsen Zahlen fiir
U-Statistiken. Dieses besagt, dass fiir einen symmetrischen Kern ¢ : R¥ — R
vom Grad k und fiir unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen (Z;);en
mit E(|Y(Z,...,Zk)]) < 0

K\~ ,
(n) Y. W(Zi,....Zy) —> E(W(Zy,..., Zy)) fast sicher
1<i1 <. <ix<n

gilt (vergleiche zum Beispiel Theorem 3.2 in Kapitel 3.4.2 in Lee (1990)). Der
Ausdruck aus (5.18) ldfst sich mit einem entsprechenden Vorfaktor umschreiben

in die symmetrisierte Form

ZZ( (€i,€5) E(Ll(el,eQ)))

n o 1 i=175=1
J#
2
= — > (Ll(eiaej) + Ll(eiaej)> —2E(Li(er,e2)) = 0p(1)
n(n —1) 1<i<j<n

wobei die Konvergenzaussage aus dem starken Gesetz der grofsen Zahlen fiir U-
Statistiken mit dem symmetrisierten Kern ¢ (z,y) = L(x,y) + L(y, z) vom Grad
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2 gilt, und hieraus (5.18) folgt, weil der zusétzliche Vorfaktor von der Ordnung
O(n?) ist.
Der Ausdruck aus (5.19) schreibt sich als

i i i (Lz(ei, e;)Lo(e;, ex) — E<L2(€1, ) Lo(es, 63)>>

=1 j=1 k=1
i#i kit
- Zn: (LQ(eiyej)LQ(ej,ek) — E<L2(€1,€2)L2(62,€3))>
i s
+ ilil (L2(€i, e;j)La(ej, ;) — E(L2(€17 e2) Lo (ea, el)))
=1 =
J#i

+ n(n — ].) (E(Lg(el, 62)L2(62, 61)) — E(LQ(Gl, 62).[/2(627 63))) .

Der letzte Summand ist von der Ordung O(n?), der mittlere Summand ist nach
(5.18) von der Ordnung o,(n?), und der erste Summand ist #hnlich wie oben bis
auf den Vorfaktor eine U-Statistik in unsymmetrisierter Form, hier vom Grad
3, und daher nach dem starken Gesetz der grofsen Zahlen fiir U-Statistiken von
der Ordnung o0,(n*). Man beachte hierbei, dass aufgrund der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung die Abschiitzungen E(|Ls(eq, e2)La(es, e3)]) < E(Ls(er,e2)?) < oo
und E(|La(e1, e2)La(ez, €1)]) < E(La(er, e2)?) < oo gelten, womit alle bendtigten

Integrierbarkeitsvoraussetzungen erfiillt sind.

5.20 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (5.1) an die Funktion K gilt

(5.21)

ZZZ/)\ pnj enzK(enzaen]) E(elK(61762)) = Op(1)7
: ]:
J#i

wobei D, (1), i = 1,...,n, die Wahrscheinlichkeitsgewichte aus der zentrierten

empirischen Verteilungsfunktion ﬁrf sind.

Beweis: Zunéchst folgt aus (3.42)

1 1
max — — — 1‘
I<ijsn |1+ tnneni 1+ tnnenj
1 1 1
(5.22) < max |————| max |———— 1‘ + max |———— —1
1<i<n |1 + £ 60 | 150501 + tmenJ 1<i<n |1 + t,,6ni

= 0p(1)0p(1) +0,(1) = o0,(1).
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Dann gilt fiir alle o € (0,1) auf A, ,

Zzpnz png emK<émuénJ) - E(elK(eheZ))‘

=1 j5=1
i
NS K ) — Bl K (en2))
= |5 em €niy Cnj) — e €1, €
% S S fnos L+ fanbg 7 A
ji
1 L& 1 1
= — emK énzaén —eiK €, €;
n2; 1+t 1+ Lot m( ( i) ( J))

j=
JF#i

1 & & 1 1
i ( 1)eiK €, €;
TL2 ;y 1 1 + tnnenl 1 + tnnen] ( j)

j?'fi
1
+ 7 Z (eZ (€i,€5) E(elK(ebeg))) - ;E(elK(el, 62))'
i=1j5=1
JFi
1 n n
< . e
- 1<?<>§l 1+ tnnenz ; jz:l ‘enl en“ en] elK(e“ 6])’
JFi
n 1 1 Z Z e K
max - - e, K(e;,e))
1<ig<n |1 +£,,6,; 1+ tnném n2 =5 J
i
11K E 1
a2 (e (i, ¢5) — E(er K (e, eg>>)] + | B(erK (e1, e2)
i=1j=

| #1

= 0p(1) 0p(1) + 05(1) Op(1) + 0p(1) + O(1/n) = 0p(1)

nach (3.42), (5.15), (5.22) und zweimal (5.18), wobei die Voraussetzungen hiervon
nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aufgrund von (5.1) (a) und der quadra-
tischen Integrierbarkeit der Fehlervariablen erfiillt sind. Wegen P(Cfl,w) —0
folgt die Behauptung.

5.23 Proposition. Unter den Voraussetzungen (5.1) gilt

(5.24) Z Z Z K (Eni ) K (0, k) — K (€5, €5) K (e, ex)| = Op(n*).
iy
Beweis: Es ist
Z S K (fniy ) K (én, énr) — K (€3, ¢) K (e, ex)|
=1 1k=1
J#z k#j
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1
SNgE
NE

(VAN
+
1M
Q.M.M: \EE
NE

Yl
SO

1M
M: x>
I

M= 311

~
Il
—

LS.

IA
+
gk
LY
= 1]

<.
(]
I

.
Yl

k=1
i ki

IN

-
m:

K(enu enj

nach der Dreiecksungleichung und der binomischen Ungleichung |zy| <

Nach (5.16) gilt I,

Z ‘K(ei’ ej)HK(énja énk)

K (nis Eng) = K (e5,€))| | K (ngs )|
K (e )| [ (ug x) = K (e, €0)
| K (Eniy ny) = K (€4, €5)||[ K (éng, Enr) — K (e, er)

K (e, ex)|[ K (énis éng) = K (ei,¢5)]

— K(ej,ex)]

3 (@7 +y?).
= 0,(n°/?), und weil die Voraussetzungen an K in (5.1)

symmetrisch in den Argumenten von K sind reicht es aus, noch I, zu betrachten.

Zunichst gilt
(5.25)

da fiir alle C > 0

ist nach der Markovungleichung.

IN
Q‘H

IN
Ql =

n
2.
7=1
JFi

E(K (e1,e2)?) — 0

b0

=1

E( (€i,e5) )

Mit Taylorentwicklung, Dreiecksungleichung, der binomischen Ungleichung, und
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beim letzten Ungleichheitszeichen gesondertem Behandeln der Summanden mit

u = w beziehungsweise u = v in der ersten beziehnugsweise dritten Summe,

erhalten wir

zi: < )Dqu “K (e, €5)(Eni — €:)"(Eng — ;)"

0 u
" ( )D"D” U, €25 (6 — 1) (Eny — €3)" "
u=0 u

|K(ej7 ek)HD?Déuqu(eia ej)Hém' - 61\"‘

fen; — e

VAN
M=
£ E
M=
M=

B Yoy o — sl
v—1 w w n n n )
< T3 () 353 3 0] Pl — el — e
w=1u=0 i=1j=1k=1
J#i k#j
v—1 w w n n n
2> ( ) Y > DYDY K (4, €5) P |€ni — ][ énj — €]
w=1u=0 \%/ i=1j=1k=1
J#t k#j
v ,U n n n
n ( ) Y K e ) Plens — exl"lens — ¢
u=0 \%/ i1 j=1k=1
J#t k#j
v v n n n
! ( )ZZZ |D11‘D1; uK( njw nj)‘ |€m ell ’enj 6]’
u=0 \W/ i=1j=1k=1
J#i k#j
v—1 w—1 w n n
< (o o=l
B w=1 u=0 <u>n fg%)% ‘enl Jz=:1 ZZ:I ‘K ej,ek |6"J e]‘
k#j
v—1 n n n
+ 0D e — el DY IK (e, )
w=1i=1 J=1k=1
k#j
v—1 w n n
+ Z Z ( ) ZZHID“D“’ “K(e;, ej)| |6ni — €i]"]énj — €;]" 7
w=1u=0 i=1 j=1
J#i
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n

v—1 .
v ~ v—1 R
+§<u>n(gia§>;]em—ei|) YD K (ejren)Plen; — e

j=1k=1

#i

n n n

2 16 — el D0 Y K (e, en) |

i=1 j=1k=1
k#j

ol

# 3 (1) 33Dy R el Pl — e - e
u=0 i=1j5=1
;
= 0 0,(1) O,(n™) + 0,(n"%) O,(0?) + O(n) O, (")
+0(1) 0,(1) 0,1 + 0,(n"%) Oy(n?) + O(rn) Oy ()

= O, (n5/2)

nach (3.17) und (5.9), nach (5.9) (mit L = 1) und (5.25), nach (5.9), nochmal
nach (3.17) und (5.9), sowie nochmal nach (5.9) (mit L = 1) und (5.25), und
schliefslich nach (5.13).

5.26 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (5.1) an die Funktion K gilt

Z Z Z ﬁn,l(l)ﬁn,](1)ﬁn,k(1)K(énu énj)K(énj7 énk)
e
6 k] — E(K(el, ea) K (e, 63))‘ =0,(1).

(5.27)

Beweis: Es gilt fiir ein o € (0,1) unter A, ,

i=1j=1k=1
i kA
— J— K Ania ATL' K An" An
= ;;g [ BT (Enis €nj) K (€njy Enk)
ikt — E(K(el,eg)K(ez,G:g))’
1 31 . .
S S v P DM IULCEERLCTE
= nntni i=1j=1k=
= ]#; — K(ei, e;)K (e, ek)‘
1 1 1 ‘
max = ~ ~ -1}
1<ijk<n [ 1 4+ tpneni 1+ thnénj 1+ ok

1 n n n
522 ) K (e e Kley en)]

i=1 j=1 k=1

ji ki
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n n n

> (K(ei, e;)K(ej,ex) — E(K(el, es) K (e, 63)))‘

i=1j=1k=1

J#i ki
+ 2nn; (K (e, en )

= 0p(1) 0p(1) +0p(1) Op(1) + 0p(1) + O(1/n) = 0,(1)

1
T

nach (3.42), (5.24), (5.19) und wegen

1 1 1

— 1] = 0,(1),

max

1<i j,k<n

was ebenso leicht wie (5.22) durch Einteleskopieren aus (3.42) folgt.
5.28 Definition. Wir setzen, wie in Bemerkung 4.38,

Uklass — (E(K(ebeQ)K(el,63))>1/27
L - (E(K(@l,GQ)K<€1ae3))_E(K(€17€2)€2)2/02>1/2’

und fiir alle n € N sei
1 nonon 1/2
7jfllass = ( - —3 Z Z Z K(ém, énj)K(énj, énk))

sowie

ﬁrzLentr = < - Z Z Z An,z(l)p\n,j(1)ﬁn,k(1)K(ém> énj)K(énja énk)

i=1j=1k=1
J# k#g
n o n 2 n 1/2
- (ZZ nz(l)pn](l)eniK(eni7enj)) /anz(1)€31>
i=1j=1 =1
J#

5.29 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (4.1) (a) und (5.1) an K gelten

(530) ,IA)?Ileass o ,Uklass _ 0p(1)
und
(5.31) gemi — prentr — o, (1).
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Beweis: Die Aussage (5.31) folgt wegen der Stetigkeit der Quadratwurzel aus
(5.27), (5.21) und weil fiir alle a € (0,1) unter A,

1 1 I &
—= —_ = _]. g2 +7 é2 _0-2
‘n ; (1 +tnnénl ) nt n lzz:l nt
1 1 1 &
< max|——— — _ é2+ - é2'_0-2
= 1<i<n |1+ fynbri ‘n; " n; "
= 0,(1)0,(1) +0,(1) = o0,(1)

gilt nach (3.42), (3.31) und (3.31).
Die Aussage (5.30) folgt wie beim Beweis von (5.27) aus (5.24) und (5.19), sogar

einfacher weil hier nicht die Gewichte p,, ;(1) entwickelt werden miissen.

5.32 Bemerkung. Statt der Gewichte p, ;(1) aus der zentrierten empirischen
Verteilungsfunktion ﬁj konnte man im Schétzer 02" fiir den Vorfaktor der

Brownschen Briicke im Grenzprozess V*"" genausogut die Gewichte %

aus der
klasischen empirischen Verteilungsfunktion verwenden. Eine Verbesserung der
asymptotischen Tests ist dadurch nicht zu erwarten weil der spiter erhaltene
kritische Wert durch eine bestenfalls genauere Schétzung von dem Skalenfaktor
vielleicht genauer geschétzt aber deshalb nicht unbedingt grofter wird. Allerdings

ist es konsequent auch an dieser Stelle die Gewichte p, ;(1) zu benutzen.
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Kapitel 6

Stochastische Entwicklungen der

* 2 * 2
Bootstrapprozesse 71, “ und 7,

Es gelten in diesem Kapitel alle Modellannahmen aus den fritheren Kapiteln, und
es gelte zusatzlich
(6.1) E(€12 log(2 + |61|)2> < 0,

was damit die schwéchere Voraussetzung (2.3) ersetzt.
Sei fiir alle n € N

o~

€, := (n1,- -, Enn)-
Wir erinnern an dieser Stelle, dass t,,,, als Borelfunktion von é,1, ..., é,, beziiglich
o(€,) mekbar ist.

Weiter sei (€}, )io....nmen €in Dreieckschema von Bootstrapvariablen mit

.....

fiir alle n € N sind e, ..., e’ unter P(-|€,) unabhingig und

identisch verteilt mit Verteilungsfunktion 7 := F5e0%(1,.).

(6.2)

6.1 Stochastische Entwicklung der Lagrangemul-

tiplikatoren bei Bootstrapvariablen

6.3 Definition. Firn € Nund £=0,...,n sei ¢}, auf dem Ereignis

n

{ min e, < 0 < max e*-}
1<i<k 1<i<k

definiert als die Nullstelle von

k e*.
v Y ol
i=1 ]‘+x6ni

161



in dem Intervall

Fiir « € (0,1) und n € N sei

n

A=) {mlne <0 < max e, }

1<i<k 1<i<k
k=[ne] =

6.4 Proposition. Fiir n € N und « € (0, 1) ist

AL o= { min ey, <0< max efn-},
1<i<[ne] 1<i<[ne]
und fiir alle @ € (0, 1) gilt
(6.5) P(CA;, len) = o,(1).

Beweis: Die Gleichheit der Mengen ist klar.
Fiir (6.5) ist zunédchst fiir alle « € (0, 1)

P(C{ min e, <0< max e }

1<i<[n?] 1<i<[n?]

c)

e

1<z<[n"‘] 1<i<[n®]

[n°]

IN

= Ple}y > 0[e,)™ + P(e;, < 0]@,)"
= I,+1,.

)

G~z (s
k maxlgigke;"w’ k minlgigke;

(20 oK)

P( Ol{e:w > 0})an) + P( Q{e;; < 0}]én)

Wie im Beweis von Proposition 3.19 gibt es wegen E(e?) > 0 und E(e;) = 0 ein
n >0 mit P(e; > —n) <1 und P(e; <7n) < 1. Fiir alle ¢ > 0 und « € (0, 1) gilt

fiir alle grofen n € N, n > (log(e A 1/2)/log((2 + P(e; >
Abschiitzung /"l > (2 + P(e; > —n))/3, also

P(I > 8 = P(E(l{e* >0}|én) > 51/[na])
1& 24 P(e; > —n))
< — >
> (n ; toé {em>0} 3
1 1 vnl
< Pl= — 1)1 N 1 sy >
- <TL ; ]. + tnnenz ) { MZO} + n ; { mZO}
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1 i 24+ P(ey > — 1—Peg > —
+P<n > lewzoy 2 (5 - (31 77))
i=[V/A ]+

1 _1—Pleg >~
< P| max A—1‘+Z (e1 > —n)
1<i<n | 1 + tpn€ng \/ﬁ 3
: n 14+2P(e; > —
+ P<{ Z 1{67)261'7@7”,} Z (31 = 77)}
il
M max énz — el <
{[\/E]Sién‘ | n})

+ P< max |€, — e;| > 77)
[Vn]<i<n

1 1—Ple; > —
< P max A—1‘+Z (er 2 =n)
1<i<n |1 + £n€5 vn
R 1+2P(ey > —n) .
(n;{elz 0 = 3 )+ (h/g]lg;gnk el n)
n 0’

wobei die Konvergenz am Ende fiir die erste Wahrscheinlichkeit nach (3.42) gilt,
fiir die letzte Wahrscheinlichkeit nach (3.16), und fiir die mittlere Wahrschein-
lichkeit, weil der Ausdruck auf der linken Seite fast sicher gegen P(e; > —n)
konvergiert, was echt kleiner als der Ausdruck auf der rechten Seite ist.

Auf die gleiche Art, unter Ausnutzung von P(e; <1n) < 1, zeigt man I,, = 0,(1).
6.6 Proposition. Es gilt
(6.7) E(e;3[6n) — 0| = 0,(1),
Beweis: Fiir ein a € (0, 1) ist unter fAln,a nach Definition von e},
|B(e;3len) — o

| 1
= 1n1+£nnAm'

- e

~2 2
ni 0

1 2 L ¢
< max—l‘ e+ =Y ék—o°
- {<i<n 1+tnn€nl nl:zl ni n; n
= 0,(1)O0y(1) +0,(1) = o0,(1)

nach (3.42), (3.31) und (3.31). Da nach (3.20) P(CA, ) — 0 gilt, folgt hieraus
(6.7).
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6.8 Proposition. Es gelten

1& _
(6.9) max o Z: ler;| = Op«(1) unter P(-|e,) P-stoch.
(6.10) max \/_ Zem = Op(v/logn ) unter P(-|e,) P-stoch.

k

k
Z €ni
i=1

Beweis: Wir beginnen mit Aussage (6.11), da diese am einfachsten ist, und wir

= O,+(v/n) unter P(-[e,) P-stoch.

(6.11) max
1<k<n

hier besonders ausfiihrlich vorgehen md&chten.

Wir kénnen mit Faktorisierungen von bedingten Erwartungswerten und beding-
ten Wahrscheinlichkeiten rechnen, da wir nur bedingte Erwartungen von Funk-
tionen von Zufallsvektoren betrachten.

Sei § € (0,1). Dann ist fiir alle K > 0 unter A, 4

P( max én)

1<k<n

= max > K
<1<k<n \/_

und unter A, 3 sind nun die Bootstrapvariablen nicht nur unabhéngig, sondern

k

Zein > Kv/n

> Eni
i=1

(enlwﬂaénn) = > o (énly-"aénn)a

auch zentriert, weshalb wir auf diesem Ereignis mit der Kolmogorovschen Maxi-

malungleichung fiir unabhéngige Summanden

k
P( max Z
1

1<k<n | &

< <K2 f:E( enl,...,énn):-)>o(énl,...,énn)

1
S (KE(

1 v~
= ﬁE(en% €n)

erhalten. Also gilt fiir alle ¢ > 0 und K >0

P e ) )

< P(Cﬁn,g) + P(ﬁn,ﬁ N {P( max

eni| > Kv/n

(énla'~~7énn) :'>O(énl7”-aénn)

(enla--'aénn) = )) o (én17~--7énn)

> K+\/n

eni| > Kyv/n

1<k<n

k
>
1=1

)-4)
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K2

< P(cﬁn,5)+P<ﬁnﬁm{ 5| Eeri1en) — o7 zé}) +P(;;ZZ>

=7 Lozkzzey —2 0

-~ -~ 1
< P(CAnwg) —+ P(An’g N {E(e;ﬂén) > €}>

nach (3.20) und (6.7). Die Darstellung mit der Faktorisierung werden wir im fol-
genden nicht mehr bemiihen, und ebensowenig den letzten Schritt mit dem Gegen-
ereignis Cﬁnﬁ explizit vorfithren. Dies sollte hier nur zur Verdeutlichung dienen,
dass man mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten bei festgehaltenen Werten aus
der Bedingung rechnen kann, und die Zentriertheit der Bootstrapvariablen dabei
ohne Einschrinkung angenommen werden kann.

Zu (6.10): Fiir alle K,e > 0 und n > 2 ist nach der Hajek-Rényi-Ungleichung

P<P<11111?<Xn \/_Zem > Ky/logn en> >5>
< B(er2e,
- (Kﬂogn;z i 6n) )
1+logn 1 £~
~ P(lognK2E(€”1|en> Z€>
1+logn 1 91~ 9 5)
Pl————|E(e;ilen) —o°| > =
( logn K2‘ (€n1fen) o — 2
n <1+logna €>
logn K? = 2

-7 Lrresey 2 0,

nach (6.7), und weil
1 “ 1

n]
—dr < —d < —d =1 _
122 Z/z1z v Z i-1T v roosn

Zu (6.9): Es gilt

1 .
= e | Z|em (|621|’én) +E(!621|‘én).

Nun ist

Elenlen) < 1+ E(e;}fe,)
= O,+(1) unter P(-|e,) P-stoch.
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nach (6.7).
Weiter ist fiir alle K, e > 0 und n € N nach der Hajek-Rényi-Ungleichung

P( (1@1?3 Z|€m _E(’dn”én) §N> Ze)

< P(m;ﬁ\/ar(k;‘ﬂ én> > 5)
2 ~
< P(BEde) 2 <)

K? K?
< P(‘E(e;ﬂen)—az 284)+P<022€4)

> K

T> 1{40225K2} ? 0
nach (6.7), und wegen Y7, 1/i* < 72/6 < 2.
6.12 Proposition. Fiir alle o, > 0 gilt

(6.13) E(e;3log(2 + [e )1 ez, [ene)

&) = op(1).
Beweis: Fiir alle a,e,¢’ > 0 und alle n € N gilt
I & o /
—Zez log 2 + ’6,|) 1{\ei|25n°‘} Z g
=1

1 n
< — ) E(elog(2 i) Lrie,1>ene
S (e7108(2 + e * L jer 2eng )

1
= QE(6310g<2+’61|)21{|61‘28na}> — 0

.

~

nach der Markovungleichung und dem Satz von Lebesgue, mit der integrierbaren
Majorante e log(2 + |e1])? und weil die Indikatorfunktion wegen der Endlichkeit

von e; fast sicher gegen Null konvergiert. Also gilt fiir alle a,e > 0

1 n
(6.14) n Z el log(2 + |€z‘|)21{|ei\zan“} = 0p(1).

i=1

Die Funktion & : [0,00) 2 x — log(2 + z) € R ist konkav. Daher haben wir fiir
alle z,y € R

log <2 + |z + y|) < log (2 + |z| + \y|)
log (2+2(|x| V [y]))
< log (24 2(2| V |y])) +log (2 +2/0])

IN
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= 2(; log (2 + 2(|z| v [y])) + (1 - ;) log (2 + QIO\))

2 2
< 2oy (2 201V 201y

= 2log (2+ (2] v |y])),

wobei die ersten beiden Ungleichheitszeichen aufgrund der Monotonie und das

letzte aufgrund der Konkavitit von h gelten, das andere Ungleich wegen log 2 > 0.

Hieraus erhalten wir fiir alle z,y € R

@+ yllog(2+ |z + yl) < 2(|z| V [y]) - 21og (2 + (|| V [y])),

und durch Quadrieren

2
(x+y)2log<2+]a:+y|)>
2
< 16(Jz| v [y])?log (2 + (J] V [y]))
< 16(2%log(2 + |z]) + y?log(2 + [y])?).

Also haben wir fiir alle a,e >0 und n € N

Nun ist
(6.15)

e2:108(2 + |eni|)* Lo eney

1. ) A )

n ; ((em' —e;) + 62‘) log (2 + |(€ni — €;) + 6i|)> 1{jen|5ene)
LS~ 2 . 2

16 - ;(em — ;) log (2 + |éni — €i|) L{jens|>ena

1 2
116 - ; e’ log (2 + |e¢|> Ljenizeney

16 I,, + 16 II,,.

g%}%log (2 + |éni — @z|) = Op(1)7

da fiir alle K >0

hmsupP(lrglaS)%log (2 + |éns — ei|> > K)

n—oo

— limsupP(log <2+ max |éni — ei|) > K)

n—oo

= limsupP<1n<1;1<X \ém—ei|2exp(K)—2> — 0

n—o00 K

167



nach (3.17), also

12 R 2
I, < E; ni — €;) 10g(2—|—\em-—ei|)
1 n

2
S (fgaﬁ 10g(2+|€m ez|>) 11213<X‘em_62'|£;‘ém‘_ei

= Op(1)2 Op(1)0p(1) = o0,(1)
nach (6.15), (3.17) und (3.25).

Weiter ist
ﬂn S l Z 612 log (2 + |€i|>21{|éni_ei‘+|ei|28na}
n =1
S l i 612 IOg (2 + |€z|)21{|ém—ei\25n&/2}
n =1
+ l i 612 log (2 + ‘ei’)Ql{lei\Zena/Q}
n

i=1
< 00 1{maX1§i§n‘éni*€i|2€no‘/2}

1 & 2
+ E Zz::l 622 log (2 + |€Z|) 1{|ei\25n&/2}
= 0p(1)

nach (3.17) und (6.14).
Es folgt fiir alle a,e > 0

> e2108(2 + |6ni])* L{jepzency = 0p(1).

=1
an>

R . 2
€108 (24 |nil) Ljenpzenny

(6.16)

3\*—‘

Damit haben wir

2
E<€:ﬁ log (2 =+ |6;1|> 1{‘e;1|28na}

1
n i=1 + nn€ni

1 1,
< g D enlog (2 1ew]) getzenny

= 0ol = o1)
nach (3.42) und (6.16).

6.17 Proposition. Fir alle a € (0,1) gilt

1
(6.18) max max |e;.| = op«(1/4/logn) unter P(-|e,) P-stoch.

[na]<k<n ].g 1<i<k
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Beweis: Sei a € (0,1). Es gilt

1
max —= max e, |
[no]<k<n v/ L 1<i<k

1 *
T milshen \/_<1<z< a]| nil \/[ ol i<k |e”i’)
1
na]<k<n \/E 1<2<[na] X, leni
=: M,V My,

IV aX T X €

Nun ist fiir alle n > 2Y/(=%) unter P(-[e,)

1
[na] [ne]+1<i<2[ne]
1 *
= V2 max e}
Q[na] [n]4+1<i<2[n%]
1
< V2 max — max || = V2Ms,,

[ne]<k<n \/k [ne]+1<i<k

also reicht es My, zu betrachten.
Es ist

1
M, = max max
[no‘]+1<k<n\/_no‘]+1<z<k

< max max e
T [ne]+1<k<n na]+1<z<k \/_l il

- na]IEfE(z<n \/_ ’6n2|

1 *
<  max max |ey |
[ne]+1<i<n \/_ [ne]+1<5<4

1 *
= max — max |e

- M,
[nf"]<z<n\/_[na]+1<]<l n]l i

und damit folgte (6.18) aus
1
(6.19) [nag?ﬁgn%’e;i’ = op«(1/y/logn ) unter P(-|e,) P-stoch.

Nun ist fiir alle a,e > 0

( ToE
narf?§z<n\/_| €l 2 logn

én>
n 15
(A (e i)
(i:[Q}Jrl \/;| | logn
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n Vi
=1 I P(len] < XL
(|€M| Viogn

an>

=41
- z‘[fa[m <1 N E(l{lezi>€\/m}’én)>
= - i:[fa[]ﬂ (1 - e2i( log (2 fii}@))z |

B(exog(2 + re;1|>21{e;1>sm}ién)>
= Z-[fa[]ﬂ (1 - =2i( log (2 fiW))zZﬂ)
< 1- [H] (1 " 22i(1og (1% ))QZ"> o

wobei die letzte Abschiitzung nur fiir alle so groken n gilt, dass 1/[n®]/logn > 1

erfiillt ist, und wir zu Abkiirzung

. * 2 * 2 ~
Zn = B(6108(2 + |60l Ly, oo @)
(6.20) < E(eplog(2+ (€5 s senerny|€0) = 0p(1)

gesetzt haben, und auch hier das Ungleichheitszeichen wieder nur fiir alle grofen
n gilt, und die behauptete stochastische Ordnung aus (6.13) folgt.

Aufgrund von (6.20) miissen wir im folgenden nur noch unter {Z,, < 1} arbeiten.
Der Ausdruck I, ist wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion eine stochasti-
sche Nullfolge, falls

(6.21) Y log logn Z ) = 0,(1)

i=[no]+1 (1 - 52i<log (a/i/ logn))2 "

gilt. Fiir alle so groken n, fir die \/[n®]/logn > exp(l) gilt, ist der Bruch
kleiner als 1 und wegen Z,, < 1 somit der Logarithmus wohldefiniert. Setzen wir

die Reihenentwicklung des Logarithmus an der Stelle 1 ein, so erhalten wir

" logn
1 — Ly
i[nza:}ﬂ e (1 52i(log (a/z’/ logn>>2 )
o zn: > ZJ(logn)’
i=[no]+1j=1 j€2jij(log (5\/2’/ logn))Qj
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n

logn

Z
i:mza:]ﬂ g2z'(log (ﬂ/m)f

L Zi(logn)’
- 2

i=[n ]+1J§:2j52fzﬂ(log< \/i/logn>>2j

= I,+ I,.

Nun ist fiir alle j > 2 und alle so grofen n, dass £,/[n®]/logn > exp(1),
" 1 " 1
> g : 5 <2 i

i=[no]+1 79 ( log (5\/1/ log n)) i=[na]+1

= Z —d:v < Z /Z —d:v

i=[n*]+1 - i=[n%]+1 1
_ Il
- / '7 de‘ = Eme—— ‘]+
o] —j+1 z=[n]
< 1 nt1=i < /2
— ] _ 1 [— )

also

> Zi(logn) & !
I, = 4
M| 2:; jer [nzw‘hl i (10g (=\/i/ 105 )

>, ZI(logn)! Zylogn
< 2 Tamear < ~tos (1= 5.057)
= op(1),

wobei wir die Summationsreihenfolge verdndern durften, da die Summanden
nichtnegativ sind, und wir zum Schluf (6.20) und die Stetigkeit des Logarith-
mus bei 1 benutzt haben.

Weiter ist fiir alle so grofen n, dass (1/3)logn® > loglogn — 2loge,

Zn & logn
I, =
[l = 2 i(loge + Llogi — 1 loglogn)?

i=[n*]+1
Zn < logn

< 711 N9

B i_%ﬂ i(5 logi)?

97, logn Z /

B g2 =41 z1zlogz

< 9Z,logn z”: /Z 1 dr
- g2 iy Y1 z(log x)?
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9Z,logn [m 1
= / dx
o] 2 (

2 log x)?
_ 9Z,logn —1 ="
< 9Z,logn 1
- g2 log[n®]
187, logn 1 187,
< = = 1
- g2 log n® e o(1)

nach (6.20). Also gilt (6.21) und damit (6.19), was (6.18) impliziert.

Fiir den Beweis der ndchsten Proposition benétigen wir folgende leichte Verall-

gemeinerung der Hajek-Rényi-Ungleichung:

6.22 Satz. Sei n € N und seien Y7, ...,Y, unabhingige Zufallsvariablen mit
E(Y;) =0firi=1,...,n, sowie aj,...,a, € Rmit a; > as > ... > a, > 0.
Dann gilt fiir alle 1 <m <nund € > 0

k

Y

i=1

(6.23) P( max ay

m<k<n

2€><( ZEY2 s afE(Yf)).

i=m+1

Beweis: Leichte Modifizierung des Beweises der Standardform.

6.24 Proposition. Fiir alle o € (0,1) gilt

(6.25) max

[ne]<k<n

0p+(1) unter P(-|e,) P-stoch.

iZe

Beweis: Fiir alle ¢ > 0 gilt

no‘]<k<n

P< max

-

< P( max
[n®]<k<n

+P(|E( 28— o > &
= I,+1,.

Nun ist nach der Markovungleichung

I, < iE(\E(ezfyén)—ﬁj

én>

= JBedien -0 = o)
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nach (6.7). Weiter ist

k
£
I = P<[n£13,§‘<n Z} iep <normy = BT er, 1<mimy[€0)| 2 @ n)

1 & «2 S €

+P X Egeml{\e;ipnaw} — E(e; {1 jes 5o/ |€0)| > 1|8
= I, + 1V,.
Fiir alle m,n € N ist
~ 1 —qp=e ]

Z/ Sdrs< / L < Sl — =
7 12 i—1 ZL‘ xr T |lrx=m m

i= m—i—ll i=m+1

also mit der verallgemeinerten Hajek-Rényi-Ungleichung (6.23)

16 1
ﬂ[n S 52 ( 2 ZV&r(em 1{|e |<ncx/5} en)
* 2 ~
+ Z 3 Var(eml{k;i\gnaﬁ} en))
i=[n%]+1
16 2 /., R 39 pa/s
S 62[noé]E(enl:I.{le:u|§na/5} e) < 8—2 [na] = O(]_)

Weiter haben wir

ool ™

3

1 k
v, < P( max EZ@Z?I{‘%DW/E,}Z,
i=1

[n*]<k<n

3

8 )

€,) >

+ P<E(€Z%1{e;1|>na/5}
= Vo+ V[m

und es gilt
8 * 2 -~
VI, < EE(enll{\e:1|>na/5}|en)
LE(e*f(log(2+|e*l|))21 5 lspa/s
€<10g2>2 n n {lef,|>n/5}
= o0p(1)

IN

én)

nach der Markovungleichung und (6.13), sowie schlieflich

< o “le
Vo < <O<]<[(1mo%10g2 n]+1 21[na}<k<§{]+1[no‘] ]{3 Zem {lenil>n /5} 8

173



[(1—a) logy n]+1 201 [n]

1 *2 gl
= Zo P<2j[na] Z} Cni L{jeg, [>ner5) 2 g en)
J= 1=
< - 7E 1 N
- =0 2 [na] £ (6"1 {leg|>n/}[© )
6 ( +2(log(2+ |en]))” _

S ((1 —04) 10g2n+2)8E(6 (1 (2—|—na/5)>2 1{‘e;1|>na/5} en)

16 ((1 — o) logyn + 2) )
= ; E(en (log(2 + |en1‘))21{|e;1‘>na/5} en)

e (a/5logn)?
= o(1)op(1) = 0p(1)

wobei wir wieder die Markovungleichung benutzt haben, und zum Schluf (6.13).

6.26 Folgerung. Iiir alle o € (0,1) gelten

(6.27) max \/_’ZZ 1 € = O, (v/logn ) unter P(-|é,) P-stoch.

[ne]<k<n Z e*2

i=1 €ni
und | |
Zz 1 :n _ -~
(6.28) [ng?génk S Op+(v/n ) unter P(-|¢,) P-stoch.

Beweis: Die Beweise hiervon gehen fast genauso wie die von Folgerung 2.11,
deshalb fiihren wir nur den Beweis von (6.27) aus.
Fiir alle a € (0,1), K > 0 und n € N ist

P([max \/_lzll*m|>K logn |€

n*]<k<n

i=1 ~ni
SOk | n 1 ERNIR
:P{max \/_’ 11’“>K10n}ﬂ { e*-2>}en
({ o, g > wflmn o () ((5a> S
|Z"€:13 | " 1 s _ 04
+ P { max \/EM>K lo n}ﬂ { e;‘n<}en
( [n]<k<n YE e & kL[Ja} k; 2
K Ko2y/1
< P| max Z e, > wén
na]<k<n\/_ =1 2
+p< UL Ze <7 s )
k=[n%]
Es gilt




VAN
v
VR

ol
s
[
| =
- L
)
3 *
SN
|
Q
no

> ? A)
:[na] =1 2
_ 1 2 2 o?|
= P({ng]l?én %;em — 0% > B en>.
Daher folgt fiir alle € > 0
lim sup P P< max \/_’ZZ 1 il > Ky/logn én> > e
n—oo [ne]<k<n Zz 1 ;3

1og n

l\D\m

ni

ZZe

n—o0

< limsup P <P ( max

)

)2

+ lim sup P (P( max

n—o00 [n*]<k<n

223

DO |

2
— 0
K

nach (6.10) und (6.25).
Der Beweis von (6.28) geht analog, unter Verwendung von (6.11) statt (6.10).

6.29 Proposition. Fiir alle o € (0,1) und n € N gilt auf A, |

1
. J— < *
©30) e V(1= Vi 7)< Vi
mit
Vi max VR Izl
’ [ne]<k<n i=1 Eni
sowie

k *
(631)  max kel < (14 mas [t max fef,]) maxe s LZ=1Cnil
[n*]<k<n [no]<k<n 1<i<k (ne]<k<n 2121623

Beweis: Geht analog zum Beweis von Proposition 2.24. Tatséachlich folgt es wieder

*

allein daraus, dass t;, als Funktion von e}, e’ analog zu t,; als Funktion

nl»* " ~nn
von eq, ... en definiert wurde, und die Verteilung von ey, ..., e, bezichungsweise
von ey, ..., e, an keiner Stelle in dem Beweis benutzt wird.

6.32 Proposition. Fiir alle a € (0, 1) gelten unter Aj ,

(6.33) max  Vk |t} = Op(vIogn ) unter P(-|6,) P-stoch.

[ne]<k<n
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(6.34) max |t | max |e;.| = op,«(1) unter P(-|€,) P-stoch.

[ne]<k<n 1<i<k
(6.35) nax kltri] = Op+(v/n) unter P(-|€,) P-stoch.
1
(6.36) max max |——— — 1‘ = 0p+(1) unter P(-|e,) P-stoch.
(me]<k<n1<i<k |1+ 7 eq;

Beweis: Die Beweise von (6.33)—(6.35) gehen analog zu den Beweisen von (2.28)—
(2.30) unter Verwendung von (6.18), (6.27), (6.28), (6.30) und (6.31).
Fiir (6.36) ist &hnlich wie beim Beweis von (2.31) fiir alle ¢ > 0

1 N
_— e
L+t ken; n>
< 1> ‘“
< P, ol ol 2 1]
* * € ~
+ P max [t max ] > |@)

= 0p(1)

—1’>5

P( max max
[no]<k<n 1<i<k

nach (6.34).

6.37 Proposition. Fiir alle a € (0, 1) gilt unter A,

1k
ktik—gzek

i=1

(6.38) max

[ne]<k<n

= 0,+(v/n) unter P(-[e,) P-stoch.

Beweis: Geht genau wie der Beweis von (2.33), nur unter Verwendung von (6.25),
(6.34), (6.35) und (6.36), anstatt (2.9), (2.29), (2.30) und (2.31).

6.39 Definition. FIiir allen € N und alle £ =0,...,n sei uy, auf dem Ereignis

{ min e, <0< max e:i”-}
k+1<i<n k+1<i<n

definiert als die Nullstelle von

oo 3 G
imht1 LT Xy

in dem Intervall

R A,
n—=k maxy y1<i<n € \n — k ming 1<j<p € )

Fiir alle aw € (0,1) und n € N sei

n—[n®]
Br,= ) { min ey, <0< max e’:”-}.
) iy Ukti<icn k+1<i<n

176



6.40 Proposition. Fiir alle a € (0,1) ist
(6.41) P(CB;, ,|€,) = 0,(1),

und unter By, , gelten

(6.42) oo A |wr | , ax ler;| = op+(1) unter P(-|e,) P-stoch.
(6.43) 0<i22% ](n — k)|ul,| = Op(v/n) unter P(-|e,) P-stoch.
1
(6.44) max  max |———— — 1‘ = 0p+(1) unter P(-|e,) P-stoch.
0<k<n—[n®] k+1<i<n |1 4wy €,
1 n
(6.45) oo DX (n—Fk)uy, — o i:zk;rle;‘n. = 0p<(v/n) unter P(-|€,) P-stoch.

Beweis: Folgt aus (6.5) und (6.34)—(6.36), so wie im Beweis von Proposition 2.35
beschrieben.

6.2 Stochastische Entwicklung von 77*

6.46 Proposition. Fiir alle o € (0,1) gilt unter (2.41)

(6.47) max sup‘ Zeml{e <oy — U(x)

[no]<k<n z€R

= 0p+(1) unter P(-|e,) P-stoch.

Beweis: Zunichst halten wir fest, es gilt

sup‘E enilier <a}l€n) — U(x))

z€R
"1 1
= su ————Cnilie <oy —U(x
xe£i1n1+n{m {eni<ay — U()
1 n
< - -1 énzl éni<x
B ‘n;< 1+ L )l s
(6.48) + sup |— Zeml{em<z} U(x)
zeR n
< 1 1 e
< el Ry

+ sup ‘ Z enzl{em<l‘} U( )

= 0y(1) Op<1>+0p<1) = 0y(1)
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nach (3.42), (3.30) und (3.75).
Sei nun « € (0,1), n € N und € > 0. Dann ist

1 k
P( max sup| - enlier <oy — Ulw)| > € én>
me]<k<naeR | K = ni=
Ly ~ €.
< P| max sup’Ze,*”l{e*'@} — B¢} 1 <nf6n)] > =|@,
[n“}gkﬁn zeR k; i=1 ne— nl—= 2

+ P(sug B 11, <alen) — Ul)| >
S
= I,+1,.

én)

Unter Verwendung der Markovungleichung erhalten wir

c
2

2 R ~
I < ZB(suwp|Blei 1, nlen) - Ul |e)
& zeR
2 . N
= —sup E(€n11{e;1§x}|en) — U(x)‘
€ zeR

= 0y(1)

nach (6.48).
Da U gleichméibig stetig ist, gibt es dhnlich wie im Beweis von Proposition 2.42

ein m € N und reelle Zahlen x5, ..., x5,,_o mit
—00 =121 < T2 < ...< Ty, =0< 21 < ... < Top2 < Toy_1 i= 00
und
€
|U(x;) — U(zjs)| < ' fir alle j € {1,...,2m — 2}.

Auf dem Ereignis

. R 15
H, := {igﬁ (€L, <opl€0) = Ulw)| < 12}

ist nun fiir alle j € {1,...,2m — 2}

|E(enlien, <oy [80) = EleiLier, <o) @)
< ‘E(efnl{e;lngﬂ}@n) - U(%‘H)’
+|Us01) = Ulxy)|
+ | B Lies, <app[@0) = Ulay)]

€ e 9

19
LT T 1

IN
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Da x> €);1(er <y fiiv allei =1,...,n auf (—oo, 0] monoton fallend ist, und fiir

jedes x € (—00,0) ein j € {1,...,m — 1} existiert mit z; < = < x;11, erhalten
wir auf H,, fiir dieses j und fiir alle k =1,...,n
1 i * * -
i ; enil{e;iﬁx} - E(enll{ezlix} €,)
1
< I ;en Lier <e;y — E<€n11{6n1<$]+1}‘en)
1 Zk
S E ;6 1{6 <x]} E(enll{e <z |en) +

und umgekehrt
1k
E(eni ey, <apl@n) = 2 2 €hilien, <o)
i=1

S E(e’:,ll{e:lgmj}|én) - 1{6n1<x3+1}

| =

£
€ il{efnﬁmﬁl} + 1

o

= M=
.WM

< E<€:Lll{e:1§$j+l} |én) -
1

1

Also gilt auf H, firalle k=1,....,n

sup
z€(—00,0)

1 - * * ~
E ; enil{e;igz} - E(enll{efllgw}‘en)

L€
4

< max
1<j<m

1 k * * -~
% Z enz‘l{e;‘néx]‘} - E(6n11{621§x1}|en)
i=1
Dax = e 1 <y fiiralled = 1,...,n auf [0, 00) monoton wachsend ist, erhalten
wir genauso fiir gegebenes x € [0,00) und dasjenige j € {m,...,2m — 2} mit
rj <ax <z firalle k=1,...,nauf H,
1 k
k4

1=

e;knl{efnéz} — E(ep, Lier, <a} €,)
1

k
Z 62i1{€;i§$j+1} - E(‘s:;ll{e;léafj} €,)

1

IN

7

* * ~ €
enil{@f”éxjﬂ} - E<€n11{621S1j+1}‘en) + Z

-

Il
—

VA
T =

)

und wieder umgekehrt
1 k
E(eniliey,<apl@n) — 7 2 €nilien<o)
i=1
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= E(G:;l]_{e <xj+1}|en Z enz]'{e <z}
< E(en11{321§$j}|e") - % Zenil{efﬂﬁm]} + Z’

i=1

das heifst es gilt fiir alle k =1,...,n

1 k * * ~
sup ‘ % Z em‘l{e;iﬁx} - E(enll{ezléx”en)
=1

z€[0,00)
. R €
< m<§g%§n 1 Zeml{e <z} T E(enll{ezlﬁxj”en) + 1
auf H,. Zusammen bedeutet dies fiir alle k=1,....n
sup ’ /{3 Z eml{e Sa} T E<e;11{e;1§x}|én>
zeR
R €
S Z enzl{e <z} T E(6211{€;1§%’}|e") + Z

1<]<2m 1

unter H,,.
Wir haben also

1 &, £
b P, [F 3 - B o) o)
P( CH, ]én)
2m—1 1 k c
< — * 1o N — > —
< 2 P([n‘{‘l]lglgin F 2 it ~ Bl seplen)| 2 5 ")

. €
+ P(sup ‘E(ezll{e* <z}|€n) — U(x)‘ > —
zeR ! 12

én>

= I, + 1V,.

Nach der Markovungleichung ist

12
v, < —sup‘E %11{@ <x}|en> U(x)’
zeR

= 0p(1)
nach (6.48), und nach der verallgemeinerten Hajek-Rényi-Ungleichung (6.23)

[n°]

Z Var (eml{e <z }‘en>

2m—1 16 1
m, < =2
< > Sl

=1
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+ zn: %Var (ezil{e;ing} ’ én))

i=[n2]+1
e 16 2
< V 1 € x n
>~ jz:l 82 [n ] ar(enl {ef1 <=5} e)
64m 1

< o e = 0™ = oy(1)

nach (6.7), die zweite Summe in der Klammer haben wir wieder abgeschéitzt wie
im Beweis von (6.25). Also gilt (6.47).

6.49 Definition. Seien

F*4:0,1] x R = R,

[ns]

F*seq S ZL‘ = — Zl{em<x},
wobei F*¢(s, x) € [0, 1] irgendwie sei, falls s < 1/n, und

G [0,1] x R — R,

steq(s’x) = n— [ Z 1{6* <z},

i=[ns]+1
mit G*(s, x) € [0,1] irgendwie, falls s = 1.
Sei
Sr:[0,1] - R,

[ns]

::n’”

und S (s) := 0 fiir s < 1/n, sowie

Spriek10,1] = R,
1 n

*
Z Cnis

i=[ns]+1

* riick g) =
S (s) n — [ns]

und S¥Tick(g) 1= 0 fiir s = 1.
Seien firn e Nundi=1,...,n

Pri 2 [0, 1] = [0, 1]

und
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Elemente aus dem Skorohodraum D([0, 1]) mit

[ns]

me -

fiir alle s € [1/n, 1] beziehungsweise
Z Gi(s) =1
i=[ns]+1
fiir alle s € [0,1), und fiir die

1 1
ns|1+t5, e

auf dem Ereignis {mini<;<ng€}; < 0 < maxi<i<ps e} fiir alle i = 1,... [ns],

und
1 1

n—[ns| 1+ u;[ns]e*‘

ni(8) =

auf dem entsprechenden Ereignis {minp,q 1<i<pn €); < 0 < MaXpng1<i<n €} fiir
alle i = [ns|+1,...,n gelten. Nach der Definition der Lagrangemultiplikatoren ¢,
und u}; sind die erstgenannten Bedingungen auf diesen Ereignissen automatisch
erfiillt.
Seien

Freee? 10,1 x R — R,

[ns]

F*seqz 8 x me 1{6* <z}

und

GEers 0,1 x R — R,

G:’(LS@%Z(S? aj) = Z qnz 1{6 <£E}’

i=[ns]+1

und schlieflich
T::00,1] xR — R,

[ns](n — [ns])

Tr(s,z) = (F;seq(s,x) — steq(s,xn

n2
und
T:*:00,1] x R — R,

Tr*(s,x) = WW(F; (g, 1) — G PR (s, x))

n2
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6.50 Proposition. Es gilt unter (2.41)

1
sup sup [ns] | Fr* (s, ) — (F3 (s, x) — = S3(s)U ()|
(6.51) s€l01]zeR 9
= 0,+(y/n) unter P(-[e,) P-stoch.

Beweis: Geht fast genauso wie der Beweis von Proposition 2.46.
Fiir alle o € (0,1) ist

1
sup sup [ns] ‘F;: 2 (s, 1) — (F:; (s, x) — —QS;(S)U(x))‘
s€[0,1] zeR g
< oo lea;,
[ns] 1 1 [ns]
MM+ =S U
Z (1 + t*[ns]em ) {eqi<z} + o2 ;em (x)

=1

+ 14 sup sup
T sene—11] zeR

1
+ sup sup[ns] ’ Freca? (s x) — Fr*(s,x) + ;SZ(S)U(I)‘

s€[0,n*~1] zeR

= I,+1I,+1,.

Vollig analog zu den Abschétzungen aus dem Beweis von Proposition 2.46 erhal-
ten wir I, = o,«(1) unter P(-|é,) P-stochastisch nach (6.5) und I,, = op«(v/1)
unter P(-|€,) P-stochastisch nach (6.35), (6.47), (6.35), (6.34), (6.36), (6.9) und
(6.38). Schieklich ist

(el )

[ns]
m, < sup ( Zem

s€[0,n>—1]

E(leal) ¢
< (0%
< Il = e D e
= O(n*)+ 0y (n®?) = O, (n®) unter P(-|&,) P-stoch.,
nach (6.11).

Wir wihlen o« = 1/3 und erhalten die Behauptung.

6.52 Proposition. Es gilt unter (2.41)

1 )
sup sup(n — [ns])|G;, 4 (s,2) = (G (5, 2) = 8" (5)U(x))
(6.53) sclo.1]zeR o
= 0p<(v/n) unter P(-|€,) P-stoch.
Beweis: Folgt aus (6.51), da die dort betrachtete Zufallsvariable unter P(-|€,)
die gleiche Verteilung besitzt wie die hier betrachtete. Vergleiche dazu den Beweis

von Proposition 2.49.
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6.54 Proposition. Unter (2.41) gilt

sup sup |n® T *(s,x) —

s€[0,1] zeR

655 Y (Lis (0 — [5]) — Loy 15]) (L1es <01 — ;U(x)e’;i)

=1

= 0,+(n%/%) unter P(-|&,) P-stoch.

Beweis: Geht wie der Beweis von Proposition 2.53, nur unter Benutzung von
(6.51) und (6.53) anstatt (2.47) und (2.50).

6.3 Stochastische Entwicklung von r*

Sei in diesem Kapitel K : R? — R eine Funktion, fiir die es ein v € N gibt mit
v > 2, so dass K v-mal stetig differenzierbar ist und fiir alle 7,5 € {1,2} die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) E(K(ep,e)?) < o0 (e) E(efK(ei,e)?) < o0

(b) E(DYDYK ey, e3)?) < oo (f) E(efDYDYK(ey,e2)?) < o0
fir alle u,w € Nomit 1 <u+w<v-—1

(6.56) (c) es gibt ein Ky > 0 und ein m € N mit E(e?™) < oo,

sodass fiir alle u, w € Ny mit u + w = v gilt:

|DYDYK (z,y)| < Ko(1+ |z|™ ! + |y|™ 1) fiir alle x,y € R

(d) K(xz,z)=0 fir alle x € R.

Die Bedingung (6.56) (a) entspricht (3.92) (a), (6.56) (b) entspricht (5.1) (b)
und (6.56) (e) entspricht (3.92) (e). Die Bedingung (6.56) (d) folgt aus der An-
tisymmetrie (4.1) (a). Die Bedingung (6.56) (f) ist im Fall v > 2 im allgemeinen
stirker als (3.92) (f) und (g), und auch (6.56) (c) ist im allgemeinen stérker als

ihre Entsprechungen in (3.92) (d) und (5.1) (c).
Umgekehrt impliziert (6.56) sowohl (3.92) als auch (5.1).

6.57 Folgerung. Sei L : R?> — R eine Funktion, fiir die es ein Ly > 0 und
ein m € N mit E(ef™) < oo gibt, so dass |L(x,y)| < Lo(1 + |z|™ ! + |y|™ 1)

fiir alle z,y € R gilt, und seien fiir alle n € N, 7,7 = 1,...,n und &k = 1,2
kj

et € [ei N €niy€; V €yi]. Dann ist fiir alle u, w € Ny mit u 4w > 1
(6.58) ZZ&QL Enp Eng) | Eni — €i]"|énj — €5 < O, (n*?).
i=1j=1
J#i
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Beweis: Der Beweis geht dhnlich wie der von Folgerung 5.10: Wie im Beweis von
Folgerung 3.122 ist flir allen € N, 7,5 =1,...,nund k = 1,2

et < lesl + [éns — e,
also fiirallen € N, 4,5 =1,...,nund k =1,2
Lieg,en)?
< L (1_|_|€ |m1_{_’€ |m 1)
< L3O (T lel™ ™ + o™ + | — o™t + |ns — e )

2
< 4LjCp_, <<1 el ™+ e ™)+ 1w — e+ én; — €j|2m2)

2

mit viermaliger Anwendung der C,.-Ungleichung, zweimal mit » = m — 1 und
zweimal mit r = 2 und Cs = 2, und weil C,,,_1 > 1 fiir m > 1. Ahnlich wie wir im

Beweis von Folgerung 3.122 gesehen haben, ist n € N und fiir alle i, =1,...,n
2 2
e2(1+ le™ " + e 1) < 291V [ea ™V eg ") < 9(14 e+ €M),

also zusammen fiir alle u,w € Ny mit v +w > 1

n

n
ZZ nz? nj) ’67” ei‘u|énj - ej‘w

1=1
JFi
< DD efALCh ((1 + e ™+ !ej\’”_1>2
i=1 1

j:
J#i
+ni — e + ey — €j|2m_2> |€ni — €il"|én; — €5]"

< B6LIC2 3D (L4 em 4 e | — eil“len; — 5"

i=1j=1
J#i
n n
FALGCh DD eflen — e T TR en; — ey
i=1j=1
jfi
+4L2C2 Z Z e eni — €i]"|én; — ;T2
i=1j5=1
i
= Op<n3/2)
nach (5.9).
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6.59 Proposition. Unter den Voraussetzungen (6.56) an K gilt

n

(6.60) > 2|

. . 2
€m‘K(€m, enj> - eiK<€i7 6]')’
i=1j=1

=0, (n3/2) .

Beweis: Es ist wegen K(z,z) = 0 fiir alle x € R und nach der C,-Ungleichung

n

2D

i=1j=1

2

eniK (Buis enj) — €K (e1,¢))

== énzK(énu én]) - eiK(ei7 6j)

’ 2

s.
I M:
[}

M= 311:

=

(éni — €DK (Buis e0y) + €3 (K (fass 0g) — K(eive)))|

[
-
I M:
I
oS
*

QZZ|€’N/L €Z| K en27€n])2
i=1j=1
i
+2) > (1+e))|K
i=1j5=1
-
= 21, +21,.

IN

‘ 2

(Eniy nj) — K (e, €5)

Nun ist nach der Taylorformel und der Ungleichung vom arithmetischen und
quadratischen Mittel, wobei wir beachten, dass in dem Quadrat (v + 1)(v +2)/2

Summanden stehen,

n o n v—1 w
I < ZZ!em—ef(ZZ( )\D}‘Dg’uK(ei,ej)Hém—ez"u’énj_ej|wu

i=1j=1 w=0 u=0

JFi ?

()D“D” R (M 2 |6 — ei|u|ém—€j'”_”>
(U+1 U+2 v—1 w n o n "
Ry NG 33 DDy )
=1 ]:

w=0 u=0 6i|2u+2|énj _ €j|2w72u

|6m

Jr(v+1)2(v—i-2)i<v> ii DYDY (2 n])|2
i

u ~ —
u=0 =17 ’em i‘2u+2 ‘ enj ej ‘21} 2u
= Op(ng/ 2)

nach (5.9) und (5.13). Hierbei bezeichnen ef’;{ € [ei N épiye; V éy] fiir n € N,

1,7 =1,....,nund k = 1,2 die Zwischenstellen aus der Taylorentwicklung.
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Nochmal nach der Taylorformel und der Ungleichung vom arithmetischen und
quadratischen Mittel, wieder unter Beachtung, dass es in dem Quadrat h6chstens
(v+1)(v+2)/2 Summanden sind, ist

I, < ii(l + ef)<

J
JF#i

<

1 w W
§:()mﬂwﬂK@mmwm—www—QW%

=0
v 2
s ()wwwwamnmszM%—%wﬁ

< g

u=0 u

_ 2
U+ D +2) =~ (W) SN -
S 2 zjlz:o U ZZ|D D K(6“€]>|2
w=1 u= i=1j=1 ~ w—2u
jj# Jeni — eil? |6nj_ej|2 ?
_ 2
0+ DO +2) &=~ (W) NS e
: > (") LS eDiDy K el
w=1u=0 \ U i=1j=1 ’é ‘_€'|2u|é ,_€.|2w—2u
‘77&1 ni (3 njy J
2
W+ D0 +2) & (V) S | e yo—u
9 ZZ|D D K( Enis n])’z
w=0 \%/ =121 A 20—2u
i |em_ei| |6nj —6]"
2
W+ D0+2) K (V) == —u
+# u ZZ|61D D2 K( Enis n])|2
u=0 i=1 “77;1. ‘enz - 61’ ’enj —ej 20—2u

Op(n3/2)
nach (5.9), (5.13) und (6.58). Also gilt (6.60).

6.61 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (6.56) an die Funktion K gelten

1 n n
(6.62) n—zz E KK (Eniy e0j)” = Op(1)
und
(6.63) Y Ky = O,(1).
=1 j=1
Beweis: Wir haben wegen K(x,z) =0 fiir alle z € R
1 n n
EZZ zK emaen] 2
i=1j=1
1 K& 2
= = SN (em (Eni, €ny) — €K (e, €5) + e, K (e, ej)>
i=1j=1
2 n n
S ﬁzz (enz eni,énj) _eiK(ei,ej > ZZ@QK 6“6]
i=1j=1 i=1j=1
J#
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n n 9
S 732 ZZ (e'f”K(enZ)enJ) GZK(61763)>
=1 j=1
9|
¢ IS5 (ceriene - B(eten )|+ 25(et K en o)
i=1j=1
J#i

= O,(Ln) +0,()+0(1) = O,(1)

nach (6.60) und (5.18), und nochmal fast genauso

1 n n
EZZK(enuenJ)
i=1j=1
n n 2
_ 711222 (K(em-,énj) K(ez,ej)—FK(el,ej))
i=1 j=1
z
= iZZ(K(enwem)_K(eiae] ) —I-jz:ZK ez,e]
" i=1j=1 i=1j=1
JFt Jj#i
2 2
< 33 (Kl tn) - Kleiney))
i=1j=1
7
2 n n
+ <K(ez,ej)2 — E(K(e1, e0) ))| +2E(K(e1, €2)?)

nach (5.16) und (5.18).

6.64 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (6.56) an die Funktion K gelten

(6.65) ‘E(e VK (€5, €h)| @) —E(elK(el,@))‘ = 0,(1),
(6.66) E(lep K (e ex)l ) = Op(1),

(6.67) E( €K (e51,€55)* [8n) = Op(1)

und

(6.68) E(K(e}y,€50)*[6n) = O,(1).

Beweis: Zu (6.65): Es ist wegen K(z,x) =0 fiir alle x € R
’E(e K (€5, €h)| ) — E(elK(el,ez))‘
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1 K& 1 1
ﬁ ;; 1+ tnnem 1+ tnnen]
J#i

= op(1)

emK(ém‘, énj) — E(GlK(€1, 62)) '

nach (5.21).
Zu (6.67): Hier haben wir

E( *2K( €n1s n2> ’/e\n>

- nQZZ

1= 11—|—t,meml+

2 n

I<isn 1 + tnneni

- Op(1)20p<1) - Op<1)_

nach (3.42) und (6.62).
Zu (6.66): Folgt wegen

E(lepK(ehel[en) < 1+ E(epiK(eny, enn)[en) = 0,(1)

aus (6.67).
Zu (6.68): Es ist wieder

nlr “n2
- ~ = K éma €n
1

nach (3.42) und (6.63).

6.69 Proposition. Sei L : R? — R eine Borelfunktion welche die Vorausset-
zung E(L(ey, €hq)?€n) = Op(1) erfiillt. Dann gilt fiir alle « € (0,1)

n k
LS S iy - Bk d)e)

i=k+1 j=1

(6.70) max

[n®]<k<n—[n°]

= 0p«(1) unter P(-|e,) P-stoch.
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Beweis: Der Beweis geht entsprechend dem Beweis von Proposition 2.56. Daher
werden wir ihn nicht vollstindig vorfiihren.
Sei v € (0,1). Zunéchst ist klar, daf es wieder ausreicht,

Z ZL Crni ’flj E(L(e;kzlaenz)‘en)

i=k+1j5=1

I, .= max
(] <k<[n/2)

kn—

zu betrachten. Um wieder den Indexbereich in dem Maximum entsprechend auf-

teilen zu konnen, betrachten wir wieder fiir a,b,n € N, a <b <n/2und ¢ > 0

Hn(a’ab7€)
=F LSS S e — B(Liee|e)] = e
- angll?%(b kn_ki:k—l—lj:l <€ni7€nj)_ ( (6n176n2)‘en) = £|ey
* * ~ ane | .
S < 22 ) B{b )] = )
* * ~ ane | .

= pi(n,aq, b, 8) + pg(n, a,b,e).

Wir zeigen hier nur beispielhaft die Abschitzung von py(n,a,b, ). Sei dazu fiir
k=1,....b

k n
Sk e Z Zl (L(e;':n’ e:;j) — E(L(@;kn, 6;';]) 6:11'7 én))?

und

Fi = 0(621, e B B s - ,efm;én).
Dann ist (Sk, Fr)k=1...
alle k=1,...,b—1ist

» ein Martingal, denn die Adaptiertheit ist klar, und fiir

E(Sk+1|Frk)
k+1 n
- Z Z E<L Cnis n]) E(L(eiiaeiij) e;kmén) Cnts - Cnki
j=1i=b+1 e;b—&—l?"'vefm;én)

* o~ * * o~
€ris en) €nis €njs en)

k n
- Z Z E<L<€:;i7 €nj) — E(L(efm €nj)

o~
€ en)

+

> B(L(ehs ciars) = B(Lleru i)
i=b+1
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Es folgt mit der Kolmogorovschen Maximalungleichung fiir Martingale, wobei wir
die Inklusionen o(€,) C F; C ... C F; beachten, sowie mit der Markovunglei-

chung und der Bienaymeschen Gleichung

D2 (n7 a, b7 5)

*

)2

Z i <L(e;kw" €nj) — E(L(efu-, €nj)

>3 (B(Lee))ne)
L(‘fZlanz)’én))‘Z 3 én>

*
ni

€
—E(

(&

n

> (E(L(eip €n1)

i=b+1

®) = B(Len @) )| = % én>

3

VAN
D
&~
s>
—
R
o)
<

ers, én) - E(L(efm 622)‘671))2

@n)

64 & o
782 Z E((‘E(L(em? enl)

——— (b*n + n?b) E(Var(L(eZl, 622)’621, enl, - - - ,énn)

an)

IN

b
* * * A ~
+ m nvar(E(L(enlv €n2)’en17 €nly - - - 7€rm)

<

wobei die ganzen Abschitzungen aus dem Beweis von Proposition 2.56 wieder-
verwendet werden konnen.

Indem man fortfahrt wie im Beweis von Proposition 2.56, erhélt man

3584b

Hala,be) < 27

E(L(ezl, 622)2‘@).

Auf die gleiche Art wie im Beweis von Proposition 2.56 folgt daraus, nun mit der
Voraussetzung E(L(ek, ety)?[€,) = O,(1), fiir alle e > 0

P(I, > £[é,) = o,(1).

Dies bedeutet I,, = 0, (1) unter P(-|e,) P-stochastisch.

191



6.71 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (6.56) an die Funktion K gelten
fir alle v € (0,1)
(672) [ }<III€1<aX (ne] % k Z Z eniK(eni7 enj) - E(elK(ela 62))‘
n*|<k<n—|n% n — . ._
kI = 0,-(1) unter P(-[8,) P-stoch.

1 1 n k
(6.73) max - > Y e K(en en) — E(egK(el, @))’

ne)<k<n—[ne] | kn — k

i=k+1 j=1 _ op*(l) unter p(. |§n) P-stoch.
(6.74) LSy ek (el
. max - 6 =
ne]<k<n—[no] kn — k i =1 Eni J ~
J = Op+(1) unter P(-|e,) P-stoch.
(6.75) LS e, Klener)
. max - 6 ) En
ne)]<k<n—[no] kn — k imktl =1 Eni J ~
J = Op+(1) unter P(-|e,) P-stoch.

Beweis: Zuniichst reicht es aus, (6.72) und (6.74) zu beweisen, da die Vorausset-
zungen an K symmetrisch in den Argumenten von K sind, und (6.73) und (6.75)
durch Vertauschen der Argumente von K aus diesen Aussagen folgen.

Zu (6.72): Fiir alle o € (0,1) ist

1 1 n k
— *Kef..eX)—Elet K
[ne]<hen—fne] kn—ki:zkilj;em (€)= B <€1’€2)>‘
< max 1 1 z”: Zk:GZiK(‘f;ive:z> E(e (e ”2)’%)
nel<k<n—el lkn — k55, 2 /
+ ‘E 6 K( €n1s nZ)‘eTL) E(61K<61762>>‘
= 0p(1) +0,(1) = o0p(1) unter P(-e,) P-stoch.

nach (6.70) mit (6.67), und (6.65).
Zu (6.74): Hier ist fiir alle o € (0,1)
1 1 n k
max =~ —
[ne]<k<n—[no] kn — k z:zk;ru;
1 1 n k (
e,

kn—k Z Ze HKlen

[ne]<ksn—{ne] i—kt1 j=1
+ E(Jen K (en1, €0l €0)
= 0,,(1)+0,(1) = Op(1) unter P(-|e,) P-stoch.

e Ker er )‘

ni ni) Ung

< dnax K(enne72)] )

Cris nj)‘ -

nach (6.70) mit (6.67), und (6.66).
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6.76 Proposition. Unter den Voraussetzungen (6.56) an die Funktion K gilt
fir alle € (0,1)

(6.77) Y Y IK(ei eni) = Op(n'**) unter P(-[é,) P-stoch.
i=1 j=1
i
Beweis: Einfach nach der Markovungleichung ist fiir alle C' > 0 und ¢ > 0

( (Z%:]IK esien;)] > Cnttele >>5>

< (C S B (e ee )26>

i#]
1=1 j=1

i#]

< P(GB(KEG Gwlle) 2 <)

< P(1+E(K( e ey)? \en)>cs) — 0,

nach (6.68), woraus die Behauptung folgt.
6.78 Definition. Mit der am Anfang des Abschnitts gewdhlten Funktion K sei
rr:[0,1] = R,

r (S) — [nSKn —

/ K(z,y) F) (s, dy) G;*“(s,dx)

[ns]

LY Y K

i=[ns]+1j=1
und
re?:[0,1] = R,
T;Z(S) _ [ns](n_ / K IE Y F*seqz(s dy) G«*seqz(s dl’)
1 n [ns]
=3 2. 2 [Inslpi(9) (n = [nsh)anils) K(eqi, ery)-
i=[ns]+17=1

6.79 Proposition. Unter den Voraussetzungen (6.56) an die Funktion K gilt
E(K(el, 62)62)

n

2
sup |r2%(s) — | ri(s) — — li<msin(n — [ns
s 2 (s) <n() 72 2 (Lust i3(n — [ns]) =
E(K (e, eq)e N
(6.80) + Lo [28] (K - 2) 1))enl
o

= 0,+(1/\/n) unter P(-|e,) P-stoch.
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Beweis: Geht analog zum Beweis von Proposition 2.66.

Zur Abkiirzung setzen wir wieder

vz L < E(K(e1, e2)es)
H(n,s) :=r*(s) — ( — 3 Z (1{l<[ns — [ns]) o2
E(K(e1,e2)er)\ .
+ L sy [n5] ) )%
o
fiir n € N und s € (0, 1), und miissen nun
sup |H(n,s)| = o,<(1/A/n) unter P(-|€,) P-stoch.
s€[0,1]
beweisen. Es gilt fiir alle « € (0,1)
swp [Hn,5)| < swp [Hms)|+ sup  |[Hn,s)l
s€[0,1] s€[0,ne—1] s€[l—na—11]
+leay ues;, - 00+ lax nB: sup |H(n,s)|

s€[n@—1,1—na—1]

= I, 4 I, + I, + IV,.
Fiir alle € > 0 gilt
P(I, > e/ [&,) < P(CA;, J8,) + P(CB; . [6,) = 0,(1)

nach (6.5) und (6.41).

Die Abschitzung von Term IV, geht genau entsprechend zur Abschitzung des
Terms IV,, im Beweis von Proposition 2.66, nur unter Verwendung von (6.34),
(6.35), (6.36), (6.38), (6.42), (6.43), (6.44), (6.45), (6.72), (6.73), (6.74) und (6.75).
anstelle von (2.29), (2.30), (2.31), (2.33), (2.37), (2.38), (2.39), (2.40), (2.59),
(2.60), (2.61) und (2.62).

Fir I,, haben wir

L < sup |rp%(s)]+ sup |ry(s)]

E(K(ey,ez)e ns
L EE )] ]
g SG[O,TLQil} n

= Vi + VI, + VI, + VII,.

i=[ns]+1

Nun ist wieder, wie im Beweis von Proposition 2.66,

v < ]-CB*

n,x

00+ 1p; - [sup ; |2 (s)],
sel0ne—
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mit 1ep: - 00 < M, = 0p-(1/3/n) unter P(-|e,) P-stochastisch, und unter B; ,

ist wieder

[ns] 1

Z D_[ns]py, i (8) T K(efi eny)

i=[ns]+1j=1 L+ un[ns]em'

na( ax  max )ZZ]K s nj

n? 0<k<[na] ktl<isn 14 uppen;/ = i
i)

sup [r,*(s)] =

sE[O,no‘*l] SE[O na 1] n2

IN

= O(n"7?) Op+ (1) Opr (n'*)
= O, (n** ') unter P(-|e,) P-stoch.

nach (6.44) und wegen (6.77). Es folgt V,, = 0,+(1/y/n ) unter P(-|é,) P-stocha-
stisch, falls o < 1/4.

Dann ist

VI, S — Z Z K (e, €5)] = Ope (n®~") unter P(-[€,) P-stoch.
=1 j=1
i#]

nach (6.77), also VI,, = 0,+(1/y/n ) unter P(-|e,) P-stochastisch, falls o < 1/2.
Weiter ist

E
|[E(K (1, e2)e)| 1 A
o2 n 1<k<[n®]

= O(1/n) Op (n*?) =
= 0,(1/A/n) unter P(- |en) P-stoch.

k
z:;

VI,

IN

/\Q
Q
~
w
,_.

S~—

nach (6.11) mit der Ersetzung n +— [n®].
Und schlieflich

|E(K (1, e2)e1)| [n°]
< PR 3
|E(K (1, €2)en)| [
~ 1Bl b |3
= On* 3 O0p(vVn) = p*(l/\/_)unter P(-|e,) P-stoch.
nach (6.11).

Es folgt auch hier I, = o,(1/\/n) unter P(-|¢€,) P-stochastisch fiir o = 1/5.
Der Term I, geht analog. Damit sind alle Summanden von der behaupteten

Ordnung.
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Kapitel 7

Funktionale Grenzwertsatze fur die

Bootstrapprozesse /n T, * und

nrh?

Es gelten in diesem Kapitel die Modellannahmen {iber das ARMA-Modell und die
Fehlervariablen wie im vorigen Kapitel. Weiter sei in diesem Kapitel K : R? — R
eine Funktion, die die Bedingungen (6.56) und (4.1) erfiillt. Dies umfasst alle je

an K gemachten Voraussetzungen.
7.1 Definition. Seifirn e Nundi=0,...,n

X5 00,1 xR — R,
1

Xyi(s,x) = \/ﬁ(l{iﬂnsnn_[ns] [”S]).

_12 ns|t
n {>nsl}

U(;U) e;kn)a

(L = Fit) = =

und

K :[0,1] xR — R,

K!(s,x) := Z X (s, )

.(1{62590}—1?;(9;)— = en>
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7.2 Proposition. Seien k € N, sy,..., s, € [0,1] und zy,..., 7, € R, und seien
firallene Nundi=1,...,n

K;kl = (K*(Slyxl)w K (Sk’xk_)>7
X_:,’L = (XZZ-<817I1),... Sk’xk )
sowie
U(z)U(x;
= ((sl Ns;— sisj) (F(a:i ANxj) — F(x)F(z;) — W)) ‘
o .
i,5=1,....k

Dann gilt unter den Voraussetzungen (3.78) und (3.79)
(7.3) K}~ N(0,T) unter P(- [&,).

Beweis: Wir konnen den zentralen Grenzwertsatz in Bootstrapform verwenden,
denn beziiglich (P(-|€,))nen stellt (X*,)i—1

Dreiecksschema von zentrierten, k-dimensionalen Zufallsvektoren mit quadratisch

nmeN ein zeilenweise unabhangiges

77777

integrierbaren Komponenten dar. Es reicht also zu beweisen, dass die Normie-

rungsbedingung

(7.4) Zcov vilen) =T

und die Lindebergbedingung

n

(75) Z E(HXZi||21{||Xf”~H22€}|én) = Op(l) fiir alle e > 0

i=1
erfillt sind.

Zunéchst haben wir

sup‘FZ F(m)’

zeR
~ 11
< Feerz(1 — FP4(1 - — U
< suplfy (Lx) = F3(1, z) Ugnge (z)
(7.6) +sup|Fi(1,z) — F()|
zeR
1 1&
+;21€11[R))U ‘ n;ei

= Op(l/\/ﬁ>+0p(1)+0p(1) = 0y(1),

was nach (3.82), dem Satz von Glivenko-Cantelli, sowie der Beschrénktheit von
U durch E(|e1]) und dem starken Gesetz der groken Zahlen gilt.
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Zu (7.4): Wir rechnen dies wieder elementweise nach. Seien wie beim Beweis von

(4.9) L, e {1,... .k}, s:=s, t := sy, x:= 1y, y := xp und

ey U0, U L
M = COV(l{e:LlSaC} - Fn (I‘) T o 7L17 1{3 1<yt T F ( ) o o2 €n1 e")
= E<<1{e;1§x} - Fn (i[)) - o2 enl) (1{€;1§y} - Fn <y> - o2 €n1> €n
= E(l{ejﬂ@my} - 1{€Z1§z}Fn (y) — 767&1{6213”‘}

'l T3z T2 T2 U(y) *
- Fn (I)l{ezlﬁy} + Fn ('r>Fn (y) + Fn ([E) o2 €n1

- Tenll{e:;léy} + Fn (y) 2 €n1 + ] en% en)
A Uly)

= E(l{ezlél’/\y”én) - E(l{ezlﬁx}‘én)Fi(y) T2 E(‘Z;ll{eﬁdﬁw}@n)
— FZ(2) E(Lies, <y |€0) + F () E (y) +0

-9 et cnlen + 0+ LW g,
Ly Fleny) - F@)F() - 20

wegen E(lgs <1[6,) = FZ(2) fiir alle z € R, nach (7.6), (6.48) und (6.7).
Zu (7.5): Fir alle n € N und ¢ = 1,...,n haben wir

k
1 n — [ns,] [ns;]\ 2
X507 = Zn(l{K[nsﬂ} = = Lisfns )y ) '
=1
Tz U($> * 2
’ <1{€:”-<1‘j} - Fn (ZE]) - 0_2] 6ni)
k E 2
= (1+ (|21‘)|€Zz|) = M(n, 1),
n o

und damit folgt fiir alle ¢ > 0 und alle n > 4k /e

n

> EIX P s 2= €n)

i=1

< Y E(M(n, i) aniey[€n)

i=1

= nE(M(n, l)l{M(nl >c}|@n)

.

|61| 2
) 1{ (1+E(‘61‘) * )2>6}

I
o
—

s
)

IN

*2)1
{1+ 222> 20y
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_ 2k:E<(1+ E(|€1|)2eﬁ)1 »

2
04 {6212(27@ \51\ 2}

“)

E(led])
< 2kE<(1+ ) LI >
- 2kP< >_ et e>
“nl = 4kE(lel])? 1"
2kE(le1])? [ .o
+ ot E( ”11{ )
8K’ E(le1])® . vops
< WE(%H%)
2kE 2
o e
= Op(1/n) +0p(1) = 0p (1) unter P(‘ |€,) P-stoch.

nach (6.7) und (6.13).

Im Beweis der nichsten Proposition verwenden wir folgende, auf den unten an-
gegebenen Artikel von Brown zuriickgehende Folgerung aus der Doobschen Ma-

ximalungleichung:

7.7 Satz. Seien n € N und Uy,...,U, ein zentriertes Martingal beziiglich ir-
gendeiner Filtration. Dann gilt fiir alle C' > 0

2
(7.8) P( max |Uy > C) < 6E(|Un|1{wnlzg}).

1<k<n

Beweis: Siehe zum Beispiel Brown (1971), Lemma 4.

7.9 Proposition. Fiir alle ¢,¢’ > 0 gilt, wenn (3.78) und (3.79) erfiillt sind,

(7.10) lim lim sup P(P(W(g(K:L) >cle,) > 5’) = 0.

6l0 n—oo

Beweis: Auch in diesem Beweis verstehen wir die Argumente s und x in einem
Stetigkeitsmodul wieder als Projektionen. Zur Abkiirzung setzen wir fiir alle n €
Nundz=1,...,n

Ulz) .

ni*

Hy(z) == 1{e;i§x} — I (z) — o2

Es gilt dann fiir alle § > 0 und n € N, dhnlich wie im Beweis von (4.11)

ws( = f:]"‘ @) +wi( = > )

n i=[ns]+1 n

IN

ws(K5,)
=: wi(n,d) + wg(n, J),
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und es ist auch hier wieder ausreichend, wy(n,d) zu betrachten, da beide Sum-

manden die gleiche Verteilung besitzen. Es gilt fiir alle n € N und 6 > 0

wi(n,d) < ( [isj] - (1{e* <z} — ﬁ’i(m)))
( % n—| ]U(rc)e;i)

= ws(n,d) +w4(n, 6),

und weiter

[ns]

ws(n,d) < < Z(l{em<x} ())>

1 [ns]
+ <5 + ) sup
n s€[0,1 l]

Z(l{e i<zh T ( ))‘

=: ws(n,0) + we(n, o),

wie im Beweis von (4.11).

Seien fiir alle n € N U,,...,U,, unabhingige und iiber [0,1] gleichverteilte
Zufallsvariablen, die auch von X;_,,..., Xy und e;_g,...,e, unabhingig sind,
also insbesondere auch von e, unabhéngig sind. Dann gilt fiir alle i = 1,...,n
ﬁj_l(Um) ~ ¥, unter P(-|€,), und weiter sind ﬁf—l(Unl), . ,ﬁ;_l(Um) unter

P(-|e,) unabhéngig. Also gilt

~ 1 ~ —1

(E? (Un),.. . EZ (Unn)) ~ (e5q1,...,€,) unter P(-]€,).

e nn

Es folgt fiir alle n € N und 6, > 0

P<w5(n,5)25’én) = P<W5(

(1{Um-gﬁg(x)} - ﬁi@))) > e

= Plws(anls i) = @)
ns]

an(s,y) == \/15 Z (1{Um-Sy} - y)

wobel



den uniformen sequentiellen empirischen Prozess bezeichnet. Mit Teleskopieren

und Dreiecksungleichung erhalten wir

P(W(; (an(s, F}f(x))) > ¢ én>

= P< sup. tsu}))l ‘an s, F*(x)) — an(s, F(z))
wiars Tl o+ (s F(x)) = ou(t. F(y))
+ an(t, F(y) = an(t B ()| > €

én>

+ w; (an(s, F(x))) >

< P(2swp sup |au(s, Fi(@)) — an(s, F(@))
z€R s€[0,1]

< P(sup sup }ozn s, F*(x)) —Oén(S,F(x))‘ 2 -
zeR s€[0,1] 4

€e>
2n

Wegen der Unabhéngigkeit von U, ..., U,, von &, gilt fiir alle ,&’,§ > 0

+ P(ws(anls Fla)) =

= pl(nv 5) + p2(n7 g, 5)

lim sup P(pg(n, £,0) > 5’)

n—o0

n—o0

< l,lim sup P(Wg( ) ;)

o
(2

_ nmsupp<p w5(an(s,F(x))) > ;) > a)

1
= — limsup P

|
(

Ws

)

Z Lv<r@y — Flz ))) >

)

da der sequentielle empirische Prozess %(Fgeq — F) verteilungskonvergent mit

%\

=0

[y

1
= —,hmsupP 1{el<1’} F(x ))) =

g n—oo

Ws

DO ™

il
T M

510

stetigem Grenzprozess und damit C-straff ist, vergleiche hierzu den Beweis von
(4.11).
Weiter gilt fiir alle 6’ > 0 auf dem Ereignis

{Szl[tpl] ‘Ozn s, F*(x)) —an(s,F(x))‘ > i} {suﬂ;;‘Fz F(JE)’ < 5/}
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die Abschétzung

~ < sup o supan(s.u) - au(s, )]
4 s€[0,1] uwel0,1]
lu—v|<d’
< sup sup ‘OJH(S,U)—OJn(t,U)‘ = WIJ’(@n(Sax))'
]

s,t€[0,1] w,we0,1
[s—t|<d’ |u—v|<é’

Es folgt fiir alle n € N und ¢, > 0

pi(ne) < P<W'af(04n(s,as)) ZZ

én) + P<sup’ﬁ§(z) — F(m)‘ >d'e

z€R

= PWalanlss ) 2 1)+ L ) - Pl > )

Da der uniforme sequentielle empirische Prozess a,, verteilungskonvergent mit
stetigem Grenzprozess und damit auch C-straff ist, gibt es zu jedem & > 0 ein
A(g’) > 0 mit

/
lim sup P(W’g/(@n) > Z) < % fiir alle &' € (0, A(€')),

n—oo

und (7.6) ist fiir alle & > 0

L sup, e 1B () = F@)| 2 6~ Ysupyen |Fi () — Flo) = 7y~ %D
Zusammen folgt fiir alle e, &’ > 0 fiir alle ¢’ € (0, A(¢))

lim sup P(pl (n,e) > 5')

n—o0

< limsup P(P(W/5/<Ckn(8,£lf)) > Z) > c )

n—o0

8/
I P(l N > )
ISP I N sup, g [F2(2) — F(2)| > 0} © 2

= 0.
Weiter ist mit den gleichen Argumenten wie oben fiir alle n € N und €, > 0

P(wﬁ(n, 9) > 5‘671)

1 1
= P (5+ > sup —=
( n) scon Vi

[ns]

2 (1{?“{1(%)9} - Fi(gj))’ 2 &

i=1

z€R
1 1 sl R
( N/ selo,1] vn ;< {Un;<Fz(2)} ( )
zeR
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= P((é + i) sup suE’an(s,ﬁ’j(x))’ >c

s€ [0»1] zeR

én>

— P<<5—|—1) sup sup}’an(s,u)lza)

N7 s€f0,1] ueo,1

én)

< P((F+3) 2, mp oo 2

Hieraus folgt fiir alle €,¢',§ > 0, wenn wir mit A den Grenzprozess von a,,
bezeichnen,

lim supP(P(w6(n,5) > 5‘én) > 6’)

n—o0

1 1
< ,limsupP<(5+> sup sup ‘an(s,u)‘ 25)
€ n—oo 7 s€)0,1] uel0,1]

1
< llimsupP(Q(S sup sup ‘an(s,u)’ Zs)
g n—oo s€[0,1] u€[0,1]

1 £
< P(5 sup sup |A(s,u)| > ) — 0,
g s€[0,1] ue(0,1] ’ ( )‘ 2 510

wobei wir beim letzten Ungleichheitszeichen das Portmanteau-Theorem und den
Stetigkeitssatz verwandt haben.

Kommen wir nun zu wy(n,§). Ahnlich wie oben ist

waln,d) < w(;(\/lﬁg(](;v)efn)

g

1 11U
+ (5—|— > sup — [
n/ sepa vV ,2::1 o’
zeR
1 MU,
- Wé(ng o? m)

=: wr(n,d) +ws(n,d),
und nach (6.11) ist fiir alle €,&’,6 > 0

lim sup P(P(wg(n,é) > 5‘én) > 5’) — 0.

n—oo o

Als néchstes ist, unter Verwendung von (4.12),

U(x) 1 1 1 [l
wiln,8) < wup| = s =S en) + ws(U@) swp |23,
weR| O° \/5; o ( )se[o,ll \/5;
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[ns]

et )+ aveU) o

E(le 1
= (0|_21|)1U9(n, 5) + gﬂ)lo(n, (5)

IN

k
Z €
i=1

Fiir alle ¢ > 0 und &’ > 0 gilt

limlimsupP(P(wlo(n,é) > 6‘6n) > 5’) =0

610 n—oo

nach (6.11), denn wegen der gleichmébigen Stetigkeit von U ist ws(U(z)) e 0.
Wir miissen uns nun noch um wy(n, §) kiitmmern. Wir verwenden dabei Standard-
ideen fiir C-Straffheitsbeweise fiir Partialsummenprozesse, wie sie in dhnlicher
Form zum Beispiel in Génfler und Stute (1977) im Beweis zu Lemma 10.1.9 zu
finden sind. Hierfiir beachten wir zunichst, dass wegen der Monotonie in ¢ fiir
alle e, >0

lim lim supP(P(wg(n,é) > E’én) > 5’)

610 n—oo

1 [ns] [nt]
= lim limsup P P< sup Zem Z‘f:m; > e @n> > ¢
m—00 n—oo S7t€(0’1} i—1
meN |s—t|<1/m

gilt, und dieser Ausdruck muf fiir alle ,¢’ > 0 den Wert 0 haben. Hier konnten
wir die Null aus dem Einheitsintervall im Indexbereich des Supremums fortlassen
ohne den Wert des Supremums zu dndern, da die in dem Supremum stehende
Zufallsgrofe fiir alle n € N fiir alle s € (0,1/n] oder ¢ € (0,1/n]| denselben Wert
annimmt wie fiir s = 0 beziehungsweise ¢ = 0. Nun gibt es fiir alle m € N und
s, t € (0,1] mit |[s —t] < 1/mund s <t ein eindeutiges ke {1, ...,m} mit

% < s § . Entweder ist dann ebenfalls 21 < ¢ < .-, oder es ist £ <t < %
Im ersten Fall ist

[ns] [nt] [ns] (1] [n 71] [nt]

Z Cni — Z eni| < Z Cni — Z Eni| + Z Z €

i=1 i=1 i=1 = i=
[ns] [n ’“ml]
< 2 sup Z € — Z erils
SG(% -] i=1

und im zweiten Fall

[ns] [nt] [ns] U 5] U

Z em Z enl S Z enz Z enz + Z 6:”' - Z e:;’L

i=1 i=1 i=1 i=1
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D eni— D e
i=1 i=1
[ns] i)
< 3 max sup (Y oehi— > enl,
j=1,...,m se(jfl,%] i=1 =1
sodass also fiir alle m € N stets
[ns] [nt] [ns] Uy
sup [y e, — Y en| < 3 max sup Zefu- - Y e
st€(0,1] =1 i=1 j=1,.m se(Lt, L] i=1
[s—t|<1/m

gilt, da wir uns bei der Supremumsbildung wegen der Betrige auf Kombinationen
s,t € [0,1] mit s < t beschranken kénnen. Damit erhalten wir fiir alle ¢ > 0,
méeNund n >m

1 [ns] [nt] )
P sup —= € — > enil >¢le,
( ste@1] vV ; 2::1
[s—t|<1/m
[ns] it
= RVA LN
< P < max sup Zem I en>
j

=1,..,m se(Lt fn]

m k
ZP ~ max Z

j=1 n—]<k<[n z i ]+1

IN

IA
NE
ey

1.5
i=[ni=t

(nZ]
— ]+1 {|Z ni= 1]+1 m‘ >

1/2 =
én> P<’ > e Zg\éﬁ

. i1
i=[ni=1]+1

2

IA
NE

[nL]
E<‘ Z e
=]

i= n%]+1

m [ns] 1/2 [nL]
-0 F sare) o] X alz2

. i—1
i=[ni=—=]+1

IN

[nL] 1/2
6 [2 m
“peteor(| Y. el

e
leg nym i [nﬂ}-l-l
m [nl} 1/2
6 |2 m . RVADIR
= = E<€:%|en>zp<’ Z (em E(enllen))‘> \é_en>
Eym j=1 i=[nit]+1
6 |2
< /= E(eiilen)
1) m
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m [ni] 1/2
* * —~ ISRVALAPN
(ZPQ > (eni1{|e;‘”.<%}_E(en11{|e:1<{’/ﬁ}’en))’ >y en>
Jj=1 i=|

i= n%]—i—l
/N

m [nL] 1/2
+ZP<‘ > (ezil{e;ip%}—E(€Z11{e;1|>é/ﬁ}\én))’ 25 én> )
j=1

i=[nit]+1

(LN N

2 .
~B(eitlen) (pa(m.n,e) + pa(m,n.)).

ab dem dritten Ungleichheitszeichen der Reihe nach nach (7.8), nach der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, nach der Bienamyéschen Gleichung, weil [ni] - [n%] <

41 < 22 ist wegen n > m, wegen E(e},]€,) = 0, und nach der C,-Ungleichung
mit C/5 = 1. Nun ist

ps(m,n,e)
m 124 [ni]

< 2| ap (( > (enilien < vy — Bleplies, i< gaylén) ) n)
J=1 i=[ni2]41

L]
m 122 i .
= Z 1 €2n< Z:l E((eml{le;ig%} - E(€n11{|e;1|gé/ﬁ}|en
= —ni=t 1

[n m }

N2
+3 Z E((eml{ezﬂf Imy — E<€n11{|e;1\§ %}’en)) .

ii'=[nit]+1 2 s
it -(efwl{\e;i,g omy — Elenle < %}Ién)) én>>
= giij (ZLE«enll{'e <o — Bl e < vmylen)’ én)
- B%E((6211{621|S vy — Elenljen, < %}]én)>2 én) 2>1/2
< mif; <3:16 4/5 lj;zE(e;f én)2>1/2

122 - 4v/2m 122 \/EE( o

_l’_
£2p,1/10 22 nl

nach der Markovungleichung, nach dem binomischen Satz und durch Weglassen
von Summanden welche den Wert Null haben, durch Abschétzen der Anzahl der
Summanden wie oben, und, beim letzten Schritt, nach der C,-Ungleichung mit
01/2 =1.
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Weiter ist fiir alle e >0, m € N und n > m

192 [l /2
pa(m,n,e) < Z( > Vaf(eml{\e* |>f}‘en)>

j:l n [ J 1]+1

m (122 2 12
le (5% - E(e31jex, 1> vy @ ))
12/2m 2 _\1/2
= 752 E(enll{le,’ilb%}‘e”)
nach der Tschebyschevungleichung und mit der Abschitzung der Anzahl der Sum-
manden wie oben.

IN

Zusammen folgt

[ns] [nt]
P( sup Zem der>e én)
5,t€(0,1] i=1
|sft\<1/m
< 6 /2 Fle*2le 122 . 4v/2m 122 .4/ 2E <2~
>~ g E (enl n) €2n1/10 €2 ( nl en)

3

+ 12\/2%E(62f1{|e;1|>%}\én)W)

i} 122 . 6\/ 240’3 .
n €3\/ﬁ m

nach (6.7) und (6.13). Damit ist der Beweis komplett.

0

7.11 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (6.56) an die Funktion K gilt
(7.12) 'E ehn o) K (€, chs)|n) — E(K(el,ez)K(e2,eg))‘ — 0,(1).
Beweis: Dies folgt aus (5.27), dhnlich wie (6.65) aus (5.21) folgte.

7.13 Proposition. Unter den Bedingungen (6.56) und (4.1) (a) an die Funktion
K gilt fiir alle s € [0, 1]

[ns]
rifs) - - (= 1ns ZE( o €0 €hn &)

o)

= o0p(1/A/n) unter P(-e,) P-stoch.

(7.14) + [ns] Z E(K(ezi,ezo)
i=[ns]+1
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Beweis: Der Beweis geht ganz dhnlich wie der von (4.24). Sei fiir s € [0, 1]

nl? en>

s en) + E(K( €ris €ni)

[ns]

mn(s) = ;§E< Z ZK Cnis n]

i=[ns]+17=1

[ns]

- 5 > S (B(KEa)

z' [ns]4+1 =1

x o~
enj7 en))a

wobei die Gleichheit aufgrund der Antisymmetrie von K gilt, die bedingt, dass
alle anderen Summanden Null sind.
Also ist der zweite Ausdruck in (7.14) gleich der auf €,, bedingten Hajek-Projek-

tion 7% (s) von 7 (s). Es folgt wie im Beweis von (4.24):
E((ri(s) = 7(s))*[8n) = B(ri(s)%[&n) — E(7(5)°[@n).
Also gilt fiir alle &,&’ > 0
P(P(Iras) - (o) = e/ fe) > )
< P(SE(0is) - 76)e) 2 )
_ P(nE(r,z(s)?\an) —nB(F(s7]e,) > 525’).

Hieraus folgt die Behauptung, falls diese Wahrscheinlichkeiten eine Nullfolge bil-
den, falls also die Differenz der beiden mit n multiplizierten bedingten Erwar-

tungswerte darin von der Ordnung o,(1) ist.

Nun ist

[ns]

of( £ S

3
i=[ns]+17j=1

=03 E(K<e;i,e:j>f<<e:ﬂ,e:j/> e.)
1<5,5' <[ns]<i,i'<n
{i,g30{4’.5'}£0
“ns)(n — [ns])(n — [ns] — DE(K (e}, €h) K (€hs, €52) |€)
n 3 [ns]([ns] — 1)(n — [ns)) E(K (¢, 50) K (€51, €ha)|€0)

00 [ns](n — [ns]) E(K (€1, €5)*| @),

I
N

Il
S

_I_
+
nE(f;(s)Q‘én) = n_3[ns]2(n—[ns])E(E(K(ele,eh)‘ nl,en)2

72— 3] Pns) B B (K (e, )] @)

én>
en> ,
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also

B(K (efy, 1) K (€1 ¢12)] 1)
E(K (€. i) K (e, ¢3)| @)
+ n_3[ns] (n - [ns])E(K(e;b 6;2)2’671)

iE(K(efw 622)2‘671)

= Op(1/n)

+n"[ns](n — [ns])

nach (6.68). Damit folgt die Behauptung.

7.15 Proposition. Sei L : R* — R eine Borelfunktion mit der Eigenschaft
E(L(ey, 62)2) < 00, und sei (Z,;)i=1,. nnen €in Dreiecksschema von Zufallsvaria-
blen mit >" | Z,; = O,(n). Dann gilt fiir alle o, > 0

(7.16) = ZZL €i, 1)’ 1z, 5en0y = 0p(1).

i=1j5=1
J#i

Beweis: Fiir alle o, e,¢’ > 0 ist

P<Z Z L(ei, Gj)zl{zmzsna} Z 5’n2>

i=1j=1
J#i
n o on /
S P(ZZL(ei’ej)21{L(ei,ej)2>n°‘/2}1{Zm'>£na} Z 2722)
i=1j=1
J#
n o n gl
-+ P(Z Z L(ei, ej)Q1{L(e¢,ej)2§n”/2}1{Zm'25na} 2 2n2)
i=1j=1
J#
n n !
< P(ZZL<€i7ej)Ql{L(ei,ej)2>n0‘/2} > 2n2>
i=1j=1
J#i
n o n N !
+ P(ZZ” Pl zzensy > 2n2>
i=1j=1
J#
< 2 ZZE( 6276] 1{L(el €j)?> na/Z})
e'n i=1j5=1
JFi
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—l—P(Z ne

=1

g /2
1 i >en® > —n @ >
ene {Znizen®} = 2

. = ge’
< = E<L(61,62)21{L(el,e2)2>na/2}) + P(sz. > 2n1+a/2) — 0,
=1

wobei wir im ersten Schritt die Summanden nach den Werten von L(e;, e;) aufge-
teilt haben, dann die Summanden nach oben abgeschétzt haben, dann die Mar-
kovungleichung benutzt und nochmal die Summanden nach oben abgeschétzt
haben, und am Ende die Konvergenz gegen Null nach dem Satz von Lebesgue

und nach Voraussetzung gilt.

7.17 Folgerung. Unter den Voraussetzungen (6.56) an K gilt fiir alle o, > 0
(7.18)  B(B(K (€}, €ho)lenn )L &) = 0,(1).

Beweis: Nach der Jensenschen Ungleichung und der C,.-Ungleichung mit Cy = 2

&)

K(e}.€5n)len, @n)2>enc |

ist fiir alle a,e > 0

( ( ( TL17 n2)|€n17 en) 1{E K(enl’ n2)|en17en) >€n0¢}

)

S ( nl? n2 |€n17 )1{E(K

nl’ 77.2) |€nlyen >5na}
1
- K(e Hé j 21 5 V21
n2 132:1 1+ tnnenz 1+ tmem ( m n]) {E(K(eniven1)2|en)25na}
i#j
1 1
< max . h K (b, é
= 120550 |1+ bl L+ fumlry 15 1;1 wios )
k£l
2
+7 Z ‘K €m,€n]) K(€i7e]~))
7‘7 1
%#J
2
ZlK 6276]) 1{E K(énie 1) [én) >€na}
7‘7
Gl

wovon die ersten beiden Summanden wieder nach (5.22) und (6.63) sowie nach
(5.16) von der Ordnung o,(1) sind, und der letzte nach (7.16) mit L = K und

wegen

n

K(é,;, e )2
;jzlnl—l—tnnem (m m)
J#i
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1 1 n n

< max — K (6, é 2 — O(n
— 1<k<n 1 + tnnenk n ;]Zl ni n]) p( )
J#i

nach (3.42) und (6.63).

7.19 Definition. Firn € Nundi=1,... ,nseien J:, J¥ Y*:[0,1] = R,

[ns]

J:(S) = n3/2< Z ZK Cnis nJ

i=[ns]+1j=1

=3 ea(Lustua (n = ns)
=1

E(K(Gl, 62)62)

o2
E(K(el, 62)61)
+ 1{l>[n5}}[ns} 9 ) )
o
. ns ns
Yoi(s) = \/—<1{1< s} —— [ ] ]—{i>[n5]}[n]
. s E(K(e1,e2)e2)
’ <E(K(en07 enz> €ni> en) o2 ni)
und
T (s) = D Yuls).
i=1
7.20 Proposition. Seien k € N, s1,...,s;, € [0,1] und
Jooo= (Jis1) s Ja(se),
Y = (YJi(sl), . ,Ym(sk)) firi=1,...,n,
= () i ()

sowie

T — ((sz Asj— sis]) (E(K(el, e3) K (eq, 63)) - ;E(K(el, 62)62)2>>

Dann gilt unter den Voraussetzungen (6.56) und (4.1)

(7.21) | — || = 0p=(1) unter P(-|€,) P-stoch.
und
(7.22) Ji/ 55 N(0,T) unter P(-[é,).
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Beweis: Zunéchst folgt (7.21) aus (7.14), wie bei (4.28).
Fiir (7.22) verwenden wir wieder den mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz

in Bootstrapform. Fiir die Normierungsbedingung ist zu zeigen
Z Cov(Y,len) —> r,

was wir elementweise nachrechnen.

Es gilt
E(K(@l, 62)62) %

én>
én>

= Var (E (K(e:ﬂ, ers)

* ~

= E(E(K(efﬂ, 622)’6;2, én)z én>

E(K(e1,e2)e) N
02 E(E <K(en17 677,2) ’67127 en) €n2
- E(K(€1,€2)€2)2

B T

-2

% E(K(€1>€2)K(e3’ e2))
E(K (e, ez)ez)E(K(gl, 62)62)

o2

-2

E(K(el, 62)62)2

2

+ 0o
o

= E(K(el,eg)K(€3,€2>) — ;E<K(61762>€2)2

= ’]7

nach (7.12), (6.65) und der Symmetrie in Argumenten von K in der Voraussetzung

(6.56) sowie nach (6.7). Hieraus folgt fiir alle 4,5 € {1,...,k}
(S covt¥iaen) | = 3 Covlien, Vs o)
=1 i

i> (sANt—st)n

genau wie im Beweis von (4.31). Also gilt die Normierungsbedingung.
Kommen wir nun zur Lindebergbedingung

ZE<HYZ¢H21{||Y;Z.H225} §n> =0,(1) fiir alle € > 0.
i—1

Wir haben fiir alle n € Nund i =1,...,n

N 1 L\ 2
@) = SE(K(er e)er)er)

k
Z( nO’ nz)‘em? n
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k@E(K( 1)t 80)? + 2 E(K(el,@)@)?@*?)

€n0s Eni ng
= M(n,1),

IA

also

> E(IY5lP Ly 20

°
= Zn:E (M, )L ar(n02e) @)
n E(M(n, 1)1{M(n,1)25} én)

N 1 .
— 2 B((B(K (€ eia)lera &)+ E(K (61, e2)e0)*35):

1 R
{B((enye00)lesn8n)2+ L E(K (e1,e2)e2)2e53> 5n

1
< 4k E((BUK (€, eh0)lein8)* V B (en,ex)ene;):
1{E K(enl 7L2)|6:L27/e\")2\/714E(K(61 62)62) en2 4kn} )
<

e E<E(K(6;1’ )l &) L picer, s i@ fon)
1
vV ;E(K(el,EQ)eg) n2 1{ 1

= op(1)

°)

nach (7.18) und (6.13). Also ist auch die Lindebergbedingung erfiillt.

K(e1,e2)ez)?e}5> 4k"}

7.23 Proposition. Unter den Voraussetzungen (4.1) und (6.56) gilt fiir alle
g, >0
(7.24) lim lim sup P(P(W(s(J;) > cle,) > 5’) =0.

60 n—oo

Beweis: Fiir alle § > 0 gilt

ws(J,)

IN

w(m 3 K,

i=[ns]+1Jj=1

+

*
€ni

E(K(ey,e2)es) W5< 1 sl [ns]

N—

=1




Mit einer dhnlichen Begriindung wie von w;(n, d) ~ wy(n, ) im Beweis von (4.11)
gilt hier ws(n,d) ~ ws(n,d), so dass es ausreicht wy(n,d) und wy(n, d) zu betrach-
ten. Es gilt

k

[ns]

1N\ 1
wa(n,9) < W5< Ze”’) ( n)ﬁ 20 2_ e
sPEr i

mit einer dhnlichen Rechnung wie fiir wy(n,0) aus dem Beweis von (4.11), und

)

diese beiden Summanden wurden, abgesehen von einem konstanten Faktor, schon
unter den Namen wy(n,d) und wg(n,d) im Beweis von (7.10) behandelt.
Wir miissen uns nun noch um w;(n,d) kiimmern, wofiir fiir alle £,&’ > 0

lim lim sup P(P(wl(n, 1/m) > ¢le,) > 6') =0

m—o0 Nn—oo

zu beweisen ist. Da es, dhnlich wie im Beweis von (7.10), fiir alle m € N fiir alle
s,t € (0,1] mit [s—t| < 1/m ein eindeutiges ke{l,...,m}gibtmit =1 <s < £

und dann wieder entweder 21 < ¢ < £ gllt was
[ns] n [nt]
Z ZK Cnis nj Z ZK(GZweZ]’)
i=[ns]+1j=1 i=[nt]+1 j=1
[ns] n [nid
< Z ZK Cris €ni) — Z Z K(eni ;)
i=[ns]+17=1 i= [n L]+1 J=1
= n [nt]
+‘ Z Z K m’ n] Z ZK(eZmer)
i=[nft]+1 J=1 i=[nt]+1j=1
[ns] k=2
< 2 sup Z ZK €ris n]) Z Z K(e;,, nj
s€(52h 5] Vislns]+15=1 i=nit]+1 J=1

impliziert, oder £ < ¢ < = gilt, was

[ns]

n [nt]
Z ZK Cnis n] Z ZK(eimeij)

i=[ns]+1j=1 i=[nt]+1 j=1
[ns] n [n kml]
Z ZK TZ’U le) Z K nz’ n]
i=[ns]+1j=1 i=[nt=1]141 J=1
R N
JF‘ > > K(eni> ;) — > K(eni ;)
i=nf=t]41 J=1 i=[nL]41 j=1
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]

n o n [nt]
+ ‘ Z Z K nz’ nj Z ZK ’rn7 n]
i:[n%]-&-l j=1 i=[nt]+1j=1
< 3 max sup Z ZK Cris €ni) — Z Z K(eysens)
1=1,...m se(=2L, L) Vizng)+1 =1 =141 J=1

impliziert, erhalten wir auch hier fiir alle m € N

n [ns] n [nt]
sup ZK nz’ n] Z ZK(B:’(LZ"B:’(L]‘)
5t€(0,1] 1 j=[ns]+1 j=1 i=[nt]+1j=1
[s—t|<1/m
[ns] n [”%
< 3 max  sup Z YK(ewen)— > D Kleneny)
k=1,..,mse(E2 LT [hg41 5=1 i=nk=tl41 J=1
Es gilt also fiir alle m,n € N und € > 0
P(wl(n, 1/m) > 5‘én)
n [ns] n [nt]
= P( Sup D Klenmen) = > Y K(enien) > en®? 611)
st€(0.1] g1 j=1 i=[nt]+1 j=1
[s—t|<1/m
m n l
< P max K(er, er)
k; ([nm«sm :lzmgl ! -
- & € 3/2|4
_ Z Z e, m Zgn/ en>
i=[nkt]+1 J=1
m n l
= P max K(e:, er.)

(k=1
€ ~
_ Z Z K nz? n] Zg 3/2 >

i= [km1]+1 7j=1

m n l
< ZP< o max Z Z K(eimeij) > gn3/2 én)

k=1 [n7]<l§[na] i= [n J+1 5= [nk 1}+1
m l

+> P( max > K(ey.en)| > © 32 én>
k=1 Sl<ising VS g, @Hl 9
m [nE1] £ 4

+ P max Km,n 2732 n)
1;::1 ([n’“ L<i<nk] Z Z 7179

m i= [ km1}+1 7j=1

= p1<m7n7€> +p2(m7 n7€> +p3<m7n78)7
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wobei wir beim ersten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass man die Null
aus dem Indexbereich weglassen kann, da es fiir jedes Paar (s,¢) aus dem Index-
bereich des Supremums, das mindestens eine Null enthilt, es ein anderes Paar
gibt, bei dem Nullen durch 1/2m A 1/2n ersetzt sind, und fiir das die Zufalls-
variable in dem Supremum denselben Wert annimmt, beim n#chsten Schritt die
obige Ungleichung angewandt haben, danach doppelte Summanden aus der Dif-
ferenz getilgt haben, und schliefslich beim letzten Schritt die Dreiecksungleichung

verwandt haben. Sei fiir allen € Nund i, =1,...,n
H;,z,j = K( Cris n]) - E(K(e;kuv e;l)|én7 ein) - E(K(e:im7 e:Lj)‘éTU e;j)
und fiir alle m,n € N, k=1,...,mund [ = [nk—;}—f—l,...,[n%]
n l
kmmn | *
St = Z Z Hy .
i=[n k]+1] [n Ll41
und
kmn | ~ % R *
F = a(en,enl,...,enl,en[n%]ﬂ,...,em).
. . kmmn k,m,n :
Dann ist fiir alle m,n € Nund k = 1,...,m (S"™", F~"™ )l:[n%]ﬂ ’’’’’ k) €in
Martingal, denn es ist (Sﬁ’m7n)l:[n@]+17_._7[n£} an (}}k’m’”)l:[n@]ﬂ [n] adap-
tiert, und fiir alle [ = [n®=1] +1,... [n£] — 1 gilt

( ;:.Tn‘ km,n)
n l
- > B(K (el en) = B (el e)len )
i=[nE]+1 j=[nt=1]1+1

_E(K( nn?en])|en7 Z])‘e’m :1176:;])

+ E(K(eimeim)—E(K(e,’ii,eil)\énaeii)
i=[nE]+1
_E(K( €nns nl+1)|en7 nl—l—l)‘e’m m)

= S0
Also erhalten wir fiir alle m,n € N mit n > m und alle ¢ > 0

p1(m,n,e)

Z P( max
k=1 =

[nEL]<i<n k]

n

l
> Y. Hyl =z

i=ln k] +1 j=ln @Hl

Z Z E nz’ nl)‘en?e:;z)

=[n k]+1] [n ]+1

+ P max
;; <[n’%1]<l<[n,’;]
> i713/2

3
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n l
Z Z nn? nj)|en7 :;j)

i:[nﬁ]—&—lj [nkml]—l—l
= Z P< max én>
k=1 NI

+3-P( (1] - 52| 5 Bl e i)
k=1 i= [n

S £ 82
27

y
y
y

Sk,m,n’ > QinB/Z

> £ 3
27”

Z E(K( nn7 nj)’eﬂ?e:lj>
km1]+1

+ é P((n —[nE]) | max

[n%]<l§[n£] ‘j n
> = 3/2

< P( max ghmn| - = 3/2 n)
B kzzjl nEd]<i<[nk] ‘— o7
— 2n n - A
—l—ZP( Z E(K(e: er)|en en)| > — 27 n3/2 n)
k=1
i=[nE]+1
- !
+ > P{n  max ‘ E(K (e}, e )|en er)| > — n3?e,
kgl ( ni=L]<i<nk] 2 (K( l Il = 27

j:[n%]—i—l

=: pa(m,n,e) + ps(m,n,e) + pg(m, n,e).

Nach der Kolmogorovschen Maximalungleichung fiir Martingale ist

pa(m,m,e)
m o272 mon 2|~
< ’;Ezn:&E(S@?’;] 2’6”)
m 272 n [n%] N
= X om X > BHHe)
=1 STk =L
m o972 o iy _
- Zgzns Z Z E(H:U ’e”)
k=1 =]+l =i+
moo7? 2 . -
< 3 Gty B[R
972
S 25227’;7 E(3K( €ni> n2) +3E(K( €ni> n2)‘e'ﬂ7 n1)2
+ 3E(K( nl’enZ)‘e”UenQ)? én)
2.3 «  x\2la
< 2, E(K<€n17€n2) ‘en)’

218



wobei wir beim vorletzten Schritt die Ungleichung vom arithmetischen und qua-
dratischen Mittel benutzt haben und danach die Jensensche Ungleichung. Beim
zweiten Gleichheitszeichen waren die weggelassenen Summanden alle Null, denn

es gilt fiir alle n > 4

E(HZ,31H*42I%) = E(H*sl‘én)z = 0,

n,9,

und, wie man leicht nachrechnet,
E(HZ,3,1H;,3,2)|én) = 0

sowie
E(H;,2,1HZ,3,1)|én) = 0

Weiter ist nach der Tschebyschevungleichung

mo4.972 O L Gl
ps(mom,e) < 35— S E(E(K(ey,eh)len eh)’|n)
k=1 &I i=[nL]+1
mo4. 273 . N~ % rol~
< kz 22y E(E(K< n176n2)‘6n76n1>2’en)
4-27? e x nie w2l
- 82m E(E(K(enl7en2)’en7€n1)2‘en)'

Eine analoge Rechnung wie bei der Betrachtung von wy aus dem Beweis von
Proposition 7.9 ergibt

pe(m,n,e)

_ zp( masx

[nE=t)<i<[n k]

l
Z E<K<€:,n7€n])’en7en]) -

=t

27

m

< o4 (QE(E(K(ele, ers)len, 622)2’%))1/2 ) (p7(m, n,e) + pg(m,n, s)),

g \m

mit, wenn wir zur Abkiirzung mit f die Faktorisierung des bedingten Erwar-

tungswerts E(K (e, el,)|€n, €ly) bezeichnen,

pr(m,n,e)
ZPQ > (f(em@fzj)l{f(an e )< ¥7)
k=1 j=lnE2 ]+ ev/n

—E(f(em en)L{lf@nens) |<f}‘en))‘ =108

it )
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und

pS(m7n75)
= ZP(‘ 2 (f(emefzj)l{f(ame:pb%}
k=1 j=[ntt )+

. . e\/n
- E(f<ena€n1)1{|f('é\n,e;‘11)|>{’/ﬁ}‘en))‘ > 108

o)

Wie bei der Abschétzung des dort ps(m,n,e) genannten Ausdrucks im Beweis

von Proposition 7.9 erhilt man

1082 - 4v/2m  122.26 v o vie w2l
p7(m7 n, 5) S €2n1/10 + 82 E(E(K(en].? en2) |en7 en2)2‘6n>

und analog zu dem dortigen py(m,n, )

1082y/2
B
9

Ps (m’ n, 5) < E(K(GZI’ 67*12) |én7 6:,2)2]‘{E(K(6:;1,622) [€n.el,)2> \5/5}‘671)

Insgesamt haben wir damit fiir alle ¢ > 0 und m € N

pi(m,n,e)
.35 Com2
< L (e o) + L B(EU G e o)

/
2 p (B e erlen o))

<1082 42om 122 2\/6E
2

£2p1/10 + - (E(K(B:m €n2)l€n, 322)2’671)

108%2v/2m N ~
+ TE(E<K<67117 €n2) [€n, €n2)21{E(K(e;1,e;2)|an,e;2)2> %}‘en))

p (4 . 272 N 108 - 12°~
e2m e3y/m
nach (6.68), (7.12) und (7.18).

Kommen wir zu py(m,n,€). Indem wir wieder Summanden in die Doppelsumme

)E(K(el, eq) K (e3, 62)) — 0

n

einschieben und die Dreiecksungleichung anwenden, dhnlich wie bei der Abschét-

zung von p; im Beweis von (2.57), erhalten wir

pa(m,n,e)
m 6
B k=1 < [n%]<l§[n%] Z ( ne ]) =

[ni=t)<j<i<i

~

€
> — /2 e,

Z K(ejm e:;j) =

I1<j<i<[nL]

= p9(m7 n, 8) + p10<m7 n, 5)'

+ Z P( max
k=1

[n%}<l§[n%}
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Sei fiir alle m,n € N, k=1,...,mund | = [n*=1] +1,..., [nE]

Spmti= 3 (K(€heny) = B(K (€ €h)[En, €3)

[ni=t)<j<i<i

und

Fmn . — a(én; ez[n%]“, e efll).
Dann ist wieder fiir alle natiirlichen Zahlen m,n € N und k£ = 1,...,m die Folge
(S, FPm) (AL [ k} ein Martingal, denn S;""™" ist fiir alle | = [n5=1] +
1,...,[nE] beziiglich F"™" messbar, und fiir alle I = [n®1] +1,...,[nX] -1
gilt

k k,
B(SimFm)
= > B(K(ehnehy) = BUK (e €hy)ens €hy)|@ns ehn€hs)

[nEt]<j<i<i

l
+ Y E(K(ei ) = UK (€ €hy)lEn, €5))[6ns €5y
j:[n%]-&-l

= S0

Also ist fiir alle m,n € N mit n > m und alle ¢ > 0

po(m,n, )
< zp( nax 5 (K(e;;i,e;;j)—E(K(e;mezplémezj))\
k=1 2t <i<[n k]

nE=tl<j<i<i
> & 3/
- 72

3
‘)

£ \a ot 3/2
Z E(K(enn7enj)‘envenj) Z 72n/

IA
NE
N
N
E
jav}
"

e (D) Y B (o)

k—1 k
k=11 1<ink
k=1 [n=—=]<i<[n ] j=lnE=1]41

> - £ 3/2/\
=" o
- 722 kmn
= 1;82n3 (S[ o &)
mo792 ropy? ) o
! 1;1 e*n’ <m> j[nkzl]HE(K(e”mG”j)|e”’€”j) &)

221



2. >

2,3
k=1 ST sty icin ] nkst<yr<r s ]
{a.g3n{i’ 5" 3 #0
E((K (e €i) = B (€063, 80 €3,)
.<K(e;"n,, erir) — E(K(€),, €50)|€n, e;;j,)) én>
ks 722 2n\ 2 k k—1 * * \|a * \2|4
+Y o (Z2) (k) = ) E(K (e eho)lns )7 )
<3 7224( )E(Var(K( )[en i) a)
= = E2n3 m nl? n2 n n2
mo722 /2003 R P
+ kX:l 23 <m> E<K(en17 6n2)’en’ enQ) ’en>
722 40 ol
?WE(K( €n1s En2) ’en>.
Sei fiir alle m,n € N, k=1,...,mund | = [n®=2] +1,..., [n£]
Simti= 3 (K eny) = BUS (€L €0 ens€3)
I<j<i<[nL]
und 3
~kmmn | ~ *
F = a(emenlﬂ,...,en[nﬁ).
Dann ist (Skm" Ffm”)l A4, | fiir alle m,n € N und k = 1,. oy ein
inverses Martingal denn fiir alle [ = [ %]—1—1, o [nE] st Sl " beziiglich F,"™"
messbar, und fiir alle [ = [n®.21] + 2, [nZ] gilt
= Z E(K@fm €ni) = E(K(epn, en1)|€n €7:) €, €ps, e;kzj)
l<j<z‘<[n£]

=]
+ Z E(K (€ €1) = B (€5 51) 80, €51 [En, )

i=l+1
Gk
— Sl LT + O

Es folgt fiir alle m,n € N mit n > m und alle ¢ > 0

pl(](ma n, 5)

< > P( max
k=1

[nEL]<i<n 2]

S (KCheny) — B (€ )ensi)|

I<j<i<[ni]

> € 3/2

g
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I (T B (6ci)on )| > 550 o)
kz::l =L <i<n k] l<]<12§:[nk] ! 36
< P max g'km" > n3/2 e,
- ;; ([nmdsm ~ 36
+ZP< k_lmax k ([n% Z E m’ n1)|e’m Zz))
k=1 [n 57 1<I<nE] i=1+2
= 36”3/2 é")
= 362 Skomon 2 ~
= kz:le?ni%E((S[n%lHl) ‘e”)
o362 (om)? )
+ 1;1 62713 <n> ;1 E(E<K(em7 en1)|em eni) ’en)
i=[n"—=]+2
362
= Zez 3 Z Z
k=1 it r1<g<i<int] [nEt)+1<y/<i<[n k)
{0,730 {7.5'} #0
E((K ez eny) = EGK (e ei)lons €.):
-(K(efm eij') — B(K(€,,€51)l€n, 62%)) én)
362 /2n)\2 N e e w2l
+ ’; £2n3 (m) ([n%} - [”%] - 1>E<K(6n1a€n2)|em %1)2‘%)
362 /2n)\3 R
< ;£2n34<m> E(Var(K( €n1> €n2)[€n, nl)) en)
362 /2n)\3 A
+ kz:l £2n3 (m> E(K(enD En2)|€n; €n1)2‘en)
362 40

S E(K (el €h)?]6n).

g2 m?
Insgesamt folgt fiir alle ,¢’ > 0

lim limsup P(pz(m, n,e) > 8’)
(722 + 362 40

< lim limsup P 5 5
€ m

m—0o0 Nn—00

= 0

E(K( n1a622)2‘én) Z 5,>

nach (6.68). Der Term p3(m,n,e) lakt sich analog behandeln wie p;(m,n, e).
7.25 Proposition. Es gilt unter (3.78) und (3.79)
(7.26) VT S W unter P(-[8,) in D([0,1] x R),
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wobei W#™" . [0,1] x R — R der zweidimensionale zentrierte GauRprozeR mit

stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion

U(x)U(y)

2

([0, 1]xR)* > ((s,2), (t,9)) = (sAt—st)(F(x Ay) - F(z)Fy) - JeR

o
aus Kapitel 4 ist.

Beweis: Dies folgt mit der Bootstrapversion des Cramér-Slutzky-Arguments aus
(6.55) und

K; =5 W nter P(-[8,) in D([0,1] x R),
wobei letzteres aus (7.3) und (7.10) folgt.

7.27 Proposition. Es gilt unter den Voraussetzungen (6.56) und (4.1)
(7.28) VAT F =5 VT mter P(-[@,) in D([0,1)),

wobei V™ . [0,1] — R der zentrierte Gaukprozef mit stetigen Pfaden und

Kovarianzfunktion

mﬂfa(&ﬂFé@At—sﬂ(E@ﬁqigK@%%D——1EUﬂqxﬂ@f>eR

o2
aus Kapitel 4 ist.

Beweis: Mit der Bootstrapversion des Cramér-Slutzky-Arguments folgt aus (7.21)
und (7.22) die Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen von J*
unter P(-|€,) gegen die entsprechenden Randverteilungen von V*"" und zu-

sammen mit (7.24) folgt daraus
Jr ==Vt amter P(-]8,) in D([0,1]),

woraus wiederum mit der Bootstrapversion des Cramér-Slutzky-Arguments und
(6.80) die Behauptung folgt.

7.29 Proposition. Es gilt unter (3.78) und (3.79)

(7.30) VT == WHS umter P(-[6,) in D([0,1] x R),
und unter (4.1) und (6.56)

(7.31) Vi, == VHE anter P(-[8,) in D([0,1]),
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wobei WHass [0, 1] x R — R wieder der zweidimensionale zentrierte Gaukprozef

mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion
([0,1] x R)* 3 ((5,2), (t,9)) = (s At — st)(F(z Ay) — F(x)F(y)) € R

und V*ass . [0 1] — R der zentrierte Gaufprozef mit stetigen Pfaden und Kova-

rianzfunktion
(0,1 3 (s,t) — (s At — st)E(K(el, e3) K (e, 63)) eR
aus Kapitel 4 sind.

Beweis: Fiihren wir hier nicht aus. Diese Prozesse sind als Summanden in den
stochastischen Entwicklungen von v/n T, % und y/nr}? enthalten, und so entspre-
chen die Beweise von Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen
und C-Straffheit den in diesem Kapitel vorgerechneten Beweisen, wenn man ei-

nige Terme streicht.
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Kapitel 8

Konstruktion der Changepointtests

und Beispiele

8.1 Konstruktion der asymptotischen Tests

Um aus den nun bewiesenen Verteilungskonvergenzsitzen asymptotische Tests
konstruieren zu konnen, in denen die Suprema supco ) ew [v7 T (5, )| bezie-
hungsweise sup¢(o 1 [v/n 77 (s)| als Teststatistiken dienen, bendtigen wir, dass die
Verteilungsfunktionen der Suprema der Betrage unserer Grenzverteilungen stetig
sind.

In der Literatur findet man zahlreiche Resultate {iber die Eigenschaften von Ver-
teilungsfunktionen von Suprema von Gaulsprozessen, zum Beispiel von Ylvisaker
(1964) und Tsirel’son (1975), die sich in ihren Voraussetzungen und Aussagen
unterscheiden, aber nicht exakt auf die bei uns auftretenden Prozesse passen.
Deshalb miissen wir noch leichte Anpassungen vornehmen.

Wir folgen an dieser Stelle der Idee aus dem Beweis von Theorem 3.1 aus Pitt
und Tran (1979). Da wir hier nur den Spezialfall eines univariaten Prozesses be-
trachten, und {iberdies nur an der Stetigkeit der Verteilungsfunktion und nicht
an Dichten interessiert sind, l1afst sich die Argumentation deutlich vereinfachen.
Dafiir haben wir hier, anders als in Pitt und Tran (1979), die Pfadstetigkeit des
Prozesses als natiirliche Voraussetzung. Aus diesem Grund geben wir den modi-

fizierten Beweis mit an.

8.1 Satz. Sei (X(t))ier ein reellwertiger Gauliprozess mit fast sicher stetigen

Pfaden und kompaktem metrischem Zeitbereich 7', dessen Varianzfunktion keine
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Nullstellen besitzt. Dann ist die Verteilungsfunktion von

S :=sup X (?)

teT

Lipschitzbeschrinkt, also insbesondere stetig.

Beweis: Zur Abkiirzung schreiben wir fiir die Kovarianzfunktion von X
T? > (s,t) = cov(s,t) :== Cov(X(s), X(t)) € R.

Nach Voraussetzung gilt dann cov(t,t) # 0 fiir alle t € T', und diese Kovarianz-
funktion ist stetig. Letzteres folgt leicht aus der fast sicheren Pfadstetigkeit mit
der Tatsache, dass die Verteilungskonvergenz von Normalverteilungen dquivalent
ist zur Konvergenz ihrer Parameter, was sich unter Verwendung des Stetigkeits-
satzes fiir charakteristische Funktionen beweisen 1aft.

Wir kénnen nun ohne Einschrankung annehmen, dass
1
(8.2) ‘COV(S, t)cov(t, t) ™' — 1‘ < 5 fir alle s,t € T

gilt:
Wegen der Stetigkeit von (s,t) — cov(s,t) und wegen cov(t,t) # 0 fiir alle t € T,
gibt es zu jedem u € T eine offene Umgebung U, mit

\/%cov(u, u) < cov(s,t) < \/%Cov(u,u) fir alle s,t € U,,
so dass also
\/2/73 < cov(s,t)cov(u,u)”t < 4/3/2 fiir alle s,t € U,
und damit

cov(s,t)cov(t,t)™!
-1
= (cov(s, t) cov(u, u)_l) (Cov(t, t) cov(u, u)_l)
€ (*h,%) fiir alle s,t € U,
fiir alle v € T ist. Wegen der Kompaktheit von 7' gibt es nun eine endliche
Teilmenge Ty C T' mit T' C Uy, er, Uty -

Falls nun unter der Zusatzvoraussetzung (8.2) die Behauptung des Satzes gilt, so
besitzt fiir jedes ty € Ty die Zufallsvariable

Sty := sup X (t)

t€Us,
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eine Lipschitzbeschrinkte Verteilungsfunktion, deren Lipschitzkonstante wir mit
Ly, bezeichnen. Es ist hier U, der Abschluf von Uy, .
Daraus folgt fiir alle x,y € R

P(S € (m,y]) = P(gleaT)é Sty € (w,yD
< Z (Sto yD < Z Lto|y -z
to€To to€To

also die Lipschitzbeschranktheit der Verteilungsfunktion von S.

Es gelte nun also (8.2).

Sei A := {a, : n € N} eine abzéhlbare dichte Teilmenge der separablen Menge
T, und sei fiir alle n € N

S™ = max X (a;).

1<i<n

Sei Z := X(ay) und L := 2/,/2m cov(ay, ay).

Sel fiir allea € A

C(a) := cov(a, a;) cov(ay,a;) !,

sowie

und fiir alle n € N
Y= (Y(ar),..., Y (an)).

Sei fiir n € N und y" = (y1,...,y,) € R”

Fpn:R— R, Fypn(r):= max (C’(al)x+y2)

1<i<n

sowie Wyn 1= Fyn —id und Jyn = Fyn_l.
Fiir alle z,z € R, n € N und y™ € R" ist dann

Uyn(2) = ¥Yyn(z) = max ((C(ai) — 1)z + yz) — Uyn(2)

= max ((C(ai) —1)(z— ) +yi + (Clag) - 1):70) W, (2)

< max (Cla) = 1)(2 — ) + pax ((0@) — 1)z + yi) W (2)
< max [C(ai) = 1]z = 2] + Uypn(2) = Uye(2)

< Sle—al
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wegen (8.2). Deshalb ist fiir alle z,z € R, n € Nund y* € R

0y (2) = Oy ()| = (Uy(2) = Ty (@) V (T (@) = Ty(2))
< ; |z — z|.

Nun folgt fiir allen € N, 4" € R” und z,2 € R mit z > 2

Fyn(x) = Fyr(2) = o+ Uyn(x) — 2 = ¥yn(2)
(8.3) > x— 2= [ Wy (r) = Uy (2)|
1
> —(r—2) > 0,

2

also ist F» streng monoton wachsend, und

Fy(@) = Fye(2)] < o= 2] + [Wy(2) — Wy (2)|
< 2|ﬂf—y|,

also ist Fyn stetig.
Daher ist fiir alle n € N und y" € R" die Umkehrfunktion Jy» ebenfalls streng

monoton wachsend und erfiillt wegen (8.3) fiir alle 2,z € R mit x > 2

(84) Jyn(z) — Jpu(z) < 2(Fyn(Jyn(x))—Fyn(Jyn(z))) — 2z 2).

Nun sind Z und Y" fiir alle n € N gemeinsam normalverteilt, und es gilt fiir alle
acA

Cov(2,Y(a)) = Cov(Z,X(a)) - C(a)-Cov(Z,X(a1))
= cov(ay,a) — cov(a,a;) cov(ay,a;) *cov(ay,a;) = 0,
also sind Z und Y" = (Y (ay),...,Y (a,)) unabhéngig. Aukerdem besitzt Z eine

durch %L beschrinkte Gaufdichte . Es folgt fiir alle n € N, y" € R" und
rz,y € Rmit x <y

P(S" € (x,y] ‘Y” = y”) = P(FYn(Z) € (z,y] ‘Y" = y")

/ {Fyn (2)€(zy]} (dz) (Jyn (), Tyn (y)] 2
1

< SL(Ipl) = Ip(@) < SL2Ay—x) = Liy—2)
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nach (8.4). Also ist fiir z,y € R mit x <y

P(S" € (z,y]) = E<E(1{Sn6(z,y]}‘yn)>
< Ly —x),

das heifst fiir alle n € N ist die Verteilungsfunktion von S™ Lipschitzbeschrankt
mit der von n unabhéngigen Lipschitzkonstante L.

Nun haben wir
S™ 1, supX(a;) = S fast sicher,

ieN
wegen der fast sicheren Pfadstetigkeit von X. Insbesondere gilt

S"%S.

Seien nun x und y zwei Stetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion von S mit = < y.

Dann ist
P(S € (x,9]) = lim P(S" € (x,9]) < lim L(z —y) = L(z — y).

Da die Stetigkeitsstellen einer Verteilungsfunktion wie bei jeder monotonen Funk-
tion dicht liegen, findet man zu beliebigen z,y € R mit = < y Folgen (z,),en
und (y,)nen von Stetigkeitsstellen mit x,, 1, = und v, |, y. Es folgt

P(S € (:C,y]) < lim P(S € (mn,ynD < lim L(zn — yn) = L(z — ).
Dies war die Behauptung.

8.5 Folgerung. Sei (X(t));er ein reellwertiger Gaufprozess mit einem kompak-
tem metrischen Zeitbereich T, der fast sicher stetige Pfade besitzt. Fiir alle t € T
mit Var(X(t)) = 0 gelte E(X (t)) = 0, und es gebe ein ¢ty € T' mit Var(X (ty)) # 0.

Dann ist die Verteilungsfunktion von sup,.; | X ()| stetig.

Beweis: Sei
N:={teT:Var(X(t)) =0}

und fiir alle € > 0 bezeichne U, die offene e-Umgebung von V.
Sei a € R mit a > 0. Dann ist fiir alle € > 0

P(sup | X ()] = a)

teT

_ P(sup IX(#)|V sup |X(t)]:a>
teU. tET\Us
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teT\U.

( )+ (
_ P(sup X(8)] = a) + P( sup (X(H)V—X(t)) = a)
( )+ (

sup X(t)za)—i—P( sup —X(t):a)

teU: teT\U. teT\U.
= P(sup]X(t)]:a) — 0,
teU. £l0

wobei das letzte Gleichheitszeichen nach Satz 8.1 gilt, da X|ppy. und —X|pp.
dessen Voraussetzungen erfiillen, und zum Schlufs die Konvergenz gilt, da X auf
der kompakten Menge T sogar fast sicher gleichméfig stetige Pfade besitzt und
man sich leicht iiberlegt, dass deshalb sup,c;; |X(¢)| fiir € | 0 sogar fast sicher
gegen Null konvergiert. Es folgt

P(sup]X(t)\ = a) =0

teT

fiir alle a > 0.
Sei nun ¢y € T' mit Var(X(¢y)) # 0. Dann ist

P(suplx(@<0) < P(IX(t)|<0) = P(X(t)=0) = 0

teT

da die Verteilung von X (¢y) eine nichtausgeartete Normalverteilung ist.

Aus diesen beiden Betrachtungen folgt die Behauptung.

8.6 Bemerkung. Die Voraussetzungen von Folgerung 8.5 sind in den relevan-
ten Situationen aus den vorangehenden Kapiteln erfiillt:

Zeitbereiche wie [0,1] und [0, 1] x R bereiten keine Probleme, die Pfadstetigkeit
haben wir durch den Beweis von C-Straffheit und Konvergenz der endlichdimen-
sionalen Randverteilungen beim Beweis der Verteilungskonvergenzsitze schon
mitbewiesen. Die Forderung, dass die Varianzfunktion nicht identisch Null ist,
sollte erfiillt sein, da der Prozess sonst nicht zur Konstruktion von asymptoti-
schen Tests taugt, muf also ohnehin sichergestellt werden. Bleibt die Annahme
iber die Erwartungswertfunktion:

Die Grenzprozesse unter der Hypothese sind immer zentriert, so dass in diesem
Fall diese Bedingung automatisch erfiillt ist.

Da wir fiir die Betrachtung der Grenzprozesse unter benachbarten Alternativen
das Le Camsche dritte Lemma benutzt haben, ist diese Bedingung auch automa-

tisch erfiillt. Denn damit haben wir unter anderem fiir alle t € T" eine Aussage
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der Form

s (59) & N((_gﬂ),(\f;gg;) ) ))

bewiesen, wobei X; der Grenzprozess unter der Folge von benachbarten Alter-
nativen ist. Ist nun Var(X'(¢o)) = 0 fiir ein ¢y € T, so ist der erste Eintrag in
dem Grenzverteilungsvektor in (8.7) fast sicher Null und damit unkorreliert mit
dem zweiten Eintrag, also ist dann der entsprechende Eintrag E(X'(y)) aus der

Kovarianzmatrix ebenfalls Null.

8.8 Proposition. Unter der Voraussetzung, dass F' eine stetige, streng mono-
ton wachsende Verteilungsfunktion einer zentrierten Zufallsvariable ist, was ins-
besondere dann gilt, wenn sowohl (2.2) als auch (3.78) erfiillt sind, so besitzt die
Varianzfunktion

0,1] xR 3 (s,2) = (s — 8*) (F(x) = F(x) = U(x)*/0”) € R

von W™ und Wi keine Nullstellen im Inneren (0,1) x R ihres Definitions-

bereichs. Auf dem Rand hingegen nimmt sie nur den Wert Null an.
Beweis: Seien s € [0,1] und z € R. Es gilt
s—s'=s(1-5)=0 <« se{0,1}.
Wegen der Produktstruktur von Var(W#"" (s, x)) ist daher nur noch
F(z)—F(2)? - U(x)’/0’ =0 <& 1€ {—00,00}

zu beweisen. Nun ist die Funktion U(z) = [*_ uF(du) auf dem Intervall [—oo, 0]
streng monoton fallend, weil F' streng monoton wachsend ist und der Integrand in
(—00,0) negativ ist, und auf dem Intervall [0, co] streng monoton wachsend, weil
der Integrand in (0, 00) positv ist. Wir erinnern, dass U stetig ist, dass U(—o0) =
0 ist, und dass wegen der Zentriertheit einer nach F' verteilten Zufallsvariable
auch U(oo) = 0 gilt.

Deshalb haben wir

F(o0) — F(00)? —U(x)?/0* =1—-17 -0 =0

und
F(—) — F(=0)? = U(-00)*/0® =0 — 0> — 0% = 0,
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es bleibt also nur noch zu zeigen, dass
v F(z) — F(2)* = U(z)?/o?

keine Nullstelle 25 € R besitzt.

Angenommen, es gibt ein zo € R mit
F(l’o) — F(i[)o)Q — U([IJU>2/02 = 0.
Dann ist auch
Var(W=mr (1 24)) =0,

also W= (2 a0) = E(W=" (L, 20)) = 0 fast sicher, und damit fiir alle z € R

0 = 4E(er”tr(%7 I) . 0) — 4E(erntr(%,x>wzentr(%7 x(]))
— 4 COV(erntr(%, ZE), erntr(%y 170))
= FlzAxg) (1= F(zVa)) = U)U(zo) /0.

Fiir alle x < x; folgt daraus
F(x)(1 = F(x)) = U(2)U(w0) /0,

und wegen F(xg) # 1 und U(z) # 0 ist somit F(x) fiir alle < xy proportional
zu U(z). Nun ist | F(z)| auf [0, 00) streng monoton wachsend, |U(x)| jedoch streng
monoton fallend, das heifst fiir € [0, ) kann F'(z) nicht proportional zu U(x)
sein. Also mufs xy < 0 sein.

Fiir x > x( ist wie eben
F(x0)(1 = F(x)) = U(2)U(0) /0

mit F(zg) # 0, und hier ist |1 — F'(z)| auf (—oo, 0] streng monoton fallend, |U(x)|
jedoch streng monoton wachsend, also muf xy > 0 sein, da 1— F'(z) fiir x € (xo, 0]
nicht proportional zu U(z) sein kann.

Bleibt nur die Moglichkeit xq = 0.

Sei also Var(W="" (1 0)) = 0. Wir beginnen mit dem Fall F(0) < 1. Dann ist
fiir alle e > 0



mit 1 — F(0) — F(—¢) > C :=1—2F(0) > 0, sowie

U0 —U(—c)* = (U(0)+U(—e))(U(0) - U(—2))

< 2U(0) /_0E uF(du) < 2!U(0)|€(F(0) - F(_g)) ,
also

0 < 4Var(W*rr(,—e)) = 4Var(W* (3, ~¢)) — 4 Var(W=""(1,0))
= F(-e) - F( > — F(0) + F(0)* + (U(0)* = U(~¢)?) /o
< Gi(F(=¢) = F0) +2U(0)[e(F(0) - F(~2)) /o>

(21U(0)[e/0® = C1) (F(0) = F(=¢)) < 0

fir e < C10%/(2|U(0)|). Dies zeigt, dass F'(0) < % nicht méglich ist unter der

2
Annahme Var(W=" (2 0)) = 0.

Im Falle F(0) > % erhalten wir analog fiir alle ¢ > 0

F(0) - () — F(e) + F(e)®
= (F(e) = F(0))(F(e) + F(0) — 1)
> Cy(F(e) = F(0)) > 0
mit F'(e) + F(0) —1 > Cy :=2F(0) —1 > 0, und

U0 - Ue) = (U0)+U(e)(U(0)-Ule))
< AUO) [ uPd) < 2AUO)(FE) - FO),

also

2

= F(e) = F(e)* = F(0) + F(0)* + (U(0)* = U(¢)?) /o
< Cy(F(0) = F(2)) +2/U(0)|e(F(e) — F(0)) /o
(21U (0)|e/0® = Cs) (F(e) = F(0)) < 0

fir e < Cy0?/(2|U(0)]). Also ist auch F(0) > $ nicht méglich.
Im Falle F(0) = 1 ist

0 < 4Var(W*(}.e)) = 4Var(W*""(},¢)) — 4 Var(W*""(},0))

0 = 4Var(er"t’”(%,0)) = F(0) = F0)2—U(0)%/0 = 1/4— U(0)*/0?,
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also, wenn e; eine nach F' verteilte Zufallsvariable ist, wegen U(0) < 0

o = —20U(0) = —2E(ei1le,<0)) + E(er)
= —E(eil{e<op) + E(e1le,>01) = E([ea]).

Nun ist nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
E(led]) = E(1-]ey]) < E(12)1/2E(612)1/2 _ E(ef)lﬂ —

mit Gleichheit genau dann, wenn |e;| = ¢ € R fast sicher. Diese fast sichere
Konstanz von |e;p]| ist ein Widerspruch zur Stetigkeit der Verteilungsfunktion F.

Insgesamt folgt, das es kein o € R geben kann mit Var(W=" (1 z,)) = 0.

8.9 Bemerkung. Die Varianzfunktion von W?#" ist im Inneren ihres Definiti-
onsbereichs iiberall echt kleiner als die Varianzfunktion des Grenzprozesses W *ss
der klassischen Statistik /7 T},

0,1] xR 3 (s,2) = (s — s*) (F(x) - F(2)?) € R,

da bei der Varianzfunktion Var(W?="" (s, x)) der fiir alle (s,z) € (0,1) x R echt
positive Wert (s — s?)U(x)?/0? abgezogen wird.

8.10 Bemerkung. Die Varianzfunktion von V*™" ist wesentlich einfacher. Der
Prozess V#"" ist eine Brownsche Briicke mit Skalenfaktor

1/2

Uzentr _ (E(E(K(€1,€2)|e2)2) — E(E(K(61,62)|€2)62)2/0‘2>

Seine Varianzfunktion ist am Rand ihres Definitionsbereichs immer Null, und sie
ist genau dann an einer Stelle s € (0,1) von Null verschieden, wenn sie iiberall
in (0,1) von Null verschieden ist, und dies ist genau dann der Fall, wenn der
Skalenfaktor ungleich Null ist.

Der Skalenfaktor kann, wie bei dem Kern K(x,y) = x — y unter (2.2), den Wert
Null annehmen. Dieser Kern ist als Mittelwertvergleichskern fiir bekanntlich zen-

trierte Zufallsvariablen allerdings natiirlich uninteressant. Unter der Bedingung
2

(8.11) o*E(E(K (1, e2)]e2)?) # E(E(K(e1, e2)[ea)e2)

ist der Grenzprozess V?*"" also nichtausgeartet, da dann der Skalenfaktor un-
gleich Null ist.
Anders als beim Prozess W#"" muf§ bei V**"" die Varianzfunktion nicht kleiner
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sein als die des entsprechenden klassischen Prozesses V%%, Sie ist genau dann

kleiner, wenn der Subtrahend in dem Skalenfaktor ungleich Null ist, wenn also
E(E(K(€1,€2)‘62)62) = E(K(€1,62)62) 7é 0

gilt. Zum Beispiel fiir symmetrische Verteilungen der Zufallsvariablen und Diffe-

renzkerne der Form K (z,y) = f(x) — f(y) mit einer geraden Funktion f gilt

E(K(€1,62>62) = E(f(el)eg)—E<f(€2)€2)
= E(f(e1))E(ez) — E(f(e2)e2) = 0,

da E(ey) = 0 ist und weil z — xf(x) eine ungerade Funktion ist und deshalb
E(f<€2)62) = 0 ist. Dies betrifft insbesondere den sehr wichtigen Fall des Vari-
anzvergleichskerns K (x,y) = 2 — y? und normalverteilter Fehler. In diesem Fall
ergibt sich bei der U-Typ-Statistik durch die Berticksichtigung der Zentriertheit
keine Verkleinerung der asymptotischen Varianzfunktion gegeniiber der klassi-
schen U-Typ-Statistik. Allerdings ist Symmetrie der Verteilungsfunktion eine an-
dere Eigenschaft als die beriicksichtigte Zentriertheit, dies bedeutet nicht, dass es
keine Verteilung gibt, fiir die sich bei dem genannten Kern bei Beriicksichtigung

der Zentriertheit eine Verkleinerung ergibt.

8.12 Proposition. Die Erwartungswertfunktionen von W{™",
E(h(ey)e)U(x)

o

0,1 xR 5 (s,2) = (s — AAs) <E(h(el)1{el<x}) - ) €R,

zentr
und Ve

E(K

(K (e, 62)622)E(h(€1)61)) cR,
o

haben den Wert Null auf den Randern ihrer Definitionsbereiche.

0,135 = (As— ANs) (E(K(el, e2)h(e2)) —

Beweis: Fiir s € {0,1} ist As —AAs=0,denn es gilt \-0—AA0=0—-0=0
und A -1 —AA1=X—X=0. Fiir diese s ist also die Erwartungswertfunktion
von V" und der erste Faktor der Erwartungswertfunktion von W™ Null.
Weiter besitzt fiir x € {—00,00} der zweite Faktor der Erwartungswertfunktion
von W7 den Wert Null, denn es gilt

E(h(e1)l{e,<-o0}) — E(h(e1)e)U(—o0)/0® = 0— E(h(e1)e1)0/c* = 0
und
E(h(e1)Le,<c)) — E(h(er)er)U(00)/0® = E(h(e1)) — E(h(er)e1)0/0* = 0,
da E(h(e1)) = 0 ist nach (4.45).
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8.13 Proposition. Sei (X (¢))ier ein nichtausgearteter zentrierter Gaukprozess
mit kompaktem metrischem Zeitbereich 7" und mit stetigen Pfaden. Dann ist die

Verteilungsfunktion von sup,. | X (¢)| auf [0, c0) streng monoton wachsend.

Beweis: Sei C(T') die Menge aller stetigen Funktionen f : 7 — R und || - ||
die Supremumsnorm auf C(7"). Dann ist die Verteilung v von X = (X(¢))ier
in (C(T),] - |l) ein zentriertes Gaufsmaf auf dem mit der zugehorigen Borel-o-
Algebra versehenen separablen Banachraum (C(T), || - ||co)-

Weiter ist der Trager von -,
supp(y) = {f € C(T) : v(U) > 0 fiir alle offenen Mengen U C C(T) mit f € U},

ein linearer Teilraum von (C(T), || - ||~), vergleiche zum Beispiel Theorem 3.6.1
in Bogachev (1998) oder Aufgabe 1.4.9 in Araujo und Giné (1980).
Seien nun z,y € R mit 0 <z < y < oo. Dann ist

u(wy) = {fe€CT):z<|fllo<y} = (I Hoo)fl((fﬂ,y))

aufgrund der Stetigkeit von || - ||« eine offene Teilmenge in C(7T). Da (X (¢))ier
nichtausgeartet ist, gibt es ein f € supp(y) das nicht identisch Null ist. Da

supp(7) ein linearer Teilraum ist, gilt

x+y f
2 [[fll

und wegen [ follo = 5% € (2,y) ist dann auch f; € u(z,y). Nach Definition von

fo

€ supp(7),

supp(y) haben wir damit v(u(z,y)) > 0. Es gilt also
Fixj(®) = Fixju(@) = Pl <[X[w<y) > P(z<|X|w<vy)
= P(X ecu(z,y) = ~(u(zy) > 0

Hieraus folgt die strenge Monotonie von Fj x|,

Die Idee fiir diesen Beweis verdanke ich Herrn Harald Luschgy, Universitit Trier.

8.14 Definition. Im folgenden bezeichne || - || die Supremumsnorm von Funk-
tionen auf [0, 1] oder [0, 1] x R. Weiter sei k2" fiir o € (0,1) das (1 —a)-Quantil
der Verteilungsfunktion von /n ||T?||« unter P(-|€,), also

ket i=inf {o € R: P(Vn | T3l < 2f6,) > 1—al,

und
Kzt = inf o € R PV |T; 7 o < af8) > 1 - o).
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Dabei ist, wie in Anschnitt 4.2 gesagt, szHl*” definiert wie 7.'*, nur mit den

Hip Hi, : :
durch (e;)', ..., en ") ersetzten Zufallsvariablen (e;_g, ..., e,). Analog seien

kit =inf {z € R: P(Vn|r;]le < 2[6,) > 1 —a}

und
kpzrtie=inf {z € R: P(V |70 < 2f60) > 1 - af.

8.15 Proposition. Unter den Voraussetzungen (2.1), (2.2), (3.1), (3.3), (3.4),
(3.78), (3.79) und (6.1) gilt fiir alle a € (0,1)

(8.16) P(Vi || > KI2Y) —a
und, falls auch (4.43) erfiillt ist,
Tz Hi n Z,% 1.n —
(817) P(\/ﬁ ||T’VL ’ ||OO > k‘;{:a7 7H ’ ) T> 1 - F’waenir“QQ(ﬂ'WZ@ﬂirHQQ1(1 - O{))’

wobel Fjyyzenr die Verteilungsfunktion vom Supremum des Prozesses W zentr
und F||Wzmtr||;1 die Quantilfunktion der Verteilung des Supremums des Prozesses
erntr ist.

Beweis: Geht mit den entsprechenden Standardmethoden:

Seien Gy und G die Verteilungsfunktionen von ||[W=""||, und [|[W{""||, und
fiir alle n € N sei G, die Verteilungsfunktion von \/n||T*| unter P(-[e,),
sowie G, die Verteilungsfunktion von \/n |7 = | o unter P(-|@,). Es ist dann
KLz = Gy 71— a) und k™™ = G571 - a).

Nach Folgerung 8.5, Proposition 8.8 und Proposition 8.12 sind Gy und G stetig.
Weiter ist Gjp nach Proposition 8.13 auf (0, 00) streng monoton wachsend.

Es gilt nun fiir alle v € (0,1)
(8.18) Gyt (u) = Gy, ' () = 0,(1).

Zu (8.18): Sei u € (0,1), x := Gy '(u) > 0, und sei ¢ > 0. Aufgrund der strengen

Monotonie von Gy auf (0, 00) gilt dann Gy(x + ) > u, womit wir

P(Gan(x +e) < u)

Gg(w+5)>

u
< P|Gj <=

— P(Gan(x +e)—Go(x+¢) < U_G(;M)
< P(‘Gan(x +e)— Go(x + E)’ > W) — 0,
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erhalten, wobei die Konvergenz wegen (7.26) und der Stetigkeit von Gq gilt.
Nach Definition von z als Quantil Gy ' (u) gilt Go(x — ¢) < u, und auf entspre-
chende Weise folgt

P(Gg,n(:c —g)) > u)

< P(Gan(:ﬁ —&)>u—

2
= P(Gé,n(x —&) —Golz—e) 2 “— GOQ("” _5>)
< P(‘Gg’n(x—s)—Go(x—e)‘zU_Goéx_g)) — 0

wieder am Schluf mit (7.26). Zusammen erhalten wir

P(‘Gan_l(u) — x‘ > €>
P(Gan_l(u) >+ 5) + P(G(’;,n_l(u) <z- 5)
P(u > Gy (7 + 6)) + P(u < Gyl — 6)) — 0,

n

<
<

also gilt (8.18).
Aus (8.18) erhalten wir auch fiir alle u € (0,1)

(8.19) Go ' (u) = G1, ' (u) = 0p(1),

denn man kann wie in Abschnitt 4.2 mit der Benachbartheit argumentieren,
da G7, genau wie G, definiert ist, nur mit der Ersetzung (e1_g,...,€,) —

(eHl,n

l—g s ,en ). Dies fiihren wir hier nicht mehr formal aus, weisen jedoch dar-

auf hin, dass in (8.19) die feste Zahl Gy '(u) beim Ubergang zu der Folge von
Alternativen natiirlich nicht verdndert wird, nur im zufilligen Subtrahenden wer-
den Zufallsvariablen ersetzt.

Zu (8.17): Sei u € (0,1). Es gilt dann fiir alle £ > 0

lim sup P/ |[T;" | < G, (w)
< timsup P({V |75 o < 61,7 @)} 0 {1617 (@) = Go ()] < <))
+limsup P({Vi |75 o < 61,7 ()
{61 W) - Go )] > ¢}

< limsup P(va | T2 | < Go™'(u) +¢)
n—oo
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+limsup P(|G; " (u) — Go ' (u)| > ¢)

n—o0

= Gi(Gy'(w)+9) —» Gi(Gg(u)

nach (4.65), (8.19) und weil G stetig ist. Auf dhnliche Weise erhalten wir fiir alle
e>0

liminf P/ |77 oo < G107 ()
> liminf P(v/n | T;"" (|l < Go™' (u) — €)
+liminf P(|G] " (1) = Go ' (u)] > ¢)

1n
= G1(Gy'(u) —¢) ﬁ G1(Go H(u)),
das heifst es gilt
lim P(vn|T;" o < G M (w) = Ga(Go' (w)

1n

fiir alle u € (0,1). Mit der Wahl u = 1 — « erhalten wir (8.17).
Zu (8.16): Mit der gleichen Argumentation wie oben erhalten wir unter Verwen-
dung von (4.16) und (8.18) fiir alle u € (0, 1)

P(VallT oo > Gg () — 1= Go(Go'(u) = 1-u,

wobei die Gleichheit wegen der Stetigkeit der Verteilungsfunktion Gy gilt. Hieraus
folgt (8.16) wieder mit der Wahl u = 1 — «.

8.20 Proposition. Unter den Voraussetzungen (2.1), (2.2), (3.1), (3.3), (3.4),
(4.1), (6.1), (6.56) und (8.11) gilt

(8:21) P(vVa il > kp57) —a
und wenn weiter (4.43) erfiillt ist,
(8.22)  P(VnllFz " o > k") — 1 = By (Fyaener 2 (1 = ),

wobei F”Vlzemuoo die Verteilungsfunktion vom Supremum des Prozesses Vi7" und
F”Vm,,”;l die Quantilfunktion der Verteilung des Supremums des Prozesses V™"

ist.
Beweis: Geht mit den gleichen Argumenten wie der Beweis von Proposition 8.15.
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8.23 Definition. Wir setzen fiir alle a € (0,1)
kB = F||Bo||:j(1 —a) =inf {x ER:P(|B°|oc <) >1-— a},

wobei B° eine Brownsche Briicke ist. Fiir alle o € (0,1) und n € N sei

mit 02" aus Definition 5.28. Entsprechend seien fiir alle « € (0,1) und n € N,

AHln

H . H,
pZentr Fr mit é,, ..., Enn " anstelle

wie in Abschnitt 4.2 angegeben, /;;Z’;Z "und 0}

VON €p1, .« -y Eppy 10 D7 definiert.

8.24 Proposition. Unter den Voraussetzungen (2.1), (2.2), (2.3), (3.1), (3.3),
(3.4), (3.92), (4.1), (5.1) und (8.11) gilt fiir alle a € (0, 1)

(8.25) P(va |l > B%) <
und wenn auferdem noch (4.43) erfiillt ist,

(8.26) P(v/n |7z

wobei wieder Fjyzenr) und FHV“”"H: wie oben sind.

00 > Z};’?’ZHLTL) T} ]_ — F’llvlzentr” (F1||Vz67m” (]. — Oé))

Beweis: Die Verteilungsfunktionen Fjy .. und Fjy, . sind nach Folgerung 8.5,
Bemerkung 8.10 und Proposition 8.12 unter (8.11) stetig.
Zu (8.25): Es bezeichne B° eine Brownsche Briicke. Dann gilt fiir alle o € (0, 1)

P(Vrlli o > k32
— P(\/ﬁHfZHoo + (Uzentr o @Z&niﬁr)kf > ,Uzentrko]_?)

n

— (\/_H ”oo ( zentr @;zlentr)kf < Uzentrkf>

7+1—<mem_wmw>:1—PWﬂus@>: o,

da nach dem Stetigkeitssatz mit (4.37) und nach dem dem Cramér-Slutzky-Ar-
gument mit (5.31)

\/ﬁ HffLHOO + (Uzentr . @:Lentr)kf % ||Vzentr||oo

gilt, und da die Verteilungsfunktion Fjy-enr stetig ist. Das vorletzte Gleich-
B°||oo und v#™" > 0.

Zu (8.26): Geht mit einer dhnlichen Rechnung wie oben unter Verwendung von
(4.66) statt (4.37), unter Beriicksichtigung von |ozenr i — yzenir| — o (1) an-
stelle von (4.37), was wie in Abschnitt 4.2 aus (4.37) folgt, und weil v*""k5 =

F”szr”;l(l — «) ist, wieder wegen ||[V*""||, ~ v*""||B°||« wie eben.

heitszeichen gilt wegen ||V #""|| , ~ v
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8.27 Bemerkung. Analog zu den obigen Sétzen léft sich zeigen: mit
kpkess = inf {z € R: P(Vn ||T} |l < xf@n) > 1 -},
gibosss o — inf {z € R+ P(vn [T oo < 2f6,) > 1— o,
k;’ffj“”’* := inf {:L‘ eR:P(Vnlrlle < zl€,) >1— a},
eR:

yphiosss i inf {g P(v/n [ry 7| < @f6,) > 1 - a},

1. klass .__ ~klass 1.B
kn [ - Un ka
und
1.rklass,H1 n .__ nklass Hin, B
kn « "= Un ka

gelten fiir alle o € (0,1) unter (2.1), (2.2), (3.1), (3.3), (3.4), wenn zuséitzlich
noch (3.78), (3.79) und (6.1) erfiillt sind,

(8.28) P(ValTlle > KEE™) o,
wenn zusétzlich noch (2.3), (4.1) und (5.1) gelten,
(8.29) P(Vitllall > A7) o,
und falls zusétzlich (4.1), (6.1) und (6.56) erfiillt sind,
(8.30) PVl > kEe") — .
Wenn iiberdies jeweils noch (4.43) erfiillt ist, gelten

(8.31) P(/n || T3 F (1 -a),

”I/Vklass”oQ

T,klass,x,H1 n -
o0 > kn,Oé 77) n—) 1 E‘Wflassl|w(

(8:32) (Vi[5 oo > K2 10) —1 = iy (i 2 (1= @)

” Vlklass Hoo

und

(8.33) P(v/n i,
Dies folgt aus (4.4), (4.22), (5.30), (7.30) und (7.31), (4.69) und (4.70), was wir

hier nicht weiter ausfithren. Die iiber die Endlichkeit der zweiten Fehlermomente
hinausgehenden Bedingungen (2.3) und (6.1), welche bei der fiir (8.28)—(8.33)

nicht benotigten stochastischen Entwicklung der Lagrangemultiplikatoren be-

Flomey 11— @)

Hvklass”oo

1.1 klass,Hy, .
oo > kn7a n) _>n 1 ﬂ‘vlkluss||w(

nutzt wurden, stehen hier deshalb in der gleichen Form in den Voraussetzungen,
weil wir bei der Betrachtung der klassischen Statistiken die ohnehin fiir die Ent-
wicklung der Lagrangemultiplikatoren bewiesenen Propositionen wiederverwandt
haben, um nicht separat leicht schwichere Aussagen unter nur leicht schwécheren

Voraussetzungen beweisen zu miissen.
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8.34 Bemerkung. Fiir unser Testproblem beschrieben durch die Hypothese
Hy: eq, ..., e, haben dieselbe Verteilung

und die Alternative
H;: es gibt einen Changepoint in ey, ..., e,.

werden durch die Entscheidungsregeln

(8.35) Hy verwerfen & /n||T7|| > KT
(8.36) Hy verwerfen & /n|f?]s > /;:sz
(8.37) Hy verwerfen < /1 [|72]|o > ke,
(8.38) Hy verwerfen & /n||Th|lco > k,i,ilas&*’
(8.39) Hy verwerfen & v/n||f, e > kLMo,
und

(8.40) H, verwerfen & +/n 7|00 > k;:l;lass,*

gemif (8.16), (8.21), (8.25) und (8.28)—(8.30) unter den dort gegebenen Voraus-
setzungen asymptotische Niveau-a-Tests definiert.

8.41 Bemerkung. Die asymptotische Giite der Tests mit den U-Typ-Statistiken
in (8.22), (8.26), (8.32) und (8.33) unter benachbarten Alternativen wurde in Fer-
ger (1991) ausfiihrlich diskutiert. Wir zeichnen dies hier kurz nach:

Bei den Grenzprozessen der U-Typ-Statistiken im zentrierten und im klassischen
Fall handelt es sich, abgesehen von einem Skalenfaktor und, bei den Grenzprozes-
sen unter benachbarten Alternativen, einer anderen Erwartungswertfunktion, um
Brownsche Briicken. Wir bezeichnen sie an dieser Stelle neutral mit V' und den
Skalenfaktor mit v, da die im folgenden durchgefiihrten Uberlegungen genauso im
klassischen Fall wie im Fall mit der expliziten Beriicksichtigung der Zentriertheit
gelten. Fiir die asymptotische Giite in (8.22), (8.26), (8.32) und (8.33) ergab sich
so ein Ausdruck der Form 1 — F||V1Hoo<F||V||o:1(1 — «)) und es gilt

V ~ovB° und Vi ~vB° + mcy

mit v,m € R und v > 0, wobei B° eine Brownsche Briicke bezeichnet und, fiir
den Changepoint A € (0,1), ¢y : [0,1] = R, ca(s) :== A A s — s, ist. Es gilt dann
fiir alle u € (0,1)

Fivje ' (u) = vFjpej.. ' (u),
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also fiir alle « € (0,1)

L= Fjyij (Fivi (1 - a))
(842) = 1- FHUB"—#—chlloo (1)}71”30”0071(1 — Oé))
= 1= Fipogze o (Fipep ' (1 - @),

vergleiche Abschnitt 2.3.2 in Ferger (1991). Diese Grofe, die aufer natiirlich vom
Testniveau o und dem Changepoint A nur vom Quotienten ¢ := |m/v| abhéngt,
wurde in Ferger (1991) bestimmt:

Von der Zufallsvariable ||B°||o, deren Verteilung die Kolmogorovverteilung ist,
ist die Verteilungsfunktion analytisch bekannt (siehe zum Beispiel Durbin (1971),
(3.4.8)), und liegt auch tabelliert vor (sieche zum Beispiel Smirnov (1948)), die
Verteilungsfunktion von || B°+ ™c, ||« ist in Ferger (1991), Korollar 4.5, in analy-
tischer Form bestimmt worden. Wir geben sie im folgenden in leicht angepasster
Form an, wobei wir einige offensichtliche Druckfehler korrigiert haben. Es gilt fiir
r€R, g€ (0,00) und A € (0,1)

P(||B°+ ger]l < )
= [ p(w.8).2.6))p(A3(0). A, Xo(y). A ) e0,5(y) dy:

mit A=A/ (1=A), \:=X"Y2 0:=ANgA=1)+2)+z, u:=ANqg\A—1)—z)—=,
B(y) ==y —u, b(y) := 0 —y, wobei ¢, 5 die Dichte einer Normalverteilung mit

(8.43)

Erwartungswert Null und Varianz X ist, und wobei

1— Z hi(e, B,a,b), falls a,B,a,b>0
p(a767a7 b) = k=1

0, sonst

eine aus Doob (1949) stammende Uberschreitungswahrscheinlichkeit einer Brown-

schen Bewegung ist mit
hi(a, B,0,b) = exp (= 2(k?ab+ (k — 108 + k(k — 1)(aB + ab)))
+exp (= 2((k = 1)%ab+ k0B + k(k — 1)(aB + ab)) )
— exp (= 2(K*(ab+ aB) + k(k — 1)aB + k(k + 1)ab))
—exp (= 2(k*(ab+ aB) + k(k + 1)aB + k(k — 1)ab)).

8.44 Bemerkung. Nach Theorem 6 aus Bickel und Wichura (1971) gilt, wenn
die Verteilungsfunktion F' stetig ist,

VT, == WHein D([0,1] x R).
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Wenn wir fiir a € (0, 1)
R T C )

setzen, so wird fiir unser in Bemerkung 8.34 beschriebenes Testproblem nach

obiger Verteilungskonvergenzaussage zusammen mit dem Stetigkeitssatz durch
(8.45) Hy verwerfen < /0 ||T|loe > kIHos

ein asymptotischer Niveau-a-Test definiert. Man beachte dabei, dass nach Be-
merkung 4.17 der kritische Wert k2% nicht von der unbekannten Verteilungs-
funktion F' abhéngt.

Ebenso wird wie in Bai (1994) beschrieben, in dem Fall dass man die ARMA-
Zeitreihe X;_,,, ..., X,, beobachtet hat, nach (4.4) unter den dort genannten Vor-

aussetzungen durch
(8.46) Hy verwerfen & /n||Ty|lc > kLHass

ein asymptotischer Niveau-a-Test fiir unser Testproblem definiert.

Allerdings ist bei der Teststatistik \/n ||T},|| s nicht nur die Grenzverteilung von F
unabhéngig, sondern dies gilt bei stetiger Verteilungsfunktion F' sogar bei jedem
Stichprobenumfang n auch schon fiir diese Zufallsgréfe selbst. Denn wenn wir
mit Uy, ..., U, unabhingige in [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen bezeichnen,
so gilt fiir alle n € N

[ns

Vi Tl = \/15 Sup Sup n_n[ns] i:j Liei<ay — [T;j]j:[%ﬂ Lie,<a)
~ \/%il[épu sup n—n[ns][nj Lip—1 )<y — mjj_gﬂlw-l(vjm}
— \/15 821[%}7)1} ig% n—n[ns] iis:j Liv,<r)y — [nns] jéﬂ Liv,<P(x)}
- aman S e - £ =0,

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass F(R) = [0, 1]
gilt, wenn F' stetig ist. Diese Betrachtung zeigt die Unabhangigkeit der Verteilung
von /n||Tulle von der unbekannten Verteilungsfunktion F' fiir jedes n € N.
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Daher kann man bei unabhéngigen Beobachtungen ey, ..., e, durch die Verwen-
dung von

k;l;,gass — FD;l(l o Ol)

kI:Kass in der oben angegebenen Entscheidungsregel (8.45) sogar

anstelle von
einen exakten Test fiir Hy konstruieren.

Es liegt nahe, in (8.46) ebenfalls k%% als kritischen Wert zu benutzen. Da die
Residuen nicht unabhéngig und identisch verteilt sind, kann man nicht erwarten
dass auch die Zufallsgrobe /7 || Ty fiir ein festes n € N unabhiingig von F ist,

so dass man durch

(8.47) H, verwerfen & \/ﬁanlloo > kz;,ilass

keinen exakten, sondern wieder nur einen asymptotischen Test erhilt (dass es
ein asymptotischer Test ist, folgt einfacher als in Beweis von Proposition 8.15,
wo die kritischen Werte nicht reelle Zahlen, sondern Zufallsvariablen waren, die
nicht wie reelle Zahlen, sondern nur stochastisch konvergierten). Man erreicht so
aber ebenfalls eine gewisse Adjustierung der kritischen Werte an den Stichpro-
benumfang.

Mittels einer Simulation geschiatzte Werte der QQuantilfunktion von D,, fiir meh-
rere verschiedene Stichprobenumféinge n sind in Tabelle 1 (in der Form k2 :=
Fp'(1—a) fir @ = 1%,...,99%) zu finden. In Picard (1985) sind ebenfalls
mittels einer Simulation geschitzte Werte fiir Quantile eines Prozesses zu finden,
welcher ||W*ess|| , anniihert. Diese in Bai (1994) als Quantile der Grenzverteilung
angesehenen Werte entsprechen ungefdhr den in Tabelle 1 aufgefiihrten Schitz-
werten zum Stichprobenumfang n = 40 oder n = 50. Es zeigt sich dort, dass
die Quantile iiber einen weiten Bereich relativ stark vom Stichprobenumfang n
abhingen, beispielsweise ist kg;;fd;;os ungefihr gleich k;;gé‘fsfo% . Daher erscheint es
sinnvoll, den dem jeweiligen Stichprobenumfang entsprechenden kritischen Wert
zu verwenden. Es ist unklar wie gut die hier erhaltenen Quantile den Quantilen
der Grenzverteilung entsprechen, zum Beispiel ist der Unterschied von n = 1000
zu n = 2500 immer noch etwa so grofs wie von n = 500 zu n = 1000, so dass sich
zwar eine gewisse Stabilisierung andeutet, aber nicht so stark, dass man die Ver-
teilung von Dasgp schon ndherungsweise als die Grenzverteilung ansehen kdnnte.
Bei den Tests mit den U-Typ-Statistiken sind diese Argumente zur Anpassung
der kritischen Werte an den Stichprobenumfang im allgemeinen nicht anwend-

bar, da hier ||r,(s)||oo nicht verteilungsfrei sein muf. In bestimmten Spezialfiallen
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a\n | 10 20 30 40 50 70 100 200 300 500 1000 2500
99% | 0,316 0,335 0,347 0,356 0,359 0,369 0,376 0,389 0,394 0,399 0,404 0,411
98% | 0,316 0,335 0,365 0,368 0,373 0,382 0,392 0,403 0,409 0,414 0419 0,426
97% | 0,316 0,358 0,365 0,379 0,385 0,393 0,400 0,414 0419 0424 0430 0,435
96% | 0,316 0,358 0371 0,387 0,396 0,403 0,409 0,422 0427 0433 0,438 0,443
95% | 0,316 0,358 0,377 0,395 0,399 0,410 0,416 0,429 0434 0,440 0,445 0,450
94% | 0,316 0,369 0,389 0,395 0,407 0,413 0,422 0,435 0,440 0,446 0,451 0,456
93% | 0,348 0,380 0,396 0,403 0,410 0,418 0,428 0,440 0,446 0,451 0,457 0,461
92% | 0,348 0,391 0402 0411 0416 0,425 0432 0,445 0450 0,456 0,462 0,467
91% | 0,348 0,391 0,402 0,411 0424 0,429 0,438 0,450 0,456 0461 0,466 0,471
90% | 0,379 0,402 0,402 0,415 0,424 0,430 0,441 0,454 0,460 0,465 0,471 0,476
89% | 0,379 0,402 0414 0419 0427 0,437 0,446 0,458 0464 0469 0475 0,479
88% | 0,379 0,402 0420 0,427 0430 0,442 0450 0,462 0,468 0,473 0479 0,483
87% | 0,379 0,402 0426 0,431 0436 0,444 0,452 0,466 0,472 0477 0,483 0,487
86% | 0,379 0,402 0426 0435 0441 0,449 0,456 0,470 0,475 0481 0,486 0,491
85% | 0,379 0,402 0426 0,435 0441 0,454 0,460 0,473 0479 0,484 0,490 0,494
84% | 0,379 0,402 0426 0,443 0,447 0,454 0,464 0,477 0482 0487 0,493 0,498
83% | 0,379 0,414 0438 0443 0453 0,459 0,467 0,480 0,485 0491 0,497 0,501
82% | 0,379 0,414 0438 0,443 0453 0,461 0470 0,483 0,489 0,494 0,500 0,504
81% | 0,379 0,425 0438 0,447 0453 0,464 0,474 0,486 0,492 0497 0,503 0,508
80% | 0,379 0,425 0438 0451 0,458 0,468 0,476 0,480 0,495 0,500 0,506 0,511
79% | 0,379 0,436 0,438 0455 0461 0,471 0,480 0,492 0,498 0,503 0,509 0,514
78% | 0,379 0,436 0,444 0,459 0,464 0,476 0,482 0,495 0,501 0,506 0,512 0,517
7% | 0,379 0,447 0,450 0,459 0,467 0,478 0,485 0,498 0,504 0,509 0,515 0,520
76% | 0,379 0,447 0,456 0,466 0470 0,478 0,488 0,501 0,507 0,512 0,518 0,523
75% | 0,379 0,447 0,456 0,470 0,475 0,482 0,492 0,504 0,510 0515 0,521 0,526
74% | 0,379 0,447 0,456 0,474 0,478 0,485 0,495 0,507 0,513 0,518 0,524 0,529
73% | 0,379 0,447 0,456 0,474 0481 0,488 0,498 0,509 0,516 0,521 0,527 0,532
72% | 0,443 0,447 0,463 0,474 0,481 0,492 0,500 0,513 0,519 0,524 0,530 0,534
71% | 0,443 0,447 0,469 0,474 0,484 0,495 0,501 0,515 0521 0,527 0,532 0,537
70% | 0,443 0,447 0475 0,474 048 0,495 0,504 0,518 0,524 0,529 0,535 0,540
69% | 0,443 0,447 0475 0,478 0,492 0,499 0,508 0,521 0,527 0,532 0,538 0,542
68% | 0,443 0,447 0475 0,482 0492 0,502 0,510 0,523 0,529 0,535 0,541 0,545
67% | 0,443 0,447 0475 0,486 0495 0,504 0513 0,526 0,532 0,537 0,543 0,548
66% | 0,443 0,447 0475 0,490 0,498 0,505 0,516 0,529 0,535 0,540 0,546 0,551
65% | 0,443 0,458 0487 0,494 0498 0,511 0,520 0,532 0,538 0,543 0,549 0,554
64% | 0,443 0,470 0487 0,498 0,503 0,512 0520 0,535 0,540 0,546 0,552 0,556
63% | 0,443 0,470 0487 0,498 0,506 0,514 0524 0,537 0,543 0,548 0,554 0,559
62% | 0,443 0,470 0487 0,506 0,509 0,519 0,526 0,540 0,546 0,551 0,557 0,562
61% | 0,443 0,481 0487 0,506 0509 0,522 0529 0,543 0,548 0,554 0,560 0,564
60% | 0,443 0,481 0493 0,506 0,509 0,526 0,532 0,546 0,551 0,557 0,562 0,567
59% | 0,443 0,481 0493 0,506 0,515 0,526 0,535 0,548 0,554 0,559 0,565 0,570
58% | 0,443 0,492 0499 0,510 0,518 0,529 0538 0,551 0,557 0,562 0,568 0,573
57% | 0,443 0,492 0,505 0,514 0,520 0,531 0540 0,553 0,559 0,565 0,571 0,575
56% | 0,474 0,492 0511 0,514 0,526 0,536 0,544 0,556 0,562 0,568 0,573 0,578
55% | 0,474 0,492 0511 0,518 0,526 0,538 0,546 0,559 0,565 0,571 0,576 0,581
54% | 0,474 0,492 0,511 0,522 0,532 0,540 0,550 0,562 0,568 0,573 0,579 0,584
53% | 0,474 0,492 0511 0,526 0,535 0,543 0,550 0,565 0,570 0,576 0,582 0,586
52% | 0,474 0,492 0,511 0,530 0,537 0,546 0553 0,567 0,573 0,579 0,585 0,589
51% | 0,474 0,503 0,517 0,534 0,537 0,546 0556 0,570 0,576 0,582 0,587 0,592
50% | 0,474 0,503 0,523 0,538 0,540 0,550 0,560 0,573 0,579 0,585 0,590 0,595
a/n | 10 20 30 40 50 70 100 200 300 500 1000 2500

Tabelle 1: Durch Simulationen erhaltene Schitzwerte fiir kf;g“” (je 1000000 Realisierungen, mit Ausnahme

von n = 2500 wo nur 100 000 Wiederholungen berechnet wurden) (Fortsetzung siehe nichste Seite)
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a\n 10 20 30 40 50 70 100 200 300 500 1000 2500

49% | 0,474 0,503 0,529 0,538 0,543 0,552 0,561 0,576 0,582 0,587 0,593 0,598
48% | 0,474 0,503 0,529 0,538 0,546 0,557 0,565 0,579 0,585 0,590 0,596 0,601
47% | 0,474 0,503 0,536 0,545 0,549 0,560 0,568 0,582 0,588 0,593 0,599 0,604
46% | 0,474 0,514 0542 0549 0,554 0,563 0,572 0,584 0,591 0,596 0,602 0,607
45% | 0,474 0,514 0548 0,553 0,554 0,565 0,575 0,588 0,594 0,599 0,605 0,610
44% | 0,474 0,514 0548 0,553 0,560 0,569 0,578 0,591 0,597 0,602 0,608 0,613
43% | 0,474 0,537 0,548 0,553 0,563 0,574 0,580 0,594 0,600 0,605 0,611 0,616
42% | 0,474 0,537 0,548 0,553 0,566 0,574 0,583 0,597 0,603 0,608 0,614 0,619
41% | 0,474 0,537 0,548 0,557 0,566 0,577 0,586 0,600 0,606 0,612 0,617 0,622
40% | 0,474 0,537 0548 0,561 0,569 0,581 0,590 0,603 0,609 0,615 0,621 0,625
39% | 0,474 0,537 0548 0,569 0,571 0,584 0,592 0,606 0,612 0618 0,624 0,629
38% | 0,474 0,537 0,548 0,569 0,577 0,587 0,596 0,610 0,616 0,621 0,627 0,632
37% | 0,506 0,548 0,554 0,569 0,580 0,591 0,600 0,613 0,619 0,625 0,631 0,635
36% | 0,506 0,559 0,560 0,573 0,583 0,596 0,601 0,617 0,622 0,628 0,634 0,639
35% | 0,506 0,559 0,560 0,577 0,588 0,598 0,605 0,619 0,626 0,631 0,638 0,642
34% | 0,506 0,559 0,566 0,585 0,591 0,598 0,609 0,623 0,629 0,635 0,641 0,646
33% | 0,506 0,559 0,572 0,589 0,594 0,603 0,612 0,627 0,633 0,639 0,645 0,649
32% | 0,506 0,559 0,584 0,593 0,594 0,608 0,617 0,631 0,636 0,642 0,648 0,653
31% | 0,506 0,559 0,584 0,593 0,600 0,611 0,620 0,634 0,640 0,646 0,652 0,657
30% | 0,506 0,559 0,584 0,601 0,605 0,615 0,624 0,638 0,644 0,650 0,656 0,661
29% | 0,506 0,559 0,584 0,601 0,608 0,620 0,628 0,642 0,648 0,654 0,660 0,664
28% | 0,506 0,570 0,590 0,601 0,611 0,622 0,632 0,646 0,652 0,658 0,664 0,668
27% | 0,506 0,581 0,596 0,609 0,617 0,627 0,636 0,651 0,656 0,662 0,668 0,673
26% | 0,506 0,581 0,609 0,613 0,622 0,632 0,640 0,654 0,660 0,666 0,672 0,677
25% | 0,506 0,581 0,609 0,617 0,625 0,635 0,645 0,659 0,665 0,670 0,676 0,681
24% | 0,569 0,581 0,609 0,625 0,631 0,642 0,650 0,663 0,669 0,675 0,681 0,685
23% | 0,569 0,581 0,615 0,632 0,636 0,645 0,652 0,668 0,674 0,680 0,685 0,690
22% | 0,569 0,581 0,621 0,632 0,636 0,649 0,658 0,672 0,678 0,684 0,690 0,695
21% | 0,569 0,604 0621 0,632 0,642 0,656 0,662 0,677 0,683 0,689 0,695 0,700
20% | 0,569 0,615 0,627 0,636 0,648 0,657 0,668 0,682 0,689 0,694 0,700 0,705
19% | 0,569 0,615 0,639 0,644 0,651 0,666 0,674 0,688 0,693 0,700 0,706 0,710
18% | 0,569 0,626 0,639 0,648 0,656 0,669 0,680 0,693 0,699 0,705 0,711 0,715
17% | 0,569 0,626 0,639 0,656 0,665 0,674 0,684 0,699 0,705 0,711 0,717 0,721
16% | 0,569 0,626 0,645 0,664 0,673 0,683 0,691 0,705 0,711 0,717 0,723 0,728
15% | 0,569 0,637 0,657 0,664 0,679 0,686 0,698 0,711 0,717 0,724 0,729 0,734
14% | 0,632 0,637 0,657 0,672 0,682 0,693 0,704 0,718 0,724 0,730 0,736 0,741
13% | 0,632 0,648 0,669 0,680 0,690 0,700 0,710 0,725 0,731 0,737 0,743 0,748
12% | 0,632 0,660 0,669 0,692 0,699 0,710 0,719 0,733 0,739 0,745 0,751 0,756
11% | 0,632 0,671 0,682 0,696 0,707 0,717 0,725 0,741 0,747 0,753 0,759 0,764
10% | 0,632 0,671 0,694 0,712 0,710 0,724 0,736 0,750 0,756 0,762 0,768 0,773

9% | 0,632 0,671 0,700 0,712 0,724 0,734 0,745 0,759 0,766 0,772 0,778 0,783

8% | 0,632 0,682 0,718 0,727 0,735 0,744 0,754 0,769 0,776 0,782 0,789 0,794

7% | 0,632 0,704 0,730 0,735 0,744 0,756 0,765 0,781 0,788 0,794 0,800 0,805

6% | 0,632 0,716 0,730 0,751 0,758 0,768 0,780 0,794 0,801 0,807 0,814 0,818

5% | 0,664 0,716 0,742 0,759 0,775 0,785 0,795 0,810 0,816 0,823 0,829 0,834

4% | 0,664 0,738 0,767 0,787 0,789 0,803 0,812 0,827 0,835 0,841 0,847 0,853

3% | 0,664 0,783 0,791 0,798 0,812 0,825 0,836 0,849 0,858 0,864 0,871 0,876

2% | 0,759 0,783 0,822 0,830 0,843 0,854 0,864 0,881 0,889 0,895 0,901 0,907

1% | 0,759 0,805 0,852 0,874 0,888 0,902 0,912 0,930 0,938 0,945 0,951 0,955

a/n 10 20 30 40 50 70 100 200 300 500 1000 2500
T, klass
kn,a (

Tabelle 1 (Fortsetzung): Durch Simulationen erhaltene Schétzwerte fiir jeweils 1000 000 Realisierungen,

bei n = 2500 nur 100 000 Wiederholungen)
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kann dies natiirlich dennoch méglich sein, zum Beispiel beim Kern K(z,y) =
Lizsyt — lyysa), vergleiche Pettitt (1979). Hier ist mit Uy, ..., U, wie oben bei
stetiger Verteilungsfunktion F fiir alle s € [0, 1]

[ns] [ns]

1 i 1 " _ _
m(s) = 5 > Y K(ee) ~ — > Y KFENU),FI(U))
" ilns)+1 =1 " imnsl4+1 =1
1 n [ns]
= — 2 2 lrwosrw) — Wew)spown)
i=[ns]+1j=1
1 n [ns]
- 2 Z Zl{Ui>Uj}_1{Uj>U¢}7
i=[ns]+1j=1

also hingt die Verteilung des Prozesses 7, bei diesem Kern nicht von F ab.

8.2 Beispiele fiir benachbarte Alternativen

8.48 Proposition. Sei f eine iiberall positive, zweimal stetig differenzierbare
Wahrscheinlichkeitsdichte, welche

/ ((fl/Q)”(aj))2x4 dr < oo

und

/ f}((i)) z?dr < 0o

erfiillt, und sei fiir ein d € R und alle n € N

d \-1 d -1
gn: R — R, gn(x)::(l—l—\/ﬁ) f((l—l—\/ﬁ) x),

(was im Falle d < 0 nur fiir n > d? eine Wahrscheinlichkeitsdichte darstellt),

sowie

| e
hiR—R, hiz)= —d<f(x)x+1>.
Dann ist
[ (Vilgu(@)? = 5@ = Jha) f@)) ' de — 0.
erfiillt.

Beweis: Vergleiche Hérmann (2007), Lemma 4.9.
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8.49 Proposition. Seien f und g zwei stetige Wahrscheinlichkeitsdichten mit
f(x) > 0 fiir alle z € R und so, dass g*/f? integrierbar ist und es sei d > 0 eine
reelle Zahl. Wir setzen a :=d (g — f), h:==a/f =d(g/f — 1), und es sei fiir alle

n &N
d

Gn : f9+( \/‘>f_\/‘

ein d//n-fach mit g kontaminiertes f (was im allgemeinen nur fiir n > d? eine

a+f

Dichte sein mu#).

Dann gilt

1

[ (Valgn@)2 = £@)2) = Shi@)f(@)2) de —> 0.

Beweis: Wir verwenden die Taylorformel bis zur zweiten Ableitung mit dem

Restglied in Integralform, also
1
F(z+h) = F(z) + F'(2)h + / F"(a + ht)(1 — t) dt b2,
0

fir die Quadratwurzelfunktion an der Stelle g, (z) > (1 — d/\/n)f(xz) > 0 fiir
n € N mit n > d* und den Entwicklungspunkt f(z) > 0, und erhalten

[ (Valouta” = 5@)?) = Sha)s)) da
- I (ﬁ((f(w) " jﬁ (@) = f)) - §h<x>f<a:>“2)2da:
+/ —= +\}_ a(z )t)fg/z(l —t)dt ia(x)z —f(a:)l/?)
- ;h(:c) f(x)1/2>2d:v

_ 1;1/_2 (/Ola(yc)z(f(x) +\/15a(x)t)_3/2(1 ) dt>2dx.

Nun ist fiir alle t € [0,1], * € R und n > 4d?

Q
—~
&
N—
o
TN
~
—
&
N—
-
‘ —
Q
~~
&
S~—
~
N———
w
~
v
—
—
|
~
S~—



IA
2
&

[\

N\
=
=

|
SH
=
=

N——

&
~
(]

—3/2

IN

(290 + 2 P) (5/)
< N2 g(x) f(2) PP+ a2 f(2)? < oo

Also gilt nach dem Satz von Lebesgue

/1 a(@?(F(@) + —=a@)t) (1 -t

— [l = SaP i),

Si-

und da nach obiger Abschiitzung auch fiir alle n > 4d?

(/01 a@)?(f(2) + \/15 a(@)t) (1 - 1) dt)2

(42 dg(a)? F(a) 22 + 4\/§d2f(m)1/2)2
64d4g(x) £ ()~ + 64.d*f(z)

~3/2

<
<

gilt, und diese Majorante nach Voraussetzung integrierbar ist, nochmal nach dem

Satz von Lebesgue

/(] Law(flx) + ;ﬁ a(@yt) -1 dt)de

) a(x)* f(x) 3 da
<2 d'(g(@)" + f(2)*) () da
= 2d4</o:og(x)4f(x)_3d:v—|—1> < 00.

Hiermit erhalten wir

2

161371/0:0 (/01 a(x)Q(f(w) + \}ﬁa(x)t)_S/Q(l —1) dt) dz — 0.

8.50 Bemerkung. Wir mochten anhand von Beispielen mit Normalverteilungen
und ¢-Verteilungen iiberpriifen, wann die Voraussetzungen von Proposition (8.49)
erfiillt sind. Die Dichten dieser Verteilungen sind stetig und iiberall positiv, sodass
nur noch das Erfiilltsein von [ g(z)*/f(x)3dx < oo zu iiberpriifen ist.

Diese Bedingung ist dquivalent zu E(|g(X)/f(X)[?) < oo fiir eine Zufallsvariable
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X mit Dichte g, und sie erzwingt, dass g(z) mit wachsendem Betrag von z nicht zu
grofs im Vergleich zu f(x) sein darf. Dies ist eine ungiinstige Voraussetzung, wenn
die Absicht der Kontaminierung von f mit g war, einer Verteilung mit Dichte
f Ausreifer hinzuzufiigen, aber wir iiberlegen dennoch anhand der genannten

Verteilungen, was moglich ist.

1. Sei f die Dichte einer zentrierten Normalverteilung mit Varianz o2 > 0 und
g die Dichte einer zentrierten Normalverteilung mit Varianz 72 > 0. Dann

gilt

gl _ (1 _x2>4 1 _:vz)g
f(x)3 B 27rTeXp< 27'2) 27mexp( 202)
1 o 3 2\ o
- e (e )7
3

3 2
202

Dies ist genau dann integrierbar, wenn 5% — T% < 0 gilt, also wenn 72 < %0

ist.

2. Sei f die Dichte einer t,-Verteilung und g die Dichte einer t,,-Verteilung.

Dann ist ¢g*/f3 wieder genau dann iiber R integrierbar, wenn

2\ —4mtl 2
x*—><1—|—x> : <1+x)
m n

tiber [v/n V m, c0) integrierbar ist. Da fiir alle Elemente x dieses Intervalls

n+1
3 2

9—2(m+1),, ~2(n+1) ;.3n—4m—1

—2(m 2\ 22(n+1)
¢ (e ()
n

(1+ x2>_4mf“+l (1+ xz)wgl
m n
(5) ey
m

< m2(m+1)22(n+1)$3n—4m—1

IA

IA

gilt, ist dies genau dann der Fall, wenn o ~— x3"~4m~!

iiber dieser Menge
integrierbar ist. Und dies ist genau dann erfiillt, wenn 3n —4m — 1 < —1

ist, also fiir n < %m.

Wir mochten noch eine weitere Folge von benachbarten Alternativen betrachten.

Bekanntlich gilt, da fiir eine t,-verteilte Zufallsvariable ¢,

al W= SN
=1

Jxz/n
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mit unabhéngigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen N, (N;);en ist, und

da nach dem starken Gesetz der grofsen Zahlen fast sicher /x2/n — 1 ist,
tn = N

nach dem Cramér-Slutzky-Argument. Dies gibt uns die Anregung zu einer wei-

teren Folge von zur Normalverteilung benachbarten Alternativen.

+

n+1

—2 fiir alle n € N die Dichte

= exp(——) die Dichte
einer Standardnormalverteilung. Sei h(z) :== —1(5 + 2% — %)
Dann gilt fiir alle d > 0

| (Valgagm (@) = f@)?) -
Beweis: Wir zeigen zunéchst:
852) [ (nlgale) = f(@)'2) -

Zu (8.52): Es ist nach der Stirlingschen Formel, also wegen der Entwicklung
[(z) = V2mexp(—2)x" Y2(1 4 1/(12z) + O(1/2?)) fiir  — oo,

IF(T(
\/ﬁl“ﬂ

8.51 Proposition. Sei g, (x) := %)
einer t-Verteilung mit n Freiheitsgraden, und sei f(z) :

1 1/9\2
5@ (@) 2)de — 0.

;h@;) F@)2) e — 0.

1 T(h)2
vnm T(5)1/2
n 1 1 1/2
1 n+1l n (";1)5"’% % 51—1-12”71—1-0((”“)2) /
R WE =
nm 2 2/ (22 242 1+12n+0( 5)

N \l/4
n—i—l) .

1 ( 1) 1/2(n+1)”/4(n+ 1)1/4
= ex —— — 4 =
VAU P 2 n 2 2

6n 6\n+1 n




et Lo(L))(rro(h))
- o) (1+o)
L fim o)) (1v0(L)) - (- o(2))

wobei wir unter anderem Gebrauch gemacht haben von den Reihenentwicklungen

log(1+2) = z—3a?
fiir x — 0.

Weiter ist fiir alle z € R

+O(23

), (14+2)7% = 1—az+0(x?) sowie exp(z) = 1+x+0(x

?)

(- Il log (1 v ﬁ))
(Lo L))
[ o(h)
(e (L2 ) o[ L))
()1 L2 ) ol 1)),

wobei wir abermals die Entwicklungen der Logarithmus- und der Exponential-

funktion benutzt haben.

Zusammen erhalten wir

n(on()"* = F@)"7) = Sh(x) )

) ()b

=t o) (42T ) 0 ()
e (-5) ) - s

- i D) e0(3) o () o



- (4G 0l en () e - of3)

das heifit der Integrand konvergiert punktweise gegen Null. Damit nach dem Satz
von Lebesgue auch das ganze Integral gegen Null konvergiert, bendtigen wir eine

integrierbare Majorante. Es gilt

=1 My () + mon(x) + ms,(z) + my(z).

Der von n unabhdngige Summand m, ist integrierbar, da f die Dichte einer
Normalverteilung ist, deren simtliche Momente endlich sind, und A ein Polynom
ist.

Bei dem Summanden m; , haben wir fiir n > 4 die Abschétzung

st = (o)) = ew((e )]

< 0(1)(1 + xz)_Z’ < 0(1)(1 + I2>_1
n 2
wobei wir im ersten Schritt die Entwicklung vom Beginn des Beweises verwandt
haben, und beim letzten Schritt die Bernoullische Ungleichung, die bekanntlich
auch fiir nicht ganzzahlige reelle Exponenten grofer als Eins giiltig ist. Dieser
Summand besitzt also eine Majorante der Form C/(1 + x?), die intergierbar ist.

Fiir den zweiten Summanden beachten wir, dass fiir alle x > 0 gilt:

Yy
(8.53) [l,00)3y (1 + x) € R ist streng monoton wachsend.
Y

Hierfiir ist es hinreichend, dass

1,0)2y ylog(l—i-;) eR
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streng monoton wachsend ist. Die Ableitung hiervon,

z

T 1 T T
1,00) > — lo <1+> + (-) = lo <1+> __Y
[ )2y g " yl % 2 g Y 1 §

muf also fiir alle x > 0 positiv sein. Um dies zu sehen, setzen wir z := x/y und

betrachten
0,00) 22 = h(z) :zlog(1+z)—1+z,
mit 4(0) = 0 und der Ableitung
1 1 — 1 1
1(2) +z—2 _ z -0

T 14z (1422 14z (1422 (1+2)72

fiir alle z > 0. Hieraus folgt h(z) > 0 fiir alle z > 0 und damit die behauptete

Monotonie.
Fiir alle n > 4 gilt

e = A1) = A(B0F) < - 0F)

=0
-1
4 n-(n—1)-(n—2)a" 4( 376)_1
= 1 — < 14+ —
x( +n- n - n 6 = 7 +48
4 6y ! 96
< 48z (1+x) < 52

Nun ist fir alle n > 8

2\—(n+1)/2 2\1/4\2
V2rman(z) = 8n2(1 + z) <1 - (1 + x) >

n n
2\—n/2 25 \2 2 /9\—n/2
< 8n2<1+x) (1-(1#”)) = 8x4(1+x/ )
n n n/2
22 /2\ [/ 3072 6144
< 8 4(1 ) = 32H, 2) < <
< 8 +[n/2] [/2](1‘/\/_) S 1522 S 11

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen (8.53) benutzt haben. Damit ist
6144 /(1 + %) fiir alle n > 8 eine intergierbare Majorante fiir den zweiten Sum-

manden ms , ().
Kommen wir nun zum dritten Summanden. Wegen (8.53) und (1+7)" — exp(z)

ist fiir alle x € R fiir n > 4

(5 e ()] = (05 e ()
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streng monoton fallend in n, das heifit fiir alle n > 8 gilt

\/%m&n < 8n2<<1 [2//21}) e — exp <—ZQ>>

8-42<2[n/4])2<< [2//j]> [n/4]_eXp (_x:))z

so dass es ausreicht, eine integrierbare Majorante fiir

SEETE)

zu finden. Wenn wir noch die Substitution z — 2z durchfiihren, reicht es also

IN

aus, eine quadratisch integrierbare Majorante von
1 1 exp(z?) — (1 + %2)”
2 B 2 n z2

(1+Z)  exp(a?) (1+ Z)mexp(a?)

n

v 22k
= nexp(oe) (14 2] (Z"ZU )
x x 2
pr— 1 — .
w1+ 5) " 5 5
x ”” kY o2
+ nexp( —z? 1+> ()
n) = Ll

=1 Mmsn,(T) + men(x)

zu finden. Wir haben fiir n > 2
2(i— 1)
msn(z) = exp(—2?)(1+ ) ne

1—1)

zn—l—ll(

2\n n 2k \ 1
— 2 1 I) _ 2 <n> L
v (( i n v kz:% k) nk
4\~1 -1
2 n\x .2 n(n—1) ,
1 N\t -1 8
< 2? (1 + x4> < 427 (1 + x4> < —
1+ a2
wobei wir ab der dritten Zeile dhnlich vorgegangen sind wie bei H,. Weiter ist

R et e

_ exp(—xQ)(l + fj)_n 3 k(k”_D (1 - kf[l (1 - ;)) wm4

k=2 i=1
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Nun ist fliralle 2 < k <n

o< (- I0-0) = (05

< k(kn—1)<1_<1_(k 7)) - k;l =

nach der Bernoullischen Ungleichung, das heifst fiir n > 4 ist

) 22\-n o p2(k-2)
men(z) < exp(—x )(1 + n) kz:;mx
2\-n 96
< 4(1 x) = H, <
< 271+ - (x) [ 22

Damit haben wir fiir alle Summanden die fiir die Anwendung des Satzes von
Lebesgue bendtigten Majoranten gefunden.
Aus (8.52) folgt fiir alle d > 0

859 [ (IVa/dgmm@)"? - f2)2) -
und hieraus wiederum mit der C,-Ungleichung mit r = 2 fiir alle n > d?
[ (g @) = 5(@)"2) da

= = | (VAo - 1)) e
1

8.35) < W%( | (Vfdigmgn@) = 5 (@)72) - §h(93)f($)1/2)2d93
+/ 1/2> dx)

Wir erhalten fiir alle n > d? mit der C,-Ungleichung mit r = 2
d

;h(x) @) e — o,

- 0

/ (Vigrymsa (@) = F(@)"2) = Shiz) f(2)/2) da
& [ ((Vafd) o) = F(@)) = Thia) f()?) da
< o [ (Wafdl(grma (@) — F@)?) ~ Shia)f()?) de
20 [ ((Vfd = Vr/d) (gma (@) = f@)72) da
— 0
nach (8.54) und (8.55) wegen 0 < \/n/d — [\/n/d] < 1
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8.56 Proposition. Seien f und g, fiir alle n € N Wahrscheinlichkeitsdichten
mit [2?f(z)dr < oo, [zf(z)dr =0,

857)  (a) / 22gu(x)de = O(1)  und  (b) / zgn(z)dr = 0,

welche fiir eine Borelfunktion h die Bedingung (4.43) erfiillen. Dann gilt

(8.58) /mh(:v)f(ac) dr = 0.
Beweis: Fiir alle n € N ist nach Voraussetzung an f und wegen (8.57) (b)
1

——7 [ eh(@)f(x) do
= /:r;gn(x) dx—/xf(x) dx—/nllﬂxh(x)f(x) dx
= [a(one) = 7@) ~ i ) () )

= [2((90@)72 = F)) (90(2) 2+ 2)'2) = 5 @) () )
-/ x((gnw/? — F@) = o ) F@) 5 b (@)

1/2 1/2 1
(o4 @) = i ) (o) e

= /x(gn(x)lm — f(x)l/Q _ 2n11/2 h(w)f(x)1/2> (g (x)uz + f(l')l/Q)dl‘

+ [ ((2 il WQ) (90(@)"2 + f(2)"?) —TQh( )f(x))dm
= An+ B,.

Fiir alle n € N haben wir, unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

An] < /gn(x)l/"’—f(x)l/2—2;1/2h(x>f( )2 2] (ga(2) 2 + f(2)'?)da
< ([ (a2 = p@r = 5 o (0?) dx)m ~
- ( [ (@) + f(x)l/z)Qdm>l/2
< f (Va2 - par) - ;h@)f(x)l/z)zda:)w -
. ( / (22%gn(x) + 207 f(x))dx)m

= O(I/n)o(1)O(1) = o(1j/n)
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nach (4.43) und (8.57) (a).
Weiter ist fiir alle n € N

Bl = |5 [ 2 () = F@) )b f(0) da
< goum [ 1eloal@)? £ |In(a) £ 2)
— o [ ol = 2 o) )2 o
s [ lallon(@)? = 1) |l 2)2 o
=: By, + Ba,.
Hierbei gilt
S

¢ oo sreyan)”(frapsina)

= O(1Nm)O(A/n)O(1) = O@m™*")

nach (4.45) und wegen
[ (9u(@)2 = p@)2) o

= L (V@) = 1))~ Sh(a)f @)+ Lha)f(@)?) e
< 2 [(valon - 1 >1/2)—§h<x>f<x>1/2) dot 5 [ Bl f(e) da
— O(/m)o(l)+ O(1/n) = O(1/n)

nach (4.43) und (4.45).
Aufserdem gilt

1/2
1 2 1/2 1/2)?
By, < W(/x|>n1/4m (9n($) _f($) ) dx :

2 1/2
‘ </x|>n1/4 h(z)"f(z) dl‘)

nll/2</ (CL'an(JZ) + fo(x)) d$>1/2</x|>n1/4 h(z)?f(x) dx)lﬂ
= O(1ANn)O(1)o(1) = o(1//n)
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nach (8.57) (a) und (4.45) in Verbindung mit dem Satz von Lebesgue.

Damit erhalten wir insgesamt fiir alle n € N

’ /xh(:v)f(ac) dx

Hieraus folgt die Behauptung (8.58).

8.59 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen von Proposition 8.56 ist also we-
gen E(h(ey)e;) = 0 die Erwartungswertfunktion von Wze™r gleich der von WWFass,
und die von V™" gleich der von V}Mess,

Die zusétzliche Voraussetzung (8.57) von Proposition 8.56 zu (4.43) erscheint im
Rahmen unserer Modellannahmen sehr natiirlich:

Die Forderung (8.57) (b), dass E(en'") = [ zg,(z)dz = 0 fiir alle n € N gelte,
ist plausibel, da die Zentriertheit der Fehlervariablen (2.2) als wichtige Vorausset-
zung des ARMA-Modells selbstverstandlich auch unter den Alternativen erfiillt
sein sollte. Und wenn man sich nicht ganz sicher ist, dass diese Zufallsvariablen
zentriert sind, sollte man auch besser keinen Test benutzen, der die Zentriertheit
explizit zu beriicksichtigen versucht.

Die Forderung (8.57) (a) ist in dem Sinne akzeptabel, dass man unter der Hypo-
these endliche Varianz der Fehlervariablen voraussetzt, und man dann entspre-
chend unter der Folge von Alternativen nicht nur fordert, dass die Fehlervari-
anzen ebenfalls endlich sind, sondern auch, dass die Folge der Fehlervarianzen
beschrankt bleiben soll, weil man sich andernfalls im Hinblick auf die Varianzen
von der Hypothese entfernt. Man konnte sogar die Vorstellung entwicklen, dass
man eine Folge von Alternativen nur dann als benachbart zu einer Hypothese be-
zeichnen mag, wenn sich auch die Varianzen der Fehlervariablen unter der Folge
von Alternativen an die unter der Hypothese als endlich vorausgesetzte Varianz
der Fehlervariablen anndhern.

Bei benachbarten Alternativen nach Proposition 8.48 ist (8.57) (a) erfiillt, wenn
eine Zufallsvariable mit Dichte f ein endliche zweites Moment S besitzt, da dann
eine Zufallsvariable mit Dichte g,, als zweites Moment S(1+d/y/n)~2 hat, was mit
wachsendem n gegen S konvergiert. Bei benachbarten Alternativen nach Propo-
sition (8.49) ist diese Voraussetzung ebenfalls erfiillt, wenn Zufallsvariablen mit
Dichten f und g endliche zweite Momente S und 7' besitzen, da dann eine Zufalls-
variable mit Dichte g,, das zweite Moment S+ d(T — S)/A/n hat, was ebenfalls in
n gegen S konvergiert. Schlieflich hat bei benachbarten Alternativen nach Pro-
position 8.51 fiir n > 9/d” eine t(y s -verteilte Zufallsvariable [dy/n]/([dy/n] —2)
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als Varianz, was fiir n — oo gegen das zweite Moment 1 einer standardnormal-
verteilten Zufallsvariable konvergiert.

Dass die Forderung (8.57) (a) fiir (8.58) jedenfalls tatséchlich wesentlich ist und
nicht einfach durch [22g,(z)dz < oo fiir alle n € N ersetzt werden kann, zeigt
die néichste Proposition: Fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte f mit Eigenschaften,
die zum Beispiel bei den Dichten von allen zentrierten Normalverteilungen gege-
ben sind, ist es moglich eine Folge von Wahrscheinlichkeitsdichten g,, anzugeben,
so dass alle Voraussetzungen von Proposition 8.56 mit Ausnahme von (8.57) (a)
erfiillt sind, was durch [ 2%g,(x)dr < oo fiir alle n € N ersetzt wird, und so dass
h die identische Abbildung der reellen Zahlen ist. In diesem Falle ist dann also
E(h(e1)e1) = E(e?) = 0® > 0, das heit (8.58) gilt nicht.

8.60 Proposition. Sei f eine Wahrscheinlichkeitsdichte, welche symmetrisch
ist, das heifit es gelte f(z) = f(—=z) fiir alle z € R, und welche [2?f(x)dx < oo
erfiillt, womit also insbesondere 0% := [2?f(z)dz € (0,00) und [z f(x)dr =0
gelten.

Dann gibt es eine Folge (g,)nen von Wahrscheinlichkeitsdichten mit den Eigen-
schaften [ 22g,(z)dz < oo und [ zg,(x)dr = 0 fiir alle n € N, sowie

[ (V@) = 02) = Jas @) de — o

Beweis: Zunéchst halten wir fest, dass

(8.61) / flz)dx < /_ﬁﬁf(x)dx = 1/;0\/ﬁat2f(x)dx = o(1/n)

J —00 —00 n n

—Vn

gilt nach dem Satz von Lebesgue mit z2 f(z) als integrierbarer Majorante.
Sei fiir allen € N

VA .
\/_/ )dx—[m f()da:+F 23 f(2) dz.

Dann gilt fiir alle n € N

o +r, = /Oonf(x)dx+rn

\/_/ dx+/ r) dz +F - 2 f(r)de > 0,

weil alle Integranden auf den hier vorkommenden Intgrationsbereichen nichtne-

gativ sind, sowie

| < \/ﬁ/_ﬁ i da:—i—/ 2 f(x dx—i—/ dz
(8.62) _\/E—OO
- [ [T [T e~ o)
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nach dem Satz von Lebesgue, wobei wir auf den Integrationsbereichen x* f(z) als
integrierbaren Majorante verwenden koénnen.
Wir setzen fiir alle n € N

T 2
ha(z) = 20%2(0% 4 )t Lpeny + f@)(um) ST,

Wegen o2 + r,, > 0 gilt dann h,, > 0 fiir alle n € N, und es ist

/OO hn(x)dx—/_o\jﬁ (1+f_+f)f(x) dx + 2n*%(0® +1,) /7nx’4dx

—0o0 —00

= /_O;f(x)dx—/_;oﬁ d:E—l—i/ ;L/_O;ﬁﬁf(x)dx

+ 2713/2(0'2 + rn);n?’
= 14 o(1/n) +O(1A/n)o(1) +O(1/n) O(1) + O(n*?) O(1) O(n=?)
= 1+o(1/V/n),

beim ersten Summanden, weil f eine Dichte ist, beim zweiten nach (8.61), dann,
weil das dritte Intgral nach den Satz von Lebesgue gegen [z f(z)dx = 0 konver-
giert, weil das nichste Integral nach dem Satz von Lebesgue gegen o2 konvergiert,
und nach (8.62). Damit gibt es ein ny € N mit [0 h,(x)dz > 0 fiir alle n > ny,
und fiir diese n gilt folglich ebenfalls

_1// x)dz > 0,

und iiberdies

(8.63) a, = =1+o(1/\/n)

1
1+o(1//n)

wegen — = 1 — x4+ O(z?) fiir © — 0. Fiir alle n € N mit a, > 0 setzen wir nun
gn ‘= anhn'

Es ist hinreichend, fiir alle groken n € N geeignete Dichten anzugeben, die die
Behauptung erfiillen, und diese Funktionen g, tun dies: Zunéchst sind es Wahr-
scheinlichkeitsdichten, denn a, und h, sind fiir alle n > ngy nichtnegativ, also
gilt auch g, > 0 fiir diese n, und es gilt [~ g,(z)dx = 1 fiir alle n > ny nach
Definition von a,,. Weiter gilt fiir alle n > ng und wegen |1 + f + 4 | < 2+ 272

/Oo g, (v)dr = a, /Oo 22hy, (2) dz

—00 —0o0
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% 2 —n
— 2 142 x) o032 (52 n/ 2 —4
a(/_\/ﬁxf(a:)(+\/ﬁ+4n dx + 2n"*(o +r)_oox:c dr
oo oo 1
< ay, / 21 xda:+/ 20t f(x) da + 2% (0 4 1y, > < oo,
([ 2@t [ 2o (0241

nach (8.63), weil eine Zufallsvariable mit Dichte f nach Voraussetzung endliche

vierte und damit auch zweite Momente besitzt, und nach (8.62). Dann ist fiir alle

n > ng
/Oo rgo(x)de = a, /OO zhy(x) dr
= a h :Uf(x)(l—i-x+x2>dx—|—2n3/2(02+7° )/%xm%d:c
" —/n \/ﬁ 4dn " —o0

:cf(az:)da:—/_\/ﬁ dx—i——/
L T )d:c+1/_ﬁ P f(z) da

\/ﬁ —o0 4n vn
1 "o0 1 T=—n
pol PR e +rn>(—21“2 =)

= an<0—/oo xf(z)dx \/_ \/_/ x)dr+0
+;/;x3f(x)dx—\}ﬁ<02+rn)>

wobei wir zuerst nur die Definition von g, und die von h,, eingesetzt haben, beim
vorletzten Gleichheitszeichen die Voraussetzungen an f, dass es die Dichte einer
zentrierten Zufallsvariable mit Varianz o ist, und die Antisymmetrie von x3 f(x)
benutzt haben, und zum Schluf die Definition von r,, eingesetzt haben. Schlieflich
gilt fiir alle n > ng

[ (Valonta = 1@ = Sas@)'?)

—0o0

= [ (VA @) = @)+ )2~ f@)2) - ;mf(a:)l/2)2 da
= /OO (\/_( 172 _ 1) ( )1/2_|_\/—( ( )1/2 —f(x)1/2> _ ;$f(x)1/2>2 -

< 2/ 1/2 hn(x) dx

+2/ < z)? — f(a:)l/Q) — ;xf(x)l/2>2da:



IN

IN

IA

Qn( /2 _ 1)2/OO hn(z) dx

—0o0

+2/ <\/ﬁ<f 1/2(1 - 2\/ﬁ> - f(x)1/2> - ;xf(:z:)l/2>2dx
+ 2/ <\/ﬁ<0 - f(x)l/Q) - ;a:f(x)l/zfdx

+2/ ( ( om0 4 1) P22 — f(yc)l/Q) — ;xf(x)1/2>2dx
1/2 B 1 /

2" ( (7@ S — ) - ;xf@)l/?fdx

+4/_ nnf(:v)dx—i-ll/_ fx2f(x)dx

+4/ \/_n5/4 (0% 4 1)/ 2272 f(a:)l/Q)zdx—l—él/o: ia‘:Qf(a:)da:

on(al)? ~ 1)2/°° ho () dzt + 0

+4n/_n da:—l—/_n

+8n/7 2n3/2(o? +rn)x’4d$+8n/in f(z) d$+/7nx2f(:c) dx

0 v
Zn( /2 _ 1)2/ hy(x) dx + 12n/ f(z)dx
+ 2/ z) dz + 16n°%(0? 4 1,,) /_n vt dx

om)((1+ 0(1/\/5))”2 — 1)’ (14 o(L/m)) +O(n) o(1/n)
+o(1) + 0(n*?)(0(1) + o(1))O(n?)
o(1),

wobei wir beim ersten Ungleichheitszeichen die C,-Ungleichung mit Cy = 2 be-
nutzt haben, anschlieffend haben wir im zweiten Integral die Definition von h,
eingesetzt, dann haben wir wieder die C,-Ungleichung mit » = 2 benutzt, beim
nichsten Schritt haben wir dies nochmal getan und auferdem beachtet, dass im
zweiten Integral der Integrand nur den Wert Null annimmt. Hierauf haben wir bei
einigen Integralen die Integrationsbereiche vergrofert und dadurch Summanden
zusammenfassen konnen. Zum Schluf haben wir (8.63) und die obige Abschét-
zung fiir das Integral von h, sowie (8.61) eingesetzt, beachtet dass das dritte

Integral aufgrund des Satzes von Lebesgue in n gegen Null konvergiert, und beim
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letzten Summanden haben wir (8.62) benutzt und [~} z™*dz = —in~>.

8.3 Simulation der Tests unter der Hypothese

In diesem Abschnitt méchten wir mit Simulationen das Verhalten der asymptoti-
schen Tests bei verschiedenen Stichprobenumfingen unter der Hypothese unter-
suchen. Insbesondere interessiert dabei die Frage, ab welchem Stichprobenumfang
die Tests das Niveau einhalten.

Als Kerne fiir die U-Typ-Statistik verwenden wir die Momentenvergleichskerne
fiir die 2., 3. und 4. Momente, also Ky(z,y) = 2? — y?, Ki(z,y) := 2* — o,
Ky(z,y) = x* — y*, sowie als Beispiele fiir beschrinkte Kerne Ky, (z,y) :=
Lizsyy — Yoy = H(x — y) mit der Heavisidefunktion H und Ke(z,y) :=
20(x — y) — 1, wobei ® die Verteilungsfunktion der Gaufverteilung ist. Da wir
hier nur zentrierte Zufallsvariablen betrachten, ist der Kern K5 hier also auch als
Varianzvergleichskern interpretierbar.

Bei dem Kern Ky, ist klar, dass die Voraussetzungen (3.92), (5.1) und (6.56)
nicht erfiillt sein konnen, da Ky, nicht differenzierbar ist, so dass die Simula-
tionen mit diesem Kern nicht durch die theoretischen Resultate abgedeckt sind.
Allerdings ist das Ergebnis in den hier betrachteten Simulationen mit hoher Wahr-
scheinlichkeit fast dasselbe wie mit einem Kern, bei dem man anstelle der Hea-
visidefunktion eine beliebig oft differenzierbare Funktion benutzte, welche auf
(—o00, —¢] den Wert —1 und auf [e,00) den Wert 1 annimmt, und auf (—¢,¢) nur
Werte in [0, 1] annimmt, und man das & > 0 hinreichend klein wihlt, da dann nur
fiir wenige Indexkombinationen i, j die Differenz é,; — é,; in das Intervall [—¢, €]
fallen wird. Dieser Kern erfiillt dann die Voraussetzungen (3.92) und (5.1). Der
Test mit dem Kern Ky, ist eng mit dem Zweistichproben-Wilcoxon-Test bezie-
hungsweise Mann-Whitney-U-Test verwandt, der sich mit demselben Kern for-
mulieren ldsst und dessen sequentielle Entsprechung er ist. Der Zweistichproben-
Wilcoxon-Test ist unter der Zusatzvoraussetzung, dass die Verteilungsfunktion
der Beobachtungen in der einen Gruppe die verschobene Verteilungsfunktion der
Beobachtungen der anderen Gruppe ist (Lokationsmodell), als Test auf Erwar-
tungswertgleichheit bekannt. Ohne diese Voraussetzung ist es bei stetigen Vertei-
lungen ein Test, ob P(X <VY) = % gilt, wobei X und Y unabhéngige Zufallsva-
riablen mit den Verteilungen der Beobachtungen aus je einer der beiden Gruppen

sind. Somit ist der Test auch in unserem Fall von zentrierten Zufallsvariablen, die
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also nach Voraussetzung denselben Erwartungswert besitzen, sinnvoll anwendbar,
auch wenn hier dann nicht unbedingt eine hohe Testgiite zu erwarten ist. Auch
wenn bei diesem Kern der Skalenfaktor v"9** = 1/\/3 bekannt ist (vergleiche Be-
merkung 4.38), und bei der klassischen Statistik sogar an den Stichprobenumfang
angepasste kritische Werte verwendbar wiren, da bei unabhingigen und identisch
stetig verteilten Beobachtungen die entsprechende U-Typ-Statistik, dhnlich wie
beim Wilcoxon-Test, bei jedem Stichprobenumfang verteilungsfrei ist (vergleiche
den letzten Absatz in Bemerkung 8.44), verwenden wir bei dem entsprechenden
Test den kritischen Wert mit dem Schétzer fiir den Skalenfaktor, zur besseren
Vergleichbarkeit mit dem Test welcher die Zentriertheit beriicksichtigt.

Der Kern K¢ ist ebenso wie alle seine Ableitungen beschrinkt, sodass die Voraus-
setzungen in (6.56) und damit auch (3.92) und (5.1) stets erfiillt sind. Natiirlich
ist dieser Kern auch antisymmetrisch, erfiillt also (4.1) (a), so dass nur die Er-
fillltheit von (4.1) (b) von der vorliegenden Fehlerverteilung abhingt. Wenn die
Fehler nicht fast sicher konstant sind, ist auch (4.1) (b) erfiillt: Es gilt

(4.1) (b) ist nicht erfiillt < E(E(K@(€1,€2>’€2>2) =0
& E(K¢(€1,62>’62 = 2/@(m —ey)P,, (dx) — 1 = 0 fast sicher

tiir P,,-fast alle y € R.

861 & [) = [ -y)Paldr) = |

Die so definierte Funktion f : R — R ist differenzierbar mit Ableitung

Pz —y—h)— Pz —y)

P = lm o (Fo+h) - ) = [ Jim ) P, (dz)
h#0 h#£0
_ /—(I),<$—y) 61 dZE = —/gp P, d:E) € R,

wobei wir bei dem zweiten Gleichheitszeichen nach dem Satz von Lebesgue Grenz-

wertbildung und Integration vertauschen durften, da fiir alle z,y € R und h # 0

z—y—h

1
h| = —
iy e ()] =

’@(x—y—h}i—@(w—y)‘zl

plu)de] <

gilt und die so erhaltene Majorante beziiglich des endlichen Mafes P,, integrier-
bar ist. Wenn e; nicht fast sicher konstant ist, gibt es zwei reelle Zahlen y;, y2 in
dem Trager von P,, mit y; < yo. Aus (8.64) folgte dann mit dem Satz von Rolle
die Existenz eines yy € (y1,y2) mit 0 = f'(yo) = — [ ¢(x — yo) Pe, (dz). Da ¢ nur
echt positive Werte annimmt ist dies nicht méglich, und (8.64) kann in diesem
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Fall nicht erfiillt sein. Dies zeigt, dass fiir den Kern K¢ die Bedingung (4.1) (b)
nur bei fast sicher konstanten Fehlervariablen nicht erfiillt sein kann.

Bei den Momentenvergleichskernen héngt es von der Verteilung der Fehlervaria-
blen ab, ob diese Voraussetzungen erfiillt sind. Da bei den Momentenvergleichs-
kernen K,,(x,y) := 2™ —y™, m € N, die Ableitungen sémtlich Polynome nied-
rigeren Grades als m sind, ist es fiir (6.56) und damit auch (3.92) und (5.1)
hinreichend, jeweils die Integrierbarkeit von e2™*? zu iiberpriifen. Betrachten wir

auch hier wieder genauer die Bedingung (4.1) (b). Wenn e" integrierbar ist, gilt

Bedingung (4.1) (b) ist nicht erfiillt
& 0 = E(Kn(er,e)|es) = E(ef") —ey"  fast sicher

& e ist fast sicher konstant.

Fiir ungerade m ist dies genau dann der Fall, wenn e; fast sicher konstant ist, fiir
gerade m, wenn |e;| fast sicher konstant ist. Insbesondere ist (4.1) also fiir alle
Momentenvergleichskerne erfiillt, wenn (6.56) erfiillt ist und die Verteilungsfunk-
tion der Fehler stetig ist.

Bei den nun folgenden Simulationsergebnissen wurden fiir jeden Stichprobenum-
fang je 1000 Wiederholungen durchgefiihrt, jeweils zu den Testniveaus a = 10%,
a = 5% und a = 1%. Es wurden jeweils die Tests mit den Teststatistiken
V| Tl oo und /7 || T o, fiir die erste sowohl mit dem kritischen Wert k755 ge-
méfk (8.47) als auch mit dem mittels Bootstrapverfahren gewonnenem kritischen
Wert k2o geméf (8.38), fiir die zweite nur mit dem kritischen Wert k2" aus
dem Bootstrapverfahren nach (8.35), und die Tests mit den Statistiken /7 ||7, ||
und /n ||7Z]| fiir die oben genannten Kerne, einmal geméf (8.39) beziehungs-
weise (8.36) mit den kritischen Werten die aus den Quantilen der Grenzverteilung
und dem geschétzten Skalenfaktor gewonnen wurden, und einmal mit kritischen
Werten aus dem Bootstrap nach (8.40) beziehungsweise (8.37) durchgefiihrt. Der
Bootstrap wurde nur bis zum Stichprobenumfang n = 200 durchgefiihrt, da dann
der Rechenzeitbedarf schon sehr hoch wird. Bei dem Bootstrap wurde das Boot-
strapquantil jeweils mit einer Monte-Carlo-Simulation mit ebenfalls 1000 Wieder-
holungen geschétzt. In der Tabelle mit den Simulationsergebnissen sind die Zeilen
mit den kritischen Werten aus Bootstrapverfahren mit einem B gekennzeichnet,
die Zeilen mit den kritischen Werten i%gfgass und l?:;’fx aus den Grenzverteilungen

T, klass
n,o

beziehungsweise mit den kritischen Werten & mit, einem G, sowie mit dem

jeweiligen Testniveau.
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Wir betrachten ein ARMA(1,1)-Modell, als Parameterschétzer werden Yule-Wal-
ker-Schétzer verwandt, wie in Beispiel 11.21 in Kreif und Neuhaus (2006) be-
schrieben. Die Parameter bezeichen wir kurz als p und ¥ ohne den Index 1. Als
Residuenstartwert €,y wird stets O benutzt, und als Zeitreihenstartwert X, eben-
falls 0. Dies fiihrt im allgemeinen nicht zu einer stationdren Zeitreihe. Auch wenn
dies bei den Tests mit den Statistiken /72 || Tp|lco und /7 ||77||c in den im Be-
weis verwendeten Resultaten von Bai (1994) vorausgesetzt war, verwenden wir
der besseren Vergleichbarkeit halber hier diesselben Startwerte wie bei den iibri-
gen Tests, bei welchen die Stationaritdt nicht vorausgesetzt wurde. Der Einflufs
dieser Startwerte scheint, zumal bei grofseren Stichprobenumfingen, ohnehin sehr
gering zu sein, wie Simulationen gezeigt haben.

Wir beginnen mit standardnormalverteilten Fehlern und betrachten in diesem
Fall verschiedene Parameterkombinationen. Da bei einer Normalverteilung samt-
liche Momente endlich sind, sind fiir die Momentenvergleichskerne die Voraus-
setzungen (3.92) und (5.1) erfiillt. In Tabelle 2 finden sich die Ergebnisse zu der
Simulation mit den Parametern p = 0,5 und ¥ = 0, 3. Die Tests mit den Statisti-
ken /70 || Ty ||oo und /7 || 77|« halten bei der Verwendung von kritischen Werten
aus den Bootstrapverfahren etwa ab Stichprobenumfang n = 50 oder n = 100
das Testniveau ein. Bei der Verwendung der kritischen Werte aus Tabelle 1, die
fiir den Test mit der klassischen Statistik /7 ||T},||sc zur Verfiigung stehen, wird
das Niveau schon ab n = 20 in akzeptabler Weise eingehalten. Bei den Tests mit
den U-Typ-Statistiken /n || ||c und v/n ||7Z]|o zeigt sich ein etwas uneinheitli-
ches Bild. Es sieht so aus, als ob sich die relativen Verwurfshéiufigkeiten bei den
klassischen Tests mit der Statistik \/n ||7, || eher von unten dem Testniveau né-
hern, und bei dem Test mit Beriicksichtigung der Zentriertheit mit der Statistik
V1 ||72]| eher von oben. So halten letztere Tests bei kleineren Stichprobenum-
fangen das Niveau hiufig noch nicht ein. Bei dem Varianzvergleichskern Ky wird
bei Verwendung von Bootstrapverfahren das Niveau schon ab etwa n = 30 recht
gut eingehalten, bei der Verwendung von den kritischen Werten die mithilfe der
Grenzverteilung bestimmt wurden, zeigt sich bei den zentrierten Tests fast kein
Unterschied, bei den klassischen Tests wird das Niveau haufig nicht ausgeschopft,
erst ab etwa n = 300. Ein in etwa vergleichbares Verhalten zeigt sich bei den
Kernen K3 und Kj. Bei dem Kern Ky, ist bei der Statistik v/n ||7Z]| bei der
Verwendung der kritischen Werte mit den Quantilen aus der Grenzverteilung die
Asymptotik auffillig schlecht. Erst bei Stichprobenumfiangen zwischen n = 500

und n = 1000 wird das Niveau eingehalten. Bei der Verwendung von Bootstrap-
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verfahren ist dies schon deutlich friither der Fall, zwischen n = 100 und n = 200.
Die Tests mit der klassischen Statistik \/n ||/ || scheinen dieses Problem nicht
zu haben. Vermutlich hiangt die schlechte Asymptotik nicht mit der Verletzung
der Voraussetzungen (3.92) und (5.1) bei diesem Kern zusammen, denn der Kern
Ko zeigt dieses Verhalten in noch ausgepragterer Form, obwohl er sie erfiillt. Bei
diesem zeigt sich noch deutlicher der Vorteil der Verwendung des Bootstrapver-
fahrens, zum Beispiel bei n = 200, wo die Bootstraptests mit Beriicksichtigung
der Zentriertheit alle drei betrachteten Niveaus einhalten, wihrend die Tests mit
den auf der Grenzverteilung beruhenden kritischen Werten noch um das vier- bis
25fache zu oft die Hypothese verwerfen.

Die néchste von uns betrachtete Parameterkombination ist p = 0,7 und v = 0,5
in Tabelle 3. Man findet hier dhnliche Werte, eher etwas hohere Verwurfshiufig-
keiten, insgesamt aber vergleichbare FErgebnisse.

Bei den Parametern p = 0,7 und 9 = 0,9 in Tabelle 4 werden die Verwurfshiu-
figkeiten tendenziell noch ein wenig hoher, es zeigt sich hier vermutlich, dass die
Parameter nahe an den Rand des zuldssigen Bereichs kommen.

Bei den Parametern p = 0,1 und ¢ = 0,1 in Tabelle 5 ist die Asymptotik deut-
lich schlechter, was vermutlich an der schlechten Qualitit der Parameterschétzer
liegen diirfte. Bei den hier verwendeten Yule-Walker-Schéitzern miissen die Schétz-
werte nicht zwingend in dem Bereich eines stabilen ARMA-Modells liegen, und
wenn die Schitzwerte auferhalb des Intervalls [—1, 1] liegen, fiihrt dies zu sehr
schlechten Naherungen der Residuen an die Fehler. Zum Teil nehmen die Residu-
en so groke Werte an, dass aufgrund von numerischen Problemen die Tests nicht
durchgefiihrt werden konnten, im Maximum bei dem Stichprobenumfang n = 100
in fast 4% der Félle. Vermutlich ist dies ein ahnlicher Effekt wie in Kreift und
Neuhaus (2006), Beispiel 11.21, beschrieben, der bei dieser Parameterkombination
wegen der Nidhe zum Fall p = —9 auftritt, in dem das Modell nicht identifizier-
bar ist. Bei Stichprobenumfang n = 1000 waren die Schitzwerte fiir die Parame-
ter dann wieder so gut, dass die Durchfithrung der Tests wieder in allen Fillen
moglich war. Zum Vergleich wurden bei ausgewéahlten Stichprobenumfingen die
Parameterschitzer testweise durch die in der Realitdt unbekannten Parameter
ersetzt, was die Verwurfshéufigkeiten wieder auf eine mit anderen Parameterwer-
ten vergleichbare Grofe bringt und damit die Vermutung untermauert, dass die
Verschlechterung der Asymptotik in diesem Fall auf die schlechtere Qualitéit der
Parameterschitzer zuriickzufiihren ist.

In Tabelle 6 werden die Ergebnisse der Simulation mit t;-verteilten Fehlern ge-
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T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr Kklass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
10 B 10% | 0,378 0,346 0,138 0,387 0,105 0,409 0,080 0,363 0,317 0,319 0,303 0,359
B 5% | 0,321 0,248 0,043 0,241 0,026 0,268 0,029 0,227 0,216 0,232 0,181 0,275
B 1% | 0,102 0,119 0,006 0,116 0,002 0,102 0,001 0,094 0,098 0,116 0,070 0,143
G10% | 0,321 — 0,036 0,410 0,021 0,683 0,026 0,413 0,106 0,815 0,120 0,889
G 5% | 0,169 — 0,010 0,339 0,003 0,659 0,005 0,357 0,069 0,781 0,061 0,879
G 1% | 0,069 — 0,000 0,230 0,000 0,569 0,000 0,260 0,000 0,708 0,000 0,858
20 B 10% | 0,191 0,194 0,108 0,165 0,077 0,223 0,054 0,164 0,160 0,183 0,162 0,197
B 5% | 0,103 0,114 0,038 0,102 0,010 0,145 0,015 0,089 0,076 0,106 0,073 0,124
B 1% | 0,024 0,038 0,007 0,032 0,001 0,042 0,002 0,025 0,017 0,034 0,014 0,052
G 10% | 0,110 — 0,055 0,167 0,017 0,364 0,030 0,165 0,082 0,798 0,068 0,921
G 5% | 0,062 — 0,028 0,106 0,002 0,315 0,012 0,112 0,027 0,744 0,022 0,904
G 1% | 0,014 — 0,004 0,036 0,001 0,199 0,001 0,051 0,008 0,624 0,008 0,870
30 B 10% | 0,149 0,149 0,090 0,122 0,056 0,137 0,049 0,105 0,117 0,133 0,117 0,133
B 5% | 0,088 0,085 0,037 0,056 0,015 0,073 0,018 0,050 0,049 0,072 0,053 0,076
B 1% | 0,015 0,028 0,009 0,012 0,001 0,023 0,002 0,005 0,013 0,019 0,009 0,021
G 10% | 0,106 — 0,063 0,118 0,026 0,226 0,033 0,103 0,056 0,735 0,062 0,898
G 5% | 0,065 — 0,025 0,062 0,003 0,150 0,015 0,059 0,024 0,668 0,023 0,879
G 1% | 0,010 — 0,009 0,020 0,000 0,077 0,002 0,014 0,001 0,550 0,002 0,838
40 B 10% | 0,139 0,163 0,067 0,087 0,059 0,128 0,035 0,073 0,115 0,118 0,119 0,124
B 5% | 0,063 0,092 0,025 0,034 0,009 0,060 0,010 0,028 0,040 0,064 0,049 0,069
B 1% | 0,021 0,019 0,002 0,006 0,000 0,015 0,000 0,002 0,007 0,021 0,006 0,023
G 10% | 0,089 — 0,038 0,084 0,023 0,181 0,026 0,075 0,053 0,632 0,062 0,880
G 5% | 0,056 — 0,014 0,040 0,003 0,118 0,005 0,035 0,028 0,547 0,027 0,843
G 1% | 0,014 — 0,002 0,008 0,000 0,040 0,000 0,007 0,002 0,431 0,001 0,779
50 B 10% | 0,126 0,129 0,073 0,091 0,070 0,115 0,040 0,084 0,114 0,118 0,111 0,121
B 5% | 0,060 0,057 0,030 0,039 0,020 0,054 0,016 0,022 0,049 0,066 0,049 0,065
B 1% | 0,012 0,012 0,004 0,002 0,002 0,004 0,000 0,001 0,006 0,012 0,007 0,012
G 10% | 0,102 — 0,052 0,081 0,036 0,149 0,031 0,086 0,070 0,611 0,067 0,844
G 5% | 0,041 — 0,020 0,040 0,013 0,091 0,014 0,034 0,028 0,520 0,027 0,812
G 1% | 0,008 — 0,002 0,003 0,002 0,027 0,000 0,007 0,001 0,384 0,001 0,722
100 B 10% | 0,116 0,112 0,093 0,101 0,080 0,087 0,062 0,082 0,125 0,107 0,127 0,119
B 5% | 0,052 0,061 0,037 0,040 0,037 0,036 0,019 0,036 0,064 0,061 0,065 0,067
B 1% | 0,016 0,009 0,004 0,006 0,003 0,006 0,001 0,008 0,008 0,024 0,008 0,017
G 10% | 0,100 — 0,068 0,096 0,056 0,107 0,053 0,092 0,093 0,443 0,096 0,700
G 5% | 0,050 — 0,029 0,039 0,025 0,068 0,021 0,051 0,044 0,353 0,046 0,640
G 1% | 0,016 — 0,003 0,008 0,003 0,012 0,002 0,014 0,006 0,217 0,006 0,513
200 B 10% | 0,091 0,093 0,087 0,089 0,079 0,098 0,069 0,094 0,102 0,090 0,100 0,095
B 5% | 0,045 0,044 0,034 0,031 0,034 0,043 0,020 0,038 0,043 0,044 0,043 0,042
B 1% | 0,010 0,009 0,005 0,003 0,002 0,009 0,000 0,005 0,008 0,006 0,009 0,007
G 10% | 0,080 — 0,069 0,083 0,058 0,109 0,054 0,106 0,081 0,242 0,077 0,469
G 5% | 0,043 — 0,026 0,033 0,026 0,060 0,024 0,063 0,031 0,181 0,029 0,398
G 1% | 0,007 — 0,003 0,002 0,002 0,015 0,001 0,010 0,007 0,085 0,007 0,268
300 G 10% | 0,091 — 0,090 0,098 0,064 0,096 0,065 0,086 0,082 0,165 0,093 0,365
G 5% | 0,064 — 0,042 0,046 0,031 0,048 0,036 0,063 0,043 0,098 0,042 0,276
G 1% | 0,011 — 0,006 0,006 0,002 0,007 0,002 0,011 0,008 0,035 0,009 0,150
500 G 10% | 0,095 — 0,096 0,100 0,072 0,091 0,076 0,095 0,102 0,132 0,100 0,239
G 5% | 0,039 — 0,044 0,048 0,030 0,045 0,035 0,049 0,043 0,076 0,040 0,163
G 1% | 0,009 — 0,010 0,011 0,006 0,004 0,007 0,013 0,006 0,024 0,007 0,083
1000G 10% | 0,088 — 0,091 0,095 0,064 0,084 0,088 0,097 0,086 0,087 0,080 0,134
G 5% | 0,040 — 0,045 0,049 0,031 0,046 0,042 0,048 0,042 0,047 0,041 0,073
G 1% | 0,006 — 0,007 0,006 0,008 0,006 0,009 0,009 0,009 0,010 0,009 0,020

Tabelle 2: Relative Verwurfshiufigkeiten bei N(0,1)-verteilten Fehlern und p = 0,5 und 9 =0, 3.
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T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr Kklass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
10 B 10% | 0,361 0,38 0,139 0,365 0,125 0,419 0,089 0,361 0,310 0,347 0,308 0,390
B 5% | 0,315 0,290 0,048 0,251 0,040 0,290 0,028 0,227 0,209 0,252 0,172 0,299
B 1% | 0,085 0,120 0,004 0,111 0,003 0,096 0,004 0,08 0,084 0,112 0,052 0,161
G 10% | 0,315 — 0,041 0,394 0,029 0,626 0,027 0,409 0,095 0,804 0,112 0,861
G 5% | 0,161 — 0,011 0,329 0,008 0,597 0,007 0,345 0,042 0,753 0,043 0,847
G 1% | 0,042 — 0,000 0,241 0,000 0,532 0,000 0,258 0,000 0,678 0,000 0,819
20 B 10% | 0,236 0,280 0,104 0,175 0,100 0,262 0,064 0,181 0,217 0,272 0,238 0,276
B 5% | 0,135 0,167 0,037 0,109 0,028 0,179 0,020 0,107 0,136 0,174 0,136 0,184
B 1% | 0,049 0,080 0,006 0,048 0,001 0,068 0,002 0,038 0,025 0,071 0,024 0,095
G 10% | 0,147 — 0,056 0,176 0,041 0,409 0,031 0,183 0,134 0,826 0,127 0,948
G 5% | 0,098 — 0,022 0,123 0,009 0,350 0,014 0,125 0,055 0,780 0,049 0,925
G 1% | 0,024 — 0,001 0,059 0,001 0,232 0,000 0,069 0,004 0,683 0,004 0,900
30 B 10% | 0,214 0,211 0,084 0,133 0,079 0,184 0,035 0,110 0,183 0,18 0,190 0,195
B 5% | 0,123 0,137 0,029 0,064 0,023 0,114 0,012 0,055 0,103 0,112 0,107 0,129
B 1% | 0,032 0,060 0,004 0,014 0,001 0,044 0,001 0,017 0,030 0,048 0,030 0,056
G 10% | 0,150 — 0,049 0,129 0,039 0,262 0,020 0,110 0,121 0,740 0,114 0,927
G 5% | 0,101 — 0,017 0,074 0,014 0,192 0,009 0,069 0,057 0,684 0,052 0,899
G 1% | 0,023 — 0,001 0,020 0,000 0,114 0,001 0,023 0,009 0,552 0,006 0,851
40 B 10% | 0,193 0,183 0,081 0,102 0,080 0,166 0,054 0,088 0,171 0,184 0,170 0,186
B 5% | 0,108 0,106 0,031 0,049 0,028 0,087 0,017 0,041 0,086 0,112 0,089 0,115
B 1% | 0,027 0,037 0,006 0,017 0,000 0,021 0,000 0,006 0,023 0,032 0,021 0,036
G 10% | 0,135 — 0,053 0,095 0,047 0,220 0,035 0,096 0,105 0,693 0,099 0,899
G 5% | 0,083 — 0,017 0,047 0,016 0,157 0,013 0,055 0,063 0,634 0,053 0,869
G 1% | 0,020 — 0,003 0,019 0,000 0,067 0,000 0,013 0,008 0,522 0,009 0,793
50 B 10% | 0,170 0,142 0,083 0,093 0,093 0,111 0,054 0,085 0,156 0,144 0,162 0,150
B 5% | 0,099 0,079 0,030 0,042 0,039 0,055 0,014 0,039 0,098 0,083 0,093 0,087
B 1% | 0,024 0,020 0,007 0,010 0,000 0,023 0,001 0,008 0,029 0,023 0,032 0,025
G 10% | 0,146 — 0,059 0,088 0,063 0,140 0,044 0,085 0,113 0,615 0,112 0,857
G 5% | 0,085 — 0,020 0,044 0,024 0,091 0,014 0,052 0,073 0,556 0,071 0,824
G 1% | 0,021 — 0,006 0,010 0,000 0,039 0,003 0,014 0,011 0,444 0,011 0,736
100 B 10% | 0,115 0,106 0,092 0,093 0,068 0,087 0,062 0,082 0,105 0,116 0,116 0,126
B 5% | 0,061 0,058 0,039 0,035 0,030 0,038 0,020 0,038 0,048 0,065 0,062 0,075
B 1% | 0,008 0,016 0,003 0,005 0,003 0,004 0,001 0,008 0,006 0,011 0,007 0,010
G 10% | 0,097 — 0,072 0,086 0,047 0,105 0,044 0,091 0,083 0,425 0,081 0,687
G 5% | 0,046 — 0,032 0,036 0,022 0,067 0,017 0,048 0,035 0,348 0,038 0,620
G 1% | 0,007 — 0,001 0,005 0,002 0,014 0,000 0,014 0,004 0,234 0,002 0,494
200 B 10% | 0,126 0,107 0,100 0,097 0,091 0,103 0,068 0,088 0,107 0,101 0,111 0,111
B 5% | 0,069 0,056 0,041 0,046 0,038 0,051 0,022 0,041 0,056 0,071 0,060 0,067
B 1% | 0,019 0,005 0,001 0,004 0,006 0,006 0,000 0,004 0,023 0,016 0,024 0,018
G 10% | 0,113 — 0,076 0,088 0,062 0,115 0,055 0,101 0,094 0,277 0,090 0,503
G 5% | 0,061 — 0,036 0,043 0,028 0,068 0,023 0,055 0,048 0,194 0,046 0,426
G 1% | 0,016 — 0,001 0,004 0,005 0,017 0,000 0,010 0,014 0,097 0,012 0,283
300 G 10% | 0,092 — 0,069 0,085 0,086 0,098 0,063 0,092 0,093 0,188 0,094 0,381
G 5% | 0,047 — 0,038 0,047 0,035 0,048 0,032 0,063 0,051 0,126 0,055 0,293
G 1% | 0,011 — 0,009 0,007 0,003 0,009 0,002 0,010 0,004 0,043 0,004 0,176
500 G 10% | 0,097 — 0,098 0,101 0,083 0,085 0,078 0,107 0,096 0,099 0,098 0,222
G 5% | 0,063 — 0,047 0,050 0,034 0,038 0,047 0,060 0,034 0,052 0,036 0,151
G 1% | 0,013 — 0,007r 0,010 0,002 0,004 0,006 0,007 0,008 0,010 0,006 0,067
1000G 10% | 0,092 — 0,084 0,088 0,081 0,107 0,079 0,098 0,077 0,112 0,077 0,136
G 5% | 0,046 — 0,044 0,048 0,036 0,055 0,040 0,055 0,032 0,054 0,033 0,081
G 1% | 0,007 — 0,009 0,010 0,009 0,010 0,009 0,014 0,006 0,009 0,005 0,015

Tabelle 3: Relative Verwurfshiufigkeiten bei N(0,1)-verteilten Fehlern und p = 0,7 und 9 =0, 5.

273




T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr Kklass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
10 B 10% | 0,395 0,422 0,150 0,372 0,138 0,411 0,087 0,349 0,329 0,390 0,334 0,419
B 5% | 0,340 0,327 0,045 0,249 0,040 0,286 0,023 0,218 0,241 0,302 0,226 0,341
B 1% | 0,114 0,161 0,006 0,117 0,001 0,104 0,002 0,080 0,106 0,142 0,065 0,186
G 10% | 0,340 — 0,033 0,392 0,029 0,639 0,022 0,391 0,121 0,797 0,133 0,881
G 5% | 0,185 — 0,010 0,323 0,008 0,607 0,006 0,335 0,060 0,758 0,049 0,862
G 1% | 0,060 — 0,000 0,249 0,000 0,543 0,000 0,248 0,000 0,688 0,000 0,834
20 B 10% | 0,263 0,291 0,107 0,206 0,120 0,293 0,070 0,214 0,247 0,252 0,265 0,272
B 5% | 0,166 0,194 0,043 0,127 0,032 0,209 0,020 0,115 0,144 0,190 0,141 0,213
B 1% | 0,046 0,079 0,005 0,049 0,002 0,086 0,000 0,046 0,043 0,074 0,038 0,091
G 10% | 0,175 — 0,055 0,199 0,047 0,415 0,033 0,200 0,145 0,829 0,138 0,943
G 5% | 0,113 — 0,020 0,136 0,013 0,371 0,013 0,133 0,066 0,785 0,062 0,928
G 1% | 0,024 — 0,002 0,063 0,000 0,259 0,000 0,065 0,007 0,692 0,005 0,892
30 B 10% | 0,206 0,220 0,089 0,129 0,098 0,205 0,060 0,127 0,186 0,207 0,196 0,228
B 5% | 0,115 0,139 0,035 0,080 0,030 0,132 0,016 0,069 0,102 0,131 0,107 0,144
B 1% | 0,029 0,049 0,006 0,026 0,003 0,046 0,001 0,021 0,023 0,046 0,022 0,053
G 10% | 0,144 — 0,058 0,128 0,053 0,292 0,040 0,123 0,111 0,752 0,121 0,908
G 5% | 0,082 — 0,024 0,084 0,013 0,230 0,014 0,071 0,052 0,693 0,062 0,890
G 1% | 0,026 — 0,003 0,030 0,002 0,122 0,000 0,034 0,010 0,590 0,010 0,830
40 B 10% | 0,201 0,186 0,120 0,133 0,105 0,201 0,073 0,129 0,179 0,193 0,190 0,198
B 5% | 0,117 0,108 0,047 0,060 0,035 0,120 0,018 0,056 0,113 0,125 0,114 0,129
B 1% | 0,025 0,044 0,004 0,016 0,000 0,032 0,001 0,007 0,027 0,042 0,029 0,046
G 10% | 0,149 — 0,084 0,125 0,070 0,254 0,052 0,134 0,131 0,718 0,137 0,897
G 5% | 0,091 — 0,032 0,066 0,020 0,187 0,015 0,074 0,058 0,653 0,057 0,867
G 1% | 0,017 — 0,002 0,019 0,000 0,093 0,000 0,018 0,011 0,539 0,011 0,808
50 B 10% | 0,163 0,159 0,124 0,145 0,081 0,135 0,075 0,116 0,154 0,147 0,154 0,152
B 5% | 0,079 0,081 0,045 0,059 0,026 0,064 0,020 0,053 0,082 0,083 0,083 0,084
B 1% | 0,026 0,027 0,007 0,009 0,001 0,019 0,000 0,003 0,030 0,021 0,029 0,023
G 10% | 0,126 — 0,082 0,130 0,046 0,176 0,053 0,108 0,106 0,627 0,106 0,853
G 5% | 0,063 — 0,037 0,060 0,016 0,109 0,019 0,065 0,053 0,562 0,055 0,804
G 1% | 0,020 — 0,005 0,010 0,000 0,038 0,000 0,010 0,012 0,434 0,011 0,717
100 B 10% | 0,152 0,109 0,101 0,116 0,083 0,103 0,064 0,096 0,131 0,126 0,136 0,137
B 5% | 0,089 0,057 0,047 0,047 0,037 0,051 0,014 0,034 0,072 0,061 0,073 0,061
B 1% | 0,018 0,010 0,004 0,004 0,003 0,011 0,002 0,002 0,022 0,013 0,022 0,015
G 10% | 0,138 — 0,080 0,112 0,061 0,118 0,047 0,108 0,109 0,469 0,106 0,721
G 5% | 0,075 — 0,038 0,049 0,028 0,072 0,013 0,052 0,069 0,380 0,054 0,652
G 1% | 0,011 — 0,004 0,005 0,001 0,020 0,002 0,006 0,013 0,247 0,013 0,522
200 B 10% | 0,123 0,135 0,131 0,129 0,084 0,104 0,086 0,102 0,118 0,104 0,112 0,108
B 5% | 0,066 0,076 0,052 0,071 0,030 0,042 0,024 0,041 0,051 0,059 0,049 0,065
B 1% | 0,013 0,016 0,010 0,011 0,002 0,006 0,004 0,009 0,016 0,022 0,013 0,019
G 10% | 0,113 — o,107v 0,118 0,064 0,116 0,078 0,115 0,098 0,270 0,094 0,476
G 5% | 0,069 — 0,047 0,066 0,021 0,059 0,024 0,067 0,046 0,188 0,043 0,403
G 1% | 0,013 — 0,007 0,012 0,002 0,009 0,004 0,016 0,011 0,102 0,012 0,268
300 G 10% | 0,091 — 0,097 0,113 0,050 0,108 0,064 0,127 0,066 0,200 0,067 0,389
G 5% | 0,041 — 0,051 0,059 0,015 0,063 0,028 0,063 0,031 0,126 0,032 0,307
G 1% | 0,004 — 0,004 0,005 0,001 0,014 0,004 0,016 0,007 0,051 0,006 0,173
500 G 10% | 0,111 — 0,116 0,129 0,067 0,115 0,088 0,120 0,074 0,139 0,073 0,253
G 5% | 0,042 — 0,060 0,068 0,034 0,065 0,046 0,071 0,038 0,078 0,038 0,177
G 1% | 0,007 — 0,012 0,012 0,004 0,013 0,006 0,019 0,007 0,022 0,006 0,077
1000G 10% | 0,090 — 0,107 0,110 0,077 0,094 0,079 0,093 0,085 0,091 0,086 0,134
G 5% | 0,043 — 0,052 0,054 0,030 0,037 0,035 0,048 0,037 0,046 0,036 0,076
G 1% | 0,008 — 0,005 0,008 0,007 0,007 0,006 0,009 0,004 0,012 0,003 0,019

Tabelle 4: Relative Verwurfshiufigkeiten bei N(0,1)-verteilten Fehlern und p = 0,7 und 9 =0, 9.
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T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr Kklass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
10 B 10% | 0,383 0,372 0,112 0,461 0,052 0,488 0,051 0,460 0,311 0,328 0,301 0,361
B 5% | 0,329 0,274 0,031 0,310 0,009 0,348 0,010 0,309 0,235 0,254 0,215 0,294
B 1% | 0,177 0,194 0,002 0,182 0,000 0,176 0,000 0,170 0,176 0,184 0,157 0,208
G 10% | 0,329 — 0,026 0,506 0,010 0,753 0,013 0,515 0,183 0,781 0,188 0,844
G 5% | 0,207 — 0,003 0,439 0,000 0,721 0,000 0,451 0,140 0,741 0,150 0,829
G 1% | 0,140 — 0,000 0,356 0,000 0,650 0,000 0,385 0,000 0,640 0,000 0,802
30 B 10% | 0,447 0,299 0,207 0,327 0,078 0,340 0,093 0,326 0,244 0,240 0,240 0,238
B 5% | 0,386 0,247 0,107 0,263 0,030 0,255 0,038 0,239 0,202 0,200 0,200 0,207
B 1% | 0,182 0,183 0,039 0,200 0,008 0,181 0,008 0,175 0,176 0,180 0,177 0,178
G 10% | 0,426 — 0,169 0,423 0,057 0,468 0,071 0,413 0213 0,766 0,204 0,887
G 5% | 0,204 — 0,114 0,388 0,029 0,421 0,042 0,348 0,184 0,713 0,181 0,871
G 1% | 0,180 — 0,050 0,338 0,008 0,338 0,006 0,273 0,174 0,627 0,174 0,824
50 B 10% | 0,390 0,240 0,196 0,255 0,071 0,261 0,107 0,251 0,185 0,205 0,182 0,203
B 5% | 0,344 0,196 0,110 0,200 0,029 0,192 0,049 0,183 0,153 0,157 0,153 0,160
B 1% | 0,309 0,164 0,053 0,162 0,010 0,128 0,020 0,135 0,128 0,128 0,128 0,128
G 10% | 0,378 — 0,179 0,348 0,055 0,365 0,095 0,317 0,164 0,685 0,165 0,852
G 5% | 0,336 — 0,122 0,325 0,031 0,331 0,056 0,282 0,140 0,631 0,139 0,818
G 1% | 0,304 — 0,066 0,298 0,013 0,267 0,023 0,226 0,126 0,543 0,126 0,750
100 B 10% | 0,261 0,168 0,178 0,173 0,083 0,162 0,110 0,148 0,145 0,145 0,150 0,150
B 5% | 0,216 0,126 0,111 0,111 0,034 0,101 0,049 0,097 0,098 0,104 0,093 0,102
B 1% | 0,180 0,098 0,052 0,080 0,009 0,068 0,021 0,076 0,069 0,069 0,067 0,070
G 10% | 0,247 — 0,165 0,226 0,065 0,215 0,101 0,186 0,124 0,491 0,123 0,703
G 5% | 0,214 — 0,121 0,185 0,034 0,176 0,059 0,153 0,087 0,432 0,087 0,641
G 1% | 0,178 — 0,063 0,153 0,012 0,134 0,028 0,121 0,066 0,335 0,065 0,544
200 B 10% | 0,141 0,125 0,123 0,110 0,078 0,099 0,090 0,086 0,089 0,095 0,092 0,110
B 5% | 0,104 0,067 0,073 0,060 0,030 0,057 0,043 0,042 0,045 0,051 0,041 0,059
B 1% | 0,070 0,027 0,034 0,027 0,005 0,023 0,021 0,025 0,020 0,025 0,019 0,027
G 10% | 0,135 — 0,107 0,127 0,060 0,128 0,084 0,125 0,075 0,283 0,071 0,488
G 5% | 0,008 — 0,066 0,080 0,027 0,094 0,047 0,071 0,039 0,221 0,035 0,405
G 1% | 0,060 — 0,039 0,051 0,007 0,050 0,028 0,043 0,018 0,127 0,018 0,296
1000G 10% | 0,109 — 0,083 0,083 0,085 0,101 0,076 0,098 0,091 0,105 0,091 0,146
G 5% | 0,062 — 0,039 0,037 0,036 0,040 0,033 0,046 0,064 0,044 0,051 0,076
G 1% | 0,012 — 0,008 0,006 0,007 0,006 0,005 0,008 0,013 0,008 0,013 0,022
Zum Vergleich wurden die Parameterschitzer durch die Parameter ersetzt (p = p, ¥ = 9):
10 B 10% | 0,186 0,155 0,064 0,167 0,039 0,208 0,031 0,180 0,128 0,122 0,136 0,171
B 5% | 0,152 0,095 0,018 0,079 0,005 0,083 0,010 0,069 0,077 0,078 0,066 0,110
B 1% | 0,037 0,032 0,001 0,017 0,001 0,011 0,001 0,010 0,033 0,027 0,014 0,030
G 10% | 0,152 — 0,014 0,184 0,004 0,549 0,011 0,213 0,036 0,857 0,038 0,971
G 5% | 0,064 — 0,005 0,124 0,002 0,502 0,003 0,155 0,012 0,799 0,011 0,964
G 1% | 0,012 — 0,000 0,069 0,000 0,406 0,000 0,077 0,000 0,677 0,000 0,946
30 B 10% | 0,118 0,123 0,071 0,092 0,055 0,102 0,038 0,079 0,109 0,095 0,125 0,096
B 5% | 0,073 0,062 0,025 0,037 0,008 0,063 0,006 0,022 0,052 0,050 0,057 0,055
B 1% | 0,021 0,011 0,002 0,004 0,000 0,009 0,001 0,003 0,012 0,008 0,017 0,007
G 10% | 0,085 — 0,041 0,080 0,023 0,184 0,020 0,071 0,062 0,687 0,061 0,899
G 5% | 0,054 — 0,015 0,038 0,002 0,124 0,003 0,030 0,032 0,619 0,030 0,878
G 1% | 0,014 — 0,001 0,004 0,000 0,045 0,001 0,005 0,002 0,479 0,002 0,828
50 B 10% | 0,118 0,126 0,085 0,090 0,049 0,106 0,044 0,078 0,096 0,107 0,097 0,107
B 5% | 0,060 0,067 0,022 0,043 0,022 0,063 0,012 0,031 0,048 0,055 0,049 0,061
B 1% | 0,016 0,010 0,003 0,005 0,000 0,009 0,001 0,006 0,008 0,011 0,009 0,011
G 10% | 0,101 — 0,046 0,085 0,030 0,138 0,031 0,078 0,065 0,610 0,061 0,832
G 5% | 0,061 — 0,016 0,044 0,012 0,085 0,010 0,042 0,035 0,517 0,030 0,793
G 1% | 0,010 — 0,003 0,007 0,000 0,028 0,001 0,009 0,003 0,375 0,004 0,703

Tabelle 5: Relative Verwurfshiufigkeiten bei N(0,1)-verteilten Fehlern und p = 0,1 und 9 =0, 1.

275




T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr Kklass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
10 B 10% | 0,373 0,332 0,110 0,354 0,071 0,385 0,056 0,351 0,277 0,287 0,269 0,328
B 5% | 0,305 0,240 0,029 0,238 0,020 0,248 0,013 0,219 0,198 0,220 0,170 0,247
B 1% | 0,105 0,127 0,000 0,107 0,000 0,097 0,000 0,087 0,101 0,121 0,070 0,140
G 10% | 0,305 — 0,025 0,407 0,012 0,644 0,014 0411 0,105 0,797 0,117 0,870
G 5% | 0,161 — 0,003 0,331 0,001 0,616 0,002 0,369 0,014 0,765 0,064 0,859
G 1% | 0,074 — 0,000 0,248 0,000 0,531 0,000 0,274 0,000 0,664 0,000 0,826
20 B 10% | 0,177 0,215 0,096 0,187 0,050 0,222 0,053 0,179 0,161 0,196 0,168 0,206
B 5% | 0,089 0,127 0,036 0,112 0,010 0,138 0,013 0,100 0,073 0,108 0,068 0,129
B 1% | 0,025 0,037 0,005 0,038 0,000 0,039 0,000 0,031 0,021 0,031 0,017 0,047
G 10% | 0,097 — 0,051 0,192 0,015 0,373 0,020 0,193 0,072 0,767 0,060 0,893
G 5% | 0,062 — 0,020 0,138 0,002 0,318 0,006 0,141 0,028 0,710 0,026 0,864
G 1% | 0,014 — 0,001 0,066 0,000 0,201 0,000 0,074 0,006 0,573 0,006 0,813
30 B 10% | 0,159 0,150 0,057 0,097 0,043 0,169 0,039 0,108 0,127 0,151 0,129 0,161
B 5% | 0,079 0,081 0,017 0,044 0,008 0,091 0,008 0,041 0,045 0,065 0,047 0,075
B 1% | 0,010 0,020 0,001 0,005 0,000 0,021 0,000 0,011 0,005 0,012 0,008 0,016
G 10% | 0,105 — 0,031 0,083 0,015 0,232 0,026 0,115 0,055 0,657 0,058 0,829
G 5% | 0,044 — 0,008 0,042 0,004 0,181 0,004 0,068 0,016 0,584 0,018 0,797
G 1% | 0,007 — 0,001 0,014 0,000 0,078 0,001 0,021 0,000 0,466 0,000 0,736
40 B 10% | 0,147 0,120 0,069 0,098 0,045 0,120 0,035 0,086 0,152 0,121 0,155 0,131
B 5% | 0,087 0,066 0,020 0,040 0,007 0,062 0,007 0,033 0,083 0,063 0,083 0,067
B 1% | 0,018 0,016 0,003 0,009 0,000 0,013 0,001 0,005 0,013 0,018 0,010 0,018
G 10% | 0,107 — 0,048 0,095 0,021 0,152 0,027 0,088 0,093 0,541 0,093 0,757
G 5% | 0,070 — 0,013 0,045 0,004 0,104 0,004 0,052 0,049 0,478 0,035 0,702
G 1% | 0,013 — 0,003 0,012 0,000 0,045 0,001 0,015 0,003 0,357 0,002 0,628
50 B 10% | 0,141 0,125 0,067 0,089 0,048 0,122 0,037 0,090 0,127 0,129 0,128 0,132
B 5% | 0,071 0,063 0,023 0,040 0,015 0,062 0,010 0,041 0,071 0,066 0,066 0,072
B 1% | 0,012 0,017 0,003 0,004 0,000 0,008 0,002 0,005 0,008 0,017 0,008 0,015
G10% | 0,114 — 0,043 0,084 0,023 0,151 0,026 0,093 0,088 0,481 0,091 0,681
G 5% | 0,066 — 0,020 0,042 0,008 0,092 0,008 0,061 0,039 0,409 0,034 0,627
G 1% | 0,007 — 0,003 0,007 0,000 0,037 0,002 0,012 0,003 0,292 0,002 0,519
100 B 10% | 0,136 0,135 0,076 0,100 0,052 0,101 0,042 0,070 0,123 0,104 0,127 0,118
B 5% | 0,060 0,073 0,032 0,046 0,020 0,042 0,014 0,028 0,057 0,048 0,060 0,052
B 1% | 0,017 0,021 0,002 0,003 0,001 0,008 0,000 0,003 0,010 0,000 0,011 0,012
G 10% | 0,117 — 0,060 0,097 0,032 0,111 0,035 0,083 0,088 0,281 0,090 0,445
G 5% | 0,061 — 0,029 0,049 0,016 0,063 0,018 0,042 0,038 0,194 0,036 0,363
G 1% | 0,015 — 0,003 0,007 0,002 0,015 0,001 0,013 0,002 0,112 0,005 0,236
200 B 10% | 0,099 0,107 0,083 0,083 0,053 0,085 0,039 0,069 0,106 0,093 0,102 0,107
B 5% | 0,050 0,047 0,029 0,030 0,016 0,043 0,008 0,027 0,053 0,047 0,055 0,052
B 1% | 0,010 0,010 0,004 0,004 0,001 0,013 0,000 0,002 0,009 0,015 0,006 0,014
G 10% | 0,092 — 0,061 0,085 0,040 0,097 0,030 0,083 0,090 0,154 0,089 0,258
G 5% | 0,045 — 0,022 0,037 0,014 0,060 0,008 0,052 0,042 0,092 0,043 0,187
G 1% | 0,009 — 0,002 0,006 0,000 0,023 0,000 0,011 0,007 0,034 0,003 0,095
300 G 10% | 0,108 — 0,072 0,094 0,048 0,115 0,044 0,107 0,092 0,132 0,091 0,176
G 5% | 0,043 — 0,027 0,042 0,019 0,058 0,017 0,052 0,047 0,072 0,044 0,108
G 1% | 0,009 — 0,001 0,001 0,004 0,011 0,000 0,014 0,005 0,015 0,006 0,043
500 G 10% | 0,094 — 0,076 0,089 0,043 0,081 0,037 0,078 0,088 0,116 0,089 0,125
G 5% | 0,046 — 0,034 0,040 0,021 0,036 0,017 0,039 0,040 0,046 0,040 0,060
G 1% | 0,012 — 0,002 0,002 0,001 0,008 0,001 0,008 0,006 0,009 0,004 0,014
1000G 10% | 0,088 — 0,078 0,086 0,062 0,082 0,033 0,078 0,085 0,086 0,087 0,098
G 5% | 0,040 — 0,034 0,043 0,020 0,049 0,014 0,048 0,038 0,036 0,043 0,032
G 1% | 0,004 — 0,006 0,009 0,004 0,012 0,001 0,013 0,006 0,007 0,006 0,006

Tabelle 6: Relative Verwurfshiufigkeiten bei t7-verteilten Fehlern und p = 0,5 und 9 =0, 3.
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zeigt. Man beachte, dass bei dem Momentenvergleichskern fiir die vierten Mo-
mente und auch bei dem fiir die dritten Momenten jedenfalls bei der zentrierten
Statistik die Integrierbarkeitsvoraussetzungen nicht erfiillt sind. Es zeigt sich wie-
der ein dhnliches Bild wie bei standardnormalverteilten Fehlern bei der gleichen
Parameterkombination, auch der Test mit dem Kern K, scheint sich trotz der
verletzten Integrierbarkeitsvoraussetzungen gutartig zu verhalten, indem er eher
seltener die Hypothese verwirft als erlaubt. Insbesondere der zentrierte Test mit
dem Kern Kg zeigt eine bessere Asymptotik, beispielsweise ist die Verwurfshau-
figkeit bei n = 300 mit o = 1% nun 0,043 statt 0,150 bei standardnormalverteilten
Fehlen in Tabelle 2.

Wir fiithren dies fort und verwenden nun in Tabelle 7 t3-verteilte Fehler. Fiir die
Tests mit den Momentenvergleichskernen sind die Voraussetzungen nun bei kei-
nem Kern mehr erfiillt, fiir die iibrigen Tests (aufer wieder bei dem Kern Ky,)
schon. Hier zeigt sich, dass die Tests mit den Statistiken \/n || T,|| und v/n ||T7||
eventuell eine leichte Tendenz zu hoheren Verwurfshiaufigkeiten haben, und sich
hier also die Asymptotik leicht verschlechtert. Bei den Tests mit den Kernen Ky,
und K mit Beriicksichtigung der Zentriertheit scheint sich im Vergleich zu den
standardnormalverteilten Fehlern die Asymptotik etwas zu verbessern.

In Tabelle 8 kommen wir nun zu einer nichtsymmetrischen Fehlerverteilung, ei-
ner nichtzentralen t;-Verteilung mit Nichtzentralititsparameter 5, die an ihrem
Erwartungswert 8/3 - \/m zentriert wurde. Auffillig ist hier vor allem die im
Vergleich zu den vorigen Verteilungen sehr gute Asymptotik bei den Kernen Ky
und Ky, sowie die Tatsache, dass der zentrierte Test mit dem Kern K, fiir den
hier Integrierbarkeitsvoraussetzungen verletzt sind, bei grofen Stichprobenum-
fangen das Niveau nicht sicher einzuhalten scheint. Bei Test mit dem Kern Ko,
dessen Voraussetzungen erfiillt sind, zeigt sich bei der klassichen Statistik eine

schlechte Asymptotik, da er sein Niveau erst sehr spit ausschopft.

8.4 Simulation der Tests unter Folgen von benach-

barten Alternativen

In diesem Abschnitt betrachten wir Simulationen der Tests unter Folgen von be-
nachbarten Alternativen. Wir m6chten nicht nur durch Vergrofsern des Stichpro-
benumfangs n die asymptotische Verwurfshiaufigkeit unter der Folge von benach-

barten Alternativen schitzen, sondern zusétzlich noch indem wir Grenzprozesse
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T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr Kklass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
10 B 10% | 0,381 0,350 0,083 0,367 0,047 0,392 0,039 0,371 0,312 0,317 0,311 0,352
B 5% | 0,316 0,254 0,025 0,237 0,010 0,257 0,013 0,213 0,207 0,233 0,173 0,279
B 1% | 0,105 0,127 0,001 0,096 0,000 0,082 0,001 0,068 0,098 0,121 0,068 0,158
G 10% | 0,317 — 0,022 0418 0,008 0,621 0,013 0439 0,103 0,772 0,104 0,839
G 5% | 0,166 — 0,003 0,350 0,001 0,589 0,003 0,390 0,069 0,723 0,059 0,821
G 1% | 0,069 — 0,000 0,280 0,000 0,529 0,000 0,298 0,000 0,605 0,000 0,780
20 B 10% | 0,195 0,194 0,064 0,178 0,032 0,237 0,026 0,184 0,161 0,181 0,172 0,199
B 5% | 0,123 0,123 0,023 0,108 0,008 0,148 0,007 0,106 0,092 0,118 0,090 0,131
B 1% | 0,039 0,050 0,005 0,037 0,002 0,039 0,001 0,027 0,025 0,042 0,023 0,064
G 10% | 0,128 — 0,037 0,185 0,012 0,335 0,011 0,196 0,087 0,647 0,077 0,775
G 5% | 0,078 — 0,020 0,138 0,004 0,297 0,007 0,159 0,043 0,580 0,042 0,743
G 1% | 0,026 — 0,003 0,075 0,002 0,211 0,001 0,097 0,012 0,455 0,012 0,660
30 B 10% | 0,183 0,167 0,044 0,117 0,022 0,163 0,019 0,122 0,135 0,129 0,137 0,144
B 5% | 0,108 0,101 0,020 0,069 0,001 0,105 0,008 0,070 0,071 0,077 0,072 0,082
B 1% | 0,023 0,024 0,006 0,015 0,000 0,025 0,002 0,015 0,017 0,020 0,018 0,026
G 10% | 0,131 — 0,028 0,110 0,008 0,215 0,013 0,119 0,082 0,494 0,080 0,633
G 5% | 0,078 — 0,017 0,077 0,001 0,167 0,008 0,082 0,036 0,431 0,036 0,583
G 1% | 0,021 — 0,005 0,036 0,000 0,093 0,001 0,042 0,006 0,292 0,006 0,479
40 B 10% | 0,160 0,156 0,057 0,112 0,027 0,149 0,028 0,107 0,143 0,133 0,146 0,147
B 5% | 0,086 0,085 0,021 0,056 0,004 0,082 0,006 0,051 0,074 0,075 0,066 0,089
B 1% | 0,020 0,016 0,002 0,009 0,000 0,020 0,000 0,010 0,014 0,013 0,013 0,014
G 10% | 0,114 — 0,039 0,102 0,012 0,180 0,020 0,108 0,082 0,414 0,082 0,555
G 5% | 0,069 — 0,016 0,060 0,001 0,132 0,006 0,068 0,039 0,324 0,038 0,485
G 1% | 0,011 — 0,002 0,017 0,000 0,060 0,000 0,022 0,003 0,206 0,004 0,362
50 B 10% | 0,145 0,141 0,056 0,108 0,019 0,118 0,022 0,103 0,119 0,129 0,121 0,136
B 5% | 0,079 0,081 0,019 0,054 0,004 0,069 0,007 0,042 0,059 0,069 0,060 0,074
B 1% | 0,014 0,021 0,002 0,009 0,001 0,008 0,000 0,007 0,010 0,020 0,010 0,022
G 10% | 0,122 — 0,039 0,108 0,010 0,142 0,017 0,102 0,082 0,327 0,084 0,469
G 5% | 0,063 — 0,015 0,060 0,004 0,099 0,007 0,052 0,038 0,254 0,035 0,386
G 1% | 0,010 — 0,002 0,013 0,001 0,039 0,001 0,018 0,004 0,145 0,005 0,281
100 B 10% | 0,126 0,133 0,044 0,077 0,030 0,096 0,016 0,073 0,114 0,116 0,120 0,117
B 5% | 0,061 0,065 0,015 0,034 0,007 0,040 0,003 0,030 0,051 0,056 0,052 0,060
B 1% | 0,015 0,013 0,001 0,006 0,000 0,008 0,000 0,004 0,011 0,011 0,011 0,013
G 10% | 0,110 — 0,032 0,076 0,016 0,096 0,015 0,076 0,086 0,162 0,089 0,230
G 5% | 0,063 — 0,014 0,041 0,004 0,052 0,003 0,044 0,039 0,097 0,035 0,157
G 1% | 0,013 — 0,001 0,008 0,000 0,019 0,000 0,011 0,009 0,038 0,009 0,085
200 B 10% | 0,128 0,124 0,059 0,087 0,032 0,111 0,026 0,073 0,132 0,106 0,138 0,113
B 5% | 0,075 0,065 0,011 0,031 0,013 0,056 0,006 0,030 0,076 0,053 0,076 0,048
B 1% | 0,017 0,009 0,001 0,008 0,001 0,011 0,000 0,009 0,015 0,008 0,016 0,010
G 10% | 0,111 — 0,049 0,086 0,022 0,110 0,021 0,089 0,112 0,115 0,114 0,143
G 5% | 0,063 — 0,012 0,036 0,009 0,061 0,008 0,061 0,063 0,059 0,064 0,061
G 1% | 0,014 — 0,001 0,011 0,000 0,018 0,000 0,012 0,012 0,009 0,009 0,012
300 G 10% | 0,125 — 0,041 0,088 0,015 0,089 0,020 0,080 0,093 0,109 0,084 0,102
G 5% | 0,060 — 0,016 0,040 0,002 0,052 0,006 0,042 0,054 0,054 0,050 0,052
G 1% | 0,019 — 0,002 0,007 0,000 0,012 0,000 0,012 0,012 0,015 0,010 0,010
500 G 10% | 0,093 — 0,051 0,083 0,020 0,081 0,020 0,085 0,106 0,097 0,109 0,097
G 5% | 0,045 — 0,018 0,045 0,008 0,063 0,010 0,051 0,049 0,047 0,056 0,046
G 1% | 0,010 — 0,001 0,008 0,000 0,015 0,000 0,015 0,008 0,009 0,010 0,008
1000G 10% | 0,102 — 0,049 0,101 0,018 0,111 0,029 0,107 0,093 0,112 0,098 0,103
G 5% | 0,064 — 0,026 0,060 0,008 0,074 0,008 0,065 0,048 0,058 0,052 0,052
G 1% | 0,014 — 0,002 0,012 0,001 0,025 0,000 0,025 0,014 0,010 0,012 0,012

Tabelle 7: Relative Verwurfshiufigkeiten bei t3-verteilten Fehlern und p = 0,5 und 9 =0, 3.
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T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr klass =zentr Kklass zentr
10 10% | 0,384 0,372 0,100 0,377 0,078 0,397 0,049 0,361 0,313 0,324 0,308 0,365
5% | 0,327 0,259 0,031 0,229 0,018 0,247 0,012 0,208 0,201 0,224 0,186 0,273
1% | 0,099 0,131 0,002 0,107 0,000 0,090 0,000 0,079 0,095 0,126 0,076 0,142

oe}

10% | 0,327 — 0,025 0,418 0,013 0,669 0,014 0432 0,105 0,767 0,112 0,830
5% | 0,144 — 0,003 0,348 0,002 0,633 0,001 0,380 0,061 0,726 0,060 0,806
1% | 0,061 — 0,000 0,263 0,000 0,562 0,000 0,281 0,000 0,637 0,000 0,757

20 10% | 0,184 0,205 0,073 0,175 0,039 0,222 0,038 0,181 0,158 0,202 0,177 0,215
5% | 0,096 0,121 0,029 0,108 0,009 0,145 0,011 0,098 0,080 0,118 0,087 0,129

1% | 0,022 0,051 0,005 0,031 0,001 0,038 0,001 0,026 0,014 0,043 0,016 0,053

10% | 0,105 — 0,044 0201 0,010 0,362 0,019 0,203 0,079 0,680 0,078 0,763
5% | 0,061 — 0,021 0,142 0,002 0,307 0,009 0,141 0,025 0,610 0,024 0,722
1% | 0,015 — 0,000 0,069 0,000 0,207 0,000 0,082 0,008 0,500 0,008 0,636

30 10% | 0,165 0,156 0,060 0,105 0,032 0,151 0,029 0,122 0,113 0,137 0,118 0,148
5% | 0,078 0,094 0,019 0,058 0,007 0,08 0,005 0,059 0,054 0,078 0,052 0,089

1% | 0,012 0,023 0,002 0,012 0,000 0,011 0,000 0,007 0,009 0,019 0,007 0,020

10% | 0,106 — 0,033 0,117 0,014 0,234 0,019 0,137 0,061 0,587 0,063 0,654
5% | 0,063 — 0,012 0,075 0,006 0,172 0,007 0,080 0,023 0,512 0,020 0,616
1% | 0,010 — 0,002 0,026 0,000 0,080 0,001 0,028 0,002 0,379 0,002 0,509

40 10% | 0,150 0,130 0,042 0,108 0,037 0,121 0,022 0,113 0,128 0,123 0,132 0,142
5% | 0,080 0,064 0,020 0,060 0,010 0,068 0,005 0,065 0,065 0,067 0,058 0,074

1% | 0,017 0,016 0,002 0,016 0,001 0,017 0,000 0,012 0,016 0,016 0,012 0,018

10% | 0,107 — 0,028 0,114 0,023 0,159 0,016 0,117 0,077 0457 0,075 0,553
5% | 0,058 — 0,014 0,070 0,009 0,109 0,005 0,075 0,037 0,380 0,039 0,486
1% | 0,000 — 0,003 0,029 0,000 0,049 0,000 0,032 0,006 0261 0,005 0,360

50 10% | 0,140 0,117 0,060 0,096 0,051 0,122 0,032 0,101 0,119 0,116 0,122 0,125
5% | 0,066 0,062 0,016 0,046 0,016 0,058 0,007 0,056 0,062 0,063 0,063 0,066

1% | 0,018 0,011 0,003 0,009 0,000 0,014 0,001 0,005 0,018 0,018 0,016 0,019

10% | 0,119 — 0,037 0,104 0,033 0,144 0,024 0,105 0,085 0,380 0,081 0,469
5% | 0,063 — 0,015 0,050 0,015 0,084 0,006 0,068 0,038 0,316 0,039 0,393
1% | 0,015 — 0,002 0,009 0,000 0,029 0,001 0,013 0,005 0,196 0,005 0,281

100 B 10% | 0,112 0,093 0,053 0,093 0,040 0,097 0,024 0,089 0,104 0,087 0,103 0,095
5% | 0,054 0,043 0,015 0,041 0,012 0,045 0,004 0,048 0,047 0,056 0,044 0,054

1% | 0,009 0,014 0,001 0,009 0,000 0012 0,000 0,009 0013 0,013 0,013 0,016

10% | 0,095 — 0,038 0,095 0,020 0,107 0,020 0,096 0,074 0,199 0,076 0,244
5% | 0,048 — 0,015 0,046 0,012 0,061 0,003 0063 0,036 0,131 0,034 0,185
1% | 0,006 — 0,000 0,008 0,000 0021 0,001 0013 0,004 0061 0,006 0,099

200 B 10% | 0,131 0,101 0,053 0,105 0,030 0,097 0,019 0,090 0,122 0,071 0,122 0,083
5% | 0,066 0,044 0,019 0,037 0,008 0,040 0,004 0,038 0,062 0,035 0,069 0,038

1% | 0,009 0,009 0,000 0,004 0,000 0,006 0,000 0,006 0,006 0,005 0,009 0,006

DoQEUUEEWOLAFEILOALARRFTIOLOATIIIOLOATIIOLOIIIOLLTA

10% | 0,118 — 0,044 0,104 0,022 0,113 0,018 0,112 0,105 0,102 0,105 0,112

5% | 0,055 — 0,018 0,047 0,008 0,058 0,004 0,066 0,056 0,052 0,057 0,065

1% | 0,007 — 0,001 0,007 0,000 0,013 0,000 0016 0,006 0014 0,004 0,021

300 G 10% | 0,104 — 0,055 0,098 0,036 0,103 0,027 0,107 0,098 0,104 0,098 0,102
G 5% | 0,045 — 0,026 0,057 0,014 0,061 0,008 0,066 0,048 0,054 0,044 0,057

G 1% | 0,010 — 0,002 0,011 0,001 0024 0,001 0031 0,011 0012 0011 0,013
500 G 10% | 0,108 — 0,060 0,111 0,040 0,121 0,033 0,125 0,103 0,113 0,106 0,112
G 5% | 0,054 — 0,024 0,061 0,016 0,073 0,009 0,082 0,045 0,068 0,049 0,065

G 1% | 0,000 — 0,001 0,013 0,002 0,023 0,001 0,029 0,008 0,008 0,007 0,011
1000G 10% | 0,107 — 0,080 0,103 0,068 0,110 0,044 0,120 0,101 0,099 0,104 0,099
G 5% | 0,058 — 0,038 0,054 0,028 0,070 0,017 0073 0,056 0,049 0,058 0,051

G 1% | 0,012 — 0,005 0,017 0,001 0,020 0,002 0,027 0,011 0,009 0,013 0,010

Tabelle 8: Relative Verwurfshiufigkeiten bei Fehlern aus einer an ihrem FErwartungswert zentrierten
t7-Verteilung mit Nichtzentralitdtsparameter 5 und p = 0,5 und ¢ =0, 3.
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ndherungsweise auf eine andere Art simulieren.

Bei den U-Typ-Statistiken kénnen wir anhand der aus Ferger (1991) stammen-
den Formel (8.43) die asymptotische Giite auch ndherungsweise numerisch be-
rechnen, wenn die Grofen o, A und ¢ = |m/v| bekannt sind. In Tabelle 9 findet
sich eine Ubersicht iiber die so erhaltenen Werte der asymptotischen Testgiite
1 — Fypoymey) (Fioj. (1 — a)) fiir ausgewihlte Werte von a, A und m/v. Wir
haben dabei die im Integrand auftretenden Reihen nach dem ersten Summanden
abgebrochen (die ersten vier Stellen scheinen sich mit mehr Summanden nicht zu
dndern) und die Integrale numerisch bestimmt.

Bei den U-Typ-Statistiken ist es auferdem einfach moglich, mit einer Monte-
Carlo-Simulation die Verteilungsfunktion von [[B® + ™c¢,||o niherungsweise zu
bestimmen und die asymptotische Giite geméaf (8.42) zu schitzen. Die endlichdi-
mensionalen Randverteilungen einer Brownschen Briicke B° sind leicht zu simu-
lieren. Man erhélt B° in bekannter Weise aus einer Standardbrownschen Bewe-
gung, deren endlichdimensionale Randverteilungen sich wiederum als Partialsum-
men von zentrierten unabhingigen normalverteilten Zufallsvariablen darstellen
lassen. Aus den Realisierungen der Randverteilungen von B° erhdlt man durch
Addieren des entsprechenden Erwartungswertvektors Realisierungen von Rand-
verteilungen B®+ “tcy. Um fiir n € N die n — 1-dimensionalen Randverteilungen
von B° + "¢y in den Gitterpunkten (i/n);—1,.. n—1 zu simulieren, nimmt man un-
abhingig und identisch zentriert normalverteilte Zufallsvariablen N;, i =1,...,n,

mit Varianz 1/n und beachtet

(Bam), . ~ (™)

seeey T
und

(BGfm),_, . ~ (Bl - GmBO)

Wegen der Pfadstetigkeit von diesen Prozessen und der Stetigkeit von c) gilt

i=1,...n— i=1,..n—1

o m o . m .
(Jnax ‘B (i/n) + ;cA(z/n)‘ — sil[g)l] )B (s) + ;C)\(S)’ fast sicher,

und wegen der nach Folgerung 8.5 gegebenen Stetigkeit der Verteilungsfunktion
der Grenzverteilung gilt damit fiir alle x € R

(8.65) Fo(z) =F max ]Bo(z‘/n)+%m(i/n)\(x)

1<i<n-—1

— Flipotme |l (7).
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m/v 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
Changepoint «
0,1 10% | 0,101 0,103 0,107 0,112 0,119 0,128 0,139 0,151 0,166 0,183
5% | 0,050 0,052 0,064 0,058 0,062 0,068 0,074 0,082 0,092 0,103

1% | 0,010 0,011 0,011 0,012 0,013 0,015 0,017 0,020 0,023 0,026

0,2 10% | 0,103 0,111 0,126 0,147 0,174 0,209 0,250 0,298 0,353 0,413
5% | 0,062 0,057 0,067 0,081 0,099 0,124 0,154 0,191 0,235 0,286

1% | 0,011 0,012 0,015 0,019 0,026 0,035 0,047 0,062 0,083 0,109

0,3 10% | 0,105 0,121 0,149 0,187 0,237 0,297 0,366 0,442 0,521 0,601
5% | 0,064 0,064 0,083 0,111 0,148 0,195 0,253 0,320 0,395 0,476

1% | 0,011 0,015 0,021 0,031 0,047 0,068 0,098 0,137 0,18 0,246

0,4 10% | 0,107 0,129 0,165 0,216 0,280 0,356 0,439 0,527 0,615 0,698
5% | 0,055 0,070 0,096 0,134 0,185 0,248 0,322 0,406 0,495 0,585

1% | 0,012 0,017 0,026 0,042 0,065 0,099 0,143 0,200 0,270 0,350

0,5 10% | 0,108 0,132 0,171 0,226 0,295 0,375 0,463 0,554 0,643 0,726
5% | 0,065 0,072 0,101 0,143 0,198 0,266 0,346 0,435 0,527 0,618

1% | 0,012 0,018 0,029 0,046 0,073 0,110 0,161 0,224 0,300 0,387

m/v 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10
Changepoint «
0,1 10% | 0,203 0,225 0,250 0,277 0,308 0,341 0,377 0,415 0,455 0,497

5% | 0,116 0,132 0,149 0,169 0,191 0,216 0,244 0,274 0,308 0,344
1% | 0,031 0,036 0,042 0,049 0,058 0,067 0,079 0,092 0,108 0,126
0,2 10% | 0,476 0,542 0,608 0,672 0,732 0,787 0,835 0,876 0,909 0,935
5% | 0,343 0406 0472 0540 0,608 0,673 0,735 0,790 0,838 0,879
1% | 0,141 0,181 0,227 0,281 0,341 0407 0,476 0,547 0,617 0,684
0,3 10% | 0,678 0,749 0,811 0,863 0,904 0,936 0,959 0,974 0,985 0,991
5% | 0,558 0,638 0,714 0,781 0,839 0,886 0,922 0,949 0,968 0,981
1% | 0,315 0,393 0,476 0,561 0,643 0,719 0,787 0,845 0,891 0,927
0,4 10% | 0,772 0,835 0,885 0,924 0,952 0,971 0,983 0,991 0,995 0,998
5% | 0,671 0,749 0817 0,872 0,914 0,945 0,967 0,981 0,989 0,994
1% | 0,439 0,531 0,621 0,706 0,781 0,844 0,894 0,931 0,957 0,975
0,5 10% | 0,798 0,857 0,904 0,938 0,962 0,978 0,988 0,994 0,997 0,999
5% | 0,704 0,780 0,844 0,894 0,931 0,958 0,975 0,986 0,993 0,996
1% | 0,480 0,574 0,665 0,747 0817 0874 0,917 0,948 0,969 0,983

m/v | 10,5 11 11,5 12 12,5 13 13,5 14 14,5 15

Changepoint «a
0,1 10% | 0,540 0,584 0,627 0,670 0,712 0,751 0,788 0,822 0,853 0,880

5% | 0,383 0,425 0,468 0,513 0,558 0,604 0,649 0,693 0,734 0,774

1% | 0,147 0,170 0,197 0,226 0259 0,296 0,335 0,377 0,422 0,468

0,2 10% | 0,956 0,970 0,981 0,988 0,993 0,996 0,998 0,999 0,999 1,000

5% | 0,912 0,938 0958 0,972 0,982 0,989 0,93 0,996 0,998 0,999

1% | 0,746 0,801 0,849 0,888 0,920 0,944 0,962 0976 0,985 0,991

0,3 10% | 0,995 0,998 0,999 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5% | 0,989 0,994 0,997 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

1% | 0,952 0,971 0,983 0,990 00995 0,997 0,999 0,999 1,000 1,000

0,4 10% | 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5% | 0,997 0,999 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

1% | 0,986 0,992 0,996 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,5 10% | 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5% | 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

1% | 0,991 0,995 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabelle 9: Mit der Formel (8.43) aus Ferger (1991) erhaltene Werte zur Bestimmung der asymptotischen

Testgiite fiir ausgewidhlte Quotienten m/v der Skalenfaktoren, des Testniveaus a und des Changepoints A.
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U Fipoy() | u Fgoy() | w Fgoy() | w Figoy() | v Fipoy(uw) | w Fpo(w)
1% 0438 | 18% 0629 | 35% 0734 | 52% 0838 | 69% 0962 | 86% 1,150
2% 0,467 19% 0,636 36% 0,740 53% 0,844 70% 0,970 87% 1,166
3% 0,487 20% 0,642 37% 0,746 54% 0,851 1% 0,979 88% 1,183
4% 0503 | 21% 0,649 | 38% 0,752 | 55% 0857 | 72% 00988 | 89% 1,202
5% 0,517 22% 0,655 39% 0,758 56% 0,864 73% 0,997 90% 1,221
6% 0,529 23% 0,662 40% 0,763 57% 0,871 74% 1,007 91% 1,242
% 0540 | 24% 0,668 | 41% 0,769 | 58% 0878 | 75% 1,016 | 92% 1,266
8% 0,550 25% 0,674 42% 0,776 59% 0,885 76% 1,026 93% 1,292
9% 0,560 26% 0,680 43% 0,782 60% 0,892 7% 1,037 94% 1,321
10% 0569 | 27% 0686 | 44% 0788 | 61% 0,899 | 78% 1,047 | 95% 1,355
1% 0577 | 28% 0692 | 45% 0794 | 62% 0,907 | 79% 1,059 | 96% 1,396
12% 0,585 29% 0,698 46% 0,800 63% 0,914 80% 1,070 97% 1,447
13% 0593 | 30% 0704 | 47% 0806 | 64% 0922 | 81% 1,082 | 98% 1,515
14% 0601 | 31% 0710 | 48% 0812 | 65% 0929 | 82% 1,094 | 99% 1,625
15% 0,608 32% 0,716 49% 0,818 66% 0,937 83% 1,107
16% 0,615 | 33% 0722 | 50% 0825 | 67% 0,945 | 84% 1,121
17% 0622 | 34% 0728 | 51% 0831 | 68% 0953 | 85% 1,135

Tabelle 10: Durch Simulation erhaltene Quantile der Kolmogorovverteilung. Anzahl der Gitterpunkte: 50 000.

4000000 Realisierungen.

Sind fiir £ € N die Zufallsvariablen Z;, ..., Z; unabhéngig und identisch verteilt
mit Verteilungsfunktion F),, so konvergiert ihre empirische Verteilungsfunktion
nach dem Satz von Glivenko-Cantelli fast sicher gleichméfig gegen F),. Auf diese

Weise konnen wir die Verteilungsfunktion Fjpem schitzen.

exlloo
Wir simulieren an dieser Stelle £ = 4000 000 Realisierungen der Zufallsvariablen
Jnax |B°(i/n) 4+ “tea(i/n)| mit der Wahl n = 50001. Um zu sehen, ob es sich
um eine akzeptable Ndherung handelt, wihlen wir zundchst m = 0, so dass wir
eine Naherung der Kolmogorovverteilung erhalten. In Tabelle 10 ist die mit dieser
Simulation erhaltene QQuantilfunktion angegeben. Ein Vergleich mit der Tabelle
aus Smirnov (1948) zeigt eine recht gute Ubereinstimmung.

In Tabelle 11 findet sich eine Ubersicht iiber die so erhaltenen Werte der asym-
ptotischen Testgiite 1 — Fjpoyme, ) (Fjpe| ' (1 — a)) fiir ausgewihlte Werte von
a, A und m/v wie in Tabelle 9. Es wurden wieder wie angegeben & = 4000000
Realisierungen und 50 000 Gitterpunkte gewihlt. Die Ubereinstimmung der Wer-
te aus Tabelle 11 mit den Werten aus Tabelle 9 ist ausgezeichnet, nur wenige
Werte unterscheiden sich geringfiigig, zum Beispiel bei m/v = 3, A = 0,5 und
a = 1%. Wir konnen also davon ausgehen, dass diese beiden Niaherungen fiir die
asymptotische Giite recht genau sind.

Wir berechnen nun die Skalenfaktoren m und v aus der Erwartungswert- und Ko-
varianzfunktion in bestimmten Beispielen. Um die dabei auftretenden Integrale

berechnen zu konnen, iiberzeugen wir uns zunéchst kurz von der Richtigkeit der
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m/v 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
Changepoint «

0,1 10% | 0,101 0,103 0,107 0,112 0,119 0,128 0,139 0,152 0,166 0,183
5% | 0,050 0,052 0,054 0,068 0,062 0,068 0,074 0,082 0,092 0,104
1% | 0,000 0,011 0,011 0,012 0014 0015 0,017 0,020 0,023 0,026

0,2 10% | 0,103 0,111 0,126 0,147 0,174 0,208 0,250 0,298 0,353 0,413
5% | 0,052 0,057 0,067 0,081 0,099 0,124 0,154 0,191 0,235 0,286
1% | 0,011 0,012 0,015 0,020 0,026 0035 0,047 0,062 0,083 0,109

0,3 10% | 0,105 0,122 0,149 0,187 0,237 0,297 0,366 0,442 0,522 0,602
5% | 0,054 0,065 0,083 0,111 0,148 0,195 0,253 0,320 0,395 0,476
1% | 0,001 0,015 0,021 0,031 0,047 0,068 0,098 0,137 0,186 0,246

0,4 10% | 0,107 0,129 0,165 0,216 0,280 0,356 0,439 0,527 0,615 0,698
5% | 0,055 0,070 0,09 0,134 0,185 0,248 0,322 0,406 0,495 0,585
1% | 0,011 0,017 0,027 0,042 0,066 0,099 0,143 0,201 0,270 0,351

0,5 10% | 0,108 0,132 0,171 0,227 0,295 0,376 0,464 0,555 0,644 0,726
5% | 0,056 0,072 0,101 0,143 0,198 0,266 0,346 0,435 0,527 0,619
1% | 0,012 0,018 0,029 0,047 0,073 0,111 0,161 0,224 0,301 0,387

m/v 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10
Changepoint «
0,1 10% | 0,203 0,225 0,250 0,277 0,308 0,341 0,377 0,415 0,455 0,497

5% | 0,117 0,132 0,149 0,169 0,191 0,216 0,243 0,274 0,308 0,344
1% | 0,031 0,036 0,042 0,049 0,058 0,068 0,079 0,093 0,108 0,127
0,2 10% | 0,477 0,542 0,608 0,673 0,733 0,787 0,836 0,876 0,009 0,936
5% | 0,343 0406 0472 0540 0,608 0,674 0,735 0,790 0,839 0,879
1% | 0,142 0,181 0,228 0,281 0,342 0,408 0,477 0,548 0,618 0,685
0,3 10% | 0,679 0,749 0,811 0,863 0,904 0,936 0,959 0,974 0,985 0,991
5% | 0,558 0,639 0,714 0,782 0,839 0,886 0,922 0,949 0,968 0,981
1% | 0,316 0,394 0,477 0,561 0,644 0,720 0,788 0,845 0,892 0,927
0,4 10% | 0,772 0,835 0,88 0,924 0,952 0,971 0,984 0,991 0,995 0,998
5% | 0,671 0,750 0,817 0,872 0,914 0,945 0,967 0,981 0,989 0,994
1% | 0,439 0,532 0,622 0,707 0,782 0,844 0,894 0,931 0,957 0,975
0,5 10% | 0,798 0,858 0,904 0,939 0,962 0,978 0,988 0,994 0,997 0,999
5% | 0,704 0,780 0,844 0,894 0,931 0,958 0,975 0,986 0,993 0,996
1% | 0,480 0,575 0,666 0,747 0,818 0874 0,917 0,948 0,969 0,983

m/v | 10,5 11 11,5 12 12,5 13 13,5 14 14,5 15

Changepoint «a
0,1 10% | 0,540 0,584 0,628 0,671 0,712 0,752 0,789 0,823 0,853 0,881

5% | 0,383 0425 0,468 0,513 0,559 0,604 0,649 0,693 0,735 0,774

1% | 0,147 0,171 0,197 0,227 0,260 0,296 0,336 0,378 0,423 0,469

0,2 10% | 0,956 0,970 0,981 0,988 0,993 0,996 0,998 0,999 0,999 1,000

5% | 0,912 0,938 0,958 0,972 0,982 0,989 0,993 0,996 0,998 0,999

1% | 0,747 0,802 0,849 0,889 0,920 0,945 0,963 0,976 0,985 0,991

0,3 10% | 0,995 0,998 0,999 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5% | 0,989 0,994 0,997 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

1% | 0,953 0,971 0,983 0,990 0,995 0,997 0,999 0,999 1,000 1,000

0,4 10% | 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5% | 0,997 0,999 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

1% | 0,98 0,992 0,996 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,5 10% | 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5% | 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

1% | 0,991 0,995 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabelle 11: Durch Simulation erhaltene Werte zur Bestimmung der asymptotischen Testgiite fiir ausgewéhlte

Werte des Quotienten m/v der Skalenfaktoren, des Testniveaus o und des Changepoints A gemiR (8.42).
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folgenden Aussagen.
Es bezeichne hier ® die Verteilungsfunktion eine standardnormalverteilten Zu-

fallsvariable und ¢ die dazugehorige Dichte.

8.66 Proposition. Es gelten fiir alle a,c € R

(8.67) plex)p(z —a) = @(GC)SO(mx - a>

V1+c? V1+c?
(8.68) o(cx)p(r) = \/12_7Tg0(\/ 14 c? x)
(8.69) /@(cx)gp(x —a)dr = ®<m>
1 &
(8.70) /q)(cx)xcp(a:) dr = N
(8.71) /(I)(cx)Qgp(x) dr = iarctan V14 2¢?
(8.72) /q)(x)zw(x) dr = Zl’>
(8.73) /CI)(C:L’)Z‘2QO(ZE) dr = ;
(8.74) /<I>(c:v)$4go(:v) dx = 2
Beweis: Zu (8.67): Fiir alle a,c € R gilt
olex)p(r —a) = 217Texp<—c 2+1:E2+ax—(;>
1 A+1, a? a? a?
- %eXp(_ y TS _2+2(02+1)>
1 1 . a N\ 1 1,
= 2Wexp<—2<mx— 1+02> —2<1—1+02>G>
- A )

Zu (8.68): Folgt sofort aus (8.67) mit a = 0.
Zu (8.69): Fiir alle a,c € R mit ¢ > 0 gilt nach (8.67)

/aoo /o; p(cx)p(x — b) dr db
At AT o
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(8.75) _ /aoogo(\/%>db/o;go( T @0) do

V1 2 ac %)
- vte /mw(u)dul /

C —00 1 + C2 —00
()
¢ 1+¢2/)
Es folgt fiir alle a,c € R, ¢ > 0,

o0 a

/ O(cx)p(r —a)de = / @(w)/ %gp(z—b) dbdx

o0

O(cx < - d—gp(:ﬂ — b)> dbdx

A
(8.76) /OO/O:O ( gp(a:—b))dxdb
- [ (-

’ + / o(cx)p(xz —b) dx) db

e}

O (cx)p(r —b)

o0

= /OO<O+C/O:Og0(ca:) (m—b)dx)db = @(\/%),

beim ersten Gleichheitszeichen nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung mit ¢(y) y_)—o>00, dann nach der Kettenregel, mit dem Satz von Fubini,
mit partieller Integration und wegen der Beschranktheit von ® in Verbindung mit
©o(y) She 0 und zum Schluf nach (8.75). Die Anwendung des Satzes von Fubini
war gerechtfertigt, da fiir alle a,c € R mit ¢ > 0

/ / x—b)\d:cdb
= [m (/boo @(cx)dd o(x —b) dw—/OOd)(ca:)d(igo(x—b) dx)db
- /_ (@(m) ( x:oo_ / ol —b) de

— P(cx)p(x — b) B —i— / cp(cx)p(z —b) dx) db

x —b)

< 2/ O(ch)p(b — b db+c/ / o( — b) dx db
— / u)d +<1>(C> < 1/ac1 ®(u) du + 1
T o/m TPVIre) T o). T

1 u=ac 1 ac
= “ud(u) —f/ () du + 1

C U=—00

1

= a®(ac) — 0+ — / u)ydu+1 = a@(ac)#—yo(ac)%—l <
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gilt, wobei wir beim ersten Gleichheitszeichen den Integrationsbereich nach dem
Vorzeichen des Ausdrucks im Betrag unterteilt haben, anschliefend zweimal par-
tielle Integration ausgefiihrt haben, dann die Stammfunktionsterme zusammen-
gefasst und die Integrale nach oben abgeschiitzt haben, hierauf ¢(0) = 1/A/27 und
(8.75) eingesetzt und eine Substitution durchgefiihrt haben, einfache Abschatzun-
gen ausgefiihrt haben, nochmals partiell integriert haben, und den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung benutzt haben.

Fiir alle a,c € R mit ¢ > 0 folgt aus (8.76)

| eap@—ayde = [ a(ey)p(-y - a)dy

—00

= /O;@(cy)@(—y—a)dy = /O:O@(cy)w(wa)dy = %%)-

Weiter gilt fiir alle a € R

/O:O(I)(Ox)go(x—a)d:p = @(0)'/O:ng(x—a)dx = @(\/%).

Damit haben wir (8.69) fiir alle a,c € R iiberpriift.
Zu (8.70): Fiir alle ¢ € R gilt

/_O:O O(cz)rp(x / dx

) zio +/ co(cr)o(x) dx

- o+—/ VIt Ea)de

= —P(cx)p(x

1 c
EW Cz/_oo Wy = e e

mit partieller Integration und unter Verwendung von (8.68).
Zu (8.71): Es gilt fiir alle c€ R

jc/_o:o O(cx)p(x)dr = /_O:o ;lc@(cx)ch(x) dx

= /o:o 20 (cx)p(cx)rp(x)de = \/%/ (cx mcp(\/ 1+ x) dx

2 1 00 c
= §/—— ) d
\/;1—|—02 /—oo (\/1+02y>y<p(y) Y

\F 1 = 1 ¢ 1
7r1—|-02\/27r,/1+1i22 ol V1422
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wobei wir beim ersten Gleichheitszeichen wegen |£®(cz)?p(z)| < 2|z|p(z) eine
integrierbare Majorante flir die Ableitungen haben und deshalb Integration und
Ableitung vertauschen durften. Beim vierten Gleichheitszeichen wurde mit y =
V1 + ¢ x substituiert und danach (8.70) benutzt.

Es folgt fiir alle c € R

[e%) o) cl b 1
O(cx)2p(z)de — / B(02)20(2) d /f db
| elere@dr = [~ aePe@)de+ [ s e

5 [ 1 14+2¢2 1 1 1 a=v1+2c2
= 9(0) /_Oow(x)dat—i—;/l mda = Z—i—;arctanaa:l
1 1 1
= 1 + - ( arctan v'1 4+ 2¢2 — Z) = —arctanv'1 4+ 2¢2
T T

mit der Substitution a = /1 4 2b%.
Zu (8.72): Fiir diesen Spezialfall von (8.71) iiberlegt man wohl am einfachsten

/Oocb( Vo(x)d /%O) 2 L™ — 1
z)p(x)de = wdu = -u = =
—0o0 7 P(—00) 3 u=0 3
Zu (8.73): Wir haben fiir alle c € R
/‘OO ®(cx)rio(x )d:r —/OO x®(cx)y' (x) dx
= —x®(cx)p(z) +/ O (cx —l—cxcp(cm))go(:v) dx
1
=0 +/ x)dr + c/ zo(cx)p(z)de = ®(0)+0= 3

beim zweiten Gleichheitszeichen mit partieller Integration und zum Schluf nach
(8.69) und wegen der Antisymmetrie des Integranden im zweiten Integral.

Zu (8.74): Ahnlich wie eben ist fiir alle ¢ € R

/ O(cx)zto(x = —/ (x) dx

—00

= 2°®(cx)p(z) :_OOOO + /_OO 3x2<I>(C:U) + cx @(cx))@(x) dx
= 0+ 3/ (cx)z*p(x) dx + c/_o:o 2> o(cx)o(z) dx

3
nach (8.73).

8.77 Beispiel. Wir méchten zunéchst die Skalenfaktoren

1/2

pHlass _ E(K(el, e3) K (ey, 63))
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und
et — (E(K(61763>K(€27€3)) — E(K(€17€2)62)2/02> /

aus den Grenzverteilungen V¥ und V*"" bei standardnormalverteilten Feh-
lern fiir die hier betrachteten Kerne bestimmen. Seien also im folgenden ey, e5, e3
unabhingige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen.

Die ersten acht Momente einer standardnormalverteilten Zufallsvariable sind be-
kanntlich

E(e;))=0 E(el)=1 E(e})=0 E(ef)=3

(8.78) E(e})=0 FE(f)=15 FE(e)=0 E(ef) = 105.

Weiter ist nach (8.69), (8.72), (8.71) und (8.70)
(8.79) E(®(cer)) = /@(cm)ap(x) dr = (I)< 10_7_ 62) =

1

2
(8.80) B(@(er) = [ ®a)p(x) dr = ;

1

(8.81) B@(eiV2)) = [ @(x/vV2)Pp(e) da

fir alle ¢ € R,

arctan \/_

und
1

(8.82) E(®(cer)er) /‘D cx)op(r) dz = ﬁm

Hiermit bestimmen wir zunéchst die bedingten Erwartungswerte

fir alle ¢ € R.

(8.83) E(Ks(eq,e9)les) = E(el2 — 622|62) = E(eQ) — 622 =1- 6’22,
(8.84) E(Ks(e1,es)les) = E(e3 — e |62) E(ef) - 623 = —623,
(8.85) E(Ky(er,e)|es) = E(ef — eyles) = Ele)) —e) =3 — e,

sowie
(886) E(KWz(ely 62)|€2) =1-2 E(1{61§52}|62) =1- 2@(62)
und
E(Kg(e1,e2)|ea) =2 E(P(e; —eg)les) — 1 = 2/ (x —ex)p(x)dr — 1
(8.87)

—2/ Yol + o) da — 1 = 20(—eaV2) — 1 = 1 — 2B(esV/2)
nach (8.69). Es folgt

E(Kay(er, e3)Kalea, e5)) = E(E(Ka(er, e2)le2)’) = B((1—€3)°)

(8.88) ) A
=1—-2FE(e5)+E(ey) =1—-2-14+3=2,
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(8.89)  E(Ks(er, e3)Ks(ez,e3)) = E((—e3)’) = E(ef) = 15,

E(K4(€1, e3) Ky(ea, 63)) = E((?) - 624)2) =9—6FE(ey) + E(ed)

(8.90)
=9—-6-3+105=96
nach (8.78),
B(Kwo(er,e3)Kwoles es)) = B((1 - 20(ez))?)
(8.91) 2 ! L
=1 -4 E(P(e)) + 4 E(P(e2)”) = 1—4-§+4-§ =3

nach (8.79) und (8.80), sowie

E(Ko(er,e3)Ka(e,e)) = E((1 - 2<1>(e2/x/§>)2)

(8.92)

=1 —4E(®(eaNV2)) + 4 E(®(e3V/2)?)

1 4 4
:1—4o§+—arctan\/§:—arctan\/i—l
T T

nach (8.79) und (8.81).

Fiir die Bestimmung von v

(8.93)

(8.94)
(8.95)

(8.96)

und

(8.97)

#ni heachten wir auker o2 = E(e?) = 1 noch

E(Ka(er,e2)e2) = E(E(Ks(en, e2)|e2)ea) = E((1 = €3)ez) =0,
E(Ks(er,e2)e2) = E((—ed)es) = —E(ef) = =3,
E(Ku(er,e2)e2) = E((3 = e5)es) = 3 B(es) — E(ef) =0,
E(Kwa(er, e2)e2) = E((1 — 20(e2))es)

— Bles) — 2 E((ea)es) = 0 — 2L !

R ViTE . F

E(Ka(e1, e2)e2) = E((1 - 20(e2V/2))er)

= BE(es) — 2 E(®(ea /2 )es) = 0

PR B V16 :_f
V2r 14 (102)2 37

nach (8.82). Damit erhalten wir

Kern ,Uklass ,Uzentr Uklass ,Uzentr
K, V2 V2 1,414 1,414
K V15 V6 3,873 2,449
K, 46 4/6 9,798 9,798
Kwa % -1 05774  0,1226
Ko JAadanyd g fdwcenyd g 2 0,4651 0,06435.
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Wir méchten nun fiir verschiedene Folgen von zu der Hypothese standardnormal-

verteilter Fehler benachbarten Alternativen den Skalenfaktor
m = E(K (e, ez)h(es))

der Erwartungswertfunktion von V" und V" bestimmen. (Bei den hier be-
trachteten Folgen von benachbarten Alternativen ist aufgrund von Proposition
8.56 nach Bemerkung 8.59 stets E(h(e;)e;) = 0 erfiillt, sodass der Skalenfaktor in
der Erwartungswertfunktion von Vi7" gleich dem der Erwartungswertfunktion
von VMass ist.)

Wir beginnen mit der Skalenalternative aus Proposition 8.48 und iiberpriifen zu-
néchst ob bei der Wahl f = ¢ die Voraussetzungen fiir ihre Anwendung erfiillt
sind. Es gilt

1 d? x? 1 d z T
1/2\n - - T — =l v
<80 ) (x) o dx? oXp ( ) /o7 dx ( 2 eXP ( 4 )>

4
1 /a2? 2?1 z x 1/2
- FE(Gee () -z (-7) - (G-

also

/ ((901/2)”(x))2x4 dr = / <Z - 2)2g0(x) dr < o,

[ S [y e [t <

beidesmal weil bei einer Normalverteilung sdmtliche Momente endlich sind. Es

sowie

sind also die Voraussetzungen von Proposition 8.48 erfiillt. Es gilt dann wegen
f = @ fiir eine reelle Zahl d

h(z) = —d(‘g(%)x + 1) - —d(‘if;)x)x + 1> — _d(1— ).

Fiir unsere Kerne erhalten wir also

E(Kaler,e2)h(e) = E(B(Kler,ea)le2)hes))

(898) = —E((1-e))d(1-e3)) = —d(1-2E(e})+ E(ey))
= —d(1-2-1+3) = -24,
599 E(Ks(er, e2)h(ez)) = —E((—e)d(1—¢j))

= —d(-2E(e})+ E(e})) = 0,
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B(Ki(er,eh(es)) = —B((3—ef)d(1 —e3))

(8.100) =

E(Kwa(er,e2)h(ez)) =

_d<3 —3E(e2) — E(e)) + E(ef)) =
—12d,

—d(3—3-1—3+15)

—E((l — 2P (ep))d(1 — 622))

(8101) = —d(1— E(e}) — 2 E(P(ez)) + 2 E(D(e2)e3) )
= —d<1—1—2-;+2-;> S
und

E(Ko(er,exh(es)) = —E((1—28(ca/V2))d(1 - ¢3))

(8102) = —d(1- E(e}) = 2E(®(e2V/2)) + 2 E(D(e27/2)e3))
_ —d<1—1—2-1+2-1) = 0
2 2

nach (8.78), (8.79) und (8.73). Damit erhalten wir also im Fall der Skalenalter-

native

Kern m |m/vkla&9| |m/vzentr| |m/vklass| |m/,Uzentr’
mit d =5

K, —2d V2d V2d 7,071 7,071

Ky 0 0 0 0 0

Ky —12d V/3/2d  \/3/2d 6,124 6,124

Kwe 0 0 0 0 0

Ko 0 0 0 0 0.

Bei der Folge von benachbarten Alternativen aus Proposition 8.51, bei der sich
t[aym]-Verteilungen bei wachsendem Stichprobenumfang n und damit wachsender
Zahl [dy/n] von Freiheitsgraden der Standardnormalverteilung annihern, ergab

sich als Ableitung

Hier ist dann

2
1/1 1 3 1
(5103) = —oo(5+5 B =5 Bled) + 5 Bled)
—1(1+1133+115)—14—2
2d\2 2 2 2 2 - d



(8.104) 2d 2
= (5B + Bed) - Be) = o
E<K4(617 62)h(€2)) = _21d E((3 - 651)(; +e5 — e;))
(8.105) = —21d (;’ +3E(e]) —2E(ey) — E(ed) + ; E(eg))
= —21d(;’+3-1—2.3—15+;-105) — _15,
B(Kwa(er e2)h(ea)) = —21dE<(1 - 2@(62))(; +elo 6;))
1 /1 S R )
5105 = — (5 + Bled) = 5 Bled) - B(@®(e2)) — 2 B(@(ea)es ))
+ E(®(e2)ey)
1 /1 1 1 1 3
= latig g 2gry) =0
und
B(Kafeneh(er) = 5 B((1- 2(es VD) (5 + €3 )
(8.107) _21d(; + Blez) - ;E(eg) — B(®(e2V'2)) = 2 E(®(e2/V2)e3)
| +E@(p2)e)
1 /1 1 1 1 3
= salatimgmg2gry) = 0

nach (8.78), (8.79), (8.73) und (8.74).

Damit erhalten wir also im Fall der Alternativenfolge mit den t-Verteilungen

Kern m Im /Uklass | Im /Uzentr | Im /Uklass | m /,Uzentr |
mit d =1/3

K, —2/d V2/d V2/d 4,243 4,243

K 0 0 0 0 0

K, —18/d  3v/3/(2v2d) 3v3/(2v2d) 5,511 5,511

Ky, 0 0 0 0 0

Ky 0 0 0 0 0.

Wir betrachten auch noch eine benachbarte Folge von Alternativen entsprechend

Proposition 8.49, und wéhlen an dieser Stelle eine nichtsymmetrische Dichte g
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um die Verwendbarkeit der Kerne Ky, und K¢ zu illustrieren, und als Dichte
f unter der Hypothese wieder die Dichte ¢ der Standardnormalverteilung. Bei
den folgenden Rechnungen verwenden wir die bekannte Tatsache, dass die nicht-
zentrierten Momente einer normalverteilten Zufallsvariable mit Erwartungswert

p € R und Varianz o2, deren Dichte wir mit ¢, ,» bezeichnen, sind:
[Pounteyde = w2+ 0
/x?’gamaz(x) dr = p*+ 3uo?
/x4gpﬂp2 (x)dr = p*+6pc® + 30t
Als Dichte g wahlen wir
9(x) = ppas2 (z) + apps2(2),

mit p € (0,1), a €R, ¢:=1-p € (0,1), b:= —La € R, sodass der Erwartungs-

wert einer Zufallsvariable mit Dichte ¢
/xg(x) dr = p/xgpa,sz (x)dx + q/:cgob,sz (x)dx =pa+qb=0
ist, und s := /1 — pa? — ¢b? = \/@, sodass
/ng(x) dex = p/x%pa,sz(x) dx+q/x290b7sz(x) dx
= pla®+ ) +qb*+5°) = pa+qt+s* = 1

gilt, eine Zufallsvariable mit Dichte ¢ also Varianz 1 besitzt. (Es muf hierbei

2_p
1-p

mit ¢ gemeinsam hat, iibertragen sich wegen der Linearitit des Integrals im

a < 1 gelten, damit g eine Dichte ist.) Diese beiden Eigenschaften, die g

Integranden auch auf

n(a) == (o) + (1= =) ela).

wobei d > 0 eine reelle Zahl ist, und n > d? natiirliche Zahlen sind. Der Kern K,
sollte geméfs der Interpretation als Varianzvergleichskern diesesmal die Alterna-
tiven also nicht erkennen koénnen.

Fiir die Anwendbarkeit von Proposition 8.49 ist noch die Integrierbarkeit von
g(z)*/¢(z)? zu iiberpriifen. Mit der C,-Ungleichung sieht man, dass hierfiir die
Integrierbarkeit von ¢, o (z)*/¢(z)? und ¢y (x)*/@(x)® hinreichend ist. Eine
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dhnliche Rechnung wie in Bemerkung 8.50 1. zeigt, dass ¢, s (z)*/¢(x)? fiir alle
y € R und s* € (0,4/3) integrierbar ist. Nun ist fiir diese Alternativenfolge nach

hz) = d@((?) _ 1),

Proposition 8.49

also fiir den Kern K,

E(Kg(el,eg)h<€2)) = E((l — 622)d<g<62) — 1>>

p(ez)

(8.108) = d/ (1- (”3 - 1>g0(:1c) do = d/(l—xQ)(g(x) — o(x)) de

= d(/gx dx—/@ x)dx—/ng(x)dx—i-/JEZgo(x)dx) = 0,

fiir den Kern K3

E(K3(€1,€2) 62 = —d/ ))dl’
= d( 20, 2 (T dx—l—q/xgobsz )dw—/xgp()dx)
(8.109) = d(p a® + 3as®) + q(b® + 3bs*) + )
p p 2
= d<a +3aps® + ( —“Za) g+ 3( - “a s)
ot (= L3~ P
2 1—2p
= d<1 )a = —dd® (1— P ) = —dd® ,
P P (I-p)? Pa—pp
flir K4

B(Kifer.exh(es)) = d [(8—a")(g(x) = p(a)) dr

(/g dx—3/gp dx—/xg( dx—ir/xgo dx)
= d<3 3— p/x a2 (T dx—q/x ops2(z )dx—i—3>
= d(3 - p(a* +6as +35") — q(b" + 66%5% + 35%))

= d<3 2 —6a2(p+];2)82—3(p+q)54>

- d<3 fgp)3) —6a%p(1+ 1fp)s2—354)

- d<3 fgp))—ﬁapllp(l—alfp)
(8.110) —3(1—a2lfp)2)
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3 2
p 2 1 a4 D
— 6a“p + 6a

p3) 1—p (1—p)?

4 P’
—34+6 —3
+ a? 1 a (1—p)2)

+34

= d(—a4p<l+(1_ )

, (1=p)*+p? —3p(1—p)

= —da’p
(1-p)?
_ _da4p1—3p+3p2—p3+p3—3p+3p2
(1-p)?
1-6 6p°
— _da4pp—+3p
(1-p)

und fiir die Kerne Ky, und K¢ beachten wir, dass fiir alle c € R

(= 20(c0))(g(2) - o)) do
/g da:—/go x—2/<I>cx dx—|—2/<1>cx o(x) dx

1
= 1—1—2p/<1> cpasz()x—Qq/@ gpbsz()dx+2-§

:——/CI)cx ( )x—/@cww(s)dx+1

b
= 1—2p/(1> csy gp(y—)dy—2q/<1> csy gp(y—s)dy
a b,
-2 @() 2 @()
b V14 c?s? 1 V14 2s?

ac p ac
= 1-2p® —2(1—p)®| —
g <\/1+62 ’”a262> = ( 1—p\/1+c2—1£pazc2)

gilt, woraus

B(Kwaler.eh(es)) = d [(1-20(2)(g(x) - () do

(8.111) B d<1 —219‘1’(\/%@662) -2(1 —p)¢><— 1 fpx/z—alW»

und

B(Kaleneahle) = d [(1=20(e/2)o(x) ~ pla))) da
(8.112) = d(l—2p<1>(3_apz>

_2(1—p)<1><— 16%/%))
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folgen.
Wir wihlen an dieser Stelle a = 87/20 = 4,35 und p = 1/20 = 0,05, was

zu g = 19/20 = 0,95, zu b = —Za = — 50 — — 80 ~ —0,2289 und 7u

q

s = (1= SLalm)? = \J1O20os™ | JTO00CEs0 — |\ [3L ~ 0,06387 fiihrt.
Insbesondere ist dies eine mogliche Kombination von a und p, da unter der Wurzel
keine negative Zahl steht.

Wir erhalten also fiir die oben genannte Alternativenfolge aus den Gleichungen
(8.108)—(8.112) folgende gerundete Werte

Kern m ImJvkless| |m Jvzentr] ImJokass| | fventr]
mit d =5

K, 0 0 0 0 0

K —4,104d 1,060d 1,676d 5,299 8,378

K, —14,93d 1,524d 1,524d 7,619 7,619

Kw.  0,1217d 0,21084  0,9928d 1,054 4,964

K 0,07216d 0,1551d 1,121d 0, 7757 5,607 .

Um die tibrigen Grenzprozesse, welche zweidimensionale Argumente besitzen,
noch auf eine andere Art zu simulieren, verwenden wir folgende, auf einer be-

kannten Karhunen-Loéve-Zerlegung basierenden Resultate.
8.113 Proposition. Sei fiir n € N

B, :[0,1* = R,

2
By (s,t) == Y —— sin(mis) sin(mjt) Ny,
ij=1"T"t

wobei N;;, 1,7 € N, unabhéngige und identisch standardnormalverteilte Zufalls-

variablen sind. Dann gilt

(8.114) B, B.

in dem Skorohodraum D([0,1]%), wie er in Neuhaus (1971) beschrieben ist, und

wobei B, ein zentrierter Gaufprozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion
10,1]" 3 ((s,1), (s, ) = (s A5’ — st A —tt)
ist.
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Beweis: Zunéchst halten wir fest, dass

2
(8.115) Z — 5 sin(mis) sin(mit) —> sAt—st
— 7% n

fiir s,t € [0,1] gilt, wobei die Konvergenz absolut und gleichméfig ist. Siehe
hierfiir zum Beispiel Shorack und Wellner (1986), Proposition 5.3.1 (Seite 213 f.).
Nun ist B, fiir alle n € N ein zentrierter Gaufprozess mit stetigen Pfaden, und

fiir seine Kovarianzfunktion gilt

Cov(B (s t), Bu($, t/))

= Z Z 7 kl sin(mis) sin(mjt) sin(rks’) sin(wlt')Cov(N;;, Ni;)

i,7=1k,l=1 T

“ 4
(8.116) = > —5— sin(wis)sin(mjt) sin(mis’) sin(mjt’)

= TR

n 2 n
= ZTZQsm(ms sin(mis’ Z
T

i=1 j=1
(sAs —ss) Nt —tt)

5 sin(mjt) sin(mjt’)

nach (8.115). Damit ist die Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilun-
gen von B, gegen diejenigen von B, gezeigt.
Weiter gilt fiir alle n € N und s, ¢, ¢, ¢ € [0, 1]

B(1Ba(5,1) — Bals,0)IF)
_ <( ]f: 2J(sm ris) sin(rjt) — sin(ris') sin(mjt) )
g

o

— (Zznzzl (22,,<sin(m'5) sin(7jt) — sin(mis’) sin(7jt’ )) ) (N )

T41]

n 2 2\ 8
Z ( sm (mis) sin(mjt) — sin(mwis’) sin 7Tjt > > )
=1 %1

IN

oo} 2 2

105( > (W(sin(m’s) sin(mjt) — sin(mis’) sin(7jt’ ))) ) ,
ij=1

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass eine Sum-

me von unabhéngigen zentrierten normalverteilten Zufallsvariablen dieselbe Ver-

teilung besitzt wie eine zentrierte normalverteilte Zufallsvariable deren Varianz

gleich der Summe der Varianzen der einzelnen Zufallsvariablen ist, und zum
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Schluf E(N(0,1)®) = 105 eingesetzt haben. Es ist, wenn wir zunichst nur die

Reihe in der Klammer betrachten,

e 2 2
- (sin(m’s) sin(7jt) — sin(mis’) sin(wjt’)))
724

> (=5
=Y

. SN2 . SN2
5 t
PRprT sin(mis)” sin(mjt)

o0

-2 —55 Sin(is) sin(mjt) sin(7is’) sin(7jt’)
= ity

- 4 . o
+ '21 p—yo sin(7is’)? sin(mjt’)?
1,)=—

= i sin(7is) sm 7rjt
>

2,
Zl’ﬂ"Lj —

oo oo

2 2
— 2% ——sin(mis) sin(wis’) Y | —— sin(wjit) sin(mjt)
w24

2,
Zl’ﬂ'l]

= (sAs—ss)(tAt—tt)—2(sNs —ss) (Nt —tt)
+ (s NS — &) A — )

= s(I1—=8)t(1—1t)—(sAs —ss)tNt —1tt)
+5(1=8A—t)=(sNs —ss)tAE —tt)

= I+1

wobei wir wieder (8.115) benutzt haben. Nun gilt

1l =

s(1—s)(H(1—1) = (t At — 1))
+ (8(1 —s)—(sNns — ss'))(t At —tt')
s(1=s)(0V (t =) —t(t—1))

+(0V (s =) —s(s = &) (EAH — 1)

< Jt=tl+|s -5,
und aus Symmetriegriinden auch
] < Jt—t]+]s =],
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also insgesamt

E(1Bu(s.t) = Bu(s,O)F) < 105(2ft — ] +2|s - s'|)"
4

= 1680([t — /| + |5 — &])

Damit ist die Folge (B),),en C-straff nach der Momentenbedingung fiir C-Straff-
heit, wie sie zum Beispiel in Kallenberg (1997), Korollar 14.9, zu finden ist (die
dort geforderte Straffheit von dem Prozess B,, in (0, 0) ist aufgrund von B, (0,0) =
0 fiir alle n € N trivialerweise erfiillt).

Zusammen mit der Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen folgt

die Behauptung.

8.117 Proposition. Die Verteilungsfunktion F' von e; besitze eine fast iiberall
positive Dichte (gilt insbesondere unter (3.78)), es gelte E(e;) = 0 (also (2.2))
und es gebe zusétzlich ein § > 0 mit F(|e;|**?) < oo.

Fiir n € N sei B,, wie in Proposition 8.113,
N, [0,1] =R, Na(s):=— /_O; Bo(s, F(z)) dz
und
W,:[0,1] x R = R, Wy (s,z) := B,(s, F(x)) — N,(s)U(x) /0>

Dann gilt
Wn %)erntr

in dem Skorohodraum D([0,1] x R).
Beweis: Fiir alle [ € (0,2 + §] gilt wegen E(|e;|') < oo fiir alle z € (—o0, 0]

(8.118) 2| F(z) = |””|l/xoo F(du) §/;|u|lF(du) )

T——00

Weil F eine fast iiberall positive Dichte besitzt gilt F~!(u) T und u =
F(F~'(u)) fiir alle u € (0,1), also folgt

F7H @)l'e = [FH ) F(F™ () —= 0,

und damit fiir alle [ € (0,2 + 4]

(8.119) u N F=Y(w)| w0
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Wir zeigen nun zunéchst: Fiir alle [ € (1,2 + ¢] existiert ein vy > 0 mit

1/2 l
(8.120) /O | sin(rkv)|[F~ Y (dv) < l_ilml—l/wwl/l

fiir alle £ € N und v € (0, o).
Zu (8.120): Seien k € N, v € (0,1/2) und [ € (1,2 + ¢]. Dann gilt

1/2 5 1/2
/ | sin(rkv)|[F~Y(dv) = / | sin(rkv)| Y (dv) + / | sin(rkv)| F~(dv)
0 0 ¥
= L(y) + I(7).
Weil F' eine fast iiberall positive Dichte besitzt, existiert ein v, € (0,1/2) mit
F~1(y) < 0, also mit F~(y) < F~1(y) < 0 fiir alle v € (0,71]. Aus (8.119)
folgt die Existenz eines v, = 1o(l) € (0,1/2) mit «*/|F~1(u)| < 1, also mit

|F~ ()] < u!, fiir alle u € (0, 7ys].
Damit ist fiir alle v € (0,71 Ay] und k € N

L(y) < nk /%F*(dv) — mhlim / vFY(dv)
0

_ : -1
= Wkl;ﬁ)l(’yF () /F )

Wklim5|F_1(€)|+7rklim/ |F~(v)| dv

IN

IN

Wk/ IFY(0)|dv < 7rk:/ 1L gy

v="y l
_ k 1-1/1
1 g

— ki 1-1/1
! v=0 l_

1—1/1

weil |sin(z)| < x ist fiir alle x € [0,00), nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz, mit partieller Integration, durch Abschitzen der Summanden, nach
(8.119) und nochmal mit dem Satz von der monotonen Konvergenz.

Aus (8.119) folgt weiter, dass es ein v3 € (0,1/2) gibt mit F~*(1/2) < |F~1(v)|
fir alle v € (0,~3]. Also gilt fiir alle v € (0,79 A 73] und k € N

1/2

L) < [T1F ) < 2AF () £ 297

~

Mit der Wahl vy = 71 A 72 A 3 folgt aus diesen beiden Abschédtzungen die Be-
hauptung (8.120).
Mit e; und F erfiillen auch —e; und seine Verteilungsfunktion F_., die Voraus-

setzungen E(] — e1]*"?) < oo fiir ein § > 0 und an die Existenz einer fast iiberall
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positiven Dichte von F_.,. Damit folgt aus (8.120) fiir alle [ € (1,2 + §] die

Existenz eines 7y > 0 mit

o . e P .
/1/2’8”1(7”“’)“p (dv) —/0 [sin(mk(1 = v))[F_e; (dv)

1/2
- /0 | sin(rko)|[FL Y dv) < T fytl 4oy~

-1

fiir alle & € N und v € (0,7], wobei wir die Antisymmetrie des Sinus benutzt
haben. Zusammen mit (8.120) folgt hieraus, dass es fiir alle [ € (1,2 + 0] ein
Yo > 0 gibt mit

00 1
(8.121) / |sin(rkF(u))|du = /0 |sin(7kv)|F~(dv) < 2ll_7T1k:71_1/l + 4y~

fiir alle k € N und ~ € (0, yol.
Hieraus folgt fiir alle £ > 1/, mit der Wahl v = 1/k

0o In 1N\ 1-1/1 1\ 1/
| Isin(ekF @) du < QHk(k) +4(k)
(8.122) oo -

= (zll_ﬂl - 4)k1/l = C(HK'".
Wir zeigen nun:
(8.123) /_ O; (F(z Ay) — F(2)F(y)) dy = ~U(a)
und
(8.124) / / F(z Ny) F(x)F(y)) dy dz = 0.

Zu (8.123): Es gilt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir alle x € R

| (Plany) - F@)F) dy

= lim (F(x ANy) — F(x)F(y)) dy

= ,}ggodx (F(My) F@)F@)dy+ [ (F(o A y) - F@)F(y)) dy>
= i (( [ Fwar r@ [ (1= F) o)

= 7}3;( y)dy + F(z (n—x—/_iF(y)dy))

= i ( o)+ nF(=n) = [y F(dy) + Fla)(n - )
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_ F(z) (nF(n) +nP(-n) - [ ! yF(dy>)>

—-n

— lim <_ / y F(dy) + nF(—n)(1 — F(z)) + n(l — F(n))F(z)

n—0o0

n

+F(.Z‘)/

—n

yF (dy)>

— [ yFay = ~U)

wobei wir beim fiinften Gleichheitszeichen partiell integriert haben und danach
den Satz von Lebesgue mit der integrierbaren Majorante |y|, (8.118) mit [ = 1

und z = —n,

n(1— F(n)) = n/:OF(du)S/noouF(du) 50

n

fiir n > 0 mit dem Satz von der monotonen Konvergenz sowie

/ y Fldy) = /_OoyF(dy)—/(_Oo_n}u[m)yF(dy) - 0

wegen dem Satz von Lebesgue mit |y| als Majorante und E(e;) = 0, verwendet
haben.
Zu (8.124): Nach (8.123) und dem Satz von der monotonen Konvergenz ist

/ / FxANy)— F(z)F(y ))dydm = /OO —U(x)dx

=l [ V@ =l [ [ vra
= — lim y/ de F(dy) = — Jim y(n —(—nV y)) F(dy)
n—00 nvy oo

= —Jg@(/ 2ny F(dy) +/ (n—vy y)>

~— —lim (n/_ yF(dy)+n/n y Fdy) = /dey))

n—oo
/ Yy F(dy) = o,

wobei wir beim Ubergang zur letzten Zeile

In/_ooyF(dy)l < y* F(dy) — 0

und



fiir n > 0 benutzt haben. Damit sind (8.123) und (8.124) gezeigt.
Es gilt fiir alle n € N und s € [0, 1]

Nals) = = 32 Nysin(ris) [ sin(riF(w)

n(s) = — ;i sin(mis sin(mj F(u)) du
— w2 7 —0 J
"2
= — ¥ ——N;; sin(mis) I
1,j=1 T j
mit -
;| < / |sin(mj F'(u))| du < QZik M 4y < oo

wobei das zweite Ungleichheitszeichen nach (8.121) fiir ein [ € (1,2 + 4] fiir ein
Y > 0 gilt. Damit sind /[; und N, wohldefiniert, und N,, ist ein zentrierter
Gaufprozel mit stetigen Pfaden. Weiter gilt fiir allen € N, s € [0,1] und z € R

Wa(s,z)= > 7r222 Ni; sm(ms)(sin(ﬂjF(x)) + U(f)ﬂj),
i T o

also ist W,, ebenfalls ein zentrierter Gaulprozess mit stetigen Pfaden.
Es ist fiir alle s,t € [0,1] und 2 € R

Cov(Bu(s, F(x)), Na(t )) = —E(Bu(s, F(z))Na(t))

sin(mis) sin(mj F(x)) sin(mkt) I, E(N;; Ny)

; 7r4zyk:l
i

>
Xn: n(mis) sin(mit) / sin(mj F(x))sin(mjF(u)) du

7T2 72

2
(8.125) — Z—sm (mis) sin(mit) / Z 7T2 5 sin(mjF(x)) sin(mj F(u)) du

—  (sAl—st) /m (F(x nu) —F(x)F(u)) du
= (sAt—st)U(x),

wobei wir in der letzten Zeile (8.123) und in der vorletzten Zeile (8.115) verwandt
haben, und in der Zeile davor nach dem Satz von Lebesgue den Grenzwert mit

dem Integral vertauschen durften, da

Z%mmFm

wegen % < 1 und [sin(z)| < 1, z € R, eine Majorante der Integranden ist,

welche integrierbar ist, denn es gilt fiir alle [ € (1,2 4+ ¢] und fiir ein dazu geméf
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(8.121) gewdhltes o > 0
/oo flu)du = / | sin(7j F(u))| du
— o0 iz 1 ]

- ;il j12/_oo|sin(7er(u))|du+ ;il ;[Z]sin(ﬂjF(u))|du

J<1l/70 Ji>1/70
© 1 ml _
< X j2<2l_1j’yé g >+ Z )it
j=1
J<1/v0 ]>1/70
1 il iy _1/1 =1
< 2— 4, C(l — <
< %<l 170 + + ()jzz:leW 00

nach (8.121) und (8.122), und weil die Reihe am Schluf wegen 2 — 1/l > 1
konvergiert.
Weiter ist fiir alle s,¢ € [0,1] und n € N

Cov(Na(s), Nn(t)) = E(Nu(s)Na(1))

= Z Z ikl sin(mis) sin(wkt) I; Il; E(N;;Ni)
1,j=1 k,l=1
(8.126) = i = sin(mis) sin(mit) i 2 m?
22 PR
— (SAt_St)Z,ﬂszMjQ = (sAt—st)o?
7=1

wobei die Konvergenz nach (8.115) gilt und weil die Summanden in dem zweiten
Faktor nichtnegativ sind. Die Gleichheit am Ende gilt wegen

; 17r2j2mj B HIEEO/ /
]:
(8.127) - / /

= /_OO /_OO F(u) AN F(v) — F(u)F(U)) dudv = o7

wobei in der letzten Zeile (8.115) und (8.124) benutzt wurden, und in der zwei-

ten Zeile nach den Sétzen von Fubini und Lebesgue Grenzwert und Integral ver-

5 sin(mjF(u)) sin(mj F'(v)) dudv

5 sin(mjF(u)) sin(mj F(v)) dudv

tauscht werden durften, weil

[ee]

z [sin(mj F(u))] sin(rj F(v))]
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eine integrierbare Majorante der Integranden ist, denn fiir alle [ € (2,2 + §] und
fiir 79 > 0 geméh (8.121) gewdhlt gilt

/ / F(u,v) dudv Zﬁ
_ ng(/_i|sin(7er(u))\du>2

/ | sin(mj F'( ))|du/ | sin(mj F'(v))| dv

j=17"J
0 oo 0 1 00 2
< 3 < / | sin(rj F(w) ydu) + Z 2( / |sin(7er(u))]du>
j=1 —00 —00
J<1/v0 J>1/70
© 7l 1 1/1
< Z <21_1]71 1/ + 4y ) + Z 2 2/l
j=1
3<1/70 ]>1/Vo
1 ? > 1
—1/1 —1/1
< %(47% 44 /) +C(1)? > < o

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen (8.121) und (8.122) benutzt haben
und die Reihe am Schluf wegen 1 — 1/l > 1/2 konvergiert.
Es folgt fiir alle s,t € [0,1] und z,y € R aus (8.116), (8.125) und (8.126)

Cov (W W, (t, y))
= COV( n(5, F(x)) = No(s)U(2) /0%, Bu(t, F(y)) — Nu(t)U (y) /o)
= Cov(Bu(s, F(x)), Bu(t, F(y))) — Cov(Nu(s), Bu(t, F(y)))U(x) /0
— Cov(Bu(s, F(x)), Na(t))U(y)/0® + cov( WU ()U(x)/o*
— (sAt=st)(F(zAy) = F(z)F(y)) — (s At — Slt)U(y)U(ﬂc)/U2
—(sAt—stiU(z)U(y)/o* + (s At — st)a® U(y)U(z)/o?
= (sAt=st)(FlzAy) - F(x)F(y) - Ux)U(y)/o%),
das heifst, die Kovarianzfunktionen von W,, n € N, konvergieren punktweise
gegen die Kovarianzfunktion von W*"" Da diese Prozesse alle zentrierte Gauk-
prozesse sind, folgt hieraus die Konvergenz der endlichdimensionalen Randvertei-
lungen von W,, gegen diejenigen von W2,
Wir zeigen nun zunachst die C-Straftheit der Folge N,,, n € N, und zwar mit der

Momentenbedingung fiir C-Straffheit wie im Beweis von Proposition 8.113. Es
gilt fiir alle s,t € [0, 1]

E(INo(s) = Na(8)[*)
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IN

IN

E

sm(ms) — sin(m’t)) I

4)
2
INES 17T

E(N = 7T422] (Sin(ms) — Sin(ﬂit))Qﬂ[j2>4>

n

(i . W ( sin(mis) — sin(m't))Qﬂ[f) 2E(N(07 1)4>

.)2
)2

A o0 [e'e] 2 2 2
o sm ms 2 ——sin(ms Sln mt —I— —sm it )
<Zl 212 =1 T2 ( ) 121 T ( )

n

3

sin(mis) — sin(mwit) )
22 2
1

3

(5= 7
( S sm (mis) — sin(mit) ) i

=

w

i 1

w

2
ot(s—s —25/\t—5t)+t—t2)

30 ((s —sAt)—s +st+(t—s/\t)—t2+st)

w

(
((

0V (s—1) = s(s = 1) + 0V (t—s) — £t~ 5))
(

30? |s—t\+\t—s]) = 120%s — t|*,

also ist die Folge der N,, C-straff.
Hieraus und aus (8.126) folgt die Verteilungskonvergenz von N,, gegen eine Brown-
sche Briicke mit Skalenfaktor o.

Unter Verwendung von (4.12) erhalten wir

ws(Wa(s,2)) < ws(Bu(s, F(2))) + ws(Nu(s)U(2) /0?)

< W(;(Bn(S,F(l’))) +W§(Nn(s))E(|€1|)/U +W5(U(x)) Szl[tpl} IN,.(s)|/c?,

also gilt fiir alle ¢ > 0, wenn wir mit B° eine Brownsche Briicke bezeichnen,

lim lim sup P (Wg(Wn) > 8)

60 n—oo

< limlim sup P(W(;(Bn(s,F(I))) > g)

610 n—oo

co?
+ lim i P( N, 2)
im lim sup P (w3 (Na(s)) > 750

2
—l—limlimsupP( sup |N,(s)| > 50)

510 m—oo s€[0,1] — 3ws(U(x))
< 040+1; P( Bo(s)| > — 2 ) 0
1m su S U — == .
- 510 SE[OI,)H — 3ws(U(x))
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Bei dem letzten Ungleichheitszeichen haben wir die im Beweis von Proposition
8.113 gezeigte C-Straftheit von B,,, die C-Strafftheit von N,,, den Stetigkeitssatz
und das Portmanteautheorem benutzt. Die letzte Gleichheit folgt aus der gleich-
makigen Stetigkeit von U und der Pfadstetigkeit von B°. Fiir die C-Straftheit von
B, (-, F(-)) beachte auch, dass die von der Metrik m erzeugten offenen Mengen
in R unabhingig von der konkreten Wahl der stetigen, streng monoton wachsen-
den Funktion 7T sind, so dass wir ohne Einschrinkung 7" = F' annehmen konnen.
Nachdem nun auch die C-Straftheit von W,,, n € N gezeigt ist, folgt die Behaup-
tung.

8.128 Bemerkung. Seien B, und B,, n € N, wie in Proposition 8.113. Wie in
Bemerkung 8.44 auf dhnliche Weise fiir /n || T,/ gezeigt, gilt dann

W5 oo ~ | Buloc.
Aus (8.114) folgt dann wegen der Stetigkeit von Fjyysass
E‘BHHM(I) T) FHWklass”oo (ZL‘) fiir alle x € R.
Wegen der Pfadsteigkeit von B, folgt

max  max |Bu(i/k,j/k)| — > [|Bullec  fast sicher,

also
Finas; joy i1 1B ik /) (T) == Fiy)joc (2) —= Fjwess o () fiir alle 2 € R.

Wegen der strengen Monotonie von Fjyysuass,, ist damit fiir hinreichend grofe
k und n fir u € (0,1) das Quantil Fm;ii,j:l...,k—l \Ba(i/kj/ky (w) als Naherung fiir

F”V;,lkh,,ss”m(u) verwendbar. Weiter ist fiir z € R, wenn m : [0,1] x R — R die

Erwartungswertfunktion von W} bezeichnet,

Frnaxi o1 i1 |Ba(i/k,j/k)+m(i/k, =1 k)| (T)

eine Néherung fiir Fjyypass) ().

Auf dhnliche Weise erhélt man aus Proposition 8.117, dass fiir W,, wie dort fiir
u € (0,1) Fm;ii,jzl..,,kfl Wik F-1(j/ky (@) eine Néherung fiir FHVT/IZW”'HOO(U) ist,
und dass fir z € R, wenn m : [0,1] x R — R die Erwartungswertfunktion
von leentr bezeichnet, Fmaxi,jzlm,k_1IWn(i/k7F—1(j/k))-i—fn(i/k,F‘l(j/k)\(x) eine Nihe-

rung fiir Fjyyzenr () ist.
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Auf diese Weise kénnen wir auch hier dhnlich wie bei den U-Typ-Statistiken die
entsprechenden asymptotischen Giiten 1 — Fyyppass (F”Wuassnoo_l(l — a)) und
1 — Fywzenr, (F\\Ww"”\\oo_l(l = a)) simulieren. Wir wihlen hier stets n = 2500,

beziehungsweise max; j—1 . g1 |Wy(i/k, F~1(j/k))| und den entsprechenden Gro-
flen mit addiertem Erwartungswertvektor. Wir kénnen hier bei vergleichbarem
Rechenaufwand keine so gute Annidherung erwarten wie im Falle der Grenzvertei-
lungen der U-Typ-Statistiken, da wir erstens nicht die exakten Randverteilungen
simulieren, sondern diese schon nur angenéhert sind, und weil zweitens wegen
der zweidimensionalen Argumente das Gitter fiir die Randverteilungen nun viel
weniger dicht wird. Um uns ein Bild dariiber zu machen, ob es iiberhaupt eine ak-
zeptable Ndherung ist, betrachten wir die auf diese Weise erhaltene Ndherung an
die Quantilfunktion von ||B,||s ~ |[W**||, die in Tabelle 12 zu finden ist. Ein
Vergleich der Naherungen fiir die Quantile FH_IQXM:I_“’%OO | Basoo(i/2500,5 /2500)| (1 — @)
aus Tabelle 12 mit den kritischen Werten ki’]zéjs aus Tabelle 1 zeigt, dass sie grob
k%gé’fs;% oder kgggé‘fs;% entsprechen. Diese kritischen Werte stellen als (1 — «)-
Quantile von /1 ||T,|| ebenfalls Niherungen an die Quantile von |[W*ass||
dar. Auch wenn damit die Genauigkeit weiterhin unklar ist, gehen wir davon aus,
dass wir auf die oben beschriebene Weise eine fiir unsere Zwecke ausreichende
Néiherung an die asymptotischen Giiten 1 — Fjy s (F“Wum”oo_l(l - a)) und

1 — F]lwlzentwlloo (F]'ernty-”m_l(l — Oé)) erhalten.

Kommen wir nun zu den Simulationsergebnissen unter benachbarten Alternati-
venfolgen. Es wird hier jeweils p = 0,5 und ¥ = 0, 3 gewéhlt.

In Tabelle 13 ist die Simulation mit der Skalenalternative geméf Proposition 8.48
mit standardnormalverteilten Fehlern und d = 5 zum Changepoint A = 1/2 zu
finden. Das heiftt, die ersten [n/2] Fehlervariablen sind standardnormalverteilt,
und die restlichen n — [n/2] Fehlervariablen sind zentriert normalverteilt mit
Standardabweichung 1 + 5/,/n. Die beiden Tests mit den Statistiken /7 || T} ||o
und /7 || 72| o, welche die sequentiellen empirischen Verteilungsfunktionen ver-
gleichen, haben eine mittlere Testgiite, wobei der Test mit Beriicksichtigung der
Zentriertheit eine hohere Verwurfshiufigkeit zeigt. Bei den Tests mit den U-Typ-
Statistiken scheinen nur die Tests mit den Kernen K5 und K, anzuschlagen, und
insbesondere diejenigen mit dem Varianzvergleichskern sind allen anderen Tests
deutlich iiberlegen. Bei den U-Typ-Tests ist jeweils kein Vorteil durch die Be-

riicksichtigung der Zentriertheit zu erkennen, wie erwartet. In den drei letzten
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v Fpg @) | v Fp @ | v @) | v By @) | v By @] v Fg, )
1% 0405 | 18% 0,500 | 35% 0,550 | 52% 0597 | 69% 0652 | 86% 0,736
2% 0,421 19% 0,503 36% 0,553 53% 0,600 70% 0,656 87% 0,743
3% 0,431 20% 0,506 37% 0,555 54% 0,602 71% 0,660 88% 0,751
1% 0439 | 21% 0,509 | 38% 0558 | 55% 0,606 | 72% 0,665 | 89% 0,759
5% 0,445 22% 0,512 39% 0,560 56% 0,609 73% 0,669 90% 0,768
6% 0,452 23% 0,515 40% 0,563 57% 0,612 74% 0,673 91% 0,778
% 0457 | 24% 0519 | 41% 0,566 | 58% 0,615 | 75% 0,677 | 92% 0,789
8% 0,462 25% 0,522 42% 0,568 59% 0,619 76% 0,681 93% 0,800
9% 0,467 26% 0,524 43% 0,571 60% 0,622 7% 0,685 94% 0,812
10% 0472 | 2% 0527 | 44% 0574 | 61% 0625 | 78% 0,690 | 95% 0,827
1% 0476 | 28% 0,530 | 45% 0577 | 62% 00628 | 79% 0,695 | 96% 0,847
12% 0,480 29% 0,533 46% 0,580 63% 0,631 80% 0,700 97% 0,871
13% 0483 | 30% 0,536 | 47% 0583 | 64% 0634 | 81% 0,705 | 98% 0,903
14% 0486 | 31% 0,539 | 48% 0,585 | 65% 0,638 | 82% 0,711 | 9% 0,957
15% 0,490 32% 0,541 49% 0,588 66% 0,641 83% 0,717
16% 0493 | 33% 0544 | 50% 0591 | 67% 0,645 | 84% 0,723
17% 0497 | 34% 0547 | 51% 0591 | 68% 0,648 | 85% 0,729

Tabelle 12: Durch Simulation angeniherte Quantile von || B«||oo. Reihe abgebrochen bei n = 2500 Summanden.

Anzahl der Gitterpunkte: 25002. 10 000 Realisierungen.

Zeilen sind die asymptotischen Testgiiten angegeben, die mit der Simulation von
Randverteilungen der angendherten Grenzverteilungen gemaf Bemerkung 8.128
und (8.65) erhalten wurden. Sie werden beim Stichprobenumfang n = 1000 noch
nicht ganz erreicht, insbesondere bei den kleineren Testniveaus. Die Tests mit
dem Kern K, scheinen eine langsamere Asymptotik zu besitzen als die mit dem
Kern K. Nur der Test mit der Statistik /7 ||T7||s erreicht schon die asympto-
tische Giite.

In Tabelle 14 zeigt die Simulationsergebnisse derselben Alternativenfolge, nur mit
dem Changepoint A = 0, 3. Das Ergebniss ist dhnlich, nur sind die Verwurfshau-
figkeiten, wie zu erwarten, durchweg niedriger.

Tabelle 15 enthélt wiederum diese Alternative, nur mit dem Changepoint A = 0,2
und noch niedrigeren Verwurfshaufigkeiten.

In Tabelle 16 sind die Ergebnisse der Simulation mit der Alternativenfolge ge-
mék Proposition 8.51 mit d = 1/3 und Changepoint 1/2 wiedergegeben. Bei den
Tests mit den sequentiellen empirischen Verteilungsfunktionen in den beiden er-
sten Spalten ist beim klassischen Test eine sehr niedrige Testgiite zu erkennen,
auch der Test mit der Beriicksichtigung der Zentriertheit zeigt beim Stichproben-
umfang n = 200 noch keine viel hohere Verwurfshiufigkeit, ist jedoch bei der
asymptotischen Giite deutlich {iberlegen. Bei den Tests mit U-Typ-Statistiken
konnen nur diejenigen mit den Kernen K, und K, die Alternative bemerken, und

zwar jeweils besser als die Tests in den beiden ersten Spalten. Hier ist bei gréferen
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T/Kern T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr klass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
20 10% | 0,264 0,227 0,324 0,408 0,079 0,237 0,125 0,268 0,178 0,172 0,189 0,191
5% | 0,152 0,138 0,129 0,209 0,021 0,172 0,033 0,139 0,102 0,098 0,114 0,129
1% | 0,068 0,051 0,020 0,056 0,002 0,052 0,001 0,034 0,029 0,040 0,033 0,052

10% | 0,166 — 0,198 0,392 0,032 0,347 0,064 0272 0,103 0,702 0,101 0,831
5% | 0,113 — 0,080 0,237 0,007 0,308 0,024 0,165 0,052 0,641 0,054 0,779
1% | 0,030 — 0,007 0,077 0,000 07212 0,001 0080 0,012 0505 0,012 0,699

30 10% | 0,286 0,243 0,416 0461 0,108 0,174 0,189 0,305 0,179 0,167 0,183 0,175
5% | 0,176 0,144 0,234 0,289 0,028 0,117 0,073 0,150 0,094 0,085 0,103 0,099

1% | 0,049 0,045 0,047 0,069 0,001 0,045 0,009 0,030 0,017 0,024 0,019 0,028

10% | 0,210 — 0,319 0,449 0,056 0,251 0,129 0,300 0,108 0,668 0,110 0,783
5% | 0,130 — 0,181 0,308 0,015 0,184 0,059 0,175 0,049 0,591 0,047 0,752
1% | 0,036 — 0,030 0,091 0,001 0,110 0,006 0,057 0,008 0,445 0,008 0,644

40 10% | 0,250 0,294 0,491 0,526 0,104 0,143 0,257 0,325 0,162 0,167 0,181 0,173
5% | 0,145 0,174 0,297 0,335 0,024 0,089 0,114 0,180 0,086 0,096 0,096 0,106

1% | 0,042 0,052 0,069 0,089 0,000 0,025 0,008 0,032 0,014 0,029 0,014 0,035

10% | 0,186 — 0,405 0,512 0,056 0,195 0,209 0,325 0,103 0,593 0,117 0,749
5% | 0,119 — 0,262 0,353 0,013 0,130 0,101 0,209 0,043 0,515 0,047 0,684
1% | 0,031 — 0,053 0,099 0,000 0,060 0,005 0,060 0,007 0,370 0,005 0,573

50 10% | 0,207 0,307 0,592 0,597 0,097 0,134 0,306 0,359 0,130 0,153 0,126 0,159
5% | 0,125 0,191 0,378 0,411 0,033 0,064 0,137 0,182 0,064 0,090 0,067 0,092

1% | 0,042 0,048 0,106 0,111 0,002 0,021 0,011 0,025 0,018 0,023 0,020 0,023

10% | 0,174 — 0,516 0,583 0,065 0,156 0,249 0,364 0,083 0,537 0,088 0,688
5% | 0,008 — 0,338 0,436 0,029 0,096 0,125 0,236 0,045 0,464 0,047 0,628
1% | 0,033 — 0,080 0,136 0,002 0,044 0,013 0,054 0,006 0,331 0,009 0,512

100 10% | 0,242 0,416 0,726 0,738 0,134 0,090 0,463 0,467 0,118 0,116 0,119 0,132
5% | 0,140 0,271 0,570 0,571 0,063 0,042 0,238 0,242 0,059 0,060 0,064 0,062

1% | 0,035 0,006 0,242 0254 0,004 0,006 0,042 0,061 0,020 0,011 0,023 0,012

10% | 0,218 — 0,680 0,722 0,095 0,109 0,429 0,517 0,097 0,400 0,094 0,559
5% | 0,121 — 0,541 0,589 0,039 0,063 0,240 0,336 0,046 0,297 0,050 0,483
1% | 0,025 — 0,242 0,285 0,002 0,016 0,049 0,098 0,008 0,193 0,011 0,360

200 B 10% | 0,242 0,464 0,821 0,799 0,126 0,090 0,623 0,581 0,117 0,093 0,118 0,120
5% | 0,126 0,300 0,702 0,687 0,056 0,039 0,413 0,38 0,060 0,055 0,068 0,065

1% | 0,035 0,113 0,410 0,404 0,003 0,003 0,126 0,109 0,011 0,019 0,013 0,019

DOQATTITFOLLATFITONAAEI I ONAITIIFI COCALATIIOLLT I

10% | 0,215 — 0,798 0,793 0,102 0,109 0,595 0,632 0,098 0,238 0,098 0,385

5% | 0,108 — 0,684 0,696 0,038 0,048 0,424 0,488 0,049 0,170 0,054 0,303

1% | 0,020 — 0,399 0,433 0,002 0,012 0,154 0,204 0,006 0,071 0,007 0,187

300 G 10% | 0,218 — 0,850 0,853 0,116 0,096 0,688 0,710 0,100 0,189 0,106 0,326
5% | 0,120 — 0,771 0,770 0,057 0,047 0,541 0,583 0,050 0,130 0,050 0,235

1% | 0,022 — 0,496 0,512 0,014 0,011 0,240 0275 0,007 0,041 0,009 0,130

500 G 10% | 0,227 — 0,873 0,875 0,091 0,103 0,737 0,743 0,101 0,141 0,105 0,223
G 5% | 0,124 — 0,784 0,785 0,042 0,058 0,598 0,624 0,043 0,080 0,052 0,147

G 1% | 0,031 — 0,544 0,550 0,010 0,010 0,313 0,346 0,006 0,017 0,004 0,073
1000G 10% | 0,239 — 0,008 0,004 0,101 0,092 0,808 0,809 0,092 0,099 0,093 0,132
G 5% | 0124 — 0,846 0,856 0,053 0,047 0,698 0,699 0,052 0,052 0,050 0,074

G 1% | 0,034 — 0,643 0,652 0,010 0,008 0,417 0,433 0,012 0,010 0,013 0,017

mit approximierten Grenzverteilungen geschitzte asymptotische Giite:
10% | 0,265 0,604 0,943 0,943 0,100 0,100 0,870 0,870 0,100 0,100 0,100 0,100
5% | 0,156 0,465 0,900 0,900 0,050 0,050 0,797 0,797 0,050 0,050 0,050 0,050
1% | 0,036 0,225 0,758 0,758 0,010 0,010 0,598 0,598 0,010 0,010 0,010 0,010
Tabelle 13: Relative Verwurfshdufigkeiten bei der Alternativenfolge gemé&ff Proposition 8.48 mit d = 5 und
Changepoint A = 0,5 (N (0, (1 + 5/4/n)?)-verteilte Zufallsvariablen nihern sich N(0, 1)-verteilten).
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T/Kern T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr klass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
20 10% | 0,263 0,218 0,163 0,239 0,054 0,184 0,071 0,171 0,201 0,158 0,202 0,176
5% | 0,148 0,129 0,084 0,125 0,017 0,111 0,023 0,080 0,100 0,100 0,094 0,116
1% | 0,043 0,048 0,007 0,026 0,000 0,037 0,001 0,023 0,018 0,031 0,020 0,040

10% | 0,157 — 0,107 0,233 0,025 07292 0,040 0,176 0,102 0,701 0,080 0,823
5% | 0,088 — 0,042 0,142 0,007 0,246 0,014 0,113 0,034 0,632 0,033 0,767
1% | 0,023 — 0,005 0,044 0,000 0,164 0,001 0,057 0,007 0,496 0,006 0,676

30 10% | 0,248 0,228 0,227 0,268 0,070 0,140 0,094 0,164 0,153 0,118 0,165 0,122
5% | 0,141 0,119 0,106 0,139 0,020 0,086 0,030 0,074 0,076 0,069 0,087 0,073

1% | 0,037 0,032 0,019 0,023 0,001 0,029 0,000 0,013 0013 0,024 0,015 0,026

10% | 0,173 — 0,154 0,256 0,034 0,193 0,060 0,164 0,095 0,660 0,095 0,783
5% | 0,009 — 0,066 0,156 0,009 0,148 0,022 0,094 0,048 0574 0,042 0,726
1% | 0,029 — 0,011 0,033 0,000 0,086 0,000 0024 0,004 0,426 0,004 0,628

40 10% | 0,201 0,240 0,254 0,272 0,058 0,102 0,088 0,143 0,138 0,107 0,145 0,108
5% | 0,112 0,128 0,109 0,140 0,014 0,057 0,023 0,056 0,061 0,056 0,071 0,062

1% | 0,025 0,020 0,012 0,019 0,001 0,015 0,003 0,011 0,017 0,010 0,019 0,012

10% | 0,148 — 0,171 0,257 0,029 0,135 0,058 0,139 0,079 0,568 0,085 0,707
5% | 0,087 — 0,079 0,154 0,010 0,083 0,021 0,062 0,038 0,488 0,037 0,649
1% | 0,015 — 0,009 0,019 0,000 0,040 0,002 0,017 0,006 0,360 0,005 0,543

50 10% | 0,180 0,253 0,310 0,347 0,064 0,094 0,127 0,141 0,108 0,104 0,115 0,104
5% | 0,100 0,131 0,154 0,174 0,020 0,048 0,047 0,065 0,053 0,052 0,054 0,055

1% | 0,021 0,035 0,027 0,027 0,001 0,013 0,003 0,007 0,010 0,015 0,009 0,013

10% | 0,151 — 0,232 0,325 0,040 0,131 0,091 0,148 0,074 0,503 0,069 0,661
5% | 0,075 — 0,128 0,175 0,013 0,073 0,040 0,085 0,034 0,420 0,029 0,592
1% | 0,014 — 0,017 0,034 0,001 0,029 0,003 0,015 0,005 0,300 0,003 0,466

100 B 10% | 0,169 0,285 0,450 0,447 0,070 0,079 0,205 0,203 0,100 0,102 0,114 0,113
5% | 0,092 0,175 0,287 0,283 0,029 0,033 0,072 0,084 0,053 0,056 0,051 0,058

1% | 0,020 0,044 0,065 0,060 0,004 0,002 0,005 0,010 0,013 0,012 0,013 0,012

10% | 0,156 — 0,390 0,432 0,050 0,095 0,164 0,218 0,076 0,364 0,075 0,531
5% | 0,082 — 0,258 0,293 0,023 0,043 0,067 0,116 0,043 0,290 0,042 0,449
1% | 0,016 — 0,047 0,071 0,001 0,009 0,006 0,015 0,006 0,174 0,003 0,317

200 B 10% | 0,199 0,348 0,639 0,625 0,113 0,084 0,347 0,315 0,113 0,095 0,120 0,095
5% | 0,106 0,208 0459 0,452 0,053 0,039 0,156 0,153 0,053 0,052 0,055 0,061

1% | 0,031 0,066 0,163 0,155 0,003 0,007 0,027 0,030 0,013 0,012 0,012 0,012

DO QAFEFOLOOAFETEOQOOAATI I OLALAITIIFIOLOATITIIOCLLNI I

10% | 0,178 — 0,590 0,616 0,090 0,091 0,309 0,353 0,096 0,235 0,100 0,361

5% | 0,100 — 0,431 0455 0,038 0,049 0,154 0,196 0,047 0,163 0,047 0,268

1% | 0,028 — 0,145 0,155 0,002 0,011 0,023 0,047 0,010 0,062 0,009 0,157

300 G 10% | 0,142 — 0,641 0,665 0,075 0,102 0,398 0,442 0,091 0,184 0,098 0,290
5% | 0,089 — 0,507 0,525 0,035 0,049 0,216 0,263 0,049 0,112 0,043 0,215

G 1% | 0,019 — 0,192 0,208 0,006 0,011 0,035 0,060 0,010 0,035 0,011 0,115
500 G 10% | 0,161 — 0,716 0,718 0,082 0,085 0,480 0,499 0,096 0,125 0,093 0,203
G 5% | 0,083 — 0,582 0,593 0,038 0,044 0,291 0,324 0,049 0,068 0,049 0,127

G 1% | 0,018 — 0,278 0,301 0,004 0,007 0,078 0,090 0,010 0,014 0,010 0,044
1000G 10% | 0,174 — 0,754 0,762 0,075 0,090 0,556 0,567 0,079 0,102 0,081 0,120
G 5% | 0,093 — 0,640 0,646 0,038 0,039 0,404 0,414 0,042 0,046 0,039 0,061

G 1% | 0,016 — 0,341 0,349 0,006 0,005 0,118 0,128 0,009 0,010 0,007 0,012

mit approximierten Grenzverteilungen geschitzte asymptotische Giite:
10% | 0,193 0,431 0,869 0,869 0,100 0,100 0,765 0,765 0,100 0,100 0,100 0,100
5% | 0,104 0,293 0,791 0,791 0,050 0,050 0,658 0,658 0,050 0,050 0,050 0,050
1% | 0,022 0,111 0,573 0,573 0,010 0,010 0,414 0,414 0,010 0,010 0,010 0,010
Tabelle 14: Relative Verwurfshdufigkeiten bei der Alternativenfolge gemé&ff Proposition 8.48 mit d = 5 und
Changepoint A = 0,3 (N(0, (1 + 5//n)?)-verteilte Zufallsvariablen nithern sich N (0, 1)-verteilten).
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T/Kern T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr klass zentr klass zentr klass =zentr klass zentr
20 10% | 0,253 0,220 0,146 0,195 0,067 0,178 0,063 0,152 0,195 0,168 0,181 0,180
5% | 0,134 0,135 0,073 0,115 0,018 0,107 0,022 0,082 0,093 0,110 0,088 0,121
1% | 0,041 0,052 0,005 0,029 0,000 0,039 0,000 0,025 0,023 0,049 0,022 0,054

10% | 0,153 — 0,096 0,207 0,026 0,308 0,039 0,157 0,092 0,751 0,084 0,833
5% | 0,084 — 0,047 0,139 0,010 0251 0,012 0,105 0,036 0,681 0,035 0,787
1% | 0,023 — 0,003 0,047 0,000 0,170 0,000 0,051 0,015 0549 0,015 0,708

30 10% | 0,184 0,202 0,134 0,163 0,061 0,104 0,057 0,100 0,139 0,114 0,141 0,117
5% | 0,112 0,104 0,054 0,076 0,015 0,054 0,020 0,042 0,058 0,064 0,064 0,066

1% | 0,027 0,026 0,005 0,016 0,000 0,011 0,002 0,006 0011 0,013 0,010 0,014

10% | 0,136 — 0,081 0,154 0,022 0,153 0,042 0,091 0,074 0,631 0,072 0,746
5% | 0,075 — 0,040 0,077 0,009 0,113 0,015 0,060 0,035 0,556 0,031 0,706
1% | 0,019 — 0,006 0,017 0,000 0,059 0,001 0,013 0,003 0,425 0,003 0,602

40 10% | 0,162 0,187 0,158 0,171 0,066 0,085 0,072 0,101 0,115 0,107 0,130 0,110
5% | 0,088 0,092 0,070 0,085 0,017 0,044 0,022 0,047 0,055 0,056 0,058 0,055

1% | 0,023 0,022 0,011 0,012 0,000 0,011 0,000 0,006 0,009 0,008 0,006 0,012

10% | 0,112 — 0,106 0,163 0,033 0,130 0,054 0,105 0,076 0562 0,074 0,689
5% | 0,072 — 0,051 0,089 0,011 0,075 0,018 0,054 0,027 0,484 0,028 0,633
1% | 0,011 — 0,007 0,015 0,000 0,030 0,001 0,015 0,004 0,371 0,004 0,537

50 10% | 0,147 0,201 0,152 0,183 0,069 0,084 0,061 0,103 0,126 0,096 0,129 0,106
5% | 0,072 0,106 0,070 0,086 0,015 0,046 0,017 0,037 0,051 0,055 0,054 0,054

1% | 0,017 0,021 0,006 0,009 0,000 0,010 0,001 0,003 0,011 0,007 0,010 0,008

10% | 0,118 — 0,105 0,175 0,030 0,122 0,043 0,105 0,076 0,512 0,078 0,674
5% | 0,059 — 0,055 0,087 0,010 0,064 0,013 0,052 0,029 0,426 0,030 0,587
1% | 0,011 — 0,003 0,010 0,000 0,029 0,001 0,009 0,001 0,306 0,001 0,463

100 10% | 0,158 0,215 0,245 0,246 0,054 0,088 0,106 0,121 0,102 0,087 0,097 0,086
5% | 0,082 0,132 0,131 0,134 0,024 0,041 0,044 0,053 0,042 0,044 0,042 0,046

1% | 0,014 0,031 0,024 0,033 0,002 0,003 0,004 0,005 0012 0,009 0,009 0,010

10% | 0,136 — 0,197 0,230 0,037 0,104 0,088 0,132 0,069 0,354 0,064 0,489
5% | 0,069 — 0,111 0,137 0,015 0,058 0,042 0,077 0,035 0,281 0,029 0,417
1% | 0,010 — 0,020 0,031 0,000 0,016 0,003 0,014 0,002 0,173 0,002 0,299

200 B 10% | 0,147 0,220 0,327 0,334 0,081 0,068 0,122 0,133 0,118 0,073 0,127 0,076
5% | 0,086 0,135 0,182 0,176 0,027 0,024 0,061 0,062 0,066 0,040 0,065 0,042

1% | 0,020 0,040 0,045 0,046 0,003 0,009 0,010 0,014 0,011 0,011 0,009 0,011

DOQATTITFOLLATFITONAAEI I ONAITIIFI COCALATIIOLLT I

10% | 0,136 — 0,281 0,317 0,061 0,078 0,108 0,146 0,102 0,187 0,102 0,309

5% | 0,078 — 0,151 0,183 0,018 0,040 0,055 0,087 0,050 0,124 0,044 0,229

1% | 0,019 — 0,038 0,045 0,001 0,012 0,011 0,024 0,008 0,055 0,006 0,137

300 G 10% | 0,151 — 0,398 0,429 0,071 0,093 0,193 07223 0,101 0,179 0,096 0,270
5% | 0,067 — 0251 0276 0,037 0,052 0,109 0,137 0,048 0,104 0,049 0,181

1% | 0,012 — 0,064 0,069 0,006 0013 0,013 0,029 0,008 0,037 0,008 0,101

500 G 10% | 0,125 — 0,464 0,471 0,062 0,083 0,230 07263 0,078 0,123 0,082 0,182
G 5% | 0,058 — 0,307 0,325 0,025 0,034 0,126 0,149 0,036 0,065 0,037 0,118

G 1% | 0,010 — 0,094 0,101 0,002 0,007 0,024 0,030 0,003 0,016 0,003 0,050
1000G 10% | 0,135 — 0,541 0,537 0,084 0,090 0,301 0,323 0,100 0,103 0,100 0,117
G 5% | 0,067 — 0,371 0,369 0,041 0,044 0,181 0,199 0,050 0,053 0,050 0,070

G 1% | 0,020 — 0,122 0,126 0,005 0,007 0,050 0,053 0,010 0,011 0,010 0,018

mit approximierten Grenzverteilungen geschitzte asymptotische Giite:
10% | 0,137 0,248 0,681 0,681 0,100 0,100 0,559 0,559 0,100 0,100 0,100 0,100
5% | 0,071 0,149 0,550 0,550 0,050 0,050 0,422 0,422 0,050 0,050 0,050 0,050
1% | 0,015 0,044 0,290 0,290 0,010 0,010 0,192 0,192 0,010 0,010 0,010 0,010
Tabelle 15: Relative Verwurfshdufigkeiten bei der Alternativenfolge gemé&ff Proposition 8.48 mit d = 5 und
Changepoint A = 0,2 (N(0, (1 + 5/3/n)?)-verteilte Zufallsvariablen nithern sich N (0, 1)-verteilten).
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T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi
n krit. W. | klass zentr klass =zentr Kklass zentr klass zentr klass zentr klass zentr
20 10% | 0,365 0,315 0,124 0,414 0,030 0,364 0,046 0,363 0,321 0,289 0,353 0,304
5% | 0,247 0,209 0,044 0,280 0,006 0,255 0,007 0,239 0,217 0,196 0,232 0,235
1% | 0,130 0,096 0,006 0,114 0,000 0,111 0,001 0,103 0,098 0,105 0,106 0,128

w

10% | 0,263 — 0,073 0,364 0,013 0,372 0,022 0,325 0,219 0,486 0,219 0,578
5% | 0,198 — 0,030 0,304 0,001 0,347 0,007 0281 0,138 0,409 0,131 0,513
1% | 0,091 — 0,003 0,226 0,000 0,309 0,001 0,229 0,045 0,307 0,055 0,421

30 10% | 0,357 0,318 0,121 0,423 0,032 0,345 0,042 0,348 0,285 0,233 0,300 0,253
5% | 0,237 0,206 0,047 0281 0,005 0258 0,012 0,244 0,187 0,162 0,206 0,180

1% | 0,104 0,08 0,007 0,115 0,002 0,099 0,002 0,094 0,093 0,081 0,101 0,099

10% | 0,284 — 0,087 0,322 0,022 07283 0,029 0259 0,203 0327 0214 0,376
5% | 0,199 — 0,042 0,263 0,004 0,260 0,013 0221 0,134 0254 0,149 0,318
1% | 0,091 — 0,008 0,171 0,002 0211 0,002 0,168 0,053 0,165 0,055 0,221

40 10% | 0,185 0,166 0,141 0,229 0,035 0,127 0,050 0,149 0,162 0,126 0,170 0,150
5% | 0,108 0,099 0,056 0,103 0,006 0,074 0,017 0,070 0,087 0,072 0,088 0,082

1% | 0,033 0,029 0,011 0,023 0,002 0,023 0,002 0,016 0,034 0031 0,031 0,031

10% | 0,141 — 0,110 0,204 0,018 0,146 0,034 0,144 0,109 0,357 0,106 0,477
5% | 0,080 — 0,041 0,107 0,005 0,105 0,015 0,085 0,051 0,270 0,058 0,421
1% | 0,024 — 0,012 0,036 0,002 0,050 0,005 0,032 0,013 0,174 0,014 0,327

50 10% | 0,157 0,158 0,148 0274 0,030 0,144 0,052 0,173 0,128 0,130 0,133 0,133
5% | 0,082 0,090 0,053 0,120 0,006 0,090 0,010 0,084 0,074 0,074 0,072 0,078

1% | 0,030 0,026 0,004 0,023 0,000 0,023 0,001 0,017 0023 0,018 0,019 0,023

10% | 0,135 — 0,120 0,234 0,016 0,148 0,037 0,161 0,095 0,274 0,093 0,363
5% | 0,069 — 0,046 0,138 0,003 0,116 0,013 0,103 0,049 0217 0,044 0,313
1% | 0,018 — 0,004 0,039 0,000 0,059 0,001 0,036 0,011 0,133 0,011 0,220

100 B 10% | 0,126 0,147 0,273 0,348 0,047 0,093 0,129 0,201 0,107 0,095 0,112 0,114
5% | 0,070 0,073 0,140 0,186 0,012 0,046 0,033 0,083 0,059 0,056 0,064 0,068

1% | 0,012 0,015 0,024 0,031 0,001 0,007 0,000 0,012 0,011 0,014 0,011 0,017

10% | 0,116 — 0,242 0,333 0,032 0,094 0,117 0212 0,086 0,194 0,087 0,272
5% | 0,064 — 0,143 0,212 0,011 0,056 0,041 0,121 0,050 0,129 0,054 0,214
1% | 0,008 — 0,023 0,052 0,002 0,017 0,002 0,029 0,008 0,064 0,005 0,143

200 10% | 0,112 0,138 0,443 0,446 0,074 0,085 0,223 0,253 0,103 0,088 0,108 0,093
5% | 0,055 0,081 0,251 0,274 0,027 0,045 0,095 0,111 0,048 0,039 0,049 0,040

1% | 0,012 0,020 0,060 0,061 0,003 0,007 0,009 0,016 0,007 0,008 0,008 0,004

Qoo I LA I TIOLOATITIOLOABETIOLNETI

10% | 0,101 — 0,417 0,449 0,056 0,099 0,206 0,290 0,082 0,126 0,083 0,198

5% | 0,061 — 0,251 0,313 0,022 0,055 0,109 0,197 0,043 0,071 0,037 0,129

1% | 0,008 — 0,061 0,099 0,002 0,019 0,012 0,048 0,007 0,018 0,007 0,055

300 G 10% | 0,104 — 0,428 0464 0,063 0,115 0,272 0,349 0,088 0,139 0,086 0,203
5% | 0,047 — 0,286 0,338 0,030 0,059 0,140 0,218 0,042 0,081 0,045 0,135

1% | 0,013 — 0,088 0,118 0,002 0,015 0,033 0,074 0,008 0,023 0,006 0,060

500 G 10% | 0,100 — 0,509 0,532 0,068 0,101 0,389 0,437 0,094 0,111 0,096 0,157
5% | 0,063 — 0,371 0,398 0,025 0,054 0,251 0,309 0,048 0,054 0,047 0,093

G 1% | 0,005 — 0,128 0,150 0,005 0,018 0,056 0,095 0,003 0,014 0,003 0,037
1000G 10% | 0,101 — 0,540 0,546 0,079 0,093 0,550 0,591 0,096 0,098 0,100 0,116
G 5% | 0,053 — 0,426 0,434 0,044 0,052 0,387 0,409 0,054 0,047 0,050 0,056

G 1% | 0,011 — 0,188 0,197 0,006 0,013 0,128 0,151 0,010 0,011 0,009 0,019

mit approximierten Grenzverteilungen geschitzte asymptotische Giite:
10% | 0,163 0,465 0,598 0,598 0,100 0,100 0,799 0,799 0,100 0,100 0,100 0,100
5% | 0,097 0,302 0,479 0,479 0,050 0,050 0,706 0,706 0,050 0,050 0,050 0,050
1% | 0,023 0,106 0,260 0,260 0,010 0,010 0,482 0,482 0,010 0,010 0,010 0,010
Tabelle 16: Relative Verwurfshdufigkeiten bei der Alternativenfolge geméf Proposition 8.51 mit d = 1/3 und

Changepoint 0,5 (¢, /5)-verteilte Zufallsvariablen néhern sich standardnormalverteilten).
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Stichprobenumfingen kein Unterschied bei den Tests mit und ohne Beriicksichti-
gung der Zentriertheit zu entdecken. Anders als bei der Skalenalternative hat hier
der Test mit dem Kern K, die hohere asymptotische Giite als der Test mit dem
Kern K5. Allerdings zeigt der Test mit dem Kern K ein schlechteres asympto-
tisches Verhalten, und erreicht bei n = 1000 gerade erst die Verwurfshaufigkeit
des Tests mit K.

In Tabelle 17 sind die relativen Verwurfshaufigkeiten der Simulation mit der Al-
ternativenfolge geméif Proposition 8.49 mit Changepoint A = 0,3, d = 5 und
9(z) = ppas2(z) + qpp 52 () mit @ = 4,35 und p = 0,05, ¢ = 0,95, b = —0, 2289
und s = 0,06387 wiedergegeben. Die Tests mit den Statistiken |[v/7 T},||cc und
V7 T7?||o scheinen hier eine sehr hohe Giite zu besitzen, besonders letzterer.
Dies zeigt sich auch bei der geschitzten asymptotischen Giite mit den simu-
lierten Grenzverteilungen deutlich. Die Tests mit den Varianzvergleichskernen
scheinen diese Alternative wie erwartet nicht entdecken zu konnen, die Tests mit
den beiden anderen Momentenvergleichskernen finden sie jedoch. Bei dem Kern
fiir die vierten Momente scheint die Asymptotik sehr langsam zu sein. Bei dem
Kern fiir die dritten Momente zeigt sich zum ersten mal bei einem Test mit einer
U-Typ-Statistik ein Vorteil bei Beriicksichtigung der Zentriertheit. Gleiches gilt
fiir den Test mit dem Kern Ky, und auch fiir den mit Kern Kg, welche hier
ebenfalls erstmals auf eine Alternative reagieren. Der Test mit dem Kern K¢ ist
jedoch sehr schwach, nur bei der Version mit Beriicksichtigung der Zentriertheit
ist in den Simulationen eine héhere Giite als das Testniveau sichtbar. Der klas-
sische Test mit dem Kern Ky, besitzt eine etwas hohere asymptotischen Giite
als derjenige mit dem Kern Ky, dies kehrt sich jedoch bei den Versionen mit der
Beriicksichtigung der Zentriertheit um, wobei die Unterschiede natiirlich gering
sind.

Insgesamt lafst sich als Ergebnis der Simulationen folgendes festhalten:

Bei den Tests mit den Statistiken ||\/7Tp|lco und ||v/n 77|, Welche sequentielle
Verteilungsfunktionen vergleichen, ist der Test mit Beriicksichtigung der Zen-
triertheit vorzuziehen, jedenfalls solange der Rechenaufwand fiir die Anwendung
des Bootstrapverfahrens zur Berechnung der kritischen Werte aufgrund eines ho-
hen Stichprobenumfangs der praktischen Durchfiihrung nicht im Wege steht. Ent-
scheidet man sich trotzdem fiir den Test mit der Statistik ||v/7 T} |o, 50 gibt es
jedenfalls bei stetigen Fehlerverteilungen keinen Grund, die kritischen Werte mit
dem Bootstrapverfahren zu berechnen, denn die Tests mit Verwendung der kriti-

schen Werte aus (8.47) iiberzeugten in den Simulationen.
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T/Kern | T T K2 K2 K3 K3 K4 K4 Wx Wx Phi Phi

n krit. W. | klass zentr klass =zentr klass =zentr klass zentr klass =zentr klass zentr

30 B 10% | 0,614 0,451 0,228 0,325 0,052 0,211 0,125 0245 0,268 0,231 0,248 0,266

B 5% | 0,460 0,304 0,156 0,228 0,017 0,139 0,054 0,150 0,177 0,160 0,141 0,183

B 1% | 0,207 0,142 0,051 0,072 0,002 0,029 0,009 0,028 0,063 0,072 0,032 0,079

G 10% | 0,524 — 0,200 0,365 0,037 0312 0,105 0,276 0,189 0,475 0,155 0,698

G 5% | 0,399 — 0,151 0,290 0,012 0,268 0,053 0,215 0,107 0,371 0,079 0,646

G 1% | 0,173 — 0,048 0,160 0,000 0,189 0,005 0,104 0,027 0,231 0,017 0,549

40 B 10% | 0,542 0,380 0,195 0,231 0,031 0,144 0,092 0,154 0,214 0,158 0,202 0,200

B 5% | 0,401 0,239 0,126 0,136 0,007 0,089 0,036 0,082 0,134 0,089 0,115 0,124

B 1% | 0,172 0,074 0,040 0,043 0,002 0,014 0,007 0,014 0,046 0,034 0,027 0,035

G 10% | 0,484 — 0,164 0,246 0,019 0,223 0,071 0,167 0,150 0,362 0,130 0,597

G 5% | 0,347 — 0,116 0,169 0,005 0,156 0,036 0,113 0,083 0,265 0,073 0,538

G 1% | 0,137 — 0,039 0,075 0,001 0,083 0,009 0,039 0022 0,134 0,011 0,432

50 B 10% | 0,522 0,465 0,154 0,177 0,035 0,146 0,080 0,130 0,211 0,145 0,186 0,180

B 5% | 0,376 0,303 0,093 0,107 0,009 0,086 0,036 0,064 0,122 0,081 0,108 0,100

B 1% | 0,161 0,075 0,041 0,034 0,001 0,015 0,007 0,013 0,044 0,025 0,023 0,032

G 10% | 0,485 — 0,136 0,173 0,025 0,267 0,071 0,173 0,151 0,338 0,128 0,511

G 5% | 0,332 — 0,084 0,114 0,007 0,209 0,038 0,126 0,098 0,232 0,057 0,437

G 1% | 0,133 — 0,041 0,051 0,001 0,127 0,005 0,065 0,017 0,097 0,011 0,337

70 B 10% | 0,528 0,576 0,115 0,128 0,048 0,138 0,062 0,101 0,171 0,151 0,143 0,155

B 5% | 0361 0,369 0069 0,074 0,012 0071 0,024 0,044 0,094 0,081 0,085 0,087

B 1% | 0,144 0,114 0,023 0,024 0,000 0,018 0,001 0,010 0,033 0,017 0,020 0,027

G 10% | 0,492 — 0,099 0,130 0,037 0,139 0,054 0,099 0,133 0,244 0,100 0,396

G 5% | 0,328 — 0,063 0,077 0,009 0,080 0,023 0,056 0071 0,169 0,053 0,328

G 1% | 0,129 — 0,024 0,028 0,000 0,034 0,004 0,018 0,020 0,067 0,010 0,233

100 B 10% | 0,504 0,649 0,113 0,112 0,057 0,142 0,058 0,089 0,166 0,150 0,151 0,140

B 5% | 0,371 0,479 0,061 0,057 0,016 0,077 0,025 0,041 0,101 0,086 0,087 0,081

B 1% | 0,148 0,178 0,012 0,013 0,000 0,011 0,003 0,008 0,028 0,017 0,014 0,016

G 10% | 0,485 — 0,096 0,109 0,039 0,138 0,049 0,089 0,134 0,216 0,119 0,356

G 5% | 0,341 — 0,060 0,057 0,015 0,088 0,024 0,060 0,088 0,137 0,060 0,273

G 1% | 0,135 — 0,015 0,018 0,001 0,020 0,003 0,013 0,018 0,044 0,009 0,156

200 B 10% | 0,547 0,778 0,095 0,088 0,083 0,154 0,061 0,105 0,147 0,173 0,123 0,161

B 5% | 0,372 0,630 0,047 0,052 0,028 0,064 0,022 0,051 0,076 0,096 0,053 0,081

B 1% | 0,148 0,311 0,009 0,013 0,001 0,014 0,002 0,007 0,020 0,029 0,015 0,017

G 10% | 0,520 — 0,081 0,088 0,065 0,170 0,055 0,121 0,122 0,214 0,101 0,281

G 5% | 0,356 — 0,043 0,051 0,026 0,091 0,023 0,069 0,062 0,118 0,045 0,185

G 1% | 0,140 — 0,008 0,013 0,001 0,026 0,003 0,016 0,011 0,043 0,007 0,075

300 G 10% | 0,517 — 0,076 0,089 0,074 0,177 0,064 0,112 0,118 0,232 0,105 0,260

G 5% | 0,342 — 0,040 0,049 0,024 0,099 0,023 0,066 0,059 0,137 0,054 0,157

G 1% | 0,150 — 0,000 0,014 0,004 0,029 0,002 0,012 0,011 0,035 0,007 0,055

500 G 10% | 0,534 — 0,097 0,103 0,124 0236 0,110 0,151 0,100 0,269 0,091 0,285

G 5% | 0,371 — 0,048 0,061 0,069 0,128 0,047 0,077 0,053 0,164 0,048 0,171

G 1% | 0,149 — 0,010 0,013 0,017 0,030 0,005 0,020 0,012 0,034 0,014 0,045

1000G 10% | 0,588 — 0,087 0,099 0,178 0,339 0,146 0,190 0,111 0,327 0,091 0,346

G 5% | 0411 — 0,045 0,051 0,090 0,203 0,072 0,100 0,060 0,208 0,052 0,235

G 1% | 0,164 — 0,007 0,005 0,010 0,068 0,009 0,024 0,010 0,075 0,004 0,062
mit approximierten Grenzverteilungen geschitzte asymptotische Giite:

10% | 0,952 0,947 0,100 0,100 0,648 0,954 0,913 0,913 0,124 0,596 0,113 0,695

5% | 0425 0,888 0,050 0,050 0,525 0,914 0,851 0,851 0,066 0,470 0,059 0,576

1% | 0,193 0,673 0,010 0,010 0,287 0,772 0,663 0,663 0,015 0,242 0,013 0,332

Tabelle 17: Relative
Changepoint 0,3 und der im Text beschriebenen unsymmetrischen Dichte g.

Verwurfshéufigkeiten bei der Alternativenfolge geméff Proposition 8.49 mit d =
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Vergleicht man diese beiden Tests mit den Tests welche die U-Typ-Statistiken
|v/n7|lee und ||v/n 72|l verwenden, so zeigt sich einerseits, dass diese Tests
den beiden erstgenannten iiberlegen sein konnen, wie zum Beispiel im Fall der
Skalenalternative und dem Varianzvergleichskern oben gesehen wurde. Anderer-
seits muf ein solcher Test eine Situation unter der Alternative nicht zwangs-
laufig erkennen koénnen, wie oben in Tabelle 17 fiir den Varianzvergleichskern
sichtbar wurde. Dagegen erkennen die beiden Tests welche auf der Differenz der
sequentiellen empirischen Verteilungsfunktionen beruhen bei hinreichend grofen
Stichprobenumfang jede Alternative, wie man leicht mit dem starken Gesetz der
grofsen Zahlen iiberlegt. Bei den U-Typ-Statistiken bleibt weiter festzuhalten,
dass sich hier durch die Beriicksichtigung der Zentriertheit hiufig keine Verbesse-
rung der Testgiite zeigen wird, obwohl dies in manchen Situationen durchaus der
Fall sein kein. Allerdings kann hier bei der Verwendung der Statistik [|\/n 77 ||
die Asymptotik deutlich verschlechtert sein, so dass der darauf basierende Test
das Testniveau erst bei grofem Stichprobenumfang einhéalt. Dem kann durch die
Verwendung von kritischen Werten, welche mittels Bootstrapverfahren erzeugt

wurden, begegnet werden.
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Es folgen auf den néchsten Seiten die R-Programme, mit denen relative Ver-
wurfshaufigkeiten, kritische Werte und asymptotische Testgiiten wie oben in
den Tabellen gezeigt simuliert werden konnen.

##HHHHHHHHHE Bestimmung der relativen Verwurfsh&ufigkeiten mit simulierten Daten #############

 Produktion der Residuen einer ARMA(1,1)-Reihe ###t##iHitsi#it ittt ###

arma <- function( e, x0, rho, theta){
# Produziert eine ARMA(1,1)-Reihe der Liange n gemédf
# X(i) = rho*X(i-1) + e(i) + theta*e(i-1)
# mit Startwert x0 und Fehlervektor e der Lénge n.
n <- length( e)
x <- numeric( n)
x[ 1] <- x0
for( i in 2:( n)){
x[ i] <- rho * x[ i-1] + theta * e[ i-1] + e[ il

residuen <- function( x, eOdach, rhodach, thetadach){
# Produziert ARMA(1,1)-Residuen edach aus der Zeitreihe x
# mit den geschdtzten Parametern rhodach und thetadach
# zum Startwert eOdach.
n <- length( x)
edach <- numeric( n)
edach[ 1] <- eOdach
for( i in 2:n){
edach[ i] <- x[ i] - rhodach * x[ i-1] - thetadach * edach[ i-1]
}
edach

gamma <- function( x, p){
# Eine Hilfsfunktion zur Konstruktion des Yule-Walker-Schétzers in yulewalker.
n <- length( x)
gamma <- numeric( p)
xquer <- mean( x)
for(i in ( 1:p)){
gammal[ i] <- sum( ( { x}[ -{ ( n-i+1):n}] - xquer)*( { x}[ -{ 1:i}] - xquer))/n
}

gamma <- ¢( sum( ( x - xquer)*( x - xquer))/n, gamma)

gamma

yulewalker <- function( x, p){
# Es werden die Yule-Walker-Schidtzer fiir die Autoregressionskoeffizienten
# der als AR(p)-Reihe angenommen Zeitreihe x berechnet,

# von welchen die ersten beiden als Schitzwerte fiir die entsprechenden
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# Autoregressionskoeffizienten einer AR(unendlich)-Reihe
# angenommen werden, aus welchen dann die beiden Koeffizienten
# rho und theta einer entsprechenden ARMA(1,1)-Reihe berechnet werden.
# Vgl. Kreiff und Neuhaus (2006), Beispiel 10.21.
gamma <- gamma( x, p)
Gamma <- matrix( nrow= p, ncol= p)
for (i in 1:p){

for (j in 1:p){

Gammal[ i, j] <- gammal abs( i - j) +1]

}

alpha <- -solve( Gamma, gamma[-1])
thetadach <- - alphal 2]/alphal 1]
rhodach <- -( thetadach + alphal 1])

c( rhodach= rhodach, thetadach= thetadach)

Res <- function( e, x0, rho, theta, p= trunc( log( length( e)-1, 10)+2)){
# Kompakte Funktion zur Erzeugung der Residuen mit den obigen Yule-Walker-Schétzern.
# Als eOdach wird O gewdhlt (wie bei Bai (1994)).
# Das [ -1] in der letzten Zeile dient dazu, eOdach zu entfernen.
x <- arma( e, x0, rho, theta)
schaetzer <- yulewalker( x, p)
rhodach <- schaetzer[ "rhodach"]
thetadach <- schaetzer[ "thetadach"]

residuen( x, eOdach= 0, rhodach, thetadach)[ -1]

# Lagrangemultiplikatoren fiir die zentrierten Tests ###

1t <- function( daten){
# Eingabe: Datenvektor, zu dem der Lagrangemultiplikator fiir die Gewichte
# der zentrierten Verteilungensfunktion berechnet werden soll.

# Ausgabe: Lagrangemultiplikator t_n.

mind <- min( daten)
maxd <- max( daten)
links <- ( 1/length( daten) - 1) / maxd
rechts <- ( 1/length( daten) - 1) / mind

if( maxd > 0 & mind < 0 ){
f.links <- sum( daten/( 1 + datenxlinks ))
f.rechts <- sum( daten/( 1 + daten*rechts))
if( sign( f.links) == sign( f.rechts)){
fehl <- -1
t_n <- 0 # Nimm F_n, weil Rechengenauigkeit nicht ausreichte.
}Yelseq{
fehl <- 0
t_n <- uniroot( function(x){sum( daten/(1+daten*x))},

lower= links, upper= rechts,
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f.lower= f.links, f.upper= f.rechts)$root
}
Yelse{
fehl <- 1

t_n <- 0 # Verwende F_n, wenn zentriert nicht geht.

tvek <- function( daten){
# Liefert den Vektor der Lagrangemultiplikatoren t_nk fiir k =1, ..., n-1
# zu dem Datenvektor daten.
# Ausgabe: Vektor mit Lagrangemultiplikatoren,
n <- length( daten)
tvektor <- numeric( n-1)
for( i in 1:(length( daten) - 1)){

tvektor[i] <- 1t( daten[1:i])

tvektor

# Hilfsfunktionen zur Berechnung der Teststatistiken ############H#HHHHH#HY

kvek <- function( n){
# Dient zur Erzeugung des Hilfsvektors kvektor.

kvektor <- numeric( nx( n-1)/2 - 1)
a<-1
for(i in 1:( n-1)){
kvektor[ a:( a+tn-i-1)] <- i:( n-1)
a <- atn-i

kvektor

klasskoeffm <- function( n){

# Erzeugt die Koeffizientenmatrix fiir den klassischen Test mit T_n"klass.
kvektor <- kvek( n)

klasskoeff <- matrix(0, nrow= n-1, ncol= n)

klasskoeff[lower.tri( klasskoeff, T)] <- (n - kvektor)

klasskoeff [upper.tri( klasskoeff, F)] <- -rev( n - kvektor)

klasskoeff
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Berechnung der Teststatistiken

TStat <- function( daten, klass= TRUE, zentr= TRUE,
klasskoeff= NULL, kvektor= NULL, tvektor= NULL, uvektor= NULL){
Ubergib die Daten.
Man kann die Teststatistiken an- und abbestellen,
indem man klass und zentr auf TRUE und FALSE setzt.

Die optionale Ubergabe der Koeffizientemmatrix und der Vektoren beschleunigt das ganze,

H B O H O

wenn die fiir eine Simulation nicht immer wieder neu berechnet werden sollen.

n <- length( daten)
# Eventuell ndtiges Erzeugen des Koeffizientenvektors.
if( is.null( kvektor)){ kvektor <- kvek( n)}

# Erzeugen der Indikatormatrix indi.
indi <- outer( daten, daten, FUN= "<=")

# Berechnen der klassischen Teststatistik n~(3/2)*||T_n"klass]|]|.
Tklass <- NULL
if( klass == TRUE){

# Eventuell noétiges Erzeugen der Koeffizientemmatrix.

if( is.null( klasskoeff)){ klasskoeff <- klasskoeffm( n)}

# Berechnen von n~(3/2)*||T_n"klass]||.

Tklass <- max( abs( klasskoeff %*% indi))

# Berechnen der zentrierten Teststatistik n~(3/2)*|[|T_n~z||.
Tzentr <- NULL
if ( zentr == TRUE){
# Eventuell ndétiges Erzeugen des Koeffizientenvektors und der Lagrangemultiplikatoren.
if( is.null( tvektor) | is.null( uvektor)){
tvektor <- tvek( daten)
uvektor <- tvek( rev( daten))

# Erzeugen der Koeffizientemmatrix koeff fiir die Teststatistik T_n"z.

koeff <- matrix(0, nrow= n-1, ncol= n)

A <- ( n - kvektor) / (1 + tvektor[ kvektor ]*rep( daten[-n], times= (n-1):1))
B <- rev( n - kvektor) / (1 + uvektor[rev( kvektor)]+*rep( daten[-1], times= 1:(n-1)))
koeff[lower.tri( koeff, T)] <- A

koeff [upper.tri( koeff, F)] <- -B

# Berechnen von n~(3/2)*||T_n"z]|]|.
Tzentr <- max( abs( koeff %*J indi))

# Riickgabe von n~(3/2)*T_n"klass und n~(3/2)*T_n"z, je nach Bestellung.

c( klass= Tklass, zentr= Tzentr)

Kernwerte <- function( daten, kerne){
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# Berechnen einer Tabelle, die alle Werte K( e_i, e_j) fiir i, j= 1, ..., n enthdlt
# (wobei ( e_1, ..., e_n) = daten ist).

# Gespeichert werden die in einem Array, wobei die Zeilen den Kernen entsprechen.

n <- length( daten)

# Falls kerne nur eine einzelne Funktion ist, mach eine Liste daraus,
# die diese Funktion enthdlt, und gib dem einzelnen Kern einen Namen.
if( is.function( kerne)){

name <- c( deparse( substitute( kerne)))

kerne <- c( kerne)

names( kerne) <- namel[1]

¥

# Falls die Kerne keine Namen haben, gib ihnen welche.

if( is.null( names( kerne))){ names( kerne) <- paste( "Kern", 1l:length( kerne), sep= "")}
# Berechnen der genannten Tabelle, die alle Werte K( e_i, e_j) fir i, j= 1, ..., n enthidlt.

Kernwerttabelle <- array( dim= c( length( kerne), n, n),
dimnames= list( kern= names( kerne), NULL, NULL))
for( kern in names( kerme)){
Kernwerttabelle[ kern,,] <- outer( daten, daten, FUN= kerne[[ kern]])
}

Kernwerttabelle

rStat <- function( daten, kerne, klass= TRUE, zentr= TRUE,
tvektor= NULL, uvektor= NULL, Kernwerttabelle= NULL){
Ubergib die Daten und einen Vektor mit den Kernen.
Man kann die Teststatistiken an- und abbestellen, indem man
klass und zentr auf TRUE und FALSE setzt.
Optionale {lbergabe der Vektoren mit den Lagrangemultiplikatoren zur Beschleunigung,

wenn die dadurch fiir eine Simulation nicht mehrmals berechnet werden miissen.

H H F B B W

Gleiches gilt fiir die Ubergabe der "Kernwerttabelle".

<- length( daten)
Diese Zeilen bereiten eventuell die Liste mit den Kernen auf.

Steht zwar genauso in der Funktion Kernwerttablle, mufl hier aber auch stehen,

* H ¥ B

falls man den Test, der diese Statistik verwendet, manuell aufruft.
if( is.function( kerne))q{
name <- c( deparse( substitute( kerne)))
kerne <- c( kerne)
names( kerne) <- namel[1]
¥
if( is.null( names( kerne))){ names( kerne) <- paste( "Kern", 1l:length( kerne), sep= "")}

# eventuell ndtiges Erzeugen der Vektoren der Lagrangemultiplikatoren.
if( zentr == TRUE){
if( is.null( tvektor) | is.null( uvektor)){
tvektor <- tvek( daten)
uvektor <- tvek( rev( daten))

# Berechnen einer Tabelle, die alle Werte K( e_i, e_j) fiir i, j= 1, ..., n enthdlt
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# (wobei ( e_1, ..., e_n) = daten ist).
# Gespeichert werden die in einem Array, wobei die Zeilen den Kernen entsprechen.
if( is.null( Kernwerttabelle)){

Kernwerttabelle <- Kernwerte( daten, kerne)

# Berechnen einer Tabelle mit einer Spalte fiir jeden Kern, wo in jeder Zeile die
# Werte der U-Typ-Statistik n~(3/2)*r_n"klass(k/n) beziehungsweise n~(3/2)*r_n"~z(k/n)
# gespeichert sind, k ist die Zeilennummer.
if( klass == TRUE){
UVektorklass <- matrix( nrow= n-1, ncol= ( length( kerne)),
dimnames= list( NULL, names( kerne)))
}
if ( zentr == TRUE){
UVektorzentr <- matrix( nrow= n-1, ncol= ( length( kerne)),
dimnames= list( NULL, names( kerne)))
¥
for( i in 1:( n-1)){
Kernwerte_teil <- array( Kernwerttabelle[ ,1:i, (i+1):mn],
dim= c( length( kerne), i, n-i))
if( klass == TRUE){
UVektorklass[ i, ] <- apply( Kernwerte_teil, 1, sum)
}
if( zentr == TRUE){
Gewichtskorrtabelle <- outer( 1/( 1 + tvektor[ i] * daten[ 1:i]),
1/( 1 + uvektor[ n-i] * daten[ (i+1):n]),
FUN= "%")
Kernwerte_teil <- array( as.vector( Kernwerte_teil)*
rep( as.vector( Gewichtskorrtabelle),
each= length( kerne)),
dim= c( length( kerne), i, n - i))
UVektorzentr[ i, ] <- apply( Kernwerte_teil, 1, sum)

# Berechen der Statistiken n~(3/2)*||r_n"klass|| respektive n~(3/2)*||r_n"~z]|]|.
rklass <- NULL
if( klass == TRUE){
rklass <- apply( UVektorklass, 2, function( x){ max( abs( x))})
¥
rzentr <- NULL
if( zentr == TRUE){
rzentr <- apply( UVektorzentr, 2, function( x){ max( abs( x))})

# Ausgabe einer Tabelle mit den Werten von n~(3/2)*||r_n~klass|| und n~(3/2)*||r_n~z|],
# je nach Bestellung, die Spalten entsprechen den Kernen,

# die Zeilen "klass" beziehungsweise "zentr".

rbind( klass= rklass, zentr= rzentr)

Stat <- function( daten, kerne= NULL, TStat= TRUE, rStat= !is.null( kerne),
klass= TRUE, zentr= TRUE, klasskoeff= NULL, kvektor= NULL,
tvektor= NULL, uvektor= NULL, Kernwerttabelle= NULL){
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# Gibt eine Tabelle mit den ganzen Teststatistiken zuriick,

# ab hier um den Faktor n~(3/2) korrigiert.

# Zuerst einem eventuell einzelnen Kern einen Namen geben.
if ( 'is.null( kerne))q{
if( is.function( kerne)){
name <- c( deparse( substitute( kerne)))
kerne <- c( kerne)
names( kerne) <- name[1]

}
n <- length( daten)
# Statistik die auf sequentiellen empirischen Verteilungsfunktionen beruht
TStatistik <- NULL
if( TStat == TRUE){
TStatistik <- TStat( daten, klass, zentr, klasskoeff, kvektor, tvektor, uvektor)
}
# U-Typ-Statistik
rStatistik <- NULL
if ( rStat == TRUE){
rStatistik <- rStat( daten, kerne, klass, zentr, tvektor, uvektor, Kernwerttabelle)

# Riickgabe der um den Faktor n~(3/2) korrigierten Statistiken.
cbind( T= TStatistik, r= rStatistik) / ( sqrt( n) * n)

Berechnung der kritischen Werte

BBQuantile <- function( niveau= c( .10, .05, .01)){
# Quantilfunktion zum Maximum vom Betrag einer Brownschen Briicke (Kolmogorovverteilung).
# Gibt zu den Werten in niveau passende Quantile zuriick
# oder NA wenn die Quantile nicht in der Tabelle sind.
BB <- function( x){
PWerte <- c( .10, .05, .01)
QWerte <- c( 1.22, 1.36, 1.63)
Quantil <- QWerte[ PWerte == x]
if( length( Quantil) == 1){ Quantill}else{ NA}
¥
BBV <- Vectorize( BB)
BBV( niveau)

TklassQuantile <- function( niveau= c( .10, .05, .01), n= Inf){
# Quantilfunktion von sqrt( n)#*||T_n"klass]|]|.
# n ist der Stichprobenumfang, fiir n=Inf wird der groéfite gewdhlt.
# Das n darf nur eine einzelne Zahl sein, niveau kann ein Vektor sein.
Tk <- function( x, n){
TkMat <- cbind( c( .832, .664, .759),
c( .671, .716, .805),
c( .694, .742, .852),
c( .712, .759, .874),
c( .710, .775, .888),
c( .724, .785, .902),
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}

c( .736, .795, .912),

¢( .750, .810, .930),

c( .756, .816, .938),

c( .762, .823, .945),

c( .768, .829, .951))
TkMatRow <- c( .10, .05, .01)
TkMatCol <- c( 10, 20, 30, 40, 50, 70, 100, 200, 300, 500, 1000)
dimnames( TkMat) <- list( TkMatRow, TkMatCol)
if( n== Inf){ n <- max( TkMatCol)}
Quantil <- TkMat[ TkMatRow == x, TkMatCol == n]
if( length( Quantil) == 1){ Quantil}else{ NA}

TkV <- Vectorize( Tk)
if( length( n) == 1){ TkV( niveau, n)}else{ NA}

kW <-

H H HF B K ¥ K O B OHE B R

#

function( daten, kerne= NULL, TStat= TRUE, rStat= !is.null( kerne),

klass= TRUE, zentr= TRUE, niveau= c( .10, .05, .01),

adjustiert= TRUE, t_n= NULL, pvektor= NULL, Kernwerttabelle= NULL){
Berechnen von kritischen Werten fiir die Teststatistiken,
OHNE die Verwendung von Bootstrapverfahren.
Fir sqrt(n)*||T_n"klass|| sind dies einfach die Quantile des Maximums des Betrages einer
zweidimensionalen Brownschen Briicke, was der Grenzverteilung von sqrt(n)*||T_n"klass]| |
fiir n gegen unendlich entspricht (werden durch TklassQuantile bereitgestellt und sind
nicht wirklich die Quantile der Grenzverteilung, die sind mir nicht bekannt).
Mit adjustiert= TRUE kann man fiir diesen Test mit sqrt(n)||T_n"klasss|| an den
Stichprobenumfang angepasste kritsche Werte bestellen (da sqrt(n)#*||T_n"klass]||
im iid-Fall verteilungsfrei ist).
Fir T_n~z gibt es keine, fiir die wird immer NA zuriickgegeben.
Fir r_n"klass und r_n"z wird der Vorfaktor von der Brownschen Briicke in der

Grenzverteilung geschdtzt, und damit kritsche Werte berechnet.

Zundchst die Kerne benennen, falls noch nicht geschehen.

if( is.function( kerne)){

name <- c( deparse( substitute( kerne)))
kerne <- c( kerne)

names( kerne) <- namel[1]

¥
if( is.null( names( kerne))){ names( kerne) <- paste( "Kern", 1l:length( kerne), sep= "")}
# Berechnen der kritischen Werte fiir T_n"klass und T_n"z.

kWTklass <- NULL
kWTzentr <- NULL
if( TStat == TRUE){

if( klass == TRUE){
if( adjustiert == TRUE){
N <- length( daten)

Yelseq{
N <- Inf
}
kWTklass <- TklassQuantile( niveau= niveau, n= N)
}
if( zentr == TRUE){

kWTzentr <- rep( NA, times= length( niveau))
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}
# Berechnen der kritischen Werte fiir r_n"klass und r_n"z.
rkW <- NULL

if ( rStat == TRUE){
n <- length( daten)
# Berechnen der Kernwerttabelle, falls nicht vorhanden.
if( is.null( Kernwerttabelle)){
Kernwerttabelle <- Kernwerte( daten , kerne)
}
# Berechnen des Vorfaktors der Brownschen Briicke der Grenzfunktion
# von der klassischen Teststatistik.
VFklass <- NULL
if( klass == TRUE){
EKele2Ke2e3klass <- apply( Kernwerttabelle, 1,
function( x){ -sum( x %*% x)}) / (n*n*n)
VFklass <- sqrt( abs( EKele2Ke2e3klass))
}
# Berechnen des Vorfaktors der Brownschen Briicke der Grenzfunktion
# von der zentrierten Teststatistik.
VFzentr <- NULL
if( zentr == TRUE){
# Falls noch ndtig berechnen des Vektors mit den Gewichten.
if( is.null( pvektor)){
if( is.null( t_n)){ t_n <- 1t( daten)}
pvektor <- 1/( n * ( 1 + t_n * daten))
¥
sigmaquadr <- sum( pvektor * daten * daten)
EKele2Ke2e3zentr <- apply( Kernwerttabelle, 1,
function( x, y, m){
-sum( ( y*x) %*% (y*x*rep( y, each=m)))
3,
y= pvektor, m= n)
EelKele2zentr <- apply( Kernwerttabelle, 1,
function(x, d, y, m){
sum(d %*% (y*x*rep( y, each=m)))
3,
d= daten, y= pvektor, m= n)
VFzentr <- sqrt( abs( EKele2Ke2e3zentr - EelKele2zentr*EelKele2zentr / sigmaquadr))
}
VF <- rbind( klass= VFklass, zentr= VFzentr)
# Berechnen der kritischen Werte.
rkW <- outer( BBQuantile( niveau), as.vector( VF), "x")
colnames( rkW) <- paste( rep( colnames( VF), each= nrow( VF)),
rep( rownames( VF), times= ncol( VF)),
sep=".")
}
kritW <- cbind( T.klass= kWTklass, T.zentr= kWTzentr, rkW)
rownames (kritW) <- paste( "asymptot.", prettyNum( niveau*100), "%", sep= "")

kritW

bootvar <- function( daten, bootstrapumfang, zentr= !(is.null( pvektor) & is.null( t_n)),
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pvektor= NULL, t_n= NULL){
Erzeugen von Bootstrapdaten.
Ausgabe in Form einer Matrix mit einer der Vektorlédngen von daten entsprechenden Anzahl
von Zeilen und mit soviel Spalten wie in bootstrapumfang angegeben (Anzahl der
Bootstrapwiederholungen) .
Die Daten werden einfach resampelt (nach F_n), falls zentr= FALSE,
und zentriert resampelt (nach F_n"z), falls zentr= TRUE.
Optional kann im Fall zentr= TRUE der Lagrangemultiplikator t_n oder
der Vektor pvektor mit den Gewichten fiir die Elemente von daten iibergeben werden,

H H B OH O K OH B Ok

um es nicht neu berechnen zu miissen.

n <- length( daten)
if( zentr == FALSE){
pvektor <- NULL
Yelseq
if( is.null( pvektor)){
if( is.null( t_n)){
t_n <- 1t( daten)
¥
pvektor <- 1/( n * (1 + t_nxdaten))

}

matrix( sample( daten, size= n*bootstrapumfang, replace= TRUE, prob= pvektor), nrow= n)

bootkW <- function( daten, kerne= NULL, TStat= TRUE, rStat= !is.null( kerne), klass= TRUE,
zentr= !is.null( pvektor), niveau= c( .10, .05, .01), bootstrapumfang= 1000,
kvektor= NULL, klasskoeff= NULL, pvektor= NULL, t_n= NULL){
# Erzeugen von kritischen Werten mittels Bootstrapverfahren.
# Moglich bei allen betrachteten Tests.

Optionale {bergabe schon bekannter Gréfen wie gehabt.

ﬁberprﬁfen, wie viele Teststatistiken (klass oder zentr getrennt) berechnet werden,
weil im Fall nur einer Statistik spdter die Ausgabe einer Funktion ein Vektor

und keine Matrix ist, und deshalb keine Dimensionen hat, die miissen explizit

H H* HF W

zugewiesen werden um apply anwenden zu koénnen.
if( rStat == FALSE | ( TStat == FALSE & length( kerne) == 1)){
nurEine <- TRUE # nur eine klassische oder zentrierte Statistik wird berechnet
if( rStat == TRUE){
StatName <- if( is.null( names( kerne))){ "r"}else{ names( kerne)}
}else{
StatName <- "T"
}
Yelse{
nurEine <- FALSE # mehrere klassische oder mehrere zentrierte Statistiken
¥
# Erzeugen von kritischen Werten mittels Bootstrapverfahren, klassische Tests.
bootklasskW <- NULL
if( klass == TRUE){
#Eventuell ndtiges Erzeugen der Matrix klasskoeff.
if( TStat == TRUE){
n <- length( daten)
if( is.null( kvektor)){ kvektor <- kvek( n)}
if( is.null( klasskoeff)){ klasskoeff <- klasskoeffm( n)}
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}
# Erzeugen von identisch gewichteten Bootstrapdaten.
Bootstrapdaten <- bootvar( daten, bootstrapumfang, zentr= FALSE)
# Berechnet eine Tabelle mit den Statistiken der klassischen Tests.
# Zeilen: die unterschiedlichen Tests, Spalten: die Bootstrapwiederholungen.
BootstrapStatistiken <- apply( Bootstrapdaten, 2,
function(x) Stat( x, kerne= kerne, TStat= TStat,
rStat= rStat, klass= TRUE,
zentr= FALSE, klasskoeff= klasskoeff,
kvektor= kvektor, tvektor= NULL,
uvektor= NULL,
Kernwerttabelle= NULL)[1,])
# Transponieren, wenn nur eine Statistik berechnet wird
if ( nurEine){
BootstrapStatistiken <- t( BootstrapStatistiken)
rownames( BootstrapStatistiken) <- StatName
}
# Berechnen der Quantile.
bootklasskW <- apply( BootstrapStatistiken, 1,
function( x) quantile( x, probs= niveau, type= 1))
colnames( bootklasskW) <- paste( colnames( bootklasskW), "klass", sep= ".")
}
# Erzeugen von kritischen Werten mittels Bootstrapverfahren, zentrierte Tests.
bootzentrkW <- NULL
if( zentr == TRUE){
# Eventuell nétiges Erzeugen des Vektors kvektor.
if( TStat == TRUE & is.null( kvektor)){ kvektor <- kvek( n)}
# Erzeugen von zentriert gewichteten Bootstrapdaten.
if( is.null( pvektor)){
if( is.null( t_n)){
t_n <- 1t( daten)
}
pvektor <- 1/( n* (1 + t_n*daten))
}
Bootstrapdaten <- bootvar( daten, bootstrapumfang, zentr= TRUE, pvektor)
# Berechnet eine Tabelle mit den Statistiken der zentrierten Tests.
# Zeilen: die unterschiedlichen Tests, Spalten: die Bootstrapwiederholungen.
BootstrapStatistiken <- apply( Bootstrapdaten, 2,
function(x) Stat( x, kerne= kerne,
TStat= TStat, rStat= rStat,
klass= FALSE, zentr= TRUE,
klasskoeff= NULL, kvektor= kvektor,
tvektor= NULL, uvektor= NULL,
Kernwerttabelle= NULL)[1,])
# Transponieren, wenn nur eine Statistik berechnet wird.
if ( nurEine){
BootstrapStatistiken <- t( BootstrapStatistiken)
rownames( BootstrapStatistiken) <- StatName
}
# Berechnen der Quantile.
bootzentrkW <- apply( BootstrapStatistiken, 1,
function( x) quantile( x, probs= niveau, type= 1))

colnames( bootzentrkW) <- paste( colnames( bootzentrkW), "zentr", sep= ".")
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kritW <- matrix( rbind( bootklasskW, bootzentrkW), nrow= length( niveau))
colnames( kritW) <- as.vector(rbind( colnames( bootklasskW), colnames( bootzentrkW)))

rownames( kritW) <- paste( "Bootstrap", prettyNum( niveau*100), "%", sep= "")

kritW

t Ausfilhren der Tests (verwerfen oder nicht verwerfen)

Tests <- function( daten, kerne= NULL, TStat= TRUE, rStat= !is.null( kerne),
klass= TRUE, zentr= TRUE, asymptotisch= TRUE, Bootstrap= TRUE,
bootstrapumfang= 1000, adjustiert= TRUE, niveau= c( .10, .05, .01),
kvektor= NULL, klasskoeff= NULL){
Durchfiihrung der gewiinschten Tests.
Der Vektor daten enthdlt die Daten (Residuen aus dem ARMA-Modell oder iid).
In kerne sind die bei den U-Typ-Statistiken gewiinschten Kerne in einem Vektor respektive
einer Liste zu iibergeben.
TStat= TRUE bestellt den auf sequentiellen Verteilungsfunktioenen beruhenden Omnibustest,
r3tat= TRUE die auf U-Typ-Statistiken beruhenden Tests entsprechend der gewiinschten Kerne.
Mit klass= TRUE und zentr= TRUE werden die Tests ohne und mit expliziter Beriicksichtigung
der Zentriertheit angefordert.
Mit asymtotisch= TRUE werden, falls mdglich, kritische Werte ohne Bootstrap berechnet,
mit Bootstrap= TRUE werden kritische Werte mit Bootstrapverfahren erzeugt, was bei
grofiem Stichprobenumfang lange dauern kann.
Die Anzahl der Wiederholungen in bootstrapumfang sollte nicht unter 1000 liegen.
Beim klassischen Test mit der TStat-Statistik kann bei den ohne Bootstrap erzeugten
kritischen Werten durch adjustiert= TRUE die Verwendung von an den Stichprobenumfang

angepassten kritischen Werte veranlasst werden.
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Falls schon berechnet, kdnnen zur Zeitersparnis kvektor und klasskoeff iibergeben werden.

# Berechnen der Vektoren mit den Lagrangevektoren.
tvektor <- NULL
uvektor <- NULL
if( zentr == TRUE){
tvektor <- tvek( daten)
uvektor <- tvek( rev( daten))
if( rStat == TRUE){
t_n <- 1t( daten)
pvektor <- 1/( n * (1 + t_nxdaten))

# Eventuell notwendiges Erzeugen des Vektors kvek und der Matrix klasskoeff.
n <- length( daten)
if ( TStat == TRUE){
if( is.null( kvektor)){ kvektor <- kvek( n)}
if( klass == TRUE & is.null( klasskoeff)){
klasskoeff <- klasskoeffm( n)

Kernwerttabelle<- NULL
# Falls U-Typ-Statistik-Tests gewlinscht sind, wird hier

# die Tabelle mit den Kernwerten berechnet.
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if( rStat == TRUE){
# Bereite zundchst die Liste der Kerne auf.
if( is.function( kerme)){
name <- c( deparse( substitute( kerne)))
kerne <- c¢( kerne)

names( kerne) <- name[1]

}
if( is.null( names( kerne))){
names( kerne) <- paste( "Kern", 1:length( kerne), sep= "")
}
if( any( names( kerne) == "T") & TStat == TRUE){ stop( "Es darf kein Kern T heifien.")}

# Berechne die Kernwerte.

Kernwerttabelle <- Kernwerte( daten, kerne)

# Berechnen der Teststatistiken.

Teststatistiken <- as.vector( Stat( daten, kerne= kerne, TStat= TStat, rStat= rStat,
klass= klass, zentr= zentr, klasskoeff= klasskoeff,
kvektor= kvektor, tvektor= tvektor, uvektor= uvektor,

Kernwerttabelle= Kernwerttabelle))

# Berechnen der kritischen Werte.
asykritW <- NULL
if( asymptotisch == TRUE){
asykritW <- kW( daten, kerne= kerne, TStat= TStat, rStat= rStat,
klass= klass, zentr= zentr, niveau= niveau, adjustiert= adjustiert,
t_n= t_n, pvektor= pvektor, Kernwerttabelle= Kernwerttabelle)
¥
bootkritW <- NULL
if( Bootstrap == TRUE){
bootkritW <- bootkW( daten, kerne= kerne, TStat= TStat, rStat= rStat,
klass= klass, zentr= zentr, niveau= niveau,
bootstrapumfang= bootstrapumfang, kvektor= kvektor,
klasskoeff= klasskoeff, pvektor= pvektor, t_n= t_n)
¥
kritW <- rbind( bootkritW, asykritW)

# Durchfiihren der Tests.

TestStat <- matrix( rep( Teststatistiken, each= nrow( kritW)), nrow= nrow( kritW))
dimnames( TestStat) <- dimnames( kritW)

verwerfen <- TestStat >= kritW

verwerfen

Bestimmung des Anteils der Verwiirfe der Tests

relativeverwuerfe <- function( Datemmatrix, bootstrapwiederholungen= 1000){
# Gibt die relative Anzahl der Verwiirfe der Hypothese an.
# Datenmatrix ist Matrix mit den Beobachtungen der iid-Fehlervariablen oder der Residuen,
# die Anzahl der Zeilen ist gleich dem Stichprobenumfang,
# die Anzahl der Spalten ist gleich der Anzahl der Wiederholungen der Tests.

n <- nrow( Datenmatrix) # n = Stichprobenumfang
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klass

zentr

TStat
rStat

adjust

asympt
Bootst

niveau

Varker
M3kern
Md4kern
Wxkern
Phkern
kerne

kvekto

<- TRUE

<- TRUE
<- TRUE
<- TRUE

iert <- TRUE

otisch <- TRUE
rap <- n <= 200

<- c( .10, .05,

n <- function( x,
<- function( x,
<- function( x,
<- function( x,

<- function( x,

# klassische Tests

# zentrierte Tests

# Tests mit der zentrierten sequentiellen Verteilungsfunktion

# Tests mit den U-Typ-Statistiken, Kerne siehe unten

# asymptotische kritische Werte fiir sqrt(n)x||T_n"klass]||

# an Stichprobenumfang adjustieren

# Tests mit ohne Bootstrap bestimmten kritischen Werten

# Bootstraptests, dauern sehr lang bei grofiem Stichprobenumfang

.01) #Testniveaus

Y xxx - y*y)

¥)C xkxkx - yhy*y)
y)( XEXKXKX - y*y*y*y)
) Cx>y)- ( x<y))
y) ( 2*%pnorm( x-y) - 1)

<- ¢( M2= Varkern, M3= M3kern, M4= Md4kern, Wx= Wxkern, Ph= Phkern)

r <- kvek( n)

klasskoeff <- klasskoeffm( n)

Testergebnisse <- apply( Datenmatrix, 2,

function(x) Tests( x, kerne= kerne, TStat= TStat, rStat= rStat,
klass= klass, zentr= zentr,
asymptotisch= asymptotisch,
Bootstrap= Bootstrap,
bootstrapumfang= bootstrapwiederholungen,
adjustiert= adjustiert, niveau= niveau,
kvektor= kvektor, klasskoeff= klasskoeff))

Ergebnis <- rowMeans( Testergebnisse)

Ergebnis <- matrix( Ergebnis, nrow= length( niveau)*( asymptotisch + Bootstrap))

rownam

pa

colnam
pa

es( Ergebnis) <-
ste(
rep(

c( if( Bootstrap){ "Bootstrap"},

if( asymptotisch){ "asymptot."}),

each= length( niveau)),

prettyNum( niveaux100), "4", sep= "")

es( Ergebnis) <-
ste(
rep(

c( if( TStat){ "T"},
if ( rStat){

if( is.function( kerne)){

name <- c( deparse( substitute( kerne)))
kerne <- c( kerne)

names( kerne) <- name[1]
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if ( is.null( names( kerne))){
names( kerne) <- paste( "Kern", 1l:length( kerne), sep= "")
}

names ( kerne)

b,

each= ( klass + zentr)),
c( if( klass){ "klass"}, if( zentr){ "zentr"}),

sep=" D)

Ergebnis

# Simulation zu verschiedenen Stichprobenumféngen ############HHFHHHHH#HH

nvek <- c( 10, 20, 30, 40, 50, 100, 200, 300, 500, 1000)

tau <- 1 # kein Changepoint: tau= 1

rho <- .5

theta <- .3

wiederholungen <- 1000

bootstrapwiederholungen <- 1000

Verteilungl <- function(n){ rnorm( n) }

Verteilung2 <- function(n, m){
p <- 1/20; q <- 1-p; a <- 4.35; b <- -p/q*a; s <- sqrt( 1 - p*a*a - gq*b*b); d <- 5
mvek <- sample( x= c¢( 0, a, b), size= n, replace=TRUE ,

prob= c( 1 - d/sqrt( m) , p*d/sqrt( m), q*d/sqrt( m)))

rnorm( n)*( 1 + (s-1)*(!mvek==0) ) + mvek

for( n in nvek)q{
PrAnE (Mmoo o m oo o ")
print(paste( "n= " , n, sep=""))
Fehlerfolge <- function(){ c( Verteilungli( n= 1 + trunc( n* tauw)),
Verteilung2( n= n - trunc( n* tau), m= n))}
Datenmatrix <- matrix( replicate( wiederholungen, Fehlerfolge()), nrow= length( Fehlerfolge()))
Datenmatrix <- apply( Datemmatrix, 2, function(e) Res( e, x0= 0, rho, theta))
Ergebnis <- relativeverwuerfe( Datenmatrix, bootstrapwiederholungen)

print( Ergebnis)

#it###### Bestimmung der kritischen Werte fiir die klassische Statistik sqrt(n)||T_n~d|| #####a#4

TnQuant <- function( Wiederholungen, n){

# Simulation der Quantile der Verteilung der klassischen Statistik sqrt(n)*||T_nll.
Dient zur Bestimmung der kritischen Werte k_{n,alpha}~{T,klass}, welche an den
Stichprobenumfang angepasst sind.

Eingabe: Stichprobenumfang = n,
Anzahl der Realisierungen von sqrt(n)*||T_nl| = Wiederholungen.

Ausgabe: empirische Quantile der genannten Verteilung.

H H ¥ H H W

Es wird die Hilfsfunktion "klasskoeffm" und dadurch auch "kvek" verwandt (siehe oben).
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klasskoeff <- klasskoeffm( n)
NF <- 1 / ( sqrt(n)#*n)

Ergebnis <- numeric( Wiederholungen)

for( i in ( 1:Wiederholungen)){

daten <- runif( n)
Ergebnis[ i] <- max( abs( klasskoeff %%}, outer( daten, daten, FUN= "<="))) * NF

quantile( x= Ergebnis, probs= c( ( 1:99)/100))

nvek <- c¢( 10, 20, 30, 40, 50, 70, 100, 200, 300, 500, 1000)

for( n in nvek){
print( paste( "n=", n))
Ergebnis <- TnQuant( Wiederholungen=1000000, n= n)
print( Ergebnis)

H#HEE S Geschdtzte asymptotische Giite der Tests mit den U-Typ-Statistiken ##############

BBGiite <- function( Wiederholungen, SV= (1:AnzahlStiitzstellen)/( AnzahlStiitzstellen + 1),
AnzahlStiitzstellen= NULL, VF= NULL){
Simuliert Randverteilungen von Brownschen Briicken und addiert Erwartungswertvektoren.
Berechnet die empirische Verteilungsfunktion von der in "Wiederholungen" angegebenen
Anzahl von Realisierungen des Maximums des Betrages hiervon.
Berechnet auch die empirische Quantilfunktion des Maximums des Betrages der
Randverteilungen der Brownschen Briicken (zum Abschétzen der Qualitét der Ndherung, da die
Verteilungsfunktion hiervon bekannt ist).
Zur Simulation der asymptotischen Testgiite bei den U-Typ-Statistiken.
Als Changepoints werden gew&hlt: 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5;
die Werte entsprechen auch den Changepoints zu 0,9; 0,8; 0,7; 0,6 und 0,5.
Eingabe: Anzahl der simulierten Realisierungen = "Wiederholungen".
Anzahl der Stiitzstellen fiir die Randverteilungen in "AnzahlStiitzstellen",
alternativ den Stiitzvektor "SV", z. B. wenn die Stiitzstellen nicht gleichméfiig
verteilt sein sollen.
Vektor von Vorfaktorquotienten m/v der Skalenfaktoren m und v, in Vektor "VF"
Ausgabe: Empirischen Quantile der Realisierungen der Brownschen Briicke in "BBQuantile".
Schétzwerte fiir die asymtotische Giite zu den Niveaus 10%, 5% und 1%,
einmal mit den geschidtzten Quantilen des Maximums des Betrages der Brownschen
Briicke in "Power",

und einmal mit den festen unten angegebenen Werten fiir diese Quantile,
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in "Power_fest".
AnzahlSS <- length( SV)

Gitterweite <- c( SV[ 1], diff( SV))
SDVektor <- sqrt( Gitterweite)
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Werte <- numeric( Wiederholungen)

# erster Faktor der Erwartungswertfunktion der Grenzverteilung unter der Alternativenfolge
MWF <- function( lambda, s){ lambda*s-min(lambda,s)}

MWV <- Vectorize( MWF)

CP.1 <- MWV( .1, SV)

CP.2 <- MWV( .2, SV)
CP.3 <- MWV( .3, SV)
CP.4 <- MWV( .4, SV)
CP.5 <- MWV( .5, SV)

# Erwvartungswertvektoren fiir alle mdglichen Kombinationen der Changepoints und
# Vorfaktorquotienten m/v
MWG.1 <- CP.1 %x% t( VF)

colnames( MWG.1) <- paste( "CP.1.VF", VF, sep= ".")
MWG.2 <- CP.2 %*% t( VF)
colnames( MWG.2) <- paste( "CP.2.VF", VF, sep= ".")
MWG.3 <- CP.3 %*% t( VF)
colnames( MWG.3) <- paste( "CP.3.VF", VF, sep= ".")
MWG.4 <- CP.4 %x% t( VF)
colnames( MWG.4) <- paste( "CP.4.VF", VF, sep= ".")
MWG.5 <- CP.5 %x% t( VF)
colnames( MWG.5) <- paste( "CP.5.VF", VF, sep= ".")

MWG <- cbind( MWG.1, MWG.2, MWG.3, MWG.4, MWG.5)

# Matrix mit den Erwartungswertvektoren:

# in den Zeilen die Stiitzstellen,

# in den Spalten die Changepoints und Vorfaktorquotienten, nach Name.
WerteM <- matrix( nrow= Wiederholungen, ncol= ncol(MWG))

colnames( WerteM) <- colnames( MWG)

# Simulieren von Realisierungen von Randverteilungen von Brownschen Briicken
# als kumulierte Summen Brownscher Bewegungen.
# Speichern des Maximums hiervon in Vektor "Werte".
# Addieren der Matrix mit den Erwartungswertvektoren,
# Speichern der Maxima der Betrdge in der Matrix "WerteM".
for( i in 1:Wiederholungen){
BB <- rnorm( n= AnzahlSS, sd= SDVektor )
BB <- cumsum( BB)
BB <- BB - ( BB[ AnzahlSS] + rnorm( n= 1, sd= sqrt( 1 - SV[ AnzahlSS])) )*SV
BB1 <- BB + MWG
WerteM[ i,] <- apply( abs( BB + MWG), 2, FUN= max)
Werte[ i] <- max( abs( BB))

# Berechnen der empirischen Quantilfunktion der Realisierungen der Brownschen Briicke.
BBQuantile <- quantile( x= Werte, probs= c( ( 1:99)/100))

# Erzeugen von benannten Matrizen zur Speicherung der Ergebnisse.
Power <- matrix( nrow= 3, ncol= ncol( WerteM))
colnames( Power) <- colnames( WerteM)
rownames( Power) <- paste( c( 90, 95, 99), round( c( BBQuantile[ 90], BBQuantile[ 95],
BBQuantile[ 991), 3 ),
sep= "%")
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Power_f <- matrix( nrow= 3, ncol= ncol( WerteM))
colnames( Power_f) <- colnames( Wertel)
rownames( Power_f) <- paste( c( 90, 95, 99), c( 1.22, 1.36, 1.63), sep= "%4")

for( i in 1:ncol(WerteM)){
EDF <- ecdf( WerteM[ ,il)
# Berechnen der geschdtzten asymptotischen Giite mit den Quantilen
# aus der Simulation oben.
Power[1, i] <- 1 - EDF( BBQuantile[ 90])
Power[2, i] <- 1 - EDF( BBQuantile[ 95])
Power[3, i] <- 1 - EDF( BBQuantile[ 99])
# Berechnen der geschidtzten asymptotischen Giite mit den bekannten Quantilen.
Power_f[1, i] <- 1 - EDF( 1.22)
Power_f[2, i] <- 1 - EDF( 1.36)
Power_f[3, i] <- 1 - EDF( 1.63)

}

list(
BBQuantile= BBQuantile,
Power= Power,
Power_fest= Power_f

)

BBGiite (Wie=4000000, SV= ( 1:50001)/50002, VF= c( 1, 1.5, 2, 2.5, 3))

##H##H##AHE Geschdtzte asymptotische Gilite der Tests mit den Statistiken T_n"z und T_n ####H####

TGiite <- function( Wiederholungen, N, Gitter, hFunktion_._Gaussdichte, Changepoint,
zentr= T){
# Zur Simulation der asymtotischen Giite bei den Tests mit den Statistiken
# T_n"z und T_n"klass.
# Simulation von Ndherungen an die Grenzverteilungen W und W_1.

# Es wird angenommen: unter HO sind die Fehlervariablen normalverteilt

# Eingabe:

# zentr= T: Grenzprozesse von zentrierter Statistik.

# zentr= F: Grenzprozesse von klassischer Statistik.

# hFunktion_._Gaussdichte: Produkt von Tangentenfuntion "h" der

# Alternativenfolge und GauRdichte (wird ohnehin multipliziert, und sonst

# eventuell numerische Probleme 0/0).

# Wiederholungen: Anzahl der Realisierungen die simuliert werden, zur Berechnung
# der empirischen Verteilungs- beziehungsweise Quantilfunktion.
# N: Index bei dem die Summen der Karhunen-Loeve-Zerlegung der zweidimensionalen
# Brownschen Briicke B_* abgebrochen werden.

# Gitter: Vektor mit Stiitzstellen im Einheitsintervall.

# Ausgabe:

# Quantile: geschdtzte Quantilfunktion des Maximums des Betrages des

# Grenzprozesses unter der Hypothese.

# Power: gesch&dtzte asymptotische Testgiite unter der Alternativenfolge zu den

# angegebenen Niveaus.

# Berechnen des ersten Faktors der Erwartungswertfunktion.

334



CPF <- Vectorize( function( lambda, s){ lambda*s-min( lambda, s)})
CPvek <- CPF( Changepoint, Gitter)

# Uh ist der zweite Kaktor der Erwartungswertfunktion.
# Es wird bis zum Quantil gnorm( u) integriert, weil hier mit den auf das Einheitsquadrat
# transformierten stochastischen Prozessen gerechnet wird.
Uh <- Vectorize( function( u){ integrate( function( y){ hFunktion_._Gaussdichte( y)},
lower= -Inf, upper= qunorm( u)
)$value
b
Uvekh <- Uh( Gitter)

# Berechnen der Erwartungswertfunktion.
MWF <- outer( CPvek, Uvekh)

# Bereitstellen der Funktion U fiir die Kovarianzfunktion.
U <- Vectorize( function( x){ integrate( function( y){ y*dnorm( y)},
lower= -Inf, upper= gnorm( x)
)$value
B
Uvek <- U( Gitter)

# Hierin werden die Realisierungen von den geschidtzten Maxima der Betr&dge der Grenzprozesse
# unter Hypothese und unter der Alternativenfolge gespeichert.
WO <- numeric( Wiederholungen)

Wl <- numeric( Wiederholungen)

Sinuswerte <- sin( ( pi * 1:N) %x% t( Gitter))
JKMatrix <- 1/(1:N)
JKMatrix <- ( 2/( pi*pi)) * outer( JKMatrix, JKMatrix)

dist <- diff( Gitter)

distMatrix <- matrix( rep( dist, each= length( Gitter)), nrow= length( Gitter))
dist2 <- diff( gqnorm( Gitter))

distMatrix2 <- matrix( rep( dist2, each= length( Gitter)), nrow= length( Gitter))

for( i in 1:Wiederholungen){
jkAnteil <- JKMatrix * matrix( rnorm( N#N), nrow= N)

BB <- t( Sinuswerte) %+% jkAnteil %x*J, Sinuswerte

Nvek <- rowSums( BB[ ,-1] * distMatrix2)

if( zentr == T){
# Grenzprozess unter der Hypothese bei zentrierter Statistik.
W <- BB + outer( Nvek, Uvek)

Yelseq{
# Grenzprozess unter der Hypothese bei zentrierter Statistik.
W <- BB

}

# Realisierung des Maximums des Betrages der Grenzverteilung unter der Hypothese.

WOL il <- max( abs( W))

# Realisierung des Maximums des Betrages der Grenzverteilung unter Alternativenfolge.
Wi[ i] <- max( abs( W + MWF))
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Quantile <- quantile( x= WO, probs= c( ( 1:99)/100))

Power <- numeric( 3)

names( Power) <- paste( c( 90, 95, 99),
round( ¢( Quantile[ 90], Quantile[ 95], Quantile[ 99]), 3),
sep= "%")

EDF <- ecdf( W1l)

Power[ 1] <- 1 - EDF( Quantile[ 90])
Power[ 2] <- 1 - EDF( Quantile[ 95])
Power[ 3] <- 1 - EDF( Quantile[ 99])

list(
Quantile= Quantile,

Power= Power

)

TGiite( Wie= 10000, N= 2500, Gitter= ( 1:2500)/2501, function( x){ 5*( -x*x+1)*dnorm( x)}, .5)

######HE Analytisch bestimmte asymptotische Giite der Tests mit den U-Typ-Statistiken #########

# Es wird hier die Formel aus der Arbeit von Ferger (1991) verwendet, um die

# asymptotische Giite der U-Typ-Statistiken unter benachbarten Alternativen zu bestimmen.

h <- function( k, al, be, a, b){
(exp( -2% ( k *k *a*b
+exp( -2% ( (k-1)*(k-1)*axb
-exp( -2% ( k *(k-1)*a*be
-exp( -2% ( k * (k+1)*a*be

(k-1)*(k-1)*al*be
k *k *alxbe
k *(k+1)*al*b
k *(k-1)*al*b

k* (k-1)*(a*xbe+alx*b)
k* (k-1)*(a*xbe+al#*b)
k*k *(axb+al*be)
k*k * (a*xb+alx*be)

+ 4+ 4+ 4+

) )
) )
) )
) )

p <- function( m, al, be, a, b) { if( al >= 0 & be >= 0 & a >= 0 & b >= 0){
1 - sum( h( 1:m, al, be, a, b))

Yelseq{
0
}
}
P <- Vectorize(p)
g <- function( quo, lam, ¢, m){
lamg <- lam/(1-lam)
u <- - lamg*( ¢ + quo*(l-lam)) - ¢
o <- lamg*( ¢ - quo*(i-lam)) + ¢

lamti <- lamq~(-1/2)
integrand <- function( y){ P( m, ¢, y-u, c, o-y)*
P( m, -lamti*(u-y), lamti*c, lamtix(o-y), lamtikc)*
dnorm( y, sd= sqrt( lamq))
¥

integrate( integrand, lower=u, upper=o)
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guete <- function( quo, lam, alph, m){

# Eingabe: quo: Quotient der Skalenfaktoren "m/v"

# lam: Changepoint
# alph: Testniveau
# m: Anzahl der Summanden nach denen die Reihen im Integral abgebrochen werden

if( alph==.1){cr<-1.224}
if( alph==.05){cr<-1.358}
if( alph==.01){cr<-1.628}
1-g( quo, lam, cr, m)$value

}

Guete <- Vectorize( guete)

Guetetabelle <- function( CP) t( outer( X=(1:30)/2,
Y=c(.1, .05, .01),

FUN=function(x, y)Guete( x, CP, y, 1)) )

lapply( 1:5/10, Guetetabelle)
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