Visualisierung von Frasfehlern

auf Basis von CAD-Daten

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades
,Doktor der Naturwissenschaften*

(Dr. rer. nat.)

am Fachbereich Mathematik

der Justus-Liebig-Universitéat Gielsen

vorgelegt von
Dipl.-Math. Dominik Wagenfiihr
geb. in Gotha

Erstgutachter: Prof. Dr. Tomas Sauer
Zweitgutachter: Prof. Dr. Johannes Wallner

Drittgutachter:  Prof. Dr. Wolfgang Papiernik

Erlangen, April 2008






Zuerst méchte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Tomas Sauer fiir seine sehr gute Betreuung in den
letzten Jahren bedanken. Er stand mir bei meinem Promotionsvorhaben immer zur Seite und hat
durch zahlreiche Ideen sehr zu dieser Arbeit beigetragen.

Als Zweites mochte ich Herrn Prof. Dr. Wolfgang Papiernik meinen Dank aussprechen, der meine
Arbeit bei Siemens betreut hat. Vor allem seine technischen Erkldrungen haben zu einem besseren

Verstdndnis beigetragen.






INHALTSVERZEICHNIS i
Inhaltsverzeichnis
I Einleitung 1
IT Splines 5
1 Splinekurven 5
1.1 Bézier-Kurven . . . . . . . . . . e e e 5
1.2 B-Spline-Kurven . . . . . . . . . . . e 6
1.3 Zusammengesetzte Kurven. . . . . . . ... ... L o oo 27
1.4 Abstandsberechnung . . . .. ... ... ... ... ... ... . ... .. ... 30
2 Splinefliachen 34
2.1 AUSWEITUNE . . . .« . ot o e e e e e e 36
2.2 Ableitungen . . . . . ... e 37
2.3 Normalenebene . . . . . . . . .. ... L 39
2.4 Knoteneinfiigen . . . . . . . . . .. e 40
2.5 Getrimmte Flachen . . . . . . ... ... . o oo Lo 41
2.6 Abstandsberechnung . . ... ... ... ... ... ... . 44
III IGES-Daten 49
1 Konvertierung 49
1.1 Entity 100 — Kreisbogen . . . . .. . . . .. . . . .. ... e 49
1.2 Entity 118 —Regelflache . . . . .. .. ... ... ... ... ... .. ..... 52
1.3 Entity 120 — Rotationsflache . . . . . . . ... .. ... ... ... 55
1.4 Entity 122 — Translationsflache . . . . .. .. ... ... ... ... ... ... 59
2 Trimmkurven 60
2.1 Allgemeine Berechnung . . . ... ... ... ... .. ... . ... .. ... 60
2.2 Ebenen . . . . ... e e 62
2.3 Geschlossene Flachen . ... ... ... ... ... ... ... ..., 64
2.4 EntarteteFlachen . . . . . . . . . . .. L 69
IV Zuordnung der Punkte 77
1 Einleitung 77
2 Zuordnung durch Bounding Box 79
3 Zuordnung durch Normalenebenen 79
3.1 Projektion auf die Normalenebene . .. ... ... ... ... ........ 79
3.2 2-D-CHppIng . . . . . . o i e e e e e e e e e e e 80
3.3 Gedrehte B-Spline-Fldchen . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 86
3.4 Naherung fiir gefilterte Punkte . . . .. .. .. ... ... .. ... ... ... 90



ii

INHALTSVERZEICHNIS

4 Zuordnung durch Orthogonalprojektion

V Approximation

1 Kurvenapproximation
1.1 Parametrierung . . . . ... . ... ....
1.2 Approximation . ... ...........

2 Fliachenapproximation
2.1 Parametrierung . . . ... ... ... ...
2.2 Approximation . ... ...........

VI Visualisierung des Frasfehlers

1 Fehlerdarstellung
1.1 Punktewolke und approximierende Flache
1.2 Originalfliche und approximierende Flache

2 Vergleich mit Net-Compare
2.1 Triangulierung der IGES-Daten . . .. ..
2.2 Fehler bei diskreter Abtastung . . . . . . .
2.3 Geschwindigkeitsvergleich . . . . ... ..

VII Zusammenfassung

VIII Anhang
A Kontrollpunkte und Kreise
B Koordinatentransformation

C Notation

Literatur

94

108
.................... 108
.................... 109

117

117
.................... 117
................... 118

119
.................... 119
.................... 123
.................... 125

129

131
131
134

136

139



Teil 1

Einleitung

Bei der Erstellung von Werkstiicken in der Industrie greift man hiufig auf CAD-Programme
(Computer Aided Design) zuriick, mit deren Hilfe man die Geometrie der Fldchen in mathe-
matischer Form beschreiben kann (Geometrie). Mittels eines CAM-Systems (Computer Aided
Modelling) wird eine Ausgabe generiert, wie das Werkstiick hergestellt wird. So wird bei ei-
nem Frasprozess iiber dreidimensionale Positionsangaben der Weg angegeben, den der Fréas-
kopf zuriicklegt (Frdsbahn). Zusatzlich erhdlt man zum Beispiel Angaben zur gewiinschten
Bewegungsgeschwindigkeit des Frésers. Diese Daten konnen aus dem CAM-System heraus in
einem speziellen Format gespeichert werden (NC-Programm). Das NC-Programm (NC steht
fiir Numerical Controlled) wird danach an eine Steuerung gegeben, welche die Daten {iber
die Antriebe fiir eine Werkzeugmaschine umwandelt. Diese fertigt zum Schluss das Werkstiick
(siehe Abbildung 1.1)

CAD/CAM-
System

Frasbahn

Werkstlck-
Teileprogramim

10 Y10
N

—

NC- Steuerung und Werkzeug- Werkstiick
Programm Antriebe maschine

Abbildung 1.1: Progesskette: Vom Werkstiick-Design zur Fertigung
(Abbildungen mit freundlicher Genehmigung der Siemens AG)

In dieser Prozesskette kann es an verschiedenen Stellen zu Fehlern kommen, die man
meist erst am Ende der Fertigung sieht. So konnen die vom CAD-Designer eingegebenen
Daten nicht exakt sein oder das CAM-System berechnet eine falsche Frasbahn. Zusatzlich
spielen bei der Fertigung auch physikalische Grof3en, wie zum Beispiel die Schwingung der
Maschine oder Form und Grof3e des Frasers eine starke Rolle. In dieser Arbeit soll der Frage
nachgegangen werden, ob sich solche Fehler berechnen und an einem Computer darstellen
lassen, ohne dass man das Werkstiick fertigen muss.



Die Verarbeitung der CAM-Daten kann bei Siemens in einem speziellen Programm namens
VisuTool simuliert werden. Hierzu werden die aus dem CAM-System extrahierten Frasbahnen
geladen und das VisuTool simuliert den Frasprozess. Dabei wird aber nicht auf physikalische
Eigenschaften einer echten Werkzeugmaschine eingegangen, so dass zum Beispiel in der Rea-
litdt auftretende Schwingungen nicht mit in die Berechnung einflieen.

Als Ergebnis der Frassimulation erhélt man eine dreidimensionale, triangulierte Punkte-
wolke. Das VisuTool beherrscht dabei das Dreiachsfrdsen und das Fiinfachsfrdsen, jeweils mit
verschiedenen Fraskopfen (zum Beispiel in Zylinder- oder Kugelform). Beim Dreiachsfrésen
steht der Fraskopf senkrecht iiber der zu bearbeitenden Flache. Er kann sich zwar in allen
drei Dimensionen bewegen, aber nicht kippen. Beim Fiinfachsfrasen ist dariiber hinaus auch
ein Kippen des Frasers in zwei Richtungen moglich. Die Punktewolke wird generiert, indem
beim Dreiachsfrasen ein zweidimensionales ,Nagelbrett“ in der x /y-Ebene mit dem Fraskopf
geschnitten wird. Beim Fiinfachsfrasen wird der Fraskopf mit den drei ,Nagelbrettern“ aus
der x/y-, x/z- und y/z-Ebene geschnitten (siehe Hoschek und Lasser [22, S. 577 ff], Jerard
und Drysdale [24], Schwanecke und Kobbelt [31]).

Fiir eine Fehlerdarstellung sollen diese simulierten Punktedaten mit den urspriinglichen
CAD-Daten, die im IGES-Format vorliegen, verglichen werden. Es ist dabei nicht zwingend
erforderlich, dass die Punktedaten vom VisuTool stammen. Auch direkt aus der Steuerung
gespeicherte oder per Laserabtastung erhaltene Werte konnen zum Vergleich herangezogen
werden.

Es gibt bereits viele allgemeine Verfahren fiir die Segmentierung von Punktewolken und
deren Parametrierung (Dietz [8, S.25 ff]), keine nutzt hierfiir aber vorhandene Fldchenda-
ten aus. In dem hier vorgestellten Verfahren werden daher zuerst die Kurven und Flachen
aus der CAD-Datei extrahiert und in eine Splinegestalt konvertiert. Danach wird jeder Punkt
aus der Punktewolke genau einer Flache zugeordnet. Hierbei greift man auf eine minimale
Abstandseigenschaft zuriick, um sie korrekt zu verbinden. Der Abstand von jedem Punkt zur
zugehorigen Flache kann zum Schluss ausgegeben oder farblich visualisiert werden.

Als Anhaltspunkt fiir die Ausfiihrung gibt es eine Beispieldatei, welche ein Testwerkstiick
von DaimlerChrysler beschreibt (Abbildung 1.2). Das Werkstiick besitzt dabei zum einen ver-
schiedene geometrischen Flachen wie Ebenen, Translationsflachen oder Rotationsflachen, bie-
tet durch seine Struktur aber auch viele interessante Bereiche, die bei einem Frasdurchgang
zu Problemen fiihren kénnen (siehe Kapitel IV).

Die Algorithmen und Methoden in dieser Arbeit wurden als Bibliotheken in der Program-
miersprache C++ implementiert. Diese sollen bei Siemens spater in das VisuTool eingebun-
den werden, so dass man direkt aus dem Programm heraus die Visualisierung der Fehler
starten kann.

Die CAD-Daten liegen im IGES-Format als Splinekurven und -flachen vor oder konnen in
diese konvertiert werden. Daher bilden die mathematischen Grundlagen der B-Spline-Kurven
und Tensor-Produkt-B-Spline-Fldchen in Kapitel II den Anfang dieser Arbeit. In Teil III werden
die CAD-Daten und deren Extrahierung genau erkliart und es wird dargestellt, zu welchen



a. Wireframe b. Solid

c. Punktewolke

Abbildung 1.2: DaimlerChrysler-Testwerkstiick



Problemen es dabei kommen kann. Kapitel IV beschéftigt sich mit der eindeutigen Zuord-
nung der Punkte zu den Flachen, wofiir ein mehrstufiges Verfahren durchlaufen wird. Nach
der Zuordnung kann man die Punkte optional durch Tensor-Produkt-B-Spline-Fldchen appro-
ximieren, wie dies in Kapitel V beschrieben ist. Im vorletzten Teil VI werden die einzelnen
Fehler pro Punkt der Punktewolke berechnet und im VisuTool farblich dargestellt. Dariiber
hinaus werden die Algorithmen dieser Arbeit in Hinblick auf Geschwindigkeit und Genauig-
keit mit der bereits existierenden Losung Net-Compare verglichen. Zum Schluss werden die
Methoden und Ergebnisse zusammengefasst.
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Splines

Der Begriff Spline ist eine Bezeichnung aus dem Schiffsbau. Der Spline ist eine lange Holz-
latte, die an bestimmten Punkten fixiert ist und mit deren Hilfe man den Rumpf der Schiffe
modellierte. Der Spline nahm dabei die Form mit der geringsten (Biege-)Energie an.

Auf den folgenden Seiten werden Bézier-Splines (auch Bézier-Kurven genannt), B-Spline-
Kurven und B-Spline-Flachen samt ihrer Eigenschaften kurz vorgestellt. Bézier-Splines gehen
zuriick auf die (unabhingigen) Entwicklungen von Paul de Casteljau und Pierre Bézier Anfang
der 60er Jahre des 20. Jahrhunderts (Farin [10, S. xvi]). B-Splines wurden schon frither Mitte
der 40er Jahre von Isaac Jacob Schoenberg und Haskell Brooks Curry beschrieben, kamen
aber auch erst Mitte der 60er Jahre ,in Mode“, als sich andere Mathematiker, unter anderem
Carl de Boor, Maurice Cox und Lois Mansfield, mit ihnen beschaftigten (Farin [10, S.119]).

Fiir genauere Informationen bietet sich die Literatur von Farin [10], Hoschek und Lasser
[22] und Piegl und Tiller [27] an.

1 Splinekurven

Splinekurven werden haufig als parametrische Kurven geschrieben — in diesem Beispiel als
Raumkurve — mit

C(t) = (x(t),y(1),z(1)", te[01],

wobei x,y,z : [0,1] — R ist. Eine besondere Klasse von Splines sind Bézier-Kurven.

1.1 Bézier-Kurven

Definition 1.1. Eine Bézier-Kurve vom Grad n € IN ist definiert als
n
C(t):=)Y diBi,(t), te[0,1], (1.1)
i=0
mit den als Basis benutzten Bernstein-Polynomen
n . s
Biu(t) := <i>tl(l—t)” i (1.2)
Die Punkte d; € R!,1 € {1,2,3}, heifsen Kontrollpunkte.
Die Bernstein-Polynome haben einige wichtige Eigenschaften (Piegl und Tiller [27, S. 15 ff]):

1. Nicht-Negativitat: B; ,(t) >0, t € [0,1].

2. Partition der Eins: I ,B; ,(t) =1, t € [0,1].
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3. Rekursive Definition:
0, i<0Ooderi>mn,
Bin(t) =141, i=0,n=0, (1.3)
tBi—14-1(t) + (1 —t)B;,—1(t), sonst.

Durch die Bernstein-Polynome haben auch Bézier-Kurven wichtige Eigenschaften (Farin [10,
S. 60 ff]):

1. Affine Invarianz: Affine Transformationen wie Drehungen, Verschiebungen oder Ska-
lierungen verdndern die Form der Kurve nicht und miissen nur auf die Kontrollpunkte
angewendet werden.

2. Konvexe-Hiille-Eigenschaft: Jeder Punkt der Kurve liegt in der konvexen Hiille des Kon-
trollpolygons.

Definition 1.2. Die Kurve

Yoo widiBi,(t)
C(t) := = =,
®) Yoo wiBin(t)

heifst rationale Bézier-Kurve vom Grad n mit Gewichten w; € R,i =0,...,n.

t €[0,1], (1.4)

(Rationale) Bézier-Kurven werden in dieser Arbeit bei der Graderhéhung von B-Spline-Kurven
und bei der Konstruktion von B-Spline-Kurven aus geometrischen Kreisen benutzt.

1.2 B-Spline-Kurven

Eine B-Spline-Funktion der Ordnung k := m + 1,m € IN, ist ein stiickweises Polynom vom
Grad m, das global stetig und lokal differenzierbar ist. Der Funktion liegen dabei eine endli-
che, geordnete Menge von Parameterwerten, so genannte Knoten typ < ... < tgy, 1,1 >k,
zugrunde, welche auch als Knotenvektor T := [ty, ..., t;.,_1] geschrieben werden konnen. Ist
ti < tixq =...=tiy < tii;41, so hat der Knoten t; 1 die Vielfachheit | < k.

Definition 1.3. Sei ein Knotenvektor T := [ty,..., tx1,_1] gegeben. Dann bezeichnen N; die
normalisierten B-Spline-Funktionen der Ordnung k und es ist fiir k = 1:

1, t; <t<tq,
Nia (HT) == Pt (1.5)
0, sonst,
und fiir k > 1:
t—1 ik —t
N (tT) := fNi,k,l(t]T) + fNiH,k,l(t\T) (1.6)
tivk—1— b tivk —tiva

miti=0,...,n— 1 Fiiri <Qundi > nsei Nj(t|T) := 0.
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Konvention 1.4. Der Knotenvektor T in N;(¢|T) wird im weiteren Verlauf nicht mehr expli-
zit angeben, soweit T eindeutig aus dem Kontext erkennbar ist.

Zu den wichtigsten Eigenschaften der B-Spline-Funktionen zdhlen (Piegl und Tiller
[27, S.55 ff]):

1. Lokaler Trager: Nji(t) =0, t & [ti, titks1)-
2. Nicht-Negativitat: N;(t) > 0, t € [to, ty1k—1]-

3. Partition der Eins: zfzj_kﬂ Nik(t) =1,t € [tj tji11).

Lemma 1.5. Es seien eine Ordnung k > 1 und ein Knotenvektor T := [& ..,0,1,...,1] gege-

k k
ben. Dann gilt:

Ni,k(t’T):Bi,k—l(t)/ t e [0,1],i:0,...,k—1.

Die Aussage folgt sofort aus der rekursiven Definition der Bernstein-Polynome und der Basis-
Splines (siehe Piegl und Tiller [27, S.52]).

Definition 1.6. Es seien n Kontrollpunkte d; € R!,I € {1,2,3}, Gewichte w; € R,i =
0,...,n—1, und ein Knotenvektor T := [ty, ..., t, k1] gegeben. Dann bezeichnet

X(t) = "o wid;Nij(t)

Yo wiNik(t)
eine rationale B-Spline-Kurve der Ordnung k. Die Punkte d; werden auch de-Boor-Punkte ge-
nannt.

1.7)

In dieser Arbeit werden nicht nur rationale B-Spline-Kurven, auch NURBS (Non-Uniform Ra-
tional B-Splines) genannt, behandelt, sondern ebenso der Sonderfall der ,NUBS“, deren Ge-
wichte w; alle 1 sind. Man spricht dann von einer polynomialen B-Spline-Kurve. Die Darstel-
lung aus (1.7) vereinfacht sich zu

n—1
X(t) =) diNj(t). (1.8)
i=0

Die Bezeichnung ,,non-uniform“ bezieht sich auf die nicht-dquidistante Knotenfolge der inne-
ren Knoten.

Konvention 1.7.

1. Die in dieser Arbeit behandelten Kurven sollen an den Randknoten t; und ¢, 41 die
beiden dufleren Kontrollpunkte dy und d,,_; interpolieren:

X(to) =do, X(tpik—1)=dn-1.
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Hierzu legt man eine k-fache Vielfachheit des ersten und des letzten Knotens fest (Ho-
schek und Lasser [22, S.170], Sauer [28, S.12]). Eine Knotenfolge hat hier also immer
die Gestalt:

fo=...= 1 <...<tp=...=f1f1.

2. Indieser Arbeit bezeichnen die allgemeineren Begriffe Spline und Spline-Kurve immer ei-
ne (rationale) B-Spline-Kurve, soweit nicht anders angegeben. Wird von einer B-Spline-
Kurve X gesprochen, seien automatisch Kontrollpunkte, Gewichte, Ordnung und Kno-
tenvektor wie in (1.7) gegeben.

3. Die Norm || - || bezeichnet immer die Euklidische Norm || - ||5.

Korollar 1.8. Es seien eine B-Spline-Kurve

_ Y wid;N; g (t)
;'1;01 wiNi,k(t)

X(t) :

der Ordnung k und eine Bézierkurve

" widiBi 1 (t)
" wiBi 1 (t)

C(t) :=

vom Grad n — 1 mit Kontrollpunkten d;, Gewichten w;, i = 0,...,n — 1, und dem Knotenvektor

T:=10,...,0,1,...,1| gegeben. Dann gilt:
[0, 1] geg g
k k
X(t)=C(t), te]|0,1].
Beweis: Da k — 1 = n — 1, folgt dies sofort aus Lemma 1.5. O

B-Spline-Kurven haben einige wichtige Eigenschaften (Piegl und Tiller [27, S. 82 ff]):

1. Endpunktinterpolation: Die Endpunkte dy und d,,_; liegen auf der Kurve (siehe oben).

2. Affine Invarianz: Affine Transformationen wie Drehungen, Verschiebungen oder Ska-
lierungen verdndern die Form der Kurve nicht und miissen nur auf die Kontrollpunkte
angewendet werden.

3. Konvexe-Hiille-Eigenschaft: Jeder Punkt der Kurve liegt in der konvexen Hiille des Kon-
trollpolygons.

1.2.1 Auswertung

Fiir die Auswertung der B-Spline-Kurven steht der de-Boor-Algorithmus zur Verfiigung. Des-
sen Vorteil ist, dass man die B-Spline-Funktionen nicht kennen muss, um die Kurve auszu-
werten. Der Algorithmus ist dabei dank der Rekursionsformel fiir B-Splines leicht zu imple-
mentieren.
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Erste Version - fiir rationale Splines

Die erste Version des de-Boor-Algorithmus funktioniert sowohl fiir rationale als auch polyno-
miale B-Spline-Kurven. Dennoch wird weiter unten der Algorithmus noch einmal explizit fiir
polynomiale B-Spline-Kurven vorgestellt, da sich dadurch eine kleine, aber nicht unerhebliche
Leistungssteigerung erzielen lasst.

Die B-Spline-Kurve X soll an einer Stelle t ausgewertet werden. Bedingung hierfiir ist,
dass ty_1 <t < t,, denn nur auf diesem Intervall ist die Splinekurve definiert.

Algorithmus 1.9. (nach Farin [10, S. 241])
(0)

Eingabe: B-Spline-Kurve X, wobei d]@ = dj, w;

i= wj,j =0,...,n — 1, Parameter-

wert ¢t
Ausgabe: neue Kontrollpunkte d](.i),i =1,...,k—1,j=r—k+i+1,...,r, so dass
X(t) = 4V
1. Suche einen Index r mit t, < t < t,,1. Sollte t = t;_;1 oder t+ = t, sein, kann man

den ersten beziehungsweise letzten Kontrollpunkt als Auswertung von t nehmen, da
die duBeren Punkte interpoliert werden.

2. Schleife i von 1 bis k — 1:
e Schleife jvonr bisr —k 41+ 1:

t—t]‘
tipk—i—t

— Setze c :=

- Berechne w]@ =(1- C)w](:D + cw](.i’l),

— Neuer Kontrollpunkt

=1 7j-1 ] i (1.9

Der Kontrollpunkt dﬁk_l) ist dann die Auswertung der Kurve an der Stelle ¢, das heil3t

X(t) =d* Y.

Zweite Version - fiir polynomiale Splines

Obwohl dies nur ein Spezialfall der rationalen Version ist, ist eine Unterscheidung dennoch
sinnvoll. Da in der ersten Version auch die Gewichte neu erstellt werden, verschwendet man
Rechenzeit und Speicherplatz, wenn die Gewichte alle 1 sind, da sich diese in der Berechnung
nicht dndern. Zusétzlich vereinfacht sich die Berechnung aus (1.9).

Algorithmus 1.10. (nach Hoschek und Lasser [22, S. 181 f])

(0)

Eingabe: polynomiale B-Spline-Kurve X, wobei d j

wert

:=d;,j=0,...,n—1, Parameter-

Ausgabe: neue Kontrollpunkte d](i),i =1,...,k—1,j =r—k+i+1,...,r, so dass
X(t) =d*
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1. Suche einen Index r mit ¢, < t < t,,1. Wie oben sollte man den ersten beziehungsweise
letzten Kontrollpunkt nehmen, falls f mit einem der beiden duf3eren Knoten zusammen-
fallt.

2. Schleife i von 1 bis k — 1:

e Schleife jvonr bis r —k +i+1:
t—t;

Fipk—i—tj"

— Neuer Kontrollpunkt

— Setze ¢ :=

d = (1-)al"V +cal ™" (1.10)

Es gilt dann X(t) = 4%V wie oben.

1.2.2 Ableitungen

Ableitungen der B-Spline-Kurven werden unter anderem fiir die Abstandsberechnung zu ei-
nem Punkt, bei der man auf die Newton-Methode zur Nullstellenfindung zuriickgreift, beno-
tigt. Fiir die Berechnung wird wieder der de-Boor-Algorithmus zu Hilfe genommen.

Ableitung der B-Spline-Funktionen

Zuerst miissen die B-Spline-Funktionen abgeleitet werden, da man die Ableitung der
B-Spline-Kurven hierauf zuriickfiihrt.

Satz 1.11. Ist ein Knotenvektor T := [to, ..., t,,—1] und die B-Spline-Funktionen N; ; gegeben,
so gilt:
, k—1 k—1

() = ———Nig1(t) -

T N (D). (1.11)
fivk—1 — t ik —tivn 7 ®)

Der Beweis (siehe Piegl und Tiller [27, S.59 ff]) wird per Induktion iiber der Ordnung k

gefiihrt und benutzt die rekursive Darstellung der B-Spline-Funktionen.

Konvention 1.12. In manchen Fdllen konnen die Nenner in (1.11) Null sein. Dies fillt aber
damit zusammen, dass auch die Basis-Funktion identisch verschwindet. In diesem Fall defi-
niert man den Term als Null.

Ableitung der B-Spline-Kurven

Uber die Ableitung der B-Spline-Funktionen kann man nun auch B-Spline-Kurven ableiten.

Satz 1.13. Es sei eine polynomiale B-Spline-Kurve

n—1

X(t) := ) diNig(t|T)
i=0
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der Ordnung k mit Kontrollpunkten dy, . ..,d,_1 und einem Knotenvektor T := [to,...,t, k1]

gegeben. Dann ist
n—2
X'(t) = ) diNjp_1(¢t|T") (1.12)
i=0

eine B-Spline-Kurve der Ordnung k — 1 mit Kontrollpunkten

k—1 .
d; = 7(di+1—dl’), IZO,...,H—Z, (1.13)
ik — tiv1
und einem Knotenvektor T' := [t,..., ty k2]
Beweis: Es ist
) k—1
X'(t) = Z diNj( (t|T) = Z di | ————Nix-1(HT) = ———Nip1x-1(tT)
tivk—1 —ti tivk — tit1
" din —
= k-1 ) bkt Nijt1—1(tT) — Z —t Ni+1,k—1(t|T)
i——1 ti+k i=0 titk
d; —d; d;
= (k=1) [ - Noga (#T) + L~,tT— L Nu1(tT) ).
( )<fk—1 0k—1(¢T) g Fop— g UK 1(¢T) g1 — b 1(tT)
Da der erste und letzte Term aufgrund von Konvention 1.12 Null sind, folgt
n—2
X'(t) = ) diNip1-1(tT)
i=0
mit r1
di=———— (diy1—d;), i=0,...,n—2.
tivk — tiv1
Wie man leicht nachvollziehen kann, ist Njqx_1(¢f|T) = Njx_1(¢|T’). Damit ist X’ eine B-
Spline-Kurve der Ordnung k — 1. O

Fiir die Ableitung der rationalen B-Spline-Kurven kann Satz 1.13 nicht sofort iibernommen
werden. Eine rationale B-Spline-Kurve ist nach (1.7) definiert als

Y widiN; g (t)
Z?;ol wiNi,k (t)

X(t) :=

Mochte man dies ableiten, setzt man

mit P(t) = Y/ wid; N (t) und Q(t) = Y1 wiN;(t). P(t) ist dabei eine vektorwertige und
Q(t) eine reellwertige B-Spline-Kurve. Jetzt kann man gemall Quotienten-Regel ableiten:

X'(t) = Q(t)P’(%(—t)g’(t)P(t).
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Abbildung 1.1: Kurve mit erster Ableitung in vier Punkten
(Ableitungen verkleinert um Faktor 3)

D}

Abbildung 1.2: Kurve mit zweiter Ableitung in vier Punkten
(Ableitungen verkleinert um Faktor 25)
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Die Ableitung wird dabei nur punktweise am Parameterwert ¢t betrachtet. Da P und Q polyno-
miale B-Spline-Kurven sind, hat man das Problem der rationalen Kurven auf ein polynomiales
zurilickgefiihrt.

Die zweite Ableitung rationaler Splines ist nichts anderes als die wiederholte Anwendung
der Quotienten-Regel. Der Ubersicht halber wird das Argument ¢ in der folgenden Rechnung
nicht aufgefiihrt. Es ist

o (QP QPN _ QUQP' - Q'P) — (QY)(QP' — Q'P)
a Q? a Q*
Q*(QP" +Q'P' — Q"P — Q'P') — 2QQ'(QP' — Q'P)
Q*

Q(QP/I _ QIIP) _ 2Q/(QPI _ Q/P)

Q3
(2Q/2 o QQ//)P _ 2QQ/P/ + QZPI/

Q? '
Man benotigt fiir die Berechnung der zweiten Ableitung einer rationalen Kurve also erste und
zweite Ableitungen einer polynomialen Kurve, wobei die zweite Ableitung als B-Spline-Kurve

n—3
X"(t) == Y d/Nij_o(t|T") (1.14)
i=0

1
der Ordnung k — 2 mit Kontrollpunkten
k—2

1!
a=_r"c
titk—1 —tip

(;+1_d§>' i:O,...,i’l—3,

und einem neuen Knotenvektor T” := [t,, ..., t,. 3] geschrieben werden kann.

Implementierung

Fiir die reine Umsetzung, wie sie oben beschrieben ist, berechnet man die abgeleiteten Kon-
trollpunkte und Knotenvektoren und setzt diese in den de-Boor-Algorithmus ein. In vielen Fal-
len ist man aber sowohl an der Auswertung einer polynomialen B-Spline-Kurve, als auch an
der ersten und zweiten Ableitung interessiert. Hier gibt der polynomiale de-Boor-Algorithmus
1.10 das Ergebnis gleich mit.

Satz 1.14. Wurden die neuen Kontrollpunkte d]@,i =1,...,k=1,j=r—k+i+1,...,r, mit
X(t) = a1V in Algorithmus 1.10 berechnet, gilt:

A0 = 70 (g0 4D =0, n-2i=0,... k-2 1.15
V= ), =0 nai=0, (1.15)
Beweis: Man bemerke zuerst, dass fiir den Knotenvektor T" = [t{,...,t, ol =

tpako] mitn' :=n—1und k' :=k — 1 gilt:

th=1t;, ji=j—1, 0<j<n'+K -1 (1.16)
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Sei nun k = 2. Dann ist laut (1.13):
1

A
tiyo =t

j ] (dj+1—dj), 0§j§1’l—2,

was identisch zu (1.15) ist. Sei nun k > 2, dann fiihrt (1.15) zu

iy k-1 (i) _ 4k-2)
%= tivk—i — tim <dj+1 g ) '
Gleichung (1.10) eingesetzt fiir beide Kontrollpunkte und zusammengefasst ergibt
; k—1)(t—¢t; i
40 _ (k—=1)(t —tjy1) d(:-ll) N
J (tk—i = tja1) (Frrk—i — tj41)
(k—1)(tjr14k-i — ) 3 (k=1)(t—1t) -1
(bjk—i = tjs1) (bjprsk—i — tj41)  (bjkmi — b)) (bjgai — 1) )

(k=1)(tjrx—i — 1) (i-1)
(tisk—i — tip1) (bjgk—i — £5) 771

Die Auswertung der abgeleiteten Kontrollpunkte ist mit (1.10):

/ / /
40 _ t=t iyt T 461
i - t/ — ¢ j t/ — i -1 -
j+k—i ] j+k—i ]

Wendet man (1.15) und (1.16) auf die beiden Kontrollpunkte auf der rechten Seite an und
fasst zusammen, ergibt sich

J0 (k—1)(t —tj11) 40D
J (tk—i = tis1) (Fsrek—i — i) /77
( (k=1)(t = tj) (=Dt — 1) ) 461
(tekmi = b)) (brkmi = tien) (ke — b)) (bprei — 1) )

k=Dr—i =) 1)

(tjr—i = tir1) (bjgai — 1) 71
Durch Koeffizientenvergleich ist damit Gleichung (1.17) identisch zu (1.18) und die Behaup-
tung (1.15) ist bewiesen. O

(1.18)

Korollar 1.15. Wurden die neuen Kontrollpunkte d](i),i =1,...k=1,j=r—k+i+1,...,r,

mit X(t) = d% Y in Algorithmus 1.10 berechnet, gilt:

X)) =d" P =c (@D -dP), = k=1 (1.19)
’ ’ tr+1 —tr
Zusdtzlich gilt:
X”(t) = Cld;(fk_3) —+ (C2 — C1)d£Ii_13) + Czdf,li_;), (1.20)
k—1 k—2 k—2
ci=——, (gi=——+(, (i=——FC.
tr+1 —ty tr+2 — by tr+1 —tr

Beweis: Fiir (1.19) folgt dies sofort aus Satz 1.14. Der Beweis fiir die zweite Ableitung ist
etwas aufwendiger, geht aber analog dazu. O
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1.2.3 Numerische Integration

Fiir die Spline-Approximation (siehe Teil V) benotigt man das Integral iiber dem Produkt
zweier Basis-Splines. Hier bedient man sich der numerischen Integration mittels Quadratur-
formeln. Das Integral einer einzelnen B-Spline-Funktion oder einer polynomialen B-Spline-
Kurve kann man aber auch direkt berechnen (Dierckx [7, S.9]).

Gauf3-Legendre-Quadratur

Es sei eine Funktion f gegeben, zu der das Integral

b
I(f)t ::/a f(x)w(x)dx, x € la,b], (1.21)

mit einer nicht-negativen Gewichtsfunktion w(x) > 0 bestimmt werden soll.

Definition 1.16. Eine Quadraturformel zu einer Funktion f mit Knoten c¢; und Gewichten

w;,i=0,...,n, ist definiert durch
n
Qu(f) = Y_wif (ci). (1.22)
i=0
Die Formel hat einen Exaktheitsgrad m fiir ein Integral I, falls gilt

Qu(p) =1(p), p€lly.

Es wird hier die Gau3-Quadratur benutzt, da diese den maximalen Exaktheitsgrad von 2n + 1
erreicht (Davis und Rabinowitz [4, S.74]). Zur Vereinfachung werden hier speziell die
Legendre-Polynome benutzt, bei denen die Gewichtsfunktion w = 1 ist. Da das Integral auf
das Intervall [—1,1] eingeschrankt ist, muss man die Werte wéhrend der Berechnung noch
umformen.

Bemerkung 1.17. Sind die Legendre-Knoten ¢; und -Gewichte @;,i = 0,...,n, gegeben, so
lassen sich diese durch die Vorschriften

b—a_. a-+b
Q:‘irfi T
b—a .
w; = ) ir

auf das Intervall [4,b] C R transformieren.

Man kann so die Quadraturformel Q, (f) fiir zugehorige Splines erstellen. Tabelle 1.1 gibt die
ersten vier Legendre-Knoten und -Gewichte wieder.

Bemerkung 1.18. Die Quadraturformel fiir die Polynome der Basis-Splines erreicht nur auf
den einzelnen Intervallen den gewiinschten Exaktheitsgrad. Daher muss man pro Knoten-
intervall [t;, t;,;], mit j als kleinstem Index, bei dem t; # t;;; gilt, die geforderte Gauf3-
Knotenanzahl auswerten.
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n=1 Iof w;
i= 0.0 2.0
n = Ci wi
i= —0.577350269189626 1.0
i=1 1 0.577350269189626 1.0
n=3 C; w;
i=0 | —0.774596669241483 | 0.555555555555556
i=1 0.0 0.888888888888889
i=2 | 0.774596669241483 | 0.555555555555556
n==4 C; w;
i=0 | —0.861136311594053 | 0.347854845137454
i=1 | —0.339981043584856 | 0.652145154862546
i=2 | 0.339981043584856 | 0.652145154862546
i=23 | 0.861136311594053 | 0.347854845137454

Tabelle 1.1: Gaufs-Legendre-Knoten und -Gewichte [1, S.916]

0.6 -
No4(t|T)
0.4 -
0.2 -
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 1.3: Basis-Spline Nj 4
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Beispiel 1.19. Es soll das Integral von N 4(t) tiber dem Knotenvektor T = [0,0,0,0,0.3, 0.6,
1,1,1,1] berechnet werden (Abbildung 1.3). Das exakte Integral ist gegeben als

1 _
/N2,4(t)dt :/ Npu(t)dt = o= 1
T 0 4 4

Mittels GauB3-Legendre-Quadratur benétigt man pro Knotenintervall I; := [0,0.3], I, := [0.3,
0.6] und I3 := [0.6,1] je zwei Knoten und Gewichte, da diese bis zu einem Grad von 3 (Ord-
nung 4) exakt integrieren. Es ist
1 31
/TNZA(t)dt = /0 N2,4(t)dt ~ a; ZwiNzA(a]‘Ci + b]')
=1 =0

]

1 1
= 0.15 Z wiN2,4(0.150i + 015) +0.15 Z wiN2,4 (0.15Ci -+ 045) +
i=0 i=0

1
0.2 Z wiN2,4(O.2C,' + 08)
i=0

mita; := 2700 p; = 5270 und wy = w; = 1.0, —cg = ¢; = 0.57735026919. Daraus folgt

/ Noy(t)dt = 0.15(Np4(0.063) + No4(0.237)) + 0.15(Np4(0.363) + N5 4(0.537))
T

+0.2(N2,4(0.685) + N, 4(0.915))
—  0.15(0.058 + 0.492) + 0.15(0.615 + 0.349) + 0.2(0.112 + 0.002)
= 0.25,

wie gewtinscht.

1.2.4 Lange einer B-Spline-Kurve

In manchen Fillen bend6tigt man eine moglichst dquidistante Abtastung der B-Spline-Kurven.
Hierzu wire es am praktischsten, wenn die Kurven nach der Bogenldnge parametriert sind.

Definition 1.20. (aus Farin [10, S. 180]) Es sei eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] —
R, 1> 2, gegeben. Dann beschreibt die Funktion

u
sp(u) = / If'ldu, u € [a,b], (1.23)
die Bogenlédnge von f an der Stelle u.

Es kann gezeigt werden, dass bei B-Spline-Kurven nur eine Gerade so parametriert werden
kann, dass eine gleichmaf3ige Abtastung im Parameterbereich zu einer gleichmaf3igen Abtas-
tung im Bildbereich fiihrt (Farin [10, S.222 f]). Aus diesem Grund miisste man sy fiir eine
allgemeine B-Spline-Kurve X explizit berechnen, konnte dann aber iiber deren Umkehrfunk-
tion s)}1 eine dquidistante Abtastung im Bildbereich durchfiihren.
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Im Allgemeinen lasst sich sx nicht exakt bestimmen. Eine numerische Integration mittels
Gaul3-Quadratur (siehe Abschnitt 1.2.3) ist aber moglich (siehe Casciola und Morigi [3]).
Floater und Rasmussen [15] benutzen ein punktbasierendes Verfahren, um eine allgemeine
Funktion f als Polynom an gewissen Stellen zu interpolieren und dann eine Quadraturformel
anzuwenden. In dieser Arbeit wird ein , Table Lookup Scheme“ benutzt. Dabei versucht man
die Bogenliange durch die Sehnenldnge anzundhern.

Definition 1.21. Es sei eine stetige Funktion f : [a,b] — R!,I > 2, und Parameterwerte P :=
{pi|pi:=a+ih, h:= 2% i=0,...,m— 1} gegeben. Dann bezeichnet

m—17/

{0, i=0,
S lf(p) = flpi)ll, i=1,...,m—1,

die Sehnenldnge von f an der Stelle p;.

S¢(pi) == (1.24)

Fiir m — oo ist h — 0 und die Sehnenldnge konvergiert gegen die Bogenlédnge (siehe Farin
[10, S.180]). Eine Idee ist es, die Sehnenldnge fiir hinreichend grol’es m zu berechnen
und linear zwischen zwei abgetasteten Punkten zu interpolieren (siehe Walter und Fournier
[37, S.144 f]). In dieser Arbeit wird die Umkehrfunktion S;l durch eine eindimensionale
B-Spline-Kurve approximiert.

Es seien eine stetige Funktion f : [a,b] — R!,] > 2, Parameterwerte

pP:= {pi|pi::a—|—ih,h:: boa

m_l,i:O,...,m—l}

und ausgewertete Punkte

V.= {Z),"Ul' 3:f<Pi),i:0,--.,m—1},

gegeben. Die eindimensionale B-Spline-Kurve Sj; soll die Vektoren P mit Parameterwerten

Pm-1— Po .
U:=<u;|u;:= S¢(p; ,i=0,.... m—1
{ il f(pl)sf(l?m—l) — S¢(po) }
approximieren. Es ist offensichtlich, dass S]*( die Umkehrfunktion S;l der Sehnenlange appro-
ximiert. Es ist nach Teil V, Abschnitt 1

m—1
*u) — p:l <
max ||Sg(u;) — pill < e

und damit
li Si(u) — S H(u)| < 1.25
am, max |Sp(u) =S (u)] < € (1.25)
beziehungsweise
lim max] S5 (u) — sj:l(u)\ <e. (1.26)

m—o yela,b
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Korollar 1.22. Es seien eine stetige Funktion f : [a,b] — R!,] > 2, und S; fiir hinreichend
grofses m gegeben. Dann gilt:

i — 1| = s =zl = 1f(S7(2)) = F(S} ()]l ~ |f(S}u3)) = F(SHw)),  (1.27)

uq,up, uz € [a,bl.

1.2.5 Knoteneinfiigen

Das Knoteneinfiigen hat man bereits bei der Auswertung einer B-Spline-Kurve in Abschnitt
1.2.1 gesehen. Dort wird wiederholt ein Knoten (der Parameterwert, an dem man die Kur-
ve auswerten mochte) eingefiigt, bis er die Vielfachheit k — 1 hat und so der entstande-
ne Kontrollpunkt auf der Kurve liegt. Das Knoteneinfiigen ist also ein Schritt des de-Boor-
Algorithmus.

Satz 1.23. (aus Piegl und Tiller [27, S. 142 ff]) Es seien eine B-Spline-Kurve X wie in (1.7), ein
Knoten t* € (to, t,4x_1) mit t, < t* < t,41 und der durch Einfiigen entstandene Knotenvektor
T = [té =to,..., t; =1, t;‘H =ttt = tr+1,...,t;fl+k = t,.x_1] gegeben. Dann existiert
eine B-Spline-Kurve X*(t) mit

_ Liowidi Nik(t|T")

X(t) = X*(t) = - ,EE [t byakt], (1.28)
() (*) i—o Wi Nk (t|T*) o i
w; = awi+(1—a)w;i_q,
i wiwid; + (1 _*“)wi—ldi—ll (1.29)
w;

1, 0<i<r—k+1,

wii={ L=ty k42<i<ry,
tivk—1—ti
0, r+1<n.

Man muss beim Knoteneinfiigen also nur k — 1 neue Kontrollpunkte berechnen.

Algorithmus 1.24. (Knoteneinfiigen, nach Piegl und Tiller [27, S. 141 ff])
Eingabe: B-Spline-Kurve X, neuer Knoten t* mit f;_; < t* < t,
Ausgabe: B-Spline-Kurve X* mit eingefiigtem Knoten und X*(t) = X(t)

1. Suche einen Index r mit ¢, < t* < t,41.
2. Fiige t* an der Stelle r + 1 in T ein.
3. Schleife i von 0 bis  — k + 1:

e Setze w; := w; und d; :=d,.
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4. Schleife i von r — k + 2 bis r:

Pt

e Setze ;1= A
1 1

e Berechne

wf = awW; + (1 - oq)wi_l, dr .

5. Schleife i von r + 1 bis n:
e Setze w; := w;_q und d} := d;_;.
6. Erstelle aus d;,w},i = 0,...,n, eine neue B-Spline-Kurve X*.

Beispiel 1.25. Es sei der Knotenvektor T := [0,0,0,0,2,2,2,2]| gegeben mit Kontrollpunkten
do,d1,do, d3. Es soll ein Knoten t* := 1.0 eingefiigt werden. Damit ist k = 4 und » = 3. Es
miissen folgende Gleichungen berechnet werden:

dyf = wdi + (1 — Dél)do
d; = wody + (1 — 062)(7[1
d; = wzdz+ (1 — a3)d2

In diesem Fall ist #; = ap = a3 = 0.5 und die neuen Kontrollpunkte sind (d§, d}, d5,d3,d;) =
(do, 05(d0 + dl), 05(d1 + dz),0.5<d2 + d3), d3)

Obige Regel (1.29) lasst sich fiir polynomiale B-Spline-Kurven auch als Matrixmultiplikation
d* = A(t*)d mit

1
=0 ji2 ¥k
At) = e R (1.30)

1—a a

1

und d := (do,...,dy—1)T € RV3,d* := (d},...,d;)T € R""1*3 schreiben (Sauer [28, S. 62]).
Dadurch reicht es, beim Einfiigen mehrerer Knoten tj,...,t; die Kontrollpunkte d mit der
Matrix

Aty ..., t0) = A(t]) - - - A(ty)

zu multiplizieren. Es ist dann:
ar .= A(ty, ..., t5)d.
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Da die Matrizen A(t}),..., A(t}) bandiert und diinn besetzt sind, lassen sich diese schneller
berechnen als das wiederholte Anwenden von Algorithmus 1.24.

Fiir rationale B-Spline-Kurven muss man ein Zweischrittverfahren benutzen, bei dem im
ersten Schritt w* = A(t*)w mit der Matrix A(+*) aus (1.30) berechnet wird und danach
d* = A'(t")d mit

1
1
W1 (1= k1) Wy kol ko
* 3
wr—k+2 wrfk+2
Al(H) = . 3D
we—1(1—a,)  wea,

wy wy

1

Da die Matrix A’(t*) jetzt von den Gewichten abhéngt, ist ein wiederholtes Knoteneinfiigen
mit einer Gesamtmatrix zwar moglich, die einzelnen Ergebnisse w* = A(+*)w miissen aber
zwischengespeichert werden.

Beispiel 1.26. Es seien die Daten wie in Beispiel 1.25 gegeben. Dann ist

1
1 — 1 5]
A(t*> = 1—0(2 [1%)]
1-— K3 K3
1

und die neuen Kontrollpunkte dj,d;,d;,d5,d; ergeben sich aus der Matrixmultiplikation
A(t*)d = d*.

1.2.6 Knotenentfernen

Eingefiigte Knoten konnen auch wieder entfernt werden. Dies ist zum Beispiel bei der Grad-
erhohung eines Splines wichtig (siehe Abschnitt 1.2.7). Der Nachteil des Algorithmus ist, dass
man nicht von vornherein weils, ob ein Knoten entfernt werden kann. Man nimmt dies da-
her an und versucht die Gleichungen zum Knoteneinfiigen riickwarts aufzulosen. Erhédlt man
am Ende den gleichen Kontrollpunkt wie den bereits vorhandenen, kann der Knoten entfernt
werden.

Definition 1.27. Es sei eine B-Spline-Kurve X wie in (1.7) gegeben. Es soll der Knoten t; €
T tj1<t < tj+1,k < j < n, mit Vielfachheit s entfernt werden. (AufRere Knoten werden also
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nicht entfernt.) Der Knoten t; heifst r-mal entfernbar, r < s, falls es eine B-Spline-Kurve

X*(t) == ?gol_rw?d?Ni,k(t’T*)
LSy Wi Nk(HT)

mit Knotenvektor T* := T\{t;_,11,...,t;} und X*(t) = X(t),t € [to, tqx—1], gibL.

Lemma 1.28. Sei eine polynomiale B-Spline-Kurve X wie in (1.8) gegeben. Es soll ein Knoten
tieT,tjiqg <t <t k<j<m, entfernt werden. Dann existieren genau dann eine Matrix

1

1
T—aj ki1 ki1
Alty) = (1.32)

1-— OC]',l DC]',1

1

und Kontrollpunkte d* := (dj, ..., d;_,)" mit A(t;)d* =d,d := (do,...,dy—1)T, wenn t; (min-
destens) 1-mal entfernbar ist.

Beweis: Sei t; 1-mal entfernbar. Dann existiert nach Definition 1.27 eine B-Spline-Kurve X*
mit Kontrollpunkten dj,...,d}_, und Knotenvektor T* := [t; = to,..., t;'l1 = tj_1, t]’-‘ =
iyt b o = tyik—1], wobei T := [to,...,t;,..., ty4r—1] der Knotenvektor von X ist, mit
X*(t) = X(t),t € [to, ty+k—1]. Fligt man den Knoten ¢; wieder in T* an der Stelle j — 1 ein, da
t;f_l <t < t}k, ergibt sich Matrix A(t;) wie in (1.32). Damit ist die Riickrichtung bewiesen.
Existieren umgekehrt eine B-Spline-Kurve X* mit Kontrollpunkten dj, ..., d; _, und der Matrix
aus (1.32) mit A(t;)d* = d, dann gilt nach Satz 1.23 X*(t) = X(t),t € [to, ..., ty1k—1]. Per
Definition 1.27 heif3t das, dass ¢; 1-mal entfernbar ist. O

Lemma 1.28 bedeutet, dass man die Matrix A(tj) zueinem Knotent; € T,tj 1 <t; < tjy1,k <
j < n, erstellt. Existieren Kontrollpunkte d* aus A(t;)d* = d, kann der Knoten entfernt wer-
den. Fiir rationale B-Spline-Kurven mit der Matrix aus (1.31) geht die Argumentation dhnlich.

Beispiel 1.29. Man betrachte obiges Beispiel 1.26, nachdem der Knoten t* := 1.0 eingefiigt
wurde. Es sei also T := [0,0,0,0,1,2,2,2,2] gegeben mit Kontrollpunkten d, d1, dy, d3, ds und
der Knoten t; = 1.0,j = 4, soll entfernt werden. Die Ordnung ist wieder k = 4. Man entfernt
ty aus T und erhalt T* := [0,0,0,0,2,2,2,2]. Die Matrix A(t4) aus diesem neuen Knotenvektor
T* ist somit
1
1-— 5] L8]
A(t]) = 1-— (1% L %)
1-— K3 K3
1
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Erstellt man ein Gleichungssystem A(t;)d* = d mit unbekannten Kontrollpunkten d* :=
(d§,di,dy,dy), ergibt sich sofort dj = dyp und dj = d,. Dies kann man in die zweite und
vorletzte Zeile einsetzen und erhilt daraus

g b (1 —aq)do g _ 13— asdy
1 151 ! 2 1-— o3 '
Fiir die mittlere Zeile ergibt sich somit:
dy = azd; + (1 — Déz)diﬁ
_ a2d3—a3d4+(1_lx2)d1—<1—ﬂcl)d0
1— a3 a1
= d3—0.5dy +d1 —0.5dg (1.33)

Ist Gleichung (1.33) erfiillt, kann der Knoten t4 entfernt werden. (Dies ist in diesem Beispiel
natiirlich gegeben, wie man leicht {iberpriifen kann, indem man die Ergebnisse aus Beispiel
1.25 einfiigt.)

Bemerkung 1.30. Der Algorithmus arbeitet aufgrund der rationalen B-Spline-Kurven nur
indirekt mit der Matrixdarstellung aus (1.30) beziehungsweise (1.31), indem die Gleichungen
einzeln aufgelost werden. Es ergeben sich dabei folgende Betrachtungen:

1. Ist die Ordnung k gerade, hat man eine ungerade Anzahl von Gleichungen, wobei die
mittlere zur Uberpriifung dient. Ist k ungerade, hat man eine gerade Anzahl von Glei-
chungen und die beiden mittleren miissen berechnet und verglichen werden.

2. Es kann vorkommen, dass der Koeffizient ¢; = 0 oder ¢; = 1 ist. In diesem Fall hilt man
bei der jeweiligen Gleichung an und ersetzt sukzessive die restlichen Gleichungen von
der anderen Seite her, so dass man am Ende nur noch eine oder zwei Gleichungen zur
Uberpriifung iibrig hat.

Algorithmus 1.31. (Knotenentfernen, nach Piegl und Tiller [27, S. 179 ff])

Eingabe: B-Spline-Kurve X, zu entfernender Knoten +* € T mit t,_; < t* < t,, Genau-
igkeit €
Ausgabe: neue B-Spline-Kurve X* () ohne t*

1. Suche einen Index r mit ¢,,1 < t* < t,45. Dies ist die Position, an der der Knoten vorher
hétte eingefiigt werden miissen.

2. Setze Zahleri:=r+2—kundj:=r.

3. Reserviere Platz fiir k neue Kontrollpunkte ch und Gewichte ;.
4. Setze dy := di_q, &\k_l =djq, Wo := Wi—q, Wr_1 := Wji1.

5. Solangei 41 < j:

t—t;

=t und ¢;:= !
ti ]t

e Setze ¢ := 7 ——f-
i+k— jHk T
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e Istc; =0, setzei:=1i—1,
sonst:

- Setzel:=i— (r+2—k)+1.
— Berechne @; := %

— Neuer Kontrollpunkt d; := w"d"_(lz%)lwl”dl”.

o Istcj=1,setze j:=j+1,

sonst:
- Setze l :=j— (r+2—k).
- Berechne @; := %’?}’“
]

wjdj—cW11d111

— Neuer Kontrollpunkt d; := =)
]

o Setzei:=i+1,j:=j—1

6. Isti=j:

Setze | :=i— (r+2—k)+1.
F—t;
tivk—ti®
Berechne @ := (1 — ¢;)W;_1 + ¢;W;.
Berechne d :— (1751')@#1%—14‘51{01'&;
: = .

e Ist |w; — @| < e und ||d; — d|| < e, dann kann t* entfernt werden.

Setze ¢; :=

sonst (i +1 = j):

P —t. t*ftj
e Setze Cj = — und ¢; := —
tipk—ti ] t/+k t]

e Istc; #0und ¢; # 1:
Setze | :=i— (r+2—k)+1.

wi—(1—¢))@;_4
Cj °

Berechne w; :=

Neuer Kontrollpunkt d; := “%=(1=)@1diy

cijw;
Setze | :=j— (r+2—k).

ZU]'—Cj@pﬂ
1—Cj

W;d;—¢jWp 414141
(I=cj)w,

Berechne @ :=

Berechne d :=

Ist | — @;| < e und ||d — d)|| < €, dann kann t* entfernt werden.
e Istsonstc; = 1:

Setze | :=i— (r+2—k)+ 1.
wi—(1—¢;))@;_4
Ci

Berechne w; :=

widi—(1—c;))@;_1d) 4
;W) :

Neuer Kontrollpunkt d; :=

Und t* kann entfernt werden.

e Ist sonst c; = 0:
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Setzel :=j— (r+2—k).
Wj—¢jW41
1—Cj

Berechne @, :=

wid;—cjWy1d;41

Neuer Kontrollpunkt d) = =c)a;
]

— Und t* kann entfernt werden.
7. Wenn t* entfernt werden kann:
e Losche d; und w;.
e Setze dr+27k+]'71 = &; und Wy 2—k+j-1 = Z/(}] fur] =1,...,k—2.

e Losche den Knoten £, = t*.

1.2.7 Graderhohung

Definition 1.32. Sei eine B-Spline-Kurve X wie in (1.7) mit Ordnung k und Knotenvektor
T:=[a,...,a,uy,...,u1,..., Us, ..., us,b..., 0] (1.349)
—— —— N N —
k U1 Us k
gegeben. (Die inneren Knoten U haben also Vielfachheit vj,j = 1,...,s) Die Graderh6hung
bezeichnet die Erstellung einer B-Spline-Kurve
1 wid; Njjy (HT%)
S W N; ey (HT)

X*(t) := (1.35)

der Ordnung k + 1 auf dem Knotenvektor

T  :=la,...,a,u1,..., U1, ..., Us,..., Us,b..., 0]
—— ———— —— N——

k+1 0141 vs+1 k+1

mit X(t) = X*(¢), t € [a, b].

Es gibt verschiedene Anséitze zur Berechnung der w;,d;,i = 0,...,n + s. Hier wird der Algo-
rithmus von Piegl und Tiller [27, S. 201 ff] benutzt, bei dem die Graderhohung von B-Spline-
Kurven auf die Graderhohung von Bézier-Splines zuriickgefiihrt wird. Es werden zuerst solan-
ge Knoten eingefiigt, bis man segmentweise Bézier-Splines erhilt, diese werden graderhoht
und danach werden die Knoten wieder entfernt.

Lemma 1.33. (aus Piegl und Tiller [27, S. 203 f]) Sei eine Bézier-Kurve C wie in (1.4) gegeben.
Dann existiert eine graderhohte Kurve

_ X widiBina(t)
1‘/l+01 w;k Bi,n+1 (t)

C* () : , telo1],

mit

1—a; d: i 1di 1
w! = (1 — ocz-)wl- +a;w;_q, di = ( “Z>wz i 1 AiT0i14i 1, N = ! (136)

! wr n+1’

1

firi=0,...,n+1,und C*(t) = C(t), t € [0,1].
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Algorithmus 1.34. (Graderhohung, nach Piegl und Tiller [27, S. 188 ff])
Eingabe: B-Spline-Kurve X der Ordnung k mit Knotenvektor T wie in (1.34)
Ausgabe: B-Spline-Kurve X*(t) der Ordnung k + 1 mit X (t) = X*(¢)

1. Fiige jeden Knoten uj,j = 1,...,s, gemdR Algorithmus 1.24 (k — 1 — v;)-mal in T:=T
ein, so dass jeder innere Knoten die Vielfachheit k — 1 hat. Bezeichne d; die neuen
Kontrollpunkte und @;,i =0, ...,7 — 1, die neuen Gewichte.

2. Schleife j von 1 bis s:

e Suche Position 7 von u; in T mit, < uj < /t\1’+1'
e Setze r :=r + 1 — k als Startpunkt fiir die Iteration.
e Schleife i von 0 bis k:

— Setze w; := i

— Berechne
* e ~ ~
Witryj—1 = (1 —a;)Wiyr + Wi r1,
. (1 — )Wy digr + 0 Wiy r—1digr—1
i+r+j—1 ¥ .
Witryj—1
3. Erstelle aus Knotenvektor
T :=[a,...,a,u1,...,u1,...,Us,..., Us,b..., 0],
—— N—— —— N——~
k+1 k k k+1

Kontrollpunkten df und Gewichten w},i = 0,...,7 + s + 1 eine neue B-Spline-Kurve
X*(t) der Ordnung k + 1.

4. Entferne jeden Knoten u;,j =1,...,s, gemdfs Algorithmus 1.31 (k—1— vj)-mal aus T%,
so dass jeder innere Knoten die Vielfachheit v; + 1 hat.

1.2.8 Kurventrimmung

Ist eine B-Spline-Kurve X gegeben, so kann man die Kurve auf das Intervall [a1,a;] C [to, ...,
tqik_1) einschranken. Diesen Vorgang nennt man Trimmung der Kurve.

Lemma 1.35. Es seien eine B-Spline-Kurve X wie in (1.7) und ein Intervall [aq,a3] C [to, ...,
turk—1), 81 < ap, gegeben. Dann existiert eine B-Spline-Kurve X* mit

X\[uw] = X"

Beweis: Ista; = t; € Tfireinj=0,...,n+k—1,setzem; :=k—1—wv;,i =1,2, wobei v; die
Vielfachheit von ¢; ist. Ansonsten setze m; := k — 1. Ist a1 = ¢, beziehungsweise a, = t,, 1,
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fligt man diesen Knoten nicht mehr ein, da bereits die maximale Vielfachheit erreicht ist.
Fiigt man a; jeweils m;-mal in X ein, entsteht nach Satz 1.23 eine neue B-Spline-Kurve X mit
X(t) = X(t),t € [a1,a;]. Sei der Knotenvektor von X als

~ ~ -~ -~

T := [t0/~~/tj1 = al,...,t]‘lJrk,Q = al,...,tjz = Elz,...,tj2+k,2 = Elz,...,tmlerZJrnJrk,l]

gegeben. Da beide eingefiigte Knoten Vielfachheit k — 1 haben, ist X(a1) = dAle und X(ay) =
dj,+1, wobei d;,i = 0,..., m + my —i; n — 1, die Kontrollpunkte von X sind. Nun erstellt man
aus den Kontrollpunkten d; ,1,...,d},;1, Gewichten @;, 1, ..., @j,41 und Knotenvektor T* :=
[al,?jl = a,... ’2\].1+k*2 = ay,.. "/t\]'z = a,.. .,?]-ﬁk,z = ap,ay] eine neue B-Spline-Kurve
X*(t) der Ordnung k. Da X* auf dem Intervall [a1,4,] die gleichen Knoten, Kontrollpunkte

und Gewichte wie X hat, folgt

X|[a1,a2] = X‘[al,uz] = X"

O
Algorithmus 1.36. (Kurventrimmung)
Eingabe: B-Spline-Kurve X wie in (1.7), Intervall [ay,a2] C [to, ..., thik_1]
Ausgabe: getrimmte B-Spline-Kurve X*
1. Ista; = t; € T, setze m; := k —1—1v;,i = 1,2, wobei v; die Vielfachheit von ¢; ist.

Ansonsten setze m; := k — 1.

2. Fiige a; gemal Algorithmus 1.24 m — i-mal in X ein und erstelle so eine neue B-Spline-
Kurve X.

3. Entferne alle Knoten, Kontrollpunkte und Gewichte gema Beweis von Satz 1.35.

1.3 Zusammengesetzte Kurven

Zusammengesetzte Kurven sind eine geordnete Liste von B-Spline-Kurven, bei denen der End-
punkt der einen Kurve identisch mit dem Startpunkt der néchsten ist. In den meisten Fallen
sind zusammengesetzte Kurven geschlossen, das heil3t der Endpunkt der letzten Kurve ist
identisch mit dem Startpunkt der ersten Kurve.

Definition 1.37. Es sei eine B-Spline-Kurve X wie in (1.7) gegeben. Die Kurve heifst geschlossen,
falls X(tg) = X(t,4x11)- Da in dieser Arbeit nur Kurven mit der Endpunktinterpolationseigen-
schaft behandelt werden, bedeutet das, dass dy = d,,_1. Der Punkt dy heifSt Schliel$punkt.

Bemerkung 1.38. Es ist anzumerken, dass geschlossen nicht periodisch impliziert.

Definition 1.39. Es seien B-Spline-Kurven c\, j=0,...,m—1, mit jeweils n(7) Kontrollpunk-
ten dlgj ) gegeben. (Die Gewichte sind aufgrund der Endpunktinterpolation nicht wichtig.) Die

geordnete Menge
¢:={CV|j=0,...,m—1} (1.37)
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heifst zusammengesetzte B-Spline-Kurve, falls

- . '
d(](;]g_l = d(()]), j=1,...,m—1

n\l

(0) _ 4m-1)

Ist zusdtzlich d; 1) _p» NeifSt die zusammengesetzte B-Spline-Kurve geschlossen.

Bemerkung 1.40. Ist m = 1 sind die Bedeutungen von geschlossen in beiden Definitionen
identisch.

1.3.1 Composition

In vielen Féllen ist es wichtig, dass man nur mit einer B-Spline-Kurve rechnet, anstatt mit zu-
sammengesetzten Kurvenstiicken. Hierzu dient die Composition, die aus mehreren B-Spline-
Kurven eine grol3e B-Spline-Kurve erstellt.

Satz 1.41. Es seien B-Spline-Kurven cl, j = 0,1, mit Ordnungen k), Kontrollpunkten dfj),

Gewichten wl(j),i =0,...,n% —1, und Knotenvektoren TU) := [t(()j), o, t;gjg'uk(f)q gegeben. Es
sei C(0) (tfl(gg)+k(0>_ )=C (1) (t(()l)). Dann existiert eine B-Spline-Kurve X wie in (1.7), so dass
—ci =
X’ {t(j) t(j) . } =CVY ;] = 0,1. (1.38)
0 70 41() -1

Beweis: Der Satz wird bewiesen, indem die B-Spline-Kurve X konstruiert wird. Sei
¥ := max (k(o),k(l)) .

Erstelle neue B-Spline-Kurven CO,CM mit Ordnungen k, die gemald Algorithmus 1.34 aus
der Graderhéhung von C(©) beziehungsweise C() entstanden sind. Die Kontrollpunkte und
Gewichte von C), j = 0,1, werden mit El\i(] ) beziehungsweise @i(] ) i=0,...,70) —1, bezeich-

net. Die neuen Knotenvektoren seien T (/) := [?(j 3 }, wobei
0 Al +k—1
20 _ G 20) )
b =10, 65 = Lk 1
fiir j = 0, 1. Erstelle dann neue Kontrollpunkte
._ 700 ._ g0 g1 Y
do = do ,...,dﬁ(o)_z = dﬁ()le dﬁ([))_l .— d ""/dﬁ(0)+ﬁ(1)—2 = dﬁ(l)fl

und analog dazu die Gewichte w;,i = 0,...,n —1,n := 710 4+ 7(1) — 1. Setze einen neuen
Knotenvektor

~(0 ~(0 ~(0 ~(1 ~(1 ~(0 ~(1 ~(1
Ti=[to,.. . tyskot] == [to( LB RO R i, R Y+ 7

mit k := k und erstelle mit diesen Daten eine B-Spline-Kurve

X(t) = Y wid;iN; (¢ T)
?;01 wiNi,k(t|T)
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Es ist noch (1.38) zu zeigen. Man stellt dafiir zuerst fest, dass

_ _ 70 _ _ 700
tiop = ... = tﬁ(0>+k72 - tﬁ(o) T t?z<0>+k—1’

der Knoten ¢ o hat also Vielfachheit k — 1. Daraus folgt

1 0
X(tzo) = X(t;0 15—2) = d50) sk—n—j11 = 01 = dAo( )= dAﬁ(«gm'

Gleiches gilt fiir die Gewichte. Damit hat dann die B-Spline-Kurve X auf dem Intervall

[t(()o), t;(fz()’)—i-k—l] nach Konstruktion identische Kontrollpunkte, Gewichte, Knoten und Ordnung

wie C(©). Also gilt mit Definition 1.32:

_ G0 _ (0
|{t(1) {0 } =C=cl.
0 () k() 1

_?(1)

AA(O) o~ verschoben. O

Fiir C(V) geht der Beweis analog, die Knoten in T sind nur um o)

Korollar 1.42. (Composition) Es sei eine gusammengesetzte (geschlossene) B-Spline-Kurve
¢:={CcW|j=0,...,m—1}

()

i

gegeben, wobei die B-Spline-Kurven C') Ordnungen k), Kontrollpunkte d;”, Gewichte wfj ),i =

0,...,n9 — 1, und Knotenvektoren TU) := {t(()]), . "’t1(118‘>+k<f>71] haben. Dann existiert eine B-
Spline-Kurve X mit
—cli) = _
X‘{N)t(” } =C ’ ]—0,...,1’]’1 1. (1.39)
0 7%, k) -1
Beweis: Der Beweis folgt aus der wiederholten Anwendung von Satz 1.41. O

Bemerkung 1.43. Die erstellte B-Spline-Kurve X aus Korollar 1.42 hat an den Ubergangs-
stellen eine Knotenvielfachheit von k — 1. Das bedeutet, an diesen Knoten ist die Kurve min-
destens C°-stetig (Piegl und Tiller, [27, S. 88]). Aus Griinden der numerischen Stabilitit ist es
sinnvoll zu iiberpriifen, ob man ein Anzahl I < k — 1 der Knoten entfernen kann, um weniger
Kontrollpunkte und Knoten zu erhalten. Zuséatzlich lassen sich dann bessere Aussagen iiber
die globale Differenzierbarkeit von X treffen.

Es folgt nun der zu obiger Folgerung 1.42 gehorende Algorithmus.

Algorithmus 1.44. (Composition)
Eingabe: zusammengesetzte Kurve ¢ wie in Folgerung 1.42
Ausgabe: B-Spline-Kurve X wie in Folgerung 1.42

1. Bestimme die maximale Ordnung k := max;.”:j)l k@,

2. Erhohe den Grad jeder Kurve C; auf k + 1. (Die Bezeichnungen der Kontrollpunkte,
Gewichte und Knoten bleiben erhalten.)
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3. Bestimme die Anzahl n := 1+ 7:01 (n(j) — 1) der Kontrollpunkte d; und Gewichte
wi,i:0,...,n—1.

4. Schleife j von 0 bis m — 1:

e Schleife s von 0 bis n() — 2:

- Setze dy 5 = dgj) mit p = Z];}) (n(r) — 1) und analog dazu die Gewichte

w’g+s .

5. Setze d), := d,%:;,l mit p := Y ") (n(’) — 1) und analog dazu das Gewicht w,,.

6. Setzei:=0
7. Setze t; := t(()o).
8. Schleife j von 0 bis m — 1:

e Schleife s von 1 bis n0) — 1:

— Setze t; := tgj) und erhohe i := i+ 1.
9. Schleife s von 1 bis k:

e Setze t; := tfl'fmj))Jrk_l und erhohe i := 17+ 1.

10. Erstelle Splinekurve X der Ordnung k aus Kontrollpunkten d;, Gewichten w;,i = 0, ...,
n—1,und Knoten t;,j =0,...,n+k—1.

1.4 Abstandsberechnung

Fiir die spitere Zuordnung von Punkten (siehe Teil IV) muss der minimale Abstand eines
Punktes zu einer Kurve bestimmt werden. Fiir die Losung des Minimierungsproblems be-
rechnet man die erste Ableitung der Kurve und erhilt dann mittels eines Newton-Bisektion-
Hybrids die Nullstellen als Parameterwerte. Uber diese kann der Funktionswert und somit
auch der Abstand berechnet werden. Durch die Hybrid-Methode erhélt man den Vorteil der
quadratische Konvergenz der Newton-Methode, ohne auf die sichere Konvergenz der Bisek-
tionsmethode verzichten zu miissen.

1.4.1 Minimierungsproblem

Ist die B-Spline-Kurve durch die Funktion X := X(t) € R3,t € U := [a,b] C R, und ein Punkt
P € R3 gegeben, so ist die Suche nach dem Punkt X (*) ein Minimierungsproblem. Das heif3t

t* := argmin|| X(t) — P||3. (1.40)
tel
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Das Minimierungsproblem min || X — P||3 kann auch geschrieben werden als Minimierung der
Funktion F(#) mit

3
F = |X-P|3=X"X-2X"P+P"P=Y X} -2PX,+ P}
i=1

3
= Y Xi(X;-2P)+ P} = (X-P)"(X-DP). (1.41)
i=1

Das Argument f wird dabei der Ubersicht halber weggelassen. Um dieses Problem zu 16sen,
muss man die (reellen) Nullstellen von F’ berechnen. Die erste Ableitung von F ist gegeben

durch
3 3
F=Y (x}-2PX;+P?) =2) (X =2(X-P)"'X". (1.42)
i=1 i=1

Mochte man zur Nullstellenberechnung die Newton-Methode benutzen, ben6tigt man zusétz-
lich noch die zweite Ableitung:

3 ! 3
F' = <22(Xi— ) =2) ((Xi-P)X) = (Z +(X; — P)X”>
i=1 i=1
3
= 2 <Z X%+ (X —PJX{’) =2XTX' +2(X - P)TX". (1.43)
i=1

Auswahl der Startwerte

Da die Newton-Methode nur lokal konvergiert, wenn man einen guten Startwert hat, ist nicht
gesichert, dass das Verfahren korrekt konvergiert. Man benutzt deshalb die Bisektionsmetho-
de als Sicherheit, fiir die man ein geeignetes Startintervall benotigt.

Definition 1.45. Es seien eine B-Spline-Kurve X wie in (1.7) und geordnete Parameterwerte
u:= {u] S [to,fnJrk,l] | u; < M]',i < ],l,] =0,...,m— 1}

gegeben. Bezeichne j := argmin],!||X (u;) — P||} den Index des kleinsten Abstands. Dann heif3t

(1o, 11, j=0,
[01,02] := [uj,ujpa], 1<j<m-—1, (1.44)

[uM*ZI um—l]/ ] =m— 1/

das Konfidenzintervall fiir die Bisektionsmethode. Der Wert u; ist der Startwert fiir die Newton-
Methode.

So kann man einen Newton-Bisektion-Hybrid erstellen.
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1.4.2 Newton-Bisektion-Hybrid

Auch wenn die Bisektionsmethode sehr bekannt ist, wird der Algorithmus kurz vorgestellt.

Algorithmus 1.46. (Bisektionsmethode)

Eingabe: Minimierungsfunktion F und Ableitung F’, Konfidenzintervall [b;, b,] mit
F'(b;)F'(by) < 0, Genauigkeit e
Ausgabe: Parameterwert t mit |F'(¢)| < e

1. Wiederhole:

o Setzet := @.
o Ist F/(by) - F'(t) > 0, setze by := t, sonst setze b, := t.
2. solange |F/(t)| > e.

Auch die Newton-Methode sollte bekannt sein. Daher wird der Algorithmus gleich zum
Newton-Bisektion-Hybrid umgeformt.

Algorithmus 1.47. (Newton-Bisektion-Hybrid)

Eingabe: Minimierungsfunktion F und Ableitungen F’, F”, Konfidenzintervall [b;, b,]
mit F'(b;)F'(b,) < 0, Genauigkeit e
Ausgabe: Parameterwert t mit |F/(t)| <€

1. Solange |F/(t)| > e:

e Ist F”(t) = 0, berechne fiir b;, b, und t einen Schritt des Bisektionsverfahrens.

Sonst:
— F'(t)
— Setzet: =t — IOk
— Istt < b; oder t > b,, berechne fiir b;, b, und t einen Schritt des Bisektionsver-
fahrens.

Bemerkung 1.48. Es ist mit der diskreten Abtastung zur Startwertbestimmung in Definition
1.45 nicht gesichert, dass der Newton-Bisektion-Hybrid wirklich gegen das Minimum kon-
vergiert. Die Abtastung an den m Punkten muss daher fein genug sein und es wird davon
ausgegangen, dass der Punkt P ,nah“ an der Kurve liegt.

Geschlossene Splinekurven

Fiir geschlossene Kurven (siehe Abschnitt 1.3) legt man das Konfidenzintervall (1.44) wie
folgt fest:

[um—ll M]], ] = O/
[01, V2] := [u]-_1,u]-+1], 1<j<m-—1,

[Um—, up], j=m—1.



1.4 Abstandsberechnung 33

Damit ist [vq,v;]| kein Intervall mehr im klassischen Sinne, da v; < v; sein kann. In dem
Fall wird der Algorithmus fiir den Newton-Bisketion-Hybrid (Algorithmus 1.47) entsprechend
angepasst.

Problematisch ist die Berechnung der Abstinde von Punkten, die in der Ndhe des Schlie3-
punktes liegen, da keine eindeutige Zuordnung mehr garantiert werden kann.

ds do dy

P
P
Py
d4 P= PO
d5 dﬁ d7

Abbildung 1.4: Parameterberechnung am Kreis

Beispiel 1.49. Sei ein Kreis K in geometrischer Darstellung auf [0,27] und ein Punkt P =
K(0) = K(2m) gegeben (Abbildung 1.4). Mochte man den Parameterwert { zum zu P néchst-
gelegenen Punkt auf K bestimmen, so erhélt man entweder ¢t = 0 oder t = 27, da K(0) =
K(27r) = P. Fiir eine reine Parametrierung des einzelnen Punktes P ist dies unerheblich.
Kommen aber weitere Punkte Py, P;, P5 ins Spiel, die spater gegebenenfalls durch eine Kurve
approximiert werden sollen, ist es wichtig, dass + = 0 gewahlt wird. Andernfalls séhe die
Zuordnung wie folgt aus:

t=2m— Pyt =01« P, t=02«— P, t =03« P;

Eine Approximation der Punkte P, ..., P; iiber die gefundenen Parameterwerte gibe kein gu-
tes Ergebnis mehr, da die entstehende Approximationskurve X einen ,Bogen“ machen wiirde
(Abbildung 1.5).

Aus diesem Grund sind geschlossene Kurven (ebenso wie geschlossene Flichen in Teil III,
Abschnitt 2.3) eine Besonderheit und berechnete Parameterwerte miissen in einer externen
Routine gegebenenfalls korrigiert werden.
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HERET

Abbildung 1.5: Approximierter Kreisbogen

2 Splinefldchen

Splineflichen werden oft beim Computer-Design von Freiformflichen benutzt. Sie kénnen
auf verschiedene Arten dargestellt werden, was vor allem von der Struktur des Definitionsbe-
reiches abhingt (Floater und Hormann [14]). Die am weitesten verbreitetste Art ist die De-
finition auf einem rechteckigen Parametergebiet {(u,v) |u € [a1,b1] C R,v € [ap,by] C R}.
Diese wird auch teilweise in dem vorliegendem IGES-Dateiformat verwendet, weshalb sich
die Benutzung in dieser Form hier anbietet.

Definition 2.1. Die Fldche

ny—1n,—1

X(u,v) = 2 2 di,jNi,ku(u|Tu>Nj,kv(U|Tv) (2.1)
i=0 j=0

heifst polynomiale Tensor-Produkt-B-Spline-Flache der Ordnungen k,, k, tiber dem rechteckigen
Parametergebiet
D := [uo, ”nﬁklﬁl] X [vo, Un.ﬁkrl] (2.2)

mit einem Kontrollnetz d;; € R3,i=0,...,n,—1, j = 0,...,n, — 1, und Knotenvektoren
Ty = [to, ..., Up,+k,~1), To := [V0,..., VU, +k,—1]- Das Kontrollnetz wird auch de-Boor-Netz
genannt.

Die Darstellung der Flache kann man sich vorstellen, indem man eine B-Spline-Kurve
n,—1

X(u) =}, diNig, (u]T:)
i=0

entlang einer zweiten Kurve durch den Raum bewegt. Dabei ist es erlaubt, dass sich X veran-
dert beziehungsweise dessen Kontrollpunkte variieren.
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Auf die gleiche Art ist es nun moglich, die allgemeineren rationalen B-Spline-Flachen zu
beschreiben.

Definition 2.2. Eine rationale Tensor-Produkt-B-Spline-Flache ist definiert durch
Znu 12nv01w1] kl,( ‘T) ke (Z)‘T
Znu 1271;01?”1] iku (u]Ty) ]kv(v’T)

mit Ordnungen, Kontrollpunkten und Knotenvektoren wie in Definition 2.1 und gusdtzlichen
Gewichten w;j € R,i=0,...,n, —1,j=0,...,n, — 1.

X(u,0) := , (2.3)

B-Spline-Flachen (auch Patches genannt) haben die gleichen Eigenschaften wie B-Spline-
Kurven, so dass sie beispielsweise affin-invariant sind. Ebenfalls liegt jeder Punkt der Flache
in der konvexen Hiille des Kontrollnetzes.

\/’\

a. solid b. gepunktet

Abbildung 2.1: Beispielpatch

Konvention 2.3.

1. Die in dieser Arbeit behandelten B-Spline-Flachen sollen an den Randknoten uy und
U, +k,—1 Vielfachheit k,, und an vy und v, ,_1 Vielfachheit k, besitzen. Dadurch wer-
den die vier Eckpunkte interpoliert.

2. Die Knotenvektoren T, und Ty, in Nk, (u|T,) beziehungsweise N, (v|T,) werden im
weiteren Verlauf nicht mehr explizit angeben, soweit T;, und T, eindeutig aus dem Kon-
text erkennbar sind.

3. In dieser Arbeit bezeichnen die allgemeineren Begriffe Spline-Fldche und B-Spline-Fldche
immer eine (rationale) Tensor-Produkt-B-Spline-Flache, soweit nicht anders angegeben.
Wird von einer B-Spline-Flache X gesprochen, seien automatisch Kontrollpunkte, Ge-
wichte, Ordnungen, Knotenvektoren und Parametergebiet wie in (2.3) gegeben.
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2.1 Auswertung

Die Auswertung eines Punktes X(u,v) wird auf die Auswertung der Kurven zuriickgefiihrt.
So wird erst entlang der einen Richtung die Kurve in u ausgewertet, woraus sich neue Kon-
trollpunkte ergeben, in denen dann v ausgewertet wird.

Lemma 2.4. Ist eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) gegeben, definiere B-Spline-Kurven

Yot widiNy, (u]T,)
Y Ny, (u|Ty)

n,—1

Wiu) = Y wiNpg, u|T,), j=0,...,n,—1,
i=0

und erstelle eine B-Spline-Kurve

Yo" Wilu)R;(u) Ny, (0] To)

0 Wi ()N, (0]T)

S(v) ==

Es gilt dann: X(u,v) = S(v).

Beweis: Sei X eine polynomiale B-Spline-Fldche gemif3 (2.1). Diese kann man direkt {iber
die Basis-Funktionen auswerten. In Matrixschreibweise bedeutet das:

d0,0 e dO,nU—l No,kv (U‘Tv)
X(,0) = (Nog, (@ T) . Nyog (@lT) [ : :
duy-10 - duy—1m-1/) \Nuy-1k,(0]To)
Setzt man nun
d0,0 Ce dO,nU—l
R(u) = (Nog, (u|T) - Ny, 1,(u|T)) :
dp,-10 - An,—1m,-1
und
No, (0|T)
S(v) := R(u) : :
Ny, —1, (0] To)
so ist
X(u,v) = S(v).
Analog geht der Beweis fiir rationale B-Spline-Flachen gemaf} (2.3). O

Dies fiihrt zu folgendem Algorithmus.

Algorithmus 2.5.
Eingabe: B-Spline-Fliche X wie in (2.3)
Ausgabe: B-Spline-Kurve S mit X (u,v) = S(v)
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1. Schleife j von 0 bis n, — 1:

e Erstelle B-Spline-Kurve R; der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d;;, Gewichten
wij,i=0,...,n,—1, und Knotenvektor T),.

e FErstelle eindimensionale polynomiale B-Spline-Kurve W der Ordnung k,, mit Kon-
trollpunkten w; j,i =0, ..., n, — 1, und Knotenvektor T;,.

e Setze d} := R(u) und w]’ = W(u).
2. Erstelle B-Spline-Kurve S der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d’, Gewichten w}, j =
0,...,n, — 1, und dem Knotenvektor T5.
2.2 Ableitungen

Da man bei B-Spline-Flachen im Gegensatz zu Kurven ein Parametergebiet in zwei Verdnder-
lichen hat, muss man die partiellen Ableitungen berechnen. Dies wird wieder auf die Auswer-
tung der Ableitungen von Kurven zuriickgefiihrt.

2.2.1 Gradient

Lemma 2.6. Ist eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) gegeben, definiere B-Spline-Kurven
Lity " widiNyg, (u]T:)

Rj(u) = - ,
] ity wiNi, (u]T)
n,—1
Wi(u) = Z(:) w;N; k., (u|Ty), j=0,...,n,—1,
i=

und erstelle eine B-Spline-Kurve

S(0) = Y%5" Wi()R;(u)Nj, (0]Ty)
L WiN, (0T

. X (,
Es gilt dann Xéz ) — §'(v).

Dies fiihrt zu folgendem Algorithmus.

Algorithmus 2.7.

Eingabe: B-Spline-Fldche X wie in (2.3)

Ausgabe: partiellen Ableitungen anZ’v) und axg

11,0)
v

1. Schleife j von 0 bis n, — 1:

e Erstelle B-Spline-Kurve R; der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d;;, Gewichten
wij,i=0,...,n,—1, und dem Knotenvektor T;,.

e Erstelle eindimensionale polynomiale B-Spline-Kurve W der Ordnung k, mit Kon-
trollpunkten wij,i=0,...,ny—1, und Knotenvektor T;,.
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e Setze d} := R(u) und w;. = W(u).

2. Erstelle B-Spline-Kurve S der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d’, Gewichten w}, j =
0,...,ny — 1, und dem Knotenvektor T.

o OX(u,
3. Esist &()Z 9 — §'(v).

4. Vertausche die Rollen von i und j und gehe Schritt 1 bis 3 erneut durch. So erhélt man

X (u,v
Xlwo) — gr(y).

Es ist dann

oX(u,v)
VX(u,v) = (ax?%)) ‘

Jdv
Bemerkung 2.8. Die Eintrdge von VX und auch von der folgenden Hessematrix sind vektor-
wertig.
2.2.2 Hesse-Matrix

Die zweite Ableitung in zwei Verdnderlichen ist eine 2x2-Matrix (mit Vektoreintrédgen), beste-
hend aus der zweifachen Ableitung in jeweils eine Richtung und der gemischten Ableitung.

Lemma 2.9. Ist eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) gegeben, definiere B-Spline-Kurven

Yo ! widiNig, (u] Ty

Rj(u) := - /
! Yo Yw;Niy, (u|Ty)
n,—1
Wi(u) = Z w;iNjg, (u|Ty), j=0,...,n,—1,
i=0

und erstelle eine B-Spline-Kurve

Yo" Wilu)R;(u) Ny, (0] To)

Y7o Wi(u)Njk, (0] To)

S(v) :==

Es gilt dann az}éffé'”) = §"(v). Setzt man
S(0) = Yo' Wi ()Rj()Nj, (0] T:)
ity Wi()Njk, (0]T)
. 82 , 32 3
g B3l = ) _ ()

Dies fiihrt zu folgendem Algorithmus.

Algorithmus 2.10.
Eingabe: B-Spline-Flache X wie in (2.3)
Ausgabe: Hessematrix Hy
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1. Schleife j von 0 bis n, — 1:

e Erstelle B-Spline-Kurve R; der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d;;, Gewichten
wjj,i =0,...,n, —1, und dem Knotenvektor T;.
e Erstelle eindimensionale polynomiale B-Spline-Kurve W der Ordnung k,, mit Kon-

trollpunkten w; j,i = 0,...,n, — 1, und Knotenvektor T,,.
e Setze d;. := R(u) und w]’ = W(u).

2. Erstelle B-Spline-Kurve S der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d’, Gewichten w}, j =
0,...,n, — 1, und dem Knotenvektor T.

3. Esist aX(”v) = S§"(v).

4. Vertausche die Rollen von i und j und gehe Schritt 1 bis 3 erneut durch. So erhélt man
azX(u v) _ S//( )
u>
5. Fiir die gemischte Ableitung setze in Schritt 1 d; := R'(u) und w; := W/(u). Man erhalt

PX(up) _ PFX(up) _ 1
dJvou ~ oudv 5 (Z))

Es ist dann

?X(uo) 32X (u,0) >

— du? 0udv
HX(u’ U) - (82X(u,v) 92X (u,v)
dvou Jv?

Bemerkung 2.11. Bei der Ableitung rationaler Splineflachen, benétigt man wie bei den
B-Spline-Kurven die zugehorige polynomiale Auswertung. Es ist daher sinnvoll, den abge-
adnderten de-Boor-Algorithmus (siehe Abschnitt 1.2.2) zu benutzen.

2.3 Normalenebene

Die Ausgleichsebene einer B-Spline-Flache wird als Least-Squares-Ebene berechnet. Algorith-
misch einfacher lasst sich eine so genannte Normalenebene berechnen, die hier auch genutzt
wird.

Definition 2.12. Es sei eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) gegeben, die an allen Stellen (u,v) €
D differengierbar ist. Bezeichne

0X(u,v) y oX(u,v)
ou v

die Normale von X an der Stelle (u,v) € D. Seien m > 0 Parameterwerte P := {p; € D |l =
0,...,m—1} gegeben. Dann wird durch

Z Z (2.5)

die Normale n und der Stiitzvektor o und dadurch die Normalenebene 2((X, P) von X beziiglich
P definiert.

N(u,v) := (2.4)

S\H
§\H
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Dabei sollte man darauf achten, dass die Flache moglichst gleichmél3ig abgetastet wird, um
einen Uberhang an Punkten an einer Stelle zu vermeiden. Im Gegensatz zu Kurven kann
man eine Langenfunktion nicht mehr so einfach und schnell approximieren. Es empfiehlt sich
daher, als grobe Naherung die Lange der Kontrollpolygone zu benutzen.

Definition 2.13. Es sei eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) gegeben. Dann bezeichne

ny—1

L= Y |ldij—dijal, i=0,...,m—1, (2.6)
j=1

die Lange der Kontrollpolygone in Richtung u beziehungsweise

ny,—1

L]@ = Y |ldij—dicijll, j=0,...,m0—1, 2.7)
i=1
in Richtung v.

Algorithmus 2.14. (Normalenebene)
Eingabe: B-Spline-Flache X wie in (2.3), Blockgrof3en b, b, > 0 fiir die Abtastung
Ausgabe: Normalenebene (X, P)

1. Bestimme die Anzahl

max™ 1 04 max;’ial L@

=01 ynd m, := !

my = b, b,

der auszuwertenden Punkte in jeweils eine Richtung.

2. Berechne Punktegitter

i
pP:= { <Mo + (U, +k,—1 — U0) , V0 + (Vpythy—1 — Uo)) eD|
my, —1

my, — 1
i=0,...,m—17=0,...,m,—1}.

3. Berechne Normale n und Schwerpunkt o gemaf$ (2.5).

4. Erstelle Normalenebene 2((X, P) mit Normalenvektor n und Stiitzvektor o.

2.4 Knoteneinfiigen

Der Algorithmus ist identisch zu denen bei B-Spline-Kurven (siehe Abschnitt 1.2.5). Man
muss darauf achten, dass das Einfiigen eines Knotens in Richtung u eine komplette Reihe
neuer Kontrollpunkte in Richtung v erzeugt. Dadurch kann die Anzahl der Kontrollpunkte
sehr schnell steigen.
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2.5 Getrimmte Fliachen

Es gibt Freiformflachen wie zum Beispiel Kreisscheiben oder Dreiecke, die sich durch Tensor-
Produkt-Spline-Flachen nur schlecht oder gar nicht darstellen lassen. Der Grund ist die Abbil-
dung des rechteckigen Parametergebietes auf eine andersféormige Fldche. Daher benutzt man
in solchen Féllen meistens Trimmkurven.

Trimmkurven sind im Parameterbereich definierte, geschlossene Kurven, die angeben,
welche eingeschlossenen Gebiete zu einer Flache gehoren sollen und welche nicht. Nur die
jeweiligen Parameterwerte, die innerhalb der Trimmkurven liegen, werden im Bildbereich
dargestellt (siehe auch Teil IV, Abschnitt 2).

Definition 2.15. Es seien eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) und eine geschlossene B-Spline-
Kurve B(t) € D,t € [to, ty1x_1], wie in (1.7) gegeben. Dann bezeichne M (B) C D das von
B begrenzte Parametergebiet (siehe Jordanscher Kurvensatz in Brouwer [2], Maehara [25],
Veblen [36]). Verlduft B gegen den Uhrzeigersinn, heifst B dullere Trimmkurve (im Parameter-
bereich), verlduft B im Uhrzeigersinn innere Trimmkurve (im Parameterbereich) von X.

Bemerkung 2.16. Die Trimmkurven konnen auch als zusammengesetzte B-Spline-Kurve (sie-
he Abschnitt 1.3) gegeben sein. Zur Verdeutlichung werden daher fiir Trimmkurven Fraktur-
buchstaben benutzt. Der Einfachheit halber wird aber angenommen, dass es sich nur um eine
einzelne Kurve handelt, soweit nicht anders angegeben.

Definition 2.17. Es seien eine B-Spline-Fldche X und eine Trimmkurve 8 im Parameterbereich
gemdyfs Definition 2.15 gegeben. Dann heifst

C(t) == (XoB)(t) := X(B(t)), tE€ [to,thik1], (2.8)
die zugehorige Trimmkurve im Bildbereich und durch
M(€) := {X(u,0) [ (u,0) € M(B)}

sei der sichtbare Bereich von X definiert.

Definition 2.18. Es sei ein Gebiet G C R? gegeben. Definiere

(x) : (x)
Bunin(G) = <br(r;)n> - (m%“(gl,gz)ec(g1)>, Box(G) = (br(r;;X) - (max<g1,gz>ec(8l)> ,
bmin mln(ngZ)GG(gz) brax max(gl,gz)GG(gZ)
(2.9)

Dann ist die Bounding Box B als minimales, achsenparalleles Rechteck definiert, das G komplett
umschliefst:

B(G) = [bfﬁf)n br(ﬂx} X [bfiil, br(ﬁgx] . (2.10)
Man schreibt kurz:
B(G) = [Bmin(G)/ Bmax(G)] . (211)

Im Dreidimensionalen ist die Bounding Box als minimaler, achsenparalleler Quader definiert.
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Ist die Bounding Box B(M1(B)) der dufleren Trimmkurve B kleiner als der Parameterbereich
D der Tensor-Produkt-Spline-Fléche,

lohnt es sich, die Flache auf die Bounding Box einzuschrénken, da die Punkte aul3erhalb des
sichtbaren Bereichs nicht angezeigt werden:

A(u,v) € D\M(B) mit X(u,v) € M(C).

Dies reduziert zum einen die Anzahl der Kontrollpunkte, zum anderen hilft es bei der Appro-
ximation der Gebiete, in denen keine Punkte der Punktewolke liegen.

Folgender Algorithmus trimmt eine B-Spline-Flache auf die Grof3e der Bounding Box der
dulderen Trimmkurve. Die Trimmung wird dabei genauso wie bei den B-Spline-Kurven durch-
gefiihrt (siehe Abschnitt 1.2.8). Man fiigt die gewiinschten Knoten so oft ein, bis sie Vielfach-
heit k,, — 1 beziehungsweise k, — 1 besitzen und verwirft alle Knoten, Kontrollpunkte und
Gewichte auferhalb.

Algorithmus 2.19. (Flichen-Trimmung)

Eingabe: B-Spline-Fliche X wie in (2.3), Trimmkurve B im Parameterbereich
Ausgabe: getrimmte B-Spline-Flache X*(u, v)

1. Betrachte die Bounding Box B(9(B)) := [a1, b1] X [az, by].
2. Fiige Knoten a; und b; so oft in X ein, dass diese jeweils Vielfachheit k,, — 1 haben.
3. Fiige Knoten a, und b, so oft in X ein, dass diese jeweils Vielfachheit k, — 1 haben.

4. Entferne die Knoten und Kontrollpunkte, die auferhalb des Parametergebietes [a7, by] X
[a2, by] liegen.

Beispiel 2.20. In Abbildung 2.2 sieht man eine Rotationsfliche und deren duf3ere Trimm-
kurve im Bildbereich und Parameterbereich. Trimmt man diese Fldche nun, erhilt man das
Ergebnis in Abbildung 2.3.

Definition 2.21. Es sei eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) gegeben. Dann wird durch

R(X) := {Ro,R1, Rz, R3} (2.12)
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a. Parameterbereich

b. Bildbereich

Abbildung 2.2: Rotationsfldche und Trimmkurve

a. Parameterbereich b. Bildbereich

Abbildung 2.3: Getrimmte Fldche
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mit

Y0 1 WiodioNi, (u|Ty)

Ro(u) = Yo 1 wioNg, (u|T)
Ri(v) = Z?iali"oldeJNj,kv(v\Tv)
Lito” wo,Njk, (0] To)
Ro(u) := Znuolwllnv—ldinv_lNi,k”(u]Tu)
Znuo Wi n,—1Nik, (1| Ty)
R3(o) := e *w”l"lfd"u—lf Njx, (0|To)

] no—1 Wny—1j ]k( 0| Ty)

die Randkurve von X beschrieben.

Bemerkung 2.22. Nach Definition 2.21 ist die Randkurve eine zusammengesetzte und ge-
schlossene B-Spline-Kurve.

2.6 Abstandsberechnung

Fiir die spitere Zuordnung von Punkten (siehe Teil IV) muss man neben dem minimalen
Abstand eines Punktes zu einer B-Spline-Kurve auch den Abstand zu einer B-Spline-Flache
bestimmen. Die Newton-Methode lasst sich dafiir leicht auf das Zweidimensionale iibertra-
gen.

Bemerkung 2.23. Bei der Berechnung des Punktes mit dem kleinsten Abstand wird nicht nur
der néchste Punkt auf der B-Spline-Flache berechnet, sondern auch der zugehorige Parame-
terwert (u*,v*), den man spéter fiir die Approximation der Punkte benutzt (siehe Teil V).

2.6.1 Minimierungsproblem

Ist die Tensor-Produkt-B-Spline-Fldche X wie in (2.3) und ein Punkt P € R® gegeben, so ist
die Suche nach dem Punkt X (u*, v*), der zu P den geringsten Abstand hat, ein Minimierungs-
problem. Dabei sind (u*,v*) definiert als

(u*,v*) := argmin| X (u,v) — P||3. (2.13)
(u,v)eD

Dies kann auf die gleiche Art wie bei den B-Spline-Kurven umgeschrieben werden (siehe
Abschnitt 1.4) und man erhilt eine minimierende Funktion (Der Ubersicht halber werden die
Parameterwerte u und v nicht mit angegeben.)

3
F:=|X-Pl3=X"X-2X"P+P'P =) X} -2PX;+ P} = (X-P)"(X-P)
i=1
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Um dieses Problem zu 16sen, muss man die (reellen) Nullstellen von F’ berechnen, wobei zu
beachten ist, dass F nun eine Funktion in zwei Unbekannten ist. Demzufolge ist

3 aXi
VF=2) (X ( ) € R~ (2.14)
i=1

Fiir die Newton-Methode benétigt man zusétzlich die zweite Ableitung, welche durch die
Hesse-Matrix von F gegeben ist. Es ist

0X; 9X; . 9X;

Hf = 2 i ag(au 2}( + (X P) E)u;zx ( aua)'( Jv ) + (X P)Buav
i=1 < avl ) 8u1> (X P)E)vau ( v ) (X P) avz

Natiirlich bendtigt man als Startwert fiir die Newton-Methode einen Wert, der Nahe am glo-

balen Minimum liegt, damit die Methode gegen das Minimum konvergiert.

€ R**2.(2.15)

2.6.2 Newton-Methode im R?

Im Mehrdimensionalen unterscheidet sich die Newton-Methode nur soweit, dass man nicht
durch die Ableitung teilt, da diese als Matrix gegeben ist, sondern mit der inversen Matrix
multipliziert. Es ergibt sich als Iterationsschritt

Xi11 = Xj — H;1VF. (2.16)

Natiirlich berechnet man im Hoherdimensionalen nicht die Inverse der Matrix, sondern 16st
ein lineares Gleichungssystem. In diesem Fall ist die Inverse der 2x2-Matrix aber leicht aufzu-
stellen und kann explizit berechnet werden, denn ist

M= (7 b € R2*2
o \e d

gegeben, dann kann die inverse Matrix als

M= adibc ( dc _b> € R*? (2.17)

geschrieben werden.

Auswahl der Startwerte

Wie auch schon bei B-Spline-Kurven wird mit einem Verfahren gearbeitet, bei dem man zuerst
einige Punkte auf der Flidche berechnet und dann den Parameter (u,v) des Punktes Q mit
kleinsten Abstand zu P als Startwert fiir die Newton-Iteration benutzt.

Definition 2.24. Es seien eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) und Parameterwerte

U:={p €D|l=0,...,m—1}
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gegeben. Dann bezeichne
(u,v) := argmin || X(p;) — P||3 (2.18)

0<I<m-—1

den Startwert fiir die Newton-Methode.

Parameterkorrektur

Es kann vorkommen, dass der Parameterwert x;,; € IR? nach einem Schritt der Newton-
Methode aus (2.16) aullerhalb des Parametergebietes D liegt:

1. Bei einer schlechten Wahl des Startwertes beziehungsweise zu groben Abtastung der
Spline-Flache,

2. bei einer nicht eindeutigen Losung der quadratischen Funktion F’ und

3. falls der anzundhernde Punkt P sehr dicht am Rand der Fliache oder aufferhalb der
Flache liegt.

Da sich die Bisektionsmethode nicht so einfach auf das Mehrdimensionale iibertragen lésst,
kann man in so einem Fall mit dem vorherigen Startwert ein Gradientenverfahren benutzen
(Nocedal und Wright [26]). Da Gradientenverfahren im Allgemeinen wesentlich langsamer
sind als die Newton-Methode, wird in dieser Arbeit ein anderer Ansatz verfolgt.

Definition 2.25. Es sei eine B-Spline-Fldche X wie in (2.3) gegeben. Dann ist dD der Rand von
X im Parameterbereich und
{X(u,v) | (u,v) € 9D}

der Rand von X im Bildbereich.

Algorithmus 2.26. (Parameterkorrektur)

Eingabe: B-Spline-Fliche X wie in (2.3), Parameterwert x; vor Newton-Iteration
(2.16)
Ausgabe: Parameterwert x; 1 nach korrigierter Newton-Iteration

1. Berechne x;,1 := x; — H;1VF.
2. Istx; 11 & D:

e Suche « € [0,1) mit
X; — uchVF € dD.

e Setze x;11 :=X; — (xHF_1VF.

Bemerkung 2.27. Man sollte die Notation nicht mit einer Schrittweitensteuerung « wie bei
den Line-Search-Methoden verwechseln (siehe Nocedal und Wright [26, S.48]). Es wird
zwar die Schrittweite der Newton-Methode korrigiert, aber keine Minimierung der Funktion
G(a) := x; — «aH; 'VF vorgenommen.
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Lemma 2.28. Der Faktor « aus Algorithmus 2.26 existiert immer.

Beweis: Angenommen nicht. Da x; € D, ist
x;—aH;'VF €D, wac|01).

Daraus folgt x; — Hp IVF € D oder x; — Hp IVF € aD. Dies ist ein Widerspruch zur Voraus-
setzung. 0

Man iteriert nun erneut mit diesem neuen Startwert x;,,. Wird der Parameterbereich D er-
neut verlassen, bricht die Newton-Methode ab und der Punkt wird der duBeren TrimmKkurve
¢(X) zugeordnet (siehe Abschnitt 1.4). Ansonsten wird wie gewohnt weiter iteriert.
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Teil III
IGES-Daten

Initial Graphics Exchange Specification (IGES) ist ein standardisiertes Format, um Daten aus
einem Computer Aided Design (CAD) System zu speichern. Ein groRer Vorteil von IGES ist,
dass die Daten in reinem ASCII-Format vorliegen, so dass man sie mit jedem Editor betrachten
kann, zusatzlich aber auch ein leichtes Auslesen der CAD-Daten gewéihrleistet ist.

Im vorherigen Kapitel wurden B-Spline-Kurven und Tensor-Produkt-Spline-Flachen vor-
gestellt, in welche die Elemente der IGES-Datei in diesem Kapitel konvertiert werden sollen.
Die Information zum Dateiaufbau und die Entity-Nummern konnen dem IGES-Handbuch [23]
entnommen werden.

1 Konvertierung

In der IGES-Datei stehen verschiedene Kurven- und Flachentypen, zum Beispiel Kreisbogen,
Geraden, Ebenen, Translationsfldchen, Regelflachen und viele mehr. Einige von ihnen werden
in diesem Abschnitt dargestellt und die Konvertierung in B-Spline-Kurven beziehungsweise
Tensor-Produkt-Flachen beschrieben.

1.1 Entity 100 — Kreisbogen

Definition 1.1. Es seien die Werte z, X, Ym, Xs,Ys, Xe, Ye € R gegeben. Definiere Mittelpunkt
M := (X, ym), Startpunkt S := (xs,ys), Endpunkt E := (x,, y.), Radius

ri=|S-Ml=|E-M[=0

und die Drehwinkel

Xs — X Xe — X
Qg 1= arccos ( > m) , Q, := arccos < ¢ m) € [0,2m).
r r

Ist ys —ym < 0, setze ag := 271 — 5. Ist y, — y < 0, setze a, := 27T — .. Ist &, = a5, Setze
&, 1= 271 + a,. Dadurch ist ein zur x /y-Ebene paralleler Kreisbogen

X, +7rcost
K(t) :== | ym+rsint |, t€ [as, ] (1.1)
z

definiert.

Die Angabe des Kreisbogens ist damit eine Besonderheit, da die Koordinatendaten nur lokal
in einer zur x/y-Ebene parallelen Ebene angegeben und fiir die spatere Darstellung erst mit
einer Rotationsmatrix gedreht und dann um einen Translationsvektor verschoben werden.
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Bei der Extrahierung erfordern Kreisbogen mehr Aufwand, da diese zum einen bisher nur
durch drei Punkte definiert sind und zum anderen weil ein polynomialer Spline einen Kreis-
bogen nicht exakt darstellen kann (Farin [10, S.239]). Es muss daher auf rationale Splines
zurilickgegriffen werden.

Idee

Jeder offene Kreisbogen lasst sich als Bézier-Kurve

_ dowoBop + di1w1B1p + dyw2Bop

X(u) : (1.2)
() woBop + w1B1,2 + w2Bop
mit den Bernstein-Polynomen
BO,Z = (1 — u)z, B1,2 = 21/[(1 — Ll), BZ,Q = u2 (1.3)

darstellen (siehe Farin [11]). Fiir einen Kreis mit Startpunkt dy, Endpunkt d, und Winkel & <
27t kann man aufgrund der Symmetrieeigenschaft des Kreises den mittleren Kontrollpunkt d;
und die Gewichte direkt angeben. Es ist dann

l
di = ——m—
L ldo + o]

mit ] = i und Kreisradius r.

(do+da), wo:=1, wq:=cos (%) , wy:=1 (1.9

Wichtig ist, dass man nur jeden offenen Kreisbogen (Winkel < 277) als rationale C2-stetige
Bézier-Kurve darstellen kann. Aus diesem Grund unterteilt man einen ganzen Kreis in mehre-
re Segmente (genauer Bézier-Kurven) und fiigt diese aneinander. Diese Splinedarstellung ist
dann immerhin noch C!-stetig (Farin [10, S.222]).

Umsetzung

Bei der Erstellung eines Kreissplines werden die drei definierenden Punkte (Start-, End- und
Mittelpunkt) iibergeben. Die Richtung der Rotationsachse gibt an, ob die Drehung gegen oder
mit dem Uhrzeigersinn verlauft (Abbildung 1.1).

Algorithmus 1.2. (Winkelberechnung)

Eingabe: Startpunkt A, Endpunkt E, Mittelpunkt C, Rotationsachse N
Ausgabe: Winkel «

1. Berechne Radius

r=|Al=|E|, A=A-C, E:=E-C

2. Berechne Winkel a zwischen A und E:

X := COS <£A'E>~> = cos <<E'E)> .
Al - [IE] r2
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E

Abbildung 1.1: Kreisbogen

3. Ist ||[A x E4+ N|| < €,e >0, setze & := 271 — a.

Nach der Winkelberechnung kann man den Kreis in Segmente mit einem Winkel ¢ < 27
unterteilen und die Kontrollpunkte bestimmen. Der Grund fiir die Unterteilung mit einem
festen Wert ¢ liegt in der leichteren Umformung von geometrischer Parametrierung in Spline-
Parametrierung (siehe Abschnitt 1.3.1). Die Berechnung wird mittels einer rekursiv definier-
ten Funktion durchgefiihrt, welche Startpunkt V, Endpunkt W, sowie den Winkel « des Kreis-
bogens iibergeben bekommt.

Algorithmus 1.3. (Kreisbogenberechnung)

Eingabe: Startpunkt V, Endpunkt W, Winkel o < 277
Ausgabe: B-Spline-Kurve X, die den Kreis beschreibt

1. Ista > ¢:

e Drehe V um ¢ und erhalte damit einen Zwischenpunkt Z.

e Berechne zwei B-Spline-Kurven von V nach Z mit Winkel ¢ und von Z nach W mit
Winkel a — ¢. Diese werden dann gemal3 Algorithmus 1.44 aus Teil II zusammen-
gefiigt.

2. Ansonsten ist o < ¢:

e Der Kreisbogen kann als Bézier-Kurve

2 .d.B:
C(t) L 21‘:0 wzdsz,Z(t)

= , te]0,1],
Y7 owiBin(t) 0.1
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mit

do = V, dl : :

:7‘/ W, d::W,
wrw T

o
wo: =1, wi:=cos (5) , wy:=1

und | := wil dargestellt werden (Abbildung 1.2). Die genaue Berechnung findet
man in Anhang A.

dz =W

0 r
Abbildung 1.2: ,Externer® Kontrollpunkt

Bemerkung 1.4. Der Winkel ¢ < 27 kann prinzipiell frei gewahlt werden. Der Kontrollpunkt
dq liegt immer auf der Winkelhalbierenden von dp und d, (ohne Beriicksichtigung der Orien-
tierung) und ist der Schnittpunkte der Tangenten am ersten und letzten Knoten. Fiir ¢ < 7t ist
0 < wq < 1, fiir { = mist w; = 0 und man muss einen ,unendlichen” Kontrollpunkt einfiigen
(Farin [10, S.223]) und fiir 7 < & < 2 ist —1 < w; < 0. Da in dieser Arbeit ¢ = %n oder
¢ =1m, ist0 < wy < 1 (siehe Abschnitt 1.3.1).

1.2 Entity 118 — Regelfldche

Regelflachen entstehen, indem man zwei Splinekurven im Raum in jedem Punkt durch eine
Gerade verbindet (Piegl und Tiller [27, S. 337 ff]).

Definition 1.5. (aus IGES [23, S.104]) Es seien zwei B-Spline-Kurven Cy und C, mit gleicher
Parametrierung (entweder nach Bogenldnge oder nach Parameterwerten) auf dem Gebiet [a, b]
beziehungsweise [c, d] gegeben. Dann ist durch

X(u,v) :== (1 —=0)Cy(s) + vCa(t), s € [a,b], t€]cd], u0vel01], (1.5)
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mit
s = a+u(b—a)
t = c+u(d—c)

eine Regelflache definiert (Abbildung 1.3). Ist s = t fiir alle u € [0,1], dann sind C; und C;
nach gleichen Parameterwerten parametriert.

Abbildung 1.3: Entity 118 — Regelfldche

Konvention 1.6. Es sollen hier nur Regelflachen betrachtet werden, deren Kurven nach glei-
chen Parameterwerten parametriert sind.

Bei einer Regelfldche extrahiert man zuerst die beiden Splinekurven. Um ein identisches Kon-
trollpunktegitter zu erhalten, miissen die beiden Kurven den gleichen Knotenvektor erhalten.
Danach verbindet man die Kurven linear.

Algorithmus 1.7. (Regelflichenkonvertierung)
Eingabe: B-Spline-Kurve C; der Ordnung k; mit Kontrollpunkten d/, Gewichten w/, i =
0,...,n — 1, und Knotenvektor T; := [u;(ri),i = 0,...,my — 1], B-Spline-
Kurve C, der Ordnung k, mit Kontrollpunkten 4%, Gewichten w;f, j =
0,...,ny — 1, und Knotenvektor T, := [v;(sj),j = 0,...,my— 1], r; und s;
geben die Vielfachheit eines Knotens an

Ausgabe: B-Spline-Flache X, die die Regelfldache beschreibt

1. Parametriere beide Knotenvektoren identisch. Setze dazu

= ,...,7712—1.
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(T; wird als Referenzknotenvektor benutzt.)

2. Setze gemal® Algorithmus 1.34 aus Teil II die Ordnung von C; und C, auf k, :=
max(kq, kz). Dadurch &ndern sich gegebenenfalls die Vielfachheiten 7; und s;.

3. Erstelle einen neuen Knotenvektor

T, = [uéqO),...,u,Sffil) |u; € Ty UTy, g; :== max(r*,s"),
r* > 0 Vielfachheit von u; in Ty, s* > 0 Vielfachheit von u; in T;]

4. Flige gemal} Algorithmus 1.24 aus Teil II in T; beziehungsweise in T, so viele Knoten
ein, dass Ty = T, = T,. Es dndern sich dadurch gegebenenfalls die Anzahl n,n, der
Kontrollpunkte und Gewichte.

5. Esist nun n := ny; = ny. Setze

dig:=d;, di1:=df, wio:=w, wyi:=w;, i=0..n-—1
6. Erstelle eine Tensor-Produkt-Spline-Flache

"0 Lj—0 i, jNix, (1| Tu)Nj2 (0| To)
X(u,v) = —— (1.6)
i=0 Z:]ZO wi/jNi/klt (u ’ T“)erz (U‘ Tv)

mit T, := [0,0, 1, 1] beziehungsweise T, := [0,0, I, I,], wobei

-1
lv = I’Ifl_aOX Hdi,l - diIOH.

Beispiel 1.8. Ein Beispiel soll zeigen, was in den ersten vier Schritten geschieht. Es sei Ty :=
[0,0,0,2,3,4,4,4 und T, := [0,0,0,0,0.5,1,1,1,2,2,2,2].

4.

T; soll als Referenz dienen, folglich muss man T, umparametrieren zu T, = [0,0,0,0,1,
2,2,2,4,4,4,4].

. Die Ordnung der Splines ist 3 beziehungsweise 4. Setzt man beide auf 4, bleibt T, gleich

und Ty wird zu Ty = [0,0,0,0,2,2,3,3,4,4,4,4].
Der neue Knotenvektor T ist dann T = [0,0,0,0,1,2,2,2,3,3,4,4,4,4].

In Ty miissen die Knoten [1, 2] eingefiigt werden und in T, die Knoten [3, 3].

Man erhilt am Ende zwei Splines der Ordnung 4 mit Knotenvektoren T; = T, = [0,0,0,0,1,
2,2,2,3,3,4,4,4,4] und je 10 Kontrollpunkten.
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Rotationsachse

Generatrix

Abbildung 1.4: Entity 120 — Rotationsfldche

1.3 Entity 120 - Rotationsflidche

Rotationsflaichen sind durch eine Rotationsachse (eine Gerade, Entity-Nummer 100), eine
Kurve (Generatrix) sowie Start- und Endwinkel der Drehung gegeben (Abbildung 1.4). Die
Generatrix wird dabei gegen den Uhrzeigersinn vom Start- zum Endwinkel um die Rotations-
achse gedreht (Piegl und Tiller [27, S. 340 ff]). Aus diesen Daten kann man die Rotationsfla-
che konstruieren.

Algorithmus 1.9. (Rotationsflichenkonvertierung)
Eingabe: Generatrix C der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d, Gewichten w},i =
0,...,ny — 1, und Knotenvektor T,, Rotationsachse v, = (x,y,z)7, Startwin-
kel a, Endwinkel y
Ausgabe: B-Spline-Flache X, die die Rotationsflache beschreibt

1. Bestimme aus dem Startwinkel « und der Rotationsachse v, eine Rotationsmatrix

tx>+c txy+sz txz—sy
Ro,a:= |txy—sz t2+c tyz+sx 1.7)
txz+sy tyz—sx tz2+c

mit ¢ := cosa,s :=sina und f := 1 — cosa (sieche Anhang B).

2. Setze d; := Ry, ad;, 1 =0,...,n, — 1. Dadurch wird die Kurve C auf die korrekte Start-
position gedreht.

3. Bestimmte den Drehwinkel B := 7 — « als Differenz zwischen End- und Startwinkel und
erstelle eine neue Rotationsmatrix Ry, p wie in (1.7).
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4. Schleife i von 0 bis n,, — 1:

e Setze vy :=d..
e Berechne Projektionspunkt v, von v, auf der Rotationsachse.

e Berechne den Endpunkt der Drehung v, := v, + Rvmﬁ(vs — v;). (Die Verschiebung
ist dabei wichtig, da die Rotation um die Achse geschieht.)

e Berechne aus vg, v,, v, und v, gemald Algorithmus 1.3 den Kreisspline

Yi%y wid N, (0| To)

S(v) = -
Z}Zolw}‘ j,kv(U’Tv)

der Ordnung k, mit Knotenvektor T.
o Setze
dij=d, wij:= wfwf, j=0,...,m—1.

5. Erstelle Tensor-Produkt-Spline-Flache

B Yot Z}Zial w; jd; iNi, (4| Tu)Njx, (0| Ty)

ny—1 v—ny,—1 (18)
Yito LiZo  Nig, (4| Tu)Ni, (0| To)

X(u,v)

Bemerkung 1.10. Man sollte beachten, dass k, 1, und T, in jedem Schleifendurchlauf iden-
tisch sind, da diese nur vom Winkel g abhdngen und nicht von Start-, End- oder Mittelpunkt
des Kreisbogens. (Ausnahmen sind entartete Kreisbdgen, bei denen vs; = v, = v, gilt.)

1.3.1 Parametrierung

Extrahiert man die Rotationsfliche auf diese Art, stoRt man bei den Trimmkurven im Para-
meterbereich auf das Problem der Parametrierung. Die Kurven in der IGES-Datei sind immer
beziiglich der geometrischen Darstellung einer Rotationsflache iiber den Sinus und Kosinus
definiert. Die Durchlaufgeschwindigkeit ist aber verschieden von der der Splinedarstellung
und damit nicht mehr kompatibel (Farin [10, S.222 f]). Man muss zuerst alle gegebenen
Parameterwerte der IGES-Datei zu einer Rotationsfliche auf den Knotenvektor transferieren.

Anhand eines (zweidimensionalen) Kreisbogens soll die Problematik verdeutlicht werden.
Hierzu sei der Einheitsviertelkreis auf folgende drei Arten definiert:

K(u) := (cos (%) ,sin (%)) , u€lo1], 1.9
o (1—u)?+V2u(l —u) V2u(1 —u) + u?
X(u) := <(1 —u)2+v2u(l—u) + u2’ (1—u)2++2u(l—u)+ u2> ’ €1, .10

1—u? 2u
P(M) = <1—|—1/[2’ 1—|-1,[2> , uc [0,1] (111)
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Abbildung 1.5: Verschiedene Bogenldngenfunktionen

u

(1.9) beschreibt die geometrische Darstellung, (1.10) die Darstellung als Bézier-Kurve und
(1.11) die haufig genutzt Darstellung als rationales Polynom. (Man erhélt P auch aus der
Darstellung von X, wenn man die Gewichte wy = 1, w; = 1, w, = 2 setzt.)

Abbildung 1.5 zeigt die drei Bogenldngenfunktionen

sx(u) = % u € [0,1], (1.12)
sx(u) := 2arctan (121_\/15> + g, ue|0,1], (1.13)
sp(u) :=2arctan(u), u € [0,1]. (1.14)

Die Funktion sk ist linear, da die Durchlaufgeschwindigkeit bei der geometrischen Darstellung
(1.9) konstant ist. Die Bogenldngenfunktion sy ist dhnlich zu sk, aber aufgrund der symme-
trischen Gewichte (1.10) nur an den Stellen u = 0, = 0.5 und u = 1 identisch. Vor allem P
hat eine vollkommen andere Durchlaufgeschwindigkeit. Die B-Spline-Darstellung (1.10) ist
bei der Darstellung eines Kreisbogen also zu bevorzugen, da sie gegentiber Darstellung (1.11)
den geometrischen Kreisbogen (1.9) im Hinblick auf die Bogenldnge besser beschreibt.

Man benoétigt nun eine Funktion, die jeden Parameterwert der geometrischen Darstellung
auf den der Splinedarstellung transformiert, was der Umkehrfunktion s)}l entspricht. Der
grolde Vorteil dieser Methode ist, dass man bei der Abstandsberechnung von Punkten (siehe
Teil 11, Abschnitt 1.4) leicht den Parameterwert der geometrischen Darstellungen berechnen
kann und dann diesen Wert nur in den Parameterbereich des Splines transferieren muss. In
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Teil II, Abschnitt 1.2.4 wurde gezeigt, wie man die s§1 iiber die Sehnenldnge approximieren
kann. Im Falle von Kreisbogen lasst sich die Umkehrfunktion aber zumindest fiir die beiden
Winkel 7 und %” fiir ¢ geschlossen berechnen. (Es gibt gegebenenfalls noch weitere.) Aus
diesem Grund werden Rotationsflachen in Richtung der Rotation immer iiber ein Vielfaches
von ¢ beschrieben, da ansonsten die Umrechnung nicht mehr moglich ist.

Bemerkung 1.11. Ein Winkel von %’T hat den Vorteil, dass die Rotationsfliche aus maximal
drei Segmenten besteht, wogegen es bei 7 maximal vier sind. Dagegen passiert es bei 27”
hiufiger, dass ein unnétiger ,,Uberhang® entsteht. Dies kommt vor, Wenn die Trimmkurve im

Parameterbereich zum Beispiel bis « = 247 definiert ist. Mit & = 2 muss die Flache bis 27
definiert werden, da 2¢ < a < 3¢, und man hat 27r —w an ,,Uberhang“ Mit ¢ = Z wire die
Flache nur bis 3” definiert und der ,,Uberhang“ mit 3% — x um Z 5 geringer.

Die Bogenldngenfunktion (1.23) aus Teil II lasst sich schreiben als

2 arctan 2u—1))+ =& -
= [ 1) = pﬂ DS .
2 arctan (2u — 1)) +Z, g=12

Die Umkehrabbildung (nach u aufgel6st) ist dann

V241 o (ds=m +1
SX1(S) { 2 (T) 2

¢ =
(1.16)
Luan(357) 13, ¢

mit s € [0,¢],sy" € [0,1].

Die Umkehrfunktion s ' ist damit nur auf dem Intervall [0, ¢] definiert. Wie in Abschnitt
1.1 beschrieben, bestehen Kreisbogen grofder ¢ aus der Zusammensetzung von mehreren
Bézier-Kurven. Fiir die Parameterwerte der gesamten Kurve in [0, 27t] beziehungsweise aus
ganz R™ muss man eine extra Funktion definieren.

Definition 1.12. Es seien ein Winkel a € [0,27t] und die Funktion sy aus (1.16) auf dem
Intervall [0, ] gegeben. Dann definiere

(@ = s B+ p=a—lalie b, i=ien,

la|g :=max{if|i§ < a,i€ N}. (1.17)

Korollar 1.13. Es seien ein Kreisbogen K mit Winkel 0 < v < 27 als B-Spline-Kurve X gemds
(1.4) und ein Winkel 0 < a < 7y gegeben. Dann gilt:

K(a) = X(5x(a)), a€]0,7]. (1.18)

Beweis: Dies folgt sofort aus der Konstruktion der B-Spline-Kurve X und der Anwendung der
Funktion sX aus (1.16) auf die einzelnen Bézier-Segmente der Kurve. O
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Ein Problem ist noch, dass diese Umrechnung nur fiir Kreisbgen mit einer Bogenlédnge von
i¢,i € Z, funktioniert. Kreisbogen miissen daher bei der Umwandlung in B-Spline-Kurven
immer auf ein Vielfaches von ¢ erweitert werden. Damit sich der Kreisbogen beziehungsweise
die Rotationsflache bei dieser Erweiterung nicht selbst iiberlappt, wird sie so umparametriert,
dass der Startwinkel « immer bei 0 liegt. Diese Rotation wird im Parameterbereich durch eine
einfache Verschiebung in entgegensetzte Richtung (also —a) erreicht.

1.4 Entity 122 - Translationsfldche

Eine Translationsfldche entsteht, wenn man ein Geradenstiick (Generatrix) entlang einer Kur-
ve (Directrix) verschiebt (Piegl und Tiller [27, S. 334 ff]). Die Generatrix fangt dabei immer
im Ursprung eines lokalen Koordinatensystems an und endet an einem lokalen Endpunkt.
Danach wird das lokale System so in das globale verschoben, dass der lokale Ursprung mit
dem Startpunkt der Directrix-Kurve iibereinstimmt (Abbildung 1.6).

/

Directrix

Generatrix

Abbildung 1.6: Entity 122 — Translationsfldche

Definition 1.14. (aus IGES [23, S.110]) Es seien eine B-Spline-Kurve C (Directrix) auf dem
Parametergebiet [to, t, k1] und ein Vektor V (Generatrix) gegeben. Dann ist durch

X(M,U) = C(t) + ZJ(V — C(to)), t=1ty+ u(thrk,l — fo), u,v € [0,1], (1.19)

eine Translationsflache definiert.

Translationsflachen sind einfach zu handhaben, da es sich nur um einen Sonderfall der
B-Spline-Flachen handelt.

Algorithmus 1.15. (Translationsflichenkonvertierung)
Eingabe: B-Spline-Kurve C (Directrix) der Ordnung k, mit Kontrollpunkten d;, Gewich-
ten w, i = 0,...,n, — 1, und Knotenvektor T, := [uo, ..., Uy, +k,—1], Vektor
V (Generatrix)
Ausgabe: B-Spline-Flache X, die die Translationsflache beschreibt
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1. Setze
dij:=di+j(V—dy), wj:=wj i=0,...,n,—1j=0,1

2. Erstelle B-Spline-Flache

_ Yt Z}:o w; jd; ;N , (4| Ty )N;j2(0|Ty)
27261 2}:0 Nif, (”|Tu)Nj,2(U| T,)
mit T, := [0,0,1, 1] beziehungsweise T, := [0,0, || V||, || V]|]

X(u,0) (1.20)

2 Trimmkurven

Um spéter entscheiden zu kdnnen, ob ein Punkt innerhalb der getrimmten Flache liegt, muss
man den Parameterbereich der Trimmkurve bestimmen. In der IGES-Datei sind diese Kurven
nicht immer gegeben, so dass sie selbst berechnet werden miissen, oder sie haben kleinere
Fehler wie zum Beispiel Uberschneidungen und Liicken, die erst ausgebessert werden miissen.

Die Idee ist folgende: Ist die Trimmkurve im Parameterbereich nicht gegeben, tastet man
sie im Bildbereich fein ab, berechnet dann zu diesen Punkten mittels Abstandsberechnung
(siehe Teil IV, Abschnitt 4) die zugehorigen Parameterwerte und approximiert aus diesen
Werten eine zweidimensionale Splinekurve. Je nach Art der Flache wéhlt man hierbei einen
leicht anderen Ansatz.

Konvention 2.1.

1. Bei der Angabe der Trimmkurven handelt es sich immer um zusammengesetzte Kur-
ven ¢ := {CU)|j = 0,...,m — 1} im Bildbereich. Der Einfachheit halber wird in den
Algorithmen aber nur eine Kurve ¢ betrachtet.

2. Wird von einer Trimmkurve € gesprochen, so seien automatisch Kontrollpunkte d}, Ge-
wichte w;-,]' =0,...,n" —1, ein Knotenvektor T’ := [t{,...,t,,,,_;] und eine Ordnung
k' gegeben.

3. Die Trimmkurve ¢ muss geschlossen sein.
4. Eine B-Splineflache X ist gemaR (2.3) aus Teil II definiert, falls nicht anders angegeben.
5. Die Trimmkurve € muss auf der B-Spline-Flache X liegen. Das heif3t:

Ct)yeX, te [tytyip1]-

2.1 Allgemeine Berechnung

Definition 2.2. Es seien B-Spline-Kurven C; und C, gegeben, wobei [a,b] das Parametergebiet
von Cy ist. Dann heifst C; in C; enthalten, falls
Cl(t) e€C, te [61, b] (2.21)

Man schreibt dann kurz C1 C Cs.
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Lemma 2.3. Es sei eine injektive B-Spline-Fldche X auf dem Parametergebiet D gegeben. Zu-
sdtzlich seien zwei B-Spline-Kurven B; auf dem Parameterbereich [a;, bj] mit B; € D,j = 1,2,
definiert. Sei C;(t) := X(B;(t)),t € [aj, b;],j = 1,2. Dann gilt:

B1 C B, & C CG,. (2.22)

Beweis: Sei B; C B,. Angenommen, C;(t) ¢ C,. Es ist nach Definition 2.2 By(t) € By, t €
[a1, by]. Folglich existiert ein u € [ap, by] mit By (t) = Bp(u). Es ist dann

Ci(t) = X(Bi(t)) = X(Ba(u)) = Co(u).

Dies ist ein Widerspruch zu C (t) ¢ C,. Sei umgekehrt C; C C,. Esist C1(t) € Cp, t € [ay, by].
Dann existiert ein u mit Cy () = C(u) und es ist

X(Bi(t)) = Ci(t) = Co(u) = X(Ba(u)).
Da X nach Voraussetzung injektiv ist, gilt By (t) = B(#) und damit Behauptung (2.22). [

Bemerkung 2.4. Die Voraussetzung einer injektiven B-Spline-Flache ist nur in besonderen
Fallen nicht erfiillt:

1. Bei geschlossenen B-Spline-Flichen. Hier ist die erste und letzte Kontrollpunktreihe
identisch (siehe Abschnitt 2.3).

2. Bei entarteteten B-Spline-Flachen, bei denen eine Randkurve auf einen Punkt zusam-
menfallt (sieche Abschnitt 2.4).

3. Bei sich selbst schneidenden Flachen, die aber bei der CAD-Konstruktion nicht vorkom-
men konnen. Zu Selbstschnitten zdhlen auch einzelne Beriihrpunkte.

Diese Félle werden getrennt behandelt.

Der Algorithmus fiir die allgemeine Berechnung der Trimmkurven ergibt sich nun direkt aus
der Abstandsberechnung beziehungsweise Parametrierung aus Teil II, Abschnitt 2.6.

Algorithmus 2.5. (allgemeine Trimmkurven-Berechnung)
Eingabe: B-Spline-Fliche X mit Randkurve R = {R;|i = 0,...,3} gemal (I1.2.12),
Trimmkurve ¢ im Bildbereich (Abbildung 2.1a)
Ausgabe: Trimmkurve 95 im Parameterbereich D

1. Ist& C R, fiireini € {0, ..., 3}, gilt dies auch fiir die Trimmkurven im Parameterbereich
nach Lemma 2.3:

e Bestimme cg,c1 € D mit

Ri(Co) = dé, Ri(Cl) = diz—l'
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e Firl =0,1 setze

(Uk,4n,—1 — €1, 00), i=0,
. (o, 1), i=1,
(¢t Okytmy—1), i=2,
(Uky 1,1 Vkytmo—1—C1), =3

e Erstelle B-Spline-Kurve

B(t) = t dy Ny (tT)

mit T := [0,0,1,1].
sonstist & ¢ R;,i =0,...,3:

e Taste die Kurve ¢ moglichst gleichmél3ig an Punkten P, ..., Ps_1 ab.
e Bestimme mittels der Abstandsberechnung Parameterwerte g; mit X(q;) = P, 1 =
0,...,s—1.

e Approximiere Parameterwerte q;,/ =0, ...,s — 1, durch eine polynomiale B-Spline-
Kurve % (Abbildung 2.1b).

2.2 Ebenen

Da Ebenen in der IGES-Datei nur als Normalenvektor angegeben sind, werden die Tensor-
Produkt-Spline-Flachen eigenstindig erstellt. Dadurch lassen sich die Parameterwerte der
Trimmkurve leicht durch folgenden Algorithmus bestimmen, ohne die Kurve abtasten zu miis-
sen.

Algorithmus 2.6. (Trimmkurven-Berechnung fiir Ebenen)

Eingabe: ebene B-Spline-Fliche X mit Kontrollpunkten d;; = (dlgj),dg),df;)) ,ij =
0,1, Trimmkurve ¢ im Bildbereich

Ausgabe: Trimmkurve 8 im Parameterbereich D
1. Ist Normalenvektor 9(ug, v9) = (0,0,1) oder 9t(ug, v9) = (0,0, —1), gehe zu Punkt 4.

2. Berechne Rotationsmatrix R, so dass X parallel zur x/y-Ebene gedreht werden kann
(siehe Anhang B).

3. Drehe ¢ mittels Rotationsmatrix R (Anwendung auf die Kontrollpunkte) und setze
dl',]' = Rd,',]', Z,] = 0,1.
4. Berechne Seitenverhéiltnisse
j) . Mo —dooll ). lldos —dopl]
|uku+nu—1 — g ’Uk tnp—1 — Z)g’
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a. Bildbereich

B/

O/

b. Parameterbereich

Abbildung 2.1: Fldchenrandkurve und Trimmkurve
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(0 ) @Y -
5. Sei dj = (4, a1, d) j=0,... 0 1.

6. Setze

o= (0 + 160 (&9 =) oo 4190 (29— d)), = 0,00 =1,

Dies ist eine einfache lineare Transformation. (Die z-Komponente ist Null und kann
ignoriert werden.)

7. Erstelle B-Spline-Kurve
- Z;?:Bl w]/d]N],k/(t\T’)

B(t) := i —.
Yio ijj,k/<t’T)

2.3 Geschlossene Flachen

Geschlossene Flachen sind Flachen, deren erste und letzte Kontrollpunktreihe oder -spalte in
einer oder zwei Richtungen iibereinstimmen. Dies ist zum Beispiel bei Rotationsflaichen mit
einem Winkel von 27t der Fall.

Definition 2.7. Es sei eine B-Spline-Fldche X gegeben. Die Fldche heifst geschlossen in Richtung
u, falls

X(uo,v) = X(Up,1k,41,7), VE [V, Vnytky—1] - (2.23)

Da in dieser Arbeit nur B-Spline-Fldchen mit der Endpunktinterpolationseigenschaft behandelt
werden, bedeutet das, dass

doj=dn,—1j, j=0,...,np,—1
Diese Kontrollpunktreihe heifst Naht. Analog dazu ist geschlossen in Richtung v definiert.

Geschlossene Flichen erfordern einige Uberlegungen, damit vor allem die Abstandsberech-
nung korrekt funktioniert. Bei der Umsetzung st63t man auf folgende Probleme:

1. Trimmkurven, die auf der Naht der Flache liegen, haben zwei Randseiten im Parame-
terbereich zur Auswahl. In Abbildung 2.2 ist Kurve C; identisch zu Ry oder R,. Bei
mehreren zusammengesetzten Trimmkurven auf dieser Naht kann man sogar zwischen
beiden Randseiten hin- und herspringen.

2. Trimmkurven, die iiber diese Naht verlaufen, sind im Bildbereich korrekt, im Parame-
terbereich verlassen sie aber das Intervall und treten auf der anderen Seite wieder ein.

Um diese Probleme zu beheben, wird ein leicht anderer Ansatz als im allgemeinen Fall be-
nutzt.
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b. Korrekte Trimmkurve im Parameterbereich
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c. Falsche Trimmkurve im Parameterbereich

Abbildung 2.2: Rotationsfldche und falsche Trimmkurve
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2.3.1 Erweiterung geschlossener Flachen

Definition 2.8. Es sei eine B-Spline-Fldche X gegeben, die in Richtung u geschlossen ist. Dann
heifst
3(1nu—1) ny—1
Eole Y g s N, (u| Ty Nig, (0] ) 020
3 11_1 v * )
LY g Wl Nig, (4| TN, (0] To)
zweiseitige stetige Fortsetzung von X in Richtung u, wobei

* Pyp—
Tu o [uo - lur L) /unu—l - lll/ Uy, ... /unu"l‘k”—ZI uku + lu/ L) /unu—i-ku—l + Zu]

X*(u,v) :=

mit [, := uy, yx,—1 — uo und

d3(nrl),j - dO,]r dz(nrl)ﬂ,j - d(nufl)Jri,j - di,]' - dz,]f

ws(nufl)/]. - wo’]’ wz(nufl)“v’i/]‘ - w(nufl)“v’i/]‘ - wl/] wl’]

firi=20,...,n,—2,j =0,...,n, — 1. Analog definiert man zweiseitige stetige Fortsetzung
von X in Richtung v.

X* ist somit nichts anderes als eine aus X dreimal zusammengesetzte Fliache.

Beispiel 2.9. Anhand eines zweidimensionalen Beispiels soll Definition 2.8 verdeutlicht wer-
den. Es sei eine B-Spline-Kurve

"o widiNjj(t)

"o WiNi (¢ T)

K(t) :=

mit n:=9,k:=3,T:=[0,0,0,2F, 2f, %%, %%, 271, 271, 271| gegeben, die einen Kreis beschreibt.
Man kann die Kurve K an beiden Seiten stetig (und sogar stetig-differenzierbar) als

YU 0t d Ny (£ T)

K*(t) =
3(n-1)
Yo | wiNi(t|T*)
fortsetzen, wobei
4t 4m 2w 271 27t 27w 4w 47 87 8m 10t 107
T* = _2 /_2 1_2 1_71_71_71_710/0/717171712 /2 /717171714 /4 /4 7
e A W R 333/ 3/ Vg gy g HILAT

dyy :=do, digy; = dgy; =dj :=di,
Wyy := Wy, Wigy; = Wg,; =w; :=w;, 1=0,...,7.

Die B-Spline-Kurve K* durchlauft den Kreis somit dreimal bei einem Durchlauf von [0,47]
(Abbildung 2.3).

Bemerkung 2.10. Es ist wichtig, dass man die geschlossene B-Spline-Flache X nach beiden
Seiten erweitert. Hat man Punkte P, ..., P;_; und liegt Py auf der Naht von X, kann man ohne
nihere Betrachtung von Py, ..., P;_; nicht sagen, nach welcher Seite sich die abgetasteten
Punkte fortsetzen. Somit ist es nicht klar, ob man pg := ug oder po := u,, .x,—1 fir X(po) = Po
setzen soll. Eine Erweiterung nach beiden Seiten behebt dieses Problem. Wichtig hierfiir ist
allein, dass po € [uo, tty, +k,-1)-
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dy =dj; = d’{g. dy = djy = dig _dT =dg = dy;

dy = dyp = dy dy = dg = dig = d,

ds = diy = dp dg = diy = dy, d7 = di5 = dp

Abbildung 2.3: Erweiterter Kreis

2.3.2 Parameterkorrektur

Tastet man die Kurve an vielen Punkten ab und berechnet die Parameterwerte, kann es vor-
kommen, dass einzelne Punkte, die auf der Naht liegen, zwischen den Parametergrenzwerten
hin und her springen (siehe Teil II, Abschnitt 1.4 auf Seite 32). Daraus resultiert Problem 1
oben.

Die Idee ist zu iiberpriifen, wie weit die Parameterwerte zu zwei aufeinanderfolgenden
Punkten auseinanderliegen und den zweiten Wert gegebenenfalls zu korrigieren. Vorausset-
zung dafiir ist, dass die abgetasteten Punkte dicht beieinander liegen.

Algorithmus 2.11.
Eingabe: erweiterte, geschlossene B-Spline-Flache X* wie in (2.24), Parameterwerte
Pie D*:= AxB,i=0,...,s =1, mit A := [ug—ly, tty,+x,—1+u],B =

[00, Uy tkp—1]
Ausgabe: zusammenhingende Parameterwerte P;, i =0,...,5s — 1

1. Setze A; := [uo — lu,uo] , Ay = [uo,uo + lu] , Az = [Mo +1,, Uy, +k,—1 T lu]
2. Ist Py := (P(gx),Péy)) ¢ A, X B, setze
P 41,,p)), Pye Ay xB,
=Y (b0 1, pY, Bye Asx B
0 ur 4 ’ 0 3 .
Damit ist Py € A, X B.
3. Schleife i von 1 bis s — 1:
o Ist |Pl.(x) - Pi(f)l\ > i, suche j € {~3,...,3}, so dass \Pi(x) +jl, — Pi(fi] minimal ist
und Pi(x) +jl, € A.
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e Setze Pi = (Pz(x) +jlltrpi(y))-

Abschliel3end kann nun der Algorithmus zur Trimmkurven-Berechnung angegeben werden.
Hierfiir sei dieses Mal € := {¢;[j =0,...,s — 1} eine zusammengesetzte Trimmkurve.

Algorithmus 2.12. (Trimmkurven-Berechnung fiir geschlossene Flachen)

Eingabe: geschlossene B-Spline-Fldache X, Trimmkurve € im Bildbereich
Ausgabe: Trimmkurve B im Parameterbereich D

1. Ersetze X durch die Erweiterung X* gemél} (2.24) mit neuem Parameterbereich D*.
2. Schleife j von 0 bis s — 1:

e Taste die einzelnen Kurvenstiicke ¢; im Bildbereich an moglichst dquidistanten
Punkten ab:

Vi={0;€¢|i=0,...,r; =1 [[o,— 0] = const, [ =1,...,7; — 1}.
51y
3. Setze V := U?:o V.

4. Berechne Parameterwerte

peD

s—1
pi= {pm := argmin||X(p) — Vil [m =0,..., (2%) - 1}
. =0

mit Hilfe der Abstandsberechnung zur Flache X.
5. Wende die Parameterkorrektur aus Algorithmus 2.11 auf P an.

6. Schleife j von 0 bis s — 1:

j-1 j—1
P = {pm\m = Zri,..., <2ri> +r]-—1}.
i=0 i=0

e Approximiere die Parameterwerte P; als B-Spline-Kurve 5;.

e Setze

Bemerkung 2.13. Nach Algorithmus 2.12 ist die Bounding Box von % in die geschlossene
Richtung immer kleiner gleich [, aus Definition 2.8. Man sollte X daher auf B(8) beschrén-
ken, da man sonst ein Parametergebiet hat, von dem mindestens zwei Drittel nicht benutzt
werden. Dies wiirde vor allem spétere Berechnungen erheblich verlangsamen. Bei Rotations-
flachen trimmt man hierbei nur auf das néchste Vielfache des Trennwinkels ¢ (siehe Abschnitt
1.3.1).



2.4 Entartete Flachen 69

2.4 Entartete Flachen

Entartete B-Spline-Fldchen entstehen, wenn eine Seite der Flache auf einen Punkt reduziert
wird. Auf diese Weise kann man auch Dreiecksflichen ohne Trimmkurven in Tensor-Produkt-
Gestalt darstellen.

Definition 2.14. Es seien eine B-Spline-Fldche X und ihre Randkurve R := {Ry, ..., R3} ge-
geben. Ist R;(t) = ¢ € R? fiir (mindestens) ein i € {0,1,2,3} und alle t € (1o, Uy, +k,—1] (fiir
i = 0,2) beziehungsweise t € [vg, vy, +k,—1) (fiir i = 1,3), so heifSt die Fldche entartet an der
Seite i und c heifst Entartungspunkt. Das bedeutet:

i=0 = X(s,v0) =X(t,v0) =c¢, s,t€ [ug, Uy, +k,-1],
i=1 = X(ugs)=X(up,t)=c¢, s,t€][v0,Vn, k-1
i=2 = X(s,v5,1k,-1) = X(t,0p,4k,-1) =€, St € [to, Up,+k,-1],
i=3 = X(uy,1k,-1,8) = X(Up,4x,-1,t) =¢, st € [00,0p,1k,~1]-

Konvention 2.15.

1. Es konnen auch Entartungen an mehreren Seiten entstehen. Es wird hier aber ange-
nommen, dass es maximal zwei Entartungen an den gegeniiberliegenden Seiten 7,j €
{0,1,2,3} gibt. Das heit: i = 0,j =2 oderi =1,j = 3.

2. Ohne Einschrankung sei im Folgenden eine entartete Fliche immer in Richtung u ent-
artet.

Entartete Flachen haben mehrere Nachteile:

1. Ist in der IGES-Datei die Trimmkurve im Parameterbereich gegeben, hat man pro Seite
im Bildbereich genau eine Kurve. Das bedeutet fiir die ,fehlende“ Seite, die entartet ist,
fehlt die Kurve im Parameterbereich (Abbildung 2.4).

2. Es kann keine Normale in einer Entartung berechnet werden, da die abzuleitende
B-Spline-Kurve auf einen Punkt zusammenféllt und die Ableitung dort verschwindet
(vgl. Teil II, Abschnitt 2.2).

3. Parameterwerte fiir Punkte in der Ndhe einer Entartung, die mittels der Abstandsbe-
rechnung bestimmt werden sollen, fangen dort an zu ,,wackeln“. Dies hat den Grund,
dass an der entarteten Seite alle Parameterwerte (u,v), v = vy oder v = v, 4 1, auf
den gleichen Punkt im Bildbereich abgebildet werden (siehe Definition 2.14).

Das erste Problem kann man l6sen, indem man die Start- und Endpunkte der einzelnen
Trimmkurven im Parameterbereich betrachtet und offene Seiten durch einen linearen Spline
verbindet. Das zweite Problem ldsst sich 16sen, indem man die Normalen in der Umgebung
der Entartung betrachtet und eine Grenzwertberechnung durchfiihrt. Das dritte Problem ist
etwas schwieriger zu handhaben.
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b. Parameterbereich (Trimmkurve rechts nicht definiert)

Abbildung 2.4: Fldche (gestrichelt) und Trimmkurve (durchgehend)
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2.4.1 Ein Maf3stab fiir die Entartung

Die Idee ist es, einen Mal3stab fiir die Entartung zu liefern, das heif3t die Flache in Bereiche
einzuteilen und Punkte in der Néhe einer Entartung zu ignorieren. Zu diesen ignorierten
Punkten sucht man dann aus den zuldssigen gegebenen eine stetige Fortsetzung.

Definition 2.16. Es sei eine entartete B-Spline-Fldche X gegeben. Dann heifst

Ly iy — dijall
ny—1

¥i= ()it = , (2.25)

Entartungsgrad der Kontrollpunkte. Der Einfachheit halber setzt man

po=
19l
so dass ¢ € [0,1]". Der Vektor
A Al A= 3 =0 (2.26)
= (Ai)iZy s A= ol |d —di 1 :
Z /\1;1-1-2]:0 I, L i=1,...,n,—1,

Ny ’
heifst Entartungsparameter. Man setzt

i

A= u0+/\ (Mkﬁnu,l—uo), i=0,...,5—1,

ny—

so dass A € [ug, Uk, +n,—1]™

Der Entartungsgrad ist an der Entartung immer Null, an der ,breitesten“ Stelle immer Eins.
Uber den Entartungsparameter A kann man zu jedem Parameterwert (u,v) durch lineare
Interpolation bestimmen, ob er in der Ndhe einer Entartung liegt (siehe nachster Abschnitt).

Beispiel 2.17. Es sei die entartete Fldche in Abbildung 2.5a gegeben. Man berechnet dazu
den Entartungsgrad ¢ und den Entartungsparameter A der einzelnen Kontrollpunktreihen.
Dies ergibt eine Aufteilung wie in Abbildung 2.5b. Die genauen Werte konnen Tabelle 2.1
entnommen werden.

2.4.2 Parameterkorrektur

Nach der Berechnung des Entartungsgrades kann fiir jeden Parameterwert (1, v) der Entar-
tungswert bestimmt werden und alle Werte, die eine gewisse Entartungsgrenze unterschrei-
ten, werden durch ein approximierendes Polynom angenidhert. Auf diese Weise verhindert
man eine Oszillation der Parameterwerte in der Ndhe einer Entartung.

Definition 2.18. Es seien eine entartete B-Spline-Fldche X, Entartungsgrad ¢ (2.25), Entar-
tungsparameter A (2.26) und ein Parameterwert (1,v) € D gegeben. Dann bezeichnet

—~ u—A
¢(U/U) =Y+ ﬁ(%@-&-l - ¢r)/ Ay <u < Ay, (2.27)
r+1 — T

den Entartungswert von (u,v).
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a. Knotenreihen im Bildbereich

Ao = 0.0 M . A4 = 25.17

b. Einteilung im Parameterbereich

Abbildung 2.5: Entarteter Beispielpatch
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Reihe i 1IJZ' Ai
0 1.0 0.0
1 0.890 | 2.782
2 0.780 | 5.558
3 0.669 | 8.334
4 0.535 | 11.703
5 0.402 | 15.071
6 0.337 | 16.673
7 0.265 | 18.402
8 0.190 | 20.241
9 0.137 | 21.510
10 0.087 | 22.641
11 0.054 | 23.490
12 0.035 | 24.034
13 0.017 | 24.601
14 0.0 | 25.168

Tabelle 2.1: Entarteter Beispielpatch, Mafs ¢ und Aufteilung A

Damit kann man einen Algorithmus zur Parameterkorrektur angeben.

Algorithmus 2.19.

Eingabe: entartete B-Spline-Fliche X, Punkte {p; € R*|/ =0,...,s — 1} und Parame-
terwerte Q := {q; € D[l =0,...,s — 1}, Entartungsgrenze €y
Ausgabe: korrigierte Parameterwerte Q

1. Bestimme chordale Parametrierung (siehe Teil V, Abschnitt 1.1)

o I o le_pl—lH | — —1.d:= = .
V.= 'UZ|U() ~_0/Ul =01+ d ’ _1/---15 ]-1 _ZHPZ pl—l” .
i=1

(2.28)

2. Setze geordnete Mengen
P={q€Q|p(q)>ep}, U={v,eV|p(q)>ep}.

3. Approximiere Punkte P mit Parametern U durch ein Polynom H auf dem Intervall
[v0,vs—1] (zum Beispiel durch Least-Squares-Approximation [26, S. 245 ff]).

4. Setze
qr:=1—9(p))Hw) +¢(p)p, 1=0,...,s—1. (2.29)

Gleichung (2.29) sorgt fiir eine Konvexkombination aus dem Entartungsgrad 1,3 (q1), so dass in
der Ndhe einer Entartung der iiber das approximierte Polynom H berechnete Wert und weit
entfernt von einer Entartung der urspriingliche Parameterwert g; starker gewichtet wird.
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Nach der Parameterkorrektur fahrt man mit der Approximation der Parameterwerte wie
im allgemeinen Fall fort (siehe Abschnitt 2.1).

Beispiel 2.20. Es seien die Flache und Aufteilung aus Beispiel 2.17 gegeben. Es soll nun
zu einer Trimmkurve auf der Flache die zugehorige Kurve im Parameterbereich berechnet
werden (Abbildung 2.6a). Nach der ersten Berechnung erhilt man die Parameterwerte wie
in Abbildung 2.6b. Am rechten Rand in der Ndhe der Entartung ist der Parameterwert in u
Schwankungen unterworfen. Die letzten drei Punkte werden daher ignoriert, da ¢(q;) < €y
und nur mit den restlichen eine stetige Fortsetzung approximiert (Abbildung 2.6c). Diese Pa-
rameterwerte konnen dann als Trimmkurve im Parameterbereich approximiert werden (siehe
Teil V).
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a. Flache mit Kurve

b. Parameterwerte nach

Annéherung

c. Korrigierte Parameterwerte

Abbildung 2.6: Entarteter Beispielpatch
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Teil IV
Zuordnung der Punkte

1 Einleitung

Wenn man die CAD-Daten wie im letzten Kapitel beschrieben als B-Spline-Kurven und Tensor-
Produkt-Spline-Flachen extrahiert hat, kann man die Punkte der Frassimulation zuordnen.

Obwohl die Newton-Methode zur Parameterbestimmung und Punktzuordnung eine qua-
dratische Konvergenz hat, ist es dennoch ein teures Verfahren, da viele Parameterwerte der
Flache ausgewertet werden miissen. Aus diesem Grund ist ein mehrstufiges Zuordnungsver-
fahren sinnvoll, welches in jeder Stufe mehr Punkte aussortiert.

Der erste Gedanke ist eine einfache Parallelprojektion aller Punkte und Trimmkurven in
die x/y-Ebene. Dies funktioniert aber nur bei Spline-Flichen, die fast parallel zur x/y-Ebene
liegen, gut. Daher werden die Punkte auf die Normalenebene einer B-Spline-Fléche parallel-
projiziert, was im Aufwand kaum hoher ist, da es sich nur um eine Koordinatentransformation
(Rotation) handelt.

Problematisch sind Flichen, deren Normalenebene nicht die Form der Fliche widerspie-
gelt. Dies ist bei gedrehten Fldchen oder bei Rotationsflachen der Fall. Die Idee ist, zu jeder
B-Spline-Flache einen Grad der Verdrehung zu bestimmen und sie in mehrere Teilflichen
aufzusplitten. Auf die Normalenebenen dieser kleineren B-Spline-Flachen wird dann korrekt
projiziert.

Abbildung 1.1: ,,Tal“-Patch

Projiziert man parallel auf die Normalenebene einer Flache, passiert es, dass man einige
Punkte am Rand doppelt zdhlt. Hierzu betrachtet man die B-Spline-Flache in Abbildung 1.1
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und die potentielle Punktezuordnung. Eine Projektion in die Normalenebene, die in diesem
Fall mit der Flache selbst iibereinstimmt, geht recht leicht. Um die falsche Zuordnung zu se-
hen, betrachtet man die B-Spline-Fldche mit den beiden angrenzenden Patch-,Hiigeln“ von
der Seite (Abbildung 1.2). Die senkrechten durchgezogenen Linien grenzen die Punktmenge
ein, die bei einer Parallelprojektion in die Ebene der Fldache zugeordnet werden wiirden. Die
gestrichelte Begrenzung ist die richtige Zuordnung iiber den Abstand eines Punktes zur Fla-
che. Zusatzlich kann man die gestrichelte Linie als Abgrenzung zwischen den benachbarten
Flachen ansehen, da eine Parallelprojektion der Punkte auf die Nachbarflachen diese erneut
zuordnen wiirde. Die Idee ist es, mittels einer Abstandsberechnung zu iiberpriifen, zu welcher
Flache ein Punkt den kleinsten Abstand hat. Dieser wird der Punkt dann zugeordnet.

W v

Abbildung 1.2: Punkteinschliefsung

Die Punktezuordnung verlauft somit in mehreren Stufen:

1. Zuordnungsstufe — Punkte werden nur {iber die Bounding Box der Flache zugeordnet.

2. Zuordnungsstufe — Gedrehte Flachen werden aufgeteilt und die Punkte werden zusam-
men mit den Trimmkurven in die Normalenebenen parallelprojiziert.

3. Zuordnungsstufe — Zu jedem Punkt wird der Parameterwert durch Orthogonalprojekti-
on (Newton-Verfahren) berechnet.

Die Verfahren sind dabei nach Aufwand aufsteigend sortiert, so dass man bei der dritten
Zuordnungsstufe nur noch sehr wenige Punkte hat, die man iiberpriifen muss.

Konvention 1.1.
1. Die Punktewolke der Frassimulation sei ab sofort durch
P:={P;|j=0,...,5—1} (1.1)
definiert.
2. Ist eine B-Spline-Flache X gegeben, dann bezeichne
D:={d;jli=0,...,n,—-1,j=0,...,n, -1} (1.2)

die Menge der Kontrollpunkte von X.



79

2 Zuordnung durch Bounding Box

Da ein Kugelfréser beispielsweise keine (inneren) Ecken nachbilden kann, kommt es vor, dass
die Punkte, die zu einer Flache gehoren, an dieser Stelle ziemlich weit entfernt liegen. Je
nach Winkel, der in dieser Ecke gebildet wird, kann dieser Wert variieren, aber niemals einen
Fraskopfradius {iberschreiten (Abbildung 2.1). Aus diesem Grund erweitert man die Bounding
Box in alle Richtungen um diesen Wert, um alle Punkte, die in Frage kommen, zu betrachten.

\ Fraser

Abbildung 2.1: Ein Kugelfrdser kommt nicht in Ecken

Definition 2.1. Es sei ein Gebiet G C R?, die Bounding Box B(G) gemdfs (I11.2.10) und ein
Radius r > 0 gegeben. Dann bezeichnet

B/(G) = [Brin(G) = (1,1)7, Bmnax(G) + (1) 2.3)
die um r erweiterte Bounding Box. Analog ist dies fiir G C R definiert.
Alle Punkte der Punktewolke, die innerhalb von B, (®) mit r als Fraskopfradius liegen, konnen

zu der B-Spline-Flache gehoren. Es ist nicht mehr moéglich, dass es noch Punkte gibt, die zu
der Flache gehoren, die man hiermit nicht eingegrenzt hat.

3 Zuordnung durch Normalenebenen

In diesem Abschnitt werden die Punkte feiner zugeordnet, indem man sie mitsamt der Trimm-
kurven auf die Normalenebene der Flache projiziert und iiberpriift, welche Punkte innerhalb
oder aullerhalb des eingeschlossenen Gebietes liegen. Aus Griinden der Komplexitdt werden
die in die Normalenebene projizierten Kurven durch 2-D-Linearsitze dargestellt.

3.1 Projektion auf die Normalenebene

Wie die Normalenebene einer B-Spline-Flache berechnet wird, kann man in Teil II, Abschnitt
2.3 nachlesen. Fiir eine einfache Projektion der Punkte auf diese Ebene dreht man das ge-
samte System so, dass die Normalenebene parallel zur x/y-Ebene liegt. Das bedeutet, der
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Normalenvektor n = (x,y,z)" der Normalenebene muss in Richtung (0,0,1)” gedreht wer-
den. Die Rotationsmatrix

2
2 4 Z27Yz xXyz z+dx
AR i Ay o Sl s

Ri= | —xy+ 22 224222 2| = /242422, di=,/x2+y?, (34

R

erfiillt genau diesen Zweck. Die genaue Berechnung von R kann in Anhang B nachgelesen
werden.

3.2 2-D-Clipping

Unter Clipping versteht man in der Informatik das Zurechtschneiden eines Gebietes auf einen
bestimmten (sichtbaren) Bereich. In dieser Arbeit handelt es sich im Speziellen um zweidi-
mensionale polygonale Regionen, bei denen entschieden werden soll, ob ein Punkt P innerhalb
der Region liegt oder nicht.

Definition 3.1. Es sei ein planares, geschlossenes Polygon
G:= (3 €R*|gm1=80,i=0,...,m—1) (3.5)

ohne Selbstschnitte oder Beriihrpunkte aufSer an den Ecken gegeben. Mit Definition 2.15 aus Teil
II, angewandt auf das Polygon P, sei die polygonale Region von P als

L:=M(G) (3.6)
definiert.

Polygonale Regionen sind also die von einem geschlossenen Polygon eingeschlossenen Ge-
biete. Die Richtung der Polygonsegmente gibt an, ob das Gebiet ,innerhalb“ des Polygons
betrachtet wird oder ,,aufSerhalb“.

Konvention 3.2.

1. Wenn von einem Polygonen G gesprochen wird, ist immer ein geschlossenes, planares
Polygon nach Definition 3.1 gemeint.

2. Eine Laufrichtung des Polygons G gegen den Uhrzeigersinn bedeutet eine einschliel3en-
de Region L, mit dem Uhrzeigersinn eine ausschlie3ende. Der Einfachheit halber wird
L als einschliefende Region angenommen.

3.2.1 Geradenargument

Der erste Algorithmus fiir die In/Out-Unterscheidung ist ziemlich leicht und wurde unter
anderem von Finley [12], Haines [20] und Snoeyink [33, S. 767] beschrieben.
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Definition 3.3. Es seien ein Polygon G, die zugehérige polygonale Region L, ein Punkt P € R?
und eine planare Gerade h mit h(0) = P gegeben. Es bezeichne S die Menge der Schnittpunkte
von h und G:

S(h,G) ={so,...,s1-1} :={s € h|s € G}. (3.7)

Zusdtzlich sei
F(h,G):={fi|h(fi) =s;,i=0,...,1 -1} (3.8)

die Menge der Schnittpunktparameter von h und G. Dabei soll gelten:
fi<fy, i<j, i,j=0,..., -1

Ist nun
F_:={fie F(h,G)|fi<0}, Fr:={ficFhG)|f; >0}, (3.9

so gilt:
P € L & #F_ ungerade, #F, ungerade ,

P ¢ L & #F_ gerade , #F; gerade .

Ist0 € F(h,G),soist h(0) = P € G und man muss definieren, ob dieser Punkt zu einer Region
L gehort oder nicht. Die Idee dahinter ist, dass, wenn man von aulen in ein geschlossenes
Gebiet eindringt, man dieses auch wieder verlassen muss. Das heildt, man hat immer die
gleiche Anzahl von Eintritts- und Austrittspunkten.

Definition 3.4. Es seien ein Polygon G, die zugehdrige polygonale Region L, ein Punkt P € IR?,
eine planare Gerade h, sowie S(h, G) gemdfs (3.7) gegeben. Existiert fiir ein s € S(h,G) ein
j€{0,...,m =1}, sodass s = gj, heifst dies Eckpunktberiihrung in s.

Problematisch sind solche Eckpunktberiihrungen. Hierfiir wird zusétzlich eine Uberhalb/
Unterhalb-Unterscheidung vorgenommen. Dabei wird ein Schnittpunkt s = g; = h(f;), fi €
F(h,G), nur dann gezéhlt, wenn sich ein Eckpunkt des Polygonsegments (g;, gj41) ,2unterhalb*
der Geraden & befindet und der andere {iberhalb oder auf der Geraden liegt (siehe Abbildung
3.1, aus Finley [12]). Mit anderen Worten, s wird gezéahlt, falls

(giEH_ /\gi+1 €H+Uh)\/(gl+1 € H_ /\gIEH+Uh),

wobei H_ und H die beiden disjunkten Halbebenen bezeichnen, in die / die Ebene aufteilt.
In allen anderen Fallen wird kein Schnittpunkt gezahlt.

Beispiel 3.5. In Abbildung 3.1 wird eine zur x-Achse parallele Gerade durch den Punkt D
gezogen. Seite b erzeugt dabei klar einen Schnittpunkt, die Seiten a und f definitiv nicht. Seite
e erzeugt einen Schnittpunkt, da ein Eckpunkt unterhalb der Geraden liegt und der andere
Eckpunkt auf der Geraden. Seite d erzeugt keinen Schnittpunkt, da beide Eckpunkte auf der
Geraden liegen. Und Seite c erzeugt ebenfalls keinen Schnittpunkt, da sich kein Eckpunkt
unterhalb der Geraden befindet. In diesem Fall hat man je einen Schnittpunkt rechts und
links und der Punkt D liegt im Inneren der polygonalen Region.
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a

Abbildung 3.1: Einfaches Clipping

Bemerkung 3.6. In der Regel wahlt man die Gerade & nicht zuféllig, sondern man benutzt
eine Gerade parallel zur x- oder y-Achse, da sich die Schnittpunkte so leichter berechnen
lassen.

3.2.2 Binary Space Partition

Binary Space Partition bezeichnet die Unterteilung eines Raumes in Hyperebenen. Im zweidi-
mensionalen Fall wird eine Ebene durch Geraden unterteilt. Mit der ersten Geraden teilt man
die Ebene zum Beispiel in rechts und links. Danach kann man die linke und die rechte Halfte
in oben und unten aufteilen und so weiter. Als Darstellung hierfiir benutzt man Bindrbdume
(Badume mit maximal zwei Asten), die Binary Space Partition Trees (kurz: BSP-Trees) genannt
werden. Eingefithrt wurden sie von H. Fuchs, Z. Kedem und B. Naylor [16]. Dieser Abschnitt
soll keine Einfiihrung in BSP-Trees geben. Ndhere Informationen zu dem Thema konnen bei
de Berg, de Kreveld und Overmars [5, S.251 ff] gefunden werden.

A

Abbildung 3.2: Beispiel-Aufteilung der Ebene
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Beispiel 3.7. Es sei die Ebene wie in Abbildung 3.2 aufgeteilt. Dabei hat man zuerst an
der Geraden A unterteilt, so dass man zwei Halbebenen erhilt, die dann wieder an den
Halbgeraden B und C aufgeteilt wurden. Daraus entsteht der BSP-Tree, den man in Abbildung
3.3 sieht.

C/A\B
E/ D/ \H
VAV

I
K J
Abbildung 3.3: Der zu obiger Aufteilung gehorige BSP-Tree

Bei polygonalen Regionen L wéhlt man die Unterteilungsgeraden nicht willkiirlich, sondern
benutzt die einzelnen Polygonsegmente (g;, gi+1),i = 0,...,m — 2. Alle {ibrigen Segmente
werden dann entsprechend links und rechts aufgeteilt und an diesen die Halbebenen weiter
geteilt.

Sei ein Polygon G wie in (3.5) gegeben. Die Ebene soll an der Geraden h, die durch
das Polygonsegment (g;, gi+1) beschrieben ist, in disjunkte Halbebenen H_ und H, geteilt
werden. Bei der Aufteilung der restlichen Polygonsegmente (g]-, g]-+1), j=0,....m—=2,j#1,
gibt es vier Fille:

1. Das Polygonsegment (gj, gj+1) liegt in der linken Halbebene H_:
g €H_Uh A gj41 € H-Uh.
Dann fiigt man es in den linken Baum ein.
2. Das Polygonsegment (g, gj;1) liegt in der rechten Halbebene H., :
g €EHyUh A g1 € H Uh.
Dann fiigt man es in den rechten Baum ein.
3. Das Polygonsegment (g, ;1) liegt auf der Geraden h:
g €Eh NG €h

Dann kann man es verwerfen, da bereits eine Aufteilung an dieser Geraden durch das
Polygonsegment (g;, gi+1) vorgenommen wurde.

4. Das Polygonsegment (g, gj;1) schneidet die Gerade h:

(8j € H- A gjy1 € Hy) V (g1 € H- A gj € Hy).
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Dann berechnet man den Schnittpunkt

s = (8i,8i+1) N (&), &j+1),

erstellt Polygonsegmente (gj,s), (s, gj+1) und fligt diese in den jeweiligen linken bezie-
hungsweise rechten Baum ein.

Definition 3.8. Es sei ein Polygon G gegeben. Dann bezeichne L; den linken Teilbaum und R;
den rechten Teilbaum, wenn man die Ebene am Polygonsegment (g;, gi+1) aufteilt. Zusdtzlich sei

Si:={(8j,&j+1) € G\ {(&i,&i+1)} | (i, &iv1) N (8, &j+1) #D, j=0,...,m—2},

i=0,...,m—1. Dann definiert man eine Bewertungsfunktion
Pi = |#Ri—#Ll‘| +#S;, i=0,....m—1. (3.10)

Die Art der Ebenenunterteilung ist essentiell fiir die Grof3e des Baumes und fiir die Geschwin-
digkeit einer spiteren Uberpriifung. Es gibt hierfiir verschiedene Ansitze. Anhand von drei
Beispielen sollen die verschiedenen Ergebnisse aufgezeigt werden. Die einzelnen Polygonseg-
mente sind dabei nach ihrem Starteckpunkt benannt. Das Segment, das aus den Punkte g; und
gi+1 gebildet wird, erhélt somit die Nummerierung 7, i = 0, ..., 11. In manchen Fallen miissen
einzelne Polygonsegmente aufgrund von Schnitten mit anderen Geraden (siehe Punkt 4 bei
der Fallunterscheidung oben) in weitere Subsegmente a, b und/oder c aufgesplittet werden.
Der Pfeil an jedem Segment gibt in den Abbildungen immer die Richtung an, in der innen
liegt (rechter Ast des Baumes).

1. Abbildung 3.4 — Die Aufteilung des Baumes geschieht in der Mitte. Das heif3t, wenn
man m Polygonsegmente hat, nimmt man das [m/2]-te Polygonsegment als Gerade zur
Unterteilung.

2. Abbildung 3.5 - Bei dieser Methode teilt man die Ebene immer am ersten Polygon-
segment auf. Es sollte nicht verwundern, dass das Polygonsegment 4 nicht im Baum
auftaucht. Da dieses zusammen mit Segment 0 auf einer Geraden liegt, muss es nicht
weiter betrachtet werden (siehe Punkt 3 in der Fallunterscheidung oben).

3. Abbildung 3.6 — Diese Methode ist die aufwendigste, liefert aber normalerweise die bes-
ten Ergebnisse in Hinblick auf die Geschwindigkeit beim Baumdurchlauf. Man versucht
hierbei die Grolde/Hohe des Baumes moglichst gering zu halten. Das bedeutet man teilt
die Polygonsegmente immer an Segment Nummer

argmin p;
i=0,....,m—1

auf, wobei p; wie in (3.10) definiert ist.

Eine Implementierung hat gezeigt, dass es zwischen allen drei Methoden nur geringe Unter-
schiede in der Laufzeit gibt. Dies hat vor allem den Grund, dass sehr viele solcher Bindrbaume
erstellt werden miissen und unter Umstdnden nur einmalig fiir eine Punktmenge benutzt wer-
den. Bei Methode 3 fillt der Vorteil des schnelleren Baumdurchlaufs dadurch nicht mehr ins
Gewicht.



3.2 2-D-Clipping 85

Abbildung 3.4: BSP-Aufteilung in der Mitte

Abbildung 3.6: BSP-Aufteilung nach Balance
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Beispiel 3.9. Abbildung 3.7 zeigt, wie anhand der letzten Aufteilung nach Balance fiir zwei
Punkte entschieden wird, ob sie innerhalb oder auf3erhalb der polygonalen Region liegen.

3 2\8
-

\Gb

0 5
/\ N\ \
1 6a 4 10 7
N\ AN \
aussen 11c 11a 116
innen

Abbildung 3.7: Beispiel fiir einen Baumdurchlauf

3.3 Gedrehte B-Spline-Flachen

Die Projektion und Zuordnung der Punkte auf die Normalenebene schlidgt bei B-Spline-
Flachen fehl, die zu stark gedreht sind, da die Normalenebene die Struktur der Flache nicht
gut wiedergibt. Um dies zu umgehen, erstellt man aus jeder Flache einen Patch-Quadtree.

Definition 3.10. Ein Patch-Quadtree ist eine (ungetrimmte) B-Spline-Fldche X mit Definitions-
bereich D := [uo, Uy, +k,—1] X [V0, Un,+k,—1], die zusdtzlich vier Verweise auf die Fldchen

X1:= Xt ool X2 5= X, 0, 1% (00,0

X3 2= Xlug ) x [0 oy sk 1) X4 7= Xl 100 1] % [0 0y 5017

Uo+u _ Vo+0 _ . o .
u* o= Sl of = 2wkl haben kann. Dabei sind X, ..., Xy wiederum Patch-

Quadtrees.
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Ob ein Patch-Quadtree Verweise auf die vier Teilflachen besitzt, ist abhdngig vom Verdre-
hungsgrad der B-Spline-Flache.

Definition 3.11. Es seien eine B-Spline-Fldche X, Parameterwerte P := {p; € D|l = 0,...,
I —1}, die Normalen M(p;),i =0, ...,1 — 1 und die daraus entstandene Normalenebene (X, P)
gegeben. Sei n der Normalenvektor von 20(X, P). Dann heifSt

V(X,P) = &10 x Z(n, N(p;)) (3.11)

der Verdrehungsgrad von X beziiglich P.

Als Gilitemal? fiir eine Verdrehung wird also die B-Spline-Flache moglichst gleichméaRig an
einem festen Gitter im Parameterbereich abgetastet. An diesen Punkten wird die Normale
berechnet und mit einem Referenzvektor verglichen. Ist der Winkel grof3er als ein bestimmter
Wert, wird die Flache als gedreht markiert und in beiden Knotenvektoren ein neuer Knoten
der jeweiligen Ordnung eingefiigt, so dass die Flache in vier Teilflichen unterteilt wird.

Algorithmus 3.12. (Flachen-Aufteilung)
Eingabe: B-Spline-Fliche X
Ausgabe: Patch-Quadtree X mit Verweisen auf die neuen B-Spline-Flachen Xy, ..., X,

1. Fige Knoten
s« ._ Mo+ Unyth,—1 «._ 00+ Unyiky—1
’ 2 ’ ’ 2
in T, beziehungsweise T, ein, so dass diese Vielfachheiten k, — 1 beziehungsweise k, — 1
haben. (Dadurch entstehen gegebenenfalls neue Kontrollpunkte und Gewichte.)

2. Suche r, mit u,, < u* < u,, 41 und r, mit v,, < vV* < Y, 41.

3. Definiere
% o 2;16ku+1 Z] okZnLl wl]dl]le (u|Tuy )N jko (0]T,)
1(,0) := P kot 1 T )
it Zj:() w1] ( | 111) ( | 01)
1 kot1
< O e T wigdijNik, (| T, ) Njk, (0| To,)
2(u,0) = 1 Fo—kot1 T T '
Ez Tu— ku+12] 0 Wi, lk( | M) jko (U| 711)
Xa(u,0) Zf-“zﬁk“ﬂ Z?i;,l_kﬁl w; jd; iNik, (4| Tuy )Njk, (0] T, )
3\, = — — ’
2?‘:0](““ Z}qiyvl_k, +1 Wi iNik, (u|Ty, )Nj,k (0|Ty,)
1 1
Xy(u,0) : Lt vkt Diry k1 WijdijNig, (1] Tu )Ny, (0| T )
4\ U, = 1 1
ik 27% ko1 Wi,iNije, (4] T )N, (0| T, )
mit

Tuy =10, ..., u"], Ty:=1[u" ..ty k1],

Ty, :=[v0,...,0%], To = [0 .., Up sk,—1)-
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Es ist:

Xl[uo,u*}x[vo,.,.,v*] =X, X

(¥ Uy, 1k —1) X [00,-.-,0%] = XZ/

Xy.

X|[uo,u*]x[0*ﬂnv+kv—1] = X3, X|[u*runu+ku—1]><[U*/Unz;+ky—l] =

Das Verfahren zur Unterteilung wendet man auf jeden Patch-Quadtree erneut an, bis keine
Teilfliche mehr gedreht ist.

Algorithmus 3.13.
Eingabe: B-Spline-Fliche X, Parameterwerte P, maximaler Verdrehungsgrad e
Ausgabe: Patch-Quadtree X, bei dem keine Teilfliche mehr gedreht ist

1. Istv(X,P) > e:

e Erstelle X* := (Xq,..., Xy) geméR Algorithmus 3.12.

e Setze
Py = {peP|peuuxo,..., 07}

P:={peP|pecu,uyir,-1]x[vo,..., 0]},
Py:={pePlpe lu,u’] x [0, vp,1k,1]},
Pyi={p € P|p € 0"ttty 1] X [0°, 0y sr 1]}
e Wende diesen Algorithmus rekursiv auf (X;, P, €),i =1,...,4, an.

Beispiel 3.14. Abbildung 3.8 zeigt eine gedrehte B-Spline-Flache und in Abbildung 3.9 ist
die zugehorige Unterteilung zu sehen.

Abbildung 3.8: Gedrehte Fldche
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Abbildung 3.9: Unterteilte Fldche

Einschriankungen

Diese Unterteilung ist fiir ungetrimmte Fldchen kein Problem. Bei getrimmten Flachen ist es
aber nicht einfach moglich, die Trimmkurven im Parameterbereich identisch zu den Patches
aufzuteilen. Abbildung 3.10 zeigt die Trimmkurven im Parameterbereich einer gedrehten Fla-
che. Wiirde man diese nach obigem Algorithmus aufteilen, entstdnde eine Unterteilung wie in
Abbildung 3.11. Die einzelnen Subpatches bestehen also nur noch aus einem Teil der Trimm-
kurven. Der schraffierte Teil wiirde sogar komplett wegfallen. Da sich diese neuen Trimm-
kurven nur sehr schwer berechnen lassen, wird fiir eine Projektion grundsatzlich die gesamte
Randkurve R einer B-Spline-Fldche benutzt, wenn die Flache gedreht ist. Ansonsten werden
die tatsachlichen Trimmkurven € projiziert.

L

Abbildung 3.10: Trimmkurven einer gedrehten Fldche im Parameterbereich
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) .
/

Abbildung 3.11: Aufteilung des Parameterbereichs

3.4 Naherung fiir gefilterte Punkte

Die Vorselektion iiber eine Parallelprojektion der Punkte auf die Normalenebene 91 hat das
Problem, dass gegebenenfalls zu viele Punkte entfernt werden. In Abbildung 3.12 sieht man
als zweidimensionales Beispiel ein Kurve C mit Endpunkten ¢y und ¢; und deren Normalenge-
rade E. Die Normalengerade ist dabei wie die Normalenebene als Mittel der Normalen in den
Punkten von C definiert. Die Normalen von C stehen in einem maximalen Winkel von & = %
zueinander. Das heil3t, die Kurve ist nicht gedreht und wird nicht unterteilt. Die Punkte der
Menge P gehoren alle zu C, da sie bei einer Orthogonalprojektion (iiber die Newton-Methode)
innerhalb der Kurve ldgen. Bei der Vorselektion iiber Parallelprojektion werden die Endpunkte
von C auf die Gerade E projiziert, ebenso wie die Punkte aus P. Nur die parallelprojizierten
Punkte aus P, die zwischen ¢}, und ¢} liegen, werden iiberhaupt fiir die Newton-Methode
und Abstandsberechnung genutzt. Der Punkt p wiirde aussortiert werden, obwohl er (nach

Orthogonalprojektion) zur Kurve gehort.

C .
0 ‘76'
c
. P
E
c!
1 _1'p

Abbildung 3.12: Projektion auf Normalengerade
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Dies ist problematisch, wenn es eine andere Flache gibt, in dessen Normalenebenen-
Parallelprojektion diese Punkte liegen und zugeordnet werden. In Abbildung 3.13 sieht man
dieses Phdnomen, bei dem der rot eingefarbte Punkt ndher an der hinteren Fléche liegt, aber
der unteren Flache zugeordnet wird (erkennbar an den Zuordnungslinien).

Abbildung 3.13: Falsche Zuordnung der Punkte

Es gibt verschiedene Losungsansitze:

1. Man kann die Clipping-Region auf der Normalenebene erweitern, so dass weniger Punk-
te aussortiert werden. Es gibt aber keinerlei MaR3, wie weit die Region erweitert werden
miisste. Je weiter die Punktewolke zur zugehorigen Flache entfernt liegt und je gedreh-
ter eine Flache ist, desto eher féllt ein eigentlich zugehoriger Punkt heraus.

2. Man kann anstelle einer Parallelprojektion eine Orthogonalprojektion benutzen. Hierfiir
verschiebt man die Normalenebene in jeden einzelnen Punkt der Punktewolke, erstellt
die Flachennormalen in der Randkurve beziehungsweise in den Trimmkurven, bestimmt
die Schnittpunkte der Normalen mit der Normalenebene und berechnet hieriiber, ob der
jeweilige Punkt innerhalb der Region liegt oder nicht.

3. Alle aussortierten Punkte liegen auf beziehungsweise in der Nédhe einer Trimmkurve
einer Flache. Es reicht, wenn man diese Punkte den Trimmkurven zuordnet.

Zur Veranschaulichung soll der Wiirfel in Abbildung 3.14 gefrast werden. Der Wiirfel hat
eine Kantenldnge von 1 mm, die untere Plattform ist 3 mm lang und breit. Zum Frésen wurde
mit Absicht ein im Verhéltnis gro3er Kugelfrdser mit einem Durchmesser von 1 mm benutzt.
Der Bahnabstand betragt 0.0333 mm (im hinteren Teil nur 0.1 mm, was die recht grofden Fris-
rillen erklédrt). Das Ergebnis der Frassimulation sieht man in Abbildung 3.15. Man erkennt,
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Abbildung 3.14: Wiirfel

dass der Kugelfraser nicht in die Ecken kommt, an denen Wiirfel und Grundflache verbun-
den sind. Gleiches gilt auch fiir die vier Eckkanten des Wiirfels, die das eigentliche Problem
sind. Schaut man sich die Punktezuordnung an, ergibt sich ein Bild wie in Abbildung 3.16.
Alles was rot ist, liegt mehr als 0.1 mm von der zugeordneten Fliache entfernt. Wie man sieht,
entsteht an den vier Kanten ein rotes Gebiet, was dort nicht hingehort. Dies liegt daran, dass
bei der zweiten Zuordnungsstufe die dort liegenden Punkte bei beiden Wiirfelseitenflachen
herausfallen und somit der Bodenflache zugeordnet werden. Dieses Phdnomen kann auch
mit der Orthogonalprojektion nicht behoben werden, die in diesem Beispiel bereits benutzt
wurde.

Abbildung 3.15: Gefrdster Wiirfel
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Abbildung 3.16: Falsche Punktezuordnung und Frdsfehler

Methode 1 oben wird bereits genutzt, um kleine Rundungsfehler auszuschlief3en. Methode
2 wurde implementiert, ist aber wesentlich langsamer als Methode 3 und kann vor allem nicht
das eigentliche Problem beheben. Der Ansatz funktioniert ndmlich nur korrekt, wenn die
benachbarten Fldchen nicht nur stetig, sondern auch differenzierbar ineinander {ibergehen,
das heil3t, wenn die Normalen in der Beriihrkurve identisch sind und keine Liicken entstehen
lassen. Aus diesem Grund wird Methode 3 benutzt. Diese verlangsamt zwar den gesamten
Algorithmus etwas, es gibt aber keine falsche Zuordnungen mehr (Abbildung 3.17).

Abbildung 3.17: Korrekte Punktezuordnung und Frdsfehler
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Algorithmus 3.15. (Zuordnung zu den Trimmkurven als Naherung)

Eingabe: B-Spline-Fliche X mit Trimmkurve € im Bildbereich, Zuordnung Z; der
Punktewolke ‘B {iber Bounding Box, Zuordnung Z, iiber Parallelprojektion
auf Normalenebene 9t

Ausgabe: Zuordnung fiir alle Punkte in Z := Z1\Z,

1. Bestimme Z := Z;\Z,. Man sucht also alle Punkte aus der groben Zuordnung Z,, die
bei der feineren Zuordnung Z, herausgefallen sind.

2. Fir jeden Punkt p € Z:

e Berechne
9:=min [p 4]
iiber die Newton-Methode.
e Bestimme d := ||p — ¢|| und ordne die B-Spline-Flache X zu, falls der Abstand d

Kleiner ist als der einer gegebenenfalls vorher zugeordneten Fliche.

Bemerkung 3.16. Die auf diese Art zugeordneten Punkte haben keinen Parameterwert und
sind daher auch nicht fiir eine spétere Approximation (siehe Teil V, Abschnitt 2) zu verwen-
den.

4 Zuordnung durch Orthogonalprojektion

Die letzte Stufe der Punktzuordnung berechnet den Parameterwert (u,v) zu einem Punkt P
mit Hilfe der Newton-Methode (siehe Teil II, Abschnitt 2.6).

Algorithmus 4.1. (Parameterbestimmung)

Eingabe: B-Spline-Flache X, Punktemenge P
Ausgabe: zugeordnete Punkte P

1. Fiir jeden Punkt p € P:

e Bestimme Parameterwert (u,v) € D iiber zweidimensionale Newton-Methode, so
dass || p — X(u, v)|| minimal ist. Dabei greift man auf Algorithmus 3.15 zurtick, falls
(u,v) aulBerhalb des begrenzten Parameterbereichs 9t(8) liegen wiirde.

e Setze g := X(u,v) und bestimme den Abstand d := ||p — ¢||.

o Ist d kleiner als der bisher zu p zugeordnete Abstand, ordne p der Flache X zusam-
men mit (#,v) und g zu.

e Ist (u,v) nur eine Ndherung, markiere p entsprechend.

Diese Punktezuordnung muss man fiir alle umgewandelten CAD-Flachen der IGES-Datei vor-
nehmen, um am Ende jeden Punkt zugeordnet zu haben.
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Definition 4.2. Es sei ein Punkt p € 3 gegeben. Dann heifst

8(p) = (8x(p), 04(p), 8a(p), 01 (P)) 1= (X,0,, (u,0)) 412)

die Zuordnung von p, wobei X die zugeordnete B-Spline-Fldache ist, ¢ € X der zugeordne-
te Punkt mit ||p — q|| minimal, d := ||p — q|| der Abstand der beiden Punkte und (u,v) €
M(B), X(u,v) = g, ein optional zugeordneter Parameterwert. Zusdtzlich bezeichne

O(P) := {8(p) [p < B} (4.13)

die (geordnete) Zuordnung aller Punkte der Punktewolke ‘B.



96

4 ZUORDNUNG DURCH ORTHOGONALPROJEKTION




97

Teil V

Approximation

In manchen Fillen mochte man die zu einer Fliche zugeordnete Punktmenge durch eine
Tensor-Produkt-Spline-Flache approximieren, um sie mit weniger Daten darzustellen, da die
approximierende Flache weniger Kontrollpunkte hat. Dazu wurden im letzten Kapitel die
Punkte der Punktewolke den einzelnen B-Spline-Flachen zugeordnet. Bei einer Orthogonal-
projektion erhielt man neben dem néchstgelegenen Punkt auf der Flache auch noch den zu-
gehorigen Parameterwert, den man fiir die Approximation benotigt.

Bevor eine Punktewolke aber durch B-Spline-Flachen approximiert wird, betrachtet man
zuerst die Approximation mit B-Spline-Kurven.

1 Kurvenapproximation

Kurvenapproximation wird vor allem bei der Berechnung der Trimmkurven zu einer Flache
benotigt (siehe Teil III, Abschnitt 2). Oft hat man diese Informationen nicht in der IGES-Datei
gegeben, sondern tastet die Trimmkurve an bestimmten, moglichst dquidistanten Punkten ab,
projiziert diese auf die Flache, so dass man die (nicht mehr zwingend &quidistanten) (u,v)-
Parameter erhilt und versucht diese Punktmenge dann durch eine zweidimensionale Kurve zu
approximieren. Dabei gibt es zwei Ansétze: Die Least-Squares-Approximation mit Smoothing
Splines und die Quasi-Interpolation mit dem Schoenberg-Operator.

Konvention 1.1. In diesem Abschnitt wird nur die Kurvenapproximation im IR?> behandelt.
Dies lisst sich aber genauso auf den R® anwenden.

1.1 Parametrierung

Die Parametrierung U := {u;|j = 0,...,s — 1} C R der zu approximierenden Punkte P :=
{pjlj =0,...,s =1} C R? hat direkten Einfluss auf das Endergebnis. Es gibt verschiedene
Ansétze fiir dieses Problem (Piegl und Tiller [27, S. 364 f]):

e dquidistant: ug :=0,u;_1 := 1uj:= s%&,j =1,...,s—2.

e chordal: Setze d := 2;;11 |p; — pj-1ll und danach ug := O,us_1 := 1,u; := u; 1 +

lpi—pjall .
=, j=1,...,s=2

e zentripetal: Setze d := Z;;ll \/Ilpi — pj—1ll und dann ug := 0,151 := Lu; := uj_q +
Hp/;p]71”1j = 1/ e, 8 2.

In vielen Fallen — wie auch hier — wird die chordale Parametrierung benutzt, da sie eine
gute Reprasentation der Punkteverteilung liefert (siehe auch Teil II, Abschnitt 1.2.4). Dabei
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werden die Parameterwerte aber nicht auf dem Intervall [0, 1], sondern auf [0, d] bestimmt.
Jeder Parameterwert u;,j = 0,...,s — 1, wird dazu mit d multipliziert.

1.2 Approximation

Hat man die Parametrierung U zu den zu approximierenden Punkten P berechnet, sucht man
eine polynomiale B-Spline-Kurve

n—1
X(t) = ) diNik(t)
i=0
der Ordnung k mit einem Knotenvektor T, fiir die gilt:
s—1
Y [|X(uj) — p;||5 minimal. (1.1)
i=0

Bei iterativen Verfahren begniigt man sich damit, dass eine gewisse Fehlergrenze e unter-
schritten wird:

s—1
Y. I1X(u) = pill3 < e. (1.2)
j=0

Konvention 1.2. In dieser Arbeit betrachtet man nicht die Summe der Fehlerquadrate, son-
dern fordert, dass

~1
a | X () il <. (1.3)
Dies hat den Grund, da einzelne, sehr schlechte Fehler in (1.2) zu wenig ins Gewicht fallen.

Bei der Approximationsiteration gibt es zwei verschiedene Verfahren (Piegl und Tiller [27,
S. 405 ff]):

1. Beginne mit wenigen Kontrollpunkten und Knoten und approximiere die Punktdaten P.
Ist (1.3) nicht erfillt, fiige mehr Knoten und Kontrollpunkte hinzu.

2. Fange mit ,vielen“ Kontrollpunkten und Knoten an, so dass die Approximation Bedin-
gung (1.3) erfiillt. Reduziere Kontrollpunkte und Knoten, bis (1.3) nicht mehr erfiillt ist
und kehre zur letzten Kurve zurtick.

In dieser Arbeit wird der erste Ansatz verfolgt, weil nicht so einfach entschieden werden kann,
welche Knoten man beim zweiten Ansatz wahlen miisste, damit (1.3) erfiillt ist. Daher wird
fiir beide Approximationsmethoden (Least-Squares und Quasi-Interpolation) ein Initialkno-
tenvektor

T := [uo, uo, to, Uo, Us—1, Us—1, Us—1, Us—1]

erstellt und dann werden bei der Iteration an den Stellen neue Knoten eingefiigt, an denen
der Fehler zu grols ist.
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Es hat sich gezeigt, dass eine kubische Approximation (Ordnung k = 4) sehr gute Er-
gebnisse liefert. Eine quadratische Approximation ist oft zu ,starr“ und ab einem Grad von
4 fangt die approximierende B-Spline-Kurve leichter zu schwingen an. Man beachte, dass es
sich nicht um den ,natiirlichen“ kubischen Spline handelt, bei dem die zweiten Ableitungen
im ersten und letzten Knoten Null sind (siehe [10, S. 157 ff]).

Da der Knotenvektor T und die Ordnung k vorgegeben sind, sucht man somit die Kon-
trollpunkte dy, ..., d, 1.

1.2.1 Least-Squares mit Smoothing Splines

Da man bei der Approximation der Punktemenge P meistens wesentlich mehr Punkte als
Kontrollpunkte gegeben hat, ist das eigentlich Problem

AD =P (1.4)
mit der Kollokationsmatrix
No(uo) ~ Ni(uo) -+ Np—1(uo)
A= : : : e R, (1.5)
No(us—1) Ni(us—1) -+ Np_1(us-1)

D € R™2,P € R°*?, {iberbestimmt und besitzt keine exakte Losung mehr. In diese Fall ist
man nur an der besten Approximation interessiert ist, wofiir man die Least-Squares-Methode
(Methode der kleinsten Fehlerquadrate) benutzt und die Normalengleichung

ATAD = ATp, (1.6)

16st, wobei AT A eine symmetrische n x n-Matrix ist (Dietz [8, S.8], Piegl und Tiller [27,
S.410 ff]). (Allgemeine Informationen zu Least-Squares-Problemen findet man in Stoer und
Bulirsch [35, S. 249 ff] oder Nocedal und Wright [26, S. 245 ff].)

In manchen Féllen kommt es zu Singularitdten, wenn die Punktewolke nur auf einem
kleinen Gebiet relativ zur Parametrierung gegeben ist. In diesem Fall sind die Schoenberg-
Whitney-Bedingungen verletzt, die besagen, dass es zur Gleichung (1.4) genau dann eine
eindeutige Losung gibt, wenn unter den Parameterwerten u;,i = 0,...,s — 1, mindestens m
Parameterwerte u; existieren mit Nj(uj) >0,j=0,...,m—1 (Dietz [8, S.8 f]). Es passiert
dann, dass die Matrix A aus (1.5) Nullspalten enthilt, da die Basis-Splines auf diesem Gebiet
verschwinden. Dadurch ist die Matrix AT A trotz Uberbestimmtheit des Systems singuldr und
das Gleichungssystem (1.6) kann nicht gelost werden.

Dieses Problem kann mit Smoothing-Splines umgangen werden, deren eigentliche Auf-
gabe es ist, ein Schwingen zu unterbinden, um moglichst glatte (im geometrischen Sinn)
B-Spline-Kurven zu erzeugen. Hierfiir wird zu der Matrix AT A ein Korrekturterm AB addiert,
wobei B Gldttematrix heilst und A Gldttefaktor.

Fiir die Berechnung der Glattematrix benutzt man normalerweise das Integral iiber der
Norm der zweiten Ableitung zum Quadrat

/Tux“(t)ngdt. 1.7)
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Fiir die zweite Ableitung einer B-Spline-Kurve gilt
n—1
X"(t) =Y diN/i(t) =D'F (1.8)
i=0

mit D = (d;)'-y € R”2?und F = (Ni”’k(t))}:o1 € R". Zur besseren Ubersicht wird die
Ordnung k und das Argument ¢ nicht weiter mit aufgefiihrt. Es folgt

|X")3 = |IDTF|5 = (DTF)"'D'F = FF'DD'F = DTFF'D. (1.9)
Hierliber kann man das Integral bestimmen und es ist

/ 1X" |2t = / DTFFTDdt = DT / FFTdtD = DTBD (1.10)
T T T

mit
B::/FFTdte]R”X”.
T

Es ist
B=(B,)/ =", Byi= /T AINADY (1.11)

Die Eintrége der symmetrischen Matrix B werden {iber Gaul3-Legendre-Quadratur berechnet
(siehe Teil II, Abschnitt 1.2.3). Das urspriingliche Least-Squares-Problem formt sich um zu

(ATA+AB)D = ATP. (1.12)

Der Gléttefaktor A gibt an, wie stark die Glattematrix gewichtet wird. Ist der Wert recht
grol3, erhédlt man glatte B-Spline-Kurven, die sich aber nur schlecht an eine vorgegebene
Punktemenge P anndhern. Ist A sehr klein, wird P gut approximiert, der approximierende
Spline neigt aber zum Schwingen.

Wichtig ist es, A geschickt zu wéhlen. Die beste Losung ist es, diesen Wert wahrend des
Approximationsalgorithmus variabel zu halten und gegebenenfalls anzupassen. Wie bei der
Spline-Approximation ergeben sich zwei Methoden:

1. Man fangt mit einem ,,groen“ A an. Passt sich die approximierende B-Spline-Kurve nur
schlecht den Punktedaten P an, wird A verkleinert.

2. Man fangt mit einem kleinen A oder A = 0 an. Ist (1.3) erfiillt, vergrof3ert man den
Wert und iiberpriift, ob dies immer noch gilt.

Die zweite Methode hat den Nachteil, dass singuldre Probleme mit A = 0 immer noch sin-
gular sind und man die Vorteile der Smoothing-Splines nicht ausnutzt. Zusatzlich kann es so
passieren, dass die approximierende B-Spline-Kurve immer noch schwingt. Aus diesen Griin-
den wird mit einem ,,groRen“ A (hier: A = 10~'°) begonnen, so dass die Kurve X sehr starr
ist. Nur wenn sich durch das Einfiigen neuer Kontrollpunkte keine Verbesserung des Fehlers
erzielen lasst, wird A verkleinert.
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Zusatzlich gibt es verschiedene Anséitze, wie man A verkleinert. Dabei kann man die Ite-
rationsvorschrift

A
A2 p>1, (1.13)
0
benutzen. Alternativ ist auch
A—=Aex—¢€1), 0<e—e<e<l, (1.14)

eine gute Wahl, wobei
s—1
er 1= max || X (u;) - i3
und e; der maximale Fehler der vorhergehenden Iteration ist. Man wahlt A also abhéngig

von der Differenz zweier Iterationsfehler. In dieser Arbeit wird eine Mischung beider Anséatze
benutzt.

Algorithmus 1.3. (Least-Squares-Approximation mit Smoothing-Splines)

Eingabe: Punkte P := {po,...,ps—1} und zugehorige Parameterwerte U :=
{uo, ..., us_1}, maximaler Fehler ¢
Ausgabe: B-Spline-Kurve X, so dass (1.3) erfiillt ist

1. Setzek:=4,n:=4und T = [to,..., tprk_1] := [Ho, U0, Uo, U0, Us—1, Us—1, Us—1, Us_1].

2. Setze Fehler ¢; :=0,€e :=0, A := 10710, p := 10 und Flag smooth = false, was angibt,
ob A verfeinert wurde oder nicht.

3. Schleife:

e Erstelle Least-Squares-Matrix AT A mit A aus (1.5) und Glittematrix B aus (1.11).
Lose (ATA + AB)D = ATP und erstelle eine B-Spline-Kurve:

X(t) = nil diNi,k(t).
i=0

Setze €5 := €7 und berechne

s—1
€1 += ma [ X(u)) — pjl}

Ist 1 < ¢, dann Ende.

Ist smooth = false und €; — €1 < €:

— Setze smooth := true und

ansonsten:
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- Ist || X(uj) — pjll3 > €,j = 0,...,5 — 1, fiige in T im Knotenintervall [t,, t, 1]
mit u; € [t t,,1) einen neuen Knoten % ein.

— Setze n :=#T — k.

4. bise; <e.

Bemerkung 1.4. Folgende Dinge sollten bemerkt werden:

1. Ist u; = t,, sollte man im Intervall [¢,_1, t,| ebenfalls einen neuen Knoten einfiigen. Eine
zweite Losung ist es, vielfache Knoten zuzulassen.

2. Es kann passieren, dass n > s wird. In diesem Fall muss man auf die Quasi-Interpolation
(siehe unten) zuriickgreifen, da die Matrix A aus (1.5) unterbestimmt ist.

3. Bei geschickter Implementierung muss man, nachdem smooth = true gesetzt wurde,
die Matrizen AT A und B nicht erneut berechnen, da sich diese nicht verindert haben.

4. Wurde im Intervall [t,_1,t,] fiir u;,j = 0,...,5 — 1, ein Knoten eingefiigt, fiigt man fiir
u;,j <1 <s—1keinen mehr ein.

Beispiel 1.5. Es sollen 100 Punkte, die einen Kreisbogen beschreiben, mit Startwert A = 0.01
approximiert werden. Als Approximationsfehler sei ¢ = 0.001 gegeben. Abbildung 1.1 zeigt
Ausschnitte aus dem Verlauf, der in Tabelle 1.1 komplett festgehalten ist. Ab Schritt 5 sieht
man, dass das Hinzufiigen von Knoten und Kontrollpunkten kaum eine Verbesserung der
Approximation bringt beziehungsweise diese sogar verschlechtert. Es ist hier ganz allein der
Glattefaktor A, der das Ergebnis beeinflusst und in den Schritten zuvor fiir ein zu glattes

Ergebnis sorgt.

Schritt | Fehler €; Glattefaktor A | Anzahl Kontrollpunkte

1 1.71364 0.01 4
1.48584 0.001 4

3 0.332663 0.001 5
4 0.426918 0.001 7
5 0.0780577 104 7
6 0.121135 1074 11
7 0.0260059 1072 11
8 0.0318482 10-° 19
9 0.0070059 10~° 19
10 | 0.00734731 10° 23
11 0.00149861 1077 23
12 0.00134211 10~7 25
13 | 0.00008988 | 1.565 101 25

Tabelle 1.1: Approximationsverlauf per Least-Squares
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a. Schritt 1: 4 Kontrollpunkte, A = 0.01 b. Schritt 2: 4 Kontrollpunkte, A = 0.001

c. Schritt 3: 5 Kontrollpunkte, A = 0.001 d. Schritt 13: 25 Kontrollpunkte, A = 1.565 - 10~ 1

Abbildung 1.1: Kurvenapproximation per Least-Squares
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Matrixstruktur

Die obige Matrix AT A hat aufgrund der Erstellung von A in (1.5) eine symmetrische Band-
struktur, wobei das Band unabhéngig von der Anzahl der Kontrollpunkte eine Gesamtbreite
von 2k — 1 hat (Dietz [8, S.9 f]). Man sollte bei der Berechnung und Verarbeitung der Ma-
trizen zwingend ein Algebra-Paket benutzen, welches solche Bandstrukturen beherrscht. Fiir
diese Arbeit wurde auf das Open-Source-Paket LAPACK+ + von Christian Stimming [34] zu-
riickgegriffen, welches die Klasse LaSymmBandMatDouble fiir symmetrische, bandierte, reelle
Matrizen bereitstellt. LAPACK+ + ist ein in C++ geschriebener Wrapper fiir die in Fortran
vorliegenden, bekannten und vor allem schnellen Algebra-Routinen aus BLAS und LAPACK.
Auch Golub und Van Loan [17, S. 19 ff] geben Hinweise, wie man solche Matrizen effizient
speichern und verarbeiten kann.

1.2.2 Quasi-Interpolation mit Schoenberg-Operator

Ein zweiter Ansatz ist die Approximation mittels eines Quasi-Interpolanten, wozu auch der
Schoenberg-Operator gehort.

Definition 1.6. Sei f : [to,t,1x_1] — R eine stetige Funktion und T ein Knotenvektor mit
to=...=t 1<...<t,=...=t, k1, dann heifst

n—1 , .
Cri= Y Fle)Niy(), = i1 +1'<'j; ikt (1.15)
i=0

der Schoenbergsche Splineoperator von f und c; sind die Greville-Abzissen (de Boor [6]).

In dieser Arbeit hat man es nicht mit einer zu approximierenden Funktion f zu tun, sondern
mit einer Punktmenge P := {p;|j = 0,...,5s — 1} und deren Parameterwerte U = {u;|j =
0,...,s —1}. Fiir die Auswertung verbindet man die Punkte linear, so dass die Funktion f den
zugehorigen Polygonzug beschreibt. Man definiert dazu

CZ_MT

flei) = pr, + ( " > (Proo1 — pr) €R?, (1.16)

Up+1 — Uy,
wobei 7; durch u,, < ¢; < u,, 11 gegeben ist.

Algorithmus 1.7. (Approximation mittels Schoenberg-Operator)

Eingabe: Punkte P := {po,...,ps—1} und zugehorige Parameterwerte U :=
{ug, ..., us_1}, maximaler Fehler e
Ausgabe: B-Spline-Kurve X, so dass (1.3) erfiillt ist

1. Setzek:=4,n:=4und T = [t, ..., tyrk_1]) := [Ho, Uo, Uo, o, Us—1, Us—1, Us—1, Us—1].
2. Setze Fehler €1 := 0.

3. Schleife:
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e Berechne Kontrollpunkte

wie in (1.16).
e Berechne

s—1
€1 1= max 1 X (ui) — pill5-

o Iste; > €

— Ist || X(u;) — pill5 > €,i =0,...,s — 1, fiige in T im Knotenintervall [t,, t,1]
mit u; € [t,,t,41) einen neuen Knoten %

— Setze n := #T — k.

ein.

4. bise; <e.

Beispiel 1.8. Es sollen die gleichen 100 Punkte wie in Beispiel 1.5 approximiert werden.
Als Approximationsfehler ist € = 0.001 gegeben. Abbildung 1.2 zeigt Ausschnitte aus dem
Verlauf, der in Tabelle 1.2 komplett festgehalten ist.

Schritt Fehler €; Anzahl Kontrollpunkte
1 3.76527 4
2 3.03258 5
3 1.32919 7
4 0.363662 11
5 0.0943805 19
6 0.0251005 35
7 0.00727211 67
8 0.0031628 131
9 0.00201312 229

10 0.00149624 324
11 0.000998468 360

Tabelle 1.2: Approximationsverlauf per Schoenberg-Operator

Anhand des Beispiels sieht man, wie sich die B-Spline-Kurve langsam dem Kreis anné&hert.
Der Algorithmus lauft zwar sehr schnell und dauert nur einen Bruchteil des Least-Squares-
Algorithmus, er produziert aber sehr viele Kontrollpunkte. Der Grund ist, dass die Kontroll-
punkte d; = f(c;) fiir die Spline-Kurve immer aus dem Polygonzug selbst heraus berechnet
wurden. Aufgrund der Eigenschaft, dass eine B-Spline-Kurve immer nur in der konvexen Hiil-
len seines Kontrollpolygons liegt, dauert es sehr lange bis die Grenze € unterschritten wird.
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a. 1.Schritt: 4 Kontrollpunkte b. 2.Schritt: 5 Kontrollpunkte

c. 3.Schritt: 7 Kontrollpunkte d. 12.Schritt: 332 Kontrollpunkte

Abbildung 1.2: Kurvenapproximation per Schoenberg-Operator
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1.2.3 Approximationsauswahl

Wann sollte man nun eine der beiden Methoden vorziehen? Es hat sich gezeigt, dass die
Quasi-Interpolation vor allem bei relativ gerade verlaufenden Kurven ein besseres und schnel-
leres Ergebnis erzielt als die Least-Squares-Approximation.

Lemma 1.9. Es seien Punkte P := {p; € R?|i = 0,...,s — 1} und zugehérige Parameterwerte
U:={u;|i=0,...,5s— 1} gegeben. Dann ist die Ausgleichsgerade (auch Regressionsgerade
genannt)

q1—|—t(q2—ql), q1,92 E]Rz, t € R, 1.17)

(5 (mn ) - (S5 w) (S wr)
q1 = 5 ’
sesgui— (Do)
(T p) (D) - (T w) (T wm) +sEig i — (T w) (S0 pr).

Zz —o Ui — <Zf;(% ui>2

gegeben durch

g =

Der Beweis ergibt sich direkt aus der Auflésung der Normalengleichung

§ f&”l n Zfopl
ot Ligu) \;m—m T HiPi

Sind also Punkte P := {p; € R?|i =0,...,s — 1} und ein Toleranzwinkel a gegeben, berech-
net man die Ausgleichsgerade (1.17) und setzt dann

5—2
0 = max Z(pit1 — pir 92 — 1) (1.18)

Ist ¢ > a, wird die Least-Squares-Approximation benutzt, ansonsten die Quasi-Interpolation.

Bemerkung 1.10. Die Kriimmung x(X) der B-Spline-Kurve X beziehungsweise die zweite
Differenz der Punktmenge P ist als Kriterium nicht geeignet. Als Beispiel sei €, > 0 als Krite-
rium zur Unterscheidung der beiden Approximationsmethoden gegeben. Es seien die Kreise

1 2
—(cost,sint), Ky(t):= —(cost,sint). te€ [0,2m],

Ki(t) :=
1(t) 26y €x

definiert. Die Kriimmung eines Kreises ist immer konstant %, r Radius, und hier

1
k(K1) =2, «(Kp) = S6x:
Demzufolge wiirde man bei einer Abtastung von K; die Quasi-Interpolation benutzen und bei
K, die Least-Squares-Approximation, obwohl beide Funktionen bis auf Skalierung die gleiche

Kurve beschreiben.
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2 Flachenapproximation

Wie in der Einleitung dieses Kapitels beschrieben, ist man in manchen Féllen an einer Appro-
ximation der Punkte aus der Frassimulation interessiert. Man kann iiber den Approximanten,
der weniger Kontrollpunkte hat als die Punktewolke, die zugeordneten Punkte als Struktur
leichter darstellen. Zusétzlich ist es moglich, die Original-Spline-Flache mit der approximier-
ten Flache zu vergleichen und so den Fehler zwischen beiden Flachen nicht nur an den gege-
benen, diskreten Parameterwerten auszugeben. Man sollte sich aber bewusst sein, dass durch
die Approximation ein neuer Fehler auftritt, der auch bei einem Vergleich mit ins Gewicht
fallt. Zusétzlich dauert die Approximation von vielen Punkten unter Umstidnden einige Zeit
(abhidngig von der Leistung des ausfithrenden Rechners).

2.1 Parametrierung

Bei der Berechnung des Abstandes eines Punktes zu einer Flache erhédlt man neben dem Ab-
stand und dem néichstgelegenen Punkt auch den Parameterwert (u,v), solange der Wert per
Orthogonalprojektion berechnet werden konnte (siehe Teil IV, Abschnitt 4). Diese Parame-
terwerte nimmt man fiir die Parametrierung. Punkte, die nur auf die Trimmkurven projiziert
wurden, kann man nicht fiir eine Approximation verwenden (siehe Teil IV, Abschnitt 3.4).

Bemerkung 2.1. Man konnte bei auf die Trimmkurven projizierten Punkten auch iiber die
Newton-Methode einen Parameterwert des nichstgelegenen Punktes auf der Flache berech-
nen. Dies ist aber nicht sinnvoll, wie ein Beispiel zeigen soll. Es seien dazu eine lineare B-
Spline-Kurve S mit einem Knotenvektor T := [0,0,1, 1] und Punkte P := {py, ..., psa} wie in
Abbildung 2.1 gegeben. Dabei liegen die ersten 75 Punkte direkt iiber S, Punkte py5 bis pgs
rechts davon. Eine Orthogonalprojektion wire in diesem Fall identisch zu einer Parallelpro-
jektion und fiir die zugeordneten Parameterwerte u;,i = 0, ..., 84, gilt:

|4 i=0,...,74,
u; =
1, i=75,...,84

Damit ist ||S(u;) — p;|| minimal fiir alle i = 0,...,84. Man erhilt als Gleichungssystem fiir die
Approximation

Noa2(uo)  Nip(uo) 1—ug up 1 0 1o
Nop(u1)  Nip(uq) 1—u 1wy B 1 o
Nop(u73) Nip(uzs) D — 1—uz; uzp D - 7171 % b |
Nop(u7s)  Nip(uza) 1—upy Uy 0 1 D7
Noa2(uzs)  Nip(uzs) 1—uyp  uys 0 1 75
No2(uss) Nip(uss) 1—ugy ugy 0 1 Psa

wobei D die Matrix der gesuchten Kontrollpunkte ist. Das Gleichungssystem ist aufgrund
der linear abhingigen Zeilen am Ende aber nicht mehr I6sbar. Daher berechnet man zu
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auf Trimmkurven projizierten Punkten keinen Parameterwert und benutzt diese Punkte auch
nicht fiir die Approximation einer Flache.

Abbildung 2.1: Angendherte Punkte

2.2 Approximation

Es seien eine (geordnete) Punktmenge P = {p; = (x;,¥j,z))" |j =0,...,s — 1} und zugeho-
rige Parameterwerte {(a;,b;) € R*|j=0,...,5s — 1} gegeben. Diese Werte sollen durch eine
polynomiale Tensor-Produkt-Spline-Flache

ny—1n,—1

X(u,0) =Y Y dijNik, (u)Njg, (0)
i=0 j=0

mit Ordnungen k,, k, und Knotenvektoren T, T, angendhert werden. Wie bei B-Spline-
Kurven (siehe Abschnitt 1) soll gelten:

1
max || X(a;,by) = pjl3 < e. (2.19)

Ebenfalls wie bei den Kurven kann man mit wenigen Kontrollpunkten anfangen und neue
einfiigen oder mit vielen Kontrollpunkten und welche entfernen. Es wird sich auch hier wieder
fiir die erste Methode entschieden.

2.2.1 Auswahl der Startwerte

Es ist wichtig, gute Startwerte fiir die Ordnung und die Knotenvektoren zu finden, denn
danach richtet sich der weitere Verlauf der Approximation. Die erste Idee ist es, alle Daten
(Knoten, Ordnung, Anzahl der Kontrollpunkte) der B-Spline-Flache zu {ibernehmen, der die
Punkte zugeordnet wurden. Dies fiihrt aber beispielsweise bei Ebenen, die in beide Richtun-
gen Ordnung 2 haben, zu einer rein bilinearen Approximation, die dann nicht auf auftretende
Fehler in der Punktewolke eingehen kann. Zusétzlich fangen bei zu hohem Grad die Splines
leichter zu schwingen an. Aus diesem Grund werden die Ordnungen auf k, := 4, k, := 4 wie
bei den B-Spline-Kurven (siehe Abschnitt 1) festgesetzt und auch wiahrend des Approximati-
onsprozesses nicht verdndert.

Die Bestimmung der Initial-Knotenvektoren ist aufgrund der vorherigen Trimmung (siehe
Kapitel II, Abschnitt 2.5) leicht, denn so kénnen T, und T, direkt von der Originalflache
iibernommen werden.
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Da die Knotenvektoren T, T, und die Ordnungen k,, k, vorgegeben sind, sucht man somit
die de-Boor-Punkte di,]-i =0,...,n,—1,j =0,...,n, — 1. Nach Floater [13, S.9] lasst sich
dies als lineares Gleichungssystem AD = P mit der Kollokationsmatrix

Nox, (a0)Nox, (bo) Ny, (a0)Nok,(bo) -+ Ny, —1,(a0) Ny —1,k, (bo)
A= : : : ’
Nok, (as—1)Noj, (bs—1) Ny, (as—1)Nok,(bs—1) -+ Np—14, (a5-1) Ny, —1x, (bs—1)
(2.20)
A € Ks*™™ gchreiben.

2.2.2 Least-Squares-Approximation

Da man wie bei der Approximation von B-Spline-Kurven (siehe Abschnitt 1.2.1) in der Regel
wesentlich mehr Punkte als Kontrollpunkte hat (s ist viel gro3er als n,n,), ist dieses System
iiberbestimmt und man ist nur an der besten Approximation interessiert. Hierzu 10st man die
Normalengleichung

ATAD = ATP, (2.21)

wobei ATA € R™oX Mty

Wie auch bei der Approximation von Kurven kommt es in manchen Féllen zu Singularita-
ten, wenn die Punktewolke nur auf einem kleinen Gebiet relativ zur Parametrierung gegeben
ist. Dann passiert es, dass die Matrix A Nullspalten enthilt, da die Basis-Splines in diesem
Gebiet konstant Null sind. Dadurch ist die Matrix AT A trotz Uberbestimmtheit des Systems
singuldr und die Gleichung kann nicht gelost werden. Um dennoch ein Ergebnis zu erhalten,
16st man anstelle (2.21) das leicht veranderte Problem

(ATA+AID = ATP, 0<A<1. (2.22)

Dadurch wird die Matrix reguldr und man erhilt eine Losung.

Der Nachteil dieser Methode ist, dass die Kontrollpunkte an den Stellen, wo keine Punkte
aus der Punktewolke in der Néhe liegen, auf 0 gesetzt werden beziehungsweise dass die
Flache am Rand stark zu schwingen beginnt (Abbildung 2.2). Aus diesem Grund werden
Smoothing-Splines benutzt, welche die Flache an solchen undefinierten Stellen geometrisch
glatt fortsetzt (Abbildung 2.3).

2.2.3 Smoothing-Splines

Smoothing-Splines fiir Fldchen sind dhnlich definiert wie bei Kurven (siehe Abschnitt 1.2.1).
Fiir die Berechnung der Glattematrix benutzt man normalerweise das Energiefunktional

Ei(f) = ;/T /T IAF (1, 0) |2 dodu 2.23)

mit der Anwendung des Laplace-Operators auf die Funktion f,

2 2
Af(u,0) = %f(u,v) + %f(u,v), (2.24)
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Abbildung 2.2: Approximierte Punktewolke (quasi-singuldres Problem)

Abbildung 2.3: Approximierte Punktewolke (Smoothing-Spline)
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oder das Simple-Thin-Plate-Energiefunktional (Dietz [8, S.43], Floater [13, S. 8])
Ex(f) i= /T /T | Hy|J2 do du (2.25)

mit Hessematrix H f und Frobenius-Norm

1t = (Fpe) +2 (josn) + (Srwo) . @29

In dieser Arbeit wird wegen der gemischten Ableitungen das Funktional (2.25) benutzt.

Setzt man eine B-Spline-Fldache X in (2.25) ein, erhélt man

2 2

B:= Ey(X) = / / <aa:2X(u,v)>2+2 <aiavX(u,v)>2+ <aasz(u,v)>2 dodu,
= /u /v <;:2X(u,v)>2 dvdu+2/u /D (8220)((“’0))2 dvdu +

2 2
/T/ <aasz(u,v)> dv du. 2.27)

Dies kann man auch schreiben als

B= / / F, Fl, dodu +2 / / F.oFl dvdu + / / F, El dvdu,
u Tv ’ u TD ’ u T‘l] ’

wobei
Np'y., (1) Nog, (v) No g, (4)Ng, (0)
Nox, (#4) Ny, (0) No, (W)Nj ., (0)
FM,M = . ’ Fu,v == . ’
erlluflrku (l/l) Nﬂv—l,ky (U) lelu 71,ku (u)Nllzrfl,kv (U)
No, (1) No'g, (v)
Noj, () N7, (v)
FU,U = . e ’ Fu,u/ Pu,v/ Fv,v S IRn“nv-

1/
Nnu_lrku (M)Nnvfl,kv (U)
Das Integral kann man in die Matrizen hineinziehen und mit dem Satz von Fubini aufteilen.
Man muss damit nur die sechs Matrizen

ny—1,n,—1 ny—1,n,—1

ny—1mn,—1
( / N{’N;’du> , < / N{N,idu) , < / Nideu) ,
T, i=0,k=0 T i=0,k=0 T, i=0,k=0

ny—1,n,—1

ny—1,n,—1 ny—1,n,—1
( / N;N; dv) , ( N/N/ dv) ) ( / N/NY! dv)
T, j=0,1=0 Ty j=0,1=0 To j=01=0

berechnen und die Eintrége korrekt verbinden.

Damit kann man das eigentliche Least-Squares-Problem 2.21 umformen zu
(ATA+AB)D = ATP, (2.28)

wobei A wieder der Glattefaktor ist (sieche Kurvenapproximation in Abschnitt 1.2.1).
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2.2.4 Approximationsverfeinerung

Die Approximation der Punktewolke im ersten Schritt ist selten optimal. Daher werden solan-
ge Kontrollpunkte beziehungsweise Knoten eingefiigt, bis (2.19) erfiillt ist. Der Glattewert A
wird dabei identisch zur Kurvenapproximation bestimmt, nur dass man mit einem wesentlich
grofleren Startwert A = 0.1 anfangt. Dies hat den Grund, dass die Punkteverteilung im dreidi-
mensionalen Raum sehr ungleichmé@ig sein kann und die approximierende B-Spline-Fldche
leichter anfangt zu schwingen.

Der Algorithmus ist fast identisch zu Algorithmus 1.3.

Algorithmus 2.2. (Least-Squares-Approximation mit Smoothing-Splines)

Eingabe: Punkte P = {p; € R3|j = 0,...,s — 1} und zugehérige Parameterwerte
{(aj,bj) e R*|j =0,...,s — 1}, maximaler Fehler e
Ausgabe: B-Spline-Flache X, so dass (2.19) erfiillt ist

1. Setze k, :=4,k, := 4,n, := 4,n, := und sei

" s—1 " s—1 " s—1 " s—1
4] :=mina;, ay:=maxaj, by:=minb; b;:=maxb;.
j=0 j=0 j=0 j=0
2. Setze T, = [uo, ..., Up,+k,—1] = |47, 47,07, a7, a},a5,a5,a5], T, = [vo,..., Upytk,—1] =

(b7, b5, b5, b5, b5, b5, b5, ).

3. Setze Fehler ¢; :=0,e; := 0, A := 1071, p := 10 und Flag smooth = false, was angibt,
ob A verfeinert wurde oder nicht.

4. Schleife:

e Erstelle Least-Squares-Matrix AT A mit A aus (2.20) und Glittematrix B (2.27).
Lose (ATA + AB)D = ATP und erstelle eine B-Spline-Fliche:

ny,—1n,—1

X(M,U) = Z Z di,jNi,kl,<u)Nj,kv(v)-

i=0 j=0

Setze ¢, := €7 und berechne
Sl 2
€1 = r?zaox HX(EIJ, b]) — p]HZ

Ist 1 < ¢, dann Ende.

Ist smooth = false und e; — €1 < €:

— Setze smooth := true und

A
A e <

P 2 €—€1 <0
A(ep —€1), sonst.
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ansonsten:

- Ist || X(aj, b;) — pill3 > €,j = 0,...,5 — 1, fiige in T, im Knotenintervall [u,,,
Ur,+1] Mit a; € [uy,, 1y, +1) einen neuen Knoten L ynd in T, im Kno-
tenintervall [v,,, vy, 1] mit b; € [vy,,0,,11) einen neuen Knoten ol ein
(siehe auch Piegl und Tiller [27, S.427]).

- Setze n, := #T,, — k, und n, := #T, — k,

5. bise; <e.

Bemerkung 2.3. Es gelten die gleichen Bemerkungen wie fiir B-Spline-Kurven in Bemerkung
1.4. Man sollte zuséatzlich beachten, dass das Einfiigen eines Knotens nicht einen Kontroll-
punkt, sondern eine ganze Reihe zusatzlicher Kontrollpunkte erzeugt. Auf diese Art kann das
Problem sehr schnell sehr grols werden.

Beispiel 2.4. Als Beispiel betrachtet man die Punktewolke in Abbildung 2.4. Die Flache ist
leicht gebogen, vor allem am oberen linken Rand gibt es eine starke Verdnderung. Es ist zu er-
warten, dass hier viele Kontrollpunkte eingefiigt werden miissen, um ein addquates Ergebnis
zu erreichen. Abbildung 2.5 zeigt die Kontrollpunktereihen in den einzelnen Schritten in der
Draufsicht. Tabelle 2.1 zeigt den gesamtem Fortlauf mitsamt der GroRe des Kontrollnetzes
und des maximalen Fehlers.

Abbildung 2.4: Punktewolke, dc.igs, Patch 1

Bemerkung 2.5. Ein grof3es Problem ist, dass sehr viele Kontrollpunkte berechnet werden
miissen, um die gewiinschte Grenze € unterschreiten zu konnen. Dies wirkt sich einmal auf
die Dauer der Berechnung aus, die in obigem Beispiel bei der letzten 1682 x 1682-Matrix im-
merhin bei 36 Sekunden lag!, und zum anderen auf den Speicherverbrauch, der im letzten
Schritt bei iiber 500 MB liegt. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Matrix AT A zwar diinn
besetzt ist (siehe nichster Abschnitt), aber die Matrix A zuerst berechnet werden muss. In
dem Beispiel handelte es sich um circa 40.000 Punkte bei einer Punktauflésung von 200 pm.

I Auf einem Laptop mit 1.73 GHz Rechenleistung und 1 GB Arbeitsspeicher.
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a. Schritt 1: 4 x 4 Kontrollpunkte

b. Schritt 5: 11 x 11 Kontrollpunkte
[ [ | T | T T 11 "] ] ] 1 1 H 1 | I |

c. Schritt 8: 23 x 19 Kontrollpunkte
T THEE D ! | ! . |1

Abbildung 2.5: Approximationsverfeinerung bei Patch-Approximation
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Schritt | max. Fehler ¢; | Glattefaktor A | Anzahl Kontrollpunkte
1 0.615977 0.1 4x4
0.615943 0.01 4x4
3 0.477840 0.01 5x5
4 0.221741 0.01 7x7
5 0.076608 0.01 11 x 11
6 0.072152 0.01 16 x 17
7 0.069577 4.45-107° 16 x 17
8 0.052958 4.45-107° 23 x 19
9 0.024120 4.45-107° 36 x 22
10 0.010927 445-107° 57 x 28
11 0.009158 4.45-107° 58 x 29

Tabelle 2.1: Approximationsverfeinerung bei Patch-Approximation

Es kann hier helfen, wenn man anstelle der globalen Gléttematrix eine lokale Gewichtsfunk-
tion benutzt, die abhingig vom Parameterwert den Glattefaktor A steuert (Dietz [8, S. 82 ff]).

2.2.5 Matrixstruktur

Wie auch bei der B-Spline-Approximation hat die Matrix AT A eine spezielle symmetrische
Bandstruktur, die man ausnutzen sollte (Dietz [8, S. 14 ff], Floater [13, S. 10 f]). In diesem
Fall besteht die Matrix aus einem gro3en Band, dessen Weite sich aus dem Produkt von k;
und k, ergibt, und darin enthalten sind wiederum viele kleine symmetrische Bandmatrizen
mit einer Bandweite von k; oder kj, je nachdem welche Richtung man bei der Speicherung
bevorzugt.

In Tabelle 2.2 ist dargestellt, welche Matrixstruktur wie viel Speicherplatz beanspruchen

miisste. Hierbei soll die Tensor-Produkt-Spline-Flache n, x n, Kontrollpunkte und eine Ord-
nung von k, beziehungsweise k, besitzen.

Matrix Anzahl Elemente
voll besetzt ”i n%
symmetrisch w

bandiert (ny(2(ky, —1) +1) — (n, — k) (ny, —k, +1))n2
nu(”u*’”*(”u*kl)(”lu*ku‘Fl)nZ
2 4

. . u( u+l)* u—ky ( u—ky+1 v v+l)* v*kv) v*kv“v’l)
symmetrisch doppelt bandiert | “" (n 5 ) ) o (n 5 (n

symmetrisch bandiert

Tabelle 2.2: Zu speichernde Elemente in einer Matrix
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Teil VI
Visualisierung des Frasfehlers

Nachdem die Punkte aus der Punktewolke den einzelnen Flichen zugeordnet sind und diese
gegebenenfalls noch durch Tensor-Produkt-Spline-Fldchen approximiert wurden, kann man
den Frésfehler in den einzelnen Punkten berechnen und farblich darstellen.

1 Fehlerdarstellung

Die Visualisierung des Fehlers geschieht tiber den Abstand eines Punktes aus der Punktewolke
zum zugeordneten Punkt auf der B-Spline-Flache. Da bei jeder Punktezuordnung auch der
zugehorige Punkt auf der Flache gespeichert wurde, ist ein Vergleich sehr leicht.

Es seien eine Punktewolke P := {p;[j = 0,...,s — 1} und die Zuordnung O(P) :=
{8(pj)|j =0,...,s — 1} gegeben. Dann ist der Fehler fiir p € P durch ¢4(p) bestimmt. Die
Differenzvektoren p — ¢,(p) konnen in einer Datei abgespeichert und im VisuTool geladen
werden. Dort kann der Fehler dann mit beliebigen Toleranzgrenzen fiir Minimum und Maxi-
mum eingefiarbt werden (Abbildung 1.1). Blau bedeutet in der Abbildung einen Fehler von 0
und rot stellt einen Fehler tiber 10 ym dar.

Abbildung 1.1: Fehlerdarstellung: Punkte — Originalpatch

Hat man den zu einer Fliche X zugeordneten Punktebereich

Px :={p € B dx(p) = X}
noch als Tensor-Produkt-Spline-Flache X* approximiert (siehe Teil V), hat man zwei weitere
Vergleichsmoglichkeiten.

1.1 Punktewolke und approximierende Fliache

Es seien eine B-Spline-Flache X, die zugeordneten Punkte Px, die Zuordnung O (Bx) und
der zugehorige Approximant X* gegeben. Dann stellt

X*(ﬂ(u,v)(p)) —P PE Bx, (1.1)
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den Fehler zwischen der Punktewolke und der approximierenden Flache dar (Abbildung 1.2).
Das Optimum wére, wenn die gesamte Flache komplett blau eingefarbt wire, dann hétte man
eine Interpolationseigenschaft an allen Punkten. In der Regel erhidlt man diese Eigenschaft
aber nicht.

Abbildung 1.2: Fehlerdarstellung: Punkte — Approximierende Fldche

1.2 Originalfliche und approximierende Fliche

Es seien eine B-Spline-Flache X mit Parametergebiet D, die zugeordneten Punkte Py, die
Zuordnung O(*Bx) und der zugehorige Approximant X* mit Parametergebiet D* gegeben.
Da D* C D gewahlt wurde, kann man den Fehler leicht bestimmen.

Definition 1.1. Es seien polynomiale B-Spline-Fldchen

ny,—1n,—1
X(M,Z)) = Z Z di,sz‘,ku(u’Tu)Nz‘,kv(U’Tv),
i=0 j=0
ny—1ny,—1
X*(u,0) =Y d; Nk, (4| Tu) N, (0] To)
i=0 j=0
mit Ty, = [uo, ..., Up,+k,~1], Tu := [V0,- ., Un, +k,—1] gegeben. Definiere
ny—1n,—1
(X=X")(u0):= Y. Y (di,j _d;j) Nix, (u|T.)Nig. (0] To). (1.2)
i=0 j=0

Satz 1.2. Es seien polynomiale B-Spline-Fldchen X und X* wie in Definition 1.1 gegeben. Dann
gilt:
(X — X*)(u,v) = X(u,v) — X*(u,0).

Dies folgt aus der Konvexen-Hiillen-Eigenschaft und gilt auch fiir polynomiale B-Spline-
Kurven. Man kann den Fehler zwischen zwei polynomialen B-Spline-Flachen somit darstel-
len, indem man beide Flachen auf den gleichen Grad erh6ht und die Knotenvektoren durch
Knoteneinfiigen gleichsetzt.



119

2 Vergleich mit Net-Compare

Ein bereits existierendes Verfahren fiir die Visualisierung von Frésfehlern ist Net-Compare.
Dieses ordnet eine Punktewolke einer triangulierten Basisflache zu. Es werden dabei zuerst
die Dreiecke in einem Binary-Space-Partition-Tree (siehe Teil IV, Abschnitt 3.2.2) einsortiert
und danach verglichen, zu welchem Dreieck ein Punkt aus der Punktewolke den kleinsten
Abstand hat und diesem Dreieck zugeordnet.

Net-Compare hat aber zwei grofse Nachteile:

1. Die Daten der Vergleichsflache, das heildt der Flachen aus der IGES-Datei, miissen als
trianguliertes Gitter gegeben sein, um einen Vergleich zu starten.

2. Ein Triangulierung bedeutet immer eine diskrete Abtastung einer Flache und damit
einen zuséatzlichen Fehler beim Vergleich.

2.1 Triangulierung der IGES-Daten

Die konvertierten Tensor-Produkt-Spline-Flachen aus der IGES-Datei miissen vor einem Ver-
gleich mit Net-Compare zuerst trianguliert werden. Dies kann auf zwei Arten geschehen. Man
tastet entweder die Flache im Dreidimensionalen ab und trianguliert die entstehenden Punk-
te oder man tastet nur den Parameterbereich ab, trianguliert diese 2-D-Daten und erstellt
hieriiber die Dreiecke. Da die erste Methode komplizierter und auch langsamer ist, wurde
die zweite gewahlt. Eine Einfiihrung in die Triangulierung und deren Verfahren findet man in
Hjelle und Daehnen [21].

Abbildung 2.1: Planar Straight Line Graph

Die reine Triangulierung von ungetrimmten B-Spline-Flachen ist sehr leicht, da man nur
ein Gitter aus dem rechteckigen Parameterbereich erstellen muss. Im getrimmten Fall hat man
aber zusatzlich noch die Trimmkurve als Planar Straight Line Graph (PSLG) gegeben (Abbil-
dung 2.1). Dies ist ein ebener, gerichteter und geschlossener Polygonzug. Fiir diesen Fall wird
die Constrained Delaunay-Triangulation benutzt. Die Delaunay-Eigenschaft stellt sicher, dass
die erzeugte Triangulierung eine gute Qualitit (keine zu kleinen Winkel bei den Dreiecken)
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hat. Constrained bedeutet, dass jede Verbindungslinie aus dem PSLG auch wieder als eine
Seite eines Dreieckes in der Triangulierung auftaucht.

Beispiel 2.1. Als Beispiel soll der PSLG aus Abbildung 2.1 in ein vorhandenes Gitter eingebet-
tet werden. Die Idee wire es, den Graph an jedem Rechteck zu clippen (Abbildung 2.2a) und
dann die vorhandenen Punkte (Abbildung 2.2b) zu triangulieren. Dabei entsteht aber unter
Umstidnden eine Triangulierung, die nicht alle Verbindungslinien enthélt (Abbildung 2.2c).
Um diese einzufiigen, hat man zwei Moglichkeiten. Entweder man fiigt die Linie ein, indem
man die Schnittpunkte mit den Dreiecksseiten sucht und so neue Dreiecke erstellt (Abbildung
2.2d) oder man entfernt alle Dreicke, durch die die Linie lduft und trianguliert vorhandene
Gebiete rechts und links dieser Linie neu (Abbildung 2.2€).

Da diese Verfahren sehr komplex sind, wurde auf eine externe Losung zuriickgegriffen. Es
kommt das Open-Source-Programm Triangle von J. R. Shewchuk [30] zum Einsatz. Shew-
chuk [29] gibt in seiner Beschreibung zu dem Programm einen guten Einblick in vorhandene
Triangulierungsalgorithmen und erklért, wie Triangle funktioniert. In dieser Arbeit wird ei-
ne vorhandene Triangulierung (auf Basis des ungetrimmten Parameterbereichs) durch einen
PSLG erweitert.

Um ein gutes Ergebnis zu erhalten, sollten die Dreiecke in etwa alle die gleiche Grof2e
haben. In den seltensten Féllen spiegelt das Seitenverhéltnis des Parameterbereichs einer
Flache deren Gestalt im Bildbereich wieder. Zum Beispiel kann eine Ebene auf dem Gebiet
[0,1] x [0,1] definiert sein, im Bildbereich aber die Eckpunkte (0,0,0),(1000,0,0),(0,1,0)
und (1000, 1,0) besitzen. Wiirde man nun ein gleichméRiges Gitter im Parameterbereich er-
stellen und eine Triangulierung hierauf berechnen, hitten die spateren 3-D-Dreiecke sehr
spitze Winkel und wiirden bei der Darstellung zu Artefakten fiihren (Abbildung 2.3).

Aus diesem Grund werden alle Parametergebiete der B-Spline-Flachen so umparametriert,
dass ihr Seitenverhéltnis in etwa dem der dreidimensionalen Gestalt entspricht.

Algorithmus 2.2. (Reparametrierung)
Eingabe: B-Spline-Fliche X mit Parametergebiet D und Knotenvektoren T,, T,

Ausgabe: B-Spline-Flaiche X mit neuem Parametergebiet D* und Knotenvektoren
T, Tx

1. Berechne

Lmax := max L, max := Max
i=0 j=0

(siehe Definition 2.13 in Teil II, Abschnitt 2.3).

(u) ny—1 L(“), L(U) ny—1 L](U)

2. Setze
T; = |:MO+LI(II;2XM1_uO ’ZZO,,nu+ku_1:| 7
ul’lu"rku—l - uO
Ui — 0o .
T = [vﬁszgxf K :0,...,nv+kv—l} )
Ony+k,—1 — 00

D* := [uo, ug + Lfﬂx} X [vo, vy + Lr(ﬁgx} .
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a. Clipping-Bereich

b. Zu triangulierende Punkte

c. Trianguliertes Gebiet ohne Verbindungslinie (gestrichelt)

d. Neue Triangulierung (Methode 1)

e. Neue Triangulierung (Methode 2)

Abbildung 2.2: Triangulierung eines eingebetteten PSLG (mittleres Rechteck)
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(0.455,6.586)

(1.821,3.211)

(0.063,0.141)

(0.251,0.069)

b. Parameterbereich

a. Parameterbereich

(mit Reparametrierung)

(ohne Reparametrierung)

ot

= —

—— g

e

e

S —

==

=

.

c. Triangulierung im Bildbereich (ohne Reparametrierung)

d. Triangulierung im Bildbereich (mit Reparametrierung)

Abbildung 2.3: Beispieltriangulierung
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Bemerkung 2.3. Wichtig ist, dass man bei der Reparametrierung auch die Kontrollpunkte
der Trimmkurven B von X im Parameterbereich dndert.

2.2 Fehler bei diskreter Abtastung

Das genaueste Ergebnis mit Net-Compare wiirde man erreichen, wenn die Triangulierung
identisch zu den Splineflichen wére, was bedeutet, dass man unendlich (oder zumindest
sehr) kleine Dreiecke nutzen miisste. Dies wiirde aber zum einen den Speicherverbrauch in
die Hohe schnellen lassen, zum anderen aber auch Net-Compare noch mehr verlangsamen,
da der Algorithmus aufgrund der BSP-Tree-Berechnung immens von der Anzahl der Dreiecke
abhingt. Aus diesem Grund muss man immer einen kleinen Fehler in Kauf nehmen.

Zur Verdeutlichung, wo der Fehler herkommt, betrachtet man einen Kreis
K(t) := r(cost,sint)T, te[0,27].

Trianguliert man K (im Zweidimensionalen entspricht das einem Linearsatz), so dass zwei
Punkte des Linearsatzes maximal | auseinander liegen, so ist der maximale Abstand zwischen
Kreis und Liniensegment (genau in der Mitte):

p=r—h, h:=05v4r2—1[2

Dieser Fehler verfalscht das Ergebnis bei der Abstandsberechnung (Abbildung 2.4).

! \

S

Abbildung 2.4: Linearsatz und Fehler eines Kreises

Um diesen Fehler zu minimieren, beziehungsweise innerhalb einer gewissen Toleranz e
halten zu kénnen, muss p = € gelten, woraus sich der maximale Abstand = 2,/2rp — p und
als Segmentumfang s = 2arcsin % ergibt. Man muss daher (27”} Segmente auf dem Kreis
berechnen, um die gewiinschte Genauigkeit von € garantieren zu konnen.

Die Schwierigkeit bei der Triangulierung ist die Abschédtzung, wie genau ein Patch trian-
guliert werden muss, damit er die eingestellte Fehlergrenze nicht {iberschreitet. Bei Ebenen
und Rotationsflachen ist dies noch einfach, bei allgemeinen Splineflachen aber nicht mehr
moglich. Man miisste hier zuerst die maximale Kriimmung eines Patches berechnen, um eine
obere Grenze zu erhalten, was mit viel Aufwand verbunden wire. Es ist sinnvoll, die Gro-
Be der Segmente beziehungsweise das Raster fiir eine Triangulierung von vornherein klein
genug zu wahlen, so dass der Diskretisierungsfehler kaum ins Gewicht féllt. Es kann hierfiir
aber kein allgemein giiltiger Wert angegeben werden.
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b) Triangulierung bei 0.2 mm Blockgrofde

Abbildung 2.5: Net-Compare (verschiedene Triangulierungen und Punktezuordnungen)
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In Abbildung 2.5 ist zur Veranschaulichung die Triangulierung mit einer BlockgroRe von
2.5mm und mit 0.2 mm zusammen mit der Zuordnung der Punkte bei einer 200 um-Frasung
dargestellt. Die Verbindungslinien stellen die Zuordnung eines Punktes zu einer Dreiecks-
flache dar. Die Auswirkungen dieser Zuordnung sind in Abbildung 2.6 zu sehen, bei der die
berechneten Fehler eingefdrbt wurden. Dunkelblau bedeutet einen Fehler von 0 und Rot einen
Fehler groRer gleich 400 um. Wie man sieht, entstehen bei der groben Triangulierung Arte-
fakte und auch falsche Einfarbungen, da die IGES-Flachen nicht genau genug durch Dreiecke
dargestellt werden konnten.

2.3 Geschwindigkeitsvergleich

Je mehr Dreiecke die Triangulierung der Vergleichsflache besitzt, desto langsamer wird Net-
Compare. Je weniger Dreiecke es sind, desto ungenauer wird das Ergebnis. Das ist wie oben
gesagt der grof3e Nachteil von Net-Compare. Um dies zu verdeutlichen soll das Verfahren mit
den Algorithmen dieser Arbeit (Milling Error Visualization (MEV) genannt) in einem Beispiel
verglichen werden?. Hierfiir wird das Testwerkstiick von DaimlerChrysler benutzt, das mit
einer BlockgréRe von 0.2 mm trianguliert wurde (siehe Abbildung 2.5b). Zusétzlich findet
auch noch ein grober Vergleich mit einer Blockgrof3e von 1 mm statt. Das Werkstiick wird dann
mit verschiedenen Punktedichten gefrist und die Zeit beider Algorithmen fiir die Zuordnung
verglichen. Die Dauer fiir die Extrahierung der IGES-Daten und die Triangulierung wird dabei
in beiden Verfahren nicht mit einberechnet.

Punktedichte | Punkteanzahl | Net-Compare | Net-Compare MEV
Gitterabstand (0.2mm) (1 mm)
1000 pm 30.000 2:42 min 0:07 min 0:14 min
500 um 120.392 5:04 min 0:15 min 0:24 min
200 pum 752.450 23:49 min 1:12 min 1:19 min
100 um 3.009.800 79:30 min 4:19 min 4:22 min

Tabelle 2.1: Vergleich der Geschwindigkeit von Net-Compare und MEV

Wie man in Tabelle 2.1 sieht, ist Net-Compare bei einer BlockgroRe von 1 mm in etwa so
schnell wie die Ergebnisse aus dieser Arbeit. Der Nachteil ist, dass diese Blockgrofde so un-
genau ist, dass bei der Darstellung zusatzliche Artefakte entstehen, die das Bild verfédlschen
(Abbildung 2.7). Bei einer BlockgroRe von 0.2 mm ist die Darstellung dagegen korrekt (Abbil-
dung 2.8), bendtigt aber um einen Faktor 20 linger fiir die Verarbeitung. Die Ergebnisse von
MEV sind hierzu fast identisch (Abbildung 2.9).

2Der Vergleich fand dabei auf einem Laptop mit 1.73 GHz Rechenleistung und 1 GB Arbeitsspeicher statt.
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a) Fehlereinfarbung bei 2.5 mm Blockgro3e

b) Fehlereinfarbung bei 0.2 mm Blockgrofe

Abbildung 2.6: Net-Compare (Fehlereinfdrbung)
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Abbildung 2.9: Fehlerdarstellung mit MEV, max. Fehler 0.1 mm
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Teil VII

Zusammenfassung

Auf den vorhergehenden Seiten wurden Methoden und Algorithmen vorgestellt, um CAD-
Flachen zu extrahieren, in B-Spline-Kurven und B-Spline-Flachen zu konvertieren, diesen
dann Punkte aus einem simulierten Friasprozess zuzuordnen und den dabei berechneten Feh-
ler zwischen Original-Fldche und simuliertem Werkstiick darzustellen.

Dabei wurde in Kapitel II zuerst eine kurze Einfithrung in die Darstellung und Verarbei-
tung von B-Spline-Kurven und -Flachen gegeben. Vor allem wichtige Verfahren wie die Aus-
wertung und Ableitung, das Knoteneinfiigen und die Graderh6hung wurden mathematisch
und algorithmisch angegeben. Die Abstandsberechnung iiber die Newton-Methode bildete
die Grundlage fiir die spatere Orthogonalprojektion der Punkte aus der Punktewolke auf eine
Flache. Zusatzlich wurden so genannte Trimmkurven fiir B-Spline-Flachen eingefiihrt, die im
computergestiitzten Design sehr haufig zur Gestaltung benutzt werden.

Teil IIT beschiftigte sich mit der Beschreibung und Konvertierung einiger, in der IGES-
Datei vorliegender, geometrischen Objekte wie Kreisbogen, Regelflichen, Rotationsflachen
oder Translationsflichen. Es wurden Verfahren angegeben, wie man diese in B-Spline-
Darstellung konvertieren kann. Wichtig fiir die spétere Zuordnung war die Berechnung der
Trimmkurven im Parameterbereich, da diese in der IGES-Datei nicht immer gegeben sind.

Nach dem Einlesen der Punktewolke konnten deren Punkte in Teil IV in einem mehrstufi-
gen Verfahren eindeutig den einzelnen Flachen zugeordnet werden, so dass man die jeweils
nichstgelegenen Punkte auf den Flachen samt Abstand erhielt. Das Zuordnungsverfahren
war dabei nach Berechnungsaufwand geordnet, so dass zuerst eine einfache Vorselektion der
Punkte auf Basis der Bounding Box einer Fldche statt fand. Danach konnte man diese Punkte
auf die Normalenebenen der B-Spline-Flachen parallelprojizieren, wobei vor allem bei ge-
drehten Flachen eine Unterteilung notwendig war, um korrekte Ergebnisse erzielen zu kon-
nen. Die dritte Zuordnungsstufe benutzte dann ein korrigierendes Newton-Verfahren, um zu
jedem Punkt aus der vorselektierten Punktewolke den néchstgelegenen Punkt auf der Flache
und den zugehorigen Parameterwert zu berechnen.

Kapitel V behandelte die Approximation der zugeordneten Punkte durch B-Spline-
Flachen, um die mitunter sehr gro3e Datenmenge reduzieren zu kdnnen. Hierfiir wurde eine
Least-Squares-Approximation mit Glatterterm vorgestellt. Viel wichtiger noch war die Appro-
ximation von B-Spline-Kurven, die bei der Berechnung der Trimmkurven im Parameterbereich
benutzt wurde. Fiir die Approximation wurden ebenfalls ein Least-Squares-Approximation
mit Smoothing-Splines benutzt und zusétzlich die Quasi-Interpolation mit dem Schoenberg-
Operator. Beide Approximationsverfahren hatten Vor- und Nachteile, so dass man je nach
Verteilung der vorliegenden zu approximierenden 2-D-Punkte entscheiden musste, welchen
Algorithmus man benutzt.

Der letzte Teil VI zeigte die Visualisierung des Frasfehlers im VisuTool, indem der Fehler
farblich dargestellt wurde. Neben dem Vergleich der diskreten Punkte war auch ein Vergleich
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zwischen der Originalflache und eines Approximanten moglich. Abschnitt 2 zeigte die Vortei-
le der Ergebnisse dieser Arbeit, indem die Algorithmen mit der bereits existierenden Losung
Net-Compare verglichen wurden. Es wurde an einem realen Beispiel gezeigt, dass das entwi-
ckelte Verfahren bei gleicher Genauigkeit um einen Faktor 20 schneller ist. Die Angabe hangt
dabei aber natiirlich von der Struktur der gelesenen Daten ab und kann nicht verallgemeinert
werden.

Es ergeben sich aber noch weitere Fragen, die im Anschluss dieser Arbeit erortert werden
konnen. So sind vor allem entartete Tensor-Produkt-Spline-Flachen, bei denen eine Randkur-
ve auf einen Punkt zusammenfillt, numerisch schwer zu handhaben. Die Newton-Methode
kann in der Ndhe der Entartungen zu falschen Ergebnissen fiihren, da die Ableitung der Fla-
che dort fast Null ist. Eine Parameterbestimmung war in diesem Fall nicht moglich und es
musste sich mit einer Ndherung des Punktes zu den Randkurven begniigt werden. Man sollte
diese Flachen in Zukunft ndher untersuchen und Methoden entwickeln, die eine genauere
Parameterbestimmung ermoglichen.
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Teil VIII

Anhang

A Kontrollpunkte und Kreise

Es wird in diesem Abschnitt gezeigt, wie man den mittleren Kontrollpunkt einer zu einem
Kreissegment gehorigen rationalen B-Spline-Kurve
X Yo widiNi i (¢HT)
Yo wiNi(HT)

bestimmt.

Konvention A.1.

1. Es wird davon ausgegangen, dass der Winkel & zwischen Startpunkt V und Endpunkt
W des Kreisbogens mit Mittelpunkt 0 kleiner oder gleich dem Trennwinkel ¢ ist gemaf3
Teil III, Abschnitt 1.1.

2. Es sei der Radius 7 := || V|| = |[|[W|| und der Winkel B := 7 definiert.

Der Kreisbogen wird durch drei Kontrollpunkte dy, d1, d, bestimmt, wobei der erste und dritte
Kontrollpunkt durch den Start- und Endpunkt gegeben ist:

do = V, d2 = W.
Der mittlere Kontrollpunkt ist gesucht beziehungsweise dessen Linge I, da die Gestalt von d
durch dy und d, gegeben ist. Es gilt:

dl‘ Z

= ———(dy+d>). (A.D)
o + g o T42)

Konvention A.2.

1. Die Knotenfolge ist T := [0,0,0,1,1, 1], damit eine B-Spline-Kurve der Ordnung k := 3
erzeugt wird, dessen duldere Kontrollpunkte interpoliert werden.

2. Aufgrund der Interpolation erhalten die Gewichte zu den dul3eren Kontrollpunkten den
Wert 1.0, der innere Punkt die Gewichtung cos § (Farin [10, S. 222]). Es ist also

wo =10, wj:=cosP, w;:=10.

Damit kann man den rationalen deBoor-Algorithmus auf X mit ¢ := 0.5 anwenden. Bestimmt
man die Position r von f in der Knotenfolge, erhélt man ¢, < t < f,,1 mit » = 2 als Ausgangs-
position. Der deBoor-Algorithmus besteht aus zwei Schleifen, wobei die dulsere mit i von 1
bis k — 1 lauft und die innere riickwérts mit j von r bis r — k + i + 1. In diesem Fall ist also
i=1,2undj=2,...,i. Der Algorithmus lduft wie folgt:
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- wh:=(1—c)wy +cwy = 3(cos f+1)

— d d
—dy = (1 C)W1w§1+m2 2 _ COS%+1 (cos B - dy + d)
ei=1;=1
R %

- w) = (1—c)wp+ cwy = $(cos p+1)

1-— do+cwd
- d) = ( C)wguf cwid; _ cos}%l (do + cos B - dy)
o i=2,7=2
1
-ci=3

- wl = (1—c)w) + cwh = (cos p+1)

Y /- (1—c)w;d; +cwydy
2 - wh

- %(dll +d;) = m(do—i—ZCoslB-dl +d)

Es ist also X(t) = d/). Der Wert X(t) auf dem Kreisbogen ist aber aufgrund der Symmetrieei-
genschaft des Kreissplines explizit bekannt. Es ist

r

’
X(t)= 77— (V+W) = ———(dy+ d2).
D= Wt = gy )
Dies fiihrt zu folgender Gleichung:
0 = — 1 (d+2 di+dy) — —— (o +dn)
" 2cospt2 cosp-di + dz [do+daf| 072
1 2cos f 1 r
= d d dy — do+d
2cosf+2 O+2cos,B~|—2 1+2cosﬁ+2 2 Hdo+d2||( 0+ )
1 2l cos B 1 r
= d do+dy) + dy — do+d
7cosp 120t Geospr)ldo +aa] O Tt T pra® T Ty 4 g 0 T )
2lcos B 1 r
= do+d —(do+dpy) — ———(do+4d
(ZCOS,BJrZ)HdO—I—dz||< ot 2)—i_Zcosﬁ—FZ( 0+ ) Hdo+d2|\( 0+d>)
2lcos B 1 r
- - do +d
<(2cosﬁ+2)||do+d2H T 2cospt2 ||d0+d2H>( 0+ d2)
B 2l cos . 1 B r
~ (2cosB+2)||do+da||  2cosB+2 ||do+da
Dies stellt man nach [ um. Es folgt:
2l cos B r 1

(2cos B+2)||do + da| - |do +da]|  2cosp+2

2lcosp=r(2cos B +2) — ||do+ da||
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r(2cosp+2)  ||do+dal

2cos B 2cos
r |do + da|
_ — A2
cos,B+(r 2cos B (&.2)

Das Verhéltnis der beiden eingeklammerten Terme in (A.2) wird in Abbildung A.1 verdeut-
licht. Es ist offensichtlich

26] = Hdo—{—dz” (A.3)

Aulierdem gilt
cosf = g (A4)

Lost man (A.4) nach g auf und setzt dies in (A.3) ein, erhdlt man
2rcos B = ||do + da||. (A.5)

Das stellt man noch nach » um und sieht sofort den Zusammenhang in (A.2):

r= M beziehungsweise r — M =0
2cos 2cos

Dadurch hat man also [ mit
r

~ cosp

bestimmen kénnen, woraus man sofort den gesuchten Kontrollpunkt

l !
dl=————(dy+dy)) = —-(V+W
' Ty g ot ) = e (VW)
berechnen kann.
do d0+d1

r

Abbildung A.1: Seitenverhdltnis
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B Koordinatentransformation

Um ein Koordinatensystem in ein anderes zu iiberfithren, muss man die beiden Normalen-
vektoren zweier korrespondierender Ebenen richtig transformieren beziehungsweise drehen.
Hier geht es speziell darum, eine beliebige Ebene mit Normalenvektor n = (x,y,z)T # 0 so
zu drehen, dass der gedrehte Normalenvektor n’ in Richtung e, := (0,0,1)7 zeigt.

Methode 1

Ein Ansatz hierzu wéire es, mittels zweier Drehmatrizen den Normalenvektor n erst in eine
Ebene, beispielsweise in die x/z-Ebene, und dann auf die y-Achse zu drehen. Dies geht aber
auch einfacher, wenn man um die Achse dreht, in die der zu n und e, senkrechte Vektor zeigt.
Abbildung B.1 verdeutlicht, wie die Drehung von statten geht.

Man definiert

Y

. on nxe ‘4 N z
n:= 7, a .= Wezn = —TX , O i= Z(Tl,ez) = arccos <1> , (B6)
z

d::\/m, l::\/m.

Ist a = 0, wiren n und e, linear abhédngig und die Ebene ist bereit korrekt gedreht. Es ist
hierbei unerheblich, ob #n = e, oder n = —e,, da man die Ebene nur dreht, um auf sie parallel
zu projizieren.

€z

Abbildung B.1: Drehung von n
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Definition B.1. Es sei eine Rotationsachse a := (x,y,z)7, |la]| = 1, und ein Winkel a gegeben.
Dann definiert man die Rotationsmatrix

(1 —cosa)x*+cosa (1 —cosa)xy—sina-z (1—cosa)xz+sina-y
Ryw:= | (1 —cosa)xy+sina-z (1—cosa)y?>+cosa (1 —cosa)yz—sina-x
(1—cosa)xz —sina-y (1—cosa)yz+sina-x (1 —cosa)z*+ cosa

(B.7)
Lemma B.2. Esseien n = (x,y,z)T # Ound e, := (0,0,1)T gegeben. Dann gilt
(Ra,anz ez) =0,
wobei a und « wie in (B.6) definiert sind.
Beweis: Setzt man 4 und « in (B.7) ein, erhilt man
(1—z/1)y? +z —(1—z/l)xy —x
ey’ oz :
pp— — (1= —z X —
Raa:= ( dzz ! —t7 4
x y z
I ] I
Daraus folgt
(1— z/l (1—z/1)xy* + xz (1fz/l)xy2 4 _sz 0
aan_ 1z/lxy_|_(1 z/l)xy_i_i_# —1lo
Vo 2
Tty l
und folglich ist (R, 4n,e;) = 0. O

Methode 2

Als zweite Moglichkeit hilft die einfache Tatsache, dass man die Koordinatentransformation
iiber die Einheitsvektoren des lokalen Systems vornehmen kann. Sind also lokale Einheitsvek-
toren ey, ey, e; gegeben, kann man {iber die Rotationsmatrix

Ri= (& & &)eR™ (B.8)

einen Vektor v € IR? in das globale Koordinatensystem transformieren. Die lokalen Einheits-
vektoren ergeben sich als

sin«
~ n ~ PP P 2y T
€z = 7, exi=[cosa|, ey i=e;Xey, a:=arctan|—|— 5.
[ ; x) 2

Ist x = 0, setzt man « := 0.
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C Notation

Liste der in dieser Arbeit benutzten Notation.

)

( .
A
2A
B
¢
D
m

VX
v(X,P)

oD

pi

X

<) <

;é’)

Bmax

Skalarprodukt zweier Vektoren
Entartungsparameter, aber auch Glattefaktor
Normalenebene einer B-Spline-Flache
Trimmkurve im Parameterbereich
Trimmkurve im Bildbereich

Menge der Kontrollpunkte einer B-Spline-Flache
von einer Kurve umschlossenes Gebiet
sichtbarer Bereich einer B-Spline-Flache
Normale der Normalenebene 2
Flachennormale an der Stelle (u,v)
Stiitzvektor der Normalenebene 2

Punktewolke einer Frassimulation

zusammengesetzte, geschlossene Randkurve einer B-Spline-Flache

erste Ableitung einer B-Spline-Flache (Gradient)
Verdrehungsgrad einer B-Spline-Flache

Rand einer B-Spline-Flache im Parameterbereich
Entartungsgrad

Bewertungsfunktion fiir BSP-Trees

Zuordnung der Punktewolke

Kreuzprodukt zweier Vektoren

Zuordnung eines Punktes

Entartungswert eines Parameters
Umkehrfunktion der Bogenldnge fiir Kreissplines
Bounding Box

Maximum der Bounding Box
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o8’

min

=
=

= T

Qo X

Tur TZJ

Ui, 0;

Minimum der Bounding Box

Bernstein-Polynom vom Grad n

Parametergebiet einer B-Spline-Flache

Kontrollpunkte fiir B-Spline-Kurven

Kontrollpunkte einer B-Spline-Flache

Polygon

zweite Ableitung einer B-Spline-Flache (Hessematrix)
Ordnung einer B-Spline-Kurve (entspricht Grad+1)
Ordnungen einer B-Spline-Flache

Polygonale Region

Lange der Kontrollpolygone einer B-Spline-Flache in eine Richtung
Anzahl der Kontrollpunkte einer B-Spline-Kurve

Anzahl der Kontrollpunkte einer B-Spline-Flache
B-Spline-Funktion der Ordnung k

einzelne Randkurven einer B-Spline-Flache
Rotationsmatrix um Achse a mit Winkel a

Approximierte Umkehrabbildung der Sehnenlédnge von f
Sehnenldnge von f

Bogenldnge von f

Umbkehrabbildung der Sehnenlénge von f

Umbkehrabbildung der Bogenldnge von f
Knotenvektor einer B-Spline-Kurve
Knoten einer B-Spline-Kurve
Knotenvektoren einer B-Spline-Flache
Knoten einer B-Spline-Flache

Gewichte einer B-Spline-Kurve
Gewichte einer B-Spline-Flache

B-Spline-Kurve oder B-Spline-Flache
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