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Kurzzusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein numerisches Simulationsmodell fiir Radiofrequenz-Ionentriebwerke
vorgestellt, das neben eindimensionalen Modellen zur Beschreibung des Plasmas ein vollwertig
dreidimensionales elektromagnetisches Modell nutzt, wodurch komplexe Induktionsspulengeo-
metrien bei gleichzeitig kurzer Simulationsdauer untersuchbar werden. Neben der Implementie-
rung der Teil- sowie des Gesamtmodelles werden auch experimentelle Verifikationen gezeigt, die
die physikalisch korrekte Arbeitsweise des Modells unterstreichen. Mit Hilfe des vorgestellten
Modells wird ein Virtual-Prototyping Werkzeug bereitgestellt, mit dessen Hilfe sowohl struktu-
relle (Entladungsgefafl- und Spulengeometrie) als auch arbeitspunktabhingige (bestehend aus
extrahiertem Ionenstrom, Extraktionsspannungen sowie Volumenstrom des Arbeitsgases) Pa-
rametersitze evaluiert werden koénnen. Sowohl die elektrischen Ersatzschaltbildparameter aus
Sicht eines Generators als auch die resultierende Performance des Triebwerks, d. h. Antriebs-
vermogen und zugehorige Wirkungsgrade, kénnen aus dem Modell gewonnen werden. Damit
wird eine Optimierung der triebwerkseigenen Performance bei gleichzeitiger Evaluierung der
sich dadurch dndernden elektrischen Lastsituation, die auf einen Generator wirkt, ermoglicht.
Der Gesamtwirkungsgrad, welcher durch Triebwerk und Generator definiert ist, kann deshalb
durch geeignete Regelungsmafinahmen stets optimiert werden.

Ein wichtiger Optimierungspunkt fiir kommerzielle Radiofrequenz-lonentriebwerke, welcher
mit Hilfe des Modells herausgefunden und untersucht werden konnte, ist die Induktionsspule.
Mit einer alternativen Geometrie, basierend auf der einer gegenldufig gewickelten Bifilarspu-
le, lasst sich eine effizientere Plasmaheizung bei gleichzeitiger Verringerung des benétigten
elektrischen Stroms im Vergleich zur normalen spiralférmigen Spulenform erreichen.

Neben allen durchgefiihrten Performancestudien wurden stets die Giiltigkeitsbereiche des
Modells evaluiert. Kommerzielle Radiofrequenz-lonentriebwerke mit typischen geometrischen
Ausdehnungen lassen sich problemlos mit dem vorgestellten Modell simulieren.






Vorwort

Die vorliegende Arbeit wurde im Rahmen meiner Tétigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter
der Technischen Hochschule Mittelhessen und des I. Physikalischen Institutes der Justus-Lie-
big-Universitit GieBen im Forschungsprojekt LOEWE-RITSAT! angefertigt. Dieses vom Land
Hessen geforderte Projekt profitiert neben der vollwertigen Partnerschaft zwischen Justus-
Liebig-Universitdt Gieflen und Technischer Hochschule Mittelhessen von assoziierten Partnern
wie dem Institut fiir Aerodynamik und Stromungstechnik des Deutschen Zentrums fiir Luft-
und Raumfahrt (DLR) aus Gottingen sowie dem GSI Helmholtzzentrum fiir Schwerionenfor-
schung aus Darmstadt. Dabei zielt LOEWE, was synonym steht fir Landes-Offensive zur
Entwicklung Wisschenschaftlich-6konomischer Exzellenz, auf eine intensive Vernetzung von
Wissenschaft, inner- und auferuniversitiarer Forschung und Wirtschaft ab, was durch die oben
gezeigten Partnerschaften verdeutlicht wird.

Der Projektschwerpunkt RITSAT thematisiert Radiofrequenz-Ionentriebwerke (RIT) fir
Satellitenapplikationen im Weltall. Dieser Forschungsschwerpunkt stellt eine Weiterfithrung
der seit den frithen 1960er Jahren laufenden Entwicklungen und Untersuchungen dieser Trieb-
werke an der Justus-Liebig-Universitat Gieflen dar, die damals von Prof. Horst W. Lob initiiert
wurden. In diesem Themenkomplex gingen aus Gielen zahlreiche Publikationen, Konferenzbei-
trage sowie Biicher und Buchkapitel hervor, die den historischen Werdegang von RIT detailliert
aufzeigen [5, 11, 19, 20, 22, 29, 49, 53, 67-74, 97, 98]. Dass diese Triebwerke neben Raumfahrt-
anwendungen auch fiir irdische Applikationen, wie Materialbearbeitung oder zur Heizung von
Fusionsplasmen, genutzt werden kénnen, erweiterte den Forschungsschwerpunkt um die Op-
timierung der Triebwerke fiir ihren jeweiligen Einsatzzweck. Einige Informationen zu diesen
Thematiken sind in Refs. 23-25 ersichtlich. Kommerziell werden RIT bereits seit annahernd 20
Jahren erfolgreich eingesetzt. Auch dazu existiert eine Vielzahl an Informationen, vornehmlich
publiziert vom Industrieunternehmen Airbus Defence & Space (e¢hemals EADS Astrium), wel-
ches die RIT-Technologie seit mehreren Jahren erfolgreich kommerziell entwickelt [57-61, 63].

RIT sollen hauptsichlich zur Lage- und Bahnstabilisierung? von Satelliten eingesetzt wer-
den; doch spatestens bei der durch die RIT-Technologie erméglichten Rettung des A dvanced
Relay and Technology Mission (ARTEMIS) Satelliten wurde ein weiteres Potenzial dieser
Triebwerke entdeckt — der kostengtinstige Spiralflug auf hohergelegene Orbits [46]. Durch einen
Fehler in der dritten Raketenstufe seiner Ariane-5-Trigerrakete wurde der drei Tonnen schwe-
re ARTEMIS Satellit nicht wie geplant auf einem geostationéiren (etwa 36,000km) sondern
auf einem Orbit viel geringerer Hohe (etwa 17,000 km) ausgesetzt. Zu Testzwecken waren vier
elektrische Triebwerke, darunter zwei RIT, am Satelliten angebracht, die aufgrund ihrer unver-
haltnisméBig hoheren Ergiebigkeit gegeniiber chemischen Antriebssystemen [27, 64, 79] durch
Umprogrammierung der Steuersoftware durch Ingenieure der ESA-Operationszentrale dauer-
haft Schub generierten und somit den Satelliten innerhalb eines Jahres auf den gewiinschten
Zielorbit aufspiralen konnten. Damit wurde die 700 Millionen Euro teure Mission gerettet —
wenn auch mit Verzogerung.

http://www.proloewe.de/ritsat
2engl.: north/south station keeping
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Im Vergleich zu anderen Technologien aus dem Sektor der elektrischen Antriebe, zu wel-
chem elektrothermische Triebwerke wie Resistojet und Arcjet, elektromagnetische Triebwer-
ke wie gepulste Plasmatriebwerke (PPT), magnetoplasmadynamische Triebwerke (MPD) und
Hall-Effekt Triebwerke zéhlen, bietet die RIT-Technologie, die in die Kategorie der elektrosta-
tischen Triebwerke einsortiert wird, vergleichsweise hohe Treibstoffmassenwirkungsgrade. Ob-
wohl dadurch Kosteneinsparungen fiir langjahrige Missionen erzielt werden kénnen, setzen die
Weltraumorganisationen aktuell auf elektromagnetische Antriebe, allen voran auf Hall-Effekt
Triebwerke. Der Grund dafiir liegt zum einen in der Etablierung dieser Antriebssysteme, da
sie schon sehr lange kommerziell eingesetzt werden und zum anderen daran, dass die RIT-
Technologie einen entscheidenden Nachteil aufweist, der sie vor allem fiir langlebige Missionen
aus dem Fokus dréngt: ihr Schuberzeugungssystem besteht aus einer Gitteranordnung, durch
deren sogenannte Extraktionskanéle Ionen beschleunigt werden, die nachweislich diese Git-
ter erodieren. Genau aus diesem Grund wurden Optimierungsszenarien und -testreihen bisher
priorisiert an Technologien vorgenommen, die diese Einschriankungen nicht mit sich bringen —
unter Inkaufnahme des niedrigeren Massenwirkungsgrades. Es gibt allerdings Bestrebungen, im
européischen Raum fithrend verwirklicht durch Airbus Defence & Space, die RIT-Technologie
weiter zu optimieren und die genannten Nachteile zu minimieren, um so die RIT-Technologie
am Markt zu etablieren. Dazu ist es nétig, dass universitdre mit aufleruniversitarer Forschung
Hand in Hand geht, um nétige grundlegende Studien zu schaffen und um diese anhand von
Prototypen und Testszenarien zu evaluieren. Die hier vorliegende Arbeit stellt einen Teil des
universitdren Forschungs- und Entwicklungsaufwandes dar, welcher unumgénglich fiir Opti-
mierungen und Anpassungen vorhandener RIT-Technologie ist.

Die Dissertation ist in sechs Kapitel untergliedert, wobei die Fragestellung und die Motiva-
tion in Kap. 1 erldutert werden. Wichtige Zusammenhénge, welche sowohl fiir Optimierungs-
arbeiten als auch fiir eine umfassende elektrische Beschreibung von RIT benétigt werden,
sind dort dargestellt. Schliefilich sind in Kap. 1.2 die Vorteile der numerischen Modellierung
erwahnt, ganz besonders die eines multidimensionalen Hybridmodells.

Kapitel 2 behandelt die theoretischen Hintergriinde, die fiir die durchgefithrten Arbeiten be-
achtet werden mussten. Dazu zédhlen unter anderem elektromagnetische Feldtheorie (Kap. 2.1),
die Physik von Niedertemperaturplasmen (Kap. 2.2) sowie die Wirkungsweise von Radiofre-
quenz-Ionentriebwerken (Kap. 2.3).

Die Modellbildung sowie die dazu genutzten Algorithmen sind in Kap. 3 dargestellt. Die
einzelnen Modellteile, die in den Abschnitten 3.2 — 3.8 erldutert werden, bilden einen selbst-
konsistenten Zusammenhang, der im Laufe dieser Abschnitte verdeutlicht wird.

Theoretische und experimentelle Verifikationen sowohl einzelner Teilmodelle als auch des
Gesamtmodells sind in Kap. 4 gezeigt. Letzteres ist in Form eines vollsténdigen Performance-
Mappings eines RIM-4 Triebwerks gegeben, welches im Labor der Justus-Liebig-Universitat
aufgenommen wurde.

Nach der Verifikation des Modells, zeigt Kap. 5 Simulationsergebnisse des Gielener RIM-4
Triebwerks. Dazu werden in Kap. 5.2 optimierte Spulen- und Entladungskammergeometri-
en des Triebwerks evaluiert, welche den Wirkungsgrad steigern. Dabei werden auch die sich
dadurch dndernden elektrischen Lastbedingungen untersucht, die durch geeignete Regelstruk-
turen ausgeglichen werden miissten, um das Triebwerk weiterhin effizient betreiben zu kénnen.

Abschlielend werden in Kap. 6 die gezeigten Ergebnisse diskutiert, Giiltigkeitsbereiche der
eingesetzten Theorien und Modelle aufgezeigt sowie weiterfithrende Arbeiten genannt, die auf
Basis dieser Dissertation durchgefithrt werden kénnen.
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Kapitel 1
Einleitung und Motivation

Das vorliegende Kapitel gibt Aufschluss tiber die Fragestellung, die die-
ser Arbeit zugrunde liegt sowie die Anforderungen an das entwickelte
numerische Modell. Dabei wird besonderes Augenmerk auf die nume-
rische Modellierung an sich gelegt und kurz erldutert, warum diese als
zweckdienlich erachtet wurde.

1.1 Fragestellung und Anforderungen

Der an die Technische Hochschule Mittelhessen angegliederte RITSAT-Projektbereich E —
Elektronik und elektromagnetische Vertréaglichkeit (EMV) — beschéftigt sich mit der Konzep-
tionierung und Entwicklung peripherer Geréte fiir den Einsatz mit RIT. Die Motivation dabei
liegt auf der Kompetenz, ein Gesamtsystem bestehend aus Triebwerk und Peripherie autark
im universitdren Umfeld entwickeln zu kénnen. Nur so ist es moglich, zielgerichtete Entwick-
lungsarbeit durchzufithren, da die einzelnen Teilsysteme starke gegenseitige Abhéngigkeiten
aufweisen. Die Weltraumqualifizierung von Triebwerk und Elektronik ist kein Aspekt dieser
Entwicklungen, es sollen vielmehr fundamentale Verbesserungsansétze (vor allem im Hinblick
auf Wirkungsgrade der elektrischen Versorgungseinheiten) gefunden werden. Da Weltraum-
qualifizierung vor allem darin besteht, vorhandene Konzepte mit fiir den Einsatz im Weltraum
zertifizierter Hardware zu produzieren, welche aufgrund der dafiir notwendigen Tests und wei-
terer Zertifizierungsmafinahmen sehr teuer ist, leisten universitdre Einrichtung einen wesentli-
chen Beitrag vor allem in der Erarbeitung neuer, verbesserter Konzepte. Erfolgversprechende
Konzepte werden der Industrie zur Weltraumqualifizierung iibergeben.

Neben der Entwicklung eines in Abb. 1.1.1 verdeutlichten Regelsystems fiir den Triebwerks-
schub als Funktion des extrahierten Ionenstrahlstroms! Iy, welches mehrere parallel arbei-
tende Peripheriegerdte beinhaltet — regelungstechnisch als Aktuatoren bezeichnet — wird ein
Radiofrequenz-Generator (RFG), der selbst einen dieser Aktuatoren darstellt, zur Energieein-
speisung in das Triebwerk im Projektbereich E konzeptioniert und aufgebaut.

Die Motivation dabei besteht vor allem in der Realisierung eines hohen elektrischen Wir-
kungsgrades, was konkret beim RFG durch Minimierung von Verlusten der Halbleiterschalter
erreicht werden kann. Zu den Verlusten zdhlen Schalt- sowie Leitverluste, wobei im weite-
ren Verlauf nur Leitverluste beriicksichtigt werden, um prinzipielle Funktionen zu erldutern.
Detaillierte Informationen zum Thema der Vermeidung von Verlusten bei Halbleiterschaltern
sind in Ref. 86 nachzulesen.

Das Erzielen hoher Wirkungsgrade ist nicht blof3 aufgrund der eingeschrinkt zur Verfiigung
stehenden elektrischen Energie eines Satelliten anzustreben. Der Wirkungsgrad, hier den RFG

Lengl.: ion beam current
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Stiitzgas

! Reglersystem i ' Aktuatoren

Abbildung 1.1.1: Regelungsschema eines RIT samt Peripheriegerdten. Der extrahierte Ionenstrom I
ist die Regelgrofie x und wird an die Fihrungsgriffe w durch eine geeignete Regler-
struktur angepasst. Die Stellgréfien y, bezeichnen die Signaleinginge der Aktuato-
ren, die threrseits das Triebwerk mit physikalischen Signalen wie Spulenstrom und
Gitterspannung beaufschlagen.

beschreibend, ist als

lab lab
=22 - _ 927 1.1.1
TIRFG P, Py + P ( )

definiert, wobei P,;, die abgegebene Leistung, P,, die zugefiihrte Leistung und P die Ver-
lustleistung? beschreibe. Die Verlustleistung ist wiederum ein Indiz fiir die erzeugte Wérme
im RFG. Mit Gl. (1.1.1) ldsst sich weiterhin eine Relation zwischen thermischem Verhalten
und erreichtem Wirkungsgrad ableiten. Das Abfithren von Wéarme ist im Weltraum ein &u-
Berst kompliziertes Thema, da Warme nur iiber Radiatoren in Form von Strahlung abgegeben
werden kann. Radiatoren bringen allerdings zusétzliches Gewicht mit sich, das die Masse des
Satelliten signifikant erhohen kénnte. Es muss also ein Kompromiss zwischen maximal zulés-
sigem Gewicht sowie maximal tolerierbarer Warme gefunden werden. Letztere ist wiederum
eine Funktion der Verlustleistung der elektrischen Einheiten, die moglichst minimal zu halten
ist, um die Warmebelastung in akzeptablen Bereichen zu halten. Dies motiviert die Erreichung
hoher Wirkungsgrade doppelt. Es existiert eine Vielzahl von Methoden und Schaltungstopo-
logien, die die Verlustleistung reduzieren, auf welche hier aber nicht néher eingegangen wird.
Grundlegende Konzepte kénnen unter anderem in Refs. 6, 7 und 18 nachgelesen werden. Ein
konkreter Ansatz ist die optimierte Topologie des Serienresonanzwandlers, wobei MOSFETs?
als Leistungshalbleiter eingesetzt und nahe des Nulldurchgangs des harmonischen Laststromes?
i1 (t) = 419 geschaltet werden, was nach

p1 = 2 Ras, (1.1.2)

mit Drain-Source Durchgangswiderstand Rgs, zu einer Minimierung der Verluste fithrt [94]. In
Gl. (1.1.2) beschreibt p; (t) = p; den zeitlich harmonischen Verlauf der Verlustleistung, wobei

2engl.: power loss
3Metall-Oxid-Halbleiter-Feldeffektransistor, engl.: metal-oxide-semiconductor field-effect transistor
4engl.: load current
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Cres RF-Kabel

VrRra

L

Abbildung 1.1.2: Ersatzschaltbild der Leistungseinkopplung vom RFG in die Induktionsspule des
Triebwerks. Die Resonanzkapazitit Cyes ist Teil des RFG und bildet einen Seri-
enresonanzkreis mit der Triebwerksimpedanz Zs = Rs + iwLs, wodurch die Giite
der Leistungseinkopplung verbessert wird.

sich der zeitliche Mittelwert dieser Leistung P, wie er in Gl. (1.1.1) gegeben ist, iiber das
Integral

to+T
B:ﬁzﬁﬁ/o ity dt (1.1.3)
T Ji
berechnet. Dabei bezeichnet T' die Periodendauer des Stromverlaufs, welcher hier topologiebe-
dingt harmonisch ist, da die elektrische Last, die hier durch die Serienimpedanz Z; = Rs+iwLs,
mit Kreisfrequenz w, des Triebwerks gegeben ist, einen Serienresonanzkreis bildet, in welchem
der Strom geméaf
d?i di
12 + 26 T
oszilliert. In Gl. (1.1.4) bezeichnet § = Ry/2Ls die Abklingkonstante, mit Serienwiderstand Ry
und -induktivitit Ls, und wg = 1/y/LsChes die Resonanzkreisfrequenz, wobei Cyes die Kapazitét
im Resonanzkreis darstellt.

Ein Ersatzschaltbild dieses Einkopplungsvorganges ist in Abb. 1.1.2 dargestellt. Die Serien-
resonanzkapazitit Cles ist dabei kein Teil der Triebwerksimpedanz; sie ist Teil des Generators
und wird fiir die Frequenzanpassung benétigt.

Das in der Abbildung dargestellte RF-Kabel wird beim Einkoppelvorgang weiterhin als ver-
lustlos angenommen. Es wird hier dennoch gezeigt, um die Grenze zwischen RFG und dessen
Last besser zu visualisieren. In der Realitdt verursacht das RF-Kabel allerdings Ohm’sche
Verluste sowie Phasenverschiebungen aufgrund reaktiver, blindleistungserzeugender Kompo-
nenten, die bei Einkoppelvorgdngen stets beachtet werden miissen. Da im weiteren Verlauf
dieser Arbeit jedoch speziell auf die Herleitung der Triebwerksimpedanz eingegangen wird,
wird der Einfluss des Kabels aus Griinden der Einfachheit vernachléssigt. Selbiges gilt fiir den
Generatorinnenwiderstand.

Die in der Abbildung dargestellten Gréfien VRFG und fld beschreiben die komplexen Phasoren
der Generatorspannung sowie des Laststromes. Der Phasor des Stromes ergibt sich aus der
Amplitude 7jq des sinusférmigen Verlaufs sowie der Startphase ¢g gemés fld = U1q €xp (igg). Die
Beschreibung im Frequenzbereich l4sst sich fiir harmonische Groflen einfach in den Zeitbereich

+wii=0 (1.1.4)

transformieren nach i1 = Re {fld exp (iwt)}.
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Die Entwicklung neuer Schaltungstopologien zur Optimierung der {ibertragenen Energie in
Ionentriebwerke ist nicht Bestandteil dieser Arbeit. Vielmehr soll mit dieser Arbeit die Basis fiir
solche Entwicklungen durch mathematische Beschreibungen sowie elektrische Ersatzschaltbil-
der fiir diskrete Arbeitspunkte bei RIT gelegt werden. Dariiber hinaus soll bei diesen Betrach-
tungen stets die Performance evaluiert werden, was zeitgleich Optimierungen der Triebwerke
an sich zulésst.

Ohne die einzelnen Grofien an dieser Stelle detailliert zu erldutern — dazu sei auf Kap. 2.3
verwiesen — sollen hier qualitative Abhéngigkeiten erwahnt werden, die zur Beschreibung der
Performance von RIT wichtig sind. Mit einer Perfomancebeschreibung lasst sich aufbauend auf
dem Wirkungsgrad aus Gl. (1.1.1), der den Energietransport ins Triebwerk beschreibt, noch
die Verwertung dieser Energie zur Schuberzeugung evaluieren. Der resultierende Gesamtwir-
kungsgrad lasst sich dann zu

Tges = NMRFGNRIT = NRFGTIm el (1.1.5)

berechnen, wobei nriT sowohl den Massenwirkungsgrad der Treibstoffnutzung 7, als auch den
elektrischen Wirkungsgrad der Ionenstrahlerzeugung 7o beschreibt.

Die Motivation dieser Arbeit ldsst sich nun komplett anhand von Gl. (1.1.5) erldautern.
Eine Performancebeschreibung soll optimierte geometrische Designs ermoglichen, die nrir
steigern, wobei die durch diese Optimierungen hervorgerufenen Anderungen der Triebwerk-
simpedanz Zs quantitativ erfasst werden, so dass nrpg iliber geeignete Mafinahmen ebenfalls
erhoht oder zumindest erhalten werden kann. Weiterhin sollen die Einfliisse von verdnderba-
ren Eingangsparametern auf die Performance sowie auf die Impedanz des Triebwerks evaluiert
werden, was fiir eine bestehende Triebwerksgeometrie wiederum beide Wirkungsgrade betrifft.
Die arbeitspunkt- und geometrieabhéngige Triebwerksimpedanz kann beispielsweise in einer
Tabelle einer digitalen Reglerstruktur abgelegt sein, um das stark nichtlineare Verhalten ad-
dquat ausregeln zu kénnen. Dies betrifft sowohl die Regelung des RFG, mit der nrrg direkt
erhoht werden kann, als auch die iibergeordnete Reglerstruktur aus Abb. 1.1.1, auf die hier
nicht weiter eingegangen wird.

1.2 Numerische Modellierung als Teil des Virtual Prototypings

Numerische Modellierung ist dank der Rechenleistung aktueller Computer ein weit verbreite-
tes Vorgehen in Industrie und Forschung. Sie begiinstigt Entwicklungsprozesse erheblich, da
sie teure und zeitaufwéndige Prototypentests sukzessive ersetzt. Allerdings besteht stets der
Zweifel der Zuverléssigkeit und Giiltigkeit dieser Modelle, weshalb Verifikationen unerlasslich
sind. Ein iteratives Verfahren, das numerische Modellierung mit der Entwicklung von Labor-
mustern vereint ist das sogenannte Virtual Prototyping. Dabei werden am numerischen Modell
Optimierungen vorgenommen, die am Labormuster experimentell evaluiert werden und somit
wiederum eine Aussage tiber die Verlésslichkeit des Modells zulassen. Dabei werden sowohl die
Hard- als auch die Software stets verbessert, weshalb dieses Verfahren sehr gerne eingesetzt
wird.

Das hier entwickelte Modell kann auch in einem solchen Virtual-Prototyping-Prozess einge-
setzt werden, wobei in dieser Arbeit lediglich eine Iteration gezeigt wird. Dabei ist das Modell
als Performance-Toolset anzusehen, welches verschiedene physikalische Prozesse beinhaltet und
diese iterativ zur Konvergenz bringt, abhéngig von den eingestellten Eingabeparametern. Um
welche Groéflen es sich dabei genau handelt, ist detailliert in Kap. 3 dargestellt und erldutert.
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Es soll letztendlich einerseits einen effizienteren Betrieb aktueller RIT durch die Bestimmung
optimal zueinander eingestellter Eingangsgroffen und andererseits die Entwicklungen neuer
Triebwerke mit optimierten Geometrien zum Erreichen hoherer Wirkungsgrade unterstiitzen.

Man ist stets daran interessiert, die numerischen Modelle so komplex wie notig aber dabei
so einfach wie moglich zu halten. Dies ist aus vielerlei Griinden der Fall; angefangen bei der
leichteren Wart- und Erweiterbarkeit bis hin zum Rechenzeitaufwand, welcher natiirlich mit
steigender Komplexitdt steigt. In dieser Arbeit wurde ebenfalls Wert auf die angesprochenen
Aspekte gelegt. Dabei hat sich herausgestellt, dass einfache Modelle, wie sie in diversen Publi-
kationen vorgestellt werden [14, 26, 100-103], meist nicht auf die Geometrien der Giefilener RIT
angewendet werden konnen, da sie meist stark vereinfachte eindimensionale Ansétze verfolgen,
die aufgrund physikalischer Gegebenheiten dieser Triebwerke ungiiltig sind. Ein konkretes Bei-
spiel ist die in RIT eingesetzte Induktionsspule®. Sie ist elektrisch kurz, was bedeutet, dass
ihre Mafle im Verhéltnis d. > [. zueinander stehen, wobei d. den Durchmesser und [. die
axiale Lénge der Spule bezeichnen. Dadurch sind die von ihr eingekoppelten elektromagne-
tischen Felder nicht mehr analytisch zu beschreiben; im Gegensatz zu jenen bei elektrisch
langen Spulen [41]. Dies ist unter anderem dadurch bedingt, dass das induzierte elektrische
Feld in einem zylindrischen RIT-Entladungsgefifl zum radialen Mittelpunkt hin nicht auf null
abklingt, sondern eine axiale Komponente erhalten bleibt, die eine ein- bzw. zweidimensionale
Beschreibung ungiiltig macht. Die Konsequenz ist eine dreidimensionale Beschreibung, um den
Effekt dieser zusitzlichen Komponente korrekt darzustellen. Trotz dieser wichtigen Erkenntnis
koénnen die erwdhnten Publikationen als Basis der hier vorliegenden Arbeit angesehen werden,
die diesbeziiglich als Weiterentwicklung angesehen werden kann.

Sengl.: coil






Kapitel 2
Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die physikalischen und technischen Grundla-
gen erkldrt, die zur Anfertigung des numerischen Modells bendtigt wer-
den. Das Modell ist aus modularen Funktionen aufgebaut, zu welchen
die jeweils bendtigten theoretischen Hintergriinde hier dargestellt sind.
Diese sind vor allem die physikalische Beschreibung der elektromagne-
tischen Felder, die zur Energieeinkopplung in RIT genutzt werden und
des induktiv-gekoppelten Niedertemperaturplasmas, das im entwickelten
Modell im Fluidbild betrachtet wird. Weiterhin wird die Kopplung zwi-
schen Feldtheorie und Plasma erldutert, welche letztendlich die Funk-
tionsweise eines RIT gewdhrleistet, das aus der ins Plasma eingekop-
pelten Energie einen Antriebsschub generiert. Dazu werden weiterhin
die Grundlagen der Raketentechnik erldutert.

2.1 Theorie elektromagnetischer Felder

Im Folgenden werden grundlegende Zusammenhénge gezeigt, die aus den Maxwell’schen Glei-
chungen abgeleitet werden kénnen. Diese Gleichung bestehen aus einem Satz von gekoppelten
Zusammenhéngen, die die Verkniipfung zwischen elektrischen und magnetischen Feldern voll-
stindig beschreiben. Sie konnen als Grundpfeiler der modernen Elektrodynamik verstanden
werden und bilden gleichzeitig die Basis dieser Arbeit. James Clerk Maxwell hat die spéter
nach ihm benannten Gleichungen im Jahr 1865 erstmals veroffentlicht [78].

Bis auf eine Korrektur, die Maxwell selbst an einer der Gleichungen vornahm, hat er die
vorangegangenen Arbeiten anderer Wissenschaftler, namentlich Michael Faraday im Bereich
der elektromagnetischen Induktion, André-Marie Ampeére im Bereich der Magnetostatik und
Charles Augustin de Coulomb im Bereich der Elektrostatik, lediglich in eine mathematisch
miteinander kompatible Form von Gleichungen gebracht. Die Maxwell’schen Gleichungen im
Vakuum in ihrer allgemeinsten Form lauten in SI-Einheiten [41]

V.-D=p (2.1.1)
V-B=0
VxH=J4+ 2 (2.1.3)
N ot "
0B
E=——. 2.14
V x T ( )

Hier und im weiteren Verlauf der Dissertation bezeichnen fettgedruckte, aufrecht geschriebene
Grofien Vektoren. Skalare sind in normaler Druckstédrke und kursiv dargestellt. Weiterhin gilt
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fiir beliebige Vektorfelder in kartesischen Koordinaten im Allgemeinen

Ve (x,t) Ve (x,y,2,t)
V=| V,(xt) | = Vy(z,y,21) |. (2.1.5)
V (x,t) V. (z,y,z,1)

Analog dazu gilt fiir beliebige Skalarfelder
S=5(x,t) =S5 (z,vy,z1). (2.1.6)

Der Raumvektor berechnet sich in kartesischen Koordinaten zu x = re, + ye, + ze., wobei e
den Einheitsvektor der jeweiligen Raumrichtung bezeichnet.

In Gl (2.1.1) — (2.1.4) beschreibt D die dielektrische Verschiebung, p die Raumladungsdichte,
B die magnetische Induktion, H die magnetische Feldstérke, J die Stromdichte, 0D /0t den
Verschiebungsstrom und E die elektrische Feldstdrke. Die zuvor erwdhnte Korrektur fiithrte
Maxwell an Gl. (2.1.3), dem Ampeére’schen Durchflutungsgesetz durch, indem er den Term des
Verschiebungsstroms hinzuaddierte, um das Gesetz geschlossen giiltig zu machen [41]. Man
redet daher auch vom Ampere-Maxwell’schen Durchflutungsgesetz.

Einige der oben aufgefithrten Groéflen lassen sich durch wiederum andere anhand von Ma-
terialgleichungen darstellen. Die dielektrische Verschiebung aus dem Gauf3’schen Gesetz in
Gl. (2.1.1) ist beispielsweise durch D = ¢E = ¢ye,E definiert, wobei ¢y ~ 8.854 x 10712 Fm™!
die elektrische Feldkonstante und €, die materialspezifische, relative Permittivitdt bezeichnen.
Analog dazu lassen sich magnetische Feldstdrke sowie magnetische Induktion aus Ampére-
Maxwell’schem Durchflutungsgesetz in Gl. (2.1.3) und Faraday’schem Induktionsgesetz in
Gl. (2.1.4) ineinander iiberfithren gemi B = yH = pou H. Dabei ist pg = 47 x 1077 Hm ™!
die magnetische Feldkonstante und u, die materialspezifische, relative Permeabilitat. Fiir nicht-
magnetisierbare Medien gilt p, &~ 1 [41]. Im Allgemeinen ist zu beachten, dass die materialspezi-
fischen Parameter neben einer Richtungs- auch eine Frequenzabhéngigkeit aufweisen kénnen,
die neben Verlusten weiterhin zu dispersiven Effekten fithren kann [41]. Allgemein gilt also
€r = € (Xaw) und piy = pir (Xaw)'

Die Maxwell’schen Gleichungen kénnen fiir zeitharmonische Vorgénge, also unter der Vor-
aussetzung sinusférmiger Feldoszillationen, durch die Transformation 9/0t — iw ebenso im
Frequenzbereich definiert werden [41] und lauten dort in Phasorschreibweise (vgl. Kap. 1.1)

V-D=j (2.1.7)
V-B=0 (2.1.8)
VxH=J+iwD (2.1.9)
V x E = —iwB. (2.1.10)

2.1.1 Elektromagnetische Potenziale

Die Maxwell’schen Gleichungen (2.1.1) — (2.1.4) und (2.1.7) — (2.1.10) bilden je ein System
gekoppelter, partieller Differenzialgleichungen erster Ordnung fiir die Komponenten der elek-
trischen und magnetischen Felder und lassen sich in einfachen Féllen direkt l6sen [41]. Im
Allgemeinen ist es jedoch zweckméfig, diese vier Differenzialgleichungen durch Potenziale dar-
zustellen. Die resultierenden Differenzialgleichungen sind zwar zweiter Ordnung, aber dafiir
lassen sich dank ihnen die vier Maxwell’schen Gleichungen mit nur zwei Potenzialgleichungen
ausdriicken.
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Aus der Elektro- bzw. Magnetostatik kennt man das skalare Potenzial ® sowie das Vektor-
potenzial A [28, 36, 41, 47, 50, 55, 84, 87, 93]. Die Potenzialgleichung fiir das elektrische Feld
lautet

E=-Vo. (2.1.11)

Folgt man den Ausfithrungen in Ref. 41, kann man weiterhin aus Gl. (2.1.2) erschlieflen, dass
sich B als Rotation eines Vektorfeldes beschreiben léasst (da dessen Divergenz null betragt und
ein Vektorfeld sich aus einem Rotations- und einem Divergenzanteil zusammensetzt). Dieses
“kiinstliche” Vektorfeld ist das Vektorpotenzial, welches iiber

B=VxA (2.1.12)

mit der magnetischen Induktion verkoppelt ist. Setzt man diesen Zusammenhang nun in
Gl (2.1.4) ein, erhalt man

0
VXxE=-—-VxA. (2.1.13)
ot
Auf Gl. (2.1.13) kann man nun den Satz von Schwarz anwenden, welcher Integrabilitétsbedin-
gungen partieller Ableitungen auf einem beliebigen Gebiet behandelt [9], um die Reihenfolge
der vorkommenden partiellen Ableitungen zu vertauschen und somit

O0A
E+—)=0 2.1.14
V x < + ot > ( )

zu erhalten. Da die Rotation des in Klammern stehenden Vektorfeldes in Gl. (2.1.14) ver-
schwindet, kann es als Gradient eines skalaren Potenzials dargestellt werden, um die Existenz
des Vektorfeldes zu gewéhrleisten. Es ergibt sich somit

O0A
E+—=-Vo
+ 5 v
O0A
E=-Vd-—- —. 2.1.1
= v 5 ( 5)

Setzt man nun Gl. (2.1.15) in die Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum ein, wobei dort
explizit €, = pp = 1 gilt, erhdlt man ein immer noch gekoppeltes System aus zwei Potenzial-
gleichungen zweiter Ordnung, welches durch

0 P
2% A= L& 2.1.1
Ve + (V- A) o (2.1.16)
1 0’°A 109
VA-Som VIV AT pod (2.1.17)

gegeben ist. In Gl. (2.1.17) bezeichnet ¢y = (60#0)—1/2 = 2.99792458 x 108 ms~! die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum.

Um diese beiden Potenzialgleichungen zu entkoppeln, bedient man sich der Tatsache, dass
bei deren Definition einige Freiheitsgrade enthalten sind, die ausgenutzt werden kénnen. Da B
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in Gl. (2.1.12) tuber die Rotation von A definiert ist, spielt es keine Rolle, ob man zu A noch
den Gradienten einer beliebigen, skalaren Funktion A hinzufiigt [41], womit

A A =A+VA (2.1.18)

gilt. Selbst nach dieser Transformation bleibt B unverdndert. Damit auch das elektrische Feld
aus Gl. (2.1.15) unverédndert bleibt, muss das skalare Potenzial ® weiterhin der Transformation
oA
b =0 — 2.1.19
5 ( )
unterzogen werden. Die beiden zusétzlichen Terme in den letzten beiden Gleichungen zeigen
die o. g. Freiheitsgrade. Man darf letztendlich die Potenziale A und ® so wéhlen, dass sie der
Lorenz-Eichung, geméf

1 0%

V-A+5—=0 2.1.20
* & ot ( )
geniigen, was direkt aus Gl. (2.1.18) und (2.1.19) folgt [41]. Unterzieht man die beiden gekop-
pelten Potenzialgleichungen Gl. (2.1.16) und Gl. (2.1.17) dieser Eichung, lassen sie sich zu zwei

inhomogenen Wellengleichungen fiir ® und A entkoppeln [41]. Diese lauten

1 0%°® P
2
- ——r=—— 2.1.21
v & ot? €0 ( )
1 0%°A
2
A— ——— = —ppd. 2.1.22
v g ot? Ho ( )

Diese beiden Gleichungen sind den Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum vollkommen &qui-
valent.
Eine weitere wichtige Eichung ist die Coulomb-Eichung, die durch

V-A=0 (2.1.23)

definiert ist [41]. Mit Hilfe dieser Eichung erhélt man beispielsweise die Poisson-Gleichung zur
Bestimmung des skalaren Potenzials bei beliebigen Raumladungsverteilungen (durch Anwen-
dung auf Gl. (2.1.16)), welche sich zu

At JE— (2.1.24)

€0
ergibt. Die Coulomb-FEichung gewinnt vor allem dadurch an Bedeutung, dass man mit ihrer
Hilfe eine vereinfachte Form der elektromagnetischen Potenziale aus Gl. (2.1.21) und (2.1.22)
ableiten kann, die fiir diese Arbeit wichtig ist. Dies ist im folgenden Abschnitt nidher erlautert.

2.1.2 Vereinfachende Annahmen fiir quasi-stationire Felder

Neben dem statischen Fall, bei dem keine zeitliche Anderungsrate der Felder auftritt, d. h.
0/0t = 0, und dem allgemeinen dynamischen Fall, der im letzten Abschnitt diskutiert wurde,
kann man ein vereinfachendes Regime fiir zeitliche Anderungsraten definieren, die als “lang-
sam” anzunehmen sind. Diesem Bereich schreibt man quasi-stationéres Verhalten zu [41]. Ob
man von quasi-stationirem Verhalten reden kann, womit eine langsame zeitliche Anderung

10



2.1 Theorie elektromagnetischer Felder

Abbildung 2.1.1: Induktionsspule zur Erlduterung von quasi-stationdren Vorgingen. Die Stromdichte
ist hier vom Generator aufgeprdagt und erzeugt ein Magnetfeld. Durch die zeitliche
Anderungsrate tritt elektromagnetische Induktion auf, welche ein elektrisches Wir-
belfeld inner- und auflerhalb der Spule erzeugt.

der Felder gemeint ist, kann anhand einfacher Zusammenhénge zwischen der geometrischen
Ausdehnung des betrachteten Leiters und der Anderungsrate der Quellterme (z. B. der Oszil-
lationsfrequenz der Stromdichte) abgeschétzt werden. Die folgenden Erklarungen stiitzen sich
auf die Geometrie aus Abb. 2.1.1.

Am Beispiel der elektromagnetischen Induktion kann man von einem quasi-stationdren Ver-
halten ausgehen, wenn die Wellenldnge des Stromsignals, bzw. des Stromdichtesignals, grof3
gegeniiber der Ausdehnung des fithrenden Leiters ist. Da die Wellenldnge A nach

R (2.1.25)

[ Ve

invers proportional zur Signalfrequenz f ist, muss diese ausreichend klein sein, um eine quasi-
homogene Stromverteilung entlang des Leiters zu gewéahrleisten. Es gibt keine klar definierte
Grenze. Die Annahme wird allerdings umso besser, je groBer das Verhéltnis A/, mit der Lange
des Leiters [, wird. Um eine quantitative Aussage zu bekommen, muss man die Leitungsstrom-
dichte mit der Verschiebungsstromdichte in Relation setzen, um deren moglichen Einfluss zu
bestimmen. Naherungsweise ist die Verschiebungsstromdichte vernachléssigbar, was einer ho-
mogenen Strombedeckung des Leiters dquivalent ist, sofern das Verhéltnis A > | (Wellenlénge
mindestens zehn mal groler als die Leiterliange) eingehalten wird.

Die relevanten, teils angepassten, Gleichungen fiir das quasi-stationire Regime lauten [36, 41]

VxH=J (2.1.26)
V-B=0 (2.1.27)
0B
E=—— 2.1.2
V X T ( 8)
J = kE. (2.1.29)

Dabei fallt auf, dass der Term des Verschiebungsstroms aus Gl. (2.1.3) hier in Gl. (2.1.26) nicht
mehr vorkommt. Der lineare Zusammenhang zwischen Stromdichte und elektrischem Feld in

11
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Gl. (2.1.29) entspricht im Wesentlichen dem Ohm’schen Gesetz, allerdings kann die Leitfdhig-
keit K = K (x) hier komplex sein, wodurch Phasenverschiebungen zwischen elektrischem und
magnetischem Feld hervorgerufen werden kénnen.

Um nun die Felder mit der quasi-stationaren Néherung zu berechnen, gibt es verschiedene
Ansétze. Diese Ansétze haben gemeinsam, dass die Berechnung der Felder iiber das Vektor-
potenzial (das kein physikalisches Feld darstellt) relativ einfach wird, weil man damit die
Moglichkeit einer Eichtransformation hat (s. Kap. 2.1.1).

Zuerst schreibt man Gl. (2.1.26) in der etwas gebréuchlicheren Form V x B = ppJ und
substituiert danach B durch Gl. (2.1.12) wodurch

V x (VxA)=pyd (2.1.30)

resultiert. Wendet man daraufhin die Vektoridentitit V x (V x A) = V(V-A) — V?A aus
Ref. 9 auf Gl. (2.1.30) an, ergibt sich

V(V-A) - VA = ppd. (2.1.31)

Durch Anwendung der eingefithrten Coulomb-Eichung aus Gl. (2.1.23) ergibt sich schlieflich
die vektorielle Poisson-Gleichung zur Bestimmung des Vektorpotenzials

VA = —pod. (2.1.32)

Ein direktes, semi-analytisches Losungsverfahren fiir Gl. (2.1.32), das auch in dieser Arbeit
verwendet wurde, wird in Kap. 2.1.3 detailliert beschrieben und erldutert. Anzumerken ist,
dass die Losung die gleiche Form wie das Biot-Savart’sche Gesetz hat, das jedoch nicht aus
den Maxwell-Gleichungen abgeleitet wurde, sondern von Oersted, Biot, Savart und spéter auch
Ampére experimentell bestimmt und postuliert wurde [41].

Gleichung (2.1.32) ist aufgrund ihrer Herleitung nur fiir den Spezialfall des Vakuums giiltig.
Betrachtet man stattdessen ein Gebiet, das mit einem Medium geméf e, # 1 oder u, # 1 gefillt
ist, verliert die vektorielle Poisson-Gleichung ihre Giiltigkeit und kann nicht zur Berechnung der
Felder {iber deren Vektorpotenzial benutzt werden. Im weiteren Verlauf sind magnetisierbare
Medien ausgeschlossen, es gilt also fiir alle Herleitungen u, = 1 # f (x,w). Kann man keine
weiteren vereinfachenden Annahmen treffen und geht von einem inhomogenen, dispersiven
Medium aus (& = € (x,w) # 1), muss man die Wellengleichung zur Beriicksichtigung dieser
Inhomogenitat mit Hilfe eines anderen Ansatzes losen. Dazu bedient man sich der Eichung

e 0D
V-A+ 55— ®=0 2.1.33
2 tron® =0, (2.1.33)

die im Gegensatz zur Lorenz-Eichung aus Gl. (2.1.20) einen zusétzlichen verlustbehafteten
Term und eine materialspezifische relative Permittivitat e, = ¢, (x,w) beinhaltet [120].

Setzt man diese Eichung nun in Gl. (2.1.17) ein, ergibt sich die allgemeine Formulierung
flir nicht-magnetisierbare Medien der zu l6senden Differenzialgleichung im Zeit- sowie im Fre-
quenzbereich zu

e O2A OA

VA + %WQA —iwpokA = —pod. (2.1.35)
0
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2.1 Theorie elektromagnetischer Felder

Die Gleichungen beschreiben das Vektorpotenzial in seiner allgemeinsten Form und sind dem-
nach auch nicht einfach zu l6sen. Man muss sich numerischer Methoden bedienen oder Ansétze
iiber ebene Wellen finden, die die Gleichungen erfiillen. Dies ist aufgrund der Geometrie der
hier vorgestellten RIT-Systeme nicht nétig, da man sich bei der Energieiibertragung von der
Spule in das Plasma gerade in dem Naherungsbereich des quasi-stationdren Regimes bewegt,
in dem man nicht mit Wellenablésung zu rechnen hat. Daher wird der gesamte Term, der
die zweite zeitliche Ableitung beinhaltet, nicht zu berticksichtigen sein. Man redet in diesem
Regime auch von evaneszenten Feldern [41]. Im Folgenden soll ein Ansatz aus den fiir dieses
Regime giiltigen Gleichungen ((2.1.26) — (2.1.29)) hergeleitet werden, mit dessen Hilfe sich die
elektromagnetischen Felder iiber ihr skalares und ihr Vektorpotenzial berechnen lassen.

Dazu nutzt man als erstes wieder die Definition aus Gl. (2.1.12) und setzt sie in Gl. (2.1.28)
ein. Danach kann man unter erneuter Anwendung des Satzes von Schwarz das elektrische Feld
zu E = —0A /0t — V® berechnen. Setzt man diesen Ausdruck nun in Gl. (2.1.29) ein, ergibt
sich fiir die Stromdichte die Beziehung

0A
J=KE =—-k— — kVO. (2.1.36)
ot
Der Term mit dem skalaren Potenzial ® kann gemif8 —J; = kV® als Quellterm! aufgefasst
werden [91], weil er fiir bewegte Ladungstriager steht. Somit gilt

J=kE = _KB_A + Js. (2.1.37)
ot
Hierbei ist zu beachten, dass das Vorzeichen iiber die Potenzialgleichung des elektrischen Feldes
E = —V® bei —J; fest vorgeschrieben ist.
Setzt man nun Gl. (2.1.37) in Gl (2.1.26) ein und geht weiterhin von obiger Annahme
uy = 1 im gesamten Gebiet aus, ergibt sich nach Ersetzen der magnetischen Induktion mit der
Rotation des Vektorpotenzials

0A
Vx(VxA)= —hHo + pods (2.1.38)
und schliellich unter Einbeziehung der Vektoridentitit V x (V x A) = V (V- A) — V2A und
der Coulomb-Eichung V - A = 0 die Diffusionsgleichung des Vektorpotenzials

V2A - woa—A = —popJs (2.1.39)
ot

fiir eine raumlich variable Leitfahigkeit x = & (x). Dabei stellt der medienspezifische Term
die irreversible Umwandlung elektromagnetischer Feldenergie in Wérme dar, da unter der
Annahme dass V® = 0, was zumindest im Innenbereich? eines Plasmas stets der Fall ist [65],
die zeitliche Ableitung des Vektorpotenzials nach Gl. (2.1.15) dem induzierten elektrischen Feld
entspricht. Zusammen mit der Leitfahigkeit wird also durch dieses Feld ein Strom induziert,
welcher auf kreisférmigen geschlossenen Feldlinien verldauft. Man bezeichnet diese Art von
induzierten Stromen auch als Wirbelstrome [41, 47]. An der Vorzeichenkonvention kann man
erkennen, dass der induzierte Wirbelstrom entgegengesetzt der Quellstromdichte Jg verlduft,
was der Grundaussage der Lenz’schen Regel entspricht.

lengl.: source
2auch bulk-Bereich genannt
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Abbildung 2.1.2: Zur Herleitung des Skin-Effekts nach Ref. 50 fir ein eindimensionales Randwert-
problem. Der in y- und z-Richtung unendlich ausgedehnte Leiter trigt einen in z-
Richtung flieffenden Strom, dessen Amplitudenabnahme in das Medium des Leiters
hinein hier schematisch dargestellt ist.

Die Diffusionsgleichung, dargestellt in Gl. (2.1.39), ist mathematisch gesehen eine dreidimen-
sionale parabolische partielle Differenzialgleichung [9] und kann in der Regel nur numerisch
gelost werden. Aus der parabolischen ldsst sich eine einfacher zu lésende, elliptische Differen-
zialgleichung machen, indem die zeitliche Ableitung ersetzt wird. Die funktionelle Basis dazu
liefert wieder die elektrodynamische Theorie, da man iiber die bekannte und auch hier bereits
gezeigte Transformation der Gleichung in den Frequenzbereich geméf 0/0t — iw eine Substi-
tution der zeitlichen Ableitung durchfiithren kann. Die zu lésende Gleichung mit £ = & (x,w)
lautet dann

V2A — iwn,uol& = —uojs. (2.1.40)

Die materialspezifische Induktion von Wirbelstrémen geméafl der Lenz’schen Regel bewirkt,
dass der induzierte dem erregenden Strom entgegenwirkt und die von diesem generierten Felder
somit abschwécht. Dieser Mechanismus wird als Skin-Effekt bezeichnet [41]. Fiir eindimensio-
nale Problemstellungen lasst sich die Skineindringtiefe d, also die charakteristische Dampfungs-
lange der eingekoppelten Felder, aus der Diffusionsgleichung herleiten. Dazu wird als erstes eine
quellenfreie Diffusionsgleichung mit J = 0 fiir die Stromdichte im Frequenzbereich formuliert.
Sie lautet

V2J — iwkped = 0. (2.1.41)

Des Weiteren gilt fiir die Herleitung, dass der nicht-magnetisierbare Leiter, der mit dem ledig-
lich in z-Richtung flieBenden Strom geméfl J (x,t) = Re {jz (x) exp (iwt) ez} beaufschlagt sei,
die Leitfahigkeit x habe und in y- und z-Richtung unendlich ausgedehnt sei, wie in Abb. 2.1.2
dargestellt. Es sei erwdhnt, dass die geddmpfte Schwingung in der Abbildung lediglich die Am-
plitudenabnahme (bzw. die Abnahme des Effektivwerts) aufzeigt und dabei keine Hinweise auf
die Wellenzahl liefern soll, da im quasi-stationédren Regime die Wellenlédnge selbst im Medium
als grof} gegeniiber der geometrischen Ausdehnung des Leiters anzusehen ist. Damit reduziert
sich der betrachtete Fall zu einem eindimensionalen Problem [50].

Mit den Definitionen des Stroms sowie der rdumlichen Abhéngigkeiten fiir dieses Problem
lautet die zu lésende Diffusionsgleichung also (die partielle Ableitung wird zum totalen Diffe-
renzial, da aufler in z-Richtung keine weiteren Abhéngigkeiten bestehen)

&7, (x)

o iwk o, (z) = 0, (2.1.42)
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2.1 Theorie elektromagnetischer Felder

wobei J, fiir den Phasor der Stromdichte steht. Der explizite zeitliche Verlauf wird an dieser
Stelle noch nicht eingefiihrt, da die Differenzialgleichung ebenso im Frequenzbereich gelost
werden kann.

Die Loésung fiir die Differenzialgleichung ist nach Ref. 9 durch

J. (z) = J.1 (0) exp (—7z) + J. 2 (0) exp () (2.1.43)

gegeben. Dabei ist v2 = iwpg Re x und folglich

v = (141) ,/W"OTRGK. (2.1.44)

Fir die Quadratwurzel einer komplexen Zahl existieren zwei Losungen. Da die zweite Losung
im zweiten Quadranten der komplexen Zahlenebene liegt, wird diese als unphysikalisch ange-
nommen. In diesem Fall wiirde sich ein negativer spezifischer Widerstand p = 1/ Re k ergeben.
Auch stellt die Losung der Fortpflanzungskonstante aus Gl. (2.1.44) keine Einschrankung fir
allgemein komplexwertige Leitfahigkeiten geméaf Kk = Rex +ilm k dar, da die imaginédre Kom-
ponente eine Phasenverschiebung hervorrufen wiirde, die nicht zur Dampfung beitragt.

Der zweite Term aus Gl. (2.1.43), welcher mit einer positiven Exponentialfunktion mul-
tipliziert wird, wird als unphysikalisch angesehen und eliminiert. Daher ergibt sich fiir die
Stromdichte im Zeitbereich

J. (x,t) = Re {JZJ (0) exp (—x\ / WOTRGFL) exp (—ix\/ WOTRGK) exp (iwt) exp (1¢)} .

(2.1.45)

Bei dieser Losung beschreibt der erste Exponentialfaktor die Feldamplitudenabnahme in z-
Richtung, der zweite die Phasendrehung in z-Richtung, der dritte die zeitliche Abhéngigkeit
und der vierte die Anfangsphase des Phasors. Um nun die Skineindringtiefe zu erhalten, be-
notigt man den ersten dieser Faktoren. Die Skineindringtiefe ist definiert als die Lénge, bei
welcher die Feldamplitude auf das 1/e-Fache (~ 37 %) abgeklungen ist [50]. Daraus ergibt sich

die Skineindringtiefe zu
[ 2
0= | ———. 2.1.46
wpo Rek ( )

Vergleicht man Gl. (2.1.40) mit Gl. (2.1.32), fillt als Unterschied lediglich der Verlustterm
auf, der die Leitfahigkeit enthélt, welche den Skin-Effekt bedingt. Genau durch diesen wird
allerdings eine direkte Losung iiber den Fundamentalansatz mit Hilfe Green’scher Funktionen
duferst kompliziert, insbesondere durch die rdumliche Abhédngigkeit der Leitfdhigkeit. Einfa-
cher und intuitiver ist an dieser Stelle die numerische Losung der Differenzialgleichung unter
Vorgabe von definierten Randbedingungen (siehe dazu Kap. 2.1.4). Eine Losung der elliptischen
Differenzialgleichung aus Gl. (2.1.32) ist jedoch analytisch herleitbar {iber deren Fundamen-
tallosung, was genauer in Kap. 2.1.3 gezeigt wird. Die Auswertung der Losung ist allerdings
sehr rechenintensiv, weshalb dies nur automatisiert sinnvoll ist. Aus diesem Grund kann man
das komplette Losungsverfahren als semi-analytisch bezeichnen. Dessen Implementierung ist
in Kap. 3.7.1 dargestellt.
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2.1.3 Semi-analytisches Losungsverfahren

Dieser Abschnitt soll die Losungsmethode der vektoriellen Poisson-Gleichung (Gl. (2.1.32))
néher beschreiben. Um eine analytische Losung fiir diese Gleichung zu finden, muss eine Mog-
lichkeit geschaffen werden, den Laplace-Operator analytisch aufzulésen. Dazu bedient man sich
der Green’schen Funktion dieses Operators [41], die man auch als Fundamentallésung bezeich-
net. Green’sche Funktionen sind Hilfsmittel bei der Losung inhomogener linearer Differenzial-
gleichungen und driicken physikalisch gesehen das Superpositionsprinzip aus. Die Green’sche
Funktion fiir den Laplace-Operator in drei Dimensionen lautet

1

G Oox) = — T

(2.1.47)

Die Herleitung dazu ist im Anhang in Kap. A.1.1 dargestellt.
Mit Hilfe der Green’schen Funktion aus Gl. (2.1.47) kann man Gl. (2.1.32) unter Einbezie-
hung von Gl. (A.1.7) nach dem Vektorpotenzial geméfl des Superpositionsprinzips losen. Die

Losung lautet
V/

_n///w ’X_X,‘ ) g, (2.1.48)

Dabei bezeichnet V' das von der Stromdichte J (x’) beaufschlagte Leitervolumen.
Aus diesem Zusammenhang ldsst sich auch das urspriinglich experimentell hergeleitete Biot-
Savart’sche Gesetz unter der Einbeziehung von Gl. (2.1.12) [55] zu

B(x) =V x A (x) = ( ///Mx_;qd‘”’ >
///V, x — X)/|dX (2.1.49)

ableiten. Unter Ausnutzung der Vektoridentitét

J(x) 1 / / 1
Vxx‘X_X,’—‘X_X/’VXXJ(X)—J(x)xVX(‘X_X,O

/

gy o (XX

> < |x—x'|3>
o

—J(x) x — 2 (2.1.50)

|x —x/|

aus Ref. 9, ergibt sich fir Gl. (2.1.49)

-
///, ;_ ;’3 a3’ (2.1.51)

Im quasi-stationdren Regime kann man vereinfachend annehmen, dass es keine Stromdich-
teverteilung entlang des Spulendrahtes gibt (siche Kap. 2.1.2), sodass mit einem konstanten
Strom [ auflerhalb des Integrals geméf

wol x —x'
B = — d — 2.1.52
(x) 47t // s ]x—x’\?’ ( )
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f Jdx=1Ids

Abbildung 2.1.3: Visualisierung des Biot-Savart’schen Gesetzes im quasi-stationdren Regime. FEs
kann mit einem konstanten Strom gerechnet werden, da die Wellenldnge sehr viel
Grofler als die Leiterlinge ist und somit eine homogene Strombedeckung des Leiters
angenommen werden darf.

gerechnet werden darf, wobei ds ein infinitesimales Stiick entlang des Strompfades C” bezeich-
net. Diese Zusammenhéinge sind nochmals visuell in Abb. 2.1.3 dargestellt, um sie besser zu
verdeutlichen.

Das Integral aus Gl. (2.1.52) kann mit einem Computer automatisiert fiir alle Raumpunkte
x gelost werden, womit sich die rdumliche magnetische Induktion ergibt. Dazu muss man
dem Losungsalgorithmus lediglich den Strompfad in Form von Koordinatenpaaren zufiihren.
Weitere Randbedingungen sind aufgrund der Herleitung iiber die Green’sche Funktion nicht
noétig, da man dort ohnehin davon ausgeht, dass das Vektorpotenzial im Unendlichen abklingt.
Die numerische Implementierung dieses Integrals ist in Kap. 3.7.1 dargestellt.

Bestimmung der Selbstinduktivitidt beliebig geformter Spulen

Gleichung (2.1.52) kann dazu genutzt werden, die Induktivitat der Triebwerksspule (oder be-
liebig geformter Spulen im Allgemeinen) fiir den Zustand des ungeziindeten Plasmas zu berech-
nen, was fiir das Gesamtmodell duflerst wichtig ist. Eine numerische Studie zu diesem Thema
ist in Ref. 108 verdffentlicht.

Bekannte Berechnungsformeln sind meist nur sehr bedingt giiltig, bspw. fiir lange Zylinder-
spulen, deren Durchmesser d. geméafl d. < [, sehr viel kleiner als deren axiale Lédngen [. sind.
In solchen Fillen kann man von einer homogenen Magnetfeldinduktion ausgehen und mit ein-
dimensionalen Naherungen rechnen. Fiir eine lange Luftspule ergibt sich etwa eine Induktivitéat
von

I poNZA

l.

wobei N, die Windungszahl und A die Querschnittfliche normal zum magnetischen Fluss be-

zeichnen [51]. Im Allgemeinen aber kénnen Induktionsspulen beliebig geformt sein, wodurch

auch inhomogene magnetische Feldeinkopplung vorliegen kann, was eine spezielle Herangehens-

weise an diese Problematik verlangt, wie auch im Falle der Radiofrequenz-lonentriebwerke, die

in den meisten Fallen mit kurzen Spulen ausgestattet sind, bei denen die erwihnte Ndherung
nicht gultig ist.

Die Induktivitdat L ist im Allgemeinen definiert als

v
L=— 2.1.54
I’ ( )

(2.1.53)
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wobei ¥ den magnetischen Fluss durch eine beliebig geformte Leiterschleife beschreibt. Um
den magnetischen Fluss zu berechnen, muss man die magnetische Induktion geméf

\I’://ABdA://ABndA://ABCOS [<(B,n)] dA (2.1.55)

iber die Querschnittflichenelemente integrieren, zu welchen die Feldvektoren normal stehen.

Die magnetische Induktion B kann mittels des Biot-Savart’schen Gesetzes aus Gl. (2.1.52)
fiir beliebige Spulengeometrien dreidimensional ausgerechnet werden. Dabei muss allerdings
eine homogene Strombeaufschlagung des Leiters gewéhrleistet sein, was im statischen und
quasi-stationdren Regime stets gilt. In anderen Bereichen muss Gl. (2.1.51) zur Losung der
Felder herangezogen werden. Vor allem fiir den elektrodynamischen Bereich, in welchem man
nicht mehr von retardierten Potenzialen sprechen kann, d. h., wo die Felder nicht instantan
wirken, muss eine zeitliche Abhéngigkeit mit modelliert werden, die die endliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen beriicksichtigt. Retardierte Felder und
Potenziale werden aufgrund der zuvor genannten Einschrénkungen in dieser Arbeit allerdings
nicht berticksichtigt.

Bei der numerischen Implementierung von Gl. (2.1.52) (vgl. Kap. 3.7.1) ist die Kenntnis der
Feldvektoren genau so wichtig wie die der Normaleneinheitsvektoren der diskreten Flachen-
elemente im Simulationsvolumen. Deshalb ist es teilweise notwendig, das Berechnungsnetz so
zu wahlen, dass es gut zur zu simulierenden Geometrie passt. Am Beispiel einer Zylinderspule
bieten sich etwa Zylinderkoordinaten an.

Bestimmung der induzierten elektrischen Feldstarke

Ersetzt man den Gleichstrom durch eine WechselgroBe geméB I — I, éndert sich Gl. (2.1.52)
entsprechend zu

~ pol (w x —x'

Aufgrund der oben erwéhnten Naherungen kann man alle frequenzabhéngigen Amplituden ein-
zeln berechnen, sofern man durch Variation der Frequenz das quasi-stationdre Regime nicht
verlasst, was zur Ungiiltigkeit dieser Gleichung fiihren wiirde. Eine auf retardierte Felder ver-
allgemeinerte Darstellung des Biot-Savart’schen Gesetzes, die unbeschrankt giiltig ist, wurde
von Jefimenko in Ref. 42 verdffentlicht. Fiir RIT eignet sich die in Gl. (2.1.56) angegebene
Form allerdings sehr gut, was durch Vergleichsmessungen in Kap. 4.1.1 verifiziert wird.

Unter Einbeziehung von Gl. (2.1.15) ldsst sich das induzierte elektrische Feld berechnen.
Da Gl. (2.1.56) aus Gl. (2.1.32) hervorgeht, welche keinen verlustbehafteten Term aufweist
(k = 0), ist sie nur im Vakuum giiltig, wodurch sich Gl. (2.1.15), unter Einbezichung der
Transformation 0/0t — iw, zu

E = —iwA (2.1.57)

vereinfacht. Ein numerisches Modell zu dieser Thematik, das u. a. die Impedanz als Funktion
der eingekoppelten Felder von RIT-Spulen im Vakuum bestimmt, ist in Ref. 112 veroffent-
licht. Aufgrund des Verlustterms aus Gl. (2.1.40), der in den Triebwerken durch das Plasma
repréasentiert wird, kann Gl. (2.1.56) allerdings nicht zur Berechnung der induzierten Felder in
einem RIT mit geziindetem Plasma verwendet werden. Stattdessen wird dazu ein vollwertig
numerisches Verfahren genutzt, dessen Grundlagen im folgenden Abschnitt erldutert werden.

18



2.1 Theorie elektromagnetischer Felder

2.1.4 Numerische Finite-Differenzen-Methode

Die Finite-Differenzen-Methode, kurz auch FDM, ist ein numerisches Losungsverfahren fur ge-
wohnliche und partielle Differenzialgleichungen. Das Prinzip dieser Methode ist relativ einfach
und basiert auf der Ersetzung aller Differenziale in einer Differenzialgleichung durch Differen-
zenquotienten. Diese Differenzenquotienten kénnen durch Taylor-Reihen approximiert werden,
was im weiteren Verlauf noch gezeigt wird. Aus der Differenzialgleichung wird durch diese Dis-
kretisierung eine Differenzengleichung, welche mit numerischen Methoden gelést werden kann.
Die Diskretisierung der Differenziale zieht in jedem Fall einen Fehler nach sich, welcher als
Diskretisierungsfehler® bezeichnet wird. Um diese kurze Einfithrung der Thematik abzuschlie-
Ben, sei darauf hingewiesen, dass eine Vielfalt an Literatur, Forschungsarbeiten und Software
zum Thema FDM existiert, wobei konkrete Anwendungen auf elektromagnetische Felder u. a.
in Refs. 13, 21, 30, 44, 76, 82, 92, 115 und 120 nachgelesen werden kénnen. Die wohl promi-
nenteste Publikation zu diesem Thema (im Bereich der Elektrodynamik) von Yee beschreibt
eine allgemeine Losungsstrategie der Wellengleichung in beliebigen Medien und ist heutzutage
Grundlage fiir viele kommerzielle Softwareldsungen zur dreidimensionalen Berechnung elek-
tromagnetischer Felder (z. B. CST Studio Suite, COMSOL Multiphysics, ANSYS Maxwell,
etc.) und kann in Ref. 119 nachgelesen werden. Der Grund, warum in der hier vorliegenden
Arbeit keine der o. g. kommerziellen Losungen verwendet wurde, ist, dass der hier entwickelte
Feld-Solver einen modularen Teil eines selbst-konsistenten Modells darstellt. Dariiber hinaus
wurde er explizit auf die Interaktion mit Niedertemperatur-Plasmen zugeschnitten, sodass er
die ndtigen Freiheitsgrade fiir den Umgang mit den elektrischen Parametern dieser Plasmen
bietet, was kommerzielle Solver ohne grofleren Konfigurationsaufwand nicht leisten kénnen.
Allgemein umfasst ein FDM-Losungsverfahren drei Schritte [92]:

1. Einteilung des Simulationsgebietes in ein Gitternetz*

2. Approximation der Differenzialgleichung durch (finite) Differenzen, welche die Losungs-
variable an einem Punkt des Simulationsgebietes mit deren Werten an benachbarten
Punkten in Verbindung setzt

3. Losung des Differenzenquotienten-Gleichungssystems unter Berticksichtigung von Rand-
bedingungen®, Anfangswerten® und Quelltermen

Bevor diese drei wichtigen Punkte ndher erlautert werden, werden die notwendigen mathema-
tischen Grundlagen zur numerischen Differenziation aufgezeigt.

Die Ableitung bzw. Steigung der in Abb. 2.1.4 gezeigten Funktion f (z) im Punkt xy kann
durch die Steigung der Sekante PB unter Anwendung der Vorwirtsdifferenzenregel geméfl

f (zo + Az) — f (z0)

[ (o) = Ax

(2.1.58)

angenihert werden. Alternativ fithrt die Riickwirtsdifferenzenregel iiber die Steigung von AP
ebenfalls zu dem gewiinschten Ergebnis von
f (@) — f (xo — Ax)

I (mg) = Ao : (2.1.59)

engl.: truncation error
engl.: mesh, grid

engl.: boundary conditions
engl.: initial conditions

o s W
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S (x)

A

> X

X,-Ax x, x,+ Ax

Abbildung 2.1.4: Approzimationen der Ableitung von f (x) im Punkt xy unter Ausnutzung des Vor-
wdrts-, Rickwdrts- und zentralen Differenzenquotienten nach Ref. 92.

Eine dritte Moglichkeit ist die Verwendung der zentralen Differenzenregel, die iiber die Steigung
der Sekante AB definiert ist, die sich nach

I (x0) =~ I (@0 + Ax;;xf (w0 — Az) (2.1.60)

berechnet.

Die numerischen Ableitungsschemata sind problemlos auf mehrere Dimensionen anwendbar.
Mit den gezeigten Verfahren fiir die erste Ableitung ist also der numerische Nabla-Operator
vollstiandig beschreibbar. Um den Laplace-Operator V2 darzustellen, bedarf es der zweiten
Ableitung, die mit

f(zo + Ax) = 2f (20) + f (x0 — Az)

f/l (xo) =~ (Ax)2

(2.1.61)

approximiert werden kann [92].

Eine etwas allgemeinere (und aussagekriftigere) Herleitung der finiten Approximationen
liisst sich iiber eine Taylor-Entwicklung gemaf f (x;a) = S25°, f™ (a) /n!- (z — a)™ der Funk-
tionen f (zg 4+ Ax) und f (zg — Ax) zeigen, wobei a die Entwicklungsstelle xg beschreibt und
Ax = x — x¢ gilt. Die Entwicklungen ergeben sich zu

[ (zo+Az) = f(z0) + Axf (mo) + % (Az)? f" (o) + % (Az)® " (z0) + ...  (2.1.62)

f (o — Aa) = f (w0) — Aaf! (w0) + 7 (Aa)* (o) — 55 (Aa)® " (o) 4. (21.6)

Addiert man diese beiden Gleichungen und bricht die unendlichen Reihen nach der vierten
Ordnung ab, ergibt sich

f (w0 + Az) + f (w0 — Az) = 2f (20) + (Ax)* f" (o) + O {(Az)*}. (2.1.64)

Dabei beschreibt O {(Ax)4} die Fehlerordnung, die durch die Unterbrechung der Serie exis-

tiert. Der Ausdruck impliziert, dass der Fehler nicht groBer werden kann als (A:c)4. Geht man
nun davon aus, dass dieser Fehler vernachlassigbar ist (sofern Az < 1), wird Gl. (2.1.64), nach
Auflésen nach f” (zg) zu

f (w0 + Ax) — 2f (z0) + f (v0 — Ax)
(Ax)

1" (xo) =~ (2.1.65)
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approximiert, was genau der Approximation des Laplace-Operators aus Gl. (2.1.61) entspricht.
Generell sollte man allerdings den Fehler mit in die Berechnung der zweiten Ableitung einfliefen
lassen, um den Unterschied zwischen Approximationsfehler und fithrendem Fehler klarzustel-
len. Der fithrende Fehler ist derjenige, der sich auf die Giite der Berechnung auswirkt [92]. Die
zweite Ableitung mit fiihrendem Fehler lautet

Y flaetAw)—2f () + [ (o —Ax)  O{(A2)'}
" (xo) =

(A0 (B
— f" (z0) = f(zo+ Az) — 2(];(5)02) + f (z0 — Ax) _0 {(Am)Q} 7 (2.1.66)

wobei O’ eine reduzierte Fehlerordnung beschreibt, die durch die Quotientenbildung im zweiten
Summanden resultiert. Daran sieht man, dass die Ordnung des fithrenden Fehlers bei der
Approximation der zweiten Ableitung nicht mit (Az)* sondern mit (Az)? skaliert.

Auch die Differenzenregeln fiir den Nabla-Operator kénnen nach dem oben gezeigten Ver-
fahren hergeleitet werden und lassen somit auch Aussagen iiber deren Fehlerordnungen zu. Um
etwa die zentrale Differenzenregel aus Gl. (2.1.60) abzuleiten, subtrahiert man Gl. (2.1.63) von
Gl (2.1.62) und vernachlissigt alle Terme ab (Az)?. Die Fehlerordnung dieser Regel ergibt

sich daher zu O {(ACE)2} Um die Vorwérts- und Riickwértsdifferenzenregel aus Gl. (2.1.58)

bzw. Gl. (2.1.59) abzuleiten, nimmt man nur die der Richtung entsprechende Taylorreihe und
vernachlissigt alle Terme ab (Az)?, womit sich eine Fehlerordnung von O {(Az)} ergibt. Daran
sieht man direkt den Vorteil der zentralen Differenzenregel gegeniiber den beiden letztgenann-
ten. Der Fehler nimmt dort quadratisch mit der Zahl der Diskretisierungsschritte ab und nicht
linear.

Natiirlich kann man auch hoherwertige Terme der Taylorreihe(n) mit einbeziehen, was zu
kleineren Fehlern fithren wiirde. In der Praxis werden allerdings stets die Terme ab der zweiten
Ordnung vernachléssigt, da der zusétzliche Rechenaufwand fiir die hoherwertigen Terme meist
nicht in Relation zu deren verursachten Fehlern steht [92]. Durch diesen stets existierenden
“truncation error” ist somit jede FDM-Simulation mit einem deterministischen Fehler versehen,
der lediglich durch die Maximierung der Diskretisierungsschritte minimiert werden kann.

Losungsverfahren fiir elliptische partielle Differenzialgleichungen

Da die Diffusionsgleichung (2.1.40) durch die Transformation in den Frequenzbereich von ei-
ner parabolischen partiellen Differenzialgleichung (PDGL) in eine elliptische PDGL iibergeht,
muss die zeitliche Dimension nicht beriicksichtigt werden. Dadurch wird der Rechenaufwand
erheblich reduziert, ohne dabei die Moglichkeit zu verlieren, verschiedene zeitliche Abhén-
gigkeiten zu untersuchen. Dies ist mittels Fourierdarstellung problemlos moglich. Natiirlich
bendtigt man dazu entsprechend viele Spektraldaten, die jeweils iiber eine eigene Simulation
gewonnen werden miissen. Da die Energieeinkopplung in RIT tiber einen Resonanzkreis ge-
schieht, ist die Festlegung auf eine diskrete Frequenz eine sehr gute Naherung, was die Losung
der Diffusionsgleichung im Frequenzbereich ausreichend motiviert.

Im Folgenden soll das Losungsschema fiir ein elliptisches Randwertproblem” gezeigt wer-
den. Bei partiellen Differenzialgleichungen werden rdumliche Abhéngigkeiten als Randwert-
probleme, zeitliche Abhingigkeiten als Anfangswertprobleme® und rdumlich sowie zeitliche

Tabgk.: RWP
Sabgk.: AWP
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Abhéngigkeiten als Rand- und Anfangswertprobleme® bezeichnet [9]. Physikalisch beschreib-
bare Probleme kénnen als Differenzialgleichungen elliptischen (RWP), parabolischen (ARWP)
oder hyperbolischen (ARWP) Typs dargestellt werden. Konkrete Beispiele sind die Poisson-
Gleichung (vgl. Gl. (2.1.24)) als elliptische PDGL, die Diffusionsgleichung im Zeitbereich (vgl.
Gl. (2.1.39)) als parabolische PDGL und die Wellengleichung (vgl. bspw. Gl. (2.1.22)) als
hyperbolische PDGL. Hat man die Moglichkeit, durch Transformation eines Anfangs- und
Randwertproblems dieses auf ein Randwertproblem zu reduzieren, begiinstigt dies durch den
Wegfall der zeitlichen Dimension erheblich den Rechenaufwand zur Losung dieses Problems.

Um die drei wichtigen Schritte zur Losung eines FDM-Problems aus Kap. 2.1.4 wieder
aufzugreifen, soll ein einfaches, zweidimensionales elliptisches Randwertproblem aus Ref. 83
betrachtet werden. Mit der Laplace-Gleichung

Vi =0, (2.1.67)

die den Sonderfall fiir p = 0 der Poisson-Gleichung aus Gl. (2.1.24) darstellt, soll das elek-
trostatische Potenzial im gesamten Simulationsgebiet (2 berechnet werden. Dazu miissen als
erstes Randbedingungen definiert werden, deren Bedeutung erst dann véllig einleuchtet, wenn
man sich das zu lésende lineare Gleichungssystem anschaut, was im weiteren Verlauf geschieht.

Man unterscheidet generell zwei verschiedene Arten von Randbedingungen. Sind die Funk-
tionswerte an den Riandern Qp des Gebietes geméafl

d(x)=f(x) (2.1.68)

vorgegeben, wobei x € Qp C (), spricht man von Dirichlet’schen Randbedingungen. Ist statt-
dessen die (nach auflen gerichtete) Normalableitung des Funktionswertes geméf

9o
o =) (2.1.69)

an den Randbereichen Q2 bekannt, wobei x € Qn C €2, handelt es sich um Neumann’sche
Randbedingungen. Es existieren auch noch gemischte Formen von Randbedingungen, auf die
jedoch hier nicht weiter eingegangen werden soll. Mehr dazu kann in Ref. 92 nachgelesen
werden.

Das einfache Beispiel, das hier untersucht werden soll, ist in Abb. 2.1.5 dargestellt. Das
Gebiet © umfasst 1cm? mit je einem Zentimeter in - und y-Richtung.

Wie man erkennt, ist das quadratische Simulationsgebiet in dquidistante Stiitzstellen mit
der Schrittweite

Az = Ay = h = Zmax ~ Zmin _ Ymox — Ymin (2.1.70)

m—1 m—1
eingeteilt. Dabei beschreibt m die Anzahl der diskreten Stiitzstellen pro Dimension und ist
somit der Parameter zur Beeinflussung der Auflésung. Im gezeigten Beispiel ist m = 4 gewéhlt,
so dass man die folgenden Vorgéinge systematisch nachvollziehen kann. Um nun die einzelnen
Gitterpunkte zu adressieren, muss den Nummerierungsschemata x; = jh sowie y; = ih gefolgt
werden. Da j den Index in 2- und ¢ jenen in y-Richtung beschreibt, lasst sich die Konvention

®(j,3) =  (xj,5) (2.1.71)

%abgk.: ARWP
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Abbildung 2.1.5: Finfaches Beispiel zur numerischen Lésung der Laplace-Gleichung in zwei Dimen-
sionen nach Ref. 83.

einfithren, um etwas Platz zu sparen. Ausgeschrieben lautet Gl. (2.1.67) nun

0*® (ji) | 0@ (1)

=0. 2.1.72
Ox2 Oy? 0 (2.1.72)

Um die numerische Form dieser Gleichung zu erhalten, ersetzt man den Laplace-Operator,
respektive die beiden partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, durch ihr numerisches Pendant
aus Gl. (2.1.61). Es ergibt sich

O —1,i)+PG+1,i)+®(j,i —1)®(j,i+1) — 4P (j,i) = 0. (2.1.73)

Ein Umstellen nach @ (j,4) liefert

B (ji) = i (@~ 1,i) +@(+1,4) + @ (i — 1)+ (i + 1) (2.1.74)
Man erkennt, dass der Potenzialwert an jeder Stelle ® (7,4) von den Werten seiner vier néchsten
Nachbarn abhéngt. Um dies besser zu verdeutlichen, werden sog. numerische Molekiile oder
Sterne eingefiihrt, die die Abhéngigkeiten sowie die Gewichtungsfaktoren darstellen. Das hier
benutzte numerische Schema nennt sich 5-Punkte-Stern und basiert auf einer Approximation
des Laplace-Operators durch Abschneiden der Taylor-Terme nach der zweiten Ordnung (s.
vorheriges Kapitel) und ist in Abb. 2.1.6 (a) verdeutlicht. Wiirde man die Taylorreihe erst
nach der vierten Ordnung abschneiden, wiirde die Approximation besser, wobei der Stern —
und damit der Rechenaufwand — dementsprechend gréfier wiirde. Der sich dadurch ergdbende
9-Punkte-Stern ist in Abb. 2.1.6 (b) dargestellt.

Bevor das lineare Gleichungssystem aufgebaut werden kann, miissen die Randbedingun-
gen geméafl Abb. 2.1.5 noch genauer untersucht werden. Die obere Kante, bestehend aus 4
Gitterpunkten, soll ein definiertes Potenzial von & = 1V haben. Demnach handelt es sich
nach Gl. (2.1.68) um Dirichlet’sche Randbedingungen. Gleiches gilt fiir die untere Kante mit
® = 0V. Die Kanten links und rechts haben Neumann’sche Randbedingungen. Die Norma-
lableitung des Potenzials ergibt nach E = —V® das elektrische Feld. Setzt man nun die
Neumann’sche Randbedingung an der linken und rechten Wand zu null, bedeutet dies, dass
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D(j,it+1)
T DO(+1,i+1)
. ~40(i) L
(D(]-lal) q)(]+1al) 4(1)(]+1,l)
O(G+1,i-1
®(j,i-1) gy oD
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Abbildung 2.1.6: 5-Punkte-Stern (a) und 9-Punkte-Stern (b) zur numerischen Berechnung des zwei-
dimensionalen Laplace-Operators. Der fiihrende Fehler fiir (a) ist von der Ordnung

O {h*} und fir (b) O {h*}.

aus dem zweidimensionalen ein eindimensionales Problem wird, da es jetzt als in z-Richtung
unendlich ausgedehnt angesehen werden kann. Die numerische Form der Normalableitung kann
als

Dy —

= (2.1.75)

geschrieben werden, wobei der Index “R” auf das jeweilige Potenzial am Neumann-Rand des
Gebietes {2y und der Index “i” auf das dazu nédchste innenliegende Potenzial hinweist.

Nun sind alle nétigen Randbedingungen geschaffen, um die Laplace-Gleichung nach dem
Potenzial aufzulosen. Dies geschieht hier mit Hilfe des 5-Punkte-Sterns, der nach Gl. (2.1.74)
die Potenziale in den vier innenliegenden Punkten berechnen kann. Die Randpunkte werden
nicht tiber diesen Stern gelost, sondern sind in Form der Randbedingungen vorgegeben. Um das
aufzubauende lineare Gleichungssystem noch mit der Geometrie aus Abb. 2.1.5 zu verkniipfen,
ist die Nummerierungskonvention hier so gewéhlt, dass ®; im Punkt (1, 1), &5 im Punkt (1, 2)
und @6 im Punkt (4,4) zu finden sind. Der Vektor der unbekannten Potenziale ist also

[®] = [®] By ... Dyg]", (2.1.76)

wobei T fiir die Transponierte einer Matrix bzw. eines Vektors steht.

Stellvertretend fiir alle innenliegenden Punkte sei die Benutzung des 5-Punkte-Sterns des
Weiteren an der Anwendung auf Punkt (2,2) erldutert. Setzt man die zugehorigen Potenziale
in Gl. (2.1.73) ein, ergibt sich

D(1,2) +®(3,2) + ®(2,1) P (2,3) — 40 (2,2) = 0
= O5 + &7 + Oy + &g — 4P = 0. (2177)

Ahnlich wird mit den Randbedingungen verfahren; als Beispiel ergibt sich die Gleichung
$y =0 (2.1.78)
im Punkt (1,2) fiir den Fall der Dirichlet’schen Randbedingungen und

Q5 — Dg

0 2.1.79
; (2.1.79)
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im Punkt (2,1) fir Neumann’sche Randbedingungen. Durch die Benutzung des 5-Punkte-
Sterns ist die Angabe der Eckpunkte 1, 4, 13 und 16 iiberfliissig, da diese in keinem Fall
durch den Stern abgedeckt werden. Auch Neumann’sche Randbedingungen lassen sich iiber die
Eckpunkte keine definieren, da die Normalableitung eine Diagonale in das Simulationsgebiet
hinein beschreiben wiirde. Dennoch ist es ratsam, die Eckpunkte bei der Herleitung des linearen
Gleichungssystems zu beriicksichtigen, wie es im Folgenden getan wird, da die Unbestimmtheit
ihrer Randbedingungen bei der Rechnung keine Rolle spielt und so der Programmieraufwand,
diese herauszufiltern, letztendlich entfallt.

Stellt man alle Gleichungen auf, erhélt man ein lineares Gleichungssystem (LGS) der Ord-
nung m?2. Der Vektor [b] beinhaltet alle Randbedingungen und Quellterme (die hier auf-
grund von p = 0 entfallen). Das lineare Gleichungssystem kann ressourcenschonend in einer

(m? x m?)-Matrix gespeichert werden, welche man auch als Systemmatrix (A) bezeichnet [83].

Das LGS fiir dieses Problem lautet nach (A) [®] = [b]

1 ®, 0V]
1 ®, 0V
1 D 0V
1 D, 0V
1 -1 o 0V
1 1 —4 1 1 Dy 0V
1 1 —4 1 1 i 0V
-1 1 Dy 0V
— or | = lov]: (2.1.80)
1 1 -4 1 1 d10 0V
1 1 —4 1 1 Dy 0V
-1 1 P15 0V
1 Py 1V
1 By 1V
1 P15 1V
I 1] |®6] [1V]

Dieses Gleichungssystem lasst sich unter Umstdnden noch per Hand 16sen, indem man eine
Matrixinversion gemiB [®] = (A) ™' [b] durchfithrt. Der Potenzialverlauf der in Abb. 2.1.5
gezeigten Anordnung ergibt sich zu

111 2 2 2
@ =0000=->-22Z2°2 1111 V (2.1.81)
33333333

und ist in Abb. 2.1.7 dargestellt.

Selbstredend lésst sich die Matrixinversion fiir eine groflere Stiitzstellenanzahl nicht mehr
so einfach durchfithren und man benétigt computergestiitzte Methoden. Es existiert eine Viel-
zahl an Moglichkeiten, Matrizen numerisch zu invertieren. Die Tatsache, dass es sich bei den
Systemmatrizen in FDM-Verfahren stets um diinn-besetzte!® Matrizen handelt, stellt sich ein
Verfahren als besonders geeignet dar. Es handelt sich um das sukzessive Uberrelaxationsver-
fahren oder SOR"-Verfahren. Dabei handelt es sich um ein iteratives Losungsverfahren. Diese
Art von Matrizenlosungsverfahren wird vor allem fiir grofle, diinn-besetzte Matrizen genutzt.

Oengl.: sparse
Hengl.: successive over-relaxation
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Abbildung 2.1.7: Potenzialverlauf der zweidimensionalen Laplace-Gleichung des Beispiels aus
Ref. 83.

Dabei wird aufbauend auf einer ersten Approximation der Losung eine zweite Approximation
berechnet, welche wiederum fiir eine dritte Approximation als Basis dient. Daran erkennt man
den iterativen Charakter der Berechnung [92]. Das SOR-Verfahren ist artverwandt mit dem
GauB-Seidel- und dem Jacobi-Verfahren, welche ebenfalls iterative Losungsverfahren darstel-
len. Der Vorteil des SOR-Verfahrens ist die vergleichsweise schnelle Konvergenz [92].

Um das lineare Gleichungssystem zu losen, wird das SOR-Verfahren auf jede Matrixzeile
angewandt. Fiir das Beispiel aus Gl. (2.1.80) wird das Verfahren direkt auf Gl. (2.1.74) ange-
wendet, welche stellvertretend fiir eine Zeile in (A) steht. Als erstes wird ein Rest R (j,4) fir
jeden Knoten definiert, der angibt, um wie viel das berechnete Potenzial an diesem Knoten
® (j,7) von dem in Gl. (2.1.74) abweicht. Der Rest berechnet sich also zu

R(ji)=® (G +1,0)+®(j—1,9) + @ (j,i + 1)+ & (j,i — 1) — 49 (j,4) . (2.1.82)

Der sich ergebende Rest in der k-ten Iteration RF (4,4) wird als Korrektur angesehen, die zu
® (j,7) addiert werden muss, um dies ndher an den korrekten Wert zu bringen. Je ndher man
der Konvergenz zu ® (j,i) kommt, desto niher liegt R* (j,4) an null. Um die Konvergenzge-
schwindigkeit zu erh6hen, multipliziert man den Rest mit einem Relaxationsparameter w und
addiert den Summanden zur k-ten Iteration von @ (j,7), um dessen Beitrag zur (k + 1)-ten
Iteration geméaf

O (0) = B (5,0) + TR (.0) (2.1.83)

zu bekommen [92]. Der Wert von w liegt zwischen 0 und 2, wobei man mit w = 1 zum Gau$-
Seidel-Verfahren gelangt. In diesem Fall redet man auch von sukzessiver Relaxation. Liegt
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der Wert unter 1, nennt sich das Schema sukzessive Unterrelaxation und konvergiert nicht
zwingend. Wahlt man w im Bereich 1-2, ist man im Bereich der sukzessiven Uberrelaxati-
on und das Verfahren konvergiert garantiert (aber noch nicht unbedingt sehr effizient). Ein
optimaler Wert fir w, der die Konvergenzgeschwindigkeit maximiert, muss prinzipiell iiber
die Trial-and-Error-Methode gefunden werden, da dieser Wert von der Beschaffenheit der Sy-
stemmatrix abhédngt [92]. Weiterhin braucht man zum initialen Start Schitzwerte fir die 0-te
Iterationsstufe, deren Genauigkeit ebenso die Konvergenz beeinflusst. Typischerweise wahlt
man ®° (5,7) = 0 [92].

Ist das Simulationsgebiet € allerdings quadratisch (oder im dreidimensionalen Fall kubisch),
bei dquidistanter Schrittweite in alle Dimensionen, existiert eine analytische Losung fiir den
optimalen Relaxationsparameter [118]. Dieser berechnet sich zu

2
1+ sin (miﬂ)

Wihlt man diesen Wert fiir den Relaxationsparameter, ist eine schnellstmogliche Konvergenz
garantiert.

Das gezeigte zweidimensionale Schema kann analog auf eine dritte Dimension erweitert
werden. Dadurch wéchst dementsprechend der Programmier- und Lésungsaufwand. Dessen
Implementierung ist in Kap. 3.3 gezeigt.

Wopt = (2.1.84)

2.2 Induktiv-gekoppelte Niedertemperaturplasmen

Bei einem Plasma handelt es sich um ein ionisiertes Gas, das im Allgemeinen neben Elek-
tronen ein- und/oder mehrfach negativ oder positiv geladene Ionen, Atome und molekulare
Verbédnde verschiedenen Ladungszustands enthalten kann. Fiir diese Arbeit sind vor allem
schwach ionisierte Niedertemperaturplasmen von groflem Interesse, da sie als Stiitzmedium
fiir die Schubgenerierung in RIT genutzt werden. Obwohl auch vermehrt Gasgemische und
molekulare Gase untersucht werden — siche dazu beispielsweise Ref. 75 — wird in dieser Arbeit
von einem rein atomaren Stiitzgas ausgegangen, da dies bei wissenschaftlichen und kommer-
ziellen Weltraummissionen préaferiert wird. Der Grund dafiir ist zum einen die inerte Natur
von Edelgasen, die im Gegensatz zu reaktiven Gasen wie Sauerstoff keine chemische Erosion
der Extraktionsgitter hervorrufen. Zum anderen bietet vor allem Xenon neben einer hohen
Atommasse eine moderate erste lonisierungsenergie, wodurch die Anforderungen an die ener-
gieversorgende Hardware geringer ausfillt. Auf die genauen Zusammenhénge wird in Kap. 3.2
eingegangen.
Schwach ionisierte Plasmen haben nach Ref. 65 fiinf charakteristische Merkmale:

1. Sie werden elektrisch geheizt

2. Kollisionen zwischen geladenen Partikeln und Atomen bzw. neutralen Molekiilen sind
wichtig

3. Oberflachenverluste an angrenzenden Wénden sind wichtig
4. Tonisation der Neutralteilchen erhélt das Plasma im stationidren Zustand

5. Elektronen befinden sich nicht im thermischen Gleichgewicht mit den Ionen
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Weiterhin wird der Volumen-Bereich eines Plasmas als quasi-neutral angesehen, was bedeutet,
dass dort Elektronen- und Ionendichte geméfl n. =~ n; nahezu identisch sind. Dieser Umstand
wird im weiteren Verlauf genauer erklart. Aufgrund der Quasi-Neutralitdtsbedingung kann
man eine libergreifende Volumen-Ladungstrigerdichte ng ~ n. &~ n; definieren. Zusammen mit
der Neutralgasdichte n, ldsst sich der Ionisierungsgrad

no

X = _——— (2.2.1)
einfithren. Fiir schwach ionisierte Plasmen gilt i. a. y < 1 [65].

Um ein Plasma allgemein zu beschreiben, muss man es mikroskopisch betrachten [15, 65].
Diese mikroskopische Betrachtung baut auf der kinetischen Gastheorie auf. Die kinetische Gas-
theorie beschreibt Geschwindigkeit v, Aufenthaltsort x und weitere Parameter der Partikel ei-
nes Gases anhand von Verteilungsfunktionen, welche i. a. Funktionen von Raum und Zeit sind.
Die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion f, (x,v,t) beschreibt zum Beispiel die Anzahl der
Partikel, die sich zur Zeit ¢ im sechsdimensionalen Phasenraum dzdydz x dv,dv,dv, = d3x d?v
befinden, sie gibt also Aufschluss iiber Aufenthalts- und Geschwindigkeitswahrscheinlichkeit
der in einem Gas befindlichen Partikel. Die Anzahl der Partikel, die sich im oben gezeigten
infinitesimalen Phasenraum befinden, berechnet sich zu

dN = f, (x,v,t) d3xd3v. (2.2.2)

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion hat man nun die Mdoglichkeit, makroskopische Groflien zur
Beschreibung des Gases herzuleiten, indem man tiber die ortsaufgeldsten Geschwindigkeiten
mittelt. Diese makroskopischen Zusammenhénge sind Grundlage fiir die Beschreibung von
Plasmen, oder Gasen i. a., im Fluidbild, was in Kap. 2.2.1 nédher erldutert wird.

FEine wichtige makroskopische Grofle ist die bereits zuvor eingefiihrte Teilchendichte n, die
sich tiber die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion zu

n(x,t) = / / / fo (x,v,t) &®v (2.2.3)
berechnet.

Naherungsweise kann man davon ausgehen, dass sich die Elektronen in einem Plasma un-
tereinander in einem thermischen Gleichgewicht befinden und einer Maxwell-Boltzmann-Ver-
teilungsfunktion unterliegen [15]. Allerdings befinden sich die Elektronen gegeniiber den Ionen
und Neutralpartikeln im Ungleichgewicht, was durch die Annahme T} < T, aus Ref. 65 fur
den Volumen-Bereich, mit Ionen- bzw. Elektronentemperatur 7; und 7T,, angedeutet wird.
Bei den in RIT genutzten induktiv-gekoppelten Niedertemperaturplasmen befinden sich Ionen
und Neutralteilchen im Volumen-Bereich ndherungsweise im thermischen Gleichgewicht geméf
T; ~ Ty, mit der Neutralteilchentemperatur T},.

Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung ordnet der gemittelten kinetischen Energie bzw. der
mittleren Geschwindigkeit der Partikel eine Temperatur geméfl

%meﬁg = ngTe (2.2.4)
zu, womit man die statistischen Werkzeuge der kinetischen Gastheorie nutzen kann. Glei-
chung (2.2.4) beschreibt in dieser Form die Elektronen und beinhaltet demnach die Elektro-
nenmasse me = 9.10938291 x 103! kg sowie die Elektronentemperatur 7T, in Kelvin. Weiterhin
beschreibt kg = 1.3806488 x 10723 JK~! die Boltzmann-Konstante in SI-Einheiten.
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Abbildung 2.2.1: Teilbild (a) zeigt die Mazwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilungsdichte und
Teilbild (b) die davon abgeleitete Mazwell-Boltzmann-Energieverteilungsdichte je-

weils fiir Elektronen mit ne = 1 m~% und drei verschiedenen mittleren Elektronen-
temperaturen.

Unter bestimmten Voraussetzungen, zum Beispiel bei extrem niedrigem Druck, kénnen die
Elektronen in den hier betrachteten induktiv-gekoppelten Niedertemperaturplasmen allerdings
anderen Verteilungsfunktionen gehorchen. Studien dazu sind beispielsweise in Refs. 39 und
66 verdffentlicht. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird jedoch von einer reinen Maxwell-
Boltzmann-Verteilung ausgegangen.

Die Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung ist allgemein definiert als (unter Ver-
nachlédssigung der rdumlichen und zeitlichen Abhéngigkeiten) [15]

3 m (v% + vz + vg)
) p|— dv,dv,dv,. (2.2.5)

2kpT

Den Ausdruck in Gl. (2.2.5) kann man in Kugelkoordinaten geméas

2 2
m 2 9 mu
= 4 — 2.2.
fo(w)dv=mn (27rkBT> TV~ exp < 2/<:BT> dv (2.2.6)

darstellen, wobei nur noch der Betrag der Geschwindigkeit |v| = v relevant ist. Der Faktor
47 resultiert aus der Integration iiber den vollstdndigen Raumwinkel und ist Teil der Funk-
tionaldeterminante 4mv? fiir eine geschlossene Integration iiber das gesamte Kugelkoordina-
tenvolumen [15]. Die Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung aus Gl. (2.2.6) ist zur
Veranschaulichung in Abb. 2.2.1 (a) fiir Elektronen bei drei verschiedenen Elektronentempe-
raturen dargestellt. Die Funktionen sind auf eine Elektronendichte von ne = 1 m™3 normiert.

In der Plasma- und Teilchenphysik hat sich die Nutzung des Elektronenvolts als Energie-

einheit bewahrt, um unnétig grofle bzw. kleine Zahlen zu vermeiden. Die Umrechnung erfolgt
nach dem Schema

kT

T = 2.2.7
=, (2.2.7)
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mit der Elementarladung e = 1.602176565 x 10~!? C, wobei in dieser Arbeit Temperaturen in
der Einheit €V aufrecht und in der Einheit K kursiv geschrieben sind. Aus Gl. (2.2.6) ergibt
sich demnach

3 2
m 2 9 muv
= 4 —-—. 2.2.
fo(v)=n (27reT) TV~ exp ( 2€T> (2.2.8)

Um die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen in einem Maxwell-Boltzmann’schen Plasma
zu berechnen, kann man sich nun statistischer Methoden bedienen. Dazu kann Gl. (2.2.3)
als erstes auf Gl. (2.2.8) angewendet werden, um die Elektronendichte zu berechnen. Daraus
resultiert

Ne = /OO fo (Vo) dve. (2.2.9)
0

Mittlere Groflen berechnen sich allgemein durch Integration iiber die Verteilungsfunktion ge-
wichtet mit der interessierenden Grofie und dividiert durch die Teilchendichte. Fiir die mittlere
Geschwindigkeit der Elektronen resultiert daraus

- eJv S} d € e 3 ° (&} 2
Te = Jo_velv (ve) dv = 47r( o )2 / v3 exp <—m ve> dve (2.2.10)
0

e fooo fo (V) dve 2meT, 2eT,
8eT
oop, = 4 2228 (2.2.11)
UM,

Aus der Geschwindigkeitsverteilungsdichte aus Gl. (2.2.8) ldsst sich eine Energieverteilungs-
dichte nach

fodv = fydU
| dov
= fu = fogs (2.2.12)

bestimmen [65]. Ersetzt man v = /2U/m und dv/dU = /1/2mU, ergibt sich fir die Ener-
gieverteilungsdichte

3
fo(U) = 2—\/7% (%) VU exp <—%) . (2.2.13)
Die Maxwell-Boltzmann-Energieverteilungsdichte fiir Elektronen'? ist in Abb. 2.2.1 (b) un-
ter den gleichen Voraussetzungen dargestellt, die auch auf die Geschwindigkeitsverteilung
aus Teilbild (a) zutreffen und oben erldutert sind. Diese Darstellung ist sehr niitzlich, wenn
man lonisierungs- und Anregungsenergien evaluiert, was im weiteren Verlauf nétig ist. Es sei
hier vorweggenommen, dass unter normalen Bedingungen bei Niedertemperaturplasmen, d. h.
1eV < T < 10€V, nur ein kleiner Bruchteil der Elektronen iiberhaupt zur Ionisation beitragt,
da die Ionisationspotenziale fiir géngige Stiitzgase oberhalb dieses Bereiches liegen [15].

Eine wichtige Gréfle im Umgang mit Plasmen ist die Teilchenflussdichte I'. Um die durch
thermische Bewegung hervorgerufene mittlere Flussdichte in positiver z-Richtung, d. h., durch

2engl.: electron energy distribution function (EEDF)

30



2.2 Induktiv-gekoppelte Niedertemperaturplasmen

die im jeweiligen z-Punkt aufgespannte ¢ — 6-Ebene, zu berechnen, kann man die Geschwin-
digkeitsverteilung aus Gl. (2.2.8) sowie die Mittelwertbildung aus Gl. (2.2.10) ansetzen. Aus
der Vorgabe rein positiver Flussdichten im positiven sphérischen Halbraum nach Ref. 65 ergibt
sich v, > 0, wobei v, = vcosf aufgrund der Berechnung in Kugelkoordinaten gilt [65]. Nach
dieser Annahme berechnet sich die Flussdichte in z-Richtung zu

I, =nv.), (2.2.14)

3 s T [e’) 2
=T,=n (27:1‘)2 /_2% dgp/o Sinﬂcosﬁdﬂ/o v3 exp (—%) do. (2.2.15)

Die Losung des Integrals unter Einbeziechung von Gl. (2.2.11) fiir beliebige Teilchen liefert

I = . (2.2.16)

Da sich die Ionen in Niedertemperaturplasmen nadherungsweise im thermischen Gleichge-
wicht mit den Atomen befinden, deren Temperatur sich weit unterhalb der Elektronentempe-
ratur befindet, sind auch die mittleren Geschwindigkeiten sehr unterschiedlich. Dieser Umstand
ist bei den hier betrachteten Radiofrequenz!'3-Plasmen vor allem durch die schnellen anregen-
den Wechselfelder bedingt, denen die Ionen aufgrund ihrer Massentriagheit im Gegensatz zu
den Elektronen (m; > m,) nicht folgen konnen, womit sie naherungsweise als statisch ange-
nommen werden [14, 16, 38, 65]. Dadurch “heizen” sich die Ionen nicht kinetisch durch die
induzierten Wechselfelder auf und bleiben somit im Gleichgewicht mit dem Stiitzgas. Dies
fiihrt dazu, dass die Temperatur der Elektronen geméf T, > T; hoher liegt als die der Ionen
und Atome.

Da Ionen und Elektronen zu gleichen Anteilen im Plasmavolumen erzeugt werden, muss
das Potenzial des in dieser Arbeit ausschliellich elektropositiven Plasmas hoher sein als an der
angrenzenden Wand. Dadurch ergibt sich ein Potenzialgefélle A® zwischen Plasma und Wand,
das nur von Elektronen mit einer Geschwindigkeit ve > 1/2e A®/m, iiberwunden werden kann.
Stellt man sich die Wand senkrecht zur z-Ebene vor, kann man Gl. (2.2.14) so modifizieren,
dass als untere Integrationsgrenze in z-Richtung nun /2eA®/m, eingesetzt wird, um nur die
Elektronen zu bewerten, die die entsprechende kinetische Energie aufweisen, um die Potenzial-
barriere zu {iberwinden. Die Losung des Integrals ergibt nach Ref. 15 eine Elektronenflussdichte
gewichtet mit dem Boltzmann-Faktor, der durch die Potenzialbarriere bedingt ist. Die Fluss-
dichte berechnet sich nach der Gewichtung zu

Few = ineﬁe exp (?\T) , (2.2.17)
wobei A® = &, — ®p, mit dem Potenzial an der Wand ®,, und dem Potenzial im Volumen-
Bereich ®y. Aufgrund der oben definierten Bedingungen ergibt sich, dass A® negativ sein muss.
Elektronen, deren kinetische Energie nicht grof3 genug ist, werden von der Potenzialbarriere
wieder zuriick ins Plasma reflektiert.

Der Boltzmann-Faktor spielt eine erhebliche Rolle bei der Beschreibung der Quasi-Neutral-
itdtsbedingung in Plasmen, was im folgenden Abschnitt erldutert wird.

BAbk.: RF
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2.2.1 Beschreibung eines Maxwell-Boltzmann-Plasmas im Fluidbild

Unter Ausnutzung der Zustandsgleichung fiir ideale Gase
p = nkgT = neT (2.2.18)

mit Druck p, die nach Ref. 65 ndherungsweise fiir Maxwell-Boltzmann-Plasmen gilt, sowie dem
davon abgeleiteten Druck-Gradienten

Vp = eTVn, (2.2.19)
lasst sich aus Massen- und Impulserhaltungsbedingungen nach Ref. 65 der Zusammenhang
encE + Vp. =0 (2.2.20)

fir Elektronen ableiten, wobei alle GroBen als zeitlich konstant mit 9/0t = 0 angenommen
werden [65]. Das elektrische Feld aus Gl. (2.2.20) ist durch die Potenzialbarriere aus dem letzten
Abschnitt geméfl E = —V® gegeben, wobei das Potenzial im Plasma @y zu null normiert
wird, d. h. A® = ®yung = ¢ < 0. Nach Einsetzen von Gl. (2.2.18) in Gl. (2.2.19) ergibt sich
fiir Elektronen [65]

—eneV® + eTVn. = 0. (2.2.21)

Nach partieller Integration (s. Kap. A.1.2 im Anhang) unter der Annahme eines konstanten,
isotropen Druck-Gradienten [65], der bei homogener Elektronentemperatur zu Vne = const
fihrt, ergibt sich

® — T, Inne = const. (2.2.22)

Aufgelost nach der Elektronendichte ergibt sich

P
Ne = Ng €Xp (—) , (2.2.23)

Te
woran man erkennt, dass die Elektronendichte zu Bereichen hoheren Potenzials ansteigt, zur
Wand hin also abnimmt, da ® = &, < 0.

Quasi-Neutralitét

Eine charakteristische Léngenskala in Plasmen ist die Debye-Lénge Ape. Die Debye-Léange,
welche auch als Abschirmlidnge bezeichnet wird, beschreibt allgemein die Linge, auf welcher
das elektrische Potenzial einer lokalen Ladung auf das 1/e-Fache abgefallen ist. Im Mittel
befinden sich in der Umgebung einer Ladung, bedingt durch elektrostatische Felder, weniger
Ladungstrager gleicher Polaritit als jene mit entgegengesetzter Polaritat, wodurch der betrach-
tete Ladungstrager nach aufien hin abgeschirmt wird. Dies ist schematisch in Abb. 2.2.2 (a) am
Beispiel eines positiv geladenen Ions dargestellt. Das abschirmende Potenzial hat eine dhnliche
Form wie das allgemein bekannte Coulomb-Potenzial

q

®c (r) = Amegr’

(2.2.24)
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Abbildung 2.2.2: Teilbild (a) zeigt positive Tonen, welche Elektronen akkumulieren, die deren Po-
tenzial abschirmen. Das abgeschirmte Potenzial nimmt auf das 1/e-Fache bei der
Debye-Linge Ap. ab. Teilbild (b) vergleicht die Verliufe des ungestorten Coulomb-
Potenzials gemdfy Gl. (2.2.24) und des abgeschirmten Debye-Hiickel-Potenzials ge-
maf Gl (2.2.25).

wobei ¢ hier flir die Ladung steht. Allerdings kommt beim abschirmenden Potenzial, das auch
Debye-Hiickel-Potenzial genannt wird, ein weiterer Term hinzu, der den zusétzlichen exponen-
tiellen Abfall hervorruft. Das Debye-Hiickel-Potenzial berechnet sich demnach zu

q T
— . 2.2.25
47'[607“ xp ( )\De ) ( )

Wie man daran sieht, geht das Debye-Hiickel-Potenzial bei » — 0 in das Coulomb-Potenzial
iiber. Ein Vergleich der beiden Potenziale ist in Abb. 2.2.2 (b) dargestellt. Dort erkennt man
deutlich, dass die Uberschussladung erfolgreich innerhalb weniger Debye-Lingen abgeschirmt
wird.

Eine potenzialfreie Plasmarandschicht ist typischerweise einige Debye-Léngen breit. Dies
kann mit einer einfachen eindimensionalen Annahme nach Ref. 65 gezeigt werden. Dazu wird
eine unendlich lange ebene Oberfliche mit negativer Flichenladungsdichte ¢ < 0Cm™2 in
einem unendlich ausgedehnten Plasma in der y/z-Ebene bei z = 0 angenommen. Im Volumen-
Bereich dieses Plasmas gilt n, = n; = ng. Weiterhin werden die Ionen als unbeweglich angenom-
men, was, wie bereits erwiahnt, ebenso eine fir die in dieser Arbeit behandelten RF-Plasmen
giiltige Annahme ist. Aufgrund von Gl. (2.2.23) werden die Elektronen von der negativen
Flachenladung der Ebene abgestoflen, wodurch sich die Elektronendichte nahe dieser Ebene
reduziert. Mit Hilfe der Poisson-Gleichung aus Gl. (2.1.24) kann nun die értliche Variation der
Elektronendichte sowie des Potenzials in z-Richtung mit

(I)DH (T) =

d?® e
=% (g —n 2.2.26
da? €0 (no = ne) ( )

ermittelt werden. Setzt man nun Gl. (2.2.23) fur die Elektronendichte in Gl. (2.2.26) ein, ergibt
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sich

d2®  eny P

—_— = — — —1]]. 2.2.27

d:C2 €0 |:€Xp (Te )] ( )
Eine Taylor-Entwicklung von exp (®/T,) fiir & < T, ergibt bei Abbruch nach dem Term erster
Ordnung

d?® B enog

- -1 2.2.28
d.%'Z €0 Te ( )

Man kann fordern, dass das Potenzial im Unendlichen zu null wird geméa$ lim, .1, ® = 0,
was zu einer symmetrischen Losung von Gl. (2.2.28) fithrt. Sie lautet

® = Pgexp (—)’\i’> , (2.2.29)
De

wobei der Dampfungsfaktor in der Exponentialfunktion einer Debye-Lénge

T
Ape = 1] 2=¢ (2.2.30)
€N

entspricht.

Mit der Debye-Lénge ldsst sich nun die fiir Plasmen giiltige Quasi-Neutralitdtsbedingung
bestimmen. Es wird dazu wieder ein eindimensionaler Fall betrachtet, in welchem die Potenzi-
alvariation eines Plasmas mit Lange | > Ape mit Hilfe der Poisson-Gleichung aus Gl. (2.1.24)
untersucht wird (es werden hier nur einfach geladene Ionen berticksichtigt). Aus dieser Bedin-
gung ergibt sich

)
72

V20 ~ l (2.2.31)

Nach Ref. 65 kann man generell davon ausgehen, dass das Potenzial des Plasmas grofienord-
nungsmafig etwas unterhalb der Elektronentemperatur liegt, d. h,

B < Te = ne)d,. (2.2.32)
€0

Dabei entspricht die rechte Seite der Definition der Debye-Linge aus Gl. (2.2.30) aufgelost
nach T,. Nach Einsetzen von Gl. (2.2.31) in Gl. (2.2.32) resultiert

|ni - ’I’Le| < >‘2De

ST (2.2.33)
Mit A3, /1% < 1 wird aus Gl (2.2.33)
[ni — ne| < ne, (2.2.34)
wodurch die Quasi-Neutralitdtsbedingung im Plasma
ni & Ne (2.2.35)

definiert ist, die die Ungleichung (2.2.34) erfillt. Die Quasi-Neutralitdtsbedingung wird oftmals
auch als Plasma-Nédherung bezeichnet. Sie hat im gesamten Volumen-Bereich des Plasmas
Giltigkeit, aber nicht in der Randschicht aufgrund |®| > T, [65].
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Teilchenkollisionen

Allgemein interagieren die verschiedenen Partikel eines Plasmas, wie Elektronen, Ionen, Atome,
freie Radikale und Molekiile, indem sie Kollisionen auf sehr kurzen Zeitskalen durchfithren [15].
Bei den in RIT zum Einsatz kommenden Niedertemperatur-Edelgasplasmen sind Elektronen,
einfach geladene Ionen und Atome die dominanten Spezies, die miteinander stofien [27]. Alle
weiteren Spezies, wie mehrfach geladene Ionen, werden in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt.
Des Weiteren sind binédre StoBe zwischen je einem Elektron und Atom bei diesen Plasmen
dominant, wodurch St6fe mit drei oder mehreren Stofipartnern vernachléssigt werden koén-
nen [15].

Kollisionen zwischen Elektronen und Atomen kénnen elastisch oder inelastisch sein. Bei elas-
tischen Kollisionen findet ein Impulsiibertrag statt, wohingegen inelastische Kollisionen durch
die Transformation kinetischer in innere Energie geprigt sind. Diese innere Energie regt die
gestoflenen Atome auf hohere Energieniveaus an oder ionisiert sie — je nach Betrag der transfor-
mierten Energie. Ionisation und Anregung (in dieser Arbeit werden alle in Ref. 33 hinterlegten
angeregten Zustiande fiir Argon und Xenon beriicksichtigt) lassen sich mit Reaktionsgleichun-
gen geméf

Tonisation: e + A — 2e + A™T (2.2.36)
Anregung: e + A — e + A¥, (2.2.37)

darstellen, wobei e fiir Elektronen und A fiir Atome steht.

Weiterhin kommen nach Ref. 15 Kollisionen zwischen geladenen Partikeln (Elektron—Elek-
tron, Elektron—Ton und Ion—Ion) nicht sehr hiufig vor. Von diesen drei Prozessen ist der Kolli-
sionsprozess zwischen Elektronen und Ionen der wahrscheinlichste, weshalb er in dem in dieser
Arbeit entwickelten Modell mit in Betracht gezogen wird. Die anderen beiden werden in guter
Naherung vernachléssigt.

Diese Vernachléssigung fiihrt dazu, dass man annehmen kann, dass alle Ladungstriager im
Plasma-Volumen durch Ionisation erzeugt werden und ausschlieflich an den Geféfiwdnden
rekombinieren. Das charakteristische Leuchten des Plasmas ist dabei durch das Abstrahlen
von Photonen bedingt, wenn ein angeregtes Atom wieder in den Grundzustand geméf

A* = A+ hw (2.2.38)

iibergeht [65], wobei i = h/27m = 6.58211928 x 10716 eV s das reduzierte Planck’sche Wirkungs-
quantum beschreibt. Die Ionisation bei den hier beschriebenen Plasmen wird auch Elektro-
nenstof}-lonisation genannt, da wie oben erwéhnt, der Stolprozess zwischen Elektronen und
Atomen der dominanteste ist. Weiterhin wird hier davon ausgegangen, dass die Ionisation
instantan aus dem Grundzustand erfolgt, d. h. ohne Zwischenanregung eines oder mehrerer
metastabiler Zustdnde.

Um die oben erwdhnten bindren Stofiprozesse zu beschreiben, zu denen in dieser Arbeit die
Prozesse Elektron—Atom, Ion—Atom und Elektron—Ion zdhlen, kann man die Modellvorstel-
lung harter Kugeln verwenden. Dabei werden sowohl das eintreffende Projektil als auch das
statische Ziel als harte Kugeln angesehen (vgl. Abb. 2.2.3). Bei oben genannten Stofiprozessen
bezeichnet man weiterhin den Prozess Elektron—lon, oder allgemein einen Stofl zwischen zwei
Ladungstrigern, als Coulomb-Kollision [65].

Das Szenario in Abb. 2.2.3 zeigt einen Ausschnitt eines beliebigen Gasvolumens, welcher die
Grundflache A sowie die Dicke dx hat. Weiterhin enthéalt der Ausschnitt n, identische Gasato-
me pro Einheitsvolumen. Auf die Flache trifft ein Fluss - kleinerer Partikel, bspw. Elektronen,
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Abbildung 2.2.3: Fluss v eintreffender Elektronen (Projektilen) kollidiert mit Atomen (Zielen) der
Dichte n,, auf der Fliche A. Diese Modellvorstellung wird zur Herleitung des Stojs-
querschnittes nach Ref. 65 genutzt.

wobei die Anzahl der Gasatome N = ny A dz des Ausschnitts eine Stofiquerschnittsflache (oder
kiirzer Stoquerschnitt) o bietet. Dabei ist der Stoquerschnitt proportional zur Wahrschein-
lichkeit einer Kollision [15]. Der durch den Ausschnitt fliegende Partikelfluss wird proportional
zur absoluten Stolquerschnittsfliche der Zielatome verringert, weil die kleineren und leichteren
Projektile elastisch von den schwereren und grofleren Zielen unter verschiedenen Winkeln re-
flektiert werden. Diese Abnahme in z-Richtung lasst sich nach Ref. 15 darstellen als

d
77 = —nyA dx% = —nyo dz. (2.2.39)
Integration von Gl. (2.2.39) liefert
Iny = —znyo + const

= v = exp (—znyo) exp (const)

= 7 = Y0 exp (—anm0) = Yo eXp (—i) ; (2.2.40)
dabei ist
1
A= 2.2.41
o ( )

die mittlere freie Weglénge zwischen zwei Kollisionen [15]. Physikalisch gesehen ist die mittlere
freie Weglénge eine Ddmpfungslange, die den Projektilfluss auf das 1/e-Fache entlang der Linge
x dampft.

Geht man von einer konstanten Projektilstrahl-Geschwindigkeit v aus, berechnet sich die
Zeit zwischen zwei Kollisionen mit Gl. (2.2.41) zu

= —. 2.2.42
=2 (2.2.42)

Eine wichtige Grofle ist die Kollisionsfrequenz v, welche man durch Inversion von Gl. (2.2.42)
geméf

1
V= —=n,0v (2.2.43)
T
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erhélt. Normiert man die Kollisionsfrequenz auf die Teilchendichte, spricht man vom Raten-
koeffizienten, der im weiteren Verlauf der Arbeit benutzt wird. Er berechnet sich zu

K=" =ov. (2.2.44)
Ny

Um die gemittelten Kollisionsparameter wie Ratenkoeffizient oder Stofifrequenz fiir ein
Maxwell-Boltzmann-Plasma zu erhalten, integriert man die Maxwell-Boltzmann-Geschwind-
igkeitsverteilung in Gl. (2.2.8) [65]. Ndherungsweise kann man die Atome als unbeweglich
ansehen, da ihre thermische Geschwindigkeit sehr viel kleiner als die der Elektronen ist. Der
StoBquerschnitt weist aufgrund der Mittelwertbildung eine Abhéangigkeit von der Relativge-
schwindigkeit v = v, auf, mit der die Elektronen auf die Atome treffen. Der mittlere Ratenko-
effizient ist somit aufgrund von Gl. (2.2.10) abhéngig von der Temperatur der Elektronen und
berechnet sich nach Ref. 65 zu

K (Te) = (o (ve) ve)y,
= K (Te) =4n ( e >§ /OOO o (ve) v3 exp (— mev§> dve. (2.2.45)

2meTe 2eT,

Stolquerschnitte bzw. Ratenkoeffizienten fiir elastische und inelastische St683e zwischen Elek-
tronen und Atomen sind fiir die fiir diese Arbeit interessanten Energiebereiche sehr umfing-
lich in der Literatur und in Datenbanken enthalten. Die messtechnisch ermittelten Daten
sind meist in tabellarischer Form angegeben, wie u. a. in Refs. 33, 106, 107 fiir Argon oder
Refs. 33, 34, 45, 80 fiir Xenon nachzulesen ist. Weitere Informationen {iber die hier genutzten
StoBquerschnitte bzw. Ratenkoeffizienten sind in Kap. 3.2 dargestellt.

Eine gesonderte Rolle fiir diese Arbeit spielt der Ratenkoeflizient fiir Tonisation Kj,, da dieser
analytisch darstellbar ist. Dies ist fiir die Modellbildung von Vorteil, da der Ausdruck dort nach
der Elektronentemperatur abgeleitet werden muss, was im folgenden Kapitel ndher erlautert
wird. Um Kj, abzubilden, dient nach Ref. 65 der Thomson-Querschnitt fiir Ionisation, welcher

durch
—7r< c )21<1 1> fir & > @ (2.2.46)
5=\ ey ) ®\@, @) O iz <

gegeben ist. Dabei ist die notwendige Energie zur Ionisation U;, hier als Potenzial in der Einheit
Volt angegeben geméf ®;, = U, /e. Aufgrund der im Vergleich zur Ionisationsenergie niedrigen
Elektronentemperatur bei Niedertemperaturplasmen — T, < ®;, — wirkt sich lediglich das
exponentiell abfallende Ende der EEDF, welches auch als “tail” bezeichnet wird, auf diesen
Prozess aus (s. Abb. 2.2.1 (b)) [65]. Entwickelt man Gl. (2.2.46) fur Potenziale nahe des
Ionisationspotenzials ® > ®;, erhdlt man (die Entwicklung ist im Anhang unter Kap. A.1.2
dargestellt)

P—P: .

og——12 fur & > ¢;,
iz (@) = Piz . 2.2.47
% (P) { 0 fiir ® < Py, ( )

In Gl (2.2.47) betréigt der lediglich vom Gas abhéingige Vorfaktor o = 7t (e/4meo®y,)?, was in
Gl (A.1.25) dargestellt ist.
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Setzt man Gl. (2.2.47) in Gl. (2.2.45) ein und beriicksichtigt nur die Geschwindigkeit derjeni-
gen Elektronen, deren thermische Energie mindestens der Ionisierungsenergie entspricht geméf
Ve > /2e®Pi,/me, erhdlt man nach Integration den Ratenkoeffizienten fiir Ionisation [65]

2T by,
Ki, (Te) = 0(Te (1 + e) exp (— ) . (2.2.48)
o T,

17

Die Herleitung von Gl. (2.2.48) ist im Anhang in Kap. A.1.2 dargestellt.

Mit Hilfe der Ratenkoeffizienten fiir die inelastischen Prozesse Ionisation!? Kj, und Anre-
gung'® K., sowie fiir elastischen Impulsiibertrag!® K, lisst sich eine Energiebilanz fiir die
betrachteten Stofiprozesse im Plasma aufstellen [65], welche sich zu

o0
Ki,®5 = K@i+ S Kexn®exn + K 3;% T, (2.2.49)

1

n=1

ergibt. Dabei beschreiben ®;, und @y, das erste Ionisations- bzw. n-te Anregungspotenzial
des jeweiligen Gases und 3Teme/m; die mittlere verlorene Energie pro Elektron fiir einen
elastischen Stof [65]. @y, bezeichnet die Summe aller Verluste pro generiertem Elektron-Ion-
Paar. Der Zusammenhang aus Gl. (2.2.49) wird fir die Modellierung eines Plasmas in Kap. 3.4
wieder aufgegriffen.

2.2.2 Dielektrische Eigenschaften

Um die Interaktion eines Niedertemperaturplasmas mit extern beaufschlagten elektromagneti-
schen Feldern aufzuzeigen, betrachtet man harmonische Einkopplungen. Die Giiltigkeit wurde
bereits in Kap. 1.1 besprochen und durch die Nutzung eines Resonanzkreises zur Speisung des
Plasmas bestéatigt. Da die Teilchendichte im Plasma in dieser Arbeit als homogen angenommen
wird, kann man eine globale Aussage iiber die dielektrischen Eigenschaften des Plasmas sowie
dessen Leitfahigkeit treffen [65]. Dazu sei das extern beaufschlagte elektrische Feld

E (t) = Ecos (wt) = Re {E exp (iwt)} . (2.2.50)

Da die Ionen zu trige sind, dem schnellen Wechselfeld zu folgen, ergibt sich die Newton’sche
Bewegungsgleichung
d

meg = —eE — meln e Ve, (2.2.51)
bei der nur Elektronen beriicksichtigt werden. Dabei beschreibt der zweite Term auf der rechten
Seite von Gl. (2.2.51) die effektiven impulsiibertragenden Stofiprozesse zwischen Elektronen
und Atomen sowie Elektronen und Ionen. Eine genaue Beschreibung der effektiven Stofifre-
quenz folgt in Kap. 3.2. Nach Ref. 65 lisst sich nun eine komplexe Geschwindigkeit analog
zum komplexen elektrischen Feld geméf

Ve (t) = Re {Veexp (iwt)} (2.2.52)

engl.: ionization
Bengl.: excitation
engl.: momentum transfer
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definieren. Setzt man nun Gl. (2.2.50) und Gl. (2.2.52) in Gl. (2.2.51) ein, kann man diese
nach dem Geschwindigkeitsphasor auflésen und erhélt
~ e 1 ~

- _ = E. 2.2.53
Ve Me iw + Vm eff ( )

Die in GI. (2.1.3) eingefiihrte totale Stromdichte (im Vakuum) J; = J+0D /0t = J+¢€,0E /0t
beinhaltet sowohl die Leitungs- als auch die Verschiebungsstromdichte. Die Leitungsstromdich-
te ist dabei nach Ref. 65 bedingt durch die Bewegung der Elektronen und berechnet sich somit
zZu

J = —engve. (2.2.54)

Ersetzt man weiterhin die Zeitableitung des elektrischen Feldes geméf

OE . .
o = Re {IWE exp (1wt)} , (2.2.55)

kann man den Phasor der totalen Stromdichte durch
Ji = iwegE — engVe (2.2.56)

ausdriicken. Ersetzt man als néchstes den Geschwindigkeitsphasor mit Gl. (2.2.53), ergibt sich

~ ~ w2 ~
J.=J, =i 1-—2PF | E 2.2.57
t P 1wWeQ ( w ((,d — il/m7eﬂ?) ) ( )

wobei jp fiir den Phasor der Plasmastromdichte und wp, fiir die Elektronenplasmafrequenz,
also die charakteristische Schwingfrequenz der Plasmaelektronen, stehen. Sie resultiert auf der
durch die Auslenkung der trigen Elektronen entstehenden Kraft F = mcd?x/dt? und der
Riickstellkraft F = —eE, die durch das elektrische Feld entsteht, das bei der Auslenkung der
Elektronen hervorgerufen wird [65]. Werden die Elektronen um den Abstand ! in z-Richtung
ausgelenkt, verursachen sie ein elektrisches Feld geméf E, = engl/ey. Die dadurch hervorge-
rufene Riickstellkraft betragt F' = —ekF,. Die dadurch entstehende Newton’sche Bewegungs-
gleichung lautet
d?l e2ny

o—r = — . 2.2.58
m dtQ €0 ( )

Gleichung (2.2.58) beschreibt eine Schwingungsdifferenzialgleichung gem#fi d21/dt? = —wgel,
wobei die Elektronenplasmafrequenz im Volumen-Bereich mit ng = n, nach

e2ng
- 2.2.59
Wpe €0Me ( )

definiert ist.

Analog dazu kann man auch eine Ionenplasmafrequenz formulieren, welche fiir typische RF-
Niedertemperaturplasmen allerdings keine Relevanz hat, da die Ionen, wie bereits mehrfach
erwahnt, durch ihre grofle Masse nicht durch die schnellen Wechselfelder zum Schwingen an-
geregt werden konnen [65].
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Mit Hilfe von GIl. (2.2.57) konnen nun die plasmaspezifischen Parameter mit extern be-
aufschlagten elektromagnetischen Feldern verkoppelt werden. Die Verkopplung entspricht da-
bei genau dem linearen Zusammenhang zwischen Stromdichte und elektrischem Feld aus
Gl. (2.1.29). Demnach ldsst sich nun eine komplexe Leitfahigkeit fiir das Plasma aus Gl. (2.2.57)
gemaf

w2
=i 1-—r 2.2.60
Kp = lwep ( o (= iVm7eff)> ( )
ableiten. Man bezeichnet diese Verkopplung auch als Drude-Modell'” [15].
Der Begriff der komplexen Leitfahigkeit suggeriert, dass nicht blofl Leitungsstrome dort mit
einfliefen, sondern auch Verschiebungsstrome. Man kann daher eine relative Plasmapermitti-
vitdt mit der komplexen Leitfdhigkeit in Verbindung setzen, die durch

Kp = iwepep (2.2.61)

gegeben ist. Dabei entspricht ¢, = 1 — W%e Jw (w —ivy). Je nach Anwendung kann man das
Plasma also eher als Strom- oder eher als Wellenleiter ansehen. Bei RIT kann man aufgrund
des grofien Verhéltnisses zwischen Wellen- und Spulenldnge (vgl. Kap. 2.1.2) davon ausgehen,
dass Wellenleitung eine untergeordnete Rolle spielt, was unter anderem dazu fiihrt, dass die
“1” in Klammern in Gl. (2.2.60) vernachléssigt werden kann, da sie gerade die Verschiebungs-
stromkomponente iwey bezeichnet, die durch obiges Verhéltnis gegeniiber der Leitungsstrom-
dichte sehr klein wird [15]. Der Vollstéandigkeit halber wird diese Komponente allerdings in der
Modellierung mit beriicksichtigt, was in Kap. 3.4 genauer dargestellt ist.

2.2.3 Plasmaimpedanz induktiv-gekoppelter Plasmen

Die Impedanz eines Plasmas ldsst sich mit Hilfe des Poyntingtheorems, einem Energieerhal-
tungssatz fiir elektromagnetische Felder, berechnen. Das Poyntingtheorem lautet nach Ref. 41

allgemein
/// JEAV = —/// (8“ﬂ +V- S) av. (2.2.62)

Das Poyntingtheorem setzt die aufgrund Ohm’scher Wérme verlorene Leistungsdichte (linke
Seite) mit der Anderungsrate der elektromagnetischen Energiedichte ey, = 1/2 - (ED + BH)
sowie der Divergenz, also der Ergiebigkeit, des Poyntingvektors S = E x H in Verbindung,
die eine Energieflussdichte beschreibt — also einer Leistungsdichte gleichwertig ist [41]. Die
Kernaussage dieses Theorems ist, dass ein elektromagnetisches Feld Arbeit verrichtet, wenn es
schwécher wird, was durch die Divergenz ausgedriickt wird.

Fir diese Arbeit ist die linke Seite des Poyntingtheorems sehr interessant, da die vom Plas-
ma absorbierte Leistungsdichte mit den im vorhergehenden Verlauf gezeigten Theorien be-
stimmt werden kann. Die Leistungsdichte ldsst eine lokale Beschreibung der Heizprozesse zu,
fiir ein globales elektrisches Ersatzschaltbild muss die Volumenintegration allerdings ausge-
fithrt werden. In komplexer Schreibweise folgt fiir die absorbierte Leistung im Plasma (unter
Berticksichtigung der Plasmastromdichte aus Gl. (2.2.57))

Paps = %///‘/Re {;E} av. (2.2.63)

7nach Paul Drude
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2.3 Physik der Radiofrequenz-Ionentriebwerke

Weiterhin ldsst sich der effektiv im Plasma flielende Strom iiber

Tp://AjpdA (2.2.64)

darstellen, wodurch eine weitere globale Beschreibungsgrofie existiert. Um das Volumeninte-
gral aus Gl. (2.2.63) auszuwerten, muss der Einfluss des Skin-Effekts aus Gl. (2.1.46) auf die
effektive stromtragende Flache beriicksichtigt werden. Durch das FDM-Losungsverfahren fiir
Gl. (2.1.40) wird dies automatisch erfullt und muss nicht gesondert programmiert werden.
Mehr Informationen dazu sind in Kap. 2.1.2 bzw. Kap. 3.4 nachzulesen.

Mit Gl. (2.2.63) und Gl.(2.2.64) lasst sich nun der Ohm’sche Widerstand des Plasmas zu

. 2Paps

R, = "2 (2.2.65)
)

bestimmen. Aufgrund der Massentriagheit der Elektronen entsteht eine Phasenverschiebung
zwischen dem die Elektronen zur Schwingung anregenden elektrischen Feld und dem dadurch
erzeugten Strom. Diese Charakteristik l&sst sich mit einem induktiven Verhalten beschreiben
und kann ebenfalls als globale Grole angegeben werden [15, 65]. Die globale Plasmainduktvitat
berechnet sich damit zu
Ry
L,= P (2.2.66)

Diese globalen Ersatzschaltbild-Parameter beschreiben die Impedanz des Plasmas physikalisch
korrekt, haben jedoch auf Schaltungsebene noch keinen Bezug zum Generator bzw. zur ener-
giespeisenden Einrichtung. Dieser Bezug ist abhingig von der Art der Kopplung. Bei RIT
ist diese Kopplung induktiver Natur, wodurch sich eine Beschreibung mittels Transformator-
Modell anbietet. Dies wird in Kap. 3.7 verdeutlicht, wo die auf den hier gezeigten Theorien
basierte Modellbildung erlédutert wird.

Ein numerisches Modell zur Berechnung der oben aufgefiihrten Ersatzschaltbildwerte als
Funktion der Teilchendichte wurde in Ref. 109 verdffentlicht. Ein darauf aufbauendes Modell,
das die Teilchendichte wiederum iterativ berechnet, indem eine weitere iterative Schleife ab-
gearbeitet wird, die die Energieerhaltungsgleichung geméf Gl. (2.2.49) 16st, wurde in Ref. 110
verdffentlicht.

2.3 Physik der Radiofrequenz-Ionentriebwerke

Mit den theoretischen Grundlagen der elektromagnetischen Felder aus Kap. 2.1 sowie der
Niedertemperaturplasmen aus Kap. 2.2 und deren Verkopplung (s. Kap. 2.2.2) soll in diesem
Abschnitt die Funktionsweise von RIT erldutert werden. Die hier gezeigten Zusammenhénge
sind fundamental wichtig fir die Modellbildung, ganz besonders im Hinblick auf die Proble-
matik des Wirkungsgrades eines RIT.

2.3.1 Die Raketengleichung

Alle flugfdhigen Antriebssysteme, seien es elektrische oder chemische, fuflen auf dem Riick-
stofprinzip, das dem dritten Newton’schen Axiom entspricht [27, 51, 64, 79, 105]. Prinzipiell
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Ver Vil v,(?)
JoX¢

Abbildung 2.3.1: Kenngrifien zur Herleitung der Impulserhaltungsgleichung einer Rakete mnach
Ref. 79. Da sowohl die Geschwindigkeit der ausgestofienen Gaspartikel vy als auch
deren Dichte p, von Ort und Zeit abhdngen, wird mit einer mittleren, effektiven
Austrittsgeschwindigkeit vegy gerechnet.

entwickelt eine Rakete eine entgegengerichtete Schubkraft F' durch Ausstofl von Masseparti-
keln, um das Kréaftegleichgewicht zu erhalten. Abbildung 2.3.1 zeigt eine Schemaskizze einer
Rakete mit zugehorigen Geschwindigkeitsvektoren. Um das Prinzip mathematisch genauer zu
beschreiben, entwickelte Konstantin Ziolkowsky Ende des 19. Jahrhunderts die nach ihm be-
nannte Raketengleichung, welche durch

(2.3.1)

Minitial
Av = Ve In (ﬂ)

Mfinal

gegeben ist. Sie wird aus der Impulserhaltung einer Rakete inklusive Treibstoff hergeleitet und
wird genutzt, den Geschwindigkeitszuwachs Awv zu berechnen, soweit die effektive Austritts-
geschwindigkeit der Raketengase an der Diise veg und das Verhéltnis der Raketenmasse beim
Brennschluss mgna zur Startmasse minjtial bekannt sind. Weiterhin kann ebenso bei Vorgabe
einer gewiinschten Geschwindigkeitsdnderung der Rakete die dazu notwendige Treibstoffmasse
bestimmt werden [79]. Letzteres ist besonders zum Aufstieg auf hohere Orbits wichtig, da dazu
die dem jeweiligen Startorbit zugeordnete kosmische Fluchtgeschwindigkeit von den Antriebs-
systemen des Satelliten bereitgestellt werden muss [64]. Die Herleitung der Raketengleichung
nach [79] ist im Anhang unter Kap. A.1.3 gezeigt.

Der axial von der Rakete bzw. dem Triebwerk erzeugte Schub F gibt die zeitliche Anderung
des Impulses der Rakete wieder, beschreibt also eine Kraft, und lisst sich mit der effektiven
Austrittsgeschwindigkeit des, im Falle von RIT, ionisierten Gases iiber die Beziehung

dm,

dt

F = vegt — (Pa — Poo) Aa (2.3.2)

bestimmen [27, 64, 79], wobei m, die Raketenmasse, p, den Druck an der Austrittsfliche A, der

Diise und ps, den Umgebungsdruck beschreiben. Bei RIT kann der Subtrahend aus Gl. (2.3.2)

in guter Naherung vernachléssigt werden, da der typische Entladungsdruck in der Ionisati-

onskammer im Bereich < 1Pa liegt und somit gegeniiber der vergleichsweise hohen effektiven

Austrittsgeschwindigkeit nicht ins Gewicht fallt [27]. Damit vereinfacht sich Gl. (2.3.2) zu
dm,

F = Ueﬂ?. (233)

Der axiale Gesamtimpuls des Triebwerks berechnet sich mittels Integration iiber den zeitli-
chen Verlauf des Schubs,

Prot (1) = /0 F (t) dt, (2.3.4)
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wobei 7 die Dauer eines Impulsbits, d. h., eines zeitlich minimal aufgelésten Schubs, beschreibt.
Geht man von konstantem Schub aus, vereinfacht sich Gl. (2.3.4) zu

Prot = F'T. (2.3.5)

Um Antriebssysteme zu vergleichen und eine Aussage {iber deren Effizienz zu bekommen, 14sst
sich der massenspezifische Impuls einfiihren [64], der aufgrund der Normierung des Gesamtim-
pulses piot auf die Raketenmasse m, gleich der effektiven Austrittsgeschwindigkeit ist (unter
Berticksichtigung von Gl. (2.3.3)), wie in der Gleichung

Fr  Fdt

p— p— 2. .
my dm, Vet (2.3.6)

verdeutlicht ist.
In der Raketentechnik ist es iiblich, den gewichtsspezifischen Impuls I, statt des massen-
spezifischen Impulses zu benutzen, welcher nach Refs. 64, 79 definiert ist als
Fr Fdt Veff

I, = _ _ Vel 2.3.7
P gome  godme  go ( )

wobei go ~ 9.81ms~? die Erdbeschleunigung darstellt. Die Einheit des gewichtsspezifischen
Impulses ist Sekunde, was in allen Einheitssystemen gleich definiert und massenunabhéngig ist.
Aufgrund dessen hat sich der gewichtsspezifische Impuls als die Vergleichsgrofie der Effizienz
fiir Antriebssysteme weltweit eingebiirgert [64].

Da die effektive Austrittsgeschwindigkeit und somit auch der spezifische Impuls von chemi-
schen Antriebssystemen durch die Energie der chemischen Bindungen des benutzten Treibstof-
fes limitiert ist [64], ergeben sich typische Werte fiir veg von bis zu 4kms™!, gleichbedeutend
mit einem gewichtsspezifischen Impuls von bis zu 400s. Im Gegensatz dazu gilt diese Limitie-
rung bei elektrischen Triebwerken nicht, da die Energie dort nicht im Treibstoff direkt steckt,
sondern Energiequelle und Treibstoff als zwei verschiedene Systeme betrachtet werden kénnen.
Aktuelle RIT mit Xenon als Treibstoff bieten Austrittsgeschwindigkeiten von 20 — 40kms~!,
was einem I, von etwa 2000 — 4000s entspricht [27]. Daran kann man den Mehrwert elektri-
scher Antriebssysteme erkennen, der sich vor allem in der Kostenkalkulation des Treibstoffes
fiir langlebige Missionen widerspiegelt.

Nichtsdestotrotz ist ein chemisches Triebwerk nicht in jedem Fall durch ein elektrisches zu er-
setzen. Chemische Triebwerke bieten sehr viel hohere Schiibe (bis kN) als elektrische (nN —N),
wodurch sie immer noch das Mittel der Wahl bei Raketenstarts sind, da die Schubkraft elektri-
scher Triebwerke letztlich nicht ausreichen wiirde, die Erdanzichungskraft zu iiberwinden [64].
Verlasst die Rakete allerdings die Atmosphére und setzt ihre Nutzlast auf Orbits mit genii-
gend kleiner Restluftreibung aus, zeigt sich die Stérke elektrischer Triebwerke, was bereits im
Vorwort anhand des ARTEMIS-Beispiels erwdhnt wurde.

Um aufbauend auf den fundamentalen Kenntnissen der Schuberzeugung die Funktionalitit
von RIT aufzuzeigen, dient Abb. 2.3.2. Wie in dieser Abbildung ersichtlich ist, ist der RFG
direkt an die Induktionsspule angeschlossen, die um das Entladungsgefafl gewickelt ist. Durch
den Massenflusscontroller'® wird die Gaszufuhr in das Triebwerk dosiert. Das atomare Gas
gelangt in die Entladungskammer und kann zeitgleich durch das angelegte Gittersystem mit
thermischer Geschwindigkeit entweichen. Deshalb baut sich kein grofier Druck in der Kammer

Bengl.: mass flow controller (MFC)
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Abbildung 2.3.2: RIT-Antriebssystem bestehend aus Triebwerk, RFG, MFC, PHV, NHV und Neu-
tralisator. Im Entladungsgefif ist das quasi-neutrale Xenonplasma dargestellt. Die
extrahierten Ionen werden durch Elektronen aus dem Neutralisator ausbalanciert.

auf. Wenn nun mit Hilfe des RFG ein elektrischer Wechselstrom (im Bild dargestellt als komple-
xe Amplitude I:C) durch die Spule flieit, induziert dieser Strom zunéchst ein zu ihm senkrecht
wirkendes Magnetfeld geméafi des Ampere’schen Durchflutungsgesetzes aus Gl. (2.1.26). Durch
die explizite Zeitabhéngigkeit wird durch das sich ebenso zeitlich &ndernde Magnetfeld ein
wiederum dazu senkrecht verlaufendes elektrisches Feld geméafl des Faraday’schen Induktions-
gesetzes aus Gl. (2.1.28) induziert. Das induzierte elektrische Feld hat die gleiche vektorielle
Richtung wie der erregende Spulenstrom, ist zu diesem aber um == 7 zeitlich phasenverschoben.
Dies entspricht der Lenz’schen Regel, weshalb man diese Art der induktiven Einkopplung auch
mittels Transformator-Modell beschreiben kann [85]. Das zirkulare elektrische Feld kann nun
freie Elektronen beschleunigen und ihnen somit Energie verleihen. Ist diese Energie grofier als
die Ionisierungsenergie der benutzten Gasart (im Bild: Xenon), kann ein schnelles Elektron
bei einer Kollision mit einem der viel hdufiger vorkommenden Atome ein weiteres Elektron aus
dessen Elektronenschalen herausschlagen und es somit ionisieren, wie in Kap. 2.2.1 erlautert.

Um den Ionenstrahl zu formen (s. Abb. 2.3.3 (a)), bzw. die Ionen aus dem Plasma zu
extrahieren, dient das in Abb. 2.3.2 dargestellte Gittersystem. Die in der Abbildung gezeigten
relativen Abstdnde und vor allem die Anzahl der Extraktionskanéle sind zu Gunsten der
Visualisierung nicht realititsgetreu wiedergegeben. Abbildung 2.3.3 (b) zeigt eine Aufnahme
eines Gieflener RIM-4 Triebwerkes, welches ein Gittersystem mit 151 Extraktionskanélen hat.
Die RIM-Serie wird vor allem fiir Materialbearbeitung genutzt und unterscheidet sich zur
RIT-Serien lediglich durch die Anzahl der Extraktionskanéle. Die Extraktionskanéle, welche
auch als Beamlets bezeichnet werden, extrahieren je einen Teil des gesamten Ionenstrahls, der
letztendlich den Schub verursacht.

Die Ionen werden mittels konstanter Hochspannung aus dem Triebwerk extrahiert, welche
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(a) (b)

Abbildung 2.3.3: Aufnahme eines RIM-4 Triebwerkes im Betrieb (a) und im ausgeschalteten Zustand
(b). In Teilbild (b) kann man den Neutralisator erkennen, der hier in Form einer
Glithwendel installiert wurde.

zwischen Abschirmgitter!? und Beschleunigungsgitter?? anliegt. Die Spannungsquelle, welche
das Abschirmgitter versorgt, wird als positive high voltage (PHV) bezeichnet. Analog dazu
nennt man die Spannungsquelle des Beschleunigungsgitters negative high voltage (NHV). Das
Beschleunigungsgitter hat die besondere Aufgabe, im Plasma des extrahierten Ionenstrahls
existierende Elektronen daran zu hindern, ins Triebwerk zu gelangen. Dieser Effekt wird als
electron backstreaming bezeichnet [27]. Die Beschleunigungsspannung, die die Ionen extrahiert,
berechnet sich zu

Vacc = ‘/scr + Vdec + (I)bulk7 (238)

dabei bezeichnen V.. die von PHV bereitgestellte und Vge. die von NHV bereitgestellte Span-
nung (vgl. Abb. 2.3.2). @ bezeichnet das Plasmapotenzial im Volumen-Bereich, das in
Kap. 2.2.1 eingefithrt wurde. Letzteres ist gegeniiber den Hochspannungen sehr klein, mit ty-
pischen Werten bis 20V, und wird deshalb fiir die Extraktion in dieser Arbeit vernachlassigt.

Bei der Extraktion der Ionen muss besonders auf die Divergenz des Strahls geachtet werden,
denn diese wirkt sich auf die Effizienz des Triebwerks aus. Der Strahl soll einen moglichst klei-
nen Divergenzwinkel aufweisen, um maximalen Impuls in axialer Richtung zu gewéhrleisten.
Die normal dazu entstehenden Impulskomponenten heben sich gegenseitig auf und verbrau-
chen daher unnétig Energie, ohne axialen Schub zu erzeugen. Um nun den Ionenstrahl nach
diesen Vorgaben zu formen, dient das Gittersystem zusétzlich als Ionenoptik, die, in Analogie
zur geometrischen Optik, den Ionenstrahl wie eine Linse fokussiert. Eine perfekte Fokussierung
ist dabei arbeitspunktabhéngig. Sobald ein anderes Stiitzgas als jenes, auf welches das Gitter-
system initial ausgelegt wurde, eingesetzt wird, miissten unter Umstédnden die Absténde der
Gitter zueinander angepasst werden. Um diese Effekte genauer zu untersuchen, kénnen Simula-

Yengl.: screen grid
2engl.: acceleration grid
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tionen mit dem Programm KOBRA3-INP [12, 52, 95, 96] durchgefiihrt werden, die langwierige
Prototypentests ersetzen kénnen. Darauf soll hier nicht nidher eingegangen werden.

Das in Abb. 2.3.2 dargestellte dritte Gitter (Bremsgitter?!) liegt auf Massepotenzial und hat
die Aufgabe, die extrahierten positiv geladenen Ionen daran zu hindern, wieder zum zweiten,
negativ vorgespannten Gitter zuriickzufliegen und dieses zu beschidigen. Dadurch werden die
extrahierten, schubgenerierenden Ionen allerdings wieder abgebremst. Das insgesamt auf die
Tonen wirkende Potenzial, das letztendlich auch deren kinetische Energie nach der Extraktion
vorgibt, entspricht der an das Abschirmgitter angelegten Spannung Vi, welche an PHV ein-
gestellt wird. Der qualitative Potenzialverlauf fir die extrahierten Ionen ist in Abb. 2.3.4 (b)
schematisch dargestellt.

Durch den Bremsvorgang wird weiterhin die Fokussierung der Ionen verbessert, wodurch die
Gittererosion minimiert werden kann. Um das Triebwerk effizient nutzen zu kénnen, muss also
ein Kompromiss zwischen Lebensdauer und Schub (beides héngt von der Fokussierung ab!)
gefunden werden [27].

Dem Neutralisator wird in dieser Arbeit keine Beachtung geschenkt. In der Praxis wird er
benétigt, da der Satellit sich sonst im Weltraum negativ aufladen wiirde, sobald positiv gela-
dene Ionen das System verlassen wiirden. Dies wiirde dazu fithren, dass die extrahierten Ionen
wieder zum Satelliten zuriickkehren und diesen eventuell beschédigen wiirde. Weiterhin wiirde
der Schub dadurch drastisch reduziert werden. Meistens nutzt man Hohlkathodenneutralisa-
toren zur Neutralisation [27], es wurden jedoch Studien an der Justus-Liebig-Universitéit zu
alternativen Technologien durchgefiihrt [114].

2.3.2 Child-Langmuir Raumladungsgesetz

Der aus dem Plasma extrahierbare Ionenstrom ist raumladungsbegrenzt, was sich dadurch
bemerkbar macht, dass selbst bei unendlich angenommener Ergiebigkeit des Plasmas der lo-
nenstrom mit V;’C{? skaliert. Dies wird formal durch das Child-Langmuir Raumladungsgesetz
beschrieben, das die maximal mogliche extrahierbare Stromdichte fiir eine iiber dem Abstand
ly (bei RIT zwischen Abschirm- und Beschleunigungsgitter) angelegte Extraktionsspannung

Vace bestimmt. Die raumladungsbegrenzte Stromdichte berechnet sich zu [65]

3
_deg [ 2e Vage

Ji 9 my; lg '

(2.3.9)

Eine umfassende Herleitung dieses eindimensionalen Zusammenhangs ist am Beispiel eines
unendlich ausgedehnten Kondensators im Anhang unter Kap. A.1.4 gezeigt.

Fiir runde Extraktionsaperturen, wie es bei RIT typischerweise der Fall ist [27], berechnet
sich der insgesamt extrahierbare Ionenstrahlstrom I, zu

3
Nymd?ey | 2e Vile
I =—*%—>=—/= 2.3.10
b 9 mi 2’ ( )

g

wobei ds den Durchmesser der Extraktionsoffnungen des Abschirmgitters und N, die Anzahl
der Extraktionsoffnungen der Gitter bezeichnet. Diese Gleichung geht idealisiert davon aus,
dass keinerlei Strahldivergenz und Defokussierung vorliegen. In der Realitdt hat man stets
mit solchen parasitdren Effekten zu tun, weshalb Korrekturfaktoren eingefiithrt werden, die

2lengl.: deceleration grid
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Abbildung 2.3.4: (a) zeigt ein typisches Dreigittersystem vergrofiert auf einen Extraktionskanal. Der
Gitterabstand 1, ist gleich zwischen Abschirm-, Beschleunigungs- und Bremsgitter.
Wichtige Parameter zur Beschreibung der Extraktion sind weiterhin die Dicke der
Plasmarandschicht I sowie der effektive Gitterabstand l., der den Abstand zwischen
Plasmarand und Beschleunigungsgitter bezeichnet. (b) zeigt den nach Ref. 27 typi-
schen Potenzialverlauf, wobei @, das Plasma- und &, das Raumladungspotenzial
des Ionentrahls bezeichnet.

Gl. (2.3.10) auf Messergebnisse kalibrieren. Im weiteren Verlauf wird allerdings eine ideale
Stromfokussierung des modellierten RIT angenommen. Abbildung 2.3.4 (a) zeigt eine Skiz-
ze eines Extraktionskanals im Schnitt durch das fiir RIT typische Dreigittersystem mit den
zugehorigen Absténden und Mafen.

2.3.3 Schub und Triebwerkseffizienz bei RIT

Die allgemeine Form des Schubs ist in Gl. (2.3.3) gegeben. Bei RIT tragen sowohl die auf
hohe Austrittsenergien beschleunigten Ionen als auch die mit thermischer Geschwindigkeit
austretenden Atome zum axialen Schub geméf

dm, . . _

F = ’Ueﬂ‘ﬁ = 1iv; + My Tn = MiYiVi + M YnTn (2.3.11)
bei. Die Treibstoffflussrate ist hier in Form der Anderung der Gesamtmasse des Satelliten ge-
geben; da die Grundmasse des Satelliten ohne Treibstoff als konstant anzunehmen ist, muss
keine separate Grofle flir die Treibstoffmasse per se eingefiihrt werden. Weiterhin bezeich-
net 7; die Massenflussrate der Ionen und 772, die der Atome, mit 1 = dm/dt. Diese lasst
sich weiter untergliedern in 7 = ~ym, wobei v den Teilchenfluss in s~ bezeichnet. Fiir die
mittlere thermische Geschwindigkeit der Atome gilt Gl. (2.2.11) mit entsprechend verénderter
Temperatur und Masse. Die Geschwindigkeit der extrahierten lIonen berechnet sich iiber die
Energieerhaltungsgleichung

v = 4| 2 e (2.3.12)

mi
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die die kinetische Energie der extrahierten Ionen abhéngig von der an PHV eingestellten Span-
nung angibt. Wie bereits erwadhnt, bewirkt die an NHV angelegte Spannung Ve, eine hohere
Beschleunigungsspannung. Diese trigt jedoch nicht zur insgesamt aufgenommenen Energie
der Ionen bei, da der zusétzlich zwischen Abschirm- und Beschleunigungsgitter aufgenom-
mene Energieanteil zwischen Beschleunigungs- und Bremsgitter wieder abgegeben wird (vgl.
Abb. 2.3.4 (b)).

Um den Begriff der effektiven Austrittsgeschwindigkeit wieder aufzugreifen und fiir RIT zu
definieren, ergibt sich diese tiber Gl. (2.3.11) zu [27]

F

. (2.3.13)
Yimi + YnMn

Veff =
Néherungsweise wird nur Schub durch die extrahierten Ionen bereitgestellt. Um jedoch eine
Aussage iiber Wirkungsgrade zuzulassen, wird der atomare Einfluss hier mit einbezogen.
Die Massenflussrate der Ionen ist iber die Beziehung
_ TIym;

tin = = (2.3.14)

mit dem Strahlstrom aus Gl. (2.3.10) verkoppelt. Setzt man dies und Gl. (2.3.12) in Gl. (2.3.11)
ein, erhdlt man den durch ein RIT verursachten axialen Schub. Unter Vernachldssigung des
atomaren Beitrages ergibt sich

2 .
F = Iy 2V (2.3.15)

(&

Um eine Aussage Uber die Effizienz von RIT treffen zu kénnen, kann man die in Kap. 1.1
eingefithrten Wirkungsgrade benutzen. Da sowohl atomare als auch (hier ausschlielich ein-
fach) ionisierte Teilchen das Triebwerk durch das Gittersystem verlassen, der Schub jedoch
ndherungsweise nur von den Ionen verursacht wird, kann man den Massenwirkungsgrad so
definieren, dass er den Massenfluss der Ionen auf den gesamten, das Triebwerk verlassenden,
Treibstoffmassenfluss bezieht [27]. Der Massenwirkungsgrad berechnet sich zu

My
— L 2.3.16
T s i (2:3.16)
Da hier lediglich einfach ionisierte Teilchen betrachtet werden, ist die Ndherung m; ~ my,
aufgrund me < my sinnvoll, wodurch sich Gl. (2.3.16) zu

mi Nimi T
i + My Yimi + YnMn Y+ M

N, = (2.3.17)
vereinfacht.
Eine weitere wichtige Grofle zur Beschreibung von Effizienz bei Antriebssystemen ist die
Strahlleistung [27]
1 2

Pb = §mr’l}eﬂ:. (2318)

Setzt man Gl. (2.3.3) in Gl (2.3.18) ein, erhélt man

F2
B =

= ) 2.3.19
2my ( )
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Anhand dieser Gleichung lasst sich erkennen, dass Techniken, die den Schub erhdéhen, ohne
dabei die Treibstoffflussrate 1, = 1+, zu erhéhen, in hoherer Strahlleistung resultieren [27].

Neben dem Massenwirkungsgrad wurde in Kap. 1.1 noch der elektrische Wirkungsgrad defi-
niert, der die Strahlleistung auf die gesamte elektrische Leistung im Triebwerk normiert. Dabei
beinhaltet die Gesamtleistung zusétzlich noch die vom Plasma absorbierte Leistung, die not-
wendig ist, um die Ladungstriager zu erzeugen, die den Strahl letztlich formen. Die absorbierte
Leistung ist Gl. (2.2.63) zu entnehmen. Fiir die Strahlleistung aus Gl. (2.3.19) kann man durch
Einsetzen von Gl. (2.3.15) und unter Vernachléssigung des atomaren Einflusses vereinfachend

F2
P~
b o

= It Vser (2.3.20)
schreiben.
Insgesamt ergibt sich fiir den elektrischen Wirkungsgrad

_ Pb _ Ib‘/scr
Pb + Pabs Ib‘/scr + Pabs

el (2.3.21)

Den Gesamtwirkungsgrad des RIT erhélt man, indem man elektrischen und Massenwirkungs-
grad multipliziert. Allerdings macht es meist mehr Sinn, die beiden Wirkungsgrade einzeln zu
betrachten, was im weiteren Verlauf der Arbeit deutlich wird.

Um eine Aussage dariiber zu bekommen, wie viel Energie notig ist, um ein schuberzeugendes
Ion bereitzustellen, dient die Berechnung des Entladungsverlusts £ [27]. Der Entladungsverlust
berechnet sich zu

(2.3.22)

wobei ¢ die Einheit W A~! bzw. eV /Ion hat und demnach méglichst klein sein sollte, um einen
hohen elektrischen Wirkungsgrad zu erzielen.

Ein letzter Parameter, der die Effizienz eines RIT unter Einbeziehung des Gittersystems
evaluiert, ist die Perveanz k. Sie gibt an, wie viel Strom ein RIT fiir eine bestimmte Extrakti-
onsspannung unter Einbeziehung der Raumladungsbegrenzung, die aus dem Child-Langmuir
Gesetz resultiert, extrahiert werden kann [27]. Sie berechnet sich zu

Iy,

R
Ve

(2.3.23)
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Kapitel 3
Implementierung des numerischen Modells

Dieses Kapitel erldutert die numerische Modellierung eines RIT fiir
einen stationdren Arbeitspunkt, definiert durch den Gasmassenfluss des
ausgewdhlten Gases, den eingespeisten RF-Strom und die PHV- sowie
NHYV-Gitterspannungen. Auch die Geometrie des Triebwerks, bestehend
aus Entladungsgefdfs, Induktionsspule sowie Gittersystem, kann para-
metrisiert werden. Das Gesamtmodell setzt sich aus modularen Tei-
len zusammen, welche tetlweise iterativ ausgefiihrt werden, bevor das
ndchste modulare Teilmodell aufgerufen wird. Die grundlegenden Theo-
rien und Zusammenhdnge aus Kap. 2 werden hier wieder aufgegriffen
und implementiert.

3.1 Modelliiberblick

Das entwickelte numerische Modell besteht aus insgesamt acht modularen Teilen, die sukzessi-
ve abgearbeitet werden. Drei dieser acht Teilmodelle stellen Losungsalgorithmen physikalischer
Erhaltungsgleichungen dar, weshalb sie iterativ aufgerufen werden, bis die jeweilige Ausgangs-
groBe konvergiert. Das Konvergenzkriterium héngt dabei von der entsprechenden Gleichung ab
und kann von Hand eingestellt werden. Von Konvergenz redet man, wenn sich die Ausgangs-
grofle in zwei aufeinanderfolgenden Iterationsschritten maximal innerhalb des definierten Kon-
vergenzkriteriums dndert. Das Konvergenzkriterium beschreibt also ein Toleranzband. Stellt
man das Toleranzband zu grob ein, erreicht man schnell ein Ergebnis, nimmt dabei jedoch
teilweise nicht-akzeptable Abweichungen in kauf. Im Gegensatz dazu dauert das Erreichen der
Konvergenz unter Umstdnden sehr lange, wenn man das Toleranzband zu fein definiert. Es
muss demnach ein Kompromiss zwischen Simulationsgenauigkeit und -dauer gefunden werden.
In dieser Arbeit liegt der Fokus auf Genauigkeit — vor allem, da die Ergebnisse mit Messun-
gen verglichen werden. Nichtsdestotrotz kann man diese Einstellungen jederzeit dndern, was
vor allem qualitative Vergleiche verschiedener Parametersitze, die moglichst schnell gezogen
werden sollen, ermdglicht.

Bevor die Implementierung der einzelnen Teilmodelle erldutert wird, soll an dieser Stelle eine
Ubersicht iiber den Zusammenhang dieser gezeigt werden. Ein Flussdiagramm des gesamten
Modells ist in Abb. 3.1.1 dargestellt. Daran erkennt man besonders, dass die Iterationen ver-
schachtelt sind, weshalb die Abarbeitung des Programms, je nach Wahl des Toleranzbandes,
sehr lange dauern kann.

Die drei weiter oben erwahnten Erhaltungsgleichungen, welche im Laufe des Kapitels gezeigt
werden, bilden einen selbstkonsistenten Zusammenhang, der in der Abbildung dargestellt ist.
Die Selbstkonsistenz ergibt sich aus der iterativen Berechnung der voneinander abhingigen
Gleichungen bis die Gesamtlosung stabil ist. Nach Definition von strukturellen sowie arbeits-
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Strukturparameter: Arbeitspunktparameter:
Spule: I, Ne, T¢, Ty, Kc Signale: I, w '
Ionisator: dy, Iy, rv Neutralgas: Ar oder Xe, Ty, V
Gitter: da, ds, lg, Ng, ts, 8 Gitter:  Viec, Vser
"'Iinii:ciiail;zvi(;rit;e;\l _|1D Ladungserhaltungsmodell:\ N
' Po, Te707 X0 "r Ny, Te, Kp )
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Abbildung 3.1.1: Flussdiagramm des numerischen Modells auf oberster Hierarchieebene. Die Kern-
grofien sind die Ergebnisse der jeweiligen Erhaltungsgleichung, d. h., Elektronen-
temperatur T,, lonisierungsgrad x und die Regelgrofie des Volumenstroms V.

52



3.2 Quasi-homogenes Ladungserhaltungsmodell

punktspezifischen Eingangsparametern und initialen Werten fiir die iterativen Berechnungen
der Erhaltungsgrofen wird das globale Ladungserhaltungsmodell (vgl. Kap. 3.2) aufgerufen,
das die plasmaspezifischen Parameter wie Neutralteilchendichte, Elektronentemperatur und
Plasmaleitfdhigkeit iterativ berechnet. Ist dessen Konvergenzkriterium erreicht, wird das drei-
dimensionale Modell zur Berechnung der induzierten Felder (vgl. Kap. 3.3), unter Beriicksich-
tigung definierter Randbedingungen, abgearbeitet. Mit Hilfe der induzierten Felder sowie der
induzierten Plasmastromdichte wird als nédchstes die absorbierte Leistungsdichte dreidimensio-
nal iterativ berechnet, bis der Ionisierungsgrad bzw. die Ladungstragerdichte konvergiert (vgl.
Kap. 3.4). Die Leistungsdichte wird anschlieffend iiber das effektive Plasmavolumen integriert,
um eine globale Gréfle zu erhalten, die fiir die Berechnung der Komponenten des Ersatzschalt-
bildes genutzt werden kann. Das anschlieflend aufgerufene Extraktionsmodell (vgl. Kap. 3.5)
berechnet u. a. den extrahierten Ionenstrom. Danach wird die dritte Erhaltungsgleichung itera-
tiv gelost (vgl. Kap. 3.6), die den Entladungsdruck berechnet, bis die Menge des entweichenden
Gases (ionisiert und neutral) der des zugefithrten Neutralgases mit definierten Toleranzen ent-
spricht. Nach Erreichen dieses Konvergenzkriteriums ist der selbstkonsistente Ablauf beendet
und aus den berechneten Groflen kénnen die arbeitspunkt- und strukturabhéngigen Impedan-
zen (vgl. Kap. 3.7) sowie Performancedaten (vgl. Kap. 3.8) gewonnen werden.

3.2 Quasi-homogenes Ladungserhaltungsmodell

Das implementierte Ladungserhaltungsmodell basiert in den Grundziigen auf dem Uniform
Density Discharge Model (UDDM) von Lee und Lieberman [54, 65]. Es handelt sich dabei um
ein globales Modell, das Plasmaparameter wie Temperatur, Teilchendichte und Leitfahigkeit
als Funktionen des Drucks und der Geometrie des Entladungsgefiafies berechnet. Das Modell ist
global, was bedeutet, dass die erwdhnten Gréflen als homogen im Volumen-Bereich angenom-
men werden. Im Gegensatz dazu gilt im Randbereich n, < n;, weil, wie bereits in Kap. 2.2
erwahnt, nur Elektronen mit sehr grofler kinetischer Energie die Randschicht durchdringen
koénnen, da sie von der dem Plasma gegeniiber negativen Wand abgestofien werden. Diejeni-
gen Elektronen, die eine ausreichend grofle Energie besitzen, sind sehr viel schneller als die in
der Randschicht befindlichen Ionen, wodurch die stationire Elektronendichte weit unterhalb
der Ionendichte liegt. Der quasi-homogene qualitative Dichteverlauf der Ionen und Elektronen
nach Ref. 54, ist fiir planare und zylindrische Wénde in Abb. 3.2.1 gezeigt.

Fiir die Implementierung ist vor allem das Verhéltnis der Elektronendichte in der Rand-
schicht zu jener im Volumen-Bereich wichtig, das iiber h = ne v /ne o definiert ist. Die jeweiligen
Verhéltnisse berechnen sich nach Ref. 54 an zylindrischen Wéanden (Index r) und an planaren

Winden (Index 1) zu

0.8
hy = _ (3.2.1)
. 0.8T;ry
\/4 Ry (2.405J1(2.CLO%E)'T8D)
0.86
hy = (3.2.2)

=
1y 0.86Tilyvp
\/3+2)\i+( T, D )

In den letzten beiden Gleichungen bezeichnen [, und r, die Lange sowie den Radius des
Entladungsgefifies’, \; die mittlere freie Weglinge zwischen zwei Ion-Atom-Stéfen, vg die

Lengl.: discharge vessel
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loder d

Abbildung 3.2.1: Das hier implementierte Uniform Density Discharge Model aus Ref. 54 geht von
einer homogenen Teilchendichte im Volumen-Bereich aus. Aufgrund der Quasi-
Neutralitat (vgl. Kap. 2.2.1) gilt dort ne ~ n;. Im Randbereich nehmen die Teil-
chendichten ab, um ein selbstkonsistentes Plasma aufrecht zu erhalten. Die Dich-
teverteilung der Elektronen ist in schwarz dargestellt, die der Ionen rot-gepunktet.
Aufgrund der Quasi-Neutralitit ergibt sich, dass die Dichte der beweglicheren Elek-
tronen zum Rand hin stirker abnimmt als die der Ionen.

Bohm-Geschwindigkeit der Ionen, D den Diffusionskoeffizienten der Ionen und J; die Bessel-
Funktion erster Gattung und erster Ordnung.

Um die mittlere freie Weglange fiir Stofie zwischen Ionen und Atomen nach Gl. (2.2.41) zu
berechnen, wird der Stofquerschnitt fiir diesen Prozess benotigt. Dieser wurde im vorherge-
henden Verlauf nicht erwéhnt, da er nicht zur Heizung des Plasmas beitrégt, sondern explizit
fiir das UDDM benétigt wird. Fir das Arbeitsgas Argon wird er nach Ref. 65 als konstant tiber
den gesamten Energiebereich mit o, jn = 1018 m? angenommen. Bei Xenon berechnet er sich
als Funktion der Neutralgastemperatur nach Ref. 4 zu oxcin = 8.20871 x 10716/ |7,| m2. Dabei
wird die relative mittlere Geschwindigkeit zwischen Ionen und Atomen v, = /16eT,, /7m,, mit
reduzierter Masse m; = mymy/(m; + my) = my, /2 genutzt.

Mit Gl. (2.2.41) kann nun der Diffusionskoeffizient der Ionen nach Ref. 54 zu

eTi)\i

miv;

D=

(3.2.3)

berechnet werden. Die Bohm-Geschwindigkeit berechnet sich nach dem Bohm-Randschicht-
Kriterium unter der Annahme einer kollisionsfreien Randschicht zu

vg = | e (3.2.4)

my

Die Herleitung der Bohm-Geschwindigkeit findet sich im Anhang unter Kap. A.2.1.

Nachdem die Verhéltnisse der Elektronendichten bekannt sind, kann man eine effektive
Wandverlustflache fiir Partikel bzw. Ladung definieren. Fiir zylindrische Entladungsgeféafigeo-
metrien mit ebener Riickwand und ebenem Extraktionsgitter, was typisch fiir RIT ist, berech-
net sich diese Fléache zu

Aegp = 21r2hy + 27y lh,. (3.2.5)
Die effektive Fléche ist Bestandteil einer Ladungserhaltungsgleichung [31, 65], gegeben durch

noUBAet = Kiznnnom“?,lv. (3.2.6)
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3.2 Quasi-homogenes Ladungserhaltungsmodell

Die linke Seite von Gl. (3.2.6) beschreibt den totalen Ladungsverlust an den Gefafiwéanden,
der durch ausreichend energiereiche Tonen, die die Randschicht mit der Bohm-Geschwindigkeit
durchdringen, hervorgerufen wird (vgl. Kap. A.2.1). Die rechte Seite beschreibt im Gegensatz
dazu die Generierung von Ladungstriagern durch Ionisation im zylindrischen Ionisatorvolumen
V = mr2l,. Um globale Berechnungen zu vereinfachen, wird im Folgenden nach Refs. 31, 65 mit
der eindimensionalen, effektiven Plasmagrofie deg gerechnet. Diese ergibt sich durch Division
des Ionisatorvolumens durch die effektive Flache aus Gl. (3.2.5) zu

2
_Tryly Tyly

1
dog = = . 3.2.7
T A 2okt Ly (8.27)
Setzt man dies nun in Gl. (3.2.6) ein, kiirzt ny und stellt um, erhélt man
UB (Te)
Ki, (Te) np (Te) = ——=. 3.2.8
(o) (Te) = 7222 (3:28)

Alle Groflen in dieser Gleichung sind Funktionen der Elektronentemperatur, was bis auf die
Neutralgasdichte im vorangegangenen Teil schon erldutert wurde. Die Neutralgasdichte be-
rechnet sich aus der Zustandsgleichung fiir ideale Gase aus Gl. (2.2.18) zu

p

5 (Te +Tn) + €Ty

nn =

(3.2.9)

Dabei ist x der Ionisierungsgrad aus Gl. (2.2.1). Die Ionen haben weiterhin die gleiche Tem-
peratur wie das neutrale Stiitzgas. Gleichung (3.2.8) kann aufgrund der Abhéangigkeit von
T mittels Newton-Verfahren iterativ gelost werden. Allgemeine Informationen zum Newton-
Verfahren sind u. a. in Ref. 9 nachzulesen. Die zu berechnende Gleichung fiir die Elektronen-
temperatur in der (k + 1)-ten Iteration lautet

v Te
Kiz (To) nu (To) = 327 (3.2.10)

BiTe |:K1 (Te) Mn (Te) - ;e]?f,f((’IT‘ee))}

Te,k-l—l = Te,k -

Die Auflésung des Differenzials im Nenner ist durch die explizite Abhéngigkeit jeder Grofie
von T, mit viel Schreibarbeit verbunden, bietet aber keinen weiteren Mehrwert. Aufgrund
dessen wird auf eine umfassende Auflosung hier verzichtet. Das Differenzial wurde numerisch
mit der Symbolic Math Toolbox als Teil von MATLAB berechnet, um Fehlern aufgrund der
verschachtelten Abhéangigkeiten (bspw. h, (Te ) und hy (Tey) in deg (Tex)) vorzubeugen. Das
Ladungserhaltungsmodell wird als innerste Schleife ausgefiihrt, wie in Abb. 3.1.1 gezeigt ist.
Es wird iterativ ausgefiihrt, bis die Elektronentemperatur einen stabilen Wert erreicht, der der
Relation |Te 41 — Ter| < Ter/ 103 geniigt. Dabei kann der Konvergenzquotient, hier 1000,
frei gewahlt werden.

Mit der Elektronentemperatur ist es nun moglich, die Stofiprozesse bzw. -frequenzen im
Plasma zu evaluieren. Dazu werden, wie bereits erwahnt, impulsiibertragende elastische so-
wie anregende und ionisierende inelastische St6fe beriicksichtigt. Da im numerischen Modell
mit Ratenkoeffizienten gerechnet wird, miissen die energieabhéngigen Stofiquerschnitte fiir
die o. g. Prozesse, die in Datenbanken und Publikationen verdffentlicht sind, als erstes nach
Gl. (2.2.45) tuber eine Maxwell-Boltzmann-Verteilung gemittelt und mit der ebenso mittleren
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Abbildung 3.2.2: Teilbild (a) zeigt Stofiquerschnitte von Argon und Xenon fir elastische (durchge-
zogene Verliufe) sowie anregende (gestrichelte Verliufe) Elektron-Atom-Stifie aus
Ref. 83. Aus diesen Daten werden tiber Integration tber eine Mazwell-Boltzmann-
Verteilung (vgl. GIl. (3.2.11)) die zugehirigen Ratenkoeffizienten ermittelt, die in
Teilbild (b) dargestellt sind. Der interessante Energiebereich fiir Niedertemperatur-
plasmen ist etwa 1 — 10 €V.

Elektronengeschwindigkeit multipliziert werden. Dazu wird die Integration iiber die Energie-
verteilungsfunktion aus Gl. (2.2.13), fiir Energien im Bereich 1 — 100eV, durchgefiihrt. Sie

ergibt
de 100 &V P
K(Te) = | =——53 D)0 —— ] do 3.2.11

wobei anstelle der Energie das entsprechende Potenzial gemifl ® = U/e angegeben ist.

Die StoBquerschnitte fiir Argon und Xenon aus Ref. 33 sind in Abb. 3.2.2 (a) und die zu-
gehorigen nach Gl. (3.2.11) berechneten Ratenkoeffizienten in Abb. 3.2.2 (b) dargestellt. Der
StoBquerschnitt fiir Ionisation wird dort nicht gezeigt, da sich der zugehorige Ratenkoeffizient
in dieser Arbeit nicht aus experimentellen Daten, sondern nach analytischen Zusammenhéangen
aus Gl. (2.2.48) berechnet. Der Stoquerschnitt fiir Anregung resultiert aus einer Summation
aller in Ref. 33 hinterlegten Anregungsstufen, wobei als Energieverlust fiir jeden Sto (un-
abhéngig von der Anregungsstufe) die Energie des ersten angeregten Zustandes angenommen
wird. Dies ist eine nach Ref. 34 giiltige Ndherung, da die Anregungspotenziale sehr eng zu-
sammen liegen. Abbildungen 3.2.3 (a) und (b) zeigen alle in Ref. 33 hinterlegten Anregungs-
stof8querschnitte fiir Argon und Xenon, die zur Summation genutzt wurden.

Die StoBfrequenz fiir impulsiibertragende St68e kann nun durch Umstellen von Gl. (2.2.44)
berechnet werden und lautet

Vm = Npn K. (3.2.12)

Neben impulsiibertragenden Stéfen werden in dieser Arbeit weiterhin Stofiprozesse zwischen
Elektronen und Ionen beriicksichtigt. Die Stofrequenz dieses Prozesses approximiert sich nach
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Abbildung 3.2.3: Stofiquerschnitte fir anregende Elektron-Atom-Stifle aus Ref. 33 fir Argon (a) und
Xenon (b).
einer empirischen Gleichung aus Ref. 40 zu
1o M nelnA
Vei 29 %107 —5———5s ', (3.2.13)

eV 2

2
e
dabei bezeichnet A =23 —1/2 x In (107% m?3eV?3 ne/T2) den Coulomb-Logarithmus [40].

Eine weitere Art von Stéflen ist durch stochastisches Aufheizen des Plasmas implementiert.
Dabei handelt es sich nicht direkt um Sto8e zwischen Partikeln, sondern um den Energiege-
winn, den Elektronen erfahren, welche einer normal zum elektrischen Feldvektor gerichteten
Bewegung folgen. Da das elektrische Feld durch den Skin-Effekt nur auf einer begrenzten Fla-
che induziert wird, kann ein Elektron, welches sich kiirzer als eine halbe Periodendauer des
elektrischen Feldes in diesem Gebiet aufhélt, diesem Feld Energie entziechen und dadurch auf-
nehmen. Reicht die Energie des Elektrons nicht aus, um das negative Randschichtpotenzial zu
iiberwinden, wird es zuriick ins Plasma reflektiert. Abstrakt formuliert kollidiert das Elektron
also mit dem elektrischen Feld. Die zugehorige Stofifrequenz wird im weiteren Verlauf als vgtoc
bezeichnet.

Stochastische Heizung ist vor allem in Arbeitspunkten niedriger Driicke mit vy, /w < 1
ausschlaggebend, wobei w die Kreisfrequenz des eingekoppelten elektromagnetischen Feldes
beschreibt. Die Ungleichung kann aus dem Drude-Modell in Gl. (2.2.60) abgeleitet werden, wie
in Ref. 65 gezeigt ist. Jenseits dieses Bereiches iiberwiegen impulsiibertragende Stofie [15, 65].
Detaillierte Informationen und Studien zur stochastischen Heizung sind in Refs. 104 und 113
gegeben.

Die stochastische Kollisionsfrequenz berechnet sich zu

Ve

—_— 3.2.14
4(Sstoc ( )

Vstoc =

1/3
Dabei bezeichnet gtoc ~ (c%ie/wwge) / die anormale Skin-Eindringtiefe [65]. Die effektive
Stofifrequenz berechnet sich nach Ref. 15 aus der Addition der drei Teilprozesse geméf

Vm,eff ="Vnm + Ve + Vstoc- (3215)
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Abbildung 3.3.1: Kubisches Simulationsgebiet fiir das auf der FDM basierende elektromagnetische
Modell.

Mit Kenntnis der effektiven Stofifrequenz kann nun die Plasma-Leitfahigkeit mit Hilfe des
Drude-Modells aus Gl. (2.2.60) berechnet werden. Diese Information wird als néchstes an das
elektromagnetische Modell weitergegeben, welches die Wechselwirkung des Plasmas mit den
beaufschlagten Felder berechnet.

3.3 Elektromagnetisches Modell

Wie in Abb. 3.1.1 gezeigt, befindet sich das elektromagnetische Modell zwischen erster und
zweiter Iterationsschleife. Das bedeutet, dass es fir jede berechnete Plasma-Leitfahigkeit auf-
gerufen wird, um die eingekoppelten Felder und deren Wechselwirkung mit dem Plasma zu eva-
luieren. Deshalb muss darauf geachtet werden, dass das elektromagnetische Modell moglichst
kurze Verarbeitungszeiten bei geniigend groBler Genauigkeit mit sich bringt. Da dieses Modell
auf der dreidimensionalen Finite-Differenzen-Methode beruht, ist es aufgrund der Anforderun-
gen an dessen Schnelligkeit sehr wichtig, dass der Losungsalgorithmus effizient programmiert
wird, da ansonsten sehr grofle Verzugszeiten entstehen wiirden.

Die in diesem Abschnitt gezeigte numerische Losung der magnetischen Diffusionsgleichung
aus Gl. (2.1.40) basiert auf den Theorien aus Kap. 2.1.4. Da der hier vorgestellte Solver drei-
dimensional arbeitet, miissen einige Anpassungen an den Formalismen aus Kap. 2.1.4 vorge-
nommen sowie besonderes Augenmerk auf die Randbedingungen gelegt werden. Am generellen
Schema der FDM &ndert sich jedoch nichts.

Abbildung 3.3.1 zeigt schematisch das dreidimensionale, kubische Simulationsgebiet mit
Kantenlinge [. Das Gebiet ist mit m? dquidistanten Stiitzstellen versehen, um den effizien-
ten SOR-Algorithmus zum Losen der Systemmatrix nutzen zu kénnen (vgl. Kap. 2.1.4). Dar-
aus ergibt sich eine Schrittweite von h = [/ (m — 1) fiir jede Dimension. Im Vergleich zum
zweidimensionalen Fall (s. Abb. 2.1.5) sind hier mehr Randbedingungen zu beachten, da die
gesamte Oberflache des Wiirfels (abziiglich der Punkte auf den Kanten) das Simulationsgebiet
umschliefft. Bei m Stiitzstellen pro Dimension erhélt man so insgesamt 6m effektive Randbe-
dingungen. Da, wie bereits im zweidimensionalen Beispiel in Kap. 2.1.4 erwéhnt, die Eckpunkte
nicht gefiltert werden, manifestiert sich dies hier in tiberfliissigen Kantenpunkten, die mit in die
Systemmatrix aufgenommen werden, ohne der Lésung des Problems dienlich zu sein. Dennoch
ist der Aufwand, diese Punkte auszufiltern, grofler als der Verlust an Speicherplatz, der durch
sie verursacht wird, weshalb an diesem Vorgehen festgehalten wird.
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Die entstehende Systemmatrix und somit der gesamte Rechenaufwand ist nun nicht mehr
proportional zu m?, wie im Zweidimensionalen, sondern zu m?, was sich deutlich in der Re-
chenzeit niederschligt. Des Weiteren kann man Abb. 3.3.1 entnehmen, dass sich das Num-
merierungsschema bezogen auf den zweidimensionalen Fall insofern geéindert hat, als dass die
Indizierung der Matrix nun an der oberen linken vorderen Ecke beginnt. Dies ist ein wichtiger
Punkt, denn dadurch dndert sich auch die Ablage der zugehérigen Daten im Programmspei-
cher, was in Ref. 17 dargestellt ist. Um bei der aktuellen Speicherstruktur Datenpunkte anzu-
sprechen, zum Beispiel in einer Schleife, wurde ein Adressierungsschema fiir die Indizes idx in
den Matrizen, die das kubische Simulationsgebiet beschreiben, gefunden, das durch

idx = (k—1)m?*+(j—)m+i (3.3.1)

gegeben ist. Dabei steht k fiir den Index in 2-, j fiir jenen in x- und ¢ fiir den Index in y-
Richtung des Simulationsgebietes. Diese direkte Adressierung mittels Schleife gilt es allerdings
zu vermeiden, sofern moglich. Es ist sehr viel effizienter, alle Operationen vektorisiert iiber
Matrixoperationen vorzunehmen.

Die magnetische Diffusionsgleichung, die die Einkopplung elektromagnetischer Felder in
Form des in das Plasma induzierten Vektorpotenzials Ap beschreibt, erhélt man, indem man
die Quellstromdichte sowie die Leitfihigkeit aus Gl. (2.1.40) mit der die Spule beaufschlagen-
den Stromdichte J. und der berechneten Plasma-Leitfihigkeit kp aus Gl (2.2.60) ersetzt. Sie
lautet

V2Ap — iw}ﬁ}puoz&p = —,uojc. (3.3.2)

Um Gl (3.3.2) lésen zu kénnen, muss sie iiber einen fiir dreidimensionale Gitternetze ge-
eigneten Stern in eine Differenzengleichung transformiert werden. Die einfachste Variante
ist der 7-Punkte-Stern, der eine um eine Dimension erweiterte Version des 5-Punkte-Sterns
aus Abb. 2.1.6 (a) darstellt. Der zur Losung des dreidimensionalen Laplace-Operators aus
Gl. (3.3.2) eingesetzte 7-Punkte-Stern ist in Abb. 3.3.2 dargestellt und lautet

v fN—( 6f—i—f7 1+f]+1+fz 1+fz+1+fk 1+fk+1) (3.3.3)

wobei f = f34F = £ (j,4,k) und fi~1 = fi—L4k = f(j — 1,4, k) bezeichnet. Auf eine explizite
Herleitung von Gl. (3.3.3) wird an dieser Stelle verzichtet, da sie analog zu jener fiir den 5-
Punkte-Stern aus Kap. 2.1.4, jedoch erweitert um eine Dimension, durchgefiihrt werden kann.

Mit der Vorschrift des 7-Punkte-Sterns zur Berechnung von V? in dreidimensionalen kar-
tesischen Koordinaten aus Gl. (3.3.3) und einer kleinen, durch die Transformation der Diffu-
sionsgleichung in den Frequenzbereich resultierenden Modifikation, ergibt sich die numerische
Représentation von Gl. (3.3.2) zu

ARTLp ARFL L AL AT AT AT (6 + ith[Lol{p) A, = —h’upd..  (3.34)

Die erwéhnte Modifikation besteht aus der Aufnahme des plasmaspezifischen Terms iwh2u0/<;p
in die durch den 7-Punkte-Stern vorgegebene Differenzengleichung. An GI. (3.3.4) kann man
erkennen, dass diese Gleichung der vektoriellen Poisson-Gleichung aus Gl. (2.1.32) entspricht,
wenn die Leitfahigkeit zu null wird. Weiterhin kann man erkennen, dass die sich ergebende
Gleichung fiir das Vektorpotenzial A = Ap 2€s + Ap y€y + Ap ~€, aus drei Teilen besteht,

die separat gelost werden miissen. Dle zu l6senden Systemmatrizen (A),, (A), und (A),
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Abbildung 3.3.2: 7-Punkte-Stern zur numerischen Losung des dreidimensionalen Laplace-Operators
aus Gl. (3.3.2).

PY f]“rl,i,k

stellen jeweils lineare Gleichungssysteme dar, die aufgrund der Orthogonalitit des Koordi-
natensystems unabhéngig voneinander gelost werden konnen. Dies begiinstigt eine parallele
Verarbeitung mit Multi-Core-Methoden. Die Systemmatrizen haben jeweils eine Ordnung von
O{(A)} = m? x m3, was bedeutet, dass siec m® Zeilen und m?3 Spalten besitzen, um jeden
Punkt im Simulationsgebiet abzudecken (vgl. Gl. (2.1.80) fiir den zweidimensionalen Laplace-
Operator).

Die drei zu lésenden Differenzengleichungen bilden die zugehorigen Systemmatrizen und
lauten

R+ A B B A A — (6 iwhony) A = s (335)
T _ _ _

Abl g ARl AL AL AL AT (6 T Mh?,mp) Ayy = —h%uodey  (3.3.6)
AT A+ A+ A AL AR — (6 4+ whpokp ) Ap = —hPuodes. (3.3.7)

Die Plasma-Leitfahigkeit ist aufgrund des globalen Ladungserhaltungsmodells im Plasmabe-
reich homogen. Dieser wird von der Geometrie des Entladungsgefifies, um das die Indukti-
onsspule gewickelt ist, begrenzt. Das induzierte Vektorpotenzial kann auch im Auflenbereich
dargestellt werden, wo s, = 0 gilt. In diesen externen Bereichen werden statt Gl. (3.3.5) —
Gl. (3.3.7) Differenzengleichung fiir die vektorielle Poisson-Gleichung

V2Aex = —pioJe (3.3.8)

gelost, die keinen materialspezifischen Term aufweisen. Es wird in den Simulationen davon
ausgegangen, dass sich das Triebwerk im Vakuum befindet. Die sich ergebenden Differenzen-
gleichungen fiir die Bereiche auflerhalb des Plasmas lauten

Aba + AL + A + AL, + AL + AL — 6Aee = —hPines (3:3.9)
Ab AR AT+ AT 4+ AT+ ATEL — 6Aaey = —h i ey (3.3.10)
A + AR+ AL+ AL+ AL+ AL = 640 = =W T (8.3.11)

Abbildung 3.3.3 zeigt das Flussdiagramm des elektromagnetischen Modells, das die Diffu-
sionsgleichung (oder die vektorielle Poisson-Gleichung im Auflenbereich) im Frequenzbereich
auf einem kubischen, dquidistanten Gitternetz 16st.
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Flussdiagramm des auf der FDM basierenden elektromagnetischen Modells zur Lé-
sung der Diffusions- und Vektor-Poisson-Gleichung im kartesischen Raum. x’ be-

schreibt den Vektor der Spule und [g} den Vektor der Randbedingungen der jewei-

n

Abbildung 3.3.3:

ligen Feldkomponente.
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Abbildung 3.3.4: Mapping der Quellstromterme auf das Simulationsgitter (hier stellvertretend in
2D). Das Mapping wird automatisiert iber die kleinsten Abstinde des Spulenpfa-
des von den jeweiligen Gitterpunkten vorgenommen. Wie im Bild dargestellt, kann
es vorkommen, dass die gemappten Punkte stufenférmig oder diagonal verbunden
werden. Um jedem Punkt den richtigen Betrag der Stromdichte zuzuordnen, muss
zwischen diesen beiden Arten unterschieden werden. Im dreidimensionalen Fall, bei
diagonaler Verbmdung iber drei Raumrichtungen, wiirde jede Komponente einen

Betrag von Jy . = Jy . = Jz c = Je /\/? aufweisen.

Ein wichtiger Punkt bei der hier vorgestellten FDM-basierten Losung der elektromagne-
tischen Felder ist, dass die definierte Spulengeometrie x’ auf das bestehende Gitternetz x
approximiert werden muss, da die Punkte der Spule, bzw. des Strompfades, mit den Quell-
termen des linearen Gleichungssystems korrespondieren. Dabei wird die komplexe Amplitude
der Stromdichte
Fiir Bereiche entlang des Strompfades, in denen lediglich die z-Komponente existiert, bedeutet
dies jc = jcx Das Vorzeichen des Quellterms ist bei dieser Konvention noch zu beachten. Das
prinzipielle Vorgehen des Mappings der Quellterme auf das Simulationsgitter ist anhand einer
kreisformigen Leiterschleife in 2D in Abb. 3.3.4 dargestellt. An diesem Vorgehen dndert sich
durch Hinzufiigen einer dritten Dimension nichts, allerdings steigt der Aufwand der Zuordnung.

In der Abbildung erkennt man zum einen die Approximation der Spule auf die diskreten
Gitterknoten und zum anderen die dadurch entstehende Klassifizierung der Stromdichtekom-
ponenten. Alle in rot dargestellten Punkte sind Knoten im Simulationsgebiet, in denen nur die
z-Komponente der Stromdichte wirksam ist. Das Vorzeichen kann im zweidimensionalen Fall
durch die Nummer des jeweiligen Knotens, die nach Gl. (3.3.1) bekannt ist, herausgefunden
werden. Fir jw gilt, dass der Betrag in der oberen Hélfte des Simulationsgebietes negativ
und in der unteren Hélfte positiv ist. Fir jc,y muss das Simulationsgebiet entsprechend an
der vertikalen Achse aufgeteilt werden. Diese Annahmen gelten allerdings nur dann, wenn die
Approximation mittels Treppenstufen geschieht. Da die Approximation auf der Berechnung
der kleinsten Absténde zwischen idealer Spule und Gitterknoten beruht, kann auch ein Fall
existieren, der die Gitterknoten diagonal verbindet, wie es in Abb. 3.3.4 in griin verdeutlicht
ist. In diesem Fall existieren in diesem Knotenpunkt zwei Stromdichtekomponenten. Allerdings
ist der Betrag der Stromdichte immer tiberall gleich JC, so dass fiir die beiden Komponenten
JCm = Jey = JC /V2 V2 gilt. Im dreidimensionalen Fall ist die Funktionalitit die gleiche. Aller-

J C‘ = J. hier als konstant entlang der Spule angenommen (vgl. Kap. 2.1.2).
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Abbildung 3.3.5: Approxzimation der RIM-4 Spule auf ein 3D Gitternetz mit m = 100 und Wiirfel-
kantenlinge von 30 cm (gezoomte Darstellung).

dings kommen noch einige Félle durch den dritten Freiheitsgrad hinzu, die separat abgefangen
werden miissen. Als Beispiel kénnten in einem Knotenpunkt alle drei Komponenten vorhan-
den sein. Dann wiirden sich analog zu o. g. Berechnung Werte von JC e =Jey = JC , = Je / V3
ergeben. Die Kategorisierung des Spulenpfades ist der zeitaufwéindigste Teil des Algorithmus,
was nicht zuletzt an der iterativen Implementierung liegt (die aktuell parallelisiert auf bis zu
32 Kernen durchgefithrt wird).

Als Beispiel fiir die Approximation der Spulengeometrie des RIM-4 auf ein Simulationsgitter
mit m = 100 in 3D sei auf Abb. 3.3.5 verwiesen. Dabei betrigt die Wiirfelkantenldnge des
gesamten Simulationsgebietes 30 cm. In der Abbildung ist nur der Bereich der Spule dargestellt,
um die Diskretisierung besser zu visualisieren. Je mehr diskrete Punkte m pro Dimension
verwendet werden, desto besser wird die Approximation der Spulengeometrie, aber desto grofer
wird auch die Systemmatrix und somit die Simulationsdauer.

Als EingangsgroBe dient der Spulenstrom I., wie in Abb. 3.1.1 dargestellt ist. Um den
Strom in die Systemmatrizen aufzunehmen, wird die resultierende Stromdichte abhéngig vom
Drahtradius der Spule ry, nach

R LA A A N T A A (33.12)

berechnet. Es werden in dieser Arbeit ausschlieflich zylindrische Drihte angenommen.
Um die Differenzengleichungen nach den Komponenten des Vektorpotenzials auflésen zu
konnen, miissen gentigend Randbedingungen (oder Quellterme) vorhanden sein, um lineare
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Gleichungssysteme geméf

(A), [AL = [BL (3.3.13)
(A), |A = [B}y (3.3.14)
(A), [AL = [BL (3.3.15)

zu erhalten. Dabei beinhalten die Spaltenvektoren {A} die zu losenden unbekannten (kom-

plexen) Vektorpotenzialwerte der jeweiligen Raumkomponente und F)} die entsprechenden
n

Randbedingungen und Quellterme. Diese Vektoren beinhalten jeweils m3 Werte, damit die
linearen Gleichungssysteme nicht unterbestimmt sind. Aktuell sind homogene Dirichlet-Rand-
bedingungen hinterlegt, die das Vektorpotenzial an den Simulationsgrenzen zu null abklingen
lassen. Dies setzt zwingend voraus, dass das Simulationsgebiet grofl genug ist, um dem physi-
kalischen Verlauf des Feldes zu entsprechen. Um dies zu gewéhrleisten, ist der FDM-basierte
Solver auf die dreidimensionale Lésung der vektoriellen Poisson-Gleichung fiir die Geometrie
des RIM-4 eingestellt, was in Kap. 4.1.3 genauer erldutert wird.

Die Losung der Gleichungssysteme kann aufgrund der Groéflen der Systemmatrizen nicht
mittels Inversion erfolgen. Die iterative SOR-Methode wird stattdessen genutzt, um die Glei-
chungssysteme zu berechnen. Dazu wird eine Funktion aus der MATLAB Central File Ex-
change Datenbank? genutzt. Auf den Algorithmus wird hier nicht niher eingegangen, er kann
jedoch frei bezogen werden [88]. Im Initialisierungsteil des elektromagnetischen Modells wird
der optimale Relaxationsparameter nach Gl. (2.1.84) abhingig von der Diskretisierungsgii-
te des Simulationsgebietes vor jedem Losungsvorgang erneut berechnet, um eine optionale
Methode adaptiver Netzverfeinerung offen zu halten. Abbildung 3.3.6 zeigt den Einfluss des
Relaxationsparameters auf die zur Losung der linearen Gleichungssysteme benétigten Dau-
er fiir Systemmatrizen der Ordnung O {(A)} = 100® x 100 mit einer Toleranz von 107%.
Das Minimum liegt nahe des iiber Gl. (2.1.84) berechneten optimalen Relaxationsparameters
Wopt ~ 1.94, was als Verifikation dieser Gleichung verstanden werden kann.

Nach der Konvergenz des SOR-Verfahrens steht eine stabile Losung des ortlich variieren-
den Vektorpotenzials zur Verfigung. Nach Gl. (2.1.12) und GIl. (2.1.57) lassen sich damit
die magnetische Induktion ]§p innerhalb und ]§ex auflerhalb des Plasmas sowie das induzier-
te elektrische Feld Ep innerhalb und Eex auBerhalb des Plasmas berechnen. Die induzierte
Plasmastromdichte berechnet sich nach Gl. (2.2.57) nun zu

J, = rpEp. (3.3.16)

3.4 Energieerhaltungsmodell

Dieses Modell evaluiert die vom Plasma absorbierte, den elektromagnetischen Feldern entzoge-
ne, Leistung P,ps aus Gl. (2.2.63) und setzt sie mit der Leistung in Relation, die aufgrund der
Stofiprozesse im Plasma und Wandverlusten durch Elektronen umgesetzt wird (P ). Dazu dient
eine Energieerhaltungsgleichung aus Ref. 81, die die Terme aus Gl. (2.2.49) wieder aufgreift.

?Bei der Datenbank handelt es sich um eine Plattform zum Austausch von MATLAB-Skripten, die von Ma-
thWorks unterhalten wird.
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Abbildung 3.3.6: Bei korrekt gewdahltem Relaxationsparameter reduziert sich die Dauer zur Lisung
der linearen Gleichungssysteme drastisch. Der optimale Relaxationsparameter kann
mit Gl. (2.1.84) fiir kubische, dquidistante Gitternetze berechnet werden [118].

Diese Gleichung wurde um die Wandverluste erweitert. Die Verlustleistung® berechnet sich zu

Doy Kexy,
q)izKiz

3me

P = <neVm,eﬁ € (Te - Tn) + Ne (1 + ) 6(I)iz> Vesr + (26Te + 6‘/5) Fe,wAw-

(3.4.1)

n

Das effektive Plasmavolumen berechnet sich dabei aus den in Gl. (3.2.5) und Gl. (3.2.7) einge-
fithrten Groflen Vog = Aegidesr. Der erste Term der rechten Seite von Gl. (3.4.1) beschreibt die
an elastische Kollisionen verlorene Leistung (mit den in Kap. 3.2 definierten Stofiprozessen),
wohingegen der zweite Term die inelastischen Prozesse Anregung und Ionisation beschreibt.
Wie bereits erwéhnt, wird trotz des effektiven Ratenkoeffizienten fiir Anregung (vgl. Kap. 3.2)
lediglich die erste Anregungsenergie zur Berechnung der Verlustleistung genutzt, was eine nach
Ref. 34 giiltige Naherung beschreibt. Der letzte Summand beschreibt den Leistungsverlust
durch auf die Wande mit der Flache A,, auftreffende Elektronen. Zum einen ist die mittlere
Energie, die pro Elektron auf die Wand {ibertragen wird 2¢T, [65]. Auf dem Weg zur Wand
miissen die Elektronen das Randschichtpotenzial iiberwinden, was sie weiterhin Energie der
GroBe eV; kostet, wobei Vi fiir die Spannung iiber der Randschicht* steht (s. Kap. 3.5.1).
Ersetzt man in obiger Gleichung die Ionisationsrate 1, mit der Ionisationsfrequenz und dif-
ferenziert zwischen der zylindrischen Entladungsgefiiwand (Index r) und den beiden ebenen
Winden (Index [), wovon eine das Abschirmgitter darstellt, erhélt man

3m Do Koy
B = (ne’/rrl,efl?Tn—If6 (Te - Tn) + Nelig <1 + ﬁ) eq)iz) Ve +

+ (2eTe + eV) (TewrAwr + Tew,iAwi) - (3.4.2)

Die Elektronenflissse auf die Wénde 7ew = I'ewAw werden iiber eine modifizierte Version
von Gl. (2.2.17) berechnet, bei welcher die Dichtefaktoren (h-Faktoren) aus Kap. 3.2 mit

3engl.: power loss
4engl.: sheath

65



Kapitel 3 Implementierung des numerischen Modells

einfliefen, um nur die an der Randschichtgrenze befindlichen Elektronen in die Leistungsbilanz
zu integrieren. Sie berechnen sich zu

1 A
Ye,w = Zneﬁeh exp ( T, ) Ay (343)

Die Energieerhaltungsgleichung ist erfiillt, wenn P, = P gilt. Da diese Erhaltungsgleichung
iterativ gelost wird, folgt, dass die Elektronendichte bei Erfiilllung der Gleichung stabil ist.
Aufgelost nach der Elektronendichte lautet die Energieerhaltungsgleichung somit

3m P xK X
Ne = Iabs |:‘/eﬂ" (Vm,effm—nee (Te - Tn) + Vi (1 + ﬁ) eq)iz) +

1 g -1
+ (2eTe + eVs) Zﬁe exp (_TK) (hr Ay + hlAwJ)} . (3.4.4)

Alle anderen in dieser Gleichung vorkommenden Groflen sind Funktionen der Elektronentem-
peratur, die jeweils iterativ fiir jede Iterationsstufe P,pg; in einer untergeordneten Schleifen-
struktur berechnet wird, wie in Abb. 3.1.1 dargestellt.

Die absorbierte Leistung nach Gl. (2.2.63) wird im kartesischen Raum mittels numerischer
Trapezregel gemaf

m3—1
h NS ) = . ~ .
Pabs ~ Z( Z Re {Jp,m (j) EP@ (j) + Jp,a: (] + 1) EPJ (] + 1)} +
+ 30 Re{Jy, () Byy () + Jy, (4 1) By (i 4+ 1)} +
i=1

+ 3 Re{Jp. (k) By. (k) + Ty (k+1) By o (k + 1)}) (3.4.5)

approximiert, wobei h hier die Schrittweite beschreibt.

Die Konvergenz der iterativen Berechnung von Gl. (3.4.4) wird iiber den Ionsierungsgrad aus
Gl. (2.2.1) ermittelt. Andert dieser sich zwischen zwei Iterationsschritten nur noch innerhalb
des Toleranzbandes |xx4+1 — Xx| < X%/10%, wobei der Quotient frei gewéihlt werden kann, gilt
die Schleife als konvergiert und das Extraktionsmodell wird aufgerufen (vgl. Abb. 3.1.1).

Parallel zur iiber das Plasmavolumen integrierten globalen Leistung kann die 6rtlich aufge-
16ste Leistungsdichte p;, (x) = Re {j ;Ep} genutzt werden, um Bereiche eingekoppelter Energie
visuell darzustellen, wie in Kap. 5 gezeigt wird.

3.5 ITonen-Extraktionsmodell

Das Extraktionsmodell basiert auf der Annahme einer homogenen Randschicht am Abschirm-
gitter, wie in Abb. 2.3.4 (a) dargestellt. Die extrahierbare Stromdichte kann mittels Gl. (2.3.9),

3
N 460 2e VaQCC
- 9 mji lé ’

Ji

berechnet werden. Dabei setzt dieses klassische Child-Langmuir Raumladungsgesetz voraus,
dass der Ionenstrom zum Abschirmgitter hin im Plasmarandbereich, also entlang der Lange
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3.5 Ionen-Extraktionsmodell

ls (vgl. Abb. 2.3.4 (a)), durch die Spannung zwischen Plasma und Abschirmgitter Vz raumla-
dungsbegrenzt ist [10, 89, 90]. Zu einer Raumladungsbegrenzung kann es nur kommen, wenn
die Plasmaquelle ergiebig genug ist. Dies ist vor allem bei den Plasmen in RIT nicht stets der
Fall, da man mit kleinen Ionisierungsgraden arbeitet.

In den Arbeiten von Rovang und Wilbur [89, 90] kamen diese Wissenschaftler zu dem Er-
gebnis, dass der extrahierte Ionenstrom nur dann raumladungsbegrenzt ist, wenn der Gitter-
abstand zwischen Abschirm- und Beschleunigungsgitter (normiert auf den Durchmesser der
Locher im Abschirmgitter) grofler 0.6 und das Verhéltnis von Anodenspannung Vi, zu Ge-
samtspannung V.. grofler als 0.5 ist. In diesem Fall séttigte sich die Perveanz, was einer Raum-
ladungsbegrenzung des Stromes gleichbedeutend ist. Fiir ein RIM-4 Triebwerk berechnet sich
das geometrische Verhéltnis zu etwa 0.4, was die Beschreibung des Extraktionsvorganges mit-
tels Gl. (2.3.9) ungiiltig macht. Prinzipiell kann der geometrische Makel durch Erhéhen der
Extraktionsspannung kompensiert werden. Dies ist jedoch aufgrund von Uberschligen zwi-
schen den Gittern nicht ratsam, da diese zu Defekten oder schlimmstenfalls zur Zerstérung der
Gitter fithren kénnen. Weiterhin kann die Fokussierung des Ionenstrahls durch Erhéhung der
Spannung beeinflusst werden, was dessen Divergenz begiinstigen kénnte und deshalb ebenfalls
zu vermeiden ist. Dariiber hinaus bietet des Verhéltnis der Spannungen Vi /Vic. ebenfalls
nicht viel Spielraum und sollte stets kleiner 0.9 sein, um das Akkumulieren von Elektronen aus
dem Neutralisator am Gittersystem® zu verhindern [89, 90].

Aus diesen Griinden haben sich die Wissenschaftler weiterer Experimente angenommen, die
das Raumladungsgesetz genauer untersuchten. Diese Experimente haben ergeben, dass fiir den
oben skizzierten Fall eine modifizierte Version des Child-Langmuir Raumladungsgesetzes Giil-
tigkeit hat. Die Ergebnisse wurden spéter von Brophy in Ref. 10 verifiziert und vero6ffentlicht.
Dabei spielt die Ausdehnung der Plasmarandschicht am Abschirmgitter (ohne angelegte Span-
nung) eine Rolle, da diese Ausdehnung proportional zur Spannung tiber der Randschicht ist,
die letztendlich fiir die Raumladungsbegrenzung sorgt.

3.5.1 Modifiziertes Child-Langmuir-Modell

Das modifizierte Child-Langmuir Raumladungsgesetz, dessen Implementierung u. a. in Ref. 100
dargestellt ist, fiihrt einen Skalierungsparameter § ein, der die effektive Lange zwischen der
Plasmarandschichtgrenze und dem Beschleunigungsgitter, innerhalb derer die Raumladungsbe-
grenzung eintritt, beschreibt. Durch den Skalierungsparameter ist es moglich, die nicht-lineare
und inhomogene Randschicht, die aufgrund der Extraktionsgeometrie und -spannung vorliegt,
mittels eindimensionalen Ansétzen berechnen zu kénnen, sofern das klassische Child-Langmuir
Raumladungsgesetz aufgrund der o. g. Kriterien nicht anwendbar ist. In der Implementierung
dieses Modells werden deshalb vor jedem Berechnungsstart die Bedingungen des klassischen
Ansatzes lg/ds > 0.6 sowie 0.5 < Vier/Vaee < 0.9 gepriift.

Ist das klassische Modell giiltig, kann der extrahierte Ionenstrom mittels Gl. (2.3.10) be-
rechnet werden. Da dies, wie bereits erwahnt, fiir die aktuelle RIM-4-Geometrie nicht méglich
ist, wird stattdessen mit dem modifizierten Modell gearbeitet. Dafiir wird zuerst die effektive
Lénge le gemdB Abb. 2.3.4 (a) berechnet, wozu die Dicke der Randschicht /s am ebenen Ab-
schirmgitter evaluiert werden muss. Bei der folgenden Berechnung wird davon ausgegangen,
dass die intrinsische Plasmastromdichte entlang der Schichtdicke lg durch die Spannung zwi-
schen Plasma und potenzialfreiem Gitter (ohne angelegte Gitterspannung) Vs nach Gl. (2.3.9)

Sengl.: electron backstreaming
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raumladungsbegrenzt ist. Sie berechnet sich mit dieser Annahme zu

3
. 460 2e ‘/;2

o =5 i (3.5.1)

Die intrinsische Plasmastromdichte, welche durch die Ionen gegeben ist, die am ebenen Gitter
die Randschicht durchqueren koénnen, spiegelt die Ergiebigkeit des Plasmas geméafl

Jp,i = ehnevn (3.5.2)

wider. Nach Gleichsetzen von Gl. (3.5.1) und Gl. (3.5.2) kann man nach der Schichtdicke

auflosen und erhélt
V2
460 2e s
lg = \| —4 ] — . 3.5.3
\l 9 \/ m; ehynevp ( )

Da das (nicht vorgespannte) Potenzial des Gitters aufgrund der Quasi-Neutralitéit schwebtf
(s. Kap. 2.2.1), sind Elektronen- und Ionenflussdichte zur Wand identisch und lauten

FW,e,l = FW,i,l = hlneUB- (354)

Unter Einbeziehung der Boltzmann-Gleichung aus Gl. (3.4.3) und dem Fakt, dass das Wand-
potenzial negativ gegeniiber dem Plasmapotenzial ist, folgt weiterhin

1 )
Fewi = Zneﬁehl exp (_T_:) , (3.5.5)
dabei ist das Plasmapotenzial hier auf null normiert, woraus V5 = —® folgt. Um die Spannung
iiber der Randschicht V5 bzw. das Potenzial am schwebenden Gitter ®4 zu berechnen, kann
man Gl. (3.5.4) und Gl. (3.5.5) gleichsetzen und nach &4 auflésen, wodurch sich

4
&, = —T,In < fB) (3.5.6)
Ve
41)]3
= Vs =Teln = (3.5.7)

ergibt.

Die oben eingefiihrte effektive Lange des modifizierten Raumladungsgesetzes setzt sich aus
der Ausdehnung der Randschicht am Abschirmgitter /s, dessen Dicke t5, dem Abstand zwischen
Abschirm- und Beschleunigungsgitter [, sowie dem Skalierungsparameter 5 zusammen [90] und
berechnet sich demnach zu

le = Bls +ts+1g. (3.5.8)

Dem Skalierungsparameter liegt keine analytische Beschreibung zugrunde. Er hdngt sehr stark
von der Geometrie des Triebwerks ab und muss iterativ herausgefunden werden. Der Skalie-
rungsparameter wird, wie in Kap. 4.3 gezeigt, auf Messergebnisse kalibriert. Da der Skalie-
rungsparameter die Dicke der Randschicht am Abschirmgitter gewichtet, héngt er erwartungs-
gemif vom Plasmameniskus, also dem Verlauf der Aquipotenziallinien im Plasma, ab, wodurch

Sengl.: floating potential
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3.6 Massenerhaltungsmodell

eine Abhéngigkeit der angelegten Gitterspannungen resultieren wiirde. Dies ist hier nicht be-
riicksichtigt, da die Abhéngigkeit von der Geometrie nach Ref. 100 als dominantes Kriterium
anzunehmen ist. Dennoch werden Simulationen hier nur fiir die im Experiment verwendeten
Extraktionsspannungen durchgefiihrt, auf welche der Skalierungsparameter kalibriert ist. Ein
FEinfluss der Spule auf den Skalierungsparameter ist nicht anzunehmen, da Extraktion und
Energieeinkopplung unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen.

Der extrahierte Ionenstrom berechnet sich schlieflich nach dem modifizierten Child-Lang-

muir Raumladungsgesetz zu
3
I, =—%—>—, /= . 3.5.9
b 9 my; lg ( )

Aus dem extrahierten Ionenstrom kann anschliefend der Fluss der Ionen
e

i (3.5.10)

durch das Gittersystem berechnet werden. Bevor das Massenerhaltungsmodell aufgerufen wird,
stellt das Extraktionsmodell noch den Fluss neutraler Gaspartikel aus dem Triebwerk heraus
bereit. Dazu wird die Gittertransparenz fiir Neutralteilchen eingefiihrt, die sich nach Ref. 77
aus dem Verhaltnis von Locher- zu Gittergesamtflache fiir alle drei Gitter zu

1
On = R
d)SCI' ¢acc
berechnet, wobei die Extraktionstffnungen von Abschirm- und Bremsgitter identisch grof} sind.
Die einzelnen Gittertransparenzen berechnen sich zu

- (3.5.11)

Ngd?

gbscr = 52 . (3512)
Ngd?

bace = 52 a (3.5.13)

wobei N, die Anzahl der Extraktionséffnungen, ds den Durchmesser der Extraktionséffnungen
des Abschirm- und Bremsgitters und d, den Durchmesser der Extraktionséffnungen des Be-
schleunigungsgitters bezeichnet. Die Gittergesamtfliche berechnet sich tiber den Innendurch-
messer des lonisators dy. Der Fluss neutraler Partikel berechnet sich nun nach Gl. (2.2.16)
und Gl. (2.2.11), angewandt auf Atome, und unter Berticksichtigung der Transparenz aus

Gl (3.5.11) zu

s
Tn = Ennﬁngbnd\%- (3514)

3.6 Massenerhaltungsmodell

Das Massenerhaltungsmodell vergleicht in jedem Iterationsschritt den (konstanten) Volumen-
strom des eingefithrten Gases V mit jenem Volumenstrom V', welcher aufgrund der Extraktion
aus dem Triebwerk austritt. Der austretende Volumenstrom berechnet sich anhand des Neu-
tralteilchenflusses aus Gl. (3.5.14) sowie des extrahierten Ionenflusses aus Gl. (3.5.10). Nach
Gl (2.3.17) lasst sich der Massenwirkungsgrad anhand dieser beiden Fliisse gemé&s

=
" 7i+7n
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definieren. Dieser Massenwirkungsgrad kann weiterhin zur Berechnung des austretenden Mas-
senflusses
iy mily _ milym n mil, s (o + ) (3.6.1)
€Nm €7 €
genutzt werden, wobei m; &~ my, gilt. Um diesen Massenfluss mit dem einstrémenden Volumen-
strom, der bei elektrischen Triebwerken iiblicherweise in sccm” angegeben wird, vergleichen zu
kénnen, muss erst eine Umrechnung in einen Volumenstrom nach

V' =6 x 107% (3.6.2)
erfolgen. Dabei bezeichnet p die Dichte des Gases unter Normalbedingungen. Der angegebene
Faktor 6 x 107 resultiert aus der Umrechnung von m?®s~! in cm® min~! (sccm).

In jeder Iterationsstufe k wird der austretende Volumenstrom Vk’ genutzt, um den Druck
im Entladungsgefdf§ zu berechnen. Dadurch kann man den Einfluss der Extraktion auf das
Plasma selbstkonsistent abbilden. Die iterative Druckberechnung resultiert aus der Differenz
von zugefithrtem und austretendem Gas geméf

1+a (1 - %)] . (3.6.3)

Der Parameter « stellt einen Gewichtungsfaktor dar, welcher bei einer Oszillation des Druckes
dekrementiert wird, um die Genauigkeit zu erhohen und somit konvergentes Verhalten her-
beizufiihren. Generell sind Oszillation selten zu beobachten. Bisher traten sie lediglich in Be-
reichen extremst kleiner Volumenstréme mit V < 0.1sccm auf. Da in diesen Bereichen die
Fluid-Behandlung des Plasmas nicht uneingeschrankt giiltig ist, muss man dort ggf. mit sol-
chen Storungen und Artefakten rechnen. Eine genauere Untersuchung der Giiltigkeitsgrenzen
des Modells findet sich in Kap. 6.

Die iterative Berechnung wird im Normalfall beendet, sofern ‘V — Vk’

Pk+1 = Pk

< V /102 erreicht wird.
Auch hier ist der Quotient frei wahlbar, jedoch beeinflusst diese Wahl die Simulationsdauer

sehr stark, da es sich bei der Lésung dieser Erhaltungsgleichung um die duflerste der drei
verschachtelten Schleifen gemafl Abb. 3.1.1 handelt.

3.7 Transformator-Modell der induktiven Plasmaentladung

Radiofrequenz-lonentriebwerke haben typischerweise eine zylindrische Entladungskammer, um
welche eine ebenso zylindrische, nicht aber rotationssymmetrische Spule gewickelt ist. Alter-
native Geometrien, wie die in Ref. 56 vorgestellte Dom-férmige, sind aktuell noch nicht in
das numerische Modell implementiert, obwohl mit dem dreidimensionalen elektromagnetischen
Modell die prinzipielle Moglichkeit dazu besteht. Fiir alle typischen RIT-Geometrien gilt, dass
aufgrund der zylindrischen Spule ein ebenso zylindrischer Plasmastrom induziert wird. Dem-
nach bietet es sich an, in Zylinderkoordinaten mit x = pcos p e, + psinp e, + z e, zu rechnen,
um tberschaubare Gleichungen zu erhalten. Dazu wird die Plasmastromdichte aus Gl. (3.3.16)
mit Hilfe der Funktionalmatrix

€, g_x g_x ax T cosp sinp 0 ey

e, £ L 0z = | —sing cosp 0 ey (3.7.1)
ox ox ox

€ ap o) 0z 0 0 1 e,

"Standardkubikzentimeter pro Minute nach DIN 1343
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transformiert [9]. Die Feldkomponenten berechnen sich nach dieser Vorschrift zu

Jpp = jp@ cos Y + jp7y sin ¢ (3.7.2)
jp,eo = jp,y cos p — Jp 5 Sin o (3.7.3)
Toz = Jp,z- (3.7.4)

Des Weiteren kann nun mit der Skin-Eindringtiefe aus Gl. (2.1.46),

so 2
wio Re kp

die fiir kollisionsbehaftete Plasmen mit v, o > w gilt [65], und jener fiir kollisionsfreie Plasmen,

5= (3.7.5)

Wpe

gliltig fiir v, o < w [65], die effektive vom Plasmastrom durchsetzte Fliche pro Komponente

Aeff,ap = 6lv (376)
2mly (ry — (ry — 0

(Aett o), = ( 2( ) _ 7l 0 (3.7.7)

Aeff,z = T (2Tv - 5) (378)

berechnet werden. Aufgrund der effektiven Fliachen kann die Integration der Stromdichte {iber
Mittelwerte approximiert werden, um den induzierten Plasmastrom zu erhalten. Dazu werden
die numerischen Stromdichtevektoren iiber das gesamte Simulationsgebiet €2 gemittelt. Der
Strom berechnet sich danach zu

L= //A TpdA ~ (T ) (At ), + (Toip)  Acttip + (T ), Actrz (3.7.9)

Die radiale Komponente ist fiir giingige RIT-Geometrien vernachlissigbar klein. Dies hat sich
auch im Rahmen der Simulationen herausgestellt. Der Vollstandigkeit halber wird dieser Term
jedoch stets mit beriicksichtigt. Der Phasenwinkel des Plasmastroms wird aufgrund der nu-
merischen Berechnung der Diffusionsgleichung, unter Berticksichtigung der Leitfdhigkeit, stets
korrekt berechnet. Der sich ergebende Phasenwinkel entspricht jenem geméfl der Lenz’schen
Regel unter Beriicksichtigung des komplex-leitfihigen Plasmas, das selbst eine Phasenverschie-
bung hervorruft. Diese ist jedoch vergleichsweise klein. Dies wird u. a. in Kap. 5 dargestellt.

Da in dieser Arbeit rein induktiv-gekoppelte Plasmen betrachtet werden, werden parasitéare
kapazitive Kopplungseffekte, wie sie in der Realitédt vor allem in Bereichen niedriger Ladungs-
tragerdichten vorherrschen [48], nur am Rande berticksichtigt, wie im weiteren Verlauf gezeigt
wird. Fiir die Herleitung der globalen Impedanz induktiv-gekoppelter Plasmen wird die ka-
pazitive Kopplung vernachléssigt, was eine fiir die meisten stabilen Arbeitspunkte bei RIT
zuldssige Naherung darstellt [27].

Um die reaktive Komponente des Ersatzschaltbildes zu berechnen, kann der Poynting’sche
Satz fiir Felder mit harmonischer Zeitabhéngigkeit nach [41] gemafl Gl. (2.2.62) erneut aufge-
griffen werden. Danach berechnet sich die induzierte Reaktanz Xi,q aus den zeitharmonischen
Feldern zu [41]

Xind = ﬁ [4w ///V Re {im — Ue} dV — ///V im {J; B, } dV] . (3.7.10)
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Rpc Ry,

‘7RFG Lc H‘ Lﬂux Lp

M

Abbildung 3.7.1: Transformatorbasiertes FErsatzschaltbild einer induktiv-gekoppelten Plasmaentla-
dung nach Ref. 85.

Die im ersten Integral vorkommenden elektrischen und magnetischen Energiedichten u, und
uy berechnen sich dabei zu

o = i (D*E) (3.7.11)
Ui = i (B*H). (3.7.12)

Die Felder ohne Indizes stehen jeweils fiir das Gesamtfeld im Simulationsgebiet, bestehend
aus Feld im Plasma und Feld auflerhalb des Plasmas. Am Beispiel des elektrischen Feldes
lautet das Gesamtfeld E = Ep + Eey. Der zweite Term aus Gl. (3.7.10) stellt den Imaginrteil
der im Plasma umgesetzten Leistung dar. Beide Integrationen werden numerisch nach der
Trapezregel berechnet, analog zur absorbierten Leistung aus Gl. (3.4.5). Aus der induzierten
Reaktanz lasst sich die Art der Kopplung direkt ablesen. Ist der Wert positiv, handelt es
sich um induktives Verhalten, ist er negativ, so {iberwiegen kapazitive Effekte. Da hier, wie
bereits erwahnt, kapazitive Kopplung zwischen Spule und Plasma vernachlassigt wird, ergeben
sich stets positive Werte fiir die Reaktanz. Demnach ist es moglich, das Verhalten mit einer
Induktivitdt geméaf

Xind

Ling = (3.7.13)
zu modellieren. Es ist zwar nicht explizit eine kapazitive Kopplung zwischen Spule und Plasma
modelliert, doch ergibt sich aufgrund des Potenzials zwischen Entladungsgefdffwand und Plas-
marandschichtgrenze eine intrinsische Kapagzitdt. Dies erkennt man vor allem daran, dass in
diesen Bereichen die elektrische Energiedichte zunimmt. Der Beitrag der elektrischen Energie
zur elektromagnetischen Gesamtenergie ist jedoch bei den durchgefithrten Simulationen stets
< 1% und &ndert somit nichts am induktiven Verhalten der Entladung.

Die induzierte Induktivitdt Linq kann genutzt werden, um die Art der Kopplung zu eva-
luieren und die Systemimpedanz zu iiberschlagen, doch mangelt es dabei an Genauigkeit, da
unter anderem die Massentréigheit der Elektronen nicht beriicksichtigt wird. Diesem Umstand
wird Rechnung getragen, indem die oben gezeigte induktive Kopplung nach Ref. 85 mittels
Transformator-Theorie, wie in Abb. 3.7.1 dargestellt, beschrieben wird. Dabei beschreibt die
Primérseite die Impedanz der Energiequelle (RFG) sowie der Induktionsspule, die das Plasma
mit Energie versorgt und die Sekundérseite die Impedanz des Plasmas fiir einen jeweiligen

72



3.7 Transformator-Modell der induktiven Plasmaentladung

Arbeitspunkt. Eine geometrische Induktivitdt Lgu, verbindet beide Stromkreise als Teil ei-
ner Gegeninduktivitdt M, was im weiteren Verlauf genauer dargestellt wird. Die geometrische
Induktivitdt berechnet sich iiber die Differenz der magnetischen Energie ohne Beeinflussung
durch Plasma Uy, o und der mit Plasma Uy, zu
2(Um,o — Un
L = 2\ Um0 = Un) ’f ‘2 ). (3.7.14)

Dabei berechnen sich die magnetischen Energien {iber Volumen-Integration der zugehorigen

Energiedichten zu
Un = /// Rety, dV. (3.7.15)
1%

Um die Sekundarseite des Transformators vollstdndig beschreiben zu kénnen, werden zu-
nachst Plasmawiderstand R, und -induktivitdt L, eingefithrt. Der Ohm’sche Plasmawider-
stand wird tiber Gl. (2.2.65) bestimmt gemaf

Zusétzlich zur geometrischen Induktivitét aus Gl. (3.7.14), die aufgrund des vom Plasmastrom
hervorgerufenen induzierten magnetischen Flusses® existiert, bedingt die durch die Stofpro-
zesse im Plasma hervorgerufene Tragheit der Elektronen eine weitere Induktivitit L, welche
sich nach Gl. (2.2.66) zu

Ry

Vm eff

L, =

berechnet. Damit ergibt sich die Impedanz der Sekundérseite zu
Zy = Ry +iw (Laux + Lp) . (3.7.16)

Die elektrische Last, die der RFG mit Energie versorgen muss, kann mittels Impedanztrans-
formation auf die Primérseite des Transformatorersatzschaltbildes abgebildet werden, wie in
Abb. 3.7.2 dargestellt. Dies er6ffnet die Moglichkeit, die Last als Serienimpedanz darzustel-
len, wodurch leichter mit Lastdnderungen umzugehen ist. Insbesondere ist diese Darstellung
vorteilhaft, wenn man den RFG real darstellt, mit der Resonanzkapazitit im Lastkreis gemaf
Abb. 1.1.2. In dieser Arbeit wird der RFG als ideale Stromquelle betrachtet, wodurch kein
Schwingkreis abgebildet wird und somit keine Resonanzeffekte auftreten. Die Beschreibung
hier dient ausschliellich zur Charakterisierung der induktiven Last, was in Kap. 1.1 definiert
ist.

Die Transformation von Sekundér- auf Primérseite geschieht unter Anwendung von Transfor-
mator- und Schaltungstheorie, wie bspw. in Ref. 8 dargestellt. Um die Transformation durch-
zufithren, werden als erstes die Maschengleichungen unter Anwendung der Kirchhoff’schen
Regeln auf Abb. 3.7.1 gebildet. Diese lauten

Virc = iwLel, + Rpcle + iwMI, (3.7.17)
V,, = iwLuxIp + iwMTI, (3.7.18)
= I, (Rp +iwLy) . (3.7.19)

8engl.: magnetic flux
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Ry

Abbildung 3.7.2: Ersatzschaltbild der in den Primdrkreis transformierten effektiven, vom RFG zu
versorgenden, induktiven Last.

Gleichsetzen von Gl. (3.7.18) und Gl (3.7.19), Auflésen nach M und Bildung des Betrages
ergibt

Y — 3720)

C

| M| =

Man erkennt, dass die Gegeninduktivitdt allgemein eine komplexe Grofle ist, was u. a. in
Ref. 15 erldutert ist. Um Sekundér- auf Primérseite abzubilden, muss mit dem Betrag von M
gearbeitet werden [15, 85]. Mit der Gegeninduktivitat lasst sich nach Ref. 85 der Koppelfaktor
¢ zu

| M|
V LCLﬂux

bestimmen, welcher als Maf fiir die Giite der induktiven Kopplung angesehen werden kann.
Die Transformation erfolgt {iber eine Vorschrift aus Ref. 99 und ergibt

¢ = (3.7.21)

(w |[M])*

Zp

Zs = Ze + = Rs +iwLs. (3.7.22)
Dabei beschreibt Z. = Rpc+iwL. die Impedanz der Spule im Primérkreis des Transformators.
Die Bestimmung der Bauteilwerte dieser Impedanz findet sich in Kap. 3.7.1. Die transformier-
ten Komponenten des in Abb. 3.7.2 dargestellten Lastkreises konnen iiber den Real- bzw.
Imaginéarteil der resultierenden Serienimpedanz Zg zu

R, =ReZ, (3.7.23)
Im Z

L= 28 (3.7.24)
w

berechnet werden.

3.7.1 Bestimmung der Spulenimpedanz

Um die Transformation aus dem letzten Abschnitt vorzunehmen, muss die Serienimpedanz
der Spule, bestehend aus Ohm’schem Realteil und induktivem Imaginarteil, bekannt sein.
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Abbildung 3.7.3: Diskretisierung des Strom- bzw. Spulenpfades.

Da es sich um eine elektrisch kurze, nicht rotationssymmetrische Spule handelt, kann die
Induktivitidt nicht mit eindimensionalen Ansétzen berechnet werden. Um diese zu bestimmen,
wird das magnetoquasistatische Biot-Savart’sche Gesetz aus Gl. (2.1.56) in eine numerische
Form gebracht, womit schliefilich der magnetische Fluss nach Gl. (2.1.55) berechnet werden
kann, welcher wiederum, dividiert durch den erregende Strom, die Selbst-Induktivitat der Spule
ergibt (vgl. Kap. 2.1.3). Ein numerisches Modell zur Berechnung der Induktivitét fiir beliebig
geformte Spulen wurde im Laufe der Projektarbeit in Ref. 108 verdffentlicht.

Um die numerische Form von GI. (2.1.56) zu erhalten, diskretisiert man als erstes den Vektor
des infinitesimalen Strompfadelements ds geméfl Abb. 3.7.3 zu Ax) = x| — X}, = ds. Damit
ergibt sich flir die magnetische Induktion im Punkt x

~ piole =~ AX) x (x — %)
B(x)="*> |Zx—x<|3 . (3.7.25)
3

Diese Berechnung kann nun iterativ fiir alle Punkte x; in € durchgefiihrt werden, um die raum-
liche Verteilung zu erhalten. Die entsprechende Funktion ist als Flussdiagramm in Abb. 3.7.4
gezeigt. Dabei beschreibt der Vektor x’ die Spulenform. Iteratives Ausfiihren der Funktion
ist duflerst langwierig, vor allem wenn das Simulationsgebiet sehr fein unterteilt ist. Von da-
her bietet sich die von MATLAB gewihrleistete Funktionalitit der parallelen Verarbeitung®
mittels der Distributed Computing Toolbox an, die auch in dieser Arbeit genutzt wurde. Die-
se Funktionalitéit ermoglicht es, dieselbe Funktion mittels MPI'
Kernen (oder gar Computern) auszufithren. Die Anzahl der benutzten Kerne ist dabei invers
proportional zur Rechendauer. Das lokale parallele Verarbeiten ist auf 512 Kerne begrenzt,
da ansonsten die interne Kommunikation der nebenldufig arbeitenden Kerne die Performance
wieder verschlechtern kénnte. Dieses Phanomen wird u. a. in Ref. 37 detailliert dargestellt.
Am Beispiel einer kurzen, zylindrischen Spulengeometrie mit N. = 1 Windung sei im Fol-
genden die Berechnung des magnetischen Flusses ¥ gezeigt. Eine solche Spule kann nicht mit
analytischen Mitteln berechnet werden, da die magnetische Induktion nicht als homogen ange-
nommen werden kann. Selbst empirische Formeln, wie sie z. B. in Refs. 116 und 117 gegeben
sind, lassen sich nicht auf diese Geometrien anwenden, da die Spulensteigungen aufgrund der
niedrigen Windungszahl zu grof§ sind. Hier wird als Exempel eine extrem kurze Spule ver-
wendet, um die gekrimmte Wendelfliche besser darzustellen. Um diese zylindrische Spule zu

semi-parallel auf mehreren

Yengl.: parallel computing
10\Message Passing Interface
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Diskretisierung der Spule}

l

N

fir alle x; |«———

N :E

nein

ja

{E (x) = l%? > ai}

Abbildung 3.7.4: Flussdiagramm der Implementierung des Biot-Savart’schen Gesetzes. €' bezeichnet
den Vektor des Strompfades.

beschreiben, bedient man sich erneut der Parametrisierung fiir Zylinderkoordinaten, d. h.,

/

x re cos (Neyp)
xX'= [y | =]resin(Ney) |- (3.7.26)
2 2
Das generierte Simulationsgebiet ist in Abb. 3.7.5 mit 100 diskreten Punkten fiir die Spule
sowie 10 radialen Abstufungen dargestellt.

Bevor Gl. (2.1.55) diskretisiert werden kann, miissen die Normalenvektoren (oder Flachen-
normalen) jeder einzelnen Gitter-Zelle herausgefunden werden. Da die aufgespannte Wendel-
fliche der Zylinderspule im dreidimensionalen Raum geméf

re cos (New)
X' (p,¢) = | resin (New) |, (3.7.27)
he

mit ¢ € [0,27] und der Ganghohe h = 1/27tN,, parametrisiert ist, kann man die Fléchennor-
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z (cm)

' )
oo

Abbildung 3.7.5: Simulationsgebiet zur Induktivititsberechnung mit Normalenvektoren. Zur besseren
Veranschaulichung der Problematik unebener Fldchenelemente ist eine Spule mit
einer Windung entlang ihrer gesamten Ldinge gezeigt.

malen abhéngig von den Parametern p und ¢ zu

! !
A— ox' (p, ) " ox' (p, )

ap Op
cos (Neyp) —Neresin (Ney)
= [ sin (New) | x | Ncrecos (Neyp)
0 h
hsin (Ncy)
= | —hcos (Ncp) (3.7.28)
Nere

berechnen [9] (wichtig: die Normalenvektoren sind hier nicht normiert, da der Betrag den
Fliacheninhalt der Zelle widerspiegelt und dieser zwingend fiir das Skalarprodukt in Gl. (2.1.55)
benoétigt wird). Die Flachennormalen sind in Abb. 3.7.5 dargestellt.

Um die diskrete Form von Gl. (2.1.55) aufzustellen, kann man jeweils iiber die parametri-
sierten Groflen summieren und erhélt somit aus dem Flachenintegral

U~ S Bj k] AA[) K
7 k
~ >N B, [j.k| AA, [, k] + By [, k] AA, [j. k] + B. [j, k] AA. [j, K], (3.7.29)
i k

wobei j den radialen Index und k den Index der Spulendiskretisierung bezeichnet. Die Induk-
tivitdt berechnet sich dann nach Gl. (2.1.54) zu L, = ‘\I/‘ / \IC), wobei der Strom I derjenige
ist, der fiir die Berechnung der magnetischen Induktion aus Gl. (3.7.25) benutzt wird.
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Der Ohm’sche Widerstand Rpc der Spule kann mit eindimensionalen Zusammenhéngen be-
schrieben werden. Der Index DC bedeutet, dass es sich um den dquivalenten Gleichstrom- oder
DC!'"'-Widerstand handelt, der aufgrund des Skin-Effekts fiir eine diskrete Frequenz vorliegt.
Die Skin-Eindringtiefe berechnet sich nach Gl. (2.1.46), wobei bei RIT die Spulen meist aus
Kupfer, mit einer Leitfahigkeit von rcy = 59.6 x 106 Sm™!, bestehen. Die Skin-Eindringtiefe
kann nun genutzt werden, um eine effektive Fliche A ¢ fiir den Wechselstrom im Leiter zu
berechnen. Der dquivalente DC-Widerstand berechnet sich zu

Rpc = . (3.7.30)

Die Linge der Spule kann iiber eine Summierung iiber die diskreten Spulenelemente Ax’ aus
Abb. 3.7.3 geméf

le ) Ax;, (3.7.31)
k
gewonnen werden. Letztendlich ergibt sich die Impedanz der Spule zu Z. = Rpc + iwLc.

3.8 Performance- und Effizienzmodell

Das Performancemodell basiert vollstdndig auf den in Kap. 2.3.3 gezeigten Zusammenhéngen
und greift deshalb auf keine bestimmten numerischen Methoden zu. Es werden lediglich Glei-
chungen ausgewertet, deren Terme und Faktoren in den vorhergehenden Modellen bereitgestellt
wurden. Dieses Modell wird nach vollstdndiger Konvergenz der drei Erhaltungsgleichungen auf-
gerufen; alle Gleichungen sind demnach geschlossen 16sbar.

Zunichst wird die Austrittsgeschwindigkeit der Ionen v; nach Gl. (2.3.12) bestimmt, welche
daraufhin, unter Beriicksichtigung des austretenden Ionen- und Neutralteilchenflusses, v und
", nach Gl (3.5.10) und Gl. (3.5.14), zur Berechnung des Schubes F' nach Gl. (2.3.11),

F = my (7i0i + Un) ,

mit m; & my,, genutzt wird. Mit dem Schub kann weiterhin die effektive Austrittsgeschwindig-
keit vegr nach Gl. (2.3.13) berechnet werden, woraus man schlieflich den gewichtsspezifischen
Impuls nach Gl. (2.3.7),

Veff
Iy = -2

390

bestimmen kann. Der gewichtsspezifische Impuls bietet eine Ubersicht auf die Gesamtper-
formance des Triebwerks (fiir den jeweils eingestellten Arbeitspunkt) und ist demnach eine
erheblich wichtige Grofle, wenn man Effizienz anstrebt. Entkoppelt davon werden zusétzlich
Massenwirkungsgrad und elektrischer Wirkungsgrad nach Gl. (2.3.17) und Gl. (2.3.21) zu

=
" Y + 7n
Ib‘/scr
Tlel

B Ib‘/scr + Pabs

Hengl.: direct current
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berechnet. Der Massenwirkunsgrad ist vor allem vom Volumenstrom des Stiitzgases abhéngig,
was in Kap. 5.2 genauer gezeigt wird. Im Gegensatz dazu gibt der elektrische Wirkungs-
grad Aufschluss tiber den Anteil der Leistung, welcher zur Erhaltung des Plasmas benotigt
wird. Dieser Zusammenhang wird zusétzlich quantitativ durch den Entladungsverlust £ aus
Gl. (2.3.22),

berechnet. Als letztes liefert das Performancemodell die Perveanz
Iy

k=—

)

welche letztlich eine Funktion der Gittergeometrie ist. Explizite Perveanzuntersuchungen wer-
den in dieser Arbeit keine gezeigt, das Modell bietet jedoch grundséitzlich die Moglichkeit
dazu.
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Kapitel 4
Modellverifikation

In diesem Kapitel werden analytische und experimentelle Verifizierun-
gen des numerischen Modells gezeigt und erldutert. Dabei stehen vor
allem das dreidimensionale elektromagnetische Modell, welches die in-
duzierten Felder evaluiert sowie das ebenso dreidimensionale magneto-
quasistatische Modell zur Berechnung der Spuleninduktivitit im Vor-
dergrund. Weiterhin wird das quasi-homogene Plasmamodell anhand
etner Entladungsgeometrie verifiziert, die analytisch berechenbar ist.
Zum Schluss wird das gesamte selbstkonsistente Triebwerksmodell an-
hand gemessener Perfomance-Mappings eines RIM-4 experimentell ve-
rifiziert.

4.1 Verifikation der elektromagnetischen Modelle

In dieser Arbeit werden zwei unabhingig voneinander wirkende elektromagnetische Modelle
genutzt. Um die induzierten gekoppelten elektromagnetischen Felder zu berechnen, wird ei-
ne voll-numerische Form der magnetischen Diffusionsgleichung geméafi Gl. (3.3.4) in dem in
diskrete Bereiche eingeteilten dreidimensionalen Simulationsgebiet gelost. Die Impedanz der
Triebwerksspule, bzw. deren Induktivitéit, wird im Gegensatz dazu basierend auf dem analyti-
schen Gesetz von Biot-Savart evaluiert, mit dessen Hilfe die magnetische Durchflutung durch
die von der Spule aufgespannten unebenen Fliachenelemente berechnet wird (vgl. Kap. 3.7.1).
Da dieser Vorgang automatisiert fiir alle Punkte im Simulationsgebiet durchgefiihrt wird, wird
das Losungsschema als semi-analytisch bezeichnet. Um den voll-numerischen Solver effizient
einzustellen, wird die experimentell verifizierte semi-analytische Losung des induzierten elektri-
schen Feldes, welche dhnlich jener des Biot-Savart’schen Gesetzes implementiert ist, als Basis
verwendet.

4.1.1 Verifikation des magnetoquasistatischen Modells

Um den semi-analytischen magnetoquasistatischen Solver zu verifizieren, wird als erstes eine
analytisch geschlossen losbare Geometrie damit berechnet. Konkret handelt es sich dabei um
eine kreisférmige Leiterschleife, durch die ein Wechselstrom I flieBt, welcher als quasi-stationdr
angenommen werden kann (vgl. Kap. 2.1.3). Die Leiterschleife und ihre Lage relativ zum
Koordinatensystem sind in Abb. 4.1.1 dargestellt.

Die magnetische Induktion soll entlang der z-Achse der in der xy-Ebene liegenden Leiter-
schleife aus Abb. 4.1.1 ermittelt werden. Dazu substituiert man zunéchst die vektoriellen Gro-

81



Kapitel 4 Modellverifikation

Abbildung 4.1.1: Kreisformige Leiterschleife mit fiir die analytische Berechnung mittels Biot-Sa-
vart’schen Gesetzes wichtigen vektoriellen Zusammenhdngen.

Ben aus Gl. (2.1.56) und erhélt
47t r3’

B(2) = &7/0 ds x — (4.1.1)

wobei r = x —x’ und r = |r|. Betrachtet man den Betrag der magnetischen Induktion dB, der
im Punkt P durch einen Abschnitt der Stromschleife I ds verursacht wird, ergibt sich

- I
dB = %ds x = (4.1.2)
T
~ I
— dB = |Ho2 % (4.1.3)
~ Id
= dB = %r—j (4.1.4)

Da die Vektoren ds und e, senkrecht zueinander stehen, ergibt sich, dass aus dem Kreuzprodukt
in Gl. (4.1.3) eine skalare Multiplikation wird. Setzt man |[x'| = R sowie |x| = z, ergibt sich
7?2 = R% + 22, Setzt man dies in Gl. (4.1.4) ein, erhilt man

= IU,QI ds
dB(z) = MR 2 (4.1.5)

Aus der Abbildung lasst sich weiterhin entnehmen, dass dB aus einer azimutalen sowie
einer axialen Komponente besteht. Die azimutale Komponente setzt sich, je nach Lage des
Leiterstiickes I ds, aus dB, und déy zusammen, wobei die axiale Komponente stets durch dB,
gegeben ist. Entlang der z-Achse gilt fiir diese Geometrie, dass sich die Einfliisse der radialen
Komponenten stets aufgrund der Rotationssymmetrie auftheben. Fiir die axiale Komponente
kann man weiterhin aufgrund der in Abb. 4.1.1 dargestellten Winkelbeziehungen

dB, = dBsin ¢ (4.1.6)

schreiben. Setzt man nun den errechneten Betrag aus Gl. (4.1.4) sowie die trigonometrische
Winkelbeziehung des Sinus ein und substituiert r = v/ R% 4 22, ergibt sich

4B _M_of ds R
T 4m R2+Z2\/R2—|—zz.

(4.1.7)
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Abbildung 4.1.2: Magnetische Induktion einer kreisformigen Leiterschleife entlang der Mittelpunkt-
achse. Die analytische Referenz gemafs Gl. (4.1.9) und die semi-analytisch model-
lierten Funktionswerte sind deckungsgleich.

Eine Integration von Gl. (4.1.7) iiber die Leiterschleife C” liefert die magnetische Induktion
entlang der z-Achse geméafl

- I
B.(2) = &Lﬁﬁ ds (4.1.8)
47t (RZ +22)§ ’
- I 2
LB (n=tol R (4.1.9)

2 (R4 .2)2

Das Ergebnis von Gl. (4.1.9) ist fiir einen Radius von R = 25mm und einen Stromphasor
von I = 1A in Abb. 4.1.2 zusammen mit dem semi-analytisch simulierten Verlauf gezeigt.
Die Verlaufe decken sich perfekt, wodurch sich das magnetoquasistatische Modell prinzipiell
verifizieren lésst. Fiir die Berechnungen wurden sowohl 1000 Werte entlang der z-Achse als
auch fiir die Diskretisierung des Strompfades definiert.

Experimentelle Verifikation

Fine einfache Geometrie, wie die einer kreisférmigen Leiterschleife, ldsst sich analytisch be-
rechnen, wie im letzten Abschnitt dargestellt. Um den magnetoquasistatischen Solver fiir RIT-
Geometrien zu verifizieren, wurde eine Vergleichsmessung durchgefiihrt. Die simulierte und
vermessene Spule ist in Abb. 4.1.3 (a) dargestellt. Es handelt sich dabei um eine RIT-4 Trieb-
werksspule mit 25 mm Radius, 3 mm Drahtdurchmesser und 8 Windungen auf 40 mm axialer
Lénge. Die Verifizierung des Solvers wird anhand der Spuleninduktivitdt vorgenommen. Zur
messtechnischen Bestimmung der Induktivitit wird das RLC-Meter “ST2822C” von Source-
tronic genutzt. Das in Abb. 4.1.3 (a) dargestellte Entladungsgefa besteht aus Aluminiumoxid,
welches nach Ref. 1 diamagnetische Eigenschaften aufweist. Demnach kann man fiir die Simula-
tion p, = 1 ansetzen. Um die Induktivitat als Funktion der Windungszahl darzustellen, wurde
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Abbildung 4.1.3: RIT-4 Entladungsgefifl mit Spule (a). Simulierte, gemessene und empirisch berech-
nete Verldufe der RIT-4 Spule abhingig von der Windungszahl (b).

eine der Messgeridtklemmen an verschiedenen Stellen der Spule angeschlossen, wodurch sich
die axiale Gesamtlénge fiir die Simulation ebenso wie die Windungszahl &ndert. Dies wurde
entsprechend in der Simulation beriicksichtigt. Die simulierten und gemessenen Werte sind in
Abb. 4.1.3 (b) dargestellt. Man erkennt, dass die simulierten Werte in guter Ubereinstimmung
mit den gemessenen stehen. Da das Messprinzip auf einer Wechselstrom-Messbriicke basiert,
speist das Messgerat einen Wechselstrom mit einer eingestellten Frequenz im Bereich Hz—kHz
ein. Die Messergebnisse sind als valide anzunehmen, da die vermessene Spule kein magnetisches
Medium umschloss. Somit ist die Selbstinduktivitdt keine Funktion der Frequenz.

Zusatzlich sind berechnete Induktivitdtswerte gemafl zweier empirischer Gleichungen nach
H. Wheeler dargestellt, wobei sich die Induktivitdt nach Ref. 116 zu

N 10719 N 272

~ 4.1.10
9r. + 101, ( )
sowie nach Ref. 117 zu
1
L ~ uoN2r. | In (1 v 77) v . (4.1.11)
c 2.3+ 1.6L +0-44(7l~—2)

berechnet. Obwohl diese Gleichungen prinzipiell auf kurze Spulengeometrien anwendbar sind,
liefern sie hier aufgrund der groflen Spulensteigung keine exakten Werte, weshalb eine nume-
rische Losung unumgénglich ist. Das zylindrische Simulationsgebiet wurde in 1000 Winkel-
schritte im Bereich 0 — 27, 1000 dquidistante Teile in z-Richtung sowie 13 radiale Abstufungen
unterteilt. Die simulierten Werte sind stabil; eine weitere Erhéhung der Diskretisierungstiefe
kostet mehr Zeit, &ndert aber nichts mehr substantiell am Ergebnis. Ausfiihrliche Konvergenz-
studien zum magnetoquasistatischen Solver sind in Ref. 108 dargestellt.

4.1.2 Experimentelle Verifikation des berechneten elektrischen Feldes

Das elektrische Feld wird fiir einen vorgegebenen Spulenstrom I:C, wie in Ref. 112 und Kap. 2.1.3
ausfiihrlich dargestellt, aus der dreidimensionalen semi-analytischen Losung des Vektorpotenzi-
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Abbildung 4.1.4: Implementierung der semi-analytischen Lésung des elektrischen Feldes.

als geméfB Gl. (2.1.48) nach Gl. (2.1.57) berechnet. Die Implementierung der semi-analytischen
Losung fiir das elektrische Feld,

=~ . Hole Ax;
E = — L 4.1.12
(x,w) W= Z X — x|’ ( )

unterscheidet sich kaum von der des Biot-Savart’schen Gesetzes geméafl Abb. 3.7.4. Das Fluss-
diagramm in Abb. 4.1.4 zeigt die Implementierung der Losung. Der Hauptunterschied zur
Losung des Biot-Savart’schen Gesetzes, bei der der euklidische Abstand zwischen x’ und x fir
jeden Punkt einzeln in der Funktion berechnet wird, liegt darin, dass die euklidischen Abstéin-
de zwischen jedem Punkt im Raum xj; und jedem Punkt auf der Spule x;- bei der Losung des
Vektorpotenzials bzw. des elektrischen Feldes vor Aufruf der eigentlichen Berechnungsfunktion
in einer Matrix

IRkl = \/(m; - mk)z + (y§ — yk)Q + (z§ - zk)z (4.1.13)

gespeichert werden. Dadurch kann, wie in Abb. 4.1.4 dargestellt, pro Iteration eine komplette
Matrixzeile berechnet werden, was erheblich Rechenzeit einspart.

Den Gewinn an Geschwindigkeit erkauft man sich in diesem Fall durch den deutlich héheren
Ressourcenverbrauch. Da die euklidischen Absténde alle in einer Matrix gespeichert werden,
kann diese bei vielen Simulationspunkten sehr groff werden. Aus diesem Grund wird das semi-
analytische Modell zur Berechnung des induzierten elektrischen Feldes nur zur Einstellung des
voll-numerischen FDM-Solvers genutzt, wie in Kap. 4.1.3 erldutert wird. Zunéchst wird jedoch
das simulierte elektrische Feld im Innenbereich des Entladungsgeféfies ohne Plasma anhand
von Messungen verifiziert.

Zur Verifikation des induzierten elektrischen Feldes wurde eine Feldsonde entworfen, die
das anndhernd kreisférmig induzierte elektrische Feld entlang einer Leiterschleife integriert.
Die Sonde ist in Abb. 4.1.5 (a) dargestellt. Die vermesse Spule ist wieder jene des RIT-4 aus
Abb. 4.1.3 (a). Ein Einfluss der dielektrischen Wand auf das induzierte elektrische Feld kann
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Abbildung 4.1.5: Messsonde fir induziertes elektrisches Feld (a), Verifikation des semi-analytischen
Solvers fir das elektrische Feld durch Messung (b). Die angegebenen Feldstdrken
entsprechen jeweils den simulierten und gemessenen Amplituden.

nach Ref. 41 ausgeschlossen werden, da die Rand- und Stetigkeitsbedingung
nx (BEy - B) =0, (4.1.14)

wobei der Index “w” das Feld in der dielektrischen Wand und der Index “i” jenes im Inneren
des Entladungsgefidfies und n den Normalenvektor der Wand beschreibt, stets erfiillt ist, da bei
Solenoiden, die auch als quellenfreie Spulen bezeichnet werden, keine radialen und somit normal
zur Wand gerichteten elektrischen Feldkomponenten entstehen. Damit gilt fiir die Messung
Ey =E 7£ f (E)

Der Radius der an der Sonde angebrachten Leiterschleife betrdgt 14 mm und das elektri-
sche Feld wurde an vier verschiedenen Stellen innerhalb des Entladungsgeféifies gemessen. Das
angelegte Spannungssignal hatte eine Frequenz von 2 MHz und eine Amplitude von 5.69V,
was bei der Spulenimpedanz von Z. = (0.036 +i28.78) Q eine Stromamplitude von etwa
200mA bedingt. Die Messung wurde per Hand einige Male durchgefiihrt; die Fehlerbalken in
Abb. 4.1.5 (b) stellen die Standardabweichungen der gemessenen Mittelwerte dar. Wie man
der Abbildung weiterhin entnehmen kann, passt der simulierte Verlauf gut zum gemessenen.
Die asymmetrische Form der induzierten Feldwerte ist durch die relativ grofle Spulensteigung
bedingt, wodurch das elektrische Feld, wie bereits erwédhnt, nur anndhernd kreisférmig indu-
ziert wird. Das induzierte Feld folgt einem Vektor, der durch die Form der Spule gegeben ist.
Dies fiihrt weiterhin dazu, dass die Feldwerte im radialen Mittelpunkt nicht auf null abklin-
gen, wodurch rotationssymmetrische Ansétze nicht anwendbar sind. Dies wird in Kap. 5 néher
erldutert.

4.1.3 Einstellung des FDM-basierten Solvers

Da im Modell die elektromagnetisch gekoppelten Felder durch die numerische Repréasentation
der magnetischen Diffusionsgleichung aus Gl. (3.3.4) berechnet werden, wird der numerische
Solver zunéchst optimal eingestellt. Diese optimale Einstellung ist nicht zwingend notig — sie
dient jedoch zur Steigerung der Effizienz des Solvers. Generell kénnte man das Simulationsvo-
lumen sehr grof} und die Schrittweite gleichzeitig sehr klein machen, wodurch die Approxima-
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Abbildung 4.1.6: RIM-4 Entladungsgefiff und Spule (a), auf experimentell verifizierte semi-analy-
tisch berechnete Referenz (mit k = 0) eingestellte FDM-Lésung (b). Die Simula-
tionen wurden jeweils entlang des axialen und radialen Schnittes durch das Entla-
dungsgefifS durchgefiihrt. Die schraffierten Bereiche stellen jeweils den axialen bzw.
radialen Innenbereich des Entladungsgefifies dar. Dort decken sich die Verldufe gut.

1x10°

tion an die physikalischen Verldufe immer besser wird. Allerdings steigt die Simulationsdauer,
was in Kap. 3.3 bereits angesprochen wurde, zur dritten Potenz der Diskretisierungstiefe.
Deshalb bietet es sich an, die Diskretisierungstiefe sowie die Groéfle des Simulationsvolumens
anhand der semi-analytischen Losung, welche experimentell verifiziert ist, festzulegen. Da das
elektromagnetische Modell iterativ aufgerufen wird (vgl. Abb. 3.1.1), wirde aus einer Ge-
samtsimulationsdauer von etwa einer Stunde ohne effiziente Einstellung leicht ein Tag werden.
Im Folgenden ist der Einstellungsprozess anhand der RIM-4 Geometrie dargestellt, da dieses
Triebwerk letztendlich detailliert in Kap. 5 untersucht wird. Abbildung 4.1.6 (a) zeigt das
RIM-4 Entladungsgefafl mit Spule. Es unterscheidet sich marginal zur vorher vorgestellten
RIT-4 Geometrie.

Die entlang eines axialen und radialen Schnittes durch das Entladungsgefafl berechneten
Verlaufe des optimal eingestellten FDM-Solvers decken sich im Innenbereich des Entladungs-
gefiafles gut mit der experimentell verifizierten analytischen Referenz fiir eine Leitfahigkeit von
k = 0. Im Auflenbereich klingt die FDM-Loésung schneller ab, da die Randbedingungen mit
A (xp) = 0 dies vorgeben (s. Kap. 2.1.4 und Kap. 3.3). Da zur selbstkonsistenten Behandlung
des Modells die Felder im Plasmabereich wichtig sind, ist der Effekt des schnelleren Abklin-
gens an den Simulationsgrenzen vernachlissigbar auf die Qualitdt der Berechnungen. Fiir die
RIM-4 Geometrie ergibt die Einstellung auf die semi-analytische Losung eine Diskretisierungs-
tiefe von m = 116 diskreten Punkten pro Raumrichtung in einem Simulationswiirfel mit 30 cm
Kantenldnge. Das Losen der Systemmatrizen belduft sich damit auf etwa 16s bei rund 8 GiB
Arbeitsspeicherbelegung. Im Gegensatz dazu dauert die semi-analytische Berechnung dieses
Problems etwa 4 min bei extrem grofier Arbeitsspeicherbelegung (etwa 180 GiB).

Aus den Verldufen kann weiterhin der Charakter der kurzen Spule herausgelesen werden.
Wie bereits erwahnt, klingen die Felder zum radialen Mittelpunkt hin nicht zu null ab, was
eine perfekte rotationssymmetrische Anordnung allerdings diktieren wiirde. Man sieht, dass
ein erheblicher Anteil des elektrischen Feldes (oder des Vektorpotenzials) in axialer Richtung
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Tabelle 4.1: Geometrische Daten des 1D-Plasmagenerators aus Ref. 15.

NC Te dw l dv

(mm) (mm) (mm) (mm)

) 80 6 300 130

wirkt, was durch die Steigung der Spule bedingt ist.

Die experimentelle Verifikation der Ergebnisse des semi-analytischen Solvers fiir das Vek-
torpotenzial bzw. das elektrische Feld aus Kap. 4.1.2 setzte die Abwesenheit eines leitfahigen
Mediums voraus. Dies ist zum einen dadurch bedingt, dass die Messungen im Plasma hét-
ten durchgefithrt werden miissen und zum anderen, dass der semi-analytische Solver auf der
vektoriellen Poisson-Gleichung beruht, die nur im Vakuum gilt. Der Einfluss des Plasmas auf
die Felder wird durch die Losung der FDM-basierten Diffusionsgleichung berticksichtigt. Dass
sich die Felder auch im Plasma korrekt verhalten, wird anhand einer Verifikation iiber die
absorbierte Leistung im folgenden Abschnitt gezeigt.

4.2 Analytische Verifikation des Plasmamodells

Das Plasmamodell aus Kap. 3.2 kann iiber die absorbierte Leistung verifiziert werden, da
es letztendlich die globale Leitfdhigkeit des Plasmas kp, nach Gl. (2.2.60) bestimmt. Dies ist
zur Verifikation fiir einen Plasmagenerator aus Ref. 15, bestehend aus Entladungsgefil und
Spule, durchgefithrt worden. Die geometrischen Daten des Plasmagenerators sind in Tab. 4.1
dargestellt, wobei N, die Anzahl der Spulenwindungen, r. den Radius der Spule, dy, den
Durchmesser des Spulendrahtes, [ die axiale Lange der Spule und des Entladungsgefdfies und
dy den Innendurchmesser des Entladungsgefifies bezeichnen.

Aufgrund der langen Form der Spule, konnen die eingekoppelten Felder nach Ref. 15 néhe-
rungsweise eindimensional betrachtet werden. Die durch die Felder absorbierte Leistung dient
der Ausgabe des hier vorgestellten Modells als Referenz. Obwohl die Felder hier dreidimensio-
nal berechnet werden, wird die absorbierte Leistungsdichte nach Gl. (3.4.5) integriert, um die
Leistung zu erhalten. Diese Leistung wird mit jener in Ref. 15 berechneten verglichen. Zuvor
soll jedoch der Einfluss des Skin-Effekts auf das induzierte elektrische Feld dargestellt werden.
Dieser ist nach Gl. (2.1.46) eine Funktion der Leitfahigkeit, welche wiederum nach Gl. (2.2.60)
eine Funktion der Elektronendichte (durch wy) darstellt.

Abbildungen 4.2.1 (a)—(d) stellen den Einfluss wachsender Elektronendichte auf die Ein-
kopplung elektrischer Felder in das Plasma dar. Dazu wurde die Elektronendichte nicht als
selbstkonsistente Grofle angesehen, sondern fest definiert, wie in Ref. 109 erldutert. Weiterhin
wurde der Programmablauf fiir diese Simulation vor dem Energieerhaltungsmodell abgebro-
chen, um die selbstkonsistente Berechnung von n, nicht stattfinden zu lassen. Wie in Ref. 15,
wurde auch hier der Druck so angepasst, dass stets ein Verhéltnis von vy, o /w = 1 eingehalten
wird, wodurch sich die Entladung im kollisionsbehafteten Regime befindet.

In den Abbildungen erkennt man, dass die Eindringtiefe fir elektromagnetische Felder bei
einer niedrigen Elektronendichte von 10 m~3 (Teilbild (a)) kaum gestort ist. Sie unterschei-
det sich in diesem Falle nicht von jener im Vakuum, was in Ref. 15 dargestellt ist. Erhoht sich
die Elektronendichte auf 101" m~3 (Teilbild (b)), erkennt man ein rascheres radiales Abklin-
gen des Feldes. In diesem Bereich kompensieren sich die Einfliisse des Skin-Effekts und der
Leitfdhigkeit nahezu, wodurch die Einkopplung dort maximal ist. Darauf wird im Folgenden
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Abbildung 4.2.1: Finfluss der Elektronendichte auf die Findringtiefe elektromagnetischer Felder am
Beispiel des Plasmagenerators aus Ref. 15. Bei sehr hohen Elektronendichten ist
eine Kopplung in das Plasma kaum mehr maéglich. Die Teilbilder zeigen FElektronen-

dichten von (a) 1016 m=3, (b) 107" m=2, (c) 8 x 101" m=% und (d) 108 m=?3.

genauer eingegangen. Der Skin-Effekt tiberwiegt bereits bei einer Elektronen- bzw. Plasma-
dichte von 3 x 101" m~3, was in Teilbild (c) ersichtlich ist. Wichst die Elektronendichte weiter
auf 1018 m=3 (Teilbild (c)), ist die Eindringtiefe zu klein, um effizient Leistung einkoppeln
zu konnen. In allen Teilbildern wird jeweils der gleiche Anteil elektromagnetischer Leistung
in der dielektrischen Gefifiwand deponiert, welche das Plasma von der Spule trennt. Da die
Gefélwand beim Gieflener RIM-4 sehr diinn im Vergleich zu jener aus Abb. 4.2.1 ist, werden
Leistungsverluste dort im weiteren Verlauf nicht berticksichtigt.

Im vorherigen Absatz wurde angedeutet, dass die Energieeinkopplung bei einer Elektronen-
dichte von etwa 10'7 m~3, bedingt durch die gegenseitige Kompensation von Leitfihigkeit und
Skin-Effekt, ein Maximum erreicht. Ist die Elektronendichte kleiner als dieser Schwellwert, hat
der Skin-Effekt nahezu keinen Einfluss und die eingekoppelte Leistung ist geméfl Paps o< ne
proportional zur Elektronendichte. Durch eine Erhéhung der Elektronendichte wird die Leit-
fahigkeit zwar immer grofer, doch ldsst sich ab dem Schwellwert die Leistung nicht mehr gut
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Abbildung 4.2.2: Verifikation des Plasmamodells anhand der von Elektronen- bzw. Plasmadichte
abhdngigen eingekoppelten Leistung aus Ref. 15. In Bereichen niedriger Plasma-
dichten tiberwiegt der Finfluss der Leitfdhigkeit, die die absorbierte Leistung als
Funktion der FElektronendichte steigen ldasst. Nach dem Kompensationspunkt steigt
die Leitfihigkeit zwar weiterhin an; dadurch bedingt sinkt allerdings die Skin-
Eindringtiefe, was in Summe zu einer schlechteren Einkopplung fihrt.

einkoppeln aufgrund der stets kleiner werdenden Eindringtiefe fir elektromagnetische Felder
nach Gl. (2.1.46). Nach dem Schwellwert verhilt sich die Leistung geméf Pps X ne 1/2 pro-
portional zur inversen Wurzel der Elektronendichte, da sich die Wurzel der Leitfdhigkeit selbst
invers auf die Skin-Eindringtiefe auswirkt. Eine Referenzkurve aus Ref. 15 stellt dies quantita-
tiv in Abb. 4.2.2 dar. Die Simulationsergebnisse des hier vorgestellten Modells sind ebenso in
der Abbildung ersichtlich. Bis auf Bereiche extrem hoher Plasmadichten, wo das entwickelte
Modell an seine Giiltigkeitsgrenzen st68t (mehr dazu findet sich in Kap. 6) ist die Ubereinstim-
mung mit der analytischen Referenz gut, wodurch sich das angewandte Verfahren verifizieren
lasst. Da solche extrem hohen Plasmadichten fiir typische Arbeitspunkte bei RIT, besonders
beim Gielener RIM-4, nicht erreichbar sind, ist die Abweichung an dieser Stelle akzeptabel. Um
Plasmadichten in diesem Bereich zu erhalten, misste sehr viel elektrische Leistung aufgebracht
werden, was die Effizienz des Triebwerkes extrem klein werden liefle, sofern ein stabiler Betrieb
iiberhaupt gewéhrleistet werden konnte. Detaillierte Studien zum Thema der Effizienzen sind
in Kap. 5 dargestellt.

4.3 Experimentelle Verifikation des Gesamtmodells

In den vorherigen Abschnitten wurden einzelne Modellteile unabhéngig voneinander verifiziert.
Im aktuellen Abschnitt soll das Modell in seiner Gesamtheit verifiziert werden. Dies wird
anhand von RIT-typischen Performance-Mappings durchgefiihrt. Diese Performance-Mappings
evaluieren die Leistung, die abhingig vom Volumenstrom benétigt wird, um einen konstanten
Schub, bzw. extrahierten Ionenstrom bei fixen Extraktionsspannungen, aufrecht zu erhalten.
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Abbildung 4.3.1: Proportional-Integral-Regelkreis des extrahierten Ionenstromes. Durch diese Regel-
struktur lasst sich der Spulenstrom der aktuellen Iterationsstufe I.; = f(Iy;) als
Funktion des extrahierten Ionenstromes der aktuellen Iterationsstufe beschreiben.
Iy son beschreibt dabei die Fihrungsgriofie.

Tabelle 4.2: Geometrische Daten des RIM-/ Triebwerks.
N, T dy l dy ds da ts lg

(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) €  (mm)

6 22.70 3.00 41.00 4290 190 1.20 0.50 151 0.75

Solche Performance-Mappings wurden fiir das RIM-4 an der JLU aufgenommen.

Um die bendtigte Leistung fiir verschiedene Volumenstrome bei konstanten Extraktions-
stromen zu erhalten, muss das Modell selbst iterativ aufgerufen werden, da der extrahier-
te Ionenstrom eine Ausgangsgrofie beschreibt. Die Iteration wird geméfi Abb. 4.3.1 mittels
Proportional-Integral-Regler (PI-Regler) realisiert. Dazu wird die Regelgrofie bzw. der extra-
hierte Ionenstrom Iy,, der selbst eine Funktion des Spulenstromes I, ist, wieder an den Eingang
der Regelschleife zuriickgefithrt und mit der Fiihrungsgréfle, dem Soll-Wert des extrahierten
Ionenstroms Iy, 5011, verglichen. Die Stellgroe in der i-ten Iteration, d. h. der Spulenstrom I:CJ,
wird durch Multiplikation der Differenz von Fithrungs- und Regelgréfie mit einem konstanten
Verstarkungsfaktor kpy und Addition mit einem initialen Strom fc,o gemaf

oo
Iei=1Ico+kpr Y (Insoll — Ibyi) (4.3.1)
i=1

gebildet. Das Verfahren konvergiert umso schneller, je genauer der Initialwert gewéhlt wird.

Durch den FEinsatz eines PI-Reglers ist es moglich, stationdre Genauigkeit der Regelgro-
Benabweichung zu erhalten [8]. Das bedeutet, dass das Verfahren garantiert, innerhalb eines
vorgegebenen Toleranzbandes, konvergiert. Der Verstarkungsfaktor betrégt hier 100 und wirkt
sich auf die Konvergenzgeschwindigkeit aus. Wird sein Wert zu klein angesetzt, dauert die
Konvergenz sehr lange. Ist der Wert zu grof, kann es zu Uberschwingern kommen, welche
auch wiederum die Konvergenzgeschwindigkeit herabsetzen. Das Toleranzband fiir zuléssige
Abweichungen wurde an die Messungen angepasst und betragt +1 %.

Abbildung 4.3.2 (a) zeigt simulierte Performance-Mappings des RIM-4 Triebwerks fiir vier
extrahierte Ionenstréome im Bereich 5 — 12.5 mA. Die geometrischen Daten des Triebwerks sind
in Tab. 4.2 dargestellt. Fiir die Simulationen werden die Verluste des RFGs und der Zuleitung
zur Triebwerksspule vernachléssigt, da das Modell die Triebwerksimpedanz entkoppelt vom
Generator berechnen soll.

Die Performance-Mappings werden fiir das Stiitzgas Xenon mit Abschirmgitterspannung von
Vaer = 1250V, Bremsgitterspannung von Vge. = 150V und Umgebungs- sowie Neutralgastem-
peratur von T, = 400 K evaluiert. Man kann nicht von Raumtemperatur ausgehen, da sich das
Triebwerk real im Vakuum befindet, wodurch Konvektion zum Warmeaustausch ausgeschlos-
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Abbildung 4.3.2: Simulierte Performance-Mappings eines RIM-4 Triebwerks unter Vernachldssigung
peripherer Verluste (a). Ist der Skalierungsparameter B korrekt bestimmt, decken
sich die Kurvenverldufe mit den experimentell ermittelten (b). Die konstant ange-
nommene Differenz zwischen modellierten und gemessenen Verldufe entspricht der
peripheren Verlustleistung (P;) und kann nun mittels Offset-Korrektur kompensiert
werden.

sen ist. Wie in Ref. 100 beschrieben, hat der Wert der Neutralgastemperatur allerdings keinen
groflen Einfluss auf das Gesamtergebnis, da in jedem Fall T, >> T, gewéhrleistet ist.

Die Verifikation der Performance-Mappings, und somit der Ausgabe des Gesamtmodells,
ist in Abb. 4.3.2 (b) dargestellt. Dazu wird der Skalierungsparameter 3 iterativ gedndert, bis
die Verlaufe der simulierten Daten jenen der experimentellen Daten entsprechen. Setzt man
weiterhin konstante RFG- und Zuleitungsverluste (F) innerhalb des Volumenstrombereichs
0.15 - 0.35 sccm voraus, kann man aus der Differenz der modellierten und gemessenen Werte die
Verlustleistung dieser peripheren Geréte ermitteln. Wie man der Abbildung entnehmen kann,
decken sich die Verldufe nach einer Offset-Korrektur vor allem fiir kleine Strahlstréme und
groflere Volumenstrome gut. Die wachsende Abweichung zu kleineren Volumen- und gréfieren
Strahlstromen hin ist durch Giiltigkeitsgrenzen des Modells bedingt und wird in Kap. 6 genauer
diskutiert. Mit dem Modell kann man also, zusétzlich zur Beschreibung des Arbeitspunktes
des Triebwerkes, eine Abschitzung tiber die Verluste im RFG und in der Zuleitung liefern.
Dies ist zwar kein fundamentaler Bestandteil dieser Arbeit gewesen, doch schafft es eine neue
Qualitét, die in weiterfithrenden Studien beachtet werden sollte.

Ein Punkt, der hier nicht unerwahnt bleiben darf, ist die Wahl des Skalierungsparameters
5. Im Gegensatz zur Darstellung in Ref. 100, in der davon ausgegangen wird, dass ( einzig
von der Extraktionsapertur der Gitter abhéngt, wurde wéahrend des Verifikationsprozesses der
Ausgaben des hier vorgestellten Modells ebenso eine starke Abhédngigkeit vom extrahierten
Tonenstrom festgestellt. Dies ist in Abb. 4.3.3 visuell dargestellt. Durch einen exponentiellen Fit
konnte eine empirische Formel entwickelt werden, die den Skalierungsparameter als Funktion
der Gittergeometrie und der Fiihrungsgréfie, dem Soll-Wert des extrahierten Ionenstroms,
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Abbildung 4.3.3: Skalierungsparameter und exponentieller Fit zur Herleitung des empirischen Zu-
sammenhangs aus Gl. (4.3.2).

abbildet. Der empirische Zusammenhang ergibt sich zu
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~ _ soll ) 4.3.2
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Wie der Abbildung zu entnehmen ist, wird sich der Skalierungsparameter bei héheren Ionen-
stromen sattigen. Rechnungen haben ergeben, dass sich die Kurve asymptotisch dem Wert 1
annihert. Physikalisch ist dies der Ubergang von modifiziertem zu klassischem Child-Langmuir
Modell. Extrahiert man also mehr Strom, wird die klassische Lésung immer wahrscheinli-
cher, was durch eine ansteigende Randschichtdicke und dadurch bedingt die frither eintretende
Raumladungsbegrenzung des Stroms erklarbar ist. Dies ldsst sich mit dem Modell hier nicht
weiter verfolgen, da man bei diesen hohen Stromen schnell den Giiltigkeitsbereich der Fluid-
Annahme der Plasmaentladung tliberschreitet, was detaillierter in Kap. 6 dargestellt wird.
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Kapitel 5

Simulationsergebnisse des Gieflener RIM-4
Triebwerks

Dieses Kapitel zeigt zundchst Simulationsergebnisse fiir das untersuch-
te RIM-4 Triebwerk. Dabei werden neben elektromagnetischer Feldver-
teilung auch die entladungsbeschreibenden Plasmaparameter und Impe-
danzen sowie die von den Eingabeparametern abhdngigen Performance-
daten evaluiert. Die Evaluation geschieht im Hinblick auf das Auffinden
optimaler Betriebsparameter. Weiterhin werden strukturelle Einflisse
sowohl der Spule als auch des Entladungsgefifies auf den Gesamtwir-
kungsgrad des Triebwerks aufgezeigt. Durch diese Virtual-Prototyping-
Funktionalitdt lisst sich das entwickelte Modell sehr gut als Optimie-
rungswerkzeug einsetzen.

5.1 Optimierte Betriebsparameter eines RIM-4 Triebwerks

Im letzten Teil des vorangegangenen Kapitels wurden simulierte Performance-Mappings des
RIM-4 Triebwerks gezeigt, welche anhand experimenteller Messwerte verifiziert werden konn-
ten. Darauf aufbauend sollen im ersten Teil des aktuellen Kapitels die zugehorigen physikali-
schen und technischen Daten der Plasmaentladung und des Antriebssystems in seiner Gesamt-
heit fiir die gezeigten Performance-Mappings dargestellt werden.

5.1.1 Quasi-homogene Plasmaparameter

Zu Anfang werden die quasi-homogenen plasmaphysikalischen Eigenschaften der induktiven
Entladung betrachtet. Die Simulationsergebnisse beschreiben selbstkonsistent das Plasma, das
sich nach Konvergenz der verschachtelten physikalischen Erhaltungsgleichungen aus den voran-
gehenden Kapiteln ergibt. Das Konvergenzverhalten des Gesamtmodells fiir Eingabeparameter
geméaf Tab. 5.1, die einen Ionenstrom von [, = 5mA bewirken, ist in Abb. 5.1.1 dargestellt.
Das Erreichen der Konvergenz innerhalb von 40 Iterationszyklen, wie in der Abbildung dar-
gestellt, dauert etwa 40 Minuten, so dass man ndherungsweise, fiir eine Diskretisierungstiefe

Tabelle 5.1: Eingabeparameter des Konvergenzplots aus Abb. 5.1.1. Der sich nach Gl. (4.3.1) ergeben-
de Spulenstrom ist hier fiir einen Ionenstrom von 5mA angegeben.

f V -fc Tn ‘/scr Vdec
Gas ™M i) eem) (&) K (V) (V)

Xenon 116 2.435 0.15 5.28 400 1250 150
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Abbildung 5.1.1: Konvergenzverhalten der verschachtelten Erhaltungsgleichungen des numerischen
Modells fir I, = 5mA. Abhdingig vom iterativ berechneten Volumenstrom V' wird
gleichzeitig der Entladungsdruck p zur Konvergenz gebracht. Konvergenz wird an-
genommen, wenn der vorgegebene Volumenstrom V innerhalb der definierten Ge-
nauigkeitsgrenzen erreicht ist.

von m = 116 Knoten pro Raumrichtung (vgl. Kap. 4.1.3), eine Rechenperformance von einer
Minute/Zyklus erhélt. Wie bereits erwéhnt, steigt die Simulationsdauer allerdings zur dritten
Potenz der Anzahl der diskreten Knoten pro Raumrichtung, so dass die optimale Einstellung
des Solvers auf die Referenzlosung einen erheblichen Geschwindigkeitszuwachs, bei ausreichen-
der Rechengenauigkeit, mit sich bringt.

Die Simulationen werden mit Xenon als Stiitzgas durchgefiihrt, um praxisrelevante Aussagen
machen zu kénnen. Fiir neutrales Xenon liegt die erste Ionisierungsenergie bei 12.13 eV [32] und
die notwendige Energie zur Anregung des ersten angeregten Zustandes bei etwa 8.31eV [43].
Trotz der Beschrankung auf diese Anregungsenergie wird, wie in Kap. 3.2 erldutert, die Summe
aller zur Verfligung stehenden korrespondierenden Stolquerschnitte fiir die Modellierung des
Plasmas genutzt. Da die Anregungsenergien der einzelnen angeregten Zustidnde ziemlich nah
beieinander liegen, ist dies eine nach Ref. 34 giiltige Vorgehensweise.

Abbildung 5.1.2 zeigt die konvergierten Plasmaparameter Elektronentemperatur (Teilbild
(a)), Entladungsdruck (Teilbild (b)), Teilchendichten (Teilbild (c¢)) und Ionisierungsgrad (Teil-
bild (d)). Um die Verldufe zu analysieren, muss man stets alle Grofien betrachten, da die
selbstkonsistente Beschreibung des Plasmas von allen vier Parametern abhéngt.

Man erkennt in Teilbild (a), dass die Elektronentemperatur zu kleineren Volumen- und
groferen Ionenstromen hin ansteigt. Dies ist iiber den Zusammenhang von Temperaturen,
Teilchendichten und Druck nach Gl. (3.2.9) erklarbar. In Bereichen kleiner zugefiihrter Neu-
tralgasvolumenstrome ist demzufolge die Neutralgasdichte n, ebenso niedrig (vgl. Teilbild
(c)). Um nach dem idealen Gasgesetz einen konstanten Entladungsdruck zu erhalten, muss die
Elektronentemperatur (bei konstanter Neutralgas- und Ionentemperatur) entsprechend grof3
sein. Erhoht man die einstromende Gasmenge, nimmt die Neutralgasdichte erwartungsgemaf
zu und die Elektronentemperatur ab. Interessanterweise ergibt sich daraus ein Minimum fiir
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Abbildung 5.1.2: Konwvergierte Plasmaparameter des RIM-4 Triebwerks. Die Verldufe sind abhdngig
von Volumen- und Strahlstrom dargestellt. Die Abbildung zeigt die selbstkonsis-
tenten Parameter Elektronentemperatur (a), Entladungsdruck (b), Neutralgas- und
bulk-Ladungstragerdichte (c) sowie den Ionisierungsgrad (d).

den Entladungsdruck, wie in Teilbild (b) fiir die verschiedenen Strahlstrome erkennbar ist.
In Bereichen niedriger Volumenstrome, in denen die Elektronentemperatur relativ hoch ist,
sind ionisierende St68e umso wahrscheinlicher (vgl. Abb. 3.2.2), was sich wiederum im Ioni-
sierungsgrad (Teilbild (d)) niederschligt. Durch den relativ hohen Ionisierungsgrad und die
relativ hohe Elektronentemperatur dominiert der erste Term im Nenner von Gl. (3.2.9), was
zu einem erhéhten Druck fiihrt. In Bereichen grofler Volumenstrome ist dieser Einfluss ge-
ring; der leicht ansteigende Entladungsdruck ist dort durch die grofler werdende Menge an
Gaspartikeln bedingt. Eine Korrelation zwischen der Lage des Druckminimums und des ma-
ximalen Gesamtwirkungsgrads des Triebwerks ist weiterhin zu beobachten, was in Kap. 5.1.4
verdeutlicht wird.

Der Volumenstrom-Bereich von 0.15 bis 0.35 sccm wurde fiir die Simulation ausgewéhlt, da in
diesem Bereich auch die Verifikation des Modells vorgenommen werden konnte (vgl. Kap. 4.3).
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Weiterhin ist dies der fiir die aktuelle Geometrie interessante Bereich, da der Gesamtwirkungs-
grad zu hoheren Volumenstromen abnimmt, was im weiteren Verlauf des Kapitels besprochen
wird. Eine Abweichung vom vermeintlich nach Abb. 5.1.2 auftretenden asymptotischen Verhal-
ten der Plasmaparameter tritt auf, wenn die Elektronentemperatur zu gering wird, wodurch
die StofSwahrscheinlichkeit geringer und somit mehr Leistung fiir die Entladung bendtigt wird.
Diese Anderung ist allerdings im Bereich kleiner Massenwirkungsgrade anzusiedeln und wird
daher nicht genauer untersucht.

5.1.2 Elektromagnetische Feldverteilung

Dieser Abschnitt behandelt die elektromagnetische Feldverteilung inner- und aufierhalb des
RIM-4 Entladungsgeféfies. Dazu wird als erstes die Abhéngigkeit der induzierten Felder vom
extrahierten Ionenstrom I, der selbst wiederum vom Spulenstrom I, abhéngt, fiir einen kon-
stant gehaltenen Xenon-Volumenstrom von 0.2 sccm in Abb. 5.1.3 dargestellt. Dabei zeigen

die Teilabbildungen (a), (c) und (e) den Betrag des induzierten elektrischen Feldes E = ‘E‘

und (b), (d) und (f) den Betrag der magnetischen Induktion B = ‘B‘ Weiterhin sind die
charakteristischen Feldlinien eingezeichnet; allerdings nur in der entsprechenden kartesischen
Tangentialebene, in der sie dominant verlaufen.

Erwartungsgeméf steigen die Betridge der induzierten Gréflen mit Iy, (resp. I:C) an. Die
Phasenverschiebung zwischen Spulenstrom und Plasmastrom betragt etwa —138°, was zum
einen durch die komplexe Leitfahigkeit des Plasmas und zum anderen durch den Ohm’schen
Widerstand des Spulendrahtes bedingt ist. Die Phasenverschiebung kann fir die gezeigten
Ionenstrome als konstant angenommen werden, da die relative Anderung der komplexen Leit-
fahigkeitskomponenten etwa gleich ist. Anhand der Phasenverschiebung kann man erkennen,
dass die Lenz’sche Regel hier nicht ohne Modifikation anwendbar ist, da sie von einer idealen
induktiven Kopplung ausgeht. Dies wirkt sich auf die Gegeninduktivitdt des Transformators
aus und wird im néchsten Abschnitt genauer untersucht.

Die Feldlinien des elektrischen Feldes geben Aufschluss {iber die kurze Geometrie der Spule.
Da die Feldlinien — wie bereits erwéhnt — auf die ihnen néchstliegende kartesische Tangential-
ebene abgebildet werden (am Beispiel des elektrischen Feldes also auf die zy-Ebene), sind sie
in dieser Ebene nicht geschlossen. Dies ist iber eine axiale z-Komponente des Feldes erklér-
bar, welche den Feldlinienverlauf entsprechend éndert. Diese Anderung ist auf die Steigung der
Spule zuriickzufiihren. Den Einfluss der axialen Komponente kann man sehr gut in Abb. 5.1.4
erkennen, wo sowohl das elektrische Feld in (b) als auch die magnetische Induktion in (a)
entlang der z-Achse dargestellt sind. Um eine Aussage iiber den Einfluss des Plasmas auf
die Felder zu erhalten, sind magnetische Induktion und induziertes elektrisches Feld im Ent-
ladungsgefif fiir ein geziindetes und ein ungeziindetes Plasma (entspricht dem Vakuumfall)
aufgetragen. Durch den induzierten Plasmastrom, welcher selbst wiederum ein dem urspriing-
lichen Magnetfeld teilweise entgegengesetztes Magnetfeld hervorruft (wie oben erklért, sind
die Felder nicht exakt gegenldufig), wird das resultierende Magnetfeld bzw. die resultierende
magnetische Induktion gegeniiber der urspriinglichen geddmpft. Bei diesem Effekt handelt es
sich um den Skin-Effekt, der fiir eindimensionale Berechnungen nach Gl. (2.1.46) berechnet
werden kann. Hier ist der Zusammenhang dreidimensional iiber den Verlustterm in der Diffu-
sionsgleichung aus Gl. (2.1.40) gegeben. Das elektrische Feld ist weniger anféllig. Obwohl es
ebenso durch den Skin-Effekt beeinflusst wird wie die magnetische Induktion, ist kaum ein
Unterschied zwischen den Verldaufen ohne und mit Plasma zu verzeichnen. Dies ist dadurch

98



5.1 Optimierte Betriebsparameter eines RIM-4 Triebwerks

Elektrische Feldstiirke (V m'l)

Magnetische Induktion (T)

180 14
160 1.2
5 5
140
25 !
= 25 120 Cl
S L
N0 100 w0 038
80
-2.5 25 0.6
60
-5 5 0.4
5 40 5
2.5 5 5 0.2
0 25 20
A 0
Yo, 25 25 0 -2. 25 0
) 55 T ) 5 s T
(a) Ib = 7.5 mA (b) [b = 7.5mA
Elektrische Feldstirke (V m™) Magnetische Induktion (T) <10° |,
180 -
160 1.2
5 5
140
25 !
= 25 120 Cl
S N>
N0 100 w0 038
80
-2.5 25 0.6
60
-5 5 0.4
5 40 5
5 5 0.2
25 20
2 0 2
Yo, 25 25 0 -2. 25 0
) 5 s e ) 5 s T
(¢) Iy = 10.0 mA (d) I, = 10.0 mA
Elektrische Feldstirke (Vm™) Magnetische Induktion (T) <10 |,
180 .
160 12
5 5
140
25 2.5 !
= % 120 =~
5 8
N0 100 N0 0.8
80
-2.5 25 0.6
60
-5 5 0.4
5 40 5
5 5 0.2
2.5 20 0 2.5

0
25
5 s < ©

(e) [b = 12.5 mA

-2.5

A
L e 25
%) 5 5 {\C«\\

(f) I, = 12.5 mA

0

Abbildung 5.1.3: Elektromagnetische Feldverteilung im RIM-4 Entladungsgefdfl. Abhdngig vom ex-
trahierten Ionenstrom Iy ist in den Teilbildern (a), (¢) und (e) der Betrag des
induzierten elektrischen Feldes und in den Teilbildern (b), (d) und (f) der Betrag
der magnetischen Induktion fir V. = 0.2 sccm dargestellt.
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Abbildung 5.1.4: Elektromagnetische Felder im radialen Schnittbild. Die magnetische Induktion (a)
sowie das induzierte elektrische Feld (b) sind fiir ein gezindetes und ein ungezin-
detes Plasma (Vakuum) dargestellt, um den Einfluss des Plasmas auf die Feldver-
teilung zu sehen. Das Plasma beeinflusst das elektrische Feld kaum, da es bereits
aus geometrischen Grinden stark gedimpft wird. Die magnetische Induktion wird
allerdings massiv beeinflusst und zur radialen Mitte hin stark geddmpft. Man er-
kennt weiterhin, dass das elektrische Feld aufgrund fehlender Rotationssymmetrie
nicht auf null zum radialen Mittelpunkt hin abklingt.

bedingt, dass das elektrische Feld aufgrund der zylindrischen Geometrie radial linear abnimmt
und diese lineare Abnahme, bei gegebener Eindringtiefe, genau der linearen Nédherung des
exponentiellen Abfalls, welcher durch den Skin-Effekt verursacht wird, entspricht. Das magne-
tische Feld bzw. die magnetische Induktion klingt naturgeméafl bei der gezeigten Geometrie
nicht so stark ab, so dass sich der Skin-Effekt dort bereits bei Eindringtiefen, die die Dimen-
sion des Radius des Entladungsgefifies aufweisen, stark bemerkbar macht. Ob der Skin-Effekt
die Entladung beeinflusst wird jedoch anhand des elektrischen Feldes evaluiert, da dieses die
Elektronen beschleunigt und somit die Stoprozesse steuert.

Das induzierte elektrische Feld nimmt zum radialen Mittelpunkt des Entladungsgefées (und
somit des Plasmas) ab, wohingegen sich die magnetische Induktion auf den ersten Blick ho-
mogen im Innenbereich darstellt. Dass dies nicht der Fall ist, kann beispielsweise in Teilbild
(f) aus Abb. 5.1.3 sowie in Abb. 5.1.4 (a) erkannt werden, wo eine deutliche Feldstarkenerho-
hung in den Randbereichen des Entladungsgefifies beobachtbar ist. Durch die Konzentration
der elektrischen Feldstirke nahe der Gefaflwand wird auch dort die meiste Leistung geméf
Gl. (3.4.5) eingekoppelt und vom Plasma absorbiert. Die induzierte Plasmastromdichte und
die absorbierte Leistungsdichte fiir einen extrahierten Ionenstrom von I, = 10 mA bei 0.2 sccm
Xenon-Volumenstrom sind in Abb. 5.1.5 (a) und (b) dargestellt. Der Verlauf der absorbier-
ten Leistungsdichte, welche das Produkt aus elektrischer Feldstdrke und Stromdichte geméf
Gl. (2.2.62) beschreibt, zeigt deutlich, dass die Einkopplung nicht bis in den Innenbereich
des Plasmas geschieht, sondern dass, wie bereits erwdhnt, lediglich nahe der Entladungsgefaf3-
wand effizient geheizt wird. Bei dem eingestellten Arbeitspunkt betrigt die Skin-Eindringtiefe
21.45mm, was genau dem Innenradius 7, des Entladungsgefifes entspricht. Demnach hat
der Skin-Effekt bei diesem Arbeitspunkt keinen nennenswerten Einfluss auf die Feldeinkopp-
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Abbildung 5.1.5: Stromdichte (a) und vom Plasma absorbierte Leistungsdichte (b) fir I, = 10 mA
und V. = 0.2 scem. Man erkennt, dass die Leistungseinkopplung dominant an den
Randbereichen des Entladungsgefifies auftritt. Der Verlauf der Plasmastromdichte
folgt hier jenem des elektrischen Feldes, da die Leitfdhigkeit als homogen angenom-
men wird.

lung. Wiirde ein Einfluss existieren, wiirde noch stédrker im Rand- und noch schwécher im
Innenbereich geheizt werden. Beim RIM-4 ist fiir alle untersuchten Arbeitspunkte jedoch kein
signifikanter Einfluss erkennbar.

5.1.3 Elektrische Entladungsparameter

Die elektrischen Ersatzschaltparameter des RIM-4 Triebwerks innerhalb des Xenon-Volumen-
strombereichs von 0.15 bis 0.35 sccm werden in diesem Abschnitt fiir vier Schubniveaus gezeigt
(wie oben mit fixen Extraktionsspannungen von Vi, = 1250V und Vie. = 150V und vier
Extraktionsstromen von 5 bis 12.5mA). Die fiir den treibenden Generator seriellen Lastkom-
ponenten werden Uber das Transformator-Modell aus Kap. 3.7 berechnet und hier evaluiert.
Abbildung 5.1.6 zeigt den Ohm’schen Widerstand (a) sowie die resultierende Gesamtinduk-

tivitét des Triebwerks im Betrieb (b). Der Betrag der Impedanz |Zs| = \/R2 + (wLs)? weist
aufgrund des gegenldufigen Verhaltens von Real- und Imaginérteil nur eine leichte Dynamik
auf, was in Abb. 5.1.7 (a) dargestellt ist.

Aussagekriftig fiir den Entwurf von Regelalgorithmen fiir den RFG sind vor allem die Verldu-
fe von Widerstand und Induktivitét, da typischerweise mittels Phasen- und Frequenzregelung
die Radiofrequenz des Generators auf die sich dndernde Lastsituation eingestellt wird. Eine
Verédnderung der Induktivitdt fithrt dabei zu einer Verstimmung des Resonanzkriteriums (s.
Abb. 1.1.2) und eine Verdinderung des Ohm’schen Anteils zur Fehlanpassung. Beide Ande-
rungen miissen lber die Anpassung der Frequenz und der Strom- bzw. Spannungsamplitude
des Generators kompensiert werden. Die hier evaluierten Verldufe werden dazu genutzt, die
Stellbereiche des Generators festzulegen und ihn demnach zu kalibrieren.

Die Verldufe von Widerstand und Induktivitdt aus Abb. 5.1.6 spiegeln das Verhalten des
Plasmas wider. In Bereichen niedrigen Volumenstroms ist nach Abb. 5.1.2 (d) der Ionisie-
rungsgrad recht grofl, wodurch Widerstand und Gegeninduktivitdt des Plasmas aufgrund der
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Abbildung 5.1.6: Elektrische Ersatzschaltbildparameter eines RIM-4 Triebwerks fiir typische Arbeits-

Betrag der Serienimpedanz ( Q)

punkte. (a) zeigt den fir den speisenden Generator seriellen Ohm’schen Lastanteil,
(b) den induktiv-reaktiven. Der Widerstand nimmt mit steigendem Volumenstrom
ab, da der Ionisierungsgrad ebenso sinkt, wodurch weniger Leistung bendtigt wird.
Der sinkende Ionisierungsgrad bedingt auch die Zunahme der Serieninduktivitat, da
das durch die Tragheit der Elektronen bedingte Gegenfeld ebenso schwdcher wird.
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Abbildung 5.1.7: Betrag der Serienimpedanz eines RIM-4 Triebwerks im Betrieb (a). Durch gegen-
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laufiges Verhalten von Ohm’schem und induktiv-reaktivem Anteil (s. Abb. 5.1.6)
andert sich der Betrag der Impedanz nicht sehr stark. Der Koppelfaktor der induk-
tiven Kopplung nach Abb. 3.7.1 ist in (b) dargestellt. Zu héheren Volumenstromen
wird die induktive Kopplung ineffizienter. Da in diesen Bereichen jedoch ohnehin
weniger Leistung bendtigt wird, wirkt sich die Abnahme nicht stark auf den bend-
tigten Strom aus.
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Abbildung 5.1.8: Ubertragungseffizienz des RIM-4 Triebwerks nach GI. (5.1.1) (a). Die Abnahme
der absorbierten Leistung mit steigendem Volumenstrom (s. Abb. 4.3.2 (a)) wiegt
starker als die Abnahme des Spulenstroms, welche in (b) dargestellt ist. Der Spu-
lenstrom ruft Leitungsverluste in der Spule hervor.

relativ hohen Anzahl an Elektronen im Gasgemisch steigen. Die steigende Gegeninduktivitat,
die durch die Massentrigheit der Elektronen bedingt ist, setzt die Gesamtinduktivitdt des
Triebwerks herab, da sich die magnetischen Felder gegenseitig teilweise kompensieren.

Dass sich der Betrag der Impedanz aus Abb. 5.1.7 (a) nur leicht fiir verschiedene Arbeits-
punkte dndert, hat keinen direkten technischen Nutzen, da die Dynamiken von Widerstand
und Induktivitdt entscheidend fiir die Kalibrierung des RFG sind. Allerdings kann man an
den Verldufen des Betrages ablesen, dass der reaktive Charakter der Impedanz, also deren
induktiver Imaginarteil Xy = wlLg, den Realteil Rg tiberwiegt. Daraus kann man schlieflen,
dass das Thema der Leistungseinkopplung gesondert betrachtet werden muss, um ausreichend
Energie bereitzustellen, die die Entladung aufrecht erhélt. Bei kleinem Lastwiderstand wird
verhéltnisméBig viel Leistung im Innenwiderstand des Generators selbst verbraucht, was die
Effizienz deutlich verringert. Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, kommen getaktete
Wechselrichter mit Resonanzeinkopplung zum Einsatz, welche aufgrund ihrer Topologie einen
niedrigen Innenwiderstand mit sich bringen. Mehr Information zu diesem Thema kann in
Ref. 94 nachgelesen werden.

Eine wichtige Grofle zur Evaluierung der induktiven Energieeinspeisung ist der Koppel-
faktor ¢ aus Gl. (3.7.21). Bei einer perfekten Kopplung zwischen Priméarinduktivitdt L. und
Sekundérinduktivitdt Ly, wére ¢ = 1. Abbildung 5.1.7 (b) zeigt den Koppelfaktor fiir die
verschiedenen untersuchten Arbeitspunkte eines RIM-4. Hier lésst sich wieder der prinzipielle
Verlauf des lonisierungsgrades erkennen. Die Kopplung wird schwécher, wenn die einstrémende
Menge an Neutralgas erhoht wird, was durch die nichtlineare Verdnderung der geometrischen
Induktivitdt, hervorgerufen durch den Plasmastrom, bedingt ist.

Zuletzt kann noch eine Aussage tiber das Verhéltnis der Verluste im Spulendraht zur Ge-

~ 2
samtleistung getroffen werden, wobei sich die Verluste nach P, = Rpc ’IC‘ /2 berechnen.
Dabei bezeichnet Rpc den dquivalenten Gleichstromwiderstand, der den Skin-Effekt im Leiter
berticksichtigt und nach GI. (3.7.30) berechnet wird. Das genannte Verhéltnis wird hier als
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Abbildung 5.1.9: Schub (a) und spezifischer Impuls (b) eines RIM-4 Triebwerks. Die leichte Wellig-
keit des Schubverlaufs wird durch die PI-Regelung des Strahlstroms hervorgerufen.

Ubertragungseffizienz ¢ bezeichnet und berechnet sich zu

Pabs

_ 5.1.1
Pabs+PW ( )

L=
Die Ubertragungseffizienz des RIM-4 Triebwerks ist in Abhingigkeit des typischen Arbeits-
punktes in Abb. 5.1.8 (a) dargestellt. Man erkennt, dass die Abnahme der absorbierten Leistung
aus Abb. 4.3.2 (a) dominant gegeniiber der Abnahme des Leitungsverlustes im Spulendraht
ist, da die Ubertragungseffizienz mit steigendem Volumenstrom abnimmt. Die Abnahme der
Stromamplitude, die die Leitungsverluste hervorruft, ist in Teilbild (b) dargestellt. Bei Opti-
mierungsmafinahmen, die den Spulendraht betreffen, muss stets darauf geachtet werden, dass
der Querschnitt grofi genug ist, um die Stromdichte fithren zu kénnen. Weiterhin muss der
Skin-Effekt im Leiter beriicksichtigt werden, welcher die effektiv genutzte Fliche verringert.
Da die Ubertragungseffizienz beim RIM-4 fiir typische Arbeitspunkte im Bereich ¢ > 90%
liegt, werden keine Optimierungsstudien diesbeziiglich vorgenommen.

5.1.4 Performancedaten

Abschlielend werden wichtige Performance-Daten des RIM-4 Triebwerks im aktuellen Ab-
schnitt gezeigt, mit deren Hilfe sich optimierte Betriebsparameter fiir den Einsatz dieses Trieb-
werks festlegen lassen. Zusammen mit den elektrischen Betriebsparametern des vorhergehen-
den Abschnitts soll neben eines optimierten triebwerkseigenen Wirkungsgrades gewéhrleistet
werden, dass auch der Gesamtwirkungsgrad nach Gl. (1.1.5), durch gezielte Abstimmung des
RFG auf die arbeitspunktabhéngige elektrische Last des Triebwerks, erhéht werden kann. Teile
dieser Performance-Studie wurden in Ref. 111 veréffentlicht.

Eine der wichtigsten Groéflen eines Antriebssystems ist der erreichbare Schub F. Von RIT
erreichbare Schiibe liegen typischerweise im Bereich pN bis zu einigen hundert mN. Die vier
simulierten Schubbereiche des RIM-4, abhéngig vom jeweilig extrahierten Ionenstrom, sind in
Abb. 5.1.9 (a) dargestellt. Man erkennt, dass die Schiibe als ndherungsweise konstant in Bezug
auf den Volumenstrom des Xenon-Stiitzgases angesehen werden kénnen. Die leicht welligen
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Abbildung 5.1.10: Elektrischer Wirkungsgrad (a) und Massenwirkungsgrad (b) eines RIM-4 Trieb-
werks innerhalb der typischen Arbeitspunktbereiche.

Verlaufe, besonders bei hoheren lonenstromen, sind auf die Regelung des Strahlstroms zuriick-
zufithren. Wie in Kap. 4.3 erldutert, wird eine maximale Stromabweichung von einem Prozent
zugelassen, die diese Schwankungen nach sich zieht.

Neben der eigentlichen Schuberzeugung ist deren Effizienz ein Schliisselkriterium, vor allem
beim Einsatz von elektrischen Triebwerken. Die simulierten Verldufe des in Kap. 2.3.1 einge-
fithrten (gewichts)spezifischen Impulses Iy, welcher die internationale Referenz fiir Triebwerk-
sperformance beschreibt, sind fiir das RIM-4 Triebwerk in Abb. 5.1.9 (b) dargestellt. Erwar-
tungsgemaf erreicht der spezifische Impuls bei steigendem Volumenstrom Bereiche, in denen
ein effizienter Betrieb des Antriebssystems nicht gewéhrleistet werden kann. Im Gegenzug dazu
kann das RIM-4 Triebwerk beispielsweise auch sehr effizient eingesetzt werden, wenn niedrigere
Volumenstréome eingehalten werden. Dabei muss man allerdings die erhohte Stromamplitude
in Kauf nehmen, die sich nach Abb. 5.1.8 (b) ergibt. Der treibende RFG muss also im Stande
sein, die notwendige elektrische Energie bereitzustellen, die im Falle hoher spezifischer Impul-
se benotigt wird. Anhand dieser Abhédngigkeit merkt man, dass die Angabe des spezifischen
Impulses als alleiniges Effizienzmerkmal bei elektrischen Triebwerken nicht ausreichend ist, da
Energiebereitstellung und Schuberzeugung entkoppelt voneinander geschehen. Aufgrund des-
sen macht es Sinn, einen Wirkungsgrad des Triebwerks nach Gl. (1.1.5) zu definieren, welcher
sowohl die Effizienz des Treibstoffverbrauchs als auch jene der elektrischen Energiebereitstel-
lung in Betracht zieht. Betrachtet man elektrischen Wirkungsgrad und Massenwirkungsgrad
einzeln, ergeben sich Verldufe gemafl Abb. 5.1.10.

Da die vom Plasma absorbierte Leistung aus Abb. 4.3.2 (a) mit ansteigendem Volumen-
strom sinkt und die Strahlleistung fiir einen konstanten Schub nach Gl. (2.3.20) ebenso kon-
stant ist, steigt der elektrische Wirkungsgrad nach Gl. (2.3.21) mit dem Volumenstrom an,
was in Abb. 5.1.10 (a) deutlich erkennbar ist. Fiir die Definition des elektrischen Wirkungsgra-
des stellt das Plasma einen Verlust dar, der die Effizienz der eigentlichen Schubbereitstellung
herabsetzt. Im Gegensatz zu den Verldufen des elektrischen Wirkungsgrades sinken jene des
Massenwirkungsgrades mit zunehmendem Volumenstrom. Der Massenwirkungsgrad hat den
gleichen qualitativen Verlauf wie der spezifische Impuls aus Abb. 5.1.9 (b), wodurch dieses
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Abbildung 5.1.11: Gesamtwirkungsgrad (a) sowie Entladungsverlust (b) des RIM-4 Triebwerks. Um
das Triebwerk am effizientesten zu betreiben, sollte ein Arbeitspunkt gewdhlt wer-
den, der einem Mazimum aus Teilbild (a) (je nach eingestelltem Schubbereich)
entspricht. Der Entladungsverlust fir diesen Arbeitspunkt kann direkt aus (b) ab-
gelesen werden.

Verhalten erklarbar wird. Da das Verhéltnis der extrahierten Ionen zu den das Triebwerk
verlassenden Neutralteilchen vom Ionisierungsgrad abhéngt, ist der nach Abb. 5.1.2 (d) auf-
tretende abnehmende Verlauf bezogen auf den Volumenstrom einstromender Neutralteilchen
realistisch.

Um ein Optimum zwischen Massenwirkungsgrad und elektrischem Wirkungsgrad fiir die ge-
zeigten Arbeitspunkte zu finden, dient der Gesamttriebwerkswirkungsgrad ngryt aus Gl. (1.1.5).
Durch die Multiplikation werden beide einzelnen Wirkungsgrade gleichwertig genutzt, um die
Gesamtperformance des Triebwerks zu beschreiben. Dies ist als sinnvoll zu erachten, da nicht
nur effiziente Treibstoffnutzung, sondern auch ein effizienter Betrieb der peripheren elektrischen
Geriite erstrebenswert ist. Ein optimierter elektrischer Wirkungsgrad wirkt sich letztendlich
positiv auf das thermische Verhalten der Gerite aus, da Verluste minimiert werden, wodurch
entscheidende Vorteile fir die Konzeption des Satelliten entstehen konnen. Der Gesamttrieb-
werkswirkungsgrad ist in Abb. 5.1.11 (a) dargestellt. Um den Schub méglichst effizient be-
reitzustellen, sollte auf das jeweilige Maximum des Gesamtwirkungsgrades geregelt werden
(stellvertretend hier fiir die vier oben eingefithrten Schiibe bzw. Strahlstrome bei konstanter
Extraktionsspannung).

Um den Einfluss des Strahlstroms auf die Energieversorgung zu evaluieren, kann der Ent-
ladungsverlust ¢ nach Gl. (2.3.22), wie in Teilbild (b) von Abb.5.1.11 dargestellt, angegeben
werden. Mit dieser Darstellung ist es moglich, die den RFG betreffenden technischen Voraus-
setzungen zu evaluieren und somit Durchfiihrbarkeitsstudien zu unternehmen, was mit den
Wirkungsgraden allein nicht moglich ist. Ein hoher Wirkungsgrad ist beispielsweise nicht er-
strebenswert, wenn sich dieser bei Stromamplituden einstellen wiirde, die jenseits der durch die
Anforderungen an das Wiarmemanagement sowie die elektrische Hardware selbst definierten
Grenzen lagen.
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5.2 Strukturelle Modifikation zur Optimierung der
Triebwerkseffizienz

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit strukturellen Modifikationen des Triebwerks bzw. der
umgebenden Induktionsspule. Die sich ergebenden elektrischen Parameter sowie Performance-
parameter werden evaluiert. Darauf aufbauend wird versucht, geometrische Relationen und
Spulencharakteristika zu finden, die den Gesamttriebwerkswirkungsgrad erhéhen oder ander-
weitige Vorteile bringen. Ein intuitiver Ansatz ist die Modifizierung der Windungszahl der
Induktionsspule. Der folgende Unterabschnitt behandelt dies ausfiihrlich.

5.2.1 Modifizierung der Windungszahl

Ausgehend von einem RIM-4 Triebwerk mit geometrischen Daten nach Tab. 4.2 wird hier
der Einfluss der Windungszahl der Spule auf die Parameter des Triebwerks untersucht. Dabei
werden am Entladungsgefaf selbst keine strukturellen Modifikationen vorgenommen, wodurch
die Extraktion unverdndert bleibt. Lediglich die Energieeinkopplung und damit die elektrische
Entladungscharakteristik soll durch die Modifikation der Windungszahl beeinflusst werden.
Die Windungszahl wird hier bis einschliellich 13 Windungen untersucht. Bei 13 Windungen
mit einem Drahtdurchmesser von 3 mm ist sichergestellt, dass sich die einzelnen Windungen
auf der Gesamtlange von 41 mm des RIM-4 Entladungsgefiafies im Falle nicht isolierten Drahtes
nicht gegenseitig kurzschliefien.

Abbildung 5.2.1 (a) zeigt den elektrischen Wirkungsgrad, den Massenwirkungsgrad und den
resultierenden Gesamttriebwerkswirkungsgrad als Funktionen der Windungszahl. Die Simula-
tion wurde fiir V = 0.2 scem, Vier = 1250V, Viee = 150V und Iy, o = 10 mA durchgefiihrt. Es
fallt auf, dass die Wirkungsgrade anndhernd konstant bleiben und sich lediglich kleine Schwin-
gungen ausprigen, die wieder auf die Regelung des extrahierten Ionenstroms zuriickzufithren
sind. Dies korreliert mit der Erwartung an ein elektrisches Triebwerk, dessen Energieeinspei-
sung strikt von der Schuberzeugung getrennt betrachtet werden kann [27].

Da der extrahierte Ionenstrom sich wiederum auf die Eigenschaften des Plasmas auswirkt,
wird ein selbstkonsistenter Ablauf gebildet. Die Wirkungsgrade beziehen sich auf eben jenen
selbstkonsistenten Ablauf und kénnen demnach hier nicht genutzt werden, um die Qualitat
einer Modifikation der Spulenwindungen zu untersuchen. Betrachtet man jedoch den durch
die Spule flieBenden Strom I, welcher in Abb. 5.2.1 (b) dargestellt ist, kann man einen deut-
lichen Einfluss der Windungszahl erkennen. Die Amplitude des Stroms nimmt mit steigender
Windungszahl ab, da der zur Aufrechterhaltung des Ionisierungsgrades im Plasma notwendige
magnetische Fluss fiir einen gewissen Strahlstrom (hier 10 mA) mit der Windungszahl skaliert.
Im Gegenzug dazu éndert sich die Plasmaimpedanz und somit auch die in den Primérkreis
transformierte Impedanz, da die insgesamt umgesetzte Leistung fiir einen Arbeitspunkt kon-
stant bleibt.

Um den Einfluss der Modifizierung der Anzahl der Spulenwindungen auf die Entladungscha-
rakteristik zu bewerten, bietet sich zunéchst an, die Information aus Abb. 5.2.1 (b) zu nutzen.
Der dort dargestellte Verlauf des Spulenstroms in Abhéngigkeit von der Windungszahl ist nicht
direkt gleichzusetzen mit jenem Strom, der physikalisch durch den RFG bereitgestellt wird.
Vielmehr handelt es sich hierbei um den Strom im Resonanzkreis nach Abb. 1.1.2. Experimen-
te haben ergeben, dass bei Generatoren des Herstellers APCON AeroSpace & Defence, welche
auch kommerziell eingesetzt werden, eine Resonanziiberh6hung des Stroms um den Faktor 3—4
auftritt. Die Resonanziiberh6hung basiert auf elektromagnetischer Energie, die zwischen Reso-
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Abbildung 5.2.1: Die Wirkungsgrade aus Teilbild (a) kénnen als konstant innerhalb der Regeltoleranz
angenommen werden. Dies unterstreicht die Entkopplung von Energiebereitstellung
und Schuberzeugung eines elektrischen Triebwerks, welche u. a. in Ref. 27 angespro-
chen wird. Die Amplitude des Spulenstromes (b) nimmt mit steigender Windungs-
zahl ab, da die induzierten magnetischen Flisse mit der Anzahl der Windungen
skalieren.

nanzkondensator Ce und Lastspule Lg schwingt. Der RFG regt den resonanten Lastkreis nahe
der Resonanzfrequenz an, um den Verstarkungseffekt zu maximieren. Mehr Informationen zu
diesem Thema sind in Ref. 94 sowie in Ref. 7 nachzulesen.

Dennoch kann man anhand dieses Stromverlaufs prinzipielle Einschrankungen treffen, die
die Wahl der Windungszahl betrifft. Generell méchte man die flieBenden Stréme oft so klein wie
moglich halten, um thermische Effekte sowie EMV-bedingte Einstrahlung in andere Geréte gut
kontrollieren zu konnen. Demnach wiirde es sich in diesem Fall anbieten, die maximal mogliche
Anzahl an Windungen zu benutzen, da dort der geringste Primérstrom bendtigt wird, um
den Arbeitspunkt des Triebwerks bei konstanten Wirkungsgraden aufrecht zu erhalten. Die
Ohm’schen Verluste innerhalb des Spulendrahts nehmen ebenso ab, da sie zwar proportional
zum Widerstand, aber auch proportional zum Quadrat des Stroms sind. Dies ist in Abb. 5.2.2
(a) anhand der Ubertragungseffizienz ¢ geméif Gl. (5.1.1) dargestellt.

Der induktive Koppelfaktor ¢, der prinzipiell angibt, welcher Anteil der gesamten elektro-
magnetischen Energie genutzt werden kann, um das Plasma zu heizen, ist in Abb. 5.2.2 (b)
dargestellt. Dort erkennt man, dass sich ein Kopplungsmaximum bei etwa sechs Windungen
einstellt, was genau der Windungszahl des RIM-4 entspricht.

Ausgehend von den hier gezeigten Ergebnissen ist die Induktionsspule des RIM-4 aus elek-
trischer Sicht optimal gewickelt, da sie den maximal erreichbaren Koppelfaktor liefert (welcher
allerdings arbeitspunktabhéngig ist, da das Plasma selbst die von vielen Grofien abhéngige
Last beschreibt, was in den vorhergehenden Kapiteln bereits erlautert wurde) und dariiber
hinaus vertretbare Stromamplituden im Resonanzkreis begiinstigt. Die Simulationen zeigen,
dass fir das RIM-4 Triebwerk die optimale Windungszahl fiir alle typischen Arbeitspunkte
(0.15-0.35 sccm) zwischen 5 und 7 liegt, so dass es als vollsténdig optimiert bezeichnet werden
kann, was die Anzahl der Spulenwindungen betrifft. Der dargestellte Arbeitspunkt ist typisch
fiir den Betrieb des RIM-4 Triebwerks und ist deshalb am aussagekraftigsten, wenn alternative
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Abbildung 5.2.2: Die Ubertragungseffizienz (a) sowie der induktive Koppelfaktor (b) in Abhingigkeit
von der Spulenwindungszahl. Die Ubertragungseffizienz nimmt zu, da sich der sin-
kende Strom (vgl. Abb. 5.2.1 (a)) quadratisch, der zunehmende Ohm’sche Wider-
stand des linger werdenden Spulendrahtes jedoch lediglich linear auf die Verlust-
leistung auswirkt. Die optimale Kopplung fiir den Arbeitspunkt ist bei etwa sechs
Windungen gegeben. Dies trifft auch auf die tibrigen typischen Arbeitspunkte zu.

Geometrien untersucht werden.

Der Vollstandigkeit halber sind in Abb. 5.2.3 (a), (c) und (e) die elektrischen Feldstidrken
inner- und auflerhalb des Entladungsgeféfies abhéngig von der Windungszahl an drei Beispielen
dargestellt. Es ist hier d&uflerst interessant, sich die z-Feldkomponenten allein anzuschauen, die
die Elektronen in axialer Richtung beschleunigen (s. Abb. 5.2.3 (b), (d) und (f)). Generell ist
es sinnvoll, kreisformige geschlossene Felder zu induzieren, die die Elektronen auf eben solchen
Kreisbahnen beschleunigen, weil dadurch die Stolwahrscheinlichkeit steigt, wodurch wiederum
die notwendige Leistung zur Erhaltung des Plasmas sinkt. Steckte beispielsweise ein grofler
Anteil der elektrischen Feldenergie in der axialen z-Komponente, wire es moglich, dass die
Elektronen vor Ablauf einer Halbperiode bereits so viel kinetische Energie aufwiesen, dass sie
in die planare Randschicht der jeweiligen z-Grenze tibergingen, ohne auf diesem Weg einen Stof3
auszufithren, der ihren Impuls iibertragen oder gar ein Atom anregen oder ionisieren wiirde.
Dies ist vor allem ein wichtiger Aspekt, da die mittlere freie Weglidnge bei typischen RIM-4
Arbeitspunkten etwa eine Groflenordnung iiber der axialen Ausdehnung des Entladungsgefafies
liegt. Die Elektronen miissen in diesem Fall zumindest auf eine Spiralbahn gezwungen werden,
um iiberhaupt einen Stofl ausfithren zu kénnen. Man verstiarkt die StofSwahrscheinlichkeit
also am wirkungsvollsten, wenn man den grofiten Anteil der elektrischen Feldenergie in die
azimutale Komponente verlagert. Simulationen haben ergeben, dass die radiale Komponente
vernachléssigt werden kann, da auch die Induktionsspule keine solche aufweist.

Anhand der Abbildung lasst sich erkennen, dass bereits ab sechs Windungen verhéltnis-
méBig kleine axiale Feldstérkenkomponenten existieren, die das effiziente Heizen des Plasmas
begiinstigen. Um diesen Umstand etwas genauer zu durchleuchten, sind die axialen Kompo-
nenten entlang der z-Achse (auf der der axiale Anteil aufgrund der Geometrie naturgemafl am
grofiten ist) nochmals in Abb. 5.2.4 dargestellt. Einer kruden Approximation des zuriickge-
legten Wegs in axialer Richtung s, (t) folgend, welche nur diejenigen Elektronen betrachtet,
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Abbildung 5.2.3:

Elektrische Feldstirke (V m'l)

5
fg 2.5
)
w0
2.5
5
5
5
2.5
2 0
e, 25 25
) 5 s e
(a) No =1
Elektrische Feldstirke (V m'l)
5
fg 2.5
)
w0
2.5
5
5
5
2.5
2 0
e, 25 25
) 5 s G
(c) Ne =6
Elektrische Feldstirke (V m'l)
5
fg 2.5
)
w0
2.5
5

2 0
P 25 .
(})]) 5 s 2,5): KC“\\
(e) Ne =13

120

100

120

100

120

100

Axiale elektrische Feldstirkenkomponente (V m'l)

120

5
100

—~ 25
g 80

w0
60

-2.5
40

-5

5
5 20

0
-2.5
2.5
505 < Kc,(“\

(b) N, = 1

Axiale elektrische Feldstirkenkomponente (V m'l)

120

5
100

—~ 25
g 80

w0
60

-2.5
40

-5

5
5 20

25

2 0
e, 2.5 _
(})]) 5 s 2,5): KC“\\ 0
(d) N, = 6

Axiale elektrische Feldstirkenkomponente (V m'l)

120
5
100
= 2.5
3 80
w0
60
-2.5
40
-5
5
5 20
2 0
T (e, 25 25 0
) 5 s T
(f) N. =13

Die gesamte elektrische Feldstirke ist in (a), (¢) und (e) abhingig von der Win-

dungszahl dargestellt. Die jeweils axialen z-Komponenten sind in (b), (d) und (f)
veranschaulicht. Je kleiner das Verhdltnis E./E wird, desto effizienter ldsst sich

das Plasma heizen.
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Abbildung 5.2.4: Die aziale elektrische Feldstirkenkomponente ist hier abhdngig von der Windungs-
zahl fir die RIM-4 Geometrie dargestellt. Ziel ist es, diese Komponente maglichst
gering zu halten, um effizienter heizen zu kénnen.

Tabelle 5.2: Zurickgelegter axialer Weg der Elektronen abhdngig von Windungszahl.
N, =T/2 5 (1/2) /L,

(mm)

46.0 1.12
6 15.3 0.37
13 10.8 0.26

die zum Zeitpunkt ¢ = 0 an der Riickwand des Entladungsgefaies bei s, = 0 starten und
keine Initialgeschwindigkeit in z-Richtung aufweisen (v, = 0), lasst sich der zuriickgelegte
Weg jener Elektronen innerhalb einer Halbperiode der Dauer T'/2 = 204 ns bei f = 2.451 MHz
unter Nutzung der Newton’schen Bewegungsgleichung eFE, (t) = mea, (t) ableiten. Es wird also
die maximal mogliche Referenzlédnge L, betrachtet. Umstellen dieser Gleichung und zweifache
zeitliche Integration liefert (unter der Annahme, dass E, (t) = |E.| cos (wt))

T
T 2 5 2e|E,]
—) = = . 2.1
w(3) = e =T G21)

Das elektrische Feld folgt hier einem Kosinus-Verlauf, da der treibende Spulenstrom ohne
Anfangsphase modelliert ist und sich durch die Induktion eine Phasenverschiebung von nahe-
rungsweise 71/2 ergibt.

Im Folgenden wird ein worst-case-Szenario betrachtet, bei welchem die maximalen axialen
Amplituden aus Abb. 5.2.4 zur Beschleunigung der Elektronen verwendet werden. Tabelle 5.2
zeigt den zuriickgelegten axialen Weg s, (1'/2) abhéngig von der Windungszahl. Da sich nach
der Halbperiode lediglich das Vorzeichen der Feldstérke dreht, wird aus Symmetriegriinden
nur bis zu dieser oberen Grenze gerechnet.
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Abbildung 5.2.5: Gegenlaufig gewickelte Bifilarspule zur Unterdrickung der axialen Komponente.
Durch diese Art der Wicklung wird weiterhin das induzierte Feld erhéht, da die
Strome durch die Spulen in die gleiche Richtung fliefen, wodurch sich die induzier-
ten Feldkomponenten konstruktiv tiberlagern.

Anhand des Verhéltnisses des zuriickgelegten Weges zur Entladungsgefiafilange s, (7/2) /Ly
lasst sich zeigen, dass die Plasmaheizung mit nur einer Windung als ineffizient betrachtet
werden kann, da es sehr wahrscheinlich ist, dass die Elektronen vor Ablauf der Halbperiode
bereits in die Randschicht {ibergehen. Haben sie zu diesem Zeitpunkt nicht geniigend Energie,
um das Randschichtpotenzial zu iiberwinden, werden sie wieder reflektiert. Dies ist an dieser
Stelle jedoch nicht modelliert, da es hier lediglich um eine Abschitzung der Heizgiite gehen
soll. Es ist sicher zu behaupten, dass mit dem aktuellen Design des RIM-4 Triebwerks, des-
sen Induktionsspule sechs Windungen aufweist, dieser Effekt als vernachlissigbar aufgefasst
werden kann, da der zuriickgelegte axiale Weg kleiner als die halbe Entladungsgefafilange ist,
wodurch effizientes Heizen in z-Richtung aufgrund der Vorzeichenumkehr des elektrischen Fel-
des gewéhrleistet ist. Weitere Erhohungen der Windungszahl wirken sich nicht mehr sehr stark
auf die Unterdrickung der z-Komponente aus, was in Abb. 5.2.4 sowie in Tab. 5.2 verdeutlicht
ist.

Die Simulationsergebnisse zeigen, dass das RIM-4 Triebwerk mit seinen sechs Spulenwin-
dungen als optimal angesehen werden kann, was sowohl die elektrische Charakteristik als auch
die Heizeffizienz betrifft. Der néchste Unterabschnitt stellt ein alternatives Spulenkonzept vor,
das aufgrund seiner besonderen Wicklungsart die axiale Komponente von Natur aus sehr stark
unterdriickt und dabei gleichzeitig die bendtigte Stromamplitude zur Aufrechterhaltung des
jeweiligen Arbeitspunktes herabsenkt.

5.2.2 Alternative Spulengeometrie: Gegenliufige Bifilarspule

In diesem Unterabschnitt wird eine Spulengeometrie untersucht, die aufgrund ihrer Wick-
lungsart keine starke axiale Komponente induziert. Es handelt sich dabei um eine gegenlaufig
gewickelte Bifilarspule. Bei dieser Wicklungsart wird der rechtslaufigen Induktionsspule des
RIM-4 eine linksldufige Spule mit grofierem Radius tiberlagert (oder ggf. vice versa), indem
der Wicklungssinn am Ende des Ionisators gedreht und die Spule mit gré8erem Radius 7.2 der
mit kleinerem Radius r¢; iiberlagert wird. Eine Konzeptzeichnung ist in Abb. 5.2.5 verdeut-
licht.

Da der Strom durch beide Spulen in die gleiche Richtung fliefit, iiberlagern sich die induzier-
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Abbildung 5.2.6: Die azial induzierte elektrische Feldstirkenkomponente des unmodifizierten RIM-4
Triebwerks ist in (a) dargestellt. Durch die Wicklung einer gegenldufigen Bifilarspu-
le wird das azxial induziert Feld sehr stark geddmpft (b), was zu einer effizienteren
Heizung fiihrt, da ein Grofiteil des elektrischen Feldes in azimutaler Richtung in-
duziert wird.

ten Felder und werden damit verstarkt, was dazu fithrt, dass weniger Strom benétigt wird, um
einen Arbeitspunkt des Triebwerks aufrechtzuerhalten. Allerdings steigt die Induktivitat der
Anordnung und somit die Impedanz, was zu einem héheren Spannungsabfall an der komplexen
Last fithrt. Dieser Effekt muss berticksichtigt werden, da die anliegenden Spannungsamplituden
im Resonanzfall nochmals erhéht werden. Es kénnen sich dadurch Amplituden im kV-Bereich
einstellen.

Das Prinzip der Wicklung diktiert, dass sich die axial induzierten Felder aufgrund der Sym-
metrie nahezu aufheben, da derselbe Strom sowohl in positiver als auch in negativer z-Richtung
flieft. Der Radius der &ufleren Spule ist grofler als der der inneren, wodurch das durch die &u-
Bere Spule induzierte Feld betragsméflig etwas kleiner ist als das der inneren. Dennoch kann
man davon ausgehen, dass nahezu alle axialen Komponenten vernachlédssigt werden konnen,
wie in Abb. 5.2.6 (b) dargestellt ist. Im direkten Vergleich dazu sieht man in Teilbild (a) der
Abbildung die axial induzierte elektrische Feldstarkenkomponente des unmodifizierten RIM-4
Triebwerks.

Wie im letzten Unterabschnitt (Kap. 5.2.1) bereits angesprochen, ist der Einfluss der axialen
Komponente bei der unmodifizierten RIM-4 Spule zwar vorhanden, wirkt sich aber nicht stark
nachteilig aus, da auch in z-Richtung effizient geheizt werden kann. Einen direkten Vergleich
der elektrischen Parameter sowie der Performancedaten zwischen RIM-4 und RIM-4 mit ge-
genldufig bifilar gewickelter Spule fiir den Arbeitspunkt I}, = 10mA bei V = 0.2sccm liefert
Tab. 5.3.

Bei gleichbleibendem Massenwirkungsgrad steigt der elektrische Wirkungsgrad des Trieb-
werks mit gegenldufiger Bifilarspule leicht an, was durch die niedrigere absorbierte bzw. seri-
ell iibertragene Leistung Ps gemafl Gl. (2.3.21) gewdéhrleistet ist. Dass weniger Leistung zur
Aufrechterhaltung des Arbeitspunktes benoétigt wird, liegt vor allem daran, dass die axiale
Komponente hier sehr stark gedimpft ist (vgl. Abb. 5.2.6). Die Uberschlagsrechnung aus dem
letzten Unterabschnitt beschrieb ein idealisiertes Szenario, das die Elektronen als uniform ver-
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Tabelle 5.3: Vergleich elektrischer Parameter und Performancedaten zwischen RIM-4 und RIM-4 mit
gegenlaufig bifilar gewickelter Spule (RIM-4 mod.) fir I, = 10 mA bei V. = 0.2 scem.

R. L, 1. P, ¢
Q) (mH) (A) (W)

RIM-4 0.70 046 092 1.16 5.77 1523 043 0.95
RIM-4 mod. | 0.70 0.48 3.20 4.72 294 13.82 043 0.97

Triebwerk | n,, 7l L

teilt am unteren Ende des Entladungsgefdfies betrachtete. In Wirklichkeit tragt immer nur
ein Teil der Elektronen zur Heizung in axialer Richtung bei. Da die Felder mit gegenléufig
gewickelter Bifilarspule fast ausschliellich in der Azimutalebene induziert werden, wird eine
verhdltnisméBig geringere Zahl von Elektronen in axialer Richtung beschleunigt. Von diesen
Elektronen trigt wie erwdhnt nur ein gewisser Teil zur effizienten Heizung bei, der Rest ver-
ursacht Wandverluste. In Summe wird weniger Leistung fiir die Stoiprozesse verbraucht, weil
diese effizienter Ablaufen, da weniger Elektronen verloren gehen. Zusétzlich dazu ergibt sich
ein geringerer Leistungsabfall im Spulendraht, wie Eingangs erwdhnt. Der Unterschied zwi-
schen unmodifiziertem und modifiziertem RIM-4 mag gering erscheinen, doch lasst sich daraus
der Mehrwert des neuen Spulenkonzepts ableiten. Bei 1.5 W Leistungsersparnis handelt es sich
immerhin um 10% der Gesamtleistung. Viel wichtiger ist aber die Tatsache, dass mit etwa
der halben Stromamplitude gearbeitet werden kann, was wiederum thermische Effekten sowie
EMV-bedingte Einfliisse mindert.

Unter Anwendung der modifizierten Spule sollte sich auch der Wirkungsgrad des RFG ver-
bessern, da sowohl Ohm’scher als auch induktiver Anteil der seriellen Last steigen. Dadurch
wird fiir die meisten Generatortopologien das Anpassverhalten begiinstigt, da der Generator-
innenwiderstand i. a. grofler ist als der Triebwerkswiderstand, wodurch wenig Wirkleistung
eingekoppelt werden kann.

5.2.3 Modifizierung des Entladungsgefiafles

In den vorhergehenden beiden Unterabschnitten wurden Modifizierungen der Windungszahl
sowie der Spulenform evaluiert. Hier soll der Einfluss des Entladungsgeféifies auf die Performan-
ce des Triebwerks untersucht werden. Dabei wird die zylindrische Form des Entladungsgeféfies
beibehalten, um die Giltigkeit des Skalierungsparameters 5 aus Kap. 4.3 weiterhin zu ge-
wéhrleisten. Die Performancestudie untersucht die Einfliisse des Verhéltnisses d./L, auf die
Entladungscharakteristik. Dazu wird der Einfluss variierender Entladungsgefafllinge L. bei
konstantem Spulendurchmesser d. untersucht.

Fir diese Studie betrégt die Referenzgréfie d. = 45.4 mm. Weiterhin gilt N, = 6, was der
RIM-4 Geometrie entspricht. Die Simulationen wurden fir den Arbeitspunkt I;, = 10 mA bei
V =0.2scem und Vier = 1250V sowie Viee = 150V durchgefiihrt.

Abbildung 5.2.7 zeigt die Wirkungsgrade des Triebwerks, die sich in Abhéngigkeit von der
Entladungsgefafilinge ergeben. Zusétzlich sind die Wirkungsgrade der nominellen RIM-4 Geo-
metrie eingezeichnet. Wie man der Abbildung entnehmen kann, kann der Massenwirkungsgrad
als konstant angenommen werden. Dies beruht auf der Tatsache, dass er aus der Regelgrofie,
dem extrahierten Ionenstrom, abgeleitet wird. Der elektrische Wirkungsgrad hingegen durch-
lauft ein Maximum. Links dieses Maximums steigen Wandverluste relativ zu den Plasmaverlus-
ten an, wodurch der grofite Teil der Leistung an den Wéanden deponiert wird. Rechts des Maxi-
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Abbildung 5.2.7: Die Wirkungsgrade sind in Abhdingigkeit des geometrischen Verhdltnisses d./L,
dargestellt, wobei der Spulendurchmesser konstant bei d. = 45.5 mm gehalten wird.
Der Wirkungsgrad des RIM-/ ist eingezeichnet. d./L, nimmt mit steigender Ent-
ladungsgefdfilinge ab. Der konstante Massenwirkungsgrad ist durch die Regelung
des extrahierten Ionenstroms bedingt und somit kein Freiheitsgrad. Links des Ma-
ximums des elektrischen Wirkungsgrades (und somit des Gesamtwirkungsgrades)
nimmt der Wirkungsgrad ab, da die Wandverluste zunehmen. Rechts des Maxi-
mums klingt der Wirkungsgrad leicht ab, da die Entladungsverluste durch wachsen-
des Plasmavolumen zunehmen.

mums sorgt das ansteigende Plasmavolumen fiir eine allgemein wachsende Leistungsaufnahme
aufgrund plasmainterner Stofiprozesse. Das Maximum verschiebt sich je nach Arbeitspunkt.

Um die Betrachtungen der Wirkungsgrade zu untermauern, ist der Entladungsverlust nebst
induktivem Koppelfaktor in Abb. 5.2.8 dargestellt. Um kleine d./L,-Verhéiltnisse zu unter-
suchen, wird die Entladungsgefafllinge erhoht. Extrem kleine EntladungsgefédfSlingen kénnen
mit dem numerischen Modell aufgrund von Stabilitdtsproblemen nicht untersucht werden;
diese sind jedoch in der Praxis auch nicht relevant, da, wie in Abb. 5.2.8 gezeigt, der Entla-
dungsverlust in diesen Bereichen zu hoch ist, um das Triebwerk effizient betreiben zu kénnen.
Obwohl kleine d./L,-Verhéltnisse auflerst stabil berechnet werden koénnen (vgl. Kap. 6.1),
sind auch diese nicht praxisrelevant aufgrund des hohen Entladungsverlustes. Mehr Informa-
tion zur Stabilitdtsproblematik und zu Giiltigkeitsbereichen des numerischen Modells ist in
Kap. 6 gegeben.

Der Entladungsverlust in Abb. 5.2.8 (a) durchlduft ein Minimum genau an der Stelle, wo
der elektrische Wirkungsgrad sein Maximum aufweist. Dies ist zum einen durch die relative
Zunahme der Wandverluste in Bereichen kleiner Entladungsgefdlangen bedingt und zum an-
deren durch die Abnahme des induktiven Koppelfaktors, dargestellt in Teilbild (b), wodurch
ein groflerer Anteil elektromagnetischer Energie zur Erhaltung des Arbeitspunktes eingespeist
werden muss.

Wie man den letzten beiden Abbildungen entnehmen kann, liegt das Design des RIM-4 Trieb-
werks nahe des Optimums fiir den eingestellten Arbeitspunkt. Entwickelt man Triebwerke, die
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Abbildung 5.2.8: Entladungsverlust £ (a) und induktiver Koppelfaktor ¢ (b) fiir konstanten Spulen-

durchmesser d. und variable Entladungsgefiflinge L,. Das sich ergebende Mini-
mum in (a) ist zum einen dadurch bedingt, dass linksseitig Wandverluste stark an-
steigen und zum anderen, dass der induktive Koppelfaktor dort sehr gering ist, wo-
durch mehr elektromagnetische Energie zur Erhaltung des Arbeitspunktes bendtigt
wird. Rechtsseitig nimmt der Entladungsverlust zu, da das Plasmavolumen ansteigt,
wodurch mehr Leistung aufgrund der StofSprozesse verloren geht. Extrem grofie Ent-
ladungsgefdfilingen konnten micht untersucht werden, da das numerische Modell
sonst seinen Gultigkeitsbereich iberschritten hatte (vgl. Kap. 6.1).

einen grofleren Schubbereich durchfahren kénnen sollen, wird eine geometrische Optimierung
auferst schwierig, da der Entladungsverlust (und somit der elektrische Wirkungsgrad) stark
vom eingestellten Arbeitspunkt, bestehend aus extrahiertem Ionenstrom, angelegter Gitter-
spannung sowie einstromender Neutralgasmenge abhingig ist. Falls nur ein bestimmter Schub
bzw. ein kleiner Schubbereich bereitgestellt werden soll, kann das geometrische Verhéltnis des
Entladungsgefifies auf hochste Effizienz eingestellt werden. Zusammen mit dem vorgestellten
Konzept der gegenldufigen Bifilarspule aus Kap. 5.2.2 kénnte somit ein effizientes Triebwerk
entwickelt werden.
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Kapitel 6
Ergebnisdiskussion und Fazit

In diesem Kapitel werden zundchst die mit dem numerischen Modell ge-
wonnenen Erkenntnisse in puncto Giltigkeit evaluiert. Dariiber hinaus
werden im zweiten Teil dieses Kapitels die technischen und physikali-
schen Bedeutungen der Ergebnisse diskutiert und davon abgeleitet der
Mehrwert des gezeigten numerischen Modells motiviert, was zugleich
auf die Fragestellung aus Kap. 1 projiziert werden kann. Zum Schluss
gibt ein Fazit Aufschluss tber zukiinftige Applikationen des Modells so-
wie geplante Modifikationen und Erweiterungen.

6.1 Giiltigkeitsanalyse

Um die Giiltigkeit des numerischen Modells bewerten zu kénnen, muss man insbesondere die
kritische Komponente in Betracht ziehen. In diesem Fall handelt es sich dabei um die Model-
lierung der Gasentladung, da fiir das Plasma die Beschreibung im Fluidbild mittels Uniform
Density Discharge Model [65] als Approximation der tatsdchlich ablaufenden physikalischen
Prozesse gewéhlt wurde. Um gasdynamische und strémungsmechanische Problemstellungen zu
klassifizieren, bedient man sich der Knudsen-Zahl Kn [64], die die mittlere freie Weglédnge A
zwischen zwei Stéflen mit der charakteristischen Lénge Ly, auf der diese Stéfle geschehen, in
Bezug setzt gemaf

_ X
-

Fiir jeden Strémungsbereich kann ein dquivalenter Knudsen-Zahlenbereich ermittelt oder {iber-
schlagen werden, sofern geniigend Kenntnisse iiber die StoSprozesse vorliegen. Eine Ubersicht
in Abb. 6.1.1 nach Refs. 2 und 3 stellt die verschiedenen Bereiche vor, zeigt mathematische
Modellansétze und setzt beides in Bezug zur Knudsen-Zahl.

Wie in der Abbildung dargestellt, lassen sich alle Stromungstypen mittels Boltzmannglei-
chung beschreiben. Die Boltzmanngleichung ist eine Integro-Differenzialgleichung, die die Ver-
teilungsdichte im sechsdimensionalen Phasenraum beschreibt [2]. Die Implementierung ei-
ner Losung der Boltzmanngleichung fiir Plasmaprozesse (besonders im Themenbereich der
elektrischen Triebwerke) ist duflerst rechenintensiv und geschieht meist durch eine Kopplung
von DSMC (Direct Simulation Monte Carlo)-Methoden mit PIC (Particle-In-Cell)-Ansétzen.
Durch die vollstéindige Beschreibung der Plasmaentladung auf Ebene der kinetischen Gastheo-
rie bekommt man so den Einblick in mikroskopische, ortsaufgeloste Prozesse. Diese Vollstan-
digkeit erkauft man sich mit langen Rechenzeiten und hohem Ressourcenbedarf. Eine Studie
zur Implementierung eines vollstdndig kinetischen Modells der Abldufe in einem RIT kann in
Ref. 37 eingesehen werden. Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, ist eine Kenntnis der mikro-
skopischen Parameter fiir die vorliegende Arbeit nicht nétig, bzw. kontraproduktiv, da hier eine

Kn (6.1.1)
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Abbildung 6.1.1: Ubersicht der stromungsmechanischen Bereiche und entsprechenden mathemati-
schen Modelle in Abhdngigkeit der Knudsen-Zahl nach Refs. 2 und 3. Das in dieser
Arbeit implementierte Uniform Density Discharge Model ist giiltig fir Kontinuums-
und Ubergangsstromungen. Wird die Knudsen-Zahl zu grof (allgemein > 10), ver-
liert es allmdhlich seine Giltigkeit. Es existiert allerdings keine harte Grenze;
Grenzfille miissen stets gesondert untersucht werden, da auch sie u. U. als Fluid-
Stromung betrachtet werden konnen.

Toolbox bereitgestellt werden soll, mit deren Hilfe man schnell verschiedenste Parametersétze
evaluieren und vergleichen kénnen soll.

Kommerziell erhéltliche RIT mit Ionisatordurchmessern d, > 4cm, so auch das RIM-4,
arbeiten physikalisch im Bereich der Ubergangsstromung, was man durch eine Approximation
der Knudsen-Zahl belegen kann. Betrachtet wird im Folgenden das RIM-4 mit d, = 4.29 cm.
Die mittlere freie Weglédnge, die zur Berechnung der Knudsen-Zahl genutzt wird, ist nicht
jene, welche den dominanten Stofl zwischen Elektronen und Atomen beschreibt, sondern jene,
welche den unwahrscheinlichsten Stofl beschreibt, damit stets die Giiltigkeit des Gesamtsystems
betrachtet wird. Dieser Stof} ist jener zwischen Ionen und Atomen, da sich beide Spezies
lediglich mit thermischer Energie ungerichtet fortbewegen. Als charakteristische Lange Ly wird
im Falle des RIM-4 der Durchmesser d, des Ionisators genutzt (da dy > L), um die worst-case-
Betrachtung aufrechtzuerhalten. Fiir die Studien, in welchen die geometrischen Verhéltnisse
des lonisators modifiziert wurden, wurde stets die kleinste sich ergebende Strecke im Ionisator
als charakteristische Linge genutzt. Fiir den typischen Arbeitspunkt von V = 0.2 sccm Xenon-
Volumenstrom bei Ve = 1250V und Viee = 150V bei Strahlstromen im Bereich 5 — 12.5 mA
ergeben sich nach obigen Annahmen Knudsen-Zahlen im Bereich 1.7 — 5.7. Selbst bei dieser
worst-case-Betrachtung liegen die Knudsen-Zahlen in einem handhabbaren Giiltigkeitsbereich
fiir die Anwendung des Uniform Density Discharge Models.

Eine Ubergangsstromung kann oft mittels Fluidmodellen berechnet werden [3], wobei die Er-
gebnisse stets experimentell verifiziert werden sollten. Das Uniform Density Discharge Model,
das in seinen Grundziigen das ideale Gasgesetz widerspiegelt, basiert ebenso auf der Behand-
lung des Plasmas als Fluid und kann demnach bis zur Grenze zur frei-molekularen Stréomung
als Werkzeug eingesetzt werden. Diese Grenze ist nicht hart, sondern kann u. U. herauf- bzw.
herabgesetzt werden.

Anhand numerischer Oszillationen kann der Giiltigkeitsbereich von Fluidmodellen gut evalu-
iert werden. In dieser Arbeit liefert die innerste Erhaltungsgleichung (Gl. (3.2.10)) kein stabiles
Ergebnis, wenn die Elektronentemperatur fiir den eingestellten Arbeitspunkt zu grofl wird. Die
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Abbildung 6.1.2: Knudsen-Zahl in Abhdingigkeit des Arbeitspunktes. Die Losungen fangen an zu 0szil-
lieren, wenn der Volumenstrom sinkt und zugleich der Ionenstrom zunimmt. Man
erkennt, dass das Modell bereits in Bereichen Kn < 10 seine Giiltigkeit verliert,
was die obige Behauptung, die Giiltigkeitsgrenzen seien nicht hart, verifiziert.

Losung beginnt zu oszillieren. Anhand dieser Oszillation kann man sehr gut die Giiltigkeits-
grenzen herausfinden. Im weiteren Verlauf sind die Giltigkeitsgrenzen fiir die Simulationen
dargestellt und auf die Knudsen-Zahl bezogen. Des Weiteren werden die Knudsen-Zahlen fiir
die verschiedenen Simulationen in Abhéngigkeit der eingestellten Arbeitspunkte aufgefiihrt,
wodurch sich eine umfassende Giiltigkeitsanalyse des numerischen Modells ergibt.

Abbildung 6.1.2 zeigt die Knudsen-Zahlen fiir die in Kap. 4.3 und Kap. 5.1 durchgefiihrten Si-
mulationen in Abhéingigkeit des jeweilig eingestellten Arbeitspunktes bestehend aus Volumen-
sowie lonenstrahlstrom. Anhand der Abbildung kann man erkennen, dass die Giiltigkeitsgren-
ze fiir diese Simulation bereits vor Kn = 10 liegt, da fiir die Konstellation kleiner Volumen-
und grofer Ionenstrahlstrome die Losungen teilweise oszillieren oder gar divergieren. Dies un-
terstreicht, dass die in Abb. 6.1.1 gezeigten Grenzen nicht hart sind, sondern fiir den Einzelfall
evaluiert werden miissen. Da Arbeitspunkte extrem kleiner Volumen- bei recht grofien Tonen-
strahlstromen auch in der Praxis aufgrund ihrer Ineffizienz (vgl. Abb. 5.1.11 (a)) nicht erstre-
benswert sind, leidet die Qualitéat des Modells nicht an dieser begrenzten Giiltigkeit (zumindest
fiir das RIM-4 Triebwerk). Die technisch interessanten Bereich kénnen aufgelost werden, wie
in Kap. 5.1.4 dargestellt.

In Kap. 5.2 wurden strukturelle Modifikationen des Triebwerks vorgenommen und deren
Auswirkungen auf die Performance und Impedanz untersucht. Die Windungszahl wurde in
Kap. 5.2.1 modifiziert mit dem Ergebnis, dass sich die Wirkungsgrade davon nicht beeinflus-
sen lieflen, wohl aber die benotigte Stromstérke. Aus diesem Grund ist es nicht verwunderlich,
dass auch die Knudsen-Zahl annéhernd konstant bleibt, wie in Abb. 6.1.3 (a) dargestellt.
Die Entladungscharakteristik dndert sich durch Modifikation der Windungszahl nicht, da die
Eingangsparameter auf den Strahlstrom geregelt werden. Da die Knudsen-Zahl von der entla-
dungsbeschreibenden mittleren freien Weglédnge abhéngt, liefert sie hier lediglich die Aussage,
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Abbildung 6.1.3: Giiltigkeitsanalyse der in Kap. 5.2 durchgefiihrten Optimierungssimulationen. (a)
zeigt die als konstant anzunehmende Knudsen-Zahl in Abhdngigkeit von der Win-
dungszahl der Spule. Die Entladungscharakteristik des Plasmas wird durch die Win-
dungszahl nicht beeinflusst; um den extrahierten Ionenstrom aufrechtzuerhalten,
muss allerdings der Eingangsstrom variiert werden, um die notwendigen magne-
tischen Flisse durch die Windungen liefern zu kénnen. (b) zeigt hingegen, dass die
Knudsen-Zahl abhdingig von der Geometrie des Ionisatorgefifles ist. Die effektive
Verlustfiiche an den Winden sowie das Plasmavolumen werden durch Veranderun-
gen der Geometrie modifiziert, was sich wiederum auf die Entladungscharakteristik
auswirkt.

dass sich die Entladung aus stromungsmechanischer Sicht in einem Bereich befindet, welcher
mit Fluidgleichungen beschrieben werden kann.

Im Gegensatz dazu éndert eine Modifikation des Verhéltnisses des lonisatordurchmessers
zu dessen Lénge dy /Ly, welche in Kap. 5.2.3 untersucht wurde, die grundlegende Entladungs-
charakteristik, da sich diese Anderung auf die effektive Wandverlustfliche sowie das Plasma-
volumen auswirken. Die Knudsen-Zahl fiir variable Entladungsgeféafllaingen L. bei konstantem
Spulendurchmesser d. bzw. konstantem Enladungsgefdafidurchmesser d, = d. — 2t,, wobei t,
die Dicke der dielektrischen EntladungsgeféBwand beschreibt, ist in Abb. 6.1.3 (b) dargestellt.
Man erkennt, dass die Knudsen-Zahl mit abnehmenden d, /L,-Verhéltnis stark anwéchst. Bei
einer axialen Lénge von etwa 1cm wird die Knudsen-Zahl nach Gl. (6.1.1) bereits so gro8,
dass die Fluidannahme fraglich ist. Kleinere axiale Langen (bei dem gegebenen Durchmesser)
kénnen aus diesem Grund mit dem hier vorgestellten Modell nicht untersucht werden. Sie wer-
den allerdings auch nicht als praxisrelevant interpretiert, da sich zu grofie Entladungsverluste
einstellen (vgl. Abb. 5.2.8 (a)).

Steigt das Verhéltnis dy /L, an, sittigt sich die Knudsen-Zahl, da die charakteristische Linge
ab einem Grenzwert der Entladungsgefdfilange durch den Durchmesser des Entladungsgeféfies
gegeben ist, der hier konstant bleibt. In diesen Bereichen ist die Giiltigkeit des Modells gewéahr-
leistet. Die Knudsen-Zahl fiir den eingestellten Arbeitspunkt fiir ein RIM-4 Triebwerk lasst sich
bei der Entladungsgefafilinge von 4.1 cm ablesen und betragt Kn =~ 2.5. Dies korrespondiert
mit den entsprechenden Werten aus Teilbild (a) (bei 6 Windungen) sowie aus Abb. 6.1.2 (fur
I, = 10mA bei V = 0.2sccm).
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6.2 Abschliefende Bewertung mit Zukunftsaussicht

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass das vorgestellte numerische Modell stabile Ergeb-
nisse fiir die Simulation der RIM-4 Triebwerksgeometrie liefert, sofern man praxisrelevante Ar-
beitspunkte als Eingabeparameter nutzt. Auch optimierte geometrische Strukturen, wie zum
Beispiel jene der gegenldufig bifilar gewickelten Induktionsspule, lassen sich stabil simulie-
ren und beeinflussen die Knudsen-Zahl kaum. Einzig die Verdnderung der charakteristischen
Léngen ist mit Vorsicht zu betrachten, da diese sich direkt auf den Giiltigkeitsbereich der Flui-
dannahme auswirkt. Arbeitspunkte rund um die maximale Effizienz des Triebwerks konnen
problemlos simuliert werden, wodurch der praktische Nutzen des Modells verifiziert wird.

6.2 Abschlielende Bewertung mit Zukunftsaussicht

In dieser Arbeit wurde die Entwicklung eines numerischen Modells zur Beschreibung von
Radiofrequenz-lonentriebwerken vorgenommen. Weiterhin wurden experimentelle Verifikatio-
nen einzelner Teil- aber auch des Gesamtmodells durchgefithrt. Um die Anwendungsmoglich-
keiten darzustellen, wurde ein RIM-4 Triebwerk unter verschiedenen Arbeitspunkteinstellun-
gen (bestehend aus extrahiertem Ionenstrom, Extraktionsspannungen und Volumenstrom des
Arbeitsgases) sowie unter Modifizierung der Spulen- und Entladungsgefédfigeometrie simulato-
risch untersucht. Dabei wurde das Konzept der gegenldufig bifilar gewickelten Induktionsspule
als Optimierungskriterium entdeckt, wodurch eine effizientere Plasmaheizung realisierbar wird.
Obwohl das Modell das Plasma mittels Fluidannahme behandelt, sind praxisrelevante Arbeits-
punkte und Geometrien problemlos simulatorisch abbildbar und bewegen sich im Giiltigkeits-
bereich der genutzten Modellvorschriften.

Das implementierte Modell besteht aus eindimensionalen Ladungs-, Energie- und Massener-
haltungsmodellen zur Berechnung der Plasmaparameter sowie aus einem dreidimensionalen
elektromagnetischen Modell, welches beliebige Geometrien der Spule ermoglicht. Mit dieser
Konstellation ist es moglich, praxisorientiert und schnell Losungen zu produzieren, die auf-
grund der experimentellen Verifikation die Funktionsweise einer existenten RIM-Quelle sehr
gut widerspiegeln. Das dreidimensionale elektromagnetische Modell ist hier vonnéten, da die
Induktionsspule als elektrisch kurz angesehen wird, weshalb keine analytischen Zusammenhén-
ge zur Beschreibung existieren. Spétestens die modifizierten Spulengeometrien aus Kap. 5.2
diktieren die Nutzung eines dreidimensionalen Solvers an dieser Stelle. Im Gegensatz zu einer
weiteren Arbeit des Projektschwerpunktes RITSAT, die eine vollstindig dreidimensionale auf
PIC und DSMC basierende numerische Losung bietet [37], wurde hier zugunsten der Simula-
tionsdauer auf die mikroskopische ortsaufgeloste Beschreibung des Plasmas verzichtet. Durch
die hybride 1D/3D Simulation kénnen komplette Parameterstudien innerhalb weniger Stun-
den berechnet werden, was die Funktionalitit des Virtual Prototypings begiinstigt. Weiterhin
kann das entwickelte Modell aufgrund dessen problemlos auf einem aktuellen PC mit vier
CPU-Kernen und mindestens vier GiB Arbeitsspeicher ausgefiihrt werden. Natiirlich profitiert
auch dieses Modell von mehr zur Verfiigung stehender Ressourcen, nicht zuletzt, da der Quell-
code so gestaltet wurde, dass parallele Berechnungen auf bis zu 512 Kernen moglich sind. Mit
der Anzahl der Kerne wéchst jedoch auch der genutzte Arbeitsspeicher. Die Simulationen in
dieser Arbeit wurden auf einer Dell Precision R7610 Workstation mit 32 CPU-Kernen (mit
jeweils 2 GHz-Taktung) sowie 192 GiB Arbeitsspeicher durchgefiihrt, weshalb massive parallele
Berechnungen durchgefiihrt werden konnten. Die genutzte MATLAB Version war das Release
R2104b.

Zukiinftige Modifikationen des Modells sollten die Geometrie des Entladungsgeféfies betref-
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fen. Prinzipiell bietet das genutzte Uniform Density Discharge Model die Moglichkeit, plane
und zylindrische Geféiwéinde zu untersuchen. Da in der Praxis teilweise kegelférmige Entla-
dungsgefife genutzt werden [62], ist eine Implementierung dieser Geometrie sinnvoll. Weiterhin
ist zu iiberlegen, ob eine modifizierte Version des Modells ortsaufgeloste Plasmaparameter lie-
fern konnen soll. Im Hinblick darauf wére es moglich, den vorhandenen Code, vor allem die
Implementierung des Uniform Density Discharge Models so anzupassen, dass dieser fiir beliebig
viele Kontrollvolumina im gesamten Simulationsgebiet aufgerufen wird. Eine Implementierung
wére das Non-Uniform Density Discharge Model [65], das weiterhin auf Fluidgleichungen ba-
siert, aber ortsaufgeloste Parameter berechnen kann. Ob der Mehrwert des aktuellen Modells,
namentlich dessen Geschwindigkeit bei experimenteller Genauigkeit, dann noch aufrechterhal-
ten werden kann, muss gepriift werden. Die zusétzliche Information der ortlichen Verteilung
von Elektronentemperatur und Teilchendichte(n) kénnte dazu genutzt werden, noch genauere
Vorschriften fiir die optimale Geometrie der Induktionsspule bzw. des Entladungsgefiafies zu
finden.
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Anhang

Im Anhang sind detaillierte Rechnungen, Herleitungen und weiterfih-
rende Informationen dargestellt, die den Lesefluss im Hauptteil min-
dern wiirden.

A.1 Zu Kapitel 2

Dieser Abschnitt zeigt detaillierte Herleitungen der genutzten Theorien der elektromagneti-
schen Felder, Plasmaphysik sowie der Funktionsweise von Radiofrequenz-lonentriebwerken.
A.1.1 Zu Kapitel 2.1.3

Herleitung der Green’schen Funktion des Laplace-Operators in drei Dimensionen
nach Ref. 41

Eine inhomogene lineare Differenzialgleichung hat die Form
Ly = f, (A.1.1)

wobei L ein linearer Differenzialoperator ist (bspw. V2) und f die Inhomogenitit bezeichnet.
Das Ziel ist es nun, eine partikuldre Losung y, zu f zu finden. Da ein Umkehroperator L' zu
L im Allgemeinen nicht existiert, bedient man sich eines Tricks, der durch den Operator G,
der Green’schen Funktion zu L, ermdglicht wird. Man sucht eine Funktion G derart, dass

LG = 1. (A.1.2)
gilt. Fiir den Fall, dass y = G f, hat man somit eine partikuldre Losung gefunden gemaf
Ly=L(Gf)=(LG)f=1f=f. (A.1.3)

Die gesamte Losung ergibt sich durch Addition der allgemeinen Loésungen des homogenen
Problems. Dies basiert darauf, dass die Green’sche Funktion G eine spezielle partikuldre Losung
fiir die 0-Distribution als Inhomogenitét ist, die nach Ref. 41 als

0(r—a)=0 firz#a (A.1.4)

definiert ist. Eine Integration von § iiber z liefert

/Ooé(x—a)dx:{l fiir = a . (A.1.5)

0 sonst

Es gilt also LG = 4. Um die partikuldre Losung y, fiir die Inhomogenitit f aus der
Green’schen Funktion G zu gewinnen, schreibt man
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Gleichung (A.1.6) beschreibt, dass fiir jede Funktion f die Faltung (x-Operator) mit der Delta-
Funktion ¢ die Funktion f selbst ergibt. Setzt man also § = LG und berticksichtigt, dass die
Ableitung einer Faltung geméafl L (f * G) = (Lf) * G = f % (LG) in die Faltung hineingezogen
wird, kann man folgern, dass die partikuldre Losung als Faltung der Green’schen Funktion mit
der Inhomogenitét identifiziert werden kann. Lost man den Faltungsoperator auf, ergibt sich

= /G (x—2') f(2)) do’. (A.1.7)

Auf den Laplace-Operator angewandt, ergibt sich fiir Gl. (A.1.2)
V2G (x,x) =6 (x — /). (A.1.8)
Um die Green’sche Funktion zu finden, kann man den Ansatz
G (x,x) = g (x - X) (AL9)

machen, wobei V3¢ (x) = § (x) gilt [35]. Da die letzte Gleichung invariant unter Drehungen
um den Ursprung ist, kann man sie als g (x) = h(|x|) = h(r) ausdriicken und den Laplace-
Operator schliefllich in Kugelkoordinaten ausdriicken (dabei spielt hier nur die -Komponente
eine Rolle aufgrund der Abhéngigkeiten von g) gemaf

1d2

V2h(r) = -T3

[rh(r)]=0 firr#0. (A.1.10)

Nach Multiplikation mit » kann man diese Gleichung mittels Integration zu

/;22 [rh(r)] dr:/Odr

i) =

:>/ dr—/Cldr

:>7“h( ):Clr—i-CQ

() = O+ 9 (A.1L11)

l6sen. Da es bei dieser Herleitung um physikalische Gréfien, wie in diesem Fall um das Vek-
torpotenzial, geht, kann man verlangen, dass dieses geméf h (r — oco) — 0 im Unendlichen
verschwindet. Daraus resultiert, dass C7 gleich null zu setzen ist, weil ansonsten ein Abklingen
des Feldes auf null nicht moglich wire.

Um die Konstante C zu bestimmen, integriert man mit Hilfe des Gaufi’schen Integralsatzes
V2g(x) = V2h (x) iiber ein Kugelvolumen Vi um deren Ursprung mit beliebigem Radius R
(die rechte Seite ergibt eins aufgrund von Gl. (A.1.5)) und erhalt

// V2h(x) dVk = @b Vh(x) dAg =1, (A.1.12)
Vk oK

II



A.1 Zu Kapitel 2

dabei gilt fiir den Gradienten

o= 5 (2)e

C
= Vh(x) = —T—22er
C
= Vh(x) = ——=, (A.1.13)
r
unter der vorher getroffenen Voraussetzung, dass x = re,. Das Oberflichenintegral nach
Gl. (A.1.12) bestimmt sich also zu
e
—Cy # —T 2sinfdfdp = 1. (A.1.14)
oK T

Da x = re, und hier iiber den Rand bei Radius r = R integriert wird, folgt

21 U 1
—02/0 /Oﬁﬁ?smedad@ﬂ
1

= Cy=—1-. (A.1.15)

Mit diesem Zusammenhang und unter Beriicksichtigung von Gl. (A.1.9) sowie deren Invarianz
(g (x) = h(|x|)) ergibt sich

1

R E— A1l
4t |x — x/| ( 6)

G(x,x)=h(x-%)=-
als Green’sche Funktion fiir den Laplace-Operator in drei Dimensionen [35].

A.1.2 Zu Kapitel 2.2.1

Zusammenhang zwischen Potenzial, Temperatur und Elektronendichte im
Fluidbild nach Ref. 65

—eneVP + eTeVne =0
Vne

= Vo — Te
;s// V<I>d3x— // Ve 4

Die Loésung von @ ist trivial geméfl

=0

// Vo d3x = & + Cy. (A.1.17)
1%

Die Losung von @ ergibt sich nach partieller Integration geméf

/f’(:v)g(:v) dx:f(:v)g(w)—/f(w)g’(w) da
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zu

Vne B 8ne ane 8”6 3
// T///ne( a—yeﬁvz)dx
=T, (—+CQ+/// —2d3x)

Ne v Mg

=Tce(Inne+14+Cy+C3).
Mit Cy = T, (1 4+ Cy + Cs) ergibt sich schliefllich

// v"e =T.lnne + Cy. (A.1.18)

Nun liefert Gleichsetzen von @ und @

® = T, Inne + const. (A.1.19)

Taylor-Reihenentwicklung des Thomson-Querschnittes

Man entwickelt den Thomson-Querschnitt aus Gl. (2.2.46)

e \21 /1 1
Y L ~ ) fir d > @y,
7 “(Ameo) <1><<1>1Z <1>) e =

nahe des Ionisationspotenzials ®;, und bricht nach der ersten Ordnung ab gemé&f

n)

1 G
iy (®; By,) ~ Z 7y (Pie) (@ — Dy,)" (A.1.20)
dJlZ (q)iz)
R0 (Pu) + — g (2= Pw). (A.1.21)

Unter Anwendung der Produktregel ergibt sich nun fiir die Ableitung

it o) [e (s el
2
- <4Tfjo‘1>> {_ ‘1>11z * %} D=y, (A.1.23)
- ﬁ<4neZ<I>iz)2 @1 (A.1.24)
Einsetzen dieses Ausdruckes in Gl. (A.1.21) liefert schlieBlich
iy N T (47reZ<I>iz)2 e ;:)iz ~ UO%. (A.1.25)

Berechnung des Ratenkoeffizienten fiir Ionisation

Einsetzen von Gl. (2.2.47) bzw. Gl (A.1.25) in Gl (2.2.45)

3
m 2 [ MeV>
K (Te) = 4m <27teeTe> /0 o (ve) v3 exp <_ 2@8T2> dve

v
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und Anpassung der unteren Integrationsgrenze zur thermischen Geschwindigkeit der Elektro-
nen, die gerade die Ionisierungsenergie erreicht haben liefert

3 . 2
Me 2 me 5 MeV;
Ki, (Te) = 4 — dve—
iz (Te) (27’[6Te) 0 7T//726@&/,% 2ed;, Ve OXP ( 2€Te> Ve

3 00 2
me 2 3 MeVS
— 4 — dve. A.1.26
<2neTe) 70 ”/, S © T ( 2eTe> ve (4.1.26)
Mit den Konventionen
3
M 2
— 4 A1.27
(27’[eTe) T0 5T ( )
2edy,
B == (A.1.28)
Me

Me
= A.1.29
2eT, ( )

Me
_ A.1.30
26‘1)1Z ( )

ergeben sich Integrale der folgenden Form
oo o0
Ki, (Te) = AD/ V2 exp (—Cvg) dve — A/ v3 exp (—Cvg) dve . (A.1.31)
B B
) @

Beide Integrale wurden numerisch mit MATLAB gelost. Auf die Algorithmen dazu wird nicht
néher eingegangen; diese konnen jedoch unter http://de.mathworks.com/help/symbolic/
int.html eingesehen werden.

Fiir @ ergibt sich

AD /BOO vg’ exp (—C’vg) dve = AD {BQC (BZC' + 2) + 2} exp (—BQC’)

203
=53 [B CD +2B2D + ?] exp (~B*C). (A.1.32)
Analog ergibt sich fiir @
o0 A
3 2 - 2 [p2 —-B?
A/B Ug exp (—C’ve) dve = 502 {B C+ 1} exp ( B C’) . (A.1.33)
Subtraktion von @ von @ geméaf Gl. (A.1.31) ergibt
_ A 2 4 2 2D 2
Ki, (T.) = 502 OXP (—B C) [B CD +2B*D + Yoln B“C — 1] . (A.1.34)

Als néchstes folgt die Riicksubstitution der Gln. (A.1.27) — (A.1.30) in Gl. (A.1.34) gemiB

2 1 2e®;,
Ki, (Te) = ( Me )2 00 4T————5 exp (— ¢ e )
2meT, 2( Me ) me 2eTe

o (26‘1)1Z>2 Me Mo 226‘1>1Z Me 2me 1 2e®;, me
2eT, 2edy, me 2e®dy, 26<I>iz%fe me 2eT,

Mme

11 . (A.1.35)


http://de.mathworks.com/help/symbolic/int.html
http://de.mathworks.com/help/symbolic/int.html
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Nach Kiirzen und Umstellen folgt

3
méoo4 (27m) e2T2 d,, 2T
K, (Te) = —— (3 e (_ T ) [H qﬂ
(2m)2 e2TEm? e iz
16eT, ., 27T,
= — 1 ) A.1.36
o0 27Tme P ( Te ) |: * q)iz :| ( )

Mit Gl. (2.2.11) ergibt sich schliefllich der in Ref. 65 aufgefiihrte Ratenkoeffizient fir Ionisation
zu

2T Dy,
Ki, (Te) = 00T [1 + e] exp (— ' ) : (A.1.37)
q)iz Te

A.1.3 Zu Kapitel 2.3.1
Herleitung der Raketengleichung nach Ref. 79

Auch wenn die folgende Herleitung der Raketengleichung aus Ref. 79 von der Annahme ausgeht,
dass sich die Rakete im absolut schwerefreien Raum befindet — was aufler an den sog. Lagrange-
Punkten! nirgendwo in unserem Sonnensystem der Fall ist [64] — kann die Gleichung in guter
Néherung auch auf praktikable Umlaufbahnen angewendet werden, sofern die Antriebsdauer
nur einen sehr kleinen Teil der Umlaufperiode darstellt. Weiterhin gelten die Annahmen des
nichtbeschleunigten Inertialsystems sowie des flugrichtungsparallelen Schubvektors der Rakete
bei der Herleitung.
Mit diesen Annahmen ergibt sich der Raketenimpuls zu

p(t) =mr (t)vr (t), (A.1.38)

mit mpg () der Masse der Rakete zum Zeitpunkt ¢ und vy () dem Geschwindigkeitsvektor der
Rakete relativ zu einem inertialen Bezugssystem zum Zeitpunkt ¢.

Der Impuls des ausgestolenen Abgasstrahls berechnet sich mit dem Integral tiber das Strahl-
volumen V' zu

ms(t)
ps (t) = /// va (x,t) pa (x,t) dV = / vg (t) dmsg, (A.1.39)
v ms (to)
dabei beschreibt v (x,t) den rdumlich und zeitlich variablen Geschwindigkeitsvektor der Ab-
gaspartikel (mit x = ve, + ye, + ze;), pc (x,t) die rdumlich und zeitlich variable Dichte des
Abgasstrahls, vg (t) den resultierenden Geschwindigkeitsvektor des Strahls zum Zeitpunkt ¢
und dmg ein infinitesimales Masseteilchen im Abgasstrahl.
Nun kann der Gesamtimpuls des Systems zur Zeit ¢ durch Addition von Gl. (A.1.38) und
Gl. (A.1.39) definiert werden zu

Psys (1) = Pr (t) +ps (1) . (A.1.40)
Dieser Gesamtimpuls geniigt der Impulserhaltung, d. h. seine zeitliche Ableitung darf keine

Werte verschieden von Null annehmen. Unter Anwendung der Produktregel ergibt sich

dpsys dpr | dps  dmg dvg dmg 1
TR + ETalmiT: VR + MR 1 + vg 1 =0. (A.1.41)

Ldort heben sich die gravitativen Kréfte der Himmelskorper gegenseitig auf

VI



A.1 Zu Kapitel 2

Setzt man nun fest, dass eine negative Massenanderung der Rakete (durch Ausstoff von Treib-
stoff) einer positiven Massenédnderung des Abgasstrahls entspricht, kann man eine Massenbi-
lanzgleichung geméf

dm (t)
dt

dmp = —dmg = — dt (A.1.42)

formulieren.
Durch Einfithrung der Abgasaustrittsgeschwindigkeit? v, lisst sich die Strahlgeschwindig-
keit mit der der Rakete in Verbindung bringen (s. Abb. 2.3.1). Es ergibt sich

vg (t) = v (t) + vex (1) . (A.1.43)

Setzt man nun Gl. (A.1.43), unter Berticksichtigung von Gl. (A.1.42), in Gl. (A.1.41) ein, ergibt
sich

mpg (t) dVR = Vex (t) dmg. (A.1.44)

Aufgrund der getroffenen Annahmen lasst sich Gl. (A.1.44) auch mit skalaren Grofien be-
schreiben, da die jeweiligen Vektoren in entgegengesetzte Richtungen weisen. Der Ausdruck
vereinfacht sich zu

(A.1.45)

In Gl (A.1.45) gilt fiir die jeweilige Geschwindigkeit v = [v| = |/vZ + vZ 4+ vZ. Um die Ge-
schwindigkeitsverteilung des ausstromenden Gases an der Diise realistischer zu beschreiben,
wird im Folgenden statt der idealen Austrittsgeschwindigkeit ve, die effektive Austrittsge-
schwindigkeit veg verwendet, welche als mittlere Austrittsgeschwindigkeit des Gases in axia-
ler Richtung zu verstehen ist. Dadurch entféllt auch die explizite zeitliche Abhéngigkeit von
Gl (A.1.45) und es ergibt sich

d
dUR = —veg R (A.1.46)
my

Geht man nun von einer konstanten effektiven Austrittsgeschwindigkeit veg aus, ldsst sich aus
Gl. (A.1.46) mittels Integration die Raketengrundgleichung nach Ziolkowsky zu
Minal dmpg (minitial)

Ufinal — Vinitial = Av = —Veff / — = Ueff In
Minitial YR Mfinal

(A.1.47)
bestimmen.

A.1.4 Zu Kapitel 2.3.2
Herleitung des Child-Langmuir Raumladungsgesetzes nach Ref. 65

Im Folgenden wird der Einfluss der Raumladung der Ionen zwischen Abschirm- und Beschleu-
nigungsgitter auf den maximal erreichbaren Ionenstrom bzw. die maximal erreichbare Ionen-
stromdichte evaluiert. Dieser Zusammenhang wurde um 1910 erstmals von Clement D. Child
und Irving Langmuir am Beispiel eines Plattenkondensators postuliert.

2engl.: exhaust velocity

VII
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Abbildung A.1.1: Der unendlich ausgedehnte Plattenkondensator vereinfacht das Problem zu einem
eindimensionalen. Die Platten stehen im Abstand x = d zueinander. Da die Io-
nen kontinuierlich dem elektrischen Feld zwischen den Platten ausgesetzt sind,
nehmen sie standig Energie auf, womit sich ihre Geschwindigkeit in aufsteigender
2-Richtung erhoht. Es resultiert, dass die Raumladungsdichte proportional dazu ab-
nimmt, wodurch weiterhin die Ionenstromdichte zwischen x = 0 sowie © = d als
konstant anzunehmen ist.

Fiir die Herleitung ist der idealisierte Fall des in y- und z-Richtung unendlich ausgedehnten
Plattenkondensators geméfl Abb. A.1.1 anzunehmen. Dadurch vereinfacht sich das Problem auf
eine Dimension. Eine wichtige Randbedingung ist, dass der Ionenstrom bzw. die Ionenstrom-
dichte als konstant anzunehmen ist, da die Geschwindigkeit der Ionen in positiver z-Richtung
durch das beschleunigende elektrische Feld zu- und die Raumladungsdichte dadurch gleicher-
maflen abnimmt, um eine Gleichgewichtssituation darzustellen. Weiterhin ist die Anode hier
auf Masse normiert. Dadurch ergibt sich, dass das Potenzial an der Kathode negativ ist ge-
méf ¢ (d) = —Pyp,. Im Kondensator befindet sich weiterhin kein dielektrisches Material, was
zu € = ¢q fihrt.

Unter Anwendung des Gauf’schen Gesetzes aus Gl. (2.1.1) sowie der Potenzialgleichung
E = —V® ergibt sich die Poisson-Gleichung dieses Problems zu

V- Ee, =L (A.1.48)
€0
= V2o =L (A.1.49)
€0
Lo pl)
_ P A.1.50
BT €0 ( )

Ersetzt man nun die Raumladungsdichte in Gl. (A.1.50) mit p (z) = Ji/v;i (z), ergibt sich mit

v (x) = \/2e® (z) /m; fir einfach geladene Tonen

429 (x) Ji
= — A.1.51
dz? vi () €0 (A.1.51)
dQ(I) (x) Ji myi 1
dz2 ~ eV 2e /O (2) (4.1.52)
A

Die Losung der Differenzialgleichung aus Gl. (A.1.52) erhélt man durch Multiplikation mit
d®/dx und anschlieBender Integration iiber x. Sie lautet

d?2® do 1 dd
——dz=A [ o2 —duz. Al
/ dz? dz de / e dz (A.1.53)
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Mit der Substitution R (z) = d®/dz bzw. dR/dz = d?®/dz? ergibt sich fiir Gl. (A.1.53)

/i—fRdx: /RdR:A/@%dqx (A.1.54)
Die Integration ergibt
%RZ — 2Ad3. (A.1.55)
Nach Riicksubstitution, Umstellen und Auflésen ergibt sich
% (g)Q — 9AP3 (A.1.56)
N % _ ViA®:. (A.L57)

Die Losung dieser Differenzialgleichung erhélt man durch Trennung der Verdnderlichen und
anschlieender Integration. Sie lautet

/cbidcb = \/4A/ dw (A.1.58)
4
= gcﬁ = ViAz (A.1.59)
4
= & (z) = (gm> e (A.1.60)
Schliellich erhélt man das Child-Langmuir Raumladungsgesetz,

®(d) = -y = @\/Zd)% (A.1.61)

3

497
= _Tb = Ad® (A.1.62)
3
42 J; i
o 9b =2 /%Cﬂ (A.1.63)
3
deg [2e B2
= J; = % fd—g (A.1.64)

nach Riicksubstitution von A sowie Einsetzen der Randbedingungen.

A.2 Zu Kapitel 3

In diesem Abschnitt werden ausfiihrlichere Informationen zur Implementierung des numeri-
schen Modells erlautert.

A.2.1 Zu Kapitel 3.2
Herleitung des Bohm-Randschicht-Kriteriums nach Ref. 65

Fiir die Herleitung werden eine Maxwell-Boltzmann-Verteilung der Elektronen mit Temperatur
T, kalte Ionen mit T; = 0 und Ladungstragergleichheit ne (0) = n; (0) an der Randschichtgren-
ze bei © = 0 angenommen. Dort ist ebenfalls der Nullpunkt des Potenzials ® (0) = 0 definiert.

IX
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Diese Zusammenhénge als auch die sich im weiteren Verlauf ergebende Vorschicht sind in
Abb. A.2.1 dargestellt. In diesem Grenzpunkt haben die Ionen weiterhin die Geschwindigkeit
v; (0) = vs.

n,~n=n,
f >x
0 |
Schicht : Vorschicht Bulk
~1-10 4. ~A>> A :
(0}

\aN

®0)=0
®’'(0)=0
D, Schichtgrenze

Abbildung A.2.1: Qualitativer Verlauf der Randschicht- sowie Vorschichtgrofien Teilchendichten und
Potenzial nach Ref. 65.

Die Energieerhaltung fiir Ionen fordert (die Schicht wird als kollisionsfrei angenommen)

1 1
miv? (z) = §miv§ —ed(x). (A.2.1)

Weiterhin folgt aus der Kontinuitatsgleichung des Ionenflusses (wobei keine Ionisation in der
Rand- und Vorschicht stattfindet)

ni (z) vi () = nisv, (A.2.2)

dabei bezeichnet nis die Ionendichte an der Randschichtgrenze. Lést man nun Gl. (A.2.1) nach
v; auf und ersetzt dies in Gl. (A.2.2), ergibt sich

2ed >—%

= (A.2.3)

niy = Njg (1—
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Die Elektronendichte ist durch den Boltzmann-Faktor aus Gl. (2.2.23) gegeben geméfl

P
Mg = Mg EXP T )
e

Aufgrund der Quasi-Neutralitat gilt an der Schichtgrenze nes = nijs = ng. Setzt man weiterhin
Elektronen- und Ionendichte in die eindimensionale Poisson-Gleichung aus Gl. (2.2.26) ein,

erhalt man
Po oo (2)-(1-2) (A2
dz?2 ¢ P Te o, ’ -

dabei ist e®s = m;v2/2 die initiale Energie der Ionen an der Schichtgrenze. Um eine stabile
Losung von Gl. (A.2.4) zu erhalten, muss ®g bzw. vg gentigend grof§ sein, was im Folgenden
gezeigt wird. Dies impliziert, dass die Ionen schon vor der eigentlichen Randschicht Energie
aufnehmen miissen, was hier tiber das Konstrukt der quasi-neutralen Vorschicht geschieht (vgl.
Abb. A.2.1).

Um zur Lésung zu kommen, multipliziert man Gl. (A.2.4) als erstes mit d®/dz und integriert
iber z geméf

1
d® d /do en do o O\ "2
=2 (2= =5 [ == — = (1-— ) A2
/dx dx (dx) dz €0 /dx lexp (Te) ( <I>s) 1 dr (425

Nach Kiirzen erhélt man eine Integration iiber ® geméf

o ) -1
d /do eng P P 2
—(— ) d® = — | —1- = do. A.2.6
[ ()= [ (3) - (-5) ] (429
Die untere Grenze wurde mit ® = 0 und d®/dz = ® ~ 0 bei x = 0 (an der Grenze zum quasi-
neutralen Plasma, s. Abb. 3.2.1) festgelegt, wobei man mit der oberen Grenze den Verlauf des
Potenzials ® (z) in der Randschicht darstellen kann.

Die Losung der Integrale erhélt man tiber die Substitutionsregel. Substituiert man d®/dx
auf der linken und jeweils ®/Te und (1 — ®/®¢)~/% auf der rechten Seite, erhilt man als

Losung der Integration
) )
Te exp (—) —Te+2044/1 — — — 2D . (A.2.7)
Te Dy

1 /dd\? _eng
2 (@) @
Um den genauen Potenzialverlauf zu erhalten, muss man Gl. (A.2.7) numerisch integrieren.
Aber auch analytisch sagt diese Gleichung etwas aus, da man erkennen kann, dass die rechte
Seite positiv sein muss, um zu einer physikalisch sinnvollen Losung zu kommen (die linke Seite
ist quadratisch!). Was dies fiir die einzelnen Terme bedeutet, ist leichter nach einer Normie-

rung der Gleichung auf dimensionslose GréBen zu sehen. Dazu wird als erstes @5 = m;v2/2e
rucksubstituiert, was zu dem Ausdruck

1 /d®\? eng P miv2 2ed miv2
——) =—|T — | -T /11— — = A2
() =5 oo () 1o (a:28)
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Anhang

fiihrt. Die dimensionslosen Groflien zur Normierung sind definiert als

o
=—— A2
X T. (A.2.9)
en
_ s A.2.10
=u/ (A-2.10)
T
= ——. A2.11
M = vy oT. ( )

Substituiert man nun ®, x und v aus Gl. (A.2.8) mit diesen GroBen, ergibt sich

2
% <j_>£<> = Mm? (,/1 + % - 1) +exp (—x) — 1. (A.2.12)

An dieser Gleichung kann man erkennen, dass grofle Werte fiir y kein Problem aufweisen, da die
rechte Seite somit stets positiv wird. Fiir kleine Werte ist dies nicht direkt ersichtlich, weshalb
man eine Taylor-Entwicklung um xy = 0 vornimmt. Kleine Werte y bedeuten im Ubrigen
ein kleines negatives Potenzial in der Randschicht. Davon kann man an dieser Stelle schon
ableiten, dass Ionen- und Elektronendichte dort nicht gleich sein diirfen, was zu ® = 0 fiithren
wiirde. Weiterhin ist x > 0 in der Randschicht, da dort das Potenzial negativ gegeniiber dem
bulk-Bereich sein muss. Die Taylor-Entwicklung der rechten Seite von Gl. (A.2.12), hier als R
bezeichnet, liefert nach Abbruch nach dem Term zweiter Ordnung (die beiden vorhergehenden
werden zu null)

2
R™ (0)
R(x;0)~ > n,( )x
n=0 :
dR(0)  d%2R(0) x?
~ R(0) + Oy X + 2 2
1 X2
~ <1 _ W) x (A.2.13)

Mit dieser Nédherung kann nun die rechte Seite von Gl. (A.2.12) substituiert werden. Es gilt
noch immer, dass die rechte Seite aufgrund der quadratischen linken Seite nicht kleiner null
sein darf, um eine physikalische Losung darzustellen. Fir die rechte Seite ergibt sich somit die
Ungleichung

1\ x?
1——|=>0. A.2.14
(-m)%: -
Wie bereits erwahnt, muss x > 0 iiberall in der Randschicht gewahrleistet sein. Demnach
ergibt sich aus Gl. (A.2.14)

= M2 > 1. (A.2.15)

Resubstituiert man schlieBlich Gl. (A.2.15) mit Gl. (A.2.11), ergibt sich die Bohm-Geschwin-
digkeit der Ionen zu

(A.2.16)
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