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Kapitel �

Die lineare Verd�unnung des

Perzeptrons optimaler

Stabilit�at

��� Einleitung� Neuronale Netzwerke

Neuronale Netzwerke haben sich in den letzten Jahren zum Gegenstand der
Forschung und Anwendung entwickelt� weil sie neuartige L�osungsans�atze f�ur
verschiedenste Probleme aufzeigen� Ihr Hauptmerkmal ist eine der Biologie ent�
lehnte Struktur aus Schaltelementen �Neuronen� und Verbindungen �Synapsen
oder Kopplungen�� Ihre Vorz�uge sind vor allem Fehlertoleranz und adaptive Be�
lernbarkeit� die auch bei biologischen Systemen auftreten� Die wichtigsten An�
wendungsgebiete neuronaler Netze sind die Sprachverarbeitung �WaLe�
� und
die industrielle Bildverarbeitung �Sch��
�� �Re����� �HM���� �Ct���� �IEEE����
bei denen oft nach umfangreicher klassischer Vorverarbeitung ein neuronales
Netz die abschlie�ende Klassi�kation vornimmt� Zur Erf�ullung dieser Aufga�
be werden meist komplizierte Netzwerke verwandt� die aus mehreren Schichten
von Neuronen bestehen und die nach dem Backpropagation�Verfahren belernt
werden �Ru����

Die Probleme dieser Netzwerke sind�

�� Bei gro�en Netzwerken �FI��� treten gro�e Lernzeiten auf�

�� Es fehlt ein Algorithmus� der die notwendige Zahl von Zwischenschicht�
neuronen ermittelt�

	� Das Problem der Verallgemeinerung ist nicht gekl�art� d�h� die Frage wie
das neuronale Netzwerk auf neue� noch nicht gelernte Eingaben �

�
Mu�

ster�� reagiert� ist nicht beantwortet�

Die in der statistischen Physik behandelten neuronalen Netze o�enbaren
hingegen einen anderen Zugang zur L�osung komplizierter Klassi�kationsproble�
me� Die zugrunde liegende Idee ist dabei� ein Mehrschichtnetzwerk aus vollst�andig
erforschten Einschichtnetzwerken aufzubauen� Die Konstruktion des Mehrschicht�

�



netzwerkes erfolgt kachelf�ormig �� d�h� es werden Schritt f�ur Schritt Zwischen�
schichtneuronen hinzugef�ugt� bis das Klassi�kationsproblem gerade gel�ost ist�
Es werden also nur die unbedingt ben�otigten Zwischenschichtneuronen belernt
�Problem �� �MeNa���� �BiOp���� �Bi���� �Ru�
�� Als Grundbestandteil wird das
Perzeptron optimaler Stabilit�at �Ga��� vorgeschlagen� F�ur dieses Einschicht�
netzwerk sind die verbleibenden oben angesprochenen Probleme � und 	 gekl�art�
Zum einen existieren schnelle Lernalgorithmen ��KrMe���� �AnBi�
�� �Ru�����
zum anderen besitzt das Perzeptron optimaler Stabilit�at eine hohe F�ahigkeit
zum Verallgemeinern ��Op��
�� �Ne���� �Wa������ Parallel zur Entwicklung
praktikabler Mehrschichtnetzwerke werden einfache Modelle derselben theore�
tisch untersucht� Dabei wird sowohl das Problem der maximalen Speicherka�
pazit�at �En����� �BiOp��� als auch das Problem der Verallgemeinerung mit
analytischen Rechnungen behandelt �GyTi�
�� �Wa����� �Sw���� �Sn����

Nachdem die Frage nach der minimalen Zahl von Zwischenschichtneuro�
nen in einem Mehrschichtnetzwerk gekl�art ist� bleibt die Aufgabe� die einzel�
nen Einschichtnetzwerke m�oglichst klein zu machen� Es mu� also ein Verfahren
gefunden werden� mit dem man einen gewissen Prozentsatz der Kopplungen
eines Einschichtnetzwerkes einsparen kann� Die Vorteile dieser Verd�unnung des
Netzwerkes liegen in einer Beschleunigung des Lern� als auch des Klassi�ka�
tionsprozesses und in einem geringen Speicherbedarf� Au�erdem er�o�net die
Verd�unnung die M�oglichkeit� unwichtige Komponenten der Eingangsmuster zu
erkennen� indem man darauf achtet� an welchen Komponenten die Kopplungen
des neuronalen Netzwerkes entfernt worden sind� Ein solches verd�unntes Mehr�
schichtnetzwerk kann also eine Auskunft dar�uber geben� welche Komponenten
der Vorverarbeitung von Bedeutung sind�

Zum Verst�andnis der statistischen Mechanik verd�unnter Mehrschichtnetz�
werke ist ein �ahnliches Vorgehen notwendig� wie es oben beschrieben wurde�
Zun�achst mu� die statistische Mechanik verd�unnter Einschichnetzwerke behan�
delt werden� Dies soll in der vorliegenden Arbeit geschehen� Die Konstruktion
verd�unnter Mehrschichtnetzwerke bleibt der zuk�unftigen Forschung vorbehal�
ten� Neben einer naiven Verallgemeinerung der obigen kachelartigen Verfahren
��MeNa���� �BiOp���� �Bi���� wird vor allem Gegenstand der Forschung sein�
wie die Verd�unnung der verschiedenen Einschichtnetzwerke aufeinander abge�
stimmt werden kann� Das bedeutet� da� wohl ein Mehrschichtnetzwerk aus un�
terschiedlich verd�unnten Bestandteilen zu erwarten sein wird�

In den verbleibenden Abschnitten des ersten Kapitels wird das zu behan�
delnde Einschichtnetzwerk� das Perzeptron optimaler Stabilit�at� vorgestellt� Es
wird herausgestellt� da� die statistische Mechanik eine analytische Behandlung
dieses neuronalen Netzes erlaubt� wenn zwei Vorbedingungen erf�ullt sind� Zum
einen m�ussen die Muster durch einen wohlde�nierten Zufallsproze� ermittelt
werden� zum anderen mu� der Grenzwert der Zahl der Neuronen N � � be�
trachtet werden� Bevor schlie�lich in einer Inhaltsangabe ein �Uberblick �uber
die vorliegende Arbeit gegeben wird� werden die Arten der Verd�unnung des
Perzeptrons vorgestellt�

�Ins Englische �ubersetzt hei�t Kachel
�
Tiling��






��� Das Modell

In diesem Abschnitt wird beschrieben� wie sich neuronale Einschichtnetzwerke
in die statistische Physik einordnen� Dazu werden zun�achst in zwei Unterpunk�
ten die wichtigsten Modelle der statistischen Physik neuronaler Netze vorge�
stellt�

����� Das verallgemeinerte Ising�Modell

Das verallgemeinerte Ising�Modell ist ein System aus N Spins

Si � f�����g
mit reellen Kopplungen Jij � die nicht notwendigerweise symmetrisch sein m�ussen
��Is�
�� �Am��a�� siehe auch �Ku�
��� Mit der Glauber�Dynamik �Gl�	� steht ei�
ne Zeitentwicklung f�ur das Spinsystem bereit� die f�ur jeden Zeitschritt eines
diskreten Prozesses die Wahrscheinlichkeit

W �S�t � �t� � S�t��

f�ur den �Ubergang vom Zustand

S�t� � �S��t�� � � � � SN�t��T

zum Zustand S�t � �t� angibt� Die Glauber�Dynamik kann seriell oder parallel
de�niert werden �siehe �Am��b�� �Pe���� �Ku�
��� Im folgenden wird die serielle
Version vorgestellt�

In jedem Zeitschritt wird ein einzelner Spin Si � f�����g seriell oder
zuf�allig ausgew�ahlt� Er wird nach der Wahrscheinlichkeit

W �S�t � �t� � S�t�� �
exp ��Si�t � �t�hi�t��

exp ��hi�t�� � exp ���hi�t�� �����

in Si�t � �t� � f�����g umgewandelt� hi�t� ist dabei das innere Feld am Platz
i�

hi�t� �
NX
j��

JijSj�t� �����

� � ��T ist der Kehrwert der Temperatur T eines W�armebades �Am��b�� Der
Zusammenhang mit der Temperatur in der statistischen Mechanik �Huang��
�Reif� wird klar� wenn man die Frage nach einer Gleichgewichtsverteilung stellt�
F�ur sehr gro�e Zeiten �idealisiert t � �� ist n�amlich die Wahrscheinlichkeit�
da� ein Zustand S angelaufen wird� durch die Gleichgewichtsverteilung

P eq�S� �
exp ���E�S��

Z
���	�

gegeben� Dies gilt� wenn Jij symmetrisch ist und keine Selbstkopplungen vor�
liegen � Jii � 
 �i � �Am��b�� �Pe���� E�S� ist dabei die Energiefunktion

E�S� � ��

�

X
i�j�i��j�

JijSiSj �����

�



Der Normierungsfaktor Z ist die Zustandssumme

Z �
X
S

exp ���E�S�� ���
�

P eq ist die wohlbekannte Boltzmann�Verteilung f�ur die Wahrscheinlichkeit ei�
nes Zustandes S� den ein System im W�armebad der Temperatur T annimmt�
Die obige Glauber�Dynamik liefert also die aus rein statischen �Uberlegungen
gewonnene Boltzmann�Verteilung f�ur Zust�ande in einem kanonischen Ensem�
ble� Dies er�o�net zwei M�oglichkeiten� die Gleichgewichtseigenschaften verallge�
meinerter Ising�Modelle �mit symmetrischen Kopplungen und Jii � 
 �i � zu
untersuchen� Zum einen kann man den dynamischen Proze� aus Gl������ auf
dem Rechner simulieren �

�
Monte�Carlo�Simulation��� zum anderen kann man

in einer Rechnung die lokalen und globalen Minima der statistischen Gr�o�e freie
Energie pro Spin

f � � T

N
lnZ �����

berechnen� Dies ist analytisch nur f�ur unendlich gro�e Systeme �
�
thermodyna�

mischer Limes N ���� m�oglich� F�uhrt man des weiteren den Grenz�ubergang
T � 
 durch� so erh�alt man die lokalen Minima und die globalen Minima
�Grundzust�ande� der Energie�

f � E

N
�T � 
�

In einer Computersimulation ist dieser Grenz�ubergang T � 
 oft sehr aufwen�
dig� Die Bereitstellung geeigneter Techniken zur Durchf�uhrung des Grenz�uber�
gangs sind Aufgabe des Forschungsgebietes

�
simulated annealing� �Me�����

�NR����

����� Attraktornetzwerke

Ein neuronales Attraktornetzwerk ist ein verallgemeinertes Ising�Modell� bei
dem die Kopplungen Jij so gew�ahlt sind� da� p vorgegebene Muster

��i � f�����g� i � �� � � � � N� 	 � �� � � � � p �����

thermodynamisch stabil werden� Diese Muster k�onnen dann von dem System
mit Hilfe des oben geschilderten dynamischen Glauber�Prozesses wiedererkannt
werden� Die Spins hei�en hier Neuronen� die Kopplungen hei�en Synapsen� Es
ist gezeigt worden� da� Jij f�ur gro�e Systeme gefunden werden kann� wenn die
Zahl der Muster proportional zur Zahl der Neuronen ist�

p � �N �����

wobei die Proportionalit�atskonstante � Speicherkapazit�at genannt wird �siehe
Amit et al� in �Am������

Amit et al� untersuchten die sogenannten Hebb�Kopplungen �He���

Jij �
�

N

pX
���

��i �
�
j �����

�



und fanden heraus� da� unterhalb einer kritischen Speicherkapazit�at �c � 
���
Zust�ande in der N�ahe der Muster stabile Grundzust�ande sind� Voraussetzung
f�ur die analytische Berechnung der freien Energie pro Spin f war die zuf�allige
Auswahl der Muster � p���i � ��� � �

� � und der thermodynamische Limes
N � �� Die Hebb�Kopplungen waren schon zuvor von Hop�eld mit Monte�
Carlo�Simulationen untersucht worden �Ho���� Seine Ver�o�entlichung war der
Ursprung des Forschungszweiges

�
Statistische Physik neuronaler Netze��

Im Laufe der Zeit sind weitere Modelle von Attraktornetzwerken untersucht
worden� Zun�achst ist das neuronale Netzwerk mit Projektorkopplungen anzu�
sprechen �Ko���� �Pe��
�� �Pe����� Sind die Muster zuf�allig und unabh�angig
voneinander ausgew�ahlt mit p���i � ��� � �

� � so ist f�ur � 
 � die Korrelations�
matrix

C�� �
�

N

NX
i��

��i �
�
i ����
�

im thermodynamischen Limes N � � positiv de�nit� Folglich existiert die
Kopplungsmatrix

Jij �
�

N

X
���

�
�
i �C���

����j ������

f�ur � 
 �� Jij ist die Projektormatrix in den Raum der Muster� Betrachtet man
die Zerlegung eines Zustandes

S �
pX

���

a��
� � �S ������

wobei �S orthogonal zu allen Mustern ist� so gilt

NX
j��

JijSj �
pX

���

a��
�
i �i ����	�

Die thermodynamischen Eigenschaften dieses neuronalen Netzwerks sind von
Kanter und Sompolinsky untersucht worden �KaSo���� Sie haben die Energie�
funktion

E�S� � ��

�

X
i�j�i��j�

JijSiSj ������

betrachtet und die freie Energie pro Spin f im thermodynamischen Limes
N �� berechnet� Die Durchf�uhrung des Grenz�ubergangs T � 
 zeigte dann�
da� die Muster die stabilen Grundzust�ande sind� falls � 
 �� M�ochte man
dieses Ergebnis in einem Proze� des

�
simulated annealing� best�atigen� so ist

zu beachten� da� die oben ebenfalls de�nierten Selbstkopplungen Jii w�ahrend
der Monte�Carlo�Simulation nicht in die inneren Felder eingehen� Die inneren
Felder in Gl������ sind also

hi�t� �
X
j���i�

JijSj�t� ����
�

�



Ist man schlie�lich bei T � 
 in einem lokalen oder globalen Minimum der
Energie angelangt� so wird die Glauber�Dynamik deterministisch� Aus Gl������
ergibt sich n�amlich im Limes T � 


Si�t � �t� � sign hi�t� � sign

�
�X
j���i�

JijSj�t�

�
A ������

Endzust�ande dieser Dynamik erf�ullen generell die Bedingung

Si � sign �hi� �i ������

Man nennt solche Zust�ande im allgemeinen metastabile Zust�ande ��

Die lokalen Energien

�i �� Sihi ������

sind insbesondere f�ur den Grundzustand an allen Pl�atzen i positiv

�i � 
 �i ������

und stellen Ma�e f�ur die Stabilit�at des Grundzustandes gegen Spin�ips dar�
Die Projektormatrix ist gerade so konstruiert� da� f�ur die lokalen Energien der
Muster

��i � ��i

�
� NX
j��

Jij�
�
j � Jii�

�
i

�
A ����
�

� ��� Jii� � �� � �N ���

gilt �siehe �KaSo���� �Ku�
��� Dies ist ein Hinweis darauf� da� die Muster f�ur
alle � 
 � Grundzust�ande sind�

Nachdem man bereits festgestellt hat� da� die Projektormatrix die Muster
f�ur � 
 � stabilisiert� kann man sich die Frage nach einer optimalen Kopp�
lungsmatrix stellen� Wenn man auf die Forderung nach einer symmetrischen
Kopplungsmatrix verzichtet� kann man das Optimierungsproblem f�ur jede Zeile
i getrennt formulieren�

Maximiere

��i � ��i
X
j���i�

Jij�
�
j ������

bei festgehaltener Norm
P

j���i� Jij�� Die einzelnen Zeilen der so bestimmten
Kopplungsmatrix des Attraktornetzwerkes sind die Kopplungsvektoren des

�
Per�

zetrons optimaler Stabilit�at�� Auf die Bestimmung seiner maximalen Speicher�
kapazit�at � � � wird unten eingegangen �Abschnitt ��	��

�Viele dieser metastabilen Zust�ande werden bei Spinglasmodellen als unerw�unschte End�
zust�ande angelaufen� wenn man statt des korrekten

�
simulated annealing� die deterministische

Dynamik 	
�
�� verwendet 
FiHe�
�� 
BrMo���� 
Ga���� Metastabile Zust�ande sind also im all�
gemeinen Endzust�ande eines schockartigen Einfrierprozesses� wohingegen globale Minima der
Energie Endzust�ande eines

�
simulated annealing��Prozesses sind�

�



����� Einschichtnetzwerke

Die Stabilit�atsbedingung

��i � ��i
X
j���i�

Jij�
�
j � 
 �i� 	 ������

beim obigen Attraktornetzwerk f�uhrt auf die Frage nach der Konstruktion eines
geeigneten Kopplungsvektors in jeder Zeile i der Kopplungsmatrix� Setzt man
��i � S�� wobei S� als eine vorgegebene Ausgabe betrachtet werden kann� so
lautet die Aufgabe�

Gegeben seien p � �N Muster�Vektoren

�� � ���� � � � � � �
�
N�

T
� 	 � �� � � � � p ����	�

Zu jedem Vektor geh�ort eine bin�are Ausgabe S� � f�����g �� Gesucht ist ein
Kopplungsvektor

J � �J�� � � � � JN�T � ������

so da�

S� � sign

�
� NX
j��

Jj�
�
j

�
A �	 	
 S�

NX
j��

Jj�
�
j � 
 �	 ����
�

Falls ein solcher Kopplungsvektor J existiert� wird er Perzeptron�Vektor ge�
nannt� Das zugeh�orige Netzwerk hei�t Perzeptron� J ist Normalenvektor einer
Hyperebene durch den Ursprung� die die Muster in zwei Klassen separiert� Der
Mustersatz hei�t dann linear separabel� Wenn ein Perzeptron existiert� so be�
sagt das Perzeptron�Konvergenz�Theorem� da� man den Perzeptron�Vektor
mit einem Algorithmus in endlich vielen Schritten lernen kann �Ri�����

In der bisherigen Darstellung wurde das Perzeptron im Zusammenhang mit
der statistischen Physik von Attraktornetzwerken eingef�uhrt� Die obige Formu�
lierung des Problems er�o�net jedoch eine andere Sichtweise� die in der vorlie�
genden Arbeit vorherrschen wird� Man kann n�amlich das Perzeptron als Ein�
schichtnetzwerk au�assen� In einer Eingabeschicht wird ein reeller Zustand S
pr�asentiert� Das Perzeptron f�uhrt die Operation

Saus � sign

�
� NX
j��

JjSj

�
A

aus und zeigt in der Ausgabeschicht das bin�are Saus an�

�Man beachte� da� die Muster nicht mehr notwendigerweise bin�ar sein m�ussen

�




��
��

��
��x x x��

��

��
��

J� J� JN� � �

� � N

Saus � sign
�PN

j�� JjSj
�

Es liegt ein einfaches Netzwerk mit vorw�artsgerichteter Informationsverar�
beitung vor �

�
feedforward�network��� das Zust�ande in zwei Klassen einteilt�

Rosenblatt� der Er�nder des Perzeptrons� beabsichtigte bereits einfache Hard�
ware�Versionen von Perzeptronen f�ur Klassi�kationsaufgaben zu verwenden
�Ro
��� �HeNi���� Nach Erscheinen des Buches von Minsky und Papert im Jahre
���� �MiPa��� war jedoch die g�angige Meinung� da� Perzeptrone in der Praxis
nicht brauchbar seien� um nicht linear separable Musters�atze zu klassi�zieren�
Im Zuge der Erforschung der statistischen Physik neuronaler Netze sind hinge�
gen Mehrschichtnetzwerke aus Perzeptronen entwickelt worden� die nicht linear
separable Probleme lernen k�onnen �MeNa���� �BiOp���� �Bi���� Wie in Abschnitt
��� beschrieben� lohnt es sich also� den Baustein Perzeptron gut zu verstehen�

��� Das Perzeptron optimaler Stabilit�at

Existiert ein Perzeptron�Vektor J f�ur einen vorgegebenen Satz von Mustern ��

und Ausgaben S�� so de�niert


 �
min�

n
S�p
N

PN
j�� Jj�

�
j

o
q

�
N

PN
j�� Jj

�
� 
 ������

die Stabilit�at des Perzeptrons� 
 ist ein Ma� f�ur die Fehlertoleranz des Ein�
schichtnetzwerkes� Die De�nition von 
 erlaubt die Formulierung eines Opti�
mierungsproblems�

Finde das Perzeptron optimaler Stabilit�at� d�h� �nde einen Perzeptron�
Vektor mit minimalem Quadrat der Norm

Q �
�

N

NX
j��

Jj
� ������

��



unter Erf�ullung der p Zwangsbedingungen

�p
N
S�

NX
j��

Jj�
�
j � c � 
 �	 ������

c ist hier eine positive Konstante� Setzt man c � �� so errechnet sich die Stabi�
lit�at aus Gl������� zu


 �
�p
Q

������

Die Minimierung des quadratischen Ausdrucks Q unter linearen Nebenbedin�
gungen stellt ein quadratisches Optimierungsproblem dar� Da die zu minimie�
rende Funktion Q streng konvex ist� ist die L�osung der Optimierungsaufgabe
eindeutig �Fl���� Es existiert also nur ein Perzeptron optimaler Stabilit�at�

����� Zufallsmuster und Zufallsausgaben

Um das Problem im Zusammenhang mit der statistischen Mechanik behandeln
zu k�onnen� nehmen wir im folgenden an� da� die ��i unabh�angig voneinander

zuf�allig ausgew�urfelt sind mit Mittelwert h��i i � 
 und
D
���i ��

E
� �� Da sp�ater

der thermodynamische Limes N � � gebildet wird� k�onnen wir neben gleich�
verteilten bin�aren Mustern ��i � �� auch unabh�angige gau�verteilte Muster
mit Wahrscheinlichkeitsdichte

p���i � �
�p
��

exp

�
��

�
���i ��

�
�i� 	 ���	
�

betrachten� F�ur analytische Rechnungen gilt� da� bin�are Muster wie gau�verteil�
te Muster zu behandeln sind �HeKu���� M�ochte man die Ergebnisse mit Simu�
lationen �uberpr�ufen� treten bei bin�aren Mustern oft gr�o�ere �nite size�E�ekte
auf� In dieser Arbeit werden deshalb stets gau�verteilte Muster angenommen�
Die zu lernenden bin�aren Ausgaben S� seien gleichverteilt mit Wahrscheinlich�
keit p�S� � ��� � �

� � Dann sind die transformierten Muster

��i �� S���i ���	��

gau�verteilt �mit Mittelwert 
 und Streuung ��� Die Mittelwerte �uber die Ver�
teilung der ��i schreiben wir im folgenden als

hhf�f��i g�iif��i g �

�
�Y

i��

��Z
��

d��ip
��

exp

�
��

�
���i ��

��Af�f��i g� ���	��

����� Die maximale Speicherkapazit�at des Perzeptrons optima�
ler Stabilit�at

Liegen p � �N Zufallsmuster vor� so stellt sich die Frage� wie stabil sie mit ei�
nem Perzeptron gespeichert werden k�onnen� Umgekehrt ausgedr�uckt� Wie gro�
ist die maximale �oder kritische� Speicherkapazit�at �c� bei der noch ein Perzep�
tron mit Stabilit�at 
 existiert�

��



Diese Frage ist von E� Gardner im Rahmen eines Ansatzes aus der statisti�
schen Physik beantwortet worden �Ga���� Die im folgenden skizzierte Rechnung
und �ahnliche Rechnungen werden deshalb Gardner�Rechnungen genannt� Man
fa�t die Menge aller normierten Kopplungen J als Phasenraum auf und be�
trachtet den Bruchteil V der Ober��ache dieser

�
Gardner�Kugel�� in dem mit

den Nebenbedingungen vertr�agliche Perzeptron�Vektoren liegen�

V �

	QN
j��

��R
��

dJj



�
�PN

j�� Jj
� �N

�
�Qp

��� �
�

�p
N

PN
j�� Jj�

�
j � 


�
	QN

j��

��R
��

dJj



�
�PN

j�� Jj
� �N

� ���		�

Die ��Funktion ist de�niert als

��x� �

�
� f�ur x � 


 f�ur x 
 


Die ��Funktion erzeugt die Zwangsbedingung der normierten Kopplungs�
vektoren�

V h�angt noch von der Unordnung� d�h� von den Zufallszahlen ��j ab� Um
eine analytische Rechnung durchf�uhren zu k�onnen� mu� man geeignet mitteln�
Von der statistischen Physik der Spingl�aser ist bekannt� da� intensive Gr�o�en
wie Entropie �pro Spin� und freie Energie �pro Spin� f�ur N �� selbstmittelnd
sind �BiYo���� �EnHe���� In unserer Formulierung kann man V mit einer Zahl
erlaubter Zust�ande vergleichen und die Entropie

s �
�

N
ln V ���	��

de�nieren� Die Selbstmittelungseigenschaft dr�uckt sich dann durch die Glei�
chung

lim
N��

�

N
ln V � lim

N��

��
�

N
lnV




f��i g

���	
�

aus� wobei der Mittelwert nach Gl����	�� zu bilden ist� Gl����	
�
�
ist nichts

anderes als das Gesetz der gro�en Zahlen� �Am��b��
Das Problem der Mittelung �uber lnV wird mit Hilfe der Replika�Methode

gel�ost �HePa���� Sie basiert auf der Identit�at

ln V � lim
n��

V n � �

n
���	��

Auf die erheblichen mathematischen Schwierigkeiten bei der Anwendung der
Methode auf die Berechnung der Entropie soll hier nicht eingegangen wer�
den �siehe dazu �HePa����� Wir geben stattdessen eine Rechenvorschrift an�
die Grundlage aller Replika�Rechnungen in der statistischen Physik ist und
�HePa��� entstammt�

�� Berechne

�R�n� � lim
N��

�

N
ln hhV niif��i g ���	��

f�ur positives ganzzahliges n�

�	



�� Setze geeignet analytisch nach n � 
 fort�

	� Bilde
��R

�n

����
n��

���	��

als N�aherung f�ur limN�� �
N hhln V ii�

Punkt 	 machen wir uns plausibel� indem wir bei endlichen N

�
�N�
R �n� �

�

N
ln hhV nii

betrachten

�
 ��
�N�
R

�n

�����
n��

�

��
�

N
lnV





Die richtige analytische Fortsetzung nach n � 
 in Schritt � h�angt vom jewei�
ligen Problem ab� Im Falle des optimalen Perzeptrons stellt sich heraus� da�
die

�
replikasymmetrische� Fortsetzung die korrekte Entropie liefert �GaDe����

E� Gardner erh�alt das Ergebnis

�c�
� �

��
� � 
�

�
��
� �


p
��

exp

�
��

�

�
����

���	��

wobei die ��Funktion als

��x� �

Z x

��
d�p
��

e�
�
��

�

de�niert ist 	 �siehe Gl��A������
F�ur 
 � 
 erh�alt man �c�
 � 
� � �� dies ist die maximale Speicherkapa�

zit�at� unterhalb der f�ur die betrachteten Zufallsmuster ein Perzeptron gefunden
werden kann� Gr�o�ere Anzahlen von Zufallsmustern sind nicht mehr linear se�
parabel� Dieses Ergebnis ist schon fr�uher durch Abz�ahlen der erlaubten Ausga�
bevektoren

�S �
�
S�� � � � � Sp

�T
gefunden worden �Wi�	�� �Co�
�� �MiDu���� T� Cover beweist �c � � unter der
Voraussetzung der allgemeinen Lage �

�
general position�� der Muster�

De�nition�
p Muster

�� � ���� � � � � � �
�
N�

T
� 	 � �� � � � � p

hei�en in allgemeiner Lage �
�
general position��� wenn jede N�elementige Un�

termenge der p Mustervektoren linear unabh�angig ist�
Zieht man bei endlichen N und p die Zufallsmuster gem�a� einer kontinu�

ierlichen Verteilung� etwa einer Gau��Verteilung� so ist die Voraussetzung der
allgemeinen Lage mit Wahrscheinlichkeit � erf�ullt�

Anhand der Arbeit von T� Cover formuliere ich den folgenden Satz�

�Man unterscheide die ��Funktion stets von der obigen Hilfsgr�o�e �
�N�
R der Replika�

Rechnung�

��



Satz�
Vorgelegt seien p Muster

�� � ���� � � � � � �
�
N�

T
� 	 � �� � � � � p

in allgemeiner Lage� Die Zahl der bin�aren Ausgabevektoren

�S �
�
S�� � � � � Sp

�T
f�ur die die Muster linear separabel sind� ist

C�p�N� �

�
�p f�ur p 
 N

�
PN��

i��

�p��
i

�
f�ur p � N

����
�

Die Wahrscheinlichkeit� da� ein Mustersatz linear separabel ist� ist

Ws �
C�p�N�

�p
������

F�ur eine Folge von Mustern �in allgemeiner Lage�� deren Zahl proportional zur
Zahl der Komponenten gem�a� p � �N �mit konstantem � � w�achst� gilt dann

lim
N��

Ws � ���� �� ������

Im Fall � � � erh�alt man mit Hilfe der Stirling�Formel insbesondere

lim
N��

�

N
lnWs � ln �� ��� �� ln

�
�� �

�

�
� � ln � ����	�

F�ur � 
 �c � � existiert also mit Wahrscheinlichkeit � ein Perzeptron� Die�
se kritische Speicherkapazit�at des Perzeptrons optimaler Stabilit�at kann auch
mit einem neuen Verfahren ohne Verwendung der Replika�Methode berechnet
werden� Dies ist Gegenstand des zweiten Kapitels�

����� Die Verallgemeinerungsf�ahigkeit des Perzeptrons optima�
ler Stabilit�at

Betrachtet man statt zuf�alliger Ausgaben S� von einem Lehrer B vorgegebene�
so stellt sich die Frage� wie gut das Perzeptron optimaler Stabilit�at J ein neues
Muster verallgemeinert� Der Lehrer

B � �B�� � � � � BN �T ������

erzeugt also die Ausgaben

S� � sign

�
� �p

N

NX
j��

Bj�
�
j

�
A ����
�

f�ur eine Folge gau�verteilter Zufallsmuster� Diese Folge linear separabler Zu�
fallsmuster wird von einem Sch�uler J gelernt� Sind p � �N Muster vorgelegt

�




worden� so versteht man unter der Verallgemeinerungsrate G die Wahrschein�
lichkeit� da� die Ausgaben von Lehrer� und Sch�uler�Perzeptron f�ur ein neues�
vom Sch�uler noch nicht gelerntes Muster �ubereinstimmen�

G ist die Wahrscheinlichkeit� da�

sign

�
� �p

N

NX
j��

Jj�
p��
j

�
A � sign

�
� �p

N

NX
j��

Bj�
p��
j

�
A ������

Unter
� � ��G ������

versteht man den Verallgemeinerungsfehler� Betrachtet man die aus den beiden
Vektoren J und B gebildete Hyperebene� so kann man G aus einem einfachen
geometrischen Argument gewinnen�

�

�
�
�
�
�
�
��

����

A

A

B

J

Von J werden diejenigen Muster falsch klassi�ziert� deren Projektionen in
der Fl�ache A im obigen Diagramm liegen� Folglich gilt

� �
�

��
� �� �B� J� �

�

�
arccos

B � J
jBj � jJ j ������

und

G � �� �

�
arccos

B � J
jBj � jJ j ������

Dieses Ergebnis kann man auch analytisch gewinnen� indem man

G �

��
�

�
�
�
� �p

N

NX
j��

Jj�
p��
j

�
A �

�
� �p

N

NX
j��

Bj�
p��
j

�
A
�
A��

f�p��j g
���

�

berechnet� wobei hh� � �iif�p��j g den Mittelwert nach Gl����	
� �uber das neue

Muster angibt �siehe �Sw�����

��



Um G in Abh�angigkeit von � ausrechnen zu k�onnen� mu� man jedoch wissen�
wie der Vektor J zu B steht� wenn p Muster gelernt sind� Dieses Problem kann
mit Hilfe der statistischen Physik gel�ost werden ��Op��
�� �Ne���� siehe auch
den Review �Wa������ indem man in einer Gardner�Rechnung das anteilige
Phasenraumvolumen analog Gl����		� berechnet�

Die �Uberlappung

R �
B � J
jBj � jJ j ���
��

und damit die Verallgemeinerungsrate G ergeben sich dann als Funktionen von
�� Es zeigt sich� da� das Perzeptron optimaler Stabilit�at ein hervorragendes
Verallgemeinerungsverhalten hat�

��� Die lineare Verd�unnung des Perzeptrons opti�

maler Stabilit�at

Wir wenden uns der Frage der Verd�unnung des Perzeptrons zu und f�uhren die in
dieser Arbeit verwendete Notation ein� Vorgelegt sei ein Satz von gau�verteilten
Mustervektoren

�� � ���� � � � � � �
�
N�

T
� 	 � �� � � � � p�

die N Komponenten haben� Es seien p zuf�allige bin�are Ausgaben S� � ��
mit p�S� � ��� � �

� vorgegeben� Ist � 
 �� so existiert �f�ur N � � � ein
Perzeptronvektor

T � �T�� � � � � TN�T

mit

S� � sign

�
� �p

N

NX
j��

Tj�
�
j

�
A �	

Die Frage ist nun� welche der N Eingangsneuronen des Perzeptrons man weg�
lassen kann� so da� der Mustersatz immer noch linear separabel ist� Der auf
den verbleibenden Neuronen wirkende Perzeptron�Vektor wird sich dabei in
der Regel von dem ausged�unnten urspr�unglichen T�Vektor unterscheiden� ein
Nachlernen des neuen Perzeptron�Vektors ist n�otig�

Aus der Struktur der Cover�Wahrscheinlichkeit Ws in Gl������� ist klar�
da� ein Nachlernen nur dann Erfolg verspricht� wenn die Zahl der verbleiben�
den Neuronen von der Ordnung der Zahl der Muster� d�h� von der Ordnung N

ist 
� Es wird deshalb angenommen� da� f � N Eingangsneuronen verbleiben�
Dies bezeichne ich im folgenden als lineare Verd�unnung� Um die Existenzbe�
dingungen f�ur das verd�unnte Perzeptron korrekt formulieren zu k�onnen� wird
die folgende Notation eingef�uhrt�

Die Gr�o�en
cj � f
� �g� j � �� � � � � N ���
��

�Betrachte etwa

w �

�
N

N�

�
��N �� lim

N��
w � �

f�ur � � � � 
�

��



zeigen an� ob das Neuron j entfernt wurde �cj � 
� oder noch vorhanden ist
�cj � ��� Dann gilt

f �
�

N

NX
j��

cj ���
	�

Bei einem gegebenen f gibt es 	
N

Nf



���
��

M�oglichkeiten� einen Verd�unnungsvektor

c � �c�� � � � � cN�T ���

�

zu bilden� Der Index k numeriere alle verbleibenden Neuronen j so durch� da�
k�j� das k�te cj � � angibt� Dann geben die

��k

die Muster ��j auf den verbleibenden Pl�atzen an� Des weiteren seien die

��k � S���k ���
��

die transformierten Muster auf den verbleibenden Pl�atzen�
Der Vektor

JNf � �J�� � � � � JNf�T ���
��

des verd�unnten Perzeptrons mu� folglich die Existenzbedingungen

S� � sign

�
� �p

Nf

NfX
k��

Jk�
�
k

�
A �	 ���
��

erf�ullen�
Die Stabilit�at des verd�unnten Perzeptrons wird analog zu Gl������� de�niert�


 �
min�

�
�p
Nf

PNf
k�� Jk�

�
k

�
q

�
Nf

PNf
k�� Jk

�
���
��

Das Hauptproblem bei der Verd�unnung ist die Suche nach einem geeigneten
Verd�unnungsvektor c� Ist dieser gefunden� so kann man auf ihn das Perzeptron
optimaler Stabilit�at lernen�

Ermittelt man den Verd�unnungsvektor c durch naives Ausw�urfeln und lernt
dann nach� so liegt ein Gardner�Problem mit p � �

f � fN Zufallsmustern auf
fN Pl�atzen vor� Gl����	�� lautet dann einfach

�

f
�

��
� � 
�

�
��
� �


p
��

exp

�
��

�

�
����


 � ����
�

O�enbar spielt die Zahl der maximal speicherbaren Muster pro Neuron eine
entscheidende Rolle� Ich de�niere die e�ektive Speicherkapazit�at

�eff �
�c�
� f�

f
������

��



�eff ist ein Ma� daf�ur� inwiefern unwichtige Komponenten j der Eingangs�
muster entfernt wurden� In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt� da� e�ektive
Speicherkapazit�aten �eff � � durch intelligente Verd�unnungsverfahren erzeugt
werden k�onnen�

��



��	 Inhaltsangabe

Nachdem im ersten Kapitel die wichtigsten Ergebnisse f�ur das Perzeptron opti�
maler Stabilit�at vorgestellt wurden und in die Begri�swelt der linearen Verd�un�
nung des Perzeptrons optimaler Stabilit�at eingef�uhrt wurde� befa�t sich das
zweite Kapitel zun�achst mit einem neuen Rechenverfahren� Es wird gezeigt�
da� die Speicherkapazit�at des Perzeptrons optimaler Stabilit�at auch ohne die
Replika�Methode berechnet werden kann� Da das Rechenverfahren sehr ver�
wandt mit den wichtigsten Lernalgorithmen des Perzeptrons optimaler Stabi�
lit�at ist� werden diese kurz vorgestellt�

Im dritten Kapitel wird das Problem der maximalen e�ektiven Speicher�
kapazit�at �eff des optimalen �aber nicht praktikablen� Verd�unnungsverfahrens
bearbeitet� Nach der Gewinnung einer oberen Schranke f�ur �eff wird eine Rech�
nung in erster Stufe der Replika � Symmetriebrechung durchgef�uhrt� um das
optimale �eff anzun�ahern� Im vierten Kapitel wird ein praktikabler Algorith�
mus vorgestellt� der �eff � � erzeugt� Die Gardner�Rechnung f�ur diesen Al�
gorithmus wird mit numerischen Simulationen �uberpr�uft� Da dieser

�
Quersum�

menalgorithmus� weit unterhalb der optimalen Kurve f�ur �eff liegt� befa�t sich
das f�unfte Kapitel mit dem derzeit besten Verd�unnungsalgorithmus� dem Mehr�
schritt � Schneideverfahren� F�ur eine einfache Version des Algorithmus l�a�t sich
eine Gardner�Rechnung durchf�uhren� Die analytischen Ergebnisse werden wie�
der durch numerische Simulationen �uberpr�uft�

Das sechste Kapitel befa�t sich mit der Frage der Verallgemeinerungsf�ahig�
keit verd�unnter Perzeptrone� Hier werden analytische Ergebnisse des optima�
len Verfahrens mit denen des Quersummenalgorithmus verglichen� Die Arbeit
schlie�t im siebten Kapitel mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf
verd�unnte Mehrschichtnetzwerke�

�




Kapitel �

Ein neues Verfahren zur

Berechnung der

Speicherkapazit�at des

Perzeptrons optimaler

Stabilit�at

Aufgabe dieses Kapitels ist� das Ergebnis ���	�� f�ur die Speicherkapazit�at des
Perzeptrons optimaler Stabilit�at ohne Replika herzuleiten� Es wird ein neues
Verfahren bereitgestellt� das allgemein zur Berechnung von Speicherkapazit�aten
und zur L�osung von Verallgemeinerungsproblemen verwendbar ist� In Abschnitt
��� wird der Rechenansatz vorgestellt� Er fu�t auf dem Abz�ahlen der Zahl N der
Kuhn�Tucker�L�osungen des Optimierungsproblems zum Perzeptron optimaler
Stabilit�at� In Abschnitt ��� wird der Mittelwert vonN �uber die Zahl der Muster
bestimmt� Die Ergebnisse der Rechnung werden in Abschnitt ��	 zusammenge�
fa�t� Schlie�lich stellen wir in Abschnitt ��� zwei wichtige Lernalgorithmen des
Perzeptrons optimaler Stabilit�at vor�

��� Der Rechenansatz

����� Die Komplementarit�atsbedingung

Vorgelegt sei die in Abschnitt ��	 de�nierte Aufgabe der Bestimmung des Per�
zeptrons optimaler Stabilit�at�

Minimiere f�J� �
�

�

NX
j��

Jj
� unter NB �� �

�p
N

NX
j��

Jj�
�
j � � �	 �����

Die �� stellen dabei die lokalen Energien der Muster dar� Es handelt sich um
ein Problem der quadratischen Optimierung �siehe �Fl��� f�ur einen �Uberblick��
Da die Zielfunktion f eine positiv de�nite Hesse�Matrix hat� ist die L�osung J
des Optimierungsproblems eindeutig�

��



Die zugeh�orige Lagrange�Funktion mit Lagrange�Multiplikatoren x� lautet

L�J� �x� �
�

�

NX
j��

Jj
� �

pX
���

x�

�
� �p

N

NX
j��

Jj�
�
j � �

�
A �����

Wenn die �eindeutige� L�osung J existiert� so besagt der Satz von Kuhn und
Tucker�

Es gibt Lagrange�Multiplikatoren x�� so da�

�L

�Jj
� 
 �j 	
 Jj �

�p
N

pX
���

x��
�
j �j ���	�

�� �
�p
N

NX
j��

Jj�
�
j � � �	 �����

x� � 
 �	 ���
�

��� � ��x� � 
 �	 �����

Es bleibt also das Problem� die Lagrange�Multiplikatoren des Problems zu �n�
den� Hat man ein solches �x gewonnen� so erh�alt man die eindeutige L�osung
J als Linearkombination �Gl� ��	�� Die Komponenten x� geben an� inwiefern
die Muster zum L�osungsvektor beitragen� Die x� hei�en deshalb auch Einbet�
tungsst�arken� Mit der Korrelationsmatrix

C�� �
�

N

NX
j��

�
�
j �

�
j �����

kann man die lokalen Energien der Muster als

�� �
�p
N

NX
j��

Jj�
�
j �

pX
���

C��x� �����

schreiben� Das Minimum der Zielfunktion folgt aus

Q �
�

N

NX
j��

Jj
� �

�

N

X
���

x�C��x� �����

Der Satz von Kuhn und Tucker stellt uns die zum Ausgangsproblem �aqui�
valente Aufgabe� Einbettungsst�arken x� zu �nden� die die folgende Komple�

mentarit�atsbedingung erf�ullen

�x� � 
 und �� � �� oder �x� � 
 und �� � �� �	 ����
�

wobei nach Gl������ �� �
Pp

��� C��x� � Ist diese Komplementarit�atsbedingung
von irgendeinem �x erf�ullt� so ist der Kopplungsvektor J eindeutig durch

Jj �
�p
N

pX
���

x��
�
j �j

��



gegeben� Wir nennen ein solches �x eine Kuhn�Tucker�L�osung� �Uber die Ein�
deutigkeit der L�osung �x sagt der Satz von Kuhn und Tucker zun�achst nichts
aus�

Die Komplementarit�atsbedingung teilt die Muster in zwei Klassen� Die Mu�
ster mit x� � 
 hei�en eingebettete Muster� weil sie zu J beitragen� Sie liegen
auf den R�andern der von den Zwangsbedingungen gebildeten Punktmengen� Die
Muster mit x� � 
 hingegen werden einfach mitgelernt und automatisch richtig
klassi�ziert� Die eingebetteten Muster sind also die zur L�osung des Problems
relevanten Muster�

Um eine Aussage �uber die Eindeutigkeit der Einbettungsst�arken zu erhal�
ten� mu� man zwei Zusatzannahmen machen� Wir formulieren den folgenden
Satz�

Die Muster seien in allgemeiner Lage �siehe Abschnitt ��	���� Es existiere ein
Perzeptron optimaler Stabilit�at mit Vektor J � Es gebe eine Kuhn�Tucker�

L�osung �xa mit h�ochstens N vielen Komponenten x
�a�
� �� 
� Es sei

��a�� � � �
�
	 mit x�a�� � 


�

Dann gibt es keine andere Kuhn�Tucker�L�osung �xb �� �xa mit h�ochstens N

vielen Komponenten x
�b�
� �� 
�

Beweis�
Annahme� Es gibt ein solches �xb� �xb �� �xa�

Fallunterscheidung�

��

x�a�� � 
 	
 x�b�� � 
 �	

Da �x�a� eine eindeutige Koordinatendarstellung in einer Basis aus linear
unabh�angigen Mustervektoren ist� mu� gelten �xa � �xb� Widerspruch�

�� Es gibt ein 	 mit x
�b�
� � 
� aber x

�a�
� � 
� Daraus folgt �

�b�
� � �� da

x
�b�
� � 
� Nach Voraussetzung ist aber �

�a�
� � �� Widerspruch�

Die Annahme mu� also falsch sein�

Wenn wir gem�a� einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeits�Verteilung ge�
zogene Muster betrachten� so sind die Voraussetzung des obigen Satzes bei
endlichen N und p mit Wahrscheinlichkeit � erf�ullt� Dar�uber hinaus ist hier
die Wahrscheinlichkeit 
� da� Kuhn�Tucker�L�osungen mit mehr als N Kom�
ponenten x� �� 
 auftreten� denn f�ur solche Kuhn�Tucker�L�osungen stellen die
Bedingungen

�� � � 	 � �� � � � � N � �

�uberbestimmte lineare Gleichungssysteme dar�
F�ur die in dieser Arbeit betrachteten gau�verteilten Muster gilt also� Wenn

ein Perzeptron�Vektor existiert� so gibt es mit Wahrscheinlichkeit � einen ein�
deutig bestimmten Vektor �x� der die Kuhn�Tucker�Bedingungen erf�ullt und den

�	



Vektor des optimalen Perzeptrons darstellt� Der Vektor �x weist h�ochstens N vie�
le Komponenten x� �� 
 auf� Dies gilt bei endlichen N und p der Grenz�ubergang
N �� wird erst im n�achsten Abschnitt in Zusammenhang mit der Berechnung
des Grenzwertes der Cover�Wahrscheinlichkeit ben�otigt�

����� Die Zahl der Kuhn�Tucker�L�osungen

Die ZahlN aller Vektoren �x� die die Komplementarit�atsbedingung erf�ullen� wird
abgez�ahlt� indem man f�ur jede Klasseneinteilung der Muster �in zwei disjunkte
Mengen� die Bedingungen f�ur die lokalen Energien �� ber�ucksichtigt� In jeder
Klasseneinteilung K numerieren die Indizes 	��K� die eingebetteten Muster
sowie die Indizes 	��K� die Muster mit x�	 � 
�

Um das Problem mit den Methoden der statistischen Physik behandeln zu
k�onnen� gehen wir im folgenden davon aus� da� ein fester Mustersatz gau��
verteilter Muster vorgelegt sei� Nach den obigen �Uberlegungen l�auft dann der
Index 	� nur �uber h�ochstens N viele Muster� Au�erdem gibt es dann h�ochstens
eine Kuhn�Tucker�L�osung�

Wir z�ahlen eine solche L�osung� wenn wir setzen �

N �
X
K

�
� �Z

�

Y
��

dx��

�
A jDet�C�����j �

	Y
��

�

	X
��

C����x�� � �




�

�
	Y

�	

�

	X
��

C�	��x�� � �




������

Dabei sind die Korrelationsmatrizen wie in Gl������ de�niert� Die Korrelations�
matix der eingebetteten Muster ist positiv de�nit� da die eingebetteten Muster
mit Wahrscheinlichkeit � linear unabh�angig sind� Die zugeh�orige �Jacobi�� De�
terminante dient zur Normierung der Zwangsbedingung der eingebetteten Mu�
ster� Den Ungleichungen f�ur die lokalen Energien ��	 der Muster mit x�	 � 

wird durch die ��Funktionen Rechnung getragen�

An dieser Stelle sei betont� da� duch den obigen Ansatz mit einem gau�ver�
teilten Mustersatz gew�ahrleistet wird� da�

entweder N � � oder N � 


gilt�

��� Die Berechnung der gemittelten Zahl der L�osun�

gen

Um das Problem mit Methoden der statistischen Physik l�osen zu k�onnen� stellen
wir uns nun vor� da� der Reihe nach Musters�atze gezogen werden� Die Zahl N

�Ein �ahnlicher Rechenansatz wurde bereits von S� Diederich und M� Opper bei einem
anderen Problem� der Replikator�Dynamik� verwendet 
DiOp����

��



gibt dann jeweils an� ob ein Perzeptron existiert� F�ur einen solchen Zufallspro�
ze� ist aber der Erwartungswert von N �uber die gau�verteilten Muster nichts
anderes als die Cover�Wahrscheinlichkeit Ws aus Gl��������

Ws � hhN iif��j g ������

Die analytische Berechnung von hhN ii ist in unserem Fall nur m�oglich� wenn wir
den Limes N �� durchf�uhren und die Sattelpunktmethode �Br��� anwenden�
Wir berechnen

f � lim
N��

�

N
ln hhN ii ����	�

����� Die Jacobi�Determinante

Die Determinante Det�C����� k�onnte mit Grassmann�Variablen dargestellt wer�
den �siehe �FuSh�
�� es ist jedoch bekannt� da� die Determinante einer positiv
de�niten Korrelationsmatrix im betrachteten Grenzfall N � � selbstmittelnd
ist und als

Det�C����� � exp �N ����� ��� ��� ln ��� ����� ������

geschrieben werden kann �Ku�
�� �KaSo���� Dabei ist � �
h

� ��

i
� und

r � �p � ��N ����
�

ist die Zahl der eingebetteten Muster f�ur die jeweilige Klasseneinteilung� Da die
eingebetteten Muster linear unabh�angig sind� gilt �� 
 ��

����� Die Mittelung �uber die Muster

Der Mittelwert �uber die Muster l�a�t sich in Formel ������ an der Summe �uber
die Klasseneinteilungen vorbeiziehen� Dann k�onnen die Muster umgeordnet wer�
den� so da� 	� � �� � � � � r und 	� � r � �� � � � � p� Wir verwenden die Fourier�
Darstellungen der ��Funktion und der ��Funktion �Gln��A��� und �A�
�� und
erhalten

hhN ii � ������

NX
r��

	
p

r


�� 	pY
����

�Z
�

dx��

��Z
��

dk��
��

�
ADet�C����� �

�
��

exp

�
�i 	pX

����

k��

�
���

	pX
����

�

N

NX
j��

���j ���j x��

�
A
�
A �

�
�
� pY
�	�	p��

�Z
�

da�	

��Z
��

db�	
��

�
A �

� exp

�
�i pX

�	�	p��

b�	

�
�a�	 �

	pX
����

�

N

NX
j��

��	j ���j x�� � �

�
A
�
A��

�




Als n�achstes werden die Muster durch die Einf�uhrung von

Jj �
�p
N

	pX
����

���j x��

unter Verwendung von Gl��A��� entkoppelt� F�uhrt man wieder die Fourier�
Darstellung der ��Funktion ein� so erh�alt man

hhN ii � ������

NX
r��

	
p

r


�� 	pY
����

�Z
�

dx��

��Z
��

dk��
��

�
A
�
� pY
�	�	p��

�Z
�

da�	

��Z
��

db�	
��

�
A �

�
�
� NY
j��

��Z
��

dJj

��Z
��

d !Jj
��

�
A Det�C����� �

� exp

�
�i 	pX

����

k�� � i
pX

�	�	p��

b�	�a�	 � �� � i
NX
j��

!JjJj

�
A �

�
��

exp

�
�� ip

N

NX
j��

�
�
�
� 	pX
����

k��Jj � x��
!Jj

�
A���j �

pX
�	�	p��

b�	Jj�
�	
j

�
A
�
���

Die Mustermittelung wird mit Hilfe der Hubbard�Stratonovich�Identit�at �Hu
��
�siehe Gl��A���� ausgef�uhrt� und man erh�alt

hhexp �� � ��ii � exp

�
�� �

�N

X
j���

�
k��

�Jj
� � �k��x��

!JjJj � x��
� !Jj

�
�

�

� �

�N

X
j��	

b�	
�Jj

�

�
� ������

����� Die Entkopplung der Variablen

Zur Entkopplung der Variablen mit Index j von den Variablen mit Indizes 	�
und 	� werden die Sattelpunktvariblen

X �
�

N

NX
j��

Jj
� ������

Y �
�

N

NX
j��

Jj !Jj ����
�

Z �
�

N

NX
j��

!Jj
� ������

mit konjugierten Gr�o�en !x� !y� !z nach Formel �A�	� eingef�uhrt� Die Summe �uber
die Zahl r der eingebetteten Muster wird durch ein Integral �uber den Parameter

��



� � r�p ersetzt� so da� sp�ater die Sattelpunktmethode angewendet werden
kann�

pX
r��

� N

�
�Z
�

d� ������

Die Determinante Det�C����� wird mit Hilfe von Gl������� ersetzt� Nach der
Entkopplung der Variablen kann die Sattelpunktmethode �Br��� angewendet
werden� und man erh�alt

f � lim
N��

�

N
ln hhNii

� sattelM
��� ln � � ���� �� ln ��� ��� ��� ��� ��� ln ��� ��� � Y �

�!xX � !yY � !zZ � ln

�
� ��Z
��

dJ

��Z
��

d !J

��
exp

�
�!xJ� � i!yJ !J � !z !J�

��A �

��� ln

�
� �Z

�

dx

��Z
��
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��
exp

�
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�
Xk� � ik�xY � ��� �

�
Zx�

��A �

����� �� ln

�
� �Z

�
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��Z
��
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��
exp

�
��

�
Xb� � ib�a � ��

��A ����	�

Dabei steht sattelM f�ur den Sattelpunkt bez�uglich des Satzes von Variablen

M � f!x� !y� !z�X� Y� Z� �g

����� Das Ergebnis f�ur f

Die Gau��Integrale in Gl�����	� k�onnen mit Gl��A��� gel�ost werden bzw� in ��
Funktionen umgewandelt werden �siehe Gl��A������ Die Sattelpunktgleichungen
f�ur die konjugierten Variablen !x� !y� !z werden dann algebraisch� und man erh�alt
nach Einsetzen

!xX � !yY � !zZ � � ������

und

!y� � �!x!z �
�

Y � � XZ
����
�

Die konjugierten Variablen k�onnen vollst�andig eliminiert werden� so da� schlie��
lich

f � lim
N��

�

N
ln hhNii

� sattelfX�Y�Z�	g
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����	 Die L�osung der Sattelpunktgleichungen

Startet man mit dem Ansatz Z � 
� so gilt

�f

�Y
� 
 �
 Y � ���� ��� 
 
 ������

�f

��
� 
 �
 � � �

�
�p
X

�
������

�f

�X
� 
 ist erf�ullt

Es bleibt� den Ansatz Z � 
 zu best�atigen

�f

�Z

����
Z��

�
�� ��

�
� X
Y �

� ��

�Y �
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�p
��

exp
�
� �

X

�
�
�
� �p

X

� �
p
X

�Y �
������

Setzt man Y in die Gleichung ein und ber�ucksichtigt� da� aufgrund der Gln�
������ und ������ f�ur die Stabilit�at


 �
�p
X

���	
�

gilt� so liefert Gl������� gerade das Ergebnis ���	�� von E� Gardner f�ur � 
 ��

Nach Einsetzen der L�osung in den Exponenten f in Gl������� erh�alt man
einfach

f�� 
 �� � 
 ���	��

Setzen wir die Sattelpunktvariablen im Falle � � � fort und beachten wir�
da� dann N eingebettete Muster vorliegen m�ussen� der Parameter � also an
seiner oberen Schranke � � �

� angelangt ist� so gilt mit


 � 
� Y � 
� Z � 
� � �
�

�

nach Einsetzen

f�� � �� � ln �� ��� �� ln

�
�� �

�

�
� � ln �

��� Ergebnisse

Die Berechnung des Mittelwertes hhN ii der Zahl der Kuhn�Tucker�Punkte �x
best�atigt die Ergebnisse der replikasymmetrischen Gardner�Rechnung zum Per�
zeptron optimaler Stabilit�at� Zudem wird der Bruchteil � der eingebetteten
Muster ermittelt� Die L�osung der Sattelpunktgleichungen zu

f � lim
N��

�

N
ln hhN ii

ergibt�

��



�� Die Gleichung ���	�� wird best�atigt

�c�
� �

��
� � 
�

�
��
� �


p
��

exp

�
��

�

�
����

���	��

liefert die optimale Stabilit�at bei vorgegebenem � 
 ��

�� Das von M� Opper mit Replika�Methoden berechnete Ergebnis f�ur den
Bruchteil der eingebetteten Muster wird best�atigt ��Op���� �KiOp���� �Wen�����

Der Bruchteil der eingebetteten Muster ist f�ur � 
 �

� � ��
� ���		�

Damit gilt �� 
 �� �

	� Nach Einsetzen der L�osungen in die Sattelpunktfunktion erh�alt man f�ur
� 
 �

f�� 
 �� � 
 ���	��

Wir erhalten also das gleiche Ergebnis wie Cover� Im Grenzfall N � �
und f�ur � 
 � gibt es mit Wahrscheinlichkeit � ein Perzeptron�

F�ur � � � stellen wir uns vor� da� die Zahl der eingebetteten Muster stets
N ist� � ist also auf den Wert � � �

� eingefroren� Die Fortsetzung der mit
der Sattelpunktmethode gewonnenen L�osungen ergibt

f�� � �� � ln� � ��� �� ln

�
�� �

�

�
� � ln � ���	
�

Die Wahrscheinlichkeit� da� ein Perzeptron existiert� ist hier also expo�
nentiell klein� Das Ergebnis ist identisch mit dem Grenzwert der Cover�
Wahrscheinlichkeit Ws �siehe Gl�����	��� Es gilt

f�� � �� � lim
N��

�

N
lnWs ���	��

��� Lernalgorithmen

Das in Abschnitt ��� vorgestellte Problem der quadratischen Optimierung kann
mit e"zienten numerischen Verfahren gel�ost werden� Die bekanntesten Algo�
rithmen zur Bestimmung des Perzeptrons optimaler Stabilit�at sind der MinOver�
Algorithmus �KrMe���� das AdaTron �AnBi�
�� �Bi��� und die direkte quadra�
tische Optimierung �Ru����

Das AdaTron bringt die Einbettungsst�arken gem�a� der Formel

x��t � �� � x��t� � max f���� ���� �x�g ���	��

�	��� ist eine streng monoton fallende Funktion von � mit 	�	���	��� � 
 und 	��� �
� 	����

��



auf den neuesten Stand� Dies kann sequentiell oder parallel in den Mustern
erfolgen� � ist eine geeignet zu w�ahlende Schrittweite� �� ist die lokale Energie
�Gl�������

�� �
pX

���

C��x� ���	��

Durch die obige De�nition wird gew�ahrleistet� da� stets x� � 
 gilt� Die Ab�
bruchbedingung des Algorithmus ist die Komplementarit�atsbedingung ����
��

Bei der direkten quadratischen Optimierung wird einfach das Ausgangs�
problem �Gl������� betrachtet� Das Verfahren sucht dabei nach den aktiven
Zwangsbedingungen� f�ur die die lokalen Energien gerade � sind �Ru���� �GoId�	��
�IMSL��

	




Kapitel �

Die optimale Verd�unnung des

Perzeptrons

In diesem Kapitel wird das Problem der maximalen Speicherkapazit�at bei der
optimalen linearen Verd�unnung des Perzeptrons behandelt� Dabei wird die in
Abschnitt ��� eingef�uhrte Notation verwendet� Es wird gezeigt� da� �eff � die
Speicherkapazit�at pro Neuron� viel gr�o�er als � sein kann�

In Abschnitt 	�� wird zun�achst eine obere Schranke f�ur �eff berechnet� Dies
geschieht mit Hilfe des Satzes von Cover aus Abschnitt ��	���

Im Rest des Kapitels wird eine N�aherungsrechnung f�ur �eff vorgestellt�
die auf Replika�Methoden beruht� Nach der Vorstellung des Rechenansatzes
in Abschnitt 	�� folgen zwei Abschnitte� die sich mit der analytischen Rech�
nung besch�aftigen� In Abschnitt 	�	 wird die bereits von Bouten et al� �Bo��
�
durchgef�uhrte replikasymmetrische Rechnung vorgestellt� In Abschnitt 	�� folgt
die Brechung der Replika�Symmetrie� die� wie sich zeigen wird� qualitativ und
quantitativ neue Ergebnisse hervorbringt� Die Ergebnisse der Rechnung werden
schlie�lich in Abschnitt 	�
 vorgestellt�

��� Die obere Schranke f�ur die maximale Speicher�

kapazit�at

Wir formulieren unser Problem der optimalen Verd�unnung unter Verwendung
der Notation aus Abschnitt ����
Unter den

� N
Nf

�
M�oglichkeiten� das Netzwerk so zu verd�unnen� da� Nf Neuro�

nen �ubrigbleiben� sind diejenigen Verd�unnungsvektoren c zu �nden� auf denen
das Perzeptron optimaler Stabilit�at die gr�o�te Stabilit�at �uberhaupt hat�

F�ur gro�e N h�atte man also exponentiell viele c� Vektoren zu betrachten�
F�ur jeden c�Vektor m�u�te man �uberpr�ufen� ob ein Perzeptron existiert� Mit
einem Lernalgorithmus w�are dann die optimale Stabilit�at 
�c� zu bestimmen�
Schlie�lich w�aren das Maximum


max � max
fcg

f
�c�g �	���

zu bilden und die zugeh�origen cmax abzuspeichern� Ein solches Vorgehen ist

	�



nicht praktikabel� da der Rechenaufwand exponentiell in N ist� Wir sehen je�
doch� da� das Problem zwei Gesichter hat� Der

�
Janus� besteht in einer dis�

kreten Optimierung in den ci und in einer quadratischen Optimierung in den
Kopplungen� die zu einem Verd�unnungsvektor c geh�oren�

Zur Berechnung der oberen Schranke der Speicherkapazit�at verwenden wir
den Satz von Cover �siehe Gl�����
��� f sei vorgegeben� Wir betrachten

�eff �
p

Nf
�
�

f
� � �	���

Dann ist die Zahl der bin�aren Ausgabevektoren� f�ur die die Muster linear sepa�
rabel sind� f�ur jeden Verd�unnungsvektor nach Gl�����
� als

C�p�Nf� � �
Nf��X
i��

	
p� �

i



�	�	�

gegeben� Da Nf 
 p
� ist� folgt aus der Struktur des Pascal�Dreiecks

C�p�Nf� 
 � �Nf �
	

p

Nf



�	���

Damit die Muster auf irgendeinem der
� N
Nf

�
vielen c�Vektoren linear separabel

sind� mu� der vorgegebene Ausgabevektor �S einer von z m�oglichen Ausgabevek�
toren sein� Wenn man die Annahme macht� da� die Ausgaben S� unabh�angig
voneinander gem�a� der Wahrscheinlichkeit p�S� � ��� � �

� ausgew�urfelt wer�
den� so gilt f�ur die Wahrscheinlichkeit f�ur lineare Separabilit�at

Ws �
z

�p


X
c

C�p�Nf���p

Ws 

	
N

Nf



� � �Nf �

	
p

Nf



��p �	�
�

Die Ungleichung beruht darauf� da� Ausgabevektoren mehrfach gez�ahlt werden
k�onnen� Mit Hilfe der Stirling�Formel und p � �N folgt analog zu Gl����	��

lim
N��

�

N
lnWs 
 �	���

�f ln f � ��� f� ln ��� f� � f ln
�

f
� ��� f� ln

�
�� f

�

�
� � ln � �� s�f� ��

Die Nullstelle �� dieser Funktion s ist also eine obere Schranke f�ur die maxi�
male Speicherkapazit�at �c bei gegebenem f � Da das verd�unnte Perzeptron ein
kleineres �c als das vollvernetzte haben mu�� gilt

�c�f� 
 min f���f�� �g �	���

Diese obere Schranke ist in Abbildung 	�� dargestellt�
Abschlie�end diskutieren wir die Nullstellen von s f�ur f � � und f � 
�

	�



Abbildung 	��� Die obere Schranke aus der Ungleichung �	��� im Vergleich mit
der Speicherkapazit�at � � �f der zuf�alligen Verd�unnung

F�ur f � � erhalten wir einfach

s�f� �� � �� ln � � ln�� ��� �� ln

�
� � �

�

�
�f � �� �	���

Also gilt s�f � �� � � �� � 

F�ur f � 
 erhalten wir

s�f� ��

f
� � ln f � �� �

f
ln � � ln

�

f
�
�
�

f
� �

�
ln

�
�� f

�

�
� O�f� �	���

Damit eine Nullstelle �� existiert� mu�

��
f

� �C � ln f� C � O���

gelten� Daraus folgt

s�f� ���

�f ln f
� �� C ln � �f � 
� �	��
�

Die obere Schranke f�ur die Speicherkapazit�at divergiert also logarithmisch� und
es gilt

lim
f��

��
�f ln f

�
�

ln �
�	����

bzw� mit dem dualen Logarithmus

lim
f��

��
�f ldf

� � �	����

		



��� Der Ansatz zur Berechnung der optimalen Spei�

cherkapazit�at

Wie schon in Abschnitt 	�� beschrieben� besteht das Problem der optimalen
Verd�unnung aus zwei Teilproblemen� Die optimalen Verd�unnungsvektoren c
m�ussen gefunden werden� und auf ihnen mu� das Perzeptron optimaler Stabi�
lit�at gelernt werden� Bouten et al� �Bo��
� trugen dieser Tatsache Rechnung� in�
dem sie die anteiligen Phasenraumvolumina f�ur alle zugelassenen Verd�unnungs�
vektoren aufsummierten�

Vges �
X
c

V �c� � �Kr

�
�Nf �

NX
j��

cj

�
A �	��	�

wobei �Kr das Kronecker�� aus Gl��A��� ist� V �c� ist das anteilige Gardner�
Volumen �Gl����		�� auf den jeweils verbleibenden Nf Pl�atzen� Man erh�alt

Vges �
X
c

�Kr

�
�Nf �

NX
j��

cj

�
A � �	����

�

	QNf
k��

��R
��

dJkp
��



�
�PNf

k�� Jk
� �Nf

�
�Qp

��� �

�
�p
Nf

PNf
k�� Jk�

�
k � 


�
	QNf

k��

��R
��

dJkp
��



�
�PNf

k�� Jk
� �Nf

�

Dabei numerieren die Indizes k�c� die verbleibenden Neuronen� Die ��k sind die
zugeh�origen transformierten Muster� Um die Abh�angigkeit k�c� zu eliminieren�
multipliziert man Z�ahler und Nenner der obigen Br�uche mit�

� NY
k�Nf��

��Z
��

dJkp
��

�
A exp

�
���

�

NX
k�Nf��

Jk
�

�
A �	��
�

und erh�alt unter Verwendung von Gl��A���

Vges �
X
fcg

Z i�

�i�
d�

��i
exp

�
��

�
�Nf �

NX
j��

cj

�
A
�
A �

� �

Cnorm
�
�
� NY
j��

��Z
��

dTjp
��

�
A�

�
� NX
j��

cjTj
� �Nf

�
A exp

�
���

�

NX
j��

��� cj�Tj
�

�
A �

�
pY

���

�

�
� �p

Nf

NX
j��

cjTj�
�
j � 


�
A �	����

Dabei sind die Tj die neuen Integrationsvariablen� Die Normierungskonstante
f�ur die Ober��ache der Gardner�Kugel ist

Cnorm �

�
� NY
j��

��Z
��

dTjp
��

�
A�

�
� NX
j��

cjTj
� �Nf

�
A exp

�
���

�

NX
j��

��� cj�Tj
�

�
A
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����� Ausgegl�uhte und eingefrorene Verd�unnung

In der obigen Gleichung �	���� kann man Vges wieder als die Zahl erlaubter
Zust�ande au�assen� Die Zwangsbedingungen sind dabei gegeben durch

�� das Feld �� welches die Verd�unnung f festh�alt und

�� die #�Funktionen f�ur die lokalen Energien der Muster bez�uglich der verd�unn�
ten Perzeptrone

Summiert wird �uber alle Verd�unnungsvektoren c und alle Vektoren T � So�
mit sind neben den Kopplungsvektoren T auch die Verd�unnungsvektoren c
thermodynamische Variablen� Bouten et al� bezeichnen deshalb die optimale
Verd�unnung auch als ausgegl�uhte Verd�unnung �

�
annealed dilution���

Im Gegensatz dazu bezeichnen sie ein Verfahren� in dem der Verd�unnungs�
vektor feststeht und nur bez�uglich der Kopplungen optimiert wird� als einge�
frorene Verd�unnung �

�
quenched dilution��� Das in Abschnitt ��� angesproche�

ne Verfahren� zuf�allig zu verd�unnen und dann nachzulernen �siehe Gl�����
�� ist
ein einfaches Beispiel f�ur die eingefrorene Verd�unnung� In den Kapiteln � und 

werden wir uns e�ektiveren Verfahren der eingefrorenen Verd�unnung zuwenden�

����� Das allgemeine Ergebnis f�ur nat�urliche n

Man nimmt nun an� da� die Entropie

s �
�

N
ln Vges �	����

bez�uglich der Mittelung �uber alle transformierten Muster selbstmittelnd ist� Die
zugeh�orige Replika�Rechnung �ndet sich in �Bo��
� �siehe auch �Gc����� Wie
in Abschnitt ��	�� beschrieben� ist bei der Replika�Methode

�R�n� � lim
N��

�

N
ln hhVgesniif��j g �	����

aus Gl����	�� zu berechnen�
Man erh�alt

�R�n� � �	����

sattelf���Q���t��g f
nX


��

�
 �
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Q
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�
�X
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�
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�
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f
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J
c
t
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c
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�
A
�
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�
�
�
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p
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��Z
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p
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�
A exp

�
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�

X
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r
Q
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��

r
�


�
A
�
A

Der Ausdruck
�
sattel� bedeutet wieder� da� der Sattelpunkt bez�uglich der an�

gegebenen Variablen gesucht werden mu�� Der Ausdruck DJ
 ist in Gl��A��
�

	




erkl�art� �� � � �� � � � � n sind Replika�Indizes� Die �symmetrische� Matrix der
Ordnungsparameter

Q
� �
�

Nf

NX
j��

c
jT


j c

�
j T

�
j �	��
�

gibt die �Uberlappung zweier L�osungsvektoren an� die zumindest eine Stabilit�at

 besitzen� Wegen der Zwangsbedingung der Gardner�Kugel ist Q

 � � ��� Die
symmetrische Matrix der Hilfsvariablen t
� ist die zu Q
� konjugierte Matrix�
Sie wurde bei einer Entkopplung der Form �A�	� eingef�uhrt�

Um die Entropie s berechnen zu k�onnen� m�ussen wir nun �R�n� analytisch
nach n � 
 fortsetzen� In Abschnitt 	�	 wird gezeigt� da� die naive replika�
symmetrische Fortsetzung von �R keine zufriedenstellenden Ergebnisse liefert�
In Abschnitt 	�� wird die Replikasymmetriebrechung erster Stufe �RSB�� be�
handelt� Das bedeutet� da� eine analytische Fortsetzung von �R�n� in RSB�
gebildet wird�

��� Die replikasymmetrische N�aherung

Die naive replikasymmetrische Fortsetzung von �R in Gl��	���� basiert auf der
Annahme

Q
� � q� t
� � t� � �� �

t

 � T� �
 � �� � � �� � � � � n �	����

f�ur die Sattelpunktvariablen Q
� und �
 und analog f�ur t

� Setzt man dies in
Gl��	���� ein und entwickelt �R bis zur ersten Ordnung in n� so erh�alt man
nach �Bo��
� �siehe auch �Gc��� f�ur Einzelheiten der Rechnung��

ssym �
��

�sym�
R

�n

�����
n��

� sattelfq���t�Tg f� � T �
�

�
qt �

�

��Z
��

Dz ln

�
�� �

exp ����q
� � t��T

f

� exp

	
�

�
z� � t�f

� � t��T
f


�
A �

�

��Z
��

Dz ln �

�
�
 � z

p
qp

�� q

�
�	����

Dabei ist die Funktion � in Gl��A���� erkl�art�
Bei der L�osung der vier Sattelpunktgleichungen f�ur q� �� t� T beobachtet

man� da� q gegen � strebt� wenn die Stabilit�at 
 gr�o�er wird� Dies ist kon�
sistent mit der obigen Annahme �	���� f�ur die �Uberlappungsmatrix Q
� � Alle
Perzeptron�L�osungen haben bei gegebener Stabilit�at 
 die gleiche �Uberlappung

q �
�

Nf

NX
j��

c
jT


j c

�
j T

�
j �	��	�
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Erh�oht man 
� so werden sich die L�osungen immer �ahnlicher� Schlie�lich bleibt
am kritischen Punkt nur ein einziger L�osungsvektor �ubrig� Da q � � gilt� haben
wir also hier die Vorstellung� da� nur ein einziger Verd�unnungsvektor c bei
vorgegebenem f die optimale Stabilit�at liefert�

Bouten et al� erhalten im Limes q � � das folgende Endergebnis�

Seien 
 und f gegeben� so gilt in replikasymmetrischer N�aherung f�ur die
maximale Speicherkapazit�at

� �
f � w

q
�
� exp

�
��

�w
�
�

�� � 
����
� � �p
��

exp
�
��

�

�
� �	����

wobei w die L�osung der Gleichung

f � ����w� �	��
�

ist� Dies beinhaltet das Gardner�Ergebnis f�ur das vollvernetzte Perzeptron mit
f � �� Setzen wir 
 � 
� so beobachten wir� da� die e�ektive Speicherkapazit�at

�eff �
�

f
� �

ist� In Abbildung 	�� sieht man eine deutliche Verbesserung des Wertes

� � �f

der zuf�alligen Verd�unnung� In Abbildung 	�� wird � aus Gleichung �	���� eben�
falls mit der in Abschnitt 	�� gewonnenen oberen Schranke verglichen� Die eben�
falls dargestellte

�
AT�Linie� wird unten erkl�art�

Im Falle kleiner f stellt sich heraus� da� die obere Schranke verletzt wird�
dies ist in Abbildung 	�	 dargestellt�

F�ur die obere Schranke erh�alt man den Grenzwert

lim
f��

�s
�f ln f

�
�

ln �
� ������ �	����

aus Gl��	�����
Zur Herleitung des Grenzwertes im Fall der optimalen Verd�unnung betrach�

ten wir Gl��	��
� f�ur gro�e w� Wegen Gl��A���� gilt

f �
�

w
� �p

��
exp

�
��

�
w�

�
�
�

� �O
�

�

w�

��
�	����

Setzt man dies in Gl��	���� ein� so gilt

��
 � 
�

f
� � � w� � O��� �	����

Durch die Bildung des Logarithmus in Gl��	���� und anschlie�ender Division
folgt schlie�lich aus Gl��	���� das von Bouten et al� angegebene Endergebnis

lim
f��

��
 � 
�

�f ln f
� � �	����
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Abbildung 	��� Der Vergleich der oberen Schranke f�ur die Speicherkapazit�at des
optimal verd�unnten Perzeptrons mit der replikasymmetrischen N�aherung von
Bouten et al� �Bo��
�� Von oben nach unten sind dargestellt� obere Schranke�
replikasymmetrische N�aherung� AT�Linie und zuf�allige Verd�unnung

Abbildung 	�	� Die e�ektive Speicherkapazit�at �eff � �
f mit � aus Abbildung

	��� Die replikasymmetrische N�aherung verletzt die obere Schranke bei kleinen
Werten von f �
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Die in diesem Abschnitt besprochene replikasymmetrische Rechnung kann
folglich nicht korrekt sein� Einen Hinweis auf diese Tatsache erh�alt man� wenn
man eine Stabilit�atsuntersuchung der replikasymmetrischen L�osung vornimmt�
Es handelt sich hierbei um ein von de Almeida und Thouless entwickeltes Ver�
fahren� mit dem man im Rahmen der Replika�Methode die Stabilit�at des gewon�
nenen Sattelpunktes untersucht �AT���� �Bo���� F�ur das vorliegende Problem
hat M� Wong diese Rechnung durchgef�uhrt �Wo���� Die zugeh�orige de Almeida�
Thouless� Linie �AT�Linie� ist in Abbildung 	�� zu sehen� Sie gibt an� bis zu
welchem Punkt die replikasymmetrische L�osung stabil ist� Die L�osung �	����
ist also f�ur jedes f nur bis zu einem maximalen q 
 � stabil� und die q � ��
L�osung liegt im Bereich der Instabilit�at�
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��� Die Replika
Symmetriebrechung erster Stufe

f�ur die optimale Verd�unnung

Wie in Abschnitt 	�	 aufgezeigt wurde� mu� man �uber den replikasymmetri�
schen Ansatz �	���� hinausgehen� Das Problem ist dabei� die korrekte analy�
tische Fortsetzung f�ur den Limes n � 
 des Replika�Index zu �nden� Von
dem Sherrington�Kirkpatrick�Modell �SK�Modell� der Spingl�aser ist ein sol�
cher Ansatz bekannt� Er wurde von G� Parisi entwickelt� Es handelt sich um
das Parisi�Schema der Replika�Symmetriebrechung �RSB�� Die vollst�andige
Parisi�L�osung besteht aus einem komplizierten Iterationsverfahren� das zufrie�
denstellende Ergebnisse liefert� Den ersten Schritt dieses Iterationsverfahrens
stelle ich in Abschnitt 	���� in Zusammenhang mit dem SK�Modell vor� Diese
Replika�Symmetriebrechung erster Stufe �RSB�� stellt dort bereits eine erheb�
liche Verbesserung des replika�symmetrischen Ergebnisses dar� In Abschnitt
	���� wenden wir die RSB� auf das Problem der optimalen Verd�unnung an� Die
maximale Speicherkapazit�at wird schlie�lich in Abschnitt 	���	 berechnet�

����� Das SK�Modell und der Parisi�Ansatz

Betrachtet sei ein verallgemeinertes Ising�Modell �siehe Abschnitt ���� mit
Energiefunktion

E�S� � ��

�

X
i�j �i��j�

JijSiSj �	�	
�

Die Kopplungen Jij seien symmetrisch� Bei dem auf Sherrington und Kirk�
patrick zur�uckgehenden Modell ��SK�
�� �SK���� �BiYo���� �FiHe���� �Me�����
sind die Kopplungen gau�verteilt mit einer Streuung � � Jp

N
� F�ur die Wahr�

scheinlichkeitsdichte von Jij �i 
 j� da Jij � Jji� gilt

P �Jij� �

s
N

��J�
exp

	
�NJij

�

��J�



�	�	��

Diese Unordnung in den Kopplungen bewirkt� da� die freie Energie pro Spin f

sehr viele lokale Minima aufweist� Bei der Berechnung von

f � � T

N
lnZ �	�	��

mit der Zustandssumme

Z �
X
fSg

exp ���E�S�� �	�		�

mu� man die Selbstmittelungseigenschaft

lim
N��

f � lim
N��

hhfiifJijg �	�	��

voraussetzen� Man wendet die Replika�Methode zur Berechnung von

�R�n� � lim
N��

�

N
ln hhZniifJijg �	�	
�

�




an� Dabei f�uhrt man den Edwards�Anderson�Ordnungsparameter

Q
� �
�

N

NX
j��

S
j S
�
j � �� � � �� � � � � n �	�	��

ein� der die �Uberlappung zweier thermodynamischer Zust�ande des n�fach repli�
zierten Spinsystems angibt� �R ist schlie�lich eine Funktion der �Uberlappungs�
matrix Q
� � Der in der Arbeit von van Hemmen und Palmer �HePa��� zitierte
Satz von Elliott Lieb besagt� da� f�ur eine nat�urliche Zahl n� n � �� die repli�
kasymmetrische L�osung vorliegt� In der Arbeit von Kondor �Ko�	� wird jedoch
gezeigt� da� die naive replikasymmetrische Fortsetzung nach n � 
 falsch ist�
weil sie von einem gewissen nc an� 
 
 nc 
 �� instabil wird� Au�erdem wurde
schon in der Arbeit von Sherrington und Kirkpatrick �SK��� f�ur die replikasym�
metrische N�aherung die negative Entropie

s�T � 
� � � df

dT
� � �f

�T
� �
��� �	�	��

am Temperaturnullpunkt berechnet �� Dies widerspricht dem dritten Hauptsatz
der Thermodynamik �Reif�� �Huang�� nach dem s�T � 
� � 
 gelten mu�� Die
Zahl der Grundzust�ande ist freilich gr�o�er als �� so da� s nicht negativ sein
kann� Analog zu den Attraktornetzwerken k�onnen wir dar�uber hinaus davon
ausgehen� da� die Zahl NG der Grundzust�ande h�ochstens polynomial in N ist�
so da� stets

s�T � 
� � lim
N��

�

N
lnNG � 
 �	�	��

gilt� Im Zusammenhang mit dem SK�Modell wurde Gl��	�	�� von van Hemmen
und van Enter bewiesen �EnHe����

Die von Parisi vorgeschlagene Parametrisierung der �Uberlappungsmatrix
Q
� �Pa�
a�� �Pa�
b�� �Me���� beseitigt beide oben angesprochenen Unstim�
migkeiten� Die vollst�andige Parisi�L�osung ist marginal stabil und weist die En�
tropie s � 
 auf� Bereits die Replika�Symmetriebrechung erster Stufe� die im
folgenden vorgestellt wird� verbessert die Entropie vom obigen Wert s � �
���
auf s � �
�
��

Die Replika�Symmetriebrechung erster Stufe besteht in der folgenden Pa�
rametrisierung der Matrix Q
��

�Q
�� �

�
BBBBBBBBBBBBBBB�

�
B� � q� q�

q� � q�
q� q� �

�
CA q� q�

q�

�
B� � q� q�

q� � q�
q� q� �

�
CA q�

q� q�

�
B� � q� q�

q� � q�
q� q� �

�
CA

�
CCCCCCCCCCCCCCCA

�	�	��

�Globale Ableitung und partielle Ableitung nach der Temperatur sind gleich� weil f am
Sattelpunkt bez�uglich der Ordnungsparameter Q�� betrachtet wird�

��



Die n Replika sind in n
m Gruppen von m Replika aufzuteilen�

Man setzt
Q
� � �� wenn � � �

Q
� � q��

wenn � �� � und beide derselben Gruppe angeh�oren�

Q
� � q��

wenn � und � verschiedenen Gruppen angeh�oren�
Im vorliegenden Beispiel ist n � � und m � 	� Es gibt n

m � 	 Gruppen von
	 Replika�

Die physikalische Interpretation des obigen Ansatzes� die in �Me���� ausf�uhr�
lich dargelegt ist� gebe ich hier kurz wieder� Im thermodynamischen Gleichge�
wicht weist die freie Energie viele lokale Minima auf� die durch Barrieren der
H�ohe N voneinander getrennt sind� Im Limes N �� gibt es dann viele globale
Minima der freien Energie pro Spin f � Der Phasenraum zerf�allt vollst�andig in
sogenannte reine Phasen� Jede reine Phase ist eineindeutig einem globalen Mi�
nimum von f zugeordnet �EnHe���� Bei endlichen N kann man sich eine solche
reine Phase als Menge von Zust�anden vorstellen� in die eine serielle Glauber�
Dynamik hineinl�auft� Je nach Wahl des Anfangszustandes wird die Dynamik
eine andere Phase ansteuern� Da Barrieren der Gr�o�enordnung N die reinen
Phasen voneinander trennen� verharrt das System in der Phase� wenn die Be�
obachtungszeit nicht allzu gro� wird�

Im Zusammenhang mit der Replika�Symmetriebrechung erster Stufe stellen
wir uns die reinen Phasen als gleichartig vor� Zwischen zwei Zust�anden a und
b in einer reinen Phase liegt die mittlere �Uberlappung qab � q� vor� w�ahrend
Zust�ande c und d verschiedener reiner Phasen die mittlere �Uberlappung qcd � q�
aufweisen� Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der �Uberlappungen

qab �
�

N

NX
j��

Saj S
b
j �	��
�

besteht aus zwei ��Spitzen� die mit Hilfe des Parameters m gewichtet werden�
Im Replika�Limes n � 
 liegt m im Intervall �
� �� �siehe �Me������ F�ur die
Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt

P �q� � m��q � q�� � ���m���q � q�� �	����

Zusammenfassend k�onnen wir sagen� da� der Ansatz der Replika � Symmetrieb�
rechung der Kompliziertheit des Phasenraums im thermodynamischen Gleich�
gewicht Rechnung tr�agt� Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der �Uberlappung qab
zweier Zust�ande a und b ergibt sich aus dem Ansatz f�ur die MatrixQ
� der �Uber�
lappung zweier Replika � und �� Im Falle eines Modells mit Replika�Symmetrie
wie dem Perzeptron ist q� � q�� Hier ist der Phasenraum der Kopplungen von
einfacher Struktur� es gibt nur eine reine Phase� Beim SK�Modell hingegen
ist der Phasenraum im thermodynamischen Gleichgewicht von so komplizierter
Struktur� da� man �uber das einfache Schema der RSB� hinausgehen mu�� Es

��



ist hier n�otig� die obige Parametrisierung f�ur die Bl�ocke der L�ange m zu wie�
derholen� Setzt man die Parametrisierung der neu entstandenen Bl�ocke immer
weiter fort� so erh�alt man im Grenzfall die komplette Parisi�L�osung� Sie fu�t
im Ende�ekt auf der Annahme� da� der Ordnungsparameter f�ur Spingl�aser die
Wahrscheinlichkeitsverteilung P �q� der �Uberlappungen ist� Diese Annahme ist
st�andiger Gegenstand der Forschung �EnHe���� �En�����

����� Die Anwendung der RSB� auf die optimale Verd�unnung

Wir wenden Parisis Parametrisierungsansatz auf das Problem der optimalen
Verd�unnung an� In die Matrizen Q
� und t
� in Gl��	���� gehen dann die Va�
riablen q�� q� sowie T� t�� t� ein� T steht dabei in der Hauptdiagonale von t
� �
Der Parameter m ist bei beiden Matrizen gleich� da t

 die zu Q
� konjugierte
Variable ist �siehe �Bo��
��� F�ur �
 machen wir wieder den Ansatz

�
 � �� � � �� � � � � n �	����

Um den Ansatz in Gl��	���� einzusetzen� verwenden wir die folgende Formel�
die im Anhang B bewiesen wird� Formel zur RSB��

Sei TrfS�g eine Spur �uber Gr�o�en S
� Sie faktorisiere gem�a�

TrfS�g �
nY
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Dann gilt in RSB��
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Nach Anwendung der Formel auf Gl��	���� erh�alt man mit

X
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Q
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� � nT � �

�
n����m�q�t� � mq�t�� � O

�
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�

�	��
�

das Ergebnis �R�n� � O�n�� Die Entropie
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��R
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ergibt sich dann zu
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Zur Vereinfachung f�uhren wir folgende Variablentransformation durch

E � �� �

f
T �	����

E ersetzt T vollst�andig� Anschlie�end transformieren wir den Variablensatz
��� t�� t�� auf ��� s�� s�� gem�a�
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�
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t��f

E � t��f
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Dadurch sind die Integrale nicht mehr von E abh�angig� Die Sattelpunktglei�
chung der transformierten Funktion s nach E l�a�t sich dann einfach au��osen
zu

�s

�E
� 
 �� E �

�� s�
�� s� � ���m�q�s� � mq�s�

�	�

�

Damit erh�alt man das Endergebnis
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Wie man leicht sieht� enthalten die � Sattelpunktgleichungen bez�uglich

q�� q�� s�� s�� m� �
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ebenfalls Doppelintegrale �uber y und z� s�� s� und � sind Hilfsvariablen� Das be�
deutet� da� sie bei gegebenen q�� q�� m eindeutig bestimmt sind aus der L�osung
des nichtlinearen Gleichungssystems der drei Gleichungen

�
�s

�s�
�
�s

�s�
�
�s

��

�
� �
� 
� 
� �	�
��

Die Entropie s mu� dann bez�uglich der drei verbleibenden Variablen q�� q�� m

optimiert werden� Diese Variablen sind dabei als Variationsparameter aufzufas�
sen� Dadurch wird sichergestellt� da� die RSB� der vollst�andigen Parisi�L�osung
nahe kommt� Analog zum SK�Modell zeigt sich� da� wegen des Limes n � 

nicht das Maximum� sondern das Minimum der Entropie s bez�uglich q�� q� und
m gesucht wird�

Bei der L�osung des obigen Problems treten erhebliche numerische Schwie�
rigkeiten auf� Es stellt sich zwar heraus� da� die Replika�Symmetrie gebrochen
ist� jedoch ist die Entropie als Funktion von q�� q�� m so �ach� da� gr�o�ere
Fluktuationen in q�� q� und m nur Unterschiede der Gr�o�enordnung �
�	 in s

hervorrufen� Eine vollst�andige L�osung des Gleichungssystems aller sechs Sattel�
punktvariablen

�
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�q�
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�s

�q�
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�m
�
�s

�s�
�
�s

�s�
�
�s

��

�
� �
� 
� 
� 
� 
� 
� �	�
	�

st�o�t auf die gleichen Schwierigkeiten �� Wir behelfen uns deshalb am kritischen

 mit einem Skalierungsansatz� um die Doppelintegrale im obigen Gleichungs�
system in Einfachintegrale zu �uberf�uhren�

����� Der Ansatz im Fall q�� �

Der folgende Skalierungsansatz im Fall q� � � ist analog zu Skalierungsans�atzen
bei anderen Modellen neuronaler Netzwerke �En����� �Br����� Man nimmt an�
da� m� 
 �q� � ��� wobei

c �
m

�� q�
�	�
��

eine Konstante ist� Die �Uberlappung verschiedener Phasen hat f�ur m � 

weiterhin einen Grenzwert q�� 
 
 q� 
 �� F�ur die Hilfsvariablen s�� s�� � macht
man im Limes m� 
 den Ansatz �

s� �m� t�� s� �m� t�� � �m� h �	�

�

Betrachtet man nun das Gleichungssystem �	�
	�� so vereinfachen sich im Li�
mes m� 
 die Doppelintegrale zu Einfachintegralen� Dies wird in Anhang C��

�Die rechten Seiten des Gleichungssystems sind von der Gr�o�enordnung 
���� Das bedeu�
tet� da� man die Doppelintegrale auf der linken Seite des Gleichungssystems stets auf eine
Mindestgenauigkeit von etwa 
��
 berechnen m�u�te� um die Konvergenz eines L�osungsalgo�
rithmus f�ur nichtlineare Gleichungssysteme zu erm�oglichen�

�t	 und t� sind in der obigen Gleichung neu eingef�uhrte Variablen� sie haben nichts mit
bereits beseitigten Variablen gemein�

�




besprochen� Nach Durchf�uhrung des Limes wird das entstehende Gleichungssy�
stem numerisch stabil� Es liefert die Variablen c� q�� t�� t� und h� Die Gleichung

�s

�m
� 


ist dabei die Bestimmungsgleichung f�ur das kritische �� Das Endergebnis f�ur
das Gleichungssystem im Limes q� � � ist aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit
in Anhang C�� wiedergegeben�

��	 Die Ergebnisse der RSB�
N�aherungsrechnung

Mit der oben geschilderten analytischen Rechnung haben wir die RSB��N�ahe�
rung des SK�Modells erfolgreich auf das Problem der optimalen Verd�unnung
angewandt� Die RSB��N�aherung geht dabei von einer einfachen Situation im
Phasenraum aus�

Der Phasenraum P ist die Menge aller Kopplungsvektoren

T � RN

die N��� f � viele Komponenten Tj � 
 aufweisen und auf
PN

j�� Tj
� � Nf nor�

miert sind� Wir k�onnen P als Vereinigung von
� N
Nf

�
vielen Nf�dimensionalen

Gardner�Kugeln mit Radius
p
Nf au�assen� Zu jedem zugelassenen Verd�unnungs�

vektor

c � �c�� � � � � cN�T � cj � f
� �g �j
geh�ort eine solche Gardner�Kugel�

Unterhalb der kritischen Speicherkapazit�at tragen sehr viele Gardner�Kugeln
Perzeptron�Vektoren bei� die die Klassi�kationsaufgabe erf�ullen� Fordert man
ein h�oheres 
� so schrumpfen die zugelassenen Gebiete auf den Ober��achen der
einzelnen Gardner�Kugeln� Einige Kugeln scheiden vollst�andig aus� Die �Uber�
lappung

q �
�

Nf

NX
j��

cajT
a
j c

b
jT

b
j �	�
��

zweier Perzeptron�Vektoren hat im allgemeinen eine komplizierte Wahrschein�
lichkeitsverteilung P �q�� Wenden wir die Parisi�Theorie des SK�Modells auf
unser Problem an� so gehen wir von der Annahme aus� da� P �q� die thermo�
dynamischen Eigenschaften unseres Problems vollst�andig beschreibt� Genauer
ausgedr�uckt bedeutet dies� da� die Entropie s �siehe Gl��	����� nur von dem

�
Ordnungsparameter� P �q� abh�angt� Wenn wir die komplizierte Theorie auf

die RSB��N�aherung einschr�anken� so haben wir von der einfachen Form

P �q� � m��q � q�� � ���m���q � q�� �	�
��

auszugehen� Der Phasenraum gliedert sich in mehrere reine Phasen� wobei die
�Uberlappung von zwei Zust�anden in einer reinen Phase q� betr�agt� Die �Uberlap�
pung von Zust�anden verschiedener reiner Phasen ist q�� F�ur ein unterkritisches

��



Abbildung 	��� Der Ordnungsparameter q� der RSB��N�aherung f�ur f � 
�
��

�
�� 
��� 
��� 
�	
� 
�
� 
��
 in aufsteigender Reihenfolge


 k�onnen dabei durchaus Zust�ande aus verschiedenen Gardner�Kugeln eine rei�
ne Phase bilden� Ist aber die kritische Stabilit�at 
c erreicht� so gibt es in jeder
Gardner�Kugel h�ochstens eine L�osung� Unsere Theorie sagt aus� da� q� � ��
d�h� jede Phase besteht nur noch aus einem Vektor� Wegen m � 
 gilt aber
auch

P �q� � 
 � � � ��q � ��

Die Theorie behauptet also dar�uber hinaus� da� es am kritischen Punkt nur
einen Perzeptron�Vektor gibt� es gibt nur einen Vektor der optimalen Verd�un�
nung� Die �Uberlappung q� friert dabei auf einem von f abh�angigen Wert ein�
siehe Bild 	���

F�ur gr�o�ere 
�Werte und h�ohere f�Werte sehen wir� da� q� � �� Das be�
deutet� da� in dieser Region die Vorhersage der replikasymmetrischen L�osung
vertrauensw�urdiger ist� In Bild 	�
 sieht man� da� die 
����Kurven f�ur gro�e f
und kleine � sehr steil werden� Wir erwarten deshalb� da� sich die RSB��N�ahe�
rung besonders im �achen Bereich� das hei�t im Bereich kleiner 
 und kleiner
f � stark von der replikasymmetrischen N�aherung unterscheidet� Dies wird be�
sonders deutlich� wenn wir � bzw� �eff der RSB��N�aherung mit den in den
vorherigen Abschnitten gewonnenen Ergebnissen am Punkt 
 � 
 vergleichen�
In den Abbildungen 	�� und 	�� ist der Vergleich mit der oberen Schranke� der
replikasymmetrischen N�aherung� der AT�Linie und der Geraden � � �f des
zuf�alligen Verd�unnens dargestellt� Die RSB��N�aherung liegt dabei wie erwar�
tet oberhalb der AT�Linie der replikasymmetrischen N�aherung�

Um einen Eindruck davon zu gewinnen� wie gut die RSB��N�aherung mit

��



Abbildung 	�
� Die Stabilit�at 
 in RSB��N�aherung f�ur f � 
�
�� 
�
�� 
��� 
���

�	
� 
�
� 
��
 in aufsteigender Reihenfolge

Abbildung 	��� Die Speicherkapazit�at ��
 � 
� in RSB��N�aherung im Vergleich
mit dem replikasymmetrischen Ergebnis von Bouten et al� �Bo��
��

��



dem Ansatz f�ur q� � � ist� wird in Abbildung 	��

��
 � 
�

�f ln f

der RSB��N�aherung f�ur sehr kleine f betrachtet� Im Gegensatz zur replikasym�
metrischen N�aherung gen�ugt die RSB��N�aherung f�ur alle in der numerischen
Rechnung erreichten Werte von f der oberen Schranke wir beobachten sogar
eine Ann�aherung der beiden Kurven� wenn f kleiner wird� Der Grenzwert der
oberen Schranke

lim
f��

��
 � 
�

�f ln f

 �

ln �

ist im Diagramm 	�� eine konstante Funktion �siehe Gl��	������
In diesem Kapitel wurde also eine N�aherung f�ur die maximale Speicherkapa�

zit�at eines optimal verd�unnten Perzeptrons gewonnen� die mit allen bisherigen
Ergebnissen konsistent ist� Sie liegt oberhalb der AT�Linie der replikasymme�
trischen N�aherung� das hei�t� sie liegt wie erwartet in dem Bereich� in dem
die replikasymmetrische L�osung instabil ist� Des weiteren gen�ugt sie f�ur alle f
einer oberen Schranke und stimmt im Limes f � 
 mit dieser �uberein� Es ist
jedoch nicht bekannt� inwiefern weitere Stufen der Replika�Symmetriebrechung
das gewonnene � weiter verringern� Des weiteren ist zu betonen� da� die in
diesem Kapitel durchgef�uhrte Rechnung darauf beruht� da� eine Analogie des
optimal verd�unnten Perzeptrons zum SK�Modell angenommen wurde� Obwohl
diese Annahme sehr oft zu akzeptablen Ergebnissen f�uhrt� ist sie jedoch nicht
zwingend�

Die N�aherung wird in den n�achsten beiden Kapiteln mit praktikablen Verd�un�
nungsalgorithmen des Perzeptrons optimaler Stabilit�at verglichen� Der Vorteil
dieser Algorithmen ist� da� zugeh�orige analytische Ergebnisse mit Simulationen

�uberpr�ufbar sind� Au�erdem wird sich zeigen� da� die den Verd�unnungsalgorith�
men zugrunde liegende Theorie einfacher ist�
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Abbildung 	��� Die e�ektiven Speicherkapazit�aten �eff �
 � 
� im Vergleich
�vgl� Abb� 	����

Abbildung 	��� y � �������
f lnf der RSB��N�aherung im Vergleich mit der oberen

Schranke� Die N�aherung gen�ugt f�ur alle in einer numerischen Rechnung erreich�
baren f�Parameter der oberen Schranke� Die Gerade y � �

ln � stellt dabei den
Grenzwert der oberen Schranke dar �Gl��	������







Kapitel �

Der Quersummen�

verd�unnungsalgorithmus

Nachdem im vorherigen Kapitel �Uberlegungen dar�uber angestellt wurden� wel�
che e�ektiven Speicherkapazit�aten �eff maximal m�oglich sind� wird nun ein
praktikabler Verd�unnungsalgorithmus vorgeschlagen� Er besteht aus zwei Schrit�
ten� Im ersten Schritt werden die zu entfernenden Neuronen ermittelt� indem
man einen geeignete Quersumme �uber die Muster betrachtet� Auf den verblei�
benden Neuronen wird das Perzeptron optimaler Stabilit�at nachgelernt� Da die
Wahl der Verd�unnung sehr schnell vonstatten geht� ist der Rechenaufwand ver�
gleichbar mit dem Rechenaufwand e�ektiver Lernverfahren des Perzeptrons op�
timaler Stabilit�at� Dies erlaubt die �Uberpr�ufung analytischer Ergebnisse durch
numerische Simulationen�

In Abschnitt ��� wird der Verd�unnungsalgorithmus explizit de�niert� wobei
wieder die Notation aus Abschnitt ��� vorausgesetzt wird� Dabei wird heraus�
gestellt� da� ein Verfahren der

�
eingefrorenen Verd�unnung� vorliegt� In Ab�

schnitt ��� wird die analytische Rechnung vorgestellt� Das Ergebnis der Rech�
nung wird in Abschnitt ��	 mit Computersimulationen verglichen� Es wird ge�
zeigt� da� mit dem Quersummenverd�unnungsalgorithmus e�ektive Speicherka�
pazit�aten �eff � � erreicht werden�

��� Die De�nition des Algorithmus

����� Motivation

F�ur � 
 � existiert f�ur N � � mit Wahrscheinlichkeit � ein Vektor des Per�
zeptrons optimaler Stabilit�at� der die Zwangsbedingungen mit einer Stabilit�at

 erf�ullt�

�qPN
j�� Jj

�

NX
j��

Jj�
�
j � 
 �	 �����

Wir stellen uns die Aufgabe� diejenigen Komponenten j der transformierten Mu�

ster
n
��j

o
zu bestimmen� die die obigen Zwangsbedingungen am wenigsten be�

ein�ussen� Wenn dies obendrein ohne Kenntnis des urspr�unglichen Perzeptron�


�



Vektors J geschehen soll� ist der naheliegendste Ansatz� die Pl�atze j wegzulas�
sen� welche vom Betrag her die kleinsten Quersummen

Hj �
�p
N�

pX
���

��j �����

aufweisen �� Diese Quersummen sind aber nichts anderes als die auf einem
Einschichtnetzwerk mit Mustern �� und Ausgaben fS�g de�nierten Hebb�
Kopplungen �siehe Gl� ����� mit ��i � S� f�ur das

�
Ausgabeneuron� i��

Schneideverfahren mit Hebb�Kopplungen sind bisher ausschlie�lich in Zu�
sammenhang mit Attraktornetzwerken behandelt worden �So���� �Do����� �Mu����
Wir verwenden das Schneideverfahren im folgenden als Vorstufe zu einem Nach�
lernproze�� um alle in ein Einschichtnetzwerk eingespeisten Muster perfekt zu
klassi�zieren�

����� Der Algorithmus

Vorgelegt seien p transformierte Muster ��� Das Netzwerk soll so verd�unnt
werden� da� N � f Neuronen �ubrig bleiben�

�� Berechne als Quersummen f�ur die zu entfernenden Pl�atze j die Hebb�
Kopplungen

Hj �
�p
N�

pX
���

��j ���	�

Ordne die Betr�age jHj j in aufsteigender Reihenfolge und ordne die Platz�
vektoren

��j �
�
��j � � � � � �

p
j

�T
�����

dementsprechend um mit neuen Indizes m�j��

�� Entferne alle Pl�atze j mit den kleinsten Betr�agen jHj j� d�h� entferne alle
��m mit

m 
 N��� f � ���
�

Dabei sei die Schranke w f�ur die Betr�age der Hebb�Kopplungen als

w � jHmj �����

de�niert�

	� Lerne auf den verbleibenden Nf Pl�atzen das Perzeptron optimaler Sta�
bilit�at� um sicherzustellen� da� alle Muster wieder korrekt klassi�ziert
werden�

Nach der Verd�unnungsprozedur liegt also der Verd�unnungsvektor

c � �c�� � � � � cN�T �����

�Die Skalierung mit �p
N�

wurde gew�ahlt� um zu gew�ahrleisten� da� Hj � O	
��
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fest� Er ist wegen der obigen De�nition der Schranke w gegeben durch

cj � #�jHj j � w�� j � �� � � � � N �����

Da die Kopplungen also erst optimiert werden� nachdem der Verd�unnungsvektor
feststeht� liegt eine

�
eingefrorene Verd�unnung� vor �siehe Abschnitt 	������ Der

Aufwand bei der Auswahl der cj wird sich dabei in dem Ergebnis �eff � �
widerspiegeln�

��� Die analytische Rechnung

����� f als Funktion von w

Im thermodynamischen Limes N � � l�a�t sich bei gegebenem Verd�unnungs�
parameter f die zugeh�orige Schranke w leicht ermitteln� F�ur f gilt n�amlich
einfach

f �
�

N

NX
j��

cj �
�

N

NX
j��

#

�
�
������

�p
N�

pX
���

��j

������� w

�
A �����

Man sieht leicht� da� f im Limes N � � selbstmittelnd ist �� Wir berechnen
der Einfachheit halber den Mittelwert von f und schreiben

hhfiif��j g ��
� NY
j��

��Z
��

dHj

�
A �

N

NX
j��

#�jHj j � w� �
��

NY
j��

�

�
�Hj � �p

N�

pX
���

��j

�
A��

f��j g

�

�
� NY
j��

��Z
��

DHj

�
A �

N

NX
j��

#�jHj j � w� � �

�wZ
��

DH ����
�

Im Limes N �� k�onnen wir dann mit Formel �A���� setzen

f � ����w� ������

Wir wissen also� bei welcher Schwelle w wir die Betr�age der Hebb�Kopplungen
schneiden m�ussen� um einen Verd�unnungsparameter f zu erhalten�

�Die etwas l�angliche Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte

P 	f� �

��
�

	
f � 


N

NX
j��

cj


��
�
�
�

j

�
liefert nichts anderes als eine Best�atigung des zentralen Grenzwertsatzes f�ur einen Random
Walk 
Reif�� 
Fe����


	



����� Der Ansatz f�ur die Gardner�Rechnung und die Mittelung

�uber die Muster

Um das Nachlernen auf den verbleibenden Pl�atzen k� k � �� � � � � Nf � zu erfassen�
formuliere ich das zugeh�orige Gardner�Volumen

V � ������

�

Cnorm

�
�NfY
k��

��Z
��

dJkp
��

�
A�

�
�NfX
k��

Jk
� �Nf

�
A � pY

���

�

�
� �p

Nf

NfX
k��

Jk�
�
k � 


�
A

Dabei ist die Normierungskonstante Cnorm gegeben durch

Cnorm �

�
�NfY
k��

��Z
��

dJkp
��

�
A�

�
�NfX
k��

Jk
� �Nf

�
A

Die ��k sind die transformierten Muster ��j auf den verbleibenden Pl�atzen� Um
das Verd�unnungsverfahren korrekt in die Rechnung einzubeziehen� multipliziere
ich V mit dem Faktor

� �

�
� NY
l�Nf��

��Z
��

dJlp
��

�
A exp

�
���

�

NX
l�Nf��

Jl
�

�
A ����	�

Die Komponenten des Verd�unnungsvektors unterscheiden dann gem�a�

cj � #�jHj j � w� � #

�
�
������

�p
N�

pX
���

��j

������� w

�
A ������

zwischen den Indizes k und l�
F�ur das Phasenraumvolumen gilt also

V �
�

Cnorm

�
� NY
j��

��Z
��

dTjp
��

�
A�

�
� NX
j��

cjTj
� �Nf

�
A � exp

�
���

�

NX
j��

��� cj�Tj
�

�
A �

�
pY

���

�

�
� �p

Nf

NX
j��

cjTj�
�
j � 


�
A ����
�

Im Vergleich mit dem Phasenraumvolumen f�ur die optimale Verd�unnung �Vges
aus Gl��	����� stellen wir nocheinmal fest� da� nicht �uber die cj summiert wird�
Die cj sind hier eingefroren� da sie nur von den vorgegebenen Mustern abh�angen�
V ist das Phasenraumvolumen f�ur ein Perzeptronproblem auf wohlde�nierten
Pl�atzen k� Demzufolge ist die Entropie

s � lim
N��

�

N
ln V ������

wieder selbstmittelnd� es ist gleich� ob wir einen festen Mustersatz mit gro�em
N betrachten� oder ob wir f�ur gro�e N �uber die gau�verteilten Muster mitteln�

lim
N��

s � lim
N��

hhsiif��j g ������
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Man k�onnte nun einwenden� da� das Phasenraumvolumen in Gl�����	
 nur Nf viele

Muster enth�alt und somit bei einer Berechnung von s nur das Ergebnis des zuf�alligen

Verd�unnens herauskommt� Dem ist entgegenzuhalten� da� die Pl�atze k in Gl�����	


von dem gesamten Mustersatz abh�angen� Dieser Korrelation wird nur Rechnung ge�

tragen� wenn man in der Darstellung �����
 beachtet� da� auch die Muster auf den

weggenommenen Pl�atzen in die cj eingehen�

Ich wende wieder die Replika�Methode aus Abschnitt ��	�� an und berechne

�R�n� � lim
N��

�

N
ln hhV niif��j g ������

Dazu f�uhre ich die Fourierdarstellung der ��Funktion f�ur die Zwangsbedingun�
gen ein� Die Hebb�Kopplungen Hj in den cj werden analog zu Gl��A�	� ersetzt�

Die !hj sind dabei die zu Hj konjugierten Variablen� Es gilt

hhV nii ��
� NY
j��

��Z
��

dHj

��Z
��

d!hj
��

�
A exp

�
�i NX

j��

!hjHj

�
A
�
�Y

j�


��Z
��

DT 

j

�
A �

�
�
� nY

��

�

�
� NX
j��

cj
�
T 

j

�� �Nf

�
A
�
A
�
�Y
��


�Z
�

dX

�

��Z
��

dx
�
��

�
A exp

	
i
X
��


x
�X


�



�

�
��

exp

�
�� ip

N

X
j��

�
� nX

��

x
� �
�p
f
cjT



j � !hj � �p

�

�
A��j

�
��� ������

Dabei sind die cj Funktionen der Integrationsvariablen Hj gem�a�

cj�Hj� � ��jHj j � w� ����
�

Die Mustermittelung liefert

hhexp �� � ��ii � ������

exp

�
�� �

�N

X
j��

�
�X


��

x
�
�

f
cjT



j T

�
j x

�
� �

�p
�f

nX

��

x
�cjT


j

!hj �
�

�
!hj

�

�
A
�
�

����� Das Ergebnis f�ur allgemeine n

Zur Entkopplung der Indizes j von den Indizes 	 f�uhre ich den Ordnungspara�
meter

Q
� �
�

Nf

NX
j��

cjT


j T

�
j ������

und das Feld

!K
 �
�

N

pX
���

x
� ����	�

mit konjugierten Gr�o�en t
� � k
 analog zu Gl��A�	� ein� Q
� stellt wieder die
mittlere �Uberlappung zweier L�osungen der Klassi�zierungsaufgabe auf den ver�
bleibenden Pl�atzen dar� Wegen der Normierung des Phasenraumvolumens ist
wieder Q

 � � ���







Nach der Berechnung der Gau��Integrale in den !hj nach Formel �A��� kann
die Sattelpunktmethode zur Berechnung von �R�n� angewendet werden� Nach
der Transformation

!K
 �
!K


i
������

erh�alt man das Ergebnis f�ur allgemeine n�

�R�n� � sattelfQ���t��� �K��k�g ����
�

�
X

��

t
�Q
� �
nX


��

k
 !K
 � �

��

X

��

!K
Q
�
!K� �

� ln

�
��� f �

��Z
��

DH��jH j � w�

�
� nY

��

��Z
��

DT


�
A�

� exp

�
� �

f

X

��

T
t
�T� � Hp
�f

nX

��

!K
T


�
A
�
� �

�� ln

�
�
�
� nY

��

Z �

�

dX
p
��

��Z
��

dx
p
��

�
A�

� exp

�
���

�

X

��

x
Q
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nX


��

x
�X
 � k
�

�
A
�
�
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����� Die Annahme der Replika�Symmetrie und die L�osung der
Sattelpunktgleichungen

Man setzt das Ergebnis mit der Annahme der Replika�Symmetrie nach n � 

fort�

Q
� � q� �� � � �� � � � � n� � �� �

k
 � k� � � �� � � � � n ������

und analog f�ur t
� � t

� !K
�

Die Mittelwerte �uber die Matrizen t
� und Q
� lassen sich nach Formel
�B��� berechnen� wenn man in dem RSB��Ergebnis einfach q� � q� setzt� Der
Parameter m k�urzt sich dann heraus� Man erh�alt als N�aherung f�ur die Entropie

s � sattelfq�t�T�k� �Kg ������

�T �
�

�
qt � k !K � �

��
!K���� q�� f

�
ln

�
� �

t� �T

f

�
�

�
�

�
�

!K�E

�f
�
� � t��T

f

� �
�

�
� t

� � t��T
f

� �

��Z
��

Dz ln �

�
�
 � k � z

p
qp

�� q

�

Dabei ist E durch die Schranke w gegeben� Es gilt

E � � �
�Z
w

DH �H� � f �

r
�

�
w exp

�
��

�
w�

�
������

nach Formel �A�����
Die Sattelpunktgleichungen bez�uglich der Hilfsvariablen !K� t� T� sind alge�

braisch� Sie lassen sich au��osen zu

!K �
k�

�� q
� �

�� E
f

������

t � f � �

��� q��
� f � �

�� q
�

!K�E

�f
���	
�

T �
�

�
f � �

��� q��
� f � �

�� q
�

�

�
f �

!K�E

��f
���	��

Nach dem Einsetzen in die Gl������� erh�alt man

s � sattelfq�kg
�

�� q
��

�

�
f � f

�
��� q� �

�

�
� k�

�� E
f

� f

�
��� q� ln ��� q��

� ���� q�

��Z
��

Dz ln �

�
�
� k � z

p
qp

�� q

���
� ���	��
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Dieses Ergebnis kann man im Grenz�ubergang q � � noch weiter vereinfachen�
Die Ableitung der Entropie nach q liefert dann n�amlich die Bestimmungsglei�
chung f�ur das kritische �� Es stellt sich sogar heraus� da� die L�osung der Sattel�
punktgleichung bez�uglich q auf die Suche nach der Nullstelle des Grenzwertes

l � lim
q��

��� q�s ���		�

hinausl�auft� wobei s die obige Entropie darstellt �En�����
Das Integral �uber die ��Funktion wird im Limes q � � mit Hilfe der Ent�

wicklung �A���� und der Gau��Formel �A���� berechnet� Zudem wird die Va�
riable k durch die Variable a ersetzt�

a � 
� k ���	��

Man erh�alt

l � lim
q��

��� q�s � ���	
�

f

�
�
�

�
� �
� a��

�� E
f

� �

�

��
� � a�

�
��a� �

ap
��

exp

�
��

�
a�
��

Die kritische Speicherkapazit�at � und die Sattelpunktvariable a werden schlie��
lich aus dem folgenden System zweier Gleichungen gewonnen�

l�a� �� � 


�l�a� ��

�a
� 
 ���	��

����	 Das Ergebnis am kritischen Punkt

Sind die Stabilit�at 
 und der Verd�unnungsparameter f f�ur das Perzeptron auf
den verbleibenden Pl�atzen vorgegeben� so erhalten wir die kritische Speicher�
kapazit�at aus der folgenden Prozedur�

Berechne die Schranke w aus der Gleichung

f � ����w� ���	��

Dann ist die Konstante E gegeben als

E � � �
�Z
w

DH �H� � f �

r
�

�
w exp

�
��

�
w�

�
���	��

L�ose anschlie�end die Gleichung f�ur a


� a �

�
E

f
� �

�
�
�
a � ��a� �

�p
��

exp

�
��

�
a�
��

���	��

Schlie�lich ist das kritische � gegeben durch

� � f �
 
��
� a��

�� E
f

�
�
� � a�

�
��a� �

ap
��

exp

�
��

�
a�
�!��

����
�
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����
 Der Limes f � �

Um zu zeigen� da� die e�ektive Speicherkapazit�at �eff divergiert� entwickelt
man die ��Funktionen in den Gleichungen des obigen Abschnitts gem�a� Formel
�A����� Es gilt im Limes f � 


f � ����w� �
�

w

r
�

�
� exp

�
��

�
w�

��
� � O

�
�

w�

��
������

Daraus folgt

ln f � ��

�
w� � O�lnw� ������

und

�� E

f
� w�

�
� �

�

w�
� O

�
�

w	

��
����	�

Setzt man diese Entwicklungen in die Sattelpunktgleichung ���	�� f�ur a ein� so
folgt daraus die Divergenz

a� �� �f � 
�

Man erh�alt

�
� a� � a�
�

� �O
�

�

a�

��
�
p

�� � exp

�
�

�

�
a�
�

� �� ln f ������

Wegen des exponentiellen Faktors exp
�
�
�a

�
�

in dieser Gleichung divergiert a

sehr langsam� F�ur die e�ektive Speicherkapazit�at gilt dann

�eff �
�

f
� �ap�� exp

�
�

�

�
a�
��

� � O
�

�

a

��

�eff � �� ln f

a�

�
� �O

�
�

a

��
����
�

�eff divergiert hier also schw�acher als im optimalen Fall� eine logarithmische
Divergenz in ln f wird nicht erreicht�
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Abbildung ���� Die Stabilit�at 
��� beim Quersummenalgorithmus� Die Compu�
tersimulationen wurden mit N � �

 Neuronen bei 

 Wiederholungen durch�
gef�uhrt� Die Simulationen sind durch die Symbole wiedergegeben� wobei die
Streuungen kleiner als die Symbolgr�o�en sind� Die durchgezogene Linie stellt
die analytische Rechnung dar�

��� Ergebnisse

Das Ergebnis der Replika�Rechnung kann mit Computersimulationen �uber�
pr�uft werden� Dazu gibt man die urspr�ungliche Zahl der Neuronen N � die Zahl
p � �N der Muster und die Zahl Nf der verbleibenden Neuronen vor� Die
gau�verteilten transformierten Muster werden mit einem Zufallszahlengenerator
bestimmt� Die Gau��Verteilung wird dabei mit dem Box�Muller�Algorithmus
erzeugt �NR���� Nach der Verd�unnung des Netzwerks gem�a� der Betr�age der
Hebb�Kopplungen lernt man auf den verbleibenden Nf Pl�atzen das Perzeptron
optimaler Stabilit�at mit Hilfe des AdaTron�Algorithmus�

In Abbildung ��� beobachtet man eine sehr gute �Ubereinstimmung der ana�
lytischen Ergebnisse mit der Computersimulation� Die Simulation wurde dabei
mit N � �

 Neuronen durchgef�uhrt� wobei eine Mittelung �uber 

 L�aufe er�
folgte �Gc���� �Ku�����

Man erreicht in der Computersimulation nicht die Stabilit�at 
 � 
� weil bei
niedrigen Stabilit�aten auch die Wahrscheinlichkeit sinkt� da� ein Perzeptron�
Vektor existiert� Die zugeh�origen L�aufe� in denen der Algorithmus nicht kon�
vergiert� fallen aus der Mittelung heraus� Dies verschiebt den Mittelwert der
Stabilit�aten nach oben� Bei h�oheren 
 bzw� kleineren � ist die Wahrscheinlich�

�




Abbildung ���� Die bisherigen Ergebnisse f�ur die Speicherkapazit�aten ��
 � 
�
im Vergleich� Der Quersummenalgorithmus �

�
Hebb�� stellt eine Verbesserung

der zuf�alligen Verd�unnung dar�

keit� da� ein Perzeptron existiert� jedoch nahezu �� und die Mittelwerte sind
sehr zuverl�assig�

Die analytischen Ergebnisse f�ur die Speicherkapazit�at � bei 
 � 
 sind
in Abb� ��� aufgef�uhrt� Sie werden mit den bisher gewonnenen Ergebnissen
verglichen� RSB��N�aherung� obere Schranke und Gerade � � �f der zuf�alli�
gen Verd�unnung� Wie erwartet liegt die Speicherkapazit�at beim Quersummen�
verd�unnungsalgorithmus zwischen der N�aherung f�ur den optimalen Fall und der
Geraden� Das wichtigste Ergebnis dieses Kapitels sehen wir nocheinmal in Ab�
bildung ��	� Die e�ektive Speicherkapazit�at ist beim Quersummenverd�unnungs�
algorithmus gr�o�er als ��

�eff �
��
 � 
�

f
� � ������

Dieses Ergebnis konnte bei h�oheren 
�Werten mit Computersimulationen belegt
werden� �eff � � kann also auch in einem sehr schnellen Algorithmus erzeugt
werden� es tritt nicht nur bei der optimalen Verd�unnung auf� Im Limes f � 

beobachten wir auch hier eine Divergenz in �eff � Diese Divergenz ist jedoch
schw�acher als im optimalen Fall �siehe Gl�����
���

Gegen das Ergebnis �eff � � k�onnte man einwenden� da� es doch eigent�
lich sehr unwahrscheinlich sein m�u�te� einen Verd�unnungsvektor c mit �eff � �
durch einen solch einfachen Auswahlproze� wie dem Quersummenverd�unnungs�
algorithmus zu �nden� Wir begegnen dem Einwand� indem wir einen Vergleich

��



Abbildung ��	� Die bisherigen Ergebnisse f�ur die e�ektiven Speicherkapazit�aten
�eff �
 � 
� im Vergleich� �eff des Quersummenalgorithmus �

�
Hebb�� diver�

giert schw�acher als die obere Schranke und die RSB��N�aherung der optimalen
Verd�unnung�

mit einer einfachen Kette nicht wechselwirkender Spins anstellen� Dort sind
Magnetisierungen m �� 
 zwar sehr unwahrscheinlich� doch ist es sehr einfach�
einen Zustand mit m �� 
 anzugeben� Im Fall des Problems der Verd�unnung ist
die Menge M aller Verd�unnungsvektoren c mit �eff � � zwar sehr klein� jedoch
landet der Quersummenverd�unnungsalgorithmus f�ur N � � mit Wahrschein�
lichkeit � in dieser Menge M �

In einem anderen Einwand gegen �eff � � k�onnte man mit dem Satz
von Cover argumentieren� Nach dem Verd�unnen gem�a� der Betr�age der Hebb�
Kopplungen liegen p Muster auf Nf Pl�atzen vor� Diese sind zwar wegen des
Auswahlprozesses korreliert� doch be�nden sie sich immer noch in allgemeiner
Lage� Dann ist aber die Wahrscheinlichkeit� da� ein Perzeptron existiert� durch
die Cover�Wahrscheinlichkeit Ws �Gl�������� gegeben� und es folgt �eff � � im
Limes N ���

Man entkr�aftet diesen Einwand mit dem Hinweis auf die Auswahl der m�ogli�
chen Ausgaben� In die Hebb�Kopplungen der transformierten Muster gehen die
vorgegebenen Ausgaben ein� Das bedeutet freilich� da� der Verd�unnungsvektor
c schon unter Kenntnis der Ausgaben bestimmt wurde� Zwar gibt es auf den ver�
bliebenen Pl�atzen C�p�Nf� viele m�ogliche Ausgaben �siehe Gl�����
��� jedoch
wurde durch den Auswahlproze� bewerkstelligt� da� sich die gew�unschte Aus�
gabe mit erh�ohter Wahrscheinlichkeit P unter diesen C�p�Nf� vielen Ausgaben

��



be�ndet�

P �
�

C�p�Nf�
������

Die Berechnung von P wurde mit Hilfe der Gardner�Rechnung umgangen� Dies
ist ein eindruckvolles Beispiel f�ur die M�achtigkeit der Methoden der statistischen
Physik auf dem Gebiet der neuronalen Netzwerke�

Wenden wir uns schlie�lich unserer Gardner�Rechnung zu� Hier ist die Frage
nach der Richtigkeit der Annahme der Replika�Symmetrie noch o�en� Ein ma�
thematischer Beweis der Richtigkeit unserer Rechnung k�onnte auf zweierlei Art
erfolgen� Zum einen k�onnte man den von van Hemmen und Palmer �HePa���
angegebenen Satz von Carlsson als Grundlage f�ur einen Beweis benutzen� zum
anderen k�onnte man das in Kapitel � geschilderte Verfahren benutzen� um ohne
eine Replika�Rechnung die Richtigkeit der angegebenen Formeln nachzuweisen�

Wir begn�ugen uns an dieser Stelle mit einer Betrachtung des Phasenraums
unseres Verd�unnungsproblems� Im Gegensatz zur optimalen Verd�unnung be�
steht hier der Phasenraum einfach aus einer Gardner�Kugel� die von Kopp�
lungen auf den verbleibenden Nf Pl�atzen gebildet wird� Das zugeh�orige Opti�
mierungsproblem ist weiterhin ein Problem der quadratischen Optimierung� Da
die Verd�unnung eingefroren ist� entf�allt eine diskrete Optimierung bez�uglich der
Verd�unnungsvektoren� Es liegt also kein Grund daf�ur vor� weshalb die Replika�
Symmetrie gebrochen sein sollte� und die Computersimulationen best�atigen un�
sere einfache replikasymmetrische Theorie in allen zug�anglichen Parameterbe�
reichen�

�	



Kapitel �

Das Schneideverfahren zur

Verd�unnung des Perzeptrons

optimaler Stabilit�at

In Kapitel � wurde aufgezeigt� da� es prinzipiell m�oglich ist� mit einem einfa�
chen Verd�unnungsalgorithmus �eff � � zu erzeugen� Nichtsdestotrotz ist das
erzielte Ergebnis noch weit von demjenigen der RSB��N�aherung der optima�
len Verd�unnung entfernt� Demzufolge befa�t sich dieses Kapitel mit der Frage�
wie nahe man mit einem praktikablen Algorithmus an das �eff der optimalen
Verd�unnung herankommen kann�

Der in Abschnitt 
�� vorgestellte Algorithmus fu�t darauf� Perzeptron�
Kopplungen zur Festlegung des Verd�unnungsvektors zu verwenden� Statt der
Betr�age der Hebb�Kopplungen werden die Betr�age der Kopplungen des opti�
malen Perzeptrons dazu verwendet� die zur L�osung der Klassi�kationsaufgabe
relevanten Neuronen auszuw�ahlen� Man kann dieses Verfahren auch mehrmals
anwenden� um eine h�ohere Stabilit�at des verd�unnten Perzeptrons zu erzeugen�
W�ahrend dieses Mehrschrittverfahren nur auf dem Computer simuliert werden
kann� ist das zum Quersummenalgorithmus analoge Einschrittverfahren durch
eine Replika�Rechnung zug�anglich� Diese analytische Rechnung wird in Ab�
schnitt 
�� dargestellt�

Die Ergebnisse der replikasymmetrischen Theorie werden in Abschnitt 
�	
mit Computersimulationen ��Gc���� �Gc����� verglichen�

	�� Der Algorithmus

Analog dem Quersummenalgorithmus aus Abschnitt ����� formuliere ich das
folgende Einschrittverfahren�

Vorgelegt seien p transformierte Muster ��� Das Netzwerk soll so verd�unnt
werden� da� Nf Neuronen �ubrigbleiben� Wenn auf diesen Nf Neuronen eine
perfekte Klassi�zierung erfolgen soll� mu� zumindest das Perzeptron optimaler
Stabilit�at auf allen N Pl�atzen existieren�

��



�� Lerne den zugeh�origen Vektor

J � �J�� � � � � JN�T

des Perzeptrons optimaler Stabilit�at auf dem unverd�unnten Einschicht�
netzwerk� J habe die Stabilit�at 
�� Ordne die Betr�age jJj j der Perzeptron�
Kopplungen in aufsteigender Reihenfolge und ordne die Platzvektoren

��j �
�
��j � � � � � �

p
j

�T
dementsprechend um mit neuen Indizes m�j��

�� Entferne alle Pl�atze j mit den kleinsten Betr�agen jJj j� d�h� entferne alle
��m mit

m 
 N��� f �

Dabei sei die Schranke w f�ur die Betr�age der Perzeptron�Kopplungen als

w � jJmj

de�niert�

	� Lerne auf den verbleibenden Nf Pl�atzen das Perzeptron optimaler Sta�
bilit�at mit Kopplungen

L � �L�� � � � � LNf�
T

um sicherzustellen� da� alle Muster wieder korrekt klassi�ziert werden�
Dieses zweite Perzeptron habe die optimale Stabilit�at 
��

Nach der Verd�unnungsprozedur liegt also der Verd�unnungsvektor

c � �c�� � � � � cN�T

fest� Er ist wegen der obigen De�nition der Schranke w gegeben durch

cj � #�jJj j � w�� j � �� � � � � N

Es handelt sich wieder um eine eingefrorene Verd�unnung� Eine Verbesserung des
Verfahrens kann dadurch erreicht werden� da� man die obige Prozedur in meh�
reren Schritten durchf�uhrt� Man verd�unnt zun�achst auf Nf� Neuronen� lernt
nach� verd�unnt auf Nf� und so weiter� bis man schlie�lich bei der geforderten
Zahl Nf anlangt und ein letztes Mal nachlernt� Wir wollen im folgenden unter
dem Mehrschrittalgorithmus den optimalen Fall� d�h� das Nachlernen f�ur jedes
einzelne Neuron verstehen�

�� Lerne das Perzeptron optimaler Stabilit�at mit Vektor

J � �J�� � � � � JN�T

�� Entferne nur den Platz j� der den kleinsten Betrag jJj j aufweist�

�




	� Lerne das Perzeptron optimaler Stabilit�at auf den verbleibenden Pl�atzen
nach�

�� Iteriere die Schritte � und 	� bis die gew�unschte Verd�unnung erreicht ist�

Ein �ahnlicher Mehrschrittalgorithmus ist bereits von Janowsky im Rahmen
von Attraktornetzwerken untersucht worden� Janowsky de�niert die Speicher�
kapazit�at jedoch in Zusammenhang mit einem Glauber�Proze�� Au�erdem ver�
wendet er statt dem optimalen das einfache Perzeptron �Ja����

	�� Die Gardner
Rechnung zum Einschrittverfah�

ren

Das Einschrittverfahren kann in einer Gardner�Rechnung behandelt werden�
wenn man die Komponenten

cj � #�jJj j � w�� j � �� � � � � N

des Verd�unnungsvektors korrekt in die Rechnung einbezieht� Dies geschieht mit
Hilfe einer Replika�Mittelung �uber alle zugelassenen Kopplungsvektoren J des
ersten Perzeptrons� In Abschnitt 
���� wird diese Methode bereits im Zusam�
menhang mit der Berechnung der Schranke w f�ur das Schneideverfahren vor�
gestellt� In Abschnitt 
���� wird dann der Ansatz f�ur die Gardner�Rechnung
eingehend erkl�art� Es wird dargelegt� da� es sich um eine Replika�Rechnung
mit zwei Replika�Indizes handelt ��

Da die bei Gardner�Rechnungen angewendeten Methoden bereits in Kapitel
� vorgestellt wurden� wird in Abschnitt 
���	 aus Gr�unden der �Ubersichtlich�
keit der Rechenweg bis zur Gewinnung des allgemeinen Ergebnisses skizziert�
Anschlie�end wird in Abschnitt 
���� die replikasymmetrische Annahme ge�
macht� Die Ergebnisse der analytischen Rechnung vereinfachen sich erheblich�
wenn man fordert� da� sowohl das erste Perzeptron �mit Kopplungen J� als
auch das zweite �mit Kopplungen L� optimale Stabilit�at besitzen �
� bzw� 
���
Diese Grenz�uberg�ange werden in Abschnitt 
���
 durchgef�uhrt� Die Ergebnisse
der analytischen Rechnung werden in Abschnitt 
���� vorgestellt�

	���� f als Funktion von w

Um den Verd�unnungsparameter

f�J� �
�

N

NX
j��

cj �
�

N

NX
j��

#�jJj j � w� �
���

berechnen zu k�onnen� m�ussen die Kopplungen Jj des ersten Perzeptrons in
die Rechnung einbezogen werden� Dies geschieht durch eine Replika�Mittelung

�uber das erste Perzeptron� Wenn die Stabilit�at 
� unterhalb der kritischen Sta�
bilit�at ist� gibt es mehrere Perzeptron�Vektoren J � die die Klassi�kationsauf�
gabe erf�ullen� Die J nehmen ein Gebiet auf der Gardner�Kugel ein� das gleich

�Man bezeichnet eine solche Rechnung auch oft als
�
doppelte Gardner�Rechnung�

��



dem Gardner�Phasenraum�
�
Volumen� V ist� Der Mittelwert der Funktion f�J�

�uber alle Perzeptrone im ersten Schritt ist dann

hf�J�ifJg � �
���	QN
j��

��R
��

dJj



�
�PN

j�� Jj
� �N

��Qp
��� �

�
�p
N

PN
j�� Jj�

�
j � 
�

��
f�J�

	QN
j��

��R
��

dJj



�
�PN

j�� Jj
� �N

��Qp
��� �

�
�p
N

PN
j�� Jj�

�
j � 
�

��

Da sp�ater �uber die Muster gemittelt werden soll� mu� man die rechte Seite
in eine Replika�Mittelung �uber das erste Perzeptron �uberf�uhren� Dies ist ein
bekanntes Verfahren aus der Spinglasphysik �Me����� Eingef�uhrt wird zun�achst
ein Replika�Index

� � �� � � � � m

Sp�ater wird dann formal der Limes m� 
 durchgef�uhrt� Multipliziert man die
obige Gleichung mit

� � lim
m��

Vm �
�	�

wobei V das Phasenraumvolumen� also den Nenner in Gl��
��� darstellt� so gilt

hf�J�ifJg � lim
m��

�
� mY
���

�
� NY
j��

��Z
��

dJ�j

�
A�

�
� NX
j��

�
J�j

�� �N

�
A
�
A �

�
�
� mY
���

pY
���

�

�
� �p

N

NX
j��

J�j �
�
j � 
�

�
A
�
Af�J�

�
�
���

Man sieht hier� da� im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Replika�Rechnungen
in dieser Rechnung ein Replikon ausgezeichnet ist ich w�ahle auch im folgenden
immer das erste Replikon�

Um f als Funktion von w mit den Methoden der statistischen Physik be�
rechnen zu k�onnen� m�ussen wir also zweierlei voraussetzen

�� f sei selbstmittelnd bez�uglich der Mittelung �uber alle Perzeptron�Vektoren
des ersten Lernschritts�

�� f sei selbstmittelnd �uber alle Muster�

In Formeln ausgedr�uckt hei�t dies

lim
N��

f � lim
N��

DD
hf�J�ifJg

EE
f��j g

�
�
�

Da wegen der Mustermittelung kein Platz mehr ausgezeichnet ist� liefert jeder
Summand in Gl��
��� das gleiche Ergebnis� Ich w�ahle den N�ten Summanden�
Es gilt DD

hf�J�ifJg
EE

�
DD

hcNifJg
EE

�

��Z
��

dJ ��jJ j � w�
DD
h��J � JN �ifJg

EE
�
���

��



Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Perzeptron�Kopplungen

P �J� � lim
N��

DD
h��J � JN�ifJg

EE
�
���

ist dann mit Hilfe einer Gardner�Rechnung zu bestimmen� Da die Technik der
Replika�Mittelung noch in den n�achsten Unterpunkten vorgestellt wird� greife
ich hier auf die Rechnung in �Bo��
� zur�uck� Bouten et al� erhalten eine Gau��
Verteilung� die von der Stabilit�at unabh�angig ist�

P �J� �
�p
��

exp

�
��

�
J�

�
�
���

Dieses Ergebnis ist anschaulich verst�andlich� wenn wir die Normierungsbedin�
gung f�ur die Perzeptron�Kopplungen betrachten� Nach dem Gesetz der gro�en
Zahlen gilt n�amlich

J� �
�

N

NX
j��

Jj
� � � �
���

Mit der obigen Wahrscheinlichkeitsdichte folgt dann einfach unser Endergebnis

f � �

�wZ
��

DJ � ����w� �
��
�

Analog zur Verd�unnung der Hebb�Kopplungen haben wir also auch im vorlie�
genden Fall den mittleren Teil �d�h� alle J mit jJ j 
 w� aus einer Gau�glocke
herausgeschnitten und die verbleibende Fl�ache berechnet�

	���� Der Ansatz f�ur die Gardner�Rechnung

Wir gehen davon aus� da� im ersten Schritt ein Perzeptron mit Kopplungen J

und Stabilit�at 
� gelernt worden sei� 
� sei unterhalb der kritischen Stabilit�at�
die zu dem vorgegebenen � geh�ort �Gl����	���� so da� eine Replika�Mittelung

�uber alle Perzeptrone mit Stabilit�at 
 � 
� m�oglich ist� Wir verd�unnen die Neu�
ronen gem�a� der obigen Schranke w und lernen auf den verbleibenden Pl�atzen
Perzeptron�Kopplungen

LNf � �L�� � � � � LNf�T �
����

nach� wobei wir mindestens eine Stabilit�at 
� fordern� Das Phasenraumvolumen
f�ur das zweite Perzeptron ist dann analog zu den Gleichungen ������ und ����
�

V �

	QNf
k��

��R
��

dLk



�
�PNf

k�� Lk
� �Nf

�Qp
��� #

�
�p
Nf

PNf
k�� Lk�

�
k � 
�

�
	QNf

k��

��R
��

dLk
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�PNf

k�� Lk
� �Nf

�

�
�

Cnorm
�
�
� NY
j��

��Z
��

dTjp
��

�
A�

�
� NX
j��

cjTj
� �Nf

�
A exp
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���
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NX
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A �

�
pY

���
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mit der Normierung des Phasenraumvolumens

Cnorm �

�
� NY
j��

��Z
��

dTjp
��

�
A�

�
� NX
j��

cjTj
� �Nf

�
A � exp

�
���

�

NX
j��

��� cj�Tj
�

�
A

Um die
cj � #�jJj j � w�� j � �� � � � � N �
��	�

in die Rechnung einzubeziehen� m�ussen wir die Selbstmittelungseigenschaft der
Entropie

s�J� �
�

N
ln V �J� �
����

bez�uglich der Mittelung �uber die Perzeptrone J des ersten Schritts und bez�uglich
der Mittelung �uber die transformierten Muster voraussetzen� Analog zu Gl��
�
�
berechnen wir also

lim
N��

s � lim
N��

DD
hs�J�ifJg

EE
f��j g

�
��
�

Dabei mu� wieder die Replika�Methode angewandt werden� um die Mittelungen

�uber den Logarithmus zu erm�oglichen� Dazu geh�ort ein Replika�Index

� � �� � � � � n

Zur Durchf�uhrung der Mittelung �uber die Perzeptronkopplungen J mu� ein
zweiter Replika�Index

� � �� � � � � m

eingef�uhrt werden�
Zur korrekten Formulierung der Replika�Methode f�ur diese doppelte Gardner�

Rechnung betrachten wir

�
�N�
R �m�n� �

�

N
ln hhU�m�n�ii �
����

wobei die Abk�urzung U�m�n� f�ur die Replika�Mittelung �uber V n steht�

U�m�n� �

�
� mY
���

�
� NY
j��

��Z
��

dJ�j

�
A�

�
� NX
j��

�
J�j

�� �N

�
A
�
A �

�
�
� mY
���

pY
���

�

�
� �p

N

NX
j��

J�j �
�
j � 
�

�
A
�
A�

V
�
J�

��n
�
����

Leitet man �
�N�
R partiell nach n ab� so erh�alt man wie gew�unscht an der Stelle

n � 


lim
m��

��
�N�
R �m�n�

�n

�����
n��

�
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�
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� mY
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N

NX
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�
j � 
�

�
A
�
A ln V
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N
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fJg
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f��j g

�
����

Um die analytische Rechnung durchf�uhren zu k�onnen� m�ussen wir annehmen�
da� der Grenzwert N �� mit den Grenzwerten m� 
 und n� 
 vertauscht�
Wir setzen also

�R�m�n� � lim
N��

�
�N�
R �m�n� �
����

und berechnen

lim
N��

s � lim
m��

��R�m�n�

�n

����
n��

�
��
�

	���� Der Rechenweg zur Gewinnung des allgemeinen Ergeb�
nisses f�ur �R�m�n�

Wir betrachten U�m�n� aus Gl��
����� setzen das Phasenraumvolumen �
����
ein und f�uhren analog zur Rechnung aus Kapitel � �siehe Gl�������� die Fou�
rierdarstellung f�ur alle Zwangsbedingungen ein� Man erh�alt
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Man beachte� da� cj von der Perzeptronkopplung J�j �des ersten Replikons
� � �� wie folgt abh�angt�

cj � �
����J�j ���� w

�
� j � �� � � � � N �
����

Mittelt man U �uber die gau�verteilten transformierten Muster� so entstehen die
�Uberlappungen
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Dabei sind �� � � f�� � � � � mg und �� � � f�� � � � � ng�
Die �Uberlappungen werden als Ordnungsparameter gem�a� Gl��A�	� mit kon�

jugierten Variablen !P�� � !R�
 und !Q
� eingef�uhrt� Es gelingt dadurch� die Indi�
zes 	 von den Indizes j zu entkoppeln� und man kann �R�m�n� mit Hilfe der
Sattelpunktmethode berechnen�

Man erh�alt
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Dabei ist der Verd�unnungskoe"zient c� nur von der Integrationsvariablen J�
abh�angig�

c� � ��jJ�j � w� �
����

P�� stellt die Matrix der �Uberlappungen der Kopplungsvektoren des ersten
Perzeptrons dar� Q
� geh�ort zum zweiten Perzeptron� Die Rechteckmatrix R�


gibt die �Uberlappungen der Kopplungen des ersten Perzeptrons mit denen des
zweiten Perzeptrons wieder�

	���� Die Annahme der Replika�Symmetrie

Betrachtet man die Integrale �uber die Perzeptron�Kopplungen fJ�g und fT
g�
so f�allt auf� da� das Replikon � � � ausgezeichnet ist� Dies liegt an unserem
obigen Ansatz f�ur die Replika�Mittelung �uber die Kopplungen des ersten Per�
zeptrons� In dem Mischausdruck

�
X
��


J� !R�
c�T
 �
����

��



kommt dadurch eine Asymmetrie zustande� Ich mache deshalb die Annahme�
da� die zu dem Mischausdruck geh�orenden Ordnungsparameter R�
 und !R�


ebenfalls eine Asymmetrie bez�uglich � � � aufweisen� F�ur das erste Perzep�
tron liegt hingegen Replika�Symmetrie vor� denn es wurde einfach vorgelernt�
Der sp�atere Verwendungszweck der Kopplungen J hat das Lernen in keiner
Weise kausal beein�u�t� Auch f�ur das zweite Perzeptron machen wir analog zu
Abschnitt ����� den replikasymmetrischen Ansatz�

Wir setzen

P�� � p� �� � � �� � � � � m mit � �� � �
����

R�
 � r�� � � � und � � �� � � � � n �
�	
�

R�
 � r� � � �� � � � � m und � � �� � � � � n �
�	��

Q
� � q� �� � � �� � � � � n mit � �� � �
�	��

Es gilt
P�� � � �� und Q

 � � ��

F�ur die konjugierten Variablen ist der Ansatz analog� wobei noch gesetzt wird

!P�� � !P� � � �� � � � � m �
�		�

!Q

 � !Q� � � �� � � � � n �
�	��

Der Ansatz f�ur R�
 und !R�
 mu� sp�ater mit Hilfe von Computersimulationen
best�atigt werden�

Mit dem Ansatz l�a�t sich die Funktion �R�m�n� um m � 
 und n � 

entwickeln� Es gilt

�R�m�n� � sattelfp��p�P� �P �r�� �r��r��r�q��q� �Qg
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Man wendet wieder die Formel �B��� f�ur den replikasymmetrischen Fall an und
erh�alt
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Da n � 
 gesetzt wurde� ist A nichts anderes als die Entropie

s �
�

N
ln V

f�ur das erste Perzeptron mit dem Phasenraumvolumen V aus Gl����		�� Be�
trachten wir die Vorschrift �
��
� zur Berechnung der Entropie� Sie besagt�
da� der Sattelpunkt an der Stelle n � 
� aber bei zun�achst allgemeinem m zu
bilden ist� Die Ordnungsparameter p� !p und !P erh�alt man also aus den Sattel�
punktgleichungen bez�uglich der Gr�o�e A� Das ist anschaulich klar� denn das

��



erste Perzeptron hat noch keine Informationen vom zweiten Perzeptron� Die
Ordnungsparameter des ersten Perzeptrons d�urfen deshalb nicht von den Para�
metern r�� r und q abh�angen�

Es gilt nach �Ga���
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Der Ordnungsparameter p l�ost schlie�lich die Sattelpunktgleichung

�A

�p
� 
 �
�	��

Die Ordnungsparameter p� !p und !P sind also als Funktionen von � und 
�
bekannt�

Setzen wir nun Gleichung �
�	
� in Gl��
��
� ein� so ist die Entropie s einfach
durch den Term B gegeben� Man wendet Formel B�� f�ur den replikasymmetri�
schen Fall auf �R�
� n� �siehe Gl��
����� an� Bei der Behandlung der konstanten
Terme ist zu beachten� da� gilt�
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Die Rechnung ist ansonsten analog zu derjenigen in Abschnitt ������ Auch hier
lassen sich die konjugierten Gr�o�en eliminieren� Man erh�alt schlie�lich
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Dabei ist wieder
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analog zu Gl�������� Die ��Funktion des komplexen Arguments ist hier wohl�
de�niert� F�ur eine komplexe Konstante d � d� � id� gilt einfach
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	���	 Die Limites p� � und q� �

Durch den Grenz�ubergang p � � legen wir das erste Perzeptron auf den kriti�
schen Punkt fest� Die urspr�ungliche Mittelung �uber alle Perzeptrone des ersten
Schritts wird dann scharf� Bei einem vorgegebenem � errechnet sich die kriti�
sche Stabilit�at des ersten Perzeptrons aus der Gleichung von E� Gardner ���	���
Des weiteren vereinfachen sich die Mehrfach�Integrale in Gl��
���� erheblich�
wenn man den Ansatz

r� � r � d��� p� �
����

macht� wobei auch im Limes p� �

d � O���

gelten soll� d ersetzt als neue Sattelpunktvariable r�� Man kann dann die L$Hos�
pitalsche Regel anwenden� um den Quotienten der beiden ��Funktionen zu
berechnen �Wen���� Man erh�alt mit � � �� p
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Anschlie�end werden die Integrationen �uber � mit Formel �A��� ausgef�uhrt�
Die Integrale �uber u werden mit Hilfe der allgemeinen Gau��Formel �A���� in
��Funktionen �uberf�uhrt� Um das Ergebnis in m�oglichst komprimierter Form
darzustellen� transformiere ich noch
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Das Ergebnis am kritischen Punkt �p� �� des ersten Perzeptrons ist dann
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E ist durch Gl��
���� gegeben� 
� ist die kritische Stabilit�at f�ur das erste Per�
zeptron bei gegebenem ��

Schlie�lich f�uhren wir den Grenz�ubergang q � � f�ur das zweite Perzeptron
durch� Dann ist die Sattelpunktgleichung

�s

�q
� 


wie in Abschnitt ����� gleichbedeutend mit der Gleichung

l � lim
q��

��� q�s � 


Diese Gleichung bestimmt die kritische Stabilit�at 
���� bei gegebenem �� Um
die Rechnung etwas zu vereinfachen� geben wir im folgenden 
� vor� Gesucht
ist dann die kritische Stabilit�at des ersten Perzeptrons�

�




	���
 Die Ergebnisse der analytischen Rechnung

Gegeben sei der Parameter f f�ur den Einschritt � Verd�unnungsalgorithmus� Es
wird gefordert� da� das zweite Perzeptron optimal sei mit Stabilit�at 
�� Gesucht
ist die optimale Stabilit�at 
� des ersten Perzeptrons� Das kritische � des Modells
bestimmt sich schlie�lich aus der Gardner�Gleichung f�ur das erste Perzeptron
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Das Problem wird durch die Betrachtung des Grenzwerts der Entropie gel�ost�
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es l�ost die Gleichung
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Die Stabilit�at 
� ist die Nullstelle von l man hat also das nichtlineare Glei�
chungssystem
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Abbildung 
��� Die Stabilit�at 
��� beim Einschrittalgorithmus� Die Computer�
simulationen wurden mit N � �

 Neuronen bei 

 Wiederholungen durch�
gef�uhrt� Die Simulationen sind durch die Symbole wiedergegeben� wobei die
Streuungen kleiner als die Symbolgr�o�en sind� Die durchgezogene Linie stellt
die analytische Rechnung dar�

	�� Ergebnisse

	���� Die �Uberpr�ufung der analytischen Ergebnisse durch die
Computersimulation

Die in Abschnitt 
�� vorgestellte Replika�Rechnung kann wieder durch Compu�
tersimulationen �uberpr�uft werden� Die Simulationen entsprechen genau dem in
Abschnitt 
�� beschriebenen Algorithmus� Im ersten Schritt wird das Perzep�
tron optimaler Stabilit�at mit dem AdaTron�Algorithmus gelernt� und N��� f�
Pl�atze werden gem�a� den Betr�agen der Kopplungen entfernt� Im zweiten Schritt
wird auf den verbliebenen Pl�atzen mit dem AdaTron�Algorithmus nachgelernt�
Die Simulation wurde mit N � �

 durchgef�uhrt� wobei �uber 

 L�aufe gemittelt
wurde� In Abbildung 
�� sehen wir eine gute �Ubereinstimmung der analytischen
Ergebnisse mit den Computersimulationen� Wieder werden in der Simulation
keine Stabilit�aten 
 � 
 erreicht� weil bei endlichen N auch die Wahrschein�
lichkeit endlich ist� da� das zweite Perzeptron nicht existiert �siehe Abschnitt
��	��

Die Simulationsergebnisse best�atigen jedoch wiederum

�eff �
�

f
� � �
�
��

��



Eine weitere Best�atigung der Replika�Rechnung sehen wir� wenn wir den
Ordnungsparameter

a �
rp
f

�
�
��

simulieren �siehe Gl��
������ Dabei gibt r gem�a� unserer replikasymmetrischen
Theorie die �Uberlappung des ersten mit dem zweiten Perzeptron an �siehe
Gln��
���� � �
�	�� und �
������

a �
�p
fN

NX
j��

cjJjTj �
�
	�

mit cj � ��jJj j � w��
Wegen den Normierungen von J und T folgt aus der Cauchy�Schwarzschen

Ungleichung noch
a 
 � �
�
��

a ist ein Ma� f�ur die Wichtigkeit des Nachlernens� In Abbildung 
�� sind
die Werte aus den Simulationen und die Werte der analytischen Rechnung in
guter �Ubereinstimmung ��

Wir sehen� da� das Nachlernen f�ur kleine f und gro�e � wichtig wird� Dies
ist anschaulich klar� Bei kleinen f sind die Kopplungen so stark verd�unnt� da�
die verbleibenden Kopplungen zu viele Fehler in der Klassi�kation der Muster
erzeugen� Die Zahl der falsch klassi�zierten Muster steigt nat�urlich auch mit
dem Parameter ��

�Die leichte Diskrepanz bei kleinen f ist auf
�
�nite size��E�ekte zur�uckzuf�uhren� da die

gesamte Simulation beiN � ��� durchgef�uhrt wurde� Die Simulationen wurden f�ur kleine f bei
N � ��� wiederholt� Es zeigte sich hier eine genaue Best�atigung der analytischen Ergebnisse�
Die Stabilit�at � hingegen erwies sich als weniger anf�allig gegen�uber ��nite size��E�ekten� sie
erreichte schon bei kleineren N ihren endg�ultigen Wert�

��



Abbildung 
��� Die �Uberlappung a zwischen den Perzeptronen des
Verd�unnungsschritts und des Nachlernschritts beim Einschrittalgorithmus� Die
Computersimulationen �Symbole� werden wieder mit der analytischen Rech�
nung �durchgezogene Linien� verglichen� Die gestrichelte Linie a�
 � 
� stellt
die unteren Schranken f�ur a bei gegebenen f dar�

��



	���� Die Ergebnisse f�ur �eff bei Einschritt� und Mehrschritt�
algorithmus

F�ur den Mehrschrittalgorithmus ist nur eine Computer�Simulation m�oglich�
Die zum Diagramm 
�� analogen Ergebnisse m�ussen dann zun�achst interpoliert
werden� Es zeigt sich �siehe �Gc��� und �Gc������ da� die analytischen Kurven
aus Abschnitt 
�	�� dies bewerkstelligen� Dabei geh�oren zu Fitparametern fF
des Einschrittalgorithmus selbstverst�andlich kleinere Werte des Verd�unnungs�
parameters f des Mehrschrittalgorithmus� In Abbildung 
�	 sieht man� da�
Simulationsergebnisse nur f�ur h�ohere Werte von 
 gewonnen werden k�onnen�
Dies liegt wieder an der endlichen Wahrscheinlichkeit f�ur die Nichtseparabilit�at
der Muster� Da im vorliegenden Fall N � �

 ist und N��� f� viele L�aufe des
AdaTron�Algorithmus durchgef�uhrt werden� steigt diese Fehlerwahrscheinlich�
keit betr�achtlich� Dies ist auf die endliche Systemgr�o�e zur�uckzuf�uhren� denn
f�ur N �� erhalten wir f�ur die Cover�Wahrscheinlichkeit �He����

Ws � �� O�exp ��const �N�� �
�

�

Wir erwarten� da� das gleiche Verhalten auch f�ur sp�atere Verd�unnungsschritte
vorliegt� da� also f�ur die Gesamtwahrscheinlichkeit

Wges � Ws
N � �

gilt�
In den Abbildungen 
�� bzw� 
�
 sehen wir � bzw� �eff f�ur die Stabilit�at


 � 
 des letzten Perzeptrons� Wir stellen den Vergleich zu allen bisherigen
Rechnungen her� Wie erwartet verbessert der Einschrittalgorithmus den Quer�
summenalgorithmus erheblich� Beide zeigen jedoch f�ur f � 
 das gleiche diver�
gente Verhalten in �eff �

Der Mehrschrittalgorithmus stellt eine weitere Verbesserung des Einschritt�
algorithmus dar und kommt der RSB��Approximation sehr nahe�

Wegen des erheblichen Rechenaufwands ist der Mehrschrittalgorithmus je�
doch nicht f�ur praktische Anwendungen geeignet� Hier sollte der Einschrittalgo�
rithmus oder ein Zweischrittalgorithmus �Verd�unnen � Nachlernen � Verd�unnen
� Nachlernen� vorgezogen werden� In einer analytischen Rechnung f�ur den Zwei�
schrittalgorithmus� die analog zu Abschnitt 
�� durchzuf�uhren ist� k�onnte man
dabei den Verd�unnungsparameter des Zwischenschritts zur Optimierung der
Stabilit�at des letzten Perzeptrons benutzen ��

Der Mehrschrittalgorithmus ist eher von theoretischer Bedeutung im Hin�
blick auf die maximal erreichbare Speicherkapazit�at bei vorgegebenem f � Wir
haben die tats�achliche Kurve nun auf den Bereich zwischen der oberen Schran�
ke und der Kurve ��
 � 
� des Mehrschrittalgorithmus eingeengt� Die RSB��
N�aherung liegt �f�ur alle f� in diesem Bereich�

�Eine technische Besonderheit dieser Rechnung ist� da� alle Ordnungsparameter des ersten
Schritts schon aus Abschnitt ��� bekannt sind

�




Abbildung 
�	� Die Stabilit�at 
��� beim Mehrschrittalgorithmus� Die Compu�
tersimulationen wurden mit N � �

 Neuronen bei 

 Wiederholungen durch�
gef�uhrt� Die Simulationen sind durch die Symbole wiedergegeben� wobei die
Streuungen in der Gr�o�enordnung der Symbolgr�o�en sind� Man beachte� da�
die durchgezogene Linie hier eine Inter� und Extrapolation der Daten ist �siehe
Text��

��



Abbildung 
��� Alle Ergebnisse f�ur die Speicherkapazit�aten ��
 � 
� im Ver�
gleich� In aufsteigender Reihenfolge sind abgebildet� zuf�allige Verd�unnung�
Quersummenalgorithmus �Hebb�� Einschrittalgorithmus� Mehrschrittalgorith�
mus� RSB� � N�aherung der optimalen Verd�unnung und obere Schranke

Abbildung 
�
� Alle Ergebnisse f�ur die e�ektiven Speicherkapazit�aten
�eff �
 � 
� im Vergleich �siehe Abb� 
����

��



	���� Die Verteilung der Kopplungen bei Mehrschrittalgorith�
mus und optimaler Verd�unnung

Die RSB��N�aherung und das Ergebnis des Mehrschrittalgorithmus stimmen
nicht nur quantitativ in der Speicherkapazit�at fast �uberein� Es zeigt sich auch
eine �Ahnlichkeit in der Verteilung P �J� der Kopplungen nach dem letzten Nach�
lernen� In den Abbildungen 
�� und 
�� sehen wir sowohl in der Simulation als
auch in der analytischen Rechnung eine H�ockerstruktur� Kleine Betr�age der
Kopplungen treten nach dem letzten Nachlernen beim Mehrschrittalgorithmus
mit geringer Wahrscheinlichkeit auf� Die RSB��N�aherung liefert ein �ahnliches
Ergebnis� Im Gegensatz zu der replikasymmetrischen N�aherung von Bouten et
al� �Bo��
� ist P �J� in der RSB��N�aherung f�ur positive J nicht streng monoton
fallend� O�enbar werden auch im optimalen Fall kleine Betr�age der Kopplungen
ben�otigt� um alle Muster zu stabilisieren� Die analytische Rechnung zur Gewin�
nung der Wahrscheinlichkeitsdichte P �J� ist analog zu der RSB��Rechnung in
Abschnitt 	����� Die zugeh�origen Formeln sind in Anhang C�	 aufgef�uhrt� Wir
erwarten� da� die in der Verteilung auftretende Schranke bei h�oheren Stufen
der Replika�Symmetriebrechung verschwindet�

�	



Abbildung 
��� Die Verteilung der Kopplungen beim Mehrschrittalgorithmus
�nach �Gc�����

Abbildung 
��� Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kopplungen bei der optimalen
Verd�unnung in RSB��N�aherung� Wiedergegeben ist das RSB��Ergebnis am
kritischen Punkt �q� � �� bei der Stabilit�at 
 � 
� P �J� ist achsensymmetrisch�

��



Kapitel �

Die Verallgemeinerungsrate

eines verd�unnten Perzeptrons

Nachdem Speicherkapazit�aten verd�unnter Perzeptrone ausgiebig behandelt wor�
den sind� befa�t sich dieses Kapitel mit deren Verallgemeinerungsraten� Unsere
Aufgabe ist dabei� mit einem verd�unnten Sch�uler die Ausgaben eines verd�unn�
ten Lehrers zu lernen� Da wir vordringlich an qualitativen Aussagen interessiert
sind� behandeln wir den analytisch verh�altnism�a�ig einfachen Fall des Quersum�
menalgorithmus aus Kapitel �� Das Problem wird in Abschnitt ��� ausf�uhrlich
dargestellt� In Abschnitt ��� wird die Schranke w f�ur das Schneiden der Hebb�
Kopplungen in Abh�angigkeit der vorgegebenen Verd�unnungen fs des Sch�ulers
und fl des Lehrers berechnet� Dieses mathematisch exakte Ergebnis gibt uns
einen ersten Aufschlu� �uber die F�ahigkeit des Algorithmus� die relevanten Neu�
ronen des Lehrers herauszu�nden� In Abschnitt ��	 sind die zugeh�origen Dia�
gramme aufgef�uhrt�

In Abschnit ��� be�ndet sich die replikasymmetrische Rechnung zur Ver�
allgemeinerungsf�ahigkeit� Die Ergebnisse werden in Abschnitt ��
 vorgestellt
und diskutiert� Dabei wird ein Vergleich zur Verallgemeinerungsf�ahigkeit ei�
nes bez�uglich der Stabilit�at optimal verd�unnten Perzeptrons angestellt �Mu����
�KuMu�	��

��� Problemstellung

In dem in Abschnitt ��	�	 angesprochenen Verallgemeinerungsproblem geben
wir einen verd�unnten Lehrer

B � �B�� � � � � BN �T �����

vor� der auf den letzten N��� fl� Komponenten Nullen hat�

Bj � 
 f�ur j � Nfl � �� � � � � N �����

fl ist dabei der Verd�unnungsparameter des Lehrers� Auf den ersten Nfl Pl�atzen
erf�ulle der Lehrer die Normierungsbedingung

�

Nfl

NflX
j��

Bj
� � � ���	�

�




Die Normierungsbedingung ist im Limes N � � erf�ullt� wenn wir die Lehrer�
kopplungen unabh�angig voneinander gem�a� der Gau�verteilung

p�Bj� �
�p
���

exp
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�
� �Bj � B��

�

��



� j � �� � � � � Nfl �����

ausw�urfeln� wobei der Mittelwert B� und die Streuung � Punkte auf einem
Kreis darstellen� Wegen des Gesetzes der gro�en Zahlen folgt n�amlich aus der
Normierungsforderung
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��Z
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dB p�B� �B� � �� � B�
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Dabei ist der Fall B� � �� d�h�

p�B� � ��B � �� �����

ausdr�ucklich zugelassen�

Dem Sch�uler werden nun gau�verteilte Muster �� der Reihe nach vorgelegt�
Die zugeh�origen Ausgaben S� sind dabei vom verd�unnten Lehrer vorgegeben

S� � sign
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W�are der Sch�uler unverd�unnt� so w�urde die Verteilung der Lehrerkopplungen
keine Rolle spielen und wir erhielten das bekannte Ergebnis f�ur die Verallge�
meinerungsf�ahigkeit des optimalen Perzeptrons �Ne���� �Op��
�� Fordern wir
aber� da� der Sch�uler einen Verd�unnungsparameter fs besitzt� so entsteht das
Problem der Wahl der g�unstigen Pl�atze� Gehen wir in Analogie zu den un�
verd�unnten Perzeptronen davon aus� da� hohe Stabilit�aten 
 auch hohe Ver�
allgemeinerungsraten bedingen� dann ist das bez�uglich der Stabilit�at optimal
verd�unnte Perzeptron zu studieren �Mu���� �KuMu�	�� Um zu belegen� da� die
dort auftretenden E�ekte auch durch einen praktikablen Algorithmus erzielt
werden k�onnen� betrachten wir im folgenden den Quersummenalgorithmus�

Die Pl�atze des Sch�ulers werden hier gem�a�

cj � ��jHj j � w� �����

ausgew�ahlt� wobei die Hj die Hebb�Kopplungen sind

Hj �
�p
N�

pX
���

S���j �����

Man beachte� da� die Ausgaben S� nach der obigen Gl������ durch den Lehrer
gegeben sind� Die Form des Lehrers ist dem Sch�uler dabei in keiner Weise
bekannt�

��



Nach der Auswahl der Pl�atze wird das Perzeptron optimaler Stabilit�at ge�
lernt� Der Perzeptronvektor soll wieder der Normierungsbedingung

NfsX
k��

Jk
� �

NX
j��

cjTj
� � Nfs ����
�

gen�ugen�
Die Formel ���
�� f�ur die �Uberlappung von Lehrer und Sch�uler lautet dann

mit den entsprechenden Normierungen
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N
p
flfs

NX
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Gem�a� Gl������� gilt f�ur die Verallgemeinerungsrate

G � �� �

�
arccosR ������

Die Funktion G��� wird in Abschnitt ��� mit Hilfe einer Gardner�Rechnung
gewonnen�

Zun�achst berechnen wir in Abschnitt ��� die Schranke w als Funktion der
vorgegebenen Parameter �� B�� fl und fs� Wir gewinnen dabei einen ersten
Hinweis auf die Verallgemeinerungsf�ahigkeit des Quersummenalgorithmus�

��� Die allgemeine Verd�unnungsformel

Um die Bestimmungsgleichung f�ur die Schranke w im Limes N �� zu erhal�
ten� formulieren wir fs zun�achst als Funktion von w� fl� B� und �� Es gilt

fs �
�

N

NX
j��

cj ����	�

Analog zu Abschnitt ����� gehen wir wieder davon aus� da� fs selbstmittelnd
bez�uglich der Mustermittelung ist�
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Wir berechnen Ar � hh��jHrj � w�ii mit den bekannten Methoden
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Daraus folgt f�ur fs
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Wir wenden Formel �A���� zur Entwicklung der ��Funktion an� Anschlie�end
ersetzen wir wegen des Gesetzes der gro�en Zahlen die Summe �uber alle Kopp�
lungen durch einen Erwartungswert bez�uglich der Verteilung ������
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Wir setzen also f�ur die allgemeine Funktion g in der obigen Gleichung den
Integranden aus Gl������� ein� Nach Ausf�uhrung des Integrals �uber !h erhalten
wir
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Setzt man die Gau�verteilung ����� ein� so folgt das Endergebnis
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Die Schranke w folgt bei gegebenen fs� fl� � und B� als L�osung der Gleichung
f�ur fs ��

�In dem Ergebnis ist auch der Spezialfall B	 � 
 enthalten�

��



Der erste Term fc in der Gleichung f�ur fs gibt dabei an� wieviele relevante
Pl�atze � des Lehrers der Sch�uler herausgefunden hat�

fc �
�

N

NflX
j��

cj ������

fc ist also der Prozentsatz der Zahl der Pl�atze� auf denen die Verd�unnungsvek�
toren von Lehrer und Sch�uler �ubereinstimmen� Wir bezeichnen fc deshalb als
die normierte Zahl der �ubereinstimmenden Pl�atze von Lehrer und Sch�uler�

��� fc als Funktion von fl
 � und B


Bei gegebenem fl geben die Kurven fc��� eine Auskunft dar�uber� wie schnell
der Sch�uler die relevanten Pl�atze des Lehrers heraus�ndet� Wir erwarten� da�
die Verallgemeinerungsrate einen �ahnlichen Verlauf hat�

Im Grenz�ubergang � � � mu� ein intelligenter Verd�unnungsalgorithmus
nat�urlich alle Pl�atze des Lehrers heraus�nden� falls fs � fl� Falls der Sch�uler
im Falle fs 
 fl zu wenig Pl�atze zur Verf�ugung hat� so sollten sich die aktiven
Neuronen des Sch�ulers unter den aktiven Neuronen des Lehrers be�nden� Wir
fordern also

lim
��� fc � min �fs� fl� ������

Dies ist nicht selbstverst�andlich� denn bei einer zuf�alligen Auswahl der cj gilt
stets

f �z�c ��� � fs � fl ����	�

Berechnen wir also nach Gl������� die Schranke w und anschlie�end fc���� so
beobachten wir� da� tats�achlich der obige Grenzwert angestrebt wird� Dies gilt
f�ur alle B� � �
� ��� In Abbildung ��� sind fc����Kurven bei festen Werten der
Verd�unnungsparameter �fl � 
�� und fs � 
��� f�ur verschiedene B��Werte
zu sehen� Wir beobachten� da� sich die fc�Kurven zum Parameter B� � �
durch sehr schnelle Konvergenz f�ur � � � auszeichnen� Den gleichen E�ekt
beobachtet man auch im Fall fs 
 fl in Abbildung ���� O�enbar n�ahert der
Sch�uler den Lehrer umso besser an� je schw�acher das Rauschen in den Bj�
Kopplungen ist� Da f�ur alle B��Werte das gleiche qualitative Verhalten vorliegt�
setzen wir in den folgenden Abschnitten

B� � �

um die auftretenden E�ekte m�oglichst stark auszupr�agen�

�Der Index c steht f�ur
�
coinciding�

��



Abbildung ���� Die normierte Zahl fc der �ubereinstimmenden Pl�atze von Lehrer
und Sch�uler bei festen Parametern fs � 
�� und fl � 
��� d�h� fs � fl� F�ur
niedrige Mittelwerte B� des Lehrers strebt fc seinen Grenzwert fl � 
�� nur
sehr langsam an�

Abbildung ���� fc bei festen Parametern fs � 
�� und fl � 
��� d�h� fs 
 fl� fc
konvergiert in diesem Fall f�ur alle B� schnell gegen den Grenzwert fs � 
���

�




��� Die Berechnung der Verallgemeinerungsrate


���� Die Rechnung bis zum allgemeinen Ergebnis

Wie in Abschnitt ��	�	 beschrieben� ist eine Gardner�Rechnung analog zu Ab�
schnitt ��� durchzuf�uhren� Die �Uberlappung R zwischen Lehrer und Sch�uler
tritt dabei als zus�atzlicher Ordnungsparameter auf� Die Ausgaben sind nicht
mehr zuf�allig� sondern sie sind durch einen Lehrer gegeben�
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Wir f�uhren die zugeh�origen inneren Felder des Lehrers
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mit konjugierten Variablen !u� ein und setzen die Rechnung nach der Formel
������ f�ur hhV nii fort ���j � S���j �� Wir erhalten nach der Mittelung �uber die
Muster
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Es gilt wieder

cj � ��jHj j � w�

Nach der Ausf�uhrung des Quadrats in der obigen Formel steht wieder die Ent�
kopplung der j�Variablen von den 	�Variablen an� Wir f�uhren dazu die folgen�
den Ordnungsparameter ein�
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Die zugeh�origen konjugierten Variablen sind !Q
� � !R
� k
 und !s� R
 ist der
Ordnungsparameter� der die �Uberlappung von Lehrer und Sch�uler angibt� Sein
Wert am Sattelpunkt dient zur Berechnung der Verallgemeinerungsrate nach
Gl��������

Wir l�osen die Gau��Integrale �uber !hj und !u�� fassen die Terme in den j�
Variablen bzw� in den 	�Variablen zusammen und bilden

�R�n� � lim
N��

�

N
ln hhV nii ���	��

F�ur n� 
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Damit ist wie erwartet
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und wir erhalten das allgemeine Endergebnis
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F�ur das Kopplungsintegral I�B� gilt
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Dabei ist der Verd�unnungskoe"zient im H�Integral
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Die Verteilung der Kopplungen
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wurde nach dem Gesetz der gro�en Zahlen gem�a� der Gl������� eingef�uhrt� Die
Bedingung Bj � 
 f�ur j � Nfl � �� � � � � N wird durch die ��Funktion

��B � 
�

gew�ahrleistet�


���� Die replikasymmetrische Annahme

Die Herleitung des Endergebnisses verl�auft analog zum Abschnitt ������ Zur
Durchf�uhrung der vollst�andigen Rechnung sind jedoch umfangreiche algebrai�
sche Umformungen vorzunehmen� bei denen alle in dieser Arbeit behandelten
Techniken angewandt werden� Ich skizziere im folgenden den weiteren Verlauf
der Rechnung�

F�ur die eingef�uhrten Ordnungsparameter Q
� � R
� k
 und die konjugierten
Variablen wird die replikasymmetrische Annahme gemacht�

Q
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und
k
 � k� R
 � R� !Q

 � !Q� � � �� � � � � n

Au�erdem gilt wieder f�ur die Norm der Perzeptron�Kopplungen

Q
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Die Berechnung der Entropie

s �
��R

�n

����
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erfolgt wieder mit Hilfe der replikasymmetrischen Version von Gl��B���� Die
Sattelpunktgleichungen bez�uglich der Hilfsvariablen !q� !Q� !K und !R sind alge�
braisch� sie lassen sich au��osen� Man erh�alt das replikasymmetrische Ergebnis
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Dabei sind die Integrale I�� � � � � I	 Funktionen der Schranke w� Die Hilfsvaria�
blen !R und !K sind am Sattelpunkt Funktionen der Parameter und der Ord�
nungsparameter q� k� R� Die Hilfsgr�o�en werden im folgenden Schritt f�ur Schritt
angegeben�

�� Die Schranke w wird als L�osung der Gl������� gewonnen�

�� Dann gilt f�ur die Integrale I�� � � � � I	
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Der Mittelwert �uber die Integrationsvariablen B �Lehrer� und H �Hebb�
Kopplung� ist in den Integralen I��I� und I� wie folgt de�niert
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	� Wir bilden die Abk�urzungen C und D
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�� Dann gilt f�ur die Hilfsvariablen
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Man bildet die partiellen Ableitungen und l�ost das Gleichungssystem�
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Das beim Quersummenalgorithmus im zweiten Schritt gelernte Perzeptron er�
reicht im Limes q � � seine optimale Stabilit�at� In den Sattelpunktgleichungen
vereinfachen sich die z�Integrale in diesem Limes� Die zugeh�origen Formeln und
die drei Sattelpunktgleichungen sind in Anhang D aufgef�uhrt� Bei gegebenen
Parametern �� fs� fl und B� erhalten wir aus der Sattelpunktgleichung f�ur q im
Limes q � � die kritische Stabilit�at 
� Aus den beiden anderen Sattelpunkt�
gleichungen gewinnen wir k und die �Uberlappung R� Schlie�lich berechnen wir
die Verallgemeinerungsrate

G��� � �� �

�
arccosR ������

��	 Ergebnisse

Die Sattelpunktgleichungen aus Anhang D wurden bei gegebenen Parametern
�� fl und fs gel�ost� Um die auftretenden E�ekte m�oglichst stark auszupr�agen�
wurde stets B� � � gesetzt� d�h� der Lehrer hat die einfache Form

B � ��� � � � � �� 
� � � � � 
�T ���

�

Dabei ist Bj � � f�ur j � �� � � � � Nfl und Bj � 
 f�ur j � Nfl � �� � � � � N �
Berechnet wurden die optimale Stabilit�at 
��� und die Verallgemeinerungs�

rate G��� des mit dem Quersummenalgorithmus verd�unnten Sch�ulers� Wir
vergleichen die Ergebnisse mit denen des �bez�uglich der Stabilit�at� optimal
verd�unnten� Perzeptrons �Mu���� �KuMu�	�� Wie erwartet sehen wir in Ab�
bildung ��	� da� die Stabilit�at des Quersummenalgorithmus niedriger als die
optimale Stabilit�at ist� Die 
����Kurve der optimalen Verd�unnung ist streng
monoton fallend� w�ahrend beim Quersummenalgorithmus ein lokales Minimum
bei niedrigen � auftreten kann� Betrachten wir die Verallgemeinerungsraten
G��� in Abbildung ���� so beobachten wir ein weiteres �uberraschendes Ergeb�
nis� Der Quersummenalgorithmus verallgemeinert �in gewissen Parameterberei�
chen� besser als der �bez�uglich der Stabilit�at� optimale Verd�unnungsalgorith�
mus� Die G����Kurven steigen nat�urlich auch streng monoton� da mit jedem
hinzugekommenen Muster �� und der zugeh�origen� vom Lehrer vorgelegten Aus�
gabe
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das Volumen abnimmt� in dem der Lehrer liegen kann�
Um das Auftreten der Minima in den 
����Kurven beim Quersummen�

algorithmus besser zu verstehen� betrachten wir Abbildung ��
� Hier wurden
Verd�unnungsparameter fs des Sch�ulers in der Umgebung des Verd�unnungspa�
rameters fl � 
�� des Lehrers gew�ahlt�

�Wir benutzen im folgenden den Ausdruck
�
optimale Verd�unnung� stets in Zusammenhang

mit der Stabilit�at

�




Abbildung ��	� Vergleich der Stabilit�aten 
��� beim Verallgemeinerungspro�
blem f�ur fl � 
�� und B���� Die gestrichelte Linie steht f�ur die optima�
le Verd�unnung �opt��� die durchgezogene f�ur den Quersummenalgorithmus
�Hebb��

Abbildung ���� Vergleich der Verallgemeinerungsraten G��� f�ur den Parameter�
satz der Abb� ��	�

��



Abbildung ��
� Die Stabilit�aten 
��� beim Quersummenalgorithmus f�ur fs�
Werte in der N�ahe des vorgegebenen Verd�unnungsparameters fl � 
�� des Leh�
rers�

F�ur fs 
 fl ist das vom Lehrer gestellte Problem von einem gewissen �

an nicht mehr lernbar� da der Sch�uler nicht genug Pl�atze zur Verf�ugung hat�
um alle Muster korrekt zu klassi�zieren� Die zugeh�orige 
����Kurve f�allt des�
halb streng monoton und erreicht schon bei kleinen � negative 
�Werte� Ein

�ahnliches Verhalten liegt auch bei der optimalen Verd�unnung vor �Mu����

Im Falle fs � fl liefert der optimale Verd�unnungsalgorithmus Stabilit�aten

 � 
� Der praktikable Quersummenalgorithmus hingegen hat bei mittleren
Werten von � und fs�Werten� die nahe bei fl liegen �fs � fl�� noch nicht
gen�ugend Pl�atze des Lehrers herausgefunden� um das vom Lehrer gestellte Pro�
blem zu lernen� Es treten negative Stabilit�aten auf� Bei gr�o�eren � ist das
Problem zwar schwerer zu lernen� doch holt der Sch�uler das Wissen �uber den
Lehrer noch schneller nach� Bei gr�o�eren � hat der Quersummenalgorithmus
also die relevanten Pl�atze des Lehrers so gut herausgefunden� da� wieder posi�
tive Stabilit�aten erreicht werden� Ist fs deutlich gr�o�er als fl� so f�allt 
 wieder
streng monoton in �� Der Sch�uler hat genug Pl�atze zur Verf�ugung� um bei
mittleren Werten von � noch positive 
 sicherzustellen� Au�erdem �ndet er
die relevanten Pl�atze des Lehrers schneller heraus� In Abbildung ��� wird dies
nocheinmal anhand des Ergebnisses f�ur fc deutlich �siehe Abschnitt ��	�� Der
Quersummenalgorithmus startet bei � � 
 bei dem Wert

fc � fs � fl ���
��

des zuf�alligen Verd�unnens�

��



Abbildung ���� Die normierte Zahl fc der �ubereinstimmenden Pl�atze von Lehrer
und Sch�uler bei vorgegebenem fl � 
��� Die Kurven f�ur fs � 
��� 
��� 
�
 und

�� sind in aufsteigender Reihenfolge abgebildet�

F�ur fs � fl gilt
fc � fl ����� ���
	�

Im Falle fs 
 fl strebt fc ebenfalls sein Maximum an�

fc � fs ����� ���
��

Wie oben beschrieben� erreichen wir hohe Stabilit�aten� wenn wir den Sch�uler
m�oglichst schwach verd�unnen� Hohe Werte von fs wirken sich aber nachteilig auf
die Verallgemeinerungsrate aus� wenn � hinreichend gro� ist� siehe Abbildungen
��� und ���� Wir beobachten einen

�
over�tting� � E�ekt� der auch bei Funk�

tionsappproximationen auftritt� F�uhrt man die Approximation mit zu vielen
freien Parametern durch� so kann man zwar die gegebenen Punkte des Graphen
bequem lernen� doch besteht die Gefahr� da� die approximierende Funktion
zwischen den St�utzstellen zu sehr schwankt� da� sie also die Ausgangsfunktion
schlecht verallgemeinert�

��



Abbildung ���� Der
�
over�tting� � E�ekt in der Verallgemeinerungsrate G�fs�

des Quersummenalgorithmus bei festem fl � 
��� Links der gestrichelten 
 � 
�
Linie sind die Stabilit�aten negativ� rechts davon positiv�

Abbildung ���� Der Verallgemeinerungfehler ��fs� � � � G�fs� des Quersum�
menalgorithmus� G entstammt der obigen Abbildung ����

��



Bei unserem Verd�unnungsproblem tritt das
�
over�tting� erst bei gr�o�eren �

auf� In diesem Fall agiert �f�ur fs � fl� der Sch�uler auf den aktiven Pl�atzen des
Lehrers� Je gr�o�er fs ist� desto mehr �uber��ussige Neuronen des Sch�ulers sind
aktiv� so da� in der �Uberlappung

R �
�

N
p
flfs

NflX
j��

cjTjBj ���

�

im Z�ahler zu viele Terme fehlen�
Da T nur aus der analytischen Replika�Rechnung bekannt ist� vergegenw�arti�

gen wir uns die obige Aussage nocheinmal an dem zu R analogen Ausdruck f�ur
die normierte �Uberlappung Rc der Verd�unnungsvektoren des Lehrers und des
Sch�ulers�
Da B� � � ist� gilt

c�B� � B � ��� � � � � �� 
� � � � � 
�T ���
��

Der Sch�uler hat den Verd�unnungsvektor

c�J� � �c�� � � � � cN�T ���
��

mit

c
�J�
j � �

�
�
������

�p
N�

pX
���

S���j

������� w

�
A �j ���
��

Dann ist Rc der cos des Winkels zwischen den beiden Verd�unnungsvektoren

Rc � cos �
�
c�B�� c�J�

�
�

PNfl
j�� cj

N
p
flfs

�
fcp
flfs

���
��

Im Limes ��� gilt nach Gl�������

Rc � min �fl� fs�p
flfs

� min

	s
fl
fs
�

s
fs
fl



�� R�c ����
�

Dieses exakte Ergebnis verdeutlicht den
�
over�tting� � E�ekt� Im Fall fs 
 fl

stellt der Grenzwert von Rc eine obere Schranke f�ur die �Uberlappung R der
Kopplungen dar�

Aus der Cauchy�Schwarzschen Ungleichung und der Normierungsbedingung
der Kopplungen des Sch�ulers

NX
j��

cjTj
� � Nfs

folgt zun�achst allgemein 	

R��� 

qPNfl

j�� cjTj
� �

qPNfl
j�� cjBj

�

p
Nfs �

p
Nfl



qPNfl

j�� cjBj
�

p
Nfl

������

�Man beachte� da� cj eine Komponente des Verd�unnungsvektors des Sch�ulers ist
	Gl�	�������

�





Abbildung ���� Der
�
over�tting� � E�ekt in der Verallgemeinerungsrate Gc der

Verd�unnungsvektoren �siehe Gl�����	� bei festem fl � 
���

Im vorliegenden Fall B� � � und f�ur fs 
 fl gilt dann

R��� 

s
fc
fl


s
fs
fl

� R�c ������

In der Replika�Rechnung wird dar�uber hinaus stets R��� 
 Rc��� im Falle
fs 
 fl beobachtet� Wir bilden also zum Vergleich die zu Rc geh�orende

�
Ver�

allgemeinerungsrate�

Gc��� �� �� �

�
arccosRc ����	�

und stellen sie in Abb� ��� f�ur verschiedene ��Werte dar�
F�ur fs 
 fl verh�alt sich Gc wie G aus Abbildung ���� Im Fall fs � fl sieht

man jedoch eine Diskrepanz der beiden Gr�o�en Gc und G� Die Abbildungen
��� und ��� unterscheiden sich qualitativ im Limes � � �� Die Kopplungen
des Sch�ulers werden bei hohen � auf den nicht relevanten Pl�atzen des Lehrers
immer kleiner� F�ur fs � fl gilt also

R� � ����� ������

im Gegensatz zu
Rc 
 � ��� �� ����
�

Der
�
over�tting� � E�ekt wird auch beim optimal verd�unnten Perzeptron

beobachtet� Er ist hier st�arker ausgepr�agt als beim Quersummenalgorithmus�
Au�erdem setzt er fr�uher ein� siehe Abbildung ���
� O�enbar ist das opti�
mal verd�unnte Perzeptron f�ur fs � fl zu sehr damit besch�aftigt� mit den

�
�



Abbildung ���
� Der
�
over�tting� � E�ekt beim Quersummenalgorithmus im

Vergleich mit der optimalen Verd�unnung� Der Verd�unnungsparameter des Leh�
rers ist fl � 
�	� Wir beobachten einen starken

�
over�tting� � E�ekt bei � � ��

wo die G�fs��Kurve des Quersummenalgorithmus �gestrichelte Linie� die Kurve
der optimalen Verd�unnung �durchgezogene Linie� schneidet�

�ubersch�ussigen Kopplungen die Stabilit�at zu optimieren� Es b�u�t dabei an Ver�
allgemeinerungsf�ahigkeit ein� Am Punkt fs � fl bleibt dem optimal verd�unnten
Perzeptron jedoch schon bei mittleren Werten von � keine andere Wahl� als zum
Lehrer �ahnliche Kopplungen zu w�ahlen�

Die Stabilit�at des Lehrers
 
l � 
 ist im Fall fs � fl schon bei mittleren �
kaum zu verbessern� so da� schon sehr fr�uh R � � erreicht wird�

F�ur fs � fl kann es hingegen bez�uglich der Verallgemeinerungsrate g�unsti�
ger sein� den Quersummenalgorithmus zu verwenden� da dieser einen schw�ache�
ren

�
over�tting� � E�ekt aufweist� Damit ist das obige �uberraschende Ergebnis

aus Abbildung ��� gekl�art�

Um einen verd�unnten Lehrer gut zu verallgemeinern� k�onnen wir also den
Quersummenalgorithmus benutzen� Von einem gewissen � an ist es wegen des

�
over�tting� � E�ektes g�unstig� auch den Sch�uler zu verd�unnen� Man mu� je�

doch darauf achten� da� man im Bereich positiver Stabilit�aten� also rechts der

�Es gilt �l � �� weil die lokalen Felder

h� �

p
Nfl

NflX
j��

Bj	
�
j

gau�verteilt sind und somit die lokalen Energien S�h� � jh�j beliebig nahe an den Nullpunkt
heranreichen�

�
�



gestrichelten 
 � 
 � Linie in Abbildung ��� bleibt� Andernfalls ist die Aufgabe
nicht mehr lernbar� und es treten Konvergenzprobleme bei den Perzeptron�
Algorithmen auf� Auch der MinOver�Algorithmus �KrMe���� der bei negativen

 formell angewendet werden kann� ist noch nicht hinreichend in dieser Hinsicht

�uberpr�uft�
Bei negativen 
 treten auch Probleme in der analytischen Rechnung auf�

Dort ist n�amlich bereits beim unverd�unnten Perzeptron die Replika�Symmetrie
gebrochen �GaDe���� Die berechneten Verallgemeinerungsraten m�u�ten dann
ebenfalls korrigiert werden� F�ur 
 � 
 gehen wir beim Quersummenalgorith�
mus wieder davon aus� da� die replikasymmetrische L�osung stabil ist� da ein
einfaches Perzeptron�Problem auf den verbleibenden Pl�atzen gel�ost wurde� Im
Fall der optimalen Verd�unnung wurde die Verallgemeinerungsrechnung eben�
falls unter der Annahme der Replika�Symmetrie durchgef�uhrt �Mu���� Die ge�
wonnenen Ergebnisse stimmen qualitativ mit denen des Quersummenalgorith�
mus �uberein� Wir erwarten jedoch im Fall der optimalen Verd�unnung� da� eine
RSB��Rechnung analog Kapitel 	 auch im Fall 
 � 
 eine quantitative Verbes�
serung bringt�

�
	



Kapitel �

Zusammenfassung und

Ausblick

��� Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die lineare Verd�unnung des optimalen Per�
zeptrons untersucht� Die Speicherkapazit�aten und die Verallgemeinerungsraten
linear verd�unnter Perzeptrone wurden analytisch berechnet� Die wichtigsten
Ergebnisse sind im folgenden aufgef�uhrt�

�� Ein neues Rechenverfahren wurde vorgestellt� mit dem Speicherkapazit�aten
und Verallgemeinerungsraten von neuronalen Einschichtnetzwerken ge�
wonnen werden k�onnen� Das Verfahren kommt ohne die Anwendung der
Replika�Methode aus�

�� F�ur die Speicherkapazit�at � des optimal verd�unnten Perzeptrons konnte
eine obere Schranke gefunden werden� Damit wurde bewiesen� da� die
replikasymmmetrische Rechnung in �Bo��
� zumindest im Bereich kleiner
f falsch ist�

	� Die N�aherung f�ur die Speicherkapazit�at des optimal verd�unnten Perzep�
trons wurde in Replika�Symmetriebrechung erster Stufe berechnet� Sie
liegt unterhalb der oberen Schranke� Die Speicherkapazit�at pro besetztem
Platz� die e�ektive Speicherkapazit�at

�eff �
p

Nf
�
�

f
�����

genannt wird� wird gr�o�er als � und divergiert f�ur f � 
 in diesem Limes

�eff � � �

ln �
ln f �����

�� Mit dem Quersummenalgorithmus wurde ein einfacher� praktikabler Verd�un�
nungsalgorithmus vorgestellt� In einer replikasymmetrischen Gardner �
Rechnung wurde eine e�ektive Speicherkapazit�at

�eff � � ���	�

�
�



f�ur den Algorithmus berechnet� Die Rechnung wurde mit Hilfe von Com�
putersimulationen �uberpr�uft� In der Diskussion wurde gekl�art� da� das
Ergebnis �eff � � nicht gegen den Satz von Cover verst�o�t� Das �eff des
Quersummenalgorithmus ist kleiner als das der optimalen Verd�unnung�
Im Limes f � 
 divergiert �eff schw�acher als im optimalen Fall�


� Um �eff weiter zu verbessern� wurde das Schneideverfahren untersucht�
Die analytische Rechnung l�a�t sich f�ur die Einschritt � Version des Schnei�
deverfahrens durchf�uhren� Es handelt sich um eine doppelte� replikasym�
metrische Gardner�Rechnung� die zum Quersummenalgorithmus analoge
Ergebnisse liefert� E�ektive Speicherkapazit�aten �eff � die weit gr�o�er als �
sind� wurden auch in der zugeh�origen Computersimulation beobachtet� Es
wurde gezeigt� da� das Nachlernen des Perzeptrons optimaler Stabilit�at
im zweiten Schritt besonders bei kleinen Werten des Verd�unnungspara�
meters f und bei gro�en Speicherkapazit�aten � n�otig ist�

Die Mehrschritt � Version des Schneideverfahrens konnte nur mit Hilfe von
Computersimulationen untersucht werden �Gc���� Das Mehrschrittverfah�
ren liefert Speicherkapazit�aten in der N�ahe der RSB��N�aherung f�ur den
optimalen Fall� Eine weitere �Ahnlichkeit zur RSB��N�aherung zeigt sich
in der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kopplungen nach dem letzten
Lernschritt� In beiden F�allen tritt eine H�ockerstruktur auf� in der kleine
Betr�age der Kopplungen unterdr�uckt sind� Da das Mehrschrittverfahren
viel Rechenzeit braucht� ist f�ur praktische Anwendungen ein Ein� oder
Zweischrittverfahren vorzuziehen�

�� Die Verallgemeinerungsrate G des Quersummenalgorithmus wurde in ei�
ner replikasymmetrischen Gardner�Rechnung ermittelt� Die Ergebnisse
stimmen qualitativ mit dem G des optimal verd�unnten Perzeptrons �Mu���

�uberein� Es zeigt sich� da� der Quersummenalgorithmus dazu benutzt wer�
den kann� die relevanten Pl�atze eines verd�unnten Lehrers herauszu�nden�
Man mu� dazu den Sch�uler soweit ausd�unnen� da� gerade noch positive
Stabilit�aten erreicht werden� Verallgemeinerungsrate und Stabilit�at sind
dabei Kontrahenten� �Ubersch�ussige Neuronen werden im Fall fs � fl fast
ausschlie�lich zur Optimierung der Stabilit�at benutzt� so da� ein

�
over�t�

ting� � E�ekt auftritt� der sich ung�unstig auf die Verallgemeinerungsrate
auswirkt�

��� Ausblick

����� Erg�anzungen technischer Natur

Einige der in der Arbeit vorgestellten Rechnungen k�onnen mit anderen Me�
thoden nachgerechnet werden bzw� mit weiteren Untersuchungen abgerundet
werden� Dazu mache ich folgende Vorschl�age

�� Das in Kapitel � vorgestellte Verfahren kann auf den Quersummenalgo�
rithmus und das Einschrittverfahren angewendet werden� Dabei ist auch

�





eine Anwendung auf die zugeh�origen Verallgemeinerungsrechnungen m�og�
lich� Die in diesen Rechnungen auftretende Korrelationsmatrix enth�alt
dann die Verd�unnungsvektoren c� Die Determinante der Korrelationsma�
trix sollte� deshalb mit Grassmann�Variablen dargestellt werden �FuSh�
��
Im weiteren Verlauf der Rechnung entstehen Ordnungsparameter aus Grass�
mann � Variablen� die mathematisch schwer zu behandeln sind� Ein Ver�
gleich mit den Rechnungen der vorliegenden Arbeit k�onnte bei der Inter�
pretation der Ordnungsparameter hilfreich sein�

�� Die analytische Rechnung zum Einschrittschneideverfahren kann um end�
lich viele Schritte erweitert werden� Die Ordnungsparameter vorhergehen�
der Schritte sind im aktuellen Schritt jeweils bekannt� so da� ein Itera�
tionsverfahren m�oglich ist�

	� Das Schneideverfahren der Verd�unnung kann so abge�andert werden� da�
man alte� bereits entfernte Pl�atze wieder aktiviert� Beispielsweise kann
man in einem Zweischrittverfahren kleine Betr�age der Kopplungen des
zweiten �und damit vorletzten� Lernschritts durch gr�o�ere Betr�age ent�
fernter Kopplungen des ersten Lernschritts ersetzen und die zugeh�origen
Neuronen ebenfalls austauschen� Die G�ute solcher Algorithmen w�are in
einer Computersimulation herauszu�nden�

����� Verd�unnte Mehrschichtnetzwerke

Nachdem in der vorliegenden Arbeit verd�unnte Einschichtnetzwerke behandelt
wurden und sowohl bez�uglich der Speicherkapazit�at als auch bez�uglich der Ver�
allgemeinerungsrate e�ektive Verd�unnungsalgorithmen vorgestellt worden sind�
stellt sich die Frage nach der Konzeption von verd�unnten Mehrschichtnetzwer�
ken� Dazu k�onnte man in folgenden Schritten vorgehen�

�� Als Einzelbausteine des zu konstruierenden verd�unnten Mehrschichtnetzes
verwenden wir grunds�atzlich ein verd�unntes� mit einem Schneideverfahren
erzeugtes Perzeptron� Mit einer direkten Anwendung auf die bekannten
unverd�unnten Mehrschichtnetzwerke �MeNa���� �Bi���� �BiOp���� �Ru�
��
�He���� lassen sich erste Ergebnisse gewinnen�

�� Im n�achsten Schritt k�onnte man die Verd�unnungen der Einzelbausteine
variabel gestalten� um die E"zienz zu erh�ohen�

	� Die Zwischenschichtneuronen des Mehrschichtnetzes k�onnten anschlie�end
variabel gestaltet werden� Als Grundlage hierf�ur k�onnte man eine In�
dexmaschine �Sch��
� bzw� einen Tabellenautomaten �Mi��� benutzen�
Mit den freien�

�
nicht �uberwachten� Zwischenschichtneuronen lassen sich

h�ohere Stabilit�aten erzeugen� Jedoch ist in einem Zwischenschritt das Stu�
dium verd�unnter nicht �uberwachter Einschichtnetze anzuraten� Hier ist

�Eine andere M�oglichkeit der Darstellung der Determinante ist in 
BrMo��� aufgezeigt� Es
handelt sich um einen Replika�Limes m � ��� Da die angesprochene Rechenmethode aber
ohne Replika auskommen sollte� w�are die Anwendung der Darstellung von Bray und Moore
hier inkonsequent�

�
�



zu beachten� da� aufgrund der freien Ausgaben bereits bei der analyti�
schen Behandlung vollvernetzter Netze eine Replika�Symmetriebrechung
auftritt �Mi����

�� Da jedes nicht linear separable Klassi�kationsproblem mit Mehrschicht�
netzwerken erfa�t werden kann� ist in einer abschlie�enden Untersuchung
der g�unstigste Verwendungszweck des jeweiligen Modells des verd�unn�
ten Mehrschichtnetzwerkes herauszu�nden� Man orientiert sich dabei an
zwei Zielen� Zum einen m�ochte man das Klassi�kationsproblem mit ei�
nem m�oglichst stark verd�unnten Netzwerk l�osen� um den Speicherbedarf
gering zu halten� Zum anderen sollen die relevanten Komponenten der
Eingangsmuster erkannt werden� Bei der Bildverarbeitung ginge dies mit
dem Heraus�nden der f�ur das Problem wichtigen Vorverarbeitungsfunk�
tionen einher�

�
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Anhang A

H�au�g verwendete Formeln

A�� �
Funktion
 �
Funktion und Kronecker
�

Die Fourierdarstellung der ��Funktion ist

��x� �

��Z
��

dk

��
eikx �A���

Eine Testfunktion g erf�ullt die Gleichung

g�a� �

��Z
��

g�x���x � a�dx �A���

Diese Gleichung wird oft verwandt� um Entkopplungen vorzunehmen� Insbe�
sondere schreibt man f�ur Ausdr�ucke der Form a � �

N

PN
j�� Jj

�

g

�
� �

N

NX
j��

Jj
�

�
A �

��Z
��

dx g�x� �N
��Z
��

dk

��
exp

�
�ik

�
�Nx�

NX
j��

Jj
�

�
A
�
A �A�	�

Dabei hei�t k die zu x konjugierte Variable�
Die ��Funktion ist de�niert als

��x� �

�
� f�ur x � 


 f�ur x 
 


�A���

Es gilt

��x� �
Z �

�
d� ���� x� �

Z �

�
d�

��Z
��

dk

��
exp �ik��� x�� �A�
�

Die Fourierdarstellung des Kronecker��

�Kr�x� y� �

�
� f�ur x � y

 f�ur x �� y

�A���

ist analog zu Gl��A���

�Kr�x� y� �

Z i�

�i�
d�

��i
e��x�y� �A���

�
�



A�� Gau�
Integrale

Es werden zwei h�au�g verwendete Gau��Integral�Formeln aufgef�uhrt�

��
��Z
��

exp

�
��

�
bz� � cz

�
dzp
��

�
�p
b

exp

	
c�

�b



� �A���

dabei mu� b � 
 sein� c kann komplex sein� Man nennt die Formel dann
auch oft

�
Hubbard�Stratonovich�Identit�at� �Hu
��� Sind b und c rein ima�

gin�ar� so handelt es sich um das sogenannte
�
Fresnel�Integral�� Die Kon�

vergenz ist dann ebenfalls gesichert�

�� Sei C eine reelle symmetrische positiv de�nite Matrix und �J irgendein
Vektor� der auch komplexe Komponenten haben kann� Dann gilt �siehe
�NeOr������

� pY
���

��Z
��

dx�p
��

�
A exp

	
��

�

X
���

x�C��x� �
pX

���

x�J�




� �detC��
�
� exp

	
�

�

X
���

J��C���
��J�



�

In Vektorschreibweise lautet die Formel�
� pY
���

��Z
��

dx�p
��

�
A exp

�
��

�
�xTC�x � �xT �J

�

� �detC��
�
� exp

�
�

�
�JTC�� �J

�
� �A���

Generell schreiben wir

Dx �
�p
��

e�
�
�x

�
dx �A��
�

A�� Die �
Funktion

Die De�nition der ��Funktion ist

��t� ��
Z t

��
D� �A����

Dabei ist D� gem�a� Gl��A��
� erkl�art�
Es gelten folgende Entwicklungen �AbSt�
�

��t� �
�

�

	
� �

r
�

�
t � �

	
p

��
t� �O

�
t

�


�t� 
� �A����

��t� � �� �

t
� �p

��
� e� �

� t
�
�

�� �

t�
� O

�
�

t	

��
�t��� �A��	�

��t� � ��

t
� �p

��
� e� �

� t
�
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Die asymptotische Reihe der ��Funktion ist

��t� � �� �p
��t

� e� �
� t

� �
�X

m��

����m � � � 	 � 
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t�m
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Dies gilt im Limes t���
Uneigentliche Integrale �uber die ��Funktion �GrRy�
��Z �

�
Dx ���ax� �
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�
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�

� �
ap
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�
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Bei der Berechnung der Verallgemeinerungsrate G des Perzeptrons tritt die
folgende Formel auf �Sw����

G � � �
Z �

�
DH �

�
H � Rp

��R�

�
� �� �

�
arccosR �A����

Ein uneigentliches Integral �uber die gesamte reelle Achse

��Z
��

Dz ��az � b� � �

�
bp

� � a�

�
�A����

A�� Die allgemeine Gau�
Formel

F�ur reelle Argumente t� a� b� c� u� v�w und f�ur ca� 
 � ist das folgende Gau��
Integral de�niert�

gf�t� a� b� c� u� v�w� ��

�Z
�t

Dy exp

�
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�
c�ay � b��

�
�
�
uy� � vy � w

�
�A��
�

Dy ist dabei der Gau��Faktor aus Gl��A��
��
Mit Hilfe der Regel der partiellen Integration l�a�t sich die Funktion gf durch

��Funktionen ausdr�ucken� Man de�niert zun�achst die Hilfsvariablen d� �� ��

d � �� ca�

Damit ist

� � t
p
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d
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abcp
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Es gilt die Formel
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Diese Formel l�a�t sich sehr leicht als Unterprogramm�Routine programmieren�
Die Routine wird numerisch besonders stabil� wenn man eine innere Routine
f�ur den Ausdruck �� � �� in der obigen Formel programmiert� Der Grund daf�ur ist�
da� sich der Fall � � �� dann mit der asymptotischen Entwicklung �A����
erfassen l�a�t�

���



Anhang B

Eine Formel zur

Replika�Symmetriebrechung

erster Stufe

Die in Abschnitt 	���� verwendete Formel �	��	� wird hergeleitet� indem man
von der Parisi�Parametrisierung der Sattelpunktmatrix Q
� ausgeht �siehe Gl��	�	����
Dabei setzen wir allgemein Q

 � Q auf der Hauptdiagonale�

Formel zur RSB��

Sei TrfS�g eine Spur �uber Gr�o�en S
� Sie faktorisiere gem�a�

TrfS�g �
nY


��

TrS�

Dann gilt in RSB��
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�
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Wir rechnen dies nach� indem wir die Replika im Exponenten aufteilen

A � TrfS�g exp

�
��

�

n
mX
k��

X

�k����k�

q�S

S� �

�

�

X

��

�q�S
S��

��

�
Q� �

�
q�

� nX

��

�S
��

�
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Dabei numeriert der Index k alle Bl�ocke� Die zugeh�origen Indizes ��k�� ��k�
numerieren die m Replika innerhalb der Bl�ocke� Die Summe

P

��

� hingegen
geht �uber alle �� �� wobei � und � nicht dem gleichen Block angeh�oren� Man
addiert im Exponenten
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n
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n
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X

�k����k�
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Damit gilt
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Die quadratischen Terme im Exponenten werden mit Hilfe der Hubbard�Stratonovich�
Identit�at �A��� entkoppelt� und wir erhalten

exp
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Dabei gilt einfach
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n
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S
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Innerhalb der quadratischen Bl�ocke liefert die Entkopplung
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Da die Spur �uber die S
 faktorisiert� erhalten wir

A � �B���
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Die Entwicklung nach kleinen n liefert schlie�lich das obige Ergebnis �B����
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Anhang C

Die Sattelpunktgleichungen

und die Kopplungsverteilung

zur RSB� des optimal

verd�unnten Perzeptrons

C�� Die Durchf�uhrung des Limes q�� � in den Sat�

telpunktgleichungen

Bei der Herleitung der Sattelpunktgleichungen zur Entropie s aus Gleichung
�	�
�� entstehen zwei Arten von Gleichungen� deren Asymptotik �ahnlich zu
behandeln ist� Es sind dies die Sattelpunktgleichungen bez�uglich q�� q� auf der
einen und bez�uglich s�� s�� � auf der anderen Seite� Die Sattelpunktgleichung
f�ur m hingegen ist eine Mischung�

In die Ableitungen nach q� und q� gehen das folgende Integral und seine
Ableitungen ein�

I��z� �

��Z
��

Dy
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p
q� � q� � z

p
q�p

�� q�



m
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Mit dem in Abschnitt 	���	 angegebenen Skalierungsansatz f�ur q� � � erh�alt
man unter Verwendung von Formel �A����	
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Dabei habe ich die Abk�urzung
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 � z

p
q�p

�� q�
�C�	�

eingef�uhrt�

���



In den Ableitungen des urspr�unglichen Ausdrucks � f�ur I� nach q� und q�
entsteht unter Beachtung der Formel �A���� der folgende Ausdruck
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�
��

��� � ���
�

��� � ��
� �C���

��y � g� � exp

�
��

�
c
�

 � y

p
�� q� � z

p
q�
��� �

�
r

c

m

�

 � y

p
�� q� � z

p
q�
�

�q� � ��

Dabei ist
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In die Ableitungen der Entropie nach den Hilfsvariablen s�� s� und � geht
das folgende Integral I� ein

I��z� �

��Z
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Dy

�
� � exp

�
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�
� �yps� � s� � z

p
s�
��

�
�

�

��m

�C�
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Hier ist im Limes q� � � eine etwas kompliziertere Fallunterscheidung notwen�
dig� F�uhrt man

g� �
�p�h � z

p
t�p

t� � t�
� g� � g� �C���

ein� so gilt f�ur den Integranden in I� im Limes q� � �

�� � exp �� � ���m �
exp
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�
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�
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�� � ��g� � y� � ��y � g�� �C���

Leitet man den urspr�unglichen Ausdrucks I� nach s�� s�� � ab� so entsteht der
asymptotische Ausdruck
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� ���y � g�� � ��g� � y�� � 
 �C���

In die Sattelpunktgleichung f�ur m gehen ebenfalls die obigen asymptoti�
schen Ausdr�ucke ein� Zus�atzlich ben�otigt man noch zwei Ausdr�ucke� Mit Formel
�A���� erh�alt man im Limes q� � �� d�h� m� 
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�Die hergeleiteten asymptotischen Ausdr�ucke werden nur in den Sattelpunktgleichungen
verwendet� Die Ausdr�ucke werden nicht in die Entropie s vor dem Ableiten eingesetzt� da dies
auf falsche Ergebnisse f�uhren kann�
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Der dazu analoge Ausdruck beim Integral I� ist
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�
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p
t� � t� � z

p
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�
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Durch die ��Funktionen in den obigen Ausdr�ucken werden die inneren y�
Integrale in allen sechs Sattelpunktgleichungen zu Gau��Integralen �uber qua�
dratische Funktionen� Diese lassen sich mit der in Anhang A�� angegebenen
Formel in ��Funktionen �uberf�uhren�

C�� Das Endergebnis f�ur die RSB� der optimalen

Verd�unnung des Perzeptrons

Legt man den in den Gln��	�
�� und �	�

� angegebenen Skalierungsansatz zu�
grunde� so hat das Gleichungssystem �	�
	� die L�osungen q�� c und h� Die Sat�
telpunktgleichung f�ur m liefert dabei das kritische �� Die Variablen t� und t�
lassen sich durch die anderen vier Variablen ausdr�ucken� Im folgenden gebe ich
eine Anleitung zur Berechnung des nichtlinearen Gleichungssystems in den vier
Variablen q�� c� h� �� die sich eng an ein Computerprogramm anlehnt�

Gegeben seien also q�� c� h� �� Das oben angegebene Integral I� ist dann
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� z
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Dabei bezeichnet gf das in Anhang A�� eingef�uhrte allgemeine Gau��Integral�
welches sich mit ��Funktionen berechnen l�a�t� Wie oben ist
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p
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F�ur I� gilt

I��z� � exp

�
h

�

��
gf
�
�g��

p
t� � t�� z

p
t�� �� 
� 
� �

�
�

�gf
�
g���

p
t� � t�� z

p
t�� �� 
� 
� �

��
� ��g��� ��g�� �C��	�
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Des weiteren werden die Konstanten D� und D� eingef�uhrt�
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Aus D� und D� bilde ich
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Dann sind t� und t� einfach gegeben durch

t� �
�

� � �
c � q�B

� t� � Bt� �C����

Vor der Formulierung der Sattelpunktgleichungen wird noch der konstante Term

Term � �� s� � ���m�q�s� � mq�s� �C����

in der Entropie in Gl��	�
�� betrachtet� Er l�a�t sich mit Hilfe der Sattelpunkt�
gleichung zu q� vereinfachen� Man erh�alt

Term � ms� � fm
�D�

� t� � fm
�D�

� O�m� �C��
�

Damit lautet das nichtlineare Gleichungssystem�

�� �s
�s	

� 
�


 �
D�

t�
� q� �

�

�

��Z
��

Dz
�

I�
exp

�
h

�

�
� �C����

�
	

gf

	
�g��

p
t� � t�� z

p
t�� ����� z

	s
t� � t�
t�

�
s

t�
t� � t�



� z�



�

� gf

	
g���

p
t� � t�� z

p
t�� ������z

	s
t� � t�
t�

�
s

t�
t� � t�



� z�





�� �s
�s�

� 
�


 � �D�

t�

�
� �

�

c

�
�

�

�

��Z
��

Dz
�

I�
exp

�
h

�

�
� �C����

�
	

gf

	
�g��

p
t� � t�� z

p
t�� �� �� z

s
t�

t� � t�
� 




�

� gf

	
g���

p
t� � t�� z

p
t�� �� ���z

s
t�

t� � t�
� 






���



	� �s
�	 � 
�


 � �f �

��Z
��

Dz
�

I�
exp

�
h

�

�
� �C��	�

�
�
gf
�
�g��

p
t� � t�� z

p
t�� �� 
� 
� �

�
�

� gf
�
g���

p
t� � t�� z

p
t�� �� 
� 
� �

��

�� �s
�m � 
�


 � �C����

D�q� �D�

�
� �

�

c

�
�

��Z
��

Dz�� ln I� � ln I�� �

�
�

�

��Z
��

Dz
�

I�
exp

�
h

�

�
�

�
�
gf
�
�g��

p
t� � t�� z

p
t�� �� t� � t�� �z

p
t� � t�

p
t�� h � z�t�

�
�

� gf
�
g���

p
t� � t�� z

p
t�� �� t�� t����z

p
t� � t�

p
t�� h� z�t�

��

Die vier Gleichungen wurden mit der Powell�Hybrid�Methode gel�ost �Po�
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C�� DieWahrscheinlichkeitsdichte der Kopplungen

in RSB�
N�aherung

F�ur das in Kapitel 	 behandelte optimal verd�unnte Perzeptron berechnen wir
die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kopplungen in der RSB��N�aherung�

Da N��� f� Kopplungen zu Null gesetzt werden� gilt f�ur die Wahrschein�
lichkeitsdichte einer Kopplung �ich w�ahle die N � te Kopplung�

W �J� � ��� f���J� � Pr�J� �C��
�

Pr�J� ist die Wahrscheinlichkeitsdichte f�ur den Fall� da� die N � te Kopplung
nicht weggeschnitten wird� der Verd�unnungsvektor

c � �c�� � � � � cN�T �C����

also die Komponente

cN � � �C����

aufweist�

Dann lautet der Ansatz zur Berechnung von Pr�J� mit dem Phasenraum�
volumen Vges aus Gl��	����
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Man berechnet Pr�J� im Limes N � � mit Hilfe einer Replika�Mittelung
�siehe Abschnitt 
������ Die Rechnung verl�auft analog zur Rechnung in �Bo��
�
�siehe auch �Gc����� Analog zu Abschnitt 	���� wird dann die Replika�Symme�
triebrechung erster Stufe durchgef�uhrt� Man erh�alt mit den L�osungsvariablen
t�� t�� D� aus dem obigen Abschnitt C�� das folgende Endergebis am kritischen
Punkt q� � ��
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I� ist aus Gl��C��	� bekannt� Die Schranke J� f�ur die symmetrische Verteilung
Pr�J� ist durch die L�osungsvariablen gegeben�
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Da wegen Gl��C��
� die Normierung
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Anhang D

Die Sattelpunktgleichungen

zur Bestimmung der

Verallgemeinerungsrate des

Quersummenalgorithmus

In den Sattelpunktgleichungen ������ vereinfachen sich die z�Integrale mit Hilfe
des Limes
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eingef�uhrt wurde� F�ur die Limites der Hilfsvariablen �siehe Gln������� � �������
f�uhren wir die Abk�urzungen
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Wir f�uhren dann die vereinfachte Gau��Formel ein
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Dabei ist gf die allgemeine Gau��Formel aus Anhang A���
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