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Kapitel 1

Die lineare Verdiinnung des
Perzeptrons optimaler

Stabilitat

1.1 Einleitung: Neuronale Netzwerke

Neuronale Netzwerke haben sich in den letzten Jahren zum Gegenstand der
Forschung und Anwendung entwickelt, weil sie neuartige Losungsansitze fiir
verschiedenste Probleme aufzeigen. Ihr Hauptmerkmal ist eine der Biologie ent-
lehnte Struktur aus Schaltelementen (Neuronen) und Verbindungen (Synapsen
oder Kopplungen). Thre Vorziige sind vor allem Fehlertoleranz und adaptive Be-
lernbarkeit, die auch bei biologischen Systemen auftreten. Die wichtigsten An-
wendungsgebiete neuronaler Netze sind die Sprachverarbeitung [Wale90] und
die industrielle Bildverarbeitung [Sch+90], [Re482], [HM92], [Ct92], [IEEE92],
bei denen oft nach umfangreicher klassischer Vorverarbeitung ein neuronales
Netz die abschlieBende Klassifikation vornimmt. Zur Erfillung dieser Aufga-
be werden meist komplizierte Netzwerke verwandt, die aus mehreren Schichten
von Neuronen bestehen und die nach dem Backpropagation—Verfahren belernt
werden [Ru86].
Die Probleme dieser Netzwerke sind:

1. Bei groflen Netzwerken [FI91] treten grofle Lernzeiten auf.

2. Es fehlt ein Algorithmus, der die notwendige Zahl von Zwischenschicht-
neuronen ermittelt.

3. Das Problem der Verallgemeinerung ist nicht geklart, d.h. die Frage wie
das neuronale Netzwerk auf neue, noch nicht gelernte Eingaben (,,Mu-
ster®) reagiert, ist nicht beantwortet.

Die in der statistischen Physik behandelten neuronalen Netze offenbaren
hingegen einen anderen Zugang zur Lésung komplizierter Klassifikationsproble-
me. Die zugrunde liegende Idee ist dabei, ein Mehrschichtnetzwerk aus vollstindig
erforschten Einschichtnetzwerken aufzubauen. Die Konstruktion des Mehrschicht-



netzwerkes erfolgt kachelférmig !, d.h. es werden Schritt fiir Schritt Zwischen-
schichtneuronen hinzugefiigt, bis das Klassifikationsproblem gerade geldst ist.
Es werden also nur die unbedingt benétigten Zwischenschichtneuronen belernt
(Problem 2) [MeNa89], [BiOp91], [Bi91], [Ru90]. Als Grundbestandteil wird das
Perzeptron optimaler Stabilitit [Ga88] vorgeschlagen. Fiir dieses Einschicht-
netzwerk sind die verbleibenden oben angesprochenen Probleme 1 und 3 geklért:
Zum einen existieren schnelle Lernalgorithmen ([KrMe87], [AnBi90], [Ru91]),
zum anderen besitzt das Perzeptron optimaler Stabilitit eine hohe Fihigkeit
zum Verallgemeinern ([Op+90], [Ne91], [Wa+92]). Parallel zur Entwicklung
praktikabler Mehrschichtnetzwerke werden einfache Modelle derselben theore-
tisch untersucht. Dabei wird sowohl das Problem der maximalen Speicherka-
pazitit [En+92], [BiOp91] als auch das Problem der Verallgemeinerung mit
analytischen Rechnungen behandelt [GyTi90], [Wa+92], [Sw91], [Sn92].

Nachdem die Frage nach der minimalen Zahl von Zwischenschichtneuro-
nen in einem Mehrschichtnetzwerk geklirt ist, bleibt die Aufgabe, die einzel-
nen Einschichtnetzwerke moglichst klein zu machen. Es muf} also ein Verfahren
gefunden werden, mit dem man einen gewissen Prozentsatz der Kopplungen
eines Einschichtnetzwerkes einsparen kann. Die Vorteile dieser Verdiinnung des
Netzwerkes liegen in einer Beschleunigung des Lern— als auch des Klassifika-
tionsprozesses und in einem geringen Speicherbedarf. Auflerdem eréffnet die
Verdiinnung die Moglichkeit, unwichtige Komponenten der Eingangsmuster zu
erkennen, indem man darauf achtet, an welchen Komponenten die Kopplungen
des neuronalen Netzwerkes entfernt worden sind. Ein solches verdiinntes Mehr-
schichtnetzwerk kann also eine Auskunft dariiber geben, welche Komponenten
der Vorverarbeitung von Bedeutung sind.

Zum Verstindnis der statistischen Mechanik verdiinnter Mehrschichtnetz-
werke ist ein dhnliches Vorgehen notwendig, wie es oben beschrieben wurde.
Zunichst muf die statistische Mechanik verdiinnter Einschichnetzwerke behan-
delt werden. Dies soll in der vorliegenden Arbeit geschehen. Die Konstruktion
verdiinnter Mehrschichtnetzwerke bleibt der zukiinftigen Forschung vorbehal-
ten. Neben einer naiven Verallgemeinerung der obigen kachelartigen Verfahren
([MeNag9], [BiOp91], [Bi91]) wird vor allem Gegenstand der Forschung sein,
wie die Verdiinnung der verschiedenen Finschichtnetzwerke aufeinander abge-
stimmt werden kann. Das bedeutet, daffl wohl ein Mehrschichtnetzwerk aus un-
terschiedlich verdiinnten Bestandteilen zu erwarten sein wird.

In den verbleibenden Abschnitten des ersten Kapitels wird das zu behan-
delnde Finschichtnetzwerk, das Perzeptron optimaler Stabilitidt, vorgestellt. Es
wird herausgestellt, daf} die statistische Mechanik eine analytische Behandlung
dieses neuronalen Netzes erlaubt, wenn zwei Vorbedingungen erfiillt sind: Zum
einen miissen die Muster durch einen wohldefinierten Zufallsprozefl ermittelt
werden, zum anderen muf} der Grenzwert der Zahl der Neuronen N — oo be-
trachtet werden. Bevor schlieBlich in einer Inhaltsangabe ein Uberblick iiber
die vorliegende Arbeit gegeben wird, werden die Arten der Verdiinnung des
Perzeptrons vorgestellt.

'Ins Englische iibersetzt heift Kachel , Tiling®.



1.2 Das Modell

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie sich neuronale Einschichtnetzwerke
in die statistische Physik einordnen. Dazu werden zunichst in zwei Unterpunk-
ten die wichtigsten Modelle der statistischen Physik neuronaler Netze vorge-
stellt.

1.2.1 Das verallgemeinerte Ising—Modell

Das verallgemeinerte Ising-Modell ist ein System aus N Spins
S e {-1,+1}

mit reellen Kopplungen .J;;, die nicht notwendigerweise symmetrisch sein miissen
([Is25], [Am89al, siehe auch [Ku90]). Mit der Glauber-Dynamik [GI63] steht ei-
ne Zeitentwicklung fiir das Spinsystem bereit, die fiir jeden Zeitschritt eines
diskreten Prozesses die Wahrscheinlichkeit

W(S(t+ At) — S(1))
fiir den Ubergang vom Zustand
S(t) = (51(1),- ., Sn ()"

zum Zustand S(t + At) angibt. Die Glauber-Dynamik kann seriell oder parallel
definiert werden (siehe [Am89b], [Pe84], [Ku90]). Im folgenden wird die serielle
Version vorgestellt.

In jedem Zeitschritt wird ein einzelner Spin 5; € {—1,+1} seriell oder
zuféllig ausgewdhlt. Er wird nach der Wahrscheinlichkeit

exp (89:(t + At)hi(1))
o5 (Fh(D)) T xp (~Fh(D)

in S;(t + At) € {—1,+1} umgewandelt. h;(t) ist dabei das innere Feld am Platz
(B

W(S(t+ At) — S(t)) =

(1.1)

hi(t) = i Jij55(1) (1.2)

g = 1/T ist der Kehrwert der Temperatur 1" eines Warmebades [Am89b]. Der
Zusammenhang mit der Temperatur in der statistischen Mechanik [Huang],
[Reif] wird klar, wenn man die Frage nach einer Gleichgewichtsverteilung stellt:
Fiir sehr grofie Zeiten (idealisiert ¢ — oo) ist ndmlich die Wahrscheinlichkeit,
daf ein Zustand S angelaufen wird, durch die Gleichgewichtsverteilung

exp (=fE(S))
7

gegeben. Dies gilt, wenn J;; symmetrisch ist und keine Selbstkopplungen vor-

liegen ( Ji; = 0 Vi ) [Am89b], [Pe84]. E(S) ist dabei die Energiefunktion

P8 = (1.3)

1
E(S) = —5”(22#) Jij 55 (1.4)



Der Normierungsfaktor Z ist die Zustandssumme

7 = Zexp(—ﬁE(ﬁ)) (1.5)
s

P*? ist die wohlbekannte Boltzmann—Verteilung fiir die Wahrscheinlichkeit ei-
nes Zustandes S, den ein System im Wéirmebad der Temperatur T" annimmt.
Die obige Glauber—Dynamik liefert also die aus rein statischen Uberlegungen
gewonnene Boltzmann—Verteilung fiir Zustdnde in einem kanonischen FEnsem-
ble. Dies ertffnet zwei Moglichkeiten, die Gleichgewichtseigenschaften verallge-
meinerter Ising-Modelle (mit symmetrischen Kopplungen und J; = 0 Vi ) zu
untersuchen. Zum einen kann man den dynamischen Proze aus Gl.(1.1) auf
dem Rechner simulieren (,,Monte-Carlo-Simulation“), zum anderen kann man
in einer Rechnung die lokalen und globalen Minima der statistischen Gréfie freie
Energie pro Spin

f= —%an (1.6)

berechnen. Dies ist analytisch nur fiir unendlich grofle Systeme (,,thermodyna-
mischer Limes N — o00“) moglich. Fiihrt man des weiteren den Grenziibergang
T — 0 durch, so erhdlt man die lokalen Minima und die globalen Minima
(Grundzusténde) der Energie:

FE
f—>ﬁ (T—>O)

In einer Computersimulation ist dieser Grenziibergang T' — 0 oft sehr aufwen-
dig. Die Bereitstellung geeigneter Techniken zur Durchfiihrung des Grenziiber-
gangs sind Aufgabe des Forschungsgebietes ,simulated annealing“ [Me487],
[NRSS].

1.2.2 Attraktornetzwerke

Ein neuronales Attraktornetzwerk ist ein verallgemeinertes Ising—Modell, bei
dem die Kopplungen J;; so gewéhlt sind, dafl p vorgegebene Muster

e{-1,+1},i=1,...,N, u=1,...,p (1.7)

thermodynamisch stabil werden. Diese Muster kénnen dann von dem System
mit Hilfe des oben geschilderten dynamischen Glauber—Prozesses wiedererkannt
werden. Die Spins heiflen hier Neuronen, die Kopplungen heiflen Synapsen. Es
ist gezeigt worden, daf J;; fiir grofle Systeme gefunden werden kann, wenn die
Zahl der Muster proportional zur Zahl der Neuronen ist:

p=aN (1.8)

wobei die Proportionalitidtskonstante a Speicherkapazitit genannt wird (siehe
Amit et al. in [Am+87]).
Amit et al. untersuchten die sogenannten Hebb-Kopplungen [He49]
1P
Jij =5 D& (1.9)

pn=1



und fanden heraus, dafl unterhalb einer kritischen Speicherkapazitit a. ~ 0.14
Zustdnde in der Ndhe der Muster stabile Grundzustdnde sind. Voraussetzung
fiir die analytische Berechnung der freien Energie pro Spin f war die zufillige
Auswahl der Muster ( p(¢f = £1) = 1 ) und der thermodynamische Limes
N — oo. Die Hebb—Kopplungen waren schon zuvor von Hopfield mit Monte—
Carlo-Simulationen untersucht worden [Ho82]. Seine Veroffentlichung war der
Ursprung des Forschungszweiges ,,Statistische Physik neuronaler Netze®“.

Im Laufe der Zeit sind weitere Modelle von Attraktornetzwerken untersucht
worden. Zunichst ist das neuronale Netzwerk mit Projektorkopplungen anzu-
sprechen [Ko88], [Pe+85], [Pe+86]. Sind die Muster zuféllig und unabhingig
voneinander ausgewihlt mit p(&/ = £1) = %, so ist fiir o < 1 die Korrelations-
matrix

1 N
=1

im thermodynamischen Limes N — oo positiv definit. Folglich existiert die
Kopplungsmatrix

By =5 S ECu)TE (1)
T

fiir o < 1. J;; ist die Projektormatrix in den Raum der Muster: Betrachtet man
die Zerlegung eines Zustandes

P
S=)a,l'+68 (1.12)

pn=1

wobei 65 orthogonal zu allen Mustern ist, so gilt

N P
Z Ji; S5 = Z aﬂff‘ Y1 (1.13)
7=1 n=1

Die thermodynamischen Eigenschaften dieses neuronalen Netzwerks sind von
Kanter und Sompolinsky untersucht worden [KaSo87]. Sie haben die Energie-
funktion .

E(ﬁ) = —5 ' Z Ji;5:8; (1.14)

5,5 (i#7)

betrachtet und die freie Energie pro Spin f im thermodynamischen Limes
N — oo berechnet. Die Durchfiihrung des Grenziibergangs T" — 0 zeigte dann,
dafl die Muster die stabilen Grundzustinde sind, falls @ < 1. M&chte man
dieses Ergebnis in einem Prozef§ des ,simulated annealing” bestitigen, so ist
zu beachten, dafl die oben ebenfalls definierten Selbstkopplungen J;; wihrend
der Monte—Carlo-Simulation nicht in die inneren Felder eingehen. Die inneren

Felder in Gl.(1.2) sind also

hz(t) = Z JZ']‘S]‘(t) (1.15)
3(#1)



Ist man schlieilich bei 7" = 0 in einem lokalen oder globalen Minimum der
Energie angelangt, so wird die Glauber-Dynamik deterministisch. Aus GL.(1.1)
ergibt sich ndmlich im Limes T'— 0

Si(t + At) = sign hz(t) = sign Z JZ']‘S]‘(t) (1.16)
3(#1)

Endzustinde dieser Dynamik erfiillen generell die Bedingung
Si = sign (hz) Ve (1.17)
Man nennt solche Zustinde im allgemeinen metastabile Zustinde 2.

Die lokalen Energien

A= Sihy (1.18)
sind insbesondere fiir den Grundzustand an allen Plitzen i positiv
A >0 Vi (1.19)

und stellen Mafle fiir die Stabilitit des Grundzustandes gegen Spinflips dar.
Die Projektormatrix ist gerade so konstruiert, daf} fiir die lokalen Energien der
Muster

N
X=X Tl - Jull (1.20)
7=1

(1-Ji)—=1l—-a (N — x)

gilt (siehe [KaSo87], [Ku90]). Dies ist ein Hinweis darauf, daff die Muster fiir
alle @ < 1 Grundzustinde sind.

Nachdem man bereits festgestellt hat, dafl die Projektormatrix die Muster
fiir @ < 1 stabilisiert, kann man sich die Frage nach einer optimalen Kopp-
lungsmatrix stellen. Wenn man auf die Forderung nach einer symmetrischen
Kopplungsmatrix verzichtet, kann man das Optimierungsproblem fiir jede Zeile
1 getrennt formulieren:

Maximiere

A=Y e (1.21)
3(#1)

bei festgehaltener Norm Zj(;éi) Ji;%. Die einzelnen Zeilen der so bestimmten
Kopplungsmatrix des Attraktornetzwerkessind die Kopplungsvektoren des ,,Per-
zetrons optimaler Stabilitdt“. Auf die Bestimmung seiner maximalen Speicher-
kapazitit o = 2 wird unten eingegangen (Abschnitt 1.3).

2Viele dieser metastabilen Zustinde werden bei Spinglasmodellen als unerwiinschte End-
zustdnde angelaufen, wenn man statt des korrekten ,simulated annealing® die deterministische
Dynamik (1.16) verwendet [FiHe91], [BrMo80], [Ga86]. Metastabile Zustinde sind also im all-
gemeinen Endzustidnde eines schockartigen Einfrierprozesses, wohingegen globale Minima der
Energie Endzustinde eines ,simulated annealing“—Prozesses sind.



1.2.3 Einschichtnetzwerke

Die Stabilitdtsbedingung

N=€ > T >0 Vi (1.22)
(#9)

beim obigen Attraktornetzwerk fiihrt auf die Frage nach der Konstruktion eines
geeigneten Kopplungsvektors in jeder Zeile ¢ der Kopplungsmatrix. Setzt man
£ = S*, wobei S* als eine vorgegebene Ausgabe betrachtet werden kann, so
lautet die Aufgabe:

Gegeben seien p = aN Muster—Vektoren

=g 8 m=1 (1.23)

Zu jedem Vektor gehért eine bindre Ausgabe S* € {—1,4+1} 3. Gesucht ist ein
Kopplungsvektor

l:(le"wJN)Tv (124)

so daf

N N
SH = sign (Z Jjg;f) Vi == 5" T >0 v (1.25)
7=1 7=1
Falls ein solcher Kopplungsvektor J existiert, wird er Perzeptron—Vektor ge-
nannt. Das zugehérige Netzwerk heifit Perzeptron. J ist Normalenvektor einer
Hyperebene durch den Ursprung, die die Muster in zwei Klassen separiert. Der
Mustersatz heifit dann linear separabel. Wenn ein Perzeptron existiert, so be-
sagt das Perzeptron—Konvergenz—Theorem, dafl man den Perzeptron—Vektor

mit einem Algorithmus in endlich vielen Schritten lernen kann [Ri+91].

In der bisherigen Darstellung wurde das Perzeptron im Zusammenhang mit
der statistischen Physik von Attraktornetzwerken eingefiihrt. Die obige Formu-
lierung des Problems ertffnet jedoch eine andere Sichtweise, die in der vorlie-
genden Arbeit vorherrschen wird. Man kann n&mlich das Perzeptron als Ein-
schichtnetzwerk auffassen. In einer Eingabeschicht wird ein reeller Zustand S
prisentiert. Das Perzeptron fithrt die Operation

N
S9US — sjgn (Z Jij)

i=1

aus und zeigt in der Ausgabeschicht das bindre 5% an.

Man beachte, daf die Muster nicht mehr notwendigerweise binir sein miissen

10



5 = sign (Zﬁyzl Jij)

Es liegt ein einfaches Netzwerk mit vorwartsgerichteter Informationsverar-
beitung vor (,feedforward-network“), das Zusténde in zwei Klassen einteilt.

Rosenblatt, der Erfinder des Perzeptrons, beabsichtigte bereits einfache Hard-
ware—Versionen von Perzeptronen fiir Klassifikationsaufgaben zu verwenden
[Ro58], [HeNi91]. Nach Erscheinen des Buches von Minsky und Papert im Jahre
1969 [MiPa69] war jedoch die gidngige Meinung, dafl Perzeptrone in der Praxis
nicht brauchbar seien, um nicht linear separable Mustersitze zu klassifizieren.
Im Zuge der Erforschung der statistischen Physik neuronaler Netze sind hinge-
gen Mehrschichtnetzwerke aus Perzeptronen entwickelt worden, die nicht linear
separable Probleme lernen kénnen [MeNag89], [BiOp91], [Bi91]. Wie in Abschnitt
1.1 beschrieben, lohnt es sich also, den Baustein Perzeptron gut zu verstehen.

1.3 Das Perzeptron optimaler Stabilitit

Existiert ein Perzeptron—Vektor J fiir einen vorgegebenen Satz von Mustern £*
und Ausgaben S*, so definiert

. SH N H
2 SV T EF
L min,, {\/ﬁ Z]_l ij} >0 (1.26)

VTt i
die Stabilitit des Perzeptrons. k ist ein Maf fiir die Fehlertoleranz des Fin-
schichtnetzwerkes. Die Definition von x erlaubt die Formulierung eines Opti-
mierungsproblems:
Finde das Perzeptron optimaler Stabilitit, d.h. finde einen Perzeptron-—
Vektor mit minimalem Quadrat der Norm

Q:igjﬂ (1.27)
N =
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unter Erfiilllung der p Zwangsbedingungen

1 N
—5* JE4>e>0V 1.28
\/N ]Z:; ]5] —C Iu“ ( )

c ist hier eine positive Konstante. Setzt man ¢ = 1, so errechnet sich die Stabi-
litdt aus GL(1.26) zu
1

V@
Die Minimierung des quadratischen Ausdrucks ¢ unter linearen Nebenbedin-
gungen stellt ein quadratisches Optimierungsproblem dar. Da die zu minimie-
rende Funktion ) streng konvex ist, ist die Losung der Optimierungsaufgabe
eindeutig [FI87]. Es existiert also nur ein Perzeptron optimaler Stabilitét.

K= (1.29)

1.3.1 Zufallsmuster und Zufallsausgaben

Um das Problem im Zusammenhang mit der statistischen Mechanik behandeln
zu kénnen, nehmen wir im folgenden an, daff die £ unabhingig voneinander
zufillig ausgewiirfelt sind mit Mittelwert (£/') = 0 und <(£Z“)2> = 1. Da spiter
der thermodynamische Limes N — oo gebildet wird, kénnen wir neben gleich-

verteilten bindren Mustern £ = +1 auch unabhiingige gauBverteilte Muster
mit Wahrscheinlichkeitsdichte

Wet) = —=exp (=5(€)?) Wi (1.30)

1
V2
betrachten. Fiir analytische Rechnungen gilt, dafi bindre Muster wie gaufiverteil-
te Muster zu behandeln sind [HeKu91]. Méchte man die Ergebnisse mit Simu-
lationen iiberpriifen, treten bei bindren Mustern oft groflere finite size—FEffekte
auf. In dieser Arbeit werden deshalb stets gaufiverteilte Muster angenommen.
Die zu lernenden bindren Ausgaben 5* seien gleichverteilt mit Wahrscheinlich-
keit p(S* = +1) = 1. Dann sind die transformierten Muster

ol == grel (1.31)

gaufverteilt (mit Mittelwert 0 und Streuung 1). Die Mittelwerte iiber die Ver-
teilung der ¢ schreiben wir im folgenden als

o g
(D) oy = (H | = e (—%(U#f))f({af‘}) (1.32)

L — o

1.3.2 Die maximale Speicherkapazitit des Perzeptrons optima-
ler Stabilitat

Liegen p = aN Zufallsmuster vor, so stellt sich die Frage, wie stabil sie mit ei-
nem Perzeptron gespeichert werden kénnen. Umgekehrt ausgedriickt: Wie grof3
ist die maximale (oder kritische) Speicherkapazitit a., bei der noch ein Perzep-
tron mit Stabilitit x existiert?
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Diese Frage ist von L. Gardner im Rahmen eines Ansatzes aus der statisti-
schen Physik beantwortet worden [Ga88]. Die im folgenden skizzierte Rechnung
und dhnliche Rechnungen werden deshalb Gardner—Rechnungen genannt. Man
fait die Menge aller normierten Kopplungen J als Phasenraum auf und be-
trachtet den Bruchteil V' der Oberfliche dieser ,,Gardner—Kugel“, in dem mit
den Nebenbedingungen vertrigliche Perzeptron—Vektoren liegen:

+ oo
(H;‘\le J de)‘S(Zé‘Vﬂ J;? _N) : u:le(\/Lﬁ Zé‘vzl Jjof _H)
. o (1.33)

(H;‘\le +food=]j) 5(2?:1 JJ'2 - N)

Die 8—Funktion ist definiert als

0(36):{ 1 fir >0

0 fir z<0

Die 6-Funktion erzeugt die Zwangsbedingung der normierten Kopplungs-
vektoren.

V' hiéngt noch von der Unordnung, d.h. von den Zufallszahlen O';L ab. Um
eine analytische Rechnung durchfithren zu kénnen, muff man geeignet mitteln.
Von der statistischen Physik der Spingliser ist bekannt, daf} intensive Grofien
wie Entropie (pro Spin) und freie Energie (pro Spin) fiir N — oo selbstmittelnd
sind [BiYo86], [EnHe84]. In unserer Formulierung kann man V' mit einer Zahl
erlaubter Zustidnde vergleichen und die Entropie

1
5= Fan (1.34)

definieren. Die Selbstmittelungseigenschaft driickt sich dann durch die Glei-

chung
. 1 . 1
g iy = g ((G0)) (1.9

aus, wobei der Mittelwert nach GL.(1.32) zu bilden ist. GL.(1.35) ,ist nichts
anderes als das Gesetz der grofien Zahlen“ [Am89b].

Das Problem der Mittelung {iber In V' wird mit Hilfe der Replika—Methode
gelost [HePa79]. Sie basiert auf der Identitdt

an:limV -1

n—0

(1.36)

Auf die erheblichen mathematischen Schwierigkeiten bei der Anwendung der
Methode auf die Berechnung der Entropie soll hier nicht eingegangen wer-
den (siehe dazu [HePa79]). Wir geben stattdessen eine Rechenvorschrift an,
die Grundlage aller Replika—Rechnungen in der statistischen Physik ist und
[HePa79] entstammt:

1. Berechne

Sp(n) = lim %m (VD sy (1.37)

N—co

fiir positives ganzzahliges n.
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2. Setze geeignet analytisch nach n = 0 fort.

3. Bilde
0®r

877/ n=0

(1.38)

als Nherung fiir imy_o. 7 ((In V)).

Punkt 3 machen wir uns plausibel, indem wir bei endlichen N

N (n) = I (V7))
betrachten ™)
0%, _ 1
on =0 B <<Wlnv>>

Die richtige analytische Fortsetzung nach n = 0 in Schritt 2 hingt vom jewei-
ligen Problem ab. Im Falle des optimalen Perzeptrons stellt sich heraus, daf§
die ,replikasymmetrische“ Fortsetzung die korrekte Entropie liefert [GaDe88].
E. Gardner erhélt das Ergebnis

ac(k) = [(1 + 52)<I>(H) + \/I;_ﬂexp (—%52)] - (1.39)

wobei die ®—Funktion als

TodA 12
®(z) = / —3A
(x) —oo V 27 ‘
definiert ist  (sieche GL.(A.11)).

Fir k = 0 erhdlt man a.(x = 0) = 2, dies ist die maximale Speicherkapa-
zitdt, unterhalb der fiir die betrachteten Zufallsmuster ein Perzeptron gefunden
werden kann. GroBere Anzahlen von Zufallsmustern sind nicht mehr linear se-
parabel. Dieses Ergebnis ist schon frither durch Abzdhlen der erlaubten Ausga-
bevektoren

§=(s'...57)"

gefunden worden [Wi63], [Co65], [MiDu89]. T. Cover beweist a. = 2 unter der

Voraussetzung der allgemeinen Lage (,general position*) der Muster.
Definition:

p Muster

= =1

heiflen in allgemeiner Lage (,general position“), wenn jede N-elementige Un-
termenge der p Mustervektoren linear unabhingig ist.

Zieht man bei endlichen N und p die Zufallsmuster gemif} einer kontinu-
ierlichen Verteilung, etwa einer Gaufi—Verteilung, so ist die Voraussetzung der
allgemeinen Lage mit Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt.

Anhand der Arbeit von T. Cover formuliere ich den folgenden Satz:

*Man unterscheide die ®-Funktion stets von der obigen HilfsgroBe (I>(RN) der Replika—
Rechnung.
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Satz:
Vorgelegt seien p Muster

=8 =1

in allgemeiner Lage. Die Zahl der bindren Ausgabevektoren
= T
S = (51,...,sp)

fiir die die Muster linear separabel sind, ist

_ 2P fir p< N
C(p,N) - { 225\;—01 (p;l) fiir P> N (1.40)
Die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Mustersatz linear separabel ist, ist
_C,N)
W, = —or (1.41)

Fiir eine Folge von Mustern (in allgemeiner Lage), deren Zahl proportional zur
Zahl der Komponenten gemaf p = aN (mit konstantem « ) wichst, gilt dann

lim W, =60(2 - «a) (1.42)

N—co

Im Fall @ > 2 erhélt man mit Hilfe der Stirling—Formel insbesondere
lim —1In W, = Ina— (a— 1)1 (1 1) In2 (1.43)
R n - aln .

Fir a < a, = 2 existiert also mit Wahrscheinlichkeit 1 ein Perzeptron. Die-
se kritische Speicherkapazitit des Perzeptrons optimaler Stabilitit kann auch
mit einem neuen Verfahren ohne Verwendung der Replika—Methode berechnet
werden. Dies ist Gegenstand des zweiten Kapitels.

1.3.3 Die Verallgemeinerungsfihigkeit des Perzeptrons optima-
ler Stabilitat

Betrachtet man statt zufilliger Ausgaben S* von einem Lehrer B vorgegebene,
so stellt sich die Frage, wie gut das Perzeptron optimaler Stabilitdt J ein neues
Muster verallgemeinert. Der Lehrer

B =(By,...,Bx)" (1.44)

erzeugt also die Ausgaben

N
S* = sign (\/%;B]{]“) (1.45)

fiir eine Folge gaufiverteilter Zufallsmuster. Diese Folge linear separabler Zu-
fallsmuster wird von einem Schiiler J gelernt. Sind p = aN Muster vorgelegt
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worden, so versteht man unter der Verallgemeinerungsrate GG die Wahrschein-
lichkeit, dafl die Ausgaben von Lehrer— und Schiiler—Perzeptron fiir ein neues,
vom Schiiler noch nicht gelerntes Muster iibereinstimmen:

G ist die Wahrscheinlichkeit, daf
1 N | 1 N |
sign [ —= Y J;E0 | =sign [ =Y BT 1.46
g \/szl ]5] g \/szl ]5] ( )

e=1-G (1.47)

Unter

versteht man den Verallgemeinerungsfehler. Betrachtet man die aus den beiden
Vektoren J und B gebildete Hyperebene, so kann man G aus einem einfachen
geometrischen Argument gewinnen:

B

|~

Von J werden diejenigen Muster falsch klassifiziert, deren Projektionen in
der Fliche A im obigen Diagramm liegen. Folglich gilt

1 1 B-J
= —.2/(B = - — = 1.4
€= o (B,J) — arccos B 1] (1.48)
und 1 B-J
G'=1— Zarccos ——— (1.49)
i B - 4]

Dieses Ergebnis kann man auch analytisch gewinnen, indem man

G={({(60 ! Nsz“ ! NBP+1 1.50
= \/—N; ij ) \/—N; ij o (1.50)

berechnet, wobei <<...>>{£p+1} den Mittelwert nach GL.(1.30) iiber das neue
J
Muster angibt (siehe [Sw91]).
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Um G in Abhdngigkeit von a ausrechnen zu kénnen, mufl man jedoch wissen,
wie der Vektor J zu B steht, wenn p Muster gelernt sind. Dieses Problem kann
mit Hilfe der statistischen Physik gelost werden ([Op+90], [Ne91], siehe auch
den Review [Wa+92]), indem man in einer Gardner-Rechnung das anteilige
Phasenraumvolumen analog G1.(1.33) berechnet.

Die Uberlappung
B-J
R=—"— 1.51
B1-11 oy

und damit die Verallgemeinerungsrate GG ergeben sich dann als Funktionen von

a. Es zeigt sich, dafl das Perzeptron optimaler Stabilitit ein hervorragendes
Verallgemeinerungsverhalten hat.

1.4 Die lineare Verdiinnung des Perzeptrons opti-
maler Stabilitit

Wir wenden uns der Frage der Verdiinnung des Perzeptrons zu und fiithren die in
dieser Arbeit verwendete Notation ein. Vorgelegt sei ein Satz von gaufiverteilten
Mustervektoren

T
=&, ), n=1...p,

die N Komponenten haben. Es seien p zufillige bindre Ausgaben 5" = +1
mit p(S* = +1) = 1 vorgegeben. Ist @ < 2, so existiert (fiir N — oo ) ein
Perzeptronvektor

T =(Ty,....,Tn)"

mit
|
St =sign | —= > T, Vu

Die Frage ist nun, welche der N Fingangsneuronen des Perzeptrons man weg-
lassen kann, so dafl der Mustersatz immer noch linear separabel ist. Der auf
den verbleibenden Neuronen wirkende Perzeptron—Vektor wird sich dabei in
der Regel von dem ausgediinnten urspriinglichen T'-Vektor unterscheiden, ein
Nachlernen des neuen Perzeptron—Vektors ist notig.

Aus der Struktur der Cover—Wahrscheinlichkeit W, in GlL.(1.41) ist klar,
dafl ein Nachlernen nur dann Erfolg verspricht, wenn die Zahl der verbleiben-
den Neuronen von der Ordnung der Zahl der Muster, d.h. von der Ordnung N
ist . Es wird deshalb angenommen, dal f - N Eingangsneuronen verbleiben.
Dies bezeichne ich im folgenden als lineare Verdiinnung. Um die Existenzbe-
dingungen fiir das verdiinnte Perzeptron korrekt formulieren zu kénnen, wird
die folgende Notation eingefiihrt.

Die Grofien

c; €{0,1}, j=1,....,N (1.52)

5Betrachte etwa
N .
v (N”)/ZN = Jm @ =0

fir 0 <y < 1.
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zeigen an, ob das Neuron j entfernt wurde (¢; = 0) oder noch vorhanden ist
(¢; =1). Dann gilt

f= ﬁzcj (1.53)

i=1

N
(Nf) (1.54)

Méglichkeiten, einen Verdiinnungsvektor

Bei einem gegebenen f gibt es

c= (e, yen)t (1.55)
zu bilden. Der Index k£ numeriere alle verbleibenden Neuronen j so durch, daf}
k(j) das k—te ¢; = 1 angibt. Dann geben die

%
die Muster f;‘ auf den verbleibenden Pldtzen an. Des weiteren seien die
ny = SHOY (1.56)

die transformierten Muster auf den verbleibenden Plitzen.
Der Vektor
Ing = (Tiyeoo dng)t (1.57)

des verdiinnten Perzeptrons muf} folglich die Existenzbedingungen

Nf
1
SH = sign | — g Je0i | Y 1.58
( Nf k=1 k) ( )

erfiillen.
Die Stabilitdt des verdiinnten Perzeptrons wird analog zu Gl1.(1.26) definiert:
. N
mit, {\/;N_f Zk:f1 kaf}

1 Nf
VNT > k=1 Ji?

Das Hauptproblem bei der Verdiinnung ist die Suche nach einem geeigneten
Verdiinnungsvektor c. Ist dieser gefunden, so kann man auf ihn das Perzeptron
optimaler Stabilitdt lernen.

Ermittelt man den Verdiinnungsvektor ¢ durch naives Auswiirfeln und lernt
dann nach, so liegt ein Gardner—Problem mit p = % - fN Zufallsmustern auf
[N Plétzen vor. G1.(1.39) lautet dann einfach

kK =

(1.59)

«

7= [(1 +12)@(x) + %exp (—%HZ)]_l <2 (1.60)

Offenbar spielt die Zahl der maximal speicherbaren Muster pro Neuron eine
entscheidende Rolle. Ich definiere die effektive Speicherkapazitit

teps = @ (1.61)
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acryp ist ein Maf} dafiir, inwiefern unwichtige Komponenten j der Eingangs-
muster entfernt wurden. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daf effektive
Speicherkapazitdten a.ss > 2 durch intelligente Verdiinnungsverfahren erzeugt
werden konnen.
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1.5 Inhaltsangabe

Nachdem im ersten Kapitel die wichtigsten Ergebnisse fiir das Perzeptron opti-
maler Stabilitdt vorgestellt wurden und in die Begriffswelt der linearen Verdiin-
nung des Perzeptrons optimaler Stabilitdt eingefiithrt wurde, befafit sich das
zweite Kapitel zundchst mit einem neuen Rechenverfahren. Es wird gezeigt,
daf} die Speicherkapazitiat des Perzeptrons optimaler Stabilitit auch ohne die
Replika—Methode berechnet werden kann. Da das Rechenverfahren sehr ver-
wandt mit den wichtigsten Lernalgorithmen des Perzeptrons optimaler Stabi-
litat ist, werden diese kurz vorgestellt.

Im dritten Kapitel wird das Problem der maximalen effektiven Speicher-
kapazitdt a.ss des optimalen (aber nicht praktikablen) Verdiinnungsverfahrens
bearbeitet. Nach der Gewinnung einer oberen Schranke fiir a.y; wird eine Rech-
nung in erster Stufe der Replika — Symmetriebrechung durchgefiihrt, um das
optimale a.yy anzundhern. Im vierten Kapitel wird ein praktikabler Algorith-
mus vorgestellt, der a.ss > 2 erzeugt. Die Gardner-Rechnung fiir diesen Al-
gorithmus wird mit numerischen Simulationen iiberpriift. Da dieser ,,Quersum-
menalgorithmus® weit unterhalb der optimalen Kurve fiir a. s liegt, befaft sich
das fiinfte Kapitel mit dem derzeit besten Verdiinnungsalgorithmus, dem Mehr-
schritt — Schneideverfahren. Fiir eine einfache Version des Algorithmus 148t sich
eine Gardner—Rechnung durchfiihren. Die analytischen Ergebnisse werden wie-
der durch numerische Simulationen tberpriift.

Das sechste Kapitel befafit sich mit der Frage der Verallgemeinerungsfihig-
keit verdiinnter Perzeptrone. Hier werden analytische Ergebnisse des optima-
len Verfahrens mit denen des Quersummenalgorithmus verglichen. Die Arbeit
schliefit im siebten Kapitel mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf
verdiinnte Mehrschichtnetzwerke.
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Kapitel 2

Ein neues Verfahren zur
Berechnung der
Speicherkapazitat des
Perzeptrons optimaler
Stabilitat

Aufgabe dieses Kapitels ist, das Ergebnis (1.39) fiir die Speicherkapazitit des
Perzeptrons optimaler Stabilitit ohne Replika herzuleiten. Es wird ein neues
Verfahren bereitgestellt, das allgemein zur Berechnung von Speicherkapazititen
und zur Lésung von Verallgemeinerungsproblemen verwendbar ist. In Abschnitt
2.1 wird der Rechenansatz vorgestellt. Er fult auf dem Abzihlen der Zahl A der
Kuhn-Tucker-Losungen des Optimierungsproblems zum Perzeptron optimaler
Stabilitit. In Abschnitt 2.2 wird der Mittelwert von A/ iiber die Zahl der Muster
bestimmt. Die Ergebnisse der Rechnung werden in Abschnitt 2.3 zusammenge-
fait. Schlieilich stellen wir in Abschnitt 2.4 zwei wichtige Lernalgorithmen des
Perzeptrons optimaler Stabilitit vor.

2.1 Der Rechenansatz

2.1.1 Die Komplementarititsbedingung

Vorgelegt sei die in Abschnitt 1.3 definierte Aufgabe der Bestimmung des Per-
zeptrons optimaler Stabilitit.

1 N
—=>_Jiot > 1 Vu (2.1)

Minimiere f(J) =
VN Z
71=1

s,

3 Z J;* unter NB A, =
7=1

Die A, stellen dabei die lokalen Energien der Muster dar. Es handelt sich um
ein Problem der quadratischen Optimierung (siehe [FI87] fiir einen Uberblick).
Da die Zielfunktion f eine positiv definite Hesse-Matrix hat, ist die Losung J
des Optimierungsproblems eindeutig.
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Die zugehorige Lagrange-Funktion mit Lagrange-Multiplikatoren z, lautet

L(J, %) 1§:J2 Zp: ! %J | (2.2)
4, %)== ;= o — SO — .
2j:1 u=1 ﬁj:l !

Wenn die (eindeutige) Losung J existiert, so besagt der Satz von Kuhn und
Tucker:
Es gibt Lagrange-Multiplikatoren z,, so daf}

oL 0 Vj<=J L Zp: Vg (2.3)
—_— = . = Z,0; .
97, J TN &Y
| N
Ao = —=> Jiok>1 wu (2.4)
K \/szl J7
x, > 0 Vu (2.5)

(Au=Dzy = 0 Vu

Es bleibt also das Problem, die Lagrange—Multiplikatoren des Problems zu fin-
den. Hat man ein solches & gewonnen, so erhdlt man die eindeutige Lésung
J als Linearkombination (Gl. 2.3). Die Komponenten z, geben an, inwiefern
die Muster zum Loésungsvektor beitragen. Die z, heiflen deshalb auch Finbet-
tungsstidrken. Mit der Korrelationsmatrix

|
Cuw = W;U?U; (2.7)

kann man die lokalen Energien der Muster als

1 X P
A= —= Y J:.off = Czy 2.8
n \/N]Z:; i UZ::I n (2.8)

schreiben. Das Minimum der Zielfunktion folgt aus

1 Y 1
QIWZ‘]J?:WZQCMCW%’ (29)
]:1 v

Der Satz von Kuhn und Tucker stellt uns die zum Ausgangsproblem dqui-
valente Aufgabe, FEinbettungsstdrken z, zu finden, die die folgende Komple-
mentaritatsbedingung erfiillen

(z, =0und A\, > 1) oder (z, >0und A, =1) Vu (2.10)

wobei nach GL.(2.8) A, = >0 _; C,2,. Ist diese Komplementarititsbedingung

v=1
von irgendeinem ¥ erfiillt, so ist der Kopplungsvektor J eindeutig durch



gegeben. Wir nennen ein solches # eine Kuhn-Tucker-Losung. Uber die Ein-
deutigkeit der Losung & sagt der Satz von Kuhn und Tucker zunéchst nichts
aus.

Die Komplementarititsbhedingung teilt die Muster in zwei Klassen. Die Mu-
ster mit x, > 0 heiflen eingebettete Muster, weil sie zu J beitragen. Sie liegen
auf den Réndern der von den Zwangsbedingungen gebildeten Punktmengen. Die
Muster mit #,, = 0 hingegen werden einfach mitgelernt und automatisch richtig
klassifiziert. Die eingebetteten Muster sind also die zur Loésung des Problems
relevanten Muster.

Um eine Aussage iiber die Findeutigkeit der Einbettungsstérken zu erhal-
ten, mufl man zwei Zusatzannahmen machen. Wir formulieren den folgenden
Satz:
Die Muster seien in allgemeiner Lage (siche Abschnitt 1.3.2). Es existiere ein
Perzeptron optimaler Stabilitit mit Vektor J. Es gebe eine Kuhn-Tucker—
Losung ¥, mit héchstens N vielen Komponenten wff) # 0. Es sei

/\La) > 1 V(,u mit xff‘) = 0)

Dann gibt es keine andere Kuhn-Tucker-Loésung &, # &, mit hochstens N
vielen Komponenten be) # 0.

Beweis:
Annahme: Es gibt ein solches &, &) # #,.

Fallunterscheidung:

1.
> 0= 2P >0 wu

Da #(%) eine eindeutige Koordinatendarstellung in einer Basis aus linear
unabhédngigen Mustervektoren ist, mufy gelten ¥, = &, Widerspruch.
2. Es gibt ein p mit x&b) > 0, aber wff) = 0. Daraus folgt /\Lb) =1, da

be) > 0. Nach Voraussetzung ist aber /\La > 1, Widerspruch.

~—

Die Annahme muf also falsch sein.

Wenn wir gemif einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeits—Verteilung ge-
zogene Muster betrachten, so sind die Voraussetzung des obigen Satzes bei
endlichen N und p mit Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt. Dariiber hinaus ist hier
die Wahrscheinlichkeit 0, dal Kuhn—Tucker—L&sungen mit mehr als N Kom-
ponenten z, # 0 auftreten, denn fiir solche Kuhn-Tucker-Losungen stellen die
Bedingungen

Ap=1 p=1,...,N+1
iiberbestimmte lineare Gleichungssysteme dar.
Fiir die in dieser Arbeit betrachteten gaufiverteilten Muster gilt also: Wenn

ein Perzeptron—Vektor existiert, so gibt es mit Wahrscheinlichkeit 1 einen ein-
deutig bestimmten Vektor &, der die Kuhn—Tucker—Bedingungen erfiillt und den
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Vektor des optimalen Perzeptrons darstellt. Der Vektor & weist héchstens N vie-
le Komponenten z,, # 0 auf. Dies gilt bei endlichen N und p; der Grenziibergang
N — oo wird erst im ndchsten Abschnitt in Zusammenhang mit der Berechnung
des Grenzwertes der Cover—Wahrscheinlichkeit benétigt.

2.1.2 Die Zahl der Kuhn—Tucker—L6sungen

Die Zahl A aller Vektoren &, die die Komplementarititsbedingung erfiillen, wird
abgezihlt, indem man fiir jede Klasseneinteilung der Muster (in zwei disjunkte
Mengen) die Bedingungen fiir die lokalen Energien A, berticksichtigt. In jeder
Klasseneinteilung K numerieren die Indizes pq(K') die eingebetteten Muster
sowie die Indizes po(K') die Muster mit z,, = 0.

Um das Problem mit den Methoden der statistischen Physik behandeln zu
konnen, gehen wir im folgenden davon aus, dafl ein fester Mustersatz gauf-
verteilter Muster vorgelegt sei. Nach den obigen Uberlegungen liuft dann der
Index pq nur iiber héchstens N viele Muster. Auflerdem gibt es dann héchstens
eine Kuhn—Tucker-Loésung.

Wir zihlen eine solche Lésung, wenn wir setzen 1

N o= > (7Hd%) IDet(Clup )| - (E[é(;cmylxm - 1)) :

K 0 M
-(He(z Clron Ty — 1)) (2.11)

Dabei sind die Korrelationsmatrizen wie in GL.(2.7) definiert. Die Korrelations-
matix der eingebetteten Muster ist positiv definit, da die eingebetteten Muster
mit Wahrscheinlichkeit 1 linear unabhingig sind. Die zugehdorige (Jacobi-) De-
terminante dient zur Normierung der Zwangsbedingung der eingebetteten Mu-
ster. Den Ungleichungen fiir die lokalen Energien A,, der Muster mit z,, = 0
wird durch die #~Funktionen Rechnung getragen.

An dieser Stelle sei betont, dafl duch den obigen Ansatz mit einem gaufiver-
teilten Mustersatz gewidhrleistet wird, daf

entweder AN =1 oder N =0
gilt.
2.2 Die Berechnung der gemittelten Zahl der Losun-
gen

Um das Problem mit Methoden der statistischen Physik l6sen zu kénnen, stellen
wir uns nun vor, daf} der Reihe nach Mustersiitze gezogen werden. Die Zahl N

'Ein &hnlicher Rechenansatz wurde bereits von S. Diederich und M. Opper bei einem
anderen Problem, der Replikator—-Dynamik, verwendet [DiOp89].
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gibt dann jeweils an, ob ein Perzeptron existiert. Fiir einen solchen Zufallspro-
zeB ist aber der Erwartungswert von A iiber die gaufiverteilten Muster nichts
anderes als die Cover-Wahrscheinlichkeit W, aus GL.(1.41):

Wy = (M) omy (2.12)

Die analytische Berechnung von ((A')) ist in unserem Fall nur méglich, wenn wir
den Limes N — oo durchfiihren und die Sattelpunktmethode [Br61] anwenden.
Wir berechnen

f= Jim () (2.13)

2.2.1 Die Jacobi—Determinante

Die Determinante Det(C,,,, ) konnte mit Grassmann—Variablen dargestellt wer-
den (siehe [FuSh90]); es ist jedoch bekannt, dafl die Determinante einer positiv
definiten Korrelationsmatrix im betrachteten Grenzfall N — oo selbstmittelnd
ist und als

Det(Clyun) o exp (Vo — (1= pe)ln(1 —pa)l)  (2.14)
geschrieben werden kann [Ku90], [KaSo87]. Dabei ist n € [0, é] , und
r=mnp=naN (2.15)

ist die Zahl der eingebetteten Muster fiir die jeweilige Klasseneinteilung. Da die
eingebetteten Muster linear unabhédngig sind, gilt na < 1.

2.2.2 Die Mittelung iiber die Muster

Der Mittelwert iiber die Muster 1a8t sich in Formel (2.11) an der Summe iiber
die Klasseneinteilungen vorbeiziehen. Dann kénnen die Muster umgeordnet wer-
den, so daBl p; = 1,...,r und po = r+ 1,...,p. Wir verwenden die Fourier—
Darstellungen der 6—Funktion und der #-Funktion (Gln.(A.1) und (A.5)) und

erhalten

(W) = (2.16)

ﬁ; ( ) ( 11 7d% / )Det(Cmyl)-

.<<exp (iijlkul( Ooylzl Zo‘ 1gv1xy1)) :
(L1, Jo /%)
ol o £ ) )
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Als néchstes werden die Muster durch die Einfithrung von
LS,
l/1 =1

unter Verwendung von GIl.(A.2) entkoppelt. Fiithrt man wieder die Fourier—
Darstellung der é—Funktion ein, so erhdlt man

(V) = (2.17)
N %
7; (f) (m 1/dwm / ) (u —np+1/d%0 / ) |
(11 [ o [ 5] v

np p N
-exp (@ DTk i > buylay, + 1)+ iZJij) :
p1=1 mo=np+1 i=1

{{e all)

Die Mustermittelung wird mit Hilfe der Hubbard-Stratonovich-Identit&t [Hu59]
(sieche GL.(A.8)) ausgefithrt, und man erhélt

pn1=1 no=np+1

1 A .
((exp[.. ) = exp|-o=>) (kasz +2ky, w0 Jidi + %12%2) +
JiH1
1 2712
_ﬁz% J; (2.18)
J:H0

2.2.3 Die Entkopplung der Variablen

Zur Entkopplung der Variablen mit Index j von den Variablen mit Indizes pq
und po werden die Sattelpunktvariblen

1 N
X = FZJ} (2.19)
7=1
1.
Y = FZJ] ; (2.20)
7=1
1 N
_ 7.2
7 = N; . (2.21)

mit konjugierten Groflen Z, 9, 2 nach Formel (A.3) eingefiithrt. Die Summe iiber
die Zahl r der eingebetteten Muster wird durch ein Integral iber den Parameter
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n = r/p ersetzt, so daf spiter die Sattelpunktmethode angewendet werden

kann.
» 1/
SN / dn (2.22)
r=1 0

Die Determinante Det(C),,,,) wird mit Hilfe von Gl.(2.14) ersetzt. Nach der
Entkopplung der Variablen kann die Sattelpunktmethode [Br61] angewendet
werden, und man erhélt

f

. 1
lim v In ((N))

N—co

= sattely
—anlnnp—a(l—=n)ln(l-n)—na—-(1-na)ln(l —na)+Y +

+oo +oo
d .
YEX +GY 422+ (/ dJ / 4 p (=% —igsJ - 2J2)) +

2T
o0 + oo
dk 1.5 . 1 2)
+anln (/dw/QﬂeXp (—QXk —I—Zk(acY—l—l)—QZx )—I—
0 —00
T 1o,
+a(l—mn)ln /da/ 9, SXP —§Xb +ib(a+ 1) (2.23)
T
0 —00

Dabei steht sattel fiir den Sattelpunkt beziiglich des Satzes von Variablen
M=A2,9,2X,Y,.Zn}

2.2.4 Das Ergebnis fiir f

Die GauB-Integrale in G1.(2.23) kénnen mit GL(A.8) gelést werden bzw. in ¢
Funktionen umgewandelt werden (siehe GL.(A.11)). Die Sattelpunktgleichungen
fiir die konjugierten Variablen &, 7, 2 werden dann algebraisch, und man erhilt
nach Einsetzen

X +9Y+27=1 (2.24)
und

1

Y24+ X7
Die konjugierten Variablen kénnen vollstindig eliminiert werden, so daf} schlief3-

lich

92+ 4i2 = (2.25)

f = lim %111((]\7»

N—oo
= sattel{X7y7Zm}
—anlnnp—a(l=n)In(l—n)—na - (1 —-na)ln (1 —na)+

1 —na 9 an Z
FL4+Y +— 1n(Y —|—XZ) 5> yroxz
Y/VX 1
+anphn @ ——L22 | + (1 - 1n<1>(——) 2.26
U ( Y2+XZ) (1—mn) Nos (2.26)
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2.2.5 Die Losung der Sattelpunktgleichungen

Startet man mit dem Ansatz Z = 0, so gilt

af B B

- ( : )

— = 0=n=9¢(— 2.28
1 1=*\x 229
of . .

Ix - 0 ist erfiillt

Es bleibt, den Ansatz Z = 0 zu bestitigen

off  _lene X ey ogpee(d) VEO 0
07 |—o 2 YZ 2y2 ' 1) 2y2 '
Z=0 °(+75)

Setzt man Y in die Gleichung ein und beriicksichtigt, daf§ aufgrund der Gln.
(2.19) und (1.29) fiir die Stabilitat

K= —— (2.30)

gilt, so liefert G1.(2.29) gerade das Ergebnis (1.39) von E. Gardner fiir o < 2.
Nach Einsetzen der Losung in den Exponenten f in GL.(2.26) erhilt man
einfach

fla<2)=0 (2.31)

Setzen wir die Sattelpunktvariablen im Falle a > 2 fort und beachten wir,

dal dann N eingebettete Muster vorliegen miissen, der Parameter n also an

seiner oberen Schranke n = é angelangt ist, so gilt mit

1
kK=0,Y=0,2=0,n=—
(87

nach Einsetzen

«

fla>2)=lna—(a—1)ln (1—1) —aln?2

2.3 Ergebnisse

Die Berechnung des Mittelwertes ((A)) der Zahl der Kuhn-Tucker-Punkte #
bestétigt die Iirgebnisse der replikasymmetrischen Gardner—Rechnung zum Per-
zeptron optimaler Stabilitdt. Zudem wird der Bruchteil n der eingebetteten
Muster ermittelt. Die Losung der Sattelpunktgleichungen zu

) 1
f= Jim <l ()
ergibt:
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1. Die Gleichung (1.39) wird bestétigt

exp (—L@?)] - (2.32)

a.(k) = [(1 + 52)<I>(/£) + 5

K

V2T
liefert die optimale Stabilitdt bei vorgegebenem a < 2.

2. Das von M. Opper mit Replika-Methoden berechnete Ergebnis fiir den
Bruchteil der eingebetteten Muster wird bestdtigt ([Op88], [KiOp89], [Wen91]).

Der Bruchteil der eingebetteten Muster ist fiir a < 2
n=®(k) (2.33)
Damit gilt na < 1. 2

3. Nach Einsetzen der Losungen in die Sattelpunktfunktion erhdlt man fiir
o < 2
fla<2)=0 (2.34)

Wir erhalten also das gleiche Ergebnis wie Cover: Im Grenzfall N — oo
und fiir o < 2 gibt es mit Wahrscheinlichkeit 1 ein Perzeptron.

Fiir a > 2 stellen wir uns vor, daf} die Zahl der eingebetteten Muster stets
N ist. 5 ist also auf den Wert 5 = 2

o
der Sattelpunktmethode gewonnenen Losungen ergibt

eingefroren. Die Fortsetzung der mit

1
f(aZQ):lna—(a—l)ln(l——)—aan (2.35)
o
Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Perzeptron existiert, ist hier also expo-

nentiell klein. Das Ergebnis ist identisch mit dem Grenzwert der Cover—

Wahrscheinlichkeit W, (siehe GL.(1.43)): Es gilt

1
fla>2)= lim Wln W, (2.36)

N—co

2.4 Lernalgorithmen

Das in Abschnitt 2.1 vorgestellte Problem der quadratischen Optimierung kann
mit effizienten numerischen Verfahren gelést werden. Die bekanntesten Algo-
rithmen zur Bestimmung des Perzeptrons optimaler Stabilitit sind der MinOver—
Algorithmus [KrMe87], das AdaTron [AnBi90], [Bi91] und die direkte quadra-
tische Optimierung [Ru91].

Das AdaTron bringt die Einbettungsstirken gemifl der Formel

eult 4+ 1) = ,(0) + max {(1 - \,). ) (2.37)

%(na) ist eine streng monoton fallende Funktion von s mit (9(0)a(0)) = 1 und (pa) —
0 (k — o0)
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auf den neuesten Stand. Dies kann sequentiell oder parallel in den Mustern
erfolgen. v ist eine geeignet zu wéihlende Schrittweite. A, ist die lokale Energie

(G1.(2.8))
Ao =Y Cum, (2.38)

Durch die obige Definition wird gewédhrleistet, daf stets z, > 0 gilt. Die Ab-
bruchbedingung des Algorithmus ist die Komplementarititsbedingung (2.10).

Bei der direkten quadratischen Optimierung wird einfach das Ausgangs-
problem (Gl.(2.1)) betrachtet. Das Verfahren sucht dabei nach den aktiven
Zwangsbedingungen, fiir die die lokalen Energien gerade 1 sind [Ru91], [Gold83],
[IMSL].
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Kapitel 3

Die optimale Verdiinnung des
Perzeptrons

In diesem Kapitel wird das Problem der maximalen Speicherkapazitdt bei der
optimalen linearen Verdiinnung des Perzeptrons behandelt. Dabei wird die in
Abschnitt 1.4 eingefiihrte Notation verwendet. Es wird gezeigt, dafl a.;y, die
Speicherkapazitit pro Neuron, viel grofier als 2 sein kann.

In Abschnitt 3.1 wird zuné&chst eine obere Schranke fiir a. sy berechnet. Dies
geschieht mit Hilfe des Satzes von Cover aus Abschnitt 1.3.2.

Im Rest des Kapitels wird eine N&herungsrechnung fiir a.s; vorgestellt,
die auf Replika—Methoden beruht: Nach der Vorstellung des Rechenansatzes
in Abschnitt 3.2 folgen zwei Abschnitte, die sich mit der analytischen Rech-
nung beschiftigen. In Abschnitt 3.3 wird die bereits von Bouten et al. [Bo+90]
durchgefiihrte replikasymmetrische Rechnung vorgestellt. In Abschnitt 3.4 folgt
die Brechung der Replika—Symmetrie, die, wie sich zeigen wird, qualitativ und
quantitativ neue Ergebnisse hervorbringt. Die Ergebnisse der Rechnung werden
schliefllich in Abschnitt 3.5 vorgestellt.

3.1 Die obere Schranke fiir die maximale Speicher-
kapazitat

Wir formulieren unser Problem der optimalen Verdiinnung unter Verwendung
der Notation aus Abschnitt 1.4:

Unter den (]]va) Moéglichkeiten, das Netzwerk so zu verdiinnen, dafl N f Neuro-
nen {ibrigbleiben, sind diejenigen Verdiinnungsvektoren ¢ zu finden, auf denen
das Perzeptron optimaler Stabilitit die grofite Stabilitidt iiberhaupt hat.

Fiir grofle N hidtte man also exponentiell viele ¢~ Vektoren zu betrachten.
Fiir jeden ¢-Vektor miifite man iiberpriifen, ob ein Perzeptron existiert. Mit
einem Lernalgorithmus wire dann die optimale Stabilitdt x(c) zu bestimmen.
SchlieBlich wiren das Maximum

Kmaz = H{IS}X{H(Q)} (3.1)

maxr

zu bilden und die zugehorigen ¢ abzuspeichern. Ein solches Vorgehen ist
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nicht praktikabel, da der Rechenaufwand exponentiell in N ist. Wir sehen je-
doch, dafl das Problem zwei Gesichter hat. Der ,Janus“ besteht in einer dis-
kreten Optimierung in den ¢; und in einer quadratischen Optimierung in den
Kopplungen, die zu einem Verdiinnungsvektor ¢ gehoren.

Zur Berechnung der oberen Schranke der Speicherkapazitit verwenden wir
den Satz von Cover (siehe G1.(1.40)). f sei vorgegeben. Wir betrachten

OéeffINifI%>2 (3.2)

Dann ist die Zahl der bindren Ausgabevektoren, fiir die die Muster linear sepa-
rabel sind, fiir jeden Verdiinnungsvektor nach G1.(1.40) als

Nf-1 1
Clp,Nfy=2 3% (p; ) (3.3)

gegeben. Da N f < £ ist, folgt aus der Struktur des Pascal-Dreiecks

C(p,Nf)gz-Nf-(N%’f) (3.4)

Damit die Muster auf irgendeinem der (]\]y f) vielen ¢-Vektoren linear separabel

sind, muf} der vorgegebene Ausgabevektor S einer von z moglichen Ausgabevek-
toren sein. Wenn man die Annahme macht, daff die Ausgaben S* unabhéngig
voneinander gem#f der Wahrscheinlichkeit p(S* = £1) = 1 ausgewiirfelt wer-
den, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit fiir lineare Separabilitit

W, = — <Y Cp.NA2

N P v
(2)ear (1) o

Die Ungleichung beruht darauf, dal Ausgabevektoren mehrfach gez&dhlt werden
konnen. Mit Hilfe der Stirling-Formel und p = aN folgt analog zu GI1.(2.36)

W

IN

1
lim Wln W, < (3.6)

N—co

—flnf—(1—f)ln(l—f)—l—fln%—(a—f)ln (1—£) —aln?2=:s(f,a)

Die Nullstelle ag dieser Funktion s ist also eine obere Schranke fiir die maxi-
male Speicherkapazitit a. bei gegebenem f. Da das verdiinnte Perzeptron ein
kleineres .. als das vollvernetzte haben muf, gilt

a(f) < min {ao(f),2) (3.7)

Diese obere Schranke ist in Abbildung 3.1 dargestellt.
Abschlieflend diskutieren wir die Nullstellen von s fiir f — 1 und f — 0.
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Abbildung 3.1: Die obere Schranke aus der Ungleichung (3.7) im Vergleich mit
der Speicherkapazitit o = 2f der zufilligen Verdiinnung

Fiir f — 1 erhalten wir einfach

a—1

5(f,a)—>—aln2—|—lna—(a—1)ln< ) (f—1) (3.8)

«

Also gilt s(f=1,a=2)=0

Fiir f — 0 erhalten wir

S(JZ;O‘) :—lnf—l—l—%IHQ—l—ln%—

Damit eine Nullstelle ag existiert, muf}

% =—C-Inf, C=0(1)
gelten. Daraus folgt
Uo2) g ema (f— o) (3.10)
—flnf

Die obere Schranke fiir die Speicherkapazitit divergiert also logarithmisch, und
es gilt

. (8 %)) 1
] - 11
o —flnf  In2 (3.11)

bzw. mit dem dualen Logarithmus

i Qg
o —fdf

(3.12)
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3.2 Der Ansatz zur Berechnung der optimalen Spei-
cherkapazitit

Wie schon in Abschnitt 3.1 beschrieben, besteht das Problem der optimalen
Verdiinnung aus zwei Teilproblemen. Die optimalen Verdiinnungsvektoren ¢
miissen gefunden werden, und auf ihnen muf} das Perzeptron optimaler Stabi-
litat gelernt werden. Bouten et al. [Bo+90] trugen dieser Tatsache Rechnung, in-
dem sie die anteiligen Phasenraumvolumina fiir alle zugelassenen Verdiinnungs-
vektoren aufsummierten:

N
Vies = 3 V(e) - 85y (Nf -3 c;) (3.13)

i=1

wobei 0, das Kronecker—¢ aus GL.(A.6) ist. V(¢) ist das anteilige Gardner—
Volumen (GL.(1.33)) auf den jeweils verbleibenden N f Platzen. Man erhilt

ges Zéhr (Nf Z C]) : (314)

(Hffzflf C”k) (S 02 = 1) T 0 A 5 o — v
(me 7 %)6(22@1 52— N)

Dabei numerieren die Indizes k(c) die verbleibenden Neuronen. Die 7} sind die
zugehorigen transformierten Muster. Um die Abhéngigkeit k(c) zu eliminieren,
multipliziert man Z&hler und Nenner der obigen Briiche mit

(H /djk) ( 5 Jk) (3.15)

E=NF11 2= Nft1

und erhélt unter Verwendung von GIl.(A.7)

Vies Z/_W—exp (zb(Nf—g:c]))

N Tt N
(T (o) 250 ]

p 1 N
.go(—m;cﬂpy —~ /{) (3.16)

Dabei sind die 7} die neuen Integrationsvariablen. Die Normierungskonstante
fiir die Oberfliche der Gardner—Kugel ist

S AN I R

— 00

N | —

l\')l}—\

34



3.2.1 Ausgegliihte und eingefrorene Verdiinnung

In der obigen Gleichung (3.16) kann man V., wieder als die Zahl erlaubter
Zustinde auffassen. Die Zwangsbedingungen sind dabei gegeben durch

1. das Feld v, welches die Verdiinnung f festhilt und

2. die ®—Funktionen fiir die lokalen Energien der Muster beziiglich der verdiinn-
ten Perzeptrone

Summiert wird iiber alle Verdiinnungsvektoren ¢ und alle Vektoren T. So-
mit sind neben den Kopplungsvektoren T auch die Verdiinnungsvektoren ¢
thermodynamische Variablen. Bouten et al. bezeichnen deshalb die optimale
Verdiinnung auch als ausgeglithte Verdiinnung (,annealed dilution®).

Im Gegensatz dazu bezeichnen sie ein Verfahren, in dem der Verdiinnungs-
vektor feststeht und nur beziiglich der Kopplungen optimiert wird, als einge-
frorene Verdiinnung (,quenched dilution*). Das in Abschnitt 1.4 angesproche-
ne Verfahren, zufillig zu verdiinnen und dann nachzulernen (siehe GL.(1.60)) ist
ein einfaches Beispiel fiir die eingefrorene Verdiinnung. In den Kapiteln 4 und 5
werden wir uns effektiveren Verfahren der eingefrorenen Verdiinnung zuwenden.

3.2.2 Das allgemeine Ergebnis fiir natiirliche n

Man nimmt nun an, dafl die Entropie

1
s = Wln Vyes (3.17)
beziiglich der Mittelung iiber alle transformierten Muster selbstmittelnd ist. Die
zugehorige Replika—Rechnung findet sich in [Bo+90] (siehe auch [Gc92]). Wie
in Abschnitt 1.3.2 beschrieben, ist bei der Replika—Methode

o1 n
Ba(n) = Jim I ((Vyes) ) (3.18)
aus GL(1.37) zu berechnen.
Man erhélt
bpr(n) = (3.19)
sattel{%’metW} f Z ¢p - Z Qpcrtpcr ‘|‘
p=1 p<o
+1In (Z (H / DJp) exp (? Z JpCplpoJoCo — Zcp¢p)) +
{eo} \P=1" pso p=1

+ oo
oo dA dr 1 &
+aln ((pl;[l/H Tjr_ /—2;) exp (‘5%%@00% + ZPZ::IT/)’\p))

Der Ausdruck ,sattel“ bedeutet wieder, dafl der Sattelpunkt beziiglich der an-
gegebenen Variablen gesucht werden muf. Der Ausdruck D.J, ist in GL.(A.10)
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erklart. p,o = 1,...,n sind Replika-Indizes. Die (symmetrische) Matrix der
Ordnungsparameter

Qo = — Z TP T? (3.20)

gibt die Uberlappung zweier Losungsvektoren an, die zumindest eine Stabilitit
k besitzen. Wegen der Zwangsbedingung der Gardner-Kugel ist ¢),, = 1 Vp. Die
symmetrische Matrix der Hilfsvariablen ?,, ist die zu ) ,, konjugierte Matrix.
Sie wurde bei einer Entkopplung der Form (A.3) eingefiihrt.

Um die Entropie s berechnen zu kénnen, miissen wir nun ®r(n) analytisch
nach n = 0 fortsetzen. In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, dafl die naive replika-
symmetrische Fortsetzung von ®p keine zufriedenstellenden Ergebnisse liefert.
In Abschnitt 3.4 wird die Replikasymmetriebrechung erster Stufe (RSB1) be-
handelt. Das bedeutet, daB eine analytische Fortsetzung von ®r(n) in RSB1
gebildet wird.

3.3 Die replikasymmetrische Ndherung

Die naive replikasymmetrische Fortsetzung von ®x in G1.(3.19) basiert auf der
Annahme

Qpcr = {q, tpcr =t p 7£ g
tyy = T,0,=%, p=1,....n (3.21)
fiir die Sattelpunktvariablen ),, und 1, und analog fiir ¢,,. Setzt man dies in

GL(3.19) ein und entwickelt ®p bis zur ersten Ordnung in n, so erhélt man
nach [Bo+90] (siehe auch [Gc92] fiir Einzelheiten der Rechnung):

od )
e T T

n=0

1
= sattelg, o s 1) fo—T+ §qt +

+ oo
e (1 2 (L )
e L+ == I+

—I—_ZOODZ 1nq><—%) (3.22)

Dabei ist die Funktion ® in GL(A.11) erklért.

Bei der Losung der vier Sattelpunktgleichungen fiir ¢,1,¢, T beobachtet
man, dafl ¢ gegen 1 strebt, wenn die Stabilitit x gréfler wird. Dies ist kon-
sistent mit der obigen Annahme (3.21) fiir die Uberlappungsmatrix (o Alle
Perzeptron-Lésungen haben bei gegebener Stabilitit x die gleiche Uberlappung

N

1

qg=—> TrITY (3.23)
Nf it
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Erhoht man #, so werden sich die Losungen immer &hnlicher. Schliefilich bleibt
am kritischen Punkt nur ein einziger Losungsvektor iibrig. Da ¢ = 1 gilt, haben
wir also hier die Vorstellung, dal nur ein einziger Verdiinnungsvektor ¢ bei
vorgegebenem f die optimale Stabilitdt liefert.

Bouten et al. erhalten im Limes ¢ — 1 das folgende Endergebnis.

Seien k und f gegeben, so gilt in replikasymmetrischer N&herung fiir die

f+ w\/gexp (—%wz)

‘T 3.24
(006 + gz e (<3¢ .

wobei w die Lésung der Gleichung

maximale Speicherkapazitit

f=20(—w) (3.25)

ist. Dies beinhaltet das Gardner—Ergebnis fiir das vollvernetzte Perzeptron mit
f = 1. Setzen wir k = 0, so beobachten wir, daf} die effektive Speicherkapazitit

(83
Oéeff:—>2

f
ist. In Abbildung 3.2 sieht man eine deutliche Verbesserung des Wertes

a=2f

der zufilligen Verdiinnung. In Abbildung 3.2 wird o aus Gleichung (3.24) eben-
falls mit der in Abschnitt 3.1 gewonnenen oberen Schranke verglichen. Die eben-
falls dargestellte ,AT-Linie“ wird unten erklart.

Im Falle kleiner f stellt sich heraus, daf§ die obere Schranke verletzt wird,
dies ist in Abbildung 3.3 dargestellt.

Fiir die obere Schranke erhilt man den Grenzwert

i —2 = L aa97 (3.26)
=0 —flnf 2 ‘

aus GL(3.11).
Zur Herleitung des Grenzwertes im Fall der optimalen Verdiinnung betrach-

ten wir GL.(3.25) fiir grofie w. Wegen GL.(A.14) gilt

2 1 1, 1
Setzt man dies in G1.(3.24) ein, so gilt
a(k=0)
f

Durch die Bildung des Logarithmus in GI.(3.27) und anschlieBender Division
folgt schlieBlich aus GI.(3.28) das von Bouten et al. angegebene Endergebnis

=2-w?+ O(1) (3.28)

Jin % =4 (3.29)
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Abbildung 3.2: Der Vergleich der oberen Schranke fiir die Speicherkapazitit des
optimal verdiinnten Perzeptrons mit der replikasymmetrischen N&herung von
Bouten et al. [Bo+90]. Von oben nach unten sind dargestellt: obere Schranke,
replikasymmetrische Niherung, AT-Linie und zufillige Verdiinnung

16.0- ]
1! -- opt, RS

/‘4.0; ‘\ —  Schranke
1 — zufaellig

Abbildung 3.3: Die effektive Speicherkapazitdt a.;y = % mit a aus Abbildung
3.2. Die replikasymmetrische Niherung verletzt die obere Schranke bei kleinen
Werten von f.
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Die in diesem Abschnitt besprochene replikasymmetrische Rechnung kann
folglich nicht korrekt sein. Einen Hinweis auf diese Tatsache erhdlt man, wenn
man eine Stabilitdtsuntersuchung der replikasymmetrischen Lésung vornimmt.
Es handelt sich hierbei um ein von de Almeida und Thouless entwickeltes Ver-
fahren, mit dem man im Rahmen der Replika-Methode die Stabilitit des gewon-
nenen Sattelpunktes untersucht [AT78], [Bo92]. Fiir das vorliegende Problem
hat M. Wong diese Rechnung durchgefiihrt [Wo91]. Die zugehorige de Almeida—
Thouless— Linie (AT-Linie) ist in Abbildung 3.2 zu sehen. Sie gibt an, bis zu
welchem Punkt die replikasymmetrische Losung stabil ist. Die Losung (3.22)
ist also fiir jedes f nur bis zu einem maximalen ¢ < 1 stabil, und die ¢ = 1-
Losung liegt im Bereich der Instabilitit.
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3.4 Die Replika—Symmetriebrechung erster Stufe
fiir die optimale Verdiinnung

Wie in Abschnitt 3.3 aufgezeigt wurde, mufl man iiber den replikasymmetri-
schen Ansatz (3.21) hinausgehen. Das Problem ist dabei, die korrekte analy-
tische Fortsetzung fiir den Limes » — 0 des Replika-Index zu finden. Von
dem Sherrington—Kirkpatrick-Modell (SK-Modell) der Spingléser ist ein sol-
cher Ansatz bekannt. Er wurde von G. Parisi entwickelt. s handelt sich um
das Parisi-Schema der Replika-Symmetriebrechung (RSB). Die vollstindige
Parisi-Losung besteht aus einem komplizierten Iterationsverfahren, das zufrie-
denstellende Frgebnisse liefert. Den ersten Schritt dieses Iterationsverfahrens
stelle ich in Abschnitt 3.4.1 in Zusammenhang mit dem SK—Modell vor. Diese
Replika-Symmetriebrechung erster Stufe (RSB1) stellt dort bereits eine erheb-
liche Verbesserung des replika—symmetrischen Ergebnisses dar. In Abschnitt
3.4.2 wenden wir die RSB1 auf das Problem der optimalen Verdiinnung an. Die
maximale Speicherkapazitit wird schliefilich in Abschnitt 3.4.3 berechnet.

3.4.1 Das SK—Modell und der Parisi—Ansatz

Betrachtet sei ein verallgemeinertes Ising-Modell (siehe Abschnitt 1.2) mit
Energiefunktion
E(S) = —% S 7SS (3.30)
6.7 (i#5)
Die Kopplungen J;; seien symmetrisch. Bei dem auf Sherrington und Kirk-
patrick zuriickgehenden Modell ([SK75], [SK78], [BiYo86], [FiHe91], [Me+87])
sind die Kopplungen gaufiverteilt mit einer Streuung o = \/Lﬁ Fir die Wahr-

scheinlichkeitsdichte von J;; (i < j, da J;; = J;;) gilt

N NJ;?

Diese Unordnung in den Kopplungen bewirkt, daf die freie Energie pro Spin f
sehr viele lokale Minima aufweist. Bei der Berechnung von

f= —%ln Z (3.32)
mit der Zustandssumme
7= exp(—BE(S)) (3.33)
{5}

mufl man die Selbstmittelungseigenschaft

lim f= lim ((f)); 3 (3.34)

N—o N—oo

voraussetzen. Man wendet die Replika—Methode zur Berechnung von

Sp(n) = lim %m (2™ (3.35)

N—co
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an. Dabei fiilhrt man den Edwards—Anderson—Ordnungsparameter
1 N
ng:NZS;S;, p,o=1,...,n (3.36)

i=1

ein, der die Uberlappung zweier thermodynamischer Zustinde des n—fach repli-
zierten Spinsystems angibt. ® g ist schlieBlich eine Funktion der Uberlappungs-
matrix @ ,,. Der in der Arbeit von van Hemmen und Palmer [HePa79] zitierte
Satz von Elliott Lieb besagt, daf} fiir eine natiirliche Zahl n, n > 1, die repli-
kasymmetrische Losung vorliegt. In der Arbeit von Kondor [Ko83] wird jedoch
gezeigt, dafl die naive replikasymmetrische Fortsetzung nach n = 0 falsch ist,
weil sie von einem gewissen n. an, 0 < n. < 1, instabil wird. Auflerdem wurde
schon in der Arbeit von Sherrington und Kirkpatrick [SK78] fiir die replikasym-
metrische Niherung die negative Entropie
df of

s(T'=0)= T o~ —0.16 (3.37)
am Temperaturnullpunkt berechnet . Dies widerspricht dem dritten Hauptsatz
der Thermodynamik [Reif], [Huang], nach dem s(7° = 0) = 0 gelten muf}. Die
Zahl der Grundzusténde ist freilich gréfier als 1, so dafl s nicht negativ sein
kann. Analog zu den Attraktornetzwerken kénnen wir dariiber hinaus davon
ausgehen, daf} die Zahl NV der Grundzustinde héchstens polynomial in N ist,
so daf} stets

1
s(T'=0)= lim NIHNG =0 (3.38)

N—co

gilt. Im Zusammenhang mit dem SK-Modell wurde G1.(3.38) von van Hemmen
und van Enter bewiesen [EnHe84].

Die von Parisi vorgeschlagene Parametrisierung der Uberlappungsmatrix
Qo [Pa80a], [Pa80b], [Me+487] beseitigt beide oben angesprochenen Unstim-
migkeiten. Die vollstindige Parisi-Losung ist marginal stabil und weist die En-
tropie s = 0 auf. Bereits die Replika-Symmetriebrechung erster Stufe, die im
folgenden vorgestellt wird, verbessert die Entropie vom obigen Wert s = —0.16
auf s = —0.01.

Die Replika—Symmetriebrechung erster Stufe besteht in der folgenden Pa-
rametrisierung der Matrix @) 5.

I 1 ¢
a 1 ¢ 90 90
@ o 1
I ¢1 ¢
(Qpo) = % ©n 1 ¢ % (3.39)
@ o1
I ¢1 ¢
9 90 n 1 ¢
@ o1

!Globale Ableitung und partielle Ableitung nach der Temperatur sind gleich, weil f am
Sattelpunkt beziiglich der Ordnungsparameter @},- betrachtet wird.
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Die n Replika sind in > Gruppen von m Replika aufzuteilen.
Man setzt
Qoo =1, wenn p=o

Qpcr =1,

wenn p # o und beide derselben Gruppe angehéren.

Qpcr = qo,

wenn p und o verschiedenen Gruppen angehéren.

Im vorliegenden Beispiel ist » = 9 und m = 3. Es gibt > = 3 Gruppen von
3 Replika.

Die physikalische Interpretation des obigen Ansatzes, die in [Me+87] ausfiihr-
lich dargelegt ist, gebe ich hier kurz wieder. Im thermodynamischen Gleichge-
wicht weist die freie Energie viele lokale Minima auf, die durch Barrieren der
Hoéhe N voneinander getrennt sind. Im Limes N — oo gibt es dann viele globale
Minima der freien Energie pro Spin f. Der Phasenraum zerfillt vollstindig in
sogenannte reine Phasen. Jede reine Phase ist eineindeutig einem globalen Mi-
nimum von f zugeordnet [EnHe84]. Bei endlichen N kann man sich eine solche
reine Phase als Menge von Zustdnden vorstellen, in die eine serielle Glauber—
Dynamik hineinlduft. Je nach Wahl des Anfangszustandes wird die Dynamik
eine andere Phase ansteuern. Da Barrieren der Gréflenordnung N die reinen
Phasen voneinander trennen, verharrt das System in der Phase, wenn die Be-
obachtungszeit nicht allzu grofl wird.

Im Zusammenhang mit der Replika—Symmetriebrechung erster Stufe stellen
wir uns die reinen Phasen als gleichartig vor. Zwischen zwei Zustinden a und
b in einer reinen Phase liegt die mittlere Uberlappung ¢ = ¢1 vor, wihrend
Zustiande ¢ und d verschiedener reiner Phasen die mittlere Uberlappung ¢.q = qo
aufweisen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Uberlappungen

1 N
Gab = 5 > 598 (3.40)
j=1

besteht aus zwei 6—Spitzen, die mit Hilfe des Parameters m gewichtet werden.
Im Replika-Limes n — 0 liegt m im Intervall [0, 1] (siehe [Me+87]). Fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt

P(q) = md(q—qo) + (1 —m)é(q—q) (3.41)

Zusammenfassend konnen wir sagen, dafl der Ansatz der Replika — Symmetrieb-
rechung der Kompliziertheit des Phasenraums im thermodynamischen Gleich-
gewicht Rechnung trigt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Uberlappung qqp
zweier Zustédnde a und b ergibt sich aus dem Ansatz fiir die Matrix @) ,» der Uber-
lappung zweier Replika p und o. Im Falle eines Modells mit Replika—Symmetrie
wie dem Perzeptron ist o = ¢;. Hier ist der Phasenraum der Kopplungen von
einfacher Struktur, es gibt nur eine reine Phase. Beim SK-Modell hingegen
ist der Phasenraum im thermodynamischen Gleichgewicht von so komplizierter
Struktur, daff man iiber das einfache Schema der RSB1 hinausgehen muf. Iis
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ist hier nétig, die obige Parametrisierung fiir die Blécke der Linge m zu wie-
derholen. Setzt man die Parametrisierung der neu entstandenen Blécke immer
weiter fort, so erhidlt man im Grenzfall die komplette Parisi-Losung. Sie fuf}t
im Endeffekt auf der Annahme, dafl der Ordnungsparameter fiir Spingldser die
Wahrscheinlichkeitsverteilung P(q) der Uberlappungen ist. Diese Annahme ist
standiger Gegenstand der Forschung [EnHe84], [En+92].

3.4.2 Die Anwendung der RSB1 auf die optimale Verdiinnung

Wir wenden Parisis Parametrisierungsansatz auf das Problem der optimalen
Verdiinnung an. In die Matrizen @),, und t,, in GlL.(3.19) gehen dann die Va-
riablen qg, q1 sowie T',ty,%; ein. T steht dabei in der Hauptdiagonale von ¢,,.
Der Parameter m ist bei beiden Matrizen gleich, da ¢,, die zu (),, konjugierte
Variable ist (sieche [Bo+90]). Fiir ¢/, machen wir wieder den Ansatz

Vo=, p=1,...,n (3.42)

Um den Ansatz in GL.(3.19) einzusetzen, verwenden wir die folgende Formel,
die im Anhang B bewiesen wird. Formel zur RSB1:

Sei Trygpy eine Spur iiber Groflen S°. Sie faktorisiere geméaf

Tr{sp} = H Trge
p=1

Dann gilt in RSB1:

In (Tr{sp} exp (’y Z QMS”SU) ) = (3.43)

400 =
" / D= % .
In 7017@/- (Trs exp (S (3/\/7(‘]1 —qo) + z\/%) + 7(@ — %(]1)52))m] +
+0_(O;2) (3.44)

Nach Anwendung der Formel auf GL.(3.19) erhélt man mit

Z Qpotpe =01 — %n((l —m)q1ty + maoto) + (’)(n2) (3.45)

p<o
das Ergebnis ®r(n) = O(n). Die Entropie

0®R
s =

(3.46)

on |,—o
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ergibt sich dann zu

s(a,k, f) = (3.47)
1
Sa‘ttel{qo,ql,T,to,tl,m,’tb} f¢ - T —I_ 5((1 - m)qltl —I_ mqoto) —I_

+oo 1 +oo
+ / Dz—1n /Dy-
m
2 m
.(1+e—w L (1 (1/T=To + /B /f)) ]+

2 1— QT;tl
+oo m
/ Dy ((I)(_H‘I‘@/\/(ZI ~ % -I-Z\/f]_o)) ]

+oo
1
+a- / Dz—1n
. m vi—a

— OO0

Zur Vereinfachung fithren wir folgende Variablentransformation durch

2
E=1-2T (3.48)

I ersetzt T' vollstdndig. Anschlieflend transformieren wir den Variablensatz
(¥, %o, 11) auf (1, so, 51) gemaB

no_ 1 131

. tu/f

! E+t/f
/S

Dadurch sind die Integrale nicht mehr von FE abhéngig. Die Sattelpunktglei-
chung der transformierten Funktion s nach F 148t sich dann einfach auflésen

zu
ds 1— 5

—=0— F =
or L — 514 (1 —m)qs1 + mqgoso
Damit erhdlt man das Endergebnis

s(a, kK, f) = (3.51)

sattelig o1 sos1,mm) gn + gln (1 =514+ (1 —m)grs1 + mgoso) +

70Dy ((I)(_Hy\/ql —(Zo-I-Z\/(]_o))m] N

(3.50)

+oo 1
+a- / Dz— In
m

B . Vi—aq
+oo 1 +oo 1 m
+ / Dz Eln / Dy (1—|—exp (5-(3/\/51—50—%2\/%)2{—%)) ]

Wie man leicht sieht, enthalten die 6 Sattelpunktgleichungen beziiglich

q0, 41, S0, 51,1, 7]
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ebenfalls Doppelintegrale iiber y und z. sg, 57 und 7 sind Hilfsvariablen. Das be-
deutet, daf} sie bei gegebenen ¢g, ¢, m eindeutig bestimmt sind aus der Lésung
des nichtlinearen Gleichungssystems der drei Gleichungen

Js 0Jds O0s
M R b2
(880’ 8817877) (0,0,0) (3.52)

Die Entropie s mufl dann beziiglich der drei verbleibenden Variablen gq, g1, m
optimiert werden. Diese Variablen sind dabei als Variationsparameter aufzufas-
sen. Dadurch wird sichergestellt, dafl die RSB1 der vollstindigen Parisi-Losung
nahe kommt. Analog zum SK-Modell zeigt sich, dafl wegen des Limes n — 0
nicht das Maximum, sondern das Minimum der Entropie s beziiglich ¢y, ¢; und
m gesucht wird.

Bei der Loésung des obigen Problems treten erhebliche numerische Schwie-
rigkeiten auf. Es stellt sich zwar heraus, daf} die Replika-Symmetrie gebrochen
ist, jedoch ist die Entropie als Funktion von g, g, m so flach, dai gréflere
Fluktuationen in ¢g,q; und m nur Unterschiede der Gréfenordnung 10~* in s
hervorrufen. Eine vollstdndige Lésung des Gleichungssystems aller sechs Sattel-
punktvariablen

ds ds 0Js dJs 0Js Os
— VY —=—=—>=— | =1(0,0,0,0,0,0 3.53
(G e g 0 ) ) (5%
stoBt auf die gleichen Schwierigkeiten 2. Wir behelfen uns deshalb am kritischen
Kk mit einem Skalierungsansatz, um die Doppelintegrale im obigen Gleichungs-
system in Einfachintegrale zu iiberfiithren.

3.4.3 Der Ansatz im Fall ¢; — 1

Der folgende Skalierungsansatz im Fall ¢; — 1 ist analog zu Skalierungsansitzen
bei anderen Modellen neuronaler Netzwerke [En+92], [Br+92]. Man nimmt an,

daBf m — 0 (¢1 — 1), wobei
m

_1—f]1

C

(3.54)

eine Konstante ist. Die Uberlappung verschiedener Phasen hat fiir m — 0
weiterhin einen Grenzwert ¢g, 0 < ¢o < 1. Fiir die Hilfsvariablen sqg, sy, 7 macht
man im Limes m — 0 den Ansatz 3

So-m —tg, $y-m — 1y, n-m—h (3.55)

Betrachtet man nun das Gleichungssystem (3.53), so vereinfachen sich im Li-
mes m — 0 die Doppelintegrale zu Finfachintegralen. Dies wird in Anhang C.1

2Die rechten Seiten des Gleichungssystems sind von der GréBenordnung 107°. Das bedeu-
tet, dafl man die Doppelintegrale auf der linken Seite des Gleichungssystems stets auf eine
Mindestgenauigkeit von etwa 1077 berechnen miifite, um die Konvergenz eines Losungsalgo-
rithmus fiir nichtlineare Gleichungssysteme zu erméglichen.

%to und ¢; sind in der obigen Gleichung neu eingefithrte Variablen, sie haben nichts mit
bereits beseitigten Variablen gemein.
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besprochen. Nach Durchfiihrung des Limes wird das entstehende Gleichungssy-
stem numerisch stabil. Es liefert die Variablen ¢, qo, g, 11 und h. Die Gleichung

Jds

ZZ

am
ist dabei die Bestimmungsgleichung fiir das kritische a. Das Endergebnis fiir

das Gleichungssystem im Limes ¢; — 1 ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit
in Anhang C.2 wiedergegeben.

3.5 Die Ergebnisse der RSB1-Niherungsrechnung

Mit der oben geschilderten analytischen Rechnung haben wir die RSB1-N&he-
rung des SK-Modells erfolgreich auf das Problem der optimalen Verdiinnung
angewandt. Die RSB1-N&herung geht dabei von einer einfachen Situation im
Phasenraum aus.

Der Phasenraum P ist die Menge aller Kopplungsvektoren

TeRN

die N(1 — f) viele Komponenten 7; = 0 aufweisen und auf Eé\le T;* = N f nor-
miert sind. Wir konnen P als Vereinigung von (]\]y f) vielen N f-dimensionalen

Gardner—Kugeln mit Radius v/V f auffassen. Zu jedem zugelassenen Verdiinnungs-
vektor

Q:(Clv"-ch)Tv C]‘E{O,l} vy

gehort eine solche Gardner—Kugel.

Unterhalb der kritischen Speicherkapazitit tragen sehr viele Gardner—Kugeln
Perzeptron—Vektoren bei, die die Klassifikationsaufgabe erfiillen. Fordert man
ein h6heres k, so schrumpfen die zugelassenen Gebiete auf den Oberflichen der
einzelnen Gardner-Kugeln. Einige Kugeln scheiden vollstindig aus. Die Uber-

lappung

N
1 § : arpa brpb
i=1

zweier Perzeptron—Vektoren hat im allgemeinen eine komplizierte Wahrschein-
lichkeitsverteilung P(g¢). Wenden wir die Parisi-Theorie des SK-Modells auf
unser Problem an, so gehen wir von der Annahme aus, da P(q) die thermo-
dynamischen Eigenschaften unseres Problems vollstindig beschreibt. Genauer
ausgedriickt bedeutet dies, dafi die Entropie s (siehe G1.(3.17)) nur von dem
»Ordnungsparameter P(q) abhdngt. Wenn wir die komplizierte Theorie auf
die RSB1-N&herung einschrinken, so haben wir von der einfachen Form

P(q) = md(q—qo) + (1 —m)é(q—q) (3.57)

auszugehen. Der Phasenraum gliedert sich in mehrere reine Phasen, wobei die
Uberlappung von zwei Zustinden in einer reinen Phase ¢ betridgt. Die Uberlap-
pung von Zustdnden verschiedener reiner Phasen ist ¢o. Fiir ein unterkritisches
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Abbildung 3.4: Der Ordnungsparameter ¢y der RSB1-Ndherung fiir f = 0.01,
0.04, 0.1, 0.2, 0.35, 0.5, 0.65 in aufsteigender Reihenfolge

k kénnen dabei durchaus Zustdnde aus verschiedenen Gardner—Kugeln eine rei-
ne Phase bilden. Ist aber die kritische Stabilitit x. erreicht, so gibt es in jeder
Gardner—Kugel hochstens eine Losung. Unsere Theorie sagt aus, dafi ¢; = 1,
d.h. jede Phase besteht nur noch aus einem Vektor. Wegen m — 0 gilt aber
auch

Plg)=0+1-6(q—1)

Die Theorie behauptet also dariiber hinaus, daf3 es am kritischen Punkt nur
einen Perzeptron—Vektor gibt, es gibt nur einen Vektor der optimalen Verdiin-
nung. Die Uberlappung qo friert dabei auf einem von f abhingigen Wert ein,
siehe Bild 3.4.

Fiir groflere k—Werte und héhere f-Werte sehen wir, dal g — 1. Das be-
deutet, dafl in dieser Region die Vorhersage der replikasymmetrischen Losung
vertrauenswiirdiger ist. In Bild 3.5 sieht man, daf die x(«a)-Kurven fiir grofie f
und kleine a sehr steil werden. Wir erwarten deshalb, daf} sich die RSB1-Nihe-
rung besonders im flachen Bereich, das heifit im Bereich kleiner x und kleiner
f, stark von der replikasymmetrischen Niherung unterscheidet. Dies wird be-
sonders deutlich, wenn wir a bzw. a.s; der RSB1-Ndherung mit den in den
vorherigen Abschnitten gewonnenen Ergebnissen am Punkt x = 0 vergleichen.
In den Abbildungen 3.6 und 3.7 ist der Vergleich mit der oberen Schranke, der
replikasymmetrischen N&herung, der AT-Linie und der Geraden a = 2f des
zufélligen Verdiinnens dargestellt. Die RSB1-N&herung liegt dabei wie erwar-
tet oberhalb der AT-Linie der replikasymmetrischen Ndherung.

Um einen Eindruck davon zu gewinnen, wie gut die RSB1-N&herung mit
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Abbildung 3.5: Die Stabilitdt & in RSB1-Niherung fiir f = 0.01, 0.04, 0.1, 0.2,

0.35, 0.5, 0.65 in aufsteigender Reihenfolge

f

Abbildung 3.6: Die Speicherkapazitit a(x = 0) in RSB1-Niherung im Vergleich

mit dem replikasymmetrischen Ergebnis von Bouten et al. [Bo+90].
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dem Ansatz fiir ¢ — 1 ist, wird in Abbildung 3.8

a(k =0)
—flnf

der RSB1-Niherung fiir sehr kleine f betrachtet. Im Gegensatz zur replikasym-
metrischen Ndherung geniigt die RSB1-Ndherung fiir alle in der numerischen
Rechnung erreichten Werte von f der oberen Schranke; wir beobachten sogar
eine Anndherung der beiden Kurven, wenn f kleiner wird. Der Grenzwert der
oberen Schranke

ist im Diagramm 3.8 eine konstante Funktion (siehe GL.(3.11)).

In diesem Kapitel wurde also eine Niherung fiir die maximale Speicherkapa-
zitdt eines optimal verdiinnten Perzeptrons gewonnen, die mit allen bisherigen
Ergebnissen konsistent ist. Sie liegt oberhalb der AT-Linie der replikasymme-
trischen Naherung, das heifit, sie liegt wie erwartet in dem Bereich, in dem
die replikasymmetrische Lésung instabil ist. Des weiteren geniigt sie fiir alle f
einer oberen Schranke und stimmt im Limes f — 0 mit dieser {iberein. Es ist
jedoch nicht bekannt, inwiefern weitere Stufen der Replika-—Symmetriebrechung
das gewonnene a weiter verringern. Des weiteren ist zu betonen, daf die in
diesem Kapitel durchgefiihrte Rechnung darauf beruht, dafl eine Analogie des
optimal verdiinnten Perzeptrons zum SK—Modell angenommen wurde. Obwohl
diese Annahme sehr oft zu akzeptablen Ergebnissen fiihrt, ist sie jedoch nicht
zwingend.

Die Niherung wird in den ndchsten beiden Kapiteln mit praktikablen Verdiin-
nungsalgorithmen des Perzeptrons optimaler Stabilitdt verglichen. Der Vorteil
dieser Algorithmen ist, dafl zugehorige analytische Ergebnisse mit Simulationen
iiberpriifbar sind. Auflerdem wird sich zeigen, daf} die den Verdiinnungsalgorith-
men zugrunde liegende Theorie einfacher ist.
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Abbildung 3.7: Die effektiven Speicherkapazitdten a.f;(x = 0) im Vergleich
(vgl. Abb. 3.6).
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Abbildung 3.8: y = —aj(fi”:?) der RSB1-Néherung im Vergleich mit der oberen
Schranke. Die Naherung geniigt fiir alle in einer numerischen Rechnung erreich-
baren f-Parameter der oberen Schranke. Die Gerade y = ﬁ stellt dabei den

Grenzwert der oberen Schranke dar (GL.(3.11)).
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Kapitel 4

Der Quersummen-
verdiinnungsalgorithmus

Nachdem im vorherigen Kapitel Uberlegungen dariiber angestellt wurden, wel-
che effektiven Speicherkapazititen a.yy maximal moglich sind, wird nun ein
praktikabler Verdiinnungsalgorithmus vorgeschlagen. Er besteht aus zwei Schrit-
ten. Im ersten Schritt werden die zu entfernenden Neuronen ermittelt, indem
man einen geeignete Quersumme iiber die Muster betrachtet. Auf den verblei-
benden Neuronen wird das Perzeptron optimaler Stabilitdt nachgelernt. Da die
Wahl der Verdiinnung sehr schnell vonstatten geht, ist der Rechenaufwand ver-
gleichbar mit dem Rechenaufwand effektiver Lernverfahren des Perzeptrons op-
timaler Stabilitit. Dies erlaubt die Uberpriifung analytischer Ergebnisse durch
numerische Simulationen.

In Abschnitt 4.1 wird der Verdiinnungsalgorithmus explizit definiert, wobei
wieder die Notation aus Abschnitt 1.4 vorausgesetzt wird. Dabei wird heraus-
gestellt, dafl ein Verfahren der ,eingefrorenen Verdiinnung® vorliegt. In Ab-
schnitt 4.2 wird die analytische Rechnung vorgestellt. Das Ergebnis der Rech-
nung wird in Abschnitt 4.3 mit Computersimulationen verglichen. Es wird ge-
zeigt, daff mit dem Quersummenverdiinnungsalgorithmus effektive Speicherka-
pazitdten acy; > 2 erreicht werden.

4.1 Die Definition des Algorithmus

4.1.1 Motivation

Fir a < 2 existiert fir N — oo mit Wahrscheinlichkeit 1 ein Vektor des Per-
zeptrons optimaler Stabilitdt, der die Zwangsbedingungen mit einer Stabilitit
k erfiillt:

1 N
_— J.ot > v 4.1

Wir stellen uns die Aufgabe, diejenigen Komponenten j der transformierten Mu-
ster {O‘;L} zu bestimmen, die die obigen Zwangsbedingungen am wenigsten be-
einflussen. Wenn dies obendrein ohne Kenntnis des urspriinglichen Perzeptron—
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Vektors J geschehen soll, ist der naheliegendste Ansatz, die Platze j wegzulas-
sen, welche vom Betrag her die kleinsten Quersummen

H; = > ot (4.2)

aufweisen '. Diese Quersummen sind aber nichts anderes als die auf einem
Einschichtnetzwerk mit Mustern £ und Ausgaben {S*} definierten Hebb—
Kopplungen (siehe Gl. (1.9) mit ff_: S# fiir das ,,Ausgabeneuron® ).

Schneideverfahren mit Hebb—Kopplungen sind bisher ausschliefilich in Zu-
sammenhang mit Attraktornetzwerken behandelt worden [So86], [Do+489], [Mu92].
Wir verwenden das Schneideverfahren im folgenden als Vorstufe zu einem Nach-
lernprozefl, um alle in ein Einschichtnetzwerk eingespeisten Muster perfekt zu
klassifizieren.

4.1.2 Der Algorithmus

Vorgelegt seien p transformierte Muster . Das Netzwerk soll so verdiinnt
werden, dafl NV - f Neuronen {ibrig bleiben.

1. Berechne als Quersummen fiir die zu entfernenden Plitze j die Hebb-
Kopplungen
12
IS Ve 3)

pn=1

Ordne die Betrdge |H;| in aufsteigender Reihenfolge und ordne die Platz-

vektoren .
F; = (0'1 . O'p) (4.4)

ire 0
dementsprechend um mit neuen Indizes m(j).
2. Entferne alle Plitze j mit den kleinsten Betrdgen |H;|, d.h. entferne alle
O, mit
m < N(1 - f) (4.5)
Dabei sei die Schranke w fiir die Betridge der Hebb—Kopplungen als
w = |Hpy| (4.6)

definiert.

3. Lerne auf den verbleibenden N f Plitzen das Perzeptron optimaler Sta-
bilitdt, um sicherzustellen, dafi alle Muster wieder korrekt klassifiziert
werden.

Nach der Verdiinnungsprozedur liegt also der Verdiinnungsvektor

c= (e, yen)t (4.7)

!Die Skalierung mit s wurde gewidhlt, um zu gewihrleisten, daf H; = O(1).
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fest. Er ist wegen der obigen Definition der Schranke w gegeben durch
¢; =0(H;|—w), j=1,...,N (4.8)

Da die Kopplungen also erst optimiert werden, nachdem der Verdiinnungsvektor
feststeht, liegt eine ,eingefrorene Verdiinnung® vor (siehe Abschnitt 3.2.1). Der
Aufwand bei der Auswahl der ¢; wird sich dabei in dem Ergebnis a.;y > 2
widerspiegeln.

4.2 Die analytische Rechnung

4.2.1 [ als Funktion von w

Im thermodynamischen Limes N — oo 143t sich bei gegebenem Verdiinnungs-
parameter f die zugehorige Schranke w leicht ermitteln. Fiir f gilt ndmlich

\/]1\7—a Z_: ai| - w) (4.9)

Man sieht leicht, daB f im Limes N — oo selbstmittelnd ist 2. Wir berechnen
der Einfachheit halber den Mittelwert von f und schreiben

(N oy =
N T 1 M Loy
(H/dﬂj)NZQ(Hjw)'<<]1_[16(Hj\/mZ:1Uj)>>{ 3

einfach
1Y 1
f=§2 CJ:NZQ(‘

=1 =1

J=1 0 J=1 I
N to 1N —w
- ]1;[1_/ DH, N;®(|Hj|—w):2_/ DH (4.10)

Im Limes N — oo kénnen wir dann mit Formel (A.11) setzen
f=20(—w) (4.11)

Wir wissen also, bei welcher Schwelle w wir die Betrige der Hebb—Kopplungen
schneiden miissen, um einen Verdiinnungsparameter f zu erhalten.

?Die etwas lingliche Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte

P = <<5(f_%é%)>>{os}

liefert nichts anderes als eine Bestitigung des zentralen Grenzwertsatzes fiir einen Random

Walk [Reif], [Fe68].
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4.2.2 Der Ansatz fiir die Gardner—Rechnung und die Mittelung
iiber die Muster

Um das Nachlernen auf den verbleibenden Plitzen k, k = 1,..., N f,zu erfassen,
formuliere ich das zugehérige Gardner—Volumen

V= (4.12)

1 Ny +OodJk NS 2 L 1 NS
7R _ . [ e
Cmm(H/\/ﬁ)é(;J’“ Nf) };[10( _kaz:leknk H)

k:l_oo

Dabei ist die Normierungskonstante C,o, gegeben durch
Nf +oo
dJy,
Cnorm = / J 2
(I ) ()

Die 7, sind die transformierten Muster O';L auf den verbleibenden Pldtzen. Um
das Verdiinnungsverfahren korrekt in die Rechnung einzubeziehen, multipliziere
ich V' mit dem Faktor

(l EHZO ) ( 7, ]%;H Jl) (4.13)

Die Komponenten des Verdiinnungsvektors unterscheiden dann gemé&f
zwischen den Indizes k und [.

- w) (4.14)
Fiir das Phasenraumvolumen gilt also

L e RS

L 1
. 0| — C]‘T]‘O';L — K 4.15
1 (m; ) o

Im Vergleich mit dem Phasenraumvolumen fiir die optimale Verdiinnung (Vs
aus G1.(3.16)) stellen wir nocheinmal fest, daff nicht iiber die ¢; summiert wird.
Die ¢; sind hier eingefroren, da sie nur von den vorgegebenen Mustern abhdngen.
V ist das Phasenraumvolumen fiir ein Perzeptronproblem auf wohldefinierten
Platzen k. Demzufolge ist die Entropie

A

1 p
n=1

l\')l}—\

é\f:l—c] )

=1

1
s= lim Fan (4.16)

— 00

wieder selbstmittelnd, es ist gleich, ob wir einen festen Mustersatz mit groflem
N betrachten, oder ob wir fiir grofle N iiber die gaufiverteilten Muster mitteln:

lim s = lim <<8>>{Uf} (4.17)

N—o N—oo
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Man kénnte nun einwenden, dafl das Phasenraumvolumen in Gl.(4.12) nur N f viele
Muster enthilt und somit bei einer Berechnung von s nur das Ergebnis des zufélligen
Verdiinnens herauskommt. Dem ist entgegenzuhalten, dafl die Plitze & in Gl.(4.12)
von dem gesamten Mustersatz abhingen. Dieser Korrelation wird nur Rechnung ge-
tragen, wenn man in der Darstellung (4.15) beachtet, dafi auch die Muster auf den

weggenommenen Platzen in die ¢; eingehen.

Ich wende wieder die Replika—Methode aus Abschnitt 1.3.2 an und berechne

Bp(n) = lim %m (W) oy (4.18)

N—co

Dazu fithre ich die Fourierdarstellung der é—Funktion fiir die Zwangsbedingun-
gen ein. Die Hebb—Kopplungen H; in den ¢; werden analog zu Gl.(A.3) ersetzt.
Die /Azj sind dabei die zu H; konjugierten Variablen. Es gilt

(V) = A
/ dH; / Lg;_])exp( i\f: )(H/DTJP).

_ o = IP oo

(ﬁ 5(2 ¢ (T],P)2 - Nf)) (H/OO dXﬁ_Tix—f) exp (izwﬁXﬁ) '

p=1 =1 P
Z Z T 4 by Ly .
z? c] + \/E o;

e ) e

Dabei sind die ¢; Funktionen der Integrationsvariablen H; gem&f}

=

Il
—

cj(H;) = 0(|H;j| — w) (4.20)
Die Mustermittelung liefert
exp[.. 1)) = (4.21)
1 p 1 prpo o p L, 2
exp _ﬁz qu_chjTj T+ —— Zx c]T h Eh
Tk P50

4.2.3 Das Ergebnis fiir allgemeine n

Zur Entkopplung der Indizes j von den Indizes p fithre ich den Ordnungspara-
meter

— > ¢ TITY (4.22)

und das Feld

K, = Z xh (4.23)
mit konjugierten Grofen ¢,,, k, analog zu GL.(A.3) ein. @ ,, stellt wieder die
mittlere Uberlappung zweier Lésungen der Klassifizierungsaufgabe auf den ver-

bleibenden Plitzen dar. Wegen der Normierung des Phasenraumvolumens ist
wieder (),, =1 Vp.
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Nach der Berechnung der Gaufi-Integrale in den ﬁj nach Formel (A.8) kann
die Sattelpunktmethode zur Berechnung von ®p(n) angewendet werden. Nach

der Transformation
. K
k,— 2 (4.24)

1

erhdlt man das Ergebnis fiir allgemeine n:

<I>R(n) = Sattel{ng,tpg,Kp,kp} (4.25)
=2 Qo + Zk = =S R,Qu ks +
p<o 2a [N
i3 +OO
+1In [1—f+ / DHO(|H|—w)(H /DTP)-
p=1_"r,

1 H X .
-exp ( 7 > TptpeT, - N ;IxPTp)

p<o

noofeo Oodacp
(i %)

- exp —EZ%QM%‘FZZ (Xp_kp))]

Pa /)1
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4.2.4 Die Annahme der Replika—Symmetrie und die Lésung der
Sattelpunktgleichungen

Man setzt das Ergebnis mit der Annahme der Replika—Symmetrie nach n = 0
fort:

ng = q7 p?U:17“‘7n7 p#o-
k, = k, p=1,...,n (4.26)

und analog fiir ¢,,, ¢,,, K'p.

Die Mittelwerte iiber die Matrizen ¢,, und @),, lassen sich nach Formel
(B.1) berechnen, wenn man in dem RSB1-Ergebnis einfach ¢o = ¢1 setzt. Der
Parameter m kiirzt sich dann heraus. Man erhilt als Ndherung fiir die Entropie

s = sattel{thkK} (4.27)
1 1 f t—2T
T+ —qt+ kK — —K*(1-¢)—<1n (1
+ gt + kK = S -K5(1 = q) 2n<—+ 7 )+
1 K?E I K-k+2/7
s Dzln ®
T e e T e ) e

Dabei ist /2 durch die Schranke w gegeben. Es gilt

=2- /DH H*=f+ fwexp (—%wz) (4.28)

nach Formel (A.21).
Die Sattelpunktgleichungen beziiglich der Hilfsvariablen K,t,7, sind alge-
braisch. Sie lagsen sich auflésen zu

- ka 1
K = . 4.2
' l—¢ 1-Z (4.29)
1 1 KE
t = f- - f- — 4.30
(1-q)* l—q¢ af 30
1 1 1 1, K?F
ro- Lg . —f- 4.31
Nach dem Einsetzen in die G1.(4.27) erhidlt man
s = saftely, 1y T
1 f a k? f
{§f— SU—a+ 5'@ - 5l=gh(l—g)+
oo k—k+ 2/q
+a1—q(/[km¢<———————) 4.32
i-u o (132

57



Dieses Firgebnis kann man im Grenziibergang ¢ — 1 noch weiter vereinfachen.
Die Ableitung der Entropie nach ¢ liefert dann ndmlich die Bestimmungsglei-
chung fiir das kritische «. Iis stellt sich sogar heraus, daf} die Losung der Sattel-
punktgleichung beziiglich ¢ auf die Suche nach der Nullstelle des Grenzwertes

[ = lim (1 - g)s (4.33)
q—)-

hinauslauft, wobei s die obige Entropie darstellt [En+492].

Das Integral iiber die ®—Funktion wird im Limes ¢ — 1 mit Hilfe der Ent-
wicklung (A.14) und der GauB-Formel (A.21) berechnet. Zudem wird die Va-
riable k& durch die Variable a ersetzt:

a=kK-—k (4.34)
Man erhélt
l= lirri (1-q)s= (4.35)
q—
f a (k—a)} a 9 a 1,
35 s (@)oo (5e))

Die kritische Speicherkapazitit o und die Sattelpunktvariable ¢ werden schlief3-
lich aus dem folgenden System zweier Gleichungen gewonnen.

lla,0) = 0
olla, o)
=0 (4.36)

4.2.5 Das Ergebnis am kritischen Punkt

Sind die Stabilitdt x und der Verdiinnungsparameter f fiir das Perzeptron auf
den verbleibenden Plétzen vorgegeben, so erhalten wir die kritische Speicher-
kapazitidt aus der folgenden Prozedur:

Berechne die Schranke w aus der Gleichung

f=20(—w) (4.37)

Dann ist die Konstante E gegeben als

i 2 1
E:Q./DH-H2 :f—|—£wexp <—§w2) (4.38)

Lose anschliefend die Gleichung fiir

K—a= (? — 1) . [a - ®(a) + \/12_7Texp (—%(12)] (4.39)
SchlieBlich ist das kritische o gegeben durch

a=f- [—(?:7(;)2 + (1 + a2)<I>(a) + \/(;_ﬂexp (—%(12)] _ (4.40)
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4.2.6 Der Limes [ — 0

Um zu zeigen, daf} die effektive Speicherkapazitit a.;; divergiert, entwickelt
man die $—Funktionen in den Gleichungen des obigen Abschnitts gem&fl Formel
(A.14). Es gilt im Limes f — 0

f=20(-w) = 1.2 - exp (—%wz) (1 + (’)(%)) (4.41)

w T

Daraus folgt
1
Inf= —§w2 + O(ln w) (4.42)

und
1—?:102(1{—%{—(’)(%)) (4.43)

Setzt man diese Entwicklungen in die Sattelpunktgleichung (4.39) fiir a ein, so
folgt daraus die Divergenz

a— -0 (f—0)

Man erhélt
(k—a)-a* <1+O<a_12)) V27 - exp (—I—%az) =-2Inf (4.44)

2

Wegen des exponentiellen Faktors exp (%a ) in dieser Gleichung divergiert a

sehr langsam. Fir die effektive Speicherkapazitdt gilt dann
o 15 1
Qefp = ? = —av2mexp —|—§a 1+ 0 ;
2In f 1
. = - 1 — 4.4

aesy divergiert hier also schwicher als im optimalen Fall, eine logarithmische

Divergenz in In f wird nicht erreicht.
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Abbildung 4.1: Die Stabilitdt x(a) beim Quersummenalgorithmus. Die Compu-
tersimulationen wurden mit N = 200 Neuronen bei 50 Wiederholungen durch-
gefiihrt. Die Simulationen sind durch die Symbole wiedergegeben, wobei die
Streuungen kleiner als die Symbolgréfien sind. Die durchgezogene Linie stellt
die analytische Rechnung dar.

4.3 Ergebnisse

Das Ergebnis der Replika—Rechnung kann mit Computersimulationen iiber-
priift werden. Dazu gibt man die urspriingliche Zahl der Neuronen N, die Zahl
p = alN der Muster und die Zahl N f der verbleibenden Neuronen vor. Die
gauflverteilten transformierten Muster werden mit einem Zufallszahlengenerator
bestimmt. Die Gaufi—Verteilung wird dabei mit dem Box—Muller—Algorithmus
erzeugt [NR88]. Nach der Verdiinnung des Netzwerks gemafl der Betrige der
Hebb-Kopplungen lernt man auf den verbleibenden N f Pliatzen das Perzeptron
optimaler Stabilitdt mit Hilfe des AdaTron—Algorithmus.

In Abbildung 4.1 beobachtet man eine sehr gute Ubereinstimmung der ana-
lytischen Ergebnisse mit der Computersimulation. Die Simulation wurde dabei
mit N = 200 Neuronen durchgefiihrt, wobei eine Mittelung iiber 50 Liufe er-
folgte [Gc92], [Ku+92].

Man erreicht in der Computersimulation nicht die Stabilitit x = 0, weil bei
niedrigen Stabilititen auch die Wahrscheinlichkeit sinkt, dafl ein Perzeptron—
Vektor existiert. Die zugehorigen Léufe, in denen der Algorithmus nicht kon-
vergiert, fallen aus der Mittelung heraus. Dies verschiebt den Mittelwert der
Stabilititen nach oben. Bei hoheren x bzw. kleineren « ist die Wahrscheinlich-
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Abbildung 4.2: Die bisherigen Ergebnisse fiir die Speicherkapazititen a(x = 0)
im Vergleich. Der Quersummenalgorithmus (,Hebb*) stellt eine Verbesserung
der zufélligen Verdiinnung dar.

keit, daf} ein Perzeptron existiert, jedoch nahezu 1, und die Mittelwerte sind
sehr zuverlissig.

Die analytischen Ergebnisse fiir die Speicherkapazitit o bei k = 0 sind
in Abb. 4.2 aufgefiihrt. Sie werden mit den bisher gewonnenen Ergebnissen
verglichen: RSB1-N&herung, obere Schranke und Gerade o = 2f der zufilli-
gen Verdiinnung. Wie erwartet liegt die Speicherkapazitdt beim Quersummen-
verdiinnungsalgorithmus zwischen der Niherung fiir den optimalen Fall und der
Geraden. Das wichtigste Iirgebnis dieses Kapitels sehen wir nocheinmal in Ab-
bildung 4.3. Die effektive Speicherkapazitit ist beim Quersummenverdiinnungs-
algorithmus gréBer als 2.

Qeff = @ > 2 (4.46)

Dieses Iirgebnis konnte bei hoheren k—Werten mit Computersimulationen belegt
werden. a.ry > 2 kann also auch in einem sehr schnellen Algorithmus erzeugt
werden, es tritt nicht nur bei der optimalen Verdiinnung auf. Im Limes f — 0
beobachten wir auch hier eine Divergenz in a.ss. Diese Divergenz ist jedoch
schwécher als im optimalen Fall (siche Gl.(4.45)).

Gegen das Ergebnis a.yy > 2 kénnte man einwenden, dafl es doch eigent-
lich sehr unwahrscheinlich sein miifite, einen Verdiinnungsvektor ¢ mit a.sy > 2
durch einen solch einfachen Auswahlprozefl wie dem Quersummenverdiinnungs-
algorithmus zu finden. Wir begegnen dem Einwand, indem wir einen Vergleich
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Abbildung 4.3: Die bisherigen Ergebnisse fiir die effektiven Speicherkapazitéten
acsf(k =0) im Vergleich. a.; des Quersummenalgorithmus (,,Hebb®) diver-
giert schwicher als die obere Schranke und die RSB1-N&herung der optimalen
Verdiinnung.

mit einer einfachen Kette nicht wechselwirkender Spins anstellen. Dort sind
Magnetisierungen m # 0 zwar sehr unwahrscheinlich, doch ist es sehr einfach,
einen Zustand mit m # 0 anzugeben. Im Fall des Problems der Verdiinnung ist
die Menge M aller Verdiinnungsvektoren ¢ mit a.y; > 2 zwar sehr klein, jedoch
landet der Quersummenverdiinnungsalgorithmus fiir N — oo mit Wahrschein-
lichkeit 1 in dieser Menge M.

In einem anderen Einwand gegen a.s;y > 2 kénnte man mit dem Satz
von Cover argumentieren: Nach dem Verdiinnen gem&fl der Betrdge der Hebb—
Kopplungen liegen p Muster auf N f Plitzen vor. Diese sind zwar wegen des
Auswahlprozesses korreliert, doch befinden sie sich immer noch in allgemeiner
Lage. Dann ist aber die Wahrscheinlichkeit, daf ein Perzeptron existiert, durch
die Cover-Wahrscheinlichkeit Wy (GL.(1.41)) gegeben, und es folgt a s = 2 im
Limes N — oo.

Man entkréftet diesen Einwand mit dem Hinweis auf die Auswahl der mogli-
chen Ausgaben. In die Hebb—Kopplungen der transformierten Muster gehen die
vorgegebenen Ausgaben ein. Das bedeutet freilich, dafi der Verdiinnungsvektor
¢ schon unter Kenntnis der Ausgaben bestimmt wurde. Zwar gibt es auf den ver-
bliebenen Plitzen C(p, N f) viele mogliche Ausgaben (siehe Gl.(1.40)), jedoch
wurde durch den Auswahlprozef§ bewerkstelligt, daf§ sich die gewiinschte Aus-
gabe mit erhthter Wahrscheinlichkeit P unter diesen C'(p, N f) vielen Ausgaben
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befindet: )

P> N (4.47)
Die Berechnung von P wurde mit Hilfe der Gardner—Rechnung umgangen. Dies
ist ein eindruckvolles Beispiel fiir die Machtigkeit der Methoden der statistischen
Physik auf dem Gebiet der neuronalen Netzwerke.

Wenden wir uns schliellich unserer Gardner—Rechnung zu. Hier ist die Frage
nach der Richtigkeit der Annahme der Replika—Symmetrie noch offen. Ein ma-
thematischer Beweis der Richtigkeit unserer Rechnung kénnte auf zweierlei Art
erfolgen. Zum einen kénnte man den von van Hemmen und Palmer [HePa79]
angegebenen Satz von Carlsson als Grundlage fiir einen Beweis benutzen, zum
anderen konnte man das in Kapitel 2 geschilderte Verfahren benutzen, um ohne
eine Replika—Rechnung die Richtigkeit der angegebenen Formeln nachzuweisen.

Wir begniigen uns an dieser Stelle mit einer Betrachtung des Phasenraums
unseres Verdiinnungsproblems. Im Gegensatz zur optimalen Verdiinnung be-
steht hier der Phasenraum einfach aus einer Gardner—Kugel, die von Kopp-
lungen auf den verbleibenden N f Plétzen gebildet wird. Das zugehorige Opti-
mierungsproblem ist weiterhin ein Problem der quadratischen Optimierung. Da
die Verdiinnung eingefroren ist, entféllt eine diskrete Optimierung beziiglich der
Verdiinnungsvektoren. Iis liegt also kein Grund dafiir vor, weshalb die Replika—
Symmetrie gebrochen sein sollte, und die Computersimulationen bestitigen un-
sere einfache replikasymmetrische Theorie in allen zuginglichen Parameterbe-
reichen.
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Kapitel 5

Das Schneideverfahren zur
Verdiinnung des Perzeptrons
optimaler Stabilitat

In Kapitel 4 wurde aufgezeigt, dafl es prinzipiell méglich ist, mit einem einfa-
chen Verdiinnungsalgorithmus a.;; > 2 zu erzeugen. Nichtsdestotrotz ist das
erzielte Ergebnis noch weit von demjenigen der RSB1-Ndherung der optima-
len Verdiinnung entfernt. Demzufolge befafit sich dieses Kapitel mit der Frage,
wie nahe man mit einem praktikablen Algorithmus an das a.sy der optimalen
Verdiinnung herankommen kann.

Der in Abschnitt 5.1 vorgestellte Algorithmus fufit darauf, Perzeptron—
Kopplungen zur Festlegung des Verdiinnungsvektors zu verwenden. Statt der
Betrige der Hebb—Kopplungen werden die Betrige der Kopplungen des opti-
malen Perzeptrons dazu verwendet, die zur Lésung der Klassifikationsaufgabe
relevanten Neuronen auszuwidhlen. Man kann dieses Verfahren auch mehrmals
anwenden, um eine héhere Stabilitdt des verdiinnten Perzeptrons zu erzeugen.
Wihrend dieses Mehrschrittverfahren nur auf dem Computer simuliert werden
kann, ist das zum Quersummenalgorithmus analoge Einschrittverfahren durch
eine Replika—Rechnung zugénglich. Diese analytische Rechnung wird in Ab-
schnitt 5.2 dargestellt.

Die Ergebnisse der replikasymmetrischen Theorie werden in Abschnitt 5.3
mit Computersimulationen ([Gc92], [Gc+92]) verglichen.

5.1 Der Algorithmus

Analog dem Quersummenalgorithmus aus Abschnitt 4.1.2 formuliere ich das
folgende FEinschrittverfahren:

Vorgelegt seien p transformierte Muster g#. Das Netzwerk soll so verdiinnt
werden, dafl N f Neuronen iibrigbleiben. Wenn auf diesen N f Neuronen eine
perfekte Klassifizierung erfolgen soll, mufl zumindest das Perzeptron optimaler
Stabilitdt auf allen N Plitzen existieren.
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1. Lerne den zugehd&rigen Vektor
J= (T dn)"

des Perzeptrons optimaler Stabilitit auf dem unverdiinnten Finschicht-
netzwerk. J habe die Stabilitdt x;. Ordne die Betrige |.J;| der Perzeptron—
Kopplungen in aufsteigender Reihenfolge und ordne die Platzvektoren

T
F; = (U},...,Uf)
dementsprechend um mit neuen Indizes m(j).
2. Entferne alle Plitze j mit den kleinsten Betrdgen |J;|, d.h. entferne alle
O, mit
m < N(1 - f)
Dabei sei die Schranke w fiir die Betrdge der Perzeptron—Kopplungen als
w = [

definiert.

3. Lerne auf den verbleibenden N f Plitzen das Perzeptron optimaler Sta-
bilitdt mit Kopplungen

L=(Ly,....,Lyp)"

um sicherzustellen, daf} alle Muster wieder korrekt klassifiziert werden.
Dieses zweite Perzeptron habe die optimale Stabilitdt xs.

Nach der Verdiinnungsprozedur liegt also der Verdiinnungsvektor

= (crreenyen)”

fest. Er ist wegen der obigen Definition der Schranke w gegeben durch
¢; =0(J;)|—w), j=1,...,N

Es handelt sich wieder um eine eingefrorene Verdiinnung. Fine Verbesserung des
Verfahrens kann dadurch erreicht werden, dafl man die obige Prozedur in meh-
reren Schritten durchfithrt: Man verdiinnt zunichst auf N f; Neuronen, lernt
nach, verdiinnt auf N f; und so weiter, bis man schliefllich bei der geforderten
Zahl N f anlangt und ein letztes Mal nachlernt. Wir wollen im folgenden unter
dem Mehrschrittalgorithmus den optimalen Fall, d.h. das Nachlernen fiir jedes
einzelne Neuron verstehen:

1. Lerne das Perzeptron optimaler Stabilitit mit Vektor

J=(J1, . In)"
2. Entferne nur den Platz j, der den kleinsten Betrag |J;| aufweist.
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3. Lerne das Perzeptron optimaler Stabilitit auf den verbleibenden Platzen
nach.

4. Tteriere die Schritte 2 und 3, bis die gewiinschte Verdiinnung erreicht ist.

Ein &hnlicher Mehrschrittalgorithmus ist bereits von Janowsky im Rahmen
von Attraktornetzwerken untersucht worden. Janowsky definiert die Speicher-
kapazitit jedoch in Zusammenhang mit einem Glauber—Prozefl. Auflerdem ver-
wendet er statt dem optimalen das einfache Perzeptron [Ja89].

5.2 Die Gardner—Rechnung zum Einschrittverfah-
ren

Das Finschrittverfahren kann in einer Gardner—Rechnung behandelt werden,
wenn man die Komponenten

¢; =0(J;)|—w), j=1,...,N

des Verdiinnungsvektors korrekt in die Rechnung einbezieht. Dies geschieht mit
Hilfe einer Replika—Mittelung iiber alle zugelassenen Kopplungsvektoren J des
ersten Perzeptrons. In Abschnitt 5.2.1 wird diese Methode bereits im Zusam-
menhang mit der Berechnung der Schranke w fiir das Schneideverfahren vor-
gestellt. In Abschnitt 5.2.2 wird dann der Ansatz fiir die Gardner—Rechnung
eingehend erklért. Es wird dargelegt, daf§ es sich um eine Replika—Rechnung
mit zwei Replika-Indizes handelt *.

Da die bei Gardner—Rechnungen angewendeten Methoden bereits in Kapitel
4 vorgestellt wurden, wird in Abschnitt 5.2.3 aus Griinden der Ubersichtlich-
keit der Rechenweg bis zur Gewinnung des allgemeinen Ergebnisses skizziert.
Anschliefend wird in Abschnitt 5.2.4 die replikasymmetrische Annahme ge-
macht. Die Frgebnisse der analytischen Rechnung vereinfachen sich erheblich,
wenn man fordert, dafi sowohl das erste Perzeptron (mit Kopplungen J) als
auch das zweite (mit Kopplungen L) optimale Stabilitdt besitzen (xy bzw. k).
Diese Grenziibergdnge werden in Abschnitt 5.2.5 durchgefiihrt. Die Ergebnisse
der analytischen Rechnung werden in Abschnitt 5.2.6 vorgestellt.

5.2.1 [ als Funktion von w

Um den Verdiinnungsparameter

1 1
)= NZ% = WZG(IJ]‘I —w) (5.1)

berechnen zu koénnen, miissen die Kopplungen J; des ersten Perzeptrons in
die Rechnung einbezogen werden. Dies geschieht durch eine Replika—Mittelung
iiber das erste Perzeptron. Wenn die Stabilitdt sy unterhalb der kritischen Sta-
bilitdt ist, gibt es mehrere Perzeptron—Vektoren J, die die Klassifikationsauf-
gabe erfiillen. Die J nehmen ein Gebiet auf der Gardner—Kugel ein, das gleich

!Man bezeichnet eine solche Rechnung auch oft als ,doppelte Gardner—Rechnung
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dem Gardner—Phasenraum—, Volumen* V ist. Der Mittelwert der Funktion f(.J)
iiber alle Perzeptrone im ersten Schritt ist dann

(F( Doy = (5.2)

(150 a0 o502~ 3) (o 20 07— 0

(H;V:I j«(’jd‘]i)‘s(zﬁl JJ'Q - N) ( ﬁ:1 0(\/1_N Zj‘vzl J]U;L - fﬁ))

Da spéiter iiber die Muster gemittelt werden soll, mufl man die rechte Seite
in eine Replika—Mittelung iiber das erste Perzeptron tiberfiihren. Dies ist ein
bekanntes Verfahren aus der Spinglasphysik [Me+87]. Eingefiihrt wird zunéchst
ein Replika—Index

s=1,....,m
Spéter wird dann formal der Limes m — 0 durchgefiihrt. Multipliziert man die

obige Gleichung mit
1= lim V™ (5.3)

m—0

wobei V' das Phasenraumvolumen, also den Nenner in GL(5.2) darstellt, so gilt

T (ﬁ (ﬂ +/de]@)6(§: (Jf)2_N)) .

m P N
(o F S n))t) o
B=1up=1 j=1

Man sieht hier, dafl im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Replika—Rechnungen
in dieser Rechnung ein Replikon ausgezeichnet ist; ich wihle auch im folgenden
immer das erste Replikon.

Um f als Funktion von w mit den Methoden der statistischen Physik be-
rechnen zu kénnen, miissen wir also zweierlei voraussetzen

1. f seiselbstmittelnd beziiglich der Mittelung iiber alle Perzeptron—Vektoren
des ersten Lernschritts.

2. f sei selbstmittelnd iiber alle Muster.

In Formeln ausgedriickt heifit dies

dm = gim (D ) (55)

Da wegen der Mustermittelung kein Platz mehr ausgezeichnet ist, liefert jeder
Summand in GL.(5.1) das gleiche Ergebnis. Ich wihle den N—ten Summanden.

Dy ) = (v )

+00
= [aro-w) ({60 - Iy ) 656)
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Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Perzeptron—Kopplungen
P(J) = lim_ ({60 =Ty ) (5.7)

ist dann mit Hilfe einer Gardner—Rechnung zu bestimmen. Da die Technik der
Replika—Mittelung noch in den nichsten Unterpunkten vorgestellt wird, greife
ich hier auf die Rechnung in [Bo+90] zuriick. Bouten et al. erhalten eine Gauf—
Verteilung, die von der Stabilitdt unabhédngig ist.

\/12_7Texp (—%Jz) (5.8)

Dieses Ergebnis ist anschaulich verstindlich, wenn wir die Normierungsbedin-
gung fiir die Perzeptron—Kopplungen betrachten. Nach dem Gesetz der grofien
Zahlen gilt ndmlich

P(J) =

N
Z_: (5.9)

Mit der obigen Wahrscheinlichkeitsdichte folgt dann einfach unser Endergebnis
f=2 / DJ = 26(—w) (5.10)

Analog zur Verdiinnung der Hebb—Kopplungen haben wir also auch im vorlie-
genden Fall den mittleren Teil (d.h. alle J mit |J| < w) aus einer Gaufiglocke
herausgeschnitten und die verbleibende Fliche berechnet.

5.2.2 Der Ansatz fiir die Gardner—Rechnung

Wir gehen davon aus, daf§ im ersten Schritt ein Perzeptron mit Kopplungen J
und Stabilitdt x; gelernt worden sei. Ky sei unterhalb der kritischen Stabilitit,
die zu dem vorgegebenen o gehért (GL.(1.39)), so dal eine Replika—Mittelung
iiber alle Perzeptrone mit Stabilitdt £ > xy moglich ist. Wir verdiinnen die Neu-
ronen gemdfl der obigen Schranke w und lernen auf den verbleibenden Plétzen
Perzeptron—Kopplungen

Lyg=(Liyeooy Ing)t (5.11)

nach, wobei wir mindestens eine Stabilitdt xo fordern. Das Phasenraumvolumen
fiir das zweite Perzeptron ist dann analog zu den Gleichungen (4.12) und (4.15)

(0 T ane o (o 122 = 300) s 0y =2 i - )
(Hﬁifgj dL) (o, 12 = N )
+oo
= #-(ﬂ/%)é(éf:c]‘ﬂ?—]\ff)exp( %g: (1 —¢)T )

P A ,
J]© N7 > ¢iTio% — Ky (5.12)




mit der Normierung des Phasenraumvolumens

o~ (1L 22)o (o 27) -

7=1"

g:l—c] )

=1

l\')l}—\

Um die
¢; =0(J;)|—w), j=1,...,N (5.13)

in die Rechnung einzubeziehen, miissen wir die Selbstmittelungseigenschaft der
Entropie
1
s(J) = Nln Vi(J) (5.14)
beziiglich der Mittelung iiber die Perzeptrone J des ersten Schritts und beziiglich

der Mittelung iiber die transformierten Muster voraussetzen. Analog zu GL.(5.5)
berechnen wir also

N—o N—oo

lim s = Jim (( (s()) g >>{UM} (5.15)

Dabei mufl wieder die Replika—Methode angewandt werden, um die Mittelungen
iiber den Logarithmus zu erméglichen. Dazu gehort ein Replika—Index

p=1,....n

Zur Durchfithrung der Mittelung iiber die Perzeptronkopplungen J muf} ein
zweiter Replika—Index

s=1,....,m

eingefiithrt werden.
Zur korrekten Formulierung der Replika—Methode fiir diese doppelte Gardner—
Rechnung betrachten wir

1
@ (m,m) = < In ((U(m,n))) (5.16)
wobei die Abkiirzung U(m,n) fir die Replika-Mittelung iiber V" steht:

)
(ﬁ ﬁO( Z::J o —Hl))(v(f))n (5.17)

[f=1p=1
Leitet man (I)%N) partiell nach n ab, so erhidlt man wie gewiinscht an der Stelle
n=2>0
N
. 00y (m,m)|
m—0 871 =0
v oo (1 (L] )2 (B0
lim / I e[S (1) - W
m—0 N ((U(m,0))) 51;[1 ]1;[1_00 / ]Z:; !



m P 1 N 5 4
.(gg@(ﬁ;Jjaj —Hl)) an>>
1
= —hl .
<< <N’ Lqi)>u} >>{¢q (o1

Um die analytische Rechnung durchfiithren zu kénnen, miissen wir annehmen,
daBl der Grenzwert N — oo mit den Grenzwerten m — 0 und n — 0 vertauscht.
Wir setzen also

brp(m,n) = ]\;lm <I>( )(m,n) (5.19)
und berechnen
dPr(m,n)

(5.20)

lim s = lim

N—co m—0 on n=0

5.2.3 Der Rechenweg zur Gewinnung des allgemeinen Ergeb-
nisses fiir ®r(m,n)

Wir betrachten U(m,n) aus GL.(5.17), setzen das Phasenraumvolumen (5.12)
ein und fithren analog zur Rechnung aus Kapitel 4 (siehe GL.(4.19)) die Fou-
rierdarstellung fiir alle Zwangsbedingungen ein. Man erhilt

U x

)
(H/dXﬁ / ﬁ) exp (2 2 i XP ) (H/dZ” /OO—) exp (iZzgzg) :

ﬂﬂﬁﬁl o " qu
p n N 2 ?
{0 2) (et o (-

(5.21)

i @ 86 P P
cexp | ——= o acJ—I—— zPe; T
(G gen)
Man beachte, dafl ¢; von der Perzeptronkopplung J} (des ersten Replikons
8 = 1) wie folgt abhingt:
cjze(‘J}‘—w), j=1,....N (5.22)

Mittelt man U iiber die gauflverteilten transformierten Muster, so entstehen die
Uberlappungen

1 N

Py = WZJ]@J} (5.23)
N

Rs, = Z e (5.24)
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N
1 a
Qpo = N—fg C]‘T]ij (5.25)
j=1

Dabei sind 5,7 € {1,...,m} und p,0 € {1,...,n}.

Die Uberlappungen werden als Ordnungsparameter gem#f G1.(A.3) mit kon-
jugierten Variablen Pﬁw }A{gp und Q oo eingefiihrt. Es gelingt dadurch, die Indi-
zes p von den Indizes j zu entkoppeln, und man kann ®g(m,n) mit Hilfe der
Sattelpunktmethode berechnen.

Man erhilt

brp(m,n) =

sattel 5 5 A
{Pﬁv 7P/37 7R/3P7R/3P7Q po s pc}

Z PB’VPﬁ’V + Z RﬁpRﬁp + Z Qpa@pa +

B<y B.p pLo
m g
+1In H / i exp | — Z JQPMJW .
ﬁ:l_oo 2 BLy
H / DT, | -exp ZJgRgqu Z al, Qpa o
p=1_"r, p<cr
[ d d
+aln ( /ng/ xﬁ)( /dZ / Z’)) .
B= 1/11 —00 p= 152

1 1 L
- exp [—5 Zggﬁpﬁwxw - ﬁ ngRngp ) ZZPQPUZC’—I_
Pyo

By Bp

(5.26)

+id> wgXpgtiy 2,7,
/=1 p=1

Dabei ist der Verdiinnungskoeffizient ¢; nur von der Integrationsvariablen Jy
abhingig:
c1 = 0(|J1| - w) (527)

Pg, stellt die Matrix der Uberlappungen der Kopplungsvektoren des ersten
Perzeptrons dar. (), gehdrt zum zweiten Perzeptron. Die Rechteckmatrix R,
gibt die Uberlappungen der Kopplungen des ersten Perzeptrons mit denen des
zweiten Perzeptrons wieder.

5.2.4 Die Annahme der Replika—Symmetrie

Betrachtet man die Integrale iiber die Perzeptron-Kopplungen {Jg} und {7},
so fallt auf, dafl das Replikon 5 = 1 ausgezeichnet ist. Dies liegt an unserem
obigen Ansatz fiir die Replika—Mittelung tiber die Kopplungen des ersten Per-
zeptrons. In dem Mischausdruck

— > " JsRppeiT, (5.28)
B.p

71



kommt dadurch eine Asymmetrie zustande. Ich mache deshalb die Annahme,
daf} die zu dem Mischausdruck gehérenden Ordnungsparameter Rg, und }A{gp
ebenfalls eine Asymmetrie beziiglich g = 1 aufweisen. Fiir das erste Perzep-
tron liegt hingegen Replika—Symmetrie vor, denn es wurde einfach vorgelernt.
Der spitere Verwendungszweck der Kopplungen J hat das Lernen in keiner
Weise kausal beeinflufit. Auch fiir das zweite Perzeptron machen wir analog zu
Abschnitt 4.2.4 den replikasymmetrischen Ansatz.
Wir setzen

Ps, = p, fBoy=1,....mmit §#~ (5.29)
Rg, = r, f=lundp=1,....n (5.30)
Rg, = r, p=2,...omundp=1,...,n (5.31)
Qoo = ¢ po=1,...,nmitp#o (5.32)

Es gilt
Pgg =1V und (,,=1Vp

Fiir die konjugierten Variablen ist der Ansatz analog, wobei noch gesetzt wird

Psyz = P, B=1,...,m (5.33)

Q = Q. p=1,....n (5.34)
Der Ansatz fiir Rg, und }A{gp muf spiter mit Hilfe von Computersimulationen
bestitigt werden.

Mit dem Ansatz 148t sich die Funktion ®g(m,n) um m = 0 und n = 0
entwickeln. Es gilt

bp(m,n) = sattel{p7ﬁ7p7p77«1 1r700,8,Q )

0—|—m-A—|—n-B—|—m-n-C—|—(’)(m2)—|—(’)(n2) (5.35)

Man wendet wieder die Formel (B.2) fiir den replikasymmetrischen Fall an und
erhélt

1 i H—I—\/ﬁu
A = P—2p Du -1V
siv+a [ Due(-EE)
1o 1P
——In (2P —p) — = — .
S (2P —p) - 5 F (5.36)

Da n = 0 gesetzt wurde, ist A nichts anderes als die Entropie
1
=—hV
3 n

fiir das erste Perzeptron mit dem Phasenraumvolumen V aus GIl.(1.33). Be-
trachten wir die Vorschrift (5.20) zur Berechnung der Entropie. Sie besagt,
daf} der Sattelpunkt an der Stelle n = 0, aber bei zunichst allgemeinem m zu
bilden ist. Die Ordnungsparameter p, p und P erhilt man also aus den Sattel-
punktgleichungen beziiglich der Gréfie A. Das ist anschaulich klar, denn das
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erste Perzeptron hat noch keine Informationen vom zweiten Perzeptron. Die
Ordnungsparameter des ersten Perzeptrons diirfen deshalb nicht von den Para-
metern rq, r und ¢ abhingen.

Es gilt nach [Ga88]

) L (5.37)
po= - :
(1-p? 1-p
S - (5.38)
S 2(1-p) 1-p '

Der Ordnungsparameter p 16st schliefilich die Sattelpunktgleichung

0A
i 0 (5.39)
Die Ordnungsparameter p,p und P sind also als Funktionen von a und
bekannt.

Setzen wir nun Gleichung (5.35)in GI1.(5.20) ein, so ist die Entropie s einfach
durch den Term B gegeben. Man wendet Formel B.2 fiir den replikasymmetri-
schen Fall auf ®(0,n) (siche GL(5.26)) an. Bei der Behandlung der konstanten
Terme ist zu beachten, dafB gilt:

hmOZRﬁpRﬁp = limon <(Frr + (mo— D)ir) = n(fyry — 71) (5.40)
m— ﬁ7p m—

Die Rechnung ist ansonsten analog zu derjenigen in Abschnitt 4.2.4. Auch hier
lassen sich die konjugierten Gréfien eliminieren. Man erhélt schliefSlich

s = sattely . » (5.41)
Lo 1 n=r)® 1 [, ]
—=- +5- +o S — S sIn(l—q) +
2 Ei—q "2 70 pPi_g T2 1og 270

+oo +o0 400
du . udr 1 A%
—I-Oz/dA/ —exp (1A /Duexp f— 1 — - — Zg)\?) -
] apemtn) | NIRRT
@(_HHWEWTﬁﬂm—M)
) —p

o[ )

E=f+ @w exp (—%wz) (5.42)

analog zu G1.(4.28). Die ®-Funktion des komplexen Arguments ist hier wohl-
definiert: Fiir eine komplexe Konstante d = dy + idy gilt einfach

-lnq)(—@_'u
V1i-yg¢

Dabei ist wieder

0
, dA 1 .
O(dy +idy) = Norhas (—5(/\ +di + Zdz)z) (5.43)

— 00
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5.2.5 Die Limites p — 1 und ¢ — 1

Durch den Grenziibergang p — 1 legen wir das erste Perzeptron auf den kriti-
schen Punkt fest. Die urspriingliche Mittelung iiber alle Perzeptrone des ersten
Schritts wird dann scharf. Bei einem vorgegebenem a errechnet sich die kriti-
sche Stabilitdt des ersten Perzeptrons aus der Gleichung von E. Gardner (1.39).
Des weiteren vereinfachen sich die Mehrfach—Integrale in Gl.(5.41) erheblich,
wenn man den Ansatz

r—r=d(l—p) (5.44)
macht, wobei auch im Limes p — 1
d=0(1)

gelten soll. d ersetzt als neue Sattelpunktvariable r1. Man kann dann die L.’Hos-
pitalsche Regel anwenden, um den Quotienten der beiden ®-Funktionen zu
berechnen [Wen91]. Man erhélt mit e =1 —p

. @(—%(m +um+i%d-5)) )
SIS )

O((—r1) —u)+ 0(u—(—kK1))-exp (—(Hl +u) - Z%d) (5.45)

Anschlieflend werden die Integrationen iiber A mit Formel (A.8) ausgefiihrt.
Die Integrale iiber u werden mit Hilfe der allgemeinen Gaufi—Formel (A.21) in
®—Funktionen iiberfiihrt. Um das Ergebnis in moglichst komprimierter Form
darzustellen, transformiere ich noch

(5.46)

Das Ergebnis am kritischen Punkt (p — 1) des ersten Perzeptrons ist dann
s = sattelg,; (5.47)
1

L@ 1, [ ]
Tq{—§f'f+§b + 50+ (1= (l—g)+

+ oo

—|—a(1—q) \/_
1, 1
. lexp (—52 ) -@(7(]__(12(—/@1\/6— za))—l—
q 1 (/7 + Fa(a— b))
Vomare P (‘5' =+ 02 )
g — a? + b2 b
.@( W(Hl i e b))))] }
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E ist durch GL.(5.42) gegeben. k; ist die kritische Stabilitdt fiir das erste Per-
zeptron bei gegebenem a.
SchlieBlich fithren wir den Grenziibergang ¢ — 1 fiir das zweite Perzeptron

durch. Dann ist die Sattelpunktgleichung

0

95 _ 9

dq
wie in Abschnitt 4.2.4 gleichbedeutend mit der Gleichung

[=1lim(1—-¢)s=0
qg—1

Diese Gleichung bestimmt die kritische Stabilitit xa(a) bei gegebenem a. Um
die Rechnung etwas zu vereinfachen, geben wir im folgenden xy vor. Gesucht
ist dann die kritische Stabilitit des ersten Perzeptrons.
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5.2.6 Die Ergebnisse der analytischen Rechnung

Gegeben sei der Parameter f fiir den Einschritt — Verdiinnungsalgorithmus. Iis
wird gefordert, dafl das zweite Perzeptron optimal sei mit Stabilitdt xo. Gesucht
ist die optimale Stabilitit xq des ersten Perzeptrons. Das kritische o des Modells
bestimmt sich schliefilich aus der Gardner—Gleichung fiir das erste Perzeptron

a(ky) = [(1 + H%)@(m) + %exp (—%m%)]_l (5.48)

Das Problem wird durch die Betrachtung des Grenzwerts der Entropie gelost:

l(k1,ke, f) = (}1_{% (1—¢)s= (5.49)
sattel(,
1 Tod:

1, K1+ za 1 1 (24 wi(a— b))
[exp<_22)(I)<_\/1—a2)+\/1—a2—|-b2eXp(_2 1= a2+ b2

1—a? 4 b2 b
"I’( W(“ﬁm(”“(“‘b))))] ¥

Dabei ist £ = [+ \/gw exp (—%wz), w ist die Schranke fiir die Kopplungen,
es 16st die Gleichung
f = 20(-w)

Die Stabilitdt xy ist die Nullstelle von [; man hat also das nichtlineare Glei-
chungssystem

l(’{lvavbv’{?vf) =0

dl

5. =0

dl

5 =0 (5.50)

zu losen und anschlieffend
a(kz, f) = a(ky)
aus GL(5.48) zu berechnen.

76



= O.‘90 -
= 0.65
= 0.50
= 0.35
0.20
nalytisch

O B > e 0O

Q —h —h —h —h —~

Abbildung 5.1: Die Stabilitidt x(«) beim Einschrittalgorithmus. Die Computer-
simulationen wurden mit N = 200 Neuronen bei 50 Wiederholungen durch-
gefiihrt. Die Simulationen sind durch die Symbole wiedergegeben, wobei die
Streuungen kleiner als die Symbolgréfien sind. Die durchgezogene Linie stellt
die analytische Rechnung dar.

5.3 Ergebnisse

5.3.1 Die Uberpriifung der analytischen Ergebnisse durch die
Computersimulation

Die in Abschnitt 5.2 vorgestellte Replika—Rechnung kann wieder durch Compu-
tersimulationen iberprift werden. Die Simulationen entsprechen genau dem in
Abschnitt 5.1 beschriebenen Algorithmus. Im ersten Schritt wird das Perzep-
tron optimaler Stabilitdt mit dem AdaTron-Algorithmus gelernt, und N(1 — f)
Plétze werden gemifl den Betrdgen der Kopplungen entfernt. Im zweiten Schritt
wird auf den verbliebenen Plitzen mit dem AdaTron—Algorithmus nachgelernt.
Die Simulation wurde mit NV = 200 durchgefiihrt, wobei iiber 50 Liufe gemittelt
wurde. In Abbildung 5.1 sehen wir eine gute Ubereinstimmung der analytischen
Ergebnisse mit den Computersimulationen. Wieder werden in der Simulation
keine Stabilititen x = 0 erreicht, weil bei endlichen N auch die Wahrschein-
lichkeit endlich ist, dafi das zweite Perzeptron nicht existiert (siehe Abschnitt
4.3).
Die Simulationsergebnisse bestitigen jedoch wiederum

(83
Qefy = ? > 2 (551)
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Eine weitere Bestitigung der Replika—Rechnung sehen wir, wenn wir den

Ordnungsparameter
r

a=—= 5.52

T 552

simulieren (sieche Gl.(5.46)). Dabei gibt r gemaf unserer replikasymmetrischen
Theorie die Uberlappung des ersten mit dem zweiten Perzeptron an (siehe

GIn.(5.29) — (5.32) und (5.24)):

1 N
“= N > i T (5.53)
i=1

mit ¢; = 6(]J;| — w).
Wegen den Normierungen von J und T folgt aus der Cauchy—Schwarzschen

Ungleichung noch
a<1 (5.54)

a ist ein Maf} fiir die Wichtigkeit des Nachlernens. In Abbildung 5.2 sind
die Werte aus den Simulationen und die Werte der analytischen Rechnung in
guter Ubereinstimmung 2.

Wir sehen, dafi das Nachlernen fiir kleine f und grofle a wichtig wird. Dies
ist anschaulich klar: Bei kleinen f sind die Kopplungen so stark verdiinnt, daf}
die verbleibenden Kopplungen zu viele Fehler in der Klassifikation der Muster
erzeugen. Die Zahl der falsch klassifizierten Muster steigt natiirlich auch mit
dem Parameter a.

2Die leichte Diskrepanz bei kleinen f ist auf ,finite size“—Effekte zuriickzufithren, da die
gesamte Simulation bei N = 200 durchgefiihrt wurde. Die Simulationen wurden fiir kleine f bei
N = 400 wiederholt. Es zeigte sich hier eine genaue Bestidtigung der analytischen Ergebnisse.
Die Stabilitdt x hingegen erwies sich als weniger anfillig gegeniiber “finite size“—Effekten; sie
erreichte schon bei kleineren N ihren endgiiltigen Wert.
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Abbildung 5.2: Die Uberlappung « zwischen den Perzeptronen des
Verdiinnungsschritts und des Nachlernschritts beim Einschrittalgorithmus. Die
Computersimulationen (Symbole) werden wieder mit der analytischen Rech-
nung (durchgezogene Linien) verglichen. Die gestrichelte Linie a(x = 0) stellt
die unteren Schranken fiir ¢ bei gegebenen f dar.

79



5.3.2 Die Ergebnisse fiir a.ss bei Einschritt— und Mehrschritt-
algorithmus

Fiir den Mehrschrittalgorithmus ist nur eine Computer—Simulation moglich.
Die zum Diagramm 5.1 analogen Ergebnisse miissen dann zun&chst interpoliert
werden. Es zeigt sich (siehe [Gc92] und [Gc+92]), daB die analytischen Kurven
aus Abschnitt 5.3.1 dies bewerkstelligen. Dabei gehtren zu Fitparametern fr
des Einschrittalgorithmus selbstverstdndlich kleinere Werte des Verdiinnungs-
parameters f des Mehrschrittalgorithmus. In Abbildung 5.3 sieht man, daf
Simulationsergebnisse nur fiir hohere Werte von x gewonnen werden kénnen.
Dies liegt wieder an der endlichen Wahrscheinlichkeit fiir die Nichtseparabilitét
der Muster. Da im vorliegenden Fall N = 200 ist und N(1 — f) viele Laufe des
AdaTron—Algorithmus durchgefiihrt werden, steigt diese Fehlerwahrscheinlich-
keit betridchtlich. Dies ist auf die endliche Systemgrofle zuriickzufiihren, denn
fiir N — oo erhalten wir fiir die Cover-Wahrscheinlichkeit [He+91]

Wy =1— O(exp (—const - N)) (5.55)

Wir erwarten, dafl das gleiche Verhalten auch fiir spatere Verdiinnungsschritte
vorliegt, daf also fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit

Wyes ~ WY =1

gilt.

In den Abbildungen 5.4 bzw. 5.5 sehen wir a bzw. a.ys fiir die Stabilitat
k = 0 des letzten Perzeptrons. Wir stellen den Vergleich zu allen bisherigen
Rechnungen her. Wie erwartet verbessert der Einschrittalgorithmus den Quer-
summenalgorithmus erheblich. Beide zeigen jedoch fiir f — 0 das gleiche diver-
gente Verhalten in a.yy.

Der Mehrschrittalgorithmus stellt eine weitere Verbesserung des Finschritt-
algorithmus dar und kommt der RSB1-Approximation sehr nahe.

Wegen des erheblichen Rechenaufwands ist der Mehrschrittalgorithmus je-
doch nicht fiir praktische Anwendungen geeignet. Hier sollte der Einschrittalgo-
rithmus oder ein Zweischrittalgorithmus (Verdiinnen — Nachlernen — Verdiinnen
— Nachlernen) vorgezogen werden. In einer analytischen Rechnung fiir den Zwei-
schrittalgorithmus, die analog zu Abschnitt 5.2 durchzufiihren ist, konnte man
dabei den Verdiinnungsparameter des Zwischenschritts zur Optimierung der
Stabilitiit des letzten Perzeptrons benutzen 3.

Der Mehrschrittalgorithmus ist eher von theoretischer Bedeutung im Hin-
blick auf die maximal erreichbare Speicherkapazitit bei vorgegebenem f. Wir
haben die tatsdchliche Kurve nun auf den Bereich zwischen der oberen Schran-
ke und der Kurve a(x = 0) des Mehrschrittalgorithmus eingeengt. Die RSB1-
Néherung liegt (fiir alle f) in diesem Bereich.

?Eine technische Besonderheit dieser Rechnung ist, daff alle Ordnungsparameter des ersten
Schritts schon aus Abschnitt 5.2 bekannt sind
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Abbildung 5.3: Die Stabilitdt x(«) beim Mehrschrittalgorithmus. Die Compu-
tersimulationen wurden mit N = 200 Neuronen bei 50 Wiederholungen durch-
gefiihrt. Die Simulationen sind durch die Symbole wiedergegeben, wobei die
Streuungen in der Groflenordnung der Symbolgréfien sind. Man beachte, daf

die durchgezogene Linie hier eine Inter— und Extrapolation der Daten ist (siehe
Text).
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Abbildung 5.4: Alle Ergebnisse fiir die Speicherkapazititen a(x = 0) im Ver-
gleich. In aufsteigender Reihenfolge sind abgebildet: zufillige Verdiinnung,
Quersummenalgorithmus (Hebb), Einschrittalgorithmus, Mehrschrittalgorith-
mus, RSB1 — Ndherung der optimalen Verdiinnung und obere Schranke
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Abbildung 5.5: Alle

Ergebnisse fiir

die effektiven Speicherkapazititen

acsf(k = 0) im Vergleich (siehe Abb. 5.4).
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5.3.3 Die Verteilung der Kopplungen bei Mehrschrittalgorith-
mus und optimaler Verdiinnung

Die RSB1-Ndherung und das Ergebnis des Mehrschrittalgorithmus stimmen
nicht nur quantitativ in der Speicherkapazitit fast iiberein. Es zeigt sich auch
eine Ahnlichkeit in der Verteilung P(.J) der Kopplungen nach dem letzten Nach-
lernen. In den Abbildungen 5.6 und 5.7 sehen wir sowohl in der Simulation als
auch in der analytischen Rechnung eine Héckerstruktur. Kleine Betrige der
Kopplungen treten nach dem letzten Nachlernen beim Mehrschrittalgorithmus
mit geringer Wahrscheinlichkeit auf. Die RSB1-Ndherung liefert ein dhnliches
Ergebnis. Im Gegensatz zu der replikasymmetrischen Ndherung von Bouten et
al. [Bo490] ist P(J)in der RSB1-Ndherung fiir positive .J nicht streng monoton
fallend. Offenbar werden auch im optimalen Fall kleine Betrige der Kopplungen
bendétigt, um alle Muster zu stabilisieren. Die analytische Rechnung zur Gewin-
nung der Wahrscheinlichkeitsdichte P(.J) ist analog zu der RSB1-Rechnung in
Abschnitt 3.4.2. Die zugehérigen Formeln sind in Anhang C.3 aufgefiihrt. Wir
erwarten, daf} die in der Verteilung auftretende Schranke bei htheren Stufen
der Replika—Symmetriebrechung verschwindet.
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Abbildung 5.6: Die Verteilung der Kopplungen beim Mehrschrittalgorithmus
(nach [Gc92]).

Abbildung 5.7: Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kopplungen bei der optimalen
Verdiinnung in RSB1-N&herung. Wiedergegeben ist das RSB1-Ergebnis am
kritischen Punkt (¢; — 1) bei der Stabilitit x = 0. P(J) ist achsensymmetrisch.
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Kapitel 6

Die Verallgemeinerungsrate
eines verdiinnten Perzeptrons

Nachdem Speicherkapazititen verdiinnter Perzeptrone ausgiebig behandelt wor-
den sind, befafit sich dieses Kapitel mit deren Verallgemeinerungsraten. Unsere
Aufgabe ist dabei, mit einem verdiinnten Schiiler die Ausgaben eines verdiinn-
ten Lehrers zu lernen. Da wir vordringlich an qualitativen Aussagen interessiert
sind, behandeln wir den analytisch verhdltnism&Big einfachen Fall des Quersum-
menalgorithmus aus Kapitel 4. Das Problem wird in Abschnitt 6.1 ausfiihrlich
dargestellt. In Abschnitt 6.2 wird die Schranke w fiir das Schneiden der Hebb—
Kopplungen in Abhédngigkeit der vorgegebenen Verdiinnungen f; des Schiilers
und f; des Lehrers berechnet. Dieses mathematisch exakte Frgebnis gibt uns
einen ersten Aufschluf} iiber die Fahigkeit des Algorithmus, die relevanten Neu-
ronen des Lehrers herauszufinden. In Abschnitt 6.3 sind die zugehdrigen Dia-
gramme aufgefiihrt.

In Abschnit 6.4 befindet sich die replikasymmetrische Rechnung zur Ver-
allgemeinerungsfiahigkeit. Die Ergebnisse werden in Abschnitt 6.5 vorgestellt
und diskutiert. Dabei wird ein Vergleich zur Verallgemeinerungsfihigkeit ei-
nes beziiglich der Stabilitdt optimal verdiinnten Perzeptrons angestellt [Mu92],
[KuMu93].

6.1 Problemstellung

In dem in Abschnitt 1.3.3 angesprochenen Verallgemeinerungsproblem geben
wir einen verdiinnten Lehrer

EI(BIV"?BN)T (61)
vor, der auf den letzten N(1 — f;) Komponenten Nullen hat:
B;=0fir;j=Nfi+1,...,N (6.2)

fiist dabei der Verdiinnungsparameter des Lehrers. Auf den ersten N f; Plitzen
erfiille der Lehrer die Normierungsbedingung

Nfi

1
—N"B?2=1 6.3
Nfl j:1 J ( )
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Die Normierungsbedingung ist im Limes N — oo erfiillt, wenn wir die Lehrer-
kopplungen unabhéngig voneinander gemafl der Gaufiverteilung

1 1 (B; — By)* :
B;) = i =1,....,N 6.4
p( ]) ro eXp( 2 o2 s ] P P fl ( )
auswiirfeln, wobei der Mittelwert By und die Streuung o Punkte auf einem
Kreis darstellen: Wegen des Gesetzes der grofilen Zahlen folgt ndmlich aus der
Normierungsforderung

+oo
1= / dB p(B) - B* = 0* + By? (6.5)

Dabei ist der Fall By = 1, d.h.

ausdriicklich zugelassen.
Dem Schiiler werden nun gaufiverteilte Muster £ der Reihe nach vorgelegt.
Die zugehorigen Ausgaben S* sind dabei vom verdiinnten Lehrer vorgegeben

. 1 Nfi
SH = sign (W;ngy) (6.7)

Wire der Schiiler unverdiinnt, so wiirde die Verteilung der Lehrerkopplungen
keine Rolle spielen und wir erhielten das bekannte Frgebnis fiir die Verallge-
meinerungsfihigkeit des optimalen Perzeptrons [Ne91], [Op+90]. Fordern wir
aber, daf§ der Schiiler einen Verdiinnungsparameter f; besitzt, so entsteht das
Problem der Wahl der giinstigen Pldtze. Gehen wir in Analogie zu den un-
verdiinnten Perzeptronen davon aus, dafl hohe Stabilititen x auch hohe Ver-
allgemeinerungsraten bedingen, dann ist das beziiglich der Stabilitdt optimal
verdiinnte Perzeptron zu studieren [Mu92], [KuMu93]. Um zu belegen, daf die
dort auftretenden Effekte auch durch einen praktikablen Algorithmus erzielt
werden konnen, betrachten wir im folgenden den Quersummenalgorithmus:
Die Platze des Schiilers werden hier gemif

¢j = 0(|Hj| —w) (6.8)

ausgewahlt, wobei die H; die Hebb-Kopplungen sind

L= 1 - K
H; = T ; SHE (6.9)

Man beachte, daf§ die Ausgaben S* nach der obigen GL.(6.7) durch den Lehrer
gegeben sind. Die Form des Lehrers ist dem Schiiler dabei in keiner Weise
bekannt.
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Nach der Auswahl der Pliatze wird das Perzeptron optimaler Stabilitit ge-
lernt. Der Perzeptronvektor soll wieder der Normierungsbedingung

Nfs N
SN hF=> T =Nf, (6.10)
k= =1

geniigen.
Die Formel (1.51) fiir die Uberlappung von Lehrer und Schiiler lautet dann
mit den entsprechenden Normierungen

c; B;T; 6.11
N\/ flfs Z ! ( )
Gemif GI1.(1.49) gilt fiir die Verallgemeinerungsrate

G=1- 1 arccos R (6.12)

s

Die Funktion G(«) wird in Abschnitt 6.4 mit Hilfe einer Gardner-Rechnung
gewonnen.

Zunichst berechnen wir in Abschnitt 6.2 die Schranke w als Funktion der
vorgegebenen Parameter a, Bg, f; und f;. Wir gewinnen dabei einen ersten
Hinweis auf die Verallgemeinerungsfihigkeit des Quersummenalgorithmus.

6.2 Die allgemeine Verdiinnungsformel

Um die Bestimmungsgleichung fiir die Schranke w im Limes N — oo zu erhal-
ten, formulieren wir fs zundchst als Funktion von w, f;, By und a. Es gilt

1 N
fo= =S¢ 6.13
N],Z:;C] ( )

Analog zu Abschnitt 4.2.1 gehen wir wieder davon aus, dafl fs; selbstmittelnd
beziiglich der Mustermittelung ist:

lim f; = lim <<fs>>{g$‘}

N—o N—oo
N

lim S (O H,| - w))) (6.14)

N—ooo N
r=1

Wir berechnen A, = ((8(|H,| — w))) mit den bekannten Methoden

<<_ZdHT_ZOiZT( /dU /duﬂ) P

A, =

- exp
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—I—oo

= / / Dh exp (zhH) O(|H| —w)-

—I—oo ~ 2
( 1 hB,
—§(U—|—isign(U)- )

Nvafi
Daraus folgt fiir f;

foo oo
— /%/Dﬁ exp (ZIA@H) O(|H| - w)-

R R ihB,
]&Enmﬁz 2% exp [N In ® “NVaT (6.16)

r=1

Wir wenden Formel (A.12) zur Entwicklung der @—Funktion an. Anschliefend
ersetzen wir wegen des Gesetzes der groflen Zahlen die Summe iiber alle Kopp-
lungen durch einen Erwartungswert beziiglich der Verteilung (6.4).

+oo
ngnooﬁzg = fi [ 4B p(B) 9(B)+ (1= fg(0) (6.17)
Wir setzen also fiir die allgemeine Funktion g in der obigen Gleichung den
Integranden aus GI1.(6.16) ein. Nach Ausfiihrung des Integrals iiber h erhalten
wir

+oo +oo 2
dfi 1 2a
s = fl_/ dB P(B)_/ Ners O(|H| — w) - exp [—5(11 - ﬂ—le) +
H(1— ) 20(-v) (6.15)
Setzt man die Gaufiverteilung (6.4) ein, so folgt das Endergebnis
fo= [+ (1= f)-28(-w) (6.19)
mit
fo=f - ) 7Tfl n
\/Hm \/1—|—7Tfll—B0)
d w Bo V 7Tfl
- — - (6.20)
\/1—|—7T—fl(1—B0) \/1+ (1 — By?)

Die Schranke w folgt bei gegebenen fs, fi, o und By als Lésung der Gleichung
fiir f, !

n dem Ergebnis ist auch der Spezialfall By = 1 enthalten.
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Der erste Term f. in der Gleichung fiir f; gibt dabei an, wieviele relevante
Plitze ? des Lehrers der Schiiler herausgefunden hat:

Nfi

1
f.= N;cj (6.21)

f- ist also der Prozentsatz der Zahl der Plitze, auf denen die Verdiinnungsvek-
toren von Lehrer und Schiiler iibereinstimmen. Wir bezeichnen f. deshalb als
die normierte Zahl der iibereinstimmenden Pldtze von Lehrer und Schiiler.

6.3 f. als Funktion von f;, a und B

Bei gegebenem f; geben die Kurven f.(a) eine Auskunft dariiber, wie schnell
der Schiiler die relevanten Plitze des Lehrers herausfindet. Wir erwarten, dafl
die Verallgemeinerungsrate einen dhnlichen Verlauf hat.

Im Grenziibergang a — oo muf} ein intelligenter Verdiinnungsalgorithmus
natiirlich alle Plitze des Lehrers herausfinden, falls f; > f;. Falls der Schiiler
im Falle f, < f; zu wenig Plétze zur Verfiigung hat, so sollten sich die aktiven
Neuronen des Schiilers unter den aktiven Neuronen des Lehrers befinden. Wir
fordern also

lim_ f. = min (fss f1) (6.22)

Dies ist nicht selbstversténdlich, denn bei einer zufélligen Auswahl der ¢; gilt
stets

f@) = fo- (6.23)

Berechnen wir also nach GL.(6.19) die Schranke w und anschlieBend f.(«), so
beobachten wir, daf} tatsdchlich der obige Grenzwert angestrebt wird. Dies gilt
fiir alle By € [0,1]. In Abbildung 6.1 sind f,(a)-Kurven bei festen Werten der
Verdiinnungsparameter (f; = 0.2 und f; = 0.4) fiir verschiedene By—Werte
zu sehen. Wir beobachten, daf} sich die f.-Kurven zum Parameter By = 1
durch sehr schnelle Konvergenz fiir & — oo auszeichnen. Den gleichen Effekt
beobachtet man auch im Fall f; < f; in Abbildung 6.2. Offenbar nihert der
Schiiler den Lehrer umso besser an, je schwécher das Rauschen in den Bj;-
Kopplungen ist. Da fiir alle Bo—Werte das gleiche qualitative Verhalten vorliegt,
setzen wir in den folgenden Abschnitten

By =1

um die auftretenden Effekte méglichst stark auszuprigen.

?Der Index ¢ steht fiir ,,coinciding
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Abbildung 6.1: Die normierte Zahl f. der iibereinstimmenden Plétze von Lehrer
und Schiiler bei festen Parametern f; = 0.4 und f; = 0.2, d.h. f; > f;. Fir
niedrige Mittelwerte By des Lehrers strebt f. seinen Grenzwert f; = 0.2 nur
sehr langsam an.
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Abbildung 6.2: f. bei festen Parametern f; = 0.1 und f; = 0.2, d.h. fs < fi. f.

konvergiert in diesem Fall fiir alle By schnell gegen den Grenzwert f; = 0.1.
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6.4 Die Berechnung der Verallgemeinerungsrate

6.4.1 Die Rechnung bis zum allgemeinen Ergebnis

Wie in Abschnitt 1.3.3 beschrieben, ist eine Gardner—Rechnung analog zu Ab-
schnitt 4.2 durchzufiihren. Die Uberlappung R zwischen Lehrer und Schiiler
tritt dabei als zusdtzlicher Ordnungsparameter auf. Die Ausgaben sind nicht
mehr zuféllig, sondern sie sind durch einen Lehrer gegeben.

Nfi
SH = sign ( ZB {“) Y (6.24)

Wir filhren die zugehorigen inneren Felder des Lehrers

Nfi

o1 M
U“_\/N—f;;B]@ Yu (6.25)

mit konjugierten Variablen #, ein und setzen die Rechnung nach der Formel

(4.19) fiir ((V™)) fort (0% = S#E). Wir erhalten nach der Mittelung tiber die
Muster

(V) = (6.26)
N gn T n N N T +oo A
(]1;[1 pl;[l_/ D! (gé(;cj(ij)Q _Nfs)) (]1;[1_/ dH]_/ %)
exp (zﬁzﬁjﬂj) (f[ ﬁ]odXﬁ —70%) exp (ZZ$ZX£)
p +gl +Oo AM_ p=1% p - 1P
(1;[ /dUM / %) exp (ZZ_:UMUM)

Es gilt wieder
¢j = 0(|H;] - w)

Nach der Ausfithrung des Quadrats in der obigen Formel steht wieder die Ent-
kopplung der j—Variablen von den p—Variablen an. Wir fithren dazu die folgen-
den Ordnungsparameter ein:

1 XN
Qpcr = NfSZCjT]pT]q (627)
R, = N\/fs_z j (6.28)
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. 1
K, = &> @ (6.29)
pn=1
1 P
5 = NZﬁusign(Uu) (6.30)

Il
—

I

Die zugehérigen konjugierten Variablen sind @pg, Rp, k, und 5. R, ist der
Ordnungsparameter, der die Uberlappung von Lehrer und Schiiler angibt. Sein
Wert am Sattelpunkt dient zur Berechnung der Verallgemeinerungsrate nach
GL.(6.12).

Wir 16sen die Gaufi-Integrale iiber /Azj und 4,, fassen die Terme in den j-
Variablen bzw. in den p—Variablen zusammen und bilden

@p(n) = Jim < In (V") (6.31)

Fiir n — 0 erhalten wir in den Sattelpunktgleichungen fiir 5 und 3

0®r

oea
i 222~ = 5 TR
n—0 038 O(—1i5) [,_q
2
= 5 =1ay/— (6.33)
T
Damit ist wie erwartet
®p(n) = O(n)
und wir erhalten das allgemeine Endergebnis
br(n) = (6.34)

Sattel{czpm@po,Rp,z%p,fz'p,kp}

. . 9 .
ZQPO’QpO’—I_ZR R —I_Zk pr aZI(prg](g—l_\/;ZRpl(p‘l‘
PO p=1

p<cr

f,/dBp ) InI(B) + (1 - f) /dB §(B) In I(B) +

(1 fox. [ 52) [ oo

1 N ) LN
"eXp [_5 le)(QPU — RoRo)Es + i Z Eo(Xp = ky — [U| Rp)

pyo p=1

+aln

Fiir das Kopplungsintegral [(B) gilt

o oo +o0
I(B) = (H/DJP) /DH- (6.35)

r=1_
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1 .
exp |~ > e, Qpeds — \/fs_ ZR cJ, B+

§ p<o

—ZAp \/_CJH—I— fHB
l

Dabei ist der Verdiinnungskoeffizient im H—Integral
=0(|H|—w) (6.36)

Die Verteilung der Kopplungen

p(B) = R (—E-M) (6.37)

- Voro 2 o?

wurde nach dem Gesetz der groflen Zahlen geméfl der GI1.(6.17) eingefiihrt. Die
Bedingung B; =0 fiir j = Nfi +1,..., N wird durch die 6-—Funktion

8(B - 0)

gewihrleistet.

6.4.2 Die replikasymmetrische Annahme

Die Herleitung des FEndergebnisses verliuft analog zum Abschnitt 4.2.4. Zur
Durchfiihrung der vollstdndigen Rechnung sind jedoch umfangreiche algebrai-
sche Umformungen vorzunehmen, bei denen alle in dieser Arbeit behandelten
Techniken angewandt werden. Ich skizziere im folgenden den weiteren Verlauf
der Rechnung.

Fiir die eingefiihrten Ordnungsparameter ),,, R,,k, und die konjugierten
Variablen wird die replikasymmetrische Annahme gemacht.

ngzq7 p?o-:17"'7n7p#0-

und ) )
kp:kv Rp:Rv Qpp:Qv p=1....n

Auflerdem gilt wieder fiir die Norm der Perzeptron—Kopplungen
Q=1 p=1,...,n

Die Berechnung der Entropie

0®R
s =

T | (6.38)

erfolgt wieder mit Hilfe der replikasymmetrischen Version von GL(B.2). Die
Sattelpunktgleichungen beziiglich der Hilfsvariablen ¢, @, K und R sind alge-
braisch, sie lassen sich auflésen. Man erhilt das replikasymmetrische Ergebnis
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s = sattel, 1. gy

S S 2 O
ﬁ—f—-l-RR—l—klx——lx (1—q)—|—£[x/R—|—
fs fl R2 R[Af K’Z

1- i? N — k- Vi— B2
L /Du/Dzlncp(_“ w2V R)
0 —00

2 afs Vl_q

Dabei sind die Integrale I, ..., 14 Funktionen der Schranke w. Die Hilfsvaria-
blen R und K sind am Sattelpunkt Funktionen der Parameter und der Ord-
nungsparameter ¢, k, R. Die Hilfsgroflen werden im folgenden Schritt fir Schritt
angegeben.

1. Die Schranke w wird als Losung der G1.(6.19) gewonnen.
2. Dann gilt fiir die Integrale Iy, ..., I4

L = <B2>{B7H} (6.40)
L = (B-Hypy (6.41)
I = (H* >{BH} (6.42)
I, = /DHO|H|—w) H? (6.43)

Der Mittelwert iiber die Integrationsvariablen B (Lehrer) und H (Hebb-
Kopplung) ist in den Integralen I1,l; und I5 wie folgt definiert

() >{BH}:

Yoo 2
/dBp /%0(|H|—w)exp(—%(ﬂ— i—jle))-(...)

3. Wir bilden die Abkiirzungen C' und D

_ i 1 I3 !
= V" ot 0 (6.44)
2 1 I3 -1
D = (—h _ ﬁR) [ (1= 1) fs] (6.45)
4. Dann gilt fiir die Hilfsvariablen
. R+ /LD
(1-q)R= by eD (6.46)
L+ In/Lc
(1-¢)Kk =C(1-q)R+ D (6.47)
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Man bildet die partiellen Ableitungen und 16st das Gleichungssystem

ds 0s 0s

(%’%’@) = (0,0,0) (6.48)
Das beim Quersummenalgorithmus im zweiten Schritt gelernte Perzeptron er-
reicht im Limes ¢ — 1 seine optimale Stabilitidt. In den Sattelpunktgleichungen
vereinfachen sich die z—Integrale in diesem Limes. Die zugeh6rigen Formeln und
die drei Sattelpunktgleichungen sind in Anhang D aufgefiihrt. Bei gegebenen
Parametern a, f;, fi und Bg erhalten wir aus der Sattelpunktgleichung fiir ¢ im
Limes ¢ — 1 die kritische Stabilitit x. Aus den beiden anderen Sattelpunkt-
gleichungen gewinnen wir k& und die Uberlappung R. SchlieBlich berechnen wir
die Verallgemeinerungsrate

Gla)=1- L arccos R (6.49)
T

6.5 Ergebnisse

Die Sattelpunktgleichungen aus Anhang D wurden bei gegebenen Parametern
a, fiund fs gelést. Um die auftretenden Effekte moéglichst stark auszuprigen,
wurde stets By = 1 gesetzt, d.h. der Lehrer hat die einfache Form

B=(1,...,1,0,....,0)" (6.50)

Dabeiist B; = 1fiirj=1,...,Nfiund B; =0firj=Nfi+1,...,N.

Berechnet wurden die optimale Stabilitdt x(«) und die Verallgemeinerungs-
rate G(a) des mit dem Quersummenalgorithmus verdiinnten Schiilers. Wir
vergleichen die Ergebnisse mit denen des (beziiglich der Stabilitit) optimal
verdiinnten® Perzeptrons [Mu92], [KuMu93]. Wie erwartet sehen wir in Ab-
bildung 6.3, dafi die Stabilitét des Quersummenalgorithmus niedriger als die
optimale Stabilitdt ist. Die x(a)-Kurve der optimalen Verdiinnung ist streng
monoton fallend, wihrend beim Quersummenalgorithmus ein lokales Minimum
bei niedrigen « auftreten kann. Betrachten wir die Verallgemeinerungsraten
G/(a) in Abbildung 6.4, so beobachten wir ein weiteres iiberraschendes Ergeb-
nis: Der Quersummenalgorithmus verallgemeinert (in gewissen Parameterberei-
chen) besser als der (beziiglich der Stabilitdt) optimale Verdiinnungsalgorith-
mus. Die G/(a)-Kurven steigen natiirlich auch streng monoton, da mit jedem
hinzugekommenen Muster {# und der zugehdrigen, vom Lehrer vorgelegten Aus-
gabe

. 1 Nfi
SH = sign (W;Bﬁy) (6.51)

das Volumen abnimmt, in dem der Lehrer liegen kann.

Um das Auftreten der Minima in den s(a)-Kurven beim Quersummen-
algorithmus besser zu verstehen, betrachten wir Abbildung 6.5. Hier wurden
Verdiinnungsparameter f; des Schiilers in der Umgebung des Verdiinnungspa-
rameters f; = 0.1 des Lehrers gewihlt.

Wir benutzen im folgenden den Ausdruck ,optimale Verdiinnung® stets in Zusammenhang
mit der Stabilitit
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Abbildung 6.3: Vergleich der Stabilititen x(a) beim Verallgemeinerungspro-
blem fiir f; = 0.1 und Bp=1. Die gestrichelte Linie steht fiir die optima-
le Verdiinnung (opt.), die durchgezogene fiir den Quersummenalgorithmus

(Hebb).

1.0

0.6+ —— f,=0.2, opt.
fS:O.6, opt.

1 — £,=0.2, Hebb
— £,=0.6, Hebb

Abbildung 6.4: Vergleich der Verallgemeinerungsraten G/(«) fiir den Parameter-
satz der Abb. 6.3.
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Abbildung 6.5: Die Stabilititen x(a) beim Quersummenalgorithmus fiir fs—
Werte in der Ndhe des vorgegebenen Verdiinnungsparameters f; = 0.1 des Leh-
rers.

Fir f, < f; ist das vom Lehrer gestellte Problem von einem gewissen a
an nicht mehr lernbar, da der Schiiler nicht genug Plidtze zur Verfiigung hat,
um alle Muster korrekt zu klassifizieren. Die zugehérige x(a)-Kurve fillt des-
halb streng monoton und erreicht schon bei kleinen « negative x—Werte. Ein
dhnliches Verhalten liegt auch bei der optimalen Verdiinnung vor [Mu92].

Im Falle f; > f; liefert der optimale Verdiinnungsalgorithmus Stabilititen
k > 0. Der praktikable Quersummenalgorithmus hingegen hat bei mittleren
Werten von o und f,~Werten, die nahe bei f; liegen (fs > fi), noch nicht
geniigend Plitze des Lehrers herausgefunden, um das vom Lehrer gestellte Pro-
blem zu lernen. Es treten negative Stabilitdten auf. Bei gréfleren « ist das
Problem zwar schwerer zu lernen, doch holt der Schiiler das Wissen {iber den
Lehrer noch schneller nach. Bei gréofleren a hat der Quersummenalgorithmus
also die relevanten Plitze des Lehrers so gut herausgefunden, dafl wieder posi-
tive Stabilitdten erreicht werden. Ist f; deutlich gréfler als f;, so fillt x wieder
streng monoton in «. Der Schiiler hat genug Plitze zur Verfiigung, um bei
mittleren Werten von a noch positive s sicherzustellen. Auflerdem findet er
die relevanten Plétze des Lehrers schneller heraus. In Abbildung 6.6 wird dies
nocheinmal anhand des Ergebnisses fiir f. deutlich (sieche Abschnitt 6.3). Der
Quersummenalgorithmus startet bei o = 0 bei dem Wert

fc:fs'fl (652)

des zufélligen Verdiinnens.
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Abbildung 6.6: Die normierte Zahl f. der iibereinstimmenden Plétze von Lehrer
und Schiiler bei vorgegebenem f; = 0.2. Die Kurven fiir fs = 0.1, 0.2, 0.5 und
0.8 sind in aufsteigender Reihenfolge abgebildet.

Fiir fs > fl gllt
Je—=fi (@ — o0) (6.53)

Im Falle fs; < f; strebt f. ebenfalls sein Maximum an:

fe—Ts (Oé - OO) (654)

Wie oben beschrieben, erreichen wir hohe Stabilititen, wenn wir den Schiiler
moglichst schwach verdiinnen. Hohe Werte von f, wirken sich aber nachteilig auf
die Verallgemeinerungsrate aus, wenn « hinreichend grof ist, siche Abbildungen
6.7 und 6.8. Wir beobachten einen ,overfitting” — Effekt, der auch bei Funk-
tionsappproximationen auftritt. Fiithrt man die Approximation mit zu vielen
freien Parametern durch, so kann man zwar die gegebenen Punkte des Graphen
bequem lernen, doch besteht die Gefahr, dafi die approximierende Funktion
zwischen den Stiitzstellen zu sehr schwankt, daf} sie also die Ausgangsfunktion
schlecht verallgemeinert.

98



1.00

0.954 —
0.90+4 \ —
0.854 )’ -
] | ]
0.804 i B
il / il
/
G 0‘7577 // i o« =20
0.70- ,/ 4 — a=10
| // B — a =6
0.654 / 1 — a=4
] L/ i — a=3
0.60+4 ~ - — a=2
g // 7 — a =1
0.554/., 7T — a =05
1 ]
4 —— k=0
0.50 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0.0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
fS

Abbildung 6.7: Der ,overfitting“ — Effekt in der Verallgemeinerungsrate G( fs)
des Quersummenalgorithmus bei festem f; = 0.2. Links der gestrichelten x = 0—
Linie sind die Stabilititen negativ, rechts davon positiv.

0.50
0.45-\ .
0.40-4 W\ ™ :
0.354 .
0.30 N .
B \\ |
& 025i \\ i . k=0
0.20 L 1 — a-o05
B \ i — a =1
0.154 ‘ | 4 — a=2
1 4 — a=3
0.104 / 4 — a=4
7 7 — o =6
0.059 — a =10
1 — a = 20
0.00 [ [ [ [ [ [ [ [ [
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fS

Abbildung 6.8: Der Verallgemeinerungfehler e(f;) = 1 — G(f;) des Quersum-
menalgorithmus. & entstammt der obigen Abbildung 6.7.
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Bei unserem Verdiinnungsproblem tritt das ,,overfitting” erst bei grofleren a
auf. In diesem Fall agiert (fiir f; > f;) der Schiiler auf den aktiven Plitzen des
Lehrers. Je grofier fy ist, desto mehr {iberfliissige Neuronen des Schiilers sind
aktiv, so daB in der Uberlappung

N fi
w—flfs 2. <iTiBi

im Zihler zu viele Terme fehlen.

(6.55)

Da T nur aus der analytischen Replika—Rechnung bekannt ist, vergegenwirti-
gen wir uns die obige Aussage nocheinmal an dem zu R analogen Ausdruck fiir
die normierte Uberlappung R, der Verdiinnungsvektoren des Lehrers und des
Schiilers:

Da By = 1 ist, gilt
dBl=p=(,....1,0,...,00" (6.56)

Der Schiiler hat den Verdiinnungsvektor

= (c1,.. .,CN)T (6.57)

A= —_1 3
] p—

nh
PR

Dann ist R. der cos des Winkels zwischen den beiden Verdiinnungsvektoren

- w) vj (6.58)

Nfi
@) = 2210 ) (6.59)

= (B) =
R. cos[(g ,C N\/m T

Im Limes a — oo gilt nach G1.(6.22)

mln(flvfs fl fs
e U BT

Dieses exakte Frgebnis verdeutlicht den ,overfitting” — Effekt. Im Fall f; < f;
stellt der Grenzwert von R. eine obere Schranke fiir die Uberlappung R der
Kopplungen dar:

Aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung und der Normierungsbedingung
der Kopplungen des Schiilers

N
> T =N,
i=1

folgt zunichst allgemein *

\/ZNfl ;T;? \/ZNfl ¢jB;? \/Eﬁvzfll c;B;*
N V fs V - Nfl

*Man beachte, dafi ¢; eine Komponente des Verdiinnungsvektors des Schiilers ist

(GL(6.55)).

R(a)

(6.61)
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Abbildung 6.9: Der ,overfitting® — Effekt in der Verallgemeinerungsrate G der
Verdiinnungsvektoren (siche GL.(6.63) bei festem f; = 0.2.

Im vorliegenden Fall By = 1 und fiir fs < f; gilt dann

ooz < Eoe o

In der Replika—Rechnung wird dariiber hinaus stets R(a) < R.(«) im Falle
fs < fi beobachtet. Wir bilden also zum Vergleich die zu R. gehérende ., Ver-
allgemeinerungsrate®

1
Gola):=1- — arccos R, (6.63)

und stellen sie in Abb. 6.9 fiir verschiedene a—Werte dar.

Fir fs < f; verhilt sich G, wie G aus Abbildung 6.7. Im Fall f; > f; sieht
man jedoch eine Diskrepanz der beiden Groflen G, und . Die Abbildungen
6.7 und 6.9 unterscheiden sich qualitativ im Limes a — oc. Die Kopplungen
des Schiilers werden bei hohen o auf den nicht relevanten Plitzen des Lehrers
immer kleiner. Fiir f; > f; gilt also

R—1 (a— ) (6.64)

im Gegensatz zu

R.<1 (a— o0) (6.65)

Der ,overfitting® — Effekt wird auch beim optimal verdiinnten Perzeptron
beobachtet. Er ist hier stiarker ausgeprigt als beim Quersummenalgorithmus.
Auflerdem setzt er frither ein, siehe Abbildung 6.10. Offenbar ist das opti-
mal verdiinnte Perzeptron fiir f; > f; zu sehr damit beschéftigt, mit den
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Abbildung 6.10: Der ,overfitting® — Effekt beim Quersummenalgorithmus im
Vergleich mit der optimalen Verdiinnung. Der Verdiinnungsparameter des Leh-
rers ist f; = 0.3. Wir beobachten einen starken ,overfitting“ — Effekt bei a = 6,
wo die G( fs)-Kurve des Quersummenalgorithmus (gestrichelte Linie) die Kurve
der optimalen Verdiinnung (durchgezogene Linie) schneidet.

iiberschiissigen Kopplungen die Stabilitdt zu optimieren. Es biifit dabei an Ver-
allgemeinerungsfihigkeit ein. Am Punkt fs = f; bleibt dem optimal verdiinnten
Perzeptron jedoch schon bei mittleren Werten von a keine andere Wahl, als zum
Lehrer dhnliche Kopplungen zu wéhlen.

Die Stabilitit des Lehrers® x; = 0 ist im Fall f, = f; schon bei mittleren «
kaum zu verbessern, so dafy schon sehr frith R ~ 1 erreicht wird.

Fir fs > f; kann es hingegen beziiglich der Verallgemeinerungsrate giinsti-
ger sein, den Quersummenalgorithmus zu verwenden, da dieser einen schwiche-
ren ,overfitting” — Effekt aufweist. Damit ist das obige iiberraschende Ergebnis
aus Abbildung 6.4 geklért.

Um einen verdiinnten Lehrer gut zu verallgemeinern, kénnen wir also den
Quersummenalgorithmus benutzen. Von einem gewissen a an ist es wegen des
yoverfitting® — Effektes giinstig, auch den Schiiler zu verdiinnen. Man muf} je-
doch darauf achten, dafl man im Bereich positiver Stabilititen, also rechts der

5Es gilt k; = 0, weil die lokalen Felder

N f

1
hy = — B
23

1133

gaufverteilt sind und somit die lokalen Energien S*k, = |k,| beliebig nahe an den Nullpunkt
heranreichen.
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gestrichelten x = 0 — Linie in Abbildung 6.7 bleibt. Andernfalls ist die Aufgabe
nicht mehr lernbar, und es treten Konvergenzprobleme bei den Perzeptron—
Algorithmen auf. Auch der MinOver—Algorithmus [KrMe87], der bei negativen
k formell angewendet werden kann, ist noch nicht hinreichend in dieser Hinsicht
iberpriift.

Bei negativen & treten auch Probleme in der analytischen Rechnung auf.
Dort ist ndmlich bereits beim unverdiinnten Perzeptron die Replika—Symmetrie
gebrochen [GaDe88]. Die berechneten Verallgemeinerungsraten miifiten dann
ebenfalls korrigiert werden. Fiir £ > 0 gehen wir beim Quersummenalgorith-
mus wieder davon aus, dafl die replikasymmetrische Lésung stabil ist, da ein
einfaches Perzeptron—Problem auf den verbleibenden Plitzen gelost wurde. Im
Fall der optimalen Verdiinnung wurde die Verallgemeinerungsrechnung eben-
falls unter der Annahme der Replika-Symmetrie durchgefiihrt [Mu92]. Die ge-
wonnenen kErgebnisse stimmen qualitativ mit denen des Quersummenalgorith-
mus iiberein. Wir erwarten jedoch im Fall der optimalen Verdiinnung, daf} eine
RSB1-Rechnung analog Kapitel 3 auch im Fall £ > 0 eine quantitative Verbes-
serung bringt.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und

Ausblick

7.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die lineare Verdiinnung des optimalen Per-
zeptrons untersucht. Die Speicherkapazitdten und die Verallgemeinerungsraten
linear verdiinnter Perzeptrone wurden analytisch berechnet. Die wichtigsten
Ergebnisse sind im folgenden aufgefiihrt:

1. Fin neues Rechenverfahren wurde vorgestellt, mit dem Speicherkapazititen
und Verallgemeinerungsraten von neuronalen Einschichtnetzwerken ge-
wonnen werden kénnen. Das Verfahren kommt ohne die Anwendung der
Replika-Methode aus.

2. Fiir die Speicherkapazitit a des optimal verdiinnten Perzeptrons konnte
eine obere Schranke gefunden werden. Damit wurde bewiesen, dafl die
replikasymmmetrische Rechnung in [Bo+90] zumindest im Bereich kleiner

f falsch ist.

3. Die Nidherung fiir die Speicherkapazitdt des optimal verdiinnten Perzep-
trons wurde in Replika—Symmetriebrechung erster Stufe berechnet. Sie
liegt unterhalb der oberen Schranke. Die Speicherkapazitit pro besetztem
Platz, die effektive Speicherkapazitit

«

Qcff = Nif =7 (7.1)

genannt wird, wird gréBer als 2 und divergiert fiir f — 0 in diesem Limes

1
Oéeffz—ﬁhlf (72)

4. Mit dem Quersummenalgorithmus wurde ein einfacher, praktikabler Verdiin-
nungsalgorithmus vorgestellt. In einer replikasymmetrischen Gardner —
Rechnung wurde eine effektive Speicherkapazitit

Qeff > 2 (7.3)
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fiir den Algorithmus berechnet. Die Rechnung wurde mit Hilfe von Com-
putersimulationen tberpriift. In der Diskussion wurde geklirt, dafi das
Ergebnis a.yy > 2 nicht gegen den Satz von Cover verstofit. Das a.yy des
Quersummenalgorithmus ist kleiner als das der optimalen Verdiinnung.
Im Limes f — 0 divergiert a.sy schwicher als im optimalen Fall.

5. Um a.yy weiter zu verbessern, wurde das Schneideverfahren untersucht.
Die analytische Rechnung 148t sich fiir die Einschritt — Version des Schnei-
deverfahrens durchfiihren. Es handelt sich um eine doppelte, replikasym-
metrische Gardner—Rechnung, die zum Quersummenalgorithmus analoge
Ergebnisse liefert. Effektive Speicherkapazitdten a.yy, die weit grofier als 2
sind, wurden auch in der zugehorigen Computersimulation beobachtet. Es
wurde gezeigt, dafl das Nachlernen des Perzeptrons optimaler Stabilitit
im zweiten Schritt besonders bei kleinen Werten des Verdiinnungspara-
meters f und bei groflen Speicherkapazititen a nétig ist.

Die Mehrschritt — Version des Schneideverfahrens konnte nur mit Hilfe von
Computersimulationen untersucht werden [G¢92]. Das Mehrschrittverfah-
ren liefert Speicherkapazititen in der Nihe der RSB1-N&dherung fiir den
optimalen Fall. Eine weitere Ahnlichkeit zur RSB1-Niherung zeigt sich
in der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kopplungen nach dem letzten
Lernschritt. In beiden Faillen tritt eine Hockerstruktur auf, in der kleine
Betrige der Kopplungen unterdriickt sind. Da das Mehrschrittverfahren
viel Rechenzeit braucht, ist fiir praktische Anwendungen ein Ein— oder
Zweischrittverfahren vorzuziehen.

6. Die Verallgemeinerungsrate G des Quersummenalgorithmus wurde in ei-
ner replikasymmetrischen Gardner—Rechnung ermittelt. Die Ergebnisse
stimmen qualitativ mit dem G des optimal verdiinnten Perzeptrons [Mu92]
iiberein. Es zeigt sich, dafl der Quersummenalgorithmus dazu benutzt wer-
den kann, die relevanten Plitze eines verdiinnten Lehrers herauszufinden.
Man mufy dazu den Schiiler soweit ausdiinnen, daf§ gerade noch positive
Stabilitdten erreicht werden. Verallgemeinerungsrate und Stabilitdt sind
dabei Kontrahenten: Uberschiissige Neuronen werden im Fall f, > f; fast
ausschlieilich zur Optimierung der Stabilitdt benutzt, so daf} ein ,overfit-
ting“ — Effekt auftritt, der sich ungiinstig auf die Verallgemeinerungsrate
auswirkt.

7.2 Ausblick

7.2.1 Erginzungen technischer Natur

Einige der in der Arbeit vorgestellten Rechnungen kénnen mit anderen Me-
thoden nachgerechnet werden bzw. mit weiteren Untersuchungen abgerundet
werden. Dazu mache ich folgende Vorschlige

1. Das in Kapitel 2 vorgestellte Verfahren kann auf den Quersummenalgo-
rithmus und das Einschrittverfahren angewendet werden. Dabei ist auch
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eine Anwendung auf die zugehorigen Verallgemeinerungsrechnungen mog-
lich. Die in diesen Rechnungen auftretende Korrelationsmatrix enthélt
dann die Verdiinnungsvektoren ¢. Die Determinante der Korrelationsma-
trix sollte! deshalb mit Grassmann—Variablen dargestellt werden [FuSh90].
Im weiteren Verlauf der Rechnung entstehen Ordnungsparameter aus Grass-
mann — Variablen, die mathematisch schwer zu behandeln sind. Ein Ver-
gleich mit den Rechnungen der vorliegenden Arbeit kénnte bei der Inter-
pretation der Ordnungsparameter hilfreich sein.

2. Die analytische Rechnung zum Finschrittschneideverfahren kann um end-
lich viele Schritte erweitert werden. Die Ordnungsparameter vorhergehen-
der Schritte sind im aktuellen Schritt jeweils bekannt, so daf} ein Itera-
tionsverfahren moglich ist.

3. Das Schneideverfahren der Verdiinnung kann so abgedndert werden, daf
man alte, bereits entfernte Plitze wieder aktiviert. Beispielsweise kann
man in einem Zweischrittverfahren kleine Betrige der Kopplungen des
zweiten (und damit vorletzten) Lernschritts durch groflere Betrdge ent-
fernter Kopplungen des ersten Lernschritts ersetzen und die zugehorigen
Neuronen ebenfalls austauschen. Die Giite solcher Algorithmen wire in
einer Computersimulation herauszufinden.

7.2.2 Verdiinnte Mehrschichtnetzwerke

Nachdem in der vorliegenden Arbeit verdiinnte Einschichtnetzwerke behandelt
wurden und sowohl beziiglich der Speicherkapazitdt als auch beziiglich der Ver-
allgemeinerungsrate effektive Verdiinnungsalgorithmen vorgestellt worden sind,
stellt sich die Frage nach der Konzeption von verdiinnten Mehrschichtnetzwer-
ken. Dazu kénnte man in folgenden Schritten vorgehen.

1. Als Einzelbausteine des zu konstruierenden verdiinnten Mehrschichtnetzes
verwenden wir grundséitzlich ein verdiinntes, mit einem Schneideverfahren
erzeugtes Perzeptron. Mit einer direkten Anwendung auf die bekannten
unverdiinnten Mehrschichtnetzwerke [MeNag89], [Bi91], [BiOp91], [Ru90],
[He+91] lassen sich erste Ergebnisse gewinnen.

2. Im n&chsten Schritt konnte man die Verdiinnungen der Einzelbausteine
variabel gestalten, um die Effizienz zu erhéhen.

3. Die Zwischenschichtneuronen des Mehrschichtnetzes kénnten anschlieflend
variabel gestaltet werden. Als Grundlage hierfiir kénnte man eine In-
dexmaschine [Sch490] bzw. einen Tabellenautomaten [Mi92] benutzen.
Mit den freien, ,,nicht iiberwachten“ Zwischenschichtneuronen lassen sich
héhere Stabilitdten erzeugen. Jedoch ist in einem Zwischenschritt das Stu-
dium verdiinnter nicht iiberwachter Einschichtnetze anzuraten. Hier ist

!Fine andere Méglichkeit der Darstellung der Determinante ist in [BrMo80] aufgezeigt. Es
handelt sich um einen Replika—Limes m — —2. Da die angesprochene Rechenmethode aber
ohne Replika auskommen sollte, wire die Anwendung der Darstellung von Bray und Moore
hier inkonsequent.
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zu beachten, dafl aufgrund der freien Ausgaben bereits bei der analyti-
schen Behandlung vollvernetzter Netze eine Replika—Symmetriebrechung
auftritt [Mi92].

. Da jedes nicht linear separable Klassifikationsproblem mit Mehrschicht-
netzwerken erfafit werden kann, ist in einer abschliefenden Untersuchung
der giinstigste Verwendungszweck des jeweiligen Modells des verdiinn-
ten Mehrschichtnetzwerkes herauszufinden. Man orientiert sich dabei an
zwei Zielen. Zum einen moéchte man das Klassifikationsproblem mit ei-
nem moglichst stark verdiinnten Netzwerk l6sen, um den Speicherbedarf
gering zu halten. Zum anderen sollen die relevanten Komponenten der
Eingangsmuster erkannt werden. Bei der Bildverarbeitung ginge dies mit
dem Herausfinden der fiir das Problem wichtigen Vorverarbeitungsfunk-
tionen einher.
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Anhang A

Haufig verwendete Formeln

A.1 6—Funktion, /—Funktion und Kronecker—6

Die Fourierdarstellung der é—Funktion ist

Eine Testfunktion ¢ erfiillt die Gleichung
+oo

ga)= [ glo)te - ads (A-2)

— 00

Diese Gleichung wird oft verwandt, um Entkopplungen vorzunehmen. Insbe-
sondere schreibt man fiir Ausdriicke der Form a = % Eé\le J;?

1 T T dk il
g(ﬁ;%z) = / dz g(z)- N / 5 oXP (zk (Nx_;JjQ)) (A.3)
Dabei heifit k£ die zu & konjugierte Variable.
Die -Funktion ist definiert als

1 fir >0
H(x)—{ 0 fir <0 (44)

Es gilt

0(96):/0 d\ (A — 1) / dA /—eXp k(A —2))  (A5)

Die Fourierdarstellung des Kronecker-é

1 fir z=uy9
brle = y) = { 0 fir x4y (4.6)
ist analog zu GL(A.1)
]
(e —y) = [ S5 e (A7)
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A.2 Gaufl—Integrale

Es werden zwei hidufig verwendete Gaufi—Integral-Formeln aufgefiihrt:

1.

+oo
1 dz 1 c?
——p2? — = — A8
/eXp<22+C’Z>@ \/BeXp(Qb)’ (A8)

dabei mufl b > 0 sein. ¢ kann komplex sein. Man nennt die Formel dann
auch oft ,Hubbard-Stratonovich-Identitit“ [Hu59]. Sind b und ¢ rein ima-
gindr, so handelt es sich um das sogenannte , Fresnel-Integral®. Die Kon-
vergenz ist dann ebenfalls gesichert.

2. Sei C eine reelle symmetrische positiv definite Matrix und firgendein
Vektor, der auch komplexe Komponenten haben kann. Dann gilt (siehe

[NeOr88]):
p T p
dx, 1 Z Z
(U / ) o (_5 v ot v=1 %Ju)

= (det C)77 ex ( ZJ )

In Vektorschreibweise lautet die Formel

2 "’OO 1
(H/ ) exp <—§fTCf—|—fo)

— (detC)F e (%ffc—lf). (A.9)

Generell schreiben wir

Dz = e 27 dx (A.10)

A.3 Die ®—Funktion

Die Definition der ®—Funktion ist

_ /_too DA (A.11)

Dabei ist DA gemdf GL(A.10) erklért.
Es gelten folgende Entwicklungen [AbSt65]

3\/1% —|—(’)(t5)) (t — 0) (A.12)

o(1) = 1—%-\/%-6—%1@ (1—i+0<14)) (t— o) (A.3)
1

B(1) =  —m. kP (1—i+0<i4)) (1 — —oc) (A.14)

t 2

0 %(H 2y
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Die asymptotische Reihe der ®—Funktion ist

1 e & 1-3-5-...-(2m—1)
(1) =1- cemalh —1)™- A.15
=1 et ) - (A15)
Dies gilt im Limes ¢ — oo.
Uneigentliche Integrale iiber die ®—Funktion [GrRy65]:
° 1 L

/0 Dx ®(—azx) = By arctan o (fiir @ > 0) (A.16)

oo 1 1 a
Dz z-®az)= - ——" 1—|—7) A7
/0 (az) 2 \or ( V14 a? ( )

Bei der Berechnung der Verallgemeinerungsrate (G des Perzeptrons tritt die
folgende Formel auf [Sw91].

R
V1-— R?

Ein uneigentliches Integral iiber die gesamte reelle Achse

oo 1
G:Q-/ DH<I><H- ):1——arccosR (A.18)
0 ™

7>OD2 P(az +b) = @(\/11—(12) (A.19)

A.4 Die allgemeine Gaufi—Formel

Fiir reelle Argumente ¢, a,b, ¢, u,v,w und fiir ca?

Integral definiert.

< 1 ist das folgende Gauf3-

gf(t,a,b,c,u,v,w) := /Dy exp (%c(ay + b)2) . (uy2 + vy + w) (A.20)
2t

Dy ist dabei der Gaufi-Faktor aus GI.(A.10).
Mit Hilfe der Regel der partiellen Integration 148t sich die Funktion gf durch
®—Funktionen ausdriicken. Man definiert zunichst die Hilfsvariablen d, «, 53:

d=1- ca’
Damit ist

a = t\/g—l—a—bc

Vd
abe
b=
Es gilt die Formel
gf(t,a,b,c,u,v,w) = (A.21)
1 cb?
— ZVP(a) -
e (Qd) ()
1,2
1+p2 B Zz o (-5e7) (2ﬂ—a L )
U+ —=v+w+ . U+ —=v
[ d Vd P(a) d Vd



Diese Formel 148t sich sehr leicht als Unterprogramm—Routine programmieren.
Die Routine wird numerisch besonders stabil, wenn man eine innere Routine
fiir den Ausdruck [...] in der obigen Formel programmiert. Der Grund dafiir ist,
daf sich der Fall @ — —oo dann mit der asymptotischen Entwicklung (A.14)
erfassen l&f3t.
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Anhang B

Eine Formel zur
Replika—Symmetriebrechung
erster Stufe

Die in Abschnitt 3.4.2 verwendete Formel (3.43) wird hergeleitet, indem man
von der Parisi-Parametrisierung der Sattelpunktmatrix () ,, ausgeht (siche G1.(3.38)).
Dabei setzen wir allgemein ¢),, = ¢) auf der Hauptdiagonale.

Formel zur RSB1:

Sei Trygey eine Spur iiber Groflen S°. Sie faktorisiere geméaf

TI’{Sp} = H TI’SP
p=1

Dann gilt in RSB1:

A = Tryge exp (VZQMSPSU) (B.1)

p<o

+oo 1
= 1—|—n-/Dz-—-
m

In 7017@/- (Trs exp (S (3/\/7((]1 — Qo) + z\/%) + 7(@ - %(]1)52))m] +
+0_(O;2) (B.2)

Wir rechnen dies nach, indem wir die Replika im Exponenten aufteilen

n/m

A = Trygeyexp (% Z Z @ S5P57 + %Z’qOSpSU—I—
k=1 p(k),o(k) Ps0

ICEET3)Y (Sp)?) (B3)

p=1
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Dabei numeriert der Index k alle Blocke. Die zugehérigen Indizes p(k),o(k)
numerieren die m Replika innerhalb der Blocke. Die Summe -, ' hingegen
geht tiber alle p,o, wobei p und ¢ nicht dem gleichen Block angehéren. Man
addiert im Exponenten

OI%Z Z (]OSPSU—%Z Z QOSPSU
k=1 p(k),o (k) k=1 p(k),o (k)
Damit gilt
7 & 7
A = Trigeyexp 5((]1—(]0)2 Z S’)SU—|—§qOZS’)SU—I—
k=1 p(k),o(k) P

SCEENDS <sp>2) (B.4)

p=1

Die quadratischen Terme im Exponenten werden mit Hilfe der Hubbard—Stratonovich—
Identitdt (A.8) entkoppelt, und wir erhalten

exp %qo (Z S”) = / Dzexp (1/7(]02 Z Sp) (B.5)
p=1 N p=1

Dabei gilt einfach

m km

n n/
SEED I DI (B.6)

k=1 p=m(k—1)+1

Innerhalb der quadratischen Blécke liefert die Entkopplung

n/m mk 2
w(jo-wE( 5 o))
p=( m—+1

k=1 k—l)
n/m o0 n/m mk
11 / Dy | exp [y —q0) D o D>, 8 (B.7)
k=1_%, k=1 p=(k—1)m+1
Da die Spur iiber die 5° faktorisiert, erhalten wir
A= (B.8)
+ oo 400 ) . o
/ Dz / Dy- (Tfs exp (5 (y\/v(ql — o) + Z\/WZO) + 7(@ - 5%)52)) ]

Die Entwicklung nach kleinen n liefert schliellich das obige Ergebnis (B.2).
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Anhang C

Die Sattelpunktgleichungen
und die Kopplungsverteilung

zur RSB1 des optimal
verdiinnten Perzeptrons

C.1 Die Durchfithrung des Limes ¢; — 1 in den Sat-
telpunktgleichungen

Bei der Herleitung der Sattelpunktgleichungen zur Entropie s aus Gleichung
(3.51) entstehen zwei Arten von Gleichungen, deren Asymptotik dhnlich zu
behandeln ist. Es sind dies die Sattelpunktgleichungen beziiglich gg, ¢; auf der
einen und beziiglich sg, 51,1 auf der anderen Seite. Die Sattelpunktgleichung
fiir m hingegen ist eine Mischung.

In die Ableitungen nach ¢ und ¢; gehen das folgende Integral und seine
Ableitungen ein.

400 m
S ==t

Mit dem in Abschnitt 3.4.3 angegebenen Skalierungsansatz fiir ¢ — 1 erhélt
man unter Verwendung von Formel (A.14)

K+yva —qo+2y/@m )\
((I) (— m )) — (C.Q)

1 2
0y + g)exp (—y(% +9VT— g0 + V@) ) +0(=g-y) (a—1)
Dabei habe ich die Abkiirzung

_ Rt
= (C.3)

eingefiihrt.
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In den Ableitungen des urspriinglichen Ausdrucks ! fiir I; nach ¢ und ¢
entsteht unter Beachtung der Formel (A.14) der folgende Ausdruck

(@(...))" - ﬁexigﬁi(' ) _ (C.4)

R ————)
&("’” +9v/T— g0+ 2/@) (g1 — 1)

Dabei ist

()= Kt yVa — g+ 2/
In die Ableitungen der Entropie nach den Hilfsvariablen sg,s; und v geht
das folgende Integral I ein

Iz) = +/OOD@/ (1 (5 vm=m+=vm’+2)) ()

Hier ist im Limes ¢; — 1 eine etwas kompliziertere Fallunterscheidung notwen-

dig. Fithrt man
+vV—h — 21
g+ = 07 g+ > 9-
Vi — 1o

ein, so gilt fiir den Integranden in I3 im Limes ¢ — 1

(C.6)

(I+exp(...)" —
exp (%(WW+ Vi) + g) 0y = 94+) +0(9- — ) +
+1-0(94+ —y)-0(y —g-) (C.7)

Leitet man den urspriinglichen Ausdrucks I3 nach sg, s1,4 ab, so entsteht der
asymptotische Ausdruck

o exp(...)
l+exp(...)

oxp (5 (Wi =To + Vi) + ) - (00— 94 + 0g- — ) +0(C5)

(I4+exp(...))"

—

In die Sattelpunktgleichung fiir m gehen ebenfalls die obigen asymptoti-
schen Ausdriicke ein. Zusdtzlich benétigt man noch zwei Ausdriicke. Mit Formel
(A.14) erhélt man im Limes ¢; — 1, d.h. m — 0

K+ yvar —qo + 2\/q 1 c 2
lnq)(— = )—>—§0(y—|—g)g.(/@—I—y\/l—qo—l—z\/q_o)

(C.9)

!Die hergeleiteten asymptotischen Ausdriicke werden nur in den Sattelpunktgleichungen
verwendet. Die Ausdriicke werden nicht in die Entropie s vor dem Ableiten eingesetzt, da dies
auf falsche Ergebnisse fithren kann.
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Der dazu analoge Ausdruck beim Integral I5 ist

In (1 + exp (% - (yv/s1 — s0+ 2/50)” + g)) —
_— ((mer z\/%)2 + h) By — g1) + 6(g— —y)) (C.10)

2m

Durch die #-Funktionen in den obigen Ausdriicken werden die inneren y—

Integrale in allen sechs Sattelpunktgleichungen zu Gaufi—Integralen {iber qua-

dratische Funktionen. Diese lassen sich mit der in Anhang A.4 angegebenen
Formel in ®—Funktionen {iberfiihren.

C.2 Das Endergebnis fiir die RSB1 der optimalen
Verdiinnung des Perzeptrons

Legt man den in den Gln.(3.54) und (3.55) angegebenen Skalierungsansatz zu-
grunde, so hat das Gleichungssystem (3.53) die Losungen ¢o, ¢ und h. Die Sat-
telpunktgleichung fiir m liefert dabei das kritische «. Die Variablen tg und #;
lassen sich durch die anderen vier Variablen ausdriicken. Im folgenden gebe ich
eine Anleitung zur Berechnung des nichtlinearen Gleichungssystems in den vier
Variablen ¢, ¢, h, o, die sich eng an ein Computerprogramm anlehnt.

Gegeben seien also qg, ¢, h, . Das oben angegebene Integral /7 ist dann

Li(z)= gf(g, V91— qo, 5+ 2y/q0, —¢,0,0, 1) + ®(—yg) (C.11)

Dabei bezeichnet gf das in Anhang A.4 eingefiihrte allgemeine Gaufi-Integral,
welches sich mit ®—Funktionen berechnen 1afit. Wie oben ist

_Eta/e
- = (C.12)

Fiir I, gilt
h
IQ(Z) = eXp 5 (gf(_g-l-v\/tl_t072\/%71707071)+
—I_gf(g—v -Vt — to,Z\/%, 170707 1)) + (I)(g_l_) - (I)(g—) (013)

Wie oben ist

::I:\/—_h—z\/%

9+ s 9+ > g- C.14
— + (C.14)
Des weiteren werden die Konstanten Dy und Dj eingefiihrt:
+oo 1
o
D, = — Dz —. C.15
V= ge [ D (€.15)

1- z
gf(gv V 1- Go, K + Z\/ G0, —C, _17 (Z o - g)v(H + 2/ (ZO) : —)
qo £/ 40
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+oo
1
ﬁz/Dz._. (C.16)
I
gf(gv V 1- Go, K + Z\/q_ov —C, 1- f]072\/ 1- (ZO(H + Z\/q_O)v (H + Z\/q_0)2)

Aus Dy und D; bilde ich

b= (C.17)

Dann sind t{p und ¢; einfach gegeben durch

1
= —— t,= Bt C.18
! 1+1—gB 0 ! ( )

Vor der Formulierung der Sattelpunktgleichungen wird noch der konstante Term
Term = 1 — s1 4+ (1 — m)q1s1 + maoso (C.19)

in der Entropie in GL.(3.51) betrachtet. Er 1a8t sich mit Hilfe der Sattelpunkt-
gleichung zu ¢p vereinfachen. Man erhilt

Term = msg - ;Tml =1 - éfl?l O(m) (C.20)

Damit lautet das nichtlineare Gleichungssystem:

= —qg+-= /Dz — exp (h) (C.21)

t1 — 1 t
'(gf(_g-l-v\/tl_t072\/t0717_172(\/lt 0_\/t Ot )722) +
0 1=t

11— 1 i
‘|‘gf(g—7_\/t1_t072\/t0717_17_2(\/lt 0_\/t Ot)722))
0 1— o

o

+oo
Dy 1 1 1 h
0= ) s [ ooy exp(ﬁ)‘ (€.22)

: (gf(_g-l-v \/ to,Z\/_o,l,l,ZH t 0) +
1 — 0
[ 1o
‘|‘gf(g 9 th _t072\/_071717 t i 0))
1 — 4
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VA h
0 = —f—l—/DzI—2 exp (5) (C.23)

: (gf(_g+7\/t1 — 19, 2v/10, 1,0,0,1) +
+gf(9-. — Vi~ 0. 2v/70,1,0.0.1))

0= (C.24)

+oo
1
quO — D2 (1 + —) — / DZ(Oéhlll + 111]2) +
[&

1 h
+ 5_4 Dz L exp (5) .
(e (=g VI =T0 2V, Lty = t0. 22V = ToVTo. b+ 10 +
+88(9-, —Vi —fo. 2V, 1,11 = to, =22Vl — ov/To, b + 1o )

Die vier Gleichungen wurden mit der Powell-Hybrid-Methode gelést [Po70].
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C.3 Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kopplungen
in RSB1-N&dherung

Fiir das in Kapitel 3 behandelte optimal verdiinnte Perzeptron berechnen wir

die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kopplungen in der RSB1-Niherung.

Da N(1 - f) Kopplungen zu Null gesetzt werden, gilt fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichte einer Kopplung (ich wéhle die N — te Kopplung)

W(J) = (1 F)8(J)+ Po(J) (C.25)

P,(J) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Fall, dafi die N — te Kopplung
nicht weggeschnitten wird, der Verdiinnungsvektor

c= (cl,...,cN)T (C.26)

also die Komponente
ey =1 (C.27)

aufweist.
Dann lautet der Ansatz zur Berechnung von P,(J) mit dem Phasenraum-
volumen Vs aus G1.(3.16)

b(J) =
)
Cnim (ﬁzoj%) 6 (é e;T; Nf) exp (—%éu —~ cj)Tf)
. (}i ’ (LNfg;chjay - H)) Srelen — 1) 6(J = T) (C.29)

Man berechnet P.(J) im Limes N — oo mit Hilfe einer Replika-Mittelung
(siehe Abschnitt 5.2.1). Die Rechnung verlduft analog zur Rechnung in [Bo+90]
(siehe auch [Gc92]). Analog zu Abschnitt 3.4.2 wird dann die Replika-Symme-
triebrechung erster Stufe durchgefiihrt. Man erh&lt mit den Lésungsvariablen
to, 11, )1 aus dem obigen Abschnitt C.2 das folgende Indergebis am kritischen
Punkt ¢4 = 1:

P.(J) = (C.29)
+ oo
/ 1 2D,
Dz — . [ E—
. IQ 27T(t1 — to)tof
1 207 1—(t1 -1 2D 1 t h
exp __Jz. 1. (1 0) z —1 J __22.70_|__
2 tof t — to f o ti—te 27 ti—ty 2

(0(J = Jo) +0(—=Jo— J))
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I; ist aus GL(C.13) bekannt. Die Schranke Jy fiir die symmetrische Verteilung

P,(J) ist durch die Losungsvariablen gegeben:

—h-tof

Jo =
0 2D,

Da wegen Gl1.(C.25) die Normierung

+oo
/ dJ P.(J) = f

gilt, ist in Abbildung 5.7 die Dichte

dargestellt.
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Anhang D

Die Sattelpunktgleichungen
zur Bestimmung der
Verallgemeinerungsrate des
Quersummenalgorithmus

In den Sattelpunktgleichungen (6.48) vereinfachen sich die z-Integrale mit Hilfe
des Limes

3’ (_ H—k—uR—I—Z\/q—R2 )
T—
L = lim ! 1

g—1 P (_ ﬁ—k—uR—I—Z\/q—R2)

=7 = (k= k= uk+ =VI=12)0(z — (=1))

1—q
(D.1)
wobei die Abkiirzung
k—k—uR
= ———— D.2
7 (D.2)

eingefithrt wurde. Fiir die Limites der Hilfsvariablen (siehe Gln.(6.44) — (6.47))
fithren wir die Abkiirzungen

S=R(1-gq), G=K(-gq) (D.3)

ein.
Wir fithren dann die vereinfachte Gaufi—Formel ein

I(s,u,v,w)= /Dz (uz? + vz +w) = gf(s,0,0,0,u,v, w) (D.4)

—5

Dabei ist gf die allgemeine Gaufi—Formel aus Anhang A.4.
Damit lauten die Sattelpunktgleichungen im Limes ¢ — 1

. 2 . o
—§ = ,/;G+2a/ Du T (1, R, (Rt + uV/T— B2),utv/T = R2) (D.5)
0
-G = 2a/ Du T (t,0,1,t)V/1 — R? (D.6)
0
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Ly 8 b [RRG?

Js a fs h—-25 fsVa afs fat (D7)
-yt G2 — R? / 2
(1 fl)afs 2a(1 — R?) \ DuT (t,l,?t,t )

Die Konstanten [y — I4 sind bereits in den Gleichungen (6.40) — (6.43)
eingefithrt worden. Fiir den in Abschnitt 6.5 behandelten, einfachen Lehrer mit
Bo=1 lauten sie

Il = <I>(w1)—|—<I>(—w2)

L = 2—j<<1><w1>+<1><—w2>>+

TJ

2

1 1 1
+7am (evl=gud) - exn(-gud)
2 4 1 1
o= (14 2p) oy g (ot ged —ent-ged) +
-|_\/L2_7T <w2 exp(—%w%) — wy eXP(_%w%))
I = 2 ((I)(—w) + \/lg—ﬂexp(—%wz))

wobei wy und wy durch die Schranke w gegeben sind
2a
_aw— 2=
7 fi
wy = w— 2
’ 7 fi

wq
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