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Zusammenfassung

Es geht darum, die Stabilitéit einer periodischen Funktion p: R - R, die sowohl
Losung einer Differentialgleichung mit konstanter Verzégerung als auch Losung
einer Familie von Gleichungen mit variabler Verzogerung ist, zu vergleichen.
Als Ausgangsgleichung mit konstanter Verzogerung wurde folgende Gleichung
betrachtet:

2'(t)=g(x(t-1)) fir t>0,

wobei g : R - R eine ungerade stetig differenzierbare Abbildung ist. Bei der
Gleichung mit konstanter Verzogerung besteht das Spektrum des Monodromie-
operators nur aus den Werten 0 und dem einfachen Multiplikator 1, also ist die
periodische Losung extrem attraktiv, wihrend bei der Familie von Gleichungen
mit variabler Verzogerung ein Eigenwert A von der 0 abzweigt und gegen —oo
wandert, wenn man die variable Verzogerung gro3 macht. Wenn der Eigenwert
A den Einheitskreis bei —1 {iberkreuzt, gibt es eine Periodenverdopplungsver-
zweigung und die periodische Losung p verliert Stabilitét.
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I Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist, das Stabilitdtsverhalten einer periodischer Losung un-
ter dem Einfluss variabler Verzogerung zu untersuchen. Allgemeiner geht es um
den Einfluss variabler, zustandsabhéngiger Verzogerung auf das Verhalten eines
sonst einfach strukturierten dynamischen Systems. Bei konstanten Losungen
von Differentialgleichungen wie zum Beispiel

2'(t) = g(z(t-7))

mit g : R - R stetig differenzierbar, ¢(0) = 0, und konstanter Verzogerung r > 0
andert sich die Variationsgleichung ldngs der konstanten Losung ¢ — 0 nicht,
wenn man 7 > 0 durch eine zustandsabhéngige Verzogerung d(x;) mit d(0) =r
ersetzt, die von der Losung oder allgemeiner von ihrer Vorgeschichte

e [-r,2]3sa(t+s)eR

auf [t — r,t] abhéngt. Daher bleibt das Stabilitétsverhalten der Losung t —
0 beziiglich beider Differentialgleichungen auf dem Niveau von Linearisierun-
gen dasselbe (wenn man beide Gleichungen im Rahmen der fiir zustansdsab-
héngige Verzogerung entwickelten Theorie betrachtet [8]). Ein Einfluss zustands-
abhéngiger Verzogerung auf die (lineare) Stabilitdt ist also erst bei grofieren
invarianten Mengen moglich, etwa bei periodischen Orbits an Stelle von stati-
ondren Punkten.

In Kapitel [ wird eine autonome Gleichung mit konstanter Verzogerung wie
oben betrachtet, mit r = 1 und £g(&) < 0 fiir £ # 0. Die Gleichung beschreibt
negative Riickkopplung beziiglich der konstanten Losung ¢ — 0. Die Funktion
g ist wie in [8, Chapter XV.2| so gewéhlt, dass man eine periodische Losung
p: R - R mit Symmetrie p(t) = —=p(t + 2) und minimaler Periode 4 explizit
ausrechnen kann. Die Differentialgleichung definiert auf dem Banachraum C' =
C([-2,0],R) mit der Maximumsnorm einen stetigen Halbfluss S : [0,00) x C' -
C' durch
S(t,¢) =y

Hier ist ¢ : [-2,00) - R die eindeutig bestimmte Losung mit Anfangswert

xéﬁ = 1%|[_20] = ¢, und die Segmente z; sind wie oben definiert durch

xi(s)=x(t+s) fir t>0 und se[-2,0].

Die “Losungsoperatoren” S; = S(t,-), t > 0, sind stetig differenzierbar. Uber die
Stabilitat des periodischen Orbits

O={peC|teR}={peC|0<t<4}

entscheidet das Spektrum o (M) des Monodromieoperators My = DSy(po), also
der Linearisierung des Zeit-4-Losungsoperators am Fixpunkt py von Sy. Der Mo-
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I. Einleitung 2

nodromieoperator M; ist dhnlich wie bei Gewohnlichen Differentialgleichungen
gegeben durch

Po,X

My = vy

mit der Losung vPoX : [-2,00) — R der Variationsgleichung langs p,

v'(t) = g(p(t-1))v(t-1)

zum Anfangswert v,"* = x € C. Da die Ableitung p’ der Variationsgleichung
geniigt, ist das Segment p{ Eigenvektor von M; zum Eigenwert 1. Der steti-
ge lineare Operator M; : C' - C ist kompakt, daher besteht das Spektrum in
C~ {0} nur aus isolierten Eigenwerten mit endlichdimensionalen verallgemeiner-
ten Eigenrdumen. Wenn zum Beispiel der Eigenwert 1 einfach ist (Dimension
1 des verallgemeinerten Eigenraums) und wenn alle anderen Eigenwerte |A| < 1
erfiillen, ist der periodische Orbit stabil und exponentiell attraktiv mit asym-
ptotischer Phase. In Kapitel [ wird

C'=M;*(0) ® Rp

gezeigt. Damit ist auch 0 € C Eigenwert, und der geometrische Eigenraum
M;1(0) ist maximal mit Kodimension 1; der Eigenwert 1 ist einfach. Beim Be-
weis wird verwendet, dass Losungen der nichtlinearen Differentialgleichung, die
von Segmenten nah am periodischen Orbit starten, den periodischen Orbit mit
ihren Segmenten z; fiir ¢ - oo nicht nur exponentiell approximieren, sondern
ihn in endlicher “Zeit” erreichen und dann auf ihm bleiben. Mehr Attraktivitét
geht nicht.

In Kapitel I werden nichtinvasive Verzogerungsfunktionale eingefiihrt. Das
sind Abbildungen d : C' - [0,2], die auf dem periodischen Orbit den Wert 1
haben. Dann geniigt die periodische Funktion p auch der Gleichung

2'(t) = g(x(t - d(x)))

mit zustandsabhingiger Verzogerung. Auf Anfangswertprobleme mit Delay-Dif-
ferentialgleichungen dieser Art lassen sich die Resultate iiber Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen, die aus Monographien iiber Funktionaldifferen-
tialgleichungen [3, 4] bekannt sind, nicht anwenden [8]. Wenn d stetig diffe-
renzierbar ist oder allgemeiner, wenn d nur auf dem kleineren Banachraum
C' = CY([-2,0],R) € C, mit |¢|lcr = |¢]c + |¢'|c, definiert ist und stetig dif-
ferenzierbar ist und einer weiteren Glattheitsbedingung geniigt, dann ist die
“Losungsmannigfaltigkeit”

X={peC" | ¢/(0) = g(d(-d(¢)))}

eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 in C'!, und
die stetig differenzierbaren Losungen [-2,00) — R der Differentialgleichung
definieren auf X einen stetigen Halbfluss F' mit stetig differenzierbaren Lo-
sungsoperatoren [8]. Deshalb kann man wieder nach dem Spektrum des zu p
gehorigen Monodromieoperators M = My = DFy(pg) fragen. M bildet den Tan-
gentialraum

YV =T,X={xeC" | X'(0)=0} cC"



der Losungsmannigfaltigkeit X in sich ab und ist kompakt (Abschnitt [IT2).
Der Monodromieoperator M; aus Kapitel [, bzw. die von ihm auf Y indu-
zierte Abbildung, ordnet sich als Spezialfall mit konstantem Funktional d ein

(Abschnitt [IT4).

In Abschnitt T3 wird gezeigt, dass fiir gewisse nichtinvasive Verzogerungsfunktionale
analog zum Fall konstanter Verzogerung in Kapitel [ die Zerlegung

Y = M~(0) ® Ry},

besteht. Andere spektrale Eigenschaften sind nur méglich, wenn die Werte d(¢)
abhéngen von den Werten von ¢ nah bei t = —=2. In Abschnitt T3 wird eine
Klasse solcher Funktionale eingefiihrt. Sie sind von der Form

d(¢) =1+0(4(0) +6(-2))

mit stetig differenzierbaren Funktionen 6 : R - [-1,1], die §(0) = 0 erfiillen.
Man nutzt hier die Symmetrie von p, um d(p;) = 1 zu bekommen.

In Abschnitt M@ und den folgenden wird komplexifiziert mit dem Banachraum
Cl=C1([-2,0],C) an Stelle von C' und mit

Yo={xeC; | xX'(0)=0}
sowie
M.:Y.sx»vfeY,.

Hier ist vX:[-2,00) — C komplexwertige Losung der Variationsgleichung

v'(t) =g (p(t - 1)){v(t -1 =-p'(t-1)Afv(t) +v(t - 2)]}, mit A =4'(0),

zum Anfangswert v} = x € Y. Fiir die Verzogerungsfunktionale aus Abschnitt [TT3
mit

A=6'(0)%0
wird gezeigt, dass die spektralen Eigenschaften des Monodromieoperators M.
nicht mehr so einfach sind wie in den fritheren Féllen. Der Punkt 0 € o(M,) ist
immer noch halbeinfacher Eigenwert, aber es gilt

M:'(0) ® Cpj # Y..

Gibt es nun auch Eigenwerte des Monodromieoperators, die von 0 und 1 ver-
schieden sind ? Um dies zu kldren, wird in den Abschnitten T4 - IR eine
charakteristische Gleichung fiir Eigenwerte A # 0 hergeleitet. Die Herleitung
beginnt in Abschnitt [T mit einer Ubersetzung der Gleichung

(Me=X)x =1

fiir A e C~{0}, x € Y, und n € Y. in ein Randwertproblem, die durch ein Verfahren
aus [[] inspiriert ist. Man nutzt aus, dass die Periode 4 der Koeffizienten in der
Variationsgleichung ein Vielfaches der “maximalen Verzogerung” 2 ist. Ist n € Y.



I. Einleitung 4

gegeben und gilt fiir y €Y,
n=Mx-Ax=v]-Ax
so gentigen (u,w) : [-b,b] — C? mit
u(t)=v(t+3), w(t)=v(t+1)

und geeignetem b € (0, 1) einer Differentialgleichung, die den Anfangswert (u,w)(-b)
sowie A und 7 als Parameter enthélt, und einer Randbedingung, die (u,w)(-b),
(u,w)(b), A und n verkniipft. Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel fiir
inhomogen lineare Gewohnliche Differentialgleichungen und einer Fundamental-
matrixlosung ergibt sich eine Darstellung von (u,w) als Funktion von A und 7.
Diese Darstellung liefert fiir A in der Resolventenmenge p(M,.) = C \ o(M,),
wenn also M. - \:Y,.— Y, invertierbar ist, eine Formel fiir die Berechnung der
Resolvente

(M.-\) 'Y, > Y,

Fiir Eigenwerte A\ € o(M,.) ~ {0} gibt es nichttriviale Losungen des Randwert-
problems mit Parameter n = 0. Dies driickt sich im Verschwinden einer Deter-
minante aus: So erhélt man die charakteristische Gleichung

P(\A)=0

fir die Eigenwerte A # 0 des Monodromieoperators M. (Abschnitt [IT8).

Die Darstellung der charakteristischen Funktion P(-,A) : C~ {0} - C in Ab-
schnitt T8 ist noch nicht explizit genug fiir die Suche nach Nullstellen. Im
néchsten Abschnitt T9 wird P(A\, A) fir A # 0 und A € C~ {0,1} ausgerech-
net als Kombination von Polynomen, Wurzeln, Cosinus hyperbolicus und Sinus
hyperbolicus. Es folgt, dass P(-, A) auf C\ {0,1} holomorph ist mit einer heb-
baren Singularitdt bei A = 1. Damit lasst sich zeigen, dass die Ordnung einer
Nullstelle A # 0 von P(-; A) mit der Ordnung von A als Pol der Resolvente von
M, ibereinstimmt. Bewiesen wird davon am Ende des Abschnitts [IT8 nur eine
>-Beziehung, die im Folgenden benoétigt wird, um Vielfachheiten von Eigenwer-
ten (die Dimensionen von geometrischen und verallgemeinerten Eigenrdumen)
zu bestimmen.

Die Abschnitte OTTO-OTTA enthalten die Hauptergebnisse der Arbeit. Darin
wird eine 1-Parameterfamilie von nichtinvasiven Verzogerungsfunktionalen da :
C' - [0,2] mit Parameter A € R betrachtet,

da(x) =1+8(x(0)+x(-2),A) fiiralle xeC,
mit 4 : R2 > (=1,1) stetig differenzierbar,
5(0,A)=0, 6(£,0)=0, &6(0,A)=A.

Fiir A = 0 hat man den Fall konstanter Verzogerung 1. In Abschnitt ITT0 wird
am Ende bewiesen, dass bei A = 0 ein negativer Eigenwert A = A(A) < 0 von M =
M,, weg von A =0 verzweigt und fiir wachsenden Parameter 0 < A - oo streng
monoton fallend nach —oo wandert. Dabei wird der Einheitskreis bei A\ = -1 mit



von Null verschiedener Geschwindigkeit {iberquert. Weitere negative Eigenwerte
auBer A(A) gibt es nicht. In (0, 00) gibt es auch keine Eigenwerte. Was in (0, 1)
passiert, wird ohne detaillierte Beweise nur beschrieben: In (0, 1) entstehen fiir
gewisse kritische Parameter A, > 0, n € N, paarweise reelle Eigenwerte, deren
Fortsetzungen A\, (A) fiir A,, < A - oo alle gegen 1 konvergieren. Fiir Parameter
A < A, sollten Verzweigungen zu komplex konjugierten Paaren vorliegen.

Abschnitt ITTT behandelt Vielfachheiten von Eigenwerten im Blick auf Ver-
zweigungen weg vom periodischen Orbit O: Der Eigenwert 1 ist fiir alle A >0
einfach, und der Eigenwert —1, den es fiir genau einen Parameter A, gibt, ist
ebenfalls einfach. Dass auch Eigenwerte hoherer Vielfachheit vorkommen, zeigen
die Betrachtungen aus Abschnitt [T iiber Eigenwerte in (0, 1).

In Abschnitt wird beschrieben, wie aus den bewiesenen spektralen Eigen-
schaften der Monodromieoperatoren Mx auf eine Periodenverdopplungsverzwei-
gung am kritischen Parameter A, geschlossen werden kann.

Die Arbeit hat 3 Anhénge iiber Untermannigfaltigkeiten von Banachrédumen,
Komplexifizierung sowie Eigenschaften kompakter Operatoren, in denen Defini-
tionen und Hilfsmittel zusammengestellt sind.

Bezeichnungen, Konventionen, Fakten. Ny = Nu {0} bezeichnet die nicht-
negativen ganzen Zahlen.

APB bezeichnet die Menge aller Abbildungen einer Menge B in eine Menge A.

Der Abschluss einer Teilmenge M c T eines topologischen Raums T wird M
oder ¢l M geschrieben.

Fiir komplexe Zahlen z # 0, z = |z|e? mit 0 < 6 < 27, wird

Vzi= e e
definiert.

Crxm gteht fiir den Vektorraum aller Matrizen mit komplexen Eintrigen, n
Zeilen und m Spalten.

Nullraum L71(0) und Wertemenge L(V') einer linearen Abbildung L:V — W
werden mit Ker(L) und Bild(L) bezeichnet.

Ist V' ein Vektorraum iiber K, K =R oder K = C und ist L:V — V linear und
ist A € K gegeben, so wird gelegentlich

L-A=L-XNI=L-\Id

abgekiirzt, mit Id(v) = v.

L.(V,W) steht fiir den normierten Raum alle stetigen linearen Abbildungen des
normierten Raums V' in den normierten Raum W, mit der durch

[T = sup [T'v|

lv]<1

gegebenen Norm.



I. Einleitung

Die Evaluationsabbildung
C([a,0],C) x[a,b] > (¢,1) = ¢(t) € C

ist stetig, aber nicht lokal Lipschitzstetig, vergleiche z. B. [§].



II Eine periodische Losung einer Differentialglei-
chung mit konstanter Verzogerung

II.1 Das Anfangswertproblem

Betrachte folgendes Anfangswertproblem mit konstanter Verzdgerung

(IL.1) x'(t) g(x(t-1)) fir t>0,
(11.2) x(t) = (t) fir alle ¢t € [-2,0],

wobei g : R - R eine ungerade stetig differenzierbare Abbildung ist mit
g(x) =1 fir x<-b, g(x)=-1 fir x>b, 0<b<1/3,

und mit ¢g’(x) < 0 fiir —b < x < b. Insbesondere gilt g(z)x < 0 fiir alle z # 0, und
Gleichung (ITT) beschreibt negative Riickkopplung mit Verzégerung 1 beziiglich
der konstanten Losung ¢ + 0. Die Funktion ¢ wird in der Abbildung 11 darge-
stellt:

=]

|
(=l
e T

Abbildung II.1: Die Funktion g: R - R

Wir betrachten den Raum
C:={p:[-2,0] > R | ¢ ist stetig}
mit der durch |¢|¢ := max lo(t)] gegebenen Norm.

Sei z : I - R, eine Funktion. Im Fall [t - 2,¢) € I, mit ¢ € R wird das Segment
oder die Vorgeschichte durch z;(s) = z(t + s) erklért.

7



II. Periodische Losung, konstante Verzogerung 8

my:/] >R
.Itl[—Q,O]ﬁR

5

Abbildung I1.2: Die Segmente x;

Definition II.1.1 (Losung). Eine Lisung des Anfangswertproblem () st
eine stetige Abbildung x : [-2,00) - R mit xq = ¢, die fir alle t >0 differenzier-
bar ist und bei t = 0 eine rechtsseitige Ableitung hat, so dass Gleichung (IO)
fiir alle t > 0 erfillt ist (bei t =0 mit der rechtsseitigen Ableitung).

Durch wiederholte Integration der rechten Seite von der Gleichung () auf
den Intervallen [n,n + 1] fiir alle n € Ny kann man zeigen, dass es zu jedem
¢ € C' genau eine Losung x¥ : [-2,00) - R zu Gleichung (IIT) gibt.
AuBlerdem héngen die Losungen stetig von den Anfangswerten ab:

Proposition I1.1.2. Sei ¢ € C, zu jedem T > 0 und zu jedem € > 0 existiert
eine Umgebung U von p € C mit

|zX(t) = x¥(t)| < e fiir alle x €U und alle te[-2,T].

Siehe dazu |3, Section XV.1]|.

Da g ungerade ist, sicht man, dass mit einer Losung x von Gleichung () auch
-z Losung von Gleichung (II) ist.

Anmerkung I1.1.3. Um Losungen des Anfangswertproblems zu Gleichung (1)
zu bekommen, wiirde es geniigen, Anfangswerte nur auf [-1,0] vorzuschreiben.
Wir betrachten Anfangswerte, die im Intervall [-2,0] definiert sind, im Blick
auf die Differentialgleichungen mit zustandsabhéngiger Verzogerung, die im Ka-
pitel I untersucht werden.

I1.2 Eine periodische Lésung p: R — (-1,1)

Sei ¢ : [-2,0] - R eine stetige Funktion mit ¢(t) =t fiir alle ¢ € [-b,0] und
o(t) < -0b fiir alle t € [-1,-b].

Wir konstruieren, dhnlich wie in |3, Section XV.2|, zuerst die zugehorige Losung
schrittweise auf den Intervallen [0,1-b]U[1-b,1+b)U[1l+0,2].



9 I1.2. Eine periodische Losung p:R —» (-1,1)

e Fiir alle ¢t € [0,1 - b] setzt man p(t) = ¢t. Dann gilt

P()=1=g(p(t-1)) auf [0,1-b].
<-b

e Fiirte[l-0b,1+b] setzen wir

p(t)

p(1-0)+ [ glp(s-1))ds
1—b+[1tbg(s—1)ds
= 1—b+[ljlg(s)ds

Dann ist p auf [1-0b,1+b] differenzierbar und erfiillt die Gleichung (IIT1). Man
sieht, dass p auf [1-b,1] monoton wachsend ist und auf [1,1+b] fallend ist. Da
g ungerade ist, folgt

p(1+1)-p(1-1)

L7 atots - 1))s
[ atwls)as

[:tg(s)ds

0 fir0<t<b,

also insbesondere p(1+b) = p(1-b).

e Auf [1+0,2] definiert man p(t) = 2 —t. Man sieht leicht, dass p auf [0,2]
differenzierbar ist. Gleichung (D) ist auf [1+b, 2] erfiillt, wegen p/(t) = =1 und
weil fiir t e [1+0,2] gilt: b<t-1<1, also b<p(t—1), also g(p(t-1)) = -1.

Das Segment —p, hat nun die gleichen Eigenschaften wie ¢ . Man geht analog
wie oben vor und definiert schrittweise p auf [2,4] = [2,3-b]U[3-b,3+b]U
[3+0,4]. Fiir ¢ = py erhélt man eine differenzierbare Funktion p: [-2,4] —» R,
die Gleichung (I auf [0,4] erfiillt, mit p(¢) = —p(-t) auf [0,2] und mit der
Symmetrie p(t) = —p(t - 2) fir alle ¢ € [2,4].

Abbildung I1.3: Die Losung p: [-2,00) — (-1,1)



II. Periodische Losung, konstante Verzogerung 10

Periodische Fortsetzung von p| 4 liefert eine periodische Losung p: R — R von
Gleichung () mit den folgenden Eigenschaften.

Proposition II.2.1 (Periodische Losung). Es gibt eine Losung p: R — (-1,1)
von () mit p(t) = —p(t —2) fir alle t € R (insbesondere hat p die Periode 4)
und

1) p(0)=0,
) p(t)=1 auf [0,1-],
(i) p(1+1t)=p(1-1t) fir alle t€[0,1].

Gleichung (IIT) zeigt, dass p zweimal stetig differenzierbar ist. Wir werden im
Folgenden zeigen, dass der Orbit

O::{ptec | tER}
extrem attraktiv ist, im Sinn der néchsten Proposition.

Proposition I1.2.2. (i) Zu jedem t € [0,4] gibt es eine Umgebung U, von
pi, sodass zu jedem p €Uy, ein t, € [0,5] existiert mit

2P (t, +1t) =p(t) fir alle t > -b.

i) Im Fallt =0 existiert eine Umgebung U,, von py mit zi € O.
Po 4

Beweis. (1) Sei tg € [0,4], ¥ := py,. Dann gilt 2% (u) = p(to + ) fiir alle u > 2.
Es gibt ein sq € [0,4] mit

~1<p(to+s0+u) =2¥(s0+u) < —b fiir alle ue[-1,0].
Es folgt

-1< min  p(t) und max  p(t) < -b.

to+so—1<t<to+so to+so—1<t<to+5s0

Waikhle € > 0 mit

-1< min  p(t) —¢ und max  p(t) +e<-b.
to+so—1<t<to+sg to+so—1<t<to+so

Proposition T3 liefert eine Umgebung Uy von 1 € C' mit
|zX(t) — p(to + t)| < e fiir alle x € Uy und alle £ € [-2,50].
Es folgt fir alle x € Uy, und alle ¢ € [sg— 1, s0], dass

“1<p(to+t)—e<aX(t) <p(to+t)+e<-b

Die Differenzialgleichung () liefert fiir y := xX und fiir ¢ € [sq, $o + 1]

y'(t)=g(yt-1))=1,
e[-1,-b]



11 I1.2. Eine periodische Losung p:R —» (-1,1)

also gilt fiir alle t € [sg, so + 1]:

y(t) =y(s0) + (t = s0).

Mit -1 < y(sg) < —b folgt fiir ¢ = so — y(so) < so + 1, dass

y(s0—y(s0)) = y(s0) + (50 —y(s0) —s0) = 0.

Beachte, dass y,,-y(s,) die gleichen Eigenschaften wie ¢ bei der Konstruktion
von p hat:

y(so—y(so) +u) =u=¢(u) auf [-b,0] und y(so—y(so) +u) < -b auf [-1,b].

Ahnlich wie bei der Konstruktion von p folgt y(so — y(s0) + u) = p(u) fiir alle
u > —b. Beachte sop—y(so) <4+1=5.

(ii) Im Fall ¢y =0 gilt
b<p(t) <1 fur alle te (b,2-0).

Fiir 5o := 1+2b (mit so < 2-b wegen b < ) und alle ¢ € [-1,0] also b < p(sp+t) < 1.
Beachte, dass auch p(2 + b) < 0. Wegen Proposition [TT2 findet man eine
Umgebung U,, von pg, sodass fiir alle y = x¥ mit ¢ € U, gilt:

b<y(t) <1 auf [so—1,s0] =[2b,1+2b],

und
y(2+0) <0

Wie oben erhéilt man
y'(t) =-1 auf [sg,s0+ 1] =[1+2b,2+2b].

Mit 0 <b<y(sg) =y(1+2b) sowie 1 +20<2+b<2+2bund y(2+b) <0 folgt,
dass die Nullstelle zg = 5o + y(sg) vor 2 + b liegt.

Ebenso folgt aus sg = 1+2b < zg, b < y(sp), y'(t) = -1 auf [sg, 29] die Ungleichung

So<zg—b (<ZQ<80+1).

Insbesondere ergibt sich y/(t) = -1 auf [z — b, 20] (und b < y(t) auf
[ZO - 1, 20 — b) c [SQ - 1, ZQ])

Nun erhélt man dhnlich wie bei der Konstruktion von p

y(zo+1t) =p(2+1t) fiir alle ¢ > -b.

Es gilt 29— b+ 2 <4 wegen 2y < 2+ b, und fiir alle t € [-2,0] gilt

Ysobro(t) =y(20—0+2+1) =p(2+ (=b+2+1)) = pap(2),

also Y.,-p+2 = Pab-
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Daraus folgt (mit Hilfe der Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems (I[T1)-(IT2))

yf = Ys = Yzg—b+2+(4—(20-b+2)) = Pa—b+(4—(20-b+2)) € 0
]

Anmerkung II.2.3. Proposition T2 zeigt, dass es eine Umgebung U des
periodisches Orbits O gibt mit z; € O fiir alle ¢ €/ und alle ¢ > 7.

I1.3 Der Monodromieoperator

Ahnlich wie bei Gewdhnlichen Differentialgleichungen sind die Stabilitétseigen-
schaften des periodischen Orbits O durch das Spektrum eines Monodromieope-
rators gegeben.

Vorbereitungen dazu nach [3]: Das Anfangswertproblem (II)-(IT2) definiert ei-
nen Halbfluss (ein Semidynamisches System) S : [0, 00) xC' - C durch S(t, ) =
xy. Jede Abbildung S; : C' 5 ¢ » S(t,¢) € C,t > 0, ist stetig differenzier-
bar, und fir alle p € C, t > 0, x € C gilt DSi(¢)x = v/ mit der Losung
vPX 1 [-2,00) > R des Anfangswertproblems

(IL.3) v'(t) = ¢ (z?(t-1))v(t-1) fiir alle t >0,
(I1.4) vg = xeC.

Die Gleichung (I=3) heifit lineare Variationsgleichung lings der Losung x% von
Gleichung (IT)

Ahnlich wie bei Gleichung (IITT) gibt es zu jeden ¢,y in C eine Losung v$x
des Anfangswertproblem (I=3)-(IT4), sodass jede weitere Losung desselben An-
fangswerproblems Einschrankung von v#X ist.

Definition I1.3.1. Die stetigen linearen Abbildungen DSy(p;), 0 <t <4, heiffen
Monodromieoperatoren zum periodischen Orbit O.

Sei M[ = DS4(p0)

Anmerkung I1.3.2. Es gilt M;p{ = p}, denn Differenziation von Gleichung (ITT)
mit x = p zeigt, dass p’ der Variationsgleichung léngs p geniigt, also

Myply =0} = ply = pi.
Die Zahl 1 ist also Eigenwert von M;. Wenn 1 Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 1 ist und wenn alle anderen Punkte des Spektrums von M; im

Inneren des Einheitskreises von C liegen, so ist der periodische Orbit O stabil
und exponentiell attraktiv mit asymptotischer Phase [3].

Wir kommen zu spektralen Eigenschaften von Mj.
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teg'(p(t-1))

-2 -1 1 2 3 4 5

(V2R B VAR VA W

Abbildung I1.4: Der Koeffizient t — ¢'(p(t — 1)) der Variationsgleichung

Proposition 22 liefert Sy(¢) € O fiir alle ¢ in einer Umgebung von py.
Daraus folgt mit Sy(pg) = ps, dass die Ableitung M; = D3S(4,py) den ganzen
Raum (' in den eindimensionalen Tangentialraum

T5(47p0)0 = Tp40 = TPOO = ]Rp6
des periodischen Orbits O abbildet, siehe Anhang [@Al.

Folgerung 1I1.3.3.
C = M;*(0) ® Rpj,.

Beweis. M;'(0) als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen
linearen Abbildung M; sowie der eindimensionalen Raum Rp{ sind abgeschlos-
sene Unterrdume von C'.
Zu zeigen bleibt: C'c M;(0) + Rpy und M;H(0) nRpf € {0}.
Beweis der ersten Inklusion: Ist ¢ € C, so gilt ¢ = (¢ — Myp) + M;p, und
My € Rpy,.
Wegen Mpj, = p; gilt fiir alle x € Rp{, die Gleichung M;x = x.
Damit:

Mi(p = Mjp) = Mpp - Mi(Mrp) = Mpp—Mp=0,

also ¢ — Myp € M;1(0).
Beweis der zweiten Inklusion: Ist ¢ € M;1(0) nRpj, so gelten Mo = 0 und
¢ =rp, mit r e R. Es folgt

0= M;pp = Mprp,=rMp=rp,

und daraus wegen p; #0: 7 =0, also ¢ = rp{ = 0. O

Dies spiegelt die extrem starke Attraktivitdt des periodischen Orbits O als Ei-
genschaft des Monodromieoperators wieder.

Folgerung 11.3.4. Der (reelle) Operator M; hat nur die Eigenwerte 0 und 1.

Beweis. Sei Mrp=MAp, 0 AeR, 0# peC. Dann gilt Ap = M;p € Rpy, folglich
¢ € Rp[, daher p = M;p (= Ayp), schlieBlich A = 1. O

Folgerung 373 sagt, dass der geometrische Figenraum des Figenwerts 0 die
Kodimension 1 hat.



IIT Der Einfluss einer zustandsabhangigen Verzogerung

IT1.1 Zustandsabhangige Verzogerung, Monodro-
mieoperator

Sei C'! der Banachraum der stetig differenzierbaren ¢ € C' mit der durch |¢| ¢ :=
l¢llc + ¢l gegebenen Norm.

Sei d: C' - (0,2) stetig differenzierbar mit d(p;) = 1 fiir alle ¢ € [0,4]. Dann ist
p auch Losung der Differentialgleichung

(IIL1) (1) = ga(t - d(x))))

mit zustandsabhéangiger Verzogerung. Deswegen nennt man d nichtinvasiv.
Mit dem Funktional

f:C a0 g(p(-d(9))) €R
nimmt die Gleichung (II) die Form
(I11.2) x'(t) = f(xy)
an. Fir f gilt

f=goevo (idx(-d))

mit der Evaluationsabbildung
ev: Chx (<2,0)5 (1) > (1) € R,
die stetig differenzierbar ist mit
Dev(p,t)(x,s) = Diev(p,t)x + Daev(p,t)s,

Diev(p,t)x = ev(x,t) und Dyev(p,t)1 =¢'(t),
siehe [R].

Proposition III.1.1 (Siche [8]). Die Abbildung f ist stetig differenzierbar, mit

Df(e)x =g (e(=d(¢)))Ix(=d(¢)) — ¢'(=d(¥))Dd(p) X}

Beweis. Mit Hilfe der Kettenregel folgt:

Df(p)x = D(goevo (idx(=d)))(v)x
Dg(p(—d())){Diev(e,-d(v))x

+Dsev(p, -d(p))D(~d)(©)x }
g (p(=d())) {x(=d(»)) = ¢'(=d(¢)) Dd(¢)x } -

14
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]

Die Abbildung f hat auch folgende Erweiterungseigenschaft:

(E) Jede Abbildung Df(y): C' - R hat eine lineare Fortsetzung
D.f(p):C >R, und C' xC 3 (p,x) » D.f(p)x € R ist stetig,

falls d die Eigenschaft (E) hat. Dies soll in diesem Kapitel vorausgesetzt werden.
In [5,8] wird mit Hilfe der Erweiterungseigenschaft gezeigt, dass die Menge

X = {(peCl | ©'(0) = f(v)}

eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit von C'! mit Kodimension 1 ist,
und dass zu jedem ¢ € X eine Losung z : [-2,00) - R von (IIA) mit zq = ¢
existiert, so dass jede weitere Losung desselben Anfangswertproblems eine Ein-
schrankung von z ist. Diese maximale Losung wird mit z¥ bezeichnet.

Dabei verstehen wir unter einer Losung von Gleichung (II2) eine stetig diffe-
renzierbare Funktion x : [-2,t.) > R, 0 < t, < oo, welche fiir alle ¢ € [0,¢.) die
Gleichung (TH) erfillt. Etwas allgemeiner betrachten wir auch Lésungen auf
Intervallen [ty -2,t.) = R, ¢y <t. < oo, und Losungen auf ganz R.

Die Gleichung F(t, ) = zf definiert einen stetigen Halbflus
F:[0,00)x X - X,
sodass alle Losungsoperatoren

F(t,): X > X, t>0,

stetig differenzierbar sind.
Fiir alle t 20, ¢ € C! und x € C! gilt

DyF(t, o)x = v
mit der stetig differenzierbaren Losung v = v#X des Anfangswertproblems

(I11.3) v'(t) Df(F(t,p))v fir t >0,
vo = x€T,X

zur Variationsgleichung (III=3). Dabei bildet Dy F'(t,¢) den Tangentialraum

T,X ={xeC" | X'(0)=Df(e)x}

in den Tangentialraum T )X ab.
Im Folgenden betrachten wir den Monodromieoperator

M = DQF(4ap0)7
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der Y := T, X in sich abbildet, also My = v}* fiir alle x € Y. Es gilt

Y ={peC' | ¢'(0) =0},

denn fir alle x € C! gilt wegen p(-1) < -b

Df(po)x =g (p(-1))){--} = 0.

Wie in Anmerkung T3 gilt

Mpj = po,
wobei p{, als Tangentenvektor der stetig differenzierbaren Kurve R 3 ¢ = p; €
X ¢ C' im Tangentialraum Y =7, X ¢ C! liegt, vergleiche Anhang [Al.
Mit Proposition ITT wird aus der Variationsgleichung (III=3) mit ¢ = py die
Gleichung

(IIL.4) v'(t) = g'(p(t = 1)) {v(t - 1) = p'(t - 1) D(p:) v }

Proposition II1.1.2. Jede Losung der Variationsgleichung (IT4) ist auf In-
tervallen der Form (2n+1+b,2n + 3 -b) mit n € Ny konstant.

Beweis. Sein e N, fir jedes t € (2n+1+b,2n+3-0b),ist t -1 € (2n+b,2n+2-5),
also p(t—1) € (—o0,-b) U (b, +00), wegen der Definition von g ist ¢’(p(t-1)) =0,
daher ist jede Losung v von Gleichung (IT4) auf (2n + 1 + b, 2n + 3 — b) konstant
wegen v'(t) = ¢'(p(t - 1)){--} =0. O

I11.2 Der Monodromieoperator ist kompakt

Proposition III.2.1. Der Monodromieoperator M ist kompakt.

Beweis. (i) Sei B<Y < C! beschriankt. Zu zeigen ist, dass M B ¢ Y ¢ C*! kom-
pakten Abschluss hat. Dies folgt, falls jede Folge (7)) en in M B eine beziiglich
|- [cr konvergente Teilfolge hat. Dazu geniigt, dass (7)o und (7})g beide
beziiglich | - |¢ konvergente Teilfolgen haben.

Letzteres gilt, falls man den Satz von Arzela-Ascoli 1] auf M B und

OMB:={n"eC | ne MB}

anwenden kann. Dazu miissen M B und OM B beziiglich der Norm | - | be-
schrankt sowie gleichgradig stetig sein.

(ii) Behauptung [5,8]: Zu jedem ¢ € C' gibt es ein § > 0 mit || D, f(v))
1/6 fur alle ¢ € Ct mit ¢ — p|cr < 6.
Beweis davon: Sei ¢ € C'1. Wegen der Stetigkeit von C1'xC' 5 (¢,X) = D.f(¢)X €

R an der Stelle (,0) kann € = 1 gewéhlt werden, dann gibt es ein ¢ > 0, so dass
fiir alle ¢» € C und alle ¥ € C' mit |t — ¢|cr <6 und mit |¥-0]¢ < gilt

L.(CR) S

| Def(¥)X] = [Def(¥)X = Def (¢)(0)] < 1.

[ ——
=0
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Sei ¢ € C! mit [ — |1 <0 und sei x € C mit |x|c <1 gegeben. Mit Y = dx
folgt |D. f(v)x| < 1/6. Dies liefert |D.f ()| r.ccr) < 1/6.
(iii) Behauptung: Die Menge {D. f(ps) € L.(C,R) | 0< s <4} ist beschrénkt.

Beweis davon: Die Abbildung R 5 s = p, € C' ist stetig, weil der Halbfluss stetig
ist. Es folgt, dass der periodische Orbit kompakt ist. Nach (ii) existieren zu
jedem x € O eine Umgebung U, in C'! und ein K, > 0 mit | D f(¢)|r.cr) < Ky
fir alle p € U,.

Wegen der Kompaktheit von O tiberdecken endlich viele U, ..., U,,, die Menge
O, also

ocJu,,.
v=1

Sei K := max K,,, es folgt fiir alle s € [0,4], dass

n
pseOc LJlwa
V=

also gibt es ein v € {1,...,n} mit p, € Uy, , also | D, f(ps)

L.(cR) € Ky, < K.

(iv) Behauptung: B:= {vﬁ?"’ﬁ eC' | feB,0<s<4} 2 MB ist beziiglich | - | ¢
durch L, =sup ||8]|ce*™ beschrinkt.
BeB

Beweis davon: Sei t € [0,4], und € B und v = vPo#. Es gilt:

t
o(t)| < |v(0)|+f0 [v'(s)|ds
t
< I2naxo|v(u)|+f |Def(ps)vslds
—2<us 0
t
< ’|U0’|C+Kﬁ HUS”Cd87

Sei s € [0,t]. Betrachte v, : [-2,0] = R. Dazu gibt es ein u € [-2,0] mit
[oufle = max [o,(@)] = max fo(s + D) =[o(s +u).
ImFall 0< s+u (<t<4) ist
Ss+u S
[oullc = (s +w)| < Jeollc + K [ forllodr < Juole + K [~ orlcdr.
Im Fall s +u <0 gilt

S
[vsle = lv(s +uw)l < oo < H’UoHc+K[O [orlcdr .
| ——

20

Also gilt fiir alle s € [0, ¢]

S
Jvsle < oole+ K [ o lodr
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Durch Verwendung des Gronwallschen Lemmas erhélt man, dass fiir alle
s €[0,t] mit t € [0,4] die Ungleichung

[vs|e < |lvo|ce®s gilt, das heisst, |vs]lc ist durch Ly := s~up|,§|ce4K beschrankt.
BeB

Also sind B und auch M B durch Lq beschrinkt.

(v) Behauptung: Fiir alle § € B und alle ¢ € [0,4] gilt |(vPo#)'(¢)| < KLy, und
OM B ist beschréankt.

Beweis davon: Sei 8 € B, v = vPof. Fiir alle ¢ € [0,4] gilt wegen Teil (iii) und
(iv) des Beweises

[0 (O] = 1D f(pe)ve] = [Def (pr)vdl < | Def (o)l Lo velle < KLy,
Es folgt: |(v2°) | < KLy fiir alle 8 aus B und alle s € [2,4].
(vi) Wegen Teil (v) ist K L; eine Lipschitzkonstante fiir alle Funktionen in

By={vPeC' | BeB,2<s<4}2 MB.

Daher sind M B und By gleichgradig stetig.

(vii) Da M B und By, auch beschrénkt sind (Teil (iv)), sind die Voraussetzun-
gen des Satzes von Arzela-Ascoli fiir M B und B, erfiillt. Insbesondere ist der
Abschluss von By in C' kompakt.

(vili) Nach Teil (v) ist M B beziiglich | - | beschrénkt. Es bleibt zu zeigen,
dass OM B gleichgradig stetig ist.

Beweis davon: Sei ¢ > 0. Die Abbildung [2,4] 5 7 = p, € X ¢ C' ist stetig,
ebenso die Abbildung [2,4] x C'5 (7,X) = D.f(p-)x € R. Auf der kompakten
Menge [2,4] x By ist sie gleichméBig stetig. Also gibt es ein § > 0 mit

HDef(pcr)X - Def(p‘r))\H < 8/2

fiir alle x, A in By mit |x - A|c <& und o oder 7 in [2,4] mit |o - 7| < .
Fiir alle s,¢ in [-2,0] und fiir alle 8 € B folgt mit v = vPo#
[04(s) —va(D)] = [v'(4+5) = " (4 +1)]
= |D f(pars)Vars = D f (Pare)Vasi
= |De f(pasrs)Vars = De f(Pase)Vare]
$Def (Pass)Vass = De f (Pars) Vi
+[De f(pass)Vast = Def (Pare)Vase]
= |Def(p4+s)(v4+s - U4+t)|
+|De f(pass)Vast = De f (Pare)Vasel

< HDef(p4+s)||LC(C,R) ||U4+s — U4+t ||c
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+ |Def(p4+s)v4+t - Def(p4+t)v4+t|
< K2L1|5 - tl + |Def(p4+s)v4+t - Def(p4+t)v4+t|a

wegen Teil (iii) und weil aus (v) folgt
|vars — vasi| o = max. lv(4+s+u)—v(d+t+u)| < KL|s -t

3

Weiter erhalten wir im Fall |s —#| < und |s —t] < —2K2L1 1

€ €
4 _ /t e - .
|03 (s) = vi( )|<2+2 €
O

Erinnerung: Ist B ein unendlichdimensionaler Banachraum iiber C und ist
L: B — B linear, stetig und kompakt, dann enthilt das Spektrum

o(L):={AeC | (L-AI) nicht bijektiv}

0 € C und besteht sonst aus hochstens abzahlbar vielen Eigenwerten von end-
licher algebraischer Vielfachheit, die sich nur bei 0 haufen kénnen, sieche An-
hang 0, Bemerkung 2.

II1.3 Zustandsabhangige Verzogerung, die nichts
andert

In diesem Abschnitt betrachten wir ein stetig differenzierbares Verzogerungsfunktional
d: C' - (0,2) mit Eigenschaft (E) und setzen voraus, dass langs des peri-
odischen Orbits die Richtungsableitungen Dd(p;)e mit ¢ € C! nicht von den
Werten von ¢ nah bei -2 abhéngen, genauer

(H)  Dd(pi)e = Dd(p) fiir alle ¢, € C mit p(s) = (s) fir 2b-2 < s <0,
und fiir alle ¢t e R.

Wir zeigen im Folgenden unter der Voraussetzung (H), dass das Spektrum des
Monodromieoperators M nur aus 0 und 1 besteht, analog zu den Eigenschaften

von M, (Folgerungen M373 und [M374).

Proposition II1.3.1. FirneY mit Mn=0 gilt vPon(1+b) = 0.
Ist (H) erfiillt, so gilt auch die Umkehrung: Mn =0 fir alle n €Y mit yPon(1 +
b) = 0.

Beweis. Teil 1. Sei Mn =0 fiir ein n € Y. Sei v = vPo:1.

e Behauptung: v(2) =0. Wegen vy = 0 gilt v(4+¢) = 0 fiir alle ¢ € [-2,0], also
v(t) =0 fur 2 <t <4, insbesondere v(2) = 0.
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e Behauptung: v/(¢) =0 fiir alle t € [1+b,2]. Sei t €[1+b,2], dann ist
p(t—1) 2 b, also ¢’(p(t—1)) = 0, daraus folgt v'(t) = 0.

Wegen beiden Behauptungen ist v auf [1 + b,2] konstant mit v(2) = 0, also
v(1+0b)=0.

Teil 2. Angenommen, die Voraussetzung (H) ist erfiillt. Sei € Y ein Anfangs-
wert und v = vPo" mit v(1+0b) = 0. Zu zeigen ist Mn =0, also v4(t) = 0 fiir alle
t € [-2,0], das heifit v(t) =0 fiir alle ¢ € [2,4].

e Behauptung: v(t) =0 fur alle ¢ € [1 + b,3 - b]. Nach Voraussetzung ist
v(1+b)=0.Seite[l+b,3-0b],dann ist p(t-1) > b, also ¢'(p(t—1)) = 0. Also
v'(t) =0 fur alle ¢ € [1+b,3-b] und v(1 +b) = 0, folglich ist v(t) = 0 fiir alle
te[l+b,3-0b].

e Behauptung: v(t) =0 fiir alle ¢ > 3 — b. Betrachte die Abbildung
U:[1=-b,+00) > R mit

_ v(t) fir 1-b<t<1+b,
u(t) = )
0 fir 1+b<t.

Es folgt, dass v(t) = 0(¢) fiir alle t € [1+b,3-0]. Die Abbildung v erfiillt fiir alle
t > 3 - b die Differentialgleichung (IIT4): Sei ¢ > 3 —b. Dann gilt 7"(¢) = 0, ferner
U(t-1)=0 (wegent-122-0b>1+b).
Fir 7; und fur alle s € [-2 + 2b,0] gilt: t +s > 3-b-2+2b =1+, also
T (s) =0(t +s) =0.
Eigenschaft (H) liefert:

-Dd(pt)@’t = Dd(pt)() =0.

Zusammen folgt:

(1) = 0= ¢/ (p(t - ){F(t - 1) - p'(t - 1) Dds (p) ).

Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems und v3_; = vy,
folgt fiir alle ¢ >3- b: v(t) =o(¢t) = 0.

Schlieflich gilt fiir alle ¢ > 2: v(t) = 0, daher Mn = vy = 0. [

Proposition IIL.3.2. Es gelten Y = M~*(0) ® Rpp, Ye = Mc'(0) ® Cpf), und
das Spektrum von M ist o(Mc) ={0,1}.

Beweis. Sei H:={neY | v7(1+b)=0}=M"1(0) .

e Behauptung: H ist eine abgeschlossene Hyperebene im Banachraum Y. Sei
F:Y snw=v(1+0b) € R, dann ist Ker(F) = H, aulerdem ist F' stetig und
linear, da F' =1lo F ist, wobei F': Y 3n+ DyS(1+b,pg)neT, X cClcC und

[:C 3y~ x(0) € R lineare und stetige Abbildungen sind.

Beachte F(p)) = p'(1+0b) # 0, also F' # 0. Folglich ist H eine abgeschlossene
Hyperebene.
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e Behauptung: Der Banachraum Y kann in Y = H @ Rp;, (= M~1(0) ® Rp})
zerlegt werden. Wegen p’(1+b) # 0 gilt pf, ¢ H. Daraus folgt

Y =HeRpy=M"'(0)eRp, mit Proposition T3

e Behauptung: Y = M:'(0) @ C(pj, 0).
Fir Yc =Y xY und

Mc:Y xY 5 (n,7) = (Mn, M) €Y xY

erhalten wir

{(n.M eY xY | Mc(n,7)=(0,0)}
{(Uﬁ) €Y xY | (Mn’Mﬁ) = (070)}
{(n.m eY xY | ne M~(0),77e¢ M~'(0)}
M-1(0) x M-1(0).

Mc*(0)

Beachte C(pj,0) = Rpf, x Rp], (folgt mit Hilfe von
i(p6; 0) = (0+4-1)(po,0) = (0,1-pp) = (0,p5) )

Es gilt
Y xY < (M7(0)+Rp)) x (M1(0) +Rpp)
(M~1(0) x M~1(0)) + (Rpg x Rpp)

Mg (0) + C(p5,0)

und fir alle (n,77) € Mz'(0) n C(pf,0) = M:*(0) n (Rp) x Rpy) haben wir 7 €
M~1(0) nRpj sowie 77 € M~1(0) nRpj}, folglich n=0=17.

Daher Mz(0) nC(p}),0) = {(0,0)}, und es folgt

I mn N

Ye = Mz1(0) ® C(p), 0).

e Behauptung: o(Mc) ={0,1}.

Da M linear, stetig und kompakt ist, gilt dies auch fiir M¢ (Siehe Anhang B).
Jedes X € o(M) N {0} = o(Mc) ~ {0} ist dann Eigenwert. Wie im Beweis von
Folgerung =34 ergibt sich, dass 1 der einzige von Null verschiedene Eigenwert
ist. Damit

(0,1} c o(Me) € {0,1).

II1.4 Konstante Verzogerung als Spezialfall
Im Fall von Gleichung (III) mit

d(p) =1 fiir alle ¢ € C*
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wird Gleichung () zu (), d ist stetig differenzierbar, die Erweiterungs-
eigenschaft gilt mit D.d(¢)x = 0 fir alle ¢ € C!' und alle x € C, und die
Voraussetzung (H) aus Abschnitt I3 wird erfiillt.

Daher gelten o(M) =o(Mc) ={0,1} und

Yo = Mc'(0) @ C(pp, 0)

fiir dem Monodromieoperator M :Y — Y, analog zu den Eigenschaften des
Monodromieoperators M;: C' — C aus Abschnitt [13.

IT1.5 Eine Klasse nichtinvasiver Verzogerungsfunk-
tionale

Wir sind jetzt an Verzogerungsfunktionalen mit d(p;) = 1 langst des periodi-
schen Orbits interessiert, fiir die die Bedingung (H) aus Abschnitt T3 verletzt
ist und fiir die deshalb die einfache Situation aus Proposition (mit Spek-
trum von M gleich {0,1} und M~(0) ® Rpj = Y) nicht mehr vorliegen muss.
Das stetige lineare Funktional L : C' - R, Ly = ¢(0) + p(-2), verschwindet

langst des periodischen Orbits O. Ist ¢ : R - [-1,1] eine stetig differenzierbare
Funktion mit §(0) = 0, so betrachten wir das Verzogerungsfunktional

d:C3p~1+6(L(p))€[0,2] cR.

Dann gilt d(p;) =1+ 0(L(p;)) =1 fur alle t e R.
Beachte, dass fiir alle ¢ € C' und alle x € C gilt

Dd(p)x = Do(L(p)) Lx = LxD5(Lp)1 = Lxd'(Lp)
also fiir alle £ € R und alle x € C"
Dd(pe)x = Lxd8'(0) = 0"(0)[x(0) + x(-2)]
Man sieht, dass im Fall 6’(0) # 0 die Bedingung (H) verletzt ist.

Proposition II1.5.1. d|c1 hat die Eigenschaft (E).

Beweis. Da d: C' — R stetig differenzierbar ist und da die Inklusionsabbildung
j:C' 3o e C stetig und linear ist, ist auch d‘cl = doj stetig differenzierbar.

Mit D, (d|01) (©)x = Dd(j(v))x fir alle ¢ € C*! und alle y € C' lasst sich fiir
d|01 die Eigenschaft (E) zeigen. O

Ab jetzt wird A :=§"(0) gesetzt.
Die Variationsgleichung (IT4) wird zu

(IL.5) v'(t) = g'(p(t-1)){v(t -1) - p'(t - 1)Afv(t) +v(t-2)]}.

Uns interessieren die spektralen Eigenschaften des zugehorigen Monodromieope-
rators M : Y - Y, also Eigenschaften der Komplexifizierung M¢ : Ye - Ye.
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Diese lassen sich bequemer studieren, wenn man komplexwertige Losungen der
Variationsgleichung betrachtet (Anhang B). Sei C.. der Banachraum iiber C der
stetigen Funktionen [-2,0) - C mit der durch

c. = max |o(?)]

le

gegebenen Norm, und sei C! der Banachraum iiber C der stetig differenzierbaren
Funktionen [-2,0] - C mit der durch

— /
[eler = max [p(t)[ + max | (2)]

-2<t<0

gegebenen Norm.

Sei
Yo={CeC. | ¢'(0)=0}.

Der Monodromieoperator
M:Ye3(muvseY,

mit der eindeutig bestimmten Losung v¢ : [-2,00) - C der Variationsgleichung

zum Anfangswert v¢ |[ : = ( e Y, erfiillt
-2,0

J(M.C) = Mc(JC) fir alle ¢ € C.,
mit dem Isomorphismus

J: C[—Z,O] N (]R[—Q,O])(C ’

(JO(t) = (ReoO)(t),(Imo)(t)) fiir alle ¢ eCH*% und te[-2,0],
Re:Caz»%(z+E)eR, Im:(Caz»%(z+E)eR.

Siehe Anhang B.

M. ist wie Mc¢ linear, stetig und kompakt: die Spektren von M, und von Mc¢
stimmen iiberein, und die algebraichen Vielfachheiten der gemeinsamen Eigen-
werte A € C\ {0} sind gleich; es gilt

M.J 7 (p),0) = T (ph, 0).

(oder einfacher: Mcp;, ;= p;.o mit p.: R >t p(t) € C).
Der Spektrum o(M.) ist hochstens abzdhlbar, jedes A € o(M,) \ {0} ist Eigen-
wert von endlicher algebraischer Vielfachheit

dim(G,) < 00, Gy := | J((M,-AId)")™(0),

neN
0eo(M,),
leo(M.:) mit Cp,,<c Ey=(M.—1d)7'(0),
vergleiche Anhang Q.
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Fiir A = 0 reduziert sich Gleichung ([II3H) auf die Variationsgleichung aus Ka-
pitel L.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir den Fall A # 0 und sammeln erste Eigen-
schaften von o(M.,).

Beachte, dass auch in diesem Fall o(M.) = {0,1} gelten kann, obwohl die Vor-
aussetzung (H) aus Abschnitt [IT3 verletzt ist. Im folgenden wird verwendet,
dass die Aussage von Proposition T2 auch fiir komplexwertige Losungen der
Variationsgleichung ([ITH) gilt.

IT1.6 Der Eigenwert 0 von M.

In diesem Abschnitt ist A # 0 vorausgesetzt. In den néchsten Bemerkungen
untersuchen wir den Kern von M..

Proposition IIL.6.1. Es gilt M;*(0) c {neY.:v7(s) =0 auf [0,4]}.
Beweis. Sei ne M71(0), es soll gezeigt werden, dass v"(s) = 0 auf [0,4].

e Behauptung: v7(t) =0 auf [1+0b,4]. Aus n € M1(0) folgt v} = 0 das heifit
v(t) =0 auf [2,4]. Wegen v"7(3 -b) =0 und da v" konstant auf [1+b,3 —b] ist,
gilt v =0 auf [1+b,4].

e Behauptung: v"(¢) =0 auf [0,1+b]. Sei s € (3-b,3+b), nach vorheriger Be-
hauptung gilt (v7)’(s) =0, daher ist

0=9¢'(p(s = ))N{v"(s -1) -p'(s = 1) Alv"(s) +v"(s - 2)]}

=9'(p(s =1))Av"(s - 2).
Beachte ¢'(p(s —1)) = ¢'(-p(s = 3)) = ¢"(3-s) # 0. Mit A # 0 ergibt sich

v1(s=2) =0, also v"(t) =0 auf [1 -b,1+b], und da v"(t) auf [0,1 - b] konstant
ist und v7(1-0) = 0 ist, gilt schlieBlich v7(¢) = 0 auf [0,1 + b].

Aus beiden Behauptungen folgt v7(s) = 0 fiir alle s € [0,4], also
M(0)c{neY.:v"(s) =0 auf [0,4]}.
O]

Die néchste Proposition zeigt, dass 0 ein Eigenwert von M, ist mit unendlichdi-
mensionalem Eigenraum.

Proposition III1.6.2. Es gilt
M7H0) = {neY. | n(t) =0 auf [-1,-1+b] und n(t) = An(t -1) auf [-,0]}.

Beweis. (<) Sei ne M;71(0), dann ist n € Y. und wegen Proposition [IT6 1 gilt
v"(t) =0 auf ¢t € [0,4].
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e Behauptung: n(t) = An(t-1) auf [-b,0]. Sei s € (1 -0b,1], dann gilt

0=(")(s) =g'(p(s = 1)){n(s = 1) - p'(s = 1) A[v"(s) +1(s - 2)]}.

Daraus folgt 0 =n(s—-1) — An(s-2), also gilt n(t) = An(t—-1) auf [-b,0].
e Behauptung: n(t) =0 auf [-1,-1+b]. Sei s € [1,1+b), dann gilt

0=(v")(s) =g'(p(s -1)){v"(s - 1) —AP’(S - D[w"(s) +n(s - 2)1},

also (s —2) =0 das heiit n(t) =0 auf [-1,-1 +b].
Aus beiden Behauptungen folgt
MY 0)c{neY. | n(t) =0 auf [-1,-1+b] und n(t) = An(t-1) auf [-b,0]}.

(2) Sei n aus Y, mit n(t) = 0 auf [-1,-1 + b] und n(t) = An(t - 1) auf [-b,0]
gegeben. Dann wird folgende Abbildung definiert:

") n(t) fir —2<t<0,
v =
0 fir 0<t<4.

Man bemerkt, dass v stetig und differenzierbar ist und die Variationsgleichung
auf [2,4] erfiillt. Wegen ¢'(p(t — 1)) = 0 auf [0,1-b] U [l +b,2] ist die Varia-
tionsgleichung auch auf diesem Intervall erfiillt. Zu zeigen bleibt, dass v" die
Variationsgleichung in [1 - b, 1 + b] erfiillt.

e Behauptung: v" erfiillt die Gleichung fiir t € (1 —b,1]. Sei ¢t € (1 -b,1], dann
gilt v7(t) =0, also (v7)'(t) = 0, daher gilt

g'(p(t-1){v(t-1) - p'(t -1 A["(1) +v"(1 - 2) ]}
=g'(p(t-1){n(t-1) - p'(t - 1) Alv"(t) +n(t - 2)]}

| S —— —_— [ —
+0 =1 =0

=9'(p(t-1){An(t - 2) - An(t - 2)}
(wegen n(t) = An(t-1) auf [-b,0])
=0=(v1)'(1).

e Behauptung: v7 erfiillt die Gleichung fiir £ € [1,1+0b]. Sei t € [1,1 + b], dann
gilt v7(t) =0, also (v")'(t) =0, daher ist

g'(p(t=1){"(t = 1) =p'(t = 1) Alw"(t) = n(t - 2)]} = 0 = (v7)"(2).

Proposition II1.6.3. M;'(0) ® Cp,, ¢ Y.
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Beweis. Die Summe ist direkt, weil wegen M.p,,, = p, # 0 gilt: p.. o ¢ M;1(0).
Fiir alle z € C und alle n € M;1(0) gilt

(n+2peo)(=1) =0,
fir alle ¢ aus Y, mit ¢(-1) # 0 gilt daher ¢ ¢ M1(0) + Cp,.o. O
Der Eigenwert 0 von M, ist halbeinfach im Sinn folgender Aussage.
Proposition II11.6.4. Fiir alle n € N gilt (M?)=1(0) = M;1(0).

Beweis. o Fir alle n e N gilt (M?)=1(0) ¢ (M»*1)-1(0), denn aus My = 0 folgt
Mrtlp =0.

e Behauptung: (M2)71(0) € M 1(0). Beweis davon: Sei ¢ € (M2)1(0), also
0=M2¢ = Mc(McQ), MG s MZH(0).

v¢ ist auf beiden Intervallen [2,3 - b],[3 + b,4] konstant. Daher ist M.( auf
den Intervallen [-2,-1 -b],[-1 + b,0] konstant. Mit Proposition MI62 folgt
(M.C)(t) =0 auf [-1,-1+b] U [-1+b,0], und weiter, fiir alle ¢t aus [-1-b,-1],
A(MLC)(t) = (M.C)(t+1) = 0. SchlieBlich folgt (M.C)(t) = 0 auch auf [-2,-1-b].
Insgesamt M.C =0, also ¢ € M;1(0).

e Wir fiihren den Beweis mit Induktion zu Ende. Angenommen es gilt fiir ein
neNmitn>1 (M?)1(0) c M;1(0). Sei ¢ € (M2»*1)=1(0). Dann 0 = (M,)"*'( =
Mz (McC),

M.C e (M™)71(0) c M;*(0) (mit Induktionsvoraussetzung),
M.(M.(¢)) =0, daraus wie oben M.(¢) =0 und ¢ € M71(0). Gezeigt

(M*)7H(0) € M (0).

II1.7 Die Gleichung M.(-A( =7 und ein Randwert-

problem mit Parameter
Im diesem Abschnitt charakterisieren wir die Losbarkeit der Gleichung
M. - X =nfirneC.und A € C~{0} durch die Losbarkeit eines Randwertpro-

blems fiir ein System von zwei Differenzialgleichungen, welche den Parameter A
enthalten. Fiir A € C \ {0} ist dieses System

u ~ U o, u(-b)
(A7) ( o )(t)_AA(t)( " )(t) g(t)( Ly (b) )

, 0
g (’5)( SOt + 2yt - 1) )
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fir alle t € [-b,b], mit der Abbildung

1 1

A/\Ratr—)g(t)A( _1/)\ -1

)ec2><2
und z: (C~{0}) x C. x[-b,b] - C,

| -in@t)  te[-b,0]
z(A,m,t) = {_;7](0) te[0,b].

Die Randbedingung ist

(\,n, RB) ( )(b) (1/>\ é)( )(b) 77(0)(1?/\).

Proposition III.7.1. Sei A € C\ {0}.

(i) Sein €Y. und sei v : [-2,00) > C Lésung von (OIZ) mit vy € Y. und
Mvg = Mg = vy — Avg =n. Dann ist durch u(t) = v(t+3) und w(t) =v(t+1) fir
€ [-b,b] eine Losung des Randwertproblems (No1])-(Non. RB) gegeben.

(ii) SeineY, und sei ({j) :[<b,b] = C? Lésung von (N1])-(An.RB), dann ist
die durch

w(-b) auf [0,1-5],
w(t-1) auf [1-b,1+0],
o(t) = w(b) auf [1+b,3-0],
u(t-3) auf [3-b,3+D],
u(b) auf [3+0,4],
o(+t) - n®)] auf [-2,0],

definierte Funktion v : [-2,4] - C stetig differenzierbar, gentgt fiir alle s € [0,4]
der Variationsgleichung (II3), und erfillt v'(0) =0 (also vy € Y.), sowie

Vg —AUg =1
Im Fall (%) #(§) gilt vy #0.
Beweis. (i) Seien A e C~ {0}, (€Y, sodass
MC - AC=neYe,
und sei v : [-2,00) - C Losung der Variationsgleichung (IITH) mit vy = ¢ € Y.
Dann ist v konstant auf [0,1 —b],[1+b,3 = b],[3 +b,4] wegen v'(t) = ¢'(p(t -
1)){...} = 0 auf diesen Intervallen, vergleiche Proposition I Betrachte
(%):[-b,b] > C? mit
u(t) :==v(3+1)
w(t) :=v(l+1).

Beachte, dass z(\,n,t) + @ mit v(t) fiir alle t € [-b, b] tibereinstimmt, in der
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Tat, sei t € [0,b] und z(t) = z(\,n,t), dann gilt

u(b) 1
N - X(U(b) -1(0))

_ %(u(b) + 2(0) - v(4))
= %(u(b) +Av(t) -v(3+D))

_ %(u(b) £ () - u(b))
=v(t);

2(t) +

sei t € [-b,0], dann gilt

(1) + O = 2u(e) (o)

b
A
_ %[u(b) — (v(4+) = Xo(1))]
_ %[u(b) ~ (0(3+b) = M(1))]
_ %[u(b) — (u(b) - Mo (t))]
= v(t).

e Behauptung: (Zf,) : [-b,b] = C? geniigt dem Randwertproblem
(An)- (K- FD).

Beweis davon: Nach Definition von u, v gelten fiir alle ¢ € [-b, b]:

u'(t) =v'(t +3)
=g (p(t+2)){v(t+2)-p'(t+2)Alv(t +3) +v(t + 1)]}
=g'(=p(0){v(1+0) +p' () Alu(t) +w(t)]}
=g'(p(t)){w(b) + p' () Alu(t) +w(t)]}
=g (O){w(d) +p' (1) Alu(t) + w(t)]}
=g'(t)Au(t) + g'(t) Aw(t) + g'()w(d)
=g () Au(t) + g'(t) Aw(t) + g'(t)u(-b)

(mit w(b) =v(1l+b) =v(3-b)=u(-b)), und

w'(t) =v"(t+1)
=g'(p() {v(@) -p'OA[v(t+1) +o(t - 1)]}

) {z(t) N uTb> _A[w(t) L o(3+1) ;\n(t— 1)}}

/) {Z(t) . @ A [w(t) N u(;) B WA_ 1)]}

—g(HA (—%u(t) - w(t)) + g’(t)@ +9'(t) (Z(t) * An(t; : ) '
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Diese Gleichungen kann man als lineares inhomogenes System umschreiben und
die Gleichung ([A77]) erhalten. Auflerdem ist die Randbedingung erfiillt:

u(=b) =v(3-0) =v(1+b) =w(b)
w(=b) = v(1 =) =0(0) = {[o(4) = 1(0)] = { [0(3+ D) ~ 0(0)] = § [u() ~n(0)]

und kann in die Form (.7, RH) umgeschrieben werden.

(i) SeixeCn{0}. e Y, und (&) :[b,b] - C2 eine Abbildung, die (57)- (F7HB)
gentigt. Definiere v : [-2,4] - C durch

w(-=b) auf [0,1-5],
w(t-1) auf [1-0,1+0],
~Jw(b) auf [1+0,3-b],
o(t) = u(t-3) auf [3-0,3+b],
u(b) auf [3+0,4],
slo@+t)-n(®)] auf [-2,0],

Man sieht mit Hilfe der Randbedingung, dass die Definition sinnvoll ist und
dass v :[-2,4] — C stetig ist.

e Behauptung: v: [-2,4] — C ist stetig differenzierbar.

Da v konstant auf [0,1-b], [1+b,3-b], [3+b,4] ist, geniigt es zu zeigen, dass

A0 = I 0 = I v0 = I, VO = B0 =0

Es gelten
. / _ . / _ — r(_ — r(_ —
Jim (1) = lim w'(t=1) = w'(-b) = ¢'(-0) {...} =0,
=0
: l _ 1 (4 _ — o/ — 4 _
Jim o' (8) = lim w'(E=1) = w'(b) = g'(0){...} =0,
=0
und

Jim v'(8) = lim u'(t=3) =u'(=b) = ¢'(=b) {...} =0,
=0

: l _ (4 _ — o — —
Jim v'(t) = lim u'(t=3) =u'(b) = g'(b) {...} =0,
=0

sowie
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/(1) = lim £ [0/ (4+0) =/ (D)] = [/ (0)] =0

also ist v : [-2,4] » C stetig differenzierbar.

e Behauptung: v geniigt der Variationsgleichung (IIT4). v ist konstant auf die-
sen Intervallen [0,1-0b],[1+b,3 -0],[3 +b,4], folglich ist v'(t) = 0 auf diesem
Intervallen. Auflerdem ist ¢'(p(t—1)) = 0 auf denselben Intervallen, also geniigt
v der Variationsgleichung (III4) auf [0,1-b],[1+b,3-0],[3 +b,4].

Es wird gezeigt, dass v der Variationsgleichung auf [1-b,1+b] und [3-0,3+b]
geniigt:

e Seite[l-b,1], dann gilt
V() =w'(t-1)
=g'(t—1){—éu(z—n—Aw(t_nm(t—1)+@+é (t—2)}

A
:g'(t—l){ [u(t-1)-n(t-2)]- Aw(t-1) +2(t - 1)+u()\b)}

[u((t+2)-3)-n(t-2)]-Aw(t-1)

L - o

-5/-)-
S ORI

-/ (p( - D) {0+ 2) - (0= 2)] - o) + 1 1u) - (e~ 1)1}

=g/ (ot {2 [+ (1-2)) = (- D] - A + 1 1u) - (- )]}

~ g/ (p(t - ) {-ADo(-2) +0(0)] + [u(b)—n(t—l)]}

(=D)AL -2) o) + $lo(( - 1) + ) - (- 1]}
t-1){-Alv(t-2)+v(t)] +v(t-1)}

(- 1) (ol - 1) - Alo(-2) o))
t—=1)){v(t-1)-p'(t-1)A[v(t-2) +v(t)]}.

"(o(
"(o(
"(o(
"(o(

g
g
g
9

e Scite[l,1+b]. Wiein (i) gilt fir z(t-1) = z(\, n,t-1): z(t- 1)+u(b) =v(t-1).
Damit folgt

V(t) =w'(t-1)

(-1 {—éu(t— )= Aw(t-1)+2(t-1) + @ . %n(t— 2)}

_d(p(t-1)) {z(t 1)+ 10 “(b) A [“(t - 1);”“‘ 2)] - Aw(t - 1)}

=g/l - 1) {o(t- 1) —A[“((“” —Lmm=2 L))
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=g/ (ol - 1) {ut- 1) - A[ MDD ]}

=g/ (ol - 1) {ute - 1) - A[ PRI ) )

=g'(p(t =) {o(t 1) -p'(t - DA [v(t = 2) +v(1)]} .

e Seite[3-b,3+0b], dann gilt

v'(t) =u(t - 3)
=g (t-3)Au(t-3)+ g (t - 3)Aw(t - 3) + ¢'(t - 3)u(-b)
=g (t-3){w(b) + Alu(t-3) +w(t-3)]}
=g (p(t-3)){v(t-1)+ Alv(t) +v(t-2)]}
=g (-p(t-1)){v(t-1)-p'(t -1 A[v(t) +v(t -2)]}
=g'(p(t=1)) {o(t-1) -p'(t - 1)Afv(t) +v(t -2)]} .

Zur letzten Aussage: Sei (}f)) # (8). Dann gilt nach Definition von v, dass
v(t) #0 fiir ein ¢ > 0. Wére vg = 0, so auch v(s) =0 fiir alle s > -2. O

Proposition IIL.7.2. (i) Gilt in Proposition IIZA(i) n = 0 und vy # 0, so
auch (&)(=b) = (9).

(ii) Gilt in Proposition TIIZA(ii) n=0 und (%)(-b) # (§), so auch vy # 0.

Beweis. (1) Sein=0und vy # 0, dann gilt wegen vy, —Avg =1, dass vy = Avg # 0,
also vy # 0, daher v(t) # 0 fiir ein ¢ € [2,4].

Behauptung: Es gibt ein ¢t € (3-0,3 +b), sodass v(t) # 0. Angenommen, dass
v(t) = 0 auf ganz (3 - b,3 +b) ist. Dann ist wegen Stetigkeit v(t) = 0 auf
[3-b,3+0b]. Da v konstant auf [2,3 - b] und [3 + b,4] ist, wiirde gelten, dass
v(t) =0 auf [2,4] wire. Folglich gilt die Behauptung.

Behauptung: Es gibt ein ¢ € (3-0,3 +b) mit u(t - 3) # 0. Es gibt ein
te(3-b,3+0b) mit v(t) 0, also u(t -3) 0.

Angenommen (}f,)(—b) = (8), dann ergibt sich mit n = 0 aus der Randbedin-

b
gung Q = w(=b) = 0, und es folgt, dass z()\,n,t)+@+%n(t—1) =0 auf [-b,b].
Daher geniigt (}f,) einer linearen Differentialgleichung. Es folgt (ff, )(S) =0 auf
[-b,b] im Widerspruch zu u(t - 3) # 0.

(ii) Es soll gezeigt werden, dass vy # 0. Angenommen vy = 0, dann gilt vy = 0,
also v(s) = 0 auf [2,4]. Da 3 —b € [2,4] ist, gilt insbesondere, dass u(-b) =
v(3-b) =0 ist.

Da vp = 0 ist und v konstant auf [-1+b,1 - b] ist, folgt v = 0 auf [-2,1 - b].
Daher gilt 0 = v(1-0) = w(-b).

Also (zg )(—b) = (8), im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Proposition II1.7.3. Sei A e C~ {0}.

(i) FEs gilt X € p(M,.) genau dann wenn zu jedem n € Y, genau eine Lisung ({j)
des Randwertproblems (N.1])-(An. RB) existiert.

(i) Sei Aep(M.) undneY,. Dann gilt

(M.~ 2) ' = % V(&) -n)

mit der Losung (&) : [-b,b] > C? von (’1])-(AaRB) und mit

w(b) fir -2<t<-1-b,
(I11.6) V(e)t)={u(l+t) fir -1-b<t<-1+D,
u(b) fir -1+b<t<0.

Beweis. (i) Sei A€ p(M.) und n € Y., ¢ = (M.—\)~'n, v die (durch 1 eindeutig
bestimmte) Losung von (II-3) mit vy = 1. Nach Proposition ITZ(i) existiert
eine Losung (u, w) des Randwertproblems (\.7])-(N.n. RH). Fiir diese gilt nach,
Proposition MI7T(ii), dass es eine Losung v : [-2,00) - R von ([IIH) gibt mit
o(t) = w(t-1) auf [1-b,1+0b] und O(t) = u(t —1) auf [3-0,3 +0]; es gilt
Uy — AUg = 1, folglich (M. - \)tg =1, also g = (M. - A\)~'n = vy. Es folgt © = v,
damit auf [-b,b]:

w(t)=v(t+1)=v(t+1), u(t) =v(t+3) =v(t +3).

Wenn umgekehrt zu jedem 7 € Y, genau eine Losung (%) von (X7))- (R RH)
existiert, so liefert fiir gegebenes 7 € Y, die Proposition IIZ1(ii) zunéchst eine
Losung v : [-2,00) - C der Variationsgleichung mit vy € Y, und vy = 1 (va — 1),
also vg = +(vs = 1), also (M. — X)vg = vg — Avg = 7; folglich ist M, - X surjektiv.
Zur Injektivitat von M. — A: Sei (M. - A)§ =0, sei v:[-2,00) - C die Losung
der Variationsgleichung (IIH) mit vy = £ € Y..

Nach Proposition 7)) erhélt man aus v eine Lésung (& ) von (A7)~ (K. RB).
Man sieht, dass [-b,b] > ¢ = 0 € C? eine Losung hiervon ist. Wegen der vor-

ausgesetzten Eindeutigkeit ergibt sich (Zj) = (8) und daraus nach Propositi-

on OT7T(i) v(t) =0 auf [1-b,1+b]u[3-b,3+b]. Dav auf [0,1-b], [1+b,3-b]
und [3 +b,4] konstant ist, folgt v(¢) =0 auf [0,4]. Mit A # 0 erhdlt man

1 1
UQZX(U4—U):X(O—O):O.

Also ist M. - X : Y, —» Y, eine Bijektion. Der Satz von der offenen Abbildung
liefert, dass (M. — \)~! stetig ist. Es folgt A € p(M.,.).

(ii) Sei A € p(M..), n € Y..Wegen (i) gibt es eine Losung (fj,) von (N1])-(An. RB).
Proposition OT7(ii) liefert dazu eine Losung v : [-2,0] - C der Variationsglei-

chung (OTH) mit vy € Y. und

1
Vo = X(U4 —77)-
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Aus der Definition von v in Proposition IITZ(ii) ersieht man auch vy = V(%).
Es folgt
n=1vy— Ay = (M. - \)vg

beziehungsweise

(MC—A)‘177=vo=§(v4—n)=§(V(§z)—n)-

]

Proposition II1.7.4. (i) Die Abbildung (C~{0}) xR > (A, t) —» Ay(t) e C?*2
15t stetig.

(ii) Die Abbildung (C~{0}) x Y. x [=b,b] 3 (A\,n,t) = z(A,n,t) € C ist stetig.
Beweis. (i) Jede Komponente der matrixwertigen Abbildung ist stetig.
(ii) Die Abbildung [ : Y. — C.([-b,b],C), In(t) = n(t) auf [-b,0] und in(t) = n(0)

auf [0,b], fir jedes n € Y,, ist linear und stetig.
Fiir alle A\e C~ {0}, neY,, te[-b,b] gilt

2Ot = 1 (n)(0).

Daraus folgt mit der Stetigkeit von der Evaluation auf C.([-b,b],C) x [-b,b]
und [ die Stetigkeit von z. O]

II1.8 Charakteristische Gleichung und Resolven-
tenberechnung

Fir A € C\ {0} und n € Y, kann das Randwertproblem (\.7])-(An. RB) mit
c=()=(%)(-b) wegen Lu(b) =w(-b)+ @ o

e (o )@=aw( 4 )o

! / 0
SOl (FTRRIETY

(\,n, RB,¢) C:(l?)\ é)(zi)(b)_(if))'

umgeschrieben werden. Die Matrizen A,(t), t € R, sind bei Multiplikation ver-
tauschbar.
Deshalb ist mit

t
Sx:[-b,b] 5t~ exp ([ A,\(s)ds) e C¥2
b
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die Losung zu Gleichung (A.7,d) mit Anfangswert (Zj )(—b) = ¢ € C? durch
(1)@ = S50 [ S0 s G
50 [ (556 O J o

2\ ) + s = 1) + 12
gegeben (Variation-der-Konstanten Formel).

Eine Losung des Randwertproblems (N.7. RB) ergibt sich, falls der Anfangswert
c= (2 )(~b) die Gleichung

w () (4)

16st, also falls

c = ( 1?)\ (1) ){S)‘(b)c_'_Sk(b)f_bb(SA(S))_lg,(S)CdS
=1,/ 0
+ Sx(b) f_bb(S)\(S)) g (8)( (A, m,8) + xn(s—1) + @ )ds}
(1) )Sx(b)c+( 17)\ (1) ){S)‘(b)f_bb(S)\(S))_lg,(S)CdS}
1(/)>\ (1) )Sk(b) f—bb(SA(S))‘lg’(s)(

0
“\ @ )
)

Die letzte Gleichung kann umgeschrieben werden als

Il
—_—
)

>

d
2\, s) + (s —1) + 12 ) ’

E(\n)=H(\A)c

mit £(A\,n) und H(\,A) als

o) = (4 0 )50 LSOO ( sy )

(IIL.8) HO\LA) = (1(/)>\ é){sg(bp

50 [ (Sx(s))‘lg’(s)lds} T
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definiert.

Proposition III.8.1 (Charakteristische Gleichung). Fir alle A € C~ {0} gilt
Aeo(M.) genau dann, wenn det(H (A, A)) =0

Beweis. Proposition MI"72 besagt fiir A € C~ {0}: Es gibt ein ¢ € Y.~ {0} mit
vﬁ = A genau dann, wenn es eine Losung ({ﬁ) : [-b,b] = C2 von (A,0,c¢) mit

(%)(=b) = c#0, gibt, welche (X,0, RB,c) erfiillt.
Dies ist aquivalent dazu, dass es ein ¢ € C2 \ {0} gibt, sodass fiir

(we):[=b,b] 2t S\(t)e+ Sa(t) [; Sx(s)tg'(s)cds € C?

Cz( 1(/))\ (1))(3} )(b)

oz( 1% (1))( Z )(b)—c:H()\,A)c.

(Hier wurden z(\,0,t) = 0 auf [-b,b] und n = 0 verwendet). Die letzte Aussage
ist dquivalent zu det(H (A, A)) = 0. O

gilt

beziehungsweise

Sei A € C~ {0}, dann definiert
ﬁ(A,A)j’k = (=1)"""H(\, A)jrdet Hjy,  fiir alle j, k in {1,...,n},

wobei Hjj; aus H(A,A) durch Streichen der j-ten Zeile und der k- ten Spalte
sowie Transposition entsteht, eine Matrix H(\,A) € C>2, Im Fall X € p(M,)
bezichungsweise det(H (X, A)) # 0 gilt H(\, A) = det(H(X\,A))(H(\, A)) L.
Wir definieren

P\ A) =det(H(A A))

fir alle A e C~ {0}.

Proposition II1.8.2. Sei A€ p(M,.) c C~{0}. Dann ist mit

0wt = SO [ [0 6s| BB
$3(0) [ (3D () (a2 s

firneY, und -b<t<b die Losung von (N1, RB) gegeben durch

B(\n,t) -

(i)t = mJ(A,n,t) + B(An,t),

und fir alle n €Y, gilt

(M, =) M= 5 (V(2) ).
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Beweis. Siehe die Bemerkungen vor Proposition T8 und
Proposition MT73(ii). O

Proposition II1.8.3. (i) Die Abbildungen
C~{0}> A — det(H()\A))eC
(CN{0}) xY.x[-b,b] > (\,n,t) —  J(\ n,t)eC?
(C\{O}) X}/;X [_bvb] 3 ()\77%75) — B(Aanat)E(/Q

sind stetig.

(ii) Firalle (A, n,t) € (C~N{0})xYox[-b, b] existieren die partiellen Ableitungen
O J(\,m,t) € C? und 0, B(\,n,t) € C2, und die Ableitungen 0;J und 0;B sind
stetig.

(i) Fiir alle Xe C~ {0} und t € [-b,b] sind die Abbildungen
JA, 1) : Y, > C* und B(\,-t):Y.—>C?

linear.

Beweis. Mit Hilfe von Proposition 74 und mit den Definitionen von S)(t),
H(A,\), E(\,7n) ergeben sich die Behauptungen (i) und (ii) aus elementaren
Regeln iiber die algebraische Zusammensetzung stetiger Funktionen, iiber ste-
tige Abhéngigkeit von Parametern fiir Integrale, und iiber Differenzierbarkeit
von Integralen nach der oberen Grenze.

Aussage (iii) ergibt sich mit Hilfe der Linearitdt von z(A,-,¢t) und E()\,-). O

Proposition II1.8.4. Durch (OI8) ist eine lineare Abbildung V des abge-
schlossenen Teilraums

{(5) e ([=0,01,2%) | (#)'(-b)=(8) = (%)W)}
von CY([-b,0],C?) nach Y. gegeben, die stetig (beziiglich der C'*-Norm) ist.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich leicht aus der Formel (IT8). O

Proposition IIIL.8.5 (Lokalbeschranktheit). Zu jedem X € o(M.) ~ {0} exis-
tieren ein § > 0 mit {p € C| 0 < |u—-N <3} € p(M.) und ein ¢ >0 mit
|det(H (1, A))(Me = p)Mrooveyey < ¢ fiir alle pe{peC [ 0<|u-A[<d}.

Beweis. o Fiir alle € p(M,) und alle n € Y, gilt wegen Proposition TR

det(H(:ua A))(*]\40 - :u)_ln
= i{V(J(,u, n,-) +det(H(p, A))B(p,n, )) — det(H (p, A))n}7
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folglich gilt

| det(H (1, A)) (M = p) "' nl ey

1
<1
|l

+ | det(H (1, A)) | B0, e en )

C {0} 5 o> det(H (1, A)) € C und @\{O}aw%e@

Le(CH([-b],C2),Ye) (IJ (s, e (=v1,02)

+[det(H (u,

Sei e a(M,.)\ {0}. Da

stetig sind, gibt es zu ¢q := m ein ¢ > 0 mit

1
i <c und |det(H(u,A))| < e fir alle A e C mit |u— Ao| < eo.
0

(beachte p # 0 fur diese u). Da X isolierter Punkt von o(M,) ist, gibt es ein
90 € (0,20] mit p e p(M,) fir alle € C mit 0 < | — N < d. Es folgt fiir diese p
und fiir alle n e Y,:

|det(H(ﬂ> A))KMC -

SC{

Diese Abschéatzung und die Beziehung

vo = sup  |det(H(u, A))(Me—p) 'l

{neYe:In o<1}

([-b,0], C2)Y)(|J(M777, )|C1 ~b,b],C2)

+c|B(p,m,- )|Cl ~b,b],C2) +C|77‘Cl)}

| det(H (p, A)) (M = p) 7|1,

zeigen, dass nur noch das Folgende bewiesen werden muss:

Es gibt ein § € (0,0¢) und ein k > 0, sodass fur alle g € C mit |- A| <6 und alle
neY, mit [n|cr <1 gilt:

(s m, ) e vpye2y <k und [B(u,m,0)|er -y c2) < k.

e Behauptung: Es gibt ein d; € (0,d0] und ein & > 0, sodass fiir alle u € C mit
| = Al <0 und fiir alle n € Y, mit |n|cr < 1 gilt:

[T (s, et (v ),y € K

Beweis. {\} x{0} x[-b, b] ist eine kompakte Teilmenge von (C~{0})xY,.x[-b,b];
darauf sind J und 0;J gleichméfig stetig, zu € = 1 gibt es daher ein d; > 0, so
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dass fiir alle p € C mit | — Al < 6; und fiir alle € Y, mit |1 - 0|ca < 6y und fiir
alle t € [-b, b] gilt:

S (s )] = 1T (s, 1) = J(A,0,8) | < 1.
—_—

=0 wegen
Linearitét

Analog existiert ein d; € (0,d1] € (0,dp], so dass fiir alle g € C mit |-\ < dy
und fiir alle 7 € Y, mit | - 0|c1 <0 und fiir alle ¢ € [-b, ] gilt:

Zusammen, fiir diese p und 7:

NP - " <2
[T (1, ) |en(r-vp),c2) tg[ﬂ_%flg]lef(#,n, )|+t£?_%f§] |0¢ T (12, 1)

weiter folgt fiir diese p und fiir alle 7 € Y, mit |n|ca < 1, dass [d;m|ca < 65, daher
| T (12, 05m, 7)o ([-bp),c2) € 2
und weiter mit Linearitat,

2
[T (s, )l ([-v0,02) < (5—J (=2 ky).

e Behauptung: Es gibt ein § € (0,0;] und ein kg > 0 so dass fiir alle p € C mit
| = Al <6 und fiir alle n € Y, mit |n|c1 <1 gilt:

1B (s n, ot (-vo).c2) < kp-

Beweis. Analog zum Beweis der vorigen Behauptung. Setze k := % + kg. [

I11.9 Die charakteristische Funktion

Fir A # 0 sei }K,\:( _11/>\ _11 )

Proposition II1.9.1. Fir alle \e C~{0,1} gilt
b 1
Sx(b) + Sy (b) [ [Sx(8)]71g'(s)Ids = e A% K[e’mmA - 2K
b
Beweis. Wegen

[ ; g(5) A ds = [ : §'(5)dsATK = (g(1) - 1)AKy auf [-b,b],

gilt Sy\(t) = ele®-DAK, “inshesondere Sy (b) = 287K,
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Es folgt fiir alle s € [-b,b], dass

[Sa(s)]7! = e (W-DAKY - p(1=g(s))ATKY — (AT, =g(s) AN

und es gilt

d
- (6_9(')A}K>\) (5) = e IR (g ($)ATK).

Wegen A # 1 ist 2K, invertierbar. Wir erhalten

/::[S/\(S)]_lg'(S)[ds = [:9’(5)5,\(8)_1615
= 27 f :g’(S)eg(s)A%ds

1

b
= —eA 7 /:b [-9'(s)e 9 IAHAAK, ] dsA

—g(VAK, 10 L pe—1
= —GAH(A[e 90 A]—bZH{)\

K

_leA)K)\ [eA}K,\ _ e—A}K,\:I }Kgl

A
1
— _Z [62A>K>\ _ I] }K;\1
1
= ;- AN K

Es folgt

b o-207K,

S30) |1+ [ IS5 (5)1ds| = 280 4 E 01— 285 rcs)
b

- 672A>K)\ + %[€2A)K>\ _ []}K;l

]

Die charakteristische Gleichung det(H (A, A)) =0 fiir o(M,) \ {0} aus Proposi-
tion TR lautet fiir A e C~ {0,1} also

det (( 1?)\ (1) ) [e_zA}KA + %[e_m}{{A - ]]}K;\l] - ( é (1) )) =0.

Anmerkung II1.9.2. Sei Px(z) das charakteristische Polynom von 2K, dann

sind z; =4\/1/A =1 und 25 = —iy/1/A =1 Nullstellen von Py, und es gilt

S 0 I A5 \#2-1
IIL WK, = z1-1  z1+1 <1 z1+1 1 '
(IIL.9) A ( 11 )(o —a J\ -1 ) 2z

z1-1

Beweis. Sei Py das charakteristische Polynom von 2K, also

Py (z) =det (2K, — z1)

casl( Ly )0 )
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1-2 1

:det( “1/A —(1+2) )
- (1-2%)+1/A
=22 - (1-1/))

(z—i/IA-1)(z+i/IA-1),
und z; =i/1/A =1, 29 = —in/1/A = 1 sind die Eigenwerte von Py (z). Eigenvek-

toren vy zu z; und vy zu 2z, sind durch

1
z1—1

1

1-22

1

gegeben. Daher ist

_ -1
X{)\ — zll—l 1—i2 <1 O z1—1 1-22
11 0 2z 11
:( 211—1 21_411 ) ( 21 0 ) ( 1 211+1 ) Z% -1
1 1 0 -z -1 211_1 22

mit zp = —27.

Anmerkung IT1.9.3. Fiir jedes A € C\ {0,1} und jedes A € R gilt

_Sh -Sh
(IIIlO) €—2A}K)\ _ Ch 21 21 ’
/\S—zhl Ch +§£‘

mit Ch = cosh(2A21) = cosh(2iA\/I/A= 1), Sh = sinh(2A2,) = sinh(2iA\/1/A =T
und z; =i\/1/A-1.

Beweis. Seien A e C~ {0,1} und A € R. Dann gilt

6_2A>K)‘ — io: (_2A)R}KS\L

n=0 n!
00 n - 1 n
_ Z (_2A) z1—1 zl-il-l 21 0 1 z1+1 Z% -1
= nl 1 1 0 -z -1 211_1 221
= nl 1 1 0 (-z)" -1 5 ) 2%
ad (—2Az1)"
_ - 0 1
_ zll—l zlil ) nZ:(:) 7’L' ( 1 z1+1 ) Z% -1
= o n !
11 0 3 (2A2) -1 25 ) 24
n=0 n!
_ _9Az 1
— zll—l zlil € 285 0 1 z1+1 Z% -1
11 0 e -1 L) 2z
Z1
—2Az _ o 2Az
_ 821711 §1+11 1 1+1z1 Z% -1
e~28z1 24z -1 Z1171 221
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e2Azl 672Azl e2Az1 872Az1
_ 1+21 21-1 221 z3-1 7 -1
(@t —etn) e | 2
(Zl_l)eQAzl +e~ 2871 (1+21) _(82Az1_e—2Az1)
_ z%—l z%—l Z% -1
- e2Az 2 672Az 21—
—(e2871 — ¢~2021) 1( 1+IZ%_1 L(z1-1) 22
(z1_1)82Az1+e—2Az1 (1+z1) _(e2Az1_e—2Az1)
_ 2 2 l
= ~ (z%—l)(€2Azl _5’2Azl) 2871 (z1+1)+€—2A21 (Zlfl) 21
2
1 ( 21(€2AZ1 +e—2Az1)_(€2Azl _€—2Azl) _(€2Azl _e—QAzl)
- 2 2
= Z— (Z%_1)<62Azl _e—QAzl) (62Az1 _e—QAzl )+Zl (eQAzl +672A21) )
! B 2 2
1 z1 Ch-Sh —-Sh
~ 21\ ~(22-1)Sh Sh+z Ch
R Ch-Sh —-Sh
- Z1 S—/\h Z1 Ch+Sh
Sh Sh
B
S Ch+%
[l
Anmerkung II1.9.4. Fiir Ae C~ {0,1} und A e R~ {0} gilt
~1+¢ (Ch—L) +a
A i _
(IIL.11) H(\A) = AvIA-L
%(Ch—#)—ﬂ _1-g
iA/1/A-1 A A
mit Sh = sinh(2iA\/T/A=1), Ch = cosh(2iA\/I/A= 1) und
Sh Ch-1
o= - .
WI1/A-1 A(1-1/A)
Sh (Ch-1
Beweis. Wegen z1 =iy/1/A -1 gilt a = — - ( A ) Indem (T9) und (OT10)
1 21

in ([IIR) eingesetzt werden, erhélt man

O T | N e

— O 1 6_2A>K>\
/A 0
1((Ch-22 % Af L 1) A,
AL 2 o )7 1 )TN
=( 1(/)>\ (1))[6%%

A (Ch-1) -2 -5 -1 -1 ;
NGy s (Ch-ny+2 J\Lyx 1 )|”
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1 Sh (Ch 1) Sh Sh (Ch 1)
—S—hl+L+& ——+(Ch 1)+

Sh Sh

_ 0 1 Ch—z T
/A 0 S Ch+Sh
21 21

(Ch-1)  sh (Ch-1)
Az? Az Az?
+( Tlonn s (o) )]‘I

/\Az% T Az Azf

(0 1] (en-g)- (-G e
(o) ™ ey
=( 0 1) (Ch—ZA\/l//\—) o -

/A0 i S (Ch— 1/A )+a
i -1+ (C _m\/uT)

)

(Ch-1)

_Sh

Sh

Z1

Proposition II1.9.5. Seien A e C~{0,1}, A e R~ {0}, dann gilt

P(A,A) = det(H(A, A)) = 26555 mit

Z1

-1

(1T1.12) z(A\,A) =2(1-Ch) + ATQ(A -1)%+2iA\/1/A -1 Sh.

Beweis. Seien A € C\ {0,1} und A e R~ {0}, dann gilt

-1+¢ (Ch—, Sh )+a
P\ A) = det * IAVIA-T
l(c_ Sh )_g —_1-¢
) NV ) A
« 1 Sh
‘(‘“X)(‘“X)‘X[(Ch‘ﬂ) ][(Chr)

=1
+ o \ X

22 1 Sh
=1+220?2 - |Ch-—
e /\(C Azl)

22 (Sh (Ch-1) 1 Sh
D)
" A (z1 AZ? ) A ¢ Az

2M - 1 (Ch_&f

(Ch-1)
Azf

|

Ix
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_Sh (Ch-1)

2 Az

(Ch - 1)) 1 ( Sh)

h - h-—o
)\(S AZl )\ ¢ AZl

[A22A2 + (Az Sh—(Ch-1))* - (Az Ch-Sh)’]

(mit « , siche Anfang des Beweises von Bemerkung [MT94)

1
)\AQ 2
1
T AA22
— A%z Ch® +2Az ShCh - Sh? |
1
)\AQ 2
+ (Ch2 —Sh?) + 2Az; Sh-2 Ch +1]
1
T A2
1
Ve

1 A2 ,
:m[Q(l—Ch)+7()\—1) +2iA\/1/A -1 Sh]

[AAZz] + A%z Sh? ~2A 2 Sh(Ch-1) + (Ch-1)?

———[AA%2% + (-2A%; ShCh +2Az; Sh Ch) — A%2%(Ch® - Sh?)

[AAZ22 - A%27 +1+2A2 Sh-2Ch +1]

[2(1-Ch) + (A - 1)A%2% + 2Az; Sh |

]

Anmerkung IIT1.9.6. Sei A € C~ {0,1}, A e R~ {0}, und z(A,A) # 0, dann
kann die Inverse zu H(\,A) als

_ A2(A-1) ~
H'\A)=———2H(\A
ausgedriickt werden, mit
-8 _( - Sh )_
(II1.13) H(\,A) = L=1/A
_l —Sh + g -1+ g
AVI-1/2) A A

und z(\,A) =2(1 - Ch) + 82 (A - 1)2 + 2A/T - 1/\'Sh.

Proposition II1.9.7. Fir jedes A >0 ist die Abbildung P(-,A):C~ {0} - C
analytisch (holomorph,).

1
Beweis. Seien A > 0, A\g € C~{0,1}. Setze pg = " -1 (e Cx {0}). Dann

existiert ein € € (0,|uo|) und eine holomorphe Funktioon Wu : U (o) - C mit
Wu?(z) = z fiir alle z € U.()o). (Man findet Wu mit Hilfe des Satzes iiber inverse
holomorphe Abbildungen, als lokale Inverse von C 5w ~ w? € C2.)

Fiir alle z € U (o) gilt mit der Festlegung von /2" aus der Einleitung Wu(z) €
{\/—7 —\/Z}

Aus Stetigkeitsgriinden gibt es ein § > 0 mit A € C~ {0, 1} fiir alle A € Us(\o).
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Fiir solche A mit 1 -1 € C~ {0,1} folgt aus Proposition MIIIH, und weil cosh
gerade und sinh ungerade, ist die Darstellung

2(1-cosh(2iA/T/A=T)) + 4 (A-1)’

(IIL14) P(\A) =

A2\ -1)
2iA/T/A =T sinh(2i8/1/A=T)

" AZ(A—1)

2 (1 - cosh (2IA Wu (1/A - 1)) + 32 (A - 1)2
- A2(A-1)

2iA W (1/A - 1) sinh (2iA Wu (1/A - 1))
" AZ(A—1)
Damit ist P(-,A) holomorph.

Us(Xo)
Es folgt, dass P(-,A)

holomorph ist.
C~{0,1}

Nach Proposition &3 ist P(-,A) stetig, also lokalbeschréankt, deshalb hat
P(, A

(-4) c~{0,1}
P(-,A):C~ {0} - C holomorph ist. O

bei A\g = 1 eine hebbare Singularitit, daraus ergibt sich, dass

Korollar II1.9.8. Fir jedes A € o(M,)~{0} ist die Ordnung von X als Pol der
Resolvente
p(M.) 5 pp— (M, - :u)_l € L(Ye,Ye)

hochstens gleich der Ordnung von X\ als Nullstelle von

C~{0} 3\ +—> det(H(u,A)) eC.

Beweis. Seien \ € o(M.) ~ {0} und
Ko(A) ={neClA-pl<e}.

Dann existiert € > 0 mit {g € C | 0 < |u— )\ <&} € p(M.), und es gibt p € N,
sowie L, € L.(Y.,Y.), -p<neZ, mit L_, # 0 mit
p o0
(Me—p)™ =Y (u=A)"Lop+ Y (u=A)"Ly, fiir alle peC mit [p- A <e,
n=1 n=0

p ist die Ordnung des Pols der Resolvente an der Stelle \.

Weiter existieren ¢ € N und ¢, € C, n € N, mit ¢, # 0 und

det(H (i, A)) = 3 (11~ )" fir alle e K.(\),

n=q

q > 1 ist die Ordnung der Nullstelle A von det(H (-, A)).
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Fiir alle g€ C mit 0 < | —A| < e folgt (im Fall p > 2)
(e = e S L S )
M.-p)" =——7-=L_,+ -AN)"L_,+ -\)"L,.
: (:U’_ )\)p ? n=1 a n=0 :
Fiir alle pe {peC | |u—- A <e} gilt
det(H(p, A)) = (=) 2 (1= N)"""C=(n=N)"| G+ 2 (n=2)""C |,

n=q n=q+1

und durch -
s(u)= Y (L=A)""¢,

n=q+1

ist eine holomorphe Funktion auf K.(\) gegeben.

Angenommen, ¢ < p, also p—(g+1) > 0. Dann erhalten wir fiir alle € K.(\) \ {A},
dass

(=A@ det(H (p, A)) (M = )™

= (= NP+ s() | (- N TLy + p;w AL i (=)L,
=(p=A)"GLp+ z(u NP L, + io (- NP,
b (= V) Ly + s(p) p;w L () Y AL

Auf der kompakten Umgebung K := {u € C: |u -\ < ¢/2} sind die zweiten,
dritten, fiinften und sechsten Terme beschréankt, weil sie durch konvergente Po-
tenzreihen gegeben sind.

Es gilt
lim | (p1 = A) ¢y L-p| = o0,
T
HEX

wegen 0 # (,L_, € L.(Y.,Y,).
Fir den vierten Term haben wir

(L=A)ts(u)Loy= Y (p=A)" D¢, L, fiir alle pe C mit 0<|u—-A|<e.

n=q+1
Dies zeigt, dass auch der vierte Term auf K beschrankt ist.

Insgesamt folgt

hH)l\ |(po = )P~ det(H (1, A)) (M, = 1) ™| = oo,
w—
HEN

woraus sich (mit p — (¢ + 1) > 0) ein Widerspruch zur Lokalbeschrinktheit aus
Proposition T8 ergibt. O]
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IT1.10 Suche nach Losungen der charakteristischen
Gleichung, Verzweigung von Eigenwerten des Mo-
nodromieoperators

Im letzten Teil dieses Abschnitts betrachten wir eine 1-Parameter-Familie von
Verzogerungsfunktionalen da : C' - (0,2), A € R, mit da(p;) = 1 fiir alle ¢ € R,

sodass p : R - R periodische Losung von der Gleichung () mit d = da ‘Cl
ist, A € R, und suchen nach Eigenwerten A € C \ {0,1} des zu p gehérigen
Monodromieoperators M . : C. = C.. Genauer: Wir wahlen dazu eine Funktion
6 :R2 - (-1,1), sodass fiir alle A € R gilt: 6(0,A) =0, und 6(-,A) : R - (-1,1)
ist stetig differenzierbar mit 9;0(0,A) = A. Und fiir alle £ € R: §(¢,0) = 0.
Dann betrachten wir zu jedem A € R das Funktional da : C' - (0,2), da(x) =
1+0(x(0) + x(-2),A).

Die Einschréankung da |01 hat die Eigenschaft (E), sieche Proposition ITT5.
Dann ist R 3 ¢ — p(t) € R periodische Losung der Gleichung () mit d =
da. Die zugehorige Variationsgleichung lings p ist (IIIH). Die Eigenwerte des
zugehorigen Monodromieoperators Ma . : C. — C, in C~ {0,1} sind gegeben
durch die Nullstellen von

P(,A):C~ {0} - C.
Anmerkung IT1.10.1. Betrachte

Z:{(u,A)eCx (R~{0}) | 4A%22u} — C
< 2(n-1)un u?
(w8) — = (2n)! ' 4(4A2 —u)

(i) Sei A e R~{0}, A e C~{0,1}. Sei w = 2iA\/1/A—1 und sei u = w? =
4A2(1-1/X). Dann gilt u # 4A2, und der Zahler von P(\, A) ist gegeben durch

2(A,A) =2(1 = cosh(w)) + wsinh(w) + %(/\ -1)=Z(u,A).

(ii) Mit ()-—iQ(”_l) " i e C gilt Z(u,A) = r(u) 4 —— fiir
ARFEANCT) TR P TV

alle A e R\ {0} und alle u € C mit 4A? # .

(iii) Mit R(u) := Z 2((7;71)!1)“”_2 firueC (= TT(;) im Fall u # 0) gilt
B 1 o[ 4(4A% —u)R(u) +1
Z(u,A)—u(R(u)+m)—u( 1052 1) )

fir A e R~ {0} und u € C mit 4A2 # w.

Beweis. (i) Sei Ae C\{0,1}, Ae R~ {0}, u=4A2(1-1).
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e Behauptung: u + 4A2.
Beweis davon: Angenommen u = 4A? dann folgt 4A2(1-1/)) = 4A2, das heisst

0=4A?((1-1/\)-1) = _4TA2’

also A =0, Widerspruch. Folglich ist u # 4A2.
e Behauptung: Sei w = 2iA\/1/A\ -1, dann gilt u = w? und

2(1 - Ch) +2iA\/1/A— 1 Sh = 22((7; )|1)u,

mit Ch = cosh(2iA\/T/A= 1) und Sh = sinh(2iA\/1/A=T).

Beweis davon: Es gilt

2(1 - cosh(2iA\/T-1/X)) + 2iAy/1=1/X sinh(2iA/T- /X))
=2(1 - cosh(w)) + wsinh(w)
oo w2n oo w2n+1
(S S e
0 2w2n 0 w2n+2

= (2n)! = (2n+1)!
% 9p2n ) w2(n-1)+2

- ‘,; (2n)! +,;1 2n-1)+ 1)

X Q2 @ 2nw?n
>, +
= (2n)! i (2n-1)1(2n)

e Behauptung:

u2

1A= 4(4A2 =)

4N?
Beweis davon: Wegen \u = 4A2(\—1) = 4A2)\ - 4A2? gilt A = ———— daher ist

AN —y
U w{ 4A2
Ta-1)=2 -1
4()\ ) 4(4A2—u )

_E(4A2—(4A2—u))
4 4A2 —

2

u

T 44N - )
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Also gilt insgesamt

> 2(n - 1)u" u?

z(AA) = Z @] 4(4A2—u) =7 (u,A).

(i) Es gilt fiir alle v € C mit u # 4A? und fur alle A e R~ {0}

2(n - 1) u? u?
Z(uw,8) = Z oy A Sy (“)+4(4A2 W)

=r(u)

(iii) Es gilt fiir alle v € C mit u # 4A? und fiir alle A e R~ {0}
U2

4(4A% — )

9 1
= (R(u)+4(4A2 ))

o (4(4A2 —u)R(u) + 1
- ( 1(4A2 ) )

Z(u,A)=r(u) + ————~

]

Zunachst wird die Existenz von Nullstellen des charakteristischen Polynoms
P(-,A) auf (1,+00) ausgeschlossen.

Proposition II1.10.2. Die Abbildung z(-,A) mit A € R hat keine Nullstellen
in (1,+00), also hat Ma . keine Eigenwerte in (1,+00).

Beweis. Sei A > 1, dann gilt fiir u = 4A2? (1 - %) 0 <u < 4A2 daher z(\,A) =
2

r(u) + v 0, also hat z(-, A) hat keine Nullstellen in (1, c0), und Ma .
4(4A2% - u) ’
>0 D —

>0
hat keine Eigenwerte in (1, 00).

Gibt es fiir geeignete A auch Nullstellen in (0,1)?

Wir kommentieren kurz die Frage nach Nullstellen in (0,1), ohne die Beweise
im Detail auszufiihren. Insbesondere sieht man, dass es auch Nullstellen hoherer
Ordnung gibt.

1
Fir Ae (0,1) ist y/ 3 1 reell und positiv.
Mit den Beziehungen

cosh(iv) = cos(v) sinh(iv) = isin(v)

1
und mit v = 2Ay/ e 1 >0 ergibt sich fiir A € (0,1) und A >0 die Beziechung

4

: v
2(A,A) =2(1=cos(v)) —vsin(v) + NI
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Mit den Abbildungen
A:R>3vm2(1-cos(v)) -vsin(v) e R

und

v4

NRIN{(0,0)} 2 (0,8) s

R

und mit der bijektiven Transformation

T:(O,l)X(O,oo)a()\,A)H(QA\/i—l,A)e(O,oo)x(O,oo)

erhalten wir
2(AA) = A(Ti (N, A)) + N(T'(NA)) = AT (A A)) + N(Ti (AN A)A).

Um fir A > 0 Nullstellen von z(-,A) in (0,1) zu finden, suchen wir zuerst
Nullstellen v € (0, 00) der Abbildung A+ N (-, A); aus diesen erhalten wir wegen

2 (T (0, )1, 8) = (T (0, A)) = A() + N(v, A)
4N?
: _(T-1 _
die Nullstellen A = (T-*(v,A)); = AN
Fiir kleine A > 0 und fiir alle v > 0 gilt

€ (0,1) von z(-, A).

A(v) >=N(v,A),

es gibt also keine Nullstellen von A + N (-, A) von (0, o).

Mit wachsendem A >0 wird der Graph von =N (-, A) flacher und wandert nach
oben zur Achse R x {0}, sieche Abbildung [TTT.

Bei einem ersten kritischen Wert A; > 0 beriihren sich A und -N (-, A;) fiir ein
vy zwischen den beiden kleinsten Nullstellen n; < my von A in (0, 00), ansch-
lieBend verzweigt die doppelte Nullstelle v; von A+ N (-, A1) zu zwei einfachen
Nullstellen v;_(A) < vy, (A) von A+ N(-,A) im Intervall (ny,ny). Fiir A 7 +o0
strebt v;_(A) gegen ny und v1_(A) < vy, (A) gegen ny.

Der doppelten Nullstelle v; von A+ N (-, Ay) entspricht eine doppelte Nullstelle
A1€(0,1) von z(-, Ay), welche fiir Ay < A zu zwei einfachen Nullstellen \;_(A) <
A14(A) in (0, 1) verzweigt, die fiir A 7 +oo0 beide gegen 1 konvergieren.

Fiir fallende A < A; sollte eine Verzweigung von Ay zu zwei nicht-reelle komplex
konjugierte einfache Nullstellen A\j.(A) # A.(A) von z(-,A) vorliegen, die fiir
A N\ 0 vermutlich gegen 0 streben.

Fiir A € (Ay,00) wiederholt sich das vorige Szenario abzdhlbar oft, zuerst ab
einem kritischen Ay > Ay mit Nullstellen v3_(A) < v3,(A) von A+ N(-,A)
zwischen den dritten und vierten Nullstellen n3 < ny von A, und Nullstellen
A3_(A) < A3, (A) von z(+,A) in (0,1).
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Jetzt werden die Nullstellen von z(-, A) in (o0, 0) untersucht.

Anmerkung II1.10.3. Fiir
Q={(u,A)eCx(R~{0}) | 4A% 2 u} > (u,A) » 4(4A% —u)R(u) + 1€ C
und fiir alle A e R\ {0} und alle u € C~ {0} mit u # 4A? gilt:
Z(u,A)=0 <= Q(u,A)=0,
wegen Z(u, A) = u? (R(u) + m).
Proposition II1.10.4. Q(-,A), A e R~{0}, hat keine Nullstellen in (0,4A2?).

Beweis. Seiu € (0,4A2), dann gilt 4A%-u > 0, und wegen R(w) > 0 fiir alle u > 0
ist Q(u,A) =4 (4A% —u) R(u)+1 > 0, das heiBit Q(-, A) hat keine Nullstellen in
—_——
>0 >0

(0,4A2). O
Anmerkung II1.10.5. Sei A >0, dann gilt 0;Q(u,A) <0 fiir alle u > 4A?

Beweis. Sei A >0 und u > 4A? dann gilt 4A2 —u < 0. Auflerdem ist R'(u) >0
fir alle w >0 und R(u) >0 fur alle u > 0. Folglich gilt

Qu,A) = (4(4A* ~id())R() + 1))’ (u)
= ((16A%R(-) - 4id(-)R(-) + 1))  (u)
= 16A%R'(u) — 4R(u) - 4uR'(u)
=4 (4A% —u) R'(u) -4 R(u) < 0.
— ~——
<0 >0 >0
O
Proposition II1.10.6. Fir jedes A >0 gibt es genau ein u € (4A2, +00) mit
Q(u,A) =0.

Beweis. Sei A > 0.
Behauptung: Es gibt wenigstens ein u € (4A2,+00) mit Q(u,A) = 0. Man be-
merkt, dass

lim Q(u,A)=1>0 und I;m Q(u,A) = —o0,

uN4A2

daraus folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass es ein u € (4A2% +00) gibt mit

Q(u,A) =0.
Behauptung: Es gibt ein einziges ug € (4A2, +00) mit Q(ug, A) = 0.

Beweis: Wegen Anmerkung OTTOF ist Q(-, A) auf (4A2 uy) streng monoton
fallend, also injektiv. O]

Jetzt definieren wir U : (0, +00) - R, durch Q(U(A),A) =0 und U(A) > 1A%
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Proposition III1.10.7. U ist analytisch.
Beweis. Die Abbildung

Q:{(u,A) eRx(0,00) : 4A%#u} > (u,A) > 4(4A% —u)R(u) +1 e R
ist analytisch, und es gilt nach Anmerkung [T TOH
01Q(u, A) # 0.
Sei Ag >0, ug :=U(Ap) € (4A3, 00). Dann gelten
Q(uo, Ag) =0 und A Q(ug, Ag) % 0.

Der Satz tiber Implizite Funktionen im analytischen Fall |12, Corollary 4.23|
liefert € >0, 6 >0, mit

(up—&,up+€) x (Ag=8,0¢+6) € {(u,A) e Rx (0,00) : 4A%%u}
und eine analytische Funktion
U:(Do—06,M0+06) — (ug-¢e,up+¢) SR,
so dass U(Ag) = ug = U(Ay) und
{(u,A) € (ug—g,ug+€) x (Mg —0,Mg+8) : Q(u,A) =0}

= {(u,A) € (ug—e,ug+e) x (Ag—08,Mg+0) | u=U(A)}

gelten.

Mit Hilfe von Q(U(A),A) = QU(A),A) = 0 fiir alle A in einer geniigend
kleinen Umgebung N € (Ag -4, A¢+9) von Ay ( so dass U(A) > 4A?) folgt fiir
alle A e N: U(A) =U(A). Damit ist Z/I|N analytisch. O

Proposition II1.10.8. U'(A) >0 fir alle A > 0.
Beweis. Durch Differenzieren von 0 = Q(U(A), A) fir jedes A > 0 gilt

0= 81Q(U(A)7 A)UI(A) + 82Q(U(A)’ A)?

also
_62Q(U(A)7 A)
hQU(A),A)

AuBlerdem gilt wegen 0,Q(u, A) = 32AR(u) fiir alle u € R:

U'(A) =

DQU(A),A) =32ARU(A)) > 0.
Mit Anmerkung ITTO3 folgt

_aZQ(Z/{(A)a A)
hQU(A),A)

U'A) = >0 fir jedes A >0.
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Proposition II1.10.9. Es existiert lAin%U(A) = u, mit u, >0 und
N

1
ur R(uy) = 7

Beweis. U ist nach unten beschrankt, aulerdem ist & wegen Proposition T8
monoton steigend, das heisst wu, := lAin% U(A) > 0.

N
Da fiir alle A > 0 die Gleichung 0 = Q(U(A),A) = 4(4A%2 -U(A))R(U(A)) +1
gilt, folgt insbesondere fiir A \ 0, dass 0 = —4u, R(u,) + 1, also u, R(u,) = 1/4.
Insbesondere: u* > 0. ]

Proposition I11.10.10. Fir alle A >0 gilt
uia) _

Ua) und lim =1.

I<TA2 AT, IAZ

Beweis. Wegen Q(U(A),A) =0 gilt
0=4(4A% - U(A)RU(A)) +1 =16A2R(U(A)) - AU(A)RU(A)) + 1,

UA) 1
42 T I6ATRUA))

also gilt 0=1- Mit R(U(A)) > R(0) > 0 folgt

N Z{CAY 1 ~
A AT ‘Alillio(“ 16A2R(U(A))) =1
[
Proposition III.10.11. Sei A >0, dann gilt z(A(A),A) =0 mit der analyti-
4N?
schen Funktion A : (0,00) - (=00,0), A(A) := N U
Beweis. Sei A > 0. Wegen der Definition von U gilt A(A) = __4A <0
' -8 von“ s TAAT_u(A) T
Mit 4A2 -U(A) = 487 folgt
A(A)

U(A) = 4A? - AZL(AAQ) N (1 - ﬁ) .

Mit Anmerkung OTTOT ergibt sich

1
AA),A)=Z[4A? |1 - ——= |, A =ZU(A),A
)8 - 2 (187 (1 555 ) A) - zua) ),
wegen Q(U(A),A) =0 liefert Anmerkung TT03: Z(U(A),A) =0. Also
z(A(A),A) =0. O
Satz I11.10.12. Zu jedem A > 0 gibt es genau einen Eigenwert A = A(A) €
(=00,0) von M..

Die Funktion A : (0,00) - (—00,0) ist analytisch mit

N (A) <0 fir alle A>0,
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lim A(A) =0,
A-0
lim A(A) = -o0.

A—+o0o

Beweis. o Beweis zur Existenz: Proposition ITTOTT gibt

2(A(A),A) _

A2(A(A)-1) 0

P(A(A),A) =
daher A(A) eo(M.,).
e Beweis zur Eindeutigkeit: Sei A > 0. Sei A < 0 Eigenwert von M. Dann ist
P(\,A) =0, also z(A\,A) =0.
Fiir u = 4A% (1 - $) > 4A? gilt nach Anmerkung ITTTOC(i):

Z(u,A) = z(N\A)=0.
Nach Anmerkung OTTO3 gilt Q(u, A) = 0.

Proposition MTTOA und die Definition von U liefern: u = U(A).
Daraus

u(A):u=4A2(1—1).

A
Es folgt
4A?
A=————=A(A).
AN -U(A) (&)
e Behauptung: 1A11\r(1) A(A) =0.
Beweis davon:
4A? 0

Nm AGA) = lim e UA) ~ 0-ur

e Behauptung: Alim A(A) = —oo0. Beweis davon: Sei A > 0, dann gilt wegen
—+00

=0

A
Proposition OTT0OTA, dass Ah—{lgo Lfl(A2) =1, und fir alle A>0: 0>1- ZZ(AAQ). Also

1
gilt lima e A(A) = Ah_I}(}o m =

IAT
e Behauptung: Fiir alle A > 0 gilt A’(A) <0.
Beweis davon: Indem

0=QU(A),A)=4(4A% - U(A))RU(A)) +1
abgeleitet wird, erhélt man, dass

0=(8A-U'(A)) RUA)) +(4A7 = U(A)) R'UA)U' (D),

~~

>0 <0 >0

also 8A > U'(A), und 8A2% > AU'(A). Das wird in A’(A) eingesetzt und gibt
(mit 4A2 <U(A))
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SA(AA2 ~U(A)) - 4A2(8A —U'(A))
(4A2 —U(N))?

A'(A) = <0.

II1.11 Vielfachheiten von Eigenwerten

Proposition II1.11.1. Sei Ae C~{0,1} ein Figenwert von Ma ., dann ist
dim (Ker(H (X, A))) = 1.

Beweis. Behauptung: Sei A € C~ {0,1}, so ist H(X,A) # (39). Beweis davon:
Die Nebendiagonalelemente von H (A, A) sind von der Form -1 + g, q-2

siche Bemerkung IT94, also ist wenigstens eines davon von Null verschieden.

Behauptung: dim(Bild(H (X, A))) > 1. Beweis davon: Wegen H (X, A) # (§9),
gibt es einen Vektor (%) € C? mit H(A, A)( %) # (8), daher ist

dim(Bild(H (X, A))) > 1.

Behauptung: Falls A e C\ {0, 1} ein Eigenwert von Ma . ist, dann gilt
dim (Ker(H (A, A))) = 1.

Beweis davon: Wegen der Dimensionsformel gilt

dim(Bild(H (X, A))) +dim(Ker(H (A, A))) = dim(C?),

daraus folgt, dass dim(Ker(H (A, A)) < 1.

Da XA € C~ {0,1} Eigenwert von Ma . ist, gilt det(H(\, A)) = 0, folglich
dim (Ker(H (X, A))) > 1.
Also gilt insgesamt, dass dim (Ker(H (X, A))) =1 ist. O

Anmerkung III.11.2. Fiir A =1 sind S)(s) und S;'(s) durch
g (5):( L+A(g(s)-1)  -A(1-g(s)) )
' A(l-g(s))  1-Ag(s)-1)

und
S—I(S)z( 1-Ag(s)-1)  A(1-g(s)) )
! -A(1-g(s)) 1+A(g(s)-1)

gegeben. Insbesondere gilt

1-2A —2A
Sl(b):( 2A 1+2A)'
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Beweis. Aus der Definition von A, in Sektion [T und aus der Definition von
der Abbildung Sy in Sektion I ergibt sich fiir jedes s € [-b, b]

Si(s) = exp([: Al(t)dt) = exp([: g’(t)A( _11 _11 )dt).

¢
Sy:[-b,b] >t~ exp(f Al(s)ds) e C2*2 ist Losung von S’ = A;(t)S mit An-
-b

10 ) X
0 1).Dle Spalten (&) :[-b,b] > C2 und (2):[-b,b] -

C? 16sen die Gleichung

fangswert S(-b) =

(IT1.15) y' = Ai(t)y
mit den Anfangswerten (4 )(=b)=(§).(2)(-b)=(?).
Zur Berechnung der Losungen (Zj,) und ( ,Zf)) beachten wir

A(t) = g’(t)A( Ll ) fiir alle ¢ € [=b, b]

Fiir jede Losung y = (gg) : [-b,b] = C? von der Gleichung (IITH) gelten

yi(t) =g (A (L) +y2(t))
y2(t) =g (O)A(-y1(t) - ya(t))
=—g'(t) Ay (t) + y2(t)),

daher (y1 +y2)'(t) = 0 fur alle t € [a, b], folglich ist y; + y2 konstant auf [-b,b].
Es folgt fiir alle ¢ € [-b,b], dass

w(t) +w(t) =u(0) +w(0)=1+0=1;
damit ergibt sich
w'(t)=g'(t)A-1 fir alle ¢ € [-b,b],

beziehungsweise

u() = u(-b)+ A [ (s)ds =1+ Alg(t) - g(-4) = 1+ Alg(t) - 1),

und
w(t) = 1-u(t)=A(1-g(t)).
Wir erhalten
u(b) = 1-2A
w(b) = 1-wu(b) =2A
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Analog findet man fiir alle ¢ € [-b,b]:

a(t) +a(t) = a(0) +w(0) =0+ 1=1
w(t)=g' @)A1

WD) =a(-b) + [ g/(s)Ads =0+ Alg(r) - 9(-))

w(t) =1-a(t) =1-A(g(t) - g(-b))
und es folgt
u(b) = —2A

und

w(b) =1-a(d) =1+ 2A.

Zusammen

1+ A®g(s)-1)  A(g(s)-1) 1-2A  —2A
51(3):( AL g(9) 1—Ag<g<s>—1>)’ Sl(b)z( 20 1+2A)

O
Proposition II1.11.3. Fir alle A >0 gilt
dim (Ker(H(1,A))) =1.
Beweis. Wegen derselben Argumente wie im Beweis von Proposition TTTT
gilt dim (Ker(H(1,A))) =1, falls H(1,A) # 0. Also geniigt es zu zeigen, dass
H(1,A) 0.

Da g : R - R eine ungerade Abbildung ist, ist g’ : R - R eine gerade Abbildung
und ¢g- ¢’ : R - R eine ungerade Abbildung. Folglich gelten

[las=0. [ otioyis=o

und . b
_[b g'(s)ds=2 [} g'(s)ds =2[g(b) — g(0)] = -2.

Indem dieses in H(1,A) eingesetzt wird, erhdlt man

H(1,A) :( v ){Sl(b) +51(b) [:(51(3))-19’(3)[ds}—( 6 1 )
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o
1-A(g(s)-1)  A(1-g(s)) / L0
o) f b A(Sg() 1+ A9 - 1) )9(5’”3}‘(0 1)
){51(
b
L 5u() (1+A)g )= Ag'(s)g(s)  Ag'(s) - Ag(s)g'(s) )
! b ~Ag'(s) + Ag(s)g'(s)  (1-2A)g'(s) +Ag'(s)g(s)
2(1+A)  -2A 10
{Sl(b)+51(b) 2A  -2(1-A) )}_( 0 1 )
1 1-2A  -2A
0){( 2/ 1+2A)
1-2A  —2A \[ —2(1+A)  -2A 10
+( 2A 1+2A)( 2A —2(1—A))}"(0 1)
0 1-2A  -2A —2(1-A)  2A 10
1 ( 2A 1+2A)+( —2A —2(1+A)) _(0 1)

1-2A-2+2A —2A +2A 10
2A - 2A 1+2A-2-2A ] |0 1

DEINCEY
:_‘1—0)(;2)

(@)
O =
N—

— O

Il
—_
)
N —

i)

O =

O = O =

]

Proposition III1.11.4 (Geometrische Vielfachheit). Sei A # 0 ein Eigenwert
von Ma ., dann ist die Dimension des geometrischen Eigenraums (Ma . — X)71(0)
dazu gleich 1.

Beweis. Um das zu beweisen, muss eine Beziehung zwischen Ker(H (A, A)) und
(Ma.—A)71(0) hergestellt werden. Dazu wird ein Isomorphismus von (Ma . —
A)~H0) auf Ker(H (A, A)) definiert.

e Behauptung: Sei A € C~{0} Eigenwert von Ma .. Es gibt einen Isomorphismus

(Ma,-AN)1(0) —2— {(2)eC?| HAA)(2)=(9)}
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Beweis davon: Sei x € (Ma .—A)71(0). Zu x hat man die Losung vX : [-2,00) - C
der Variationsgleichung (IT4). Damit ist

Ly (Mae=2)1(0) > x — v* e CO([-2,0),C)

ein linearer Operator, weil die Losung der Variationsgleichung linear ist. Die

Abbildungen

Ly © O([-2,0),C) 3 w > () eC([-hb],C?)

w(-+1)

Ly = O([-,0].C%) > (¥) — (U3))ec?

sind linear, also ist L3 o Ly o Ly insgesamt linear.

e Behauptung: Die Gleichung ¢(x) = L3 o Ly o Li(x) definiert eine lineare
Abbildung ¢ von (Ma,—A)"1(0) nach {(&)eC| HA\A)(&)=(3)}.

Beweis davon: Ist x = vg € Y.\ {0} Eigenvektor von Ma . zum Eigenwert A e C~
{0}, also (Ma,.—A)x =0, so liefert Proposition IM7A(i), dass (&) = (Lao L1)x
das Randwertproblem (X.7.d)-(\n. RB.d) fiir n =0 mit ¢ = ({j )(—b) 16st. Also

c= ( 1?,\ 5 )( u )(b) beziehungsweise

0= (i o) (@) ®) = (§9)e = H(\ A)e,

folglich 0 = H(X,A)(Lzo Lyo Ly)x.

e Behauptung: ¢ ist injektiv.
Beweis davon: Sei x € C. \ {0} Eigenvektor zum Eigenwert A, also y € (Ma,. —
A)~1(0), dann gilt p(x) = (}f,)(—b) # (8) wegen Proposition IIT7HA(i), also
©(x) # 0 fiir alle x # 0, das heisst ¢ ist injektiv.
Folglich gilt

1<dim ((Ma,c—-A)7(0)) <dim({(&)eC| HAA)(E)=(3)}) =1

(mit Proposition ITTT und Proposition MITT3). O

Fiir den Beweis, dass die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte —1 und 1
von Ma . gleich 1 sind, bendtigen wir die folgenden Propositionen.

Proposition II1.11.5. Fir A >0 mit P(-1,A) =0 gilt ,P(-1,A) #0.

Beweis. Sei A>0. Fir A e C~ {0,1} gilt

P\ A) = 2(\A)

1
A2\ 1)
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mit

(II1.16) z()\,A):2(1—cosh(22A __1))+AT2()\ 1)

+21A [ smh(?zA\ / % -1 )
2
( —COSh(2 1__))+AT(/\_1)2
+2A\/1—§ Sinh(QA\ll—%).

Mit f:(-00,0)3 A /1-1 =/2L €(0,00) ergibt sich fiir A <0:

2O\ A) = 2(1 - cosh(2A£(N))) + A;(A ~1)2+2AF(\) sinh(2A £ (V).

>/I'—‘

Beachte
POy =t L sy 2 /2 50 v alle Ae (—o0,0)
JENERS oV a1 Hrate e
Fiir A € (-00,0) gilt im Fall P(\,A) =0:
1 aAz()\ A)AQ(A 1) - z(\, A)A2 1
mit

(IIL17) Oyz(\,A) = ~25inh(2A F(A)2AF/())
2A(N-1) - (A-1)2

2
+ A 32

+2AF/(\) sinh(2A F(A))
+2AF(\) cosh(2A F(A)) F/(A)2A.
Fiir A= —1 mit P(~1,A) = 0 ergibt sich
Ovz(=1,A) = 2AF'(A) {2A £(A) cosh(2A £(A)) — sinh(2AF(A))}
Beachte: f/(~1) = 4,/3 > 0.
Fiir alle z > 0 gilt

sinh(z)
cosh(x)

xcosh(z) >sinh(x) beziehungsweise x>

denn g:R>x Zg:fl((ﬁ% € R erfiillt g(0) =0 und

(e s o) (e = () = (=) (e =)

e ey

g'(z) =
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daher g(z) < z fiir alle z > 0.
Damit:

{2Af(-1) cosh(2Af(-1)) —sinh(2Af(-1))} > 0,
es folgt Ohz(-1,A) # 0 und O\P(-1,A) # 0 (fiir A >0 mit P(-1,A)#0). O
Proposition III.11.6. Sei A >0. Es gilt 0, P(1,A) #0.
Beweis. Fiir A € C~ {0,1} und A > 0 seien Ch = cosh(2A 1- 1/)\) und Sh =

sinh(2A\/T=1/X), dann gilt

P(NA)-P(1,A
lim ( ) ( )
A—=1 )\—]_

A#1

P\ A

= lim ( )
A—1 /\—1
A+l

oy 2(1-Ch) + 42 (A -1)>+2A,/1-1/X\'Sh
- A2(X-1)2

A=l

, 2(1-Ch)+2A\/1-1/ASh 1
1 +

Yol AZA2(1 - 1/0)? A

A=l

& P(1,A)

. 16A?2
= lim

A—1 )\2

2(1 - Ch) +2A/1- 1/ Sh] 1
+ .
A=l A

(2A\/1-1/1)*

Man fiigt z = 2A\/1-1/A, C(z) = Ch und S(z) = Sh ein und erhélt

| 2(1-Ch) +2A\/1-1/X'Sh
im
Xt (2Ay/1-1/A)*
27 (1 22 A 28 )] z[z AR ]
=lim—|[l1-(=+=+—+—+)|[+—|=+—=+—+"
20 z4 | 121 41 6! 2411 31 5l
1
1

1 222 224 226 ]

-lim—|-— - — - — — ...

=0 z4 [ 2] 4] 6!

1 222 224 226 ] 1 [ , 2t 28 ]
=lm—[-—-— - — - |+ = |27+ —+ — +
=~0z4 [ 2 24 720

z
z#0
Y A 17, 24 26
=lim— | =2 - o - [ [T
02t L 12 360 z 6 120
VR O PP 2zt 24 26 26
_£1_1')%;-(—Z + 2z )+(—E+E)+(_%+m)...]

o1 ( 24 2z4) ( 26 326) ]
=lm—|{l-—+—|+|-——+—]+
=024 [\ 12 12 360 360
1724 226 ]

=lim—|—=+—+--
=0 24112 360

N S ]
=lim—|—=+—+--
-0 24112 180

z#0
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5]
=lm|—+-—+--
220112 180

Z#
1
S 12’

also gilt:

2(1-Ch) +2A/1-1/A Sh L1
(2A\/1-1/\)* A

. 16A?
0 P(1,A) = %\111% 2

1
16A%. — +1 0.
6 12+ +0
Il

Proposition II1.11.7. (i) Es gibt genau ein A = A, > 0 mit A(A,) = -1,
und es gilt A'(A,) <0.

(ii) Far alle A > 0 hat der Eigenwert 1 des Monodromieoperators Ma, . die
algebraische Vielfachheit 1.

(iii) Der Figenwert —1 von Ma, . hat die algebraische Vielfacheit 1.

Beweis. Zu (i) siche Satz T TOT2.

Zu (ii). Sei A > 0. Da 1 Eigenwert von Ma . ist, ist 1 auch Nullstelle von P(-, A).

Bezeichnet o(1,A) die Ordnung der Nullstelle 1 von P(-,A) und w(1,A) die
Ordnung des Poles 1 der Resolvente von M., so erhalten wir mit Korol-
lar ITIR und Proposition DTTTG

I<w(l,A)<o(1,A) =1,

also w(1,A) = 1. Nach Satz 101.2 [6] hat der Eigenwert 1 von Ma . die Ket-
tenlinge w(1,A) = 1. Deshalb sind der geometrische und der algebraische Ei-
genraum des BEigenwerts 1 gleich. Nach Proposition [ITTT4 haben beide die
Dimension 1.

Zu (iii). Fir A = A, und den Eigenwert -1 von Ma, . ergibt sich wie bei (ii),
unter Verwendung von Korollar IT"98 und Proposition MITTTH, dass

I<w(-1,A,) <o(-1,A,) =1.

Wie bei (ii) folgt, dass die geometrische und algebraische Vielfachheit 1 sind. [

I11.12 Der Weg zum Beweis einer Verzweigung mit
Periodenverdopplung beim Parameter A,

Von Proposition ITIT7 iiber Eigenwerte des Monodromieoperators Ma lasst
sich auf eine Periodenverdoppelungsverzweigung weg von der periodischen Losung
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p:R - R der Gleichungen
(IT1.18) 2'(t) = g(x(t — (1 +8(x(t) + x(t - 2),A)))) A >0,

beim Parameterwert A, schlieflen.

Im Folgendem wird beschrieben, welche Schritte dazu noch auszufithren sind.
Zuerst geht es um Wiederkehrabildungen R(-,A) auf Transversalen zum peri-
odischen Orbit R 3¢+~ p; € C!, mit Fixpunkt py.

Wegen p/(0) # 0 liegt pf, nicht in der abgeschlossene Hyperebene

H:={peC' | p(0)=0}cCt,

und es gilt C'' = H @ Rp),.
Sei A > 0. Da der Halbfluss Fa zur Gleichung (ITIX) auf der Losungsmannig-
faltigkeit

Xa={peC" | ¢'(0) = g(p(-1-3(p(0) +9(-2),A)))}
fiir ¢ > 2 stetig differenzierbar ist [I0] und da fiir den Tangentialraum
Y =T Xa={xeC" | X'(0)=0}

(der unabhéngig von A ist) die Zerlegung C* = H @ Rpj, besteht, gibt es eine
stetige differenzierbare Wiederkehrzeit 7 : Un — (0,00), mit Ux eine offene
Umgebung von py in Xa, mit 7(pg) = 4 und Fa(7(p),p) € Xa n H fir alle
@ € U A-

Die Wiederkehrabbildung

wa:UAN(XaNnH) > XaAnH,

mit wa(p) = Fa(7(p), ) fir alle ¢ e Un n (Xa n H), ist stetig differenzierbar,
und fiir die Abbleitung

Duwa(py):YNnH—>YnH

gilt
Dwa(po)x = Pr(Max) fir alle yYeYnH
mit der Projektion Pr:Y — Y lidngs Rp{ auf H.

Wenn 1 algebraisch einfacher Eigenwert des Monodromieoperators Ma ist (was
fiir alle A > 0 zutrifft), so ist das Spektrum von Dwa(py) gegeben durch

o(Dwa(po)) = o(Ma~ {1}),

und die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte A # 0 stimmen beziiglich
beider Abbildungen Dwa(pg) und Mx iiberein.

Da nun 1 kein Eigenwert von Dwa(pg) ist, ist 0 nicht in Spektrum von

idyng — Dwa(po), und diese Abbildung ist ein Isomorphismus.

Nun miisste mit Hilfe des Satzes iiber Implizite Funktionen gezeigt werden, dass
es Umgebungen I, von A, in R sowie U, von pg in C* gibt, sodass fiir jedes A € I,
die Abbildung wa in Ua N XA nur den Fixpunkt py hat. Dies wiirde bedeuten,
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dass es fiir diese A in der Néhe des periodischen Orbits O = {p; | t € R} keine
weiteren Orbits periodischer Losungen von Gleichung (IITIR) mit einer Periode
nah bei 4 gibt.

Bei der Ausfiihrung dieser Uberlegung ist zu beachten, dass die Wiederkehr-
abbildungen wa unterschiedliche Definitionsbereiche in verschiedenen Losungs-
mannigfaltigkeiten X haben. Gleiches gilt fiir die nun folgende abschlieende
Betrachtung.

Die Iterierten

wQA:{(,DEUAﬂ(XAﬂH)|wA(g0)EuA}—>XAﬁH, A>O,

haben ebenfalls den Fixpunkt pg.
Die Kettenregel sowie die Fixpunktgleichung wa(pg) = po liefern

Dw3 (po) = [Dwa(po)]?,

und A(A)? > 0 ist ein Eigenwert von Dw3 (po) mit der algebraischen Vielfach-
heit a(A(A),A) = 1, welcher bei A = A, den Einheitskreises von innen nach
auBen mit positiver Geschwindigkeit kreuzt.

Fir A # A, nah bei A, ist der Abbildungsgrad [2] von id—w3 auf einer geniigend
kleinen offenen Umgebung Na in pg von XA n H gegeben durch

deg(id — w3, Na,0) = (-1)%*)

mit
B(A) = Y a(\A),
AeA
A = {Xea(Dwilpo) n (1, ))},
a(\,A) die algebraische Vielfachheit von \ als Eigenwert von Dw3 (po).

Der Abbildungsgrad von id — w?% &ndert sich also bei A = A, um den Wert 1.
Hieraus folgt mit Hilfe der Homotopie-Eigenschaft des Abbildungsgrads, dass
bei A = A, vom Fixpunkt py eine Schar von Fixpunkten pa # pg, A = 3(5),
le] < 1, von w3 abzweigt. Diese kénnen nach den fritheren Bemerkungen keine
Fixpunkte von wa sein, und sie definieren periodische Losungen pa mit Perioden
ga nah bei 2-4 = 8 ; die Orbits dieser periodischen Losungen liegen nah beim
Orbit O = {p, € C* | t e R}. Die "doppelte Periode"ga ~ 8 ist auch die minimale
Periode von pa. (Andernfalls wére ga/2 ~ 4 auch eine Periode von pa. Mit Hilfe
der Néhe der Orbits zu O ergdbe sich der Widerspruch, dass pap = ¢a # po ein
Fixpunkt von wa wére.)
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Sei B ein Banachraum iiber R in diesem Anhang.

Definition A.1. M c B ist eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit,
falls gilt:
B = By ® By, mit abgeschlossenen Unterraumen By, Bs, und zu jedem p € M
existieren eine offene Umgebung N und ein C'-Diffeomorphismus ® : N —
B; & By mit

OG(NnM)=d(N)n By.

Dabei heiffit & Ct-Diffeomorphismus, falls V= ®(N) offen, ® stetig differen-
zierbar, ® injektiv, ®1:V — B stetig differenzierbar.

Definition A.2 (Tangentialkegel). Sei M ¢ B, p e M. Ein Tangentenvektor an
M im Punkt p ist ein Vektor v = ¢/(0) € B, mit einer stetig differenzierbaren
Kurve c¢: I - B, I <R offenes Intervall, 0€ I, ¢(0) =p, c¢(I) < M.

Der Tangentialkegel T, M ist die Menge alle Tangentialvektoren an M im Punkt
.

Bemerkung A.3. T,M # @. (da fir c: (-1,1) 3t~ pe M gilt: 0= c'(0) €
T,M.)

Ferner gilt RT,M cT,M.

Ist M C'- Untermannigfaltigkeit von B wie oben, so ist jeder Tangentialkegel

T,M c B ein abgeschlossener Unterraum von B, der topologisch isomorph zu
Bl 18t.

Definition A.4. Im Fall dim(B;) < oo hat M die Dimension dim(M) :=
Im Fall dim(Bsy) < oo hat M die Kodimension codim(M) := dim(Bz).

Definition A.5 (Stetig differenzierbare Abbildungen auf Untermannigfaltigkei-
ten). Sei M < B C'- Untermannigfaltigkeit. Sei U € M offen (in der Relativto-

pologie)

(i)  FEine Abbildung f : U — R™ heifit stetig differenzierbar, falls fir jedes p e M
und ein ® wie in Definition A1 und mit N ¢ U die Abbildung

VnB;> b1 = f(q)_l(bl)) e R
stetig differenzierbar ist.

(i) Ist M < B eine (weitere) CL-Untermannigfaltigkeit, so heift eine Abbildung
f:U — M stetig differenzierbar, falls fiir jedes p € M ein ® wie in Definiti-
on @ mit N < U und ein ®:U - By ® By zu p= f(p) gemifp Definition A1
existieren, sodass die Abbildung

(bye VB | f(® ' (b)) €U} 3by v Pry®(f(®'(by))) € By,

65
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mit der durch B = B, & B gegebenen Projektion Pr,:B->B lingst By auf By,
stetig differenzierbar ist.

(i) Ist f:U — R™ stetig differenzierbar, so ist fir jedes p € U die Ableitung
Df(p):T,M - R"

gegeben durch
Df(p)v=(f°c)(0),

mat einer beliebigen stetig differenzierbaren Kurve ¢ : I — B, fur die gilt:

offen, 0e I, c(I)cU (c M), ¢(0) =p, v=c(0).

(iv) Ist f:U - M stetig differenzierbar, so ist fir jedes p e U die Ableitung
Df(p):T,M — B

wie in (1) gegeben.

Bemerkung A.6. (i) Df(p)T,M < TjM;

(i1) Df(p) ist stetig und linear.

Sei nun S: [0,00) x B 2 — B ein Halbfluss [1]. Eine ganze Flusslinie von S ist
eine Abbildung ¢ : R - B mit [0, 00) xg(R) € Q und S(t,q(u)) = q(t+u) fiir alle
u € R und alle ¢ > 0. ¢ heifit periodisch mit Periode w > 0, falls q(t + w) = ¢(¢)
fiir alle ¢ e R.

Der periodische Orbit O, = ¢(R) = ¢([0,w)) heifit stabil und exponentiell attrak-
tiv mit asymptotischer Phase, wenn es eine Umgebung V' von O,, Konstanten
¢>0und € > 0, sowie eine Abbildung «: V' — [0,w) gibt mit [0,00) x V' €  und

1St 1) —q(t + (1)) < ce™ dist (v, Oy)

fiir alle ¢ € V und alle £ > 0.



B Komplexifizierung

Definition B.1. Sei (E,+,-) ein reeller Vektorraum und T : E — E ein linearer
Operator.

(i)  Der komplexifizierte C-Vektorraum (Eg,+c,-c) ist durch die Menge
E¢ = E x E gegeben mit den Operationen

+c Ec x E¢ — E¢
((z1,22), (Y1,92)) = (T1+22,91 +12)

ok Cx Ec — Ec
(a+1iB,(z1,22)) + (ax - Pry,ary+ fry).

(ii) Falls E normiert ist, wird Ec mit der Norm

(21 22)lc = sup [ cos(0) + asin(0) |

—m<o<T
versehen.

(iii) Der komplexifizierte Operator von T ist durch
Tc: Ec > (x1,22) = (Tx,Txy) € E¢

gegeben.

Bemerkung B.2. Sei (E,-,+) ein reeller Vektoraum und (Ec,-c,+c) seine
Komplexifizierung.

(i)  Fir alle 1,79 € E gilt die Abschétzung
max{ |21 g, [ 22l g} < (21, 22)[c < 21] g + [22] o

(ii) FE ist ein Banachraum genau dann, wenn Ec ein Banachraum ist.

(i) Sei T ein stetiger linearer Operator, dann ist auch T¢ ein stetiger linearer
Operator mit |T| = ||Tc| und Ker(T¢) = (Ker(T))c.

(iv) Sei T kompakt, so ist Te auch kompakt.

Dabei heifit ein linearer Operator in einem normierten Raum kompakt, wenn
er beschrankte Mengen in Mengen mit kompaktem Abschluss abbildet.

Beweis. (iv) Sei B beschrinkt in Ec. Wegen Teil (i) gibt es r > 0 mit
|zi|e < [(21,22)|c < r fiur alle (z1,25) € B und i =1,2.

Die Menge Bg := {x € E | ||z|g < r} ist beschrénkt, daher ist T'Bgr kompakt
(weil T" kompakt ist).
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AuBerdem gilt Tec B € TBr xTBg (wegen Te(by,by) = (Thy,Thy) € TBr xTBg).
Zu zeigen: Jede Folge in Te B hat eine konvergente Teilfolge. Sei (14, T2n )nen
Folge in T B, dann ist (21, )ney Folge in T'Bg, hat daher eine konvergente Teil-
folge (71n,)jenv. Nun betrachte (w2y, ) je; ist Folge in T'Bg, hat daher konvergente
Teilfolge (:cgnjk )ken- Die Folge (xlnjk ) Ton;, )ken konvergiert dann in E¢, wie man
wegen Teil (i) leicht sieht. O

Im Folgenden wird gezeigt, dass komplexifizierte Losungsoperatoren zu linearen
Differenzialgleichungen mit Verzogerung konjugiert sind zu Losungsoperatoren,
die mit komplexwertigen Losungen der Differenzialgleichung definiert sind.

Komplexwertige stetig differenzierbare Funktionen z : I — C, I ¢ R, definiert
man dadurch, dass Reoz und I'moz stetig differenzierbar sind, wobei Re : C - R
und I/m : C - R linear beziiglich C als R-Vektorraum sind. In diesem Fall

definiert man
2'(t) == (Reoz) (t)+i(Imo 2)'(t).

Seien a : R - R, b: R - R, ¢: R > R stetig, dann existiert zu jedem ¢ € C
genau eine Losung x : [-2,00) - R des Anfangswertproblems

(B.1) x'(t) a(t)x(t) +b(t)x(t - 1)+ c(t)z(t —2) fir alle ¢ >0
(B.2) Ty = ¢,

némlich eine stetige Abbildung x?, mit %|[o ) differenzierbar, sodass 2#|[o, )
die Differentialgleichung (B) erfiillt und xy = ¢ gilt. Dies zeigt man dhnlich
wie in Abschnitt I mit Hilfe der Formel

t
z(t) =U(t,n)xz(n) + f UL, s)[b(s)x(s—1)+c(s)x(s—2)]ds
fiir alle n € Ny und alle ¢ € [n,n + 1], mit den durch
U(t, s)E = els adug fiir alle s,teR und alle € € R

gegebenen Losungsoperatoren U(t, s) : R — R zur gewohnlichen Differenzialglei-
chung x'(t) = a(t)x(t).
Wir definieren Losungsoperatoren zum Anfangswertproblem (B)-(BZ2) durch

T,:CsprafeC, t20.

Jeder Losungsoperator ist linear und stetig.
In Abschnitt T3 wurde der Banachraum C, der stetigen komplexwertigen
Funktionen ¢ : [-2,0] - C eingefiihrt, mit |[(||c, = max |((t)].

~2<t<0
Komplexwertige Losungen z : [-2,00) - C des Anfangswertproblems

(B.3) 2'(t) a(t)z(t)+b(t)z(t-1) +c(t)z(t-2) fir alle t>0
(B.4) Z9 = G

sind definiert als stetige Funktionen, deren Einschrankungen auf [0, co) differen-
zierbar sind und Gleichung (BZ3) geniigen und die die Anfangsbedingung (B-)
erfiillen.
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Dabei sind Segmente z; : [-2,0] - C, t >0, von z durch z,(s) = z(t + s) fiir alle
s € [-2,0] definiert.

Bemerkung B.3. z : [-2,00) — C ist genau dann Liosung von (BZ3), wenn
Reoz und Imo z beide Losungen von (Bl) sind. Zu jedem ¢ € C,. gibt es genau
eine Losung z : [-2,00) - C des Anfangswertproblems (B23)- (B4).

Die eindeutige Losung aus der obigen Bemerkung wird mit 2¢ bezeichnet. Zum
Anfangswerproblem (B33)-(B=) betrachten wir die Losungoperatoren

Tc7t:C’caC'—>zf€Cc, t>0.

Die Beziehung zwischen den Losungsoperatoren 7; und 7., ldsst sich mit dem
Isomorphismus J : C[-20] - (R[-2.0]) ¢,

JC=(Reo(,Imo() fiir alle ¢ e CI201,
beschreiben. Es gilt
(J () (t) = x(t) +in(t) fiir alle x,n € RE20) und fiir alle ¢ € [-2,0].

J induziert einen topologischen Isomorphismus Jy: C.3 ( ~ J( € Cc.
Proposition B.4. Fir allet >0 gilt JyoTey =Tic o Jy.

Beweis. Seit >0, (e€C.; (x,n):=Jo(, also x = Reo und = Imo (.
Setze u := xX und v := 27. Es gilt

Tyc(Joo Q) = (Tix, Tim).

Fiir die Losung 2¢ : [-2,00) - C von (B33)-(B4) gilt (siehe Bemerkung oben):
Re o z¢ und I'm o 2¢ sind beide Losungen von (B).

Beachte: (Reoz¢)g = Reo( = x und (Imoz¢)y = Imo( = 0. Es folgt (Eindeutigkeit
der Losungen zu (B)- (B2)), dass fiir alle s > -2 gilt

25(s) = (Reo 2°)(s) +i(Imo 2%)(s) = 2X(s) +ix"(s).

Daher ist z°(u) = 2)X(u) + iz} (u) fiir alle u € [-2,0].
Also,

Jo(TiC) = (Reo 25, Imo 25 = (2, 2)) = (Tyx, Tin) = Toc(x.n) = Tic(Jo).

O

B.1 Anwendungen

Sei
Yoi={peC. | ¢'(0)=0}.

Folgerung B.5. J induziert einen topologischen Isomorphismus J; von C! auf
(CY¢ und von Y, auf Ye. Fir alle p €Y, gilt Jy(M.p) = Mc(J1p).



C Spektrale Eigenschaften kompakter Operatoren

Definition C.1 (Spektrum). Sei (E, |-|) ein reeller Banachraum und L : E - E
ein linearer stetiger Operator, dann ist das Spektrum o(L)von L definiert als
das Spektrum o(Lc) der Komplexifizierung L¢ : Ec — Ec von L,

o(Lc):={AeC | (Lc— ) ist nicht bijektiv}

Sei V' ein C-Vektoraum und L :V — V linearer Operator.
Ein Eigenwert von L ist ein A € C, so dass ein v € V' \ {0} existiert mit Lv = \v.
Der geometrische Eigenraum von L zum Eigenwert A € C von L ist

Eyx={veV | Lv=X}={veV | (L-X)v=0}=Ker(L-\).

Fiir die Kerne der Iterierten gilt

Ey=Ker(L-M)c...cKer(L-AI)! c Ker(L-\I )"t c...c...V fiir alle j e N.

Bemerkung C.2. [11, Theorem VI.2.5] Sei B ein unendlichdimensionaler
Banachraum tiber C und T : B - B linear, stetig und kompakt.

Das Spektrum o(T) c C ist kompakt mit 0 € o(T') und hichstens abzihlbar.
Jedes A € o(T) N {0} ist Eigenwert und isolierter Punkt des Spektrums. Es gibt
ein kleinstes n = n(\) € N mit

Ker(T - M\ )7 = Ker(T = XI)" fiir alle j € N mit j>n,

dimKer(T = A\)" < o0,

Ker(T — A )™ ist positiv invariant unter T'. Ferner existiert ein unter T' positiv
invarianter abgeschlossener Unterraum N(X) € B mit

B=N(\)®Ker(T - \I)"™.
Fiir A € o(T) ~ {0} heifit der endlichdimensionale Unterraum
Gy = Ker(T - AI)"™

verallgemeinerter Eigenraum von 7' zum Eigenwert .
Im Fall 0(T") = {0,1} gibt es einen abgeschlossenen, unter 7" positiv invarianten
Unterraum Gy € B (von endlicher Kodimension) mit

B=G0@G1.
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