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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit befal3t sich mit elliptischen semilinearen Randwertaufgaben, die
in vielen Gebieten der Mathematik und der Naturwissenschaften auftreten. Unser Inter-
esse daran wurde geweckt durch Anwendungen in der Biologie. Die Dyrcdrarkotak-
tischer Systemwird durch ein System parabolischer partieller Differentialgleichungen
modelliert, wie es zum Beispiel Keller und Seg&f] vorschlugen. Numerische Expe-
rimente lassen diese Art von Systemen als geeignet erscheinen, bestimmte Wanderungs-
und Wachstumsphanomene in der Zellbiologie zu beschreiben, bei denen komplexe Pro-
zesse der Musterbildung auftreten. Der Typ von Gleichung, den wir hier untersuchen
wollen, hat als Lésungen die stationaren Zustdnde solcher Dynamischen Sy26me [
Andere Gebiete, in denen Gleichungen dieses Typs auftaucheadimdtor-inhibitor
Systeme, die zum Beispiel von Gierer und Meinhaldk RP9] untersucht wurden, Diffe-
rentialgeometrische Fragestellungen und Schrédinger-Operatoren.

Fir ein Gebie2 in RN, eine reellwertige Funktiorf aufR mit lim{_, f(t) = co
und einen positiven Parametebetrachten wir das Neumann-Problem

—d?Au+u = f(u) inQ

(GL)g u
— =0 aufo
ov

wobeidu/dv die Ableitung beztiglich der auf3eren Normalenrichtung bedeuten soll. Wir
lassen dabei nur solchk zu, die eine Variationsformulierung va®sL)y erlauben, das
heil3t, wir fordern wenigstens Holderstetigkeit und bestimmte Wachstumsbeschrankun-
gen. Aul3erdem interessieren wir uns hier fur positive Lésungen, was uns veranlaf3t, von
vornherein Funktionerf zu betrachten, die auf der negativen Halbachse verschwinden.
Unsere Ergebnisse beziehen sich auf denktaiher Parameterwertd > 0.

Sei F die Stammfunktion vorf mit F(0) = 0, also

t
F) :/ f(s)ds.
0

Dasfreie Energiefunktional glvon (GL)q auf dem Sobolev-Raurd 1(Q) ist dann gege-
ben durch die Abbildundq: H1($2) — R mit

Jy(u) = %/g(dZWUIZ—I—uZ)dZ—fQF(u)dz.

Die Lésungen voriGL)q4 in H1(RQ) sind genau die kritischen Punkte vdg, also Punkte

u e HY(Q) mit DJy4(u) = 0. Dies ist eine mdgliche Formulierung als Variationsproblem,
hat aber den Nachteil, dal§ indefinit ist und direkte Variationsmethoden nicht anwend-
bar sind. Daher versucht man, geeignete Funktionale auf Untermannigfaltigkeiten des
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H1(Q) zu betrachten, so daR die Werte nach unten beschrénkt sind, und so daR deren
kritische Punkte auch genau die gesuchten Lésungen liefern.

Ein frihes Resultat von Berestycki und Lior®} ist ein Beispiel dafir. Es liefert die
Existenz von Grundlésungegrpund state solutiondiir & = RN undd = 1, das heiR3t
von nichttrivialen Lésungen mit minimaler Energie. Sie erhalten diese als die Minima der

Einschrankung von
/ |IVul?dz
RN

/ (F(u) — }uz) dz= 1} ,
RN 2

wobei Losungen aus kritischen Punkten durch eine Skalierung hervorgehen. Im Falle von
Q # @ und f (t) = tP~1 mit geeignetenp zeigen Wang38, 39] und Estebani3] die
Existenz einer Grundldsung (aulgast energy solutiogenannt) durch Minimierung des
Funktionals

auf die Menge

{ue HI®RY)

f (d?|vul? 4+ u?) dz
Q

auf der Menge

{u e HY(Q) ‘ /|u|pdz=1} .
Q

Hier mussen die kritischen Punkte wieder skaliert werden, um Lésunge(Gilon zu
erhalten, was nur wegen der homogenen Nichtlinearitat moglich ist.

Lin, Ni und Takagi R6, 31] hingegen arbeiten mit dem freien Funktiordglund er-
halten eine Losung kleinster Energie aus deountain pass theorewon Ambrosetti und
Rabinowitz b]. Auch wir betrachten das freie Energiefunktional, schranken es aber auf
die Nehari-Mannigfaltigkeit

{ue HYQ) | DIg(uw)[u] = 0,u # 0}

ein, wo es nur positive Werte annimmt. Dieser Ansatz wurde fir DirichletRandbedingun-
gen von Benci und Ceram8] ausgearbeitet und von Ackermanh R] auf Neumann-
Randbedingungen lbertragen.

In allen Fallen kann man fur Losungen kleiner Energigederenergetische Losun-
gen s.u.) fird — 0 eine Konzentration ihrer Masse beobachten, im Neumann-Fall am
Rand des Gebietes (im Dirichlet-Fall im Innern). Allgemeiner gilt das sogar fur Funktio-
nen aus geeigneten Subniveaumengeties eingeschrankten Energiefunktionals. Dies
wird von vielen Autoren ausgenutzt, um beim Neumann-Problem aus der Topologie von
02 untere Schranken fir die Anzahl der niederenergetischen Losungen zu finden (bei
Dirichlet-Randbedingungen betrachtet man die Topologie RpnMan geht dabei wie
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folgt vor: Mit Hilfe einer Grundidsung auf de®N konstruiert man eine Einbettung
von 0€2 in eine Subniveaumengk des eingeschrankten Energiefunktionals. Dann kon-
struiert man mit Hilfe der Konzentration der Elemente A in der Nahe vord 2, zum
Beispiel mit einer Schwerpunktabbildung, eine AbbildyhgA — U, (9£2), so dalv 2

ein Deformationsretrakt vob,(0€2) ist. Daraus folgt, daB<2 homdomorph zu einem
Retrakt vonA ist, dal3 also die Topologie voit mindestens so reichhaltig ist wie die von
0<2. Das liefert, zum Beispiel mit Hilfe der Liusternik-Snirel'man-Kategorie, eine untere
Schranke fur die Anzahl der kritischen Punkte des Energiefunktion&sZiuerst scheint
diese Idee bei Bahri und Corof][aufzutauchen (mit kritischer Nichtlinearitat). Weitere
Arbeiten hierzu sind Benci und CeranT, [8], Mancini und Musina 27], Wang [38, 39

und Ackermannl, 2].

Eine ganz andere Frage ist die nach den qualitativen Eigenschaften von Losungen von
(GL)q, insbesondere von niederenergetischen Losungen. Hier ist die Arbeit von Ni und
Takagi B1] wegweisend, in der gezeigt wird, dal3 nach Umskalierungen die Lésungen
von (GL)g fiir kleined in C2 . wie die Grundlosungen ai&N, eingeschrankt auf den
HaIbraumRﬂ, aussehen. Das bedeutet insbesondere, sie sind positiv und haben genau
ein Maximum aufQ. Dieses Maximum wird auRerdem a2 angenommen. (Im Falle
einer kritischen Nichtlinearitat wird dies i3Q] gezeigt). Hier taucht eine Abschéatzung
auf, die von den Werten der mittleren Krimmuhg 022 — R von Q2 abhangt, und
dies ist der Anlal3 fur die Frage, welche Rolle die GeometrieaQr(im Gegensatz zur
Topologie, wie oben betrachtet) in diesem Zusammenhang spielt. Ni und T&2hgi [
Adimurthi, Pacella und Yadaval] und Wang f0] zeigen, daf’ die Lésungen Kleinster
Energie sich in Punkten konzentrieren, an denen die mittlere KrimmungNanaxi-
mal ist. In Ackermann 1] wird die Existenzvon niederenergetischen Lésungen in der
Néhe von strikten lokalen Maxima vada gezeigt. Gui 18] erweitert dieses Resultat um
den Nachweis der Existenz von Lésungen mit mehreren lokalen Maxima, die jeweils in
der Nahe von Maxima vohl liegen. Diese stellen allerdings keine niederenergetischen
Lésungen mehr dar, sie liegen auf héheren Energieniveaus.

Fur die homogendritische Nichtlinearitat macht Rey35] schlief3lich den ersten
Schritt, auch den Einflu® anderer kritischer Punkte vbrauf den Ort der Konzentra-
tion und die Existenz von Losungen zu untersuchen. Er zeigt, daf fur kleiiedokalen
Maxima von Loésungen in der Nahe der kritischen Punkte k#btiegen, und dal? die
Nichtdegeneriertheit eines kritischen Punktes ¥bdie Existenz von Lésungen bedingt,
mit lokalem Maximum in der N&he.

An dieser Stelle setzt unsere Arbeit an. Wir untersuchesufkritischenFall den
Einfluld der mittleren Krimmung vo#2 auf das Losungsverhalten der niederenergeti-
schen Ldsungen, also derjenigen mit genau einem lokalen Maximum, das2diggt.

Es gelingt uns, fur diese Losungen ahnliche Resultate zu erzielen wigSien[ kriti-

schen Fall liefert. Dabei bemihen wir uns um madglichst grof3e Allgemeinheit. So lassen
wir zu, dal¥2 ein unbeschranktes Gebiet ist und fordern lediglich Glattheit und Kompakt-
heit des Randes. Aul3erdem fordern wir nicht die Homogenitat der Nichtlinearitat. Die
exakte Formulierung unserer Ergebnisse befindet sich im Kapitel

Auch in anderen Zusammenhangen treten die Phanomene einzelner oder mehrerer lo-
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kaler Maxima bei Losungen von elliptischen Gleichungen mit &hnlicher Forni®Li¢y

auf. Diese werden im Falle von autonomen Gleichungen mit Dirichlet-Randbedingungen
von der Geometrie des Gebietes im Innern bedingt, genauer von den kritischen Punkten
der Randabstandsfunktiof]]. Im Falle von nichtautonomen Gleichungen kann ein Po-
tential die Ausbildung von lokalen Maxima bei Lésungen hervorruten17, 23, 33, 34].

Noch eine andere Situation ist der autonome Fall auf einem Symmetrischen @dbiet [
42).
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te ich mich bei Prof. Dr. Thomas Bartsch bedanken, der mich an die Methoden der Varia-
tionsrechnung herangefiihrt hat. Ferner geht mein Dank an Prof. Dr. Hans-Otto Walther
fur die Tatigkeit als Gutachter. Ohne die Unterstiitzung durch meine Frau Lucia Nieb-
ler hatte ich diese Arbeit nicht so bald vollenden kénnen, deshalb gebuihrt ihr mein ganz
besonderer Dank. Unsere Tochter Hannah Lucia Niebler war sehr geduldig und wurde
liebevoll halbtaglich durch die Familie Imani/Parchami betreut.

Meinen Eltern Heide und Heye Ackermann widme ich die Arbeit als Ausdruck des
Dankes dafur, daf3 sie mir das Studium ermdéglichten.




2 Ergebnisse

Unter geeigneten Voraussetzungen an die Nichtlineafrit&#nn(GL)q als ein Variations-
problem mit dem freien Energiefunktiond aufgefal3t werden. Wir verwenden stérkere
Einschrankungen, als dafuir nétig waren, um spater einige genaue asymptotische Abschat-
zungen beweisen zu kénnen.

SeiN > 2 eine ganze Zahl. Deritische Sobolev-Inde®* ist dann 2 = oo falls
N =2und2Z = 2N/(N —2) falls N > 3. SeiQ2 C RN ein Gebiet, a2 nichtleer,
kompakt undC* (eine Erklarung der Notation befindet sich am Ende dieses Kapitels).
Der Kirze halber setzen wig = H1($2). Die Funktionf € CL(R) N C2(R \ {0}) erfiille
die folgenden Bedingungen:

(N1) Farallet < Oist f(t) = 0. Es gibt eintg > 0 mit f (tp) > 0.
(N2) Es gibtC > 0 undps, p2 € (2, 2*) mit p; < pz, so dal3 fur alle > O gilt:
£/ < CaAP3 4tP273).

(N3) Fir f” gelte eine lokale Hoélderbedingung in folgendem Sinne: Es existererD,

a1 € (0,1],q1, 02 > —a1, sodaB fur allel > 0 undty, to € [T/2, 3T /2] gilt:
[£7(t) — £"(t2)| < CAR T+ TR Hjty — 1o

(N4) Es gibtb > 1, so daR fir alle > 0 gilt: tf/(t) > bf(t). Istlediglichb = 1
maoglich, dann muf3 diese Ungleichung strikt sein fir aite O.

(N5) Es gibtby > 2 mittf(t) > bgF (t) fur allet > 0.

Um eine weitere Bedingung zu formulieren, betrachten wir die Gleichung

(SGL)gn —Au+u=fu inRN,

wobei f hier (N1){(N5) erfullen soll. Wie spater ausfuhrlicher diskutiert (siehe Lem-
ma3.5) ist jede Losung voriSGL)xn ausHL(RN) \ {0} stetig, positiv und radialsym-
metrisch beziglich eines PunktesRA', und es existiert eine solche Lésung Wegen
der Translationsinvarianz vaisGL)pn kdnnen wirw radialsymmetrisch beziglich des
Ursprungs wahlen. Wir fordern nun:

(N6) Die Lésungw von (SGL)gn ist bis auf Translationen eindeutig B! (RN)\ {0}, und
die linearisierte Gleichung-Au + u = f’(w)u hat in HY(RN) keine nichttriviale
radialsymmetrische Losung.

10
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Es gilt unter diesen Bedingungen &nDas Funktionally: E — R ist wohldefiniert
und stetig differenzierbar. Wie man zeigen kann (siéei$t fur einen kritischen Punkt
u # 0immerJy(u) > 0 und es existiert

Cg = min{ Jy(u) | DJ4g(u) =0, u#0}>0.

Wir definieren die Konstanten
1
m(oo):—/ (|Vw|2+w2)dz—/ F(w)dz
2 JrN RN

y w'(1z])?zn dz.

TN+ 1Ry
Dann istm(oco) > 0,y > 0 und es gilt
ca = dN(m(c0)/2 + 0(1))

furd — 0[2].

Das Standardskalarprodukt de§ induziert eine Riemannsche Metrik aif2. Den
GradienterivVg einerC*-Funktiong: 3Q — R kénnen wir auRerdem auffassen als eine
FunktionVg: 9Q — RN. Die Abbildung

g — suggl + supVg|
02 a2

definiert eine Norm| - [ c1(5q, und machtC1(8Q) zu einem Banachraum.
Es sei nunH: 9Q — R die mittlere Krimmung des Randes vén Aus derC*-
Differenzierbarkeit vord <2 folgt H € C2(32). Wir beweisen in dieser Arbeit den

Satz. Zu jedeme € (0, m(c0)/2) gibt es @ > 0 mit den folgenden Eigenschaften: Ist
d < dpund

Acg={ueE|DJu) =0, Jg(u) <d"Nm(co) —¢),u # 0}

dann existieren eine BEinbettunghq: 92 — E und eine G-Abbildung Hi: Q2 — R
mit:

a) Acd = Ad(crit(Hg))
b) Jg o Ag = dN(m(oo)/2 — dy (N — 1)Hg).

AuRerdem gilt § — H in C1(8) fird — O.
Fird <dpundue A.qistu e C2(Q) eine klassische Lésung veGL)g, u > O
und u besitzt genau ein lokales Maximunuylin . Es gilt M(u) € 9 und

sup IM(u) — Agt(w)| = O(d)  fiurd — 0.

ueAgd

Die Elemente von Ay nennen wimiederenergetische Lésungen

11
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Die Anwendung dieses Satzes wollen wir nun etwas veranschaulichen. Wir folgen
dabei R4]. Fur eine Teilmeng® C 92 unde > 0 seiU,(D) = {x € 92 | dist(x, D) <
¢ } diee-Umgebung im <.

2.1 Definition. Eine kompakte Teilmeng® C crit(H) heiRtC1-stabile kritische Menge
fur H, wenn zu jedenz > 0 eins > O existiert, so daR fug € C1(dQ) aus|g —
Hllciu,(py =< ¢ folgt, dallg einen kritischen Punkt i), (D) besitzt.

Zum Beispiel sind Mengen, auf denéh strikt lokal maximal oder minimal isiC!-
stabil (hier reicht sogaffg — H|lcop,, < & in Definition 2.1). Ein anderes Beispiel ist
folgendes: Gibt es fur einen isolierten kritischen PuRkton H eine kleine Umgebung
U.(P) mitU.(P)Ncrit(H) = {P} und so, dalR bezlglich einer Karte der Abbildungsgrad
deg VH, U.(P), 0) nicht verschwindet, dann i$P} C!-stabil. Dies trifft insbesondere
auf einen nichtausgearteten kritischen Punkt kbnu.

Mit diesem Begriff 1af3t sich der Satz wie folgt zusammenfassen:

Fur kleined sind die niederenergetischen Losungen ¥3iL)q positiv und
haben genau ein lokales (also auch globales) Maximu®,idas auf dem
Rand angenommen wird. Diese Maxima nahern sichdféi> 0 der Men-

ge der kritischen Punkte voH an. Die Werte des Energiefunktionalg
folgen fur diese Losungen mit umgekehrtem Vorzeichen (bis auf einen Fak-
tor) anndhernd den Werten vah. Das heildt insbesondere, dafl3 die nieder-
energetischen Lésungen kleinster (grofdter) Energie in der N&ahe der Maxima
(Minima) von H ihr Maximum annehmen.

Ist D C crit(H) eine Cl-stabile kritische Menge fiilH, dann gibt es fiir
kleine d jeweils eine Losunglg von (GL)q4, so dald sich die zugehdrigen
Maxima vonug der MengeD nahern fiurd — 0.

Die Ergebnisse ind1] liefern eine noch detailliertere Beschreibung der niederenerge-
tischen Losungen. Es wird gezeigt, daf} eine Losumgit Maximum in P € 92 sich
in CI%C verhalt wiew((z — P)/d) wennd Klein ist. Auf3erdem fallen L6sungen mit dem
Abstand zu ihrem Maximalpunkt exponentiell ab.

Die Bedingung(N1) schlief3t Trivialitaten aus und sichert im Wesentlichen, daf3 wir
nur positive nichttriviale Losungen erhalter?]. Funktionen f, die (N2) und (N4) er-
fullen, habensubkritisches Wachstuomd sind, wie man leicht siehsuperlinear(das
heil3t, es gilt lim_ » f(t)/t = o0). Zusammen mit der Differenzierbarkeit vdnfolgt
hieraus, dalRGL)q ein Variationsproblem ist, und dal3 die Nehari-Mannigfaltigkeit glatt
ist (Abschnitt3.1und [2]). Dort, wo f (t) > O gilt, ist f (t)/t streng wachsend. Es gibt
daher einen eindeutig bestimmten positiven Fixpunkbn f. Die lokale Holderstetig-
keit von f bendtigen wir, um ausreichende Differenzierbarkeitfizu erreichen, und fir
eine asymptotische Abschatzung der Werte des Energiefunktionals (siehe Ab&@nitt
Die Bedingung(N5) ist eine Standardvoraussetzung fur die Sicherung der Palais-Smale
Bedingung, mit der man Konvergenz gegen kritische Punkte des Energiefunktionals si-
chert p]. Sie folgt augN4) mit bp = b + 1, wennb > 1 gewahlt werden kann.

12



N. Ackermann 2 Ergebnisse

Unsere Bedingun@\4) ist schwécher als die entsprechende Bedingung (f232h [
Dennoch bleibt, wie inZ] gezeigt, die Diskussion in Anhang B vo87] auch in unse-
rem allgemeineren Fall gultig, das heif3t, wir kénnen die Ergebnisse3&rud [31]
in unserer Arbeit verwenden. Zu Bedingufid6) bemerken wir, dal} sie wegen der Dis-
kussion in B2] Aquivalent ist zu der Forderung, dal3 der linearisierte Differentialoperator
—A+1d— f/(w) auf dem Raunt. 2(RN) der radialsymmetrischen Funktionen eine stetige
Inverse besitzt.

Das Standardbeispiel fur zulassige Funktiorfeist eine Summe von Potenzfunktio-
nen. Seiem € N, rj € (1,2 —1)undg € R\ {0} furi = 1,...,m. Ferner gelte
r <ro<-.-- <rmundesgebe einen Indéxe {1,...,m} mitg < Oflri < kund
a > O0flri > k. Wirsetzenpy =r1+1,p2o=rm+1,01=21,g=p —3(@1=1,2)
undb = rk. Es ist leicht zu sehen, dafl3 dann fiir die Funktion

F(t) = 0 t<0
| XLatn t=0

die BedingungeriN1)+(N4) erfullt sind. Aus der Bemerkung oben folgt, dal3 a(kib)
gilt. Problematisch ist nur Bedingur{®{6), da noch keine Charakterisierung von Funk-
tionen f bekanntist, fur die sie gilt. Wie irB2] bemerkt, ist es ausreichend, zum Beispiel
m = 2,a; < 0 unda; = 1 zu verlangen. Fir weitere Ergebnisse zur Eindeutigkeitwon
verweisen wir auf28] und [11].

Der Spezialfall f (t) = tP~! mit p € (2, 2*) und beschranktem Gebi€t wurde
kdrzlich von Li [24] mit anderen Methoden behandelt. Er wendet eine spezielle Form
des Satzes uber implizite Funktionen an, macht dabei aber in seinen Rechnungen und
Abschatzungen wesentlichen Gebrauch von der explizit gegebenen Forin wonGe-
gensatz dazu verfolgen wir einen eher geometrischen Ansatz, der uns nattrlicher zu sein
scheint und insbesondere keine Abschéatzungen so spezieller Natur R enfprdert.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitstellen wir die Grundideen
des Beweises des Satzes dar. Er stitzt sich auf vier Aussagen, die in den Unterabschnitten
von Kapitel4 bewiesen werden. KapitBlbesteht aus den Beweisen von technischen Aus-
sagen, die wir aus dem Hauptstrang der Argumentation in Kapiaeisgelagert haben.

Der Bequemlichkeit halber haben wir aber die Formulierung einiger dieser Hilfsmittel
dort zitiert, wo sie zuerst im Hauptteil benétigt werden.

Notation. Der RauniRN sei mit dem Standardskalarprodyki - )pn ausgestattet. In end-
lichdimensionalen Vektorrdumen schreiben wir fir die Norm FirR > 0,k € N und
z e RK bezeichneB‘,;(z) die abgeschlossene Kugelltf mit RadiusR und Mittelpunktz.
Im Falle vonk = N entfallt der obere Index. Fur eine Teilmendedes Vektorraumek
bezeichnelJ] die Lineare Hille. In einem Innenproduktrautschreiben wir das Ska-
larprodukt alg( -, - ) g, und Normen in undendlichdimensionalen Vektorraumen schreiben
wirals|| - |.

Fur zwei normierte RaumE und F bezeichnen wir di&-linearen stetigen Abbildun-
gen vonE nachF mit LK(E, F) und lassen den Inddxfort fir k = 1. Im Falle von
E = F schreiben wir aucltk(E) anstattCK(E, F). Die Anwendung einer linearen Ab-

13
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bildung A auf ein Elemenk bezeichnen wir h&ufig mi#\[x], um sie von der Anwendung
auf Argumente mit nichtlinearer Abhangigkeit abzusetzen.

Fur zwei Banach-MannigfaltigkeiteX und Y bezeichnen wir die Menge d&ffach
differenzierbaren Abbildungen voxX nachY mit CK(X, Y) und lassen den Indexfort
fur k = 0. Im Falle vonY = R schreiben wir aucitk(X) anstattCK(X, R).

Sind E und F Banachraumef e C2(E, F) undu € E, dann ist also Bf (u) €
L2(E, F). Fir einv € E istdann B f (u)[v] € L(E, F) gegeben durch

(D2 f ([v])[w] = D f (u)[v, w] .

Ist E auBerdem ein Hilbertraum urfd = R, dann identifizieren wi(E, R) = E und
D?f(u) = D(V f)(u) € L(E, E).

Die Menge der kritischen Punkte einer differenzierbaren Abbildtibgzeichnen wir
mit crit( f).

Fir eine offene Meng® < RN bezeichneHK(D) = WK-2(D) den Sobolev-Raum
der Ordnungk mit Exponent 2 (siehe z.B1f)).

14



3 Die endlichdimensionale Reduktion

Die zentrale Aussage des Satzes ist die Reduktion des Problems, die kritischen Punkte
des Energiefunktionaldy zu finden, auf das endlichdimensionale Problem, die kritischen
Punkte einer geeigneten Abbilduiky : 92 — R zu finden. Die Konvergenkly — H

in C1(0Q) liefert uns dann die Handhabe, Existenz- und Lokalisierungsaussagen uber
niederenergetische Losungen zu machen.

Die endlichdimensionale Reduktion beruht im Kern auf der Nichtdegeneriertheit nach
Bedingung(N6). Sie kommt zum tragen, da unser Augenmerk in dieser Arbeit auf dem
Grenzfalld — 0 liegt. Durch eine Skalierung vaitGL)g erreichen wir eine aquivalente
Formulierung, bei def2 als Variable Grél3e auftritt und das Energiefunktional in seiner
Form unabh&ngig vod ist. Die Methode ist wohlbekannt, wir werden sie im ersten
Abschnitt dieses Kapitels darstellen. lhr Vorteil liegt darin, dal3 sich die Situation dann
wegen der Glattheit vofS2 in einem bestimmten Sinne dem Problem auf dem Halbraum
RE = {z € RN | zy > 0} ann&hert und deshalb, wie oben erwéhnt, die Eigenschaften
der Grundlésunge das asymptotische Verhalten des skalierten Funktiofalsestim-
men.

Schliellich zeigen wir im zweiten Abschnitt die Idee, wie in der skalierten Situation
mit Hilfe von Transversalitats- und Nichtdegeneriertheitseigenschaften die Reduktion des
Variationsproblems auf ein endlichdimensionales Problem erfolgt, und wir Gbersetzen
diese Aussage in die Ausgangssituation.

3.1 Skalierung
Wir betrachten fiir ein Gebidd < RN mit glattem Rand die elliptische Gleichung

—Au+u= f(u in D

SGL
( o 8—u =0 aufoD
ov

und schreiben ab jetEp = HY(D). Lésungen vor(SGL)p in Ep sind dann genau die
kritischen Punkte des Funktiondls: Ep — R mit

ID(u):%/D(|Vu|2+u2)dz—/DF(u)dz.

Eine wichtige Rolle spielt die Existenz der Sobolev-Einbettunggn— LP(D) fir
p € [2,2], falls N > 3 qilt, und fur p € [2, o0) falls N = 2 ist. Die Einbettungskon-
stante hangt dabei lediglich vgmund von der Kegelbedingung vdm ab [3].
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3 Die endlichdimensionale Reduktion N. Ackermann

Wir fihren noch einige weitere Bezeichnungen ein. Fur eine reelle Funksenu
der positive Anteil, also,. = max{0, u}. Es seien

Ep={ueEp|u;#0)

undLp: Ep — R gegeben durch

Lo(u) = Dip(u[u] =/(|Vu|2+u2)dz—/ f(uudz.
D D

Ferner setzen wir
Wp={ueEp|u#0,Lp()=0}.
Die Differenzierbarkeit der Funktionale haben wir in der vorliegenden Arbeit bewiesen:

Zitat (Lemma 5.5). Sei D € RN offen und erfiille eine Kegelbedingung. Weiter gelte,
dal DN Br(0) und D\ Br(0) fir gro3e R eine gleichméafige Kegelbedingung erfillen.
Dann sind b und Lp zweimal stetig differenzierbar. Fir @ Ep sind die Normen der
Ableitungen an der Stelle u beschrankt, abhéngig nur von einer oberen Schrarjke fur
der Kegelbedingung von D und von f.
Weiter gilt fir u, v € Ep:
ID?1p(u) — D?Ip ()| < C(L+ [[u+v]|%®)[lu— v]|*?

Mitaz = min{l, p1 — 2} € (0,1], g3 = p2 — 2 — a3 > 0 und einer Konstanten G 0O,
die nur von f und der Kegelbedingung von D abhangt.

Einige wichtige Eigenschaften dieser Gréf3en entnehmer2yiwir zitieren hier die
Lemmata 2.8, 2.9, 2.10, 2.13 und weitere Aussagen:

3.1 Lemma. Die Menge W ist eine G-Mannigfaltigkeit, und es gilt W € Ep. Es
gibt eine G-Abbildungép: Ep — R*, so daREp durch ¢p(u) = &p(u)u auf Wh
abgebildet wird, und so daR die Einschrankung venauf {u € Ep | |lu] = 1} ein
C2-Diffeomorphismus ist.

3.2 Lemma. Es gibt C> 0, so dal? fir ue Wp gilt
Jull = lusll = C.

Dabei hangt C nur von der Kegelbedingung fir D und von f ab. Weiter istaldge-
schlossen in .

3.3 Lemma. Firu € Ep gilt

Ip(u) > ((:—L - i) ull — i||D|D(U)||) full
- 2 Dbg bo '

Ist u € Wp, dann gilt sogar

Iu><£—i)u2
p(u) > 2 by flull= .
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N. Ackermann 3.1 Skalierung

3.4 Lemma. Ist (un) € Ep\{0}, |lun|l und|jun|~1 beschrénkt, lp(un) — Ofiirn — oo,
dann gibt es C> O mit [DLp(un)[un]| > C flr grof3e n.

Die MengeWp ist die Nehari-Mannigfaltigkeit des Funktiondls. Sie umfal3t alle
nichttrivialen kritischen Punkte volp, es gilt sogar:

(3.1) crit(I plwg) = crit(Ip) \ {0} .

Aus den Lemmat&.2und3.3folgt, dal3l p auf Wp nur positive Werte annimmt und von
0 weg beschrankt ist. MKonzentrationsKompaktheitArgumentsieht man 2], dal3

mM(D) =min{Ip(u) Jlue Wp} >0

existiert. Die offenen Subniveaumengen der Einschrankund yosuf Wp wollen wir
fir o € R mit

WE ={ueWp | Ip(U) <a)

bezeichnen.

Ubersichtshalber verwenden wir fiir die Spezialisierun§es= RN, D = Rﬂ und
D=Qg= %Sz stattD in den oben definierten Ausdriicken die Indizes+ undd, d.h.
wir schreibenE, |5 USW.

3.5 Lemma. Das Problem(SGL), besitzt eine Losung € E \ {0} mit den folgenden
Eigenschaften:

a) loo(w) = M(c0)

b) w € C*RN)

c)w=>0

d) w ist radialsymmetrisch beztiglich des Ursprungs

e) es gibt G, C> > O mit |DXw(z)| < Cie= 2@ firze RN und k=0, 1,2, 3,4
f) es giltlim,_ oo|w’(r)|/w(r) = 1, und dahefdjw| < Cw aufRN.

Beweis.Die Existenz einer Losung € E. \ {0} mit minimaler Energiedround state
solution) wurde furN > 3 in [9] bewiesen. Dies kann im allgemeinen Fall auch mit
Hilfe von Proposition 2.12 ind] erreicht werden. Wegen der Wachstums- und Differen-
zierbarkeitsvoraussetzungen aifolgt aus wohlbekannter Regularitatstheorie Ausdgge
(siehe dazu die Hinweise i87], Abschnitt 5). Anwendung des Maximumsprinzips (sie-
he z.B. R6]) liefert ¢). Nun kann man die Aussagei) und e) mit einer Argumentation
wie im Beweis von Theorem 2.1 irB}] beweisen, wobei insbesondere die Arbéi][
von Bedeutung ist. Fifj verweisen wir schlie3lich auf Lemma 1 igg]. O
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3 Die endlichdimensionale Reduktion N. Ackermann

Die BedingungN6) sichert die Eindeutigkeit dieser Losung. Aus der Symmetriewon
folgt weiter, da@wlm das Minimum der Einschrankung von auf W, ist und dal} gilt:

I+ (w) = m(+) = m(c0)/2.
Die eingangs erwéahnte Skalierung v@BL )4 wird durch den Isomorphismus
od: E — Ey4
mit
od(U)(2) = u(d2)
realisiert. Es ergeben sich dann die Beziehungen

Ja(u) = dNlg(og(u))
crit(lq) = og(crit(Jy))

cg =dVm(d) ,

so daf3 wir eine Entsprechung der Losungen ¢Bh)g und (SGL)g4 (d.h. (SGL)gq,) er-
halten. In P] wird gezeigt, dal3 fud — 0

m(d) = m(+) + o(1)
gilt, und wir zitieren auf3erdem noch die Lemmata 3.8 und 3.9 aus dieser Arbeit:

3.6 Lemma. Seien d — O, uy € Eg, \ {0}, [lun|l und lunll~! beschrankt, und es gelte
Lg,(un) — 0. Dann gibt es C> 0 mit [DLg, (un)[un]| > C flr groBe n.

3.7 Lemma. Seien ¢ und u, wie in Lemm&B.6. Dann gilt|1 — &g, (un)| = O(Lg,(un))
firn — oo.

3.2 Beweis des Satzes

Wir definieren flrd > 0 die Abbildungen/y: 029 — Eg durchyq(y)(z) = w(z—y) fur
z € Qq. Wir setzenXy = imageyq und fur§ > 0 seiXqs = {u € Eq | dist(u, Xq) <
5 }. Dann gelten:

3.8 Lemma. Es existiertso > 0, so daR fiir kleine d gilt:yq ist eine C-Einbettung
und Xq.5, €ine normale Tubenumgebung vog. XDas heildt, fur alle ue Xq 5, hat die
Abbildunga2q — R, y — |¥q(y) — u| einen eindeutig bestimmten Minimalpunkt
Ba(u). Die AbbildungBq: Xq,s, — 024 ist eine C-Submersion, und fir alle ¢ 34

ist ﬂd_l(y) eine C2-Untermannigfaltigkeit von E

3.9 Lemma. Es existiertsg > 0 mit den folgenden Eigenschaften: Fur kleine d und
y € 9Qq gilt: W DT < X4 5 und B3 (y) m WO, Das heilt, ¥y = B3 1(y) N
W(;“(d)”" ist eine G-Untermannigfaltigkeit von E Es ist ¥,y # @ und die Einschran-
kung von § auf Yy y hat einen eindeutig bestimmten kritischen Pupkty), ein striktes
Minimum. Die Abbildungg: 9Q4 — W@ ist eine G-Einbettung, ein Schnitt von
Ba. Weiter gilt: sup,cyq, [1¥a(y) — ¢a(y) | = O(d) fiird — 0.
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N. Ackermann 3.2 Beweis des Satzes

3.10 Lemma. Fir P € 9Q und y= P/d € 9Qq gilt:
la(@d(Y)) = m(+) —d(N — 1)y H(P) + o(d)

d o q2N 1y 9 2
@'d(ﬁDd(Y))— d=(N 1)VdPH(P)+0(d)

furd — 0, unabhéngig von P.

3.11 Lemma. Ist ¢ > 0, dann gilt fiir kleine d: Ist ue Eq \ {0} mit Dlg(u) = 0 und
lq(u) < m(co) — ¢ dann folgt ue W(;n(d)“o N C2(Qq), u > 0 auf Qg und u hat genau
ein lokales Maximum Wu) in Q4. Ferner gilt My(u) € 924 und es gibt C> 0 mit
IMg(u) — Bq(u)| < C unabhangig von d und u.

Diese vier Lemmata werden in den vier Unterabschnitten von Kaplielviesen.

Seie € (0, m(c0)/2) und seidyg > 0 so klein, daR fur diesesund furd < dp die
Aussagen der Lemma@8§, 3.9 und 3.11 zutreffen, und so dall maxq, ld(ed(y)) <
m(oco) — ¢ gilt. Das geht wegen Lemm&10und m(+) = m(co)/2. Im folgenden sei
d <dpundZy = ¢q(92q). Wir setzen furP € 92

rd(P) = o3 H(ga(P/d))
und

—1 1J A m
_d(N—l))/(d_N doAd — (+))-

Damit ist Punkt) des Satzes erfillt. Es folgt aus Lem®40

Hq =

1
Hda(P) = —m(ld(ﬁﬂd(P/d)) —m(+)) = H(P) +0o(1)
und
d 1 d d
d—PHd(P) = —md—PM(Qﬂd(P/d)) = EH(P) + 0(1) ,

wobeio(1) unabhéngig vorP fiir d — 0 gilt. Das bedeutetly — H in C1(5).
Um die restlichen Aussagen des Satzes zu zeigen, setzen wir

Acd={ueEq|Dlg(u) =0, lgu) <m(c0) — & u # 0} .

Nach Lemma3.11folgt A, 4 < W(;“(d”so. Ist 14 die Einschrankung vomg auf Zg,
so folgt aus Lemma.9 einerseitsA, g4 C crit(l4). Ist andererseitsi € crit(l4) mit
U = g4(y), dannistu # 0. AusTuWy = TuZg @ TuYd,y und Dr,y,, la(u) = O folgt
sogaru € crit(lq|wy), nach 8.1) also Dig(u) = 0. Nun istd so klein, dafd auchq(u) <
m(oco) — ¢ gilt, demnach alsa € A, 4 ist. Insgesamt folgt

A, g = crit(lg) .
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3 Die endlichdimensionale Reduktion N. Ackermann

Weil ¢4 eine Einbettung ist liefert die Definition vory und Hy
- . 1 . 1 .
crit(la) = @d(crit(lg o ¢d)) = ¢d (a crit(Jq o kd)) = ¢d (a C”t(Hd)> :
Daraus folgt schlief3lich
1~ _1 1 . .
Acd =0y (Acd) =04 "¢d (a Crlt(Hd)> = Ag(crit(Hg)) ;

das ist Aussaga).
Die Qualitativen Aussagen ubere A, 4 folgen aus Lemma&.11 Die Asymptotische
Abschatzung folgt auM (u) = d Mg(og(u)), Agl(u) = dBq(oq(u)) und Aussage).
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4 Konstruktionen

Fur alles Weitere benétigen wir nur noch die skalierten Grof3en. Im ersten Abschnitt die-
ses Kapitels zeigen wir die Existenz der gleichmaBigen Tubenumgebdaggron Xq.
Der Name des zweiten Abschnittes ruhrt daher, dal’ die Konstruktion der Abbildungen
@d, die wir dort zeigen, in jedem Punk von 92 gewissermalien eine Verbesserung der
Néaherungslosungetig(P/d) beinhaltet. Aul3erdem bereiten wir im zweiten Abschnitt
den Beweis der asymptotischen Abschéatzungenigyongg vor, den wir dann im drit-
ten Abschnitt angeben. Der vierte Abschnitt ist kurz und fal3t im wesentlichen bekannte
Ergebnisse uber die qualitativen Eigenschaften von niederenergetischen Losungen zusam-
men, in einer fir uns geeigneten Form.

Wir fihren zunéchst einige Sprechweisen ein. Rste 92, dann wéhlen wir Ko-
ordinaten fUrRN derart, dafP im Ursprung liegt, da@paQ = RN—1 x {0} gilt, daR
die ersterN — 1 Koordinatenrichtunger = (z1, ... , zy_1) eine Orthonormalbasis von
RN-1 pilden, und daR di&l-te Koordinatezy diese zu einer Orthonormalbasis vaf
vervollstandigt. Ferner solty in Richtung des inneren Normalenvektors v in P
zeigen. Es gibt danp; > p» > 0 und eineC*-Abbildung 9p : Bp’\l—l(O) — R, so daR
02 lokal der Graph vor#p ist, genauer, so daf? mit dieser Wahl des Koordinatensystems
gilt:

02 N (B),7H0) x [—p2, p2]) = {(Z, ¥p(2)) | Z € B],H(0)}

und [#p(0)] = |D¥p(0)] = 0. Wegen der Kompaktheit vo#2 kénnen wirp1, p2 als
unabhangig vorP gewahlt annehmen, und es gilt, dai¥¥p| auf B} ~*(0) unabhangig
von P beschrankt ist.

Wahlen wir nun die Koordinatenrichtungém, ... , zy_1) noch als die Hauptnor-
malenrichtungen voAQ in P, daR also diesbeziglich die bilineare Abbildungyp als
Diagonalmatrix darstellbar ist, so sprechen wir @rKoordinaten flra2. Istd > 0,
y € 0Q¢ und P = dy, dann seien dig/-Koordinaten flird2q gegeben durch di®-
Koordinaten furd 2. In y-Koordinaten gilt, da® <24 lokal der Graph vodp g4 ist, wobei
vp.d(Z) = 19p(d2) gesetzt sei. IsP festgehalten, dann schreiben wir haufig avgh
anstattyp 4. Fur alle asymptotischen Abschatzungen, die wir beweisen, gilt, dal3 sie von
P € 92 unabhéngig sind, auch wenn wir das nicht immer explizit erwdhnen.

Wir zitieren zwei technische Hilfsmittel, die beginnend auf Seitéewiesen werden.
Sie begleiten uns in fast Allem, was folgt.

Zitat (Lemma 5.7). Seiue L>®@®RN), und es gebe £Cr > 0 mit|u(z)| < Cre~ 22,
Fur P € 9Q gilt dann in P-Koordinaten:

/u(z)dz:/ u(z)ydz+ O(d)
Qq Rm

21



4 Konstruktionen N. Ackermann

furd — 0, unabhangig von P. Ist insbesondere u bzgl. P-Koordinaten ungerade in einer
Koordinate z (i = 1,..., N — 1), dann folgt

/ u(zydz= 0O(d) .
Qq

Ist u wie oben unad e L2(RN), dann gilt
(U, ) L2gg) = (U, V) 2ty + OG0l L2, -
Zitat (Korollar 5.8). In yg-Koordinaten giltfuri j € {1,..., N — 1} miti # j:

(w, dw)gy = O(d)
(9w, 0jw)gy = O(d)

1
lwl|g, = Euwu'ém + O(d)
1
lgwl2, = Euaiwn%w + 0(d)

Weiter verwenden wir Diffeomorphismen, di€2 lokal begradigen, und zitieren dazu
Lemma 4.3 aus]).

4.1 Lemma. Es gibtpg > 0, so daR fiir jedes R 92 ein Cl-Diffeomorphismu®p exi-
stiert, ®p: B,,(0) — B,,(0), der bezlglich P-Koordinaten die folgenden Eigenschaften
besitzt:

®p(B)7H(0) x {0}) = QN B,y (0)
®p (B, (0) NRY) = 2N B, (0)
D®p(0) = Idgn .

AulRerdem erhaltop Spharen, das heildt es gjlbp(z)| = |z|. Wir setzen¥p = @;1.
Die Familie {D®p}pcjq ist gleichstetig und beschrankt auf,80).

Stillschweigend verwenden wir in den Beweisen die folgende Tatsaché&l éshe
offene Menge eines Banachraumles: 2, g eineCK-Abbildung vonU in einen weiteren
Banachraumx € U und Dg(x) ein Isomorphismus, dann liefert der Satz tUber die Um-
kehrfunktion eine KugeBr(x) € U, auf derg eineCK-Inverse besitzt40]. Dabei hangt
der RadiusR nur von oberen Schranken f{i(Dg(x))~1|| und||D?g|| aufU ab (und von
dist(x, dU)). Weiterhin gibt es obere Schranken ﬂiID"(g_l) | aufg(BRr(X)), die nur von
oberen Schranken fijDg(x))~1|| und |D¥g|| aufU abh&ngen. Eine &hnliche Aussage
gilt auch fiir den Satz tber implizite Funktionen.

4.2 Bemerkunglst X eine Mannigfaltigkeitg € C%(X) undx e X ein kritischer Punkt
von g, dann genugt es, den Morse-Index vgnn x bezuglich einer Karte vorX zu
untersuchen, da diese Grol3e invariant unter Kartentransformationen ist.
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4.1 Die Tubenumgebungen vorKy

Nun zum Beweis von Lemma.8. Zunachst betrachten wirq als Abbildung voriRN in
Eq. Wir haben

Zitat (Lemma 5.4). Sei D € RN offen. Dann ist die Abbildung : RN — Ep mit
Vv (y)(2) = w(z — y) in C3. Die Ableitungen sind gegeben durch

D"y (y) = (=1"D" (¥ (V)
und beschrankt unabhangig von y und D.

Weil w radialsymmetrisch ist mit eindeutig bestimmtem Maximum, folgt au3erdem,
dalRyrq injektiv ist.

Fury e 3Qq gilt in y-Koordinaten: TydQ2q = RN-1 x {0}. Seih e T,dQq mit
Ih| = 1 gegeben. Dann existigkt< N — 1 mit |hgy| = max{ |hj| | 1 <i < N} und
folglich |hx|? > 1/N. Mit Korollar 5.8folgt:

N—-1 N—-1
(4.1) IDYaWINIZ, = | Y higiw| =D hiP1awlZ, + o)
1 1

2
Eq

> %nakwuéw +0(1)>C>0
fir d — 0. Fir kleined ist demnachyg|sq, eine injektive Immersion, also eir@>-
Einbettung (weild Qq kompakt ist). Ferner istD(d|aq,) 2|l unabhangig vorl undy
beschrankt.

Als nachstes zeigen wir, daf? fiir geeignetgs> 0 die MengeXg s, fur kleinesd
eine normale Tubenumgebung véfy ist. Zud > 0 undu € Eq betrachten wir die
Abbildungg: RN — Rg mit g(y) = %Hu — wd<y)||25d. Es gilt: Xq,s ISt genau dann
eine normale Tubenumgebung v, wenn fir jedess € Xq s die Einschrankung der
zugehorigen Abbildung auf 924 genau eine Minimalstelle besitzt, und wenn diese ein
nichtausgearteter kritischer Punkt ist.

Seieny € 924, u undg wie oben. Iny-Koordinaten erhalten wir aus der Darstellung
von dQq als Graph vordg eine Karted: RN=1 — RN fir §Qq, mit ®(Z) = (Z, 94(7))
fur Z nahe bei 0. Ferner gitb (0) = y, D®(0) ist die identische Einbettung va&N 1 in
RN-1 x {0} und D?®(0) ist fiur kleined unabhangig vory beschrankt. Nun betrachten
wir § = g o ®. Firh e RN-1 gilt dann wegen4.1)

(4.2) D?g(0)[h, h] = D?g(y)[h, h] + Dg(y)D?®(0)[h, h]

= [IDYa(Y)[N] 1% — (U — ¥a(y), (D*¥a(y) + Dya(y)D?®(0))[h, h])
> C1(Cz — [lu — $a(y)IDIh]?
fur kleined, mit Cq, C2 > 0 unabhangig vod, u undy. Wir wahlenR > 0 so klein, daf3

furd > 0 ausx, y € RN mit [x — y| < Rfolgt: [[¥q(x) — ¥a(y)|l < Co. Das geht, weil
ID¥4(y)|| beschrankt ist.
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Seiend, — 0, Xn, Yn € 9R2q, Mit [|Yd,(Xn) — ¥4, (Yn)|| = O firn — oo. Dann
bleibt |x, — yn| beschrankt, weilv bei oo exponentiell abféllt und wegen Koroll&r.8.
Wir kénnen inx,-Koordinaten daher annehmen, — y € RN=1 x {0}. Aus Lemmab.7
folgt

lw —w(- = VIE, = 1¥d,n) — Y, IIE, +00) =o(l),
alsoy = 0 bzw|xn, — yn| — 0. Demnach existieet > 0, so dal3 fur kleind gilt:
(4.3) X,y €0Qd, IWd(¥) —vaWl=e = IX-yl=R.

Wir setzen schlieRlich

8o = min s Ca
O_ 274

und behaupten, daRy s, flr kleined eine normale Tubenumgebung vig ist.

Sei dazud so klein, daR4.2) und @.3) gelten, und dal? aul3erdem flir jedes 9924
die MengeBRr(y) N d2¢ nur eine (Weg-)Zusammenhangskomponente hat. Ist dann
Xd.s, undg wie oben definiert, dann existigyte 9Q2g mit dist(u, Xq) = [[u— Ya(Y)|l <
80, d.h.y ist Minimalstelle vong auf 02q. Aus Bs,(u) € B.(¥4(y)) und @.3) folgt
{ze 0Qq¢ |92 < %5%} C Br(y)NaQq. Existierte mitx # y eine weitere Minimalstelle
vong aufof2q, dann ware als@ € Br(y) und es gébe einen Wegin Br(y) N 924 von
y nachx. Wegen der Wahl voiR folgte dann

1
U= Ya(y ) = u = YaWIl + 1Yay) = Yaly O = 5C2.

d.h.y lage ganz infz € 0Q2q | g(2) < %Cg}. Nun ist aber nach Bemerkur®g2 und
(4.2) jeder kritische Punkt vog|sq, in dieser Menge nicht ausgeartet und ein striktes
lokales Minimum. Es gabe wegen der Existenz worx und y daher einen kritischen
Punkt vom Mountain-Pass Typ in dieser Menge. Widerspruch! Dahegrestdeutiger
Minimalpunkt.

Zu der nun konstruierten normalen Tubenumgebgg, gehort dieC2-Projektion
Ig: Xd,5, = Xd. Flru e Xq s, ist [TIg(u) der eindeutig bestimmte Punkt g mit
dist(u, Xq) = |[TTg(u) — ul.

Fur spatere Rechnungen wollen wir noch eine spezielle Trivialisierung dieser nor-
malen Tubenumgebung voXy untersuchen und die Ableitung vdiy ndherungsweise
bestimmen.

Wegen 4.1) und weil die mittlere Krimmung voA2q beschrankt bleibt fur kleine
d und unabhé&ngig vog, gibt ese > 0, so daR fiir kleined und fiirug € Xq eineC3-
Abbildung v : B.(0) N Ty, Xd — (TuOXd)l mit || (0)|| = ||ID¥(0)|| = O existiert, so daf’
X4 — Ug lokal der Graph vory ist und so dafD?9 (0)|| sowie ||D39(0)|| unabhéngig
vond undug beschrankt sind.

Fur festesd undug € Xg setzen wirM = T, Xq4 und identifizierenEq = M x M.

Sei Dy (u)*: M+ — M fiir u € M nahe bei 0 die zu B(u) konjugierte Abbildung. Wir
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setzen
®:Mx Mt > Mx Mt
(U, v) > (U =D& (U)*[v], ?(U) + v) + Uo
fir u nahe bei 0. Dann ist lokafg = ®(M x {0}) und
DU, ) — DU, 0): ME - (Towo Xd)"
ist ein Isomorphismus. InsbesonderedsD, -) — up = Idy,.. Weiter gilt
_ N2 RE
(4.4) Do (0, v) = (M~ PVOL- T O
0 |d|v|J_

also DP(0) = Idg,. Demnach existiert > 0, so daf¥p auf B, (0) invertierbar ist. Wir
setzen = &1, Dann giltW(up) = 0 und D¥ (ug) = ldg,. Esist leicht zu sehen, dal3
¢ > 0 unabhangig vod undug so klein gewahlt werden kann, daf3 auch gelten:

B: (Up) € ®(B:(0)) und B:(0) € W(B:(uo)

und daR|D2®|| auf B, (0) sowie||D2W¥| auf B%(uo) unabhangig vod undug beschrankt
sind.

Die oben definierten Familiedry , fr ug € Xq liefern also eine Trivialisierung von
Xd,s,» Wenn wirdp klein genug wahlen. In der Nahe vop € Xgq kommutiert dann

\I’ld,UO n
Xd,so —— M x M

ndl J’PM

X4y —>s M x {0}

\I’ld,UO

und insbesondere iSty eine Submersion. Wege#.4) gilt fir v € Xq 5, undug = g (v)

1 [l xg+OUv—uolh) O
. _ 1_ up~d
(4.5) DWquy(v) = DPg,ue(v —Uo) ™~ = ( 0 Id(TuOXd)l

also

Id O(Jlv — 0
(4.6) Dnd(”):Dqu,uO(O)PTuode‘Ild,uo(v):( TuoXa T OUlv — Uoll) )

0 0

bezuglich der Zerlegungq = Ty, Xd X (TUOXd)L. Hier ist der Term links oben in der
Matrix ein Isomorphismus auf,,Xq weil DWq y,(v) ein Isomorphismus ist, und daher
gilt auch

(4.7) ker DITg(v) = (Ty,Xg)™" .

Ist Bg wie in der Formulierung von Lemm&8 definiert, dann folgt schliel3licBy =
wd‘l o TIq € C2 und fq ist ebenfalls eine Submersion. FjiE 99 ist

Ba () = Tz (Wa(y)) = Ya(Y) + Bsp(0) N (Tyyy Xa) - .
womit alle Aussagen dieses Lemmas bewiesen waren.
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4 Konstruktionen N. Ackermann

4.2 Gute Naherungslésungen am Rand

Bevor wir fortfahren, benétigen wir noch einen BegritQ).

4.3 Definition. SeienX eine glatte Finsler-Mannigfaltigkeig € CX(X) unda € R.
Eine Folge(x,) € X heildtlokale Palais-Smale-Folge von g auf dem Nivea(karz
(PSa-Folge furg), wenng(x,) — a und||Dg(xn)|| — O gelten firn — oo. g Erfillt
eine(PS,-Bedingungwenn jedgPS 5-Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Den Beweis von Lemma&.9 gliedern wir in Unterabschnitte, indem wir der Reihe
nach zeigen: Fi, d klein undy € 924 gelten

(A1) WIDFE < Xq5,

(A2) B3ty) h W DFE d.h.Y, ay = B3 1(y) N W@ ist eineC2-Mannigfaltigkeit
(A3) g erflllt (PS4 aufY, gy fira < m(d) + «.

(A4) jeder kritische Punkt vomgly, 4, ist nicht ausgeartet und hat Morse-Index 0. Ins-
besondere ist jeder kritische Punkt ein striktes lokales Minimum.

Wir wéahlene; > 0 so klein, dalfA1)—(A4) mit ¢ = &1 fur kleined erfillt sind. Wir
zeigen weiter: Fur kleine, d undy € 924 gilt:

(A5) zuu, v € Y, g,y existiert ein Weg vom nachv in Y, g y.

Nun wahlen wireg < &1 so klein, dal{A5) fir ¢ = g9 und kleined erfullt ist. Far
kleined gilt dann:

(AB) ¢q(Xq) < Wor,‘“(d)Jrg0 und zu jedenu € Xq existiertv € Xg mit ITg¢q(v) = u. Fr
diese Paara undv gilt ferner|ju — ¢q(v)|| = O(d), unabhéngig von der Wahl von
V.

Daraus gewinnen wir die Abbildungy wie folgt: Seid so klein, dalfA1)—(A4) bzgl.
e = &1, (A5) bzgl.e = o und(A6) erflillt sind. Wir setzernvy y = Y, 4,y flry € 9Qq.
Nach(A6) existiertx € 0Qg mit IgZg¥d(X) = Yd(y), alsoigyq(x) € Yq,y. Damit ist
Ya,y hichtleer. Weillg auf Wy nach unten beschréankt ist und wed#3) existiert ein
Minimum ¢q(y) von lq aufYq y. Gabe es zwei kritische Punkiev der Einschrankung
von lg auf Yy y, dann waren sie nadf\4) strikte lokale Minima und nacfAS) durch
einen Weg inY;, 4y miteinander verbunden. Wiederum ni&3) folgte dann, daf’ es
einen kritischen Punkt vom Mountain-Pass Typ der Einschrankungly@auf Y, 4y
gabe, im Widerspruch z(A4). Das zeigt die Eindeutigkeit des Minimumg(y) als
kritischer Punkt vorlg|y, , und somit die Wohldefiniertheit vopy(y).

Schlie3lich zeigen wir noch:

(A7) sup,cyoqlled(y) — Ya(W I = O() furd — 0
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N. Ackermann 4.2 Gute Naherungslésungen am Rand

(A8) ¢q ist eineC1-Einbettung und es gelten folgende asymptotische Abschéatzungen:

(4.8) la(@a(y) = la(Wa(y) + O(d?)
(4.9) Dla(ga(y)) = o(d)
(4.10) D(lg o pa)(y) = (14 O(d))Dla(gd(y))Dya(y)

Beweis von(Al). Zunachst machen wir eine

4.4 Bemerkung@Gilt ey, — 0,dy, — O undu, € W(;:(d“)““, dann folgt aus dem Be-
weis von Proposition 3.5 in2]: |[Dlg,(un)|l = 0o(1) und es existierery, € 9Qq, Mit
[¥d, (Yn) — Un|l = 0(1). Daraus folgt auch diglin, Xq,) = [[un — Ig,(Un)[| = 0(1),

Dies liefert sofort(Al).

Beweis von(A2). Seiengy — 0,dy — 0, yn € 3Qq, undun € B3 (Yn) N W(;:(dn”gn_
Dann ist fur jedes die Mengeﬁd‘nl(yn) N Wy, das Urbild von(yn, 0) unter der Abbildung

In: Xdp,sg = 0924, X R
v > (Bd, (v), Lg, (V) .

Bezlglich dery,-Koordinaten istMy = Ty ) Xd, = [d1w, ..., dn—1w] und es sei
Fn = Mh @ [VLg,(un)]. Wegen|ju, — w|| = ||un — Ig, (un)|| = o(1), weil w radialsym-
metrisch und); w ungerade irg -Richtung ist, folgt mit Lemm&.7

(dw, VL, (Un)) = DLg, (w)[dw] +0(1) = 0(1) .
Aus (4.6) folgt weiter DI1g,(Un) = Pm, + 0(1) und demnach

DBd,(Un)[diw] = & + o(1)
DBd, (Un)[VLg,(un)] = 0o(1)
DLg, (Un)[3iw] = o(1)
DLg, (Un)[VLg,(Un)] = VLg,(Un)[* > C >0

fir n — oo (die letzte Ungleichung folgt aus Lemn®6). Wegen ker Dlg, (Un) =
M- folgt auRerdem ker D,(un) = F4;. Daraus ergibt sich: B 'y (up) ist fir groRen
invertierbar mit| D, Tn(un) ~Y|| < C. Da auRerdem die zweiten Ableitungen vgnauf
Xd,5, 9leichmalig beschréankt bleiben und fir klenend d gilt W(r,"(d)+8 C Xd,s0/25
erhalten wir: Es existierery > ro > 0, so dal3 fle, d klein,y € 9Q2q, U € ﬁd_l(y) N
WD E = (9w, ..., n_1w, VL4(U)] bzgl. y-Koordinaten gilt:(85 (y) N Wg) — u
ist lokal der Graph eine€?-Abbildung® : Br,(0) N F+ — F, d.h. es gilt

((Br,(0) N FH) x (Br,(0) N F)) N ((ﬂd_l(y) NWg) —u)
={(v,9()) |ve B, ONF}.
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4 Konstruktionen N. Ackermann

Ferner istTyYeq.y = FL, [#(0)]] = ID®(0)|| = 0 und|D?¢|| auf Br,(0) N F+ gleich-
mafig beschrankt. Insbesondere f¢ky2).

Wir betrachten auRerdem die Abbildudg By, (0) N FL > FEx Fmito®w) =
(v, #(v)) + u, eine Karte furBg*(y) N Wy. Es istd(0) = u, D®(0) ist die kanonische
EinbettungF - — F+ x F und D?® ist beschrénkt unabhéngig vonundu. Firl =
lg o ® undv € FL gilt dann

D?T(0)[v, v] = D?lq(u)[D®(0)v, DP(0)v] + Dlg(u)D?®(0)[v, v]

411
(4.11) — D2lg(Wv, v] + O(IDIgWN v

Beweis von(A3). Nach Lemma3.3existiertC; > 0, so dal3 fid > 0 undu € W(;"(OO)
gilt: [Ju]| < Ca.
Fiirk e R, « < 3 setzen wir

1
Ge(t) = 1+—2/<(F(t) + ktf(t)),

g = G, und betrachten die Funktionalg p: Ep — R mit

1
Fen® = Sl —/DGK<u>dz= (Ip (W) + Lo (W) .

1+ 2«

Istdy — 0,kn — 0, un € Eg, mit |[uy]| < 2C1 und ||DIy, 4,(Un)|| — O, dann
untersuchen wir zwei Falle:

(i) un — O flr eine Teilfolge. Dann gilty, (un) = o(1) fur diese Teilfolge.
(i) Es gibtC > 0 mit |jup|| = C. Wegen|jup| < 2C; folgt
(4.12) Lg,(un) = Dlg,(uUn)[un]
= ((1 + 2¢)DIy,, .4, (Un) — knDLg, (Un)) [un] = 0(D)
und mit Lemma3.7 daher|un — ¢4, (un)|| = 0(1). Das liefert

(4.13) ld, (Un) = ld,(&d, (Un)) +0(1) = m(dn) + 0(1) = m(+) +0(1) .

Insgesamt folgt: liminf_, o 14, (un) > O.
Istkn — 0, un € Ex \ {0} mit |Jun|| < 2C1 und DI'y,,.0(Un)[un] = O, dann folgt

lunll? = /N O, (Un)Un dZ < C(J[un]| Pt + [un|P?)
R

mit C > 0 unabhangig vor,,. Daher bleibtjju,| von 0 weg beschrankt. Wie oben bei
(4.12 folgt Loo(un) = 0o(1). Mit derselben Argumentation wie im Beweis von Lem-
ma 3.7 (siehe Lemma 3.9 in)) folgt |jun — ¢eo(Un)|| = 0(1), und daher wie in4.13
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N. Ackermann 4.2 Gute Naherungslésungen am Rand

lIminf,_ « loo(Un) = M(c0). Wir kdnnen alsap, C,, C3 > 0 so wahlen, dal’3 gelten:
(4.14) Vik| <ko Yue Egx\ {0}:

7
[IIUH <2Ciund Dl so(u) =0 = |ju|l > Coundl(u) > ém(oo)}
und fur kleined

(4.15) V|k| <ko Vue Eqg:

1
[IIUII <2Cund|DTc gl =Cs = lq(u) = —ém(oo)] :

Isten — 0,dn — 0, Yo € 9Qd,, Un € Ye.dny» dann giltjjuy — g, (Y)ll =
0(1). In yn-Koordinaten istMn = Ty, (y) Xd, = [d1w, ..., dn—1w] und nach Lem-
ma5.7 folgt fur die OrthogonalprojektioneRy,, auf Mp: ||Pm, Vg, (un)| = o(1) und
| Pm, VLa, (Un)|l = o(1). Fir kleinee undd, y € 9Qq, U € Y, gy undM = Ty,y) X
gilt wegen Lemm&B.6 also:

C
(4.16) IPMVIgW + [ PmVLgW)|l < g’

und

(PmMVIg(u), u)
((ld = Pw)VLg(w), u)

(4.17) < min{ko, 1/3} .

Seien nure undd so klein, dafn(d) + ¢ < 2m(co) gilt und dal(Al), (A2), (4.15),
(4.16 und @.17) erfullt sind. Seieny € 94, a < m(d) + ¢ und (Un) € Y, 4,y €iNE
(PSa-Folge fir die Einschrankung voly auf Y, qy. SeiM = Ty ) Xq und Py die
Orthogonalprojektion au. Dann existiert eine Folgea,) € R mit

(Id = Pm)VIg(Un) + kn(ld — Pm)VLa(un) = 0o(1) .

Wegen(Vl4(up), Uy) = Lg(un) = 0 und @.17) kdbnnen wir annehmen, dafy — « mit
lk| < min{ko, 1/3}. Daraus folgt

(Id = Pm)VI¢d(un) = 0o(1) .

Ferner ist

[PMVT i d(Un)ll =

(IPmVIgup)ll + IPMVLaun)l) < Cs
1— 2/«|

wegen 4.16). Da Py endlichdimensional ist, kbnnen wir annehmen, da& M existiert
mit PmVT,.d(uy) = w + o(1). Weiter gilt dann|jw| < Cz und w ist exponentiell
abfallend bebo (denn iny-Koordinaten istM = [d1w, ... , dn_1w]). Wir haben also

VIed(Un) — % = o(1) .
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4 Konstruktionen N. Ackermann

Ahnlich wie im Beweis von Proposition 2.12 i][ist leicht zu sehen, daR fur eine Teil-
folge von (uy) gilt: Es gibtk € No, vg € Eq, wi € Ex \ {0}, Folgen(y,) < RN
i=12...,k)mit

i = oo
VIy.d(vo) = W
VFK,OO(wi) =0

und

k
lun —vo = > wi( — Yp)lleg = 0(1)

i=1

lunllE, — llvollE, — an.uE = o(1)

la(un) — la(vo) — Z loo (wi) = 0(1) .
i=1

Die Folge kann nur in endlich viele Anteilg; zerfallen, da nach4(14) |jwi| > C> qilt,
aber|lun|| < Cj bleibt. Wegen|vol, lwill < 2Cy, [[VTk,d(vo)ll < Cg undlg(un) <
gm(oo) folgt aus @.14) und @.15: k = 0 und somituy, — vg in Eq. Weiter folgt aus
Lg(un) = 0, Ig(un) — aundBg(un) = y: Lg(vg) = 0, lg(vg) = a < m(d) + ¢ und
Bd(vo) =Y, d.h.vg € Y, qy. Jede solch¢PS,-Folgeu, besitzt also eine konvergente
Teilfolge inYe g,y.

Beweis von(A4). Sei D, eine Folge von offenen Teilmengen d&¥, u, € Ep, \ {0}
undy, € RN. Wir nennen(u,) konzentriert in den Punkter, Yoeziiglich der b,-Norm,
wenn die Folge der Wahrscheinlichkeitsmal3e

1
un(A) = —— f (IVun|? + u2) dz
lunli, Jan,
in folgendem Sinne konzentriert ist: Zu jedem- 0 gibt esRy > 0, so daf3 fulR > Ry
und grol3en gilt:

un(RN\ Br(yn)) <& .

Se'engn —> O, dn —> O, yn S ann, Un € an’dn’yn, Unp € Tuann’dn’yn mlt ||Un|| =1.1In
yn-Koordinaten gilt:

(4.18) TunYen.dnyn = [010, - .., IN—1w, VL, (Un)]*

und ||un — w|| = o(1). Wir definieren auRN eine Folge von WahrscheinlichkeitsmafRzen
wun durch

pn(A) = / (IVun|? +v2) dz
ANQqp,

und verwenden
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N. Ackermann 4.2 Gute Naherungslésungen am Rand

Zitat (Lemma 5.16). Sei(un) eine Folge von beschrankten positiven MaRen R
(rn) eine Folge inR™ mitr, — oo. Dann existiert fuir eine Teilfolge eine Folgg R> oo
mit R, < ry, so dal gilt:

Ve>0 IR>0,ngpeN Vn=>ng: un(Br,(0)\ Br(0) <¢.

Demnach existiert eine Folge, — oo, 2R, < po/dn (Mit po aus Lemmat.1), so
daf3 fir eine Teilfolge voiiu,) gilt:

(4.19) Ve>0 JIR>0,ngeN Vn=>ng: un(Bsr,(0) \ Br(0)) <¢.
Insbesondere gilt
(4.20) #n(Bagr,(0) \ B, (0)) = 0(1) .

Wir definieren eine Abschneidefunktion wie folg: Rg — [0, 1] sei gegeben durch

1 O<t<1
nt)y=4y2-t 1<t<?2
0 2<t

und fir R > 0 setzen wimgr(t) = n(t/R). Es seierv1 n(2) = nRr,(|1z))vn(2), v2.n(2) =

(1 —n2r,(12]))vn(2). Dann ist supp1.n N sSuppv2 n eine (Lebesguesche) Nullmenge, und
(4.20 liefert ||un — v1.n — v2.nll = 0(1). Aus @.18 folgt (v, djw) = 0, (vn, VLg,(w)) =
0(1), und daw und 9; w bei co exponentiell abfallen, haben wjp, n, 9jw) = o(1) und
(v2.n, VLg,(w)) = 0(1). Daraus folgt

(4.21) (vin, diw) =0(1) und (vin, VbLg,(w)) =0(1)

furi=1,... ,N—1.
Wir wahlen erneut eine Teilfolge aus, so dal? einer der folgenden zwei Falle eintritt:

1. Fall:  |lvynll = 0o(1), d.h. un(Bgr,(0)) = o(1). Dann folgt aus dem exponentiellen
Abfall von w beioo

D?lg, (w)[vn, va] = llvnll> +0(1) = 14 0(1) .

2. FEII: |lvinll = C > 0. Mitden lokalen Diffeomorphisme®p aus Lemmal.1setzen
wir ®,(2) = %Canyn(dnz) flr z € Bpy/d,(0). Weiter definieren wir (inyn-Koordinaten
nach wie vor)

v1.n(Pn(2) zn > 0, |z] < 2R,
wn(2) = {v1.n(Pn(Z, —2N)) Zn <0, |zl < 2Ry .
0 |z| > 2R,
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4 Konstruktionen N. Ackermann

Dann giltwn € Ex, lwnll > C > 0, und wegenb, — Idgn in Ci_ und dem exponen-
tiellen Abfall vonw undd; w folgt aus é.21)

(wn, diw) =0(1) und (wn, VLoo(w)) =0(1)

furi =1,..., N. Aus @.19 folgt, dal3v1 , und somit auchw, bei 0 konzentriert sind in
der Eq,- bzw. E.-Norm. Daher gilt

1
ummﬁ=§wmﬁ+mb.

weiter folgt auch
/ 2 1 ’ 2
fl(wyvy,dz= 2 f (w)wydz+ o(1)
Qan ’ 2 JrN

und wie im 1. Fall gilt
D?lg,(w)[v2n, v2nl = llv2nl® +0(2) .
Es gilt
Zitat (Lemma 5.12). Es gibt C> 0, so dal3 fur jedes € E, mit
v e [w, ..., dnw, Vi w)]*
gilt: D2l (w)[v, v] = Clv[|Z_.
Aus diesen Beziehungen ven n, vz n undwp, folgt also
D?lg,(w)[vn, vn] = D?la,(w)[vi,n, vin] + D?la, (w)[vzn, v2.n] + 0O(1)
%D%mewmwd+MD
C
mit C > 0.
In beiden Fallen folgt also mit Lemntab
D?Ig, (Un)[vn. vn] = D?lg, (w)[vn. vn] + 0(1) = C + 0(1)

fur eine Teilfolge.
Damit haben wir bewiesen: Es existi@t> 0, so dal3 fur kleine undd, fury € 9Qq,
Ue Yeqyundv e TyY, gy gilt:

(4.22) D?1g(u)[v, v] = C[vlI?.

Wegen Bemerkund.2, Bemerkung4.4und @.11) folgt daraus fur kleine undd auch
(A4).
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N. Ackermann 4.2 Gute Naherungslésungen am Rand

Beweis von(A5). Seien wiedegn, — 0,dn — 0, Yo € 9Rg, undun, vn € Ye, dn,yn-
AuUS VY4, (Yn) = Ig,(un) = Ig,(vn) und Bemerkungt.4 folgt dann|jun — vy = 0(2),
also||un — vnl| < ro2 (Mitry aus dem Beweis vo(A2)) fur groRen. Nach dem Beweis
von (A2) ist (/Sd‘nl(yn) N Wg,) — un lokal der Graph einegp: B, (0) N Fnl — Fn mit
Fn = (Tu, Yen.dn.ya) - ES gibt dahewn € F;- mit vy — Uy = (wn, Pn(wn)) und

lwall® < lwall® + 19n () [I” = llvn — unll® = 0(1) .

Wir setzeny,(t) = up + (twn, On(twp)) furt € [0, 1]. Dann isty, ein Weg vonu, nach
vp in ﬂd‘nl(yn) N Wy,. Da|9n(0)|| = [|[D94(0)|| = O gilt und |D29, || beschrankt bleibt,
folgt ausyn(t) = (wn, DOn(twn)[wn])

a1 < [lwn 21 + Cllwnl®) < Cllun — vall?.

Daher ist
t
Hd (Yn(t)) — lg,(Up)| < fo IDlg, (Yn(S)IIIPn(S) [ ds < Cllun — vn|

und wegenlg,(un) = m(dn) + o(1) also auch maxo 1 ld,(yn(t)) < m(dn) + &1 fr
grofl3en. Damit ist(A5) bewiesen.

Beweis von(A6). Nach Lemmeb.7 gilt fir y € 09Q2q
La(¥a(y)) = Ly(w) + O(d) = O(d)
la(¥a(y)) = I+ (w) + O(d) = m(+) + Od) .
Lemma3.7 liefert

(4.23) 11— &a(Pa(y)I=0() und [Ya(y) — Sa(Pa(y)l = O) .
Insgesamt folgt also

ld(Cda(y)) = m(+) + O(d) = m(d) + o(1)

fur d — 0 und damit die erste Behauptung.
Fur kleined betrachten wir die Abbildungegy: Xq — X4, g4 = Ig o ¢4. Wegen
(4.23 istfuru € Xy

(4.24) I9a(u) — ull = [[Tlg(u + O(d)) — u]l = O(d)

denn||DI1q|| ist auf Xq 5, beschrankt. Fur kleind undt € [0, 1] liegt daher das Bild
von Xg unter der Abbildungl — t)gq + tld in Xq5, undu — TIg((1 — t)gq(u) +
tu) ist eine Homotopie vomy nach Id,. Weil 924 glatt und kompakt ist, gibt es nur
endlich viele Zusammenhangskomponenten, und dasselbe gilt audty fUAuf jeder
dieser Komponenten hat den Abbildungsgrad 1, ist also surjektiv. Zu jedeng Xg
gibt esv € Xg mit gq(v) = u, und aus4.23 und @.24 folgt

Iu—Za@)Il = [19d(v) — vl 4+ O(d) = O(d) .

Der Beweis vor(A6) ist damit vollstandig.
Fir das Weitere bendtigen wir folgendes Ergebnis:
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4 Konstruktionen N. Ackermann

Zitat (Lemma 5.14). Sei P € 9Q2. Dann existiert zu einer Wahl von P-Koordinaten
Up € C2LRN) N EL, so daR in diesen P-Koordinaten gilt

Vlig(w) = —dUp + o(d)

in der Eg-Norm furr d — 0, unabhangig von P. Ferner giltlUp [|c21(g, (2, < Cre~ 2
mit C;, C2 > 0 unabhangig von P wahlbar, unddlist gerade beztiglich der Hauptnor-
malenrichtungen voaQ2 in P.

Es gilt auch

D2lg(w)[8 w] = O(d)
in der Eg-Norm fir d — 0.

Insbesondere ist alsfDIg(¥4(y))|| = O(d) unabhangig vory € 924, und mit
Lemmab.7 folgt auch iny-Koordinaten

(4.25) Dlg(w)[djw] = o(d) .

Beweis von(A7). Seiend klein,y € 9Q2¢q undu = ¢q4(y). Nach(A6) existiertx € 9Q2q

mit v = ¢a(Yd(X)) € Ya,y und v — Yg(Y) | = O(d). Wegenlg(v) = la(¥a(y)) +
O(d) = m(+) + O(d) = m(d) + o(2) und Ig(u) < lg(v) folgt Ig(u) = m(d) + o(1),
zusammen mit Bemerkung4 aulRerdenmju — y4(y)|| = o(1) und daher

(4.26) lu—v] =0 .

Wir kénnen annehmen, daii — v|| < r» gilt (siehe den Beweis vo(A2)). Wiederum
seiF = (TyYa,y)* und® wie dort gegeben. Es giby € FL mit v = u + (v1, ¥ (v1)).
Wir betrachten den Weg (t) = u + (tvy, ¥ (tvy)) in Yq,y von u nachv mit y(t) =
(v1, DY (tvy)[v1]). Aus @.26 und der Beschranktheit vafD?9 || folgt (mit verschieden
konstanterC > 0)

(4.27) lv — u]l? = [lv]® + |19 (WD |I? < Cllva]® < Clly ()% < Cllve)|? < Cllv — ul)?
und
(4.28) Iy (t) — ()] = [ID®(tvp)[va]ll < Cllvall® < Cllv — ul|?

fur kleined.

Seig: [0,1] — R gegeben durclg(t) = Dlg(y(t))[y(0)]. Dann folgtg(0) = O,
dau kritischer Punkt vonlgly, , ist undy(0) € T,Yq,y. Weiter haben wir mit4.27),
(4.28,(4.22 und @.26

g'(t) = D?la(y ))[7(0). (V)]
= D?lg(y )y (1), y O] + D?la(y W) [y (1), 7(0) — y(1)]
> Cally 117 — Cally Oy ) — y Q)]
> Cllv —ul|?
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fur kleined, mit C > 0. Das liefert

1
Cllv —ul® < /0 g'(hdt = g(1) — g(0) = DIg()[y Q)] < [Dla)llllv —ul .

Wegen|jv — ¥q(y)|| = O(d) und Lemmab.14gilt auch||Dlg(v)|| = O(d), aus obiger
Ungleichung folgt alsdjv — u]] = O(d) und |lu — ¥4(y)|| = O(d) furd — 0, die
Behauptung. Des weiteren folgt auch

(4.29) Dlg(u) = Dlg(v) + O(d) = O(d) .

Beweis von(A8). Seiend > 0,y € 9Q2q undug = ¢q(y). In y-Koordinaten ist dann
Ya(y) = wund Ty, Yay = [d1w, ... , In—1w, VLg(Ug)]t. Wir haben

ld(Uo) = lg(w) + Dlg(w)[ug — w] + O(lJup — w)?
= lg(w) + O(d?)

wegen Lemma.14und (A7). Damit ist @.8) gezeigt. Wiederum mit Lemm&.14, mit
(4.25 und mit Lemmab.5folgt

Dlg(uo)[8 w] = Dlg(w)[d w] + D?lg(w)[diw, ugp — w] + o(||up — w]|)

4.30
( ) =o0(d) .
Weil up Minimalstelle vonly aufYy y ist, gibtesoj e R, i =1,..., N, mit
N—1
(4.31) Vlig(ug) = Zai dw + anVLg(uo) .

i=1

Nach Lemmab.7ist ||dw|2 > C > 0, (jw, dw) = O(d) flri # k, (djw, VLg(Ug)) =
DLg(w)[0jw] 4+ O(d) = O(d), und LemmaB.6liefert || VL4(up)|| = C > 0. Daher folgt
aus @.29: Es gibtC > 0 mit

N
O(d®) = [[VIguo)[* > C Y af +O(d) > aiak
i=1 lg_i;lzng
|

N
=(C+owM) ) .
i=1

Hier haben wir verwendet:

N
EE: lojak| < hl}i:a?.
i=1

1<i,k<N
i £k
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4 Konstruktionen N. Ackermann

Das lieferte; = O(d) furi =1,..., N. Aus @.31) und @.30 folgt sogare; = o(d) fur
i =1,..., N—1. Ferner liefert Dg(ug)[uo] = Lg(up) = Ound|DLg(ug)[ug]| > C >0
(siehe Lemma.6) auch
N—1
an =0(d) Y o =0(d?) .
i=1
Insgesamt folgf| V14(up)|| = o(d), also @.9).

Fur den Beweis von4(10 setzen wirM = Ty, Xd, N = (M & [VLg(uo)D+
undS = (M @ N)*. Es folgt Ty, Yo,y = N und ML = N @ S. Wir identifizieren
Eq = M x N x S. Unser Ziel ist es zunachst, einen lokalen Diffeomorphisdusvl x
NxS— Mx N x Szufinden¥ = &1, mit ®(0) = ug, (M x N x {0}) = Wy und

(4.32) Yax = P{PM¥a(x)} x N x {0})

fur x € 924 nahe bey.

In y-Koordinaten istyq(y) = w. Sei®1: M x N x S— M x N x Sder lokale
Diffeomorphismus aus dem Beweis von Lem#&§, der zu der Trivialisierung voiXq s,
gehért, mitd;(0) = w. Weiter seiwy = &1 undlip = W1(Up). Aus||up — w| = O(d)
folgt ||Tg|| = O(d), also wegen4.4) undlp € M+

ldy +O@) 0 O
(4.33) D4 ({g) = 0 ldy O
0 0 Ids

und eine gleichlautende Matrix furd (uo). B B
SeinunL: M x N x S— R lokal bei 0 gegeben durdh = Lyo®;. EsistVL(lp) =
D®1(lo)*VLd(ug) wo DPy(lp)* die adjungierte Abbildung bedeutet. Zusammen mit
(4.33 folgt N = (M @ [VL(lp)])* und es istL (Gp) = 0. In der Nahe voriig gilt nun
CDl(E_l(O)) = Wy. Wir haben mit Lemm&.7
Pm VL (g) = PmD®1(lio)*V Lg(Uo)

= PuVLg(ug) + O(d)

= PuVLg(w) + O(d) = O(d)
und

0 < C < ||VLg(ug)|| = ID¥1(un)*VL(lp) | < CVL(Go)]l -
Daher ist
IPsVL (Gio)[|* = VL (Go)I* — |PuVL(Go)[|* > C > 0.

Weil auRerdem|D?L || beschrankt ist, existiert eine lokaB#-Abbildungs2: M x N —

S mit 92(0) = 0, so daBIf_l(O) — (o lokal der Graph vony, ist, und so daf}D?95||
beschrénkt ist unabhéngig van— 0 undy. Wir definieren die lokal€2-Abbildung

Po: MXxXNxS—- MxNxS
(U, v,8) = (U, v, P2(uU,v) +S) + lo .
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Dann ist lokal®2(M x N x {0}) = E_l(O) und ®2(0) = Uo. Aus Dyi2(0) =
—DsL (Gg) " IDmL(lg) = O(d) und Dy92(0) = —DsL (Tig) IDnL(Tg) =0 folgt

dw 0 O
(4.34) Do, =| 0 1dv 0|,

Od) 0 Ids

d.h. fur kleined ist ®, ein C2-Diffeomorphismus. Weil Bd, beschrankt bleibt, existiert
e > 0, so dalkb, auf B, (0) und W, = &, auf B (lip) definiert sind, unabhéngig vah
undy.

Seid im Folgenden so klein, dal3 O ung) im Definitionsbereich vorb; und ¥,
liegen. AusPy @, = Py folgt PyW2 = Py und ausllqd; = &1 Py folgt W1Ilg =
PuW:. Wir setzend = ®;0 &, ¥ = &1 Es ist leicht zu sehen, daR folgende
Aquivalenzen fiu = ®(v) gelten:

Mg (U) = Yq(X) <= Pmv = PuWig(x)
L4q(u) =0<<= Psv =0.

Daraus folgt die Eigenscha# (32 fur ®. Aus (4.33 und @.34) folgt weiter:

Idy +O@d) O 0
(4.35) D®(0) = DP1(lig)DP»(0) = 0 ldy O
o) 0 Ids

AuRerdem gilt: B® und D*¥ sind auf ihren Definitionsbereichen beschrankt, unabhén-
gig vond undy.

Nun setzen wil = | o ®, dann folgt aus der Eindeutigkeit des kritischen Punktes von
| aufYq,x und aus 4.32), dalRW¥ (¢q(X)) fir x nahe bely der eindeutige kritische Punkt
von | auf {PyWyqg(x)} x N x {0} ist. Wir betrachten daher die loka@!-Abbildung
g: M x N — N mit g(u,v) = PyVI(U,v,0). Mit Zg = ¢4(3q) ist dann lokal
W(Zg) = g~1(0) x {0}. Furu, v € N gilt

(Dg(0)u, v) = D?T(0)[u, v] = (Dg(0)v, u)
und

(Dg(0)v, v) = D?T(0)[v, v] > C||v]|?

wegen(A4) (die Einschrankung vod auf N ist eine Karte flrYy y beiug undug ist
ein kritischer Punkt vorlgly, ). Demnach induziert Rg(0) auf N eine symmetrische,
positiv definite Bilinearform, d.h. Rg(0) ist ein Isomorphismus. Das liefert die Existenz
einer lokalerC1-Abbildung®s: M — N mit g~1(0) = {(u, ¥3(u)) | u € M} nahe bei 0
und®3(0) = 0. Wegen 4.32) ist also flrx nahe bely

@d(X) = @(Pm¥d(X), 93PuW¥yd(x), 0)
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4 Konstruktionen N. Ackermann

undeyq ist eineC1-Einbettung.
Aus |ug — w|| = O(d) und der Beschrénktheit vor?® folgt

DW(w) = DW¥(Ug) + O(d) = D(0)~1 4 O(d) .
Ferner liefert 4.35 nach leichter Rechnung
Dm®(0)PyD®(0) 1 = Py + O@) .
Aus diesen Beziehungen folgt zusammen Ri= image Dy @ (0) € ker DIy (up):

D(lg © ¢d)(y) = Dlg(uo)Dm P (0) PMDW (w)Dyrg(y)
= (14 O(d))Dlg(uo)Dyra(y) ,

also @.10.

4.3 Entwicklungenind

Mit dem Beweis von Lemma.10Q den wir jetzt in Angriff nehmen, werden wir die asym-
ptotischen Abschatzungen (A7) und (A8) aus dem Beweis von Lemn39verbessern.
Insbesondere werden wir die letzte Aussage dieses Lemmas dahingehend verbessern, dal3
wir ¢q bis zur ersten Ordnung ithbezlglich der Norm irEy entwickeln.

Wir beginnen mit einer anderen Darstellung der Konstanten

% w'(|z)%zn dz.

TN+ 1 ey

Lemma 3.3 in 1] liefert

J/=§ N

+

1f (%(lez—l— w?) — F(w)) zndz.

Ferner haben wir

Zitat (Lemma 5.17). Sei u: [0, 00) — R stetig differenzierbar, mitu(r)|, |u'(r)| <
C1e~C2". Dann gilt

[, utbixizdx =N =1 [ ugz)zedz,
RN-1 RN
Daraus folgt, dav und|Vw| radialsymmetrisch sind,
y = #/ }(|Vw(z’ 0)|? + w(Z, 0% — F(w(Z,0) ) |Z|?dZ
2(N—1) Jgn-1\2 ’ ’ ’ '

Wir verwenden weiter
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Zitat (Lemma 5.9). Seien H 92 — R die mittlere Krimmung voa<2 und P € 9€2.
Seiue C3RN), IDKu(z)| < C1e=%? fiir k = 0, 1, 2, 3, und u sei radialsymmetrisch
bezuglich des Ursprungs. Mit

1

— / /2 Z’
K 72(’\]_1) RN_lu(z,O)lzl d

gilt dann in P-Koordinaten

fudz:/ udz—d(N — D)k H(P) + O(d?)
Qq R

N
+

und
/ dudz=d?*(N — DkdH(P) + O
Qqd

furi =1,..., N —1undd— 0, unabhangig von P.
Ist lediglich ue CL(RN), |DXu(z)| < C1e=C2 fiir k = 0, 1 und u ungerade in einer
Richtung z (i € {1,..., N — 1}) dann gilt

/ udz= O(d?
Qqd

fur d — 0, unabhangig von P.

Es folgt also furd > 0,y € 9Q2q und P = dy € 92 in P-Koordinaten

lg(w) :/ (}(|Vw|2+w2)— F(w)) dz
Q4 2
= Iy (w) —d(N = 1)y H(P) + O(d?)

und

Dlg(w)[dw] =/ 3 (E(lez—l-wz) - F(w)) dz
Q4 2
=d*(N = 1)ya H(P) + Od®).

Demnach liefert4.8) die erste Behauptung von Lemi8&.Q
Wegen 4.10 und Lemmab.4ist in P-Koordinaten

di(1d © pa)(y) = —(1+ O(d))Dlg(pa(y)[diw] ,
fur die zweite Behauptung von Lemm3al0gentigt es also zu zeigen:
(4.36) Dlg(¢a(y)[diw] = Dla(w)[3iw] + o(d?) .

Zuvor jedoch eine
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4.5 BemerkungSeiD < RN offen undGp: L%(D) — H(D) der Greensche Operator
zu Neumann-Randbedingungen, d.h.dik H1(D) gilt

<U, GDU>H1(D) = (U, U)LZ(D) .

Dann folgt aus

IGbvII%1p) = (GDY, Gov)(p) = (GDY, V) 2(p)
< IGpovllLzipyllvliLzpy < IGDVIIH1D)IVIIL2(D)

dai||Gpl < 1 qilt.
Im schwachen Sinne erfullt = Gp[v] die folgende Gleichung in Divergenzform:

div(Vu) —u= —v

so daR nach Theorem 8.8 ibf] fur v € L2(D) immeru € HZ (D) gilt. Demnach erfilllt
u im starken Sinne

—AUu4+U=v

in D. Ist aulRerdend2 glatt und kompakt, dann lassen sich die Abschéatzungen von
Theorem 9.13 inJ6] auf diesen Fall ausdehnen, auch webrunbeschrankt ist. Die
auftretenden Konstanten hangen nur von den lokalen Eigenschaftérbvah. Es folgt,

dafd wir fir solcheD undu = Gp[v] eine globale Abschatzung

IUllhzipy < CUIUllL2(py + lIV]IL2(D))

erhalten. In ahnlicher Weise kann man die globalen Aussagen von Theorem 9.19 (ebenda)
auf diesen Fall anwenden, d.h. ause (0,1), 9D € C2%, 9D kompakt,v € C%*(D)
undu = Gp[v] folgt u € C2%(D), undu erfillt

—Au+uUu=v in D
au
— =0 aufoD
dv
Ist D = RN, so féllt G, mit dem Bessel-Potential der Ordnung 2 zusammen. Fiir
o € (0,1] undv € L2RN) n CO*(RN) gilt dannu = Gy[v] € H2@RN) N C2*RN)
undu erfillt

AU+ U= inRN .

Eine Referenz daftr ist z.B3@], V, 83 und 84. Damit kbnnen wir obige Regularitatsaus-
sagen auch auf den Fdll = R ausdehnen, indem wir e L2RY) durch Spiegelung
andRY aufRN fortsetzen und die Eigenschaften des Bessel-Potentials benutzen.
Des weiteren wollen wir fuD < RN offen die OperatorefiKp: L%(D) — Ep,
Kp[u] = Gpl f’(w)u] betrachten. Mit dieser Bezeichnung gilt(w) = Id — Kp,
und dies ist ein symmetrischer Operator beztiglich des SkalarprodukEes in
Wir schreiben, wie bei friher eingefihrten GroR&y, G, und G4, fir D = Qq,
D = RY undD = RN. Dasselbe gilt fuK p.
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N. Ackermann 4.3 Entwicklungenind

Fur den Beweis von4(36) halten wir P € 92 fest und arbeiten iP-Koordinaten.
Seienug = ¢q4(P/d) undvg = (ug — w)/d. Nach Lemma3.9 bleibt ||vq|/g, dann
beschrankt fid — 0. Lemmab.5liefert

Dlg(Ug) = Dlg(w) + D?lg(w)[ug — w] + 0(llug — wl) .
Zusammen mit4.9), Lemma5.14und Bemerkungt.5folgt hieraus
(4.37) (Id — Kg)[vd] = Up 4+ 0(2)
fir d — 0. Nun haben wir

Zitat (Lemma 5.15. Sei Pe 092, Up wie in Lemméb.14gegeben. Dann existiertpVe
C2L(RN) N Ey, so daR in P-Koordinaten gilt

(Id — Kg)[VP] = Up + 0(1)

in der Eq-Norm fir d — 0, unabhéngig von P. Ferner gillVplc21(g, (7, < Cre” 2
und \p ist gerade bzgl. der Hauptnormalenrichtungen wsin P.

Daher folgt
(Id — Kg)[Vp — vg] = 0(1) .

Es seiefMy = [01w, ... , In—1w] C Eq in P-Koordinaten, und)q: Eq — Mg der
Orthogonalprojektor. Wir verwenden

Zitat (Lemma 5.18. Seiend — 0, Y, € 924, und th € Eqg, mit||(Id—Kg)[Un]llgy, =
o(1) fir n — oo, und||upllg,, beschrankt. Dann gibteg € R,i =1,...,N -1, s0
daf3 fur eine Teilfolge inpyKoordinaten gilt:

N—-1
Un — Z ojdjw
i=1

=0(1).
Edn

Dies liefert

(Id — Qa)[VP — vg] = 0(1)

fir d — 0 unabhangig vorP. Wegenug € w + (T, Xd)* = w + Mg ist nun aber
Qd[vg] = 0, und wegen Lemma.7ist Qq[Vp] = 0(1). Damit erhalten wir

vg = Vp 4+ 0(1)
und

(4.38) Ug = w +dVp + o(d)
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4 Konstruktionen N. Ackermann

in Eq fur d — 0, unabhangig voi?. Dies ist die angestrebte Entwicklung vog bis zur
ersten Ordnung id.
Nun zum Beweis vor4.36). Eine direkte Umformung liefert

(4.39) Dlg(ug)[dw] = Dlg(w)[8 w] + D?lg(w)[dvg, 3 w]
_/ (f(ug) = f(w) = f'(w)dvg)djwdz.
Qq

Fur den zweiten Term auf der rechten Seite vé189 folgt nun aus den Symmetrieei-
genschaften voNp, (4.38, Lemma5.14und Lemmab.9

D?Ig(w)[dvg, 8 w] = dD?lg(w)[Vp, 8 w] + dD?lg(w)[0(1), & w]
= dO(d?) + dO(d)o(1) = o(d?) .

Um den dritten Term auf der rechten Seite vdiB9 abzuschatzen, fuhren wir die
Mengen

Td={z€Qd|w(® = 2/dvy(2)]}
ein. Auf Qg \ X4 gelten dann

|lw| < 2d|vg|
lugl < |w| +dJvg| < 3d|vq] .

Das liefert zusammen miji§ w| < Clw|

/ f(ug)djwdz
Qd\Zd

(4.40) - c/ (|dvg Pt + dvg| ") dz
Qg\Zqg

sc/ (ual™ ™ + jugl ™Y w] dz
Qd\2q

< C(lldvall & + lIdvall ) = o(d?)

weil |vg| g, unabhangig vorP undd beschrankt ist. Ahnlich folgen

(4.41) / f(w)dwdz=o(d?
Qd\Xd
(4.42) / f'(w)d wdvg dz = o(d?)
Q\Zd
(4.43) / f”(w)d w(dvg)>dz = o(d?)
Qd\Xd
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Auf Xq istw + sdvg > O firs € [0, 1], mit (4.40—(4.42 folgt also aus der Taylor-
entwicklung vonf

(f(ug) = f(w) — f'(w)dvg)djwdz
Qq

= | (f(ug) — f(w)— f'(w)dvg)djwdz+ o(d?)
d

= }f f”(w)dw(dvg)?dz
2 Js,
1
+f aiwf (f"(w + sdvg) — f”(w))(dvg)?(1 — s)ds dz+ o(d?)
X4 0
=1I1+ |2—|—0(d2) .

Fir 11 folgt aus @.43, wegenvg = Vp + 0(1) in L2(Qq) und Lemmab.7
211 = dZ/ " (w)dj wvd dz+ o(d?)
Qqd

=d? | f"(w)dwVidz+ od?
Qg
= d?0(d) + o(d?) = o(d?) .
Fur die Abschéatzung vohy bendtigen wir

Zitat (Lemma 5.19. Es gibte® € (0, 1], 2+ a* < 2%, 07,95 > 0, so dal’ fur T> O,
t1,to € [T/2, 3T /2] gilt:

£t — £7(®)] < CTIH 4 TI% Dt — 1] .
Wir kbnnen demnach annehmen, dal} fiir die Konstanten in der Bediriiy@ngn f

gilt: a1 € (0,1], 21 + 2 < 2%, undqy, g2 > 0. Daraus gewinnen wir mit der Definition
von X4 und der Beschranktheit van:

1
12 SdZCf IwI/ | £”(w 4 sdvg) — " (w)|vids dz
X4 0

< d*1C | (wl™ + [w]®)|vg|***1 dz
Xd

< d2+a1c/ |vd|2+a1 dz
Qq
2 2+ 2
< d“1Cug g, = o(d) .

Zusammenfassend haben w36 gezeigt, und der Beweis ist vollstandig.
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4.4 Punktweise Eigenschaften von Losungen

Wir mussen jetzt nur noch die Aussagen von Leng8rid beweisen. Zunachst bemerken
wir, dal3 sich die kritischen Punkte- 0 vonlg mit I4(u) < m(oco) — & wegen Propositi-
on 3.6 in R] am Rand vord 24 konzentrieren und daf3 giltg(u) < m(d) + &g fur kleine

d. Die Regularitat der schwachen Losungen ¥8&L)g wird in [37] recht ausfuhrlich
behandelt, und wir entnehmen dieser Arbeit, daR jede solche LésureyansC2(Qq)
liegt. In [26] wird mit Hilfe des Maximumprinzips bewiesen, dalR> 0 ist aufQq. Ei-
ne Kombination der Methoden au3]] und [38] liefert fur kleined die Existenz eines
eindeutigen Maximums von auf Qq, welches aub 24 angenommen wird. Wir miissen
also nur noch die asymptotische Abschatzung

IMg(u) — Ba(u)| = C

fur kleined zeigen, woMg(u) fur eine Lésungu von (SGL)4 wie oben das eindeutige
Maximum bedeute.

Wir fihren einen indirekten Beweis. Angenommen, es gabe Falger 0, u, €
Ed, \ {0} mit Dlg,(uy) = O undlg,(un) < M(oco) — ¢, wobei dieu, nach Obigem
eindeutige MaximaMp = Mg, (Un) € 92q, haben und wo geltgM, — Bg,(Un)| — oo
fir n — oco. Wir setzeny, = Bq,(un). Dann gilt wegen Lemma&.9up = ¢qg,(Yn). Sei
a der eindeutig bestimmte positive Fixpunkt vén Mit einer Harnack-Ungleichung am
Rand (Lemma 4.3 ind6]) erhalten wir eine > 0, so daf3 fur allen gilt: u, > «U auf
B1(Mp). Daw beioco gleichmalig abfallt, folgt mit Lemma.9und|Mp — yn| — o0

O(d?) = [[¥g, (¥n) — Unl? z/ (Unl — [w(z - yw)?dz
B1(Mn)NQqp,

202
> / ——dz>C
Bu(MNQay 4

fir n — oo und einC > 0. Widerspruch!
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5.1 Differenzierbarkeit von Funktionalen

Fir einen Banachrauid und eine stetige Abbildung: [0, 1] — E soll im folgenden

1
/ A(s)ds
0

das Bochner-Integral bedeuten, d.h. das eindeutig bestimmte Elemelat aasiald fir
jedesp € L(E, R) gilt:

1 1
go/ A(s)ds= / pA(s)ds.
0 0
Die Differenzierbarkeit einiger Abbildungen erhalten wir mit dem folgenden Kiriteri-
um:

5.1 Lemma. Seien E, F Banachraume, \&C E offen, f: U — F eine Abbildung,
x e U, A: U — L(E, F) stetig und es gelte fur kleined E:

1

f(x+h) — f(x):/ A(X +shyhds.
0

Dannist f in x differenzierbar miD f (X) = A(X).

Beweis.Es ist
1
1f(X+h) — F(x) — AGOh| = H/O (A(X + sh) — Ax)h dsH

1
=< IIhII/O [AX +sh) — A(x)|l ds
=o(h|) furh— 20

da A stetig ist. O

Fur das Rechnen mit dem Bochner-Integral bendtigen wir noch zwei Aussagen.

5.2 Lemma. Sei D € RN offen, A [0, 1] — L?(D) stetig und die Reprasentanten von
A(s) seien so gewahlt, dal3(8)(z) (Borel-)mel3bar ist auio, 1] x D. Dann gilt: fur fast
alle ze Dists— A(s)(z) in L0, 1] und

1 1
(f A(s)ds)(z):/ AS)(2) ds .
0 0
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Beweis. Zunachst istA(s) (z) A(t) (z) mel3bar auf [01] x [0, 1] x D und

1 2 1 1
f(/ |A(s)(z)|ds) dz:/f f IAGS)(2)A(t)(2)| ds dt dz
D O DJO 0
1 1
:/ / /|A(s)(z)A(t)(z)|dzdsdt
0 JO D
1 1
5/ / IA®IIAD ds dt
0 JO

1 2
_ (/ ||A(s)||ds> <.
0
Daraus folgt:s — A(s)(2) ist in L1[0, 1] fur fast allez € D und fiiru mit
1
uiz) = f A(s)(z)ds
0

gilt u € L%(D).
Fir beliebigev € L2(D) ist

1 1
/ /|A<s)(z)||v<z>|dzdssf 1A lIv] ds < oo
0 D 0

und daher
1 1
(v,/o A(s)ds)Lz(D)z/o (v, AS) L 2(p) ds
=/1f A(S)(2)v(z)dzds
/ / A(S)(2)v(z)dsdz
(v, Uiz -
Daraus folgt die zweite Behauptung. O

5.3 Lemma. Seien E,F Banachraume und: fO, 1] — L(E, F) stetig. Dann gilt fur

x e E:
1 1
(/ A(s)ds)x:/ A(s)x ds
0 0

Beweis.Sei¢ € L(F,R) beliebig. Wir definiereny € L(L(E, F),R) durchyB =
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¢ Bx. Es folgt
1 1
(p(/ A(s)ds)x=wf A(s)ds
0 0
1
= / Y A(s)ds
0
1
= / pA(s)x ds
0
1
= (p/ A(s)x ds
0
Dag € L(F, R) beliebig war, folgt die Behauptung. O

Als erste Anwendung zeigen wir:

5.4 Lemma. Sei D € RN offen. Dann ist die Abbildung : RN — Ep mit ¢ (y)(2) =
w(z — y) in C3. Die Ableitungen sind gegeben durch

D"y (y) = (=1)"D" (¥ (y)
und beschrankt unabhangig von y und D.

Beweis.Zunachst zeigen wir, da: RN — L?(D) stetig differenzierbar ist. Sei dazu
A: RN — L?%(D, RN) gegeben durcth(y)(z) = —Vw(z — ). Sei

U@ = sup [VwX)]

XeB1(2)

fur ze RN. DannistU € L>°(RN) und fallt exponentiell ab beio, alsoU e L2RN).
Um die Stetigkeit vorA zu zeigen, seieg € RN, y, — y. Dann gilt fiir groRen und
furz € D:

IVw(z—y) = Vw(@z -yl =2U(z—-Y)
und mit der Stetigkeit voivw daher
im 1AY) ~ A2 = fm_ [ [Vuz—y) - Vu(z -y dz=0.
n—oo n—oo D

Demnach istA stetig.

A kann als stetige Abbildun®&N — L£(RN, L%(D)) aufgefaRt werden durch den
AusdruckA(y)[h](z) = —(Vw(z — y), h). Fur festey undh ist die Abbildung(s, z) —
A(y + sh)[h](z) stetig, also meRRbar, und es gilt mit Lema fir fast allez € D

1 1
(/ my+ymmd§ay=/‘Aw+smmuads
0 0

1
= / —(Vw(z—y —sh),h)ds
0

=wZ—-y—h —wz-y)
= ((y+h —y¥(y)(2.
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Nach Lemmab.list ¢ also differenzierbar als Abbildung nati(D) mit
D2y (W[h](2) = A)[h](2) = —=(Vw(z—y), h) = =D (y)(2[h] ,

kurz D2y (y) = —=D(¥(¥)).

Wendet man die gleiche Argumentation jeweils auf die Koordinatenfunktionen der
Ableitungen vonw(z — y) an, dann ergibt sich aus € C* y e C*RN, L%(D))
mit thw(y) = (=1)"DV(y(y)) fur v = 1,2,3,4. Daraus folgt unmittelbay <

C3RN, Ep) mit DE_v/(y) = (—=1)" D" (¥ (y)). O
In der folgenden Aussage beziehen wir uns auf die Bezeichnungen aus Ab3chnitt

5.5 Lemma. Sei D € RN offen und erfillle eine Kegelbedingung. Weiter gelte, daR
D N Br(0) und D\ Br(0) fur groRe R eine gleichmalige Kegelbedingung erfullen. Dann
sind Ip und Lp zweimal stetig differenzierbar. Fir @ Ep sind die Normen der Ablei-
tungen an der Stelle u beschrankt, abhangig nur von einer oberen Schranke|fider
Kegelbedingung von D und von f.

Weiter gilt fir u, v € Ep:

ID*Ip(u) — D?lp ()]l < CL+ u+ v]|®)u — v]|*?

mitaz = min{1, p1 — 2} € (0,1], g3 = p2 — 2 — @3 > 0 und einer Konstanten & 0O,
die nur von f und der Kegelbedingung von D abhangt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Die AbbildunB: Ep — £2(Ep, R) mit

B(u)[h, k] = /D f/(u)hk dz

ist lokal Holderstetig.
Es ist weger{N3) fur t1, tp > 0O:

1£/(t) — f/(tp)] < /[ ]|f”<s>|dss CtP 2 —tP 2+ tP 2 -7
t1,to

Nun giltfari = 1, 2 falls p; > 3:

it 2 —tP % < Cty+ )P Sty — 1o
t1 -1
i+t
t1 —t
i+t
= C(t1 + tp) P 2%ty — o3

= C(ty + tp)P 2

o3

< C(ty +tp)P 2
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und fallsp; < 3:

tP 2 tD 72 <ty — ty P2

= (1 +tp)P 2

< (t1+t)P 2
(t1 + t2) S

= (L + )P 2%ty — tp|*3 .

Daraus folgt:
1£/(t) — /()] < C(Ity + ta] P27 4 [ty + o] P27 2799) |ty — 1|2 .
Somit gilt

IB(u) — B)|l = ”S|UIOI(B(U) — B)[h, h]|

§SU|Of |f'(u) — f'(v)||h|*dz

D

< Csup/ (Ju+ v|Pr72798 4 |u 4 v|P2727%3) |y — v|*3|h|°dz
D

< Csupflu+ v||P=27% 4 ||lu + v||P272793)||u — v]|*3||h]||2
< C@+ u+v|%)[u—v|*.

Als nachstes zeigen wir: Die Abbilduny: Ep — L(Ep, R) mit
A(u)[h] :/ f(uhdz
D

ist differenzierbar und B\(u) = B(u).
Esist fur alleh, k € Ep unds € [0, 1]:

/ |f/(u+shhkdz < C(Jlu + sh|P~2 4 |lu + sh||P2=2)||h| K]
D

< C((lull + I1hIDP*=2 + (llull + [1hIDP>=2) ([ K]

und daher mit Lemm&.3
1

</01 B(u -+ sh[h] ds)[K] :/0 B(u + sh[h. k] ds

//f(u+sh)hkdzds
// f'(u+shhkdsdz

:f(f(u+h)— f(u)kdz
D
= (AU +h) — A)[K],
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also fur alleh € Ep:

1

A(u+h) — A(u) = / B(u+ shy[h]ds.
0

Mit Lemmab.1folgt aus der Stetigkeit voB: DA(u) = B(u). Insbesondere isA stetig,
und ahnlich wie oben folgt, daf? die Abbildug, — R, gegeben durch — [ F(u)dz
differenzierbar ist mit Ableitungh.

Zusammenfassend gilt daher:

Dlp(u[h] = (u, h) —/ f(uhdz
D
D?Ip(uh, k] = (h, k) —/ f/(uyhk dz.
D

Fur das Funktional p gehen wir genauso vor und zeigen zunéchst die Stetigkeit der
AbbildungB: Ep — £2(Ep, R) mit

B(u)[h, K] =/Dg/(u)hkdz,

wobeig(t) = f(t) +tf’(t) = (tf(t)) undg'(t) = 2f'(t) + tf”(t) stetig sind und gilt:
g/ ()] < C(Jt|Pr2 + |t|P272),

Seiu, — u eine konvergente Folge iEp. Weil auchu, — u in LP(D) gilt,
existieren Funktioneb; € LP (D) mit |ul, |uy| < U;j furi = 1, 2 und fur eine Teilfolge
von (up). (Dies folgt aus dem Beweis der Vollstandigkeit vioR.) Fir groReR > 0 und
h € Ep mit ||h|| = 1 gilt dann:

|(B(w) — B(un))[h, h]|

5/ |g’(u>—g’<un)||h|2dz+/ g (W) — g/l Ih2dz
DNBR(0) D\BRr(0)
-

-2 p:
<Clg' () —g'un)| _» (ULl [U2]] ) -
Clig R A e HILTCIEAOY LP2(D\Br(0)

Dag’ ein stetiger Nemyckii-Operator
p
H(D N Br(0)) — L% 2(D N Br(0))
ist, folgt also

Jim 1B — B(un) = lim  lim  sup |(B(u) — B(un))[h, h]| = 0.

— oo N= 0 hj|=1

Also ist B stetig. Damit ergibt sich genauso wie oben (indem rhaturchg ersetzt):
DLp(Ww[h] = 2{u, h) — / g(whdz
D

D2Lp(u[h, k] = 2(h, k)—/ g (uWhkdz.
D
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5.2 Die Geometrie des Randes

In diesem Abschnitt wollen wir einige asymptotische Abschatzungen erhalten, die mit
dem ,Auseinanderziehen” des Randes v@py fur d — 0 zusammenhangen. Dies ist
der Punkt, an dem die mittlere Krimmukfvon 9<2 in die Berechnungen eingeht.

5.6 BemerkungZu P € 92 betrachten wig unddq wie auf Seite21beschrieben (indem
wir den IndexP unterschlagen). Es seien, ... , An_1 die Eigenwerte von By (0) und
ajk = 3jkd ¥ (0). Fiirz e RN schreiben wiz = (Z, zy) = (x, y) mit x ¢ RN=1 und
y € R. Dann gilt in P-Koordinaten fiirx € B)!/;(0):

1 2 21 3 4
g (X) = dé Z AkXg +d 6 Z okl XjXkX +d O (|x|")
1<k<N-1 1<j,k,I<N-1

I (X) = drgxy + d20(|x|?) .

Hier ist ein Term der ArtO(|x|¥) zu verstehen als ein Ausdruck, der unabhangig Ron
fr x e B[')\'l/‘dl(O) kleiner oder gleictC|x|¥ ist, nicht nur fiirx nahe bei 0.

5.7 Lemma. Sei ue L®(RN), und es gebe CC, > 0 mit [u(z)] < Cie~%2%. Fiir
P € 9 gilt dann in P-Koordinaten:

/u(z)dz:/ u(z)dz+ O(d)
Qq RJ’\r‘

furd — 0, unabhangig von P. Istinsbesondere u bzgl. P-Koordinaten ungerade in einer
Koordinate z (i = 1, ..., N — 1), dann folgt

/ u(zydz= 0O() .
Qq

Ist u wie oben una € L2(RN), dann gilt
(U, v) 20 = (U, V) L2y + OV [0l o) -
Beweis.Es seien
QiARY = (Q¢ \RY) U ®R] \ Q)

die symmetrische Differenz uneh, p> wie auf Seite21 eingefihrt. Dann isfdq(x)| =

51



5 Technische Hilfsmittel N. Ackermann

d O(]x|?) und es gilt

‘/ udz—/
Qq R

udz‘
N
+

5/ lujdz
QqARN

<

/ ludz+ / ujdz
(QaARNN(B) 74 x[~p2/d.p2/d]) (QaAR\Byy/a

[9d(X)|
< le / e G2l dy dx+ O(e /9
BN-1Jo

p1/d

< dC1/ e C2XIo(|x12)dx + O /%) = 0(d) ,
RN—l

also die erste Behauptung. tst L2(RN), dann folgt wie oben
(U, V) 2(0g) — (U ) L2t | < fgdmwm dz
< Ul 2@qart IVl 2@qart) < OWD)IV]lL2@N)
und damit die letzte Behauptung. O
5.8 Korollar. In yq-Koordinaten gilt furi j € {1,... , N — 1} miti # j:
(w, dw)gy = O(d)
(Biw, djw)gy = O(d)
1
lwiig, = SlIwlg, + O
1
lowlg, = Slawlg, +O)

5.9 Lemma. Seien H 92 — R die mittlere Krimmung vod2 und P € 9. Sei
u e C3RN), ID*u(z)] < C1e % fiir k = 0,1, 2,3, und u sei radialsymmetrisch
bezuglich des Ursprungs. Mit

— 1 / /12
K—mAN_1U(Z,O)|Z| dZ’

gilt dann in P-Koordinaten

/udz:/ udz—d(N — )k H(P) + O(d?)
Qqd RN

+

und

/ dudz=d?*(N — k3 H(P) + O(d®
Qq
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furi =1,..., N —1undd— 0, unabhangig von P.

Ist lediglich ue CL(RN), IDKu(z)| < C1eC2/ fiir k = 0, 1 und u ungerade in einer
Richtung z (i € {1,..., N — 1}) dann gilt

/ udz= O(d?
Qg
fur d — 0, unabhangig von P.
Beweis.Mit den Bezeichnungen von Sei?d gilt
H(P) = 1 A (0) und dH(P) = ! 0i AU (0)
TN-1 ! TN-1 ’
denn fiirx € B,,(0) ist

(N —DHX, 9(x))

=15 |Vﬁ(x)|2)3/2((1+ VD (X)|2) A® (X) — D23 (X)[VI (X), VI (X)])

(siehe [L6], (16.1) auf Seite 388). Das liefert zusammen mit Bemerkaugg
N-1 N-1

51)  (N=-DHMP)=> i und (N-DHHP) =) aikk-
k=1 k=1

Zunachst betrachten wir € C2(RN) mit [DXv(z)| < C1e7 %2 firk = 0,1, 2. Wir
schreiberz = (x, y) € RN~1 x R und haben

t 1 1 1
/v(x,y)dy:tv(x,O)+t2—8Nv(x,O)+t3—/ 32 v(x, st)(1—s)?ds
(5.2) Jo 2 2Jo

1
= tu(x, 0) + tZEan(x, 0) + t30(e~CIDly |

Wir verwenden die Entwicklung vorty, die in Bemerkund.6 gegeben wurde. Dann
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folgt aus 6.2) unde=CI*.7d0DI = O(e=CXI) hnlich wie in Lemmd.7

(5.3) vdz
Qq

?d(X)
=/ vdz—/ / v(x, y)dy dx+ O(e~C/%)
RN By /d /O

).

vdz—/N1<z9d(X)v(x, O)+z9d(x)2%8Nv(x,O)

N
+ Bﬂl/d

4 z?d(x)30(e_c'x')) dx + O(e~C/%)

g N-t
_ 2
_/R vdz—d U(X’O)E kX:;kkxkdx

N N—-1
N R

1 N—-1 2
_ dZ/ (an(x, 0)§< xkx,f)
RN—l k=1

1
4+ v(X,0)= Z Otjk|XijX|)dX—|— O(d3) .
6, .
1<j,kI<N-1

Ist v bzgl. einer Richtung; ungerade und gerade xp-Richtung furk # i, so folgt:

1 1
(5.4) / vdz= —dZ/ v(X, 0) (— Zaikkxi XE + —aijij Xl?’) dx + O(d3) .
a N2 L 6

Dau radialsymmetrisch ist, lieferg(3)

1 N-1

udz:f udz—d——— v(X, 0)[x[2dx Y Ak + O(d?)
'/;Zd RT 2(N —1) RN-1 g_

also mit 6.1) die erste Behauptung.
Furv = 9;u folgt aus 6.4) mit partieller Integration in dex;-Koordinate

1 1
/ Jjudz= —dz—/ diu(x, 0) E ikk Xi XE + —aijji Xi3 dx + O(d3)
Q 2 RN-1 " 3
d ki

1
= d2§ /RN 1U(X,O)<Z‘Xikkx|%+0‘iiixi2> dx+ O(d)
- ki

N-1
1
_ 2 2 : 3
d N -0 /RN_l u(x, 0)[x|“dx 321 aikk + O(d®)

und aus %.1) also die zweite Behauptung.
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Istu € CL(RN), so haben wir stat§(2) lediglich

t 1
fu(x,y)dy:tu(x,O)-l—tz/ anu(x, st)(1—s)ds
0 0

= tu(x, 0) 4+ t20(e ClxDly |

aber wie in 6.3) und (.4) folgt immer noch
f udz= O(d?) .
Qq
Damit ist alles bewiesen. O

5.10 Lemma. Sei P € 9. Es existiertl’ € C3(RN), IDKI'(2)| < Cre %2 fir k =
0,1, 2, 3, so dal3 in P-Koordinaten gilt

r
(5.5) W _ gl Lo inLXe9) .
av av

Ferner istI" gerade in den Koordinatenrichtungen,z.. ,zn_1. ISt W € C2(RN) mit
IDKW(z)| < C1e~ 212 fiirk = 0, 1, 2 und ayW(x, 0) = 0, dann gilt

(5.6) E’a—W =0@d) inL%0Qq) .
V

Beweis.Wir arbeiten durchgéngig ifP-Koordinaten und verwenden die Notation von
Bemerkungb.6.

Zum Beweis von%.5) haben wir wegemw € C*RN) firk =1,... , N

1
Fw (X, ) = dw(X, 0) + yondkw(X, 0) + yzf 32 dkw(x, sy)(1 —s) ds
0

= dkw(X, 0) + yandkw(x, 0) + y>O(e 7
= dw(x,0) + yO(e !y,

und weilw auch radialsymmetrisch ist, gilt

oNnw(X,0)=0.
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Furx e B, /q(0) gilt dann:e=CI*:24001 = O (e=CI) und

(5.7) 1+ 1V8d(X)|?dyw(X, ¥4(X))
= (Vw(X, 94(X)), (VId(X), =1))gn

N-1

= —Inw(X, Dd(X)) + Y dkw(X, Pd(X))HKDd(X)
k=1
= —(nw(X, 0) + dgw(X, 0)Pd(X) + Pa(x)*O(e” ™))
N—-1
+ ) @w(x, 0) + () O (e~ ™)) ddra (%)
k=1

N—1 N—-1
1
= —dnw(X, 0) + d(§ " hkdkw(X, 0)X — éaﬁw(x, 0) » AKXE>

+d?0@Ee My |

Mit &hnlicher Rechnung folgt fiir eitv € C?(RN) wie in der Formulierung des Lemmas
flr x € By, /d(0):

(5.8) 1+ [VIg(X)|2 8, W(X, 94(X)) = —INW(X, 0) +dO(e ™) .

Wir setzen nun fiz = (x, y) € RN:

L, N-1 1 N—1

rCx,y = —_e IVl <y Z Akokw (X, O) Xk — Ean<X’ y Z )\.kXE)) .
k=1 k=1
Dann giltI" € C3(RN), |IDXI'(2)] < C1e %2 fiir k = 0,1, 2, 3, T ist gerade in den
Koordinatenx, ... , XN—1, und es gilt
N—1 1 N—1
INT(X,0) = —<k§ Akdkw (X, 0) Xy — 5a,%w(x, 0) k; Akxﬁ) :

Wir kbnnen auchd, I (x, 94(x)) geman %.8) entwickeln, und erhalten fix € B, /q(0)
aus 6.7) wegeninyw(x,0) =0

(5.9) /14 |Vd(X)|?[dw(X, ¥g(X)) — dd,T(X, F4(X))| = d?Oe Xy |
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Daraus folgt zusammen mit dem exponentiellen Abfall ¥an und VI™ beico

19w — da, T 1% 0

< 1w — da,I||2 + 10w — da, T2 505

L2(0QaN(B), %[~ p2/d. p2/d]) r2/d)

= dhw(x, —da,I'(x, ¥ 2 114+ 1veq0012 d
/BNll w(X, 4(X)) (X, Fq(X))] |Vig(x)[% dx

p1/d

+ O(voly_1(3Qg)e~ /)

§d4/ oE My dx + ——— 1 O(e‘c/d) o(d*
RN d

also 6.5). In &hnlicher Weise folgty.6) auch aus§.8), falls ayW(x, 0) = 0O gilt. OJ

5.3 Analyse von Differentialoperatoren

5.11 Lemma. Sei D € RN offen, Go: L%(D) — HY(D) der Greensche Operator zu
Neumannschen Randbedingungsiehe Bemerkung.5). Dann gelten:

a) Istv € L%(D) und gibt es G, C, > 0 mit

vl 2D\, (0)) < C1€™ Car

furr > 0O, dann existieren & C4 > 0, so dal fur u= Gp[v] und r > 0 gilt:
IUllHiD\B: (0)) = Cse ©
b) Ist D=RN, « € (0, 1], v € CO¢@®RN) und gilt fir ze RN
[vllcow(p,z) = C1€” Cal2l |
dann gibt es G, C4 > 0, so daR filr u= G4.[v] und ze RN gilt:
Calzl

lullc2a (g, ) = C3€™

Die Konstanten gund G, hangen dabei jeweils nur vomCCo und N ab.

Beweis.a) Wir setzen fur > 0

_ 2 2 _ 2
Q) = /D\Br(o)uvw + U dz= ull1p\g o) -
Dann istQ monoton fallend und es gilt nach Bemerkuh§

(5.10) Q(0) = [lullfysp, = GVl p) = 012, =< CF -
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Wir verwenden eine Abschneidefunktign R — [0, 1] mit

0 t<0
nt) =\t O0<t<1
1 t>1

Furr > 0 setzen wil, (2) = n(|z] — r)u(z) € HY(D). Dann gilt
Vur(2) = n(jz| —r)Vu(2) + n'(12| - r)éU(Z)
far |z| #r,r +1und

U =u in D\ Br1+1(0)

(5.11) u = (zl —ru in DN (Br4+1(0) \ B (0)

Vu (2) = (IZl =nVu@ + Zu@  inDN(Br41(0)\ B (0) .

Daraus folgt wegelhéuVul < %(IVUI2 + u?)

(U, Ur) 1Dy

Z
=/ (|Vu|2+u2)dz+f <(|z| —r)(|Vu|2+u2)+—uVu> dz
D\Br41 DA(Br+1\Br) |Z|

zQ«+D—3ﬁmB\BﬂWM+u%wzQa+n—%Qm

2
und mit 6.10

HmwmmﬁszwmwﬂS/ urv] dz
D\

¢

—Cor —Cor
< lull.2ipyllvllLzpy\g,) < C1€8” % [Ully1py < CTe % .

Das liefert zusammen

1
(5.12) QU+D—EWU§C%*”.
Wir setzen nun

C4 = min{Cy, log(3/2)} > 0
C3 = 4Cfe™tC2

und behaupten, daf3 gilt:
(5.13) Q(r) < Cze & |
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Ersetzen wir dans durch,/Cz undC4 durchC4/2, so sind wir fertig.
FirO<r < 1istwegen$.10

Q(r) < Q(0) < Cf < Cae™™ < Caem ™.
Furr > 1 haben wir, fallsQ(r) > 0 gilt, wegen 5.12

_Qr-D

5.14 2— ——
514) an (2- %5

) < 2C2¢C2e=C"

Wir setzen

M(r):max({neN‘nfr,%sg}u{O}).

Esfolgt: u(r) € Np ist wohldefiniert, da fiin < r nach Voraussetzun@(n) > Q(r) > 0
gilt. Ferner haben wir (hier sei | die Gaul3-Klammer)

(5.15) pr) <[r] <r, Q(u(r)) >0
und weiter
M < § falls ,u(r) >1
(5.16) Q(u(r)) 2
| Qn-bh 3 fallsn e Nundu(r) <n<r
Q(n) 2 -

Aus (5.14) und (.16 folgt daher fiinu(r) > 1
Q(u(r)) < 4C2et2e~C21(1) — CaeCagCan()

Firu(r) = O folgt dies ausg.10. Dies liefert zusammen mig(15 und .16

[r]
Q(n)
QN = QD =) [] ==
n=pu(r)+1 Qin—1
N\ [F1=1(®)
< C3e—C4e—C2M(f) (_)
3
3
= Cae™ ™ eXp(—Cz p(r)—log - ([r] — u(r)))
> T
< Cae™ “exp(—Ca(u(r) +[r] — p(r)))
5 Cse—C4r

und daher%.13. Damit ista) bewiesen.
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b) In diesem Beweis seien alle KugeBy abgeschlossen, und flir € C**(B; (2))
sei

UX) —U ()
U llcke(p 2) = IV lckB, ) +  SUP
(Br (2)) Bt T Xy
XY

die zugehoérige Norm. Ferner bezeichr@nC; und C, diverse Konstanten, ohne feste
Bedeutung. Jetzt ist eine schwache Losung der Gleichung in Divergenzform:

div(Vu) —u=—v.
AuRRerdem haben wir Konstantéh, C, > 0 mit
vy Ny (0)) = C1e°7

und

lull 2@y B, 0y < C1€

wegen Teila). Fiir jedesR > 0 undzg € RN folgt dann aus Theorem 8.17 ithdj:

(5.17) BSt(JZE))IUI <C (R_N/ZHUHLZ(BzR(Zo)) + R||v||LN(BzR(Zo))) :
R

wo C nur vonR und N abhangt.
Ist |zp] < 2, so setzen wiR = 2 und haben wegerb(17)

lu(zo)| < suplul < C(flull 2Ny + lV[ILN@N))
B2(0)
< C(lvll 2Ny + IVIILN@NY) -

Ist|zg| > 2, sosetzenwiR=1,r = |z9] — 2 > 0 und 6.17) liefert

lu(zo)| = ClUllL2(By(zg)) + IVIILN(B,(20)))

< ClullL2@wn\g, 0y + IV IILN®N\B, (0)))
< CieC — Cye Gl

Insgesamt folgt filzg € RN:
(5.18) |u(zo)| < Cre~ 2!,
Es gilt weiter, wie leicht zu sehen ist,

I0llcoe(By(zg) < Cre™ 2%
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und wegen%.18

—C
||U||C°(Bz(zo)) < Cse 2/l ,

so daf3 die inneren Schauder-Abschéatzungen (Corollary 6.36innjit d = 1, Q =
B2(zp)) uns liefern:

—C
”u”CZ’a(Bl(Zo)) = C(“u“CO(Bz(Zo)) + ”U“CO’(‘Y(BZ(Z()))) < C]_e 2l %] s

also die Behauptung. O
5.12 Lemma. Es gibt C> 0, so daf3 fur jedes € E,, mit

v E[ow,...,oNw, VLoo(w)]l
gilt: D?loe(w)[v, v] = ClIvIIE .

Beweis.Wir betrachten die linearen Operator&nT : L2(RN) — L2RN), gegeben
durch

Su=—-Au+4+u— f'(w)u
Tu=—-Au-+u

und mit den DefinitionsbereicheB(S) = D(T) = H2(RN). Es seienG = G, =
T-1e £(L? H? undK = K wie in Bemerkungt.5beschrieben. Nach Lemma 4.2 in
[32] giltker S= [91w, ... , dnw]. Aus S= T (Id — K) auf H? folgt also

ker(ld — K) = kerS=[do1w, ..., dNnw] ,

auch wenn wir Id- K als Operator inC(E~, Eoo) betrachten.
Wir zeigen als nachste ist als Operator IilC(E~,, E«c) kompakt. Wir folgen dabei
dem Beweis von Lemma 4.2 i8%. Furu € L2RN) mit ]l _2gn, < 1 gilt

~CR
I/ )ull L2@ny\groy < C167 27,

da f'(w) beioco exponentiell abfallt. Lemm&.11liefert dann

IK Ul Br) < Cr8™ "
mit C1, C2 unabhangig vorr mit [[uf| 2gny < 1. Sei nun(up) C L2 mit ||un|| < 1. Fur
¢ > 0 gibt es nach Obigem eiR > 0 mit
&
[Kun — Kumlly1wny Br(0)) < >

Die EinbettungH?(Br(0)) — H1(Bgr(0)) ist kompakt. Daher existiert eine Teilfolge, so
daBKun|g(0) €ine Cauchyfolge iH L(Br(0)) ist. Es gibt alsag, so daR fiin, m > ng

gilt

NI ™

[Kun — Kumlly1(ggeo)) =
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Diese beiden Ungleichungen zeigen, dal3 diese TeilfolgeKon eine Cauchyfolge in
E ist. Somit sindK : L2 — E., und auchK : Eo, — Eo kompakt.

Wir haben demnach erhalten: 4K ist aufE, ein symmetrischer FredholmOperator
vom Index 0. MitM = [01w, ... , ayw] folgt

(5.19) imageld — K) = ker(ld — K)* = M+ .

Wir setzenR = [VL(w)], dann folgt (daw radialsymmetrisch ist)M_LR. Weiter sei
N = (M & R)L. Wir betrachtenA: N — N mit A = Py(ld — K)|n. Dann istA auch
ein symmetrischer Fredholm-Operator vom Index O undférN gilt:

D?l o (w)[v, v] = (Av, v) .

Daw Minimalstelle vonl ., aufW,, = {u € E | Loo(U) = O} ist, folgt fir das Spektrum
o(A) C [0, 00). Wir zeigen: A ist ein Isomorphismus, d.la.(A) € (0, co). Nach dem
Spektralsatz folgt dann die Behauptung.

Es genugt zu zeigen: kgk) = {0}. Sei alsau € N mit Au = 0. Nach Definition von
Afolgt (Id—K)u € M@ R, und wegen§.19 existiertc € R mit (Id—K)u = x VL (w).
Mit der Definition vonL 5, und mit Dl (w) = 0 folgt hieraus

kDL oo(w)[w] = D2l (w)[w, U] + Dloo(w)[u]
= DLoo(w)[u] = (U, VLo(w)) = 0.

Weil Doo (w)[w] # O gilt (siehe Lemm&.4) ist« = 0, mithinu € M N N = {0}. 0

5.13 BemerkungWeil 02 ausreichend glatt und kompakt ist, gibt es z¢ @ < 1 nach
Theorem 4.26 inJ] einen stetigen linearen Fortsetzungsoperatgr Eq — E~. ES ist
aus dem Beweis dieses Satzes klar, daf3 die NormAypoanabhangig vorl beschrankt
ist, weil wir eine Uberdeckung vodi2 mit offenen Mengerdj < RN fest wahlen kon-
nen, so daf’ dort Abbildungen zur Begradigung des Randes existieren. Daraus erhalten
wir mit den Menger%Uj jeweils eine offene Uberdeckung vogRy mit zugehdrigen be-
gradigenden Abbildungen, so dal’ es gleichmafiige Schranken fur deren Differentiale gibt,
unabhéangig voml. Die Norm vonAg h&ngt nur von diesen Schranken ab.

Definieren wir L2(82¢) mit Hilfe des Lebesgue-MaRes abif2y, so folgt &hnlich
wie oben aus Theorem 5.22 i8][ daR die Einschrankungsabbildungegn — L2(892q)
wohldefiniert sind, linear und stetig, und dafl3 deren Normen férd < 1 gleichmafig
beschrankt sind.

5.14 Lemma. Sei P € 9. Dann existiert zu einer Wahl von P-Koordinatemn W
C2L(RN) N Ey, so daR in diesen P-Koordinaten gilt

Vlig(w) = —dUp + o(d)

in der Eg-Norm furr d — 0, unabhangig von P. Ferner giltUp [|c21(g, (7, < Cre~ 2
mit C;, C2 > 0 unabhangig von P wahlbar, unddlist gerade beztiglich der Hauptnor-
malenrichtungen voA2 in P.
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Es gilt auch
D?1g(w)[3w] = O(d)
in der Eg-Norm fird — 0.

Beweis.Fird > 0 setzen wirug = Gq[ f (w)] (siehe Bemerkungt.5). Dann gilt
Vig(w) = w — ug und die erste Behauptung des Lemmas folgt, wennUmpirfinden
mit

(5.20) lug —w — dUp| g4 = 0(d)

fir d — 0. Dazu setzen wir zunédchst mit der Funktidmus Lemméab.10

vn=AIl'—T
und
v1(Z furzy >0
va(2) = | 12 SN =
v1(Z, —zN) furzy <O0.

Es gilt dannv; € CLRN) mit |DXv1(2)] < C1e=%2? fiir k = 0,1 und dahens €
COL@®N) mit [[vallcorp,z) < C1e~“2? (siehe Lemmab.11fir die Definition dieser
Norm).

Nun setzen witWg = Gg[v1]. Nach Bemerkungt.5 ist dannWy € C?(Qq) und
erfullt

— AW +Wyq =1 in Qq

oW,
d_0 aufoQyq
ov

Weiter seW = Guo[vz]. Dannist nach Lemm&a.11W e C2Y(RN) mit [|W( c21(g, () <
Cie 27 ynd W ist gerade in Richtung der Koordinatenachgen .. , zy, da dies auch
fur v, gilt. Daraus folgt insbesondere

(5.21) INW(Z,0)=0.

Wir verwenden nun die Fortsetzungsoperatafgnaus Bemerkun&.13 Es gilt fur
jedesv € Eq wegen Lemm&.7, v; = v aufRY und 6.21)

(v, Wgg = (Adqv, W)g, + O(Wd)vlle,
= (Aqv, v2) 2y + O(Wd) v g
= (Adv, va) L2 + OWd) vl g
= (v, v1)L2(qq) + O(Vd)|vllE,

=

v, Wo) g, + O(Vd)|vllg, -
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Daraus folgt
(5.22) IWg — Wiy = O(Vd) .

Setzen wig = Wy + I', dann gilt mit Bemerkung.5

—AVg+Vq4=0 in Qq
5.23 oV, all
( ) fh_2 aufoQq
av av

Daraus folgt fiiv € Eq mit (5.5), Bemerkungb.13sowie der Definition vorug undw

(Ug —w +dVg, V)E,

= / (V(ug — w)Vv + (ug — w)v)dz+d (VVgVu + Vquv) dz
Qq

Qq
Qg 0924

= —d Bvl_'v do+ ”U”LZ(an)O(dZ) + d/ aUFU do
BIOA] 029

= 0(d?)||v]lgq

alsojjug — w +dWg + D)|lgy = 0O(d?). Setzen witUp = —W — I, dann folgen aus
(5.22 und den Symmetrie- und DifferenzierbarkeitseigenschaftenWomnd I (5.20
und die verlangten Eigenschaften vda.

Fir die zweite Behauptung des Lemmasiggi= Ggy[ f'(w)d; w]. Dann haben wir
D?lg(w)[iw] = dw — ug. Wegen—Adw + dw = f'(w)djw undndw(x,0) = 0
folgt aus 6.6) und Bemerkundp.13

lug — dwlE, = —/ dvdiw(Ug — dw) do
0Q2g

< O(d)|lug — dwll 20y
= O(d)|lug — dwlgy ,

also die Behauptung. O

5.15Lemma. Sei P € 02, Up wie in Lemmab.14 gegeben. Dann existiertpV €
C21®RN) N E,, so daR in P-Koordinaten gilt

(Id — Kg)[Vp] = Up +0(2)

in der E4-Norm fir d — 0, unabhéngig von P. Ferner gillVp 21, (), < Cre~ 2
und \p ist gerade bzgl. der Hauptnormalenrichtungen w@in P.
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Beweis.Wir arbeiten wieder durchgangig iR-Koordinaten. Zunachst setzen wif =
f’(w)Up € CE®RN) N Ey und

v1(2) ANIER

7Z) =
v2(2) v1(Z, —zZN) N <0.

Dannistv; € COLRN), lv2llcoi(p,(z) < C1€”“?? undv; gerade bzgl. der Koordinaten-
achsen. Wir setzeN = [d1w, ..., dyw] als Unterraum vorE,,. Aus dem Beweis von
Lemma5.12folgtimaggld — Ko) = M+ = ker(ld — Koo) - und ld— Koo : M+ — M+
ist ein Isomorphismus. Es i€[vz] € M+, d.h. es gibW € M+ mit

(Id = Koo)[W] = Goo[v2] -

Hier ist auBerdenjvz| g, und daher auchW| g, unabhéangig vor® beschrankt. Weil
imageG,, € H2(RN) gilt, ist sogatW € H2(RN) undW erfilllt die Gleichung

(5.24) —AW+W— f'(w)W=1v, inRN.

Mit Lemma 9.19 in LL§] folgt: Es gibta € (0, 1) mit W € CZ*(RN).
Andererseits istW schwache Losung der Gleichung (in Divergenzform)

div(iVW) + (f'(w) = DW = —vp
mit v, € LN@RN). Lemma 8.17 in16] (mit R = 1) liefert
IWlicowny = CUWIIL2@wny + llv2llingny) < C

unabhangig vorP, so dal3 wir mit den inneren Schauder-Abschatzungen (Corollary 6.3
in [16], mit d = 1) erhalten:

”W”CZ*"‘(RN) f C

unabhéangig vorP. Weil auRerdens; (f'(w)) = f”(w)dw nach LemmaB.5 stetig und
exponentiell abfallend ist, folgt

lvz + f/(w)Wllco1(g,(z) < Cre” %2,

und zusammen mitV = Goo[vo+ f/(w)W] und Lemmab.11liefert diesw € C21(RN)
und

(5.25) IWllc21(8, (2 < C1e” %2

Da W die eindeutige Lésung vo®.@4) in M= ist, Zugehorigkeit zuM - invariant
unter Spiegelungen an Unterraumen ®hist und dasselbe fiir die Gleichurg 24 gilt,
muf3 auchw gerade in Richtung der Koordinatenachsen sein. Daraus folgt insbesondere

(5.26) INW(Z,0) = 0.
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SeienAq die Fortsetzungsoperatoren wie in BemerkGribeschrieben. Fir € Eqg
erhalten wir aus.24), (5.25, (5.26 undvy = v2 auf]RJ'\rl mit Lemmab.7

(v, (Id = K)W) gy = (v, Wygg — (v, ' (w)W) 20

= (Adv, W)g, — (Agv, ' )W) 2y, + OWd)vllg,
= (Aqv, v2) 2N, + O(Wd) vl

= (Adv, v1) L2y + OWVd) vl g

= (v, v1) 20 + OWD) V]l

=

v, Kg[Up]) gy + O d)lIvll g,
und daher
(5.27) (Id — Kg)[W] = Kg[Up] + OVd)

in Eq fir d — 0, unabhangig vorP. FurVe = W + Up gilt dann||Vp|c21g,z) <
C,e~ %22 unabhéngig vorP, und 6.27) liefert

(Id — K)[Vp] = Kg[Up] + (Id — Kg)[Up] + O(v/d) = Up + 0(1)

fur d — 0, unabhéngig vof®. Die Symmetrieeigenschaften vdfp folgen aus denjeni-
gen vonW undUp. O

5.4 Diverse

5.16 Lemma. Sei(un) eine Folge von beschrankten positiven MaRenRlf (rn) eine
Folge inR™ mit r, — oo. Dann existiert fur eine Teilfolge eine Folge, R> oo mit
Rn < rp, so dal’ gilt:

Ve>0 3dJR>0,npeN Vn=>ng:un(Br,(0)\ Br()) <e.

Beweis.Wir setzenQn(t) = un(B;(0)) firt > 0. Dann sind digQ,, monoton wachsend,
gleichmalRig beschrénkt, und bilden daher eine beschrankte Folge in den Abbildungen von
beschrankter Variation auf jedem kompakten Teilintervall ®n Da diese kompakt in

L1 eingebettet sind, existiert eine Teilfolge (wieder @f bezeichnet), die fast Uiberall in

Rg punktweise gegen eine beschrankte, monoton wachsende Abbi@kogvergiert.

Es seir = lim{_ o Q(t). Zuk € N wahlen wirR¢x > k so grof3, dal®Q(Rx) > » — 1/k

gilt, und so dal lim_ . Qn(Rk) = Q(Rx) ist. Nun setzen wir indukting > ng_1 SO

grof3, dal jeweilsQn, (R«) — Q(Ry)| < 1/kund R < rp, gelten. Dann folgiQn, (R«) —

Al < 2/K, also lim_, o Qn, (R¢) = 1. Wir wahlen die Teilfolge zung aus und verwenden
wieder den Index. Es gilt also

Im Qn(Rn) =24 und Ry <1y
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Sei nune > 0. Dann existierlR > 0 mit |Q(R) — A| < ¢/3 und limh_ o Qn(R) =
Q(R). Es gibt einng, so dal fiin > ng gelten:|Qn(Ry) — Al < ¢/3,|Qn(R) — Q(R)| <
¢/3 undR, > R. Daraus folgt fur allen > nq:

un(Br,(0) \ Br(0)) = [Qn(Rn) — Qn(R)|
< [Qn(Rn) = Al + 12 = QR+ |Q(R) — Qn(R)| = ¢,

also die Behauptung. O

5.17 Lemma. Sei u: [0, c0) — R stetig differenzierbar, miu(r)|, |u’(r)| < Cie~ %",
Dann gilt

/ u<|x|>|x|2dx=<N—1)/ u(lzhzn dz.
RN-1 RN

Beweis.Zunachst bemerken wir: Ist: [0, co) — R stetig mitjv(r)| < C1e-°?", dann
liefert eine Rechnung in Polarkoordinaten (siehe z.B. den Anhar&jhgin « > 0, nur
von N abh&ngig, mit

f v(|z])zn dz=ufoo v(r)rNdr .
RN 0

+

Zweimalige Anwendung dieser Gleichung liefert

o0
f u'(12))|zlzn dz:u/ u'(rHrNtidr
RN 0

o0
= —nu(N + 1)/ u(r)rNdr
0
=—(N+ 1)/ u(|z))zy dz.
RY
Wir schreiberz = (x, zy) € RN~1 x R und erhalten fiix € RN-1
2 > d 2 >
—u(xpIx] =/ —(u(|z])|z|) dzy =/ (U'(1z)1zl + 2u(|z)))zn d 2y -
o dzy 0
Daraus folgt nun mit Obigem

/RN_lu('X')'X'de: ‘/RN(“/('Z')'Z' + 2u(|zl))2y dz

+

= (N — 1)/ u(z)zndz,
RY

also die Behauptung. O
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5.18 Lemma. Seien @ — 0, yn € dQ2g, und 4, € Eqg, mit [|(Id — Kg)[un] g4, = 0(1)
flrn — oo, und||unllg,, beschrankt. Dann gibteg € R,i =1,..., N — 1, so dal fur
eine Teilfolge in y-Koordinaten gilt:

N—-1
Un — Z o 0j w
i=1

Beweis.Wir verwenden die auf Seitgl gegebene Abschneidefunktign Es seien wie-
der ® und ¥ die begradigenden Diffeomorphismen djf (0) aus Lemmat.1, und wir
setzen wie im Beweis vofA4) im Abschnitt4.2

=0(1) .
Edn

— 1
Pn(z) = d—cbdnyn (dh2)
n
flr z € Byy/d,(0). In yy-Koordinaten definieren wivn (z) = 1,,,/2d,(1Z1)Un(2) und haben
(5.28) suppvn € By, (0 und  [Vun|? 4+ v2 < C(IVun|? + u?) .

Es gilt| f'(w)unll 24\ Br(0) < C1e~C2Rmit C1, C, > 0 unabhangig von, weil f/(w)
beico exponentiell abfallt. Lemma&.11liefert dann zusammen mit den Voraussetzungen

“un”Hl(Qn\Bpo/Zdn) < II(dd — Kp)unllgg, + ”KnU“”Hl(Qn\Bpo/zdn) =0(1) .
Weiter gilt wegen $.29
”v””Hl(Qn\Bpo/zdn) = C”un”Hl(Qn\Bpo/Zdn) ,
insgesamt also
(5.29) [un — vnllgg, = lUn — Un||H1(Qn\Bp0/2dn) =0(1)

und vy, bleibt bei 0 konzentriert in deEg-Norm (in dem Sinne, wie im Beweis vdiA4)
auf Seite26 verwendet). Wir setzen

vn(®n(2) far |z] < po/dn,zZn >0
wn(2) = { vn(Pn(Z, —2zN)) far |z| < po/dn,zZn <O
0 fir |z| > po/dh .

Wegen b.28 ist dannw,, € E4 und diewn bleiben bei 0 konzentriert. Wegeb, —
ldgn in it (RN), ist auBerdem

(5.30) [lon — wnllgg, = 0(1) .

Wie im Beweis von Proposition 3.6 ir2] folgt dann, daf3|(ld — Ko)[wn]lle,, = 0(1)
gilt. Nach Lemmab.12ist K., kompakt, d.h. wir kbnnen annehmen, daf,) in E.

gegen ein Element in kdd — K) = [01w, ... , dnw] konvergiert. Da diew,, gerade
sind bzgl. dezy-Richtung, existieremy, ... ,an—1 € R mit
N-1
Hwn—ZaiBiw =0(1),
i=1 Eoo
und die Behauptung folgt aus.@0. O
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5.19 Lemma. Es gibta® € (0,1], 2+ o™ < 2%, 0,0q; > 0, sodaB fir T> 0, t1,t; €
[T/2,3T/2] qilt:

1£7(t) — (1) < CT|N L+ | T|% Y|ty — tp*” .

Beweis.Wir setzena™ = minj=12{2* — 2, a1, 1 + ¢i}. Daraus folgie* € (0, 1] und
o + 2 < 2. Weiter setzen wir fir = 1, 2: ¢* = ¢ + o1 — o*. Dannistg* > 0 und es
folgt fur T, t; undt, aus BedingungN3) an f:

17(t) — T"(t2)] < C(T|% 1 4 T %ty -ty
t] —ty |t

-
< C(T|®~t 4T T a1ty — o
= C(T(% 1+ T %)ty — .

= C(T|® = 4T T

Wir haben hier verwendeft; —to| < T und O< o™ < «. O
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