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Zusammenfassung

Bei psychologischen Tests basiert die Messung von Eigenschaften (Intelli-
genz, Traits ...) in der Regel auf einer Auswertung des Antwortmusters einer
Person bei standardisierten Testaufgaben. Ignoriert werden die Reaktionszeiten,
die eine Person fiir die Abgabe der Antworten benotigt. In letzter Zeit jedoch
verdichten sich Hinweise darauf, dass auch die Reaktionszeiten in Beziehung
zur Eigenschaftsausprigung einer Person stehen. In dieser Arbeit wird daher
untersucht, wie die Reaktionszeiten neben den Itemantworten einer Person zur
Messung der Eigenschaftsauspragung genutzt werden kénnen und welche Vor-
teile sich durch die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten ergeben.

Analog zu den IRT-Modellen werden verschiedene Modelle fiir die Vertei-
lung der Reaktionszeit bei Testitems aufgestellt. Grundgedanke der Modelle
ist die Annahme, dass die Verteilung der Reaktionszeit bei einer Testaufgabe
von Itemparametern abhingt, jedoch auch von zwei Personlichkeitseigenschaf-
ten, der Personenfihigkeit und einem Residualfaktor. Unter Personenfdhigkeit
wird dabei ganz allgemein das Vermogen einer Person verstanden, auf ein Item
mit einer positiven Antwort zu reagieren. Die genaue Form der Abhingigkeit
zwischen der Reaktionszeit und den beiden Personlichkeitseigenschaften wird
in acht unterschiedlichen Modellen spezifiziert. Vier der Modelle gehtren zur
Klasse der Proportional Hazard Modelle, die restlichen vier Modelle zur Klasse
der Accelerated Failure Time Modelle.

Von den vier Proportional Hazard Modellen basieren zwei Modelle auf der
Exponentialverteilung, deren Verteilungsparameter {iber eine lineare oder ei-
ne quadratische Funktion auf die beiden Personlichkeitseigenschaften zuriick-
gefithrt wird. Die beiden anderen Proportional Hazard Modelle sind Modelle
fiir dichotomisierte Reaktionszeiten, die ohne eine genaue Verteilungsannahme
auskommen. Bei diesen Modellen bestimmt eine lineare oder eine quadratische
Funktion der beiden Personlichkeitseigenschaften eine nicht ndher spezifizierte
Hazard-Funktion. Alternativ zu den vier Proportional Hazard Modellen werden
vier Accelerated Failure Time Modelle vorgeschlagen. Von diesen vier Modellen
gehen zwei Modelle von log-normalverteilten Reaktionszeiten aus. Dabei wird
der Lokationsparameter der Log-Normalverteilung als lineare oder quadratische
Funktion der beiden Personlichkeitseigenschaften modelliert. Die beiden ande-
ren Accelerated Failure Time Modelle machen keine Aussage iiber die genaue
Form der Reaktionszeitverteilung. Angenommen wird lediglich, dass sich der
Erwartungswert der logarithmierten Reaktionszeiten iiber eine lineare oder eine
quadratische Funktion aus den beiden Personlichkeitseigenschaften ergibt.

Insgesamt werden also in der Arbeit dieselben Reaktionszeitmodelle immer
mit einer linearen und einer quadratischen Parametrisierung aufgestellt. Begriin-
det werden kann diese Vorgehensweise damit, dass ein monotoner Einfluss der
beiden Personlichkeitseigenschaften auf die Verteilung der Reaktionszeit nur bei
Leistungstests sinnvoll ist. Bei Einstellungs- oder Personlichkeitstests erscheint
in Anbetracht neuerer Befunde eine quadratische Parametrisierung angemesse-
ner zu sein.



Bei allen in dieser Arbeit untersuchten Reaktionszeitmodellen wird ein be-
stimmter Aspekt der Reaktionszeitverteilung auf zwei Personlichkeitseigenschaf-
ten, die Personenfdhigkeit und den Residualfaktor, zuriickgefiihrt. Die Vorge-
hensweise ist dabei analog zu den IRT-Modellen, welche die Auftretenswahr-
scheinlichkeit einer positiven Itemantwort ebenfalls als Funktion einer Person-
lichkeitseigenschaft modellieren. In der aktuellen Arbeit wird angenommen, dass
die den Itemantworten zugrunde liegende Personlichkeitseigenschaft mit der Per-
sonenfihigkeit des Reaktionszeitmodells identisch ist. Die Personenfihigkeit ist
oft diejenige Grofe, die bei diagnostischen Entscheidungen von Interesse ist.
In der Arbeit wird daher der Frage nachgegangen, welchen Vorteil der zusétz-
liche Einbezug der Reaktionszeiten gegeniiber einer alleinigen Verwendung der
Itemantworten fiir die Schitzung der Personenfihigkeit einer Person besitzt. Der
Schwerpunkt der Betrachtung liegt dabei auf dem Ausmaf, in dem sich die Va-
rianz der Fahigkeitsschitzung durch den Einbezug der Reaktionszeit reduzieren
lasst. Um diese Frage beantworten zu kdnnen, miissen Annahmen {iber die ge-
meinsame Verteilung der Itemantworten und Reaktionszeiten gemacht werden.
Fiir die gemeinsame Verteilung der Itemantworten und Reaktionszeiten einer
Person wird angenommen, dass diese Grofen bei Bedingung auf die Personen-
fahigkeit und den Residualfaktor einer Person unabhingig voneinander verteilt
sind. Es kann gezeigt werden, dass in diesem Fall die Varianz des Fahigkeits-
schétzers durch die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten zwangsléufig reduziert
wird und dass die Reduktion bei der Schitzung extremer Fihigkeitsausprigun-
gen groft ausfillt.

Fiir vier der vorgeschlagenen Modellierungsansétze, fiir die beiden Propor-
tional Hazard Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten und fiir die beiden
Accelerated Failure Time Modelle fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten, wer-
den Schétzverfahren entwickelt. Diese Verfahren ermoglichen es, simultan die
Itemparameter des zweiparametrigen Logit-Modells und des verwendeten Re-
aktionszeitmodells zu schitzen. Die vorgeschlagenen Schitzverfahren basieren
auf dem Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz. In Simulationen wird die Eig-
nung der Schétzansétze bei Stichproben unterschiedlichen Umfangs untersucht.
Es zeigt sich, dass fiir eine prizise Bestimmung der [temparameter grofie Stich-
probenumfinge notwendig sind. Die Schitzung der restlichen vier Modelle wird
nicht separat behandelt. Es kann gezeigt werden, dass diese ebenfalls mit den
vorgeschlagenen Verfahren an Beobachtungsdaten angepasst werden kdnnen.

Im Gegensatz zu vorliegenden Verdffentlichungen ist das Ziel dieser Arbeit
die Entwicklung allgemeingiiltiger Verfahren, mit denen die Reaktionszeit bei
der Testbearbeitung in die Messung der Personlichkeitseigenschaft einbezogen
werden kann. Besonderer Schwerpunkt liegt daher auf der Untersuchung von
Reaktionszeitmodellen, die ohne konkreten Verteilungsannahmen auskommen.
Hierzu werden als eine Neuerung der Arbeit erstmalig Proportional Hazard Mo-
delle fiir diskrete Reaktionszeiten vorgeschlagen. Zudem werden unterschiedli-
che Beziehungen zwischen der zu messenden Personlichkeitseigenschaft und der
Reaktionszeitverteilung untersucht. Die quadratische Parametrisierung der Re-
aktionszeitmodelle stellt eine zweite Neuerung der Arbeit dar und ist speziell fiir
Personlichkeitstests gedacht, fiir die es derzeit nur wenige Reaktionszeitmodelle
gibt. Durch die breite Herangehensweise soll es Forschern ermdglicht werden,
Daten aus ganz unterschiedlichen Inhaltsbereichen modellieren zu kénnen.
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Kapitel 1

Einfiuhrung

Die Verwendung standardisierter Tests besitzt in der psychologischen Diagno-
stik eine lange Tradition. Es ist heute weitgehend unumstritten, dass Antworten
auf standardisierte Fragen quantitative Aussagen iiber den Grad individueller
Eigenschaftsauspriagungen erlauben. Weniger eindeutig fillt die Bewertung des
diagnostischen Potentials der Reaktionszeiten (RT) bei psychologischen Tests
aus: FEinerseits finden sich viel versprechende Hinweise auf die diagnostische
Bedeutung der Reaktionszeiten fiir das Erschlieffen von Personlichkeitseigen-
schaften. Dies veranlasst Forscher immer wieder dazu, den Einbezug der Reak-
tionszeiten in die Diagnostik vorzuschlagen (Ferrando, 2006; Tyron & Mulloy,
1993; Mayerl, 2003). Andererseits gibt es kaum einen konkreten Versuch, Re-
aktionszeiten zur Diagnostik zu verwenden. Dies mag vermutlich an dem mit
der Aufzeichnung von Reaktionszeiten verbundenen Aufwand liegen. Die Breite
der Befunde, die fiir das diagnostische Potential der Reaktionszeiten bei Tes-
titems sprechen, lassen eine Betrachtung der Reaktionszeiten jedoch durchaus
lohnenswert erscheinen.

1.1 Hinweise auf die Konstruktvaliditat der RT

Der Einsatz von Reaktionszeiten zur Eigenschaftsdiagnostik setzt deren Kon-
struktvaliditét voraus. Tatséchlich finden sich fiir eine ganze Reihe von Anwen-
dungsbereichen Hinweise darauf, dass die Reaktionszeiten bei der Bearbeitung
psychologischer Tests als Indikator fiir die Ausprigung der zu messenden Eigen-
schaft dienen konnen.

Kognitive Fahigkeiten

Die Nutzbarkeit von Reaktionszeiten zur Messung kognitiver Fahigkeiten wur-
de schon frith propagiert (Berger, 1982). Einen ersten Fiirsprecher findet sich
1908 in Galton, der mentale Féhigkeiten gar mit der Informationsverarbeitungs-
geschwindigkeit bei Wahrnehmungsaufgaben gleichsetzte (Jensen, 1982). Diese
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strenge Gleichsetzung von Intelligenz und Informationsverarbeitungsgeschwin-
digkeit wird jedoch von nachfolgenden Forschern aufgegeben. Thorndike, Breg-
man, Cobb und Woodyard (1927) pladierten beispielsweise fiir die Messung von
Intelligenz auf drei Dimensionen, zu welchen sie neben der Geschwindigkeit auch
die Akkuratheit eines Individuums zahlten. Eine erste Unterscheidung zwischen
Speed- und Power-Tests der geistigen Leistungsfahigkeit geht auf McCall zuriick
(McFarland, 1928).

Untersuchungen zur Reaktionszeit bei Power-Tests sprechen jedoch gegen ei-
ne vollkommene Unabhéngigkeit von ,Speed” und ,Power*“. Mehreren Forschern
gelang es, bei Power-Tests Beziehungen zwischen der Losungsgeschwindigkeit
und dem Losungsvermdgen nachzuweisen. Beispielsweise traten in Studien von
Rafaeli und Tractinsky (1991), von Lavergne und Vigneau (1997) sowie von
MacLennan, Jackson und Bellantino (1988) bei kognitiven Tests Korrelatio-
nen zwischen der mittleren Reaktionszeit und der Anzahl der richtig geldsten
Aufgaben auf. Ahnliches berichtet Lachman (1993) fiir Psychologieexamen. Die
Ergebnisse einer Untersuchung von Danthiir, Wilhelm und Schacht (2005) legen
nahe, dass bei Intelligenztests die Bearbeitungszeit von richtig gelosten Aufga-
ben mit der individuellen Losungswahrscheinlichkeit einer Person korreliert ist.
Dieser Zusammenhang war bei kristallinen Intelligenzaufgaben besonders ak-
zentuiert. Noch direkter fiir eine Beziehung zwischen der Fihigkeit einer Person
und der Reaktionszeit bei Intelligenztestaufgaben sprechen die Studien von van
der Linden (2007) sowie von van den Wollenberg und Creemers (1986). Diese
Autoren konnten eine korrelative Beziehung zwischen der Fahigkeit einer Per-
son (gemessen iiber ein Item-Response-Modell) und einer individuellen Messung
der Bearbeitungsgeschwindigkeit belegen. Auch wenn nicht alle Untersuchungen
derartige Beziehungen zwischen der Reaktionszeit und der Féhigkeit bei Intelli-
genztestaufgaben bestdtigen — siehe die gegenteiligen Ergebnisse von Bontempo
(2000), Neubauer (1990) oder Scrams und Schnipke (1997) — ist die Befundlage
Anlass genug, Reaktionszeiten als Indikatoren fiir die Fahigkeit von Personen
ZU erwagen.

Allerdings scheint die Beziehung zwischen Reaktionszeit und Féahigkeit kom-
plexer zu sein, als zuerst angenommen: Lohman (1989) vertritt die Position,
dass die Itemschwierigkeit die Beziehung zwischen der Reaktionszeit und der
Fiahigkeit einer Person moderiert: Zwar konnen fihige Personen leichte Aufga-
ben schneller 16sen als weniger fihige Personen. Bei schweren Aufgaben jedoch
bendtigten féhige Personen fiir die Enkodierung mehr Zeit. Diese Vermutung
wird durch die Studie von Schaeffer, Reese, Steffen, McKinley und Mills (1993)
gestiitzt. Sollte tatsdchlich die Aufgabenschwierigkeit die Beziehung zwischen
Reaktionszeit und Fahigkeit moderieren, liefen sich die Reaktionszeiten nur bei
leichten Testaufgaben als Indikator fiir die Fihigkeit einer Person verwenden.

Personlichkeitsmerkmale (Traits)

In der psychologischen Diagnostik werden Reaktionszeiten bei der Bearbeitung
von Personlichkeitstests relativ selten als Indikator fiir die Ausprigung von
Personlichkeitsmerkmalen diskutiert. Diese Haltung ist {iberraschend, scheint
doch bei Personlichkeitstests der fiir die Beantwortung von Fragen notwendi-
ge Zeitbedarf mit der Ausprigung des zu messenden Personlichkeitsmerkmals
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in Beziehung zu stehen. Hierfiir jedenfalls finden sich zahlreiche Belege. Zwei
Forschungsrichtungen lassen sich ausmachen.

Die erste Forschungsrichtung geht von der Vorstellung aus, dass Personen
und Personlichkeitsitems auf einem Merkmalskontinuum angeordnet sind. Fiir
die Reaktionszeit bei der Beantwortung eines Items ist die Distanz zwischen
einer Person und der Lokation des Items bedeutsam: So soll die Reaktions-
zeit mit groker werdender Distanz zwischen Person und Item abnehmen. Tat-
sichlich lassen sich Belege dafiir finden, dass mit zunehmender Distanz zwi-
schen einer Person und einem Item auf der Merkmalsdimension die Reaktion
auf das Item schneller erfolgt: Durchschnittliche Latenzzeiten fallen fiir extre-
mere Items (Dunn, Lushene & O’Neil, 1972; Hanley, 1962; Kuncel, 1973; Ro-
gers, 1973) und extremere Antwortkategorien (Casey & Tryon, 2001) kiirzer aus.
Auch Catanzaro (1997) berichtet von einem umgekehrt U-férmigen Zusammen-
hang zwischen einer Itemantwort und der dazu bendtigten Reaktionszeit. Von
Akrami, Hedlund und Ekehammar (2007) konnte nach der faktorenanalytischen
Auswertung eines Personlichkeitstests gezeigt werden, dass zwischen dem Fak-
torwert einer Person auf einer Skala und der mittleren Antwortzeit der Person
bei den Items der Skala ein quadratischer Zusammenhang besteht: Personen mit
extremen Faktorwerten reagierten schneller auf die Testitems als Personen mit
mittlerem Faktorwert. Ahnliche Befunde finden sich auch fiir Item-Response-
Modelle. So ist bei Personlichkeitsfragebdgen die iiber ein Modell der Item-
Response-Theorie (IRT-Modell) bestimmte Distanz zwischen Item und Person
mit der Antwortlatenz korreliert (Ferrando, 2006). Erste Versuche existieren, die
Reaktionszeit als Funktion des Abstandes von Person und Item zu modellieren
(Ferrando & Lorenzo-Sevas, 2007a, 2007b).

Eine andere Forschungsrichtung betont den Einfluss kognitiver Selbstsche-
mata auf die Verarbeitung Schema-relevanter Information. Es konnte gezeigt
werden, dass Personen mit ausgeprigten Selbstschemata schneller Schema-kon-
sistenten Adjektiven zustimmen koénnen (Kuiper, 1981). Weitere Studien stiitzen
die Vorstellung einer Schema-gesteuerten Fragebogenbearbeitung. Eine Studie
von Fekken und Holden (1992) belegt, dass Personen mit hoher Ausprigung
auf einer Merkmalsdimension schneller zu Aussagen der zugehorigen Skala eines
Personlichkeitstests zustimmen als Personen mit geringer Ausprigung. Bei einer
Ablehnung kehrt sich dieses Muster jedoch um. Die Autoren erkléren dieses Phé-
nomen damit, dass Schema-konsistente Information schneller verarbeitet werden
kann als Schema-inkonsistente Information. Von derselben Forschergruppe stam-
men Verdffentlichungen, die sogar auf die konvergente und externe Validitit der
Reaktionszeiten hindeuten (Popham & Holden, 1990; Holden, Fekken & Cot-
ton, 1991; Holden & Fekken, 1993). In diesen Studien war die Selbstbeurteilung
einer Person auf einer Personlichkeitsskala in derselben Weise mit der Skalen-
bearbeitungszeit verkniipft wie die Fremdbeurteilung der Person durch einen
nahe stehenden Vertrauten. Eine korrelative Beziehung zwischen Reaktionszeit
und Selbstbeurteilung trat jedoch nur auf, wenn Selbsturteil und Reaktionszeit
von derselben Skala stammten. Wurde die Selbstbeurteilung auf einer Skala mit
der Bearbeitungszeit einer anderen Skala korreliert, trat hingegen kein signifi-
kanter Zusammenhang auf. Siem (1996) gelang es sogar, durch den Einbezug
der Reaktionszeiten bei einem Fragebogen die Prognose eines Aufsenkriteriums
zu verbessern. Diese Befunde sprechen dafiir, dass Personen mit ausgeprigten
Selbstschemata iiber leichter zugéngliche und artikuliertere Vorstellungen dar-
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iber verfiigen, was sie sind.

Einstellungen

Im Bereich der Einstellungsmessung werden Reaktionszeiten als potentielle In-
dikatoren der Einstellungsausprigung erwogen.' Bekannt ist, dass Reaktionszei-
ten ansteigen, wenn Items dem Standpunkt einer Person sehr nahe kommen und
die Person unsicher ist, ob sie die Aussage akzeptieren soll oder nicht (Kuncel,
1973). Zwischen dem Ausmaf der Zustimmung zu einer Aussage und der Reak-
tionszeit bis zur Abgabe des Urteils tritt eine umgekehrt U-férmige Beziehung
auf (Mayerl, 2003). Zudem werden Reaktionszeiten als indikativ fiir die Ein-
stellungsverfiigbarkeit oder Einstellungsstirke angesehen (Bassili, 1996; Fazio,
1995; Mulligan, Grant, Mockabee & Monson, 2003).

Entscheidungsaufgaben

Bei Wahlentscheidungen spiegeln Reaktionszeiten Eigenschaften des kognitiven
Entscheidungsprozesses wider. Sind zwei Alternativen dhnlich attraktiv, steigt
der mentale Aufwand und der Entscheidungsprozess verlingert sich (Béckenholt,
Albert, Aschenbrenner & Schmalhofer, 1991). In Choice-Based-Conjoint-Expe-
rimenten lasst sich eine Beziehung zwischen der Reaktionszeit und der Auswahl-
wahrscheinlichkeit einer Alternative nachweisen (Haaijer, Kamakura & Wedel,
2000). Bei Signal-Detektions-Paradigmen kann gezeigt werden, dass die Reakti-
onszeit mit wachsender Distanz zwischen Reiz und Entscheidungskriterium ab-
nimmt (Espinoza-Varas & Watson, 1994; Murdock, 1985). Dies deckt sich mit
Studien aus der Allgemeinen Psychologie, in denen bei Kategorisierungsaufga-
ben sinkende Reaktionszeiten mit zunehmender Distanz zwischen Objekt und
Kategoriegrenze auftreten — siehe hierzu beispielsweise die Studie von Maddox,
Ashby und Gottlob (1998) beziehungsweise Ashby und Maddox (1994). Wird
der Zeitbedarf fiir Urteile iiber die Ahnlichkeit physikalischer Objekte mit ei-
ner multidimensionalen Skalierung ausgewertet, ist die physikalische Ahnlichkeit
der Objekte durch die Skalierung der Reaktionszeiten reproduzierbar (Takane
& Sergent, 1983). Alle diese Befunde sprechen dafiir, dass die fiir Objektver-
gleiche notwendige Reaktionszeit von der Distanz der Vergleichsobjekte auf der
Vergleichsdimension abhéngt. Interessant fiir die Personlichkeitsdiagnostik wer-
den die geschilderten Befunde, wenn man die Beantwortung von Fragebogen
als Selbstkategorisierung auffasst, die auf einem Vergleich der eigenen Person
mit einem Konzept oder einer Itemaussage beruht. Grofe Ahnlichkeit zwischen
Person und Konzept sollte dann mit einer lingeren Reaktionszeit verbunden
sein.

Hmplizite Messungen von Einstellungen beruhen oft auf den Latenzzeiten bei Priming-
und Assoziationsaufgaben (Fazio & Olson, 2003; Wittenbrink & Schwarz, 2007). Da jedoch
diese Verfahren zur interindividuellen Diagnostik nur bedingt verwendbar sind (Cunningham,
Preacher & Banaji, 2001), soll die Ubersicht auf eine Diskussion der Rolle von Latenzzeiten
bei Fragebdgen beschrinkt bleiben.
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Soziale Erwiinschtheit

Die Beziehung zwischen der Reaktionszeit und dem Ausmaf, in dem Itemant-
worten auf dem Streben nach sozial erwiinschten Antworten beruhen, wird seit
nahezu 50 Jahren untersucht. Ursache dieses Forschungsinteresses war die Hoff-
nung, sozial erwiinschte Antworten durch eine Aufforderung zu ziigiger Frage-
bogenbearbeitung unterbinden zu kénnen (Oseas, 1966). Tatséchlich sprechen
die Befunde eher dafiir, dass sozial erwiinschte Antworten schneller erfolgen als
wahre Antworten. Dies zeigen jedenfalls die Veroffentlichungen von Schneider
und Hiibner (1980), von Holden und Kroner (1992) sowie von Hsu, Santelli und
Hsu (1989). Es existieren allerdings fiir den Fall offener Fragen auch gegenteilige
Befunde (Harrison, Hwalek, Raney & Fritz, 1978; Kraut, 1978). Insgesamt ist
die Frage, ob sozial erwiinschte Antworten schneller oder langsamer als ehrliche
Antworten gegeben werden, noch ungeklart.

1.2 Verwendung von RT in der Diagnostik

Trotz dieser zahlreichen Hinweise auf die diagnostische Verwertbarkeit der Test-
bearbeitungszeiten spielen die Reaktionszeiten in der Praxis der psychologischen
Diagnostik eine untergeordnete Rolle. Allenfalls in der Forschungsliteratur las-
sen sich einzelne Anregungen und Bemiihungen entdecken, wie Reaktionszeiten
fiir die Diagnostik zu Nutze gemacht werden koénnten. Dabei sind Anwendun-
gen bei der Diagnose von Einstellungen oder Traits von Anwendungen bei der
Diagnose von Fahigkeiten zu unterscheiden.

1. Anwendungen bei der Diagnose von Einstellungen und Traits

Detektion von Antworttendenzen

Die Detektion sozial erwiinschter Antworten ist ein wichtiges Thema in der
Personlichkeitsdiagnostik (Mummendey, 1995). Ein Kriterium zur Detek-
tion sozial erwiinschter Antworten kénnte die Reaktionszeit bei der Be-
antwortung der Fragen sein. Tatsdchlich lassen sich in einzelnen Studien
verschiedene Bearbeitungsmodi (,,Fake Good“, ,Neutral®, ,Fake Bad“) an-
hand der Reaktionszeit unterscheiden (Holden & Kroner, 1992; Hsu et al.,
1989). Allerdings ist der genaue Zusammenhang zwischen der Tendenz zu
sozial erwiinschten Antworten und der Reaktionszeit bei der Beantwortung
von Personlichkeitsitems noch ungeklért.

Detektion von Non-Attitudes

Die Einstellungsstirke bzw. das Vorhandensein dauerhafter Einstellungen
wird in der Einstellungsforschung als Moderator der Beziehung von Ein-
stellung und Verhalten erwogen. Als Indikator fiir die Einstellungsstarke
wird in der Einstellungsforschung oft die Reaktionszeit bei der Beurtei-
lung von Aussagen benutzt (Bassili, 1996; Mayerl, 2003; Fazio, 1995). Es
kann gezeigt werden, dass die durchschnittliche Reaktionszeit bei der Be-
arbeitung von Einstellungsfragebogen die Beziehung des Testwertes einer
Person zu einem Aufenkriterium moderiert und mit der Retestreliabilitét
assoziiert ist (Bassili, 1995; Mayerl, 2003).
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Verbesserung der Prognose von Kriterien

Als Kriterium fiir die Giiltigkeit von Personlichkeitstests wird haufig die
Korrelation des Testwertes einer Person mit einer Fremdbewertung der
Testperson durch einen nahe stehenden Vertrauten herangezogen. Diese
,Vorhersage”“ der Fremdbewertung lisst sich durch Beriicksichtigung der
fiir die Beantwortung der Personlichkeitsitems bend6tigten Zeit verbessern:
In einer Studie von Holden und Fekken (1993) konnte die Reaktionszeit
selbst dann noch Varianz der Fremdbewertung aufkléren, wenn bereits der
Skalenscore als Pradiktor verwendet worden war. Allerdings sind nicht
alle Befunde zur inkrementellen Validitéit der Reaktionszeit so giinstig.
Zwar gelang es Siem (1996), die Prognose eines Verhaltenskriteriums durch
die zusétzliche Verwendung der Reaktionszeit bei der Testbearbeitung zu
verbessern, nicht jedoch Stricker und Alderton (1999).

2. Anwendungen bei der Diagnose von Fihigkeiten

Detektion von auffilligen Antwortmustern

Manche Leistungstests besitzen nur geringe Konsequenzen fiir den Priif-
ling (diese Tests werden teilweise als ,,Low-Stakes-Tests* bezeichnet). Fehlt
die Motivation beim Priifling, werden die Tests schlampig bearbeitet und
reprisentieren unter Umstidnden nicht mehr das wahre Leistungsniveau
einer Person. Item- und Personenparameter werden dann teilweise mit
grofer Verzerrung geschétzt (Schnipke, 1999). Dasselbe Problem ergibt
sich, wenn Personen gegen Ende des Tests aus Zeitnot anfangen, die Ant-
worten zu erraten. Diese schnelle Rateantworten lassen sich allerdings an-
hand verdéchtig schneller Reaktionszeiten identifizieren, wie Studien von
Wise und DeMars (2006), von van der Linden und van Krimpen-Stoop
(2003), von Schnipke (1999) sowie von Kong, Wise und Bhola (2007) de-
monstrieren. Werden die schnellen Rateantworten anhand auffilliger Re-
aktionszeiten ausgemacht und ausgesondert, ldsst sich die Testvaliditét er-
héhen und eine Uberschitzung der Itemschwierigkeit vermeiden (Wise &
DeMars, 2006; Schnipke, 1999; Cohen, Wollack, Bolt & Mroch, 2002; Goe-
gebeur, De Boeck, Wollack & Cohen, 2007). Die Identifikation von schnel-
len Ratenantworten kann zudem dazu dienen, das Ausmafs der ,Speeded-
ness” eines Tests zu messen, also das Ausmaf, in welchem Umfang die
Testleistung einer Person durch das Zeitlimit des Tests beeintrichtigt sein
kénnte (Bontempo, 2000).

Die Modellierung des ,,Speed-Accuracy-Trade-Offs*

Mit dem Problem des ,Speed-Accuracy-Trade-Offs* wird das Phinomen
bezeichnet, dass Individuen bei der Bearbeitung von Tests schnellere Reak-
tionszeiten auf Kosten der Akkuratheit erreichen kénnen (Lohman, 1989).
Die effektive Leistung einer Person (d.h. das aktuell erreichte Akkurat-
heitsniveau) ist somit vom Geschwindigkeitsniveau bei der Aufgabenbe-
arbeitung und einem moglichen Zeitlimit fiir die Bearbeitung abhingig —
Leistungsfdhigkeit und Geschwindigkeit eines Individuums sind folglich in
der effektiven Leistung einer Person konfundiert. Von verschiedenen For-
schern wurde daher versucht, die effektive Leistung einer Person auf eine
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Geschwindigkeitskomponente und eine Leistungsfahigkeitskomponente zu-
riickzufiihren (Roskam, 1987; Verhelst, Verstralen & Jansen, 1997; White,
1973) bzw. die Bearbeitungszeit in die Parameterschitzung einzubeziehen
(Wang, 2006; van Breukelen, 2005; Jannarone, 1996).

Entwurf von Testmodellen fiir Speed-Tests

Seit dem Aufkommen der Unterscheidung zwischen Power-Tests und Speed
Tests wurden mehrere Versuche unternommen, den bekannten IRT-Mo-
dellen fiir Power-Tests dquivalente Testmodelle fiir Speed-Tests zur Seite
zu stellen (Rasch, 1960; Maris, 1993; Scheiblechner, 1979; Jansen, 1997).
Kernbestandteil dieser Modelle fiir Speed-Tests ist die Riickfiihrung von
Parametern einer Reaktionszeitverteilung auf zwei Komponenten: Eine
Komponente fiir die individuelle Bearbeitungsgeschwindigkeit und eine
Komponente fiir die Aufgabenschwierigkeit.

Optimierung der Itemzusammenstellung

Versuche, die durchschnittliche Bearbeitungszeit von Aufgaben bei der
Zusammenstellung von Tests zu beriicksichtigen, gehen bis in die 50er
Jahre zuriick (Ebel, 1953). Einen wesentlichen Impuls erhielt die Umset-
zung dieses Gedankens durch die Entwicklung Computer adaptiver Tests.
Bei Computer adaptiven Tests werden fiir Testpersonen individuelle Tests
aus Aufgaben mit maximal diagnostischem Potential zusammengestellt.
Ausgewahlt werden dabei in der Regel nur Aufgaben mit einer fiir das
Individuum angemessenen Schwierigkeit. Wenn zudem prognostizierbar
ist, wie lange eine Person fiir die Bearbeitung einer Aufgabe benétigt,
kann diese Information bei der Aufgabenauswahl beriicksichtigt werden:
Betrachtet werden dann nur alle Aufgabenzusammenstellungen, die ein
Individuum in einer vorgegebenen Zeit zu l6sen vermag. Ein derartiger
Versuch, die prognostizierte Reaktionszeit eines Individuums bei der Test-
zusammenstellung zu beriicksichtigen, wurde von van der Linden, Scrams
und Schnipke (1999) unternommen.

Setzen von Zeitlimits zur Maximierung der Testinformation
Bekannt ist, dass die Beschrénkung der Testbearbeitungszeit eine Verdnde-
rung der Itemparameter nach sich zieht. Bei knapp bemessener Zeit steigt
die Itemschwierigkeit an, jedoch verdndern sich oft auch die Itemtrenn-
schiirfen (Osawa, 2005). Da die Information von Items? bei IRT-Modellen
von der Trennschérfe und der Itemschwierigkeit abhéngt, kann die Itemin-
formation durch das Setzen eines Zeitlimits beeinflusst werden. In der Tat
konnte Osawa (2005) zeigen, dass sich die Information eines Tests durch
die Wahl individuell angepasster Bearbeitungslimits erhohen lésst.

Verbesserung der Prognose von Kriterien

Fiahigkeitstests werden in der diagnostischen Praxis eingesetzt, um zukiinf-
tige kognitive Leistungen vorherzusagen. Die Vorhersage eines derartigen
Auflenkriteriums lésst sich verbessern, wenn neben der Akkuratheit der

2Das Konzept der Iteminformation wird im dritten Kapitel ausfiihrlich behandelt.
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Testbearbeitung auch noch ein Maft der Bearbeitungsgeschwindigkeit als
Pradiktor beriicksichtigt wird (van den Wollenberg & Creemers, 1986).
Diese Erkenntnis deckt sich mit dquivalenten Befunden aus dem Bereich
der Traitdiagnostik.

1.3 Bewertung der Verwendung der RT

Bewertet man die Verwendungspraxis von Reaktionszeiten in der psychologi-
schen Diagnostik, so ldsst sich feststellen, dass Reaktionszeiten hauptséchlich in
der Leistungsdiagnostik Anwendung finden. Aber auch in der Leistungsdiagno-
stik beschrankt sich die Nutzung von Reaktionszeiten auf wenige Anwendungs-
bereiche. Entweder geht es um die Kontrolle von Verzerrungen durch schnelle
Rateantworten, die bei mangelnder Testmotivation oder extremen Zeitlimits
auftreten konnen. Oder es ist beabsichtigt, die effektive Féhigkeit, wie sie mit
konventionellen IRT-Modellen geschétzt wird, in zwei Komponenten aufzuspal-
ten, einen Geschwindigkeits- und einen Leistungsfaktor. Eine Konfundierung von
Leistungsfihigkeit und Bearbeitungsgeschwindigkeit tritt jedoch hauptséchlich
bei Tests auf, die unter Zeitdruck durchgefiihrt werden, und ldsst sich durch ei-
ne grofziligige Bemessung der Testbearbeitungszeit einfach vermeiden. Werden
Tests bei motivierten Probanden mit ausreichender Bearbeitungszeit durchge-
fiihrt, lassen somit nur wenige der beschriebenen Nutzungsmoglichkeiten von Re-
aktionszeiten einen Gewinn erwarten. Versuche, Reaktionszeiten auch im Falle
optimaler diagnostischer Bedingungen (motivierte Probanden, keine Zeitlimits

..) zur Leistungsdiagnostik zu verwenden, finden sich kaum. Im Bereich der
Diagnose von Einstellungen und Traits sind Versuche, die Reaktionszeiten zur
Diagnostik zu nutzen, noch seltener zu finden.

Insgesamt steht die eingeschrinkte Verwendung von Reaktionszeiten in der
Personlichkeitsdiagnostik im Widerspruch zu der oft geduferten Hoffnung, dass
durch die Beriicksichtigung von Reaktionszeiten die Diagnostik allgemein ver-
bessert werden kann. Tyron und Mulloy (1993, S. 231) bemerken:

,Computer measured response time provides information, that is me-
thodologically independent from item content [...]. If such informa-
tion is psychologically relevant, then the reliability and validity of
objective personality tests could be improved by using both the scale
scores and RT.“

Auch Akrami et al. (2007) sowie Ferrando und Lorenzo-Sevas (2007a) driicken
die Hoffnung aus, dass der Einbezug von Reaktionszeiten die Messung von Ei-
genschaften unterstiitzen konne. Mayerl (2003) vermutet sogar, dass durch die
zusitzliche Beriicksichtigung der Reaktionszeit eine Verdopplung der Informa-
tionsmenge zu erzielen sei. Trotz dieser positiven Einschéitzungen des diagno-
stischen Potentials der Reaktionszeiten wurde der genaue Beitrag der Reakti-
onszeiten zur Féhigkeits- oder Traitmessung bisher selten untersucht. Hornke
(2000, S. 176) fasst den gegenwirtigen Forschungsstand zusammen:

,»At present little is known about the possible diagnostic surplus of
item response latencies, testing times in power test environments,
and the like.“
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Dieser Zustand ist umso iiberraschender, wenn man bedenkt, dass die psy-
chologische Forschung an der Quantifizierung des Informationsgehalts von Tests
durchaus Interesse hat. Dies zeigen Arbeiten zur Informationsstruktur von Tests
(Birnbaum, 1968; Samejima, 1973; Penfield, 2005; Verkuilen, 2006; Luo & And-
rich, 2005), Veroffentlichungen iiber die Information unterschiedlicher Antwort-
formate (Bock, 1972; Dodd & Koch, 1987, 1994; Donoghue, 1994), sowie Unter-
suchungen iiber den diagnostischen Nutzen zuséitzlicher Aspekte der Antwort,
wie zum Beispiel die Unterscheidung falscher Antworten (Thissen, 1976) oder
die Erhohung der Skalenabstufung von Urteilen (Samejima, 1969, S. 42). Der
potentielle Informationsbeitrag der Reaktionszeiten wurde jedoch bisher weit-
gehend ignoriert.

1.4 Ziele der Arbeit

Die vorliegende Arbeit dient dem Ziel, den diagnostischen Nutzen von Reak-
tionszeiten bei der Bearbeitung von Tests zu untersuchen. Thema der Arbeit
ist die Frage, wie derartige Reaktionszeiten genutzt werden koénnen, um die
Schétzung der mit dem Test gemessenen Personlichkeitseigenschaft (F&higkei-
ten, Traits, Einstellungen . ..) zu verbessern. Konkret geht es dabei um die Fra-
ge, in welchem Umfang die Varianz bei der Schétzung der Eigenschaftsauspri-
gung einer Person durch die zusédtzliche Beriicksichtigung der Reaktionszeit re-
duziert werden kann. Die Uberlegungen sollen dabei nicht an einen bestimmten
Inhaltsbereich gebunden sein, auch wenn im Folgenden immer von der Personen-
fihigkeit einer Person gesprochen wird. Wie aus dieser Ubersicht hervorgehen
diirfte, scheinen bei ganz unterschiedlichen Inhaltsbereichen diagnostisch nutz-
bare Beziehungen zwischen der Reaktionszeit bei Tests und der Auspréagung der
zu messenden Eigenschaft zu bestehen. Unter dem Begriff der Personenféhigkeit
wird daher nicht die kognitive Leistungsfahigkeit einer Person verstanden, son-
dern die ,,Fdhigkeit“, auf ein Testitem mit einer positiven Antwort zu reagieren.
Dies kann bei Leistungstests die kognitive Fahigkeit sein, eine Aufgabe richtig zu
16sen, bei Einstellungstests die Neigung einer Person, einer Aussage zuzustim-
men und bei Personlichkeitstests die Tendenz, eine vorgegebene Beschreibung
der eigenen Person zu bejahen.

Die Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil der Arbeit umfasst
die Kapitel zwei bis vier, in denen die Grundlagen fiir die weiteren Uberlegun-
gen gelegt werden. Im zweiten Kapitel wird das Prinzip des modellbasierten
Messens vorgestellt. Grundlage des modellbasierten Messens ist ein Modell, das
beschreibt, wie beobachtbares Verhalten von einer zugrunde liegenden Person-
lichkeitseigenschaft abhéngt. Dieses Modell kann dann genutzt werden, um vom
beobachtbaren Verhalten auf die Ausprigung der Personlichkeitseigenschaft zu-
riickzuschliefsen. Beispiele fiir modellbasiertes Messen sind die IRT-Modelle, mit
denen die Auftretenswahrscheinlichkeit von Itemantworten auf die Fahigkeit ei-
ner Person zuriickgefithrt wird. Im dritten Kapitel wird ein populédrer Vertreter
der IRT-Modelle, das zweiparametrige Logit-Modell, vorgestellt. Dort wird auch
gezeigt, wie mit diesem Modell die Fahigkeitsauspréagung einer Person bestimmt
werden kann. Modelle zur Beschreibung der Reaktionszeitverteilung bei Testi-
tems finden sich im vierten Kapitel. Grundlage der Modelle ist die Riickfiihrung
der Reaktionszeitverteilung auf die Personenfdhigkeit eines Individuums und
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eine zweite Eigenschaft, den so genannten Residualfaktor einer Person. Die-
se Reaktionszeitmodelle konnen ebenfalls dazu genutzt werden, die Fahigkeits-
ausprigung einer Person zu bestimmen. Das vierte Kapitel schliefst den ersten
Teil der Arbeit ab.

Der zweite Teil der Arbeit umfasst die Kapiteln fiinf bis acht. Im fiinften und
sechsten Kapitel werden Modelle fiir die gemeinsame Verteilung von Itemant-
worten und Reaktionszeiten bei Tests entwickelt. Dabei wird auf die bereits
vorgestellten IRT- und Reaktionszeitmodelle zuriickgegriffen. Insgesamt werden
vier Modelle nidher betrachtet. Fiir jedes der vorgeschlagenen Modelle werden
Methoden beschrieben, wie diese an reale Daten angepasst werden kénnen. Die-
se Methoden basieren auf der Marginal-Maximum-Likelihood-Schétzung. Die
Eignung der Methoden wird in Simulationsstudien erprobt. Im siebten Kapi-
tel erfolgt dann eine Auseinandersetzung mit der eigentlichen Fragestellung der
Arbeit, der Frage nach dem Nutzen der Reaktionszeiten fiir die Diagnostik der
Fahigkeit einer Person. Untersucht wird dabei schwerpunktméfig, in welchem
Umfang die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten die Prézision bei der Fahig-
keitsschitzung verbessern konnen. Es wird sich dabei zeigen, dass die Reakti-
onszeit selbst bei relativ schwachen Annahmen zur Reduktion der Varianz des
Fahigkeitsschitzers genutzt werden kann. Eine Bewertung der Ergebnisse des
zweiten Teils der Arbeit schliefft sich im achten Kapitel an.



Teil 1

Modelle fur Itemantworten
und Reaktionszeiten

14



Kapitel 2

Modellbasiertes Messen 1n der
Psychologie

Die Messung von Personlichkeitseigenschaften ist ein wichtiger Bestandteil der
psychologischen Diagnostik. Trotz der Notwendigkeit zu bedeutsamen Verglei-
chen von Personen sind der Nachweis und die Begriindung von Skaleneigen-
schaften bei psychologischen Messungen oft schwierig. Tatséchlich griindeten
sich die ersten Messungen von Leistung und Einstellung auf den Glauben an
ihre Angemessenheit (Molenaar, 1995, S. 4). Eine wesentliche Verbesserung die-
ser unbefriedigenden Situation wurde durch die Einfiihrung des modellbasierten
Messens erreicht (Embretson & Reise, 2000, S. 13). Grundidee des modellba-
sierten Messens ist die Aufstellung eines Modells, das beobachtbares Verhalten
auf eine dem manifesten Verhalten zugrunde liegende Personlichkeitseigenschaft
zuriickfithrt. Dieses Modell besteht aus einer quantitativen Beschreibung der
Beziehung zwischen einer Verhaltensbeobachtung x und der Auspriagung der
Personlichkeitseigenschaft 6 bei einer Person (Cliff & Keats, 2003, S. 16). Bei
der Verhaltensbeobachtung handelt es sich in der Regel um die Antwort auf eine
standardisierte Frage eines psychologischen Tests, die bei den IRT-Modellen mit
der Féhigkeit einer Person in Beziehung gesetzt wird. Es kann aber zum Beispiel
auch die Reaktionszeit einer Person modelliert werden. In der Regel besteht das
Messmodell aus einer stochastischen Beziehung der Form

x=p(0) +e, (2.1)

wobei z die manifeste Beobachtung ist, § die Auspriagung der latenten Person-
lichkeitseigenschaft einer Person und e ein zufélliger Effekt, der nicht mit der
Personenvariablen 0 assoziiert ist (Lord & Novick, 1968, S. 24) und einen Erwar-
tungswert von Null besitzt. Die Funktion () beschreibt dann die Abhéngigkeit
des manifesten Verhaltens von der latenten Personlichkeitseigenschaft. Je nach
Detailliertheitsgrad des Modells wird die genaue Gestalt der Regressionsfunkti-
on p(#) und die Verteilungsform des zufilligen Residualterms e offen gelassen
oder genau spezifiziert. Legt man die Verteilung des zufélligen Residualterms
fest, ldsst sich die Verteilung der manifesten Beobachtung = angeben.

15
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Eigenschaftsschitzung beim modellbasierten Messen

Testmodelle fithren Aspekte des beobachtbaren Verhaltens einer Person auf ei-
ne hypothetische, latente Personlichkeitseigenschaft zuriick. Die Abhingigkeit
des Verhaltens von der latenten Personlichkeitseigenschaft wird dabei mit einer
quantitativen Beziehung beschrieben. Diese Gesetzmifigkeit kann ausgenutzt
werden, um mit Hilfe der Beobachtungen einer Person die Ausprigung der Per-
sonlichkeitseigenschaft zu schitzen. Eine Methode der Schitzung ist die Metho-
de der Maximum-Likelihood-Schitzung (Baker & Seock-Ho, 2004, Kap. 3), bei
der einer Testperson die angesichts ihrer gezeigten Verhaltensdaten ,plausibel-
ste’ Eigenschaftsausprigung zugeschrieben wird.

Wird eine Person unter G verschiedenen Bedingungen wiederholt getestet,
fillt der Beobachtungsvektor x = [z1,...,z¢] an. Da die latente Eigenschaft 6
als alleinige systematische Ursache des manifesten Verhaltens betrachtet wird,
gelten die verschiedenen Verhaltensbeobachtungen z; bis z¢ bei Bedingung auf
die Personlichkeitseigenschaft 6 als voneinander unabhingig. Dies kann mit dem
,Common Cause Criterion* begriindet werden, welches besagt, dass bei Beriick-
sichtigung der gemeinsamen Ursachen der Zusammenhang zweier Phinomene
vollsténdig erklirt wird (Suppes & Zanotti, 1981). Aufgrund der bedingten Un-
abhéngigkeit der Verhaltensweisen einer Person kann die Auftretenswahrschein-
lichkeit eines Verhaltensmusters x = [z1, ..., z¢] beschrieben werden als:

G
Fx;0) = ] f(xg:0). (2.2)

Die Funktion (2.2) wird auch als Likelihood-Funktion von 6 bezeichnet, da
die Funktion f(x;0) bei gegebenem Verhaltensmuster x fiir jede Eigenschafts-
ausprigung 6 angibt, wie plausibel das Verhaltensmuster bei der Eigenschafts-
auspriagung auftreten wiirde. Auf dieser Likelihood-Funktion basiert das Prinzip
der Maximum-Likelihood-Schétzung der Personlichkeitseigenschaft 6.

Bei der Maximum-Likelihood-Schétzung wird als Schéitzer der Eigenschafts-
ausprigung diejenige Auspragung 6 gewéhlt, welche fiir ein gegebenes Verhal-
tensmuster die Likelihood-Funktion maximiert:

G
o= arg max [H f(:cg;O)] . (2.3)

Bei der Maximum-Likelihood-Schétzung besitzt die Eigenschaft einer Per-
son somit den Status eines fixen Verteilungsparameters. Es ist bekannt, dass die
Maximum-Likelihood-Schétzung bei wachsender Anzahl von Beobachtungen zu
einer konsistenten Schitzung fiihrt, wenn bestimmte Regularitdtsannahmen er-
fiillt sind (Lehmann, 1983). Da die Regularitdtsannahmen fiir alle in der Arbeit
behandelten Modelle erfiillt sind, soll auf eine umfassende Darstellung verzich-
tet werden. Fiir Maximum-Likelihood-Schitzer kann die asymptotische Varianz
berechnet werden. Diese Grofe ist von besonderer Bedeutung, da sie Auskunft
iiber die Prézision gibt, mit welcher die Eigenschaftsausprigung einer Person
gemessen werden kann.
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Die Prizision der Eigenschaftsschitzung im Rahmen der ML-Theorie

Bei psychologischen Messungen entspricht die geschétzte Eigenschaftsauspré-
gung 0 in der Regel nicht der wahren Eigenschaftsausprigung € einer Person,
so dass jede Messung mit einem Standardfehler behaftet ist. Die fehlerhafte
Messung ist mit einem Verlust verbunden. Der Verlust, der sich bei einem be-
stimmten Messfehler ergibt, wird durch die so genannte Verlustfunktion defi-
niert, welche jedem Messfehler einen bestimmten Verlust zuordnet. Oft wird
in der statistischen Schétztheorie eine quadratische Verlustfunktion betrach-
tet (Casella & Berger, 2002, S. 349). Der erwartete quadratische Verlust, der
so genannte ,Mean Squared Error, bei der Messung eines bestimmten Eigen-
schaftsniveaus € hingt von dem Bias und der Varianz des Schétzers 6 ab:

MSE = Var + Bias?

B[@-07] = o [d] + [£@) - o] .

Die asymptotische Verteilung eines Maximum-Likelihood-Schétzers folgt ei-
ner Normalverteilung mit dem Erwartungswert F(f) = 6. Maximum-Likelihood-
Schétzer sind also asymptotisch unbiased (Casella & Berger, 2002, S. 472). Bei
grofen Stichproben ist daher die Varianz des Eigenschaftsschétzers 9 von ent-
scheidender Bedeutung. Die Varianz eines Maximum-Likelihood-Schétzers kann
fiir die asymptotische Verteilung des Schétzers bestimmt werden. Sie hdngt von
der so genannten Fisher-Information ab. Die Fisher-Information ist eine Grofe
aus der mathematischen Statistik, die fiir einen Parameter einer Verteilungs-
dichte berechnet werden kann (Casella & Berger, 2002). Die Fisher-Information
lasst sich iiber die so genannte Score-Funktion der Zufallsvariablen definieren.
Die Score-Funktion einer Zufallsvariablen x, deren Verteilung durch die para-
metrisierte Wahrscheinlichkeitsdichte f(z;6) beschrieben wird, lautet allgemein
(Casella & Berger, 2002):

S(0,z) = % log f(x;0). (2.5)

Die Varianz der Score-Funktion wird als Fisher-Information der Zufallsva-
riablen iiber den Parameter 6 bezeichnet. Da der Erwartungswert der Score-
Funktion Null ergibt, gilt fiir die Varianz der Score-Funktion bzw. die Fisher-
Information:

1(0) = 0*(S(0,2)) = E

(% log f(z; 9)> 2] . (2.6)

Alternativ ldsst sich die Fisher-Information bei Giiltigkeit bestimmter Re-
gularititsbedingungen berechnen als:

2

16) = ~E| 573

log f(; 9)] . (2.7)
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Das Maf von Fisher ist bei unabhingigen Zufallsvariablen additiv. Sind G
Beobachtungen z1, xs, ..., x¢ unabhingig verteilt, ergibt sich die Gesamtin-
formation der Beobachtungen iiber # als Summe der Fisher-Informationen der
einzelnen Beobachtungen (Sorensen & Gianola, 2002, S. 129):

mit I,(0) = E

<% log f(xg;f)))Q] .

Die Bedeutung der Fisher-Information resultiert unter anderem daraus, dass
mit Hilfe der Fisher-Information die asymptotische Varianz des Maximum-Like-
lihood-Schétzers 6 berechnet werden kann. Dies leitet sich aus der Cramer-Rao-
Ungleichung ab. Es ldsst sich zeigen, dass fiir einen konsistenten und asympto-
tisch normalverteilten Schétzer § des Parameters 6 die Fisher-Information bei
Giiltigkeit bestimmter Regularitidtsbedingungen in Bezug zur Untergrenze der
Varianz des Schétzers steht (Casella & Berger, 2002):

a?(0) > %. (2.9)

Die Untergrenze wird von Maximum-Likelihood-Schitzern mit zunehmender
Zahl von Beobachtungen erreicht, Maximum-Likelihood-Schétzer sind asympto-
tisch effizient (Casella & Berger, 2002, S. 472). Verwendet man in Ungleichung
(2.9) die Fisher-Information, die sich bei dem Messmodell (2.2) ergibt, kann
die Beziehung ausgenutzt werden, um die Varianz des Eigenschaftsschitzers
bei einem Test zu bestimmen. Auch wenn bei Tests endlicher Linge die asym-
ptotische Varianz durch den Maximum-Likelihood-Schétzer nicht zwangslaufig
erreicht wird und bei kurzen Tests die tatséchliche Varianz von der iiber Be-
ziehung (2.9) berechneten, asymptotischen Varianz sogar erheblich abweichen
kann, wird in den weiteren Kapiteln dennoch die Varianz des Schétzers mit der
inversen Fisher-Information gleichgesetzt. Dies kann damit begriindet werden,
dass bereits bei Tests mittlerer Lange in der Regel der Unterschied zwischen der
tatsdchlichen Varianz und der reziproken Fisher-Information gering ausfillt.

Die Gesetzesmafigkeit (2.9) {iber die asymptotische Varianz des Maximum-
Likelihood-Schétzers kann auf den Fall mehrerer zu schitzender Parameter er-
weitert werden. Dadurch ldsst sich die Beziehung auf ein zweidimensionales
Messmodell anwenden. Bei zweidimensionalen Messmodellen wird die Verteilung
einer beobachtbaren Verhaltensweise x mit zwei Personlichkeitseigenschaften 6
und w und der zweiparametrigen Verteilung f(z;6,w) erklart. Auch in diesem
Fall hingt die asymptotische Varianz der Maximum-Likelihood-Schitzer von
0 und w von der Fisher-Information ab. Die Fisher-Information ldsst sich im
zweiparametrigen Fall ebenfalls {iber die Score-Funktion definieren.

Fiir einen Parametervektor ist die Score-Funktion ein Vektor. Bei einer zwei-
parametrigen Verteilungsdichte f(x;6,w) ist die Score-Funktion beispielsweise:
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SO, w,z) = [Sl(e,w,x),Sg(G,w,x)}/. (2.10)

Die Elemente des Vektors sind dabei die partiellen Ableitungen der logarith-
mierten Likelihoodfunktion nach den beiden Perstnlichkeitseigenschaften § und
w. In diesem Fall ist die Varianz-Kovarianz-Matrix der Elemente der Score-
Funktion die Informationsmatrix I(f,w). Da der Erwartungswert der Score-
Funktion ein Nullvektor ist, ldsst sich die Varianz-Kovarianz-Matrix der Score-
Funktion bzw. die Informationsmatrix schreiben als:

1(0,w) = E[S(e,w, 2)S(6, w, x)'}

_E S1(0,w, x)? $1(0,w, 2)S2(0,w, x) (2.11)
L S0 w,2)5(0,w,2) Sy(0,w, x)? '

Alternativ lasst sich die Informationsmatrix iiber den Erwartungswert der
Hesse-Matrix der Log-Likelihood-Funktion bei Ableitung nach den Personenpa-
rametern bestimmen. Es gilt:

) )
s log f(z;0,w) 5= log f(x;6,w) }
I0,w)=—E| o7 1Y 999 1Y . 2.12
6) [mlogf(w;&w) 5 0g 1230, ) (2.12)
Bei unabhingigen Beobachtungen kénnen die Fisher-Informationen mehrerer
Zufallsvariablen x1, xs, ..., z¢ zur Fisher-Information des Tests addiert werden:
G
I(0,w) =Y T,(0,w) (2.13)
g=1

mit I,(0,w) = E[S(@,w,xg)S(H,w,xg)’ .

Die Inverse der Testinformation (2.13) stellt eine Untergrenze fiir die Varianz-
Kovarianz-Matrix von (asymptotisch) erwartungstreuen Schétzern der Parame-
ter # und w dar, die von Maximum-Likelihood-Schétzern mit steigender Beob-
achtungszahl erreicht wird. Bei grofser Anzahl von Beobachtungen kann daher
die Inverse der Informationsmatrix mit der Kovarianzmatrix der Maximum-
Likelihood-Schétzer praktisch gleichgesetzt werden. Die Beziehung von Elemen-
ten der Informationsmatrix zur asymptotischen Varianz der Parameterschitzer
ist jedoch komplexer als im einparametrigen Fall. Wird die Informationsmatrix
(2.13) symbolisch geschrieben als

| i e
1(0,w) = l Ly Iy 1, (2.14)

so lautet die Inverse der Informationsmatrix
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» Lp L
0w =| 3, 2|, (2.15)
A A

wobei A = I;1Iy — I?, die Determinante der Informationsmatrix (2.14) be-
zeichnet. Es kann gezeigt werden (Sorensen & Gianola, 2002, S. 183), dass im
zweiparametrigen Fall fiir die asymptotische Varianz des Maximum-Likelihood-
Schétzers 6 folgende Beziehung gilt:

~ I 1
2= = >l 2.16
( ) A Ill _I122/I22 - 11 (0) ( )

In Gleichung (2.16) entspricht 1/I1(0) der Varianz des Schétzers von 6, die
man nach Gleichung (2.9) erhielte, wenn die Ausprigung des Parameters w be-
kannt wére und nur der Parameter 6 geschitzt werden miisste. Aus der Unglei-
chung (2.16) geht hervor, dass die Varianz des Maximum-Likelihood-Schétzers
von 0 grofer ist, wenn zusdtzlich der Parameter w geschétzt werden muss —
die Erh6hung der Dimensionalitéat fiihrt also zu einer Verringerung der Prézi-
sion der Schitzung. Das Element I der Testinformationsmatrix (2.14) besitzt
in der Testtheorie eine hervorgehobene Bedeutung, auch wenn es im zweipa-
rametrigen Falle nicht mehr direkt in Bezug zur asymptotischen Varianz des
Schétzers 6 steht. Gleichung (2.16) kann entnommen werden, dass ein hoher
Wert_von I1; eine notwendige Bedingung fiir eine geringe Varianz des Schit-
zers ¢ ist. Aus diesem Grund kann eine grobe Abschitzung der Varianz von
0 bereits alleine anhand dieses Elementes vorgenommen werden. Element I7;
der Fisher-Information des Tests addiert sich aus den Informationsbeitrigen der
einzelnen Zufallsvariablen (siehe 2.13). Dies bedeutet, dass die Beriicksichtigung
einer Beobachtung nur dann die Varianz des Eigenschaftsschitzers reduzieren
kann, wenn die Beobachtung mit einem hohen Wert zu I;; beitrigt. Diese Ei-
genschaft kann zur Itemselektion ausgenutzt werden.

Zusammenfassung

Modellbasiertes Messen basiert auf der Annahme eines mathematischen Modells,
das Aspekte des beobachtbaren Verhaltens auf eine latente Personlichkeitsei-
genschaft zuriickfiihrt. Wird durch das Modell die genaue Verteilung des beob-
achtbaren Verhaltens beschrieben, kann die Ausprigung der Personlichkeitsei-
genschaft anhand des beobachteten Verhaltens iiber die Maximum-Likelihood-
Methode geschitzt werden. Die Varianz des Schétzers lésst sich dann iiber die
Fisher-Information berechnen. Die Bestimmung der Fisher-Information ist somit
ein wichtiger Zwischenschritt bei der Berechnung der (asymptotischen) Varianz
von Schitzern. Da die Fisher-Information in inverser Beziehung zur Varianz
steht, konnen manche Fragestellungen zur Varianz von Schitzern bereits mit
Hilfe der Fischer-Information beantwortet werden. Dies mag ein Grund dafiir
sein, dass im Bereich der psychologischen Diagnostik die Fisher-Information
eine hervorgehobene Bedeutung besitzt, die weit iiber den Status eines Zwi-
schenergebnisses hinausgeht. Aus diesem Grund werden in der aktuellen Arbeit
neben der Varianz von Schétzern immer auch die einzelnen Beitrége der einer
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Schétzung zugrunde liegenden Beobachtungen zur Fisher-Information des Tests
betrachtet.

Mochte man die Reaktionszeit zur Schitzung der Personenfihigkeit eines In-
dividuums verwenden, sind nach der Vorgehensweise des modellbasierten Mes-
sens Reaktionszeitmodelle zu formulieren, welche die Reaktionszeit bei der Bear-
beitung von Testaufgaben auf die unbekannte Auspréigung der Personenfahigkeit
des Individuums zuriickfiihren. Solche Reaktionszeitmodelle sollen im Folgenden
eingefiihrt werden. Uber die Fisher-Information der Reaktionszeitmodelle kann
dann bestimmt werden, wie genau die Personenfihigkeit mit Hilfe der Modelle
geschitzt werden kann. Bevor jedoch Reaktionszeitmodelle beschrieben werden,
wird zuerst ein bekanntes Messmodell fiir binére Itemantworten, das so genannte
zweiparametrige Logit-Modell, dargestellt.



Kapitel 3

IRT-Modelle und i1hre
Fisher-Information

Die Item-Response-Theorie beschiftigt sich mit Messmodellen fiir die Itemant-
worten bei standardisierten Tests. Wahrend die ersten IRT-Modelle fiir ein bi-
nires Antwortformat aufgestellt wurden (Rasch, 1960; Birnbaum, 1968), liegt
mittlerweile eine Vielzahl von Modellen fiir mehrkategoriale oder ordinale Ant-
worten vor. Fiir eine Ubersicht siehe zum Beispiel Fischer und Molenaar (1995)
oder van der Linden und Hambleton (1997). Eines dieser Modelle, das zweipa-
rametrige Logit-Modell, soll im folgenden Abschnitt ndher vorgestellt werden.

Das zweiparametrige Logit-Modell

Kernbestandteil von IRT-Modellen ist die Beschreibung einer quantitativen Be-
ziehung zwischen der Wahrscheinlichkeit einer Itemantwort, einer Personlich-
keitseigenschaft und mehreren Itemeigenschaften, welche in der Item-Response-
Funktion oder auch Itemcharakteristik ausgedriickt wird (Molenaar, 1995). Das
zweiparametrige Logit-Modell modelliert die Wahrscheinlichkeit einer positiven
Antwort bei Item g als Funktion der Aufgabenschwierigkeit by, einer aufgaben-
spezifischen Trennschérfe a, und der Personenféhigkeit § mit Hilfe der logisti-
schen Verteilung (Birnbaum, 1968). Die Itemcharakteristik des zweiparametri-
gen Logit-Modells lautet:

P,(6) = exp [ag (60— bg)}

 14exp [ag(H - bg)] ’ (3:-1)

Abbildung 3.1 visualisiert den Einfluss der Personenfahigkeit 6 auf die Wahr-
scheinlichkeit einer positiven Antwort bei Aufgabe g und verdeutlicht die Be-
deutung unterschiedlicher Trennschérfekoeflizienten a,. Die Itemschwierigkeit
by bestimmt die Lage der Kurve, so dass auf eine Demonstration des Effektes
unterschiedlicher Itemschwierigkeiten verzichtet werden kann.

Um die Wahrscheinlichkeit eines Antwortmusters einer Person bei mehreren
Aufgaben zu berechnen, wird in der Regel angenommen, dass bei Bedingung auf

22
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Abbildung 3.1: Itemcharakteristik des zweiparametrigen Logit-Modells mit
Itemschwierigkeit b, = 0 und verschiedenen Trennschérfekoeffizienten a, (siche
Gleichung 3.1)

die Personenfihigkeit 6 die Itemantworten verschiedener Aufgaben voneinander
unabhéingig sind (lokale stochastische Unabhingigkeit). Die gemeinsame Auf-
tretenswahrscheinlichkeit der verschiedenen Itemantworten einer Person ergibt
sich dann einfach als Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten.

Das zweiparameterige Logit-Modell wurde urspriinglich fiir Leistungstests
entwickelt. Der Anwendungsbereich ist jedoch nicht alleine auf den Leistungs-
bereich (Intelligenztests, Aufnahmepriifungen ...) beschrénkt, sondern umfasst
auch den Bereich der Einstellungs- und Traitmessung. Modelliert wird in die-
sem Fall die Wahrscheinlichkeit einer Zustimmung zu einer Aussage. Aus diesem
Grund sollte unter dem Begriff der Personenféhigkeit nicht die kognitive Fahig-
keit einer Person verstanden werden, sondern die Fihigkeit, auf ein Item mit
einer positiven Antwort zu reagieren.

Die Schitzung der Personenfihigkeit

Uber die Itemcharakteristik wird die Auftretenswahrscheinlichkeit von Itemant-
worten als Funktion der Personenfihigkeit 6 und weiteren Itemparametern an-
gegeben. Diese Beziehung kann ausgenutzt werden, um anhand eines bei einer
Testperson beobachteten Antwortmusters die Auspragung der Personenfihig-
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keit zu schitzen. Eine Methode der Schitzung ist die Maximum-Likelihood-
Schitzung, deren allgemeines Prinzip bereits im zweiten Kapitel dargestellt
wurde. Nach dem zweiparametrigen Logit-Modell lautet die Auftretenswahr-
scheinlichkeit eines Antwortmusters x = [z1,...,2¢] bei den G Items eines
Tests unter der Annahme der bedingten Unabhingigkeit

G
=[] B,(0)= (1 - Py(0))" ™, (3.2)

wobei P,(#) die in Gleichung (3.1) beschriebene Itemcharakteristik des g-ten
Items ist und x4, = 1 eine positive Antwort und z, = 0 eine negative Antwort
kodiert. Setzt man die Itemparameter als bekannt voraus, hingt die Auftretens-
wahrscheinlichkeit eines Antwortmusters nur von der Féhigkeit einer Person ab.
Als Schétzer der Personenfihigkeit wird diejenige Auspriagung 6 gewéhlt, welche
fiir ein gegebenes Antwortmuster die Likelihood-Funktion maximiert:

G

= argmax H (9))1_% : (3.3)

Die Vorgehensweise bei der Bestimmung des Maximums ist in Baker und
Seock-Ho (2004) beschrieben. Bei Anwendung der im zweiten Kapitel darge-
stellten Beziehungen kann die Varianz des Schétzers berechnet werden. Die-
se Grofe ist von besonderer Bedeutung, da sie Auskunft iiber den erwarteten
(quadrierten) Fehler gibt, der mit der Féahigkeitsschitzung verbunden ist (siehe
Gleichung 2.4). Die Bestimmung der Varianz des Fihigkeitsschitzers erfordert
die Berechnung der Fisher-Information des Tests. Diese ergibt sich fiir einen
Test aus G Items aufgrund der Unabhingigkeit der Itemantworten einer Person
nach Gleichung (2.8) als:

1(0) = 1,(0). (3.4)

Der Beitrag der g-ten Aufgabe zur Testinformation, die so genannte Ite-
minformation! I,(6), lisst sich bei bindrem Antwortformat nach Baker und
Seock-Ho (2004) berechnen als:

P’

1y(0) = [ (3.5)

0
Die genaue Form der Iteminformation hiingt von der angenommenen Item-

charakteristik Py(#) ab. Beim zweiparametrigen Logit-Modell (siche Gleichung
3.1) lautet die Iteminformation:

1Dje Fisher-Information einer Itemantwort wird in der Testtheorie auch als Iteminformation
bezeichnet.
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5 exp [ag(9 - bg)]
g {1 + exp [ag(H — bg)H

L(6)=a s =a2B0)(1-B0).  (36)

Die Fisher-Information eines Items besitzt in der Testtheorie eine hervorge-
hobene Bedeutung und wird dort unter anderem zur Itemselektion verwendet.
Der Verlauf der Iteminformation iiber den Bereich der Personenfdhigkeit ist in
Abbildung 3.2 dargestellt. Die Iteminformationsfunktion ist unimodal und be-
sitzt ein Maximum von (1/4)a? im Punkt b,. Die Schwierigkeit b, bestimmt
lediglich die Lage der Kurve, wahrend die Trennschérfe a, die Steilheit und den
Funktionswert im Maximum der Kurve festlegt. Mit zunehmender Distanz zur
Itemschwierigkeit b, féllt die Iteminformation schnell ab.

1.0

0.8

0.6

Fisher Information
0.4

0.2

Abbildung 3.2: Iteminformationsfunktion des zweiparametrigen Logit-Modells
fiir Items mit Itemschwierigkeit b, = 0 und verschiedenen Trennschérfekoeffizi-
enten a, (siche Gleichung 3.6)

Innerhalb der Testtheorie wird der Fisher-Information eines Items oder der
Fisher-Information des ganzen Tests grofies Interesse geschenkt — siehe zum
Beispiel die Artikel von Verkuilen (2006), Luo und Andrich (2005) oder Bickel,
Buyske, Chang und Ying (2001), die ausschlieflich diesen Grofen gewidmet sind.
Das grofte Interesse mag daran liegen, dass die Iteminformation eine Grofe ist,
die zur Itemselektion eingesetzt werden kann. Geht es jedoch um die Abschét-
zung des Standardfehlers der Fahigkeitsschitzung, ist die fiir einen Maximum-
Likelihood-Schétzer relevante Grofe die reziproke Fisher-Information des Tests:
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I710) = (3.7)

Yo I, (0)

Der Beitrag eines Items zur Reduktion der Varianz des Fahigkeitsschitzers
steht daher in umgekehrt monotoner Beziehung zu dessen Fischer-Information.
Je hoher die Iteminformation eines Items ist, desto stérker nimmt die Varianz
des Fahigkeitsschitzers # ab, wenn das Item in den Test aufgenommen wird.
In Abbildung 3.2 ist zu erkennen, dass die Iteminformation von der wahren
Fiahigkeitsauspriagung abhingt und mit wachsender oder sinkender Fahigkeits-
ausprigung abfillt. Aus diesem Verhalten der Iteminformation kann geschlos-
sen werden, dass beim zweiparametrigen Logit-Modell die Varianzreduktion am
grofsten ausféllt, wenn Itemschwierigkeit b, und Féhigkeitsausprigung 6 iiber-
einstimmen. Mit zunehmendem Abstand der Fahigkeitsauspriagung 6 zur Item-
schwierigkeit b, leistet ein Item nur einen geringen Beitrag zur Reduktion der
Varianz des F&higkeitsschitzers. Items besitzen also nur in einem begrenzten
Bereich um ihre Itemschwierigkeit diagnostischen Nutzen.

Randbemerkungen

Die Iteminformation gilt als wichtige Grofse in der Testtheorie. Die Bedeutung
leitet sich daraus ab, dass die Informationskurven der Items eines Tests bestim-
men, mit welcher Prizision bestimmte Ausprigungen der Personenfihigkeit ge-
messen werden konnen. Betrachtet man den Verlauf der Iteminformation des
zweiparametrigen Logit-Modells, so stellt man fest, dass die Iteminformation
mit steigender Distanz zur Itemlokation b, abféllt, so dass Items nicht in allen
Bereichen genau so gut messen.

Dieser nicht optimale Verlauf der Iteminformation ist dem bin&ren Format
der Itemantworten geschuldet. Dies zeigen folgende Uberlegungen: Das zweipa-
rametrige Logit-Modell ldsst sich derart interpretieren, dass eine Aufgabe dann
positiv beantwortet wird, wenn eine unbeobachtbare, kontinuierlich verteilte Zu-
fallsvariable =” eine Schwelle iiberschreitet, siche Takane und de Leeuw (1987)
fiir eine analoge Begriindung des zweiparametrigen Probit-Modells. Durch Be-
obachtung der dichotomen Itemantwort steht somit lediglich fest, ob die Aus-
priagung der latenten Variablen iiber oder unter dem Schwellenwert liegt, ohne
dass die genaue Auspriagung bekannt ist. Das zweiparametrige Logit-Modell er-
gibt sich, wenn man als latente Variable z" eine logistisch verteilte Zufallsvaria-
ble verwendet, deren Erwartungswert auf die Personenféhigkeit 6 zuriickgefiihrt
werden kann. Angenommen wird, dass die latente Variable z" einer Person den
personenspezifischen Erwartungswert p(x"6;a",0) = a” (0 — b) und die Varianz
7202 /3 besitzt. Bei den Parametern a” und b handelt es sich um Itemparame-
ter. Die Verteilungsdichte der latenten Zufallsvariablen einer Person bei einem
bestimmten Item lautet dann:

exp |:z*7a;(97b)i|

1
o e —a*(0-0)112%
R |

f(@']0;a",b,0) = (3.8)
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Bei jeder Konfrontation von einer Person mit einer Aufgabe nimmt die laten-
te Zufallsvariable z" eine bestimmte Realisation an. Sobald die Ausprigung von
z" die Schwelle Null iibersteigt, beantwortet eine Person die Aufgabe positiv.
Die Wahrscheinlichkeit einer positiven Antwort berechnet sich fiir eine Person
mit einem bestimmten Fahigkeitsniveau folglich als:

P(0) = /000 f@’|6;07,b,0)dz” = /OO”—) ﬁfﬁuf "
. {%:(9 3 b)} (3.9)

R |
1 + explu] —2oh ] 4exp [%(9 - b)}

Nach Definition von a als a”/c resultiert die bekannte Item-Charakteristik
(3.1) des zweiparametrigen Logit-Modells:

_exp [a(ﬂ - b)}
P®) = 1+exp [a(d —b)]

(3.10)

Aussagen iiber die Iteminformation beziehen sich immer auf die Itemcharak-
teristik (3.10), also auf die Iteminformation, welche die dichotome Itemantwort
iiber den Personenparameter 6 besitzt. Es stellt sich die Frage, welche Informa-
tion iiber € in der unbeobachteten, kontinuierlichen Variablen z* steckt. Dies ist
natiirlich nur eine theoretische Frage, da die genaue Auspragung der Zufallsva-
riablen z" nicht beobachtbar ist. Die Fisher-Information der Zufallsvariablen z"*
ist nach (2.7) definiert als:

2

I(H):—E[a

502 log f(z"|0;a", b, U)] . (3.11)

Nach Einsetzen der Wahrscheinlichkeit (3.9) ergeben weitere Umformungen
die Iteminformationsfunktion:

o112
16) _23_*22 /oo% {exp {—*j(i b)_“ e
—o [1+eXp [7’” - b)H (3.12)

*2 oo %2
1 1
Iy RV P
o Jo [1+u] 302 3

Anhand von Gleichung (3.12) kann man sehen, dass die Iteminformation ho-
her ausfillt, wenn die kontinuierliche, nicht-dichotomisierte Variable beobachtet
werden konnte. Die Iteminformation von Item g ist bei Kenntnis der latenten Va-
riablen konstant 1/ 3a£27. Gegeniiber der Iteminformation des zweiparametrigen
Logit-Modells bei dichotomen Antworten stellt dies ein Informationsgewinn dar:
Das Maximum der Informationsfunktion des zweiparametrigen Logit-Modells
tritt an der Stelle § = b, auf und betrégt lediglich den Wert 1/4a.
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Feststellen 1dsst sich somit Folgendes: Optimalerweise wiirde nicht eine di-
chotomisierte Variable beobachtet, sondern eine Variable, die ,yollstdndige* In-
formation iiber den Abstand der Person zum Item beséfe. Eine derartige Varia-
ble konnte sich in der Reaktionszeit bei der Bearbeitung der Items finden. Um
aber die Reaktionszeiten einer Person zur Diagnostik nutzen zu kdnnen, miissen
zuerst Testmodelle fiir die Reaktionszeiten entwickelt werden. Dies ist Thema
des nichsten Kapitels.



Kapitel 4

RT-Modelle und ihre
Fisher-Information

Item-Response-Modelle geben an, wie die Wahrscheinlichkeit einer positiven
Antwort von der Fihigkeit einer Person abhingt. Auch wenn seit den Anfingen
der Item-Response-Theorie eine Vielzahl unterschiedlicher IRT-Modelle vorge-
schlagen wurde, beschrinkt sich doch die Anzahl der géngigen IRT-Modelle auf
eine Handvoll.! Den IRT-Modellen analoge Versuche, die Reaktionszeiten fiir
die Beantwortung von Testaufgaben auf Eigenschaften der Testperson und des
Items zuriickzufiihren, wurden bereits in den 50er Jahren begonnen (Furneaux,
1952). Mittlerweile liegen einige Arbeiten mit sehr unterschiedlichen Vorstellun-
gen iiber das angemessene Reaktionszeitmodell vor. Die Unterschiede beginnen
bereits bei der zu wihlenden Reaktionszeitverteilung: Als mogliche Verteilung
wurden die Exponentialverteilung (Scheiblechner, 1979), die Weibull-Verteilung
(Tatsuoka & Tatsuoka, 1978; Roskam, 1997; Wang, 2006), die Gamma-Verteilung
(Jansen, 1997; Maris, 1993; Verhelst et al., 1997; Rasch, 1960), die Log-Normal-
verteilung (van Breukelen, 2005; Schnipke & Scrams, 1997; van der Linden, 2006;
Thissen, 1984; Ferrando & Lorenzo-Sevas, 2007a), die Inverse Gaul-Verteilung
(Pashley, 1987) oder die Poisson-Erlang-Verteilung (Pieters & van der Ven,
1982) vorgeschlagen. Auch beziiglich der Modellierung der Parameter der Reak-
tionszeitverteilung durch Personen- und Itemeigenschaften findet sich nur wenig
Ubereinstimmung: Zwar gehen viele Modelle von abnehmenden Reaktionszeiten
mit der Dominanz einer Person iiber ein Item aus, was zumindest fir Intelli-
genztests eine sehr plausible Annahme ist, jedoch finden sich auch Ausnah-
men (Wang, 2006; Ferrando & Lorenzo-Sevas, 2007a, 2007b). Die Heterogenitét
der Ansitze diirfte insgesamt der Unterschiedlichkeit der Anwendungsbereiche
der Modelle geschuldet sein: Die Anwendungsbereiche der einzelnen Modelle er-
strecken sich von der Modellierung der Reaktionszeiten basaler Aufgaben (wie
zum Beispiel mentaler Rotationsaufgaben) {iber die Modellierung der Reakti-
onszeiten bei Konzentrationstests bis hin zur Modellierung der Reaktionszeiten
beim Losen komplexer Testaufgaben. Vermutlich kann kein allgemeingiiltiges

1Zumindest wenn man die in den Standardlehrbiichern behandelten IRT-Modelle zu den
gédngigen IRT-Modellen rechnet.

29
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Standardmodell gefunden werden, welches diesen breiten Inhaltsbereich abzu-
decken vermag.

Auch sind die Modelle, die fiir die Reaktionszeit zu finden sind, losgelost von
Annahmen iiber kognitive Prozesse: Prazise Theorien iiber den Losungsprozess,
aus denen sich die gemeinsame Verteilung von Reaktionszeit und Itemantwort
ableiten liefle, sind nicht existent. Hier unterscheidet sich die Vorgehensweise in
der Testtheorie von der Allgemeinen Psychologie, die sich unter anderem mit
prazisen Modellen fiir basale Wahrnehmungsaufgaben beschéftigt, siehe zum
Beispiel Luce (1991). Insgesamt ist der Forschungsstand beziiglich der Model-
lierung von Reaktionszeiten bei Tests wenig zufrieden stellend.

Im Folgenden sollen eigene Testmodelle aufgestellt werden, die zwar teil-
weise auf publizierten Modellen aufbauen, doch groferen Allgemeinheitsgrad
besitzen. Die vorgestellten Reaktionszeitmodelle stehen in der Tradition der
Item-Response-Theorie der psychologischen Diagnostik, die nicht auf explizi-
ten Annahmen iiber die den Antworten zugrunde liegenden Prozessen basiert
(Eysenck, 1967). Ansatzpunkte der Modelle sind folgende Uberlegungen und
Bestrebungen:

Riickfithrung der RT auf Personen- und Itemparameter

Die Reaktionszeitverteilung wird als Funktion zweier Personlichkeitseigenschaf-
ten und dreier Itemeigenschaften modelliert. Angenommen wird, dass die Re-
aktionszeitverteilung bei einem Item von der Personenfidhigkeit 6 einer Person
abhingt. Diese Annahme wird dadurch gestiitzt, dass zahlreiche empirische Stu-
dien fiir eine Beziehung zwischen den Reaktionszeiten und der zu messenden
Eigenschaft bei Tests sprechen — siehe hierzu die Ubersicht im ersten Kapitel
(S. 4ff). Zusatzlich wird ein zweiter personenspezifischer Einflussfaktor w an-
genommen, der als Residualfaktor unabhéngig von der Personenfihigkeit einen
Einfluss auf die Reaktionszeitverteilung ausiibt. Der Residualfaktor fasst alle
iber die Personenfihigkeit hinausgehenden, systematischen Einfliisse der Per-
son auf die Reaktionszeitverteilung zusammen. Die Einfilhrung eines zweiten
Faktors scheint deshalb notwendig, da empirische Belege dafiir sprechen, dass
Reaktionszeiten neben einem inhaltsspezifischen Faktor noch auf einem weiteren
Faktor laden. Es ist beispielsweise bekannt, dass auch Personlichkeitseigenschaf-
ten wie Extraversion (Danthiir et al., 2005), Lesefdhigkeit (Jansen, 1997), Impul-
sivitat (Vigil & Codorniu, 2004) oder die Motivation einer Person (Callegaro,
Yang, Bhola & Dillman, 2005) die Reaktionszeit bei Testitems beeinflussen.
Die Gesamtheit dieser Einfliisse wird daher in dem skalenunspezifischen Faktor
w zusammengefasst. Die Annahme eines zusétzlichen systematischen Personen-
einflusses begriindet letztendlich auch die in der Reaktionszeitforschung géngige
Praxis der doppelten Standardisierung — siche zum Beispiel Holden et al. (1991)
— bei der ,jinhaltsfremde” systematische Personlichkeitseinfliisse aus den Reak-
tionszeiten entfernt werden. Auch wenn beide Personlichkeitseigenschaften die
Reaktionszeitverteilung gleichberechtigt beeinflussen, gilt das Hauptaugenmerk
der Betrachtung der Personenfidhigkeit. Dies liegt daran, dass mit einem Test
oft nur die Personenfihigkeit diagnostiziert werden soll.

Stabile Itemunterschiede in der Bearbeitungszeit, die beispielsweise auf der
Itemldnge oder der Frageformulierung beruhen mogen — fiir eine Ubersicht {iber
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derartige Einflussquellen siehe z.B. Ferrando und Demestre (2007) — sollen in
dem Itemparameter k¥ (Konstante) widergespiegelt werden. Zu beachten ist al-
lerdings, dass die Konstante k zwar die Regulation des allgemeinen Reaktions-
zeitniveaus bei Items iibernimmt, jedoch zur mittleren Reaktionszeit nur einen
indirekten Bezug besitzt und bei den verschiedenen Modellen Unterschiedliches
bedeutet. Aus diesem Grund kann die Konstante sowohl positive als auch nega-
tive Werte annehmen. Neben dem Itemparameter k£ wird pro Item fiir jede der
beiden Personlichkeitseigenschaften # und w ein Einflussgewicht angenommen,
welches die Stérke des Einflusses der Personlichkeitseigenschaften auf die Reak-
tionszeitverteilung bestimmt. Dieses Einflussgewicht wird bei der Personenfihig-
keit als [ und bei dem Residualfaktor als ¢ bezeichnet. Da je nach vorgeschlage-
nem Reaktionszeitmodell unterschiedliche Aspekte der Reaktionszeitverteilung
modelliert werden, nehmen die Einflussgewichte bei einigen Reaktionszeitmodel-
len positive, bei anderen Reaktionszeitmodellen negative Werte an. Bei einem
Teil der Modelle wird zudem ein weiterer Itemparameter, die Itemlokation d,
eingefithrt. Die Funktion der Itemlokation d ist die Anordnung eines Items auf
der Fahigkeitsdimension. Die genaue Bedeutung von d wird im nachsten Ab-
schnitt verdeutlicht. Eine Ubersicht iiber die verwendeten Bezeichnungen findet
sich in Tabelle 4.1.

Tabelle 4.1: Ubersicht iiber die Parameter der RT-Modelle

| PARAMETER | SYMBOL | BEDEUTUNG | WERTEBEREICH |
Person 0 Personenfihigkeit (—o0; oo)
w Residualfaktor (—o0; 00)
k Konstante (— oo, 00)
Item l Einflussgewicht von 6 (—o0; 00)
c Einflussgewicht von w (—o0; 00)
d Itemlokation (—o0; 00)

Funktionale Verkniipfung von Personen- und Itemparametern

Zwei funktionale Verkniipfungen der Item- und Personenparameter zu einem
Pridiktor n werden untersucht. Zuerst eine lineare Verkniipfung der Form n =
k+10+cw. Diese Verkniipfung ist analog zur Modellierung bei den IRT-Modellen
zu sehen. Ihr liegt die Idee zugrunde, dass die Verteilung der Reaktionszeit vom
Ausmafs beeinflusst wird, in welchem eine Person eine Aufgabe zu ,dominieren‘
vermag. Bei diesen Modellen bedeuten zunehmende Auspriagungen der Person-
lichkeitseigenschaften abnehmende Reaktionszeiten, sofern entsprechende Vor-
zeichen fiir die Itemparameter gewdhlt werden. In ihrer Struktur entspricht die
lineare Parametrisierung einem linearen zweidimensionalen Faktormodell. Der
Anwendungsbereich dieser Modellierung ist vermutlich hauptséchlich in der Lei-
stungsdiagnostik zu sehen. Viele der bisher publizierten RT-Modelle gehen von
einer derartigen Beziehung aus, siehe zum Beispiel Furneaux (1952), Thissen
(1984) oder Scrams und Schnipke (1997). Alternativ zur linearen Verkniipfung
wird eine quadratische Verkniipfung der Form 7 = k+1(6 — d)? + cw untersucht.
Bei der Interpretation der quadratischen Parametrisierung ist es hilfreich, den
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Personenparameter 6 als Lokation einer Person und den Itemparameter d als Lo-
kation eines Items auf der Fahigkeitsdimension zu betrachten. Die quadratische
Verkniipfung bedeutet dann, dass die Reaktionszeit von der Distanz zwischen
Item und Person auf der Fihigkeitsdimension beeinflusst wird. Diese Art der
Beziehung zielt auf die Modellierung des ,Inverted-U-Effektes ab. Mit dieser
Bezeichnung ist der Befund gemeint, dass bei einer Ambivalenz von Aussagen
(geringe Distanz zwischen Item und Person) die Reaktionszeiten grof ausfal-
len, jedoch mit zunehmender Distanz von Item und Person abnehmen. Dieses
Abhingigkeitsmuster schligt sich in einem umgekehrt quadratischen Zusam-
menhang zwischen mittlerer Reaktionszeit und Abstand von Item und Person
nieder. Erste Hinweise auf eine derartige Unfolding-Beziehung zwischen Eigen-
schaftsauspragung und Latenzzeit liegen vor (Akrami et al., 2007; Ferrando
& Lorenzo-Sevas, 2007a). Anwendungsmoglichkeiten dieser Modellierung diirf-
ten hauptséchlich bei Tests fiir Einstellungen und Personlichkeitsmerkmale zu
finden sein. Die Entwicklung quadratischer ,,Unfolding-Modelle* fiir Reaktions-
zeiten ist eine der Neuerung dieser Arbeit.

Art des RT-Modells

Die funktionalen Verkniipfungen von Personen- und Itemparametern zu einem
Pradiktor werden verwendet, um bestimmte Parameter oder Eigenschaften von
Reaktionszeitverteilungen zu modellieren. Welche Eigenschaft jedoch modelliert
wird, hdngt von dem gewéahlten Reaktionszeitmodell ab. Insgesamt werden vier
Verteilungsmodelle vorgeschlagen, bei denen jeweils beide Parametrisierungen
(linear/quadratisch) Anwendung finden. Betrachtet man die bisherige Litera-
tur zur Modellierung von Reaktionszeiten bei Tests, stellt man fest, dass kaum
Beziige zur Analyse von ,Survival Times“ hergestellt werden. Alle publizierten
Modelle beruhen auf der Annahme einer bestimmten Verteilungsform der Re-
aktionszeiten und stellen oft so genannte ,Accelerated Failure Time“ Modelle
(AFT-Modelle) dar. Ein Versuch, das populdre ,Proportional Hazard“ Modell
(PH-Modelle) von Cox (1972) aus der Uberlebenszeitanalyse auf den Bereich der
Testbearbeitungszeit zu iibertragen, wurde hingegen noch nicht unternommen.
Diese Liicke soll in der aktuellen Arbeit geschlossen werden. Zuerst werden zwei
einfache Proportional Hazard Modelle vorgestellt, die von exponentialverteilten
Reaktionszeiten ausgehen. Anschlieffend wird gezeigt, wie Proportional Hazard
Modelle ohne die Annahme einer bestimmten Reaktionszeitverteilung aufge-
stellt werden konnen, wenn statt der kontinuierlichen Reaktionszeiten dichoto-
misierte Zeiten betrachtet werden. Dies stellt eine weitere Neuerung der Arbeit
dar. Eine zweite populire Modellklasse zur Analyse von Uberlebenszeiten sind
die Accelerated Failure Time Modelle. Aus diesem Grund werden zuerst zwei
Accelerated Failure Time Modelle vorgeschlagen, die auf log-normalverteilten
Reaktionszeiten basieren. Wie auch bei den Proportional Hazard Modellen las-
sen sich Accelerated Failure Time Modelle ohne Annahme einer bestimmten
Reaktionszeitverteilung formulieren. Dies wird anhand zweier weiterer Model-
le gezeigt. Dies ist eine weitere Neuerung der Arbeit. Durch die Entwicklung
verteilungsfreier Reaktionszeitmodelle kénnen unterschiedliche Vorschlige zur
Reaktionszeitverteilung bei Testitems integriert werden.

Durch die Kombination der vier Verteilungsmodelle (Exponentialverteilung,
dichotomisierte Zeiten, Log-Normalverteilung, semiparametrischer AFT-Ansatz)
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mit den beiden Parametrisierungen (linear, quadratisch) ergeben sich insgesamt
acht Reaktionszeitmodelle. Eine Ubersicht findet sich in Tabelle 4.2. Die Darstel-
lung der verschiedenen Reaktionszeitmodelle ist in zwei Blocke unterteilt. Der
erste Block (Kapitel 4.1) enthélt die Proportional Hazard Modelle. Im zweiten
Block (Kapitel 4.2) sind die Accelerated Failure Time Modelle zusammenge-
fasst. Bis auf wenige Ausnahmen sind Accelerated Failure Time Modelle und
Proportional Hazard Modelle sich einander ausschliefende Modellierungsstrate-
gien (Hougaard, 1999).

Tabelle 4.2: Ubersicht iiber die untersuchten Reaktionszeitmodelle

| KLASSE | VERTEILUNG | PARAMETRISIERUNG | KAPITEL |
Exponential Linear 4.1.1
PH Modell Quadramsch 411
Dichotomisierte RT Linear 4.1.2
Quadratisch 412
Linear 491
Log-Normal _
AFT Modell Quadratisch 121
Semiparametrisch Linear 4.2.2
P Quadratisch 429

4.1 RT-Modelle auf Basis von Proportional Ha-
zard Modellen

Proportional Hazard Modelle nehmen eine dominante Position in der Analyse
von ,Failure Times* ein (Klein & Moeschberger, 1997) und sind das am hiufig-
sten verwendete Modell zur Analyse von Uberlebenszeiten in der medizinischen
Forschung (Bradburn, Clark, Love & Altman, 2003). Die Proportional Hazard
Modelle charakterisiert, dass primér die Hazard-Rate als Funktion von Pradik-
toren modelliert wird. Ist T die Zeit bis Eintritt eines Ereignisses, so ist die
Hazard-Rate definiert als (Klein & Moeschberger, 1997, S. 27):

Pt <T <t+ AtT > 1
o At—0 At

. (4.1)

Die Hazard-Rate wird teilweise in Begriffen umschrieben wie die ,aktuelle
Wahrscheinlichkeit“ eines Individuums, das Ereignis im nichsten Moment zu er-
leben — eine derartige Interpretation gibt zum Beispiel Bradburn et al. (2003).
Obwohl die Hazard-Rate keine Dichtefunktion darstellt, definiert sie eindeutig
eine Uberlebenszeitverteilung (Marubini & Valsecchi, 1995, S. 145). Bei Kennt-
nis der Hazard-Rate kann die Wahrscheinlichkeit S(¢) eines Individuums, den
Zeitpunkt t zu {iberleben, bestimmt werden. Umformungen ergeben die bekann-
te Beziehung (Klein & Moeschberger, 1997):

S(t) = exp {— /O t h(z) dx} . (4.2)
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Mit Proportional Hazard Modellen wird die Hazard-Rate einer Person als
multiplikative Verkniipfung einer Grundrate hg(t) und einer Funktion von Pré-
diktoren f(x) modelliert. Da Hazard-Raten positiv sein miissen, wird oft folgen-
des Modell angenommen, das in seiner Formulierung auf Cox (1972) bzw. Cox
(1975) zuriickgeht:

hx(t) = hp(t) exp [x'B]. (4.3)

In Gleichung (4.3) beinhaltet der Vektor x’ = [z1,...,z,] die Ausprigungen
einer Person auf den Pridiktoren und der Vektor 8’ = [B1,...,3,] die Regres-
sionsgewichte. Die Bezeichnung der Modelle als Proportional Hazard Modelle
leitet sich davon ab, dass sich die Hazard-Raten zweier Personen proportional
zueinander verhalten. Das Verhiltnis der Hazard-Raten zweier Personen mit
Pradiktorauspriagungen x; und xs ist:

= exp [(x1 — x2)'8]. (4.4)

Die Quantititen exp(3;) werden als ,Hazard Ratios* bezeichnet und sind ein
Kennwert fiir die Interpretation der Effekte der Pradiktoren. Im einfachsten Fall
ist = eine dichotome Indikatorvariable, z.B. das Geschlecht einer Person. In die-
sem Fall ist exp(8;) gleich dem Verhéltnis der Hazard-Raten von Ménnern und
Frauen. Alternativ kann der Effekt der Pridiktoren auf die Uberlebensfunktion
S(t) verdeutlicht werden. Ist Sp(t) die zur Grundhazard-Rate hp(t) gehoren-
de Uberlebensfunktion (siche 4.2), verindert sich die Uberlebensfunktion bei
Personen mit der Priadiktorausprigung x zu:

Swe(t) = [Sp()] P (4.5)

Die Proportional Hazard Modelle lassen sich danach unterscheiden, ob ei-
ne bestimmte Form fiir die Grundhazard-Rate hp(t) und damit gleichzeitig ei-
ne bestimmte Uberlebenszeitverteilung Sp(t) angenommen wird (parametrische
Proportional Hazard Modelle) oder ob die genaue Form der Grundhazard-Rate
hp(t) unspezifiziert bleibt (semiparametrische Proportional Hazard Modelle).
Auf beide Fille soll im Folgenden eingegangen werden, zuerst auf ein parame-
trisches Proportional Hazard Modell fiir exponentialverteilte Reaktionszeiten,
dann auf ein semiparametrisches Proportional Hazard Modell fiir dichotomi-
sierte Reaktionszeiten.

4.1.1 Proportional Hazard Modelle fiir exponentialverteil-
te Reaktionszeiten

Die Exponentialverteilung ist eine einparametrige Verteilung mit Dichte (Klein
& Moeschberger, 1997):

[t A) = Nexp [ — At] mit A > 0. (4.6)
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Die Hazard-Rate bei exponentialverteilten Reaktionszeiten ist konstant und
besitzt den Wert h(t) = A, weshalb die Verteilung oft als ,,gedichtnislos” be-
zeichnet wird und deswegen fiir ,ermiidungsfreie Prozesse geeignet ist. Trotz
dieser Eigenschaften ist die Exponentialverteilung eine beliebte Verteilung fiir
die Modellierung von Uberlebenszeiten (N. Johnson, Kotz & Balakrishnan, 1994,
Kap. 19). Im Kontext der Testtheorie wurde die Exponentialverteilung erstma-
lig von Rasch (1960) vorgeschlagen als Verteilung des Zeitbedarfs fiir das Lesen
eines Wortes. Eine weitere Verwendung findet sich bei Scheiblechner (1979).
Die Exponentialverteilung wird durch den Parameter A vollstindig festgelegt.
Sollen Reaktionszeiten bei Testaufgaben modelliert werden, ist es nahe liegend,
diesen Parameter iiber eine Funktion auf Item- und Personlichkeitseigenschaf-
ten zuriickzufiihren. Fiir die Abhéngigkeit des Verteilungsparameters A von den
Personlichkeitseigenschaften § und w konnen allerdings unterschiedliche Formen
angenommen werden. Zwei davon sollen ndher betrachtet werden.

Lineare Parametrisierung

Bei der linearen Parametrisierung wird der Logarithmus des Parameters A auf
eine lineare Funktion der Personlichkeitseigenschaften 6 und w zuriickgefiihrt.
Die Reaktionszeit einer Person mit Personenfihigkeit § und Residualfaktor w
ist dann bei Aufgabe g mit Konstante k; und Einflussgewichten ¢, und [, ex-
ponentialverteilt mit folgendem Verteilungsparameter Ag4:

log(Ag) = kg + 140 + cqw. (4.7

Wie Gleichung (4.7) unschwer zu entnehmen ist, handelt es sich bei dem
Modell um ein parametrisches Proportional Hazard Modell. Umformungen des
Modells ergeben die Gleichung A\, = explky + ;0 + cqw] = explky] explly6 +
cqw], was analog zu der Grundgleichung der Proportional Hazard Modelle (4.3)
ist. Die Grofe explky| représentiert folglich die (in diesem Fall zeitinvariante)
Grundrate hp(t), exp[eg] und exp[l,y] stellen die ,Hazard Ratios* dar.

Das Modell (4.7) lasst sich auch in Begriffen des generalisierten linearen Mo-
dells interpretieren, wobei der Einfluss der Personlichkeitseigenschaften 6 und w
auf den Erwartungswert der Reaktionszeit deutlich wird. Der Erwartungswert
E(t4]0,w) der Reaktionszeit einer Person bei Aufgabe g steht zu den Person-
lichkeitseigenschaften w und 6 in der Beziehung;:

E(ty]0,w) = 1/Xg(0,w) = exp[—ky — 140 — cqw]. (4.8)

Der Erwartungswert E(t 4|0, w) kann iiber die Link-Funktion log [1/E(t4]6, w)]
auf den linearen Prédiktor log [1/E(t4|0,w)] = kg + 140 + cqw zuriickgefiihrt
werden. Die Annahme einer derartigen Link-Funktion findet sich hdufig bei Mo-
dellen fiir Uberlebenszeiten, als Beispiel sei hierfiir auf McCullagh und Nelder
(1989) oder Kalbfleisch und Prentice (1980, Kap. 2) verwiesen. In Abbildung
4.1 ist die Beziehung (4.8) zwischen dem Erwartungswert der Reaktionszeit und
den Personlichkeitseigenschaften § und w fiir verschiedene Einflussgewichte [,
und ¢, und die Konstante k; = —2 verdeutlicht.
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Abbildung 4.1: Exponentialverteilte RT: Mittlere Reaktionszeit in Abhangigkeit
von den Personlichkeitseigenschaften 6 und w bei linearer Parametrisierung mit
Parameter k, = —2 fiir verschiedene Einflussgewichte [, und ¢, (siehe Gleichung
4.8)

Aus Gleichung (4.8) ist ersichtlich, dass exp[—k] der Erwartungswert einer
Person mit Personenfihigkeiten § = 0 und Residualfaktor w = 0 ist und somit
das Grundniveau der Reaktionszeiten reguliert: Geht man davon aus, dass die
Personlichkeitseigenschaften 6 und w in einer Population von potentiellen Test-
teilnehmern bivariat standardnormalverteilt sind, bestimmt der Parameter kg
also die mittlere Reaktionszeit einer Durchschnittsperson. Wie Abbildung 4.1
zeigt, fallt bei positivem Einflussgewicht [, die mittlere Reaktionszeit mit zu-
nehmender Personenfihigkeit 6 ab. Die Starke des Abfalls hingt von der Hohe
des Einflussgewichtes [, ab, was die Bezeichnung , Einflussgewicht“ rechtfertigt.
Diese Art der Beziehung ist bei Leistungstests plausibel, wenn fihige Personen
Aufgaben schneller 16sen konnen. Auch der Residualfaktor w steht in monotoner
Beziehung zur mittleren Reaktionszeit. Im Kontext von Leistungstests konnte
der Residualfaktor beispielsweise der Extraversionswert einer Person sein, wel-
cher mit der Reaktionszeit bei Tests zu korrelieren scheint (Danthiir et al., 2005).
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Eine weitere Eigenschaft des Modells fallt auf, wenn man Abbildung 4.1
ndher betrachtet. Mit Zunahme der Personenfihigkeit und des Residualfaktors
konvergiert die mittlere Reaktionszeit gegen Null. Dieser Aspekt des Modells
ist nicht plausibel, da zumindest fiir das Lesen der Aufgabe und die motori-
sche Antwortreaktion eine bestimmte minimale Zeit benétigt wird. Ein der-
artiges Verhalten der mittleren Reaktionszeit ist analog zum realitdtsfremden
Verhalten der Losungswahrscheinlichkeit beim zweiparametrigen Logit-Modell
zu sehen (siehe Abbildung 3.1): Dort konvergiert die Losungswahrscheinlichkeit
mit abnehmender Fahigkeit gegen Null. Oft kann die korrekte Losung jedoch
zumindest erraten werden, so dass die minimale Losungswahrscheinlichkeit die
Ratewahrscheinlichkeit ist. Ein Ausweg besteht darin, eine Untergrenze fiir die
Reaktionszeit einzufiihren. Jedoch erschwert die Einfiihrung eines derartigen
hift-Parameters” die Parameterschitzung erheblich — siehe hierzu die Schil-
derung der Problematik durch Dolan, van der Maas und Molenaar (2002). Es
ist vermutlich dieser Grund, weshalb keines der zu Beginn des vierten Kapitels
zitierten Reaktionszeitmodelle eine Reaktionszeituntergrenze enthilt. Ebenso
unplausibel wie das Fehlen einer Reaktionszeituntergrenze ist das unbegrenz-
te Anwachsen der mittleren Reaktionszeit mit abnehmender Personenfahigkeit
und abnehmendem Residualfaktor, auch wenn dieser Aspekt in der Praxis we-
niger problematisch sein diirfte. Die Einfiihrung einer Obergrenze fiir die Reak-
tionszeit ist jedoch aus denselben Griinden mit Schwierigkeiten verbunden wie
die Modellierung von Reaktionszeituntergrenzen. Einzuwenden ist allerdings,
dass wohl niemand von einem Modell eine exakte Ubereinstimmung mit allen
Aspekten der Realitét fordern wiirde, sondern lediglich eine fiir die beabsichtige
Anwendung angemessene Approximation der Realitét.

Ein eindimensionales Modell fiir exponentialverteilte Reaktionszeiten bei
Testaufgaben wurde bereits von Scheiblechner (1979) vorgeschlagen, jedoch mit
einer anderen Modellierung des Parameters A. Scheiblechner fiihrten Gedanken
iiber das Konzept der spezifischen Objektivitit zur additiven Zusammensetzung
des Parameters der Exponentialverteilung: Ay = 6 + d,. Somit ist das Modell
von Scheiblechner ebenfalls ein Proportional Hazard Modell, jedoch keines mit
einer in der Uberlebenszeitanalyse populiren Parametrisierung. Zudem ist bei
dem Modell die Positivitidt der Harard-Rate nicht garantiert.

Wie sich einfach zeigen lasst (siehe hierzu die Ausfithrungen in Anhang
A.1.1) ist das vorgeschlagene Reaktionszeitmodell (4.7) identifiziert — die Item-
parameter lassen sich iiber die Momentmethode bestimmen, wenn man davon
ausgeht, dass die untersuchten Personen aus einer Population potentieller Test-
teilnehmer stammen, in welcher die Personlichkeitseigenschaften 6§ und w nor-
malverteilt sind. Somit steht zur Modellschétzung eine konsistente Methode zur
Verfiigung (Greene, 2003; Casella & Berger, 2002). Die Itemparameter lassen
sich bis auf die bei latenten Variablenmodellen mogliche Rotation der latenten
Dimensionen eindeutig bestimmen. Nimmt man ein einfaktorielles Modell (oh-
ne den Residualfaktor w) an, konnen die Itemparameter bereits fiir ein einziges
Item geschiitzt werden. Bei zweifaktoriellen Modellen sind jedoch mindestens
drei Items notwendig.
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Schitzung der Personenparameter

Kennt man die Itemparameter der Items eines Tests, kann anhand der Reakti-
onszeiten einer Person die Ausprégung der Personenféhigkeit 6 und des Residu-
alfaktors w geschitzt werden. Dies ist mit der im zweiten Kapitel vorgestellten
Maximum-Likelihood-Methode mdoglich. Nimmt man wie bei den IRT-Modellen
an, dass die Reaktionszeiten t = [t1,...,t¢] fir die Beantwortung von G Testi-
tems bei Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften 6 und w einer Person
voneinander unabhingig sind, ergibt die Likelihood-Funktion fiir die Auspri-
gung der unbekannten Personenparameter

G
L(O,w) = [] f(ts; Ag(w,9)), (4.9)

wobei f(tg; Ag(6,w)) die Verteilungsdichte (4.6) der Exponentialverteilung mit
Parameter A\, (6,w) = exp [ky + 40 + cyw] ist. Die Maximum-Likelihood-Schit-
zung basiert darauf, diejenigen Parameterausprigungen 9 und & zu bestimmen,
welche die Likelihood-Funktion fiir das beobachtete Zeitmuster t einer Person
maximieren. Die Frage, mit welcher Prizision die Personlichkeitseigenschaften
bestimmt werden konnen, fiihrt zur Fisher-Information — siehe hierzu die Er-
lduterungen im zweiten Kapitel zur Rolle dieser Grofie bei der Berechnung der
asymptotischen Varianz von Maximum-Likelihood-Schétzern.

Der Beitrag einer Reaktionszeitbeobachtung zur Fisher-Information des Tests
iiber die Personlichkeitseigenschaften 6 und w entspricht der Varianz der Score-
Funktion der Beobachtung (siehe 2.11). Diese Grofie wird oft als Fisher-Infor-
mation eines Items oder auch nur als Item-Information bezeichnet. Verwendet
man zur Bildung der Score-Funktion die Verteilungsdichte der Exponentialver-
teilung (4.6) mit linearer Parametrisierung (4.7), ergibt sich fiir ein Item folgende
Fisher-Informationsmatrix:

2 .
I,0,w) = { lgzg 9639 } (4.10)

In Anhang B.1.1 sind die einzelnen Rechenschritte dargestellt, die zu Be-
ziehung (4.10) fithren. Abbildung 4.2 zeigt den Verlauf der Fisher-Information
einer Reaktionszeit tiber die Personenfihigkeit 6, d.h. den Verlauf des Elementes
Igp11)(0,w) = 12 der Informationsmatrix I,(6,w), fiir Aufgaben mit verschiede-
nen Einflussgewichten /,. Wie man einfach anhand von Gleichung (4.10) erken-
nen kann, ist die Information beziiglich 6 iiber den Bereich der Persténlichkeits-
eigenschaften konstant.

Das Element Ig[11)(0,w) der Informationsmatrix eines Items bestimmt mafk-
geblich, ob die Beriicksichtigung einer Reaktionszeit zur Schétzung der Per-
sonenfihigkeit beitrdgt. Anhand der Gleichungen (2.13) und (2.16) kann man
erkennen, dass nur bei hoher Ausprigung des Elementes 411](f,w) mit einer
starke Reduktion der Varianz des Fihigkeitsschitzers zu rechnen ist. Nach Be-
ziehung (4.10) ist das Element I,[1;(6, w) der Fisher-Information eines Items fiir
verschiedene Ausprigungen der Personlichkeitseigenschaften 6 und w konstant.
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Abbildung 4.2: Fisher-Information iiber 6 bei exponentialverteilter Reaktions-
zeit und linearer Parametrisierung fiir verschiedene Einflussgewichte [, (Element
Iy114)(0,w) der Informationsmatrix 4.10)

Diese Eigenschaft ist vorteilhaft: Soll die Personenfiahigkeit 6 geschétzt werden,
ist der Beitrag eines Items zum Element I1;(6,w) der Fisher-Information des
Tests unabhéngig von der Auspriagung der zu diagnostizierenden Personenfiahig-
keit 0. Somit besitzen exponentialverteilte Reaktionszeiten mit linearer Parame-
trisierung fiir alle Fahigkeitsbereiche dasselbe diagnostische Potential. Da auch
die tibrigen Elemente der Informationsmatrix I,(6,w) konstant sind, fallt die
aus der Beriicksichtigung der Reaktionszeit eines Items resultierende Varianz-
reduktion des Fahigkeitsschitzers fiir alle Fahigkeitsauspragungen 6 identisch
aus. Dies ist beispielsweise beim zweiparametrigen Logit-Modell (sieche Abbil-
dung 3.2) nicht der Fall. Um bei diesem Modell einen fiir eine Person optimalen
Test zu erhalten, miissen die Schwierigkeiten der vorgelegten Aufgaben an die
Fahigkeit einer Person angepasst werden, siehe hierzu die Ausfithrungen von
Bickel et al. (2001). Die tatséchliche Varianzreduktion, die sich durch Bertick-
sichtigung eines zusétzlichen Items ergibt, hingt jedoch nicht alleine von dem
betrachteten Element Iy1,)(#,w) der Informationsmatrix I,(f,w) ab, sondern
auch von den Nebendiagonalelementen der Informationsmatrix — siehe hierzu
Beziehung (2.16). Je grofer die Elemente in der Nebendiagonalen sind, also je
hoher die Reaktionszeiten auf dem Residualfaktor laden, desto geringer fillt die
Varianzreduktion aus. Eine detailliertere Betrachtung der resultierenden Vari-
anzreduktion fiir einen Test aus mehreren Items sei jedoch auf das siebte Kapitel
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verschoben.

Quadratische Parametrisierung

Wie in Abbildung 4.1 zu sehen war, fillt bei der linearen Parametrisierung die
mittlere Reaktionszeit mit steigenden Auspragungen der Personlichkeitseigen-
schaften # und w ab. Diese monotone Beziehung zwischen der mittleren Reakti-
onszeit und den individuellen Ausprigungen der Personlichkeitseigenschaften ist
nicht fiir alle Inhaltsbereiche plausibel. Im Bereich der Diagnostik von Person-
lichkeitsmerkmalen wurde zwischen der Ausprigung des zu diagnostizierenden
Traits und der mittleren Reaktionszeit beim Bewerten von Fragebogenitems ein
quadratischer Zusammenhang nachgewiesen: In einer Untersuchung von Akrami
et al. (2007) konnten beispielsweise Personen mit extremer Traitauspragung
schneller auf die Fragen des NEO-PI antworten als Personen mit mittlerer Aus-
priagung des Traits. Auch die im ersten Kapitel beschriebenen Befunde sprechen
dafiir, dass die Reaktion auf eine Aussage desto schneller erfolgt, je eindeutiger
ein Individuum die Aussage bewerten kann. Geht man von der Vorstellung aus,
dass sowohl Items als auch Personen auf dem Merkmalskontinuum lokalisiert
sind, bedeutet dies, dass Reaktionen desto weniger Zeit bend6tigen, je grofer die
Distanz zwischen einer Person und einem Item ist. Eine derartige Unfolding-
Beziehung zwischen Item und Person kann iiber eine quadratische Funktion?
hergestellt werden. Geht man von exponentialverteilten Reaktionszeiten aus,
bietet sich folgende Modellierung des Verteilungsparameters A\, an:

log(\y) = kg +1,(0 — dy)* + cyw. (4.11)

In Gleichung (4.11) steht die Personenfihigkeit 6 in Unfolding-Beziehung
zum Parameter A\g: Mit wachsender Distanz zwischen einer Person und einem
Item auf der Fahigkeitsskala wéchst der Parameter Ay an. Der Residualfaktor
jedoch geht weiterhin linear in Gleichung (4.11) ein und steht somit in mo-
notoner Beziehung zum Parameter ;. Welche psychologische Rechtfertigung
besitzt das vorgeschlagene Modell? Die Parametrisierung in Modell (4.11) kann
damit begriindet werden, dass die Zustimmung oder Ablehnung von Aussagen in
Personlichkeits- oder Einstellungstests desto schneller méglich ist, je weiter Per-
son und Item auf der Merkmalsdimension entfernt sind (siehe hierzu die Befun-
de in Kapitel 1.1). Wachsende Distanz zwischen Person und Item vergrofert die
Komponente (6 —d,)? und fiihrt bei positivem Einflussgewicht I, {iber die Beein-
flussung der Hazard-Rate zu kiirzeren Reaktionszeiten. Diese Abhéngigkeit der
Reaktionszeiten von 6 entspricht folglich der Beziehung der Losungswahrschein-
lichkeit zu 6 bei den Idealpunktmodellen der Item-Response-Theorie, siche zum
Beispiel Verkuilen (2006) oder Luo (1998). Anzunehmen ist jedoch, dass weite-
re systematische Einflussfaktoren die Reaktionszeiten einer Person bestimmen.

2Tm IRT-Bereich wird die ,,Unfolding“-Beziehung zwischen Personen und Ttems teilweise
auch mit Cosinus-Hyperbolicus-Funktionen modelliert (Andrich & Luo, 1993). Eine derartige
Modellierung wurde ebenfalls fiir die Reaktionszeiten untersucht. Da jedoch bei den spédter
dargestellten Accelerated Failure Time Modellen eine quadratische Funktion angenommen
wird, soll auch an dieser Stelle der quadratischen Funktion der Vortritt {iberlassen werden.
Die Unterschiede zwischen den beiden Modellen sind jedoch insgesamt gering: Beide Modelle
diirften sich empirisch nur schwer voneinander unterscheiden lassen.
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Bekannt ist Beispielsweise, dass Einfliisse wie Lesefahigkeit oder Neurotizismus
die Reaktionszeit bei Testitems beeinflussen. Diese weiteren Einfliisse werden
im zweiten Faktor, dem Residualfaktor w, zusammengefasst. Da jedoch Neuro-
tizismus und Lesefdhigkeit in monotoner Beziehung zur Reaktionszeit stehen,
erscheint es den empirischen Befunden angemessener, fiir den Residualfaktor
ebenfalls eine monotone Beziehung zur Reaktionszeit anzunehmen. Dies fiihrt
dazu, den Residualfaktor in Gleichung (4.11) weiterhin als linearen Term auf-
zunehmen.

Auch das Modell mit quadratischer Parametrisierung ist ein Proportional
Hazard Modell, wie nach einigen Umformungen leicht ersichtlich wird. Schreibt
man A\g = exp kg + lg(0 — dg)* + cqw] als Ay = exp [kg] exp [14(0 — dg)* + cqw],
kann man durch einen Vergleich mit Gleichung (4.3) erkennen, dass expl[k,g]
wiederum die Grundhazard-Rate hp(t) widerspiegelt, die nun jedoch einer Per-
son mit Personenfihigkeit § = d, und Residualfaktor w = 0 zu eigen ist. Mit
wachsendem Abstand zwischen Person und Item auf dem Fiahigkeitskontinuum
steigt bei positivem Einflussgewicht [, die Hazard-Rate an. Ebenso wéchst die
Hazard-Rate mit steigender Auspragung des Residualfaktors w.

Die mittlere Reaktionszeit bei Aufgabe g ergibt sich fiir Personen mit Per-
sonenfihigkeit 6 und Residualfaktor w als:

E(ty|0,w) = 1/Xg(0,w) = exp [ — kg — 14(0 — dy)* — cqw]. (4.12)

Der Effekt verschiedener Ausprigungen der Personenfihigkeit # und des Re-
sidualfaktors w auf die mittlere Reaktionszeit ist in Abbildung 4.3 fiir verschie-
dene positive Einflussgewichte /; und ¢, dargestellt. Die Komponente exp[—k,]
bestimmt die mittlere Reaktionszeit, die an der Stelle § = d fiir eine Person mit
Residualfaktor w = 0 auftritt. Die Konstante k, reguliert somit wiederum das
Grundniveau der Reaktionszeiten bei einem Item. Mit zunehmendem Abstand
zwischen einem Item mit Itemlokation d, und einer Person mit Personenféhig-
keit 0 fillt die mittlere Reaktionszeit ab (wenn die Auspriagung des Residualfak-
tors w konstant gehalten wird) — mittlere Reaktionszeit und Personenfihigkeit
stehen somit in einer umgekehrt U-formigen Beziehung zueinander. Der Resi-
dualfaktor beeinflusst weiterhin die mittlere Reaktionszeit monoton. Auch bei
diesem Modell konvergiert die mittlere Reaktionszeit gegen Null, nun jedoch
mit zunehmender Distanz einer Person zur Itemlokation auf der Fahigkeitsdi-
mension bzw. bei abnehmendem Residualfaktor. Dieses Verhalten des Modells
deckt sich vermutlich nicht mit der Realitdt — siehe hierzu die Anmerkungen
zur linearen Parametrisierung — erleichtert jedoch die Schitzung des Modells
erheblich.

Das Modell ist identifiziert. Die Parameter lassen sich (bis auf die bei laten-
ten Variablenmodellen mogliche Rotation der latenten Dimensionen) eindeutig
iiber die Momentmethode bestimmen, wenn man gewillt ist, fiir die Verteilung
der Personlichkeitseigenschaften 6§ und w iiber eine Population von potentiel-
len Testteilnehmern eine Normalverteilung anzunehmen. Genauere Details zur
Schatzung finden sich in Anhang A.1.2.
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Abbildung 4.3: Exponentialverteilte RT: Mittlere Reaktionszeit in Abhéngigkeit
von den Personlichkeitseigenschaften # und w bei quadratischer Parametrisie-
rung mit Parametern k; = —2 und d,; = 0 fiir verschiedene Einflussgewichte [,
und ¢, (siehe Gleichung 4.12)

Schiatzung der Personenparameter

Wurden die Itemparameter eines Tests in einer Vorstudie bestimmt, kann bei Be-
obachtung der Reaktionszeiten einer Person die Auspréigung der Personenfihig-
keit und des Residualfaktors mit der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt
werden. Bei Beobachtung von G unabhéngigen Reaktionszeiten t = [t1, ..., {g]
ist die Likelihood-Funktion fiir die Personenparameter

G
L(O,w) = [] f(tg; Ag(6,0)), (4.13)

wobei f(tg;Ag(6,w)) die Verteilungsdichte (4.6) der Exponentialverteilung mit
Parameter \j(6,w) = exp [ky + l4(0 — dg)? + cqw] ist. Diese Funktion ist bei
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gegebenem Reaktionszeitmuster ¢ fiir die Personlichkeitseigenschaften zu maxi-
mieren. Die so gefundenen Werte 6 und & sind dann die Maximum-Likelihood-
Schitzer der Eigenschaften einer Person.

Um die Varianz der Personenparameterschitzer bestimmen zu kdnnen, muss
wiederum die Matrix der Fisher-Information des Tests berechnet werden. Der
Beitrag eines Items zu dieser Matrix ist bei der quadratischen Parametrisierung
(4.11) die Iteminformationsmatrix:

4120 — d,)?  2l,c,(0 —dy)

— g g 9% g

Ig(e,w) = 2[gcg(9 N dg) C{QJ . (414)
Genauere Details zur Bestimmung dieser Matrix finden sich in Anhang B.1.2.

Der Verlauf der Fisher-Information eines Items {iber die Personenfdhigkeit 6,
das Element I,11)(f,w) der Informationsmatrix (4.14), ist in Abbildung 4.4
abgetragen. Die Itemlokation dg bestimmt nur die Lokation der Funktion, so

dass auf eine Demonstration des Effektes unterschiedlicher Auspriagungen von
dg verzichtet werden kann.
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Abbildung 4.4: Fisher-Information iiber € bei exponentialverteilter Reaktions-

zeit und quadratischer Parametrisierung mit Parameter d, = 0 fiir verschiedene
Einflussgewichte I, (Element I,(;11(f,w) der Informationsmatrix 4.14)

Die Fisher-Information eines Items iiber ¢ besitzt ihr Minimum in d4; und

nimmt dort den Wert Null an. Diese Eigenschaft teilt das Modell mit vielen Ide-
alpunktmodellen im IRT-Bereich, die ebenfalls an der Stelle der Itemlokation
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eine Iteminformation von Null besitzen (Verkuilen, 2006). Mit zunehmendem
Abstand zwischen einer Person mit Fahigkeit § und einem Item mit Itemlo-
kation d, steigt die Information unbegrenzt an. Dieses Verhalten kann erklart
werden, wenn man sich bestimmte Eigenschaften des Modells vor Augen hilt.
Kernannahme des Modells ist die quadratische Beziehung (4.11) zwischen der
Personenfihigkeit § und dem Verteilungsparameter A der Exponentialvertei-
lung. Aufgrund dieser Beziehung fiihren kleine Verédnderungen der Personenfa-
higkeit 0 zu einer grofer Verdnderung von A(6,w), wenn die Distanz zwischen
einer Person und einem Item auf dem Fahigkeitskontinuum grof ist. Starke
Verdnderungen des Parameters \(f,w) jedoch fithren zu starken Verdnderun-
gen der Log-Likelihood-Funktion — im Bereich des wahren Parameters 6 ist die
Log-Likelihood-Funktion somit stark ,,gekriimmt®. Die Fisher-Information kann
wiederum als Maf der Kriimmung der Log-Likelihood-Funktion interpretiert
werden (Sorensen & Gianola, 2002, S. 132). Mit steigender Kriimmung nimmt
folglich auch die Iteminformation zu. Uber die Dimension des Residualfaktors
jedoch ist die Iteminformation konstant.

Notwendige Bedingung fiir eine geringe Varianz des Fahigkeitsschitzers 6
ist die Forderung, dass die einzelnen Items eines Tests hohe Iteminformationen
iiber 6, also grofe Elemente Iy(11)(0,w) besitzen. Dies geht aus Beziehung (2.16)
hervor. Aus dieser Beziehung kann geschlossen werden, dass bei einem Test die
Varianz des Fihigkeitsschitzers groft ausfillt, wenn eine Person auf der Fahig-
keitsdimension in der Ndhe der Itemlokationen angesiedelt ist. In diesen Berei-
chen fillt das Element Iy[111(6,w) der Informationsmatrix extrem gering aus, wie
Abbildung 4.4 zeigt. Hingegen sollten sich im Vergleich zu den Itemlokationen
extreme Fihigkeitsniveaus prizise diagnostizieren lassen. Allerdings wird die
Varianz der Fahigkeitsschitzung durch die positiven Nebendiagonalelementen
in der Item-Informationsmatrix (4.14) erhoht: Je hoher die Einflussgewichte des
Residualfaktors ¢, sind, desto geringer ist die Prézision der Fahigkeitsschétzung.

4.1.2 Proportional Hazard Modelle fiir dichotomisierte Re-
aktionszeiten

Die in Kapitel 4.1.1 beschriebenen Modelle basieren auf exponentialverteilten
Reaktionszeiten, deren Hazard-Rate zeitinvariant ist. Diese Festlegung auf ei-
ne konkrete Reaktionszeitverteilung schrankt die Anwendbarkeit der Modelle
erheblich ein. Ein Vorteil von Proportional Hazard Modellen ist die Mdoglich-
keit, diese Modelle auch ohne Annahme einer bestimmten Verteilungsform bzw.
Grundhazard-Rate anwenden zu kénnen. Die Annahme einer bestimmten Ver-
teilungsform ldsst sich ndmlich umgehen, wenn man dichotomisierte oder ka-
tegorisierte Reaktionszeiten betrachtet.® Diese Idee geht auf McCullagh (1980)
zuriick und wird im Folgenden dargestellt.

Anstelle des genauen Eintrittszeitpunktes einer Antwort kann lediglich fest-
gehalten werden, ob die Antwort vor oder nach einem bestimmten, vorgegebenen

3 Alternativ existieren weitere Ansitze, Annahmen iiber die genaue Form der Hazard-Rate
zu vermeiden. Zu diesen zdhlen die abschnittsweise Approximation der Hazard-Funktion mit
einer konstanten Hazard-Rate oder die Approximation iiber ein Polynom hoéherer Ordnung
(Skrondal & Rabe-Hesketh, 2004, S. 39ff) sowie die Erweiterung des Partial Likelihood An-
satzes auf latente Variablenmodelle (McGilchrist, 1993).
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Zeitpunkt t. erfolgt. Die urspriinglich kontinuierliche Reaktionszeit ¢ wird dabei
durch ,dichotomisierte Reaktionszeiten y ersetzt. Jede Person wird genau einer
von zwei Klassen zugeordnet: y = 1 wenn t < t. versus y = 0 wenn ¢ > t..
Die Art der Antwort, ob richtig oder falsch bzw. Zustimmung oder Ablehnung,
spielt dabei keine Rolle. Nimmt man fiir die Verteilung der Reaktionszeit ein
Proportional Hazard Modell an, lasst sich die Wahrscheinlichkeit, nach dem
Zeitpunkt ¢. zu antworten, einfach herleiten. Ausgangspunkt ist dabei die An-
nahme (4.3), dass eine nicht naher spezifizierte Grundhazard-Rate hp(t) durch
mehrere Priadiktoren x beeinflusst wird gemift der Beziehung:

hx(t) = hp(t) exp(x'3). (4.15)

Die Parameter 3 stellen die Regressionsgewichte der einzelnen Pradiktoren
dar. Die ,Uberlebensfunktion® Sy(t), welche die Wahrscheinlichkeit einer Re-
aktion nach Zeitpunkt t fiir eine Person mit Pradiktorausprigung x angibt,
erhilt man bei Ausnutzung der bekannten Beziehung der Uberlebensfunktion
zur Hazard-Rate (siehe 4.2) als:

Sy(t) = exp [— /O t hx(z)dz] = exp [_[exp(x’ﬁ)} /O t hp(2) dz] (4.16)

Gleichung (4.16) gibt an, welche Wahrscheinlichkeit besteht, nach einem be-
stimmten Zeitpunkt ¢ zu antworten. Bei Dichotomisierung der Reaktionszeit an
Zeitpunkt t. berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, nach dem Zeitpunkt ¢, zu
reagieren, somit als:

te

Sx(te) = exp :— {exp(x',@) hp(z) dzH

0

= exp :— {exp (log(/otc hp(z)dz) +X'/3)H

= exp :— {exp (Bolte) + x'ﬁ)H , (4.17)

wobei die Konstante Gy(t.) = log (fot“ hp(z)dz) ist. Wie Gleichung (4.17) zu
entnehmen ist, wird die genaue Form der Grundhazard-Rate in der Konstanten
Bo(t.) absorbiert. Diese Konstante ldsst sich schiitzen, so dass auf eine detaillier-
te Annahme {iber die Form der Grundhazard-Rate verzichtet werden kann. Eine
Anwendung des Modells auf die Modellierung von Reaktionszeiten bei Tests ist
nahe liegend.

Lineare Parametrisierung

Die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Modelle fiir exponential-
verteilte Reaktionszeiten lassen sich auch als Proportional Hazard Modelle fiir
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dichotomisierte Reaktionszeiten darstellen. Die Modelle fiir exponentialverteil-
te Reaktionszeiten kdnnen somit auf den Fall dichotomisierter Reaktionszeiten
ibertragen werden. Jedoch sind die Proportional Hazard Modelle fiir dichoto-
misierte Reaktionszeiten allgemeiner, da bei diesen Modellen keine bestimmte
Form der Grundhazard-Rate hp(t) angenommen wird. Zunéchst soll der Fall
der linearen Parametrisierung n&her beschrieben werden. Geht man von einer
Dominanzbeziehung zwischen Item und Person aus, ergibt sich als Proportional
Hazard Modell bei Anwendung von (4.15) die Beziehung

hew(t) = hp,(t) exp[lyd + cow], (4.18)

wobei die Parameter [, und ¢, die Einflussgewichte der beiden Persénlichkeits-
eigenschaften bei Aufgabe g darstellen. Bei der Funktion hp,(t) handelt es sich
um die Grundhazard-Rate bei Aufgabe g, die sich von den Grundhazard-Raten
der iibrigem Items unterscheiden kann. Die Wahrscheinlichkeit P, (0, w), eine
Aufgabe g innerhalb eines bestimmten Zeitlimits ¢. zu beantworten, lasst sich
nach (4.17) berechnen als

Pg(ﬂ,w)—1—exp[—exp{1og(/0tc th(z)dz)—f—lg@—i—cng wio)
4.19

=1—exp {—exp {kg—i—lg@—f—cng,

wobei ky = log (fot“ hp,(z)dz) ist. Im Vergleich zum vorherigen Abschnitt 4.1.1
verdndert der Parameter k, seine Bedeutung. Die resultierende Konstante kg
hingt einerseits von der Grundhazard-Rate hp, (t) eines Items ab, andererseits
von dem Zeitlimit ¢, und l&sst sich somit streng genommen nicht mehr als
,reine Ttemeigenschaft interpretieren. Interessanterweise setzt die Verwendung
von dichotomisierten Zeiten nicht voraus, dass alle Items dieselbe Hazard-Rate
besitzen. Dadurch ist die Modellierung sehr flexibel, da fiir die einzelnen Items
unterschiedliche Reaktionszeitverteilungen moglich sind.

Zur Demonstration der Eigenschaften von Modell (4.19) soll fiir den Fall
exponentialverteilter Reaktionszeiten die Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit,
innerhalb eines Intervalls [0,t.) zu reagieren, von den Persénlichkeitseigenschaf-
ten 6 und w demonstriert werden. Im ersten Abschnitt des Kapitels wurden
exponentialverteilte Reaktionszeiten mit der zeitinvarianten Grundhazard-Rate
exp[—2] betrachtet — siehe hierzu Abbildung (4.1) und das zugehorige Bei-
spiel. Bei Annahme dieser zeitinvariaten Grundhazard-Rate ergibt sich somit
fiir eine Person mit Personenféhigkeit 6 und Residualfaktor w die Hazard-Rate
ho.w(t) = exp[—2] exp[ly0 + cqw]. In diesem Fall kann nach Gleichung (4.19) die
Wahrscheinlichkeit einer Antwort vor dem Zeitlimit ¢. berechnet werden als

P,(0,w) = 1—exp [—exp [log(tc)—Z—l-lg@—l—cgw” = 1—exp [—exp[ky+1g0+cqw]],
(4.20)
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wobei kg, = log(f(f“ exp[—2] dz) = log(t.) — 2 ist. Die Abhéngigkeit der Wahr-
scheinlichkeit P,(#,w) von den Personlichkeitseigenschaften § und w ist in Ab-
bildung 4.5 fiir das Zeitlimit ¢, = 10 und die resultierende Konstante k;, =
log(10) — 2 = 0.3 sowie fiir verschiedene Einflussgewichte {; und ¢, visualisiert.

1=0.25, ¢=0.50 1=0.25, ¢=0.25
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Abbildung 4.5: Dichotomisierte RT: Wahrscheinlichkeit einer Antwort vor t. =
10 in Abhé#ngigkeit von den Personlichkeitseigenschaften 6 und w bei linearer
Parametrisierung mit Parameter k;, = 0.3 fiir verschiedene Einflussgewichte c,
und I, (siehe Gleichung 4.20)

Die Personlichkeitseigenschaften 6 und w beeinflussen die Bearbeitungsge-
schwindigkeit einer Person monoton: Grofiere Ausprigungen erhéhen die Wahr-
scheinlichkeit, vor Zeitlimit ¢. zu reagieren. Das Einflussgewicht [, bestimmt
dabei den Einfluss der Personenfihigkeit 6 auf die Wahrscheinlichkeit einer Ant-
wort, vor t. — je grofer dieser Parameter ausfillt, desto stirker verdndert sich die
Antwortwahrscheinlichkeit mit der Personenféhigkeit. Das Einflussgewicht c, re-
gelt in derselben Weise die Enge der Beziehung zwischen dem Residualfaktor w
und der Wahrscheinlichkeit einer Antwort vor ¢.. Die Bezeichnung von I; und
cq als Einflussgewicht ist somit gerechtfertigt. Der Parameter &k, bestimmt die
Antwortwahrscheinlichkeit einer Person mit Eigenschaftsausprigung w = 0 und
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@ = 0. Sind die Personlichkeitseigenschaften bivariat standardnormalverteilt,
bestimmt &k, somit die Wahrscheinlichkeit einer durchschnittlichen Person. So-
mit reguliert auch bei dichotomisierten Reaktionszeiten die Konstante k, das
allgemeine Reaktionszeitniveau bei einer Aufgabe, diesmal jedoch in Form der
Wabhrscheinlichkeit einer Antwort vor einem bestimmten Zeitpunkt. Das Mo-
dell ist identifiziert. Die Itemparameter konnen iiber den EM-Ansatz geschitzt
werden, wenn man eine bestimmte Verteilung der Personlichkeitseigenschaften
f und w iiber die Population der potentiellen Testteilnehmer annimmt. Mehr
zur Schitzung des Modells findet sich im fiinften Kapitel.

Schiatzung der Personenparameter

Sind die Itemparameter bekannt, kénnen bei Beobachtung der dichotomisierten
Reaktionszeiten einer Person deren Eigenschaftsausprigungen geschiitzt werden.
Ein mogliches Schétzverfahren hierfiir ist wiederum die Maximum-Likelihood-
Schétzung. Wurde fiir eine Person bei G Items das Reaktionszeitmuster y =
[y1,-..,yc] beobachtet, wobei y, den Umstand kodiert, ob eine Reaktion vor
dem Zeitlimit ¢, erfolgte oder nicht, ist die Likelihood bestimmter Personenpa-
rameterausprigungen 6 und w definiert als:

G
L(8,w) = [ Py(8,w)" (1 — Py(6,w))" ™. (4.21)

In Gleichung (4.21) ist fiir P,(f,w) die entsprechende Beziehung (4.19) zu ver-
wenden. Bei der Maximum-Likelihood-Schétzung werden einer Person diejeni-
gen Parameterauspriagungen zugeordnet, welche die Likelihood-Funktion (4.21)
maximieren. Um die Varianz der Personenparameterschitzung zu approximie-
ren, muss die Fisher-Information des Tests betrachtet werden. Der Beitrag eines
Items zur Fisher-Information des Tests wird durch dessen Iteminformationsma-
trix wiedergegeben. Die Bestimmung der Iteminformationsmatrix von Modell
(4.19) ist in Anhang B.2.1 beschrieben. Als Ergebnis resultiert die Iteminforma-
tionsmatrix:

Ig(ng) =

2
ottt el [ de )

exp [explkg + lg0 + cqw]] — 1| lgCq c;

Von besonderer Relevanz fiir die Bestimmung der Varianz des Fihigkeits-
schitzers 6 ist das Element Igj1q)(0,w) der Informationsmatrix (4.22). Der Ver-
lauf dieses Elementes iiber verschiedene Ausprigungen der Personenfihigkeit 6
und des Residualfaktors w findet sich fiir unterschiedliche Einflussgewichte [,
in Abbildung 4.6. Als Ausprégung des Parameters k, wurde der bereits in Bei-
spiel (4.20) resultierende Parameterwert ky = —2 +1og(10) = 0.30 gewéhlt. Das
Einflussgewicht des Residualfaktors ist ¢, = 0.25.

Wie aus Abbildung 4.6 ersichtlich ist und aufgrund der Bildung von Grenz-
werten einfach belegt werden kann, ist die Informationsfunktion Iy[1)(6,w)
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Abbildung 4.6: Fisher-Information iiber 6 bei dichotomisierten Reaktionszeiten
und linearer Parametrisierung mit Parametern £k, = 0.3 und ¢, = 0.25 fiir
verschiedene Einflussgewichte I, (Element Ij11)(f,w) der Informationsmatrix

4.22)

beschriankt. Mit unbegrenzt zunehmender und unbegrenzt abnehmender Per-
sonenfihigkeit 6 strebt die Informationsfunktion gegen Null bei Konstanthal-
tung des Residualfaktors w. Die Maxima der Funktion liegen auf der Geraden*
log(1.5936) = kg + 40 + cqw. Der Bereich maximaler Information héngt somit
nicht allein von der Grundhazard-Rate eines Items ab, sondern kann auch iiber
die Wahl des Zeitlimits ., an welchem dichotomisiert wird, beeinflusst wer-
den. Diese Eigenschaft ist giinstig, da sie bei freier Wahlbarkeit der Zeitlimits
t. ein beliebiges Verschieben des Maximums erlaubt. Dies entspréiche bei IRT-
Modellen dem Fall, dass die Itemschwierigkeit einer Aufgabe beliebig verandert

werden konnte.

In Abbildung (4.6) ist die Iteminformation nach Dichotomisierung von ur-
spriinglich exponentialverteilten Reaktionszeiten visualisiert. Vergleicht man die
Informationsfunktion der dichotomisierten Reaktionszeiten iiber 6 (siehe Abbil-
dung 4.6) mit der Informationsfunktion der urspriinglich exponentialverteilten

Reaktionszeiten {iber 6 (siche Abbildung 4.2), stellt man einen Informationsver-
lust fest, der auf der Dichotomisierung beruht. Dieser Verlust ist jedoch nicht

4Die Extremwerte der Funktion lassen sich nicht vollstindig explizit bestimmen. Im letz-
ten Berechnungsschritt muss das Gleichungssystem numerisch geldst werden, wobei sich die

Konstante log(1.5936) ergibt.
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iiberraschend und kann mit allgemeinen Uberlegungen von Orchard und Wood-
bury (1972) bzw. mit einer Anwendung dieser Uberlegungen auf dichotomisierte
Beobachtungen von Schader und Schmid (1988) erklart werden. Im siebten Ka-
pitel soll auf das Phinomen ,fehlender Information niher eingegangen werden.

In der Testtheorie ist die Iteminformation eine eigensténdige Grofe, die zur
Itemselektion eingesetzt wird. Mdchte man jedoch die Varianz des Fahigkeits-
schétzers bestimmen, so ist die Inverse der Testinformationsmatrix zu betrach-
ten. Hohe Iteminformationen iiber 6, also grofe Elemente I4[111(6,w) der einzel-
nen Items sind eine notwendige Bedingung fiir eine geringe Varianz des Schétzers
6. Dies legt Beziehung (2.16) nahe. Aus Abbildung 4.6 kann daher geschlossen
werden, dass die Reaktionszeit eines Items nur fiir einen begrenzten Bereich von
Eigenschaftsausprigungen diagnostisches Potential besitzt, ndmlich nur in der
Umgebung der Geraden log(1.5936) = k4 + cqw +16. Allerdings sind die Neben-
diagonalelemente der Informationsmatrix nicht Null, sondern besitzen positive
Gewichte, wodurch der Beitrag von Items zur Varianzreduktion reduziert wird.
Mehr hierzu jedoch im siebten Kapitel, wenn die Prézision der Fahigkeitsschét-
zung verschiedener Tests betrachtet wird.

Quadratische Parametrisierung

Bei linearer Parametrisierung steigt die Wahrscheinlichkeit einer Antwort vor
einem bestimmten Zeitlimit ¢, mit der Personenfdhigkeit § an. Diese Bezie-
hung ist sicherlich bei Leistungstests plausibel. Denkbar ist jedoch auch eine
Unfolding-Beziehung, die im Einstellungs- und Traitbereich angemessener sein
mag (siehe hierzu die Ubersicht im ersten Kapitel). Es ist daher nahe liegend,
auch die quadratische Modellierung aus Kapitel 4.1.1 auf das Proportional Ha-
zard Modell fiir dichotomisierte Reaktionszeiten zu iibertragen. Legt man das
Proportional Hazard Modell mit quadratischer Beziehung zugrunde, lasst sich
die Hazard-Rate einer Person mit Personenféhigkeit § und Residualfaktor w bei
Item g mit Itemlokation d, und Einflussgewichten [, und c, in Begriffen einer
itemspezifischen Grundhazard-Rate hp, (t) angeben als:

hou(t) = hp, (t) explly(0 — dg)* + cow). (4.23)

Die Grundhazard-Rate hp, (t) entspricht der Hazard-Rate einer Person mit
Personenfdhigkeit § = d, und Residualfakor w = 0. Mit zunehmendem Abstand
von Person und Item auf dem Fahigkeitskontinuum wichst die Hazard-Rate
ho w(t) an. Die Hazard-Rate hg ., (t) ist zudem als Funktion von 6 symmetrisch
zum Symmetriezentrum d,.

Bei Dichotomisierung der Reaktionszeit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, auf
Item g vor dem vorgegebenen Zeitlimit ¢. zu reagieren, die Beziehung

te
Py(0,w) =1—exp [— exp [lg(e —dg)? + cgw} hg,(2) dz]

(4.24)
=1—exp {— exp [k'g +1,(0 — dg)2 4 cng ,
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wobei die Konstante k, fiir log | fotc hp,(z) dz] steht. Der Verlauf der Antwort-
wahrscheinlichkeit iiber das Kontinuum der Personenfidhigkeit und des Residual-
faktors wird in Abbildung 4.7 fiir verschiedene Einflussgewichte , und ¢, visua-
lisiert. Gewdhlt wurden als weitere Parameter die Werte d;, = 0 und &k, = 0.3.
Eine Parameterauspragung von k, = 0.3 ergibt sich beispielsweise bei expo-
nentialverteilten Reaktionszeiten mit Hazard-Rate hp,(t) = Ay = exp[—2] und
einer Dichotomisierung an t. = 10. Deutlich tritt eine U-férmige Beziehung zwi-
schen der Antwortwahrscheinlichkeit und der Distanz von Person und Item auf
der Fahigkeitsdimension auf: Je weiter eine Person und ein Item auf der Fahig-
keitsdimension separiert sind, desto grofer ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese
Person vor dem Zeitpunkt t. antwortet.

1=0.25, ¢=0.50 1=0.25, ¢=0.25
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Abbildung 4.7: Dichotomisierte RT: Wahrscheinlichkeit einer Antwort vor t. =
10 in Abhéangigkeit von den Personlichkeitseigenschaften 6 und w bei quadrati-
scher Parametrisierung mit Parametern k; = 0.3 und dg; = 0.0 fiir verschiedene
Einflussgewichte ¢, und I, (siehe Gleichung 4.24)

Das Modell ist identifiziert. Wenn man annimmt, dass die beobachtete Per-
sonenstichprobe aus einer Population stammt, in welcher die Verteilung der
Personlichkeitseigenschaften eine bestimmte Verteilungsform besitzt, konnen die
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Itemparameter iiber den EM-Ansatz bestimmt werden. Details zur Schitzung
finden sich im fiinften Kapitel.

Schiatzung der Personenparameter

Wiederum kann bei bekannten Itemparametern anhand der dichotomisierten
Reaktionszeiten einer Person deren Eigenschaftsausprigung bestimmt werden.
Ein mogliches Schétzverfahren ist der Maximum-Likelihood-Ansatz. Wurde fiir
eine Person bei G Items das Reaktionszeitmuster y = [y1,. .., yc| beobachtet,
wobei y, kodiert, ob eine Reaktion bei Item g vor Zeitlimit ¢. erfolgte oder
nicht, ist die Likelihood bestimmter Personenparameterauspragungen 6 und w
definiert als:

G
L(0,w) = [] Po(8,w)% (1 — P,(6,0))" . (4.25)

i=g

Fir P,(6,w) ist dabei die Antwortwahrscheinlichkeit (4.24) zu verwenden. Bei
der Maximum-Likelihood-Schitzung werden einer Person diejenigen Parame-
terauspragungen zugeschrieben, welche die Gleichung (4.25) maximieren. Die
Abschétzung der Varianz des Maximum-Likelihood-Schétzers erfordert eine Be-
rechnung der Fisher-Informationsmatrix des Tests. Jedes Item tragt zur Testin-
formationsmatrix mit seiner Iteminformationsmatrix bei. Diese Matrix besitzt
bei Modell (4.24) die Gestalt:

[explky +1,(0 — dy)* + cqwl]® [ 4120 —dy)?  2yey (0 — dy)
exp [exp[kg +15(0 —dg)? + cgwﬂ — 1| 2l4cq(0 —dy) 03
(4.26)

I,(6,w) =

Details zur Berechnung finden sich in Anhang B.2.2. Der Verlauf der Item-
informationsfunktion iiber die Personenfihigkeit 6, das Element Iy111(6,w) der
Iteminformationsmatrix (4.26), ist in Abbildung 4.8 visualisiert.

Anhand Abbildung 4.8 ldsst sich nur schwer erkennen, daft die Funktion
I4111)(0,w) bimodal ist. Die Funktion besitzt ein Minimum von Null an der Stelle
6 = dg4. Diese Eigenschaft ist hdufig bei Unfolding-Modellen zu finden. Verkuilen
(2006) konnte sogar zeigen, dass dies fiir alle bindren Unfolding-Modelle mit
P(6 =0) < 1 gilt. Mit unbegrenzt wachsender oder fallender Personenfihigkeit
nihert sich die Funktion Iy11)(f,w) bei konstantem Residualfaktor w ebenfalls
dem Wert Null. Auch bei zunehmendem und abnehmendem Residualfaktor kon-
vergiert Ig11)(f,w) gegen Null, wenn man die Personenfihigkeit konstant hilt.
Dieser Aspekt ist zwar dem Schaubild nicht unmittelbar zu entnehmen, ergibt
sich aber aufgrund von Grenzwertbildungen.

Die Fisher-Information des Tests bildet die Basis fiir die Berechnung der Va-
rianz des Fahigkeitsschitzers 6 einer Person. Das betrachtete Element I,17(6, w)
der Iteminformationsmatrix steht in Beziehung zur Varianz der Schatzung. Wie
aus der generellen Beziehung (2.16) abgeleitet werden kann, kénnen nur Items
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Abbildung 4.8: Fisher-Information iiber # bei dichotomisierten Reaktionszei-
ten und quadratischer Parametrisierung mit Parametern £, = 0.30, d;, = 0.00,
cg = 0.25 fiir verschiedene Einflussgewichte I, (Element Iy;1)(0,w) der Infor-
mationsmatrix 4.26)

mit hohem Element I 1)(¢,w) zu einer starken Reduktion der Varianz beitra-

gen. Diese Uberlegung fiihrt zum Schluss, dass Items nicht zur Schitzung von
Fahigkeitsausprigungen im Bereich ihrer Itemlokation d, geeignet sind. Erst
mit einem bestimmten Abstand zur Itemlokation steigt das diagnostische Po-
tential eines Items an, um jedoch fiir extreme F#higkeitsauspriagungen wieder
abzufallen. Der Bereich, in dem das Modell die Fahigkeitsschitzung verbessern
kann, ist also im Vergleich zur linearen Parametrisierung wesentlich enger. Zu-
dem wird wiederum die Varianz der Fihigkeitsschitzung dadurch vergrofert,
dass zuséatzlich der Residualfaktor geschitzt werden muss und die Nebendiago-
nalelemente der Iteminformationsmatrix nicht Null sind. Fiir eine detailliertere
Betrachtung der Varianz des Fahigkeitsschétzers bei einem Test aus mehreren
Items sei auf das siebte Kapitel verwiesen, wo das genaue Ausmafl der Varianz-
reduktion durch Beriicksichtigung der Reaktionszeiten untersucht wird.
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4.2 RT-Modelle auf Basis von Accelerated Failu-
re Time Modellen

Accelerated Failure Time Modelle bilden die zweite grofe Klasse der Modelle fiir
Uberlebenszeiten. Grundannahme dieser Modelle ist eine log-lineare Beziehung
zwischen der Uberlebenszeit ¢ und den Pridiktoren x in der Form (Marubini &
Valsecchi, 1995)

log(t) = x'B + e, (4.27)

wobei 3 ein Vektor von Regressionsparametern und e eine nach einer bestimm-
ten Form verteilte Zufallsvariable ist. Im Gegensatz zu generalisierten linearen
Modellen wird bei Accelerated Failure Time Modellen also keine Transformation
des Erwartungswertes der Reaktionszeiten modelliert, sondern der Erwartungs-
wert der transformierten Reaktionszeiten.

Einfache Umformungen ergeben fiir die Uberlebensfpnktion Sx, (t) einer Per-
son mit Pradiktorauspragung x = x; im Vergleich zur Uberlebensfunktion So(t)
einer Person mit Pridiktorausprigung x = 0 die Beziehung:

Sx, (t) = So(exp[—x1 ] t). (4.28)

Eine Person mit Priadiktorausprigung x = x; besitzt also zum Zeitpunkt ¢
dieselbe Uberlebenswahrscheinlichkeit wie eine Person mit Pridiktorauspriigung
x = 0 zum Zeitpunkt exp[—x] 3] t. Die Funktion der Pradiktoren besteht somit
in einer Streckung bzw. Stauchung der Zeitachse — eine Eigenschaft, von der sich
der Name ,Accelerated Failure Time Modell* ableitet. Die Grofe exp(8;) wird
teilweise als Beschleunigungsfaktor bezeichnet. Es kann gezeigt werden (Klein
& Moeschberger, 1997), dass bei Accelerated Failure Time Modellen fiir die
Hazard-Rate folgende Beziehung gilt:

hx(t) = ho(exp[—x'B]t) exp[—x'3]. (4.29)

Dabei steht ho(t) fiir die Hazard-Rate einer Person mit Priadiktorausprigung
x = 0. Folgt die Reaktionszeitverteilung einer Weibull-Verteilung, entspricht
das Accelerated Failure Time Modell einem Proportional Hazard Modell, je-
doch mit einer anderen Parametrisierung: Negative Regressionskoeffizienten im
Proportional Hazard Modell entsprechen positiven Regressionskoeffizienten im
Accelerated Failure Time Modell (Hougaard, 1999). Bei allen anderen Vertei-
lungsformen schlieffen sich Proportional Hazard Modelle und Accelerated Failure
Time Modelle aus.’

5 Allerdings kann gezeigt werden, dass sowohl Accelerated Failure Time Modelle als auch
Proportional Hazard Modelle zur Klasse der generellen Transformationsmodelle gehdren
(Doksum, 1987; Doksum & Gasko, 1990). Bei kleinen Regressionseffekten 8 kdnnen zudem
Accelerated Failure Time Modelle durch Proportional Hazard Modelle mit zeitabhéngigen
Pridiktoren approximiert werden (Therneau & Grambsch, 2000, S. 149)
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Aus der Annahme einer bestimmten Verteilungsform fiir die Residualkompo-
nente ¢ des log-linearen Modells in (4.27) ergibt sich eine bestimmte Verteilungs-
form der Reaktionszeiten. Normalverteilte Residuen fiithren zu log-normalver-
teilten Reaktionszeiten, wihrend beispielsweise Extreme-Value-Type-I verteilte
Residuen Weibull-verteilte Reaktionszeiten implizieren (Klein & Moeschberger,
1997, S. 46). Aufgrund ihrer grofien Popularitit sollen im Folgenden Modelle
fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten besprochen werden. Anschliefsend wird
die Frage untersucht, wie sich Verteilungsannahmen vermeiden lassen.

4.2.1 Accelerated Failure Time Modelle fiir log-normal-
verteilte Reaktionszeiten

Die zweiparametrige Log-Normalverteilung besitzt die Verteilungsdichte (N. John-
son et al., 1994):

ft;m,0) =

2
b l_%%] mit ¢ > 0. (4.30)

1
Varat

Log-normalverteilte Daten lassen sich bei einer Vielzahl von Anwendungsbe-
reichen finden, siehe zum Beispiel N. Johnson et al. (1994), Limpert, Stahel und
Abbt (2001) oder Crow und Shimizu (1988). Auch sind unterschiedliche Infor-
mationsverarbeitungsprozesse mit der Log-Normalverteilung vereinbar (Ulrich
& Miller, 1993; van Breukelen, 1995). Fiir spezielle Anwendungen im Bereich
der Testtheorie sei auf van Breukelen (2005), van der Linden (2006), Schnipke
und Scrams (1997), Thissen (1984) oder Ferrando und Lorenzo-Sevas (2007a)
verwiesen. Den Anwendungen in der Testtheorie ist gemein, dass sie die Parame-
ter der Log-Normalverteilung auf Personen- und Itemparameter zuriickfiihren.
Kennzeichnend fiir die Ansétze ist, dass sowohl bei Thissen (1984) als auch
bei van der Linden (2006) sowie bei Ferrando und Lorenzo-Sevas (2007a) der
Parameter o entweder als konstant iiber alle Items gilt oder als itemspezifisch,
niemals aber {iber Personen variiert. Der Parameter n wird dagegen als Funktion
von personen- und itemspezifischen Parametern modelliert. Diese Tradition, den
Parameter o als itemspezifisch anzunehmen und nicht auf Personeneigenschaf-
ten zuriickzufiihren, soll bei den folgenden Vorschligen beibehalten werden.

Lineare Parametrisierung

Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist die Annahme, dass die Vertei-
lung der Reaktionszeit bei Aufgabe g einer Log-Normalverteilung folgt, deren
Lokationsparameter 7, von der Personenfihigkeit ¢ und dem Residualfaktor w
einer Person abhingt:

1 [log(ty) = ny(8.w)]”
exp

1
ty|0,w) = ———
f( 9| vw) \/ﬂggtg 2 03

mit t, > 0. (4.31)
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Der Skalenparameter o, wird in Gleichung (4.31) als Itemparameter auf-
gefasst, wahrend der Lokationsparameter 7y(6,w) auf die Personenféhigkeit 6,
den Residualfaktor w und eine Itemkomponente, die Konstante kg, zuriickge-
fiihrt werden soll.> Angenommen wird eine lineare Beziehung zwischen dem
Lokationsparameter 74(#,w) und den Personlichkeitseigenschaften § und w, so
dass der bekannte lineare Pradiktor resultiert, diesmal jedoch mit einer anderen
Link-Funktion:

Ng(0,w) = kg + 14,60 + cqw. (4.32)

Der Parameter k, ist die Konstante einer Aufgabe, die Parameter I, und
¢g sind die Einflussgewichte der Personlichkeitseigenschaften. Bei Modell (4.32)
handelt es sich, wie bei einem Vergleich mit Gleichung (4.27) zu erkennen ist, um
ein Accelerated Failure Time Modell mit zufélligen Personeneffekten (Skrondal
& Rabe-Hesketh, 2004). Der Einfluss der Personlichkeitseigenschaften auf die
Reaktionszeitverteilung wird deutlich, wenn man die Verdnderung des Erwar-
tungswertes der Reaktionszeiten mit variierender Personenfdhigkeit # und vari-
ierendem Residualfaktor w betrachtet. Fiir log-normalverteilte Zufallsvariablen
hingt der Erwartungswert von den Parametern n, und o4 ab. Es gilt:

2

o? o
E(t4]0,w) = exp lng(ﬂ,w) + 7_(; =exp | kg + 140 + cqw + 79 . (4.33)

Bei Accelerated Failure Time Modellen wird der Erwartungswert der trans-
formierten Reaktionszeiten modelliert. Dies unterscheidet den Ansatz von ge-
neralisierten linearen Modellen, bei denen eine Transformation des Erwartungs-
wertes auf einen linearen Pradiktor zuriickgefiihrt wird. Der Erwartungswert der
Reaktionszeiten kann daher bei Accelerated Failure Time Modellen nicht als al-
leinige Funktion des linearen Prédiktors 1, (6, w) geschrieben werden. Abbildung
4.9 gibt die Abhingigkeit der mittleren Reaktionszeit von den Personlichkeitsei-
genschaften 6 und w fiir verschiedene Einflussgewichte I, und ¢, wieder. Gewahlt
wurden fiir die {ibrigen Parameter die Werte o, = 1 und k; = 2. Die Funktio-
nen des Parameters k, sowie der Parameter I, und ¢, sind offensichtlich. Der
Parameter k, bestimmt (neben 03) die mittlere Reaktionszeit einer Person mit
Eigenschaftsausprigungen 6 = 0 und w = 0. Die Einflussgewichte [, und ¢, re-
gulieren, wie stark die mittlere Reaktionszeit von den Auspréigungen der Person-
lichkeitseigenschaften abhéngt. Die Personlichkeitseigenschaften reprisentieren
jedoch im Gegensatz zu den Proportional Hazard Modellen nicht mehr positive
Einfliisse auf die Bearbeitungsgeschwindigkeit, sondern negative Einflussfakto-
ren. Diese Interpretation ergibt sich daraus, dass die mittlere Reaktionszeit mit
steigenden Eigenschaftsausprigungen anwéchst. Diese Eigenschaft ist allerdings

6Streng genommen sind die Parameter n und o2 bei der Log-Normalverteilung keine
Lokations- und Skalenparameter. Dass diese Parameter dennoch als Lokations- und Skalen-
parameter bezeichnet werden, liegt daran, dass oft die logarithmierten Reaktionszeiten be-
trachtet werden, die normalverteilt sind mit Erwartungswert p = n und Varianz o2. Bei der
Normalverteilung aber erfiillen die Parameter u und o2 die Funktion von Lokations- und
Skalenparametern.
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nicht iiberraschend, wenn man die verschiedenartige Parametrisierung bei Pro-
portional Hazard Modellen und Accelerated Failure Time Modellen bedenkt,
siehe hierzu Hougaard (1999). Wie bereits erwihnt, entspricht ein negatives Ein-
flussgewicht beim Proportional Hazard Modell einem positiven Einflussgewicht
beim Accelerated Failure Time Modell. Auch bei dem aktuellen Reaktionszeit-
modell konvergiert die mittlere Reaktionszeit gegen Null, diesmal allerdings mit
abnehmender Personenfihigkeit und konstant gehaltenem Residualfaktor bzw.
mit abnehmendem Residualfaktor und konstant gehaltener Personenfiahigkeit.
In diesem Aspekt vermag das Modell die Realitét sicherlich nicht addquat zu
beschreiben, jedoch ist dabei zu bedenken, dass vermutlich alle Modelle nur
unvollkommene Approximationen der Realitit darstellen. Eine Einfiihrung von
Reaktionszeituntergrenzen ist zwar moglich und fiihrt zur dreiparametrischen
Log-Normalverteilung, erschwert die Modellschidtzung aber erheblich.

[=0.15, ¢=0.30 1=0.15, ¢=0.15

[~

N

Abbildung 4.9: Log-normalverteilte RT: Mittlere Reaktionszeit in Abhéngigkeit
von den Personlichkeitseigenschaften 6 und w bei linearer Parametrisierung mit
Parametern k; = 2 und 03 = 1 fiir verschiedene Einflussgewichte [, und ¢,
(sieche Gleichung 4.33)

Die Schétzung der Itemparameter von Modell (4.32) ist durch die Anwen-
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dung von Standardverfahren moglich, wenn man bestimmte Eigenschaften von
log-normalverteilten Zufallsvariablen ausnutzt. Eine log-normalverteilte Zufalls-
variable besitzt die Eigenschaft, dass sie durch Logarithmierung in eine normal-
verteilte Zufallsvariable transformiert wird mit Erwartungswert n,(6,w) und Va-
rianz 03. Nimmt man an, dass in einer Population mdéglicher Testteilnehmer die
Personenféihigkeit # und der Residualfaktor w bivariat standardnormalverteilt
sind mit Korrelation p = 0, resultiert als Marginalverteilung der logarithmierten
Reaktionszeit von Item g nach Ausintegration der Personlichkeitseigenschaften
die Beziehung;:

log(tg) ~ N(kg, 00 + 12+ c2). (4.34)

Fiir eine genaue Begriindung dieser Beziehung sei auf Anhang A.2.1 verwie-
sen. Es folgt, dass einfache Maximum-Likelihood-Schétzer bzw. Momentmetho-
den-Schétzer fiir die Konstante k, existieren. Die Einflussgewichte [, und ¢, der
verschiedenen Aufgaben werden iiber die Kovarianzen der logarithmierten Re-
aktionszeiten bei verschiedenen Items festgelegt, welche sich nach der Beziehung
o(log(ty),log(t;)) = l4lj+cyc; berechnen lassen. Wie unschwer zu erkennen ist,
entspricht das Modell in seiner Kovarianzstruktur einem orthogonalen faktoren-
analytischen Modell — fiir eine genaue Darstellung der Fundamentalgleichung der
Faktorenanalyse siehe zum Beispiel R. Johnson und Wichern (2002, S. 479). Da
sich die Kovarianzmatrix der logarithmierten Reaktionszeiten konsistent schit-
zen ldsst, ergeben sich bei einer Faktorisierung der Kovarianzmatrix konsistente
Schétzer fiir die Einflussgewichte. Die genaue Schitzung der Modellparameter
ist an dieser Stelle bewusst kurz dargestellt und wird im sechsten Kapitel erneut
aufgegriffen.

Schitzung der Personenparameter

Wenn die Itemparameter bekannt sind, lassen sich die Personlichkeitseigenschaf-

ten einer Person anhand des Reaktionszeitmusters der Person schitzen. Ein

Verfahren zur Bestimmung der Personlichkeitseigenschaften ist die Maximum-

Likelihood-Schétzung. Werden fiir eine Person die Reaktionszeiten t = [t1,. .., {g]
bei G Testaufgaben beobachtet, lautet die Likelihood-Funktion fiir die Perso-

nenparameter § und w bei Annahme der bedingten Unabhangigkeit

G
L(0,w) = [] £ (tgine(0,w), 0), (4.35)

g=1

wobei f(tg;n4(6,w),04) die Verteilungsdichte der Log-Normalverteilung (4.30)
mit Lokationsparameter 14 (0, w) = kg + 140 + c,w und Skalenparameter oy ist.
Als Schétzer werden die Ausprigungen 9 und & der Personlichkeitseigenschaf-
ten bestimmt, welche die Likelihood-Funktion maximieren. Die Genauigkeit der
Fiahigkeitsschitzung hingt von der Varianz des Féhigkeitsschitzers ab. Die-
se Varianz kann abgeschétzt werden, wenn die Fisher-Information des Tests
bestimmt wird. Der Beitrag eines einzelnen Items zur Fisher-Information des
Tests besitzt bei Modell (4.32) folgende Iteminformationsmatrix (eine genaue
Herleitung findet sich in Anhang B.3.1):
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Ig(e,w)—i{ ly g } (4.36)

2
02| lgeg ¢

Der Verlauf des Elementes Iy;q)(f,w) der Iteminformationsmatrix (4.36)
iiber die Fahigkeits- und Residualfaktordimension ist in Abbildung 4.10 fiir
03 = 1 und verschiedene Auspriagungen des Einflussgewichts [, illustriert. Wie
im Falle exponentialverteilter Reaktionszeiten ist die Funktion Ig(11)(6,w) kon-
stant fiir unterschiedliche Werte von 6 und w. Die Héhe von Ij[111(6,w) steigt mit
zunehmendem Einflussgewicht I, und féllt mit wachsender Varianz o7. Mit zu-
nehmender ,Kommunalitat und sinkender Spezifitdt (um die Terminologie der

Faktorenanalyse zu verwenden) wichst somit auch die Iteminformation iiber 6.

1(6)

0.057|

| 1=0.25 m_[=0.50 ]

Abbildung 4.10: Fisher-Information iiber 6 bei log-normalverteilten Reaktions-
zeiten und linearer Parametrisierung mit Parameter 03 = 1 fiir verschiedene
Einflussgewichte I, (Element I,(;11(f,w) der Informationsmatrix 4.36)

Bewertet man die Bedeutung von Abbildung 4.10 fiir die Varianz des Fahig-
keitsschétzers 6, kommt man zum Schluss, dass der Informationsverlauf giinstig
ist. Aufgrund des konstanten Verlaufes trégt ein Item bei allen Ausprigun-
gen von f und w zur Reduktion der Varianz der Schétzer bei — im Gegen-
satz zum zweiparametrigen Logit-Modell (Abbildung 3.2) gibt es somit keinen
Wertebereich der Personenfidhigkeit, in denen ein Testitem keine diagnostische
Bedeutung besitzt. Dadurch kann die Reaktionszeit die Itemantwort bei der
Schitzung der Personenféhigkeit optimal ergéinzen — eine Eigenschaft, auf die
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im siebten Kapitel ndher eingegangen wird. Der genaue Beitrag eines Items zur
Varianzreduktion hingt jedoch noch von den Nebendiagonalelementen der Ite-
minformationsmatrix ab, hohe Nebendiagonalelemente verringern den Nutzen
der Reaktionszeit.

Quadratische Parametrisierung

Auch bei log-normalverteilten Reaktionszeiten kann fiir die mittlere Reaktions-
zeit eine Unfolding-Beziehung zur Personenfihigkeit angenommen werden, wie
sie im Bereich der Einstellungsmessung plausibel ist und wofiir sich erste Hin-
weise finden (Akrami et al., 2007; Ferrando & Lorenzo-Sevas, 2007a, 2007b).
Eine derartige Beziehung kann iiber eine quadratische Funktion modelliert wer-
den. Dabei wird der Lokationsparameter 7, der Log-Normalverteilung (4.30) bei
Aufgabe g auf die Personenfihigkeit # und den Residualfaktor w einer Person
zuriickgefiihrt iiber die Funktion:

Ng(0,w) = kg +1,(0 — d,)* + cyw. (4.37)

Bei dem Parameter k; handelt es sich um die Konstante einer Aufgabe, d,
ist die Itemlokation und I, und ¢4 sind die Einflussgewichte der Personlich-
keitseigenschaften. Die Parametrisierung von Modell (4.37) kann mit denselben
Argumenten gerechtfertigt werden wie die quadratischen Proportional Hazard
Modelle. Bei log-normalverteilten Reaktionszeiten ist der Erwartungswert der
Reaktionszeit ¢4 eine Funktion der Parameter n, und o,4. Es gilt:

2

% 2 99
E(ty|0,w) = exp ng(O,w)—f—? =exp |kg +14(0 —dy) tegwt o

(4.38)

Der Einfluss der Personlichkeitseigenschaften auf die mittlere Reaktionszeit
ist in Abbildung 4.11 wiedergegeben. Gewahlt wurden fiir diese Abbildung die
Itemparameter k&, = 2 und 03 = 1. Mochte man eine umgekehrt U-formige
Beziehung zwischen der mittleren Reaktionszeit und der Personenféhigkeit 6, so

ist fiir das Einflussgewicht [, ein negativer Wert zu wahlen.

Die Komponente k, reguliert bei negativem Einflussgewicht [, den maxima-
len Erwartungswert der Reaktionszeit einer Person mit Personenfahigkeit 6 = d,
und Residualfaktor w = 0. Damit bestimmt der Parameter das Grundniveau
der Reaktionszeiten, das neben der Itemschwierigkeit von Itemspezifika wie der
Itemlinge abhingen diirfte — fiir eine Ubersicht iiber mogliche Einflussfaktoren
auf das Grundniveau der Reaktionszeiten siehe beispielsweise Dunn et al. (1972)
oder Ferrando und Demestre (2007). Die Itemlokation dy bestimmt als Loka-
tionsparameter die Lage der Funktion, das Einflussgewicht ¢, die Stirke des
Abfalls der Reationszeiten bei sinkendem Residualfaktor. Auch bei diesem Mo-
dell konvergiert die mittlere Reaktionszeit bei grofer werdendem Abstand von
Person und Item auf der Fihigkeitsdimension gegen Null (wenn die Auspré-
gung des Residualfaktors konstant gehalten wird). Denselben Grenzwert besitzt
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I=-0.15, ¢=0.30 I=-0.15, c=0.15
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Abbildung 4.11: Log-normalverteilte RT: Mittlere Reaktionszeit in Abhéngigkeit
von den Personlichkeitseigenschaften # und w bei quadratischer Parametrisie-

rung mit Parametern k; = 2 und 0527 = 1 fiir verschiedene Einflussgewichte [,
und ¢, (siehe Gleichung 4.38)

die mittlere Reaktionszeit bei abnehmendem Residualfaktor w. Diese unreali-
stische Eigenschaft des Modells kann kaum vermieden werden, wenn nicht die
Modellschétzung durch die Einfiihrung von Reaktionszeituntergrenzen erheblich
erschwert werden soll.

Wie sich zeigen lasst, ist das Modell identifiziert. Als einfache Methode der
Parameterschitzung bietet sich eine Schitzung nach der Momentmethode an.
Fiir eine genaue Darstellung der Parameterschétzung sei auf Anhang A.2.2 ver-
wiesen. Da log-normalverteilte Reaktionszeiten nach Logarithmierung normal-
verteilt sind mit Erwartungswert E (log(ty)) = 14, kann Modell (4.37) auch als
nonlineares faktorenanalytisches Modell fiir die logarithmierten Reaktionszei-
ten interpretiert werden. Nonlineare faktorenanalytische Modelle wurden von
M. Davidson (1977) oder von Maraun und Rossi (2001) behandelt.
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Schitzung der Personenparameter

Bei Beobachtung der Reaktionszeiten einer Person konnen diese Beobachtungen
genutzt werden, um die Ausprigungen der Personlichkeitseigenschaften zu be-
stimmen. Wenn die Itemparameter des RT-Modells bekannt sind, kann hierzu
der Maximum-Likelihood-Ansatz genutzt werden. Ausgangspunkt der Schit-
zung ist die Likelihood-Funktion, die bei gegebenem Reaktionszeitmuster t =
[t1,...,tq] jeder Ausprigung von 6 und w eine Plausibilitit zuordnet. Die
Likelihood-Funktion des Modells lautet bei bedingter Unabhéngigkeit der Re-
aktionszeiten

G
L(H,w) = H f(tg;ng(evw)7ag)’ (4-39)

wobei fiir f(ty;n,(0,w), 04) die Verteilungsdichte der Log-Normalverteilung (4.30)
mit Lokationsparameter n(6,w) = ky +1,(6 — dg)* + ¢4 und Skalenparameter o
eingesetzt werden muss. Gewéhlt werden die Parameterauspragungen 6 und w,
welche die Likelihood-Funktion fiir ein gegebenes Reaktionszeitmuster t maxi-
mieren. Die Genauigkeit der Schitzung héngt dabei von der Fisher-Information
der Reaktionszeiten ab. Bei quadratischer Parametrisierung berechnet sich der
Beitrag eines Items zur Testinformation, die Iteminformationsmatrix, als:

L[ 42(0 —dy)®  2lye,(0 — dy)

0_3 2l4cq(0 — dy) 2

I,(0,w) = (4.40)

Genaue Details zur Herleitung von Beziehung (4.40) finden sich in Anhang
B.3.2. Abbildung 4.12 gibt den Verlauf des Elementes I,11)(f,w) der Iteminfor-
mationsmatrix (4.40) fiir die Itemparameter d, = 0, ag = 1 und verschiedene
Einflussgewichte [, wieder. Die Itemlokation d,; bestimmt alleine die Lage des
Minimums von I[117(6,w), so dass auf eine Demonstration des Effektes unter-
schiedlicher Werte verzichtet werden kann.

Das Element [g(11)(0,w) der Iteminformationsmatrix nimmt mit wachsender
Varianz 03 ab. Mit zunehmendem Abstand von Person und Item auf dem Fi-
higkeitskontinuum steigt I,11)(0,w) an. Fiir Fahigkeiten im Bereich der Item-
lokation nimmt I,[117(6,w) jedoch unabhéngig von der Ausprdgung des Resi-
dualfaktors nur geringe Werte an. Bewertet man dieses Verhalten in Hinblick
auf die mogliche Varianzreduktion der Fahigkeitsschétzung durch Einbezug der
Reaktionszeit, bedeutet dies, dass fiir Fahigkeiten im Bereich von d, kaum Ver-
besserungen bei der Schiatzung zu erzielen sind. Allerdings nehmen die Funkti-
onswerte von Iy1q)(f,w) mit extremer werdender Féihigkeiten schnell zu. Auch
wenn die tatsichliche Varianzreduktion noch von den Nebendiagonalelementen
der Informationsmatrix I (6, w) abhéngt, deutet dies doch darauf hin, dass be-
sonders extreme Fahigkeitsauspragungen durch die Verwendung von Reaktions-
zeiten prizise geschitzt werden konnen. Dadurch unterscheidet sich das Modell
erheblich vom zweiparametrigen Logit-Modell, bei welchem sich im Vergleich zur
Itemlokation extreme Fahigkeitsauspragungen nicht prézise bestimmen lassen.
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Abbildung 4.12: Fisher-Information iiber 6 bei log-normalverteilten Reaktions-
zeiten und quadratischer Parametrisierung mit Parametern d, = 0 und o7 = 1
fiir verschiedene Einflussgewichte I, (Element [y[111(0,w) der Informationsma-

trix 4.40)

4.2.2 Quasi-Likelihood-Anséitze fiir Accelerated Failure Ti-
me Modelle

Bei Accelerated Failure Time Modellen werden in der Regel Annahmen iiber
die Verteilung der Reaktionszeit gemacht. Diese Festlegung auf eine bestimmte
Verteilungsform ist jedoch eine Einschrénkung, die in der Praxis gerne vermie-
den wird. Aus diesem Grund wurden Versuche unternommen, Schitzmethoden
fiir verteilungsfreie Accelerated Failure Time Modelle zu entwickeln. Erste Vor-
schldge gehen in die 90er Jahre zuriick und mittlerweile gibt es eine Vielzahl
unterschiedlicher Schitzmethoden — fiir eine Ubersicht siehe Jin (2005). Die vor-
geschlagenen Schatzmethoden sind jedoch mit erheblichem Aufwand und ma-
thematischen Schwierigkeiten verbunden, so dass ein Einzug dieser Verfahren in
den Standardmethodenkanon bislang ausgeblieben ist. Zudem ist eine Beriick-
sichtigung von Zufallseffekten problematisch. Die Schwierigkeit beim Aufstellen
von verteilungsfreien Accelerated Failure Time Modellen besteht jedoch vor-
wiegend in der Behandlung von zensierten Zeiten. Zensierte Zeiten treten bei
Personen auf, bei denen nicht der genaue Eintrittszeitpunkt eines Ereignisses
bekannt ist, sondern nur feststeht, dass das Ereignis nach einem bestimmten
Zeitpunkt eingetreten ist. Bei der Modellierung von Reaktionszeiten bei Tests
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spielen zensierte Zeiten nur eine untergeordnete Rolle. In der Regel werden alle
Items von den Versuchspersonen beantwortet. Nur bei so genannten Speed-Tests
ist dies nicht der Fall. Sind keine zensierten Reaktionszeiten vorhanden, wird
der Quasi-Likelihood-Ansatz auf die Modellierung der Reaktionszeiten bei Tests
anwendbar.

Der Ansatz der Quasi-Likelihood-Schétzung geht auf Wedderburn (1974)
zurlick und dient dem Schétzen von Regressionsmodellen. Notwendig sind zwei
Annahmen: Erstens die Annahme, dass sich der bedingte Erwartungswert einer
Zufallsvariablen y auf eine bis auf unbekannte Parameter 8 bekannte Funktion
mehrerer Priadiktoren x zuriickfithren 1asst:

E(ylx) = f(x, B)- (4.41)

Die Funktion f(x,03) hingt von den unbekannten Parametern 3 ab, die
geschatzt werden sollen. Die zweite Annahme ist das Postulat, dass die Varianz
von y eine bekannte Funktion des Erwartungswertes V (E(y|x)) ist. Als ,Quasi-
Log-Likelihood-Funktion* der Beobachtung y definiert Wedderburn (1974):7

B ¢ —m
QL(B) 7/ Vi) dm. (4.42)
Das Rational dieser Definition ist der Umstand, dass die Ableitung der
Quasi-Log-Likelihood-Funktion nach dem Parameter 3;, die so genannte Quasi-
Score-Funktion, dquivalente Eigenschaften besitzt wie die Score-Funktion bei
der Maximum-Likelihood-Schitzung. Die Quasi-Score-Funktion erhilt man durch
Ableitung der Quasi-Log-Likelihood-Funktion nach dem Parameter j; als:

_u=BGk) 9
QLB) = Ly 7 ) (4.4

Hierbei ldsst sich E(y|x) auf x iiber die Beziehung E(y|x) = f(x,3) zu-
riickfitlhren. Enthilt die Regressionsfunktion mehrere unbekannte Parameter
B = [B1,0,...], ist die Score-Funktion ein Vektor, dessen einzelne Elemen-
te aus den partiellen Ableitungen (4.43) bestehen. Es kann gezeigt werden
(Wedderburn, 1974), dass die Elemente (4.43) der Quasi-Score-Funktion Eigen-
schaften besitzen, die auch die Score-Funktion bei der Maximum-Likelihood-
Schétzung aufweist (siehe 2.7). Diese Eigenschaften sind:

0

E[QS(Bi,y)] =0 (4.44)

Q8] =~ | 550U = g g Eek)] @4

Die Ableitungen werden dabei immer an der Stelle des wahren Parameters
0; berechnet. Bei unabhingig verteilten Beobachtungen y = [y1, ..., ys] werden

“Wedderburn (1974) verzichtet in seinem Artikel bei der Definition der Quasi-Likelihood-
Funktion auf eine untere Grenze des Integrals. Diese Darstellung wird fiir die Arbeit iiber-
nommen.



KAPITEL 4. RT-MODELLE 65

die Score-Funktionen der G Beobachtungen wie bei der Maximum-Likelihood-
Schitzung addiert. Der Schitzwert des Quasi-Maximum-Likelihood-Schétzers
Bi ist der Wert, fiir welchen die Summe der Score-Funktionen der einzelnen
Beobachtungen Null ergibt. Die Varianz des Schitzers 8; kann iiber die ,Quasi-
Information® berechnet werden. Als ,Quasi-Information” einer Zufallsvariablen
yg wird die Varianz-Kovarianz-Matrix der Elemente der Score-Funktion bezeich-
net. Nach Beziehung (4.45) gilt fur die Quasi-Information der Beobachtung y,:

82

5305 LB (4.46)

QL (8) = —E

Bei mehreren Pradiktoren handelt es sich bei der Quasi-Information einer
Beobachtung also um eine Matrix, deren Elemente aus dem Erwartungswert der
Hesse-Matrix der Quasi-Likelihood-Funktion bestehen. Die Quasi-Information
von G unabhingigen Zufallsvariableny = [y1, ..., y¢] ergibt sich durch Addition
der Quasi-Informationen der einzelnen Beobachtungen:

G
QI(B) => QLB (4.47)

mit QL (8) = ~F | 525 QL(B, y,)

Die Begriindung des Konzeptes der Quasi-Information beruht darauf, dass
die Varianz-Kovarianz-Matrix der Quasi-Maximum-Likelihood-Schétzer der Re-
gressionsgewichte 8 approximativ QI *(3) ist, siehe hierzu Wedderburn (1974).
Es kann gezeigt werden, dass die Quasi-Information geringer ausfillt als die
Fisher-Information bei Bekanntheit der exakten Verteilung der Zufallsvariablen
yg- Lediglich im Falle von Verteilungen aus der Exponentialverteilungsfamilie
stimmt die Quasi-Likelihood-Methode mit der Maximum-Likelihood-Methode
iiberein (Wedderburn, 1974). Da Accelerated Failure Time Modelle Regressi-
onsmodelle sind, kann der Ansatz der Quasi-Maximum-Likelihood-Schitzung
einfach auf diese Modelle iibertragen werden. Dies soll anhand der beiden Ac-
celerated Failure Time Modelle fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten, dem
Modell mit linearer Parametrisierung und dem Modell mit quadratischer Pa-
rametrisierung, demonstriert werden. Die Rolle der unbekannten Parameter 3
iibernehmen dabei, wenn die Itemparameter der Aufgaben bekannt sind, die
unbekannten Eigenschaften 6 und w einer Person. Allerdings handelt es sich bei
dem Quasi-Maximum-Likelihood-Ansatz um einen allgemeineren Ansatz, der
nicht an die Giiltigkeit einer bestimmten Verteilungsform gebunden ist.

Lineare Parametrisierung

Der Quasi-Maximum-Likelihood-Ansatz spielt bei der Analyse von Uberlebens-
zeiten keine grofse Rolle. In Studien zu Uberlebenszeiten sind die Beobachtungen
teilweise zensiert, was besondere verteilungsfreie Schatzverfahren erfordert — fiir
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eine Ubersicht siehe zum Beispiel Jin (2005). Geht man jedoch von unzensier-
ten Reaktionszeiten aus, ldsst sich der Ansatz der Quasi-Maximum-Likelihood-
Schétzung auf die Accelerated Failure Time Modelle anwenden. Kernbestand-
teil des Accelerated Failure Time Modells (4.27) mit linearer Parametrisierung
(4.32) war die Annahme, dass die logarithmierte Reaktionszeit bei Aufgabe g
der Beziehung

log(ty) = kg + 10+ cqw +eq4 (4.48)

folgt, wobei e, eine zufillig verteilte Residualkomponente ist. Fordert man fiir
die Residualkomponente e, eine bestimmte Verteilung und sind die Itempara-
meter bekannt, kann die Schitzung der Personenparameter § und w iiber einen
herk6mmlichen Maximum-Likelihood-Ansatz erfolgen. Dies wurde in Kapitel
4.2.1 fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten gezeigt. Bei einer Quasi-Maximum-
Likelihood-Schétzung bleibt die genaue Verteilungsform von e, hingegen unspe-
zifiziert. Bedingung ist lediglich, dass der Erwartungswert der Residualkompo-
nente e, Null ist, was durch eine geeignete Konstante &, jederzeit erreicht werden
kann. Nimmt man ferner an, dass bei den einzelnen Aufgaben die Varianz o?
der Residualkomponente e, fiir alle Personen und Aufgaben identisch® ausfillt
und endlich ist, ergibt sich als Quasi-Score-Funktion (sieche 4.43) einer Aufgabe
g der Vektor:

QS (6,0, log (1)) — log(ty) — (kg + 140 + cqw) [ ly } _ (4.49)

02 Cg

Die unbekannten Parameter der Quasi-Score-Funktion sind die Personlich-
keitseigenschaften 6 und w — die Itemparameter kg, l,, ¢, und o werden als
bekannt vorausgesetzt. Begriindet werden kann dies damit, dass sich die Item-
parameter mit hinreichender Genauigkeit in Vorstudien schitzen lassen. Eine
Schitzung der Itemparameter ist bei dem Reaktionszeitmodell (4.48) iiber die
Methoden der Momente mdoglich. Tatséchlich konnen die Itemparameter mit
demselben Ansatz geschiatzt werden, wie die Itemparameter des Modells fiir
log-normalverteilte Reaktionszeiten, wenn man bestimmte Annahmen iiber die
Verteilung der Personlichkeitseigenschaften macht. Annahmen {iber die Vertei-
lung der Residualkomponenten der einzelnen Items sind hierfiir nicht notwendig.
Naheres zur Schétzung findet sich in Anhang A.2.1.

Bei Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften 6 und w werden die Reak-
tionszeiten einer Person bei den einzelnen Aufgaben als voneinander unabhéngig
angenommen. Gleichung (4.49) erfiillt somit alle Bedingungen, die bei einer An-
wendung des Quasi-Likelihood-Ansatzes von Wedderburn (1974) gegeben sein
miissen. Tatséchlich handelt es sich sogar um einen einfachen Spezialfall des
Quasi-Likelihood-Ansatzes, da die Varianz einer Beobachtung V (E(y|x)) = o?
nicht von dem bedingten Erwartungswert der Beobachtung abhingt.

8Die Annahme identischer Varianzen von ey bei unterschiedlichen Aufgaben stellt keine
Einschrankung dar, sondern ist durch eine Lineartransformation der logarithmierten Reakti-
onszeiten jederzeit erreichbar. Besitzen die Residualkomponenten ey bei verschiedenen Items
unterschiedliche Varianzen (73, konnen die logarithmierten Reaktionszeiten bei Kenntnis von
(73 durch die Standardabweichung o4 dividiert werden.
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Schitzung der Personenparameter

Einen Quasi-Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Personlichkeitseigenschaften
f und w einer Testperson erhélt man bei bekannten Itemparametern dadurch,
dass die Ausprigungen der Eigenschaften gew#hlt werden, fiir welche die Sum-
me der Quasi-Score-Funktionen der einzelnen Aufgaben Null ergibt. Technisch
gesehen handelt es sich bei diesem Schitzwert um einen Least-Squares-Schétzer
(Wedderburn, 1974).

Der Informationsbeitrag einer Aufgabe zur Testinformation wurde bei der
Quasi-Likelihood-Schétzung {iber Gleichung (4.46) definiert. Bei linearer Para-
metrisierung des Erwartungswertes der Reaktionszeit ergibt sich fiir die Quasi-
Information eines Items die Informationsmatrix:

1 2 I,
QL (0, w) = = { lgig igg } ) (4.50)
Dies entspricht genau der Fisher-Information bei log-normalverteilten Reak-
tionszeiten (siehe Gleichung 4.36), so dass auf eine graphische Abbildung der
Quasi-Informationsfunktion verzichtet werden kann. Die Ubereinstimmung von
Fisher-Information und Quasi-Information ist keine Uberraschung, da bei nor-
malverteilten Residualkomponenten der Maximum-Likelihood-Ansatz mit dem
Quasi-Likelihood-Ansatz identisch ist. Bei anderen Verteilungen der Residual-
komponente e, hingegen kann der Informationsbeitrag der Quasi-Information
QI, (0, w) geringer ausfallen als die Fisher-Information I,(0,w). Beziiglich der
Quasi-Information eines Items kann nur wiederholt werden, was bereits iiber
die Fisher-Information des Modells fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten ge-
sagt wurde. Aufgrund der Konstanz der Quasi-Information fiir unterschiedliche
Auspriagungen der Personlichkeitseigenschaften fillt die Varianzreduktion bei
Beriicksichtigung der Reaktionszeit fiir alle Féhigkeitsausprégungen identisch
aus. Im Gegensatz zum zweiparametrigen Logit-Modell lassen sich extreme Ei-
genschaftsauspragungen mit derselben Prézision diagnostizieren wie weniger ex-
treme.

Quadratische Parametrisierung

Der Quasi-Likelihood-Ansatz ldsst sich auch auf Modell (4.37) mit quadratischer
Beziehung zwischen dem Erwartungswert der logarithmierten Reaktionszeit und
der Distanz von Person zu Item auf der Fihigkeitsdimension iibertragen. Die
Bedingungen des Quasi-Likelihood-Ansatzes sind in diesem Fall natiirlich ge-
nauso erfiillt, wie bei dem Modell (4.32) mit linearer Parametrisierung. Die
Quasi-Score-Funktion von Aufgabe g lautet bei dem Modell:

(4.51)

_ 10g(t9) — (ky + lg(e - d9>2 + ng) [ 219(9 - dg)

QS(L‘),w, log(tg)) 5 ¢

g

Beziiglich der Parameter gilt, was bereits im Falle der linearen Parametrisie-
rung gesagt wurde: Die Itemparameter gelten als bekannt, lediglich die Auspra-
gung der Personlichkeitseigenschaften § und w einer Person sind zu schitzen.
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Dass die Itemparameter als bekannt vorausgesetzt werden, kann damit gerecht-
fertigt werden, dass diese konsistent geschétzt werden kénnen. Mehr hierzu im
sechsten Kapitel.

Schitzung der Personenparameter

Die Préazision, mit der anhand der Reaktionszeiten einer Person die Auspra-
gungen der Eigenschaften § und w bestimmt werden kdnnen, hingt von der
Quasi-Information eines Items ab. Als Quasi-Informationsfunktion eines Items
ergibt sich bei Anwendung von Formel (4.46) die Informationsmatrix:

L[ 420 —dy)?  2l,e,(0 — dy)

QL (0, w) = o2 | 2lyey(0 —dy) e

(4.52)

Wiederum findet sich eine Aquivalenz zur Fisher-Information bei log-normal-
verteilten Variablen (4.40), so dass auf eine Abbildung des Informationsverlaufs
verzichtet werden kann. Die Uberlegungen, die zum diagnostischen Potential der
Reaktionszeiten bei Giiltigkeit des log-normalverteilten Modells mit quadrati-
scher Parametrisierung angestellt wurden, lassen sich somit ohne Einschriankung
auf die Quasi-Likelihood-Schétzung {ibertragen. Im Gegensatz zu zweiparamet-
rigen Logit-Modellen kénnen extreme Fahigkeitsniveaus prizise geschétzt wer-
den.

4.3 Diskussion

Die Ausfithrungen lassen sich hinsichtlich zweier Aspekte diskutieren: (1) Der
Art der aufgestellten Modelle und (2) der Bedeutung der Modelle fiir die Schét-
zung der Personlichkeitseigenschaften.

Die Modellierung von Reaktionszeiten

Die Verteilung der Reaktionszeit bei der Bearbeitung von Testaufgaben kann
sicherlich nicht mit einem einzigen Standardansatz modelliert werden. Unter-
schiedliche Anforderungen von Aufgaben lassen verschiedene Verteilungsformen
erwarten. Es ist daher nicht iiberraschend, wenn im Verlauf der Jahre die unter-
schiedlichsten Verteilungsformen fiir die Reaktionszeiten bei Tests vorgeschlagen
wurden. Zwei dieser Vorschlége, die Annahme log-normalverteilter und exponen-
tialverteilter Reaktionszeiten wurden aufgegriffen. Bei beiden Modellen handelt
es sich um Accelerated Failure Time Modelle, das Modell fiir exponentialver-
teilte Reaktionszeiten ist gleichzeitig ein Proportional Hazard Modell.?

Der Zwang, sich auf eine bestimmte Verteilungsform festlegen zu miissen,
schrankt die Generalitit der Ansétze erheblich ein und setzt zudem eine ge-
naue Kenntnis des Gegenstandsbereiches voraus. Ein wichtiges Anliegen bei

9Der Proportional Hazard Ansatz ist mit dem Accelerated Failure Time Ansatz bis auf den
Fall Weibull-verteilter Reaktionszeiten unvereinbar. Bei der Exponentialverteilung handelt es
sich jedoch um einen Spezialfall der Weibull-Verteilung, weshalb das Modell gleichzeitig beiden
Klassen angehort.
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der Modellierung der Reaktionszeiten war es deshalb, auch verteilungsfreie Me-
thoden vorzustellen. Weniger starke Annahmen machen Proportional Hazard
Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten, die nur eine multiplikative Bezie-
hung zwischen einer Funktion von Prédiktoren und einer Grundhazard-Rate
voraussetzen. Ein populédres Proportional Hazard Modell fiir die Analyse von
Uberlebenszeiten ist das Modell von Cox (1972). Werden die Reaktionszeiten
dichotomisiert, ldsst sich dieses Modell auch ohne genaue Verteilungsannah-
men schitzen. Allerdings wird die grofere Generalitit des Proportional Hazard
Modells fiir dichotomisierte Zeiten mit einem Preis erkauft: Parameterschét-
zer sind bei Proportional Hazard Modellen fiir dichotomisierte Zeiten weniger
prézise als bei einer Maximum-Likelihood-Schétzung mit genauen Verteilungs-
annahmen. Dies sieht man, wenn man die Iteminformationsfunktionen der Mo-
delle fiir exponentialverteilte Reaktionszeiten mit den Iteminformationsfunktio-
nen der dquivalenten Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten vergleicht.
Auch wird die Modellevaluation erschwert, wenn man auf genauen Annah-
men iiber die Verteilungsform der Reaktionszeiten verzichtet (Bradburn et al.,
2003). Vergleichbare semiparametrische Ansitze fiir Accelerated Failure Time
Modelle wurden zwar in den letzten Jahren vorgeschlagen — fiir eine Ubersicht
siehe Jin (2005) — jedoch lassen sich diese Modelle nur schwer schitzen und
erlauben im Moment noch keinen Einbezug von Random-Personen-Effekten.
Wenn jedoch keine zensierten Reaktionszeiten auftreten, ist der wesentlich ein-
fachere Quasi-Maximum-Likelihood-Ansatz heranziehbar. Auch bei der Quasi-
Maximum-Likelihood-Schitzung kann die Verteilungsform der Reaktionszeiten
unbestimmt bleiben. Wie jedoch schon bei den Proportional Hazard Modellen
fiir dichotomisierte Reaktionszeiten kann es auch in diesem Fall bei bestimmten
Reaktionszeitverteilungen zu einem Informationsverlust kommen.

Als erstes Ergebnis dieser Arbeit kann somit festgehalten werden, dass fiir ei-
ne Nutzung der Reaktionszeit keine detaillierten Annahmen iiber die Reaktions-
zeitverteilung notwendig sind. Wenn man bereit ist, einen Informationsverlust
hinzunehmen, bendtigt man zur Schitzung der Féhigkeit einer Person nur zwei
Voraussetzungen: (1) Die Giiltigkeit der Regressionsbeziehung, sei es zwischen
Pradiktoren und der Hazard-Rate oder zwischen Pradiktoren und dem Erwar-
tungswert der logarithmierten Reaktionszeiten und (2) die Unabhéngigkeit der
Reaktionszeiten einer Person bei Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften
6 und w.

Was in den vorgestellten Ansdtzen modelliert wurde, war die Verteilung der
Reaktionszeit einer Person, also die Zeit bis zur Beantwortung einer Frage. Dabei
wurde die Itemantwort ignoriert — es wurde nicht zwischen den Reaktionszei-
ten fiir eine richtige Aufgabenldosung und den Reaktionszeiten fiir eine falsche
Aufgabenlosung unterschieden. Das liegt zum einen daran, dass eine Unterschei-
dung zwischen richtigen und falschen Antworten nur bei Leistungstests moglich
ist, die Modelle jedoch auch fiir Tests im Eigenschafts- oder Einstellungsbe-
reich anwendbar sein sollen. Zum anderen kann die Gleichbehandlung richtiger
und falschen Antworten damit begriindet werden, dass zumindest bei einigen
Leistungstests keine Verteilungsunterschiede zwischen Reaktionszeiten bei rich-
tigen und falschen Antworten zu finden waren (Swygert, 2003). Teilweise wird
jedoch die Auffassung vertreten, dass richtige und falsche Antworten auf un-
terschiedlichen Prozessen beruhen (Lavergne & Vigneau, 1997) und nur richtige
Antworten das Resultat addquater Problemloseprozesse sind. Sollte dies tatséch-
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lich der Fall sein, stehen unter Umstédnden nur die Reaktionszeiten bei richtigen
Itemantworten in Beziehung zur Personenfidhigkeit eines Individuums. Prinzi-
piell kénnen mit den vorgestellten Ansétzen auch nur die Reaktionszeiten fiir
richtige Itemantworten modelliert werden. Eine Modellierung nur der Reakti-
onszeiten bei richtigen Itemantworten lésst sich dadurch erreichen, dass die Re-
aktionszeiten fiir falsche Itemantworten als zensierte Reaktionszeiten aufgefasst
werden. Beantwortet eine Person eine Aufgabe zu einem bestimmten Zeitpunkt
t falsch, 1&sst sich dies so deuten, dass eine hypothetische, unbeobachtbare rich-
tige Antwort zumindest nicht vor dem Zeitpunkt ¢ moglich war. Mit Ausnahme
der Quasi-Likelihood-Modelle kénnen bei allen vorgestellten Modellen zensierte
Reaktionszeiten beriicksichtigt werden, was allerdings immer restriktive Annah-
men iber den Zensurprozess voraussetzt. Die Frage, ob alle Reaktionszeiten
modelliert werden sollen, oder nur die Reaktionszeiten bei richtigen Itemant-
worten, ist jedoch eine empirische Frage, die nicht generell beantwortet werden
kann.

Alle Reaktionszeitmodelle dieser Arbeit sowie alle in der Fachliteratur vorge-
schlagenen Reaktionszeitmodelle fiir Fragebogenitems sind losgeldst von Vorstel-
lungen iiber die intrapsychische Bearbeitung der Aufgaben durch die Individuen.
Bisher wurde kein detailliertes Modell des Losungsprozesses aufgestellt, mit wel-
chem die angenommene Reaktionszeitverteilung begriindet werden konnte. Dar-
in unterscheiden sich die Ansétze wesentlich von den Modellierungsversuchen in
der Allgemeinen Psychologie. Dort ist zwar die Frage nach der gemeinsamen
Verteilung der Art einer Reaktion auf einfache Reize und des dafiir ben6tig-
ten Zeitbedarfs ein ebenfalls oft untersuchtes Thema, sieche zum Beispiel die
Zusammenstellung von Luce (1991). Die Herangehensweise und der Anspruch
in der Allgemeinen Psychologie ist jedoch anders als die Vorgehensweise in der
psychologischen Diagnostik: Anhand von sehr detaillierten Annahmen iiber den
kognitiven Wahrnehmungsprozess werden Verteilungen abgeleitet, deren Giil-
tigkeit als Bestatigung des postulierten Modells aufgefasst wird. Die Diagnostik
von Fihigkeiten steht dabei im Hintergrund. Eine Ubertragung dieser detail-
lierten Modelle fiir basale Wahrnehmungsaufgaben auf den Bereich der Fahig-
keitsdiagnostik ist nur schwer moglich — Modelle fiir basale Wahrnehmungs-
und Reaktionsaufgaben gelten kaum fiir einen anderen Inhaltsbereich wie zum
Beispiel das Losen komplexer Intelligenztestaufgaben. Zudem sind die notwendi-
gen Voraussetzungen fiir die Parameterschitzung bei den vorgeschlagenen allg-
meinpsychologischen Modellen (mehrere hundert Beobachtungen pro Person)
bei diagnostischen Anwendungen nicht gegeben.

Bedeutung der Modellierung fiir die Fihigkeitsschitzung

Ausgangspunkt der dargestellten Modelle war die Annahme, dass die Reakti-
onszeit, einer Person von den Eigenschaften einer Aufgabe abhingen, aber auch
von den individuellen Personlichkeitseigenschaften # und w. Werden die Aufga-
benparameter bei den einzelnen Modellen in Vorstudien bestimmt, lassen sich
anhand des Reaktionszeitmusters einer Person ihre Ausprigungen auf den Per-
sonlichkeitseigenschaften schitzen. Wie bei den IRT-Modellen steht dann die
Fisher-Information in Beziehung zur asymptotischen Varianz der Schéitzer 6
und @. Hoher Werte der Fisher-Information iiber die einzelnen Parameter, also
hohe Diagonalelemente in der Informationsmatrix, sind bei mehrdimensionalen
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Modellen eine notwendige Voraussetzung fiir eine Schitzung mit geringer Vari-
anz. Da fiir den diagnostischen Prozess in der Regel nur die Personenfihigkeit 6
von Interesse ist, soll die Diskussion auf die Bedeutung der Reaktionszeiten fiir
die Schitzung der Personenfihigkeit eingeschrénkt werden.

Bei den beschriebenen Reaktionszeitmodellen wurde in der Regel ein Vertei-
lungsparameter als Funktion der Personlichkeitseigenschaften w und 6 model-
liert. In diesem Fall hingt die Information der Reaktionszeiten iiber die Aus-
pragung der Personlichkeitseigenschaften von zwei Elementen ab: Von der Infor-
mation einer Verteilung {iber den entsprechenden Verteilungsparameter und von
der Art der Riickfiilhrung des Verteilungsparameters auf die Eigenschaften 6 und
w. Untersucht wurden zwei Verteilungsformen, bei denen jeweils ein Verteilungs-
parameter modelliert wurde (der Lokationsparameter 7 bei log-normalverteilten
Reaktionszeiten bzw. die Intensitdt A bei den exponentialverteilten Reaktions-
zeiten). Als mogliche Regressionsfunktionen wurden dabei eine lineare und eine
quadratische Funktion diskutiert. Es zeigte sich, dass die genaue Art der Reak-
tionszeitverteilung fiir die Form der Informationsfunktion bedeutungslos ist.

Bei linearer Parametrisierung fallt die Iteminformationsmatrix sowohl fiir
das Exponentialverteilungsmodell wie auch fiir das Log-Normalverteilungsmodell
konstant aus. Das Vorliegen einer konstanten Iteminformationsfunktion ist si-
cherlich ein giinstiger Fall, da folglich keine mafigeschneiderten Tests erforderlich
sind, sondern fiir alle Auspragungen der Personenfahigkeit mit einem Test die-
selbe Messprézision erzielt werden kann. Konstante Iteminformationsfunktionen
sind bei IRT-Modellen nur bei extrem konstruierten Itemcharakteristiken, siehe
zum Beispiel Bickel et al. (2001), oder bei komplexen Parametertransformatio-
nen, siehe zum Beispiel Samejima (1983), zu finden.

Bei quadratischer Parametrisierung resultieren fiir die Personenfahigkeit Ite-
minformationsfunktionen, wie sie auch bei Unfolding-Modellen im IRT-Bereich
auftreten. Die Iteminformation ist minimal, wenn die Auspriagung der Perso-
nenfihigkeit mit der Itemlokation auf der Fihigkeitsdimension zusammenfillt.
Allerdings wichst bei quadratischer Parametrisierung die Information mit zu-
nehmender Distanz zwischen Item und Person. Dieser Aspekt unterscheidet die-
se Modelle erheblich von dem im dritten Kapitel dargestellten, zweiparametrigen
Logit-Modell, bei welchem extreme Merkmalsauspréigungen mit geringer Item-
information einhergingen, siehe hierzu Abbildung 3.2. Dies deutet darauf hin,
dass die Reaktionszeitmodelle besonders fiir die Diagnostik extremer Fahigkeits-
niveaus geeignet sind.

Auch Proportional Hazard Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten kon-
nen zur Schitzung der Eigenschaften 6 und w genutzt werden. Die Iteminfor-
mationsfunktionen dieser Modelle weisen jedoch ungiinstigere Verléufe auf. So-
wohl bei der linearen Parametrisierung als auch bei der quadratischen Para-
metrisierung sind die Informationsfunktionen der Personenfihigkeit beschrinkt
und konvergieren bei konstantem Niveau des Residualfaktors mit zunehmen-
der und abnehmender Personenféhigkeit gegen Null. Dies deutet darauf hin,
dass es Fahigkeitsbereiche gibt, die alleine anhand der Reaktionszeiten nur mit
grofer Varianz diagnostiziert werden konnen. Vergleicht man die Iteminforma-
tion des semiparametrischen Proportional Hazard Modells fiir dichotomisierte
Reaktionszeiten mit der Iteminformation des parametrischen Modells fiir expo-
nentialverteilte Reaktionszeiten, stellt man fiir die semiparametrische Modellie-
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rung gegeniiber der parametrischen Modellierung einen Informationsverlust fest,
der auf der Dichotomisierung beruht. Die weniger starken Annahmen der ver-
teilungsfreien Modelle werden folglich mit geringerer Iteminformation bezahlt.
Tatsédchlich 1dsst sich dieses Phinomen mit dem Missing Information Prinzip
von Orchard und Woodbury (1972) erkldren. Allerdings kann der Informations-
verlust reduziert werden, wenn die Reaktionszeiten nicht dichotomisiert, son-
dern in mehrere Kategorien klassifiziert werden. Das Proportional Hazard Mo-
dell fiir dichotomisierte Reaktionszeiten lasst sich namlich einfach auf den Fall
mehrerer Kategorien erweitern. Durch die feinere Auflosung der Reaktionszei-
ten kann der Informationsverlust reduziert werden. Die Proportional Hazard
Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten teilen zwar mit den IRT-Modellen
den ungiinstigen Verlauf der Iteminformationsfunktion, besitzen aber eine vor-
teilhafte Eigenschaft: Die Lage des Maximums der Informationsfunktion {iber
die Personenféhigkeit hingt vom Parameter £k, ab, welcher wiederum durch die
Wahl des Dichotomisierungszeitpunktes ¢, bestimmt wird (siehe 4.17). Durch
die Wahl des Zeitpunktes t. kann das Informationsmaximum nach belieben ver-
schoben werden. Dies ldsst sich fiir die Entwicklung adaptiver Tests ausniitzen.
Ein weiterer Vorteil der Verwendung dichotomisierter Reaktionszeiten ist die
grokere Robustheit (Heathcote, Brown & Mewhort, 2002).

Bei Accelerated Failure Time Modellen wird in der Regel fiir die Residual-
komponente e bei einem Item eine bestimmte Verteilungsform angenommen. Zur
Schitzung der Eigenschaften einer Person ist eine konkrete Verteilungsannahme
jedoch nicht erforderlich, unter milden Bedingungen kann die Auspriagung der
Eigenschaften einer Person mit Hilfe des Quasi-Maximum-Likelihood-Ansatzes
geschiitzt werden. Auch innerhalb des Quasi-Maximum-Likelihood-Ansatzes ist
ein Informationsmafs definiert, das in Beziehung zur Varianz des Schétzers steht,
die Quasi-Information. Im Falle log-normalverteilter Reaktionszeiten entspricht
dieses Maf der Fisher-Information. Dies muss jedoch bei anderen Verteilungs-
formen nicht zwangsléufig der Fall sein: Wedderburn (1974) konnte zeigen, dass
die Quasi-Information niemals grofer als die Fisher-Information wird, so dass
es auch bei dieser Modellierung zu einem Informationsverlust kommt, wenn die
genaue Verteilungsform der Reaktionszeiten nicht bekannt ist. Im Vergleich zum
wverteilungsfreien Ansatz der Proportional Hazard Modelle fiir dichotomisier-
te Reaktionszeiten weist die Quasi-Information einen giinstigeren Verlauf {iber
den Wertebereich der Personenfihigkeit auf. Fiir extreme Auspragungen nimmt
die Quasi-Information nicht ab. Die Schitzung der Personlichkeitseigenschaften
profitiert erheblich von dem giinstigeren Verlauf der Quasi-Information. Bei li-
nearer Parametrisierung konnen {iber den Quasi-Maximum-Likelihood-Ansatz
alle Fahigkeitsniveaus mit derselben Prézision geschétzt werden. Bei quadrati-
scher Parametrisierung konnen zwar Fihigkeiten im Bereich der Itemlokation
nur mit geringer Prézision geschitzt werden, die Prézision der Messung steigt
aber fiir extreme Ausprigungen an.

Bisher lag der Schwerpunkt der Diskussion auf den Informationsfunktionen
der einzelnen Items. Dies begriindet sich damit, dass die Berechnung der asym-
ptotischen Varianz des Eigenschaftsschitzers auf der Fisher-Information der
Items basiert. Manche Aussagen {iber die Varianz des Féhigkeitsschitzers lassen
sich daher bereits mit dem Verlauf der Iteminformationsfunktionen belegen. Ei-
ne notwendige Voraussetzung fiir eine geringe Varianz des Fahigkeitsschétzers
sind hohe Funktionswerte der Iteminformationen iiber die Personenfdhigkeit,
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also hohe Diagonalelemente I,1j(6,w) der Informationsmatrizen der einzelnen
Items. Aus diesem Grund kann bereits alleine anhand der Verldufe der Itemin-
formationsfunktionen abgeschétzt werden, in welchen Bereichen der Fahigkeit
Reaktionszeiten eine prézise Messung erlauben konnten und in welchen Berei-
chen Reaktionszeiten kein diagnostisches Potential besitzen. Vergleicht man die-
se Bereiche mit den Bereichen des zweiparametrigen Logit-Modells, stellt man
fest, dass sie oft komplementir sind. Reaktionszeiten besitzen fiir diejenigen F&-
higkeitsauspriagungen diagnostisches Potential, welche mit den Itemantworten
nur sehr unprézise geschitzt werden konnen. Diese Aussage gilt in besonde-
rer Weise fiir die Modelle fiir kontinuierliche Reaktionszeiten. Aufgrund dieser
Eigenschaft ist zu vermuten, dass besonders die Schétzung extremer Féhigkei-
ten davon profitiert, wenn neben den Itemantworten die Reaktionszeiten bei
der Schitzung beriicksichtigt werden. Dies soll in einem spéteren Kapitel noch
genauer untersucht werden. Zuvor jedoch muss noch die Frage nach der gemein-
samen Modellierung von Itemantwort und Reaktionszeit geklart werden. Diesem
Thema ist das nédchste Kapitel gewidmet.
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Bei der Durchfiihrung von psychologischen Tests fallen nicht nur Itemant-
worten an. Durch die Verfiigbarkeit von computergestiitzten Tests ist es mittler-
weile auch moglich, die Bearbeitungszeiten einer Person auf Itemebene prizise
zu erfassen. Es ist daher nicht verwunderlich, dass die Reaktionszeiten bei Tests
in den Fokus psychologischer Forschung geriickt sind. In den vorherigen Kapi-
teln wurden die Verteilungen der Itemantworten und der Reaktionszeiten bei
den Items eines psychologischen Tests isoliert voneinander behandelt. Die Ver-
teilung der Itemantworten x = [z1,...,2z¢] einer Person bei einem Test aus
G Items hing dabei von einer Personlichkeitseigenschaft ab, der so genannten
Personenféhigkeit 6. Die Verteilung der Reaktionszeiten t = [t1,...,t¢g| bei den
Testaufgaben wurde auf zwei Personlichkeitseigenschaften zuriickgefiihrt, auf
die Personenfihigkeit # und den Residualfaktor w. Ein zweifaktorielles Modell
erschien deshalb notwendig, da sich Hinweise darauf finden lassen, dass Re-
aktionszeiten neben einem inhaltsspezifischen Faktor noch auf einem weiteren
Faktor laden. Kein Wort fiel jedoch bisher zur gemeinsamen Verteilung der

Reaktionszeiten und der Itemantworten. Dies ist Gegenstand dieses Teils der
Arbeit.

Psychologische Tests sind in der Regel fiir eine Population potentieller Test-
teilnehmer entwickelt, beispielsweise fiir Schulkinder einer bestimmten Alters-
gruppe etc. Innerhalb dieser Referenzpopulation besitzen die Personlichkeitsei-
genschaften 6 und w eine gemeinsame Verteilung f(0,w). Bei Anwendung des
Tests auf eine bestimmte Person wird somit eine ,,Zufallsstichprobe“ aus der Re-
ferenzpopulation gezogen: Die genauen Auspriagungen der Personlichkeitseigen-
schaften 6 und w bei einer Person sind dabei Realisierungen von Zufallsvariablen.
Die realisierten Ausprégungen dieser Eigenschaften bestimmen die Verteilung
der Itemantworten und Reaktionszeiten bei dem Test. Allgemein gehorcht die
Verteilung der Reaktionszeiten und Itemantworten einer Person mit Personen-
fahigkeit # und Residualfaktor w einer bedingten Verteilung f(t,x|6,w). Die
gemeinsame Verteilung aller Grofen in der Population ldsst sich bei zufilliger
Auswabhl einer Testperson folglich mit der Verteilung f(t,x|6,w) f (0, w) beschrei-
ben. Um an die Modelle der fritheren Kapitel ankniipfen zu kénnen, sind weitere
Annahmen notwendig.

Das ,,Common Cause Criterion* besagt, dass bei Beriicksichtigung der ge-
meinsamen Ursachen der Zusammenhang zweier Phinomene vollstindig erklért
wird (Suppes & Zanotti, 1981). Aus diesem Grund werden beispielsweise bei
den IRT-Modellen die Verteilungen der einzelnen Itemantworten bei Bedingung
auf die Personenfihigkeit 6 als unabhingig angenommen. Ubertrigt man diesen
Gedanken auf die gemeinsame Modellierung der Verteilung von Reaktionszeiten
und Ttemantworten, folgt daraus, dass bei Bedingung auf die Personenfihigkeit
0 und den Residualfaktor w die Reaktionszeiten und Itemantworten aller Items
voneinander unabhingig sind. Diese Annahme wird bei der Modellierung der ge-
meinsamen Verteilung von Reaktionszeiten und Itemantworten héiufig getroffen
— siehe beispielsweise van der Linden (2007), Thissen (1984) oder Ferrando und
Lorenzo-Sevas (2007a). Geht man von der bedingten Unabhéngigkeit von Reak-
tionszeiten und Itemantworten aus, gilt fiir die gemeinsame Verteilung von Re-
aktionszeiten, Itemantworten, Personenfihigkeit und Residualfaktor einer Per-
son bei zufilliger Auswahl der Person aus einer Population von potentiellen
Testpersonen die Beziehung;:
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f(t,x,0,w) = f(t]0,w) f(x]0,w)f(0,w)
G

G
= lH f(tg|9,w1 lH (x416, w} fl,w).

(I1.2)

Nimmt man ferner an, dass die Verteilung der Itemantworten nur von der
Personenfihigkeit § abhingt, vereinfacht sich diese Beziehung zu:

G
f(t,%,0,w) [Hf 410, w] [H f(xg|9)] f(0,w). (IL.3)
g=1

Fiir die Verteilungen f(¢4|6,w) und f(x4]0) kann ein geeignet erscheinendes
Modell aus dem dritten und vierten Kapitel eingesetzt werden. Gleichung (II.3)
beschreibt dann ein Messmodell, das eine Schitzung der Personenfidhigkeit so-
wohl anhand der Itemantworten als auch anhand der Reaktionszeiten erlaubt.
Allerdings hangt die genaue Verteilung f(t,x, §,w) von den Itemparametern der
IRT- und Reaktionszeitmodelle ab, die unbekannt sind und vor einer Anwen-
dung des Messmodells erst bestimmt werden miissen. Die Schétzung der Item-
parameter ist fiir das zweiparametrige Logit-Modell in vielen Software-Paketen
umgesetzt. Wie die Itemparameter der Reaktionszeitmodelle bestimmt werden
koénnen, wurde bereits im vierten Kapitel beziehungsweise in Anhang A gezeigt.
Nicht behandelt wurde jedoch, wie die Itemparameter von IRT- und Reakti-
onszeitmodell gemeinsam geschitzt werden konnen. Dies soll in den folgenden
Kapiteln demonstriert werden.

Allerdings werden nicht fiir alle vorgeschlagenen Reaktionszeitmodelle ei-
genstindige Schitzverfahren entwickelt, sondern nur fiir vier: Fiir die beiden
Modelle mit log-normalverteilten Reaktionszeiten sowie fiir die beiden Propor-
tional Hazard Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten. Die Schatzung der
Modelle fiir exponentialverteilte Reaktionszeiten wird nicht betrachtet, da sich
diese Modelle auch mit Hilfe der Schétzverfahren der Proportional Hazard Mo-
delle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten an die Daten anpassen lassen. Auch
auf die beiden verteilungsfreien Accelerated Failure Time Modelle wird nicht
gesondert eingegangen. Es wird an geeigneter Stelle gezeigt, dass sich deren
Itemparameter iiber die fiir die Modelle mit log-normalverteilten Reaktionszei-
ten vorgeschlagenen Momentmethoden-Schitzer bestimmen lassen.

Alle vorgeschlagenen Schétzverfahren basieren auf der Marginal-Maximum-
Likelihood-Methode. Teilweise wird zusétzlich ein Momentmethoden-Schitzer
beschrieben, der verwendet werden kann, um Startwerte fiir die Marginal-Max-
imum-Likelihood-Methode zu bestimmen. Der Marginal-Maximum-Likelihood-
Ansatz kann inzwischen als Standardverfahren in der probabilistischen Test-
theorie bezeichnet werden. Fiir eine Umsetzung der Schitzung wird auf den
EM-Algorithmus von Dempster, Laird und Rubin (1977) zuriickgegriffen. Ge-
naue Details zur Umsetzung dieses generellen Ansatzes finden sich in den nach-
sten Kapiteln. Im sechsten Kapitel wird die Schéitzung der Proportional Hazard
Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten detailliert dargestellt. Im siebten
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Kapitel folgt eine genaue Beschreibung der Parameterschiatzung bei den Ac-
celerated Failure Time Modellen fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten. Die
Eignung der vorgeschlagenen Schitzverfahren wird in Simulationen untersucht,
in denen die Prizision der Parameterschitzung fiir verschiedene Stichprobe-
numfinge beleuchtet wird. Es wird sich zeigen, dass fiir eine genaue Bestim-
mung der Itemparameter groffe Stichprobenumfinge notwendig sind. Dies ist
allerdings nicht iiberraschend, da bereits die Schatzung der IRT-Modelle nach
grofsen Stichprobenumfingen verlangt.



Kapitel 5

Itemparameterschatzung bei
Proportional Hazard

Modellen

Wahrend im ersten Abschnitt der Arbeit die Verteilung von Itemantworten und
Reaktionszeiten bei psychologischen Tests isoliert voneinander betrachtet wur-
den, ist das Thema des zweiten Abschnittes die gemeinsame Modellierung dieser
beiden Fahigkeitsmanifestationen. Geht man davon aus, dass bei Bedingung auf
die Eigenschaften einer Person die Reaktionszeiten und Itemantworten bei den G
Items eines Tests voneinander unabhéngig sind, kann die gemeinsame Verteilung
von Reaktionszeiten, [temantworten, Personenfihigkeit und Residualfaktorwert
einer Person geschrieben werden als:

G G
f(t,x,0,w) = [H f(tg|97w)] [H f(ngG)] £(0,w). (5.1)
g=1 g=1

Eine konkrete Verteilung ergibt sich durch Festlegung des IRT- und RT-
Modells. In diesem Kapitel werden in Gleichung (5.1) die Proportional Hazard
Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten mit dem im dritten Kapitel be-
schriebenen, zweiparametrigen Logit-Modell kombiniert. Der Vorteil des Pro-
portional Hazard Modells fiir dichotomisierte Reaktionszeiten ist der grofe All-
gemeinheitsgrad, da keine bestimmte Form fiir die Reaktionszeitverteilung an-
genommen werden muss. Somit kann der Ansatz auch auf die im vierten Kapitel
beschriebenen Modelle fiir exponentialverteilte Reaktionszeiten angewandt wer-
den.

5.1 Lineare Parametrisierung

Proportional Hazard Modelle nehmen in der Analyse von Uberlebenszeiten eine
hervorgehobene Position ein. Grundgedanke der Proportional Hazard Modelle

78
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ist die Idee, dass eine Grundhazard-Rate durch eine Funktion von Pradikto-
ren iiber eine multiplikative Beziehung verdndert wird. Eine Anwendung dieses
Gedankens auf die Modellierung von Reaktionszeiten bei Tests findet sich in
Modell (4.18). Laut Modell (4.18) gehorcht die Hazard-Rate einer Person mit
Personenféhigkeit 6 und Residualfaktor w der Beziehung:

how(t) = hp, (t) exp [l40 + cqw]. (5.2)

Dabei ist I, das Einflussgewicht der Personenfihigkeit und ¢, das Einflussge-
wicht des Residualfaktors w auf die Hazard-Rate einer Person. Bei der Hazard-
Rate handelt es sich um die ,,Wahrscheinlichkeit”, dass eine Person im néchsten
Moment reagiert, wenn sie bis zu einem bestimmten Zeitpunkt noch nicht rea-
giert hat. Sowohl eine hohe Auspridgung der Personenfiahigkeit 6 als auch eine
hohe Auspriagung des Residualfaktors w fithren bei positiven Einflussgewichten
ly und ¢4 zu schnellen Reaktionen — zur weiteren Interpretation des Modells sei
auf die Ausfithrungen im vierten Kapitel verwiesen.

Bei Proportional Hazard Modellen fiir dichotomisierte Reaktionszeiten wer-
den die Reaktionszeiten in zwei Klassen eingeteilt. Die urspriinglich kontinuier-
liche Zeitmessung t, wird dabei in eine binére Zufallsvariable y, transformiert.
Kriterium der Dichotomisierung ist der Umstand, ob die Reaktionszeit ¢, eine
Schwelle ¢, unterschreitet (y, = 1) oder tiberschreitet (y, = 0). Wird die Reak-
tionszeit dichotomisiert, lisst sich nach den Uberlegungen in Abschnitt 4.1.2 die
Wabhrscheinlichkeit, auf ein Item g vor dem Zeitlimit ¢. zu reagieren, angeben
als

te
P, (0,w;cq,lg,kg) =1 —exp [—/ hp,(z)exp [l46 + cow] dz]
‘ 0 ‘ (5.3)

=1—exp [—exp [kg—f—lg@—i—cgw]},

wobei der Parameter k; = log ( fot“ hs,(z) dz) die genaue Form der Grundhazard-
Rate absorbiert.! Die Wahrscheinlichkeit einer positiven Itemantwort soll einem
zweiparametrigen Logit-Modell folgen, siehe Gleichung (3.1). Aus Griinden einer
einfacheren Schétzbarkeit soll jedoch eine etwas andere Form der Parametrisie-
rung gewahlt werden:

_exp [agH + bg}
~ 1+exp[agh+by)|

Py, (0;a4,b) (5.4)

Die Itemparameter der neuen Parametrisierung kénnen einfach in die Item-
parameter der urspriinglichen Parametrisierung (3.1) umgerechnet werden. Die
gemeinsame Wahrscheinlichkeit, bei einer Person mit Eigenschaftsauspriagungen
f und w eine bestimmte Itemantwort vor oder nach Zeitlimit ¢. zu beobachten,

IDa im aktuellen Kapitel die Itemparameter von Interesse sind, weicht die Darstellung der
Antwort- und Losungswahrscheinlichkeit von der bisherigen Darstellung leicht ab: In Gleichung
(5.3) und (5.4) wird im Gegensatz zu den fritheren Kapiteln durch die explizite Nennung der
Itemparameter die Abhédngigkeit von den Itemparametern besonders hervorgehoben.
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berechnet sich bei bedingter Unabhéngigkeit von Reaktionszeit und Itemantwort
fiir Item g als:

Ty 1—x,
P(x4,ygl0,w; aq, by, cq,lg, kyg) = [ng (G;ag,bg)] [1 — Py, (9;ag,bg)}( )

[Py (0, w; Cgslg, kg)]yg [1 - Pyg (0, w; Cgslg, kg)] (kyg)-
(5.5)

g

In Gleichung (5.5) kodiert die Zufallsvariable z, die Art der Itemantwort,
die Zufallsvariable y, den Umstand, ob auf ein Item vor oder nach dem Zeitlimit
t. reagiert wurde. Bei Beobachtung von G Aufgaben ergibt sich aufgrund der
bedingten Unabhéngigkeit der Reaktionszeiten und der Itemantworten fiir die
Wahrscheinlichkeit, bei einer Person mit Eigenschaftsausprigungen 6 und w ein
komplettes Antwortmusters x = [21,...,z¢| und y = [y1,...,yc]| zu beobach-
ten, die Beziehung

G
P(X, Y|9, w;a,b,c,1, k) = H P({Eg, yg|ng; Qg, bgv Cg, lgv kg)) (5'6)
g=1
wobei a = [al,...,ag],b = [bl,...,bg],c = [Cl,...,Cg],IZ [ll,...,lg] und k =
[k1, ..., ka] Vektoren sind, welche die Itemparameter der G Aufgaben enthalten.

Schiatzung der Itemparameter

Zieht man eine Stichprobe von N Testpersonen und beobachtet deren Itemant-
worten und dichotomisierte Reaktionszeiten, ergibt sich als Log-Likelihood-Funk-
tion:

N
LL(6,w,a,b,c,1,k) = log [ [ P(xi,y:l0;, wi;a,b,c,1,k). (5.7)

i=1
Die Vektoren 6 = [0y, ...,0x] und w = [wy,...,wn] enthalten die unbekann-

ten Personlichkeitseigenschaften der N Testpersonen. Die Parameterschitzung
wird dadurch erschwert, dass es sich bei den Personenparametern 6; und w; um
so genannte ,Incidental Parameter handelt, deren Anzahl mit dem Stichprobe-
numfang anwéchst, siehe hierzu die klassische Referenz von Neyman und Scott
(1948). Dadurch ist eine konsistente Schitzung der Itemparameter bei fixem Te-
stumfang und steigender Versuchspersonenanzahl nicht garantiert. Eine Losung
des Problems stellt der Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz dar (Kiefer &
Wolfowitz, 1956). Fiir einen Uberblick iiber verschiedene alternative Schétzan-
sitze siehe Rabe-Hesketh, Skrondal und Pickles (2001) oder Tuerlinckx, Rijmen,
Verbeke und De Boeck (2006).

Ausgangspunkt des Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatzes ist die Annah-
me einer bestimmten Verteilung der ,Incidental Parameter®. Beispielsweise kann
davon ausgegangen werden, dass innerhalb einer Population von potentiellen



KAPITEL 5. SCHATZUNG DER PH-MODELLE 81

Testteilnehmern die Personenfihigkeit 6 und der Residualfaktor w bivariat nor-
malverteilt sind mit Varianz-Kovarianz-Matrix 3 und Mittelwertsvektor p. Da
die Skala der latenten Personenparameter unbestimmt ist, wird in der Regel
eine bivariate Standardnormalverteilung angenommen. Der Mittelwertsvektor
ist dann p = [0,0], die Varianz-Kovarianz-Matrix 3 ist eine Identitdtsmatrix.
Die marginale Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Antwortmuster [x,y] zu be-
obachten, erhalt man nach Ausintegration der Personenparameter 6 und w aus
Gleichung (5.6):

g=1 (5.8)

o) o0 G
P(x,y;a,b,c,l,k) :/ / HP(xgvyg|ng;agvbgacgvlgakg)
—o00 J—o0
1 1 -1 l
exp —5[9,(,0]2 [0,w]"| dfdw.

(27)\/det()

Es ist diese marginale Wahrscheinlichkeit eines Antwortmusters, die beim
Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz verwendet wird. Die marginale Log-Like-
lihood-Funktion der Itemparameter von G Items lautet bei Beobachtung der
Antwortmuster von N Personen:

N
MLL(a,b,c,1 k) = log | [ P(xi,yi:a,b,c, L k). (5.9)

i=1

Diese Funktion ist beziiglich der Itemparameter a,b,c,l und k zu maximie-
ren. Es ergeben sich jedoch bei der Marginal-Maximum-Likelihood-Schétzung
zwei Komplikationen: Erstens ist die marginale Wahrscheinlichkeit (5.8) nicht
in geschlossener Form angebbar. Und zweitens sind nach Ausintegration der
Personenvariablen # und w die Reaktionszeiten und Itemantworten nicht mehr
voneinander unabhingig, so dass die marginale Log-Likelihood-Funktion (5.9)
gleichzeitig fiir alle Itemparameter maximiert werden muss. Eine Losung des
ersten Problems besteht in der numerischen Approximation des nicht direkt
berechenbaren Integrals. Dadurch kann die marginale Log-Likelihood-Funktion
ndherungsweise bestimmt werden. Die Maximierung der approximierten mar-
ginalen Log-Likelihood-Funktion erfordert numerische Suchverfahren. Jedoch
steigt die Dimensionalitdt des Suchraumes mit der Itemanzahl schnell an, so
dass eine Maximierung sehr zeitintensiv wird. Als numerisches Verfahren zur
Maximierung von (5.9) wird daher der EM-Algorithmus verwendet.

Die Anwendung des EM-Algorithmus zur Schitzung von IRT-Modellen geht
auf Bock und Aitkin (1981) zuriick. Der EM-Algorithmus ist ein iteratives Ver-
fahren, das aus einer Abfolge einzelner Maximierungsschritte besteht (McLachlan
& Krishnan, 1997). Bei jedem Maximierungsschritt werden ausgehend von den
vorldufigen Itemparametern ag,bg,co,lp und kg neue Itemparameter a;,by,cq,l;
und k; bestimmt, bei denen der Wert der marginalen Log-Likelihood-Funktion
gegeniiber dem zu den vorldufigen Itemparametern gehorenden Funktionswert
ansteigt. Diese neuen Itemparameter dienen dann als Eingangsgrifien eines wei-
teren Maximierungsschrittes. So wichst die marginale Log-Likelihood-Funktion
mit jedem Maximierungsschritt an. Die Abfolge von Maximierungsschritten wird
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abgebrochen, wenn die bei einem Maximierungsschritt erzielte Zunahme der
marginalen Log-Likelihood-Funktion ein vorgegebenes Kriterium unterschreitet.
Es kann gezeigt werden, dass bei Giiltigkeit bestimmter Regularitdtsannahmen
die Sequenz der Funktionswerte der marginalen Likelihood-Funktion zumindest
gegen einen stationdren Punkt konvergiert (McLachlan & Krishnan, 1997).

Jeder einzelne Maximierungsschritt des EM-Algorithmus kann wiederum in
zwei Subschritte aufgeteilt werden, in eine Phase der Erwartungswertbildung
(den so genannten E-Schritt) und in eine Phase der Maximierung (den so ge-
nannten M-Schritt). Wahrend des E-Schrittes wird, ausgehend von vorldufigen
Werten fiir die gesuchten Itemparameter, der auf die Beobachtungen bedingte
Erwartungswert der Log-Likelihood-Funktion (5.7) bestimmt. Dieser wird im
M-Schritt beziiglich der gesuchten Itemparameter maximiert. Auf die genauen
Details der Schitzung wird in den nichsten beiden Abschnitten eingegangen.
Diese Abschnitte richten sich vor allem an Leser, die an der technischen Umset-
zung der Parameterschitzung interessiert sind und kénnen beim ersten Lesen
der Arbeit {ibersprungen werden.

E-Schritt

Eine Schwierigkeit der Itemparameterschitzung von IRT-Modellen liegt in dem
Umstand, dass die Likelihood-Funktion bei Beobachtung der Itemantworten und
Reaktionszeiten einer Stichprobe von Personen nicht alleine von den Itempara-
metern abhingt, sondern auch von den Personenparametern der Testpersonen,
die unbekannt sind. Wahrend des E-Schrittes wird daher der auf die Beobach-
tungen bedingte Erwartungswert der Log-Likelihood-Funktion bestimmt. Hier-
zu wird zuerst einmal die Log-Likelihood-Funktion betrachtet, die bei Kenntnis
der Personenparameter zur Schitzung der Itemparameter verwendet wiirde. Bei
einer Person mit Personenfihigkeit § und Residualfaktor w tritt nach Gleichung
(5.6) ein bestimmtes Antwortmuster x = [z1,...,2¢] und y = [y1, ..., yg] mit
der Wahrscheinlichkeit

G
P(x,y|0,w;a,b,c,1k) = H P(x4,ygl0,w;aq, by, cq,lg, kg)
g=1

,’:]Q

[qu CA gakg)} " {1 — by, (9,w;cg,lg,kg)}(17yg)
1

[qu (0; ag, by :|Ig [1 — Py, (0;a4,by)

Q
I

}(1*%)

< Yo (1-yg)
H [1 —exp [ — explky + 1,0 + cgw]]] [exp [ — explky + 140 + cqw]]

g=1

-z,

exp [agf + by ( )

1+ exp [agO + bg]

T4 - exp [age + bg}
1+exp [agﬁ + bg}

(5.10)

auf. In dieser Gleichung kodiert z, die Itemantwort und y, den Umstand, ob
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eine Reaktion vor oder nach einem Zeitlimit ¢. erfolgte. Waren die Ausprigun-
gen der Personenparameter § und w der einzelnen Versuchspersonen bekannt,
ergiibe sich die ,yollstiindige Log-Likelihood-Funktion? des Modells (5.5) bei
Beobachtung der Itemantworten und Reaktionszeiten von N Personen mit den

bekannten Personenparametern 8 = [01,...,0,] und w = [w1,...,w,], als:
N
LL(a,b,c,1,k) = log [ [ P(xi,y:l0i,wi; a,b,c,1,k). (5.11)
i=1

Da jedoch die Auspriagungen der Personlichkeitseigenschaften @ und w der
Personen nicht bekannt sind, kann diese Funktion nicht zur Schétzung der Item-
parameter verwendet werden. Tatséchlich handelt es sich bei den Personenpa-
rametern 6 und w einer Person um Realisierungen von Zufallsvariablen. Ver-
suchspersonen werden zuféllig aus einer Population potentieller Testpersonen
ausgewdhlt. Innerhalb dieser Population sind die Perstnlichkeitseigenschaften
nach einer bestimmten Verteilung f(6,w) verteilt. In der Regel wird angenom-
men, dass es sich bei der Verteilung f(0,w) um eine bivariate Standardnormal-
verteilung mit Korrelationskoeffizienten p = 0 handelt. Bei Beobachtung des
Antwortmusters x = [z1,...,2¢] und y = [y1,...,yc| kann die bedingte Ver-
teilung der Personlichkeitseigenschaften, die Verteilung f(6,w|x,y;a,b,c,1,k),
angegeben werden. Sie lautet:

P(X’ Y|9’ ‘JJ, a7 b? C’ l’ k)f(@, w)

6 ;a,b,c,Lk) =
f( 7(4)|X,y7a7 ,Cy L, ) P(X,y;a;b;c717k)

(5.12)

Der E-Schritt des EM-Algorithmus besteht darin, den auf die beobachteten
Antwortmuster bedingten Erwartungswert der ,yvollstdndigen* Log-Likelihood-
Funktion zu bestimmen (McLachlan & Krishnan, 1997, S. 22). Dies setzt je-
doch eigentlich voraus, dass die Itemparameter bekannt sind. Gel6st wird dieses
Dilemma dadurch, dass von vorldufigen Itemparametern ag, by, co, lo, ko aus-
gegangen wird. Bei Annahme dieser Itemparameter ergibt sich als bedingter
Erwartungswert der Log-Likelihood-Funktion die Beziehung:

N 0 0
ELL(a,b,C,l,k) = Z/ / 1Og |:P(Xi7yi|95w;a7b7calak):|
=17 700/ T

P(thileaw;aOab07COaIO7k0)f(95w)
[75 70 P(x1,yil0, w; a0, bo, co, 1o, ko) f (6, w) df dw

(5.13)

df dw.

Das Ergebnis des Integrals ist jedoch nicht in geschlossener Form angeb-
bar. Zur Berechnung derartiger Integralen findet sich allerdings in der Literatur
eine Vielzahl von Approximationsverfahren — siehe zum Beispiel Bos (2002),
Clarkson und Zhan (2002), Evans und Swartz (1995), Gonzalez, Tuerlinckx,
De Boeck und Cools (2006), Schilling und Bock (2005) oder die Ubersicht in

2Streng genommen ist Funktion (5.11) nicht die vollstéindige Log-Likelihood-Funktion, da
die Verteilung der Personlichkeitseigenschaften f(6,w) fehlt. Diese spielt fiir die Itemparame-
terschétzung jedoch keine Rolle, so dass sie ignoriert werden kann.
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Skrondal und Rabe-Hesketh (2004). Darunter fallen Verfahren der Monte-Carlo-
Integration, der Quasi-Monte-Carlo-Integration, der LaPlace-Approximation so-
wie die in den meisten Softwarepaketen umgesetzten Quadraturverfahren. Ein
Quadraturverfahren wird auch in der aktuellen Arbeit zur Approximation der
erwarteten Log-Likelihood-Funktion eingesetzt. Die Klasse der Quadraturver-
fahren umfasst jedoch wiederum eine Vielzahl verschiedenartiger Ansétze. Bei
multidimensionaler Integration mit der Normalverteilungsdichte als Gewich-
tungsfunktion dominieren jedoch in der probabilistischen Testtheorie kartesi-
sche Quadraturregeln nach der Gauss-Hermite-Quadratur. Zwar ist eine karte-
sische Quadraturregel, wie sie beispielsweise von Bock, Gibbons und Muraki
(1988) fiir die EM-Schétzung von IRT-Modellen vorgeschlagen wurde, teilweise
einer sphérischen Quadraturregel unterlegen (Rabe-Hesketh, Skrondal & Pick-
les, 2005; Stroud, 1971), jedoch zahlt sich dieser Vorteil hauptséchlich bei einer
Integration iiber viele Dimensionen aus. Adaptive Quadraturregeln, die in neue-
ren Softwarepaketen umgesetzt sind — siehe zum Beispiel Rabe-Hesketh et al.
(2005), Schilling und Bock (2005) oder Lessafre und Spiessens (2001) — diirften
hingegen erst bei groffem Itemumfang erforderlich sein (Rabe-Hesketh et al.,
2005).

Bei Verwendung einer kartesischen Quadraturregel mit den Quadraturpunk-
ten der Gauk-Hermite-Quadratur ergibt sich das multiple Integral (5.13) nach
Stroud (1971) als:

N Q1 Q2
ELL(a,b,c,1 k) = Z Z Z log [P(xi,yiwa,w@;a,b,c,l,k)
=la=lg=1 (5.14)
P(Xia Yi|9qqug;a07 b07 Co, 10; kO)

ngzl EZ4=1 P(Xia Yiwlh , Wqy s A0, bOv Co, 10; kO)wqg Wq,

Wgq, Wy -

Die Grofien 84, , wq,, 04, und wg, sind dabei die Quadraturpunkte, wg, , wy,,
wq, und wg, die zu den Quadraturpunkten gehdrenden Gewichte. Die Werte
hierfiir konnen Standardlehrbiichern zur numerischen Mathematik entnommen
werden, siehe zum Beispiel Davis und Rabinowitz (1975). Gleichung (5.14) kann
folgendermafen interpretiert werden: Pro Antwortmuster [x;,y;] wird angenom-
men, dass dieses bei Personen mit den diskreten Ausprégungen 6,, und wy, der
Personlichkeitseigenschaften in einer “relativen Haufigkeit von

o P(XiaY’i|9qUwq27a0;bOch;IO;kO)
a1:Waz T Q3 Q4
Z(IS 2(14 P(x7y|9q37wq4;aOvbO;c07107k0)wq3wq4

Wx;,yi,0 Way Wy

(5.15)

auftrat. Fine derartige Interpretation gibt beispielsweise Baker und Seock-Ho
(2004) oder auch Fahrmeir und Tutz (1994, S. 244). Der Rechenaufwand redu-
ziert sich etwas, wenn anstelle der Antwortmuster der einzelnen Personen die
verschiedenen Antwortmuster betrachtet werden. Summiert wird dann in Glei-
chung (5.14) nicht {iber die n Personen, sondern iiber die unterschiedlichen Ant-
wortmuster, die allerdings noch mit ihrer Auftrittshéufigkeit gewichtet werden
miissen.



KAPITEL 5. SCHATZUNG DER PH-MODELLE 85

Die Verwendung der Gauss-Hermite-Quadratur ist nicht ganz unproblema-
tisch und wurde beispielsweise von McCulloch und Searle (2001) eher kritisch
bewertet. Zwar ist mit steigender Anzahl der Quadraturpunkte die Zielfunkti-
on mit immer groferer Genauigkeit approximierbar (Bock & Aitkin, 1981), so
dass mit steigender Anzahl von Quadraturpunkten die Itemparameter bei zu-
nehmendem Stichprobenumfang konsistent geschétzt werden konnen (Fahrmeir
& Tutz, 1994, S. 242), doch lassen sich (brauchbare) Obergrenzen fiir den Ap-
proximationsfehler nicht einfach berechnen. Aus Untersuchungen zur Schiatzung
von IRT-Modellen ist bekannt, dass bei langen Tests die Genauigkeit erst ab
einer groferen Anzahl von Quadraturpunkten akzeptabel ist (Lessafre & Spies-
sens, 2001), bei kurzen Tests jedoch bereits drei Quadraturpunkte ausreichen
(Schilling & Bock, 2005). Empfehlungen fiir die notwendige Anzahl von Qua-
draturpunkten bei einer zweidimensionalen Integration im Kontext generalisier-
ter linearer gemischter Modelle reichen daher von 5 bis 20 Quadraturpunkten
pro Dimension (Tuerlinckx et al., 2006). Nach Versuchen mit Datensétzen ver-
schiedenen Umfangs erschien fiir das aktuelle Modell eine Approximation mit
7 x 7 Quadraturpunkten ausreichend — diese Anzahl diirfte einen Kompromiss
zwischen einer angemessener Genauigkeit bei gleichzeitig noch vertretbarem Re-
chenaufwand darstellen. Fiir praktische Anwendungen mit ldngeren Tests sollte
jedoch die Anzahl der Quadraturpunkte erh6ht werden.

M-Schritt

Die erwartete Log-Likelihood-Funktion (5.14) ist eine Funktion der unbekannten
Itemparameter. Bei der Maximierung der erwarteten Log-Likelihood-Funktion
kann man davon ausgehen, dass ein bestimmtes Antwortmuster [x;,y;| bei Per-
sonen mit den Personenparametern 6, und wg, mit einer relativer Haufigkeit
VON Wy, y; 0, w,, auftritt. Die Maximierung ist also identisch zur Maximie-
rung bei bekannten Personenparametern, wenn zusitzlich die Gewichtung mit

Wx;,y:,0q, wq, Derlcksichtigt wird. Gesucht wird die Losung fiir:

arg max {ELL(a,b,c,l,k)} =

a,b,cl,

N Q1 Q2
arg max lz; Zl Zl log [P(Xi7Yi|9q17wq2;a,b,c,Lk) wxi,yi,eql,wm} :
1=1q1=1qg2=

(5.16)

Gegeniiber der marginalen Log-Likelihood-Funktion (5.9) besitzt die erwar-
tete Log-Likelihood-Funktion (5.14) jedoch eine sehr vorteilhafte Eigenschaft:
Wie aus Gleichung (5.16) ersichtlich ist, kann die Funktion separat fiir die Item-
parameter jedes Items maximiert werden, was die Maximierung erheblich er-
leichtert. Dies ist der entscheidende Vorteil des EM-Algorithmus gegeniiber einer
direkten Maximierung der marginalen Likelihood-Funktion. Trotz dieser Verein-
fachung ist das Maximum von ELL(a, b, ¢, 1, k) nicht explizit bestimmbar.

Notwendige Bedingung fiir ein Maximum ist, dass der Gradientenvektor der
erwarteten Log-Likelihood-Funktion an der Stelle des potentiellen Maximums
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eine Nullstelle besitzt. Der Gradientenvektor G, fiir die Parameter des Reakti-
onszeitenmodells bei Aufgabe ¢ lautet:

N Q1 Q2 r .
0 2 : 2 : 2 : yig_Pyg(gqnwtb;cgvlgvkg)
a_cg ELL(a,b,C717k) = ]

Pyg (gqnwtb; Cgv lgv kg)

i=1q=1g2=1"

X exp [kg + lggth + nglh} Way Wx;,y;,0

q1-%az
N @1 Q2 r ;
9 yig_Py (gqnwtb;cgvlgvkg)
2 ELL(a,b,c,1,k) = y
Oy iz:;qlzgl q2§=:1 L Py (0g,wanicglg kg) | (5.17)

X exp [kg + lggth + nglh} 9q1 Wx;,y;,0
) N Q1 Q2

[Yig — Py (eqlaWQ2§Cg7 lg, k?g>_
—— ELL(a, b, c, L, k) g
Okg (a.b,c, Z Z Z Pyg(eqqu2§cg7lg7kg) i

q1-%az

i=1 g1=1¢g2=1 "
X exp kg + 1g0q, + cqwq,| 1 Wx, v, .6

q1:%az *

Analog ergibt sich der Gradientenvektor G, fiir die Itemparameter des zwei-
parametrigen Logit-Modells als:

N Q Q
9
S ELL(a,b,e,L1) =3 " 3" |21 = Pry (03 g:b5)| O iy sy
g i=1 q1=1g2=1
9 N Q@ Q
a—bg ELL(a b C,l,k Z Z Z {ng (Hquagvb )} 1 Wxi,y4i,0q; wqs -

Q

1

I
-

3

[
Q

1= 2

(5.18)

Die Nullstellen der Gradientenvektoren (5.17) und (5.18) sind nicht expli-
zit angebbar. Ein Verfahren zu iterativen Bestimmung von Nullstellen ist der
Newton-Raphson-Algorithmus. Méchte man die Nullstellen des Gradientenvek-
tors mit dem Newton-Raphson-Algorithmus bestimmen, ist zuétzlich die Jacobi-
Matrix des Gradientenvektors zu berechnen. Eine erneute Ableitung des Gra-
dientenvektors G, nach den Itemparametern des RT-Modells fiihrt zur Jacobi-
Matrix J,. Da diese Matrix bereits eine 3 x 3-Matrix ist, sei auf eine genaue
Auflistung der einzelnen Elemente verzichtet. Analog ergibt eine Ableitung des
Gradientenvektors G, nach den Itemparametern des IRT-Modells die Jacobi-
Matrix J,. Auch die verschiedenen Elemente dieser Matrix seien nicht einzeln
aufgefiihrt. Der Newton-Raphson-Algorithmus basiert auf iterativen Verbesse-
rungen einer vorlaufigen Losung. Als vorlaufige Losungen fiir die Itemparame-
ter des g- -ten Items kann belsplelswelse im j-ten Iterationsschritt die Losung
[agJ b, J] bzw. [cg ,ng % j} bestimmt worden sein. Nach Berechnung der Gra-
dientenvektoren der Reaktionszeit G, und der Itemantworten G, an der Stelle
der vorldufigen Itemparameter sowie der Jacobi-Matrizen der Reaktlonszelt Jy,
und der Itemantwort J,; ergibt sich die verbesserte Losung im j + 1-ten Schrltt
als:
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)

[agj+1 )

~

[ng+1 ’ lgj+1 )

)

gj+1], = [agwbgj}/ - ‘];le%' (5.19)
ng], = [/C\gjjgw%gj}, - J;leyj' (5.20)

o

Der Verbesserungszyklus (5.19) und (5.20) wird solange wiederholt, bis sich
die Schitzwerte kaum mehr verdndern. Der Newton-Raphson-Algorithmus ist
ein populires Verfahren, dessen Anwendung jedoch nicht unproblematisch ist.
Der Newton-Raphson-Algorithmus konvergiert nicht zwangsldufig gegen eine
Nullstelle: Die Konvergenz ist nur in einer Umgebung der Nullstelle garantiert,
so dass bei weniger guten Startwerten der Algorithmus teilweise nicht zu einer
Losung kommt. Und selbst wenn es sich bei der gefundenen Lésung um eine
Nullstelle der Gradientenvektoren handeln sollte, ist diese Losung nicht notwen-
digerweise ein lokales Maximum der erwarteten Log-Likelihood-Funktion (5.16).
Es muss daher immer iiberpriift werden, ob es sich bei den gefundenen Item-
parametern wirklich um Werte handelt, welche die erwartete Log-Likelihood-
Funktion maximieren.

Die Bestimmung des Maximums der erwarteten Log-Likelihood-Funktion be-
endet den M-Schritt und schliefst einen Iterationszyklus des EM-Algorithmus
ab. Ob ein neuer EM-Zyklus gestartet wird, hingt von der Verdnderung der
marginalen Log-Likelihood-Funktion ab. Fillt die Verbesserung der margina-
len Log-Likelihood-Funktion fiir die neuen Itemparameter grofs aus, wird ein
weiterer EM-Zyklus mit den neuen Itemparametern begonnen. Tritt jedoch kei-
ne wesentliche Verbesserung mehr auf, wird der EM-Algorithmus abgebrochen
und die im letzten Schritt berechneten Itemparameter als endgiiltige Losung
verwandst.

Simulation der Itemparameterschitzung

Zur Uberpriifung der Eignung des im vorherigen Abschnitt beschriebenen Schiitz-
verfahrens wurde eine Simulation fiir einen Test aus fiinf Items durchgefiihrt. Als
Personenstichprobe dienten zufillig generierte Personenfihigkeiten und Residu-
alfaktoren, welche aus einer bivariaten Standardnormalverteilung mit Korrelati-
onskoeffizienten p = 0 gezogen wurden. Pro Person wurden fiir die fiinf Items ex-
ponentialverteilte Reaktionszeiten generiert, bei denen die Grundhazard-Raten
hp, (t) = 0.67, hp, (t) = 0.74, th(t) = 0.82, h34(t) = 0.91 und hp, (t) = 1.06
geméf der Beziehung hg ., (t) = hp, (t) exp [l40 + cqw] von den Persénlichkeits-
eigenschaften 6 und w moduliert wurden. Die Reaktionszeiten wurden dann an
der Schwelle t. = 1 dichotomisiert. Die Generation der Reaktionszeiten ent-
sprach somit dem Proportional Hazard Modell fiir dichotomisierte Reaktions-
zeiten (5.2). Itemantworten wurden nach dem zweiparametrigen Logit-Modell
(5.4) erzeugt. Die bei der Simulation verwendeten Itemparameter sind fiir die
fiinf Aufgaben in Tabelle 5.1 zu finden.

Hauptkriterium bei der Auswahl der Itemparameter war es, moglichst rea-
listische Beobachtungen zu erzeugen: Die gewédhlten Itemparameter fithren zu
relativ plausiblen marginalen Losungswahrscheinlichkeiten, welche bei den ein-
zelnen Items im Bereich von 0.3—0.6 lagen. Die marginalen Wahrscheinlichkeiten
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Tabelle 5.1: Dichotomisierte RT mit linearer Parametrisierung: Wahre Itempa-
rameter der Aufgaben

[Ttem [ ag | by [ cg | Iy | kg |
1 1.50 | 0.66 | 0.50 | 0.20 | -0.39
1.50 | 0.33 | 0.50 | 0.20 | -0.29
1.50 | 0.00 | 0.30 | 0.30 | -0.19
1.50 | -0.33 | 0.20 | 0.50 | -0.09
1.50 | -0.66 | 0.20 | 0.50 | 0.01

CY | W N

einer Reaktion vor t, = 1 fielen fiir die einzelnen Aufgaben in den Bereich von
0.5 — 0.6. Insgesamt bedeuten die gewahlten Einflussgewichte [, nur einen re-
lativ moderaten Einfluss der Personenfihigkeit 6 auf die Reaktionszeiten, was
den empirischen Befunden iiber relativ schwache Beziehungen zwischen der Per-
sonenfihigkeit # und unterschiedlichen Speedmafsen bei Leistungstests gerecht
wird — siehe hierzu die Ausfiihrungen im ersten Kapitel. Auch waren die schwe-
reren Items diejenigen Aufgaben, auf die langsamer reagiert wurde.

Simuliert wurden jeweils 35 Stichproben des Umfangs von 100 Versuchsper-
sonen, 35 Stichproben des Umfangs von 1000 Versuchspersonen und 35 Stich-
proben des Umfangs von 10000 Versuchspersonen. Aufgrund der langen Dauer
der Schétzungen (pro Datensatz bei 10000 Versuchspersonen etwa 6 Stunden)
wurde auf eine grofere Anzahl von Durchgéingen verzichtet. Startwerte waren
fiir alle fiinf Items die Werte k; = 0, ¢y = 0.3, [ = 0.3, ag = 1 und by = 0. Der-
artige Startwerte hitte man vermutlich auch ohne Kenntnis der wahren Itempa-
rameter gewahlt. Der EM-Algorithmus wurde beendet, wenn der Zuwachs der
marginalen Log-Likelihood-Funktion in einer Iteration geringer als ein bestimm-
ter Wert ausfiel. Als Abbruchkriterium diente bei 10000 Versuchspersonen der
Wert 0.5, bei 1000 Versuchspersonen der Wert 0.05 und bei 100 Versuchsper-
sonen der Wert 0.01.% Die erwartete Log-Likelihood-Funktion wurde mit einem
numerischen Quadratur-Verfahren bestimmt. Pro Dimension basierte die Qua-
dratur auf sieben Quadraturpunkten, was ein sinnvoller Kompromiss zwischen
vertretbarem Rechenaufwand und Genauigkeit darstellt.

Das Konvergenzverhalten des EM-Algorithmus war insgesamt bei den Ver-
suchen mit groferer Fallzahl gut. Bei den Datensétzen mit 10000 und 1000 Fal-
len konvergierte jeder Versuch. Bei 10000 Versuchspersonen betrug die mittlere
Anzahl der EM-Zyklen 11.64, die maximale Anzahl 13. Bei 1000 Versuchsperso-
nen stieg diese jeweils auf 13.34 und 22 an. Bei kleineren Stichprobenumfingen
wurde die Schitzung jedoch instabil. Bei einem Stichprobenumfang von 100
Personen konvergierte das Verfahren nur bei rund 75% der generierten Daten-
sdtze. Aus diesem Grund wurden so lange weitere Datensitze erzeugt, bis 35
Schéitzversuche erfolgreich abgeschlossen werden konnten. Insgesamt stieg die
notwendige Iterationszahl bei Stichproben aus 100 Personen auf durchschnitt-

3Die Log-Likelihood-Funktionen nahmen an ihrem Maximum bei 10.000 Versuchsperso-
nen einen Wert um -60.000, bei 1000 Versuchspersonen einen Wert um -6.000 und bei 100
Versuchspersonen einen Wert um -600 an. Die gewdhlten Abbruchkriterien entsprachen so-
mit in etwa derselben relativen Verdnderung. Zudem zeigte sich, dass eine Verringerung des
Abbruchkriteriums zu keinen starken Verdnderungen der Parameterschitzer fiihrte.
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lich 20.6 an, mit einem Maximum von 54 Iterationen. Numerische Probleme, wie
sie teilweise bei sehr steilen Likelihood-Funktionen auftreten kénnen, spielen bei
den gewahlten Simulationsbedingungen keine Rolle. Bei groferer Itemanzahl je-
doch ist eine Erh6hung der Anzahl der Quadraturpunkte sicherlich ratsam.

Die Ergebnisse der Simulation sind in den Tabellen 5.2 bis 5.4 dargestellt.
Wie in Tabelle 5.2 und Tabelle 5.3 zu sehen ist, kann bei ausreichend grofsem
Stichprobenumfang eine gute Schitzung der Parameter erreicht werden. Die
Mittelwerte der Parameterschitzungen liegen immer nahe an den wahren Wer-
ten und auch die maximalen und minimalen Schitzwerte sind noch gute Schétz-
werte. Weniger gut sind die Resultate bei einem Stichprobenumfang von 100 Per-
sonen, wie anhand Tabelle 5.4 festgestellt werden kann. Bei der Interpretation
von Tabelle 5.4 ist zudem zu beriicksichtigen, dass es sich bei den dargestellten
Ergebnissen um die erfolgreichen Schétzversuche handelt, bei denen die Losung
konvergierte. Die Ergebnisse sind somit eine Auswahl giinstiger Schétzversuche.
Extreme Schétzwerte treten fiir die Trennschérfe a, des Logit-Modells auf: Hier
finden sich teilweise Werte im Bereich von 7, was ein Hinweis auf ein mogliches
Konvergenzproblem ist. Aber auch die Einflussgewichte ¢, und [, werden nur
schlecht geschétzt, teilweise ist sogar das Vorzeichen falsch. Auch dies deutet
auf eine Instabilitdt des Verfahrens bei kleinen Stichprobenumfingen hin.

5.2 Quadratische Parametrisierung

Modelle fiir eine ,,Unfolding“-Beziehung zwischen Reaktionszeit und Personenfi-
higkeit 6 existieren kaum, auch wenn sich Hinweise auf eine inverse U-Beziehung
finden. Ein Reaktionszeitmodell zur Modellierung einer derartigen Beziehung
ist das Proportional Hazard Modell fiir dichotomisierte Reaktionszeiten mit der
quadratischen Parametrisierung (4.23). Nach diesem Modell folgt die Hazard-
Rate einer Person der Beziehung:

how(t) = hp, (t)exp [ly(0 — dy)? + cow]. (5.21)

Nur die Personenfihigkeit 6 steht dabei in einer Unfolding-Beziehung zur
Reaktionszeit, die zweite Personlichkeitseigenschaft w beeinflusst die Hazard-
Rate weiterhin monoton. Anstelle der kontinuierlichen Reaktionszeit ¢, kann
lediglich festgehalten werden, ob auf ein Item vor einem Zeitlimit ¢. reagiert
wurde (y, = 1) oder danach (y, = 0). Die fiir das Modell resultierende Wahr-
scheinlichkeit, auf Aufgabe g vor dem Zeitpunkt t. zu reagieren, berechnet sich
dabei als

Pyg (0, w; Cgsdg, lg, kg) =1-—exp [ — exp [kg + lg(e - d9)2 + ngﬂa (5.22)

wobei k; = log ( fot“ hs,(z) dz) reprisentiert. Fiir die Wahrscheinlichkeit, bei
Item g eine positive Itemantwort zu geben, wird wie bisher ein zweiparametriges
Logit-Modell (3.1) angenommen. Es gilt:
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Tabelle 5.2: Itemparameterschitzung beim Proportional Hazard Modell fiir di-
chotomisierte Reaktionszeiten mit linearer Parametrisierung — Ergebnisse der
35 Simulationen mit N=10000

Parameter a

Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.362 | 1.374 | 1.367 | 1.362 | 1.388
Max 1.601 | 1.594 | 1.583 | 1.620 | 1.624
Mean 1.485 | 1.497 | 1.483 | 1.497 | 1.511
STD 0.056 | 0.052 | 0.056 | 0.057 | 0.053
RMSE 0.057 | 0.053 | 0.059 | 0.057 | 0.054
| Parameter b
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.666 | 0.333 | 0.000 | -0.333 | -0.666
Min 0.617 | 0.292 | -0.038 | -0.372 | -0.725
Max 0.723 | 0.372 | 0.039 | -0.302 | -0.624
Mean 0.674 | 0.333 | -0.004 | -0.329 | -0.666
STD 0.025 | 0.021 | 0.019 | 0.019 | 0.026
RMSE 0.026 | 0.021 | 0.019 | 0.020 | 0.026
| Parameter c
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.500 | 0.500 | 0.300 | 0.200 | 0.200
Min 0.390 | 0.404 | 0.246 | 0.172 | 0.164
Max 0.542 | 0.504 | 0.408 | 0.273 | 0.289
Mean 0.470 | 0.466 | 0.317 | 0.224 | 0.224
STD 0.033 | 0.022 | 0.036 | 0.025 | 0.027
RMSE 0.044 | 0.041 | 0.039 | 0.035 | 0.036
| Parameter 1
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.300 | 0.500 | 0.500
Min 0.158 | 0.148 | 0.265 | 0.466 | 0.464
Max 0.236 | 0.235 | 0.339 | 0.533 | 0.550
Mean 0.201 | 0.194 | 0.298 | 0.497 | 0.496
STD 0.021 | 0.019 | 0.019 | 0.016 | 0.020
RMSE 0.021 | 0.020 | 0.019 | 0.016 | 0.021
| Parameter k
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -0.393 | -0.293 | -0.193 | -0.093 | 0.006
Min -0.432 | -0.334 | -0.229 | -0.121 | -0.035
Max -0.347 | -0.267 | -0.163 | -0.064 | 0.039
Mean -0.394 | -0.295 | -0.195 | -0.096 | 0.007
STD 0.017 | 0.017 | 0.017 | 0.014 | 0.015
RMSE 0.017 | 0.017 | 0.017 | 0.014 | 0.020




KAPITEL 5. SCHATZUNG DER PH-MODELLE 91

Tabelle 5.3: Itemparameterschitzung beim Proportional Hazard Modell fiir di-
chotomisierte Reaktionszeiten mit linearer Parametrisierung — Ergebnisse der
35 Simulationen mit N=1000

| Parameter a |

Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.144 | 1.250 | 1.289 | 1.139 | 1.165
Max 1.819 | 1.901 | 1.788 | 1.788 | 1.840
Mean 1.518 | 1.512 | 1.503 | 1.496 | 1.502
STD 0.151 | 0.159 | 0.138 | 0.166 | 0.152
RMSE 0.152 | 0.160 | 0.138 | 0.166 | 0.152

| Parameter b |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.666 | 0.333 | 0.000 | -0.333 | -0.666
Min 0.518 | 0.192 | -0.145 | -0.493 | -0.866
Max 0.780 | 0.539 | 0.137 | -0.174 | -0.497
Mean 0.668 | 0.342 | 0.006 | -0.328 | -0.671
STD 0.060 | 0.069 | 0.059 | 0.073 | 0.079
RMSE 0.060 | 0.069 | 0.059 | 0.073 | 0.079

| Parameter c |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.500 | 0.500 | 0.300 | 0.200 | 0.200
Min 0.249 | 0.260 | 0.130 | 0.061 | 0.049
Max 0.676 | 0.963 | 0.522 | 0.430 | 0.436
Mean 0.466 | 0.499 | 0.320 | 0.243 | 0.216
STD 0.101 | 0.132 | 0.100 | 0.089 | 0.104
RMSE 0.107 | 0.132 | 0.102 | 0.098 | 0.105

| Parameter 1 |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.300 | 0.500 | 0.500
Min 0.018 | 0.070 | 0.162 | 0.381 | 0.349
Max 0.330 | 0.351 | 0.473 | 0.646 | 0.621
Mean 0.195 | 0.205 | 0.291 | 0.506 | 0.499
STD 0.062 | 0.062 | 0.058 | 0.063 | 0.062
RMSE 0.062 | 0.063 | 0.059 | 0.064 | 0.062

| Parameter k |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -0.393 | -0.293 | -0.193 | -0.093 | 0.006
Min -0.489 | -0.395 | -0.296 | -0.244 | -0.120
Max -0.296 | -0.191 | -0.112 | -0.034 | 0.129
Mean -0.391 | -0.292 | -0.202 | -0.108 | 0.006
STD 0.052 | 0.054 | 0.042 | 0.053 | 0.053
RMSE 0.052 | 0.054 | 0.043 | 0.055 | 0.054
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Tabelle 5.4: Itemparameterschitzung beim Proportional Hazard Modell fiir di-
chotomisierte Reaktionszeiten mit linearer Parametrisierung — Ergebnisse der
35 konvergierenden Simulationen mit N=100

| Parameter a |

Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 0.554 | 0.753 | 0.697 | 0.888 | 0.573
Max 4.002 | 4.693 | 5.508 | 7.449 | 7.469
Mean 1.803 | 1.631 | 1.876 | 1.782 | 1.499
STD 0.664 | 0.755 | 0.955 | 1.145 | 1.137
RMSE 0.729 | 0.766 | 1.026 | 1.179 | 1.137

| Parameter b |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.666 | 0.333 | 0.000 | -0.333 | -0.666
Min 0.152 | 0.004 | -0.317 | -0.645 | -1.573
Max 1.933 | 0.964 | 0.893 | 0.149 | -0.166
Mean 0.642 | 0.395 | 0.023 | -0.256 | -0.741
STD 0.298 | 0.226 | 0.234 | 0.224 | 0.357
RMSE 0.299 | 0.234 | 0.235 | 0.237 | 0.364

| Parameter c |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.500 | 0.500 | 0.300 | 0.200 | 0.200
Min -0.362 | -0.402 | -0.514 | -0.633 | -0.612
Max 1.468 | 1.510 | 0.927 | 0.725 | 0.814
Mean 0.509 | 0.589 | 0.368 | 0.197 | 0.150
STD 0.405 | 0.467 | 0.361 | 0.302 | 0.294
RMSE 0.405 | 0.475 | 0.367 | 0.302 | 0.298

| Parameter 1 |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.300 | 0.500 | 0.500
Min -0.209 | -0.276 | -0.127 | 0.076 | 0.190
Max 0.722 | 0.638 | 1.049 | 1.276 | 1.222
Mean 0.253 | 0.243 | 0.312 | 0.604 | 0.616
STD 0.247 | 0.248 | 0.238 | 0.250 | 0.237
RMSE 0.252 | 0.251 | 0.239 | 0.264 | 0.270

| Parameter k |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -0.393 | -0.293 | -0.193 | -0.093 | 0.006
Min -0.777 | -0.708 | -0.559 | -0.509 | -0.237
Max -0.046 | -0.108 | -0.016 | 0.259 | 0.247
Mean -0.418 | -0.347 | -0.250 | -0.083 | -0.001
STD 0.173 | 0.166 | 0.118 | 0.185 | 0.126
RMSE 0.175 | 0.174 | 0.131 | 0.186 | 0.127
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_ oD lag(6 —dy)]
1+ exp [ag(0 — dg)]

Py, (0;a4,dg) (5.23)

Man beachte die gegeniiber Gleichung (3.1) leicht verdnderte Parametrisie-
rung. Ein wesentliches Merkmal der gemeinsamen Modellierung von Reaktions-
zeitverteilung und Itemantwortverteilung ist die Annahme, dass der Lokations-
parameter d, des Proportional Hazard Modells (5.21) und der Lokationspa-
rameter b, des zweiparametrigen Logit-Modells (3.1) identisch sind (by = dg).
Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit, bei Item g eine bestimmte Itemantwort vor
oder nach dem Zeitpunkt ¢, zu beobachten, lautet bei Annahme der bedingten
Unabhéngigkeit von Reaktionszeit und Itemantwort:

Zg (I—zg4)
P(zg,yq|0,w;aq,dg, cq,lg, kg) = [ng (Qéagadg)] [1 — P, (95agad9ﬂ

g 1— g
[P, (0,w; cq,dy, Ly, k)] " [1 = Py, (6,05 cq,dy, 1y, kg)] 747
(5.24)

In Gleichung (5.24) kodiert die Zufallsvariable z, die Art der Itemantwort,
die Zufallsvariable y, den Umstand, ob auf ein Item vor oder nach dem Zeitlimit
t. reagiert wurde. Bei Beobachtung von G Aufgaben ergibt sich aufgrund der
bedingten Unabhéngigkeit von Reaktionszeiten und Itemantworten die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine Antwortmuster x = [z1,...,2¢] und y = [y1,...,¥yq]
bei einer Person mit Personenfihigkeit § und Residualfaktor w auftritt, als:

G
P(X,y|9,w;a,d,c,l,k) = H P(xgvyg|ng;agadgvcgvlgvkg)- (5'25)
g=1

Die Vektoren a, d, c, 1 und k fassen die einzelnen Itemparameter der G Items
zusammen. M&chte man die unbekannten Itemparameter anhand einer Stichpro-
be bestimmen, stellt sich wiederum das Problem, dass mit grofer werdendem
Stichprobenumfang die Anzahl der unbekannten Personenparameter ansteigt,
so dass eine konsistente Schitzung der Itemparameter nicht garantiert ist.

Schitzung der Itemparameter

Nimmt man fiir die Verteilung der unbeobachtbaren Personenparameter 6 und w
eine bivariate Standardnormalverteilung mit p = 0 an, fiihrt eine Integration der
bedingten Wahrscheinlichkeit (5.25) iiber die Personenparameter 6 und w zur
marginalen Wahrscheinlichkeit eines Antwortmusters P(x,y;a,d,c,1 k). Fir
die marginale Log-Likelihood-Funktion erhélt man dann bei einer Stichprobe
aus N Personen die Beziehung;:

N
MLL(a,d,c,1k) = log | [ P(xi,yi:a,d, ¢, 1 k). (5.26)
=1
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Bei dem Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz werden die Auspridgungen
der Parameter a, d, c, 1 und k gewahlt, welche die marginale Log-Likelihood-
Funktion maximieren. Das Maximum der marginalen Likelihood-Funktion kann
iiber den EM-Algorithmus gefunden werden. Die einzelnen Schritte entsprechen
weitgehend der bereits in Kapitel 5.1 beschriebenen Vorgehensweise. Wiederum
kann der EM-Algorithmus in zwei Phasen, den E-Schritt und den M-Schritt
untergliedert werden. Die genauen Details der Schitzung werden in den beiden
néchsten Abschnitten beschrieben. Die Details sind eher technischer Natur und
konnen beim ersten Lesen iibersprungen werden.

E-Schritt

Ausgangspunkt des E-Schrittes ist die Riickkehr zur Likelihood-Funktion, die
sich bei Kenntnis der Auspriagungen von 6 und w bei den Versuchspersonen
ergeben hitte. Laut der Annahmen des Modells kann die Wahrscheinlichkeit
eines bestimmten Antwortmusters [x,y] bei einer Person mit Personenfihigkeit
6 und Residualfaktor w angegeben werden als:

G
P(x,yl0,wia,d,c,1,k) = [ Play, ygl,wi ag, dy, ¢, 1y, k)
g=1

g

:| (1-zg)

1
o

_ .
Po,(0500,d0)| 1= Pr, (0304, d)

Q
Il
—_

r Yg (1=yg)
Py, (03¢, dgs Ly, ko) | [1= Py, (0,5 ¢4,dyy 1y, Ky (5.27)

G r T (1—xz4)
_ explag (0 — dy)] Ny explag (6 — dyg)] !
B H | 1+ explay (6 — dg)]] [1 1 + explay (6 — dg)]}

=1

Q

|1~ exp [ explly +1g(6 —dy)” +eqe]] |

9 (1_yg)
{exp [— explky + 140 — dg)” + cgw]]] .

Wiren die Personenparameter bekannt, kénnte bei Beobachtung mehrerer
Personen mit Gleichung (5.27) die Log-Likelihood-Funktion aufgestellt und die
Itemparameter geschitzt werden. Das ist jedoch nicht moglich, wenn die Perso-
nenparameter unbekannt sind.

Testpersonen werden zuféllig aus einer Population von potentiellen Test-
personen ausgewihlt. Innerhalb dieser Population folgen die Personenfdhigkeit
6 und der Residualfaktor w einer bestimmten Verteilung, fiir die in der Re-
gel eine bivariate Standardnormalverteilung mit Korrelationskoeffizienten p = 0
angenommen wird. Legt man diese Verteilung zugrunde, kann bei Annahme
bestimmter Itemparameterausprigungen und bei Vorliegen eines bestimmten
Antwortmusters [x,y] die bedingte Verteilung der Personenmerkmale 6 und w
beschrieben werden mit der Funktion:

P(x,y|0,w;a d,c,Lk)f(0,w)

6 ;a,d,c,Lk) =
f( 7w|XaY7a7 G ) P(x,y;a,d,c,l,k)

(5.28)
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Diese Verteilung wird nun verwendet, um die unbekannten Personenparame-
ter aus der Log-Likelihood-Funktion heraus zu integrieren. Ausgegangen wird
hierbei zunéchst einmal von bestimmten vorldufigen Itemparametern ag, do,
co, lp und kg. Dies kdnnen selbst gewihlte Startwerte sein oder vorliufige Lo-
sungen des vorhergehenden Iterationsschrittes. Bei Annahme der vorldufigen
Itemparameter kann der bedingte Erwartungswert der Log-Likelihood-Funktion
berechnet werden. Es gilt:

N 0 0
ELL(a,d,C,l,k) = Z/ / 1Og |:P(Xi7yi|95w;a7d7calak):|
=17 700/ T

P(thileaw;aOad07COaIO7k0)f(95w)
[75 70 P(x1,yil0, w; a0, do, €0, 1o, ko) f (6, w) df dw

(5.29)
df dw.

Bei der Verteilung f(6,w) handelt es sich um die Verteilung der Personlich-
keitseigenschaften in der Population der potentiellen Testteilnehmer, die biva-
riate Standardnormalverteilung mit Korrelationskoeffizienten p = 0. Eine Lo-
sung des Integrals kann nur {iber numerische Verfahren approximiert werden.
Bei Verwendung einer kartesischen Quadraturregel (Stroud, 1971; Bock & Ait-
kin, 1981) mit den Quadraturpunkten und den Quadraturgewichten der Gauk-
Hermite-Quadratur kann dieses Integral ndherungsweise bestimmt werden iiber
die Summe:

N Q1 Q2
ELL(a,d,c,1,k) = Z Z Z log [P(xi,yiwa,w@;a,d,c,l,k)
=la=lg=1 (5.30)
P(Xia Yi|9qqug;a07 d07 Co, 10; kO)

ZqQ33:1 223:1 P(Xia Yi|9q3 yWay 5 A0 d07 Co, 105 kO)w% Wqy

Wgq, Wy -

Bei den Grofen wg, ...wg, handelt es sich um die Gewichte der Gauss-
Hermite-Quadratur, bei den Grofien 0y, ...wq, um die Quadraturpunkte, die in
Standardlehrbiichern zur numerischen Berechnung von Integralen tabelliert sind
— siehe zum Beispiel Davis und Rabinowitz (1975). Wiederum wurden pro Di-
mension sieben Quadraturpunkte gewéhlt. Gleichung (5.30) ldsst sich so deuten,
als entfielen auf jedes Antwortmuster [x;,y;] Personen mit Parameterauspré-
gung 0, und wy, in der ,relativen Haufigkeit™:

P(XiaY’i|9qUwq2;a07 dO; Co, lkaO)
Engszl ZqQ44:1 P(X7 Y|9q3 ’ wqu ag, d07 Co, 10; kO)wQ3wQ4

Wx;,yi,0q; ,way — Wgq, Wqy -

(5.31)

Beim M-Schritt kann folglich angenommen werden, dass ein bestimmtes Ant-
wortmuster [x;,y;] bei Personen mit Parameterausprigung 6, und wg, mit der

relativen Héufigkeit wx, y, 0, w,, auftrat.
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M-Schritt

Die erwartete Log-Likelihood-Funktion ist eine Funktion der unbekannten Item-
parameter. Beim M-Schritt wird die erwartete Log-Likelihood-Funktion iiber die
unbekannten Itemparameter maximiert. Als vorlaufige Schitzer der gesuchten
Itemparameter wird die Losung von

arg max [ELL(a,d,c,l,k)} =

a,d,c, Lk

4,6,

N Qi1 Q:
arg max [Z Z Z log [P(xi,yi|0ql,wq2;a,d,c,l,k) WXi,yi,qu,wQQ]

ad,clk |4 ] 1 1
=1 q1=1qg2=

(5.32)

gesucht. Wiederum vereinfacht sich die Maximierung dadurch, dass die erwar-
tete Log-Likelihood-Funktion separat fiir die Itemparameter jedes Items maxi-
miert werden kann. Bei der Maximierung der erwarteten Log-Likelihood-Funktion
(5.32) werden die Quadraturpunkte als wahre Personenparameter angenommen,
jedoch mit einem bestimmten Gewicht (5.31) versehen. Die Maximierung der
erwarteten Likelihood-Funktion (5.30) kann daher analog zum Falle bekann-
ter Personenparameter erfolgen. Allerdings ist die Maximierung der erwarteten
Log-Likelihood-Funktion nicht unproblematisch. Tatséchlich besitzt diese Funk-
tion mehrere lokale Extrempunkte. Dies erschwert die Maximierung mit Hilfe
des Newton-Raphson-Ansatzes: Bei weniger guten Startwerten konvergiert das
Verfahren zu einem lokalen Minimum, wodurch der gesamte EM-Algorithmus
zusammenbricht. Fiir den ersten Maximierungsschritt wurde daher der sehr
rechenintensive, jedoch wesentlich robustere Simplex-Algorithmus (Nelder &
Mead, 1965; Walters, Parker, Morgan & Deming, 1991) herangezogen, der im
Programmpaket OPTIM von R implementiert ist. Nach dem ersten EM-Zyklus
kann die Maximierung von den verbesserten Itemparameterschitzern ausgehen,
welche im ersten Schritt in Richtung des Maximums der marginalen Likelihood-
Funktion geriickt sind. Da sich dadurch der Ausgangspunkt der Maximierung in
groferer Nihe zum Maximum der erwarteten Log-Likelihood-Funktion befindet,
ist die Tendenz des Newton-Raphson-Algorithmus geringer, zu einem alternati-
ven Extrempunkt zu konvergieren. Dies kann ausgenutzt werden, um nach dem
ersten EM-Schritt zum Newton-Raphson-Algorithmus zu wechseln, der wesent-
lich weniger rechenintensiv ist als der Simplex-Algorithmus. Durch diesen Wech-
sel kann das Verfahren beschleunigt werden. Nur der Newton-Raphson-Ansatz
soll im Folgenden dargestellt werden.

Notwendige Bedingung fiir ein Maximum der erwarteten Log-Likelihood-
Funktion ist die Auflage, dass die partiellen Ableitungen der Funktion nach den
Itemparametern an der Stelle des potentiellen Maximums Null ergeben. Da die
erwartete Log-Likelihood-Funktion separat fiir die einzelnen Items maximiert
werden kann, ldsst sich jedes Item gesondert betrachten. Der Gradientenvektor
G des g-ten Items, der die partiellen Ableitungen der erwarteten Log-Likelihood-
Funktion nach den Itemparametern dieses Items enthilt, ist ein Spaltenvektor
mit den Elementen:
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9 N Q1 Q2
8—% ELL(a,d,c,1k) = Z Tig — Py, (0g13ag,bg) | (0g, — dyg) Wx;,yi,0q; wqs
i=1 q1=1¢q2=1 ~
N Q1 Q2 r 1
i ELL(a,d,c,1,k) = Z - . Yig — Pyg (ququQ§Cgadg7lga kg)
Ok, R i S| Pyg(eqlqu2§cgadgvlgvkg)
X exp [k; +1g(0g —dg)? + cgqu] L Wy, y.04, way
N Q1 Q2 1
0 yig_Py (QQ17WQ2;CQadgvlgvkg)
— ELL(a,d,c,1,k) = g
alg ; zz:l qzz:l L Py (gqmwlh;cgadgalgvkg)
X exXp [k +l ( dg + ng(n] - wxh}’heqlawqg
N Q1 Q2
8 ylg mquycg’d ’lgvkg)]
—— ELL(a,d,c,1,k) = H
adg ; 1=1 z:: ql,qu,Cg,d ,lg,kg)
x exp [kg + lg(0g, — dg)* + cowg,] (= 21g(0q, — dy))
+ |:[xi9 - ng (9q15a9a :|:| wxuyu q1+°%Waqo
a ELL( d l k g: §1: Z yq HQM(“)(Imcgadgvlgvk )
869 HEen QQ17WQQ7cgad95Z97k)

1= 1(11 1g2=1

X €Xp [kg +1g(0g, — 2+ ngqg] Was Wxi,yi,0q; ,way

Die Nullstellen des Gradientenvektors konnen mit dem Newton-Raphson-
Verfahren bestimmt werden. Allerdings wird hierfiir noch die Jacobi-Matrix J
des Gradientenvektors benétigt, die man durch erneutes Ableiten des Gradien-
tenvektors nach den Itemparametern erhilt. Bei der Jacobi-Matrix J handelt es
sich um eine symmetrische 5 x 5-Matrix, deren Elemente hier nicht einzeln auf-
gelistet werden sollen. Wurde im j-ten Iterationsschritt eine vorlaufige ,Losung”
[dy, , k;g7 , lgj,clg‘7 ,Cg;)’ fiir die Itemparameter der g-ten Aufgabe gefunden, kann
im j + 1-ten Schritt eine Verbesserung bestimmt werden iiber die Beziehung;:

~ -~ -~ ~

~ ~ A N =~ T o~ 7 —1 )
[@g; 15 Kgsi10lgsins dosins Copin]’ = (g5 Ky lgss dg;Cos) = I3 Gy (5.33)

Bei der Grofie G; handelt es sich um den an der Stelle der vorlaufigen Item-
parameter [69‘7.,7@\9‘7. ,ng , ggj,Eg ] berechneten Gradientenvektor, bei J; um die an
derselben Stelle bestimmte Jacobi-Matrix. Die schrittweise Verbesserung vorldu-
figer Itemparameterwerte nach Beziehung (5.33) wird solange wiederholt, bis die
Losung die gesuchte Nullstelle mit ausreichender Genauigkeit approximiert. Bei
den resultierenden Itemparameterwerten handelt es sich dann um die Itempa-
rameterwerte, welche die erwartete Log-Likelihood-Funktion des aktuellen M-
Schrittes maximieren. Der M-Schritt ist damit beendet. E-Schritt und M-Schritt
wechseln sich so lange ab, bis die marginale Log-Likelihood-Funktion nur noch
geringfiigig ansteigt.
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Simulation der Itemparameterschitzung

Zur Uberpriifung des vorgeschlagenen EM-Algorithmus wurde eine Simulati-
on durchgefiihrt. Fiir die Simulation diente das Statistikpaket R, mit welchem
der EM-Algorithmus umgesetzt und die Beobachtungsdaten erzeugt wurden. Si-
muliert wurde die Itemparameterschitzung fiir einen Test aus finf Items. Als
Zufallsstichprobe von Personen wurden Werte fiir die Personenfidhigkeit # und
den Residualfaktor w aus einer bivariaten Standardnormalverteilung mit Korre-
lationskoeffizient p = 0 gezogen. Auf diesen Werten basierte die anschlieffende
Generation von Itemantworten und Reaktionszeiten fiir fiinf Items. Als Reakti-
onszeitverteilung fand wiederum eine Exponentialverteilung Verwendung, deren
zeitinvariante Hazard-Rate gemaft Gleichung (5.21) modifiziert wurde. Die ge-
nerierten Reaktionszeiten wurden anschliefsend an dem Zeitlimit ¢. = 1 dichoto-
misiert. Die Generation von Itemantworten erfolgte nach dem zweiparametrigen
Logit-Modell (5.23). Die fiir die Simulation verwendeten Itemparameter sind in
Tabelle 5.5 wiedergegeben.

Tabelle 5.5: Dichotomisierte RT mit quadratischer Parametrisierung: Wahre
Ttemparameter der Aufgaben

[Ttem | ag | dg | ¢g | Iy | kg |
1 1.50 | -0.66 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | -0.33 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | 0.00 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | 0.33 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | 0.66 | 0.20 | 0.10 | 0.00

(SN NV N )

Bei der Auswahl der Itemparameter stand das Bediirfnis nach realistischen
Parameterauspragungen im Vordergrund. Der Einfluss der Personenfihigkeit
0 auf die Reaktionszeitverteilung wurde bewusst schwach angesetzt, um eine
Schétzbarkeit des Modells unter weniger giinstigen Bedingungen zu erproben.
Die Befunde in der Literatur sprechen zudem auch nur fiir schwache bis mittlere
Beziehungen zwischen der Reaktionszeit und der Distanz von Item und Person
— siehe hierzu die Ubersicht im ersten Kapitel.

Es wurden 35 Datenséitze im Umfang von 10000 und 1000 Personen erzeugt.
Eine Simulation mit kleineren Stichprobenumfingen erschien nicht sinnvoll, da
die Schitzung bereits bei 1000 Personen instabil wurde. Zur approximativen Be-
rechnung des bedingten Erwartungswertes der Log-Likelihood-Funktion diente
ein Quadraturverfahren mit sieben Quadraturpunkten pro Personlichkeitsdi-
mension. Diese Anzahl erwies sich als ausreichend fiir die Problemsituation:
Bei Analyse eines Datensatzes aus 1000000 Versuchspersonen konnten die wah-
ren Itemparameter mit grofser Genauigkeit reproduziert werden. Auch sprechen
die Ergebnisse in Tabelle 5.6 dafiir, dass durch die Approximation keine Verzer-
rungen entstehen. Bei der Schitzung wurde von Startparametern ausgegangen,
die man auch ohne Kenntnis der wahren Parameter hétte auswihlen konnen:
ag = 1.0, dy = 0.0, ¢4 = 0.1, l; = 0.0, kg = 0.0. Die Schitzung wurde abge-
brochen, wenn keine bedeutende Verbesserung der marginalen Log-Likelihood
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mehr erzielt werden konnte (Bei 10000 Versuchspersonen: Zuwachs kleiner als
0.1, bei 1000 Versuchspersonen: Zuwachs kleiner als 0.01%).

Das Konvergenzverhalten des Verfahrens war robust. Alle Schétzversuche
konvergierten. Bei 10000 Versuchspersonen waren durchschnittlich 19.4 Itera-
tionen erforderlich (min: 15, max: 28). Bei 1000 Versuchspersonen stieg die
durchschnittliche Iterationsanzahl auf 35.7 (min: 16, max: 84) an. Dies ent-
sprach einer Rechenzeit von etwa 6 Stunden pro Simulation. Die Ergebnisse der
Schéitzversuche sind in Tabelle 5.6 und Tabelle 5.7 wiedergegeben.

Wie in Tabelle 5.6 ersichtlich ist, kénnen die Itemparameter bei 10000 Ver-
suchspersonen relativ genau bestimmt werden. Zudem gibt es keine Anzeichen
eines nennenswerten Bias. Im Gegensatz zu manchen Unfolding-Modellen aus
dem IRT-Bereich ist die Schitzung auch bei weniger guten Startwerten mog-
lich — das Vorzeichen der Itemschwierigkeit muss beispielsweise nicht vorgege-
ben werden. Die Schitzergebnisse sind jedoch bei kleinerem Stichprobenumfang,
besonders was den Parameter c, betrifft, unbefriedigend. Teilweise wird sogar
das Vorzeichen von ¢, falsch geschétzt. Aber auch der geschétzte Parameter ag
weicht manchmal erheblich von der wahren Parameterausprigung ab. Dass ¢,
schlechter als I, geschétzt wird, mag daran liegen, dass die Schétzung von I, da-
von profitiert, dass die bedingte Verteilung von 6 stark von den Itemantworten
beeinflusst wird, zur Bestimmung der bedingten Verteilung von w jedoch nur
die Reaktionszeiten zur Verfiigung stehen. Die bedingte Verteilung von w spielt
beim EM-Algorithmus eine wichtige Rolle zur Schitzung von ¢4, wihrend die
bedingte Verteilung von 6§ wichtig fiir die Schétzung von [, ist. Dies sind jedoch
nur Spekulationen, die einer weiteren Uberpriifung bediirfen.

5.3 Diskussion

Ziel des aktuellen Kapitels war es, die im ersten Abschnitt der Arbeit aufge-
stellten Proportional Hazard Modelle der empirischen Forschung zugénglich zu
machen. Grundvoraussetzung hierfiir ist die Entwicklung von Schitzmethoden
fiir die Itemparameter. Wie aus den Simulationsstudien ersichtlich ist, lassen
sich die psychologisch plausiblen, zweidimensionalen Modelle fiir die Verteilung
der Itemantworten und Reaktionszeiten bei einem Test durchaus schitzen. Je-
doch sind die Anforderungen an den Stichprobenumfang und die notwendige
Rechenleistung betréchtlich.

Trotz des geringen Umfangs des Tests liegt die Rechenzeit (bei einer Pro-
grammierung mit der Statistik-Software R) bei ungefihr sechs Stunden, obwohl
nur sieben Quadraturpunkte pro Dimension gewahlt wurden. Bei einer Vergro-
Berung der Anzahl der Quadraturpunkte steigt die Anzahl der Rechenschritte
quadratisch an, so dass eine Erhohung nur begrenzt moglich ist. Aber auch bei
einer Verldngerung des Tests wichst der Rechenaufwand {iberproportional: Da
der EM-Algorithmus auf den verschiedenen Antwortmustern basiert, miissten

4Die Log-Likelihood-Funktionen nahmen an ihrem Maximum bei 10.000 Versuchspersonen
einen Wert um -60.000, bei 1000 Versuchspersonen einen Wert um -6.000 an. Die gew&hlten
Abbruchkriterien entsprachen somit in etwa derselben relativen Verdnderung. Zudem zeigte
sich, dass es wihrend der letzten Schritte des EM-Algorithmus kaum noch zu Verédnderungen
der Schitzwerte kam.
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Tabelle 5.6: Itemparameterschitzung beim Proportional Hazard Modell fiir di-
chotomisierte Reaktionszeiten mit quadratischer Parametrisierung — Ergebnisse

der 35 Simulationen mit N=10000

Parameter a

Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.398 | 1.377 | 1.400 | 1.413 | 1.391
Max 1.620 | 1.586 | 1.617 | 1.612 | 1.593
Mean 1.486 | 1.484 | 1.515 | 1.494 | 1.502
STD 0.053 | 0.053 | 0.052 | 0.043 | 0.047
RMSE 0.056 | 0.055 | 0.054 | 0.043 | 0.047
| Parameter d
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -0.660 | -0.330 | 0.000 | 0.330 | 0.660
Min -0.715 | -0.371 | -0.049 | 0.283 | 0.613
Max -0.580 | -0.286 | 0.041 | 0.375 | 0.700
Mean -0.662 | -0.330 | 0.001 | 0.332 | 0.656
STD 0.027 | 0.021 | 0.021 | 0.022 | 0.021
RMSE 0.027 | 0.021 | 0.021 | 0.022 | 0.021
| Parameter c
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.200 | 0.200 | 0.200
Min 0.110 | 0.102 | 0.114 | 0.107 | 0.126
Max 0.305 | 0.258 | 0.279 | 0.264 | 0.259
Mean 0.196 | 0.188 | 0.191 | 0.191 | 0.194
STD 0.041 | 0.037 | 0.033 | 0.034 | 0.034
RMSE 0.042 | 0.039 | 0.035 | 0.035 | 0.035
| Parameter 1
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100
Min 0.070 | 0.058 | 0.060 | 0.076 | 0.081
Max 0.116 | 0.139 | 0.136 | 0.128 | 0.133
Mean 0.096 | 0.098 | 0.099 | 0.103 | 0.102
STD 0.010 | 0.018 | 0.020 | 0.013 | 0.013
RMSE 0.011 | 0.018 | 0.020 | 0.014 | 0.013
| Parameter k
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
Min -0.048 | -0.041 | -0.042 | -0.031 | -0.057
Max 0.071 | 0.062 | 0.033 | 0.042 | 0.046
Mean 0.002 | 0.002 | 0.001 | 0.001 | -0.003
STD 0.023 | 0.024 | 0.020 | 0.017 | 0.024
RMSE 0.024 | 0.024 | 0.020 | 0.017 | 0.024
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Tabelle 5.7: Itemparameterschitzung beim Proportional Hazard Modell fiir di-
chotomisierte Reaktionszeiten mit quadratischer Parametrisierung — Ergebnisse
der 35 Simulationen mit N=1000

Parameter a

Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.218 | 0.949 | 1.244 | 1.185 | 1.146
Max 1.948 | 2.099 | 1.884 | 2.107 | 1.786
Mean 1.549 | 1.475 | 1.528 | 1.517 | 1.500
STD 0.183 | 0.210 | 0.155 | 0.194 | 0.158
RMSE 0.190 | 0.212 | 0.157 | 0.194 | 0.158
| Parameter d
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -0.660 | -0.330 | 0.000 | 0.330 | 0.660
Min -0.896 | -0.443 | -0.115 | 0.227 | 0.486
Max -0.535 | -0.167 | 0.095 | 0.484 | 0.855
Mean -0.665 | -0.325 | -0.008 | 0.340 | 0.662
STD 0.087 | 0.071 | 0.051 | 0.058 | 0.079
RMSE 0.087 | 0.071 | 0.051 | 0.059 | 0.079
| Parameter c
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.200 | 0.200 | 0.200
Min -0.436 | -0.181 | -0.064 | -0.057 | -0.108
Max 0.695 | 0.435 | 0.587 | 0.705 | 0.818
Mean 0.206 | 0.163 | 0.241 | 0.228 | 0.250
STD 0.175 | 0.145 | 0.151 | 0.152 | 0.170
RMSE 0.175 | 0.150 | 0.156 | 0.155 | 0.177
| Parameter 1
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.100
Min 0.030 | 0.019 | -0.011 | -0.016 | 0.023
Max 0.280 | 0.181 | 0.252 | 0.252 | 0.183
Mean 0.112 | 0.106 | 0.117 | 0.130 | 0.111
STD 0.049 | 0.042 | 0.060 | 0.067 | 0.034
RMSE 0.051 | 0.043 | 0.062 | 0.073 | 0.036
| Parameter k
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
Min -0.144 | -0.151 | -0.166 | -0.178 | -0.133
Max 0.110 | 0.095 | 0.165 | 0.143 | 0.128
Mean -0.006 | -0.010 | -0.011 | -0.033 | -0.027
STD 0.063 | 0.060 | 0.075 | 0.075 | 0.061
RMSE 0.064 | 0.061 | 0.076 | 0.082 | 0.067
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bei sechs Aufgaben bereits 4096 Antwortmuster anstelle der 1024 Antwortmu-
ster bei fiinf Aufgaben beriicksichtigt werden (vorausgesetzt, dass alle Antwort-
muster auftreten sollten). Die relativ lange Rechenzeit bei der direkten Imple-
mentierung in R kénnte allerdings ohne Probleme durch eine Programmierung
in einer effizienteren Programmiersprache verkiirzt werden.

Fiir die Notwendigkeit grofer Stichproben kann keine so einfache Abhil-
fe gefunden werden. Zwar lasst sich die Schitzung trotz der geringen Test-
lange bei ausreichend groffem Stichprobenumfang als unproblematisch bezeich-
nen: Sowohl das Modell mit linearer Parametrisierung als auch das Modell mit
quadratischer Parametrisierung konvergiert bei jedem Simulationsversuch ge-
gen das Maximum, selbst wenn von neutralen Startwerten ausgegangen wird.
Diese Robustheit ist zumindest fiir das Modell mit quadratischer Beziehung
iiberraschend. Die Stabilitdt der Schitzung beruht vermutlich darauf, dass es
sich bei dem Modell ja nur teilweise um ein Unfolding-Modell handelt, da sich
die Wahrscheinlichkeit einer positiven Antwort schlieflich weiterhin aus einer
Dominanzbeziehung zwischen Person und Aufgabe ergibt. Trotz der Robustheit
des Verfahrens kann die Prézision der Schitzung erst ab einem Stichproben-
umfang von 10000 Versuchspersonen als gut bezeichnet werden, zumindest bei
einem Test aus fiinf Aufgaben und dem Modell mit quadratischer Parametrisie-
rung. Dass grofse Stichproben fiir die Parameterschitzung notwendig sind, ist
allerdings kein Defekt der gemeinsamen Modellierung von Itemantworten und
Reaktionszeiten alleine, sondern eine allgemeine Eigenschaft der IRT-Modelle,
deren Itemparameter ebenfalls erst bei grofen Stichprobenumfingen mit pas-
sabler Genauigkeit reproduziert werden kénnen. Untersucht wurde jedoch nur
ein relativ kurzer Test aus fiinf Items. Durch eine Testverlingerung kann unter
Umsténden die Itemparameterschitzung verbessert werden, jedoch auf Kosten
eines steigenden Rechenaufwandes.



Kapitel 6

Itemparameterschatzung bei
Accelerated Failure Time

Modellen

Die Log-Normalverteilung ist eine populdre Verteilung fiir die Bearbeitungszei-
ten bei psychologischen Tests (Thissen, 1984; Ferrando & Lorenzo-Sevas, 2007a;
van der Linden, 2007). Aufgrund der Popularitit und Bew&hrtheit dieser Ver-
teilungsform fiir die Modellierung von Reaktionszeiten sollen auch fiir die in
Kapitel 4.2.1 vorgeschlagenen Modelle fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten
Schétzverfahren entwickelt werden, um die Anpassung der Modelle an empi-
rische Daten zu ermoglichen. Da es sich bei diesen Modellen um Accelerated
Failure Time Modelle handelt, bilden sie eine interessante Alternative zu den
bereits behandelten Proportional Hazard Modellen. Wie bereits im vorherigen
Kapitel wird diesmal die gemeinsame Schitzung von IRT-Modell und Reakti-
onszeitmodell beschrieben.

6.1 Lineare Parametrisierung

In Kapitel 4.2.1 wurde fiir die Bearbeitungszeiten von Testitems ein Modell
vorgeschlagen, das auf der Log-Normalverteilung basierte. Annahme war dabei,
dass der Lokationsparameter der Log-Normalverteilung {iber eine lineare Be-
ziehung auf zwei Personlichkeitseigenschaften, die Personenfihigkeit § und den
Residualfaktor w, zuriickgefiihrt werden kann, siehe Gleichung (4.32):

Ng(0,w) = kg + 1460 + cqw. (6.1)

Der Skalenparameter o, der Log-Normalverteilung gilt als itemspezifisch und
variiert nicht iiber verschiedene Personen. Die Dichte der Reaktionszeitvertei-
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lung bei Item ¢ lautet fiir eine Person mit Personenfihigkeit 6 und Residualfak-
tor w in diesem Fall:!

2
1 1 [log(ty) — ng(8,w)] )
tql0, w; lg, k = — —— t t 0.
f( g| y Wi Cgylg, ngg) \/%Ugtg exp B 03 mi g >
(6.2)

Der Lokationsparameter 7,(6,w) kann dabei iiber Beziehung (6.1) auf die
Personenféhigkeit 6 und den Residualfaktor w einer Person zuriickgefiihrt wer-
den. Als Modell fiir die Wahrscheinlichkeit einer positiven Antwort wurde bis-
her immer ein zweiparametriges Logit-Modell verwandt. Von dieser Praxis soll
jedoch im aktuellen Kapitel abgewichen werden. Das zweiparametrige Logit-
Modell wird im Folgenden vielmehr durch das zweiparametrige Probit-Modell
ersetzt. Gerechtfertigt werden kann dieser Modellwechsel damit, dass sich Probit-
Modell und Logit-Modell nur unwesentlich in den vorhergesagten Wahrschein-
lichkeiten unterscheiden. Es 14sst sich zeigen, dass bei Wahl eines geeigneten Ska-
lierungsfaktors die Differenz zwischen den Itemcharakteristiken maximal 0.01
betrigt (Savalei, 2006). Trotz des geringen Unterschiedes zwischen beiden Mo-
dellen vereinfacht der Modellwechsel die Schitzung der Itemparameter jedoch
erheblich.

Beim zweiparametrigen Probit-Modell ldsst sich die Wahrscheinlichkeit einer
positiven Itemantwort berechnen als

P, (0;a4,bg) = ®(ag(f — by)), (6.3)
wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist (Baker
& Seock-Ho, 2004). Bei Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften 6 und
w werden die Itemantworten und Reaktionszeiten einer Person als voneinan-
der unabhingig angenommen. Fiir die gemeinsame Verteilung der Reaktions-

zeiten t = [t1,...,t¢] und Itemantworten x = [z1,...,2¢g| bei G Aufgaben
mit den Itemparametern a = [ai,...,a¢]|, b = [b1,...,bg], ¢ = [c1,...,¢q],
l=1l,...,lg], k=[k1,...,kg] und o = [01,...,0¢] gilt somit:

P, (0;a4,b0)] " [1 = Py, (G;ag,bg)]l_%

:jcu

f(x,t]0,w;a,b,c, Lk, o) =
g:1 (6.4)

ftgl0 wicg,lg, kg, 09).

Ein &hnliches Modell wurde bereits von Thissen (1984) vorgeschlagen, dessen
Modell wiederum parallelen zum Modell von Furneaux (1952) aufweist. This-
sen schitzte die Parameter des Modells {iber einen Joint-Maximum-Likelihood-
Ansatz. Eine genauere Betrachtung der Modellbestandteile (6.2), (6.1) und (6.3)
legt jedoch ein anderes Schitzverfahren nahe.

IDie Darstellung der Verteilungen weicht in diesem Kapitel etwas von der Darstellung im
dritten und vierten Kapitel ab. Da im aktuellen Kapitel die Parameterschitzung im Mittel-
punkt steht, soll durch die explizite Nennung der Itemparameter deren Rolle herausgestellt
werden.
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Schitzung der Itemparameter

Ist eine Reaktionszeit ¢4 log-normalverteilt, kann diese durch Logarithmierung in
eine normalverteilte Zufallsvariable ¢, = log(t,) transformiert werden. Werden
alle Reaktionszeiten logarithmiert, sind diese nach Logarithmierung normalver-
teilt mit Erwartungswert 1(t;10,w) = ny4(6,w) und Varianz o2. Bei Modell (6.1)
handelt es sich dann, wie unschwer zu erkennen ist, um ein faktorenanalytisches
Modell mit linearen Faktoren, fiir welches bew&hrte Schiitzprozeduren existieren.
Wie von Takane und de Leeuw (1987) gezeigt wurde, kann das zweiparametrige
Probit-Modell (6.3) ebenfalls als faktorenanalytisches Modell mit linearen Fak-
toren aufgefasst werden, wenn man annimmt, dass der beobachteten, bindren
Itemantwort eine dichotomisierte kontinuierliche Zufallsvariable zugrunde liegt.
Der Grundgedanke und die Herleitung der Itemcharakteristik ist dabei weitge-
hend identisch zur Begriindung des zweiparametrigen Logit-Modells im dritten
Kapitel, siehe dort die Randbemerkungen auf S. 26. Hierzu muss man fiir jedes
Item eine kontinuierliche Zufallsvariable z, annehmen, die bei einer Person mit
Personenfihigkeit § normalverteilt ist mit der Verteilung z4 ~ N (ag(6 —by), 1).
Jede beobachtbare Itemantwort basiert auf einer Realisierung dieser unbeob-
achtbaren Zufallsvariablen: Eine Aufgabe wird positiv (z;, = 1) beantwortet,
wenn die Realisierung die Schwelle 7 = 0 iiberschreitet (z, > 0) und negativ,
wenn die Realisierung die Schwelle unterschreitet (z, < 0). Die Wahrscheinlich-
keit, die Schwelle zu iiberschreiten, ergibt sich bei Normalverteilung der kontinu-
ierlichen Variablen aus der Verteilungsfunktion der Normalverteilung und lautet
P(6;a,b) = ®(a(d — b)). Nimmt man diesen Prozess fiir alle biniren Itemant-
worten x = [z1, ..., 4] an, gehoren zu den bindren Itemantworten die latenten
Zufallsvariablen z = [z1,. .., zg]. Wéren die Ausprigungen auf den latenten Va-
riablen z bekannt, liefe sich die Korrelationsmatrix der Beobachtungen [z, t]
berechnen. Diese kénnte dann mit einer Faktorenanalyse ausgewertet werden.
Jedoch kénnen die unbekannten Korrelationen von z mit z und t* auch geschétzt
werden, wenn nur die dichotomisierten Variablen x verfiigbar sind. Die Haufig-
keiten der Itemantworten n(z, = 1), n(zp = 1) und n(zy = 1,2, = 1) bei zwei
Items g und h reichen aus, um die tetrachorische Korrelation zwischen den laten-
ten Variablen z, und z; zu berechnen (Drasgow, 1988). Auch die Korrelation
zwischen t; und zp kann geschitzt werden, wenn man biseriale Korrelations-
koeffizienten berechnet (Tate, 1955). Dadurch lassen sich die unbeobachtbaren
Korrelationen in der Korrelationsmatrix von [z, t*] ergiinzen.>

Die Verwendung tetrachorischer Korrelationskoeffizienten und faktorenana-
lytischer Verfahren erleichtert die Parameterschétzung bei IRT-Modellen erheb-
lich, umgeht dieser Ansatz doch die teilweise sehr rechenaufwendige Appro-
ximation der marginalen Log-Likelihood-Funktion. Dennoch wurde die Vorge-
hensweise von einzelnen Autoren kritisiert: Zum einen stellen die zur Berechung
der tetrachorischen Korrelationskoeffizienten verwendeten marginalen Haufig-
keiten keine suffizienten Statistiken dar (Knol & Berger, 1991). Bei der Analy-

2Der aktuelle Schitzansatz interpretiert die biniren Itemantworten als Resultat kontinuier-
licher Itemantworten und versucht, die Kovarianzen zwischen den kontinuierlichen Variablen
zu schétzen. Dadurch kann eine Auswertung iiber faktorenanalytische Methoden erfolgen.
Prinzipiell kann auch der umgekehrte Weg eingeschlagen werden. Werden die Reaktionszeiten
dichotomisiert, lassen sich die Itemantworten und die dichotomisierten Reaktionszeiten {iber
Standardverfahren fiir Probit-Modelle auswerten. Allerdings ist in diesem Fall die spezifische
Varianz der Reaktionszeiten nicht mehr schitzbar.
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se einer tetrachorischen Korrelationsmatrix handelt es sich also nicht um eine
,Full-Information Factor Analysis“ (Bock et al., 1988). Zum anderen ist die Ma-
trix der tetrachorischen und biserialen Korrelationskoeffizienten moglicherweise
nicht positiv-definit, so dass die meisten Faktorextraktionsverfahren ausschei-
den. Beide Kritikpunkte lassen sich jedoch zumindest teilweise entschérfen. Von
Devlin, Gnanadesikan und Kettenring (1975) wurde eine ,Glittungsprozedur*
vorgeschlagen, mit der eine urspriinglich nicht positiv-definite Matrix durch eine
positiv-definite Matrix approximiert werden kann. Auch setzt eine Faktorenana-
lyse nach der ULS-Methode keine positiv-definite Korrelationsmatrix voraus.
Dem Kritikpunkt der suboptimalen Effizienz bei einer Analyse tetrachorischer
Korrelationskoeffizienten kann entgegengehalten werden, dass Simulationsstu-
dien fiir eine Eignung des Ansatzes sprechen (Knol & Berger, 1991; Parry &
McArdle, 1991). Als besonders geeignet erwies sich in den Simulationsstudien
von Knol und Berger (1991) die Kombination einer geglitteten tetrachorischen
Korrelationsmatrix mit einer Analyse durch bestimmte Extraktionsverfahren
(ULS, MINRES). Im Statistikpaket TESTFACT ist beispielsweise die Analy-
se tetrachorischer Korrelationen mit einer Principal Factor Analyse nach der
MINRES-Procedur implementiert (Schilling & Bock, 2005). Aufgrund der Be-
wahrung der Kombination einer ,geglatteten” tetrachorischen Korrelationsma-
trix mit einer ULS-Parameterschitzung in den bekannten Simulationsstudien
soll die Eignung dieser Vorgehensweise fiir die Parameterschitzung des aktuel-
len Modells erprobt werden. Insgesamt erscheint der Ansatz viel versprechender
als der urspriingliche Ansatz von Thissen (1984), da er einfacher zu implemen-
tieren und weniger rechenintensiv ist.

Simulation der Itemparameterschitzung

Zur Uberpriifung der Eignung des Schitzverfahrens wurde eine Simulation durch-
gefithrt. Generiert wurden dabei fiir unterschiedlich grofse Stichproben die Ant-
wortmuster eines Tests aus fiinf Items. Die fiir die Simulation verwendeten Item-
parameter finden sich in Tabelle 6.1. Wiederum stand bei der Parameterauswahl
das Streben nach moglichst realitdtsnahen Bedingungen im Vordergrund. Die
Kommunalitét der Reaktionszeiten ist relativ niedrig angesiedelt und insgesamt
sind die Ladungen der Personenfidhigkeit auf den Reaktionszeiten eher gering.

Tabelle 6.1: Log-normalverteilte RT mit linearer Parametrisierung: Wahre Item-
parameter der Aufgaben

[Ttem [ ag | by | cg [ 1y | Ky | 0g |
1 1.5]-10{02]05|15]| 1.0
15(1-05]02]05|15 1.0
1.5 00]03|03|15]1.0
15 05]05(02|15 1.0
1.5 1.0]05]02|15] 1.0

Y | W N

Simuliert wurden jeweils 50 Stichproben mit den Umfingen 100, 1000 und
10000 Versuchspersonen. Die Personenfihigkeiten und Residualfaktorenwerte
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der einzelnen Versuchspersonen wurden durch Zufallsziehung aus einer biva-
riaten Standardnormalverteilung mit Korrelationskoeffizienten p = 0 generiert.
Anschliefsend wurden unter Verwendung der Itemparameter aus Tabelle 6.1 pro
Person fiinf Itemantworten und fiinf Reaktionszeiten erzeugt. Hierzu diente wie-
derum das Programmpaket R. Nach Erzeugung eines Datensatzes wurden die
tetrachorischen und biserialen Korrelationskoeffizienten mit dem Programm R
iber die Prozedur HETCOR berechnet. Die so erhaltene Korrelationsmatrix
wurde in das Programm AMOS eingespeist und mit einer ULS-Faktorenanalyse
analysiert.

Die Ergebnisse der Itemparameterschitzung sind in den Tabellen 6.2 bis 6.4
dargestellt. Bei 10000 Versuchspersonen waren alle Korrelationsmatrizen posi-
tiv definit. Bei 1000 Versuchspersonen war eine Korrelationsmatrix nicht mehr
positiv definit und wurde vor einer weiteren Auswertung durch eine positiv defi-
nite Matrix approximiert. Bei einem Stichprobenumfang von 100 Personen stieg
die Zahl der nicht positiv definiten Korrelationsmatrizen auf 45 an. Auch liefsen
sich die tetrachorische Korrelationsmatrizen bei vier Datensétzen aus 100 Ver-
suchspersonen nicht berechnen. Das Konvergenzverhalten des ULS-Algorithmus
war bei Stichproben aus 1000 und 10000 Versuchspersonen gut — bei diesem
Stichprobenumfang konvergierten alle Schétzversuche. Bei den Simulationen mit
Stichproben aus 100 Versuchspersonen konnte jedoch fiir 15 Datensétze keine
Konvergenz erzielt werden, so dass die Ergebnisse in Tabelle 6.4 nur auf den
konvergierenden 35 Simulationen beruhen.

Die Simulationsergebnisse in Tabelle 6.2 bis 6.4 ergéinzen die Befunde zur
Eignung des Schitzverfahrens. Eine prizise Itemparameterschétzung ist erst bei
den beiden grofseren Stichprobenumfingen moglich. Allerdings sind die Schitz-
werte nur bei einer Grofe von 10000 Versuchspersonen als gut zu bezeichnen.
Bereits bei Stichproben aus 1000 Personen treten fiir die Trennschérfe a, verein-
zelt extreme Schitzwerte auf. Bei Umfiangen von 100 Personen wird teilweise die
Diskrepanz zwischen Schitzer und wahrem Wert noch extremer. Unter Umstén-
den liefe sich die Schitzung der Itemparameter des zweiparametrigen Probit-
Modells mit einer ,Full-Information-Factor“-Analyse, d.h. einer Schéitzung nach
der Marginal-Maximum-Likelihood-Methode verbessern. Aufféllig ist, dass die
Einflussgewichte [, und ¢, des Reaktionszeitmodells préziser geschétzt werden
als die Trennschérfen des IRT-Modells. Dies mag daran liegen, dass die kontinu-
ierlichen Reaktionszeiten grofiere Information iiber die Itemparameter besitzen
als die bindren Itemantworten.

6.2 (Quadratische Parametrisierung

Auch mit Accelerated Failure Time Modellen kann eine ,,Unfolding-Beziehung*
zwischen Fahigkeitsauspragung und Reaktionszeit modelliert werden. Wenn sich
auch fiir eine derartige Beziehung empirische Belege finden lassen (Ferrando,
2006; Akrami et al., 2007), kommen Unfolding-Modelle fiir Reaktionszeiten in
der Literatur selten vor, einzige Ausnahme bilden die Vorschlige von Ferrando
und Lorenzo-Sevas (2007a, 2007b) oder Wang (2006). Aus diesem Grund soll
auch ein Verfahren entwickelt werden, um gemeinsam Modell (4.37) fiir log-
normalverteilte Reaktionszeiten mit quadratischer Parametrisierung und ein
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Tabelle 6.2: Itemparameterschitzung bei log-normalverteilten Reaktionszeiten
und linearer Parametrisierung — Ergebnisse der 50 Simulationen mit N=10000

Parameter a

Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.412 | 1.405 | 1.414 | 1.416 | 1.388
Max 1.631 | 1.584 | 1.581 | 1.618 | 1.644
Mean 1.516 | 1.498 | 1.506 | 1.515 | 1.513
STD 0.056 | 0.048 | 0.041 | 0.046 | 0.058
RMSE 0.058 | 0.048 | 0.041 | 0.048 | 0.060
| Parameter b |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -1.000 | -0.500 | 0.000 | 0.500 | 1.000
Min -1.053 | -0.528 | -0.032 | 0.451 | 0.936
Max -0.947 | -0.457 | 0.041 | 0.549 | 1.044
Mean -0.999 | -0.494 | -0.002 | 0.499 | 0.995
STD 0.023 | 0.015 | 0.015 | 0.018 | 0.021
RMSE 0.023 | 0.016 | 0.015 | 0.018 | 0.021
| Parameter c |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.300 | 0.500 | 0.500
Min 0.174 | 0.156 | 0.244 | 0.433 | 0.455
Max 0.239 | 0.231 | 0.333 | 0.557 | 0.563
Mean 0.202 | 0.196 | 0.299 | 0.500 | 0.506
STD 0.016 | 0.017 | 0.017 | 0.028 | 0.024
RMSE 0.017 | 0.017 | 0.017 | 0.028 | 0.025
| Parameter 1 |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.500 | 0.500 | 0.300 | 0.200 | 0.200
Min 0.480 | 0.480 | 0.274 | 0.175 | 0.176
Max 0.544 | 0.524 | 0.334 | 0.222 | 0.218
Mean 0.500 | 0.500 | 0.302 | 0.199 | 0.196
STD 0.013 | 0.011 | 0.012 | 0.011 | 0.011
RMSE 0.013 | 0.011 | 0.012 | 0.011 | 0.011
| Parameter k |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.473 | 1.475 | 1.478 | 1.473 | 1.477
Max 1.525 | 1.521 | 1.529 | 1.527 | 1.520
Mean 1.502 | 1.500 | 1.499 | 1.501 | 1.501
STD 0.011 | 0.010 | 0.011 | 0.012 | 0.011
RMSE 0.011 | 0.010 | 0.011 | 0.012 | 0.011
Parameter o
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Min 0.971 | 0.939 | 0.972 | 0.950 | 0.943
Max 1.043 | 1.035 | 1.035 | 1.052 | 1.049
Mean 0.997 | 1.003 | 1.000 | 0.999 | 0.992
STD 0.013 | 0.017 | 0.015 | 0.025 | 0.024
RMSE 0.014 | 0.017 | 0.015 | 0.052 | 0.025
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Tabelle 6.3: Itemparameterschitzung bei log-normalverteilten Reaktionszeiten
und linearer Parametrisierung — Ergebnisse der 50 Simulationen mit N=1000

Parameter a

Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.205 | 1.219 | 1.292 | 1.160 | 1.280
Max 2.674 | 1.721 | 1.933 | 1.924 | 3.477
Mean 1.640 | 1.463 | 1.508 | 1.507 | 1.644
STD 0.332 | 0.113 | 0.141 | 0.151 | 0.369
RMSE 0.360 | 0.119 | 0.142 | 0.151 | 0.396
| Parameter b |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -1.000 | -0.500 | 0.000 | 0.500 | 1.000
Min -1.113 | -0.629 | -0.090 | 0.365 | 0.803
Max -0.830 | -0.418 | 0.107 | 0.636 | 1.262
Mean -0.980 | -0.512 | -0.004 | 0.490 | 0.998
STD 0.071 | 0.047 | 0.040 | 0.056 | 0.084
RMSE 0.074 | 0.049 | 0.040 | 0.056 | 0.085
| Parameter c |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.300 | 0.500 | 0.500
Min 0.070 | 0.076 | 0.207 | 0.299 | 0.276
Max 0.314 | 0.328 | 0.417 | 0.712 | 0.718
Mean 0.192 | 0.198 | 0.299 | 0.512 | 0.515
STD 0.056 | 0.061 | 0.050 | 0.077 | 0.083
RMSE 0.056 | 0.061 | 0.050 | 0.078 | 0.085
| Parameter 1 |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.500 | 0.500 | 0.300 | 0.200 | 0.200
Min 0.404 | 0.432 | 0.186 | 0.128 | 0.133
Max 0.572 | 0.584 | 0.366 | 0.321 | 0.289
Mean 0.501 | 0.507 | 0.296 | 0.198 | 0.206
STD 0.035 | 0.038 | 0.037 | 0.046 | 0.037
RMSE 0.035 | 0.039 | 0.037 | 0.046 | 0.037
| Parameter k |
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500
Min 1.415 | 1.452 | 1.418 | 1.403 | 1.423
Max 1.574 | 1.553 | 1.570 | 1.609 | 1.573
Mean 1.499 | 1.501 | 1.494 | 1.507 | 1.499
STD 0.036 | 0.025 | 0.030 | 0.035 | 0.033
RMSE 0.036 | 0.025 | 0.031 | 0.036 | 0.033
Parameter o
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Min 0.881 | 0.911 | 0.862 | 0.688 | 0.707
Max 1.126 | 1.114 | 1.091 | 1.137 | 1.213
Mean 0.997 | 1.010 | 0.997 | 0.978 | 0.982
STD 0.048 | 0.048 | 0.051 | 0.088 | 0.104
RMSE 0.048 | 0.049 | 0.051 | 0.091 | 0.106
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Tabelle 6.4: Itemparameterschitzung bei log-normalverteilten Reaktionszeiten
und linearer Parametrisierung — Ergebnisse der 35 konvergierenden Simulationen

mit N=100
| Parameter a
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 1.500
Min 0.806 | 0.824 | 0.819 | 0.726 | 0.767
Max 4.608 | 3.016 | 2.777 | 4.455 | 11.071
Mean 1.971 | 1.646 | 1.496 | 1.789 1.258
STD 0.899 | 0.532 | 0.495 | 0.879 2.012
RMSE 1.015 | 0.552 | 0.495 | 0.925 2.285
| Parameter b
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert || -1.000 | -0.500 | 0.000 | 0.500 1.000
Min -1.597 | -0.798 | -0.371 | 0.122 | 0.669
Max -0.638 | -0.158 | 0.371 | 0.942 1.568
Mean -1.004 | -0.481 | 0.013 | 0.525 | 0.980
STD 0.210 | 0.154 | 0.174 | 0.190 | 0.211
RMSE 0.210 | 0.156 | 0.175 | 0.191 0.212
| Parameter c
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.200 | 0.200 | 0.300 | 0.500 | 0.500
Min 0.007 | -0.291 | -0.698 | -1.050 | -0.913
Max 0.592 | 0.594 | 0.916 | 0.969 | 0.843
Mean 0.203 | 0.146 | 0.230 | 0.339 | 0.313
STD 0.119 | 0.239 | 0.330 | 0.461 0.409
RMSE 0.119 | 0.245 | 0.331 | 0.482 | 0.424
| Parameter 1
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 0.500 | 0.500 | 0.300 | 0.200 | 0.200
Min 0.286 | 0.300 | 0.059 | -0.043 | -0.054
Max 0.727 | 0.785 | 0.549 | 0.491 0.488
Mean 0.507 | 0.541 | 0.299 | 0.195 | 0.194
STD 0.110 | 0.107 | 0.128 | 0.127 | 0.138
RMSE 0.111 | 0.114 | 0.128 | 0.127 | 0.138
| Parameter k
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.500 | 1.500 | 1.500 | 1.500 1.500
Min 1.287 | 1.250 | 1.266 | 1.228 1.271
Max 1.658 | 1.723 | 1.641 | 1.736 1.816
Mean 1.472 | 1.509 | 1.494 | 1.490 1.480
STD 0.091 | 0.120 | 0.099 | 0.124 | 0.125
RMSE 0.095 | 0.121 | 0.099 | 0.125 | 0.127
Parameter o
Item 1 2 3 4 5
Wahrer Wert 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000
Min 0.741 | 0.646 | 0.477 | 0.323 | 0.446
Max 1.344 | 1.278 | 1.305 | 1.548 1.264
Mean 0.974 | 0.949 | 0.883 | 0.986 | 0.932
STD 0.157 | 0.155 | 0.198 | 0.252 | 0.196
RMSE 0.159 | 0.163 | 0.230 | 0.252 | 0.208
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zweiparametriges IRT-Modell an die Daten einer Stichprobe anzupassen. Kern-
annahme von Modell (4.37) ist die Annahme, dass die Reaktionszeit bei Aufgabe
g log-normalverteilt ist und der Lokationsparameter der Log-Normalverteilung
auf die Personenféhigkeit 6 und den Residualfaktor w einer Person zuriickgefiihrt
werden kann gemifs der Beziehung:

Ng(0,w) = ky +1,(0 — dy)* + cyw. (6.5)

Der Skalenparameter o, der Log-Normalverteilung ist zwar fiir die einzelnen
Aufgaben verschieden, hiangt aber nicht von der Person ab. Bei Modellierung
(6.5) steht nur die Personenfihigkeit in einer Unfolding-Beziehung zur Reakti-
onszeit, der Residualfaktor beeinflusst die Reaktionszeit weiterhin monoton. Fiir
eine genaue Interpretation des Modells sei auf den entsprechenden Abschnitt in
Kapitel 4.2.1 verwiesen. Ein dhnliches Modell wurde bereits von Ferrando und
Lorenzo-Sevas (2007a) vorgeschlagen, jedoch gingen diese Autoren nicht von ei-
ner quadratischen Beziehung aus, sondern von einer linearen Beziehung zwischen
dem Lokationsparameter und der Grofe |# — dy|. Empirische Evidenz findet sich
sowohl fiir den Ansatz von Ferrando als auch fiir die quadratische Beziehung
(Ferrando, 2006; Akrami et al., 2007). Allerdings handelt es sich bei dem Mo-
dell von Ferrando und Lorenzo-Sevas (2007a) um ein etwas einfacheres Modell,
da die Ladungen des zweiten Faktors iiber alle Items als identisch angenommen
werden. Als Verteilungsdichte der Reaktionszeit ¢, bei Aufgabe g resultiert bei
Modell (6.5) fiir eine Person mit Personenfihigkeit § und Residualfaktor w die
Dichtefunktion:

2
1 [IOg(tg) _779(9701)}
tq|0, w; do, 1y, k = — ——
f( g| yW;Cg,0g, g, gaag) \/%Ugtg exp 5 0_3

mit £, > 0.

(6.6)

Der Lokationsparameter 7,(6,w) kann dabei iiber Beziehung (6.5) auf die
Personenféhigkeit 6 und den Residualfaktor w einer Person zuriickgefiihrt wer-
den. Fiir die Wahrscheinlichkeit einer positiven Antwort bei Aufgabe g gilt das
zweiparametrige Probit-Modell

Py, (0;a4,dy) = ®(a,(0 — dy)), (6.7)

wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Der Wech-
sel vom zweiparametrigen Logit-Modell zum zweiparametrigen Probit-Modell
beruht auf denselben Griinden, mit denen der Modellwechsel bereits im er-
sten Teil dieses Kapitels gerechtfertigt wurde: Obwohl zwischen den Itemcha-
rakteristiken der beiden Modelle nur ein geringer Unterschied besteht, wird
die Itemparameterschitzung durch die Annahme eines Probit-Modells erheb-
lich vereinfacht. Man beachte, dass die Itemlokation d, sowohl in die Verteilung
der Reaktionszeit iiber Gleichung (6.5) als auch in die Itemcharakteristik des
zweiparametrigen Probit-Modells (6.7) eingeht.

Bei Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften 6 und w sind die Itemant-
worten und Reaktionszeiten voneinander unabhingig. Die gemeinsame Vertei-
lung der Reaktionszeiten t = [ti,...,tg] und Itemantworten x = [z1,...,2¢g]
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bei G Aufgaben mit Itemparametern a = [aq,...,a¢], d = [d1,...,dg], ¢ =
[e1,..yeq), = [l,...,1lg], k = [k1,...,kg] und o = [o1,...,0¢] lautet bei
einer Person mit Residualfaktor w und Personenfihigkeit 6:

f(x,t|0,w;a,d,c, Lk, o) = zg (05 a4,d )}xg [1—Pzg(9;agadg)]17xg

::]Q

(6.8)

g:l
f(tgl0,w;cq,dg,lg, kg, o).

Bei Beobachtung der Reaktionszeiten und Itemantworten von N Personen
ergibt sich als Log-Likelihood-Funktion der Parameter die Beziehung;:

N
LL(#,w,a,d,c, Lk, o) = logHf(xi,ti|9i,wi;a,d,c,l,k, o). (6.9)
i=1

Die Vektoren € und w stehen fiir die unbekannten Ausprigungen der Per-
sonenfihigkeiten und Residualfaktorwerte bei den N Versuchspersonen. Da die
Anzahl der Personenparameter mit dem Stichprobenumfang ansteigt, fiithrt eine
direkte Maximierung der Log-Likelihood-Funktion nicht zwangslaufig zu konsi-
stenten Itemparameterschitzern (Neyman & Scott, 1948).

Modell (6.5) nimmt log-normalverteilte Reaktionszeiten an, deren Lokations-
parameter 7, (6,w) iiber eine quadratische Beziehung von der Personenféhigkeit
6 und iiber eine lineare Beziehung von dem Residualfaktor w abhéngt. Logarith-
miert man die Reaktionszeiten, handelt es sich bei Modell (6.5) um ein nonlinea-
res, faktorenanalytisches Modell, bei dem die logarithmierten Reaktionszeiten
nach Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften § und w normalverteilt
sind. Die Schétzung der Itemparameter wird jedoch erheblich durch den Um-
stand erschwert, dass die Itemlokation dg; des Reaktionszeitmodells (6.5) und des
IRT-Modells (6.7) als gleich angenommen wird. Auch kénnen zwischen den Re-
aktionszeiten und den Itemantworten verschiedener Items keine tetrachorische
Korrelationskoeffizienten berechnet werden, da die marginale Verteilung der lo-
garithmierten Reaktionszeiten keiner Normalverteilung gehorcht. Herkommliche
faktorenanalytische Verfahren, wie sie zur Schitzung des linearen Modells ein-
gesetzt wurden, scheiden aus diesem Grund zur Bestimmung der [temparameter
aus.

Eine Losung dieses Problems ist in der Betrachtung der marginalen Log-
Likelihood-Funktion zu finden. Diese ergibt sich nach Ausintegration der Perso-
nenparameter. Nimmt man an, dass innerhalb einer Population von potentiel-
len Testteilnehmern die Personenféhigkeit 6 und der Residualfaktor w bivariat
standardnormalverteilt sind mit Erwartungswertvektor g = [0,0]" und einer
Identitdtsmatrix als Varianz-Kovarianz-Matrix X, ergibt sich folgende margina-
le Verteilung des Antwortmusters [x, t]:

fx tad, e, Lk o) = / / Fx,t00,wia,d, e, Lk, o)
I
(2m)/det(X)

. (6.10)
exp {—5 [0,w]Z 70, w]| df dw.
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Als marginale Log-Likelihood-Funktion erhélt man somit bei Verwendung
von (6.10) fiir eine Stichprobe aus N Personen die Funktion:

N
MLL(a,d,c,Lk,o) =log [ | f(xi ti;a,d, c,1 k, o). (6.11)
i=1

Es ist diese marginale Log-Likelihood-Funktion, welche beim Marginal-Ma-
ximum-Likelihood-Ansatz maximiert wird. Allerdings ist die Maximierung nicht
unproblematisch. Ferrando und Lorenzo-Sevas (2007a) gingen bei der Schitzung
ihres verwandten Modells so vor, dass sie zuerst die Itemparameter a, und dg
des IRT-Modells allein aufgrund der Itemantworten bestimmten. Dies ist mit
Standardsoftware fiir IRT-Modelle problemlos mdoglich. Die dadurch erhaltenen
Schétzer a, und d, wurden dann bei der Schétzung der restlichen Itemparameter
des Reaktionszeitmodells als Stellvertreter fiir die wahren Parameter a4, und d,
genutzt. Die Parameter werden somit in zwei Schritten geschétzt. Im Gegensatz
zu dieser Vorgehensweise sollen im folgenden alle Itemparameter des Modells
simultan geschitzt werden. Die Maximierung der marginalen Log-Likelihood-
Funktion kann iiber einen EM-Algorithmus erfolgen. Die beiden folgenden Ab-
schnitte beschreiben die Schritte des EM-Algorithmus und kénnen beim ersten
Lesen {ibersprungen werden.

E-Schritt

Das Schétzproblem ldsst sich als Missing-Data-Problem auffassen. Im Gegen-
satz zu den vorherigen Problemen gibt es beim aktuellen Schitzproblem jedoch
zwel Arten von fehlenden Daten. Wie in den vorherigen Abschnitten stellen die
Personlichkeitseigenschaften 6 und w fehlende Daten dar. Die Einfiihrung einer
zweiten Art von fehlenden Daten lisst sich folgendermafen begriinden: Wie auf
S. 105 dargestellt wurde, kann die beobachtete Itemantwort x, einer Person als
dichotomisierte, jedoch urspriinglich normalverteilte, latente Variable z, aufge-
fasst werden, deren genaue Auspriagung allerdings unbekannt ist und bei der es
sich somit um eine fehlende Beobachtung handelt. Die Einfiihrung einer derar-
tigen unbekannten, kontinuierlichen Variablen ist analog zum Prinzip der ,,Data
Augmentation“ zu sehen, welches bei der Markov Chain Monte Carlo Schétzung
von IRT-Modellen zur Anwendung kommt — als Beispiel hierfiir sei die Ver6ffent-
lichung von De Knop, Rijmen und van Mechelen (2003) genannt. Konnte diese
kontinuierliche, latente Variable z, fiir jedes Item und jede Person beobachtet
werden, wiirde sich die Itemparameterschitzung erheblich vereinfachen.

Bei Kenntnis der Personenparameter § und w einer Testpersonen kann die
Verteilung der logarithmierten Reaktionszeiten t* = log(t) = [log(t1), ..., log(tc)]
und der latenten Variablen z = [z1,..., zg] bei G Aufgaben mit der folgenden
Verteilungsdichte beschrieben werden:
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G
f(z.t7]0,w;a,d,c, Lk, o) = ]

g=1 /2702 2 g
o (6.12)

1 1]z - (ag(0 —dy))
Norsi exp .

! eXP[ 1[t, = ny(6,0)]"]

Gleichung (6.12) ergibt sich, da die kontinuierlichen latenten Variablen z;,
und die logarithmierten Reaktionszeiten t;g normalverteilt sind. Als ,yollstindi-
ge' Log-Likelihood-Funktion der Itemparameter resultiert bei Beobachtung von
N Personen und Kenntnis der Personenparameter die Funktion:

(a,d,c,l,k o’
2
log — (kg + 1y(0; — dg)* + cquw;
;; 2#02) ( e ! ! )) (6.13)
1 2
+log (\/ﬁ> - 5(219 ag(f; — dg)) 1 .

Expandiert man in Gleichung (6.13) die Klammern, fiihrt dies zu:

LL(a,d,c, 1.k, 0%) =

N G
1
> [log (z tig07 — kgcqw; + 212dg07 — kglyds — 312d267
i=1 g=1 2mo? o5

1. L1
— Stie 4 kgt;, — §k~ - —94 ~ L

—kglgb7 + cgty,wi + 202d50; + lyd2t; 5lady

919 29

—2w? + 2 ycydyBiw; — Lycyh2w; — Lycyd2w; — 2ydyti,0; + ngzgdgai)

1 1 2 1 202 2 1 2 72
+10g <ﬁ) — izig + agziggi — agdgzig — iagei + agdgei — iagdg .
(6.14)

Natiirlich ist diese ,yollstindige” Log-Likelihood-Funktion nicht berechenbar,
da die latenten Variablen 6;, w; und z; bei den verschiedenen Versuchspersonen
nicht beobachtet werden kénnen und somit in Gleichung (6.14) mehrere Sum-
manden unbestimmt bleiben. Eine Ubersicht {iber die unbekannten Gréfen der
Log-Likelihood-Funktion ist in Tabelle 6.5 wiedergegeben.

Wiren diese unbekannten Grofen bekannt, konnte die Log-Likelihood-Funk-
tion berechnet und Schitzwerte fiir die gesuchten Itemparameter bestimmt wer-
den. Der E-Schritt besteht nun darin, alle unbeobachteten Statistiken durch ih-
ren bedingten Erwartungswert zu ersetzen. Grundannahme dabei ist, dass die
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Tabelle 6.5: Ubersicht iiber die unbeobachtbaren GroRen der ,yollstindigen®
Log-Likelihood-Funktion (6.14)

| Nr | Komponente |
1 Zfil 0i
N
Zij\?1 07
> 07

oo~ ||k | N
g
Il
s
€
S

[y
(e}
(]
=
~
*
D>
[V

H
=

(]
&
™
&

H
[\
L
i3
I
Q
(Q

—
w
N
2
w
[ V)

—
e~

Zij\il Zigli

Personen aus einer Population stammen, in der die Personlichkeitseigenschaften
6 und w mit einer bestimmten Verteilung f(6,w) verteilt sind. Im Folgenden
wird fiir diese Verteilung eine bivariate Normalverteilung mit Korrelationsko-
effizienten p = 0 angenommen. Nach Beobachtung der Itemantworten und lo-
garithmierten Reaktionszeiten [x,t"] einer Person bei den G Aufgaben kann
die bedingte Verteilung der Personenparameter f(6,w|x,t") berechnet werden.
Hierfiir ist die Einfiihrung einer Indikatorfunktion hilfreich: Es sei I(z,z) die
Indikatorfunktion, welche fiir 1(0,z < 0) und I(1,z > 0) den Wert Eins und
ansonsten den Wert Null annimmt. Die auf die beobachteten Grofen x und t*
bedingte Verteilung der Personenparameter § und w ergibt sich dann als:

f0,w|x,t";a,d,c, 1k, o)
. ffooo H§:1 I(g, 24) f(24]0; ag, dg)f(t; 0,w;cg,dg,lg, kg, 04) f(0,w) dz
S SIS I (g, 20) f 2105 ag, dg) F(£510, w5 ¢, g, Ly, kg, 09) (0, ) dzdB dw
_ H§:1 P(xg|0;aq,dg) f(tg]0,w;cq,dg, lg, kg, 04) f(0,w)
SIS Plagl0; ag, dg) F(£10. w5 cq, dy, Ly, kg, 0q) £(0,w) A6 dw
B f(x,t"0,w;a,d,c, Lk, o) f(0,w)
[ [7 fx )8, w;a,d, ¢, Lk, o) f(8,w) df dw’

(6.15)

Bei den Verteilungen f(t,|0,w;cq,dg,lg, kg, 04) und f(24|0;ay, dg) handelt
es sich um Normalverteilungen mit den entsprechenden Verteilungsparametern,
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sieche Gleichung (6.12). Um allerdings eine konkrete bedingte Verteilung zu er-
halten, ist es notwendig, fiir die Itemparameter in Gleichung (6.15) vorlaufige
Werte ag, do, co, lg, kg und o zu wahlen. Dabei kann es sich entweder um frei
gewéhlte Startwerte handeln oder um Losungen eines friitheren EM-Zyklus. Lie-
gen vorlaufige Itemparameter vor, kénnen die bedingten Erwartungswerte der in
Tabelle 6.5 aufgelisteten Komponenten bestimmt werden. Die bedingten Erwar-
tungswerte der Komponenten 1-11 ergeben sich, wenn man die entsprechenden
Komponenten iiber die bedingte Verteilung f(6,w|t”, x; ag, do, co, lo, ko, 07¢) in-
tegriert. Der bedingte Erwartungswert von Komponente 1 berechnet sich bei-
spielsweise als:

E Zez Xi;t:;a07d0;c07107k050-0‘| =
=1
1
N N (6.16)
Z{/ / 0f (0, w|xi, t;;a0,do, co, 1o, ko, 070) df dw| .
i=1 /o000

Zwar ist dieses Integral nicht in geschlossener Form angebbar, jedoch kann
es iiber eine Gauss-Hermite-Quadratur approximiert werden. Die Anwendung
einer kartesischen Quadraturregel fiihrt zu einer gewichteten Summe von Funk-
tionswerten an ausgewéahlten Stiitzstellen:

N

E 291 Xi,t:;a()’do’Co’lo,ko,O'o} =
i1
N Q1 Q2

f(xi,t;|04,, wgs; A0, do, co, Lo, ko, 070)
I I T T

i=1 q1=1¢2=1 q3=1 Zq4:1 f(xia t:w(]s » Waqs A0, d07 Co, lOa kOv Uo)w%w%
(6.17)

Bei den Grofien wg, bis wg, handelt es sich um die Gewichte der Gauss-
Hermite-Quadratur, bei den Gréfen 6,4, bis wy, um die Stiitzstellen. Diese Gro-
fsen sind in Standardlehrbiichern zur numerischen Integration tabelliert (Davis
& Rabinowitz, 1975). Die weiteren Komponenten 2-11 in Tabelle 6.5 kénnen
analog berechnet werden. Die Bestimmung der auf die beobachtbaren Varia-
blen [x;,t;] bedingten Erwartungswerte von Komponente 12-14 in Tabelle 6.5
erfordert jedoch noch einen zusétzlichen Schritt. Hierbei kommt das Gesetz der
iterierten Erwartung zur Anwendung. Es gilt allgemein:

E[zig|xi,tﬂ = Eg [E[zzg|9,x“t:]] (618)

Bei Bedingung auf 6 sind die logarithmierten Reaktionszeiten t; und die
latenten Variablen z; bei den g Items voneinander unabhéngig, so dass der Er-
wartungswert E|[z;4]0,t;,x;] fir das g-te Item einfach berechnet werden kann.

Hierzu ist die Verteilung f(z;4|0,t;,%;) zu betrachten. Aufgrunde der Unab-
héngigkeit von t; und z,; vereinfacht sich diese Verteilung zu f(z;4|6,x;). Bei
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der bedingten Verteilung f(z;4]0,%;) handelt es sich um eine abgeschnittene
Normalverteilung, die an der Schwelle 0 gekappt wird. Die Momente der ab-
geschnittenen Normalverteilung sind bekannt und ergeben sich, wenn man die
Transformation z; = (0 — pu(zi4|0)) /o4 verwendet, als:

P(z1)

E[zig|a:ig = 1,9} = E[zig|zig > 0,9] = u(ziq]0) + Ugm (6.19)
2

02 [Zig|xig = 1,9} = 0’2 [zig|zig > 0,9] = U; 1+ Z1 1 ib(;l()Zl) - |:£((zll)):| ] .
(6.20)

Analog existieren Formeln fiir den Erwartungswert E[z;4|zig = 0,6] und fiir
die Varianz 02[z;4|x;; = 0,6]. Zu beachten ist dabei, dass u(zi4|0) nach der auf
S. 105 beschriebenen Logik auf den Personenparameter 6 zuriickgefiihrt werden
kann iiber die Beziehung p(z;4|6) = a4(6 — dg). Diese Vorstellung lag ja genau
der Auffassung einer Itemantwort als Resultat einer dichotomisierten, latenten
Variablen zu Grunde. Beziehung (6.19) und Beziehung (6.20) kénnen zur Be-
rechnung der Komponenten 12-14 in Tabelle 6.5 ausgenutzt werden. Sie dienen
dazu, den auf die Personenfihigkeit # bedingten Erwartungswert der Kompo-
nenten zu berechnen, also zur Berechnung des inneren Elements in Gleichung
(6.18). Den nicht auf 6 bedingten Erwartungswert erhilt man dann durch er-
neute Erwartungswertbildung iiber 6. Der auf die beobachteten Itemantworten
x; und logarithmierten Reaktionszeiten t; bedingte Erwartungswert von Kom-
ponente 12 berechnet sich beispielsweise als

N

Dz

i=1
N

E

Xlatz7a07 d07 Co, 10; kO; 0'0‘| =

> Eo | E[zil6. aog. bog]

Xz;t17a07d0700710;k0;60:| (621)

<.
=

N
Z[/ / Elziy|rig. 01 (6. w|Xutwao,d0700,107k0700)d9dw]7

i=1

wobei fiir E[z;g|xiq, 0] der Erwartungswert E[z;q]z;4 > 0, 0] gewéhlt wird, wenn
zig = 1 und Elzg4|zig < 0,6], wenn z;, = 0 ist. Zwar kann das Integral nicht
explizit bestimmt werden, doch ist es analog zu Gleichung (6.17) iiber eine
Gauss-Hermite-Quadratur approximierbar. Die restlichen Elemente in Tabelle
6.5 konnen auf die gleiche Weise bestimmt werden. Teilweise muss dabei jedoch
noch die bedingte Varianz o2 [z;4|x;g, 0] beriicksichtigt werden.

M-Schritt

Der M-Schritt beginnt, wenn alle unbeobachteten Komponenten in der Log-
Likelihood-Funktion (6.14) durch ihren bedingten Erwartungswert ersetzt wur-
den. Dies fiihrt zur ,erwarteten” Log-Likelihood-Funktion. Fiir diese ,erwarte-
te“ Log-Likelihood-Funktion kann das Maximum bestimmt werden. Ableitung
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der erwarteten Log-Likelihood-Funktion nach den unbekannten Itemparametern
und Nullsetzung der einzelnen Ableitungen ergibt ein Gleichungssystem, das
nach den gesuchten Itemparametern aufzulosen ist. Auch wenn sich theoretisch
explizite Losungen fiir die Itemparameter angeben lassen, scheitert die direkte
Berechnung dieser Losungen jedoch aus praktischen Griinden. Eine Auflosung
des Gleichungssystems nach dem Itemparameter b, ergab beispielsweise eine au-
Rerst uniibersichtliche Losung: Ware die Varianz 03 bekannt, wire die Lésung

fiir Eg bereits ein Polynom siebter Ordnung. Mdchte man das Gleichungssy-
stem weiter nach ag auflésen, ergibt sich eine praktisch nicht mehr handhabbare
Losungsgleichung. Die Schwierigkeit der Berechnung expliziter Losungen weist
daraufhin, dass bei der Maximierung der erwarteten Log-Likelihood-Funktion
mit vielen lokalen Extremwerten zu rechnen ist. Aufgrund der damit verbun-
denen Komplikationen wurde fiir die Maximierung der Funktion der Simplex-
Algorithmus von Nelder und Mead (1965) genutzt. Der Simplex-Algorithmus be-
sitzt den Vorteil, dass er ohne Berechnung der Ableitungen auskommt und als ro-
bust gilt. Versuche, die Maximierung iiber einen Newton-Raphson-Algorithmus
durchzufiihren, waren nicht erfolgreich. Allerdings tendierte auch der Simplex-
Algorithmus dazu, bei weniger guten Startwerten zu lokalen Extremwerten zu
konvergieren. Die Parameterschiatzung lebt somit von guten Startwerten. Aus
diesem Grund wurde dem EM-Algorithmus eine vorlaufige Schéitzung der Item-
parameter iiber die Momentmethoden vorgeschaltet: Die Itemparameter a, und
dg des zweiparametrigen Probit-Modells (6.7) lassen sich einfach mit Hilfe exi-
stierender Softwarepakete bestimmen, wenn man die Reaktionszeiten zunéchst
ignoriert. Liegen konsistente Schétzungen von a4 und d, vor, kénnen die weiteren
Parameter nach dem Verfahren der Momentmethode geschétzt werden. Voraus-
setzung ist dabei natiirlich die bivariate Standardnormalverteilung der latenten
Variablen 6 und w, von der bereits beim Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz
ausgegangen wurde. Wie bereits in Anhang A.2.2 dargelegt, ergibt sich das er-
ste nonzentrale Moment ul(t;) und das dritte zentrale Moment zs3 (t;) der
logarithmierten Reaktionszeit ¢, bei Item g als:

pity] = kg + 1y + lyd (6.22)
zus[ty] = 813 + 2413d> (6.23)

Setzt man in die Gleichungen (6.22) und (6.23) den bereits mit Hilfe der
Itemantworten berechneten Schatzer cfg ein, ist eine Auflésung des Gleichungs-
systems nach den unbekannten Parametern [, und k; moglich. Die noch feh-
lenden Parameter o4 und ¢4 sind dann {iber eine Faktorenanalyse bestimmbar.

Fiir die Kovarianz der logarithmierten Reaktionszeiten zweier Items j und g gilt
nach Modell (6.6) die Beziehung;:

U[t;tﬂ =21yl +4l4lidgd; + c4c;. (6.24)

Fiir die Itemparameter [y, [;, d; und d; konnen die bereits berechneten
Schiitzwerte eingesetzt werden. Korrigiert man die Kovarianz der logarithmier-
ten Reaktionszeiten zweier Items g und j um die Komponente 21,1; + 4l4l;dgd;,
erhilt man eine Residualkovarianz. Wird diese Korrektur fiir alle Items vor-
genommen, ergibt sich eine Matrix mit Residualkovarianzen, die mittels einer
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Faktorenanalyse ausgewertet werden kann. Allerdings ist hierfiir ein Verfahren
auszuwahlen, das keine positiv definite Kovarianzmatrix benotigt. Bei einem
ausreichend grofsem Datensatz sind die erhaltenen Schitzwerte bereits erstaun-
lich prizise.® Die so gefundenen Itemparameter kénnen dann als Eingangsgrofie
fiir den EM-Algorithmus und als Ausgangspunkt des M-Schrittes dienen.

Simulation der Itemparameterschitzung

Zur Uberpriifung der Eignung der Schitzverfahren wurde eine Simulation durch-
gefithrt. Generiert wurden Itemantworten und Reaktionszeiten bei einem Test
aus flnf Items fiir unterschiedlich grofie Stichproben. Die bei der Simulation
verwandten Itemparameter sind in Tabelle 6.6 zu finden. Ein Anliegen bei der
Auswahl der Itemparameter war die Bemiihung um ein realistisches Szenario:
Der Einfluss der Personlichkeitseigenschaften auf die Reaktionszeiten ist mode-
rat. Das Einflussgewicht der Personenféhigkeit [, ist negativ, um so eine um-
gekehrt U-formige Beziehung zwischen der Reaktionszeit und der Distanz von
Person und Item auf der Fahigkeitsdimension zu erreichen.

Tabelle 6.6: Log-normalverteilte RT mit quadratischer Parametrisierung: Wahre
Ttemparameter der Aufgaben

[Ttem [ ag | dy [ ¢ | 1y [ kg | 04 ]
1 1.00 | -1.00 | 0.25 | -0.50 | 0.50 | 1.00
1.00 | -0.50 | 0.25 | -0.50 | 0.50 | 1.00
1.00 | 0.00 | 0.50 | -0.50 | 0.50 | 1.00
1.00 | 0.50 | 0.50 | -0.25 | 0.50 | 1.00
1.00 | 1.00 | 0.50 | -0.25 | 0.50 | 1.00

(SN NV N )

Simuliert wurden jeweils 35 Datensitze aus 1000 und 10000 Versuchsper-
sonen. Auf noch kleinere Stichproben wurde aufgrund der sich abzeichnenden
Instabilitdt der Schitzung verzichtet. Fiir jede Versuchsperson wurden aus einer
bivariaten Standardnormalverteilung mit Korrelationskoeffizient p = 0 zuféllige
Eigenschaftsauspriagungen gezogen. Anschlieffend wurden Reaktionszeiten und
Itemantworten fiir fiinf Items gemé&f Modell (6.6) und Modell (6.7) erzeugt.
Mit Hilfe der Momentmethode wurden vorliufige Itemparameterschitzer be-
stimmt. In einem ersten Schritt diente die Prozedur LTM des Programms R zur
Analyse der Itemantworten mit einem zweiparametrigen Logit-Modell. Durch
Reskalierung mit dem Faktor 1.702 konnte der Trennschérfeparameter a, des
Logit-Modells in den entsprechenden Trennschirfekoeffizient des Probit-Modells
transformiert werden (Savalei, 2006). Dies fiihrte zu den vorldufigen Schétzern

der Itemparameter @, und d.

3Uber die Momentmethode kinnen iibrigens auch die Itemparameter des Quasi-Likelihood-
Modells mit quadratischer Parametrisierung (Kapitel 4.2.2) geschitzt werden. Bei Ableitung
der Momentschidtzer wurde nadmlich keine Annahme {iber die genaue Verteilungsform der
Reaktionszeiten gemacht. Als einzige zusédtzliche Bedingung muss gefordert werden, dass das
dritte Moment der Residualkomponente Null ist, was bei symmetrischer Verteilung jedoch
immer gilt.
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Eine Auflésung der Momentgleichungen (6.22) und (6.23) ergab die vorldu-
figen Parameterschitzer Eg und lAg. Diese Werte wurden genutzt, um die Ko-
varianzmatrix der logarithmierten Reaktionszeiten (6.24) um die Komponente
2792} + 42;2\]'&;&\]' zu korrigieren. Die korrigierte Kovarianzmatrix wurde mit dem
Programm R iiber die Prozedur FACTANAL faktorisiert. Anschliefend dienten
diese vorldufigen Parameterschétzer als Startwerte in einem nachgeschalteten
EM-Algorithmus. Die approximative Berechung der erwarteten Log-Likelihood-
Funktion basierte dabei auf einer numerischen Quadratur mit 15 Quadratur-
punkten pro Dimension. Der EM-Algorithmus wurde abgebrochen, wenn sich
die marginale Log-Likelihood-Funktion bei 10000 Versuchspersonen weniger als
1 bzw. bei 1000 Versuchspersonen weniger als 0.1 verbesserte.*

Fiir alle generierten Datensitze konnten {iber die Momentmethode Start-
werte bestimmt werden. Probleme mit dem letzten Schritt (Faktorisierung der
korrigierten Kovarianzmatrix) traten nicht auf, obwohl dies sicherlich der kri-
tischste Abschnitt der Momentschitzung war. Die in R implementierte Vari-
ante der Faktorenanalyse basiert auf dem instabilen Verfahren der Maximum-
Likelihood-Schétzung, welches eine positiv definite Kovarianzmatrix benotigt
und nicht immer zu einer addquaten Losung konvergiert. Das Konvergenzver-
halten des Momentmethoden-Schitzers ist daher eine positive Uberraschung.
Aber auch der EM-Algorithmus konvergierte stabil gegen eine Lésung. Bei den
durchgefiihrten Simulationen erwies sich der Simplex-Algorithmus als relativ
robust, auch wenn er nicht immer das absolute Maximum der erwarteten Log-
Likelihood-Funktion fand, sondern gelegentlich in einem lokalen Maximum lan-
dete. Allerdings wurde dieser Fehler in den folgenden Zyklen des EM-Schrittes
wieder ausgeglichen, so dass letztendlich immer das absolute Maximum oder zu-
mindest ein Maximum in der Nihe der wahren Parameter gefunden wurde. Bei
10000 Versuchspersonen wurden durchschnittlich 5.3 Iterationsschritte benotigt
(max: 9). Die geringe Anzahl von Iterationsschritten liegt sicherlich daran, dass
mit Hilfe der Momentmethode bereits gute Startwerte gefunden werden konn-
ten — die Momentmethode sollte eine konsistente Schitzung der Itemparameter
erlauben. Bei einem Datensatz aus 1000 Versuchspersonen stieg die Anzahl der
Iterationen an: Durchschnittlich wurden nun 13.1 (max: 30) Schritte bendtigt.

In Tabelle 6.7 und Tabelle 6.8 sind die Ergebnisse der Schitzung aufgefiihrt
— die vorldufigen Schétzer der Momentmethode finden sich dabei immer auf
der linken Seite, die des Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatzes sind auf der
rechten Seite aufgelistet. Diese Darstellung erlaubt einen Vergleich der beiden
Schétzverfahren.

Bei grofsem Stichprobenumfang lassen sich die Itemparameter prizise be-
stimmen. Steht eine Stichprobe von 10000 Versuchspersonen zur Verfiigung,
liefert bereits die Momentmethode gute Schétzergebnisse. Dies ist umso posi-
tiver zu bewerten, da pro Momentschitzung weniger als eine Minute Rechen-
zeit bendtigt wurde, die Schatzung nach dem EM-Verfahren immerhin mehrere
Stunden dauerte. Betrachtet man die absoluten Abweichungen, verbessert der
wesentlich aufwendigere EM-Ansatz die Itemparameterschétzung nur unwesent-

4Im letzten Tterationsschritt betrug die marginale Log-Likelihood-Funktion bei 10000 Ver-
suchspersonen etwa -100000, bei 1000 Versuchspersonen etwa -10000. Die Abbruchkriterien
entsprachen somit in etwa denselben relativen Verédnderungen. Auch zeigte sich, dass im letz-
ten Iterationsschritt kaum noch Verinderungen der Itemparameter auftraten.
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Tabelle 6.7: Itemparameterschitzung bei log-normalverteilten Reaktionszeiten
und quadratischer Parametrisierung — Ergebnisse der 35 Simulationen mit

N=10000

| Methode || Momentmethode || EM-Algorithmus

| Parameter a
Item 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Min 0.963 | 0.941 | 0.883 | 0.952 | 0.989 0.964 | 0.941 | 0.907 | 0.963 | 0.969
Max 1.121 | 1.109 | 1.059 | 1.105 | 1.103 1.074 | 1.107 | 1.045 | 1.081 | 1.092
Mean 1.055 | 1.010 | 0.989 | 1.006 | 1.040 1.030 | 1.007 | 0.996 | 1.003 | 1.023
STD 0.035 | 0.038 | 0.037 | 0.033 | 0.030 0.026 | 0.033 | 0.029 | 0.028 | 0.027
RMSE 0.065 | 0.039 | 0.038 | 0.034 | 0.049 0.040 | 0.034 | 0.029 | 0.028 | 0.035

| Parameter d
Ttem 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, -1.000 | -0.500 | 0.000 | 0.500 | 1.000 || -1.000 | -0.500 | 0.000 | 0.500 | 1.000
Min -1.041 | -0.531 | -0.039 | 0.460 | 0.941 || -1.041 | -0.537 | -0.039 | 0.473 | 0.961
Max -0.917 | -0.438 | 0.049 | 0.541 | 1.036 || -0.941 | -0.453 | 0.047 | 0.533 | 1.046
Mean -0.976 | -0.498 | 0.001 | 0.499 | 0.991 || -0.996 | -0.503 | 0.001 | 0.502 | 0.998
STD 0.028 | 0.021 | 0.021 | 0.019 | 0.024 0.020 | 0.018 | 0.015 | 0.017 | 0.023
RMSE 0.036 | 0.021 | 0.021 | 0.019 | 0.026 0.021 | 0.019 | 0.016 | 0.017 | 0.023

| Parameter c
Ttem 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 0.250 | 0.250 | 0.500 | 0.500 | 0.500 0.250 | 0.250 | 0.500 | 0.500 | 0.500
Min 0.159 | 0.182 | 0.440 | 0.419 | 0.417 0.197 | 0.234 | 0.455 | 0.462 | 0.437
Max 0.329 | 0.302 | 0.547 | 0.604 | 0.583 0.304 | 0.302 | 0.555 | 0.544 | 0.548
Mean 0.236 | 0.254 | 0.503 | 0.496 | 0.493 0.250 | 0.264 | 0.510 | 0.499 | 0.494
STD 0.039 | 0.030 | 0.029 | 0.041 | 0.037 0.023 | 0.018 | 0.023 | 0.024 | 0.025
RMSE 0.042 | 0.030 | 0.029 | 0.041 | 0.038 0.023 | 0.023 | 0.026 | 0.024 | 0.026

| Parameter 1
Item 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, -0.500 | -0.500 | -0.500 | -0.250 | -0.250 || -0.500 | -0.500 | -0.500 | -0.250 | -0.250
Min -0.523 | -0.534 | -0.547 | -0.303 | -0.278 || -0.515 | -0.517 | -0.523 | -0.274 | -0.262
Max -0.476 | -0.466 | -0.467 | -0.208 | -0.215 || -0.480 | -0.470 | -0.465 | -0.226 | -0.233
Mean -0.499 | -0.499 | -0.501 | -0.251 | -0.247 || -0.494 | -0.490 | -0.492 | -0.249 | -0.248
STD 0.010 | 0.016 | 0.018 | 0.021 | 0.012 0.008 | 0.012 | 0.014 | 0.011 | 0.007
RMSE 0.010 | 0.016 | 0.018 | 0.021 | 0.012 0.010 | 0.016 | 0.016 | 0.011 | 0.008

| Parameter k
Ttem 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.500 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.500
Min 0.423 | 0.462 | 0.459 | 0.445 | 0.428 0.429 | 0.459 | 0.460 | 0.466 | 0.471
Max 0.536 | 0.551 | 0.565 | 0.580 | 0.546 0.517 | 0.511 | 0.524 | 0.546 | 0.538
Mean 0.473 | 0.498 | 0.499 | 0.502 | 0.492 0.483 | 0.489 | 0.491 | 0.500 | 0.499
STD 0.031 | 0.019 | 0.020 | 0.028 | 0.027 0.016 | 0.011 | 0.015 | 0.017 | 0.016
RMSE 0.041 | 0.019 | 0.020 | 0.029 | 0.028 0.023 | 0.016 | 0.018 | 0.017 | 0.016

| Parameter o
Item 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Min 0.914 | 0.889 | 0.954 | 0.958 | 0.885 0.987 | 0.960 | 0.953 | 0.962 | 0.952
Max 1.190 | 1.060 | 1.043 | 1.064 | 1.109 1.064 | 1.035 | 1.051 | 1.057 | 1.061
Mean 1.055 | 0.995 | 0.994 | 1.002 | 1.016 1.024 | 1.004 | 0.998 | 1.003 | 1.010
STD 0.071 | 0.040 | 0.021 | 0.026 | 0.044 0.020 | 0.019 | 0.022 | 0.024 | 0.024
RMSE 0.089 | 0.041 | 0.022 | 0.026 | 0.047 0.031 | 0.019 | 0.022 | 0.024 | 0.026
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Tabelle 6.8: Itemparameterschitzung bei log-normalverteilten Reaktionszeiten
und quadratischer Parametrisierung — Ergebnisse der 35 Simulationen mit

N=1000

| Methode || Momentmethode || EM-Algorithmus

| Parameter a
Item 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000 1.000
Min 0.820 | 0.860 | 0.795 | 0.804 | 0.876 0.779 | 0.899 | 0.829 0.803 0.888
Max 1.347 | 1.254 | 1.152 | 1.313 | 1.566 1.206 | 1.199 | 1.190 1.210 1.205
Mean 1.086 | 1.013 | 0.983 | 1.018 | 1.074 1.019 | 1.011 | 0.986 1.006 1.021
STD 0.125 | 0.105 | 0.092 | 0.108 | 0.157 0.096 | 0.089 | 0.073 0.090 0.074
RMSE 0.151 | 0.106 | 0.094 | 0.110 | 0.174 0.098 | 0.090 | 0.074 0.090 0.077

| Parameter d
Ttem 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, -1.000 | -0.500 | 0.000 | 0.500 | 1.000 || -1.000 | -0.500 | 0.000 0.500 1.000
Min -1.103 | -0.638 | -0.125 | 0.352 | 0.820 || -1.109 | -0.633 | -0.094 | 0.348 0.826
Max -0.844 | -0.401 | 0.150 | 0.636 | 1.168 || -0.884 | -0.406 | 0.164 0.702 1.125
Mean -0.957 | -0.492 | 0.000 | 0.498 | 0.985 || -1.003 | -0.505 | 0.007 0.503 1.000
STD 0.067 | 0.059 | 0.062 | 0.068 | 0.077 0.061 | 0.051 | 0.054 0.067 0.061
RMSE 0.080 | 0.059 | 0.062 | 0.068 | 0.078 0.061 | 0.052 | 0.055 0.067 0.061

| Parameter c
Ttem 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 0.250 | 0.250 | 0.500 | 0.500 | 0.500 0.250 | 0.250 | 0.500 0.500 0.500
Min 0.010 | 0.142 | 0.317 | 0.169 | 0.179 0.087 | 0.111 | 0.255 0.366 0.248
Max 0.545 | 0.569 | 0.686 | 1.118 | 0.847 0.385 | 0.431 | 0.665 1.011 0.732
Mean 0.226 | 0.267 | 0.505 | 0.541 | 0.507 0.266 | 0.289 | 0.507 0.517 0.501
STD 0.125 | 0.103 | 0.084 | 0.186 | 0.138 0.062 | 0.070 | 0.079 0.121 0.101
RMSE 0.128 | 0.104 | 0.085 | 0.191 | 0.138 0.065 | 0.080 | 0.079 0.122 0.101

| Parameter 1
Item 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, -0.500 | -0.500 | -0.500 | -0.250 | -0.250 || -0.500 | -0.500 | -0.500 | -0.250 | -0.250
Min -0.599 | -0.639 | -0.644 | -0.323 | -0.286 || -0.564 | -0.547 | -0.553 | -0.310 | -0.305
Max -0.420 | -0.415 | -0.393 | -0.011 | -0.154 || -0.401 | -0.408 | -0.403 | -0.198 | -0.205
Mean -0.499 | -0.501 | -0.493 | -0.222 | -0.242 || -0.490 | -0.486 | -0.490 | -0.2244 | -0.250
STD 0.040 | 0.050 | 0.054 | 0.076 | 0.035 0.033 | 0.036 | 0.036 0.025 0.021
RMSE 0.040 | 0.050 | 0.055 | 0.081 | 0.036 0.035 | 0.038 | 0.037 0.025 0.021

| Parameter k
Ttem 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.500 0.500 | 0.500 | 0.500 0.500 0.500
Min 0.222 | 0.382 | 0.358 | 0.180 | 0.279 0.349 | 0.378 | 0.376 0.408 0.332
Max 0.674 | 0.675 | 0.682 | 0.655 | 0.675 0.578 | 0.609 | 0.601 0.602 0.605
Mean 0.463 | 0.505 | 0.496 | 0.475 | 0.480 0.491 | 0.493 | 0.496 0.505 0.503
STD 0.093 | 0.067 | 0.061 | 0.112 | 0.092 0.056 | 0.041 | 0.048 0.043 0.051
RMSE 0.100 | 0.067 | 0.061 | 0.115 | 0.094 0.057 | 0.042 | 0.048 0.044 0.052

| Parameter o
Item 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Wert, 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000 1.000
Min 0.756 | 0.661 | 0.799 | 0.006 | 0.677 0.869 | 0.856 | 0.846 0.166 0.681
Max 1.486 | 1.177 | 1.207 | 1.131 | 1.211 1.138 | 1.313 | 1.227 1.130 1.137
Mean 1.091 | 0.978 | 1.000 | 0.933 | 0.983 1.019 | 0.996 | 1.010 0.996 0.981
STD 0.173 | 0.117 | 0.087 | 0.210 | 0.143 0.056 | 0.054 | 0.072 0.175 0.094
RMSE 0.195 | 0.119 | 0.087 | 0.220 | 0.144 0.059 | 0.054 | 0.073 0.178 0.095
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lich. Pro Itemparameter sinkt die Varianz der Itemparameterschitzer nur um
den Betrag von etwa 0.020 ab. Allerdings ist der Effizienzgewinn betréchtlich:
In der Regel ist die Varianz der EM-Schéitzer nur halb so grofs wie die Vari-
anz der Momentmethoden-Schétzer. Interessanterweise tritt dieser Effekt bei
allen Itemparametern auf. Dies ist {iberraschend, da es sich bei der Moment-
methode ja nur teilweise um eine Schitzung anhand von Stichprobenmomenten
handelt: Die Itemparameter a, und d, werden bei diesem Ansatz ebenfalls {iber
einen Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz geschétzt. Dennoch profitiert die
Schitzung dieser Parameter von dem nachgeschalteten EM-Algorithmus. Eine
Beriicksichtigung der Reaktionszeiten verbessert somit nicht nur die Schitzung
der Personenfihigkeit, sondern auch die Bestimmung der Itemparameter des
IRT-Modells. Interessant ist auch der Umstand, dass beim Momentmethoden-
Ansatz die Parameter a, und d; mit &hnlicher Prézision geschéitzt werden, wie
die iibrigen Parameter. Dies ist deshalb bemerkenswert, da die Schétzung der
iibrigen Parameter einerseits auf dem mit groffer Schwankung behafteten, drit-
ten Stichprobenmoment beruht, andererseits auf den fehlerbehafteten Schitzer
ay und dg basiert. Dies schligt sich jedoch nicht wesentlich in einem grofen
Standardfehler nieder.

Bei einer Stichprobe von 1000 Versuchspersonen fillt die Bilanz weniger po-
sitiv aus. Zwar finden sich keine Hinweis auf einen nennenswerten Bias, weder
bei der Schétzung nach der Momentmethode noch bei der Schitzung {iber den
Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz. Allerdings treten vereinzelt pathologi-
sche Schitzwerte auf, beispielsweise eine Merkmalsvarianz von 0.006 (der klein-
ste Schétzwert bei Item 4). Dies ist ein Zeichen, dass besonders der Moment-
methoden-Schitzer bei kleinen Stichproben mit Vorsicht anzuwenden ist. Den-
noch kann wiederum festgestellt werden, dass durch eine gemeinsame Schitzung
der Itemparameter von RT- und IRT-Modell auch die Bestimmung der Item-
parameter des zweiparametrigen Probit-Modells profitiert. Dies zeigt sich im
Absinken der Varianz der Schitzwerte bei gemeinsamer Schétzung iiber den
EM-Algorithmus.

Wenn auch der EM-Algorithmus zu besseren Schéitzergebnissen fiihrt, so
ist dabei zu bedenken, dass der EM-Algorithmus auf restriktiveren Annah-
men beruht als der Momentmethoden-Ansatz, der auch ohne die Annahme log-
normalverteilter Reaktionszeiten zu konsistenten Schitzergebnissen fiihrt. Auch
ist der EM-Ansatz mit erheblichem Rechenaufwand verbunden (bis zu 8 Stun-
den bei einer Berechnung mit dem Softwarepaket R). Aussagen dariiber, wie sich
die Schétzverfahren in der Praxis bew#hren kénnten, wenn die Modellannahmen
nicht vollstindig erfiillt sind, lassen sich allerdings von den Simulationsergeb-
nissen nur mit Einschrinkung ableiten.

6.3 Diskussion

Ziel des aktuellen Kapitels war es, Schitzverfahren fiir die im vierten Kapitel
beschriebenen Accelerated Failure Time Modelle zu entwickeln. Die Verfiigbar-
keit préziser Itemparameterschitzer ist eine zwingende Voraussetzung fiir eine
Nutzung der Reaktionszeitmodelle zur Diagnostik.
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Wie gezeigt werden konnte, ist es moglich, die Itemparameter der einzel-
nen Modelle relativ prazise zu bestimmen. Zwar sind teilweise gute Startwerte
notwendig, jedoch konnen diese iiber einen vorgeschalteten Momentmethoden-
Schitzer auf einfache Weise gefunden werden. Aufierdem sind fiir eine gute
Schitzung der Itemparameter grofte Stichproben notwendig. Bereits bei Stich-
proben von 1000 Personen treten teilweise recht hohe Abweichungen zwischen
dem wahrem Wert und dem Schétzwert eines Itemparameters auf. Dies ist aller-
dings keine Schwiche der Reaktionszeitmodelle allein. Bei dem Momentmethoden-
Schétzer des Modells mit quadratischer Parametrisierung besteht der erste Schritt
in einer separaten Analyse der Itemantworten mit einem Standardschitzverfah-
ren fiir zweiparametrige Logit-Modelle. Dies ist aber genau das Schétzverfahren,
das man ohne Beriicksichtigung der Reaktionszeiten zur Auswertung des Tests
herangezogen hitte. Bei einem Vergleich der Schitzleistung dieses ersten Schrit-
tes mit den EM-Schitzern der entsprechenden Itemparameter bei gemeinsamer
Schitzung aller Modellparameter stellt man fest, dass die Parameterschitzung
durch die gemeinsame Beriicksichtigung der Itemantworten und Reaktionszeiten
verbessert wird. Die Notwendigkeit grofer Stichproben beruht also nicht alleine
auf dem zusitzlichen Einbezug der Reaktionszeiten.

Es ist nicht nur die Notwendigkeit groffer Stichproben, welche die Itempara-
meterschitzung erschwert, sondern auch die Rechenintensitit der Verfahren, zu-
mindest wenn der EM-Algorithmus zum Einsatz kommt. Beim EM-Algorithmus
wird der auf die Itemantworten und Reaktionszeiten bedingte Erwartungswert
der Log-Likelihood-Funktion berechnet. Im vorherigen Kapitel zur Schitzung
der Reaktionszeitmodelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten vereinfachte sich
die Erwartungswertbildung dadurch, dass alle Personen mit demselben Ant-
wortmuster denselben bedingten Erwartungswert erhalten konnten. Die Zahl
der zu berechnenden bedingten Erwartungswerte entspricht dabei der Anzahl
der verschiedenen Antwortmuster. Diese Vereinfachung ist bei Betrachtung der
kontinuierlichen Reaktionszeiten nicht mehr moglich. Hier muss der bedingte
Erwartungswert fiir jede Person gesondert bestimmt werden. Dadurch wird das
Verfahren sehr rechenintensiv. Rechenzeiten von acht Stunden sind trotz guter
Startwerte bei einem Stichprobenumfang von 10000 Personen keine Seltenheit.
Allerdings konnte die Rechenzeit durch eine effizientere Implementierung des
Algorithmus verkiirzt werden.



Kapitel 7

Der Beitrag von
Reaktionszeiten zur
Fahigkeitsschatzung

Die Idee, die bei der Bearbeitung von psychologischen Tests aufgezeichneten
Reaktionszeiten in die Diagnostik einzubeziehen, ist nicht neu. Ferrando (2006,
S. 145) bemerkt: ,If the response time is consistently related to certain item
and respondent characteristics [...], then the additional information provided
by this variable could be used to obtain more accurate estimates of the item
and respondent parameters“. Auch Tyron und Mulloy (1993, S. 231) regen die
Verwendung von Reaktionszeiten an: ,,Computer measured response time provi-
des information that is methodologically independent from item content [...].
If such information is psychologically relevant, then the reliability and validity
of objective personality tests could be improved by using both the scale scores
and RT“. Eine konsequente Umsetzung dieses Gedankens ist bisher allerdings
ausgeblieben.

Reaktionszeiten bei Testitems sind in der psychologischen Diagnostik auf
vielfdltige Weise nutzbar. Beispielsweise konnen ,Speedmafse als eigenstandi-
ge Grofen neben den Skalenwerten zur Verhaltensprognose verwendet werden
(Holden & Fekken, 1993; Siem, 1996; van den Wollenberg & Creemers, 1986).
Wenn man aber davon ausgeht, dass Reaktionszeiten und Itemantworten von
derselben Personlichkeitseigenschaft, der Personenfihigkeit 6, beeinflusst wer-
den, dann kann man die Reaktionszeiten dazu nutzen, die Schéitzung der Fa-
higkeitsausprigung einer Person zu verbessern. Die Mdglichkeit, durch die Be-
trachtung der Reaktionszeit die Schitzung der Personenféhigkeit zu verbessern,
wurde bisher jedoch nur selten untersucht, gegenwirtig liegen nur die Arbeiten
zweier Autoren vor, die Veroffentlichungen von van der Linden (2008) sowie
die von Ferrando und Lorenzo-Sevas (2007a) bzw. Ferrando und Lorenzo-Sevas
(2007b). Das folgende Kapitel behandelt daher die Frage, welchen Nutzen die
vorgeschlagenen Reaktionszeitmodelle fiir die F&higkeitsschitzung besitzen.
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7.1 Nutzen der RT fiir die Schitzung der Fahig-
keit

Die psychologische Diagnostik versucht, die Eigenschaften von Personen aus de-
ren Verhalten bei standardisierten Testaufgaben zu erschliefen. Grundlage vie-
ler diagnostischer Verfahren sind Verhaltensmodelle, welche das Verhalten einer
Person als Funktion bestimmter Personlichkeitseigenschaften modellieren. An-
hand dieser Modelle kann dann versucht werden, vom beobachteten Verhalten
auf die zugrunde liegenden Eigenschaften zu schliefen. Im Verlauf der aktuellen
Arbeit wurden mehrere Modelle fiir Reaktionszeiten und Itemantworten vorge-
stellt. Bei diesen Modellen hing die gemeinsame Verteilung der Itemantworten
und Reaktionszeiten von zwei Personlichkeitseigenschaften, der Personenfihig-
keit 6 und dem Residualfaktor w, ab. Angenommen wurde, dass die Itemant-
worten und Reaktionszeiten einer Person unabhingig voneinander verteilt sind,
wenn auf die Personlichkeitseigenschaften 6 und w als einzige systematische Ur-
sachen bedingt wird. Beobachtet man die Itemantworten x = [z1,...,z¢| und
die Reaktionszeiten t = [t1,...,t¢] einer Person bei G Aufgaben, gilt fiir die
gemeinsame Verteilung dieser Groéfsen somit:

ft,x|0,w) =

G G
H f(t |9,w)] lH f(xg|t9)] : (7.1)

Fiir die Verteilungen f(¢4]6,w) und f(z4]0) konnen Modelle aus dem dritten
und vierten Kapitel gewdhlt werden. Steht eine Eichstichprobe zu Verfiigung,
lassen sich die Itemparameter mit den im fiinften und sechsten Kapitel beschrie-
benen Verfahren schétzen. Fasst man die geschitzten [temparameter als wahre
Itemparameter auf, kann anhand des Antwort- und Reaktionszeitmusters einer
Person deren Ausprigung auf der Fahigkeits- und Residualfaktordimension iiber
die Maximum-Likelihood-Methode bestimmt werden. Wahrend im dritten und
vierten Kapitel die Féhigkeitsschidtzung anhand der Itemantworten oder der Re-
aktionszeiten getrennt voneinander betrachtet wurde, werden in diesem Kapitel
die Vorteile einer gemeinsamen Schéitzung analysiert.

Bei der Maximum-Likelihood-Schitzung der Personenparameter werden die-
se als fixe* Verteilungsparameter aufgefasst, ungeachtet der Tatsache, dass Per-
sonenparameter eigentlich Realisierungen von Zufallsvariablen sind. Betrach-
tet wird dabei die auf die Personenparameter bedingte Verteilung der Beob-
achtungen. Die Log-Likelihood-Gleichung einer Person mit einem bestimmten
Reaktionszeit- und Antwortmuster bei G Aufgaben ist:

Zlog (tyl0,w)) + Zlog (f(z410)). (7.2)

g=1

Die Maximum-Likelihood-Schétzer der Persénlichkeitseigenschaften 6 und w
sind diejenigen Werte 6 und & w, welche die Log-Likelihood-Funktion bei den ge-
gebenen Beobachtungsdaten [x,t] maximieren. Mochte man die Prézision der
Eigenschaftsschéitzung bestimmen, ist die Varianz der Schitzer von Interesse.
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Da besonders die Personenféhigkeit 6 im Interesse des diagnostischen Prozes-
ses steht, sei die folgende Diskussion auf die Varianz des Fahigkeitsschitzers 0
beschriankt. Diese Varianz lasst sich mit Hilfe der Fisher-Information des Tests
berechnen.

Die Fisher-Information des Tests setzt sich aus den Fisher-Informationen
der Items zusammen. Diese wurden fiir die einzelnen Reaktionszeit- und Item-
Response-Modelle im dritten und vierten Kapitel berechnet. Aufgrund der be-
dingten Unabhéngigkeit der Itemantworten und Reaktionszeiten eines Tests
konnen die Fisher-Informationen der Reaktionszeiten und der Itemantworten
summiert werden. Da es sich um ein zweiparametriges Modell handelt, ergibt
sich eine Matrix:

—E[ & log f(x,/6)] 0 ]
0 0

~E[ s log f(t510,)]  —B| 595 log £ (1516,w)]
S| B[ og ftel0.0)] B Ly 108 f(t4]6,0)]

Wie unmittelbar ersichtlich ist, handelt es sich bei der Informationsmatrix
nicht um eine Diagonalmatrix, so dass die Interpretation nicht allein auf die
Diagonale beschrinkt bleiben kann. Im Vergleich zu einer Nichtbeachtung der
Reaktionszeiten t und einer Schitzung der Personenfihigkeit 6 allein aufgrund
der Itemantworten x kommt es aber durch die Beriicksichtigung der Reaktions-
zeiten auf alle Falle zu einer Reduktion der Varianz von 6. Dies zeigen einfache
Uberlegungen. Die asymptotische Kovarianzmatrix von Maximum-Likelihood-
Schétzern kann {iber die Inverse der Informationsmatrix berechnet werden —
siehe Gleichung (2.15) und Gleichung (2.16). Diese Beziehungen gelten bei An-
nahme bestimmter Regularitdtsbedingungen auch im Falle nicht identisch ver-
teilter Zufallsvariablen (Bradley & Gart, 1962). Die Inverse der Matrix (7.3)
lasst sich symbolisch schreiben als

1L(0,w) = [ mre o }1, (7.4)

x,t c

wobei das Element a; = Zle —E[(,?—;z log f(x4|0)] aus dem ersten Summan-
den von Gleichung (7.3) stammt und die iibrigen Elemente die entsprechen-
den Elemente des zweiten Summanden von Gleichung (7.3) sind. Die Varianz
des Maximum-Likelihood-Schitzers der Personenféhigkeit 6 findet sich in dem

zu 6 gehérenden Diagonalelement 1;11;[11] (,w) der inversen Informationsmatrix

I;lt(O, w). Eine Inversion der Informationsmatrix ergibt fiir dieses Element:

_ d 1
Ix,i[ll] (G’W) = ( = 2N " (75)

ay + ag)d — 2 a1 + (az_ 7)

Die Groke 1/a; = 1/ 25:1 [— E[aa—;2 log f(24|0)]] entspricht genau der Va-
rianz eines Maximum-Likelihood-Schéitzers der Personenfihigkeit 0 bei einer
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Schétzung anhand der Itemantworten alleine, also bei Schéitzung ohne Beach-
tung der Reaktionszeiten. Es kann nun gezeigt werden, dass durch Berticksich-
tigung der Reaktionszeiten die Varianz des Fahigkeitsschitzers 0 zwangsldufig
abnimmt. Beim zweiten Summanden von Gleichung (7.3) handelt es sich um die
Informationsmatrix der Reaktionszeiten, woraus geschlossen werden kann, dass
diese Matrix positiv definit ist, mit positiven Diagonalelementen. Somit gilt nach
dem Kriterium von Sylvester die Ungleichung asd—c? > 0 (Searle, 1982, S. 205).
Aus dieser Beziehung folgt as > ¢2/d, so dass A = ay — ¢?/d > 0. Dies fiihrt
zu 1/a; > 1/(a1 + A). Die Varianz des Maximum-Likelihood-Schétzers der Per-
sonenfihigkeit 9 sinkt bei Beriicksichtigung der Reaktionszeiten somit auf alle
Fille gegeniiber einer alleinigen Schitzung aufgrund der Itemantworten, selbst
wenn zusétzlich ein zweiter Personenparameter w beteiligt ist. Allerdings f&llt
aufgrund der Notwendigkeit der Schitzung von w die Varianzreduktion geringer
aus als bei einem eindimensionalen Reaktionszeitmodell.

Tatsdchlich lasst sich die durch die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten
erzielte Varianzreduktion auch mit einem zweiten Argument begriinden, wel-
ches eine weitere Eigenschaft der Fahigkeitsschitzung verdeutlicht. Schitzt man
die Féhigkeit allein aufgrund der Itemantworten x einer Person, erhilt man
einen ersten Schitzer fx mit Varianz 1/aq, wobei a1 die Fisher-Information der
Itemantworten aus Matrix (7.3) ist. Berlicksichtigt man lediglich die Reakti-
onszeiten t zur Féhigkeitsschitzung, erhilt man einen Schitzer §t mit Varianz
d/(asd — c*). Diese Varianz ist das entsprechende Element der Inversen der
Fisher-Informationsmatrix der Reaktionszeiten, siche Gleichung (7.3). Die bei-
den Schétzer konnen mit der Linearkombination Hp = kg 9 + ktf)t zusammen-
gefasst werden, wobel k. undA k; Gewichte sind mit der Restriktion &k, + k; = 1.
Handelt es sich bei fx und 6y um konsistente Schitzer, ist der neue Schétzer
0, bei einer derartigen Gewichtung ebenfalls konsistent (Greene, 2003, S. 904).
Optlmalerwelse wihlt man diejenigen Gewichte k, und ki, die zu minimaler Va-
rianz von 9 fithren. Diese Gewichte héngen von der Varianz der Summanden Ox
und 0t ab und konnen, wenn man die Unabhéngigkeit der beiden Schitzer aus-
niitzt, einfach berechnet werden — siehe hierfiir zum Beispiel Goldberger (1998,
S. 141). Beim aktuellen Beispiel sind diese optimalen Gewichte:

b d/(azd — c?)
* 1/ay +d/(azd — ¢2)
kt _ 1/&1

1/a1 +d/(agd — c2)’

Die Komponenten a; bis d stehen fiir die entsprechenden Elemente aus
Matrix (7.3). Die bei dieser Gewichtung resultierende Varianz des gemittelten
Schétzers 6, ist dann:
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0*(0,) = k30™(0x) + ki o® (By)
B df(axd—¢*) 171 1/a 24
| 1/ay +d/(agd — 02)] ay [1/@1 +d/(azd — )| (agd — c?)
d
- (a1 + ag)d — 2’

(7.6)

Dies entspricht jedoch genau dem Element I;i[n] (0, w) der inversen Fisher-
Informationsmatrix bei gemeinsamer Beriicksichtigung der Reaktionszeiten und
Itemantworten (7.5). Die resultierende Varianz (7.5) kann somit alternativ als
Varianz einer optimal gewichteten Zusammenfassung zweier Schatzer aufgefasst
werden. Es ist leicht versténdlich, dass diese Varianz hochstens so grofs sein kann
wie die kleinste Einzelvarianz eines der beiden Schitzer. Dies ist ein weiterer
Beleg dafiir, dass durch die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten die Varianz

des Fahigkeitsschitzers reduziert wird.

Feststellen 1&sst sich somit Folgendes: Durch die zusétzliche Beriicksichtigung
der Reaktionszeiten reduziert sich die Varianz bei der Schitzung der Personen-
fahigkeit 6 zwangsldufig. Diese Varianzreduktion ist garantiert und tritt selbst
dann ein, wenn die Reaktionszeiten alleine keine prizise Schitzung der Perso-
nenfahigkeit erlauben und somit durch die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten
eine sehr unsichere Datenquelle hinzugenommen wird. Allerdings féllt in diesem
Fall die Varianzreduktion nur gering aus. Interessanterweise ldsst sich eine Va-
rianzreduktion trotz des Umstandes realisieren, dass durch die Betrachtung der
Reaktionszeiten eine weitere Personlichkeitseigenschaft w eingefiihrt wird und
somit eine zweite Grofe zu schitzen ist. Wie anhand Gleichung (7.5) zu sehen
ist, verringert dies zwar den Beitrag der Reaktionszeiten zur Varianzreduktion,
die Varianz des Schétzers wird dennoch reduziert. Wenn also von einer Vari-
anzreduktion ausgegangen werden kann, stellt sich die Frage, wie grof diese bei
einem Test in der Praxis ausféllt. Dies soll im n#chsten Abschnitt untersucht
werden.

Analyse der tatsichlichen Varianzreduktion

Die Gleichungen (7.3) und (7.4) geben allgemein an, wie die (approximative)
Varianz des Fahigkeitsschitzers 0 bei einem Test zu berechnen ist. Ein erster
Bestandteil von Gleichung (7.3) ist die Informationsfunktion des zweiparame-
trischen Logit-Modells, die im dritten Kapitel in Gleichung (3.6) dargestellt
wurde. Je nach gew#hltem Reaktionszeitmodell miissen jedoch unterschiedliche
Informationsmatrizen fiir den zweiten Summanden von Gleichung (7.3) einge-
setzt werden. Die Informationsmatrizen der verschiedenen Reaktionszeitmodelle
wurden bereits im vierten Kapitel berechnet, so dass diese Ergebnisse als be-
kannt vorausgesetzt werden kénnen. Im Folgenden soll fiir die vier im fiinften
und sechsten Kapitel beschriebenen Testmodelle untersucht werden, mit wel-
cher Varianz bei diesen Modellen die Fahigkeit geschitzt werden kann, wenn
man die Reaktionszeiten beriicksichtigt und mit welcher Varianz, wenn man die
Reaktionszeiten ignoriert.
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PH-Modell mit linearer Parametrisierung
In Kapitel 5.1 wurde ein Proportional Hazard Modell fiir dichotomisierte Zeiten
mit linearer Parametrisierung betrachtet. Fiir dieses Modell wurde die Itempa-
rameterschiitzung bei einem Test aus fiinf Items simuliert. Die Itemparameter
der fiinf Testaufgaben finden sich in Tabelle 7.1.

Tabelle 7.1: Dichotomisierte RT und lineare Parametrisierung: Itemparameter
eines Tests aus funf Aufgaben

[Ttem | ag | by | ¢g [ 1y | kg |
1 1.50 | 0.66 | 0.50 | 0.20 | -0.39
1.50 | 0.33 | 0.50 | 0.20 | -0.29
1.50 | 0.00 | 0.30 | 0.30 | -0.19
1.50 | -0.33 | 0.20 | 0.50 | -0.09
1.50 | -0.66 | 0.20 | 0.50 | 0.01

Ot = o N

Die Varianz bei der Schitzung der Fahigkeit ohne Beriicksichtigung der Re-
aktionszeiten erhélt man iiber die Fisher-Information der Itemantworten des
zweiparametrigen Logit-Modells geméf Beziehung (3.7). Die Informationsma-
trix der Reaktionszeiten wurde fiir dieses Modell im vierten Kapitel berechnet,
siehe dort Gleichung (4.22). Kombiniert man die Information der Reaktionszei-
ten mit der Information der Itemantworten und invertiert man die Informati-
onsmatrix, ergibt sich die Varianz des Fahigkeitsschétzers bei Verwendung der
Itemantworten und der Reaktionszeiten. Die bei einem Test aus fiinf Items mit
Itemparametern geméf Tabelle 7.1 resultierende Varianz des Fihigkeitsschét-
zers ¢ ist in Abbildung 7.1 wiedergegeben. In dieser Abbildung ist die Varianz
von 6 bei Beriicksichtigung und ohne Beriicksichtigung der Reaktionszeiten fiir
die Kombination verschiedener Auspragungen der Personenfihigkeit 6 und des
Residualfaktors w dargestellt. Die minimale Varianz ist bei Beriicksichtigung
der Reaktionszeiten 0.37, ohne Beriicksichtigung der Reaktionszeiten 0.40. Dies
zeigt, dass die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten wenig zur Fahigkeitsschat-
zung beitrégt, wenn sich die zu schitzenden Auspragungen der Eigenschaften
im optimalen Diagnosebereich des Tests befinden. Wie bereits in den vorherigen
Kapiteln angedeutet wurde, profitiert die Fahigkeitsschiitzung von der Beriick-
sichtigung der Reaktionszeiten hauptséichlich bei extremen Fahigkeitsauspra-
gungen, welche sich alleine aufgrund der Itemantworten nur schlecht schitzen
lassen. In diesen Bereichen ist der Nutzen der Reaktionszeiten jedoch betracht-
lich.

PH-Modell mit quadratischer Parametrisierung

Im Einstellungsbereich sind Unfolding-Beziehungen zwischen Personen und Items
plausibler als Dominanzbeziehungen. Diese Art der Abhéngigkeit kann mit ei-
nem Proportional Hazard Modell fiir dichotomisierte Reaktionszeiten und qua-
dratischer Parametrisierung modelliert werden. Die Schitzung eines solchen Mo-
dells wurde in Kapitel 5.2 anhand eines Tests aus fiinf Items erprobt. Die dabei
verwendeten Itemparameter finden sich in Tabelle 7.2.

Die Fisher-Information des Proportional Hazard Modells fiir dichotomisierte
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Abbildung 7.1: Dichotomisierte RT: Varianz des Fahigkeitsschétzers 0 bei einem
Test aus 5 Items mit Itemparametern geméf Tabelle 7.1 und linearer Parametri-
sierung — Kontrastierung der Varianz mit Beriicksichtigung (hellgraue Fliche)
und ohne Beriicksichtigung (dunkelgraue Fliche) der Reaktionszeiten

Reaktionszeiten und quadratischer Parametrisierung wurde im vierten Kapitel
in Gleichung (4.26) angegeben. Kombiniert man die Fisher-Information der Re-
aktionszeiten mit der Fisher-Information des zweiparametrigen Logit-Modells,
kann die Varianz des Fihigkeitsschétzers bei Schitzung anhand der Itemant-
worten und Reaktionszeiten berechnet werden. In Abbildung 7.2 ist die Varianz
des Schitzers 6 abgetragen, die sich fiir einen Test aus fiinf Items mit Itempa-
rametern gemifs Tabelle 7.2 bei Beriicksichtigung der Reaktionszeiten und ohne
Beriicksichtigung der Reaktionszeiten ergibt. Wie der Abbildung entnommen
werden kann, verbessert sich die Schitzung der Personenfihigkeit durch die
Beriicksichtigung der Reaktionszeiten hauptséchlich bei extremen Fahigkeits-
ausprigungen. Insgesamt ist der Nutzen bei diesem Modell jedoch begrenzt.

AFT-Modell mit linearer Parametrisierung

Als Alternative zu den Proportional Hazard Modellen bieten sich Accelerated
Failure Time Modelle an. Ein spezieller Vertreter dieser Modellklasse mit log-
normalverteilten Reaktionszeiten und linearer Parametrisierung wurde in Kapi-
tel 6.1 vorgestellt. Die Anpassung eines derartigen Modells an Beobachtungsda-
ten wurde anhand eines Tests aus fiinf Items simuliert. Die bei der Simulation
angenommenen Itemparameter der fiinf Items sind in Tabelle 7.3 aufgelistet.
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Tabelle 7.2: Dichotomisierte RT und quadratische Parametrisierung: Itempara-
meter eines Tests aus fiinf Aufgaben

[Ttem [ ag | dy [ ¢g | 1y | kg |
1 1.50 | -0.66 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | -0.33 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | 0.00 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | 0.33 | 0.20 | 0.10 | 0.00
1.50 | 0.66 | 0.20 | 0.10 | 0.00

Y | W N

Tabelle 7.3: Log-normalverteilte RT und lineare Parametrisierung: Itemparame-
ter eines Tests aus fiinf Aufgaben

[Ttem | ag | by | ¢ [ 1y | kg [ 0y |
1 1.50 | -1.00 | 0.20 | 0.50 | 1.50 | 1.00
1.50 | -0.50 | 0.20 | 0.50 | 1.50 | 1.00
1.50 | 0.00 | 0.30 | 0.30 | 1.50 | 1.00
1.50 | 0.50 | 0.50 | 0.20 | 1.50 | 1.00
1.50 | 1.00 | 0.50 | 0.20 | 1.50 | 1.00

CY | W N

Die Berechung der Varianz des Féhigkeitsschitzers erfordert die Kenntnis
der Informationsmatrix der Reaktionszeiten. Beim aktuellen Modell entspricht
diese Matrix der Matrix (4.36). Kombiniert man die Information der Reaktions-
zeiten mit der Information der Itemantworten, kann die Varianz von 0 berechnet
werden, die sich bei gleichzeitiger Beriicksichtigung der Reaktionszeiten und der
Itemantworten ergibt. Die bei einem Test aus fiinf Items mit Itemparametern
laut Tabelle 7.3 resultierende Varianz des Féhigkeitsschitzers 6 ist in Abbildung
7.3 wiedergegeben. Wiederum tragt die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten
vor allem zur Schitzung extremer Fahigkeiten bei. Fiir diese Fahigkeitsauspra-
gungen wird jedoch die Varianz der Schitzung erheblich reduziert.

AFT-Modell mit quadratischer Parametrisierung

Im sechsten Kapitel wurde ein zweites Reaktionszeitmodell aus der Klasse der
Accelerated Failure Time Modelle betrachtet. Bei diesem Modell stand die Per-
sonenfihigkeit in quadratischer Beziehung zum Lokationsparameter einer Log-
Normalverteilung. Die Itemparameterschitzung wurde fiir dieses Modell anhand
eines Tests aus fiinf Items simuliert. Die dabei verwandten Itemparameter finden
sich in Tabelle 7.4.

Die Informationsmatrix der Reaktionszeiten ergibt sich bei diesem Modell
nach Beziehung (4.40). Die Kombinaton dieser Matrix mit der Testinformation
der Itemantworten ermdoglicht es, die Varianz des Fahigkeitsschétzers bei Ver-
wendung der Itemantworten und der Reaktionszeiten zu berechnen. Die Varianz
des Schétzers 6, die sich bei diesem Modell fiir einen Test aus fiinf Items mit
Ttemparameter gemafl Tabelle 7.4 ergibt, ist fiir verschiedene Auspriagungen der
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Abbildung 7.2: Dichotomisierte RT: Varianz des Fahigkeitsschétzers 0 bei einem
Test aus 5 Items mit Itemparametern geméfs Tabelle 7.2 und quadratischer
Parametrisierung — Kontrastierung der Varianz mit Beriicksichtigung (hellgraue
Fléche) und ohne Beriicksichtigung (dunkelgraue Fliche) der Reaktionszeiten

wahren Personenfihigkeit in Abbildung 7.4 wiedergegeben. Dort wird der Fall
einer Schitzung mit und ohne Beriicksichtigung der Reaktionszeiten unterschie-
den. Die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten verbessert hauptséchlich die Be-
stimmung extremer Fahigkeitsauspriagungen. Der Nutzen der Reaktionszeiten
ist jedoch erheblich: Durch den zusitzlichen Einbezug der Reaktionszeiten kann
eine Obergrenze fiir die Varianz der Fahigkeitsschitzung garantiert werden, die
fiir alle Fahigkeitsauspragungen gilt. Dies folgt aus dem sich ergidnzenden Ver-
halten der Informationsmatrizen der Reaktionszeiten und Itemantworten, siche
hierzu die Ausfiihrungen in Kapitel 4.2.1.

Bewertung des Beitrags der RT

Die Frage nach der Varianzreduktion bei Beriicksichtigung der Reaktionszeiten
ist natiirlich auch eine empirische Frage, die theoretisch nicht vollstindig be-
antwortet werden kann. Der Beitrag der Reaktionszeiten héngt schliefslich von
den Itemparametern der Reaktionszeitmodelle ab. Dennoch kénnen mehrere ge-
nerelle Bemerkungen gemacht werden. Betrachtet man die Iteminformations-
funktionen der einzelnen Reaktionszeitmodelle im vierten Kapitel, so stellt man
fest, dass sich diese Funktionen bei den meisten Reaktionszeitmodellen komple-
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Abbildung 7.3: Log-normalverteilte RT: Varianz des Féahigkeitsschatzers 9 bei
einem Test aus 5 Items mit Itemparametern gemift Tabelle 7.3 und linearer
Parametrisierung — Kontrastierung der Varianz mit Beriicksichtigung (hellgraue
Fléche) und ohne Beriicksichtigung (dunkelgraue Fliche) der Reaktionszeiten

mentir zur Iteminformationsfunktion des zweiparametrigen Logit-Modells ver-
halten: Oft sind die Informationsfunktionen der Reaktionszeitmodelle in den
Wertebereichen der Personenfdhigkeit grofs, in denen die Iteminformation des
zweiparametrigen Logit-Modells gering ausfillt. Diese Eigenschaft schlagt sich
in der Varianzreduktion bei Einbezug der Reaktionszeiten nieder. Betrachtet
man die Abbildungen 7.1 bis 7.4, stellt man fest, dass eine grofere Varianz-
reduktion hauptsichlich fiir extreme Fihigkeitsausprigungen eintritt. Dies ist
aber genau der Bereich, in denen zweiparametrige Logit-Modelle nur geringe
Iteminformation und folglich auch nur geringe diagnostische Prézision besitzen.
Eine Beriicksichtigung der Reaktionszeiten diirfte somit hauptséchlich bei den
Personen vorteilhaft sein, fiir die ein Test entweder zu leicht oder zu schwer ist.

Insgesamt féllt der Nutzen der Proportional Hazard Modelle fiir dichoto-
misierte Reaktionszeiten geringer aus als der Nutzen der Accelerated Failure
Time Modelle. Dies liegt daran, dass bei den Proportional Hazard Modellen
fiir dichotomisierte Reaktionszeiten aufgrund der Dichotomisierung der Reak-
tionszeiten ein Informationsverlust eintritt. Dieses Phinomen ist hinreichend
bekannt (Schader & Schmid, 1988) und wurde bereits im vierten Kapitel ange-
sprochen. Wie drastisch der Informationsverlust jedoch fiir einen konkreten Test
ausfallt, wird allerdings erst anhand der Abbildungen 7.1 und 7.2 deutlich. Es ist
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Tabelle 7.4: Log-normalverteilte RT und quadratische Parametrisierung: Item-
parameter eines Tests aus fiinf Aufgaben

[Ttem [ ag | dy [ ¢ | 1y | kg | 04 ]
1 1.00 | -1.00 | 0.25 | -0.50 | 0.50 | 1.00
1.00 | -0.50 | 0.25 | -0.50 | 0.50 | 1.00
1.00 | 0.00 | 0.50 | -0.50 | 0.50 | 1.00
1.00 | 0.50 | 0.50 | -0.25 | 0.50 | 1.00
1.00 | 1.00 | 0.50 | -0.25 | 0.50 | 1.00

Y | W N

in der Tat eine etwas paradoxe Vorgehensweise, zuerst gegen Ende des dritten
Kapitels fiir die Reaktionszeiten als kontinuierliches Mafs der Personenféhigkeit
zu werben, um dann im vierten Kapitel dieses kontinuierliche Mafs zu dicho-
tomisieren. Der Vorteil der Proportional Hazard Modelle fiir dichotomisierte
Reaktionszeiten ist jedoch deren Flexibilitdt, die sogar unterschiedliche Reak-
tionszeitverteilungen fiir die verschiedenen Items des Tests zulésst. Dies ist bei
anderen semiparametrischen Schitzansétzen fiir Proportional Hazard Modelle
wie zum Beispiel dem Partial Likelihood Ansatz von Cox (1972) nicht moglich.
Zudem kann der Informationsverlust begrenzt werden, wenn anstelle dichoto-
misierter Reaktionszeiten die Reaktionszeiten in mehrere Intervalle eingeteilt
werden. Dies vergrofert etwas den Aufwand der Itemparameterschitzung, ist
aber prinzipiell moglich.

7.2 Nutzen der RT fiir die Schitzung der Fihig-
keit bei obliquer Faktorstruktur

Am Anfang des zweiten Teils der Arbeit wurden Uberlegungen angestellt, wie die
gemeinsame Verteilung der Itemantworten, Reaktionszeiten und Perscénlichkeits-
eigenschaften {iber eine Population moglicher Testteilnehmer aussehen kdnnte.
Bei Annahme der bedingten Unabhéngigkeit von Reaktionszeiten und Itemant-
worten und bei Verwendung eines eindimensionalen IRT-Modells fiihrten diese
Uberlegungen zur Beziehung:

G G
ft,x,0,0) = [H f(tglt‘?,w)] [H f(ng(?)] f0,w). (7.7)

Tatséchlich wurde bei der Itemparameterschitzung davon ausgegangen, dass
die Personlichkeitseigenschaften 6 und w bivariat standardnormalverteilt sind
mit einer Korrelation von p = 0. Bei Modell (7.7) handelt es sich in diesem
Fall um ein orthogonales Faktormodell, mit orthogonalen latenten Variablen 6
und w. Da jedoch das IRT-Modell nur auf einem Faktor 1ddt, konnen die Fak-
toren nicht rotiert werden, wenn die Eindimensionalitdt des IRT-Modells nicht
aufgegeben werden soll. Die Verwendung orthogonaler Faktoren besitzt bei der
gemeinsamen Modellierung von Itemantworten und Reaktionszeiten einige Po-
pularitit (Ferrando & Lorenzo-Sevas, 2007a; Thissen, 1984). Eine orthogonale
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Abbildung 7.4: Log-normalverteilte RT: Varianz des Fahigkeitsschatzers 0 bei ei-
nem Test aus 5 Items mit Itemparametern gemaf Tabelle 7.4 und quadratischer
Parametrisierung — Kontrastierung der Varianz mit Beriicksichtigung (hellgraue
Fléche) und ohne Beriicksichtigung (dunkelgraue Fliche) der Reaktionszeiten

Faktorstruktur ist jedoch nicht konkurrenzlos. Von van der Linden (2007) wur-
de ein obliques Faktormodell mit zwei korrelierten Faktoren vorgeschlagen, bei
welchem ein Faktor nur auf den Itemantworten und der andere Faktor nur auf
den Reaktionszeiten ladet. Diese Annahme fiihrt zur alternativen Beziehung

G G
ft,x,0,w) = [H f(tglw)] [H f(:cg|9>] f(0,w), (7.8)

wobei die oblique Faktorstruktur dadurch erzeugt wird, dass fiir f(f,w) eine
bivariate Standardnormalverteilung mit einem Korrelationskoeffizienten p £ 0
angenommen wird. Dass neben dem Modell mit orthogonalen Faktoren auch das
Modell mit obliquen Faktoren betrachtet wird, beruht auf mehreren Griinden.
Zum einen finden sich tatsdchlich Hinweise, die fiir eine korrelative Beziehung
zwischen einem Speed- und einem Fahigkeitsfaktor sprechen (van der Linden,
2007; Bontempo, 2000; Scrams & Schnipke, 1997). Zum anderen spiegelt das ob-
lique Faktormodell am direktesten die Korrelationen zwischen Fahigkeits- und
Geschwindigkeitsmafen wider, die bei Tests teilweise zu finden sind. Diese bei-
den Griinde sprechen dafiir, auch den potentiellen Nutzen von Modell (7.8) zu
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untersuchen. Tatséchlich ist das Modell von van der Linden (2007) bei linearer
Parametrisierung ein Spezialfall der untersuchten, orthogonalen Faktormodelle.
Transformiert man die latenten Variablen 6 und w nach der Regel

6=9 (7.9)
k=w—pb, (7.10)

fiihrt diese Transformation zu den neuen, orthogonalen Faktoren 6 und &, sofern
die urspriinglichen Variablen bivariat standardnormalverteilt mit Korrelations-
koeffizient p waren. Dies erlaubt den Ausdruck der gemeinsamen Verteilung
(7.8) in Begriffen der neuen Parameter:

G

H mg|91 0, k). (7.11)

ft,%x,0,K) = [Hf tglpl + K)

Zumindest bei den Modellen mit linearer Parametrisierung ist die Struktur
von (7.11) identisch zum allgemeinen Modell (7.7) mit orthogonalen Faktoren.
Allerdings schlégt sich die urspriinglich oblique Faktorstruktur in einem spezi-
ellen Ladungsmuster der Einflussgewichte der latenten Variablen 6 und s nie-
der. Bei den Modellen mit linearer Parametrisierung wurde immer ein linearer
Pradiktor n betrachtet, der die Verteilung der Reaktionszeiten bestimmt. Geht
man wie van der Linden (2007) von einer obliquen Faktorstruktur aus, hingt
der lineare Préadiktor eines Items g geméf Gleichung (7.8) nur von dem Residu-
alfaktor w {iber die lineare Beziehung ny(w) = k4 + cyw ab. Bei Transformation
der latenten Variablen nach Beziehung (7.10) lauten die linearen Prédiktoren
bei den G Items eines Tests in Begriffen der neuen Parameter:

M0, k) = ki + c1p8 + c1k

0,K) = ko + copf + cok
n2(0, k) 2 20 2 (7.12)

na(0, k) = kg + capf + cak.

Augenscheinlich gleichen diese Beziehungen den im vierten Kapitel betrach-
teten, zweidimensionalen Modellierungsansitzen mit linearer Parametrisierung.
Jedoch besitzt die Annahme obliquer Faktoren erhebliche Konsequenzen fiir
die Schétzung der Personenparameter. Wie bei néherer Betrachtung des Glei-
chungssystems (7.12) ersichtlich ist, sind die Parameter § und x nicht identifi-
ziert, selbst wenn die Itemparameter bekannt sind (R. Davidson & MacKinnon,
1993): Eine Verinderung von # kann durch eine Verédnderung von x ausgeglichen
werden. Zwar kann die Personenfihigkeit 6 {iber die Itemantworten geschitzt
werden. Jedoch wird diese Schitzung dann dazu bendtigt, den Faktor « eindeu-
tig zu bestimmen. Tatséichlich tragen in diesem Fall die Reaktionszeiten nicht
zur Schitzung der Personenfiahigkeit 6 bei. Dies kann man auch daran erkennen,
dass die Informationsmatrix der Reaktionszeiten nach Reparametrisierung von
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w mit 6 und k nicht positiv-definit ist. Dennoch kann auch bei obliquer Faktor-
struktur die Reaktionszeit zu einer Schitzung der Personenfihigkeit ausgenutzt
werden. Dies erfordert jedoch ein Paradigmenwechsel, was den Status des Resi-
dualfaktors w betrifft. Handelt es sich bei den Personlichkeitseigenschaften § und
w um normalverteilte, oblique Faktoren, kann die Verteilung der Itemantworten,
Reaktionszeiten und des Residualfaktors w bei Bedingung auf die Personenfi-
higkeit 6 geschrieben werden als:

f(6,x,w[0) = f(x]0) f (t|w) f (w]6)- (7.13)

Der Residualfaktor w ist unbeobachtbar und stellt damit eine so genannte
»fehlende* Beobachtung dar. Da der Residualfaktor w fiir die Diagnostik oft kei-
ne Rolle spielt und nicht geschétzt werden soll, kann er als Storgrofie betrachtet
werden. Ausintegration der in der Terminologie von Rubin (1976) unsystema-
tisch fehlenden und daher ignorierbaren Beobachtung w ergibt die marginale
Verteilung der Reaktionszeiten und Itemantworten

f(t,x|0) = f(XIH)/f(tlw)f(wW) dw = f(x[0)f(t]6), (7.14)

wobei f(t|0) = [ f(t|lw)f(w]f)dw ist. Wie in Gleichung (7.14) ersichtlich ist,
sind die Reaktionszeiten t auch nach Marginalisierung {iber w unabhéingig von
den Itemantworten x, wenn auf die Personenfahigkeit # bedingt wird. Allerdings
gilt diese Aussage nicht fiir die einzelnen Reaktionszeiten t = [t1,...,tg] einer
Person, die aufgrund der Integration {iber w ihre Unabhéngigkeit verlieren. Die
Abhéngigkeit der Reaktionszeiten ist bei der Bestimmung der Testinformation
iiber die Personenfiahigkeit 6 zu beriicksichtigen. Als Testinformationsfunktion
der Reaktionszeiten und der Itemantworten iiber den Parameter 6 erhilt man:

G
1(0) = Le(0) + Ie(0) = > 1, (0) + Le(9). (7.15)

i=g

Bei den Komponenten I, (6) handelt es sich um die Informationsbeitréige der
einzelnen Itemantworten, deren Form fiir das zweiparametrige Logit-Modelle im
dritten Kapitel beschrieben wurde, siehe hierzu Gleichung (3.6). Aufgrund der
bedingten Unabhéngigkeit der Itemantworten kénnen diese einfach aufsummiert
werden. Der Informationsbeitrag der Reaktionszeiten I;(6) jedoch kann nicht
mehr iiber eine Addition der Informationsbeitrége der einzelnen Items gebildet
werden. Aufgrund der Abhingigkeit der Reaktionszeiten féllt der Informations-
beitrag der Reaktionszeiten geringer aus. Eine Berechnung der approximativen
Varianz des Fahigkeitsschitzers ist iiber den Kehrwert der Testinformation mdg-
lich, da die Informationsfunktion (7.15) keine Matrix ist. Die Reduktion der Va-
rianz des Fahigkeitsschitzers, die sich bei Beriicksichtigung der Reaktionszeiten
ergibt, hingt monoton von der Informationsfunktion der Reaktionszeiten I (6)
ab. Diese Grofe soll im Folgenden n#her betrachtet werden.

Zur Berechnung des Informationsbeitrages der Reaktionszeiten Iy (6) ist eine
Betrachtung der Score-Funktion aufschlussreich. Diese erhélt man durch Ab-
leitung der logarithmierten marginalen Reaktionszeitverteilung log[f(t|¢)] nach
der Personenféhigkeit 6:
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S(0,t) = %log {/f(t|w)f(w|9) dw] . (7.16)

Die Score-Funktion der Reaktionszeiten kann alternativ ausgedriickt werden.
Umformungen ergeben bei Vertauschbarkeit von Ableitung und Integration:

5(9,t):—1og [/f tlw) f w|é))dw]

1
= T (tlw) f(w]) dw 90 [/f(t|w)f(w|9) dw}
f(tlw)f ! T /f(t|w)f(w|9)%[log [f(t|uJ)f(w|9)” dw (7.17)

J
/ T J]f jj'f)dwﬁe[log [f (6w} (10)] ] do

- / [389 log f(w|9)] F(wlt, 0) dw

Die Bedeutung der Umformung erschliefst sich, wenn man noch einmal die
gemeinsame Verteilung der Itemantworten, Reaktionszeiten und des Residual-
faktors f(x,t,w|0) = f(x|0)f(t|w)f(w|f) betrachtet. Wire die genaue Auspri-
gung des Residualfaktors w einer Person bekannt und stiinde als zusétzliche
Beobachtung zur Verfiigung, besife diese Beobachtung die Score-Funktion:

8 — log f(w|0). (7.18)

Die Score-Funktion der Reaktionszeiten S(6,t) ergibt sich folglich als Er-
wartungswert der Score-Funktion des Residualfaktors S(, w), wenn dieser iiber
die auf die beobachteten Reaktionszeiten t bedingte Verteilung von w gebildet
wird (siehe 7.17):

S(0,t) = / {% logf(w|t9)} f(w]t,0) dw = E, [S(6,w)]t,0]. (7.19)

Die Testinformation der Reaktionszeiten ist (analog zur Fisher-Information)
die Varianz der Score-Funktion der Reaktionszeiten. Als Testinformation ergibt
sich somit:

L(0) = o2 [Ew [S(6,w)]t, 9]] (7.20)

Gleichung (7.20) spiegelt die Beziehung der Testinformation der Reaktions-
zeiten zu verschiedenen Teilkomponenten wider, zur ,Information der Reakti-
onszeiten t tiber den unbekannten Parameter w und zur ,Information von w
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iiber #. Dabei konnen zwei Extremfille unterschieden werden: Bei Fall (1) tra-
gen die Reaktionszeiten nicht zur Schitzung der Personenfdhigkeit bei, bei Fall
(2) ergibt sich eine deterministische Beziehung.

Zu Fall (1):

Die Score-Funktion der Reaktionszeiten (7.19) ist genau dann Null fiir alle be-
obachtbaren Reaktionszeiten t, wenn die Posteriori-Verteilung des Residualfak-
tors f(wlt, ) der Priori-Verteilung f(w|€) entspricht. In diesem Fall gilt fiir die
Score-Funktion némlich unter der Voraussetzung, dass Integration und Ablei-
tung vertauscht werden kénnen, die Beziehung:

S(H,t):/ %logf(wm} Fwlt, ) dw

- [ [ s s steio)ao

B 1
:%f(m@)] T @I (7.21)

:/ _%f(w|9)] dw

_ % [/f(ww) dw} — 0.

Die Testinformation der Reaktionszeiten ist die Varianz der Score-Funktion.
Diese ist aber beim oben geschilderten Fall ebenfalls Null — die Reaktionszeiten
tragen nicht zur Schétzung der Personenféhigkeit bei.

Zu Fall (2):

Anders sieht es aus, wenn man von einer eindeutigen Bestimmbarkeit des Re-
sidualfaktors w einer Person durch die beobachteten Reaktionszeiten t ausgeht.
In diesem Fall ist die bedingte Verteilung f(w|t, 0) eine degenerierte Verteilung,
zwischen den beobachteten Reaktionszeiten t und dem Residualfaktor w besteht
eine deterministische Beziehung der Form w = ¢(t). Der auf einen bestimmten
beobachteten Zeitvektor t bedingte Erwartungswert der Score-Funktion verein-
facht sich in diesem Fall zu

S(0,t) = E,[S(B,w)|t,0] = % [1ogf(g(t)|9)] - % [logf(w|9)}, (7.22)

wobei w der zu einem bestimmten Reaktionszeitmuster t gehérende Wert des
Residualfaktors ist. Die Score-Funktion der Reaktionszeiten t entspriche somit
der Score-Funktion des Residualfaktors w, wenn dieser bekannt wére. Es ist
leicht ersichtlich, dass die Testinformation der Reaktionszeiten in diesem Falle
der Testinformation des Residualfaktors w gleicht. Dies bedeutet, dass im Falle
einer eindeutigen Bestimmbarkeit von w iiber die beobachteten Reaktionszeiten
t die Information der Reaktionszeiten I (6) durch die Information des Residual-
faktors 1,,(0) begrenzt wird. Dass dies generell gilt, wird im nachsten Abschnitt
gezeigt.
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Dekomposition der Fisher-Information

Eine Anwendung des ,,Missing Information Principle” (Mislevy & Sheehan, 1989,
1988; Orchard & Woodbury, 1972; McLachlan & Krishnan, 1997) erméglicht es,
eine Obergrenze fiir die Testinformation der Reaktionszeiten anzugeben. Hin-
tergrund dabei ist die Uberlegung, dass die Information als Varianz der Score-
Funktion definiert ist. Die Varianz einer Funktion lasst sich aber nach dem Ge-
setz der iterierten Erwartung auf zwei Komponenten zuriickfithren (Casella &
Berger, 2002): (1) Die Varianz des bedingten Erwartungswertes einer Funktion
und (2) den Erwartungswert der bedingten Varianz der Funktion. In mathema-
tischer Formulierung lautet das Gesetz der iterierten Erwartung:

o’ [z] = Ey[o®[zly]] + o [Elz|y]]. (7.23)

Eine einfache Umstellung ergibt:

or[Elzlyl] = o?[z] — Ey[0*[z]y]. (7.24)

Dieses Prinzip kann auf die Testinformation der Reaktionszeiten angewandt
werden. Hierzu muss man sich in Erinnerung rufen, dass die Testinformation der
Reaktionszeiten nach Beziehung (7.20) als Varianz des bedingten Erwartungs-
wertes der Score-Funktion des Residualfaktors of | E,[S(0,w)|t, ]| geschrieben
werden konnte. Ersetzt man die Komponenten von (7.24) mit den entsprechen-
den Grofien aus (7.20), ldsst sich die Testinformation I;(6) der Reaktionszeiten
t berechnen als:

L(0) = o2 [Ew [S(0,w)[t, 9}} o5
— 2 [S(é),w)} _E [ag [S(0, w)]It, 9]] '

Die erste Komponente o2 [S(0,w)] ist gerade die Information I, () von w
iiber #, die man erhielte, wenn w keine unbeobachtbare Grofe wire — also die In-
formation einer beobachteten Zufallsvariablen mit Verteilung f(w|@). Sie bildet
somit eine Obergrenze fiir die in den Reaktionszeiten t enthaltene Testinforma-
tion I (). Dies folgt daraus, dass Ey[02[S(0,w)]|t,0]] immer positiv ist. Be-
merkenswert bei dieser Aussage ist, dass dieses Maximum fiir eine Person nicht
durch eine Vergroferung der Anzahl der Reaktionszeitmessungen erhoht wer-
den kann. Dies liegt daran, dass die einzelnen Reaktionszeiten t = [t1,...,tg]
nicht unabhéngig sind, wenn iiber den unbeobachteten Residualfaktor w inte-
griert wird. Gleichung (7.25) bedeutet folglich, dass durch die Beriicksichtigung
der Reaktionszeiten die Varianz des Fahigkeitsschitzers maximal um denselben
Betrag reduzieren werden kann, wie durch Beriicksichtigung des (unbeobacht-
baren) Residualfaktors einer Person. Die Beriicksichtigung der Reaktionszeiten
besitzt also maximal dasselbe diagnostische Potential wie die Beriicksichtigung
des (unbekannten) Residualfaktors w einer Person.

Allerdings wird die maximal mogliche Varianzreduktion nicht erreicht: Die
zweite Komponente Eg [02[S(0,w)l[t,0]] ist der Informationsverlust, der auf der
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Unsicherheit des Residualfaktors w beruht, welcher anhand der beobachteten
Reaktionszeiten t nicht eindeutig erschlossen werden kann. Je , konzentrierter
die Posteriori-Verteilung f(w(t) ausfillt, desto geringer wird mit abnehmen-
der Varianz o2 [% log[f(w]#)]|6,t] der Informationsverlust (Mislevy & Sheehan,
1988) und desto grofer fillt die tatsichliche Varianzreduktion durch Berticksich-
tigung der Reaktionszeiten aus.

Illustratives Beispiel

Die Ausfiihrungen des letzten Abschnittes waren teilweise recht abstrakt. Sie
lassen sich jedoch anhand eines konkreten Beispiels illustrieren. Ausgangspunkt
der Uberlegungen zur Testinformation der Reaktionszeiten war eine Annahme
iber die Form der Verteilung der Reaktionszeiten t, Itemantworten x und des
Residualfaktors w bei Bedingung auf die Personenfihigkeit 6 (siehe 7.8):

f(6,x,w[0) = f(t|w) f(x]0) f(w]6)- (7.26)

Um die Aussagen des letzten Abschnittes anhand eines Beispiels demonstrie-
ren zu konnen, werden fiir die einzelnen Komponenten von Gleichung (7.26)
konkrete Verteilungen gewéhlt. Da lediglich die Testinformation der Reaktions-
zeiten von Interesse ist, sind vorerst nur die Verteilungen f(t|w) und f(w|6)
relevant.

Hiufig werden in der Testtheorie die latenten Variablen als standardnormal-
verteilt angenommen. Von dieser Annahme soll auch im Folgenden ausgegangen
werden: In einer Population von potentiellen Testpersonen sind der Residual-
faktor w und die Personenfiahigkeit 6 bivariat standardnormalverteilt mit einem
als bekannt angenommenen Korrelationskoeffizienten p. Der Korrelationskoeffi-
zient p kann ebenso wie die Itemparameter der Aufgaben in einer Vorstudie mit
ausreichender Genauigkeit geschitzt werden und gilt daher als bekannte Grofe.
Die gemeinsame Verteilung von 6 und w lautet in diesem Fall:

(9,w)~N2<[8},[/1) ’fD (7.27)

In der Gleichung steht No(u, X) fiir die bivariate Normalverteilung mit Er-
wartungswertvektor p und Varianz-Kovarianz-Matrix ¥. Bei Bedingung auf
die Personenfihigkeit 6 ist der Residualfaktor w somit univariat normalverteilt
(R. Johnson & Wichern, 2002):

wl ~ N(pf,1— p?). (7.28)

Dabei bezeichnet N(u, o) die univariate Normalverteilung mit Lokationspa-
rameter pf und Varianz 1—p?. Als Modell fiir die Verteilung der Reaktionszeiten
f(tlw) kann jedes der im vierten Kapitel vorgestellten Modelle gewihlt werden,
wenn das Einflussgewicht der Personenfdhigkeit [, auf Null gesetzt wird. Der
Effekt des Missing Information Prinzips lasst sich jedoch am besten anhand
der Modelle fiir log-normalverteilte Reaktionszeiten demonstrieren, weshalb fiir
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die folgende Tllustration Modell (4.32) herangezogen wird. Zunéchst soll nur die
Reaktionszeitverteilung eines Items betrachtet werden.

Bei fehlendem Einfluss der Personenféhigkeit (I, = 0) folgt nach Modell
(4.32) die Reaktionszeitverteilung f(t4|w) einer Person beim g-ten Item eines
Tests einer Log-Normalverteilung mit Skalenparameter o, und individualspe-
zifischem Lokationsparameter ng(w) = kg + cqw. Durch Logarithmierung kann
die log-normalverteilte Reaktionszeit ¢, in eine normalverteilte Zufallsvariable
t, = log(ty) transformiert werden. Bei Bedingung auf w gilt fiir die Verteilung
der logarithmierten Reaktionszeit von Aufgabe g somit:

tolw ~ N (kg + cqw,07). (7.29)

Die maximal in der Reaktionszeit von Item g enthaltene Iteminformation ist
die Information des Residualfaktors w {iber die Personenfiahigkeit 6 — also die
Information 1, (#), die sich ergeben hitte, wenn der Residualfaktor w beobachtet
werden konnte. Der Residualfaktor w ist bei Bedingung auf # normalverteilt mit
Erwartungswert E(w|f) = pf und Varianz o?(w|f) = 1 — p?. Diese Beziehung
entspricht jedoch genau dem Modell eines unidimensionalen latenten Trait Mo-
dells fiir kontinuierliche Antworten (Mellenbergh, 1994). Die Fisher-Information
von w iiber 6§ ist in diesem Fall eine Funktion der Korrelation zwischen w und 6
und lautet:

p2

Eine genaue Herleitung dieser Beziehung findet sich in Anhang C.1. Glei-
chung (7.30) ist eine Obergrenze fiir die Testinformation der Reaktionszeiten
t und somit auch eine Obergrenze fiir die Iteminformation der Reaktionszeit
ty von Item g. Damit bestimmt die Korrelation zwischen der Personenfihigkeit
¢ und dem Residualfaktor w die maximal mogliche Reduktion der Varianz des
Fahigkeitsschitzers 6. Diese maximale Reduktion wird durch die Reaktionszei-
ten jedoch nicht erreicht, da die Testinformation der Reaktionszeiten geringer
ausfillt als die Obergrenze (7.30). Wie hoch aber féllt die Iteminformation der
ersten Reaktionszeit ¢; aus? Bei Integration iiber die unbeobachtbare Grofse w
erhélt man bei Bedingung auf 4 fiir die marginale Verteilung der logarithmierten
Reaktionszeit ¢ beim ersten Item die Verteilung f(¢110) = [ f(ti|w) f(w]6) dw.
Die Losung des Integrals ist explizit angebbar:

t

6 ~ N(k'1 +c1(ph), 0 + 3 (1 — p2)>. (7.31)

Dies ergibt sich aus dem Umstand, dass die logarithmierte Reaktionszeit ¢]
und der Residualfaktor w bei Bedingung auf 6 bivariat normalverteilt sind. Die
marginale Verteilung der logarithmierten Reaktionszeit des ersten Items besitzt
daher folgende Information iiber die Personenfiahigkeit:

c 2
I+(6) = %. (7.32)
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Fiir die genaue Ableitung dieser Informationsfunktion siehe Mellenbergh
(1994). Wie Gleichung (7.32) entnommen werden kann, konvergiert der Informa-
tionsbeitrag des ersten Items bei abnehmender korrelativer Beziehung von w und
0 gegen Null. Bei perfekter Korrelation von p = 1 erreicht die Iteminformation
mit Iy+(0) = c?/0? genau die Beziehung, die ein eindimensionales Faktormodell
beséafie, in dem die Personenfiahigkeit sowohl auf den Itemantworten als auch auf
den Reaktionszeiten l1idt, siche Gleichung (4.36) . Gleichung (7.32) beschreibt
den Informationsbeitrag des ersten Items. Die Informationsbeitrige der weite-
ren Items zur Testinformation der Reaktionszeiten konnen jedoch aufgrund der
Abhéngigkeit der Reaktionszeiten nicht iiber die Beziehung (7.32) berechnet
werden.

Da die Reaktionszeiten bei mehreren Aufgaben trotz Bedingung auf die Per-
sonenfihigkeit 6 nicht unabhingig verteilt sind, lisst sich die Testinformation
der Reaktionszeiten nicht als Summe der Iteminformationen der einzelnen Re-
aktionszeiten berechnen. Tatséchlich kann gezeigt werden, dass bei einem Test
aus n Items mit identischen Itemparametern ¢, k und ¢? durch die Hinzunahme
eines zusitzlichen Items mit denselben Itemparametern die Testinformation der
Reaktionszeiten genau um folgenden Betrag ansteigt:

5 2
ep o [ |

e [02 +u] — {n(g—f —n2 } ,

o2(024nu)

(7.33)

wobei in Gleichung (7.33) der Term wu fiir u = ¢?(1 — p?) steht. Die Rechen-
schritte, die zu Gleichung (7.33) fiihren, sollen hier nur grob skizziert werden,
eine genaue Darstellung findet sich in Anhang C.2. Gleichung (7.33) beruht
darauf, dass bei abhingigen Beobachtungen die Testinformation I;=(#) der lo-
garithmierten Reaktionszeiten als Ii-(0) = I,=(6) + Iz = (6) + ... berechnet
werden kann, wobei Ij- ~(f) die Fisher-Information der Verteilung f(t[t1;0)
iiber den Parameter 6 ist (Sorensen & Gianola, 2002). Der Informationszuwachs
durch das Item n + 1 ergibt sich somit aus der Iteminformation der Vertei-
lung f(t,,41t1, .-, t,:0) iiber die Personenféhigkeit 6. Diese bedingte Verteilung
J(t1lti,ts, ... 1,5 0) kann fiir die normalverteilten logarithmierten Reaktions-
zeiten im Falle von Items mit identischen Itemparametern einfach berechnet
werden. Gleichung (7.33) ist die Iteminformation dieser bedingten Verteilung.
Grenzwertbildungen zeigen, dass der Informationszuwachs mit zunehmendem
Testumfang gegen Null konvergiert. Dies ist letztendlich auch eine Folge des
Umstands, dass die Gesamtinformation der Reaktionszeiten in der maximalen
Information I,,(6) eine obere Grenze besitzt.

Die Testinformation der Reaktionszeiten I+ (6) eines Tests aus 5, 10, 25,
50 und 100 Items mit identischen Itemparametern, die sich aus der Summe
der Informationsbeitréige (7.33) der einzelnen Items ergibt, ist in Abbildung 7.5
dargestellt. Als Itemparameter wurden die Ausprigungen ¢ = 0.3, k¥ = 0 und
o = 1 gewdhlt. Abbildung 7.5 illustriert, dass trotz zunehmendem Umfang des
Tests die Testinformation der Reaktionszeiten nur bis zur Obergrenze (7.30)
anwéchst.

Bisher wurde immer die Information der Reaktionszeiten iiber die Personen-
fahigkeit 6 betrachtet. Nicht erwogen wurden die Konsequenzen fiir die Varianz
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Abbildung 7.5: Testinformation der RT eines Tests aus 5, 10, 25, 50 und 100
identischen Items mit Itemparametern ¢ = 0.3, k = 0 und o = 1 in Abhéngigkeit
von der Korrelation zwischen dem Residualfaktor und der Personenfihigkeit —
Kontrastierung der realisierten Testinformation (gemaf 7.33) mit der maximalen
Testinformation (7.30)

der Fahigkeitsschiatzung. Allgemeine Beziehungen der Iteminformation zur Va-
rianz von Maximum-Likelihood-Schétzern (2.9) sprechen dafiir, dass es durch
Einbezug eines Items nur dann zu einer bemerkbaren Varianzreduktion des Fa-
higkeitsschétzers kommt, wenn das Item einen groffen Beitrag zur Testinforma-
tion leistet. Betrachtet man den Verlauf der Informationsfunktion in Abbildung
7.5, ist der Schluss nahe liegend, dass bei obliquer Faktorstruktur eine hohe
Korrelation zwischen Personenfihigkeit und Residualfaktor notwendig ist, um
die Reaktionszeiten gewinnbringend nutzen zu kénnen. Die in Studien gefunde-
nen Korrelationen zwischen der Personenfihigkeit und Speed-Mafen liegen im
Bereich von |0.0] bis maximal |0.8] (Vigneau, Blanchet, Loranger & Pepin, 2002;
Hornke, 2000). Dies bedeutet, dass unabhéngig vom konkreten Reaktionszeit-
modell der maximal mdgliche Nutzen der Reaktionszeiten beschrénkt ist und
dass die Varianz des Féhigkeitsschitzers durch eine Vergroferung der Anzahl
der beobachteten Reaktionszeiten nicht beliebig reduziert werden kann. Dies ist
ein fundamentaler Unterschied zwischen dem obliquen Faktormodell und dem
orthogonalen Faktormodell.

Die Abhéangigkeit der mit den Reaktionszeiten erzielbaren Varianzreduktion
von der Korrelation zwischen der Personenfdhigkeit und dem Residualfaktor soll
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genauer untersucht werden. In Tabelle (7.5) sind die Itemparameter eines Tests
aus fiinf Items aufgefiihrt.

Tabelle 7.5: Oblique Faktorstruktur mit log-normalverteilten RT und linearer
Parametrisierung: Itemparameter eines Tests aus fiinf Aufgaben

[Ttem [ ag | by | ¢g | kg | 04 |
1 1.50 | 0.66 | 1.50 | 0.00 | 1.00
1.50 | 0.33 | 1.50 | 0.00 | 1.00
1.50 | 0.00 | 1.50 | 0.00 | 1.00
1.50 | -0.33 | 1.50 | 0.00 | 1.00
1.50 | -0.66 | 1.50 | 0.00 | 1.00

Y =W N

Die gemeinsame Testinformation der Itemantworten und Reaktionszeiten
kann bei Kombination eines zweiparametrigen Logit-Modells mit dem Reakti-
onszeitmodell (7.29) geméf Gleichung (7.15), (3.6) und (7.33) berechnet werden.
Durch Bildung des Kehrbruchs der Testinformation erhélt man die Varianz des
Fahigkeitsschitzers. Die bei einem derartigen Test resultierende (approximative)
Varianz ist fiir unterschiedlich starke korrelative Beziehungen zwischen 6 und
w in Abbildung 7.6 fiir verschiedene Féhigkeitsniveaus wiedergegeben. In der
Abbildung ist wieder erkennbar, dass Reaktionszeiten die Schétzung der Perso-
nenfihigkeit vorwiegend bei extremen Fahigkeitsauspragungen verbessern. Al-
lerdings hingt die Verbesserung stark von der korrelativen Beziehung zwischen
den obliquen Faktoren ab. Wéhrend bei moderaten Fahigkeiten nur sehr hohe
Korrelationen zu einer erwdhnenswerten Varianzreduktion fiihren, 14t sich fiir
extreme Fihigkeitsniveaus bereits bei moderaten Korrelationen zwischen der
Personenfihigkeit und dem Residualfaktor eine beachtliche Varianzreduktion
realisieren.

7.3 Diskussion

Von einigen Forschern wird die Hoffnung gedufert, dass durch die Reaktionszei-
ten bei Tests die Schitzung der zugrunde liegenden Personlichkeitseigenschaft
verbessert werden kdnnte. Diese Hoffnung speist sich teilweise aus der Beobach-
tung korrelativer Beziehungen zwischen der Personenfdhigkeit und unterschied-
lichen Speed-Mafen der Testbearbeitung. Derartige Befunde fiihren manchmal
sogar zu Aussagen wie die von Mayerl (2003), dass durch die Beriicksichtung
der Reaktionszeiten die Information des Tests verdoppelt werden kénne. Ob die-
se optimistische Einschitzung des Nutzens der Reaktionszeiten gerechtfertigt
ist, wurde im aktuellen Kapitel untersucht. Tatsdchlich ist die Reaktionszeit
bereits unter schwachen Voraussetzungen zur Fihigkeitsschitzung verwendbar.
Beispielsweise kann auf die genaue Angabe einer konkreten Reaktionszeitver-
teilung verzichtet werden. Der genaue Beitrag von Reaktionszeitmessungen zur
Varianzreduktion hingt aber von der Verteilung der Reaktionszeiten und der
zugrunde liegenden Modellierung ab.

Die Verteilung der Itemantworten und Reaktionszeiten konnte sich mit einem
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Abbildung 7.6: Log-normalverteilte RT: Varianz des Féahigkeitsschatzers 9 bei
einem Test aus 5 Items mit Itemparametern gemif Tabelle 7.5 und linearer
Parametrisierung — Kontrastierung der Varianz mit Beriicksichtigung und oh-
ne Beriicksichtigung der Reaktionszeiten fiir unterschiedlich starke korrelative
Beziehung der obliquen Faktoren

orthogonalen zweifaktoriellen Modell modellieren lassen, bei dem die Reaktions-
zeiten sowohl auf der Personenfihigkeit 6 als auch auf dem Residualfaktoren w
einer Person laden. Die Implikationen dieses Falls fiir die Schétzung der Perso-
nenfihigkeit wurden in Kapitel 7.1 untersucht. Dort zeigte sich, dass die Beriick-
sichtigung der Reaktionszeiten die Schiatzung der Personenfihigkeit vorwiegend
bei extremer Eigenschaftsausprigung verbessert. Besonders bei dem Modell mit
log-normalverteilten Reaktionszeiten und der quadratischen Parametrisierung
ist diese Verbesserung beachtlich. Dies liegt daran, dass die Informationsfunk-
tionen mancher Reaktionszeitmodelle im Gegensatz zur Informationsfunktion
des zweiparametrigen Logit-Modells mit extremer werdender Personenfihigkei-
ten nicht abnehmen. Zur Schatzung von Fahigkeiten mittlerer Ausprégung hin-
gegen tragen die Reaktionszeiten kaum bei — hier diirften die Itemantworten
zur Diagnostik in der Regel ausreichen. Der Beitrag der Reaktionszeiten zur
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Varianzreduktion ist nicht beschrinkt. Da die einzelnen Reaktionszeiten unab-
héngig voneinander sind, summieren sich ihre Informationsbeitrage. Mit einer
Verldngerung des Tests steigt also der Nutzen der Reaktionszeiten unbegrenzt
an. Dies dndert sich jedoch, wenn man anstatt des orthogonalen zweifaktoriellen
RT-Modells ein obliques RT-Modell betrachtet.

Korrelationen zwischen der Personenfidhigkeit und Speed-Mafsen der Testbe-
arbeitung mogen verschiedene Autoren dazu inspiriert haben, fiir die Verteilung
der Reaktionszeiten und Itemantworten anstelle eines orthogonalen faktoren-
analytischen Modells ein obliques Faktormodell vorzuschlagen, bei welchem ein
Faktor nur die Reaktionszeiten und und ein anderer Faktor nur die Itemant-
worten beeinflusst. Ein derartiges Modell und dessen Implikationen fiir die Fa-
higkeitsschéitzung wurden in Kapitel 7.2 betrachtet. Dort zeigte sich, dass bei
einer gemeinsamen Schitzung der Personenfihigkeit und des Residualfaktors
die Fahigkeitsschitzung durch Beriicksichtigung der Reaktionszeiten nicht ver-
bessert werden kann. Jedoch &ndert sich dies, wenn man das Sampling-Modell
wechselt. Wird die Varianz des Fahigkeitsschétzers nicht mehr fiir eine Gruppe
von Personen mit bestimmter Personenfahigkeit und bestimmtem Residualfak-
tor untersucht, sondern lediglich auf eine bestimmte Personenfidhigkeit bedingt,
konnen die Reaktionszeiten wiederum eingesetzt werden, um die Personenfihig-
keit zu schétzen. Allerdings ist in diesem Fall der Informationsgewinn begrenzt
und h&ngt von der Hohe der Korrelation zwischen der Personenfdhigkeit und
dem Residualfaktor ab. Bei kurzen Tests verbessert die Beriicksichtigung der
Reaktionszeiten die Schitzung extremer Fahigkeiten bereits bei moderaten Kor-
relationen. Bei langen Tests wéchst die Information der Reaktionszeiten jedoch
nicht unbegrenzt und wird im Vergleich zur Information der Itemantworten im-
mer vernachlissigbarer. Aus diesem Grund ist das Vorliegen eines orthogonalen
Faktormodells sicherlich giinstiger.

Was den realen Nutzen der Reaktionszeiten bei einer praktischen Testan-
wendung betrifft, so miissen die gerade berichteten Ergebnisse allerdings einge-
schrénkt werden. Vorausgesetzt wurde bei den Ableitungen immer die Kenntnis
der Itemparameter der Modelle, die jedoch erst anhand einer Eichstichprobe
geschitzt werden miissen. Wenn bei kleinen Eichstichproben die Itemparameter
der Reaktionszeitverteilung nur ungenau geschétzt wurden, verzerrt die falsche
Ausgangslage natiirlich auch die Schitzung der Personenfihigkeit 6. Im Fal-
le einer sehr unzuverldssigen Itemparameterschitzung bei kleinen Sichproben
koénnte es unter Umstédnden sogar besser sein, die Reaktionszeiten zu ignorieren.
Gegen dieses Argument jedoch l&sst sich einwenden, dass auch die Parameter-
schitzer des IRT-Modells fehlerbehaftet sind und zumindest bei den Simulatio-
nen im fiinften und sechsten Kapitel teilweise weniger prizise bestimmt werden
konnten als die Itemparameter des Reaktionszeitmodells. Ganz sicher aber fillt
die theoretische Bewertung des Nutzens, den Reaktionszeiten fiir die Fahig-
keitsschitzung besitzen, zu vorteilhaft aus, da die Itemparameterunsicherheit
unberiicksichtigt bleibt. Auch wurde mit dem Kehrwert der Testinformation
immer nur eine theoretische Grofe betrachtet, die asymptotische Varianz von
Maximum-Likelihood-Schétzern, welche bei Tests geringen Umfangs nicht er-
reicht wird. Der durchschnittliche quadrierte Messfehler ist somit grofer als die
asymptotische Varianz, zumal der Fahigkeitsschitzer bei kleinen Tests einen
nicht vernachlissigbaren Bias besitzen diirfte.
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Auch wenn die Varianz des Fahigkeitsschatzers im Zentrum der Betrach-
tung stand und sicherlich eine wichtige Grofe ist, spiegelt das Kriterium der
Varianzreduktion den Beitrag von Beobachtungen (Itemantworten oder Reak-
tionszeiten) zur Schétzung der Personenfihigkeit nur unvollstindig wider. We-
der gibt die asymptotische Varianz Auskunft {iber Identifikationsprobleme von
Schétzern, noch {iber numerische Probleme der Schétzung. Mit IRT-Modellen al-
lein ist es beispielsweise nicht moglich, Personen mit demselben Antwortmuster
hinsichtlich ihres Fahigkeitsniveaus zu unterscheiden — eine Beschrinkung, die
durch die Beriicksichtigung der Bearbeitungszeit behoben werden kann (White,
1973). Auch existiert die Schwierigkeit, Personen eine Fahigkeitsausprigung zu-
zuschreiben, wenn diese alle Aufgaben gel6st oder nicht gelost haben (Embretson
& Reise, 2000, Kap. 7). Wird bei der Schitzung der Personenfihigkeit zusétz-
lich die Reaktionszeit beriicksichtigt, treten diese Problem nicht auf. Die Rolle
der Reaktionszeit ist zudem nicht nur auf die Verbesserung der Féhigkeitsschit-
zung beschrinkt. Ein populdres Thema in der angewandten Diagnostik ist die
Behandlung und Identifikation von ,schnellen Ratern“ bei Tests mit geringer per-
sonlicher Bedeutung fiir die Testperson (Kong et al., 2007; Wise & Kong, 2005).
Ein weiteres Problem stellen schnelle Rateantworten dar, die unter Zeitdruck ge-
gen Ende des Tests gegeben werden (Goegebeur et al., 2007; Yamamoto, 1995).
Bei der gemeinsamen Modellierung von Itemantwort und Reaktionszeit konnten
sich unter Umsténden (analog zu IRT-Modellen) Personen-Fit-Statistiken defi-
nieren lassen, mit denen atypische Reaktionen nicht nur beziiglich der Itemant-
wort sondern auch beziiglich der Reaktionszeit identifiziert werden kénnten. Die
vorgeschlagenen Reaktionszeitmodelle besitzen also weit mehr Anwendungsmog-
lichkeiten als eine reine Reduktion des Schétzfehlers.



Kapitel 8

Diskussion der Ergebnisse

Die Fahigkeit zur prazisen Messung menschlicher Eigenschaften ist eine Grund-
voraussetzung fiir die psychologische Forschung und Diagnostik: Diagnostische
Entscheidungen sind oft mit weitreichenden Konsequenzen verbunden und soll-
ten daher auf fehlerfreien und validen Messungen entscheidungsrelevanter Per-
sonlichkeitseigenschaften basieren. Der Nachweis von Kausalbeziehungen zwi-
schen theoretischen Konstrukten setzt immer eine giiltige Operationalisierung
voraus. Es ist daher nicht verwunderlich, dass die Frage nach der Messbar-
keit von Konstrukten und nach der Messgenauigkeit von Messinstrumenten eine
Vielzahl von Forschungsarbeiten hervorgebracht hat. Die vermutlich wichtigste
Entwicklung war die Einfiihrung der Item-Response-Modelle, welche die Aus-
wertung von standardisierten Tests mit Hilfe eines Messmodells ermdglichen.
Allerdings wird bei den gangigen IRT-Modellen nur ein Teilaspekt des Verhal-
tens einer Person bei den Testaufgaben zur Diagnostik genutzt, ndmlich die
Itemantworten der Person. Vernachléssigt wird bisher, bis auf wenige Ausnah-
men (Ferrando & Lorenzo-Sevas, 2007a; van der Linden, 2008), die potentielle
Information, die in den Reaktionszeiten einer Person bei der Bearbeitung der
Testaufgaben stecken koénnte. Genau um diese potentielle Information der Re-
aktionszeiten iber die Eigenschaftsausprigung einer Person geht es in der ak-
tuellen Arbeit. Tatséchlich sprechen einige Verdffentlichungen dafiir, dass nicht
nur die Itemantworten, sondern auch die Reaktionszeiten mit dem zu messenden
Konstrukt in Beziehung stehen. Eine Ubersicht iiber die bisherigen Befunde, die
diese Vermutung stiitzen, wurde im ersten Kapitel gegeben. Hervorzuheben sind
zwei Beobachtungen:

1. Im Leistungsbereich finden sich Hinweise darauf, dass Mafse der Personen-
féhigkeit mit der Reaktionszeit bei Intelligenzaufgaben korreliert sind. Ho-
he Korrelationen scheinen besonders bei einfachen Aufgaben aufzutreten,
mit denen zwischen Personen hoher Fahigkeit nur schlecht diskriminiert
werden kann.

2. Bei Selbstbeurteilungsaufgaben, wie sie in Einstellungs- oder Personlich-
keitsfragebogen vorkommen, konnen Urteile desto schneller abgegeben wer-
den, je eindeutiger fiir eine Person die Entscheidung ist, also je stérker die
Aussage von der eigenen Position abweicht.

150
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Diese Beobachtungen waren der Ausgangspunkt fiir die zunédchst generelle
Frage, wie die Reaktionszeiten in die Schitzung von Eigenschaftsauspragungen
einbezogen werden konnen und mit welchem Nutzen dieser Einbezug verbunden
ist. Hierzu war jedoch erst eine Prézisierung der Fragestellung notwendig, um
den Nutzenbegriff genauer zu definieren. Oft wird als Bewertungskriterium eines
Messinstrumentes der durchschnittliche quadrierte Schitzfehler (Mean Squared
Error) herangezogen. Dieses Kriterium héngt aber von der Varianz des Messer-
gebnisses bei wiederholter Messung derselben Eigenschaftsauspragung ab. Das
war der Grund dafiir, unter dem Nutzen der Reaktionszeiten die durch die Be-
riicksichtigung der Reaktionszeiten bewirkte Varianzreduktion des Eigenschafts-
schitzers zu verstehen.

Die popularen IRT-Modelle basieren auf der Annahme, dass eine Person-
lichkeitseigenschaft, die Personenfdhigkeit 6, die Wahrscheinlichkeit einer Per-
son beeinflusst, auf eine Testaufgabe positiv zu antworten. Die genaue Form der
Beziehung zwischen der Personenfihigkeit und der Wahrscheinlichkeit einer po-
sitiven Antwort wird in der Itemcharakteristik ausgedriickt. Bei Annahme eines
IRT-Modells kann anhand der Itemantworten einer Person auf deren Fahigkeits-
ausprigung zuriick geschlossen werden. Ein populédres Schitzverfahren hierfiir
ist der Maximum-Likelihood-Ansatz. Die Prazision der Messung spiegelt sich
in der Varianz der Féhigkeitsschitzung wider, die sich bei einer Wiederholung
der Messung ergéibe. Diese Varianz ldsst sich fiir Maximum-Likelihood-Schétzer
berechnen. Diese ergibt sich aus der Fisher-Information des Tests iiber die unbe-
kannte Fahigkeitsauspragung einer Person. Analog zu den IRT-Modellen fiir die
Itemantwort lassen sich Modelle fiir die Reaktionszeiten bei Testaufgaben auf-
stellen. Grundgedanke ist dabei die Annahme, dass die Reaktionszeitverteilung
ebenfalls von der Personenfihigkeit einer Person abhingt. Allerdings sprechen
empirische Befunde dafiir, dass noch mindestens eine weitere Personlichkeitsei-
genschaft die Verteilung der Reaktionszeiten einer Person beeinflussen diirfte.
Diese zweite systematische Einflussquelle wurde als Residualfaktor bezeichnet.
Die genaue Beziehung zwischen der Reaktionszeitverteilung und den Person-
lichkeitseigenschaften wird in einem Reaktionszeitmodell festgelegt. Geht man
von einem bestimmten Reaktionszeitmodell aus, lassen sich anhand des Reak-
tionszeitmusters einer Person bei mehreren Testitems deren Auspriagungen auf
den Personlichkeitseigenschaften schitzen. Der Nutzen der Reaktionszeiten zeigt
sich in dem Ausmaf, in dem die Varianz der Fahigkeitsschatzung durch die Be-
riicksichtigung der Reaktionszeiten verringert wird. Im siebten Kapitel konnte
gezeigt werden, dass unter relativ allgemeinen Bedingungen eine Beriicksichti-
gung der Reaktionszeiten immer zu einer Reduktion der Varianz fiihrt. Dieses
Kapitel ist somit der eigentliche Kern der Arbeit und soll im Folgenden disku-
tiert werden im Hinblick auf 1) eine kritische Bewertung der Modellannahmen
und 2) einer Bewertung der Ergebnisse fiir die Praxis.

8.1 Bewertung der Modellannahmen

Die Angemessenheit der aufgestellten Modelle fiir einen bestimmten Anwen-
dungsbereich ist letztendlich eine empirische Frage, die nur im konkreten An-
wendungsfall geklart werden kann. Dennoch sollen die Modelle einer genaueren
theoretischen Bewertung unterzogen werden, da eine kritische Analyse Hinweise
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auf Verbesserungsmoglichkeiten und Perspektiven fiir zukiinftige Forschungsar-
beit ergeben kann. Betrachtet werden sollen zwei Aspekte, die Angemessenheit
der einzelnen Reaktionszeitmodelle und die Plausibilitdt der gemeinsamen Mo-
dellierung von Reaktionszeit und Itemantwort.

Bewertung der Modellierung der Reaktionszeiten

Mit welchem Verteilungsmodell Reaktionszeiten bei Tests modelliert werden
kénnen, ist eine noch ungekldrte Frage. Vorgeschlagen wurde bisher eine Vielzahl
unterschiedlicher Alternativen — fiir eine Ubersicht iiber die einzelnen Vorschli-
ge sei auf die Ubersicht im vierten Kapitel verwiesen. Tatséchlich ist die Frage
nach der angemessenen Reaktionszeitverteilung keine theoretische Frage, son-
dern eine empirische, die sicher nicht allgemein geklért werden kann: Vermutlich
erfordern verschiedenartige Gegenstandsbereiche auch verschiedene Verteilungs-
modelle. Dies schrinkt die Generalitdt der bisher verdffentlichten Ansétze er-
heblich ein, da bei den vorgeschlagenen Reaktionszeitmodellen immer von einer
bestimmten Verteilungsform ausgegangen wird. Die aktuelle Arbeit 16st einen
Teil dieses Problems dadurch, dass zwei verteilungsfreie Alternativen zur Mo-
dellierung der Reaktionszeiten vorgeschlagen werden, das Proportional Hazard
Modell fiir dichotomisierte Reaktionszeiten sowie der Quasi-Likelihood-Ansatz
fiir Accelerated Failure Time Modelle. Wenn bei diesen Ansdtzen auch die ge-
naue Verteilungsform der Reaktionszeiten keine Rolle spielt, stehen und fallen
die Modelle mit der Giiltigkeit der Regressionsbeziehung zwischen den Persén-
lichkeitseigenschaften und der Hazard Rate bzw. zwischen den Personlichkeitsei-
genschaften und dem Erwartungswert der logarithmierten Reaktionszeiten. Die
Giiltigkeit der Regressionsbeziehung ist somit die ,,Conditio sine qua non*, ohne
die eine Schitzung der Personlichkeitseigenschaften anhand der Reaktionszeiten
nicht moglich ist. Eine noch weitere Einschrénkung der Annahmen scheint zum
aktuellen Zeitpunkt nicht moglich zu sein.

Die in der Arbeit vorgeschlagenen Reaktionszeitmodelle wurden eingefiihrt,
ohne die postulierten Beziehungen mit einer psychologischen Theorie zu begriin-
den: Immer handelt es sich um Post-Hoc-Modelle, die nicht von fundierten psy-
chologischen Modellvorstellungen iiber den Problemloseprozess abgeleitet wur-
den. Tatséchlich ist dies auch ein Vorteil, da die Giiltigkeit der Modelle somit
nicht an einen konkreten Anwendungsbereich gebunden ist. In dieser Eigenschaft
unterscheiden sich die Reaktionszeitmodelle nicht von den IRT-Modellen, die
ebenfalls nicht auf psychologischen Problemlésemodellen basieren. Aus einer
rein diagnostischen Perspektive betrachtet ist eine fundierte Begriindung der
verwendeten Messmodelle nicht erforderlich: Zur Temperaturmessung werden
Quecksilberthermometer seit 300 Jahren eingesetzt, ohne dass zu Nutzungsbe-
ginn der genaue thermodynamische Mechanismus verstanden wurde.

Bewertung der gemeinsamen Modellierung von Reaktionszeiten und
Itemantworten

Bei Annahme der bedingten Unabhingigkeit der Reaktionszeiten t und der
Itemantworten x lésst sich die gemeinsame Verteilung der Reaktionszeiten und
Itemantworten modellieren als f(x,t|6,w) = ][ (2416)f(t4|0,w). Angenommen
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wird somit, dass bei jedem Item die Reaktionszeit einer Person unabhéngig von
der Itemantwort verteilt ist und dass sich Itemantworten und Reaktionszeiten
bei verschiedenen Items nicht gegenseitig beeinflussen. Die Annahme der beding-
ten Unabhéngigkeit kann mit dem Common Cause Criterion gerechtfertigt wer-
den, also mit der Behauptung, dass die Abhéngigkeit von Phinomenen durch die
Beriicksichtigung der gemeinsamen Ursachen vollstéindig erklért wird (Suppes
& Zanotti, 1981). Diese Annahme wird bei der gemeinsamen Modellierung der
Itemantworten und Reaktionszeiten hiufig verwendet, siehe beispielsweise van
der Linden (2007), Ferrando und Lorenzo-Sevas (2007a) oder Thissen (1984).
Diese Art der Modellierung ist aber nicht zwingend. Ein besonders strittiger
Punkt diirfte die Unabhéngigkeit von Reaktionszeit und Itemantwort bei einem
Item sein.

Nach Bloxom (1985) lasst sich die gemeinsame Verteilung der Reaktionszeit
und Itemantwort bei einer Testaufgabe auf zwei Arten! modellieren: 1.) Durch
die Angabe der marginalen Zeitverteilung und der auf eine bestimmte Reakti-
onszeit bedingten Verteilung der Itemantwort: f(z,t|0,w) = p(z|t,0)f(¢|0,w).
Vertreter dieses Ansatzes sind beispielsweise van Breukelen und Roskam (1991),
Roskam (1987), Verhelst et al. (1997) und Wang (2006). 2.) Eine alternative
Modellierungsstrategie besteht in der Angabe der marginalen Verteilung der
Itemantwort und der auf die Itemantwort bedingten Verteilung der Reaktions-
zeit: f(x,t|0,w) = f(t|zr,0,w)p(x|d). Dieser Ansatz wurde von Thissen (1984)
angeregt und von van Breukelen (2005) in leicht verédnderter Form aufgegriffen.
Der Vorteil des zweiten Ansatzes besteht darin, dass die bewahrten IRT-Modelle
ohne Modifikationen zur Modellierung der Itemantworten herangezogen werden
kénnen. Beim ersten Ansatz hingegen besteht eine Herausforderung darin, ge-
eignete Kombinationen der Verteilungen p(z|t,0) und f(¢|0,w) zu finden, so
dass die marginale Verteilung der Itemantwort p(z|0,w) = [ p(x|t,0) f(|0,w) dt
dhnliche Eigenschaften besitzt, wie die bewdhrten IRT-Modelle.

Tatsédchlich lassen sich Hinweise darauf finden, dass die Reaktionszeitvertei-
lung von der Art der Itemantwort abhingen konnte. Mit Ausnahme schneller
Rateantworten scheinen Personen bei Leistungstests fiir falsche Itemantworten
mehr Zeit zu bendtigen als fiir richtige Itemantworten. Allerdings ist die In-
terpretation dieses Befundes oft nicht eindeutig, da in vielen Studien nicht be-
riicksichtigt wird, dass richtige Antworten in der Regel von fiahigeren und unter
Umsténden schnelleren Personen stammen. Zudem sind falsche Antworten bei
schwierigeren Items mit ldngerer Bearbeitungszeit hiufiger. Die Frage, ob die
Reaktionszeiten bei richtigen und falschen Antworten unterschiedlich verteilt
sind, ldsst sich daher nicht endgiiltig beantworten. Auch fiir den Bereich der
Personlichkeitsdiagnostik gibt es Hinweise darauf, dass die Reaktionszeitver-
teilung von der Itemantwort abhingen koénnte. Fekken, Popham und Holden
konnten in einer Serie von Untersuchungen (Fekken & Holden, 1992; Popham
& Holden, 1990; Holden et al., 1991; Holden & Fekken, 1993) zeigen, dass Per-
sonen mit hohen Eigenschaftsausprigungen zu eigenschaftsindikativen (d.h. po-
sitiv gepolten) Items schneller zustimmen konnen als Personen mit geringer
Eigenschaftsauspragung. Eine Ablehnung von eigenschaftsindikativen, positiv
gepolten Aussagen jedoch erfolgt bei diesen Personen langsamer als bei Per-

IDiese beiden Strategien finden sich auch in der Uberlebenszeitanalyse fiir die gemeinsame
Modellierung wiederholter Messungen und des Eintrittszeitpunktes eines Ereignisses, siehe
hierfiir zum Beispiel Hogan und Laird (1997).
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sonen mit geringer Eigenschaftsauspragung, so dass der Befund nicht damit
erkldrt werden kann, dass Personen mit hoher Eigenschaftsausprigung gene-
rell schneller reagieren. Die Autoren erklaren diesen Befund mit dem Einfluss
von Schemata auf die Informationsverarbeitung. Auf den ersten Blick scheint
das Ergebnismuster tatsdchlich in Widerspruch zu einer Unabhéngigkeit von
Itemantwort und Reaktionszeit zu stehen. Allerdings konnte dieser Befund auch
bei einer Unabhingigkeit von Itemantwort und Reaktionszeit auftreten, wenn
man ein Unfolding-Modell fiir die Reaktionszeiten annimmt: Personen mit hoher
Eigenschaftsauspriagung am rechten Ende der Skala akzeptieren in der Regel alle
Items am linken Skalenende. Aufgrund der grofsen Distanz zwischen der Person
und dem Item kann die Entscheidung zudem schnell erfolgen. Items am rechten
Skalenende in der Nahe der Person werden teilweise akzeptiert und teilweise ab-
gelehnt. Die Reaktionszeit ist dabei aufgrund der geringeren Distanz von Person
und Item jedoch langsamer. Mittelt man nun die Reaktionszeiten aller akzep-
tierten und abgelehnten Items, so tritt das beobachtete Befundmuster auf: Eine
Zustimmung erfolgt bei Personen mit hoher Eigenschaftsausprigung im Durch-
schnitt schneller als eine Ablehnung. Die entscheidende Frage, die aber anhand
der publizierten Studien alleine nicht beantwortet werden kann, lautet, ob die
Distanz zwischen Person und Item oder die Wahrscheinlichkeit der von einer Per-
son abgegebenen Itemantwort in monotoner Beziehung zur Reaktionszeit steht.
Anders ausgedriickt: Wenn eine Person ein Item stark dominiert, ist dann eine
Zustimmung genauso schnell wie eine Ablehnung (Voraussage des Unfolding-
Modells) oder ist die Zustimmung schneller als die Ablehnung (Voraussage von
Holden und Mitarbeitern). Sollte der Befund von Popham und Holden auch
bei einer Kontrolle der Distanz zwischen Item und Person auftreten, wire dies
in der Tat ein Hinweis darauf, dass die Unfolding-Modelle unter Umsténden
nicht addquat sind, sondern von der Vorstellung einer schemagesteuerten Item-
beantwortung auszugehen ist. Es wire in diesem Fall nicht die Distanz zwischen
Person und Item, welche in monotoner Beziehung zur Reaktionszeit stiinde,
sondern vielmehr die Wahrscheinlichkeit der abgegebenen Itemantwort: Wahr-
scheinliche Itemantworten (Hohe Eigenschaftsausprigung — Zustimmung, Nied-
rige Eigenschaftsauspragung — Ablehnung) erfolgen dann schneller als unwahr-
scheinliche Itemantworten (Hohe Eigenschaftsausprigung — Ablehnung, Niedri-
ge Eigenschaftsausprigung — Zustimmung). Psychologisch plausibel wire auch
dieses Alternativmodell, da ,untypische* Itemantworten auf zusatzlichem ko-
gnitiven Aufwand beruhen konnten. Bekannt ist, dass Entscheidungen unter
Konflikt mit langerer Entscheidungszeit einhergehen (Diederich, 2003). Aber
auch unter der Perspektive des Informationsgewinns besitzt die Annahme einer
monotonen Beziehung zwischen der Wahrscheinlichkeit der gegebenen Antwort
und der dafiir bendtigten Reaktionszeit ihren Charme. Immer wieder wurde dar-
auf hingewiesen, dass eine dichotome Itemantwort weniger Information besitzt
als ein kontinuierliches Antwortformat — siehe hierzu beispielsweise die Rand-
bemerkungen im dritten Kapitel (S. 26). Wenn die Reaktionszeit als kontinu-
ierliche Grofe in Beziehung zur Wahrscheinlichkeit der abgegebenen Antwort
steht, besitzt sie erheblich mehr Information {iber die Personenféhigkeit als die
dichotome Itemantwort. Die Untersuchung eines Modells, bei welchem die Re-
aktionszeit zur Wahrscheinlichkeit der gegebenen Antwort in Beziehung gesetzt
wird, kdnnte somit eine interessante Alternative zu dem gew#hlten Ansatz dieser
Arbeit darstellen.
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Der vorherige Abschnitt drehte sich um die Frage, wie die Reaktionszeit bei
Bedingung auf die Itemantwort verteilt ist. Alternativ kann man auch Anneh-
men, dass die [temantwort von der Reaktionszeit abhéngt. Teilweise wird vermu-
tet, dass positive Itemantworten bei kurzen Reaktionszeiten weniger wahrschein-
lich sind, als bei langen Itembearbeitungszeiten, siehe zum Beispiel Wang (2006)
oder Roskam (1987). Dies mag bei Leistungstests plausibel sein und wird oft
mit dem Speed-Accuracy-Trade-Off begriindet. Wie jedoch von van der Linden
(2007) festgestellt wurde, entscheiden sich Personen vor der Testbearbeitung fiir
ein bestimmtes Geschwindigkeits- und Fahigkeitsniveau, so dass mit dem Speed-
Accuracy-Trade-Off Abhéingigkeiten innerhalb einer Person nicht erklért werden
konnen. Bei Einstellungstests hingegen kann vermutet werden, dass bei kurzen
Reaktionszeiten die Wahrscheinlichkeit einer positiven Reaktion (Zustimmung)
grofer ausfallt. Auf Spinoza geht die These zuriick, dass eine Aussage im Augen-
blick des Verstindnisses automatisch akzeptiert wird und erst zusétzliche Refle-
xionen notwendig sind, damit die Aussage als falsch zuriickgewiesen werden kann
(Gerard, 1997). Die Frage nach der Existenz eines ,,Speed-Accuracy-Trade-Offs*
wird jedoch innerhalt der Einstellungsdiagnostik selten diskutiert. Ein Gedan-
ke ist jedoch auch fiir Einstellungs- und Personlichkeitstests erwédgenswert. Wie
im dritten Kapitel gezeigt wurde, kann bei den IRT-Modellen eine kontinuier-
liche, latente Variable angenommen werden, welche den biniren Itemantworten
zugrunde liegt. Wiahrend der Erwartungswert der latenten Variablen von der
Personenfihigkeit abhéngt, wird die Varianz der latenten Variablen nicht mo-
delliert, sondern als fix angenommen. Von Haaijer et al. (2000) stammt die Idee,
diese Varianz auf die Bearbeitungszeit einer Person zuriick zu fithren. Dies be-
deutet, dass Itemantworten bei kurzer Bearbeitungszeit weniger stabil sind, als
bei langer Bearbeitungszeit. Eine derartige Modellierung steht jedoch in Wider-
spruch zu den empirischen Befunden, dass sichere Entscheidungen mit kurzen
Reaktionszeiten einhergehen. Aus diesem Grund wird die Reaktionszeit auch als
Ma#k der Einstellungsstirke aufgefasst (Fazio, 1995). Dennoch ist der Vorschlag
von Haaijer et al. (2000) eine Alternative, die in zukiinftigen Forschungsarbeiten
aufgegriffen werden sollte.

In der aktuellen Arbeit wurden Ansétze vorgeschlagen, wie Reaktionszeiten
bei der Diagnostik beriicksichtigt werden kénnten. Vorgestellt wurden mehre-
re Reaktionszeitmodelle, mit denen ein moglichst breiter Anwendungsbereich
abgedeckt werden sollte. Ein Teil der vorgeschlagenen Modelle gilt unabhéngig
von der genauen Verteilungsform der Reaktionszeiten, jedoch miissen restriktive
Annahmen iiber die gemeinsame Verteilung der Itemantwort und Reaktionszeit
getroffen werden. Es stellt sich die Frage, ob derartige Verteilungsannahmen
nicht génzlich vermieden werden kénnen. In der Medizin wird teilweise der An-
satz der ,,Quality Adjusted Life-Years* verfolgt. Eine Einfiihrung in das Konzept
findet sich beispielsweise bei Glasziou, Cole, Gelber, Hilden und Simes (1998).
Bei diesem Ansatz wird die Zeit bis zum Tode einer Person mit dem Nutzen der
Zeit gewichtet. Diese Vorgehensweise kann auf den Bereich von Leistungstests
iibertragen werden, wenn man den Nutzen einer Antwort von der Art der Ant-
wort und vom Eintrittszeitpunkt abhingig macht. Eine richtige Antwort besitzt
desto groferen Nutzen, je schneller die Antwort erfolgt. Durch die Modellie-
rung des Nutzens einer Reaktion entféllt die Notwendigkeit einer gemeinsamen
Modellierung von Reaktionszeit und Itemantwort. Allerdings setzt diese Vorge-
hensweise die oft beliebige Definition einer Nutzenfunktion voraus, welche nur
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in den seltensten Fillen begriindet werden kann. Bei lebensnahen Testaufga-
ben, wie sie teilweise in Assessment Centern eingesetzt werden und bei denen
die Bearbeitungszeit teilweise einen wirklichen Wert besitzt, ist der Ansatz aber
durchaus erwigenswert.

Ob die bedingte Unabhangigkeit von Reaktionszeit und Itemantwort bei ei-
nem Test gilt, ist eine empirische Frage, die theoretisch nicht geklart werden
kann. Die Ubersicht iiber alternative Modellierungsstrategien soll daher nicht
als Zweifel an der bedingten Unabhingigkeit gedeutet werden, sondern sind
eher als Anregung fiir zukiinftige Forschungsarbeiten zu verstehen. Wéhrend
die Annahme der bedingten Unabhéngigkeit bei Leistungstests hinterfragt wer-
den kann, finden sich im Einstellungs- und Personlichkeitsbereich wenige Ein-
wande dagegen. Und es ist gerade der Einstellungs- und Personlichkeitsbereich,
in dem Reaktionszeiten besonderes diagnostisches Potential besitzen konnten,
siehe hierzu die Befunde im siebten Kapitel.

8.2 Bewertung des Nutzens fiir die diagnostische
Praxis

Die Frage nach der Plausibilitit der vorgeschlagenen Modellierung behandelt
die mogliche Einsetzbarkeit der Modelle in der Praxis. Realistische Modellan-
nahmen sind daher eine notwendige Voraussetzung fiir den Erfolg einer Mo-
dellanpassung. Doch selbst wenn eines der vorgeschlagenen Reaktionszeitmo-
delle tatsichlich die Verteilung der Bearbeitungszeiten mit einer ausreichenden
Genauigkeit beschreiben sollte, bedeutet dies nicht notwendigerweise, dass die
Moglichkeit, die Reaktionszeiten modellieren zu kénnen, mit einem praktischen
Nutzen verbunden ist. Diese Frage nach dem praktischen Nutzen der Modelle
soll im Folgenden erortert werden. Zu betrachten sind dabei die Kosten und der
Gewinn bei einer Beriicksichtigung der Reaktionszeiten.

Um die Reaktionszeitmodelle zur Messung von Eigenschaften einsetzen zu
konnen, ist eine vorherige Schitzung der Itemparameter notwendig. Fiir die
Schitzung wurden in der aktuellen Arbeit verschiedene Verfahren entwickelt.
Bei einer Uberpriifung der Leistungsfihigkeit der Verfahren mit Simulationen
zeigte sich, dass fiir eine akkurate Schitzung der Itemparameter grofse Stichpro-
ben benétigt werden. Eine passable Schitzung ist bei kurzen Tests erst ab etwa
500 Versuchspersonen moglich. Dies scheint auf den ersten Blick gegen einen zu-
sdtzlichen Einbezug der Reaktionszeiten zu sprechen. Allerdings bendtigt man
bereits fiir die alleinige Anpassung eines IRT-Modells eine grofte Eichstichpro-
be. Zudem konnte gezeigt werden, dass durch die gemeinsame Schitzung von
IRT-Modell und Reaktionszeitmodell die Schitzung der I[temparameter préiziser
erfolgt, als bei einer alleinigen Anpassung des IRT-Modells. Durch die Model-
lierung der Reaktionszeiten werden also keine hdheren Anforderungen an den
Stichprobenumfang gestellt als bei der Anpassung eines IRT-Modells.

Unter dem Nutzen der Reaktionszeit wurde in der aktuellen Arbeit der Bei-
trag der Reaktionszeiten zur Reduktion der Varianz des Fahigkeitsschitzers
verstanden. Dieser Aspekt ist sicherlich ein sehr wichtiger, jedoch besitzt die
Beriicksichtigung der Reaktionszeit weitere Vorteile, die nur am Rande erwdhnt
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wurden. Beispielsweise erlaubt der Einbezug der kontinuierlichen Reaktions-
zeit eine Unterscheidung von Personen mit denselben Itemantworten, was bei
IRT-Modellen nicht méglich ist. Mit Reaktionszeiten kénnen zudem schnelle Ra-
teantworten identifiziert werden. Die Reduktion der Varianz ist somit nur ein
Nutzenaspekt unter vielen anderen. Aufgrund seiner grofsen Bedeutung stand
dieser Aspekt jedoch im Vordergrund der Betrachtungen. Das Ausmaf, in dem
sich die Varianz des Fahigkeitsschitzers durch die Verwendung der Reaktions-
zeiten reduzieren ldsst, kann natiirlich nicht generell bestimmt werden, da der
Betrag von den Parametern der Items abhingt. Dennoch lassen sich mehrere
Dinge feststellen: Die Modelle fiir kontinuierliche Reaktionszeiten besitzen sehr
giinstige Iteminformationsfunktionen: Entweder sind die Iteminformationsfunk-
tionen konstant oder sie nehmen mit extremer werdenden Eigenschaftsauspra-
gung zu. Dadurch erginzen sie die Informationsfunktionen zweiparametriger
IRT-Modelle optimal, bei denen die Iteminformation mit extremer werdender
Personenféhigkeit absinkt. Dieses Verhalten spiegelt sich in der Varianz des Fa-
higkeitsschétzers wider. Vergleicht man bei diesen Modellen die Varianz des Fa-
higkeitsschéitzers mit und ohne Beriicksichtigung der Reaktionszeiten, kann man
sehen, dass der wesentliche Beitrag der Reaktionszeiten zur Féahigkeitsschitzung
in einer Verbesserung der Schitzung extremer Fahigkeiten besteht. Der Vorteil
sich erginzender Iteminformationsfunktionen geht bei den Modellen fiir dicho-
tomisierte Reaktionszeiten verloren, da bei diesen die Iteminformation ebenfalls
mit extremer werdender Eigenschaftsauspriagung absinkt. Dieser ungiinstige In-
formationsverlauf ist der Dichotomisierung der Reaktionszeiten geschuldet, die
zu einem Informationsverlust fiihrt. Dennoch verbessert der Einbezug der Re-
aktionszeiten auch bei den Proportional Hazard Modelle fiir dichotomisierte
Reaktionszeiten die Schitzung extremer Fahigkeitsausprigungen, wie man an-
hand der Abbildungen im siebten Kapitel sieht. Zudem kann bei den Model-
len fiir dichotomisierte Reaktionszeiten die Varianzreduktion gesteigert werden:
Durch Wahl eines geeigneten Zeitlimits bei der Dichotomisierung der Reakti-
onszeiten kann die Lage des Informationsmaximums beeinflusst werden, was
die Konstruktion mafsgeschneiderter Tests erlaubt. Auch kann das Proportio-
nal Hazard Modell fiir dichotomisierte Reaktionszeiten erweitert werden, indem
die Reaktionszeiten nicht dichotomisiert, sondern in mehrere Kategorien einge-
teilt werden. Dadurch steigt zwar die Itemparameteranzahl an, da nun mehrere
Konstanten geschétzt werden miissen, jedoch dndert sich das generelle Prinzip
nicht. Die feinere Auflésung der Reaktionszeiten fiihrt zu groferer Iteminforma-
tion und folglich zu groferer Varianzreduktion. Alternativ ist es moglich, bei
Proportionalen Hazard Modellen die Grundhazard-Rate iiber Splines zu appro-
ximieren oder fiir Zeitabschnitte eine konstante, vom Zeitabschnitt abhangige
Hazard-Rate anzunehmen. Auch diese Modellierungsanséatzen sollten den Infor-
mationsgewinn durch die Reaktionszeiten erh6hen und sind ein vielversprechen-
des Gebiet zukiinftiger Forschung.

Die Testinformationsfunktion steht in Bezug zur asymptotischen Varianz des
Maximum-Likelihood-Schétzers der Personenfihigkeit, wenn die wahren Item-
parameter bekannt sind und der Testumfang unbegrenzt anwichst. Uber das
Verhalten des Féhigkeitsschitzers bei kleinen Stichproben kann somit keine Aus-
sage gemacht werden, so lange nicht die Eigenschaften der Schétzer bei kleinen
Stichproben untersucht werden, wie dies bereits fiir die IRT-Modelle unternom-
men wurde (Lord, 1983). Unbekannt ist auch, welchen Einfluss die fehlerhafte
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Schitzung der Itemparameter auf die Fahigkeitsmessung ausiibt. Tatséchlich
gilt die Beziehung der Testinformation zur Varianz des Féhigkeitsschitzers nur
bei Kenntnis der wahren Itemparameter. Welchen Effekt die zusédtzliche Item-
parameterschitzung auf die Fiahigkeitsschitzung besitzt, muss in weiteren For-
schungsarbeiten geklért werden. Aus dem IRT-Bereich ist bekannt, dass die
zusétzliche Schitzung der Itemparameter bei kleinen Eichstichproben zu ei-
ner betrachtlichen Vergrofserung des mittleren quadrierten Fehlers fithren kann
(Tsutakawa & Johnson, 1990).

In der aktuellen Arbeit ging es darum, die Varianz bei der Schétzung der
Personenféhigkeit zu reduzieren. Die Verwendung der Reaktionszeiten ist hier-
fiir zwar nahe liegend, jedoch nicht konkurrenzlos. Wenn soziodemographische
Variablen in Beziehung zur Personenfihigkeit stehen, kann eine Fehlerreduktion
auch dadurch erreicht werden, dass diese Variablen in die Féhigkeitsschitzung
einbezogen werden (Adams, Wilson & Wu, 1997; Mislevy, 1987). Die Frage nach
dem Nutzen der Reaktionszeit ist somit immer relativ: Lohnt sich der Aufwand
einer expliziten Modellierung der Reaktionszeiten im Vergleich zum Einbezug
von zusétzlichen, soziodemographischen Variablen? Auch diese Frage kann na-
tiirlich nicht generell beantwortet werden und ist gesondert zu untersuchen. Ein
Vorteil der Verwendung von Reaktionszeiten gegeniiber der Verwendung von
soziodemographischen Variablen diirfte aber die moglicherweise grofere Akzep-
tanz sein, da die Fahigkeitsschétzung bei Nutzung der Reaktionszeiten nur vom
eigenen Verhalten abhingt und nicht von der unbeeinflussbaren Zugehorigkeit
zu soziodemographischen Gruppen.

8.3 Ausblick

Ganz am Anfang dieser Arbeit wurde die Frage nach dem diagnostischen Nut-
zen von Reaktionszeiten gestellt. Um diese Frage zu beantworten, wurden ver-
schiedene Reaktionszeitmodelle auf ihren potentiellen Nutzen hin untersucht.
Welchen Nutzen die vorgeschlagenen Reaktionszeitmodelle in der Praxis besit-
zen, kann durch die rein theoretische Untersuchung nicht beantwortet werden
— hierzu ist empirische Forschungsarbeit notwendig. Doch selbst wenn unter
dem Aspekt des praktischen Nutzens die Verwendung von Reaktionszeiten im
Zusammenhang mit der Schitzung von Personlichkeitseigenschaften nicht ab-
schlieend geklart werden kann, so zeigt die Arbeit doch das Potential, welches
die Reaktionszeit als komplementére Information zur Itemantwort besitzt. Dass
bisher nur wenige Versuche unternommen wurden, diese Potential auch tatsich-
lich zu nutzen, mag vermutlich auch an der Schwierigkeit gelegen haben, die
Reaktionszeiten bei der Bearbeitung von Tests aufzuzeichnen. Durch die Ver-
fiigharkeit computeradaptiver Tests wird die Aufzeichnung von Reaktionszeiten
jedoch erheblich erleichtert. Es ist daher zu hoffen, dass in der nahen Zukunft
Reaktionszeiten in der Diagnostik eine wichtige Rolle spielen werden.
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Anhang A

Momentmethoden-Schatzer
ausgewahlter RT-Modelle

A.1 Modelle fiir exponentialverteilte Reaktions-
zeiten

A.1.1 Lineare Parametrisierung

Nach Modell (4.7) sind die Reaktionszeiten einer Person mit Personenfdhigkeit
0 und Residualfaktor w bei Item g exponentialverteilt mit der Verteilungsdichte:

f(tgl0,w) = Ag(0,w) exp [ — Ag(6,w)ty] mit log [Ag(0,w)] = kg + 140 + cqw.
(A.1)

Die Schatzung der Einflussgewichte [, und ¢, sowie der Konstanten k, kann
iber die Methode der Momente erfolgen, wenn man davon ausgeht, dass die
Testpersonen aus einer Population gezogen werden, in welcher die Personlich-
keitseigenschaften 6 und w bivariat standardnormalverteilt sind mit Korrelation
p = 0. Hierzu benétigt man die ersten beiden marginalen nonzentralen Mo-
mente. Diese lassen sich nach dem Gesetz der iterierten Erwartungswertbildung
berechnen (Casella & Berger, 2002). Dieses Gesetz besagt, dass:

Elty) = g [Elt,]0,w]]. (A.2)

Bei Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften # und w ist die Reak-
tionszeit exponentialverteilt mit Verteilungsparameter \,(6,w). Der bedingte
Erwartungswert dieser Exponentialverteilung ist eine Funktion des Verteilungs-
parameters A\, (6, w). Es gilt: E[t;]0,w] = 1/A;(0,w). Der marginale Erwartungs-
wert der Reaktionszeit von Item g bei bivariat standardnormalverteilten Per-
sonlichkeitseigenschaften § und w ldsst sich nach (A.2) berechnen als:
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RO 1 1 1 1
Elty] = Epw [E[tg|9,wﬂ = /_ /_ m% exp [—592] exp [—EwQ] dé dw.

(A.3)

Bei Verwendung der Bezichung \j(0,w) = exp [kg + l40 + cqw] ergeben
Umformungen:

R 1 1 1 1
= — ——6? —-w?| dfd
/ / explkq +1 9—|—cgw] exp[ ]exp[ ZW] “
= exp[— / / 5 ©XP {——(92 + 21 9)} exp [—%(w + Qng)] df dw
2 | Ly 1 1
=exp | —ky —|——l §cg —exp —5(0—1—19) exp —5(w+cg) df dw

1
= exp |:—]{)g —+ 513 —+ §C§:| .

(A4)

Auch das zweite marginale nonzentrale Moment ldsst sich mit der Methode
der iterierten Erwartungswertbildung berechnen. Bei Bedingung auf die Person-
lichkeitseigenschaften # und w besitzt die bedingte Verteilung der Reaktionszeit
ty das zweite nonzentrale Moment E[t2|0,w] = 2/X2(6,w). Das zweite marginale
nonzentrale Moment ergibt sich dann als:

2 1 1,
E[t} ng [t [t510, w / / )\2 0 ) exp[ 29 exp |~ 5w df dw.

(A.5)

Eine quadratische Ergénzung von (A.5), deren einzelnen Schritte analog zur
Vorgehensweise bei (A.4) sind, fiihrt zur Losung:

E [t2] = 2 exp[—2ky + 202 + 2¢2]. (A.6)

Das zweite nonzentrale Moment E(t4t;) kann nach demselben Prinzip be-
rechnet werden. Bei Anwendung des Gesetzes der iterierten Erwartungswertbil-
dung erhélt man:

1
Eltyt;l =exp |—kg — kj + = (l +1;)% + 2(cg+cj)2 . (A.7)

Betrachtet man zwei Items g und j, so ergibt sich durch die Momentglei-
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chungen (A.4) bis (A.7) folgendes Gleichungssystem:

log [Elty]] = —ky + —12 S
log [Elt] = —k; + —12 ; &
log [E[t]]] = log(2 )_gk L2124 22 (A8)
log [E[t3]] = log(2) — 2k; + 202 4+ 202

]

log [Eltyt;]

1
—kg —kj+ = (l +1;)* + 2(cg+cj)2.

Umformungen von (A.8) fithren zur Beziehung:
log [E 1] —log(2) — 2log [E[ty]] = 12 + cf]
log [E[t7]] —log(2) — 2log [Elt;]] =I5 + ¢ (A.9)

log [Eltgt;]] —log [E[ty]] —log [Elt;]] = l4l; + c4e;.

In Gleichungssystem (A.9) kénnen die theoretischen Momente durch die em-
pirischen Momente ersetzt werden. Tatséchlich besitzt das Gleichungssystem
(A.9) die Struktur eines faktorenanalytischen Modells, jedoch ohne Term fiir
die spezifische Varianz. Dies bedeutet, dass die durch Gleichungssystem (A.9)
gebildete Matrix bei mehreren Items {iber eine Hauptkomponentenanalyse fak-
torisiert werden kann (R. Johnson & Wichern, 2002, S. 484). Die gesuchten
Itemparameter 1 = [l1,...,l4] und ¢ = [e1, ..., ¢4] entsprechen dann den ersten
beiden Eigenvektoren. Die auf diese Weise geschitzten Itemparameter sind je-
doch nicht eindeutig, da die Dimensionen der latenten Variablen rotiert werden
konnen.

A.1.2 Quadratische Parametrisierung

Laut Modell (4.11) sind die Reaktionszeiten einer Person bei einem Item g
exponentialverteilt mit Verteilungsdichte:

f(tgl6,w) = Ag(0,w) exp [—Ag(Q,w)tg} mit log [)xg(@,w)] = k9+lg(9_dg)2+cgw
(A.10)

Unter Anwendung des Gesetzes der iterierten Erwartung (Casella & Berger,
2002) konnen die ersten vier marginalen nonzentralen Momente der Reaktions-
zeit bei einem Item berechnet werden. Die Berechnung basiert dabei auf der
Annahme, dass Testpersonen zuféllig aus einer Population potentieller Testteil-
nehmer gezogen wurden, in welcher die Personlichkeitseigenschaften 6 und w
unabhéngig standardnormalverteilt sind. Auf eine genaue Darstellung der ein-
zelnen Rechenschritte bei der Bestimmung der Momente soll jedoch verzichtet
werden — sie sind analog zu der bereits in Abschnitt A.1.1 beschriebenen Vor-
gehensweise. Allerdings muss bei der Bestimmung der Momente vorausgesetzt
werden, dass das Einflussgewicht [, positiv ist. Dies ist allerdings keine gravie-
rende Einschrinkung, da Modell (4.11) auch nur fiir positive Einflussgewichte
empirisch sinnvoll ist. Die ersten vier nonzentralen Momente lauten:
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E[ty] = \/%—219 exp _—kg - 1lj_d§lg + %cé} (A.11)
E[t2] = \/%_419 exp :—2kg - iﬁi +2c2 (A.12)
E[tg} = \/%—619 exp :—3kg _ 13—l’_96é52;g + gcgl (A.13)
E[ty] = \/%_&g exp _—41@9 - fj_gcgg + 8¢ (A.14)

Die theoretischen Erwartungswerte E|[t,] bis E|[t;] kénnen durch die em-
pirischen Momente m; [t,] bis m4[t,] konsistent geschétzt werden. Werden die
theoretischen Erwartungswerte durch die empirischen Momente ersetzt, kann
das Gleichungssystem nach den unbekannten Itemparametern aufgelost werden.
Das Einflussgewicht [, erhélt man als Losung des Gleichungssystems:

96
[1og [m3t,]] — 3log [ma[t,)] + 3log [ml[tg”} -
L T ~q 3 1 9%
— {log(G) -3 log [1 + 619} + 3 log [1 4 41g] ) log [1 + 219]} - SlAg
24
— {10g [m4[tgﬂ —6log [mz[tg]} + 8log [ml[tg]]} = 679
! {10 (12) — 5 log [1-+81,] +3log [1 + 47,] — 410 [1+2f]} =0
g 2 g g g g g g - 679 .
(A.15)

Gleichung (A.15) ist nicht explizit 16sbar — zudem besitzt die Gleichung
teilweise zwei Nullstellen, so dass fiir lAg zwei Losungen existieren. Allerdings
scheidet oft eine der Losungen fiir lAg aus, da in diesem Fall die geschétzte Item-
lokation c/l\g eine komplexe Zahl wire. Es gilt ndmlich fiir c?_q die Beschrinkung:

=] [108 ] 3108 [t ] + 310 [,

1 ~ 3 ~ 3 ~
+ [1og(6> — 5 log [1+6ly] + S log [1+4lg] — Slog [1+ 21;,]}] (A.16)

(1 + 61y) (1 + 41,) (1 + 21,)

= > 0.
2413

Allerdings ist der Schétzer der Itemlokation c/l\g nicht eindeutig identifiziert,

~

da das Vorzeichen durch die Momentgleichungen unbestimmt bleibt — d, geht
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immer als quadratischer Term in die Momentgleichungen (A.11) bis (A.14) ein.
Auch das Vorzeichen von ¢, ist nicht eindeutig definiert. Der Grund der fehlen-
den Eindeutigkeit liegt an der Unbeobachtbarkeit der Personlichkeitseigenschaf-
ten 6 und w. Definiert man die latenten Skalen der Personlichkeitseigenschaften
alleine iiber die Festlegung der Varianz, ist eine Skalenreflexion immer mdglich.
Nach Festlegung des Vorzeichens der Itemlokation d, und des Einflussgewichts
cq eines Items sind jedoch die Itemparameter der anderen Items eindeutig defi-
niert. Hierzu ist jedoch zusitzlich die Kovarianz zweier Items zu beriicksichtigen.
Das erwartete Produkt der Reaktionszeiten zweier Aufgaben g und j lautet

1
E[tyt;] =—————
4t VI+2, + 2,
2(lgdg +1;dj)*  (cg+cj)?
exp | (kg + k) — g + 1) + Aol L LGS (B 67
g J
(A.17)

so dass bei Festlegung des Vorzeichens einer Itemlokation die Vorzeichen der
anderen Itemlokationen eindeutig bestimmt sind. Diese Festlegung einer Item-
lokation ist analog zur Notwendigkeit der Skalenverankerung bei IRT-Modellen
zu sehen, bei denen die Skala der latenten Variablen ebenfalls reflektiert werden
kann.

A.2 Modelle fiir log-normalverteilte Reaktions-
zeiten

A.2.1 Lineare Parametrisierung

Nach Modell (4.32) ist die logarithmierte Reaktionszeit ¢, = log(t,) von Aufgabe
g bei Bedingung auf die Personlichkeitseigenschaften 8 und w normalverteilt mit
Erwartungswert E [t, |0, w] = 1y(0,w) = kg +140+ c,w und Standardabweichung
0g4. Es gilt daher:

ty=kg+ 10+ cqw+ ey mit eg ~ N(0,07). (A.18)

Versuchspersonen werden aus einer Population von potentiellen Testperso-
nen gezogen. Geht man davon aus, dass in der Population der potentiellen Test-
personen die Personenfihigkeit # und der Residualfaktor w unabhingig stan-
dardnormalverteilt sind, folgt auch die Marginalverteilung der logarithmierten
Reaktionszeit f(t;) = f(t; 0, w)f(ﬂ, w) df dw einer Normalverteilung. Dies ist
eine Folge des Umstandes, dass die Summe normalverteilter Zufallsvariablen
ebenfalls normalverteilt ist. Fiir die Herleitung der folgenden Verteilungseigen-
schaften der marginalen Reaktionszeitverteilung ist jedoch die genaue Vertei-
lungsform unwesentlich. Entscheidend ist vielmehr die Annahme, dass die Per-
sonlichkeitseigenschaften § und w unabhéngig von der Residualkomponente e,
verteilt sind und dass Residualkomponenten verschiedener Items voneinander
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unabhéngig sind. In diesem Fall kann die Varianz der marginalen Reaktions-
zeitverteilung als Summe der Varianzen der einzelnen Komponenten berechnet
werden:

o (t;) = 0% (kg + 1y + cqw + €9) = 12 + 5 + 0. (A.19)

Auch die marginale Kovarianz zweier logarithmierter Reaktionszeiten ¢, und
t; ist bei Ausnutzung der Unabhéngigkeit von Personlichkeitseigenschaften und
Residualkomponenten bestimmbar:

oty ;) = o((kg + 140 + cqw + €4), (kj + 1,0 + cjw + €;)) = lgl; + cgc; (A.20)

Diese Riickfiihrung der Kovarianz auf die Multiplikation zweier Einflussge-
wichte entspricht dabei genau dem Modell der Faktorenanalyse (R. Johnson &
Wichern, 2002). Somit stehen alle faktorenanalytischen Verfahren zur Schitzung
der Itemparameter zur Verfiigung.

A.2.2 Quadratische Parametrisierung

Nach Modell (4.37) folgt die Verteilung der Reaktionszeit einer Person mit den
Personlichkeitseigenschaften § und w bei Aufgabe g einer Log-Normalverteilung
mit Skalenparameter o, und Lokationsparameter 1,(0,w) = k, + ,(0 — d,)* +
cqw. Eine Reparametrisierung fithrt zum &quivalenten Modell:

Ng(0,w) = kg +14(0 — dg)2 +cgw
= (kg + lgd2) + 1467 — 2lydgb + cow (A.21)
= Byo + Bg10% + By20 + Byaw

Die Transformationen g0 = (kg+1yd2), Bg1 = lg, Bg2 = —2lgdq und By3 = ¢4
konnen jederzeit wieder riickgingig gemacht werden und stellen keine Parame-
terrestriktionen dar. Nach Logarithmieren der Reaktionszeit von Item g gilt:

t; = ﬁgo + ﬁg192 + 6929 + ﬁggw + ey mit eg ~ N(O, 0'5) (A.22)

Bei Modell (A.22) handelt es sich um das Modell einer nonlinearen Fakto-
renanalyse, fiir welches verschiedene Schitzverfahren existieren (Yalcin & Ame-
myia, 2001). Geht man davon aus, dass eine Stichprobe von Versuchspersonen
aus einer Population potentieller Testteilnehmer gezogen wird, in welcher die
Personlichkeitseigenschaften # und w unabhingig standardnormalverteilt sind,
kénnen die Itemparameter jedoch einfach iiber die Stichprobenmomente ge-
schitzt werden. Der Erwartungswert u[t;] und das zweite zentrale Moment
) [t;} bis flinfte zentrale Moment z 5 [t;} der logarithmierten Reaktionszeiten
lauten in diesem Fall:
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nlty] = Bgo + By
z2ualty] = 2651 + Boo + B3 + 0,
zps[t,] = 865 + 68415
zpa[t,] = 6085, + 3B, + 6037182 + (1262, + 682,) 65 (A.23)

s [ty] = 54435, + 6085, 82, + 605415
+ (8083, + 608,10%,) 5% + (8062, + 60541%)0>

Ersetzt man in den Momentgleichungen (A.23) die theoretischen Momente
[ } bis zug,[ *} mit den korrespondierenden Stichprobenmomenten ml[ ] bis
zm5[ 5], dann kann das Gleichungssystem nach den unbekannten Parametern

aufgelost werden. Umformungen ergeben fiir den Schitzer des Parameters Bgl
bzw. des Einflussgewichtes [, die Bedingung:

~1536 35, +480 zmj3[t;] B2, + (60 zmy[t)] zms[t,] —6 zms[t)]) By = 0 (A.24)

Durch Bestimmung der Nullstellen von (A.24) kann Bgl gefunden werden.
Die Funktion (A.24) besitzt unter Umsténden drei non-triviale Nullstellen, von
denen aber maximal zwei positiv sind. Eine der Losungen scheidet jedoch oft
aus, da fiir diese Losung nach der Momentbedingung zmg[ } = Sﬂgl + 6691ﬂ92

der Schétzer 632 einen negativen Wert besitzen miisste. Die {ibrigen Itempara-

meter lassen sich bei Kenntnis von Bgl berechnen, wenn man die restlichen Mo-
mentbedingungen ausniitzt. In Gleichungssystem (A.23) gehen die Grofen Ggo
und f43 immer als Quadrate in die einzelnen Gleichungen ein. Dies bedeutet,
dass das Vorzeichen dieser Komponenten nicht bestimmt ist, sondern festgelegt
werden muss. Ursache hierfiir ist die Unbestimmtheit der Skalen der latenten
Variablen 6 und w, welche bei alleiniger Festlegung der Varianz immer noch re-
flektiert werden konnen. Legt man die Vorzeichen jedoch beim ersten Item fest,
sind die Skalen auch fiir die weiteren Items verankert. Hierzu muss jedoch die
Kovarianzmatrix der Items berticksichtigt werden. Schétzer fiir die urspriingli-
chen Itemparameter lg, Cg» d und k erhdlt man durch Retransformation der

geschétzten Itemparameter 340, Bgl, ng und 693

Anzumerken ist, dass die Schétzbarkeit der Parameter iiber die Momentme-
thode zwar die (asymptotische) Identifikation des Modells belegt. Da die Stich-
probenmomente ferner konsistent geschitzt werden kénnen, sind die Moment-
methoden-Schitzer ebenfalls konsistent. Jedoch ist die Momentmethode auf-
grund der starken Stichprobenschwankung besonders des fiinften Momentes
nicht die optimale Schitzmethode. Simulationen sprechen in der Tat fiir eine
grofe Varianz der Momentmethoden-Schitzer. In den Simulationen ergab sich
zudem das Problem, dass bei kleineren Stichprobenumféngen der Schétzer des
Einflussgewichts l keine reelle Losung besafs. Wie in Abschnitt 6.2 gezeigt wird,
koénnen die Momentmethoden Schitzer als Startwerte fiir eine Schatzung nach
dem Marginal-Maximum-Likelihood-Ansatz dienen.



Anhang B

Iteminformationsfunktionen
der RT-Modelle

B.1 Modelle fiir exponentialverteilte Reaktions-
zeiten

B.1.1 Lineare Parametrisierung

Der Beitrag der Reaktionszeiten zur Reduktion der Varianz des Fahigkeits-
schétzers hingt von der Fisher-Information der Reaktionszeiten ab. Die Fisher-
Information entspricht der Varianz der Score-Funktion S(6,w,t) der Reaktions-
zeitverteilung (siehe 2.11). Alternativ ldsst sie sich bei Giiltigkeit bestimmter
Regularitdtsbedingungen als negativer Erwartungswert der zweiten Ableitungen
der Log-Likelihood-Funktion nach den Personlichkeitseigenschaften bestimmen.
Laut Modell (4.7) sind die Reaktionszeiten bei einer Aufgabe exponentialverteilt
mit personenspezifischem Intensititsparameter log [)\g (H,W)} = kg + 140 + cqw.
Die zweite Ableitung der logarithmierten Reaktionszeitverteilung nach dem Per-
sonenparameter 6 lautet bei dem Modell:

0? 92T
57 08 [1 (1410, )] = 507 Tog [ (0,0) exp (- Agw,w)tg)H
o |
= o log [exp(kg + g0 + cqw) exp ( — exp(ky + 1y0 + cgw)tg)H
o [
=55 (kg + 140 + cqw) — exp(kg + 140 + cgw)tg}

= —12 exp(ky + 1y0 + cyw)ty.
(B.1)

Analoge Rechenschritte fiir die weiteren Ableitungen fithren zur Hesse-Matrix:

167
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2 1
H(0,w,ty) = —exp(ky + 140 + cqw)t,y { lgig -‘éﬁ-" ] . (B.2)
g

Der Erwartungswert einer mit Verteilungsparameter A\,(6,w) exponential-
verteilten Zufallsvariablen t; entspricht 1/A;(0,w) = exp(—ky; — [;60 — cqw).
Einsetzen dieses Wertes in Gleichung (B.2) und Verdnderung des Vorzeichens
ergibt die Fisher-Information (4.10):

I,(0,w) = —FE | —exp(ky + 140 + cqw)t l_g lgcq _ 13 lycq
g0, g T lg 9P| 1.c, 6527 Ly Cg .

B.1.2 Quadratische Parametrisierung

Modell (4.11) fithrt den Verteilungsparameter A\y(¢,w) der Exponentialvertei-
lung iiber eine quadratische Funktion auf die Personenfihigkeit 6 und iiber eine
lineare Funktion auf den Residualfaktor w zuriick: log[Ay (0, w)] = kg + [5(0 —
dg)? + cqw. Die zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion nach 6 fiihrt zu:

5_922 log [f(tg|t9,w)} = g—; [log [Ag(Q,w) exp ( — )\g(O,w)tg)H

= 567 {log [exp [k'g +14(0 — dg)2 + cgw] exp [— explkq +14(6 — dg)2 + cgw]tg]H

=21, — [[zzg +AI2(0 — dg)?] exp [kg + 1g(0 — dg)* + cgw]} ty

=20y — [2ly +412(0 — dg)?| Ay (0, w)tg.
Bildung der restlichen Ableitungen ergibt die Hesse-Matrix:

2, + 4120 — dy)?  2ye,(0 — dy)
0 0 ] ~ A (0wt [ Ugeol0 —dg) 2
(B.5)
Der Erwartungswert von t, ist bei einer exponentialverteilten Zufallsvaria-
blen genau 1/A;(0,w). Es gilt somit fiir die Informationsfunktion, bei welcher
der Erwartungswert der negativen Hesse-Matrix der Log-Likelihood-Funktion
gebildet wird, die im vierten Kapitel aufgefiihrte Beziehung (4.14):

Alg(0 — dg)*  2l4cy(0 — dy)

2l4cq(0 — dy) 2

I,(6,w) = (B.6)
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B.2 Modelle fiir dichotomisierte Reaktionszeiten

B.2.1 Lineare Parametrisierung

Nach dem Proportional Hazard Modell fiir dichotomisierte Reaktionszeiten mit
linearer Parametrisierung (4.18) ergibt sich die Wahrscheinlichkeit einer Reak-
tion vor einem Zeitlimit (y, = 1) beziehungsweise nach einem Zeitlimit (y, = 0)
bei Item g als:

Yg 1_yg
P(yql0,w) = [1—exp [—exp[kg—l—lgf)—f—cgw]ﬂ {exp [—exp[kg—i—lg@—i—cgw]ﬂ

(B.7)

Die Schritte zur Bestimmung der Informationsfunktion sind offensichtlich.
Logarithmieren und zweimaliges Ableiten nach der Personenfihigkeit 6 fiihrt
Zu:

2 12[ explky + 140 + cgw]]2 [exp [explky + 140 + cgw]ﬂ

0
w log [P(ygw%‘))} = —Yg

2
[exp [explky + 140 + cqw]] — 1}
12[ explky + 140 + cqu]]
[exp [explky + 140 + cqw]| — 1}

+Yy —(1- yg)lg [exp[kg + 140 + cgwﬂ
(B.8)

Bildung des Erwartungswertes iiber y, und Verdnderung des Vorzeichens
ergibt das erste Element der Informationsmatrix:

(B.9)

2
) —ip oL
9 exp [explky + 1,0 + cow]] — 1

Analoge Rechenschritte fiir die iibrigen Elemente der Informationsmatrix
fithren zu Beziehung (4.22):

I,(0,w) =

2
[explky + 140 + cgu]] [ Iy gy } (B.10)

exp [explky + 10 +cw]] — 1] lgeg €

B.2.2 Quadratische Parametrisierung

Modell (4.23) nimmt eine Unfolding-Beziehung zwischen der Personenfihigkeit
und der Reaktionszeit bei einer Aufgabe an. Die Wahrscheinlichkeit einer Reak-
tion vor einem Zeitlimit (y, = 1) beziehungsweise nach einem Zeitlimit (y, = 0)
bei Item g folgte dabei der Beziehung;:
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P(yql0,w) = {1—exp [—exp[kg—i—lg(ﬁ—dg)Q—i—cng}yg {exp [—exp[kg+lg(9—dg)2+cgw]]}

(B.11)

Zweimaliges Ableiten von log [P(yy|6,w)| nach der Personenfihigkeit 6 er-
gibt:

82
wlog [P(yg|gawﬂ =

412(0 — dg)? [ explky + 1y(0 — dy)? + cyw]] ? {exp [explky + 1g(0 — dg)* + cgw]]}

—Yg 2
{exp [explky + 14(0 — dg)? + cqw]| — 1}

(ZZg + 413(9 — dg)Q) [exp[kg +15(0 —dg)* + cgw]]
[exp [explkg + 14(0 — dg)? + cqw]] — 1]
—(1- yg)(2lg + 4l_(2](9 - dg)z) [eXp[ng + 1,00 —dy)? + cgw]].

+yg

(B.12)

Das zur Personenféhigkeit 6 gehorende Element der Informationsmatrix I,17(6, w)
erhélt man nach Bildung des Erwartungswertes iiber y, und Anderung des Vor-
zeichens:

[exp(ky +1y(0 — dg)* + ng)]Q
exp [explkg + 1g(0 — dg)? + cqw]] — 1

Ty (0,w) = AI2(0 — dg)*.  (B.13)

Analoge Berechnungen fithren zur Informationsmatrix (4.26):

[explky +1g(0 = dg)> + cgw)]” [ 412(0 = dy)?  2yey (0 — dy)
exp [explky + 1g(0 — dg)? + cqw]] — 1| 2lgeg(0 —dyg) %
(B.14)

I,(6,w) =

B.3 Modelle fiir log-normalverteilte Reaktions-
zeiten

B.3.1 Lineare Parametrisierung

Modell (4.32) geht von log-normalverteilten Reaktionszeiten aus, bei denen der
Lokationsparameter der Verteilung in linearer Beziehung zur den Personlich-
keitseigenschaften § und w steht: 1y (0, w) = kg+146+c4w. Die log-normalverteilte
Reaktionszeit ¢, kann durch Logarithmierung in eine normalverteilte Zufallsva-
riable ¢ transformiert werden. Der Erwartungswert der normalverteilten Zu-
fallsvariablen ist dann der Lokationsparameter der Log-Normalverteilung 74 (6, w),

1—yg
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die Varianz der Skalenparameter o,. Nach Transformation der Reaktionszeit ¢,
bei Item g in t, = log(t,) gilt fiir die Verteilung von ¢, somit:

) =

f(t, % [t — (kg 4 140 + cow)] 2} . (B.15)

exp [
V2mog 204

Zweimaliges Ableiten der logarithmierten Verteilungsdichte nach der Perso-
nenfihigkeit 6 ergibt die Funktion:

02 . 02 1 1. 2
ﬁ IOg [f(tg s )} = W log m — ﬁ I:tg — (Ifg + 199 + ng)}
g

(B.16)

Analoge Berechnungen fiir die weiteren Ableitungen und Verdnderung des
Vorzeichens fiithren zur Informationsmatrix (4.36):

1 12 lgcq
I,(0,w) = { ey Cf] } (B.17)

B.3.2 Quadratische Parametrisierung

Eine andere Informationsfunktion besitzt Modell (4.37), das von einem quadra-
tischen Einfluss der Personenfihigkeit 6 auf den Lokationsparameter der Log-
Normalverteilung ausgeht: 1y(0,w) = k, +14(0 — dg)* + cyw. Wiederum ergeben
sich Vereinfachungen, wenn man die Reaktionszeiten logarithmiert. Durch Loga-
rithmieren wird die urspriinglich log-normalverteilte Reaktionszeit ¢4 eines Items
in eine normalverteilte Zufallsvariable t;, = log(t,) transformiert. Die Verteilung
der logarithmierten Reaktionszeit folgt dann der Beziehung:

(g

)= \/%Ug exp [—% [ty — (kg +1g(0 — dg)* + cgw)ﬂ . (B.18)

Zweimaliges Ableiten der logarithmierten Verteilungsdichte resultiert in:

%log [f(t10,w)] :% llog lﬁ%ag] 2(112[ — (kg +1 (9—d9)2+cge)}2]

21

290t
2
9y

4] 2
[ty — (kg +1g(0 — dg)? + cqw)] - —(0- d2).
K (B.19)
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Bildung der weiteren Ableitungen fiihrt zur Hesse-Matrix:

S [t; — (kg +15(0 — dg)2 + cgwﬂ — 413(9 — dg) —2lgcqe(0 —dg)
H(G,w,tg) T2 [ —2lgcqg(0 — dy) —c2

03 g
(B.20)

Nach Bildung des Erwartungswertes und Verdnderung des Vorzeichens ergibt
sich die Informationsmatrix (4.40):

L[ 42(0—d,)?  2ye,(0 —d,)
= g g 9-9 g
Ig(e,w) = |: 2[gcg(9 N dg) 02 (B21)

2
O'g g



Anhang C

Informationsgewinn durch
Betrachtung der RT

C.1 Fisher-Information bei Kenntnis des Residu-
alfaktors

Sind der Residualfaktor w und die Personenfihigkeit 6 in einer Population po-
tentieller Testteilnehmer bivariat standardnormalverteilt mit dem bekannten
Korrelationskoeffizienten p, folgt die bedingte Verteilung f(w|6) einer Normal-
verteilung mit Verteilungsdichte:

1 1 2

(C.1)

Ist der Residualfaktor w einer Person bekannt, kann dieser als zusatzliche Be-
obachtung zur Schitzung der Personenfihigkeit verwendet werden. Die Fisher-
Information dieser zusitzlichen Beobachtung ist der negative Erwartungswert
der zweifachen Ableitung von log [ f(w|f)] nach der Personenfihigkeit §. Eine
Logarithmierung der Verteilungsdichte (C.1) und zweimaliges Ableiten nach der
Personenféhigkeit 6 fiithren zu:

2 2
9 1o [f(w]6)] = -G v et (C.2)

Verdnderung des Vorzeichens und Bildung des Erwartungswertes iiber w er-
gibt die Informationsfunktion (7.30):

1.(8) = . (C.3)
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C.2 Testinformation bei Korrelation von Perso-
nenfihigkeit und Residualfaktor

In Kapitel 7.2 blieb die Herleitung des Informationsgewinns durch die Beob-
achtung einer zusétzlichen Reaktionszeit, Formel (7.33), ausgespart. Dies soll
nun nachgeholt werden. Ausgangsbedingung der Uberlegungen war die Annah-
me von Modell (7.29). Nach diesem Modell ist die logarithmierte Reaktionszeit
t, = log(ty) von Item g bei Bedingung auf den Residualfaktor w normalverteilt

mit Erwartungswert £ [t;|w] = 1g(w) = kg + cqw und Varianz o7

to|w ~ N(kg + cqw, o). (C.4)

Bei den weiteren Ausfiihrungen wird vorausgesetzt, dass der Residualfaktor
w und die Personenfihigkeit 6 in einer Population potentieller Testteilnehmer
bivariat standardnormalverteilt sind mit der als bekannt angenommenen Kor-
relation p. Es selen t™ = [t],...,t,] = [log(t1),...,log(ty)] die logarithmierten
Reaktionszeiten bei n verschiedenen Items. Bei Bedingung auf die Personen-
fahigkeit 6 gilt fiir die gemeinsame Verteilung des Residualfaktors w und der
logarithmierten Reaktionszeiten t* einer Person bei einem Test aus n Items die
Beziehung:

f(t7,w]f) = f(t7|w) f(w]0). (C.5)

In dieser Gleichung kann fiir die Verteilung f(t"|w) die Verteilung (C.4) ein-
gesetzt werden, fiir die Verteilung f(w|6) sei auf die Verteilung (C.1) verwiesen.
Werden mehrere Items mit gleichen Itemparametern ¢ und k£ und o beobach-
tet, ist die marginale Reaktionszeitverteilung f(t"|6) bei Integration iiber die
bedingte Verteilung f(w|f) eine multivariate Normalverteilung der Form:

cpd + k (1 —p?) + o2 (1 —p?)

£~ N, | | otk | A1 —-p?) A1 -p?)+o?

Dies leitet sich daraus ab, dass bei Bedingung auf die Personenfihigkeit 6 der
Residualfaktor w normalverteilt ist mit Erwartungswert E[w|6] = p6 und Vari-
anz 02(w|f) = 1— p2. Die Annahme identischer Itemparameter ist fiir die Ablei-
tung der bedingten Verteilung nicht zwingend. Werden jedoch identische Item-
parameter angenommen, handelt es sich bei der marginalen Varianz-Kovarianz-
Matrix der logarithmierten Reaktionszeiten um eine ,,Equi-Correlation-Matrix®.
Dieser Umstand wird bei spateren Berechungen noch ausgeniitzt werden. Die
gemeinsame marginale Verteilung (C.6) der logarithmierten Reaktionszeiten
t" = [t],...,t,] eines Tests aus n Items kann in eine Serie von bedingten Ver-
teilungen zerlegt werden:

F(£°10) = £ (&

0) F(1510,1]) . .. (C.7)
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Bei abhingigen Beobachtungen ist die Fisher-Information aller Beobachtun-
gen nicht mehr die Summe der Informationsbeitrige der einzelnen Beobachtun-
gen. Kann die gemeinsame Verteilung aber als eine Serie bedingter Verteilungen
(C.7) geschrieben werden, l4sst sich die Fisher-Information aller Beobachtungen
dennoch als Summe einzelner Informationsbeitrige berechnen. In diesem Fall
aber gilt die Beziehung

I (0) = 1= (0) + s = (0) + ..., (C.8)

wobei I;- 4-(0) fiir die Fisher-Information der Verteilung der zweiten Reaktions-
zeit t5 beil Bedingung auf die erste Reaktionszeit ¢] steht, d.h. fiir die Fisher-
Information der Verteilung f (¢3]60,¢]) iiber den unbekannten Personenparameter
0 (Sorensen & Gianola, 2002). Um den Informationsbeitrag der n+1-ten Reakti-
onszeit zu bestimmen, muss somit die Verteilung dieser Reaktionszeit bei Bedin-
gung auf die iibrigen Reaktionszeiten, also die Verteilung f(t:l+1|t9, (2P t;),
betrachtet werden. Da die logarithmierten Reaktionszeiten multivariat normal-
verteilt sind, ist es moglich, diese bedingte Verteilung explizit anzugeben. Man
kann dabei die Eigenschaft ausnutzen, dass bei multivariat normalverteilten
Zufallsvariablen die bedingten Verteilungen ebenfalls normalverteilt sind. Par-
tioniert man multivariat normalverteilte Zufallsvariablen x in zwei Blocke x’ =
[x1, X2], so sind die Variablen in Block x; bei Bedingung auf bestimmte Varia-
blenausprigungen der Variablen in Block xs multivariat normalverteilt mit den
Verteilungskennwerten (R. Johnson & Wichern, 2002):

Hyp = M1+ 1% (x2 — py) (C.9)
Sii2 = B11 — D135, Ty, (C.10)

Bei den Matrizen Xo5, 1o ...handelt es sich um die Varianz-Kovarianz-
Matrizen der entsprechenden Partitionen. Die Berechnung der inversen Matrix
¥, vereinfacht sich im Falle equi-korrelierter Variablen (Ni & Kedem, 2000).
Lésst sich eine Matrix X als 3 = al,, + bE,, schreiben, wobei I,, die Identitéts-
matrix und E,, eine Matrix mit dem Element 1 in jeder Zelle ist, so lautet die
Inverse dieser speziellen Matrix X' = (1/a)I,, — (b/(a? + nab))E,. In genau
diese Form aber kann die Varianz-Kovarianzmatrix der logarithmierten Reakti-
onszeiten (C.6) gebracht werden. Eine Anwendung der Gesetzesméfigkeit von
Ni und Kedem (2000) auf das aktuelle Problem ergibt fiir die bedingte Varianz
(C.10) der n + 1-ten logarithmierten Reaktionszeit ¢, ,,, wenn auf die {ibrigen
logarithmierten Reaktionszeiten ¢, 5, ..., ¢, bedingt wird, die Varianz:

2 21)2 2 21)3
2 (4" . N 2 2 oy (21— %) o (¢ -p%)
o (tp1lb,ty, .. t,) = 0"+ (1=p°)—n o2 -n (0" + nc2o2(1— p2))

(C.11)

Die bedingte Varianz ist somit nicht von den Realisationen der beobachteten,
bedingenden Reaktionszeiten ¢7, t5, ..., ¢, abhingig — eine bekannte Eigenschaft
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der multivariaten Normalverteilung. Der Erwartungswert der n+ 1-ten logarith-
mierten Reaktionszeit ¢, , ; bei Bedingung auf die beobachteten Reaktionszeiten
t1, ta, ..., t, ergibt sich nach (C.9) als:

E(tnl0,t1,.. . t,) = [k + cpb]+

n

2 2 _ 2
S o N [2(1 - p?)] Mt;_(,fﬂp(,)} (C.12)

o2 02[0? +nc2(1 — p?)]

=1

Bei Bedingung auf die vorherigen logarithmierten Reaktionszeiten ¢] bis ¢;,
ist die zusétzliche Reaktionszeit ¢, ,, nach Logarithmierung somit normalver-
teilt mit den oben berechneten Verteilungskennwerten E(t,,4|0,t1,...,t,) und
o?(ty4110,t1, ..., t;). Bildung der zweiten Ableitung der bedingten logarithmier-
ten Verteilung log [f (¢, 40,1, ..,t,)] von ¢, , nach der Personenfihigkeit 6
und Integration {iber die Zeit ergibt die Iteminformation der n + 1-ten Reakti-
onszeit, Formel (7.33):

l"’"’“‘ﬂ [Cz(t:”“ e (Eamn)’ >H

o2 (02+nc2(1—p2)

2 2 2 (52(1*P2))2 2 (C2(1*P2))3
(02 + (1 — p?)] n n
02(02+n(c2(1—p2)))
(C.13)
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