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1 Einleitung

In dieser Arbeit geht es um die Konstruktion und Anwendung von radialen
Basisfunktionen Wavelets auf aktuelle Fragestellungen der Optionspreistheorie.
Dazu werden zunichst verallgemeinerte multiqaudric Prewavelets in einer Di-
mension (in Anlehnung an Buhmann [4]) konstruiert. Im Zusammenhang mit
der Konstruktion von verallgemeinerten multiqaudric Prewavelets werden neue
Eigenschaften der verallgemeinerten multiquadric radialen Basisfunktion her-
geleitet. Die neuen Eigenschaften der verallgemeinerten multiquadric radialen
Basisfunktion sind dabei nicht nur zentral bei der Konstruktion der Prewavelets,
sondern ebenfalls notwendig fiir die anderen Teile dieser Arbeit. Im Anschluss
an die Konstruktion der Prewavelets wird mithilfe der multiresolution Analysis
eine Moglichkeit der Konstruktion von Wavelets aus radialen Basisfunktionen
in einer bzw. zwei Dimensionen durchgefiihrt. Im Anschluss an die Herleitung
der Konstruktionsmethode fiir RBF-Wavelets werden diese in einem eigenen
Kapitel explizit konstruiert. Im dritten Teil der Arbeit wenden wir sowohl die
RBF-Wavelets als auch die neuen Eigenschaften der verallgemeinerten multi-
qaudric radialen Basisfunktion auf ein aktuelles Problem der Optionspreistheo-
rie an. Dabei leiten wir eine semi-analytische Losung der nichtlinearen partiellen
Differentialgleichung aus Burgard und Kjaer [8] her, wobei wir in diesem Zusam-
menhang eine neue Adomian-RBF-Wavelet Methode zur Losung nichtlinearer
partieller Differentialgleichungen einfithren. Bei dem Ansatz von Burgard und
Kjaer ist es moglich, dass sowohl der Emittent der Option als auch der Kontra-
hent wihrend der Laufzeit ausfallen konnen. Im letzten Teil der Arbeit betrach-
ten wir einige Beispiele im Zusammenhang mit der neuen Methode und dessen
finanzokonomischen Auswirkungen auf die Optionspreistheorie. Der Aufbau der
Arbeit ist dabei so gewéhlt, dass die mathematischen Grundlagen jeweils die
Einleitung zu den einzelnen Teilabschnitten darstellen. Die einzige Ausnahme
bilden hierbei die radialen Basisfunktionen und deren elementare Eigenschaften,
da diese alle Teile der Arbeit beriihren. Aus diesem Grund erhalten die radialen
Basisfunktionen ein eigenes Kapitel zu Beginn dieser Arbeit.



2 Radiale Basisfunktionen

Mit Hilfe radialer Basisfunktionen lassen sich reellwertige, multivariate Funk-
tionen f : R” — R approximieren, die nur an gewissen Stiitzstellen ¢; € R",
j € {1,....,m} bekannt sind. Die Stiitzstellen ¢; € R", j € {1,.....,m} wer-
den auch Zentren genannt. Zu diesen Zentren seien Funktionswerte f(¢;) mit
j=1,2,......,m bekannt. Gesucht ist demnach beispielsweise eine Approximati-
on s mit s(t;) = f(t;) (j =1,2,...,m). Die allgemeine Form der Interpolanten
s ist hierbei

s(t) := Z At = tl12)

mit ¢ € R™. Weiterhin stellt ¢ : RT™ — R eine sogenannte radiale Basisfunktion
dar, und || - ||2 bezeichnet die euklidische Norm. Demnach muss fiir alle ¢; € R”,
j €{1,.....,m} die nachfolgende Interpolationsbedingung gelten:

Fty) = s(t) =D Ajo(llt; —tell2):
k=1

Dies stellt fiir die Koeffizienten A; (j = 1,2, ..., m) ein lineares Gleichungssystem

dar, welches lésbar ist, wenn die Matrix A := ¢(]|t; — tk||2)(j Werto... . my2 Dicht

singulédr ist. Hierbei sind die bekanntesten radialen Basisfunktionen gegeben
durch:

1. Die lineare radiale Basisfunktion:
o(t) =t

2. Die multiquadric radiale Basisfunktion:

6(t) = (2 +a?)?,aeR
3. Die Gauf’sche radiale Basisfunktion:

o(t) = exp(—a*t?),a € R
4. Die inverse multiquadric radiale Basisfunktion:

6(t) = (2 +a?) "2, aeR
5. Die thin plate splines radiale Basisfunktion:

¢(t) = t*log(t)



Fiir die radialen Basisfunktionen mit Nummern 1- 4 ist die Matrix A := ¢(||t; —

tk-||2)(]. Ee(1.2,.. )2 nicht singuléar fiir:
e alle n € N, also fiir beliebige Dimensionen

o alle m € N, also fiir jede beliebige Stiitzstellenzahl und schliefslich auch

fiir
o jede Stiitzstellenverteilung ¢t; € R™, j € {1, ......,m}, sofern diese nur paar-
weise verschieden sind, d.h. solange t; # ¢, fiir alle j und k aus {1, ..., m}

mit j # k gilt.

Dies bedeutet, man kann mit den radialen Basisfunktionen mit Nummern 1
- 4 immer interpolieren. Die in dieser Arbeit hauptsichlich verwendeten mul-
tiquadric und inverse multiquadric radialen Basisfunktionen sind nachfolgend
beispielhaft abgebildet.

=T 5 0 S 10 “10 =5 0 s 10

Abbildung 1: Links: Die multiquadric radiale Basisfunktion mit a = 1. Rechts:
Die inverse multiquadric radiale Basisfunktion mit a = 1.

Etwas anders sieht es bei der Interpolation mit den thin plate splines aus, bei
denen die Koeffizientenmatrix A := ¢(||t; — ti[|2) , . (1.2....my2 Dicht immer re-
gulér ist, aber dafiir fiir das folgende, leicht modlémerte Interpolatlonsproblem
stets eine nichtsingulire Koeflizientenmatrix liefert:

fty) =s(t;) =2y Moty — trll2) +p(t))
0= Mg (ty) =0 fiir alle g € [T,

wobei p € H}? ein Polynom vom Grad 1 ist. Im Fall n = 2 beispielsweise
wissen wir dann mit Hé = span {2/ | x € R?,|j| < 1} zwar nicht, ob A fiir
das Grundproblem s(t;) = f(¢;) (j = 1,2,.....,m) regulér ist, aber von der
modifizierten Matrix

T
~ A ( [t )
A= ie{l,....,m} c R(m+3)><(m+3)

T
(16742 0

[



kann man zeigen, dass diese immer regulér ist. Hierbei seien die ¢; = (tz(»l), t?))
paarweise verschieden und nicht kollinear. In den radialen Basisfunktionen 2
bis 4 ist a € R jeweils der Shape Parameter. Hierbei ist die Wahl des optima-
len Shape Parameters a ein offenes Problem im Forschungsgebiet der radialen
Basisfunktionen. Wir werden im spéiteren Verlauf dieser Arbeit einige unter-
schiedliche Werte fiir a betrachten, wobei wir den Shape Parameter dazu be-
nutzen werden, die Breite der konstruierten Wavelets zu verdndern. Wir wollen
uns vorher allerdings noch die Griinde fiir die Regularitit der Koeffizientenma-
trix des Interpolationsproblems noch etwas genauer ansehen, wobei wir fiir die
Beweise der bendtigten Sdtze auf Buhmann [5] verweisen wollen.

Definition 2.1. Eine Funktion F' € C' (R™,R) heifit bedingt positiv definit der
Ordung k, kurz b.p.d.(k), falls fiir alle paarweise verschiedenen (¢;) gilt:

Es ist o
ZZ)V)\]F (ti — tj) >0
i=1 j=1

m} # 0, die die Nebenbedingung

je{l,....,m}

fiir alle (Aj) ¢,

Z )\]q (t]) =0
j=1
fiir alle H:_l erfiillen, wobei wir zusitzlich H;l := {0} gesetzt haben.

Wir wollen nun einige Spezialfélle betrachten, die nachfolgend bei der weiteren
Herleitung wichtig werden.

Bemerkung 2.1. (1) fir k = 0 sind die betrachteten Funktionen genau die positiv
definiten Funktionen: Fiir lineare Funktionen F ist also die Abbildungsmatrix
A positiv definit.

(2) Fir k =1 muss

fiir alle (Ak)jeqr,  my mit

gelten.
(3) Haben wir k = 2, so muss

ZZ/\V\JF (ti — tj) >0
i=1 j=1



fiir alle (Ak)yeq

------

fiir alle ¢ € H; gelten.

Es liegt also nahe, dass bedingte Positivitdt und die Nichtsingularitit der Ko-
effizientenmatrix etwas miteinander zu tun haben.

Satz 2.1. Es sei F bedingt positiv definit der Ordnung k, also b.p.d.(k) wie in
Definition 2.1, und es gelte dim Hﬁ_ let, Ve = ("ﬂi*l) = dim H’;_l.
Dann ist die Matriz

. T
A: A T ((t‘] )jE{l,,.,.,m},‘(x|<k> c R'Y
((tjo'é)je{l,w,m},|a\<k) 0
regquldr, wobei v = (m + (”ﬂjfl)) (m + ("+k 1)) sowie
A= (F(t;— ))( et my2 und a = = (01, s ) € NI der Multiindex mit
la] := |lal|, und t* = (tV,...,t*" ) (t(l)) yes s (t("))a ist

Wir merken an, dass fir £ = 0 die Matrix A = A positiv definit, also re-

guldr ist. Ferner besagt die Dimensionsbedingung dim Hfb_l ‘(tj)je{l _——

(") = dim Hﬁ_l speziell angewandt mit linearen Polynomen gerade, dass

die (t;);¢ (1, my nicht kollinear sind.

Korollar 2.1. Wenn @ (||-||) : R — R b.p.d.(k) ist, so ist das Interpolations-
problem

F(t5) = s (t;) = 3252 Ao (It — tell2) + p (t5)
0= \eq(te) =0 fiir alle g € [],,,
eindeutig losbar fir alle (t;)

wobei p € Hi_l ist.

jef{l, . m}o die die Bedingung in Satz 2.1 erfiillen,

Definition 2.2. Eine Funktion g € C (RS‘,R) nce (Rar,IR{) heifit vollstindig
monoton, falls
(—1)4 g9 > 0 fiir alle £ € Ny

gilt.

An dieser Stelle wollen wir einige Beispiele zusammentragen, die wir dann direkt
fiir unsere Herleitung benutzen wollen.



Beispiel 2.1. (1) Konstante nicht-negative Funktionen wie z.B. g = 0 sind tri-
vialerweises vollstédndig monoton.

(2) Die Funktion g; (t) = exp (—c?t) , ¢ > 0, ist vollstéindig monoton, da wegen
(-1)"- gy)(t) =(-1" ((—cz)e - exp (762t)> = exp (—=c*t) >0
offenbar die Vorzeichenbedingung fiir alle ¢ € Ny stets erfiillt ist.

(3) Auch go(t) = (t+c?) * ist eine vollstindig monotone Funktion, da auch

hier
¢ 1—-2¢
(-1t = (-1 ( St ”) ()

fiir alle /e Ny gilt.

(4) Verzichtet man auf die Forderung nach Stetigkeit am Nullpunkt, ist auch
g3(t) = t~1 vollstiindig monoton, denn

(1) g = (D (=D oD =D 5

fiir alle t € RT.

Allerdings sind diese Beispiele noch nicht ausreichend, um fiir die Klasse der
oben genannten radialen Basisfunktionen die Regularitit der Koeffizientenma-
trix zu zeigen. Dazu bendétigen wir noch eine Abschwichung von Definition 2.2.

Definition 2.3. Eine Funktion g € C*° (Rj,R) heift bedingt vollstéindig mo-
noton der Ordnung k, kurz b.v.m.(k), falls

(—=1)" g > 0 fiir alle £ > k
gilt.

Das bedeutet, dass jede vollstindig monotone Funktion offenbar b.v.m.(k) fiir
alle k € Ny ist, sodass wir die obige Definition 2.2 subsummiert haben. Wir wol-
len nun noch einige Beispiele anfiihren, mit deren Hilfe wir dann sehen werden,
dass alle oben genannten radialen Basisfunktionen zumindest fiir das erweiterte
Interpolationsproblem eine regulire Koeffizientenmatrix besitzen.

Beispiel 2.2. (1) Die Funktion g4(t) = —v/t + ¢? ist b.v.m.(1), denn wir haben
zwar
(—1)%- g4(t) = ga(t) < Ofiir alle t € R*



aber i i
—gu(t) = F(t+¢)72 2 0= g(t)

mit der vollséindig monotonen Funktion g, aus Beispiel 2.1(3), was k = 1 liefert.

(2) Fiir g5(t) =t - log (t) erhalten wir nach zweimaligem Differenzieren

gs (t) = % = g3(t),

womit nach Beispiel 2.1(4) folgt, dass g5 b.v.m.(2) ist. Man beachte an der Stel-
le, dass bedingt vollstindig monotone Funktionen nicht notwendigerweise stetig
an Null sein miissen.

(3) Es gilt: Gibt es ein k& € N, sodass ¢(*) vollstindig monoton ist, so ist g
bv.m.(k).

Da nachfolgende zentrale Satz gibt nun Aufschluss {iber die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung.

Satz 2.2. Es sei @ : R™ — R derart, dass @ o/ b.v.m.(k) aber kein Polynom
in Hlf ist. Dann ist @ o ||| b.p.d.(k) auf allen R™.

Beispiel 2.3. (1) Die Gauf’sche radiale Basisfunktion & (t) = exp (—c?t?) mit
einem c € R liefert damit

> (ﬁ) = exp (—c*t) = gi(t),

sodass @o+/- nach Beispiel 2.1(2) b.v.m.(0) ist, also @o||-|| nach Satz 2.2 b.p.d.(0)
ist.

(2) Die negative multiquadric radiale Basisfunktion &(t) = —v/t? + ¢Z mit einem
c € R ergibt

@ (\/i) = —Vt+c2=g(t),

welches eine bedingt vollstdndig monotone Funktion der Ordung k£ = 1 nach
Beispiel 2.2(1) ist, welshalb nach Satz 2.2 die Funktion & o ||-|| b.p.d.(1) ist.

(3) Betrachten wir die thin plate splines radiale Basisfunktion @(t) = ¢ log(t),
erhalten wir aus

@ (Vi) = 3t -Toa (1) = 0s(1)

und zusammen mit Satz 2.2, dass die Funktion @ o ||-|| b.p.d.(2) sein muss.



1
(4) Fiir die inverse multiquadric radiale Basisfunktion &(t) = (¢ +¢®) * mit
einem ¢ € R erhalten wir wegen

@ (x/¥> = (t+2) % = galt),

dass die Funktion @ o ||-|| b.p.d.(0) ist.

Diese kurze Einfilhrung zu radialen Basisfunktionen soll an dieser Stelle ge-
niigen, da wir uns in dieser Arbeit hauptséchlich auf die multiquadric radiale
Basisfunktion und deren Verallgemeinerungen sowie auf die Gaufi’sche radiale
Basisfunktion zur Konstruktion von Wavelets konzentrieren wollen.

Abbildung 2: Gauftkern exp (— ||:z:|\§) mit z € R?.



3 Wavelets und radiale Basisfunktionen

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst die Prewavelets aus Buhmann [4] verallge-
meinern. Danach werden wir uns einer anderen Konstruktionsmethode witmen,
welche iiber eine multiresolution Analysis zunéchst radialen Basisfunktionen
Wavelets in einer Dimension erzeugt. Mithilfe bestimmter Matrizen, werden wir
diese dann auf zwei Dimensionen erweitern.

3.1 Die verallgemeinerten multiquadric Funktionen

Unter dem Begriff der verallgemeinerten multiquadric Funktionen versteht man

1
jene Funktionen, die eine Verallgemeinerung der multiquadric Funktion (a? + ¢2)?
darstellen. Dabei erhélt man die n — te multiquadric Funktion ¢, (t) mittels

—1
¢n(t) = (a®>+t?)" 2 mit n € N und a > 0. Wir wollen nun zunéchst einige
neue Eigenschaften dieser Funktionen zusammenstellen, um diese danach bei
der Konstruktion von verallgemeinerten multiquadric Prewavelets zu benutzen.

Satz 3.1. Fir jedes ¢,(t) = (a2 + t2)n7% mit n € N und a € R gilt:

/OO o2 (t)dt > 0 (3.1.1)

mit ¢£¢2n)(t) = O(t| """ und € > 0, soweit das Integral wohldefiniert ist.

Beispiel 3.1. Die ersten drei Beispiele hierfiir sind:

n =1: Dann ist ¢1(t) = (a? +t2) mit ¢{? (t) = ﬁund
2442)2
t
/ 20 r %= 2.
(a2 +12)2

= 2: Dann ist ¢2(t) = ) Fmit 957 (1) = 2
n ann ist ¢2(t) = (a® + ) mit ¢ (t) = (@43 0

o0 9a’t + 6t3
/ o0 (t)dt = 220 | 12,
— o0 (a2+t2)§

n =3 : Dann ist ¢3(t) = (a? + t2) mit (;5(6)( t) = —225¢°_yng

o0 15 (15a*t + 20a%t + 8t°
/ o (tyan = 22 12+ 200 ) 1=~ 210

(a2 + tQ)%

Beweis. Es ist ausreichend zu zeigen, dass

p2n - N 17, (2i — 1)%- a2
)(t Z (k) .H(Qz— 1) ( T -

=0



mit a € R und n € N gilt.
Dann gilt

= const. # 0,
(a2 +2)"+2 a(t)] o

[F I, o)

1
n—z

dap(t) € an " also ein Polynom genau vom Grad 2n—1und ¢(t) = (a* 4 t2)
ist. Diese Notation werden wir auch nachfolgend immer wieder benutzen. Ferner
gilt dann auch ¢\2™ (t) = O(|t| ' 7" mit € > 0.

Fiir das zweite Gleichheitszeichen reicht es zu zeigen:

i(—l)’“- <Z> r = T a (3.1.3)

= a+2)"h (a2 g2yt

Dies ergibt sich aus:

(a2 + t2)(ZZ:o k+3)

(a2 ) DTG - () @4 2) " (e e 4]

(a2 + tz)(ZL’:o k+3)

() (02 )" () (a2 )]
(a2 +12)"*3
(a® +42—12)" o2

(a2+t2)"+% B (a2+t2)n+%.

. . .o @2n) gy T, (2i-1)%a®" . . .
Die Gleichheit ¢y, ' (t) = R folgt dann mittels Fourier-Transformation
a®+t 2

auf beiden Seiten der Gleichung.

10



Zunichst betrachten wir die linke Seite:
(—1)"r 2n9d4n,n
L@ —n)lr"
V2(2n)!
n!-2n/7

F(o(0) = (-1)" 1" F (6n(t) = * 7 Koy (ar)

(_1)” 2%+n n _n
:7F(l—n) Ir|" a" K, (ar) =
2

Sowie die rechte Seite der Gleichung:

M, @i— 12 | [IL,@i-n2is
F | L= . = 21i= Ir|" a™ K, (ar)
( (a2 + 12)"F% (3 +n)

Ir|" a™ K, (ar) .

[T, (28 —1)2/2-nl .27
B 2n)ly/m
hierbei ist K, die modifizierte Besselfunktion zweiter Art und I'(-) die Gamma-
Funktion. Die Fourier-Transformation der multiquadric Funktionen ist hierbei
in Buhmann [5] zu finden. Es muss dann offenbar nur noch die Gleichheit der
Vorfaktoren betrachtet werden. Die Gleichheit von

(Tg?n;)g - ﬁ(Zi —1)?

i=1

Ir|" a" Ky, (ar)

folgt direkt mittels Induktion nach n, denn offenbar gilt die Gleichung fiir n = 1.
Fiir den Induktionschritt n — n + 1 gilt:

(o) = Tl (22

=1
n n+1
sz—l (2n+1)* = [ (2i - 1)
i=1 i=1

11



Korollar 3.1. Die Funktionen ;:27; ¢n( ) mit n € Ng und a € R sind selbst

wieder radiale Basisfunktionen und S —on(||t]]) ist positiv definit.

Beweis. Es gilt:

(—=1)* ((t—|—a )T 2a2")(Z)

= f[ ( (2 = 1)) (t+a?) " 37 %? >0

Dies folgt direkt mittels des Satzes iiber positiv definite radiale Basisfunktionen
aus Buhmann [5]. O

Lemma 3.1. Fir die Ableitung

d* 1 d*

—2n—1
% m dtk (COSh (arblnh ( )))

mitt € R und n, k € Ny gilt:

ﬁ;:(—l—Zn) 2k- 1H )b (14 42) R
dt (1 4 2yt s

k—1—1

11 (—n -5~ j) (ho2i (1 4 g2) R

+ gzk—l—i@) lfll(zj —1)

Beweis. Der Beweis folgt mit Induktion iiber k und es gilt fir £k =0 :

(1_~_7512)n+§ = (COSh (arsinh (t)))72n71 .

Fiir k — k + 1 gilt:

et dfd
dtF Tl gty dt \ diR (g g2yt

d 1 X —n—k—1
=(-1-2n)-— | 2" [[(-n— 5 —j)- tF (1+¢ :
( n)- o jl;[l( n—g =)t (1+¢)
5] ! bl 1 k—1+
+Z2’“—H(2Z> (25 — 1) (—n— ;)tk (1+1%) 2
i=1 j=1 j=1

12



fl
_Ol<k-tk_1 (1+t2)—n—k 2+tk2t ( —k ))

(14 2)mHhts

. k—217 | .1 .
+08 ((k: —2i) - tFF (1 +t2)*”*k*%+z n t 2t (-n—k— 3 +z)>

(1+ tz)n-&-k-&-%—i
mit

und

Damit folgt:

k
= (—1-2n) H tk+1 (1—|—t2) —k—3%

(25— 1) H( n—_>tk+1 21(1+t2) n—k—3+i
+ B (k—20) - -2 (14 42) —n—k—L1+i

Wir miissen nun die Koeffizienten der Summen einzeln betrachten und etwas
separieren. Offenbar muss fiir den Koeffizienten =1 (1 4 ¢2)™"" " 2

* gelten:
ok~ 1H ).tk 1(1+t)"—k—% j k
2
k—1 et
i e
Jj=1
Denn es gilt:
ks (K 2k+k—k  k-(k+1) (k+1
2) 2 B 2 S\ 2
Damit folgt dann fiir £ + 1:
dF+1 1 k - k3
1-2 -t 14+t 2
k1 (1+t2)”+2 = (- n) 1;[ (1+27)

13
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2 )
j=1
L%J 'k v k—1 )
+ Z Qk_l (2 ) (2] — 1) H (—n — j) tk:-‘rl 24 (1 + t2) S 4i
=2 ? ,]:1 ]:1
[5]

i=1 =1 i

und schliefllich wegen

k . (2i + 1) k! 5 |
<2"> = G- @it ) (2i+1) (2i+1)

und
: i+1
H(2j—1)'(2i+1): (25— 1)
j=1 et
folgt
dF+1 1 k ) By
- +1 2
dik+1 1+ t2)”+2 —1—2n) |: H -t (1 1t ) 2

i e
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Satz 3.2. Fs existieren keine Ableitungen i—i(ﬁn(t), t € R mit k,n € N und
k # 2n, fir die [ o) (t)dt # 0 und wohldefiniert ist.

Beweis. Fiir %qﬁn(t) mit k < n, ist lim;_, o ;%,cqbn(t) unbeschrinkt. Ist & = n,

gilt fiir limy o0 S5 dp (1) = limy o0 2 mit p(t) € [1, und q(t) = (a2 +2)2,

was nur fiir den Spezialfall k = n = 1 beschrénkt ist und [ ¢§2) (t)dt =

. . .. ok T d* — 1 ()
! < entspricht. Fiir n < k < 2n — 1 ist limy o0 375 @n(t) = limy 00 %

o k n
unbeschriinkt, da p(t) € [[, und ¢(t) = (a® +?)? ist. Fiir k > 2n wissen wir
mit Lemma 3.1, dass fiir alle Ableitungen

S

dk 1 . /\th Lz% /\itk_zi

IR D it B (I S s

N

dtk (1+ tz)”+%

gilt. Wobei A, ..., )\LEJ € R wie in Lemma 3.1 sind. Wir nehmen darauf Bezug
2
und setzen 0.B.d.A. ¢ = 1 und multiplizieren qS%Qn) (t) mit [[;—, (2i—1)72, sodass

(2")t.n 2'_1—2:;1
o0 T[ei -0 =

ist. Dies dndert nichts an der Konvergenz des Integrals. Wir kénnen dann direkt
sehen, dass

15] ;
)‘Otk Aitk‘72l
lim | —2C Y |
tirgo (1 +t2)n+k+% Zl (1 +t2)n+k+%71

1=

gilt, da der Nenner fiir beliebiges aber festes n, k € N immer schneller fillt, als
der Z&hler wichst und somit das Integral niemals gegen eine Konstante ungleich
der Null konvergieren kann. O
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Korollar 3.2. Der Normierungsfaktor o € Q, fiir den affooc ¢5L2n) (t)dt =1
gilt, ist 5, mit p = ([T, 20 — 1) - (n —1)!- 271,

Beweis. Fiir das Integral ffooo ¢$L2n) (t)dt mit a€ Ry und n € N gilt:

/OOQS(Q”)(t)dt— (t)+f[(2' D2 a R (2 kw2, v
e BRI N @i T T2

mit
—1 (e’
t) = (27) (4) 4t (27) (1) gt
o (1) /_J" (t) +/1 62 (1)

wobei o F(a; b; ¢; t) die hypergeometrische Funktion mit Parametern a,b, ¢ in ¢
und 7 — 1, 7 < 1 ist. Mit Euler Transformation und Symmetrie folgt:

> " 1 1
2n) _ _1)2 -1 .
i+ JJei- 10 (gig o -S|
n t2 ’I’L*% T
=)+ [J@i-1) a0 (1 - a?) o Fy (1; 1- )
=1 -7
n t2 ’I’L*% T

i B 5

i=1 -7

wobei (¢q), = q(¢+ 1)+ ... (¢ + n — 1) das Pochhammer-Symbol ist. Fiir die

Normierung ist offenbar nur [];",(2i — 1)2((;)% von Interesse, und es gilt:
3)m

o 2 (U(n) _ H?:l(% —1)%(n—1)!- 27t
};[1(22 1) (%) (n) H?zl(Zi — 1)

ﬁQz—l (n—1)!.2n1

16



3.2 Prewavelets aus verallgemeinerten multiquadric Funk-
tionen in einer Dimension

In diesem Kapitel wird das Vorgehen aus Buhmann [4] zur Konstruktion von
multiquadric Prewavelets so erweitert, dass es fiir die verallgemeinerten multi-
quadric Funktionen ebenfalls funktioniert. Zudem wird gezeigt, dass durch Er-
hohung des Trégers der B-Splines die Prewavelets als (2d 4 2\ + 2)-te dividierte
Differenzen von ¢,,(t), n € N, berechnet werden konnen.

3.2.1 Multiresolution Analysis

Eine geschachtelte Folge von Funktionenrdumen --- C V_; C Vo C V; C V5 C
V3 C -+ heifst multiresolution Analysis, oder kurz MRA, wenn

(Sl)‘/J C‘/j+1aj€Z

(52) f()eV; = f(A)eVjt,j€l

(S3) f()eV; = f(—a)eVjjeZacls
(89 JV; = L*(R")
JEL
(85) () V; = {0}
jEZ
gilt, wobei f € L?(R) ist. Zudem ist A = 2 in einer Dimension d = 1 und fiir d >
2, ist A eine regulire (d x d)-Matrix mit ganzzahligen Eintrégen und |det A| > 1.
Hierbei bedeutet (S2), dass die Skalen selbstdhnlich sind und (S3), dass die V;

translationsinvariant sind. Solche Teilrdume werden durch Funktionen ¢(z) €
L?(R%) erzeugt. Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Funktion ist die Haar-

Funktion
1 fir0<zx<1
o(x) == { .
0 sonst

Diese Funktionen wollen wir uns zunutze machen, um nachfolgend unsere ver-
allgemeinerten multiquadric Prewavelets zu konstruieren.

3.2.2 Verallgemeinerte multiquadric Prewavelets

Es seien zwei Folgen

x:{...<gj_1<$0<$1<l‘2<"'}

T={ <t <T<T <7<}

mit 79,1 = x;, i € Z gegeben. Hierbei soll gelten:
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K:=sup(ri—1 — 1) < 00
i€Z

und

d:= }Ielg (Tie1 — 1) > 0.
Zudem seien {Bj};ii und {ij } Folgen von B-Splines mit dem Grad
=—00 j=—o00

d+X, d, X € Ny auf den Folgen z und 7 mit Tréger [z, Zj+d+r+1] und [, Tj+a+r+1],
welche normalisiert sind, um eine Partitionierung der Eins zu bilden. Fiir ei-

ne Dimension ist d = 1. Weiterhin ist 51%)(1?)’ = Ot ") fiir e > 0 zu

t — *oo, und es existiert eine reelle Fourier-Transformierte (;5512") (t) > 0 mit
t € R. Wahlt man nun 9,,(t) wie folgt:

T @yt

% (3.2.1)

gilt zudem ffooo Ip(t)dt = 1. Um mit diesen Funktionen in einer Dimension
(d = 1) zu arbeiten, gilt offenbar ¢ = 2n — 1 sowie A = ¢ — 1. Das heift in einer
Dimension ist A immer gerade. Denn fiir n = 1,2,3,4,... ist A = 0,2,4,6, ...
gegeben. Wir setzten nun

Cj = Bjc-’d+>\ * U,y

Fj =B 59,

wobei x Faltung bedeutet und j € Z ist. Dann folgt direkt, dass

Z [F5(t)] = Z Fit) =1
und
> lewli= Y G-t

gilt, denn die normalisierten B-Splines zerlegen die Eins und ffooo O (t)dt = 1.

18



Lemma 3.2. Die Funktionen C; und F; sind (2n)-te dividierte Differenzen von

Pn-

Beweis. Definiert D [£;,&511, ..., §j1drat1], &n(t—u) die dividierte Differenz als
Linearkombination der Funktionswerte an den &;, so erhélt man mit d = 1 die
(2n)-ten dividierten Differenzen von ¢, (t). Mit Peano-Kern Form gilt:

1

D&, 841, §rdirs1) 9 = W/— 9@ (u) B (u)du,

wéhlt man nun g(u) = ¢, (t — u), so erhélt man:

1 o0
D&, €415 s &jvdrari], Onl(t —u) = @n) /7 O (t — w) BT (u)du.

Wir definieren nun die zwei Vektorrdume V5 und V; wie folgt:

Lemma 3.3. Der Vektorraum Vy ist im Vektorraum Vi enthalten.

(oo}

Beweis. Es sei ¢ = {¢;} € (2(Z) und f € V, punktweise definiert, dann

gilt:

j=—o0

f(t) = Z ch;’d“ *,,t €R.

j=—oc0

Daher ist f(-) absolut konvergent und begrenzt in ||c||, da ¥, (z —y) > 0 und
die normalisierten B-Splines die Eins zerlegen. Nach de Boor [16] existiert eine
Konstante @, welche nur vom Grad d + A von B;’dJr)‘ abhingt, sodass

oo

1
d+X+1 B e,d+2
Qlell, < | ¥ o (220 ) | <,

o jrda+1 — tj
p

. . . 27 (N =2 [ (d+N)
mit 1 < p < oo und @ > 0 gilt. Dann ist @ durch @R
unten begrenzt. Hierzu sei auch auf Christensen [11] verwiesen. Mit p = 2 und
der Cauchy-Schwarz Ungleichung kénnen wir die Summation und Integration
vertauschen, und es gilt:

nach
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0= 3 aBr Wt -way

S Y

Mit dem Satz von Curry-Schoenberg folgt dann

jf S E B (), (¢ y) dy

j=—00

mit h = (ch) € (?(Z). Die Riickvertauschung von Integral und Summe ergibt
dann f € V3. O

Satz 3.3. Es sei {T’“}:’:O eine Folge verschachtelter Teilfolgen in R mit 7° C
1 C ---. Dann gilt

Kj = sup (Tk_l — Tf) — 0, k— oo,

jez
wodurch TF dicht liegt in R fiir k — oco. Hierbei ist TF = {7’}C };)i_oo. Ferner sei

Vi = L;,4.9,, wobei L, 445 der Vektorraum des Splines mit Knoten 7% vom

Grad d+ X\ und ¥, ist. Dann gilt

Uvi=12®

JEL
Beweis. Da die Fourier Transformation ein isometrischer Isomorphismus von
L?(R) — L2(R) ist, beweisen wir dies mittels Fourier Transformation. Sei
h € C.(R), wobei C.(R) der Vektorraum der stetigen Funktionen mit kom-
paktem Triiger auf R ist. Diese sind dicht in L?*(R). Wir miissen zeigen, dass h
beliebig gegﬂn L?(R) approximiert werden kann durch eine Funktion der Art

Yoo JBf M., wenn k groR genug ist. Wobei wieder ¢ = {e}s € %(7)

und {Bf o[k ]} die B-Splines in £, g4 1,9, sind. Da wir verlangt haben, dass
j=—o00

fiir alle 19n > 0 gilt, ist 19@ € L?(R), und es kann beliebig genau durch eine

Funktion der Art Zj’;_ o ch]f k] approximiert werden, wenn k grofs genug ist.
Daraus folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun verallgemeinerte multiquadric Prewavelets mit nicht &quidi-
stanten Knoten konstruieren. Dazu werden wir verallgemeinerte fundamenta-
le Funktionen benutzen, wobei der Begriff der fundamentalen Funktionen aus
Buhmann und Micchelli [6] sowie Chui und Wang [12] stammt und hier zu ver-
allgemeinerten fundamentalen Funktionen erweitert wird. In [6, 12] sind da-
mit Splines vom Grad (2d + 1) gemeint. Hier werden wir das Konzept auf
Splines vom Grad (2d + 2\ + 1) erweitern, wobei A = ¢ — 1 in Abh&ngigkeit
von ¥, (t) und der Dimension gew#hlt werden muss. Angenommen es existieren
ut = {uf},- € 04(Z)\ {0}, € Z, sodass
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OO

Vo) = S ul / B (g a()dy (32.2)

k=—oc0

wobei B,’:’Qd“)‘ﬂ € L; 24+2x+1,6 die B-Splines mit Tréger [y, Th+24+2x+1] sind.
Man erhélt die Identitét:

o 1, wenn/ = jund d+ A\ ungerade,
/ Un(Y — Tjratat1)Yon(y)dy = 1, wenn/ = j+ 1undd+ \gerade,
o 0, sonst,

(3.2.3)
wobei j,¢ € Z sind. Die Funktionen ¥, ,(t) nennen wir verallgemeinerten fun-
damentalen Funktionen, da sie eine weiterentwicklung der fundamentalen Funk-
tionen aus [6, 12, 4] darstellen. Sei v, definiert durch ), := \I/%;AH). Dies ist
in V7 enthalten, denn die (d + A + 1)-te Ableitung eines B-Splines vom Grad
2d + 2X\ + 1 ist darstellbar iiber Linearkombinationen von B-Splines vom Grad
d + A. Die benétigte Orthogonalitét ¢, L Vy gilt, wenn

/OO V() Cr(t)dt =0, kL €Z

gilt. Zusammen mit Kapitel 3.2.1 folgt Wy L V4. Dies folgt mittels partieller
Integration und einem Dirac-Kamm Argument, denn

/ () Ci(t)d

oo

o edA dirat £2d+2xA+1
= Bj’ * U, dtd+>\+1 Z uk B (t —y) Un(y)dy

o0 dd+>\+l A
:/ (dthHB )wnqzze,n(t)

Dirac-Kamm

= d““/ Z 0, (t—t) o n(t) =0, j € Z.

ook,

Offenbar gilt die Orthogonalitét in einer Dimension d = 1 mit n = 1,2, 3, ... und
A=0,2,4,..., denn die (d + X + 1)-te Ableitung eines B-Splines BJC d+’\15t eine
endliche Kombination von delta Funktionen §(- — ¢;) mit k € Z.

Wir wollen nun nachfolgend die Bedingungen an verallgemeinerte multiquadric
Prewavelets angeben und sie dann Stiick fiir Stiick herleiten und zeigen, dass
diese fiir n = 1,2, 3... gelten.

Lemma 3.4. Fiir 7 € 5-7Z mit 5 € Q lassen sich die Bedingungen an Prewave-
lets vy € V1 und Vi = Vo & Wy wie folgt schreiben:
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sup Z Un(t —75) <2

inf D(0) (3.24)
te(—o0i00) ;T 0, 0€(=B(d+A+1);8(d+A+1))
< min< 1,452 inf o 3.2.5
pemn{ies i a0)] (3.2.5)
1
inf d(0) > - 3.2.6
ee(fﬁ(d+>\l+nl);ﬁ(d+>\+1)) () 2 ( )

Hierbei ist ®(0) := [ 0n(y)9n(y—0)dy mit 0 € R, was der Faltung 9, x0,(—)
entspricht. Die Prewavelets geniigen den Summationsbedingungen:

Z [te(t — 75)] < const. < oo gleichmdfigin t € Rund ( € Z (3.2.7)

j=—o00

und

Z [1e(t)] < const. < oo gleichmafig in t € R (3.2.8)

j=—o0

Aus dem Beweis nach Buhmann [{] und unseren nachfolgenden Erweiterungen
folgt, dass sich die Bedingungen an Prewavelets durch die folgenden Ausdriicke
schreiben lassen, welche schwdcher, aber schwerer iberprifbar sind.

Dijy = / / Oy (t = Tregasrsr) B2t — )0, () dwdt, j,k € Z

(3.2.9)
Dies iist wohldefiniert, wegen ¥,,(t) = O(|t|”'~%") mit n € N. Die Bedingungen
lauten dann:

D <2 inf (0 3.2.10
?eqzaj;w i <28, aaa sy 2@ (3.2.10)
L 2 ey
8 < min 1,;22% 3 ﬂn(y)‘ B (y)| dy (3.2.11)
inf Dy > = (3.2.12)
jez 79 -

Beweis. Die erweiterten Bedingungen an Prewavelets lauten wie folgt:

o0
Tj+2d+2X4+2 — Tj
sup——————= . sup I (t — 73
er 2d 42X\ + 2 tE(_wm)k:Z n( )

— 00
oo Th+2d+22+2 — T .
< 9inf k2442242 7 Tk inf d(6)
kez 2d 42X+ 2 OC(Th =T Atd+1;Th+2d+2A 42— Th+Atd+1)
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und

S T2k+42d+22+1 — T2k—1
kezZ d+N+1

2
< 2min {1, jnf (2rr2dr2xL Tj’H) inf 3(0)
keZ (d + A+ 1) 0€(0;72k+2d+22+1—T2k—1)

sowie

[

T2k+2d+2X+2 — T .
k+2d+23+2 — Tk o B(0) >
k€Z  2d+2X+ 2 0€(Th—Thia4at1iThr2dron b2 —Thid4a41)

[\

Mit 7 € 8-Z mit 5 € Q werden die Abstinde der 7, dquidistant und lassen sich
wie folgt schreiben:

28 B(2d+2)\)

—
qup TRt T Th o Tht2 T Tk FTodbor B(2d + 2) + 2)
b 24+ 20+ 2 el 2d+2n+2 Seh 2d+2A+2
=supf = f8
JEZL

Analog folgt dann auch 1122 s = [ Zudem gilt
28 B(2d+2)\)

S T2k+2d+2X\+1 ~ T2k—1 _ Sup7'2k+1 — T2k—1 +T2d+2x
keZ d+X+1 ez d+A+1
28(d+A+1)

=sup—————= =sup2pf =2
jeg d+A+1 jelz)ﬂ g

Daraus folgt ebenfalls, dass inf (72“2‘”2”1_?’“*1)2 = 4/3% ist. Fiir die Integral-
& kezZ (d+X+1)

grenzen gilt dann:

(Tk = Tk4-d+X+15 Tk+2d+22+2 — Tk+d+>\+1)

= (Th = The1 = Tdt i Thtd+2 — Thtd1 + Tagx) = (=B(d + A+ 1); 8(d + A + 1))

und

[0; Tokt2d+ort+1 — Tok—1) = [0; Tok41 — Top—1 + Toa+2x) = [0;28(d + A+ 1))

Durch Einsetzen der Umformungen in die urspriinglichen Bedingungen erhilt
man die Bedingungen des Lemmas. O
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Zudem ist dann ]icnngk =0 ®(6) denn,
€

inf
0 (—B(d+A+1);8(d+A+1))

o0

Inf Die = / O(2) B (1 aag + 2)dz

— 00

= inf @(Z)B£’2d+2/\+1(7'k+d+>\+1 + 2)dz

/7k+2d+2>\+2*‘rk+d+k+1
JEZ J -

k—Tk+d+x+1

Thk+2d+2X+2
= inf ®(0) / B2 (2 dz
IS r

k

_ Tr+2d+22+2 — Tk
itz O
= inf o(0)
0€(—B(d+A+1);B(d+A+1))
Der nachfolgende Satz fithrt nun die Bedingungen an Prewavelets und die ver-
allgemeinerten multiquadric Funktionen zusammen und zeigt, dass fiir richtig
gewdhltes 5 und eine leichte Abdnderung einer der Bedingungen an die Pre-
wavelets dazu fiihrt, dass sich die Prewavelets als (2n 4+ 2\ + 2)-te dividierte
Differenzen von ¢,,(t) bestimmen lassen.

Satz 3.4. Fir 9, mit ac Ry und n € N gelten die Bedingungen an Prewa-
velets fir g = i in einer Dimension. Dies fihrt zu einer leicht abgednderten
Bedingung der verallgemeinerten multiquadric Prewavelets:

inf 6) > 1 (3.2.13)
0 (—B(d+A+1);8(d+A+1))

Beweis. (1) Wir wissen bereits, dass 1 < D) < 2 gilt,

inf
Oe(—B(d+A+1);8(d+A+1))
denn fird=1,n=1,A=0und B = % gelten die Bedingungen. Das heifst, um
eine Riickfithrung zu erreichen muss 8(d+A+1) = 1 gelten. Da fiirn = 1,2, 3, ...
wie bereits erwdhnt A = 0,2,4, ... gilt. Dies wird mit 3 = 5 erreicht.
(2) Die zweite Bedingung leitet sich aus der Parseval-Plancherel Identitiat her
und ist fiir 8 < |by|? erfiillt, denn es gilt,

1 oo
=3[

(Cro, C) — / ‘ / Ba(t — ) % BN (y)dy

bn(y)

2 . 2
‘ ~’BZ’d“(y)’ dy = |by|?

wegen

2
dt

:/ |D €k €kt s Skraarsnly, dn(t —u)f* dt

1 o . 2
=5 ’D (ks Ekt1s s Ekrdprtily Pn(w — u)‘ dw
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1 oo
= %/ b- 276 (- — t3)|* dw = |bg|?

Hierbei ist by das Absolutglied der (2n+2\+2)-ten dividierten Differenz von ¢,,.
Das heif$t, es ist hinreichend, dass 3 < |bk|2 ist, damit die Prewavelets existieren.
Sollte dies nicht gegeben sein, muss gegebenfalls der Parameter a etwas anders
gewahlt werden.

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass das Infimum von ®(0) fiir gut gewéhltes
a < 1, monoton wachsend und dass Supremum  sup Y o %Qn) (t— %)

te(—o0;00)

monoton fallend ist. Da das Maximum von 9,(t) in ¢ = 0 liegt, reicht es in
Verbindung mit 7 € 5-7 die Reihe Y32 ¥,(7x) zu untersuchen. Es gilt:

> alm) = ) 1T, (2 — 12 e

P P 2p (a2 n ( & )2>n+%

2n

I 2i-1) i a®" L1
- —1)!. -2 n+ 1 a
(n 1) an P <a2 n (%)2> +3 a

[, (2= 1) |§=a® @20
_ Z k2n+1 +E
k=1

¢ (s)

Hierbei ist ¢ (s) mit s = 2n + 1 der Riemannsche Zetafunktion. Die Reihe ist
somit fiir beliebiges n € N beschrinkt, da die Riemannsche Zetafunktion ¢ (s) =
> oreq 7= mit s € C, R(s) > 1, beschriinkt ist. Wahlt man a > 0 mit a — 0 (klein
genug), ist 30 | ZLm Ve g TLny 201

a2+(§)2)n+% (n—1)1-2n—2q

a€ R4 in Abhingigkeit von n € Nmit a1 < as < - - - an, erhélt man das monoton
fallende Supremum. Fiir das Infimum von ®(0) soll dann mit a1 < ag < -+ - ay,
ebenfalls inf ®(0),, < inf ®(0),, < --- < inf (0),, gelten. Es gilt:

> 0. Wahlt man nun ein

in ®0) = inf FH(F@0,.(t) F (In(t
0€(=B(d+A+1);8(d+X1+1)) ©) te(=1;1) ) 7 n0)
9l—2n,2n.2 || K 2
= inf F! g || g(a‘WD (1)
te(=151) I'(1+n)
242 /7T (5 +2n) 2F (3 4+, 5+ 20,14, =)
= inf
re (1) a-T(5+n)T(1+n)
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2-2-2n2 (253?_21!% 2B (3 4+ 1,2 420,14 n,—4a?)

a- 2T (n) . n
——

nl-4m

n!

B T UKL
22+2n 2TL [24n P ]_ —|—n k! ’

Hierbei ist ¢ = ’:_#f_ﬂl) , welches sich aus dem Normierungsfaktor und
(n—1)l-2 g

¥, (t) ergibt. Zudem ist K, wie oben die modifizierte Besselfunktion zweiter
Art und I'(-) die Gamma-Funktion. Die Fourier Transformation der inversen
multiquadric radialen Basisfunktion ist in Buhmann [5] zu finden. Aus Buhmann
[4] folgt, dass die Behauptung fiir n = 1 gilt und somit auch fiir alle n € N

2
solange 0 < a < 1 ist, sodass die Monotonie von % erhalten bleibt
23727 (2n)12474

1.n 1 n
und %2 % (4a2)" beschrankt ist fiir alle a — 0. Offenbar ist die

Monotonie von 7, = fﬂq:% fiir langsam anwachsendes a gegeben, denn
2 n)l<4ma
2(4n)! _ " (20 —1)%(4n)!
m —_—— =g ! =1 < Tpg1 =
22+2n(2n)124n 2%+4n(2n)!24n(n —1)12 "

o I, 2i = 1)%(4n)! (2n+ 1)2(4n + 1)(4n + 2)(4n + 3)(4n + 4)
93+4n(2p)124n (n — 1)12 26n2(2n 4+ 1)2(2n + 2)2

(256n* + 64013 4 560n2 + 200n + 24)

T 26(4n* + 8n3 + 4n?)
>1vneN mit a < 1
. oo (347n), (3+2n) N .
Zudem ist ) .~ W (—4a ) fiir kleines und langsam wachsendes

a < 1 ebenfalls beschrénkt, was mit folgenden Abschitzungen und Umformun-
gen klar wird:

i (% —|—’/l)k (% + 2”)}9 (74a2)k _ i (% +n)k (% +2n)k (74012)]C
— (1+n),k! Pt (ntk)! o
o oo (k) (2n+k)!
(1+n), (1+2n), B T TET o ok
- kz::o [CELPY N kz(:) R
2R ok, ok (ki) -4
=2 kl(2n)! (~4a%)" = > (-1) W
k=0 k=0 —_—
Ck
= Z(fl)k Ck;



wobei ¢ mit richtig gewéhltem a immer eine monoton fallende Nullfolge (bzgl.
k — o00) ist und somit die Reihe Y p° (=1)" ¢, nach dem Leibniz-Kriterium
beschrénkt ist. Dann folgt mit Lemma 3.4 die Behauptung des Satzes. 0

Wir miissen nun noch zeigen, dass die restlichen Bedingungen aus Lemma 3.4
weiterhin gegeben sind und nicht von unserer neuen Bedingung (3.2.13) bzw.
der Erhchung des Trégers der B-Splines beeintréchtigt werden.

Die Identitéit (3.2.3) heifit, dass u’ die f-te Zeile der inversen Matrix D =
{Djk}sz_ooist, wenn d + X\ ungerade ist, sonst ist es die Inverse von D um
eins verschoben. Die Verschiebung um eins, kommt auf Grund der Identitit
(3.2.3) zustande. Die Matrix D ist hierbei ein kontinuierlicher linearer Operator
von D : P(Z) — ¢P(Z) fiir p € {1, 00}, wie wir nachfolgend sehen werden. Die
Matrix D hat ¢! (Z) Norm eins, da die B-Splines die Eins partitionieren und
ffooo P (t) = 1 gilt. Zudem hat die Matrix D eine begrenzte ¢°° (Z) Norm, was
aus Schumaker [32] folgt:

IDl<B- sup > Ot —7) (3.2.14)

t€(—00,00) L T

Die rechte Seite der Ungleichung ist endlich, da x < oo ist und ¥,,(t) = (’)(|t\71*”*6)
gilt und die Abstande 711 —7% > 9 fiir alle k € Z sind. Zudem wissen wir bereits,
dass

()

gilt. Die Nichtnegativitét der Eintrdge der Matrix D zusammen mit ||D||; =1
implizieren, dass Dy < 1 und somit

inf Dy = inf
S Dk = B pan paerty

ID =Tl < Dl +1 =57 inf Die (3.2.15)

ist. Die Aussagen (3.2.4), (3.2.14) und (3.2.15) fithren zu ||D — I|| , < 1. Damit
ist D ein Homomorphismus auf ¢*°(Z) so dass die Koeffizienten u{, existieren
und sup,¢y, HU£H1 < o0 ist. Dass (3.2.4) ersetzt werden kann durch (3.2.10) und
die Invertierbarkeit mittels Neumann Reihe intakt bleibt, folgt ebenfalls aus
(3.2.15). Eine weitere direkte Konsequenz von u‘ € ¢*(Z) und den Bedingungen
an Prewavelets ist

D Wele =) <8 sw DT dalt =) sup ], (3.2.16)
t

€(—00,00) ;

j=—00 j=—o00

Die rechte Seite der Ungleichung ist endlich, weil (3.2.14) gleichméfig beschrankt
ist. Wir erhalten dann (3.2.7) durch die Tatsache, dass die (d+A+1)-te Ableitung
eines B-Splines vom Grad 2d + 2A + 1 eine endliche Linearkombination von
B-Splines vom Grad d + A ist. Die linke Seite von (3.2.7) ist dann ebenfalls
gleichméfig beschrinkt durch

ﬂt sup Z ﬁ,L(t—Tj)igIZ)Hule(55)—d—x—1

€(—o0i00) ;570
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Hierzu sei auch auf Schumaker [32] verwiesen. Da ¥, beliebig oft stetig differen-
zierbar ist und ¥,, = O(|t|”" ") mit grokerem e > 0 auch fiir die Ableitungen
von 9, gilt, was aus Satz 3.2 folgt, kann die Abschéitzung auch ohne den an-
steigenden Faktor (65)_d_’\_1 mittels Schumakers Ableitungsformel dargestellt
werden durch:

3y 2 e ],

j=—o00
Dies ist notwendig, da sonst bei immer kleiner werdenden Abstdnden § der
Stiitzstellen 74, der Faktor (35) % *! stark anwachsen wiirde. In gleicher Wei-
se wollen wir nun (3.2.8) zeigen. Wir wissen bereits, dass mit unserer neuen
Bedingung (3.2.13) die Abschétzung (3.2.15) gilt. Daher sind die Koeffizienten
uf; ebenfalls absolut summierbar iiber £ € Z. Wir benutzen wieder, dass die B-

(oo}
Splines {B,{’Qd“/\ﬂ}
k=—o00

(M(Z), k € Z sowie ¥,, = O(|t| ") folgt

. . o . . . o ¢ o0
die Eins partitionieren und mit uj = {uk}éz_oo €

o0

Y 1We(@)] < supldill,
kEZ

{=—0c0

daraus folgt direkt mit Schumakers Ableitungsregel fiir B-Splines

- —d—x—1
> ()| < BiIGHZ) ldklly (89) :

f=—o00

Um auch hier den Faktor (ﬂé)_d_A_l zu vermeiden, schreiben wir das ganze
wie folgt:

o0 o0
o(2)] < sup ||dy, YUHAMD ] g
> ()] < sup dill, n
kEZ —0

l=—o00

Das heifit, mit anderen Worten sind unsere Prewavelets 1, absolut summierbar
und nur in einer Umgebung der Null signifikant von 0 verschieden. Die wich-
tigsten Griinde dafiir sind, dass die B-Splines die Eins partitionieren und wir
das Integral [, (t) mithilfe von Korollar 3.2 zu eins normieren kénnen. Zu-
dem ist natiirlich essentiell, dass die B-Splines lokalen Tréger haben und unsere
Funktionen 1,, exponentiell abklingen.

Nun wollen wir zeigen, dass Vi = Vj & W) gilt. Wir wissen bereits, dass jede
Funktion g € Vi sich als endliche Linearkombination von F} schreiben lasst,
und damit als dividierte Differenz. Die Koeffizienten der F; sind dabei quadrat
summierbar. Wir benétigen also eine Zerlegung eines jeden F; € Vj. Daher
suchen wir Koeffizienten B, j, k € Z, sodass die Orthogonalitét

nj=Fj— Y  BjCr LC (3.2.17)

k=—o00
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fiir ganze Zahlen j gilt. Anders ausgedriickt verlangen wir

> Bk (Cr. Co) = (F3,Cy)

k=—o0

fiir alle ¢ € Z gelten soll, wobei (-, -) ist das Skalarprodukt von L? (R). Mit sol-
chen Koeffizienten Bj;, konnen wir dann 7; ausweiten, sodass F; € Vo ® W) gilt.
Die Eintréige der symmetrischen Matrix x = {(Cj, Cr)}; 45 sind nicht negativ
und dadurch, dass die B-Splines die Eins partitionieren hat die Matrix ¢* (Z) so-

wie £>° (Z) Norm und sup #2220 — 23 wie oben bereits gezeigt wurde.
keZ

Wir wissen, durch unsere Bedingung (3.2.11), dass |[I — x||; = [[I — x| < 1
gilt. Es gilt dann

. _ o 2
11 — x|, < 2B8+max {—1, 1- 21122 <Ok,Ck>} = 2[3—|—max{ 1,1 2é2£|bk| }

denn wie wir bereits wissen gilt:

1 o0
<ck,ck>f%/m

Das heifst, wie oben bereits erwdhnt, miissen wir unser a so wahlen, dass es
zumindest ein Absolutglied der dividierten Differenz gibt, sodass\bk|2 klein genug

ist. Das als Bedingung hat zur Folge, dass 23+ max {71, 1—2infgey \bk|2} <1

A 2 . 2
o) B )| dy = ol?

ist. Unter der Voraussetzung, dass x eine Inverse Matrix Y~ ! besitzt, ergeben
sich die Koeffizienten B als

Bjr =Y (Fj,Co) Xz
LEL

Die Matrix B = Bjj, ist wohldefiniert und hat ||B||;und ||B| ., Norm, wegen
Yt IF (O] = 25 Fj(t) = Tund 372 |C5(1)] = 302 Ci(1) =1
und weil x invertierbar ist. Die Tatsache, dass n; € V; ist, folgt dann mit Hardy,
Littlewood und Polya [30]. Um den Beweis nun zu vervollstéindigen miissen wir
noch zwei weitere Lemmas in Anlehnung an Buhmann [4] erweitern.

Lemma 3.5. Sein;,j € Z, definiert wie in (3.2.17), dann existiert fir jedes j

ein d+A+1 mal differenzierbare Funktion H; sodass Hj(-dJr)‘H) =n; gilt. Zudem
gilt

sup E [(On (- — Tox), Hj)| < 00
jeZszoo

und
su (- — 1or), H;)| < oo
kengWK (- — 7o), Hy)l
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Beweis. Zunéchst sei das H; explizit mit Peano-Kern Darstellung angegeben
als -
H,(z) = / (@ — )%y (0)dt, x € R

—00

n " x>0 .
wobei (-)'} = x() v ; 0 als abgeschnittene Potenz (truncated power)
T
bezeichnet wird. Es folgt aus der Definition von n; das ||B||,, < oo und aus

(0, (£)) = O(|t| " ""°), dass H; wohldefiniert ist. Zudem gilt

(Hj, Op(- = T20-1)) =0, LEZL (3.2.18)

denn es ist

<m¢@=@4ﬁﬂﬂ<ﬂﬁ/ Bﬂ“””mc—m@>

= <Hj, i Miﬁn(‘—72k1)> =0

k=—o00

wieder mit dem Argument, dass die (d + A + 1)-te Ableitung eines B-Splines
vom Grad d + A eine endliche Summe von Deltafunktionen an den Punkten
Tok—1, k€ Z ist, womit wir dann ein Integral {iber eine Punktmenge auswerten,
welches natiirlich gleich 0 ist. Zudem sind die Koeffizienten {yf } ~ _ Vielfache
der Koeffizienten der d + A + 1 dividierten Differenz von ¢,, in Abhéngikeit der
Stiitzstellen von Bf. Aufierdem impliziert der Beweis zu 3.2.18, dass (H;, ¥, (- — %))
polynomiales Wachstum hat, aber kein Polynom ist, da es keine nichttrivialen
Polynomanteile hat, aufser die vom Grad d + A. Um nun die Beschranktheit
der Summe zu zeigen, nehmen wir die (d + A+ 1)-te dividierte Differenz von
(Un(- —y), Hj) an den d+ A +2 Punkten 7op_1, Tok, Tok+41, T2k+3 > T2k-42d+2A—1
und wenden den Satz von Peano Kern darauf an, sodass

[0 (c = 72) Hy)| < € [(Ua(- = ) [ranszarar-s — 7] )|

fiir geeignetes C und Toi € (Top—1, Tok+2d+21—1) gilt. Wenn wir nun iiber j € Z
summieren, ist es unabhéngig von k begrentzt, denn Z;’;_Do |n;| ist gleichmé&Rig

begrenzt durch |8, (¢)| = O(|t| """ ) den kompakten Triiger der B-Splines und
der Tatsache, dass ||B||; < oo ist. Andersherum gilt ebenfalls, dass die Summe
iiber alle k& beschriinkt ist und unabhiingig von j, da n; € L' (R) ist. O

Um unser Lemma 3.4 nun endgiiltig zu beweisen und damit auch Satz 3.4,
miissen wir die 7; im Sinne unserer i erweitern, sodass F; € Vo @ Wy gilt.
Hierzu bendtigen wir noch nachfolgendes Lemma.

Lemma 3.6. Sein;, j € Z, definiert durch (3.2.17) dann gilt

ni= 3 At jEZ, (3.2.19)

k=—o0
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fiir Koeffizienten Ajj,, welche absolut summierbar sowohl iber j € Z, als auch
dber k € Z sind.

Beweis. Es ist ausreichend anstelle von (3.2.19) zu zeigen, dass

Hi= Y AjVa, jeL, (3.2.20)

k=—o00

fiir passende Koeflizienten A;; und Hj mit ﬁ;d+’\+1) = n; gilt, da wir auf beiden
Seiten d+ A+ 1 mal ableiten kénnen. Wir werden sehen, dass es solche passende
Koeffizienten Aj;, gibt, und wie diese aussehen. Wir behaupten, dass in Abhén-
gigkeit der Form von V¥, und den Bedingungen an die H;, die nachfolgende
Wahl der Koeffizienten passend ist:

H; = e oo (90 (- — Toktdras1) . Hj) Yo, wenn d + A ungerade )

I [e’s} > ) S Z
Hj:=3" (Un (- — Toktdsr), Hj) Yop wenn d + A gerade

(3.2.21)

Die Reihe ist absolut konvergent, da die Wy gleichméfkig beschrankt sind durch

SUPscyz, ||d‘z||1 und wegen Lemma 3.5. Der Satz 275 auf Seite 198 von Hardy,

Littlewood und Pélya[30], Lemma 3.5 und ||d*|| < oo implizieren, dass die rechte
Seite von (3.2.21) in V2421 Jiegen, wobei V24T2ATL = £ 5,03 11.9, gilt.
Wenn wir das Skalarprodukt (-, -) mit 9,,(- — 7¢) auf beiden Seiten von (3.2.21)
nehmen, erhalten wir mit der Identitit der Prewavelets fiir ungerades d

<19n (= Tattd+a+1) 7Hj> = (Un (- — Toryatat1), Hy) , L € Z,

und Lemma 3.5 impliziert, dass

<19n (= 72l+d+>\)a£rj> = (Un (- = T211a42) , H;) =0, L€ Z,
gilt. Analoges gilt fiir gerades d + A. Die Nichtsingularitdt von D als Operator
(*(Z) — (?(Z) heifit, dass
f eV, Fe V22l pldtrl) — ¢ sowie (9, (- — 1), F) =0Vl eZ = f=0

gilt. Dies bedeutet HJ(-dH‘H) = HJ(-dJ“\H) = n; wie verlangt. Damit haben
wir die Koeffizienten A;j,j,k € Z gefunden, welche nach Lemma 3.5 absolut
summierbar {iber k, als auch iiber j sind. O

Nun sei g € Vi,g = 3372 ¢;Fy, fiiv ¢ = {¢;}2_ € £*(Z). Mit Lemma 3.6
gilt dann

9= > > A+ > > ¢;BuCy

k=—o00 j=—00 k=—o00 j=—o00

mit
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2
e} 00

2

oo o0
Z Z ¢jAjr | < oound Z Z ¢iBjr | <oo (3.2.22)
k=—oc0 \j=—00 k=—oc0 \j=—0o0

oo

Die erste Abschitzung gilt mit Lemma 3.6 und die zweite wegen > .~ |Bjk| <
const. < oo, gleichmifig beziiglich j und k. Mit dem nachfolgenden Satz kénnen
wir nun die Konstruktion der mittels verallgemeinerter fundamentaler Funktio-
nen erzeugten verallgemeinerten multiquadric Prewavelets abschlieffen, um im
Anschluss ein paar Beispiele zu zeigen.

Satz 3.5. Es existieren verallgemeinerte multiquadric Prewavelets {'l/)gk};i_oo ,
k€ Zy ,in Vi1 und Vektorraume Wy, welche von der direkten Summe solcher
Prewavelets aufgespannt werden und quadratsummierbare Koeffizienten haben
sodass Vigy1 = Vi, @ Wi, k € Z gilt und

L*(R) = Vp @ P Wi, (3.2.23)
k=0

solange die Annahmen aus Satz 3.3 gelten fiir alle TF.

Beweis. Sei f € L?(R) und sei ein € > 0. Mit Lemma 3.3 existieren k € Z und
fx € Vi, sodass

1] = fills < e.
Zudem ist
fes1 = fe+ge, fo € Vi sowie g € W, V0 <1 < k.
Das freie € > 0 und die Orthogonalitit zwischen den W, bedeutet, dass 3.2.23
gilt. O

Satz 3.6. Die verallgemeinerten multiquadric Prewavelets lassen sich als (2d +
2\ + 2)-te dividierte Differenz von ¢, (t), n € N bestimmen, sodass gilt:

Djy = uit = / U (t = Thpdirt1) D [k, Ekts s Etadrartal, On(t)dl

sowie
oo

Goe =Y D [Ek Erts s Enpaararsaly, Onlt),

k=—o0
wobei t € R ist und die &, i € N sich aus dem Trdiger der B-Splines von
pf2d+2a+1
% ergeben.

Beweis. Der Beweis folgt mittels partieller Integration, denn es gilt:

Dji = / / O (t = Thaapasr) B2t — 2)0,, (2)dwdt, jik € Z

= / O (t = Togdyrs1) D [Ek, Eka1s - Ept2draryal, On(t)dt
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Damit haben wir alles gezeigt, was wir eingangs in diesem Kapitel zeigen wollten.
Es existieren verallgemeinerte multiquadric Prewavelets in einer Dimension fiir
nicht dquidistante Knoten, unter der Voraussetzung von gut gewahltem a und
einer angepassten Schrittweite der Knoten. Uberdies konnten wir zeigen, dass
sich diese als dividierte Differenzen der Funktion ¢,, schreiben lassen, wodurch
sich der Rechenaufwand signifikant verringert. Der Preis fiir die einfacherer Be-
rechung ist allerdings, dass die B-Splines von immer héherem Grad auch immer
mehr Zentren bendtigen. Sollten nicht geniigend Zentren vorhanden sein, kann
die Berechung auf diese Weise nicht erfolgen. In diesem Fall kénnen die verall-
gemeinerten multiquadric Prewavelets aber immer noch mittels B-Splines von
niedrigerem Grad {iber die Faltung wie in (3.2.2) berechnet werden, und die
Eintrage der Matrix D mittels (3.2.9).

Wir wollen uns nun einige Beispiele fiir verallgemeinerte multiquadric Prewa-
velets ansehen. Nachfolgend sind Beispiele aufgefiihrt, fiir die die Datenpunkte
zufillig erzeugt wurden und deren Verteilung sich nach dem oben genannten
Schema richtet. Das heifit fiir ein verallgemeinertes multiquadric Prewavelet der
3. Art sind die Datenpunkte ungeféihr, das heifit nicht dquidistant, im Abstand
von % verteilt. Dementsprechend fiir ein verallgemeinertes multiquadric Prewa-
velet der 5. Art ungefihr .

10

-10 10 =T

Abbildung 3: Links: Verallgemeinertes multiquadric Prewavelet 3. Art mit a =
0,15. Rechts: Verallgemeinertes multiquadric Prewavelet 5. Art mit a = 0.21.

Im Vergleich zum Prewavelet aus Buhmann [4] sind die verallgemeinerten multi-
quadric Prewavelets hoherer Art glatter und haben dafiir aufierhalb einer Umge-
bung der Null keine kleineren Wellen mehr. Dies liegt daran, dass die Funktionen
mit denen die verallgemeinerten multiquadric Prewavelets erzeugt werden, we-
sentlich schneller fallen als die in Buhmann [4] und deswegen nur in einer immer
dichteren Umgebung der Null ungleich Null sind.
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3.3 Wavelets aus radialen Basisfunktionen in zwei Dimen-
sionen

In diesem Kapitel wollen wir nun die bisherigen Erkenntnisse nutzen, um Wave-
lets aus radialen Basisfunktionen in ein und zwei Dimensionen zu konstruieren.
Diese Konstruktion werden wir dabei iiber eine sogenannte Skalierungsgleichung
durchfithren. Wir werden dafiir zunéchst in einer Dimension Losungen der Ska-
lierungsgleichung von niitzlichen Funktionen bestimmen, welche wir dann fiir
die Konstruktion in zwei Dimensionen benutzen wollen. Insgesamt wollen wir
wieder das Konzept einer MRA benutzen. Wie wir bereits aus Kapitel 3.2.1 wis-
sen, koénnen Teilrdume, welche (S1)—(S5) erfiillen, durch Funktionen f € Ly(R)
erzeugt werden. Die Erzeugung der Riume erfolgt dabei durch Translation und
Dilatation von f, wodurch zunéchst die weiteren Funktionen

fiwl@)=279"2f2 2 —k), jk € Z,

Vi :=span{fjrlk € Z} = {chfj,k

gewahlt werden. Der Raum V; wird dann als der abgeschlossene lineare Teilraum
von Ly (R) definiert, der von den f; j erzeugt wird
Cci € R} .
kEZ
Offensichtlich sind dann (52) und (S3) erfiillt.
Definition 3.1. Eine Funktion f € Ly (R) heifft Skalierungsfunktion, wenn
die zugehorigen V; die Bedingungen (S1) — (S5) erfiillen und iiberdies die fo

mit k € Z, eine sogenannte Riesz-Basis von Vj bilden, d.h. falls es positive
Konstanten 0 < A < B < oo gibt, mit

A enl? < |> erfor

keZ keZ

2
<BY |l (3.3.1)

keZ

fiir alle Folgen (cx)rez € {2, dann bilden auch die Funktionen f; eine Riesz-
Basis von V.

Ist f eine Skalierungsfunktion, dann l&sst sich fiir jedes j € Z jede Funktion
g € V; als eine in Ly(R) konvergente Reihe

9= Z ik fik

kEZ

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten c; ., wobei (¢ x)rez € ¢2 ist, schreiben.
Ferner ist fiir eine Skalierungsfunktion f die Bedingung (S1) dazu dquivalent,
dass f einer sogenannten Skalierungsgleichung

f(x) = Z hkfl,k<$) = \/52 hkf(Qx — k‘) (3.3.2)
kEZ kez
mit Koeffizienten (hi)recz € ¢2 geniigt. Die Folge von Koeffizienten (hy)rez
nennt man hierbei auch Maske der Funktion f. Hierzu sei auch auf Freund /Hoppe
[20] verwiesen.
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Die eben eingefiihrte Skalierungsfunktion und die dazugehdrige Skalierungsglei-
chung ist elementar wichtig bei der nachfolgenden Konstruktion von Wavelets
aus radialen Basisfunktionen. Darum wollen wir zunéchst weitere bekannte Ei-
genschaften der Skalierungsgleichung zusammentragen.

Satz 3.7. Seien f1 und fo Skalierungsfunktionen, welche die Skalierungsglei-
chung erfillen und seien ferner hy := (hy, ) kez € f2 und hy = (ha,) kez € L2
die dazugehdrigen Masken, dann gelten folgende Eigenschaften:

1. Faltung: Erfillt f; die Skalierungsgleichung mit Maske hy und erfillt fo
die Skalierungsgleichung mit Maske ho dann erfillt die Faltung f1* fo die
Skalierungsgleichung mit Maske (und diskreter Faltung) hy * ho.

2. Differentiation: Erfillt f1 die Skalierungsgleichung mit Maske hy und die

Ableitung fi existiert, dann erfillt diese die Skalierungsgleichung mit der
Maske 2 - hy.

3. Integration: Erfillt fi die Skalierungsgleichung mit Maske hy und existiert
eine Stammfunktion F(x) = [ f(7)d7, dann erfillt die Stammfunktion
x +— F(x)+c die Skalierungsgleichung mit Maske %hl, wobei die Konstante
c, die folgende Gleichung erfiillen muss

c- (1 - Zh1k> => hy, - F(-k).
kEZ kEZ

Hat f kompakten Triger, so kann die Stammfunktion F als Faltung mit
der Heaviside-Funktion

H(z) ::{ 0, firz<0

1, sonst

bestimmt werden.

4. Fourier-Transformation: Die Fourier-Transformation, transformiert die
Skalierungsgleichung (3.8.2) in ein Produkt der Form

fw=Qw)f (3) (3.3.3)

1 ,
Q(w) = Wi ;th exp (—ikw) .

Die Beweise der einzelnen Eigenschaften sind in Dahmen/Micchelli [15] zu fin-
den.
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3.3.1 Ein konstruktiver Ansatz

Nachdem wir nun wissen, was eine Skalierungsfunktion und die dazugehorige
Skalierungsgleichung ist, wollen wir uns in diesem Zusammenhang die B-Splines
noch einmal genauer ansehen. Wir beginnen hierbei mit Bo(z) = xjo,(7) =
¢(x) auch bekannt als die Haar-Funktion.

1, firo<z<1

o(x) = { 0, sonst (3.3.4)

Die Haar-Funktion hat kompakten Triger wie alle B-Splines und erfiillt die
Skalierungsgleichung mit

d(z) = V2 (hod(2x) + h1p(2z — 1)) und der Maske hg = hy = 1

S

Da sich alle B-Splines rekursiv mittels der Faltung
Bn (ZE) = Bn_l(ﬂC) * Bo(I)

berechnen lassen, folgt direkt, dass alle B-Splines die Skalierungsgleichung er-
fiillen. Wir betrachten nun eine Konstruktion (mit kontinuierlicher Faltung) der
Art

F(@) = gn,o(®) * gn,1(2) * gn,2(z) * gng(x) % - - - (3.3.5)

mit

¢
nw(z) = p(w) Y Balr —k),

k=—¢

wobei [£| < ¢-w, ¢ konstant sowie ¢,w,n € N und B,(z) der B-Spline vom
Grad n ist. Zudem ist ¢ eine radialen Basisfunktion. Diese Konstruktion erfiillt
offenbar auch die Skalierungsgleichung, denn die Verschiebungen k sind ganz-
zahlig und die Auswertungen der radialen Basisfunktion schlagen sich nur in
einer Verdnderung der Maske nieder. Die so generierten Funktionen f(z) ha-
ben zwar kompakten Tréger, aber deren ganzzahlige Translate {fo x(z)|k € Z}
bilden keine Orthonormalbasis unseres Grundraumes V. Dies wollen wir nun zu-
néchst beheben. Dabei sei fiir Lemma 3.7 sowie Satz 3.8 auf Louis/Maass/Rieder
[23] verwiesen.

Lemma 3.7. Fir f(x) € L2(R) ist {f(- — k)| k € Z} ein orthonormales System
mit

<f( - k)7 f( - n)>L2 = 5k,n (336)

genau dann, wenn
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1
- (3.3.7)

fast diberall gilt.

Beweis. Angenommen (3.3.6) gilt fast iiberall, dann folgt
60,]@ = <f()7 f( - k)>L2

= (f0), F() exp(=ik?)

Lo

:/‘f(w)rexp(—ikw)dw
R

27 2
= /0 Z ‘f(w + 27m)‘ exp(—ikw)dw

neZ
Damit ist der k& — te Fourier-Koeffizient der 27-periodischen Funktion
R 2
Y onez ‘f(w + 27m)‘ also g . Mit k = 0 folgt (3.3.7). Nehmen wir umgekehrt
(3.3.7) an, so liefert die inverse Fourier Transformation die Behauptung

7 2
%‘f(w-i-%rn)‘ =5
1 27 R , | 5O’k
= E/o nze:Z’f(o.)-FQWn)’ exp(—ikw)dw = L
=4 \/%/R f‘(w)‘g exp(—ikw)dw = 5/0%

30,k

O

Unsere Funktionen bilden noch kein orthonormales System, weswegen wir diese
orthogonalisieren miissen, um ein solches System zu erhalten.

Satz 3.8. Es sei f € L*(R) und existieren positive Konstanten A, B mit

. 2
A< Z ‘f(w + 27m)’ < B fast tiberall, (3.3.8)
nez

dann ist {f(x —k)|k e Z} mit

1 f(e)
var \/znez e+ 27m)‘2

eine Orthonormalbasis von V.

“ho

(w) (3.3.9)
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Beweis. Da (3.3.8) gilt, ist f € L? (R). Wir fiihren die 27-periodische Hilfsfunk-

tion
. 1 1

h(w) = i
\/% \/ZnEZ ‘f(w + 27Tn)‘

ein. Dann lésst sich h in einer Fourier-Reihe entwickeln, fiir die gilt:

w) = Z frexp (—ikw)

keZ

Wir kénnen nun h bestimmen geméaf
t)=V2r > fib (t—k). (3.3.10)
keZ

Mit Hilfe des Faltungssatzes konnen wir dann den Zusammenhang zwischen f, f
und h angeben:

F=(fxh) @)
2OS hf (- k

kEZ

Die letzte Gleichung besagt {f( —k)|k e Z} C Vo. Die Funktion f wurde
so konstruiert, dass sie den Voraussetzungen von Lemma 3.7 geniigt. Daher
ist {f( —k)|ke Z} ein orthonormales System. Nun miissen wir noch dessen

Vollstindigkeit in Vj zeigen. Dazu untersuchen wir die Darstellung der Skalie-
rungsfunktion im neuen Funktionensystem:
2

SO Fe=m) =2

keZ kEZ

2

/R exp (ikw) f (w) f (w)dw

ez ‘f w+27r€)’

\/Znez flw+ an)’

(3.3.9)

dw

exp (ikw)

m /271'

kEZ

2# N 2
exp (ikw) Z ’f(w + 27m)’ dw
neZ

- Lyf

kEZ

Wir summieren hierbei iiber die Quadrate der Fourier-Koeffizienten einer 2m-
periodischen Funktion. Nutzen wir die Parsevalsche Identitét, ist diese gleich
der L?-Norm der Funktion. Das heift fiir uns

ZK /%Z‘faﬂr%rn‘ dwf||f||L2.

keZ
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Offenbar folgt dann:

2
Hf(»-— 3 (PO FC=m) Fe-n| =1~ S ((roie-m) |
k=-N L2 k=—N
i i

O

Es ist sehr niitzlich zu wissen, dass es eine Moglichkeit der Orthogonalisierung
gibt. Das explizite Aufschreiben der Orthonormalbasis in der Form (3.3.9) ist
hingegen nicht einfach und bei Weitem auch nicht immer bestimmbar. Daher
wollen wir zunéchst weiterhin in einer Dimension bleiben und uns ansehen,
ob es fiir unseren Ansatz eine solche Orthonormalbasis gibt. Dazu miissen wir
zunichst zeigen, dass der Ansatz (3.3.5) die Ungleichung (3.3.8) erfiillt. Dazu
benétigen wir noch folgende Vorbetrachtungen.

Lemma 3.8. Flir alle n € Ny und fiir beliebiges © € R\ nZ gilt die Beziehung:

2n
EREO ) yp— L @)

= 0
= (x4 k)’ 2+ 1)lda?n

mit
1

sin®(z)’

So(z) =
Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion. Aus de Boor

[17] k6nnen wir die Fourier Transformation fiir die B-Splines (zentriert um Null)
entnehmen

gy N
Bn<x+(n;1)>\/127r<s 926(2)> :\/%Sincnﬂ(i)'

Zudem wissen wir bereits, dass der B-Spline By(z) die Gleichung (3.3.7) erfiillt
und

2T

. 2

S ‘BO(:Z: + 27rk)’
keZ

gilt. Daraus folgt

=3 (B e (3) s (5).

keZ

Der letzte Schritt folgt dann direkt mittels Induktion von n — n + 1:

1 1 d2n+2
Z 2nt2) 1 a7z o0(%)
£ (¢ + k) (2n+3)! dz
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_ 1 a? > 1
On 4 D@0+ 8) 4% 2 (5 1 fr D

_ 1 (2n+2)(2n + 3)
- (2n+2)(2n +3) % (z + kw)2("+2)

Lemma 3.9. Fiir alle n € Nq gilt fir beliebiges x € R\ 7Z die Beziehung:

L B (2n)? cot?(z) 2n
dz? sin®(z)  sin?"(2) sin®"2(z)

Beweis. Der Beweis folgt mit Induktion iiber n. Fiir n = 1 gilt:

de 1 d —2cot(z) _ 4cot?(z) 2
da? sin?(z) dz sin’(z)  sin’(z)  sin(x2)

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 folgt dann:

@21 _< 1 1 )(2)
da? sin®"*2(z)  \sin?"(z) sin®(x)

- Z( > <sm1 >)(k) <sin21<x>>(2_k)
- <(2)) sin;(az) <( bfn CO(tZ)(x) * singsﬁQ(x)>
() G )+ () (o )
_(

(4n? + 8n + 4) cot?(x) 2n + 2 2n + 2)* cot?(x) 2n + 2
sin2”+2(m) 2n+4( ) - 2n+2( ) Sin2n+4(x)

O

Definition 3.2. Fiir alle n € N gelten fiir beliebiges x € R die folgenden
Definitionen:

n n B l
Dy () = Z exp (ikz) =1+ ZZcos (kz) = w
sin (3)
sowie
n 1 Sin2 (@)

n+1  sin? (%)

Wir nennen D,,(x) Dirichlet-Kern und F,,(z) Fejér-Kern.
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Definition 3.3. Es sei {K,(z)},-, mit € R, eine Familie von Kernen. Wir
nennen {K,(z)}, -, gute Kerne, wenn die folgenden Voraussetzungen gelten:

1. Fir alle n > 1 gilt:
1 s

% . Kn(l‘>d$ =1.

2. Es existiert ein konstantes M, so dass fiir alle n > 1 gilt:

/W Ko ()| da < M.

—T

3. Fiir alle § > 0 gilt:

/ | Ky (z)| dz — 0 fiir n — oo.
o<|z|<m

Es ist allgemein bekannt (Stein/Shakarchi [35] et al.), weswegen wir uns den
Beweis an dieser Stelle sparen, dass es sich bei der Familie {F,,(z)},2 ; um eine
Familie von guten Kernen handelt. Bei der Familie {D,,(x)},~, handelt es sich
um keine guten Kerne, da die Eigenschaften 2. und 3. nicht erfiillt werden. Der
zentrale Satz {iber gute Kerne ist der nachfolgende.

Satz 3.9. Es sei {K,(z)},—, mit © € R, eine Familie von guten Kernen und
[ € Clo,an) eine 2w —periodische Funktion, dann gilt:

lim (f Ky) (z) = f(z)

n—oo
gleichmdfig.

Fiir den Beweis sei ebenfalls auf Stein/Shakarchi [35] verwiesen. Wir haben nun
alle notigen Werkzeuge beisammen, um zu beweisen, dass unsere Konstruktion
(3.3.5) die Ungleichung (3.3.8) erfiillt.

Satz 3.10. Es sei f(x) := gn0(2) % gn1(T) * gn2(x)x- -+ € LE(R) mit g () =
o(w) Zi‘”:_zw B, (z—k),l,, = inf {j € Ny Z{c:_j B,(zx—k)=1Vzx € [—w; w]}
und By, (+) ein um Null zentrieter B-Spline vom Grad n, wobei n,w € N ist. Zu-
dem sei ¢(-) eine verallgemeinerte inverse multiquadric Funktion, dann existiert
eine Konstante B > 0, sodass
R 2
Z ’f(w + 27ru)‘

u€EZ

<B (3.3.11)

gilt, wobei

@
|

R e ) (ﬁ w(i)2> ((2n)? + 2n) (a4 1)

2T
1

~
Il
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mit ( 1)
n+1l)w _
=g = [{wnwyws )| n €N

15t.

Beweis. Zunéchst betrachten wir folgende Umformung:

d? 1 (2n)? cot?(z) 2n (2n)* (So(z) — 1) 2n
T2 2ng N - 2n * oo T - 2n RISy TR
dz? sin”" () sin“" (z) sin (x) sin“" (z) sin (x)
@)+ (20)?
Csin?" () sin?(x)

mit Sy(z) = ﬁ wie in Lemma 3.8. Dann gelten folgende Abschitzung:
2n)? +2n  (2n)®  (2n)° +2n — (2n)%sin?(x) on
. 2n+2 T o = . ont2 Z 12 (3312)
sin ()  sin“"(z) sin (2) sin (z)
sowie
2 (o2 win2 2
(2n) +2.n2 (2271) sin”(z) < (2n2) —12—211 (33.13)
sin®""?(x) sin®"*? ()

Fir n = 1 fihrt Lemma 3.8 zu
? 1 dcot?(z) 2

dr?sin®(z)  sin’(z) | sin’(2)

= 65%(x) — 4So(z),

was genau dem ersten Fall von Lemma 3.9 entspricht. Wir sehen direkt, dass
dann die Abschétzungen:
6 4 2

653(33) —45(z) = sin4(x) a SiIlQ(ft) & 51114($)

und 6 4 8
653 (x) — 4Sp(z) = -
0(®) o(@) sin4(x) sinQ(x) - sin4(x)

gelten. Das heifit, wir haben fiir jede gerade Ableitung von Sp(z), wie in Lemma
3.8 verlangt, eine Form wie in Lemma 3.9. Von diesem Lemma wissen wir,
dass die Abschitzungen (3.3.12) und (3.3.13) gelten. Durch diese Rekursion
ergibt sich die Korrektheit unserer Abschitzung fiir alle geraden Ableitungen
von So(x). Wir formen nun die Ungleichung (3.3.11) um und benutzen unsere
bisher gewonnen Erkenntnisse um die Konstante B zu bestimmen. Aus

2

w1 ¢ 1 . . (4D (W d i
IT (3 Jaeemtiont Janero (5 ) ot

l=1 \k=—

>

UEL
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folgt

1
H )7 sing?r ( —|—7ru) ui_[ > exp (iwn)®
l:l (N<y/ =1 k=—¢

= % Hap(z) sin?(r+® (5) S(n+1)i— ( ) H Dy (wn)

i=1

P ROED) T s s
T B a0 (5) S () T o

Wir kénnen direkt sehen, dass unsere Konstruktion Nullstellen hat, denn der
Fejér-Kern ist nicht nullstellenfrei. Die Singularititen von Fy, (wn) bei 27k, k €
Z, stellen kein Problem dar und haben der Wert 2¢n + 1, wie man durch zwei-
maliges Anwenden der Regel von de I’Hospital sieht. Damit muss unsere untere
Schranke gleich Null sein. Das Maxunum des FeJer—Kerns wird in der Null an-
genommen, woraus zum einen Hz 1 ' Fy (0) = ) 120y + 1 folgt, sowie aus
unseren Abschétzungen

-1 D
o (20+1) w w
“T H(p(z) gin2(n+@ (7) Stns1)i-1 (§>

(2£ +1 ﬁ 21 9.

Daraus ergibt sich dann direkt

w—1 w 0—1
5= L2 (Tt (oot 2n) T 1),
O

Wir sind damit noch nicht ganz am Ziel, da wir zwar eine positive Konstante B
gefunden haben, die unsere obere Schranke darstellt, aber unsere untere Schran-
ke noch nicht positiv ist. Bevor wir dies beheben, wollen wir uns zunichst die
Skalierungsgleichung unserer Konstruktion ansehen:

Satz 3.11. Es sei f(2) := gn.0(®) *gn1(x) *gno(x)x- -+ € L*(R) mit gy (z) =
p(w) iifew B, (x—k), £, = inf {j € Ny Zj:ﬂ w(r—k)=1Vx € [—w;w]}
und By, (+) ein um Null zentrieter B-Spline vom Grad n, wobei n,w € N ist. Zu-
dem sei ¢(-) eine verallgemeinerte inverse multiquadric Funktion und ("H) €

N, @ = [{wi,ws,ws, }|. Dann erfillt die Skalierungsfunktion f( ) mit f( )
wie in (3.3.9) die Skalierungsgleichung, und es gilt:
w =

fw) =Q (5) f (%) (3.3.14)
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mit

Q%)= T/ cos (£+3) 42 cos (%) % feos (42)]" " \/S- ()
cos(‘*jf’) 9% |cos % %\/7‘1_[@ L co (2“'1 m’))
und
( ) H;}U 11 Dy (%) sinc # (%)
wwn (20+ 1) fsin (5)" 50 () 15 Far ().

wobei T=(n+ 1w —1und m=2(n+1)w ist.

Beweis. Fiir die Skalierungsfunktion nach (3.3.9) gilt:
fw)

21 - ez ’f(w + 27u)

flw) =

2

S

1 I (i) - TS Defwn) sine® (%)
Ve 2€+1)H?:1<p(i)zsinm(%) - ($) TS P (won)
io1 De(wn)sinc® (%)
wm (20 + 1) fsin™ (%) S, (£) T/ For (wn)

Der Ubersichtlichkeit halber betrachten wir nun zunichst Zahler und Nenner
getrennt. Fiir den Zahler gilt:

(H DE(WI)> sinc® (%) _ Iy sin ((fn+w§—1wz) s;ﬁ (2)

sin ()" (8)

_ 27 I sin (04 3) %) cos (€4 3) %) (2sin () cos (5))
(2sin (<) cos (%) w1 (2)% 2%

iy cos (€4 3) 1) cos (¥
cos (T”) -1

Fiir den Nenner folgt dann:

(o ()5 () T e
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. (2sin () cos (%))m S- (%) (271)71 H@;ll sin ((2z+41)w77) o <(25+41)wn)>2
~__11 (20+1) (2 sin ("177) cos (%))2(/11;—1)

2 m w— w
2" cos (£)™ S (£) 1} " co (M) sin (%) IT75 Fa ()

cos (“’4”)2(1” 1

2% Jeos ()| * ‘Hz | cos (%%M)‘ N T, (wn
e W T ()

B !COS(“TH“J 1

Durch eine Multiplikation mit der eins im Sinne von

rungsgleichung

mit
w [T 1008((5+ 3) ) cos (%) 7 feos ()" 1/S ()
a(3) -

() 2 (1T - (1 T o ()

und

i1 De () sine® (%)

)= \/27rH (20+1) \fsin ($)™ - ($) 175 Fae (4)

O

Wir wollen uns nun noch einmal dem Fejér-Kern zuwenden und dem damit
verbunden Problem der Nullstellen. Da fiir den Fejér-Kern F,(x) die Nichtne-
gativitdt gilt, miissen wir uns offenbar nur um die Stellen kiimmern, an denen
F,(x) =0 ist.

Lemma 3.10. Der Fejér-Kern F,(x), mitn € N und x € R besitzt die folgende
Darstellung:

(2n — 2 (k — 1)) cos (kx)

3
Il
3
+ | =
—
-
z.
|
—
+
S
+ | =
—
NNgE
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Beweis. Die Darstellung folgt mittels Induktion iiber n, und es gilt fir n =1:
1o 1
Fl(x):§; = 52 1)) cos (kx) =1 4 cos (x) .

Fir n — n 4+ 1 folgt:

1 n n+1 1 n+1
Fn-&-l:m <ZDk( )+D7z+1( )) :n+2Fn+ +92 <1+22C05 k’a})

k=0 k=1

n+1 1 « 1 n+1
= <1+WZQn—Q(k—l))COS(/m))-kM <1+2Zcos(/m)>

k=1 k=1
1 n n+1
= +2<n—|—1 +Z (2n —2( —1))cos(k3x)—|—1+22cos(k:x)>
n
k=1 k=1

= n—1|—2 <(”+2)+kz_1(2(n+1)—2(k—1))cos(kx)>

1 n+1
=1+ 72(271—2(145— 1)) cos (kx)

+2k f

O

Damit ist der Fejér-Kern F, (x) offenbar selbst eine endliche Fourier-Cosinus-
Reihe mit konstantem Koeffizient ag=1. Wir verdndern nun F,,(x) dahingehend,
dass wir auf das ag einen Storfaktor ¢ > 0 addieren, wobei dieser Storfaktor
gleichzeitig das Minimum von F, .(z) darstellt. Da offenbar lim. o F, (z) =
F, (x) gilt, konnen wir so verhindern, dass unsere Konstruktion Nullstellen hat
und damit eine Orthogonalisierung durchfithren. Das heifft, wir haben nun eine
zweite Moglichkeit gefunden, mittels einer Faltung und der Skalierungsgleichung
Wavelets aus radialen Basisfunktionen zu erzeugen. Abschliefend wollen wir un-
sere Erkenntnisse noch in einem Satz zusammenfithren. Der Satz bedarf aller-
dings keines eigenen Beweises mehr, da sich bereits alles aus der vorangegangen
Konstruktion ergibt.

Satz 3.12. Es sei V; die durch die Skalierung

Vo =span{f (w—u) |u € Z}
erzeugte multiresolution Analysis. Die dazugehdrige orthogonale Zerlegung
=V e

=
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wird bestimmt durch das in Gleichung (3.3.14) definierte Wavelet f:

Wy = span{f(w —u)|u € Z}.

Damit ist {f() =275f (277 —u) [j,u e Z} eine Orthonormalbasis des L? (R) .

Die von uns konstruierten Wavelets haben natiirlich keinen kompakten Triger
mehr, allerdings fallen sie exponentiell (abhéingig von € > 0) ab. Hierbei gilt fiir
Fpe(z):

n+1
. . 1
251(1) Fpe(z) = 21_1?(1) (14+¢€) + 13 ; (2n—2(k —1))cos (kz) = F,(x)

Durch die Tatsache, dass die Wavelets durch eine diskrete Faltung mit einem
B-Spline entstehen, haben diese eine leichte Ahnlichkeit beziiglich des ,Form-
faktors”, im Hinblick auf Spline Wavelets. Wir werden uns dies im Kapitel iiber
explizite Konstruktionen noch einmal genauer ansehen. Es ist noch anzumerken,
dass der Parameter a so gewihlt werden sollte, dass die radiale Basisfunktion
nicht zu schnell abféllt, damit es geniigend Faltungspunkte gibt. Denn gibt es
zu wenig Faltungspunkte, ist der Einfluss der radialen Basisfunktion gering, da
diese nur an den Stellen w;, 7 € Z betrachtet wird. Zudem hat die Konstruktion
folgende weitere schone Eigenschaft:

Bemerkung 3.1. Neben den verallgemeinerten multiquadric Funktionen erfiillen
auch die Gauf’schen radialen Basisfunktionen die Bedingungen an die diskrete
Wavelet Konstruktion.

Dies ist klar, denn von der Funktion ¢ wird bei der Konstruktion lediglich
verlangt, dass sie radialsymmetrisch abfallt und strikt positiv ist. Dies erfiillt
natiirlich auch die Gauf’sche radiale Basisfunktion. Damit lassen sich auf der
Basis der vorangegangen Konstruktion eventuell auch noch andere Funktionen
finden, welche diese Eigenschaften erfiillen und damit zur Wavelet Konstruktion
geeignet wéaren.
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3.3.2 Der zweidimensionalen Fall

Im letzten Schritt wollen wir nun unsere Konstruktion iiber die Skalierungsglei-
chung im Zweidimensionalen anwenden. Die dazu nétigen Grundlagen haben wir
bereits im Kapitel 3.2.1 gelegt. Dort haben wir bereits die MRA fiir hohere Di-
mension definiert. Der Grundraum Vj wird im Mehrdimensionalen wieder durch
eine Skalierungsfunktion f € L?(R?), d > 2 erzeugt und { f (- — k) |k € Z} bil-
det eine Riesz-Basis von Vj. Damit ist

{Fi ()= laet A2 f (47 =) |j e 2,k e 27}

eine Orthonormalbasis von V;, denn wir diirfen ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit die Orthonormalitét von {f (- — k) [k € Z?} und

f (@) da # 0
Rd

annehmen. Hierzu sei auch auf Meyer [27] verwiesen. Wir wollen ein weiteres
zentrales Ergebnis von Meyer [27] angeben, wobei wir fiir den Beweis auf die
genannte Quelle verweisen.

Satz 3.13. Es sei {V;},_, eine MRA mit einer Matriz A € 72, |det A| > 1,
welche die in Kapitel 3.2.1 beschriebenen Eigenschaften besitzt. Dann ezistieren
|det A| — 1 Wavelets

fla.fQ? ~~~~~ 7f\detA|—1 eV,

und

{fi,m () =|det A2 fy (A7 - k) [i=1,..,|det A|—1,j € Z,k € zd}

ist eine Orthonormalbasis des L? (Rd).

Das heifst fiir das Aufspannen unseres Raumes Vj sind nun in Abhéngigkeit der
Matrix A unter Umstanden mehrere Wavelets notig. Es kommt also nachfolgend
auf die Wahl der Matrix A an. Generell gibt es also eine unendlich grofsfe An-
zahl an Mdoglichkeiten, wie die Matrix A aussehen kann, wobei die Anzahl der
Wavelets an der Determinante hingt und die Drehung der einzelnen Wavelets
an den Eigenwerten. Wir wollen hier allerdings explizit zwei Matrizen angeben,
welche aus der Literatur bereits bekannte Eigenschaften haben. Die Matrizen
sind auch der Hauptgrund fiir die erneute Konstruktion der eindimensionalen
radialen Basisfunktionen Wavelets iiber die Skalierungsgleichung.

Satz 3.14. Es seien fi,f> € L*(R) eindimensionale Skalierungsfunktionen,
welche Skalierungsgleichungen mit Koeffizienten hy := (h1,) kez € l2 und hy :=
(he,) kez € Lo gentigen. Dann erfillt fi o die Skalierungsgleichung
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fro(@) =23 hpfra(Az—k) (3.3.15)

keZ?

2 0
A= ( 20 ) |
Es seien fl,fg die von den Skalierungsfunktionen fi1 und fo erzeugten eindi-

mensionalen Wavelets, dann sind die zugehdrigen zweidimensionalen Wavelets
definiert durch:

mit hy = hy x hy und

Fi (z1,22) = fi (1) fo (22)

fo (w1, 22) = fi (21) fo (22)

Fs (z1,22) = fi (1) fo (22)

Dann ist

{ﬁ,j’k(-)zzr%ﬁ(z—f-—k) |z':1,2,3,jeZ,keZQ}

eine Orthonormalbasis des L? (RQ).

Fiir den Beweis sei auf Cohen/Daubechies [14] verwiesen.

Das heifit, die erste Matrix fithrt uns zu einer Konstruktion iiber die eindimensio-
nalen Wavelets, die wir bereits konstruiert haben. Allerdings ist noch ein wenig
unschon, dass wir drei Wavelets zum Aufspannen unsere Grundraums V[ be-
notigen. Deswegen wollen wir nachfolgend eine weitere Matrix zu Konstruktion
angeben. Dazu bendtigen wir das nachfolgende Lemma.

Lemma 3.11. Es sei h, (w1) die Fourierreihe der Skalierungskoeffizienten einer
orthogonalen eindimensionalen Skalierungsfunktion. Dann erfillt

h(w) = h(wi,ws) = hy (w1)

die Orthogonalititsbedingung

h(w) hw+ (m,m)")| =1, h(0)=1

E

einer orthogonalen zweidimensionalen Skalierungsfunktion.

49



Dies ist allerdings wieder nur ein hinreichendes Kriterium. Wir miissen auch
hier sicherstellen, dass die zweidimensionale Skalierungsgleichung in L? (R?)
tatséichlich eine Losung besitzt und eine orthogonale Zerlegung der Art L2(R) =
Vo @ @;’;O W; ermoglicht. Dabei ist wie gewohnt V{ unser Grundraum und
die W; sind Vektorrdume, welche von der direkten Summe unserer Wavelets
aufgespannt werden. Dabei hilft uns folgender Satz.

Satz 3.15. Wenn das unendliche Produkt
hoo (w) = H h (Afkw)
k=1

mit
und

in L? (RQ) konvergiert, dann ezistiert genau ein Wavelet

f(z1,22) = f(22) f(21 — 72)

sodass B L .
{fj,k ()=2"2f(277 -—k)|ljeZke ZQ}

eine Orthonormalbasis des L? (RQ) 1st.

Fiir den Beweis des Lemmas 3.11, als auch fiir den Satz 3.15 sei wieder auf
Cohen/Daubechies [14] verwiesen.

Das heifit fiir uns, wir miissen die Konvergenz von ha (w) in L2(R2?) zeigen und
erhalten dann unser Wavelet f (1, x9) mit den gewiinschten Eigenschaften einer
MRA in zwei Dimensionen. Wir wollen nun als erstes elementare Eigenschaften
der Matrix A herausstellen.

Korollar 3.3. Fir
1St

und .
— 1 1 .
A =3 (1 _1)furn€N\2N

wobei A™"™ die n-te Potenz der Inversen der Matriz A ist.
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1
Beweis. Esgilt A1 = ( 2 ) =1 AundA2=A"14"1=1 ( 10 ) =

1 0 1

INIEE NI

5 - I. Damit folgt (3 ~Ig)% mit n € 2N offenbar gerade der erste Fall und
n—1

%-A (% 'IQ) 2 = 2% A-I, = Q"éA mit n € N\ 2N, was gerade dem zweiten

Fall entspricht. O

Wir wollen nun ein weiteres Lemma aus Cohen [13] benutzen, um den Nachweis
der Konvergenz von h., einfacher zu machen. Hierbei sei fiir den Beweis wieder
auf die genannte Quelle verwiesen.

Lemma 3.12. Die Fourierreihe der Skalierungskoeffizienten hio konvergiert im
Sinne von Satz 3.15, wenn ein Kompaktum K C R? emistiert, sodass gilt:

1. K enthdlt eine offene Umgebung des Ursprungs,
2. R? = Uy, ez2 (u+ K) fast iberall,
8. (u+K)NK =0, Vu € Z*\ {0} fast iiberall,
4. Fiirk >0, w € K, gilt h (A"*w) #0.
Wobei die Bedingungen 1. - 4. dquivalent sind zu

>

nez?

f(AFw + 27m)’2 # 0.

Dies ist ein sehr niitzliches Lemma, da es uns den Nachweis der Konvergenz von
heo garantiert. Denn mit Satz 3.10 und der Fourier-Cosinus-Reihe F,,  (z) gilt

2
offenbar, dass ), ., flw+ 27m)‘ nie kleiner als eine positive Konstante wird
und somit auch keine Nullstellen besitzt. Wir wissen weiterhin, dass alle Eintrige
der Matrix A~ reell sind und dass die Matrix nicht nilpotent wird. Damit ist
die Nullstellenfreiheit im Zweidimensionalen garantiert. Unsere Ergebnisse seien
in folgendem Satz zusammengefasst.

Satz 3.16. FEs sei f das eindimensionale Wavelet aus Satz 3.12 und f die zu-
gehorige eindimensionale Skalierungsfunktion mit Koeffizienten h := (hy) gez €
ly. Dann erfiillt

h(w) = h (w1, ws) = 273 Z hrexp (—ik - w)

kezZ?

die Orthogonalititsbedingung aus Lemma 3.11 einer orthogonalen zweidimensio-
nalen Skalierungsfunktion und das unendliche Produkt

mit



konvergiert in L? (R2) , sodass ein Wavelet

f(z1,22) = f(22) f (21 — 22)

existiert und B - ‘
{fj,k (V=2"2f(277 —k)|jeZ ke ZQ}

eine Orthonormalbasis des L? (RQ) ist.

Damit ist das zu Beginn dieses Kapitels gesetzte Ziel erreicht. Wir haben zwei
Moglichkeiten gefunden, zweidimenionale Wavelets aus radialen Basisfunktionen
zu konstruieren und damit sogar die vermeintliche ,,Unschonheit von mehr als
einem Wavelet zum Aufspannen unseres Grundraums iiberwunden. Im Kapitel
iiber explizite Konstruktionen werden wir das 3D Wavelet noch einmal genauer
betrachten. Damit haben wir das erste aus der Literatur bekannte zweidimen-
sionale radiale Basisfunktionen Wavelet konstruiert. Dieses Wavelet ,bevorzugt*
die Diagonale um den Ursprung, was den Eigenvektoren der Matrix A geschuldet
ist. Wir miissen uns aber im Klaren sein, dass wir einen Kompromiss eingeganen
sind, als wir die F),(z) durch F), .(x) ersetzt haben. Denn je kleiner das e, umso
langsamer klingt das Wavelet ab und umso grofer das e, je schlechter werden
die Orthogonalitétsbeziehungen unserer Wavelets.
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3.3.3 Ein Konstruktion iiber Gaufi’sche radiale Basisfunktionen

Wir wollen nun eine zweite Konstruktion iiber die Gauf’schen radialen Ba-
sisfunktionen als ein weiteres Beispiel von radialen Basisfunktionen Wavelets
angeben. Hierfiir wollen wir uns zunéchst noch einmal klarmachen, wie die Kon-
struktion funktioniert. Wir starten mit einer Gauft’schen radialen Basisfunktion
mit festen shape Parameter a. Wir erhalten dann fiir die einzelnen gy, ,, (%) mit
n,w € N,

Lo

g0(@) = exp (= (@-0)°) 3" Bula—k)

k=—£g

gna(z) =exp (f (a- 1)2> ZZI B, (x — k)

k=—11

12z
gnaa(@) = exp (= (a-0)*) Y Bule—k)
k=—tg
wobei wieder £,, = inf {j € Ny ijfj By(zx—k)=1Vzx € [~w; w]} und B,,(x)
ein um Null zentrierter B-Spline vom Grad n € N ist. Dann ist unsere Funktion

f(z), mithilfe derer wir unsere Konstruktion durchfiihren wollen, mittels der
nachfolgenden Faltung gegeben:

J(@) = gn,o(x) *x gn,1(x) * gn2(x) * gn,3(x) * -

Um dies zu veranschaulichen, sind die nachfolgenden zwei Graphen hilfreich.

Abbildung 4: Links: Gauf’schen radialen Basisfunktionen mit a = 0.5 (in blau)
mit gow(z) (rot gepunktet) und der Faltung f(x) (blau gestrichelt).

Rechts: Gauft’schen radialen Basisfunktionen mit ¢ = 0.5 (in blau) mit g1 ., (2)
(rot gepunktet) und der Faltung f(z) (blau gestrichelt).
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Auf der linken Seite der Abbildung, kénnen wir eine Konstruktion iiber die
Summe und anschliefende Faltung mittels B-splines vom Grad 0 sehen. Auf der
rechten Seite der Abbildung hingegen, eine Konstruktion iiber die Summe und
anschliefende Faltung mittels B-splines vom Grad 1. Man kann bei beiden Kon-
struktion sehr gut erkennen, dass die Faltung zu einer flacheren Funktion fiihrt,
die aber gleichwohl immer noch radialsymmetrisch ist. Wir wollen nun zunéchst
wieder zeigen, dass unser Vorgehen auch fiir Gaufs’sche radiale Basisfunktionen
anwendbar ist. Dazu nutzen wir den nachfolgenden Satz:

Satz 3.17. Es sei f(x) := gn,o(2)* gn,1(x) % gn2(x)*- - € L* (R) mit gy 0(x) =
p(w) Zi‘”:_éw B, (x—k),l,, = inf {j € Ny| ZJ__J Wz —k)=1Vz € [—w; w]}
und By, (-) ein um Null zentrierter B-Spline vom Grad n wobei n,w € N ist.

Zudem sei ¢(a-) eine GaufS’sche radiale Basisfunktion mit Parameter a € R,
dann existiert eine Konstante B > 0, sodass

> )f(w+2m)‘2 <B (3.3.16)

gilt, wobei

) -1
B = 26 1 Hexp ( 2) ((2n)* +2n) H (2tn+1)
=1

mit
(n+1)w

2 5 ’LZ):|{’LU1,’LI}2,’LU37_,_}|, T]EN

77 =
15t.

Beweis. Es gelten weiterhin die Abschétzungen

(2n)* + 2n B (2n)* B (2n)* + 2n — (2n)” sin®(x) 2n (33.17)
sin?"2(z)  sin®(z) sin?"2(z) = sin?" "2 (x) o
sowie
2n)% 4 2n — (2n)* sin? 2n)2 42
(2n)" + .n2 (2n) sin®(x) < (n2) —|2— n (3.3.18)
sin®" 2 (z) sin®" " (z)

Damit bleibt die Rekursion unserer Abschitzungen fiir alle geraden Ableitungen
von Sy(x) erhalten. Aus dem Betragsquadrat als Nenner der Orthonormalbasis

2

iy > 5 (W 2
exp (iwn)® | sine™V? (Z 4 7y exp (— (ai)?
S (5 rm) Mow (o)
mit N
n:w7 wzl{w17w2aw3,...}|a WEN

o4



folgt

1 2
Hexp( 07) S st 07 (2 4 ) IT > e Gion®
u€EZ (=1 k=—+¢
G ) @1 2
2 . 2n+D)w (W w
= %ilj[lexp (f (ai) ) sip2(t1) (5) Snt1)ym-1 (5) E Dy (wn

o

w—1
—o 20+1 A2\2 . o)
= % ]T[lexp (— (az)2> gin2(nth)@ ( )S(n+1)w 1 ( ) H Fop (wn) .

1=

Die untere Konstante ist wieder A = 0, was am Fejér-Kern liegt. Das Maximum
wird in der Null angenommen, woraus zum einen [y " Far (0) = [105" (200 + 1)
folgt, sowie aus unseren Abschitzungen

w—1 w0
S e () S (5)

< w [Tex (— (ai)2>2 ((2n)* +2n).

=1

Daraus ergibt sich dann direkt

w—1 w vl
B = L=t BT o (i) ((2m)? +20) TT 2t +1).
=1

i=1
O

Wir rdumen auch hier die Nullstellen des Fejér-Kerns mithilfe der Darstel-
lung {iber seine Fourier-Cosinus-Reihe aus und kénnen damit zeigen, dass sich
auch die Gaufs’schen radialen Basisfunktionen zur Konstruktion von radialen
Basisfunktionen Wavelets eignen. Wir verdndern hierbei F,,(x) wieder dahin-
gehend, dass wir auf das ag einen Storfaktor € > 0 addieren, wobei dieser
Storfaktor gleichzeitig das Minimum von F, ((x) darstellt. Dann gilt offenbar
lime o Fyc(z) = F,(x), womit eine Orthogonalisierung moglich wird. Hierbei
ist sowohl die Skalierungsfunktion als auch die Skalierungsgleichung die gleiche
wie in Satz 3.11, woraus direkt folgt, dass beide Konstruktionen die gleiche Or-
thonormalbasis des L?(R) wie in Satz 3.12 erzeugen. Wie in Louis/Maass/Rieder
[23] unter Korollar 2.2.13 nachzulesen ist, ist das mit einer MSA assoziierte Wa-
velet nicht eindeutig bestimmt. Damit konnen wir, ohne dass es eines weiteren
Beweises bedarf, direkt sehen, dass wir die Konstruktion von Gaufy’schen radia-
len Basisfunktionen Wavelets in zwei Dimensionen so durchfithren kénnen, wie
im vorangegangen Kapitel.
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3.3.4 Eine explizite Konstruktion

Wir werden nun beispielhaft eine explizite Konstruktion eines Gauf’schen ra-
dialen Basisfunktionen Wavelets mittels des B-splines vom Grad 1 und a = 2
durchfiihren. Wir wihlen dieses Beispiel, da der Aufwand des expliziten Auf-
schreibens der Faltung mit dem Grad der B-splines als auch mit der Breite
der radialen Basisfunktion und des damit einhergehenden gréfseren Wertens w
steigt. Unsere Konstruktion lautet dann

f(x) = g10(x) *g11()

mit
1+, fir -1<z<0
g1,0(z) =exp (— (a- 0)2) 1—2z, fir 0<z<1
0, fiir sonst
und

2—x, fir l<z <2

0, sonst
Fiir f(x) folgt dann insgesamt:
L@ +3)°, fir —3<z< -2
F(—22% - 92 =92 +3), fir —2<z<-1
1 %(3334—6), fir —-1<z<0
f@) =] exp (—(a-j)z) i(-2%+6), fir 0<z<1
=0 (223 — 927 + 9z +3), fir l<az<2
-1z -3)°, fir 2<z<3
0, sonst

Da wir nicht nur die Funktion f(x) explizit aufschreiben wollen, sondern auch die
Maske der Funktion kennen wollen, um dann explizit die Skalierungsgleichung
aufzuschreiben, fahren wir damit zunéchst fort. Aus der Haar-Funktion (3.3.4)
ergeben sich zunéichst die Masken unserer Funktionen g1 o(z) und ¢1,1(z), wobei
wir der Ubersichtlichkeit halber /2 zunéchst vernachlassigen.

96



Fiir unsere Funktionen folgt:

1 1
gro(r) = 591,0(23? = 1)+ g1,0(27) + 591,0(233 +1)

und

1
(1122 -2)+ 1122 = 1)+ 9112z + 1) + g1.1 (22 + 2))

g1a(e) = 5 (

Wir wéhlen nun fiir die Darstellung der Masken eine kompaktere und in der
Literatur haufig anzutreffende Schreibweise. Diese lautet wie folgt:

Fﬁrgo,l(x)i ( ) 7 707%7 a%a07 ) )
Fiir goa(r) (0.0, 5.0.8.2.0,0...)

Diese Form gibt im Allgemeinen die Koeffizienten der Masken wieder, als auch
die Position der ganzzahligen Translate. Hierbei wird standardméssig von der
Zentrierung um (2x + 0) ausgegangen. Mithilfe der diskreten Faltung erhalten
wir die Maske der gefalteten Funktion f(x):

) ) ) )

Explizit bedeutet das fiir unsere Funktion f(z) :
1 3
fle) = 3f(20 = 3) + Sf(20 - 2)
3 1 3 3 1
+§f(2x -1+ Zf(?a:) + gf(Qa: +1)+ gf(Qa: +2)+ gf(Qa: +3).

Wir bestimmen nun die Fourier-Transformation F (f(x)) und erhalten:

[ (@) =F(f(x) =F (g10(x) % g1,1(x)) = F (91,0(x)) F (91,1())

C (o (5)) (3t (3) 5 oot

mit

F(5) = o snet (2) Dr (3) sovie ) = cos? (7)o ()
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und

czﬁ[exp(—(a-jf)-

2
Wir bestimmen ) _, ‘ (x + 27ru)‘ und erhalten:

¢ . e
UEE:Z \/%smc (2+7ru)D1 Zsmc( +7TU>|D1()|
:ﬁ sincg(g-l—wu)Fz(fU) gsm < )53( )F2e()

Damit lasst sich die Skalierungsfunktion f (z) iiber die folgende Skalierungsglei-

chung darstellen:
) 2451n4(£)cos4(£)sin S—m)cos(?’—m)
by = v () D1 (@) (D (D eon(n)
\/% sin® (§) 93 (5) Fa.e (2) \/353 (%) 28sin® (2) cos® (2) ZI:HS(TE))C::;:T:))
4 4

Hierbei ist
T

s1nc4(4)D1 (5) sowie Q (z) =
Q(z) /53 (%)|cos? (%) cos(22)]

( ) \/353 sm %)Fge(*)

Um nun das orthogonale Wavelet auch im Zeitbereich zu erhalten, wollen wir zu-
néchst unsere Skalierungsfunktion im Zeitbereich bestimmen. Daher entwickeln

. 2
wir Y < ‘f x4+ 27ru)‘ als Fourier-Cosinus-Reihe

1
=Y cpexp(izk)
Vi sin® (3) 84 (5) Pac (@) 2

cos (k) dz. k € Ny.
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Die Skalierungsfunktion ist dann im Zeitbereich gegeben durch:

v) =Y cf(z—k

keZ
Wir benétigen nun noch die Waveletkoeffizienten h, € R in der Darstellung:

Zh exp (—irz) (3.3.19)

Zunichst folgt:

Hw) - 120 _ 1 (0) % (5) 53 (5) P @)

2

.8 (x T 8 (x z
— cos® () cos (3) V (5) 55 (3) Poc @) _ % (5) 55 (3) P
s 2,e
Dann entwickeln wir den Wurzelausdruck nach Fourier und erhalten:

[EEEDED 5oy an s

sin® (x) S () Fa.e ( 21 P

mit

(£) S5 (L) Fae
Qe =q-k = — / sin® 2 (5) P (@ )cos(ka:)dx, k € Np.
sin® (z) Fa,e (22)

Ein Koeffizientenvergleich von (3.3.19) und (3.3.20) liefert dann die Waveletko-
effizienten und es gilt

mit

%, fir ke {-3,3}
3 S _9 _
0y = 5, fir ke {-2,-1,1,2} .
i, fiir k=0
0 sonst

Die Werte von aj, stammen hierbei aus der zu Beginn der Konstruktion ermit-
telten Maske von f(z). Das Wavelet ergibt sich dann final durch:

U(x) =Y (1) T hoj16(2z — k)

kEZ
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Trotz der vermeindlich einfachen Konstruktion zu Beginn, ist die Bestimmung
des Wavelets mit einigem Rechenaufwand verbunden. Es miissen jeweils die ¢y
als auch die g einzeln numerisch berechnet werden. Wir wollen uns nachfolgend
unser Wavelet und die dazugehdrige Skalierungsfunktion einmal ansehen.

Abbildung 5: Links: Die Skalierungsfunktion des Gauf’schen radialen Basis-
funktionen Wavelets. Rechts: Die Wavelet-Funktion des Gauf’schen radialen
Basisfunktionen Wavelets.

Fiir dieses Beispiel, haben wir ¢ = 2 - 1073 gewiihlt. Wie man anhand der Gra-
phen sehen kann, hat die Skalierungsfunktion als auch das Wavelet auferhalb
des Intervalls [—20, 20] immernoch kleine Wellen. Normalerweise sind Wavelets
wie die Battle-Lemarie-Wavelets, welche am besten mit unseren Wavelets ver-
gleichbar sind, in diesem Bereich von der Null kaum noch unterscheidbar. Dies
kénnen wir auch den nachfolgenden Bildern entnehmen.

GauB'sches RBF—Wavelet ‘Wavelet—Funktion: GauBsches RBF—Wavelet

Abbildung 6: Oben links: Die Skalierungsfunktion des Gaufi’schen radialen Ba-
sisfunktionen Wavelets. Oben rechts: Die Wavelet-Funktion des Gauf’schen
radialen Basisfunktionen Wavelets. Unten links: Die Skalierungsfunktion des
Battle-Lemarie-Wavelets vom Grad 3. Unten rechts: Die Wavelet-Funktion des
Battle-Lemarie-Wavelets vom Grad 3.
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Im vorangengangen Vergleich haben wir zwei Extreme miteinander verglichen,
da die Battle-Lemarie-Wavelets mit hoherem Grad auch langsamer abklingen,
als die mit niedrigerem Grad. Daher wollen wir nun noch einen Vergleich mit
den Battle-Lemarie-Wavelets vom Grad 15, also dem Maximalgrad machen.

GauBl'sches RBF—Wavelet ‘Wavelet—Funktion: GauB'sches RBF —Wavelet
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Abbildung 7: Oben links: Die Skalierungsfunktion des Gauft’schen radialen Ba-
sisfunktionen Wavelets. Oben rechts: Die Wavelet-Funktion des Gauf’schen
radialen Basisfunktionen Wavelets. Unten links: Die Skalierungsfunktion des
Battle-Lemarie-Wavelets vom Grad 15. Unten rechts: Die Wavelet-Funktion des
Battle-Lemarie-Wavelets vom Grad 15.

Die Unterschiede sind dann schon geringer, obgleich das Gaufi’sche radiale Ba-
sisfunktionen Wavelet immer noch langsamer abklingt, als das Battle-Lemarie-
Wavelet vom Grad 15. Der Grund dafiir ist, wie bereits erwihnt, das Epsilon
von F), (z). Wenn wir nun eine zweidimensionale Konstruktion durchfiihren,
erhalten wir die folgenden beiden Wavelets:

Abbildung 8: Links: Das zweidimensionale Gauf’sche radiale Basisfunktionen
Wavelet. Rechts: Das zweidimensionale Battle-Lemarie-Wavelet vom Grad 15.
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4 Anwendungen

In diesem Kapitel wollen wir nun unsere bisher erarbeitete Theorie der radialen
Basisfunktionen Wavelets auf finanzmathematische Probleme anwenden. Wir
wollen dies speziell im Gebiet der Optionspreistheorie tun, wobei wir uns auf
das Losen von partiellen Differentialgleichungen (PDE) aus der Optionspreis-
theorie konzentrieren werden. Wir werden zunéchst die klassische Black-Scholes-
Merton PDE, Hausmann [21] et al. mit unterschiedlichen Endwertbedingungen
betrachten. Im Anschluss daran wird die PDE von Burgard und Kjaer [8] be-
trachtet. Hierbei stellt das Modell von Burgard und Kjaer eine Erweiterung des
Black-Scholes-Merton-Modells dar, welche den Ausfall der beiden handelnden
Parteien als zusitzliche Faktoren im Modell behandelt. Dabei ist die Black-
Scholes-Merton PDE eine lineare PDE und die erweiterte PDE von Burgard
und Kjaer eine nicht lineare PDE.

4.1 Das klassische Black-Scholes-Merton-Modell

Der Ausgangspunkt der Betrachtung soll im klassischen Black-Scholes-Merton-
Modell die folgende parabolische partielle Differentialgleichung fiir ¢ € [0, 7] zu
gegebener Endwertbedingung sein:

1 2
= %—‘;—l—(r—q) Sa—v—i—fagsza—v (4.1.1)

v 95 2 952

Hierbei ist 7,¢,0,5,t € R und wir nennen V (S,¢) : R2 — R den fairen arbi-
tragefreien Preis eines Derivates in Abhéngigkeit des Aktienkurses S und des
Zeitpunktes t. Des Weiteren ist o die Volatilitdt, r der risikolose Zins und ¢ die
stetige Dividende. Wir wollen nun zunéchst die exakte Losung dieser PDE fiir
die Endwertbedingungen eines européischen Calls C.(T) = max {S — K,0} und
eines europaischen Puts P.(T) = max {K — S,0} angeben. Im Anschluss daran
werden wir die analytische Losung eines Forwards (C. — P.) mit der Losung
einer Adomian-RBF-Wavelet-Methode vergleichen. Die analytische Losung der
PDE wird iiber eine Transformation auf die Warmeleitungsgleichung bestimmt.
Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten einer Transformation auf die Wirmelei-
tungsgleichung, wobei wir einen allgemeinen Ansatz fiir parabolische Differenti-
algleichungen verwenden wollen. Die Losung der Warmeleitungsgleichung wird
dann mittels Fourier-Transformation bestimmt. Wir setzen zunéchst

1
S=K-exp(z), V(S,t) =K -v(z,7), T=§(T—t)0'2, K eR

und leiten V' (S, t) partiell ab:

o _ ovor _ Ko’v
ot or ot 2 Or
oV _ ovdz  0vd, (S _Kov
95 ~ oros T ozros B\K )T S os
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PV _ 9 (Kdw\_ Ko Koo _ Ko Ko
952 ~ 95\ Soxr)  S20r  S0S0x S20x ' 520

Dies setzen wir nun in die Gleichung (4.1.1) ein und erhalten

ov 0% ov
E = @—Fa%—i—bv (4.1.2)

2(r — 2 2
a:<(742q)—1> undb——Z:—(l—&—Z—i—a)
o o o

Wir verwenden nun einen allgemeinen Ansatz zur Losung parabolischer par-
tieller Differentialgleichungen, mithilfe dessen sich die PDE (4.1.2) weiter auf
die klassische Warmeleitungsgleichung reduzieren lésst. Hierfiir definieren wir
v (z, ) wie folgt:

v(z,7)=f(1)-g(x) h(z,T1) (4.1.3)

Mithilfe dieses Ansatzes konnen wir die PDE (4.1.2) durch Losen von zwei ge-
wohnlichen Differentialgleichungen auf die klassische Warmeleitungsgleichung
zuriickfithren. Wir bestimmen zunichst wieder die partiellen Ableitungen

o df oh
E—Eg'h‘Ff'gE,
ov @ s Oh
or  ds Yoz’
0? 8h dg Oh 82
gv_ 4 f Lh+ g f—h+2 fE g
o0x? dzx Ox
und setzen diese in unsere Gleichung (4.1.2) ein:
d dg Oh 8 h Oh
B T s P90t £ g9n ) +bfoh
dT dx ox

(4.1.4)
Nun ordnen wir (4.1.4) nach der Funktion h(z,7) und deren Ableitungen um
und erhalten:

h 82h oh (

oh af  d%
fga =fg

2. f +a I g)+h (—dg+f +a-f- +bfg)
Wir teilen durch f - g und erhalten:

oh _ 9h  oh dg df L d2g dg
on 9. g1 S 1 a9
or 022 +8$( I iz +>+h< il T d2+“g d;z:+b)
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Da wir die Transformation auf die Warmeleitungsgleichung anstreben, muss
offenbar

dg
2-g' = 4+a=0
g dzx ta
sowie of P2 p
-1 1079 -1 ag
9 &9 ) R AT A
de *9 dx? tayg dx + 0

gelten. Die Losung dieser gewShnlichen Differentialgleichungen erhalten wir di-
rekt durch logarithmische Integration, sodass gilt:

g(z) = c1exp (f%)

sowie

2r
f(1) =coexp (_a4 + bT) .

Das heifit, die Transformation des fairen arbitragefreien Preises eines Derivates
(4.1.1) erfiillt die klassische homogene Wiarmeleitungsgleichung

oh  0*h aﬂ

or ~ 0a?’

)

reR,T€E {O,

mitS:K-exp(m),T:%(T—t)UQSOWiea:(y—l),b:—%und
V(St)=K-v(z,7)=K-e - aj—i—l—i—%—i-a e (—%) h(z,T)
1) = ,T) = Xp 1 2 T)exp (— ,T).
(4.1.5)

Wir wollen diese Gleichung nun explizit mit Anfangsbedingung h (z,0) mittels
Fourier-Transformation 16sen. Die Fourier-Transformation der klassischen ho-
mogenen Wirmeleitungsgleichung ist gegeben durch:

oh 0%
2k
or

Die Losung dieser Gleichung ist

h(y,7) = h(y,0)exp (—y°7),

wobei h (y, 0) die Fourier-Transformierte der Anfangsbedingung & (z,0) ist. Um
nun h (z,7) zu erhalten, wenden wir die inverse Fourier-Transformation an und
setzen zunéchst

~ 1 —x2
hi (y,7) = exp (—y°1) = hi (y,7) = Norhiad (47)
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sowie

hs (y,7) :H(y,O) = ho (y,7) = h(x,0).

Da die Faltung von zwei Funktionen im Zeitbereich der Multiplikation im Bild-
bereich entspricht, erhalten wir A (x, 7) iiber den Faltungssatz mittels

h(xz,7) = (hy *ha) (x,7) = \/127-/_00 hi (z —u,7) ha (u, 7) du

= \/4177_/_Oo exp (—W) h (u,0) du.

Wir kénnen das Integral also 16sen, wenn wir die Anfangsbedingung h (u, 0) ken-
nen. Dasich 7 = % (T —t) 0% = 0 genau dann ergibt, wenn t = T gilt, bendtigen
wir nun die Auszahlungsprofile unserer Derivate bei Endfalligkeit, um das In-
tegral zu bestimmen. Fiir europdische Call/Put Optionen ist die Auszahlung
gegeben durch max {a (S — K),0}, wobei = 1 einem européischen Call und
a = —1 einem européischen Put entspricht. Fiir h (u,0) folgt dann zusammen

mit Gleichung (4.1.5):

- mc{a (o (3 1)) - () 0}

Wenn wir nun das Integral

v = i [ o (R o (o (5 41)) e () o}

16sen und in Gleichung (4.1.5) einsetzen, erhalten wir die fairen arbitragefreien
Preise européischer Calls (aw = 1) und européischer Puts(aw = —1) durch

V(S,t)=aSexp(—q(T —1))®(ady) —aKexp(—r (T — 1)) ®(ady) (4.1.6)

mit

. _log(%)‘F(T_t)(r—q—%Z) ; _10g(%)+(T—t)(r_q+%2)
- VT =1 S T

sowie
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4.2 Das Post-Crisis Modell nach Burgard und Kjaer

Wir wollen nun die Post-Crisis Welt betrachten, in der es moglich ist, dass beide
beteiligten Parteien wihrend der Laufzeit des Geschéfts in Konkurs gehen kon-
nen. Wir konzentrieren uns dabei auf die durch den Semi-Replikations-Ansatz
entstehende PDE nach Burgard und Kjaer [7, 8]. Wir werden zunéchst mithilfe
des Semi-Replikations-Ansatzes die PDE herleiten. Wir betrachten ein Deri-
vat, das moglicherweise (nicht zwangsweise) besichert ist. Dieser Vertrag zwi-
schen einem Emittenten B und einem Kontrahenten C', mit einem 6konomischen
Wert V, beinhaltet das Ausfallrisiko der Gegenpartei sowie eventuell entstehende
Nettokapitalkosten, die der Emittent vor einem eigenen Ausfall erleiden kann.
Nachfolgend beschreiben wir eine allgemeine Semi-Replikations-Strategie, die
der Emittent (der Emittent des Derivats) zur Absicherung einsetzen kann, wo-
bei die Strategie keine perfekte Absicherung bietet, wenn der Emittent selber
wahrend der Laufzeit ausfillt. Die handelbaren Instrumente, die in dieser Stra-
tegie verwendet werden, sind zum einen ein Zerobond Pr des Kontrahenten C
mit Recovery Rate Rc = 0, sowie zwei Bonds des Emittenten P; und P> mit
unterschiedlichen Recovery Rates Ry und Rs und ein Marktinstrument S, wel-
ches zur Absicherung (Hedging) des dem Derivatekontrakt zu Grunde liegenden
Marktfaktors (im Allgemeinen die Aktie) benutzt werden kann. Wir gehen dann
von folgenden Standard-Dynamiken fiir diese Instrumente (i = 1,2) aus:

dS = pSdt + o SdW (4.2.1)
dPc = rcP;dt — P dJc (4.2.2)
dPi = ’I“iPZ-_dt — (1 — Ri)Pi_d']B (423)

Hierbei sind Jg bzw. Jo die Indikatoren fiir einen Ausfall von B bzw. C und
P sowie P sind die Preise der Bonds bevor eine Partei ausféllt. Fiir die
Prozesse Jp bzw. Jo unterstellen wir hier Poisson-Prozesse (also Lévy Prozesse).
Damit haben die Prozesse stationdre bzw. unabhingige Zuwichse, und fiir Jg =
{JB, : t >0}, sowie Jo = {Jg, : t > 0} ist Jp, = Jg, = 0 P-fast sicher. Zudem
sind (JB, )ie(0,00) W0 (Jy)se(0,00) P-fast sicher stetig. Damit sind die Prozesse
Jp bzw. Jo wohldefiniert. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir
P, als den Bond mit niedrigerer Recovery Rate an, sodass Ry < Re und r; > 79
ist. In diesem Fall ist

ry —1r = (1 — Ri))\Ba (424)

wobei r der risikolose Zins und Ap der Spread (Ausfallrisiko) des Emittenten B
ist. Hierbei wenden wir das Credit Triangle an, wobei wir damit unterstellen,
dass sowohl die Zinskurve als auch die CDS Spreadkurve flach verlaufen, und
R; als auch g konstant sind. Es sei V (t,S,Jp, Jc) der gesamte Skonomische
Wert des Derivats fiir den Emittenten. Dann sind die Randwertbedingungen bei
Ausfall des Emittenten bzw. des Kontrahenten gegeben durch:

(¢,5,1,0) = gg(Mp,X), wenn B zuerst ausfillt, bzw.

1%
V (t,5,0,1) = go(Mc, X), wenn C' zuerst ausféllt.
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Hierbei ist Mp bzw. Mc der Wert bei Abwicklung und X die hinterlegte Si-
cherheit. Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten gp bzw. go zu wihlen. Eine
Moglichkeit fiir eine Randwertbedingungen mit bilateralem Risiko ist gp =
V*t 4+ RV~ sowie g0 = RcV+ + V. Diese werden wir auch nachfolgend
fiir unsere Betrachtungen nutzen. Fiir den Semi-Replikations-Ansatz benutzen
wir folgendes Portfolio I () :

IT(t) = 6(t) S (t) +on () Pr(t) + a2(t) Pa(t) + ac(t) Po(t) + Bs(t) + Be(t) — X (1),

mit ¢ (¢) Einheiten der Aktie S, oy 2 und a¢ Einheiten der Bonds des Emitten-
ten bzw. des Kontrahenten, Bargeld in Hohe von Sg(t) sowie B¢ (t) und eine Si-
cherheit X (¢). Hierbei werden die Bargeldpositionen benutzt, um die jeweiligen
Positionen in .S und dem Bond Pg zu finanzieren. Es gilt also: acPc + 8¢ =0
und ¢ - S + Bs = 0, wobei die Positionen Zinsen in Hohe von ¢go und (r — q)
zahlen, dabei ist g die stetige Dividendenzahlung. Die Sicherheit X > 0 erwirt-
schaftet stetige Zinsen in Hohe von rx. Die Strategie soll so gewdhlt werden,
dass V + IT = 0 ist, auRer bei Ausfall des Emittenten. Die Position in den ei-
genen Bonds des Emittenten a; Py und as P> wird verwendet, um alles Bargeld,
welches nicht durch die Sicherheit gebunden ist, zu investieren, sodass gilt:

V-X+mP +aPy, =0, (4.2.5)

mit a;/, > 0. Fiir die Entwicklung des Hedge-Portfolios im Zeitverlauf folgt
dann:

dIT (t) = 6 (1) dS () + a1 ()dPy (1) + aa(t)dPs(t) + ac(t)dPe(t)  (4.2.6)

+dBs(t) + dfc(t) — dX(t)

Hierbei sind die Prozesse dS (t) sowie dP(t),dPs(t) und dPc(t) bereits aus
(4.2.1),(4.2.2) und (4.2.3) bekannt. Zudem sind dfs(t), dBc(t) und dX(¢t) die
Anderungen des Bargeldbestands und der Sicherheiten im Zeitverlauf. Fiir die
einzelnen Prozesse gilt aufgrund der einzelnen Zins- und Dividendenzahlungen

folgendes:

dBs(t) =0 (r —q) Sdt (4.2.7)
dﬂc(t) = 7Oécqcpcdt (428)
dX = —rx Xdt. (4.2.9)

Wir setzen zudem die Bondposition vor einem Ausfall des Emittenten auf P =
a1 Py + as Py sowie nach Ausfall auf Pp = Ria1 Py + RaasPs. Durch einsetzen
von (4.2.1),(4.2.2) und (4.2.3) sowie (4.2.7),(4.2.8) und (4.2.9) in (4.2.6) erhalten
wir:

dIl = (ria1 Py + roaa Py + A\cacPeo + (r — ¢)6S —rx X) dt

+ (PD — P) dJg — acPcdJo + 6dS

Hierbei ist A\c = r¢ —r der Credit-Spread, da Rc = 0ist (nach Credit Triangle).
Die Entwicklung des Derivates in Richtung der Zeit ergibt sich dann direkt aus
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dem Lemma von It6 fiir Sprungprozesse (Hausmann [21] bzw. Oksendal [28])
und es folgt

AV — %/dt + ‘%ds + = 252%@5 + AVpdJp + AVedJe,
mit 5 ~ -
AVp =V(t,5,1,0) — V(¢,5,0,0)
=9B — 1%
und

AVe =V(t,5,0,1) — V(t,S,0,0)

=gc—V.

Bilden wir nun die Summe des Hedge-Portfolios und des Derivates im Zeitver-
lauf, erhalten wir:

dIT +dV = (%‘t/ % 252% + a1 Py + ro0a Py
4 AcacPe + (r— q) 68 — ryX) dt
4 (g5 + Pp— X)dJg + (Af/c . aCPc) dJc + (5 + Zg) ds.
(4.2.10)

Der Vorfaktor von dJp kommt dabei durch die Gleichung (4.2.5) zustande. Wir
kénnen dann aus Gleichung (4.2.10) den Einfluss der Aktie und das Kontrahen-
tenrisiko ausschalten, indem wir

aCPc = AVC
und -
2%
§=——_
oS

wahlen. Wir erhalten dann

ov

ot + ﬁt —rxX +ria1 Py + roas Py + AcAVC> dt (4.2.11)

dn+df/=<

+(9p+Pp—X)dJp

mit - -
2528l +(r—q) Sa—v.

1
LV = 27 7 952
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Wir benutzen nun final die Gleichungen (4.2.4), (4.2.5) und die Definition von
AVp =gp —V bzw. AVe = go — V um (4.2.11) zu schreiben als

N ov - N
dIl+dV = (at + LV —(r+Ag+Ac)V —sx - X+ Acge + A\sgs —eh)\3> dt
(4.2.12)

+endJp,

wobei sx = rx — r ist. Aus der Gleichung (4.2.12) folgt dann, dass bei Ausfall
des Emittenten ein Hedge-Fehler der Grofenordnung €, = gp + Pp — X ent-
steht. Féllt der Emittent nicht aus, so entstehen Kosten/Gewinn in H6he von
—epAp pro Zeiteinheit. Da der Emittent eine selbstfinanzierende Strategie ohne
Hedgerisiko anstrebt, muss offenbar gg + Pp — X = 0 gelten, was mit

_ RQV_gB+(1_R2)X
(R1 — Ro) P

aq

bzw. -
. R1V—93+(1—R1)X

o =
2 (Re — R1) P,
erreicht wird. Da nun von einer selbstfinanzierenden Strategie ohne Hedgerisiko
ausgegangen wird, muss offenbar (vergleiche (4.2.12))

ov - .
EJFACtV*(T+)\B+/\C)V*SX‘X+)\CQC+)\BQB:0

gelten. Mit gz = V+ 4+ RV~ sowie go = ReV*+ + V-~ folgt,

oV TRy TR Ve o+ - T

E+QV4V:WX+M(J%V—W’+@+@(4f—RM’+ﬂ.
(4.2.13)

In Burgard und Kjaer [8] wird V't bzw. V'~ definiert durch:

‘7+:‘7+|‘7| V= V-V

womit V't >0 und V~ < 0 ist. Damit folgt fiir

o - V4|V 0, V>0 -
_ YVt =17 _ =2 L =
e - R RS B

e o (VI [V, V>0 oy
V=ro=v ( 2 >_{O,V<O}_V'
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Dies setzen wir nun in (4.2.13) ein und erhalten:

NV LV =V = sx - X + 20 (_Rcv+ n v+) 4 Ap (—RBV‘ n v—)
ot
ov - - .
@E—FﬁtV—TV:SX'X—F/\Cv (1-—Rc)+ A8V~ (1—Rp)

Setzen wir nun noch X = V', sodass sx = sp ist, und wir damit den Positivteil
des Derivates als Sicherheit nehmen, erhalten wir

oV - - -y -y -
E—FﬁtV—TV:SFV +AcVT(1—=Re)+ 25V (1—Rp).
Wir wollen nun die aus Mak- und Integrationstheorie bekannte Notation fiir V'

und V'~ verwenden, sodass der Ausgangspunkt der Betrachtung die nichtlineare
PDE

7"‘7:%+£tv+(1*RB)>\B‘77*(1*Rc))\cf/+*8}rv+
mit ot -
-1 5 0V oV
EtV—QO'S 557 (r q)SaS
sowie . - - ~
‘7+:V‘*‘2\V\7‘7—:—V;‘|V|’

ist. Hierbei sind r, Rg, Rc, Ap, A\c, sp, 0, 5,t,q € Rar die oben eingefiihrten Kon-
stanten und wir nennen V (S, t) : R? — R den fairen arbitragefreien Post-Crisis
Preis eines Derivates in Abhingigkeit des Aktienkurses S und des Zeitpunk-
tes t. Hierbei seien A\g = rg — r bzw. A\¢ = r¢ — r die Credit Spreads von
Emittenten B bzw. Kontrahenten C, sp = rp — r der Funding Spread sowie
rg bzw. ro die Zerobonds von B bzw. C. Hierbei werden die Voraussetzun-
gen des Credit Triangles angenommen, sowie rp bzw. rc mit Recovery Rate
Null. Zudem zahlt das Underlying eine Dividende g. Wir setzen nun zunéchst
a1 =(1—Rp)Ap, b1 = —(1—Rc) Ac — sp und ¢; = (r — ¢) . Damit erhalten
wir - B
~ 1 5,00°V aVv
TV—§+§O’ S wﬁ-ClS%

+a V™ +b0 V. (4.2.14)
Im Gegensatz zum klassischen Modell von Black-Scholes-Merton erhalten wir
nach Burgard und Kjaer eine nichtlineare parabolische Differenzialgleichung mit
Positiv- und Negativteilen als Nichtlinearitdten. Es stellt sich nun die Frage,
wann der Positivteil bzw. der Negativteil in einer solchen PDE zum Tragen
kommt. Generell kommt nur der Positivteil zum Tragen, wenn die Auszahlungs-
funktion der Option nicht negativ ist, und nur der Negativteil, wenn die Auszah-
lungsfunktion nicht positiv ist. Allerdings gibt es auch Fille, bei denen sowohl
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Positivteil als auch Negativteil bei der Bewertung eine Rolle spielen. Klassischer-
weise wére hier ein Forward zu nennen. Da wir zunéchst geschlossene Formeln
aufstellen wollen, konzentrieren wir uns auf die Spezialfille, die entweder nur
einen Positivteil oder einen Negativteil haben. Dies sind klassischerweise euro-
péische Calls und Puts. Es gibt zwar noch weitaus mehr Derivate mit einem
unilateralen Risiko, allerdings werden diese h#ufig durch die Put-Call-Paritét
hergeleitet, welche jedoch nach der Krise nicht mehr als Standardvoraussetzung
angenommen werden kann. Wir werden nachfolgend als Spezialfille zunéchst
die positiven Auszahlungsprofile und danach die negativen Auszahlungsprofile
behandeln.

4.2.1 Positive Auszahlungsprofile
Fiir die PDE (4.2.14) folgt fiir eine positive Auszahlungsfunktion:

SOV 1, 07V a -
~_av 1 0’V oV V+|‘7|

GrV= G T30 ggr tadhg thi

~_af/ 1, , 02V oV

&S (r—b)V= 8t S 852+05ﬁ

Wir setzen zunichst wieder
- 1
S=K-exp(z), V(S,t)=K -v(x,7), 7= §(T—t)o2, KeR
und leiten V (S, t) partiell ab:

OV Ko*Ov OV Kov 0?°V  Kov K%

9t 2 97 88  Sox 957 520z | S2oa?

Dies setzen wir nun in die Gleichung (4.2.15) ein und erhalten

Ko2dov 1 K Ov K 0%v K Ov
b)) Kv=-——2"20 4 5262 227 =
(r=bi) Kv > oy 1277 ( S2Bm+828x2) S Oz
<:>(7"7b)v—70—2@+0f2 8v+82 c@
YVET T 9 o7 or | Ox2 Yoz
o 220 =b) - Ov _@Jr@ _2a0v
2 0 or oz " 0z2) " o2 ox
ov (2 o v 2(r—by)
@aT—(az‘l)aﬁaxz‘gz”

Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir nun

a1 = (?:1 > ﬁl 72(74_2[)1)

g
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und erhalten
ov ov 321)

5. =05+ o T i, (4.2.16)

Wir bedienen uns nun wieder dem allgemeinen Ansatz zur Loésung paraboli-
scher Differentialgleichungen v (z,7) = f (1) - g (x) - h (z,7) und deren partieller
Ableitungen

ov df 8h v 3h 6 v dg Oh 0%h

or _dar? htJ-g a:if* +fg 90w 7f7 +2 f77+f 90:2

welche wir in die Gleichung (4.2.16) einsetzen. Wir erhalten dann

i@, dg oh
dar?

2

0“h
+f 9592 5 t61fgh.
(4.2.17)

nfgG = an (15 oG s

Diese ordnen wir wieder um und teilen durch f - g, sodass wir

oh  0°h Oh _,dg df .4 dg | dg
87'_8:E2+<'9:U(2 g d+a1>+h(_dq—f +ai-g Iu +g d2+51

erhalten. Durch Lésen der gewShnlichen Differentialgleichungen

d
2-g_1£+a1:0

sowie

d &
——ff + o gld—g+g*1—g+ﬂ1:0

dx?
erhalten wir
—Q1 - X
g(x) = c1 exp 5

und
2T
f(7) = caexp <—le +517> .

Das heift, die PDE eines fairen arbitragefreien Post-Crisis Preises eines Deri-
vates mit positiver Auszahlungsfunktion (4.2.15) kann ebenfalls transformiert
werden in die klassische homogene Wérmeleitungsgleichung

2 2T
@:M reR, 7€ {O,U},

or  0z?’ 2
mit § = K -exp(z), 7 = 1 (T'—t)o? sowie by = — (1 — Rc)Ac — sp, &1 =
(r — ¢q) und mit
2c 2(r—2>
o (B) 2
o o
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folgt

V(S,t) = K-v(x,7) = K-exp ((—Of + 51) T> exp (—L) h(z,7) (4.2.18)

—exp(ib )K exp((—of—(l-l-cn-l- ))T)E)Xp(—a;m)-h(xﬂ').

Da wir weiterhin die Losung der Warmeleitungsgleichung mittels Fourier-Trans-
formation nutzen und sich der Payoff eines européischen Calls(e = 1) /Puts(e =
—1) nicht geandert hat, folgt:

e [ (S e o (5 #2) ) e (%52)) ]

Da des Weiteren a aus dem klassischen Black-Scholes-Merton-Modell gleich a;
aus dem Modell von Burgard und Kjaer ist, erhalten wir unser V (S,¢) direkt
iiber

V(S,t)—exp(ib )Kexp(<_of—<1+a1+ ))T)exp(—a;x)-h(xﬂ')
o (227) s

Damit folgt fiir den Post-Crisis Preis eines Derivats mit nicht negativer Auszah-
lungsfunktion:

h(xz,7)=

V(S,t) =exp ((— (1 = Ro) Ao — sp) (T — 1)) V (S, 1) (4.2.19)
Hierbei ist V' (S,t) wie in (4.1.6) zu berechnen.

4.2.2 Negative Auszahlungsprofile

Bei den negativen Auszahlungsprofilen #ndert sich bei den Herleitung bis auf
einen anderen Abzinsungsfaktor und einige Vorzeichenwechsel nichts. Daher ist
die Detailtiefe der Losung der PDE etwas abgeschwicht. Fiir die PDE (4.2.14)
folgt fiir eine negative Auszahlungsfunktion:

av 1, , 02V oV -
8t S W +Clsas + a1V (4.2.20)

rV =
Um nun V und V~ zusammenfassen zu kénnen, miissen wir die Vorzeichen #n-
dern, denn fiir eine negative Auszahlungsfunktlon ist V negativ und V~ positiv,
gleiches gilt fiir die Ableitungen nach S und ¢.



92V oV
O'2S2 2 +01S%

ov 1
2° "~ 0§

& V==
(r+ay) . +
Wir setzen zunichst wieder

- 1
S=K-exp(z), V(S,t) =K -v(z,7), T=§(T—t)0'2, K eR

und leiten V (S, t) partiell ab:
OV Ko*Ov OV Kov 02V Kov K K%

9" 2 o0 05 Sow 057 Sor | Sor?
Dies setzen wir nun in die Gleichung (4.2.20) ein und erhalten
Ko?ov 1 K ov K 0% K ov
Kv=—7-—— 2P~ = aS—=+—
(r+a1) Ko > or 2 ( 528m+528a@2) S O
ov 2c1 v v 2(r+ay)
() 2T,
< ar <02 > Or  Ox? oz '
Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir nun
2c 2(r+a
Q2 = (211>, 52:*¥
o o
und erhalten 5 p 20
U — a1 2V g (4.2.21)

ar oz " da?
Ab hier verhilt sich die Herleitung genau wie im vorangegangen Kapitel, so-
dass wir einige Schritte iiberspringen und direkt zum Ergebnis kommen. Die
PDE eines fairen arbitragefreien Post-Crisis Preises eines Derivates mit nega-
tiver Auszahlungsfunktion (4.2.21) kann transformiert werden in die klassische
homogene Wirmeleitungsgleichung

oh  0°h o*T
5= g e BT [0’2}7

mit S = K -exp(x), 7= %(T—t)a sowie a1 = (1 — Rp) Ap, c1 = (r — ¢) und

mit ay = (2”1 —1), 2= T+a1) folgt

2

— exp <—2:21¢) K -exp ((—Cf - (1 tas+ 2q)> T) exp (—%) T (z,T).

In Analogie zur positiven Auszahlungsfunktion folgt mit gleichem h (z,7) der
Post-Crisis Preis fiir einen europiischen Call/Put mit negativer Auszahlungs-
funktion (short Call oder short Put) durch:

V(S,t) = K (z,7) = K-exp ((—Ojf + 52) T) exp (—@) h(z,7) (4.2.22)

V(S,t) =exp ((— (1 — Rp) Ag) (T — 1)) V (S, 1) (4.2.23)
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4.2.3 Ergebnisse des unilateralen Falls

Dank unseren vorangegangen Herleitungen konnen wir nun ein zentrales Theo-
rem zur Uberfithrung von Derivatepreisen aus dem klassischen Black-Scholes-
Merton-Modell in das Modell von Burgard und Kjaer angeben.

Satz 4.1. Fiir jedes Derivat V (S,t) : R> — R aus dem Black-Scholes-Merton-
Modell mit positiver oder negativer Auszahlungsfunktion und geschlossener Preis-
formel, deren Herleitung nicht von der Put-Call-Paritit abhdngig ist (siehe Be-
merkung 4.1), gibt es eine geschlossene Preisformel 1%4 (S,t) : R? — R im Modell
von Burgard und Kjaer. Hierbei ergeben sich die Preisformeln fiir Derivate mit
positiver Auszahlungsfunktion tiber

V(S t)=exp((—(1—=Re) Ao —sp) (T =)V (S,t),
sowie fiir Derivate mit negativer Auszahlungsfunktion iber
V(S,t) =exp ((— (1 — Rp)Ap) (T — 1))V (S,t).

Beweis. Zunichst machen wir uns klar, dass fiir i (z,7) in beiden Modellen

h(z,7) = (h1 * ho) (z,7) = \/127_/00 hi (x —u,7) he (u,7) du

= \/417?/_00 exp (—W) h(u,0) du

gilt. Das heift, die Anderungen unserer Preise in Bezug zum klassischen Black-
Scholes-Merton-Modell héngt von den Funktionen f(7) und g (x) ab. Da wir
mit dem Ansatz

VS, t)=K-v(z,7)=K-f(r)-g(x) -h(z,7)

arbeiten und unsere Funktionen Exponentialfunktionen sind, kénnen wir die-
se einfach als Diskontfaktoren vor den klassischen Black-Scholes-Merton Preis
ziehen und erhalten die angegeben Formeln. O

Bemerkung 4.1. Wir verzichten in Satz 4.1 auf die Put-Call-Paritit, da wir sonst
eine Art verstecktes bilaterales oder sogar trilaterales Risiko in einer Preisformel
haben koénnten welche eigentlich nur fiir ein unilaterales Risiko gilt. Wir wollen
dies allerdings erst zusammen mit den Ergebnissen aus Kapitel 4.3.2 im Ausblick
dieser Arbeit diskutieren.

Mit den hergeleiteten Formeln ist es nicht nur moglich, die klassischen Post-
Crisis Plain-Vanilla-Derivate gemafs S-CSA besicherten unilateralen Kreditrisi-
ken zu bewerten, sondern geméf Munoz et al. [19] auch die unbesicherten Deri-
vate in dem Spezialfall, dass die Bid-Ask-Spreads fiir das Funding verschwinden.
Die Bewertungs-PDE fiir unbesicherte Derivatepositionen ist gegeben durch
_ _ -
(’(%/ +(rp — q)Sg—g + %UQSQZTZ =-V f+VHi
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mit Spreads s/ = f — ro und s* = i — r¢. Hierbei ist 75 die Repo-Rate und
rc der risikolose Zins. Fiir diese PDE kdénnen wir dann in gleicher Weise die
hergeleiteten Formeln der unilateralen Burgard und Kjaer PDE nutzen.

In [7] haben Burgard und Kjaer die PDE mithilfe der Formel von Feynman-Kac
gelost. Wir haben nun eine weitere Moglichkeit der Berechung von Optionen mit
positiver oder negativer Auszahlungsfunktion im Modell von Burgard und Kjaer
hergeleitet. Damit sind wir auch in der Lage, das Credit Valuation Adjustment
(CVA) bzw. das Debit Valuation Adjustment (DVA) fiir Optionen mit positi-
ver oder negativer Auszahlungsfunktion anzugeben. Hierbei bestimmen wir das
CVA bzw. das DVA einer Option mit positiver oder negativer Auszahlungsfunk-
tion iiber die Differenz V (S, t) — V (S, t) fiir das CVA sowie V (S, ) —V (S, t) fiir
das DVA. Dabei ist V (S,t) der Optionspreis im Modell von Burgard und Kjaer
fiir positive (CVA) oder negative (DVA) Auszahlungsfunktionen und V (S, t) der
Black-Scholes-Preis der gleichen Option. Wir betrachten beim CVA zwei Falle:
Zum einen nehmen wir sp = 0 an, was impliziert, dass sp = rp — r ist, und
somit rp = r gilt, womit wir das Derivat als Sicherheit benutzen diirfen. Der
zweite Fall ist, sp = (1 — Rp) Ap, wobei wir in diesem Fall das Derivat nicht als
Sicherheit benutzen diirfen. Fiir das CVA im ersten Fall mit sp = 0 folgt dann

CVA=V(S,t) (exp(= (1 = Ro) Ac (T — 1)) = 1),

sowie fiir den zweiten Fall mit sp = (1 — Rp) Ap
CVA=V(S,t)(exp(—((1— Rc) e+ (1 —Rp)Ap) (T —1)) —1).

In gleicher Weise kann man das DVA als Differenz des risikolosen Black-Scholes
Preises minus des risikobehafteten Wertes der Option im Modell von Burgard
und Kjaer

DVA=V(S,t)(1—exp(— (1 - Rp)Ap (T —1)))

bestimmen.
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4.3 Eine Adomian-RBF-Wavelet-Methode zur Lésung par-
tieller Differentialgleichungen

Wir wollen nun die Kapitel iiber Wavelets und radiale Basisfunktionen und
die Post-Crisis Modelle nach Burgard und Kjaer verkniipfen. Dabei werden
wir die partielle nichtlineare Differentialgleichung aus dem Modell von Bur-
gard und Kjaer mithilfe einer Adomian-Zerlegung unter Zuhilfenahme von RBF-
Wavelets 16sen. Zum Einstieg werden wir zunéchst die Anwendung der Adomian-
Zerlegung auf das klassische Black-Scholes-Merton-Modell durchfiihren, wobei
wir uns dabei an der Arbeit von Bohner/Zheng [3] bzw. in allgemeinerer Form an
Lesnic [22] orientieren. Wir werden dort bereits sehen, warum eine Erweiterung
der Methode, beispielsweise durch unser RBF-Wavelet, nétig wird.

4.3.1 Der lineare Fall

Wir beginnen zun#chst wieder mit der Black-Scholes-Merton-PDE

v OV 1 4 0%V
TV—E‘F(T*(])S%‘FiUSw

& -V, + 7V =aS*Vss + bSVs
wobei a = "72 und b = r — ¢ ist. Zudem setzen wir als Endwertbedingung unsere

Auszahlungsfunktion V' (S, T) = ¢ (S) . Die Adomian-Zerlegung aus [22, 3] stellt
allgemein eine PDE wie folgt dar:

N M
> an (S, GV (S.t) =Y B (S, 1) FV (S.8) + f (S, 1) (4.3.1)
n=0 m=1

mit G,V (5,0) = ¢, (S), 0 <n < N — 1. Dabei sind G,, und F,, Differential-
operatoren derart, dass

o" o™
Gn:a?,OSTLSNSOWIQFm:W,OS'{TLSM

gilt. Dementsprechend sind die Integraloperatoren G, * und F,;! gegeben durch:

to 1 tN_1 So  pS1 Sm-1
G,' = / / / dty ... dt; sowie F,;lz/ / / dSh ... dSh.
0 0 0 0 0 0

Die Lésung der PDE ergibt sich dann iiber eine Reihe

V(S,t) = i Vi(8, 1), (4.3.2)
k=0
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wobei

=

=

=

|

Q

S
A
k.,
\_/
MZ

“\

sowie

Vis1 (S,1) = (ZG ( ) ZG <O‘7L5t))Gn)>vk(s,t)

7

ist. Die Black-Scholes-Merton-PDE ergibt sich als Spezialfall mit N =1, M =
2, f(S,t) =0,a0 = 7,1 = —1, 1 = bS, B2 = aS% Wir erhalten dann fiir
Vo(S,t) = g(S) sowie

Viep1(S, 1) = (ZG ( ) ZG ( ’))G,L))Vk(S,t)

(4.3.3)
=Gy (-bSF, — aS*F> 4+ rGy) V(S 1)

¢ 8Vk (S,T) 282Vk (S, 7')
- /T <_b5 o5 T os

. 8Vk(5 T) 282Vk(5,7’) _
_/t (bS 55 +aS 557 Vi (S,7) | dT

mit k € Ny. Das zentrale Ergebnis aus [3] (Satz 2.1; Formel (2.3)) ist, dass sich
(4.3.3) schreiben lésst als

2k m m—uv k
ACHE (Z (Z (@)).p’f) smg<m><s>> T s

m=0 \v=0

+ 7V (S, T)) dr

mit k € Ng und p, = a (v? — v) 4 bv — 7 sofern g(S) beliebig oft differenzierbar
ist. Hierbei tritt nun auch das zentrale Problem dieser Methode auf, und zwar,
dass die Auszahlungsfunktion beliebig oft differenzierbar sein muss. Dies ist fiir
die allermeisten und wichtigsten Auszahlungsfunktionen nicht gegeben, weshalb
eine Anpassung der Methode nétig wird. Bevor wir eine Anpassung der Methode
vornehmen, wollen wir noch eine Aussage iiber die Ordnung der RBF-Wavelets
aus Satz 3.12 machen.

Satz 4.2. Die RBF-Wavelets f(:cN) aus Satz 3.12 haben die Ordnung 2 und alle
ungeraden Momente m,, = [, 2" f () dx mit n € N\ 2N und = € R verschwin-
den.

Beweis. Wir miissen offenbar zeigen, dass fiir alle ungeraden n die Beziehung

/Rf(x) 2"dr =0
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gilt. Offenbar muss fR f (z) dx = 0 fiir jedes Wavelet gelten, um mindestens die
Ordnung 1 zu haben, respektive zu existieren. Die Ordnung 2 ergibt sich dann
automatisch, wenn die Aussage fiir alle n € N\ 2N richtig ist. Da sich f (x) aus
der Summe von B-splines ergibt, welche gerade Funktionen sind, geniigt es zu

zeigen, dass
k+1
/Bk <x++ )x"dxz()
R 2

mit By (x + %) einem zum Ursprung zentrierten B-spline vom Grad k¥ € N
gilt. Da die Funktion f(z) = By (z + %51) 2™ aus dem Produkt einer geraden
und einer ungeraden Funktionen besteht, ist f(x) ebenfalls punktsymmetrisch
zum Ursprung. Zudem ist By (v + 1) nicht negativ, weshalb By, (z + ££1)
den gleichen Einfluss auf den Funktionsverlauf hat, wie eine Funktion g(x) =
X[ kg1 k) (x) - 2™ mit m € 2N. Damit folgt

k+1

/g(z)x"dx = / X[ kgt k) (z) - z™a"dx = —/ Tt = 0
R R 2002 ki1

2

und somit die Aussage der Satzes. O

Das heifst, wir konnen auf einem endlichen Intervall sowohl mit unserer Skalie-
rungsfunktion als auch mit unserm Wavelet Polynome ungeraden Grades repro-
duzieren. Dies ist fiir unsere weitere Konstruktion sehr hilfreich, da die zu be-
trachtenden Payoff-Funktionen beispielsweise eines Forwads, ein Polynom vom
Grad 1 ist. Wir approximieren dann die Funktion V (S,T) = ¢ (S) durch:

N

v (S) =Y gk)-f(S—k), NeN. (4.3.5)
k=—N

Hierbei ist gy (S) die Interpolation von g(S) in Abhingigkeit des Intervalls
[N, N]und f die Skalierungsfunktion unseres Wavelets. Dass wir die Funktion
g (9) stiickweise iiber eine solche Reihe darstellen kénnen, liegt zum Einen daren,
dass sich jede Funktion g € V;, mit j € Z und V; wie in Kapitel 3.2.1 definiert,
als eine in Ly (R) konvergente Reihe g(x) = >, ., ¢;xf(2772 — k) schreiben
lasst, wobei f die Skalierungsfunktion eines Wavelets darstellt und die ¢;, € R
geeignete Koeffizienten sind. Hierzu sei auch auf Freund/Hoppe [20] verwiesen.
Zum Anderen gilt fiir unsere Skalierungsfunktion als auch fiir unser Wavelet,
dass sowohl ) 7, ., f(x —k) als auch ), _, f(x —k) zu eins normierbar sind. Das
heiflt, dass sich eine lineare Funktion in Abhé#ngigkeit der Skalierungsfunktion
und einer geniigend grofen Anzahl von Stiitzstellen N, auf dem Intervall [a, b]
mit —N < a < b < N reproduzieren lasst. Wie weit die Intervallgrenzen a,b
von —N bzw. N entfernt sind, hdngt von der Breite der Skalierungsfunktion
ab. Um so breiter die Skalierungsfunktion, um so weiter weg liegen die a,b von
den —N, N und umgekehrt. Dies impliziert, dass eine lineare Funktion g(5)
(beispielsweise die Payoff-Funktion eines Forwards (S — K) auf einem Intervall)
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in Vy liegt und somit die geeignete Koeffizienten ¢y € R die g(k) sind. Wir
werden uns im weiteren Verlauf dieses Kapitels ein Beispiel dazu ansehen.
Genau wie bei beispielsweise den Finite-Differenzen-Methoden muss man sich
bei der Adomian-RBF-Wavelet-Methode auf einen Bereich festlegen, in dem
man die partielle Differentialgleichung 16sen mdéchte. Allerdings bendtigt man
kein Gitter, sondern lediglich den Aktienkurs Sy fiir welchen man den Opti-
onspreis berechnen moéchte. Unter Kenntnis des Aktienkurses Sy ist es dann
nur noch notwendig, gy (5) in einem Bereich um den Aktienkurs Sy zu bestim-
men. Ersetzen wir nun ¢(5) in Gleichung (4.3.4) durch gy (S) erhalten wir die
Adomian-RBF-Wavelet-Methode iiber

2% [ m m—v Y
Vi(s.1) = (Z (Z (,(n?_),pk> smg%“)(S)) T s

m=0 \v=0

Hierbei ist g (S) zwar immer noch nicht beliebig oft differenzierbar, allerdings
kénnen wir schnell einen beliebigen Grad an Differenzierbarkeit erreichen, indem
wir ein Wavelet héheren Grades konstruieren.

Wir wollen nun, bevor wir die Methode auf das Modell von Burgard und Kjear
ausweiten, ein numerisches Beispiel fiir das klassische Black-Scholes-Merton-
Modell betrachten.

Beispiel 4.1. Wir betrachten einen Forward (F'(S,T) = S — K) mit Strike
K = 9 Euro, Restlaufzeit (T — t) = 0.2, Volatilitdt ¢ = 0.2 und risikolosem Zins
ry = 0.03 auf eine Aktie zum aktuellen Kurs Sy = 12 Euro. Wir wéhlen ein
RBF-Wavelet, sodass jy € C° ist. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit (zu viele
Summanden) geben wir nur die Funktion f € C® an, mithilfe derer die Wavelets
erzeugt werden. Diese ist gegeben durch

f () =g10(x) *x g1.1(7) * g1,2()

mit
14z, fir —1<2<0
g1,0(x) = exp (— (a- O)2> X l—z, fir O0<z<l1
0, fiir sonst
und

24z, fir —2<z<-1
1, fir -1<z<1
2 —x, fir l<x<?2

0, sonst,
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sowie

34z, fir -3<z< -2
1, fir -2<ax<2

3—z, fiur 2<xr <3
0, sonst

Mithilfe dieser Funktion konstruieren wir dann genau wie Kapitel 3.3.4 ein
Gauft’sches radialen Basisfunktionen Wavelet, wobei wir hier a = % wahlen.
Hierbei wahlen wir a = %, da damit die radiale Basisfunktion breit genug ist,
um ein RBF-Wavelet in C° zu erzeugen. Wiirden wir ein Wavelet hoherer Glatt-
heit benétigen, wiirden wir bei der Konstruktion ein kleineres a wahlen. Wir
betrachten zunichst die verwendete Skalierungsfunktion und die dazugehorige
Interpolation der Payoff-Funktion:

-10 -5 0 5 10 0 10 2

Abbildung 9: Links: Die Skalierungsfunktion eines Gauf’schen radialen Basis-
funktionen Wavelets. Rechts: Die Interpolation der Payoff-Funktion F'(S,T) =
S — K mittels der Skalierungsfunktion.

Die Interpolation wurde hierbei mit N = 20 (zentriert um den aktuellen Akti-
enkurs Sy = 12) durchgefiihrt, was dazu fiihrt, dass der maximale Fehler mit
S € [5,19] und einer numerischen Auswertung mit einer Schrittweite von 10~*
bei 1,59872 - 10~ liegt. Das heift mit N = 20 reproduzieren wir die Payoff-
Funktion eines Forwards auf dem Intervall [5,19]. In diesem Fall haben wir da-
mit das 0.1%— und 99.9% Quantil des Aktienkursverlaufs abgedeckt, insofern
man eine geometrische Brown’sche Bewegung (wie im Black-Scholes-Merton-
Modell Standard) fiir den Aktienkursverlauf unterstellt. Wir wollen uns nun die
Konvergenz der Methode nach (4.3.6) bzw. (4.3.2) gegen den Forwardpreis im
klassischen Black-Scholes-Merton-Modell mit den bereits genannten Parametern
ansehen.
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Iteration und Fehler

1 2 3 4 ) 6

0,0538 | 1,61-10"% | 3,23-10~7 | 4,85-10"1° [ 5,37-10"13 | 4,52 10~ 1=

Abbildung 10: In der ersten Zeile werden die einzelnen Iterationsschritte abge-
tragen und in der zweiten Zeile die absoluten Fehler der numerischen Berechnung
im Vergleich zum analytischen Forwardpreis.

Wie man sehr gut an dem Beispiel erkennen kann, konvergiert die Methode sehr
schnell gegen die analytische Losung. Nach der 6. Iteration ist keine signifikan-
te Verbesserung mehr zu erkennen. Damit haben wir nach der 6. Iteration die
gleiche Fehlerordnung wie bei der Interpolation der Payoff-Funktion durch das
RBF-Wavelet. Somit sind auch keine besseren Ergebnisse mehr zu erwarten. Wir
wollen uns hier nur ein Beispiel ansehen, da die Konvergenz dieser Methode nach
Bohner/Zheng [3] fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen gegeben ist. Da
wir mit unserem Wavelet einen beliebigen Grad an Differenzierbarkeit erreichen
konnen, gilt die Konvergenz ebenso fiir unsere Methode. Die einzige Moglichkeit
einer Divergenz wire somit eine ,schlechte* Interpolation der Payoff-Funktion.
Da wir aber bereits gesehen haben, dass unsere Skalierungsfunktion die Payoff-
Funktion sogar auf einem hinreichend grofsen Intevall reproduzieren kann, ist
die Methode unempfindlich gegeniiber Anderungen der Input Parameter. Pro-
bleme hat die Methode allerdings beispielsweise bei klassischen Call bzw. Put
Optionen, da alle Summanden Vj (S, t) mit

2k m m—uv k
Vi(S,t) = (Z <Z 1’('(_”11)"))'1)5) Smgg\}q@)(S)) (T%,

m=0 \v=0

verschwinden, wenn die Payoff-Funktion ¢(S) bzw. dessen Interpolation gy (S)
identisch Null ist. Dies ist allerdings fiir einen européischen Call der Fall, wenn
S < K ist, sowie bei einem européischen Put, wenn S > K ist. Wir kbnnen zwar
die Payoff-Funktionen auf [0, K] bzw. [K, co) mit unserm RBF-Wavelet interpo-
lieren, allerdings ist die Konvergenzgeschwindigkeit der Methode (zum 16sen der
PDE) sehr langsam. Dies liegt daran, dass der zentrale Kern der Methode auf
den Ableitungen beruht. Ist die Interpolation der Payoff-Funktion nun sehr flach
wie es fiir einen européischen Call bzw. Put auf [0, K] bzw. [K, 0o0) der Fall ist,
werden weitaus mehr V4 (S,t) bendtigt um einen guten Preis zu erhalten. Fiir
den Fall, dass sich die Option im Geld befindet, liefert die Methode allerdings
genauso gute Ergebnisse, wie bei einem Forward, da die Payoff-Funktionen dann
stiickweise mit denen eines long Calls bzw. short Puts {ibereinstimmen.
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4.3.2 Der nichtlineare Fall

Wir beginnen zunichst wieder mit der PDE von Burgard und Kjaer [8]. Der
Ausgangspunkt der Betrachtung ist dann

v

rV = o + Etf/ + (1 — RB) )\3‘77 — (1 — Rc) )\cf/Jr — SFVJr
mit ) -
-1 o°V oV
V - 2q2 v
Ly 5 S—aSQ—&-(T q>S@S
sowie . . .
= V+\V\7 - —V +|V|
2 2
Dann gilt: R R ~ R R
Vi —aV —b|V| = —cS*Vss —d - SVs,
wobei
1 1 1
a:T—Fi(l—RB))\B—F5(1—Rc)>\c+§SF
und
b= —2 (1= Rp)Ap+ = (1— Re) Ao + =
=75 B)AB T 5 c)Ac + 5SF
ist, sowie ¢ = < undd=r— q. Zudem setzen wir unsere Auszahlungsfunktion

5 2
V(S,T) = ¢g(S). Wir benutzen dann wieder den Ansatz (4.3.1), wobei wir

diesen um polynomiale Anteile erweitern, welche die Nichtlinearitdt behandeln.
Hierzu sei auch auf Seng/Abbaoui/Cherruault [33] verwiesen. Wir erhalten dann

N
D an (S,t) GnV (S.t) + A(Go, Gr, ..., Gn—1)
n=0
M
= B (S:t) FuV (S,) + B (Fy, ... Fayi—1) + £ (S.1)
m=1

mit A, B den Nichtlinearitdten der Funktion u(S,t) und deren Ableitungen nach
S bzw. t. Die allgemeine Losung eines solchen Problems ergibt sich dann wieder
iber die Reihe

V.0 =3 V(S0
k=0
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wobei

N-1
Vo (S,t) =Gt (JW) + tfge (S)
sowie

Vi1 (S,1) = (ZG ( ) ZG ( 7))Gn>>Vk~(S,t)

+Gy' (B — Ap)

sind. Die Ay, By, werden Adomian Polynome genannt. Diese Polynome kénnen
fiir Nichtlinearitdten berechnet werden, welche auf dem Definitionsbereich be-
liebig oft differenzierbar sind (hierzu sei auch auf Adomian [2] verwiesen). Diese
Polynome kénnen in diesem Falle wie folgt berechnet werden:

1 dk? k . k .
Ak:H WA Z)\‘]GQ‘/]‘, ..... ,Z)\JGN—l‘/j 7k20
=0 J=0 A=0
bzw.
1| & (s oy
Bi= i | 5B | o NEV S INEY || ko
J=0 j=0 A=0

Zunichst werden die Ableitungen nach X\ gebildet und dann A = 0 gesetzt.

Fiir unsere Nichtlinearitdt A (-) = |-| kénnen diese damit nicht einfach berechnet
werden. Allerdings kénnen wir dieses Problem mit der multiquadric radialen
Basisfunktion 16sen, denn es gilt:

|z| = lirr(l) Va?+ 2
c—

Das heifst, wir kdnnen mit beliebig kleinem c¢ die Betragsfunktion beliebig gut
approximieren. Hierbei konvergiert die Funktionenfolge gleichmifig gegen die
Betragsfunktion. Wir wollen uns nun zunéchst die ersten Polynome Aj ansehen.

Es gilt:
1
Ag = dAO <Z /\ka> = A (Vo)
A=0
1[d (< d
A== |—A Z A Vi —AVo+ ) = V1AW (V)
1 dA A=0
k=0 A=0
_ 1

d2
[WA (Vo+AVi + A%)]

ol

\—0 A=0
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1
=Vy  AD (V) + 5‘/12 AP (V)
1
A3 = VaAW (Vo) + ViVoA® (V) + 55 VP A (1)

Das heifit, die Ay lassen sich schreiben als

Ay = Ve AW (V) + &,

wobei wir & den Fehler der Approximation nennen, denn die Betragsfunktion,
welche wir approximieren, besitzt keine ,héheren” Ableitungen. Die kritische
Stelle dieser Approximation ist die Null. Aus diesem Grund betrachten wir nun
das Verhalten des Fehlers &, an der Null. Wir wissen bereits, dass die ersten
beiden Ableitungen der multiquadric Funktion f (x) = vz2 4 ¢2 gegeben sind

durch:

C2

T
N/ ) N/

Das heift fiir ¢ — 0 und ¢? < 2 ist die erste Ableitung f(!) (z) definiert durch:

sowie f?) (z) =

SO (@) =

x 1, >0
lim f® (z) = lim ——— = { ' } .
5232 C%Z& Vet +a? -1, z<0 2<Lx?

Fiir die Ableitungen der multiquadric Funktion %\/ 22 4 ¢® mit k > 2 gilt nach
Lemma 3.1

d* 1 R ’ﬁ( —j) a2 (14 xz)*k*%
dajk (1 _|_ 2)% i=1
L%J . i k—1—1 3 ) A
+ Z 2](:7171 (2Z> H (2] _ 1) H (_2 _J> xk*Q’L (1 4 1,2) —5ti
i=1 j=1 j=1

Wir nutzen nun die vereinfachte Darstellung aus Satz 3.2 und ersetzen die Eins
durch ¢2, sodass

5]

dk: 2 A k )\z k—21
770 N [ A— > S — (4.3.8)
dz® (o2 4 g2)2 (24222 (24 a2t
gilt. Wobei Ag, ....; A\ x| € R wie in Lemma 3.1 sind. Wir kénnen nun sehen, dass
2

alle ungeraden Ableitungen in der Null verschwinden, da alle Summanden bei
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ungeradem k von x abhingen. Das heifst, die Fehler der Approximation kom-
men von den geraden Ableitungen der multiquadric Funktion. Bei den geraden
Ableitungen bendtigen wir nun wieder ¢ — 0 und ¢? < x2, also c? w2esentlicher
kleiner als x2. Dies liegt am letzten Term der Summe, welcher % ist.
Das bedeutet fiir die Approximation, dass wir keine gleichméfige, sondern le-
diglich eine punktweise Konvergenz in den Ableitungen haben, wobei wir x # 0
verlangen. Aufserhalb einer Umgebung der Null konvergiert der Fehler aufgrund
der héheren Ableitungen exponentiell und gleichmiifig gegen Null, was direkt
aus Lemma 3.1 folgt. Da wir wie im linearen Fall eine analytische Losung anstre-
ben, ist es notwendig, den Fehler & aus der weiteren Herleitung herauszuhalten.
Dies diirfen wir allerdings nur, wenn der Fehler vernachléssigbar klein wird und
wir in unserer Losung nur noch von endlich vielen V}, ausgehen und nicht mehr
von unendlich vielen, wie bei der exakten analytischen Losung. Daher sprechen
wir von nun an von einer analytischen Approximation mit endlich vielen Vj
und somit Ag, bei denen der Fehler klein genug ist, um ihn aus der weiteren
Herleitung ausklammern zu kénnen. Dazu wollen wir an dieser Stelle explizit
die Fehler betrachten, die durch die geraden Ableitungen f*) (z) (bei geradem
k und k > 2) entstehen. Hierzu legen wir fest, dass|z| > 107° ist, und wir be-
trachten unterschiedliche Werte fiir ¢ sowie die dazugehorigen Fehler, die durch
die A®) mit k> 2 und k € 2N entstehen.

Maximaler Fehler der £ (z) in Abhingigkeit von ¢

f®(x) /e ] e¢=10730 c=10"1 c=10"9 c=10"
@ (2) 1-107% 1-1076° 1-107%° 1-10710°
@ () 1,2-103¢ 1,2-10% 1,2-107™ 1,2-10794
O (2) 3,6-102 3,6-10%3 3,6-10703 3,6-1083
f®(z) [2,016-10" [ 2,016-10731 | 2,016 -10~°1 | 2,016 - 107"
a0 () 18.144 1,814-10719 | 1,814-107%9 | 1,814 - 109
02 (z) | 2,395-10" | 2,395-10"7 | 2,395-10"27 | 2,395 10~
D (z) | 4,358-10% 435.891 4,358 -1071% | 4,358 - 1035
f% (z) | 1.046-10% | 1,046-10'® 0,0104614 | 1,046 -10722
f@® (z) | 3,201-10°° | 3,201-10%° | 3,201-100 | 3,201-10"1°

Abbildung 11: In der linken Spalte werden die einzelnen f*) (x) angegeben. In
der zweiten Zeile werden die unterschiedlichen ¢ abgetragen, sodass die Werte
f®) () /c die Fehler der einzelnen f*) () in Abhingigkeit von ¢ sind. In allen
Betrachtungen wird |z| > 1075 festgelegt. Die rot markierten Fehler sind die
nicht akzeptablen.

Anhand der Tabelle ldsst sich sehr gut erkennen, dass sich der Fehler, der durch
die Ableitungen in einer Umgebung der Null (|z| > 107°) entsteht, linear in
% (z) verhélt. Im Falle des Black-Scholes-Merton-Modells haben wir bereits
gesehen, dass die Methode sehr schnell gegen die analytische Lésung konver-
giert. Da wir hier ein sehr dhnliches Vorgehen verwenden, gehen wir von einer
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ahnlich schnellen Konvergenz aus. Des Weiteren wird unser Vorgehen durch die
Tatsache unterstiitzt, dass El-Kalla [18] ein anderes Vorgehen zur Berechung
der Adomian Polynome verwendet, bei dem lediglich die Lipschitz-Stetigkeit
vorausgesetzt wird. Dieses Vorgehen, welches auf einer Umordnung der Poly-
nome beruht, bei der anstelle von Ableitungen, Differenzen verwendet werden
konnen, fiihrt fiir PDE s mit Lipschitz-stetiger Nichtlinearitét zu einer analy-
tischen Losung. Da die Betragsfunktion Lipschitz-Stetig ist, wissen wir somit,
dass es eine analytische Losung geben muss. Da das Vorgehen mit den Adomian
Polynomen aus El-Kalla [18] allerdings nicht zu einer geschlossenen Form fiihrt,
nutzen wir die Approximation |z| = lim.,¢ V22 + ¢ im Zusammenhang mit
den klassischen Adomian Polynomen. Fiir unser weiteres Vorgehen verlangen
wir nun, dass lim._,0 &, = 0 mit & > 2 und k endlich ist, sowie ¢ < z? gilt,
sodass wir fiir die A, annehmen diirfen, dass

Vi V; Vo >0
B ) L Vo o k> 0
A=V, A (‘/0) + &k = (lzg% (Vk T Ek) B { Vi, Vo <0 }cz<<V2

gilt. Fiir den Spezialfall des Modells von Burgard und Kjaer gilt dann N =
LM =2 f(St=0a =-a,0a1 =1, = —d-S, fo = —c-S? und die
approximierte Nichtlinearitdt A (-) = |-|. Da es in keiner Ableitung nach ¢ eine
Nichtlinearitdt gibt, fallen alle By weg, sodass sich das Problem reduziert auf:

Vo (8,t) = g(5) (4.3.9)
Vi1 (S,1) (ZG ( ) ZG < >)Gn)>vk(s,t)
—b- Gy (—Ap)
= (51 B+ &FQ - GO) Vi —b-GTY (—Ap)

:Gl_l(—dns.Flfc.S.F2+a,G0)Vkib.G1—1(7Ak)'

t 2
:/ <_d's.8Vk(S,7)_ .52.W+Q.Vk(5,r))d7

. S ¢ 552
t
T
T Vi (S,7) , 02V, (S,7)
—-/t <d5a9+CS 'aSQ—G‘Vk(S,T)—b'Ak>dT

JF(d-s 2B 4 g2 OVUED _ (4 4 b)Y (S, 7)) dr, fiir Vp > 0
S (d-s B0 4 oog2 PVEED 4y gy, (7)) dr, fiir Vi < 0.
(4.3.10)
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Wir wollen nun zeigen, dass sich die Vi (S,t) im nichtlinearen Fall ebenfalls als
geschlossene Ausdriicke schreiben lassen. Dazu nutzen wir die Herleitung aus
Bohner/Zheng [3] (Satz 2.1, Lemma 3.1 sowie Lemma 3.2) und passen diese
geeignet fiir unsere Vi (S, t) an. Dazu zeigen wir zunichst zwei Lemmas, um im
Anschluss das zentrale Ergebnis anzugeben.

Lemma 4.1. Fir die Funktionen

miti € {1,2}, k € Ng und p,, = ¢ (v? —v) +dv—(a+b) baw. p,, = c (v? —v) +
dv+ (b—a) gilt, dass 'yy(,]f) =0 fiir m <0 und m > 2k, sowie die Rekursion

A =

[em(m — 1) +dm + (b— a)] v’ + [2¢(m — 1) + d)72) |+ ey, fiir po,
[em(m — 1) +dm — (a + b)| W + [2c(m — 1) +d] 75y + vy, fiir p,
18t.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Rekursion. Hierbei verwenden wir die Notation
Py s Pmy, WObel wir dabei lediglich in p,, , p,,, das v durch ein m ersetzen. Dies
fassen wir dann zu p,, — p, zusammen. Es gilt offenbar

m -1 m—uv m -1 m—uv
AR DE e D D e e

= l(m —v) = ol(m —v)
und
Py — Poy = c(m® —m) +dm — (a+b) — [c(v’> —v) +dv— (a+ )]
=c(m? —m) +dm — c(v? —v) —dv
sowie
Py — Pus = c(m® —m) +dm + (b—a) — [c(v’ —v) +dv+ (b—a)]
=c(m? —m) +dm — c(v? —v) — dv
und damit

Pmi = Por = Pmy = Pvz = Pm — Po-
Analog folgt

Pmy = P(m—1)1 = Pma = P(m—1)2 = Pm — Pm—1

=c(m®-m)+dm—c((m—1)>—(m—1)) —d(m—1)
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=2¢(m—-1)+d

Dies setzen wir nun ein und erhalten

{ [em(m — 1) +dm — (a+ b 4% + [2e(m — 1) + d] 7%, + /%, fiir p, }

[em(m — 1) +dm + (b— )] v’ + [2c(m — 1) +d] 750, + v, fiir po,

—y+)
m—1 ( l)v
— — N eV N B
= UZO ?)' |pv1 (pm Pv) 1;0 v'(m —1— "U)!pvi (pm pmfl)

m—2 (_1)1)
= Z mpﬁl (Pm = Pv (m - U) (mel - pm)
+(m—v)(m—v—1)c) =0
Damit ist die Rekursion gezeigt. Da per Definition ’y?(f) = 0 fiir m < 0 ist

(negative Binomialkoeffizienten), folgt die erste Eigenschaft von fym Zudem
gilt

e =ZU!((T;1_)WP& = %Z(—l)” (ZL) =(1—1)m:{ (1) filrm =0

sonst

Wegen der Rekursion benétigen wir m = 2k Summanden, weswegen wir ab
m > 2k in den Bereich von m < 0 gelangen, von dem wir aber wissen, dass
v,gf ) =0 gilt. Damit folgt die zweite Eigenschaft und insgesamt die Behauptung
des Satzes. O

Lemma 4.2. Die Funktionen

Z > (U, v.pm) §™gtm(S)

m=0v=0

miti € {1,2}, k € Ng und py, = ¢ (v? —v) +dv—(a+b) baw. p,, = c (v? —v) +
dv + (b — a) wobei g(S) € C* ist, erfillen die Rekursion

CS2U;C/(S)-FdS’U;C(S)—(a—‘,—b)vk(S)’ fdrpm
¢ 520 (S)+d- S v,(S)+ (b—a) vp(S), fir pu,.
(4.3.11)

vp41(S) = {
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Beweis. Wir wahlen 0.B.d.A.

®) _ — (=)™
Tin Z v!(m—v)!p”1

v=0

wobei man die Aussage analog mit p,, zeigt. Damit lassen sich die vy (.S) schrei-
ben als

Zwsm ™(S), k € No.

Wir bilden nun die erste und zweite Ableitung dieser vi(S) und erhalten

Sy ) (msmlgtm (8) + 57t () )

m=0

2k

ve(8) = 30 A (m (m = 1) S™29 0™ (5)

+2m8m1gmHD(§) 4 gmg(m+2) (5)) .

Dies setzen wir in (4.3.11) ein, und erhalten

¢ S% 0 (8)+d-S-v,(S)+ (b—a)-vi(S)
2k
= > (lem (m = 1) + dm + (b = )] 5" g™ (S)
+ e + ) PG (5) 4 ST (5))

— 1) +dm+ (b—a)] 75 5™g"™ (5)

Mw

2k 1 2k+42
+ Z [2em(m — 1) +d)] v, (k) S (S Z cv(k) S5mg(m) ()
2k+2
= 3 DS (S) = vy ().
m=0

Fiir den letzen Schritt haben wir die Rekursion der %(n) aus Lemma (4.1) ver-

wendet. Der Beweis funktioniert analog mit p,,. O
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Satz 4.3. Die Funktionen Vi (S,t), welche in (4.3.9) und (4.3.10) definiert
wurden, lassen sich explizit schreiben als

2k m (=)™ g m (m) (T—t)* ..
m= om0 o= Py ) ST g(S) ) g, fiir Vo(S,t) >0
Vk(S,t):{ Ez OEZ 0 S % ( >§ - 0(5.1)

m —-1)m="v m (m —t)k ..
S o (e Sk, ) St (8)) L, fiir Vo(S,t) < 0
(4.3.12)
mit k € N und
po, =c(v? —v) +dv—(a+b)
bzw.

po, =c (V2 —v) +dv+ (b—a)
sowie g(S) € C™.

Beweis. Wir schreiben Vi (S, t) aus (4.3.12) als

iy (8) 208 fiir Vo(S,1) > 0
Vk(sv t) = (T_};)’C .
Uk, (S) 57—, fidr V5(S,t) <0
mit,
ok - (_l)m_v k m _(m)
Ukl(S)ZZ Zmpul Smgtm™(S)
m=0 \v=0 ’
und

m=0 \v=0

2k m m—v
v (8)= Y (Z Wﬂ) 574 (S)

Vi1 (8,8) =

mit k£ € N. Wir zeigen zunéchst, dass Gleichung (4.3.10) erfiillt ist. Es gilt
ST (a5 2B | g2 ZVUED) (o4 4) V(S 7)) dr, fiir V> 0
d-§- M) | g2 OV o (h — a) Vi (S,7) ) dr, filr Vj < 0

:{LT

:(:r_t)"’+1 ¢80, (8)+d-S-v,(S)— (a+Db)-v(S), fiir Vo >0
(k+1)! c-S% v (9)+d- S v, (9)+ (b—a) v(S), firVp<0

(@t w(9)  fiir Vo > 0
T (k+1)! 0k, (S),  fiir Vo < 0

Hierbei haben wir fiir den letzen Schritt das Lemma 4.2 verwendet. O
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Das heifit, wenn wir dies nun auf unseren Satz 4.3 anwenden, gilt fiir unsere
Vi(S,t) im Falle eines Forwards, dass

v

" -1~ m - (m —t)k -
Yomeo (Zoeo 1(;1(27_@!951 §mgm(S) (Tk!t)’ fir S - K >0

VilS.t) = b ) T
Yoo (X0 %p@ smgm(s)) T, fiw § - K <0
(4.3.13)
ist, wobei
o,
Do, :?(v —v)+(r—qv—(1—Rc)Ac¢ —sp—r
bzw.

2
pvz:%(’UQ—U)—F(’/‘—(])’U—(I—RB))\B—T

gilt. Hierbei ist Vy = S — K. Da wir in der Herleitung die Spriinge aus der
PDE mithilfe des Hedgings entfernt haben, erhilt man den Preis des Derivates,
indem man fiir g (S) die Payoff-Funktion des klassischen Black-Scholes-Merton-
Modells einsetzt. Im Falle des hergeleiteten Forwards wére dies somit S — K.
Fiir unsere Losung der PDE gilt nun, dass die Auszahlungsfunktion entweder
stlickweise positiv (fiir S > K) oder stiickweise negativ (fiir S < K) ist. Fiir
diese Félle haben wir allerdings bereits analytische Losungen hergeleitet, sodass
wir fiir den Preis eines Forwards im Modell von Burgard und Kjaer unter den
Voraussetzungen an x und ¢, den Preis angeben konnen durch:

V(5,t) = { gi Eg } ]]}i’ g i [Ii (4.3.14)

mit
Dp=exp(—(1—Rp) g (T —1)) (4.3.15)

und
Do =exp(—((1—=Re)Ac+sp) (T —1t)). (4.3.16)

Die gleiche Herleitung kann fiir beliebige andere Derivate aus dem Modell von
Black-Scholes-Merton durchgefiihrt werden, sodass man zu den Preisen im Mo-
dell von Burgard und Kjaer gelangt. Wir wollen nun das gleiche Beispiel wie im
linearen Fall betrachten und wieder den maximalen absoluten Fehler zwischen
der analytischen Losung (4.3.14) und unserer Reihenentwicklung angeben.

Beispiel 4.2. Der Strike sei wieder K = 9 Euro, die Restlaufzeit (T' —t) = 0.2,
die Volatilitdt ¢ = 0.2, der risikolose Zins ry = 0.03 sowie der Aktienkurs
S = 12 Euro. Zudem nehmen wir Ag = 0.03 und Az = 0.08 sowie sp = 0.04 an.
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Wir withlen das gleich RBF-Wavelet wie in Beispiel 4.1, sodass g € C® ist. Die
Payoff-Funktion eines Forwards ist hierbei g (S) =S — K.

Iteration und Fehler
1. 2. 3. 4. 5. 6.
1,110,68]0,18 2,9-1072|3,6-1072 | 3,6-1073

Iteration und Fehler
7. 8. 9. 10. 11.
3,6-107* [ 2,2.-107% | 1,4-1077 | 7,7-107° | 3,7-10710

Abbildung 12: In der ersten Zeile werden die einzelnen Iterationsschritte abge-
tragen und in der zweiten Zeile die absoluten Fehler der numerischen Berechnung
im Vergleich zum analytischen Forwardpreis V (.5, t).

Im Vergleich zum linearen Fall konvergiert die Adomian-RBF-Wavelet-Methode
im nichtlinearen Fall langsamer gegen die analytische Losung (4.3.14). Der ma-
ximale Fehler wird hierbei fiir |S — K| = 107> angenommen, welches der Punkt
mit dem geringsten Abstand zur Null in unserer Berechnung ist. Dies ist insofern
serwartungstreu, da wir in unserer Herleitung bereits festgestellt haben, dass
der kritische Punkt der Betrachtung die Null ist. Wir erhalten ebenfalls eine
etwas schlechtere Genauigkeit im Vergleich zum linearen Fall. Allerdings kann
bei einem maximaler Fehler von 3,7-1071° die Adomian-RBF-Wavelet-Methode
durchaus als angemessene semianalytische Losung des Problems angesehen wer-
den. Des Weiteren konnten wir damit zeigen, dass es fiir eine einfache Berech-
nung des Preises eines Fowards im Modell von Burgard und Kjaer ausreicht, die
Formel aus (4.3.14) zu verwenden. Einen Preis fiir S = K koénnen wir allerdings
mit dieser Methode nicht angeben. Bevor wir uns einigen weiteren Beispielen
widmen, wollen wir uns zunéchst noch die partiellen Ableitungen (Griechen) im
Modell von Burgard und Kjaer ansehen. Wir verwenden dabei die Bezeichnun-
gen des klassischen Black-Scholes-Merton-Modells (siehe hierzu Hausmann et
al. [21]) :

Call Put
Delta: AC =® (dl) AP =0 (dl) -1
Gamma; = S:\(;i%
Vega: A=Sp(d)VT —t
Theta: Oc=a—1-0-®(ds) Op=a+r- - -0 (—dy)
Rho: | o= 0.5 9y | pr=_T 0.5 0 (dy)

Abbildung 13: In der ersten Zeilen werden jeweils Call und Put abgetragen,
sowie in der ersten Spalte die einzelnen Namen der partiellen Ableitungen im
Black-Scholes-Merton Modell.

Hierbei ist o = fS;L\/T(th) und 8 = K -exp(—r (T —t)), sowie dy bzw. dy wie
oben.
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Dann folgt aus eigenen Berechnungen fiir das Modell von Burgard und Kjaer:

Call Put
Delta: DB cAC DB CAP
Gamma;: Dg/,cT Dg,cT
Vega: Dp/,cA Dp/cA
— log( D — log( D
Theta: DB/C <W'CE+@C> DB/C <W'P5+@p>
Rho: Dg/cpc Dgcpp
Forward
Delta: Dg/c
Gamma: 0
Vega: 0
: log(D/c)
Theta: DB/C W(Pe—ce)-l-@c—@p
Rho: Dg/c (pc — pp)

Abbildung 14: In den jeweils ersten Zeilen werden Call, Put und Forward abge-
tragen, sowie in den jeweils ersten Spalten die einzelnen Namen der partiellen
Ableitungen im Modell von Burgard und Kjaer.

Hierbei ist Dp/c die Abkiirzung fiir Dp, welches bei negativen Auszahlungs-
funktionen zu verwenden ist (sieche Gleichung (4.3.15)), sowie D¢ bei positiven
Auszahlungsfunktionen (sieche Gleichung (4.3.16)). Des Weiteren sind C, und
P, die klassischen Black-Scholes-Merton-Preise fiir européische Calls bzw. Puts.
Zudem sind A¢, Ap, T, A,O¢, Op, pc, pp wie in der Tabelle dariiber angegeben.
Wir wollen nun einige Beispiele betrachten.
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Beispiel 4.3. Wir betrachten einen Forward mit Strike K = 12, Volatilitét
o = 0.5, Recovery Rates Rg = 0.4 und Rc = 0.5, sowie die Spreads A\p = 0.02
und A¢ = 0.05. Zudem wahlen wir den Zins ry = 0.03 und sp = 0. Wir variieren
in unseren Betrachtungen sowohl den Aktienkurs S als auch die Restlaufzeit
(T —t). In den nachfolgenden Graphen ist jeweils der Preis des Forwards nach
(4.3.13) (Preis nach Burgard und Kjaer) in Rot, sowie der klassische Black-
Scholes-Merton-Preis eines Forwards in Blau abgetragen. Wir erhalten dann
folgende Forward Preise, wobei der Aktienkurs auf der horizontalen und der
Forward Preis auf der vertikalen Achse abgetragen sind und die y — Achse durch
den Strike K = 12 gelegt wurde:

\

5 10 12 14 16 B 10 1 14 16

Abbildung 15: Forward Preise mit einer Restlaufzeit von: oben links: einem
Monat, oben rechts: einem Jahr, unten links: drei Jahren, unten rechts: fiinf
Jahren.

Die Auswirkungen der Abzinsung des Preises sind beim Positivteil dieses Bei-
spiels grofer als beim Negativteil, da der erwartete Verlust bei Ausfall des Kon-
trahenten gréfer ist als der erwartete Verlust bei Ausfall des Emittenten. Dies
wird schnell anhand folgender Tabelle klar:

Abzinsungen /Laufzeit | 1 Monat 1 Jahr 3 Jahre | 5 Jahre
Dp 0,999001 | 0,988072 | 0,96464 | 0,941765
D¢ 0,99792 | 0,97531 | 0,927743 | 0,882497

Abbildung 16: In der ersten Zeile werden die einzelnen Laufzeiten abgetragen,
sowie in der zweiten und dritten Zeile die dazugehorigen Abzinsungsfaktoren
Dpg bzw. D¢.
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Beispiel 4.4. Wir belassen alle Parameter gleich und dndern lediglich Ap =
0.01 und A¢ = 0.1 sowie sp = 0.04 in Erwartung gréferer Spriinge.

\

3 10 12 14 16 8 10 1 14 16

Abbildung 17: Forward Preise mit einer Restlaufzeit von: oben links: einem
Monat, oben rechts: einem Jahr, unten links: drei Jahren, unten rechts: fiinf
Jahren.

Wie erwartet haben sich die Spriinge fiir alle Restlaufzeiten vergroéfert, wobei
man dies am Besten anhand der Graphen fiir die drei bzw. fiinf Jahre lange
Restlaufzeit sieht. Die Tabelle fiir die unterschiedlichen Abzinsungen sieht dann
wie folgt aus:

Abzinsungen /Laufzeit | 1 Monat | 1 Jahr | 3 Jahre | 5 Jahre
Dp 0.9995 | 0.994018 | 0.982161 | 0.970446
D¢ 0.992531 | 0.913931 | 0.763379 | 0.637628

Abbildung 18: In der ersten Zeile werden die einzelnen Laufzeiten abgetragen,
sowie in der zweiten und dritten Zeile die dazugehorigen Abzinsungsfaktoren
Dpg bzw. D¢.

Bei diesem Beispiel kann man die durchaus gravierenden Unterschiede bei der
Berechung eines Forwards bzw. generell eines Derivates mit bilateralem Risiko
gut erkennen. Es lasst sich ebenfalls erkennen, dass lediglich bei einer kurzen
Laufzeit des Derivates ein annihernd risikoloser Preis gegeben ist. Das heift,
lediglich bei Derivaten mit sehr kurzer Laufzeit kann die Bestimmung des Preises
iiber den klassischen Black-Scholes-Merton-Preis geschehen. In allen anderen
Fallen, muss eine Berechnung des Preises durch ein Modell mit bilateralem
Risiko erfolgen, wie beispielsweise das von Burgard und Kjaer.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Wir konnten in dieser Arbeit zeigen, dass ein grundséitzlicher Zusammenhang
der verallgemeinerten multiquadric radialen Basisfunktion mit der verallgemei-
nerten inversen multiquadric radialen Basisfunktion iiber eine (2n)-te Ableitung

besteht:
[T (20 — 1)? - a*
(a2 + t2)"+%
wobei a,t € R und n € N ist. Wir konnten des Weiteren zeigen, dass nur

das Integral [*° P (t)dt # 0 der (2n)-ten Ableitungen der verallgemeinerten
multiquadric radialen Basisfunktion wohldefiniert ist.

(2n) "y vt
n — 2 __

Diese Eigenschaft der multiquadric radialen Basisfunktion haben wir dann ge-
nutzt, um verallgemeinerte multuquadric Prewavelets (in Anlehnung an Buh-
mann [4]) in einer Dimension zu erzeugen. Diese Prewavelets benotigen zwar kei-
ne dquidistanten Knoten, allerdings diirfen die Knoten auch nicht beliebig ver-
teilt sein. Generell haben wir gezeigt, dass die Prewavelets existieren, solange die
Knoten ,,ungefihr den Abstand von % haben, und der shape Parameter a der
verallgemeinerten multiquadric radialen Basisfunktionden den Konstrunktions-
bedingungen geniigt. Eine Weiterfithrung von radialen Basisfunktionen Prewa-
velets konnte demnach die Erweiterung auf andere radiale Basisfunktionen sein.
Am interessantesten wére hier eine Erweiterung auf die Wendland-Funktionen,
welche einen kompakten Trager haben. Auch wenn die Wendland-Funktionen in
dieser Arbeit nicht betrachtet wurden, stellen sie dennoch eine sehr interessan-
te mogliche Erweiterung im Zusammenhang mit den radialen Basisfunktionen
Prewavelets dar. Dies liegt daran, dass in der Anwendung generell Wavelets
(orthogonalisierte Prewavelets) mit kompaktem Triger bevorzugt werden.

In Kapitel 3.3 haben wir eine andere Mdglichkeit der Konstruktion von Wavelets
aus radialen Basisfunktionen hergeleitet. Hierbei haben wir die Konstruktion
iiber die multiresolution Analysis durchgefiihrt und dabei die Skalierungsglei-
chung genutzt. Diese Methode ist insofern anwendungsfreundlicher, da die Kon-
struktion direkt zu einem Wavelet fiihrt, und nicht den Weg {iber ein Prewavelet
nimmt. Unsere Konstruktionsmethode erlaubt es dabei, verallgemeinerte inverse
multiquadric radiale Basisfunktionen als auch Gaufs “sche radiale Basisfunktio-
nen zu nutzen. Eine Erweiterung auf andere Funktionen f € Lo (R) ist sehr gut
denkbar, da lediglich Positivitdt und Punktsymmetrie zum Ursprung benétigt
wird. Ein einfaches Beispiel wire

Ja-v, o<t<t
Wt)_{(lﬂ), —1<t<0’

was einer zum Ursprung punksymmetrischen Erweiterung der Wendland-Funktion

Y10 (t) = (1 —t) (vergleiche Wendland [36]) entspricht. Zudem wire es eben-
falls sehr interessant, welchen Nutzen die radialen Basisfunktionen Wavelets in
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den Gebieten der Anwendung, beispielsweise in der Signal- und Bildverarbeitung
haben. Eine weitere Moglichkeit wire, die Wavelets direkt zur Losung von par-
tiellen Differentialgleichungen zu nutzen, wie beispielsweise in Shen und Strang
[34] zur Losung der Wérmeleitungsgleichung (Heatlets) geschehen.

Im letzten Teil der Arbeit haben wir unsere Erkenntnisse aus den ersten beiden
Teilen auf die Optionspreistheorie angewendet, ganz speziell auf das Modell von
Burgard und Kjaer [8]. Hierbei haben wir zum einen die neuen Eigenschaften
der verallgemeinerten multiquadric radialen Basisfunktion als auch die konstru-
ierten Wavelets genutzt, um eine neue Adomian-RBF-Wavelet Methode zur Lo-
sung nichtlinearer partieller Differentialgleichungen einzufiihren. Mithilfe dieser
Methode ist es moglich, eine semi-analytische Losung der nichtlinearen PDE
von Burgard und Kjaer zu gewinnen. Der Vorteil der Methode ist dabei zum
einen, dass diese sehr schnell konvergiert und zum anderen in einer geschlosse-
nen Form angegeben werden kann. Des Weiteren stellt die Methode die erste
bekannte semi-analytische Losung dieser PDE dar, wobei sogar gezeigt werden
konnte, dass eine Riickfiilhrung auf die klassischen Black-Scholes-Merton Prei-
se mit unterschiedlichen Diskontfaktoren moglich ist. Durch die Herleitung der
Adomian-RBF-Wavelet Methode wird ebenfalls klar, warum wir in Satz 4.1 auf
die Put-Call-Paritét verzichtet haben, da diese (Put-Call-Paritét) nur fiir die
gleichen Diskontfaktoren weiterhin intakt bleiben wiirde. Gleichwohl kann man
durch Aufzinsen mit den jeweiligen Diskontfaktoren die Optionen in die risiko-
neutrale Welt {iberfithren, um dann eine Art synthetische Put-Call-Paritat zu
nutzen. Konkret bedeutet das beispielsweise fiir einen Forward, dessen Formel
wir durch
ws,t){ Dp(Ce—F), §<K
De-(Co—P.), S>K

angegeben haben, dass die européischen Calls und Puts, welche in der Formel
vorkommen, allgemein nicht durch Calls und Puts anderer Kontrahenten hinter-
legt werden diirfen. Die einzigen Ausnahmen wéiren hier, wenn die Diskontfakto-
ren der anderen Konthrahenten gleich wéren oder die Laufzeit der Option sehr
kurz (wenige Tage) wire, da in diesem Fall der Diskontfaktor einen geringen
Einfluss hat. Eine Erweiterung auf andere finanzmathematische Modelle wire
sehr gut denkbar, da die Methode schnell konvergiert und anwendbar ist, solange
zumindest fiir die nicht linearen Anteile der PDE die Lipschitz-Stetigkeit vor-
ausgesetzt werden kann. Allerdings ist zu erwarten, dass dann die geschlossene
Form der Losung verloren geht.
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