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Kapitel 1

Einleitung

Das Thema dieser Arbeit ist die numerische Simulation von wasserstoffihnli-
chen Schwerionen in starken elektromagnetischen Feldern. In den letzten Jah-
ren ist ein rasantes Fortschreiten der Lasertechnik zu verzeichnen. Insbeson-
dere die verfiigbaren Feldstirken bzw. Intensititen konnten deutlich erhéht
werden. Durch die Verwendung der Chirped Pulse Amplification (CPA), bei
der ein kurzer Laserpuls mithilfe eines Gitters derart in der Zeit gestreckt
wird, dass er hinterher wieder entsprechend komprimiert werden kann, konnte
die Begrenzung durch die Materialbelastbarkeit des verstdrkenden Mediums
iiberwunden werden [1].

Dadurch sind Laserfelder erreichbar, deren Feldstérke in der Groflenord-
nung des Coulombfelds eines schweren Ions im Bereich der innersten Schale
nahe kommen. Somit ist der Laserstrahl in der Lage, einen nennenswerten Ein-
fluss auf die stark gebundenen innersten Schalen schwerer Ionen auszuiiben.

So erreicht der Petawatt-Hochenergie-Laser fiir Schwerionen-Experimente
(PHELIX) eine Leistung von 1PW, welche auf einen Durchmesser von 5 pum
fokussiert werden kann [2]. Damit ist eine Intensitit von etwa 6-10%* W /m?
und eine Feldstirke von 1,7-10'3 V/m realisierbar.

Feldstédrken besagter Groflenordnung wird ein Ion auch in Stéflen ausge-
setzt, wenn das Feld eines Projektilions Einfluss auf das zu betrachtende Tar-
getion nimmt. Auch diese Prozesse konnen mit dem in dieser Arbeit beschrie-
benen Verfahren behandelt werden.

Neben dem grundlegenden Interesse an diesen elementaren Prozessen, etwa
zum Test der Quantenelektrodynamik im Bereich starker elektrodynamischer
Felder, ist das Versténdnis dieser Prozesse notwendig, um entsprechende Plas-
men zuverldssig simulieren zu kénnen.
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1.1 Problemstellung

Die Wellenfunktion des zu Beginn der Simulation in einem wasserstoffihn-
lichen schweren Ion gebundenen Elektrons soll unter dem Einfluss duflerer
elektromagnetischer Felder in der Zeit entwickelt werden.

Ausschlaggebend fiir den Aufwand dieses Unterfangens ist neben dem Mo-
dell zur Diskretisierung der Wellenfunktion die Anzahl der fiir die Simulation
bendtigten Zeitschritte. Diese Anzahl lésst sich aus dem Verhéltnis der Dauer
des gesamten Prozesses und der Periodendauer der schnellsten Oszillationen,
die in der Zeitentwicklung auftreten, abschétzen. Letztere ist gegeben durch
T = %, wobei E die Energie der vorkommenden quantenmechanischen Zu-
stdnde ist.

Im Fall der nichtrelativistischen Behandlung leichter Ionen mit der
Schrodingergleichung ist dies die Bindungsenergie des Grundzustands, welche
in der gleichen Groflenordnung beziehungsweise leicht iiber der Photonenener-
gie von sichtbarem Licht liegt. Die Wechselwirkung mit einem kurzen Laserpuls
lasst sich also hier wie in [3] durchgefithrt mit einer iiberschaubaren Anzahl
von Zeitschritten simulieren.

Bei schweren Ionen und entsprechend starken elektromagnetischen Feldern,
die in der Lage sind, ein Elektron auf relativistische Geschwindigkeiten zu be-
schleunigen, ist allerdings die relativistische Beschreibung des Elektrons mit
der Diracgleichung notwendig. Hier liegen die vorkommenden Energien in der
GroBenordnung der Ruheenergie des Elektrons m.c? = 511 keV, was etwa 6
Zehnerpotenzen iiber der Photonenenergie von sichtbarem Licht liegt. Drei-
dimensionale Gitterrechnungen, wie sie beispielsweise fiir Schwerionenstofie
verwendet werden kénnen [4], sind hier nicht mehr durchfithrbar. Selbst die
Simulation in kurzen UV bzw. Rontgenpulsen mit einer Wellenlénge von we-
nigen nm sind nicht mehr moglich.

1.2 Zielsetzung und Aufbau dieser Arbeit

In dieser Arbeit wird eine auf [5] zuriickgehende Methode zur numerischen
Losung der Diracgleichung in Zylinderkoordinaten vorgestellt. Dabei wird eine
Reduktion auf eine zweidimensionale Beschreibung verwendet, um den Auf-
wand von Gitterrechungen soweit zu reduzieren, dass die numerische Simula-
tion von wasserstoffihnlichen Schwerionen in ultrakurzen Laserpulsen moglich
wird. Diese Methode beschréankt sich allerdings nicht auf Laserfelder, sondern
wird ebenfalls auf Schwerionenstéfle angewendet. Somit erméglicht sich aufler-
dem durch die Kombination von Laserfeld und Projektilfeld die Behandlung
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von laserassistierten Stofen.

In der Einleitung wird ein kurzer Uberblick iiber die Phinomene, die
zu erwarten sind, wenn man wasserstoffihnliche Schwerionen mittels Laser
und/oder Stofi hohen Feldstérken aussetzt, gegeben. Die dabei angegebenen
Literaturverweise sind nicht zuletzt wegen der Vielfalt der angeschnittenen
Themenfelder von jeglichem Anspruch auf Vollsténdigkeit weit entfernt.

Kapitel 2 widmet sich der relativistisch korrekten theoretischen Beschrei-
bung des in den zu untersuchenden Prozessen beteiligten Elektrons. Dabei
werden zunéchst analytische Losungen sowohl der klassischen Bewegungsglei-
chungen des Elektrons im Laserfeld sowie der Diracgleichung vorgestellt. Letz-
tere sind nur fiir das ungestorte Ion sowie das freie Elektron im Laser moglich.

Fiir die spétere numerische Behandlung wird die Darstellung der Dirac-
gleichung und deren Separation nach Eigenfunktionen einer Gesamtdrehim-
pulskomponente gezeigt.

Der Inhalt von Kapitel 3 ist die numerischen Behandlung der so erhalte-
nen zweidimensionalen Differentialgleichung mit finiten Elementen. Das vor-
gestellte Verfahren wird exemplarisch auf freie Wellenpakete, Wellenpakete im
Laserfeld sowie ungestorte wasserstoffahnliche Ionen angewendet.

In Kapitel 4 und 5 werden Simulationen wasserstoffahnlicher schwerer Io-
nen in Laserfeldern, im Schwerionenstof3 sowie in der Kombination eines la-
serassistierten Stofles gezeigt.

1.3 Phinomene in starken Laserfeldern

Es gibt grundsétzlich zwei verschiedene Moglichkeiten, ein Ton oder Atom ex-
trem hohen elektromagnetischen Feldstiarken auszusetzen. Das sind zum einen
ultrakurze hochintensive Laserpulse und zum anderen St6f8e mit einem weite-
ren Schwerion. Setzt man Schwerionen diesen hohen Feldstéirken aus, gibt es
jeweils verschiedene Moglichkeiten, wie das gebundene Elektron auf den Ein-
fluss dieser Felder reagieren kann. Diese werden im Folgenden kurz dargestellt.

1.3.1 Ionisation

Die Elektronen leichter Atome, sowie die &ufleren Elektronen im Allgemei-
nen werden von intensiven Laserfeldern sofort ionisiert, da die elektrische
Feldstarke des Lasers die atomare Feldstdarke, mit der diese Elektronen ge-
bunden sind, schnell iibersteigt. Dies d&ndert sich wenn man zu den K-Schalen-
Elektronen schwerer Ionen iibergeht. Die relevante Feldstérke, d.h. die Feld-
stirke, die im Abstand des Bohrschen Radius vom Kern herrscht, ist propor-
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tional zu Z3:
5 2

E| = 6'7”14-23:5,14-10“!23
(4meg)3h m

Fiir Gold ergibt sich eine Feldstirke von 2,54 - 10!7 V/m und fiir Uran von
4-10'7 V/m. Damit sind die K-Schalen-Elektronen derart stark gebunden, dass
sie durch die Laserfelder moderater Intensitéit kaum beeinflusst werden. Erst
neuere Hochstleistungslaser sind in der Lage, Feldstérken zu erzeugen, wie
sie im Abstand des K-Schalenradius in einem Uranion herrschen und somit
Tonisation dieser Elektronen auszultsen.

Bei solchen Intensitéten ist Ionisation auch moglich, wenn die Bindungs-
energie die Photonenenergie der Laserstrahlung iibersteigt. Man spricht bei
diesem Multiphotonenprozess auch von Above Threshold lonization (ATI), wie
in [6] dargestellt.

Zur theoretischen Beschreibung sind storungstheoretische Ansétze, bei de-
nen das Coulombpotential als ungestortes Potential und das Laserfeld als
Storung angenommen wird nur fiir kleinere Laserintensitéiten geeignet. Fiir
hohe Laserintensitéiten werden deshalb beispielsweise in [7] Verfahren einge-
setzt, bei denen des Kernpotential die Stérung darstellt.

Dariiberhinaus gibt es noch den Ansatz der Coulomb-Wolkov Funktionen,
die in den Grenzfillen des ungestorten Ions sowie des Laserfelds ohne Cou-
lombpotential in die exakten Losungen iibergehen und fiir den Fall des Ions
im Laserfeld eine Niherungslosung darstellen. Fiir den nichtrelativistischen
Fall wurden sie in [8] eingehend untersucht und in [9] zur Berechnung von
Tonisationswahrscheinlichkeiten verwendet.

Stabilisierung

In einem bestimmten Parameterbereich kann ein Ion im Laserfeld stabilisiert
werden. Das heifit, dass es einen Intensitédtsbereich gibt, in dem die Ionisati-
onswahrscheinlichkeit mit zunehmender Intensitét des Laserfelds nicht wie zu
erwarten ansteigt, sondern gleich bleibt oder sogar abnimmt.

Dieser Effekt wurde zuerst in storungstheoretischen Rechnungen [10] vor-
ausgesagt. Diese nichtrelativistischen Rechnungen unter Verwendung der Di-
polndherung sagen sogar ein asymptotisch zur Feldstédrke antiproportionales
Verhalten der Ionisationswahrscheinlichkeit voraus. Spétere Rechnungen [11]
zeigen allerdings, dass bei sehr hohen Intensitdten magnetische und relativisti-
sche Effekte die Stabilisierung zerstéren und somit nur ein begrenzter Bereich
der Stabilisierung bleibt. In [7] wird im Rahmen der Strong Field Approzi-
mation gezeigt, dass der Bereich der Stabilisierung in einer relativistischen
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Rechnung ausgeprigter ist, als in nichtrelativistischer Naherung. Die Stabili-
sierung ist demzufolge teilweise als relativistischer Effekt zu deuten.

1.3.2 Anregung

Ein weiterer Prozess, der stattfinden kann, ist die Anregung des gebundenen
Elektrons in hohere gebundene Zusténde. Diesem Prozess wird in der Regel we-
nig Aufmerksamkeit geschenkt. Sein experimenteller Nachweis iiber die beim
spiteren Ubergang in den Grundzustand emittierte Strahlung wird durch die
ebenfalls entstehende Strahlung héherer Harmonischer erschwert. Da er aber
in Simulationen wie den in dieser Arbeit vorgestellten ebenfalls auftritt, wird
er hier ebenfalls erwéhnt.

1.3.3 Paarerzeugung

Bei konstanten elektrischen Feldstéarken in der Gréflenordnung der kritischen

Feldstarke

m2c?

Fo=——=1,3- 1018X
eh m

tritt spontane Elektron-Positron-Paarerzeugung auf. Zwar ist dieser Prozess
in einer reinen ebenen Welle aus Griinden der Lorentzinvarianz nicht moglich,
tritt aber im Zusammenspiel mit einem weiteren elektromagnetischen Feld wie
hier dem Coulombfeld des Schwerionenkerns sehr wohl auf.

Dieser Prozess wurde mit einem stérungstheoretischen Ansatz in [12, 13]
auf der Basis der Wolkovzustédnde mit dem Kernfeld als Stérung behandelt.
Dort wird sowohl freie Paarerzeugung, bei der das erzeugte Positron und das
Elektron im Endzustand frei sind, als auch gebunden-freie Paarproduktion, bei
der das Elektron in einen am Ion gebundenen Zustand iibergeht, behandelt.
Dabei wurde das Laserfeld als monochromatisch und damit zeitlich unbegrenzt
idealisiert.

Die hier vorgestellten Simulationen beschrinken sich dabei auf gebunden-
freie Paarerzeugung. Dabei hat man den Vorteil, dass man die Zeitumkehrsym-
metrie der Diracgleichung ausnutzen kann. Anstatt die Ubergangswahrschein-
lichkeiten aus Zustédnden negativer Energie in einen gebundenen Zustand di-
rekt zu berechnen, entwickelt man dabei einen gebundenen Zustand in der
Zeit und berechnet damit die Ubergangswahrscheinlichkeiten in das negative
Kontinuum. Diese Wahrscheinlichkeiten sind, wie in [4] gezeigt wird, aufgrund
der Zeitumkehrsymmetrie gleich denen fiir Ubergéinge aus dem negativen Kon-
tinuum in den gebundenen Zustand und damit fiir die gebunden-freie Paarer-
zeugung.
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Kontinuum

L2777

Grundzustand

Abbildung 1.1: Erzeugung héherer Harmonischer durch Absorption mehrerer
Photonen und Emission eines einzigen Photons.

1.3.4 Hohere Harmonische

Ein weiteres interessantes Phidnomen bei der Wechselwirkung intensiver La-
serstrahlung mit Materie ist die Emission von Strahlung, deren Frequenz ein
ganzzahliges Vielfaches der Frequenz des eingestrahlten Laserlichts ist.

Wie bei ATI handelt es sich hier um einen Multiphotonenprozess. Die-
sen kann man sich in einem vereinfachten quantenmechanischen Bild wie in
Abb. 1.1 veranschaulicht so vorstellen, dass ein gebundenes Elektron eine gan-
ze Anzahl von Photonen des Laserstrahls absorbiert und diese Energie in Form
eines Photons hoherer Energie, welche dann ein Vielfaches der Energie eines
Laserphotons ist, wieder emittiert wird. Der Zwischenzustand muss dabei kein
stationdrer Zustand des ungestorten Atoms oder Ions sein. Das fiihrt zu ei-
nem Spektrum hoherer Harmonischer, das ein Plateau erreicht, welches bei ei-
ner Energie leicht iiber der Bindungsenergie des Grundzustands abbricht. Die
Grenze liegt deshalb leicht iiber der Bindungsenergie, weil das Elektron um
ionisiert zu werden, noch das ponderomotive Potential des Laserfelds iiberwin-
den muss [6]. Eine weitere Auffilligkeit ist, dass nur ungeradzahlige Vielfache
der Laserfrequenz auftreten, was mit Dipol-Auswahlregeln erkléart wird.

Seit Ende der 80er Jahre des letzten Jahrhunderts ist dieses Phéanomen Ge-
genstand vieler experimenteller und theoretischer Untersuchungen. Als frithe
experimentelle Nachweise seien hier die Arbeiten [14] und [15] genannt.

Zur theoretischen Untersuchung wurden in [16] nichtperturbative Losun-
gen der Schrodingergleichung und in [17] klassisch-relativistische Monte Carlo
Simulationen verwendet.

Inzwischen ist es geméf [18] moglich, durch Simulation der Propagation
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der Strahlung im Plasma die experimentell erzeugten Harmonischen héherer
Ordnung, sowohl spektral als auch rdumlich wiederzugeben und auf Effizienz
einzelner Harmonischer zu optimieren. Wie in [19] beschrieben, ist dazu die
Kenntnis des zugrundeliegenden atomaren Prozesses notig. Dazu wird dort ei-
ne Néherungslosung der Schrédingergleichung nach [20] verwendet, wenn auch
exakte Losungen dabei zu besseren Ergebnissen fithren kénnten.

Die Untersuchung der Erzeugung von Harmonischen mit dem hier vorge-
stellten Verfahren konnte helfen, den elementaren Prozess im relativistischen
Regime besser zu verstehen.

1.4 Schwerionenstofle

Die andere Moglichkeit, Schwerionen sehr hohen elektromagnetischen Feld-
stdrken auszusetzen, besteht in Stof8en mit anderen Schwerionen. Hier treten
abgesehen von der Erzeugung Harmonischer die gleichen Prozesse wie im La-
serfeld, also Anregung, Ionisation und Paarerzeugung auf. Dazu kommt der
Ladungstransfer, also die Ubertragung des Elektrons des Targetions auf das
Projektil.

Storungstheoretische Ansétze sind dabei nur fiir den Fall, dass die Pro-
jektilladung deutlich kleiner als die Targetladung ist, erfolgversprechend. Fiir
einen Uberblick der in der Vergangenheit untersuchten Néherungen siehe [21].
Losungen fiir den ultrarelativistischen Grenzfall liefert die Lichtkegelmethode
nach [22].

Fiir Stole zwischen etwa gleich schweren Ionen sind ansonsten insbesonde-
re um die fiir die Berechnung von Paarproduktionswahrscheinlichkeiten notige
Genauigkeit zu erreichen, nichtperturbative numerische Methoden nétig. Hier
kommen Simulationen mit gekoppelten Kanilen wie in [23] sowie Gitterrech-
nungen wie in [4] in Frage.

1.5 Laserassistierte Stof3e

Da mit der vorgelegten Methode sowohl das elektromagnetische Feld eines La-
serpulses als auch das eines stoflenden Schwerions simuliert werden kann, ist es
naheliegend, beide zu kombinieren, und Schwerionenstéfle unter Einfluss eines
Laserpulses zu untersuchen. Dabei ist es von Interesse, ob sich die Wirkung
beider Felder auf das Schwerion einfach {iberlagert, oder ob die Effekte des
Stofles durch Anwesenheit eines Laserfelds in stirkerem Mafle beeinflusst wer-
den, als es die Wirkung des Laserpulses auf ein einzelnes wasserstoffahnliches
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Schwerion vermuten ldsst. Dabei ist es auch denkbar, dass aufgrund des Ef-
fekts der Stabilisierung (siehe Abschnitt 1.3.1) Ionisationswahrscheinlichkeiten
kleiner als im Schwerionenstofs ohne Laserfeld werden.

Im Gegensatz zu Prozessen in StoBen und Laserfeldern jeweils fiir sich ge-
nommen wurde die Kombination beider Prozesse und die damit verbundenen
Moglichkeiten der Steuerung von Stofiprozessen durch die Form des Laser-
pulses bisher nur selten untersucht. So wurde durch Loésung der nichtrelati-
vistischen Schrodingergleichung in Ref. [24] untersucht, wie sich der Einfluss
zirkular polarisierten Laserlichts auf den Ladungstransfer und die Ionisation in
StoBen auswirkt. Eine ebenfalls nichtrelativistische Behandlung der Erzeugung
von Harmonischen in laserassistierten Stoflen liegt mit [25] vor.



Kapitel 2

Theoretische Beschreibung

2.1 Klassische Bewegung des Elektrons im Laser-
feld

Auch wenn die klassischen Bewegungsgleichungen das gebundene Elektron ei-
nes wasserstoffahnlichen Ions nicht addquat beschreiben, erlauben sie doch im
Vorfeld einer quantenmechanischen Simulation Abschétzungen der zu erwar-
tenden Drift und der erreichbaren Impulse in den Wellenfunktionen.

2.1.1 Klassisch-relativistische Bewegungsgleichung

Die klassische relativistische Bewegungsgleichung fiir ein Elektron in einer ebe-
nen elektromagnetischen Welle mit dem Wellenzahlvektor k, lautet in kovari-
anter Schreibweise .

mity, = - Fui” . (2.1)

%, und ¥ bezeichnen dabei die erste und zweite Ableitung des Viererortsvek-
tors nach der Eigenzeit 7. Der Feldstirketensor ist gegeben durch

F = 0,4, — 0,A, = kuey A — kyey A+ kM B — kA, B’ .

Fiir den Wellenzahlvektor k, und die Polarisationen €, und A, des Vektorpo-
tentials A, = €, A+ A\, B mit A = A(n), B = B(n), n = k2" gilt dabei

k=0, ke =0, kN =0, e =1, XMNM=1, Ae'=0.

Der Einfachheit halber wird noch A(0) = B(0) = 0 angenommen, was durch
geeignete Wahl der Eichung immer mdglich ist. Damit ldsst sich die Bewe-
gungsgleichung in folgender Form schreiben:

mc.,

iy = ke it A — kyite A + kN i B — k' \B . (2.2)
(&

17
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A’ und B’ sind dabei die Ableitungen nach 7.
Aus der Bewegungsgleichung ergibt sich durch Multiplikation mit dem Wel-
lenzahlvektor

Do, = ke i A' — kPeykya” A+ kP \a" B — kM kyi” B = 0
e

und somit
n=ktz, =ktz,(0)+UT mit n = kt&, =: U = const. .

Ebenso erhilt man durch Multiplikation mit den Polarisationsvektoren

@e“fv'u = e'kye, i A — e ky iV A+ etk N\ iV B — e\ k2" B
S e
me ddT
N, = - e
= 'z, = €'e,0)— meCA
g, = Ni(0) - —B

Diese Ergebnisse lassen sich nun in die urspriingliche Bewegungsgleichung ein-
setzen, und man erhélt

M, = <kueym'”(0) A~ eMU> At <I<:u)\l,5c”(0) B~ AuU> B
(2.3)
; . € kM sV € kM sV
= .T,'M = .%'u(O) — % Feyx (0) —€u A— % FAV.TJ (0) — )\,u, B
L/ e N ku (o 2
+3 (mc> o (4% + B?) (2.4)
Ur
. 1/ eN\?k
o = O+ a0+ 5 (2] gk [ (A0 B07)
70
k Ut
I TN
= (taes0-) [y
10
i Ur
R N N
= (Bna -2 [ B (2.5)
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2.1.2 Verschiebung unter einem Laserpuls

Nun soll die Bewegung unter einem zeitlich begrenzten Laserpuls mit der Ei-
genschaft
A(n) = B(n) =0, wenn n < 1o oder n > ny

untersucht werden. Aus (2.4) ergibt sich, dass die Geschwindigkeit des Elek-
trons nach der Wechselwirkung mit dem Laserpuls wieder die gleiche wie vor-
her ist. Lediglich die Position wird sich gemé#8 (2.5) verschoben haben.

Das Elektron ruhe zu Beginn im Koordinatenursprung: x,,(0) = 0, 4,(0) =
cd0. Damit ist U = cko = ¢\/k? + k3 + k% und die Lésung (2.5) reduziert sich

zu

Ut

Ut
e 1 1 (& 2 kM 2 2
1o 10

Die totale Verschiebung zerfillt demzufolge in die Summe der von beiden
linearen Polarisationskomponenten erzeugten Anteile. Man erhélt jeweils eine
Verschiebung in Polarisationsrichtung

nf
1 e
Azp = ———= [ A(n)d 2.
= / (m)dn (2.7)
70
sowie in Ausbreitungsrichtung
nf
Az = <6>2/A2( )d (2.8)
A= ke 2 n)an . .

70

2.1.3 Verschiedene Pulsformen

Im Folgenden wird diese Verschiebung fiir verschiedene fiir die numerischen
Simulationen in Frage kommenden Pulsformen explizit bestimmt.

Gauflférmiger Puls

Ein kurzer Laserpuls wird hiufig durch eine gau3férmige Einhiillende beschrie-
ben:
A(n) = Age™ /T sin(wn + 9) (2.9)

Hier macht es Sinn, die Anfangsbedingungen fiir 7 = —oo festzulegen. Damit
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A/Ap xp[nm]
1 ‘ ; ; : ‘ ‘ 0.04
08 r 0.03 ¢
06 0.02 +
0.4 ¢ 001 |
02| 0 l—
02 - -0.01 ¢
o4l 002 |
.06 - -0.03
08 -0.04 1
- ‘ : : : : : -0.05 ‘ : : : : :
-005 0 005 01 015 02 025 03 -005 0 005 01 015 0.2 025 03
t[nm/c] t[nm/c]

Abbildung 2.1: Vektorpotential und Bewegung in Polarisationsrichtung fiir
gauflformigen (rot) sowie sinusquadratférmigen Puls (blau) mit folgenden Pa-
rametern: Q0 = 1,25 107%c/fm, w = 8Q, I' = 1/Q Ay = 0,012<.

erhilt man eine Drift in Polarisationsrichtung von

o
Axp = 4o e/ sin(wn + §)dn = @1\/77(3_“%2/4 sin(d)  (2.10)
me me
—00
Die Drift verschwindet also immer dann, wenn § ein ganzzahliges Vielfaches
von 7 ist. Weiterhin wird die Drift klein, wenn ['w < 1, also viele Wellenziige
im Puls stecken.

Beim gaufiférmigen Puls verschwindet das Vektorpotential und seine Ab-
leitung nirgends exakt, was dazu fithrt, dass man die Simulation mit Anfangs-
bedingungen lange vor dem eigentlichen Puls beginnen muss, um Artefakte
durch das plotzliche Einschalten des Felds zu vermeiden.

Sinusquadratférmiger Puls

Fiir numerische Simulationen ist der Sinusquadrat-Puls besser geeignet als der
gaufiférmige Puls.

) Ap-sin?(Qn)sin(wn +6) ,0<n<F
Aln) { 0 , sonst (2.11)

Die Form des Pulses weicht nur wenig von der des gau3férmigen Pulses ab, aber
man umgeht die numerischen Schwierigkeiten, die dort auftreten. Es ergibt sich
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eine Verschiebung in Polarisationsrichtung von

w/Q

/ sin?(n) sin(wn + 6)dn
0
€A0 QQ

me w(w? — 402) (cos (5 + ?&r) — cos(5)> . (2.12)

welche sich durch die Wahl von w = 2n) mit n = 2, 3,4, - - - zum Verschwinden
bringen lésst.

4o

mc

A.CCP =

= 2

Gestreckter Sinusquadrat-Puls

Um einen ldngeren Puls mit schnell ansteigender und abfallender Einhiillender
zu beschreiben, kann man folgende Form verwenden.

sin?(Qn) ,0<n <95

1 va0 <N <L+a5
sin®(Q(n — L)) ,L+55<n<L+§
0 ,sonst

A(n) = Agsin(wn +9) - (2.13)

L ist die Dauer zwischen Anstieg und Abfall der Amplitude wihrend der die
Amplitude konstant bleibt.

A/ Ay

1

08
06
04
021

0

-0.2
-04
-0.6
-08 ¢

-1

0

xp[nm]

0.02

0.015 ¢
0.01 ¢
0.005 |
O N
-0.005
-0.01 +
-0.015 ¢

-0.02

Abbildung 2.2: Vektorpotential und Bewegung in Polarisationsrichtung fiir
einen gestreckten Sinusquadrat-Puls mit folgenden Parametern: Q@ = 1,25 -
10~%¢/fm, w = 169, L = 7/2Q, Ag = 0,01 2.
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Hier betréigt die Drift in Polarisationsrichtung

A 7/2Q w/2Q+L
Axp = % / sin?(Qn) sin(wn + 6)dn’ + / sin(wn + 0)dn’
/20
7/Q+L
+ / sin(Q(n — L)) sin(wn + 8)dy
w/2Q+L
. eAy 80?2 w . w
= e (o 49) cos (4977) sin (m(ﬁ + 2Lw)> (2.14)
sin (;z(ﬂ 4 Lw) + 5) .

Hier verschwindet die Drift bei w = 2n{) mit n = 3,5,7... unabhéngig von
der Wahl von L und 4.

2.2 Die Diracgleichung

Die Diracgleichung beschreibt Elektronen in elektromagnetischen Feldern re-
lativistisch korrekt. Wird dabei die Wellenfunktion ohne zweite Quantisierung
behandelt, so werden dabei Quantenfeld-Effekte vernachléssigt. Man kann die
Diracgleichung folgendermaflen darstellen:

0 -
iha\ll = HY mit H = apc+ fmc® + edA — ed (2.15)

2.3 Analytische Losungen der Diracgleichung

Fiir manche Potentiale ldsst sich die Diracgleichung analytisch 16sen. Dazu
gehoren insbesondere die in dieser Arbeit zu behandelnden Potentiale, wenn
nur eins alleine, also entweder ein Coulombpotential oder eine ebene elektro-
magnetische Welle auftritt.

Wenn sowohl das Coulombpotential eines Kerns als auch die ebene elek-
tromagnetische Welle gemeinsam auftreten, ist keine analytische Losung mehr
moglich. Ist dabei eine der beiden Wechselwirkungen klein gegeniiber der an-
deren, bieten sich storungstheoretische Verfahren an. Sind beide etwa gleich
grof}, ist man auf numerische Verfahren angewiesen.

Die bekannten analytischen Losungen der Diracgleichung werden im Fol-
genden dargestellt.
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2.3.1 Das wasserstoffihnliche Ion

Im wasserstoffihnlichen Ionen ist das Elektron lediglich dem stationéren und
sphérischen Coulombfeld des Kerns ausgesetzt und somit verschwindet das
Vektorpotential. Allgemein erhilt man nach [21] in einem sphérischen, zeitu-
nabhéngigen Potential Losungen der Form:

N A (P R Y-
\If(:E,t) - < ifm(T)XT_n,i )8 )

wobei
l+mJ+2
) 21+m T lmj— .
Xl = fir K <0 (2.16)
l—m;+
2l+m lm]Jr2
lfm]'+§ L
. - 2l4m T lmi—3 .
XT] = 2 fir k > 0.
I+m;+3

2l+m l,ijr%
Dabei nimmt die Quantenzahl x ganzzahlige Werte aufler Null an. Weiterhin
ist j = |k| —1/2,1 = |k| wenn k < 0 und [ = |k| — 1 wenn & > 0. Die
magnetische Drehimpulsquantenzahl m; lduft in ganzzahligen Schritten von
—7j bis j. Y, sind dabei die Kugelflichenfunktionen.

Loésungen fiir gebundene Zustéinde

Die radialen Wellenfunktionen ergeben sich im Coulombpotential e® = —(/r
mit ( = aZ und s = y/k? — (2 fiir gebundene Zustinde zu
gu(r) = Ny(2qr)* e 7 (—n/ 1 Fi(—n' + 1,25+ 1;2qr)) (2.17)
¢ ) /
— — Fi(—n',2 1;2
<K, qxc 11( n,2s + aqT)
fo(r) = Ny(2qr)¥te " (n/1Fi(—n'+ 1,25 + 1;2qr))

¢ ) /
— (k- Fi(—n',2s5 4+ 1;2qr
( qAe ! 1( )
mit den Normierungsfaktoren

% IF'2s+n'+1)(1+ W)
) nI¢(¢ — KaXe) ’

N, =

Ny = —N,
! 1+Wnk
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2[103fm]

Abbildung 2.3: Dichte fiir analytische Losungen der Diracgleichung, die ge-
bundene Zustinde in wasserstoffihnlichem Uran beschreiben, logarithmisch in
Zylinderkoordinaten z und g (siehe Abschnitt 2.4) dargestellt.

Dabei ist X, = % die Comptonwellenléinge des Elektrons,

2
Epe =mcWy,e  mit Wy =4/1+ (n,is> (2.18)
die Energie des Zustands, n die radiale Quantenzahl, n’ = n — |k|, ¢ =

V/1—W2_und 1 Fy eine konfluente hypergeometrische Funktion.

Fiir einige solcher Zustédnde bei wasserstoffihnlichem Uran ist die Dichte
in Abb. 2.3 dargestellt.
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Lésungen fiir Kontinuumszustéinde

Fiir nicht gebundene Elektronen im Coulombpotential erhdlt man gemé&f [21]
fiir die radialen Wellenfunktionen der Kontinuumszustédnde mit der Energie
E =mcW fixr W > 1:

ge(r) = Nﬁ\/Wi-l—l(Qk:r)s_lﬂ?(e_ikreié“{ 1Fi(§+1,25 +2; 21k:r)>
Fo(r) = NoVW — 1(2kr)*~ ( —kroidn e B (€4 1,25 + 2; 21kr))
(2.19)

und fiir W < —1 die Wellenfunktionen fiir das negative Kontinuum:
ge(r) = N/|W|—1(2kr)* 'R (eiikrei‘;”ﬁlﬂ(ﬁ +1,25+2; Zikr))

fur) = Ney/IW]+ 12kr)* 1S (7760 Fy (6 4 1,25+ 2; 2ikr) )
(2.20)

Dabei ist k = VW2 — 1/Xc, n = ((W)/(kAe), € = 5+ in und %+ _%WW.
Fir Z = 0 gehen diese Zustédnde in freie Losungen, die glelchzemg Ei-
genzustinde des Drehimpulses sind, {iber. Abb.2.4 zeigt die Dichte solcher
2[103fm]

0 05 1 15
%,
1
1,5

AT

-

Abbildung 2.4: Dichte fiir Kontinuumszustédnde als Losungen der Diracglei-
chung fiir ein freies Elektron (a,c) und wasserstoffihnliches Uran (b,d). a,b:
W=102k=-1(s3). c,d: W=—-1,1r=—-3(p2).

10710 &

“\ c{;
e \Jlofll —
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Zusténde. Der Vergleich einer freien Wellenfunktion mit der entsprechenden
Kontinuumsfunktion im Potential eines Urankerns zeigt, dass die Wellenfunk-
tion zu positiver Energie zum Kern hin gezogen und dabei kurzwelliger wird,
wahrend bei Zustdnden mit negativer Energie der umgekehrte Effekt erkenn-
bar ist.

2.3.2 Das bewegte wasserstoffihnliche Ion

Unter Verwendung der Lorentzinvarianz der Diracgleichung lésst sich die Wel-
lenfunktion fiir ein ruhendes wasserstoffahnliches Ion auf ein bewegtes, also
auf eine Losung im Lienard-Wiechert-Potential transformieren. Dies geschieht
durch Anwendung des Boostoperators, der nach [21, 26] fiir eine Bewegung in
z-Richtung die folgende Form annimmt:

§ = puctn(t)os _ JIFY (g 1L, (2.21)
2 v+1

Somit ist die Wellenfunktion eines mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung
bewegten wasserstoffihnlichen Ions gegeben durch:

ﬁ [T+~ [v—1 9 (P)XR"\  —iBat/h —iByos/(he)
qj — 1 _ . ; s 107y 127Yvz C ,
(2, 1) 5 ( 774_ 1a > ( RO e e
(2.22)

wobei hier r = \/ 7¥2(z — %t)? + 22 + y? und in die Winkelfunktionen ebenfalls
die Lorentzkontraktion geméB cosd = v?(z — %t)/r eingeht.

2.3.3 Das Elektron in einer ebenen elektromagnetischen Welle

Fiir ebene linear polarisierte elektromagnetische Wellen wurden von Wolkov
die nach ihm benannten analytischen Losungen der Diracgleichung [27] gefun-
den. Die in [28] angegebene Form der Wolkovzusténde kann fiir das Vektor-
potential einer linear polarisierten ebenen Welle der Form

—

A(Zt) = €A (t —x/c)

folgendermaflen geschrieben werden:

(& u .
U=|1-—(14+ay azAz] —— S/
2(E - sz)( ) V2E
mit
] t—z/c
— —Et DL — ——— z = AZ 2 d .
S + px 35(E — cpy) U/ (cp, —eA, (1)) dr
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Dabei ist ' der asymptotische Impuls. Die Spinoren u = u(p) die dabei
(E — apec — Bmc*)u = 0

gehorchen, sind die gleichen, die in den freien Losungen der Diracgleichung
auftreten. Somit reduzieren sich die Wolkovzustédnde fiir A = 0 zu den ebenen
Wellen mit Impuls p; die die freie Diracgleichung 16sen.

2.4 Die Diracgleichung in Zylinderkoordinaten

Die zu untersuchenden Systeme weisen nidherungsweise Zylindersymmetrie auf.
Deshalb erscheint es sinnvoll, das Problem in Zylinderkoordinaten zu behan-
deln. Dabei sind die Zylinderkoordinaten durch folgende Transformation in
kartesische Koordinaten definiert:

T=TCcosp ; y=rsiny ; z=2z.
Der Impulsoperator lautet in Zylinderkoordinaten
. hy(,0 _10 _ 0
7= (g * 5 o52)
mit den transformierten Einheitsvektoren
€, = €5 COS  + €, sin @, €, = —€rsiny + €y cos p .
Damit ergibt sich fiir den Hamiltonoperator

he O
H = (cospay, + sin cpozy)(Tcafp +eA,)

he 0
_ sin oy Y9 e
+(—sin pa +cosgpay)(ip 8904-6 o)
h

0
+Oéz(TC$ +eA,) + fmc? — ed .

2.4.1 Separation der Diracgleichung nach Eigenfunktionen ei-
ner Gesamtdrehimpulskomponente

Folgender Ansatz ist eine Eigenfunktion zur z-Komponente des Gesamtdreh-
impulses J, =1, 4+ 5, = ih% + %Zz

|
U = BGIMSQ%UM (223)
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e /2 0 0

@ P 0 €92 0 0
B = cos 5 + ay o sin 5 = 0 0 e g

0 0 0 €¥/?
U, ist dabei ein Spinor, der nur noch von p, z und ¢ abhéingt. Damit gilt:

(cos pay, + sinpay) B
= COS(pCos gax — cos psin %ay + sin ¢ cos gay + sin p sin %aw

= cos gam + sin gay

= DBa,,
(—sin oy + cos pay) B

= —sinycos gaz + sin ¢ sin gay + cos ¢ cos %ay + cos ¢ sin gax

= —sin gagg + cos gay

= DBaoy,

dp

(—sin pay + cos pay)

- 5(— sin pag + cos pay ) (— sin% + o0y cos g)

| : ® P ®
= f[sm @ sin Eam -+ sin ¢ cos §ay — COS psin 50@ —+ cos ¢ cos 50@]

Nun wird zunéchst der kinetische Anteil des Hamiltonoperators auf die
Wellenfunktion angewendet. Dabei wird zunéchst vorausgesetzt, dass das ska-
lare Potential ® sowie das Vektorpotential in Zylinderkoordinaten geschrieben
nicht vom Polarwinkel ¢ abhingen (exakte Zylindersymmetrie):

d=d(p,z) ;A= A(p,2)E + Au(p, 2)E, + As(p, 2)E. .
Es ergibt sich

Hyjy - W
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hc<( L )8+( : n )18+ 8)
= — | (cospay + sin pay ) = + (—sin pay, + cos pay) —=— + oz 7=
: POy Py ap POy Ppay 0o T
|
xBet?—U,

h 1 0
= —Celmo (—Bapr_g/Q + Bamp_l/zaf + Bayp_3/2iu
i P

1 d
Bay=p3?+ B ) U
+Dha 5P + Do 55 ) Un

he o .., 1 (0 i 0
= —Be"— | —a, +— —o, )
: e ﬁ(apa+pay+8za)UM

Entsprechend wird mit den Teilen des Hamiltonoperators verfahren, die die
Vektorpotentiale enthalten:

Hy U= Beiwp\jﬁ (Apaq; + A<pay +A.a;) U,

Die anderen Teile des Hamiltonoperators sowie die Zeitableitung kommutieren
mit Bei“‘p% und es gilt fiir U, die Diracgleichung in Zylinderkoordinaten:

in gt U, = HPU, (2.24)

mit

HY = ay (hc 7 +eA )—i—oay (hc,u + eAw) +ao, (hca + eAZ) +Bmc?—ed .
i dp p i 0z

2.4.2 Potentiale, die von ¢ abhingen

Nun werden Potentiale angenommen, die von ¢ abhéngen, und folgendermaflen
entwickelt werden kénnen:

D(p, 2, ) Z<I> (p,2)e™? 5 Aj(p, 2, ) ZAjmp, ™ mit j=p,z,0.

(2.25)
Da jetzt die Drehimpulsprojektion u keine Erhaltungsgréfie mehr ist, miissen
im Ansatz mehrere Drehimpulskomponenten beriicksichtigt werden:

U(p,z,¢) ZBG”“’ P, 2)
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Setzt man diesen Ansatz in die Diracgleichung ein, so ergibt sich
ihﬁ Z U, (p, 2)
ot < A

= Y e [hc (ozx O to a0l +ﬁm62>
o i ap p 0z

+e Z eimso (OéxAp,m + ayA%m -+ OézAz,m — @m)] UM .

m

Durch Faltung mit e 1(#+7)% ergibt sich

0
ih o U(p ZHZYUM m (2.26)
mit
he 0 i 0
zy _ C 9 2
H?Y : ( 3 +ayp+azaz+ﬂmc)50m
+e(aApm + ayApm + zAzm — Pm)

2.4.3 Entwicklung der Potentiale

Diese Gleichung soll nun auf ein wasserstoffahnliches Ion in einer ebenen Licht-
welle bzw. dem elektromagnetischen Feld eines stoflenden Kerns angewendet
werden. Die entsprechenden Potentiale miissen also gemifl (2.25) entwickelt
werden.

Das Coulombpotential des Kerns

Das Coulombpotential des Kerns ist radialsymmetrisch und héngt somit nicht
von ¢ ab. Damit enthélt die Entwicklung nur den in ¢ konstanten Term,
welcher das Potential bereits exakt wiedergibt.

z z
oy 2 _he aZ (2.27)

dmeg (/22 4+ p? € /22 4+ p?

Die ebene elektromagnetische Welle

Im Fall von Laserlicht, welches durch ebene linear polarisierte elektromagne-
tische Wellen beschrieben wird, ist das Vektorpotential gegeben durch

A=A, (t—x)e,
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Mit Hilfe von
x pry

NS

(ei“@ + e_i‘p)

erhilt man

R G (S
A(t—2z) = ) AW (1)
— K

CR(S(9) (L))

AP (t) ist dabei die k-te Ableitung von A,(t). Bis zur linearen Ordnung in g
ergibt sich
Ao =Aut) 5 Am(t) = —SALW) .

Fiir den gaufiformigen Puls (2.9) ergibt sich

2

AL(t) = Aoe_%2 (w cos(wt 4 0) — % sin(wt + 5)) (2.28)

Das Lienard-Wiechert Potential

Fiir die Simulation von Schwerionenstéflen wird das Lienard-Wiechert-
Potential des Projektilkerns in der Entwicklung (2.25) benétigt. Dazu wird
ein in der (x,z)—Ebene in z-Richtung bei x = —b vorbeifliegendes Projektil
mit der Kernladungszahl Z, der Geschwindigkeit v und dem Lorentzfaktor
y=(1- v? /62)71/ % verwendet. Die Potentiale des Projektils sind gegeben
durch

A, = —ZeyvE und ¢ =ZeyE (2.29)

Dabei hingt nur der Faktor = vom Ort ab und ist somit von der Entwicklung
betroffen. Die Entwicklung der Potentiale lautet dann

A, = —ZeywEy, und b, =ZeyEn, (2.30)

1 1
\/72(z—zp)2+(x+b)2+y2 /T + 0+ 20bcos(p)

[1]

(2.31)
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Dabei ist 2, = v-t die zeitabhéngige Position des Projektilkerns und ¢ = (2 —
zp) die lorentzkontrahierte z-Komponente des Abstands zum Projektilkern. In

der Entwicklung .
=(o0,2z,0) = Z Em(o,z)e™? (2.32)

m

ergibt sich, wie in (B.1) gezeigt, die folgende Darstellung mithilfe elliptischer
Integrale nach [29, 30]:

Zo = 2 C+(0—b)?
IV/CEN FEaOE ¢ <m 1,1, 1) (2.33)
=41 = )

62:[59_1’2 1,1 —1) L (2.34)




Kapitel 3

Numerische Simulation mit
finiten Elementen

3.1 Die verwendeten finiten Elemente

Im Folgenden wird dargelegt, wie die zuvor vorgestellte Form der Diracglei-
chung mit einem Ansatz aus finiten Elementen diskretisiert wird. Wihrend
fiir die Abhéngigkeit von der z-Koordinate gewohnliche lineare finite Elemen-
te verwendet werden, werden fiir die p-Koordinate spezielle auf das Verhalten
der transformierten Wellenfunktion an der z-Achse angepasste Funktionen ver-
wendet.

3.1.1 Entwicklung nach finiten Elementen

Gleichung (2.26) wird mit folgendem Ansatz aus finiten Elementen diskreti-
siert:

Up(o:2,t) = Y Uphiv i, (D)erdf (2)95 (0) (3.1)
izyi0,k
1 0 0 0
€1 = 0 €9 = L € 0 €4 = 0
1= 0 ) 2 — 0 ) 3 — 1 ) 4 — 0 )
0 0 0 1
S y2ie1 S 2 < 2
R — Zi—1
P _
z(z> = ﬂ ,Zi§2§2i+1
Zi — Zi+1
0 ,sonst

33



34 Kapitel 3. Numerische Simulation mit finiten Elementen

Ve—yei-t

,0i-1 <0< 04
V0i — 4/0i—1 ‘ ‘
@ = v 0it1 3.2
i (0) f k ,0i < 0 < Qi1 (3:2)
\/ 4/ Oi+1
0 ,sonst .

Setzt man diesen Ansatz in (2.26) ein, erhélt man durch Projektion auf

z L0
6l¢jz Je

Z <¢]ZZ|¢ZZZ>< ’¢zg> at H:lﬂz,le

T1zytr

= > (e o8 | B e 0f Ve by -

Myizyir,k

Dies ist ein lineares System aus einfachen gekoppelten Differentialgleichun-
gen in der Zeit, was sich auch als Matrix-Vektorgleichung in folgender Form
schreiben lésst:

d _ N

ih—U = M"'HU (3.3)

dt
Dabei ist der Zustandsvektor, die Uberlappmatrix und die Hamiltonmatrix
gegeben durch

{U kyiz e }vain7ig
{< §Q|¢fg>(5l deﬂ}V,l,jz,jg;u,kiz,ig
= {<€l¢jz¢ ‘szu|5k¢zz 19>}V,l,jz,‘]g“u7k Zzﬂzg .

SN
I

3.1.2 Matrixelemente

Fiir die Simulation, also die numerische Losung der diskretisierten Diracglei-
chung werden verschiedene Matrixelemente benotigt. Diese sind im Folgenden
aufgefiihrt. Die Berechnung der jeweiligen Matrixelemente mithilfe des Finite-
Elemente-Ansatzes nach (3.2) ist in Anhang B.2 dargestellt. Da in dieser Ar-
beit ausschlieflich dquidistante Gitter verwendet werden, wird im Folgenden

0i = th, und zi = th, + 29

verwendet.
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Uberlapp

Diese Terme treten in der Uberlappmatrix sowie den Termen des Hamilton-
operators auf, die nicht von z oder einem Differentialoperator in z abhéngen.

(9il97) = Zh:
(¢716711) = Zha
Die folgenden Terme treten in der Uberlappmatrix sowie den Termen des

Hamiltonoperators auf, die nicht von g oder einem Differentialoperator in o
abhingen.

>

@fof) = F(1+ViVitT-vi-1)
h

(flof 1) = gg

Differentialoperatoren

Im kinetischen Teil des Hamiltonoperators treten Terme auf, die Ableitungen

enthalten.
(st ot) = 0 (otfom|orn) == (ot|omlorn) = 3
<¢f ;Q‘qbf> =0 <¢f aag‘¢§+1>=<¢f 869 2.91> — ;(35)

sonstige Operatoren

Weiterhin treten im Hamiltonoperator noch Terme auf, die proportional zu o
oder zu 1/p sind. Fiir diese ergibt sich gema8 Anhang B.2

(@%oldt) = B2 <5i—(3i—1) ii— 1)+ (3i+ 1) i(z’+1)>/15
(0¢lolofy) = n2(2i+2+Vivi+1) /30
i—4ivVi—T1+(i—1) (3+ln<ﬁ))
i Vi1

91 0
<¢i!Q|¢l>
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P~ AVIVIET+ (4 1) (34 (7))
- (Vi— i+ 1)2
1 Vit 1Viln

(Vi-Vi+1)?2

1
(¢>f|§|¢>§+1> =

3.1.3 Inversion der Uberlappmatrix

Fiir beide Richtungen (o und z) erhilt man eine Uberlappmatrix der Form

ap by - - . 0
b1 as by )
by * %
~ . . *
= = ((Si(j+1)bj + dijai + 5(z‘+1)jbz‘> y

)

* * bN_1
0o - bnv-1 an

In der Gleichung fiir die Zeitentwicklung (3.3) kommt eine Multiplikation mit
der inversen Uberlappmatrix vor. Fiir groflere Gitter ist es nicht moglich, die
inverse Uberlappmatrix komplett zu berechnen, abzuspeichern und zu ver-
wenden. Der Vorteil von finiten Elementen liegt ja gerade darin, dass der
Rechenaufwand nur linear von der Anzahl der verwendeten Basisfunktionen,
also der Anzahl der Gitterpunkte abhiingt. Die inverse Uberlappmatrix ist al-
lerdings im Gegensatz zur Uberlappmatrix selbst im Allgemeinen voll besetzt,
ihre Grofle skaliert also quadratisch mit der Anzahl der Gitterpunkte.
Deshalb werden im Folgenden Methoden vorgestellt, die die inverse Uber-
lappmatrix auf einen Zustand anwenden, ohne sie vorher zu tabellieren und
deren Rechenaufwand linear von der Anzahl der Gitterpunkte abhéngt.

Exakte Inversion der Uberlappmatrix

Die Multiplikation mit der inversen Uberlappmatrix, was der Losung eines
linearen Gleichungssystems gleichkommt, kann fiir die hier vorkommende Ma-
trix M nach einem vereinfachten GauB3-Algorithmus durchgefiihrt werden. Das
Gleichungssystem

~

Mu =7
lautet in Komponenten geschrieben

arup +bius = v
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bi—1ui—1 + aju; +biuipr = v i=2,...,N—1 (3.6)

byn_1un—1 +anuny = vN .

Dieses Gleichungssystem lésst sich nun in ein Gleichungssystem mit oberer
Dreiecksstruktur transformieren:

Ui + CUi+1 = Wy vi=1,...,N—1, (37)

wobel die Koeflizienten rekursiv bestimmt werden:

by b;
1 = — ; G = — 5
aq a; — ci—1bi—1
(3.8)
vy . v; — bi—1wi—1
w = — : w, = ——
ay a; — ci—1bj—1

In der letzten Zeile ergibt sich
uN = wWnN,

woraus sich mithilfe von (3.7) die Losung des Gleichungssystems konstruieren
lésst.

Diagonal approximierte Inversion der Uberlappmatrix

Zuniichst soll versucht werden, die Uberlappmatrix durch eine leichter zu in-
vertierende Matrix zu approximieren. Es bietet sich an, hierfiir eine Diagonal-
matrix R R

Mj = (6;jd7)ij ~ und Mg = (0;;d5);;
anzunehmen. Diese soll nun unter der Annahme konstruiert werden, dass die
Wellenfunktion glatt ist, also fiir hinreichend kleine Gitterabstdnde an benach-
barten Gitterpunkten Werte annimmt, die sich nur unwesentlich unterschei-
den:

U(0i,,2i.) = V(0i,+1, 2i.) = V(0i,, 2i.+1) -
Fiir den Zustandsvektor bedeutet das

Qip+1

Ui.+1 = Ui, ; Ui,+1 ~ Ui

Lo

Also gilt mit

2 =b_ytai+b und  df = %i%4+%+/%i%(w)
1o io
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die Approximation

M*U ~M;U  und MU ~ MSU .
Hiermit hat man die urspriingliche Uberlappmatrix durch eine leicht zu inver-
tierende Diagonalmatrix approximiert.

Verbessert approximierte Inversion der Uberlappmatrix

Man geht aus von einer Zerlegung der urspriinglichen Uberlappmatrix gemif
M = Md + M
mit einer leicht zu invertierenden Matrix Md und einer kleinen Korrektur 6 M.
Dies bezieht sich auf ihre Wirkung auf tatséchlich vorkommende Zustandsvek-
toren. Fiir My wird dazu hier die zuvor hergeleitete diagonale Approximation
(3.9) verwendet.
Das zu l6sende Gleichungssystem
(Md + M ) =7

lésst sich in eine iterierbare Form bringen:

a=M;" (17 ~ 5Ma> :
In erster Naherung ergibt sich

~ M

N

Nach der ersten Iteration erhélt man das Ergebnis
U= M Ly~ Mlv
mit
Ny = Mgt (1= oMN) = Mt (200 — M) Mt
Legt man die oben hergeleitete diagonale Approximation (3.9) zugrunde,

erhélt man eine Matrix, die die gleiche Bandstruktur hat, wie die urspriingliche
Uberlappmatrix:

~ —b' 2(11' — Q; —bi

Fiir die 2-Richtung (lineare finite Elemente) ergibt sich:

1/ 1 4.1
My = W <—65z‘(j+1) + 300 — 65(i+1)j>

v

Fiir die g-Richtung ergibt sich Mf durch Einsetzen der Werte der Uberlapp-
matrix aus (3.4) in (3.9) und (3.10). Dies wurde numerisch durchgefiihrt.
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3.2 Grundzustand des diskretisierten Problems

Sowohl in der kontinuierlichen (2.26) als auch in der diskretisierten Form (3.3)
lasst sich bei einem zeitlich konstanten Hamiltonoperator wie in dem Fall des
reinen Coulombpotentials ohne ein zusétzliches zeitabhéngiges dufleres Feld
die Zeitabhéngigkeit mit einem harmonischen Ansatz

U(t) = Upe '#

abspalten und eine Eigenwertgleichung herleiten. Im kontinuierlichen Fall sind
die Losungen fiir das reine Coulombpotential bekannt (Abschnitt 2.3.1). Im
diskreten Fall ergibt sich aus (3.3) die Eigenwertgleichung

EU =M'HU . (3.11)

Obwohl die Eigenzustinde des diskretisierten Problems den entsprechenden
Eigenzustédnden des kontinuierlichen Falls moglichst nahe kommen sollten, ist
es sinnvoll, die numerische Zeitentwicklung des diskretisierten Problems nicht
mit dem analytisch gegebenen Grundzustand des kontinuierlichen Problems zu
beginnen, sondern den numerisch bestimmten entsprechenden FEigenzustand
des diskretisierten Problems zu nehmen.

3.2.1 Von-Mises-Verfahren mit Spektralverschiebung

Der Grundzustand des diskretisierten Problems lasst sich mit hoher Genauig-
keit mit einer Variation des Von-Mises-Verfahrens berechnen. Das Von-Mises-
Verfahren wie etwa in [31] beschrieben, besteht darin, dass fiir eine Eigenwert-
gleichung
ax = AZ

mit einem beliebigen Startvektor o begonnen wird und iterativ die Matrix
darauf angewendet wird, wobei der Vektor immer wieder normiert wird.

i = Az; 4 ; T = %

|9l

Dabei wird solange iteriert, bis die Standardabweichung

AA = \/(:ETAE)2 —zTA%

hinreichend klein ist, um davon auszugehen, dass der gesuchte Eigenzustand
numerisch gut approximiert wird. Es lésst sich leicht zeigen, dass diese Iterati-
on gegen einen zum betragsgrofiten Eigenwert gehérenden Eigenvektor konver-
giert, falls der Startvektor nicht orthogonal zu dem entsprechenden Eigenraum
ist.
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Bei Berechnungen mit doppelter Genauigkeit (16 Dezimalstellen) 1dsst sich
hier eine relative Standardabweichung von etwa 10~8 erreichen.

Der gesuchte Grundzustand des diskretisierten Problems ist ein Eigen-
zustand von M ~1H, aber nicht der mit dem betragsgroBten Eigenwert son-
dern der mit dem betragskleinsten. Um zu erreichen, dass die Iteration gegen
den Grundzustand konvergiert, wird das Von-Mises-Verfahren mit Spektral-
verschiebung, wie es auch in [4] zum Einsatz kommt, verwendet. Dabei wird
die Tteration mit dem Ausdruck P(M~'H) mit einem Polynom P anstelle der
Matrix M~tH durchgefiihrt.

Da P (M 4 ) die gleichen Eigenvektoren hat wie M~1H, erhilt man hier-
bei ebenfalls einen Eigenvektor von M~1H, und zwar denjenigen, der zum
betragsgrofiten Eigenwert von P(M -1H ) gehort, also der dem Eigenwert von
M—*H entspricht, bei dem P sein Maximum auf dem Spektrum von M—*H
annimmt.

Damit lédsst sich durch geeignete Wahl von P erreichen, dass die Iteration
gegen den gesuchten Grundzustand konvergiert. Um ein hierfiir geeignetes
Polynom wihlen zu konnen, ist es notig, zuerst das Spektrum abzuschétzen.

3.2.2 Das Spektrum des wasserstoffihnlichen Ions
Das Spektrum des kontinuierlichen Problems

Das Spektrum des kontinuierlichen Coulombproblems ist folgendermafien auf-
gebaut: Oberhalb der Ruheenergie des Elektrons mec? befindet sich das po-
sitive Kontinuum, unterhalb der negativen Ruheenergie —m.c? befindet sich
das negative Kontinuum. Zwischen der Grundzustandsenergie Ey und m.c?
liegt das diskrete Spektrum der gebundenen Zusténde.

3.2.3 Approximationen der inversen Uberlappmatrix und Fer-
mionenverdopplung

Es soll nun untersucht werden, welche der Methoden zur Anwendung der inver-
sen Uberlappmatrix aus Abschnitt 3.1.3 am besten fiir die folgenden Berech-
nungen geeignet ist. Dazu wurde das in Abschnitt 3.2.1 vorgestellte Verfahren
zur Bestimmung des Grundzustands fiir wasserstoffihnliches Uran mit allen
drei Methoden durchgefiihrt. In Abb. 3.1 ist die Differenz des Erwartungs-
werts des Hamiltonoperators zur theoretischen Grundzustandsenergie jeweils
fiir die Gitterabstdnde h = 100 fm und h = 200 fm iiber der Anzahl der Itera-
tionsschritte des Von-Mises-Verfahrens aufgetragen. Dabei stellen die mit (d)
bezeichneten Kurven Rechnungen dar, bei denen die diagonale Approximati-
on (3.9) verwendet wurde. Die mit (1) und (x) bezeichneten Kurven stehen
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((H) — Eown)[he/fm]

le-04 T

T VR 4
h=200fm (d) ——
h=200fm (1) ]
h=200fm (x) -------- ]
h=100fm<d) i
h=100fm (1) -------
h=100fm (x) 1

1e05 | [ §
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Iterationsschritte

Abbildung 3.1: Abweichung des Erwartungswerts des Hamiltonoperators von
der theoretischen Grundzustandsenergie fiir U3 wiihrend der Von-Mises-
Iteration mit Schrittweiten h = 100fm und A = 200fm. (d) diagonale Ap-
proximation der Uberlappmatrix. (1) verbesserte Approximation. (x) exakte
Uberlappmatrix.

fiir Rechnungen mit der verbesserten Approximation (3.10) sowie der exakten
Uberlappmatrix gemif (3.7).

Man beobachtet, dass die Rechnungen mit der exakten Uberlappmatrix
die mit Abstand besten Approximationen des theoretischen Grundzustands
liefern. Allerdings tritt im Rahmen der durchgefiithrten Iteration noch keine
Konvergenz ein. Nachdem die Differenz zur theoretischen Grundzustandsener-
gie ein Minimum durchlaufen hat, nimmt der Energieerwartungswert wieder
zu.

Dieses Verhalten kommt durch das Auftreten spurioser Zustinde zustan-
de, bei denen das Vorzeichen der Wellenfunktion von einem Gitterpunkt zum
néchsten alterniert. Dieses Verhalten, das bei der Behandlung der Diracglei-
chung mit Gittermethoden auftritt, ist unter der Bezeichnung Fermionenver-
dopplung [32, 4] bekannt. Es kommt daher, dass der Impulsoperator in den
Hamiltonoperator linear eingeht, und in seiner diskretisierten Form (3.5) fiir
hohe Impulse zu kleine Beitrage zur Energie liefert. Wenn die Wellenlénge ei-
ner in Richtung einer Gitterkoordinate laufenden Welle nur noch das Doppelte
des Gitterabstands betragt, verschwindet dieser Beitrag vollstdndig, da hier
jeweils die Differenz zwischen dem Funktionswert am vorhergehenden und am
nachfolgenden Gitterpunkt auftritt und diese verschwindet, wenn der doppelte
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exakte
Mehtode

Abbildung 3.2: Dichte der mit dem Von-Mises-Verfahren berechneten Wellen-
f}mktion in logarithmischer Darstellung unter Verwendung der exakten inversen
Uberlappmatrix nach (3.7).

Gitterabstand gleich der Wellenlénge ist. Das fithrt dazu, dass solche Zusténde
zu niedrige Energien haben und sowohl hier im Laufe der Von-Mises-Iteration
als auch in der Zeitentwicklung erzeugt werden kénnen.

Wie solche Zustdnde im Laufe der Von-Mises-Iteration beziehungsweise
der Zeitentwicklung entstehen, wird auch klar, wenn man die konkrete Gestalt
der inversen Uberlappmatrix, die withrend der numerischen Rechnung immer
wieder auf Teile der Wellenfunktion angewendet wird, betrachtet. Die Inverse
der eindimensionalen Uberlappmatrix fiir lineare finite Elemente, wie sie fiir
die z-Richtung verwendet wird, lautet fiir 6 Gitterpunkte:

-1

2 1L 900 0

i 81 0 0 0

(6) i 8 1 0 0

0 8 35 0 (3.12)
6 3 3§

000 5 3 é

0000 ¢ 2
1,61 —0,43 0,12 —0,031 0,0082 —0,0021
—0,43 1,72 —0,46 0,12 —0,033 0,0082

B 0,12 —0,46 1,73 —0,46 0,12  —0,031

| -0,031 0,12 —0,46 1,73  —0,46 0,12
0,0082 —0,033 0,12 —0,46 1,72 —0,43

-0,0021 0,0082 -0,031 0,12 —0,43 1,61

Die abwechselnden Vorzeichen in dieser Matrix bewirken im Laufe der
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Abbildung 3.3: Dichte der mit dem Von-Mises-Verfahren berechneten Wellen-
funktion in logarithmischer Darstellung unter Verwendung approximativer Me-
thoden fiir die inverse Uberlappmatrix.

Iteration ein Auftreten der spuriosen Zusténde.

Abb. 3.2 zeigt die Dichte der Wellenfunktion, die man erhélt, wenn man das
Von-Mises-Verfahren wie beschrieben unter Verwendung der exakten Uber-
lappmatrix geméf (3.7) durchfithrt. Das Auftreten spurioser Zusténde zeigt
sich in der logarithmischen Darstellung durch die Abweichung von der auf-
grund des exponentiellen Abfalls der Wellenfunktion fiir groffe Abstidnde vom
Ursprung zu erwartenden Kegelgestalt. Die von einem Gitterpunkt zum néchs-
ten oszillierenden Anteile der Wellenfunktion sind am Rand deutlich zu erken-
nen. Das Gleiche, wenn auch weniger deutlich gilt fiir die verbesserte Appro-
ximation nach (3.10). Die Dichte des daraus resultierenden Zustands ist in
Abb. 3.3 dargestellt.

Eine Moglichkeit, das Auftreten dieser spuriosen Zustéinde einzuddmmen,
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besteht darin, wie in [5] im Laufe der Zeitentwicklung Filterfunktionen auf die
Wellenfunktion anzuwenden. Dies entspricht in etwa der Multiplikation der
Wellenfunktion mit einer Matrix, die eine #hnliche Form wie die hier verwen-
dete Uberlappmatrix hat.

Es zeigt sich, dass bei Verwendung der diagonalen Approximation fiir die
inverse Uberlappmatrix gemif (3.9) diese spuriosen Zusténde nicht auftreten.
Dies lisst sich dadurch erkliren, dass hier die inverse Uberlappmatrix mit ihren
alternierenden Vorzeichen wie in (3.12) nicht zum Einsatz kommt, sondern
durch eine ,gutartige* Diagonalmatrix ersetzt wird. Das wirkt sich dhnlich
aus, als wiirde man die korrekte Uberlappmatrix verwenden und danach eine
Filterfunktion anwenden.

Der Zustand, gegen den die Von-Mises-Iteration konvergiert und dessen
Dichte in der oberen Grafik in Abb.3.3 dargestellt ist, kommt der analyti-
schen Wellenfunktion recht nahe. Deshalb wird in den weiteren Rechnungen
im Rahmen dieser Arbeit ausschliefflich diese Methode angewendet.

Das diskretisierte Spektrum

Fiir das diskretisierte Problem besteht das Spektrum natiirlich aus endlich vie-
len Eigenwerten. Da das diskretisierte Problem ein Eigenwertproblem fiir eine
Matrix der Dimension 4-N,-N, darstellt, hat man maximal, unter Beriicksichti-
gung der Vielfachheit bei Entartung genau, mit dieser Anzahl von Eigenwerten
zu rechnen.

FEin Teil dieser Zustédnde bildet den unteren Teil des gebundenen Spektrums
des kontinuierlichen Problems ab. Dabei sollten Zustinde mit kleinen Quan-
tenzahlen, insbesondere der Grundzustand gut mit den analytischen Lésungen
des kontinuierlichen Problems iibereinstimmen. Der Bereich zwischen m und
einer oberen Beschrinkung F,.x des Spektrums sowie zwischen —m und ei-
ner unteren Beschrankung Fp, sollte mit einer groflen Anzahl dicht liegender
Eigenwerte gefiillt sein, die dem positiven und negativen Kontinuum entspre-
chen.

Eine Abschitzung fiir die obere und untere Beschrinkung des Spektrums
lasst sich daraus ableiten, dass der diskretisierte Impuls in jeder Richtung
maximal den Kehrwert des Gitterabstands 1/h annehmen kann. Daraus erge-
ben sich unter Verwendung der bekannten Energie-Impulsbeziehung der freien
Diracgleichung extremale Energieeigenwerte

T2
Emax/min =£4/m? + ﬁ .

Wegen der Grofe der Hamiltonmatrix (4-N, - N, x4- N, -N,) kann man mit
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dem vorgestellten Verfahren das komplette Spektrum nicht direkt bestimmen.
Fiir ein kleines Gitter mit 10 x 20 Gitterpunkten und einem Gitterabstand von
h = 300fm wurde dieses Verfahren mit dem Potential eines Urankerns und
dem Drehimpuls in z-Richtung von p = % mit einem quadratischen Polynom

durchgefiihrt:

(H — E,)?
PUH) =1- o — 5
max S

Das Maximum F; von P wurde iiber den gesamten Energiebereich, in dem
das Spektrum zu erwarten ist, variiert.

Berechnet man nach einer gewissen Anzahl von Iterationsschritten die
Standardabweichung des Hamiltonoperators AH = /< H? > — < H >2 fiir
den erzielten Zustand, hat man ein Maf3 dafiir, wie gut bereits ein Eigenzu-
stand des diskretisierten Problems approximiert wird. Zeichnet man nun fiir
die am Ende der Iteration erreichten Erwartungswerte des Hamiltonopera-
tors < H > jeweils eine Linie in ein Diagramm, erh&dlt man eine Darstellung,
die das Spektrum des diskretisierten Problems andeutet. Dieses Spektrum ist
in Abb. 3.4 dargestellt. Man kann erkennen, zu welchen Energien es Eigen-
zustéinde des Hamiltonoperators gibt und wo nicht.

Die Linien am oberen Rand der Darstellung zeigen die theoretische Lage
der Energien fiir einen eindimensionalen unendlich tiefen Potentialtopf mit

AH[hc/fm]
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Abbildung 3.4: Spektrum des diskretisierten Problems fiir U?'* auf einem Git-

ter mit 10x20 Punkten und einem Gitterabstand von 300 fm bei einem Dre-

himpuls in z-Richtung von p = %
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gleicher Kantenlinge, wie das betrachtete Gitter.

Der obere und untere Rand des Spektrums ergibt sich aus den maxi-
mal auf dem Gitter darstellbaren Impulsen. Dass im Bereich unterhalb von
—0,0034 Aic/fm und oberhalb von 0,0038 ic/fm die Linien in der Darstel-
lung weniger dicht liegen als in anderen Bereichen des Spektrums liegt daran,
dass hier aus Griinden der Rechenzeit in grofleren Absténden abgetastet wur-
de. Dennoch ist davon auszugehen, dass auch hier sehr viele dicht liegende
Zustédnde existieren, ebenso wie in den Bereichen, in denen dichter abgetastet
wurde.

Etwas unterhalb der negativen Ruheenergie des Elektrons —mgc? =
—0,00259 he/fm beginnt eine Liicke, in der keine Zusténde liegen. Dass diese
Liicke etwas tiefer beginnt, als man im kontinuierlichen Fall erwarten wiirde,
ist leicht verstdndlich, wenn man beachtet, dass das Gitter nur einen Kklei-
nen Raumbereich um den Kern herum abdeckt, in dem ein fiir Elektronen
attraktives und damit fiir Positronen repulsives Potential herrscht. Bei etwa
+0, 002 Ac/fm liegen drei diskrete Zustéinde. Die theoretische Grundzustands-
energie von Uran liegt bei 0,00192083 fic/fm.

Fiir mehr gebundene Zusténde ist das gewahlte Gitter zu klein. Auch lassen
sich die einzelnen diskreten Zustdnde wegen der zu geringen Gitterauflosung
nicht direkt den analytischen Zustédnden des kontinuierlichen Problems zu-
ordnen. Der Rand des unteren positiven Kontinuums ist analog zu dem des
negativen nach unten verschoben.

Die grobe Struktur des Dirac-Spektrums wird also selbst bei diesem viel
zu kleinen Gitter bereits numerisch wiedergegeben. Es ist naheliegend, anzu-
nehmen, dass dies bei grofleren Gittern mit einigen hundert Gitterpunkten in
jeder Richtung erst recht der Fall ist.

3.2.4 Grundzustand fiir wasserstoffihnliche Ionen

Das in 3.2.1 vorgestellte Verfahren wird nun auf wasserstoffihnliche Schwe-
rionen angewendet. Dabei wird das Coulombpotential fiir Uran (Z=92) und
Zinn (Z=50) verwendet und die Ergebnisse fiir verschiedene Gitterabsténde
verglichen.

In Abb. 3.5(links) ist die Differenz der erzielten Grundzustandsenergie zum
analytischen Wert des kontinuierlichen Problems in Abhéngigkeit vom Gitter-
abstand h aufgetragen. Man erkennt, dass die Energie in Abhingigkeit vom
Gitterabstand nach einem Potenzgesetz konvergiert und zwar schneller fiir das
leichtere Ion.

Abb. 3.5(rechts) zeigt die Dichte des auf diese Weise ermittelten Grundzu-
stands fiir U?'* in Abhingigkeit der Koordinaten ¢ und z in logarithmischer
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Abbildung 3.5: Links: Differenz zur analytischen Grundzustandsenergie was-
serstoffdhnlicher Zinn- bzw. Uranionen in Abhéngigkeit des verwendeten Git-
terabstands h. Die Punkte stellen Resultate numerischer Rechnungen dar. Die
Linie ist eine Extrapolation. Rechts: Dichte des Grundzustands von U%'* bei
h=>50 fm und 600 x 300 Gitterpunkten.

h[fm] 50 100 200 400
1 ) ) ) ’
[(T@,1)] | 0,996651 0,987072 0,952112 0,843259
U|W, 1)| | 0,00777688  0,0205507 0,0594664 0,176887
252
1 ) ) ) )
[(T[@3,1)| | 0,00358274  0,00951703  0,0273087 0,0776282
U|W, 1) | 0,00219106  0,00583213  0,016707 0,0469808
452
[(W[Wy,1)| | 1,7272:10710  2,4754-1071C  2,3856-107'¢  2,1606-10~"°
2
(U] Wy3)| 1,7852-107 16 2,6622-10717 2,3856:1071¢ 1,0125-10716

Tabelle 3.1: Uberlapp des Gittergrundzustands fiir U?'t mit analytischen ge-

bundenen Zusténden.

Darstellung. Fiir die inverse Uberlappmatrix wurde die diagonale Approxima-

tion verwendet.

3.2.5 Grundzustand fiir ein Hj -#hnliches Th-Molekiilion

Da die numerische Methode nicht auf das Coulombpotential eines Kerns be-
schrankt ist, wird hier eine Rechnung vorgestellt, bei der der Grundzustand in
einem Molekiilpotential zweier schwerer Ionen ermittelt wurde. Dazu wurde
ein System ausgewéhlt, fiir das Ergebnisse einer hochgenauen Dirac-Finite-
Elemente-Rechnung vorliegen [33, 34]. Es handelt sich um ein System zweier
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Abbildung 3.6: Links: Grundzustandsenergie von Thé79Jr in Abhéngigkeit des
verwendeten Gitterabstands h. Die Punkte bei h # 0 stellen die Resultate
numerischer Rechnungen dar. Die Linie ist die Extrapolation. Bei h = 0 ist der
extrapolierte Wert aufgetragen. Rechts: Dichte des Grundzustands ThggJr bei
h = 58, 7fm und 250 x 125 Gitterpunkten.

Thorium Kerne (Z = 90) mit einem internuklearen Abstand von 1175,9494 fm,
was 2/7 atomaren Einheiten entspricht.

In Abb.3.6 sind die mit der hier beschriebenen Methode ermittelten
Grundzustandsenergien fiir verschiedene Gitterabstéinde h aufgetragen. Die
durchgezogene Kurve extrapoliert die Ergebnisse nach einem Potenzgesetz.
Der extrapolierte Wert Ey = 0,00127890 hic/fm (fiir h = 0 aufgetragen) stimmt
mit einer relativen Genauigkeit von 7,65 - 107% mit dem in [33] bestimmten
Wert von 0,001278898951237 he/fm iiberein.

3.3 Zeitentwicklung

Nun muss die Gleichung (3.3) fiir einen Anfangszustand U(0) geldst, also in
der Zeit entwickelt werden. Das verwendete Verfahren wird im Folgenden be-
schrieben.

3.3.1 Formalismus der Zeitentwicklung

Um die Zeitentwicklung numerisch durchzufithren, wird zunéchst auf einem
kleinen Zeitintervall [¢,¢ 4+ At] die formale Losung

U(t+ At) = exp (—iM T HAL) U (1) (3.13)
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verwendet. Bereits hier geht eine Ndherung ein, da (3.13) nur dann exakt
gilt, wenn der Hamiltonoperator zeitunabhéngig ist. Fiir hinreichend kleine
Zeitintervalle ist diese Annahme aber gerechtfertigt. Um nun den Zustand

U(t + At) numerisch zu berechnen wird die Exponentialfunktion in (3.13)
entwickelt:

O(t+At) = [1—iaed A (1- IA{M—U&@ - ?M—lﬁ

(-2 (- ) ow (3.14)

Obwohl bereits in (3.13) eine N#herung eingeht, die lediglich dem kon-
stanten Term in At entspricht, macht es Sinn, die Entwicklung hier zu ei-
ner hoheren Ordnung in At zu beriicksichtigen. Dies macht Sinn, da dort die
Zeitabhéngigkeit des Hamiltonoperators sich bei den zu betrachtenden Sys-
temen nur vergleichsweise langsam &ndert. In (3.14) wird jedoch die schnell
oszillierende Wellenfunktion entwickelt. Hierfiir typische Periodendauern sind
durch die Energie der auftretenden Zusténde und somit durch die Ruhemasse
des Elektrons gegeben:

h f
T~ —— = 386,159 —
mecC c

In den numerischen Simulationen hat sich an dieser Stelle eine Entwicklung
bis zur 5. Ordnung bewé&hrt.

Damit hat man die Zeitentwicklung durch einfache Matrix-Vektor-Opera-
tionen ausgedriickt. Die Multiplikation mit der inversen Uberlappmatrix er-
folgt dabei mit Hilfe einer der in 3.1.3 beschriebenen Methoden.

3.3.2 Freies Wellenpaket

Der vorgestellte Formalismus soll nun zunéchst auf ein freies Wellenpaket an-
gewendet werden. Dazu wird zunichst eine gauflformige Uberlagerung von
ebenen Wellen mit positiver Energie und Spin —i—% angesetzt:

w 3 122 2y w)?
W(t’x’y’z):///(%\/%) e n U (5) v, dp,dp, dp. (3.15)
mit

; 0
U, = e (Pza+pyy+pz2—FEt)

mecfE/c
Pz +ipy
mect+E/c
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Abbildung 3.7: Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein anfanglich gauiférmiges
Wellenpaket in verschiedenen Zeitschritten der numerischen Simulation. Hier
ist w = 10000 fm. Die Rechnung wurde mit einer Gitterweite von 100 fm und
Zeitschritten von 20 fm/c durchgefiihrt.

Verwendet man in der Integration die Niherung E ~ m.c?, lisst sich daraus
fiir t = 0 folgendes Wellenpaket konstruieren:

1
O 7m2+y2+22
\I/(tZO,x,y,z): jh_z € v )
c wime
sh x+iy
12-5
Cc w2me

welches in Zylinderkoordinaten nach (2.23) lautet:

1
0 _o242?
UM:;(t:O,g,z) =vo| .n 2 e (3.16)
2 IEmee
'Emee

Wihrend eine gaufiférmige Wellenfunktion im Fall der freien nichtrelati-
vistischen Schrodingergleichung als analytische Losung wihrend der zeitlichen
Entwicklung zwar breiter wird, dabei aber seine gauf3férmige Gestalt behélt,
gilt dies hier nur im nichtrelativistischen Grenzfall (w > h/mecc). In Abb.3.7
ist die Zeitentwicklung eines solchen Wellenpakets dargestellt, bei dem die
gaufformige Gestalt im Wesentlichen erhalten bleibt und im Laufe der Zeit-
entwicklung lediglich die Breite des Pakets zunimmt.

Eine weitere Rechnung wurde mit einem relativistischen Wellenpaket (w =
200 fm) durchgefiihrt. Die Anfangswellenfunktion wurde zeitlich riickwérts
propagiert, indem der in 3.3.1 beschriebene Formalismus mit negativen Zeit-
schritten verwendet wurde. Entwickelt man die Wellenfunktion, die man fiir
t = —400 fm/c erhilt, nun mit positiven Zeitschritten, erhélt man fiir positive
Zeiten t > 0 wieder die gleiche Wellenfunktion, wie bei der urspriinglichen
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Abbildung 3.8: Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein relativistisches Wellen-
paket in verschiedenen Zeitschritten der numerischen Simulation. Hier ist
w = 200 fm. Die Rechnung wurde mit einer Gitterweite von 20fm und Zeit-
schritten von 5fm/c durchgefiihrt. In der unteren Darstellung ist die farblich
kodierte Dichte in Zeitabstéinden von 20 fm/c nebeneinander gelegt, wodurch
das zeitliche Auseinanderlaufen der Wellenfunktion sowie der zweifache Fokus
bei t &~ £100 fm/c sichtbar wird.

Wellenfunktion, was fiir die Stabilitdt der Zeitentwicklung spricht. Der kom-
plette Verlauf der Dichte fiir die gesamte Zeitentwicklung ist in Abb. 3.8(unten)
dargestellt und ist symmetrisch um ¢ = 0.

Abb. 3.9(oben) zeigt den Erwartungswert des Hamiltonoperators neben der
theoretischen Energie des Wellenpakets (3.15)

3 o
h
E(w) = (&) / P fm2et 4 pre? dmpPdp = 0,00629892& (3.17)

0

fiir das relativistische Wellenpaket mit w = 200 fm.

Bereits zu Beginn weicht die Dichte von der gaufférmigen Gestalt ab, da
hier die kleinen Komponenten einen betréchtlichen Anteil zur Dichte beitra-
gen. Wie in der Darstellung Abb. 3.8 zu sehen, zerfliefit dieses Wellenpaket in
der Zeitentwicklung mit der freien Diracgleichung nicht sofort, sondern zieht
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Abbildung 3.9: Oben: Energie des numerisch in der Zeit entwickelten Wellen-
pakets neben der theoretischen Energie F,, des Wellenpakets nach (3.17) fiir
w = 200 fm Unten: Breite w,(t) des Wellenpakets in z-Richtung.

sich zunichst zusammen. Erst dann nimmt die Breite wieder zu.
Dieses Verhalten zeigt sich auch in Abb. 3.9, wo die Breite

ws(t) = /(2)* = (%) (3.18)

des Wellenpakets in z-Richtung gegen die Zeit aufgetragen ist. Man erkennt
zwei Minima bei ¢ ~ £90 fm/c und ein Maximum bei ¢ = 0.

Es ist also moglich, relativistische Wellenpakete zu konstruieren, die im
zeitlichen Verlauf zweimal fokussieren.

3.3.3 Absorption am Rand

Es ldsst sich bei den Simulationen nicht immer sicherstellen, dass das ver-
wendete Gitter den gesamten Raumbereich abdeckt, in dem sich die Elektro-
nenwolke bewegt. Aufgrund des hier verwendeten Ansatzes nach (3.1), wo-
nach die Wellenfunktion eine Superposition von finiten Elementen ist, hat die
Wellenfunktion an Rand immer den Wert 0, es handelt sich somit um Di-
richletsche Randbedingungen. Beim Auftreffen auf den Rand ist mit unphy-
sikalischen Effekten zu rechnen. Die dabei auftretenden spuriosen Zustinde
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Abbildung 3.10: Wellenpaket fiir ein Elektron, das durch ein elektrisches Feld
zur Seite bewegt wird und dabei gegen den Rand lduft. Links: ohne Absorption,
rechts: mit Absorption.

sind in Abb. 3.10 (links) deutlich zu erkennen. Dargestellt ist die Simulati-
on eines zu Beginn in der Mitte ruhenden gauBformigen Wellenpakets (3.16)
mit w = 4000 fm, welches mit einem gemif (2.11) mit Ag = 0,5h/efm und
w = Q = 107° ¢/fm weich eingeschalteten elektrischen Feld gegen den Rand
beschleunigt wird. Das elektrische Feld wéchst dabei nach einer Zeit von
25000 fm/c auf etwa 107%Ah/efm? an. Die Simulation wurde mit einer Git-
terweite h = 100 fm und 200 x 100 Gitterpunkten durchgefiihrt.

Um diesen Effekt zu verhindern, wird ein absorbierender Rand eingesetzt.
Dazu wird die Wellenfunktion mit einer Absorptionsfunktionen f,, und fq.



54 Kapitel 3. Numerische Simulation mit finiten Elementen

multipliziert:
r 2
1—a|l— (%"9max ] L0 > x—b
faelo) = { () o7 oma (3.19)
1 y 0 <= Omax — b
[ Z—”Zmin 2
1—a 1—(7) ,2 < Zmin + b
faz(0) = 1 ,2 < Zmin +b <= 2 <= Zmax — b
1—a _1 - (73_?“)2} L2 > Zmax — b

Dies bedeutet, dass von der Wellenfunktion auf einem Rand der Breite b ein
relativer Anteil abgezogen wird, der von innen nach aulen quadratisch von 0
auf @ anwéichst. Die rechte Seite von Abb. 3.10 zeigt die gleiche Simulation wie
zuvor, jedoch unter Anwendung des absorbierenden Rands mit b = 2500 fm
und a = 0, 19.

3.3.4 Wellenpaket im Laserfeld

Als néchstes wird ein Wellenpaket in einem Laserpuls betrachtet.

Dieses Problem kann auch gelost werden, indem das anfingliche Wellen-
paket vergleichbar zur Fouriertransformation als Uberlagerung von Wolkov-
zustdnden dargestellt wird. Diese Methode verlangt jedoch im Gegensatz zum
feldfreien nichtrelativistischen Fall erheblichen numerischen Aufwand und wur-
de in [35, 36] numerisch durchgefiihrt.

In Abb.3.11 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine entsprechende Zeit-
entwicklung mit der in dieser Arbeit vorgestellten Methode dargestellt. Es
handelt sich um die logarithmische Darstellung des Wellenpakets aus Abb. 3.7,
wobei die Wellenfunktion unter Einfluss eines Laserpulses der gestreckten Si-
nusquadratform mit Q = 1,25-10%¢c/fm, w = 8Q, L = 125664 fm/c zeitlich
entwickelt wurde. Die erste Spalte zeigt eine Rechnung mit Ay = 0,001 hc/efm,
die zweite Spalte mit Ay = 0,005 %c/efm und die dritte Spalte mit Ay =
0,01 Ac/efm. Der rote Punkt deutet die z-Koordinate der entsprechenden
»acht“-formigen klassischen Trajektorie nach (2.5) an.

Man erkennt, dass das Wellenpaket in etwa der klassischen Trajektorie
folgt. Weiterhin beobachtet man, dass das Wellenpaket mit zunehmender In-
tensitét des Laserfelds langsamer zerfliefit. Eine Erklarung fiir dieses Verhalten
ist die Zeitdilatation, die das vom Laserfeld auf relativistische Geschwindig-
keiten gebrachte Elektron erfihrt. Gemé&$ (2.6) wird das Elektron wie in der
Ausbreitungsrichtung auch ,in der Zeitrichtung verschoben“; die vergangene
Zeit im Laborsystem ist grofler als die Eigenzeit der klassischen Trajektorie
des Elektrons. Fiir Ag = 0,01 hc/efm ergibt sich fiir die Pulsdauer hier der
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Abbildung 3.11: Dichte eines Wellenpakets wie in Abb. 3.7 hier in logarithmi-
scher Darstellung unter Einfluss eines Laserpulses der gestreckten Sinusqua-
dratform mit den Parametern 2 = 1,25107° ¢/fm, w = 8Q, L = 125664 fm/c

und unterschiedlichen Feldstarken.

Faktor 3,8, fiir Ay = 0,005 he/efm ergibt sich 1,7 und fiir Ay = 0,001 hc/efm

lediglich 1, 03.

Es ist naheliegend, diesen Effekt in Zusammenhang mit der in Abschnitt

1.3.1 beschriebenen Stabilisierung von Ionen und

Atomen im Laserfeld zu se-
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hen. Damit kann der relativistische Anteil der Stabilisierung als Effekt der
Zeitdilatation gedeutet werden.

3.3.5 Bewegtes Ion

Die vorgelegte Simulationsmethode lisst sich auch auf Schwerionenstéfie an-
wenden. Dazu ist es sinnvoll, zundchst zu iiberpriifen, wie gut sich die Wellen-
funktion eines an ein bewegtes Schwerion gebundenen Elektrons auf dem Git-
ter darstellen ldsst. Hierzu lésst sich allerdings keine auf das Gitter angepasste
verbesserte Grundzustandswellenfunktion wie in Abschnitt 3.2.4 verwenden,
da das Coulomb-Potential des Kerns nicht stationér ist. Man ist darauf an-
gewiesen, die analytische Grundzustandswellenfunktion nach (2.22) auf den
Gitterpunkten zu verwenden.

z[l%‘lfm]1

= 54270 fm/c

Abbildung 3.12: Wellenfunktion des Elektrons im Grundzustand im Lienard-
Wiechert-Potential eines bewegten Kerns.
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Abbildung 3.13: Projektionen auf Grundzustand und 1. angeregten Zustand,
Norm der Wellenfunktion und Energieerwartungswert wiahrend der Zeitent-
wicklung eines bewegten Ions fiir unterschiedliche Kernladungszahlen.

Abb. 3.12 zeigt die Dichte fiir die Simulation fiir bewegte Zinn- Neodym-
Gold- und Uranionen mit einem Lorentzfaktor von v = 1,2. Die Simulationen
wurde auf einem Gitter mit 600 x 300 Punkten und einem Gitterabstand von
h = 100fm durchgefiithrt. Die Zeitschrittweite wurde mit At = 90,45fm/c
so gewdhlt, dass sich das Ion wéihrend zwei Zeitschritten genau einen Gitter-
punkt weiter bewegt. Fiir Uran ist die Dichte in der linken Spalte zu Beginn der
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Rechnung, nach der Bewegung durch 10 und durch 300 Gitterpunkte aufgetra-
gen. Man erkennt deutlich, dass im Verlauf der Simulation gewisse Artefakte
auftreten. Dennoch bleibt der wesentliche Teil der Wellenfunktion erhalten
und bewegt sich mit dem Potential des bewegten Kerns mit. Fiir die anderen
Kernladungszahlen ist jeweils nur der Zustand nach der Bewegung durch 300
Gitterpunkten gezeigt. Die Artefakte treten ebenfalls bei Gold deutlich in Er-
scheinung. Leichtere wasserstoffahnliche Ionen wie hier fiir Zinn und Neodym
zu sehen, werden deutlich besser dargestellt, die Artefakte der Simulation sind
wesentlich weniger auffillig.

Zur Beurteilung der Frage, wie gut das bewegte wasserstoffahnliche Ion auf
dem Gitter abgebildet wird, wurden Projektionen auf gebundene Zusténde,
Norm und Energie des propagierten Zustands berechnet. Diese quantitativen
Analysen sind in Abb. 3.13 dargestellt. Oben ist zundchst die Projektion auf
den Grundzustand aufgetragen. Fiir die kleineren Kernladungszahlen bei Neo-
dym und Zinn bleibt diese nahe bei 1, wihrend sich das Ion durch das Gitter
bewegt. Erst am Ende der Simulation, wo das Ion den durch das Gitter ab-
gedeckten Bereich verlisst féllt dieser Wert wie zu erwarten deutlich ab. Fiir
Gold und Uran treten erheblich gréfiere Abweichungen auf.

Entsprechendes Verhalten ist darunter in den Projektionen auf den 28%—
Zustand zu beobachten. Hier ist die Abweichung vom Idealfall des Uberlapps
von konstant 0 fiir die hoheren Kernladungen bei Gold und Uran deutlich
grofler als bei Zinn und Neodym. Die Besetzung des angeregten Zustands
schwankt hier periodisch.

Die Norm des Zustands bleibt ebenfalls in den Féllen Zinn und Neodym
gut erhalten, wiahrend sie bei Uran und noch stérker bei Gold wihrend der
zeitlichen Entwicklung deutlich zunimmt.

Auch die Energie des Zustands wird in der Simulation von Uran und Gold
stark verfalscht, wahrend sie fiir Zinn und Neodym erhalten bleibt. Die theo-
retisch zu erwartende Energie v7Ey mit der Grundzustandsenergie Ey nach
(2.18) betrigt fur Uran 0,002303 he/fm, fiir Gold 0,002539 he/fm, fiir Neo-
dym 0,002794 hc/fm und fiir Zinn 0,002893 fic/fm.

Dass gerade die schweren Projektile numerische Schwierigkeiten bereiten,
hingt mit der Singularitét der Losungen der Diracgleichung (2.17) am Kernort,
die umso ausgeprégter wird, je niher die Ladungszahl dem Wert 1/a = 137
kommt. Eine Moglichkeit, diese numerischen Schwierigkeiten zu umgehen, ist
die Verwendung eines Soft-Core-Potentials, wie es auch unter Verwendung
deutlich kleinerer Gitterabsténde durch die dann nétige korrekte Behandlung
der endlichen Kernausdehnung auftritt.

Ohne derartige Verbesserungen lassen sich also keine genaue Aussagen
iiber absolute Transferionisationswahrscheinlichkeiten fiir schwere Projektile
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wie Gold und Uran machen. Fiir leichtere Projektile sind bessere Ergebnisse
zu erwarten. Die Simulation sollte allerdings auch fiir schwere Projektile gro-
be Abschitzungen sowie qualitative Aussagen iiber damit zusammenhéngende
Effekte zulassen.
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Wasserstoffaihnliches Ion im
Laserfeld

wasserstoff-
ahnliches
Ton

Laserpuls

Abbildung 4.1: Die Geometrie des betrachteten Prozesses: Das wasserstoffahn-
liche Schwerion ruht im Koordinatenursprung. Die Laserwelle propagiert in
z-Richtung und ist in z-Richtung polarisiert.

Nun soll das in den Kapiteln 2 und 3 beschriebene Verfahren verwendet
werden, um die eigentliche Problemstellung, nédmlich das Verhalten wasser-

stoffahnlicher Schwerionen in hochintensiven Laserfeldern zu untersuchen.

Abb. 4.1 veranschaulicht die Geometrie des betrachteten Prozesses. Im Ko-
ordinatenursprung ruht das wasserstoffahnliche Ion. Der Laserpuls propagiert

61
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in positiver z-Richtung und ist in z-Richtung polarisiert. Die Entwicklung der
Wellenfunktion in Zylinderkoordinaten und damit auch die Quantisierung des
Spins geschieht um die z-Achse, der Richtung des elektrischen Felds.

Im Folgenden wird zunéchst eine Simulation fiir Uran in einem sehr kurzen
Puls beschrieben. Dabei werden aus der Wellenfunktion Wahrscheinlichkeiten
fiir mogliche Ausgangskanéle (Anregung, Ionisation und Paarerzeugung) be-
rechnet.

In weiteren Simulationen mit etwas lingeren Pulsen wird die Erzeugung
hoherer Harmonischer bei unterschiedlichen Kernladungszahlen, Intensitéiten
und Wellenldngen bzw. Pulsformen untersucht.

Am Ende des Kapitels wird eine Simulation vorgestellt, die trotz hohen
Rechenaufwands zwar noch deutlich unter der Puls- und Wellenldnge von op-
tischen Pulsen bleibt, aber immerhin in den Nanometerbereich vorstoft.

4.1 Simulation in einem kurzen Puls

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Simulation fiir Uran in einem sehr
kurzen und entsprechend hochfrequenten elektromagnetischen Puls gezeigt.
Der numerische Aufwand ist hier nicht so hoch wie bei grofleren Wellenléngen
und entsprechend ldngeren Pulsen, da zum einen weniger Zeitschritte fiir den
gesamten Prozess benotigt werden, zum andern ein kleinerer Raumbereich von
dem Gitter abgedeckt werden muss, da sich die Wellenfunktion des Elektrons
wihrend des Prozesses nicht so weit ausbreitet. Abb. 4.2 zeigt die Dichte der
Wellenfunktion von wasserstoffihnlichem Uran unter Einwirkung eines solchen
extrem kurzen Pulses mit einer sinusquadratférmigen Einhiillenden (2.11) mit
w = 12-107%¢/fm, Q@ = w/48 und einer Amplitude von Ay = 0,01 hc/efm.
Die Dichte ist in logarithmischer Darstellung zu verschiedenen Zeitpunkten
abgebildet.

Aus der zeitabhéngigen Dichte ldsst sich erkennen, wie bei jedem Wellen-
zug Teile der Wellenfunktion abgelost werden und sich vom Ion wegbewegen.
Zunichst sind diese Teile klein und wachsen mit zunehmender Amplitude des
Pulses an. Bei Umkehrung der Richtung des elektrischen Felds éndern sie ihre
Bewegungsrichtung und kommen zuriick. Dabei werden sie zum Teil wieder
am Kern gestreut und interferieren mit spéter ionisierten Anteilen der Wel-
lenfunktion. Dadurch entstehen mehr oder weniger unregelméfige Strukturen.
Um hieraus Observablen abzuleiten, wird die Wellenfunktion auf Coulomb-
Eigenzusténde projiziert.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Grundzustand ist in Abb. 4.4 (links)
neben dem Vektorpotential dargestellt. Man erkennt, dass die Aufenthalts-
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wahrscheinlichkeit im Grundzustand bei dieser Simulation sehr schnell ab-
nimmt und somit die Uberlebenswahrscheinlichkeit unter diesem extrem kur-
zen Puls klein ist. Es ergibt sich am Ende des Pulses eine Wahrscheinlichkeit
von etwa 0, 002.

Die rechte Seite von Abb. 4.4 zeigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir
angeregte Zustidnde in der gleichen Simulation. Man erkennt wéihrend des An-
stiegs der Amplitude eine Anregung von gebundenen Zusténden, hauptséichlich
des 23%—Zustands. Diese werden jedoch wiahrend des Pulses wieder nahezu
vollstandig entvolkert. Bei abnehmender Amplitude des Laserfelds werden
hauptséchlich Zusténde der 3. Schale angeregt. Dabei ist die Anregungswahr-

t[10%fm/c]
1,5

Abbildung 4.2: Logarithmische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte des
Elektrons fiir wasserstoffihnliches Uran im Laserpuls der Sinusquadratform
mit w = 12:10~%¢/fm, Q = w/48 und Ay = 0, 01 hic/efm. Die Simulation wurde
auf einem Gitter mit 600 x 300 Punkten und einem Gitterabstand von 100 fm

durchgefiihrt.
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Abbildung 4.3: Projektion der Wellenfunktion auf den Grundzustand sowie das
Vektorpotential fiir die Abb. 4.2 dargestellte Simulation.
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Abbildung 4.4: Projektion der Wellenfunktion auf angeregte Zustéinde des Ura-
nions als Funktion der Zeit fiir die in Abb. 4.2 dargestellte Simulation.

scheinlichkeit des Bd%—Zustands mit fast einem halben Prozent die hochste.
Fiir Zustinde mit hoheren Hauptquantenzahlen, die im Diagramm nicht mehr
aufgetragen sind, nehmen die Anregungswahrscheinlichkeiten wieder ab.

In Abb.4.4 sind die differentiellen Wahrscheinlichkeiten fiir Uberginge in
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Abbildung 4.5: Projektion der Wellenfunktion auf Zustdnde des positiven
(rechts) und negativen (links) Kontinuums fiir die in Abb. 4.2 dargestellte Si-
mulation zum Zeitpunkt ¢ = 10-10*fm/c.

das positive und negative Kontinuum dargestellt. Fiir das positive Kontinuum
sind diese als Tonisationswahrscheinlichkeiten zu deuten. Man erkennt fiir die
unterschiedlichen Drehimpulse unterschiedliche typische Energien.

Die Ergebnisse fiir das negative Kontinuum lassen sich als Elektron-
Positron-Paarerzeugungswahrscheinlichkeiten fiir gebunden-freie Paarerzeu-
gung an einem nackten Urankern im Laserfeld deuten.

4.2 Hohere Harmonische

Um die von dem wasserstoffihnlichen Ion emittierte Strahlung zu untersu-
chen wird die Wellenfunktion als bewegte Ladungsverteilung aufgefasst. Der
Erwartungswert von & ist die mittlere Geschwindigkeit des Elektrons, so dass
dessen Beschleunigung durch die Zeitableitung von (@) gegeben ist. Da die
Beschleunigung hauptséchlich in Richtung des elektrischen Felds stattfindet,
wird die z-Komponente betrachtet. Das Spektrum der emittierten Strahlung
ergibt sich somit als die Fouriertransformierte zu

S(w) = / ei”t%<az>dt iy / ¥ a,)dt (4.1)

In Abb. 4.6 sind diese GroBen fiir zwei Simulationen mit w = 1,2 - 1074 ¢/fm,
2 = w/48 und Ag = 0,001 hc/efm auf einem Gitter mit 600 x 400 Gitter-
punkten und einem Gitterabstand von 200 fm dargestellt. Verglichen werden
Rechnungen mit unterschiedlichen Kernladungszahlen fiir Uran (Z = 92) und
Neodym (Z = 60).
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Abbildung 4.6: Erwartungswert von «, fiir einen Sinusquadratpuls mit wy =
1,2:10* ¢/fm, Q = w/48 und Ay = 0,001 fic/efm .
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Abbildung 4.7: Spektrum der emittierten Strahlung fiir die gleichen Simulatio-
nen wie in Abb. 4.6.
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Abbildung 4.8: Erwartungswert von «, fiir einen Sinusquadratpuls mit w =
1,2:107% ¢/fm, Q = w/8 und Ay = 0,001 i ¢/efm.

Man erkennt im Spektrum fiir beide Kernladungen klare Spitzen bei unge-
radzahligen Vielfachen der Grundfrequenz des Laserpulses bei 1,2-10~%c/fm,
3,6-107*c/fm, 6-10"*c/fm, 8,4-10"*¢/fm, u.s.w. Die Reihe der Harmoni-
schen bricht aber nicht scharf {iber der Bindungsenergie ab. Die Intensitét
der Harmonischen nimmt aber ab diesem Wert, der bei Neodym gemifl (2.18)
mit 2,615 - 10~*Ac/fm bereits hinter der Grundfrequenz und bei Uran mit
6,5877 - 10~*fic/fm erst nach der Harmonischen mit dem 5-fachen der Grund-
frequenz liegt, ab. Bis zu diesem Wert beobachtet man fiir Uran eine Steige-
rung der Intensitét und dariiber hinaus treten noch 2-3 Linien mit relevanter
Intensitat auf.

Fiir weitere Kernladungszahlen (Sn,Nd,Au,U) wurde die Harmonischener-
zeugung bei einem kiirzeren Puls mit gleicher Frequenz wie oben verglichen.
Die Ergebnisse sind in Abb. 4.7 dargestellt. Man erkennt eine deutliche Ver-
breiterung der einzelnen Linien aufgrund der Kiirze des Pulses, was dazu fiihrt,
dass diese teilweise weniger deutlich in Erscheinung treten. Sie sind iiberlagert
mit Harmonischen der Einhiillenden des verwendeten Pulses. Man beobachtet
auch hier ein Ansteigen der Intensitét bei den schwereren Ionen (U,Au) bis
hin zur Bindungsenergie. Diese liegt fiir Gold bei 4, 7363-10~*Ac/fm.

Die Dichte der Wellenfunktionen fiir diese Simulationen zu einem Zeit-
punkt wihrend des Prozesses sind in Abb4.10 dargestellt. Man erkennt
zunéchst, dass groflere Teile der Wellenfunktion vom Ion entfernt werden,
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Abbildung 4.9: Spektrum der emittierten Strahlung fiir die gleichen Simulatio-
nen wie in Abb. 4.8.

je kleiner die Kernladungszahl ist. Weiterhin erkennt man teilweise &hnliche
Strukturen in allen 4 Féllen.
4.3 Simulation eines Pulses im Nanometerbereich

Im Folgenden werden Simulationen fiir wasserstoffahnliches Uran in einem
etwas lidngerem Laserpuls beschrieben. Die Simulationen wurden in einem
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Abbildung 4.10: Logarithmische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte des
Elektrons fiir verschiedene wasserstoffihnliche Ionen im Laserpuls der Sinus-
quadratform mit w = 1,2 - 1074¢/fm, Q = w/8 und Ay = 0,001 hc/efm zum
Zeitpunkt t = 1,4-107°fm/c. Die Simulation wurde auf einem Gitter mit
600 x 300 Punkten und einem Gitterabstand von 200 fm durchgefiihrt.

3,14 nm langen sinusquadratformigen Puls durchgefiihrt. Fiir diese Rechnun-
gen wurde ein Gitter mit 1200 Gitterpunkten in z-Richtung und 600 Gitter-
punkten in p-Richtung und einem Gitterabstand von 400 fm verwendet.

Fiir die Stofirechnungen in [4] und [5] kommen deutlich kleinere Gitterab-
stand von 40 fm zum Einsatz um den Grundzustand genau zu reproduzieren.
Die Wahl des um den Faktor 10 grofieren Gitterabstands stellte einen Kom-
promiss zwischen Genauigkeit und der Moglichkeit, einen fiir diesen Prozess
hinreichend groflen Raumbereich von 0,48 nm abzudecken, dar. Dabei wird
die Grundzustandsenergie mit einer Abweichung von 6.1% vom theoretischen
Wert wiedergegeben; der Uberlapp mit dem analytischen Grundzustand be-
tragt noch 0,83. Damit ist die Obergrenze fiir den Gitterabstand erreicht, mit
dem man das Uranion noch sinnvoll darstellen kann.

Die Parameter des Laserpulses sind w = 12-107%¢/fm und Q = w/12.
Das entspricht einer Wellenldnge von 0,524nm und einer Frequenz von
5,73 - 101" Hz. Die Amplitude des Vektorpotentials variiert in drei Simula-
tionen zwischen Ay = 0,005 hc/efm und Ag = 0,015 hc/efm, was bei der
gegebenen Frequenz elektrischen Feldstirken im Bereich von 1,18-10'%V/m
bis 3,55-10'° V/m entspricht.
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Die gegebene Frequenz entspricht der eines Nd-YAG Lasers (1064 nm) im
Ruhesystem eines Uranions, das sich mit v = 1016 entgegen der Ausbrei-
tungsrichtung des Laserstrahls bewegt. Die angegebenen Feldstérken entspre-
chen dann Intensititen zwischen 9,01-10%2W/m? und 8,11-10% W/m?2. Im
mitbewegten System erreicht die Intensitit dabei bis zu 3,35-103° W /m?2.

4.3.1 Die zeitabhingige Dichte

Abb. 4.11 zeigt die Dichte der Wellenfunktion in logarithmischer Darstellung
nach 1, 75nm/c fiir die Simulation mit Ay = 0,015 hc/efm.

Die z-Koordinate verliuft von links nach rechts, die p-Achse von hinten
nach vorne. Die Position des Kerns ist in der Mitte. Die Spitze in der Mitte
entspricht der Grundzustandswellenfunktion.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die komplette Zeitentwicklung unter ei-
nem Puls mit Ag = 0,012 hc/efm und ansonsten den gleichen Parametern
wie zuvor ist in Abb. 4.13 dargestellt. Abb.4.12 zeigt die Dichte zu einzelnen
Zeitpunkten in groflerer Darstellung.

2[10% fm]

Abbildung 4.11: Logarithmische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte des
Elektrons fiir wasserstoffihnliches Uran im Laserpuls der Sinusquadratform
mit w = 12-107%/fm, @ = w/12 und Ay = 0,015 %ic/efm zum Zeitpunkt
t =1, 710%m/c. Die Simulation wurde auf einem Gitter mit 1200 x 600 Punkten
und einem Gitterabstand von 400 fm durchgefiihrt.
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Diese Simulationen wurden auf einem Prozessor vom Typ AMD Athlon
XP3000 ausgestattet mit einem Arbeitsspeicher von 512 MB durchgefiihrt. Die
Rechenzeit fiir eine Simulation eines Zeitintervalls von 3,75nm/c in 46578
Zeitschritten betrug 135% Stunden.

Man erkennt zun#chst, dass die grofite Aufenthaltswahrscheinlichkeit wah-
rend des gesamten Prozesses in Kernnéhe bzw. innerhalb der Ausdehnung des
Grundzustands bleibt. Immer dann, wenn die elektrische Feldstéirke grof} ist,
verldsst ein Teil der Wellenfunktion die Kernnéhe und folgt dem elektrischen
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Abbildung 4.12: Die Wahrscheinlichkeitsdichte zu ausgewé#hlten Zeitpunkten

der Simulation eines Pulses mit Ay = 0,012 fic/efm und ansonsten den gleichen
Parametern wie in 4.11.

z/nm
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Feld. Bei Umkehrung der Richtung des elektrischen Felds wird dieser ionisierte
Anteil der Wellenfunktion wieder abgebremst und zuriickgeholt.

Man erkennt weiterhin, dass gleichzeitig ein kleinerer Teil der Wellenfunk-
tion den Bereich des Grundzustands in entgegengesetzter Richtung verldsst

t=0nm/c  0,5nm/c ~ Inm/c 2nm/c

1,5nm/c
—y
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Abbildung 4.13: Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die komplette Zeitentwick-
lung unter einem Puls mit Ag = 0,012 hc/efm und ansonsten den gleichen
Parametern wie in 4.11. In den einzelnen Dichteplots verlauft die z-Achse von
links nach rechts, die g-Achse von oben nach unten. Farbgebung und Abmes-
sungen der Darstellungen sind wie in 4.12.
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Abbildung 4.14: Aufenthaltswahrscheinlichkeit in- und auflerhalb einer Kugel
mit dem Radius von 4000 fm bzw. 0,4nm um den Kern fiir die in Abb.4.13
dargestellte Simulation. Der Kreis am Skalarprodukt deutet dabei die verwen-
deten Integrationsgrenzen an.

und eine umgekehrte Bewegung ausfiihrt. Analog zum Fall eines Wellenpakets
im Laserfeld (Abschnitt 3.3.4) ist dieser Anteil wie in [35, 36] als Teil des
negativen Kontinuums zu interpretieren. Seine Bewegung entspricht in etwa
der eines klassischen Positrons. Das Auftreten dieses Teils der Wellenfunkti-
on deutet darauf hin, dass im betrachteten Prozess, bzw. der Wechselwirkung
eines vollsténdig ionisierten Urankerns mit einem Laserpuls der verwendeten
Parameter Elektron-Positron Paarerzeugung auftritt.

Es wire wiinschenswert, auch hier genauere Aussagen iiber diese Antei-
le der Wellenfunktion aus Projektionen auf Kontinuumszustéinde, wie in Ab-
schnitt 4.1 durchgefiihrt und in Abb. 4.5 fiir einen kiirzeren Puls dargestellt, zu
machen. Es zeigt sich jedoch, dass sich hier aufgrund des hohen Gitterabstands
keine Ergebnisse erzielen lassen, die sich von numerischen Unsicherheiten ab-
heben. Um dennoch bestimmen zu kénnen wie grofl der ionisierte Anteil der
Wahrscheinlichkeitsdichte ist, wurde die Dichte iiber einen Raumbereich inner-
bzw. auflerhalb einer Kugel um den Kern integriert. Die sich daraus ergeben-
den Wahrscheinlichkeiten fiir den Aufenthalt in Kernnidhe und Kernferne sind
in Abb. 4.14 zeitabhingig aufgetragen.

Zunéchst zeigt sich, dass die Ergebnisse nur unwesentlich von der konkreten
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Abbildung 4.15: Links: Die Amplitude des Grundzustands bei unterschiedlichen
Feldstirken. Rechts: Amplitude angeregter Zustéinde bei Ay = 0, 01%¢/efm.

Wahl des Radius fiir die Integrationsgrenze abhéngt. Die Ergebnisse fiir den
Wert rg = 4000 fm sowie dem 100-fachen sind dargestellt. Man erkennt, dass
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Kernnéhe in Abhéngigkeit von der Phase
des Laserfelds stufenformig abnimmt, wiahrend die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit in Kernferne entsprechend zunimmt. Bei Wahl des grofieren Radius macht
sich das Zuriickkommen eines Teils der Wellenfunktion durch leichte Anstiege
der Wahrscheinlichkeit in Kernnédhe nach dem Durchlaufen von Minima sowie
dem umgekehrten Verhalten fiir die Kernferne bemerkbar.

Nach dem Abklingen des Laserpulses bei 3,14 nm/c nimmt der Abstand
zwischen den Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden unterschiedlichen Radien
deutlich ab. Es liegt jetzt also eine klare Trennung zwischen dem ionisierten
Anteil, der das Ion verldsst, und sich immer weiter entfernt sowie dem nach
wie vor gebundenen Anteil der Wellenfunktion vor.

Die Wahrscheinlichkeit im kernfernen Bereich nimmt gegen Ende der Si-
mulation wieder ab, was daher kommt, dass die Wellenfunktion den Rand des
Gitters erreicht und dort absorbiert wird, da der in Abschnitt 3.3.3 beschrie-
bene absorbierende Rand eingesetzt wurde.

4.3.2 TUberlebenswahrscheinlichkeit des Grundzustands
und Anregung

In Abb.4.15 sind die Betréige der Amplituden des Grundzustands (links)
des Prozesses fiir verschiedene Laser-Feldstérken in ansonsten identischen Si-
mulationen iiber der Zeit aufgetragen. Diese wurde aus der Projektion der
zeitabhéngigen Wellenfunktion auf den Grundzustand berechnet.
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Es zeigt sich, dass die Grundzustandsamplitude stark zuriickgeht, wenn das
Vektorpotential grofl wird. Bei kleineren Feldstirken ist der Verlauf im We-
sentlichen adiabatisch, was zu einer weitgehenden Wiederherstellung des ur-
spriinglichen Grundzustands fithrt. Bei hoheren Feldstirken nimmt die Uberle-
benswahrscheinlichkeit deutlich ab, was im Wesentlichen auf Ionisation zuriick-
zufiihren ist.

Weiterhin zeigt Abb.4.15 die Betrige der Amplituden fiir angeregte
Zustdnde (rechts) in der Simulation mit Ay = 0,01%c/efm. Fiir den 2s3-
Zustand wurde der Anteil der komplexen Amplitude, der auf den Uberlapp
mit dem numerischen Grundzustand zuriickgeht (siehe Tab.3.1) abgezogen.
Fiir die p-Zusténde ist dies nicht notwendig, da der Uberlapp dieser Zustéinde
mit dem Gittergrundzustand numerisch unbedeutend ist.
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Schwerionenstofl

Im Folgenden werden Simulationen dargestellt, bei denen der beschriebene
Formalismus auf Stéfle schwerer Ionen angewendet wird.

Abb. 5.1 zeigt die Geometrie des Stofles. Das Targetion ruht im Koordina-
tenursprung, wihrend das Projektilion in der (z, z)-Ebene als Stoflebene mit
der Geschwindigkeit v in positiver z-Richtung passiert. Der Spin des Elektrons
ist in Stofirichtung quantisiert.

Beim Target handelt es sich um ein wasserstoffahnliches Ion, dessen Elek-
tron mithilfe der vorgestellten Methode beschrieben wird. Die Wechselwirkung

Projektil

Abbildung 5.1: Die Geometrie des Schwerionenstofles. Das Projektil bewegt
sich in z-Richtung.

77
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mit dem Projektil wird im Rahmen einer semiklassischen Néherung durch das
gemaf 2.4.3 entwickelte Lienard-Wiechert-Potential modelliert.

5.1 Zentraler Au - U Stof

Im Fall des zentralen Stofles, also mit Stolparameter b = 0, ist das Potential
exakt zylindersymmetrisch. Abb.5.2 zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichte im
Lauf der Zeitentwicklung einer solchen Simulation. Das Targetion ist hier U%1+
und das Projektil Au™*.

Gerechnet wurde jeweils mit dem Gitterabstand h = 100 fm, 600 Gitter-
punkten in z-Richtung und 300 Gitterpunkten in p-Richtung. In den Dich-
teplots ist jeweils von links nach rechts die z-Koordinate von —30000 fm bis
430000 fm, und von hinten nach vorne die o-Koordinate von 0 bis +30000 fm

z[l%4fm]1

t[10*fm/c]

A s

Abbildung 5.2: Logarithmische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte des
Elektrons fiir UM in einem zentralen Stof eines Au"*-Ions.
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aufgetragen. Nach oben ist die Wahrscheinlichkeitsdichte [1|? in logarithmi-
scher Darstellung mit einer Skala, die sich iiber 9 Zehnerpotenzen erstreckt,
aufgetragen.

5.2 Dezentraler Au - U Stof3

Bei Stoflparametern b > 0 muss die Entwicklung nach 2.4.3 verwendet werden.
In Abb. 5.3 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte des Elektrons fiir wasserstoffahn-
liches Uran in einem dezentralen Stof eines Au”®*-Ions mit dem StoSparame-
ter b = 10500 fm zur Zeit t = 30338 fm/c nach dem Stof§ dargestellt. Gerech-
net wurde jeweils mit dem Gitterabstand h = 100 fm, 600 Gitterpunkten in
z-Richtung und 300 Gitterpunkten in g-Richtung.

Links oben ist die Dichte in einer Rechnung zu sehen, in der nur die von ¢
unabhéngige Komponente in der Entwicklung des Lienard-Wiechert-Potentials
beriicksichtigt wurde. Die anderen Darstellungen entstammen einer Simulati-
on, bei der die Entwicklung bis zur ersten Ordnung geméfl 2.4.3 beriicksichtigt
wurde.

Auch hier erkennt man wie beim zentralen Stofl neben dem an das Tar-

4
2[100 fmll

| ]

- 71}‘_10—12

Abbildung 5.3: Dezentraler Stofl von Au’™* auf U?2T mit dem StoBparameter
b = 10500 fm zur Zeit ¢ = 30338 fm/c nach dem Stofl. Das Diagramm links oben
zeigt die Dichte bei einer Rechnung mit nur einer Drehimpulskomponente. Die
anderen Diagramme zeigen die Dichte unter Beriicksichtigung der Entwicklung
in erster Ordnung.
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Abbildung 5.4: Wahrscheinlichkeit des Grundzustands im Au-U Stof fiir ver-

schiedene Stoflparameter, die hier in Vielfachen der Gitterweite von 100 fm
angegeben sind.
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Abbildung 5.5: Vergroflerung des Ausschnittes von Abb.5.4 um den eigentli-
chen Stof§ herum.

getion gebundenen Teil der Wellenfunktion einen Anteil, der der Transferio-
nisation entspricht. Dieser ist auch in den Komponenten mit p = 3/2 und
pu = —1/2 vorhanden. Im Vergleich der beiden Simulationen mit und ohne
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Abbildung 5.6: Totale Reaktionswahrscheinlichkeit in Abh#ngigkeit des Stof3-
parameters. Rechts: mit 2wb gewichtet.

Beriicksichtigung unterschiedlicher Drehimpulskomponenten erkennt man nur
unwesentliche Abweichungen in der Komponente mit y = 1/2. Ein zu dieser
Komponente in etwa proportionaler Anteil von etwa 10% geht in die Kompo-
nente mit g = —1/2 {iber. Ein Wechsel in Zustédnde mit p = 3/2 findet nur
mit geringer Wahrscheinlichkeit statt. Dies legt die Annahme nahe, dass die
Beriicksichtigung héherer Drehimpulskomponenten nicht mehr wesentlich zu
dem Prozess beitragen.

Abb. 5.4 zeigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Grundzustand fiir Si-
mulationen mit unterschiedlichen Stoflparametern. Diese Wahrscheinlichkeit
nimmt fiir kleine Stoflparameter deutlich und fiir groflere Stolparameter we-
niger stark ab. Fiir einen Stofiparameter von 2050 fm verschwindet die Reak-
tionswahrscheinlichkeit nahezu vollstandig.

Die Abnahme der Wahrscheinlichkeiten am Ende der Simulation sind nu-
merische Artefakte, die dadurch zustande kommen, dass das Projektil in den
absorbierenden Rand hineinlauft.

Im Gegensatz zur Simulation des exakt zylindersymmetrischen Falls mit
b = 0 beobachtet man auch schon vor der eigentlichen Reaktion eine
gleichméflige Abnahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Grundzustand.
Diese kommt durch Ubergiinge im Fernfeld des Projektils in den Grundzu-
stand mit entgegengesetzt ausgerichtetem Spin (u = —1/2), der hier nicht
beriicksichtigt wurde, zustande.

Zur Berechnung der in Abb. 5.6 dargestellten Reaktionswahrscheinlichkei-
ten wurde daher die Wahrscheinlichkeit des Grundzustands nach dem Stof3
von der kurz vor dem Stofl abgezogen.
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Die Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts ergibt daraus
oo
Ttot = / 2rbW (b)db = 1,37 - 10° fm? = 13 700 barn.
0

Eine genauere Bestimmung sollte den Zustand mit entgegengesetztem Spin
mit einbeziehen. Die Beriicksichtigung des langreichweitigen Coulombpoten-
tials mittels Coulombphasen wiirde hier ebenfalls zuverlissigere Ergebnisse
liefern.

5.3 Laserassistierter Schwerionenstofl

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Methode entwickelt, mit der sich ein was-
serstoffahnliches Ion sowohl im elektromagnetischen Feld eines Laserpulses als
auch im Feld eines stoflenden Kerns simulieren lésst. Es ist nun naheliegend,
beides zu kombinieren und eine Simulation fiir einen Stof3 im Laserfeld durch-
zufiihren.

Im Folgenden werden Simulationen eines wasserstoffihnlichen Uranions
auf einem Gitter von 1000 x 400 Gitterpunkten mit einem Gitterabstand von
200 fm unter Einwirkung eines Laserpulses der Sinusquadratform (2.11) mit
w = 20-10"%¢/fm und Q = 5-107%¢/fm und eines mit v = 1,2 zentral
stoffenden Goldkerns vorgestellt. Variiert wurde dabei die Amplitude Aq des
Laserpulses sowie die relative zeitliche Lage von Laserpuls und Stof}. Diese
Rechnungen sind in Tab. 5.1 aufgefiihrt.

Abb. 5.7 zeigt die zeitabhéngige Position der stoflenden Kerne sowie den
zeitlichen Verlauf des Vektorpotentials. Daraus ldsst sich die Phasenlage zwi-
schen Laserpuls und Stofiprozess entnehmen.

Abb. 5.8 zeigt die Dichte wihrend eines solchen Prozesses fiir Ay =
0,006 Ac/efm und ts = 0,517nm/c. Man erkennt im zweiten Bild (t =
0,245nm/c) zum Zeitpunkt hoher elektrischer Feldstirke, dass die Wellen-
funktion schmaler wird. Bei ¢ = 0,347 nm/c sieht man, wie sich ein kleiner
Teil der Aufenthaltswahrscheinlichkeit vom Uranion entfernt und sich dann
im folgenden Bild verlduft. Bei ¢ = 0,51 nm/c, kurz bevor das Projektil den
Targetkern erreicht, erkennt man bereits eine zweite Spitze in der Wahrschein-
lichkeitsdichte am Ort des Goldkerns.

Im néchsten Bild zur Zeit ¢ = 0,525 nm/c hat das Projektil den Targetkern
passiert und einen Teil der Wahrscheinlichkeit des Elektrons mitgenommen.
Im letzten Bild zum Zeitpunkt ¢ = 0,583 nm/c erkennt man in Form einer
Spitze den Teil der Dichte, der als gebundener Zustand am Uranion verbleibt
sowie nach Auflen weglaufende Wellen, die dem ionisierten Anteil der Wellen-
funktion entsprechen. Der Anteil, der der Transferionisation entspricht und
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im vorletzten Bild deutlich als Spitze am Ort des Projektils zu erkennen ist,
nimmt wieder deutlich ab und hebt sich kaum noch von den Kontinuumswellen

ab.

Die Amplituden fiir das Uberleben und die Anregung gebundener Zusténde
sowie die der Transferionisation werden im Folgenden in ihrem zeitlichen Ver-
lauf quantitativ untersucht. Projektionen auf Kontinuumszustidnde zur quan-

Aolhe/efm] ts[nm/c] [(W(t7)| Wy 1)l
w: 0,005 (0,543) 0,95
a: 0,005 0,543 0,42
b: 0,002 0,543 0,39
c: 0,004 0,384 0,51
d: 0,004 0,434 0,39
e: 0,002 0,452 0,33
£ 0,006 0,517 045
st 0,000 0,543 0,37

Tabelle 5.1: Diese Tabelle stellt fiir verschiedene Simulationen die variierten
Parameter sowie Amplituden bestimmter Zusténde der Simulation dar. Ay ist
die Amplitude des Laserfelds und ¢, die Zeit des Stofles nach dem Einschalten

des Laserpulses.

0.1

0.05

z[nm]

-0.05

-0.1 .

t[2m)

C

Abbildung 5.7: Zeitabhéngige Position der stofflenden Kerne fiir die unterschied-
lichen Simulationen neben dem Vektorpotential. Daraus lasst sich ablesen,
wéhrend welcher Phasenlage des Pulses die Kollision stattfindet.
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titativen Bestimmung von lonisationswahrscheinlichkeiten wurden fiir diese

Simulationen nicht durchgefiihrt.

Der zeitliche Verlauf fiir die Amplituden gebundener Zustdnde ist in
Abb. 5.9 fiir Simulationen mit den verschiedenen Parametern wie in Tab. 5.1
aufgefiihrt, dargestellt. Die Simulation (w) wurde ausschliefilich mit einem
Laserfeld durchgefiihrt. Man erkennt, dass die Amplitude des Grundzustands
zwar, wiahrend der Laserpuls wirkt, abnimmt, aber nach dem Abklingen des

L — "
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Abbildung 5.8: Logarithmische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte des
Elektrons fiir wasserstoffihnliches Uran wahrend des Stofles eines Goldprojek-
tils im Laserpuls der Sinusquadratform mit w = 20-10"%¢/fm, Q = w/4 und
Ao = 0,006 iic/efm. Die Simulation wurde auf einem Gitter mit 1000 x 400
Punkten und einem Gitterabstand von 200 fm durchgefiihrt. Der Zeitpunkt ist
jeweils in nm/c nach dem Beginn der Simulation angegeben. Der Stof} findet
zum Zeitpunkt ¢, = 0,517 nm/c statt. Die orangefarbene Linie auf der z-Achse
gibt die Position des Projektilkerns zum jeweiligen Zeitpunkt an. Es handelt
sich um die mit (f) bezeichnete Simulation.
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Abbildung 5.9: Projektion der Wellenfunktion auf den Grundzustand (oben)
und den 2si-Zustand (unten) des ruhenden Uranions als Funktion der Zeit.

Laserpulses wieder fast vollsténdig hergestellt wird. Dass die Amplitude nur
etwa 0, 95 betriagt und nicht 1, liegt daran, dass auf den analytischen Grundzu-
stand projiziert wird (siehe Tab. 3.1). Die Differenz der Amplitude zu Beginn
zu der am Ende der Simulation betrigt 2,8-107%.

Im Vergleich der Simulationen fiir laserassistierte Stofle (a-f) mit der Si-
mulation eines reinen Stofies ohne Laserfeld (s) zeigt sich, dass der Einfluss
des Laserfelds auf den Sto8 um ein Vielfaches grofler als auf das einzelne Ion
ist.

In den meisten der durchgefiithrten Simulationen ist die Grundzustandsam-
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Abbildung 5.10: Projektion der Wellenfunktion auf den Grundzustand (links)
und den 2si-Zustand (rechts) des Projektils als Funktion der Zeit.

plitude am Ende des Prozesses grofler als ohne Laserfeld. Es findet also eine
Stabilisierung des Ions durch den Laserpuls statt. Die grofite Stabilisierung
wurde in der Simulation (c¢) gefunden, wo der Stoff im Moment des maximalen
elektrischen Felds stattfindet. Sie macht sich in einer Differenz von 0, 14 in der
Amplitude bemerkbar. Eine Abnahme der Amplitude wurde ebenfalls in nur
einer der Simulationen (e) gefunden. Hier findet der Stofl bei abnehmendem
elektrischem Feld statt.

Da die Beeinflussung der Amplituden durch das Laserfeld offensichtlich
nicht nur von dessen Intensitdt sondern auch entscheidend von der Phasen-
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lage relativ zum Stofl abhéngt, lassen die vorliegenden Ergebnisse noch keine
zuverldssige Aussage zu, ob bei Mittelung iiber alle Phasen insgesamt eine
Stabilisierung eintritt. Um dies zu tiberpriifen sind weitere systematische Un-
tersuchungen der Phasenabhéngigkeit notwendig.

Wie man in Abb. 5.9 erkennt, sind die Anregungswahrscheinlichkeiten in
den 25%—Zustand in allen betrachteten Féallen kleiner als beim Stofl ohne La-
serfeld. Die Oszillationen gegen Ende des Prozesses lassen sich als numerisches
Artefakt erklidren, da der analytische 23%—Zustand kein exakter Eigenzustand
des diskretisierten Problems ist, sondern Anteile anderer Gitterzustinde mit
anderer Energie enthilt.

In Abb. 5.10 sind die Amplituden fiir Transferionisation in den Grund- und
einen angeregten Zustand gezeigt. Auch fiir die Simulation (w), wo kein Stof
stattfindet, sind die Amplituden, die durch den Uberlapp mit der Wellenfunk-
tion an einem gedachten Projektil berechnet wurden, dargestellt. Damit kann
man bei den anderen Simulationen erkennen, welcher Anteil der Amplitude al-
leine durch den Uberlapp mit der Wellenfunktion ohne Einfluss des Projektils
auftritt. Dieser féllt direkt nach dem Stof8 wieder auf Null ab.

Bei manchen der Simulationen ist gegen Ende der Simulation etwa zur Zeit
t = 0,18 nm/c nach dem StoB (fiir (c¢) bei 0,56, fiir (d) bei 0,62 und fiir (e)
bei 0,63) ein plotzliches Abfallen der Amplituden zu beobachten, was dadurch
verursacht wird, dass das Projektil den Gitterbereich der Simulation verlédsst.
Dieser Abfall hat somit keine physikalische Bedeutung.

Eine Beeinflussung der Transferionisationsraten durch das Laserfeld ldsst
sich aus diesen Ergebnissen nicht erkennen.






Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine numerische Methode zur Lésung der
Diracgleichung fiir wasserstoffdhnliche Schwerionen in intensiven elektroma-
gnetischen Feldern entwickelt.

Die mit der hier verwendeten Separation in Zylinderkoordinaten mogliche
Einsparung an numerischem Aufwand gegeniiber einer vollen dreidimensiona-
len Simulation ermoglichen zum einen die Verwendung von mehr Gitterpunk-
ten in jeder Richtung, zum andern eine Ausdehnung des Zeitintervalls, das
durch eine Simulation abgedeckt werden kann. Damit kénnen neben Schwe-
rionenst68en auch Prozesse in kurzen Laserpulsen simuliert werden.

Aus den Simulationen wurden in Abschnitt 4.1 und 4.3.2 Wahrscheinlich-
keiten fiir Anregung, in Abschnitt 4.1 und 4.3.1 fiir Ionisation, in Abschnitt
5.3 fiir Ladungstransfer und in 4.1 Paarerzeugung abgeleitet. Das Spektrum
fiir die im Laserfeld erzeugten hoheren Harmonischen wurde in Abschnitt 4.2
aus der zeitabhédngigen Wellenfunktion abgeleitet.

Die Stabilisierung von Ionen im Laserfeld konnte in Abschnitt 5.3 zumin-
dest fiir bestimmte Phasenlagen reproduziert werden und in Abschnitt 3.3.4
teilweise vereinfacht als Effekt der relativistischen Zeitdilatation gedeutet wer-
den. Nach Kenntnis des Autors wurde erstmalig die Stabilisierung eines Ions
im Schwerionenstofl durch ein zusétzliches Laserfeld gezeigt.

6.1 Ausblick

Durch Anwendung des vorgestellten Verfahrens ist nun ein systematisches Stu-
dium der Abhé#ngigkeit der einzelnen Phinomene wie etwa Paarproduktions-
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wahrscheinlichkeit, Effizienz einzelner Harmonischer oder die Ausprigung der
Stabilisierung von den gewihlten Parametern wie Kernladung, Intensitét, Fre-
quenz und auch Pulsform der Laserstrahlung moglich.

Durch Einsatz schnellerer Rechner kann die Pulslidnge, fiir die Simulatio-
nen moglich sind, weiter gesteigert werden. Bei Sto8en lassen sich durch die
Verwendung feinerer Gitter numerische Artefakte weiter minimieren. Ande-
rerseits ist es denkbar, den numerischen Aufwand zu reduzieren, indem der
verwendete Ansatz auf nichtiquidistante Gitter erweitert wird.

Fiir Stofirechnungen ist weiter zu untersuchen wie sich durch Verwendung
von Soft-Core-Potentialen bzw. der Beriicksichtigung ausgedehnter Kernla-
dung im Zusammenhang mit deutlich engeren Gittern am Kernort auch die
gebundenen Zusténde bewegter schwerer Ionen mit Kernladungen im Bereich
von Gold und Uran zuverldssig simulieren lassen.

Weitere Verbesserungen der Simulation von Stofiprozessen sind moglich,
wenn das langreichweitige Potential des Projektils durch Coulombphasen nach
[21] berticksichtigt wird.



Anhang A

Einheiten

Im Bereich der relativistischen Quantenmechanik bietet es sich an, natiirli-
che Einheiten zu verwenden. Dabei werden die Einheiten fiir Energie, Mas-
se und Zeit gemifl natiirlicher Beziehungen mit den Naturkonstanten A =
1,054571596- 103 Js und ¢ = 299792458 m/s auf Lingeneinheiten zuriick-
gefiithrt. Hierfiir wird in dieser Arbeit 1fm = 10~%m verwendet. Eine natiirli-
chere Wahl wire die Comptonwellenléinge des Elektrons, so dass die Einheit
fir die Masse die Ruhemasse des Elektrons m, = 9,10938188-1073! kg wiire.

Grofie Einheit in SI-Einheiten in atomaren Einheiten
Linge fm 10~ %m 1,88972598-10~°h/amec
Zeit fm/c 3,33564095-10~24s 1,3789998-10~"h/a’mc?
Energie fic ffm 3,1615261-10~1 ] 7251625, 48 o’ mc?

=197, 326853 MeV
Masse h/efm  3,51767220-1072%kg 386, 15926401519 m
el. Feldstirke hc/efm? 1,97326853-10%°V/m  3,83739522-10 a®m?c? /he
el. Potential ~ hc/efm  1,97326853-108V 7,25162548-105a2mc? /e

Tabelle A.1: Tabelle zur Umrechnung der verwendeten Einheiten.

Ruhemasse des Elektrons m 0,002589605 h/cfm
Grundzustandsenergie fiir Uran Els%,U 0,00192083 A/cfm
Bohrscher Radius fiir Wasserstoff rp 529177 fm
Bohrscher Radius fiir Uran rg, U 5751,92 fm

Tabelle A.2: Einige relevante Groflen ausgedriickt durch die Naturkonstanten
e, h,c und die Linge fm.
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Die Wahl des fm als Grundeinheit fiir die Linge ermdoglicht es, in der nume-
rischen Simulation ganzzahlige Werte fiir die Ortskoordinaten zu verwenden.
Im Text wird der Ubersichtlichkeit halber auch gelegentlich das nm verwendet.
Mit Hilfe der Elementarladung e = 1,6021773310~ 19 C lassen sich ebenso auch
natiirliche Einheiten fiir das elektrische Potential und die elektrische Feldstérke
finden.

Tabelle A.1 erleichtert die Umrechnung in SI- und atomare Einheiten.

In Tabelle A.2 sind einige fiir diese Arbeit relevante Gréflen in den hier
verwendeten Einheiten ausgedriickt.



Anhang B

Analytische Rechnungen

B.1 Entwicklung der Lienard-Wiechert Potentiale

Im Folgenden wird gezeigt, wie die benétigten Entwicklungen der Lienard-
Wiechert Potentiale

1

7/cos (me)E(e, 2, p)de mit E(o,z,¢) = VC% + 0% + b2 + 2pbcos(p)
mit Hilfe des allgemeinen vollstdndigen elliptischen Integrals [29, 30]
bl 9 . 9
acos® & + bsin® ¢ d§
G(k,apa a, b) = / 2 in2 ’
, cos? & 4+ psin® & \/cos2§ + k2 Sin2§

fiir das etablierte numerische Routinen existieren, berechnet werden kénnen.
Fiir m = 0 ergeben sich unter Verwendung der Tatsache, dass der Kosinus
symmetrisch um 7 ist, sowie der Substitution ¢ = 2¢ die folgenden Umfor-
mungen:

1
— d
27 ) V2 + 02 + b2 + 2pbcos(p) 4

w/2

2 -
) \/<2 + 0% + b2 + 2pb(cos? € — sin? €)

w/2
2 ag

o |
VSENCEDE \/(30525 + <2+( )2 sin? &

+b)
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2 (24 (0 —b)?
T §2+(g+b)2G< 2+ (o+0 )2’1’1’1>

Fiir m = %1 lassen sich zum Fall m = 0 analoge Umformungen durchfiihren:

_ B 7/ Cos d
=41 = 27T0 \/C2+Q2_|_b2—|-2gb008(90) 4
/2
_ 2 / cos? ¢ — sin? ¢ ¢
- \/ﬁ 2
7/ + (0 +b) J Cos € +sin%¢ OSQ§+C2+ §2sm§

2 2+ (e—b)? N
T C2+(g+b)2G< C2+(g+b)2’1’1’ 1)

B.2 Matrixelemente

Im Folgenden werden die benttigten Matrixelemente berechnet.

B.2.1 Uberlappmatrix

Z
/ (Z_’ZH> dz + / ( ZZH) dz
2i — Zi—1 Zi — Zi+1
Zi—1 ]
[2:3 — 32’1'_122 + 3ZZ~_1Z} 22—1 [Z — 3ZH_1Z + 32@+1 } s
3(zi — zi—1)? 3(zi — ziy1)?
2i — Zi—1 Zi+1 — %
3 3

Zi+1

o Z— Zi41 T
<¢z ‘¢z+1> / (Zz — zi+1> <Z¢+1 - Zi) :

[—223 + 3(2i41 + 21)2% — 6zlzz+1z] i+l

6(z — zit1)?

(07 197)

Zitl — Zi
6

($2168) = / (ﬁ_m> dﬁg[ (f m)



B.2. Matrixelemente

(671671)

[302 -8V 30i-1+ 6&‘—1@} Z

Qi
[392 —8v/030i+1 + 6011 Q] ;1

95

7

6(v/@i — o 1)? -

307 — 84/ 030i—1 + 60i0i—1 — 074
6(,/0i — \/0i—1)*
307 — 84/ 030i41 + 60i0i+1 — 0714
- 6(/0i = y/oir1)?
(Vi — o 1)*(30i — 2/0i0i 1 — 0i-1)
6(y/0i — /0i-1)>
(Vi — /i11)?(30i — 2,/0i0i41 — Qit1)
6(y/0i — \/0it1)?
£(0i11 = 0i-1) + VBB — VB

T () ()
V0i — \/0it1 0it1 — \/0i

[—392 + 4/ 0P (Voir1 + Vi) — 6&/9%191)9} N

Qi

6(y/2i — \/0it1)?

6(y/0i — \/0it1)?

2 2 o f3 o [,

Oiy1 — 9 0i+19i 0i+10;
6(\/0i — \/0it1)?
(Voir1 — /i) (Voi1 + Vi)
6(\/0i — \/0i41)*
Qi+1 — 05
6

B.2.2 Differentialoperatoren

Zi Zi+1

0 — Zi— — %
Wilg o) = [ T e [ oG

L Zi — Zi—1 : Zi — Zit1)
B [2% — 22_17] Z . [22 —2zi412] ZH
2(z; — zi—1)? 2(2i — ziy1)?



Anhang B. Analytische Rechnungen

0 — %
Glgloi) = [ ot

2 — Ziv1) (Zir1 — 2i)

[22 — 2zz+1z] Fitl

2(Zz_zl+1)2
_ 1
2
Y 0 o\ _ i 17\/9171/\f Vi M/\f
<¢z‘a*|¢z> = / (f_\/m) Q+/ 2 (y/oi — \/M)

[Q —2,/00i—1]5. . [0 —2\/00i1]3""
2(\/0i —/0i—1)?  2(\/0i — \/0i+1)?
0i — 2,/0i0i—1+ 0i—1  0it1 — 2,/0i0i11 + 0i

2(/0i — Voi—1)? 2(y/0i — /0i+1)?

1 - Voir1/ /o do
2 (voi — veir1) (Veir1 — Voi)

B lo— 2@«/@#1]52“
2(vei — v/eir1)”

(i3 |¢>Z+1> =

o 2 Qi41 9
(97lelef) = /Q<M> do + / Q<m> do

o Vi = \/0i-1 J Vi = \/0it1
Qi
{%93 — 3/Poim1 + S0i-10 L)__l
a (Vi — /0i-1)?
Qi+1
[%9 — 3/Poi1 + %@mgzh
+ 3

(Veoi — v/eir1)?

(61016?) 100} + 15020i—1 — 031 — 241/ 0% 0i—1
o 30 (y/oi — \/Qi—l)2
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1007 + 1502 0i41 — 0311 — 244/ 05 0i1

30 (vai — Vi)’

Dieser Ausdruck ldsst sich fiir ein dquidistantes Gitter (o; = h, - i) weiter
vereinfachen:

hj 2443 — 1232 — 24i%\/i/i — 1 —3i+ 1

(97lole?) =
30 (Vi-vi-1)
B 2433 + 122 — 24i%\/iv/i+1—3i — 1
(Vi-vit1)
h2 3i41 3i—1

W\ (i-vir) (Vievia)
- ;%((3i+1)(2z+1+2xfﬁ) (3i-1) (2 —1+2Vivi—1))
= hg(m (3i —1)\/Ji(i — 1)+ (3i + 1) i(i+1)>/15

Qi+1
g ) Voo (Ve e
iy~ o) (B
[ 100% +12v/0°(\/0ir1 + /i) — 15(/@i110i) 0
30(\/0i — \/0it1)?
29§’+1 — 207 — 3\/M+ 31/ 0i410}

30(v/ei — veir1)?

Auch dieser Ausdruck lésst sich fiir ein dquidistantes Gitter weiter vereinfa-
chen:

}le

i

) — a2 (62 +6i+2-3(2i+ 1)Vivi+1) (2 +1+2Vivi+1)
Hef T e 30 (Vi— Vit ) (\ﬂ+\/i+1)2
= B2[6° + i +10i + 2+ (10 + 120 + 4 - 3(20 + 1)?) Viv/i + 1
+6(2i + 1)i(i + 1)] /30
= B2(2i+2+Vivit1) /30
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B.2.4 Terme mit 1/p

91 e _ \[ Qi— s \f Oi+1
<¢igr¢i>—gl< v )dg+g/< % )

VRN NN
_ [0 — 4,/00i-1 + 0i—11n 9] szl N [0 — 4\/00i11 + 0iy11n 0] ZH
(Voi — /0i-1) (Vi — /0i11)?

0i — 4,/0i0i—1 + 0i—1 (3 +1In (ﬁ))
(veoi - ve1)?
—4,/0i0i+1 + 0i41 (3““ (QHrl))

(Vai — Vair1)?
@116t = T(“‘WM)1<@‘@idg
i J o \vei—veit) o \ Ve - Ve
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