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Einleitung

Einfiihrung

Im Jahre 1899 fand HADAMARD den nach ihm bekannten Multiplikationssatz, der besagt,
daf die koeffizientenweise Multiplikation zweier TAYLOR-Reihen bei Entwicklung um den

Nullpunkt eine Funktion
(Fx9)(z) = Fn)z" Y Gn)z" =Y f(n)g(n)="
n=0 n=0 n=0

erzeugt, die sich auf ein Gebiet Gy x Gy = (G - G$) analytisch fortsetzen 148t, falls sich
die beiden Faktoren auf die sternférmigen Gebiete Gy bzw. G fortsetzen lassen (s. [H] ).
Dieser Beweis ging 1955 in [Bi] in die Literatur ein.

1964 und 1971 untersuchte BROOKS in [Brl] und [Br2] die durch das HADAMARD-Produkt
enstehende Algebra holomorpher Funktionen im Einheitskreis und fand dabei folgendes

heraus:

e BROOKSscher Darstellungssatz
Es sei ¢ : H(D) — C ein stetiges lineares Funktional. Dann gibt es eine im ab-
geschlossenen Einheitskreis holomorphe Funktion g, so daf fir alle f € H(D) die
Darstellung ¢(f) = (g * f)(1) gilt.

Ist ¢ zusdtzlich multiplikativ (d.h. ¢(fxg) = ¢(f)-d(g)), so ist ¢(f) = f(n) fir ein
n e No.

e BROOKSscher Anzahlsatz
Wir betrachten die Menge Max H (D) aller maximalen Ideale der Algebra H(D) mit
der HADAMARD-Multiplikation. Dann hat Max H (D) die gleiche Midchtigkeit, wie

die STONE-CECH-Kompaktifizierung SN, der natiirlichen Zahlen.
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In [BNS] wurde die algebraische Struktur von Rdumen stetiger Funktionen C'(X) mit Hilfe
topologischer Methoden untersucht, in dem die Menge der maximalen Ideale Max C'(X)
mit der sog. HULL-KERNEL-TOPOLOGIE ausgestattet wird. Diese Topologie ist so kon-
zipiert, dafl die abgeschlossenen Mengen in Max C(X) durch die Ideale I C C(X) er-
zeugt werden. Thren Namen verdankt die HULL-KERNEL-TOPOLOGIE der Tatsache, dafl
in Max C(X) der topologische Abschluf§ einer Menge @) C Max C'(X), die Hiille des Kerns
von @, also die Menge aller maximalen Ideale, die () @ enthalten, ist. Max C'(X) wird mit
Hilfe von Ultrafiltern von Nullstellenmengen dargestellt und damit gezeigt, dafi Max C'(X)
und Max C(X) homoomorph zur STONE-CECH-Kompaktifizierung X sind. BROOKS

griff diese Methode auf, und konnte folgendes zeigen.

e BROOKSscher Hombomorphiesatz
Stattet man Max H(D) mit der HULL-KERNEL-TOPOLOGIE aus, so ist Max H(DD)

homdomorph zu SNy.

o BRrROOKSscher Primidealsatz

In H(D) ist jedes Primideal in genau einem mazximalen Ideal enthalten.

e BROOKSscher Invertierbarkeitssatz
FEine Funktion f € H(D) ist genau dann invertierbar, wenn J? keine Nullstellen

besitzt und [f(n)|x — 1 (n — o) gilt.

Diese Ergebnisse gingen 1966 in [P] in die Literatur ein.

Im Jahre 1992 konnte MULLER in [M1] zeigen, da HADAMARDs Multiplikationssatz
auch ohne die Einschrinkung auf sternférmige Gebiete giiltig ist. Insbesondere folgt aus
MULLERs Verallgemeinerung, daf§ jedes Gebiet G C C, dessen Komplement eine multi-
plikative Halbgruppe mit Eins ist, eine topologische Algebra H(G) mit der HADAMARD-
Multiplikation erzeugt. Ein solches Gebiet nennen wir zuldssig und die so entstandene
Algebra eine HADAMARD-Algebra.

Seit dieser Erkenntnis wurde in einigen Arbeiten untersucht, welche der von BROOKS be-
wiesenen Eigenschaften der HADAMARD-Multiplikation auch fiir andere zuléssige Gebiete
aufler dem Einheitskreis gelten. Inbesondere wurden von BRUCK UND MULLER in [BM2]

die Frage nach der Giiltigkeit des BROOKSschen Anzahl- und Homdomorphiesatzes fiir
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beliebige HADAMARD-Algebren gestellt.

In [Z] haben wir gesehen, dal der BROOKSsche Hombomorphiesatz fiir kein anderes Ge-
biet als den Einheitskreis gilt. Gesehen haben wir dies, in dem wir die Eigenschaften der
HULL-KERNEL-TOPOLOGIE genauer untersuchten, und diese im allgemeinen als Kom-
paktifizierung identifizieren konnten.

Das Ziel dieser Arbeit ist nun, diese Untersuchungen fortzusetzen, um auch die Frage
nach der Ubertragbarkeit der anderen Ergebnisse BROOKS’ auf beliebige, zulissige Ge-
biete kléren zu konnen.

Wir werden dazu in Kapitel 1 weitere Eigenschaften der HULL-KERNEL-TOPOLOGIE
beweisen. Wir interessieren uns dabei zuerst fiir die Konvergenz in den
Strukturrdumen Max A beliebiger Algebren A und werden dafiir einfache Kriterien ange-
ben konnen. Aus diesen werden wir Kriterien fiir die HAUSDORFF-Eigenschaft der HULL-
-KERNEL-TOPOLOGIE ableiten konnen. Diese werden uns zeigen, dafl der BROOKSsche
Primidealsatz gleichbedeutend mit der HAUSDORFF-Eigenschaft des zugehorigen Struk-
turraums Max H(G) ist.

Um den BROOKSschen Anzahlsatz auf Max H(G) zu untersuchen, werden wir mit Hilfe des
Homomorphiesatzes die in [Z] bewiesenen Resultate weiter verallgemeinern kénnen. Wir
erhalten daraus ein hinreichendes Kriterium fiir die Gleichméchtigkeit mit der STONE-
-CecH-Kompaktifizierung. Dieses werden wir in Kapitel II anwenden, um zu zeigen, da8
der BROOKSsche Anzahlsatz tatséchlich fiir alle zulissigen Gebiete gilt. Zudem werden
wir sehen, dal zwei HADAMARD-Algebren nur dann homoéomorphe Strukturrdume be-
sitzen konnen, wenn die zugehorigen Gebiete sich am Rande des Einheitskreises nicht
unterscheiden.

In Kapitel III werden wir einen Konvergenzsatz fiir Potenzreihen von Taylor-Koeffizienten
erhalten, woraus wir Aufschlufl iiber invertierbare Elemente und Eigenschaften der ma-
ximalen Ideale erhalten werden. Wir werden eine Isomorphie von HADAMARD-Algebren
anhand der erlaubten singuldren Punkte am Rand des Einheitskreises ableiten und die
HAUSDORFF-Eigenschaft (und damit den BROOKSschen Primidealsatz) im Falle aller
mehrfach zusammenhéngenden Gebiete falsifizieren kénnen.

In Kapitel IV werden wir Zusammenhénge zwischen dem HADAMARD-Produkt, komple-

xen Borel-Maflen und stetigen linearen Funktionalen untersuchen. Wir werden dadurch
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zu einem sehr kurzen und eingéngigen Beweis des HADAMARDschen Multiplikationssat-
zes gelangen. Diesen erhalten wir aus der CAUCHY-Transformation, wie sie in [C] ein-
gefithrt wurde. Durch eine Ubertragung auf stetige, lineare Funktionale kénnen wir den
BRroOKSschen Darstellungssatz verallgemeinern und den Dualraum H(G)' mit Hilfe des
HADAMARD-Produkts darstellen. Mit Hilfe dieser Darstellung werden wir einen elementa-
ren Test fiir die Invertierbarkeit in HADAMARD-Algebren iiber einfach zusammenhéngen-

den Gebieten beweisen.



Kapitel 1
Die Hull-Kernel-Topologie

Um Algebren holomorpher Funktionen H(G) untersuchen zu kénnen, stellt es sich als

zweckméBig heraus, den Raum der zugehorigen TAYLOR-Koeffizienten
H(G)={ | f€H(G)}CCMNo)=C(No,C)

zu betrachten, da so die HADAMARD-Multiplikation in die iibliche, punktweise Multi-
plikation {iberfiihrt wird, und Réume stetiger Funktionen bereits Gegenstand diverser
Untersuchungen gewesen sind. Wir betrachten im folgenden also Subalgebren A C C'(X)
und stellen fest, dafl jede dieser Algebren kommutativ ist. Betrachten wir die Kerne der

Auswertungshomomorphismen f € A — f(x) und bezeichnen diese mit
Kernz:={ fe€A| f(x)=0},

so sind diese Mengen stets maximale Ideale in A. Wir bezeichnen die Menge aller maxi-
malen Ideale einer Algebra A mit Max A. Dann ergibt sich fiir Subalgebren A C C'(X)
unmittelbar die wesentliche Eigenschaft
mMaxA C m Kernz={feA| f(x)=0 firallexz € X } = {0}.
zeX
Wir schlieen diese Eigenschaft, so wie die Existenz eines Eins-Elements in die Definition
einer entsprechenden Klasse von Algebren mit ein, die wir im folgenden untersuchen

wollen.

Definition 1.0.1. Wir definieren die Klasse Alg als die Gesamtheit aller kommutativen

Algebren mit Eins-Element, die die Eigenschaft [{Max A = {0} erfiillen. Diese enthélt

5
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insbesondere alle Subalgebren A C C(X) = C(X,C), die die konstanten Funktionen
enthalten. Ferner bezeichen wir mit Alg A alle Subalgebren A’ € Alg von A.

Wir fithren nun die HULL-KERNEL-TOPOLOGIE auf den Elementen der Klasse Alg

ein, in dem wir die Eigenschaften einer passenden Mengenabbilung verwenden.

Lemma 1.0.2 (Die 9M-Abbildung). FEs sei A € Alg und I C A. Dann definieren wir
M(I) :={M e MaxA | M DI}

Fiir diese Abbildung gelten dann folgende Rechenregeln:

(0.1) Ein Ideal I ist genau dann echt (I # A), wenn IM(I) # ( ist.

(0.2) Fiir alle Ideale I,J C A gilt ML) UM(J) =M NJ) =M1 J).
Dabei definieren wir I ® J als das vom direkten Produkt I - J erzeugte Ideal.
(0.3) Fiir jede Menge von Idealen T C P(A) gilt ﬂ{ﬂﬁ([ﬂ[ eI =M>7T),

wobei ®&T das Summenideal und damit die direkte, endliche Summe aller Ideale I € J

bezeichnet.
Die Menge A :={9M(I) | I C A ist ein Ideal }
(0.4) bildet ein System abgeschlossener Mengen, mit denen
(Max A, ) zu einem kompakten T1-Raum wird.

Wir nennen die so erzeugte Topologie, die HULL-KERNEL-TOPOLOGIE auf Max A. Die

namensgebende FEigenschaft, entnehmen wir der folgenden Gleichung.
(0.5) Der Abschluf einer Teilmenge Q C Max A ist gegeben durch Q = i)ﬁ(m Q).

Das Fundament all unserer weiteren Untersuchungen bildet nun der folgende Satz, den
wir bereits in [Z] bewiesen haben, welcher die algebraische Struktur einer Algebra mit dem
topologischen Begriff der Kompaktifizierung in Zusammenhang bringt. Wir verwenden

dazu folgende Begriffe.



Definition 1.0.3. Eine Algebra A € Alg C'(X) heifit reguldr (iiber X'), wenn jede abge-
schlossene Menge M ; X von jedem Punkt p € X \ M durch eine Funktion aus f € A
getrennt wird, so daf f|y; =0 und f(p) = 1 ist.

A heifit normal (iiber X), wenn je zwei disjunkte, abgeschlossene Mengen P, () ; X durch

eine Funktion f € A getrennt werden, das heifit, f|p =0 und f|o = 1.

Satz 1.0.4 (Kompaktifizierungssatz). Fs sei X ein HAUSDORFF-Raum, A € Alg C(X),

eine tber X requldre Algebra. Wir definieren
pa: X — Max A durch pa(z) := Kernz = {f € A| f(x) =0} fir allex € X.
Dann ist (Max A, ua) eine Kompaktifizierung von X .

Wir haben dadurch die algebraische Struktur von A mit einer Kompaktifizierung
in Verbindung gebracht, deren Eigenschaften sich als charakteristisch fiir die Algebra
erweisen. Wir verwenden im weiteren den Begriff der Aquivalenz, der den Begriff der

Homoomorphie verschérft.

Definition 1.0.5. Wir nennen zwei Kompaktifizierungen (K, x) und (M, u) eines vollstéandig
reguléren, topologischen Raumes X &quivalent, wenn es einen Homoomorphismus & :

K — M gibt, so dal ¢ o k = p ist.

Wir haben in [Z] gesehen, daB die Ubertragharkeit der Homéomorphie von Max H(G)
zur STONE-CECH-Kompaktifizierung (BROOKSscher Homéomorphiesatz) auf andere HA-
DAMARD-Algebren daran scheiterte, daB der Raum der Koeffizienten H(G) nicht normal

iiber Ny ist. Dies ist Gegenstand des folgenden Satzes.

Satz 1.0.6 (Aquivalenz-Kriterium). Es sei X ein normaler topologischer Raum und A €
Alg O(X) beliebig. (Max A, 1) ist genau dann dquivalent zur STONE-CECH-Kompakti-
fizierung (6X, B), wenn Max A ein HAUSDORFF-Raum und A : X normal ist.

Ist X diskret, so ist Max A genau dann homdomorph zu BX , wenn (Max A, pua) dquivalent

zu (BX, B) ist.

Wir werden im folgenden sehen, dafi die HAUSDORFF-Eigenschaft der HULL-KERNEL-

TOPOLOGIE im allgemeinen keine triviale Eigenschaft sondern sehr schwer nachzuweisen
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ist. Im Falle von H(D) gelang uns dies in [Z] anhand des folgenden Satzes, der gleich-
zeitig die Aquivalenz gewisser Algebren mit der STONE-CECH-Kompaktifizierung sicher-
stellt. Insbesondere ersehen wir darin eine Verallgemeinerung des Homdomorphiesatzes

von BROOKS, die dessen Ursprung offenbart.

Satz 1.0.7. Es sei X ein normaler topologischer Raum, A C C(X) eine Algebra, die alle
beschrinkten Funktionen enthdlt (A O Cp(X)). Dann ist Max A dquivalent zur STONE-

CrcH-Kompaktifizierung BX .

Daraus resultierte unmittelbar das folgende Kriterium fiir die Aquivalenz des Struk-

turraums einer HADAMARD-Algebra mit der STONE-CECH-Kompaktifizierung.

Satz 1.0.8 (Aquivalenz-Kriterium fiir HADAMARD-Algebren). Es sei G C C ein zulissi-
ges Gebiet. Es ist Max H(G) genau dann homdéomorph zur STONE-CECH-Kompakti-

fizierung BNy, wenn G =D ist.

Bisher unbeantwortet blieb jedoch, ob es wenigstens eine Eins-zu-Eins-Abbildung zwi-
schen den Strukturrdumen der verschiedenen HADAMARD-Algebren gibt, und ob es Aqui-
valenzen oder Homéomorphien zwischen Strukturrdaumen von HADAMARD-Algebren gibt,
die nicht dem Einheitskreis entspringen. Um dies zu untersuchen, bendtigen wir eine
Reihe von Vorbereitungen, die die Struktur der Rdume Max A mit der HULL-KERNEL-

TOPOLOGIE fiir allgemeinere Algebren offenbaren.

§1 Konvergenzkriterien

In diesem Abschnitt wollen wir ein handliches Kriterium fiir die Konvergenz in Max A mit
der durch die abgeschlossenen Mengen {9(]) : I < A Ideal } erzeugten HULL-KERNEL-
TOPOLOGIE, herleiten. Da diese im allgemeinen nicht metrisierbar ist, verwenden wir bei
den folgenden Uberlegungen Netze und die folgenden, damit verbundenen Begriffe:

Ein Netz (z5)sep in einer Menge X ist eine Abbildung von einer gerichteten, nichtleeren
Menge D nach X. Wir sagen, ein Netz hat schliellich eine Eigenschaft E, wenn es ein
0o € D gibt, so dal x5 die Eigenschaft E fiir alle 6 > dy besitzt. Entsprechend bezeichnen

wir E als hdufig zutreffend, wenn es zu jedem 6 € D ein o > § gibt, so da} z, die
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Eigenschaft E erfiillt. Offenbar ist jede schliefflich zutreffende Eigenschaft auch haufig
zutreffend.

Ein Netz (x5)sep in einer Menge X heifit universell, wenn fiir alle A C X entweder x5 € A
oder x5 € X \ A schliellich richtig ist. In einem universellen Netz trifft somit jede haufig
zutreffende Eigenschaft auch schliefflich zu.

Wir verwenden des weiteren die Mengenlimites

lim M; = | J ()M, ={f € A| f € M; schlieBlich }

seD §€D >

lmM; = ()| JM, ={f € A| f e M; hinfig },

deD
€D y>6

wobei ersterer stets ein Ideal ist, und letzterer stets ein multiplikativ abgeschlossenes

Komplement besitzt. Wir erhalten nun das folgende Konvergenzkriterium.

Lemma 1.1.1. Es sei A € Alg, (Ms)sep ein Netz in Max A und M € Max A, dann ist

(1.6) Ms — M (6 € D) genau dann, wenn (lsi_HDlMg cM
€

(1.7) M ein Héiufungspunkt von (Ms)sep genau dann, wenn lm Mg C M
€D

(1.8) Ist (Ms)sep universell, so ist lim Ms = lim My ein Primideal.
seD oeD

Beweis. Es sei Ms — M(§ € D) und f € M¢. Dann ist 2(f)¢ eine offene Umgebung von
M, und somit Ms € 9M(f)° schlieBlich. Das heifit

f’ E '”. I\ZC ']]. M (&

M C (lim Ms)¢ und somit lim Ms C M.
o0eD o0eD

Ist umgekehrt limsep Ms € M und 99U(1)€ eine beliebige offene Umgebung von M, so gibt
esein f € I\ M. Daher ist

cC T c _1; c
fe M ¢ (lim M) %Mm
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so dafl schliefllich f € M§ und damit M; € M(f)* C M(I)¢ sein mufl, woraus die Kon-
vergenz folgt.
Ist M ein Haufungspunkt von (Ms)sep, so gibt es ein Subnetz (M, s))seps, welches gegen
M konvergiert. Fiir dieses gilt
lim M5 C lim M,(5) C lim My C M.
seD seD’ deD’
Ist umgekehrt
limg.,, Ms € M und (1) eine offene Umgebung von M, so gibt es wiederum ein

fel\MC M®C (lim Ms)° = lim M.
s5eD 6eD

Dies bedeutet, daf§ haufig f € M§ und somit M € M(f)¢ C M(I)¢ sein mufl. Das heifit,
M ist Haufungspunkt von (Ms)sep.

Die letzte Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, daf§ lim My stets ein Ideal ist, und
(lim Ms)¢ multiplikativ abgeschlossen ist. Die Gleichheit der beiden Limites erkennt man
wie folgt:

Ist f € Ms héufig, so ist Ms € 9M(f) haufig und damit schlieBlich, da (Mjs)sep universell
ist. Da Mjs € 9M(f) schlieBlich, liegt somit f € Mjy schlieflich, wodurch die beiden Limites

iibereinstimmen. O]
Wir konnen daraus eine interessante Konsequenz ableiten.

Korollar 1.1.2. Es sei X ein diskreter topologischer Raum, A C C(X) eine tber X
normale Algebra mit Fins-Element und (x5)sep ein Netz in X, so daf$ (u(xs))sep in

Max A konvergiert. Dann ist (xs)sep universell.

Beweis. Es sei B C X beliebig und M der Grenzwert von (u(zs))sep. Dann gilt fiir die
Indikatorfunktionen f :=1p € Aund 1 — f = 1gc € A, da A normal iiber X ist, und
X diskret. Angenommen es gelte x5 € B haufig und x5 € B¢ hdaufig. Dann ist f € u(xs)
héufig und 1 — f € p(zs) hdufig. Somit gilt

_ Tim C
fi1=felimp(e;) € M

woraus 1 € M folgt, was einen Widerspruch darstellt. Somit mufl entweder z5 € B

schlieflich or x5 € B¢ schliefllich gelten. Das heiit, (zs)sep ist universell. O
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Da aber C(X) iiber X normal ist, und Max C(X) stets kompakt, hat jedes Netz
(1(x5))sep ein in Max C'(X) konvergentes Subnetz, welches universell sein mufl. Wir ha-
ben fiir den Beweis des Kompaktifizierungssatzes aber die Existenz universeller Subnetze
gar nicht verwendet, sondern lediglich die Existenz maximaler Ideale. Dies erlaubt einen
Ringschluf}: Das Auswahlaxiom impliziert das Lemma von ZORN, welches die Existenz
maximaler Ideale nach sich zieht, welche den Kompaktifizierungssatz impliziert. Dieser
hat als Konsequenz die Existenz universeller Subnetze, woraus sich der Satz von TyYCHO-
NOFF ableiten 1a8t, welcher wiederum das Auswahlaxiom impliziert. Alle Sétze sind somit

dquivalent.

§2 Die Hausdorff-Eigenschaft

Als néchste Konsequenz des Konvergenzkriteriums konnen wir ein Kriterium fiir die
HAUSDORFF-Eigenschaft von Max A ableiten. Wir schreiben, A hat HAUSDORFF-Struktur,

wenn Max A ein HAUSDORFF-Raum ist.

Satz 1.2.1. Fine Algebra A € Alg hat genau dann HAUSDORFF-Struktur, wenn jedes
Primideal in A nur in einem maximalen Ideal enthalten ust.

Insbesondere sind zwei maximale Ideale M, N € Max A genau dann durch offene Mengen
trennbar, wenn sie kein gemeinsames Primideal enthalten.

Ist Max A ein HAUSDORFF-Raum, P C A ein Primideal und M € 9M(P), so ist
M={feA|l1¢Pafo A}

Beweis. Es seien M, N € Max A trennbar, dann ist 0 € M°® N°¢. Angenommen, es gibe

ein Primideal P C M N N, so wire
OG MCQNC gPCQPCgPCg {O}C,

was zu einem Widerspruch fiihrt.

Sind umgekehrt M und N nicht trennbar, so gibt es ein Netz (M;s)sep welches gegen bei-
de Werte konvergiert. Da jedes Netz ein universelles Subnetz besitzt, und jedes Subnetz
ebenfalls gegen alle Grenzwerte konvergieren muf}; konnen wir ohne Einschréinkung an-

nehmen, daB8 (Mjs)sep universell ist. In diesem Fall ist jedoch lim My = lim Ms C M N N
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ein Primideal, welches in beiden maximalen Idealen enthalten ist.

Der zweite Teil des Satzes folgt aus der Tatsache, daf jedes Ideal, welches die Eins nicht
enthilt, in einem maximalen Ideal enthalten sein mufl. Ist also 1 ¢ P& f ® A, so muf
MP @ f© A) # () sein. Auf der anderen Seite ist M(P & f © A) C M(P) = {M}.
Zusammen folgt M(P & f © A) = {M} und damit f € M. Ist umgekehrt f € M, so ist
1¢MDPafOA O

Da dieses Kriterium in der Praxis eher zum Nachweis von Primidealen als zum Beweis
der HAUSDORFF-Eigenschaft geeignet ist, wollen wir noch ein weiteres Kriterium angeben,

welches sich unmittelbar auf die Struktur der Algebra bezieht.

Lemma 1.2.2. Fine Algebra A € Alg hat genau dann HAUSDORFF-Struktur, wenn es zu

jedem f € A zwei Elemente g,h € A gibt, so dafs (1 —f-g)- (1 —(1—f)-h)=0 ist.

Beweis. Es sei Max A ein HAUSDORFF-Raum, und f € A. Dann ist Max A normal als
kompakter HAUSDORFF-Raum. Offensichtlich sind 9(f) und 9M(1 — f) disjunkte, ab-
geschlossene Teilmengen von Max A. Daher werden sie von zwei offenen Umgebungen
M) D M(f) und M(J)¢ D M(1 — f) getrennt, wobei I und J Ideale in A sind. Somit
ist Max A = M) UM(J) = M(I © J) und daher I ® J = {0}. Auf der anderen Seite ist
M(F)NM(I) =0, und damit 1 € (f O A) @ [. Also gibt eseing € A;sodaB1—f-gel
ist. Analog gibt es ein h € A with 1 — (1 — f) - h € J. Daraus folgt

A=f-9) -0=Q0=f)-h)elo]={0}.
Zum Beweis der Riickrichtung sei M, N € Max A mit M # N. Wir haben zu zeigen, daf} es
zwei offene, disjunkte Umgebungen von M und N gibt. Da M # N, gilt 1 € M® N, so dafl
esein f € M mit 1—f € N gibt. Somit existieren g, h € Amit (1—f-g)-(1—(1—f)-h) = 0.
Esseil:=(1—f-g)©Aund J:=(1—(1—f)-h)®A. Dann ist I ® J = {0}, also sind
die offenen Mengen 9(7)¢ and M (J)¢ disjunkt. Da offenbar 1 — f - ¢g ¢ M, und damit
M eMI)¢ist,und 1 — (1 — f)-h ¢ N sodaBl N € 9(J) ist, folgt die Behauptung. [

§3 Machtigkeit und homéomorphe Einbettungen

Der folgende Satz bildet das Fundament der weiteren Untersuchung, welche Algebren

homoomorphe Strukturrdume besitzen.
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Satz 1.3.1 (Hom(6)omorphiesatz). Es seien A,B € Alg, und ¢ : A — B ein Ring-
Homomorphismus. Dann sind Max ¢(A) und IM(Kern(¢)) homdomorphe topologische

Rdume.

Beweis. Wir definieren @ : M (Kern(¢)) — Max¢(A) : M — ¢(M), nehmen ohne Ein-
schrinkung an, da§ ¢(A) = B ist, und definieren J(A) als die Menge aller Ideale der
Algebra A. Da ¢ ein Ring-Homomorphismus ist, ist Bild und Urbild jedes Ideals selbst

wieder ein Ideal.

Zwischeniiberlegung 1.3.2. Es seien I,J € J(A) mit I,J 2 Kern¢, dann ist [ C J
genau dann, wenn ¢(I) C ¢(J). Insbesondere ist I = J genau dann, wenn ¢(I) = ¢(J).

Beweis. Es sei ¢(I) C ¢(J) und x € I beliebig. Dann ist ¢(z) € ¢(I) C ¢(J). Also gibt
es ein y € J mit ¢(y) = ¢(x). Dann ist aber v = (z —y) +y € Kern(¢p) 8 J C J B J C J
und somit I C J. O

Ist nun M € M(Kern ¢), so ist daher ¢(M) ein Ideal. Ist J D ¢(M) ein echt groferes
Ideal in B, so ist ¢~'J D M ein echt groferes Ideal als M in A und damit ¢~!J = A
woraus J = B folgt, und ¢M € Max B ist. Somit ist & wohldefiniert. Nach der Zwi-
scheniiberlegung 1.3.2 mufl ® injektiv sein. Um die Surjektivitit zu erhalten, betrachten
wir M € Max B und stellen fest, dafl ¢~'M € J(A) und ¢~ M D ¢~1{0} = Kern ¢ gilt.
Ist I D ¢~'M ein echt groferes Ideal in A, so ist ¢I D ¢~ M = M und damit ¢I = B,
woraus [ = A folgt. Somit ist ¢~'M € M(Kerng) und ® surjektiv. Zum Beweis der

Stetigkeit betrachten wir eine beliebige, abgeschlossene Menge M p(I) C Max B. Es ist
M) ={ ¢ M| MDI}={¢'M|¢""M D¢ 'I} =M ").
Also ist ® stetig. Die Stetigkeit von ®~! ersehen wir analog:

OMA(N) ={ oM | M DI} ={ M| ¢M D ¢I } = Mpy(¢).

Als direkte Folgerung erhalten wir

Satz 1.3.3. Es sei A € Alg, I C A ein Ideal. Dann ist Max(A/I) homéomorph zu IM(I).
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Beweis. Betrachte die Einbettung ¢ : A — A/I : x — x @& I. Dann ist Max(A/I) =
Max ¢(A) homéomorph zu M (Kern ¢) = M(I). O

Insbesondere erhalten wir aus dem Homomorphiesatz, nach dem fiir jeden Algebra-
Homomorphismus ¢ : A — B A/Kern¢ isomorph zu ¢(A) ist: Max(A/Kern ¢) ist
homoomorph zu M (Kern ¢). Und ganz speziell den folgenden Satz.

Satz 1.3.4. Es sei X ein vollstandig reguldrer, topologischer Raum, A € Alg C(X), D C
X eine beliebige Teilmenge. Wir definieren Kern D als die Menge der Funktionen aus A,
die auf D verschwinden und A|p :== {f|p | f € A} als die Menge der Einschrinkungen.

Dann sind die folgenden Rdume homdomorph
Max(A|p) ~ Max(A/ Kern D) ~ M (Kern D) = pa(D).

Der Beweis folgt unmittelbar aus den vorangegangenen Uberlegungen, in dem man
den Einschrankungs-Homomorphismus ¢ : A — A|p : f — f|p betrachtet.
Wir haben also zusammenfassend erhalten, dafl sich der Strukturraum der Menge al-
ler Einschrankungen A|p einer Algebra A in die Kompaktifizierung Max A einbettet.
Wir erhalten daraus ein hinreichendes Kriterium fiir die Eins-zu-Eins-Abbildbarkeit eines

Strukturraums mit der STONE-CECH-Kompaktifizierung:

Satz 1.3.5. Es sei X ein unendlicher, diskreter, topologischer Raum und A € Alg C(X).
Es gebe eine Menge D C X, deren Mdchtigkeit gleich der von X ist, so dafS jede be-
schrinkte Funktion f € Cg(D) sich zu einem Element von A fortsetzen lifst.

Dann haben Max(A) und X die gleiche Mdchtigkeit.

Beweis. Da X diskret ist, ist die Méchtigkeit der STONE-CECH-Kompaktifizierung |5 X| =
22™ (5. [W]) also die Méchtigkeit von P(P(X)). Nun ist Max A C P(A) C P(C(X)), wor-
aus iiber die Méchtigkeit folgt:

|MaXA| < 2|C(X)\ < 2\((;X| _ 26Ix\ _ 22&0.\x| _ 22|X\ _ |BX|

Andererseits enthédlt A|p 2 Cp(D), wodurch der Strukturraum nach Satz 1.0.7 Max(A|p)

dquivalent zur STONE-CECH-Kompaktifizierung SD wird. Also gilt:

| Max A| > | M a(Kern D)| = | Max(A/ Kern D)| = | Max(A|p)| = |8D| = |5X].
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§4 Stetige Fortsetzung und Aquivalenzkriterien

Wir wollen im folgenden untersuchen, unter welchen Bedingungen die Strukturrdume
zweier Algebren dquivalente Kompaktifizierungen induzieren. Das Ergebnis wird eine ver-

allgemeinerung des Satzes 1.0.6 sein.

Definition 1.4.1. Es seien A, B € Alg C'(X) reguldre Algebren. Dann heiflen A und B
strukturdquivalent, falls die assoziierten Kompaktifizierungen (Max A, p4) und (Max B, up)
(s. Satz 1.0.4) dquivalent sind. Das heiflt, falls es einen Homéomorphismus ¢ : Max A —
Max B gibt, so dafl ® o us = up ist.

Zwei beliebige Algebren A, B € Alg heiflen strukturisometrisch, wenn ihre assoziierten

Strukturrdume Max A und Max B homéomorph sind.
Wir benétigen zunéchst noch einen Fortsetzungssatz fiir Einbettungen in Strukturrdume.

Satz 1.4.2. Es sei A, S € AlgC(X), A C S, A regulir tiber X habe HAUSDORFF-
Struktur. Dann gibt es genau eine stetige Abbildung I' : Max S — Max A, die der Bedin-
gung I'% o s = pa geniigt.

Fiir diese gilt: TS ist surjektiv, T5(M) D M N A fiir alle M € Max S und

S(M)={fcA|1¢Mafo AL

Beweis. Es sei M € Max S beliebig. Dann ist M N A ein Primideal in A. Da Max A
ein HAUSDORFF-Raum ist, gibt es nach Satz 1.2.1 genau ein maximales Ideal '} (M) €
MA(M N A). Wir erhalten somit eine Abbildung I'} : Max S — Max A. Fiir alle z € X
ist
(T o ps)(z) = ' (Kerng z) D Kerng(z) N A = Kern ().

Da Kerna(z) € Max A ist, mufl I' o g = pa sein.

Um die Stetigkeit von I' zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges, universelles Netz
(Mjs)sep, das in Max S gegen M € Max S konvergiert. Nach Lemma 1.1.1 (1.6) muf

dann gelten

P:=limMsnA=ANlmMs; CAnNM CTM.
0eD 6eD

Auf der anderen Seite ist aber (FﬁMg)ge p als Bild eines universellen Netzes selbst uni-

versell und somit konvergent gegen genau ein M’ € Max A, da Max A ein kompakter
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HAUSDORFF-Raum ist. Also ist
P =1lim MsN A ClimI5M; C M'.
6eD 6eD

Nun ist aber auch (Mj)sep universell, wodurch P zu einem Primideal in A wird, und nach
Satz 1.2.1 M’ =T, M sein muB. Somit ist I'] stetig.

Um die Surjektivitdt zu erkennen, geben wir uns ein M € Max A vor. Dann gibt es ein
universelles Netz (zs)sep in X, so dal pazs in Max A gegen M konvergiert. Da (x5)sep
universell ist, muf aber auch pgrs gegen ein M’ € Max S konvergieren. Da ' stetig ist
und Max A ein HAUSDORFF-Raum, folgt TS M’ = M.

Die explizite Darstellung von I'} gilt nach Satz 1.2.1, da fiir alle M € Max S, M N A ein
Primideal in A ist. O

Wir wollen nun untersuchen, wann zwei Strukturrdume dquivalent sind. Da der Satz
1.0.6 die Aquivalenz mit STONE-CECH-Kompaktifizierung mit der Normalitéit der zu-
grunde liegenden Algebra in Verbindung brachte, liegt es nahe, dafi die Aquivalenz der

Kompaktifizierungen mit der Trennbarkeit von Mengen zusammenhéngt.

Definition 1.4.3. Es sei A € AlgC(X), dann definieren wir die Menge aller trennbaren

Paare
A X ={(PQ)| P,QCX : esgibtein fe Asodal fl[p=0 und flg=1}.
Beim Beweis des Satzes 1.0.6 in [Z] haben wir bereits das folgende gesehen:

Lemma 1.4.4. Es sei A € AlgC(X). Dann ist
A X ={(P.Q) € @X)? : iaPNAQ =0},

Da es von besonderer Wichtigkeit ist, dal diese Aussage auch ohne die HAUSDORFF-
Eigenschaft der Raume Max A, Max B richtig bleibt, wollen wir den Beweis hier nochmals

kurz anfiihren.

Beweis. Es sei (P,Q) € A: X. Dann gibt es ein f € A, so dafl f|p =0 und f|g = 1. Also
ist
feKemP := ﬂKernp:{geA : glp=0} und 1— f € Kern@Q.

peP
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Dannist 1 = f+ (1 — f) € Kern P @ Kern Q und damit Kern P @ Kern () = A. Daraus
folgt
paP N paQ) = M(Kern P) N NM(Kern Q)

= M(Kern P @ Kern Q) = M(A) = 0.
Entsprechend gilt umgekehrt fiir

0= paP N ps@Q = MKern P) N M(Kern Q) = M(Kern P @ Kern Q),

da Kern P ® Kern ) = A ist. Folglich gibt es ein f € Kern P mit 1 — f € Kern (), woraus
(P,Q) € A: X folgt. O

Wir erhalten daraus nun das folgende Kriterium:

Lemma 1.4.5. Es seien A, B € AlgC(X), beide regulir iber X und strukturdquivalent.
Dann ist A: X =B : X.

Beweis. Es seien (Max A, pu4) und (Max B, pup) dquivalent mit dem Homéomorphismus

®: Max A — Max B und (P,Q) € A: X. Dann ist ) = paP N paQ und damit

1P M ppQ = ®(aP) N P(paQ) = P(pa(P) N pa(Q)) = 0.

Somit ist (P, Q) € B : X, und die Behauptung folgt aus der Symmetrie der Voraussetzung
in A und B. [

Wir beachten nochmals, dafl fiir das soeben bewiesene Kriterium die HAUSDORFF-
Eigenschaft der Rdume Max A, Max B nicht benotigt wurde. Um die Umkehrung dieses
Lemmas, welche jedoch nicht ohne die HAUSDORFF-Eigenschaft auskommen wird, be-

weisen zu kénnen, bedarf es weiterer Vorbereitungen. Wir bezeichnen im folgenden kurz

S =C(X)und I'y =I' aus Satz 1.4.2.

Lemma 1.4.6. Es seien A,B € AlgC(X), beide regulir tber X und beide von
HAUSDORFF-Struktur, A : X C B : X und My, M; € MaxC(X). Dann gilt die folgende
Implikation:

CaMy #TaM, = TI'gM, # I'gM;.
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Beweis. Es sei I'yMy # I'yM;. Da Max A ein kompakter HAUSDORFF-Raum ist, gibt es
disjunkte, abgeschlossene Umgebungen U; von I'yM; in Max A. Nach Lemma 1.4.4 ist
dann (u,'Up, pu;'Uy) € A: X C B : X. Das heifit, es gibt ein f € B, so daB f\#lej =J
fiir j € {0,1}. Betrachten wir zwei Netze (r))sep in X, so daB pgx) — M;. Dann ist
par) = Ta(pusr)) — TaM;, da T4 stetig ist. Folglich ist pax) € Uj, daher x} € u,'U;
und damit f(2}) = j, schlieflich.

Auf der anderen Seite ist pupr} = ['g(pusz}) — TpM;. Nach Lemma 1.1.1 (1.6) heift dies
aber

lim gl C T, 1 — f elimpgxr CTpM;.
f €limpprs  I'pMo und f e limppr; C UM
Wiére I'g My = I'g M7, so miisste dieses maximale Ideal sowohl f als auch 1 — f enthalten,
und somit auch das Eins-Element, was nicht sein kann. Also ist I'g My # I'gM;. O

Wir sind nun im Stande genau zu klaren, wann zwei Strukturrdume dquivalent sind.

Satz 1.4.7 (Aquivalenz-Kriterium). Zwei regulire Algebren A,B € AlgC(X) mit

HAUSDORFF-Struktur sind genau dann strukturdquivalent, wenn A : X = B : X ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung A : X = B : X haben wir bereits in Lemma
1.4.5 gezeigt.

Esseialso A: X = B : X. Nach Lemma 1.4.6 ist fiir alle My, M; € Max S: I'yMy = I' 4 M,
genau dann, wenn ['gM, = ['gM; ist. Und nach Satz 1.4.2 wissen wir, dafl ['y und I'p

beide surjektiv sind. Also ist die Abbildung
®:MaxA — MaxB: ®:=Tgol}!
wohldefiniert, injektiv und surjektiv. Aulerdem gilt fiir alle z € X:
P opa(zr) = P(Kerna(z)) =g ol (Kerny(x))

= I'p(Kerng(x)) = Kerng(x) = pp(z).

Es bleibt also lediglich zu zeigen, dal ® stetig ist. Die Stetigkeit der Umkehrfunktion folgt
dann aus der Symmetrie der Voraussetzung.
Wir betrachten dazu ein konvergentes Netz (Ms)sep in Max A mit Grenzwert M € Max A.

Nach dem Auswahlaxiom konnen wir zu jedem My ein Urbild Ny € FglM(; C Max S
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wéhlen. Da Max S kompakt ist, gibt es zu jedem Subnetz (Nys)sep ein konvergentes
Sub-Sub-Netz (N,.s)scpr mit einem Grenzwert N € Max S. Da I'y und I'p stetig sind,
folgt:

['AN < TI'yNyrs = Myrs — M und I'gN,;s — I'gN.

Damit ist N € I';'*{M}. Da somit der Grenzwert aller Sub-Sub-Netze (I'3Nyrs)scpn
identisch ist, folgt
OdMs =I'pNs —T'gN = M.

§5 Strukturisometrie-Kriterien

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt ein Kriterium fiir die Strukturdquivalenz her-
geleitet. Doch wir interessieren uns vor allem fiir die schwéchere Eigenschaft der Struk-
turisometrie, da nur diese notwendig fiir die Isomorphie zweier Algebren ist. In [Z] haben
wir bereits gesehen, dafl in einem Spezialfall die beiden Begriffe iibereinstimmen, namlich
bei der STONE-CECH-Kompaktifizierung eines diskreten Raumes. Wir wollen nun unter-
suchen, ob wir diese Aussage verallgemeinern kénnen. Wir erinnern uns an das folgende

Lemma aus [Z, S. 36]

Lemma 1.5.1. Es sei X ein diskreter, topologischer Raum und (K,k) eine
T1-Kompaktifizierung von X. FEine einelementige Menge {p} C K ist genau dann of-

fen, wenn p € k(X) ist.

Da fiir jede reguldre Algebra A € AlgC(X) (Max A, ) nach Satz 1.0.4 eine T1-
Kompaktifizierung ist, gilt diese Aussage fiir jeden Strukturraum. Insbesondere ist pn

eine offene Abbildung.

Korollar 1.5.2. Es sei X ein diskreter, topologischer Raum und A, B € AlgC(X) re-
gulire Algebren. Es gebe einen Homdéomorphismus ® : Max A — Max B. Dann gibt es

eine Permutation ¢ € C(X,X), so daff ® o g = pup o ¢ ist.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ® o g4 : X — Max B. Da pa(X) alle Elemente
enthélt, deren Einpunktmenge offen ist, gilt dies auch fiir ® o 4. Das selbe ist fiir pup(X)
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richtig. Somit ist pp(X) = (® o pu4)(X). Die Funktion ¢ := puz' o ® oy : X — X ist
damit wohldefiniert und bijektiv, also eine Permutation. Und es ist
ppod=ppougodopuy=oopu,.
O

Beispiel 1.5.3. Es sei A € Alg C(X) eine regulidre Algebra iiber dem diskreten, topolo-
gischen Raum X und ¢ € C(X, X) eine Permutation. Wir definieren

A?:={fop|feA}

Offenbar ist die Abbildung Ty : A — A? : Ty(f) := f o ¢ ein Algebra-Isomorphismus. Da-
mit sind die beiden Algebren nach Satz 1.3.1 strukturisometrisch, jedoch im allgemeinen
nicht strukturdquivalent. Wir erhalten den Homoéomorphismus der Strukturrdume, den

wir ebenfalls mit T} bezeichnen wollen, als
Ty:Max A — Max A? : Ty(M) = {fo¢ | f € M} fiir alle M € Max A.

Betrachten wir nun noch die Menge der durch A trennbaren Mengen, so ergibt sich fiir
diese die folgende Bedingung: Es ist (P, Q) € A? : X genau dann, wenn es ein f € A gibt,
so dafl fo¢|p=0und fo¢|g=1ist. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit f trennt
¢(P) von ¢(Q). Das heifit (¢(P),#(Q)) € A : X. Wir definieren entsprechend

P(A: X) :={(a(P),0(Q)) | (P,Q) € A: X }
und erhalten somit die Gleichung
A% X = ¢(A: X).

Satz 1.5.4. Es sei X ein diskreter, topologischer Raum, A, B € Alg C(X) reguldr. A und
B sind genau dann strukturisometrisch, wenn es eine Permutation ¢ € C(X, X) gibt, so

daf A und B? strukturdquivalent sind.

Beweis. Es sei @ : Max A — Max B ein Homoomorphismus. Nach Korollar 1.5.2 gibt
es eine Permutation ¢ : X — X mit ® o uy = up o ¢. Geméaf Beispiel 1.5.3 ist dann
Ty o0 ® : Max A — Max B? ein Homdomorphismus. Und es gilt fiir alle z € X

ppo(w) ={g € B” | g(x) =0} ={fo¢ | f € Bund f(¢(x)) =0}
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= Ty(up(¢(x)) = (Ty 0 @) © pa().

Somit sind (Max A, pia) und (Max B?, igs) dquivalent.
Die Umgekehrte Richtung folgt aus der Tatsache, dafl A und B? strukturdquivalent und
damit strukturisometrisch sind. B und B? sind nach Beispiel 1.5.3 ebenfalls strukturiso-

metrisch. Also sind auch A und B strukturisometrisch. O

Kombinieren wir nun dieses Ergebnis mit den Aquivalenz-Kriterien 1.4.7 und 1.4.5 so

erhalten wir das folgende Ergebnis.

Korollar 1.5.5. Es sei X ein diskreter, topologischer Raum, A, B € Alg C(X) requldir
und von HAUSDORFF-Struktur. A und B sind genau dann strukturisometrisch wenn es
eine Permutation ¢ € C(X,X) gibt, so daff A: X = B? : X ist.

Sind A und B nicht von HAUSDORFF-Struktur, aber requldr und strukturisometrisch, so

ist die Ewistenz der Permutation ¢ mit A : X = B? : X immernoch notwendig.
Nach Beispiel 1.5.3 ergibt sich daraus die folgende Erkenntnis.

Korollar 1.5.6. Es sei X ein diskreter, topologischer Raum. Zwei reguldre Algebren
A, B € AlgC(X) mit HAUSDORFF-Struktur sind genau dann strukturisometrisch, wenn
es eine Permutation ¢ € C(X, X) gibt, so daff A: X = ¢(B : X) ist.

Besitzen beide Algebren keine HAUSDORFF-Struktur, so ist die Fxistenz der Permutation

¢ mit A: X = ¢(B: X) immernoch notwendig.

Beweis. Es seien A und B strukturisometrisch. Dann gibt es nach Korollar 1.5.5 eine
Permutation ¢, so dafl A und B? strukturiiquivalent sind. Dies impliziert nach Lemma
1.45 A : X = B? : X. Nach Beispiel 1.5.3 ist aber B? : X = ¢(B : X) und damit
A: X =¢(B:X).

Sind umgekehrt A und B Algebren mit HAUSDORFF-Struktur, so dafl es eine Permutation

¢: X - Xmit A: X =¢(B: X) gibt, dann ist
B X =¢p(B: X)=A:X

nach Beispiel 1.5.3. Somit sind A und B? nach 1.4.7 strukturiquivalent. Damit sind nach
Korollar 1.5.5 A und B strukturisometrisch. O]
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§6 Strukturridume von Produktalgebren

Wir wollen nun noch zeigen, dal die Struktur-Rdume von Produktalgebren aus der di-
rekten Summe der einzelnen Strukturrdume zusammengesetzt sind. Diese Eigenschaft
werden wir spater bendétigen, um den Strukturraum von Funktionenrdumen mehrfach

zusammenhéingender Gebiete anzugeben.

Satz 1.6.1. FEs seien A, B € Alg. Dann ist Max(A x B) homéomorph zu Max AW Max B,
wobei wir mit Max AWMax B die disjunkte Vereinigung mait der tiblichen Summentopologie

meinen.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ¢4 : AXx B — A: (f,g) — f. Dann ist Kern ¢4 =
{0} x B. Nach Lemma 1.3.1 ist dann M4 5({0} x B) homéomorph zu Max ¢(A x B) =
Max A und analog Maxp5(A x {0}) homéomorph zu Max B. Da aber

M(Ax {0})NM{0} x B) =M(Ax {0})® ({0} x B)) =M(Ax B) =0
ist, sind beide Teile disjunkt. Auflerdem iiberdecken sie den ganzen Raum, da
M(A x {0}) UM{0} x B) =M((A x {0}) ® ({0} x B)) =M({0}) = Max(A x B).

Da sowohl A x {0} als auch {0} x B Ideale in A x B sind, sind (A x {0}) und M({0} x
B) beide offen und abgeschlossen. Also ist Max(A x B) homéomorph zu der disjunkten
Vereinigung Max A W Max B. m

Durch vollsténdige Induktion erhélt man das folgende Ergebnis.

Korollar 1.6.2. Es sei A € Alg und n € N.
Dann ist Max(A™) homdomorph zu Z, x Max A.



Kapitel 11

Anwendung auf Hadamard-Algebren

In diesem Kapitel wollen wir die zunéchst abstrakten Ergebnisse des vorangegangenen
Kapitels auf die fiir uns interessanten HADAMARD-Algebren anwenden. Wir werden ei-
nerseits die Moglichkeit fiir Strukturisometrien und damit die Ring-Isomorphien unter
HADAMARD-Algebren drastisch einschrianken kénnen. Zum anderen werden wir aber se-

hen, daf} die Méchtigkeit der Strukturrdume aller HADAMARD-Algebren identisch ist.

§1 Strukturidquivalenz von Hadamard-Algebren

RENDER UND SAUER haben in [RS2] und [RS3] nachgewiesen, daf§ keine zwei unter-
schiedlichen HADAMARD-Algebren Algebra-isomorph zueinander sein konnen. Wir haben
in Satz 1.3.1 gesehen, dafl zwei isomorphe Algebren stets strukturisometrisch sind, wobei

bereits die Ring-Isomorphie hinreichend ist. Die Umkehrung ist jedoch im allgemeinen

falsch.

Definition 2.1.1. Wir identifizieren eine HADAMARD-Algebra H(G) mit dem Raum der
zugehorigen Taylor-Koeffizienten H (G), so daBl wir (per Definition) dquivalente Kompak-
tifizierungen (Max H(G), ui) und (Max H(G), [fc)) erhalten, wobei wir pig(n) == {f €
H(G) | f(n) =0} fiir alle n € Ny definieren.

Zwei HADAMARD-Algebren H(P) und H(Q) heiflen strukturdquivalent, wenn
(Max H(P), up) und (Max H(Q), pug) dquivalente Kompaktifizierungen von Ny sind, und

damit genau dann, wenn H (P) und H (Q) strukturdquivalent sind.

23
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Durch Satz 1.4.7 wissen wir, dafl zwei Algebren mit HAUSDORFF-Struktur genau dann
strukturédquivalent sind, wenn sie die gleichen Mengen trennen. Nach Lemma 1.4.5 ist die-
se Bedingung auch dann notwendig, wenn die HAUSDORFF-Eigenschaft nicht erfiillt ist.
Diesbeziiglich wissen wir iiber die HADAMARD-Algebren bisher nur, daf§ H(D) HAus-
DORFF-Struktur besitzt. Wir werden im folgenden jedoch sehen, dafl die Menge der er-
laubten Singularitdten am Rande des Einheitskreises fiir die Strukturiquivalenz eine ent-

scheidende Rolle spielt.

Satz 2.1.2. Es seien H(P) und H(Q) strukturdquivalente HADAMARD-Algebren. Dann
ist PN oD = Q N oD.

Beweis. Mit H(P) und H(Q) sind auch ]/-\I(P) und ﬁI(Q) strukturdquivalent. Nach Lemma
1.4.5 ist daher H(P) : Ny = H(Q) : No.

Da P und @) zuldssige Gebiete sind, sind ihre Komplemente multiplikativ abgeschlossen
und damit auch P* := P°NJD und Q* = Q° N ID. Somit ist P* eine zyklische Gruppe
von endlicher Ordnung x(P) oder P* = JD. In letzterem Fall ist P = ID. Und wir wissen
bereits nach Satz 1.0.8, dal Max H (D) mit Max H(Q) nur dann homéomorph sein kénnen,
wenn () = D ist.

Im ersten Fall ist p(2) = —7 € H(P). Esist p(n) = 1y(py.xn, (n). P trennt also die Menge
Zp := k(P)-Ny von ihrem Complement. Daraus folgt (Zp, Z5) € H(P) : Ng = H(Q) : Ny.
Also sind die k(P)-ten Einheitswurzeln auch in Q¢ enthalten. Es folgt P°NoD C Q°NID.
Die Symmetrie in P und @ ergibt die umgekehrte Inklusion. O]

Wenn wir also nach einem Beispiel fiir zwei HADAMARD-Algebren suchen, welche zwar
nicht isomorph aber doch wenigstens strukturdquivalent sind, so diirfen diese sich am
Rande des Einheitskreises nicht unterscheiden. Wir werden im néchsten Kapitel sehen, daf3
die Gestalt des Gebietes aulerhalb einer Umgebung des Einheitskreises keinerlei Effekt auf
den Strukturraum Max H (G) ausiibt. Wir konnen aber auch ein Beispiel angeben, bei dem
zwei HADAMARD-Algebren sich durchaus in der Nédhe des Einheitskreises unterscheiden
kénnen und diese trotzdem strukturdquivalent sind. Wir beachten dazu, daf in Satz 1.3.1

bereits die Ring-Isomorphie zweier Algebren hinreichend fiir die Strukturisomorphie ist.

Beispiel 2.1.3. Es sei G C C ein zuléssiges Gebiet mit G* := {Z | z € G} # G. Dann
sind H(G) und H(G*) strukturdquivalent.
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Dies ersehen wir sofort aus folgender Verallgemeinerung

Lemma 2.1.4. Es sei A € AlgC(X) regulir iber X und A* = {f* | f € A}, wobei

f*(x) = f(x) fir alle x € X das komplex konjugierte Element darstellt. Dann sind A und

A* strukturdquivalent.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ¢ : A — A* : f — f*. Offenbar ist ¢ ein selbstin-

verser Ring-Isomorphismus zwischen A und A*. Somit gilt nach Satz 1.3.1
Max A* = Max ¢(A) ~ M4 (Kern ¢) = M4 ({0}) = Max A.

Dabei meinen wir mit X ~ Y, X und Y sind homdomorphe, topologische Rdume. Wir

betrachten des weiteren das Bild der Einbettung

(90 pna)w) = o({f € A| flx) =0}) = {f" € A" | [*(x) = 0} = pa-(x).
Damit ist (Max A*, pua+) dquivalent zu (Max A, i4). O

Wir wollen nun noch zeigen, dafl die Bedingung des Satzes 2.1.2 auch notwendig fiir

die Strukturisometrie zweier HADAMARD-Algebren ist.

Satz 2.1.5. Es seien H(P) und H(Q) strukturisometrische HADAMARD-Algebren. Dann
ist PN oD = Q N oD.

Beweis. Nach Korollar 1.5.6 folgt aus der Strukturisometrie von H(P) und H(Q) die
Existenz einer Permutation ¢ : Ng — Ny, so daB H(P) : Ny = ¢(H(Q) : N) ist. Wir
betrachten die Menge

S(P):={SCNy| (55 eHP):Ny }.
Dann ist S € &(P) genau dann, wenn
Fo(z):=) 2" € H(P).

nes

Wir definieren die ¢-Transformierte einer in 0 holomorphen Funktion durch

o0

f¢(z) = Z(fo ¢—1)(n) . Z f(n) o)

n=0
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Offenbar ist dann S € ¢(&(Q)) genau dann, wenn

Fo(z) = Z z”:Zz¢(”)€H(Q).

ne¢p—1(S) nes

Wir beachten, dafl beide Funktionen Potenzreihenentwicklungen mit endlich vielen ver-
schiedenen Koeffizienten besitzen, namlich {0,1}. Wir finden dazu eine Charakterisierung

im Buch von BIEBERBACH [Bi, S.115ff].

-~

Satz 2.1.6 (Satz von SZEGO). Es sei G 2 D ein Gebiet und f € H(G) mit | f(Ng)| < oo.

Dann ist f rational, fAschlz’eﬂlz’ch periodisch, und es gibt eine Zahlm € N und ein Polynom

p, so dafs

Die Singularititen liegen in diesem Fall ausschlieflich bei den m-ten Einheitswurzeln

ek (k€ Zy,).

Betrachten wir die Anzahl der singulédren Punkte von P am Rande des Einheitskreises

und bezeichnen diese mit x(P). So ist
PCH8D:{ ei(P) ‘ k‘EZH(P) }

Jede rationale Funktion mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten mufl entsprechend
schlieflich x(P)-periodische TAYLOR-Koeffizienten f(n) besitzen. Selbiges gilt fir das
Gebiet @). Insbesondere ist somit jede Menge S € &(P) schlieBlich (P)-periodisch und
#(S) € 6(Q) schlieBlich x(Q)-periodisch.

Um die Einschrankung auf schliefllich alle Elemente zu eliminieren, teilen wir die Elemen-
te von &(P) in Klassen ein. Wir betrachten die Aquivalenz-Relation auf G(P) definiert
durch S ~ T genau dann, wenn die symmetrische Differenz SAT eine Menge von endli-
cher Michtigkeit ist. Offenbar bildet jede Permutation ¢ : X — X Aquivalenz-Klassen auf
Aquivalenzklassen ab, denn ist S ~ T eine endliche Menge, so ist ¢(S)AG(T) = ¢(SAT)
ebenfalls eine endliche Menge. Somit ist S ~ T" genau dann, wenn ¢(S) ~ ¢(7') ist.

Da jedes Element aus &(P) schliellich periodisch ist, konnen wir diese Menge durch

Abénderung in endlich vielen Punkten zu einer iiberall periodischen Menge abandern.

Diese bleibt somit in der gleichen Klasse, wie die urspriingliche Menge. Die sich daraus
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ergebende Abbildung ist eindeutig, da in jeder Aquivalenzklasse nur eine iiberall peri-
odische Menge liegen kann, denn zwei unterschiedliche, periodische Mengen besitzen eine
periodische, symmetrische Differenz, die somit nicht endlich sein kann.

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse einer Menge mit [S]. und den periodischen Re-
prasentanten mit p([S].) oder p(S). Die Menge der periodischen Elemente aus &(P)
bezeichnen wir mit B(P) = p(&(P)).

Nach unseren vorangegangenen Uberlegungen ist dann die Abbildung

@ P(P) = P(Q) - 2(5) = p(o(5))

eine bijektive Abbildung. Da alle Mengen in 3(P) x(P)-periodisch sein miissen und ¢
eine Bijektion ist, gilt fiir die Méchtigkeit der beiden Mengen

2" = [(P)] = [B(@Q)] = 2

und damit k(P) = (Q). Daraus erhalten wir PN 0D = Q°NID und damit die Behaup-
tung. O

Da nach nach Satz 1.3.1 die Ring-Isomorphie hinreichend fiir die Strukturisometrie

ist, erhalten wir das folgende Ergebnis.

Korollar 2.1.7. Es seien H(P) und H(Q) Ring-isomorphe HADAMARD-Algebren. Dann
ist PNOD = QN JoD.

§2 Die Michtigkeit der Ridume Max H (G)

Um das bereits bewiesene Kriterium 1.3.5 fiir die Méchtigkeit der Strukturrdume auf die
Raume Max H(G) anwenden zu kénnen, betrachten wir die kleinste HADAMARD-Algebra
holomorpher Funktionen H; = H(C\{1}). Wir wollen dabei die Eigenschaft f(oco) = 0 in
die Definition der Holomorphie im Punkt co stets mit einschliefen. Wir wissen bereits, dafl
H isometrisch isomorph zum Raum FEj der ganzen Funktionen vom Exponentialtyp 0 der
Ordnung 1 ist (s. z.B. [Bi, S.8]), wobei wir zwei topologische Vektorrdume genau dann als
isometrisch isomorph bezeichnen wollen, wenn es einen Vektorraum-Isomorphismus gibt,

der gleichzeitig ein Homdomorphismus ist. Wir untersuchen daher zunéchst die Existenz
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von Funktionen mit vorgegeben Werten im Raum FEj. Hierzu benétigen wir das folgende,

auch an sich interessante Lemma.

Lemma 2.2.1. Es sei f € Ey vom Geschlecht 0 mit f(0) =1 gegeben. Wir definieren

fr(z) = H(l + @)

wobei (zp)nen, alle Nullstellen von [ durchliuft.

Dann ist die Menge
T(f)={g € Ey | g ist Teiler von f und g(0) =1}
normal (im MONTELschen Sinne) in Ey und es gilt fir alle g € T(f) und alle o > 0:

lglle < 11 lla-

Beweis. Wir bezeichnen, wie {iblich, mit M(f,r) = supy,._, [f(2)|. Es sei g € T(f). Dann
gibt es eine Teilmenge D C Ny, so dafl gilt:

go2)=TJa- 2.

Z,
neD n

Dabher ist

<[]« 1+ —) H(1+—):M(f+,r).

neD |Zn| neNy | n|

Da fiir alle h € Ey, ||h||a = sup,-q M (h,r) - e " ist, folgt ||g|la < || fT]|a- Also ist T'(f)
beschrankt in Ey. Da Ej isometrisch isomorph zu H; ist, und dort der Satz von MONTEL

gilt, gilt dieser auch in Ey und es ist T'(f) normal in Fj. O

Satz 2.2.2. FEs sei (z)nen, eine Folge in C, die der Bedingung

TS |

n—oo |Zn|

gentigt, und (wy)nen, eine beschrdnkte Folge in C. Wir definieren

b = [J0 - D). me) = 0L (e = 2

ne0 Zn 1 —_ — hk(zk)

o
Dann ist Z wihy  konvergent in Ey.
k=0

Insbesondere existiert eine Funktion f € Fy, so daf$ f(zr) = wy fir alle k € Ny gilt.
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Beweis. Wir betrachten den Nenner der Funktionen Ay:

00 ~ k—1 p 0o -
k k k

(z)l = 1] |1—Z—|=H|1—Z—|' 11 1= —l=p-m
n=0,n#k n n=0 n n=k+1 n

Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ > 1, so dafl |z,411] > ¢ - |2,| schlieBlich gilt. Da ¢ > 1
ist, gilt ¢ > 3 schlieflich und damit gelten beide Aussagen ab einem Index Ny. Es gilt

somit:
kel k—1 2] No-—1 2| k—1 12
k k k k
p=TIE U= -0 = [T -0 TG -
n=0 n=0 n=0 n=Np
k—1 k—No k—No
> [[@"=D=co- [[@-Dzea- ] @ -1
n:NO m=1 m:NO
k—No
e [ B=1) = 2820 = 28,
m:No
Ebenso gilt ab dem Index Ny:
0 2 0 ‘Zk|
n=k+1 n n=k+1 n
> [ n-a" " =]]1-¢"=c>0
n=k+1 n=1

Also gilt |hg(2x)| > ¢4 - 28 schlieBlich, und es folgt somit fiir alle o > 0

o0 o0 1
> o tulla < 3 - — el

k=Np k=No

oo
<erfwlloe - Y 27 B o < e flwllos - 177 la < 0.
k=No

DaB die Grenzfunktion f die Bedingung f(zx) = wy erfiillt, wird durch die Eigenschaft
hi(2n) = O, offenbar. O

Wir erhalten daraus unmittelbar die gewiinschte Normalitéit von Ej fiir hinreichende

diinne Mengen:

Korollar 2.2.3. Es sei (2p)nen, €ine Folge in C, die der Bedingung lim lznnil >

geniigt, und D = {z, | n € Ny}, dann ist Ey|p O Cp(D).
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Wir wissen, daf die Integraltransformation

fz) = -1 () dt

270 Sty j=e

die eindeutig bestimmte Fortsetzung der Folge der TAYLOR-Koeffizienten (f(n))neNO der
H,-Funktion f in Fy ist. Da Hy C H(G) fiir jedes zulédssige Gebiet G ist, gilt daher das
folgende

Lemma 2.2.4. Es sei G ein beliebiges, zuldssiges Gebiet, (ny)ren, eine Folge natirlicher

Zahlen, die der Bedingung

‘”kﬂ’ > 1

lim
k—o0 |nk|

gentigt, und D = {ny | k € No}.
Dann ist H(G)|p 2 Cp(D).

Und wir erhalten, nach Satz 1.3.5 das Ergebnis

Satz 2.2.5. Der Strukturraum jeder HADAMARD-Algebra hat die gleiche Mdchtigkeit wie
PNo.

Genauer betrachtet, stellen wir fest, da die STONE-CECH-Kompaktifizierung der
natiirlichen Zahlen sogar iiberabzéhlbar oft in Max H(G) homdomorph eingebettet liegt,
obwohl Max H(G) nur im Falle des Einheitskreises homéomorph zu SNy ist.



Kapitel ITI

Invertierbare Elemente und

Isomorphien

In diesem Kapitel werden wir sehen, dafl die Struktur der Raume Max H (G) hauptséchlich
durch Gestalt und Anzahl der Locher des Gebietes am Rande des Einheitskreises bestimmt
wird. Es stellt sich heraus, dal hingegen die Gestalt des Gebietes aulerhalb keinen Einflufl
auf die Strukturrdume nimmt. Zudem beweisen wir, dafl es, obwohl in [RS2] gezeigt wurde,
daB keine zwei unterschiedlichen HADAMARD-Algebren isomorph zueinander sind, einige

Isomorphien unter den HADAMARD-Algebren gibt.

§1 Potenzreihen von Taylor-Koeffizienten

Definition 3.1.1. Es sei G ein zuléssiges Gebiet, f € H(G). Dann bezeichnen wir
<> = x = = und definieren rekursiv f<"*> = f % f<"> fiir alle n € Ny. Nach

dem HADAMARDschen Multiplikationssatz wissen wir, da§ dann f<"> € H(G) sein mufl.

Im folgenden werden wir den Konvergenzradius der TAYLOR-Entwicklung einer Funk-
tion um den Nullpunkt f mit p(f) bezeichnen.
Wir werden nun einen Konvergenzsatz als Konsequenz des HADAMARDschen Multiplika-
tionssatzes beweisen, der fiir die weiteren Uberlegungen von fundamentaler Bedeutung

ist.

31
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Satz 3.1.2. Es sei F' holomorph in einer Nullumgebung, G ein zulissiges Gebiet, f €
H(G) mit p(f) > 1 und HfA||Oo < p(F). Dann konvergiert die Reihe

oo

Z f<n>

n=0

im Raum H(G) (also lokal gleichmdfig) gegen eine Funktion g € H(G) mit g = F o f

Beweis. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir den Spezialfall G = ID. Wir stellen
fest, daf fir alle f € H(D), die beschrinkte TAYLOR-Koeffizienten ]?(n) besitzen, das

folgende gilt

oo

M(f,r) = max|f(z)] = max IZf() "l

<D I <Y I lleor™ = 17— - 1l

n=0 n=0

—_

Ist also (fx)ren, eine Folge in H (D) mit F — fin ls, SO konvergiert fi, gegen f in H(DD).
Da F in der p(F') Umgebung von 0 holomorph ist, gilt

o0

STIER) - 15 oo = SOIE®)] - 17 N0 < STIE®)] - 111 < oo,
k=0 k=0

k=0
da || flloo < p(F) ist. Somit konvergiert die Reihe in lo, und damit konvergiert
4= 3 PO € HD)
k=0

Und es gilt fiir die zugehorigen TAYLOR-Koeffizienten

~ ~

F(k)(f(n)* = F(f(n)).

NE

g(n) =

i

0

Nun wollen wir uns von der Einschrinkung G = D befreien. Wir betrachten ein beliebiges,
zuléssiges Gebiet G. Es sei K eine kompakte Teilmenge von G. Wir definieren p(K) =
max{|z| | z € K}. Da p(f) > 1 ist, existiert ein Ny € Ny, so dafl p(f<No>) > p(f)No >
p(K) gilt. Dann ist fiir alle N > N,

N N No—1 R N—Ng R
F(n)f<n> — Z F(n)f<"> + f<No> * Z F(n 4 No)f<n>-
n=0 n=0 n=0

Dabei ist der erste Term nach dem HADAMARDschen Multiplikationssatz in H(G) ent-
halten, p(f<M>) > p(K) und es konvergiert die letzte Summe in H (D) nach dem so-

eben bewiesenen Spezialfall. Damit konvergiert der gesamte hintere Summand nach dem
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HADAMARDschen Multiplikationssatz lokal gleichméBig in D,x) 2 K also insbesondere

gleichméfig in K. Da K C G beliebig war, folgt die Behauptung. [

Wir werden uns nun noch von einigen iiberfliissigen Voraussetzungen des soeben be-

wiesenen Satzes befreien, bevor wir uns den Anwendungen widmen.

Korollar 3.1.3. Es sei F' : C — C eine beliebige Funktion, die in der Nullumgebung
D,r) holomorph ist, G ein zulissiges Gebiet, f € H(G) mit p(f) > 1. Dann gibt es eine
Funktion < F > (f) € H(G), so daf§ < F/>\(f) = Fof ist.

Beweis. Da p(f) > 1, ist f( ) — 0, und damit |fA(n)| < p(F) schlielich. Also gibt es ein
Polynom p € Clz], so da8 Hf Pllee < p(F) gilt. Wir definieren g := f — p und stellen

fest, dal dann f(n) = g(n) schlieBlich gilt. Nach Satz 3.1.2 ist dann

<F>(g):=) F(n)g=™ € H(G) mit <F>(g9)=Foj.

n=0
Nun ist F o f(n) = F o g(n) schlieflich. Also ist die Differenz ¢ = F o f— Fog die
Koeffizientenfolge eines Polynoms ¢. Definieren wir

<F>(f):=<F>(g9)+qe€ HQG),

So ist

§2 Invertierbare Elemente

Wir kénnen daraus nun unmittelbar eine Konsequenz fiir die Invertierbarkeit in H(G)

ableiten. Diese wurde im Spezialfall f = x : 2z — i bereits in [RS1] aus anderen

Uberlegungen abgeleitet.

Korollar 3.2.1. FEs sei G ein zuldssiges Gebiet, f € H(G) invertierbar, g € H(G) mit
g(n) # 0 fir alle n € Ny und p(f — g) > 1. Dann ist auch g invertierbar in H(G).
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Beweis. Wir betrachten h := —f~'x (g9 — f) € H(G). Dann ist p(h) > 1 und es gilt fiir

alle n € Ny R
ﬁ(n):_wil_ﬂ#l_
(n) f(n)
Nach Korollar 3.1.3 ist dann < x > (h) € H(G), wenn wir x(1) durch einen beliebigen

Wert definieren. Und es gilt

— 1 1 f
<X>h: = = = = —<.
() 1—-h 1—-1+% g
Also ist f~'% < x > (h) € H(G) invers zu g. O

§3 Die Raume Max H(G) \ pa(Np)

Eine &hnliche Konsequenz erhalten wir fiir die Zugehorigkeit einer Funktion zu einem

maximalen Ideal. Wir benétigen dazu zunéchst eine einfache Definition:

Definition 3.3.1. Es sei G ein zuléssiges Gebiet, dann definieren wir

1,(G) :=={f € H(G) | p(f) > 1}.
Offenbar ist 1,(G) ein Ideal in H(G). Wir erhalten des weiteren den folgenden Satz.

Satz 3.3.2. Es sei G ein zuldssiges Gebiet, M € Max H(G) \ ug(Ng). Dann ist M 2D
I,(G).

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es ein M € Max H(G) \
pc(No) mit M 2 1,(G). Dann ist M + 1,(G) = H(G). Also gibt es ein f € I,(G) mit x —
f € M.Dap(f) > 1ist, kann f(n) nicht haufig den Wert 1 annehmen, muf also schlieflich
von 1 verschieden sein. Da M # Kernn fiir alle n € Ny ist, mu8 M alle Polynome
enthalten. Durch Addition eines Polynoms erreichen wir, dal ohne Einschrankung f(n) =+
1 fiir alle n € Ny angenommen werden kann. Dann gilt nach Korollar 3.2.1 y — f ist

invertierbar. Dies ist aber ein Widerspruch zu x — f € M. O]

Da fiir alle n € Ny die Funktion 2" € [,(G) und x — 2" € Kernn = p(n) ist, ist

Kernn 2 I,(G) und wir erhalten das folgende Korollar:
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Korollar 3.3.3. Es sei G ein zuldssiges Gebiet. Dann ist Max H(G)\pa(No) = M(1,(G)).

Wir kénnen daraus noch eine einfache Konseqenz ableiten, die uns im weiteren hilft, die
fixierten maximalen Ideale, also solche vom Typ Kernn (n € Ny) von freien, maximalen

Idealen, womit wir alle anderen meinen, zu unterscheiden.

Korollar 3.3.4. Es sei G ein zuldssiges Gebiet. Ein mazimales Ideal M € Max H(G) ist
genau dann fiziert, wenn {M} C Max H(G) offen ist.

Beweis. Nach Korollar 3.3.3 ist Max H(G) \ pa(No) = MM(I,(G)) und damit eine ab-
geschlossene Menge. Somit ist ug(Nyg) € Max H(G) offen. Da die Einbettung ug ein
Homéomorphismus zwischen Ny und pg(Ng) mit der von Max H(G) induzierten Teil-
raumtopologie ist, muB ({ue(n)}) eine offene Menge in pg(Ny) sein, und damit auch in
Max H(G), da ug(Ng) € Max H(G) selbst offen ist.

Fiir alle freien, maximalen Ideale M € Max H(G) \ ua(Ng) kann {M} C H(G) nicht offen
sein, da pe(Np) dicht in Max H(G) liegt und somit jede offene Menge ein Element aus
te(Ng) enthalten mus. O

Die Menge der zuldssigen Gebiete unterteilt sich in einfach und mehrfach zusam-
menhéngende Gebiete G. Wir werden sehen, dafl die mehrfach zusammenhéngenden Ge-
biete &hnliche Strukturrdume Max H(G) hervorbringen. Es sei G C C ein mehrfach zusam-
menhéngendes Gebiet. Wir definieren x(G) als die Anzahl der Punkte von G am Rande
des Einheitskreises. Ist £(G) = oo so ist G = D nicht mehrfach zusammenhéngend. Ist
k(G) = k < oo, so mufl wegen der multiplikativen Abgeschlossenheit von G¢ die Menge
G N OD aus den k-ten Einheitswuzeln e, = e"¥",j € Zy, bestehen. Nach [BM2] ist be-
kannt, dafl diese Punkte isoliert in G sein miissen, wenn GG mehrfach zusammenhéngend

ist. Wir definieren
H,:={f € HC\{e] | j €Z}) : f(c0) =0}

Dann ist H(G) = Hy + 1,(G) und H, N 1,(G) = {0} und daher H, Algebra-Isomorph zu
H(G)/1,(G). Daraus erhalten wir nach Lemma 1.3.1 und Korollar 3.3.3 das folgende

Korollar 3.3.5. Es sei G ein mehrfach zusammenhdingendes, zulissiges Gebiet mit k(G) =

k. Dann ist

Max Hj, ~ Max(H(G)/L(G)) = M(L(G)) = Max H(G) \ pe(No).
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Wir sehen also, dafl im Falle mehrfach zusammenhéngender Gebiete die topologische
Struktur der Réume Max H(G) ~ Max H,c)Upa(No) ausschlielich von der Anzahl x(G)

abhingt und nicht vom Verhalten im AuBeren des Einheitskreises.

§4 Die Raume Max H;,

Wir werden nun eine Isomorphie herleiten, die uns ermoglicht die Mengen Max Hj, zu

a
a—z

n

bestimmen. Wir bezeichnen x,(z) = = 1= und beachten, daf dann Y, (n) = a " ist,
und somit Xq * Xo = Xab und es gilt (x, * f)(2) = f(Z) fiir alle Funktionen f, die in einer

0-Umgebung holomorph sind (vgl. [Z]).

Definition 3.4.1. Wir definieren fiir alle k € N und m € Z;, die Funktion

W=D e Xy

JEZLy,

Offenbar ist v;" € Hy. Wir zeigen

Lemma 3.4.2. Es ist fiir alle n € Ny: %\”(n) = L{n=m mod k}, und somit

m _..m k\ z"
w(2) =" X2 =
Bewezs. Es ist
“ 1 mej ~ 1 mij | —jn
Yit(n) = 7 €k " Xed (n) = 7 € " €
JELy JEZLy
1 (m-n)j _ 1 (m—n)j
= E €. = E Z(ek ) = ]-{nzm mod k}-
JE€Lg JELg

O
Wir benétigen im folgenden einige Rechenregelen fiir die soeben definieren Funktionen

Lemma 3.4.3. Es gilt fir alle p,q € Zy, und m € Z:

VK Ve = Opa Vi

—Jjm g __
Z € Ve = Xep
JEZLy,

m __ _—m
Xei*,yk =€ V-
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Beweis. Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus Lemma 3.4.2.
Die zweite Gleichung ersehen wir anhand der TAYLOR-Koeffizienten an den Stellen n =

p+r-k:

N e™ Ay ) =3 7" = "™ = xep (9) = xep ().
JEZLy J€L

Die letzte Gleichung folgt dann aus Lemma 3.4.2:

) m __ —l-j l m __ —l-j m __ _—mj m
Xegc*’yk—E €k "Vk*’Yk—E:ek Oum Ve =€k
€Ly, l€Zy,

]

Wir werden nun einen Algebra-Isomorphismus zwischen HF und Hj, angeben. Wir
verwenden dabei die Bezeichnung A* fiir das k-fache kartesische Produkt einer Algebra
A, wodurch A* selbst wieder zu einer Algebra wird, deren Elemente die k-Tupel (f;);ez,
mit f; € A fiir alle j € Zj;, sind. Fiir A setzen wir zum einen die HADAMARD-Algebren
H, und Hj ein, zum anderen aber auch die Algebra Fj, der ganzen Funktionen vom

Exponentialtyp 0, die wir mit der iiblichen, punktweisen Multiplikation ausstatten.

Definition 3.4.4. Es sei
Z : H{C — Hk : (fj)jGZk — Z ’yi * fj‘
JEZLk
Nach dem HADAMARDschen Multiplikationssatz ist > wohldefiniert und linear.

Zum Beweis der Multiplikativitit seien (f;);ez,, (9;)jez, € HY beliebig. Dann ist

E((b)yem) * E((gm)mezk) = QW)+ (D W+ gm)

jGZk mEZk

- Z Z WEE i % g = Z%*fj*gj:Z<(fj*9j)jezk>-

JEZLK MmEZLy JEZLy,

(4.1)

Um zu zeigen, daff ¥ injektiv ist, betrachten wir ein beliebiges (f;)jez, € KernX. Dann
ist f(n) =0 fiir alle n € j + k- No. Da aber f € Ey ist, ist nach dem Satz von Carlson (s.

[Bo] od. [Bi]) f = 0 und damit f = 0. Also ist ¥ injektiv. Um zu erkennen, dafl ¥ auch

surjektiv ist, bendtigen wir weitere Uberlegungen.
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Definition 3.4.5. Es sei G ein mehrfach zusammenhangendes Gebiet mit «(G) = k.
Dann definieren wir

II: HG) — Hy 1I(f)(z) := QLmﬂ{ 1|:()%dt,

wobei wir z.B. €(z) = 1 dist(z, G°) > 0 wiihlen kénnen.
Wir stellen fest, da8 IT wohldefiniert, linear und idempotent ist (vgl. [Z]). Nach dem

Residuensatz gilt fiir alle f € Hj, hinreichend kleines € > 0 und grofles R > 0:

_ 1 QA G (O L f)
(z) = 2mi 7{5_25 ;dt 2mi 7{513 t— zdt ng:k 2mi 7{_%6 t— zdt

Z 1 13
20 Jjp—e|=e 2 — t
k

JELk
da f im Punkt oo holomorph ist. Nun ist aber
1 t 1 Is) 1 (Xes * f)(s))
27 J)s—) 27 )5

. . _ j
27 Jjy—el|=e 2 — 1 = Z— €S

=(x,5 % f)(e” - 2) = (xg * Mlx,o * f)(2).
Zusammen folgt
F= xg* . * )
JELy
Wir betrachten die Abbildungen
7 (f) =k -T(~" « f) firalle fe H(G).
Nach Lemma 3.4.3 gilt dann fiir alle f € Hy:

E(<Hm meZk> Z e =G (f) = Z kit (" o+ f)

mEZk mEZk
42) =) > WG Ixg 2 )= Y Y e x Mg *# 8 * f)
MEZLy, jELy, mEZLy JELy
= YD X W g =k )= D f =1
mEZLy jELy ME”ZLy,

Somit ist 3 surjektiv. Da die Abbildung 3 : Hf — Hj nach dem HADAMARDschen Multi-
plikationssatz (s. [Z]) stetig ist, 3 bijektiv und beide Rdume FRECHET Riume sind, ist X
auBerdem eine Isometrie, nach dem Satz von der offenen Abbildung. Da wir bereits wissen,
daB (Hy, +, *) und (Ey, +, -) isometrisch isomorph sind erhalten wir zusammenfassend den

folgenden Satz.
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Satz 3.4.6. Es sei k € N. Dann sind (Hy,+,x), (HF,+,%) und (E¥,+,-) paarweise

isometrisch (Algebra)-isomorph.
Nach Korollar 1.6.2 ergibt sich daraus unmittelbar das folgende Ergbnis.

Korollar 3.4.7. Es sei k € N. Dann ist
Max Hy ~ Z;, x Max Hy ~ Zj, x Max Ej.
Nach Korollar 3.3.5 gilt dann

Korollar 3.4.8. Es sei G C C ein mehrfach zusammenhdngendes, zuldssiges Gebiet. Dann
15t
Max H(G) \ pa(No) = Zyc) x Max Ej.
Insbesondere ist die Abbildung 1, : H(G) — HY : f — (Hi(f))jezk nach 4.2, 4.1 und
der Tatsache, da8 II;(f) = 0 fiir alle f € I,(G) ist, ein Algebra-Homomorphismus von
H(G) nach HF. Und es gilt

(4.3) KernIl, = I,(G).

Da es in Ey weder Nullteiler noch nichtkonstante, invertierbare Elemente gibt, sind nach
Lemma 1.2.2 keine zwei maximalen Ideale in Ej trennbar. Nach Satz 2.2.5 haben Max H (C\
{1}), damit Max H; und daher auch Max Ey die gleiche Méchtigkeit wie SNj. Der Raum
Max H(G) besteht also aus £(G) Zusammenhangskomponenten, die 2° Elemente besitzen,
die paarweise topologisch untrennbar sind. Betrachten wir den Isomorphismus ¥, dann
erhalten wir fir n =p+q - k,p € Zy:

(44) Z((fiez ) (1) = Do+ £ () = D A - Fitw) = D 0 F5(m) = Jolm).

JEL JEL, JELk

Daraus folgt, dafl die TAYLOR-Koeffizienten f(n) einer Funktion f € Hy sich zyklisch aus
k Funktionen E € FEy zusammensetzen. Fiir die Einbettung ug(Ng) bedeutet das, dafl
die maximalen Ideale Kernn zwischen den £ verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von Max H(G) periodisch hin und herspringen und dabei in jeder dieser Komponenten
mit Méchtigkeit 2¢ dicht liegen. Wir erhalten aus der Gleichung 4.4 aber auch noch eine
weitere Folgerung. Wir untersuchen die invertierbaren Elemente und erhalten ein Resultat,

welches auf andere Weise schon in [BM1] bewiesen wurde.
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Korollar 3.4.9. Es sei G ein mehrfach zusammenhdngendes, zulissiges Gebiet mit k(G) =
k € N. f € H(G) ist genau dann invertierbar, wenn es (g;) ez, € C* und h € 1,(G) derart
qibt, dafs

) =h(z) + 3 9

und E(}H— q- k) # —g, fir alle p € Zy,q € Ny gilt.

Beweis. Tst f € H(G) invertierbar, so ist fiir alle j € Zy auch I,(f) € H, invertierbar.

Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es eine Konstante g; € C gibt, so daB IT,(f) = g;-x
ist (vgl. [Z]). Es ist

S(0) =2 (0 o) = Yo=Y o

JEZLy, JEZLy

Da aber II;, ein Algebra-Homomorphismus ist, muss i = f—2(II;(f)) € Kern Il = I,(G)

sein. Da f(p+q-k) = f(p+q-k)+ gy,-1 # 0 sein muss, ist die Bedingung des Satzes
notwendig fiir die Invertierbarkeit.
Umgekehrt ist (g;-X) ez, offenbar invertierbar in HY und damit 23((g;-X);ez, ) invertierbar

in H, C H(G). Nach Korollar 3.2.1 ist dann f ebenfalls invertierbar, falls f(n) # 0 fir
alle n € Ny, und es folgt die Behauptung. O]



Kapitel 1V

Lineare Funktionale

§1 Die Cauchy-Transformierte eines Mafles

Wir wollen im folgenden die CAUCHY-Transformation einfiihren, welche einen durchaus
bemerkenswerten Zusammenhang zwischen dem HADAMARD-Produkt und dem Raum
der BOREL-Mafe herstellt. Die CAUCHY-Transformation wurde in dhnlicher Form in [C]
eingefithrt, um den Approximationssatz von RUNGE zu beweisen. Der Zusammenhang
mit dem HADAMARD-Produkt war bisher jedoch nicht bekannt. Falls nicht anderweitig
spezifiziert meinen wir im folgenden mit einem Mafl u stets ein komplexes BOREL-Maf3

mit kompaktem Triger supp u € C\ {0}.

Definition 4.1.1. Es sei p ein Maf. Dann definieren wir die CAUCHY-Transformierte

von g durch

p(z) = / () fur alle z € G(u) := C\ supp u.

t— =z

Wir benétigen auflerdem die MELLIN-Transformierte, die wir fiir alle z € C wie folgt

definieren
i) = [ ¢ dut),
wobei wir mit der Potenz im allgemeinen den Hauptwert meinen.

Offenbar ist u* € H(G(p)), und es gilt in einer Nullumgebung fiir z die folgende

41
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Gleichung.
= [P [ =[5 2 au
(1.1) N ' =0
= Z/t_l_”d,u(t) 2" =Y p(n)z"

Und damit insbesondere

Da i einen kompakten Triger besitzt, ist die Menge der moglichen Singularitdten von p*
beschréankt. Wir bezeichnen mit

R(u) = sup |2,

ZESUpp u

Dann besitzt p* eine dufiere LAURENT-Entwicklung um den Nullpunkt, die fiir alle |z| >

R(p) konvergiert. Es gilt fiir alle |z| > R(u):

u*(Z)I/fMT@I—/%'ll /Zzn—l—l

tnd OOA -1- -~ n
-y Lo z;“ St == 3 A

n=—oo

(1.2)

Somit besteht die LAURENT-Entwicklung ausschliefllich aus einem Hauptteil und es ist
w1 (00) = 0. Wir beachten hierbei, daf§ die Funktion p* nicht notwendig auf einem Gebiet
definiert ist, da wir nicht vorausgesetzt haben, dal supp p einfach zusammenhéngend ist.
Im Gegenteil werden wir als Mafl geschlossene Wegintegrale oder Zyklen verwenden, so
dafl G(u) eine Vielzahl von Zusammenhangskomponenten besitzen kann. Die Funktion p*
setzt sich dann aus je einer holomorphen Funktion auf jeder Zusammenhangskomponente
zusammen, wobei die einzelnen Teile vollig unabhéingig von einander wéhlbar sind. Wir

wollen dies kurz an einem einfachen Beispiel verdeutlichen:

Beispiel 4.1.2. Es sei g € H(D) stetig auf den Rand fortsetzbar. Wir betrachten das
Maf3

pA) = 5= ¢ g(t)-1a(t) dt.

211 t|=1

Dann ist fiir alle z € C, \ 0D

) = g 90 = 0(e) Lo(e).
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Es sei nun h € H(C,, \ D) ebenfalls stetig auf 9D fortsetzbar mit h(co) = 0, und

V(A) = —— & R - 1a(t) dt.

211 |t]=1

Dann ist £ - (1) holomorph in D und stetig fortsetzbar auf dessen Rand, und es gilt fiir

alle z € Cy, \ D

1 1 1 1.1 d
vi(z)==—¢ h(t)- dt=—¢ h(=) +— =

211 lt]=1 t—z 211 sl=1 S o —

z §2

- 27T12'Z 7|{s|—1 % ' h(é) 1 i 5 45 = ~h(z)- Leao(2).

Also stimmt p* im Inneren des r-Kreises um den Nullpunkt mit ¢ iiberein, wihrend es
auferhalb verschwindet und v* verschwindet innerhalb des Einheitskreises und ist aufler-
halb identisch mit —h. Wir sehen, dafl wir durch entsprechende Linearkombinationen jede
gewiinschte Kombination holomorpher Funktionen auf den unterschiedlichen Zusammen-
hangskomponenten von G(u) erhalten. Insbesondere stellen somit die duBere LAURENT-

Entwicklung 1.2 und die TAYLOR-Entwicklung 1.1 nicht notwendig die gleiche Funktion

dar.

Wir wollen nun den Zusammenhang mit der HADAMARD-Multiplikation herstellen,
in dem wir eine Faltung einfithren. Diese wurde in [C, S. 184] bereits eingefiihrt, jedoch
nur auf dem Rand des Einheitskreises, wo sie aus der klassischen Faltung, wie sie bei der
FoOURIER-Transformation im Einheitsintervall verwendet wird, entspringt. Wir verallge-
meinern diese Faltung auf beliebige Teilmengen der komplexen Ebene und untersuchen

die Zusammenhinge mit der CAUCHY-Transformation.

Definition 4.1.3. Es seien p und v Mafle. Dann definieren wir ein Faltungsmaf p * v fiir

alle BOREL-Mengen A C C durch

)= [ [ 1als 1) duts) avte)

Durch die Dichtheit der Treppenfunktionen in L;(u* ) erkennen wir sofort, dafi dann

fiir alle f € Ly(u*v) gilt:

(1.3) [ )= [ [ 60 auts) av)
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Betrachten wir nun die CAUCHY-Transformation der soeben definierten Faltung, so er-

halten wir folgende Zusammenhénge:

(10) (uev)' () = [ [ o dulo) dvlt) € Hi(supp - suppv)) = H(G(w) * G0)

Und es gilt fiir alle n € Z

://wwww@m@:/fwmmy/ﬂ%wm:mmﬁw

und damit in einer Nullumgebung

(1.5)

(1.6) (u*xv) =p" *xv*

Die CAucHY-Transformation wird somit zu einem Algebra Homomorphismus vom Raum
der MaBle in den Raum der Keime der an Null holomorphen Funktionen mit HADAMARD-
Multiplikation.

Gleichung 1.5 gilt jedoch auch fiir die negativen, ganzen Zahlen, wodurch wir in einer
Umgebung um den Punkt co die folgende Identitét erhalten

-1

(1.7) (uv) Z i v(n Z fi(n) - o(n)z".

Die CAucHY-Transformierte des Faltungsmafles p * v hingt auf der co-Komponente von
G(p * v) somit nicht von der Wahl des darstellenden Mafles ab, sondern lediglich von
w* und v* in einer co-Umgebung. Damit sind wir in der Lage, ein HADAMARD-Produkt
fiir Funktionen zu definieren, selbst wenn diese nicht im Nullpunkt holomorph sind. Wir
benotigen jedoch die Voraussetzung, dafl sie beide im Punkt co holomorph sind. Um uns

auch davon zu befreien, beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.1.4. Es seien p und v Mafle und Gy C G(u) mit p*|¢, = 0.

Dann ist (11 * v)*|Gorcw) = 0.

Beweis. Da wir generell vorausgesetzt haben, dafl 0, 00 ¢ supp v, ist insbesondere 2 € Gy

fir alle z € Gy * G(v) und alle t € supp v = G(v)°. Somit gilt fir alle z € Gy * G(v)

()" //dust—z //s—s—
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_ /,ﬁ(?) d”t(t) - /o du(t) = 0.

]

Ist also pj = p5 auf G und v] = v; aut Ga, so gilt fiir alle z € G; * G2 nach Lemma

4.14

(1 *11)"(2) = (2 11)"(2) + ((1 = p2) % 11)"(2) = (p2 % 11)"(2) +0
(1.8) = (p2 % 12)7(2) + (2 (11 —12))"(2) = (2 % 12)"(2) + 0
= (2 12)"(2).

Somit héngt die CAUCHY-Transformierte des Faltungsmafies nicht von der Wahl des Re-

prasentanten Mafles ab, und wir konnen das HADAMARD-Produkt fiir Funktionen auch

dann definieren, wenn sie weder im Nullpunkt noch in oo holomorph sind.

Definition 4.1.5. Es seien p, v Mafle. Dann definieren wir fiir alle z € G(u) * G(v) das

HaDAMARD-Produkt durch

(1" v)(2) = (ux v)'(2).

Diese Definition stimmt im Fall der in 0 holomorphen Funktionen mit der Beobach-
tung 1.6 {iberein und ist in den {ibrigen durch Gleichung 1.8 wohldefiniert. Nun waren
wir urspriinglich eher am HADAMARD-Produkt zweier beliebiger, holomorpher Funktio-
nen interessiert. Somit stellt sich die Frage, fiir welche holomorphen Funktionen wir das
HADAMARD-Produkt soeben definiert haben. Die Antwort lautet: Im wesentlichen fiir

alle! Dies zeigen uns die folgenden Lemmata.

Lemma 4.1.6. Es sei f € H(G), G & Cy offen und K € G kompakt. Dann gibt es ein
Maf$ po mit Trager supp u € G\ K und p*(z) = f(z) fir alle z € K.

Beweis. Wir betrachten zuerst denn Fall co ¢ G. Es sei I' ein Zyklus in G\ K mit
Umlaufzahl n(z,T") = 1 fiir alle z € K und n(z,[') = 0 fiir alle z € C, \ G.
Betrachte dy = —5= fdl'. Dann gilt fiir alle z € K

W) = § om0~ 1o

2m t— z
Es sei nun oo € G. Da G ; Cw gibt es ein a € C \ G. Dann bildet die Abbildung

vz ﬁ die Menge G in eine offene Menge G’ C C ab. Also gibt es ein Mafl v mit
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Triger in G’ \ v(K), so daB v*(2) = —— f(y71(»)) fiir alle z € y(K). Wir definieren

7(2)
du(t) = w fir alle ¢ € G. Dann gilt fiir alle z € K\ {oco}

)
o [ [ 1 a@) 1 dvls)
u(z)_/t—z_/t—z (%) _/’yl(s)—z s

_/ 1 dv(s) 1 / dv(s)
B %%—a—z s z-a s — -1

]

Dies bedeutet, wir finden zu jeder Funktion f € H(G) ein Maf}, dessen CAUCHY-
Transformierte auf einer beliebig grofien, kompakten Teilmenge mit f iibereinstimmt.
Iterieren wir nun noch die Teilgebiete durch eine Ausschopfungsfolge, so erhalten wir eine

Folge von Maflen, dessen CAUCHY-Transformierte auf G lokal schliefflich identisch f ist.

Lemma 4.1.7. Es sei G, eine gegen G aufsteigende Folge offener Mengen, f, € H(G,,)
und fniila, = fn- Dann gibt es eine holomorphe Funktion f € H(G), so daf f, = fla,

fiir alle n € Ny gilt. Insbesondere konvergiert f,, in Kompakta gegen f.

Beweis. Essei z € Gund ng(z) = min{n € Ny : z € G,,}. Wir definieren f(2) = f,,,1»)(2).
Dann gibt es ein € > 0, so da8 die gesamte e-Umgebung U(z) C G 2) ist, denn G, ist
aufsteigend. Nach Voraussetzung ist dann f|g, = f, und damit f holomorph in einer

z-Umgebung und damit in ganz G. O]

Betrachten wir nun zwei Funktionen p € H(P) und ¢ € H(Q). Dann gibt es
Ausschopfungsfolgen offener Mengen P, C P und @, C (. Wir sagen, zwei Mengen
P.Q ; Cs sind multiplizierbar, falls bei der Produktbildung P¢ - Q¢ kein Produkt vom
Typ 0- 00 entsteht. Das heift, falls 0 ¢ P, mufl oo € @ sein, und umgekehrt. Wir bezeich-
nen dabei P¢:= Cy \ P und definieren P * Q) := (P¢- Q°)°.

Lemma 4.1.8. Es seien (P,)nen und (Qn)nen monoton steigende Folgen offener, multi-

plizierbarer Mengen in C... Dann ist

o

U(Pn*Qn):(UPn)*<UQn)

n=1
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Beweis. Es sei
P = UP" und @ := UQ"
n=1 n=1

Wir zeigen die offenbar dquivaltente Aussage
N FeQo=Pq
n=1
Esist P¢ D P¢und Q¢ O Q°, somit P - Q¢ O P°¢- Q¢ und damit

@0 P

n=1

Andererseits ist PS - Qs C P¢- Q¢ fiir alle n > m. Somit gilt fiir alle m € N
N Pe-@u=()P-@uc ()P Q=P-Q
n=1 n=m n=m

und damit

N c () Pao=Pq
n=1 m=1

§2 Der Hadamardsche Multiplikationssatz

Der HADAMARDsche Multiplikationssatz wurde im Beweis von MULLER in [M1] auf den
RUNGEschen Approximationssatz zuriickgefithrt, und mit Hilfe von geeigneten Zyklen

dargestellt, so dafl das PARSEVAL-Integral

3 P 09T

wohldefiniert ist. Diese Methode hat POHLEN in seiner Dissertation ([Po]) aufgegriffen
und den HADAMARDschen Multiplikationssatz auch fiir Gebiete G, G,, die den Null-
punkt nicht enthalten, bewiesen.

Die im vorangegangenen Abschnitt diskutierte Methode, das HADAMARD-Produkt iiber
die CAucHY-Transformation einzufiihren, wirft als Nebenresultat die Moglichkeit ab, den
HAaDAMARDschen Multiplikationssatz in wenigen Zeilen zu beweisen, und dies im allge-
meinsten Fall. Wie wir im Beweis von Lemma 4.1.4 gesehen haben, erfiillt die CAUCHY-
Transformierte der Ma-Faltung die Gleichung
29 ey = [w ™

fir alle z € G(u) * G(v),
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so daB die Einfithrung iiber die CAUCHY-Transformation mit MULLERs Methode eine
gewisse Ahnlichkeit aufweist. Wir beachten bei der Formulierung des folgenden Satzes,
daB wir die Eigenschaft f(oco) = 0 in die Definition der Holomorphie am Punkt oo mit
einschlieflen. Da wir bereits wissen, dafl die CAUCHY-Transformierte p* jedes Mafles i in
oo holomorph ist, folgt insbesondere, dafl (p*v)* stets in 0o holomorph ist. Damit decken
wir den Fall co € P*(Q in der folgenden Argumentation auch ohne eine Fallunterscheidung

mit ab.

Satz 4.2.1 (HADAMARDscher Multiplikationssatz). Es seien P,Q C C., offene, multi-
plizierbare Mengen, p € H(P) und ¢ € H(Q). Dann ist px q € H(P % Q), und es ist
x:(p,q) € HP) x HQ)— pxq € H(P Q) eine stetige, bilineare Abbildung.

Beweis. Es sei (P,)nen eine gegen P aufsteigende Folge offener Mengen, die in P kom-
pakt enthalten sind. Nach Lemma 4.1.6 gibt es dann Mafle j,, mit supp p,, € P\ P,, und
wi|lp, = p. Analog finden wir entsprechende, offene Mengen @, und Mafle v, mit

supp v, C Q \ Q,, und v//|g, = q. Nach 1.4 und 1.6 ist dann p, * v, ein Maf mit
pxq=py *xv, = (i *vy)" € H(P, xQ,) fiir allen € N.

Und damit
prxq€ H(| ) PuxQu) = H(P*Q)

neN
nach Lemma 4.1.8.

Die Stetigkeit erkennen wir durch die Integraldarstellung 2.9.
Essei ¢, = 0in H(Q), K € P*(Q. Dann gibt es ein m € Nmit K € P, *Q,,, und damit
ein MaB p mit x| = p. Wir bezeichnen mit || f||x := sup,cx |f(z)]. Es folgt

/qn(z) du—(t)’

t t
</||q [ alil(?)
- M@ dist (0, supp p)

I 1I(C)
@m dist (0, supp p)

P * gnllx = [|1" * gnl||x = sup
zeK

< [lgn(w)

— 0 (n — 0).

Da das HADAMARD-Produkt symmetisch in beiden Komponenten ist, ist es auch in der
ersten Komponente stetig. Nach dem Satz von BANACH-STEINHAUS ist dann * verbunden

stetig (vgl. [Z]). O
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Wir wollen nun noch eine einfache Folgerung aus dem HADAMARDschen Multiplika-
tionssatz ziehen, bei der wir nicht nur offene, sondern auch kompakte Teilmengen der
komplexen Zahlenkugel einbeziehen. Wir benotigen dafiir zunéchst eine einfache Defini-

tion.
Definition 4.2.2. Es sei K ; Co kompakt. Dann definieren wir
H(K):=| J{H(G) : K €G & Cy offen}.

Dabei sehen wir die Elemente von H(G) als Keime an, so da G; C Go die Inklusion
H(G:1) O H(G3) nach sich zieht. Als Topologie wird die Topologie der absolutkonve-
xen Hiille auf H(K) eingefiihrt. Diese ist so konstruiert, daf eine Folge (f,)2, genau
dann gegen ein f € H(K) konvergiert, wenn es eine offene Menge G K gibt, so dafl
f, fn € H(G) fiir alle n € Ny, und f,, — f in H(G) gilt (s. [K6, S. 39]).

Mit dieser Topologie wird H(K) zu einem lokalkonvexen, folgenvollstindigen topologi-

schen Vektorraum, in dem jede auf H(K') definierte, folgenstetige Abbildung stetig ist.

Wir definieren & als die Menge aller echten, nichtleeren Teilmengen von C,,, welche

entweder offen oder kompakt sind.

Korollar 4.2.3 (Allgemeinste Version des HADAMARDschen Multiplikationssatzes). Es
seien P, Q) € & multiplizierbar, p € H(P),q € H(Q). Dann ist pxq € H(P x Q). Zudem
ist die Abbildung x : H(P) x H(Q) — H(P % Q) stetig.

Beweis. Nach der Definition von H(P) gibt es offene Mengen P’ O P und @' O @ mit
p € H(P') und ¢ € H(Q'). Somit ist nach dem HADAMARDschen Multiplikationssatz
pxq€ HP'xQ') C H(P Q).

Zum Beweis der Stetigkeit betrachten wir konvergente Folgen p, — p € H(P) und ¢, —
q € H(Q). Wiederum findet die Konvergenz in Teilrdumen H(P’) und H(Q’) statt, wobei
P’ D Pund Q' O @ offene Mengen sind. Nach dem HADAMARDschen Multiplikationssatz
konvergiert dann p,, *q, — p*q lokal gleichméBig in P'*(Q)" O Px*() und damit insbesondere
in H(P * Q). O
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§3 Das Hadamard-Produkt als Bilinearform

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dafl das HADAMARD-Produkt eine Bilinearform
auf H(P) x H(Q) induziert, falls das HADAMARDsche Mengenprodukt P % ) die Eins
enthélt. Wir werden daraus im weiteren Verlauf einen Darstellungssatz fiir stetige lineare
Funktionale ableiten.Wir benétigen zunéchst eine Art inverses Element fiir das HADA-

MARDsche Mengenprodukt.

Definition 4.3.1. Es sei X € &. Dann definieren wir

1 1
S ToX {z :z2€Co \ X}

Die so definierte Menge, ist die kleinste Menge, deren Produkt mit X die 1 enthélt.

Lemma 4.3.2. Es seien X, Y € &. Es ist
1le X xY genau dann, wenn Y 2 b

Insbesondere ist 1 € X = XT.

Beweis. Wir zeigen zuniichst den Zusatz und nehmen an, 1 ¢ X * XT. Dann ist 1 €
(Coo \ X) - (Cso \ XT). Somit gibt es ein « ¢ X mit = ¢ XT. Dann ist © € C \ X und

damit % Cool\ v =X t. Dies ist ein Widerspruch zu % ¢ X f. Somit gilt fiir alle Y O X

le XxXTCXxY.

Fiir die umgekehrte Implikation, geben wir uns eine Menge Y vor, so da 1 € X %Y.
Dann gilt
leX Y =(XY)=(Jzv)=[)2zVY

reXe zeXe
Das heiflt, fiir alle x € X¢ = C \ X gibt es ein y € Y, so daB x -y = 1. Damit ist

y:%ecwl\X:XT und somit Y D XT. 0

Betrachten wir nun die Rdume H(X) und H(XT), so folgt aus 4.2.3 dafl das HADA-
MARD-Produkt diese bilinear und stetig auf H(X * XT) abbildet. Da 1 € X * XT ist, ist
der Auswertungsoperator an der Stelle 1 ein stetiges, lineares Funktional auf H (X * XT).

Wir erhalten daraus die folgende Konsequenz.
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Korollar 4.3.3. Es sei X € &. Dann ist < | >: H(X) x H(XT) definiert durch
(f.9) € HX) x H(X') = < flg>=(f*g)1)
eine stetige Bilinearform.

Aus der Definition von X folgt unmittelbar X = X. Da das HADAMARD-Produkt
kommutativ ist, gilt offenbar < f | ¢ >=< ¢ | f >. Bevor wir zu weiteren Anwen-
dungen kommen, wollen wir die Tragweite des soeben eingefiihrten, verallgemeinerten
HADAMARD-Produkts und der daraus gewonnenen Bilinearform anhand einiger Beispiele

verdeutlichen.

Beispiel 4.3.4. Es sei f € H({0}). Wir bezeichnen fiir alle n € Ny mit 2" die Abbildung
(z — 2") € H(C) = H({0}"). Dann ist

<z fe= (")) = f(n) - "= = f(n).
Die Bilinearform erzeugt somit die Koeffizienten der TAYLOR-Entwicklung um den Null-

punkt.

Beispiel 4.3.5. Es sei G € 6, 0o ¢ G und a € G. Wie in den vorangegangenen Kapiteln
schreiben wir x(z) = . Somit ist x(az) € H(G"). Und es gilt fiir alle f € H(G)

< x(az) [ f >= (x(az) = f(2))(1) = (x(2) * f(az))(1) = f(az)|.=1 = f(a).

Auch der Auswertungshomomorphismus f — f(a) 1a8t sich somit mit Hilfe der Bilinear-

form darstellen.

Beispiel 4.3.6. Wir betrachten den Raum H;, wie er in Kapitel II eingefiithrt wurde. Nach
unserer Definition ist H; = H(Cy \ {1}) = H({1}"). Die Bilinearform < | > ist somit
auf H({1}) x Hy definiert. Und wir sehen, daf jede Funktion, die in einer Umgebung des
Punktes 1 holomorph ist, ein stetiges, lineares Funktional auf H; induziert. Insbesondere
die Funktionen z +— 2 fiir ein a € C ist in einer 1-Umgebung holomorph. Und es ist fiir

alle f € H; und
H(A) = —— £(8) La(t)dt

210 J ) 1=

< fem (e )0) = ) = [



52 KAPITEL 1V. LINEARE FUNKTIONALE

— [t =~ i = fa)

210 S| 1)=
Das heif}t, die MELLIN-Transformation entsteht ebenfalls aus der Bilinearform des HA-

DAMARD-Produkts.

Wir benotigen im folgenden die Vertauschbarkeit der Bilinearform mit dem Mafinte-

gral. Diese ist Gegenstand des folgenden Lemmas.

Lemma 4.3.7. Es sei Q ein Kompaktum und G ;Ct Cw eine offene Menge, f: Qx G — C
stetig und in der 2. Variablen holomorph und g € H(GT). Ferner sei p ein komplezes
BOREL-Maf auf 2. Dann ist

/<z»—>f(t,z)|g>d,u(t) —<z»—>/f(z,t) du(t) | g > .

Beweis. Es ist fi(z) == f(t,2) € H(G) fiir alle t € Q. Da g € H(GT), gibt es eine offene
Menge U 3 G mit g € H(U). Somit ist K := UT € G. Also gibt es ein Mafl v mit Triger
in G\ K, so daf} 0,00 ¢ supp v ist, und

<filg>=(fixg)(1 /ft1 duls

Nach dem Satz von FUBINI miissen wir lediglich zeigen, daB die Funktion (s,t) ~—

1f(t, 1) € Li(p x v) ist. Dies ist offensichtlich, denn

[ [ ba o W) gy - ©)

|s] dist (0, supp v)

wobei wir mit || f||« das essentielle Supremum meinen. Somit erhalten wir die Vertausch-

barkeit der Integrale, so dafl gilt

[<em s o= = [ [ 1)) W) g
—//#méwmwdf$—<mﬁ/fmawwwg>.

§4 Darstellung stetiger, linearer Funktionale

Nachdem wir nun gesehen haben, dafl durch die Bilinearform 4.3.3 jede Funktion p €

H(GT) ein stetiges, lineares Funktional auf H(G) induziert, und wir einige Funktionale
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durch Funktionen aus H(G') darstellen konnten, stellt sich die Frage, ob dies fiir alle

stetigen linearen Funktionale moglich ist. Unsere Vermutung ist also, daf§ die Abbildung
tipe HGNY = H(G) :p'(f) :=<p| f> firale f¢c H(G)

surjektiv ist, wobei wir mit H(G)' den Raum der stetigen, linearen Funktionale auf H(G)
bezeichnen.

Die Frage nach der Gestalt der, in der Literatur auch analytische Funktionale genannten,
stetigen, linearen Funktionale auf H(G) wurde bereits 1951 von KOTHE in [K6] zum ersten
Male beantwortet. KOTHE bewies, daf eine wechselseitige Dualitét zwischen den Rdumen
H(G) und H(C, \ G) besteht, und dafl der Dualraum H(G)' isometrisch isomorph zu
H(C, \ G) ist. Wobei er die Isometrie der beiden Réume durch

FEH(E\G) 65 € HG) : 9()(0) = 5= § Ft)g(t)i

fiir einen geeigneten Zyklus I' angab. Er verwendete fiir den Beweis der Isometrie Sétze
von MACKEY, die sicher stellen, dafl schwache und starke Konvergenz in dem MONTEL-
Raum H(G) iibereinstimmen. Im Buch von TREVES ([T], 1967) finden wir diese Resultate
in zum Teil stark verallgemeinerter Form wieder. Sowie die Tatsache, dafl jeder MONTEL-
Raum reflexiv ist. Ein etwas elementarerer Ansatz wurde in [LR, S. 67-74] (1984) prisen-
tiert, der jedoch nur die Vektorraum Isomorphie von H(G) und H(C,, \ G) mit Hilfe des
Ri1Eszschen Darstellungssatzes und der CAucHY-Transformation bewies. Ein génzlich an-
derer Ansatz, die stetigen, linearen Funktionale darzustellen, wurde von BROOKS in [Brl]
(1964) mit Hilfe des HADAMARD-Produktes fiir den Raum H (D) angegeben. Ziel dieses
Abschnittes ist nun, BROOKS’ Ansatz auf alle offenen oder kompakten Mengen X ; Cwo
zu verallgemeinern und mit Hilfe des HADAMARD-Produktes und der daraus resultieren-
den Bilinearform einen elementaren Beweis fiir die Isomorphie der Rdume H(G)" und
H(G") anzugeben.

Um zu sehen, da im Fall offener Mengen GG C C jedes Funktional aus H(G)" von einer
holomorphen Funktion h € H(GT) erzeugt wird, gehen wir analog zum Beweis des Dar-
stellungssatzes in [LR] vor. Der wesentliche Ansatz ist die Erweiterbarkeit jedes stetigen,
linearen Funktionals auf einen Raum H(K), wobei K € G kompakt ist. Anders ausge-

driickt, besitzt jedes ¢ € H(G)' einen kompakten Triger K € G. Diese Tatsache wird in



o4 KAPITEL 1V. LINEARE FUNKTIONALE

[LR] nur am Rande erwihnt, jedoch in [BNS, S. 92ff] in einer wesentlich allgemeineren
Form in Verbindung mit dem Ri1ESZschen Darstellungssatz fiir Rdume stetiger Funktionen

bewiesen.

Lemma 4.4.1. Es sei1 G ;Cé Co offen und ¢ € H(G)'. Dann gibt es eine kompakte Menge
K € G und ein ® € H(K)" mit ®| ) = ¢.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, G C C. Andernfalls bilden wir G durch
eine gebrochen lineare, konforme Abbildung auf ein Teilgebiet von C ab.
H(G) ist ein abgeschlossener Unterraum des lokal konvexen, toplogischen Vektorraums
C(G). Nach dem Satz von HAHN-BANACH kénnen wir ¢ zu einem stetigen, linearen
Funktional auf C'(G) fortsetzen. Wir zeigen supp ¢ ist kompakt, und nehmen dafiir das
Gegenteil an.
Wir betrachten die Kompakta K, = {z € G | |z| < n und dist(z, G°) > 1}. Nach unserer
Annahme gibt es zu jedem n € N eine Funktion f,, € C(G) mit supp f, € G\ K,, und
o(fn) # 0. Ohne Einschrankung kénnen wir ¢(f,,) = 1 annehmen, indem wir andernfalls
% betrachten.
Fir alle K € G ist K C K, ab einem Index Ny(K) € N. Fiir alle n > Ny(K) ist
falg =0,dasupp f, CG\ K, C G\ K ist. Also ist f,, — 0 in C(G). Daraus folgt wegen
der Stetigkeit von ¢
1=¢(fn) = ¢(0) =0.

Dies ist ein Widerspruch. Also muf3 K := supp ¢ kompakt sein.
Es seien f, g € C(G) mit f = g in einer offenen Umgebung U von K. Dann ist (f —g)|v =
0. Also ist

supp(f —¢g) CG\U C G\ K und damit ¢(f —g) = 0.

Auf der anderen Seite gibt es eine kompakte Umgebung Ky von K welche in U enthalten
ist. Nach dem T1ETZEschen Erweiterungssatz kann jede stetige Funktion h € C(Ky) auf
C(G) unter Beibehaltung der Supremums-Norm fortgesetzt werden.

Fiir alle f € H(K) gibt es eine offene Umgebung U © K auf die sich f holomorph
fortsetzen laBt. Wir schréanken diese Funktion auf Ky ein, setzen sie zu einer stetigen

Funktion f¥ € C(G) fort und definieren

O(f) = o(f7).
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Dann ist nach den Voriiberlegungen ® : H(K) — C wohldefiniert, da ¢(fY) nicht von den
Werten auBlerhalb von Ky abhingt. Offenbar ist ® linear und ®|g(q) = ¢. Wir miissen
lediglich noch zeigen, daf§ ® stetig auf H(K) ist.
Dazu geben wir uns eine Nullfolge (f,,)7, in H(K) vor. Dann gibt es eine offene Umge-
bung U 5 K, so da f,, — 0 in H(U). Dann ist
12 lle = sup £ ()] = [l full e, = sup |fa(2)] =0 (n— o0).
z€G 2€Ky

Somit ist ®(f,) = ¢(fY) = 0 (n — oo) und folglich ® stetig. O

Daraus ergibt sich nun sehr einfach der angestrebte Darstellungssatz fiir stetige, lineare

Funktionale.

Satz 4.4.2 (Darstellungssatz fiir lineare Funktionale). Es sei G ; Cw offen oder kompakt.
Fine Abbildung ¢ : H(G) — C ist genau dann ein stetiges, lineares Funktional, wenn es

eine Funktion ¢' € H(GT) gibt, so daf

o(f) =< o' | f>= ("« ))1) fir alle f € H(G).
Insbesondere ist 1 : H(G)" — H(GT) ein Isomorphismus.

Wir bemerken dabei, im Falle G = D ist D! = D, so daB der BROOKSsche Darstel-

lungssatz ein Spezialfall dieser Aussage ist.

Beweis. Wir haben in Korollar 4.3.3 bereits gesehen, dafl < | > eine stetige Bilinearform

ist, so daB fiir alle h € H(G') die Abbildung
W :H(G) = C: frs<h| f>=(hxf)(1)

ein stetiges, lineares Funktional ist. Das heifit AT € H(G)T.
Um die umgekehrte Richtung zu beweisen, geben wir uns eine offene Menge GG ; Coo und
ein ¢ € H(G)' vor. Nach dem vorangegangenen Lemma und dem RieSzschen Darstel-

lungssatz gibt es ein Mafl u mit kompaktem Trager supp 4 € G, so dafl
o(f) = /f dp fiir alle f € H(supp p).
Nach Beispiel 4.3.5 gilt fiir alle f € H(G) und z € G

f(z)=<tH1_th|f>.
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Nach Lemma 4.3.7 folgt damit

:/f(t)d,u(t):/<z%ﬁ\f> dp(t)

1—2t

Dabei erhalten wir als konjugierte Funktion eine Abwandlung der CAuCHY-Transformierten.

—<z»—>/—dp, | fo>=<pul | f>.

1
Ceo \ supp s

/Mazf () = © (D) € H )= H((suppp)') C H(G).

1— 2zt

Da p und ¢ inhaltlich identisch sind, definieren wir

1 1
T pumm T pu— pu—
o) =il (2) = [ 1 dule) = ol 1)
Somit gilt fiir alle h € H(GT)
1

nach Beispiel 4.3.5. Ebenso gilt fiir alle ¢ € H(G)" und f € H(G)

oM(f) =< o' | f>=o(f).

Damit haben wir Satz 4.4.2 im Falle der offenen Mengen G ;Cé Cs bewiesen. Es bleibt
lediglich der Fall der kompakten Mengen K ; Coo. Es sei &(K) die Menge aller offenen
Mengen G K. Dann ist ¢ € H(K)' genau dann, wenn ¢ € H(G)' fiir alle G € &(K)
ist. Dies ist nach dem ersten Teil dquivalent mit der Bedingung ¢’ € H(GT) fiir alle
G € B(K), und damit zu der Aussage

i 1 R 1
e GeD(K) i Coo \ G) H(Gegm Coo \ G) H(COO \ mGGQS(K) G)
= Hig—g) = HKD

Nachdem wir uns von der Isomorphie der Réume H(G)" und H(G') iiberzeugen konn-
ten, wollen wir nun noch die Homéomorphie der beiden Réaume iiberpriifen. Wir statten

dazu H(G)" mit der von den Seminormen

olls -= sup [o(f)] mit § € H(G) kompakt
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erzeugten Topologie aus. Nach dem Satz von MONTEL ist diese Topologie identisch, mit
der durch die Seminormen erzeugten Topologie, welche durch die beschréankten Familien

erzeugt wird. Wir erhalten nun die folgende Hom&omorphie.

Satz 4.4.3. Es sei G G Cy eine offene Menge. Dann ist die Abbildung t: f € H(G) —

fre H(GNT ein Homéomorphismus.

Wir beachten hierbei die doppelte Verwendung des Symbols {, welches zum einen
jeder Funktion ein Funktional zuordnet, zum anderen jedem stetigen, linearen Funktional
die darstellende Funktion. Wir verwenden diese Notation, da keine Verwechslungsgefahr
dabei entsteht, aber die daraus resultierende Identitit ¢'f = ¢ bzw. fTT = f den Umgang

mit der Darstellung erheblich vereinfacht.

Beweis. Wir wissen bereits, dafl { bijektiv und linear ist. Wir miissen also lediglich die
Stetigkeit und die Offenheit der Abbildung zeigen. Da wir noch nicht wissen, ob H(GT)T
metrisierbar ist, verwenden wir dafiir Netze.

Es sei (f5)sep ein Nullnetz in H(G). Wir zeigen, daB dann auch (f])sep ein Nullnetz in
H(G")T sein muf}, in dem wir das Gegenteil annehmen. In diesem Fall gibt es ein ¢ > 0,
ein § € H(GT) kompakt, und ein Subnetz (f,s)sepr, so daf |f;6(h5)] > ¢ fiir jeweils ein
hs € § und alle § € D' gilt. Da § kompakt ist, gibt es ein in H(G') konvergentes Subnetz

(hrs)sepr mit Grenzwert h € §. Dann ist nach Korollar 4.3.3
f;—é(hﬂs) =< fm’& | hT(S > — <0 | h >=0.

Dies ist ein Widerspruch zu |f]_ (h.s)| > € fiir alle § € D”. Somit ist 1 stetig.
Zum Beweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion ¢ € H(G)" — ¢' € H(G), betrachten
wir ein Nullnetz (¢s)sep in H(GT)T, eine kompakte Menge K € G und die Abbildung

1
l—a-z

k:G— H(GY ka) = (2 x(az) = ).

Nach Beispiel 4.3.5 ist < h | k(a) >= h(a) fir alle h € H(G) und a € G. Das heifit

up [¢(f)] = ll@llw)-

19"l = sup |¢(a)] =sup| < ¢' | K(a) > | = s
acK acK fer(K)

Das heifit, die Abbildung ¢ € H(G)" + ¢! € H(GT) ist stetig, und damit { ein Homdomor-

phismus. [
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Leider gibt es keinen vergleichbar elementaren Beweis fiir die Homéomorphie der
Réume H(GT) und H(G)". Wir geben deshalb einen kurzen Beweis an, der sich auf die
Ergebnisse aus [T] und [Ko] stiitzt. TREVES zeigt in [T, S. 376], dal jeder MONTEL-
Raum reflexiv ist. Ein MONTEL-Raum ist ein tonnelierter, lokal konvexer, HAUSDORFF-
Vektorraum in dem jede beschrinkte, abgeschlossene Menge kompakt ist. H(G) ist ein
FRECHET-Raum, damit tonneliert (s. [T, S. 347]), nach dem Satz von MONTEL ein MON-
TEL-Raum und somit reflexiv. Nach KOTHE ist jeder Raum H(K), K & C, kompakt,
ein starker Dualraum von H(Cy \ K) (s. [K0, S. 41]), wodurch auch H(K) reflexiv wird.
Die Reflexivitit von H(G') erméglicht nun eine einfache Ubertragung von Satz 4.4.3 auf
die Kompakta GT.

Satz 4.4.4. Es sei G & Cy eine offene Menge. Dann ist die Abbildung t : f € H(G') —

ft € H(G)' ein Homdomorphismus.
Beweis. Gemif unserer Voriiberlegung ist H(GT) reflexiv. Es sei
I:H(GH = HGH™ : T(f)(¢) = o(f) firalle ¢ € HGN, fe H(GY

die kanonische Einbettung, die aufgrund der Reflexivitiat ein Homdomorphismus ist. Wir

bezeichnen im folgenden den aus Satz 4.4.3 bekannten Homoomorphismus mit
7 H(G) = HGH : 7(f) = f1.

Dann gibt es einen konjugierten Homdomorphismus

L G HG): 7(0)(f) = 9(r(f)) i alle ¢ € HGH', f € H(G).
Daraus ergibt sich ein verketteter Homoéomorphismus

ol : H(GY) — H(G)'.

Und es gilt fiir alle f € H(G') und alle h € H(G)

(T o T)(£)(h) = D(F)(7(h) = T(h)(f) = W'(f) =< h | f >=<f | h>= f'(h)

Das heifit, 71 o' = t und damit ist 1 : H(G") — H(G)' selbst ein Homdomorphismus. [
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§5 Analytische Funktionale in Hadamard-Algebren

Nachdem wir nun gesehen haben, dafl sich Rdume analytischer Funktionale mit Hilfe des
HADAMARD-Produktes isometrisch isomorph auf Rdume holomorpher Funktionen abbil-
den lassen, wollen wir dies verwenden, um die Struktur der HADAMARD-Algebren weiter
zu untersuchen. Wir beginnen mit einem bemerkenswerten Zusammenhang beziiglich des

HADAMARDschen Mengenproduktes.

Lemma 4.5.1. Ein Gebiet G C C ist genau dann zuldssig, wenn G * GT = GT ist.

Beweis. Wir betrachten ein zuléssiges Gebiet GG. Dann ist
GxGTC(C\{1}) Gt =G

Es sei z € (G x GT)¢ = G¢- G'". Dann gibt es ein x ¢ GT und ein ¥ € G¢ mit z = z - y/.

Folglich ist y = i € G" und z = y - 2. Wir nehmen an, z € G'. Dann ist
r=y-2€G"-GTC G ein Widerspruch zu z ¢ GT.

Somit ist GT C G * Gt und damit G * G = G1.
Die entgegengesetzte Implikation erhalten wir, in dem wir die Gleichung G * GT = GT

voraussetzen. Dann ist

1 1

— = TC = T ¢ = c. TC = R
e G (GxG)°=GG G ek
Das heif3t,

1
G~ =G-G
G=G- 7 =0-G\

Wir betrachten zwei Elemente x,y € G° und nehmen an z = x - y € G. Dann ist

1 1
— € G und folglich z=2--€G -G =G,
) )

was einen Widerspruch zu x € G ergibt. m

Wir erhalten daraus ein interessantes Kriterium fiir die Invertierbarkeit in HADA-

MARD-Algebren.
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~

Satz 4.5.2. Es sei G ein zulissiges Gebiet. Eine Funktion f € H(G) mit f(n) # 0 fiir
alle n € Ny ist genau dann invertierbar in der HADAMARD-Algebra H(G), wenn fir alle

Folgen (h,)>, in H(G") die folgende Implikation richtig ist
fxh, =0 in HG) = h,(1) = 0.
Beweis. Wir betrachten den Raum
U:=f+H(G") C HG)*H(G" C H(G +G" = H(G"),
und definieren auf diesem eine Abbildung

¢:U—=C : o(f*h):=h(1).

-~

Da f(n) # 0 fir alle n € Ny, ist f *x h = 0 genau dann, wenn h = 0 ist, und somit ¢
wohldefiniert. ¢ ist offenbar linear und nach Voraussetzung stetig. Also kann ¢ nach dem
Satz von HAHN-BANACH zu einem stetigen, linearen Funktional aus H(G')! fortgesetzt

werden, welches nach Satz 4.4.2 durch eine Funktion ¢! € H(G) erzeugt wird. Somit ist
<k flh>=<¢ | fxh>=¢(f+h)=h(1)=<x|h> firalle hec HG"),

und damit ¢ * f = y nach Satz 4.4.2. Das heifit, f ist invertierbar in H(G).
Die umgekehrte Richtung erkennen wir wie folgt. Wir gehen davon aus, dafl f ein HADA-

MARD-inverses Element f<7'> € H(G) besitzt. Dann ist
ho(1) =< x | hy >=< [T 5 f | hy>=< f~ | fxh,> — < f]0>=0.
[

Wir konnen dieses Kriterium unmittelbar in eine Abschéitzung umwandeln, die wie

folgt lautet.

~

Korollar 4.5.3. Es sei G ein zuldssiges Gebiet. Eine Funktion f € H(G) mit f(n) # 0
fiir alle n € Ny ist genau dann invertierbar in der HADAMARD-Algebra H(G), wenn es

fiir alle kompakten Umgebungen K von GT eine konstante cx gibt, so daf

(5.10) \h(1)| < cx ||f * hl|x  fiir alle h € H(K).
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl die Ungleichung hinreichend fiir die Invertierbarkeit ist,
indem wir Satz 4.5.2 verwenden.

Es sei dazu (h,), eine Folge in H(GT), so dai f * h, — 0 in H(GT). Dann gibt es
eine offene Umgebung U, so daf die Konvergenz auch in H(U) bestehen bleibt und damit

auch in jeder kompakten Umgebung K € U von G'. Nach Voraussetzung ist dann
(V)] < ek If # hnllk — 0 (0 — 00),

und damit f invertierbar.

Fiir die umgekehrte Implikation setzen wir die Invertierbarkeit von f voraus und nehmen
an, es gebe eine kompakte Umgebung K von GT, die 5.10 fiir kein ¢ < oo erfiillt, das
heifit, es gibt eine Folge von Funktionen h,, € H(K) mit |h,(1)| > n || f * h,| x fir alle
n € Nyo. Wegen der Homogenitdat von 5.10 kénnen wir ohne Einschrankung h, (1) = 1

voraussetzen. Somit folgt
1
| f*hu|lk <——0 (n— 0).
n
Nach Satz 4.5.2 folgt daraus 1 = |h,(1)| — 0, was uns zu einem Widerspruch fithrt. O

Wir wollen daraus nun einen Test fiir Invertierbarkeit ableiten. Da wir die Frage
nach der Invertierbarkeit in HADAMARD-Algebren iiber mehrfach zusammenhéngenden,
zulédssigen Gebieten bereits in Satz 3.4.9 vollstandig gelost haben, beschrinken wir uns
hier auf die {ibrigen HADAMARD-Algebren, also jene {iber einfach zusammenhéngenden,
zuléssigen Gebieten G C C.

Wenn G einfach zusammenhéngend ist, so ist auch C,, \ G einfach zusammenhéngend
und damit auch GT. Nach dem Satz von RUNGE liegt die Menge aller Polynome C[z]
dicht in H(GT). Die Stetigkeit der beiden Seiten von 5.10 148t uns schlieen, daf8 f genau
dann invertierbar ist, wenn 5.10 fiir alle h € C|z] erfiillt ist. Der Vorteil der Redukti-
on auf Polynome ist die Anwendbarkeit der Potenzreihendarstellung fiir f % h, die fiir
H(GT)-Funktionen im allgemeinen nicht gegeben ist. Wir kénnen auch hier, wegen der

Homogenitat von 5.10 voraussetzen, dafl
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Wir bezeichnen die Menge aller endlichen Zahlenfolgen, deren Summe 1 ist, mit A. Wir

erhalten somit den folgenden Test fiir Invertierbarkeit.

Satz 4.5.4. Es sei G ein einfach zusammenhdngendes, zuldssiges Gebiet. Eine Funktion

f e H(G) mit f(n) # 0 fir alle n € Ny ist genau dann invertierbar in der HADAMARD-

Algebra H(G), wenn es fiir alle kompakten Umgebungen K von GT eine Konstante cx > 0
gibt, so dafs

N
I Z)\n f(n) 2|k > ek fir alle X € A.
n=0

Dies ist genau dann der Fall, wenn es zu jedem \ € A ein z) € K gibt, so dafs

N

1> 0 F(n) 1 > e

n=0
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