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Kapitel 1

Einleitung

Die Geschichte der Atom-, Kern- bzw. Teilchen-Physik begann vor ungefahr
100 Jahren. Vor dem Jahr 1895, der Entdeckung der ,, X-Strahlung” durch
Rontgen, wurde diese Doméne ausschliefllich von Chemikern untersucht. Doch
seitdem sich dieser spezielle Teil der Physik zu einem eigenstéindigen Fachge-
biet entwickelt hat, ist die Zahl der Entdeckungen bis zum heutigen Tag rasant
angestiegen. In Anbetracht dieser kurzen Zeitspanne eines Jahrhunderts ist
es umso erstaunlicher, dafl bis zur Entdeckung des Neutrons durch Chadwick
1932 mehr als 20 Jahre vergehen mufiten, nachdem Rutherford schon 1911 die
Entdeckung des Atomkerns und somit des Protons gelungen war. Zwar postu-
lierte Rutherford schon 1920 die Existenz des Neutrons, doch es dauerte noch
zehn weitere Jahre, bis Chadwick seine Ergebnisse schlieflich veroffentlichte
[Ca32].

Bis Mitte der 50er Jahre ging man davon aus, dafl sowohl Proton als auch Neu-
tron elementare Teilchen sind. Hadronische Streuversuche zeigten jedoch, dafl
auch diese beiden Teilchen eine innere Struktur haben. Unterstiitzt von sehr
vielen experimentellen Daten, wurde es mit Hilfe des Quark-Modells moglich,
sowohl Resonanzen zu identifizieren, als auch Regeln fiir Wirkungsquerschnitte
aufzustellen [CG89].

Solange man Streuversuche mit Leptonen betrachtet, kann man mit Hilfe der
Quantenelektrodynamik (QED) diese Prozesse auch storungstheoretisch mit
sehr hoher Prézision berechnen. Geht es jedoch um die Berechnung von Pro-
zessen der starken Wechselwirkung, ist man schon bei fundamentalen Prozessen
wie der Proton-Proton-Streuung selbst heute noch nicht in der Lage, diese im
Detail zu interpretieren [CG89]. Es existiert zwar seit den 60er Jahren ei-
ne Theorie der starken Wechselwirkung, die Quantenchromodynamik (QCD),
es gibt jedoch erhebliche Probleme, diese hochgradig nichtlineare Theorie mit
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

einer starken Kopplung fiir solche Prozesse zu 16sen.

Formal 148t sich diese zwar recht einfach formulieren, es ergeben sich allerdings
erhebliche Probleme beim Lésen konkreter Fragestellungen. Einer der Griinde,
warum dies bisher so problematisch ist, besteht darin, dafl man im Fall der
QCD anders als bei der QED Storungstheorie nur fiir sehr hohe Energien be-
treiben kann. Nur in diesem Energiebereich nimmt die ,,laufende” Kopplungs-
konstante Werte an, die eine Storungsentwicklung erlauben. Formal &dhneln
sich QED und QCD stark, jedoch differieren diese beiden Theorien in einem
entscheidenden Punkt. Die Austauschteilchen der QCD, die Gluonen, tragen,
im Gegensatz zu ihrem QED-Pendant, den Photonen, eine ,,Ladung”.

Wenn man mehr {iber die Physik bei mittleren bis kleinen Energien erfahren
will, ist der Ansatz der Storungstheorie aufgrund der groflen Kopplungskon-
stante ungeeignet. Auch QCD-Gitterrechnungen haben sich als sehr aufwendig
erwiesen und waren bis vor einigen Jahren aus rein technischen Griinden nur
in eingeschrinktem Mafl durchfiihrbar. Durch die enormen Entwicklungen auf
dem Gebiet der Hardware-Technologie eréffnen sich nun ganz andere M&glich-
keiten. Doch selbst mit solchen ,,Supercomputern” sind die Rechenzeiten fiir
solche Gittersimulationen immer noch fast inakzeptabel [We96].

Um diese Restriktionen zu umgehen und damit mehr Einblick in die Physik
dieser Wechselwirkung fiir mittlere und kleine Energien zu bekommen, hat man
sich daher bemiiht, effektive Theorien zu entwickeln. Die Grundidee dabei ist,
nicht mit der eigentlichen QCD-Lagrangedichte zu rechnen, sondern sich eine
Lagrangedichte aufzustellen, die dieselben Symmetrien wie die QCD aufweist.
Es besteht ndmlich die Hoffnung, daf3 die Physik hauptséichlich durch Symme-
trieeigenschaften dominiert wird, was seine Wurzeln in der Formulierung der
eigentlichen QCD-Lagrangedichte durch Yang, Mills und Gell-Mann hat, um

nur einige Namen zu nennen.

Eines der bekanntesten Modelle in dieser Hinsicht ist das nach seinen Ent-
wicklern benannte Nambu-Jona-Lasinio-Modell. Es wird in vielen effektiven
Modellen zur Beschreibung der starken Wechselwirkung benutzt. Die Ahnlich-
keiten von QCD und dem eben erwidhnten Modell werden in Kapitel 2 ndher
beleuchtet. Der Vollstéindigkeit halber sei an dieser Stelle noch erwéihnt, dafl
es bereits ein sehr erfolgreiches Modell zur Beschreibung der Physik der star-
ken Wechselwirkung im Niederenergiebereich gibt, die chirale Stérungstheorie
[Ec95, Pi95].

In dieser Arbeit sollen hadronische Formfaktoren basierend auf einer
SU(3)-Color-Nambu-Jona-Lasinio Wechselwirkung mittels Random-Phase-



Approximation (RPA) [Ro70] untersucht werden. Die RPA ist eine nichtper-
tubative Theorie und hat in der Kernphysik bereits zu sehr guten Ergebnissen
gefiihrt. Erste Anwendungen auf die Hadronenspektroskopie findet man in den
Arbeiten von S. Hardt [Ha96] und J. Geiss [Ge95]. Hier soll die RPA-Theorie
zur Berechnung hadronischer Ubergangsformfaktoren direkt auf Quarkebene

angewendet werden.

Im nachfolgenden Kapitel wird zunichst ein kurzer Uberblick iiber einige
Quarkmodelle und die wichtigsten QCD-Eigenschaften prisentiert. Des wei-
teren werden dann die fiir diese Arbeit relevanten Modelle, das MIT-Bag und
das Nambu-Jona-Lasinio-Modell, vorgestellt. Im dritten Kapitel wird zuerst
die einfachste Formulierung der RPA vorgestellt, die dann zur einer drehim-
pulsgekoppelten Version, der Tensor-RPA, erweitert wird.

Kapitel 4 stellt schliefSlich den Hauptteil dieser Diplomarbeit dar. Zunéchst
wird die Bedeutung von Formfaktoren im allgemeinen erldutert, bevor dann
speziell auf die Rechnung in der RPA-Naherung eingegangen wird.

Im Kapitel 5 werden dann die Ergebnisse préasentiert, und Kapitel 6 gibt sowohl
einen kleinen Ausblick auf noch offenstehende Fragestellungen bzw. Erweite-
rungsmoglichkeiten, als auch eine Zusammenfassung der gewonnenen Erkennt-

nisse.

Im Anhang findet man eine Ubersicht iiber die benutzte Notation, ebenso eine
kurze Zusammenfassung iiber Drehimpulskopplungsrelationen. Der letzte Teil
des Anhangs geht ndher auf das Losen der Dirac-Gleichung mit dem Numerov-
Verfahren ein.
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Kapitel 2

Quarkmodelle des Nukleons

Da es bisher nicht moglich war, die QCD-Gleichungen zu l6sen, und auch
QCD-Gitterrechnungen nur unter sehr groflem Aufwand Erfolge gebracht ha-
ben [We96|, fiihrt der zur Zeit einzig gangbare Weg, auf dem man mehr iiber
die starke Wechselwirkung bei mittleren bis kleinen Energien erfahren kann,
iiber effektive Theorien.

Die grundlegende Idee bei solchen Modellen ist immer, einige QCD-
Eigenschaften explizit zu behandeln und die vernachlissigten Freiheitsgrade
auf phianomenologische Weise einzuschlieflen. Unter den Eigenschaften der
QCD-Gleichungen versteht man i. a. erhaltene sowie spontan gebrochene Sym-
metrien der QCD-Lagrangedichte.

Mochte man Hadronen, insbesondere das Nukleon und seine Anregungen,
in einem effektiven Quarkmodell beschreiben, gilt spezielles Interesse den
Niederenergie-Phéinomenen.  Hierbei spielen die Symmetrien der QCD-
Lagrangedichte und Confinement die entscheidende Rolle. Letztere Eigenschaft
entspricht der Tatsache, dal man in der Natur nur hadronische Zusténde vor-
findet, die dem Farbsinglett angehdren. In einer effektiven Theorie mufl man
daher fiir die Farbladung sicherstellen, dafl diese zu allen Zeiten in hadronischen
Zustdnden erhalten bleibt. Im MIT-Bag-Modell, welches anschlieend vorge-
stellt werden soll, wird dies durch ein stark attraktives Potential fiir grofiere
Absténde der Quarks in Verbindung mit einer sogenannten Bag-Konstante

gewdhrleistet.

Es gibt verschiedene Modelle, um mehr iiber die innere Struktur der Hadronen
zu lernen [Ba88|, jedoch ist bis heute die Aufgabe der Beschreibung des Ba-
ryonenspektrums noch nicht zufriedenstellend gelost. Bevor auf das in dieser
Arbeit benutzte Modell ndher eingegangen wird, sollen einige Nukleonmodelle
kurz referiert und ihre Stirken und Schwéchen aufgezeigt werden.
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8 KAPITEL 2. QUARKMODELLE DES NUKLEONS

Das erste Nukleonmodell auf Quarkbasis wurde von Faiman und Hendry
[FH68], kurz nachdem Gell-Mann und Zweig drei elementare Konstituenten fiir
Baryonen postuliert hatten, entwickelt. Dieses nichtrelativistische Modell, bes-
ser bekannt unter dem Namen ,,Konstituentenquarkmodell”, behandelt in sei-
ner einfachsten Fassung die starke Wechselwirkung zwischen den drei Quarks in
Form von harmonischen Oszillatorpotentialen. Zusammen mit der Forderung
von Valenzquarkmassen von einigen hundert MeV ist dieses Modell in der Lage,
den negativen Paritédtskanal des Baryonenspektrums gut zu beschreiben. Hin-
gegen gab es lange Zeit Probleme, den positiven Paritétskanal zu verstehen, da
es dort zu einer falschen Zustandsabfolge bzgl. der Paritdt kommt. Dies hat zur
Folge, dal beide Kaniile nur mit unterschiedlichen Séitzen von Parametern be-
schrieben werden kénnen. Dieses Problem konnte kiirzlich durch das Einfiihren
einer zusitzlichen Spin-Flavor-Wechselwirkung gelést werden [GR96]. Trotz
dieses Erfolgs ist es jedoch bisher noch nicht moglich, eine direkte Verbindung
zur QCD zu schaffen. Besonders problematisch erscheint der Zusammenhang
zwischen den Konstituentenquarks und den in der QCD-Lagrangedichte ver-
wendeten Stromquarks mit Massen von wenigen MeV. Neben diesem Problem
postuliert das Modell auflerdem unbeobachtete Baryonenanregungen. Ein sol-
ches Verhalten ist jedoch auch aus anderen Modellen bekannt, wie z. B. dem
MIT-Bag-Modell. Auch im Fall der Bag-Modelle stellt das Ableiten des Mo-
dells als Grenzfall der QCD ein Problem dar. Im Gegensatz zu den chiralen
Modellen besitzen diese Confinement nach Konstruktion.

Die beiden bekanntesten chiralen Modelle sind das NJL- [NJL61] und das
Skyrme-Modell [Sk61]. Beschrinkt man sich auf den SU(2)-Flavorraum, so
ist der chirale Limes fiir das NJL-Modell gut erfiillt. Der Zusammenhang mit
der QCD-Lagrangedichte ist somit auf Grund der analogen Symmetrien zu er-
kennen. Das Skyrme-Modell ist eine rein mesonische Beschreibung der starken
Wechselwirkung. Eine direkte Ableitung aus der QCD existiert jedoch nicht,
da die QCD im N, — oo nicht explizit bosoniert [Ha96].

Im Gegensatz zu den ersten beiden Modellen besitzen die chiralen Modelle kei-
nen Confinement-Mechanismus, was zur Folge hat, dafl in Mean-Field-N&he-
rung angeregte Einteilchenquarkzustinde ungebunden sind. Die Beschreibung
von angeregten Zustdnden ist somit fragwiirdig.

Man erkennt sehr schon, daf3 die vorgestellten Modelle entweder chirale Symme-
trie und deren spontane Brechung enthalten oder die Bedingung des Confine-
ments realisieren. Keines dieser phidnomenologischen Modelle ist jedoch in der
Lage, diese beiden wichtigen Eigenschaften der starken Wechselwirkung gleich-
zeitig zu modellieren. Es gibt einige Versuche, die QCD-Vakuum-Struktur und
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die Bedingung des Confinements in einem Modell gleichzeitig zu realisieren,
doch sind diese Modelle noch mit einigen Problemen behaftet [HG97].

Da bisher kein zufriedenstellender Mechanismus zu dynamisch generiertem
Quarkconfinement bekannt ist, wird in dieser Arbeit eine vereinfachte Be-
schreibung des Nukleon-Grundzustandes mittels eines Bag-Modells benutzt.
Im Tensor-RPA-Schema, welches im Kapitel 3 vorgestellt werden soll, wird
dann eine zusitzliche Restwechselwirkung vom NJL-Typ auf diesen Mean-
Field-Ansatz aufgesetzt. Die Folgen dieses Konsistenzbruchs werden in Kapitel
5 betrachtet.

Bevor auf die einzelnen Modelle ndher eingegangen wird, sollen zunéchst die
grundlegenden Eigenschaften der QCD zusammengefafit werden. Danach wird
untersucht, wie man die Dirac-Gleichung mit einem Confinement gewdihr-
leistenden Mean-Field-Potential 16st. Bevor dann das Nambu-Jona-Lasinio-
Modell vorgestellt wird, sollen noch Bag-Modelle betrachtet werden, die das
oben erwihnte Mean-Field-Modell reprisentieren. Besondere historische Be-
deutung hat hier das MIT-Bag-Modell, welches das erste Modell dieser Art
war, das trotz seiner Einfachheit zu grofien Erfolgen gefiihrt hat.

2.1 Eigenschaften der QCD

Die QCD-Lagrangedichte lautet:

Ny 1

Locp = fZ Qp (D" —myg)ay — 3 B FL (2.1)
—1

wobei ¢y die Felder der sechs Quarks (u,d,c,s,t,b) sind. Jedes dieser Felder

ist jeweils nochmal ein SU(3)-Color-Triplett. Fiir die kovariante Ableitung D*

gilt:

)\a

2

D, =8, —ig%AC. (2.2)

Af, bezeichnet jeweils eines der acht Gluonenfelder. Die Matrizen \* (a =
1,...,8) sind die Generatoren der SU(3)-Gruppe, fiir die

A )‘b - rabc A
[3, 5] =if by (2.3)

gilt, wobei fo¢ die Strukturkonstanten der SU(3) sind [Mo89]. Die Feldstiirke
Fyj, der Gluonenfelder ist gegeben als

Fo = 9,A" — 9,AF + g fo AL AL (2.4)
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Dabei ist die Lagrangedichte gerade so gewihlt, daB sie eine lokale SU(3)-Color
Eichinvarianz besitzt. Die Transformationen der Felder unter dieser Symmetrie

lauten:
g — e T g, (2.5)
1
Al — Al — p 0,0%(x) + [ ©°(x) AS. (2.6)

Neben dieser Symmetrie ist Locp lorentzinvariant, zeigt Invarianz unter der
diskreten CPT-Symmetrie und besitzt eine globale U(1)y, Symmetrie. Diese
entspricht der einfachen Transformation

qr — € gy, (2.7)

welche die Erhaltung des Baryonenstroms zur Folge hat. «y ist hierbei ein
konstanter Phasenfaktor.

Untersucht man das hadronische Spektrum, befindet man sich auf der Ener-
gieskala bei rund einem GeV. In diesem Fall darf man sich auf die leichtesten

drei Quarks u, d und s beschrinken, was unmittelbar einleuchtet, wenn man
die Quarkmassen betrachtet [PDG98].

my, = (1.5 —5) MeV me = (1.1 — 1.4) GeV
mg = (3—9) MeV mp = (4.1 —4.4) GeV (2.8)
ms = (60 — 170) MeV my = (173.8 £ 5.2) GeV

An dieser Stelle sei angemerkt, daf§ Stromquarkmassen nicht direkt gemessen
werden konnen, sondern nur indirekt durch ihren Einflul auf hadronische Ei-
genschaften bestimmt werden. Die Massen sind somit stark modellabhéngig.
Die oben angegebenen Massen sind die sogenannten Quarkstrommassen, die
auch in Lgep vorkommen. Die Massen der drei leichtesten Quarks werden
i. A. mit Hilfe chiraler Stérungstheorie in Verbindung mit QCD-Sum-Rules

bestimmt. Mehr zu diesem Thema findet man in [Ma96].

In der Ndherung von gleichen Quarkstrommassen der drei leichtesten Quarks
erhélt man eine globale Flavor-SU(3)-Symmetrie der QCD. Im Limes von ver-
schwindenden Massen geht diese in eine chirale SU(3)-Symmetrie iiber, d. h.
eine separate SU(3)-Symmetrie fiir links- und rechtshéndige Quarkfelder. Bei
Energien von 1 GeV ist diese Ndherung vertretbar. Die dazugehorige Trans-
formation lautet:
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L —ide [
- — e "7

o e R R (2.9)

wobei qf’R = (1 F75) ¢y ist. A* sind nun die Generatoren der Flavor-SU(3).
In dieser Darstellung hat 5 die Weyl-Form [PS95].

Diese Symmetrie erfihrt in zweifacher Weise eine Brechung: zum einen ei-
ne spontane durch den Mechanismus einer dynamischen chiralen Symmetrie-
brechung, und zum anderen eine explizite durch die nur in der Ndherung ver-

schwindenden Quarkmassen.

Beide Effekte findet man auch in der Natur wieder. Die spontane chirale Sym-
metriebrechung fiihrt zu acht masselosen Goldstone-Bosonen. Diese kann man
mit dem pseudoskalaren Mesonen-Oktett 70, 7%, K° K° K& und 7 identifi-
zieren, da die chirale Symmetrie nur ndherungsweise gilt und man somit den

Goldstone-Bosonen kleine Massen zuschreiben darf.

Geht man nur von einer chiralen Flavor-SU(2)-Symmetrie aus, gilt diese Néhe-
rung in noch héherem Mafle, da zum einen die explizite Symmetriebrechung
durch die Quarkmassen sehr viel kleiner ist, und zum anderen die Interpretation
der drei Pionen, mit einer Masse von ca. 140 MeV, als masselose Goldstone-
Bosonen besser zutrifft. Besonders diese chirale Symmetrie und die damit
verbundene spontane Symmetriebrechung spielt fiir das Nambu-Jona-Lasinio-
Modell eine fundamentale Rolle.

Neben den bereits erwéhnten Symmetrien ist die QQCD-Lagrangedichte im chi-
ralen Limit ebenso invariant unter einer U(1) 4-Transformation, fiir die gilt:

qr — €47 g;. (2.10)

Den aus dieser Symmetrietransformation resultierenden erhaltenen Strom
nennt man Axialstrom. Diese Symmetrie existiert in der Natur nicht. Der
Mechanismus dieser Symmetriebrechung ist die Quantisierung und wird daher
auch als Anomalie bezeichnet.

2.2 Die Dirac-Gleichung mit Confinement

Um relativistische Fermionen zu beschreiben, die die Eigenschaft des Confi-
nements haben sollen, fithrt man im einfachsten Fall eine skalare Mean-Field-
Wechselwirkung ein, d. h. man fiigt dem Massenterm der freien Dirac-Gleichung
ein skalares Potential hinzu.
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Soll die Theorie rotationsinvariant bleiben, mufl auch das skalare Potential
dieser Bedingung geniigen. Durch eine ortsabhinhige Masse kann man
die Bedingung des Confinements realisieren. FEs sei angemerkt, dafl man
hierdurch die Lorentzinvarianz der Gleichung zerstort, sobald das Potential
kein Lorentzskalar ist. In erweiterten Modellen fiigt man neben diesem Term
auch noch ein minimal gekoppeltes Vektorpotential ein. Zunéchst jedoch die
Herleitung ohne Vektorpotential. Im iibrigen sei noch darauf hingewiesen, daf}
die Bedingung des Confinements nicht allein durch ein minimal gekoppeltes

Vektorpotential realisiert werden kann.

Die freie Dirac-Gleichung lautet:

(iv"0, — m)¥(x) = 0. (2.11)
Reduziert man diese Gleichung durch den Ansatz

U(z) = e B U(7) (2.12)
auf eine stationédre Gleichung in Schrodingerform, erhélt man:

E U() = (=id -V + 3 m) U(Z) = Hpirae U(7), (2.13)

wobei a=+"9 und B=7"

Nun ersetzt man die Masse m durch einen neuen Massenterm m(r). Im allge-

meinsten Fall sieht dieser folgendermaflen aus:
m(r) =m+V(r). (2.14)

Aus der Rotationsinvarianz dieser Gleichung folgt sofort, dafl der Drehimpuls-
operator J und der Paritéiitsoperator P = €3 Py (P, fithrt & — —& iiber) mit
dem Hamiltonoperator vertauschen und somit Erhaltungsgrofien sind [Gr87).
Zum Losen der Dirac-Gleichung macht man nun den folgenden Ansatz:

2 1 1 F(T) lem(ﬁa 90)
\Ijjm( ) T < —G(?”) le'm(ﬁ’ 90) > ,

1 .
lem('&a 80) = Z < l§mlms|]m > )/lml (197 90) X%ms (215)

mp,ms
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ist. Dabei sind yx Lo, die Zweierspinoren, die Eigenfunktionen der Spinopera-

toren §2 = 102 und S5 = 103 sind. Es gilt:

=<(1)>’X%%=<(1)>- (2.16)

Aus Gleichung (2.15) folgt, daf} fiir j immer gelten muf:

X

M

1
2

1 1 /
j=1+ 3 oder j=1[-— 5 (analog fiir ['). (2.17)
Weiter kann problemlos gezeigt werden, dafl
PoQim = (—1)' Qi (2.18)

gilt. Da der ganze Dirac-Spinor immer gute Parit:it haben mu8, folgt fiir [ :

. - l
l,:{l+1 fir j=1+3 (2.19)

[—1 fiir j:l—% '

Beriicksichtigt man, daf3 €2;;,,, Eigenfunktion zu den Drehimpulsoperatoren fz,
L? und S? ist und nutzt man die Beziehung J = L+ S, erhiilt man nach kurzer
Rechnung [Gr87] folgendes Paar von gekoppelten Differentialgleichungen fiir
die Radialfunktionen:

dflff“) + 2 F(r) = (B+m(r) Gir) = 0
L) 260y + (- mt) FO) = 0, (2.20)

Zur Vereinfachung wurde eine neue Quantenzahl x definiert, fiir die gilt:

m:$(]+§ ] fir j—l—1 - (2.21)

1)_{—U+U fir j=1+1
2

Mit dieser neuen Quantenzahl 148t sich der Dirac-Spinor in der folgenden ver-

einfachten Form schreiben:

L F(r) Qun(9,0)
V() = ( ~G() (D, ) ) |

Die gekoppelten Differentialgleichungen aus (2.20) lassen sich auf eine Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung in F'(r) reduzieren, indem man die erste
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Gleichung nach G(r) auflést und das Ergebnis in die zweite Gleichung einsetzt.
Fiir G(r) erhélt man:

G(r) 1 (dF K

= 5w \ar T r F(r)) . (2.22)

Macht man zusatzlich die Transformation

F(r)=+\/E+m(r) F(r), (2.23)

verschwinden alle Terme proportional zur ersten Ableitung in der Dgl. fiir
F(r), und man erhilt:

dif; ) _ i) B, (2.24)
wobei
3 1 dm(r)\” 1 1 d®m(r) & dm(r)
wir) = 4 (E +m(r))? ( dr ) - E +m(r) (5 dr2 ¢ dr )
k(k+1)

— (E? —m?(r)) (2.25)

_|_

r2

ist. Dieses Eigenwertproblem 148t sich durch Kombination eines Shooting- mit
dem Numerov-Verfahren 16sen. Letzteres ist im Anhang D.1 beschrieben.

2.3 Bag-Modelle

Das erste relativistische Bag-Modell wurde in den 70er Jahren von einer Grup-
pe am MIT entwickelt [CJ74]. Diese Modell enthélt Confinement nach Kon-
struktion. Grundidee ist, daf} sich die Quarks nur innerhalb eines Volumens V'
bewegen und der Baryon- und Farbstrom durch die Oberfliche dieser Kavitét

verschwindet.

Der Ansatz fiir die Lagrangedichte der Fermionen im MIT-Bag Modell lautet
[Mo89, Ba88]:

Larn = (=5 0 (70— m) 4+ 5 (@ua)r* +m @) = B) O(V). (2.20

Dies ist ein symmetrisierter Ansatz fiir die Dirac-Quarkfelder ¢ und §. ¢ ist ein
SU(3)-Triplett im Color-Raum und ein SU(2)-Dublett im Flavor-Raum. B ist
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die schon vorher erwihnte Bag-Konstante. Diese beschreibt die Tatsache, dafl
eine gewisse Energie notwendig ist, um einen Bag im QCD-Vakuum zu bilden.
Die Notwendigkeit dieser Konstante wird nachfolgend noch genauer gezeigt.
Es 148t sich leicht verifizieren, dafl aus der obigen Lagrangedichte die Dirac-
Gleichung des letzten Abschnitts fiir einen Massenterm der Form

o0 sonst

m(r) = { m fir reV (2.27)

folgt. V' beschreibt hierbei das sphérische Volumen des Bags. Geht man davon
aus, dafl die Hadronen durch einen statischen sphérischen Bag in ihrem Ruhe-
system beschrieben werden kénnen, entspricht die Losung der Dirac-Gleichung
der im letzten Abschnitt.

Man kann leicht verifizieren, dafl die Bedingung des Verschwindens des Ba-
ryon-, Flavor- und Farb-Stroms durch die Oberfliche S des Bags

n,j"ls =0 (2.28)

dquivalent ist zur Forderung, daf} die skalare Dichte auf der Oberfliche S ver-

schwinden mu$.
qqls =0 (2.29)

n,, ist hierbei der nach innen zeigende Normalenvektor der Oberfliche S. Be-
trachtet man die Gleichungen im Ruhesystem des Bags, verschwindet die nullte
Komponente von n, = (0, 7).

Betrachtet man den Energie-Impuls-Tensor 7),, auf der Oberfliche, erhélt man
' Tyl|s = (=P + B) n,, (2.30)

wobei 0,(Gq) = 2Pn,, ist. Wahlt man P = B, ist sichergestellt, da§ Energie und
Impuls erhalten bleiben. Physikalisch kann man die Bag-Konstante B somit
als den Druck des nichtpertubativen QCD-Vakuums auf den Bag interpretieren
[Mo89].

Fiir die Berechnungen in dieser Arbeit wurde der Massenterm m/(r) in folgender
Weise parametrisiert:

m(r) =m+g r" (2.31)
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g ist dabei eine noch zu bestimmende Kopplungskonstante. Dieser Ansatz
modelliert Confinement in einer viel ,,weicheren” Art und Weise und ist daher
durch seine Stetigkeit realistischer.

Zur Losung der Tensor-RPA-Gleichungen und der Berechnung von hadroni-
schen Formfaktoren dient das letztere Potentialmodell nur zur Beschreibung
des Meanfield-Anteils der starken Wechselwirkung, d. h. es wird benutzt, um
zum einen den Grundzustand des Nukleons zu approximieren, und zum ande-
ren eine Einteilchenbasis zu bestimmen, in der die RPA gelost wird. Daher
kommt es bei diesem Modell hauptséchlich darauf an, dafl es die grundlegende
Eigenschaft der QCD, das Confinement der Quarks, reproduzieren kann.

2.4 Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell

In der Beschreibung der RPA-Gleichungen wurde bisher nicht darauf eingegan-
gen, wie der Hamiltonoperator des zu beschreibenden Systems genau aussieht.

Der Hamiltonoperator in dieser Arbeit basiert auf einem Mean-Field-Anteil,
der durch das im letzten Abschnitt betrachtete Bag-Modell gegeben ist und
einer Restwechselwirkung, die im Rahmen des Nambu-Jona-Lasinio-Modells
beschrieben wird. Der Ansatz fiir den Hamiltonoperator lautet demnach:

H = Hyp + Hpey. (2.32)

Diese Vorgehensweise ist notwendig, da die Polarisation des Vakuums als dy-
namische Eigenschaft nicht aus der RPA abgeleitet werden kann.

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell wurde Anfang der 60er Jahre von Y. Nambu
und G. Jona-Lasinio entwickelt [NJL61]. Es ist auch heute noch sehr populér,
da es wie die QCD-Lagrangedichte neben chiraler Symmetrie auch deren spon-
tane Brechung enthilt.

Die grundlegende Annahme bei dieser Art von effektiven Modellen ist, daf}
im Niederenergie-Limes die Wechselwirkung nur durch ihre fermionischen Frei-
heitsgrade beschrieben werden kann. Letztere sind im Fall der starken Wech-
selwirkung die Quarkfelder. Auflerdem geht man davon aus, dal man die
Quark-Quark-Wechselwirkung, die in der QCD durch Gluonen vermittelt wird,
zu einer effektiven Vierfermionen-Punktwechselwirkung vereinfachen darf. Die

gluonischen Freiheitsgrade sind somit als ,,eingefroren” angenommen.

Ahnliche Annahmen fiihren bei der Fermi-Theorie, einer Theorie fiir die
schwache Wechselwirkung, zu sehr guten Resultaten. In diesem Fall haben
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die Austauschbosonen Z und W jedoch eine relative grofie Masse (my; =
80GeV, my = 91GeV), wodurch die Annahme einer punktférmigen Wech-
selwirkung im Niederenergie-Limes sehr gut ist. Gluonen haben jedoch in
diesem Limes eine verschwindende Masse, und somit ist unklar, ob der An-
satz einer J-formigen Wechselwirkung realistisch ist. Neben diesen Annahmen
soll der effektive Lagrangian dieselbe Symmetrie besitzen wie die urspriingliche
QCD-Lagrangedichte.

Die urspriingliche U(1)-Fassung des NJL-Modells lautet:
Lygr = (iy"0, —mo) U+ G ((F)? — (Fy50)?) . (2.33)

Fiir einen verschwindenden Massenterm mg besitzt diese Lagrangedichte chi-
rale Symmetrie. Neben dieser Eigenschaft beinhaltet das NJL-Modell einen
Mechanismus zur dynamischen Massengenerierung. Betrachtet man die obige
Lagrangedichte in Mean-Field-Nédherung, reduziert sie sich auf folgende Form:

Larp =T (iy"0, — mo +2 G (TT)) T. (2.34)
Man sieht nun, dafl sich der Massenterm wie folgt zusammensetzt:

m=my—2G (V). (2.35)
Fiir ein nicht verschwindendes Kondensat (UW) erhilt man einen zusitzlichen
Beitrag zur Masse. Dies bezeichnet man als spontane Symmetriebrechung.

Das Verhalten des Kondensats 1488t sich untersuchen, wenn man den Zusam-

menhang mit dem Fermionen-Propagator nutzt:

(UW) = —i Tr(Sr(0)), (2.36)
wobei
Sr(r —y) = —i (T [¥(2)P(y)] ). (2.37)

Die aus diesem Zusammenhang folgende Gleichung bezeichnet man als Gap-
Gleichung [HG97]. Diese kann unter Verwendung eines Regularisierungsver-
fahrens selbstkonsistent gelost werden.

Somit enthélt das NJL-Modell gerade die wichtigen QCD-Eigenschaften,
ndmlich: chirale Symmetrie und deren spontane Brechung.
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Erweitert man das Modell aus Gleichung (2.33) auf den SU(2)-Flavor-Sektor,
erhélt man im allgemeinsten Fall fiir den Wechselwirkungsanteil [HG97):

Lot = L5, + L0 (2.38)

int?

wobei

L, = GsY ((In0) - (Is7,0)%)

k=0
3
-Gy Z ((‘I”YuTk‘I’)Z - (‘I’%%Tk‘l’)Z)
k=0
—0Gv (U, 0)? — 6G A (T, V)2 (2.39)

T fiir k = 1,2, 3 bezeichnen die Isospin-Matrizen, und 7y ist die dazugehéri-
ge Einheitsmatrix. Der Term fiir £, folgt sofort aus Gleichung (2.39) durch

int

zusétzliches Einfiigen der Gell-Mann-Matrizen %L Die Kopplunskonstanten
Gs, Gy, 0Gy und 6G 4 zusammen mit den analog definierten Kopplungskon-
stanten fiir die Farboktett-Wechselwirkung £? , bilden hier die freien Parameter

wnt
des Modells.

Dieser komplette Ausdruck ist invariant unter einer U(2), ® U(2)g-
Transformation und enthélt acht unabhéngige Kopplungsparameter.

In der Arbeit von Hardt [HG97] wurden drei vereinfachte Versionen des all-
gemeinen NJL-Modells aus Gleichung (2.38) als Restwechselwirkung in einer
RPA-Rechnung untersucht.

Die besten Resultate ergibt ein Modell mit Farb-Oktett- und Farb-Singlett-
Wechselwirkung:

_ - A o
Ly =i Uy, 0" — G (\1137#\1!)2 — G¥™ (W, 0)% (2.40)

Die Parameter in diesem Fall bilden die Kopplungskonstanten G°* und G*™
und zusétzlich der Cut-Off-Parameter des Regularisierungsverfahrens. Fiir die
Berechnungen in dieser Arbeit wurde ausschliefflich diese Variante des NJL-
Modells verwendet.
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2.5 Grundzustand des Nukleons

Will man den Grundzustand des Nukleons in Form von drei Quarks konstru-

ieren, miissen die drei Valenzquarks zu Spin J© = %Jr und Isospin T = % ge-
koppelt werden. Auflerdem muf§ die Nukleon-Wellenfunktion antisymmetrisch

sein und ein Color-Singlett bilden.

Macht man den allgemeinen Ansatz

7/) = T/)(x) ) wSpin ) wFlavor ) wC’olora (241)

folgt aus der Forderung des Color-Singletts, dafl ©c., antisymmetrisch sein
muf}. Ebenso ist fiir den Grundzustand klar, daf} sich die rdumliche Wellen-
funktion symmetrisch unter Teilchenaustausch verhélt. Dies hat zur Folge, dafl
das Produkt von Spin- und Flavor-Wellenfunktion symmetrisch sein muf3.

Fiihrt man folgende Notation ein:

) =1 [ud)=2 AP =3 [di)=4 |sP=5 [s{h)=6 (242

und geht davon aus, dafl das Nukleon nur aus u- und d-Quarks besteht, kann
man die symmetrisierte Spin-Flavor-Wellenfunktion fiir das Proton mit Spin-
projektionsquantenzahl —i—% schreiben als:

lp DYsr = N Tapy |fy), (2.43)

wobei N die Normierungskonstante ist und fiir 7,4, gilt[Mo89]:

—1 fiir (afy) =123 + Permutationen
Topy = 2 fiir (afy) =114 + Permutationen . (2.44)
0 sonst

Der Tensor 1,3, gehort zu der 56-dimensionalen Darstellung der SU(6), bei der
die fundamentale Darstellung gegeben ist durch das Sextett der drei Quarks
mit beiden Spinorientierungen aus Gleichung (2.42). Mit Hilfe dieser Entwick-
lungskoeffizienten ist immer sichergestellt, daf§ die Spin-Flavor-Wellenfunktion
symmetrisch ist, und man kann sich somit leicht Wellenfunktionen auch fiir
andere Baryonen und Mesonen konstruieren.

Die expliziten Spin-Flavor-Wellenfunktionen fiir Proton und Neutron lauten
somit [Mo89]:

Ip 1) = \/% { —123) — [312) — |231) — [321) — |132) — |213)

2.45
+ 2 [114) + 2 [411) + 2 |141)} (2.45)



20 KAPITEL 2. QUARKMODELLE DES NUKLEONS

und

In 1) = _\/%_s { —[341) — |134) — |413) — |143) — [314) — |431)

2.46
+2332) + 2 |323) + 2 |233)} (2.46)

Die Wellenfunktionen mit umgekehrter Spin-Isospinorientierung folgen unmit-
telbar durch Anwendung von Spin- und Isospin-Absteigeoperatoren. Man
erhélt somit:

n 1) =5 { — [234) — |243) — [342) — [324) — [423) — |432)

2.47
+ 2 [144) + 2 |414) + 2 |441)} ( )

und

pl)=——={ —[124) — [142) — |241) — |214) — |412) — |421)

2.48
+2]223) + 2 |232) + 2 |322)}. (2.48)

In diesem Modell werden keine Strangeness-Komponenten beriicksichtigt. Hin-
weise auf Strangeness-Beimischungen findet man jedoch im (T=1/2)-Kanal in
der noch recht leichten N(1535)-Resonanz, die zu 30-55 % in ein Nukleon und
ein n-Meson [PDGY98] zerfillt. Zum anderen wire das Auftreten von ss Bei-
tragen im Nukleon eine Mdglichkeit zur Erkldrung des Spinrétsels. Betrachtet
man jedoch das (T=3/2)-Anregungsspektrum, so findet man dort kein dhnli-
ches Phinomen; der Zerfall in Strange-Mesonen ist viel stirker unterdriickt.

Hier werden das Nukleon und seine Anregungen daher nur im Rahmen einer
SU(2)-Flavor-Symmetrie betrachtet.



Kapitel 3

Random-Phase-Approximation

3.1 Einfiihrung

RPA steht fiir Random-Phase-Approximation; diese Methode wurde urspriing-
lich 1953 von Bohm und Pines [BP53] zur Beschreibung von Plasmaoszillatio-
nen eines Elektronengases entwickelt. Der Name RPA geht auf diese Theorie

zurtick.

Spéter erkannte man, dafl die RPA-Gleichungen sich aus dem niederenergeti-
schen Grenzfall der zeitabhéngigen Hartree-Fock-Nidherung ergeben. Das fiihr-
te zu einer sehr anschaulichen Deutung der RPA [Fe57] fiir die Kernphysik: Die
angeregten Zustidnde konnten als Vibrationsmoden des Vielteilchensystems in-
terpretiert werden. Eine kurze Ubersicht zur historischen Entwicklung der RPA
findet man in der Arbeit von J. Geiss [Ge95].

Bis heute wird die RPA sehr erfolgreich in der Kernphysik angewandt. Es
stellte sich heraus, dafl man mit dieser Methode ohne exakte Kenntnis des
Grundzustandes gute Ergebnisse fiir angeregte Zustinde berechnen kann. Die
Erfolge dieser Ndherung betreffen hauptséchlich die korrekte Beschreibung von
Ubergangsstirken; die Berechnung von Spektren ist hingegen weniger erfolg-
reich [Ge95]. Des weiteren erlaubt die RPA-Methode analog dem Hartree-
Fock-Verfahren, Korrekturen des Grundzustandes in einer selbstkonsistenten

Rechnung zu bestimmen.

Zur Herleitung der RPA gibt es einige, allerdings v6llig unterschiedliche, Wege,
wobei jeder Zugang aus ganz anderen Griinden interessant ist. Hier soll nur
auf drei Arten eingegangen werde. Historisch von Bedeutung ist der Zugang im
Dichtematrixformalismus mittels der Time-Dependent-Hartree-Fock-Methode
(TDHF). Wie schon oben erwihnt, kommt man hier zu einer anschaulichen
Deutung der angeregten Zustéinde. Der zweite Weg mittels der Bethe-Salpeter-

21



22 KAPITEL 3. RANDOM-PHASE-APPROXIMATION

Gleichung verdeutlicht den Zusammenhang zwischen RPA und Quantenfeld-
theorie. Bei diesem Zugang wird sehr deutlich, dafl es sich bei der RPA-Néhe-
rung um eine nichtstérungstheoretische Methode handelt. Im Rahmen des
dritten Zugangs, basierend auf der Equation-Of-Motion-Methode, sollen im
néchsten Abschnitt zunéchst die ungekoppelten RPA-Gleichungen abgeleitet
werden. Diese Herleitung hat den Vorteil, daf sie mathematisch gut versténd-
lich ist und man auflerdem in diesem Formalismus recht leicht die drehimpuls-
und isospingekoppelte Version der RPA, die Tensor-RPA, ableiten kann.
Letztere dient bei der Berechnung der hadronischen Formfaktoren in Kapitel
4 als Grundlage. Die Herleitung der Tensor-RPA wird im zweiten Teil dieses
Kapitels durchgefiihrt.

3.2 Ungekoppelte RPA

Die Idee, die der Equation-Of-Motion-Methode zugrunde liegt, ist mittels eines
Anregungsoperators @}, aus dem Grundzustand |0) den angeregten Zustand |v)
zu erzeugen. Hierbei mufl man zunéchst den Grundzustand mindestens néhe-
rungsweise kennen. Sodann ist es die Aufgabe, den geeigneten Anregungsope-
rator zu finden. Fiir diesen fordert man:

) =QL[0) und Q, [0) =o. (3.1)

Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamiltonoperators des Systems seien
in folgender Weise gegeben:

H |v)=E, |v) und H |0)= Ej |0). (3.2)

Hierbei bezeichnet |0) den Grundzustand des Systems und nicht das Vakuum.

Dieser Ansatz fithrt dann weiter zu folgender Gleichung:
[H,Q1) 0) = (B, — Eo) @} 10). (3-3)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit einem anderen beliebigen Zu-
stand (¢'| = (0| @, erhélt man:

(0] Qu/[H,Q]] 10) = (B, — Eo) (0] QQf |0). (3.4)

Schreibt man diese Relation noch ein wenig um, ergibt sich:

<0|[QV’7 [Ha QH]|O> = (EV - EO) <O|[QV’; QZ]|O> (35)
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Bis hierher ist die Struktur der Operatoren Q! und @, noch unbestimmt. Eine
Definition eines Anregungsoperators, der die Teilchenzahl erhélt, ist gegeben
durch die Menge der Thouless-Transformationen auf dem Grundzustand |0),
der als N-Teilchen-Slaterdeterminate angesetzt ist [SE74]:

|V>:6wp<§;§; Chiak%> 0). (3.6)

Hierbei beziehen sich die Laufindizes m und 7 auf Zustinde oberhalb bzw.

unterhalb der Fermikante.

In dem nachfolgenden Ansatz fiir einen Anregungsoperator werden nur
Teilchen-Loch-Anregungen beriicksichtigt; demnach entspricht die RPA-Nihe-
rung der eben erwidhnten Thouless-Transformationen erster Ordnung in den
Koeffizienten C,;.

Qf = ZXT’jna;fnai - YrZiaIam (3.7)
und analog fiir Q,:

Qu = Y (Xy)) aban — (Vi) aba;. (3.8)
n,j
Wie oben bezeichnen i, Zustdnde unterhalb und m,n oberhalb der Fermi-
kante. Die Operatoren af und a sind gewdhnliche Einteilchenerzeugungs- bzw.
-vernichtungsoperatoren. Im fermionischen Fall gilt:

{ai,a;} =0 und {a},a;} =dy. (3.9)

Das Minuszeichen vor dem Term Y)”. hat keine weitere Bedeutung, es dient nur

der vereinfachten Schreibweise des Endresultats.

Neben den Termen o X" .. welche Teilchen-Loch-Anregungen auf dem Grund-

zustand darstellen, werden bei der RPA-N&herung durch die Terme o Y/, auch

Grundzustandskorrelationen mit angeregten Zustinden erlaubt.

N#hert man den in obiger Ableitung verwendeten RPA-Grundzustand |0) durch
eine Slaterdeterminante, hat dies zur Folge, dafi die Bedingung @,|0) = 0
nicht mehr erfiillt wird. Um Konsistenz zu gewéhrleisten, mufl man zusétzlich
fordern:

SMYr < 1. (3.10)
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Im Rahmen einer solchen Ndherung des Grundzustandes ist man dann ebenfalls
in der Lage, selbstkonsistent analog der Hartree-Fock-Methode Grundzustands-
korrelationen zu berechnen. In dieser Arbeit wird jedoch darauf verzichtet.
Das selbstkonsistente RPA-Schema wird aufgrund des enormen numerischen
Aufwands nur mit einem Iterationschritt betrachtet.

Setzt man die beiden Ansitze in Gleichung (3.5) ein, erhélt man auf der rechten

Seite folgende vier Kommutatoren:

[a;an, al a;] = a}aiémn + anal, 6ij — Smndij,
—[ailaj, a}am] = a}aﬂmn + ama};éij — Omnij (3.11)
und
[a;an, a}am] = a}améin - afanmej,
[ajlaj, al ;] = a;ai(Sm]’ — ainajém. (3.12)

Betrachtet man den Erwartungswert dieser Kommutatoren bzgl. des Grund-
zustandes |0), der von nun an als Slaterdeterminante angenommen wird, erhélt
man fiir die ersten beiden Terme aus (3.11) 6,,,0;;. Gleichung (3.12) hat einen
verschwindenden Erwartungswert bzgl. jeden Zustands, sobald man von einer
scharfen Fermikante ausgeht.

Das Auswerten der Kommutatoren beziiglich eines solchen Grundzustandes
nennt man auch Quasibosonen-Ndherung. Der Name wird noch deutlicher,
wenn man Teilchen-Loch-Erzeugungs- und -vernichtungsoperatoren einfiihrt:

Aim = alnaz- und A = a}am. (3.13)
Das obige Ergebnis 148t sich nun in der Form einer Kommutator-Relation fiir
Bosonen schreiben:

[Anjs ALl = 0mndy;  und  [Apy, Apy] = 0. (3.14)
Fiir die rechte Seite von Gleichung (3.5) erhilt man somit:

(By = Eo) {0l[Qu, Q1I0) = (B, — Eo) (X)) Xy, — (Y)Y, (3.15)

nj
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Da man den Zustand (/| beliebig gew#hlt hat, erhdlt man mittels Koeffizien-
tenvergleich der linken und rechten Seite von Gleichung (3.5) folgende beiden

Relationen:

(Ollafan, [H,QII0) = (B, — Bo) Xy,
(Ollahay, [H,QINN0) = (E, - Ey) Yy, (3.16)
Diese beiden unter Punkt (3.16) erhaltenen Gleichungen kann man nun in

Matrixschreibweise zusammenfassen.

wobei
Anjmz' - <0|[a;an7 [H7 ainal]”(»?
Ar = (0|laba;, [H,alan]]|0
njmi < |[a?a77[ 7afra ]H >7 (318)
Bujmi = — <0|[ajan7[H7 a;an]]|0),
By = — (0llafay, [H, af,a]]]0)

Dies ist die Darstellung, die man meistens in der Literatur findet [Ro70, RS80].
Nun gilt es nur noch, diese Eigenwertgleichung auf einer beschrinkten Einteil-
chenbasis zu 16sen. Wie man eine solche Basis generiert, ist im Kapitel 2
beschrieben.

3.3 SU(2)-Kopplung von Teilchen- mit Loch-
Zustinden

Oft mochte man die RPA-Nédherung auf Systeme anwenden, die rotations-
invariant sind, d. h. bei denen der Drehimpuls eine gute Quantenzahl ist.
Demzufolge ist es wiinschenswert, da} auch die Anregungsoperatoren mit
gutem Drehimpuls definiert sind. Geht man davon aus, daf} die Einteil-
chenbasiszustinde guten Drehimpuls haben, mufl man in der RPA-N&herung
die Teilchen-Loch-Anregungen zu gutem Drehimpuls koppeln, d. h. Teilchen-
zustinde mit Antiteilchen-Zustéinden koppeln.

Fiihrt man eine solche Kopplung naiv durch, stellt man schnell fest, daf}

sich Loch-Zustdnde anders unter Rotation transformieren als die dquivalenten
Teilchen-Zusténde [Ro70].
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Der Zusammenhang zwischen den Rotationseigenschaften von Loch- und
Teilchen-Zusténden findet man z. B. im Buch von Rowe [Ro70]. Demnach

folgt aus Zeitumkehrinvarianz:
[(Gm) ™1 = (=1)77™ |7 —m). (3.19)

Um eine richtige Kopplung von Teilchen- und Loch-Zustédnden zu gewéhrlei-
sten, mufl man demzufolge jeden Loch-Zustand zunéchst durch den zugeordne-
ten Teilchen-Zustand ersetzen. Definiert man einen neuen Zustand |(jm)~1),
der gute Transformationseigenschaften unter Rotation per Definition besitzt,
wie folgt:

[Gm) ™) = (=17 [(j —m) ™), (3.20)

148t sich diese Problematik beim Koppeln umgehen.

Gruppentheoretisch formuliert entspricht das Problem einer Kopplung eines
Operators O; der Tensorstufe A mit einem adjungierten Operator Oy.. Der zu
einem Operator O} eines SU(2)-Multipletts adjungierte Operator Oy bildet je-
doch ebenfalls eine Darstellung der SU(2), die sich jedoch um einen Phasenfak-
tor unterscheidet. Der Einfachheit wegen definiert man einen neuen Operator

O, = ()" 0, , (3.21)

und kommt bei der Kopplung OI\ ® Oy ohne weitere Phasenfaktoren aus.

Praktisch bedeutet dies, dafl der adjungierte Operator O, durch Oj ersetzt

werden muf.

Ein richtig gekoppelter RPA-Teilchen-Loch-Anregungsoperator zu gutem Dreh-
impuls (J, M) 1d8t sich demnach in folgender Form schreiben:

QL (JM) ZX” (JM)AL (JM) = YV (JM)Anmi(JM), (3.22)
wobei
Al (TM) = Yo < mjimmmi| IM > af,a; (3.23)

und
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Api(JM) = (=1)7™ A,:(J —M)
= (=)™ N < ijmmim|J =M > dla,. (3.24)

mg ,Mm

Im folgenden sollen nun die RPA-Gleichungen aus Abschnitt 3.2 in einen dreh-
impulsgekoppelten Formalismus verallgemeinert werden. Hierbei wird davon
ausgegangen, dafl auch der Grundzustand nicht mehr skalaren Charakter hat.
Diese erweiterte Fassung der RPA bezeichnet man als Tensor-RPA. Bevor je-
doch die Tensor-RPA-Gleichungen abgeleitet werden kénnen, muf3 zunéichst die
Equation-Of-Motion-Methode verallgemeinert werden.

3.4 Tensor-Equation-Of-Motion

Mochte man die RPA-Nédherung zur Beschreibung des Nukleons verwenden,
muf} man selbstverstédndlich beriicksichtigen, daf§ der Grundzustand sowohl in
Spin als auch Isospin von nicht-skalarem Charakter ist.

Der bisherige Ansatz der Equation-Of-Motion-Methode mufl zunéchst auf den
Fall eines nicht-skalaren Grundzustandes erweitert werden. Diese erweiterte
Formulierung nennt man dann Tensor-Equation-Of-Motion-Methode.

Eine addquate Nomenklatur ist, sofern sie nicht direkt erklirt ist, im Anhang
B angefiihrt.

Der Grundzustand |A)) sei ein SU(2)-Tensor der Stufe A. Der zu bestimmen-
de Anregungszustand |xA)) habe die Tensorstufe A. x stehe fiir alle iibrigen
Quantenzahlen.

Fiir den Anregungsoperator Of, mu demnach gelten:

@A) = (Of, x |AN)™. (3.25)
Im Hinblick auf die SU(2)-Kopplungsrelationen (siehe Anhang B), wird an
dieser Stelle klar, dafl es mehrere Werte fiir A gibt, mit denen diese Kopp-

lung realisiert werden kann. Bedingung fiir eine mégliche Kopplung ist die
wohlbekannte Dreiecksungleichung:

N—A| < A < A+A. (3.26)
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Fiir den allgemeinsten Anregungsoperator des Zustandes |zA)) gilt somit:
Qhr = Ol (3.27)
Analog der Bedingung im ungekoppelten Fall fordert man auch hier:

Qur]A) = 0. (3.28)

Betrachtet man den Kommutator [H, Q' ,], erhiilt man:
([H, QL]  |A))* = HlzA) — EaleA) = (Ex — Ea) (Q4x x [A)* (3.29)

Die Tensormultiplikation und die Kopplung zu 0 mit einem beliebigen Zustand
{yA| gleicher Tensorstufe ergeben dann:

(Gl > ([H, QL] x [AWY)” = (Bx — Ea) ({yAl x [zA))°. (3.30)

Schreibt man auch {(yA| in Form einer Anregung des Grundzustandes ((A|
durch einen Operator (),5, erhélt man:

((A]x Qua)™* x ([H, QL] x [ANM)® = (Ex — Ba) ((yAl x |zA))°. (3.31)

Riickblickend auf die Ausfithrungen im Abschnitt 3.3 ist sofort ersichtlich, daf3
man an dieser Stelle nicht den Operator O, und den Zustand (A| benutzen
darf, da diese sich nicht wie die sphérischen Tensoren |A)) und O;A unter

Rotation transformieren.

Setzt man die Entwicklung fiir die Operatoren QI, A und Q5 - wie in Gleichung
(3.27) - ein, ergibt sich:

> (((A]x O3 x ([H, 08, ] x |AD)*)° =

1]

(Bx = Ex) 2° (((A] x Oy5)" x (O, x [AN)H)". (3.32)

0]

Bevor man diese Relation umkoppelt, betrachte man zunéchst die Kopplung
von drei Tensoren zur Tensorstufe 0. Mit der Racah-Umkopplungsrelation aus
Anhang B erhélt man fiir diesen speziellen Fall:
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((R)\l % S)\z)/\12 % T/\3)0 —

25\12 5\23 W()\l)\g())\g, )\12)\23) (R)‘l X (S)\z X T)‘S))‘%)O. (333)
A23

Diese Kopplung ist nur dann mdéglich, wenn A = A3 und \o3 = Ay ist, somit
ergibt sich:

((RM x S™)% 5 T2)0 = A Ay W (A1 A00A5; A3A;) (BRM x (S x TH)M)0,
(3.34)

Unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften der Racah-Koeffizienten
W findet man, da} die Reihenfolge der Kopplung in diesem Fall keine Rolle
spielt, da gilt:

((RM x S*2)*s x T?3)0 = (RM x (8% x T*)M)°. (3.35)

Koppelt man Gleichung (3.32) unter Verwendung des letzten Resultats um,

erhalt man:

S (AL x Oys,)™ x [H, 05, ) x [A))° =

i7j

(Ex — Ba) 3 ((((A] x O3))" x 03,)% x |A))°. (3.36)

1]

Durch nochmaliges Umkoppeln der linken drei Tensoren folgt:

AT W(ANAN; AD) ((A] x (O, x [H, 0L, )" x |A))° =
2,7,
(Ex—Ea) Y, AT W(ANAN;AT) ((A] x (0,5, x O5, )" x |A))°.
2,7,

(3.37)

Diese Gleichung 1a8t sich mit der Relation (B.20) in Form von reduzierten
Matrixelementen umschreiben. Durch die Konstante A darf gekiirzt werden,

da sie in keiner Summation auftaucht, und man erhélt somit:
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S (=12 T W(ANAN; AT) (A[[(O,5, x [H, 0L, )1 |A) =
2,7,
(Ex — Ea) Y (127" T W(ANAN; AT) (A[|(Oys, x OF,)T1IA).
2,7,

(3.38)

Die reduzierten Matrixelemente lassen sich noch in Matrixelemente bzgl. Kom-
mutatoren umschreiben, wenn man beriicksichtigt, dafi Oy, |A)) = 0 ist.

T

(All(Oy, x [H OLDTIIA)Y = (A0, [H, OL " IIA),

(Al(Oy5, x OL)T1IA) = (All[0,5,, O, 1 11A), (3.39)
wobei die Notation [...]* bedeutet:
[RM, S*]* = (RM x SM)* — (8™ x RM)M, (3.40)

Da |A) nach Konstruktion ein Eigenzustand des Hamiltonoperators H ist,
kann man die Kommutatoren aus Gleichung (3.39) durch symmetrisierte Dop-
pelkommutatoren (Definition siehe (A.8)) ausdriicken und erhilt aus Gleichung
(3.38) die Tensor-Equation-Of-Motion:

S (=)D W(ANAN; AD) (A[[O,s,, H, 0%, ][1A) =
2,7,
(Ex— Ea) Y (1) T T W(ANAN; AT) (A[][O,4,, 05, I [1A).
2,7,
(3.41)

Es sei angemerkt, dafl diese Form der Tensor-Equation-Of-Motion nur bis auf
einen Phasenfaktor der in [Ha92, RN75] entspricht, da in dieser Arbeit eine
unterschiedliche Phasenkonvention benutzt wird.

Um die Tensor-RPA-Gleichungen zu erhalten, mufli man in obige Gleichung
jetzt den RPA-Ansatz fiir die Anregungsoperatoren einsetzen.
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3.5 Tensor-RPA

Die Ergebnisse aus Abschnitt 3.3 beriicksichtigend macht man folgenden An-

satz fiir die Anregungsoperatoren O;Ak und O,5, (Um die Schreibweise so ein-

YN
fach wie moglich zu halten, werden die Quantenzahlen x und y nicht explizit
in der Entwicklung ausgeschrieben.):

OI;A,C = 3 Xo() AL () — Ya(he) Aa(Ne),
Ops, = > X3(N) Ag(N) — Vg () A:(r;()\z)- (3.42)

B

Die Operatoren Al (\g), Ax(Ax), Ag(\;) und A:g()\l) sind genau die im Abschnitt
3.3 beschriebenen Teilchen-Loch-Operatoren. « entspricht einem Teilchen-
Loch-Paar (mi) und (3 analog einem Paar (nj).

Setzt man diese Operatoren in Gleichung (3.41) ein und beriicksichtigt man
dabei, da8 der Zustand ((yA| bis auf die Tensorstufe beliebig gewihlt ist, kann

man das Ergebnis in folgender Matrixschreibweise zusammmenfassen:
MO @) Xk NO) N2 Xk
( MG M@ Yo = (Ex—E\) NG N Y., ,(3.43)

wobei fiir die Untermatrizen M und N gilt:

MY = ST (=12 T D W(ANANGTA) (Al|[As(N), H, AL)IT[A),
I

M, = ;<—1>2A-Ffw<mmk;m> (A[[As(N), H, Aa()I[1A),

ML = (1) T W(ANANGTA) (A[|[AL (), H, ALOWIT]A),
I

My = 3 (1) T W(ANANGTA) (A[|[AL (), H, Au()]"[]A),
T

Ny = ;<—1>2A-Ffw<mmk;m> (All[As (M), ALAWTTIIA),

Ny = ;<—1>2“fw<mzmk;m> (All[As(A), Aa(AR)]T]1A),

N = (=12 T W(ANANTA) (AJI[AG (), ALOWITNIA),
T

N = ;<—1>2“fw<mlmk;m> (AJ[AF (A, Aa(Ae)]"T]1A).

(3.44)
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Der Vollsténdigkeit halber sei die Notation kurz wiederholt. A bezeichnet die

Tensorstufe des Grundzustandes, A die des angeregten Zustandes.

Ax und A, konnen Werte zwischen |A —A] und |A 4+ A| annehmen. Die Summe
iiber I' erstreckt sich iiber alle Werte T, fiir die die Racah-Koeffizienten nicht

verschwinden.

Wie bei der Motivation zur Tensor-RPA bereits erwihnt wurde, besitzt das
Nukleon in doppelter Hinsicht einen nicht-skalaren Grundzustand. Somit muf}
man den Tensor-RPA-Formalismus sowohl fiir den Isospin als auch fiir den
Gesamtdrehimpuls J benutzen. Die Verallgemeinerung auf den Produktraum
aus Isospin und Gesamtdrehimpuls bereitet jedoch keinerlei Probleme. Hierfiir
hat man jedes Symbol, das eine Tensorstufe bzw. eine Komponente eines
solchen Tensors bezeichnet, einfach als ein Drehimpuls-Isopspin-Dublett (.J, T)
zu interpretieren. Mochte man diese Dublettschreibweise wieder auflésen, mufl
man alle Funktionen, die von solchen Dubletts abhéngen, wie z. B. die Racah-
Koeffizienten oder Summationen, durch die entsprechenden Produktfunktionen
ersetzen. Dies ist so einfach moglich, da es sich um disjunkte Vektorrdume
handelt. Es gilt einfach

FCr oo D) = f(Juy e T F(TL, . T). (3.45)

In Anbetracht der Tatsache, dafl in dieser Arbeit die starke Wechselwirkung
durch eine lokale Farbstromwechselwirkung modelliert wird, auf welche im vor-
herigen Kapitel bereits ndher eingegangen wurde, 148t sich bereits an dieser
Stelle die Frage stellen, ob auch beziiglich der Color-SU(3) ein gekoppelter

Formalismus, wie oben hergeleitet, benutzt werden muf3.

Dies ist jedoch nicht notwendig, da sowohl Grundzustand als auch die angereg-
ten Zustidnde Color-Singletts sind, woraus folgt, dafl auch die Anregungsope-
ratoren ebenfalls diese Eigenschaft besitzen. Alle Tensoren sind somit von der
Tensorstufe 0, und der Kopplungsformalismus reduziert sich auf den trivialen
Fall keiner expliziten Kopplung.

Die Berechnung der Matrixelemente M und N mit einem Hamiltonoperator
der Gestalt H = Hpp + Hpes ist ausfiihrlich in der Arbeit von Hardt [Ha92]
behandelt worden, und es soll daher hier nicht weiter darauf eingegangen wer-
den.
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3.6 Normierung im Tensor-RPA-Fall

Im Fall der ungekoppelten RPA ist die Normierung der angeregten Zusténde
und damit die Normierungsbedingung fiir die Koeffizienten X,,; und Y,,; leicht

zu erhalten. In der Quasi-Bosonen-Néherung lautet sie:
D Xl = Vi = 1. (3.46)

Die Normierung der angeregten Zustédnde im Rahmen der Tensor-RPA gestaltet
sich jedoch etwas komplizierter. Man fordert analog fiir die Zustinde |A;p)

und |A2/L2>§

(A [Aopa) = 0ay 0, Opy - (3.47)

Durch den Kopplungsmechanismus ist bereits sichergestellt, daf} die Zusténde
orthogonal sind; d. h. es steht nur noch aus, nachfolgende Normierungbedin-

gung zu erfiillen:
(Ap|Ap) =1. (3.48)

Stellt man beide Zustdnde in Form von Grundzustandanregungen dar, erhilt

man:

(AplAp) = (=17 3757 (A x O5,)%, (O, x |A));. (3.49)

e N

Fiihrt man dann die Kopplung aus und benutzt einige Relationen aus Anhang
B, 148t sich die Gleichung nach kurzer Rechnung reduzieren auf:

<A,U,|A[L> = Z Z Z < A)\kﬂA/Lk|A/L >< )\ZA,U/ZHA|A,U/ >

Aks Al HkoHl fia A

(ALAlONee), OT (i)l Apra)- (3.50)

Um eine Normierungsbedingung fiir die RPA-Koeffizienten X,,; und Y,,; analog
zu Gleichung (3.46) zu erhalten, muf§ das Matrixelement mit der expliziten
Darstellung der Anregungsoperatoren in RPA-Gestalt berechnet werden.

Hierbei ist es sinnvoll, zunéchst nur den Kommutator zu betrachten. Setzt

man die RPA-Anregungsoperatoren explizit ein, so erhilt man:
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[O(Akpie), OT()\ZMZ)] = Z Z

mi nj
X Xomil Ang Nesin) s Afs )] + Yo Vol AL Ve ), Ami(Nigar)]
=Y X [AL (Nerse) s AL )] = X0 V[ Ang (Mette), A (Nipr)]. - (3.51)

Fiir den Fall eines skalaren Grundzustandes kann man aus Gleichung (3.51)
die Normierungsbedingung in Quasi-Bosonen-Ndherung leicht ableiten. Sie
reduziert sich nach kurzer Rechnung erwartungsgeméif auf Gleichung (3.46).

Der nicht-skalare Charakter des Grundzustandes erfordert, eine explizite Dar-
stellung der Teilchen-Loch-Operatoren einzusetzen. Mit Hilfe der Gleichungen
(3.11) und (3.12) 148t sich der Kommutator aus Gleichung (3.51) in explizi-
ter Darstellung der Teilchen-Loch-Operatoren bestimmen, und man erhélt als
Resultat:

ks Ap Bkl A A M mME Pl Pmsfbi
(Xi;ijz-(—l)*f“i“f“i < AnAjftn = i) Mt >
- < )‘mAz/Lm - ,U/i|)‘l,ul > <A/~1’A| a}ai(smn - ainanfsij |A,U/A>
_ Y:jymi(_1)>\k+>\z+/\j+/\i+ﬂk+uz*urm < Anjpn, — Mj|)\k — g >
- < A i, — il A — > (Afial a;'raj(smn — a}andij | Apa)
. YT;ijmi(_]_)/\k-i-)\j-i-)\i'i'Mk_Hj_Hi < >\n>\]/'bn _ /L]|>\k: — U >
- < A it — il A > (Afia a;rlaifsmj - alnajfsm' |Apia)
— X Vo ()N < NN, — | Ak >

- < AmAittm — il N — g > (Afia| a}amém — ala,0m, |AMA>>-
(3.52)
Mit Hilfe der Einordnung im Kapitel 4, wo die verschiedenen Anregungstypen

klassifiziert werden, kann man sehen, dafl sich die letzten beiden Terme nur
auf Anregungen in der Valenzschale beziehen. Dabei ist gemeint, dafl sowohl
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Teilchen als auch Loch in der Valenzschale liegen. Bei der Berechnung der
Formfaktoren im Rahmen dieses Modells werden jedoch genau solche Moden
nicht beriicksichtigt. Vernachléssigt man diese Terme auch hier, ist zwischen
der hier erhaltenen Fassung der Normierungsbedingung und Gleichung (3.46)

eine formale Ahnlichkeit zu entdecken.
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Kapitel 4

Hadronische Formfaktoren

In der Quantenfeldtheorie wird das System durch die Quantenfelder der ,,ele-
mentaren” Teilchen und Wechselwirkungen zwischen diesen Feldern beschrie-
ben. Diese Teilchen werden zunéchst als punktformig angenommen. Akzeptiert
man die QCD als die Theorie der starken Wechselwirkung, sind in diesem Fall
die elementaren Teilchen Quarks und Gluonen.

Mochte man hadronische Zusténde beschreiben, ist bereits aus der obigen Tat-
sache klar, da} diese Zustdnde nicht-elementare Teilchen sind. Um der inne-
ren Struktur der Hadronen Rechnung zu tragen, fiihrt man daher sogenannte

Formfaktoren ein.

Die am besten untersuchten Fille sind die elektromagnetischen Ladungsform-
faktoren fiir Grundzustéinde und Ubergiinge in angeregte Zustinde [Do94]. Be-
trachtet man die Streuung von unpolarisierten Elektronen an einer statischen,
spinlosen Ladungsverteilung, so sieht man, daf sich der gesamte Wirkungsquer-
schnitt als Produkt des Wirkungsquerschnitts einer punktférmigen Ladungs-
verteilung und einer Funktion F(q?) schreiben l&ft:

(@) = ()., 17 (41

q bezeichnet hierbei den Impulsiibertrag zwischen der Ladungsverteilung und
dem Streuelektron. Die Funktion F'(¢?) bezeichnet man als Formfaktor. Diese
ist gerade die Fouriertransformierte der raumlich-ausgedehnten Ladungsvertei-
lung [Mag4].

In diesem Kapitel sollen im Rahmen der Tensor-RPA, welche hier die star-
ke Wechselwirkung auf Quark-Ebene modelliert, Ubergangsformfaktoren des
Nukleons berechnet werden. Sowohl der Grundzustand als auch das Mean-
Field werden durch ein erweitertes Bag-Modell angendhert. Die eigentliche

37
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starke Wechselwirkung wird durch eine SU(3)-Farbstromwechselwirkung als
Restwechselwirkung in den RPA-Hamiltonoperator eingefiigt.

4.1 Nukleon-Ubergangsformfaktoren

Veréndert das Targetnukleon bei einer Reaktion mit einem externen Feld seinen
Zustand, d. h. geht es in einen angeregten Zustand iiber, kann man einen
sogenannten Ubergangsformfaktor fiir diesen Proze berechnen. Dieser trigt,
wie auch die anderen Formfaktoren, der Tatsache Rechnung, daf§ das Nukleon
kein Punktteilchen ist, sondern eine innere Struktur besitzt.

oy N~
N
A
A
/
o N

Abbildung 4.1: Anregung des Nukleons durch Wechselwirkung mit einem ex-
ternen Feld

Eine solche Reaktion ist in Abbildung 4.1 gezeigt. Das duflere Feld ist hierbei
zunichst beliebig. Das dazugehorige Matrixelement 148t sich formal einfach
beschreiben. Es lautet:

(p; N*| T |¢ N). (4.2)

Der Vertex wird hierbei repriisentiert durch den Ubergangsoperator 7', welchen

man in Form einer Strom-Strom-Kopplung parametrisieren kann:
T =Tgy. T (4.3)

Bei dieser Parametrisierung wirkt 7% . nur im Raum der Zustéinde (N*| und
INY, T2 analog nur auf die Felder (¢¢] und |¢;). Mit dem Index o werden
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Kontraktionen iiber die Dirac-Struktur und innere Quantenzahlen beriicksich-
tigt. Fiir das Matrixelement folgt in dieser Schreibweise:

(SN T [$iN) = (b TS |6s) (N*| Ty |N). (4.4)

Den nukleonischen Anteil von 7, der N — N* beschreibt, entwickelt man
geméf

Ty =g T ¥, (4.5)

wobei die Operatoren 1I'*¢) den nachfolgenden invarianten Dirac-Bilinear-
formen entsprechen [PS95]; g bezeichnet die Kopplungskonstante:

IR skalar,

TR vektoriell,

Y o™ 1 =1p Ly*,4*] ¢ tensoriell, (4.6)
(VR pseudo-skalar,

W YEy® ) pseudo-vektoriell.

Die oben aufgefiihrten Terme beinhalten zunéchst nur Wechselwirkungen im
Dirac-Raum. Die Erweiterung auf den Isospin-Raum wird in Abschnitt 4.4
behandelt.

Zur Berechnung von Ubergangsformfaktoren des Nukleons geniigt es offensicht-
lich,

F]%N* = <N*| T]%N*

N) (4.7)

zu betrachten. Stellt man das Matrixelement aus Gleichung (4.4) im Ortsraum
dar und geht gleichzeitig von einer lokalen Wechselwirkung aus, erhilt man:

/ d'a /BB BN (6 | 7) (T |7) (T] i) (N1 Z)(T| T - |T) (FIN) (4.8)
Fiihrt man die Zeitintegration durch, folgt
(8rN*| T |6:N) =27 6(Ey — Ev+ En- — By) [ &2 jiin. () j5™(@). (4.9)

Die d-Funktion bzgl. der Energie entspricht gerade der Energieerhaltung am
Vertex. Auflerdem wird hier noch einmal sehr deutlich, dafl das externe Feld
zur Berechnung des Formfaktors keine direkte Rolle spielt, da dieser nur vom
Strom j§ - (Z) abhéngt.
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Geht man bei den externen Feldern von freien Punktteilchen aus, 148t sich der

externe Strom schreiben als:
.e:vt(a—j») — Aa ei(l_c‘ifl_c‘f):f‘ (410)

Fiir die Impulsraumdarstellung folgt in diesem Fall unmittelbar:

d3p o
3 ACM]NN* (m7 (411)

(N T JoN) = (2m)* 8"y — b o — k) [ 555

wobei p'= e —ky genau dem Impulsiibertrag bei dieser Reaktion entspricht.

4.2 Ubergangsformfaktor in RPA-Niherung

Wie schon im vorherigen Abschnitt erldutert, entspricht der Strom j% . (%)
dem Formfaktor. Da die zeitliche Komponente bereits ausintegriert wurde,
entspricht dieser Strom gerade dem stationfiren Ubergangsmatrixelement im

Ortsraum

(N*| T y-

N). (4.12)

Den angeregten Zustand N* mufl man nun im Rahmen eines Modells des Nukle-
ons beschreiben. Der Ubersicht und Konsistenz halber wird dieselbe Notation
wie in Kapitel 3 benutzt. Der angeregte Zustand (N*| sei von der Tensorstufe
A, wobei sich diese Tensorstufe auf den Produktraum von Drehimpuls und Iso-
spin bezieht. Des weiteren sei der Grundzustand |N) gegeben als ein Zustand
der Stufe A.

Da an dieser Stelle noch nicht spezifiziert werden soll, ob man es mit polarisier-
ten Zustdnden zu tun hat, mufl man sich eine beliebige Zustandskonfiguration
fiir Anfangs- und Endzustand auswihlen. In diesem Zusammenhang bedeutet
Polarisation eine Ausrichtung von Drehimpuls und Isospin. Das Mittelungs-
verfahren {iber Anfangs- und Endzustidnde mufl am Ende dem Experiment

angepaflt werden:
(N*| T |N) = (Apia| T |Apa). (4.13)
Unter Beriicksichtigung der Relation

(Apa| = ; ((A] % Ox )y (4.14)
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welche sich leicht bestitigen 148t, kann man den angeregten Zustand (A, | als
eine Anregung des Grundzustandes beschreiben:

Apal = D0 (=174 ((A] x O5,)",,

Ak

= Z Z <A)\kﬂA,U,k|A/LA > <AﬂA| O()\kﬂk) (415)

Ak BA S

Beriicksichtigt man die Forderung O(Agpug) |Aua) = 0, 18t sich das komplette
Matrixelement schreiben als:

(N* T IN) =37 3 < AdefiapelApa > (Afial [ Okpue), T ] | Apia).

Ak A

(4.16)

Die Berechnung des Ubergangsformfaktors ist somit reduziert auf die Auswer-
tung des Matrixelements des Kommutators [O(Agp), T%] bzgl. einer bestimm-
ten Grundzustandskombination.

Setzt man die RPA-Entwicklung des Anregungsoperators O(Agpug) in obigen

Kommutator ein, erhélt man:
[O(Npr), T = ZX;M [Ami Vi), T = Vs [AL i), T (4.17)

t

Schreibt man nun die Operatoren A, ; und A,,; explizit aus, erhélt man fiir

das komplette Matrixelement:

(Afia [O(Akﬂk),fa | [Apa) = Z Z (_1)/\rui

(Xr*m()\kﬂk) < ANt — il Mepie > (Afial[alam, T Apa)
—(=D)MHE Y (Nepik) < it — il A — e > (Afiallal,ai, Ta”AMA))-

(4.18)

Fiir die weitere Rechnung ist es sinnvoll, die Quarkfelder v) und 1) nicht in der

iiblichen Normalmodenentwicklung auszuschreiben, sondern die Felder bzgl.
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der Mean-Field-Einteilchenbasis aus Kapitel 2 zu entwickeln. Die Entwicklung
lautet in diesem Fall:

f) = @i(®) ai+ 3 om (Fam (4.19)
und analog

Z% a+Z<pn al. (4.20)

Die Indizes 7 und j beziehen sich hierbei auf Zustéinde unterhalb, 7 und 7 auf
Zustidnde oberhalb der Fermikante. An dieser Stelle sei schon angemerkt, daf
im Fall des in dieser Arbeit verwendeten Modells fiir den Nukleongrundzustand
keine scharfe Fermikante existiert, da die Valenzschale nicht voll besetzt ist.
Valenzschalenzustinde kommen daher sowohl in der ersten als auch in der
zweiten Summe vor, was zur Folge hat, dafl die Auswertung des Matrixelements

komplizierter wird.

Setzt man die Entwicklung der Felder in Gleichung (4.5) ein, erhilt man fiir
den Ubergangsoperator T

j (3
5i i,
+ 3 @@ gs(E) aba; + > 35(H)T 0 () a}am) : (4.21)
g IR

Betrachtet man Gleichung (4.18) mit einem solchen Operator 7, erkennt man
sofort, daB sich die Berechnung des Ubergangsformfaktors auf die Berechnung
von acht Kommutatormatrixelementen reduzieren 1d8t. Diese Kommutatoren
wurden bereits in Kapitel 3 bestimmt. Setzt man die Ergebnisse ein, erhélt

man schlief$lich:

(Afial [OOkpr), T ] [Apa) =30 3 (—1)hiw

mi fm st

(X:%i()\kﬂk) < AmAifbm — i Ao >
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(Z ;@ %) (Afia| ala; 6,5 — alam 65 |Aua)

+ Z Ga( @) T (T) (Afia] alap S — abam Sim |Agia)

+Zson (@) (Afial afa; 6mi — abam 65 |Apa)
"‘ZSOJ (%) (Afal al i 0 mj a;am i |AMA>>
7.m

—(=D)MFE Y (Nepr) < AmAibtan — | Ak — pie >
(Z (‘OJ f <AMA| z] - a;[‘ai 6m2 |AMA>
+Z@ﬁ f FagOm f) <AﬂA| a:[nam (Sm - a;%ai 5mrh |A,U/A>

+ Z @i (L (%) (Afia] af, —aka; 6,5 [Apa)

+ZSO] ) <AMA| m 6@] - aTaz mm |AMA>)) .

(4.22)

Die expliziten Darstellungen der verschiedenen Grundzustandkonfigurationen
sind bereits in Abschnitt 2.5 angegeben worden. Somit lassen sich die Matrix-

elemente in Gleichung (4.22) prinzipiell bestimmen.

Bevor man das Matrixelement weiter auswertet, ist es zunéchst jedoch sinnvoll,
alle Anregungsmoglichkeiten zu betrachten. Wie schon vorher kurz erwéhnt,
besitzt das Nukleon in dem in dieser Arbeit verwendeten Modell fiir den Grund-
zustand keine scharfe Fermikante. Dies ist begriindet in der Tatsache, daf} die
Valenzschale im Drehimpuls-Isospin-Raum 4-fach entartet ist (J = %,T = %),
diese Schale jedoch nur mit drei Quarks besetzt ist.

Es ist leicht nachzuvollziehen, dafy es vier Typen von Anregungen gibt. Diese
sind in Abbildung 4.2 gezeigt.

Anregungstyp 1 ist eine Anregung der Valenzquarks in hohere Zustidnde. Sol-
che Anregungen entsprechen den Anregungen in nichtrelativistischen Modellen.
Anregungen vom Typ 3 und 4 sind die zusétzlichen Dirac-See-Beitréige, die in
eine relativistische Theorie einbezogen werden miissen. Anregungen des Typs
2 sind Anregungen in der Valenzschale. Diese treten nur dann auf, wenn keine
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Typ 1 Typ 2
E E
0| -=-=-=-=-=-=-=---- 0] =-===-=-=-=-=----

9000 0000
90900 o000
90900 o000

Typ 3 Typ 4

E

Abbildung 4.2: RPA-Anregungstypen fiir eine nicht-scharfe Fermikante
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scharfe Fermikante existiert. Da die Valenzschale in diesem einfachen Modell
des Grundzustandes energetisch entartet ist, haben diese Anregungen die An-

regungsenergie 0. Solche Anregungen deuten auf das Auftreten von spuriosen
Moden hin.

Es ist leicht einzusehen, dafl solche Anregungen mit der Formulierung der
Tensor-RPA in dieser Arbeit nicht beschrieben werden koénnen. Betrachtet
man den (3,3)"-Kanal, findet man als energetisch niedrigste Quarkkonfigu-
ration die A(1232)-Resonanz. Auf Hartree-Fock-Ebene ist dieser Zustand mit
dem Nukleongrundzustand entartet, weil ein zeitumkehrinvariantes Mean-Field
benutzt wurde. Eine Anregung vom Typ 2 entspricht gerade dem Ubergang
vom Nukleon zur A(1232)-Resonanz. Ausgehend von der Bedingung, dafl die

Y im Vergleich zu den X,,,; sehr viel kleiner sein miissen, damit die Forderung
Q0)=0 (4.23)

niherungsweise erfiillt ist, stellt man fest, daf} diese nicht erfiillt werden kann.
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind in diesem Fall dquivalent, und
somit miissen auch die Amplituden Y,,; und X,,; von derselben GroéBenord-
nung sein. Dies ist jedoch gleichbedeutend mit der Nichterfiillung der Forde-
rung (4.23). In der gegenwirtigen Formulierung der Tensor-RPA sind solche
Anregungen daher nicht zu beschreiben.

In der Arbeit von Hardt [Ha96] ist beschrieben, wie man die Tensor-RPA mo-
difizieren miifite, um auch solche Anregungen beschreiben zu kénnen. Es bleibt
jedoch auch nach dieser Modifikation zweifelhaft, ob damit eine gute Beschrei-

bung der A(1232)-Resonanz erfolgen kann.

Im weiteren werden daher Anregungen in den (2, 2)"-Kanal nicht betrachtet.

Mit dieser Annahme 148t sich Gleichung (4.22) stark vereinfachen, man erhélt:

(Afia] [Oe), T ] |Apa) = 57 37 (=)
me Hm Mg
XoiOktie) < A Nittm — il Apor, >
: (Z o (T () (Afial alam Omn [Apa)

= S A7) (Ajial alan b [ Apa)

+3- ea(@T%i(@) (Afial ala; 6 — aban 5 |Alm>)
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— (=DMt Y (Neg) < AmAiftm — 1| Ak — g >

(Z (‘0] f <AMA| am 7 Z_] |A,U/A>
o Z(pn ‘f ) <A,U/A| Cl az min |A,U/A>
+Z(‘0] ) <AMA| a mam 6“ - aTaz mm |A,U/A>)

(4.24)

Wertet man Gleichung (4.24) aus und setzt das Ergebnis in Gleichung (4.16)
ein, erkennt man, daf das stationire Ubergangsmatrixelement bzw. der N—N*-
Strom folgende formale Struktur besitzt:

Jn-(@) = D an(Apa, Apa) Gu(@)T0i(T). (4.25)

Die Koeffizienten ay, lassen sich aus den Gleichungen (4.24) und (4.16) bestim-
men.

Um Ubergangsformfaktoren fiir explizite Prozesse zu berechnen, bleibt jetzt
nur noch, die Funktionen @¢I'*p fiir konkrete Darstellungen von I'* zu bestim-

men.

4.3 Wechselwirkungen im Dirac-Raum

Zur expliziten Auswertung wird folgende, sich an Gleichung (2.2) anlehnende,
kompakte Schreibweise fiir die Quarkwellenfunktionen ¢, benutzt:

ok (7) = ( e ) : (4.26)

Uk

k bezeichnet hier einen Satz von Quantenzahlen. Im Dirac-Raum bezeichnet
k = (Eyjilymy) bzw. | = (Eyjalams) den vollsténdigen Satz von Einteilchen-
Quantenzahlen einschliefllich der Energieeigenwerte. Im Einzelnen ergibt sich
fiir die isoskalaren Vertizes:
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Skalare Wechselwirkung
o 1, . o
ox(Z) (&) = ubuy — viv, = > (FkFl Qi — Giay QJQl) (4.27)
Pseudoskalare Wechselwirkung
. o o (e ot 4 o'
0k (Z) v5 0i(Z) = upvy — vy = > (Fk G Q. + GLF Q) Ql) (4.28)

Vektorielle Wechselwirkung

@x(T) v ou(T) (4.29)

Die vier Komponenten lauten:

) Yo @u(Z) = U;LUZ + Uzvz =

8y

1 o
i (FeF Qo+ GiGL Q) (4.30)

r2
— -\ — -\ 1—_, 1—_, o 7/ * 1. N ! % 11. =
ok(Z) 7 i(Z) = updv + v.6u = s (Fk G Q. 6Q -G F Q) ¢ Ql) (4.31)
Pseudovektorielle Wechselwirkung

Pr(Z) Yurs 2u(T) (4.32)

Analog der vektoriellen Wechselwirkung wird auch die pseudovektorielle kom-
ponentenweise betrachtet.

) ) i A
ok (T) Yovs @i (%) = u,ivl + v,iul =3 (Fk Gy QLQl - GLF, Q,JQ;) (4.33)

1 ' )
(FPF QL 6 Qi+ GGy Q) 7 ;) (4.34)

or(Z) Tvs 0u(T) = ulGu+vjdu = -

Isovektorielle Prozesse werden durch Hinzufiigen der Isospin-Matrizen beschrie-
ben, sie werden im néichsten Abschnitt kurz diskutiert.

Winkelanteil der Wechselwirkungen

Betrachtet man den Winkelanteil genauer, so erkennt man zwei Kombinatio-
nen: QfQ und QF & Q. Diese lassen sich einfach auswerten:

1 _ 1 .
QZQ; = Z Z < ll§ml1m81 ljimy >< l2§m52msl|]2m2 >

myy My Msy

')/l;kmll (197 @)Yizmb (197 90) 5mslm52 (435)
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und

. 1 , 1 .
QL o= Z Z < l1§mllmsl|J1m1 >< l2§mlzm52|j2m2 >

My, My Msy ,Msy

Yt (9, 0)Yomy, (9, 0) X, & Xon,- (4.36)

Diese beiden Gleichungen lassen sich mit Hilfe des Entwicklungssatzes fiir Ku-
gelflichenfunktionen (B.21) aus dem Anhang zu gutem Drehimpuls koppeln,
jedoch soll in dieser Arbeit eine etwas andere Ableitung zur Berechnung von
reduzierten Matrixelementen gewahlt werden. Diese findet man in Abschnitt
4.5.

4.4 Wechselwirkungen im Isospin-Raum

Die Operatoren fiir die Wechselwirkungen im Isospin-Raum sind durch die 7-
Matrizen gegeben. Diese entsprechen im Fall eines halbzahligen Isospins gerade

den Paulispinmatrizen.

Wiéhlt man die Darstellung in 7., 7 und 73, wird die Wirkung dieser Opera-
toren offensichtlich. Zusammen mit der Relation @) = %B + T3 sieht man, dafl

74 die Ladung um 1 erhoht und 7_ die gegenséitzliche Wirkung hat.

Betrachtet man nur Anregungen, bei der sich die Ladung des Targets nicht
verdndert, so folgt daraus, dafl alle Isospin-Wechselwirkungsoperatoren nur
aus Kombinationen von der Identitit 1 und 73 bestehen konnen. Die la-
dungsindernden Operatoren 7, und 7_ sind in diesem Fall ausgeschlossen.

Die Operatoren, welche die Projektionsoperatoren der einzelnen Isospinkom-
ponenten bilden, lauten wie folgt:

(1+73) und (1—73). (4.37)

Do =

1

2
Der erste Operator projiziert die +%—K0mp0nente, der zweite die —%—
Komponente.

4.5 Multipolentwicklung des Ubergangsopera-
tors

Eine wesentliche Vereinfachung fiir praktische Rechnungen wird durch Multi-
poldarstellungen der Ubergangsoperatoren erreicht. Insbesondere erhilt man
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mit Hilfe des Wigner-Eckhardt-Theorems eine Zerlegung in reduzierte Matrix-
elemente, die von den Spinorientierungen unabhéngig sind.

Eine Darstellung des Operators zu gutem Drehimpuls bzw. Isospin erreicht
man durch eine Multipolentwicklung in der jeweiligen Quantenzahl;

T =3 ay, T2, (4.38)
AV

Die Form T)‘f‘y wird durch die Struktur 7 festgelegt. In dieser Arbeit werden
lokale Ubergangsoperatoren betrachtet:

T =g U0, (4.39)

wobei g die Kopplungskonstante ist. Mit Gleichung (4.21) reduziert sich diese
Entwicklung auf:

T=g Y @) ala;, (4.40)
i

wobei ¢ und j unabhingig {iber alle Einteilchenzustinde laufen und fiir
Zustidnde mit negativer Energie jeweils die zeitumgekehrten Operatoren aus
Abschnitt 3.3 zu verwenden sind. Andert T'® nicht Drehimpuls bzw. Isospin,
kann man diese beiden Feldoperatoren wie gewohnt koppeln. Das Endergebnis
enthilt wieder alle notwendigen Phasenfaktoren. Fiir Vertizes mit rdumlichen
Monopol-Charakter ergibt sich:

Ta = gz Z < )\Z')\jl/il/jp\l/ > ((ﬁlFa(p])l),‘ a}aj. (441)

ij v

Eine entsprechende Beziehung gilt im Isospinraum. Entwickelt man nur bzgl.
(4, m), erhilt man nachfolgende Multipolentwicklung fiir Te:

Ta:g Z

Jasmx
R . . C nTa \Jx
(z (1P < ggom; — il > (5O ()" alas
Jsh

+ 3 (21T < G Gmmy — M| jamy, > (@ﬁ(f)ragom(f))i;/\ alanm

+Y0 (FDFT < Gagima — mgljama > (@ﬁ(f)lm‘go;(a?’))jn*lA ala:
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Benutzt man dieses Resultat, um j% y.(Z) auszuwerten, kann man den Strom
mit Hilfe des Wigner-Eckhardt-Theorems (siehe Anhang B.19) durch reduzierte
Matrixelemente ausdriicken. Man erhélt:

Jan-@) = Y (Apal TGy ma) |Apa)

Jxsmx

T < jajamamaljama >

Jxsmx \ 2ja+1

(s tas ts )T T3 11 (s tas t34)),

(4.43)

wobei (Ap| fiir (JyMy| (TzTs, | steht. Dies ist ein Zustand mit guten Trans-
formationseigenschaften unter Rotation im Dirac-Raum, jedoch einem ,,norma-
len” adjungierten Zustand im Isospin-Raum. Letztere hat keine guten Trans-
formationseigenschaften unter Rotation im Isospin-Raum. Diese Beschreibung
ist so sinnvoll, da sich das reduzierte Matrixelement nur auf den Dirac-Raum
bezieht.

Fiihrt man die Rechnung fiir den Strom 5§ . (#) mit dem Ubergangsoperator
in Gleichung (4.42) analog Abschnitt 4.2 durch, verdndern sich die Gleichungen
nur unwesentlich. Das Endresultat 148t sich dann schreiben als:

Jvn-(@) = Y D a(Apa, Apa, jamy) @x(Z)D (). (4.44)

Jasma kvl

Das reduzierte Matrixelement folgt sofort aus den Gleichungen (4.43) und
(4.44):

((j/\;tl\at?)A)H T’]O; ||(jA7tA7t3A)> - Z&kl(A,uAaA,uAaj/\m/\) @k(f)FOégOl(f)
kol

(4.45)

wobei

V2ia + 1 ag(Apa, Apa, jamy)

< jajamamy|jama >

ai(Apa, Apa, jamy) = . (4.46)
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4.6 Spin-Flavor-Mittelung

Bei der Berechnung des Ubergangsformfaktors wurde bisher noch nicht darauf
eingegangen, wie die Grundzustandsmatrixelemente aus Gleichung (4.24) ex-
plizit auszuwerten sind. Im Anhang C wird beschrieben, wie ein Matrixelement
der Form:

(Afialay a|Apa) (4.47)

fiir das in dieser Arbeit angefiihrte Nukleongrundzustandsmodell berechnet
werden kann. Fiir die Diagonalmatrixelemente erhilt man gerade die Quark-
Besetzungszahlen der jeweiligen Grundzustandskonfiguration.

LBt man bei der Bestimmung der Ubergangsformfaktoren Uberginge zwischen
verschiedenen Nukleongrundzustandskonfigurationen zu, erhélt man Beitrige
in unphysikalischen Multipolmoden. Dies hat seine Ursache in der Tatsache,
daB die in dieser Arbeit verwendete Formulierung der Tensor-RPA Ubergiinge
in der Valenzschale nicht beschreiben kann. Zuvor wurden bereits solche An-
regungsmoden vernachlissigt. Dies bedeutet jedoch, dafl auch hier solche An-
regungsmoden nicht mit einbezogen werden diirfen. Es wird somit folgende
Néherung notwendig:

(Apiallaf am, af al|Ap) ~ 5pspa(Apalle) am, af a]| Ap). (4.48)
Grundzustandskonfiguration | (u) | (d) | (1) | (1)
1) S
b 4) 53| 5|3
) AERERE
n 4) 35|53

Tabelle 4.1: Besetzungswahrscheinlichkeit von u- und d-Quarks bzw. Spin-
orientierung fiir verschiedene Nukleongrundzustandskonfigurationen

Wertet man den Kommutator aus und betrachtet Tabelle 4.1, wird deutlich,
daBl die Bestimmung dieses Grundzustandsmatrixelements fiir einen iiber alle
Nukleongrundzustandskonfigurationen gemittelten Grundzustand gerade der
Quasi-Bosonen-Niherung entspricht. Diese lautet:

(Afialla am, aif ]| Ap) 2 6 paditOkm- (4.49)
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Dieses Ergebnis kann man sich noch besser visualisieren, wenn man den Nu-
kleongrundzustand als eine Superposistion aller Grundzustandskonfigurationen
schreibt:

(p D)+ +Ind)+Int). (4.50)

Do =

|Apa) =

Bestimmt man mit einem solchen gemittelten Grundzustand das Matrixele-
ment in Zusammenhang mit den Gewichtungsfaktoren aus Anhang C, erhilt
man gerade die Quasi-Bosonen-N#herung.

Die Ergebnisse des nachfolgenden Kapitels wurden alle in dieser Ndherung

berechnet.



Kapitel 5

Ergebnisse

Die Présentation der Ergebnisse gliedert sich in drei Teile. Zunéchst sollen die
Resultate aus der Berechnung der Einteilchenbasis in Mean-Field-Ndherung fiir

unterschiedliche Massenterme diskutiert werden.

Im zweiten Teil wird dann das in einer Tensor-RPA-Rechnung gewonnene
Nukleon-Spektrum mit experimentellen Daten verglichen. Die numerische Um-
setzung stammt hierbei von S. Hardt [HG97]. Der Vollsténdigkeit halber sind
diese Ergebnisse hier ebenfalls aufgefiihrt, da die iibrigen Resultate ohne diese

explizite Angabe des Spektrums wenig aussagekraftig sind.

Im dritten Teil dieses Kapitels werden dann die eigentlichen Ubergangsform-

faktoren fiir ausgewihlte Prozesse genauer betrachtet.

5.1 Mean-Field-Einteilchenbasis

Die Motivation zur Bestimmung einer Mean-Field-Einteilchenbasis im Rahmen
eines Bag-Modells wurde bereits im Kapitel 2 eingehend erldutert. Hauptar-
gument, warum man diese inkonsistente Beschreibung von Mean-Field und
Restwechselwirkung wéhlt, ist das Fehlen eines Confinement-Mechanismus fiir
NJL-Modelle. Man erhilt auf Mean-Field-Ebene ungebundene Quarkzustéinde,
was im direkten Widerspruch zur starken Wechselwirkung steht. Die beiden do-
minierenden Eigenschaften sind ndmlich gerade Confinement und chirale Sym-
metrie. Es ist daher notwendig, diese experimentellen Tatsachen in ein Modell
zur Beschreibung des Baryonenspektrums aufzunehmen.

Basierend auf den Ergebnissen in diesem Abschnitt wird eine Tensor-RPA-
Rechnung durchgefiihrt, um das Spektrum zu bestimmen. Die in die RPA-
Rechnung eingehenden Groflen sind hierbei die Einteilchen-Wellenfunktionen

und die dazugehorigen Energieeigenwerte.

93



54 KAPITEL 5. ERGEBNISSE

Die in dieser Arbeit verwendete Klasse von Bag-Modellen realisiert Confine-
ment durch das Einfithren eines skalaren Potentials. Der Massenterm setzt sich

somit wie folgt zusammen:
m(r)=m+gr". (5.1)

Das zusétzliche Einfiihren eines Vektorpotentials kann zu weiteren Problemen
fiihren, da sich nicht normierbare Losungen ergeben [HG97]. Aus diesem Grund
wird sich hier auf das Einfiihren eines skalaren Potentials beschrinkt.

Der Grenzfall n — oo fiir den obigen Massenterm stellt gerade das MIT-
Bag-Modell dar. Dieser Grenzfall ist jedoch keine gute Basis fiir eine RPA-
Rechnung, da man in RPA-N#herung auch Beitrdge von Monopolmoden,
Teilchen-Loch-Zustinden mit JX = 0% erwartet, die auf Grund der , harten”

Randbedingung des MIT-Bag-Modells nicht adéquat beschrieben werden.

Nachfolgend werden die Einteilchen-Spektren fiir die Félle eines linearen und
eines quadratischen Potentials untersucht. Der einzige Parameter in diesem
Mean-Field-Modell stellt die Kopplungskonstante g des Confinement gewéhr-
leistenden Potentials aus Gleichung (5.1) dar.

Diese Kopplungskonstante wird gerade so bestimmt, daf3 die Wellenfunktionen
einen sinnvollen rms-Radius wiedergeben. Normalerweise geht man im Fall des
Nukleons von einem rms-Radius von ca. 0.8 fm aus. Dieser Radius beinhaltet
jedoch ebenfalls die das Nukleon umgebende Mesonenwolke. Da diese Effekte
im Prinzip in der RPA-Rechnung enthalten sind, sollte beim Anpassen der
Kopplungskonstante von einem verringerten rms-Radius ohne Mesonenwolke
ausgegangen werden. Experimentelle Daten in dieser Richtung zu erhalten
ist sehr schwierig. Es existieren jedoch Abschitzungen, die zwischen 0.2 fm
bis 0.6 fm liegen [Or78, BR86]. Motiviert durch diese Arbeiten wird hier ein
rms-Radius von 0.35 fm zum Anpassen der Kopplungskonstante angenommen.

Fiihrt man die Rechnungen fiir die beiden erwéhnten Potentialformen durch
und geht des weiteren von einer Current-Quarkmasse von 5 MeV aus, erhilt
man fiir die ersten 30 Zustinde die in den Tabellen 5.1 und 5.2 aufgelisteten
Resultate fiir das jeweilige Einteilchen-Spektrum.

Vergleicht man die beiden Potentiale, erkennt man in Abbildung 5.1, da8,
obwohl das lineare Potential weniger Confinement bietet, es am Ursprung sehr
viel ,,hérter” ist als das harmonische Oszillatorpotential.

Betrachtet man nun die Energien der einzelnen angeregten Zusténde, so stellt
man fest, dafl alle Energien oberhalb 1 GeV liegen. Zunéchst erscheint somit



5.1.

MEAN-FIELD-EINTEILCHENBASIS

Nr.| s |{n| j |]]E[MeV]| rms [fm]
1[-1[0] 5 |0 1465.60 | 0.350000
2| 1|04 |1| 1725.96 | 0.379306
31-2/10] 2 1] 1832.92 | 0.431596
41210 3 2] 2038.28 | 0.450144
5|-1|1| 4 |0| 2118.80 | 0.488946
6|-3/0] 2 |2 2140.26 | 0.499778
71 3]0| 2 |3 2315.00 | 0.513346
8| 1|1] 4 |1] 2336.33|0.524150
91-2|1] 32 |1] 2396.08|0.553116
10|40 £ |3 2409.35 | 0.559669
11| 4]0 2 4| 2563.17 | 0.570887
12| 2| 1|3 |2] 2577.28 | 0.577243
13]-1]2| 4 |0 2626.16 | 0.601225
14-3|1] 2 |2 2642.25| 0.609248
15|50 3 [ 4] 2652.00 | 0.613433
16| 50| 3 [5| 2791.00 | 0.623092
17| 3| 1] 2 [3] 2800.27 | 0.627920
18| 12| 4 |1| 2815.61 | 0.635431
19-2|2| 3 | 1] 2856.08 | 0.654576
20 -4 1| £ |3]| 2866.48 | 0.660081
21 |-6 | 0|4 | 5| 2873.47 | 0.663416
22| 60|45 |6]| 3001.45 | 0.671808
23| 41| £ |4]| 3008.63 | 0.675269
24 | 22| 2 |2]| 3019.28 | 0.680216
25 |-1|3| 5 |0]| 3054.16 | 0.696601
26 | -3 2| 2| 2| 3066.30 | 0.703237
27 |-5 1| 2 | 4| 3074.00 | 0.707036
28 | -7 10| 2] 6| 3080.00 | 0.709285
29| 7|0 2| 7] 3199.00 | 0.716906
30| 51| % |5]| 3204.26 | 0.719872
Tabelle 5.1: Lineares Potential mit ¢ = 613 - 10° MeV?

%)
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Nr.| k|n| j |1]|E[MeV]| rms [fm]
1[-1[0] 5 |0 134218 | 0.350327
2| 1|04 |1| 1593.66 | 0.358657
31-2|10| 3 | 1] 1747.84 | 0.411947
41 2/10| 2 2] 1933.18 | 0.407435
50-3101] 5 | 2| 2107.57 | 0.457967
6|-1|1| 3 |0] 2109.74 | 0.423518
7| 3|05 |3| 225847 | 0.449639
8| 11|45 [1] 2394.46 | 0.444217
9|-410| L ]3] 2438.02|0.495795
10 -2 1] 3 |1] 2471.45| 0.466737
11| 4]0 £ |4 2567.85 | 0.486264
12 2| 1] 3 [ 2] 2697.92 | 0.476712
13/-5(0| 5 | 4| 2747.15 | 0.528402
14|-1|2] 4 |0] 2796.58 | 0.484168
15-3| 1] 2 [2] 2797.39 | 0.503098
16| 50| 3 |5 | 2862.70 | 0.518598
17 3| 1] 2 | 3] 2987.41 | 0.507288
18 -6 | 0| 4 | 5| 3039.67 | 0.557318
19 12| 4 [1] 3071.12 | 0.504066
20 | -4 | 1| L ]3] 3099.73 | 0.534780
21 (-2 2| 2 | 2] 3119.34 | 0.516599
22| 6|0 |45 | 6| 3144.85| 0.547613
23| 41| I |4] 3264.81 | 0.535624
24 | -7 0| 2| 6| 3318.68 | 0.583456
25| 22| 2 | 2] 3351.00 | 0.529559
26 | -5 | 1| 3 | 4] 3384.79 | 0.563047
27| 7|0 | 5| 6| 3415.96 | 0.573999
28 -1 (3| 35 | 0] 3416.69 | 0.533962
29 -3 2| 3 | 2] 3417.70 | 0.545812
30| 5| 1|2 |5]| 353L.77 | 0.561840

Tabelle 5.2: Harmonisches Oszillator-Potential mit g = 214 - 105 MeV?3




5.1. MEAN-FIELD-EINTEILCHENBASIS 57

1.4

1.2

0.8

Vir)

0.6

V(r) =

=

0.4

V(r)=r?
0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4

r in fm

Abbildung 5.1: Potentialvergleich

die Beschreibung des Nukleons mit einem solchen Mean-Field-Modell wider-
spriichlich, da die Ruhemasse des Nukleons bereits bei 938 MeV liegt. Dieser
Schluf} ist jedoch voreilig, da man durch das Einfiihren eines Vektorpotenti-
als mit einer konstanten zeitartigen Komponente die Energieeigenwerte des
Spektrums beliebig verschieben kann. Das Einfiihren einer solchen Kompo-
nente hat somit eine &hnliche Wirkung, wie die Bag-Konstante B im MIT-
Bag-Modell. Von Interesse sind daher weniger die absoluten Energien der
angeregten Zustidnde, als der relative Abstand zum Grundzustand. In der
nachfolgenden RPA-Rechnung geht nur die relative Zustandsabfolge ein. Der
Grundzustand des Nukleons wird dort auf 940 MeV festgesetzt.

Abbildung 5.2 und 5.3 zeigen die zeitartigen Komponenten der Vektordichte-
verteilung |F(r)|? und |G(r)|? des Dirac-Spinors. Aus Gleichung (2.2) folgt der
Zusammenhang zu den Dichteverteilungen ps und p,. Es gilt:

[F(r)F =r’pp(r)  und  [G(r)[* =17py(r). (5-2)

Dargestellt ist jeweils der Grundzustand und der erste angeregte Zustand, wo-
bei die Wellenfunktionen in den Abbildungen wie folgt normiert sind:

L= [ @@ ds = [(FOPHGE))Ar = [ (p(r)+p(r))rdr.(5.3)

Dies ist gerade die zeitartige Komponente der Vektordichte ¥ (Z)y*¥(Z).
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Bei dem Vergleich von |F(r)|? bzw. |G(r)[* fiir verschiedene Potentiale ist

kaum ein Unterschied festzustellen.

Betrachtet man hingegen p(r), hier nicht dargestellt, erkennt man das charak-
teristische Verhalten fiir die jeweilige Potentialform. Beschrinkt auf die oberen
Komponenten, die im nichtrelativistischen Grenzfall dominierend sind, erkennt
man fiir den Fall eines quadratischen Potentials, dafl p; fiir den Grundzustand
am Ursprung einen endlichen Wert annimmt. In allen angeregten Zustinden
verschwindet die Funktion am Ursprung auf Grund der Zentrifugalbarriere.

Der Grundzustand in einem linearen Potential zeigt dieses Verhalten nicht. In
diesem Fall verschwindet py am Ursprung, was genau dem Verhalten entspricht,
das man aus Gleichung (2.25) ableiten kann. Lineare Potentiale besitzen auch
im Grundzustand x = —1 einen repulsiven Anteil am Ursprung. Der erste
angeregte Zustand hingegen zeigt wieder ein vergleichbares Verhalten wie im
quadratischen Fall.

Fiir die RPA-Rechnung beno6tigt man neben den positiven Energiezusténden
auch die Losungen mit negativer Energie, die man jedoch durch Ladungskon-
jugation aus den positiven Einteilchenzustinden gewinnen kann. Die Transfor-
mation dafiir lautet [PS95]:

C U(r) C=—iy* U*(x). (5.4)

Nach dieser Betrachtung von verschiedenen Bag-Modellen zur Modellierung des
Mean-Field, sollen im néchsten Abschnitt die Ergebnisse der RPA-Rechnung
zur Bestimmung des Baryonenspektrums basierend auf dem Bag-Modell mit
quadratischem Massenterm dargestellt werden. Diese Umsetzung der Tensor-
RPA stammt von S. Hardt [HG97] und dient als Grundlage fiir die Berechnung
von Ubergangsformfaktoren. Der Vollstindigkeit halber sollen daher diese Er-
gebnisse in dieser Arbeit ebenfalls angefiihrt werden.
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Abbildung 5.2: r?p(r)-Verteilung fiir harm. Oszillatorpotential im Grundzu-
stand (k = —1,0oben) und ersten angeregten Zustand (k = 1,unten). Die Bei-
triige der oberen Komponente r?p; (volle Linien) und unteren r2p, (gestrichelte

Linien) sind separat dargestellt.
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Abbildung 5.3: r2p(r)-Verteilung fiir lineares Potential im Grundzustand (k =
—1,0ben) und ersten angeregten Zustand (k = 1l,unten). Die Beitrdge der
oberen Komponente r%p; (volle Linien) und unteren r2p, (gestrichelte Linien)
sind separat dargestellt.
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5.2 RPA-Baryonenspektrum

Vor der Darstellung der Ergebnisse der RPA-Rechnung sollen zunéchst einige
Problematiken dieser Methode erértert werden [Ha96].

Neben den erwiihnten Schwierigkeiten im (2, 2)*-Kanal ist die konsistente Be-
schreibung von Mean-Field und Restwechselwirkung nicht zufriedenstellend
gelst. Dies hat zur Folge, daf fiir den Grundzustand die Translations- und die
chirale Invarianz gebrochen werden. Nach dem Goldstone-Theorem erwartet
man somit spuriose Moden im Anregungsspektrum. Da die Generatoren die-
ser beiden Symmetrien jedoch negative Paritdtsoperatoren sind, hat man nur
im negativen Paritdtskanal spuriose nichtseparable Beimischungen zum Anre-
gungsspektrum. Anregungen mit positiver Paritéit sind somit nicht von spurio-
sen Beimischungen betroffen. Die Ergebnisse werden daher nur fiir Zustédnde

mit positiver Paritdt angegeben.

Benutzt man fiir die Restwechselwirkung ein NJL-Modell wie in Gleichung
(2.40), besitzt das Modell zwei freie Parameter G* und G°?. Die verbleiben-
den Parameter werden durch Anpassung des RPA-Baryonenspektrums an ex-
perimentelle Daten festgelegt. Hierbei wird eine Simplexoptimierung basierend
auf den experimentellen Daten von 4*- und 3*-Resonanzen [PDG98] benutzt.

Die in diese Rechnung eingegangenen Werte sind in Tabelle 5.3 angegeben.

Um die RPA-Rechnung fiir einen bestimmten Anregungskanal durchzufiihren,
mufl man zunéchst eine Teilchen-Loch-Basis generieren. In dem gewéhlten
RPA-Formalismus erhélt man jedoch einen iibervollstéindigen Teilchen-Loch-
Basisraum, wenn man nur die (J/T)-Auswahlregeln beriicksichtigt. Die Ablei-
tung soll an dieser Stelle nicht weiter ausgefiithrt werden. Es sei auf die Arbeit
von S. Hardt [Ha96] verwiesen, in der diese Problematik ausfiihrlich behandelt

wird.

Das nachfolgende Baryonenspektrum fiir den positiven Paritdtskanal wurde
mit einer Teilchen-Loch-Basis der Dimension 50 berechnet. Der Energie-Cut-
Off zur Beschrinkung der Teilchen-Loch-Basis wurde dabei mit 3800 MeV

angesetzt.

Neben den in Abb. 5.4 angegebenen 3*- und 4*-Resonanzen gibt die Particle
Data Group [PDG98] noch weitere 1*- und 2*-Resonanzen an. Fiir diese exi-
stieren jedoch nur grobe Abschitzungen. Sie sind daher nicht in der Abb. 5.4
dargestellt. Der Vollstindigkeit halber werden sie aber in Tabelle 5.4 aufgeli-
stet.
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Resonanz I (J”) | Typ | Energie [MeV]
N(1440) P, | 1(A7) | 4% 1430-1470
N(1680) Fis | 1(37) | 4* 1675-1690
N(1710) Py | 2(A7) | 3% 1680-1740
N(1720) Py | 1(37) | 4* 1650-1750
N(2220) Hyy | 1(27) | 4% | 2180-2310
A(1905) Fys | 3(37) | 4% | 1870-1920
A(1910) Py | (A7) | 4% 1870-1920
A(1950) Fyr | 3(27) | 4% 1940-1960
A(2420) Hyqpy | (A7) | 4% 2300-2500

Tabelle 5.3: Experimentelle Daten der 3*- und 4*-Resonanzen [PDG98] zur
Bestimmung der Parameter G und G°%.
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Abbildung 5.4: RPA-Spektrum fiir positiven Paritétskanal.
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Resonanz I (J?) | Typ | Energie [MeV]
N(2100) P, | 127y | 1% ~ 2100
N(1900) P | 1(37) | 2* ~ 1900
N(2000) Fis5 | 1(37) | 2* ~ 2000
A(1750) Py, | 31Ty | 1% ~ 1750
A(2000) Fys | 3(37) | 2% ~ 2000
A(2390) Fyr | 3(27) | 1% ~ 2390

Tabelle 5.4: Experimentelle Daten der 1*- und 2*-Resonanzen [PDG98].

5.3 RPA-Ubergangsformfaktoren

Wie man aus Abbildung 5.4 entnehmen kann, ist die RPA nur in begrenz-
tem Mafle in der Lage, das Baryonenspektrum wiederzugeben. Allerdings ist
die Ubereinstimmung recht zufriedenstellend, wenn man beachtet, daf§ sie mit
nur zwei freien Parametern erreicht wurde. Dennoch kommt an dieser Stelle
natiirlich sofort die Frage auf, ob die Berechnung von Ubergangsformfaktoren
im Rahmen eines solchen Modells sinnvolle Resultate hervorbringen kann.

Die Motivation zu solchen Rechnungen ist durch Arbeiten in der Kernphysik
gegeben. Dort macht man die Erfahrung, dafl mit Hilfe von RPA-Rechnungen
Ubergangsstirken gut reproduziert werden kénnen. Der Grund dafiir ist, daf
Ubergangseigenschaften durch relative GroBen bestimmt werden, die in erster
Linie durch die Umbesetzung von Einteilchenzustéinden festgelegt werden.

Experimentelle Informationen zu Ubergangsformfaktoren des Nukleons existie-
ren bisher nur ansatzweise [BL98|. Dies hat zur Folge, dafl im Augenblick noch
keinerlei Moglichkeit besteht, Resultate aus Modellrechnungen an experimen-

tellen Daten zu iiberpriifen.

Schon bei der Berechnung des Baryonenspektrums im Rahmen einer RPA-
Rechnung ist es schwierig, die Ergebnisse mit zuverlédssigen Daten zu verglei-
chen. Neben den acht 4*- bzw. 3*-Resonanzen findet man im Particle Da-
ta Book [PDG98]| fiir den positiven Parititskanal fast ebenso viele 1*- und
2*_Resonanzen. Die energetische Lage der letzteren ist jedoch nur als grobe
Schétzung zu verstehen. Ein quantitativer Vergleich ist somit kaum sinnvoll.
Sicherlich ist man jedoch in der Lage, eine Idee davon zu bekommen, inwiefern
die RPA unbeobachtete Zustéinde vorhersagt.
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Aus diesem Grund sollte man die nachfolgenden Resultate als explorative Mo-
dellrechnungen betrachten. Der Anspruch auf , wirkliche” Vorhersage von
Ubergangsformfaktoren soll nicht erhoben werden, zumal weitere Beitrige aus
der Mesonenwolke zu erwarten sind. Da experimentelle Daten in absehbarer
Zeit nur im N*-Kanal zu erwarten sind, wird die weitere Betrachtung auf diesen
Kanal beschrénkt.

Von RPA-Rechnungen ist generell zu erwarten, dafl hochangeregte Zustédnde
in dieser Ndaherung nicht gut beschrieben werden kénnen. Dies hat zum einen
den Grund, daf} solche Rechnungen immer auf einer begrenzten Teilchen-Loch-
Basis ausgefiihrt werden, zum anderen, dafl die Ndherung des Anregungsopera-
tors als ein purer Einteilchen-Operator fiir hochangeregte Zusténde fraglich ist.
Bei solchen Zustédnden namlich ist zu erwarten, dafl nicht zu vernachléssigende
Beitrige von Operatorprodukten héherer Ordnung existieren, die eine genaue
Kenntnis der hoheren Korrelationen in den Anfangs- und Endzustdnden er-
fordern wiirde. Zudem miifiten Verzweigungsverhiltnisse sehr genau bekannt

sein.

Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache und der Ubereinstimmung der RPA-

Anregungen mit den experimentellen Daten des Baryonenspektrums sollen

11
272

werden. Von besonderem Interesse sind dabei isoskalare und -vektorielle Uber-

nachfolgend die Ubergangsformfaktoren im (2,1)*-Kanal niher untersucht
gangseigenschaften fiir photon- und pionartige Vertizes. Am Ende dieses Ka-
pitels sollen als explorativer Vorstofl die Ergebnisse im isoskalaren Kanal der
Hochspinresonanz N (2220) Hy9 kurz untersucht werden.

Dargestellt werden jeweils die Radialanteile der Multipolkomponenten. Das
abgebildete Matrixelement lautet:

jJO\lfN* (mA7t3A7mA7t3A7f) = <AMA| T |AMA>' (5'5)

Bei der Darstellung der Ergebnisse wird auf eine Summation iiber die Dreh-
impulsprojektionszahlen ma und my von Anfangs- bzw. Endzusténden verzich-
tet. Gezeigt werden in allen Fillen Protoneniibergangsformfaktoren mit positi-
ver Spinorientierung. Da nur ladungserhaltende Wechselwirkungen untersucht
werden, ist durch diese Annahme ebenfalls die Isospinprojektionsquantenzahl
des angeregten Zustandes festgelegt. Durch die Quasi-Bosonen-Nédherung mufl
des weiteren die Drehimpulsprojektionszahl des angeregten Zustandes m, der
des Anfangszustandes entsprechen. Zusammengefaf3t heifit dies:

ma = ma und t3, = t3,- (5.6)
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Neben den nachfolgenden Resultaten wurden zum Test des Modells auch iso-
skalare Ubergangsformfaktoren im A-Kanal berechnet. Erwartungsgeméif ver-
schwanden diese Formfaktoren, da solche Ubergéinge nur mit isovektoriellen
Wechselwirkungen zu realisieren sind. Der Ubergangsoperator mufl in solchen
Fillen die Quantenzahlen 7" = 1 besitzen.

5.3.1 Ubergangsformfaktoren im (1, 1)*-Kanal

Die Diskussion der Ergebnisse fiir den (3, 3)*-Kanal gliedert sich in zwei Teile.
Zunichst sollen die Ubergangsstirken im isoskalaren mit dem im isovektoriellen
Kanal verglichen werden. Hiermit kann den einzelnen Resonanzen eine Iso-
Charakteristik zugewiesen werden. Im zweiten Teil dieses Abschnitts wird
dann die explizite rdumliche Darstellung fiir alle betrachteten Fille angegeben

und kurz diskutiert.

Zur Notation sei an dieser Stelle erkldrend hinzugefiigt, da} im folgenden die

drei energetisch tiefliegensten RPA-Resonanzen im (3, 1)"-Kanal mit den Re-

sonanzen N (1440) Py; und N(1710) Py identifiziert werden.

Ubergangsstirken

Wenn man Ubergangsstirken berechnen will, mufi man das in Gleichung (5.5)
dargestellt Matrixelement mit dem Strom des externen Feldes falten. Geht
man im einfachsten Fall von freien Feldern aus, entspricht dieser Strom gerade
einer ebenen Welle. Diese kann man in Form einer Partialwellenzerlegung

ausschreiben; man erhélt [Ma84]:
eI =34 (20 + 1) ji(qr) Pi(cos?), (5.7)
1=0

wobei fiir die Besselfunktion j;(¢r) gilt:

itar) = G (1= 555+ Ollan)h). 55)

Es ist nun offensichtlich, da die Ubergangsstiirke bestimmt wird durch das
Radialintegral dieser Entwicklung mit dem Matrixelement aus Gleichung (5.5).

Geht man weiter von einer Langwellennéherung aus, reduziert sich die Bessel-
funktion fiir skalare bzw. vektorielle Wechselwirkungen auf 72 und fiir pseudo-
skalare sowie pseudovektorielle Wechselwirkungen auf r. In den Tabellen 5.5,
5.6, 5.7 und 5.8 sind die Ergebnisse dieser Integrationen angegeben.
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Resonanz

isoskalar [MeV =2

isovektoriell [MeV =2

N(1440) Py,
N (1710) Py,
N,(1710) Py

0.673-10~7
—0.118 -107°
—0.117-107°

0.656 - 107
—0.587-107°
—0.482 - 107°

Tabelle 5.5: Ubergangsstirken fiir skalare Wechselwirkung.

Resonanz

isoskalar [MeV =2

isovektoriell [MeV =2

N(1440) Py,
N (1710) Py,
N,(1710) Py

0.648 - 10~7
—0.113-107°
—0.114-107°

0.660 - 10~7
0.584-107
—0.477-107°

Tabelle 5.6: Ubergangsstiirken fiir vektorielle Wechselwirkung.

Resonanz

isoskalar [MeV ~]

isovektoriell [MeV ']

N(1440) Py,
N (1710) Py,
N,(1710) Py

0.335-1073
—0.154-1073
0.152-107*

0.173-107°
—0.154-107°
0.122-107

Tabelle 5.7: Ubergangsstiirken fiir pseudoskalare Wechselwirkung.

Resonanz

isoskalar [MeV ~]

isovektoriell [MeV ']

N(1440) Py,
N (1710) Py,
N,(1710) Py

0.647-1073
0.324-1073
—0.387-107*

0.539-107°
—0.625-107°
0.141-1076

Tabelle 5.8: Ubergangsstirken fiir pseudovektorielle Wechselwirkung.
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Aus den Tabellen 5.5 und 5.6 kann man eine erhohte isoskalare Ubergangsstéirke
fiir die Resonanzen N;(1710) Py; und Ny (1710) P;; erkennen. Die N(1440) Py;-
Resonanz hingegen hat in beiden Fillen eine demgegeniiber unterdriickte Uber-
gangsstirke.

Auch in den pseudoskalaren bzw. pseudovektoriellen Kanélen, die in den Ta-
bellen 5.7 und 5.8 gezeigt sind, ist eine Dominanz in den jeweiligen isoskalaren
Moden festzustellen.

Zusammengefaflt erhilt man eine klare Dominanz der isoskalaren Kanile ge-
geniiber den isovektoriellen. Ausnahme bilden nur die skalaren und vektoriel-
lem Kanile der N(1440) Py;-Resonanz. Diese sind generell unterdriickt.

Ein solches Verhalten wiederspiegelt die Erwartungen. Groflere Beitridge im
isovektoriellen Kanal erwartet man hauptséchlich fiir A-Resonanzen.

Riumliche Darstellung der Ubergangsformfaktoren im (%, %)JF-Kanal

In der Abbildung 5.5 ist der riumliche isoskalar-skalare Ubergangsformfaktor
der N(1440) P;;-Resonanz dargestellt. Erwartungsgemif existiert nur ein Bei-
trag fiir die Monopolmode. Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem isoskalar-
vektoriellen Ubergangsformfaktor dieser Resonanz, welcher in Abbildung 5.6
gezeigt ist, findet man eine deutliche Ubereinstimmung der Ergebnisse. Es ist
lediglich eine leichte Verschiebung der Maxima zu grofleren Radien zu erken-
nen. Diese Tatsache deutet darauf hin, dafl Dirac-See-Anregungen eine nur
untergeordnete Rolle spielen, da sich die zeitartige Komponente des vektori-
ellen Ubergangsformfaktors vom skalaren Ubergangsformfaktor nur durch das
relative Vorzeichen fiir Dirac-See-Beitrige unterscheidet.

Des weiteren entspricht die zeitartige Komponente des isoskalar-vektoriellen
Ubergangsformfaktors gerade der Baryonenflufidichte fiir einen solchen Pro-
ze. Da Anfangs- und Endzustand dieselbe Baryonenzahl tragen, darf sich
die Baryonenzahl nicht dndern. In der Quasi-Bosonen-Niherung wird diese
Tatsache bis auf ca. 0.5 % erfiillt.

Der isoskalar-pseudoskalare Ubergangsformfaktor der N (1440) P;;-Resonanz
ist in Abbildung 5.7 gezeigt. Im Vergleich zu dem isoskalar-skalaren Uber-
gangsformfaktor ist ein deutlicher Unterschied zu erkennen. Beitragende Mul-
tipolmode ist hier Y;y. Das Maximum liegt in diesem Fall bei ca. 0.25 fm. Im
Vergleich zu der isoskalar-skalaren bzw. zeitartigen Komponente des isoskalar-
vektoriellen Ubergangsformfaktors ist eine deutlich grofere Ubergangsstiirke

zu erkennen.
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Die zeitartige Komponente des isoskalar-pseudovektoriellen Ubergangsformfak-
tors der N(1440) P;;-Resonanz ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Formal ist bis
auf einen Vorzeichenwechsel eine gute Ubereinstimmung mit dem isoskalar-
pseudoskalaren Ubergangsformfaktor zu erkennen. Der Vorzeichenwechsel
158t jedoch an dieser Stelle nicht den Schlufi auf eine Dominanz von Dirac-
See-Beitrigen zu, da isoskalar-pseudoskalare bzw. isoskalar-pseudovektorielle
Wechselwirkungen eine verdnderte Struktur im Vergleich zu isoskalar-skalaren
bzw. isoskalar-vektoriellen Wechselwirkungen im Dirac-Raum besitzen.

Neben dem Vorzeichenwechsel erkennt man auflerdem eine leichte Verschiebung
des Maximums nach 0.27 fm hin sowie eine Erhéhung der Ubergangsstiirke im
isoskalar-pseudovektoriellen Fall.

Betrachtet man im Vergleich die isoskalaren Ubergangsformfaktoren der Reso-
nanzen N;(1710) P;; und Ny(1710) Py, ist das Verhalten im isoskalar-skalaren
sowie isoskalar-vektoriellen Kanal bis auf die Amplitude gleich. Diese ist fiir
N1(1710) und N3(1710) um ca. den Faktor 20 grofer. Zu sehen ist in diesen

Féllen eine Kompressionsanregung.

Vergleicht man den isoskalar-pseudoskalaren und isoskalar-pseudovektoriellen
Kanal, findet man auch in diesem Fall fiir alle Resonanzen eine formal gleiche
Struktur. Der Unterschied besteht lediglich in Vorzeichenwechsel und Verinde-
rung der Amplitude. Die Gestalt der Formfaktoren zeigt, dafl in diesen Kanélen

keine Kompressionsanregungen auftreten.

Fiir isovektor-skalare und isovektor-vektorielle Wechselwirkungen findet man
wieder eine Kompressionsschwingung wie im isoskalar-skalaren Fall. Die
Ubergangsformfaktoren in den Kanilen isovektor-pseudoskalar und isovektor-
pseudovektoriell unterscheiden sich deutlich von den Ergebnissen im isoskalaren
Kanal. Wie bereits diskutiert wurde, sind diese Moden jedoch gegeniiber den
isoskalaren unterdriickt.

Insgesamt ergeben die Rechnungen, dafl das Radialverhalten der skalaren und
vektoriellen {ibrigen Formfaktoren nahezu zustandsunabhéingig ist. Der Grund
hierfiir ist, dafl diese beiden Kanéle schon weitgehend durch die Forderung
der Baryonenzahlerhaltung festgelegt sind. Aus den Tabellen 5.5 - 5.8 wird
auflerdem deutlich, da die Hauptkomponenten der 0" Kompressionsanre-
gungsstirke bei hoheren Anregungsenergien (E > 1700 MeV) zu erwarten sind.
Die Einschrankungen aus der Baryonenzahlerhaltung entfallen in den pseudos-
kalaren bzw. pseudovektoriellen Kanélen, in denen eine wesentlich ausgeprigte-
re Variation der Ubergangsformfaktoren mit der Anregungsenergie beobachtet

wird.
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Abbildung 5.5: Yypo-Komponente der Radialverteilung des rdumlichen isoskalar-
skalaren Ubergangsformfaktors der N(1440) P;;-Resonanz.
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Abbildung 5.6: Yy-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kom-
ponente des isoskalar-vektoriellen Ubergangsformfaktors der N(1440) Py;-

Resonanz.
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Abbildung 5.7: Yip-Komponente der Radialverteilung des rdumlichen isoskalar-
pseudoskalaren Ubergangsformfaktors der N(1440) P;;-Resonanz.
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Abbildung 5.8: Yjo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kompo-
nente des isoskalar-pseudovektoriellen Ubergangsformfaktors der N (1440) P;-
Resonanz.
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Abbildung 5.9: Yyo-Komponente der Radialverteilung des rdumlichen isoskalar-
skalaren Ubergangsformfaktors der N;(1710) P;;-Resonanz.
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Abbildung 5.10: Yyo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kom-
ponente des isoskalar-vektoriellen Ubergangsformfaktors der N;(1710) Pji-
Resonanz.
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Abbildung 5.12: Yjp-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kompo-
nente des isoskalar-pseudovektoriellen Ubergangsformfaktors der Ny(1710) P;-
Resonanz.
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Abbildung 5.13: _ Ygp-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isoskalar-skalaren Ubergangsformfaktors der N»(1710) Pj1-Resonanz.
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Abbildung 5.14: Yjo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kom-
ponente des isoskalar-vektoriellen Ubergangsformfaktors der Ny(1710) Pii-
Resonanz.
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Abbildung 5.15: Yip-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isoskalar-pseudoskalaren Ubergangsformfaktors der No(1710) Pj;-Resonanz.
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Abbildung 5.16: Yjp-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kompo-
nente des isoskalar-pseudovektoriellen Ubergangsformfaktors der Ny(1710) P;-
Resonanz.
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Abbildung 5.17: Yoo-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isovektor-skalaren Ubergangsformfaktors der N(1440) P;;-Resonanz.
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Abbildung 5.18: Yjo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kom-
ponente des isovektor-vektoriellen Ubergangsformfaktors der N(1440) Pyi-

Resonanz.
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Abbildung 5.19: Yip-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isovektor-pseudoskalaren Ubergangsformfaktors der N (1440) Pj;-Resonanz.
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Abbildung 5.20: Yjp-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kompo-
nente des isovektor-pseudovektoriellen Ubergangsformfaktors der N (1440) Py;-
Resonanz.
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Abbildung 5.21: Yoo-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isovektor-skalaren Ubergangsformfaktors der N;(1710) Pj;-Resonanz.
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Abbildung 5.22: Yjo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kom-
ponente des isovektor-vektoriellen Ubergangsformfaktors der N;(1710) Pyi-
Resonanz.
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Abbildung 5.23: Yip-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isovektor-pseudoskalaren Ubergangsformfaktors der N;(1710) Py1-Resonanz.
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Abbildung 5.24:  Yjo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen
Komponente des isovektor-pseudovektoriellen Ubergangsformfaktors der
N1(1710) Pyq-Resonanz.
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Abbildung 5.25: Yoo-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isovektor-skalaren Ubergangsformfaktors der N5(1710) Pj;-Resonanz.
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Abbildung 5.26: Yyo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen Kom-
ponente des isovektor-vektoriellen Ubergangsformfaktors der N,(1710) Pyi-
Resonanz.
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Abbildung 5.27: Yip-Komponente der Radialverteilung des rédumlichen
isovektor-pseudoskalaren Ubergangsformfaktors der No(1710) Py1-Resonanz.
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Abbildung 5.28:  Yjo-Komponente der Radialverteilung der zeitartigen
Komponente des isovektor-pseudovektoriellen Ubergangsformfaktors der
N5(1710) Pyq-Resonanz.
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5.3.2 Ubergangsformfaktoren der N(2220) Hjo-Resonanz

Die Resultate bzgl. dieser Resonanz sind unter dem Versuch eines explorativen
Vorstofles zu Hochspinresonanzen zu verstehen. Es ist fraglich, ob die Tensor-
RPA iiberhaupt noch in der Lage ist diese energetisch hochliegende Resonanz
physikalisch zu beschreiben. Allein schon am rms-Radius dieses Ubergangs-
formfaktors wird deutlich, dal mesonische Vakuumsanregungen nicht zu ver-
nachléssigen sind. Aus diesem Grund sollen die Ergebnisse nur kurz présentiert

werden.

In der Abbildung 5.29 ist der skalare Ubergangsformfaktor der N (2220) H -
Resonanz gezeigt. Erwartungsgeméaf gibt er nur Beitrige in der Y;p-Mode. Das
Maximum liegt in diesem Fall bei ca. 0.42 fm. Im Vergleich mit dem skalaren
Ubergangsformfaktor der N (1440) Py;-Resonanz liegt hier eine deutlich hohere
Ubergangsstirke vor.

Die in Abbildung 5.30 gezeigte zeitartige Komponente des vektoriellen Uber-
gangsformfaktors der N(2220) Hy9-Resonanz unterscheidet sich kaum vom ska-
laren Fall dieser Resonanz. Diese Tatsache legt nahe, dal Dirac-See-Beitrige
auch in diesem Fall eine untergeordnete Rolle spielen. Der Ubergangsform-
faktor unterscheidet sich lediglich durch eine leicht erhéhte Ubergangsstirke,
sowie eine kleine Verschiebung des Maximums nach 0.41 fm.

Betrachtet man den pseudoskalaren Ubergangsformfaktor in Abbildung 5.31,
erkennt man eine dhnliche rdumliche Ausdehnung wie im skalaren Fall die-
ser Resonanz. Das Maximum hingegen ist nach 0.36 fm verschoben und die
Ubergangsstirke deutlich geringer.

Der pseudovektorielle Ubergangsformfaktor weist gegeniiber dem pseudoska-
laren Fall einen Vorzeichenwechsel auf, unterscheidet sich jedoch sonst nur
geringfiigig. Dies dufert sich in einer Verschiebung des Maximums nach 0.38
fm und einer leicht erhéhten Ubergangsstirke im Vergleich zum pseudoskalaren
Fall.
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Abbildung 5.29: Radialverteilung des rdumlichen skalaren Ubergangsformfak-
tors der N(2220) Hjo-Resonanz.
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Abbildung 5.30: Radialverteilung der zeitartigen Komponente des vektoriellen
Ubergangsformfaktors der N (2220) Hjo-Resonanz.
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Abbildung 5.31: Radialverteilung des riumlichen pseudoskalaren Ubergangs-
formfaktors der N(2220) H9-Resonanz.
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Abbildung 5.32: Radialverteilung der zeitartigen Komponente des pseudovek-

toriellen Ubergangsformfaktors der N(2220) H,o-Resonanz.
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Zusammenfassend sei festgestellt, dafl die Ergebnisse rein qualitativ die Erwar-
tungen erfiillen. Insbesondere die Reproduktion der Erhaltung der Baryonen-
zahl bis auf 0.5 %, die man aus der zeitartigen Komponente des vektoriellen
Ubergangsformfaktors der Pj;-Resonanzen folgern kann, verifiziert die Giiltig-
keit der Quasi-Bosonen-Niherung bei der Auswertung der Grundzustandsma-

trixelemente.

Nicht dargestellt sind die Ergebnisse fiir die andere Spinorientierung des Nu-
kleongrundzustandes. An dieser Stelle sei nur referiert, daf} sich die Ergebnisse
qualitativ nicht unterscheiden.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, basierend auf einer Tensor-RPA-Rechnung,
Ubergangsformfaktoren fiir Anregungen des Nukleons zu bestimmen.

Der Hamiltonoperator setzt sich in unserem Modell des Nukleons aus einem
Mean-Field- und einem Restwechselwirkungsanteil zusammen. Dieses Mean-
Field wird modelliert durch ein erweitertes Bag-Modell, und die Restwech-
selwirkung ist eine Farbstromwechselwirkung im Rahmen des NJL-Modells.
Die durch die inkonsistente Beschreibung von Mean-Field und Restwechsel-
wirkung resultierenden spuriosen Moden im negativen Paritéitskanal und die
damit verbundene Beschrinkung auf positive Paritdtszustidnde wurden in Kauf

genommen.

Um die Tensor-RPA anzuwenden, mufite zunéchst die Dirac-Gleichung fiir das
erweiterte Bag-Modell geldst werden. Dies wurde mit dem Numerov-Verfahren
realisiert. Die Kopplungskonstante der Confinement generierenden Wechsel-
wirkung wurde gerade so gewéhlt, dafl sich ein rms-Radius von 0.35 fm ergibt.

Beim Losen der Tensor-RPA-Gleichungen wurde auf die Arbeit von S. Hardt
[Ha96] zuriickgegriffen. Die Kopplungskonstanten der Restwechselwirkung so-
wie der Cut-Off-Parameter wurden so bestimmt, dafl die bereits gesicherten
Daten des Baryonspektrums (4*- und 3*-Resonanzen) bestmdoglich wiederge-
geben werden. Dazu wurde der Simplex-Algorithmus verwendet.

Neben der Beschrinkung auf den positiven Paritédtskanal ist es aus konzeptio-

3 3

55 2)Jr—Kaunal addquat zu beschreiben.

nellen Griinden auch nicht moglich, den (

Die Berechnungen der Ubergangsformfaktoren wurden fiir den kompletten po-
sitiven Paritétskanal bis zu einer Energie von 2200 MeV durchgefiihrt. Da
jedoch die RPA-N&herung fiir hochangeregte Zustéinde ihre Giiltigkeit verliert,
und ebenso die RPA-Resultate zur Beschreibung des Baryonenspektrums keine

sehr gute Ubereinstimmung mit experimentellen Daten aufweisen, wurden die
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Ubergangsformfaktoren nur fiir die vielversprechendsten Resonanzen in der
vorliegenden Arbeit explizit dargestellt. Da nur im N*-Kanal in absehbarer
Zeit experimentelle Daten zu erwarten sind, wurden die Untersuchungen auf

diesen Kanal beschrankt.

Die Ergebnisse wurden im vorherigen Kapitel fiir die folgenden Resonanzen
dargestellt: N(].440) PH, N1(1710) PH, N2(1710) PH und N(2220) ng.

Ein grofies Problem stellt das Fehlen von experimentellen Daten fiir Ubergangs-
formfaktoren im positiven Paritdtskanal dar. Fiir den negativen Parititskanal
existieren jedoch vorldufige Daten [BL98] und Untersuchungen [AG98]; diese
sind allerdings nicht von Nutzen, da die Tensor-RPA diesen Kanal aus oben
aufgefiihrtem Grund nicht beschreiben kann. Es bleibt daher abzuwarten, was

Messungen fiir den positiven Paritdtskanal ergeben.

Fiir die oben erwihnten Resonanzen wurde der Ubergangsformfaktor fiir acht
Wechselwirkungstypen berechnet. Es wurden skalare, pseudoskalare, vekto-
rielle und pseudovektorielle Kopplungen sowohl fiir den isoskalaren als auch
den isovektoriellen Kanal beriicksichtigt, wobei von einem ladungserhaltenden
Ubergangsoperator ausgegangen wurde. Rechnungen fiir Ubergangsoperato-
ren mit anderer Struktur im Isospin-Raum stehen noch aus. Die im vorherigen
Kapitel dargestellten Resultate beziehen sich auf einen Protongrundzustand,
d. h. T3, = +1/2 mit positiver Spinorientierung.

Als Ausblick verbleibt eine SU(3)-Flavorerweiterung der Tensor-RPA, um auch
eventuelle Strangeness-Anteile des Nukleons zu beschreiben. In dem bisherigen
Formalismus wurde von einer SU(2)-Flavor-Symmetrie ausgegangen. Konzep-
tionell stellt diese Erweiterung kein Problem dar, sie ist jedoch mit erheblichem
Aufwand verbunden.



Anhang A

Notationen und Konventionen

In der vorliegenden Arbeit werden durchgehend natiirliche Einheiten (7 = ¢ =
1) verwendet. Auerdem gilt die Einstein-Summenkonvention, d. h. iiber dop-
pelt auftretende Indizes wird immer summiert. Griechische Indizes implizieren

eine Summation von 0 bis 4, rémische von 1 bis 3.

Vierervektoren werden durch folgende kovarianten und kontravarianten Vierer-

vektoren ausgedriickt:

a* = (a%a kontravariant,
( )ﬁ ) (A.1)
a, = (ag,—a) kovariant.
Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist hier wie folgt definiert:
a-b=a"b, =a’by—a-b. (A.2)

Um die Quantisierung analog der nichtrelativistischen Beschreibung durch-
zufithren (p# — i0*), mufl man die partiellen Ableitungen wie folgt definieren:

o = 2= = (8, —V) kontravariante Ableitung,
" ) (A.3)
0, = 5% = (0,V) kovariante Ableitung.
Die y-Matrizen geniigen folgenden Vertauschungsrelationen:
(" =9", {7 " =0. (A.4)

In der Dirac-Darstellung lauten die Matrizen dann:

I 0 . (0 & (o1
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wobei die Pauli-Spinmatrizen hier wie folgt definiert sind:

e (00 e () e (1), a8

Matrixrelationen fiir v5 und ,:

(VS)T = V5,
(75)2 =1,
{57} =0, (A.7)

()T =Y Y Y-

Fiir den symmetrisierten Doppelkommutator der Operatoren A, B, C' gilt:
2[A,B,Cl=[A[B,Cl] +[A, B], C]. (A.8)

Die Fouriertransformation wird wie folgt definiert:

f) = [de e®f@)  wmd  f) = (Qi)4 [dk e rE). (A9

In dieser Schreibweise gilt die Relation:

/ d'z e* = (27)" 54 (k). (A.10)



Anhang B

SU(2)-Kopplungsrelationen

Nachfolgend eine kurze Zusammenfassung der in dieser Arbeit verwen-

deten Notationen und Kopplungsrelationen. Fiir weitere Relationen

sei an dieser Stelle nur auf die Quellen dieser Sammlung verwiesen

[Ed64, Me79, Ro57, Ro70, RN75].

Allgemeine Tensorkopplung

R* sei ein sphérischer Tensor der Tensorstufe A und R} eine der (2X 4 1)-

Komponenten.

Das gekoppelte Produkt zweier Tensoren R* und S*? zu einem Tensor der

Stufe \ kann man schreiben als

(BRM x §%)) = 3 < M Agpuapie| Ap > RS

pn1 T 2
K102

wobei < A\jAgpg o] A > ein Clebsch-Gordan-Koeffizient ist.

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Fiir diese Koeffizienten gelten folgende Relationen:

Normierung:

Z | < )\1)\2/L1M2|)\M > |2 =1.
1,2

Alle Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind reel:

< Mopupip| A > = < Apdopapia| App >"

89
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Symmetriebeziehungen:

< )\1)\2/111/112|)\/L > = (—1))\1+/\27)\ < AAg — M1 — M2|)\ —§ > (B4)
= (—1)/\1+)‘2_/\ < )\2)\1M2M1|>\/,L > (B5)
= (—1))\17‘“ 5\ 5\51 < )\)\1” — /L1|)\2/L2 >, (B6)

wobei ) eine Abkiirzung fiir v/2X\ + 1 ist.

Spezielle Werte:
<A —pp|00 >= (=1)MHAL (B.7)

Eine explizite Formel zur Berechnung von Clebsch-Gordan-Koeffizienten lautet
[Ed64]:

< Ao pia| At >= 6y 4y
(A + 1) (A + Ao = M)A = pa)! (Ao = pao) (A + ) (A — p)! 2
A+ A+ A+ DA = A+ ) (Ao = A+ )+ )1 Ag + p2)!

T (— 1) (A 4+ g + ) (A2 + A — g — 5)!
= st = p1 — ) A = — )/ (Aa = A+ pq + 5)!

(B.8)

Summiert wird iiber alle positiven ganzzahligen s, bei denen die Ausdriicke im

Nenner nicht negativ sind.

Eine weitere sehr niitzliche Relation ist
(R)‘1 X S)‘r")xr = (SAIJr X RMT))‘. (B.9)

Racah-Umkopplungsrelation
Bei der Kopplung von drei sphérischen Tensoren kommt es auf die interne
Tensorstufe an. Um von einer Darstellung zur anderen zu gelangen, benétigt

man die Racah-Umkopplungsrelation.
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Fiir die Tensoren R*, $*? und 17?3 gilt:

((R)\l % S)\z)/\12 % T/\g))\ —
23\12 5\23 W()\l)\g)\)\g, )\12)\23) (R)‘l X (5)\2 X T/\B))\z.’&)/\‘ (BlO)

A23

Fiir die Racah-Koeffizienten W (abcd; ef) gelten folgende Relationen:

W (abed; ef) = W (badc; ef) = W (acbd; fe) (B.11)

W (abab; f0) = W (aabb; 0f) = (—=1)***=/ ¢~ b~} (B.12)

W (aabb; fa +b) = f~2 < aaa —alfO >< bbb —b|f0 > . (B.13)
Tensorzustinde

|A)) bezeichnet einen Tensorzustand der Tensorstufe A. Dieser Tensor be-
sitzt (2A + 1)-Komponenten. Die p-te Komponente wird geschrieben als

(UMW) = 1A
Tensorzusténde verhalten sich wie Tensoroperatoren, daher gilt:

(R/\l X |)\2>>)2 = Z < )\1)\2/111/112|)\/L > Rzi |)\2/L2> (B14)

1,142

Adjungierte Zustande:

((ADu =l und (D = ()M (A —pal. (B.15)

Der Tensorzustand ((\| transformiert sich wie ein Tensor der Stufe ), {(\|
hingegen nicht.

Erwartungswerte

Fiir zwei Zustinde |xAp), |yN'y') gilt:
(eAulyN ) = A (<1) 2 ((@A] x [yAD)° = bay Sare . (B.16)
Erwartungswert eines Tensoroperators:

<F1[LL1|WV/\|F2/L2> =<< )\FQV/,L2|F1/L1 > <F1[LL1|(W/\ X |F2>>)£i (Bl?)
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Wendet man Gleichung (B.16) auf Gleichung (B.17) an und schreibt auerdem
den CG-Koeffizienten um, ergibt sich:

(Lo [WHTapo) = (=123 DT < ADowpia|[Dipnr > ((Taf x W x [Fo))°
(B.18)

Wigner-Eckhardt-Theorem
(Crpa [WTapz) = Th < Todpgv|Trpy > (Do [WA||T); (B.19)

(T |[WA||Ty) ist das reduzierte Matrixelement, welches von den Projektions-

quantenzahlen i1, po und v unabhéngig ist.

Aus den Gleichungen (B.19) und (B.18) folgt die Relation:
(o] < WA x 0)” = (1) 072 (T[] T). (B.20)

Multipolentwicklung

Zur Bestimmung von Multipolentwicklungen von Produktfunktionen aus zwei
Y sind folgende Identitdten sehr hilfreich:

<l1m2|YLM|l2m2> - /Yxml (197 SO)YLM(ﬁa (p)Yizmz (197 ()0) d€) =

(—1)-m 2L+ 1)L+ D)2+ 1)\ (I, L I L L I
4 0 0 0 —m; M mgy
(B.21)
Die dabei auftretenden 3j-Symbole sind wie folgt definiert:
JioJ2 J i—ja—ma 31 _ : :
( mll m22 77;3 ) = (=1)mmz gl < Gy jamamy|js — mg > (B.22)

Am Ende dieser kurzen Zusammenfassung iiber SU(2)-Kopplungsrelationen
soll noch auf eine Referenz zur Berechnung von Clebsch-Gordan-Koeffizienten
hingewiesen werden. In der Arbeit von K. Schertler [ST96] wird eine sehr in-
tuitive Methode vorgestellt, um diese Koeffizienten zu berechnen. Diese unter-
scheidet sich grundlegend von den Standardmethoden [Me79, Ed64, Ro57] und
beleuchtet eine ganz neue Interpretation dieser Entwicklungskoeffizienten.



Anhang C

Strommatrixelemente

Die Berechnung von Grundzustandsiibergangsmatrixelementen der Form

(Afia| afam [Apa) (C.1)

mit Hilfe des Tensors Ty, aus Abschnitt 2.5 ist prinzipiell moglich, erfordert

jedoch groferen Aufwand. Nutzt man hingegen direkt die explizite Darstellung

der verschiedenen Nukleongrundzustandskonfigurationen, erh#lt man leicht

nachfolgende Relationen. Die Notation entspricht der in Abschnitt 2.5.

Proton
arlp 1)
azlp 1)
aslp 1)
aslp 1)
arlp 1)
azlp 1)
aslp 1)

aslp 1)

(—[23) — |32) + 2 [14) + 2 [41))
(113) +[31))

(112) +[21))

11)

(124) +[42))

(|14) + 41) — 2 |23) — 2 |32))
22)

(112) + |21)) (C.2)

= = =] = =N = — o
;‘ ;‘M oo o oo ool = ool ™ oo
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Neutron

alnt) = e (34) + 143)

calnt) = —= 33

aint) = e (1) + [41) ~2[28) =2 32)
alnt) = e (13 + 31)

alnl) = o= 4

alnl) = = (34) + 143)

mlnl) = = (24 + 142)

aun 1) = ¢L1_8 (—[23) — [32) + 2 |14) + 2 |41))

(C.3)

Mit Hilfe dieser Relationen ist es nun sehr leicht, unter Ausnutzung der Ortho-

gonalitit der einzelnen Zusténde, die Strommatrixelemente zu bestimmen.



Anhang D

Numerov-Verfahren

Das Numerov-Verfahren dient zum Losen von Differentialgleichungen des fol-
genden Typs, welche keine ersten Ableitungen enthalten [AF66]:

f(x) = w(z) f(z). (D.1)

Wie im Kapitel 2 gezeigt, kann man das Losen der Dirac-Gleichung fiir
sphérischsymmetrische Systeme auf eine solche Differentialgleichung redu-
zieren. In den nachfolgenden Abschnitten wird die Rekursionsformel des
Numerov-Verfahrens hergeleitet und danach noch die konkrete Anwendung des
Vefahrens beschrieben. In diesem Zusammenhang sind besonders die Wahl der
Randbedingungen sowie das Gewihrleisten der Stetigkeit von besonderer Be-
deutung.

D.1 Herleitung des Verfahrens

Entwickelt man f(z) in einer Umgebung von z in einer Taylorreihe, erhélt man
folgende zwei Gleichungen:

nr

Fla+ )= F(2) + b (@) + o f @)+ @) + O,

nr

Fla— ) = fa) ~ hf @) + o @) - @)+ o) D2)

Additiert man nun die beiden Gleichungen, erhélt man:

nrr

fx+h)+ f(z—h)=2f(z) + 12 f" (z) + ?—;f + O(h®). (D.3)
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Entwickelt man f”(z) analog und setzt es in die obige Formel ein, folgt:

flx+h)+ f(x—h) =
2 [(0) + 3 W2"@) + 55 R+ ) + = )+ O00). (D)

Mit Hilfe der Differentialgleichung f”(z) = w(x)f(r) kann man alle Ablei-
tungsterme ersetzen und erhilt eine einfache Rekursionsformel fiir f(x) der
Ordnung O(h®). Definiert man eine neue Funktion

£(@) = f(@) — 57" (@) = F@)(1 ~ (@) (D.5)

kann die Rekursionsformel in nachfolgende Form gebracht werden. Dies hat
den Vorteil, dafl das Vefahren schneller ist [AF66]:

h*w(x)

1- }f—;w(x)

E(r+h) =2 &) —&(x—h)+ E(x) + O(h°). (D.6)

Zum Starten der Rekursion bendtigt man zwei Startwerte, ndmlich £(z) und

§(z —h).

D.2 Anwendung auf Dirac-Gleichung

Will man eine sphérischsymmetrische Dirac-Gleichung 16sen, reduziert sich das
Problem auf den Radialanteil, wie in Kapitel 2.2 gezeigt.

An Stelle eines Anfangswertproblems hat man es hier mit einem Randwertpro-
blem zu tun. Sucht man eine Losung im Intervall [0, r,,q,], fingt man an an
beiden Intervallgrenzen nach innen zu integrieren (Shooting-Verfahren). Das
Verifizieren der Losung geschieht mittels Stetigkeitsbedingungen von F(r) und
F'(r) an einer Zwischenstelle. Auf die Details wird in den néchsten Abschnitten

eingegangen.
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D.3 Randbedingungen und Normierung

Da man neben den Stetigkeitsbedingungen auch noch eine Normierungsbedin-
gung zu erfiillen hat, kann man seine Startbedingungen fast frei wiahlen. Nur
fiir den Ursprung muf die Funktion F'(r) (siehe Kapitel 2.2) verschwinden. Fiir
die Startwerte wéhlt man:

F(0) = o0,

F(h) = a,

F(Tmax) - bla
Frmae —h) = by (D.7)

Um das Verfahren noch zu stabilisieren, ist es sinnvoll, die Startwerte a, by
und by so zu wihlen, daf} bereits die Asymptotik der Losung physikalisch rich-
tig wiedergegeben wird, d. h. im Auflenbereich expotentiell abfallend und im
Ursprung Drehimpulsrelationen beriicksichtigend. Der Grund fiir diese Sta-
bilisierung 148t sich leicht erkldren. Die allgemeine Losung der Dgl. enthilt
sowohl im Innenbereich als auch im Auflenbereich divergierende Terme, die
schon nach wenigen Iterationsschritten die Losung dominieren. Durch das An-
setzen mit der richtigen Asymptotik kann man diese dominierenden Losungen
linger unterdriicken und somit das Vefahren stabilisieren.

D.4 Stetigkeitsbedingungen

Wie bereits erwihnt, mufl die Losung stetig in F' und F’ sein. Um diese
Bedingung zu iiberpriifen, wéhlt man giinstigerweise den Punkt, in dem die
Wellenfunktion in den expotentiellen Abfall iibergeht. Dies passiert an der
Stelle, fiir die w(z) = 0 gilt. Auerdem mufl an diesem Punkt gelten:

Nl Ennen(x) = N2 Fauﬁen(x)a
N, E,

innen

!

(37) = Ny Fauﬁen(x)‘ (D8)

Ersetzt man die Funktions- und Ableitungswerte durch Ausdriicke wie in (D.2),

kann man die beiden o. a. Bedingungen in folgende Ausdriicke umschreiben:
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NI F;Znnen(x - h) - N2 Fauﬁen(x - h)a
NI F;Znnen(x + h) - N2 Fauﬁen(x + h) (Dg)

Damit dieses Gleichungssystem eine Losung hat, mufl die dazugehorige Deter-
minante verschwinden. Dies a8}t sich leicht nachpriifen. Wenn dies erfiillt ist,
ist nur noch das Verhiltnis der Normierungskonstanten % zu bestimmen. Die
komplette Lésung kann danach noch einer beliebigen Normierung unterzogen

werden.
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