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EDITORIAL

Dieser Band 71 der Oberhessischen
naturwissenschaftlichen Zeitschrift ist dem

kénnten unterschiedlicher gar nicht sein und
doch ergéanzen sie sich irgendwie. Gleichzeitig
erinnern wir an die vielleicht grofite
Mathematikerin aller Zeiten, die es in ihrer Zeit
als Frau trotz ihres unbestrittenen Talents so
schwer hatte, die gebuhrende Anerkennung zu
finden.

Leopold Kronecker hat auf der Jahrestagung
4 der Naturforscher 1886 gesagt: "Die ganzen
Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles

"""'V'W,kf;;a andere ist Menschenwerk." Insbesondere
Emmy Noether lehnte er das aktual Unendliche ab und
(188271 1935) akzeptierte nur solche mathematischen

Objekte als existent, die in einer endlichen
Zahl von Schritten gebildet werden kdnnen. Kronecker stand in der griechischen
Tradition, die potentiell unendlich tolerierte, aber das aktual Unendliche
ablehnte.

Lediglich der -®eschithtesBgdevduAgaund Verallgemeinerung

Thema AZahlenii gewi dmet .

des Zahlbegriffesi t r 2 gt das ¢bergreifende Thema i

nachgegangen, ob die kulturhistorische Entwicklung des Zahlbegriffes aus
mathematischer Sicht hatte anders verlaufen kénnen. Kronecker spricht von
Aganzen Zahl enf. Doch |eestlichydassdes iiber 2.000
Jahre gedauert hat, bis die negativen Zahlen als eigenstandige Zahlen Eingang
in die Mathematik und den Alltag gefunden haben.

Ganz selbstverstandlich gehen wir mit dem Abstandsbegriff und der damit
verbundenen Metrik um. Wir nennen sie euklidisch oder archimedisch und
verdeutlichen damit die lange Tradition, die wir damit verbinden. Umso
frappierender ist die Erkenntnis, dass es eine andere Metrik geben kann i die
p-adische Metrik mit ihrem ganzlich anderen Abstand. Sie hat im praktischen
Leben keine Bedeutung, aber sie ermdglicht eine alternative Sicht auf
ansonsten sperrige Bereiche der Mathematik.

Il m zweiten Beitrag steht die ANULLAHA
Indo-arabischen Ziffern benétigten, um sich gegen die rémischen Zahlen
durchzusetzen. Auch dabei sind viele positive Entwicklungen, aber auch

esem

synot
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manche Stagnation und schwer verstandliches Beharrungsvermégen
verbliffend. Warum erfanden die mathematisch so versierten Griechen kein
Stellenwertsystem mit der Null? Wieso gelang dies den Sumerern oder den
Maya? Welche Bedeutung hatte das Fingerrechnen und das Kerbholz in ganz
Europa? Was hat die doppelte Buchfiihrung mit der Null zu tun? Wo ist die viel
geschmahte Null von geradezu zentraler Bedeutung in der Mathematik?

Der dritte Beitrag handelt von hyperkomplexen Zahlen. Doch eigentlich sind nur
vier davon von besonderem I nteresse.
reellen und komplexen Zahlen, gar nicht das, was man unter dem Begriff
Ahyper kompl ex i .vDabeinfalléneuns invder Riegel zuerst die
Quaternionen und vielleicht noch die Oktonionen ein. Sie werden nach ihren
Entdeckern gerne Hamilton-Zahlen und Cayley-Zahlen genannt. Und doch

Davo

haben alle vier sogenannten AAl gebtreni

gemeinsam: In ihnen und nur in ihnen ist eine Division mdoglich. Doch sie
verlieren sukzessive von reell, Uber komplex, Quaternion bis Oktonion wichtige
algebraische Eigenschaften. Nur in den reellen Zahlen gibt es eine
Ordnungsrelation namens kleiner/grof3er, bei Quaternionen gilt nicht mehr das
Kommutativgesetz der Multiplikation und bei Oktonionen fehlt gar die
Assoziativitat i Klammern bestimmen die Reihenfolge und damit das Ergebnis
von Rechnungen.

Doch was zunéchst mathematisch verstérend wirkt, scheint in der
Naturbeschreibung eine Rolle zu spielen. Die grof3en physikalischen Modelle im
Kleinen, das Standardmodell der Teilchenphysik und im Grof3en, das
Standardmodell der Kosmologie, gehorchen Symmetrien, die mit Hilfe der
Divisionsalgebren erforscht werden kdnnten. Es gibt sogar vage Hoffnungen,
dass die Natur aus der Mathematik erklart werden kann und nicht nur durch die
Mathematik beschrieben wird. Es wéare, um Immanuel Kant zu zitieren, eine
Erkenntnis a priori.

Mit dem Thema AZahlenf st also ei
verbunden. lhre Geschichte sagt viel Uber die Entwicklungsstufen unserer
Kultur aus. In Form von Mathematik ist es das, was Galilei Galileo das Alphabet
nannte, mit dessen Hilfe Gott das Universum beschrieben hat.

Giel3en, im Herbst 2023 Dr. Willi Kafitz Dr. Michael Serafin

du
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ZAHLEN

Geschichte, Bedeutung und Verallgemeinerung

des Zahlbegriffes

WILLI KAFITZ»

Abstract:

Numbers are as old as there are people of a level of development who can abstract
accordingly and only see the number of objects as a commonality. This is how counting
and natural numbers came about. In early high cultures, calculations were already
being made intensively with fractions. However, negative numbers were sometimes
vehemently rejected up to the 15th century. The zero does not appear in India until the
middle of the first millennium AD. The discovery of irrational numbers was long
considered the first crisis in ancient mathematics. That is put into perspective today.
Only towards the end of the 19th century was it recognized that a gapless continuum
is formed by all real numbers and thus continuity could be given a consistent basis.
The complex numbers gave mathematics a significant expansion and allowed e.g.
theorems of great generality, scope and aesthetics in the theory of functions. However,
attempts to expand the concept of numbers beyond complex numbers had to accept
limitations. These restrictions are based on the system that has been established by
algebra for around 200 years. A variety of terms such as field, group, ring, vector space
3and numerous gradations have emerged that describe the degree of systematization
of mathematical objects and make calculations with them possible. There are often
generalizations of the numbers in individual aspects, which no longer deserve this
term, but are of interest both in mathematics and in their applications. But in order to
meet the algebraic, geometric and analytical requirements and last but not least the
applications in the natural and engineering sciences, the real and complex numbers
and, with considerable drawbacks, the quaternions proved to be suitable. A new and
already fruitful way of looking at the connection between numbers and geometry is also
proving useful.

Keywords:

history of different types of numbers, generalization of numbers, systematization by
algebraic structures, quaternions, p-adic numbers



Zusammenfassung:

Zahlen sind so alt wie es Menschen einer Entwicklungsstufe gibt, die entsprechend
abstrahieren kénnen und nur die Anzahl von Objekten als Gemeinsamkeit sehen. So
endstand das Zahlen und die naturlichen Zahlen. In friihen Hochkulturen wurde auch
bereits intensiv mit Briichen gerechnet. Negative Zahlen wurden jedoch teilweise bis
ins 15. Jahrhundert vehement abgelehnt. Auch die Null taucht erst Mitte des ersten
Jahrtausends nach Christus in Indien auf. Die Entdeckung von irrationalen Zahlen galt
lange Zeit als erste Krise der antiken Mathematik. Das wird heute relativiert. Erst gegen
Ende des 19. Jahrhunderts wurde erkannt, dass durch alle reellen Zahlen ein
luckenloses Kontinuum gebildet wird und somit der Stetigkeit eine konsistente
Grundlage gegeben werden konnte. Die komplexen Zahlen schenkten der Mathematik
eine bedeutende Erweiterung und erlaubten z.B. in der Funktionentheorie Satze von
groBer Allgemeinheit, Tragweite und Asthetik. Versuche zu Erweiterungen des
Zahlbegriffes Uber die komplexen Zahlen hinaus mussten aber Einschréankungen
hinnehmen. Diese Einschrankungen orientieren sich an der Systematik, die seit etwa
200 Jahren durch die Algebra begrtindet wurde. Es sind vielfaltige Begriffe, wie Korper,
Gruppe, Ring, Vektorraum sowie zahlreiche Abstufungen entstanden, die den
Systematisierungsgrad mathematischer Objekte beschreiben und ein Rechnen damit
maoglich machen. Es sind oft in einzelnen Aspekten Verallgemeinerungen der Zahlen,
verdienen zwar nicht mehr diesen Begriff, sind aber sowohl in der Mathematik als auch
in ihren Anwendungen von Interesse. Doch um den algebraischen, geometrischen und
analytischen Anforderungen gerecht zu werden und nicht auch zuletzt den
Anwendungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften, erwiesen sich die reellen
und komplexen Zahlen und mit erheblichen Abstrichen die Quaternionen als tauglich.
Eine neue und bereits fruchtbare Sichtweise auf den Zusammenhang von Zahlen und
Geometrie erweist sich aber auch als nutzlich.

Schlisselworte:

Geschichte verschiedener Arten von Zahlen, Verallgemeinerung von Zahlen,
Systematisierung durch algebraische Strukturen, Quaternionen, p-adische Zahlen

*) Dr. Willi Kafitz, Rother Weg 3, 35112 Fronhausen, email: willikafitz@web.de



Zitate

Aberglaube bringt Ungltick?
Nach Umberto Eco (19327 2016)

Wir sprechen deutsch, wir schreiben romisch und wir rechnen indisch.?
Karl Menninger (1898 7 1963)

Es gibt nichts weniger als Nichts.3
Gottlieb Wilhelm Leibniz (1646 7 1716)

Wie ich schon andeutete, schlof? sich Hamilton eine Schule an, die ihren Meister
an Starrheit und I ntoleranz noch ¢(berbot
brauchbar an ihrem Platze; sie reichen aber in ihrer Bedeutung an die

gewohnlichen komplexen Zahlen nicht heran.*
Felix Klein (1849 1 1925)

Die kurzeste Verbindung zwischen zwei Aussagen uber reelle Zahlen fihrt Gber

komplexe Zahlen.®
Jaques Hadamard (18651 1963)

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.®
Leopold Kronnecker (1823 7 1891)

To admire is, to me, questionless, the highest pleasure of life.”
William Rowan Hamilton (18051 1865)

Rationale und irrationale GroRen gehéren beide nicht zu dem an sich

Gedachten, sondern zu dem mit Anderem Verglichenen.®
Heron von Alexandria (10 n.Chr. 7 70 n.Chr.)

Math is like love, a simple idea but it can get complicated.®
George Pdlya (18871 1985)

! zitiert nach Umberto Eco: Das Foucaultsche Pendel, Hanser, Miinchen 1989. S. 5

2 Karl Menninger, Zahlwort und Ziffer, Eine Kulturgeschichte der Zahl, Géttingen, 1958,
zitiert nach Wulding, ebenda, S. 97.

3 Zitiert nach https://www.matheretter.de/wiki/negative-zahlen-geschichte

4 Felix Klein: Vorlesungen tber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert.
Teil I. Verlag von Julius Springer, Berlin 1926, S. 184 ff

5 Sigg, Markus: Humor in der Mathematik. In: Lexikon der Mathematik Band 2,
Heidelberg (Spektrum) 2001, S. 444-451

6 zitiert nach: Courant, Richard/Robbins, Herbert: Was ist Mathematik, Springer 2010,
S.1

7 Letter to the Marquess of Northampton (June 17, 1838), in Robert Perceval Graves,
Life of Sir William Rowan Hamilton Vol. 2 (1885) pp. 260-261.

8 Zitiert nach https://www.kai-
friederike.de/materialien/hese2017th_2/Zahle_fallen_nicht_vom_Himmel.pdf

9 Wird G. Polya und R. Drabek zugerechnet, zitiert nach https://angewandte-
didaktik.mathematik.uni-mainz.de/files/2020/08/MATpHorismEn-2020-08-31.pdf
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Einleitung und Fokus

Der Begriff Zahl ist vielschichtiger als man denkt. Deshalb soll vor allem der
Fokus des vorliegenden Beitrags moglichst gut abgegrenzt werden und wird
deshalb ausfuhrlicher als blich.

Eine der wichtigsten Abstraktionen in der Menschheitsgeschichte und in der
geistigen Entwicklung eines Kindes ist der abstrakte, vom Dinglichen losgel6ste
Zahlbegriff. Es macht einen entscheidenden Unterschied aus, ob immer nur die
Anzahl von Dingen, wie zwei Apfel, drei Steine oder fiinf Menschen bezeichnet
werden, oder indem Gemeinsamkeiten bei Mengen durch eine Zahl, z.B. eine
sogenannte natirliche Zahl, ausgedrickt werden. Sie sind die Grundlage flr
den intellektuell anspruchsvollen, nachsten Entwicklungsschritt, das Zahlen,°
sollten aber noch nicht damit gleichgesetzt werden. Das zeigen
ki nderpsychol ogi sche und anthropol ogi sche
ist aber erst die Vorstufe zum Zahlen.! Es scheint auch sicher zu sein, dass
diese Vorstufe viele Jahrhunderte anhielt. Ethnographische Untersuchungen in
Afrika, Ozeanien und Amerika belegen, dass es noch heute Naturvélker gibt,
die sozusagen auf einen Blick Mengen ziemlich genau taxieren kénnen ohne
Uber einen Zahlbegriff zu verfligen.

Zahlen ist dann ein bedeutsamer, nicht selbstverstandlicher
Entwicklungsschritt. Die nattrlichen Zahlen werden als gemeinsames Kriterium
von Mengen von Einheiten gleicher Machtigkeit begriffen. Diese bilden virtuelle
Paare. Wenn in einem Theater alle Platze besetzt sind, greift die Paarbildung
zwischen Platz und Besucher. Es gibt dann genauso viele Besucher wie Platze.
Man kann jedem Platz einen Besucher zuordnen und umgekehrt. Diese
Einheiten sind auch das rekursive Element, denn es wird beim Zahlen immer
um eine Einheit also Eins vergr°Cert. Doc
Beispiel: Das Jahr hat immer 12 Monate, d.h. die Menge aller Monate eines
Jahres bleibt gleich. Es handelt sich bei der 12 um eine Kardinalzahl. Der 12.
Monat des Jahres ist dagegen eine Ordinalzahl; sie dient dazu, diesen einen
Monat Dezember innerhalb eines Jahres zu kennzeichnen. Es gibt ihn nur
einmal pro Jahr. Kardinalzahlen bezeichnen eine Anzahl; Ordinalzahlen
nummerieren. Man beachte auch: Sowohl die Kardinalzahl 12 als auch die
Ordinalzahl 12 bestehen aus zwei Ziffern. Ihre Bedeutung als Zahl erlangen sie
erst in einem Stellenwertsystem. Weltweit am meisten verbreitet ist die Basis
10, also das Dezimalsystem. Die 1 in der 12 steht hier also fur 10.

10 Ein ca. 20.000 Jahre alter Wolfsknochen mit 55 Kerben, aufgeteilt in zwei Reihen
mit FUinfergruppen, 1937 in der Tschechoslowakei gefunden, gilt als altestes Hilfsmittel
zum Zahlen (Universal Geschichte der Zahlen, S. 14). Damit ist es alter als das Rad,;
nur die Beherrschung des Feuers ist alter.

11 Ebenda, S.23
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Dieser Beitrag wird eher den Zahlbegriff als Wert thematisieren; damit sind
Begriffe wie Ziffern oder Ordinalzahlen nachgeordnet. Weltweit haben sich
verschiedene Konventionen herausgebildet, wie z.B. wie mit den Fingern
gezahlt wird. Es gibt zahlreiche Beispiele, wie ganzen Zahlen abstrakt
schriftliche, anschauliche, Buchstaben bezogene, muindliche oder figtrliche
Zeichen zugeordnet wurden. Das sind hochinteressante ethnologische Aspekte,
die aber wenig Bezug zur Mathematik haben und deshalb nur in wenigen
Beispielen in diesen Beitrag gehéren. Auch die Art des Zahlens hat sich
unterschiedlich entwickelt. So zahlen Kaufleute rund um Bombay in Indien heute
noch nach einem Aquin?renfi (Basis 5)
zahlt dabei die Funfer von 5 bis 25; die linke Hand die Einer von 1 bis 5. Auch
bei den Azteken finden sich Anzeichen fir ein FlUnfer-System. Die Mayas
zahlten auf Basis 20, ein Vigesimalsystem, da ein Monat 20 Tagen entsprach
und auch Zyklen, wie 20 Jahre, 400 Jahre oder sogar 8.000 Jahre eine Rolle
spielten.'? Die 20 taucht auch heute in der franzdsischen Sprache als quatre-
vingts, also 80, auf (4 mal 20). Das Sexagesimalsystem auf Basis 60 geht auf
das Zweistromland Mesopotamien zurick und hat sich bis heute bei der
(Uhr)Zeit und bei der Kreis- und Winkelberechnung gehalten. Versuche
wahrend der franzosischen Revolution Uhrzeit auf das Dezimalsystem
umzustellen, wurden in der Bevolkerung nicht akzeptiert.

Doch sobald in den Entwicklungsstufen einer Kultur gezahlt werden kann, geht
es relativ schnell. Es ist wiederum Voraussetzung fur Relationen zwischen den
natirlichen Zahlen und schliel3lich dem Rechnen. Zahl als reine Abstraktion
sollte man nicht zu wdrtlich nehmen. Auch heute noch wird dabei z.B. in der
Auvergne, in China, Indien und Russland die Hand zu Hilfe genommen und man
multipliziert ohne weitere Hilfsmittel. Korperbezogenes Zahlverhalten kann
dabei sehr komplex werden. So differenzieren verschiedene Insulaner von der
Torres-Stral3e Uber Korperteile 33 verschiedene Zahlen im Sinne von Mengen,
bei den Ureinwohnern von Papua Neuguinea sind es immerhin noch 22, bei den
Elema Neuguineas kdnnen tber 23 bezeichneten Kdrperteilen unterschiedliche
Mengen kommuniziert werden. Es sind Kardinalzahlen, aber es liegt eine
Konvention zugrunde, welches Korperteil welcher Zahl zugeordnet ist. In dieser
Konvention steht Zeigefinger oder linker Ellenbogen immer fiir eindeutige
Kardinalzahlen.'®* Man kann durchaus mit gréReren Zahlen umgehen. Daruiber
hinaus werden Bilindel mit Stockchen benutzt.4

12 Universal Geschichte, ebenda, S. 53-65

13 In einem Telefonbuch sucht man in der Regel alphabetisch. Hier nehmen die
Buchstaben des Alphabets im Prinzip die Funktion von Ordinalzahlen ein.

14 Universal Geschichte, ebenda, S. 31

Syst
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Auch die kindliche Entwicklung folgt in grober N&herung den
Entwicklungsstufen der Menschheit. Eins und Eins ist Zwei, ist der Beginn des
Zahlens und gleichzeitig die erste Gleichung, die ein modernes Kind lernt.

Man ist dann relativ schnell in frithen Hochkulturen beim Teilen und dabei bei
Briichen. Das war eine Forderung im Handel und anderen gesellschaftlichen
Anforderungen, wie der Verwaltung. Aber es hat lange gedauert, bis sich
negative Zahlen durchgesetzt haben. Sie wurden im antiken Griechenland
zunachst schlichtweg als unmdglich ignoriert, spater waren sie zumindest
suspekt. In Indien und China erwiesen sie sich bereits langer als nttzlich. Die
arabische Mathematik hat sie deshalb auch friher als das Abendland,
gemeinsam mit der Null, Gbernommen.

Dar ¢ber spa@ter mehr i m Rahmen weiterer A
Zahlen hinaus.

Sehr frih haben Zahlen auch eine mythische Bedeutung bekommen. Dies halt
bis in die heutige Zeit an. Vor allem auf Pythagoras von Samos (um 570 7 nach
519 v.Chr.) und seiner Schule gehen Mystifizierungen bestimmter Zahlen

zur ¢ ck. Er hat dnei pZahl | eal sDiAWrepir i po s
reprasentieren fur ihn und seine Junger die harmonische Ordnung als héchste

Regel i n der Kosmol ogi e. Besti mmte Zahl en
andere. Dazu gehdren Quadrat oder

Dreieckszahlen, wie 1] O1

! ‘ &3
1+2=3

1+2+3=6 9 6
1+2+3+4=10

1+2+3+4+5=15

USW.
: = 10

Di e A10And war das 116 en

pythagoreischen Eid. Es entstand ebenfalls der

Begriff der Aperfekte gal te

Zahlen géttlicher Natur. Es sind Zahlen, die die  Abb. 1. Heilige Quadrat- und
Summe ihrer Teiler sind (inkl. 1, exkl. der Zahl Dreieckszahlen

selbst). Die Griechen kannten vier perfekte

Zahlen (6, 28, 496, und 8128).1516

15 Claudi Alsina, Der Satz des Pythagoras, deutsch bei Librero RBA, 2016, S. 32, heute
kennt man 43. Sie sind alle gerade. Man weil3 nicht, ob ungerade existieren und ob es
unendlich viele gibt.
16 Eigene Abbildung
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Doch man muss flr solche Beispiele nicht in die Antike zurtickgehen. Glaube
und Aberglaube kénnen auch im christlichen Abendland nahe beisammen

liegen. So wird z.B. im Johannes-Evangel i um mi't A6 66 d
assoziiert’ |l m Hebr 2i schen hat der Name AKai sel
ebenfalls Diokletian T beides romische Kaiser, unter denen

Christenverfolgungen stattfanden. Wichtige Zahlen in der Bibel sind die
ASiebenii (Sch°pfungsgeschicht ge, dasBueghben f €
mit sieben Siegeln des Johannes, sieben Engel blasen sieben Posaunen). Die
AzZzwel fA (Zwelf St2mme des Vol kes I|srael,
Die AVierzigid (Zeit der BuCe zwischen Ost
bei der Sintflut, vierzig Tage war Moses auf dem Berg Sinai, vierzig Tage hat

Jesus in der Wiste gefastet). Diese und andere biblische Zahlen finden sich in

weltlichen wie religiossen Zusammenhangen wieder.

Auch heute ordnet man in vielen Kulturkreisen Zahlen eine besondere
Bedeutung zu. In China gilt die Vier als Ungliicksbringer. In Shanghai z.B. wird

ma n h°chst sel ten ein Nummer nschil d mi t
Gebauden fehlt sogar der 4. Stock als Bezeichnung. In anderen Landern ist die
AVierfn eher ein Ordnungsprinzip (Vier Ja
Die A9A i st dagegen eine GI ¢ckszahl i n C
bringen. Sie klingt im Japanischen wie de
Auch in den meisten Flugzeugen wird man die Sitzreihe 13 vergeblich suchen.

Die Fluglinien gehen damit moglichen Protesten aberglaubiger Passagiere aus

dem Weg, die die 13 als Unglickszahl ansehen. Aber fir Italiener oder
Brasilianer ist die 17 Ungliickszahl.*® Bei der Lufthansa wird man auf einem Flug

nach Rio de Janeiro keine Reihe 13 und 17 in ihren Maschinen finden.

Die Zahl 39 ist in Afghanistan das Sinnbild fir das Bose. Bei Telefon- oder
Hausnummern ist sie vollkommen unerwinscht und wird unter Protest

abgelehnt. Sogar als Altersangabe wird sie oft tibersprungen i nach 38 gibt man

als Alter 40 Jahre an.*®

Dagegen assoziiert man mit manchen Zahlen oder Daten gluckliche oder
unglickliche Perspektiven i Beispiel ist Freitag, der 13. Allerdings fiel der

2.2.2022 auf einen Mittwoch, der 22.2.2022 auf einen Dienstag, so dass eine
Rekordzahl an EheschlielRungen nicht verzeichnet wurde.

Da in einigen Kulturen zwischenzeitlich Buchstaben mit Zahlen gleichgesetzt

wurden, entwickelte sich insbesondere bei Namen oder Versen eine eigene

literarische Gattung, die Isopsephie. Es wurde dabei als Grundprinzip der
Zahlenwert einer Buchstabengruppe ermittelt. In Pergamon fand man

17 Der katholische Theologe Petrus Bungus verdffentlichte ein Buch, in dem er
numer ol ogi s,ddssdArtNanveiMarifiLutherfiden Zahlenwert 666 hat.

18 https://www.geo.de A reisen A reisewissen

19 https://de.style.yahoo.com/ A Ungliickszahlen
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ent sprechende I nschriften; in Pompeji gib
di e, deren Zahl 545 i sti. Manche Zahl en:
Gnostiker versuchten jedoch darlber tiefschirfende Erkenntnisse zu gewinnen,

was dann doch die Grenze zum Aberglauben Uberschreitet.

Die ANumerologiefi erfreut sich also in
Glicksspiel oder wichtigen Terminen und personlichen Daten immer noch einer

grofR3en Beliebtheit. Auch wenn der Aberglaube durch statistische Belege, die

ihn wissenschaftlich unzweifelhaft widerlegen, kaum auszurotten ist, haben
numerologische Uberlegungen keinen Anspruch auf einen Status als exakte
Wissenschatft.

Diese Beispiele sollen deshalb geniigen und gleichzeitig die Abgrenzung im
Fokus bilden. Der vorliegende Beitrag will diese sogenannten numerologischen
Aspekte vollkommen ausklammern und sich allein um Zahlenstrukturen im
mathematischen und kulturhistorischen Sinn konzentrieren.

Zahlen und Mathematik

Es gibt einen entscheidenden Unterschied in der Motivation, in dem sich z.B.
mesopotamische, agyptische, aber auch chinesische Mathematik, von der
Mathematik in griechisch-hellenistischer Zeit bzw. der Spatantike
unterscheiden. Im Einflussbereich des Zweistromlandes und der Kultur am
Unterlauf des Nils dienten mathematische Fragen und Methoden ausschlief3lich
praktischen Zwecken und somit Anforderungen des Bauwesens, der Wirtschatft,
des Handels oder der Vermessung. Eine gewisse Ausnahme bildete die
Astronomie, die nur im weitesten Sinne, z.B. Uber die Bedeutung exakter
Kalender, praktischen Interessen diente. Auch sie war aber lediglich eine
Anwendung von Mathematik.

Eine wichtige Unterscheidung ist dabei Zahl als technische Gr63e und Zahl als
Geldwert. Eine erste Tauschwéahrung sowohl in vorhellenistischer Zeit als auch
bei den Romern vor dem 4. Jahrhundert v. Chr. war der Ochse. Weltweit
entwickelten sich die unterschi ed|l i chsten AW2hrungeni. S
Muscheln insbesondere Kaurimuscheln, Leder, Stoffe, Korn, Waffen,
Baumwolle, Jade, Bitumen, Kakao u.v.m. dienten als Wahrungseinheiten. Die
russische Regierung erhob bis 1917 die Steuern in manchen Teilen Sibiriens in
Pelzen.?0 Erst spater z.B. im alten Agypten, setzten sich Metalle, wie Kupfer und
Bronze, seltener Silber und Gold, als Tauschobjekte durch. Dies war dann auch
der Beginn der Geldwirtschaft. Schon in der Bibel wird der Silberschekel im
Alten Testament (z.B. im Buch Mose) als Wahrung genannt. Der nachste Schritt
war das Minzgeld, das durch Guss- und Pragetechnik, Legierung, Normung,
Recht auf Pragung, usw. gewissen technischen und rechtlichen Anforderungen

20 Universal Geschichte, ebenda, S. 129f
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entsprechen musste. Heute geht man davon aus, dass das griechische
Kleinasien, etwa im 7. Jahrhundert v.Chr., dieses System erfunden hat und das
sich dann aufgrund seiner Vorteile fast weltweit verbreitete.

Die Griechen bedienten sich durchaus auch
mathematischer Methoden in der Praxis,
Mathematische Theorie aber das urspriingliche Interesse lag im
Verstandnis idealer  Konstrukte, wie

Akkommodation Assimilation regelméRigen geometrischen Formen und
Kdrpern oder abstrakten Fragen, wie z.B. der
axiomatische Aufbau der ebenen Geometrie
Intuitive Vorstellungen durch Euklid oder die Integration von

Ai nkommensur abl enf Gr ° Ce
Abb. 2: Wechselwirkungen  werte) in das mathematische Weltbild.
zwischen mathematischer Insbesondere wurde seit dem Wirken von
Theorie und intuitiven Pythagoras der strenge mathematische
Vorstellungen Beweis mit Definitionen, Voraussetzungen,

Satzen und logischen Beweisen propagiert.

Aus dieser Sicht auf die Mathematik konnten aber dann auch praktische
Problemlésungen im Bereich des Wasserbaus, bei der Statik von Gewdlben
oder bei militarischen Anwendungen gefunden werden. Voraussetzung ist aber
in der Regel die Einsicht, dass zu Beginn des Erkenntnisprozesses die
Abstraktion auf rein mathematische Fragestellungen steht. Ein gutes Beispiel
fur diese Denkweise bietet Heron von Alexandria (10 n.Chr. i 70 n.Chr.).

Pauschalierend kann man sagen, dass bei friheren Kulturen der
Sinneseindruck das Denken beherrschte und im antiken Griechenland zum
ersten Mal das abstrakte Denkmodell. Trotzdem treibt auch heute die Intuition
die mathematische Forschung.?! Dies ist bis heute pragend fiir die Mathematik
und soll auch im vorliegenden Beitrag helfen, um schlieBlich zu
Verallgemeinerungen des Zahlbegriffes zu fihren.

Zahlbarkeit und Wissensgrenzen

Vor scheinbar beliebig groRen Zahlen haben viele Menschen zu allen Zeiten
resigniert. Sie haben angezweifelt, dass menschliches Wissen die schiere
Grol3e ermessen kann und haben daraus den voreiligen Schluss gezogen, dass
auch der Wissenserwerb an sich prinzipiell begrenzt ist. Diese Haltung schien
unabhangig von Religionen und Kulturkreisen zu bestehen. Noch heute werden
sogar in westlichen Landern, wie den USA, bestimmte Fragen als

21 Grafik nach https://www.kai-
friederike.de/materialien/hese2017th_2/Zahle_fallen_nicht_vom_Himmel.pdf
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Agottesl asterlichi betrachtet und
ausgeklammert.

Diese Meinung, dass bestimmtes Wissen fur Menschen nicht zuganglich ist,
manifestiert sich im Christentum in einer zentralen Passage des Alten
Testaments. Es sind die ersten Worte des Buches Ecclesiasicus, oft als Jesus
Sirach oder Buch des Sirach (englisch Book of Ben Sira) bezeichnet. Es ist nach
seinem Verfasser benannt, der es in Jerusalem um 180/190 v.Chr., also
wahrend der hellenistischen Epoche, niederschrieb. Es spiegelt sicherlich nicht
nur die damals aktuelle Meinung, sondern durchaus die Meinung vergangener
und nachfolgender Jahrhunderte wider:

AWer kann sagen, wie viel Sand das
viel Tage die Welt hat? Wer kann erforschen, wie hoch der Himmel, wie breit
die Erde, wie tief das Meer ist? Wer kann Gottes Weisheit ergriinden, die doch
allem vorauf,®d*ht ?d (Sir, 1

Diese Fragen suggerieren, dass nur eine tbermenschliche Macht Antworten
darauf haben kann und sie sind zu jeder Zeit ein Alibi gewesen, um die Grenzen
der Z&ahlbarkeit und damit des Wissenserwerbs viel zu schnell oder zu friih zu
setzen.

Dabei waren wesentliche Erkenntnisse bereits vorhanden, um ein Teil der
Fragen wenigstens im Prinzip beantworten zu kdnnen.

Eratosthenes von Kyrene (276 7 195 v.Chr.) war aufgefallen, dass es in Syene,
dem heutigen Assuan nahe dem nérdlichen Wendekreis, einen tiefen Brunnen
gab, in dessen Wasser sich an bestimmten Tagen die Sonne spiegelte. An
gleichen Tagen warf ein Obelisk bekannter Hohe in Alexandria einen Schatten
messbarer Lange. Dort stand also die Sonne nie ganz senkrecht. Aus der
Entfernung zwischen Syene und Alexandria, gemessen in Kamelreisetagen,
konnte Eratosthenes unter der plausiblen Annahme, dass die Strahlen der
Sonne als parallel angenommen werden kénnen, den Erdumfang berechnen.
Der Fehler lag im Vergleich zu heutigen Prazisionsberechnungen im einstelligen
Prozentbereich. Dass die Erde kugelférmig ist, war damals ebenfalls bekannt.
So warf die Erde bei einer Mondfinsternis zuerst einen kreisférmigen Schatten
auf den Mond.

Aristarch(os) von Samos (310 1 230 v.Chr.) fand, dass die Beobachtung der
Planetenbahnen besser zu einer heliozentrischen als zu einer geozentrischen
Annahme passten i mehr als 1500 Jahre vor Kopernikus. Er postulierte mit

22 https://www.bibelwissenschaft.de/bibelstelle/Sir+1,1-10.
Siehe auch Carlo Rovelli, Es gibt Orte auf der Welt, an denen Regeln weniger wichtig
sind als Freundlichkeit, Essays, Rowohlt Verlag Hamburg, Mai 2022, S. 89 ff

wer de
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rationalen Argumenten die AH°he des
damaligen Kenntnisstand ein Modell als grobe Dimension fir die Grol3e des
Sonnensystems.

Es war Archimedes, der diese und andere Erkenntnisse mit Quellenangaben
aufgriff und anfing damit zu rechnen. Zu Aristarch, dessen Werk spéter
verl orenging, schreibt er in seiner

QUeea®Bqd) n

Mristarch aber hat ein Buch verfasst, das aus bestimmten Hypothesen besteht,
und das, aus diesen Annahmen folgernd, zeigt, dass das Universum um ein
Vielfaches gr°Cer ist als das auUniv
Thesen sind, dass die Fixsterne und die Sonne unbeweglich sind, dass die Erde
sich um die Sonne auf der Umfangslinie eines Kreises bewegt, wobei sich die
Sonne in der Mitte dieser Umlaufbahn befindet, und dass die Sphére der
Fixsterne, deren Mitte diese Sonne ist und innerhalb derer sich die Erde beweqgt,
eine so grofRe Ausdehnung besitzt, dass der Abstand von der Erde zu dieser
Sph2are dem Abstand dieser Sphare®zu

Archimedes ging der Frage nach, wieviel Sandkorner in dieses Universum,
gemall den Thesen des Aristarchos, passen wirden. Er musste mit einem
riesigen, aber endlichen Wert rechnen. Fast wichtiger ist aber die Tatsache,
dass er die AUn z?leh bahl inkegetst®llte @nd mamit des
Selbstbeschréankung des Wissenserwerbs entgegentrat. Er wollte ohne
Ruckgriff auf metaphysische Argumentation und rein auf rationaler Basis die
Zahlbarkeit auch solcher riesigen Zahlen nachweisen. Er wusste sicherlich, wir
werden nie alles wissen, aber wir sollten keine kunstlichen Schranken fur
Wissen errichten. Der erste Schritt ist dabei, dass es keine prinzipiellen Grenzen
fur die Zahlbarkeit, Messbarkeit und der Anwendung plausibler Logik gibt.

Das war ein revolutiondrer Gedanke und ein Aufbegehren gegen jede Form
wissenschatftlicher Selbstbeschrankung.

Es mussten allerdings praktische Voraussetzungen fir den Umgang mit grof3en
Zahlen geschaffen werden, die es zur damaligen Zeit noch nicht gab. Die
Griechen besal3en kein Dezimalsystem mit der so wichtigen Null. Aber selbst
wenn es der geniale Archimedes erfunden hatte, war es im Sinne dieser
aufklarerischen und popularwissenschaftlichen Schrift sinnvoller, an
bestehende Denkmodelle anzukniupfen. Man konnte Zahlen bis zur

Hi mm

Abhal

er sum

i hr en

ol ¢

sogenannten AVi el zalelgf bpegnnen.® 8ie lmteldenMy r i a «

23 de.wikibrief.org/wiki/The_Sand_Reckoner bzw.
https://wiki.edu.vn/wiki29/2021/10/19/der-sandrechner-wikipedia/

24 Zitiert nach https://de.wikipedia.org/wiki/Aristarchos_von_Samos
25 Siehe en.m.wikipedia.org/wiki/Myriad
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Wert 10.000, wurde aber meist im Sinne von undefiniert grol3 verwendet.
Verwendet man Myriade als Einheit, so kann man leicht bis einer Myriade
Myriaden zahlen, also (dezimal gedacht) 108. Archimedes nannte die Zahlen bis
108 Zahlen 1. Ordnung und mit 108 als neuer Einheit bildete er Zahlen 2.

Ordnung also bis 108A08=10'® usw. Dies kann man fortsetzen bis p ™
Archimedes ging noch einen Schritt weiter bis zur grof3ten Zahl, die er
verwendete und hat damit einen gewaltigen Zahlenvorrat:

pm =p ™

In heutiger Schreibweise ist es eine Eins gefolgt von 80 Billiarden Nullen
(80R1O0

Man beachte, dass kein Stellenwertsystem zur Verfliigung stand, in dem die

Regeln fir Multiplikation und Potenzierung feststehen, sondern ein quasi
Positionszahlensystem mit der Basis 108 ( wo h| gemer kt i n der Ei |
D.h. Archimedes musste auch selbst Regeln bzw. Befehle fir dieses System

festlegen. Er entdeckte dabei auch die Regel (in moderner Schreibweise), dass
102A0P=102*"st.

Er nannte die definierten Rechenregeln A
| etzten Wert AEinheit der zweiten Periode

Auf Basis des heliozentrischen Modells von Aristarchos von Samos sowie

einigen Annahmen konnte Archimedes nun die Grol3e des Universums
abschatzen. Aristarch nahm also an (gemaf den zitierten Erlauterungen aus

dem ASandrechnerf), d a s sormig aist. Dabél nmiarv e r s u n
AUni versumia f ¢r i hn die Sonne als Zentr a
Kugelsphéare. Dabei entspricht die Sternparalaxe der Sonnenparalaxe, denn die

Griechen waren noch nicht in der Lage, winzige Winkelanderungen im Laufe

eines Jahres zu registrieren oder gar zu messen.

Archimedes bendtigte zudem Obergrenzen. So ging er davon aus, dass die
Sonne etwa das 30-fache der Mondgro3e besitzt oder dass Entfernungen der
Winkeldurchmesser der Sonne (von der Erde gesehen) grofRer als 1/200 eines
rechten Winkels wa#bGad)) 400 Radiant = 0

Die Annahmen zu Gro3en und erwiesen sich im Vergleich zu heutigem Wissen
als viel zu klein. Das sind fir aktuelles Wissen teils lacherliche
GroRRenordnungen. Doch auch Archimedes verwies immer wieder auf
Rundungen und unbewiesene Annahmen.

Aber darauf kam es nicht an. Das Ziel war der Nachweis prinzipieller
Berechenbarkeit.

Heute lassen sich noch mehr Fragen aus Ecclesiasicus viel exakter
beantworten. Wir beherrschen meteorologische Fragen nach der Regenmenge,
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Satelliten bestimmen Meerestiefen zentimetergenau und die Kosmologie ist in
den letzten Jahrzehnten zur exakten Wissenschaft geworden, die die Zeit seit
dem Urknall ziemlich genau bestimmen konnte.

Der Zahlbarkeit als erstem Schritt zum Wissen Uber die Welt sind somit
zumindest prinzipiell keine Grenzen gesetzt.

Negative Zahlen

Im antiken Griechenland wurden negative Zahlen abgelehnt und das hatte einen

guten Grund. Man dachte und rechnete in Strecken und Flacheninhalten. Eine

negative Lange oder Flache macht jedoch keinen Sinn. Diophantos von
Alexandria?®, wohl der bedeutendste Algebraiker und Zahlentheoretiker der

Antike, hati n seinem Buch AArithmeti c4x®20 di e |
geldst und ein negatives Ergebnis erhalten. Ernannt e das Ergebni s
Selbst Michael Stifel (1487 i 1567), der aber schon mit negativen Werten
rechnet e, nannte sie 1553 noch Anumer.i ab
oder fingierte) und schrieb sie (0ia).? Er hatte die ACoCA von (
(1499 7 1545) Uberarbeitet und herausgegeben. Diese Haltung gilt auch fur

andere Autoren. Die negativen Zahlen wurden bis ins 16. Jahrhundert, wie bei

Michael Stifel, als Differenzen natirlicher Zahlen geschrieben wurden (3i 5, 8i

11, etc., erst spater wurde dafir i 2, i 3, etc. geschrieben). Verwirrend war in der

damaligen Zeit auch die Tatsache, dass Subtraktion nicht zur Verringerung,

sondern zur Vermehrung fuhren konnte (z.B. 8i (i 5) 13).

Sogar noch Gottlieb Wilhelm Leibniz (1646 i 1716) fand es unsinnig, von

ANi chtsid noch et w&ig ihnwway dasnrerh rmkissig als

ZwWi schenschritt, um ¢ ber eine anschlieCert
Bereichin zu gel angen. Auch Mat hiel@2) i ker
lehnten die negativen Zahlen ab. Leonhard Euler (1707 i 1783) beflrwortete
siedann 1767 inseinerAVol | st 2ndi gen Anl eitung®zur A
Allerdings hat Leonardo von Pisa (um 1170 7 nach 1240), als Leonardo

Fibonacci bekannt, in seinem Buch liber abbaci eine negative Zahl unter dem

Begri ff ASchul deni al s L°sung einer Gl e
kurioser Einzelfall gewesen zu sein. Dagegen widmet sich ein ganzes Kapitel

De extractione minorum numerorum ex maioribus (Von der Subtraktion kleinerer

%6 Genaue Lebensdaten sind unbekannt. Wu Ci ng gi bt Avermutl i ch
Schriften anderer, ihn zitierende Autoren deuten auf eine Zeit um 250 n.Chr. hin, sicher

vor 364 n.Chr. Siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Diophantos_von_Alexandria

27 Nach WuRing, Hans; 6000 Jahre Mathematik, Band 1, Springer, Berlin Heidelberg,

2008, S. 342

28 https://www.math.uni-bielefeld.de/~sieben/Euler_Algebra.ocr.pdf
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Zahlen von grof3eren). Er hat sich am Hof Friedrich Il in Sizilien vehement fir
die arabischen Ziffern eingesetzt.

In China tauchten negative Zahlen bereits im 2. Jahrhundert vor Christus auf,
also deutlich friher als zu Lebzeiten von Diophantos. Sie wurden erstmals in

dem chinesischen Mathemati kbuch ANeun

Suanshu, 1. Jh.n.Chr.) erwahnt.?® Das dort erklarte chinesische Zahlensystem
verwendet rote Stabchen fir positive Zahlen und schwarze Stabchen fir
negative Zahlen; also entgegengesetzte Farben zu unserer heutigen
Konvention. Kulturgeschichtlich wird gerne auf das allgegenwartige
philosophische Prinzip des Yin-Yang verwiesen, das die Akzeptanz fir negative
Zahlen in China gefordert haben soll. Es beschreibt generell polare Gegensatze,
die aber zusammengehdren. Es fuldt auf Kraften, die sich nicht bek&mpfen,
sondern erganzen.

Indien erlebt ab ca. 600 nach Christus eine Blute der Mathematik und hat damit
auch die arabische Mathematik malRgeblich beeinflusst. Man muss besonders
den Mathematiker Brahmagupta (598 i 670) nennen, der vor allem ein
Regelwerk zum Rechnen mit negativen Zahlen festlegte. Negative Zahlen

nannte er ASchuldenfi und positive AVer me°

aber die Einfuhrung der Null, die Schulden und Vermégen trennt.3°

Uber Indien kamen viele
mathematische Erkenntnisse zur
muslimischen Welt. Insbesondere
unter dem aufgeklarten Kalifen
Harun ar-Rashid (7637 809 n.Chr.),
erkannte man die Bedeutung der
indischen Erkenntnisse, aber
widmete sich auch den antiken
Schriften. Erst durch den Fall von
Toledo 1085 und der Eroberung der

\ umfangreichen Bibliothek gelangten
Abb. 3: Negative Zahlen im Alltag T am  \esentliche  Impulse in  die

Beispiel Thermometer und Fahrstuhl  chyristliche Hemisphare. Ahnliches
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29 Siehe z.B. Begriffs- und Namensklarungen bei
https://lwww.enzyklo.de/Begriff/Jiu_Zhang_Suanshu
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-0348-6379-7_4 (Klassische
mathematische Werke)

WauRding, Band 2, ebenda S. 46f und in der Zusammenfassung S. 66

30 Bildquelle https://www.matheretter.de/wiki/negative-zahlen-alltag



-21-

gilt fir Cordoba 1492, das eine Bibliothek mit 400.000 Werken besessen haben
soll.

Es war dann John Wallis (16167 1703), dem wir auch das Zeichen flr Unendlich
(H) verdanken, der Uber den heute selbstverstandlichen Zahlenstrahl eine
wichtige logische Grundlage fur die negativen Zahlen legte. Dariiber werden
negative Zahlen korrekt definiert und anschaulich im Unterricht eingefihrt.

Ei nen wi chtigen | mpul s l 1T eferte 14914 A S
proportioni et proportionalita T1XWUn.z: Su
Es beschreibt das Prinzipder Adoppel t en Buchf¢sdhrungf unt
negativen Zahlen.3! Die Buchhaltung von Unternehmen beruht auf doppelter
Buchfihrung und verdrangt auch im Behordenumfeld zunehmend die
Kameral i sti k, al so das Denken 1in ATOpfenF

Negative und positive ganze Zahlen ©bil de
AZahl enrin g i ¥ bedetcmet;ndi@ natlridheén Zahlen alleine haben

das Symbol =. Bei den rationalen Zahlen sollen jetzt die Koérperaxiome
besprochen werden.*? Eine wichtige Forderung ist die Abgeschlossenheit der

Menge bzgl. der darauf definierten Verknipfungen Addition und Multiplikation.

Man kann leicht sehen, dassa k ei n Aal gebr &dder kunrdiK° KDep ér

| | | | | | | |

| I | | I I T T

6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 &5 6
Abb. 4: Der Zahlenstrahl bildete die logische Grundlage

fur die negativen Zahlen.

I st . Z . B @ie Zula 8 kein mverBes bzgl. der Multiplikation. Das miisste
3lsei n, al so wm, was | edoxliegt.al s Bruch ni ch

31 Der Franziskanermonch Pacioli hatte auch mit Divina Proportione, einer Abhandlung

zum Goldenen Schnitt unter Beteiligung von Leonardo da Vinci fur die Illustrationen,

ein bahnbrechendes Sumemadearitheetifa sEassDeezAdem a
eng bedruckten Seiten das mathematische Wissen der damaligen Zeit zusammen und

begriindete eine Blutezeit der italienischen Mathematik.

Siehe z.B. https://lwww.spektrum.de/wissen/luca-pacioli-1445-1517/1009133

32 In der Mathematik und besonders in der Algebra finden sich viele Begriffe, die ihr
eigentliches Aemantisches Soziotopfiverlassen haben.
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Rationale Zahlen v

Die rationalen Zahlen kennt man schon seit Jahrtausenden in Form von
Briichen. Bekanntlich ist ein Bruch der Quotient aus zwei ganzen Zahlen. Doch
man muss bedenken, dass frihe Hochkulturen weder das
Zehnerstellenwertsystem mit der Null kannten und negative Zahlen als unsinnig
ablehnten. Die Agypter rechneten zwar (auch) dezimal, besaRen aber kein
Positionssystem mit der Null, d.h. jede Zehnerpotenz hatte ein eigenes
Zahlzeichen. Aul3erdem waren nur Briiche kleiner Eins interessant, weil man
die notige natirliche Zahl dazu addieren konnte. Eine weitere Einschrankung
war die Schwierigkeit oder der Umstand, ggfs. ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches bilden zu mussen. Die Griechen konnten meisterhaft mit Briichen
umgehen. Die Abschéatzung von Archimedes flir A hatte weit Uber ein
Jahrtausend Bestand. Verhéltnisse wurden jedoch nicht als Zahl akzeptiert. Das
verbietet der antike, griechische Zahlbegriff. Sie wurden durch Gebrauch
wahrscheinlich zu eigenstadndigen Denkobjekten. Erst in der alexandrinischen
Zeit, in der Theon von Alexandria (3351 405) lebte und wirkte, kommt der Begriff
AWert eines Veuntd gehttimBedestngsfichttarug A Zah |
aber andererseits von dem Zwiespalt. Die Araber hatten indische, chinesische,
griechische Mathematik adaptiert und waren in der Lage, einen erweiterten
Zahlbegriff zu akzeptieren und haben in der Scholastik das Abendland immer
mehr beeinflusst. Barlaam von Kalabrien (1290 7 1348) schreibt im 13.
Jahrhundert noch sehr verklausuliert:

ADer Wer t ei nes Ver hal tnisses I st
multipliziert das Vorderglied ergibt.i

Erst Petrus Ramus (1515 7 1572), ein franzdsischer Philosoph, lie3 den
griechischen Zahlbegriff hinter sich und definierte eine Zahl sauber:

Numerus est secundum quem unumquodque numeratur (Eine Zahl ist, womit
wir zahlen und rechnen).*?

Nach diesen philosophischen Bemerkungen soll nun der Umgang mit rationalen
Zahlen in Form von historischen Beispielen thematisiert werden.

Die Agypter schrieben bevorzugt komplizierte Briche als Summe von
Stammbrichen. Das kann zu Missverstandnissen fuhren, wenn im Schriftbild
nicht auf eine eindeutige Gliederung geachtet wird und die triviale Zerlegung
vermieden wird. Im Papyrus-Rhind3*, der als eines der ersten

33 https://www.kai-
friederike.de/materialien/hese2017th_2/Zahle fallen_nicht vom_Himmel.pdf
34 https://de-academic.com/dic.nsf/dewiki/1076123

~
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Mathematikbticher (fir hohere Beamte) gelten kann, wird z.B. die Kreiszahl Pi
als Summe von Stammbriichen dargestellt:

“ O - — — O02ZMHX

Man kann sagen, dass in der Antike generell gebrochen rationale Zahlen als

Summe von Stammbriichen dargestellt

N wurden. Dies kann man sich als

Einzelgewichte auf einer Balkenwaage

vorstellen, die ebenfalls zum Gesamtgewicht

addiert werden mussten. Addieren bedeutete
Ahintereinander

schreibe
Abb. 5: Das Horus-Auge 1 im Aza
Stammbrtchen
wurde weggelassen.
Der Umgang mit Briichen in Agypten lasst sich
am schonsten mit der Sage zum Horus-Auge®
verdeutlichen, ein Teil der &agyptischen
Mythologie. Die Augen des Horus sind Sonne
und Mond: der Mo n dA uwie
genannt. Seth, der Bruder von Osiris, riss im
Kampf um den Thron Horus ein Auge aus und es
zerbrach in viele Sticke. Thot, der Mondgott,
Schutzgott der Wissenschaften und der
Schreibkunst, versuchte es wieder
zusammenzusetzen.
Das grofR3te Bruchstiick war die Halfte des Auges,
das Zweitgrof3te ein Viertel, das Drittgrof3te ein
Achtel usw. Thot kam bis 63/64-tel des Auges.
Der Begriff ABruchzahlf
das Horus-Auge wurde aus Bruchstiicken wieder
weitgehend rekonstruiert.*® Hatte Thot beliebig
lange weiter gemacht, so hatte er unendlich viele
Splitter zusammensetzen miussen, hatte also
das ganze Auge erhalten:
pPPP P P P
¢ Ty ¢ 0C Q1

35 Beide Grafiken aus https://de.wikipedia.org/wiki/Horusauge, siehe auch die

kunstlerische Darstellung auf Papyrus im Anhang.

Stammbriiche in Hieroglyphen

Horusauge
Udjat
Wd3t
intakt, vollstandig, heil, gesund

q

das Weile des Auges (links)
=1/, Heqat

0
Pupille
= 114 Heqat

—

Augenbraue
= 118 Heqat

-

das Weile des Auges (rechts)
= 1f16 Hegat

oo

1. Strich unter dem Horusauge
= 11’32 Hegat

{

2. Strich unter dem Horusauge
= /g4 Heqat

das ,heile” Horusauge
= 63154 Hegat

Abb. 6: Stammbriiche der
Bruchstiicke des Horus-

Auges

36 Sijehe auch, Rudolf Taschner, Die Zahl die aus der Kalte kam, S. 70f

gew?d
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Die Stammbriiche sind Teile des agyptischen Hohimal3es Heqat, es entspricht
etwa 4,75 Liter. Teile des Hegat wurden mit den Hieroglyphen in der Abbildung
geschrieben, die den Splittern des Horus-Auges nachempfunden sind.3’

Briche wurden im antiken Rom als Minutiae bezeichnet. Es wurde in einer Art
Unzenrechnung in Form von Zwodlferbriichen gerechnet. Die Zahl 12 hat eine
hohe Teilbarkeit.
In Mesopotamien entschied man sich fir 60. Da meist noch ein Rest blieb,

Heqat in Hieroglyphen

Altes Reich

4.
A

heqat
hq3t
Scheffel

Abb. 7: Das Hohimal3
Hegat, also der
agyptische Scheffel

cerata) mit einem Griffel (stilius). Dieses Gerat ist
bis ins Mittelalter in Gebrauch und wurde in einigen

blieben Naherungen nicht aus. Jeder der
Zwolferbriiche hatte ein eigenes Zeichen und eine
eigene Bezeichnung. Neben den Zwdlferbriichen
existierten noch kleinere Unterteilungen:

1/24, 1/48, 1/72, 1/288, 1/1728 mit den
Bezeichnungen  semuncia,  sicilius,  sextula,
scripulum, siliqua.

Far flichtige Notizen und
Rechnungen
verwendeten die Romer
eine Wachstafel (tabula

T

Regionen noch im 20. Jahrhundert verwendet.® ———

Die romischen Zahlzeichen sollen als bekannt  Abb. 8: Romische
vorausgesetzt werden. Interessant ist der Einfluss ~ Wachstafel, Griffel
der alteren griechischen Zahlzeichen. Seit der Zeit

des Gesetzgebers Solon (ca. 638 1 558 v.Chr.) entsprechen in erster Naherung
griechische Zahlzeichen den romischen, die bis zum Ende der rodmischen
Republik verwendet wurden.

12er Bruch | Reduziert |In 60stel | Bezeichnung | Zeichen |In %
1/12 5 uncia b 8,33
2/12 1/6 10 sextans = 16,67
3/12 1/4 15 guadrans =b 25,00
4/12 2/6 0. 1/3 20 triens == 33,33
5/12 25 guincunx ==b 41,67
6/12 3/6 0.1/2 30 semis oder | S 50,00
dimidium
7/12 35 septunx Sb 58,33

87 Grafik und Texthinweise, https://de.wikipedia.org/wiki/Heqat
38 Quelle der Abbildung: der-roemer-shop.de/
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8/12 4/6 o. 2/3 40 bes S= 66,67

9/12 3/4 45 dotrans oder | S = 75,00
tres quintae

10/12 5/6 50 dextans == 83,33

11/12 55 deunx S = 91,67

12/12 1 60 as I 100,00

Abb. 9: Die romischen Bruchzahlen?®

Noch gréRere Zahlen wurden als Produkte dargestellt. Man konnte ebenso
damit rechnen, wie spater mit den romischen Zahlzeichen.*°

Neben dem Bruch mit beliebigen ganzen Zahlen in Zahler und Nenner gibt es
noch die Dezimalbruchdarstellung.#* Sie setzt ein Zehnersystem und die Null
voraus und kann als ein Bruch mit einer Zehnerpotenz im Nenner aufgefasst
werden. Auch hier scheint Indien die entsprechenden Methoden schon sehr frih
entwickelt zu haben. Sie wurden aber erst durch den arabischen Mathematiker
al-Uqglidisi (9207 980) im 10. Jahrhundert beschrieben. Sein Buch Kitab al-fusul
fi'l-hisab al-hindi existiert in nur einem Exemplar und ist auf ca. 952/953 datiert.

Die Einer von Eins bis Neun wurden geschrieben:
| I I [l TT ITI Tl TTI TTHII

Die Zehner von Zehn bis Neunzig:

A AN AAA AAAA T TIA TIaa TTaaa TTaAAA
Die Hunderter von Einhundert bis Neunhundert:

H HH HHH HHHH  TT  TIH  TIHH TTHHH  TTHHHH

Die Tausender von Eintausend bis Neuntausend:

X XX XXX XXXX T TIX  TIXX  TIXXX TIXXXX

Die Zehntausender von Zehntausend bis Neunzigtausend:

M MM MMM My T TIm Timm TIMmm TTMMMM

Abb. 10: Die alteren griechischen Zahlzeichen

39 Nach G. Ifrah, Universalgeschichte der Zahlen

40 Text und eigene Abbildung nach Rudolf Haller, Die Zahlzeichen bei den Griechen
und ROmern der Antike, https://docplayer.org/23974612-Die-zahlzeichen-bei-den-
griechen-und-roemern-der-antike.html

41 Die Schreibweise und Gliederung von Zahlen regelt die internationale Norm EN
ISO 80000i 1.
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Es gilt als altestes arabisches Buch tber Arithmetik.#? Der Zusatz al-hindi im

Titel deutet schon auf die Bedeutung, die er z.B. dem indischen
Stellenwertsystem zumisst. Das Werk gibt auch didaktische Hinweise. Er wollte

schon auf den noch allseits im Gebrauch befindlichen Abakus verzichten.
Insbesondere beimASa-Adakusfi wurden Zwischenrechnu
waren damit nicht mehr nachvollziehbar.*?

Rationale Zahlen mit ihren Verknipfungen Addition und Multiplikation werden
mit einem stilisierten Buchstaben + genannt.

v hat eine bemerkenswerte, ausgezeichnete Struktur, die man im
algebraischen Sinn einen Kérper nennt. FUr diesen Beitrag sind die Axiome, die
einen Korper ausmachen, so zentral, dass sie an dieser Stelle am Beispiel von
der Menge v und den Verknupfungen Addition und Multiplikation besprochen
werden sollen. Dazu sind einige Grundbegriffe notwendig, die man sich
aneignen muss und deren algebraische Eigenschaften aus den Axiomen
unmittelbar ersichtlich sind: Dies sind vor allem:

Gruppe, Vektorraum, Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz,
neutrales Element, inverses Element.

Auf einer endlichen oder hier unendlichen
Menge sind zwei Verknlipfungen definiert, die
hier die  gewdhnliche  Addition und
Multiplikation sein sollen. Die Menge o ist
abgeschlossen bzgl. beider Verknipfungen,
d.h. sowohl das Element ¢ a+b, als auch das
Element ¢ aAb i st wi eder ein
Menge, also hier der rationalen Zahlen o. Zu
jeder Verknipfung gibt es ein neutrales
Element, so dass bei Anwendung des
neutralen Elements auf ein beliebiges Element
a sich wieder a ergibt. Dies ist augenscheinlich
die Null bei der Addition und 1 bei der
Multiplikation.

Abb. 11: Das Ziffernrechnen

gewinnt die Oberhand Uber
den Abakus Denna+0 aundaN a

42 Siehe z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Al-Uqglidisi, https://mathshistory.st-andrews.
ac.uk/Biographies/Al-Uglidisi/

43 Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Gregor_Reisch,_
Margarita_Philosophica, 1508 (1230x1615).png
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AulRerdem wird gefordert, dass es zu jedem Element bzgl. der Addition und der
Multiplikation a ein inverses Element a” gibt, sodass
a+ta’” Oundam” 1.
Man sieht leicht, dass a’ a bei der Addition und & g)bei der Multiplikation

ist. Dabei muss man verlangen, dass al 0 ist.

Bei den geltenden Gesetzen unterscheidet man in additive und multiplikative
Eigenschaften, sowie in Gesetze, die bei der Kombination von Addition und
Multiplikation gelten mussen.

Die folgende Rubrik der Definitionen und Axiomen findet sich auch in
ubersichtlicher und kompakter Form bei wikipedia:*4

Allgemeine Definition

Eine Gruppe besteht aus einer Menge M mi
Elementen a, b aus M ein drittes Element ¢ zuordnet, das ebenso Element von

M i st c) degldo Gruppe besitzt ein neutrales Element n, so dass
a 3 nn 3 aa. Zu jedem Element a existiert ein inverses Element a’, so dass
azamlk. Gilbtzaazbbo nennt man die Gruppe kom

Ein Korper ist eine Menge K, versehen mit zwei inneren zweistelligen
Ver kne¢pf un g K,aie Additton unahMultiphikation genannt werden.

1. (K, +) ist eine kommutative (=abelsche) Gruppe (neutrales Element 0)
2. (K {0}, t) ist eine kommutative (abelsche) Gruppe (neutrales Element 1)
3. Distributivgesetz
a A A Aunll At A t A fikallda B A +
Einzelaufzdhlung der bendtigten Axiome

Ein Korper muss also folgende Einzelaxiome erfillen:
1. Additive Eigenschaften:

1. a+(b+c)=(at+b)+c flralle a, b,cN (Assoziativgesetz)

2. atb=b+a flrallea,b~ K (Kommutativgesetz)

3. Esgibt ein Element O N K, sodass O+a=a fir alle aN K (neutrales
Element)

44 https://de.wikipedia.org/wiki/Korper_(Algebra). Die Darstellung hat den Vorteil, dass
sie alles auf einen Blick enthalt. Man muss sich lediglich elementare Einzeldefinitionen
und Begriffe, wie z.B. Gruppe, kommutativ=abelsch, verdeutlichen.
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4. Zujedem aN K existiert ein additives Inverses 1 a mit (i a) +a=0
2. Multiplikative Eigenschaften:

1. at At A furdalleA, bfcA (Assoziativgesetz)
2. atb=btafir alle a, bv (Kommutativgesetz)
3. Esgibt ein Element 18 sofdass 1ta=a fiir allea™ (heutrales
Element)
4. Zu jedem an K existiert ein multiplikatives Inverses a™* mit a™ ta=1
3. Zusammenspiel von additiver und multiplikativer Struktur

1. a8 A A Afiir/lle A b,A N K (Links-Distributivgesetz)

2. A A At AftuAalle a b, cn K (Rechts-Distributivgesetz)
Aufgrund der multiplikativen Kommutativitat in einem Korper wirde es hier
ausreichen, nur ein Distributivgesetz anzugeben. Diese Differenzierung in
ARechtsid und ALinksfi wird an spaterer St e

Irrationale Zahlen

Platon hatte erheblichen Einfluss auf die griechische Philosophie. Er war in
Tarent von dem Herrscher Archytas (ca. 428 365 v.Chr.) in die Mathematik
eingefuihrt worden und durch dessen pythagoreische Haltung gepragt worden.
Platons Musiktheorie, worin die Tone richtigerweise als Bruchteile einer
Grundsaite interpretiert wurden, galt als Beleg, dass rationale Zahlen (im
griechischen Sinn Verhaltnisse von Strecken) die Welt erklaren konnten. Dies
bestatigte die Weltsicht der Pythagoreer.*®

Di e Gri echen definierten l rrational it?2t
bemerkte man, dass in der Regel Agew®hn
kommensurabel waren, d. h. zwei naturliche Zahlen a und b lielRen sich stets

als Vielfache einer weiteren natirlichen Zahl ¢ auffassen. Mit dem Euklidischen
Algorithmus lief3 sich c, der gréf3te gemeinsame Teiler (ggT), berechnen. Die

beiden Zahlen a und b, die bei den Griechen grundsatzlich Strecken oder

Flachen bedeuteten, standen dann in einem ganzzahligen Verhaltnis
zueinander. Heute wirde man sagen, der durch c geklrzte Bruch aus a und b

ist eine rationale Zahl. Doch nach und nach tauchten immer mehr
(geometrische) Beziehungen auf, bei denen inkommensurable Beziehungen
auftraten. In manchen wissenschatftlichen Auffassungen soll es das Verhaltnis

von der Seite eines Quadrates zur Diagonale sein (V¢ , es gibt gute Griinde,

45 WuBing, Band 1, ebenda, S 177
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dass Untersuchungen am Pentagramm zur Entdeckung gefuihrt haben.*® Doch
diese als Zahlen zu begreifen stand nicht zur Debatte. Archimedes hat A als
eine inkommensurable Grof3e begriffen, die zwischen zwei kommensurablen,

al so Br¢gchen, | iegt und angen?2hert werder

Suanshu, Neun Kapitel der Rechenkunst, einem der altesten Mathematikbticher
tberhaupt im 1. Jahrhundert n.Chr., im Gegensatz zur griechischen Tradition
ohne Beweise) scheint schon erkannt worden zu sein, dass man beliebig genau,
also mit unendlich vielen Stellen, A beschreiben kann.*’

Lange Zeit hielt sich in der Forschung die Auffassung, dass Hippasos von
Metapont (um 450 v.Chr.) diese heile Welt erschittert hatte und mit der
Entdeckung bzw. schriftichen Bekanntmachung der Irrationalitat die damalige
mathematische Welt in eine tiefe Krise gestlrzt habe. Alte Legenden
behaupten, er ware deshalb ertrankt worden. Heute geht man davon aus, dass
er durch einen Schifforuch ums Leben gekommen, was aber ebenfalls als
gerechte gottliche Strafe angesehen wurde.*®

Die Theorien, es h2atte durch die Ent
Mathematik gegeben, gelten heute als Uberholt.*®°° Es gab erheblichen
Interpretationsbedarf, aber es ist wohl Ubertrieben, von einer Grundlagenkrise
zu sprechen. Diese AGr°Cenverh2altni
erkannt und der Begri ff AVer ha| tni
eingeburgert und wurde einfach ergéanzt. Es war kein Verhaltnis von Zahlen (im
absoluten griechischen Verstandnis als naturliche Zahlen), sondern wieder ein
Verhaltnis von Strecken oder Flachen, aber inkommensurabler Natur. Heron
von Alexandria schrieb:

ARationale wund irrationale Gr°cCen

decku

S
S

S
i

e

q
h ¢

gehor

Gedachten, sondern zu dem?>>mit Anderem Ver

46 Kurt von Fritz: Die Entdeckung der Inkommensurabilitat durch Hippasos von
Metapont, in: Kurt von Fritz: Grundprobleme der Geschichte der antiken Wissenschatt,
Berlin u. a. 1971, S. 545- 575

47 https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Nine_chapters/,

viele Literaturangaben bei https://de-academic.com/dic.nsf/dewiki/2427532

48 Siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/lrrationale_Zahl

49 Walter Burkert: Weisheit und Wissenschaft. Studien zu Pythagoras, Philolaos und
Platon. Hans Carl, Nirnberg 1962

50 Leonid Zhmud: Hippasos aus Metapont. In: Hellmut Flashar u. a. (Hrsg.):
Frihgriechische Philosophie (= Grundriss der Geschichte der Philosophie. Die
Philosophie der Antike, Band 1), Halbband 1, Schwabe, Basel 2013, ISBN 978-3-7965-
2598-8, S. 4121415

51 https://www.kali-
friederike.de/materialien/hese2017th_2/Zahle_fallen_nicht_vom_Himmel.pdf
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Nichtsdestotrotz wurde weiter gerechnet. Selbst Archytas von Tarent, als

erklarter Pythagoreer, hat die Irrationalitat von ——firm - = bewiesen. Euklid

hat in den Elementen explizit den Beweis fiir m 1, also Vicherbracht und sogar

allgemein —— bewiesen.?

Historisch kann man diese Ergebnisse in das Ende der lonischen Epoche und
den Beginn der athenischen Periode eingruppieren. In der athenischen Periode
wurden die Alnkommensurablenhi, al so
konstruierbaren Strecken eines der zentralen Themen in der Mathematik dieser
Zeitspanne. Wesentliche Einzelbeitrage kamen von Theodoros von Kyrene
(gest. um 390 v.Chr.). Die Beweise wurden grundsatzlich geometrisch gefuihrt
und gingen bis hin zu quadratischen Wurzelschachtelungen. Die vielen
einzelnen Ergebnisse manifestierten auf jeden Fall die Existenz der
inkommensurablen Werte.

Vermutlich schon sehr frih konnte man die Gleichheit zweier Verhéaltnisse
zeigen, indem das angewendet wurde, was wir heute als Euklidischen
Algorithmus bezeichnen und der wahrscheinlich von Eudoxos stammt, aber im
5. Buch der AE|l ement e fiben dist. s Es Est leing
AWechsel wegnahmeh (Antanatesi s oder
Verhaltnisse genau dann als gleich, wenn sie dieselbe endliche oder unendliche
Folge von Resten ergeben. Doch erst der herausragende Eudoxos von Knidos
(897 i 345/338 v. Chr.) schaffte einen konzeptuellen Rahmen, der das
Irrationale in das Gesamtgebdude der Mathematik integriert hat und aus den

der

be
Ant t

I nkommensur abl en Fremdk®rpern Akommensurt

gleichberechtigten Grof3en, gemacht hat. Das fiihrte zu einer sauberen, aber
umstandlichen Definition, die sowohl auf rationale wie auch auf irrationale
Verhaltnisse anwendbar ist. Heute wiirde man schreiben:>3

Vier Grof3en a, b, ¢, d stehen in Proportion (a: b c:d), wenn flr alle nattrlichen
Zahlen m, n jeweils genau eine der folgenden Aussagen gilt:

1) mMa<ndund m@<nd
2) md ndDundm@ nd
3) mA>ndund m@ > nd
Damit hat man im Prinzip auch die irrationalen Zahlen (also inkommensurable

Gr°Cen) i n das Zahlensystem integriert.

52 https://de.wikipedia.org/wiki/lrrationale_Zahl
53 Wortliche Ubernahme aus www.kai-
friederike.de/materialien/hese2017th_2/Zahle_fallen_nicht_vom_Himmel.pdf
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kiihner, aber folgerichtiger Schritt und hat den Weg zum heutigen Verstandnis
des Zahlensystems naCgeblich geebnet . i

Doch wie musste man sich das vorstellen? Es gibt unendlich viele rationale
Zahlen, also Briiche mit einem endlichen Nenner. Aber man kann zwischen zwei
beliebig kleinen Brichen immer noch weitere Brliche finden, indem man z.B.
den Abstand halfbicirags enAZuwi esrcchleinch vi el en
gesaten rationalen Zahlen passen aber immer noch ebenfalls unendlich viele
irrationale Zahlen. Im Gegenteil, Georg Cantor (1845 i 1918) bewies, dass die
Menge der rationalen Zahlen abz&hlbar unendlich grof3 ist. D.h. er fand eine
verbliffende Methode, jeder rationalen Zahl eine natirliche Zahl zuzuordnen,
sie also durchzuzahlen. Dies funktioniert bei den irrationalen Zahlen nicht: Sie
sind Uberabzahlbar grof3. Damit war jedoch nicht die Frage beantwortet, ob es
trotz der beiden unendlichen Zahlmengen immer noch Licken auf dem
Zahlenstrahl geben kdnnte. Diese Frage ist entscheidend fir die Stetigkeit.

Es war Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 1 1916), der letzte Schuler von

Carl Friedrich Gaul3, der eine Methode fand, um zu zeigen, dass der

Zahl enstrahl, das AKonti nuump, tats2chl i
aufweist, also das Kriterium erfullt, das fir die Stetigkeit erforderlich ist.

Mit den Dedekind schen Schnitten hat er alle reellen Zahlen, genannt s, tber
beliebig nah liegende rationale Zahlen definiert (siehe Abb.). Mit dieser
Definition ist die Menge s nichts anderes als die Menge aller (Dedekind schen)
Schnitte in der Menge der rationalen Zahlen <. Er konstruierte geeignete
Intervalle, die einseitig offen oder geschlossen sind und nennt sie Oberklasse
bzw. Unterklasse. Damit ist die Lickenlosigkeit des Kontinuums garantiert und
somit sozusagen eine Ordnungsvollstandigkeit der reellen Zahlen erreicht
worden i eine Vervollstdndigung von v zu 1.

Heute wird dieser AVer vo kulsasfdrmahgenageunmtg s pr o z
Hilfe der Betrags- bzw. der daraus folgenden Abstandsfunktion sowie uber
konvergierende -FolgeniiYyAG@auchgef dhrt. We i
spater nochmals bendtigt werden, sollen sie hier schon kurz diskutiert werden.
Man definiert den (euklidischen bzw. archimedischen) Betrag einer (zunachst)
rationalen Zahl x bekanntlich als

. o @ mh

IR g mh

5 Zum Thema siehe WuRing, ebenda, S184f, Zitat aus W. Kafitz, Unendlich,
Oberhessische naturwissenschaftliche Zeitschrift Band 70, S. 21 oder
https://jlupub.ub.uni-giessen.de/handle/jlupub/220, S. 16
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Die Abstandsfunktion ist dann einfach Q ¢fto I %

Auch hier im 1-dimensionalen Zahlenstrahl gilt trivialerweise die
Dreiecksungleichung

Qad  Qafro Qi

Salopp formuliert, sagt sie aus, dass der Umweg immer gréRRer-gleich dem
direkten Weg ist.

Fall 1

I
I

Unterklasse I Oberklasse
I

(enthalt keine groRte Zahl in Q)O'QTB(enthéilt keine kleinste Zahl in )
|

i

Irrationale Zahl € R\Q

-

all 2

I
Unterklasse Q : Oberklasse
(enthalt keine grofte Zahl in ) OTL (enthalt eine kleinste Zahl in Q)

I
B

f Q

rationale Zahl € Q

Abb. 12: Dedekind sche Schnitte in der Menge der rationalen Zahlen o
ergeben entweder eine irrationale oder eine rationale Zahl.

Mathematisch sauberer als die Dedekindschen Schnitte ist die folg. Aussage:

Eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen (x»), nN = Konvergiert gegen xv o Wwenn
zu jedem vOsmibjxnexm® ONf ¢r alle n,m O N existi

Wegen der Dreiecksungleichung ist jede konvergierende Folge in v auch
gleichzeitig eine Cauchy-Folge.

Der Konvergenzpunkt x muss aber nicht immer rational sein. Ein Beispiel sind
Quotienten aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen, die bekanntlich gegen die

irrationale Zahl, genannt Goldener Schnitt « —'7'_, konvergieren.
—, mMmahlQ ¢q¢ Q Q h

Mit Hilfe des klassischen euklidischen oder archimedischen Abstandsbegriffes
erreicht man eine Erweiterung von ¢ zu a.Wir werden sehen, dass es auch
eine andere Definition des Abstands geben kann.
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Der Briefwechsel zwischen Dedekind und Cantor inspirierte Cantor zu seinen
bahnbrechenden Erkenntnissen zu
unendlichen Mengen. Dabei stand das
Kontinuum am Anfang als unendliche

Y Zahlenmenge. Die Untermenge der

d(y,2) rationalen Zahlen ist abzéhlbar; die

d(x,y) Untermenge der irrationalen Zahlen ist
7 bewiesenermaflen nicht abzahlbar.

d(x,2) Auch deren Untermenge transzendente

Zahlen (z.B. A oder e) ist nicht
abzahlbar. Auch ein beliebig
dimensionales zusammenhangendes
und abgeschlossenes Gebilde lasst sich
auf jede Untermenge des Kontinuums
(z.B. die Strecke [0,1]) umkehrbar

Abb. 13: Dreiecksungleichung im
euklidischen Raum, z.B. hier 512

somit die gleiche Machtigkeit.

Schon mehr als eine Ful3note der Geschichte stellen die oben erwahnten
transzendenten Zahlen dar. Sie gehoren auf jeden Fall zu den irrationalen
Zahlen. In der Mathematik heif3t eine reelle Zahl transzendent, wenn sie nicht
Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Andernfalls
handelt es sich um eine algebraische Zahl, die also im weitesten Sinne eine

Wurzeldarstellung hat. Algebraische Zahlen sind z.B. e S , wie oben

erwahnt bekannt als der Goldene Schnitt. Transzendente Zahlen sind z.B. die
Kreiszahl A oder die Eulersche Zahl e. In vielen Fallen konnte man bei durchaus
Aprominentenii Vertretern noch nicht
irrational oder sogar beides nicht sind. Ein Beispiel ist die in der Zahlentheorie

eindeutig (Abijekti

ent

S

oder Funktionentheorie wichtntngceEukoundst ant e

Mascheroni.
Sie hat deOn SWer2tl 25649 éé

Von Q+“, Qb “, Q0 , - kennt man noch nicht den Status; die Irrationalitat wird
lediglich vermutet.

Man kann sich irren, was eine transzendente Zahl sein kdonnte. Das indische
Wunderkind Srinavasa Ramanujan (1887 i 1920) vermutete es und 1974
bewies es John Brillo von der University of Arizona:

55 Julian Havil, GAMMA, Springer Spektrum, Berlin Heidelberg 2007, Softcover 2013,
S. 33
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QY 262537 412 640 768 744 ist exakt eine ganze Zahl.5®

Mit Dedekind und Cantor konnte nach ¢ mita die 2. Zahlenmenge identifiziert
und sauber konstruiert werden, die die Korper-Axiome, wie bei den rationalen
Zahlen besprochen, erfiillt. Sie wird gerne Uber das Bild des Zahlenstrahls
verdeutlicht. Wichtige Kennzeichen sind, dass die Zahlenpunkte liickenlos dicht
liegen und dass zu zwei Zahlen a und b immer a < b, a b oder a > b gilt. Die

Rel ation A<fi ist eAne Ordnungsrelation ir
Der Vollst2andigkeit sei er w2hnt, dass Ca
sog. ATransfinite Zahlenfi definiert und U

Uberlegungen rein mathematischer Natur.>” Er wurde deshalb stark
angefeindet, insbesondere von seinem Doktorvater Leopold Kronecker (1823 i

1891). Er verurteilte Cantor nicht nur fir seine Ideen zum Unendlichen, er
bekampfte ihn sogar personlich wegen seiner Forschungen zum Unendlichen

und machte i hm das Leben zur Hel | e (AVer der
Forschungen zu AUnendlichfi haben andere
verschafft. Sie haben aber kaum praktische Bedeutung in der angewandten
Mathematik. Man kann sagen, im Gegenteil. Da, wo unendliche Werte in einer

Theorie auftreten, zeigen sich meist bereits die Grenzen dieser Theorie.

Beispiele sind die quasi unendliche Dichte in Schwarzen Lo6chern bei
Anwendung der Allgemeinen Relativitatstheorie oder das Versagen der
Hydrodynamik, wenn Flussigkeiten an feinen Offnungen atomar austreten und

deshalb die Theorie unendliche Werte voraussagt.

Eine &hnliche Definition, wie die transfiniten Zahlen bei Cantor, fiihrte John
Horton Conway (1937 i 2020) zu den surrealen Zahlen. Ihre Entdeckung
entstand bei der Untersuchung des aufRerst komplexen Strategiespiels Go.>®

Komplexe Zahlen

In der Renaissance stiegen die Anforderungen an Handel, Schifffahrt,

Bauwesen, MilitArwesen u.v.m. enorm und hatten entsprechend auch
Auswirkungen auf Technik und Mathematik. Es war vor allem eine Blutezeit der

neuen italienischen, franzésischen und englischen Mathematiker.

Der Italiener Raffael Bombelli (1526 i 1572) veroffentlichte L 6 Al ge brna 157 2
Bologna, es wurde aber wahrscheinlich deutlich friher zwischen 1557 und 1560

56 Siehe Toenniessen, Fridtjof; Das Geheimnis der transzendenten Zahlen, Spektrum,
Heidelberg, 2010, S. 424

57 Ausfuhrlich siehe dazu den Beitrag AJnendlichfi Kafitz, Willi; Oberhessische
naturwissenschatftliche Zeitschrift, Gielen 2022, Band 70, S. 6 f oder
http://dx.doi.org/10.22029/jlupub-166

58 Sdw 10/22 S. 51
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geschrieben. Der ebenfalls italienische Mathematiker Geralomo Cardano (1501
i 1576) publizierte Ars magna in NUrnberg 1545.

Sie beschaftigten sich, wie auch andere Mathematiker in dieser Zeit, mit dem
Ldsen von polynomialen Gleichungen, also Funktionen der Form

mit xN a hv s/ oEDaleei stieRen sie auf Loésungswege, die schlieRlich den

Weg zu den komplexen Zahlen wiesen. Aber zunachst war es undenkbar, dass

das Quadrat einer Zahl negativ sein kdnnte. Auch die imaginare Einheit i war

nichts weiter als ein Denkmodell. Bombelli verwendete als Erster Methoden bei

kubischen Gleichungen um reelle Lésungen zu finden, die man als komplexe

Zahlen identifizieren kann und erkannte dadurch die enormen Mdglichkeiten.

Viele interessante Ergebnisse sind in der Algebra, Analysis, der Geometrie tGiber

ei nen sol chen Umwe g cber das AKompl ex e
Funktionentheorie erstaunt immer wieder, wie elegant Ergebnisse im
Komplexen erzielt werden kénnen.

Obwohl tiber René Descartes (1596 1 1650) die imaginare Einheit i eingefuhrt

wurde, waren viele Begriffe und Anschauungen noch eher diffus. Eine formal

korrekte Definition der komplexen Zahlen verdanken wir erst dem norwegisch-

danischen Mathematiker Caspar Wessel (1745 1 1818), dem 1797 wichtige

Resultate gelangen und Sir Rowan William Hamilton im Jahr 1833. Auf ihn wird

bei den Quaternionen noch einzugehen sein. Ein Gigant unter den
Mathematikern war Le onhar d Eul er . In Alntroduct i
publizierte er 1748 die Formel, die allgemein als die schonste Gleichung aller

Zeiten bezeichnet wird (s.u.). Sie ist die Kronung seiner Ergebnisse tber den
Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und den trigonometrischen
Funktionen, der nur Uber komplexe Zahlen mdglich sind.®® Die Beitrage von

Gauld sind ebenfalls wegweisend, allerdings nicht wie Euler im Bereich der
aufstrebenden Analysis, sondern in der Geometrie und Algebra. Im Jahr 1811

fand er eine Moglichkeit komplexe Zahlen als Punkte und Vektoren in der Ebene
darzustellen. Sie ist als Gaulsche Zahlenebene bekannt und berthmt.
AKompl exe Zahlenfi als Begriff wurde auch
Theoria residuorum biquadraticorum, 1831, eingefiihrt. Eine zentrale
Anforderung ist die Ermittlung von Nullstellen in einem Polynom mit der

hochsten Potenzx”, ni 0, al so oben genannter Form

aotaixi+ax?+ é +pax"+ax" 0.

59 Siehe dazu auch ausfihrlicher https://www.mathematik.de/dmv-blog/2451-270-
jahre-eulersche-identitat-eine-kurze-geschichte-der-komplexen-zahlen
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Eins seiner vielen Hauptverdienste ist der Beweis des Hauptsatzes der Algebra
(Fundamentalsatz), also der Erkenntnis, dass ein Polynom n-ten Grades genau
n Nullstellen im Komplexen hat.

Ab Anfang des 19. Jahrhunderts setzte dann eine Entwicklung ein, deren
Ergebnisse nach 200 Jahren praktisch unverandert im Mathematik-
Grundstudium gelehrt werden. Es sind in ihrer Tragweite unglaublich
tiefliegende Erkenntnisse in der Analysis, Funktionentheorie und nach und nach
in anderen Bereichen entstanden, die nur tber komplexe Zahlen entdeckt
werden konnten. Bernhard Riemann (1826 1 1866), Augustin-Louis Cauchy
(1789 1 1857) und Karl Theodor Wilhelm Weierstral3 (18157 1897) muss man
unbedingt nennen. Sie haben das Kalkul der Differential- und Integralrechnung
auf die komplexen Zahlen erweitert. Cauchy und Weierstral3 haben dabei den
hi storischen sprachlichen Ballast (Aunenc
Definitionen fir den Grenzwertprozess gefunden. Riemann hat wichtige Impulse
bei der Funktionentheorie gegeben und war dartber hinaus mit der nach ihm
benannten Riemannschen Geometrie Wegbereiter flr die Physik der
Allgemeinen Relativitatstheorie. Doch auch mit weiteren Namen sind wichtige
Ergebnisse auf Basis der komplexen Zahlen verbunden, so z.B. Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (18051 1859).

Es lohnt sich, an dieser Stelle einige allgemeine Uberlegungen anzustellen,
welchen Anforderungen eine Erweiterung des Zahlbereiches geniigen mussen.
Dazu ist ein Blick in die bisherige Entwicklung sinnvoll.

Die reellen Zahlen bildeten einen zwangslaufigen, historisch gewachsenen

Abschluss des Zahlensystems, wie es sich im Zahlenstrahl als Kontinuum
darstellt.’%®1 Dabei hat man zunachst mehr intuitiv die wunderbaren
Eigenschaften von v und g, die sich als algebraische Korper bestehend aus

einer Menge mit zwei Verknipfungen definieren lassen, bericksichtigt. a ist

dar ¢ber hinaus ein Avollst2ndig geordnet e
Stetigkeit von entscheidender Bedeutung ist, die wiederum Voraussetzung fur

viele weitere mathematische Methoden darstellt.

Geht man daruber hinaus in Verallgemeinerungen des Zahlbegriffs, sollten die
Erweiterungen des Zahlbereichs immer zwei wesentlichen Anforderungen
genligen:®?

60 Abbildungsquelle: matheguru.com/algebra/komplexe-zahlen.html

61 Eigene Abbildung

62 Dje folg. Uberlegungen finden sich in abgewandelter und z.T. erweiterter Form in
einem Beitrag des Autors: Kafitz, Willi; Oberhessische naturwissenschatftliche
Zeitschrift, Giel3en 2022, Band 70, S. 129 f oder http://dx.doi.org/10.22029/jlupub-551,
S. 171,
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Einbettungsprinzip

Die bisherigen Zahlen sollten in die Erweiterung eingebettet sein. Die neu
definierten Zahlen sind also eine Obermenge, die sich algebraisch genauso
verh2alt, wie die Aaltenii Zahl en.

Permanenzprinzip

Die Rechenregeln sollen sich nicht wesentlich dndern. Die Erweiterung soll die
bisherigen Rechenregeln weitgehend erhalten.

Es war also ein konkreter Handlungsdruck vorhanden, um uber die reellen
Zahlen hinaus zu denken. Aber andererseits gab es Restriktionen und
Denkverbote, die man erst tiberwinden musste. Dies ist in etwa vergleichbar mit
Subtraktionen, die eine negative Losung haben und die ganzen Zahlen
erforderlich machten.

Doch man sollte genau analysieren, was bei der Erweiterung des reellen
Zahlenraums passiert.

x2+1 0, als Polynom 2. Ordnung hat in den reellen Zahlen keine Losung und

das gilt auch fir anspruchsvollere Polynome. Die Lésung X  #/1 p muss
aulRerhalb des reellen Zahlenstrahls liegen. Sie wird seit René Descartes und
dann Leonhard Euler per Definition i oder imaginare Einheit genannt. i ist also
nicht nur die Nullstelle des einfachsten Polynoms, sondern die Einheit eines
neuen Zahlbereichs, den imaginaren Zahlen.®® Eine komplexe Zahl z x+iy
besteht aus zwei Komponenten, dem Realteil x* 2 und dem Imaginarteil i9,

wobei y- a ebenfalls reell

|m38hiil’1§r9 komplexe Zahlen ist. Ist Yy 0, erhalt man die
Zahlen C
omi e-i¥5 1-icos 177 reellen Zahlen.
i ) T+ V2 .
1-mi 1 +ei

Auch hier sind die von der

imagindrer Teil

2i algebraische Zahlen

7411 A _— Algebra entwickelten
N . 2-i - . .

V=1 1-2i  400+72i ' Axiome  entscheidend,
[ natirliche ganze rationale ‘ reelle reelle die ggfs mit
Zahlen Zahlen Zahlen  |algebraische|  Zahlen ’ .
S - _g lzfr:}%n g3 € Anpassungen .bel .de.n

~100 Rechenregeln, im Prinzip
‘ 1024 | +2100 07510 | 2 2z | 2m :
Z0E . unter den Begriff
N Z Q Ag R iy .
reeller Teil Aal gebrai scher
Abb. 14: Beispiele verschiedener Zahlentypen fallen oder von ihm

abgeleitet sind.

63 In der Elektrotechnik wird der Buchstabe j verwendet. i bzw. i(t) ist die zeitlich
abhéangige Stromstarke und kann deshalb zu Verwechslungen fihren.
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Schon alleine das impliziert, dass das Einbettungsprinzip nicht wortlich zu
nehmen ist. Eine i masagstdefnierealsZodh | bh Bie
imagindren Zahlen betten die reellen Zahlen also nicht ein, sondern stehen
gleichberechtigt daneben. Nur die Null haben sie gemeinsam, denn iD 0. Die
reellen Zahlen enthalten die reell algebraischen und rationalen Zahlen und diese
wieder die ganzen Zahlen und schlie3lich die natlrlichen Zahlen. Aber die
imagindren Zahlen enthalten nicht die reellen Zahlen; sie haben nur die Null
gemeinsam. Erst wenn man beide, reelle und imaginare Zahlbereiche zu den
komplexen ZahlenE Ageschi ckt i zalse auneer Zdhlansnenge,
mit zwei Verknitpfungen, genannt Addition (+) und Multiplikation (3, die die
Axiome und algebraischen Eigenschaften eines Korpers erflllen, dann kann
man von einer Erweiterung des Zahlenbereichs sprechen, der das
Einbettungsprinzip und das Permanenzprinzip einhélt.

Die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet man mit dem Symbol E. E hat
noch mehr als a4 eine Reihe von
Eigenschaften, die zu einem
Siegeszug in Mathematik,
Naturwissenschaften,
Ingenieurwissenschaften und
dariiber hinaus gefuhrt haben. Die
Korperaxiome werden vollstandig
i1+ Z::'; erfullt. Der Fundamentalsatz der
1: 5 > Algebra besagt, dass jede
i+ Gleichung positiven Grades in E
eine Losung hat. Das trifft auf fa,
wie das Beispiel x?+1 0 zeigt,
nicht zu. Damit ist e algebraisch
abgeschlossen.

imaginare
Zahlen
F 3

komplexe Zahl
b-i » z=a+i-b

Ny

a X

komplexe
Ebene

Abb. 15: Kartesische Darstellung einer ~ ES ~ zeigt  sich, dass die
komplexen Zabhl. AKombinationih

und imaginaren Zahlen zu E einen

Vektorraum in 512 bildet (der Ebene, die durch zwei senkrecht stehende Achsen
aufgespannt wird). Die Punkte sind also Tupel mit einer reellen Komponente
(Realteil) und einer imaginaren Komponente (genannt Imaginarteil). Das

garantiert, dass E sowohl s al s auch slézwd asgeenc hA e

enthalt. Geometrisch bzw. vektoriell veranschaulicht, stehen imaginare Zahlen
senkrecht, also orthogonal zu reellen Zahlen. Diese Sichtweise verdanken wir
Gaul3. Der Vektorraum wird durch alle Linearkombinationen von 1 und i (der
Basis) erzeugt.

von

r

Tel

e ¢
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Di e AKombinati onh nennt ma n di e
Zahlenebene.%* Die komplexen Zahlen entsprechen Punkten in der komplexen
Ebene. Die reellen Zahlen sind eine Untermenge und ebenso die imaginaren
Zahlen, die auf dem imaginaren Zahlenstrahl liegen. Beide haben nur die Null
gemeinsam, auch wenn man sich diese
P(co) Tatsache erst bewusstmachen muss. Die
reellen Zahlen haben den Imaginéarteil 0 und
die imaginaren den Realteil 0. Die
Q’;’ Erweiterung des Zahlenraums durch E ist

12X

B O . , . :
also nicht unbedingt vergleichbar mit der
,{[', - Erweiterung von o durch a1 ftla E eben einen
3=P(B) - : .
zweidimensionalen Vektorraum bildet.
P(0)

Wie oben angesprochen ist auch besonders
Abb. 16: Stereographische der von Euler gefundene Zusammenhang

Ruckprojektionen der zwischen trigonometrischen Funktionen und
komplexen Zahlen A und B komplexen Zahlen bemerkenswert und soll
auf die Punkte Uund b der in diesem Kapitel gewdrdigt werden. Die

Riemannschen Zahlenkugel.  Beziehung
Q p T

gilt als die schonste Formel aller Zeiten. Sie resultiert aus der
Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl (kurz: Polarform oder
trigonometrische Form)

a i AT«O @EITh

die sich in dem zweidimensionalen Vektorraum anbietet. Setzt man r=1 und
betrachtet G4 al s Vari abl e, so erhalt
Zahlen, die auf dem Kreis mit Radius 1 und der Null als Mittelpunkt liegen. Ist

-

k ompl

ma n

so ist die AL2ngeid von z, & sl doeri.Betr ac

Damit wird eine Metrik im Korper der komplexen Zahlen definiert.

Die Zahlen auf dem Einheitskreis bilden eine Gruppe, was man leicht
uberprufen kann.

64 Eine alternative Darstellung findet sich in der Riemannschen Zahlenkugel (Quelle
https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_Zahlenkugel#/media/Datei:Riemann_sphe
rel.svg)


https://de.wikipedia.org/wiki/Stereographische_Projektion
https://de.wikipedia.org/wiki/Stereographische_Projektion
https://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl
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Eine Vorzeichendnderung des Imaginarteils nennt man konjugiert komplexe
Zahl & & (DR in der Physik wird sie gerne & geschrieben. Sie entspricht
einer Spiegelung an der x-Achse. Die reellen Zahlen werden dabei auf sich
selbst abgebildet. Diese konjugiert komplexe Zahl wird sehr oft bendétigt. Es soll
hier nur kurz auf a2 Qo ¢ @ daleingegangen werden

G O QOO QO & O LS

also das Quadrat ihres Betrages. Die komplexen Zahlen sind ein Beispiel einer
sogenannten 6°-Algebra

Abschlie3end sei noch erwahnt, dass
a af O Qo & Qo cch also2Re aist. Entsprechend ist
a af O Qo & Qo cach also 2dm dist.

Bildung des multiplikativ Inversen und die Division kdnnen so einfach gebildet
werden:

par _ar
ool s
Sei ¢ha N E, dann ist — ——E —g

Die EinfiUhrung der komplexen Zahlen war nicht nur ein Segen fur die
Mathematik, sondern es ergeben sich mit ihnen eine Fille von
Anwendungsmadglichkeiten in der Physik und dariiber hinaus.

Quaternionen

Der Erfolg der komplexen Zahlen war zur Mitte des 19. Jahrhunderts
unubersehbar. Vor allem im Bereich der Analysis konnten wunderbare Satze
bewiesen werden. Aufstrebend war zu diesem Zeitpunkt auch die analytische
Zahlentheorie. Augustin-Louis Cauchy (1789 i 1857), einer der Pioniere der
Analysis und vor allem speziell der komplexen Funktionentheorie, soll pro
Woche eine Publikation eingereicht haben.

Es war folgerichtig, dass man nach weiteren Verallgemeinerungen des
Zahlbegriffes suchte. Dies war 1840 durch den Franzosen Benjamin Olinde
Rodrigues (1795 i 1851) erfolgreich. Der Erfolg wird aber vorwiegend Sir
William Rowan Hamilton (1805 i 1865) zugerechnet, der 1843 unabh&ngig von
Rodrigues die Quaternionen entdeckte und ihre Mathematik malf3geblich
vorantrieb. Er hatte schon Beitrage zu den komplexen Zahlen geliefert, stellte
sie als Zahlenpaare im zweidimensionalen Raum, dem 52, dar und suchte nun
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nach einem Aquivalent im s3. Er war erfolglos, weil er erfolglos sein musste.

Heute weil3 man, dass eine entsprechende algebraische Struktur nicht existiert.

Dagegen kann man den Zahlbegriff im a4 verallgemeinern 1 allerdings mit
Einschr2nkungen, weshalb man heute Quater
Zahlen bezeichnet. Trotzdem l6ste die Entdeckung einen regelrechten Hype

aus. Das Thema wurde sogar Prufungsfach an der Universitat in Dublin. Sir

Hamilton war so stolz, dass er eine Gedenktafel mit den Multiplikationsregeln

aufstellen | i e C. Il m Jahr 1895 wurde sogar ein
Quaternionenfi gegre¢ndet .

Ein Quaternion q hat in Anlehnung an komplexe Zahlen die Form
g: = Xa+Xa+Xzj+txsk mitden xi - A.

Mit der Basis {1, i, j, k} wird somit ein vierdimensionaler Vektorraum
aufgespannt, der isomorph zu a4ist, also die
gleiche Struktur wie der vierdimensionale
Raum hat. Analog zu den komplexen Zahlen
nennt man x; den Realteil und xzi+x 3j+x sk den
Imaginarteil von q.

Weiterhin sollen folgende Regeln gelten
(AHamRéegehnfi) :

i2=j 2=k 2=ijk= i 1

Abb. 17: Gedenktafel von
ij=+k, jk=+i; Ki=+] Hamilton selbst an der
Broom Bridge in Dublin.

Ji=T1k, Kj=11; ik=1]
vh and e erflllen gemeinsam mit den Verknipfungen Addition und

Multiplikation die Axiome, die sie zu einem algebraischen Kérper machen.

Das analog dazu entstehende mathematische Gebilde bei den Quaternionen
H, erfullt jedoch nur mit Einschrankungen die Kérperaxiome. Bzgl. der Addition

werden die entsprechenden  Kdrperaxiome erfillt. Ursache der
Einschrankungen sind die Gruppeneigenschaften bzgl. der Multiplikation.®

Eine einfache Rechnung zeigt, dass das Kommutativgesetz bei der
Multiplikation nicht gilt: Seien g1 und g2 zwei Quaternionen obiger Form, so ist

65 Grafik und Quelle https://de.wikipedia.org/wiki/Quaternion#Geschichte
66 Bildquelle https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion#/media/
File:Cayley Q8 quaternion_multiplication_graph.svg
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q:92 | 0291

Fur sich genommen bilden Qs: ={1, i, ], k, T 1, T1i, 1], i k} eine Struktur, in der alle
Gesetze einer algebraischen Gruppe gelten, die Quaternionengruppe.

Wi e oben bei der nichtkommutati venj,
jki kj oder kil ik deutlich wird, ist die
Quaternionengruppe jedoch
nichtabelsch. Es ist neben der
Diedergruppe D4, entsprechend den
4 Drehungen und 4 Spiegelungen bei
einem  Quadrat, die einzige
nichtabelsche, 8-elementige Gruppe.
Aber beide Gruppen sind nicht
isomorph, d.h. es existiert keine
bijektive Abbildung, die D4 in Qs
Uberfihren kann oder umgekehrt.
Die Tatsache, dass die
Quaternionengruppe  nichtabelsch
Abb. 18: Veranpfungen in der bzgl. der Multiplikation ist, verhindert,
Quaternionengruppe dass die Quaternionen mit den
beiden Verknupfungen Addition und

Mul tiplikation einen Aechtenfi KO°rper

Man nennt {H, +, J deshalb einen Schiefkérper.

Quaternionen sind nicht nur als rein mathematische Objekte interessant,
sondern haben mittlerweile Bedeutung in einigen Anwendungsbereichen
gewonnen. Bei wikipedia®’ finden sich Anwendungsbeispiele aus der Physik
und der Mathematik. Im Computerzeitalter ist ein ganzlich neuer Bereich
entstanden, dessen mathematische Grundlage bereits Hamilton erkannt hat. So
dienen sie, heute versteckt in entsprechend einfach durch Entwickler
benutzbaren Bibliotheken, im 3D-Bereich, z.B. zur virtuellen Rotation von
beliebigen Objekten am Bildschirm.8

67 https://de.wikipedia.org/wiki/Quaternion#Anwendungen

%8 https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternions_and_spatial_rotation

Man findet auch eine Reihe von youtube-Videos zu dem Thema, z.B.
https://lwww.youtube.com/watch?v=zjMulxRvygQ.

Die Gruppe U_1(H) der Quaternionen der Lange 1 ist isomorph zur Gruppe SU_2(C)
der unitdren komplexen 2x2 Matrizen der Determinante 1, welche wieder isomorph
ist zur Gruppe Spin_3, der doppelten Spintberlagerung der Gruppe SO_3. Das ist
der Grund, warum man mit Quaternionen Drehungen im Raum beschreiben kann.
Siehe Salzmann, et al. Gber Compact Projective Planes: https://pnp.mathematik.uni-

(Ani c|

bil c
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Eine besondere Bedeutung hat der Fahrzeugbau. Hier ist auch die Ausrichtung
eines vektoriell beschriebenen Korpers im Koordinatensystem in einer DIN-
Verordnung (DIN70000) geregelt. Die DIN-Norm ermdoglicht eine 3D-Rotation
eines Vektors mit Euler-Winkeln nach ZYX-Konvention. Euler-Winkel sind ein
Satz von drei Winkeln, mit denen die Orientierung eines festen Korpers im
dreidimensionalen euklidischen Raum beschrieben werden kann.®® Man
definiert dabei das Koordinatensystem wie folgt:

1 x-Achse verlauft in Langsrichtung (des Fahrzeugs) zu positiven Werten
1 y-Achse nach links zu positiven Werten
1 z-Achse nach oben zu positiven Werten
91 Drehungen beschreibt man mit der rechten Hand-Regel, d.h. der Daumen
zeigt in Richtung der Achse und die Finger zeigen in die positive
Drehrichtung
Nach ZY X-Konvention werden Drehungen wie folgt definiert:

1 Drehung um Z-Achse, auch Gierachse [englisch Yaw genannt] ist bei
Linkskurve positiv (mathematisch positive Drehrichtung).
1 Drehung um Y-Achse, Nickachse [englisch Pitch], beim Eintauchen der
Fahrzeugfront positiv
1 Drehung um X-Ac hs e, Rol | achse auch AWankenht
Roll], beim Eintauchen der Beifahrerseite positiv
Die Rotationsmatrix R setzt sich aus den 3 Matrizen fur Z-Rotation, Y-Rotation
und X-Rotation zusammen:

p m nm  Ai-© mn OB+ AifO OHI =
Y m Al-0 OFEI m p m OET Aif0 n
m OBl AlO OB+ m AT-© T p
Dabei steht]  Gieren, — Nicken, = Wanken (von rechts multiplizieren).”

In Computerprogrammen benutzt man entsprechende Bibliotheken und gibt der
Rotationsmatrix beim Aufruf der Funktion die drei Rotationswinkel als Argument
mit.

stuttgart.de/lexmath/Stroppel/cpp/ (Privatmitteilung von Prof. Ralf Kohl, Univ. Kiel).
Anwendungen sind auch in der Quantenmechanik beim Spindrehimpuls.

% Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche_Winkel

0 Grafik und inhaltliche Orientierung https://www.cbcity.de/tutorial-rotationsmatrix-
und-quaternion-einfach-erklaert-in-din70000-zyx-konvention
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Quaternionen werden zur Abgrenzung von den Korpern der ganzen Zahlen,
rationalen Zahlen, reellen Zahlen und komplexen Zahlen, wie bereits betont,
AGr°Ceni genannt und stell en al s
Verallgemeinerung des
Zahlbegriffs dar. Dabei sind ¥ und
v in 9 enthalten, wéhrend E trotz
der  Korpereigenschaft eine
gewisse  Sonderstellung als
A—  zweidimensionaler Vektorraum
al +Pitch wahrnimmt.

12 wvaw

‘/,Lf7 ! FSideslip
Im Folgenden werden weitere
Groken mit  entsprechenden
algebraischen Strukturen
Abb. 19: Rotationsmatrix nach beschrieben. Die Orientierung
DIN70000 in ZYX-Konvention zur der Themen erfolgt u.a. nach der
Berechnung mit Quaternionen. deutschen Ausgabe von L. S.

Pontrjagin, Verallgemeinerungen
der Zahlen (siehe Literaturverzeichnis).

Restklassenringe modulo p

Sucht man nach weiteren Verallgemeinerungen, so muss man ggfs. weitere
Abstriche bei den algebraischen Eigenschaften machen. Man findet sie bei
algebraischen Ringen. Wikipedia weist darauf hin, dass die Bezeichnung Ring
sich an die wenig benutzte, deutsche Wortbedeutung anlehnt, die man heute
noch in Vereinen wie A\ialitisspier) od& Beymffén
wie AVerbrecherringfi, ATauschringf
mathematische Konzept geht auf Dedekind zuriick; der Name wurde von David
Hilbert vergeben.’*

Sein 1 eine natirliche Zahl, dann werden ganze Zahlen mit gleichem Rest
bei Division durch n zu sogenannten Restklassen modulo n zusammengefasst.
Zwei ganze Zahlen A und B sind also genau dann in derselben Restklasse
modulo n, wenn | hre Dif f teilba istzA uAdbBheiden daorh
kongruent. Dies ist eine Aquivalenzrelation, d.h. es gilt

Reflexivitat: 0 k 0 & ¢ '@
Symmetrie:0k 0 G € '@ Ok 04 ¢ @

Transitivitat: 0 k 0 d € @6 £ Q

L https://de.wikipedia.org/wiki/Ring_(Algebra)

Schi

(Hi | f
oder
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Ok 0a¢@ ok 6a¢ @
Die Restklassen bilden zusammen mit der unten definierten Addition und
Multiplikation den Restklassenring modulo n. Ist n eine Primzahl, so setzt man
n=p. EsgibtnRepr 2 sent ant ebnl ¥{Das algdbraiscke, Konstrukt
bezeichnet man mit ¥ 1 yoldr kurz ¥n.
Es bildet mit der Addition eine Gruppe (d/n,+)
und mit der Multiplikation eine Halbgruppe
(d/ n, A). Bei dunyintdraskidrenr upp e
insbesondere die invertierbaren Elemente x fur
die es ein X gibt, so dass xQ"=1. Diese bilden
eine Gruppe U(d/n,). Man sieht, dass auch
n=0 Sinn ergibt. Das entspricht allen ganzen
Zahlen ¥, genauer jede ganze Zahl bildet eine
eigene Restklasse. Man kann deshalb
unmittelbar sehen, dass ¥ ein Ring ist. Zur
Kdrpereigenschatft fehlt das inverse Element,
das aulRerhalb von ¥ in o liegen wiurde.
Vorsicht mit der Bezeichnung up flr einen
Restklassenring mit einer Primzahl. Hier
besteht Verwechslungsgefahr mit der Menge der ganzen p-adischen Zahlen
(s.u.), die ebenfalls ¥p genannt wird. Deshalb ist die Bezeichnung ¥7 D
eindeutig.
Die Restklasse einer Zahl a soll [a] heien. Die Verknipfungen werden
unabhangig vom Reprasentanten definiert:

[a]+[b] :  [a+b]
A O MOAq
Die Verknupfungen sind wohldefiniert, denn seien a1, az, b1, b2 ganze Zahlen
mit

Abb. 20: Eine analoge Uhr
zeigt Sekunden und
Minuten modulo 60 und
Stunden modulo 12 an.

[a1]  [b]
[a2] [b2], dann gilt nach Definition der Restklassen:

[aita2] [bitb2]
[a12e] [b1D2]

Der Einfachheit halber l&sst man die eckigen Klammern weg, wenn der
Zusammenhang eindeutig ist. Der Restklassenring (dn, +, J besteht also aus
den Zahl en/ Renbten 0, 1, &,

2 Beispiel p=7, Restklasse bestehtaus{ 0, 1, ¢é, 5, 6},
[5]+[6]=[4], da 11:7=1 Rest 4; [5]T6]=[2], da 30:7=4 Rest 2
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Die kleinsten Ringe sind der Nullring ¥¥ p @dr nur aus der {0} besteht, da alle
ganzen Zahlen bei der Division durch 1 nur den Rest 0 haben, d.h. ¢ k Ta € 'Q
fur alle n* ¥. Bei der Division einer ganzen Zahl durch 2 kénnen nur die Reste 0
oder 1 entstehen. ¥¥ ¢ kesteht also aus der Menge {0,1}.

Man betrachte nun das Beispiel n=4. Die Restklasse besteht aus den

Repr2sentanten

{0,1,2,3}=0.Man si

eht

2 nennt man einen Nullteiler. Nullteiler besitzen kein multiplikatives Inverses und
die Struktur (¥4, +, A kann deshalb kein Korper sein. Analog n=10 bzgl.
Multiplikation: 2 und 5 sind Nullteiler. Fur beliebiges nist u¥ T a@in kommutativer
Ring mit der Restklasse T wals Nullelement und der Restklasse 1+1 wals Eins.

Was ist nun das Besondere, wenn n eine Primzahl p ist?

Abb. 21: Verknupfungstafeln des
Restklassenrings ¥4 bzw. des Restklassen-
korpers ¥3 bzgl. Multiplikation und Addition.

99T(a,b)
Fur das Kapitel zu p-adischen Zahlen sind zum besseren Verstandnis

elementare Definitionen

und Satze

uber

Dann ist (aF B, ¥, J sogar ein

endlicher Korper, der kK
genannt wird (im
mathematischen Englisch
bedeut et Af i

algebraischen Korper). Er hat
dann pbl Rest
Elemente. Inverse bezlglich
der Multiplikation lassen sich
dann eindeutig mittels des
erweiterten euklidischen
Algorithmus berechnen.” Der
euklidische Algorithmus zweier
naturlicher Zahlen a und b
berechnet bekanntlich den
gro3ten gemeinsamen Teiler
ggT(a,b). Die Erweiterung
bestimmt  zusatzlich  zwei
Zahlen s und t, so dass

sa+th

Restklassengruppen bzw.

Restklassenringe und insbesondere Aussagen zu Restklassenringen modulo

einer Primzahl bzw. Primzahlpotenzen sinnvoll.

OPkpde@ ( Akl einer

So gilt fur 1t A

3 https://de.wikipedia.org/wiki/Erweiterter _euklidischer_Algorithmus

el

k|

Fer mat i)
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Eine einfache Folgerung daraus ist: @ k @a ¢ @

Topologisch-algebraische Strukturen

Mit topologischen Aspekten ist der Begriff der Konvergenz stark verbunden. In
ah umd sogar H (hier alle allgemein K genannt) ist eine Metrik, d.h. ein Abstand

definiert. Damit kann man Konvergenz einftihren:
Eine Folge a1, a2, a3, € n,, €a lus @en drei genannten (Zahlen)raumen)

konvergiert gegen a, wenn der Abstand’* d(an, a) mit wachsenden n gegen Null
geht. Man driickt es gerne so aus:

I Ed @furalea, K
Korper oder Schiefkérper, in denen diese Bedingungen erfillt sind, nennt man

topologische Raume.

Wie sieht es nun mit den algebraischen Eigenschaften der Schiefkérper bzgl.
ihrer Verkntpfungen aus?

Seibi, by, &, béK rﬂloiEt(I) ®

Bzgl. Addition und Multiplikation gilt dann
LEbD & & Gund 1 EH B OJD
Die Konvergenz fur Subtraktion und Division kann man mit den inversen
Elementen verdeutlichen, denn
L ETo  Gund 1 EdD &
Man nennt diese algebraischen Objekte topologische (Schief)korper.” Mit der
Konvergenz sind die Verkntpfungen stetig.

a ist eindimensional, E zweidimensional und H hat die Dimension 4. Es sind

euklidische Raume, in denen ein Abstand definiert ist, iber den die Konvergenz
nachgewiesen wird. Im Kapitel tber p-adische Zahlen wird néher darauf
eingegangen.

Unter gewissen Umstanden kann sogar eine Punktmenge der Dimension O ein
topologischer Raum sein. Ein Beispiel ist die Cantor-Menge C. Sie ist zwar als

ADi skontinuumii tot al unzusammenh2angend

Punkt ist ein Randpunkt und als solcher ein H&aufungspunkt. Mit diesen

4 Hier ist zunachst der klassische euklidisch-archimedische Abstand gemeint.

> Diese Bezeichnung wird nicht fur die triviale Konvergenz verwendet. Die an sollen
damit alle unterschiedlich sein und nicht ab einem gewissen an gleich sein, d.h. fr
zwei Zahlen ai und aj gilt immer |ai-aj|>0
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eingeschrankten Eigenschaften bezeichnet man auch die nulldimensionale’®
Cantor-Menge und alle zu ihr homéomorphen Raume als Cantor-Raum (s.u.).

Dazu gehort auch die Koch-Kurve und andere Fraktale. Hier nutzt man die
Tatsache aus, dass wenn der Abstand an a gegen Null strebt, dies &quivalent
zur Aussage ist, dass die Differenz an a gegen Null geht. Beim Cantor-Staub,
bei dem man in der Regel das Intervall [0,1]

— Sn— be.tracht_et und |terat|v" Jewells. d.aj<: mllttlere
Drittel eines Streckenstiickes eliminiert, ist es

- - - - das Gleiche. Aber fir analoge Objekte, z.B.
il 1 i1l 18 Fraktale in mehreren Dimensionen und
e i beliebiger Orientierung, ist die
Abb. 22: Cantor-Staub oder  Unterscheidung bedeutsam. Mit geeigneten
Cantor-Menge nach 5 Definitionen kann man die Konvergenz auf
Iterationen weitere topologische Schiefkorper

Ubertragen, bei denen jedoch immer Abstriche
bei den symmetrischen Eigenschaften gemacht werden mussen.

p-adische Zahlen

p-adische Zahlen wurden erstmals 1897 von Kurt Hensel (1861 i 1941)
beschrieben. Er hat wesentliche Beitrdge zu der Theorie und zu weiteren
(zahlentheoretischen) Themen geliefert. Er stammt aus einer Familie, die
zahlreiche Kinstler und Wissenschaftler hervorgebracht hat. Hensel hat bei
Kronecker promoviert und sich ebenfalls bei ihm habilitiert. Nach einer
aul3erordentlichen Professur in Berlin wurde er 1901 auf einen Lehrstuhl nach
Marburg berufen. Trotz weiterer Angebote und trotz zwangsweisem Ruhestand
durch seine judische Herkunft blieb er dort bis zu seinem Tod.

Zahlen werden in der Regel in einem Stellenwertsystem zur Basis 10
dargestellt, also dezimal. So ist z.B.

30215 320*+0203%+220%+120*+520°.

In der Informatik ist die Binardarstellung wichtig, also ein Stellenwertsystem zur
Basisb 2. Soist

4510 (dezimal) entspricht 12°+02%+123+122+021+12° = 101101, (binar)
Das Gleiche macht man mit rationalen Zahlen. So ist

30,215 320'+020°+2201+1202+520%3,

76 Gemeint ist nicht die fraktale Hausdorffdimension, © —a 0, 6 3, sonder
topologische Dimension einer unzusammenhangenden Punktmenge.
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Man nennt es allgemein eine b-adische Entwicklung zu beliebigen Basen.”’
Dieses Prinzip lasst sich auf jede Basis

HH (MM | S S Ubertragen.’®
: 00 00 | 00 Im Rahmen der Restklassenarithmetik
10900 00|00 entsteht eine Ringstruktur. Ein solcher Ring
: 00 00 00 ist genau dann nullteilerfrei’®, wenn die Basis
100 00 00 S N : :
(AGrundzahl i) eine Primzah
21:46:28 Uhr

In  diesem Kapitel sollen durch die
Abb. 23: sexagesimale BCD- Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
Codierung einer binaren Uhr  deshalb ohne Einschrankung der

Allgemeinheit nur Primzahlen als Basis

betrachtet werden, alsop"P={ 2, 3, 5, 7, 11y MHéMmM7, é}

Jede ganze Zahl m lasst sich wie folgt in Primfaktoren schreiben,

a f

I & st hier die grof3te natirliche Zahl, fir die 1 ein Teiler von m ist oder

0, wenn das entsprechende p kein Teiler von m ist. Diese Bezeichnung wurde
gewahlt, um deutlich zu machen, dassi & von p und m abhangig ist.

ZB.7 vmmi] ¢ ¢f vmm df vnm off v 1)

Ist p eine beliebige, aber fest gewahlte Primzahl, so kann jede natlrliche Zahl
m p-adisch entwickelt werden mit nattrrlichen Zahlen &.

i [ARe)

Beispiele 2-adische, 5-adische, 7-adische Entwicklung von dezimal 500:
50010=128+127+125+125+12+023+122+021+02°=111110100: (Basis 2)
50010=23°+03%+033+132+13%+23°=2001123 (Basis 3)

T Mittels Leuchtdioden kann eine binare Uhr binare Werte darstellen. In der Abbildung
ist jede Spalte von Leuchtdioden eine BCD-Codierung (Binary Coded Decimal) der
traditionell sexagesimalen (Basis 60) Zeitdarstellung.

8 In Computerprogrammen muss Uber die Programmiersprache das Format einer
rationalen Zahl gewéhlt werden. Damit wird sozusagen die Position des Kommas
festgelegt. So werden mit 8 Bit EBCDIC-Code z.B. bindre Festkommazahlen codiert,
bei gréReren Zahlen werden entsprechend mehr Byte verwendet. Der EBCDIC ist aus
dem éalteren Binary Coded Decimal Interchange Code entstanden, der wiederum auf
dem 4-Bit-Code BCD basiert (siehe bindare Uhr). Eine andere Codierung ist die
Gleitkomma-Codierung (floating Point). Sie folgt in der Regel dem IEEE-Format 754
(Single Precision Format). Der 7-Bit ASCII-Zeichencode gilt als veraltet und wurde
durch UTF-8 (8 Bit) ersetzt.

® Ein Nullteiler eines Ringes R ist ein Element a, fur das es ein vom Nullelement 0
verschiedenes Element b gibt, sod as s a 0. I n einem Restkl as
und 3 Nullteiler da 2 6=0 mod 6.

>
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50010=433*+032+03'+03°=4000s (Basis 5)
50010=13%+332+13F*+33T°=1313 (Basis 7); usw.

Diese bekannte Darstellung einer natirlichen Zahl m zur Basis p lasst sich
problemlos auf ganze Zahlen tbertragen.

6 G Fon TipfEED p

heil3t ganze p-adische Zahl

Dass man i formal bis unendlich laufen lasst, ist unerheblich. Die & und die
Potenz von p ist beschrankt, aber kann beliebig grol3 werden.
Die entsprechende Menge heil3t Menge der ganzen p-adischen Zahlen:

¥ h & hi N miphex®  p

Die ganzen p-adischen Zahlen wurden damit Uber Potenzreihen definiert.

Es ist aber auch eine Betrachtung tiber Restklassen moglich. Es lasst sich leicht
Uber vollstandige Induktion beweisen:

ko o E © n aé&q
M N Td’vpf'&IDv p 80
Beispiel: ¢ &k ca ¢ @k ¢ mrde @ k¢ nmx mb ae€Q

Diese doppelte Betrachtung der p-adischen Zahlen aus analytischer Sichtweise
Uber Potenzreihen und aus algebraischer Sicht Uber Restklassenringe zieht sich
durch viele Uberlegungen tiber p-adische Zahlen.

Der p-adische Betrag:

Der neue p-adische Betrag von & -1 wird dann definiert als:

fsd N N undsts h mmmite¢ 7 & hum deutlich zu machen, dass
€ sowohl von p als auch von m abhangig ist. Diese Schreibweise wird weiterhin
angewendet.

AuBerdem sei mi=ad* und mz=bP' mit k+l=n dann ist

|M1n2|p=|aP*DP'|p=|aP"[pAbP'|p=]M1[pPM2|p=p*P'=p™"

80 Nur so viel sei dazu erwahnt: Das ist die Ausgangsuberlegung, um Folgen von
Restklassen betrachten zu kénnen, die zwar in verschiedenen Ringen liegen, aber
miteinander sukzessive dur ch Homomor phi s men
korreliert sind. ¥ i st dann der Aprojektive Li meshA de

abhangig von geeignet gewahlten Homomorphismen.



-51-

Beispiele (50010):
|111110100|,=22=1/4; |200112|5=0; |4000|5=53=1/125; |1313|7=0, usw.

Der negative Exponent von p, also 7 & hwi rd deshalb so Ak
bezeichnet, weil er abhangig vom gerade betrachteten Primfaktor p von m und

der Zahl m selbst ist. Er sagt, genau wie bei den Potenzreihen, wie oft dieses p

in der Primfaktorzerlegung von m enthalten ist. Der p-adische Betrag einer Zahl

m wird also umso kleiner je haufiger sie sich durch p teilen lasst.8?

Bevor wir zum p-adischen Abstand |m1 mz|p und seiner Einordnung als neue
Metrik kommen, hier zuné&chst ein Beispiel mit m>=0 und der Basis 3 bei den
Zahlen mi= 1 , 2, é, 29 , 30.

Es geht also um den 3-adischen Abstand zur 0, um Verwechslungen zum
archimedischen Betrag zu vermeiden, genannt d3(mi,0). Das entspricht dem
Betrag von mi zur Basis 3. Man bestimmt, wie oft der Primteiler 3 in der
Primfaktorzerlegung bei den ersten 30 Zahlen auftaucht.

Z.B. d3(4,0)=1, da 3°=1 (3 ist kein Teiler von 4), d3(6,0)=d3(23,0)= 31=1/3,
ds(9,0)= ds(33,0)= 32=1/9, d3(18,0)= ds(233,0)= 32=1/9, usw.

ISR iy

1 2 3 4 5 6 7 8 910 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Abb.24:3-adi scher Abstand zur 0 %¥¢:r alle Zahl
(Legende: gelb=1, turkis=1/3, blau=1/9, schwarz=1/27)

Die Grafik soll eine Einschatzung tber die Gro3enverhaltnisse in der p-adischen
Welt vermitteln. Dies wird nun Uber den Abstandsbegriff fortgesetzt. Dazu soll
auch zur Wiederholung der Vergleich mit dem klassischen, archimedischen
Abstand dienen.

Archimedischer Abstand:

Wie bereits dargelegt, erweitert man < zu f, in dem man Uber sogenannte
rationale Cauchy-Folgen argumentiert. Also konvergierender Folgen rationaler
Zahlen gemal der bekannten (archimedischen) Abstandsdefinition, in der die
Abstdnde immer kleiner werden. Der Konvergenzpunkt kann rational, aber auch
irrational sein. Dies fihrt erst zur Erweiterung von ¢ zu den irrationalen Zahlen

81 Man hatte auch r, d, Tsetzen konnen und kommt ohne Fallunterscheidung aus.
82 Bildquelle: https://www.uni-frankfurt.de/50581176/werner.pdf, auch die
Argumentation folgt in Teilen dem Artikel von Annette Werner: Ein Ausflug in die p-
adische Welt.
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und damit zu 5. Es sind im Prinzip die Uberlegungen, die Richard Dedekind in
seinen Dedekind schen Schnitten skizziert hat. Man beachte, es wird hier die
Anor mal e i, -archimekischedVetsik; diso der klassische Abstand bzw.
Betrag, angewendet. Er hat auch Ubrigens sein Aquivalent in E und auch im
Schiefkorper der Quaternionen H als Lange des Vektors x gemessen vom

Nullpunkt.

Fir eine komplexe Zahlg¢ @ @ ist®s w0 o,

fur ein Quaterniony @ @ ©@ @WistHs O © O @

Es gilt unabhangig von den Koérpern st und g, bzw. dem Schiefkoérper H, dass
WAE WEIE  LsI0g da die Betrage reell sind.

Es ist also eine Erweiterung von v zu 8 und weiter zu E unter Verwendung der

klassischen Metrik. Sie lasst sich sogar auf H tibertragen.

Man kann neben dem analytischen Ansatz einen algebraischen Ansatz wahlen
und dabei eine ganzlich andere Metrik, den p-adischen Absolutbetrag, nutzen
und dartiber zu einem neuen Abstandsbegriff dp(m,n) kommen:

Definition p-adischer Abstand:

Seien m, n (oben noch m: und m2 genannt) zwei ganze Zahlen und p~ P eine
beliebige, aber feste Primzahl, so gelte dp(m,n) Owennm n und bei

Q ak —2
n
Dieser Abstand erfllt die drei wesentlichen Forderungen an eine Metrik:
1) Ein Abstand muss immer O 0 sein.
Sinn.

2) Esist egal von welcher Seite man misst, d.h. Q akE Q thy

3) Es gilt die Dreiecksungleichung 'Q ¢ Q ¢ 'Q Ghe fur drei
Punkte ot 0 ¢ ¥BDa die p-adischen Zahlen mit dieser Metrik einem total
unzusammenhéngenden topologischen Raum bilden, ist das gewohnte,
streckenorientierte Bild der archimedischen Dreiecksungleichung nicht
dafur zutreffend (s.u.).

Beispiel: Q ¢ ot v @ Q ¢ oy - 5

Wenn & ¢ nichtdurch p teilbarist, soistf & & T iQéake  p.

Uber negative Potenzen der Basis p, also Uber Laurent-Polynome, lassen sich
auch rationale Zahlen der Form —hx i¢ ¥ shp-adisch entwickeln.

Man definiert auBerdemi af d 7 & T €8
ZB.T pfo 1T p 7T ¢ m p p

mi n

Nega
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p

o

Q —ht L0
o

L ke)

Analog zu den ganzen p-adischen Zahlen kann man — in eine Potenzreihe

(genauer Laurent-Polynom oder Laurent-Reihe, d.h. auch mit negativen
Exponenten) entwickeln. Die Koeffizienten & liegen natirlich ebenfalls alle in

der Restklasse von p und damit p" f ¢ r alle k=1,¢é,n (nach
erwahnten Satz).
Abi= 1bis kst ehen die ANachkommastell enf.

a . o

heil3t dann p-adische Zahl

h Gnhd N TipeEd p

C

heil3t Menge der p-adischen Zahlen

Dahinter steckt die Erkenntnis, dass die ganzen Zahlen als b-bzw. p-adische
Polynome aufgefasst werden kénnen und die rationalen Zahlen als Laurent-
Polynome.83

Fur jede Primzahl p bilden die p-adischen Zahlen einen p-spezifischen
Erweiterungskorper op des Korpers o 8Aul3erdem ist op der sogenannte
Quotientenkorper des Ringes d 8

Uber die Restklassenarithmetik kann man Addition, Subtraktion, Multiplikation
und mit entsprechenden Einschréankungen die Division Uber die abschnittsweise
Berechnung der Folgenglieder definieren. So ist
W ve ® gD ® O g
W vgI® vgD A
Derp-adi sche Abtsamh dfiAp zwei er rational en 2z

sich Ubrigens auch uber die algebraische Sicht Gber Restklassenschreibweise
verdeutlichen:

Q w0 wk wa € 'Q
Es existiert somit durch den p-adischen Betrag eine eindeutige

Abstandsregelung und als metrischer Raum ist v, genau wie E oder A
vollstandig. Mit Hilfe von Cauchy-Reihen bzgl. der p-adischen Definition des

83 Nach Pierre Alphonse Laurent, (1813 i 1854). Die Laurent-Polynome bilden einen
Ring, der isomorph zum Gruppenring von d Uber s ist.
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Abstands kann man mit den Reihen rechnen und p-Konvergenz und p-Stetigkeit
nachweisen.84 Der p-Abstand vervollstandigt den Ring ¥ zu ¥ . Die zentrale

Aussage ist jedoch:

v kann mit Hilfe des archimedischen Betrags zu A vervollstandigt werden.
v kann aber auch mit Hilfe des p-adischen Betrags zu v p vervollstandigt
werden.

Mit der p-adischen Metrik kann man ganz analog konvergierende Folgen und
Reihen mit Koeffizienten in o, behandeln 7 allerdings mit einem anderen
Konvergenzbegriff. Entwickelt man eine Zahl p-adisch in eine Reihe mit
Koeffizienten xn d e r Pot enzen v onRl}, po kenvesgieryse ,ndr
dann, wenn nur endlich viele der x» ungleich Null sind. Es wird dadurch sogar
punktuell einfacher, da eine Reihe mit x»" vp der Form B @ genau dann in
up konvergiert, wenn die Folge der w eine Nullfolge ist (Null ist
Konvergenzpunkt). Es gilt namlich nicht nur die euklidisch-archimedische
Dreiecksungleichung (s.0), sondern die deutlich starkere nicht-archimedische
Form (manchmal ultrametrisch genannt):

Fur drei Zahlen k, m, nN o gilt:8
Q e I A b RQ ake

Man kann in diesem Koérper mit p-konvergenten Potenzreihen eine Analysis mit
Differential- und Integralrechnung etc. entwickeln, teilweise im Umfang
vergleichbar mit e oder 5 .86

Man muss allerdings bei solchen Vergleichen immer bertcksichtigen, dass die
Korper der reellen und komplexen Zahlen topologisch zusammenhangend sind.
Das ist bei den p-adischen Zahlen in extremer Weise nicht der Fall. Sie sind
topologisch total unzusammenh® nge n d, ein ADiskonti
Geometrie in hohem Mal} unanschaulich. Dabei muss man sich im
Vorstellungsvermdgen vollkommen von den Geometrien in E oder A l6sen. So
ist z.B. jeder Punkt in einer Kreisscheibe in v p auch zugleich der Mittelpunkt.
Jedes Dreieck ist gleichschenklig.

84 Vergleiche Torsten Wedhorn, Uber einige Aspekte der Arbeit von Peter Scholze
Aus der Zeitschrift Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
https://doi.org/10.1515/dmvm-2018-0026 oder
https://www.degruyter.com/document/doi/10.1515/dmvm-2018-0026/html

85 Zum Beweis siehe den Beitrag von Annette Werner: Ein Ausflug in die p-adische
Welt, S. 5. Der Artikel lieferte eine wichtige Orientierungshilfe fir dieses Kapitel.

86 Weiterfuhrende Literatur: https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik/p-adische-
zahl/9392, https://de.wikipedia.org/wiki/P-adische_Zahl, Pontrjagin, ebenda, S. 127f

-
o

nuumn
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Oben wurde ¥ , die Menge der ganzen p-adischen Zahlen, definiert. Es zeigt
sich, dass ¥ homoomorph zur Cantor-Menge C ist, d.h. es existiert eine
bijektive, stetige Abbildung zwischen den topologischen Raumen d und der
Cantor-Menge C. D.h. auch, dass ¥ Uberabzahlbar ist.8” Damit enthalt ¥ nicht

nur irrationale und nicht-algebraische, sondern auch transzendente Zahlen. v p

ist bzgl. der p-adischen Metrik metrisch ein vollstandiger Raum, obwohl er nicht
angeordnet werden kann. Das gilt aber auch fir den komplexen Zahlenkérper

E. Die Cantor-Menge C hat eine 3-adische Darstellung, es kommen nur die

Ziffern 0 und 2 vor.88 Gleichbedeutend ist die ternare Darstellung, also die

Menge aller Zahlen im Intervall [0, 1], die eine Darstellung als Kommazahlen zur

Basis 3 besitzen. Also analog zum dezimalen Stellenwertsystem mit den Ziffern

o, 1, 2, 3, é , 9 obMemrgtdnstersireStellenwertsystdme r Can
an, in dem nur die Ziffern 0, 1, 2 vorkommen. Bei der Cantor-Menge C bendtigt

man durch das Konstruktionsprinzip der Menge nur O und 2.

Wir haben die klassische, archimedische Metrik und die p-adische Metrik
kennengelernt und beide gegenibergestellt. Im ersten Fall vervollstandigt man
damit v zu a; im zweiten Fall wird v zu v perweitert. Die Frage ist, ob es weitere
Metriken mit entsprechenden Eigenschaften geben kann. Die Antwort gibt ein
bereits 1916 von Alexander Ostrowski (1893 1 1986) bewiesener Satz. Danach
ist jeder (nichttriviale) Absolutbetrag entweder zur archimedischen
Betragsfunktion oder zum p-adischen Betrag aquivalent. Eine weitere Metrik
kann es also nicht geben.

Ist das nur eine exotische Spielerei? Keineswegs!

Im Jahr 2018 erhielt der junge deutsche Mathematiker Peter Scholze die Fields-
Medaille, vergleichbar dem Nobelpreis fur Mathematik. Scholze arbeitet an der
Schnittstelle von Zahlentheorie und algebraischer Geometrie an der Universitat
Bonn. Diese Disziplin hat sich urspriinglich mit Losungen von polynomialen
Gleichungen in Bereich der ganzen Zahlen ¥ beschéaftigt, auch als
diophantische Gleichungen bezeichnet.®® In manchen Fallen kann aus der
Losbarkeit diophantischer Gleichungen modulo aller Primzahlen auf die
Losbarkeit der urspringlichen Gleichung geschlossen werden.®® Man
bezeichnet das heute als Lokal-Global-Prinzip. D.h. die Lésbarkeit in globalen
Korpern, wie o, wird aus der Losbarkeit in deren Vervollstandigungen (den

87 Der Beweis gelingt Gber das 2. Cantorsche Diagonalargument, mit der Georg
Cantor auch die Nichtabzahlbarkeit der reellen Zahlen bewiesen hat.

B B —s& QU@ o0
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8 Siehe auch SdW, 10.22, S. 70f
9 Siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Hasse-Minkowski_theorem
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lokalen Korpern, wie op) gefolgert. Dies kann man als Geburtsstunde der
Bedeutung der p-adischen Zahlen fur die Zahlentheorie bezeichnen. Wenn eine
Funktion eine quadratische Form ist, also ein Polynom mit ausschlief3lich
Termen zweiten Grades, mit Koeffizienten in einem Zahlkoérper (zum Beispiel
dem Korper der rationalen Zahlen o) ist, dann folgt aus der Existenz von
nichttrivialen Nullstellen in 1 und in allen p-adischen Vervollstdndigungen (den
v p fur alle p) bereits die Existenz einer nichttrivialen Nullstelle im Zahlkérper.
Dies wurde in einem Satz von Hermann Minkowski (1864 i 1909) und seiner
Verallgemeinerung durch Helmut Hasse (1898 1 1979) bewiesen.

Die p-adischen Zahlen bieten die Mdglichkeit, eine enge Verbindung zwischen
ihrer Analysis und der Zahlentheorie Gber das Rechnen in Restklassen modulo
Primzahlpotenzen zu schaffen.

Scholze hat in diesem mathematischen Bereich eine ganze Reihe
bahnbrechender Ergebnisse erzielt.

Fazit

Im vorliegenden Beitrag wurde die Entwicklung des Zahlbegriffs unter
historischen und ebenso unter mathematischen Gesichtspunkten betrachtet.
Die algebraischen Korper der reellen und komplexen Zahlen und ihre
Beziehungen bei Veranderlichen (Funktionentheorie) haben dabei die
Mathematik und viele Anwendungen dominiert. Die Quaternionen spielen nur
eine deutlich untergeordnete Rolle, weil die Multiplikation nicht kommutativ ist.
Sie bilden einen Schiefkdrper, genauer gesagt einen topologischen
Schiefkorper, der bzgl. Konvergenz und Stetigkeit jedoch durchaus die
gewunschten Eigenschaften fiir Zahlenrdume hat. Auch weitere algebraische
Konstrukte mit interessanten Eigenschaften wurden entdeckt. p-adische
Mathematik eroffnet neue Moglichkeiten und hat sich zu einem riesigen
Forschungsthema entwickelt.

Es stellt sich die berechtigte Frage, ob die historische Entwicklung des
Zahlbegriffs zwangslaufig war. Oder ob es seitens der Mathematik weitere
Korper und Schiefkdrper mit diesen universellen Eigenschaften gibt, die die
Stelle der reellen oder komplexen Zahlen oder bedingt der Quaternionen in der
kulturhistorischen Entwicklung hatten einnehmen konnen.%!

Provokativ gefragt: Wurden wir vielleicht bei einer anderen Entwicklung heute
mit ei-meéimsd@lp kalibriertenfi MaCstab messen

Die Antwort wurde im Jahr 1931 von Lew Semjonowitsch Pontrjagin (1908 i
1988) gegeben, der folgenden Satz bewiesen hat:

91 Eigene Abbildung
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Jeder lokalkompakte, zusammenhangende topologische Schiefkérper ist
entweder der Korper der reellen Zahlen oder der Kérper der komplexen Zahlen
oder der Schiefkdrper der Quaternionen.®?

Die Voraussetzung Al okal kompakt -adische
Zahlen aus und es kann nach Ostrowski keine weiteren Metriken geben. Damit
wird auch mathematisch deutlich, dass die historische Entwicklung des
Zahlbegriffs tber mehrere Jahrtausende menschlicher Kulturgeschichte, wie im
vorliegenden Beitrag plakativ dargestellt, eine zwangslaufige Entwicklung war.

Zu dieser historischen und
mathematischen Entwicklung gab es
keine Alternative. Das bedeutet aber
nicht, dass ein anderer Ansatz in der
arithmetischen Geometrie, etwa ein

C Wechsel zur p-adischen Sichtweise,
H

kulturhistorische Entwicklung
des Zahlbegriffes

nicht in manchen Fallen
mathematisch  zielfihrender sein
kann. Sich allgemein einem neuen
Zusammenhang zwischen Zahlen
Abb. 25: Die kulturhistorische und und Geometrie zu widmen, kann zu
die mathematische Entwicklung des  neuen Erkenntnissen fiihren.%3
Zahlbegriffs liefen synchron und
zwangslaufig.

mathematische Entwicklung
des Zahlbegriffes

Die Metrik eines Zollstockes wird sich
aber dadurch nicht andern.
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Abb. 26: Kunstlerische Darstellung des Horus-Auges,
moderner Druck auf Papyrus mit Originalfarben (eigene Fotografie)
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Schlussbemerkung

In diesen turbulenten, politischen Zeiten, bei einem sinnlosen Angriffskrieg in
Europa, bei Unterdrickung und Folterung nicht nur im mittleren Osten, bei
Hunger, Leid und Tod, verursacht von Despoten, sollten wir mit dem Begriff
Airrationald nicht nur besti mmte Zahl en v

AWhen | carefully consider the curi
| am compelled to conclude
That man is the superior animal.

When | consider the curious habits of man
|l confess, my friend, | am puzzledo

EZRA POUND (188571 1972)

Fur Fari T in Liebe und Dankbarkeit
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NULL
Geschichte, Bedeutung und Verallgemeinerungen

WILLI KAFITZ*

Abstract:

The zero as a symbol, as a numeral and as a number, especially in a positional system,
can only be clearly proven in a few early cultures. These clearly include the Sumerians
in Mesopotamia, the Maya in Yucatan and also the Incas in South America. However,
the range of the American peoples was too remote, and their influence was not great
enough to be able to pass on relevant knowledge in their respective areas. In contrast,
the geographical location of the Indians was much better suited. Nonetheless, this
should not belittle their intellectual achievement because their decimal system with the
zero was the almost perfect basis for today's arithmetic.

Noteworthy is the fact that the culture with the most amazing mathematical
achievements, Ancient Greece, did not know the concept of zero. In contrast, Islamic
Arabia adopted the Indian method of calculation relatively quickly. However, it was
many centuries before it arrived in the Christian West through contacts with Moorish
southern Spain. Despite obvious disadvantages, Roman numerals survived almost
1000 years after the discovery of zero and a decimal place value system.

Today, the zero has not only arrived in international arithmetic, but it is also often taken
up in mathematical generalizations and beyond. In mathematics, it is mainly abstract
algebra and topology. Other terms related to zero can be found in economics or
cartography.

Keywords: Zero, positional system, generalizations of zero

Zusammenfassung:

Die Null als Symbol, als Ziffer und als Zahl, vor allem in einem Positionssystem, kann
in nur wenigen frihen Kulturen eindeutig nachgewiesen werden. Dazu gehéren
eindeutig die Sumerer im Zweistromland, die Maya in Yucatan oder Guatemala und
auch die Inkas in Studamerika. Doch das Verbreitungsgebiet der amerikanischen
Volker war zu abgelegen. Ihr Einfluss reichte nicht aus, um ihr diesbeztigliches Wissen
in diesem Bereich weitergeben zu kénnen. Dagegen war die geografische Lage der
Inder wesentlich besser geeignet. Das soll ihre intellektuelle Leistung nicht schmalern.
Ihr Dezimalsystem mit der Null war die fast perfekte Grundlage fur heutiges Rechnen.
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Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Kultur mit den erstaunlichsten
mathematischen Leistungen, das antike Griechenland, die Null nicht kannte. Dagegen
hat das islamische Arabien die indische Rechenmethode relativ rasch tbernommen.
Bis sie allerdings im christlichen Abendland Uber Kontakte mit dem maurischen
Sudspanien ankam, dauerte es noch viele Jahrhunderte. Die romischen Zahlen hielten
sich trotz offensichtlicher Nachteile noch fast 1000 Jahre nach Entdeckung der Null
und einem dezimalen Stellenwertsystem.

Heute ist die Null nicht nur beim internationalen Rechnen angekommen, sondern wird
auch vielfach in mathematischen Verallgemeinerungen und dartber hinaus
aufgegriffen. In der Mathematik ist es vor allem die abstrakte Algebra und Topologie.
Andere Begriffe mit Bezug zur Null finden sich in Wirtschaftswissenschaften oder der
Kartografie.

Schlisselworte: Null, Positionssystem, Verallgemeinerungen der Null

*) Dr. Willi Kafitz, Rother Weg 3, 35112 Fronhausen, email: willikafitz@web.de
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Bemerkenswertes
Wir sprechen deutsch, wir schreiben romisch und wir rechnen indisch.!
Karl Menninger (1898 1 1963)

Null ist auch eine Ordinalzahl und Mathematiker beginnen oft damit zu z&hlen.
Folgende Anekdote des polnischen Mathematikers Waclaw Sierpinski zeigt,
dass das nicht immer sinnvoll ist. Auf einer Reise geriet er plotzlich in Panik,

wei | er ein Gep?2ckstg¢gck vergessen zu habe
i hn seine Frau, Aalle sechs Koffer sind d
Gemahl, Aich habe zwei maweinactmgeiz2 hviter nt

Waclaw Sierpinski (1882 1 1969)

Ich stimme mit der Mathematik nicht Uberein. Ich meine, dald die Summe von
Nullen eine gefahrliche Zahl ist.®

Stanislaw Jerzy Lec (1909 - 1966)

Eine Grofle ist etwas oder nichts; wenn sie etwas ist, ist sie noch nicht
verschwunden; wenn sie nichts ist, ist sie wirklich verschwunden. Die Annahme,
es gebe einen dazwischen liegenden Zustand, ist ein Hirngespinst.*

Jean Le Rond d"Alembert (1717 7 1783)

Oh, I got plenty o' nuttin'
An' nuttin's plenty fo' me®

Aus Porgy and Bess von George Gershwin
Now thou art an 0 without a figure.®
Shakespeare

Die Mathematik entsteht, wo man, statt zu zahlen, dazu tbergeht, Beziehungen
zwischen Mengen herzustellen.’

Robert Kaplan

1 Karl Menninger, Zahlwort und Ziffer, Eine Kulturgeschichte der Zahl, Gottingen, 1958,
zitiert nach Wul3ing, ebenda, S. 97. (Menninger promovierte tbrigens Gber Bernhard
Bolzano und war temporar Gastdozent an der Universitat Giel3en.)

2 Zitiert nach http://peter-ripota.de/mathe/ordinalzahlen-einfach-weiterzaehlen/von-
der-null-zur-eins/

8 https://gutezitate.com/zitat/185952

4 Zitiert nach Charles Seife, Zwilling der Unendlichkeit, S 141

5 Porgy and Bess, George Gershwin, 1935, Liedtext DuBose Heyward und Ira
Gershwin (nuttin ist der Slangausdruck fiir nothing)

6 Shakespeare, Konig Lear, 1. Akt, 4. Szene, Fool to King Lear

’ Robert Kaplan, zitiert nach dajolens.de/blog/vorgeschichte-mathematik
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Big Picture

Vorliegender Beitrag handelt von der Null. Er ist in einen historischen und einen

mat hemati schen Teil gegliedert. Eigent| i
Teilen unterschiedlich gekennzeichnet werden, denn er bezeichnet
unterschiedliche Dinge oder zumindest eine historisch-dynamische Sicht und

eine mathematisch gefestigte und damit wissenschatftlich-stabile Sicht.

In der Mathematik ist die Null unbestritten eine
Zahl, gleichberechtigt und sogar in ihrer
mathematisch begrindeten Sonderstellung
herausgehoben. Es ist die einzige reelle Zahl, die
weder positiv noch negativ ist. Es ist eine
Kardinalzahl, denn sie beschreibt die Anzahl an
Elementen in der leeren Menge. Oft ist es auch
sinnvoll, sie als Ordinalzahl zu verwenden, d.h.
Zahlen damit zu beginnen. Die Null ist eine gerade
Zahl, da sie durch 2 ohne Rest d.h. mit Rest O
teilbar ist (0/2=0). Sie ist somit neben der Eins
Reprasentant in der Restklasse 2. In den
’ Verallgemeinerungen der Null ist sie starker
sprachlicher und mathematischer Bezugspunkt.
THE FOOL .. Sie ist eine starke S&aule in der Mathematik und in
Abb. 1: Tarot-Karte ihren  wichtigsten ~ Anwendungen inkl. der
ADer Nar r A |nformatik bzw. digitalen Elektronik. Sie ist aus
unserem Alltag nicht mehr wegzudenken.

Ganz anders ist die Null im historischen Teil zu verstehen. Die geschilderte
historische Entwicklung ist zwar grundséatzlich richtig, aber doch in vieler
Beziehung zu relativieren. Es ist historisch belegt, dass ca. 773 n. Chr. die Null
der indischen Stellenwertschreibung nach Bagdad kam und es war al-Hwarizmi,
der 825 mit seinem Buch tber Arithmetik den Grundstein fir den weiteren Weg
der Null im arabischen und darauf folgend im westlichen Kulturraum legte. Wir
wissen auch mittlerweile von der Entwicklung bei den Sumerern im
Zweistromland und den Leistungen der Maya im von der tbrigen Welt isolierten
Yucatan. AulRerdem konnen wir dank archéologischer Erkenntnisse
einigermalRen den Stand bei den groRen Hochkulturen der Welt in den letzten
7-8000 Jahren einschatzen.

Trotzdem ergibt sich oft ein unklares und verschwommenes Bild. Es ist noch
keinesfalls die stolze Zahl Null der Mathematik von heute zu erkennen. Man
sieht undeutliche Aspekte und Momentaufnahmen einer Evolution, in der nichts
geradlinig und stringent gelaufen ist. Nichts kann darin als absolut betrachtet
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werden. Die Symbole und wie sie entstanden sind, die Begriffe, ihre Bedeutung,
ihren ungewissen Beginn, die zeitlichen Entwicklungen, die Einflisse der
Kulturen untereinander, die Mehrdeutigkeit der Quellen und ihrer
Interpretationen, liegen wie Puzzlesteine da, von denen zu viele, aber keine
zwingend zusammenpassen wollen. Vor allem in frihen Phasen war die extrem
unterschiedliche Wertschéatzung der Null, nachdem es sie als Idee gab, aus
heutiger Sicht verwirrend, mdgliche Verbindungen der historischen Fakten sind
auch heute noch héchst spekulativ. Es gibt zahlreiche Hinweise und mdogliche
Deutungen, aber wenig belastbare Beweise in der friihen Entwicklungsphase.
Relativ eindeutig ist, dass die Null in ihrer friihesten Phase eine Leerstelle oder
ein Interpunktionszeichen war. Das konnte auch tber den Zeichen angebracht

sein. AZahlid konnte man das jedenfalls

Sicher ist, dass die indische Mathematik erheblichen Einfluss auf die weitere
Entwicklung hatte. So schreibt Bramagupta 600 n. Chr.: Jede Zahl minus sich
selbst ergibt Null. Trotzdem wurde der Null zunachst nicht die Ehre zuteil, als
gleichberechtigte Zahl akzeptiert zu werden. Ihr Name, der bis heute Bestand
hat, kommt nach vielen Irrungen und Wirrungen eindeutig vom
mittellateinischen nulla figura, d.h. keine Zahl.2

Diese Haltung bleibt fast 1.000 Jahre bestehen und so lange dauerte auch der
Paradigmenwechsel. Im 15. Jahrhundert schrieb ein Franzose: So wie die
Stoffpuppe ein Adler sein mochte, der Esel ein Lowe und der Affe eine Kdnigin,
so tat die Null vornehm und gab vor, eine Zahl zu sein.®

Die Null galt dann auch spater mehr oder weniger und zumindest auf3erhalb der
Gelehrtenwelt als APariafi unter den
einer Zahl. Sie hatte lange den gleichen unvorteilhaften Status wie die negativen
Zahlen. Die Situation erinnert an die Entdeckung der irrationalen Zahlen, die oft
Hipassos von Metapont zugeschrieben wird und bei den Pythagoreern einen
Schock ausgel6st haben soll.

Interessanterweise verlief der Paradigmenwechsel im westlichen Abendland

Zahl

e

besonders z2h. Das |l ag zum einen am ABeh

Zahlen. Ein fadenscheiniges Argument war z.B. ihre bessere
Falschungssicherheit. An der Universitat Padua verpflichtete man deshalb die
Buchhandler, ihre Preise romisch zu schreiben. 1494 verlangte der
Blurgermeister von Frankfurt in seiner Verwaltung auf das neue Ziffernrechnen
zu verzichten. Noch 1594 wurde in Antwerpen gewarnt, arabische Ziffern in
Wechseln oder Vertragen zu verwenden. Arabische Ziffern und die Null wurden

8 Robert Kaplan, Die Geschichte der Null, S. 80
9 Robert Kaplan, ebenda, S. 82
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lacherlich gemacht oder heidnisch genannt. AEin geh°rntes Vieh
Eine arabische Ziffer / Ist ein Priester, der an solch einem Festtag / nicht die
Gottesmutter preist.i°Es war Asarazenische Magief.

Der Monch Gerbert von Aurillac, der spatere Papst Sylvester der Zweite, soll
sich in Cordoba als Araber verkleidet haben und liel3 sich dadurch unerkannt im
Gebrauch der indo-arabischen Zahlen und der Null unterrichten. Dies wurde als
Blasphemie gewertet. Noch im 17. Jahrhundert lie3 die katholische Kirche
seinen Sarg in der Erzbasilika San Giovanni in Rom o6ffnen. Eine
Ungeheuerlichkeit bei einem Papst! Man wollte sehen, ob der Teufel darin
sitzt.1112  Gerbert sollte aber trotz der Legenden als bedeutender
Wissenschatftler der Scholastik gesehen werden, der in zahlreichen Bereichen
bedeutende Ergebnisse beisteuerte und vor allem auch Neuem aufgeschlossen
gegenuber stand.!3

Ein weiterer Grund war die Schwierigkeit, inmitten einer Umwelt mit zwei
grundverschiedenen Zahlensystemen konfrontiert zu sein, die mehrere
Jahrhunderte parallel betrieben wurden. Oder sollte man statt parallel
rivalisierend sagen? Es gab Abakisten und Algoristen, die langere Zeit im
Philosophiestreit lagen. Die eine Methode war unhandlich und sperrig, die

andere zumindest neu, wurde skeptisch beaugt oder sogar als heidnisch-
sarazenisch abgelehnt. Sie war bei Fehlern bestimmt im Zweifel eher der
Siindenbock und Fehler waren so verbreitet, dass Af ai re par(peal gor i
Al gorit hmus rechnen), zwi schenzeitlich
bedeutete.'*

Wichtige Messungen und Justierungen wurden romisch gezahlt und begannen
deshalb mit Eins. So wurden jedes Jahr zur Fruhjahrs-Tag-und-Nacht-Gleiche
die 360 Langengrade gemessen. Dieser Tag fallt in das Sternbild des Widders
und musste eigentlich 0 Grad sein. Die unterschiedlichen Zahlweisen wirken bis
jetzt noch nach. Heute setzen wir die Startlinie auf Null, die ROmer setzten sie
auf Eins. Drei Tage nach Sonntag war fur sie Dienstag. Wir nennen die zwei
Noten von C nach E noch heute eine grofRe Terz. Ganz schlimm war die
Konfusion bei den Jahreszahlen, die auch heute noch aus &sthetischen
Grunden manchmal rémisch geschrieben werden. Es fangt an, dass es
zwischen dem Jahr 1 v.Chr. und 1 n.Chr. kein Jahr null gab. Erst eine erneute

10 Kaplan S. 114

1 Quelle der Geschichte:
https://www.deutschlandfunk.de/die-geschichte-der-null-100.html
12 https://de.wikipedia.org/wiki/Silvester_lI., siehe auch

13 https://de.wikibrief.org/wiki/Pope_Sylvester |l

14 Kaplan S. 113
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Kalenderreform von 1740 fiuhrte es endlich ein.'® Jahreszahlen, die auf null
enden, waren und sind bis heute problematisch. Das 3. Jahrtausend begann
eigentlich formal am 1. Januar 2001. Ein Jahr vorher feierten Enthusiasten und
zitterten Aberglaubige. Zu denen soll auch Papst Silvester Il gehort haben, als
er voller Angst vor dem Weltuntergang zur ersten Jahrtausendwende die
Mitternachtsmesse zelebrierte.®

1299 erlie? der Stadtrat von Florenz, dass es illegal sei Geldsummen mit
arabischen Ziffern in Kontobticher zu schreiben,!’” obwohl das dezimale
Stellenwertsystem bereits tiber das Buch liber abaci von Fibonacci bekannt war.
Allerdings bedurfte es noch weiterer wichtiger Impulse und Fursprecher, z.B.
Luca Pacioli in Italien, Adam Ries in Deutschland oder der junge, geniale
Regiomontanus, der seinen Namen Johannes Mdller nach seiner Heimatstadt
Konigsberg (Joannes de Monteregio) latinisierte. Doch Pacioli hat in seinem
Buch nicht nur mathematische und wirtschaftliche Themen (siehe doppelte
Buchflihrung) angesprochen, sondern ist auch ausfihrlich auf das Fingerzahlen
eingegangen. Noch 1522 kommt in Nurnberg ein Buch dazu heraus: Abacus
atque vetustissima veterum Latinorum per digitos manusque numerandi
consuetudo (Abakus und der uralte Gebrauch der alten Lateiner, an den
Handen und Fingern zu zéhlen.) Es erklart ausfuhrlich, wie Abakus und
Fingerzahlen optimal zusammenspielen kdonnen. Das einfache Volk auf den
Markten und in den Zunftgassen hatte bei der tUberwaltigenden Verbreitung
di eser Kul turtechni ken deshalb kei
Zahlensystem zu wechseln.*®

Man sollte das Fingerzahlen und i rechnen nicht als Spielerei abtun. Es war ca.
1.500 Jahre ein bewdahrtes System. Es fuldt auf einer Praxis, die sich bereits bei
den ROmern herausgebildet hat und sich auf bemerkenswert grof3e Zahlen
erstreckt, die mit Fingerhaltungen, evtl. unterstitzt durch Gesten, dargestellt
werden kénnen. Auf dem romischen Forum stand eine Statue des Gottes Janus,
des doppelgesichtigen Gottes vom Anfang und Ende. Es ist ein sehr alter
romischer Gott ohne griechische Entsprechung in der Mythologie. Der Monat

nen

AJanuarfi geht auf ihn zur¢gck. Er soll

sein, die der Zahl 365 entspricht. Dies berichtete Macrobius, ein romischer
Zeitgenosse von Augustinus (gest. 430), dessen Bericht fast wortlich auf Plinius
zuruckgeht. Auch der Kirchenvater Augustinus, der Bischof von Hippo in
Nordafrika, beschaftigte sich mit moglichen Allegorien der Fingerzahlen in der

15 Kaplan, S. 115

16 de.m.wikipedia.org/wiki/silvester_|II.

17 Kaplan, S. 114

18 Karl Menninger, Zahlwort und Ziffer, eine Kulturgeschichte der Zahl, Gottingen 1958,
digitalisiert im Munchner Digitalisierungszentrum, siehe z.B. Zahlzeichen des Volkes,
Kerbhdlzer, digitalisiert ab S. 253 (Original Bd. 2, S. 26)
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Bibel. Ihnen liegen eindeutig auch Rechenvorgange zugrunde, die Uber eine
reine Zahlendarstellung hinausgehen.® Das zeigt, wie tief die Urspriinge dieser
Kulturtechnik gewesen sind.

Die erste vollstandige schriftliche Uberlieferung geht auf den Abt Beda, genannt
Venerabilis (der

70\ Bititolecunda, Zractatad quartag. DX Ehrfirchtige)  zuriick.

Der Benediktinerménch,
einer der wichtigsten
Lehrer des  frihen
Mittelalters, ist 735
gestorben. Es ist die
erste vollstandige
Aufzeichnung der
Fingerzahlen und in

temporum rationeil (|
die Zeitrechnung)
enthalten. Damit meinte
man damals die
Berechnung des
beweglichen Oster-
festdatums, zu dem
mindestens eine Person
in jedem Kloster féahig
sein sollte. An Ostern
hangen weitere
kirchliche Feiertage, die
Abb. 2: Fingerzahlen aus dem 1492 gedruckten im 1. Konzil von Nicda
Werk von Pacioli. Bis auf die handvertauschten (325), =zunachst nach
100-er und 1000-er ist es exakt die Darstellung dem Julianischen
von Beda. Kalender, festgelegt
wurden.?® Es  durfte
keinesfalls mit dem jiudischen Passahfest (Pessach) zusammenfallen, das am
Abend des Frihlingsvollmondes gefeiert wird. Es war scheinbar Beda wichtig,
I n seinem Werk gleich am Begi nBDecdmpagto
vel loquela digitorumidi  ( Al ber das Rechnen und
Offenbar waren die Fingerzahlen bis ca. 10.000 (genau 9.999) allgemein seit
Jahrhunderten in allen Vélkern Europas bekannt! Sie wurden mindlich von

19 Menninger, ebenda, digitalisiert S. 240 (Bd. 2, S. 5)
20 https://de.wikipedia.org/wiki/Ostern

seinem Werk ADe

ber

AWer k

di

e
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Generation zu Generation weitergegeben und waren deshalb so
selbstverstandlich. Dass Beda in England und nicht auf dem Kontinent lebte und
wirkte, erklart vielleicht, dass er diese Kulturtechnik zundchst dokumentieren
wollte.

Es war ein dulRerst ausgefeiltes System, das nichts mit primitiven Zahlzeichen
von Naturvolkern zu tun hat. Beda versuchte diese Grenze zu erweitern, aber
offenbar war der Bedarf fiir gréf3ere Zahlen nicht vorhanden. Seine Vorschlage
setzten sich nicht durch.

Seien nun abgekirzt K=Kleiner Finger, R=Ringfinger?!, M=Mittelfinger,
Z=Zeigefinger und D=Daumen.

Linke Hand Rechte Hand
Einer Zehner Hunderter Tausender
Ki RT M Zi D D1 Z MT RT K
Der Anzeigende blickt dabei auf seine Handriicken und sein Gegenuber sieht

die Zahl, so wie wir sie heute schreiben: TiT H Zi E.?2

Nun kann man verstehen, was der rémische Satiriker Juvenal Uber den

al ter swei s e n JaNghsklich ist, werasag dft wie & im Laufe der Zeit

trotzte dem Tod und seine Jahre schon zahlt an der Rechten.i Di e r echt e
brauchte man erst ab den Hunderten.

Manche Fingerstellungen fihrten auch im Ubertragenden Sinne zu

Assoziationen. So 1 st noch heute i n der
ein Zeichen fur Heirat und wohl eher auch fir Liebe. Das hat sich seit der Zeit
der Romer gehalten: Molli osculo se complectans ( € umar mt e i hn mi

)

t

zarten Kuss) beschreibt die verschlungene

Zeit diente die gleiche Haltung (allerdings mit der rechten Hand) zur Anbetung
der Venus. Bereits der Kirchenvater Hieronymus (gest. 420) hat darauf
hingewiesen. Die Legende, die sich um ihn rankt, dass er einem Léwen einen
Dorn entfernt haben soll, hat ihn besonders popular gemacht und auch das
Liebessymbol glaubhaft unterstrichen. Er (bersetzte die Bibel ins
zeitgendssisch Lateinische (Vulgata), also in eine Form, die im Prinzip heute
noch in der katholischen Kirche in Gebrauch ist. Durer hat ihn 1513 in einem
meisterhaften Kupferstich voller allegorischer Hinweise in seiner Studierstube

21 Der Ringfinger hie® auch Medicus, weil eine Ader vom Herzen zu ihm fihre. Er
bildete die Zahl 6, die seit den Griechen als vollkommene Zahl gilt (Summe ihrer Teiler,
1 qgilt als Teiler). Er war deshalb pradestiniert, einen Ring zu tragen.

22 Menninger, ebenda, S. 233
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portraitiert.>®> Menninger weist auch auf andere symbolische Hinweise hin, die
fur den umfassenden und selbstverstandlichen Umgang in der Bevdlkerung
aller Schichten mit Fingerzahlen sprechen.?

In mittelalterlichen Rechenbiichern fiir Klosterschiler unterschied man gemafi
den Fingerstellungen in digiti (1 7 9), articuli (Zehner) und numeri composti
(zusammengesetzte Zahlen bis zu 9.999). Das war fir die Rechenregeln
sinnvoll und nttzlich und wird auch heute in der Grundschule gebraucht um z.B.
bei der Addition den A!berlauffi in den n?@

Z.B. 7+5=12, scribe digitum 2, transfer articulum 1; oder 2 schreib hin, 1 im Sinn

Es muss betont werden, dass sowohl fast 500 bzw. 800 Jahre spater mit

Fibonacci und Pacioli zwei Verfechter der indo-arabischen Ziffern, die
Fingerzahl en al s negtzlich gew¢rdigt hahb
Zahlzeichen meist noch die rémischen Zahlen waren, so galten Uberall in

Europa die Fingerzahlen als gangige Konvention. Bis auf eine kleine Anderung

bzw. Vertauschung hat SuPmmaii dliie AWUST ¢ihm un g
Beda bestatigt. Dies kann bei dieser grof3en zeitlichen Distanz keinesfalls ein

Plagiat gewesen sein. Die Zahlzeichen des Volkes, fliichtige Fingerzahlen und

bestandige Kerbholzer, Millerknoten oder &ahnliche Dokumentationsformen,

exi stierten unabh®ngig von der AAmt sspr ¢
wichtiger im Alltag. Auch existierte wohl durchaus eine Arbeitsteilung bei

wichtigen Prozessen in der Verwaltung, sowohl beim Staat oder den grof3en
Handelshausern: Einer sagte die Posten an, ein Zweiter rechnete mit den

Fingern evtl. gemeinsam mit dem Abakus und ein Dritter dokumentierte (gleich,

ob rémisch oder indisch-arabisch).?®

Johannes Aventinus, (eigentlich Johann Georg Turmair, latinisierter Name nach
seinem Geburtsort Abensberg in Niederbayern), war bayerischer Historiker und
Hofhistoriograph. Er gibt, wie schon erwéhnt, noch 1522 in NUrnberg ein Buch
heraus, das die nutzliche Kombination von Abakus und Fingerrechnen betont:

Abakus und der uralte Gebrauch der alten Lateiner, an den Handen und Fingern
zu zahlen. 2¢

George Ifrah weist darauf hin, dass die Griechen, die Sabéer, die Lykier, die
Palmyrener, die Etrusker und eben auch die Romer flir die Funf ein eigenes
Zeichen hatten und von sechs bis neun das Quinarsystem (Basis 5) anwandten.
Dies gilt Gbrigens auch firdi e May a. Mengen werden nur

23 https://de.wikipedia.org/wiki/Der_heilige_Hieronymus_im_Gehaus

24 Menninger, ebenda, S. 238 ff (Bd. 2, ab S. 5)

25 Menninger, ebenda S. 231 ff

26 Menninger, ebenda S. 245f und https://de.wikipedia.org/wiki/Johannes_Aventinus
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Bl ickin erfasst. Dann ben®°tigt man ei
Ursprung im Zahlen mit den Fingern, das sich nach und nach im urspriinglichen
Einflussbereich des ROmischen Reiches zu einer international verbreiteten
Kulturtechnik weiterentwickelt hat.?” Das hatte zwangslaufig auch Einfluss auf

alle  Dokumentationsformen. Fingerzahlen und  z.B. Kerbhdlzer
korrespondierten somit in ihren prinzipiellen Darstellungsformen.

Man sollte also

A Sl Z I TS nicht schwarz-weif}

i as s denken! Selbst

B Leonardo von

it Pisa/Fibonacci

= weist, wie betont,

1230 § 9@: :l[‘ auch bei

Verwendung der

neuen Zahlen auf
die Bedeutung des
Fingerzahlens hin.
Er verwendet das Verb servare, al so bewahr en, heut e
Kopf b e HPanlerts esemiper in manibus numeros ex divisione euntes.
(Haltet dabei immer die Zahlen, die bei der Teilung herauskommen, an den
Handen fest.)?® Mit dem Buchdruck, preiswerterem Papier und der Verbreitung
der indisch-arabischen Zahlen verschwanden nach und nach die alten
Kulturtechniken des Volkes, allerdings in einem Prozess, der Jahrhunderte
dauerte.

Abb. 3: Einfache Kerbhdlzer orientierten sich immer
am quinaren System, wie auch die Fingerzahlen.

Erst nach einigem Widerstand und auf Druck der (grofRen) Handler wurde im
Bankwesen und der Verwaltung in den italienischen Stadtstaaten, insbesondere
der Medici in Florenz, das
genannten neun Ziffern plus der Null endlich die unhandlichen rémischen
Zahlen in diesem Bereich ab. Das Ziffernrechnen |6ste langsam, sehr langsam
auch den Abakus bei den professionellen Handelshausern und staatlichen
Verwaltungen ab. Doch selbst von dem jungen Goethe ist bekannt, dass sein
Vater noch einen Abakus besall und der junge Johann Wolfgang ihn
zweckentfremdete, in dem er Sternbilder mit den Zahlsteinen legte. Der Abakus
hiel3 Ubrigens auch Zahlbank und danach hat die Bankenbranche ihren Namen.
GroRRere Handelshéauser waren auch immer Geldverleiher. Gerade auf der

27 Ifrah, Georges: Universalgeschichte der Zahlen. Campus, Frankfurt 1986, S. 173.
28 Zitiert nach Menninger, ebenda, S. 246 (Als Seitenzahl wird in diesem Beitrag
immer die Seite der digitalisierten Form angegeben.)

ne op

Werde

Dezi mal system
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Zahlbank oder dem Abakus war die Null ein flichtiger Zustand, dem kein
wichtiger Name gegeben werden musste.

Der Abakus wurde friher oft mit Sand bestreut und Autoren, wie Kaplan,
spekulieren, ob der verbliebene Abdruck der entfernten, runden Zahisteine im
Sand nicht das spéatere runde Symbol der Null hervorgebracht hat.

Das wichtigste Argument, wieso sich rémische Zahlen so lange hielten, ist aber
die Tatsache, dass der weitaus grof3te Teil der Bevoélkerung weder lesen und
schreiben, noch bis zu gréRBeren (romischen) Zahlen z&ahlen musste bzw.
konnt e. Jedenf afl flisz iweulrldeemii dZ aeh |Azoei chen ga&
breiten Bevolkerung gebraucht. Sie hatten die Fingerzahlen bzw. das
Fingerrechnen und dazu kamen im weitesten Sinn noch die herausragende
Stellung der Kerbhdolzer oder @hnlich einfacher Dokumentationsformen, auf die
hier einzugehen ist. Es sind Zahlzeichen, deren Verbindlichkeit lokal begrenzt
war oder sogar individuelle Gedachtnishilfen darstellten. Man nennt sie zwar
Bauernzahlen; sie sind aber nicht auf diese Bevdlkerungsgruppe beschrankt.
Es sind Zeichen aus dem Volk fir das Volk; das Tragermedium ist meist Holz,
manchmal Schnur, erst spéater Kreide auf Tafeln und oft erst viel spater bis weit
ins 20. Jahrhundert hinein dann Papier.

Karl Menninger hat zu dieser These in seinem
epochalen Standardwerk eine Fille von
Belegen zusammengetragen.?® Das reicht von
Fundsticken mit selbsterstellten Zeichen, die
individuell verstanden wurden oder die man
bestenfalls noch in einem Dorf, Tal oder Gau
kannte. Dazu gehoren die Alpscheite. Bekannt
ist auch der Millerknoten. Durch diese
Knotentechnik wurde direkt am Sack Mehl
Menge und Qualitat des Inhaltes festgehalten.
Di ese ABeschriftungenid geh
nachweil3baren Praktiken.

Sie machen aber auch eine intellektuelle
Entwicklung mit. Die Kerben beziehen sich z.B.
auf Anzahl, Schafe, Ziegen, Galtiere (Rinder)
oder Kihe eines Bauern, der sein Vieh, wie
andere Viehhalter auch, einem Hirten
uberantwortet. Der Hirte hat ein Gegenstuick.
Das Kerbholz, auch Almscheit genannt, ist noch

Abb. 4: Kerbholz zur
Abrechnung von Milch
einer Dorfgemeinschaft
durch einen Sennhirten.

29 Menninger, ebenda, S. 245, Abbi |l dung | inks Aabgetesseltid
der Almwirtschaft wurden Kerbholzer bis in das 20. Jahrhundert hinein verwendet.
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auf die konkreten Objekte (Anzahl Vieh je Art) bezogen. Oft wurde aber die

Ruckseite zu anderen Dokumentationszwecken benutzt, vielleicht fir die Anzahl

der produzierten Kéase fiur alle Tiere der Dorfgemeinschaft. Man kann es eine

einfache, genossenschaftiche ABuchf ¢hrungfi nennen. Hi

Zahlschrift entstehen, die unabhangig vom Inhalt ist, also das, was abstrakte

Zahlen ausmacht. Dieses Prinzip entstand unabhangig von stadtischen

Entwicklungen, insbesondere bei groReren Handlern, der staatlichen

Verwaltung oder gar dem akademischen Leben. Der praxisorientierten
Erfindungsgabe  waren

__‘77 dabei einerseits kaum
A S ) Grenzen gesetzt;
eigenthumlichite Weife beberrfchte. Sie fonmte s dererseits entstanden
nur gebrochen Gedructtes lefen, bingegen weber ahnliche Praktiken

fhreiben nodh in arabifchen Sablen rechnen, welche unabhé&ngig voneinander.
leteren e§ ihr nie ju fenmen gelang; fonbern
ibre gange Mechnenfunft beftand in eciner rOmi:
fthen Ging, einer Finf, eciner Sehn und einer
Hundert. Wie fie diefe vier Siffern in ibrer fri-
ben Jugend, in einer entlegenen und vergeffenen
Landesgegend fiberfommen hatte, uberliefert durd
einen Jabrtaufend alten Gebraudy, fo banbdhabte
fie diefelben mit einer merfroiirdigen Gewanbdtheit.

Aus einem Zahlensystem,
wie den romischen
Zahlzeichen, werden nur
bestimmte Elemente
entnommen, flr eigene
Zwecke umgedeutet und
mehr  oder  weniger
individuell benutzt. In dem

Sie fibrte fein Bucdy und befaf nichts Gefdyrie- Roman ADer gr ¢
bened, war aber jeden Augenblid im Stanbde, Heinrichi vVon G
ibren gangen Werfehr, der fich oft auf mebhrere Keller, findet sich eine
Taufende in lauter Eleinen Poften belief, u liber- schéne Passage, die
feben, indbem fie mit grofier Schnelligheit bdasd diesen Sachverhalt
Lifchblatt mittelft einer Kreide, deven fie immer illustriert:3° Aus dem Text
einige Gndchen in der Tafdhe flbrte, mit mach- von Keller lasst sich

tigen Sdulen jener vier Jiffern bedecte. Hatte durchaus eine gewisse
fie aud ihrem Gedadytniffe alle Summen foldyer- Anerkennung fiir die Frau

geftalt aufgefest, fo erveichte fie ihren Swed ein- erkennen. Das kann man
fach baburch, dafi fie mit bem naffen Finger eine  getrost verallgemeinern.
Neibe um bie andere ebenfo flinf wiecber aus-  Die  Menschen  waren
L 12 nicht dumm, sie waren nur

' " sehr Abi |l dungs
Abb. 5: Umgang mit ABau epnachsen und hatten
Kell ers AGr¢ner HEvom rémischen

30 Keller, Gottfried: Der griine Heinrich. Bd. 1. Vieweg-Verlag, Braunschweig, 1854,
S. 177. https://www.deutschestextarchiv.de/book/show/keller_heinrich01_1854
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Zahlensystem nur einen Teil aufgeschnappt. Menninger bestatigt, dass z.B.

L=50, D=500 oder M=1000 in den Bauernzahlen fast gar nicht vorkommen.3!
Bauernzahlen sind keine Kulturtechnik, die gelehrt werden musste. Doch sie

| ei sten i hren Beitrag, dass die Aamtliche
fast ein Schattendasein fihrten. Sie hatten kaum Einfluss auf den Lebensalltag

der einfachen Bevdlkerung

Die Kreide hatte ihren Zweck fir schnelle Markierungen, aber man kann mit

Recht sagen, dass das mit groRem Abstand am meisten verbreitete Medium

das Kerbholz war. Archéologische Funde beweisen, dass diese Praxis bis weit

in die vorgeschichtliche Zeit reichte. Man hat an der Grenze zwischen Swasiland

und Sidafrika 1973 in Form eines Pavianknochens mit systematischen
Einkerbungen eines der altesten Artefakte gefunden.?

Obwohl Papier vor 2.000 Jahren in China erfunden wurde, erreicht es
Deutschland erst im 14. Jahrhundert und war anfangs viel zu teuer fir den
profanen Ge bRagiende$\VolkedstslasMolzi ( Menni nger ) ur
gilt praktisch fir die ganze Welt. Beschrankt man sich auf Europa, so geben

allein schon die Namen Aufschluss. Im Mittel- und Niederdeutschen gibt es das

Kerbholz, den Dagstock, in Bayern und Tirol den Span, Karm oder das Raitholz
(=Rechenholz), andere Alpenlander kennen Tessel oder Taessle®3. Osterreich

und Wien haben den Robasch oder Robitsch, von slawisch r o v @e&rbholz).

Der B°hme sagt, we nesistanir in di® Ragusengegangsnd , A
Schweden kennt den karvstock, Holland den kerf. Im Lateinischen bedeutet

talea Stab. Daraus bildete sich im mittellateinischen talare und im italienischen

tagliare, woraus franzosisch tailleur (Schneider) und englisch tailor wurde. In

Italien heil3t das Kerbholz taglia oder tessera, in Spanien tarja, in Frankreich

taille und in England tally. Ein tallyman war Jahrhunderte lang ein
Ladungskontrolleur in einem Seehafen3* Auch der ASchecki ge
Kerbholz zurtick. Die Staatsbank hatte bei ihrer Griindung eine Million Pfund
aufgenommen und gab einen tally stick mit den Anteilsbetragen in Form
genormter Kerben den Berechtigten. Die konnten den Betrag einlosen,
nachdem die Berecht it@u rcdhefté@mprgfén). wur de ( £
Von René Jouglet wird eine Szene im Hennegau, (Province de Hainaut,
wallonisch Hinnot, westflamisch Enegouwn), um 1900, geschildert: Der Backer

ging mit seinem Karren von Tur zu Tur. Er rief die Hausfrau heraus. Sie brachte

i hre Ataill efn. Es war dies ein schmales
Schere; der Backer besald das Gegenstlick dazu. Er legte beide aufeinander

31 Menninger, ebenda, S. 282

32 Bottazzini, ebenda, S. 18

33 http://www.walser-alps.eu/handel-und-wirtschaft/wirtschaft/taessle
34 https://de.wikipedia.org/wiki/Tallymann
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und sagte an ihrer Kante soviel Kerben ein, wie er Brote zu sechs Pfund
verkaufte.®®

Sel bst bei den Bant u bedeut et Akerbenht

Arech¥hen. fi

Das Kerbholz wurde dann immer mehr zu einem rechtssicheren Medium.
Kerben wurden in Ulmenholzstdbe geschnitten und diese geteilt, also
gespalten. So wurde Betrug von beiden Parteien verhindert, weil beide Héalften
exakt zusammenpassen mussten. Dies wurde vor allem bei Schulden
angewendet (Aetwas auf dem Kerbhol z
im Code Napoleon, dem 1804 eingeftihrten Code Civil, wo der Kerbstock als
rechtsgultige Urkunde anerkannt wird.

Auch die preul3ische Prozessordnung von
1781 lasst sie als Beweisstlick zu:

"beweiseskraft haben die auf dem lande
gewoehnlichen kerbhoelzer, wenn beyde
stuecke uebereinstimmen. kann eine
parthey das ihrige nicht herbeyschaffen,
£ so mull der gegner zur eidlichen
Abb. 6: Kerbholz zum Nachweis  bestaerckung des seinigen verstattet
fur Dienstleistungen. werden, in so ferne er nicht ueberfuehrt
werden kann, daf} das fehlende kerbholz

durch seine schuld abhaenden gekommen".%’

In England wurden fir die Staatsfinanzen ebenfalls bis ins 19. Jahrhundert
(Bank von England bis 1826) hinein Kerbhdlzer benutzt. Es existierten durch
lange Archivierungszeiten von Steuerquittungen eine grof3e Menge davon. Am
16. Oktober 1834 entschloss man sich, diese im Hof des Parlamentsgebaudes
Palace of Westminster zu verbrennen. Es fing dabei Feuer und brannte zum
groRten Teil ab.*® Rechtsgeschafte, insbesondere Zahlungsverpflichtungen,
gehen bis ins frankische oder alemannische Volksrecht zurtick. Bei geleisteten
Verpflichtungen wurden die Kerbhdlzer oft ausgekerbt und wiederverwendet
(Agl attn gemacht , Aget e gs il deri band- uBd
Forstwirtschaft und im Fischereiwesen ublich. Wasserrechte, Lohnforderungen,
Fangmengen oder Liefermengen wurden so dokumentiert. So bedeutete eine
Kerbe einen ganzen Tag geleistete Arbeit, eine halbe Kerbe einen halben Tag.

35 Zitiert nach Georges Ifrah, Universalgeschichte der Zahlen, S. 112
36 Menninger, ebenda, S. 255

habe

wal

8 Corpus l uri s Fridericianunmrdhund@fuchVdénNioag

Koniglichen Akademie der Wissenschaften, Berlin 1781, Teil IV, Abschnitt 6, § 71
38 https://de.wikipedia.org/wiki/Kerbholz
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Vi el profaner wurden Kerbh°l| zer bei
man nicht unbedingt Rechtssicherheit bendétigte. Ein italienisches Sprichwort
sagt:

Come € bello vivere in questo regno:
si mangia, si beve e si segna
tutto su un pezzo di legna!

Herrlich lasst es sich in diesem Land leben:
man isst und trinkt und kerbt
alles auf ein Stick Holz!

Das Kerbholz in der Gastronomie ist nicht auf das gemeine Volk beschréankt. Zu
Ehren von Wallensteins General Piccolomini spendierte die Marketenderin in
Friedrich Schillers Stick, Wallensteins Lager, eine Flasche Wein: Das kommt
nicht aufs Kerbholz. Ich geb es gern. Gute Verrichtung, meine Herren. 3°

m AAn

Spater setzte sich Tafel und Kreide durch und es entstand der Ausdruck Ae t wa s

ankreidenhni

Wichtiger als Zahlen, war die Kenntnis von Geld- oder Sachwerten. Die Kerben
konnte man vergleichen ohne die (An)Zahl benennen zu kénnen. Die minutiae
(Kleinheiten), also die romischen Zwdlferbriche und ihre Umrechnung, musste
man zu seinem eigenen Vorteil kennen. Wichtig waren die minutiae usitates (die

Agebrauchlichenfi Haupt br ¢ cmimsige,ntellectuali€e ge n s ¢

Einige Begriffe haben sich bis heute erhalten: Von scrupulus leitet sich Skrupel

( ABedenken i) ab, ei n s éinbveerel dércCeratgs,evdn i st €
dem das Karat stammt. Ein Skrupel ist — Unze =— As = 8 Calcus.*° Die Begriffe

gehen unmittelbar auf das griechische System zuriick.4!

Brauchte man mehr Pl at z, so entstand das
ableitet, die sich leicht und glatt spalten lie3 und aus der in Europa Holztafeln
geschni ttenCodexiir dvem.d Aeut e nur fer B¢ chi

verwendet. Aber der Begriff stammt von caudex, dem Holzstliick, aus dem
tabulae geschnitten wurden. Sie wurden schon bei den Romern mit Wachs
Uberzogen (tabula cerata) und mit einem Griffel (stilius) beschrieben.

Eine schone sprachliche Briicke bildet auch das Lateinische putare (u.a.
beschneiden), dessen Sprachstamm sich auch in computare (berechnen)
findet, womit wir beim heutigen Computer waren.

Es gibt also eine ganze Reihe von Hindernissen, die einer Uberwindung eines
unpraktischen Zahlensystems im Wege stehen. Uber allen logischen,

39 Friedrich Schiller, Wallensteins Lager, 11. Auftritt
40 Menninger, ebenda, S. 174
41 https://de.wikipedia.org/wiki/Obolus
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praktischen oder vorgeschobenen Argumenten sollte man am Schluss religiose,
philosophische und aberglaubige Uberlegungen nicht vergessen: Schon vom

Hof Karls des Grol3en ist eine Diskussion tber das Nichts, ob es existiert oder

nicht, Uberliefert. Sie hat den Kaiser zu einer Erkundigung bei dem irischen

Monch Dungalus inspiriert. Die Welt soll laut der Bibel Ae x n aus iddmo fi

Ni chts erschaffen worden sein. Was war di
Erst in der Renaissance erkannte man die Bedeutung auch des Nichtseins an

und Leonardo da Vinci schreibt im Codex Atlanticus, Adass wunter den
Dingen, die sich unter uns befi®#den, das

Dies ist offenbar keine Haarspalterei. Als die Mathematik vor gut 100 Jahren auf

eine neue axiomatische und mengentheoretische Grundlage gestellt wurde,

haben sich grof3e Mathematiker und Philosophen, aber auch andere
Fachrichtungen, mit ahnlichen Fragen auseinandergesetzt i allerdings mit

teilweise unterschiedlichen Antworten. Zu nennen ist zunéchst Richard

Dedekind mit seinen Gedanken Uber Zahlen, Georg Cantor tber unendliche

Mengen, Bertrand Russell und Gottlob Frege als Logiker. Intensive Studien gab

esaus einer Gruppe von interdisziplin2ren
Krei si bekannt wur den, darunter Kur t Go d
vollkommen durch einen logischen Empirismus zu ersetzen. Dies galt fur die
Mathematik als weitgehend gelungen. Bei den Naturwissenschaften brachten

noch immer der Atomismus und schon die neue Quantenmechanik neue

Fragen, aber auch die Sozialwissenschaften und insbesondere die
Sprachwissenschaft (Rudolf Carnap).*® Martin Heidegger findet spoéttische

Worte ¢ber das Nichts in seiner Antritt s\
aber das hat nichts mehr mit der Null zu tun.

Erst mit der Renaissance, dem wachsenden Bildungsstand und den
mathematischen Leistungen in dieser Zeit, setzte ein wirklicher
Paradigmenwechsel ein und die Null bekam im wahrsten Sinne des Wortes den

Stellenwert, der ihr gebuhrt (siehe unten). Null als Zahl und als Begriff der
Kardinalit?at der | eer en Menge wird heut
ANi emandi oder ANi chtsei nh gl eichgeset
Gedankenspielen und Wortspielereien, siehe Shakespeares King Lear oder der

Arie von Porgy aus Gershwins Oper Porgy and Bess eingangs dieses Beitrags

unter ABemer kenswert es i AlicethinterhdenbSeiegelnie wi s
(1871) finden sich entsprechende Wortspi

42 Umberto Bottazzini: Wie die Null aus dem Nichts entstand, dtv, Minchen 2021,
deutsche Erstausgabe, S. 39f

43 Karl Sigmund; Sie nannten sich Der Wiener Kreis, Springer. 2. wesentlich erweiterte
Ausgabe, 2018
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die Aniemandii mehr mathematisch interpret
Mengef zu e iTemanus teclenicus demn Mathematik geworden.

Il n I ndien begann dieser Prozess der AEnNt
Regeln entwickelt, wie man mit der Null umzugehen habe. Mahavira, der um

830 n. Chr. lebte, schrieb, dass eine Zahl mit Null multipliziert, Null ergibt und

dass die Zahl unverandert bl ei bt , wenn Nul | ( é) von
Bramagupta und Bhaskar stimmten (zu unterschiedlichen Zeiten) dem zu. Ganz

anders wird die Division durch Null bewertet. Hier gehen die Meinungen der

grol3en Koryphaen diametral auseinander. Doch nach und nach entstand der

Satz an plausiblen Regeln, wie die Null in der Arithmetik einzusetzen ist.

Man muss sich jedoch fragen, wieso ausgerechnet in Indien diese Klarheit in
der Einbettung der Null in ein dezimales Stellenwertsystem entstand. Die
Antwort kdnnte in einem 1.800 Jahre alten Text eines Autors namens Nagarjuna
liegen, das zu einem klassischen Referenzwerk der buddhistischen Philosophie
wurde. Ein Essay von Carlo Rovelli, Mitbegrinder der Schleifenquanten-
gravitation und vielbelesener Wissenschatftler, befasst sich unter dem Titel
ALeere ist | emetrder althhdisgheem $Hcarift.aBi kommt zu dem
Schluss, dass als Kernargument von Nagarjuna nur die wahre
Wechselbeziehung zahlt. Leere allein ist ohne Essenz, jede Perspektive
existiert nur tiber Abhangigkeiten. Fur sich allein sind alles nur leere Entitaten.**

Die damit verbundene Relation zu anderen Zahlen und vor allem im dezimalen
Positionssystem stellte die Null immer mehr und unumkehrbar auf die gleiche
Stufe mit den Anormalenid Zahl en, wenn es

Es gab aber sowieso eine Fulle von anderen Problemen. So besteht z.B. eine
Gleichung der Form x2 + 4x 1 22 = 0 verwirrender Weise aus einer Flache (x?),
einer Lange (4x) und einer Konstante (i 22). Es wurden also drei Dimensionen
in einem Ausdruck zusammengefasst. Das konnte man sich noch vorstellen.
Doch was ist mit x* oder a2 Dabei kommt man mit Anschaulichkeit nicht mehr
weiter und es hilft nur konsequentes, regelbasiertes Rechnen, in das die Null
emotionslos integriert werden muss.

Dieses Kaleidoskop an Bildern soll dem Verstandnis dienen, um welchen
Antagonismus sich ein Beitrag zum historischen und mathematischen Aspekt
der Null kimmern sollte.

Vor diesem Hintergrund und auch im Ruckgriff auf genannte Argumente und
Fakten, kann man sich die einzelnen Kulturkreise ansehen und analysieren, ob

44 Carlo Rovelli, Es gibt Orte auf der Welt, an denen Regeln weniger wichtig sind als
Freundlichkeit, Essays, Rowoldt, Hamburg, 2022, S. 158 f



86

bzw. wie die Null die jeweilige zeitgendssische und spatere Mathematik
beeinflusst hat. Es bleiben dabei sicherlich immer noch eine Reihe von Fragen
bei der historischen Bewertung offen.

Von den einstigen Ressentiments sind nur in der Umgangssprache noch
Hinweise, entsprechende Begriffe, Bekraftigungen und Zuspitzungen zu finden.
Einen vermeintlich unniitzen Menschen bezeichnet man abschatzig als Null,
Null Bock ist ein Ausdruck fur Unlust, Null Toleranz steht fiir ein hartes
Durchgreifen, Null Spielraum bedeutet extreme Handlungszwéange, bei einem
Nullspiel beim Skat darf der Einzelspieler keinen Stich machen, sogar ein Null-
Sterne-Hotelzimmer unter freiem Himmel wurde kreiert.

Die Umgangssprache benutzt also Null als unterstes Extrem von eher
abschatzigen Charakterisierungen. Fur die Mathematik z&hlen nur die
Eigenschaften und Folgerungen aufgrund des besonderen Bezugs zur Null. Wie
alle anderen Elemente unterliegt sie in allen mathematischen Begriffen und
Verallgemeinerungen streng dem logischen Positivismus, der nur ausreichend
klar Definiertes akzeptiert.

Entstehungsgeschichte und Verbreitung

Noch wvor wenigen Jahren konnte der
Verbreitung der Null in wenigen Satzen skizziert werden. Die geografische Nahe
zum indischen Subkontinent hat den arabischen Islam mit den indischen Ziffern
und der Null im Positionssystem (Stellenwertschrift) in Beriihrung gebracht. Um
die Jahrtausendwende gelangten diese Erkenntnisse vor allem Uber Nordafrika
nach Andalusien im maurischen Sudspanien.

‘ ’{;’;‘,ﬁfé%’: %’ﬁ;gﬁ;ﬁgz}%ﬁg G;;’:%;z oé,, d.‘;q Erste Kontakte zwischen

sty &%31%3&’;3% 3;37@%(3; BRI gé’%{z?zfs)lﬂ christichen ~ und  arabischen
. J ; it xJ b .

o BJﬂTQ’FTQR:K;?\ﬂSﬁ:wy‘%’@b-h%t{ié\ﬂw? Gelehrten und Handlern brachten

2MIT AR Y B gk Ty, cr s la: B0 AE R zwar Impulse, aber erst mit dem

@gﬁ.dﬁ‘nc 1 ;J{yﬁ‘gm‘;ﬂﬂ I3 Qo b i
R R T AR ausgefeilten  Bankwesen  der
(et W

S s O ik 503 AR S e

& HENI0NI S Ak italienischen Stadtstaaten
Abb. 7: Urkunde des Konigs explodierte der Bedarf an

Devendravarman aus Kalinga (heute  effizienter Buchfilhrung und die

SYE0 U T AR 152 Ay oD

ARot

Orissa in Ostindien) ausdem Jahr596 A ar abi scheni tdenf f er n

n.Chr. galt lange als altestes Zeugnis sich Uber ganz Europa. Auf der
der Stellenwertschrift mit der Null. wissenschaftlichen Seite
entwickelten Isaac Newton und

Gottfried Wilhelm Leibniz die Infinitesimalrechnung. Newton, um physikalische
Bewegungen und Veranderungen berechnen zu koénnen, Leibniz eher aus
Interesse an reiner Mathematik. Die weitere Entwicklung fuhrte Gber mehrere
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Generationen zu einem (im wahrsten Sinne des Wortes) differenzierten
Umgang mit der Null und unscharfe Begriffe, wie das unendlich Kleine, wurden
ausgemerzt. Dieser scheinbar geradlinige Weg dber ca. 1300 Jahre
Mathematikgeschichte muss relativiert werden. Dies wurde bereits im
Eingangskapitel deutlich gemacht.

Da ist zunachst die bisher in der Forschung akzeptierte Chronologie, die sich
als falsch herausgestellt hat: Die Null ist bedeutend &lter als gedacht.*> 1881
wurde auf einem Feld nahe Bakhshali bei Mardan, Pakistan, ein auf Birkenrinde
verfasstes Manuskript gefunden. Es befindet sich seit 1902 in den Bodleian
Libraries der University of Oxford.

Es war schnell klar, dass es sich um mathematische Texte handelt, in denen
haufig auch die Null als
Punkt auftaucht. Meist
wurde die Entstehung des
70-seitigen Manuskriptes
irgendwann zwischen dem
7. bis 12. Jahrhundert
angenommen. Eine exakte
Datierung war jedoch erst
jetzt mit der Radio-Carbon-

Abb. 8: Die Zahl "Null" als Punkte im Methode  méglich  und
Bakhshali-Manuskript offenbarte  eine  groRe
Uberraschung. Die

Handschriften stammen aus dem 2. bis 4. Jahrhundert. Damit missen auch die
zeitlichen Aspekte bei der Entdeckung und
Verbreitung der Null anders bewertet
werden. 46

Im 7. Jahrhundert war die Z&hlweise und
das Zahlensystem in Indien schon stark
ausgepragt. Sinnbilder fir Zahlen waren
eigentlich nicht notig. Allerdings gehorte es
zum Aguten Tonh, mat hem
astronomisch/astrologische  Texte in
Versen zu schreiben. Die Astronomie mit

Abb. 9: 70 Seiten Birkenrinde
i das Bakhshali-Manuskript

45 https://en.wikipedia.org/wiki/Bakhshali_manuscript

46 George Ifrah schreibt in der Sonderausgabe seiner Universalgeschichte der Zahlen
1998, S. 500: Der Begriff der Null und das Positionsprinzip waren also in Indien schon
im 5. Jahrhundert unserer Zeitrechnung bekannt und mdoglicherweise Uber die
Gelehrtenwelt hinaus verbreitet i die Konzeption unseres modernen Ziffernsystems
geht damit mindestens auf diese Zeit zuriick.
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ihren mathematischen Anforderungen wird auch noch heute als
AHi |l fswi ssenschaftin f¢r die Astrologie
heutige Zeit eine dominierende Rolle spielt. Diese Sitte, Sinnbilder flr Zahlen in
poetischer Form zu verwenden, findet man im ostasiatischen Raum bis Tibet
und Java und macht fir interessierte Fremde das Verstandnis nicht gerade
einfach. Fur bestimmte Zahlen gibt es sozusagen lyrische oder poetische

g e

Synomy me. F¢r die AEinsfA sind carn800FRek

die Zahl 1021 findet sich z.B. die poetisch umgestaltete, dezimale Darstellung
im Stellenwertsystem:

eins1 zwei T null 7 eins (von rechts nach links gelesen)
S gi paksai khai eka
(Mond i Flugel i Loch i eins)

kha steht also fir die Null und das Zeichen 0 sieht wie ein Loch aus.?’

| PP o 89 ) BRI RO,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Abb. 10: Die ersten indischen Ziffern

Der arabische Dichtleaf akda@il (383 ObarichtetAdieb a k
indische Nation sei auf drei Dinge stolz: Ihre eigene Rechenmethode, das
Schachspiel und das Buch Calila wa Dimna (Fabeln und Legenden).*®

al

Der Begriff ANull A Aru l(ehne,miémam) ab.doch | at e

es ware falsch zu vermuten, dass die Null den R6mern bzw. den Griechen, von
deren Tradition die romische Antike viel Ubernommen hat, bekannt war. Gerade

indisch (6. — 8. Jh.) sunya (<leer)
arabisch (9. Jh.) / ﬂS-Siﬁ\
lateinisch (13. Jh.) cifra zefirum
franzosisch 14. Jh.) chiffre zefiro-zevero-zero italienisch
|
deutsch 15. Jh.)  Ziffer zero  franz., engl.

Abb. 11: Sprachliche Entwicklung des Begriffes Ziffer oder Zero.

47 Menninger, ebenda, Bd. 1, S. 129 bzw. 133 digitalisiert
48 https://en.wikipedia.org/wiki/Al-Safadi
49 Zitiert nach Georges Ifrah, Universalgeschichte der Zahlen, S. 482
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bei den Griechen verwundert das am meisten. Warum wurde dort nie die Idee
eines Stellenwertsystems und eines Symbols oder gar einer Zahl fir leere
Positionen in der Zahl geboren? Vielleicht liegt der Grund darin, dass die
Griechen in Strecken oder Flachen und ihren Relationen dachten. Jedenfalls ist
das vollkommene Fehlen einer entsprechenden abstrakten Idee, die man als

ANul I A identifi

Zi

er en

von der Bedeutung der Null erfahren hat.

k°nnt e, der

Sprachlich lasst sich der Weg des Begriffs ziemlich genau verfolgen. Aus dem
indischen sunya (leer) oder auch sunya-bindu (Leerpunkt) haben die Araber
wortlich Ubersetzt as-sifr gemacht. Eigentlich misste unter den beiden s jeweils

ei n Punkt

-kt tenhdee rkorrekse tAussprache zu verdeutlichen. Im

Prinzip wird der Begriff im Abendland Gibernommen, allerdings latinisiert in cifra
oder cefirum, wie es auch Leonardo von Pisa in Liber abaci schreibt. Die beiden
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Abb. 12: Seite aus liber abaci voh Leonardo
di Pisa mit dem berihmten Kaninchen-
Problem; rechts die ersten Fibonacci-Zahlen.

50 Bozzazini, ebenda, S. 55

@
g
s 1110 43 QNI SN0 )

lateinischen Worte werden

als Lehnworte in die
einzelnen Sprachen
integriert.

Allerdings finden sich bei
Johannes von Sacrobosco in
seinem Werk De arithmetica
(zwischen 1225 i 1230
entstanden) auch alternative
Begriffe, wie theca, Zirkel,
Ziffer oder Nullzeichen.®® In
den italienischen Mundarten
entstehen drei Worte, wobei
das venezianische zero
zunachst  parallel neben
chiffre im Franzo6sischen flr
die Null Gbernommen wird.
Mit der Zeit setzte sich zero
far null durch und chiffre bzw.
deutsch Ziffer standen
ursprunglich fur die Null.
Heute ist im Deutschen jede
einstellige Zahl eine Ziffer;

allerdings wird der Begriff
auch gelegentlich im
Ubertragenden Sinn

Grund,
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verwendet (AZiffern in Ordnung bringeni).
chiffre wie im Deutschen fir die einstelligen Zahlen.®! Das ist seit Gber 500

Jahren der Fall. In einem franzésischen Lehrbuch fur Kaufleute von 1485 heif3t

es: An chiffres gibt es nur 10 Zahlzeichen, von denen 9 Wert haben und das

zehnte (selbst) nichts gilt, aber den anderen Zahlzeichen héheren Wert verleiht,

und sie heil3t zero oder chiffre.>? Der Text zeigt nicht nur die Koexistenz der

beiden gleichen Begriffe, sondern offenbart die Unsicherheit, die der Mensch

noch im ausgehenden Mittelalter und Beginn der Neuzeit mit der Null hatte.
Menninger bringt es auf den Punkt: Es sind zwei Namen flr die gleiche Sache

(der Null) und einen Namen fir zwei Dinge (Null und Wertziffer). Die Sprache
k°nnte gar nicht besser die AUnordnung i
der Schwelle zur Renaissance bei den Menschen bzgl. der Null herrschte.

Es war vor allem Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci, der als Sohn eines
italienischen Handelsvertreters in Bugia, einer Handelsenklave von Pisa in
Marokko, die Vorteile der arabischen Ziffern und der Null erkannte. Dort genoss
er seine erste Ausbildung in Mathematik. Er vervollkommnete sein
mathematisches Wissen auf ausgedehnten Reisen in Agypten, Syrien, der
Provence und Byzanz. Leonardo hat in bewundernswerter Auspragung das
Euklidische fundamentale Prinzip von Definition, Satz und Beweis verinnerlicht
und angewendet. Bei der Algebra wurde er sehrvonal-Kk h wUOr i zmo beei nf
Er hat am Hof von Friedrich Il. auf Sizilien die neuen Zahlen propagiert und hat
in seinem einflussreichen Buch
Aiberabacii, ver°ffentlicht
Null als nutzliches Zeichen (also
noch nicht Zahl) erwahnt.>*>* Dass
der eigentliche Ursprung der Ziffern
in Indien lag, wurde erst spater
erkannt. Ein friher Verfechter der
indischen Zahlen war Johannes de
Sacrobosco (auch Joannis de Sacro
Bosco, englisch John of Holywood),

ein englischer Mathematiker und
(vierte Zeile) aus dem Lehrbuch des Astronom, der an der Pariser
Johannes de Sacrot

51 Menninger, ebenda, S. 442

52 Menninger, ebenda, S. 442

53 Lat. liber heil3t Buch, aber auch Bast, wie griech. biblos, Papyrus bedeutet. Das
Schreibmedium hat den Namen gepragt.

54 Digitalisiertes Originalmanuskript
https://bibdig.museogalileo.it/tecanew/opera?bid=1072400&seq=49



91

Universitat lehrte, deren Anfange bis ins 12. Jahrhundert zurtickreichen.

Eindeutig haben die Araber, die den Siden der iberischen Halbinsel
kontr ol Al-Arelalusfe)n, (ddi e Aar abischen Ziffernh
wie bereits erwéhnt, dass der als Araber verkleidete Monch Gerbert von Aurillac,
der spatere Papst Silvester Il., sich in Cordoba, tUber die Bedeutung der
arabischen Zahlen informiert haben soll.>>® Das schlie3t noch kein Zeichen fur
Null ein, wie man an einem von ihm erfundenen Abakus erkennen kann.®’
Frihere Anstrengungen hatten keinen Erfolg. So wurden die indischen Ziffern
mit ihrem Dezimalsystem schon im 7. Jahrhundert zum Beispiel von dem
syrischen Bischof Severus Sebokht beschrieben, der sich lobend dartber
geauRert hat.>® Das war lange Zeit der wissenschaftliche Erkenntnisstand. Erst
jungere Forschungen, mit modernen physikalischen Datierungsmethoden,
zeichneten eine viel genauere Entstehungsgeschichte.

Der weitere Weg der Null in die Mathematik des spaten Mittelalters und der
frihen Neuzeit ist mihsam und verschlungen und hangt von mehreren
Einflussfaktoren, u.a. vom praktischen Rechnen mit Hilfe unterschiedlicher
Abaki (Plural von Abakus) ab. Das Stellenwertsystem auf Basis 10, das heute
weltweit mit ihren Nuancen, wie Leerzeichen, Dezimalschreibweise etc., sogar
als ISO-Norm 80 000 bzw. 80 000-1 genutzt wird und die Null sinnvoll macht,
ist das Eine. Doch erst nachdem die negativen Zahlen im 15. oder 16.
Jahrhundert als reale Zahlen akzeptiert wurden und die Null als Grenze
zwischen positiven und negativen Zahlen auf dem Zahlenstrahl ihren Platz
eingenommen hatte, hatte die Null auch mathematiktheoretisch ihren Platz
gefunden. Mit der Entwicklung im Volk beim Z&hlen, Schreiben und Rechnen
von Zahlenwerten hat das wenig zu tun. Hier behaupteten sich bis ins 20.
Jahrhundert hinein allseits genutzte Methoden und Dokumentationsformen, die
wir heute belacheln oder nur noch in Sprichworten identifizieren kdnnen.

Ein weiteres Hindernis fir eine zlgige Verbreitung der indisch-arabischen
Ziffern inkl. der Null lag im Beharrungsvermdgen bei etablierten Systemen und
ihren Verfechtern. Erst 1494 gingen z.B. die Medici in ihren Verwaltungen

%Sjiehe Chronologie der Naturwissenschaften,
https://slub.qucosa.de/api/qucosa%3A7968/attachment/ATT-0/

56 auch Gerbert von Reims; (um 950 i 1003),
https://lwww.welt.de/wissenschaft/article168698195/Die-Zahl-Null-ist-aelter-als-

gedacht.html

5" Rekonstruiertes Bild seines Abakus mit modernen Ziffern siehe
de.m.wikipedia.org/wiki/silvester_II.

58 ebenda oder https://de.wikipedia.org/wiki/Dezimalsystem



92

generell zu den arabischen Zahlen inkl. der Null tiber.>® Dabei hatte sich die
professionelle Geschéafts- und Bankenwelt gegeniiber den Herrschenden
durchgesetzt, denn der Umgang mit den Zahlen einschliel3lich der damit
verbundenen schriftichen Rechenmethoden war einfach praktischer und besser
nachvollziehbar als bei den unhandlichen romischen Zahlen. Die Medici hatten
in einer konservativen Grundhaltung heraus die arabischen Ziffern aus
fadenscheinigen Griinden abgelehnt. Noch 1299 wurden die arabischen Ziffern
z.B. in Florenz verboten.®%%1 Der Wechsel zu den neuen Zahlen verlief jedoch,
wie bereits dargestellt, nicht reibungslos. Araber und die Vdélker in ihrem
Einflussbereich standen zunachst unter griechischem oder hebraisch-
syrischem Einfluss, wo in spéatantiker Zeit z.B. griechische Buchstaben des
Alphabets als Zahlzeichen ohne Positionssystem verwendet wurden. Die
Araber Ubernahmen anfangs dieses Prinzip und nahmen stattdessen ihr
eigenes Alphabet mit 28 Buchstaben. Der Einfluss der indischen Ziffern und der
Null entwickelte sich geografisch von Osten nach Westen. Im 8. Jahrhundert
begann er im 6stlichen Orient, im 9. Jahrhundert erreichte er Nordafrika und von
dort aus Al-Andalus, den maurischen Teil der iberischen Halbinsel. Im Westen
entwickelten sich auch geringfligig andere Schreibweisen, die durch die
Kontakte mit dem lateinischen Europa dann auch dort ibernommen wurden.
Dort wurden die unpraktischen rémischen Zahlen verwendet, die vor allem als
Ordinalzahlen bis in die heutige Zeit Gberdauert haben. Wie das Beispiel der
Medici in Florenz zeigt, dauerte es bis zum Beginn der Neuzeit, bis sich die
arabischen Ziffern, die Null und ein Stellenwertsystem auf Basis 10
durchgesetzt hatte. Diese Entwicklung muss man immer abgrenzen von den
einfachen Praktiken im Volk oder fir das einfache Volk (Stichwort Kerbholzer,
Fingerzahlen), die sich deutlich langer gehalten haben und mit dem
mathematisch-akademischen Prozess wenig gemeinsam haben.

Ein weiterer Punkt sind die verwendeten Hilfsmittel, allen voran der Abakus.%?
Auf dem sogenannten AKI|losterabakusHi

Rechensteinen auf; der Klosterabakus verschwand aber aus dem Gebrauch
und damit gerieten zunachst auch die Zahlzeichen in Vergessenheit.

Zwei Namen verhalfen dem indo-arabischen System zum, wenn auch
langsamen, Durchbruch: der bereits erwahnte Leonardo di Pisa oder Pisane (de
filiis Bonacci, kurz Fibonacci) und vorher Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi.

59 https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/geschichte/artikel/leonardo-fibonacci-
von-pisa

60 Charles Seife, Zwilling der Unendlichkeit, Goldmann, Miinchen, 2002, S. 92

61 Siehe auch Oberhessische Naturwissenschaftliche Zeitschrift, Band 70, GieRRen
2022, W. Kafitz. Formeln, S. 124

2IndiesemBei t rag wird die Schrei bwei s eaudmint
der Literatur AA b a ¢ u & égasanrieben.

t auch
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Fibonacci hatte sein Wissen in den westarabischen Landern erworben, denn
sein Vater Guglielmo war nach Bugia (heute Bejaia, Algerien), eine wichtige
Hafenstadt in Nordafrika, geschickt worden. Sein Sohn konnte mit seinem 1202

veroffentlichnten und 1228 Uberar bei t en epochalem 500

abaciin (Das Rechenbuch, manc h mal auch

unterschatzenden Impuls liefern. Andere folgten ihm bis in die Formulierungen
hinein. Das erste gedruckte Rechenbuch von 1483 stammt von dem Nurnberger
Ulrich Wagner: Es sein neun bedeutlich figur. 1 234 56 7 8 9. Und die zehent
ist 0 und bedeut all ein nichts.®® Er dreht damit die Reihenfolge gegentber
Fibinaccium. 11 9, 0 steht heute noch auf Computertastaturen.

Das Buch von al-Chwarizmi beginnt ebenfalls mit einem &hnlichen Satz tber die
neun Ziffern. Aber er fihrte explizit die Null ein und war damit der eigentliche
Urheber der weiteren Entwicklung. Chwarizmi (um 780 bis 850) heil3t

ausfihrlich AbT C& Qf ar Mu Ua mmy @ U rbiiumdnsiyhing Bus a |
Usbekistan. Er nutzte wie selbstverstandlich die neuen Ziffern in seinen
mathematischen Werken. Um 825 entstand aber auch eine
popul @2rwi ssenschaftliche-DSchraimiht awf arEdgsq

Ji sUBi md (A!'ber dasn®Rexchmem Ziftferni),

mathematische Laien adressiert war und
auf einfach verstandliche Weise das
Ziffernsystem und darauf beruhende
schriftliche Grundrechenarten
behandelte.

mu q U B4 I(Abhandlung Uber die
Berechnung durch Ergdnzung und
Bilanzierung bzw. Ausgleichen) leitet
sich auch der Begriff Algebra ab. Aus
seinem latinisierten Namen stammt der
Begriff Algorithmus. Uber den Handel
mit dem Orient, vor allem tGber die Achse

o -l

f &
e -
N y : A

= 5. - [ Venedig-Augsburg, wurde es erst dann
Abb. 14: Das Ziffernrechnen entdeckt und Ubersetzt. Es ist nicht im
(reprasentiert durch Boetius) Original, sondern nur in lateinischer

gewinnt die Oberhand gegenden  Ubersetzung erhalten und entfaltete
Abakus (Archimedes).

63 Zitiert nach De Padova, Thomas: Alles wird Zahl, S. 72
64 Schreibweisen aus https://de.wikipedia.org/wiki/Al-Chwarizmi, Inhalte siehe
Bottazzini, ebenda, S. 52f

Vom Titel seines Werkes al-k i t Ub
muYta'lar f 04 abi s-Phva
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dadurch erst deutlich spater seine Wirkung in Westeuropa. Entlang der
stdlichen Mittelmeerkiste und in Al-Andalus war es deutlich friher bekannt.

Im 13. Jahrhundert war der Abakus im kaufméannischen und im Finanzwesen
zumindest durch das Rechnen auf Linien flankiert worden. Dokumentiert wurde
das Ergebnis aber romisch. Das &nderte sich 200 Jahre spéter. Doch eines der
frihesten gedruckten Lehrbicher rechnete Uberraschend noch 1514 mit
romischen Zahlen: Es stammt von dem Oppenheimer Stadtschreiber und
Eichmeister Jakob Ko&bel. Seiner Ansicht nach erschweren die indisch-
arabischen Zahlen dem AGefai nen Laienf de

Die reine Mathematik, die Mathematik der Gelehrten, wurde nach
Jahrhunderten der Lahmung oder gar der Stagnation durch eine Epoche, die
wir Renaissance nennen, geradezu explosionsartig vorangetrieben. Wéahrend
vorher die Kloster die wichtigsten Bildungseinrichtungen waren, so sind es jetzt
die Universitaten. In Nidrnberg gab es um 1471, dem Geburtsjahr von Durer,
vier sogenannte Lateinschulen. Sie waren Institutionen der Kirche und
urspringlich dem Klerus zur Ausbildung von Priestern vorbehalten, 6ffneten
sich dann aber auch fir Laien. Trotzdem waren sie flr den Bedarf an Bildung
fur die Nurnberger Kaufleute und ambitionierten Handwerker nicht mehr
ausreichend. Es entstanden aber auch zeitgleich deutsche Schreib- und
Rechenschulen.

Kaiser Friedrich Il hat durch einen landesfurstlichen Willensakt die erste freie
Universitat 1224 in Neapel gegriindet.®® Vor allem im oberitalienischen Raum
konkurrieren die Universitdten der Stadtstaaten, allerdings geht es nicht um
wissenschaftliche Hegemonie, sondern um Einfluss und Macht und es wird
vielfach die gegenseitige Anerkennung der Abschlisse verweigert. Z.B. gehort
die Universitat Pavia zum Herzogtum Mailand. Wer als Mailander in Padua
studiert, das zu Venedig gehort, muss Strafe zahlen. In Padua hat man aber
begonnen, nach Fachrichtungen zu trennen und wurde damit praxisorientierter.
Jura war trotzdem fast uberall dominant. Als Hochburg wurde Bologna
anerkannt. Padua hatte in einem neuen Konzept Medizin und die sogenannten
Freien Kiinste, wozu Mathematik gehdrte, von der damals meist Giberméachtigen
juristischen Ausbildung eigenstandig gemacht.®’

1463 kommt Regiomontanus fir eine Vorlesungsreihe nach Padua. Sein Ruf
eilt ihm bereits voraus. Mit 27 Jahren Uberblickt er bereits die zeitgendssische
Mathematik, insbesondere der Griechen, Astronomie und die damals

65 De Padova, ebenda, S. 273

66 https://slub.qucosa.de/api/qucosa%3A7968/attachment/ATT-0/ Chronologie der
Naturwissenschaften Der Weg der Mathematik und der Naturwissenschaften von den
Anfangen in das 21. Jahrhundert

67 De Padova, Thomas: Alles wird Zahl, Verlag Carl Hanser, Miinchen 2021, S. 32
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unvermeidliche Astrologie. Er steht in Diensten von Kardinal Bessarion, der u.a.
Agenten beschaftigt, um nach antiken Handschriften zu suchen.
Regiomontanus hat das Gllick, ein verschollenes Exemplar von Diophantos zu

2 exnwol mit fleiff das cinmalein Sowirt finden. Es korrigiert etwas sein

diralleredynung gemein Weltbild, denn der Uberméchtigen
'z S Bs ; " '21,74—}? 7 Geometrie der Griechen mit
3 16 [9 1215182 |24z ausgefeilten geometrischen Beweisen
4 B 12]1620lz41283 2[5 hat Diophant mit seiner Arithmetik
2 "i’g}]zz—(’gsbajrsz zumindest etwas dagegengesetzt.
7 ﬁ]}qz&;"}z‘hg’ 3 Regiomontanus war bereits in jungen
8 |1 6z 43240485 66472 Jahren ein exzellenter,
9 [1827364 5554630728 unvoreingenommener
Abb. 15: Einmaleins-Tafel aus Wissenschatftler. Er erstellte wichtige
einem Rechenbuch des 16. trigonometrische Tabellenwerke der
Jahrhunderts. Astronomi e, wlalaula di e
declinationum generalisii®® Er beginnt
I n seinen Tabell en mi t 0, 1, 2, e, \Y;

selbstverstandlich als Ordinalzahl. In Briefen verwendete er anfangs auch fir
die 4 das Zeichen °°

In seinen dezimal ausgefuhrten Rechnungen ist O nattrlich eine Kardinalzahl.
Das widerspricht vollkommen der romischen Tradition, nach der eine Zahl eine
Anzahl sein muss. Zu allem Uberfluss
betrachteten die Griechen die Eins zwar
als Ursprung der Zahlen, aber (noch)
nicht als Zahl. Dieser Zwiespalt blieb
einige Dekaden bestehen, verhinderte
aber nicht die Ausbreitung der neuen
Ziffern. Im Regensburger Dom wird auf
einer Grabplatte in den neuen Zahlen
erstmals das Datum 1464 eingraviert.”®

Abb. 16: Suddeutsch
Rechenpfennige zum Rechnen
Aauf der Linienit
Fur die akademische Mathematik waren
die neuen Ziffern regelrecht eine Befreiung. Erstmals war schriftliches Rechnen
damit moglich und es entstand relativ schnell eine Formelsprache. Pacioli
schlagt wvor, p kurz f¢mehrAplumsiAi m( iftearl | Am
(italienisch: meno) zu schreiben, auRerdem verwendet er das Symbol R fiur die

8 De Padova, ebenda, S. 61, s.a. zu Regiomontanus https://www.deutsche-
biographie.de/pnd118641913.htmi

69 Quelle ist unklar, heute ware es die Gedenkschleife (Unicode U+1F397). Spater
verwendete er durchgangig die eckige 4.

0 De Padova, ebenda, S. 58f
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Quadratwurzel (radix).”* Pl us (+) und Minus (b) etablie
den Arbeiten von Michael Stifel, Pfarrer, der zunachst den Weltuntergang
prophezeite, spater eng mit Luther befreundet war und ein sehr guter
Mathematiker wurde. Er wurde der erste Mathematikprofessor an der 1558 neu
gegrindeten Universitat Jena.

Negative Losungen von Gleichungen wurden zogernd akzeptiert,
(entsprechende Erkenntnisse von Diophantos sind umstritten). Im Gegensatz
zu den groRRen griechischen Mathematikern, die ausschliel3lich Geometrie
betrieben, war er als Arithmetiker evtl. fir negative Lésungen offen.”? Leonardo
di Pisa hat offenbar mit negativen Zahlen bereits intensiv gerechnet.”® Einer der
Ersten war Gerolamo Cardano (1501 7 1576), eine schillernde Personlichkeit,

hervorragender Arzt, der aus seiner

Spielsucht heraus die

'ﬁt[[]mmg auf ooy hmmu Wahrscheinlichkeitstheorie

temachtdureh A0am Z?I“ﬁnw!m Smrti[’eiﬁ begriindete, ein Wegbereiter der
fFeypinmaflenmanes pflegtu lerising glietd .
gg;mrcbut'}-ngrum!icgbeggrifﬁnaﬂﬂo'f18~ Gleichungslehre war und ebenfalls als
n!eyﬁgfltcb Iﬁbﬂ’lfﬁﬂ oind B‘I.lm bl‘?ltﬂl mall Erster m |t kom plexe n Zah |en
i trwglvorfutigets 74 : .
rechnete. Das war eine Fulle an
neuen Impulsen. Cardano hat in seinen
mathematischen Arbeiten stark
abstrahiert und formalisiert.
Andererseits schaffte das neue Zeitalter
auch die wissenschaftlichen
Anforderungen fur effektiveren Handel,

Technik, Verwaltung, Militar oder

b s

‘/I‘ .

| ’n\m\:\\_\\\\'-\m@};«ggﬁ_\m.m-i-.....m...,..m.m;.n..._.,,‘...‘...?‘
S Y \ ) ) )
V.2 7 E N L Schifffahrt. Menschen wurden mobiler.

@ GetrncFeon Lrffordt durch Bevor ndrdlich der Alpen
. mmt?esmaler Bildungseinrichtungen im  gleichen
Ly &7«

Niveau entstanden, zog es Vviele
Abb. 17: Deckblatt des Lehrbuchs  gtydenten nach Italien. Auffallend viele
von Adam Ries. waren es von den  groRen

1 Zitat aus https://www.spektrum.de/wissen/luca-pacioli-1445-1517/1009133

2 Die russische Diophant-Spezialistin Isabella Baschmakowa und der deutsche
Mathematikhistoriker Klaus Barner sprechen sich fur diese These aus.

“Siehe Erl2uterungen zum Liber abaci in AA T
Leonardo Pisano's Book of Calculation, Springer 2002, Translated with Notes by

Laurence Sigler, S. 9, kritisch kommentiert von Heinz Lineburg unter
http://www.mifami.org/eLibrary/Fibonacci-LiberAbaci-QuadClass-2pp.pdf,
https://web.archive.org/web/20090321083707/http://www.mathematik.uni-
kl.de/~luene/miszellen/abbaci.html

4 https://de.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano
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Handelsmetropolen, insbesondere Nurnberg. Ein Rickschlag war zweifellos die
grassierende Pest in ganz Europa.

Die indischen Ziffern fanden also langsam Akzeptanz. In Italien etwas friher, in
Deutschland hielten sich die romischen Zahlen vereinzelt bis ins 15. oder 16.
Jahrhundert. Es gingen aber nicht nur Personen vom gehobenen Stand,
sondern auch viele Studenten aus dem merkantilen Birgertum im ausgehenden
15. Jahrhundert und Anfang des 16. Jahrhunderts an die italienischen
Universitaten, um dort das neue Zahlensystem zu studieren.

Nutzlichkeit und Wertschatzung bei der Null klaffen jedoch immer noch
auseinander. Als gleichberechtigte Zahl wurde die Null erst zu Beginn der
Neuzeit betrachtet. Sie galt nur als ein Luckenzeichen im Positionssystem ohne

echte mathematische Bedeutung. Die Araber nannten sieal-s i f r , (Adi e L
Daraus leiten sich die in Europa verwendeten Bezeichnungen cifra, zephirum
bei Leonardo v. Pisa und sciffula bei Jordanus Nemorarius ab. Die Namen
haben nicht unbedingt die Bedeutung der Null im Zahlensystem gewdurdigt. In
der Renaissance war diese Bedeutung AlLee
mehr wichtig. In der mathematik-historischen
MICHAELIS STIFELN . . "
Eemlom Hieryn Canknt g Literatur” taucht eine andere Erklarung auf.
Q) oo numer, quonm A o &% In der alexandrinischen Epoche des antiken
quadrata faciant 20, .
Griechenl ands wur den ¥
Haceft ﬁ@xempli. . . .
: Zahlzeichen nicht mehr verwendet. Sie
iy e 3 wurden U Zyphra, also we
—1 A ; - .
Anut z| os e, mi t Luft gef ¢l |
Araber haben den Begriff aufgegriffen. Als
. Azifferid hat er sich n do
1441 %) 4% 20— Ay~ 1342 A . . .
fur Zahlzeichen etabliert und wurde im
Il talienischen irrte¢egmlich
zeigt diese eigenwillige Deutung, dass die

Differentia maioris numeri(upra minorem facit 2 2, quz

maliplicata infe,faciats 3. Echuicequarprododaunis.  ENtWicklung zur heutigen Bedeutung der Zahl
mE:r"'*‘::’!'f?“':&‘fifﬁgﬁm@ﬁam<5‘§“ﬂ*mm Null nicht geradlinig lief. Immerhin zeigt auch

B st e et o s :
«le. die herausragende Stellung von Alpha und
Abb. 18: Quadratische Omega in der Bibel, als Beginn und Ende
Erganzung, geometrisch schlechthin, dass diesen Ziffern eine
Sonderstellung eingeraumt wurden. Es war
aber noch ein grof3er Schritt zum reinen Dezimalsystem und zu indo-arabischen
Ziffern im allgemeinen Sprachgebrauch. So schrieb man in einem Codex, der
unter der Nummer 4753 in der Osterreichischen Nationalbibliothek aufbewahrt

wird: anno domini 2000 mo 300 mo 15 mo anstatt gleich 1315. Es tauchen sogar

S https://www.hpt.at/sites/default/files/schulbuch_plus_downloads/M_1000_01.pdf
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hybride Varianten wie MCCCas und MCCCuas fir 1343 und 1344 auf.”® 1479 wird

in Venedig das erste Rechenbuch gedruckt. Von dem vier Jahre spater
gedruckten Rechenbuch des Nurnberger Rechenmeisters Ulrich Wagner auf

Basis der indischen Ziffern und der Null sind nur noch zwei Exemplare erhalten.

Es werden kaufmannisch orientierte Praxisbeispiele behandelt.”” Im Jahr 1522

wirbt der Rechenmeister Adam Ries(e) (149
Rechensystem und das schriftliche Rechnen. Offenbar war die Zeit reif und er

hatte einen grof3en Erfolg. Er ist sprichwortlich fir Rechnen und Rechenregeln

geworden. Sein LenrbuchARechnung auff deridéwiurdebihen un
ins 17. Jahrhundert mindestens 120-mal aufgelegt. Es wurde vollkommen

unublich fur die damalige Zeit in Deutsch verfasst. Er machte nicht nur die

arabischen Zahlen mit der Null popular, sondern hat damit in gewissem Sinne

zur Vereinheitlichung der deutschen Sprache beigetragen.”® A A u f der Lini
hei3t allerdings Benutzung des linierten Abakus, eines Zahltisches mit
eingeritzten Linien oder eines mobilen Zahltuchs. Er kombiniert also die beiden
vorherrschenden Methoden mit Erfolg. Wo beim Abakus noch eine Leerstelle

blieb, istbeim Schr ei beFedemiitedere AOA zu setzen. \
vornehmlich fiir seine Schiiler Ubungsmaterial bereitstellte, hat Ries ein echtes,

didaktisch fundiertes Lehrbuch geschrieben. Es enthélt bis heute géngige

Begr i f Zebleriwi ieNedhel® und i st in der gl eichen
wie die im gleichen Jahr 1522 erschienene Bibel (Neues Testament) von Martin

Luther (Deckname Junker Jorg).8° Ries hat sich bewusst auf Rechentechniken
(AHausrechnungfi) beschra2ankt.

Stifel will dartber hinaus arithmetische Operationen beschreiben
(AKunstrechnungf), aber er mPchte es behu
sein enormes Wissen autodidaktisch erarbeitet. In Italienischen gibt es bereits
fur die Algebra (genauer fur die Unbekannte, die wir meist x nennen) den Begriff

ACossi (CoC), d en Chir 1543} aughhbeniRat. dRodblff (1409
We r k  hRehe@d undAhiibsch Rechnung durch die kunstreichen regeln
Algebre, so gemeinicklich die Col3 genennt werdeni  und i st 1515 1in

erschienen. Die Zielgruppe sind Handler. Er benutzt als Quelle unter anderem
eine lateinische Ubersetzung von Robert von Chester der Algebra von Al-
Chwarizmi und Algebra-Texte von Johann Vogelin in Wien.8! Rudolff behandelt

6 De Padova, ebenda, S. 76

" De Padova, ebenda, S. 271

8 Deutsches Museum: http://digital.bib-
bvb.de/view/bvbmets/viewer.0.6.4.jsp?folder_id=
0&dvs=1674647467387~953&pid=2471296&locale=de&usePid1=true&usePid2=true
° https://de.wikipedia.org/wiki/Adam_Ries

80 De Padova, ebenda, S. 276

81 https://de.wikipedia.org/wiki/Christoph_Rudolff
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unter anderem die Losung linearer und quadratischer Gleichungen. Dieses

Buch liberarbeitet und ergéanzt Stifelenorm.822Er ¢ ber ni mmt den AWur
der sich auch international durchsetzen wird. Rudolff hat auch sinnvollerweise

definiert, dass x°=1 ist.

Die Abbildung 18 zeigt einen quadratischen Ausdruck, den wir heute in der Form
schreiben:

x?+8x=20 oder x>+ 8 x b2 0 =0 .

Das kleine Quadrat hat die Seitenlange x. Ein Rechteck 8x (Lange 8, Hbhe x)
wird in zwei Rechtecke der Lange 4 aufgeteilt und das erganzte Quadrat rechts
unten hat somit die Flache 4x4=16.

Das so gebildete groRe Quadrat hat also die Flache x>+4x+4x+16.

Da laut Aufgabenstellung x?+8x=20
HIER ONYMI CAR Ist, ergibt sich die Flache des grof3en

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICI, PHILOSOPHI, AC MEDICT Quadrates zu 20+16=36. Also hat
ARTIS MAGN £E, das grol3e Quadrat die Seitenlange
SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS, 6.
Lib.unus. Qui & totius operis de Arithmerica, quod
OPVS PERFECTVM '
inferipfit,eftin ordine Decimus, Aus dem Vergleich des groB.en u_nd
des erganzten Quadrats ergibt sich
far die Seitenlange des
ur spre¢nglichen Quadr at

Das eindeutige Ergebnis ist fir
Michael Stifel x=2.

Die negative Wurzel, die xo= b 10
ergibt, ignoriert Stifel, da das kleine
Quadrat keine negative Seitenlange
haben kann.

Abesinhoclibro,ftudiofe Lector Regulas Algebraicas (Ttali, defa Cof . .
fa uocant) nouis adinuentionibus ,ac demonftrationibus ab Authore ita Sc h aut man SIC h h eute d e
locrt_lll)lctztas,ur pro pauculis ancea uulgd tritis.iam ('eptuagl’nta;’ el.éz:.lfcrint,N es
¢ folum , ubiunus numerus alteri,aut duo uni,uentm edam,ubiduoe duobus, -0-
aut tres uni ¢quales fuerint,nodum explicant. " Huncati librumideo feors SO g enannte p q Formel an !
{im edere placuit,ut hoc abftrufifsimo, & plané inexhaufto totius Arithmeri
cz thefauroinlucem eruto, 8 quaff in theatro quodam omnibus ad {pectan
dum expofito, Lectores incitarerur,ut reliquos Operis Perfectilibros, qui per ) b
Tomos edentur,tanto auidiusampledtantur,ac minore faftidio perdifcang. (‘D r] r]
N - —
C

Abb. 19: Deckblatt von Gerolamo C

Cardanos Werk Uber Algebra _
so sieht man, dass p vor und unter

der Wurzel als - bzw. - auftaucht.

82 https://digital.slub-dresden.de/werkansicht/dIf/1317/1
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Der Kunstgriff pAx, Recht

also einen tieferen Sinn.

aufgefasst al s

Entsprechende Beispiele sehen bei Cardano®® total anders und extrem
unidbersichtlich, aber auch kirzer aus. Allerdings kimmert er sich mehr um
kubische und quartare Gleichungen. Zweifellos sind seine Beitrége zur Algebra
in der friihen Neuzeit eine herausragende Leistung. Uber seine
Charaktereigenschaften spricht er selbst ein vernichtendes Urteil. Sein Name
ist aber mit einem anderen Gebiet der Mathematik untrennbar verbunden.

Er stellt sich die Aufgabe: Teile die Zahl 10 in zwei Teile, deren Produkt 40 ist.8

Die erste Reaktion mancher Leser wird sein, dass das unmaoglich ist. Selbst 5x5
ergibt nur 25, das weit
entfernt von 40 ist. Die
Losung erschliel3t sich tber
ein Verfahren, bei dem die
Quadratwurzel einer
negativen Zahl eine Rolle
spielt. Das war die

, Geburtsstunde der
komplexen Zahlen, die die

De ArrirumericAa Lis x: 66

exemplum, (i quis dicat,diuide 1o in duas partes,ex quarum unius in
reliquam ductujproducatur 30,aut 40 , manifeftumeft, quod cafus
feu quaftio eftimpofsibilis,fic tamé operabimur, diuidemus 10 per
aqualia, & fiet eius medietas §,ducin fe fit 24, auferes ex 2 ; ipfum
producendum, utpote 40,ut docui te,in capitulo operationum, in fes
xto libro, fiet refiduum m: 5 §,cuius Rz addita & detracta i ,oftendit
partes,quz inuicem duct producunt 4o,erunt igitur ha, § p: R ms
15, s migem: 1§,
DemonstrATIO

Viigitur regulee uerus pareat intellectus, fit A3 linea,que dicatur
10, dinidenda in duas partes,quari rectangulum debeat efle 40 , eft
aiit 40 ﬁdruplﬁ ad 10, quare nos uolumus

quadruplum totius A B,igitur fiat & p,quas 4 c e Mathematik und ihre
dratum 4 ¢,dimidfj & 3,& ex 4 p auferatur .

quadruplum 4 B,ab{qs numero,R: igitur re RS Anwendu ngen bis heute
fidui, i aliquid maneret, addita & detracta f mafi ge blich pr ag en.

ex A C,oftenderet partes,at quia tale refidu
um eft minus,ideo imaginaberis gz m: 14 ,id eft differentizc 4o, &

quadrupli 4 B,quam adde & minue ex 4 ¢,& habebis quafitum,{cilis
cer§ prRe V2§ m: 40, & s mirevi 25 m: go,feugp: miis, & g
merem: 15,duc§ piRem:rg in g migm: 1§, dimiflsis incruciationis
bus, fit 2§ m:m: 1 §,quod eft p: 1 §,igitur hoc productum eft 40,natu

Die LOsung: Man zieht von
einem Faktor 5 etwas ab und
addiert es zum 2. Faktor 5.

ratamé 4 D,non eft eadem ¢l natura 4o,nec 4 8, quia fuperficies eft

emota A natura numeri,& lineze, proximius e y N
remotadn numert, ﬂ’}f)‘ T SPpRMII§ U N p VLU N p })
tam¢ huic quantitati,qug uere eftfophiftica, | ¢ e mis s
quomam per ¢am, non ut m'puro m: nec l]'f | 25 meme 1 5. E;d.cﬁ 40 c U Ul/l _U
alijs , operationes exercere licet , nec uenari
quid ficeft,uc addas quadratum medietatis numeri numero produs o N o
cendo,& a Rz aggregati minuas acaddas dimidium diuidendi.Exem P

Slit,in hoc cafu , diuide 10 in duas partes, producentes 40, adde 24 N N

A uadratit dimidij 10 ad 40, fic 6;,;!’) huius Reminue §,8¢adde ctiam N p W

5,habebis partes fecundum fimilicudinem;,ge 6§ p:g &R 65 mis, At

hinumeri differunt in 1 o,noniunci faciunt 1 0,fed 8 260,& hucufq; 25 pu T
rogreditur Avithmetica fubtilitas, cuius hoc extremumut dixi,adco

eft fubtile,ut fic inutile,

Notation von Cardano: 5p:

Abb. 20: Seite aus Cardanos Ars magna mit Rz m: 15 et 5_m Rz m: 15
der Aufgabex +y =10 und x. 25m:ml5d.i 4085

83 Hieronymus Cardano, Nurnberg 1545, Ars magna, https://www.e-
rara.ch/zut/content/zoom/2690143

84 Die Argumentation folgt De Padova, ebenda, S. 337ff

8 Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1927, S. 77, H. Wieleitner,
Zur Frihgeschichte des Imaginéren
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Um die L6sung nicht zu erraten, sondern zu errechnen, muissen zwei
Bedingungen erfillt sein:

X+y=10 und xAy=40
Daraus ergibt sich XA(®HO T
also die quadratische Gleichungx?> p™ T 1T T

Analog zu Stifel kann Cardano wieder geometrisch argumentieren und das
ARechtpmkm zwei AReodutfteilerk e akE

@ VW LW ¢ULU puU
(W v w v p ualso

® U W p wnddamit die Teilstiicke bzw. Faktoren
v Mpuvu Mpu tm

Er schreBbtsetwneitAt die Arithmetik | isti
aber i st , wi e gesagt, s 88 Er behdndelt aber weitdre, wi e
Probleme erfolgreich nach dieser Methode. Er sollte mit d e r ANutzl osig
grindlich Unrecht haben, wobei offen ist, ob er es so meinte. Es sicherte auf

jeden Fall seinem Namen einen Platz in der Geschichte der Mathematik.

Neben Geralomo Cardano sollte man Scipione del Ferro, Niccolo Tartaglia und
insbesondere Raffael Bombelli, der die Theorie maligeblich etabliert hat,
unbedingt fir die Anfange in der Renaissance nennen. Die Wurzeln negativer
Zahlen wurden bei der Untersuchung von Gleichungen bendtigt, egal ob sie
quadratisch, kubisch oder von héherer Dimension sind. Es stellte sich heraus,
dass jede Gleichung l6sbar ist, wenn man alle Zahlentypen zulasst. Spater
wurde die Theorie der komplexen Zahlen von grof3en Namen der Mathematik
vorangetrieben. Der Begriff stammt von Gaul3, der den Fundamentalsatz der
Algebra bewies, der die algebraische Abgeschlossenheit im Rahmen der
komplexen Zahlen feststellt. Die imaginaren Zahlen verdanken René Descartes
ihren Namen. Den Vorschlag, ihre Einheit i=/1 p zu nennen, wird Leonhard
Euler zugeschrieben. Zur Geschichte siehe z.B. 8. Siehe auch den
mathematischen  Teil  dieses Beitrags. @ Wesentliche  technische
Errungenschaften unserer Zeit sind ohne komplexe Zahlen nicht denkbar.

8 Zitiert nach De Padova, ebenda, S. 338, im lateinischen Original siehe
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,1927, S. 77, H. Wieleitner,
Zur Frihgeschichte des Imaginéren

87 https://lwww.mathematik.tu-dortmund.de/sites/funktionentheorie-i-wise-
1718/download/Komplexe_Zahlen_Historie.pdf
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Auch Albrecht Durer (14717 1528) beschatftigt sich mit Erfolg als Mathematiker
und verdffentlicht ebenfalls in Deutsch. Auch in seinen kinstlerischen Arbeiten
tauchen immer wieder mathematische Sujets auf. In seinem Kupferstich
Melencolia | hat er auf der Wand ein magisches Quadrat platziert, das nicht nur
bei den Zeilen, Spalten und Diagonalen die Summe 34 ergibt, sondern auch bei
den vier Quadranten. Es stammt aus dem Jahr 1514, das sich in der letzten
Zeile in Form von 15 und 14 findet, flankiert von 4 und 1, die den Initialen A und
Dent sprechen, mit denen Al brecht D¢rer si
Kopfid unter den K&Wahrscheinlicim weil keonardada Yireii t .
zwar als Universalgenie Uberaus produktiv war, aber kaum etwas publiziert
hatte. Fur beide war Mathematik sowohl Erkenntnisgewinn per se, als auch
Mittel, um ihre Kunst zu vervollkommnen. Sie suchten mit gro3em Fleil3, der
manchmal an Besessenheit grenzte, nach Symmetrieeigenschaften, den
Anforderungen an die Zentralperspektive, an die Wirkung des goldenen Schnitts
auf die Betrachter oder sie bauten Hilfsmittel, wie Perspektographen. Sie
betrachteten die Mathematik als einen weiteren Weg, neben der intensiven
Naturbetrachtung, als Schlissel zur
Asthetik in ihrer Kunst. Auch wenn sie
um die Grenzen von beiden Wegen
wussten, denn die Natur bleibt immer
etwas Ratselhaftes. Ddurer schrieb
einmal in einem der frihen Entwirfe
zu einem Lehrbuwd der |
aber dy schonheit sey, daz weis jch
nit.i#° Fur beide Kinstler der noch
jungen Renaissance war das kein
Grund zur Resignation. Die
Freundschaft zwischen dem Md&nch
und Mathematiker Pacioli und dem
Mal er wur de e i-wie- echt
Situationi. Leonardo
ermunterte seinen Lehrer Luca Pacioli
e SoS==" —  zu seinem Werk Uber den goldenen

Abb. 21: Melencolia I, Schnitt und steuerte 60

Albrecht Direr, 1514 Polyederzeichnungen von
einzigartiger Plastizitat bei.%

88 C. J. Scriba, P. Schreiber: 5000 Jahre Geometrie. 2. Auflage. Springer, Berlin/
Heidelberg 2005, zitiert nach https://de.wikipedia.org/wiki/Albrecht_Dtrer

89 Zitiert nach De Padova, ebenda, S. 221

9 Elisabeth Tiller, Luca Paciolis De divina proportione (1509), https://edoc.hu-
berlin.de/bitstream/handle/18452/8291/tiller.pdf, S. 7
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Renaissance bedeutet Riickbesinnung auf antike Tugenden, aus denen heraus

Kunst, Wissenschaft, Kultur, aber auch die Wirtschaft sich revolutionierten.
Passend wurde 1543 i n N ¢ r Déd eevolytiondusin  We r |
gedruckt, das, nach dem Autor benannt, ein neues, das kopernikanische

Weltbild einleitete.

Eine Nivellierung in der Notation und der Sprache lieferte die Erfindung des
Buchdrucks. Papier ist tbrigens Uber den gleichen Weg, wie die indisch-
arabischen Zahlen, Uber Nordafrika und Spanien ins Abendland gekommen.
Allerdings entwickelt sich die Technik anders als in China oder den arabischen
Landern. Die erste nennenswerte Papierproduktion etablierte sich in Fabbriano
bei Ancona bereits im 13. Jahrhundert. Trotzdem war es noch ein kostbares
Medium. Es musste miihsam mit einem Leim behandelt werden, damit die Tinte
nicht verlief. Der Buchdruck veranderte die Situation und verbreitete sich zuerst
in Italien und dann ebenso schnell wie in Deutschland, wo er erfunden wurde,
in ganz Mitteleuropa. Nur gedruckte Werke verbreiteten sich von nun an rasch,
denn alle anderen Publikationen mussten handisch kopiert werden. Selbst das
Liber abaci fand lange keinen Verleger. Pioniere in Italien waren Arnold
Pannartz und Konrad Sweynheim, die ihr Handwerk in Mainz gelernt hatten.
Allerdings hatten praktisch alle Buchdrucker nur ihr Know-how und wenig
Eigenkapital mitbringen konnen. Die Durststreckebi s zumedABné&ahkaben
manche nicht Uberstanden. Selbst Gutenberg musste seine Druckerei dem
Investor Uberlassen. Pannartz und Sweynheim Uberlebten wirtschaftlich nur
durch kirchliche HilTfe. Doch der dewWi rt sc
Kulturtransfer tber die Alpenii (de Padova) | ohnt e sich
kulturell. Bis zur Jahrhundertwende 1500 sollen in Rom 40 Druckerwerkstatten,
vornehmlich von Deutschen, entstanden sein, die 1800 Buchtitel in einer
Gesamtauflage von einer halben Million gedruckt haben. Parallel entstanden
Hunderte von Papiermihlen fur das neue Medium.®t Das immer effizienter
herstellbare Papier veranderte fundamental die europaische Schriftkultur. Im
Alltag des Volkes wurde Papier anfangs noch selten benutzt. In Handel,
Verwaltung, Wissenschaft und Kunst entwickelten sich rapide die neuen
Mdoglichkeiten. Schriftliches, nachvollziehbares Rechnen war einer der
wesentlichen Faktoren und die neuen Zahlen mit der Null machten es deutlich
effektiver. Der Druck wurde zum Multiplikator auch fur das mathematische
Wissen. Die Renaissance sei nicht aus Purpur und Gold gemacht, so der

Digitalisiertes Original https://ia904605.us.archive.org/11/items/de-divina-
proportione/De-Divina-Proportione.pdf
91 De Padova, ebenda, S. 101f
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Hi stori ker BieeigerlicheroStoffekdie sidbilden, sind jenseits der
Kunstwerke Papier, Tinte und Druckerschwarze. °fi

Im Fruhjahr 1471 kommt Regiomontanus nach Nurnberg und griindet dort den
ersten mathematisch-naturwissenschaftlichen Fachverlag. Er ist zwar kein
gelernter Buchdrucker, aber erkennt die Tragweite des Mediums. Sowohl der
Standort, als auch das Repertoire sind sehr gut gewdahlt. NUrnberg liegt im
Schnittpunkt der groRen Handelswege, sowohl nach Norden, aber auch nach
Wien, Genf und Uber den Brennerpass nach lItalien. Das Verlagsprogramm
umfasst Werke von Jordanus Nemorarius und Johannes de Muris, die auf die
gleichen arabischen Quellen zurtickgriffen, wie auch Leonardo de Pisa.®® Das
waren die unmittelbaren Impulse fur die indo-arabischen Ziffern inkl. der Null.
Ebenso wichtig waren Werke von Ptolemaus, die Elemente von Euklid, die bis
dahin unbekannten Kegelschnitte des Apollonius von Perge und natirlich
Archimedes. Diese erstmals gedruckt vorliegenden Meisterwerke beeinflussten
massiv die kommenden grol3en Wissenschatftler, nicht zuletzt Galileo Galilei.
Obwohl Regiomontanus bereits mit 40 Jahren in Rom stirbt, ist die Wirkung
seiner akribischen Arbeit noch lange unmittelbar zu spiren. Seine Impulse
tragen dazu bei, dass der Julianische Kalender reformiert werden kann. Sein
genauer Almanach mit den auf ca. 30 Jahre im Voraus berechneten Positionen
der Himmelskorper, Mondfinsternisse und Planetenkonjugationen hat
Kolumbus nachweislich auf seine Reise nach Westen mit an Bord genommen
und benutzt.%*%

Abschlieend kann man zu dieser Entwicklung feststellen, dass zu Beginn der
Neuzeit die Null und die indo-arabischen Ziffern in der europaischen
akademischen Mathematik, im Handel, der Verwaltung sowie Architektur und
Technik fast vollstandig angekommen waren. Es entwickelte sich in der
Renaissance eine Blutezeit der Mathematik. Die Null wurde eine Zahl wie jede
andere, aber fur sich auch besonders.

Allerdings hatte eine besondere Stellung unter den frihen Mathematikern die
Frage nach der Division durch Null. Noch Leonard Euler hatte einen durchaus
unbekiimmerten Umgang mit dieser Frage. 1 durch O setzte er einfach als
Unendlich und spekulierte sogarib er AKI|l assen von Unendl i cl
durch O usw. Der Astronom und Mathematiker Brahmagupta formulierte es im
siebten Jahrhundert in der Sache ahnlich, aber weniger unbekiimmert: "Dividiert

92 7itiert nach De Padova, ebenda, S. 107

9 De Padova, ebenda, S. 115f

94 De Padova, ebenda, S. 157

95 Chronik der Naturwissenschaften, Jahr 1474,
https://slub.qucosa.de/api/qucosa%3A7968/attachment/ATT-0/
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man irgendeine Zahl durch das Nichts, so wird Unendlichkeit".°® Bei der
Infinitesimalrechnung wurde nochmals leidenschaftlich Uber das Thema
diskutiert. Mit der systematischen Verbesserung der Infinitesimalrechnung im
Hinblick auf korrekte Sprache und Methodik wurde der Umgang mit
verschwindenden Werten beim Grenzwertprozess mathematisch sauber
definiert. Im Bereich der reellen und komplexen Zahlen, oder auch
Schiefkdrpern, wie den Quaternionen, wird eine Division durch Null, sozusagen
in ihrer Eigenschatft als Kardinalitat der leeren Menge, ausgeschlossen.

Nur in wenigen Bereichen werden heute noch rémische Zahlen eingesetzt.

Beispiele sind dekorative Jahreszahlen (ber Eingangstiren, zahlender
Namenszusatz beim Adel odle.rit )b,e i ZiPfafpesrt nrebnl 2
Uhren, Ordinalzahlen z.B. bei Vorworten von Biichern, etc.

Kennzeichnend sind meist Ubertrieben ausgepragte, ornamentale Serifen. Sie
unterstreichen den Schmuckcharakter oder auch die herausragende Bedeutung
dieser Zahlen im betreffenden Verwendungszweck.

Es setzte sich der Einfluss der Null sogar in Bereichen durch, die nur indirekt
mathematisch motiviert waren. 1625 zeichnete Brunelleschi das Baptisterium,
also die Taufkirche, die neben dem Dom in
Florenz steht. Er nutzte zur Strukturierung
des Bildes erstmals einen
nulldimensionalen Fluchtpunkt. Das war
der Beginn der Zentralperspektive in der
darstellenden Kunst. Die Perspektive
bewirkt, dass der Blick des Betrachters ins
Unendliche gefiihrt wird.

Di e Nul | wi r d zum Az
Abb. 22: Entdeckung der Unendl i chkeithf (Charl es
Zentralperspektive durch da Vinci, der sich intensiv mit Mathematik
Filippo Brunelleschi (1425) und anderen Naturwissenschaften

befasste, schrieb einen mathematisch
fundierten Leitfaden, um korrekt perspektivische Darstellungen malen zu
konnen.®” Im Ubertragenen Sinne fand die Null auch in andere Disziplinen
Eingang. Besonders dr amati sche Diskussic
AUnendlicheid fanden in der Theologie zu I
katholische Kirche anfangs vollkommen unterschatzt hat. Die aristotelische

% https://www.derstandard.de/story/2000064375746/die-zahl-null-ist-aelter-als-
angenommen

97 Seife, ebenda, S. 99 f, siehe auch
https://de.wikipedia.org/wiki/Codex_Madrid_(Leonardo_da_Vinci)
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Lehre geriet in Gefahr. Der deutsche Theologe und begeisterte Mathematiker

Nikolaus von Kues, der 1448 zum Kardinal ernannt wurde, griff die neuen Ideen
unbek¢mmert auf . F ¢ Terraner eat eentruA mngiff? wéauec h : A
er 150 Jahre spater, wie Bruno Giordano, wegen Ketzerei auf dem
Scheiterhaufen gelandet.

Der Angriff gegen die katholische Kirche gipfelte 1517 als Martin Luther seine
Thesen an die Schlosskirche zu Wittemberg anschlug und 1530 als Heinrich VIII
sich zum Oberhaupt der englischen Kirche erklarte. Die katholische Kirche
reagierte nicht durch Offnung, sondern durch harte Bekraftigung der alten
Doktrin. 1543 begann die spanische Inquisition Protestanten zu verbrennen; im
gleichen Jahr wurde vom Vatikan der Index verbotener Blcher verkiindet; in
diesem Jahr starb Nikolaus Kopernikus, nachdem er kurz vor seinem Tod seine
Ideen veréffentlicht hatte. Die Kirche bezog sich wieder konsequent auf
Ari stoteles und seine Met aphyHorrokvacuii) e =z . E

Diese Bastion wurde durch Evangelista Torricelli, einem Schuler von Galileo
Galilei, 1643 erobert. Er flllte eine einseitig verschlossene Rohre mit
Quecksilber und tauchte sie umgekehrt in ein Quecksilberbad. Das Quecksilber
in der Roéhre sank auf ca. 76 cm. Am oberen Ende der Rb6hre entstand ein
Leerraum, der ein Vakuum sein musste. Blaise Pascal entdeckte mit dem
Versuchsaufbau von Torricelli Luftdruckschwankungen. Die Luftsdule tber uns

Fﬁirl‘-:[l:rﬁ‘.n‘le'lfn
o1l lzlyvib 789 | 1. Cod. Vigiianus (976 n.Chr.)
N EEIEETTARIEIR 2. Cod. Erlangen (Mitte des 11.Jhs.)
s | i :g,i chlcll A7? 9 | 3. ,Boetius“-Geometrie (13.Jh)
% 1IPIFIR j‘flj ‘[ Gl7l8l90 | 4. Cod. Vindobonensis [al-Hwarizmi] (1143 n.Chr.)
li_,,; L I i . | ;G,- e Tala] 5. Cod.Par.bibl.nat.16208 (vor 1180)
> 1312|5678 19 | 0 | 6. Cod.Par.bibl.nat.16202 (Anfang des 13.Jhs.),
e [1[Z|3/e%Y9[GVy|8[9]0] Cod.Par.bibl.nat.7359 (um 1300)
7 1127 ¥/4/6|7 99 0| 7 Columbia-Algorismus (14. Jh.)
s |1/2/3/R4|6/A| 8|9 0 8. Algorismus Ratisbonensis (vor 1450)

o 11(2(%3(4|5(6(7|83(9|0 9. Treviso-Arithmetik (1478)

o | 1.% 3 %4/54 6 A 8 9 0 10.Bamberger Rechenbuch von 1483
T EIA2.3A413516_7_819JOJ 11. Albrecht Durer

Abb. 23: Entwicklung der indischen Ziffern im Abendland

musste ein leicht veranderliches Gewicht haben. Luft hatte also ein Gewicht,
nur das Vakuum hatte das Gewicht Null.

ADi e Erde ist
der Unendlichkeit, S. 99

ni cht der

Mi ttel puBwlling des

Kos
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Erst als der Weg frei zu Verallgemeinerungen war, die heute am haufigsten in
der Algebra, aber auch der Topologie, zu finden sind, muss man genauer
hinschauen. Am bekanntesten und durchaus wichtigsten ist das Nullelement in
additiven Gruppen. In der Funktionentheorie sind Nullstellen von groR3er
Bedeutung. Die wichtigste Erkenntnis in diesem Bereich heil3t Fundamentalsatz
der Algebra (Gauf3-d'Alembert). Aber auch Begriffe wie Nullflache, Nullfolge,
Nullring, Nullideal, Nullmenge oder Nullteiler kdnnen im weitesten Sinne als
algebraische oder topologische Verallgemeinerungen der Null angesehen
werden. Weitere Begriffe tragen die Null im Namen, wie Nullhomotoper Weg,
Nullsummenspiel, Nullflache oder Nullhypothese. Die Zahl 0O, oft in Verbindung
mit der 1, bestimmen wichtige Séatze. Nicht zuletzt das binare System hat eine
digitale Revolution hervorgerufen. Dazu mehr im mathematischen Teil dieses
Beitrags.

Die Null in frihen Kulturen
Sumerer

Die Sumerer gelten als erste Hochkultur der Geschichte. Sie geht bis zum 3.
Jahrtausend vor Christi zuriick. Ihre Schrift und die blrokratische Organisation
ihres Staatswesens pragten viele Kulturen nach ihnen. lhre ausgefeilten
Bewésserungstechniken machten wesentlich komplexere Organisationsformen
der Gesellschaft nétig.

Die Schrift der Sumerer, spater Babylonier, heif3t mit Recht Keilschrift. Diese
Schrift entwickelte sich von einer Bilderschrift zu einer Silbenschrift, aus der eine
phonetische Konsonantenschrift hervorging, die mehrere Sprachen abbilden
konnte. Akkadier, Babylonier, Assyrer, Hethiter oder Perser benutzten sie,
bevor sie durch nachfolgende Schriftftormen, wie die phonizische und daraus die
aramaische verdrangt wurde. Damit war sie auch Stammbaum vieler spaterer
Schriften inkl. der européischen Schreibweisen.

Mit einem Halm oder Griffel wurden Zeichen in feuchten Ton geritzt und bei
Bedarf diesen durch Brennen konserviert. Abertausende dieser Tontafelchen
sind erhalten geblieben und viele warten noch auf die Entzifferung. Das Material
ist viel bestandiger als z.B. der in Agypten verwendete, sehr empfindliche
Papyrus.

Sie kannten anfangs zwar keine Null als Zeichen oder gar Zahl. Es gab aber
einen Hinweis, wenn Minuend und Subtrahend bei einer Differenz gleich waren.
Der Schritt, diesem Ergebnis ein Zeichen oder Namen zuzuordnen, wurde noch
nicht vollzogen. Nur in wenigen frihen Texten wurden Fehlstellen durch eine
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Leerstelle gekennzeichnet; meist musste darauf aus dem Zusammenhang
geschlossen werden.*

Die Sumerer!® und spéatere, daraus hervorgehende Kulturen, verwendeten fir
ihre Zahlen ein Sexagesimalsystem (auch Hexagesimalsystem oder Sechziger-
System, von | ateinisch sexagesi musa
gute  Teilbarkeit der Zahl 60
entscheidend fir die Wahl dieser Basis
war. Zunachst kann man es noch nicht
Stellenwertsystem nennen, denn es
gab noch kein Zeichen, das man als
Null identifizieren konnte. Nur in
wenigen  frithen  Texten  wurden
Fehistellen im Sexagesimalsystem
durch eine Leerstelle gekennzeichnet;
meist musste darauf aus dem
Zusammenhang geschlossen werden.

© o~ L N WO -

18 | <AL 1T M4aolE Y«(

1 Ein Hexagesimalsystem ist durchaus
g q ‘ nichts Ungewdhnliches, denn es wird
1 (:' T T Awndss ey L weltweit auch heute noch verwendet,
: vw iy ‘“ i um Winkel und geografische Langen
g Wl <a Vo 38 und Breiten anzugeben. Ein Grad hat 60
23 ,MQ A e & ) . . . .

IR &5 e L yw pme epae, | Winkelminuten und eine Minute hat 60

26 | SRR @ A B
26 ‘rmﬂmﬂ*ﬂﬂ e
ar |} “mm‘nu QAPN'

28\ LAl TR it & e

Sekunden. Auch bei der Uhrzeit hat
dieses System uberdauert. Ein Versuch
wahrend der franzosischen Revolution,
Abb. 24: Mathemat|sche Tafel aus  beide sechziger (Restklassen)Systeme
Uruk, eines der altesten Zeugnisse  auf eine dezimale Uhrzeit umzustellen,
zur Verwendung der Null. scheiterte am  Widerstand  der
Bevolkerung. Es sind Uhren mit einer
10-St undenskala adé 100 Minuten und 1
Einzelsticke erhalten geblieben. 60 Minuten pro Stunde bzw. Sekunden pro
Minute sind jedoch fast ohne Erinnerung an die historischen Bezlige weltweit
selbstverstandlich geworden.

Die Sumerer hatten bis zur Zahl 60 jeweils ein Zeichen fur Einer und fur Zehner.
Flnfer gab es nicht. Es wurde auch nicht wie bei den réomischen Zahlen

9 https://de.wikipedia.org/wiki/Null
100 Wesentliche Informationen zur sumerischen Zahlendarstellung in verdichteter
Form stammen von Kaplan, S. 14 ff, ausfihrlicher bei Ifrah, z.B. S. 319f
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zwischen vorgestellten und nachgestellten

Zahlzeichen unterschieden.

(romisch I1X entspricht z.B. 9, Xl entspricht bekanntlich 11).

1 2 3 4 5 6 7 8 9

o oo YT Y TIY T T
I Y YYY Y

10 1 12 13 14 15 16 17 18 19
20 30 40 50 60 0o O
« « <« ~<‘,} Y X\ «

Abb. 25: Sumerische Zahlzeichen.

Nach 59 kommt das
Hexagesimalsystem zum
Tragen. Die 60 sieht aus
wie eine Eins, ist aber
deutlich groRer. Ahnlich,
wie wir heute, werden die
Ziffern von rechts nach
links, also von den
kleineren zu den grél3eren
Elementen einer Zahl

gelesen, auch wenn von links nach rechts geschrieben wird. Durch die &hnliche

Form bei Sechzigern und Einer war die GroR3e
ein entscheidender Faktor.

Im Prinzip werden nur zwei Zeichen
gebraucht, ein Winkel fir 10 und Eins bzw.
Sechzig, wobei sich 1 und 60 nur in der Grol3e

Stellenwert
Sl_J_m.(-L'-ri_&‘f(-:he Zahl : _1 : 5
sgrrrjgrirsftr:he Zahl =4 3{5
SL_lme_ris.che Zahl 1 S
sqmeirisiche Zahl 1 55 1f1
Sl:IITIe_I'iS_Che Zahl J: A |

sumerische Zahl 59 59 59

Abb. 27: Hexagesimales Stellenwertsystem

Leerstell en und schli

QU
13 0 21
Abb. 26: Die Zahl 13021

unterscheiden. Die Null wurde
schraggestelit.

Doch die Gesellschaft wuchs
und damit die Anforderungen
im Handel und der Verwaltung

an schriftlichen
Aufzeichnungen. Die Zahlen
wurden groRRer und
unhandlicher. Schnelles

Schreiben produziert zudem
immer und CGUberall Fehler.
Dann setzte eine Entwicklung
ein, deren Beginn schwer
zeitlich und ortlich 4V
lokalisieren ist. Es war aber
offenbar schon bzw. erst in der

babylonischen Zeit. Es
entstanden zunachst
eClich kennzei

(bezogen auf 60 und die Mehrzahl von 60) auch Positionen, die keine 60-er
enthielten. Sie entsprachen somit 0 x 60, 0 x 602, 0 x 60° etc. Es waren zwei

chnet
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schrag liegende Zeichen, wie sie auch bei der Zahl Zwei benutzt werden, aber

eben schragliegend. Damit war die Null erfunden und in einem
Stellenwertsystem auf Basis 60 integriert worden. Dies war eine fundamentale
mathematische Abstraktion in einer bereits weit entwickelten Kultur. Aber es war

noch keine Avollge¢ltigendn Zahl, denn mit
nur als Platzhalter benut zen. Trotzdem:
zugeordnet und nicht nur eine Leerstelle gelassen.

Doch es gab auch Fallstricke. So wurden fehlende Einer nicht gekennzeichnet.
Ebenso war 3 x 60 = 180 unter Umstanden nicht von 3 x 1 = 3 zu unterscheiden,
da sich die Zeichen/Ziffern nicht in der Form, sondern nur durch die GroRRe
abgrenzten. Hier gilt, wie bei allen Mehrdeutigkeiten: Es kommt auf den
Zusammenhang an. Im Gegenteil, Grundrechenverfahren bleiben unabhéngig
von der GréfRenordnung gleich leicht und nur der Kontext entscheidet.

Maya
Unter Maya werden die sprachverwandten Volker auf der Halbinsel Yucatan und
. im heutigen Guatemala
~@R\D wammms O\ AN :
NG S =l ) [ \ verstanden. Die Kultur war
@98 . 9 & L' o)

LY hochentwickelt und hatte zwei
. L Blutezeiten im 5.7 7. Jahrhundert
Y dCbn &> und im 10. i 12. Jahrhundert.

LU ' Ohne das brutale Vorgehen der
Abb. 28: Unterschiedliche Darstellungen Spanier beschonigen zu wollen,

war die Kultur zu diesem
Zeitpunkt 1524 schon im Niedergang. Die Zahlzeichen der Maya beruhten auf
dem Vigesimalsystem, also Zahlen mit der Basis 20. Bis 19 wurde eine Punkt-
Strich-Darstellung angewendet, wobei Funferschritte gewahlt wurden. Jede
Zahl hatte einen eigenen Namen. GréRere Zahlen, besonders kalendarische
Daten, drickte man in Potenzen von 20 aus. Die Zahl 20 wurde also in einem
nichtlinearen Stellenwertsystem benutzt, in dem jeweils das 20-fache die
nachste Stufe darstellt. Diese haben eigene Namen, wie um die grundsatzliche
Bedeutung dieser Stufen herauszustellen. Sie sind auch kaum vergleichbar mit
unseren grof3en Zahlen, wie Million, Milliarde, Billion, etc., die In
Zehnerpotenzen von wesentlich kleinerer Schrittfolge ausgedrtickt werden.

Maya-Zahlen 201=20, 20%=400, 20°=8.000, 20%=160.000. 201

Maya-Namen hun bak pik calab

101 Umberto, Bottazzini: Wie die Null aus dem Nichts entstand, dtv, Minchen 2021,
deutsche Erstausgabe, S. 31f
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Die 20-er Schritte wurden von Zehnern unterbrochen, Finfer, wie bei den
Romern, wurden besonders markiert, aber es gab nicht vorgestellte Einer, wie

O 1 2 3 4

@ ] o0 000 02000

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14

Abb. 29: Maya-Zahlen in
Punkt-Strich-Darstellung

IV=4, die das Rechnen mit rdmischen Zahlen
so qudalend unhandlich machen. Hauptschritte
waren zweifellos die 20-er. Bei Menninger ist
die verwendete Systematik genau
dargestellt.192 Offenbar sind die Einer, also von
17 19 aus dem Volk heraus gewachsene
Namen, wobei 1-9 Eigennamen besitzen
(gezahlt wurde aber ab 0). Von 20 bis 29 folgt
man dem ersten 20-er Schritt aufwarts. Doch ab
30, das keinen Eigennamen erhalt, denkt bzw.
zahlt man im zweiten 20-er-Schritt und geht
zuriick. Dies erinnert an das Franzdsische, wo
z.B. die 78 soixante-dix-huit, also 607108,

genannt wird.

Dann wird es artifiziell und wie auf dem Reil3brett geplant. Man geht davon aus,
dass die hoheren Zahlenreihen, die in ihrer schieren Gré3e auch nur
akademisch-kalendarischen Charakter haben konnten, von Priestern entworfen
wurden. Wir haben somit ein Beispiel flr ein Zahlensystem, das aus der
herrschenden Klasse gebildet wurde und nur bei kleinen Zahlen aus dem Volk.
Die ganz hohen Zahlen haben Uberhaupt keine praktische Bedeutung, auch
nicht im Kalender. Es sind schei mubemr

Deshalb weicht die Systematik auch bei der Darstellung von Kalenderdaten
teilweise unlogisch ab. Man versuchte vermutlich gewachsene Strukturen und
kiinstliche Ergdnzungen zu integrieren. Der Monat hatte bei den Maya 20 Tage.
Kalendarisch genutzte Zahlen und ihre Darstellung waren stark mit Ritualen und
Gottern verbunden, die an diesen Tagen besonderen Einfluss auf die Menschen
hatten. Der Kalender hatte somit eine herausragende Bedeutung, die auch die
Zahlweise regelrecht dominierte.

Die Maya verwendeten zwar positive ganze Zahlen, aber gezahlt wurde ab der
Null. Hier geht die zweite Stufe nur von 0 bis 17 und folgt dann der normalen
Vorgehensweise. Dadurch ergibt sich statt 400 nur 360, was den Tagen im
Sonnenjahr naherkommt und flr die Monatslange von 20 Tagen besser passt.
Die restlichen 5 Tage galten als Ungliickstage. Die Maya bauten Nulltage in den
Kalender ein, an denen sie sich nicht wuschen oder kammten oder wichtige
Tatigkeiten anfingen.'%® Fur die Null wurden verschiedene Zeichen verwendet,

AZ2ah

102 Menninger, ebenda, S. 73
103 www.wienerzeitung.at/themen_channel/literatur/buecher_aktuell/
350025 _Kaplan-Die-Geschichte-der-Null.html
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die sich in ihrem Ornament-Charakter unterschieden. 19419 Man vermutet
plausibel, dass die natirliche Unterteilung in Finger und Zehen den Anstol} zu
diesem vigesimalen System bildeten.

Inka

Abb. 30: Quipu aus dem
archaolog. Museum in Lima

Die Inkas haben trotz der ungewdhnlichen

Form i hrer Aschri ft]l

ohne archéologische Zweifel ein dezimales
Stellenwertsystem besessen. Sie
verwendeten Quipus, Schnire mit Knoten.
Diese konnten sehr aufwendig und
kunstvoll sein und auch mehrstellige Zahlen
abbilden.

Oft wird die Hauptschnur durch
Nebenschnire oder gar noch eine Stufe

weiter erganzt. Die Null stellt sich in Form von Leerstellen, also grél3eren
Abstanden zwischen zwei Knoten, dar.

Kambodscha

31: Links AZiffernknotenfi de

Die Null ist eindeutig belegt. Eine Inschrift zu einer Goétterstatue aus Sambor
Prei Kuk, das im heutigen Kambodscha liegt, datiert ein Datum im Jahr 598 nach

unserer

Zeitrechnung wund k amnumgErachnetg e n a u

werden. Das entsprechende Jahr ist 520 und die Null wird mit dem mit dem
Begrkhafif bA&zei chnet, der ALuftraumiA bedeut

di ese Deutung

gefunden

wor den,

der

104 Grafik: Robert Kaplan, Geschichte der Null, S. 94
105 hitps://de.wikipedia.org/wiki/Maya-Zahlschrift, Text und Grafik
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sehr wahrscheinlich machen.1%® Indischer Einfluss erscheint in beiden Kulturen
wahrscheinlich.

China

Zu China gibt es unterschiedliche Meinungen in der Literatur. Das ansonsten
gut recherchierte Buch von Bottazzini spr
das in China in Gebrauch sein sollte.'®” Ob es in Verbindung mit der Null
angewendet wurde, bleibt zunachst offen. Wikipedia sagt dagegen, in China
kannte man keine Null. Dieser Ansicht ist auch Ifrah, wenn es um die Zeit vor
800 n.Chr. geht. Auch negative Losungen kannte man gemal dem Wikipedia-
Eintrag zunachst nicht. Diese Aussage ist eindeutig nicht korrekt. Sie wurden
erstmals in dem chinesischen Mathemati kbu
(Ji T ZhUng Su” nshb, % Das ddt.emlart€ bhinesjschee r w2 h n
Zahlensystem verwendet rote Stabchen fir positive Zahlen und schwarze
Stabchen fur negative Zahlen. Zahlen wurden in einem dezimalen System durch
Stabchen reprasentiert. Darin sind sich die Quellen einig. Erst durch indischen
Einfluss wurde ein Fehlzeichen in Form eines Punktes identifiziert.1°® Den
indisch-buddistischen Einfluss bereits ab dem 1. Jahrhundert nach Christus
betont auch WuRing.1'° Battazzini beruft sich schlieRlich auf Joseph Needham
und (offenbar) der in Cambridge herausge
Civilisation in Chinaf, demzufol ge berei-!t
ein positionelles dezimales System auf Orakelknochen der Shang-Periode
findet. Doch auch hier kann man kein Symbol fir eine Art Null, sondern nur eine
Leerstelle identifizieren. Es bleibt deshalb der indische Einfluss als plausibelste
Theorie. So wird ein Symbol fir die Null im Khai-Yuan Chan Ching erwéhnt,
einer Sammlung von astronomischen und astrologischen Texten aus dem 8.
Jahrhundert. Es enthélt ein Kapitel Gber indische Rechenmethoden. Der Autor
schreibt: Wenn die eine oder andere der neun Ziffern die Zehn erreicht, wird sie
in ein Feld vor die anderen Ziffern gestellt, und jedesmal, wenn ein leeres Feld
in der Reihe auftaucht, wird ein Punkt angebracht, um es symbolisch

106 hitps://de.wikipedia.org/wiki/Null

107 Bottazzini, ebenda, S. 43

108 Sjehe z.B. Begriffs- und Namensklarungen bei
https://www.enzyklo.de/Begriff/Jiu_Zhang_Suanshu
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-0348-6379-7_4 (Klassische
mathematische Werke)

Wulding, Band 2, ebenda S. 46f und in der Zusammenfassung S. 66

109 https://de.wikipedia.org/wiki/Null

110wWuRing, Hans: 6000 Jahre Mathematik, Band 1, Springer, Berlin Heidelberg, 2008,

S. 47f
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darzustellen.''! Es ist an gleicher Stelle offenbar auch bemerkenswert, dass die
indischen Ziffern (in einer Zahl) alle in einem Zug geschrieben werden.

Agypten

Die regelmaRigen, jahrlichen Uberschwemmungen durch den Nil machten
immer wieder neue Vermessungen nétig, um die Eigentumsverhaltnisse neu zu
bestimmen. Durch das unregelméfige Gelande war z.B. ein regelmalliges
Verfahren wie ein Schachbrettmuster unmaoglich. Landereien wurden deshalb
wahrscheinlich durch Vierecke und Dreiecke angenahert. Dabei wurden die
Flacheninhalte der Vierecke Uber ihre Seitenlangen berechnet. Bei den
Dreiecken wurde die fehlende 4. Seite mit der Hieroglyphe wae ( Ani cht s i)
bezeichnet. Dies hat jedoch nichts mit dem zu tun, was eine irgendwie geartete
Null in einem Positions- oder Stellenwertsystem leistet. Im Horus-Tempel von
Edfu findet sich eine entsprechende Inschrift mit MaRen von Tempellandereien.
Der Tempel entstand im 2. Jh.v.Chr. Es ist bezeichnend, dass ausgerechnet ein

Horustempel uber diese
Sachverhalte Aufschluss gibt. Das
Horus-Auge in seiner

Strichdarstellung  lieferte  den
Agyptern im taglichen Gebrauch
die Zahlzeichen far das
Bruchrechnen bei Gewichten und
in Form von Unterteilungen beim
HohlmalR hequt, also sozusagen
dem Scheffel, mit dem z.B.
Getreidemengen gemessen
wurden.12

Tempel, 3. Jahrtausend v.Chr.

Minoer

Auch auf Kreta wurden Tontafeln mit schriftlichen Aufzeichnungen gefunden,
die Zahlen enthalten. Die Schriften Linear A sind auf Kreta beschrankt.

Linear B ist vollkommen anders, namlich eine mykenische Silbenschrift, die weit
im Mittelmeerraum Verbreitung fand.

111 ifrah, ebenda, S. 489
112 Sjehe Oberhess. Naturw. Zeitschrift, Kafitz, Zahlen,
http://dx.doi.org/10.22029/jlupub-8380, S. 18 f
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Sie wurde wegen des &hnlichen Schriftbildes
zunachst ebenfalls fr minoisch gehalten.

Die Namensgebung stammt von Sir Arthur Evans,
dem Ausgraber von Knossos. Die Null war nicht
bekannt und dies gilt offenbar fiir keine mdgliche
Vorlauferform.

Griechen

Trotz teilweise genialer Mathematiker und
beispielloser mathematischer Fortschritte kannten
die Griechen keine Null und kein Stellenwertsystem.  Abb. 33: Tontafel mit

Erstin der spateren hellenistischen Zeit deutlichnach ~ Zahlen, (Kreta, Mitte

Christi Geburt tauchen erste mehr formale Elemente des 15. Jh.v.Chr.)

auf, denen man aber keinen Zahlcharakter zuordnen

konnte. So weil3 man, dass der grof3e Astronom und Mathematiker Claudius
Ptoleméaus (um 100 7 nach 160 n.Chr.) in seinem epochalen Werk Almagest

das Fehlzeichen o verwendete, das im Griechischen fiire U ¥ suden (rAi c ht s i)
steht.3 Es sind auch zweifellos Kontakte in den asiatischen Raum vorhanden
gewesen. Schliel3lich ist Alexander der Grof3e bis nach Indien gekommen, auch

wenn damals die Erkenntnisse der indischen Mathematik noch nicht ausgepragt

waren. Aber er hatte zwischenzeitlich sein Hauptquartier in Babylon. Deshalb

sollten Griechen mit dem sumerischen System in Berihrung gekommen sein.

Das friilhe Griechenland bewunderte Agypten, aber (ibernahm in Bezug auf das

Thema dieses Beitrags wenig von asiatischen Kulturen. Doch die Ablehnung

war vor allem auch philosophisch motiviert. Nichts kann aus nichts geschaffen

werden. (Lukrez, De Rerum Natura). Diese Philosophie tberdauerte viele
Jahrhunderte, als die antiken Kulturen langst dem Mittelalter Platz gemacht

hatten. Zahlen und Philosophie waren untrennbar miteinander verbunden. Hier

wirkt das pythagoreische Denken sehr lange nach. Eher konnte man irrationale
Zahlen in das Denken integrieren als das

Romer

In der lateinischen Sprache gab es kein Zeichen fir die Null und es gibt auch
keinerlei indirekte Hinweise. Die romischen Zahlen hielten sich trotz ihrer
unpraktischen Verwendung in Europa fast 2.000 Jahre. Bei den ROmern im
Westen sind wenig herausragenden Mathematiker bekannt, was andererseits
auf das Zahlensystem zurtckgefuihrt werden kann. Zu nennen ist Varro (116-27

113 https://de.wikipedia.org/wiki/Claudius_Ptolemaus
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v.Chr.), Vitruv (geb. um 84 v. Chr.), Columella (nach 64), und Balbus (um

100).114 Das ostromische Reich fuihrte die griechisch-hellenistische Tradition bis

in die byzantinische Zeit und die Spatantike weiter. Athen und Alexandria mit

ihren mathematischen Traditionen und Akademien gehérten zum ostrémischen

Reich. Einer der Baumeister der Hagia Sophia, Anthemios von Tralleis (gest.

534), war zugleich ein guter Mathematiker.''®> Im rémischen Reich wurde das
Christentum 380 unter Kaiser Theodosius zur Staatsreligion erklart. Antike
Traditionen einschlieClich der Mat hemat i
erklart. Unter Justinian wurden Akademien gewaltsam geschlossen. Erst

arabischer Einfluss fuhrte zu einer neuen Blute der Mathematik.

Die Stagnation lag zum wesentlichen Teil an den rémischen Zahlen. Schon eine
einfache Addition von mehreren 3- bis 4-stelligen romischen Zahlen fallt ohne
jeweilige Ubertragung in unser Dezimalsystem auRerst schwer. Multiplikation
oder gar Division ist nur Uber den Umweg von Hilfskonstruktionen und viel
Kopfrechnen oder Fingerrechnen maoglich. Das Ziffernsystem Ilasst
grundséatzlich keine Regelwerke fir schriftiches Rechnen zu. Die romischen
Zi ffern sind Akeine Recheneinheiten, SO
konnen Ergebnisse notiert werden, die auf dem Abakus oder anderen
Hilfsmitteln bereits geldst wurden. Die mittelalterliche Arithmetik hat dies
durchaus erkannt und entsprechende Versuche unternommen. Trotzdem tat
man sich lange Zeit sehr schwer, den entscheidenden Schritt zu gehen und zu
dem indischen Stellenwertsystem zu wechseln.

Die Null in der Mathematik

Infinitesimalrechnung

Nachdem die Null in der Mathematik endlich angekommen war, entbrannte
schon wieder eine heftige Diskussion. Leibniz und Newton machten sich
unabh&ngig voneinander Gedanken, wie die Entwicklung von Kurven einer
Funktion auf jeden Punkt genau beschrieben werden kdnnen. Dazu mussten
sie das Steigungsdreieck an dem jeweiligen Punkt immer kleiner machen, um
schlie3lich die Tangente an dem Punkt zu identifizieren. Beide entwickelten
jeweils ein mathematisches Kalkul, das dieses leistete. Doch die grandiose
Leistung hatte mathematisch formal und psychologisch-menschlich einen
gewaltigen Preis zu zahlen. Mathematisch musste zuerst durch eine kleine, aber
nicht verschwindende Grél3e geteilt werden, um anschlieend den Grenzwert
zu bilden. Das kam der Division durch Null bedenklich nahe. Das Verfahren

114 Wértlich aus https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik/roemische-
mathematik/9057
115 WuRing, ebenda, Bd. 1, S. 213
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funktionierte bestens, aber viele Mathematiker hatten zumindest ein schlechtes
Gefuhl dabei oder lehnten es sogar ganz ab.

Die Infinitesimalrechnung oder Analysis ist heute eine Erfolgsgeschichte in der
Mathematik. Doch der Umgang mit der Anndherung an infinitesimal kleine
GroRRen, die notwendig schien, um die Tangente in einem Punkt der Kurve
bestimmen zu konnen, stieR mit Recht auf harsche Kiritik. Die &uferst
erfolgreiche Methode mit ihrem fragwirdigen Umgang mit verschwindenden
GroRRen drohte die Mathematik in Beflrworter und Gegner zu spalten. Nur der
Erfolg in der Praxis war Uberzeugend, nicht die Vorgehensweise im Kalkul. Der
franzosische Mathematiker, Physiker und Philosoph Jean Le Rond d"Alembert
(171771 1783) schrieb: Eine GroR3e ist etwas oder nichts; wenn sie etwas ist, ist
sie noch nicht verschwunden; wenn sie nichts ist, ist sie wirklich verschwunden.
Die Annahme, es gebe einen dazwischen liegenden Zustand, ist ein
Hirngespinst.16

Die menschliche Seite flhrte dazu, dass um diese grandiose wissenschaftliche
Leistung ein heftiger Prioritdtenstreit entbrannte, der mit den jeweiligen
Anhéangern zu einem wahren Stellvertreterkrieg eskalierte.

Heute gelten beide Aspekte als geklart. Folgende Mathematikergenerationen
fanden ein korrektes Verfahren, das nicht in dem Verdacht steht, dass durch
Null dividiert wird und das auch durch sprachlich saubere Begriffe Unklarheiten
und Mehrdeutigkeiten vermeidet.

Weder Leibniz noch Newton haben sich eines Plagiats schuldig gemacht. Im
Gegenteil, sie hatten vollkommen unterschiedliche Intentionen. Leibniz hat den
Punkt auf der Kurve als Objekt gesehen und dieser nulldimensionale Punkt kann
durch sein Kalktl als Grenzwertprozess umfassend genau beschrieben werden.
Newton dagegen interessierte die Physik und die Dynamik von Massen, die sich
auf den Kurven durch die Zeit bewegen und Kraften bzw. Wirkungen
unterliegen.

Beide Sichtweisen haben sowohl der Mathematik unschatzbare Impulse
gegeben, als auch die Naturwissenschaften revolutioniert und ihren
Gultigkeitsbereich auf den Himmel und seine Mechanik ausgedehnt.

Erst Augustin-Louis Cauchy (1789 i 1857) und Karl Theodor Wilhelm
Weierstral (1815 7 1897) haben durch eine logisch fundierte Aufarbeitung der
Analysis den Widerspruch aufgelost. Begriffe, wie das unendlich Kleine, wurden
ausgemerzt.

116 Zitiert nach Seife, ebenda, S 141
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Nullstellen von Funktionen

Von grol3er Bedeutung in der Mathematik sind Nullstellen von Funktionen bzw.
von differenzierbaren Funktionen und ihren Ableitungen. Ein Gutteil des
Mathematikunterrichts in der Oberstufe ist der sogenannten Kurvendiskussion
reeller Funktionen gewidmet. D.h. man untersucht markante Punkte der
Funktion. Interessant sind bei einer stetig differenzierbaren Funktion f(x) die
Nullstellen, also Schnittpunkte mit der x-Achse, oder Extrempunkte. Aufschluss
geben oft Nullstellen der Ableitungen uber (lokale) Minima oder Maxima
(Nullstellen der Ableitung f'(x)) und Sattelpunkte und Wendepunkte (Nullstellen
der 2. Ableitung " (x)).

Dort ist die z.B. die Tangente waagrecht zur x-Achse und damit hat die erste
Ableitung f"(x) der Funktion eine Nullstelle. Dies sind Hoch- und Tiefpunkte, aber
kénnen auch Sattelpunkte sein.

Es gibt eine Reihe von Mdoglichkeiten, Nullstellen, Hochpunkte, Tiefpunkte,
Sattelpunkte oder Wendepunkte zu bestimmen. Dies kann bis zur 3. Ableitung
gehen, denn ein Wendepunkt wechselt lediglich die Krimmungsrichtung der
Kurve ohne dass die Tangente waagrecht wird. In diesem Fall ist

f'(xo)=0aberf”(xo)) | 0.

In der héheren Mathematik konnen mehrere Veréanderliche auftreten oder es
mussen komplexe Funktionen betrachtet werden. Historisch gesehen, war mit

dem Namen AAlgebraid urspr ¢
Lésungen von Polynomen der Form
DO O O E ®w & T, a,xv ah
verbunden.
2 ) Spater wurde das Interesse auf die
komplexwertigen Funktionen erweitert:
_ WA 0w aq E ®& & maj,zVE
Abb. 34: Sattelpunkt von  Aus diesem Grund kommt dem
f(x)=x3 im Punkt x=0 Fundamentalsatz der Algebra eine grol3e
Bedeutung zu. Die Beweisgrundlage wurde 1746
vonJean-Bapti ste | e Rond do6Al embert gel egt wu

in seiner Dissertation wesentlich verbessert. Erst mit den Erkenntnissen der
Analysis konnten fir die damalige Zeit vermeintlich selbstverstandliche
Voraussetzungen mitbewiesen werden (Stichwort Zwischenwertsatz).
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Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass ein komplexwertiges, nicht
konstantes Polynom n-ten Grades (n>0) mindestens eine Nullstelle hat.
Bericksichtigt man mehrfache Nullstellen, so existieren genau n Nullstellen.
Z.B.

f(xX)=x hat eine Nullstelle in xo=0;

f(x)=x2 hat zwei Nullstellen in x0=0;

f(x)=x3 hat drei Nullstellen in xo=0;

USW.

Man kann den Fundamentalsatz der Algebra
auch als Faktorisierung eines Polynoms uber
dem Korper der komplexen Zahlen
ausdrucken:

Abb. 35: Bei W hat die Qa wg 0 g w
Kurve einen Wendepunkt,
aber die Tangente in W (rot) Die & sind dann unter Beriicksichtigung
ist nicht waagrecht. mehrfacher Nullstellen genau die gesuchten n
Nullstellen des ausmultiplizierten Polynoms.

Nullfolge

Man betrachte die Korper der reellen Zahlen s oder der komplexen Zahlen e

mit der Anormalenid, allseits bekannten
genannt.

Eine Folge & .¢ Oa bzw. & .g OE heil’t Nullfolge, falls gilt:
I EL 8

D.h. der Konvergenzpunkt dieser Folgen ist O.

Klassisches Beispiel: & -

Aber auch @ T, also die Folge, die nur aus Nullen besteht, ist eine Nullfolge.

Die Folgenglieder kénnen wie im nachsten Beispiel alternierend positiv und
negativ sein:

™| O

\Y
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Hier konvergieren die (positiven) Wurzeln bei zunehmendem n gegen 1 und @
wird dadurch zur Nullfolge.

~

W Ty

ist eine Nullfolge im Korper der rationalen Zahlen « unter Berticksichtigung der
archimedischen Metrik, also der normalen Abstandsdefinition.

Legt man aber die 2-adische Metrik zugrunde, so divergiert die Folge. Bei dem
Betrag von p-adischen Zahlen kommt es nur darauf an, wie haufig die Primzahl
p in einer Zahl m vorkommt. p soll hier im Beispiel gleich 2 sein, mist 0,5 = Y.

Auchderp-adi sche Betrag einer Zahl m i st def.i
m zur 0.

Der fur jede Primzahl p auf den rationalen Zahlen definierte p-adische Betrag:
, TRia T

VId 5 rdig f - RMA 60 0 VORI 60 @0

Man nutzt, dass sich jede rationale Zahl eindeutig als & 1 — mit paarweise

teilerfremden Zahlen und n~ & darstellen lasst.

Oft wird die Darstellung |m|p benutzt um deutlich zu machen, dass der

negative Exponent sowohl von p als auch von m abhangt.

Dabei zéhlt7 & wie oft die Primzahl, hier im Beispiel p=2, in m vorkommt.

Kommt 2 in m nicht vor (2 ist z.B. kein Teiler von 1), soist] « malso —
- P

AuRerdem definiertmani - | ® 7 .

Die Folgenglieder errechnen sich also nach der 2-adischen Metrik wie folgt:

5 o P p p P
¢ - q S
G o - P P P,
¢ - C
5 o P p p Py
L C

Usw.



121

» Q - P ¢ Y H

Es ist sehr einfach einzusehen, dass in der p-adischen Metrik jede
konvergierende Folge eine Nullfolge sein muss. Man betrachte z.B.

W ¢ inder2-adi schen Metri k. Die Folgengli ed:
Folge konvergiert und ist eine Nullfolge. Immer missen konvergierende Folgen

durch immer haufigeres Auftreten der betreffenden Primzahl p erzeugt werden.

Dies fuhrt zu immer kleineren Betradgen und damit zum Konvergenzpunkt O.

Der Satz von Ostrowski besagt, dass ein auf den rationalen Zahlen definierter,
nichttrivialer Absolutbetrag entweder zur archimedischen oder zur p-adischen
Metrik &quivalent ist.

Es kann jedoch in anderen Raumen andere Metriken geben. Dies fiuhrt zu
Verallgemeinerungen des Begriffs Nullfolge.

Sei {(G,+,d)} eine metrisierbare topologische Gruppe, d. h. eine Gruppe, die mit
einer Metrik so ausgestattet ist, dass die Gruppenverknipfung und die
Inversenbildung stetig sind. Ein einfacher Fall ist die additive Gruppe in den
Korpern g oder E oder der Vektorraum 4 2.

Eine Folge heil3t genau dann Nullfolge, wenn sie gegen das neutrale Element
konvergiert. In den Beispielen ist es gerade die 0 als neutrales Element der

Tt

Addition in den additiven Gruppen von s bzw. e oder der Nullvektor ina2,

Stellenwertsysteme

Die Bedeutung der indo-arabischen Zahlen inklusive der Null, wird erst deutlich,
wenn man bedenkt, dass im Dezimalsystem mit den 10 Ziffern
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 unter Berlcksichtigung der Position in der mehrstelligen Zahl
beliebig grofRe Zahlen aus wenigen Zeichen tbersichtlich und kompakt gebildet
werden konnen.

Zur Erinnerung: Die Sumerer hatten von 17 59 nur zwei Zeichen (Eins, Zehn),
die sie kombinierten. Die 60 sah aus, wie die Eins, war nur gro3er. Die Maya
hatten ebenfalls nur zwei Zeichen (Eins, Funf) in ihrem 20-er system.

Beispiel: Die Zahl 1042=1x1000+0x100+4x10+2 d.h. die 1 steht fiur die
Tausender, die O fUr die Hunderter, die 2 fur die Zehner und die 4 fur die Einer.
Das Stellenwertsystem heil3t auch Positionssystem oder auch polyadisches
System. Die A1OFalBagsi E3 istdasnveltdeit gebréauchlichste
Stellenwertsystem.
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Das Computerzeitalter hat weitere Basen sinnvoll gemacht. Das ist vor allem
das Binar- oder Dualsystem (seltener dyadisch) auf Basis 2, das Zahlen,
Buchstaben und andere Objekte in Nullen und Einsen darstellt. Das
Oktalsystem arbeitet auf Basis 8 und das Hexadezimalsystem auf Basis 16. Hier
werden noch Uber die Ziffern 0 - 9 noch 6 Buchstaben A, B, C, D, E, F bendtigt.
Man notiert, wenn Verwechslungen drohen, die verwendete Basis als
tiefgestellte Zahl am Ende der Umwandlung.

104210 = 100000100102
104210 = 20225
104210 = 41216

Das lasst sich auf beliebige Basen ausdehnen. Interessant sind vor allem
Primzahlen.

104210 = 11021215
104210 = 131325
104210 = 30167 usw.

Verfahrensweise: 1042 soll in das 5-System entwickelt werden: 117

(1) Teile die Zahl mit Rest durch 5.

(2) Der Divisionsrest ist die nachste Ziffer (von rechts nach links).

(3) Falls der (ganzzahlige) Quotient = 0 ist, bist du fertig,
andernfalls nimm den (ganzzahligen) Quotienten als neue Zahl
und wiederhole ab (1).

1042 : 5= 208 Rest: 2
208 :5= 41 Rest: 3
41:5= 8 Rest: 1

8:5= 1 Rest:3
1:5= 0 Rest: 1

Resultat: 13132 (Reste von oben nach unten von rechts nach links)

Diese Entwicklung nennt man auch p-adische Entwicklung, p ist immer eine
Primzahl.

117 Unter Zuhilfenahme von https://www.arndt-
bruenner.de/mathe/scripts/Zahlensysteme.htm
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Generell lasst sich jedes Positionssystem auch auf ganze Zahlen, rationale

Zahlen (Br¢che) und sogar irrationale Zat
n- Im Dezimalsystem ist 1024 pp m nmPdPm ¢O
5  =x11090 ®°=50+3 pmm TP T
4 zpg5qa D=3 0+2 Fur negative Zahlen wechselt eben das Vorzeichen:
3 =z4236. =20+ 1024 pPpH P (P TP
2 app1s. D=0+ Stellen hinter dem Komma werden durch
i B Zehnerpotenzen mit negativen  Exponenten

: dargestellt.

0 ag=t00 = 1024174 ppT TMPT CPT TP pd
—1 zpg1a. | D=0 PTT XDPTW TP

—2 x0382. OF=—0+2 Dabei ist bekannt, dass rationale Zahlen eine
—3 =0236. ®*=20-3 abbrechende Entwicklung haben oder dass eine
—4 =0,146. P'=—30+5 Periode auftritt.

B L Cinan Irrationale Zahlen haben im Prinzip unendlich viele
Abb. 36: Von 3 Werten Stellen hinter Komma, die nicht periodisch sind. Je
d e r-Poienzen liegt nach gewtnschtem Genauigkeitsgrad bricht man

der Mittlere (an) im die dezimale Darstellung ab einer bestimmten
Gol denen S Stelle hinterdem Komma ab.

an+1= an+ an-1 Diese Aussagen gelten flr jedes Positionssystem.

Auch nicht naturliche Basen kdnnen Verwendung finden. Dies gilt auch fur

irrationale Basen. Z.B. kann die Regelmaligkeit der Potenzen des Goldenen

Schnitts ausgeniitzt werden. Ebenfalls kdnnen komplexe Zahlen als Basis

dienen.

Verallgemeinerungen der Null

Null als neutrales Element der Addition

Der Begriff der algebraischen Struktur (oder universellen Algebra, allgemeinen

Algebra oder nur Algebra) ist ein Grundbegriff und zentraler

Untersuchungsgegenstand des mathematischen Teilgebietes der universellen

Algebra.''® Eine algebraische Struktur ist in der Regel eine endliche oder

unendli che Menge M, auf der Verkne¢gpfung

definiert sind. Viele der Strukturen, wie Gruppen, Ringe oder Korper, sind
spezielle algebraische Strukturen mit einem sogenannten neutralen Element e:

118 hitps://de.wikipedia.org/wiki/Algebraische _Struktur
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Firalle Elementeay - CElke&ezakhka. D.h. die Verkne¢gpfu
Element der Menge M auf sich selbst ab.

Die Null ist das neutrale Element bzgl. der Addition in Mengen, wie z.B. den
reellen Zahlen, den rationalen Zahlen oder den komplexen Zahlen.

Es gilt z.B. fur alle a8 s a+0=0+a=a

Aber in der abstrakten Algebra kennt man weitere Differenzierungen. Gruppen
gehtren schon zu algebraischen Strukturen mit einem hohen Grad an
speziellen Eigenschaften. In der Algebra treten auch neutrale Elemente bei der
Betrachtung von Strukturen mit inneren Verknupfungen auf, z. B. bei
Halbgruppen bzw. Monoide, Ringen, Halbringen, Kérpern und Schiefkorpern.
Es soll hier im Folgenden in mathematischen Strukturen nach
Verallgemeinerungen der Null gesucht werden.

| st die Verkn¢gpfung die Anor mal edidedddi t i
rationalen Zahlen <, den reellen Zahlen g, den komplexen Zahlen E, oder auch

®o, also den natlrlichen Zahlen erganzt um die Null, so ist das neutrale Element

die Zahl 0.

Sel bst bei den Quaternionen, obwohl ma n
spricht, i st die AO#, Wi e Wwir sie kennen
additive Gruppe ist kommutativ; die multiplikative Gruppe nicht. Das macht die
Quaternionen nur zu einem Schiefkorper. Bei anderen Mengen und
Verkntpfungen kommt es auf die Natur der Verknupfung an. Bei der
Multiplikation ist das neutrale Element in diesen Mengen die 1. Nimmt man z.B.

die Drehungen eines Quadrates um 0 Grad, 90 Grad, 180 Grad, 270 Grad und

360 Grad=0 Grad'®, so wird man die Null-Grad-Drehung als Null bezeichnen,

denn die Verknupfung

ADrehe das Quadrat um einen Winkel U, U=C¢
hat hier additiven Charakter.

Bei der Multiplikation ist die Null kein neutrales Element. Man bezeichnet sie in
di esen Mengen M als AAbsorbierendes EI eme

a A 0 = 0 A a =0

119 Im Gegensatz dazu nennt man einen Winkel von 360 Grad einen Vollwinkel (er
umschliel3t die volle Flache). Einen Winkel von 0 Grad, (der nur die leere Flache
umschlief3t), nennt man Nullwinkel.
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Die saloppe Bezeichnung i st ANul |
multiplikative Verkntpfung.

Bei der Multiplikation sorgt die Null ebenfalls flir eine Ausnahme, die man
fordern muss:

5. Axiom der Multiplikation: Jede Zahl auRer dem neutralen Element der
Addition (Null) hat ein multiplikatives Inverses.

Eine Erweiterung bzw. Verallgemeinerung der Null in der Addition findet man
bei der Matrizenaddition. Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie jeweils
die gleiche Anzahl an Zeilen und Spalten haben. Man addiert jeweils die
gleichen Positionen. Hier am Beispiel 2x2-Matrizen.

o
Teilbarkeit Assoziativitat d) (:) (I) (I)
Abelsche (I) w (I) (D
Quiasigruppel 3
NeutralesElement NeutralesElement KomunuEaLs
s Apeshes Das neutrale Element der Addition bei 2x2-
%\ / Matrizen ist die 2x2-Nullmatrix:
,y/@(\/ SO. Iatl\la n\?er arkeit ) ) . .
% M e sotere 0w T T nmn W
L ) W W T TT T TT w w
. : 0w
Abb. 37: Hierarchie algebra- 5O

ischer Strukturen (obere erfiillen
weniger, untere mehr Gesetze)  Dies gilt analog fur alle nxm-Matrizen, mit
bis zur abelschen Gruppe. n, mN so.

Ein Sonderfall ist die Vektoraddition in einem Vektorraum der Dimension n. Hier
ist m=0. Das neutrale Element bzgl. der Addition ist der Nullvektor im Beispiel
n=3:

w TT Tt W w
w TT Tt () (0V]
w TT Tt W w

Nullteiler

Es sei m eine von 0 verschiedene ganze Zahl und a eine beliebige ganze Zahl.
Die Restklasse von a modulo m ist die Menge der ganzen Zahlen, die bei
Division durch m den gleichen Rest wie a ergeben. Sie besteht somit aus allen
ganzen Zahlen b, die sich aus a durch die Addition ganzzahliger Vielfachen von
m ergeben.

el

eme
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Ein Element einer Restklasse bezeichnet man auch als Repréasentant der
Restklasse. H2ufig verwendet man -1d¥e St ar

Die Restklasse bildet
die algebraische
Struktur eines Ringes
R, der ganze Zahlen
hinsichtlich ihres
Restes bei der Division
durch m Kklassifiziert.
Ein Ring bildet bzgl. der
Addition eine Gruppe.
Es entsteht erst dann
ein Korper, wenn dies
auch far die
Multiplikation gilt.

Schiefkerper (Menge) Kein Korper
der Quaternionen (Multiplikation nicht kommutativ)

Abb. 38: Algebraische Strukturen bis zu Korper aN 2 einen Nullteiler,

Man nennt ein Element

und Schiefkorper wenn es ein von O

verschiedenes
El ement b gibt, sodass aAb=0. Man sieht |
I st auch b ein Nullteiler. Das Produkt a A

Ein Restklassenring ist genau dann Nullteiler-frei, wenn m=p eine Primzahl ist.
Dann bilden die Repréasentanten sogar einen endlichen Korper bzgl. Addition
und Multiplikation.

Bei spi el : Il n der Restklasse mod 6 sind 2
(kongruent 0 modulo 6). Dagegen gibt es in der Restklasse mod 7 keine
Nullteiler.

Nullhomotoper Weq, Nullhomotope Abbildung

In der Topologie ist eine Homotopie eine stetige Deformation zwischen zwei
Abbildungen von einem topologischen_Raum in einen anderen, z.B. von einer
Kurve in eine andere. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation, d.h. jede stetige
Abbildung f ist zu sich selbst homotop (reflexiv); ist f zu g homotop, so ist es
auch g zu f (symmetrisch) und ist f zu g homotop und g zu h, so ist f auch zu h
homotop (transitiv).

120 hitps://de.wikipedia.org/wiki/Restklassenring


https://de-academic.com/dic.nsf/dewiki/21790
https://de-academic.com/dic.nsf/dewiki/1402978
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=, Bildlich stelle man sich eine Kaffeetasse mit einem Henkel

l’]) rJ) aus einem deformierbaren, aber unzerrei3baren Material

= | . vor. Diese lasst sich stetig zu einem Volltorus deformieren,

- denn beide Koérper haben nur ein Loch und kénnen ohne

@ @ Schnitt  ineinander  Uberfihrt werden. Sie sind

Abb. 39: Stetige hom('j'omorph.' Der Stetigkeitsbegriff in der Topologie ist
Deformation dabei sehr weit gefasst.

Entsprechende topologische Transformationen lassen
sich z.B. bei Kurven untersuchen. Es stellt sich dabei die Frage, ob es eine
stetige Mdglichkeit gibt, zwei Kurven durch stetige Verformung zur Deckung zu
bringen.

Ein Teilgebiet der Topologie ist die Knotentheorie,
d.h. welche Knoten sind gleich, also sehen nur
unterschiedlich aus. Diese mathematische Disziplin

. _ hat sogar praktische Bedeutung. Z.B. ist ein
Abb. 40: Die linke Figur g. P . g
L _ menschlicher DNA-Strang Uber einen Meter lang.
zeigt einen Knoten, die : : . .
: . Im Zellkern ist er auf ein Funfmillionstel Meter
rechte ist kein Knoten . .
zusammen geknauelt. Trotzdem funktioniert
Replikation und Trennung der beiden Strange. Genetiker und Knotentheoretiker
versuchen seit einiger Zeit gemeinsam dazu neue Erkenntnisse zu gewinnen,
indem ihre jeweiligen Kompetenzen auch auf DNA-Molekile angewendet
werden.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Homotopie von Wegen relativ der Endpunkte:

Dabei I st ein AWegi eine stetige Abbil dt
Einheitsintervall und X ein topologischer Raum (z.B. die euklidische Ebene 5 2)

Zwei Wege heil3en homotop relativ der Endpunkte, wenn die Homotopie die

Anfangs- und Endpunkte festhalt.

Ein Weg heil3t nullhomotop genau dann, wenn er homotop zum konstanten Weg
ist.

Bei spi el : Man betrachte die Abbil dung H(
bildet den Einheitskreis. Einmal soll H den Einheitskreis in E abbilden und
einmal den Einheitskreis in E ohne die Null.

H( O, () : E Btndlhoinofop.

H( 0, () : [E@Q} Bt nichY nullhomotop, da die Null ein Zusammenziehen
verhindert.

D.h. Nullhomotopie hangt vom topologischen Raum ab, in den abgebildet wird.
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Nullflache (Mathematik)

I n der Mathematik ist mit dem Begriff ANu
2.500 Jahre alt ist. Man betrachte drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer

Geraden liegen. Intuitiv wird man sofort sagen, dass die kirzeste Verbindung

zwischen A und C die gerade Linie zwischen A und C ist. A, B, C bilden dann

ein Dreieck und der gesunde Menschenverstand sagt, dass der direkte Weg

immer kleiner (oder gleich) dem Umweg ist. Das ist die sogenannte
Dreiecksungleichung. Doch wann gilt das Gleichheitszeichen? Eben, wenn A,

B, C auf einer Geraden liegen. Das dadurch entstehende Dreieck ist eigentlich

gar kein wirkliches Dreieck. Man nennt es deshalb auch entartet. Seine Flache

ist Null. Es ist, im mathematischen Sinne, eine Nullflache.

Die intuitive Richtigkeit der Dreiecksungleichung in der euklidischen Ebene ist
natirlich zu beweisen und man muss es sich klarmachen, dass sie im Zweifel
nur auf der Ebene, die von den
Punkten aufgespannt wird, gultig sein

wird.
Euklid hat far die
Dreiecksungleichung folgenden

Beweis angegeben.

Sei A, B, C ein Dreieck. Zu zeigen ist,
dass

00 00 00
Abb. 41: Euklids Beweis der

Dreiecksungleichung Konstruieren wir ¢ber
ABC ein gleichseitiges

mit dem Wi nkel U, a eédgebildeeuind eBGenfalls hei Ddveobei Sei t e
die Seite © 6 um die Strecke 6 0 verlangert wird. Bei C entsteht im grof3en
Dreieck & ADC ein Winkel bobOdé&FirgoftCer U
aber:

00 00 00 00 64 Darausfolgto 6 006 0 a g.e.d.

Wenn sich die Langen 6 ‘Ound 0 dimmer mehr annahern, heidt das also, dass
der Punkt B sich immer mehr der Seite 0 0nahert, d.h. das Dreieck entartet,
wenn B auf 6 0zu liegen kommt. Es wird zur Nullflache.

Dieser Beweis gilt fur die 2-dimensionale Zeichenebene a2 oder flr
héherdimensionale euklidische Raume. Es kommt auf die Metrik an, also das,
was Betrag einer Lange und was Abstand bedeutet. Dies hat Euklid und
Archimedes definiert und die Dreiecksungleichung bewiesen. Wie immer bei
den Griechen, geschah das ausschliel3lich mittels geometrischer Argumente.
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Heute wird sie in der Lehre meist aus
" Der 20, Sag ~ dem Cosinus-Satz hergeleitet. Uber

T
rmz%z?e:fmﬁe:":&ggmﬁtcté o ot W @““"v ius die Dreiecksungleichung kann man
000 2 Rt O, Thotge ) schnell  entscheiden, ob bei

AD = AC und jiehe DC.
A gegebenen Seitenlangen ein Dreieck
s kel konstruierbar ist. Ein Dreieck mit den
Cbe b bewiefen,
AB'j*_f*’B‘g‘; Aﬂé“ﬁ::b ::g Seitenlangen 2cm, 3cm und 6¢cm ist
BC+CA>AB. nicht konstruierbar, da die
Abb. 42: Euklids Elemente, Buch 1, Drelecksunglelchung verletzt Warg,
20. Sat z, ABeragegen_blldet ei
3cm und 5cm eine Nullflache.

Drei ecksungl ei

Die Erdoberflache ist aber nicht eben
und ein Flugzeug fliegt Treibstoff sparend nicht auf einer geraden Linie, z.B. von
Frankfurt nach Madrid, unabhangig von der Erdrotation (die beim Fliegen
zusatzlich zu bertcksichtigen ist und oft entscheidend ist, ob ein Ziel von Osten
oder Westen angeflogen werden sollte). Drei Punkte auf einer 2-Sphére, also
einer Kugeloberflache im 3-dimensionalen (euklidischen) Raum, bilden ein
Dreieck, das einer anderen Metrik unterliegt. Hier gilt die Dreiecksungleichung
im Allgemeinen nicht. Sie gilt aber fir den Fall, dass man sich auf sogenannte

Eulersche Dreiecke beschréankt, deren
Seiten alle kurzer als ein halber Grol3kreis
sind.?!

Die Null ist bei allen Zahlenmengen
unverzichtbar. Ausnahme bildet héchstens
die Menge der natirlichen Zahlen mit ihrer
A Bedeutung in der Kulturgeschichte und der
Mathematik. Genauso ist bei jeder
Punktmenge die leere Menge eine
Untermenge. Wir brauchen uns also nicht
Abb. 43: Sphérisches Dreieck auf Dreiecke zu beschranken. Eine
Nullflfache kann man in der Regel immer
identifizieren.

Ein abstraktes Polytop ist dabei eine Abbildung (Injektion) von abstrakten
Eigenschaften, wie Scheitelpunkt (O-Flache), Kante (1-Flache) oder allgemein
einer k-Flache in einen realen Raum (z.B. R3) . Man versteht

lokal-kompakte, zusammenhangende 2-dimensionale Punktmenge, die flach

121 Sjehe Wikipedia Dreiecksungleichung

j

edoc



130

oder gekrimmt sein kann. In diesem Sinne ist eine Nullflache eine Flache der
Form

X1X2+y1y?+217%=0.

Die Lésungsmenge besteht nur aus dem Punkt (0,0,0).

Nullmengenaxiom

Georg Cantor gilt als Begrinder der Mengenlehre. Sein Verdienst ist mittlerweile
unbestritten. Nach zunachst unterschiedlichen
Terminologien hat er 1895 erstmals den
Begriff der Menge korrekt definiert.

Unter ei ner aMengebo vers
Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer
Anschauung oder unseres Denkens (welche
die aEl emented wvon M gena

einem Ganzen. (Math. Annalen Bd. 46, S.
Abb. 44: Hasse-Diagramm 481)

fur die Potenzmenge der
drei Elemente x, y, z.

Allerdings hat er noch keine axiomatische
Herangehensweise gewahlt. Dies ist Ernst
Zermelo 1907 gelungen. Er hat dabei sieben Axiome formuliert, die in ihrer
Weiterentwicklung als Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (ZF) die Grundlage fast
des ganzen mathematischen Gebaudes darstellen. Cantors Mengenlehre kann
damit abgeleitet werden.

Das zweite Axiom von Zermelo wird oft Nullmengenaxiom genannt:
Axiom der Elementarmengen:

Es gibt eine Menge, die Nullmenge 0, welche gar keine Elemente enthalt.
Ist a irgendein Ding des Bereiches, so existiert eine Menge {a}, welche a und
nur a als Element enthalt.

Sind a, b irgend zwei Dinge des Bereiches, so existiert immer eine Menge {a,b}
welche sowohl a als auch b, aber kein von beiden verschiedenes Ding x als
Element enthalt.

Zermelo hat seine Axiome noch verbal formuliert. In einem nachsten
Formalisierungsschritt kann man die Axiome in Form sogenannter
Pradikatenlogik formulieren.

John von Neumann (1923 bzw. 1928) definierte Ordinalzahlen als eine
Hierarchie und gab Cantors Ideen damit einen endgtiltigen formalen Rahmen.
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Sein Vorschlag lautet, das ganze Mengenuniversum rekursiv aus der
Nullmenge heraus lber Potenzmengen zu entwickeln. Sie bilden dann eine
Hierarchie und man kann innerhalb ZF zeigen, dass jede Menge in einer Stufe
dieser Hierarchie vertreten ist. Er beginnt bei der leeren Menge ", dann der
Menge bestehend nur aus der leeren Menge {"}, weiter der zwei-Elemente
grolRen Menge bestehend aus leerer Menge und Menge aus der leeren Menge
usw. Er definierte dadurch die natirlichen Zahlen als Ordinalzahlen ab der Null
uber Mengen und nutzte dabei die Iteration von Potenzmengen.

0:=Vo=0

1:= Vi={g}=a@)

2:=V2={g, {8}}=a( @))

3:= Va={o {a}.{{e}} {7 {2}}}=a(a( #@)))
é

n::Vn:{O, 10'1}2’ é’

Man kann sagen, die natirlichen und die transfiniten Zahlen wurden somit in
der abstrakten Mengenlehre aus der leeren Menge (2) heraus entwickelt.12

Boolesche Algebra

Man Uberlege sich zwei Aussagen A und B, die jeweils entweder wahr oder
falsch sein sollen, z.B. Hunde singen und Katzen tanzen. Wahr kennzeichne
man mit 1 und falsch mit 0. Die folgenden Tabellen charakterisieren eine
| ogi sche AUNDA undumi ne AODERA Bezi eh

a5 lauwash A | & lncders
1

1
0
1

QO B O B
= - B
O B R, R

1
1 0
0 0
0 0 0 0

Abb. 45: Boolesche Wabhrheitstabellen flr
logische UND bzw. logische ODER-Beziehung

Dann kennzeichnet obige Tabelle eine Und-Bedingung, d.h. nur wenn sowohl A
als auch B wahr sind, ist auch A UND B wabhr (1), ansonsten falsch (0). Es ist
eine AWahrheitstabellefi und es gibt 16 ve

122 Sjehe Oberhessische naturwissenschatftliche Zeitschrift, Kafitz, Unendlich, Bd. 70,
S. 86
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mit Nullen und Einsen zu fillen. Sie entsprechen Und, Oder, Wenn-Dann,
Und/Oder, etc.

Als Erster hat sich der US-amerikanische Philosoph Charles Sanders Peirce mit
diesem Thema befasst und 1880 einen Aufsatz geschrieben, ihn aber nicht
veroffentlicht. 1913 stie3 Henry Maurice Scheffer auf die Problemstellung. Er
hat sich in der Mathematik durch den Scheffer-Strich oder Scheffer-Operator
verewigt, A| B, d.h. wahr ¢berall, wo

Die Boolesche Algebra ist ein integraler Bestandteil jeder digitalen Technik und
unverzichtbare Funktionalitat jeder modernen Programmiersprache. In der
heutigen Elektronik missen standig Schaltvorgédnge zwischen wahr und falsch,
0 oder 1, unterscheiden. Erst ein Quantencomputer kann in Uberlagerungen,

@ @ O© O

ANB AUB A\B AAB Ac
Schnittmenge  Vereinigungsmenge Differenzmenge Symmetrische Komplement von A
Differenz

Abb. 46: Venn-Diagramme betrachten alle Relationen
zwischen Mengen, inkl. solcher, die leer sind.

sogenannten Superpositionen, Rechenoperationen ausfihren.

Was ist 0°?

Dazu kann man sich heuristisch einfach der 0 schrittweise mit Hilfe eines
wissenschaftlichen Taschenrechners nahern. Zunachst auf der positiven Seite:

11=1,2%2=4,3%=27, éDi e Kurve steigt also schnel

" T TP T
" Ty wo BT
o " Tip we YBt U
mg " X TR X
mp " mix w80

mnp?  TwuT B

mnnp Twwodp

e T w w8 X

Der Grenzwert fur 0° (von rechts) scheint 1 zu sein.

Ani

C
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Man betrachte nun x-Werte auf der linken, negativen Seite:

mp " Qi i,é€imp " ist fur den Rechner eine
unzulassige Eingabe.
p p p
- — =
Tip Tip IEL

Nebenstehende komplexe Zahlen sind die Losungen der
Waurzel und kénnen im Nenner stehen. Sie liegen alle auf
einem Kreis um den Ursprung und bilden bei n-ten
Wurzeln ein regelmafiges n-Eck (hier n=10). Somit ist der
Bruch ebenfalls immer eine komplexe Zahl!

z,= 0.7555 + 0.2455i
z,= 0.4669 + 0.6426i
z,= 0.7943i

7= -0.4669 + 0.64261
z,= -0.7555 + 0.2455i
Zg= -0.7555 - 0.2455(
z5= -0.4669 - 0.64261
z,= -0.79431

zg= 0.4669 - 0.6426]
2= 0.7555 - 0.24551

........

Abb. 47: Graph der Funktion y=x*. Im negativen x-Bereich ergeben sich reelle
positive, reelle negative und komplexe Funktionswerte.

e e X dix 2 0224+ 0’6693
Z,=-U. + 0. |
1
E) - P P z,=-0.7248 + Oi
Tl - _ Tl 25= -0.224 - 0.6893i
Tt e z,= 0.5864 - 0,426

z» ist reell und negativ. Somit hat der Bruch eine reelle,
negative Losung.



134

~ F] ~
Tt PIT T C & X Z,=0.6931 + 0
P P P P ot T chyx| 2° 0.2142 + 0.65921
A y > : 2,= -0.5608 + 0.4074i
it it - it VTP @ 25= -0.5608 - 04074

Zo Ist reell und positiv. Somit hat der Bruch eine reelle, | %= 0.2142-0.6592i
positive Losung.

Wir haben also Uber die drei Beispiele flr negative x-Werte sowohl komplexe
Zahlen, reelle positive Zahlen und reelle negative Zahlen als Funktionswerte
von @ @ erhalten.'?® Schon allein diese Beispiele belegen die Unstetigkeit
der Funktion x* bei negativen Werten.

Auch wenn io Ed  psinnvoll erscheint, so ist diese Aussage durchaus in der

Geschichte der Mathematik umstritten. Der franzdsische Mathematiker
Augustin-Louis Cauchy, (1789-1857), listete die Frage unter seine Liste der
undefinierten Ausdriicke, ebenso wie z.B. 0/0.1%4

In vielen Fallen muss man aber in diesem Fall per Definition 0°=1 fordern.
Beispiele sind der binomische Satz, die Potenzreihe flir die Exponentialfunktion
oder die Formel fur die Geometrische Reihe.

Auch 0°:=0 erscheint plausibel, da 02=0 fir alle av 5\ 0.

Im Folgenden wird die Situation insbesondere bei negativem x an einer
Umformung untersucht:

w Q
Jede kompl exe ZahlQ ~xg¢heitf gatirlichéri omppiel t
Logarithmus von z, d.h. esgilt w Q

Der komplexe Logarithmus ist aber nicht eindeutig, da nach der Eulerschen
ldentit2t (siehe Asch°nsQe Gh®éachung all e

123 Nach https://www.youtube.com/watch?v=Bnp1-Xd-Eo4

124 AugustinrLoui s Cauchy: Cours do6oAnalyse de | 6£co
fuvres Compl tes, TebBiéhea&uch Band 3, Seite 70.
https://de.wikipedia.org/wiki/Unbestimmter_Ausdruck_(Mathematik)
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Meist schrankt man die Vieldeutigkeit auf einen Streifen in der komplexen
Ebene ein und nennt
N Ed 06 “}. Im ist der Imaginarteil

Vieldeutigkeit bewusst sein.

1 1 & nennt man Hauptwert des
Logarithmus.

In Polarkoordinaten:

1 T3 QAOCC ¢Q“h™d  bzw.

I & 1 $s "@ Qofir k=0

Damit kann man den Logarithmus von
negativen reellen Zahlen bestimmen:

ITow 1Tda AOQw 1 b 'O
XN st

Abb. 48: ABI 2t
nattrlichen komplexen

Logarithmus im Abstand 2 “,
ab dem Punkt O. Hier muss man beachten, dass im

Komplexen die Rechenregeln far
Logarithmen nur modulo ¢ “Gelten.

Nullmenge

Die euklidische oder archimedische Metrik bestimmt ein Mafd in euklidischen
Raumen an, also z.B. elementargeometrischen Punktmengen, wie Strecken,
Flachen oder Raumen. Es ist benannt nach

,’/ \ // N\ Henri Léon Lebesgue (18751 1941). Es ist
! \ l \ das naturliche Mafl3 fur viele Formen von
\\ \‘J \\ Inhalten inkl. der aller offenen und
\ R \I""‘l —— \\. abgeschlossenen Mengen. Man kann das

— N/ MaR als Funktion auffassen, das einem
Abb. 49: Translations-Invarianz  Objekt eine reelle Zahl grof3er/gleich Null
beim Lebesgue-MafR. zuordnet, die als Streckenlange,

Flacheninhalt oder Rauminhalt interpretiert
werden kann. Es ist translationsinvariant und invariant gegeniber Spiegelungen
oder Drehungen. Auch das Mal3 unendlich kann auftreten. Ein Beispiel ist die
unendliche Mantelflache von Gabriels Horn (Torricellis Trompete) bei endlichem
Volumen.

Eine Menge vom Lebesgue-Mal? Null nennt man Lebesgue-Nullmenge oder
einfach nur Nullmenge. Alle abz&hlbaren Mengen sind Nullmengen. Die Menge
aller rationalen Zahlen ist abzahlbar und deshalb eine Nullmenge. Dies gilt
ebenso fir die algebraischen Zahlen. Auch ein klassisches Beispiel fur ein nicht

di

v on ¥ . Trotzdem mu s s

€es

ma

C
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abzahlbares Diskontinuum, wie die Cantor-Menge, hat das Lebesgue-Maf3 Null.
Ebenso fur Punktmengen, wie z.B. den ganzen p-adischen Zahlen u , zwischen

denen eine bijektive Abbildung (Homomorphismus) zur Cantor-Menge besteht.

Andrei Kolmogorov veroffentlichte 1933 sein Lehrbuch Grundbegriffe der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung, in dem er die Mal3theorie zur axiomatischen
Fundierung nutzte. Damit kann man auch die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses als Teil eines Ereignisraumes als Mal3 ausdriicken, dem man auch
das Lebesgue-Malf3 null zuordnen kann.

Rein formal ist eine Lebesgue-Nullmenge eine Teilmenge z.B. des euklidischen
Raumes, di e mit beliebig kleinen, of fene
Teilmengen von Nullmengen sind wieder Nullmengen. Jede Menge, die sich mit

hochstens abzahlbar vielen Nullmengen lberdecken lasst, ist wieder eine
Nullmenge.

Der Akleine Fermatid und die sch°nste GI ei

Von Pierre von Fermat wurde bereits im 17. Jahrhundert eine Beziehung
gefunden, die als kleiner Satz von Fer ma
Als grof3er Satz von Fermat wird die sogenannte Fermatsche Vermutung
bezeichnet, dass es keine natlrliche Zahl n>2 gibt, dass a"+b"=c" mit
ganzzahligen a, b, c gilt. a®+b?=c? sind die pythagoraischen Zahlentripel, von

denen das bekannteste a=3, b=4 und c=5 ist.

Fermat fand, dass
WKk ®aéqhow uipo OET UAE]
Falls a kein Vielfaches von p ist, kann man durch a kirzen und der Satz hat die
bekannte Form
W kpaéq
Robert Kaplan formuliert den Sachverhalt schon fast poetisch:

In der Welt von p
Kann man nicht aP* weniger 1
Vom Nichts unterscheiden.

Der Beweis ist nicht schwierig. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass man den
kleinen Satz von Fermat Uber unterschiedlichste Teilgebiete der Mathematik
beweisen kann. Das zeigt meistens, welcher tiefe Wahrheitsgehalt in einer
mathematischen Beziehung steckt. Im Beweisarchiv von Wikipedia finden sich
vier verschiedene Beispiele aus vier verschiedenen Bereichen.?®

125 https://de.wikibooks.org/wiki/Beweisarchiv:_Zahlentheorie:_
Elementare_Zahlentheorie:_Kleiner_Satz_von_ Fermat
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1 Vollstandige Induktion mit Hilfe von
Binomialkoeffizienten
1 Kombinatorik
1 Bijektivitat der Multiplikation mit a
1 Gruppentheorie
Auch weitere Beweismethoden existieren.

Noch viel auffalliger ist der Bezug zu den wichtigen Zahlen 0 und 1 bei der
Eulerschen Identitat.

Die Eulersche Identitat lasst sich aus einer Taylor-Reihe mit Entwicklungsstelle
Xo=0 der Funktionen
QT &6 ¢ OED mit yv a herleiten.
Durch Umgruppieren der Koeffizienten in
der Reihe erhalt man die trigonometrischen
Funktionen als Reihenentwicklung:

Q . Qo Qo Qo E
Algebra p A oA A

W W W L

Analysis Geometrie

Numerik

Arithmetik P A TA AT ¢
Abb. 50: Finf der wichtigsten M 3 2 3 =
oA VA XA

Symbol e in der

Gl ei chungi al o
AlT® @O b, mtQ p

Fur w ergibt sich die Eulersche Identitat oder Eulersche Formel

Q PEQ@ p T

Dies wird als die Asch°nste Gleichung

funf der wichtigsten Symbole in der Mathematik.

Das Dualsystem

Gottfried Wilhelm Leibniz hatte am 16. Mai 1696 eine Audienz bei seinem
Dienstherrn, Rudolf August, Herzog von Braunschweig-Wolfenbuttel. Wie so oft,
vermischen sich theologische und mathematische Argumentationen.
Ausgangspunkt ist eine Stelle im Lukasevangelium (10,42): Unum
nessessarium (Eins aber ist nétig). A Lei bni z er kIl ar
Zahlensystem, das nur aus der Eins und der Null besteht und verdeutlicht es an
den vier Grundrechenarten. Er sinniert dartber spéater in einer Notiz und wieder
sind theologische und mathematische Argumente miteinander verknupft. Er

t

al

de
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sieht die Tragweite und greift das Thema mehrfach auf und entwirft sogar eine
Silbermiinze oder ein Medaillon, das der Herzog tatséachlich als Siegel mit der
Inschrift unus ex nihilo omnia fecit mit einer stilisierten Eins und Null pragen

|&sst.

Leibniz hatte damit das Dualsystem entdeckt, das 300 Jahre danach einem

Abb. 51: Siegel zu Ehren der

Erfindung des dualen
Zahlensystems durch

Leibniz.

gewahlt.

neuen Zeitalter seinen Namen geben wird:
Die digitale Revolution wird nach der
neolithischen und der industriellen Revolution
von wesentlichen Forschungsrichtungen als
dritten grol3en Umbruch in der
Menschheitsgeschichte gesehen.

Im Jahre 1703 verdoffentlichte Leibniz die neue
binare Arithmetik im Artikel Explication de
I"arithmétique binaire. Er erschien in Paris in
den Mémoires de mathématique er de
physique de [I'Académie royale des
sciences.!?®

Wie jede (b-adische bzw. im Falle einer
Primzahl p-adische) Entwicklung einer Zahl
wird hier statt der Ublichen 10 die Basis 2

Die ersten 11 dezimalen Zahlen lauten in Binarform:

1 2

3

4

5 6 7 8 9 10

0
0 1 10

11

100

101 110 [111 |1000 |1001 |1010

An je einem Beispiel soll die Multiplikation, Division und Subtraktion von zwei
Binarzahlen demonstriert werden. Die Addition ist selbsterklarend.

Es wird zunachst dezimal 9 x 11 = 99 gerechnet, das entspricht 1001*1011.

126 Bottazzini, ebenda, S. 59
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1001 * 1011 = 1100011

1 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 0 1
1 +1 +1 2A 0 0 1 1
2A 0
1 1 o) 0 o) 1 1

Abb. 52: Binarzahlen multiplizieren

Man multipliziert 1001 zeilenweise mit 1011, beginnend mit der linken 1.
Dabei rickt man pro Zeile eine Position nach rechts.
In der 1. Zeile steht somit 1001 *1 =1 0 0 1.

In der 2. Zeile steht 1001 *0= 0O0O0O
In der 3. Zeile steht 1001 *1 = 1001
In der 4. Zeile steht 1001 *1 = 1001

Am Ende wird spaltenweise addiert. Nach der Addition steht im
Zwischenergebnis zweimal eine 2, die es im Dualsystem nicht gibt. Sie wird zu
0.

Es soll die Bin&rzahl 10010 (dezimal 18) durch die Bin&rzahl 110 (dezimal 6)
geteilt werden. Ergebnis ist binar 11 (dezimal 3).

Die fuhrende 1 wird heruntergeschrieben und mit dem Divisor verglichen. Da 1
kleiner 110 steht O an erster Stelle des Ergebnisses.

Die 1 wird tbernommen und die nachste Ziffer, eine 0, heruntergeschrieben.
Wieder ist 10 kleiner als der Divisor, also steht eine weitere 0 im Quotienten.

10 wird tbernommen und die 3. Ziffer, eine 0, heruntergeschrieben. Wieder ist
100 kleiner als der Divisor, also hat der Quotient 3 filhrende Nullen.

100 wird tbernommen und 1 heruntergeschrieben. 1001 ist gréf3er 110, d.h. im
Quotienten erscheint eine 1.

Nun wird 10017 110 = 11 gerechnet und die letzte 0 heruntergeholt. 110 geteilt
durch 110 ergibt Rest 0 und damit ergibt sich als Quotient 00011.
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Zuletzt eine Subtraktion von binar 10110 (dezimal 22) minus binar 01100
(dezimal 12) = 01010 (dezimal 10).

1) Schritt: vom Subtrahenden das Einserkomplement bilden
01100 wirdzu
10011

2) Schritt: Davon Zweierkomplement bilden
10011

+ 1
+1+1

10100

3) Schritt: Addition
10110

+ 10100
+1

01010

10:110=002011

— | —
|4—O
————— | ()

10
1 00
10 0 1
110 ]
110
110
0 Rest

Abb. 53: Binarzahlen dividieren.

Weitere Beztige zur Null

Nullsummenspiele

Spiele oder auch 6konomische Situationen, bei denen die Gewinne einer oder
mehrerer Spielpartner oder 6konomische Parteien (Firmen, Staaten, etc.) und
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die Verluste der gegnerischen Partei sich zu Null addieren nennt man
Nullsummenspiele. Was die eine Partei gewinnt verliert exakt die andere Partei.

Dazu gehdren alle Strategiespiele, bei denen der Sieger einen Punkt bekommt
und der Verlierer einen Punkt abgezogen bekommt, bei null Punkten im Fall von
Unentschieden.

Ein weniger gut passendes Beispiel ist Turnierschach. Wer gewinnt bekommt
einen Punkt, wer verliert, bekommt keinen Punkt. Ein Remis bedeutet einen
halben Punkt fir jeden Spieler.

FulRball ist definitiv kein Nullsummenspiel. Gewonnene Spiele bringen 3 Punkte,
ein Unentschieden nur einen Punkt. Die Tordifferenz passt ebenfalls nicht ins
Bild.

Jedes Spi el nach dem Motto AThe wi
Nullsummenspiel.

Okonomisch ist eine Win-Win-Situation, also das ideale Geschéaft, kein
Nullsummenspiel. Jedoch ist jede Konkurrenzsituation, in der Gewinne der
einen Partei, gleiche Verluste fur die konkurrierende Partei bedeuten, ein
Nullsummenspiel.

Doppelte Buchfiihrung

Luca Pacioli war ein sehr produktiver Franziskanerménch, der wichtige Beitrage
zur reinen und angewandten Mathematik geleistet hat. Sein Hauptwerk ist
Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et
proportionalita, Venedig 1494,
kurz Summa genannt.'?” In
diesem Werk fasst er das
damals bekannte
mathematische Wissen
zusammen. Unter anderem
stellt er nochmals die Ideen aus
liber abaci von Fibonacci vor
und steigert damit deutlich den
Bekanntheitsgrad und die
Akzeptanz der arabischen
Ziffern und der Null.

Abb. 54: Luca Pacioli 1494 i 1994. Bemerkenswert ist die bereits
Italienische 500-Lire Miinze erwahnte  Tatsache, dass

127 https://lwww.cervantesvirtual.com/obra/summa-de-arithmetica-geometria-
proportioni-et-proportionalita-1048443

nner



