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Abstract:

Chaos theory has not only created a new field for mathematics and information
theory, it has also initiated profound changes within and outside of the
disciplines. On the one hand, there are clearly defined, deterministic processes
that can often be described using simple formulas. On the other hand, the

courses of these processes takeonaformf or whi ch the term

almost obvious, even though the mathematical description is still deterministic.
As a modern society, we have already advanced far into digitalization and are
taking more or less big steps further in this direction. Many fractals would not
have been discovered without the new technical possibilities at hand.
Technology has been and still is a pioneer of mathematical research in this area.
Despite their computing power and performance, digital computers have a
shortcoming compared to analytical methods of pure mathematics. You will
inevitably have to round decimal numbers of appropriate length depending on
the type of computer and operating system. In nonlinear systems, through
iteration and feedback, a small deviation from the initial value can develop into
a completely unpredictable development. Development becomes chaotic.
Another variant can lead to an attractor, i.e. in which no exact target point of
development can be identified, but in which the system moves towards a multi-
dimensional phase space - a fractal. Chaos and fractals are two sides of the
same coin. This article will discuss key terms about chaos and fractals from the
perspective of mathematics and computer science. Epistemological aspects are
pointed out.
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Zusammenfassung:

Die Chaostheorie hat nicht nur der Mathematik und der Informationstheorie ein
neues Gebiet beschert, sie hat auch tiefgreifende Veranderungen innerhalb und
aulRerhalb der Fachwissenschaften initiiert. Da existieren einerseits klar
definierte, deterministische Prozesse, die sich oft mit einfachen Formeln
beschreiben lassen. Andererseits nehmen die Verlaufe dieser Prozesse ein

Ver hal ten an, fer das sich der Begri ff

mathematische Beschreibung nach wie vor deterministisch ist. Wir als moderne
Gesellschaft sind schon weit in die Digitalisierung vorgedrungen und gehen mit

fi c
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mehr oder weniger grof3en Schritten weiter in diese Richtung. Viel Fraktale
waren nicht ohne die neuen technischen Méglichkeiten entdeckt worden. Die
Technik war und ist Wegbereiter der mathematischen Forschung in diesem
Gebiet. Trotz ihrer Rechenstarke und Leistungsfahigkeit haben digital
arbeitende Computer gegentiber analytischen Methoden der reinen Mathematik
ein Manko. Sie mussen zwangslaufig Dezimalzahlen entsprechender Lange je
nach Rechnertyp und Betriebssystem runden. In nichtlinearen Systemen kann
durch Iteration und Ruckkopplung eine kleine Abweichung vom Ausgangswert
eine vollkommen unvorhersehbare Entwicklung nehmen. Die Entwicklung wird
chaotisch. Eine weitere Variante kann zu einem Attraktor fihren, d.h. bei dem
kein genauer Zielpunkt der Entwicklung identifizierbar ist, sondern in dem
System sich auf einen mehrdimensionalen Phasenraum hinbewegt i ein
Fraktal. Chaos und Fraktale sind dabei zwei Seiten einer Medaille. Es sollen im
vorliegenden Beitrag Schltisselbegriffe zu Chaos und Fraktale aus Sicht der
Mathematik und Informatik diskutiert werden. Es wird dabei auf
erkenntnistheoretische Aspekte hingewiesen.

Schlusselworter:

Chaos, Nichtlinearitat, Fraktale, Attraktor, Dimension, Iteration, Ruckkopplung,
dissipative Systeme, Synergetik.
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Zitate

Chaos often breeds life, when order breeds habit.!
Henry Brooks Adams (1838 1 1918)

A fractal is a way of seeing infinity.?
Benoit Mandelbrot (1924 7 2010)

Schliel3lich besteht ja jedes Ding nur durch seine Grenzen und damit durch
einen gewissermafen feindseligen Akt gegen seine Umgebung.3
Robert Musil (188071 1942)

Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben
kénnen.*
David Hilbert (1862 1 1943)

In re mathematica ars proponendi quaestionem pluris facienda est quam
solvendi.®
Georg Cantor (1845171 1918)

€ &nn wir uns eine Intelligenz vorstellen, die zu einem gegebenen Zeitpunkt
alle Beziehungen zwischen den Teilen des Universums verarbeiten kann, so
kénnte sie Orte, Bewegungen und allgemeine Beziehungen zwischen all diesen
Teilen flr alle Zeitpunkte in Vergangenheit und Zukunft vorhersagen.

Pierre Simon de Laplace (17497 1827)°
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Zum fachlichen Begriffsverstandnis

Zunachst sollte man sich klarmachen, was lineare und nichtlineare Dynamiken
ausmachen. Beispiel fir eine typische lineare Beziehung ist die Fruchtbarkeit
einer Population (etwa einzelliger) Organismen, hier r genannt. In der Grafik
kann 6 z.B. als n-te Generation gesehen werden, die multipliziert mit r
wiederum ein neues 6  ergibt. Wie der Name schon sagt, ist das Kennzeichen
der linearen Entwicklung eine
Gerade in der grafischen
4 Bny1 =1, By Darstellung. Ist r > 1, (z.B.
Fruchtbarkeit groRer
Todesrate, etc.), so ist 6
0. Im Fall r < 1 stirbt die
Population aus, d.h. 6 geht
gegen Null. Kontinuierliches
- Abfallen und erst recht
4 unbegrenztes Wachstum st
0 eher die Ausnahme. Normal ist
B » nicht nur die  positive
n Vermehrungsrate, sondern
auch eine Begrenzung der
Ressourcen, etwa in Jager-
Beute-Modellen. Dies fuhrt zu
nichtlinearen Dynamiken. Sie waren auch vor fast 200 Jahren der Anlass zu
entsprechenden Modellen.

Bn+1

Abb. 1: Lineare Entwicklung der ersten vier
Iterationen von 6 1D

AChaos und Fraktalefi stehen fiir nichtlineare Dynamiken und so heit auch
lapidar der Titel des vorliegenden Beitrags. Beide Begriffe markieren
Unterschiede, aber es gibt auch viele Gemeinsamkeiten. An dieser Stelle soll
genauer von Chaostheorie und von fraktaler Geometrie gesprochen werden und
nach Gemeinsamkeiten und Unterschieden strukturiert werden. Spater werden,
wo nicht sprachliche Genauigkeit erforderlich ist, auch die Kurzbegriffe
verwendet.

Gemeinsamkeiten:

1. Komplexe Muster und Strukturen:

Sowohl die Chaostheorie als auch die fraktale Geometrie beschaftigen sich mit
komplexen Mustern und Strukturen, die in natirlichen und kunstlichen
Systemen auftreten. Diese Muster sind oft nicht durch traditionelle geometrische
oder lineare Anséatze erklarbar.

2. Nichtlineare Dynamik:

Beide Disziplinen betonen die Bedeutung der Nichtlinearitat. In der
Chaostheaorie fiihren nichtlineare Dynamiken haufig zu chaotischem Verhalten,



wahrend in der fraktalen Geometrie nichtlineare Gleichungen oft Basis zur
Erzeugung von Fraktalen sind.

3. Selbstahnlichkeit:

Fraktale, die in der fraktalen Geometrie untersucht werden, zeigen eine
Eigenschaft der Selbstahnlichkeit oder zumindest Selbstaffinitat, d.h., sie sehen
auf verschiedenen Skalen gleich oder ahnlich aus. Ahnliche Konzepte der
wiederholenden Muster finden sich auch in chaotischen Systemen, wo
bestimmte Trajektorien oder Attraktoren wiederkehrende Muster aufweisen
konnen. Sie stellen sich haufig als Fraktale heraus.

4. Interdisziplinare Anwendung:

Beide Felder finden Anwendung in einer Vielzahl von Wissenschaften wie
Physik, Biologie, Medizin, Wirtschaftswissenschaften und sogar in der Kunst,
um komplexe Phdnomene zu verstehen und zu modellieren.

Unterschiede zwischen Chaostheorie und fraktaler Geometrie

1. Jeweiliger Fokus und Ziel:

Die Chaostheorie konzentriert sich auf das Verhalten dynamischer Systeme, die
hochsensibel auf Anfangsbedingungen reagieren, was zu scheinbar zufalligem
und unvorhersehbarem Verhalten fiihrt. Die fraktale Geometrie hingegen
beschaftigt sich mit der mathematischen Modellierung und Analyse von Mustern
und Strukturen, die oft Selbstahnlichkeit und Skaleninvarianz aufweisen.

2. Mathematische Methoden:

In der Chaostheorie werden haufig Differentialgleichungen und dynamische
Systeme analysiert, um das Verhalten Uber die Zeit zu verstehen. Fraktale
Geometrie verwendet oft iterative Algorithmen und komplexe Zahlen zur
Erzeugung von Fraktalen.

3. Ergebnisse und Vorhersagbarkeit:

Chaostheorie zeigt auf, dass in bestimmten Systemen langfristige Vorhersagen
unmoglich sein kénnen, auch wenn die zugrundeliegenden Regeln bekannt
sind. Fraktale Geometrie hingegen bietet ein Werkzeug zur Beschreibung von
Strukturen, die zwar komplex, aber durch ihre selbstdhnlichen Eigenschaften
mathematisch beschreibbar sind.

Insgesamt ergédnzen sich Chaostheorie und fraktale Geometrie, indem sie
unterschiedliche Aspekte der Komplexitdt in natirlichen und kinstlichen
Systemen erforschen und erklaren. Sie bieten ein tieferes Verstandnis fir die
Art und Weise, wie Muster und Strukturen auf verschiedenen Ebenen der
Realitat entstehen und interagieren. Es gibt selten Chaos allein. Es wechseln
sich Phasen von chaotischem Verhalten und Inseln der Ordnung ab oder
umgekehrt. Chaos ist nur ein Systemzustand von mehreren. Es ist sozusagen
der irreguléare Output einer deterministischen Quelle.



Zum historischen Begriffsverstandnis und Stellenwert von Chaos

Wahrend in der christlichen Genesis das Nichts am Anfang der Schopfung
stand, war es in der griechischen Mythologie das Chaos. Chaos war
Voraussetzung flir den Schépfungsakt, in Hesiods Theogonie sogar
Voraussetzung fiur die Existenz der Gotter. Dies gilt in &hnlicher Form auch fur
die Schopfungsmythen anderer Kulturen. So schreibt in China Laotse im Tao-
te-Ki ng ( ~ 60 0Im \Anfadidp war) das AChaos, Leere, Dunkelheit,
unergrundliche Tiefe des Ur-Ozeans. Aus dem Chaos entstand das Ur-Ei, das
Weltenei. 'fEt was subtil er icknamenfie rb eB e gLruikfrfe zd ebsz
frihen Atomisten. Man kann es als geringfligige Abweichung oder Stérung
verstehen, die erhebliche Auswirkungen haben kann. So ist der Ubergang von
laminarem Fluss zu Ac h a ot i Tarbuleezr Folge von mikroskopischen
atomaren Vorgéangen hin zu einem hochgradig makroskopisch organisierten
dynamischen Zustand. Der franzdsische Philosoph Michel Serres bezieht sich
auf Lukrez und das clinamen, wenn er schreibt, o h n e es g2 e es n
Gesetze des Schicksals, das heif’t die Ketten der Ordnung. &

Aber im westlichen Kulturraum verlor in der Spatantike Chaos seinen
urspringlichen Rang und nahm seine heutige Bedeutung von
Unvorhersehbarkeit, Unberechenbarkeit und eigentlich auch Zufalligkeit an.
Dabei ist es eine paradoxe Tatsache, dass ausgerechnet deterministische,
nichtlineare Systeme oft schnell Kennzeichen von Unvorhersehbarkeit
aufweisen, di e gerne al s AZufPhdosdphenwerslenedbeihnet
sofort hellhérig. Die alte Debatte um Determinismus und freien Willen ist
keineswegs ausdiskutiert. In einer deterministischen Welt bestimmt scheinbar
die Vergangenheit vollkommen die Zukunft. Deterministisches Chaos hat darin
etwas Unheimliches oder sogar Gefahrliches, etwas Umstlrzlerisches, etwa
genauso, wie man revolutionare Wirrkdpfe als politische Chaoten bezeichnet.
Eine wesentliche Basis ist das Newtonsche deterministische Wissenschafts-
verstandnis. Sein Gravitationsgesetz reicht immer noch aus, um Raumsonden
uber lange Jahre und Entfernungen zu fremden Himmelskorpern zu schicken.
Es hat eine einheitliche Ordnung auf der Erde und am Himmel geschaffen.
Ausgerechnet die Gravitation hat aber dazu gefuhrt, dass dieses
Weltverstandnis trotzdem erschuttert wurde. Wahrend die Bewegungen von
zwei Himmelskorpern sehr gut berechnet werden kdénnen, hat der geniale
franzosische Mathematiker Jules Henri Poincaré darauf hinweisen mussen,
dass sich schon die Bewegungen von drei (Himmels)kdrpern einer genauen

’ Zitiert nach https://texteundtoene.ch/wp-
content/uploads/2018/08/Schopfungsmythen-anderer-Kulturen.pdf

8 Zitiert nach H.J. Schlichting,
https://www.uni-muenster.de/imperia/md/content/fachbereich_physik/
didaktik_physik/publikationen/274_der_flatterhafte falter _der_chaosphysik.pdf



Berechnung entziehen. Kénig Oskar Il von Schweden hatte fir die Losung des
n-Korper-Problems einen Preis ausgesetzt. Poincaré bewies, dass sogar eine
sehrvereinfachte ( Ar estringiertefi) Aufgabenstell un
und damit keine analytische Losung mdglich ist.® Zentraler mathematischer
Beweis in seiner Ausarbeitung ist der poincarésche Wiederkehrsatz°. Er gehort
zur Ergodentheorie, die damals auf Stochastik und Mal3theorie beschrankt war
und hat das Gebiet der dynamischen Systeme begriindet. Er besagt, dass es
bei autonomen hamiltonschen Systemen, deren Phasenraum ein endliches
Volumen hat, in jeder offenen Menge U im Phasenraum Zustande gibt, deren
Trajektorien beliebig oft wieder nach U zuriickkehren. Wir finden das Problem
spater z.B. bei seltsamen Attraktoren; es weist viele Kennzeichen von
chaotischem Verhalten auf. Damit wurde der Determinismus von Newton und
der Reduktionismus, der Laplace zugeschrieben wird, erstmals erschuttert. Mit
den Entdeckungen von Planck, Bohr, Heisenberg und vielen anderen Pionieren
der Quantenmechanik ging der Glaube an ein deterministisches und
reduktionistisches Weltbild weiter verloren.

Poincaré entdeckte jedoch etwas Grundsatzliches, namlich die Unterscheidung
zwischen integrablen und nichtintegrablen Systemen. Bei integrablen Systemen
lasst sich die Wechselwirkung zwischen Kérpern bzw. Teilchen eliminieren und
nur die Impulse spielen eine Rolle.'* Vor ihm ging man stillschweigend davon
aus, dass alle dynamischen Systeme integrabel sind. Dies ist schon beim
System Sonne i Erde T Jupiter nicht mehr der Fall und dies gilt fur die

allermeisten dynamischen Systeme. Die Tatsache, dass Poincaré sogar den
Grund fur die
Nichtintegrierbarkeit nannte,

R .

Oé / ° macht seine Erkenntnis zu
;,xa\ o einem wichtigen Theorem
SN e = e und ihn zu einem der Vater

& ° der  Chaostheorie.  Es

N . existieren namlich

Resonanzen zwischen den
Freiheitsgraden und damit
eine starke Kopplung, die eine

Stérungsrechnung
erforderlich macht. Es finden

Abb. 2: Links wechselwirkende Punkte;
rechts Wechselwirkung lief3 sich formal
eliminieren, System ist integrabel

9 Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Celeste, 3. Bd., Paris 1892-1899

Man beachte: Es ist ein mathematisches Problem, da die Massen als punktférmig
angenommen werden mussen, was physikalisch eine unendliche Dichte bedeutet.

10 https://de.wikipedia.org/wiki/Wiederkehrsatz

11 Genauer: Die Hamilton-Funktion H hangt nur von den Wirkungen J ab (H(J)) und

diese sind bewegungsinvariant, also — 18



sich also in diesem Fall immer Punkte im Phasenraum, die zu verschwindenden
Nennern und damit zu Divergenzen / Unendlichkeiten fuhren.

Die Thermodynamik markierte durchaus ein neues Physikverstandnis. Zum
ersten Mal tauchten Wahrscheinlichkeiten auf. Im 19. Jahrhundert betrachtete
man nur den Endzustand der thermodynamischen Entwicklung. Die Zeit wurde
auf einen Parameter reduziert. ABMergliemdgi.ur
Mathematischer Ausdruck ist die Hamilton-Funktion = ,also die Gesamtenergie
als Funktion der Orte und Impulse der Teilchen und bei dynamischer
Betrachtung der Zeit. Die Gleichungen, die durch Ableitung von = die zeitliche
Anderung der Koordinaten und Impulse angeben, nennt man kanonisch. Sie
sind reversibel und beschreiben damit integrable Systeme.

Man nennt es das Problem der Akl einen Ner
in der Physik auftaucht und manchmal durch Renormierung (z.B. in
Quantenfel dt heori en) behoben wer de&xwarkeiaden . Ma x
Tat bemerkenswert, wenn die Natur sich gegen weitere Erkenntnisfortschritte

hinter den analytischen Schwierigkeiten des Mehrkdrperproblems verschanzt

hatte. fi

Der US-amerikanische Chaosforscher Joseph Ford bringt es auf den Punkt:

Die Relativitatstheorie beendete die Newtonsche lllusion von Zeit und Raum als
absoluten Kategorien; die Quantentheorie setzte dem Newtonschen Traum von

einem exakt kontrollierbaren Messprozess ein Ende; und nun erledigt die
Chaostheorie Laplaces Utopie deterministischer Voraussagbarkeit."'3

Man muss allerdings zur Ehrenrettung von Laplace sagen, dass er keineswegs

der engstirnige Forscher war, als der er manchmal auch von Verfechtern der
Chaostheorie hingestellt wird. Dagegen spricht, dass er zu Recht als
Mitbegrinder der Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt. Inm war sehr wohl Kklar,

dass trotz fehlender vollstandiger Kenntnisse Uber ein System man belastbare
Ergebnisse bekommen kann. Ihm ist auch bewusst, dass man
Wahrscheinlichkeiten, im Sinne Aristoteles, nicht streng mathematisch
behandeln kann.Auch wenn die A ra Laplacef ein
Weltbild gepragt hat, tun renommierte Autoren ihm unrecht, wenn sie ihn als
Gegenpol zur Chaostheorie sehen. Folgendes Zitat von Laplace soll diese
Meinung zurechtricken: Es gibt also Dinge, die unbestimmt sind, und wir

12 Zitiert nach Prigogine, llya, Stengers, Isabell; Das Paradox der Zeit i Zeit, Chaos
und Quanten. Piper, Minchen 1993, S. 163

13 Siehe Joseph Ford: What is Chaos that we should be mindful for it? Manuskript,
Georgia Institute of Technology, Atlanta (Ga.), 0.J., S. 12, zitiert nach: James Gleick:
Chaos - die Ordnung des Universums. Vorstol3 in Grenzbereiche der modernen
Physik. Minchen 1990, S. 15
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versuchen, die Unmdoglichkeit, sie zu bestimmen, dadurch zu kompensieren,
dass wir die verschiedenen Grade der Wahrscheinlichkeit bestimmen?#

Ein wichtiger deutscher Pionier der Chaosforschung, Siegfried GroR3mann,
begi nnt einen Vortrag mit dem Titel
Sitzung der Rheinisch-Westfalischen Akademie der Wissenschaften am 6.
Oktober 1982 in Diisseldorf mit dem Au s r @hkos it in. i

Dies ist Fluch und Segen zugleich!

Um AChaosfiwurde bzw. wird oft regelrecht ein Kult getrieben. Das gilt vor allem
fur zweifelhafte populér- oder pseudowissenschaftliche Schriften. Erkenntnisse
der Chaostheorie werden immer wieder in anderen sozialwissenschaftlichen
Disziplinen oder im Alltag undifferenziert oder sogar missverstandlich
angewendet. Der Biophysiker, Chaosforscher und Philosoph Bernd-Olaf
Klppers, der mittlerweile einen Lehrstuhl am Philosophischen Institut der

ADe't

Uni versitat Jena h dassesgrundsatalich tnbeweisbaistAnsi ¢ h

ob soziale Vorgéange tatsachlich nichtlinear und chaotisch sind. Eine vermutete
Nichtlinearitat lasse sich nicht endgultig beweisen, womit der wissenschaftliche
Grundsatz der Verifizierbarkeit verletzt werde.it® Auch manche seriése Autoren
und Wissenschaftler erlagen zun&chst dem Hype. Es erinnerte sinngemalf an

den Gedanken in Kants AKritik der rei

Befugnisse durch metaphysische Spekulationen Uberschreitet, wenn die
Philosophie sie nicht durch fundierte methodische Kritik korrigiert.

Richtig ist, dass die Untersuchung nichtlinearer dynamischer Systeme in der
experimentellen Physik und praktischen Mathematik bzw. Informatik mittlerweile
zu einem fruchtbaren grof3en Forschungsgebiet mit Anwendungen dartber
hinaus gefuihrt hat. Dabei hat es durchaus eine bemerkenswerte Entwicklung
mitgemacht. Komplexitat wurde anfangs sogar falsch eingeschatzt bis man
erkannte, dass es nicht nur eine Uberlagerung von vielen, aber einfachen
Prozessen ist. Turbulenz sah man als eine Art Mischung vieler Schwingungen,
fur die das bewahrte Additions- oder Uberlagerungsprinzip von linearen
Naturgesetzen gilt. Siegfried Gro3mann beginnt einen Artikel mit den Worten:

Das Uberlagerungsprinzip der linearen Naturgesetze weicht bei nichtlinearen
Phanomenen dem Prinzip vielskaliger Selbstahnlichkeit, regelmafig oder

14 Zitiert nach Wehr, Marco; Der Schmetterlingsdefekt, Turbulenzen in der
Chaostheorie, 2002, S. 201 mit Verweis auf Crutchfield (SdwW 02/87, 78-90)

15 GroRmann, Siegfried; Deterministisches Chaos, Rheinisch-Westfalische Akademie
der Wissenschaften, Vortrdge N 321, Westdeutscher Verlag 1983, S. 7-29

16 Zitiert nach Stefan Frerichs, Grundlagen der Chaostheorie,
https://www.stefre.de/Grundlagen_der_Chaostheorie.pdf

nen
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chaotisch (statistisch). Die angemessene Beschreibung ist die fraktale
Geometrie.’

Mit den Gesetzen der linearen Naturbeschreibung, fur die mehr als 200 Jahre
Newton als Vorbild galt, hat die Chaostheorie jedenfalls grtindlich aufgerdumt.
Ahnliche Ursachen haben eben nicht unbedingt ahnliche Wirkungen. Doch die
Chaostheorie ist nicht gesetzlos und irrational. Damit hatte sie kein
Erklarungspotential. In den 1980-er Jahren gab es den Versuch, Chaos mit der
algorithmischen Komplexitatstheorie von Kolmogorov, Chaitin und Solomonov
zu erklaren. Das ist eher das andere Extrem, denn man ignoriert die
Determiniertheit und erklart die Nicht-Vorhersehbarkeit. Die dadurch
entstandene algorithmische Informationstheorie ist aber zum wichtigen
Eckpfeiler geworden. In der relativ jungen Geschichte der Chaostheorie sind
jedenfalls eine Reihe alter Dogmen infrage gestellt worden. Aber das gilt auch
fur andere gro3e Themen des 20. Jahrhunderts, wie sie Joseph Ford in seinem
Zitat benannt hat. Sowohl die Relativitatstheorie als auch die Quantenmechanik
haben Weltbilder erschuttert oder gar zerstort. In der Mathematik sind solche
Revolutionen seltener. Die Entdeckung der irrationalen Zahlen durch die
Griechen in der Antike und die Infinitesimalrechnung von Newton und Leibniz
gehoren z.B. dazu. Mandelbrot zitiert Paul du Bois-Reymond in Bezug zur
WeierstraR-Funktion ( A Mo n s t e Ictkkanmme gofi Jem Gedanken nicht los,
dass sie uns an die Grenzen unseres Intellekts fihren werden.'® Die
Chaostheorie wurde aber durchaus zu einer Alisruptiven Kraftii in der
Mathematik. Sie hat zumindest dazu beigetragen unser Verstandnis von
bestimmten Systemen und ihrem Verhalten in Frage zu stellen. Der Einsatz von
Computern tat dabei sein Ubriges. Man muss also einerseits Adi e Ki rche i nm
| assenn, aber andererseits anerkennen,
Fragestellungen suggeriert hat, deren Antworten uns dem Verstandnis der
komplexen Welt ein Stlick ndherbringen.

Abgrenzung und Fokus

Im Band 66 der Oberhessischen naturwissenschaftlichen Zeitschrift wurde
bereits ein Artikel vom Autor zum Thema AChaos und Fraktalefi veroffentlicht.
Der Beitrag liegt nur als Printausgabe vor.'® Eine Veréffentlichung im Internet
war in der wissenschaftlichen Gesellschaft damals noch nicht Ublich. Er fuhrt
relativ einfach und elementar zu den zentralen Begriffen, Definitionen und
mathematischen Beziehungen des Themengebiets. Hauptfokus sind allerdings

17 Siegfried GroBmann, Selbstahnlichkeit: Das Strukturgesetz im und vor dem Chaos,
in: Physikalische Blatter 45 (1989), S. 172-80

18 Mandelbrot, Benoit B., Die fraktale Geometrie der Natur, S. 426

19 Oberhessische naturwissenschaftliche Zeitschrift, Band 66, GieRen 2016, W. Kafitz,
Die Natur denkt fraktal, S. 7-37
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die Anwendungen der fraktalen Geometrie auf die Skalengesetze in der Natur.
Dies dr¢gckt sich im Titel des Beitrags a
Erkenntnisse bei landlebenden Saugetieren haben dazu der Giel3ener Forscher
Manfred Sernetz und sein Team in der Veterinarmedizin beigesteuert.?° Dies
war der eigentliche Impuls fir den genannten Artikel. Die US-Biologen und
Physiker Geoffrey B. West, James S. Brown und Brian J. Enquist haben dann
mit Averng¢nfti ge miahmenenginheitiches Bkal@geseaizdna
der gesamten belebten Natur postuliert.?t Egal ob Bronchien, Blutkreislauf,
Nierenfunktion, Tracheen der Insekten oder Xylem und Phloem bei
Gefal3pflanzen scheint bei allen Lebewesen unabhangig von der Grol3e und bei
allen physiologisch relevanten Strukturen der Lebensprozesse ein universelles
Skalengesetz zu gelten. Die sogenannte fraktale Dimension d betragt aufgrund
der sinnvollen Postulate der drei amerikanischen Forscher offenbar immer ca.
d=2,25. D.h. scheinbar linear aufgebaute Strukturen, wie fast beliebig klein
verastelte Blutgefal3e oder der Wassertransport von den Wurzeln zu den
Blattern in Baumen, bilden insgesamt eine Struktur, die zwischen der
euklidischen Dimension einer Flache und einem raumlichen Objekt liegt.

Bei dem vorliegenden Beitrag soll vor allem die Sicht der Mathematik und
Informatik, aber nicht noch einmal die der Biologie bericksichtigt werden. Die
Skalengesetze in der Biologie, deren scheinbarwi der spr ¢chl i he AA
nur durch fraktale Uberlegungen aufgeltst werden kann, sollen hier nicht wieder
adressiert werden, so wichtig sie auch sind. Auch das damals behandelte
Lindenmayer-System wird hier ausgeklammert. Gleiches gilt fir kinstlerische
Werke (z.B. Maurits Cornelis Escher oder Jackson Pollock). M.C. Escher hatte
fur sein mathematisch inspiriertes Werk mit dem US-amerikanischen
Gruppentheoretiker H.S.M. Coxeter korrespondiert. Beispiele aus der belebten
oder unbelebten Natur kdnnen zwar hilfreich sein, der Schwerpunkt soll aber in
der Mathematik, Informatik und begrenzt auch in der Physik liegen. Andererseits
sollen auch philosophische oder erkenntnistheoretische Aspekte nicht zu kurz
kommen. Dazu sollte das letzte Kapitel schon einen einfiihrenden Beitrag
leisten. Insbesondere die enge Beziehung zwischen Chaos und Fraktalen und
ihre Auswirkung auf das, was wir Erkenntnis nennen, ist dabei wichtig.

Mit dem Begriff AWid gesagt manchma ASc lwii madll uder
getrieben. Man muss sich deshalb in einem seriosen Beitrag strikt auf

20 Sernetz, Manfred; Fraktale biologische Strukturen: Chaos und Ordnung im
Organismus, Berichte der Justus-Liebig-Gesellschaft, Giel3en 2001

21 Geoffrey B. West, James H. Brown, Brian J. Enquist,

A General Model for the Origin of Allometric Scaling Laws in Biology,

SCIENCE ,VOL. 276 , 4th APRIL 1997, Seite 122-126

22 Siehe z.B. https://www.spektrum.de/lexikon/biologie/allometrie/2273
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wissenschatftliche Prinzipien beschranken. Der in der Université de Lausanne
(Schweiz) arbeitende Wissenschaftsphilosoph Michael Esfeld hat es in einem
Beitrag auf den Punkt gebracht:?® Vor allem gilt:

A s gibt keine alternativen Fakten.fi

Die einzige wissenschaftliche Erkenntnistheorie ist der Realismus. Andere
Sichtweisen fuhren zu heillosen Inkonsistenzen und Widersprichen. Entweder
man akzeptiert Realismus ganz oder gar nicht. Deterministisches Chaos hat
nichts Geheimnisvolles oder Mystisches.

l nsbesondere f ¢r das Thema AChaosenund Fi
(physikalisches) Gesetz nicht unbedingt universell sein muss. Meist haben wir

nur unvollstandiges Wissen Uber den Zustand eines komplexen Systems. Aber

auch dann muss die Theorie Uberprifbare Aussagen machen kénnen.

Man muss deshalb n a ¢ @rdnAng im Chaosfisuchen.

Warum sind bei der Chaostheorie universelle Gesetze nicht unbedingt das Maf3
aller Dinge? Es ist schon, universelle Gesetze zu haben, aber man muss sie
hier leider auf ein Gebiet anwenden, in dem zwar di e AUni virer sal i
bestimmten Grenzen durchaus vorkommt (Stichwort Feigenbaum-Konstante).
Aber sonst ist sie nicht immer gegeben, wird ggfs. auch nicht benétigt und bringt
damit keinen zusétzlichen Nutzen. Esfeld nennt sie sogar Autzlosfi wenn man
sie nicht auf ein Teilsystem anwenden kann. Trotzdem wird sich zeigen, dass
sich im chaotischen Verhalten Universalitat finden lasst. Mathematisch lassen
sich dabei viele Aspekte fassen; physikalisch sind uns Grenzen gesetzt, weil wir
z.B. die Anfangsbedingungen der (kosmischen) Vergangenheit nicht gut genug
kennen. Aber auch beim deterministischen Chaos oder bei der vollstandigen
Isolierung eines Quantensystems sind uns nicht nur praktische Grenzen
gesetzt. Die Natur bzw. die Berechenbarkeit (Turing, Chaitin) selbst setzt heute
gewisse Grenzen. Diese sollten nicht immer auch prinzipielle Grenzen der
Erkenntnis sein. Insbesondere die Physik tut gut daran, diese Grenzen standig
zu hinterfragen und maoglichst zu verschieben.

Realismus ist insbesondere nicht Empirismus. Es geht bei der Chaostheorie
nicht um die Trennung zwischen Beobachtbarem und nicht Beobachtbarem.
Diese Grenze wird heute laufend Uberschritten bzw. verschoben. Noch
willkirlicher ware der radikale Konstruktivismus, der postuliert, dass sich die
Menschen erst ihre eigene Realitat durch eigene Erfahrungen, Beobachtungen
und entsprechende individuelle Interpretationen selbst konstruieren. Auch diese
Haltung ist (nicht nur) bei deterministischem Chaos fehl am Platze.

23 Spektrum der Wissenschaft Spezial 2-2018, S. 71-76
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Fraktale T Abgrenzung und Beispiele

Die folg. Tabelle (Abb. 4) zeigt Unterschiede zwischen euklidischer und fraktaler
Geometrie auf. Es gibt aber auch wichtige Gemeinsamkeiten. So beschrankt
sich auch die fraktale Geometrie auf Teilmengen metrischer R&ume, auch wenn
der Abstandsbegriff nicht unbedingt euklidisch definiert sein muss. In der
fraktalen Geometrie werden deshalb durchaus altbekannte Eigenschaften
studiert. Dazu gehoren Cauchy-Folgen, Grenzwerte, Fixpunkte, offene und

abgeschlossene Mengen,

Kompaktheit oder auch

2|3 4I6 7I9 A. (perfekte)  Mengen  und
strecken PR :

(vollstandige) metrische

1213 [% . 617 - S1A - Raume u.v.m. Insbesondere

v |6 L die topologischen

1(2]3]a 6 | Tarten Eigenschaften sind beziiglich
strecken o .

J der Aquivalenz metrischer

6 Raume invariant, d.h. sie sind

N

N
OfF| |w | <

~

<C

] auch invariant gegenuber
i falten Homdomorphismen. Im
1 2 3 vorliegenden Beitrag werden

Abb. 3: Strecken und falten bei 12 virtuellen diese wesentlichen Begriffe
ATeigst¢ckeni als Ac nicht in voller Tiefe und
(Prinzip Backer-Transformation, invertierbar)  mathematischer Strenge
vorausgesetzt und oft nur flr
das prinzipielle Verstandnis heuristisch definiert bzw. begrindet. Mit dem
bereits eingefluhrten Begriff des deterministischen Chaos wurde ein Weg
aufgezeigt, wie wahre Aussagen uber ein sich chaotisch verhaltendes System
gemacht werden kénnen, alsowo A Or d nun g ihemrsoBth a o s

Es sind oft zumindest Aussagen moglich, wohin sich ein System durch
fortgesetzte Réeckkoppl ung (AOr bitf)

ent

Phasenraum AAt tr akt dstéseinFixpunkedder Pesatibitatt e n  F a

In der fraktalen Geometrie kann man, im Sinne des letzten Abschnitts, auf
etablierte  Begriffe  zurlckgreifen.  Darlber hinaus finden  sich
Gesetzmaligkeiten und sogar universelle Konstanten in der Theorie. Es gibt
also durchaus Ordnung im Chaos und bedingt Universitalitat, also Ubertragbare
Regeln.

Dabei muss immer klar sein, dass es im deterministischen Chaos keine Zufalle
gibt, es gibt lediglich in vielen Fallen durch die Nichtlinearitdt zwangslaufig
Effekte, durch die sich bei beliebig nahe bei einander liegenden
Ausgangswerten nach genugend vielen Iterationen die Zielwerte nicht
vorhersehbar auseinander entwickeln kénnen.
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Der Meteorologe Edward Lorenz hat in einem berihmten Vortrag Ende 1972
die Frage gestellt und bejaht, ob ein Schmetterlingsflligelschlag in Brasilien
einen Tornado in Texas auslésen kann.?* Im doppelten Sinn wird ein solches
Phanomen als Schmetterlingseffekt bezeichnet. So muss z.B. jeder Computer,
ob Taschenrechner oder Gro3rechner, nach mehr oder weniger vielen Stellen
runden. Schon allein deshalb sind etwa einer mittel- oder gar langfristigen
Wettervorhersage Grenzen gesetzt. Die Fehler der Gittermodelle werden
standig verstarkt.

Dies ist nur ein, wenn auch prominentes Beispiel. Es ist aber kein
Gegenargument. Nach mehr als einem halben Jahrhundert wird zunehmend
deutlich, dass die Chaosforschung gem2&C d
Wissenschaft ist. Und zwar in dem Sinne, dass es ein theoretisches Fundament
gibt, so dass uber (z.B. digitale) Methoden experimentell geforscht werden kann
und dass dann Vorhersagen gemacht werden kénnen, mit denen Theorien
verifiziert oder falsifiziert werden kénnen. Chaos widersetzt sich keineswegs
einem tieferen Verstandnis. Es findet sich tatsachlich Ordnung im Chaos oder
besser formuliert, man kann erstaunliche, oft auch &asthetisch wunderschone
Strukturen in nichtinearend y nami schen (Achaotischeni) ¢
vorliegende Beitrag versucht dies zu vermitteln, kann aber nur einige
grundséatzliche und trotzdem unvollstandige Themen aus diesem maéachtigen

Grundlegende Unterschiede zwischen der euklidischen
Geometrie und der fraktalen Geometrie
Euklidisch Fraktal
Traditionell (Uber 2.000 Jahre alt) Modern (ca. 70 Jahre alt)
Ganzzahlige Dimension Fraktale (gebrochene) Dimension
Beschaftigt sich mit vom Menschen Geeignet fur natdrlich
erzeugten Gegenstanden vorkommende Formen
Wird unter Verwendung von Wird unter Verwendung rekursiver
Formeln beschrieben Algorithmen (lteration) beschrieben

Abb. 4: Euklidische versus fraktale Geometrie

Gebiet ansprechen.

Im Folgenden sollen einige Grundbegriffe aus der Chaostheorie erlautert
werden. Eng verbunde n mi t dem Be gr irdkfale @eGrhetrie, sifi i st
der begonnen wird. Mittlerweile gibt es neben fragwirdigen Webseiten,
Druckerzeugnissen und sogar Spielfilmen eine Fille von seribsen

24 Edward N. Lorenz, Predictability: Does the Flap of a butterfly’s wings in Brazil set
off a Tornado in Texas?

American Association for the Advancement of Science, 139" Meeting, New York,
December 29, 1972
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popularwissenschaftlichen Publikationen und anspruchsvolle Fachliteratur.
Computer ermdglichen mit teilweise gigantischem Rechenaufwand
faszinierende Bilder und Zoom-Videos von Fraktalen.

Weierstralsche Monsterkurve

Vorweg sollen einige Beispiele insbesondere zeigen, dass der euklidische
Dimensionsbegriff erweitert werden muss. Begonnen wird mit zwei Beispielen,

die sic h nur Awi der s p e Rraktale gsiibsunumietere rlassed,i e
insbesondere wie sie der Erfinder der Wortschopfung gemeint hat: Der
AVNeierstraBs c hen Monst er k ur v-Rufiktion, did allgemein u@sa nt o r
dem Namen ATeufelstreppeid bekannt i st.

Nach vielfaltigen Voriberlegungen, auch von anderen Forschern, pragte Benoit
Mandel br ot im Jahr 1975 den zentralen B
lateinisch fractus, gebrochen) als Adjektiv und als Substantiv. Er bezieht sich
auf die Tatsache, dass viele Strukturen dem klassischen, euklidischen
Dimensionsbegriff dewxigy nicht gerecht werden. Danach hat ein Punkt die
euklidische Dimension de=0, eine Linie die Dimension de=1, Flache de=2 und
eine raumliche Struktur de=3. In der Mathematik kamen entsprechende
ungewdhnliche mathematische Objekte Ende des 18. Jahrhunderts auf und
erhielten zun2chst die Bezeichnung AMonst
auf alle Apathologischenii Strukturen gemg
wie z.B. Cantor-Staub oder raumflllende, spiegelsymmetrische oder
punktsymmetrische Kurven (z.B. Hilbert-Kurve, Peano-Kurve). So hat Karl
Weierstral3 zur Verbliffung der Fachwelt 1875 eine reellwertige Funktion
: veroffentlicht, die Uberall stetig,
A . . . .
. ( aber nirgends differenzierbar ist.
5‘*,1*4*}"* ,NW\[' Sie lasst sich in einer Formel
| HW«WMWM; o ausdriicken. ~ Zuerst wurden

diese AMon«Ktuervenfi nicht
R0 den Fraktalen gezahlt. Es gibt

Wi *‘ aber einige Argumente, wieso

ﬁﬂ‘ man diese Abgrenzung

hinterfragen kann. Der Autor des

i A entsprechenden  Wikipedia -

N\ u@:ﬁ' Artikels bezeichnet jedenfalls

' den Funktionsgraphen als eine

1 |
o by
I M | !
s it ‘-‘ 111‘ \ﬂ" 'm J' ”l
S

% 4
T
i Wy

Y ;“\"

)

0,199 02 0,201

Abb. 5: Weilerstrallsche Monsterkurve
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der ersten fraktalen Kurven.?®> Man beachte auch das Zitat von Paul du Bois-
Reymond.

P

"Qo h » AT Qo

Bereits um 1830 hatte Bernhard Bolzano ebenfalls eine entsprechende,
allerdings abschnittsweise definierte Funktion, gefunden.?® Sie ist nirgends
differenzierbar aul3er fir eine Menge mit dem MalR 0. Das vollstdndige
Manuskript galt als verschollen und wurde erst nach dem 1. Weltkrieg von dem
tschechischen Mathematiker Martin Jasek in der Nationalbibliothek Wien
entdeckt.?’

Cantor-Funktion oder Teufelstreppe

Eine Konstruktion, die auf der Cantor-Menge basiert, ist die sogenannte
Teufelstreppe oder Cantor-Funktion. Sie entsteht, wie viele Fraktale, durch

Iteration, also rekursiv, im Gegensatz zur
/| WeierstraRschen Kurve. Die Hausdorff-
" Dimension sollte analog zur Cantor-Menge

— sein. Die englische Wikipedia-Seite

_ schreibt dazu: We may define the Cantor
’ 4 function alternatively as the D-dimensional
. s o . 4 volume of sections of the Cantor set. Sie ist
in unendlich vielen Teilintervallen

Abb. 6: Bildungsprinzip der
ATeufelstrepp

] Man kann sie mit drei Kreisen vom
[terationen

Durchmesser 1/3 Uberdecken (siehe

Lebesgue-Uberdeckungsdimension). Man
darf sie wohl trotz einiger Gegenargumente zu den Fraktalen zahlen. Betrachtet
man den Grenzfall, so ist der Graph so lang wie Hohe plus Breite zusammen,;
genauer: die schragen Sticke addieren sich zur Hohe der Figur und die
waagrechten Stiicke zur Breite. Trotz der beliebig kleinen Treppenstufen hat die
fraktale Figur also eine endliche Lange.

In der Mathematik, wie auch in der belebten wie unbelebten Natur oder vielen
Anwendungsbereichen, wird gerne die Selbstahnlichkeit als Kriterium genannt.

25 https://de.wikipedia.org/wiki/WeierstraR-Funktion

26 https://de.wikipedia.org/wiki/Bolzanofunktion

27 Siehe Binimelis Bassa, Maria Isabel; Fraktale Geometrie, Fur die deutsche Ausgabe:
Librero, Kerkdriel (Niederlande), 2017,S.98,M. Jasek, A, ber de
Nachl ass B e r n h aJahdesberiBhd | dem ndeutschén Mathematiker-
Vereinigung 31 (1922), 109i 110.

n

di fferenzierbar (abzg¢ggli

Wi s's
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Doch auch einfache geometrische Strukturen, wie ein Parallelogramm, Quadrat,
Wiirfel oder sogar Strecken sind selbstahnlich. Die DIN Ax Formate sind

selbstahnlich mit dem Verkleinerungsfaktor 1i¢. Die Norm adressiert x=0 (1 m?),
x=1, 2, 3, 4, 5 bis x=6 (Postkartenformat).

Auch der Goldene Schnitt erzeugt selbstahnliche Proportionen, denn die ganze
Strecke verhalt sich zum groReren Teil wie der grof3ere Teil zur kleineren
Teilstrecke. In diesen Strukturen ist die Dimension euklidisch; es liegt keine
gebrochene Dimension vor. In der Literatur wird genau diese Dimension, die in
der Regel keine ganze Zahl sein muss, aber meist groRer als die euklidische
Dimension ist, als das entscheidende Kriterien genannt, was ein Objekt zu
einem Fraktal werden lasst. Allerdings zeigt das Bildungsprinzip der
Teufelstreppe, dass die rekursive Abbildung zum nachsten Iterationsschritt nicht
ahnlich, sondern nur affin ist. Die ganze Figur ist also nicht selbstahnlich,
sondern nur selbst-affin.

Cantor-Menge?®

Die Cantor-Menge?® entsteht, wenn man von einer Strecke (der Einfachheit
halber am Anfang der La&nge 1, hier rechts
O — halboffen definiert) jeweils das mittlere Drittel

— ——— er.1tfernt und d|e§en Vorgahg pelleblg oft
EE EN EE ER wiederholt. Es bleiben unendlich viele Punkte
LI L] nn nn ubrig (die noch dazu nicht abzahlbar sind,

(N TR (N T AT
Abb. 7: Die ersten funf
Iterationen der Cantor-Menge

also nicht mit natirlichen  Zahlen
durchnummeriert werden kdnnen.)

Es soll nun berechnet werden, wieviel von
der urspringlichen Strecke entfernt wurde. Dieser Wert habe die Lange L.

P
'l'_

DEQE E

o C X
P B g
o o o
PSS S g
o o o o

28 Erste Passage ist Auszug aus Oberhessische naturwissenschaftliche Zeitschrift,
Kafitz, Die Natur denkt fraktal, Band 66, Giel3en 2016, S. 17

29 Cantor-Staub kann man als Synonym fiir nichtabzéhlbare Punktmengen
verwenden. Nach dem Moore-Kline Theorem ist jeder Cantor-Raum homéomorph zu
der Mitteldrittel Cantor Menge
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Die ersten 3 Zeilen sind einfache Umformungen. Nur die 4. Zeile verwendet die
Formel einer konvergenten unendlichen geometrischen Reihe.

WWw —— VBB pLQetE— QeEEITWOWE
P W W W

~

Hier ist: ®w ph— -

Man erkennt, dass die entfernte Ldnge L so lang ist wie die urspringliche
Strecke, al so 1. Ma n hat al so Aal |
abzahlbar) unendlich viele Punkte Ubrig. Die Cantor-Menge musste demnach
die euklidische Dimension 0 haben.

Man kann zeigen®, dass die Cantor-Menge die Hausdorff-Dimension Dy hat
I TcC ., y
—_ A€ o TBw

T ToC Q Tty

Nach Hausdorff liegt also die Dimension des auch Cantor-Staub genannten
Gebildes/Punktmenge sogar etwas naher an der euklidischen Dimension einer
Linie. Auf jeden Fall ist sie eine gebrochene Zahl. Die Cantor-Menge ist
geradezu ein klassisches Fraktal.

Es fallt auf, dass die Verteilung der Punkte mit der Zahl 3, genauer mit Potenzen

O

LL LR RL RR

LLL  LLR LRL  LRR RLL  RLR RRL  RRR
LUSW.

Abb. 8: Bildungsprinzip eines ungeeigneten Bezeichnungssystems fir die
Cantor-Menge

von 1/3, korreliert. Es ist also eine triadische Sicht auf die Cantor-Menge
maoglich, bei der nur die Zahlen 0 und 2 vorkommen. Ist jeder Punkt der Menge
Endpunkt, der durch immer kirzer werdenden Striche oder Intervalle? Diese
Vermutung ist falsch! Man konnte die Punkte dann durchnummerieren, d.h. die

30 Zum Beweis siehe z.B. https://metaphor.ethz.ch/x/2018/fs/401-2284-
OOL/ex/serie6_lIsg.pdf , S.4



20

Menge w2re Anur i aWie kahr ntaa das plansibel deigene h .

Man braucht ein Bezeichnungssystem fiur die Intervalle und untersucht die
Grenzwertbildung.
Folgende Abb. 8 zeigt das Bildungsprinzip, L steht fir links, R flr rechts.
Es wird deutlich, dass je langer die Adresse wird, umso kleiner wird das Intervall
Im Iterationsprozess. Die Adresse ist aber immer noch endlich. Fur einen Punkt
misste man eine unendlich lange Adresse haben. Irgendwann hat man aber
nach einem L unendlich viele R oder
muss man aber s ¢riigesprochen hinkstReshts-@driode). Man
konnte nun, um zu einer bindren Darstellung zu kommen, L= 0 und R=1 setzen.
Man betrachte nun den Punkt 1/3. Er wird durch LY dargestellt, was der
Binarzahl timp entspricht, die aber gleich 0,1 ist. Aber zuriick Ubersetzt hat
1/3=0,1 die Adresse YO und das ist die Adresse des Punktes 2/3.
Das ist ein Widerspruch. Unendliche Zwei-Buchstaben-Adressen kénnen also
nicht mit bindren Zahlen gleichgesetzt werden. Nicht bindre Zahlen, sondern
eine triadische (3-adische) Darstellung aus Nullen und Zweien charakterisiert
die Cantor-Menge und sie lasst sich elegant mit Hilfe der 3-adischen
Entwicklung reeller Zahlen darstellen. (Man kann aber auch leicht eine bijektive
Zuordnung der Punkte Uber A-1-Folgenfi finden). Damit ist eine bijektive
Abbildung zwischen den Punkten der Cantor-Menge und dem Intervall [0,1]
maoglich. Dies ist aber gleichmachtig zu s . Die Cantor-Menge C ist somit nicht
abzahlbar, da C die Machtigkeit von a hat (|s |=|C[).*
Ist die Cantor-Menge selbstahnlich? Dies ist sehr leicht Uber eine Grafik zu
verdeutlichen (s.u.):
Nimmt man z.B. ab der ersten Iteration zwei um einen Faktor 1/3 verkleinerte
Kopien und vereinigt diese, so erhalt man wieder die ganze Cantor-Menge. Dies
S kann man leicht auf die N-te
Iteration Ubertragen. Man erhalt

// \ 2N Kopien, die um den Faktor —

\ | verkleinert sind und vereinigt
\ / \— - - —/ diese Mengen. Urspriinglich
_ wurde die Entdeckung von Georg
Abb. 9: Cantor Menge als Veremlgung Cantor als mathematisches
exakter, verkleinerter Kopien. Kuriosum ohne konkreten Wert

und Anwendungsbezug

eingestuft. Die Cantor-Menge tauchte aber mit der Zeit an vielen, oft
unerwarteten Stellen, auf. Im vorliegenden Beitrag ist z.B. erwéhnt, dass ein
Schnitt durch den Hénon-Attraktor isomorph zu der Cantor-Menge ist. Weiterhin

31 Vergleiche Peitgen, Heinz-Otto; Jurgens, Hartmut, Saupe, Dietmar; Chaos
Bausteine der Ordnung, Springer Verlag / Klett Cotta, 1994, S. 92f

umge
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ist die Cantor-Menge eine Lebesgue Nullmenge (s.u.). Sie ist ein Diskontinuum,
also total unzusammenhangend und nirgends dicht. Bekanntlich gilt: Jede
nichtleere offene Menge U enthalt ein Intervall positiver Lange.®? Die Cantor-
Menge C ist aber abgeschlossen. Deshalb gilt diese Aussage nicht fur C. Sie
besteht nur aus Randpunkten, denn das Innere ist leer. In einem friheren
Beitrag des Autors wurde auch verdeutlicht, dass die Cantor-Menge
homéomorph zu den ganzen p-adischen Zahlen ist.33

Konsequenzen aus der triadischen Darstellung der Cantor-Menge:3*

Man vergegenwartige sich noch einmal das Bildungsprinzip der Cantor-Menge
und denke in triadischen, also 3-adischen oder Ternarzahlen. Man starte
wieder mit dem halboffenen Intervall [0,1] und streiche bei der ersten Iteration

das halboffene Intervall [-h[. Esgiltaber- mip OT A mit

Daraus folgt, dass alle Zahlen des gestrichenen Intervalls mit 0,1 beginnen. In
den nachsten Iterationen muss man die weiteren Stellen hinter dem Komma

betrachten. O.B.d.A. siehe das offene Intervall [0, -[. Alle Zahlen in diesem
Intervall beginnen mit einer 0 hinter dem Komma. Den Dezimalbriichen - k-
und - entsprechen die Ternarzahlen mit p hmit ¢ und tp . Fir die

verbleibenden Intervalle [0, -[ und [- R gilt, dass sie in Ternardarstellung an

erster und zweiter Stelle nur die Ziffern 0 und 2, aber keine 1 haben.
Nach n Iterationen bzw. Streichungen ergibt sich:
(a) Jede Zahl in den gestrichenen Abschnitten enthalt irgendwo eine 1 in
ihrer Ternardarstellung.
(b) Die nach n Iterationen verbliebenen Zahlen enthalten in den ersten n
Stellen nur die Ziffern O und 2, aber keine 1.
Das gilt auch nach Grenzwertbildung fur n© Hs Die gestrichenen Zahlen
enthalten Einsen; die verbliebenen Zahlen, nennen wir sie Cantor-Zahlen,
enthalten nur die Ziffern 0 und 2. Sie sind den Punkten des Cantor-Staubs
bijektiv zugeordnet.

Aus diesen Uberlegungen heraus lasst sich eine Vorstellung entwickeln, wie
dicht (bzw. diinn) der Cantor-Staub verteilt ist. Es lasst sich namlich zeigen,
dass ein zufallig auf den Cantor-Staub abgeschossener Pfeil mit der
Wahrscheinlichkeit O einen Punkt der Menge trifft. Oder anders formuliert,

32d.h., es gibta<bmit]a, b[P U

33 Kafitz, W., ZAHLEN-Geschichte, Bedeutung und Verallgemeinerung des
Zahlbegriffes, http://dx.doi.org/10.22029/jlupub-8380

34 Vergleiche Zeitler, Neidhardt; Fraktale und Chaos, S. 68 und 69
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dass die Wahrscheinlichkeit O ist, dass eine willkrlich aus dem Intervall [0,1]
Aerwi schtefi Zahl M in Tern@ardarstellung k

M habe m Stellen nach dem Komma, auf die die drei Ziffern 0,1,2 verteilt
werden kénnen. Das ergibt 0 maogliche Falle. Man sieht leicht

T T Tdp U TG T
ZB.m=2: Tmmp Tip p T p
T ¢ Tip ¢ TIT C
Die Anzahl der auftretenden Falle ohne die Ziffer 1 betragt ¢ , nadmlich bei
i T i T
m=2: ~ ~
T ¢ Tig G
Die relative Haufigkeit fir das Treffen einer Cantor-Zahl ist somit - und
nach Grenzwertbildung
1 EE n
° g

Die Dimension der 3-adischen Cantor-Menge (Cs) ist, wie gesehen,
[ .
(0] i g aeg Tip o TBW
Wir wollen jetzt zur 5-adischen Menge libergehen.®® Nennen wir sie Cs. Dabei
wird das halboffene Einheitsintervall in finf Teile zerlegt und jeweils die beiden
mittleren, halboffenen Teile gestrichen. Ubrig bleiben nun drei halboffene

Strecken, mit denen iterativ analog zur Cantor-Menge Cz vorgegangen wird.

Da wegen - -ist und diese Ungleichung auch bei fortgesetzter Iteration und

damit Streichungen offenbar giltig bleibt, scheint also der Cs-Cantor-Staub
Ad¢i¢nner i vert ei |sCantoreStasheWiaist auh die Hhesdorff-C
Dimension von Cs?

, [ .
O T e v Be
Man sieht, der AStaubd wird zwar Ad¢gnner 7

Bei allen Cy, n ungerade, wird sich die Situation entsprechend entwickeln.

Wie sieht es bei geradem n aus? Bei n=2 ist der Fall trivial, denn nimmt man
nur jeweils das rechte, halboffene Intervall weg, so bleibt im Grenzfall nur die O
als einziger Punkt tbrig.

3 Vergleiche teilweise wortlich Zeitler, Neidhardt; Fraktale und Chaos, S. 73 und 74
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Fur n=4 streicht man exemplarisch das rechte, halboffene Intervall, sowie die
Mitte des Restes. Es bleibt [+[* -k (brig. Man geht nun zu den 4-

~ ~

adischen Zahlen iiber mit - mp h Tt A o

Die 2. Iteration kann man sich am Intervall [(0,0);(0,1)4] verdeutlichen. Es
werden die Intervalle [0,01;0,02[ und [0,03;0,1] gestrichen. Es sind Zahlen, die
in der 4-adischen Darstellung eine 1 oder 3 hinter dem Komma haben.

Fahrt man iterativ nach dieser Methode fort, so sieht man, dass immer Zahlen
tbrigbleiben, die nach der n-ten Iteration nur die Ziffern 0 und 2 enthalten und
das gilt auch fur die Grenzwertbildung. Der Streckungsfaktor k ist gleich n. Die

Zahl der Teilmengen von Cy ist jeweils —.

Die Selbstahnlichkeitsdimension’Q — fiir n=2 ist 0.

Furn=4folgt Q — -

Furn=2"folgt: Q —— — p -.Grenzwertbildung¢ © bt Q p
Fir ungerades n folgt die gleiche Argumentation. 0 hat also Liniencharakter.

Peano-, Gosper- und Hilbert-Kurve

Im nachsten Beispiel sollen zwei Kurven diskutiert werden, die zu einer
flachendeckenden Punktmenge konvergieren. Sie sind wie die Cantor-Menge
iterativ definiert. Die erste wurde
von Guiseppe Peano 1890
- o entdeckt und publiziert.
Mathematisch ist die Kurve eine
— — stetige, surjektive Abbildung des
Einheitsintervalls in das
A I I e Einheitsquadrat, also eine
raumfullende  Kurve.®®  Man
erinnere sich: Cantor hatte damit
1878 bewiesen, dass die
Kardinalitat (Anzahl der Elemente,
Machtigkeit) von [0,1] gleich der
Kardinalitat von 0,1/, oder
Raume hdoherer Dimension, ist.
Wichtig ist hier die Surjektivitat der
Abbildung f. Es gibt zu jedem

=
=
=
=

=
—
Hggw

EEEE

—
=

S
S
=
5

Abb. 10: Peano-Kurve. Abgebildet sind
die vier ersten Iterationsschritte.

36 Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano
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Punkt des Einheitsquadrates einen Punkt des Einheitsintervalls, der auf z=f(x)
abgebildet wird. Die Abbildung ist also kein Homdéomorphismus, ist nicht stetig
und kann damit ad hoc keine raumfiillende Kurve liefern. Uber Zwischenschritte
durch Betrachtungen zur Differenzierbarkeit kann man aber beweisen, dass die
Peano-Kurve stetig ist.3” Obwohl die Dimension nach unendlich vielen
Iterationen die ganzzahlige Dimension 2 ergibt, muss die Peano-Kurve zu den
Fraktalen gezahlt werden. Sie ist punktsymmetrisch und ebenso wie die Cantor-
Menge eine Menge von Punkten, aber gegentiber der euklidischen Dimension

einer nulldimensionalen Punktmenge ist die Hausdorff-Dimension Dy=—— 2
sogar die einer Flache.3®

Inspiriert von Peanos Publikation hat im gleichen Jahr David Hilbert, einer der

I

Abb. 11: a) Gosper-Kurve in der 4. Iterationsstufe,
b) Bildungsprinzip: Gerade Linie zwischen rotem und griinen Punkt
wird durch Kurve der Stufe 1 ersetzt (Winkel 60° oder 120°)
c) Selbstahnliche Gosper-Inseln, Parkettierung der Ebene

d) Fraktale Dimension 0 —— pip ¢ @H v

fuhrenden Mathematiker jener Zeit, ebenfalls eine Konstruktionsvorschrift in
einer nur zweiseitigen Publikation verdffentlicht. Im Gegensatz zu Peano
handelt es sich aber um eine spiegelsymmetrische raum-fillende Kurve.
Eigentlich prasentierte Hilbert das Ergebnis Zrstmals am 18. September 1890
wéhrend der vierten Abteilungssitzung fir Mathematik und Astronomie auf der

371879 bewies der deutsche Mathematiker Eugen Netto, dass die bijektive Abbildung
des Einheitsintervalls auf das Einheitsquadrat von Georg Cantor nicht stetig sein
konnte.

38 Siehe auch https://de.wikiversity.org/wiki/Topologie/Stetige Abbildungen/Peano-
Kurve/Beispiel
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63. Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte in
Bremen.i®

Erst die Bitte von Felix Klein, der damals die mathematischen Annalen
herausgab, fihrte zur Vero6ffentlichung fur eine breite Leserschatft.

Auch die Hilbert-Kurve ist stetig, unterscheidet sich aber in den mathematischen
Eigenschaften von der Peano-Kurve. Beides sind sogenannte FASS-Kurven
(A s p dilking, self-avoiding, simple and self-similar). Ein weiteres bekanntes
FASS-Beispiel ist die Gosper-Kurve.*%4142 peano- und Hilbert-Kurven sind auf
hohere Dimensionen
verallgemeinerbar. Hilbert hat

aber insbesondere das Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flachensttck*)
Grundsatzliche an diesen Von
. Daymw Hiserr in Kénigsberg i. Pr.
raumfillenden Kurven betont. o ,
a' i Peano hat kiirzlich in den Mathematischen Annalen®*) durch eine
EntSpI‘EChend tl"agt Hllberts arithmetische Betrachtung gezeigt, wie die Punkte einer Linie stetig
H H H auf die Punkte eines Flichenstiickes abgebildet werden konnen. Die
P u b | I k a t I O hjebd dle] fiir eine solche Abbildung erforderlichen Functionen lassen sich in
. . . .. tibersichtlicherer Weise herstellen, wenn man sich der folgenden geo-
Stet|ge Abb”dung einer L|n|e an metrischen Anschaunung bedient. Die abzubildende Linie — etwa eine
. . .. Gerade von der Linge 1 — theilen wir zuniichst in 4 gleiche Theile
ein Flachenstiick. 4f 1,2,3,4 und das Flichenstiick, welches wir in der Gestalt eines
Quadrates von der Seitenlinge 1 annehmen, theilen wir durch zwei
1 1 1 zn einander senkrechte Gerade in 4 gleiche Quadrate 1, 2, 3, 4 (Fig. 1).
FaChIIteratur Zu dlesem Kapltel Zweitens theilen wir jede der Theilstrecken 1, 2, 3,; v;ie:iemm in 4

. 44 gleiche Theile, so dass wir auf der Geraden die 16 Theilstrecken
SIEhe aUCh ' 1,2,3,...,16 erhalten; gleichzeitig werde jedes der 4 Quadrate 1,2,
3, 4 in 4 gleiche Quadrate getheilt und den so entstehenden 16 Quadraten

s z Bl & /2 " aZ

— ml—f'— i-L.-l
=

2 3 7 | ATETL B

| —

i}

-
-

.

1]
I
|

H

_TJ T o o
U M By -+

) Fig. 1. Fig. 2. Fig. 5
werden dann die Zahlen 1, 2 ... 16 eingeschrieben, wobei jedoch die
v Reihenfolge der Quadrate so zu wihlen ist, dass jedes folgende Quadrat
sich mit einer Seite an das vorhergehende anlehnt (Fig. 2). Denken
1 4 | wir uns dieses Verfahren fortgesetzt — Fig. 3 veranschanlicht den
* Vergl. eine Mittheilung tber denselben Geg d in den Verhandl
Gesellschaft d her N: und Aerzte. Bremen 1890.

|=
H

]
h
N]

T
mim

m
=1
2y

der

#%) Bd. 86, 8. 157.

.M*

Abb. 12: Generator der
Hilbert-Kurve. Abb. 13: Hilberts Originalpublikation aus
dem Jahr 1890 (Seite 1 von 2).

Hilbert hat rein geometrisch
argumentiert und ist Uber den Generator der Kurve vorgegangen.

39 https://www.maths.ed.ac.uk/~v1ranick/papers/sagan2.pdf

40 https://de.wikipedia.org/wiki/Gosper-Kurve

41 Mandelbrot, Benoit B., Die fraktale Geometrie der Natur, Basel, Boston, Birkhauser
1987, Tafeln 83, 83, S. 82-83

42 https://mathcurve.com/fractals/gosper/gosper.shtml

43 https://terpconnect.umd.edu/~jmr/HonorsSem/Hilbert-orig.pdf

4 Fiar dieses Kapitel siehe auch ein Vorlesungsskript zu raumfillenden Kurven
https://web.archive.org/web/20050317185150/http://www5.in.tum.de/lehre/vorlesung
en/algowiss/ss04/vorlesung/rfk.pdf
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Ausgangspunkt ist ein Punkt im Intervall 1=[0,1] und das Quadrat Q=[0,1]2. Zu
jedem Punkt aus | gehdort eine Intervallschachtelung, jedes Intervall entsteht
dabei durch Viertelung des Vorhergehenden. Jedes Intervall kann man einer
2D-Intervallschachtelung zuordnen. Man muss dabei Nachbarschaftsrelationen
und Teilmengenrelationen geschickt berlcksichtigen, also z.B. Teilintervalle
Uber Kanten jeweils benachbarter Teilquadrate zuordnen. So konvergiert im
Grenzfall die Hilbert-Kurve zu einer Punktmenge. die im Einheitsquadrat dicht

istundiber di ese Konstrulaichistetig. i st di e AKurve

Hilbert schreibt Gbrigens auf Seite 2 lapidar: Die oben gefundenen abbildenden
Functionen sind zugleich einfache Beispiele fur tGberall stetige und nirgends
differenzierbare Functionen.

Ein Beweis dieser Aussage wurde aber offenbar erst 100 Jahre spéter, also
1991, von Hans Sagan veréffentlicht.*

Auch dies ist nicht nur ein mathematisches Kuriosum. In der belebten Natur gibt
es zahlreiche Beispiele, in denen lineare Systeme raumflllende Strukturen
bilden. Eingangs wurden bereits BlutgefalRe, Bronchien, Nierenfunktion,
Tracheen der Insekten oder Xylem und Ploem bei Stengelpflanzen und Baumen
erwdhnt. Die Herausbildung entsprechender Strukturen ist geradezu eine
Voraussetzung fur das hochentwickelte Leben.

Dreiecksfraktal

Das Fraktal beginnt mit einem gleichseitigen Dreieck als Initiator. An jeder Ecke
wird wieder ein verkleinertes gleichseitiges Dreieck Spitze an Spitze angehangt.
Dieser Vorgang wird ad infinitum iteriert. Der Verkleinerungsfaktor oder
Teilungsfaktor f zwischen der Seite des groR3eren Dreiecks und der Seite des
kleineren Dreiecks soll dem Goldenen Schnitt B entsprechen.*® Das Initiator-
Dreieck habe die Seitenlange 1. Die folgenden Dreiecke haben dann die
Seitenlange "MQRQRQAQRQ 8 usw.

Gemal der Definition des Goldenen Schnitts ist dann

P p Q
2 p °
und somit
QP B o
B

Thp p YT O B WYX

45 QOriginal: https://www.maths.ed.ac.uk/~vlranick/papers/sagan2.pdf

46 Roger Herz-Fischler: A mathematical History of the Golden Ratio. Dover
Publications, Minneola  (New  York) 1998, S. 158, zitiert nach
https://de.wikipedia.org/wiki/Goldener_Schnitt#Dreiecksfraktal



27

Interessant ist noch der
Abstand, bei dem sich die
entgegenkommenden Aste
im Grenzfall berlhren.
Beutelspacher und Petri#
ermittelten ihn Uber die
kubische Gleichung
Q ¢Q p T

Deren einzige positive
Losungist ' Q —.

Dieser Verkleinerungsfaktor
ist also auch der Wert des

Abb. 14: Das Dreiecksfraktal nach sieben optimalen Abstands, bei dem

Iterationen si ch i m Grenzf

des Fraktals berthren und
nicht Uberlappen.*®

Cesaro-Kurven und verallgemeinerte Koch-Kurve

In keiner popularwissenschaftlichen Arbeit Uber Fraktale darf die Koch-Kurve
oder Kochsche Schneeflocke fehlen. Sie wurde 1904 von dem schwedischen
Mat hemati ker Hel ge von Koch vorges
gezéahlt, aber durchaus schnell mathematisch untersucht. Sie ist tberall stetig
und nirgends differenzierbar. Die Flache, die sie umschlief3t ist endlich, aber die
Lange der Kurve divergiert. Der Initiator ist ein gleichseitiges Dreieck. In den
weiteren Stufen kommen ebenfalls nur die Winkel 60° und 240° (zur Basislinie)

vor. Die Hausdorff-Dimension (g ¢ mtader “ Yo betragt’ O — plt ¢ & .

Weniger bekannt sind die bereits 1905 beschriebenen Verallgemeinerungen
dieses Bildungsprinzips, die als Cesaro-Kurven bezeichnet werden (nach dem
italienischen Mathematiker Ernesto Cesaro). Bei diesen Kurven kann der Winkel

47 Albrecht Beutelspacher, Bernhard Petri; Der Goldene Schnitt. Spektrum,
Heidelberg/Berlin/Oxford 1996, S. 74f
48 Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Goldener_Schnitt#Dreiecksfraktal
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g Vvariieren. Eine gute Beschreibung
findet  man in. Entsprechend
schwieriger ist die Bestimmung der
fraktalen Dimension in Abhangigkeit von )

g:
1 itC

T AT

Fir den Fall g — wird O plp @.uFir

O g9

die Grenzfalleg mundg -ergibtsich
D=1 (eindimensional) bzw. D=2
(zweidimensional). Mit wachsendem ¢

variiert die Dimension also zwischen Linie  Abb. 15: Die ersten 4 Iterationen
und Flache. der Koch-Schneeflocke, g=60°.

Viele planare (2D-)Fraktale lassen sich auf 3D verallgemeinern. Diese sind mit
deutlich hoherem Aufwand, aber trotzdem oft mit elementarer Mathematik
berechenbar. Problem kann die auch mehrfache Flachendurchdringung sein,
die die rdumliche Vorstellungskraft storen kann. Vollkommen unanschaulich
sind schnell noch héhere Dimensionen. Hier hilft nur die reine Mathematik.

Interessant sind die Koch-Flachen.®® Es soll

e
LT
L1 1]

zunachst der Ubergang von der planaren Form
als Initiator in die dritte Dimension als
Generator an einem gleichseitigen Dreieck
demonstriert werden, das wiederum durch 16
gleichseitige Dreiecke gepflastert wird. Ein
mittleres Dreieck D wird
Tetraeder

Abb. 16: Bildungsprinzip stattdessen ein dreiseitiger
fur eine dreidimensionale Generator eingesetzt. Die Flache erhoht sich
Kochflache mit der Anzahl N an Dreiecken zu
N=15+3=18
Die Dimension d erhéht sich auf Q — ¢t ¢ 18w

49 https://quadsoft.org/fraktale/#x1-240003.3

50 Vergleiche teilweise wortlich Zeitler, Neidhardt; Fraktale und Chaos, S. 99-102
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Ein besonders schones Beispiel ist die Koch-Schneeflocke als 3D-Fraktal.
Allgemein gilt der Satz, dass sich zu jeder gegebenen rationalen Zahl d mit

¢ Q o eine raumliche Koch-Flache finden lasst, die eine entsprechende
Dimension hat. Man beachte aber dabei die Selbstdurchdringungen, die als
Flache mitgezahlt werden.

Startfigur fir den dreidimensionalen Koch-Stern
oder Koch-Schneeflocke ist ein regularer Tetraeder,
0.B.d.A. mit der Kantenlange s=1. Ziel ist, abhéngig
von der Iterationsstufe, die Bestimmung der
Oberflachen O;, die Anzahl der kongruenten
Teilflachen N; und die von den Oberflachen
eingeschlossenen Volumina V..

Stufe O:

Abb. 17: r&umlicher -
Koch-Stern. Die Dreieckshohe h ist —, die Flache F -3 J3Q

M—_. 0 1 00 Wo. No=4.

Stufe 1: 6 0 -0 -0 -0 @A ¢t w U O- W

w 1TI- w -w

Stufe2:6 0 -0 -0 -0 - Vohh e @ ¢
6 6B 5w oo 1w o o2
C C C
Durch Induktion folgt fur die Iterationsstufe n:
o . o .—. . . Q, P
. = —  Voh, Jhn © - 2 -
o c ¢ Jhr, 0 p 90 ¢
Ny - SoE C p W P
| Ed O Wl Edb T EiwOp = 2 p o -—Ug
o o o (0) o) T
P T
Das ist genau das Volumen des umbeschriebenen Wiirfels mit der Seitenléange
I7'—_F1denn ua o '7'—_8Die Oberflache geht dagegen gegen Unendlich.

Weitere Methoden um Fraktale zu generieren sind z.B. Iterierte Funktionen
Systeme (IFS)°! oder das Lindenmayer-System.>?

51 Siehe z.B. https://en.wikipedia.org/wiki/lterated_function_system
52 Sjehe z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Lindenmayer-System, Pr zemys Jaw
Prusinkiewicz, Aristid Lindenmayer: The Algorithmic Beauty of Plants. Springer Verlag,
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Sierpinski-Dreieck (englisch Gasket oder Triangle)

Als weiteres von vielen moglichen Beispielen fur Fraktale soll das Sierpinski-
Dreieck dienen. Es ist nach dem bedeutenden polnischen Mathematiker
Waclaw Sierpinski benannt. Es existiert neben dem Dreieck ein analoges
viereckiges Fraktal, als Sierpinski-Teppich bekannt. Auch entsprechende
Strukturen im Dreidimensionalen gibt es (Sierpinski Tetraeder).

Der Fokus in diesem Abschnitt soll weniger auf den mathematischen
Eigenschaften liegen, sondern in der Tatsache, dass die Struktur des Sierpinski-
Dreiecks sich in einer Reihe von anderen Konstruktionsprinzipien widerspiegelt,
an die man im ersten Moment nicht denken wirde. Die erste Grafik soll zunachst
das klassische Bildungsprinzip verdeutlichen.

Al LS

Abb. 18: Die ersten Iterationen beim Sierpinski Dreieck

Das erste gleichseitige Dreieck wird Initiator genannt, die zweite Figur entsteht,
in dem die Mittelpunkte der Seiten wieder ein gleichseitiges Dreieck bilden und
diese Flache entfernt wird. Dieses Bildungsprinzip heil3t Generator und wird auf
alle kleineren (schwarzen) Dreiecke angewendet. Ad infinitum entstehen nicht-
abzahlbar unendlich viele Punkte, die von dem Initiator-Dreieck Uberdeckt
werden.

Die Rechnung, wieviel Flache im Laufe der Iterationen entfallt, Iasst sich analog

zur Cantor-Menge erschlie3en. Das Initiator-Dreieck "‘Ohabe die Seitenlange 1.
Es hat dann die Flache 'O I/'—p 8Jeder Iterationsschritt reduziert die Flache um
-, der k-te lIterationsschritt fuhrt zu einem Flacheninhalt ‘'O - 1 mit o

Teildreiecken der Seitenlange —. Grenzwertbildung fihrt zu

... . .0 Vo
| EO | EF — ™
o o T T
New York, 1990. Das L-System wur de im Arti kel

Oberhessische naturwissenschaftliche Zeitschrift, Band 66, GielRen 2016, W. Kafitz,
S. 7-37, ab S. 23f besprochen.

ADi e
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Abb. 19: Rechts Farbkodierung der geraden und ungeraden Eintrage im
Pascalschen Dreieck mit bis zu Level 32.

Wie durch die Rechnung bei der Cantor-Menge erwartet, bleibt keine Flache
groRer Null nach unendlich vielen Iterationsschritten und es entsteht eine
Uberabzéhlbar unendlich groRe Punktmenge.

Wieder im Vorgriff auf den nachsten Abschnitt betragt die Hausdorff-Dimension
[ 16 & o@d Qare W ¢ R 'QQe
I ToQi QaQQE Qi 0¢& Qi QOQO € i
fur unendlich viele Iterationsschritte:

— plv Y WB1Bie liegt, wie erwartet,
unterhalb der euklidischen
Dimension einer Flache. Nach
Diskussion der Basiskonstruktion

sollen nun Falle betrachtet werden,
in denen die Struktur des Sierpinski-
H Dreiecks klar erkennbar ist. Die Abb.
19 rechts bezieht sich auf das
bekannte Pascalsche Dreieck, in
Abb. 20: Iterative Verarbeitung eines dem die Binomialkoeffizienten von

T

Ouadrats binomischen Formeln & & fir
beliebiges natirliches k enthalten
sind (analog @& & . Die Binomialkoeffizienten haben grundlegende

Bedeutung in der Kombinatorik. Der Name geht zwar auf Blaise Pascal zurtick,
die Form ist aber in einer Reihe von mathematischen Kulturen entdeckt worden.
In China spricht man vom Yang-Hui-Dreieck (nhach Yang Hui), in Italien vom
Tartaglia-Dr ei eck (nach Nicol o Tar t ag-Dreiexh
(hachOmar Chayy Um)

Eine weitere verbliffende Anwendung ist das sogenannte Chaos-Spiel.
Folgende Regeln gelten fur das Chaos-Spiel:

und
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Anfang nach 500 Wiirfen
Abb. 21: EntwickSpingl fbei m /

1) Markiere einen beliebigen Startpunkt im gleichseitigen Dreieck ABC
2) Warfle und gehe von diesem Punkt aus um die Halfte der Strecke in
Richtung
A, wenn der Wrfel 1 oder 2 zeigt
B, bei 3 oder 4 Augen
C, bei 5 oder 6 Augen
3) Wiederhole mit dem so erhaltenen neuen Punkt Schritt 2)

Selbst in der Natur tauchte die Form des Sierpinski-Dreiecks auf. Ein komplexes
Biomolekil bildet diese fraktale Struktur aus. Ein Forschungsteam der
Universitdt Marburg entdeckte es durch Aufnahmen mit einem
Elektronenmikroskop und veroffentlichte die Entdeckung in einem nature-
Artikel.>3 > Anstatt eines Dreiecks, kann auch eine analoge, quadratische Form
durch den DNA-Code des Enzyms Amylase erzeugt werden.>®

53 https://www.derstandard.de/story/3000000215497/mysterioeses-biomolekuel-
bildet-spontan-fraktale

54 https://www.nature.com/articles/s41586-024-07287-2

55 David Peak, Michael Frame, Komplexitat i das gezahmte Chaos, S. 38-39
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Durch lteration®® lassen sich im Prinzip beliebige geometrische Objekte
selbstahnlich  verkleinern. Man erkennt nach einigen Schritten die
charakteristische Form des Sierpinski-Dreiecks, hier als rechtwinkliges Dreieck.

Durch die Grenzwertbildung wird

ﬁ die urspriingliche Ausgangsform
unerheblich. Sie konvergiert

ﬁﬁ nach Grenzwertbildung zu einer
Punktmenge. Die Abb. 20
ﬁ ﬁ demonstriert dies zunachst an
ﬁﬁﬁm{ einem Quadrat als Initiator und
Abb. 22 dann an einer beliebigen
ﬁ ﬁ Form.
ﬁﬁ ﬁﬁ Ein Beispiel aus der digitalen
Welt hat Peitgen, Jirgens und
ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ Saupe al s das AK
maogliche Programm fir ein
ﬁ#ﬁﬂﬁﬁﬁﬁ schiefes Sierpinski-Dr ei ec k fi

Abb. 22: Durch Grenzwertbildung bezeichnet.®’
konvergiert jede Form zu einer Die zentrale Anweisung steckt in
Punktmenge dem BASIC-Befehl

IF (x AND y) = 0 THEN PSET (x+30,

11 1 y+30)
omm 10N . .
o 101 =.=. Dabei geht es um die bitweise logische
100 ] '
1 01l - AND-Operation.
N 82,?=.. =l. Dadurch ist z.B. 101 AND 010 Null, aber
ocOHMNEN 1 ompEEEEEEE 101 AND 110 ist Eins. Es ist dadurch
00011011 883323322 moglich zu prifen, ob in der binaren
Addition von x und Yy Ubertrage
Abb. 23: Test von digitalen auftreten. Die Grafik zeigt bzgl. dieser
Adressen auf bitweise binare Addition  die farblich  markierten
Addition ATestergebnisse digita

5% Eine Form der Iteration ist die fortgesetzte Potenzierung, "a (3()8‘}3 . Sie wird
Tetration genannt. Tetration komplexer Zahlen erzeugen ebenfalls filigrane Fraktale
(siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Tetration). Fortgesetzte Tetration heil3t Pentation
57 Peitgen, Heinz-Otto; Jurgens, Hartmut; Saupe, Dietmar; Bausteine der Ordnung
Fraktale, Springer Verlag / Klett Cotta, 1992, S. 158

Peitgen, Heinz-Otto; Jurgens, Hartmut; Saupe, Dietmar; Chaos Bausteine der
Ordnung, Springer Verlag / Klett Cotta, 1994, S. 597
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Zur Gruppentheorie der Fraktale i eine Skizze

Das folgende Kapitel folgt in sehr groben Ziigen dem Lehrbuch von Heinz-Otto
Peitgen, Hartmut Jirgens und Dietmar Saupe; Bausteine der Ordnung Fraktale,
Kapitel 5, S. 275 - ca. 340. Einzelne Abbildungen wurden als Idee ibernommen
und selbst erstellt. Ziel ist es
dabei lediglich, dem Leser einen
groben Uberblick zu verschaffen,
N N mit welchen Mitteln man die
riesige Vielfalt an fraktalen
Strukturen systematisieren und
ihre grob skizzierte, moglichst
/ N anschauliche Mathematik

erahnen kann. Und auch darin

wird im Wesentlichen nur eine

kleine Untermenge betrachtet,

Skalierung Scherung

Spiege|ung Drehung n a ml | C h ASt | I m| tte
_ symmetrische, planare Formen

Abb. 24: Elementare Transformationen begeé¢nstigen ( As y mm
der Ebene At t r akt oDag n fterative

Verfahren (genannt Integriertes Funktionen System = IFS) fuhrt in Abb. 18-23
unabhangig vom Anfangsbild zur gleichen Struktur. Das Sierpinski-Dreieck stellt
sich also als universeller symmetrischer Attraktor heraus. Dabei ist das
Verfahren aus elementaren Transformationen zusammengesetzt. Diese kdnnen
(selbst)ahnlich oder nur (selbst)affin wirken.

Das Sierpinski-Dreieck kann durch drei
affin-lineare  Transformationen  der
Ebene mit dem Ahnlichkeitsfaktor 2
beschrieben werden - allerdings nicht
ganz. Es gibt immerhin zwei Varianten
als gleichseitiges und rechtwinkliges
Dreieck.

Erzeugen diese Transformationen immer
ein Sierpinski-Dreieck? Um diese Frage
Zu beantworten, ist etwas
Gruppentheorie erforderlich.

Abb. 24 verdeutlicht zunachst die
elementaren Transformationen. Es fehlt,
neben dem Ahnlichkeitsfaktor pro Transformation, noch die maRstabsgerechte
Translation (Verschiebung) in den entsprechenden Raumrichtungen.

0,0

Abb. 25: Kontraktion um einen
Ahnlichkeitsfaktor Y.
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Eine Kontraktion mit Ahnlichkeitsfaktor %2 bedeutet, dass jeder Punkt des
ursprunglichen Initiators um die Halfte in Richtung Nullpunkt verschoben wird.

Ein Sierpinski-Dreieck wird durch drei Transformationen erzeugt. Sie
entsprechen Skalierung, sowie Skalierung und Verschieben in x-Richtung bzw.
in y-Richtung.

Betrachten wir nun die Skalierung, die in
den Uberwiegenden Fallen bei Fraktalen Skalierung um 0,5

den Charakter von Kontraktionen haben. Verschieben um 0,5
in Richtung y-Achse

0,5

™\, Skalierung um 0,5

Skalierung \‘:/et.’sch.leben um +0,5

um 0,5 R \l\n Richtung x-Achse
0 N

0 0,5 1,0
Abb. 26: Anwenden der drei
Transformationen, Skalierung (um
%), Translation in Richtung der

Schritt 0

=-==-==-= Achsen.
===...=== Es hat sich bewahrt, wie schon
SnE Eum Abb. 20 und Abb. 23 deutlich
=-==-==-= gemacht haben, dass prinzipielle
B s Symmetrieoperationen an
Abb. 27: Iterative Verarbeitung eines Quadraten verdeutlicht werden.
Quadrates zum Sierpinski-Teppich Bei entsprechender Wahl der
Transformationen kénnen

Quadrate die gewilnschte
Zielfigur erzeugen. Abb. 27 zeigt den bisher noch nicht angesprochenen
Sierpinski-Teppich.

R LT L IL
B wm | w

Abb. 28: Die beiden Sierpinski-Dreiecke kénnen durch ein IFS mit drei
Ahnlichkeitstransformationen mit Verkleinerungsfaktor ¥ erzeugt werden.
Sie stellen den prinzipiellen Bauplan einer ganzen Familie dar. Symmetrie-
operationen an den drei Quadraten werden 0 b und 0 genannt.

Abb. 28 zeigt das Bauprinzip der beiden Varianten eines Sierpinski-Dreiecks
aus Sicht von Symmetrieoperationen eines Quadrats. Es wird gemald Abb. 26
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aus drei Transformationen erzeugt, die ein Anfangsquadrat verkleinern und
entsprechend positionieren. Man sieht am eingebetteten Af i n
Teilquadraten, dass diese nicht gedreht oder gespiegelt wurden.

Hier gilt
% f(ny) = W?,_l(xﬁy)

N

-

N
S
oy e B By B B

Hier gilt Hier gilt
fOO,y) =wit(y)| fO,y) =wyt(x,y)

dddddddd

Abb. 29: Das dynamische
System 4 NQ

Gegenuber diesem einfachen IFS
ohne Drehungen und
Spiegelungen in Abb. 28 stehen
prinzipiell noch mehr Varianten zur
Verfigung. Richtschnur ist dabei
der Bauplan, ausgehend von
einem Quadrat und seinen
symmetrischen Eigenschaften.
Doch zunéchst soll die
Wirkungsweise von 0 b
beispielhaft mathematisch exakt
beschrieben werden. Auch wenn
der Verkleinerungsfaktor % ist, so
bleibt nach beliebig vielen
Iterationen die  Flache des
Dreiecks gleich. Die
Transformationen 0
missen deshalb  expansiven
Charakter haben. Der néchste

Abschnitt zeigt das zugrundeliegende dynamische System.

Man betrachte das dynamische System s NQhwobei "@a © a durch

folgende Abbildung definiert ist:>®

cafg®d ph

x ATU miv

"Qaho ¢ phcohx ATg mvOT B mu

qogw h

AT AAOAT £ZA11 0O

Es erinnert an die Zeltabbildung im x,y-Koordinatensystem (siehe S. 72f).

Man kann folgendes IFS daraus ableiten:

N 0 @ Tdve T h
0 Wy e Thteo h
0 W TdTivo

58 Vergleiche Barnsley, Michael F.; Fraktale - Theorie und Praxis der Deterministischen
Geometrie, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg Berlin Oxford, 1995, S. 282-

283



37

Der Attraktor ist ein Sierpinski-Dreieck i, mit den Eckpunkten (0, 0), (0, 1) und
(1, 0).

Die Beziehung zwischen dem dynamischen System g NQ und dem IFS
4 NO M O besteht darin, dass M, NQ eine zu dem IFS gehérende Shift-
Abbildung ist.

Diese Abbildung wirkt gemanR Grafik in Abb. 29 und "Qbildet auch 0, auf sich
selbst ab. Man kann zeigen: Der Orbit divergiert fur alle x, die nicht zu n,
gehoren.

Man kann nachweisen, dass fir die Einschrankung von "Qauf i, gilt:

0  OhEATEHO 0 Ny
Q6o 0 GhOhEATGO 0 N, A miufdy
0 GhOhEATGO 0 N, A v h v

Das dynamische System a NQ erhalt man also, in dem man die Definition
einer Shift-Abbildung auf einem Sierpinski-Dreieck auf ganz a1 erweitert.

Ein Quadrat hat acht Symmetrieoperationen 1 vier Drehungen um jeweils 90
Grad und vier Spiegelungen. Diese werdenwi eder dur ch ein
und die Ecken bleiben fest nummeriert, d.h. die Zahlen wandern bei den
Symmetrieoperationen mit.

bedeutet Drehung um 0 Grad oder 360 Grad

bedeutet Drehung um 90 Grad (immer gegen Uhrzeigersinn)

bedeutet Drehung um 180 Grad oder zwei Drehungen um 90 Grad Q  'Q
bedeutet Drehung um 270 Grad oder drei Drehungen um 90 Grad Q Q
entspricht einer vertikalen Spiegelung

entspricht einer horizontalen Spiegelung

entspricht diagonaler Spiegelung nach rechts (Q Q 2'Q

entspricht diagonaler Spiegelung nach links (Q Q 2°Q

3 22 11 00 32 30 11 23 0

e >

0 3 02 31 2 1 03 M 20 oé,b‘ 32 1
dy i dp=df dy=df G gt B
% 4 %
¥ o° ¥

Abb. 30: Drehungen und Spiegelungen eines Quadrats
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Die acht Symmetrieoperationen
®=@0@ O=@d OO0 pigen de Elemente einer
ds = df o dy de =dy o dy d7 = di o dy algebraischen Gruppe, die

sogenannte Diedergruppe Ds. Die

Verknlipfung zwischen den Elementen soll durch das Zeichen z symbolisiert
werden. Q ist das neutrale Element bzgl. z, da fur ein beliebiges Element Q
aus D4 gilt: Q 2Q  Q z2Q Q. Man sieht, die Gruppe ist nicht kommutativ,
dennz.B.Qz2Q Q aberQzQ Q.
Beziehungen zwischen den Elementen einer Gruppe werden gerne graphisch
in Form von Cayley-Graphen
d, = di°d, ds =di°dy  dargestellt® Als Beispiel einer
endlichen Gruppe ist die Dieder-

Gruppe D4 abgebildet.
Insbesondere in der

A2 hyperbolischen Geometrie spielen
diEd; dixds Kleinsche Gruppen eine zentrale

d, d Rolle. Interessant flr Fraktale ist
die hyperbolische Ebene mit

E 1
konstanter Krimmung von 1.
@ O Hier gelten die euklidischen

Ay Axiome aulRer dem
dy de =d°d, Parallelenaxiom. Eine Kleinsche
Gruppe ist definitionsgemal eine
Abb. 31: Cavlev-Graph der Dieder-Gruppe diskrete Untergruppe der
Isometrie-Gruppe des 3-
dimensionalen hyperbolischen Raumes 03, d.h. hier gilt die Riemannsche
Metrik.
Die unendlichen Gruppen werden so fraktal visualisiert, dass der unendliche
Graph in einen begrenzten Bereich hineinragt. Durch Variation der Farbwahl fir
diese fraktalen Darstellungen der Cayley-Graphen kénnen bestimmte Merkmale
wie die Positivitat visuell erkannt werden. Der Cayley-Graph hat einen
sogenannten ARandfi im Unendlichen. Die Wirkung
im Unendlichen ist ein chaotisches, dynamisches System. Es kodiert viele
Eigenschaften der Gruppe.®06!

59 Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Cayleygraph

60 John Meier, Clifford A. Reiter, Fractal representations of Cayley Graphs
Published in Computers & graphics 1996, Computer Science, Mathematics
61 https://dgulotta.github.io/kleinian.pdf
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o

:f’ F

e #:__ \_ y

Abb. 32: Die Abb. zeigt zwei denkbar einfache Beispiele eines Cayley-
Graphen einer unendlichen Kleinschen Gruppe mit einem Rand im

Unendlichen. Links ist es die Parkettierung mit gleichseitigen Dreiecken,
rechts die Kachelung der hyperbolischen Scheibe durch Keile.

Abb. 33: Grenzmengen / fraktaler, unendlicher Rand von Kleinsche
Gruppen erzeugt von Mobius-Abbildungen

Schon ist die Querbeziehung zur Cantor-Menge bei der Gruppe PSL(2,4), der
Gruppe der ganzzahligen 2x2-Matrizen mit der Determinante 1.%2 Die Wirkung
von PSL(2,d4) behalt die sog. Farey-Pakettierung durch ideale Dreiecke
(Innenwinkel 0, 60, 60 Grad) auf der hyperbolischen Ebene bei.

62 \Vorsicht, die Bezeichnungen wechseln in der Literatur, siehe
https://en.wikipedia.org/wiki/Modular_group
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Gleichbedeutend zur Farey-Kachelung ist ein trivalenter Baum, dessen
Endpunkte im Rand der hyperbolischen Ebene gleich der Cantor-Menge ist.%3

Fur freie Gruppen, die erlauben, jede Gruppe durch erzeugende Elemente und
deren Relationen darzustellen, ist der Rand im Unendlichen eine Cantor-
Menge. F¢ r  di e Asogemnasntee woii-hyperbolischen) Gruppen ist der
Rand im Unendlichen aber ein Menger-Schwamm (3-D, siehe nachstes Kapitel).

Im DMV-Blog findet sich die Arbeit eines hinduistischen Modnchs tber den
Beweis der Cannon-Thurston-Vermutung fur Flachen.

Limes-Mengen von Kleinschen Gruppen sind gut geeignet, um Fraktale mit

vielen Symmetrien zu erzeugen. ®* Man geht tiber die Isometrien einer diskreten
Gruppe des hyperbolischen Raumes. Der A
Limes-Menge derjenigen Punkte, die sich durch Punkte im Orbit gemald der
Gruppenregeln beliebig gut annahern lassen.®

Die Abb. 33 zeigt die Grenzmengen von Kleinschen Gruppe in willkurlicher
Farbgebung, wie es heute ein Computer méglich macht. Sie werden von zwei
Mobius-Abbildungen erzeugt, die denen dhneln, die Felix Klein vor Giber hundert
Jahren untersucht hat. Er s ¢ hr i e lbectutes anuMathematiésif®, 1894.
Die Frage ist, welche Konfiguration die Gesamtheit aller Kreise bilden wird und
insbesondere, wie die Lage der Grenzpunkte aussehen wird. Es ist kein
Problem, diese Fragen durch rein logisches Denken zu beantworten, aber die
Vorstellungskraft scheint vollig zu versagen, wenn wir versuchen, uns das
Ergebnis bildlich vorzustellen.

Die drei Ahnlichkeitstransformationen beim Sierpinski-Dreieck nutzen nur Q
und der Verkleinerungsfaktor ¥z ist gesetzt.

63 Inhaltlich siehe https://mathoverflow.net/questions/212716/hausdorff-dimensions-
of-limit-set-of-subgroups-of-s|2-z

64 "Cannon-Thurston maps for surface groups". https://www.mathematik.de/dmv-
blog/3785-hochsymmetrische-fraktale-und-peano-kurven

65 Cannon-Thurston maps for surface groups Annals of Mathematics , 179 (1), 1-80
DOI: 10.4007/annals.2014.179.1.1

Siehe auch die Gallery https://people.math.harvard.edu/~ctm/gallery/index.html

66 QOriginalzitat: The question is, what will be the configuration formed by the totality of
all the circles and in particular what will be the position of the limiting points. There is
no difficulty in answering these questions by purely logical reasoning, but the
imagination seems to fail utterly when we try to form a mental image of the result.
Felix Klein, Lectures on Mathematics, American Math. Soc., 2000

Zitiert nach David Mumford, Caroline Series, and David Wright, | ndr ads Pear | s:
Vision of Felix Klein, Cambridge University Press, 2002 Auszug online unter
http://klein.math.okstate.edu/IndrasPearls/posters/
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________________

et

a3E e

Abb. 34: Das Sierpinski-Pentagon kann man als IFS mit funf
Ahnlichkeitstransformationen konstruieren. Hier wird die echte fiinfzahlige
Symmetrie durch Uberlagerung von fiinf do erzeugt.

Abb. 35: Das Sierpinski-Pentagon wird jedoch in der Regel gemal dieser

Abbilduna Uber reaelmaRiae Finfecke konstruiert.

Abb. 36: Man erkennt hier die IFS-Bauplane
natirlicher Formen am Beispiel des Barnsley-
Farns.

67 https://en.wikipedia.org/wiki/Hutchinson_operator,

Michael Barnsley
entwickelte einen Collagen-
Satz, bestehend aus vier
affinen Abbildungen, die
das Urbild als verkleinerte
Kopien in Form einer
Collage  abbilden.  Sie
bilden den sogenannten
Hutchinson-Operator  des
IFS®”. Am Beispiel eines

Farnblattes (Asplenium
adiantum-nigrum) wird
gezeigt, wie der

entstehende Attraktor nach
10 Iterationen aussieht.

https://en.wikipedia.org/wiki/Barnsley_fern, siehe auch https://quadsoft.org/fraktale/ ,

Abbildung 21
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Abb. 37A: Der Cantor-Irrgarten (auch
Cantor-Labyrinth) hat nur eine

selbstahnliche Transformation (Mitte).

Die Transformationen rechts und links
sind selbstaffin. Der Attraktor steht in
enger Beziehung zur Cantor-Menge.

—

—

Abb. 37C: Die Drachenkurve kann die Ebene
ltickenlos parkettieren.
Das IFS zeigt hier 3 Komponenten.

Wy
W] WZ
dg,d& dZJd’? d1,d5 d3,d4

Abb. 38: Ausgehend von den drei Ahnlichkeits-
Transformationen 0 i) und U betrachte man
z.B. eine Transformation mit 0

Abb. 37B: Auflésung der ersten
Iterationen beim Cantor-Irrgarten

Nach diesem Einschub
sollen

Symmetrietiberlegungen

fortgesetzt werden.

Dies sind Beispiele, die
sich auch u(berlagernd
fortsetzen lassen.

Von grolRerem Interesse
sind die symmetrischen
Attraktoren. Zunachst
sind die verschiedenen

moglichen bzw.
zulassigen
Transformationen

anhand der

Gruppeneigenschaften zu
ermitteln. Abb. 38 zeigt ein
symmetrisches Bild
(Winkelhalbierende geht
durch das grof3e schwarze
Quadrat). Die beiden
linken  Transformationen
QRQ und QHQ erhalten
die Symmetrie; rechts wird
durch QFRQ und QHQ die
Symmetrie verletzt.
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Abb. 39: Das Prinzip von Abb. 38 wird jetzt auf 0 und 0 ausgedehnt.

Es stellt sich gemal Abb. 40 heraus: Es gibt acht verschiedene universelle
symmetrische Attraktoren. Die Symbole charakterisieren die jeweiligen
prinzipiellen Transformationen.

do,do dy,ds ‘ dy,d; ds,d,

dy,dy dy,d, dy,dg dy,dy do,des dy,d;

d[)ldﬁ dlrds

dZJd7 dﬂrdﬁ dZJdT" d'_hd'l- d21d7 d21d7

d21d7 ledS

Abb. 40: 64 Transformationen flr symmetrische Attraktoren. Jede aus
Quadraten zusammengesetzte Figur erzeugt wiederum acht
symmetrische Bilder.

Will man nur symmetrische, planare Attraktoren betrachten, so ergeben sich nur
die Varianten gemal} Abb. 38. Alle schwarzen Quadrate sind symmetrisch zur
Winkelhalbierenden verteilt.

Insgesamt gibt es 2 x 2 x 2 = 8 Mdglichkeiten fur jede Anordnung der L-fGrmigen
Kastchen in den Symbolen. Jede kann wiederum durch 8 verschiedene Satze
kodiert werden. Das ergibt 8 x 8 = 64 deterministische iterierte
Funktionensysteme (IFS).
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Eines der 8 prinzipiellen Typen mit Bauplan gemalf Abb. 28 ist das Sierpinski-
Dreieck. Mit Hilfe von gruppentheoretischen Uberlegungen erkennt man, dass
insgesam¢t 224 verschiedene Var i an Sierpinski
Dreiecks mit Bauplan gemaR Abb. 28 existieren. Sie bilden sozusagen eine
Familie.®8

Diese Uberlegungen anhand einer Familie zeigen die ungeheure Vielfalt alleine
der symmetrischen Attraktoren fur planare Fraktale. Selbst fir symmetrische
Formen konnte nur ein kleiner Teil der Welt der Fraktale adressiert werden.

Der nachste Abschnitt behandelt ein wichtiges mathematisches Instrument.

Das mathematische
AHer z i von

08

Funktionen Systemen

I \JE (IFS) ist der Banachsche
05 ‘ Fixpunktsatz. Er st
04 A pradestiniert, bei den
i dynamischen Prozessen
i PG ARNNIAT AR 4584, pRmi prazise Aussagen zu
dl —— Fixpunktiteration machen, die auf dem

01

Ruckkopplungsprinzip
basieren. Das ist in sehr
Abb. 41: lllustration des Banachschen Fixpunkt-  yjelen Beispielen der Fall.

02 0.2 0.4 06 08

satzes an dem Beispiel der positiven Losung Bekanntlich ist dabei die
der Gleichung ¢ w 'Q 8Logarithmieren fuhrt groRte Herausforderung
zur Fixpunktgleichung 1 ¢ o die Vorhersage des
Langzeitverhaltens.

Wenn dabei die Wahl des Startpunkts nicht sofort eine grof3e Rolle spielt und in
chaotisches Verhalten miindet, so kann man das Banachsche Fixpunktprinzip
anwenden. Das ist nur fir eine Klasse von Ruckkopplungsystemen gegeben.
Es mussen Dbestimmte Voraussetzungen gelten. Es geht um
Grenzwertprozesse, d.h. der Grenzwert muss in der Menge liegen. Die
Annéherung muss man messen konnen, d.h. es existiert eine Metrik. Es muss
sich also um einen vollstéandig abgeschlossenen, metrischen Raum handeln.

Die Abbildung "Qmuss im Rickkopplungssystem als Kontraktion wirken, denn
es geht um eine Grenzwertbetrachtung. Sei & das Anfangsglied, so definiert

68 Zur wissenschaftlichen Begriindung siehe https://www.asc.ohio-
state.edu/golubitsky.4/reprintweb-0.5/output/papers/symmetric_attractors.pdf

AVer w

nt eg
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) Q0 n=0, 1, 2, é ¢ehbdhdéB S ,| \g ewei beliebige
Elemente, soist | Qw "Qw|<|x o, da "kontrahierend wirkt.

Unter diesen Voraussetzungen und entsprechenden Ruckkopplungssystemen
liefert der Banachsche Fixpunktsatz erstaunlich weitreichende und allgemeine
Ergebnisse:

Attraktor: @ "Qa  wird fir jedes w ein vorhersagbares Langzeitverhalten
haben. Es gibt ein Grenzobjekt & des Rlickkopplungssytems, das fir alle &
dasselbe ist; also den Attraktor des Ruckkopplungssystems.

Invarianz: Das Ruckkopplungssystem lasst @ invariant, d.h. "Q® @ also
@ ist ein Fixpunkt.

Abschatzung: Es lasst sich  voraussagen, wie schnell das
Riickkopplungssystem in die Nahe von @ gelangt, bei @ als Startpunkt. Ein
Durchgang gentigt um das prinzipielle Systemverhalten einschatzen zu kénnen.
Daraus lasst sich abschéatzen, wie viele Durchgange erforderlich sind, um bei
vorgegebener Genauigkeit in die Nahe von ® zu kommen.%°

Versuch einer Zusammenfassung: Fraktale sind komplexe geometrische
Formen, die sich durch Selbstdhnlichkeit und unendliche Detailgenauigkeit
auszeichnen. Die Gruppentheorie der Fraktale ist ein interdisziplindres
Forschungsfeld, das Konzepte der Gruppentheorie und der Fraktalgeometrie
kombiniert, um die Symmetrien und Strukturen von fraktalen Objekten zu
untersuchen.

Wichtige Konzepte

Selbstéhnlichkeit: Fraktale zeigen bekanntlich oft Selbstahnlichkeit, was
bedeutet, dass sie auf verschiedenen Skalen ahnliche Strukturen aufweisen.
Diese Eigenschaft kann mathematisch durch Gruppen von Transformationen
beschrieben werden, die auf das Fraktal angewendet werden.

Transformationen: In der Gruppentheorie werden Transformationen, die auf
fraktale Strukturen angewendet werden, als Elemente einer Gruppe betrachtet.
Diese Transformationen konnen z.B. Drehungen, Skalierungen oder
Spiegelungen sein. Die Menge dieser Transformationen bildet eine Gruppe, die
die Symmetrien des Fraktals beschreibt.

Iterierte Funktionensysteme (IFS): Ein haufiges Modell zur Erzeugung von
Fraktalen ist das iterierte Funktionensystem, bei dem eine Menge von

69 Vergleiche Peitgen, Jirgens, Saupe, Bausteine der Ordnung Fraktale,
S. 317 bis 319
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Funktionen wiederholt auf einen Punkt oder eine Menge angewendet wird. Die
Symmetrien dieser Funktionen kdnnen durch Gruppen beschrieben werden.

Fraktale und Gruppen: Bestimmte Fraktale, wie die Mandelbrot-Menge oder die
Julia-Mengen, konnen durch die Anwendung von Gruppen von komplexen
Transformationen erzeugt werden. Die Struktur dieser Gruppen kann tiefere
Einsichten in die Eigenschaften der Fraktale geben.

Topologische Gruppen: In einigen Fallen kénnen die Symmetrien von Fraktalen
durch topologische Gruppen beschrieben werden, die sowohl algebraische als
auch topologische Eigenschaften kombinieren. Dies ist besonders relevant,
wenn man die kontinuierlichen Transformationen betrachtet, die auf fraktale
Strukturen angewendet werden.

Anwendungen

Die Gruppentheorie der Fraktale hat Anwendungen in verschiedenen
Bereichen, darunter:

Physik: In der statistischen Mechanik und der Quantenfeldtheorie, wo
Symmetrien eine zentrale Rolle spielen.

Biologie: Bei der Modellierung von Wachstumsprozessen in biologischen
Systemen, die fraktale Eigenschaften aufweisen.

Computergrafik: Bei der Erzeugung von fraktalen Mustern und Texturen, z.B. in
der Computerkunst und Animation.

Die Gruppentheorie der Fraktale ist ein riesiges faszinierendes Forschungsfeld,
das die Verbindung zwischen algebraischen Strukturen und geometrischen
Objekten untersucht. Es konnte im Rahmen dieser Arbeit nur skizzenhaft
angerissen werden. Durch das Verstdndnis der Symmetrien und
Transformationen, die Fraktale charakterisieren, kdnnen Mathematiker tiefere
Einsichten in die Natur und die Eigenschaften
dieser komplexen Strukturen gewinnen.

Weiterer kurzer Ausblick in die 3D-Welt

Die fraktale 3D-Kunst hat eine Fille von
dreidimensionalen Fraktalen bekannt
gemacht. Es gibt unter diesem Suchwort eine
Reihe von meist privaten Webseiten, die in
der Regel nach asthetischen
h: Gesichtspunkten handeln. In diesem Kapitel
Abb. 42: Menger Schwamm sollen nur vier Fraktale angesprochen
werden, deren mathematische Eigenschaften

gut studiert wurden und neue Aspekte aufzeigen. Zwei sind exakt selbstahnlich.
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Abb. 42 zeigt den Menger-Schwamm,
(benannt nach Karl Menger). Es ist eine
dreidimensionale Verallgemeinerung des in
diesem Beitrag nicht besprochenen
Sierpinski-Teppich.” 2 Der erste
Iterationsschritt geht von einem Wairfel aus,
der in 27 Einzelwirfel geteilt wird und von
dem 7 Warfel aus der Mitte entfernt werden.
Die Menger-Kurve hat die bemerkenswerte
Eigenschaft, dass man jede 1-dimensionale
Kurve in diesem Fraktal finden kann. Es ist
eine universelle Kurve, d.h., jeder
eindimensionale  kompakte  metrische
Raum lasst sich in die Menger-Kurve
einbetten. Wie jetzt von Francois Dahmani,
Vincent Guirardel und Piotr Przytycki
bewiesen wurde, kommt er auch in der
Gruppent heori e al s typi s
Gruppen vor.”? Der Beweis baut auf der
Arbeit von M. Kapovich und B. Kleiner auf,
die gezeigt hatten, dass es fur 1-
B dimensionale  Rander  hyperbolischer

Abb. 44: Man beachte die Gruppen nur 3 Mdglichkeiten gibt: den Kreis,
Konstruktion von Mandelbrot den Sierpinski-Teppich oder eben den

eines 3D-Gebildes als Beispiel ~Menger-Schwamm. In der neuen Arbeit

fir ein selbstquadriertes werden jetzt die ersten beiden Moglichkeiten

Fraktal (self-reproducing i mi t ¢ b 272 waltigender Wa h
fractal). Im einfachsten Fall in ~ ausgeschlossen. ™

2D) kann man die Drachen- Das nachste Fraktal (Abb. 43) geht auf

kurve als Reprasentant sehen

. . _ Sierpinski selbst zurtick. Interessant ist bei
(hier mit 10 Iterationen).

0 https://de.wikipedia.org/wiki/Menger-Schwamm

1 Siehe auch die kuriose Dissertation zum Papierfalten von Fraktalen z.B. der
Drachenkurve http://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:gbv:46-diss000105747 (Autor
Raimund Albers, Betreuer Heinz-Otto Peitgen)

?Fran-o0is Dahmani, Vincent -dplitingrpeopedyeahd, Pi ot r
boundaries of random groupsaoa, https://arxi v.
3 https://scienceblogs.de/mathlog/2009/04/28/zufallige-gruppen-und-das-

mengerfraktal/

“Mi chail Kapovich, Bruce KI e-dimensional 6 Hyper bol i
boundarydé, Ann. Sci. Ecol e B®69m. Sup. (4) 33

https://www.math.ucdavis.edu/~kapovich/EPR/KK2000.pdf
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diesem dem ersten Anschein nach ebenfalls rdumlichen Objekt, dass die
fraktale Dimension D exakt 2 ist.

Die Liste an Fraktalen lasst sich fast beliebig fortsetzen. Interessant sind die
schon von Mandelbrot”™ erwahnten und von Fatou allgemein untersuchten
selbstabbildenden (selbst-quadrierenden) Fraktale, insbesondere in der noch
weiter unten zu diskutierenden Form (in der Notation von Mandelbrot):

@0 Qo _p O

w° Qw w ‘h

hier mit* —

In der (nicht abgebildeten) Figur aus
Anmerkung 77 durchlauft der
Parameter _ die Werte 1 bis 4 und
sorgt fur die 3. Dimension. Die x und
y-Koordinaten reprasentieren die
komplexen Zahlen w " Alle
Punkte, die fur

a% Qa _ e «

gegen Unendlich gehen, sind
sozusagen transparent dargestellt.
Mandelbrot beschreibt das
entstehende fraktale Gebilde als

Abb.: 45: Mandelbulb, DO U & AKl otzfA, von dem die

Punkt e Aweggeschnitzt

Jeder horizontale Schnitt liefert das
maximal beschrankte Gebiet, das zum Parameter _gehdrt. Fir _ ¢ entsteht
einKreisi sozusagen al s AGg¢ Fir jederdi_ Wert verstdcle
sich, wie ein Gerdust, ein fraktaler Baum, der je nach Wert mehr den Charakter
von Asten oder den Charakter von filigranen Zweigen hat. Nur langs x=1/2 bzw.
y=0 sind die Strukturen der Zweige etwas deutlicher zu sehen. Die Grafik l&sst
die Vielfalt an Strukturen nur erahnen.

> Mandelbrot, Benoit B., Die fraktale Geometrie der Natur, S. 194f.
Pierre Fatou, Sur les solutions uniformes de certaines équations fonctionelles.
Comptes rendus (Paris), 143, 546-548

Fal

t
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Eine geradezu beangstigende Figur (Abb. 45) entsteht, wenn man die
Mandelbrot-Menge einer spharischen Koordinatentransformation unterzieht.’®
Auch deren Eigenschaften sind gut untersucht.

Iteration, Selbstahnlichkeit, Rickkopplung und Hausdorff-Dimension

Selbstahnlichkeit, dies zeigen die Beispiele, ist ein weiteres mdgliches
Kennzeichen bei Fraktalen. Das kann man allgemeiner formulieren: Wie die

Determiniertheit bei den kl assi schen N

konterkariert wird, so bildet sich zum linearen Uberlagerungsprinzip ebenso
eine Alternative bei nichtlinearen Prozessen heraus. Das Uberlagerungsprinzip
(oder Additionsprinzip) war Jahrhunderte so selbstverstandlich, dass man sich
kaum Gedanken dazu machen musste.

.. - Meilensteine der Physik, wie die
Uberlagerungsprinzip .

Ist x, (t) eine Lésung des Maxwellschen Gleichungen, das

zugrunde liegenden Naturgesetzes Coulombsche Gesetz oder

und x;(t) ebenfalls eine Lésung. Interferenzph&anomene, sind linear, Musik
Dann ist auch die Summe . -

21 (O3 ()= () besteht aus der linearen Uberlagerung

1 2 —Ag . . .

ein dritter maglicher akustischer Schwingungen und sogar die

Geschehensablauf. Schrodinger Gleichung ist eine lineare

Differentialgleichung und beschreibt

Superpositionen.

Erst nichtlineare Ph&dnomene verlangten nach einem neuen Ordnungsprinzip. In
vielen Fallen ist eine Skaleninvarianz auffallig. Mathematisch spielen affine
Abbildungen eine Rolle.”” Es gilt also das Ordnungsprinzip der
Selbstahnlichkeit, auch wenn sie nicht immer vollkommen exakt gilt. Der
vorliegende Beitrag zeigt viele Vertreter von mathematischen Fraktalen, die
perfekt selbstahnlich sind; in der Natur gilt das Prinzip nur annahernd und tber
endlich viele Hierarchien. Selbstahnlichkeit wird bekanntlich in der Mathematik
oft durch rekursive Funktionen, z.B. fortgesetzte Iterationen, erreicht. Wie
bereits diskutiert, e nt st e ht dadurch ein AR¢ck
Bedeutung in den Anwendungen hat (z.B. Wetter, Dissipation, Allometrie,
Turbulenz). Man muss aber zwischen positiver und negativer Ruckkopplung
unterscheiden, also zwischen Hemmung und Verstarkung. Negative
Ruckkopplung findet z.B. in einem Thermostaten statt.

’6 https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbulb

7 Vergleiche S. GroRmann; Uberarbeitete Fassung eines Vortrages, gehalten auf der
115. Versammlung der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte (GDNA),
Freiburg, 17.-20. September 1988. Samtliche Vortrage dieser GDNA-Versammlung
erschienen in dem Band ,,Ordnung und Chaos in der unbelebten und belebten Natur".
Wissenschaftliche Verlagsgesellschaft mbH, Stuttgart 1989.

koppl
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Viele prominente mathematische Fraktale haben eine vollkommen
skaleninvariante  Selbstéahnlichkeit. Man kann Selbstéhnlichkeit und
Skaleninvarianz deshalb als ansonsten fehlenden natirlichen Mal3stab
interpretieren. In der Natur oder in Anwendungen muss oder darf die Ahnlichkeit
nicht exakt sein. So ist ein Romanesco zu seinen RoRchen selbstahnlich, da
diese in einer gewissen Bandbreite von Verkleinerung dem ganzen Romanesco
gleichen. Im Gegensatz zu russischen Matroschka-Puppen sind die R63chen
natirlich zusammengewachsen. Dies kann man mengentheoretisch mit der
sogenannten AOpen Sétausdicken iAhnlicbes gilt( frS C) fi
immer kleinere Strukturen bei Bronchien oder dem Blutkreislauf, die zu dem
ganzen Organ selbstahnlich sind. Eines von vielen Anwendungsbeispielen sind
sich gleichende Details in unterschiedlicher Auflésung bei Borsenkursen, u.v.m.

ingabe- Verarbeitungs- Ausgabe-

Einheit Einheit Einheit
z.B. Zahl, Kraft (z.B. Zelle, z.B. Ergebniss
Zustand jetzt, et€. Algorithmus etc.) stinde glei

Ruckkopplungsleitung
|| || [ | || N

(z.B. Ergebnis- oder Zustandsiibermittlung etc.)

Abb. 46: Ein rekursiver Prozess | 2s
verstehen, in dem Ausgabewerte zu neuen Eingabewerten werden.

Bei einem mathematischen Fraktal mit unendlich vielen Iterationen ist die
Dimension meist gebrochen; daher der Name Fraktal. Ist die Dimension
ganzzahlig, wie z.B. bei einer Kurve, die alle Punkte einer Flache berihrt, also
raumfullend ist, so liegt eher ein extremes Beispiel eines Fraktals vor (Hilbert-
oder Peano-Kurve, Mandelbrot-Menge).

’8 Open Set Condition: Es gibt eine offene Menge U mit fk (U) ¥ U
fur alle k, sodass gilt fi( U) x(zU)f = O fer jJ1lk
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Es gibt unterschiedliche Mdglichkeiten, die Dimension zu definieren. Einsichtig,
wenn auch formal unvollstéandig, ist die Definition von Mandelbrot, wie sie von
Wikipedia zitiert wird:"®

Ein Fraktal ist eine Menge, bei der die Hausdorff-Dimension dimu gré3er ist als
die Uberdeckungsdimension, benannt nach Henri Léon Lebesgue.

In Mandelbrots zentralem Werk, Die fraktale Geometrie der Naturfi findet sich
eine etwas anders formulierte Definition:8°

Ein Fraktal ist nach Definition eine Menge, deren Hausdorff-Besicovitch-
Dimension echt die topologische Dimension Ubersteigt.

Im allgemeinen Sprachgebrauch wird der Begriff der Hausdorff-Besicovitch-
Dimension synonym mit der Hausdorff-Dimension gesetzt und Mesicovitchfi
weggelassen. In diesem Text wird fur die Dimension von Fraktalen die
Bezeichnung Adausdorff-Dimensionii verwendet. Der Bezug zu Lebesgue soll
trotzdem kurz diskutiert werden, sowie eine weitere Definition. Das mag
irritieren, aber der Dimensionsbegriff hat in der Mathematik eine wechselvolle
Geschichte i besonders in den Jahren 1890 bis 1910. Hausdorffs Arbeit fallt in
diese Zeit. Einerseits bendtigte die damals noch junge Disziplin Topologie
Homoomorphismen, bei denen die topologische Dimension eines Objekts
erhalten bleibt. Andererseits gab es die Ergebnisse von Cantor, dass die
Kardinalitdt des n-dimensionalen Einheitswirfel gleich der Kardinalitdt des m-
dimensionalen Einheitswurfel ist, & £. Es konnte erst durch Brouwer 1911
gezeigt werden, dass die Abbildung nicht homéomorph ist bzw. sein kann. Es
gibt also keine stetigen Bijektionen zwischen verschieden-dimensionalen
Raumen, wiea"unda™ & ¢£.81
Die beiden Definitionen von Mandelbrot beziehen sich auf eine bestimmte
endliche oder unendliche Anzahl selbstahnlicher Kopien mit gleichem
Verkleinerungsfaktor. Die Ahnlichkeitsdimension D ist dann (s.u.)

116 b Qark® w®dn £ N QQe

’O I T LS Y TN N Ve Y e~ Y 7Y e N L= O U
' T Q1 Qa Q Qe Q1 o0& Q1 Qw Qo € 1

In diesem Fall ist die Ahnlichkeitsdimension gleich der Hausdorff-Dimension.
Obwohl eine Vielzahl an Fallen durch diese Definition abgedeckt werden kann,
handelt es sich trotzdem um einen Spezialfall. Das genannte Beispiel zu den
Borsenkursen ist ein statistisches Fraktal ( AZuf al | s f iigh kur
naherungsweise den Kriterien und fallt deshalb nur bedingt in diese Kategorie.

9 Zitiert nach https://de.wikipedia.org/wiki/Fraktal

80 Siehe Mandelbrot, Die fraktale Geometrie der Natur, S. 27.

81 Brouwer, Luitzen, Beweis der Invarianz der Dimensionszahl. Mathematische
Annalen70,1911,S. 1611 165.
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Eine analoge Aussage gilt fur das Zickzack-Muster, das man bei der
Brownschen Bewegung unter dem Mikroskop beobachten kann.

Bisher wurde der Begriff Dimension weitgehend unspezifisch benutzt und erst
durch die Definition von Mandelbrot differenziert betrachtet.

Physikalische Beispiele zur Skalentransformation gibt es beliebig viele. Diese
Form von Symmetrie gegentber Transformationen macht oft das Wesen von
physikalischen Gesetzen aus und fuRt ebenfalls auf Ahnlichkeitsargumenten.
Dass (klassische) physikalische Gesetze invariant bei Symmetrieoperationen
sind, hat Emmy Noether zu den Erhaltungssatzen gefuhrt (Noether-Theorem).
Man betrachte auch als Beispiel den sogenannten harmonischen, also linearen
Oszillator. Im einfachsten Fall ist es ein Pendel mit geringer Auslenkung. Seine
potentielle Energie ist eine homogene quadratische Funktion. Die
Bewegungsgleichung zeigt, dass die Schwingungsperiode unabhangig von der
Schwingungsamplitude ist. Alle Zeitgrof3en, inklusive der Schwingungsperiode,
bleiben invariant flr Skalentransformationen. Oder anders ausgedrickt, die
Frequenz eines linearen Oszillators in einem quadratischen Potential ist
unabhangig von seiner Amplitude und damit von der Energie. Uber die
Newtonsche Dynamik lasst sich die Schwingungsperiode T herleiten:

N v
C 0

L ist die Lange des Pendels und g die Erdbeschleunigung (9,81 — 8

Eine ganze Reihe von weiteren moglichen Parametern, insbesondere die
Masse/Gewicht am Pendel, spielt keine Rolle.

Erst ein Doppelpendel, also ein einfaches Pendel, an dem ein weiteres Pendel
hangt, kann man nicht mehr linear beschreiben. Es ist deshalb ein beliebtes
Beispiel, um chaotisches nichtlineares Verhalten zu demonstrieren.

Iterierte Funktionen Systeme (IFS), inkl. sogenannte stochastische dynamische
Systeme, die Fraktale generieren, sind heute als Basis fur Algorithmen zur
Datenkompression von Bedeutung und werden z.B. in der digitalen Fotografie
und ihrer Dateniibertragung im Internet eingesetzt.?? In der Regel werden Bilder
zuerst zeilenweise abgetastet und so in Gibertragbare Information umgewandelt.
Wirde man wirklich pixelweise abtasten und Ubertragen, so entsteht oft eine
riesige Datenmenge. Man betrachte als einfaches Beispiel fir eine effektive
Datenkompression mit minimalem Ubertragungsaufwand die Koch-Kurve mit

82 peitgen, Heinz-Otto; Jurgens, Hartmut; Saupe, Dietmar; Bausteine der Ordnung
Fraktale, Springer Verlag / Klett Cotta, 1992, S. 473 (Anhang A)
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ihrer filigranen Struktur nach n Iterationen. Die Lo
Ausgangsstrecke Lo habe die Lange lo. Der Generator L

vergrofRert lo um -, also

6 & - 0 & - ,é0 & -

A

Ubertragt man nun diese einfache Formel und wenige ks

Parameter fur die Rahmenbedingungen, so lasst sich das
urspringliche Bild wieder rekonstruieren. Das ist das Prinzip von
Datenubertragung auf Basis IFS.

Abhangigkeit vom Mal3stab und weitere Dimensionsbegriffe

Benoit Mandelbrot nannte in seinem beriihmten Buch® ADi e fr akt al e Ge
derNatur i maCst absabh?ngienen Rivthardsemidfekii*o d e n

Richardson erkennt im unten zitierten Artikel neidlos an, dass die von Benoit
Mandelbrot, Siegfried Grolimann, Stefan Thomae oder Mitchell Feigenbaum
initiierte fr @&kstaanevebraGoh ofmmathematies that proves
useful in representing natural phenomena whose dimensions (fractal
dimensions) are non-integer values.iDie Langenmessung mit unterschiedlichen
Mal3stdben fuhrte z.B. dazu, dass in alteren Lexika einzelner Lander jeweils
unterschiedliche Langen der
Grenze zum Nachbarland
genannt werden.

Spanien 987 km | Portugal 1214 km

Niederlande 380 km @ Belgien 449 km Folgerichtig . 'postulllerte
Mandelbrot fur die beliebig
aufgeloste Lange der

Abb. 47: Unterschiedliche Auffassungen bei Kiistenlinie von GroRbritanien
der Lange der gemeinsamen Grenze. den Wert unendlich. Dies

verblufft nur beim ersten
Hinschauen. In der Tat hangt die LAnge einer nicht geraden Linie extrem stark
von der Messmethode ab. Man kann dies verdeutlichen, in dem man den
Kustenverlauf mit mehr oder weniger grof3en Kreisen oder Polygonziigen
Uberdeckt, wobei die Kreise sich nur in einem Punkt berthren.

Die Anzahl N an bendtigten Kreisen ist dabei ein Mal3 fir die Lange L bezogen
auf den Durchmesser d der Kreise. Je kleiner man den Durchmesser wahlt,
umso feinere Strukturen kann man Amessent

83 Benoit B. Mandelbrot, Die fraktale Geometrie der Natur, Birkhauser-Verlag 1987, S.
45, siehe auch Eingangszitat

84 Richardson, L.F. (1961). The problem of contiguity: an appendix of statistics of
deadly quarrels. General Systems Yearbook 6, 139-187, zitiert nach Benoit B.
Mandelbrot, Anm. 6.
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Wahlt man z.B. bei der Kistenlinie von Grof3britanien einen Durchmesser
d1=200 km bzw. d2=100 km, so erhalt man:

di1 =200 km, Ly =2600 km,0 — — poO
d2 = 100 km, L2 = 3000 km, 0 — — OT

Beim Durchmesser di: bendtigt man 13 Kreise oder Polygonabschnitte; beim
feineren Durchmesser d., also einem kleineren Malistab auf einer Karte,
dagegen schon 30.
Rechnet man dies auf eine gebrochene Hausdorff-Dimension D um, so erhalt
man in diesem Beispiel
Iil.llq(;(pnn‘l .I.cf;m[n e p

Cnmnl lgnmn
Also auch in diesem groben Beispiel istD  plt @ und damit eine gebrochene,
also fraktale Dimension. Dies ist eine abstrakte, theoretische Betrachtung.
Schon allein die zu beobachtende Verdnderung der Kistenlinien durch Wind,
Wetter und Klimaveranderungen erfordert eine pragmatische Messmethode.®

O

Allgemein lasst sich die Hausdorff-Dimension (in ihrer flr die meisten Zwecke
vereinfachten Definition) analog zum obigen Beispiel definieren. Sei N die
Anzahl an Kreisen mit Radius R, mit denen sich eine nicht gerade Linie
Uberdecken lasst. Die Mindestanzahl der Kreise ist eine Funktion N(R). Je
kleiner man den Radius wéhlen muss, umso groéf3er wird N. Aus der Potenz von

R, mit der N(R) f¢r RYO wa-DihendionD:er gi bt

v p
0] YX\?'
, . I 10CY
O | E—rer
o 1 IG
Mandelbrot nimmt in seiner Definition flr
Fraktale ebenfalls Bezug auf Lebesgue. Als
Vorstufe zur Lebesgue-Uberdeckungs-
dimension soll hier zunéchst das Lebesgue-
Mald  betrachtet werden. Die Grafik
verdeutlicht auf einfache Weise das Prinzip.
Die zu vermessende Punktmenge A wird mit
einem Gitter Uberdeckt, dessen Raster aus
Abb. 48: Lebesgue-Mal} Quadraten mit der Seitenlange ¢ bestehen.

(anschaulich) Verkleinert man die Quadrate durch immer

85 https://bioone.org/journals/journal-of-coastal-research/volume-39/issue-
1/JCOASTRES-D-22-00034.1/The-Coastline-Paradox-A-New-
Perspective/10.2112/JCOASTRES-D-22-00034.1.short
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groRReres n, so ndhert sich die Uberdeckende Flache der Flache von A.
Die Lebesgue-Uberdeckungsdimension ist folg. definiert:

Ein topologischer Raum X hat die Dimension n, wenn n die kleinste nattrliche
Zahl ist, dass es in jeder endlichen offenen Uberdeckung eine feinere offene
Uberdeckung gibt, sodass jeder Punkt aus X in
hochstens n+1 der Uberdeckungsmengen liegt.
Ansonsten ist die Lebesgue-Uberdeckungs-
dimension unendlich. Anschaulich heil3t das, dass
die ganzzahlige Dimension n von X schon erreicht

man maximal eine weitere Uberdeckungsmenge
fur X bendtigt. Es ist Ubrigens nttzlich, wenn man
die Dimension der leeren Menge auf 1 setzt.

Die Fragestellung lasst sich mihelos auf Raume
oder sogar hoherdimensionale Objekte
Ubertragen.

Die Abb. 49 zeigt als Beispiel die Uberdeckung
eines Kreises (oben) und maximale Verfeinerung
(unten). Ein Punkt gehoért dann maximal zu zwei
Uberdeckungsmengen, woraus sich die

Abb. 49: Lebesgue- Dimension ergibt.

Uberdeckungsdimension  In der Fraktalen Geometrie findet man haufig den
Begriff der Boxdimension. Es ist der plakative
Ausdruck fur die Minkowskii Bouligand Dimension, oder kurz Minkowski
Dimension. Im Englischen findet man den Ausdruck box-counting dimension.
Sie eignet sich besonders fir unregelmalige fraktale Formen. Wie bei der
Lebesgue-Uberdeckungsdimension wird eine fraktale Kurve gemessen, in dem
man sie von unten und von oben mit leicht berechenbaren Flachen approximiert
und den Grenzwert bildet. Der folgende Abschnitt wird fast wortlich aus einem
Vorlesungsskript der Uni Ulm tibernommen. 8¢

Mathematisch formuliert (fur euklidische Raume, Ubertragbar auf allgemeine
metrische Raume):

F sei eine nicht-leere, beschrankte Untermenge des a 8Die untere und obere
Boxdimension sind definiert als

86 Wortlich zitiert bei https://www.mathematik.uni-
ulm.de/stochastik/lehre/ws06_07/seminar_fraktale/ausarbeitung_bendig.pdf

i st wenn dur ch den Ver such
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Wenn beide Ubereinstimmen und der Grenzwert existiert, ist

o o1 ToC
QQa 0 | BEH——

° e

Man kann zeigen: Die Boxdimension von F, 0 "O, kann dabei eine der
folgenden Anzahlen sein:

91 Die kleinste Anzahl von geschlossenen Kugeln mit Radius |, die F
uberdecken

1 Die kleinste Anzahl von Wiirfeln mit Seitenléange , die F Uberdecken

Die Anzahl von Wiirfeln eines? -Gitters, die sich mit F Gberschneiden

1 Die kleinste Anzahl von Mengen mit einem Diameter®’ von hochstens ,
die F Uberdecken

1 Die grof3te Anzahl von disjunkten Kugeln mit Radius| und Mittelpunkt in
F

=

o] 75 150 km

o] 75
miles

Abb. 50: Vorgehen bei der Boxdimension am Beispiel der Kiistenlinie

All diese Definitionen sind &quivalent und machen damit die Boxdimension sehr

flexibel anwendbar. Si e I st dur ch di e einheitlich
berechenbar, stimmt aber in vielen Fallen mit der Hausdorff-Dimension tberein.

Die Beschrankung auf nicht-leere, beschréankte Mengen verhindert Probleme

mit dem Logarithmbs) (AEiog WHr bedlerbAwogei n
in der entsprechenden Dimension definiert, z.B. ein Quadrat oder ein Kreis im

87 Entspricht analog dem Durchmesser
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A oder ein Intervall im a . Anschaulich kann die Boxdimension als die
logarithmische Geschwindigkeit betrachtet werden, mit der 0 "O sich
vergrol3ert, wenn| gegen O strebt.

Zusammenhang Chaos und Fraktale

: : : : . Logistische Gleichung:

o

]

Mandelbrot war nicht
der Erste, der sich mit

- - =
"
% D

o8 | nichtlinearen
Phanomenen

. beschaftigt hat. Bereits

0s | 1 1845 entwickelte der

belgische Mathematiker
, Pierre-Francois Verhulst
04 . eine Gleichung, die ein
’ ideales  Studienobjekt
fur Ordnungsmerkmale

f(x)

02 | im Chaos bietet, die

' logistische  Gleichung

oder logistische

o & A A Abbildung.88
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 . . . .

X Gleichzeitig ist sie

Grundlage der

Abb. 51: Logistische Gleichung™ Q®w | p

o ) Beschreibun von
bei vier verschiedenen r-Werten 9

dynamischen Systemen
in einer Reihe von Anwendungsgebieten geworden. Dazu gehoren so
unterschiedliche Bereiche, wie das gefahrliche Kammerflimmern, bei dem das
Herz von Menschen oder Saugetieren in einen unbeherrschbaren turbulenten
Zustand geraten kann. Die Gleichung ist auch anwendbar auf Jager-Beute-
Systeme oder generell auf die Entwicklung von Tierpopulationen. Einzelne
Parameter in der Gleichung werden deshalb in der Biologie z.B. als

ABegrenzungsfaktor i oder A V éDre nagibtischen g s f a k

Gleichung ist eine Abbildung f, die eindimensional und quadratisch ist.8° Durch
lteration entsteht der nachste diskrete Wert o Fe  Tipltfofs :

8 |In diesem Beitrag werden logistische Gleichung, logistische Abbildung und
logistische Parabel synonym verwendet.

8 Formeln und Argumentation siehe z.B.
https://lwww.spektrum.de/lexikon/mathematik/logistische-gleichung/6896. Grafik:
https://de.wikipedia.org/wiki/Feigenbaum-Konstante
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w "Qw 130 p w

Die x-Werte liegen im
Lo 1 Intervall [0,1]. Der Verlauf
der Funktionswerte wird
von r bestimmt. Die Abb.
51 Zeigt den
Kurvenverlauf am
04 Beispiel von vier r-
Werten:

r=0,5 (rot), r=2,0 (grun),
0.0 . A : | | r=3,5 (blau) und r=4,0
0 10 20 30 Iterat‘élo()n il 50 60 70 80 (magenta) ]

07 R : Die Fixpunkte liegen auf

der Winkelhalbierenden

0.8

0.6

0.2

0.6

bei x=0 und x=1 -
05 (auB3er r=0,5, rot).

Betrachtet man die
Entwicklung des

Systems, so erkennt man
die entstehende relativ

0.4

0.3

0.2 ‘ komplexe Dynamik. Ab
0 10 20 30 Iterat?:n &5 50 60 70 80 ‘l ol:i- U SetZt elne
Abb. 52: Oben Logistische Gleichung mit zunehmende
Startwert Xo=0,1882550 und r=4: Es ist keine Komplexitat ein. Das
Ordnung zu erkennen. Unten r=2,75. Alle Diagramm  wird  ein
Anfangswerte konvergieren zum gleichen Fraktal, das Verhalten
Endwert. wird chaotisch und hangt

sensitiv vom Parameter r
ab. Bei der folgenden Abb. 53 wurdei ¢h bisi T variiert (m @ p 8Es
ergibt sich eine berihmte Werteverteilung, benannt nach einem Pionier der
Chaostheorie, Mitchell Feigenbaum.

Ein wichtiger Begriff in der Chaostheorie ist die Bifurkation und die damit
verbundene Periodenverdoppelung. Der erste Bifurkationspunkt liegt im
Feigenbaum Diagramm bei: r=3,0, die zweiten beiden Bifurkationspunkte bei
i p VMo oft T Bt

Iterationen erfolgen mit einem Startwert 1 @ p8 Jedes "Qw wird in die
logistische Formel eingesetzt und ergibt ein neues @ 8
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Die eigentliche Variable ist aber i. Es ergeben sich in Abhangigkeit von i
folgende Falle:*°

1 Nach einigen lterationen erhalt manOfarmt 1 p

7 Liegti zwischen 1 und 3 stellt sich ein Grenzwert ein, ein sogenannter
Attraktor.

1 Beic i p Weoisteine Bifurkation zu beobachten. Die Folge wechselt
zwischen zwei Attraktoren mit Ausnahme der Startwerte 0, 1,i -8

T Beip Vo i ofv Tbeobachtet man, noch deutlich separiert, vier
Attraktoren.

1 Dann stellen sich in rascher Folge Periodenverdoppelungen ein. Bei
genugend feiner Auflésung kann man 8, 16, 32, usw. Attraktoren
identifizieren.

{ Beica.i ofv tbeginnt chaotisches Verhalten.

Als Fixpunkt von f bezeichnet man Punkte, in der f(X)=x ist. Bei
eindimensionalen Abbildungen sind die Fixpunkte die Schnittpunkte von f mit
der Winkelhalbierenden.

Das Quadrat von f hat die Fixpunkte:

P
P

alnN

Das urspriingliche System bewegt sich also immer zwischen den beiden
Zustanden x1 und x2. Fur weitere kritische Werte von r findet jeweils eine
Periodenverdopplung statt. Orbits der Periode 2 lassen sich gerade noch
analytisch berechnen, aber weitergehende Rechnungen sind kaum genau
maoglich.

Analysiert man das Verhaltnis der Abstande bzw. Langen zwischen zwei
Bifurkationspunkten, so strebt dieses gegen eine universelle, mathematische
Konstante, ebenfalls benannt nach Mitchell Feigenbaum. Sei r¢ der k-te Wert
von r. Dann wird der Grenzwert| konstant.%!

~

M P .
1 IOE,I—I—‘l Twhopwgmpdpnwn

90 Vergleiche http://walter.bislins.ch/blog/index.asp?page=Analytische+Ldsung
+fur+die+erste+Bifurkationsstelle+im+Feigenbaumdiagramm

91 Mitchell F. Feigenbaum, Quantitative Universality for a Class of Nonlinear
Transformations, Journal of Statistical Physics, Vol 19. No.1, 1978, S. 25-52
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Auch das Verhaltnis der Breiten bildet als Grenzwert eine universelle Konstante

| cvmgwixy
1.0+
0.8
0.6
x

0.4

0.2

0.0 T \ |
24 26 28 3.0 3’.,2 34 36 38 40

Abb. 53: Feigenbaum-Konstante. Zumindest
3 der Bifurkationspunkte sind gut erkennbar.
Die weiteren verlieren sich nur scheinbar im
Chaos.

Attraktorwert x
0844 oo

0821 4 : v - Bob
3.60231404 Systemparameter r 366975206

Abb. 54: Inseln der Stabilitdt im Chaos
Abstéande konvergiert gegen 1

th g we Mp8PIT wTt

Man vermutet, dass die
Feigenbaum-Konstante

transzendent ist, aber der

Beweis steht noch aus.

Diese universale
Gesetzmaligkeit ist nicht auf
die logistische Parabel
beschrankt. Wenn man diese
z.B. durch die Sinus-
Abbildung ersetzt:

) - DET™ , so
erhalt man wieder nach
fortgesetzter

Periodenverdoppelung
Chaos und das Verhaltnis der

L/L,  4,4495..
L,/Ls  4,7515..

Ls/Ly  4,6562..
L,/L:  4,6683...

Ls/Ls  4,6686...

Abb. 55: Das Verhaltnis
der Intervalle strebt zu

92 \Weitere Beispiele: https://de.wikipedia.org/wiki/Sattel-Knoten-Bifurkation
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Dies ist unter dem Begriff Universalitat bekannt.  Scheinbar
unzusammenhangende Phanomene haben gemeinsame oder zumindest
verwandte  Gesetzmaliigkeiten. Beispiele aus der Physik sind
Phaseniibergange beim Magnetismus oder bei Ubergangen in einen anderen
Aggregatzustand. Hier ist es sogar das Feigenbaumszenario mit denselben
Naturkonstanten. Die Ergebnisse sind nicht auf die Mathematik beschréankt. So

1.0 3 p [] 9

T e

0.6

04f {

N1

0.0

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Iteration (n)

1.0 9 5 4

THE M
&l

0 10 20 30 0 50 60 70 80
Iteration (n)

Abb. 56: Zwei Orbits fur r=4, die sich beim Startwert xo=0,300000000 bzw.
X0=0,300000001 um ein Milliardstel unterscheiden.

0.4

il |

0.0

konnte ein Forschungsteam um den Experimentalphysiker Albert Libchaber die
Verdopplung der Periodizitat in flissigem Helium beobachten.®® Mittlerweile
liegt auch ein streng mathematischer Beweis vor, dass es sich nicht um zufallige

9 A. Libchaber, C. Laroche, S. Fauve. Period doubling cascade in mercury, a
guantitative measurement. Journal de Physique Lettres, 1982, 43 (7), pp.211-216.
ff10.1051/jphyslet:01982004307021100ff. ffjpa00232033f. Online:
https://hal.science/jpa-00232033/document
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Ubereinstimmungen bei einzelnen Beispielen handelt.®* Diese Universalitat

macht die ansonsten schwer einheitlich zu definierende Chaostheorie,
zumindest in diesem Aspekt, zu ei ner Aechtenii Theorie m
Vorhersagekratft.

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass es fur Bifurkationen von
Fixpunkten verschiedene Normalformen gibt. Sie sollen zuerst am Beispiel der
Anderung eines eindimensionalen Parameters ‘ N g in  einfachen
einparametrigen Differentialgleichungen verdeutlicht werden. Nach einem Satz
treten generisch vier Bifurkationstypen gemalf folgenden Normalformen auf:

a) Tangentialbifurkation b a8t w ‘W
b) Transkritische Bifurkation 0 at W W0w
c) Heugabel-Bifurkation 0 a3t o ‘O w
d) Hopf-Bifurkation 0 92 O "W OO
W 0O W
t t  (b) t (o)
X X X
T W Ty
) b (e) G
X X X
P o ——
d . i A o
\\\ K / M / S\ K

Abb. 57: Typische Bifurkationen von Fixpunkten einparametriger
Differentialgleichungen: (a) Tangentialbifurkation,

(b) transkritische Bifurkation, (c) superkritische Heugabel-
bifurkation, (d) subkritische Heugabelbifurkation.

(e) superkritische Hopf-Bifurkation, (f) subkritische Hopf-
bifurkation (Ausgezogene Linien entsprechen stabilen Losungen)

94 Feigenbaum-Coullet-Tresser universality and Milnor's Hairiness Conjecture
Mikhail Lyubich, https://arxiv.org/abs/math/9903201
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Analog zu Differentialgleichungen existiert Bifurkation von Fixpunkten
einparametriger iterierter Abbildungen, wie sie bei der logistischen Abbildung
bereits angesprochen wurden. Sie haben das bekannte Bildungsprinzip

0 a8t Qo H
Tangentenbifurkation: "Qaft R w
transkritische Bifurkation "Qaft ‘O W
Heugabel-Bifurkation "Qaft ‘O W

Beispiel: Die hinlanglich bekannte logistische Parabel-Abbildung im
Wertebereich M=[0,1]: ® i p o hQ rmphts

besitzt bei r=1 eine transkritische Bifurkation und anschlieRend beir=ry, r>, €&
eine Folge von superkritischen Periodenverdoppelungen, die sich bei i

haufen. An den Stellen, an denen sich periodische Fenster 6ffnen, finden
dagegen Tangentenbifurkationen statt.%®

Ordnung und Chaos i der Lyapunov Exponent

Gesucht ist ein Mal3, wie schnell ein nichtlineares dynamisches System im
Laufe der Iterationen in ein chaotisches Verhalten migrieren kann. Oder anders
formuliert, wie sensitiv ein System fir leichte Verdnderungen der
Anfangsbedingungen ist.

Die Abb. 58 verdeutlicht die Fragestellung, der Einfachheit halber im

Eindimensionalen. Gegeben seien zwei Punkte @ und @ -, also im Abstand
-. Es wird die Iterationsfunktion "Q N-mal auf beide Punkte, (also "Q
angewendet und ermittelt, wie grol3 der Abstand SQ @ | "Q ® sSnach N

Iterationen geworden ist. Es ergibt sich (was explizit zu zeigen ist):

SQw - Qws -Q
Die Auflésung nach _ @ und nach Grenzwertbildung fir - © mund 0 © b
findet man die Beziehung

o ioéb‘ﬁ FESQ S

% Vergleiche Gottfried Jetschke, Mathematik der Selbstorganisation, S. 158-170
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Dies ist insofern heuristisch plausibel, als fortgesetzte N-malige Anwendung von
ETERTER B 27, "Q zu einem exponentiellen Wachstum des Fehlers - fihrt.
Das erklart die e-Funktion in der Formel. Die Steigung der e-Funktion wird Gber
die Ableitung ermittelt, deshalb fiihrt die Grenzwertbildung bei _ @ zu einer
Funktion "@8Die Summe geteilt durch N kann man als das durchschnittliche
Wachstum infinitesimal kleiner Fehler in der Umgebung von @ verstehen.
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass der Exponent _ nicht von w abhangt.
Das macht den Lyapunov Exponenten zu einem universellen Mal3, wie sich eine

Anfangsunschéarfe » Rickkopplungen » Veranderung

—— —— - | —
Xg Xg+E FN(xo) fN(xy + €)

Startabstand ¢ » N Iterationen » Abstand nach N Iterationen

Abb. 58: Mal} fir Chaos - der Lyapunov Exponent

anfangliche Ordnung zu einem chaotischen Verhalten entwickeln kann.®® Es ist
klar, dass dies nur bei positivem _ erfolgen kann. Es ergeben sich folgende drei
Falle:

T, Sensitivitdt von den Anfangsbedingungen, also chaotisches Verhalten
T, neutrales Verhalten

M, das System konvergiert gegen einen Attraktor (s.u.)

Diese Systemzustande miussen nicht getrennt vorliegen. Die Entdeckung
verdanken wir dem australischen Physiker und Biologen Robert May Anfang der
1970er Jahre. Er war &hnlich wie lange vor ihm Verhulst an der Entwicklung von
Populationen interessiert und untersuchte Systemibergange, hin zum
chaotischem Verhalten. Wie Verhulst verwendete er die logistische Gleichung,
allerdings hatte er leistungsfahige Computer zur Verfiigung. May entdeckte,
dass nach Bifurkationen sich je nach Geburtenrate das System auf einen
Attraktor zubewegt oder zwischen zwei Attraktoren pendelt. Aber auch mitten in
der chaotischen Phase k°nnen Alnseln der
entstehen durch einen Prozess der Selbstorganisation und verschwinden
wieder in anderen Parameterbereichen. Man nennt das Phanomen Intermittenz.
Es kann als Ordnung im Chaos oder umgekehrt als chaotische Intermittenzen
in vorwiegend geordneten Zustdnden auftreten. Briggs und Peat zeigen
Beispiele auf in einem Kapitel mit dem bezeichnenden Titel Al nt er mi t t en z :

% Vergleiche Peitgen, Heinz-Otto; Jurgens, Hartmut, Saupe, Dietmar; Chaos
Bausteine der Ordnung, Springer Verlag / Klett Cotta, 1994, S. 45f
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Sandwi ch ii°SiCeh aotseil.l en an di eser Sndel | e ¢
die einfachsten Ordnungen und das Chaos eines Systems beides Zlge ein und
desselben unteilbaren Prozesses? Die Erscheinung der Intermittenz legt es
sehr nahe, dass dies der Fall ist."®® Auch Mandelbrot beschéaftigte sich mit dem
Ph&nomen der Intermittenz in Zusammenhang mit Stérungen der
Datentibertragung Uber Telefonleitungen, wie sie in den 1960er Jahren
praktiziert wurde und Reduktion von Stdérungen erhebliche wirtschaftliche
Bedeutung hatte.®® Er stellte fest, dass die hochst unregelmafige Verteilung der
Intermittenzen an die Cantor-Menge erinnert. Tatsachlich stimmte die
Fehlerverteilung bei der Datenlbertragung mit der Cantor-Menge in ihren
wesentlichen Elementen tberein. Insbesondere tritt zu keinem Zeitabschnitt der
Datentbertragung eine regelmaldige Fehlerverteilung auf. In jedem fehlerhaften
Abschnitt gibt es auch immer wieder Zeitraume mit fehlerfreier Ubertragung.

Das Verhéltnis zwischen fehlerfreien und fehlerhaften Abschnitten ist sogar in
verschiedenen Zeitmal3staben selbstahnlich. Das kann sogar unabh&ngig von

|
-

|
N
v

Lyapunov-Exponent

3.0 3.2 3.4 36 3.8 2.0
r

Abb. 59: Entwicklung des Lyapunov-Exponenten in der logistischen
Abbildungvon3 1 T.

97 Briggs, John, Peat, F. David; Die Entdeckung des Chaos, Hanser, Miinchen Wien
1990, S. 86, Beispiele: Niederfrequenzrauschen, die schwankende Lange eines
Erdentages etc. Es wird auch nach wie vor vermutet, dass grof3e Rechnernetze durch
Intermittenz von plotzlichem Chaos bedroht sind.

% Ebenda S. 87

9 Siehe auch den Hinweis in seiner Autobiographie: Mandelbrot, Benoit B., Schones

Chaos, Piper Munchen Ztrich 2013, S. 357
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Messungen im Stunden- oder SekundenmafRstab sein.% Mandelbrot weist im
Abschnit A uCer e Schranken un détagbRdaraudtpnodasser t er
Cantor bei der Entdeckung der Cantor-Menge noch kaum sein urspriingliches
Feld, das Studium trigonometrischer Reihen, verlassen hatte. Diese hangen mit
periodischen Funktionen zusammen und deshalb kann die einzig mdgliche
Extrapolation in unendlichen Wiederholungen bestehen. Die innere und
aulReren Schranke wird - bzw. mgenannt und bezeichnet auch das kleinste bzw.
gr°Cte A Midat Kandelbidt) ejner Menge. Cantor hat sich auf m
p beschrankt. Die Selbstahnlichkeit wird aber durch Wiederholungen zerstort.
Man muss deshalb den Initiator zur Interpolation verwenden um zu einem
anderen mzu kommen (z.B. das flir Fourier-Reihen passende ¢ . So kann man
die Verteilung des Cantor-Staubs trotzdem fir die Beschreibung der
Fehlerverteilung bei der Datenlibertragung nutzen.0?

Kausale Zusammenhéange

Fixpunkte x*, also Punkte in denen x*= f(x*) ist, sind von entscheidender
Bedeutung fur das dynamische Verhalten der Abbildung. Sie selbst sind zwar
invariant. Die Steigung in diesen Punkten bestimmt aber die Dynamik. Ein
Attraktor zieht benachbarte Orbits an.

Bei der logistischen Abbildung ist dabei die Ableitung am Fixpunkt [f"(x*)| < 1.
Es gibt aber auch abstol3ende Elemente. Dort ist die Ableitung |f"(x*)| > 1. Daflr

wird der Begriff ARepelleri verwendet. Pu
in ihrer Umge bung nicht, sind also Aindifferel
Asuperstabil . Di ese Argumentation | 2sst

p, also p-periodische Punkte, verallgemeinern.

Die moglichen Falle sollen anhand der vier Grafiken Abb. 60 A-D am Beispiel
der logistischen Abbildung demonstriert werden.%?

W MVw TP

100 QOriginalquelle: Mandelbrot, Benoit B., Die fraktale Geometrie der Natur, Basel,
Boston, Birkhauser 1987, S. 86-91. Vergleiche auch den Aufsatz von Stefan Frerichs,
Grundlagen der Chaostheorie,
https://www.stefre.de/Grundlagen_der_Chaostheorie.pdf

101 Ebenda Mandelbrot, S.89

102 Beispiele der Abb. 60A-D aus der Facharbeit von Andreas Schmid,
https://lwww.fraktalwelt.de/systeme/as_weg_ins_chaos.pdf (neu erstellt mit ChatGPT
40) mit Dank fur die Idee und die freundliche, (nicht genutzte) Abdruckgenehmigung.
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Die Fixpunkte liegen dort auf der Winkelhalbierenden. Es werden vier Segmente
oder Intervalle, in denen sich r bewegt, beispielhaft untersucht. Die
Anhaltspunkte fur die Wahl der Intervalle fur r liefert das Feigenbaum-

10
Kurve

f

0.8 0.25

0.20
0.6

A = P 0.15

0.4
0.10

0.2 ,, 0.05

BT 02 04 06 08 10 0 10 20 30 30 50 60 70 80
Iteration (n)

Abb. 60A: 0 <r p8Einziger Fixpunkt xo=0, f'(xo)=r. Konsequenz: Die
Population stirbt mit den Jahren aus. (Diagramm r=0,85, x0=0,5)

08

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15

0.2
0.10

—e— Iterationen
-~ Fixpunkt x2 = 0,4118

0.05

A L L "
0 % 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Iteration (n)

Abb. 60B: 1<r 08 THQ T i 8Weiterer Fixpunktad 1 wiw p -
SPw s 9 ciws K is p8Population konvergiert mit n® Ho.
(Diagramm r=1,7, x0=0,04, Fixpunkt x>*=0,4118...)

Diagramm. Das langfristige dynamische Verhalten wird auf der rechten Seite

durch die Populationsentwicklung, wie sie bereits Verhulst analysiert hatte,
grafisch angezeigt
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Untersucht man solche einfachen Beispiele mit Hilfe der Mathematik und mit
Hilfe der Informatik, so kann man bei fortgesetzten Iterationen "Q w drei
prinzipielle Losungsmuster erkennen:

1) Die Funktionswerte "Q w bewegen sich periodisch.

2) Die Funktionswerte "Q @ bewegen sich auf einen Fixpunkt.

3) Die Funktionswerte "Q & bewegen sich Aufélligf(chaotisch).

Als Untersuchungsfunktion f soll wieder die logistische Gleichung dienen, wobei
hier sofort r=4 gesetzt wird, also

() "Qw TW P T TW
Im allgemeinen Fall, Gber die logistische Abbildung hinaus, sind die Falle 1), 2)

und 3) dabei nicht leicht zu unterscheiden. Oft ist eine erhebliche Anzahl an
Iterationen erforderlich.

1.0r

E’ : .

0.6} ','
0.7
/’I x
04} 3

0.6

0.2} 7 0.5

04 {
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Iteration (n)

Abb. 60C: 3<r ofv ¥Es entstehen periodische Zyklen der Periode 2P
(Diagramm mit r=3,47, x0=0,71208)

—‘% 1.0
.=,’I

y /) 06

D = ; x

0.4 i

0.2 ,/ 0.2
- he Kurv

ool "

—e— lterationen

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Iteration (n)

Abb. 60D: 3,57<r 4. Das Diagramm rechts beginnt chaotisch, wird dann
bei n-Werten (hier rund um n=40) periodisch und geht dann wieder in
chaotisches Verhalten tber. (Diagramm mit r=3,9552. x0=0,705)
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AulRerdem sollte man sich klar machen, dasstw p Tw T natirlich
aus Sicht der Mathematik gleich ist, aus Sicht der Informatik jedoch nicht
unbedingt. Heutige Computer schneiden nicht einfach am Ende der Genauigkeit
Stellen ab, sondern runden.

Die Zahl “, auf 4 Dezimalstellen genau, ist also nicht 3,1415, sondern wegen
der 9 an der 5. Nachkommastelle 3,1416. Dieser kleine Unterschied macht sich
in additiven linearen Beziehungen viel weniger stark bemerkbar als in der
guadratischen nichtlinearen Form.

Ein Beispiel fur eine noch vergleichsweise maRig lange Periode der Lange 436
ist der Anfangswert O E¢lin der logistischen Gleichung. Im Prinzip sind in
anderen Beispielen/Anfangswerten beliebig lange, aber endliche Perioden
nachweisbar.

Eine sehr kurze Periode der Lange 3 hatz.B. @ i "Q& als Anfangswert in

der logistischen Gleichung:
(| Q& 0 i QE- 0 Qi © | Q&
X X X X

I
IU i | ft |

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Abb. 61: Auswirkungen des Rundungsfehlers auf
Periodik und Sensitivitat.

Dies ist die mathematische Sicht. Benutzt man jedoch die Dezimalform, so wird
i Q¢ 1ip Y P ¢ 8 wlm Startwert benutzt. Je nach Rechner kann man bei

einfacher Gleitkommagenauigkeit von einem Fehler von ca. 0,000000005
ausgehen. Die Grafik verdeutlicht die Sensitivitat dieses Fehlers. Links sieht
man, wie die Periode 3 etwa in der Mitte instabil wird Rechts ist die
Fehlerentwicklung durch die iterativ verstarkten Rundungen dargestellt.1%3

Welche kausalen Rickschlisse und Erkenntnisse kann man unter
Beriicksichtigung von (reiner) Mathematik, Informatik und physikalischer
Prozesse aus diesen Beispielen ziehen? Einfache Reprasentanten in der reinen

103 Grafik und Argumentation siehe Peitgen, Heinz-Otto; Jirgens, Hartmut; Saupe,
Dietmar; Bausteine der Ordnung Fraktale, Springer / Klett Cotta, 1992, S. 56-57
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Mathematik sind vor allem Problemstellungen, die sich mit kausalen,
algorithmischen Methoden |6sen lassen. Doch schon fir gekoppelte
Gleichungssysteme kann man i.a. keine rein analytischen Ldosungen finden.
Man kann sie heute in der Regel leicht nummerisch I6sen (integrieren), kommt
damit aber wieder in den Einflussbereich der digitalen Probleme. Allerdings
spielen hier kaum Ruckkopplungseffekte eine Rolle. Gemald nachfolgender
Abb. 62 liegt hier in der Regel eher schwache Kausalitat vor, insbesondere
natdrlich bei bijektiven Abbildungen.

In Systemen, die sich linear verhalten oder bei klassischen stetigen und sogar
differenzierbaren Funktionen findet man starke Kausalitat. Auch wenn man den
Computer mit unvermeidlichen Rundungsfehlern einsetzt, kann man in vielen
Fallen noch gut mit starker Kausalitdat umgehen. Es gibt vergleichbar wenige
Anwendungsfélle, in denen diese Rundungsfehler bei im Prinzip starker
Kausalitdt zumindest formale Probleme machen kénnen. Ein altes Beispiel ist
der Afehlende Pfennigf bei
in Bankbelegen nicht vorkommen. Als Laplace seinen allwissenden Damon
erschuf, hatte er in Uberspitzter Form die schwache Kausalitat verwendet.
Spater hat insbesondere James Clark Maxwell 1873 weitergesehen. Er dachte
uber

Schwache Kausalitit

] T Gleiche Ursachen haben
| .| stets gleiche Folgen
: . 7 | starke Kausalitit
& = Ahnliche Ursachen haben

ahnliche Folgen

= 2 Verletzte starke Kausalitit
E— Ahnliche Ursachen haben

‘ . _7____,_’——4“.
e — unvorhersehbare Folgen

Abb. 62: Deterministisches Chaos und Kausalitat

Determinismus und Willensfreiheit nach und schrieb:

It is manifest that the existence of unstable conditions renders impossible the
prediction of future events, if our knowledge of the present state is only
approximate, and not accurate. 1% (Es ist offensichtlich, dass die Existenz

104 Maxwell J.C.,Science and Free Will in: Campbell, Lewis, Garnett, William, The
Life of James Clark Maxwell, New York, Johnson Reprint Corporation, 1969, pp. 434-
444, Chapter XIV, Maxwells Einzelbeitrag online:
https://www.informationphilosopher.com/
solutions/scientists/maxwell/science_and_free_will.html

d egen. Bas darf e n

Da



71

instabiler Bedingungen die Vorhersage kunftiger Ereignisse unmaoglich macht,
wenn unser Wissen Uber den gegenwartigen Zustand nur ein angenéhertes und
kein genaues ist.)

Doch weder Maxwell noch 30 Jahre spéter Henri Poincaré drangen mit der
Meinung durch, die heute als Unterschied zwischen schwacher und starker
Kausalitat bekannt ist.10

Am Beispiel der logistischen Gleichung mit quadratisch wachsendem Fehler bei
Iterationen kann man als dritte Variante die verletzte starke Kausalitat des
Chaos verdeutlichen.
Vorher sei auf Abb. 3 (Strecken-Falten-Kleben) hingewiesen. Mathematisch
wird sie durch die Sagezahn-Funktion als quadratische Iteration beschrieben.
cw LQE nﬁu

Ccw p ULQEW TV
Verbliuffend ist die zunachst unerwartet gro3e Komplexitat, die sich hinter den
einfachen Formeln verbirgt. In der physikalischen Welt haben dissipative
Systeme ahnliche Erscheinungsfolgen. Sie gehoren ebenfalls in das Reich des
deterministischen Chaos und werden noch weiter unten thematisiert.

Zeltabbildunag:

Die logistische Abbildung ist auch aus historischen Griinden ein gutes Beispiel
um chaotisches Verhalten zu demonstrieren. Noch einfacher ist die sogenannte
Zeltabbildung Ts'% aufgebaut und sie verblifft, wie sich mit einer derart
(scheinbar) simplen Abbildungsvorschrift chaotisches Verhalten erzeugen lasst.
Sie bildet das Intervall [0,1] in das Intervall [0,1] ab und ist folgendermal3en
definiert:

o) i 20 hwenno v und
) i Op o hwenntiv @ p oder formal fur s=2
e b0av i
"Ydrip © mip hoom pC
C COUL QE@N EFp

Um den Schmetterlingseffekt zu demonstrieren, muss man die Zeltabbildung n-
fach hintereinander auf den Anfangswert w anwenden und das Ergebnis als
neue Abbildung "O betrachten. Die rechte, blaue Kurve zeigt dann die

105 Poincaré, H.; Wissenschaft und Methode, Leipzig Berlin, Teubner, 1914, Hinweis
siehe Peitgen, ebenda, S. 5
106 E(ir den Fall s=2, also Tz, siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Zeltabbildung
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Die Zeltabbildung hat aber auch Periodik. Man betrachte s=2 und w

wende die Abbildungsvorschrift an:
@

W
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Unterschiede mit steigender

Iterationenzahl bei den
TV T @ B¢ X
- und
. ¢ T
W ¢ -
V U
T C
0] — -
CIp 0
s=2
- Iterationennummer .

Zel tabbil dung wun

Abb 6 3: Li nks
X
ANWA
xn+1 YA
X0
Xn

Abb. 64: Grafische lllustration einer 2-er

Periodik bei der Zeltabbildung

Die Grafik zeigt einen 2-er Zyklus
beispielhaft  fur  s>1. Die
Doppelspitze ist die 2. lIteration
(nicht malfdstabsgerecht
gezeichnet).

Man sieht aber auch, dass dieser
Zyklus nicht stabil sein kann.
Schon eine winzige Modifikation
von () verschiebt bei
Folgeiterationen das w und w
verbindende Rechteck und es
entsteht  wieder chaotisches
Verhalten.

Insgesamt ist es offensichtlich,
wie schnell sich der
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ASc hmet tefer é¢bkidi@ser einfachen Abbildung zeigt.’

Zusammenfassend kann man sagen: Fir s<1 gibt es nur den stabilen Fixpunkt
0 und damit keine Periodizitat.

Bei jeder weiteren lIteration fir s>1 wird die Winkelhalbierende einmal mehr
geschnitten und es entstehen M-ahnliche Faltungen. Die Steigung ist vom
Betrag grol3er als 1.

An diesen Stellen ist eine Vielzahl von periodischem Verhalten moéglich, sogar
Perioden beliebiger Lange. Diese Fixpunkte sind aber alle instabil; bei immer
me hr AZackeni
Voraussagen bei minimaler
’ Anderung des Ausgangswertes
‘ immer schwieriger.108

Die Zeltabbildung war deshalb auch
eines der ersten
Untersuchungsobjekte, bei denen
es gelang, die chaotische Phase in
der Nahe ihrer instabilen Fixpunkte
\ zu synchronisieren.'® Man kann
%\ dabei leichte Veranderungen am
X, Parameter s als gezielte Stérung
der Steuergrol3e verstehen. Damit
wird erreicht, dass wieder ein Orbit
erreicht wird, der das
.i%  System an einem schnellen
Abdriften in  chaotisches
Verhalten hindert.
Entsprechende Techniken
und Verfahren sind von
erheblicher Bedeutung in der
physikalischen Kybernetik.

xn+3

Abb. 65: Dritte Iterierte bei s=2

1.0

0.8

x value
<)

(=
S

0.2

" ’ : Streng genommen versucht

Co e % man durch Steuerung ein
Abb. 66: Rasche Ausbreitung von nichtlineares System jeweils
Unterschieden Nahe s=2. fur kurze Zeit in eine

107 Ausfiihrlich widmet sich D. Peak und M. Fr ame i n A K das gdzahmte
Chaos i, -143, der Z&t&bbildung. Vergleichbar einfache Abbildungen sind die
Dreiecksfunktion und die Rechteckfunktion rect(t). Sie reprasentieren (neben Sinus)
Schwingungsformen und haben beide ihre Bedeutung in der Signalverarbeitung.

108 Ebenda S. 142-143

109 Siehe z.B. ebenda S. 225

at
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naherungsweise lineare Dynamik zu versetzen, in der im begrenzten Rahmen
wieder Voraussagen moglich sind. Dabei nutzt man aus, dass kleine
Kurvenstiicke in erster Naherung linear sind.

Seltsame Attraktoren, Tori und Solitonen

Allgemeine Eigenschaften:

Ein seltsamer Attraktor ist eine Struktur im Phasenraum, die fur ein nichtlineares
dynamisches System einen
Einzugsbereich darstellt, auf das es sich
bei geeigneten Anfangsbedingungen hin
entwickelt. Dabei kdnnen beliebig kleine
Anderungen des Anfangszustandes . .
zwar zu vollkommen unterschiedlichen |- ‘;;?a“ﬁ
Verlaufen fuhren. Das Verhalten des T
Systems ist also chaotisch. Die
prinzipielle Struktur bleibt aber erhalten
und bildet ein Fraktal, hat also eine gebrochene Dimension. Jede Bahn, die im
Einzugsbereich des Attraktors startet, ndhert sich beliebig stark an jeden Punkt
des Attraktors an. Die einzelnen Verlaufe sind also nicht separierbar. Die
gewdahlten Beispiele sind eher einfach (z.B. nichtlinear quadratisch).
Komplizierter wird es schnell bei
. Bahnkurven, die z.B. von einem
e hyperbolischen Fixpunkt ausgehen und
‘ von diesem wieder zurtckfihren
(sogenannter homokliner Orbit,

Beispiel Smalesches Hufeisen).

Abb. 67: Lorenz-Attraktor

Es folgen einige Beispiele:
Lorenz-Attraktor

Eines der ersten Beispiele fand der
Meteorologe Edward N. Lorenz (19177
2008) bereits im Jahr 1963. Es ging ihm
um Modellierung hydrodynamischer
Systeme in der Erdatmosphéare zur

der Dynamik. Es handelt sich um Parameter  zur  Kopplung  von
eine Kombination von Streck-, Spalt- Konvektion und Warmeleitung waren
und Verschmelzungsprozessen. noch sehr speziell. Die Form des

Attraktors ahnelt einem Schmetterling
und gab sowohl dem Fraktal als auch dem ver mut et en Ef f ekt ( A
|l i ngseffektin) seinen Namen.



75

Lorenz konstruierte drei Differential-gleichungen in den drei Raum-koordinaten
X, Y und Z.10 Unter bestimmten Anfangsbedingungen der Parameter
, i kommt man auf die fraktale Dimension von 2,401.1 Im Prinzip beschreibt
man damit auch das Bénard-Problem (s.u.).!!2

Hénon-Attraktor

Eines der einfachsten Beispiele eines
Attraktors im 2-dimensionalen Raum ist der
Hénon-Attraktor. Er ist charakterisiert durch
die beiden Gleichungen

@ W p W

A G0
Auch hier wird bei besserer Auflosung der
letzte Punkt der allgemeinen Eigenschaften Abb. 69: Hénon-Attraktor
deutlich. Die einzelnen Linien lassen sich
nicht separieren. Ein Querschnitt durch den Attraktor kann als bijektive
Abbildung der Cantor-Menge verstanden werden.

Rd&ssler-Attraktor

Ein asthetisch sehr schones Beispiel ist der im Jahr 1976 von Otto Rdssler
entdeckte Rossler-Attraktor.'*® Er wird durch
das Gleichungssystem der folgenden drei
Differentialgleichungen bestimmt:
W W a

@ O & oo

Abb. 70: Rossler-Attraktor

110 Siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system

111 hitps://doi.org/10.1080/02681119508806207

112 zur mathematischen Diskussion siehe Jetschke, S. 130-138

113 0. E. Rossler: An Equation for Continuous Chaos. Physics Letters Vol. 57A no 5,
pp 397-398, 1976.

O. E. Rossler: An Equation for Hyperchaos. Physics Letters Vol. 71A no 2,3, pp 155-
157, 1979.
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Die einzige Nichtlinearitat in dem System ist durch den Term in der dritten
Koordinate gegeben, die anderen Koordinaten weisen nur lineare Terme auf.
Der Fluss auf dem Attraktor bewegt sich spiralféormig um einen instabilen
Fixpunkt. Der &ul3ere Teil des Attraktors wird
jedoch aufgrund der dort starker wirkenden
Nichtlinearitdt wieder in den inneren Tell
injiziert und von dort aus sozusagen in die z-
Richtung katapultiert. Durch die dabei
entstandene Drehung hat der Attraktor
Ahnlichkeiten mit einem Mobiusband.'** Der
Rossler-Attraktor weist eine bemerkenswert
hohe Dynamik aus. Die nebenstehende
Abbildung vermittelt einen qualitativen
Eindruck von der Dynamik. Die drei Schnitte
zeigen, dass der Attraktor keineswegs so flach
ist, wie es den Anschein hat. Zwei Startwerte,
die anfangs sehr nahe zusammenliegen, entfernen sich extrem stark
voneinander. Betrachtet man zwei Trajektorien, die sich am Anfang nur minimal
unterscheiden, so betragt schon im dritten "Zyklus um den Fixpunkt" ihre
Differenz mehr als das Zwanzigfache.

Abb. 71: Dynamik des
Rossler-Attraktors

Thomas-Attraktor

Dieser Attraktor spielt bei der Bewegung von Teilchen dx

eine Rolle, die sich in einem dreidimensionalen —_—= sin(y) — bx
Kraftegitter bewegen und deren Flugbahn als durch dt

Reibung gedampft betrachtet werden kann. Er hateine  dy _
vergleichsweise einfache Form, denn die x-, y- und z- E = sm(z) — by

Variablen sind zyklisch symmetrisch. Diese einfache

. . dz _
Form eignet sich besonders als Modellcharakter.  _— — gin(yx) — bz
Entdeckt wurde der Attraktor von René Thomas.® d
Der Thomas-Attraktor wird durch drei
Differentialgleichungen'® beschrieben, wobei b eine Konstante ist, die der
Dissipativitat des Systems entspricht und als Bifurkationsparameter fungiert.
Fur b>1 ist der Ursprung der einzige stabile Fixpunkt.

114 Zitiert nach https://www.cosmos-indirekt.de/Physik-Schule/Rossler-Attraktor oder
kaum ausfuhrlicher unter https://de.wikipedia.org/wiki/R6ssler-Attraktor

115 René Thomas; Deterministic Chaos seen in terms of Feedback Circuits,
International Journal of Bifurcation and Chaos, Vol. 09, No. 10, pp. 1889-1905
(1999). https://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0218127499001383

116 Um die Bewegung zu verdeutlichen explizit nach der Zeit notiert
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Bei b=1 erfahrt das System eine sogenannte Pitchfork-Bifurkation (siehe
Heugabel, auch Stimmgabel) und teilt sich in zwei attraktive Fixpunkte.

Wenn der Parameter weiter verringert wird, erfahrt er bei

i 0, 3 2eB@sBgenannte Hopf-Bifurkation, wodurch ein stabiler Grenzzyklus
entsteht. Der Grenzzyklus erfahrt dann eine Periodenverdopplungskaskade und
wird bei ¢& 0, 2 0 8chabtisch.
Dartber hinaus dehnt sich der
Attraktor unkontrolliert aus und bei
bestimmten Werten kénnen bis zu
sechs separate Attraktoren
koexistieren. Die fraktale
Dimension des Attraktors nimmt in
Richtung 3 zu. Im Grenzfall b=0
fehlt dem System die Dissipation
und die Trajektorie wandert
ergodisch durch den gesamten
Raum, (mit einer Ausnahme). Die

g Dynamik wurde als

~ deterministische fraktionale

Abb. 72: Thomas-Attraktor und eine Brownsche Bewegung

monochromatische Darstellung seiner ~ beschrieben und  weist  eine
Dynamik. anomale Diffusion auf.1’

An dieser Stelle soll darauf
hingewiesen werden, dass auch Kurven, die der Oberflache eines Torus folgen,
im allgemeinen Fall keiner Regelmafiigkeit folgen, also nur in Ausnahmefallen
periodische Grenzzyklen ergeben. Man kann den Torus jedoch noch nicht zu
den seltsamen Attraktoren zahlen.

Nach den Beispielen zu seltsamen Attraktoren soll hier abschlieRend der Begriff
allgemein charakterisiert werden.

Ein Attraktor ist in erster Linie ein Konzept aus der Mathematik der
Chaostheorie, das sich auf Zustande oder Mengen von Zustanden bezieht, zu
denen ein dynamisches System im A.aufe der Zeitfitendiert. Attraktoren sind
zwar besonders wichtig in der Untersuchung von nichtlinearen Systemen, die
chaotisches Verhalten zeigen. Aber der Begriff ist universell anwendbar. Im
Prinzip ist jeder Konvergenzpunkt ein Attraktor. In der Chaostheorie wird ein
Attraktor als eine Menge von Punkten im Phasenraum eines dynamischen
Systems definiert, zu der das System Uber die Zeit konvergiert. Es gibt
verschiedene Arten von Attraktoren:

117 Eng zitiert nach
https://en.wikipedia.org/wiki/Thomas%27_cyclically_symmetric_attractor
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1 Punktattraktoren: Ein einzelner Punkt im Phasenraum, zu dem das System
konvergiert.

1 Zyklische Attraktoren: Eine geschlossene Kurve, auf der das System
oszilliert oder periodisch verlauft.

1 Der Torus als Attraktor fur Kurven auf seiner Oberflache als Ausnahme.

1 Seltsame Attraktoren (Strange Attractors): Komplexe, fraktale Strukturen, die
in chaotischen Systemen auftreten und nicht-periodisches Verhalten zeigen.

Anwendungen: Attraktoren finden in vielen Bereichen Anwendung,
insbesondere in der Physik, Biologie, Wirtschaft und Ingenieurwissenschaften:

1 Physik: In der Thermodynamik und Fluiddynamik werden Attraktoren
verwendet, um das Verhalten von Systemen zu modellieren, die chaotische
Stromungen aufweisen.

1 Biologie: In der Populationsdynamik koénnen Attraktoren helfen, das
langfristige Verhalten von Populationen zu verstehen, z.B. das
Gleichgewicht zwischen Raubern und Beute.

I Wirtschaft: In der Wirtschaftstheorie konnen Attraktoren verwendet werden,
um das Verhalten von Markten zu analysieren, insbesondere in Bezug auf
Gleichgewichtszustande und zyklische Trends.

/ i Ingenieurwissenschaften: In der
e ¥ Regelungstechnik  werden  Attraktoren
)< @ genutzt, um  stabile Zustande in

dynamischen Systemen zu erreichen, z.B.

in der Robotik oder bei der Regelung von

Maschinen.

i Kunst und Musik: Auch in der

Torus Seltsamer generativen Kunst und Musik kbénnen

Attraktor seltsame Attraktoren verwendet werden,
um komplexe, unvorhersehbare Muster zu
erzeugen. Die musikalische Kunstform wird

AFr akt algenartt'd i k i

Abb. 73: Vier Arten von
Attraktoren

Insgesamt sind Attraktoren ein zentrales Konzept in der Chaostheorie, das hilft,
das Verhalten komplexer dynamischer Systeme zu verstehen und
vorherzusagen.

Solitonen

An dieser Stelle soll ein nichtlineares Wellenphanomen erwahnt werden.

118 Siehe z.B. https://www.mpg.de/9369189/fraktal-musik-jeff-porcaro
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Es wirkt manchmal wie ein Kuriosum der Natur, kann aber erhebliches Potential
in Anwendungen entfalten. Zur Definition:*'°
Ein Soliton ist ein Wellenpaket, welches sich zugleich durch ein dispersives und
ein nichtlineares Medium bewegt und sich trotzdem ohne Anderung seiner Form
ausbreitet. Selbst wenn zwei Solitonen zusammenstol3en laufen sie nachher
unversehrt weiter.
Das Phanomen wurde schon 1834 von dem schottischen Forscher John Scott
Russell entdeckt. Es wollte Kanalboote optimieren, die damals mit Pferden
gezogen, al s o Agetreidel th wur den und
Transportwesen einen bedeutenden Wirtschaftsfaktor darstellten. Als in einem
engen Kanal ein Testboot abrupt gestoppt wurde, l6ste sich ein Wellenberg vom
Boot und bewegte sich ohne erkennbare Abschwéachung durch den Kanal.
Russell konnte ihn reitend kilometerweit verfolgen, bis er ihn, nach wie vor stabil
und von scheinbar gleicher H6he, aus den Augen verlor.
Normalerweise besteht eine Welle aus einer Kombination unterschiedlicher
Wellen mit verschiedenen Frequenzen. Deshalb findet in der Regel immer eine
Dampfung statt, genannt Dispersion. Man kann salopp formulieren, dass die
Dispersion der Reibungsverlust bei Wellentbertragungen ist. Sie zu
unterdriicken, wirde bei vielen Anwendungen regelrecht revolutionare
Fortschritte ermdglichen. Denn offenbar findet bei einem Soliton, egal in
welchem Medium es entsteht und sich fortbewegt, keine oder kaum Dispersion
statt.
Eine Anwendung, die eine zukunftsweisende Bedeutung hat, ist die Spintronik.
Jede Form von Elektronik nutzt elektrische Ladungen, also Elektronen, zur
Ubermittlung. Doch diese Elementarteilchen nutzen eine fundamentale
Eigenschaft von Quanten, zumindest kommerziell, bisher nicht. Gemeint ist der
Spin, eine Art Drehmoment, das nur in zwei Zustdnden vorkommt und fir das
magnetische Drehmoment eines Elektrons verantwortlich ist. Es verhalt sich im
Prinzip wie ein Kkleiner
Stabmagnet. Zwei
Mdoglichkeiten  er6ffnen

Dispersion sich dadurch far

’ \ zukinftige
urspringliches Soliton
Wellenpaket \ , (zeitlich stabiles

Wellenpaket)

Nichtlinearitat

Abb. 74: Entstehung eines Solitons

119 Wortlich aus https://de.wikipedia.org/wiki/Soliton

dur
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Ubertragungstechnologien. Man koénnte eine Spinwelle induzieren. Ist diese
stabil, so kdénnten, ohne dass lineare elektrische Verbindungen existieren,
elektronische Bauteile Informationen austauschen. Eine Schicht aus
magnetischem Material wirde als Tragermedium gentigen. Gegeniber der
Halbleitertechnologie sind dann Geschwindigkeiten moglich, die nahe an die
Lichtgeschwindigkeit in dem Medium heranreichen. Bleibt noch die Dispersion,
die bei langerer Ubertragungsstrecke zu Verlusten fiihrt. An dieser Stelle
kommen Solitonen mit ins Spiel. Sie wirden eine weitgehend verlustfreie
Ubertragung ermdglichen.?°

Mandelbrot-Menge

Ein Ubersichtsbeitrag zum Thema Chaos und Fraktale ware unvollstandig,

wenn man nicht die berithmte Mandelbrot-Menge Y und Julia-Mengen \

betrachten wirde. Es sei im Internet auf die faszinierend &sthetischen
Computergrafiken hingewiesen, in denen mit Zoom-Effekten diese Fraktale in

Form von Videos prasentiert werden.'?* Man sollte dabei nicht vergessen: Der
Computer hat den Mathemati kern dieses Ant
Fatou war dies noch nicht moglich. Auch Galilei benétigte das Teleskop, um die
Jupitermonde zu entdecken.

Kurz zur Geschichte dieser Menge:
Der erste grobe Plot dieser Menge, noch mit einem Nadeldrucker erstellt,
stammt nicht von Mandelbrot. Er wurde erstmals 1978 in einem Paper mit dem
T i tTed Dyrmamics of 2-Generator Subgroups of PSL(2, C)fivon Robert Brooks
) and J. Peter Matelski
verdffentlicht.'??2 Liest man ihre
R Arbeit, so scheint sie sich mit
% scheinbar unabhéngigen Fragen
der Gruppentheorie und der
hyperbolischen  Geometrie  zu
befassen.
Mandelbrot, der bei den IBM-
: Forschungslaboren am Thomas J.
g Watson Research Center,

Yorktown Heights (Westchester
Abb. 75: Erstes 1978 veroffentlichtes County, New York) arbeitete,
Bild der Mandelbrot-Menge. erahnte das Potential dieser

120 https://www.weltderphysik.de/gebiet/materie/spintronik/solitonen/

121 7 B. https://www.youtube.com/watch?v=fFyC68CIEio und vor allem die
Linksammlung in https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-
Menge#Bezug_zur_Chaostheorie sowie im Anhang dieser Arbeit

122 https://abel.math.harvard.edu/archive/118r_spring_05/docs/brooksmatelski.pdf
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Menge. Er hatte sich intensiv mit Julia-Mengen beschéftigt und dabei die damals
enorme Rechenleistung der IBM-Labore ausnitzen konnen. Im Jahr 1980
gelang ihm eine deutlich bessere Auflosung der Menge, auch wenn diese
gegenuber heute fast lacherlich erscheint. Aber er propagierte das Fraktal und
man gab der Menge schliel3lich seinen Namen. Erst spater wurde deutlich, wie
sehr diese Struktur regelrecht als ein mathematisches Kaleidoskop verstanden
werden kann, das viele Elemente der Chaos-Theorie in sich vereinigt. Mit der
Wortsch°pfung A Frdek Manged Y, uauach ofmiligbevoll
AAd e nn c kremmtiwugle Benoit Mandelbrot zum Medienstar.
Mandelbrot war allerdings als Mathematiker und Mensch bei seinen
Fachkollegen nicht besonders beliebt. Er wandte sich nach allgemeiner
Meinung zu vielen Themen zu und schopfte deren Potential zu schlecht oder
sogar zu plakativ aus, bevor er zu einem neuen Thema sprang. Sein wichtigstes
Verdienst ist es, dass der Computer in der mathematischen Forschung,
zumindest zuerst als Medium zur Veranschaulichung, enorm an Bedeutung
gewann. Plotzlich war man in der Lage, auf experimentellem Weg
mathematische Probleme zu visualisieren. Mathematiker erkannten
Zusammenhdange, fur die vorher das Vorstellungsvermégen nicht ausreichte.
Diese Untersuchungen, die immer leistungsfahigere Computer, aber auch
entdeckungsfreudige Forscher mdglich machten, er6ffneten eine neue Welt.
Doch auch die Mathematik, die in der unwahrscheinlich komplexen Struktur
steckt, erwies sich als sehr anspruchsvoll. Im Oktober 2023 trafen sich die 20
fuhrenden Forscher zur Mandelbrotmenge zu einem Workshop in einer alten
Kaserne mitten im Wald im Nordwesten von Danemark. Stimmung, Personen
und Hintergrinde wurden in einem Beitrag des Quantamagazins von Jordana
Cepelewicz am 26. Januar 2024 verdffentlicht.123

Die Menge Y1 kann man als eine Art Hauptkatalog dynamischer Systeme
verstehen. Es geht um die Madoglichkeiten, wie sich ein Punkt nach einer
einfachen Iterationsregel durch den Raum bewegen kdnnte. Diese moglichen
Varianten waren und sind seit Giber 40 Jahren Gegenstand der Forschung und
die 20, in Danemark anwesenden Protagonisten haben wesentliche Beitrage
geliefert. Fiihrend im Uberblick tiber diese Varianten ist Mikhail Lyubich, der aus
der Sowjetunion emigrierte und heute an der State University of New York at
Stony Brook (SUNY) eine Professur hat. Mit ¥ sind nicht nur viele Aspekte von
dynamischen Systemen  verstandlich geworden, sondern auch
Zusammenhdnge in Zahlentheorie, Topologie, algebraischer Geometrie,
Gruppentheorie und sogar der Physik. Man hat in ganz anderen
Zusammenhangen, z.B. bei der Suche nach numerischen LOsungen fir
kubische Gleichungen, Querbeziehungen zur Mandelbrot-Menge entdeckt.

123 hitps://www.quantamagazine.org/the-quest-to-decode-the-mandelbrot-set-maths-
famed-fractal-20240126
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Noch nicht gel6st ist die sogenannte MLC-V e r mu t Mandelbrbtilocally
connectedo.)Wikipedia formuliert sie sehr anschaulich: Egal, wie weit man in
die Menge hineinzoomt, sie sieht immer wie ein zusammenhangendes Stlck
aus. Lyubich und sein enger Mitarbeiter und Kollege Dzmitry Dudko konnten auf
dem Workshop Fortschritte beim Versuch, die MLC-Vermutung zu beweisen,
prasentieren. MLC ist Teil ihrer spater veroffentlichten Orsay-Notes.*?* Douady
und Hubbard schreckten sogar nicht von der sogenannten
Renormierungstheorie zuriick. Diese Technik verwenden Physiker um
Unendlichkeiten bei der Untersuchung von Quantenfeldtheorien zu zédhmen und
verschiedene Skalen bei der Untersuchung von Phasenubergangen zu
verbinden. Sie ist bei Mathematikern lange Zeit verpdont gewesen, da
Awill k¢erlichi Di vergenzen ihieeitea erdeadert
wurden. Mitchell Feigenbaum als Physiker wandte in den 1970-er Jahren
erstmals Renormierung in dynamischen Systemen an.

Yoccoz bewies MLC fur alle Punkte auRer denjenigen, die Aunen
renor mi er bar eifid DRasind dieeRurkie, die immer wieder beim
Zoomen in immer kleineren Mandelbrot-Kopien auftauchen. Scheinbar kann
das bis in unendliche Tiefe gehen und damit als Figur (nicht als Punkt) in eine
Periodik mtinden i aber warum? Man vermutet, dass Punkte im Spiel sind, die

dl

wer C

oszillieren, aber nicht periodisch sind. Stichwort ist AHy p e r bsdidhtefizalst 2 t

die zentrale Frage in der Dynamik. Mittlerweile wurde Renormierung zu einer
Schlusseltechnik bei der Untersuchung von Y und MLC. Dabei befasst sich die
Hyperbolizitatsdichte mit dem Inneren der Mandelbrot-Menge, da wo immer
neue AvBudbllyot-Mengenfi auf t a.wMtGhingegenwann dien
Vermutung wabhr ist, wirde es ermdglichen, jedem Punkt auf der Grenze der
Menge eine Adresse zuzuweisen. Aokal zusammenh2 n g e istcifi wichtiges
topologisches Konzept, das Auswirkungen auf die Struktur und die
Eigenschaften der Mandelbrot-Menge hat. Die Bestéatigung der MLC-Vermutung
wurde bedeuten, dass sie gewissermalen "glatt” ist, wenn man sie auf beliebig
kleinen Skalen betrachtet. Es ist eine Verallgemeinerung der Stetigkeit.

Soviel zur Tragweite, die die Mandelbrot-Menge fir die Mathematik der
dynamischen Systeme hat.

Hier soll zun&chst das Bildungsprinzip der Menge 1 erlautert werden. Dann
wird der Zusammenhang mit der Fibonacci-Folge und dem Feigenbaum-
Szenario erlautert und auf die Querbeziehungen zwischen Mandelbrot- und
Julia-Mengen wird eingegangen.

124 Sjehe auch die sog. Orsay-Notes:
https://mathoverflow.net/questions/118180/roadmap-to-complex-dynamics-
particularly-the-works-of-hubbard-douady-and-yocc (Jean-Christophe Yoccoz)
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Zwei gangige Definitionen fiir die Mandelbrot-Menge kénnen im Prinzip gewahlt
werden:

- Definition Uber Rekursion und
- Definition Uber komplexe quadratische Polynome.

Beides ist leicht einsichtig; aufgrund der bisherigen Uberlegungen bei reellen
Fraktalen soll hier die Rekursion/Iteration gewahlt werden.

Wikipedia definiert wortlich:

Die Mandelbrot-Menge N ist die Menge aller komplexen Zahlen c, fur welche
die rekursiv definierte Folge komplexer Zahlen & I iy F8 mit dem

Anfangsglied ¢ tund dem

~

Bildungsgesetz ¢ 0
beschrankt bleibt.

Der Anfangspunkt muss zwingend ¢ Tt sein, denn ¢  Trist superstabiler
Fixpunkt von "C & . Nach dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass dann,
wenn es einen stabilen Zyklus gibt, der Orbit ab ¢ 1 von dem Fixpunkt
angezogen wird.*?® Die Konsequenz lautet, dass es zu jedem ¢ hochstens einen
stabilen Zyklus geben kann.

Die eigentliche Variable ist also ¢ und sie ist Bestandteil der Mandelbrot-Menge,
wenn die Betrage der mit ¢ berechneten ¢ bei n© Hb nicht ebenfalls Uber alle
Schranken wachsen, a | sgegerunendlich gehenii?®. Die Grafik in Abb. 81
verdeutlicht die Situation.

Das Verdienst von Benoit Mandelbrot ist unbestritten. Doch es beschéftigten
sich schon vor ihm Mathematiker mit Abbildungen, die letztendlich
Querbeziehungen zwischen der Mandelbrotmenge und einer verallgemeinerten
logistischen Parabel aufzeigen. Grundlage ist ein Gleichungssystem, das
trotzdem den Namen Mandelbrot-Abbildung tragt:

o W) (1a)
o C W (1b)

Damit kann man die Untersuchung von der eleganten, aber ungewohnten
komplexen Ebene in eine kartesische Ebene verlagern. Es geht jetzt darum,
welche Punkte (a, b) wie reagieren. Bleiben sie im Endlichen oder
Averschwindenii sie im UnendldecnhchwiéielEs st ¢
Iterationen diese Frage mit Sicherheit beantwortet werden kann. Dazu gibt es
einen Satz, der besagt, dass dann, wenn der Abstand zwischen ® o T

125pDer Satz wird oft APrinzip der kontrahierer
126 Hinweis: Der Betrag einer komplexen Zahl ist eine reelle Zahl.
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und (Mo groRer als 2 wird, die entsprechende Folge ins Unendliche
entweicht.1?’
Man sieht mit etwas Verstandnis von komplexen Zahlen (mit "Q p), dass

6 ©  JQ ¢ 0 ©IQ dn afooN Eh
a &  ®identisch ist zu
G w JQ0 ® ® ¢IWWIN & OIQ

An dieser Stelle ist ein erster Hinweis auf die angesprochenen
Querbeziehungen zwischen der Mandelbrot-Abbildung und dem Feigenbaum-
Szenario sinnvoll. Es kann wieder beim Verhalten der Folge zwischen den
ublichen vier Fallen unterschieden werden:

1. Konvergenz gegen Fixpunkt

2. Konvergenz gegen periodischen Grenzzyklus (2 oder mehr Werte)
3. keine Periodizitat, chaotisches Verhalten

4. Divergenz

Konkrete Zahlenbeispiele siehe dazu die Tabelle'?® in Abhangigkeit mit dem
Parameter ¢ und Glied & . Es werden Folgenglieder & f hx F8 berechnet und
das prinzipielle Verhalten gemal3 der vier Falle analysiert. Dabei wird ebenfalls
das Verhalten ausgewahlter reeller c-Werte und auch einiger komplexer c-
Werte betrachtet.

Z.B. fur reelles ¢
@ ¢ hKonvergenz gegen Fixpunkt 2

~

@  plx bKonvergenz gegen Dreiergrenzzyklus
w phx xhL2-er Grenzzyklus
Oder fur komplexes ¢

® 'QKonvergenz gegen alternierenden Grenzzyklus ph & "8 oder
& - -"@Konvergenz gegen Dreiergrenzzyklus

Im Gegensatz dazu: & plv  chaotisches Verhalten

Reduziert man die Gleichungen (1a) und (1b) auf @ Tmund ¢ Tt so erhalt
man eine eindimensionale Abbildung, die nur tber Spriinge auf der x-Achse ihre
Dynamik entfaltet und mit a eine Steuergréf3e enthalt.

27 Bodi l Branner. AThe {G6nird@hhds ramdt Frackts,t tifie,
Mathematics Behind the Computer Graphics. R. Devaney und L. Keen, Providence,
RI, American Mathematical Society, zitiert nach Peak, Frame Aomplexitat i das
gezahmte Chaosfi Kap. 7, Anm. 105

128 https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge#Bezug_zur_Chaostheorie

S.
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O

Dies verdeutlicht im Eindimensionalen die Relation zwischen der Mandelbrot-
Abbildung und der logistischen Abbildung ohne Einschréankung von r auf den
Bereich zwischen 0 und 4.

@ 10w O0p
Man sieht durch graphische lIteration schnell, dass z.B. fiir r > 4 die logistische
Parabel gegen minus Unendlich geht. Damit kann man natirlich die Analogie
zu Populationsentwicklungen nicht mehr aufrechterhalten. Es gibt keine
negative Population.
Ein weiterer Bezug zwischen der Mandelbrotmenge und der logistischen

Gleichung, die sich im Feigenbaum-Szenario zeigt, wird Uber Abb. 77
angesprochen, in dem man beide Strukturen auf der x-Achse vergleicht.

Y ist definiert durch & @ die logistische Gleichung durch i op . Sie
stehen durch eine quadratische Transformation in Relation zueinander.

I
l
l
) |
/lokal | icht lokal -~
zusammenhingend | nic Ofl g

I / zusamme nhangend
l il H“‘ TR
SR 1%
|
|
l
[
I

Global I Global
zusammenhangend 1 zusammenhdngend

Abb. 76: Die Kernfrage von MLC: Mandelbrot locally connected ?

D.h. die logistische Abbildung kann auch als eine nichtlineare Transformation
der komplexen Ebene interpretiert werden. Sie erzeugt eine fraktale Menge, die
sogenannte logistische Mandelbrot-Menge. Sie wird Aandelbrot Lambdafi
bezeichnet, da in diesem Zusammenhang meist r durch _ ersetzt wird, also

_Wp w.
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Im folgenden Abschnitt sollen einige wesentliche oder interessante
mathematische Eigenschaften der Mandelbrotmenge Y angesprochen werden:

Y kann man als die Menge der reellen Steuereinstellungen a, b bzw. einer
komplexen Zahl c betrachten, fur die der Orbit ab (0,0) nicht nach unendlich

geht . Es i st somit di e Me™ getbst st Teiledes Asi cF
St ar

~

ASteuerraumsfi (Gefangenenmenge). Der
® Thw Tbhzw. ¢ T

sein.

Da alle Startpunkte auf de m?\ Abgeschldsienz ur

und ihre Komplementmenge ist offen. Der Rand ist unendlich lang, aber die
Flache ist begrenzt
(ungef2hr
Flacheneinheiten). Fur die
Betrage der Punkte P, die
zu Y gehoéren, kann man
eine Abschatzung gemaf
dem angesprochenen Satz
von Bodil Branner geben.
0 & & owund 0 &
bezeichne die n-te
Iteration. Ein Punkt c
gehort genau dann zur
Mandelbrot-Menge 4 , falls

O 1| cfiralleg 1

D.h. alle Punkte der
Mandelbrot-Menge liegen
in einem Kreis mit dem

- Radius 2 um den
Abb. 77: Tiefliegende Grundlagen der Chaos- Ursprung.t?®
Theorie zwischen Feigenbaum-Diagramm und
der Mandelbrot-Menge A .

Y ist spiegelsymmetrisch
zur reellen Achse. Das liegt
unmittelbar an der Betragsfunktion. ¥ ist zusammenhangend, was gar nicht
mathematisch so offensichtlich ist. Es wurde 1984 von Adrien Douady und John
Hamal Hubbard bewiesen.*

129 Weitgehend wortlich zitiert aus https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge
130 Exploring the Mandelbrot set. The Orsay Notes. Adrien Douady John H. Hubbard
Siehe in https://pi.math.cornell.edu/~hubbard/OrsayEnglish.pdf

1,

M

50
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Es wird vermutet, dass die Mandelbrot-Menge auch in ihren feinsten
Verastelungen lokal zusammenhéngend ist. FlUr die gesamte nichtlineare
Dynamik wére dies ein sehr wichtiges, noch unbewiesenes Ergebnis (MLC-
Vermutung (Abb. 76) ebenfalls von Douady und Hubbard, siehe auch die nach
ihm benannte Julia-Me n g e , Dauadg-Kainchenf). Die MLC-Vermutung
wirde Uber die Topologie von Y weitreichende Folgerungen erlauben
(Hyperbolizitdtsvermutung, also, dass Y hyperbolisch ist). Manche Punkte
fuhren zu begrenzten Orbits, sind aber nicht periodisch. Falls MLC stimmt, sind
solche Punkte selten und i hre H2ufi
bezeichnet. Diese Eigenschaft ist bei allen dynamischen Systemen so
interessant, dass sie als wichtigste Frage in der nichtlinearen Dynamik gilt.

AY Y ist Ubrigens nicht perfekt selbstahnlich.
Am Rand sind je zwei Teilstrukturen nicht
vollkommen deckungsgleich.

Die gesamte Mandelbrot-Menge N, bildet
sich also, wie die Funktion f(z) = z? + ¢ fur
komplexe Werte c und z sich in einem Kreis
mit Radius 2 verhalt. Der »Korper« des
Apfelmé&nnchens ist eine zentrale
sogenannte Kardioide.** Abb. 78 zeigt, wie
eine Kardioide entsteht. Eine Kreisscheibe
mit Radius r rollt auf einem weiteren Kreis
mit gleichem Radius ab. So beschreibt jeder
Punkt P auf dem Rand des Rollkreises eine
Kardioide. Im kartesischen Koordinaten-system legen wir den Mittelpunkt des
ersten Kreises auf 0.
Eleganter sind komplexe Zahlen z zur Beschreibung des Punktes P:
z=x+iy=ci AT.0 ®BEIzi AT® "QFte
oder in der Eulerschen Darstellung a ciQ iQ
Damit sind prinzipielle analytische Mittel vorhanden, um Eigenschaften von 4
zu untersuchen.®?
An dieser zentralen, herzférmigen Kardioide (daher der Name) wachsen
Knospen, die Ausgangspunkt von weiteren kleineren Knospen sind. In den
Eigenschaften finden sich eine Reihe verbluffender Ergebnisse. So enthéalt 3

eindeutig Beziehungen zur Kreiszahl “ 133 und es versteckt sich die Fibonacci-
Fol ge 1, 1 ,in d2r,StruBtyr. Das, nacBste é-olgenglied errechnet sich

Abb. 78: Wie eine Kardioide
entsteht

131 Vergleiche fir diesen Abschnitt https://www.spektrum.de/kolumne/in-der-
mandelbrot-menge-stecki-die-fibonacci-folge/2094057

132 \Vergleiche Zeitler, Neidhardt; Fraktale und Chaos, S. 184-185

133 https://www.doc.ic.ac.uk/~jb/teaching/jmc/pi-in-mandelbrot.pdf

gkeit
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bekanntlich einfach aus der Summe der beiden letzten Glieder. Das ist
besonders (berraschend, weil diese rekursive Folge sich mit denkbar
einfachsten arithmetischen Mitteln bilden lasst, wahrend die Mandelbrot-Menge
N aus feinsten Strukturen besteht.
. Der Zusammenhang zur Fibonacci-
S Folge erschliel3t sich, wenn man
die Eigenschaften der Punkte
innerhalb  der  verschiedenen
Knospen untersucht. Man
betrachte zundchst den Nullpunkt
@ T Er liegt innerhalb der

15

10f

0.5

0.0

Im(z)

-0.5

Kardioide.
= @ TUist ein Fixpunkt, d.h. f(0) ist
-15} auch 0. Auch andere Werte von c
P S S B DI el fuhren zu Fixpunkten. Da dort f(z) =
=25 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 . 2 _
Re(z) z ist, kann man z< + ¢ = z nach z
o _ auflosen und erhalt far die
Abb. 79: Prinzip der Knospenbildung
G
Fixpunkte zsx die Beziehung
. p P~
a — - W
C T b

Die Fixpunkte sind zentrales Charakteristikum
der Kardioide. Punkte c in der Kardioide fuihren
alle zu Folgen, die zu entsprechenden

Fixpunkten  konvergieren  oder  diese b Fi
i 1
h.d‘

Aumrundenfi. So eineiFede eit 1

dem Fixpunktd¢ - -= 0, 207¢é g |

C |
Analogist - Fixpunkt fur die Folge, die A - E_ .
generiert. Abb. 80:
Das Beispiel ¢ =11 zeigt einen Zyklus der AusschnittsvergréRerungen

Periodizitat 2, hier11,0,12, 0 &

Diesen kann man charakterisieren, dass gilt "Q"Qd Q.

Innerhalb der ersten Knospe, also dem Kopf des Apfelmannchens, ist jedes c
mit Zyklen der Periodizitat 2, also der 2. Fibonacci-Zahl, verknupft.
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Leider muss nun eine komplexere Argumentation folgen, um weitere Fibonacci-
Zahlen zu identifizieren. Es ist aber tatsachlich beweisbar, dass in den Mustern
der Knospen, die sich immer weiter verasteln, tber ihre Periodizitat sich die
Zahlen der Fibonacci-Folge zeigen.

Start-

¥

Start-
punkt ¢

Abb. 81: Linke Seitei Punkt e bl eiben im Endl
Rechte Seitei Punkt e Aentweichenf i1

Ein weiteres Muster zeigt sich, wenn man markante Realwerte des
Feigenbaum-Diagramms mit markanten Realwerten der Menge Y vergleicht.
Eine mal3stabsgerechte Gegenuberstellung beider Strukturen zeigt die tiefen
mathematischen Gemeinsamkeiten (siehe Abb. 77).

Die Periodenverdoppelung im Feigenbaum-Diagramm beginnt genau bei dem
reellen Wert, bei dem der AApfelfd in den

Fur gewisse komplexe c-Werte stellen sich Grenzzyklen ein, die auf einer
geschlossenen Kurve liegen, deren Punkte jedoch nicht periodisch, sondern
chaotisch abgedeckt werden. Dies ist in der Chaostheorie das Kennzeichen der
sogenannten seltsamen Attraktoren. Die Mandelbrot-Menge 4 ist daher ein
elementares Objekt fur die Chaostheorie, an der sich fundamentale Phdnomene
studieren lassen.34

Auch wenn ¥ eine abgeschlossene Menge ist und damit fur jeden Punkt klar
ist, ob er zur Menge gehort oder nicht, wird die Menge gerne coloriert
dargestellt. Ein Fraktal, das eng mit ¥ zusammenhangt, Aebtfiallerdings von
der Colorierung, da diese einen strengen mathematischen Bezug hat. Gemeint
ist das Buddhabrot-Fraktal, dessen spezielle Rendering-Methode von Melinda

134 Teilweise wortlich zitiert nach https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge
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Green entdeckt wurde.’®® Seine Form &hnelt dem meditierenden Gautama
Buddha, mit Stirnpunkt (tikka) und seinem traditionellen Haarknoten.36

Nach dem Rendern zeigt das Fraktal eine
Dichteverteilung, deren Colorierung
Regionen hervorhebt, in denen die
Iterationswerte (z-Werte) auf ihrem Weg in
die Unendlichkeit sozusagen die hochste
Aufenthaltswahrscheinlichkeit besitzen.
Melinda Green hat dabei die gleiche
Methode verwendet, die die NASA fur ihre
Falschfarbenaufnahmen von
Himmelsobjekten, z.B. fir das Hubble
Teleskop, nutzt und weildt darauf explizit
hinnAFor my color Buddhabr
three different threshold values are
analogous to the different frequencies of
light which NASA combined into their
Abb. 82: Buddhabrot beautiful false-color images.fi

Die zweite berihmte Klasse von Fraktalen, die durch Variation von komplexen

Zahlen entstehen und die dementsprechend in der komplexen Ebene
visualisiert werden miussen, sind die Julia-Mengen (manchmal abgekurzt \). Sie

sind (in quadratischer Form) sehr eng mit der Mandelbrot-Menge mathematisch
verbunden. Die Mandelbrot-Menge Y kann tber Julia-Mengen definiert werden.

Y ist die Menge der Parameter c, fur die die Julia-Menge von \c
zusammenhangend ist. Sie wurden bereits Anfang des 20. Jahrhunderts von

den franzosischen Mathematikern Gaston Maurice Julia und Pierre Fatou
untersucht. Ihr nach ihnen benannter Satz sagt aus, welche Julia-Mengen
zusammenhangend sind uBtawbhchPabdimmusse ACant
man sich klarmachen, dass damals eine Visualisierung jenseits aller
technischen Moglichkeiten lag. Peitgen, Jirgens und Saupe verweisen darauf,

dass erst 1925 die erste Julia-Menge als grobes Bild skizziert wurde.'®’
Interessanterweise hat Mandelbrot As ei ne Me n enevieil a éberuie d
Klassifizierung von Julia-Mengen nachgedacht hatte. ¥ wird gerne als das

ALexi kon-Méemgehulaiud einer Seitef bezeichne

135 hitps://superliminal.com/fractals/bbrot/ personliche Webseite

136 https://de.wikipedia.org/wiki/Buddhabrot

BHubert Cremer, Al!ber die Iteration rational
Mathematischen Vereinigung 33, 1925, 185-210
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Julia-Mengen

’ \.“"‘" » :.»
- 5=
| A "oy
SN
«
DI
.‘N,‘.

o@e

T adl ol & .
N IR uF

Abb. 83: Punkte in der Mandelbrot-Menge mit der zugehoérigen Julia-Menge
(mit freundlicher Genehmigung von Jurgen Meier, siehe auch eine Flle von
Beispielen: http://www.3d-meier.de/tut20/Seitel.html)

Die Julia-Mengen wurden nach dem Bildungsprinzip & &  cmit Werten
von ¢ gemal Abb. 84 generiert.

Die Julia-Menge \(c) zu einer bestimmten komplexen Zahl c ist definiert als der
Rand der Menge aller Anfangswerte zo, fiir die die obige Zahlenfolge beschrankt
bleibt. Die ausgefillte Julia-Menge fur (a, b) ist die Menge aller (x, y) im
Dynamikraum, deren Orbits fir eine bestimmte Steuereinstellung (a, b) unter
der Mandelbrot-Abbildung gegeben ist. D.h. alle Punkte der Mandelbrot-Menge
gehoren zum Steuerraum, also die Menge der Steuereinstellungen, fur die der
Orbitab ¢  1im Dynamikraum nicht nach Unendlich geht. Bei Julia-Mengen
dagegen wird c fest gewahlt. Es ist relativ leicht einsehbar, dass jede Julia-
Menge punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

Man betrachte dazu einen Punkt aN \c

e

Nach der ersten lteration folgt Qa & @ "Q & a

AlsogQas $Q as



Dannistauch ['Q & |=[Q
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a |< A, AN g, also beschrankt fir beliebiges n.

Damit ist io ESQ as io B ase b

Aus o \cfolgt damit  om e
Obere Reihe Linke Spalte Rechte Spalte Untere Reihe
c=-0,712 + c=-0,74543 + c=0,320 + c=-0,481762 -
0,241 0,1130i 0,043i 0,531657i
c=-0,194 + c=-1,250 c = 0,300 ¢ =-0,39054 -
0,6657i 0,58679i
c=-0,120 + ¢ =-1,000 c=0,15-0,8i ¢ =-0,200 - 0,700i
0,740i
¢ =1,000i ¢ =-0,15652 -

1,03225i

c=0,27334 + c=-0,11031 -
0,00742i 0,67037i
¢ =0,28600 + ¢ =-0,11000 -
0,01150i 0,65570i

Abb. 84: c-Werte mit denen die Julia-Mengen in Abb. 83 generiert wurden.

Als Generierungsprogramm eignet sich (in anderer Farbgebung):
https://www.mathematik.ch/anwendungenmath/fractal/julia/julia.htmi

Als einfachen Fall kann man wieder & a

wbetrachten. Es ist sozusagen

die komplexe Verallgemeinerung der logistischen Abbildung. Fiir @ 1t besitzt
die iterierte Abbildung zwei Attraktoren, ndmlich O und Ho. In diesem Fall ist die
Julia-Menge nicht fraktal, sondern ein Kreis mit Radius |z|=1. Folgen mit
Anfangswerten im Kreis konvergieren gegen Null; mit Anfangswerten aul3erhalb

Abb. 85: Douady-Kaninchen

Julia-Menge mit "Qa

p ¢ 1 THQ

a

divergieren.

Viele Computergrafiken von Julia-Mengen
findet man in dem spektakularen Buch von
Pei t gen u nTte BRautg df FractalsiA
Die experimentelle Mathematik hat dabei
eine Reihe  von Zusammenhangen
aufgedeckt. Die Beweise haben auch die
sogenannte reine Mathematik befruchtet. Als
Beispiel sei ein Beweis von Xavier Buff und
Arnaud Chéritat aus dem Jahr 2005 erwahnt.
Danach gibt es quadratische Polynome, fir
die die nicht ausgeftllte Julia-Menge, (also
der Rand der Gefangenenmenge), einen
Flacheninhalt groRer Null hat. Der Beweis
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umfasst immerhin 74 Seiten.'3® Die Abb. 85 zeigt eine Julia-Menge, die nach
dem franzdsischen Mathematiker Adrien Douady (1935 7 2006) benannt ist
(siehe auch MLC-Vermutung).139:140

208 Hunzrr Cresex:

Wir gehen von zwei gleichseitigen Dreiecken A 4, A, A, und
A A A, A, mit der Seite @ aus, die an der Ecke A, aneinander-
stoBen (Fig. 2). Sie bil-
den zusammen den ge-

schlossenen polygonalen
5 Ingp =A, 4,4, 4, 4;,

d der die Ebene in 3 Be-
reiche teilt:

A 8. A
1 Das Innere wvon

¥ 2
Ef
&
NA Ay Ay B,

As 2. Das Innere von
e % A A, A, A B,
3. Den Bereich B, der den unendlich fernen Punkt enthilt und
vom ganzen polygonalen Zug p, begrenzt wird.

Ay

Abb. 86: Erster Versuch der Veranschaulichung einer Julia-Menge durch
Hubert Cremer, Berlin 1925

Die Abb. 86 zeigt die erste Skizze einer Julia-Menge.'#

Es kann bewiesen werden, dass die Mandelbrot-Menge ¥ genau die Menge
der Werte c ist, fur die die zugehorige Julia-Menge \(c) zusammenh&angend
ist.1#? Genauer: eine Julia-Menge ist entweder zusammenhangend oder
vollstandig disjunkt. Dies wird als die "Connectedness-Lemma" bezeichnet.

Das ist eine weitere Moglichkeit ¥ zu definieren und ist oft auch Grundlage zu
Beweisen Uber das Verhalten der Mandelbrot-Menge. Siehe z.B. die

138 https://annals.math.princeton.edu/wp-content/uploads/annals-v176-n2-p01-p.pdf
139 hitps://en.wikipedia.org/wiki/Douady_rabbit

140 https://de.wikipedia.org/wiki/Adrien_Douady

141 Cremer, Hubert. "Uber die Iteration rationaler Funktionen.."Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung 33 (1925): 185-209.
http://eudml.org/doc/145695.

142 Lei Tan: Similarity between the Mandelbrot set and the Julia sets. In:
Communications in Mathematical Physics. 1990, Band 134, Nr. 3, S. 5871 617.
Ful3note und Definition im Text zitiert nach https://anthrowiki.at/Mandelbrot-Menge



94

—— Veroffentlichung von
& e Shishikura, dass die
B w9 o Mandelbrot-Menge ebenso wie

die korrespondierende Julia-
Menge die Hausdorff-

& & ®: Dimension 2 hat.43
_,i'ﬁ 0}, 4 . .
T a 2 & Die Strukturen von Y in der
"‘,9’. & 2“' . .
e ¥ & Umgebung eines Wertes ¢ sind
) «. < ein genaues Abbild der
o e 5 assoziierten Julia-Menge. Man
'bﬁ',- -f. 5 . "J"_‘ ]
* i e &e kann es so formulieren, dass
L T & A o W . ,
. S ‘@ b - die Mandelbrot-Menge von
“‘." ..-w S d : . . .
""N_,,_.«»’ unendlich vielen Julia-Mengen
S o’ ihre  vielfaltigen ~ Formen
8 & W,y .
—— enthalt.
Abb. 87: Julia-Menge gemaf @ ® Besonders am Rand fallt auf,

dass sich in den fraktalen
Strukturen kleine, leicht veréanderte Kopien der gesamten Menge Y finden. Man
nennt sie Satelliten und sie weisen wieder Kennzeichen der originalen Formen
auf.

~

Julia-Mengen sind nicht auf das quadratische Polynom & a
beschrankt.2#* Die Funktion Q& &  @ist nur auf besondere Weise mit der
Mandelbrotmenge verbunden.

Allgemeine Definition einer Julia-Menge: Die ausgefillte Julia-Menge des
Polynoms "Qist definiert als

VL'Q AGVEDQ G o Wb
fur ausreichend grof3es k. k ist die k-fache Komposition von "Q Die Julia-Menge
von "Qst der Rand der ausgefullten Julia-Menge 0 "Q, bezeichnet als \("Q, also
formal geschrieben \("Q=7 0 "Q8Die Komplementmenge der Julia-Menge 0 "Q

wird Fatou-Menge "O"Q genannt. Wenn keine Verwechslungen drohen, schreibt
man\ \('Qundo 0 "Q.

Einige Eigenschaften von Julia-Mengen: Sei \("Q die Julia-Menge vom Polynom
"Qdann gilt

143 Mitsuhiro Shishikura: The Hausdorff dimension of the boundary of the Mandelbrot
set and Julia sets. Marz 1998, Band 147, Nr. 2, S. 2251 267. Online siehe
https://lwww.jstor.org/stable/121009?origin=crossref&seq
=1#page_scan_tab_contents

144 Vergleiche https://www.mathematik.uni-
ulm.de/stochastik/lehre/ws06_07/seminar_fraktale/ausarbeitung_voelkel.pdf
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\(Q=7 an ED'Q & o Hb,(Rand der ausgefiillten Menge)

\("Q ist eine nicht-abz&hlbare, nicht-leere, kompakte Menge, die keine
isolierten Punkte enthalt.

\("Q ist vorwarts und ruckwarts invariant gegeniber "Q

also™QV'Q  "Q (\("Q)

Furalle pv g p 1gilt: \("Q= V("Q). Somit haben "Qund "Q identische
ausgefillte Julia-Mengen und damit auch identische Julia-Mengen.

Ist "Q ein Polynom, dann ist \("Q der Abschluss der abstol3enden
periodischen Punkte von "Q Dieser Satz ist entscheidend fir die
Darstellung von Julia-Mengen per Computer.

Wenn w ein anziehender Fixpunkt ist, dann ist 0 0 definiert als der
Anziehungsbereich von w fir kO H

00 GNEDQ & © 0

Abb. 88: Extremer Zoom in die Mandelbrot-Menge. Links 100.000-fache
VergroRerung; rechts Teile der Ausschnitte b und ¢ aus Abb. 80 10%°- fach
vergréf3ert.
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Sei w ein attraktiver Fixpunktvon™Q  Dann g i V('Q. Das Gildajuch,) =
wenn w = Hb.

Abb. 89: Extremer Zoom (ca. 10*3-fach) in eine Julia-Menge beim Punkt
0.0958598997051 + 1.1501990019993i mit ¢ = 0.355 + 0.355i

Hoherdimensionale Verallgemeinerungen

Schon ein Schritt in Abbildungen mit kubischen Komponenten fuhrt dazu, dass
die Mathematik das bisherige Niveau dieses Beitrags, mit eher wenig
erforderlichen Vorkenntnissen, tibersteigt und die Anschaulichkeit oder gar eine
Visualisierung immer schwieriger wird.

Eine erste Verallgemeinerung der Uberlegungen von Mandelbrot, Julia und
Fatou bezeichnet man als Akubische Ilterat
fallt unter diskrete Dynamiken der komplexen Ebene.#

Bis auf Koordinatenwechsel durch Multiplikation mit p existiert eine
Normalform, die eine Aquivalenzklasse eines kubischen Polynoms beziiglich
komplexer, affiner Koordinatenwechsel festlegt. Der Parameterraum kubischer
Polynome ist also E2. Schon dies schrankt die Anschaulichkeit stark ein, da in
vier Dimensionen gedacht werden muss.

145 Siehe dazu teilweise wortlich https://de.wikipedia.org/wiki/Kubische_lteration
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Ein kubisches Polynom der Aquivalenzklasse pN E[X] mit der Ableitung p”(z) hat
zwei Nullstellen, sogenannte kritische Punkte.

Es gibt drei Félle:

Die Orbits beider kritischen Punkte gehen gegen Unendlich. Dann ist die
Julia-Menge total unzusammenhéngend.

Der Orbit eines kritischen Punktes geht gegen Unendlich, wahrend der
Orbit des anderen kritischen Punktes beschrankt bleibt. Dann ist die Julia-
Menge unzusammenhdngend, aber im Allgemeinen nicht total
unzusammenhangend.

Beide kritische Punkte haben beschrankte Orbits. Dann ist die Julia-
Menge zusammenhangend.

Die zum dritten Fall (zusammenhéangende Julia-Menge) gehérenden Polynome
beschreiben den
Zusammenhangsort (engl.
Aconnectedness

Branner-Hubbard) oder die
kubische Mandelbrot-Menge S.
Ihr Parameterraum ist komplex
zweidimensional, was reell vier
Dimensionen entspricht. Eine
Visualisierung gelingt nur, wenn

Abb. 90: Zweidimensionaler Schnitt durch  an von dem
die dreidimimensionale Projektion des 4D-  \jierdimensionalen Gebilde
Fraktals ei nen Par ameter

(invariant halt) und so einen
dreidimensionalen Schnitt / Projektion erhalt.

Insbesondere ist S kompakt und zusammenhéangend, und ihr Komplement ist
ebenfalls zusammenh&ngend.

Die Menge “Yhat eine fraktale Oberflache und weist starke Parallelen mit der
Mandelbrotmenge auf. Wenn man an den dreidimensionalen Objekten, die
entstehen, wiederum zweidimensionale Schnitte ausfihrt, findet man in diesen
Schnittebenen an manchen Stellen die charakteristische Form des
Apfelmé&nnchens wieder (siehe Abb. 90).

Ein Spezialfall ist das Cactus Fractal.14
o « a pa a

146 hitps://paulbourke.net/fractals/cactus/ Hochauflosende Detailgraphic siehe
https://www.flickr.com/photos/pagedooley/19262854724/in/photostream/

ocu
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Abb. 91: Cactus-Fraktal mit kubischem Glied

Weitere Beispiele aus Physik, Chemie, Medizin und
Sozialwissenschaften

Schon friih beschaftigten sich Naturwissenschaftler mit Phanomenen, in denen
wir nach dem heutigen Wissensstand chaotisches Verhalten erkennen.
Berihmt ist eine Zeichnung des Universalgenies Leonardo da Vinci, in der er im
Bild Turbulenzen bei Wasser beschrieb, das in ein Becken gegossen wird. Die
Zeichnung ist in den Jahren 1509 bis 1511 entstanden.!*’ Heuristische
Beobachtungen gab es also schon ab der Renaissance, aber Laborexperimente
kamen erst deutlich spater. Bekannt wurde das Experiment von Osborne
Reynolds, das er erstmals 1883 an der Universitat Manchester durchfiihrte. Es
demonstriert, wann ein laminares Verhalten von stromenden Flissigkeiten
durch ein Glasrohr in ein chaotisches Verhalten Ubergeht. Reynolds erreichte
aussagekraftige Beobachtungen durch gefarbtes Wasser.148

Noch viel spater und das ist Gegenstand des vorliegenden Textes, konnten
vereinzelt mathematische Muster identifiziert werden. Grundsatzlich lassen sich
die Gleichungen, wie Strémungen chaotisch werden, nicht umfassend l6sen.
Wie aberdervoriegende Beitrag zeigt, gi bt es doc
Stromungsmustern, die sich mathematisch erschliel3en lassen. Es sind die
bereits angesprochenen Begriffe, wie Attraktoren, Fixpunkte, periodische
Orbits, Bifurkationen usw. Speziell Stromungen werden durch die Navier-
Stokes-Gleichungen beschrieben. Zugrunde liegt streng genommen eine

147 https://www.weltderphysik.de/gebiet/materie/turbulenz/turbulenz-und-chaos/
148 Sjehe z.B. https://gunt.de/images/datasheet/565/HM-150.18-Osborne-Reynolds-
experiment-gunt-565-pdf_1_en-GB.pdf
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+ 2 deterministische Beschreibung der
j‘f'rf 3 ~ Newtonschen Bewegungs-
’ gleichungen, was aber keine
Ruckschlusse auf leichte Loésbarkeit
erlaubt. Sie koénnen bei der
Hydrodynamik, bei der
Luftfahrttechnik, bis hin zum Verhalten
von Sternen in Galaxien angewendet
werden. Numerische Losungen in
Form von differenzierten
Tabellenwerken erleichtern die Arbeit
der Ingenieure.
Die Abb. 93 zeigt selbstahnliche Mal3e
oy gt in atmospharischen Wirbeln ausgelost
7%",;;2»‘»;'5 " Sarel i durch Kelvin-Helmholtz Instabilitaten.
L i e Sie entstehen durch das Anwachsen
kleiner Stérungen in der Scherschicht

&w’“ﬂ‘ g5 3 zweier Fluide mit unterschiedlichen
Abb.92: Turbulenzen nach Leonardo Stromungsgeschwindigkeiten.
da Vinci Experimentelle Messungen geben

Hi nwei se ddassa udie,

Dissipationsrate der kinetischen Energie in vollstandig ausgepragter Turbulenz
ein Multifraktal ist. f? Dies hat auch bereits Mandelbrot vermutet. Er verbindet
die ph&nomenologischen Ergebnisse von Kolmogorov, und die

Abb. 93: Kelvin-Helmholtz-Wirbel, Australien

149 Peitgen, Heinz-Otto; Jurgens, Hartmut; Saupe, Dietmar; Chaos Bausteine der
Ordnung, S. 663

Benzi R. Paladin G., Parisi G., Vulpiani A.; On the multifractal nature of fully developed
turbulence and chaotic systems, J. Phys. A 17 (1078) 3521

pTs
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Differentialgleichungen fur nichtviskose Flussigkeiten von Euler bzw. fir viskose
Flissigkeiten von Navier und Stokes. Er behauptet, dass die Singularitaten der
Bewegung einer Flissigkeit fraktale Mengen sind.**° Sie spielen in der Natur bei
fraktalen Mustern bei Blitzen eine Rolle oder beim dendritischen Wachstum.
Peitgen et. al. fuhren diese Phanomene auf die Selbstahnlichkeit
elektrostatischer Ladungen auf fraktalen Randern zurtick. Dies wirde auch
fraktale Muster betreffen, wie z.B. Julia-Mengen oder Koch-Baume. In
Verbindung mit Wetterphdnomenen sind turbulente Stromungen praktisch
immer ein Zeichen, wenn Luftmassen unterschiedlicher Temperatur
aufeinanderprallen. Im Luftverkehr ist das nicht in allen Fallen an der
Wolkenbildung  erkennbar  (Stichwort  Clear  Air  Turbulence,*!
umgangssprachlich Luftloch).

Turbulentes Verhalten ist zweifellos
ein  prominentes Beispiel flr
chaotisches Verhalten in der
1 W A Physik. Aber es ist nur eines unter
vielen.
i i : | Der deutsche Nestor der
' statistischen Physik und einer der
Véater der Chaostheorie skizzierte in
dem bereits zitierten Vortrag!®?

a 2\1

S 1 1 TEER .
> i / / I /‘; 4, f’h f vollkommen unterschiedliche
E 14 | fi IRT(IRTTRITRIR! .. . <
f'}/ /&‘,’,ﬁ i l”“,‘ I‘;’ ”1 Phanomene, in denen AChaos als
0- ! . . ) : .
¢ 23 p irregulares  quasi-stochastisches

4% . zeitliches Verhalten in nichtlinearen
' : /’ /l dynamischen Systemenii auf

kann. Ein graphisch gut
'_ | ’f ; , dokumentiertes Beispiel, das mehr

J 'l‘ fﬁ A | i L aus der chemischen
0- - Reaktionskinetik stammt, sei hier
s, zitiert.'>® Man sieht gut den

Ubergang in ein deterministisches

Abb. 94: Zeitliche Anderung in einem Chaos mit einem stark verzégerten
offenen chemischen Reaktionssystem  \wechsel zwischen Ordnung und

150 Mandelbrot, Benoit B., Die fraktale Geometrie der Natur, S. 118f

151 https://de.wikipedia.org/wiki/Clear_Air_Turbulence

152 GroBmann, Siegfried; Deterministisches Chaos, Rheinisch-Westfalische Akademie
der Wissenschaften, Vortrage N 321, Westdeutscher Verlag 1983, S. 7-29, hier S. 7f
153 Ependa S. 9, Es handelt sich um die zeitliche Anderung der Sauerstoffkonzentration
bei der Meerrettich-Peroxidase-katalysierten Oxidation durch Sauerstoff (Von oben

trete
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Chaos. Aber auch vollkommen alltdgliche Vorgdnge kann man anfihren:
Nattrlich das Wetter, Spiele wie Billard oder Flipper, das Doppelpendel, tédliche
Embolien wie ein Schlaganfall, pl6tzlicher Herztod, das Dreikdrperproblem mit
Konsequenzen fir die Stabilitat unseres Sonnensystems oder anderer
Sternensysteme, periodische chemische Reaktionen, Bdrsenkurse oder
Konjunkturentwicklung. Einige Erkenntnisse haben praktische Konsequenzen.
So wurde bereits 1991 in Minchen das Zentrum fur nichtlineare Dynamik in der
Kardiologie gegriindet. Interessant und verbliffend ist die Zusammensetzung
der Arbeitsgruppe aus Kardiologen aber auch Astrophysikern. Sie haben das
Ziel, fur das komplexe System Herz zuverlassigere Indikatoren zu erhalten,
wann nichtlineare dynamische Vorgéange eine Gefahrdung bedeuten.

Immerhin sterben pro Jahr 100.000 Patienten und zwar nicht nur Herzkranke,
sondern vermeintlich gesunde Menschen an diesem Phanomen. Zukunftig wird
man wohl auch darauf achten missen, dass man bei der Entwicklung von
schnell en Computerchips auf Basi s Abal l
Konsequenzen durch deterministisches Chaos vermeidet.>*

Ein weiteres, faszinierendes
Anschauungsbeispiel fir turbulentes und
chaotisches Verhalten findet sich in der
Astronomie bei der Dynamik von
Galaxien. Insbesondere das James-
Webb-Weltraumteleskop (JWST), das
nach mehr als 20 Jahren Bauzeit am 24.
Januar 2022 seine Umlaufbahn am
Lagrange-Punkt L2 in 1,5 Millionen
Kilometer Entfernung zur Erde erreichte,
hat tiefe Einblicke in die
Galaxienentwicklung geliefert. Als
Beispiel soll hier die Cartwheel-Galaxie
dienen, die vom JWST mit seinen
Mdoglichkeiten im Infrarot-Bereich im
August 2022 erneut untersucht wurde.®® Die hochsensiblen IR-Kameras zeigen
nun im Vergleich zu AHubbled deutlich b
Chaos bei dieser Galaxie, die ihren Namen von ihrer Wagenrad-Form erhalten

Abb. 95: Cartwheel-Galaxie

nach unten abnehmende Peroxidase-Konzentration). Nach L.F. Olsen, H. Degn,
Nature 267, 177 (1977)

154 Sjehe z.B. den PTB-Bericht
https://oar.ptb.de/resources/show/10.7795/110.20211111

155 Bild und Textinformationen
https://lwww.nationalgeographic.de/wissenschaft/2022/12/james-webb-
weltraumteleskop-2022-jahresrueckblick-in-bildern-weltall
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hat. Ihr heller Kern enthalt gigantische Mengen von heiRem Staub und ist die
AKinderstubeid von riesigen Haufen |j

einem Durchmesser von ca. 145.000 Lichtjahren, ist gepragt von einem
chaotischen Durcheinander von Sternentstehung und Supernovae. lhren
dynamischen Charakter verdankt sie scheinbar daher, weil sie als zunachst
normale Spiralgalaxie mit einer kleineren Galaxie kollidiert ist. Dies ist kein
seltener Vorgang im Alterungsprozess von Galaxien, weshalb alte Galaxien
chaotischer sind alsjunge.Man spricht von ADé&Mmenzh

Eine besondere Klasse von fraktalen Objekten sind sogenannte zellulare
Automaten. Sie bestehen aus einem Gitter, dessen Zellen sich von Generation
zu Generation entwickeln. Das
berihmteste Beispiel ist das

~

AGame of Lifeht,

e - implementierten Regelwerk des

o EEEmaEs SEmmEEE' N Mathematikers John Conway
.II= : =I=. n ..== ==.. n .=I= : =II. (1937 - 2020) arbeitet. Dabei
o wasausenny 8 oSy 88 JMEES m RS, | s i n abendeR Zellen dunkel
=-E.=.“::==: :==::."=.E.= und Aotefi grau gefarbt. Man

. , DMREEEEEEEE . beginnt mit einer ersten
“ua :: . . '.:: mu" Generation. In der nachsten

Generation Uberleben Zellen,
wenn sie zwei oder drei
Nachbarn haben; ansonsten
e T e et (] ) sterben sie. Tote Zellen werden
wieder Aebendigfi wenn sie drei
lebende Nachbarn haben, usw.

Abb. 96: Zellularer Automat i Game of Life

Zellulare Automaten darf man aber keinesfalls auf die Musterbildung
reduzieren. Sie dienen besonders der Modellierung réaumlich diskreter
dynamischer Systeme, insbesondere im Nichtgleichgewichtszustand. Man kann
ihren prinzipiellen Ablauf durch wenige, zwingend ndtige Rahmenbedingungen
festlegen:

- Einen Zellularraum R

- Eine endliche Nachbarschaft N

- Eine Zustandsmenge Q

- Eine lokale Uberfiihrungsfunktion| ¢ 6© 0

156 hitps://www.mdr.de/wissen/astronomie-raumfahrt/news-alte-galaxien-sind-
chaotischer-100.html

unger

der
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Genau diese Eigenschaften findet man bei oszillierenden chemischen
Reaktionen. Diese Reaktionen werden gerne in der Schulchemie ignoriert. Dort
geht man vereinfacht von Reaktanden, wie A und B aus, die mdglichst
vollstéandig und zeitlich linear zu Reaktionsprodukten, etwa C und D, reagieren.
0 600906 O z.B.HCI+NaOH©° NaCl+ H>O
Das ist eher die Ausnahme als die Regel bei chemischen Prozessen. Vor
Bekanntwerden von oszillierenden chemischen Reaktionen hielt man diese fir
unmdoglich. Physikalisch bemihte man dazu den 2. Hauptsatz der
Thermodynamik, der scheinbar einen periodischen Ablauf und damit einen
Wechsel von AOrdnungid un dDodhdasailt diamtuim
offene Systeme, bei denen der Anergieverlustiidurch Entropie stiandig durch
Energiezufuhr (oder Materie) kompensiert wird.
Im zweiten Hauptsatz wird die Entropie S als
ZustandsgrofRe definiert, die irreversiblen
Vorgangen ein quantitatives Mal3 zuordnet. Es
sind chemische Reaktionen, Warmeleitung und
Diffusion. Die Entropieproduktion erreicht im
Gleichgewicht, wie in einem geschlossenen
System ihr Maximum. Diffusion und
Warmeleitung kommen zum Erliegen (werden
als Beitrag zur Entropieproduktionsdichte O0).
Fur chemische Reaktionen im Ungleichgewicht
gilt das nicht. Deren Beitrag zur Entropie kann
in einem offenen System durch Energiezufuhr
E (und/oder Masse) kompensiert werden. S hat

Abb. 97: Belousov
Zhabotinsky Reaktion als
Achemi sche

die Dimension

2 , 157 E hat die Dimension %Q'gMan kann S gemal des

Dimensionsvergleichs also formal als Energie pro Kelvin auffassen. Fur
Diffusion und Warmeleitung reichen Ubrigens lineare Beschreibungen
vollkommen aus. Also muss die nichtlineare Komponente ausschlief3lich aus
der chemischen Reaktion stammen.

Naturlich findet auch nach Verbrauch der Reaktanden die oszillierende
chemische Reaktion ein Ende. Uber die genannten Rahmenbedingungen sind
jedoch Rickkopplungseffekte mdglich, die Uber einen begrenzten Zeitraum
Oszillation begunstigen und verbluffende makroskopisch-raumliche Strukturen
durch Selbstorganisation ermdglichen.

Bekannt und beliebt als Demonstrationsobjekt, sowohl fir oszillierende
chemische Reaktionen als auch flir dynamische Systeme im
Nichtgleichgewicht, ist die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion.

157 m=Meter, kg=Kilogramm, s=Sekunde, K=Kelvin (genauer thermodynamische
Temperatur —in Kelvin)
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