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Vorwort

Dieses Buch enthélt die Ergebnisse meiner Forschungsarbeit der letzten Jahre.
Mein Arbeitsumfeld ist der endliche projektive Raum PG(n, ¢) und die darin ein-
gebetteten endlichen klassischen Polarrdume. In diesen geometrischen Strukturen
betrachte ich Mengen von Unterrdumen mit unterschiedlichen Eigenschaften. Die
einzelnen Kapitel dieser Arbeit sind dabei voneinander unabhéngige Untersuchun-
gen. Trotzdem stellen sich immer wieder die gleichen Fragen:

e Existiert eine Menge mit den gewiinschten Eigenschaften?
e Wie groft oder klein ist ihre Mé&chtigkeit?
e Wie sehen mogliche Beispiele aus?

Es geht also um Existenzbedingungen, obere und untere Schranken, sowie um
Klassifizierungsaussagen. Die Beweise werden mit geometrischen und kombinato-
rischen Argumenten gefiihrt.

Kapitel 1 ist das Grundlagen-Kapitel. Darin werden alle benétigten geome-
trischen Strukturen eingefithrt. Zudem sind Definitionen und Aussagen aus der
Codierungs- und Graphentheorie zu finden, die im Laufe der Arbeit bendtigt wer-
den, und es werden die verwendete Zihltechniken erldutert. Die weiteren Kapitel
sind chronologisch danach geordnet, wann ich anfing an dem Thema zu arbeiten.

Kapitel 2 befasst sich mit der Suche nach ¢-reguldren Graphen mit Taillen-
weite 8. Dieses graphentheoretische Problem wird mit geometrischen Methoden
angegangen. Der Inzidenzgraph eines verallgemeinerten Vierecks der Ordnung ¢
ist ein (g + 1)-regulérer Graph der Taillenweite 8. Die Idee ist, einige Ecken und
Kanten dieses Graphen zu “l6schen um einen g¢-reguldren Graphen zu erhalten.
Das entspricht dem Entfernen von Punkten und Geraden des verallgemeinerten
Vierecks, so dass auf jeder verbleibenden Gerade genau ein Punkt und fiir jeden
verbleibenden Punkt genau eine Gerade durch diesen geldscht wird. Wir bewei-
sen untere und obere Schranke fiir solche Punkt-Geraden-Mengen und geben eine
Reihe von Beispielen an.

An diesem Kapitel habe ich das erste dreiviertel Jahr meiner Promotion gearbei-
tet. Silvester 2009 wurde die dazugehorige Arbeit beim “Journal of Combinatorial
Designs“ eingereicht.

Kapitel 3 ist in zwei Abschnitte unterteilt. Der erste Teil verbessert die untere
Schranke fiir kleine maximale Teilfaserungen der elliptischen Quadrik Q= (5,q).
Im zweiten Teil gebe ich einen geometrischen Beweis dafiir, dass kein Teilovoid
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Vorwort

mit 35 Elementen von @~ (5,4) existiert. Dieses kiirzere Kapitel entstand in der
ersten Halfte des Jahres 2010.

Den Monat September 2010 verbrachte ich in Gent bei Leo Storme und Jan de
Beule. Leo Storme und ich fingen an eine bereits begonnene Arbeit von ihm mit
Klaus Metsch wieder aufzurollen: Die Klassifizierung von {86,,,860,_1;k — 1, ¢}-
Minihypern fiir kleine § und ¢ = p?*. Dies stellte sich als sehr schwierige Aufgabe
heraus, die uns bis heute beschiftigt. Die dazugehorige Arbeit steht kurz vor der
Einreichung und die Ergebnisse sind in Kapitel 4 zu finden.

Kapitel 5 befasst sich mit der Existenz und der Klassifizierung von tight Mengen
der hyperbolischen Quadrik Q% (2n + 1,q) fiir n > 3. An diesem Thema fing ich
ebenfalls im Spatsommer 2010 an zu arbeiten und die Ergebnisse hierzu wurden im
August 2011 in "Designs, Codes and Cryptography* eingereicht. In Kapitel 5 wird
auferdem bewiesen, dass keine (q + 1)-tight Mengen von Q% (5, ¢) fiir Primzahlen
q > 2 existieren. Dieses Ergebnis wurde kiirzlich von Klaus Metsch verbessert,
allerdings mit einer anderen Methode, weshalb dieser Beweis weiterhin interessant
ist.

Im Mérz 2012 kam mein Sohn Emil Beukemann zur Welt. Dies ist der wunder-
schone Hauptgrund dafiir, dass diese Arbeit nun erst zwei Jahre nach Erarbeitung
der meisten Ergebnisse fertig gestellt ist.

Linda Beukemann
Oktober 2013
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1 Grundlagen

Das erste Kapitel enthélt grundlegende Definitionen, Beispiele, Aussagen und No-
tationen, die fiir die weitere Arbeit benétigt werden. Insbesondere werden die
Strukturen “Polarraum® und “projektiver Raum® eingefiihrt.

Es wird versucht, die benotigten Grundlagen moglichst kompakt und trotzdem
vollstidndig zusammenzufassen. Geometer sind mit den Definitionen, Aussagen und
Beispielen in diesem Kapitel vertraut, daher verzichte ich auf die Wiedergabe von
Beweisen. Sie finden sich beispielsweise in den Biichern [Bue95, Hir98, Dem97].

1.1 Inzidenzstrukturen

Die Inzidenzstruktur ist die einfachste geometrische Struktur in dieser Arbeit. Alle
weiteren Strukturen bauen darauf auf.

Definition 1.1.1 Eine Inzidenzstruktur ist ein Tripel (P,G,Z) von Mengen
P,.G.Z#Pmit PNG =0 und Z C P x G. Die Elemente von P werden Punkte,
die aus G Geraden und die Elemente aus Z Inzidenzen genannt.

Ist P € P und g € G mit (P,g) € Z, so inzidiert P mit g und g mit P. Man
sagt auch, P liegt auf g, g enthdlt P, oder g geht durch P. Zwei Punkte, die mit
einer gemeinsamen Gerade inzidieren, werden als kollinear bezeichnet. Inzidieren
zwei Geraden mit einem gemeinsamen Punkt, so treffen oder schneiden sich die
Geraden, andernfalls sind sie windschief.

Oft ist G eine Menge von Teilmengen von P und (P, g) € Z genau dann, wenn
P € g. Eine solche Inzidenzstruktur wird mit (P, G, €) bezeichnet.

Eine Teilmenge U von P heiftt Unterraum, wenn jeder Punkt einer Geraden,
die mindestens zwei Punkte in U hat, in U liegt. Die leere Menge und P sind die
trivialen Unterrdume. Ein Unterraum U heifit singuldr, wenn je zwei Punkte in U
kollinear sind. Treffen sich je zwei verschiedene Geraden der Inzidenzstruktur in
hochstens einem Punkt, so ist jede Gerade ein singuldrer Unterraum.

Zu der Inzidenzmenge 7 sei Z* := {(g9,P) € G x P | (P, g) € I} die zu T duale
Inzidenzmenge. Dann ist (G, P,Z*) ebenfalls eine Inzidenzstruktur. Sie heifit die
zu (P,G,T) duale Inzidenzstruktur.

Ein Isomorphismus zwischen zwei Inzidenzstrukturen (P,G,Z) und (P’,G’,Z")
ist eine bijektive Abbildung ¢ : PUG — P’ UG’ mit

e o(P)="P, ¢(G)=G und

e (o(P),p(g9)) € T/ genau dann, wenn (P, g) € T.
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Existiert ein Isomorphismus zwischen (P,G,Z) und (P’,G’,Z’), so heifien die In-
zidenzstrukturen isomorph.

1.2 Projektive Raume

Fast alle Unterstrukturen, die in dieser Arbeit untersucht werden, liegen innerhalb
eines projektiven Raumes. Auch die betrachteten Polarrdume sind von einem pro-
jektiven Raum umgeben. In diesem Abschnitt werden projektive Ridume definiert
und einige ihrer Eigenschaften beschrieben.

Definition 1.2.1 Ein projektiver Raum &2 ist eine Inzidenzstruktur (P,G,7),
die die folgenden Axiome erfiillt.

(R1) Zu je zwei verschiedenen Punkten P und @ gibt es genau eine Gerade, die
mit P und @ inzidiert. Diese wird mit PQ bezeichnet.

(R2) Seien P,Q, R und S vier verschiedene Punkte, so dass sich die Geraden PQ
und RS treffen. Dann schneiden sich die Geraden PR und @S.

(R3) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte und es gibt drei Punkte,
die nicht zusammen auf einer Geraden liegen.

Aus Vektorrdumen lassen sich projektive Ridume wie folgt konstruieren.

Beispiel 1.2.2 Sei V ein Vektorraum {iber dem Schiefkérper K der Dimension
mindestens Drei, P die Menge der eindimensionalen Unterrdume von V und G die
Menge der zweidimensionalen Unterrdume von V. Dann ist die Inzidenzstruktur
(P, G, Q) ein projektiver Raum, der mit &?(V') bezeichnet wird.

Aus (R1) folgt, dass jeder Unterraum eines projektiven Raums singulér ist. Fiir
eine Teilmenge S von P sei (S) der Schnitt iiber alle Unterrdume, die S enthalten.
(S) heifit Erzeugnis von S und ist ebenfalls ein Unterraum. Fiir zwei Punktmengen
S,z wird (S1 U S2) zu (S1,S9) verkiirzt und falls S; und S2 Unterrdume sind,
so wird auch 515, fiir (S, S3) geschrieben.

Die Dimension eines Unterraums U von &, in Zeichen dim(U), ist die grofte
Zahl d € Z U {oo}, so dass eine Kette § C Uy C --- C Ug = U aus Unterrdumen
existiert. Die Codimension eines Unterraums U ist die grofite Zahl ¢ € Z U {oo},
so dass eine Kette U = Uy € --- C U, = P aus Unterrdumen existiert.

Die leere Menge hat Dimension —1. Punkte sind Unterrdume der Dimension Null
und Geraden sind Unterrdume der Dimension Eins. Ein Unterraum der Dimension
Zwei heilt Fbene, einer der Dimension Drei Solid, einer der Codimension Eins
Hyperebene und einer der Codimension Zwei Cogerade.

Fiir Unterrdaume U und V von & mit UNV = § und UV = P heifit V ein
Komplement von U in £2.

Unterrdume der Dimension mindestens Zwei sind mit den darin enthaltenen
Punkten und Geraden wieder projektive Rdume. Die Punktmenge eines projekti-
ven Raums wird in dieser Arbeit hdufig mit dem projektiven Raum selbst identi-
fiziert, man schreibt also auch & fiir P.



1.2 Projektive Ridume

Nach (R3) hat % mindestens die Dimension Zwei. Ein projektiver Raum der
Dimension genau Zwei heifst projektive Ebene. In einer projektiven Ebene treffen
sich je zwei Geraden.

Sei P* die Menge der Hyperebenen in & und G* die Menge der Cogeraden in
Z. Die Inzidenzstruktur (P*,G*, D) heifit Dualraum von & und wird mit &2*
bezeichnet. &* ist ein zu & isomorpher projektiver Raum. Hat &2 die endli-
che Dimension n, dann entspricht ein d-dimensionaler Unterraum U von & dem
(n — d — 1)-dimensionalen Unterraum {H € P* |U C H} von Z*.

Sei U ein Unterraum von &2 der Codimension ¢ > 2. Sei Py bzw. Gy die Menge
der Unterraume W von & durch U, so dass U in W Codimension Eins bzw.
Zwei hat. Die Inzidenzstruktur (Py, Gy, C) heifit Quotientenraum von & nach
U und wird mit £ /U bezeichnet. &2 /U ist ein projektiver Raum, der zu jedem
Komplement V von U in & isomorph ist. Ist die Codimension ¢ von U in &
endlich, dann sind die Unterrdume von & durch U mit Codimension d < ¢ die
(¢ — d — 1)-dimensionalen Unterrdume von &/U.

Sei S ein Unterraum und 7T eine Menge von Punkten in & mit (T) NS = . Ist
T # 0, so heift die Punktmenge |Jy ., SX der Kegel mit Spitze S iiber T'. Fiir
T = (), heiRt S der Kegel mit Spitze S iiber T. Die Menge T heifit Basis des Kegels
und ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Man schreibt ST fiir den Kegel
mit Spitze S tber T. Ist T ein Unterraum, so ist ST auch die Bezeichnung fiir
das Erzeugnis (S, T). In diesem Fall sind Erzeugnis und Kegel aber die gleichen
Punktmengen.

Wie im Beispiel 1.2.2 gesehen, kénnen projektive Raume aus Vektorrdumen
konstruiert werden. Um im Verlaufe dieser Arbeit den Dimensionsbegriff in pro-
jektiven Rdumen von dem in Vektorrdumen zu unterscheiden, wird die Dimension
eines Vektorraumes V' ab sofort mit Rang von V bezeichnet, in Zeichen rang(V).
Ein Unterraum U des Vektorraums V mit rang(U) = d + 1 > 0 entspricht dem
d-dimensionalen Unterraum {(u) | 0 # u € U} von (V). Der triviale Unterraum
{0} von V entspricht dem trivialen Unterraum () in £(V'). Umgekehrt entspricht
ein Unterraum U der Dimension d von £ (V') dem Unterraum (U) vom Rang d+1
von V.

Ist der Vektorraum V vom endlichen Rang n + 1 und ist K ein Koérper, so ist
V isomorph zu K"*! und £ (V) hat die Dimension n. In diesem Fall wird £ (V)
auch mit PG(n, K) bezeichnet. Die Unterrdume von PG(n, K) der Dimensionen
—1,0 und 1 werden auch mit PG(—1, K), PG(0, K) bzw. PG(1, K) bezeichnet.
PG(n, GF(q)) wird zu PG(n, q) verkiirzt.

Das Beispiel 1.2.2 beschreibt fast alle projektiven Rdume, wie das folgende Theo-
rem zeigt.

Theorem 1.2.3 (Veblen, Young [VYO08]) Sei &2 ein projektiver Raum der Di-
mension mindestens drei. Dann ist & isomorph zu P (V') fir einen Vektorraum V.

Bis auf projektive Ebenen sind somit alle projektiven Riume von der Form
P (V). Es gibt allerdings Beispiele fiir projektive Ebenen, die nicht zu PG(2, K)
mit K Korper isomorph sind.
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Fiir projektive Rdume der Form Z2(V) folgt die Dimensionsformel direkt aus
ihrem Pendant fiir Vektorrdume. Sie ist aber auch fiir alle projektiven Ebenen
richtig.

Resultat 1.2.4 Seien Uy, Us Unterrdume eines projektiven Raumes. Dann gilt

In dieser Arbeit werden ausschliefslich endliche projektive Rdume betrachtet. Ist
die Dimension n eines solchen projektiven Raums mindestens drei, so ist er von
der Form PG(n, q) fiir eine Primzahlpotenz ¢. In PG(n, ¢) lasst sich die Anzahl
an Unterrdumen der Dimension r leicht berechnen, siehe z.B. [Hir98].

Resultat 1.2.5 In PG(n,q) liegen

T

qn—i-l—z' -1
r+1—1 __ 1

=0 4

Unterraume der Dimension r.

Insbesondere hat PG(n,q) genau (¢"™' —1)/(¢—1)=¢"+¢" '+ - +q+1
Punkte und genauso viele Hyperebenen. Diese Zahl wird sehr hiufig benétigt,

daher sei
qn+1 -1

8(”7 q) T q— 1
Ist g aus dem Zusammenhang klar, so wird 8,, statt 6(n, q) geschrieben.

Auch fiir endliche projektive Ebenen &, die nicht von der Form PG(2, q) sind,
gibt es ein s € N mit s > 2, so dass jede Gerade von & genau 6(1,s) = s+ 1
Punkte hat und in & genau 6(2, s) = s? + s+ 1 Geraden und genauso viele Punkte
liegen.

Ein endlicher projektiver Raum & der Dimension n hat somit immer genau
6(n, q) Punkte fiir ein 2 < ¢ € N. Die Zahl ¢ heift Ordnung von Z. Fiir n > 3 ist
q eine Primzahlpotenz.

Kollineationen, Korrelationen, Polaritéiten

Ein Isomorphismus zwischen zwei Inzidenzstrukturen wurde bereits definiert. Fiir
projektive Rdume haben diese Isomorphismen eigene Bezeichnungen.

Definition 1.2.6 Sei & ein projektiver Raum. Eine Kollineation von &2 ist ein
Isomorphismus von & auf sich selbst. Eine Korrelation ist ein Isomorphismus von
& auf seinen Dualraum £2*. Eine Polaritdt m von &2 ist eine Korrelation von &2
mit 72 = id.

Fiir projektive Rdume der Form (V) sind alle Kollineationen charakterisiert.
Dies ist eine Folgerung aus dem zweiten Fundamentalsatz der projektiven Geome-
trie.



1.2 Projektive Ridume

Theorem 1.2.7 Jede Kollineation von (V') wird durch eine bijektive semili-
neare Abbildung von V' auf sich induziert.

In dieser Arbeit werden ausschlieflich projektive Rdume der Form PG(n,q)
betrachtet. Fiir jeden Punkt P aus PG(n, q) gibt es einen Vektor 0 # v € GF(q)"*!
mit P = (v). Zu jeder Kollineation ¢ von PG(n, ¢) mit ¢ = p® existieren nach dem
obigen Theorem eine reguliire Matrix A € GF(¢)"">"*! und ein 0 < r < s —1
mit )

p((v) = A,
wobei v(P") komponentenweise zu verstehen ist, also v(?") = (v?’”, . ,vffﬁ)T
Ein Unterraum U von PG(n, q) wird auf o(U) = {¢(P) | P € U} abgebildet.

Ahnlich wie bei den Kollineationen wird jede Korrelation von PG (n, ¢) von einer
nicht ausgearteten Sesquilinearform auf GF(g)"! induziert. Zu einer Korrelation
7 von PG(n, ¢) mit ¢ = p® existieren daher eine regulire Matrix A € GF(g)"*1n+1
und ein 0 <7r < s— 1 mit

7((v)) = {w € GF(¢)""" | w' Av?") = 0}.

Ein Unterraum U von PG(n, q) wird auf (], 7(P) abgebildet.

In Anlehnung an die Sesquilinearform schreibt man auch Ut~ oder nur U+
anstatt 7(U) fiir einen Unterraum U von PG(n,q). U heifst total isotrop, falls
U C U™ gilt. Somit hat ein total isotroper Unterraum hochstens die Dimension
(n — 1)/2. Von besonderem Interesse ist die Struktur der total isotropen Unter-
rdume von Polarititen.

Ist 7 eine Polaritdt von PG(n,q) mit ¢ = p®, so kann man zeigen, dass die
zugehorige Sesquilinearform dquivalent zu einer der folgenden ist.

e s ist gerade, r = s/2 und AT = A®") = AV4. Dann heift 7 hermitesche
Polaritdt.

er =0, AT = —A und alle Diagonalelemente von A sind gleich Null. Dann
heifst © symplektische Polaritdt.

e r=0, AT = A, q gerade und nicht alle Diagonalelemente von A sind gleich
Null. Dann heifst m Pseudo-Polaritdt.

e r=0, AT = A und ¢ ungerade. Dann heifit = orthogonale Polaritit.

r = 0 bedeutet, dass die Abbildung v — v®") die Identitéit auf GF(q)"*! ist.

Ist 7 eine orthogonale oder eine hermitesche Polaritét, dann sind die total iso-
tropen Unterrdaume gerade die Unterrdume, deren Punkte total isotrop sind.

Ist ¢ ungerade, so folgt aus AT = — A, dass alle Diagonalelemente von A gleich
Null sind und der Zusatz im zweiten Fall ist nicht nétig. Fiir ¢ geradeist AT = —A
dquivalent zu AT = A und man unterscheidet die Fille, ob alle Eintriige der
Diagonalen gleich Null sind oder nicht.

Ist n+1 ungerade und M € GF(q)"*1"*! eine Matrix, deren Diagonalelemente
gleich Null sind und die M T = —M erfiillt, dann ist M singulir. Die Matrix A,
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die die Sesquilinearform definiert, ist regulér, daher gibt es keine symplektischen
Polarititen von PG(n, q), falls n+1 ungerade, also n gerade ist. Ist 7 eine symplek-
tische Polaritidt von PG(n,q), so sind alle Punkte in PG(n,q) total isotrop. Die
total isotropen Unterrdume groferer Dimension sind in diesem Fall daher nicht
dadurch identifiziert, dass sie nur total isotrope Punkte enthalten.

Ist m eine Pseudo-Polaritéit, so bilden die total isotropen Punkte eine Hyper-
ebene H von PG(n,q). Ist n gerade, so ist die Einschrinkung von = auf H eine
symplektische Polaritit von H. Ist n ungerade, so ist die Einschrinkung von 7 auf
H keine Polaritidt und es gibt genau einen Punkt P € H mit «(P) = H. Fiir jedes
Komplement C' von P in H ist die Einschrankung von 7 auf C' eine symplektische
Polaritat von C. Die Pseudo-Polaritdten lassen sich somit durch die symplekti-
schen Polarititen beschreiben und werden daher nicht weiter untersucht.

Quadriken
Eine quadratische Form von GF(q)"*! ist eine Abbildung f : GF(¢)"*! — GF(q)

mit
f((l‘o,...,l‘n)T) = Z Qi TiT 5
0<i<j<n

und a;; € GF(q). Ein Vektor v € GF(¢)"™" mit f(v) = 0 heilt singulir bzgl.
f. Die Unterrdume von GF(q)"*!, die nur singuliire Vektoren enthalten, werden
total singuldre Unterrdume genannt. Ein total singularer Unterraum, der in keinem
anderen total singuldren Unterraum enthalten ist, heifst mazimaler total singulérer
Unterraum. Man kann zeigen, dass alle maximalen total singuldren Unterrdume

den gleichen Rang haben.
Die Abbildung b : GF(q)" ™! x GF(¢)"*! — GF(gq) mit

b(v,w) := f(v+w) = f(v) = f(w)

fiir alle v,w € GF(q)"*! ist eine symmetrische Bilinearform auf GF(q)"*!. Sie
heifst die begleitende Bilinearform zu f und ist eindeutig durch f bestimmt. Ist
M = (mij) die Darstellungsmatrix von b, so gilt m;; = 2a; und my; = mj; = ay;
flir ¢ # j. Ist ¢ ungerade, so ist auch f eindeutig durch b bestimmt, n&dmlich
f(v) = b(v,v)/2 fiir alle v € GF(q)"*!.

Fiir eine Teilmenge S von GF(q)""? sei

St = {v € GF(q)"™ | b(v,s) =0 Vs € S}

der Senkrechtraum von S. Man schreibt auch S+ anstatt S+/. Die quadratische
Form f heiRt ausgeartet, falls es einen Vektor 0 # v € GF(q)"™ mit f(v) = 0
und vt = GF(¢q)"*? gibt.

Definition 1.2.8 Sei f eine quadratische Form von GF(g)"*!. Die durch f de-
finierte Quadrik in PG(n, ¢) ist die Punktmenge

Qs = {(v) |04 v € GF()"™*, f(v) = 0}.
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Die Quadrik @ heifit ausgeartet, wenn f ausgeartet ist. Der Index von Q¢ ist der
Rang der maximalen total singuléiren Unterrdume bzgl. f von GF(g)"*1.

Man kann zeigen, dass es bis auf Isomorphie nur eine bzw. zwei nicht ausgeartete
Quadriken von PG(n,q) gibt, je nachdem ob n gerade bzw. ungerade ist. Durch
einen Basiswechsel kann jede nicht ausgeartete quadratische Form von GF(g)"*?
auf eine der folgenden Formen gebracht werden, siehe z.B. [Hir98].

e n ist gerade und f((zo,...,z,)") = 22 + 2122 + -+ + T,_17,. Dann heift
@y nicht ausgeartete parabolische Quadrik und wird mit Q(n, q) bezeichnet.
@y hat den Index n/2.

e n ist ungerade und f((xo,...,2,)") = o1 + Xow3 + - + T,_17,. Dann
heifit @ nicht ausgeartete hyperbolische Quadrik und wird mit Q*(n,q)
bezeichnet. @ hat den Index (n+1)/2.

e nist ungerade und f((zo,...,z,)") = azd+ror1+ T3+ T2x3 4+ + Ty 1T,
wobei 2 4+ = + a ein irreduzibles Polynom iiber GF(g) ist. Dann heift Q
nicht ausgeartete elliptische Quadrik und wird mit Q~(n, ¢) bezeichnet. Q
hat den Index (n —1)/2.

Sei f eine nicht ausgeartete quadratische Form von GF(q)"*1, b die begleitende
Bilinearform und 7 : PG(n, q) — PG(n,q)* mit 7(U) = U+ fiir jeden Unterraum
U von PG(n,q).

Ist ¢ ungerade, dann ist 7 eine orthogonale Polaritat von PG(n,¢q). Die total
singuldren Unterrdume bzgl. f sind genau die total isotropen Unterrdume bzgl. 7.

Ist ¢ gerade und n ungerade, dann ist 7 eine symplektische Polaritdt von
PG(n,q). Die total singuliren Unterrdume bzgl. f bilden eine echte Teilmenge
der total isotropen Unterrdume bzgl. 7.

Sind ¢ und n gerade, dann hat die Darstellungsmatrix von b den Rang n, ist
also singulér, und 7 ist keine Korrelation von PG(n, ¢). Es gibt genau einen Punkt
P in PG(n,q) mit PX = PG(n,q). Da f nicht ausgeartet ist, ist P kein Punkt
der Quadrik Q¢. P wird Nucleus der Quadrik genannt. Auf dem Quotientenraum
PG(n, q)/P induziert 7 eine symplektische Polaritit.

Baer-Untergeometrien

Fiir diesen Unterabschnitt sei ¢ = p** mit p Primzahl und s € N. Dann ist GF(,/q)
ein Unterkorper von GF(¢) und z +— V9 ist ein Koérperautomorphismus von
GF(q), dessen Fixpunkte genau die Elemente von GF(,/q) sind.

Sei P s die Menge der Punkte in PG(n, q), deren zugehdriger Unterraum vom
Rang Eins von GF(g)"** von einem Vektor aus GF(,/q)""! erzeugt werden kann.
Sei weiter G 7 die Menge der Geraden in PG(n,q), die mindestens zwei Punk-
te in P 5 haben. Dann ist & 5 := (P 54,6 4, <) ein zu PG(n,/q) isomorpher
projektiver Raum, der in PG(n, ¢) auf natiirliche Art eingebettet ist.

Eine Gerade ¢ € G 5 hat dabei ¢+ 1 Punkte in PG(n, ¢) und nur /g + 1 Punkte
in & s. Die Gerade £ hat damit in & 5 weniger Punkte als in PG(n,q).
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Durch eine Kollineation ¢ von PG(n, ¢) wird & 5 auf einen zu & 5 isomorphen
projektiven Raum abgebildet. Ist ¢ keine Kollineation von & 7, so ist ¢(Z )
verschieden von & .

Definition 1.2.9 Jedes Bild von & 5 unter einer Kollineation von PG(n,q)
ist zu PG(n,/q) isomorph und heift Baer-Untergeometrie oder Baer-Teilraum
von PG(n,q). Alle Baer-Untergeometrien von PG(n,q) werden mit PG(n,./q)
identifiziert.

Fiir einen u-dimensionalen Unterraum U der Baer-Untergeometrie PG(n, /q)
von PG(n,q) ist U eine Teilmenge von PG(n,q) und (U) ein u-dimensionaler
Unterraum von PG(n,q). Unterrdume der Baer-Untergeometrie PG(n, \/q) geho-
ren damit zu Unterrdumen von PG(n,q) derselben Dimension. Hierbei ist U ein
Baer-Teilraum von (U). Fiir «w = 1 heikt U Baer-Teilgerade und fiir v = 2 Baer-
Unterebene von (U).

Fiir einen u-dimensionalen Unterraum U von PG(n,q) ist U N PG(n,/q) ein
Unterraum von PG(n,/q) der Dimension hochstens u.

Uber die Schnitte von Unterrdumen von PG(n, ¢) mit Unterriumen einer Baer-
Untergeometrie PG(n, \/q) lassen sich viele Aussagen beweisen. Das néchste Re-
sultat enthélt zwei der bekanntesten.

Resultat 1.2.10 (Sved [Sve83]) Sei PG(n,,/q) eine Baer-Untergeometrie des
projektiven Raums PG(n,q).

(i) Jeder Punkt P € PG(n,q) \ PG(n, /q) liegt auf genau einer Geraden von
PG(n,/q).

(ii) Fiir jede Hyperebene H von PG(n,q) ist H N PG(n,/q) eine Hyperebene
oder eine Cogerade von PG(n,\/q).

Insbesondere folgt fiir projektive Ebenen PG(2, ¢) aus (ii), dass jede Gerade aus
PG(2,q) die Baer-Unterebene PG(2,/q) trifft. Fiir héher dimensionale Rédume,
also fiir n > 2, ist dies nicht mehr richtig. Das néchste Lemma zeigt, wie grof die
Dimension eines Unterraums von PG(n, ¢) héchstens ist, wenn er PG(n, \/q) nicht
trifft.

Lemma 1.2.11 Sei PG(n,/q) eine Baer-Untergeometrie von PG(n,q). Dann
existiert ein Unterraum U von PG(n, q) der Dimension [(n—1)/2], der PG(n, \/q)
nicht trifft.

Beweis: PG(n, \/q) hat 0(n,/q) = ((/)"** —1)/(,/g — 1) Punkte. Jeder Punkt
liegt in

Hqu 'L:

Unterrdumen von PG(n, ¢) der Dimension u. In PG(n, ¢) liegen

u

qn+1 271 qn+171
B“_H u+1 ’L_l O[u.qu-i-l_l
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Unterrdume der Dimension U. Fiir u < [(n — 1)/2] ist

9(”7 \/(}) CQy < 5u
und es folgt die Behauptung. g

Baer-Kegel

Wir haben bereits den Kegel mit Spitze S iiber der Menge T' definiert (in Zeichen
ST). Dabei ist S ein Unterraum und 7" eine beliebige Menge mit SN (T") = (. Wir
betrachten nun Kegel ST, bei denen 7' die Punktmenge einer Baer-Untergeometrie
ist. Diese Kegel spielen eine wichtige Rolle in Kapitel 4.

Definition 1.2.12 Sei S ein s-dimensionaler Unterraum von PG(n, ¢) und T eine
Baer-Untergeometrie PG(t,/q) von (T') mit SN (T) = (. Dann heift der Kegel
ST Baer-Kegel vom Typ B ;.

Baer-Kegel sind Bilder von Baer-Untergeometrien. Sei U ein u-dimensionaler
Unterraum von PG(n, ¢), der die Baer-Untergeometrie PG(n, \/q) nicht trifft (hier-
bei ist u < [(n —1)/2]). Sei weiter C ein Komplement von U in PG(n,q) und K
das Bild der Abbildung ¢ : PG(n,/q) — C mit ¢(P) := PU N C fiir alle Punkte
P aus PG(n, \/q). Die Abbildung ¢ heifit Projektion von PG(n, ,/q) von U auf C.

Lemma 1.2.13 Das Bild K von ¢ ist ein Baer-Kegel vom Typ B, n_2(u+1)-
Dabei hat jeder Punkt der Spitze genau \/q + 1 Urbilder und jeder andere Punkt
in K genau ein Urbild.

Beweis: 0.B.d.A. kann jeder Punkt der Baer-Untergeometrie PG(n, ,/q) als Un-
terraum vom Rang Eins von GF(q)"*! durch einen Vektor aus GF (/)" 1! erzeugt
werden. Fiir einen Punkt P = (v) aus PG(n, q) mit v = (zg,...,z,)" € GF(¢q)"*!
sei

PV = (V) = (", X)),

ey Ty

Damit ist UV4 = {PV7 | P € U} ein Unterraum von PG(n, ¢) der Dimension u. Es
gilt UNUV? = (), denn angenommen es ist Pv9 € U fiir einen Punkt P € U, dann
ist die Gerade ¢ := PPV eine Gerade in U. Wegen (V4 = (PPVI)Vi = PVip = /¢
trifft die Gerade ¢ die Baer-Untergeometrie PG(n, ,/q) in einer Baer-Teilgeraden.
Damit hat ¢ C U Punkte in PG(n,/q), ein Widerspruch zu U N PG(n, \/q) = 0.
Somit ist UUV? ein (2u + 1)-dimensionaler Unterraum, der das Komplement C
von U in einem Unterraum S der Dimension u trifft. Wir zeigen nun S C K.
Zu jedem Punkt R € S gibt es einen Punkt P € U mit R = (UPV? N C). Die
Gerade PPV4 trifft die Baer-Untergeometrie PG (n, /q) in einer Baer-Teilgeraden,
also in \/q + 1 Punkten Ry,..., R 5. Dannist URy = --- = UR g5 = UPV? und
damit

@(Ro)=--=¢(Ry) =UPVINC)=REeK.

Es folgt S € K und jeder Punkt R € S hat mindestens ,/q + 1 Urbilder.
Fiir zwei verschiedene Punkte Py, P, € U treffen sich die Geraden PlPlﬁ und
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PQPQ‘/a nicht, denn angenommen doch, so spannen sie eine Ebene E auf, die U in
der Geraden P; P; trifft. Die Ebene E enthélt bereits zwei Baer-Teilgeraden und
trifft daher die Baer-Untergeometrie PG(n, /q) in einer Baer-Unterebene. Es gilt,
dass jede Gerade einer Ebene jede Baer-Unterebene trifft. Damit hat die Gerade
Py P, mindesten einen Punkt in PG(n, \/q), ein Widerspruch zu UNPG(n, \/q) = 0.
Somit trifft UUV4 die Baer-Untergeometrie PG(n, /q) in mindestens

(\/a)2u+2 -1
Va—1

Punkten. AuRerdem ist UU V4 ein Unterraum von PG(n, ¢) der Dimension 2u+ 1,
der PG(n, \/q) in einem Unterraum der Dimension héchstens 2u + 1 trifft. Wegen
der Anzahl an Schnittpunkten ist UUVZ N PG(n, /q) ein (2u + 1)-dimensionaler
Unterraum von PG(n,/q). Diesen bezeichnen wir mit U’.

Jeder Punkt aus U’ wird auf einen Punkt in S abgebildet. Ein beliebiger Punkt
aus PG(n,/q) \ U’ liegt nicht in UUV? und dessen Bild daher nicht in S. Somit
haben die Punkte in S genau ,/g+1 Urbilder. Seien A, B zwei verschiedene Punkte
aus PG(n,/q) \ U'. Dann sind die Unterrdume UA und UB verschieden, denn
die Gerade AB liegt nicht in U’ und hat damit auch nicht die Form PPVY fiir
einen Punkt P € U. Auflerdem liegt jeder Punkt P € U auf genau einer Geraden
aus PG(n, /q), also nur auf PPV¥ und insbesondere nicht auf der Geraden AB.
Damit sind die Bilder ¢(A) und ¢(B) verschieden. Die Punkte in K \ S haben
somit genau ein Urbild.

Sei C” ein Komplement von U’ in PG(n, ,/q), dann ist C” eine Baer-Untergeometrie
PG(n — 2(u + 1),,/q) von (C"). Es gilt (C") N U = 0, denn jeder Punkt P aus
(C") \ C’ liegt auf der eindeutigen Geraden PPV, die C’ C PG(n,/q) in einer
Baer-Teilgeraden trifft. Ist P € U, so liegt die Baer-Teilgerade von PPV4 in U’,
also nicht in C”. Somit ist (C’,U) ein (n —u — 1)-dimensionaler Unterraum, der C
in einem (2 — 2u — 2)-dimensionalen Unterraum 7T trifft, der disjunkt zu S ist. Die
Punkte aus C’ werden von ¢ auf eine Baer-Untergeometrie von T' der Dimension
n — 2(u + 1) abgebildet.

Fiir einen Punkt A € C' ist W4 := U'ANPG(n,/q) ein (2u + 2)-dimensionaler
Unterraum von PG(n, /q). In W4 \ U’ liegen genau (,/q)***? = ¢“** Punkte, die
auf die ¢“*! Punkte in Sp(A)\ S abgebildet werden. Damit ist K der Kegel mit u-
dimensionaler Spitze S tiber der Baer-Untergeometrie ¢(C”) von T der Dimension
n—2(u+1). O

u+1

Ou) (Vi +1) = T - (Vi 1) = = 0(2u+1,v3)

Ovale, Ovoide, Faserungen, blockierende Mengen

In diesem Teilabschnitt werden einige Unterstrukturen des projektiven Raumes
PG(n, q) préasentiert, die im Laufe der Arbeit auftauchen.

Ovale und Ovoide

Sei O eine Teilmenge der Punktmenge von PG(n, ¢), mit folgenden Eigenschaften:

10
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(01) Keine drei Punkte aus O sind kollinear.

(02) Fiir jeden Punkt P € O ist die Vereinigung aller Geraden ¢ mit /N O = {P}
eine Hyperebene von Z.

Wegen Eigenschaft (O1) trifft jede Gerade von PG(n,q) die Menge O in kei-
nem, genau einem oder in genau zwei Punkten. Die Geraden werden entsprechend
Passanten, Tangenten und Sekanten genannt. Man kann zeigen, dass eine solche
Menge O nur fiir n < 3 existiert. Daher werden die Fille n = 2 und n = 3 genauer
betrachtet.

Definition 1.2.14 Eine Menge O von Punkten aus PG(n, ¢), die (O1) und (02)
erfiillt, heifst Owval fiir n = 2 und Owoid fiir n = 3.

Es folgt direkt aus der Definition, dass jedes Oval genau ¢ + 1 und jedes Ovoid
genau ¢ + 1 Punkte hat.

Beispiel 1.2.15 Die parabolische Quadrik (2, ¢) ist ein Oval von PG(2, ¢). Die
elliptische Quadrik @~ (3, ¢) ist ein Ovoid von PG(3, q).

Ein Oval, das eine Quadrik ist, heifit Kegelschnitt. Fiir ungerade ¢ ist jedes Oval
von PG(2, ¢) ein Kegelschnitt (Satz von Segre) und jedes Ovoid von PG(3, ¢) eine
elliptische Quadrik (Satz von Barlotti). Es gibt gerade g > 4, fiir die Ovale oder
Ovoide existieren, die keine Quadriken sind.

Betrachtet man eine Punktmenge M von PG(n, ¢), n = 2, 3, die nur Eigenschaft
(01) erfiillen muss, so kann man folgendes zeigen:

e Ist n = 2 und g ungerade, dann ist |[M| < ¢+ 1 und falls [M| = ¢+ 1, so ist
M ein Oval.

Ist n = 2 und ¢ gerade, dann ist |[M| < ¢ + 2 und falls |[M| = ¢+ 1, so ist
M ein Oval.

Ist n =3 und ¢ = 2, dann ist | M| < 8 mit Gleichheit genau dann, wenn M
alle Punkte aufserhalb einer Ebene enthélt.

Ist n = 3 und ¢ > 2, dann ist |M| < ¢? +1 und falls |[M| = ¢ + 1, so ist M
ein Ovoid.

Punktmengen von PG(2,¢q), die (O1) erfiillen und genau ¢ + 2 Punkte haben,
heifken Hyperovale. Ist ¢ gerade und O ein Oval von PG(n,¢), dann treffen sich
alle Tangenten in einem gemeinsamen Punkt P und O U {P} ist ein Hyperoval
von PG(n, q). Fiir Kegelschnitte ist dieser Punkt P der Nukleus der Quadrik. Ist
umgekehrt H ein Hyperoval und P € H, dann ist % \ {P} ein Oval von PG(2, ).

Reguli, Faserungen und Uberdeckungen

Die eben beschriebenen Ovale und Ovoide sind Punktmengen. Jetzt betrachten
wir Mengen von Unterrdumen mit Dimension grofier als Null.

11
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Definition 1.2.16 Sei 1 < t € N. Ein ¢-Regulus von PG(2¢ + 1,q) ist eine
Menge R von g + 1 paarweise disjunkten ¢-dimensionalen Unterrdumen, so dass
jede Gerade, die drei verschiedene Elemente aus R trifft, alle Elemente in R trifft.
Eine Gerade, die alle Elemente aus R trifft, heifst Transversale von R.

Man kann zeigen, dass jeder Punkt von jedem Element in R auf genau einer
Transversalen liegt. Die Transversalen sind also insbesondere paarweise windschief.
Aufserdem gilt, dass zu je drei paarweise disjunkten ¢-dimensionalen Unterrdumen
von PG(2t+1, q) genau ein ¢-Regulus existiert, der diese drei Unterrdume enthélt.

Ein 1-Regulus wird auch nur Regulus genannt. Ist R ein Regulus von PG(3, q),
so ist die Menge der Transversalen ebenfalls ein Regulus R’ von PG(3,¢). Man
nennt R und R’ entgegengesetzte Reguli.

Definition 1.2.17 Seit € N mit 1 < ¢ < n. Eine ¢t-Faserung F von PG(n, q) ist
eine Menge von Unterrdumen der Dimension ¢, so dass jeder Punkt von PG(n, q)
in genau einem Element aus F enthalten ist. Ist t = 1, so wird F auch Geraden-
faserung oder nur Faserung genannt.

Eine t-Faserung von PG(n,¢) kann natiirlich nur existieren, falls 6, ein Teiler
von 6, ist. Es gilt sogar die Umkehrung, siehe z.B. [Hir98].

Resultat 1.2.18 Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Es existiert eine t-Faserung von PG(n,q).
(ii) Oy | O

(iii) t+1|n+1.

Eine ¢-Faserung F von PG(n, q) heifst reguldr, falls fiir je drei Elemente von F,
die gemeinsam in einem (2¢ + 1)-dimensionalen Unterraum liegen, der ¢-Regulus
durch diese drei Elemente in F enthalten ist.

Die Elemente einer ¢t-Faserung sind paarweise disjunkt. Eine Menge von paar-
weise disjunkten ¢-dimensionalen Unterrdumen heifit partielle t-Faserung oder t-
Teilfaserung. Die Punkte aus PG(n, q), die in keinem Element der ¢-Teilfaserung
enthalten sind, heiffen Lécher. Eine t-Teilfaserung ist mazimal, wenn sie in keiner
anderen t-Teilfaserung enthalten ist.

Jeder Punkt von PG(n, ¢) liegt in genau einem Element der ¢-Faserung F. Ver-
zichtet man auf das Wort “genau”, so erhélt man folgende Definition.

Definition 1.2.19 Sei t € N mit 1 < ¢ < n. Eine Menge C von t-dimensionalen
Unterrdumen von PG (n, q) heift ¢t-Uberdeckung, wenn jeder Punkt aus PG(n, ¢) in
mindestens einem Element aus C enthalten ist. Eine t-Uberdeckung heit minimal,
wenn sie keine andere t-Uberdeckung enthélt.

Blockierende Mengen

Die eben beschriebene ¢-Uberdeckung C hat die Eigenschaft, dass jeder Punkt in
einem Element aus C enthalten ist. Nun betrachten wir Punktmengen, so dass
jeder t-dimensionale Unterraum diese Punktmenge trifft.

12
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Definition 1.2.20 Seien 1 < s,t € N. Eine Punktmenge B von PG(n, ¢) heift
s-fach t-blockierende Menge, wenn jeder t-dimensionale Unterraum von PG(n, q)
die Menge B in mindestens s Punkten trifft und ein ¢-dimensionaler Unterraum
von PG(n, q) existiert, der B in genau s Punkten trifft. B heiflt minimal, wenn fiir
alle P € B die Menge B\ {P} keine s-fach ¢t-blockierende Menge ist.

Ist s = 1, so heifst B einfach nur t-blockierende Menge. Aus der Dimensions-
formel folgt direkt, dass ein (n — t)-dimensionaler Unterraum von PG(n,q) eine
t-blockierende Menge ist. Eine kleinere gibt es nicht, wie der nichste Satz zeigt.

Theorem 1.2.21 (Bose, Burton [BB66]) Sei B eine t-blockierende Menge von
PG(n,q). Dann gilt |B| > 0,,—; mit Gleichheit genau dann, wenn B ein (n — t)-
dimensionaler Unterraum von PG(n,q) ist.

Eine t¢-blockierende Menge, die einen (n — t)-dimensionalen Unterraum enthélt,
wird trivial genannt. Interessanter sind t-blockierende Mengen, die keinen (n — t)-
dimensionalen Unterraum enthalten, oder allgemeiner, die keinen r-dimensionalen
Unterraum enthalten mit » < n — ¢t.

Resultat 1.2.22 (Huber [Hub87]) Sei B eine t-blockierende Menge von PG(n, q),
die keinen r-dimensionalen Unterraum enthdlt und r < n —t, sowie ¢ > 5. Dann
gilt |B| > 0(r—2,q)+q"'0(2(n—t—r+1),,/q) mit Gleichheit genau dann, wenn
B ein Baer-Kegel vom Typ B,_2 o(n—t—ry1) 15t-

Ein Baer-Kegel vom Typ B, mit b > 0 existiert in PG(n,¢) nur, wenn ¢
eine quadratische Primzahlpotenz ist. Insbesondere ist die Méchtigkeit von B im
vorherigen Resultat echt grofer, falls ¢ kein Quadrat ist. Die Aussagen in den
Fallen r = 1, = n—t und t = n—1 wurden schon frither von Beutelspacher, siehe
[Beu83, Beu80], und Bruen, siehe [Bru80], untersucht. Der wichtigste Spezialfall
ist die entsprechende Aussage fiir n = 2 und ¢ = r = 1. Diese wurde schon 1971
von Bruen bewiesen, siche [Bru71].

Ist B eine s-fach t-blockierende Menge von PG(n,¢) mit ¢ = n — 1, dann heift
B einfach nur s-fach blockierende Menge. Folgendes Resultat von Ball wird im
Kapitel 5 bendtigt.

Resultat 1.2.23 (Ball [Bal96]) Sei B eine s-fach blockierende Menge in PG(2, p),
p > 3 Primzahl. Im Fall s =1 enthalte B keine Gerade.

(i) Ist s < p/2, dann gilt |B| > (s + 3)(p+1).
(ii) Ist s > p/2, dann gilt |B| > (s + 1)p.

1.3 Polarraume

Die erste Definition eines Polarraums ist von Veldkamp [Vel59]. Tits reduzierte
die Anzahl der Axiome von zwolf auf vier [Tit74]. Die folgende Definition fiir
Polarrdume ist von Buekenhout und Shult. Sie zeigen in [BS74], dass die Axiome
von Tits aus ihren Axiomen folgen.

13
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Definition 1.3.1 Ein (dicker) Polarraum P mit endlichem Rang ist eine Inzi-
denzstruktur (P,G,7), die folgende Axiome erfiillt.

(P1) Jede Gerade enthélt mindestens drei Punkte.

(P2) Es existiert n € N, so dass fiir jede Kette Uy € -+ C U, aus singuléren
Unterrdumen ¢ < n gilt.

(P3) Sei g eine Gerade und P ein Punkt, der nicht auf g liegt. Dann ist P entweder
zu allen Punkten auf g oder zu genau einem Punkt auf g kollinear.

(P4) Kein Punkt ist zu allen Punkten kollinear.
(P5) Auf zwei verschiedenen Geraden liegen nicht dieselben Punkte.

Buekenhout und Shult zeigen in [BS74] unter anderem, dass jeder singuldre Un-
terraum U, wobei U # () und U ¢ P UG, mit den in U enthaltenen Punkten
und Geraden ein projektiver Raum ist. Die Dimension eines solchen Unterraums
U sei die Dimension des entsprechenden projektiven Raums. Die Dimension der
leeren Menge wird auf —1 gesetzt, die von Punkten bzw. Geraden auf 0 bzw. 1.
Ein singuldrer Unterraum heifft mazimal, wenn er in keinem anderen singuldren
Unterraum enthalten ist. Man kann zeigen, dass alle maximalen singuldren Unter-
rdume die gleiche Dimension haben. Diese ist wegen des zweiten Axioms endlich.
Die maximalen singuldren Unterrdume eines Polarraums heifsen Erzeuger. Ist die
Dimension eines Erzeugers r — 1, so ist r der Rang des Polarraums.

Endliche klassische Polarridume

Hier werden zunéchst die fiir diese Arbeit wichtigen Typen von Polarrdumen vor-
gestellt. Alle hier behandelten Polarrdume sind in dem projektiven Raum PG(n, q)
eingebettet. Ein endlicher klassischer Polarraum ist ein Polarraum, der zu einem
der folgenden Beispiele isomorph ist.

Beispiel 1.3.2 Sei @/ eine nicht ausgeartete Quadrik von PG(n,¢) vom Index
r > 2. Sei P = @y und G die Menge der total singuldren Geraden von PG(n, q)
bzgl. f. Dann ist (P,G,€) ein Polarraum vom Rang 7. Er heift orthogonaler
Polarraum und wird genau wie Q; mit Q(n,q), Q" (n, ¢) oder Q™ (n, q) bezeichnet,
je nachdem ob @ parabolisch, hyperbolisch oder elliptisch ist. Die singuléren
Unterrdume des Polarraums sind die total singuldren Unterrdume von PG(n, q)

bzgl. f.

Beispiel 1.3.3 Sei n > 3 ungerade und 7 eine symplektische Polaritit von
PG(n,q). Sei P = PG(n,q) und G die Menge der total isotropen Geraden von
PG(n,q) bzgl. 7. Dann ist (P, G, €) ein Polarraum vom Rang (n + 1)/2. Er heift
symplektischer Polarraum und wird mit W (n, ¢) bezeichnet. Die singuléren Unter-
rdume des Polarraums sind die total isotropen Unterrdume von PG(n, q) bzgl. «.
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1.3 Polarrdume

Beispiel 1.3.4 Sei ¢ = p?*, n > 3 und 7 eine hermitesche Polaritiit von PG(n, q).
Sei P bzw. G die Menge der total isotropen Punkte bzw. Geraden von PG(n,q)
bzgl. . Dann ist (P, G, €) ein Polarraum vom Rang [(n + 1)/2]. Er heift hermi-
tescher Polarrauwm und wird mit H(n,q) bezeichnet. Die singuldren Unterrdume
des Polarraums sind die total isotropen Unterrdume von PG(n,q) bzgl. 7.

Tits hat in [Tit74] alle Polarrdume vom endlichen Rang r > 3 klassifiziert. Er
erginzte damit die Klassifizierung von Veldkamp in [Vel59]. Fiir die endlichen Po-
larrdume vom Rang r > 3 gilt daher die folgende Klassifizierung. Die Polarrdume
vom Rang zwei, auch die endlichen, sind bisher nicht klassifiziert.

Theorem 1.3.5 (Veldkamp [Vel59],Tits [Tit74]) Jeder endliche Polarraum vom
Rang r > 3 ist klassisch.

Ist 7 eine symplektische oder hermitesche Polaritidt von PG(n, ¢), so schreiben
wir, wie in Abschnitt 1.2 bereits erwiihnt, anstatt 7(X) auch X+~ oder kiirzer U~
fiir einen Unterraum X von PG(n,q).

Ist f eine quadratische Form von GF(q)""! und b die begleitende Bilinearform,
so wurde S+ := {v | b(v,s) = 0Vs € S} fiir alle Teilmengen S C GF(q)"*! bereits
in Abschnitt 1.2 definiert. Dies definiert auch X fiir alle Unterriume X von
PG(n,q). Die Abbildung X + X ist eine orthogonale Polaritit, falls ¢ ungerade
ist und eine symplektische Polaritét, falls ¢ gerade und n ungerade ist. Sind ¢ und
n gerade, dann ist dies keine Polaritét.

Wir verwenden im Folgenden nur noch die Bezeichnung L fiir alle endlichen klas-
sischen Polarrdume. Sei P C PG(n,q) ein endlicher klassischer Polarraum. Eine
Hyperebene H von PG(n, q) heift Tangentialhyperebene, wenn H = P fiir einen
Punkt P € P gilt. Der Unterraum X von PG(n, q) steht senkrecht auf dem Unter-
raum Y von PG(n,q), wenn Y C X gilt, in Zeichen X 1 Y. Zwei verschiedene
Punkte aus P heiflen benachbart oder verbunden, wenn sie aufeinander senkrecht
stehen. Insbesondere ist dann die Verbindungsgerade eine singulére Gerade von P.

Im Folgenden werden die fiir diese Arbeit wichtigsten Eigenschaften der endli-
chen klassischen Polarrdume aufgezédhlt. Insbesondere wird jeweils die Anzahl der
m-dimensionalen singuldren Unterrdume angegeben. Fiir die Beweise siehe z.B.
[HT91].

Orthogonale Polarrdume

Sei P ein orthogonaler Polarraum, dessen Punkte in PG(n, ¢) liegen, d.h. die Punk-
te von IP sind die Punkte einer nicht ausgearteten Quadrik ). Jeder Unterraum
von PG(n, ¢) ist genau dann ein singuldrer Unterraum von P, wenn all seine Punkte
total singulér bzgl. f sind. Daher wird P auch mit seiner Punktmenge @7 iden-
tifiziert. Jede Gerade von PG(n, ¢), die keine singulidre Gerade von P ist, enthalt
genau 0,1 oder 2 total singuldre Punkte. Sie heift entsprechend Passante, Tan-
gente oder Sekante. Sei U ein Unterraum von PG(n,q). Dann bilden die total
singuliiren Punkte in jedem Komplement C von U+ NU in U eine nicht ausge-
artete Quadrik Q¢. Die total singulidren Unterriume durch U N U+ entsprechen
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1 Grundlagen

einem zu Q¢ isomorphen Polarraum, der im Quotientenraum PG(n,q)/(UNUL)
liegt. Auflerdem bilden die total singuléren Punkte in U einen Kegel mit Spitze
UL NU iiber Q¢. Ist die Spitze eines solchen Kegels nicht die leere Menge, so
wird der Kegel als ausgeartete Quadrik oder ausgearteter orthogonaler Polarraum
bezeichnet. Ein Kegel mit Punktspitze {iber einem Q(2, ¢) heifft auch Owvalkegel.

Resultat 1.3.6 In Q(2n,q), Q" (2n+1,q) bzw. Q~(2n + 1,q) liegen
(n—m+1i) _ 1 m (qn—m,—i-i + 1)(qn—m,+1+i _ 1)

H “ qitt — ’ H gt —1

=0

bzw.
m

(qnferi _ 1)(qnfm+1+i + 1)
qi+1 -1

=0

total singuldre Unterrdume der Dimension m.

Ist g gerade, so besitzt die Quadrik Q(2n, ¢) einen Nucleus N. Jede Gerade durch
N in PG(2n,q) ist eine Tangente. Sei P die Menge der Geraden durch N, und
G die Menge der Ebenen durch N, die Q(2n, q) in einer total singuldren Geraden
treffen. Dann ist (P, G, C) eine zu W(2n — 1, q) isomorphe Inzidenzstruktur, die
in PG(2n,q)/N liegt. Insbesondere sind Q(2n,q) und W(2n — 1,q) fiir gerade ¢
isomorph.

Symplektische Polarrdume

Sei W(2n + 1,q) der durch eine symplektische Polaritéit definierte symplektische
Polarraum von PG(2n+ 1, ¢). Dann sind die Punktmengen von PG(2n+1, ¢) und
W(2n + 1, q) identisch, nicht aber ihre Geradenmengen. Somit wird W (2n + 1, q)
nicht allein durch seine Punkte bestimmt. Schrinkt man 7 auf eine nicht total iso-
trope Gerade g von PG(2n+1, g) ein, so ist jeder Punkt von g total isotrop, aber g
selbst nicht. Eine solche Struktur wird auch mit W (1, ¢) bezeichnet. Genau wie bei
den orthogonalen Polarrdumen gilt fiir jeden Unterraum U von PG(2n+1, ¢) und
jedes Komplement C' von U NU+ in U, dass die total isotropen Punkte und Gera-
den in C einen W (dim(C), ¢) induzieren. Insbesondere ist dim(C') immer ungerade.
Die total isotropen Unterrdume durch UNU entsprechen einem zu W (dim(C), q)
isomorphen Polarraum, der im Quotientenraum PG (2n +1,q)/(UNU>) liegt. Ist
U N U nicht leer, so heit U N W (2n + 1, q) ein ausgearteter symplektischer Po-
larraum.

Resultat 1.3.7 In W(2n + 1,q) liegen
m q2(n+17m+i) -1
1 _
i=0 q 1

total isotrope Unterrdaume der Dimension m.
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Hermitesche Polarrdume

Sei H(n,q?) der durch eine hermitesche Polaritét definierte hermitesche Polarraum
von PG(n,¢?). Bei jeder hermiteschen Polaritiit von PG(2, ¢?) gibt es keine total
isotropen Geraden, weshalb diese Polaritét keinen Polarraum definiert. Trotzdem
wird die Menge der total isotropen Punkte mit H(2,¢?) bezeichnet. Jeder Un-
terraum von PG(n,¢?) ist genau dann total isotrop, wenn all seine Punkte total
isotrop sind. H(n,q¢?) kann also auch mit seiner Punktmenge identifiziert werden.
Eine nicht total isotrope Gerade in PG(n, ¢?) trifft H(n,q?) in genau einem oder
in genau ¢+ 1 Punkten und heifst entsprechend Tangente oder Sekante. Die Men-
ge der g + 1 total isotropen Punkten auf einer Sekante s wird auch mit H (1, ¢?)
bezeichnet. Diese Punkte bilden eine Baer-Teilgerade von s. Fiir einen Unterraum
U von PG(n,¢?) und ein Komplement C' von U N U~ in U induzieren die total
isotropen Unterriume in C einen H(dim(C), ¢?). Die total isotropen Unterriu-
me durch U N U+ entsprechen einem zu H(dim(C),¢?) isomorphen Polarraum,
der im Quotientenraum PG(n, ¢?)/(U NU*L) liegt. Ist U N U~ nicht leer, so heifit
U N H(n,q?) ein ausgearteter hermitescher Polarraum.

Resultat 1.3.8 In H(2n,q?) bzw. H(2n + 1,¢?) liegen

m

(q2(nfm+i) _ 1)(q2(n7m+i)+1 + 1)
2D 1

bzw.
(q2(n7m+i)+1 + 1)(q2(n7m+i+1) _ 1)

2+ — 1

=0

total isotrope Unterrdume der Dimension m.

Die Klein-Korrespondenz

In der hyperbolischen Quadrik QT (2n+1,q) C PG(2n + 1,¢) haben die Erzeuger
die Dimension n. Ein total singulérer Unterraum U der Dimension n — 1 liegt in
genau zwei Erzeugern G1,Ge, denn der (n + 1)-dimensionale Unterraum U+ ist
ein Kegel mit Spitze U iiber einer Sekante. Man kann zeigen, dass ein von G
und G5 verschiedener Erzeuger G3 die beiden Erzeuger G; und G5 in Unterrdu-
men trifft, deren Dimensionen unterschiedliche Paritédt haben. Dies fithrt zu einer
Aquivalenzrelation auf der Menge der Erzeuger von Q% (2n + 1, ¢) mit zwei Aqui-
valenzklassen I und II, so dass zwei Erzeuger genau dann in der gleichen Klasse
liegen, wenn ihr Schnitt eine gerade Codimension in ihnen hat. Die Erzeuger G,
und G5 durch U liegen also in unterschiedlichen Klassen.

Fiir n = 2 lisst sich mit Hilfe dieser Aquivalenzklassen der projektive Raum
PG(3, ¢q) darstellen.

Resultat 1.3.9 Sei P die Punktmenge von Q7 (5,q) und I eine der beiden Er-
zeugerklassen. Dann ist (1, P,3) eine zu PG(3,q) isomorphe Inzidenzstruktur.
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Es gibt also einen Isomorphismus, der die Ebenen der einen Erzeugerklasse I
von Q7 (5,q) € PG(5,q) auf die Punkte des projektiven Raums PG(3, ¢) und die
Punkte der Quadrik Q" (5, q) auf die Geraden von PG(3, q) abbildet. Diese Abbil-
dung heiftt Klein-Korrespondenz. Die Punkte einer Ebene der anderen Erzeuger-
klasse II werden von der Klein-Korrespondenz auf die Geraden einer Ebene von
PG(3, q) abgebildet. Die Bilder der g + 1 Punkte auf einer Geraden von Q™ (5, q)
sind ¢ + 1 Geraden von PG(3,q), die gemeinsam in einer Ebene E von PG(3,q)
liegen und alle durch einen Punkt P € E gehen. Wir bezeichnen diese Menge als
Geradenbiischel, in Zeichen Pen(P, E).

Eine Nicht-Tangentialhyperebene von PG(5,q) 2 QT (5,¢q) trifft die Quadrik
Q7 (5,q) in einer parabolischen Quadrik Q(4, ). Die 63 Punkte von Q(4,q) wer-
den von der Klein-Korrespondenz auf 03 Geraden von PG(3,q) abgebildet. Die
Bilder der 63 Geraden von Q(4,q) sind 63 Geradenbiischel Pen(P, E), die jeweils
durch einen Punkt P und eine Ebene E durch P eindeutig bestimmt sind. Da-
bei treten alle Punkte P des projektiven Raums PG(3, ¢) auf und die Ebenen F
sind paarweise verschieden. Wandelt man die Klein-Korrespondez ab und bildet
eine Gerade von Q(4,q) auf den Punkt P des Geradenbiischels Pen(P, E) ab und
definiert E als Tangetialebene von P, so erhélt man eine zu W (3, ¢q) isomorphe
Struktur.

Resultat 1.3.10 Die Polarriume Q(4,q) und W(3,q) sind dual zueinander.

Ebenfalls mit Hilfe der Klein-Korrespondenz kann man folgende Dualitdt be-
weisen.

Resultat 1.3.11 Die Polarriume Q= (5,q) und H(3,q*) sind dual zueinander.

Hierbei betrachtet man die quadratische Form zur elliptischen Quadrik Q@ (5, q)
iiber dem Erweiterungskérper GF(¢?) und erhilt dadurch eine hyperbolische Qua-
drik Q% (5, ¢%). Die Klein-Korrespondenz bildet diese auf PG(3, ¢?) ab. Betrachtet
man eine total singuliire Gerade g, so hat g in Q@ (5, ¢) genau ¢+1 und in Q* (5, ¢?)
genau ¢2 + 1 Punkte. Die Gerade g wird von der Klein-Korrespondenz auf ein Ge-
radenbiischel Pen(P, E) von PG(3,¢?) abgebildet. Dabei sind ¢ + 1 der ¢? + 1
Geraden durch P in E die Bilder der ¢ + 1 Punkte von g in Q@ (5, ¢). Setzt man
analog zu oben P als Bild von g und E als Tangentialebene von P, so erhilt man
einen hermiteschen Polarraum H (3, ¢?).

Verallgemeinerte Vierecke

Wie bereits erwéhnt sind die Polarrdume vom Rang zwei noch nicht vollstindig
klassifiziert. Eine sehr dhnliche Struktur sind die verallgemeinerten Vierecke. Auch
hierfiir gibt es noch keine vollstindige Klassifizierung.

Definition 1.3.12 Ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (s,t) ist eine In-
zidenzstruktur (P, G,T), die die folgenden Axiome erfiillt:

(V1) Jeder Punkt liegt auf genau ¢ + 1 > 2 Geraden.
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(V2) Jede Gerade hat genau s + 1 > 2 Punkte.

(V3) Zwei verschiedene Punkte inzidieren hochstens mit einer gemeinsamen Ge-
raden.

el P ein Punkt und g eine Gerade, die nicht durc eht. Dann existiert
V4) Sei P ein Punk d ine Gerade, die nicht durch P geht. D isti
genau eine Gerade ¢’ durch P, die g trifft.

Fiir s =t hat das verallgemeinerte Viereck die Ordnung s anstatt (s, s).

Ist Q ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (s,t), dann ist die dazu duale
Inzidenzstruktur ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (, s).

Ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (s,t) mit s > 2 ist ein Polarraum
vom Rang 2. Sei P ein endlicher Polarraum vom Rang 2. Man kann aus Axiom
(P1) folgern, dass durch jeden Punkt in IP gleich viele Geraden gehen. Gilt zudem,
dass jeder Punkt von P auf mindestens drei Geraden liegt, so folgt dual, dass jede
Gerade gleich viele Punkte hat und dann ist P ein verallgemeinertes Viereck.

Die Polarriume Q7 (3,q),Q(4,q),Q~(5,q), W(3,q), H(3,¢*) und H(4,q?) sind
verallgemeinerte Vierecke der Ordnung (¢, 1), (¢, q), (¢, ¢*), (¢,q), (¢%, ¢) und (¢2, ¢*).
Diese verallgemeinerten Vierecke heiflen klassisch.

Die verallgemeinerten Vierecke Q~ (5, ¢) und H (3, ¢?), sowie Q(4, ¢) und W (3, q)
sind dual zueinander. Ist ¢ gerade, so ist Q(4,q) auch isomorph zu W (3,¢). In
diesem Fall sind Q(4, ¢) und W (3, ¢) somit auch selbstdual.

Ovoide und Faserungen von Polarrdumen

Ovoide und Faserungen des projektiven Raums PG(n,q) haben wir bereits de-
finiert. Nun werden &hnliche Objekte fiir die endlichen klassischen Polarrdume
eingefiihrt. Sei P ein endlicher klassischer Polarraum.

Definition 1.3.13 Eine Punktmenge O von P heift Ovoid, falls jeder Erzeuger
von P die Menge O in genau einem Punkt trifft. Eine Menge F von Erzeugern aus
P heif’t Faserung, wenn jeder Punkt von P in genau einem Element aus F liegt.

Es folgt sofort, dass die Punkte eines Ovoids paarweise nicht aufeinander senk-
recht stehen und, dass die Erzeuger in einer Faserung paarweise disjunkt sind.
Mengen mit den eben genannten Eigenschaften heiffen Teilovoid bzw. Teilfase-
rung von P. Ein Teilovoid bzw. eine Teilfaserung heifft mazimal, wenn sie nicht in
einem anderen Teilovoid bzw. einer anderen Teilfaserung enthalten ist.

Die Méchtigkeit eines Ovoids oder einer Faserung von P lésst sich berechnen.

Resultat 1.3.14 Sei O ein Ovoid und F eine Faserung des endlichen klassischen
Polarraums P.

(i) FirP=Q(2n,q) ist |O] = |F| = ¢" + 1.
(ii) FirP = Q" (2n+1,q) ist |O] = |F| = ¢" + 1.
(iii) Fir P=Q~(2n+1,q) ist |0 = |F| = ¢"*' + 1.
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(iv) Fiir P =W (2n+1,q) ist |O| = |F| = ¢" ' + 1.
(v) Fiir P = H(2n,q¢%) ist |O| = |F| = ¢*"™ + 1.
(vi) Fiir P = H(2n +1,¢?) ist |O] = | F| = ¢*"*! + 1.

Nicht in allen endlichen klassischen Polarrdumen existieren Ovoide oder Fase-
rungen. In manchen dieser Polarrdume ist es sogar nicht bekannt, ob sie existieren
oder nicht. Eine Ubersicht gibt es zum Beispiel in [BKMS08b].

1.4 Graphen

Die Untersuchungen in Kapitel 2 sind graphentheoretisch motiviert. Daher werden
hier die benétigten Definitionen zusammengefasst. Diese stammen aus dem Buch
[Jun90], sind aber in anderen Biichern iiber Graphentheorie genauso oder sehr
dhnlich zu finden.

Definition 1.4.1 Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) aus einer Menge V # ()
und einer Menge E von zweielementigen Teilmengen von V. Die Elemente von V/
heiffen Ecken (manchmal auch Punkte oder Knoten), die von E Kanten.

Fiir eine Kante e = {a,b} € F heiffen a und b die Endecken von e. Man sagt,
dass @ und b mit e inzidieren und dass a und b adjazent sind. Die Kante e = {a, b}
wird zu e = ab verkiirzt.

Fiir jede Ecke v € V definiert man den Grad von v als die Anzahl der mit v
inzidenten Kanten. Wenn alle Ecken des Graphen G den gleichen Grad k haben,
dann heifst G ein k-reguldrer Graph.

Der Graph mit n Ecken, bei dem je zwei Ecken adjazent sind, heifst vollstindiger
Graph und wird mit K, bezeichnet. Der Graph mit Eckenmenge V = V;UV3, wobei
|[Vi] = |V2| = n und Kantenmenge

E = {’()1’1)2 | v € V1,09 € Vv2},

heifit wvollstindiger bipartiter Graph und wird mit K, , bezeichnet. K,, ist ein
(n — 1)-reguldrer und K, , ein n-reguldrer Graph.

Ein Kantenzug ist eine Folge (ey,...,e,) von Kanten von G mit e; = v;_1v;
und v, ...,v, € V. vg heilit Anfangsecke und v,, Endecke des Kantenzugs. Gilt
Vg = Up, n > 3 und sind vy, ..., v,_1 paarweise verschieden, so heifit der Kanten-
zug Kreis (in [Jun90] einfacher Kreis). Die Zahl n heifst Linge des Kantenzugs
bzw. des Kreises. Die minimale Lange eines Kantenzugs zwischen zwei Ecken a
und b heifit Abstand von a und b. Der Durchmesser eines Graphen ist der maxi-
male Abstand zwischen zwei Ecken. Die Taillenweite eines Graphen, der Kreise
enthélt, ist die kiirzeste Lénge eines Kreises.

In Kapitel 2 werden (k + 1)-reguldre Graphen mit Taillenweite 8 gesucht. Bei-
spiele fiir solche Graphen lassen sich aus verallgemeinerten Vierecken der Ordnung
k wie folgt erstellen.
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Beispiel 1.4.2 Sei (P,G,Z) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung k,
V=PUGund E = {{z,y} | z,y € V,(z,y) € Z}. Dann ist G = (V, E) ein
(k + 1)-reguldrer Graph der Taillenweite 8.

Graphen, die auf diese Weise aus einer Inzidenzstruktur konstruiert werden,
heifen Inzidenzgraphen. Die Definition eines verallgemeinerten Vierecks l&dsst sich
wie folgt erweitern.

Definition 1.4.3 Ein verallgemeinertes d-Eck der Ordnung (s,t) ist eine Inzi-
denzstruktur D = (P, G,T) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Jeder Punkt inzidiert mit genau t +1 > 2 Geraden.
(ii) Jede Gerade inzidiert mit genau s + 1 > 2 Punkten.
(iii) Der Inzidenzgraph von D hat Durchmesser d und Taillenweite 2d.

Ist s = ¢, so vereinfacht man Ordnung (s, s) auch zu Ordnung s.

1.5 Lineare Codes

Die Untersuchungen in Kapitel 4 werden durch die Untersuchungen von Griesmer-
Codes motiviert. Wir fassen hier alle benttigten Definitionen zusammen. Die De-
finitionen und Aussagen lassen sich in den Biichern [HP03] und [vL99] nachlesen.

Der Hamming-Abstand d(v1,ve) zweier Vektoren vy, vy € GF(q)™ ist die Anzahl
der Koordinaten, in denen sich v; und v unterscheiden. Die Zahl wt(v) := d(v, 0)
heiftt Hamming-Gewicht des Vektors v € GF(¢)™.

Definition 1.5.1 Ein linearer [n,k,d, q]-Code C ist ein linearer Unterraum von
GF(q)™ vom Rang k, so dass der kleinste Hamming-Abstand zweier verschiedener
Elemente aus C gleich d ist. Die Zahl n ist die Ldnge des Codes C und d heifit
Minimalabstand von C. Die Elemente in C' werden Codeworte genannt.

Fiir jede Basis {v1,...,vx} des linearen [n,k,d, q]-Codes C heift die Matrix
G € GF(¢)®™ mit den Zeilen v] ,..., v} eine Generatormatriz oder Erzeugerma-
triz von C'. Es ist

C={v'G|veGF()*}

und der Rang der Matrix G ist gleich k. Ist s eine Spalte von G mit s # 0, so ist
(s) ein Punkt von PG(k — 1, ¢). Hierbei kénnen verschiedene Spalten # 0 von G
den gleichen Punkt von PG(k — 1, ¢) erzeugen.

Ein Griesmer-Code ist ein linearer [n,k,d,q]-Code, dessen Parameter die

Griesmer-Schranke
k=1
H
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(siehe [Gri60, SS65]) mit Gleichheit erfiillen. Schreibt man den Minimalabstand d
eines Griesmer-Codes C in der Form

k—2

d= )\qkfl o Zequ

1=0

mit A € Nund ¢; € {0,...,¢—1}, so kann man zeigen, dass keine A+1 Spalten einer
Generatormatrix G paarweise linear abhéingig sind. Aufierdem existiert auch keine
Nullspalte in G. Das heifst, dass jede Spalte von G einen Punkt aus PG(k — 1, q)
erzeugt und dass hochstens A Spalten denselben Punkt in PG(k — 1, q) erzeugen.
Fiir v € GF(q)" sei a(v) die Anzahl der Spalten s in G' mit (v) = (s). Die im
Kapitel 4 beschriebenen und untersuchten Minihyper entsprechen der Funktion
w:PG(k—1,q9) — {0,...,A\} mit w({v)) := A — a(v) fiir alle (v) € PG(k — 1,¢q).

1.6 Kombinatorische Methoden

Die Beweise in dieser Arbeit werden ausschliefslich geometrisch und kombinatorisch
gefiihrt. Dabei sind die kombinatorischen Methoden sehr elementar und sind so
in der Mathematik verankert, dass sie oft nicht explizit genannt werden, wenn sie
verwendet werden. Die folgenden Definitionen und Aussagen lassen sich in den
Biichern [Aig06] und [Ste07] finden.

Resultat 1.6.1 Verteilt man n Elemente auf m Fdcher, so gibt es mindestens
ein Fach, das mindestens [n/m] Elemente enthdlt.

Diese Tatsache ist unter dem Namen Verallgemeinertes Schubfachprinzip be-
kannt und wird hiufig in dieser Arbeit verwendet, aber nie mit Namen genannt.

Resultat 1.6.2 Seien M; und My Mengen, dann ist
|My U M| = |My| + |Ma| — | My N Ms|.

Dies ist die einfachste Version der Siebformel. Auch diese Aussage wird ohne
Verweis in dieser Arbeit verwendet.

Nachdem die ersten beiden Resultate aus der Schule bekannt sind, folgt nun ein
Zahlprinzip, das ebenfalls sofort einleuchtet, aber trotzdem sehr hilfreich fiir diese
Arbeit ist.

Resultat 1.6.3 Seien X, Y Mengen und sei R C X XY eine Relation. Sei weiter
fir v € X die Zahl r(z) .= |{y € Y | (z,y) € R}| die Anzahl der zu z in Relation
stehenden Elemente ausY und analog firy € Y seir(y) := |[{x € X | (z,y) € R}|.

Dann ist
> r(x)=> r(y) =IR|

reX yey

die Anzahl der in Relation stehenden Paare (z,y) € X X Y.
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1.6 Kombinatorische Methoden

Dieses Zahlprinzip heiflt Prinzip der doppelten Abzdihlung, weil die Méchtigkeit
|R| derselben Menge auf zwei verschiedene Arten abgezihlt wird. Hierbei ist R
eine Menge von Paaren (x,y). Dieses Prinzip lasst sich auch auf das Zahlen von
Tripeln (z,y, z) oder allgemein das Zahlen von n-Tupeln erweitern.
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken
konstruierte regulare Graphen

Die Untersuchungen in diesem Kapitel sind durch die Suche nach k-reguléren Gra-
phen mit Taillenweite g und minimaler Eckenanzahl motiviert . Hierbei sei k > 2
und g > 3. Ein k-reguldrer Graph mit Taillenweite g und minimaler Eckenanzahl
heifit (k, g)-cage. Die ersten Ergebnisse iiber (k, g)-cages kamen von Tutte [Tut47],
Karteszi [Kar60], Erdos und Sachs [ES63] sowie Hoffman und Singleton [HS60].
Einen guten Uberblick iiber das Thema liefert der Artikel [Won82].

Resultat 2.0.1 Sei c(k,g) die kleinste Anzahl an Ecken in einem k-reguldren
Graphen mit Taillenweite g. Dann gilt

k"—1

falls g = 2r gerade
> = k-1 r
ck+1,9)>v(k+1,9) { 1+ (k + 1)% falls g = 2r + 1 ungerade

firk+1>3 undg > 3.

Diese Schranke ist als Moore-Schranke bekannt. Moore untersuchte keine cages,
sondern regulidre Graphen mit Durchmesser r und moglichst vielen Ecken. Fiir
g = 2r + 1 ist allerdings die obere Schranke fiir solche Graphen gleich der oben
angegeben unteren Schranke fiir ¢(k, g). Beweisen ldsst sich Resultat 2.0.1, indem
man die Ecken im Abstand 1,2, ...,r von einer gegebenen Kante bzw. Ecke zahlt,
siehe z.B. [Tut66] Seite 70. Ein (2, g)-cage ist ein Kreis der Linge g, es gilt daher
0(2’ g) =9

Erdds und Sachs haben die Existenz von (k, g)-cages fiir alle Parameter k& > 2
und g > 3 gezeigt (siche [ES63]). Fiir die meisten Parameter ist allerdings c(k, g) >
v(k,g). Fir g € {3,4} gilt ¢(k,g) = v(k, g) fiir alle & > 3, denn ein (k, 3)-cage ist
der vollstéindige Graph K} 1 und ein (k, 4)-cage ist der vollstéindig bipartite Graph
K ;- Der Fall g = 5 wurde von Hoffman und Singleton in [HS60] untersucht. Sie
zeigten, dass ¢(k,5) = v(k, 5) nur fiir k € {3, 7,57} moglich ist und sie gaben einen
7T-reguldren Graphen mit Taillenweite 5 und v(7,5) Ecken an.

Resultat 2.0.2 Istk+1>3,g>5undclk+1,9) =v(k+1,g), dann gilt
(i) g=5und k+1¢€ {3,7,57} oder

(i) 2d = g € {6,8,12} und es existiert ein verallgemeinertes d-Eck der Ord-
nung k.
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken konstruierte reguldre Graphen

Dieses Resultat geht auf mehrere Mathematiker zuriick. Ein algebraischer Be-
weis steht in [Big93]. Es gilt ¢(3,5) = v(3,5) und ¢(7,5) = v(7,5). Die dazugehdt-
renden Graphen sind der Petersen-Graph und der Hoffman-Singleton-Graph. Ob
¢(57,5) = v(57,5) gilt, ist offen.

Im Fall (ii) gilt auch die Umkehrung, denn existiert ein verallgemeinertes d-
Eck der Ordnung k, so ist der Inzidenzgraph des verallgemeinerten d-Ecks ein
(k + 1)-reguldrer Graph mit Taillenweite 2d und genau v(k + 1,2d) Ecken. Ein
verallgemeinertes d-Eck der Ordnung k, mit d > 3 und £ > 2, kann nur existieren,
falls d € {3,4,6} ist (sieche [FH64]). Ist k eine Primzahlpotenz und d € {3,4,6}, so
ist die Existenz bekannt. Ist £ hingegen keine Primzahlpotenz, so ist die Existenz
fiir ein verallgemeinertes d-Eck der Ordnung k offen. In diesem Fall kann folgendes
versucht werden.

Man startet mit dem Inzidenzgraphen eines existierenden verallgemeinerten d-
Ecks der Ordnung ¢ = k + t, so dass ¢ moglichst klein ist, und 16scht Ecken
und Kanten des Graphen, um ihn (k + 1)-regulér zu machen. Diese Idee stammt
von Brown. In [Bro67] untersucht er den Fall d = 3 mit dieser Methode. Die
geloschten Ecken bilden im Ausgangsgraphen eine Menge B, so dass jede Ecke,
die nicht in B liegt, mit genau ¢ Ecken aus B adjazent ist. Der entstehende Graph
hat Taillenweite grofser oder gleich 2d. Ist ¢ klein, so folgt aus der Moore-Schranke,
dass Taillenweite 2d erhalten bleibt. Dann gilt

v(k+1,2d) < c(k+1,2d) < v(g+1,2d) — |B|. (2a)

Je grofer B ist, desto ndher sind sich die obere und die untere Schranke fiir
c(k + 1,2d). Insbesondere liefert (2a) auch eine obere Schranke fiir |B|.

Im folgenden wird der Fall ¢ = 1 und d = 4 ndher untersucht. Wir starten also
mit dem Inzidenzgraphen eines verallgemeinerten Vierecks der Ordnung ¢ = k+1
und suchen darin eine Menge B von Punkten und Geraden, so dass jeder Punkt
und jede Gerade auferhalb von B mit genau einem Element aus B inzidiert. Die
vorgestellten Ergebnisse sind bereits in [BM11] verdffentlicht. (2a) liefert fiir diese
Parameter

|B] <2(3¢° —q+1). (2b)

Wir zeigen | B| < 2(2¢%+2¢) und fiir das klassische verallgemeinerte Viereck Q(4, q)
sogar |B| < 2(2¢>+q+1). Das grofite uns bekannte Beispiel fiir eine solche Menge
B hat Michtigkeit 2(¢? + 3¢ + 1) fiir ungerade ¢ > 3 und 2(¢* + 4q + 3) fiir
gerade g > 2. Fiir ¢ = 3 wird aulerdem |B| # 2 - 23 gezeigt und ein Beispiel mit
|B| = 2 - 22 angegeben. Fiir ¢ = 2 hat das grofite Beispiel fiir eine solche Menge
die Méchtigkeit 2 - 11. Auch untere Schranken fiir die Méchtigkeit von B werden
betrachtet.

2.1 Definitionen und Beispiele

Sei @ = (P,G,Z) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung ¢, 1 < ¢ € N, Dann
hat Q genau ¢ + ¢% 4+ ¢ + 1 Punkte und genauso viele Geraden. Fiir die bessere
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2.1 Definitionen und Beispiele

Anschaulichkeit arbeiten wir nicht mit dem Inzidenzgraphen von @, sondern direkt
mit den Punkten und Geraden von Q. Die eben beschriebene Menge B lisst sich
somit aufteilen in eine Punktmenge P, und eine Geradenmenge G;,. Seien also P,
und Gy, echte Teilmengen von P und G, so dass jeder Punkt, der nicht in Py, liegt
mit genau einer Gerade aus G, inzidiert und jede Gerade, die nicht in G, liegt,
genau einen Punkt in P, hat. Die Elemente in P, und G, nennen wir schlechte
Punkte bzw. schlechte Geraden. Die iibrigen Punkte und Geraden werden gute
Punkte bzw. gute Geraden genannt. Zwei verschiedene Punkte heifsen benachbart,
wenn sie auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

Vor der Beschreibung einiger Beispiele kommt noch die Bemerkung, dass es
immer gleich viele schlechte Punkte wie schlechte Geraden gibt. Insbesondere ist
| B| eine gerade Zahl.

Lemma 2.1.1 Es gilt |Py| = |Gp|-

Beweis: Jeder gute Punkt liegt auf genau ¢ guten Geraden und auf jeder guten
Geraden liegen genau ¢ gute Punkte. Z&hlt man die inzidenten Paare (P, k) mit
guten Punkten P und guten Geraden k doppelt ab, so folgt, dass die Anzahl der
guten Punkte gleich der Anzahl der guten Geraden ist. Zusammen mit |P| = |G|
folgt |’Pb‘ = |Qb| O

Im folgenden werden Beispiele fiir solche Mengen P, und G, im klassischen
verallgemeinerten Viereck (4, ¢) angegeben. Nicht alle Beispiele sind neu, siehe
[GHO8]. Manche Beispiele lassen sich auch auf andere verallgemeinerte Vierecke
der Ordnung ¢ iibertragen. Viele Beispiele lassen sich konstruieren, indem man
mit einer Menge von Punkten, die alle Geraden blockieren, und einer Menge von
Geraden, die alle Punkte iiberdecken, beginnt und anschliefsend ein paar Punkte
und Geraden hinzufiigt. Als Punktmenge eignen sich ein Ovoid, ein Ovalkegel
und eine hyperbolische Quadrik Q7 (3,¢). Fiir die Geradenmenge ist die Menge
aller Geraden, die zu einer gegebenen Gerade ¢ nicht windschief sind, ein Beispiel.
Diese Menge wird mit X, bezeichnet. Sie ist die zum Ovalkegel duale Menge. Ist
q gerade, so ist Q(4, q) selbstdual und die zu Ovoid und Q¥ (3, ¢) dualen Mengen,
namlich Faserung und zwei senkrechte Kegelschnitte mit Verbindungsgeraden, sind
weitere Beispiele fir solche Geradenmengen. Wir setzen b := |P,| = |G| und

g:=[P\Ps| =[G\ Gol

Beispiele 2.1.2 Sei Q = Q(4,q), ¢ Primzahlpotenz. Mit der eben beschriebenen
Methode erhélt man folgende Beispiele.

(i) b= q*+ 1, q gerade, Py ist ein Ovoid und Gy, ist eine Faserung.

(i) b =q¢*+q+1, P, = P+, G, = X, fiir einen Punkt P und eine Gerade /
durch P.

(iii) b=¢*+q+1, Py =0OUL G, = X, fiir ein Ovoid O und eine Gerade /.

(iv) b=¢?>+2q+1, P, = PX UL, G, = X,UY, wobei Y die Menge der Geraden
durch den Punkt P ist und ¢ eine Gerade, die nicht durch P geht.
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken konstruierte reguldre Graphen

(v) b= q®>+2q+1, q gerade, P, = O U K; U K> fiir ein Ovoid O und zwei
aufeinander senkrechte Kegelschnitte K7 und Ks. Diese existieren fiir gerade
¢, denn dann ist der Senkrechtraum einer Ovalebene durch den Nucleus der
Quadrik ebenfalls eine Ovalebene durch den Nucleus. G, sei die Menge der
Geraden, die K7 und K5 treffen. Diese Geraden iiberdecken alle Punkte aus
(4, ¢) und schneiden sich nur in Punkten aus K; U K5. Damit das Ovoid
O insbesondere diese Geraden blockiert, muss es entweder mit K3 oder mit
K5 mindestens zwei Punkte gemeinsam haben. Es sind aufferdem hochstens
zwei, denn jeder Punkt aus O\ K, steht auf genau einem Punkt aus K;
senkrecht und mit a := |O N K;| gibt es damit héchstens (¢ +1 — a)(g+ 1)
Punkte in O\ K;. Aus (¢+1—a)(¢g+1) +a > ¢*>+1 folgt a < 2.

(vi) b€ {¢*+2q+1,¢*+3q+1}, P, = YUL, G, = X,UZ, wobei Y die Punktmenge
und Z die Geradenmenge einer hyperbolischen Teilquadrik Q% (3, ¢) ist und
¢ eine Gerade, die in dieser Quadrik Q% (3,q) liegt (b = ¢*> + 2¢ + 1) oder
nicht liegt (b = ¢*> + 3¢ + 1).

(vii) b € {¢®> +4q —1,¢°> +4q + 3}, g gerade, P, = K, UK, UX, G, =Y U Z,
wobei K7 und K5 zwei aufeinander senkrechte Kegelschnitte sind und Y die
Menge der Geraden, die K7 und Ks treffen. Z und X sind die dazu dualen
Mengen, X die Punktmenge einer hyperbolischen Teilquadrik Q™ (3, ¢) und
7 die Geradenmenge dieser Quadrik Q7 (3,q). Es gilt |Q*(3,q) N K1| =
QT (3,q) N K3 € {0,2}.

Ist g gerade, so ist das duale dieser Beispiele ebenfalls ein Beispiel. Das in
2.1.2(ii) beschriebene Beispiel kann wie folgt variiert werden.

Beispiel 2.1.3 Sei zuniichst P, = P+ und G, = X, fiir einen Punkt P und
eine Gerade ¢ durch P, wie in 2.1.2(ii). Sei k # ¢ eine weitere Gerade durch
P. Man betrachte eine beliebige hyperbolische Quadrik Q% (3,q9) C Q(4, q), die
¢ und k enthilt. Sei R der Regulus in Q7 (3,q), der £ enthilt, und sei R’ der
entgegen gesetzte Regulus. Alle Geraden in R’ sind schlecht und alle Geraden
in R\ {¢} sind gut. Die ¢* guten Punkte aus Q*(3,q), das sind die Punkte, die
weder auf £ noch auf k liegen, werden somit jeweils von genau einer schlechten und
genau einer guten Gerade aus Q7 (3,¢q) getroffen. Wahlt man nun P; = P, und
Gy = (Gy \ R') U {k} UR, so erhiilt man ein weiteres Beispiel mit b = ¢ + ¢ + 1.
Dieses Vorgehen kann mit anderen hyperbolischen Quadriken Q% (3,q) durch ¢
und k wiederholt werden.

Neben diesen allgemeinen Beispielen sind uns noch die folgenden sporadischen
Beispiele bekannt.

Beispiel 2.1.4 Sei O ein maximales Teilovoid von Q(4, ¢) mit |O| = ¢ —1. Dann
bilden die 2(¢+1) Geraden aus Q(4, q), die keinen Punkt in O haben, die Erzeuger
einer hyperbolischen Quadrik Q1 (3, ¢) (Beweis hierfiir siehe z.B. [PT09]). Seien R
und R’ die Reguli in @ (3, ¢) und h € R. Dann ist P, := OUh, G, := RU(X,\R')
ein Beispiel mit b = ¢ + ¢.
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2.2 Untere Schranken fiir b

Es ist bekannt, dass maximale Teilovoide von Q(4,¢) mit ¢?> — 1 Elementen
nur existieren konnen, falls ¢ eine Primzahl ist (siche [BKMS08a] und [Tal91]).
Beispiele fiir solche maximalen Teilovoide sind fiir ¢ € {2, 3,5, 7,11} bekannt. Fiir
Primzahlen grofser als 11 ist die Existenz offen.

Beispiel 2.1.5 Sei ¢ = 3, h eine Gerade einer hyperbolischen Quadrik Q7 (3,3) C
Q(4,3) und seien P, P, zwei Punkte auf h. Sei P}, die Menge, die aus den zwolf
zu P; oder P, benachbarten Punkten, die nicht in Q*(3,3) liegen, aus den vier
Punkten auf i und den sechs Punkten aus Q7 (3,3), die nicht zu P, oder P,
benachbart sind, besteht. Dann ist |P,| = 22 und es gibt 18 Geraden, die genau
einen Punkt in P, haben. Wahlt man fiir G;, die Menge der {ibrigen Geraden, so
erhilt man ein Beispiel mit b = 22.

Es wird spéter gezeigt, dass dieses sporadische Beispiel fiir ¢ = 3 ein grofst
mogliches ist.

Alle genannten Beispiele erfiillen b > ¢?+1 (dies gilt sogar allgemein und wird im
nichsten Abschnitt bewiesen). Der jeweilige Inzidenzgraph zur Inzidenzstruktur
(P\ Py, G\ Gy, Z'), wobei Z' := TN ((P\ Py) x (G\ Gp)) ist, ist ein g-regulérer
Graph mit Taillenweite mindestens 8. Wegen b > ¢%+1 hat dieser Graph hchstens
2(¢® + q) Ecken und fiir ¢ > 3 liefert dann die Moore-Schranke eine Taillenweite
kleiner als 10. Da der Graph bipartit ist, ist Taillenweite 9 nicht méglich und es
folgt, dass alle Beispiele fiir ¢ > 3 einen g-reguldren Graphen mit Taillenweite 8
liefern.

2.2 Untere Schranken fur b

Sei weiterhin @ = (P,G,7) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung ¢, mit
1 < g € N, sowie Py, G, und b wie im letzten Abschnitt definiert.

Lemma 2.2.1 Sei b # ¢%> + q. Dann trifft jede Gerade die Menge der schlechten
Punkte Py und jeder Punkt liegt auf einer schlechten Geraden.

Beweis: Angenommen es gibt eine Gerade ¢ nur mit guten Punkten. Dann ist ¢
eine schlechte Gerade und jeder Punkt auf ¢ liegt auf genau ¢ guten Geraden, die
genau einen schlechten Punkt haben. Es folgt b = (¢ + 1)g, ein Widerspruch zu
b # ¢ + q. Die zu Q duale Inzidenzstruktur ist ebenfalls ein verallgemeinertes
Viereck der Ordnung ¢. Daher gilt auch die duale Aussage, dass jeder Punkt auf
einer schlechten Geraden liegt. 0

Wir kommen nun zu einer unteren Schranke fiir b.

Theorem 2.2.2 Sei Q = (P,G,I) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung
q > 2. Sei weiter Py C P und G, C G, so dass jeder Punkt auflerhalb von Py auf
genau einer Geraden von Gy liegt und jede Gerade auferhalb von G, genau einen
Punkt in Py hat. Mit b = |Py| = |Gp| ¢ilt dann entweder

(i) b=q>+ 1, Py ist ein Ovoid und G, eine Faserung oder
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(ii) b>q*+q.

Ist b > ¢% + 1, trifft jede Gerade die Menge Py und liegt jeder Punkt auf einer
Geraden aus Gy, so gilt sogar b > ¢ 4+ q + 1.

Beweis: Angenommen b < ¢? + 1. Dann ist b # ¢% + ¢ und somit liegt jeder Punkt
auf einer schlechten Geraden. Die Menge der schlechten Geraden G, ist daher eine
Uberdeckung der Punkte und hat mindestens (¢° 4+ ¢?> +q¢+1)/(¢+1) = ¢> + 1
Elemente mit Gleichheit, wenn sie eine Faserung ist. Somit ist b = ¢ + 1 und Gy
eine Faserung. Dual folgt, dass P, ein Ovoid ist.

Angenommen b = ¢?> +1+§ mit 0 < § < ¢ und falls b = ¢% + g, so gelte zusétzlich,
dass jede Gerade einen schlechten Punkt hat und jeder Punkt auf einer schlechten
Geraden liegt (fiir b # ¢®+q ist dies nach Lemma 2.2.1 automatisch erfiillt). Wegen
blg—1)=¢*—q¢>+q—1+06(q—1) < ¢ — q < g kénnen nicht alle schlechten
Geraden g — 1 oder weniger gute Punkte haben. Es gibt also eine schlechte Gerade
h, auf der mindestens und somit genau g gute Punkte liegen. Sei P der schlechte
Punkt auf h. Jeder gute Punkt auf h liegt auf genau ¢ guten Geraden, die jeweils
genau einen schlechten Punkt haben. P hat somit genau b — 1 — ¢? = § schlechte
Nachbarn.

Sei a + 1 die Anzahl der schlechten Geraden durch P, eine davon ist h. Liegt P
auf einer weiteren schlechten Geraden ¢ # h, so liegt auf ¢ ein guter Punkt @, da
P nur § < g schlechte Nachbarn hat. Alle ¢> Punkte in Q* \ ¢ liegen mindestens
auf einer schlechten Geraden, daher kann ¢ h6chstens von ¢ schlechten Geraden
= { getroffen werden. Da durch P bereits a von ¢ verschiedene schlechte Geraden
gehen, wird ¢ auferhalb von P maximal von § — a schlechten Geraden getroffen.
Die guten Punkte auf h liegen aufer auf h auf keiner weiteren schlechten Geraden.
Jede gute Gerade durch P wird aufierhalb von P von genau ¢ schlechten Geraden
getroffen. Zusammen ergibt das maximal a + 1 + a(é — a) + (¢ — a)q schlechte
Geraden. Wegen b = ¢®> + 1 + 6, folgt a(6 +1—a —q) > § > 0. Weil a > 0 und
§ < q, ist dies ein Widerspruch. O

Nicht in jedem verallgemeinerten Viereck Q existieren Ovoid und Faserung.
Zum Beispiel hat das klassische verallgemeinerte Viereck Q(4,¢q) fiir ungerade
Primzahlpotenzen ¢ keine Faserung. Insbesondere ist somit fiir @ = Q(4,¢) und ¢
ungerade b > ¢ + 1. Im Fall b = ¢ 4+ ¢ + 1 liisst sich noch etwas mehr iiber die
Struktur Pj, bzw. G, sagen.

Lemma 2.2.3 Istb=¢?>+q+1, soist G, = X}, fiir eine Gerade h in Q, oder
Py, = R fiir einen Punkt R in Q.

Beweis: Wegen b # ¢°> + ¢ und Lemma 2.2.1 hat jede Gerade mindestens einen
schlechten Punkt und jeder Punkt liegt auf mindestens einer schlechten Geraden.
Wegen b(q — 1) = ¢ — 1 < g = ¢® gibt es eine schlechte Gerade ¢ mit genau ¢
guten Punkten und einen schlechten Punkt P.

Analog zum Beweis in Theorem 2.2.2 folgt, dass P genau ¢ schlechte Nachbarn hat
und das P nicht auf einer von ¢ verschiedenen schlechten Geraden mit mindestens
einem guten Punkt liegt. Also liegen die ¢ schlechten Nachbarn von P alle auf
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einer schlechten Geraden h mit ¢ + 1 schlechten Punkten.

Wird A nur von schlechten Geraden getroffen, so ist G, = X} und die Aussage
gezeigt. Sei deswegen k eine gute Gerade, die A im Punkt @ trifft. Jeder der ¢
guten Punkte auf & liegt noch auf ¢— 1 guten und einer schlechten Geraden, wobei
die guten Geraden genau einen schlechten Punkt haben und die schlechte Gerade
mindestens einen schlechten Punkt hat. Die ¢ guten Punkte auf & haben daher
zusammen mindestens g2, von Q verschiedene, schlechte Nachbarn. Zusammen mit
den g+ 1 schlechten Punkten auf h sind dies alle ¢ + ¢+ 1 = b schlechten Punkte.
Es folgt, dass die Nachbarn von @, die nicht auf h liegen, alle gut sind und dass die
schlechten Geraden, die k in einem guten Punkt treffen, genau einen schlechten
Punkt haben. Sei m eine solche schlechte Gerade. Dann hat jeder gute Punkt auf
m einen schlechten Nachbarn auf h. Diese Nachbarn sind ¢ verschiedene Punkte
(einer ist @) und die Verbindungsgeraden sind gut, da die guten Punkte auf m
bereits auf der schlechten Geraden m liegen. Es werden also ¢ Punkte auf A von
einer guten Geraden getroffen.

Genau wie fiir () zeigt man, dass die schlechten Nachbarn dieser Punkte nur auf
h liegen. Es folgt, dass alle schlechten Punkte, die nicht auf h liegen, zu dem
verbleibenden Punkt auf h benachbart sind. Sei dieser Punkt R, dann folgt P, =
Rt O

Untere Schranken in Q(4, q)

Sei nun ¢ eine Primzahlpotenz und Q das klassische verallgemeinerte Viereck
Q(4, q) eingebettet im projektiven Raum PG(4, q).

Lemma 2.2.4 Falls es eine schlechte Gerade mit ¢ + 1 guten Punkten gibt, so
ist b = ¢ + q und Py und Gy sind wie im Beispiel 2.1.4. Insbesondere ist q eine
Primzahl.

Beweis: Sei ¢ eine schlechte Gerade mit g + 1 guten Punkten. Dann wird ¢ nur
von guten Geraden getroffen, die alle genau einen schlechten Punkt haben, woraus
b= (q+1)q=q¢*+ q folgt.

Wir zeigen nun, dass jeder schlechte Punkt X auf mindestens einer schlechten
Geraden liegt. Wir koénnen dafiir X ¢ ¢ annehmen. Sei k die Gerade durch X,
die ¢ trifft. Eine hyperbolische Teilquadrik Q7 (3, q), die £ und k enthilt, enthélt
genau ¢ + 1 gute Geraden, die ¢ treffen. Daher liegen genau g + 1 schlechte Punk-
te in dieser hyperbolischen Quadrik Q7 (3,q). Diese verteilen sich auf die ¢ + 1
Geraden der Quadrik Q7 (3, q), die k treffen. Da ¢ nur gute Punkte hat, hat min-
destens eine Gerade aus Q7 (3, ¢) mindestens zwei schlechte Punkte und ist somit
schlecht. In jeder hyperbolischen Teilquadrik Q" (3,¢), die ¢ und k enthilt, liegt
also die schlechte Gerade ¢ und mindestens eine schlechte Gerade mit mindestens
zwei schlechten Punkten, die k trifft. Gibt es in einer dieser Quadriken Q™ (3, q)
sogar eine Gerade mit mindestens drei schlechten Punkten, so liegt darin neben ¢
noch eine weitere schlechte Gerade ohne schlechten Punkt, also bereits mindestens
drei schlechte Geraden. Da es ¢ verschiedene dieser Quadriken Q* (3, q) gibt, gibt
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es mindestens ¢ + 1 schlechte Geraden, die k treffen. Jeder der ¢ guten Punkte
auf k liegt auf genau einer schlechten Gerade. Daher liegt X auf mindestens einer
schlechten Gerade.

Sei R ein Punkt auf £. Alle schlechten Geraden treffen R+ und von diesen ist nur ¢
in R+ enthalten. Genau g(¢ — 1) schlechte Geraden treffen R+ in genau einem gu-
ten Punkt. Also treffen ¢ +¢—1—¢q(q—1) = 2¢—1 schlechte Geraden R* in einem
schlechten Punkt. Da R genau ¢ schlechte Nachbarn hat und jeder schlechte Punkt
auf mindestens einer schlechten Geraden liegt, gibt es einen schlechten Nachbarn
P von R, der auf genau einer schlechten Geraden liegt. Dann liegt jeder Punkt der
Geraden h = PR auf genau einer schlechten Geraden. Die obigen Uberlegungen
zeigen, dass die von ¢ verschiedenen schlechten Geraden, die h treffen, genau zwei
schlechte Punkte haben. Also hat die schlechte Gerade m durch P genau einen
weiteren schlechten Punkt Q.

In P! ist genau eine schlechte Gerade enthalten, nimlich m. Die ¢> Punkte in
P+ \ m werden jeweils von genau einer schlechten Geraden getroffen. Daher wird
m von weiteren ¢ — 1 schlechten Geraden getroffen, die alle durch den Punkt @ ge-
hen. Somit liegt @ auf ¢ schlechten Geraden. Sei n die Gerade durch @, die ¢ trifft.
Dann ist n die einzige gute Gerade durch Q. Jede hyperbolische Quadrik Q% (3, q),
die n und m enthilt, enthilt genau g+ 1 gute Geraden, die m treffen. Daher liegen
genau q + 1 schlechte Punkte in dieser Quadrik Q7 (3, q). Diese verteilen sich auf
die ¢ + 1 Geraden, die n treffen. Da auf m bereits zwei schlechte Punkte liegen,
gibt es in QT (3, ¢) mindestens eine Gerade, die n in einem guten Punkt trifft und
keinen schlechten Punkt hat. Diese Gerade ist eine schlechte Gerade. Es gibt ¢
verschiedene QT (3, q), die m und n enthalten, und jeder gute Punkt von n liegt
auf genau einer schlechten Geraden. Daher liegt jeder gute Punkt von n auf einer
schlechten Geraden mit ¢ + 1 guten Punkten. Diese Punkte haben somit jeweils
q—1 von @ verschiedene schlechte Nachbarn. Es bleiben ¢>4+¢—1—q(q¢—1) = 2¢—1
schlechte Nachbarn fiir Q).

Sei {R'} :=nN{. Wie fiir R zeigt man, dass genau 2¢ — 1 schlechte Geraden durch
die schlechten Nachbarn von R’ gehen. Da @ bereits auf g schlechten Geraden
liegt, liegen die anderen g — 1 schlechten Nachbarn von R’ jeweils auf genau einer
schlechten Geraden.

Sei s eine beliebige schlechte Gerade. Diese trifft R'*. Falls s die Gerade n trifft,
so geht sie entweder durch @ oder sie enthélt keinen schlechten Punkt. Falls s eine
Gerade R'P’ trifft, wobei P’ ein schlechter Nachbar von R’ ist, der nur auf einer
schlechten Geraden liegt, so liegen auf s genau zwei schlechte Punkte. Dies zeigt
man analog wie fiir R und P. Nun folgt, dass jede schlechte Gerade hiochstens zwei
schlechte Punkte hat, aufser sie geht durch @. Da @ genau 2¢q — 1 schlechte Nach-
barn hat, gibt es mindestens eine schlechte Gerade mit mehr als zwei schlechten
Punkten.

So wie @ in Beziehung zu P steht, gibt es einen schlechten Punkt @', der in der
gleichen Beziehung zu einem schlechten Nachbarn P’ # @ von R’ steht. @' hat
die gleichen Eigenschaften wie Q. Also gehen alle schlechten Geraden mit mehr
als zwei schlechten Punkten nicht nur durch @, sondern auch durch @’. Somit hat
nur die schlechte Gerade r := QQ’ mehr als zwei schlechte Punkte. Es folgt, dass
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die anderen g — 1 schlechten Geraden durch @ genau einen weiteren schlechten
Punkt haben und daher 2¢—1—(g—1) = ¢ schlechte Nachbarn von @ auf r liegen.
Folglich hat r genau ¢q 4 1 schlechte Punkte.

Ein schlechter Punkt X, der nicht auf r liegt, liegt auf genau einer Geraden, die r
trifft. Diese Gerade hat zwei schlechte Punkte und ist somit schlecht. Da sie von
r verschieden ist, hat sie htchstens zwei schlechte Punkte. Es folgt, dass es ¢% — 1
schlechte Geraden gibt, die r in einem Punkt treffen und genau einen weiteren
schlechten Punkt haben. Auflerdem gibt es noch die Gerade r sowie ¢ schlechte
Geraden, die ¢ + 1 gute Punkte haben. Hieraus folgt, dass jede schlechte Gera-
de, die einen schlechten Punkt enthilt, die Gerade r trifft. Insbesondere sind die
schlechten Punkte auferhalb von r paarweise nicht kollinear. Sie bilden daher ein
Teilovoid O mit ¢?> — 1 Punkten.

Die Gerade r ist disjunkt zu ¢ und jeder Punkt auf r liegt auf genau einer guten
Geraden, die ¢ trifft. Es folgt, dass jeder Punkt auf r auf genau ¢ schlechten und
einer guten Gerade liegt. Insbesondere ist jeder Punkt auf r zu einem Punkt in
O kollinear. Die Punkte auferhalb von O Ur sind gute Punkte. Sie sind ebenfalls
zu einem Punkt in O kollinear. Hieraus folgt, dass O ein maximales Teilovoid ist.
Dabher sind P, und G, wie in Beispiel 2.1.4. Die Bemerkung im Anschluss an das
Beispiel 2.1.4 liefert, dass ¢ eine Primzahl ist. g

Theorem 2.2.5 Sei P, eine echte Teilmenge der Punkte und G, eine echte Teil-
menge der Geraden des klassischen verallgemeinerten Vierecks Q(4,q), so dass
jeder Punkt auferhalb von Py, auf genau einer Geraden von Gy liegt und jede Ge-
rade aufSerhalb von G, genau einen Punkt in Py hat. Sei weiter b = |Py| = |Gyp|-

(i) Fiir ¢ ungerade gilt b > ¢*> + q. Falls b = q° + q, dann gibt es entweder einen
Punkt in Py, der auf keiner Geraden aus Gy liegt, oder q ist eine Primzahl
und Py, enthdlt ein mazimales Teilovoid mit ¢> — 1 Elementen.

(ii) Falls q gerade, so ist entweder b = ¢ + 1 und P, ein Ovoid, sowie Gy eine
Faserung, oder =2 undb=¢q> +q =6, oder b>q> +q+1.

Beweis: Fiir ungerade ¢ hat Q(4, ¢) keine Faserung und wegen Theorem 2.2.2 ist
dann b > ¢ + ¢. Gilt Gleichheit, so existiert wegen Theorem 2.2.2 und Lemma
2.2.4 entweder ein Punkt, der nur auf guten Geraden liegt, oder es existiert eine
Gerade mit g+1 guten Punkten, ¢ ist eine Primzahl und Py, G, sind wie im Beispiel
2.1.4.

Fiir gerade ¢ ist Q(4,q) selbstdual. Ist 2 # ¢ gerade, so ist ¢ keine Primzahl,
weshalb aus dem vorherigen Lemma folgt, dass jede Gerade einen schlechten Punkt
hat. Da Q(4, q) selbstdual ist, gilt auch die duale Aussage, dass jeder Punkt auf
einer schlechten Geraden liegt. Mit Theorem 2.2.2 folgt dann entweder b = ¢> +1,
Py ein Ovoid und G eine Faserung oder b > ¢ + ¢ + 1. Fiir ¢ = 2 ist zusétzlich
der Fall b = ¢® + ¢ = 6 und P, G, wie im Beispiel 2.1.4 moglich. O
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2.3 Obere Schranke fiir b

In diesem Abschnitt werden obere Schranken fiir b bewiesen. Sei dazu zunéchst Q
wieder ein beliebiges verallgemeinertes Viereck der Ordnung ¢ mit 1 < ¢ € N. Zu
Beginn dieses Kapitel wurde bereits die triviale Schranke b < 3¢? — ¢+ 1 begriindet
(siehe (2b)). Aus dem néchsten Lemma kann direkt b < 2¢% + 2q gefolgert werden.
Im darauf folgenden Theorem wird b < 2¢2 + 2q gezeigt. Zuniichst brauchen wir
noch eine Definition.

Definition 2.3.1 Sei s das Maximum an schlechten Punkten auf einer Geraden
oder an schlechten Geraden durch einen Punkt.

Lemma 2.3.2 (i) Es gilt b < q(qg+1+5), falls s =q+1 und b < (¢+1)(qg+s),
falls s < q ist.

(ii) Seis € {q,q+1}, b=2q(q+1) und h eine schlechte Gerade mit s schlechten
Punkten. Dann hat jeder schlechte Punkt auf h genau (g—1)? gute Nachbarn.
Auferdem gilt fiir jede gute Gerade g, die h in einem schlechten Punkt trifft,
dass jede schlechte Gerade, die g in einem guten Punkt trifft, keinen weiteren
guten Punkt hat.

Beweis: (i) Ist s < 1, dann trifft jede Gerade die Menge der schlechten Punkte P,
hochstens einmal. Py ist damit ein Teilovoid und es folgt b < ¢+ 1.

Sei daher nun s > 2 und h eine schlechte Gerade mit s schlechten und ¢ +1 — s
guten Punkten. Wir kénnen annehmen, dass es eine solche Gerade h gibt, denn
falls es nur einen Punkt H gibt, der auf s schlechten Geraden liegt, so liegt im
dualen verallgemeinerten Viereck eine solche Gerade h.

Die g+ 1 — s guten Punkte auf h haben jeweils genau ¢(q — 1) gute Nachbarn, die
nicht auf h liegen. Es gibt daher z := g — (¢+1—35)¢(¢—1) — (g + 1 — s) gute
Punkte, die nicht auf h liegen und zu einem schlechten Punkt von & benachbart
sind. Somit existiert ein schlechter Punkt P auf h, der zu mindestens x/s guten
Punkten benachbart ist, die nicht auf A liegen.

Fall 1: s = ¢+ 1 und P liegt auf einer guten Geraden ¢. Dann hat jeder gute
Punkt auf ¢ mindestens (¢ — 1)? gute Nachbarn, die nicht auf ¢ liegen. Aus z = ¢
folgt g > g/(¢+ 1) + q(g — 1)? und hieraus g > (¢ — 1)(¢> — 1) bzw. b < 2¢* + 2¢.

Fall 2: s = g+ 1 und P liegt nur auf schlechten Geraden. Dann gibt es eine
schlechte Gerade k durch P, auf der mindestens x/(sq) = ¢g/((¢+1)q) gute Punkte
liegen. Daher wird k von mindestens g/(q+ 1) guten Geraden getroffen. Ein guter
Punkt auf k£ hat genau g(¢ — 1) gute Nachbarn, die nicht auf k liegen und die
zusammen von ¢(q — 1)? guten Geraden getroffen werden, die k nicht treffen. Es
ist daher g > g/(q+ 1) + q(q — 1)?, woraus erneut b < 2¢* + 2¢ folgt.

Fall 3: s < ¢. Da P hoéchstens auf s < g schlechten Geraden liegt, gibt es eine
gute Gerade ¢ durch P. Damit gibt es genau q(q — 1)? gute Punkte aufferhalb von
¢, die zu einem guten Punkt auf ¢ durch eine gute Gerade benachbart sind. Die
schlechten Geraden, die ¢ in einem guten Punkt treffen, haben mindestens ¢ — s
gute Punkte auferhalb von £. Auferdem gibt es ¢ + 1 — s gute Nachbarn von P

34



2.3 Obere Schranke fiir b

auf h. Es folgt
X
9>aqla—1)°+alga—s)+(g+1-s)+ <.

Dies ist dquivalent zu g(s — 1) > (s — 1)(¢® + 1 — s(g + 1)). Mit s > 2 folgt
92¢ +1-(qg+1)s,alsob < (g+1)(q+s).

(ii) Sei nun s € {g,q + 1} und b = 2¢(q + 1). Dann gilt Gleichheit in den
obigen Situationen, weshalb jeder schlechte Punkt auf h genau x/s gute Nachbarn
auferhalb von h hat. Fiir s = ¢+ 1ist #/s = (¢—1)%. Fiir s = g ist #/s = q(¢—2)
und zusammen mit dem guten Punkt auf h hat jeder schlechte Punkt auf h genau
(¢—1)? gute Nachbarn. Falls eine gute Gerade / existiert, die h in einem schlechten
Punkt trifft, dann hat jeder gute Punkt auf ¢ genau (¢ — 1)? gute Nachbarn, die
auf einer guten Geraden # ¢ liegen. Zusammen mit den (¢ — 1)? guten Nachbarn
des Schnittpunkts von ¢ und h, sind das bereits (¢ — 1)? + g(¢ — 1)? = g gute
Punkte. Es folgt, dass jede schlechte Gerade, die ¢ in einem guten Punkt trifft,
keinen weiteren guten Punkt hat. 0

Lemma 2.3.3 Seib > 2¢>4+q+1. Dann liegt jeder schlechte Punkt auf mindestens
drei schlechten Geraden und jede schlechte Gerade hat mindestens drei schlechte
Punkte.

Beweis: Angenommen ein schlechter Punkt P liegt auf mindestens ¢ — 1 guten
Geraden. Dann hat P mindestens ¢(q — 1) gute Nachbarn. Sei ¢ eine gute Gerade
durch P. Die guten Punkte auf ¢ haben zusammen mindestens g(qg — 1)? gute
Nachbarn. Das ergibt mindestens ¢(¢ — 1) + ¢(q — 1)? = ¢® — ¢* gute Punkte. Fiir
b > 2¢? +q+ 1 ist das ein Widerspruch. Die zweite Aussage ist dual zu der ersten
und gilt daher ebenfalls. O

Theorem 2.3.4 Sei Q = (P,G,Z) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung
q > 2. Sei weiter Py C P und G, C G, so dass jeder Punkt auflerhalb von Py auf
genau einer Geraden von Gy liegt und jede Gerade auferhalb von G, genau einen
Punkt in Py hat. Dann gilt |Py| = |Gp| < 2¢° + 2q.

Beweis: Nach Lemma 2.1.1 ist b := [Py = |Gp|. Angenommen b = 2¢* + 2¢. Dann
ist s = ¢+ 1 oder s = ¢ nach Lemma 2.3.2 und daher gibt es eine schlechte Gerade
h mit s schlechten Punkten.

Fall 1: s = ¢q. Lemma 2.3.2(ii) zeigt, dass jeder schlechte Punkt auf i genau (¢—
1)? gute Nachbarn hat. Seien P, ... P, die schlechten Punkte auf h. Wegen s = ¢
liegt jeder dieser Punkte P; auf einer guten Geraden ¢;. Lemma 2.3.2(ii) zeigt nun,
dass alle schlechten Geraden, die ¢; in einem guten Punkt treffen, keine weiteren
guten Punkte haben. Insbesondere kann eine solche Gerade keine gute Gerade ¢;
mit i # j treffen. Es gibt somit ¢? verschiedene schlechte Geraden mit jeweils ¢
schlechten Punkten und genau einem guten Punkt in ¢;\{P;} fiirein: € {1,...,q}.
Sei @ der gute Punkt auf h. Die ¢* schlechten Geraden, die ¢; \ {P,;} fiir ein
i € {1,...q} treffen, treffen Q* in einem schlechten Punkt auferhalb von h. Da
es nur q schlechte Nachbarn von @ gibt, die nicht auf & liegen, gehen durch jeden
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dieser Punkte genau ¢ schlechte Geraden mit jeweils genau einem guten Punkt.
Sei R ein solcher schlechter Nachbar von @ und A’ eine dieser schlechten Geraden
durch R. Dann hat R genau 2¢ gute Nachbarn. Lemma 2.3.2(ii) angewendet fiir h’
zeigt andererseits, dass R genau (¢—1)? gute Nachbarn hat. Es folgt (¢—1)% = 2g,
ein Widerspruch.

Fall 2: s = g+ 1. Lemma 2.3.2(ii) zeigt, dass jeder Punkt, der auf einer Geraden
mit ¢ + 1 schlechten Punkten liegt, genau (¢ — 1)? gute Nachbarn hat. Die duale
Aussage gilt ebenfalls: Liegt ein Punkt nur auf schlechten Geraden, so wird jede
dieser schlechten Geraden von genau (¢ — 1)? guten Geraden getroffen.

Jeder Punkt auf h hat also (¢ — 1)? gute Nachbarn. Weil eine schlechte Gerade
nach Lemma 2.3.3 hochstens ¢ — 2 gute Punkte hat und auf h keine guten Punkte
liegen, liegt somit jeder Punkt von h auf mindestens einer guten Geraden.

Fiir ¢ = 2 entsteht hier bereits ein Widerspruch, denn jeder Punkt auf A hat nur
(2—1)? = 1 gute Nachbarn und kann daher nicht auf einer guten Geraden liegen.
Sei nun ¢ > 2. Dann wird h von mindestens ¢ + 1 guten Geraden getroffen. Sei
z die Anzahl an guten Geraden, die h treffen, also ist x > ¢ + 1. Sei weiter
¢ eine gute Gerade, die h trifft. Dann haben die schlechten Geraden, die ¢ in
einem guten Punkt treffen, nach Lemma 2.3.2(ii) keine weiteren guten Punkte.
Sie konnen daher keine andere gute Gerade treffen, die h trifft. Insbesondere hat
jede schlechte Gerade, die disjunkt zu h ist, hochstens einen guten Punkt. Es gibt
somit (q + 1)g — x schlechte Geraden, die h treffen und zq schlechte Geraden mit
einem guten Punkt, die windschief zu h sind. Es bleiben

b—zqg—1-(q(¢+1)—2)=(¢+2-2)(¢—1)+1

schlechte Geraden, die windschief zu h sind und keinen guten Punkt haben. Zu-
sammen mit ¢ > 2 folgt hieraus z < ¢+2. Da aber bereits © > ¢+ 1 gezeigt wurde,
gilt nun x € {g+1, ¢+ 2} und es gibt entweder eine oder ¢ schlechte Geraden, die
keinen guten Punkt haben und windschief zu h sind. Sei h’ eine solche Gerade.
Wie fiir h, gilt auch fiir 1/, dass diese Gerade von hochstens ¢ + 2 guten Geraden
getroffen wird.
Wegen = < g+ 2 gibt es einen Punkt P auf h, der auf genau einer guten Geraden
liegt. Die Gerade durch P, die b’ trifft, hat bereits zwei schlechte Punkte und ist
daher schlecht. Auf ihr liegen nach 2.3.3 maximal ¢— 2 gute Punkte. Hieraus folgt,
dass von den (g — 1)? guten Nachbarn von P mindestens (¢ — 1) — ¢ — (¢ —2) =
¢%> — 4q + 3 durch eine schlechte Gerade zu P verbunden sind, die »’ nicht trifft.
Diese guten Punkte liegen somit schon auf einer schlechten Geraden und die Ge-
rade durch einen solchen Punkt, die i’ trifft, ist daher gut. Da h’ von héchstens
q+2 guten Geraden getroffen wird, folgt nun ¢? —4¢+3 < ¢+ 2 und daraus ¢ < 4.
Fall 2a: ¢ = 3. Dann zeigt Lemma 2.3.3, dass jeder Punkt auf h auf hochstens
einer guten Geraden liegt und somit liegt jeder Punkt auf i auf genau einer guten
Geraden. Es ist also x = ¢ + 1 und es gibt drei schlechte Geraden, die windschief
zu h sind und keine guten Punkte haben. Jeder Punkt auf h hat (¢ — 1)? = 4
gute Nachbarn. Ein solcher Punkt liegt daher auf h, einer guten Geraden, einer
schlechten Geraden mit einem guten Punkt und einer schlechten Geraden ohne gu-
ten Punkt, die von h verschieden ist. Die Gerade h trifft also noch genau ¢+1 =4
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schlechte Geraden, auf denen nur schlechte Punkte liegen. Insgesamt gibt es nun
acht schlechte Geraden, auf denen keine guten Punkte liegen. Jede dieser schlech-
ten Geraden trifft genau vier weitere dieser Geraden. Es folgt, dass diese acht
Geraden ein (4 x 4)-Gitter bilden.

Es existieren nur zwei verallgemeinerte Vierecke der Ordnung drei (siehe [Pay75]).
Diese sind Q(4,3) und W (3,3). Da W (3,3) kein (4 x 4)-Gitter enthélt, handelt
es sich um das verallgemeinerte Viereck (4, 3). Hieraus folgt, dass je zwei wind-
schiefe Geraden von Q eindeutig einen Regulus bestimmen.

Seien gy, . .., g3 die guten Geraden, die h treffen und R; der Regulus, der durch g
und g; bestimmt wird. Sei weiter R} der zu R, entgegengesetzte Regulus. Die von
h verschiedenen Geraden in R treffen go und ¢; jeweils in einem guten Punkt.
Sie haben daher bereits zwei gute Punkte und sind somit gute Geraden, die genau
drei gute Punkte haben. Es folgt, dass die beiden von gg und g¢; verschiedenen
Geraden in Rq zusammen genau drei gute Punkte haben. Es ist somit eine der
beiden Geraden gut und die andere schlecht mit keinem guten Punkt. O.B.d.A.
liegt g3 in Rq. Sei nun R, der Regulus, der von gg und g2 aufgespannt wird. Dann
ist R1 # Ro. Analog zeigt man nun, dass entweder g; oder gs in R liegt. Daraus
folgt |R1 NR2| = 2, ein Widerspruch zu Ry # Ro.

Fall 2b: ¢ = 4. Dann hat jeder Punkt auf 4 genau (¢ — 1)? = 9 gute Nachbarn.
Aufserdem gilt, dass jede schlechte Gerade hichstens ¢ — 2 = 2 gute Punkte hat.
Ist nun = g + 1, so liegt jeder Punkt auf i noch auf einer guten Geraden, zwei
schlechten Geraden mit je zwei guten Punkten und einer schlechten Geraden mit
einem guten Punkt. Ist + = ¢ 4+ 2, so dndert sich dies fiir einen Punkt auf h.
Dieser liegt dann auf zwei guten Geraden, einer schlechten Geraden mit einem
guten Punkt und einer von h verschiedenen schlechten Geraden, die keinen guten
Punkt hat.

Fall 2b(i): x = g+2. Dann gibt es genau drei schlechte Geraden, auf denen nur
schlechte Punkte liegen. Diese sind h, A’ und eine Gerade h”, die h trifft. Genau
wie fiir A gilt nun fiir A’ und h”, dass sie entweder zu einer oder zu vier weiteren
schlechten Geraden mit nur schlechten Punkten disjunkt sind. Aber egal, ob b’/
und h” sich treffen oder nicht treffen, es entsteht nun ein Widerspruch.

Fall 2b(ii): x = ¢ + 1. Dann trifft » keine schlechte Gerade ohne guten Punkt
und ist zu vier schlechten Geraden ohne guten Punkt disjunkt. Insgesamt gibt es
also fiinf schlechte Geraden mit nur schlechten Punkten, die paarweise disjunkt
sind, da man sich sonst im Fall 2 (b)(i) wieder findet, der zum Widerspruch fiihrt.
Es gibt genau fiinf schlechte Geraden mit je genau einem guten Punkt und zehn
schlechte Geraden mit je genau zwei guten Punkten, die h treffen. Aufierdem
werden die guten Geraden, die h treffen, von = -4 = 5-4 = 20 schlechten Geraden
mit nur einem guten Punkt getroffen, die zu h windschief sind. Zusammen mit den
fiinf schlechten Geraden ohne guten Punkt sind dies alle 40 schlechten Geraden.
Es gibt also nur zehn schlechte Geraden mit je zwei guten Punkten. Jede der fiinf
schlechten Geraden ohne guten Punkt trifft alle zehn schlechten Geraden mit je
zwei guten Punkten. Damit gibt es mindestens zehn Geraden, die sowohl h als
auch h' treffen. Jeder Punkt auf A’ ist aber durch genau eine Gerade zu genau
einem Punkt auf A verbunden. Damit gibt es genau g + 1 = 5 Geraden, die A und
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B’ treffen, Widerspruch. O

Fiir ¢ = 2 ist 2¢> + 2¢ — 1 = 11. Das in 2.1.2(vii) beschriebene Beispiel mit
b=¢?>+4¢ —1 = 11 ist somit eines mit einer maximalen Anzahl an schlechten
Punkten. Die Variante mit b = ¢ + 4¢ + 3 in 2.1.2(vii) ist fiir ¢ = 2 kein Beispiel,
denn wegen ¢? +4q +3 = 15 = ¢® + ¢%> 4+ ¢ + 1 enthilt diese Menge alle Punkte
aus (4, 2), was zu Beginn des Abschnitts 2.1 ausgeschlossen wurde.

Fiir ¢ = 3 ist 2¢% 4+ 2¢ — 1 = 23, was bereits sehr nah an b = 22 in Beispiel
2.1.5 ist. Das néchste Lemma zeigt, dass das Beispiel in 2.1.5 tatséchlich ein grofit
mogliches fiir ¢ = 3 ist.

Lemma 2.3.5 Firq=3 gilt b # 2¢> + 2¢ — 1 = 23.

Beweis: Angenommen b = 23. Dann gibt es wegen ¢° + ¢ 4+ ¢ + 1 = 40 genau 17
gute Punkte. Aus Lemma 2.3.2 folgt s = 3 oder s = 4 und 0.B.d.A. existiert eine
Gerade h mit s schlechten Punkten.

Fall 1: s = 3. Dann folgt aus Lemma 2.3.3, dass jeder schlechte Punkt auf genau
einer guten Geraden liegt und jede schlechte Gerade genau einen guten Punkt hat.
Jeder schlechte Punkt auf h hat somit genau 3 + 2 = 5 gute Nachbarn, die nicht
auf h liegen. Der gute Punkt auf i hat genau 3 - 2 = 6 gute Nachbarn, die nicht
auf h liegen. Zusammen ergibt das 3 -5+ 6 + 1 = 22 gute Punkte. Dies ist ein
Widerspruch.

Fall 2: s = 4. Nun zeigt Lemma 2.3.3, dass jeder schlechte Punkt auf hochstens
einer guten Geraden liegt und jede schlechte Gerade hichstens einen guten Punkt
hat. Sei £ eine gute Gerade. Jeder gute Punkt auf ¢ liegt auf ¢, einer schlechten
Geraden, die keinen weiteren guten Punkt hat und auf weiteren zwei guten Ge-
raden, die jeweils genau einen schlechten Punkt haben. Ein guter Punkt auf ¢ ist
somit zu genau vier guten Punkten benachbart, die nicht auf ¢ liegen. Es bleiben
17—3-4 = 5 gute Punkte, die zu dem schlechten Punkt auf ¢ benachbart sind. Der
schlechte Punkt einer guten Gerade ist somit immer zu genau fiinf guten Punkten
benachbart.

Falls ein schlechter Punkt P auf h mindestens vier gute Nachbarn hat, so liegt
er auf einer guten Geraden, denn h enthilt keinen guten Punkt und jede andere
schlechte Gerade durch P hochstens einen. Somit hat P in diesem Fall genau fiinf
gute Nachbarn. Es folgt, dass kein Punkt auf h genau vier oder mehr als fiinf gute
Nachbarn hat.

Da es 17 gute Punkte gibt und jeder Punkt auf & entweder 0,1,2,3 oder 5 gute
Nachbarn hat, gibt es einen Punkt @ auf h, der genau zwei gute Nachbarn hat
und drei Punkte auf h, die genau fiinf gute Nachbarn haben. Es folgt, dass h von
genau drei guten Geraden getroffen wird. Somit treffen 17 — 3 = 14 gute Geraden
Q™+ \ h. Jeder der sieben schlechten Punkte in Q1 \ h liegt auf hochstens einer
guten Geraden. Die beiden guten Punkte in Q* \ h liegen jeweils auf genau drei
guten Geraden. Damit kann Q* \ h maximal von 7 + 2 -3 = 13 guten Geraden
getroffen werden. Dies ist ein Widerspruch. ]

Um die Schranke fiir b weiter zu verbessern, nehmen wir b = 2¢% 4+ 2¢ — § mit
§ > 0 an. Dann gibt es (¢+1)(¢—1)?+0 gute Punkte. Ist § < ¢, so ist s € {q,¢+1}
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nach Lemma 2.3.2. Auflerdem kénnen wir annehmen, dass es eine schlechte Gerade
h mit genau s schlechten Punkten gibt.

Lemma 2.3.6 Sei 0 <6 < q—2. Dann gilt:

(i) Jeder Punkt auf h mit mindestens (¢ — 1)?> guten Nachbarn liegt auf einer
guten Gerade.

(ii) Es gibt einen schlechten Punkt auf h, der mehr als (¢ — 1)? gute Nachbarn
hat.

(iii) Sei P ein schlechter Punkt auf h mit (¢ — 1)?> + x guten Nachbarn fiir ein
x € 7. Ist £ eine gute Gerade durch P, dann haben die schlechten Geraden,
die £ in einem guten Punkt treffen, zusammen genau § — x gute Punkte
zusdtzlich zu denen auf . Insbesondere gilt © < 6.

Beweis: (i) Falls s = ¢, so liegt per Definition von s jeder Punkt auf mindestens
einer guten Gerade. Ist s = ¢ + 1, so hat h keinen guten Punkt. Ein Punkt auf
h mit mindestens (¢ — 1)? guten Nachbarn liegt auf einer Geraden mit mehr als
q — 2 guten Punkten, welche nach Lemma 2.3.3 gut ist.

(ii) Es gibt mehr als (¢ + 1)(¢ — 1)? gute Punkte. Ist also s = ¢ + 1, so gibt es
einen schlechten Punkt auf A mit mehr als (¢ — 1) guten Nachbarn. Ist s = ¢, so
hat der gute Punkt auf h genau ¢(¢ — 1) gute Nachbarn. Es bleiben (¢ 4+ 1)(¢ —
1)246—-1-q(qg—1) = ¢*(q — 2) + ¢ gute Punkte, die nicht auf h liegen und
zu einem schlechten Punkt auf h benachbart sind. Somit hat ein schlechter Punkt
auf h mehr als ¢(q — 2) gute Nachbarn aus dieser Menge und den guten Punkt auf
h als Nachbarn, also mehr als (¢ — 1)? gute Nachbarn. In beiden Fillen existiert
ein schlechter Punkt auf i mit mehr als (¢ — 1)? guten Nachbarn.

(iii) Sei P ein schlechter Punkt auf h mit (¢ — 1)? + x guten Nachbarn fiir ein
x € Z. Sei weiter £ eine gute Gerade durch P. Die ¢(q—1)?40—x guten Punkte, die
nicht zu P benachbart sind, sind zu einem guten Punkt auf ¢ benachbart. Genau
q(g—1)? davon sind {iber eine gute Gerade zu einem guten Punkt auf £ benachbart.
Die schlechten Geraden, die £ in einem guten Punkt treffen, haben somit zusammen
genau § — x gute Punkte aufierhalb von ¢, insbesondere ist § —x > 0. Ist > 0, so
existiert diese gute Gerade £ nach (i) und es folgt aus 6 —x > 0, dass < § ist. O

Das folgende Lemma verbessert die Schranke fiir b im Fall s = ¢ und ¢ > 7.
Weitere Verbesserungen werden im Anschluss fiir das klassische verallgemeinerte
Viereck Q(4, q) bewiesen.

Lemma 2.3.7 Firs=q und ¢ > 7 gilt b < 2¢> + ¢+ 3.

Beweis: Angenommen b = 2¢?> +2¢ —§ und 0 < § < ¢ — 4. Sei 0.B.d.A. h eine
schlechte Gerade mit ¢ schlechten Punkten. Sei weiter R der gute Punkt auf A
und seien P,..., P, die schlechten Punkte auf h, sowie x; € Z, so dass P; genau
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(¢ — 1) + z; gute Nachbarn hat. Da R genau g(q — 1) gute Nachbarn hat und es
¢ — ¢> — ¢+ 1 + 6 gute Punkte gibt, folgt

q

Y a-12+wi—)+1+qq-1)=¢ ¢ —g+5+1
=1

und hieraus Y 7, z; = §. Lemma 2.3.6 zeigt z; < 6.

Sei @ ein schlechter Punkt, der auf einer schlechten Geraden mit ¢ schlechten
Punkten liegt und (¢ — 1)? + 2 gute Nachbarn hat, so dass fiir jeden anderen
schlechten Punkt @Q’, der auf einer schlechten Geraden mit ¢ schlechten Punkten
liegt und (¢ — 1)? 4+ 2’ gute Nachbarn hat, z < 2’ gilt. Sei k eine schlechte Gerade
durch @ mit ¢ schlechten Punkten @Q,...,Qq-1,Q und einem guten Punkt S.
Sei /; eine gute Gerade durch Q;, und Q; habe (¢ — 1) + y; gute Nachbarn mit
y; € Zfiri=1,...,¢—1. Lemma 2.3.6(iii) zeigt, dass die schlechten Geraden, die
2;\ {Q;} treffen, zusammen ¢ — y; gute Punkte auferhalb von ¢; haben. Sei I :=
{i 15 —y; <q} Firie I wird ¢; von mindestens ¢ — (6 — y;) schlechten Geraden
getroffen, die nur einen guten Punkt haben und dieser liegt auf ¢;. Insbesondere
trifft eine solche Gerade keine der Geraden ¢; mit i # j und sie trifft S* in einem
schlechten Punkt aufserhalb von k.

Nun gibt es mindestens

—1

a=>(q=0-u) =Y (a-0-v)=(g-1)(g—0)+5—= (2¢)

i€l i=1

Q

schlechte Geraden mit ¢ schlechten Punkten, die eine Gerade /¢; fiir ein i €
{1,...,¢ — 1} in einem guten Punkt treffen. Sie alle gehen durch einen der ¢
schlechten Punkte aus S+ \ k. Daher existiert ein schlechter Punkt Y in S+ \ &,
der auf 8 > «a/q dieser Geraden liegt. Diese Geraden haben jeweils genau einen
guten Punkt, jede andere Gerade durch Y hat hochstens g gute Punkte. Wegen
< d<qg—4ist > a/qg > 1. Y liegt also auf mindestens einer schlechten
Geraden mit ¢ schlechten Punkten. Y habe (¢ — 1)? + y gute Nachbarn fiir ein
y € Z. Es folgt

(g—1)2+y<B+(g+1-78)q.

Da Y auf der guten Geraden SY liegt, ist § < ¢. Zusammen mit S¢ > a und (2c)
gilt nun

(-1’ +y<q+q¢*+q—Bg<3q+dqg—2)+m.

Hieraus folgt mit z < y (siche Wahl von x oben)
(¢—=2)(¢—=3)-5<d(¢—2).

Dies fiihrt fiir 6 < ¢ — 4 und ¢ > 7 zum Widerspruch. ]
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Obere Schranken in Q(4, q)

Sei weiterhin b = 2¢2 + 2¢ — § mit 0 < § < ¢ und damit s € {g,q + 1}. In diesem
Abschnitt wird die obere Schranke fiir b fiir das klassische verallgemeinerte Viereck
Q(4,q) mit ¢ > 2 und g gerade, verbessert. Fiir ¢ = 2 wurde bereits gezeigt, dass
die Grenze b < 2¢? + 2¢ — 1 = 11 scharf ist. Daher wird nun ¢ > 2 vorausgesetzt.
Da Q(4,q) fir gerade g selbstdual ist, kbnnen wir weiterhin annehmen, dass es
eine schlechte Gerade h mit genau s schlechten Punkten gibt. Dies ist auch der
Hauptgrund, weshalb die folgenden Beweise nur fiir gerade q richtig sind. Aufer-
dem machen wir davon Gebrauch, dass zwei windschiefe Geraden aus Q(4, q) einen
Regulus eindeutig beschreiben, der nur aus Geraden aus Q(4, ¢) besteht und diese
beiden Geraden enthiilt.

Im gesamten Abschnitt sel ¢ = 2" mit » > 1 und h eine schlechte Gerade
mit s € {q,q + 1} schlechten Punkten. In den folgenden Lemmas fithren wir die
Annahme 0 < § < g — 2 fiir s = ¢ und fiir s = ¢ + 1 zum Widerspruch.

Lemma 2.3.8 Ist s =gq, so folgt § > q¢— 1 und somit b < 2¢> + ¢+ 1.

Beweis: Angenommen b = 2¢% +2¢ — ¢ mit 0 < § < ¢— 2. Lemma, 2.3.6 zeigt, dass
es einen schlechten Punkt P auf h mit (¢ — 1)*> + 2 > (¢ — 1)? guten Nachbarn
gibt. Auferdem liegt P auf einer guten Geraden ¢, und die ¢ schlechten Geraden,
die £\ {P} treffen, haben zusammen noch § —z < ¢ — 3 gute Punkte, abgesehen
von denen auf /. Daher gibt es zwei schlechte Geraden k; und ks, die £ in je einem
guten Punkt treffen, aber keine weiteren guten Punkte haben. Sei R der Regulus
in Q(4,q), der die Geraden k; und ks, enthdlt und R’ der zu R entgegen gesetzte
Regulus. R und R’ bilden die Erzeuger einer hyperbolischen Quadrik Q¥ (3, q). Da
alle Geraden aus R’ \ {¢} die Geraden k; und k5 jeweils in einem schlechten Punkt
treffen, ist £ die einzige gute Gerade in R’. Sei ¢ die Gerade in R durch P. ¢ wird
somit von ¢ und von g schlechten Geraden aus Q7 (3,q) getroffen. Wire £ eine
schlechte Gerade, so hitte sie daher g + 1 schlechte Punkte, was im Widerspruch
zu s = ¢ steht. Daher ist ¢’ eine gute Gerade. Insbesondere gilt ¢/ # h. Genau wie
fiir ¢ gilt auch fiir ¢/, dass die schlechten Geraden, die ¢’ \ {P} treffen, zusammen
genau § —x weitere gute Punkte haben. Also existieren schlechte Geraden £}, k% in
R’ mit jeweils genau ¢ schlechten Punkten. Hieraus folgt analog, dass alle Geraden
in R\ {¢'} schlechte Geraden sind. Somit liegen alle Punkte der hyperbolischen
Quadrik Q7 (3, q), die nicht auf ¢ oder ¢ liegen, auf zwei schlechten Geraden und
sind schlecht. Es folgt § — x = 0, also x = 6.

Sei Q # P ein schlechter Punkt auf h. Jede Gerade durch @Q trifft die Quadrik
Q7 (3,q) aukerhalb von £ U ¢’ also in einem schlechten Punkt und ist daher eine
schlechte Gerade. Es folgt, dass @ auf g + 1 schlechten Geraden liegt. Ein Wider-
spruch zu s = q. O

Lemma 2.3.9 Ists=qg+1 und 0 < < q—2, so gibt es einen Punkt auf h mit
(¢ — 1)+ § guten Nachbarn.

Beweis: Angenommen die Aussage ist falsch, so gibt es wegen Lemma 2.3.6 einen
Punkt P auf h mit (¢ — 1)? + 2 und 0 < x < § guten Nachbarn.
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Ebenfalls nach Lemma 2.3.6 liegt P auf einer guten Geraden ¢ und die ¢ guten
Punkte auf ¢ werden von ¢ schlechten Geraden ki,...,k; mit insgesamt genau
0 < §—x < q— 3 guten Punkten auferhalb von ¢ getroffen. O.B.d.A. haben die
Geraden ki, ...,k, mit 3 < a < ¢ genau einen guten Punkt (der liegt auf ¢) und
die Geraden k; mit ¢ > a mehr als einen guten Punkt. Sei y+ 1 die kleinste Anzahl
an guten Punkten auf einer Geraden k; mit ¢ > a. Dann gilt y > 0 und

(g—a)y<d—=z (2d)

Sei kj, j > a, eine Gerade mit y 4+ 1 guten Punkten und sei R; der Regulus in
Q(4,q), der die Geraden k; und k; enthalt fir 1 < i < a. Sei weiter R der zu
R; entgegen gesetzte Regulus. Eine Gerade des Regulus R/ ist die Gerade ¢. Ge-
nau ¢ — y Geraden in R} treffen k; und k; in einem schlechten Punkt und sind
somit schlechte Geraden. Die restlichen y Geraden in R treffen k; in einem guten
Punkt und sind daher gute Geraden, denn dieser gute Punkt liegt bereits auf der
schlechten Geraden k;.
Sei m; die Gerade durch P in R;. Zu verschiedenen ¢ erhilt man verschiedene
Reguli R;, denn angenommen es ist etwa R1; = Ro, so treffen alle von ¢ verschie-
denen Geraden in R} = R}, die Geraden k; und ks in je einem schlechten Punkt
und sind daher schlecht. Wie eben gesehen, enthilt R} aber y > 0 gute Geraden
neben ¢. Daher sind die Reguli R; verschieden, sie treffen sich in k; # m; und
verschiedene 7 gehoren zu verschiedenen Geraden m;.

Fall 1: Fiir alle i = 1,...,a ist die Gerade m; schlecht. Dann wird m; von
g — y schlechten Geraden des Regulus R} in je einem schlechten Punkt getroffen.
Die von { verschiedenen guten Geraden des Regulus R} treffen m; in einem guten
Punkt, denn ihr schlechter Punkt liegt bereits auf k;. Es folgt, dass m; genauy > 0
gute Punkte hat, also insbesondere verschieden von h ist. Durch P gehen somit
mindestens a schlechte Geraden mit je y guten Punkten, die schlechte Gerade h
mit keinem guten Punkt und maximal ¢ — a gute Geraden. Das ergibt hochstens
ay + (¢ — a)q gute Nachbarn fiir P. Daher gilt

(g—1)*+z<ay+(qg—a)g.
Aus (2d) und 0 < ¢ — 2 folgt

q—2—x

(q—1)*+2z<a + (g — a)g.

Dies 1asst sich umformen zu

(a=3)g(¢g—1-a)+(x—-1)g+(¢—1)(¢—a) <0.

Wegen 3 < a < g — 1 folgt nun ein Widerspruch.

Fall 2: Mindestens eine der Geraden m;, i = 1,...,a, ist eine gute Gerade.
Sei 0.B.d.A. m; eine gute Gerade. Weil die Geraden ko, ..., k, nicht in R liegen,
sind neben m noch mindestens weitere a — 1 gute Geraden in R,. Der Regulus
R} enthilt genau g — y schlechte Geraden. Diese schlechten Geraden treffen die
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a — 1 guten Geraden aus R; in (¢ — y)(a — 1) Punkten, wovon héchstens a — 1
Punkte schlechte Punkte sind. Es folgt, dass die schlechten Geraden, die my treffen,
zusammen mindestens (a — 1)(¢ — y — 1) gute Punkte auferhalb von m; haben.
Fir m; gilt genau wie fiir ¢, dass diese Geraden hochstens § — z < ¢ — 3 gute
Punkte aufterhalb von m; haben. Daher ist

(a—1)(g—y—1)<q-3. (2e)

Mit a > 3 folgt hieraus y > (¢ + 1)/2. Die Ungleichung (2d) zusammen mit
0—x < qg—3liefert nuna > q¢—2. Alsoista=¢g—1und y =6 —x < g — 3. Setzt
man dies in (2e) ein, so erhélt man einen Widerspruch. U

Lemma 2.3.10 Ist s=q+ 1, so folgt § > q — 1 und somit b < 2¢%> + q + 1.

Beweis: Angenommen 0 < § < ¢ — 2. Nach dem vorherigen Lemma gibt es einen
Punkt P auf h mit genau (q — 1) + § guten Nachbarn. Nach Lemma 2.3.6 liegt P
auf einer guten Geraden ¢ und die g schlechten Geraden k1, ..., kg, die £ in einem
guten Punkt treffen, haben keine weiteren guten Punkte.

Fall 1: Die Geraden k; liegen nicht alle zusammen in einem Regulus. Seien

daher 0.B.d.A. die Reguli, die von zwei der Geraden k1, ks, k3 aufgespannt werden,
verschieden. Sei R der Regulus, der von k; und ko aufgespannt wird, R’ der
zu R entgegen gesetzte Regulus und m die Gerade in R durch P. Die ¢ von /¢
verschiedenen Geraden in R’ treffen k1 und ks, jeweils in einem schlechten Punkt
und sind daher schlecht. Da k3 nicht in R liegt, liegt mindestens eine gute Gerade
in R und die ¢ schlechten Geraden in R’ haben zusammen mindestens g — 1 gute
Punkte. Aus Lemma 2.3.6 folgt nun, dass m eine schlechte Gerade sein muss. Weil
die ¢ Geraden in R’ \ {¢} alle schlecht sind, hat m nur schlechte Punkte.
Fiihrt man die gleichen Uberlegungen fiir die Reguli, die durch k; und k3 bzw. ko
und k3 erzeugt werden, durch, so erhélt man, dass P auf mindestens drei schlechten
Geraden mit jeweils ¢ + 1 schlechten Punkten liegt. Somit hat P mindestens 3¢
schlechte Nachbarn. Da P aber bereits (¢ —1)? 4+ & > (¢ — 1)? gute Nachbarn hat,
folgt nun ein Widerspruch.

Fall 2: Alle Geraden k; liegen zusammen in einem Regulus R. Die Geraden
von R sind Erzeuger einer hyperbolischen Quadrik Q% (3,¢). Die ¢> Punkte der
Quadrik QT (3, q), die nicht auf einer Geraden durch P liegen, sind schlecht. Ange-
nommen die Gerade in R durch P ist nicht die Gerade h. Fiir einen Punkt @ auf
h mit Q # P treffen dann alle Geraden durch Q, die Quadrik Q7 (3,¢) in einem
schlechten Punkt und sind daher schlecht. Eine schlechte Gerade hat nach Lemma
2.3.3 hochstens (¢ — 2) gute Punkte und die Gerade h hat keine guten Punkte,
somit hat @ hochstens q(q — 2) < (¢ — 1)? gute Nachbarn. Da dies fiir alle von P
verschiedenen Punkte auf h gilt, gibt es insgesamt weniger als q(q—1)%+(¢—1)2+6
gute Punkte, ein Widerspruch.

Es folgt daher A € R und somit sind alle Punkte bis auf die Punkte von ¢\ {P}
dieser hyperbolischen Quadrik QT (3, ¢) schlecht. Sei R’ der zu R entgegen gesetz-
te Regulus. Dann hat jede Gerade in R’ \ {¢} nur schlechte Punkte. Sei A’ eine
solche Gerade. Wie fiir & finden wir eine hyperbolische Quadrik Q™ (3, ¢) durch &/,
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deren gute Punkte alle auf einer guten Geraden ¢’ der Quadrik Q™ (3, q) liegen, die
B’ trifft. Um die beiden hyperbolischen Quadriken zu unterscheiden, bezeichnen
wir sie mit Q7 (3,¢) und Q7 (3, ).

Qi (3,¢) und Q; (3, g) treffen sich in A’ und einer Geraden aus R = {k1,..., kg, h}.
Jede von ¢ verschiedene Gerade in Q) (3, ¢), die A’ trifft, hat nur schlechte Punk-
te. Es folgt QZ(?), q)N Q;’L’, (3,q) = hUK. Somit gibt es (¢ — 1)g schlechte Punkte,
die in QZ(?), q)\ QX, (3, q) liegen. Diese Punkte liegen auf ¢ — 1 Geraden, die nicht
in Q) (3,q) enthalten sind, und daher Q},(3,q) auRerhalb von A’ und h treffen.
Da die guten Punkte aus Q},(3,q) alle auf der Geraden ¢’ liegen, treffen jeweils
mindestens ¢ — 2 der ¢ — 1 Geraden die hyperbolische Quadrik QZ, (3,q) in einem
schlechten Punkt und sind daher schlecht. Auferdem liegen noch 4¢q verschiede-
ne schlechte Geraden in Q;(S, q) oder QZ/(?), q). Insgesamt ergibt das mindestens
(g —1)q(q —2) +4q = ¢ — 3¢ + 6q schlechte Geraden. Da ¢ > 2 und gerade ist,
ist ¢ > 4 und damit ¢® — 3¢® + 6¢ > 2¢% + 2q — 6. Es folgt ein Widerspruch. [

Im néchsten Theorem werden die Ergebnisse dieses Abschnitts noch einmal
zusammengefasst.

Theorem 2.3.11 Sei P, eine echte Teilmenge der Punkte und G, eine ech-
te Teilmenge der Geraden des klassischen verallgemeinerten Vierecks Q(4,q), q
gerade, so dass jeder Punkt auflerhalb von Py auf genau einer Geraden von G,
liegt und jede Gerade auferhaldb von Gy genau einen Punkt in P, hat. Dann gilt
|Po] = [Go| <2¢* 4 q+1.

Beweis: Mit b := |Py| = |Gs| aus Lemma 2.1.1 und den Lemmas 2.3.8 und 2.3.10
folgt sofort die Behauptung fiir ¢ > 2. Fiir ¢ = 2 wurde im letzten Abschnitt
bereits b < 11 = 2¢? 4 q + 1 gezeigt. ]
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von
Q™ (5,9) und H(3,q?)

In diesem Kapitel betrachten wir Teilovoide und Teilfaserungen der Polarriu-
me Q(5,¢) und H(3,¢?). Dies geschieht parallel, denn die elliptische Quadrik
Q= (5, q) ist dual zum hermiteschen Polarraum H (3, ¢?), siche Resultat 1.3.11 bzw.
[TP76] oder [PT09]. Eine Faserung oder ein Ovoid in einem dieser Polarrdume hat
¢® + 1 Elemente (Resultat 1.3.14).

Der hermitesche Polarraum H(3,¢%*) C PG(3,¢?) besitzt Ovoide, denn jede
Nicht-Tangentialhyperebene von PG(3, ¢?) trifft H (3, ¢?) in einem H (2, ¢?) und die
¢® + 1 Punkte darin sind paarweise nicht aufeinander senkrecht. Mit der Dualitét
folgt, dass Q@ (5,¢q) Faserungen besitzt. Dies sieht man auch direkt. Sei ¢ eine
Gerade der elliptischen Quadrik Q~(5,q) € PG(5,¢). Dann ist ¢+ ein Solid, der
die Quadrik @~ (5, ¢) nur in ¢ trifft. Sei G eine Geradenfaserung dieses Solids, der
die Gerade /¢ enthilt. Dann besteht G aus der Geraden ¢ und aus q2 Passanten
der Quadrik. Fiir eine Passante g € G ist g+ ein Solid durch ¢, der die Quadrik
Q™ (5, q) in einer hyperbolische Quadrik QT (3, ¢) trifft. In dieser Teilquadrik liegen
q Geraden, die £ nicht treffen. Sei F die Menge, die ¢ und diese ¢ Geraden fiir jede
Passante g € G enthilt. Dann hat F genau ¢2-¢+1 = ¢° + 1 Elemente und je zwei
Elemente aus F sind windschief, denn fiir zwei verschiedene Passanten g1,g2 € G
ist g1 Ngo = 0, also (g1, g2) = ¢+ und daher gi-Ngy- = £. Somit ist F eine Faserung
von Q(5,q).

Obwohl Faserungen von @~ (5, q) existieren, ldsst sich nicht jede Teilfaserung
zu einer Faserung erginzen. Eine Teilfaserung F heifft mazimal, wenn es keine
Teilfaserung gibt, die F echt enthélt. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die
untere Schranke fiir maximale Teilfaserungen von Q~ (5, q) verbessert.

Die Quadrik Q@ (5, ¢) hat keine Ovoide, siehe beispielsweise [Tha81]. Dies bedeu-
tet dual, dass der hermitesche Polarraum H (3, ¢?) keine Faserung besitzt. Somit
hat ein Teilovoid von Q~(5,q) weniger als ¢> + 1 Elemente. In [BKMS08a] wird
die obere Schranke (¢ + ¢ + 2)/2 fiir Teilovoide von Q~(5,q) bewiesen. Sie ist
scharf fiir ¢ = 2 und ¢ = 3. Mit Hilfe des Computers wurde bereits gezeigt, dass
diese Schranke fiir grofere ¢ nicht mehr scharf ist. Im zweiten Abschnitt dieses
Kapitels wird ein geometrischer Beweis dafiir im Fall ¢ = 4 gegeben.

Die Beweise der beiden folgenden Abschnitte werden in der elliptischen Quadrik
Q™ (5,q) gefithrt. Die jeweiligen dualen Aussagen gelten dann im hermiteschen
Polarraum H (3, ¢?).
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q~(5,q) und H(3,q?)

3.1 Kleine maximale Teilfaserungen von Q~ (5, q)

Sei F eine maximale Teilfaserung von Q~ (5, ¢) und M die Menge der von Geraden
aus F iiberdeckten Punkte. Die Punkte in Q~ (5, ¢)\ M heifsen Licher. Jeder Punkt
der Quadrik liegt auf ¢> + 1 Geraden der Quadrik. Ist P ein Loch, dann trifft jede
Gerade aus F genau eine Gerade durch P. Weil F maximal ist, muss jede Gerade
durch P von mindestens einer Geraden aus JF blockiert werden. Hieraus folgt
direkt |F| > ¢* + 1.

Dual bedeutet dies, dass jedes maximale Teilovoid von H(3,q¢?) mindestens
q*> + 1 Punkte hat. Cossidente und Kochméros konstruieren in [CK03] ein sol-
ches maximales Teilovoid mit genau ¢ 4 1 Punkten, falls ¢ gerade ist. Sie starten
mit einer elliptischen Quadrik @~ (3,¢) C PG(3,q). Fiir gerade ¢ bilden die Tan-
genten der elliptischen Quadrik die Erzeuger eines symplektischen Polarraums
W(3,q) € PG(3,q). Erweitert man PG(3,q) zu PG(3,4?), so kann der symplek-
tische Polarraum W (3,q) in einen hermiteschen Polarraum H(3,q?) eingebettet
werden. Die Punkte der elliptischen Quadrik @~ (3, ¢) bilden dann ein maximales
Teilovoid von H (3, ¢?) mit genau ¢ + 1 Punkten.

Dual ist diese Konstruktion eine Faserung einer parabolischen Quadrik Q(4, q),
die in einer elliptischen Quadrik @~ (5, ¢) enthalten ist und damit eine Teilfaserung
von Q~ (5, ¢) bildet. In [AEL06] wurde gezeigt, dass dies das einzige Beispiel einer
maximalen Teilfaserung von Q= (5, q) mit |F| = ¢ + 1 ist.

Fiir ungerade ¢ hat Q(4, ¢) keine Faserung, hier ist die unterer Schranke fiir
| F| grofser. In [Met06] wurde bewiesen, dass keine maximalen Teilfaserungen von
@~ (5, ¢) mit einer Méachtigkeit im Intervall [q2 +2,¢°+1+ 4q/9] existieren. Die-
ses Ergebnis verbessern wir in diesem Abschnitt, indem wir die obere Schranke
des Intervalls auf ¢? + 1 + (¢ — 1)/2 erhohen. Wir zeigen auferdem erneut, dass
eine maximale Teilfaserung von Q= (5, ¢) mit ¢?+ 1 Elementen eine Faserung einer
parabolischen Quadrik Q(4,¢) € Q~ (5, ¢) sein muss.

Die Beweisidee stammt aus [BHMS13]. Dort werden Mengen von Geraden in
Q~ (5, ¢%) untersucht, die alle Geraden in Q= (5, ¢) blockieren. Eine maximale Teil-
faserung ist eine solche Menge mit der zusatzlichen Eigenschaft, dass die Geraden
paarweise disjunkt sind.

Sei im folgenden 0 < § € N mit |F| = ¢% + 1+ §. Sei weiter b; fiir 0 <i < g+ 1
die Anzahl der Geraden in Q(5,¢), die nicht in F liegen und genau ¢ Geraden
aus F treffen. Fiir ein Loch P sei b;(P) fiir 0 < i < ¢+ 1 die Anzahl der Geraden
in @ (5, ¢) durch P, die genau ¢ Geraden aus F treffen.

Lemma 3.1.1 Fiir 0 < q gelten die folgenden Aussagen.

(i) Fiir jedes Loch P ist
q+1
> bi(P)(i—1) =4

=0

(i5) FEs gilt b; =0 fiir i =0 und fir 6 +1 <i < q+ 1.
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3.1 Kleine maximale Teilfaserungen von Q= (5, q)

(iii) Es ist
5+1
(q—06) Y bili —1) < (¢* — ¢* — 8)(q+ 1)d.
=1

Beweis: (i) P liegt auf ¢°+1 Geraden, daher ist Y, b;(P) = ¢*+1. Zahlt man Paare
von Geraden (g, h) mit P € g, h € F und gNh # 0, so erhdlt man ), b;(P)i = | F|.
Es folgt die Behauptung.

(ii) Es gibt keine Gerade, die keine Gerade aus F trifft, weil F maximal ist.
Daher ist by = 0. Sei nun ¢ eine Gerade, die nicht in M enthalten ist, und P ein
Loch auf £. Die g% von £ verschiedenen Geraden durch P treffen jeweils mindestens
eine Gerade aus F. Daher bleiben hichstens |F| — ¢ = § + 1 Geraden aus F, die
¢ treffen konnen. Somit gibt es keine Gerade, die mehr als 6 + 1 aber weniger als
q + 1 Geraden aus F trifft.

(iii) Wir zdhlen inzidente Paare (P,¢) mit Lochern P und Geraden ¢ doppelt
ab und erhalten

o+1 o+1
Z Zbl(P) = Zbi(q—&- 1-— Z)
P¢M i=1 i=1

Das Zahlen von Tripeln (P,¢, R) mit P Loch, ¢ Gerade, P,R € { und R € M
ergibt
5+1 5+1

DD bi(P)i= bi(q+1—i)i.
i=1

P¢M i=1

Die Kombination dieser beiden Gleichungen unter Verwendung von (i) liefert

5+1 o+1
S bl —)i-1) <3 blg+1-i)i—1)
i=1 i=1 5ot
= S )i
PgM i1
= (lQ=(.q)| - [M]) 6.
Zusammen mit |Q~(5,q)| = (¢+1)(¢®>+1) und |M| = (¢> +1+6)(q+1) folgt die
Behauptung. g

Eine lange Gerade sei eine Gerade aus Q~ (5, ¢), die kein Element der Teilfase-
rung F ist, aber in M enthalten ist. Es gibt also b4, lange Geraden. Das néchste
Lemma liefert eine untere Schranke fiir diese Anzahl.

Lemma 3.1.2 Sei § < q. Dann gilt

@+ %(¢*-1)
q—06 qg—6

be+1 > q(q® +6) +
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q~(5,q) und H(3,q?)

Beweis: Wir zéhlen inzidente Paare (¢, P) mit ¢ ¢ F Gerade aus @~ (5,¢q) und
P € M doppelt ab und erhalten

q+1

> bi=|M|q>.
=1

Da in Q(5,q) genau (¢ + 1)(¢® + 1) Geraden liegen, ist

q+1
|J-‘|+Zb (@ +1)(¢*+1)

und somit

q+1 q+1

|}'\q+2bi(i—1 |Fl(g+1)+ <sz> (> +1)(¢® +1)

i=1
= M|+ |M|¢* = (¢ +1)(¢* +1)
=(@+14+0)g+1)(@+1) - (@ +1)(*+1)
=(@+ D+ )@ +1+6—¢*+q-1)
=(®+1)(g+1)(q+9).
Aus Lemma 3.1.1(ii) folgt nun

6+1
(|f|+bq+1)q=(q2+1)(Q+ Yg+9)— Zb (i—1)

und zusammen mit 3.1.1(iii) ergibt das

bg+1 > é (P +1)(g+1)(qg+0)— q%(q?) — - 6)(q+ 1)5} —|F]

é
¢+ —60%¢P - 6%q+ 6% - 0¢® 4+ 0¢* + 0
- -
2 2(,.2
+0  0*(¢*-1)
—g(®+5)+ 2 — :
alq” +96) + - -

]

Je kleiner 4, desto grofser ist die untere Schranke fiir die Zahl der langen Geraden.
Fiir § = 0 folgt by11 = ¢®+q= (> +¢*> +q+ 1) — (¢* + 1), was die Anzahl der
Geraden in einer parabolischen Quadrik Q(4, ¢) ohne die Geraden einer Faserung
von Q(4,q) ist. In diesem Fall ist die Schranke also scharf (sieche Beginn dieses
Abschnitts). Wir zeigen nun in den néichsten zwei Lemmas, dass auch fiir kleine
0 > 0 die grofe Anzahl an langen Geraden eine parabolische Teilquadrik Q(4,q) C
Q" (5, q) liefert, die in M enthalten ist.
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3.1 Kleine maximale Teilfaserungen von Q= (5, q)

Lemma 3.1.3 Ist § < (¢ — 1)/2, dann ezistiert eine hyperbolische Teilquadrik
Q1 (3,4) Q™ (5,q) mit Q*(3,q) € M.

Beweis: Jede lange Gerade trifft ¢+ 1 Geraden aus F. Z&hlt man Paare (h, g) sich
schneidender Geraden h € F und langen Geraden g doppelt ab, so erhilt man,
dass eine Gerade ¢ € F existiert, die

o banlg+1)
=R

lange Geraden trifft.
Jede der x langen Geraden, die £ trifft, trifft ¢ weitere Geraden aus F. Somit folgt
erneut mit doppelter Abz&hlung, dass es eine Gerade ¢ € F \ {¢} gibt, so dass

xq bgr1(q+1)gq
> >
S 7= I R O R Y G

lange Geraden ¢ und ¢’ treffen.
Mit Lemma 3.1.2 und 0 < 4§ < (¢ — 1)/2 folgt

S e+ q(g+1) (@ -1)(g+1)g
T@+14+5 (PH1+0)(g—0) (F+14+0)(g2+0)(qg—9)
2 +1) 0 (a-Dig+1)?
2¢2 +q+1 q—290 (¢2+ 1)q

Jatl( 2  (q—1)°
o2 \g+4t (P+1)g

Satlf2a=1_ ¢
2 g+1 qg+1

> 9.

Hierbei wurde fiir die dritte Zeile ¢ + 1 < 2(q — §) verwendet. Es gibt also eine
Gerade ¢ € F, so dass mindesten 6+ 1 lange Geraden £ und ¢’ treffen. Die Geraden
¢ und ¢' spannen eine hyperbolische Quadrik Q% (3,q) C Q™ (5, q) auf.
Angenommen ein Punkt P € Q% (3, ¢) liegt nicht in M. Dann liegt P weder auf ¢
oder ¢ noch auf den langen Geraden, die ¢ und ¢’ treffen. Die Gerade in Q™ (3, q)
durch P, die £ und ¢ trifft, hat daher mindestens zwei Punkte in M. Die andere
Gerade in QT (3, q) durch P trifft die §+1 langen Geraden, die £ und ¢’ treffen, und
enthélt daher mindestens §41 Punkte aus M. Es folgt >, b;(P)(i—1) > 1+0 > 6,
ein Widerspruch zu Lemma 3.1.1(i). Somit liegen alle Punkte von Q" (3,¢) in M.
O

Lemma 3.1.4 Ist 6 < (¢ — 1)/2, dann ezistiert eine parabolische Teilquadrik
Q(4,9) € Q™ (5,q) mit Q(4,q) € M.

Beweis: Sei ¢ € F die Gerade aus dem vorherigen Beweis, die von

2 banlg+1)
=R
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q~(5,q) und H(3,q?)

langen Geraden getroffen wird. Dann existiert eine hyperbolische Quadrik Q* (3, q)
durch /, die in M enthalten ist.

Die hyperbolische Quadrik Q7 (3, ¢) liegt in einem Solid U von PG(5, ¢) und dieser
ist in genau ¢ + 1 Hyperebenen von PG(5, ¢) enthalten. Jede dieser Hyperebenen
trifft die Quadrik @~ (5,¢) in einer parabolischen Quadrik Q(4,¢q). Genau g + 1
der langen Geraden, die ¢ treffen, liegen in Q% (3,q). Die restlichen z — (¢ + 1)
dieser langen Geraden verteilen sich auf die ¢ + 1 Hyperebenen durch U.

Wegen 0 <6 < (¢—1)/2 ist

¢* +¢* > (20 +1)(¢’ +q)
und daher
P+ %4362+ 2007 +20 > (20 + 1)(¢° + q) + 262%¢.
Dies ist dquivalent zu
q(q® +0)(q—0) +¢* +6 — 6°(¢* = 1) > (6 + 1)(¢° + 1 +8)(q — 9).
Daraus und mit Lemma 3.1.2 folgt

r—(¢+1) S bg+1

q+1 - A

A +6)(q—0)+¢*+5 -6 1)
(q—9)(¢* +1+9)

-1

> —1

> 6.

Es gibt also eine parabolische Quadrik Q(4,q) € Q~(5,q) durch Q" (3,q), die
neben den langen Geraden in Q7 (3, ¢) noch mindestens weitere d+1 lange Geraden
enthalt, die £ treffen.

Angenommen es gibt einen Punkt P € Q(4,¢)\ M. Dann liegt P nicht in Q7 (3, q)
und auch auf keiner langen Geraden. Jede Gerade der parabolischen Quadrik
Q(4,q) durch P trifft Q7 (3,¢) und genau eine dieser Geraden durch P trifft .
Sei R der Schnittpunkt, also der eindeutige Nachbar von P auf £. Seien g1, ..., ¢s
die langen Geraden aus @, die £ in einem von R verschiedenen Punkt treffen,
und nicht in Q% (3,¢) liegen. Dann existiert genau eine Gerade h; durch P, die
g; trifft. Der Schnittpunkt von g; und h; liegt nicht in Q7 (3,¢q), weil g; nicht in
Q7 (3,q) enthalten ist und R ¢ g¢; der eindeutige Nachbar von P auf ¢ ist. Ist
h; = h;j fiir © # j, so ist trotzdem g; N h; # g; N hy, weil sich g; und g; héchstens
in einem Punkt # R auf £ treffen. Die Geraden h; treffen auferdem QT (3,q)
aufserhalb von ¢ und haben somit einen weiteren Punkt in M. Ist s > § + 1, so
folgt >, bi(P)(i —1) > 6 + 1> 6, ein Widerspruch zu Lemma 3.1.1(i).

Es ist also s < § < ¢. Damit existiert ein Punkt S # R auf ¢, der auf keiner
der Geraden {1, ...,¢ liegt. Es folgt, dass der Punkt S auf genau einer langen
Geraden aus Q(4, q) liegt. Diese lange Gerade durch S ist in Q*(3,¢) enthalten.
Sei P’ ein Nachbar von S in Q(4, q). Liegt P’ in Q" (3, q), so gilt P’ € M. Liegt P’
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3.1 Kleine maximale Teilfaserungen von Q= (5, q)

nicht in Q% (3, q), so zeigen die gleichen Argumente wie fiir P, dass P’ in M liegt,
weil nun mindestens § + 1 lange Geraden aus (4, ¢q) die Gerade /¢ in einem von
S verschiedenen Punkt treffen und nicht in Q™ (3, ¢) enthalten sind. Damit liegen
alle Punkte aus St NQ(4,q) in der Menge M. Somit sind alle von ¢ verschiedenen
Geraden aus (4, ¢) durch S lange Geraden. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass S
auf genau einer langen Geraden liegt. Dieser Widerspruch zeigt, dass alle Punkte
P € Q(4,q) in M liegen. O

Lemma 3.1.5 Ist § < (¢ —1)/2, dann ist 6 =0, q gerade und F eine Faserung
einer parabolischen Quadrik Q(4,q) C Q~(5,q).

Beweis: Nach dem vorherigen Lemma existiert eine parabolische Teilquadrik
Q4,q9) CQ(5,q), die ganz in M enthalten ist. Angenommen es gibt eine Gerade
k € F, die nicht in Q(4, q) liegt. Sei S der Schnittpunkt von k mit Q(4, ). Dann
liegt S auf keiner Geraden von F, die in (4, ¢q) enthalten ist. Daher werden die
q® + g+ 1 Punkte in S* N Q(4, q) jeweils von einer anderen Geraden aus F iiber-
deckt. Es folgt | F| > ¢* + q + 1, ein Widerspruch zu § < (¢ — 1)/2. Deshalb liegen
alle Geraden aus F in Q(4, ¢) und iiberdecken Q(4, ¢) vollstéandig. Sie bilden somit
eine Faserung von ()(4, q). Eine solche Faserung existiert nur fiir gerade ¢ und hat
genau g2 + 1 Elemente. Insgesamt folgt, dass ¢ gerade und § = 0 sein muss. [

Theorem 3.1.6 Sei F eine mazimale Teilfaserung von Q= (5,q).
(i) Ist q ungerade, so ist |F| > q¢*>+ (¢+1)/2+ 1.

(ii) Ist q gerade, so ist entweder |F| = ¢> + 1 und F eine Faserung einer para-
bolischen Quadrik Q(4,q) € Q= (5,q) oder | F| > ¢* +q/2 + 1.

Beweis: Sei | F| = ¢> +1+ 6. Ist § < (¢ — 1)/2, so zeigt das vorherige Lemma,
dass § = 0, ¢ gerade und F eine Faserung einer parabolischen Quadrik Q(4,q) C
Q™ (5, q) ist. Somit folgt fiir ungerade ¢, dass § > (¢—1)/2, also 6 > (¢+1)/2, gilt.
Fiir gerade ¢ ist entweder 6 = 0 und F eine Faserung einer parabolischen Quadrik
Q(4,9) CQ(5,q) oder 6 > (¢ —1)/2, also 6 > ¢q/2. O

Hieraus folgt sofort die entsprechende Aussage fiir den zu Q@ (5, ) dualen Po-
larraum H (3, ¢?).

Folgerung 3.1.7 Sei O ein mazimales Teilovoid von H(3,q?).
(i) Ist q ungerade, so ist |O| > ¢*+ (¢ +1)/2 + 1.
(ii) Ist q gerade, so ist entweder |O] = ¢*> + 1 und O die Punktmenge einer

eingebetteten elliptischen Quadrik Q= (3,q) C W(3,q) C H(3,q?) oder es ist
0] > ¢* +q/2+1.
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3.2 Teilovoide von Q~ (5, 4)

In [BKMS08a] zeigen de Beule, Klein, Metsch und Storme, dass eine Teilfaserung
von H(3,q?) hichstens (¢ + ¢ + 2)/2 Elemente hat. Somit hat ein Teilovoid von
Q~ (5, q) ebenfalls héchstens (¢° +¢+2)/2 Elemente. Fiir ¢ = 2 und ¢ = 3 ist diese
Grenze scharf. Dye konstruierte in [Dye92] das folgende Beispiel fiir ein Teilovoid
in Q7 (5,2) mit 6 = (23 + 2 + 2)/2 Punkten.

Beispiel 3.2.1 Sei U ein Solid von PG(5,2) 2 Q~ (5, 2), der die Quadrik Q~(5,2)
in einer elliptischen Quadrik Q= (3,2) trifft. Dann ist s := U~ eine Sekante. Sei
weiter E eine Tangentialebene von @~ (3,2), also eine Ebene, die die Quadrik
in genau einem Punkt P trifft. Dann ist E+ eine Ebene durch die Sekante s,
die @ (5,2) in zwei Geraden durch P trifft. Seien Ry und Ry die beiden von
P verschiedenen Punkte der Quadrik in E-, die nicht auf s liegen. Sei weiter
O :={Ry,R2} U(Q~(3,2) \ {P}). Wegen R; ¢ s ist U € R}. Da aber R; € E+,
gilt £ C R}, woraus nun R;- NU = F folgt. Die Punkte in O sind somit paarweise
nicht aufeinander senkrecht und es gilt |O| =22 +2 =6 = (2% + 2+ 2)/2.

Ebert und Hirschfeld konstruieren in [EH99] mit Hilfe des Computers eine Teil-
faserung von H(3,9) mit 16 = (3% +3+2)/2 Elementen, was dual einem Teilovoid
von Q@ (5,3) mit 16 Punkten entspricht. Aukerdem wird gezeigt, dass dieses Bei-
spiel bis auf Isomorphie eindeutig ist.

Ebenfalls mit Hilfe des Computers wurden Teilfaserungen von H (3, 16) mit ma-
ximal 25 < 35 = (43+4+2)/2 Elementen in [EH99] und in [ACE03| gefunden. Eine
weitere Computersuche von Cimrékova und Fack in [CF05] ergibt, dass es keine
groferen Teilfaserungen von H(3,16) gibt. Somit ist fiir ¢ = 4 die obere Schranke
fiir Teilfaserungen von H(3,q?) aus [BKMS08a| nicht mehr scharf. Wir geben in
diesem Abschnitt einen geometrischen Beweis hierfiir. Dieser wird allerdings in
der Struktur der elliptischen Quadrik Q~(5,4) gefiihrt.

Neben der oberen Schranke werden in [BKMS08a| noch Eigenschaften einer
Teilfaserung von H (3, ¢?) mit genau (¢ + ¢ + 2)/2 Elementen nachgewiesen. Ins-
besondere wird das folgende Resultat gezeigt, das hier dual, also in @ (5,q),
dargestellt wird.

Resultat 3.2.2 (de Beule et al. [BKMS08a]) Sei O ein Teilovoid der elliptischen
Quadrik Q= (5, q) mit (¢®+q+2)/2 Elementen. Dann existiert ein zweites Teilovoid
O von Q= (5,9) mit |0'| = 0| = (¢* +q+2)/2 und ONO" = 0. Auferdem
blockieren O und O dieselben Geraden in Q= (5,q).

Lemma 3.2.3 Seien O und O’ zwei disjunkte Teilovoide der elliptischen Quadrik
Q™ (5,9) CPG(5,q) mit |0'] = 0| = (¢*+q+2)/2. Dann ist | HNO| = |[HNO'| fiir
jede Hyperebene H von PG(5,q), die die Quadrik Q(5,q) in einer parabolischen
Quadrik Q(4,q) trifft.

Beweis: Nach Resultat 3.2.2 blockieren O und O’ dieselben Geraden der Quadrik
Q@ (5,q). Jede Gerade durch einen Punkt aus O trifft damit O’ genau einmal. Sei
H eine Hyperebene von PG(5, q), die die Quadrik Q@ (5, ¢) in einer parabolischen
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Quadrik Q(4, ¢) trifft. Ein Punkt der parabolischen Quadrik Q(4, ¢) liegt auf genau
g+ 1 Geraden der Quadrik. Doppeltes Abzihlen von inzidenten Paaren (P, R) mit
Pe HNO und R € HN O liefert

[HNO|-(¢+1)=[HNO'|-(¢+1),

woraus die Behauptung folgt. g

Theorem 3.2.4 Es gibt kein Teilovoid von Q= (5,4) mit (43 + 4 + 2)/2 = 35
Elementen.

Beweis: Angenommen ein solchens Teilovoid O mit genau 35 Elementen existiert.
Dann gibt es nach Resultat 3.2.2 ein weiteres Teilovoid O’ mit |O’| = 35 und
ONO =10.Sei Pe O. Der Punkt P ist zu genau 42 + 1 = 17 Punkten in O’
benachbart. Wegen 17 < |O’| existiert damit ein Punkt R € ', der nicht auf P
senkrecht steht. Somit ist PR eine Sekante und U := (PR)L ein Solid in PG(5,4),
der die Quadrik Q~(5,4) in einer dreidimensionalen elliptischen Quadrik @~ (3,4)
trifft. Diese elliptische Quadrik enthilt weder Punkte aus O noch Punkte aus O’
weil die Punkte in U auf P und R senkrecht stehen und damit nicht in O oder O’
liegen konnen. Der Solid U liegt in genau g+1 = 5 Hyperebenen von PG(5,4). Dies
sind P+, R+ und drei weitere Hyperebenen Hi, Hy, Hs, die die Quadrik Q= (5,4)
jeweils in einer parabolischen Quadrik Q(4,4) treffen. Jeder Punkt von PG(5,4)
aufierhalb von U liegt in genau einer dieser Hyperebenen. In P~ liegen ein Punkt
aus O und 42 +1 Punkte aus O’. In R+ sind diese Zahlen genau umgekehrt, daher
ist
(PrURYHNO|=|(PLURYNO|=42+14+1=18.

Es bleiben 35 — 18 = 17 Punkte aus O bzw. ', die sich auf die restlichen drei
Hyperebenen Hy, Hy, H3 durch U aufteilen. Wir schliefen im folgenden eine Reihe
von Schnittzahlen a; := |H; N O] fiir i = 1,2,3 aus. Aus Lemma 3.2.3 wissen wir
bereits a; ;= |H; N O| = |H; N O'|.

a; € {1,2,...,8} : Angenommen a; > 0, dann gibt es einen Punkt S € H;NO.
Der Punkt S liegt in H; auf genau ¢ + 1 = 5 Geraden der Quadrik, die alle das
Teilovoid O’ treffen. Daher ist a; > 5. Sei T # S ein weiterer Punkt aus H; N O.
Dann ist ¢ := ST eine Sekante und F := ¢+ N H; ist eine Ovalebene durch den
Nukleus N der parabolischen Quadrik Q(4,4) in H;. Die Ebene E+ enthilt £ und
ist ebenfalls eine Ovalebene in H; durch den Nukleus N. Da sowohl S als auch T'
genau 4 + 1 = 5 Nachbarn in H; N O’ haben, es aber genau a; Punkte in H; N O’
gibt und nur in E gemeinsame Nachbarn liegen, gilt

a:=|EN0O'|>2-5—a,. (3a)

Angenommen o > 0 (dies ist insbesondere fiir a; < 10 der Fall). Sei 3 := |[E+NO)|.
Seien A, B € ENQ(4,4) zwei verschiedene Punkte. Dann sind die Geraden der
Form AX mit X € E+NQ(4,4) alle Geraden der Quadrik Q(4,4) durch A. Analog
sind fiir B die Geraden BX' mit X’ € E* alle Geraden der Quadrik Q(4,4) durch
B. Diese Geraden AX und BX' treffen sich nur fir X = X’ und dann ist der
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q~(5,q) und H(3,q?)

Schnittpunkt der Punkt X € E-, denn jeder Schnittpunkt von AX und BX’
liegt in (AB)* = E*. Somit liegt jeder Punkt der Quadrik Q(4,4), der nicht in
E oder E™ liegt, auf hichstens einer Geraden der Quadrik, die E und E* trifft.
Durch Zihlen erhilt man, dass jeder Punkt aus Q(4,4)\ (EU E1) auf genau einer
solchen Geraden liegt. Auferdem blockieren O und O’ dieselben Geraden. Somit
trifft jede der 4+ 1 = 5 Geraden durch einen der o Punkte in ENO’ die Menge O.
3 dieser Geraden treffen O in E*. Analog kann man fiir die 3 Punkte in E+ N O
argumentieren. Es folgt

ab-pf)+p+x=0a,=p0b—-a)+a+uz,

wobei 2 die Anzahl der Geraden der Quadrik Q(4,4) ist, die £ und E* treffen
und auRerdem O U O’ auferhalb von E U E* treffen. Hieraus folgt o = 8 und

6 — a? < a;. (3b)

Angenommen o = 3 > 4. Der Solid U enthilt keine der beiden Ebenen E und E*,
weil U die Quadrik in einer elliptischen Quadrik @~ (3,4) trifft und damit nicht
den Nukleus N enthélt. Somit trifft U eine der beiden Ebenen in einer Passante
und die andere in einer Sekante. Weil beide Ebenen hochstens einen Punkt haben,
der nicht in O oder O’ liegt, trifft U die Menge O U O’. Dies ist ein Widerspruch,
denn U enthilt keine Punkte aus O U O’.

Es folgt o < 3 und damit a; > 7 nach (3a). Fiir a; = 7 ist also o = 3 und es folgt
ein Widerspruch aus (3b).

Angenommen a; = 8, dann ist nach (3a) o > 2. Die Werte o = 3 und a; = 8
widersprechen (3b), also bleibt nur @ = 8 = 2. Die Punkte S und T haben in
H; genau zwei gemeinsame Nachbarn aus O’ (diese liegen in F) und jeweils drei
weitere voneinander verschiedene Nachbarn in @', was zusammen alle acht Punkte
aus O’ N H; sind (das bedeutet x = 0 in der obigen Gleichung). Somit ist jeder
Punkt in O’ N H; ein Nachbar von S oder T. Sei Y # S, T ein weiterer Punkt
aus O N H;. Dann hat auch Y genau fiinf Nachbarn in @’ N H; und daher mit
S oder T mindestens drei gemeinsame Nachbarn. Sei dies 0.B.d.A. S. Dann ist
¢ := SY eine Sekante, £’ := '+ N H; eine Ovalebene durch den Nukleus N und
o := |E'N | nach den vorangegangenen Uberlegungen grofer oder gleich drei.
Analog zu o < 3 zeigt man aber auch o’ < 3, also ist o/ = 3. Dies widerspricht
der zu (3b) analogen Ungleichung fiir o/.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass a; = 0 oder a; > 8 gelten muss.

a; # 17 : Angenommen a; = 17 = 42 4+ 1, dann ist H; N O ein Ovoid der
parabolischen Quadrik Q(4,4) in H;. Nach [BNS87] trifft ein Ovoid von @Q(4,4)
jede elliptische Teilquadrik @~ (3,4) in einer ungeraden Anzahl von Punkten. Der
Solid U trifft Q(4,4) in einer elliptischen Quadrik @~ (3,4). Damit haben H; N O
und der Solid U mindestens einen Punkt gemeinsam. Dies ist ein Widerspruch zu
Uno=49.

Insgesamt erhalten wir a1 +as+as = 17 und a; # {1,2,...,8,17}. Dies ist nicht
moglich und damit ein Widerspruch zur Annahme, dass ein solches Teilovoid O
existiert. |
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3.2 Teilovoide von Q~(5,4)

Die hierzu duale Aussage ist nun ebenfalls bewiesen.

Folgerung 3.2.5 Es gibt keine Teilfaserung von H(3,16) mit (4> +4+2)/2 =35
Elementen.
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4 {60,,00,_1;k — 1, q}-Minihyper

Die Untersuchungen in diesem Kapitel gehen auf die Klassifizierung von Griesmer-
Codes zuriick. Diese Codes konnen bijektiv auf gewisse Gewichtsfunktionen von
PG(k—1, q) abgebildet werden, so genannte Minihyper. In diesem Kapitel werden
bestimmte Minihyper klassifiziert und damit bestehende Resultate verbessert.

Definition 4.0.1 Eine Minihyper des projektiven Raums PG(k — 1,¢) ist eine
Gewichtsfunktion w : P — Ny von der Punktmenge P des projektiven Raums
PG(k —1,q) in die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen.

Fiir einen Punkt P heifst w(P) das Gewicht von P, und fiir eine Menge Y C P
ist w(Y') := > pey w(P) das Gewicht von Y. Die Parameter der Minihyper sind

e die Dimension des projektiven Raums k — 1,

e die Ordnung des zugrunde liegenden Korpers g,
e das Gesamtgewicht f := w(P)

e und das minimale Gewicht einer Hyperebene

m := min{w(H) | H Hyperebene von PG(k — 1, ¢)}.

Eine Minihyper w mit diesen Parametern wird allgemein als {f,m;k — 1,¢}-
Minihyper bezeichnet. Ist w(P) € {0,1} fir alle P € P, so heift w auch un-
gewichtete Minihyper und entspricht einer Teilmenge der Punktmenge.

Urspriinglich wurden Minihyper von Hamada und Tamari in [HT78] definiert,
um die maximale Maéchtigkeit einer Punktmenge M des projektiven Raums
PG(r,q) zu untersuchen mit der Eigenschaft, dass je s + 1 Punkte aus M einen
s-dimensionalen Unterraum aufspannen. In [Ham87] erklirt Hamada die Korre-
spondenz zwischen [n, k, d, q]-Griesmer-Codes mit d < ¢*~' und ungewichteten
Minihypern. Diese Korrespondenz wird von Hamada und Helleseth in [HHO1] auf
alle Griesmer-Codes und gewichtete Minihyper erweitert.

Resultat 4.0.2 (Hamada [Ham87], Hamada und Helleseth [HHO1]) Seien k, A € N
und sei m; € Ng mit k > 3, m; < ¢ —1 und (mq,...,mi_2) # (0,...,0), dann
kann die Menge der nicht dquivalenten

k—2 k—2
AO—1 — Z mib;, k,\g" ! — Z mqq", q]-Griesmer-Codes
i=0 i=0
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4 {66,,,00,,_1;k — 1, q}-Minihyper

bijektiv auf die Menge der nicht isomorphen
k-2 k—2
{Z m;0;, Z m;0;—1;k — 1, ¢}-Minihyper w
i=0 i=1

mit w(P) < X fiir alle Punkte P abgebildet werden.

Eine Klassifizierung der Minihyper liefert somit eine Klassifizierung der Griesmer-
Codes. Wir betrachten in diesem Kapitel {66,066, _1;k — 1, ¢}-Minihyper in der
Situation, dass ¢ eine quadratische Primzahlpotenz, u < k — 2 und § klein ist.
Solche Minihyper sind nicht nur fiir die Codierungstheorie interessant, sondern
auch fiir die Untersuchung maximaler partieller y-Faserungen und minimaler u-
Uberdeckungen von PG(k — 1,¢) mit p+ 1 | k.

Resultat 4.0.3 (Govaerts und Storme [GS03]) Es gelte u+1 | k.

(i) Sei L die Menge der Licher einer partiellen p-Faserung von PG(k — 1,q)
mit |L| = 66, und 6 < q. Dann ist L die Punktmenge einer ungewichteten
{60,,,60,,_1; k — 1, q}-Minihyper.

(ii) Sei C eine u-Uberdeckung von PG(k — 1,q) mit 0_1/6, + § Elementen und
§ < q. Seiw : P — Ny, so dass w(P) + 1 gleich der Anzahl der Elemente
aus C ist, die P enthalten. Dann ist w eine {06,,,00,,_1;k — 1, ¢}-Minihyper.

Beispiele 4.0.4 (i) Sei U ein p-dimensionaler Unterraum von PG(k—1, ¢) mit
<k —1, dann ist w¥ : P — Ny mit

Uipy . 1 falls PeU
w(P)'_{o falls P ¢ U

eine (ungewichtete) {6,,0,,_1;k — 1, ¢}-Minihyper.

(ii) Sei g eine Quadratzahl und 2 ein Baer-Kegel in PG(k — 1,¢) vom Typ Bs
mit Spitze S und ¢ > 0, dann ist w® : P — Ny mit

Va+1 fallsPes
w(P) := 1 falls P € (Q\S)
0 falls P ¢

eine {(\/q +1)0,,(v/q+ 1)0,-1;k — 1,q}-Minihyper mit p := s+ (t +1)/2
fiir ungerade ¢ und eine {6, 4+ \/q0,—1,0,—1 + \/q9u—2; k — 1, ¢}-Minihyper
mit p:=s+t/2+ 1 fiir gerade t.

(iil) Seien w;, i = 1,...,n, {fi,m;;k — 1, ¢}-Minihyper des selben projektiven

Raums PG(k — 1, q), dann ist w := > w; eine { f, m; k — 1, ¢}-Minihyper mit
f=>fiundm=>> m,.
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Fiir die Definition von Baer-Kegeln sieche Abschnitt 1.2. Dort wird aufterdem ge-
zeigt, dass Baer-Kegel projizierten Baer-Untergeometrien entsprechen. Ein Baer-
Kegel 2 vom Typ B, . entspricht dabei dem Bild einer Projektion einer Baer-
Untergeometrie PG(2s + t + 2,,/q). Daher bezeichnen wir diesen Baer-Kegel
auch als projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2s 4t + 2, ,/q). Diese Bezeichnung
erklért intuitiver die moglichen Schnitte mit anderen Baer-Kegeln oder mit Un-
terrdumen. Beide Bezeichnungen haben ihre Vorteile, weshalb sie auch beide in
diesem Kapitel verwendet werden. Auferdem gilt fiir ¢ > 0 und w*® wie in (ii) des
obigen Beispiels

t+1
w(P) = (Vg+1)8s + qSH% = |PG(2s+t+2,\/9). (4a)

Die Einschrinkung ¢ > 0 ist fiir die Wohldefiniertheit von w wichtig, denn ein
Baer-Kegel 2, vom Typ B; o und ein Baer-Kegel Qs vom Typ Bs11,—1 sind beides
Unterriume der Dimension s+ 1. Eine zu (ii) analoge Definition fiir w** und w2
fithrt aber zu zwei verschiedenen Gewichtsfunktionen, die zudem beide nicht der
Funktion wY fiir einen (s + 1)-dimensionalen Unterraum U entsprechen.

Bemerkung 4.0.5 Ist (2 ein Baer-Kegel vom Typ B, ;, dann ist ) die Vereini-
gung von ,/q+1 verschiedenen (s+1)-dimensionalen Unterrdumen Uy, .. ., U g+1,
die sich paarweise in der s-dimensionalen Spitze S treffen und daher ist

Vit

ws = g wY,
i=1

Eine Minihyper, die durch einen Unterraum U oder einen Baer-Kegel Q2 = B, ;
mit ¢ > 0 wie in (i) bzw. (ii) des Beispiels definiert wird, bezeichnen wir fiir den
Rest des Kapitels mit w? bzw. w®. Ist die Minihyper w eine Summe w = > w;
wie in (iii) des Beispiels und ist w; = wY oder w; = w' mit U; Unterraum
und 2; Baer-Kegel vom Typ Bs, s, mit ¢; > 0, so sagen wir, dass w die Sum-
me von Unterrdumen U; und projizierten Baer-Untergeometrien €); ist. Mit der
vorangegangenen Bemerkung koénnen wir in einer solchen Summe die w® mit
t; = 1 durch eine Summe von Unterrdumen ersetzen, weshalb hierbei sogar ¢; > 1
gefordert werden kann.

Beispiel 4.0.6 Seien )y, ...,Q, projizierte Baer-Untergeometrien pPG(2u+1, \/q)
von PG(k—1,q), deren Basen jeweils mindestens Dimension Eins haben und seien
Us,...,Uy, Unterrdume PG(u, ¢) von PG(k —1,¢q). Gibt es aufserdem eine Hyper-
ebene H von PG(k—1,¢) mit ;NH = pPG(2u—1,,/q) und U;NH = PG(u—1,q)
firi=1,...,zund j =1,...y, dann ist

x y
w = g w + E wYi
i=1 j=1

eine {06,,,00,_1:k — 1, ¢}-Minihyper mit ¢ := (/g + 1)z + y.
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4 {66,,,00,,_1;k — 1, q}-Minihyper

Lemma 4.0.7 Die im voran gegangenen Beispiel definierte Gewichtsfunktion w
ist eine {00,060, _1;k — 1, q}-Minihyper mit 0 := (\/q + 1)z +y.

Beweis: Sei P die Punktmenge von PG(k — 1,¢), dann ist mit (4a)
x y
w(P) =Y wh(P)+ Y w’(P)
i=1 j=1

=z [PG(2u+1,1/q)| + y [PG(k q)]
=xz(y/q+1)8,+yb,
=40,.

Jede Hyperebene H von PG(k — 1,q) trifft Q; in einer projizierten Baer-Unter-
geometrie der Dimension mindestens 2u—1 (Beweis hiervon spéter in Lemma 4.1.4)
und U; in einem Unterraum der Dimension mindestens p— 1. Daraus folgt w(H) >
08,1 mit Gleichheit fiir mindestens eine Hyperebene H nach Voraussetzung. [

Beispiel 4.0.6 zeigt, wie man {66,066, _1;k — 1, ¢}-Minihyper und damit auch
entsprechende Griesmer Codes konstruiert. Diese Konstruktion wurde in &hnli-
cher Form von Belov, Logachev und Sandimirov in [BLS74] entwickelt. Ziel dieses
Kapitels ist es, fiir gewisse Parameter die Umkehrung zu beweisen, also zu zeigen,
dass eine {66,,,00,,_1;k — 1, ¢}-Minihyper die Summe von p-dimensionalen Unter-
rdumen und von projizierten Baer-Untergeometrien der Dimension 2u + 1 ist. Es
gibt bereits die folgenden Ergebnisse dieser Art.

Resultat 4.0.8 (Govaerts und Storme [GS03]) Sei ¢ + € die Mdchtigkeit einer
kleinsten minimalen nicht-trivialen blockierenden Menge in PG(2,q). Sei weiter
w eine {60,,,00,_1;k — 1, q}-Minihyper mit ¢ > 2,0 < 6 < € und p < k—2. Dann
ist w die Summe von § Unterrdumen der Dimension u.

Resultat 4.0.9 (Govaerts und Storme [GS02]) Sei w eine ungewichtete
{06,,,00,,_1; k — 1, q}-Minihyper mit ¢ > 16 Quadratzahl und 6 < @32 + 1.
Dann ist w die Summe von paarweise disjunkten Unterrdumen PG(u, q) und Baer-
Untergeometrien PG(2p + 1, ,/q).

Wir erweitern diese Resultate und beweisen in diesem Kapitel das folgende
Theorem. Die Ergebnisse dieses Kapitels werden in Kiirze bei der Zeitschrift “Ad-
vances in Mathematics of Communications“ eingereicht, siche [BMS].

Theorem 4.0.10 Sei w eine {00,660, _1;k — 1,q}-Minihyper mit ¢ = p*", p
Primzahl, p> 11, k>4, 1 <pu<k—2,0 < (¢—1)/4 und falls h > 1 noch

6% 22-6 626

§+—+—F5—+—5—<l+g¢

q q q
wobei ¢ + 1 + € die Mdchtigkeit einer kleinsten minimalen blockierenden Men-
ge in PG(2,q) ist, die keine Gerade und keine Baer-Unterebene ist. Dann ist
w die Summe von u-dimensionalen Unterraumen PG(u, q) und projizierten Baer-
Untergeometrien pPG(2u+1, \/q) deren Basisdimensionen grifer oder gleich Drei
sind. Diese Summe ist bis auf Reihenfolge der Summanden eindeutig.
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4.1 Vorbereitungen

Ein projizierter Baer-Unterraum €2 der Dimension 24+ 1 ist ein Baer-Kegel vom
Typ Bsu—1-2s mit s € {—1,...,p}. Fiir s = p ist Q ein p-dimensionaler Unter-
raum PG(u,q). Fiir s = p — 1 ist nach Bemerkung 4.0.5 die Minihyper w® die
Summe von Unterrdumen der Dimension s + 1 = p. Um eine (bis auf Reihenfolge
der Summanden) eindeutige Summe w in Theorem 4.0.10 zu erhalten, muss daher
die Basisdimension der Baer-Kegel mindesten Drei sein (bzw. s < p—2). Wir nen-
nen die eindeutigen Unterrdume und projizierten Baer-Untergeometrien die Kom-
ponenten von w bzw. genauer Unterraum-Komponenten und Baer-Komponenten.

Bemerkung 4.0.11 Die Aussage von Theorem 4.0.10 fiir ; = 1 ist das Hauptre-
sultat von Storme in [Sto08]. Wegen s < p — 2 = —1 ist in diesem Fall die
Minihyper w die Summe von Geraden PG(1, ¢) und von (nicht projizierten) Baer-
Untergeometrien PG(3,/q).

4.1 Vorbereitungen

Bevor wir mit dem Beweis von Theorem 4.0.10 anfangen, beweisen wir in die-
sem Abschnitt noch einige Aussagen, die dafiir benétigt werden. Im ersten Teil-
abschnitt stellen wir Resultate iiber Minihyper zusammen. Im zweiten werden
Schnitte zwischen Baer-Kegeln und Unterrdumen betrachtet. Im dritten Teilab-
schnitt wird gezeigt, wie eine Baer-Komponente der Minihyper aus dieser “ent-
fernt” werden kann, was anschlieffend einen induktiven Beweis von Theorem 4.0.10
ermoglicht.

Benétigte Resultate iiber Minihyper

In diesem Teilabschnitt nennen wir drei Resultate {iber Minihyper, die im fol-
genden verwendet werden. Zum Teil sind die Resultate umformuliert. Fiir eine
Minihyper w und einen Unterraum U bezeichnen wir mit wy die Einschrankung
von w auf U.

Resultat 4.1.1 (Hamada [Ham93]) Seiw eine {Z 0 mﬂz,z 0 mi0;_1;k—1,q}-
Minihyper mit 0 < m; < q—1 und (0,...,0) # (mg, ..., mk_2).

(i) Fir alle 0 < n < k—1 ist das minimale Gewicht eines Unterraums der
Dimension k — 1 — n gleich Z mZ -

(i1) Ist A ein Unterraum der Dimension k — 3 mit minimalem Gewicht und sind
Hj, j=0,...,q, die Hyperebenen durch A, dann ist wy, eine

{¢; + Z m;if;_1, Z mii—2;k — 2,q} — Minihyper

von Hj fir j =0,...,q mit ¢; € Ny undzgzoej =my.
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4 {66,,,00,,_1;k — 1, q}-Minihyper

Resultat 4.1.2 (Ferret und Storme [FS02], Hamada und Helleseth [HH93]) Sei
w eine {66,,00,_1;k — 1, ¢}-Minihyper von PG(k —1,q) mit 1 < p < k —2 und
d < (qg+1)/2, und sei H eine Hyperebene von PG(k — 1,q). Dann ist die Ein-
schrinkung wy von w auf H eine {3 1 mi0;, > 5 mi0;_1; k — 2, ¢}-Minihyper,
wobei Yt m; =4 gilt.

Insbesondere ist fiir eine Hyperebene H mit minimalem Gewicht w(H) = 6,1
die Einschriankung wy eine {66,_1,60,_2; k — 2, ¢}-Minihyper.

Resultat 4.1.3 (Ferret und Storme [FS02], Hamada und Helleseth [HH93]) Sei
w eine {60,,00,_1;k — 1,q}-Minihyper w mit 0 < 6 < ¢, und sei U ein N-
dimensionaler Unterraum, der Punkte vom Gewicht Null enthdlt. Dann ist die
Einschrinkung wy von w auf U eine {Y 7 mb;, > ;_omi0;—1; N, q}-Minihyper,
wobei x :=min(N — 1, ) und Y7 m; <6 gilt.

Schnitte zwischen Baer-Kegeln und Unterrdumen

In diesem Teilabschnitt untersuchen wir, wie sich Baer-Kegel untereinander und
mit Unterrdumen schneiden.

Lemma 4.1.4 Sei B ein Baer-Kegel vom Typ B, und Spitze S im projektiven
Raum PG(d, q).

(i) Fir jeden Unterraum U von PG(d,q) ist U N B ein Baer-Kegel mit Spitze
UNS vom Typ Bs v, wobei s’ < s, t' <t und s +t' <dim(U) — 1 gilt.

(ii) Ist U eine Hyperebene von PG(d, q), die B nicht enthdlt, dann ist UNB ein
Baer-Kegel mit Spitze U NS vom Typ Bs_1+, Bst—1 oder Bg_o.

Beweis: Sei S’ := U NS und sei T’ ein Komplement von S’ in U N (B). Sei
weiter T ein Komplement von S in (B) mit 77 C T. Dann ist B N T eine
Baer-Untergeometrie PG(t, /q) und B der Kegel mit Spitze S {iber dieser Baer-
Untergeometrie PG(t, \/q). 1" trifft diese Baer-Untergeometrie in einer Baer-Unter-
geometrie PG(t',/q) mit ¢’ < t. Zusammen mit U N (B) = (5',T") folgt (i). Sei
nun U eine Hyperebene und B ¢ U, also dim((B)NU) = dim((B))—1.Ist S C U,
dann ist 7" eine Hyperebene von T, die die Baer-Untergeometrie PG(t,/q) in
einer Baer-Untergeometrie der Dimension ¢ — 1 oder ¢ — 2 trifft. Ist S ¢ U, also
dim(S") = s —1, so gilt T C U und U N B ist ein Kegel mit Spitze S’ vom Typ
Bs—Lt- O

Lemma 4.1.5 Seien B und B’ zwei Baer-Kegel des projektiven Raums PG(d, q)
mit B’ C B. Sei weiter B vom Typ Bs; mit t > 3, B' vom Typ By y und
t+2s =1t +2s + 1. Dann tritt einer der folgenden Fille ein.

(i) B’ ist vom Typ Bs,_1 und die Spitzen der beiden Kegel sind identisch.

(ii) B’ ist vom Typ Bs_1,+1, die Spitze von B’ ist in der Spitze von B enthalten
und die Spitze von B ist im Kegel B’ enthalten.
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4.1 Vorbereitungen

Beweis: Wegen B’ C Bist (B') C (B), also ' +¢ < s+t. Dazudem 25+t = 25’ +
t'+1 gilt, folgt s’ > s—1. Sei S die Spitze von B und die Baer-Untergeometrie C :=
PG(t, \/q) eine Basis von B. Dann liegt C' in einem ¢-dimensionalen Unterraum 7'
von (B) mit TN S = . Sei aukerdem S’ die Spitze von B’.

Angenommen S’ ¢ S. Sei P ein Punkt in S\ S. Fiir jeden von P verschiedenen
Punkt X € B’ liegt die Gerade PX in B’ und somit auch in B. Deswegen trifft
PX die Spitze S und es folgt B’ C (S, P). Damit ist ¢’ + s’ < dim({S, P)) —1 = s.
Hieraus folgt 2s +t =t +2s' +1 <2s+1—1t,alsot +¢ < 1, was wegen t > 3
und ¢’ > —1 ein Widerspruch ist.

Es ist also S C S. Falls S’ = S, dann ist ¢ =t — 1 und daher B’ ein Kegel mit
Spitze S {iber einer Baer-Untergeometrie PG(t —1,,/g) C C und Fall (i) tritt ein.
Sei daher nun S’ # S, also S’ C S. Wegen s’ > s — 1 ist dann s’ = s — 1 und
zusammen mit ¢t + 2s =t/ + 25’ + 1 folgt ¢ = ¢t + 1. Wir erhalten s’ +¢ = s + 1,
weshalb (B’) = (B) = (S, T gilt. Sei T” ein Komplement von S’ in (S, T’). Dann
ist C' := B'NT" eine Baer-Untergeometrie PG(t+1,,/q) und B’ ist der Kegel mit
Spitze S’ iiber C’. Mit der Dimensionsformel folgt, dass Y := TN S ein Punkt ist.
Somit ist S" = (S,Y). Wir zeigen nun Y € B’, denn dann gilt S = (S, Y) C B’
und Fall (ii) tritt ein.

Sei dazu Ty eine Hyperebene von T" mit Y ¢ Ty, die C’ in einer Baer-Unter-
geometrie C” := PG(t, /q) trifft. Dann ist C” € B’ € B und (C") = Ty ist
disjunkt zu S. Damit ist B auch der Kegel mit Spitze S iiber C”.

Sei P ein Punkt aus C’\ C”. Liegt P in S, dann ist P = Y, also Y € B’ und
der Beweis ist abgeschlossen. Sei daher P ¢ S. Weil P ein Punkt aus B ist, dem
Kegel mit Spitze S iiber der Basis C”, gibt es einen eindeutigen Punkt X € C”
mit P € (S, X). Die Gerade PX liegt somit in 77 und trifft S. Damit trifft PX
die Spitze S im Punkt Y und es gilt Y € PX. Sei @ ein von X verschiedener
Punkt aus C” und P’ # P,Q ein Punkt aus C’ der Geraden PQ. Dann ist P’
kein Punkt der Spitze S und P’ liegt auch nicht in C”, denn die Gerade PQ trifft
wegen P ¢ C” die Baer-Untergeometrie C” nur in @Q. Analog zu eben folgt, dass
es einen Punkt X’ € C” gibt, mit P’ € (S, X’) und Y € P'X’. Damit liegen die
Geraden PX und P'X’ beide in der Ebene (P, X, Q) und sie treffen beide die
Baer-Untergeometrie C’ in einer Baer Geraden. Damit liegt Y = PX N P’X’ in
C’, also auch in B'. O

Bei einem Baer-Kegel B vom Typ B, mit ¢ > 0, nennen wir die Punkte au-
Rerhalb der Spitze einfache Punkte. In der dazugehorigen Minihyper w? sind dies
gerade die Punkte mit Gewicht genau eins. ¢t > 0 wird hier mit der gleichen Begriin-
dung wie bei der Definition von w” wegen der Wohldefiniertheit vorausgesetzt.

Lemma 4.1.6 Sei B ein Baer-Kegel vom Typ B mitt > 0 in einem projektiven
Raum PG(d,q). Dann enthdilt jeder Unterraum U von PG(d,q) mit dim(U) <
s+t — 1 héchstens ein g-tel der einfachen Punkte von B.

Beweis: Sei S die Spitze des Baer-Kegels B. Nach Lemma 4.1.4 ist U N B ein
Baer-Kegel vom Typ By mit Spitze SNU, s’ < s und ¢ < t. Es gilt auferdem
s+t 4+1<dim(U) < s+t — 1. Die einfachen Punkte von B, die in U liegen,
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sind gerade die Punkte in (U N B) \ (SNU). B enthilt genau

a:=0+g+ -+ KQHe™!

einfache Punkte. In U N B liegen davon genau

a =1+ q+-+ (Vo))

Ist s < s—1, so folgt mit ¢’ < ¢, dass a’/a < q gilt. Ist ' = s, dann gilt wegen
s+t 4+1<s+t—1,dasst <t—2ist und somit a’/a < gq. O

Lemma 4.1.7 Der Schnitt zweier verschiedener Baer-Kegel B vom Typ B, ; und
B’ vom Typ By y des projektiven Raums PG(d,q) mit t,t' > 2 und 2s +t+1 =
2s' +t' + 1 enthdlt weniger als ein (/q — 1)-tel der einfachen Punkte jeder der
beiden Kegel.

Beweis: B enthilt genau ¢**! ZEZO(\/@)i einfache Punkte. Wegen ¢ > 2, ist diese
Zahl grofer oder gleich o mit

o= (1+G+q)q".

Da 2s+t = 2s' + 1, folgt analog, dass auch B’ mindestens o einfache Punkte hat.

Fall 1: (B) # (B’). O.B.d.A. ist (B) N (B’) # (B). Dann trifft der Unterraum
H' := (B’) nach Lemma 4.1.4 den Baer-Kegel B in einem Baer-Kegel B, ; mit
a<sundb<t Wegen B¢ H'ist (a,b) # (s,t). Es folgt

IBAB'|(vVg—1) <[H'NB|(Vg—1)

_ a+1 (\/a>b+1 -1
= <9a +gq e

<gHETE < IS <o

)i

Weil die Anzahl der einfachen Punkte von B bzw. B’ in B N B’ hichstens gleich
|B N B'| ist, folgt die Behauptung.

Fall 2: (B) = (B’). Dann ist s +t+ 1 = s + ¢ 4+ 1 und zusammen mit
2s+t+1 =25+t +1 folgt s = s’ und t = t'. Wir beweisen diesen Fall mit
Induktion nach s.

s =8’ = —1 : Dann sind B und B’ zwei verschiedene Baer-Untergeometrien
PG(t,/q) mit ¢t > 2. Der Schnitt enthélt héchstens [PG(t — 1,,/q)| + 1 Punkte
(diese sind alle einfach), siehe [Sve83] oder [DD06]. Wegen

(IPGEt-1,vgl+D(va-1) < (Va)'+ Vi <o,

folgt die Behauptung fiir s = —1.

s=s2>0:

Fall 2a: Die Spitzen von B und B’ haben einen Punkt P gemeinsam. Dann
sind B und B’ Kegel mit Spitze P {iber Baer-Kegeln des Typs B,s_1 . Fiir einen
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einfachen Punkt R von B ist RP ein einfacher Punkt von B/P. Auf der Geraden
RP liegen genau g einfache Punkte von B, daher gehort jeder einfache Punkt von
B/P 7u genau ¢ einfachen Punkten von B. Gleiches gilt fiir den Kegel B’. Im
Schnitt von B und B’ liegen damit ¢g-mal so viele einfache Punkte wie im Schnitt
von B/P und B’/P. Die Induktionsvoraussetzung liefert, dass B/P uund B'/P
weniger als ein (/g — 1)-tel ihrer einfachen Punkte im Schnitt haben. Die Anzahl
der einfachen Punkte in B ist

t t
qs+1 Z(\/&)z =q- <qs Z(ﬁ)z) 7
i=0 i=0

also g-mal die Anzahl der einfachen Punkte in B/P. Dies zeigt die Behauptung.

Fall 2b: Die Spitzen von B und B’ sind disjunkt. Wir bezeichnen sie mit
bzw. 7’. B ist die Vereinigung von (s+ 1)-dimensionalen Unterrdumen U durch 7.
Jeder dieser Unterriume U enthilt genau ¢**! einfache Punkte von B, das sind
gerade die Punkte in U \ 7.
Ist U Nw’ = ( fiir einen solchen Unterraum U, dann ist U N B’ eine Baer-
Untergeometrie PG(z + 1,,/q) mit 2 < s. 7 ist eine Hyperebene von U und
trifft die Baer-Untergeometrie PG(z + 1,,/q) damit mindestens in einer Baer-
Untergeometrie PG(z — 1,,/q). Es folgt, dass hochstens

Vo)™ + (V" = (VD" (Va+1) < (Vo' (Va+1)

Punkte aus PG(z + 1, ,/q) einfache Punkte von B sind. Da U genau ¢°*! einfache
Punkte von B enthélt und s > 0 ist, sind dies weniger als ein (/g — 1)-tel der
einfachen Punkte von B in U.

Ist U N7’ # ) fiir einen solchen Unterraum U, dann gilt wegen 7 N7’ = @, dass
7' N U ein Punkt P auferhalb von 7 ist. Es folgt, dass jede Gerade in U N B’
durch P geht, also U N B’ ein Kegel mit Spitze P iiber 7 N B’ ist. Weil 1 N7’ = 0,
enthiilt m N B’ keine Gerade und daher ist |x N B’| < [PG(s, /q)|- Damit liegen
héchstens 1+ (¢ — 1) |[PG(s, \/q)| einfache Punkte von B in UNB'. Fiir s > 1 sind
dies weniger als 1/(,/q — 1) der einfachen Punkte von B in U.

Fiir s > 1 ist die Behauptung damit gezeigt. Fiir s = s’ = 0 sind 7 und 7’ ver-
schiedene Punkte. Die Unterrdume U sind Geraden durch 7 mit genau q einfachen
Punkten aus B. Hochstens eine dieser Geraden ist die Gerade nn’ =: Uy. Die an-
deren Geraden durch 7 in B treffen B’ hochstens in einer Baer-Teilgeraden mit
V@ +1<4q/(y/q—1) Punkten.

Ist Uy N B’ = «/, dann hat Uy genau einen Punkt in B’ und fiir alle Geraden U
durch 7 gilt, dass weniger als 1/(,/g — 1) der einfachen Punkte von B in B’ liegen.
Ist Uy N B’ # 7/, dann ist Uy in B’ enthalten. Ist Uy keine Gerade von B, dann
folgt wie eben die Behauptung. Ist Uy eine gemeinsame Gerade von B und B’,
dann liegen alle ¢ einfachen Punkte von B auf Uy in B’. Die anderen Geraden
U durch 7 treffen B’ weiterhin hochstens in einer Baer-Teilgeraden mit /g + 1
Punkten, allerdings ist nun 7 einer dieser Punkte, und daher liegen hochstens /g
einfache Punkte von U in B’. Es folgt, dass in B’ hdchstens

Wi+ +D)a+q
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einfache Punkte aus B liegen. Da t > 2, ist diese Zahl grofer als o/( /g —1). O

Die vorherigen Lemmas zeigen, wie sich Baer-Kegel untereinander und mit Un-
terrdumen treffen. Mit Hilfe dieser Aussagen kénnen wir das néchste Lemma be-
weisen, welches zeigt, dass die Vereinigung weniger Baer-Kegel und Unterrdume
keine anderen Baer-Kegel und Unterrdume der gleichen Dimension enthélt. Das
fiihrt anschliefend zur Folgerung 4.1.9, die feststellt, dass eine Minihyper, die
Summe aus Unterrdumen und projizierten Baer-Untergeometrien ist (siehe auch
Beispiel 4.0.6), bis auf Reihenfolge eindeutig durch diese bestimmyt ist.

Lemma 4.1.8 Im projektiven Raum PG(d, q) liege die Menge

F=\JB uJu, (4b)

wobei U; ein m-dimensionaler Unterraum mit m > 1 und B; ein Baer-Kegel vom
Typ B, ¢, mitt; > 3 und 25;+1+t; = 2m sei. Es sei auflerdem 0 := x(14+,/q)+y <
q—1.

(i) Ein Baer-Kegel B vom Typ Bs: mit t > 2 und 2s+ 1+t = 2m, der kein Be-

standteil der Zerlegung (4b) ist, hat weniger als § (q—1)-tel seiner einfachen
Punkte in F. Insbesondere ist B ¢ F.

(i1) Die Unterridume U; sind die einzigen Unterrdaume der Dimension m, die in
F enthalten sind.

Beweis: (1) Wegen t > 21ist 2s+1+2t > 2m+2, also s+t —1 > m. Lemma 4.1.6
und Lemma 4.1.7 konnen daher angewendet werden und zeigen, dass hochstens
ein ¢-tel der einfachen Punkte von B in U; und weniger als ein (/g — 1)-tel der
einfachen Punkte von B in B; liegen. Es folgt, dass hichstens ein Anteil von

y _*vat+y ¢
Vi—1 q q—1 q—1

der einfachen Punkte von B in F' liegen. Insbesondere ist B nicht in F' enthalten.

<1

(ii) Sei U ein von den U; verschiedener Unterraum der Dimension m. Dann
ist [UNU;| < 6p—1 < |U|/q fir jeden Unterraum U;. Die Menge B; N U ist
nach Lemma 4.1.4 ein Baer-Kegel B, mit ¢ < s; und a + b+ 1 < m. Wegen
2s; =2m—1—t; <2(m—1)ist s, <m—2,alsoa <m—2und a+3/2+b/2 < m.
Wir erhalten

U N Bi| = [PG(a, q)| + ¢" " [PG(b, /q)]

at+24+2 m U
S ALY (R Ui
vi—1 vi—1  Va-1
Analog zu (i) folgt hieraus, dass U nicht in F enthalten ist. O
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Folgerung 4.1.9 Die Minihyper w sei die Summe der Unterrdume U; und der
Baer-Kegel B; aus dem vorherigen Lemma, also eine Summe von Unterrdumen
PG(m, q) und von projizierten Baer-Untergeometrien pPG(2m +1,,/q). Dann ist
die Zusammensetzung von w bis auf die Reihenfolge der U; und B; eindeutig.

Das folgende Lemma ist sehr dhnlich zu Lemma 4.1.8. Wieder handelt es sich
um eine Vereinigung von Unterrdumen und Baer-Kegeln, hier ist es allerdings
die Vereinigung von Unterrdumen PG(m — 1, ¢) und von projizierten Baer-Unter-
geometrien pPG(r,/q) mit r < 2m.

Lemma 4.1.10 Im projektiven Raum PG(d, q) liege die Menge

wobei die U; Unterraume der Dimension héchstens m — 1 und die B; Baer-Kegel
des Typs Bs, 1, mit s; < m — 2 und 2s; + 2+ t; < 2m seien. Es gelte auflerdem
0 :=2(14+./q) +y < q— 1. Dann enthilt F keinen Unterraum der Dimension
m und keinen von den B; verschiedenen Baer-Kegel des Typs Bs; mit s < m — 2
und 2s + 2+t =2m.

Beweis: Der Beweis, dass F' keinen m-dimensionalen Unterraum enthélt, verlduft
analog zum Beweis von Lemma 4.1.8(ii).

Sei nun B ein Baer-Kegel vom Typ Bs; mit s < m — 2, 2s +2 4+t = 2m und
B # B, fiir alle ¢. Dann ist t > 2 und der Baer-Kegel B hat

s+1 (\[i]/);—il 1_ 1 > (\/a)2s+2+t _ qm

einfache Punkte. Gilt fiir einen Baer-Kegel B;, dass 2s; + 2 4+ t; = 2m ist, dann
folgt auch hier ¢; > 2, und Lemma 4.1.7 zeigt, dass in BN B; weniger als z/(,/q—1)
einfache Punkte von B liegen. Gilt hingegen 2s;+24t; < 2m—1 fiir den Baer-Kegel
B;, dann ist

z:=q

qm—1 < z

Vi1 Vi1

Wegen |U;| < 0,,—1 < z/(q — 1) enthilt jeder der y Unterrdume U; weniger als
z/(q — 1) einfache Punkte von B. Zusammen erhalten wir, dass weniger als

|Bil <[PG(2m —1,Vq)| =

z(z +1)+ 0
z( i +y>:((\/§ )y):z <z
Vi—1 qg-1 q—1 q—1
einfache Punkte von B in F liegen, also B nicht in F’ enthalten ist. U

Betrachtet man das Erzeugnis von drei verschiedenen (m + 1)-dimensionalen
Unterrdumen, die sich in einem gemeinsamen m-dimensionalen Unterraum tref-
fen, so erhélt man einen (m + 2)- oder einen (m + 3)-dimensionalen Unterraum.
Eine dhnliche Aussage kann man fiir Baer-Untergeometrien treffen, hierbei gibt es
zusdtzlich die Moglichkeit, dass ein Baer-Kegel entsteht.
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Lemma 4.1.11 Sei A ein (n — 2)-dimensionaler Unterraum des projektiven
Raums PG(n,q) und C eine Baer-Untergeometrie PG(m,/q), die in A enthal-
ten ist. Seien weiter Hy, Hy und Hs Hyperebenen durch A und Cy,C5 und Cs
Baer-Untergeometrien PG(m+1, /q) mit C; C H; und C;NA = C firi=1,2,3.

(i) Dann existiert eine eindeutige Baer-Untergeometrie C1o = PG(m + 2,,/q),
die C1 und Cs enthdlt. Sie erfillt C1o N H; = C; firi=1,2.

(ii) Ist H3 N Ci2 = C und Cs € (Cha), so ezistiert eine eindeutige Baer-Unter-
geometrie B = PG(m + 3,,/q), die C12 und C3 enthdlt. Es gilt BN A =C
und B N (C12) = Cia. Auferdem trifft genau eine Hyperebene durch A
die Baer-Untergeometrie B in einer Bear Untergeometrie PG(m + 2,,/q)
und jede andere Hyperebene durch A trifft B in einer Baer-Untergeometrie

PG(m +1,,/q).

(iii) Ist H3NCh2 = C und C3 C (C12), dann existiert ein Baer-Kegel B vom Typ
Bo.m+1, der Ci2 und Cs enthdlt. Die Spitze V von B ist nicht in A enthalten
und die Hyperebene (A, V) trifft B in einem Baer-Kegel vom Typ By ,, mit
Spitze V', wihrend alle anderen Hyperebenen durch A den Baer-Kegel B in
einer Baer-Untergeometrie PG(m + 1,./q) treffen.

Beweis: (i) und (ii) sind bekannte Aussagen iiber Baer-Untergeometrien.

Wir beweisen nun (iii). Sei dazu PG(n, q) eingebettet in einen projektiven Raum
PG(n +1,q) und P ein Punkt auferhalb von PG(n, q). Wir setzten A’ := (A, P)
und H] := (H;, P). Sei weiter U eine von Hj verschiedene Hyperebene von Hj,
die P nicht enthilt. Wir projizieren C3 von P auf U und erhalten Cj%, eine Baer-
Untergeometrie PG(m + 1, /q) mit C§ ¢ (C12). Das Anwenden von (i) und (ii)
liefert eine Baer-Untergeometrie B’ := PG(m+ 3, q), die C12 und C% enthélt. Nun
projizieren wir B’ von P auf PG(n,q) und erhalten einen Baer-Kegel B vom Typ
By,m. Wegen (ii) gilt BN A’ = C und daher BN A = C.

Nach Voraussetzung ist C3 C (C12), also C} C (Ci2, P) und damit P € (C12,C%) =
(B'). Daher liegt P auf einer eindeutigen Geraden ¢, die B’ in einer Baer-Teilgerade
trifft. ¢ ist nicht in A’ enthalten, denn B’ N A’ = C und P ¢ (C). Somit liegt
der Punkt V := ¢ N PG(n,q) nicht in A. Jede Ebene aus PG(n + 1,¢) durch ¢
tifft B’ entweder in der Baer-Teilgeraden ¢ N B’ oder in einer Baer-Unterebene
PG(2,,/q). Damit ist B ein Kegel mit Spitze V iiber einer Baer-Untergeometrie
PG(m+1,,/q). Die Hyperebene (V, A) trifft B in einem Baer-Kegel vom Typ By .
Dieser Kegel hat als Urbild unter der Projektion die eindeutige Hyperebene von
PG(n+1,q), die B’ in einer Baer-Untergeometrie PG(m+1, ,/q) trifft. Die anderen
Hyperebenen durch A’ in PG(n + 1,q) treffen B’ in einer Baer-Untergeometrie
PG(m+1,,/q) und werden auf Hyperebenen durch A von PG(n, q) projiziert, die
V nicht enthalten und B in einer Baer-Untergeometrie PG(m + 1, q) treffen. O

Entfernen von Baer-Komponenten

Fiir Minihyper wy,ws desselben projektiven Raums PG(k — 1,¢) schreiben wir
wy < wy, falls wy (P) < wy(P) fiir alle Punkte P aus PG(k — 1,q) gilt.
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Resultat 4.1.12 (Govaerts und Storme [GS03]) Sei w eine {66,,,60,,_1;k—1,q}-
Minihyper mit § < (¢4 1)/2 und 0 < p < k — 2. Fir jeden u-dimensionalen
Unterraum U mit wY < w ist w — wY eine {(§ — 1)0,,(5 — 1)0,_1;k — 1,q}-
Minihyper.

Wir beweisen nun die analoge Aussage fiir projizierte Baer-Untergeometrien
pPG(21+1,,/q). Der Beweis ist genauso aufgebaut wie der Beweis des vorherigen
Resultats in [GS03].

Theorem 4.1.13 Sei w eine {66,,,00,,_1;k — 1, ¢}-Minihyper mit 6 < (¢+1)/2
und 0 < p < k — 3. Fiir jeden Baer-Kegel ) vom Typ By o, 1-2s mit s < p1 — 2
und w? < w ist w—w® eine {(§—/q—1)0,, (6 —/q—1)0,_1; k—1, ¢}-Minihyper.
Beweis: w® ist eine {(Va+1)0,,(y/q—1)0,_1;k — 1, q}-Minihyper, daher miissen
wir nur (w — w)(H) > (6 — /g — 1)6,_ fiir jede Hyperebene H mit Gleichheit
fiir mindestens eine Hyperebene zeigen.

Sei H eine beliebige Hyperebene. Ist 2 nicht in H enthalten, so ist nach Lemma
4.1.4(i1) der Schnitt H N Q ein Baer-Kegel vom Typ Bs_12,—1-2s, Bs,2u—3-2s,
oder B ,—2-_2s. Enthélt H den Baer-Kegel (2, so ist natiirlich H N Q = Q ein
Baer-Kegel vom Typ Bs 2,—1—2s-

Fall 1: H N ist vom Typ BS,LQM,l,QS oder BS’2u73725. Dann ist

w(H) = [PG(2u — 1, va)| = (V3 + 1)1

und wegen w(H) > 66, folgt wie gewiinscht (w — w)(H) > (6 — \/g — 1)0,_1.
Fall 2: HNQ ist vom Typ Bs 2,—2-2s+. mit e € {0,1}. Dann ist

w(H) > w(H) =0, + /@01 > 60,1, (4c)

wobei 0 < (¢ +1)/2 < ¢q im letzten Schritt verwendet wurde. Wir nehmen nun
(w—w )( ) < (6 — /g —1)0,—1 an und zeigen, dass Gleichheit gilt. Aus (4c)
und aus w(H) = [PG(2u + e, /q)| folgt nun

(ev/q+1)0, <w(H) < (ey/q+2)0,,

also w(H) = Y4 m;0; mit Y1 (m; = § und m, = e,/g+ 1 nach Resultat 4.1.2,
Nach Resultat 4.1.1 existiert ein (k—2— p)-dimensionaler Unterraum K von H mit
w(K) = my,. Der Unterraum K liegt in « := 6, — 1 von H verschiedenen Hyper-
ebenen Hy, ..., H,. Jeder Punkt aufierhalb von K liegt in 6,_; der Hyperebenen
durch H. Es folgt

)+ Z =m0, + 0, 1(60, —m,,).
Wir schreiben w(H;) = 06,1 + h; mit h; > 0 und erhalten

w(H) = my, + (5 = m)bur — > hi.

=1
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Damit ist (w—w®)(H) = (6—/q—1)0,—1—>_ h;, also gilt >~ h; < (6—/q—1)0,,_1.
Wegen 26 < ¢ + 1 folgt nun wie gewiinscht w(H;) = 60,1 + h; < 0, fiir jedes i.
Resultat 4.1.2 liefert daraus h; = 0 fiir alle 4, also (w—w®)(H) = (§—/g—1)0,,_1,
wie gewiinscht.

Fall 1 und 2 zeigen (w — w®)(H) > (6 — /g — 1)8,_ fiir jede Hyperebene H.
Auferdem wurde gezeigt, dass eine Hyperebene H mit w(H) = 66,1 (und diese
existiert nach den Voraussetzungen fiir w) den Baer-Kegel 2 wie in Fall 1 trifft,
denn in Fall 2 ist w(H) > é6,_1 (siehe (4c)). Fiir eine solche Hyperebene ist

(w —w?)(H) = (6~ /7~ 1)1 O

4.2 Beweis von Theorem 4.0.10

Nachdem wir nun alle Grundlagen geschaffen haben, beweisen wir in diesem Ab-
schnitt Theorem 4.0.10. Dies geschieht mit Induktion nach ¢ > 1. Fiir p = 1
ist Theorem 4.0.10 bereits von Leo Storme in [Sto08] bewiesen. Sei daher nun
@ > 2 und die Aussage fiir alle kleineren Werte gezeigt. Sei weiterhin w eine
{60,,,60,,_1; k—1, ¢}-Minihyper von PG(k—1, ¢), die die Voraussetzungen in Theo-
rem 4.0.10 erfiillt, insbesondere ist

§<——, ¢=p* und p>11. (4d)

Nach Definition von w ist w(H) > 66,1 fiir jede Hyperebene H von PG(k—1, q)
und Gleichheit tritt fiir mindestens eine Hyperebene auf. Ist w(H) = 66, fiir eine
Hyperebene H, dann zeigt Resultat 4.1.2, dass die Einschriankung wy von w auf
H eine {06,,—1,060,,_2; k—2, ¢}-Minihyper ist. Die Induktionsvoraussetzung liefert,
dass wy die Summe von (u—1)-dimensionalen Unterrdumen und Baer-Kegeln vom
Typ Bs, 2u—3-2s; ist, wobei 2 —3—2s; > 3, also s; < u—3 gilt. Diese Unterrdume
und Baer-Kegel sind nach Folgerung 4.1.9 und nach Induktionsvoraussetzung bis
auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt. Wir nennen sie Unterraum-Komponenten
und Baer-Komponenten von wy. Fiir eine Baer-Komponente € gilt also w® <
wy und die grofte Zahl o mit oaw®? < wpy nennen wir Vielfachheit der Baer-
Komponente ).

Lemma 4.2.1 Gilt fiir jede Hyperebene H von PG(k —1,q) mit w(H) = 66,1,
dass wy ausschlieflich die Summe von & UnterrGumen der Dimension pu — 1 ist,
dann ist w die Summe von § Unterrdumen der Dimension .

Beweis: Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Theorem 13 auf Seite 59
in [GSO03]. |

Tritt der Fall des vorherigen Lemmas ein, so ist Theorem 4.0.10 bewiesen. Wir
nehmen daher an, dass fiir mindestens eine Hyperebene H von PG(k — 1, ¢) mit
w(H) = 06,1 die Minihyper wg eine Baer-Komponente hat. Wir zeigen, dass dar-
aus die Existenz einer Baer-Komponente B von w folgt. Ist dies geschehen, so folgt
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mit Theorem 4.1.13, dass w —w? eine {(6 — \/g—1)0,, (0 — \/q—1)0,—1;k —1,q}-
Minihyper ist und ein induktives Argument fiir § schlieftt den Induktionsschritt
fir p ab. Die Existenz der Baer-Komponente B wird in vier Schritten gezeigt.

Wir betrachten alle Baer-Komponenten aller Minihyper wg mit H Hyperebene
von PG(k —1,¢q) und w(H) = §0,_1. Sei Q eine dieser Baer-Komponenten von
kleinster Vielfachheit. Wir verwenden die folgende Notation.

H  eine Hyperebene mit Q C H und w(H) = 66,1

o die Vielfachheit von Q

s mit s < p— 3, so dass §) vom Typ B o,—3_2s ist

ms die s-dimensionale Spitze von €2

x  die Anzahl von Baer-Komponenten von wy (mit Vielfachheit gez&hlt)
y  die Anzahl von Unterraum-Komponenten von wy (mit Vielf. gezihlt)
F  die Menge der Punkte P aus PG(k — 1,¢) mit w(P) > 1

Wegen w(H) = 66, ist 2(y/q + 1) + y = J. Zusammen mit o < x und
d < (g—1)/4 (siehe (4d)) folgt

a <

(V1) (4e)

==

Im folgenden Lemma fassen wir noch einmal die eben beschriebenen Aussagen
zusammen.

Lemma 4.2.2 Fir jede Hyperebene K von PG(k —1,q) mit w(K) = 86,1 ist
wg die Summe von (p — 1)-dimensionalen Unterrdgumen und projizierten Baer-
Untergeometrien pPG(2uu—1, /q). Jede Baer-Komponente von wx hat mindestens
Vielfachheit a und die Dimension der Spitze ist kleiner oder gleich p — 3.

Schritt 1

In diesem Schritt betrachten wir Hyperebenen G von (Q), die Q in einer proji-
zierten Baer-Untergeometrie pPG (21 — 2,,/q) treffen, also in einem Baer-Kegel
vom Typ Bsou—4—2s und es gilt 7 C G (siehe Lemma 4.1.4). Diese Hyperebenen
von () nennen wir potentiell. Es gibt genau |[PG(2u — 3 — 2s,,/q)| potentielle
Hyperebenen. Eine potentielle Hyperebene nennen wir markiert, falls

e G eine Unterraum-Komponente von wy enthélt, oder falls

e G eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2u —2, /q) enthilt, die in einer
von () verschiedenen Baer-Komponente von wy liegt.

In diesen Féllen sagen wir, dass die entsprechende Komponente von wy die Hy-
perebene G markiert.

Lemma 4.2.3 Jede von Q verschiedene Baer-Komponente Q' von wy markiert
héchstens |PG(2u — 3 — 2s,/q)| /(,/q — 1) potentielle Hyperebenen von ().

71



4 {66,,,00,,_1;k — 1, q}-Minihyper

Beweis: Sei Q' vom Typ By 9,—3-2s mit —1 < s’ < p— 3 und sei 7’ die Spitze
von . Dann ist dim({Q')) = 2u — 2 — ¢’ und dim((Q)) = 2 — 2 — s. Ist P eine
in €’ enthaltene projizierte Baer-Untergeometrie pPG (2 — 2,,/q), dann ist nach
Lemma 4.1.5 die Spitze von ® in n’ enthalten und entweder

e ist ® vom Typ By _12,-2-2+, (?) = () und 7’ C @, oder
e & ist vom Typ By 2y—4—2s mit Spitze 7’ und dim((®)) = dim((Q’)) — 1.

In beiden Fillen gilt 7' C .
Falls s’ < s ist, dann ist dim((®)) > 2u—3—' > dim({2)) und ' markiert keine
der potentiellen Hyperebenen von (). Sei daher nun s’ > s.

Fall 1: ' # 7. Dann ist wegen s’ > s auch " ¢ 7, und es gibt einen Punkt
P in 7’ \ 7s. Eine durch €’ markierte potentielle Hyperebene G von () enthélt
einen Baer-Kegel @, wie oben beschrieben, und damit 7’ und insbesondere den
Punkt P. Aufserdem liegt nach Definition der potentiellen Hyperebenen die Spitze
ms in G. Es folgt (75, P) C G.

Fall 1a: P liegt in Q. Dann ist (75, P) /75 ein Punkt der Quotientengeometrie
Q/ms = PG(2u — 3 — 2s,,/q) und es gibt daher genau |PG(2u —4 — 2s,,/q)|
potentielle Hyperebenen durch P. Damit markiert Q' h6chstens

|PG (21 — 3 — 25,/q)]
Vi—1

PG(2— 4 — 25, /g)| <

der potentiellen Hyperebenen.

Fall 1b: P liegt nicht in Q. Dann ist (m,, P) /75 ein Punkt von (Q)/7s &
PG(2p — 3 — 2s,q), der nicht in Q/m, = PG(21 — 3 — 2s,,/q) enthalten ist. Somit
gibt es genau eine Gerade ¢ in (Q) /7, durch (7, P) /7, die Q/m, in einer Baer-
Teilgeraden trifft. Fiir jede potentielle Hyperebene G durch P gilt daher, dass
G /75 die Gerade £ enthilt. Es gibt genau |PG(2,u —5—2s, \/(j)] solche potentiellen
Hyperebenen und Q' markiert damit hochstens

- |PG(2p — 3 — 25, /9)|

IPG(20— 5 — 25, /4| o

der potentiellen Hyperebenen von ().

Fall 2: ' = 7,. Falls Q' nicht in (Q) enthalten ist, dann ist dim({(Q) N (¥')) <
dim({(Q2)) — 1 und €’ markiert daher hochstens eine potentielle Hyperebene. Sei
deswegen nun (Q2) = (). Eine von ' markierte potentielle Hyperebene G trifft
Q und Q' jeweils in einem Baer-Kegel vom Typ By 2,—4—2s. Damit ist die Quo-
tientengeometrie G /7, eine Hyperebene von () /75, die zwei verschiedene Baer-
Untergeometrien PG(2u — 3 —2s, ,/q) (verschieden, da 2 # ') von () /7, jeweils
in einer Baer-Untergeometrie PG(2y — 4 — 2s,,/q) trifft.

Zwei verschiedene Baer-Untergeometrien PG(2u — 3 — 2s,,/q), die im gleichen
projektiven Raum PG(2u — 3 — 2s, q) liegen, treffen sich in héchstens

IPG(21 — 4 — 25, /)| + 1
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verschiedenen Punkten, siehe [Sve83] oder [DD06]. Auferdem haben sie genauso
viele Hyperebenen wie Punkte gemeinsam, siehe [Bru82]. Es gibt damit hichstens

|PG(21 — 3 — 2s,/7)|
Va—1

Mboglichkeiten fiir G, also hdchstens so viele durch ' markierte potentielle Hy-
perebenen. O

[PG(2u—4—2s,\/q)|+1<

Lemma 4.2.4 Jede Unterraum-Komponente U von wy markiert weniger als
|PG(21 — 3 — 2s,/9)| /q potentielle Hyperebenen von ().

Beweis: Eine Unterraum-Komponente U von wy, die nicht in () enthalten ist, ist
auch in keiner Hyperebene von () enthalten und markiert daher keine potentielle
Hyperebene. Sei daher nun U C (Q). Es gilt dim(U) = p — 1 > dim(7,) + 2, also
enthélt U einen Punkt P mit P ¢ 7, und (75, P) N Q = 7,. Analog zu Fall 1b im
Beweis des vorherigen Lemmas folgt, dass U hochstens

_ |PG(2u — 3 — 25, /9)|

[PG(2u — 5 — 25, )| ;

potentielle Hyperebenen markiert. O

Lemma 4.2.5 Mehr als 3/4 aller potentiellen Hyperebenen von () sind nicht
markiert.

Beweis: Es gibt [PG(2u — 3 — 2s,,/q)| potentielle Hyperebenen von (2). Die Mi-
nihyper wg hat y Unterraum-Komponenten und  — « von {2 verschiedene Baer-
Komponenten (jeweils mit Vielfachheit gezihlt). Die beiden vorherigen Lemmas
und (4d) liefern, dass hchstens

— T +1)+ 0 1
T—o n [ (Va+1)+y _ <=
Vi—1 ¢ q—1 q—1 4
aller potentiellen Hyperebenen von () markiert sind. O

Sei ab sofort G eine nicht markierte potentielle Hyperebene von (£2). Das heift
o G trifft  in einem Baer-Kegel vom Typ B; 2,—4—2s,
e (G enthilt keine Unterraum-Komponente von wyg und

e G enthilt keine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2u — 2,,/q), die in
einer von () verschiedenen Baer-Komponente von wy liegt.

Den Baer-Kegel G N ) bezeichnen wir mit II. Dann ist 7, die Spitze von 2, auch
die Spitze von II und II ist in keiner von €2 verschiedenen Baer-Komponente von
wy enthalten.
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Schritt 2

In diesem Schritt zeigen wir, dass der Baer-Kegel II in einer Cogeraden A mit
A C H und w(A) = af,—1 + (0 — a)f,_2 liegt. Aukerdem betrachten wir die
Hyperebenen durch A.

Lemma 4.2.6 FEs gibt eine Hyperebene A von H mit ANQ =11, so dass A weder
eine Unterraum-Komponente von wy enthdlt, noch eine projizierte Baer-Unter-
geometrie pPG(2u — 2,./q), die in einer von  verschiedenen Baer-Komponente
von wy liegt.

Beweis: Wir zeigen mit Induktion nach v, wobei dim(G) < v < dim(H) — 1,
dass es einen v-dimensionalen Unterraum V von H gibt, so dass V N Q = IT ist
und V weder eine Unterraum-Komponente von wy enthélt, noch eine projizierte
Baer-Untergeometrie pPG(2u — 2,,/g), die in einer von Q verschiedenen Baer-
Komponente von wy liegt.

v = dim(G) : V = G hat die gewiinschten Eigenschaften.

v +— v + 1 : Sei V ein solcher Unterraum mit dim(V) = v < dim(H)—1 = k—3.
Der Unterraum V liegt in > ¢+ 1 verschiedenen Unterrdumen W7y, ..., W, aus H
der Dimension v+1. Wir zeigen, dass mindestens einer der Unterrdume Wy, ..., W,
die gewiinschten Eigenschaften hat.

Weil V keine Unterraum-Komponente von wg enthélt und W;NW; =V fiir ¢ # j
ist, liegt jede der y Unterraum-Komponenten von wy jeweils in hochstens einem
der Unterrdume Wy, ..., W,.

Als néchstes zeigen wir fiir jede Baer-Komponente Q' von wy, dass hochstens
v/@ + 1 der Unterrdume W1y,..., W, eine von II verschiedene projizierte Baer-
Untergeometrie pPG (24 — 2, ,/q) von Q' enthalten.

Dies ist klar fiir Q' = Q, denn V N Q = II und somit enthélt genau einer der Un-
terrdume Wy, ..., W, den Baer-Kegel 2 und alle anderen Unterrdume Wy, ..., W,
treffen 2 nur in II.

Sei nun Q" # Q und By o,-3-2¢ mit —1 < s’ < p— 3 der Typ von . Ent-
hélt nur einer der Unterrdume W1, ..., W, eine projizierte Baer-Untergeometrie
pPG(21 — 2,,/q) von €, so ist die Teilaussage gezeigt. Dies ist insbesondere der
Fall, wenn Q' C W; fiir ein 4 gilt.

Seien daher 4,5 € {1,...,r} mit i # j, so dass W; und W jeweils eine projizierte
Baer-Untergeometrie pPG(2u — 2, ,/q) von ' enthalten. Sei weiter ®; := W; N/
und @, := W; N Q. Dann sind ®; und ®; Baer-Kegel vom Typ By 2,,—4—2s mit
jeweils der gleichen Spitze wie . Diese bezeichnen wir mit 7’. Dass ®; vom Typ
By _1,2,—2-2+ ist, ist nicht moglich, da sonst (®;) = ('), also Q' C W; gilt.
Wegen ©;,®,;, Z V =W; NW; ist ®; # ®;. Damit sind ®; /7’ und ®; /7" zwei ver-
schiedene Hyperebenen der Baer-Untergeometrie €' /7" = PG(2u — 3 — 25", /7).
Es folgt (®; N ®;)/7" =2 PG(2u —5 —25',,/q), also ist &; N ®; = V N Q' ein Baer-
Kegel vom Typ By 2,—5-2s mit der gleichen Spitze wie 2. Somit liegt V N
in genau ,/q + 1 verschiedenen Baer-Kegeln vom Typ By 2, 42+ von ', und
damit enthalten hochstens (/g + 1 der Unterrdume Wh,..., W, eine projizierte
Baer-Untergeometrie pPG(2u — 2, ,/q) von €Y.
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Die Minihyper wy hat y Unterraum-Komponenten und z Baer-Komponenten (ge-
z&hlt mit Vielfachheit). Aus den vorherigen Uberlegungen zusammen mit (4d)
folgt, dass mindestens

r—y—z(y/qg+1)=r—0>qg+1-6>0

der Unterrdume W1, ..., W, die gewiinschten Eigenschaften haben. g

Sei im folgenden A eine Hyperebene von H mit den Eigenschaften aus Lemma
4.2.6. Mit F haben wir die Menge aller Punkte P aus PG(k — 1, ¢) mit w(P) > 1
bezeichnet.

Lemma 4.2.7 (i) Es gilt w(A) =af,_1 + (6 — a)f,_2 = agh™* +0,,_.
(i) ANF enthilt keinen Unterraum der Dimension p — 1.

(i4i) Die Menge A N F enthdlt TI, aber keine weitere projizierte Baer-Unter-
geometrie pPG(2u — 2,,/q).

(iv) Der Baer-Kegel I1 enthdlt einfache Punkte mit Gewicht «.

Beweis: Die Minihyper wy ist die Summe von y Unterraum-Komponenten, «
mal der Baer-Komponente 2 und x — o anderen Baer-Komponenten (alle mit
Vielfachheit gezdhlt). A ist eine Hyperebene von H. Die Lemmas 4.1.4 und 4.2.6
zeigen:

o A trifft jede der y Unterraum-Komponenten von wy in einem Unterraum
der Dimension p — 2.

o A trifft Q in I, einem Baer-Kegel vom Typ B o,—4—2s.

o A trifft jede der anderen x — o Baer-Komponenten von wy in einer proji-
zierten Baer-Untergeometrie pPG(2u — 3, /q).

(i) Fiir jede Unterraum-Komponente U von wy ist wY(A) = 6,_». Fiir jede
Baer-Komponente Q' # Q von wy ist w? (A) = [PG(2u—3, ,/q)| = (Va+1)0,_s.
Auferdem gilt w?(A) = w(A) = |PG(2p — 2, /q)| = 0—1 + /q0,—2. Es folgt

w(A) = O‘(eufl + \/Z]9u72) + y9u72 + (:E - a)(\/zf+ 1)9/1*2
= Bt + V/@—2) + (0 — a(yG+ 1)),
= a@u_l + (5 - Ol)e'u_g.
Dabei wurden Komponenten mit Vielfachheit grofer als Eins entsprechend oft
gezihlt.

(ii) Nach Lemma 4.1.8(ii) mit m = p—1 ist jeder (u—1)-dimensionale Unterraum
in (ANF) C (HNF) eine Unterraum-Komponente von wyr. Damit enthdlt AN F
keinen Unterraum der Dimension p — 1.
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(iii) Sei V' die Vereinigung der y Unterraum-Komponenten von wy und der z —o
Baer-Komponenten ungleich 2 von wgr. Dann hat V N A hochstens

1
W+ (z—a)(y/g+1)) 0,2 <d0,_5 < un_l

Punkte, wobei (4d) verwendet wurde. Sei weiter ¥ C A eine projizierte Baer-
Untergeometrie pPG(2p — 2, /q) vom Typ By 2,42y mit ¥ # I1.

Falls s’ > pp—2, dann ist s’ = p— 2 und ¥ ist vom Typ B, _2 . In diesem Fall ist
V¥ ein Unterraum der Dimension p — 1 und nach (ii) nicht in A N F enthalten.
Sei daher nun s’ < u — 3, also 2 — 4 — 28’ > 2. Dann hat ¥ mindestens ¢!
einfache Punkte und Lemma 4.1.7 zusammen mit ¢ > 112 (siehe (4d)) zeigt, dass
weniger als die Halfte dieser Punkte in II liegen. Wegen |[VNA| < %q’“l ist damit
¥ nicht in A N F enthalten.

(iv) Der Baer-Kegel II hat mindestens ¢*~! einfache Punkte. Sei V wie in (iii)
definiert. Wegen [VNA| < 1¢#~! gibt es einfache Punkte in IT\ V und diese haben
Gewicht . O

Lemma 4.2.8 Die Anzahl der Hyperebenen K von PG(k — 1,q) durch A mit
Gewicht w(K) > 00,1 ist kleiner als 4a/3.

Beweis: Jeder Punkt aufterhalb von A liegt in genau einer der ¢ + 1 Hyperebenen
K durch A und jeder Punkt in A liegt in allen Hyperebenen K durch A. Es folgt

> w(K) =060, +q-w(A).
K

Weil w eine {66,,,60,,_1; k — 1, ¢)-Minihyper ist, gilt w(K) > §6,_1 fiir alle Hy-
perebenen K durch A. Wir subtrahieren 66, fiir jede Hyperebene K durch A
und verwenden Lemma 4.2.7(i), um

S (W(K) ~ 86,-1) = ag"

K

zu erhalten. Resultat 4.1.2 zeigt, dass jede Hyperebene K das Gewicht w(K) =
>k, mif; hat, mit ganzen Zahlen m; > 0, die Y % m; = § erfiillen. Es folgt
w(K) = 06,1 oder w(K) > 6, +06—1. Sei 3 die Anzahl an Hyperebenen K durch
A mit w(K) > 66,1, dann ist

Bl +0—1=60,1) <Y (w(K) = 6,1) = ag".
K

Wegen (4d) ist 6, +0—1—-60,,_1 >0, —(q—1)0,-1/4 > 3¢"/4, also f < 4a/3. O
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Schritt 3

Im dritten Schritt zeigen wir, dass der Baer-Kegel II (eine projizierte Baer-Unter-
geometrie der Dimension 2p — 2) in vielen Baer-Kegeln Q; vom Typ Bs 2,—3-2s
(projizierte Baer-Untergeometrien der Dimension 2u — 1), die w' < w erfiillen,
enthalten ist.

Lemma 4.2.8 und (4e) zeigen, dass es Hyperebenen Hy,..., Hy41_p durch A
mit w(H;) = 06,1 gibt, wobei

§ = L,)aJ <1V 1) (4f)

Wir wéhlen dabei H = H;. Die Hyperebenen Hi,..., H,y;_p erfiillen Lemma
4.2.2. Diese Tatsache werden wir im folgenden hiufig verwenden. Sei insbeson-
dere z; die Anzahl von Baer-Komponenten und y; die Anzahl von Unterraum-
Komponenten von wy, mit Vielfachheit gezéhlt. Dann gilt y; + 2;(y/q + 1) = 0.

Lemma 4.2.9 Die Minihyper wg, hat eine eindeutige Baer-Komponente €);, die
IT enthdlt. Q; hat Vielfachheit o und ist vom Typ By o,—3-2s mit Spitze 7.

Beweis: Nach Lemma 4.2.7 enthélt A N F keine von II verschiedene projizier-
te Baer-Untergeometrie pPG(2p — 2,,/q) und keinen Unterraum der Dimension
@ — 1. Somit trifft jede Unterraum-Komponente von wy, den Raum A in einem
Unterraum der Dimension p — 2, und jede Baer-Komponente von wyg, trifft A
in einem pPG(2u — 3,,/q) oder in II. Dabei muss II als Schnitt auftreten, denn
die Vereinigung von y; Unterrdumen der Dimension 1 — 2 und von z; projizierten
Baer-Untergeometrien pPG(2u — 3, ,/q) hat héchstens

(i + 2i(Va+1)) Oz = 60,2 < ¢"~"

Punkte, was nicht reicht, um II zu tiberdecken.

Somit gibt es eine Baer-Komponente §2; von wp,, die II enthdlt. Wegen Q; € A
zeigt Lemma 4.1.4, dass die Baer-Kegel II und €2; dieselbe Spitze haben, also
. Damit ist €; vom Typ By 2,—3-2s. Wegen Lemma 4.2.2, hat €; mindestens
Vielfachheit «. Da IT jedoch Punkte mit Gewicht genau « hat (Lemma 4.2.7), hat
Q; Vielfachheit genau . O

Lemma 4.2.10 Firallei € {1,...,q+1—p} enthdlt H; eine Hyperebene A; # A
mit den folgenden Eigenschaften.

(1) 1; := A; N Q; ist ein Baer-Kegel vom Typ B o,—a—2s mit II; # 11
(i) TINTI; enthdlt Punkte vom Gewicht «.

(i1i) A; trifft jede Unterraum-Komponente von wy, in einem (u — 2)-dimen-
sionalen Unterraum und jede von §; verschiedene Baer-Komponente von
wg, in einer projfizierten Baer-Untergeometrie pPG(2u — 3, ,/q).
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(iv) A; N F enthdlt weder einen Unterraum der Dimension u — 1 noch eine von
II; verschiedene projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2u — 2,./q).

Beweis: Q; ist ein Baer-Kegel vom Typ B; 2, —3-2s mit Spitze s genau wie €.
Wir betrachten nun Hyperebenen von (£2;), die ; in einem Baer-Kegel vom Typ
By 2;—4—25 treffen. Diese nennen wir, analog zum Beginn von Schritt 1, potentiell.
Ebenfalls analog definieren wir, dass eine potentielle Hyperebene K markiert ist,
wenn

e K eine Unterraum-Komponente von wy, enthilt, oder falls

e K eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG (24 —2, \/q) enthélt, die in einer
von (); verschiedenen Baer-Komponente von wyy, liegt.

Wie in Lemma 4.2.5 zeigt man, dass (€2;) mindestens

3

2 IPG(2p — 3~ 25, V)|
potentielle Hyperebenen hat, die nicht markiert sind, eine davon ist (II).
Es ist |ITI| > ¢#~! und jeder Punkt aus Il hat mindestens das Gewicht a. Lemma
4.2.7(i) und (4d) zeigen

1
w(A) —all] < 66,2 < Z(]“_l,

also haben hochstens so viele einfache Punkte von II ein Gewicht grofer als a. Ein

einfacher Punkt aus II liegt in |PG(2,u —4 - 2s, \/§)| verschiedenen potentiellen
Hyperebenen von (€2;). Somit hat eine der mindestens

3
S IPG(2p — 3~ 25, /)| ~ 1
von (IT) verschiedenen, unmarkierten potentiellen Hyperebenen hochstens

1 pu—1
quu |PG(2u — 4 — 2s,/9)| - lﬁqu_2
3PG2u—3—2s,/q)| -1 ~ 2

einfache Punkte von II mit Gewicht grofer als a. Sei K eine solche potentielle
Hyperebene von (£2;) und sei ®; := K N Q;. Dann ist ®; N 11 ein Baer-Kegel vom
Typ B 2,u—5-2s und dieser enthélt mindestens \/ch“_g einfache Punkte von II,
also insbesondere Punkte mit Gewicht genau a.

Wie in Lemma 4.2.6 und 4.2.7 zeigt man nun die Existenz eines (k — 3)-dimen-
sionalen Unterraums A; 2 K mit den gewiinschten Eigenschaften, insbesondere

Die Baer-Kegel II; werden im Beweis des nichsten Lemmas bendtigt. Dort be-
trachten wir den eindeutigen Baer-Kegel ¥;;, der die Baer-Kegel Q; und €; ent-
hélt. Fir ¢, j € {1,...,¢+1— 3} mit i # j sind ; und Q; zwei verschiedene Baer-
Kegel vom Typ By 25—3-2,, die sich in II, einem Baer-Kegel vom Typ By 2,—4—2s,
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treffen. Alle drei Kegel haben dieselbe Spitze ms. Die Existenz eines eindeutigen
Baer-Kegels ¥;; vom Typ By 2,—2-2s mit Spitze 7y, der ©; und ; enthélt, folgt
aus Lemma 4.1.11 im Quotientenraum nach 7.

Lemma 4.2.11 Firi,j,l € {1,...,q+1—8} miti # j gilt entweder HNV,;; =
oder HyNW;; =11

Beweis: Teil 1: A; hat die gleichen Eigenschaften wie A. Daher folgt aus Lemma
4.2.8, dass es Hyperebenen H{,.. '7H¢;+1—ﬁ durch A; vom Gewicht §6,_; gibt.
Dabei sei H] = H;. Die Minihyper wpg: ist somit wie in Lemma 4.2.2 beschrieben.
Analog zu Lemma 4.2.9 zeigt man, dass wg, eine eindeutige Baer-Komponente
0, hat, die A, in II; trifft. Q) hat Vielfachheit o und ist vom Typ Bs 2,,—3-2s. Es
Teil 2: In diesem Teil zeigen wir fiir alle a € {1,...,¢+1—3} ist H,N¥;; = Q)
oder H, N VU;; = II;. Fir a = 1 ist dies richtig, da H{ = H,; den Baer-Kegel
U, in Q; = Q) trifft. Sei nun o > 1. Es gilt I, C A; C H], also ist II, in
H N¥,;; enthalten. Angenommen II; ist eine echte Teilmenge von H, NW,;. Wegen
II C Qj C \I/ij und II g H‘/I (da A; C H(Il und <AZ,H> = H, = H{) sind Qj
und ¥;; nicht in H/ enthalten. Die Baer-Kegel II;, ©; und ¥;; sind vom Typ
By op—a—2s, Bsou—3—2s und By 2, _2_2s mit gemeinsamer Spitze 7,. Es folgt, dass
O* := H N¥;; ein Baer-Kegel vom Typ By 2,32, ist und, dass ® := H NQ;
ein Baer-Kegel vom Typ B; 2, —4—2 ist.
wg,; ist die Summe von z; projizierten Baer-Untergeometrien pPG (21 — 1,./q)
und y; Unterrdumen der Dimension p — 1. Wegen w(H/,) = 66,1 ist auch wpy:
eine Summe von z’ projizierten Baer-Unterrdumen pPG(2u — 1,,/g) und von g’
Unterrdumen der Dimension p — 1. Seien diese B, ..., By und Uy, ..., Uy . Liegt
eine dieser Komponenten in der Hyperebene Hj, so folgt aus Lemma 4.1.8 und
Folgerung 4.1.9, dass diese Komponente auch eine Komponente von wpg, ist. §;
ist eine Baer-Komponente von wy;, die nicht in H, enthalten ist, also auch keine
Komponente von wg; ist. Somit miissen die Komponenten von wy:, die nicht in
Hj enthalten sind, die Punkte von Q; N H = ® iiberdecken.
Seien 0.B.d.A By,...,B, und Uy, ...,U, die Komponenten von wg:, die nicht in
Hj enthalten sind. Dann ist U, N H; ein Unterraum der Dimension p — 2 fiir alle
be{l,...,u}. Der Baer-Kegel B, ist vom Typ By, 2,—3-2y, fiir ein 7. < p—3 und
daher ist B.NH; ein Baer-Kegel B, ;, mit s, <7, < u—3 und 2s.+t.+2 < 2u—2
fiir alle ¢ € {1,...,v} (siche Lemma 4.1.4). Lemma 4.1.10 mit m = p — 1 zeigt,
dass die Vereinigung von (By N Hj),...,(B, N H;) und (U1 N Hy),..., (U, N Hj)
keinen Baer-Kegel vom Typ By, mit 2d +2+e =2y — 2 und d < p — 3 enthélt,
aufer den Baer-Kegeln (By N Hj),..., (B, N Hj). Somit ist & = B, N H; fiir ein
ce{l,...,u}, also ist ® in der Baer-Komponente B. von wg enthalten.
Weil ® den Baer-Kegel IINTI; enthélt, welcher Punkte vom Gewicht o hat (Lemma
4.2.10), und weil ©;, eine Baer-Komponente von wg mit Vielfachheit « ist, die
IINII; enthélt, folgt B, = Q. Somit sind ® und II; zwei verschiedene Baer-Kegel
vom Typ Bj 2,—4—2s, die beide in €, (ein Baer-Kegel vom Typ B; ,—3-2s) und
beide in ©* (ebenfalls ein Baer-Kegel vom Typ Bs2,—3-25) enthalten sind. Es
folgt 2, = Q*, was Teil 2 abschliefit.
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Teil 3: Es gibt /g + 1 Hyperebenen durch A;, die ¥;; in einer projizierten
Baer-Untergeometrie pPG(2y — 1,,/q) treffen, und mindestens /g +1— 3 > 1
dieser Hyperebenen sind unter den Hyperebenen Hj, ..., H (’1 +1-p- Eine dieser Hy-
perebenen ist H{ = H;. Sei H], eine zweite. Dann wird ¥;; auch von Q] und Q,
erzeugt, d.h. ¥;; ist der eindeutige Baer-Kegel vom Typ Bs 2,—2-2s, der ] und
Q! enthalt.

Nun gllt 11 Q A Q Hl,...,Hi,...7Hq+1,ﬂ und H1 Q Az Q .Z;IZ = H{""’H(;—i-l—,@?
wobei die entsprechenden Strukturen gleiche Eigenschaften haben. Somit sind IT
und II; symmetrisch definiert und das Argument von Teil 2 zeigt H; N V;; = Q
oder HiNY,;; =M firallel € {1,...,¢g+1— 5} O

Schritt 4

Im vierten Schritt zeigen wir, dass eine projizierte Baer-Untergeometrie A der
Dimension 2y + 1 mit w® < w existiert. Wir haben bisher die folgende Situation
nachgewiesen.

e In der Cogeraden A liegt genau eine projizierte Baer-Untergeometrie
pPG(2p — 2,,/q), bezeichnet mit II, die w" < w erfiillt. Es gilt sogar
aw' < w. Der Baer-Kegel I ist vom Typ B 2,42, mit —1 < s < p—3
und Spitze 7. II enthdlt Punkte vom Gewicht genau a. Der Unterraum A
liegt in ¢ + 1 — 8 Hyperebenen Hi,...,Hy11_p mit w(H;) = §6,_1. Fiir
jede dieser Hyperebenen H; enthélt die Minihyper wy, genau eine Baer-
Komponente €;, die IT enthélt. Der Baer-Kegel §2; hat Vielfachheit genau «
und ist vom Typ B 2,—3_2, mit Spitze m,. Insbesondere ist ); eine proji-
zierte Baer-Untergeometrie pPG(2u — 1,,/q), die ; N A = II erfiillt.

e Je zwei verschiedene dieser projizierten Baer-Untergeometrien, €2; und Q;
mit i # j, definieren eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2, \/q) vom
Typ Bs2u—2-2s, die mit ¥;; bezeichnet wird. Es gilt ¥;; N H; = II oder
Vi NH =Q firallel=1,...,g+1— 4.

Lemma 4.2.12 FEs existiert eine projizierte Baer-Untergeometrie A der Dimen-
sion 2pu+1 mit Q; C A fir allel =1,...,q+1— 3. Der Baer-Kegel A ist entweder
vom Typ B, —1-2s mit Spitze wy oder er ist vom Typ Bsy12,—3-25 und seine
Spitze trifft A in my.

Beweis: Fiir verschiedene i, j € {1,...,q+1—/} treffen genau ,/g+1 Hyperebenen
durch A den Baer-Kegel ¥,; in einer projizierten Baer-Untergeometrie pPG(2u —
1,,/q). Sei €;; die Anzahl dieser Hyperebenen, die verschieden von Hy, ..., Hy41-3
sind. Dann gibt es /q+1—¢;; Hyperebenen H; mit H;NW;; = ; (Lemma 4.2.11).
0.B.d.A. sei Hrm\lllg = Q,« firr = 1, ey \/(i+1—€12. Mltj = \/a+2—612 ist Qj
nicht in Wy, enthalten. Da die Baer-Kegel Q; und ¥;5 die selbe Spitze 7, haben,
konnen wir Lemma 4.1.11 im Quotientenraum nach 75 anwenden. Das Lemma
zeigt, dass ein Baer-Kegel A existiert, der €; und Wi, enthélt. Aufierdem ist A
entweder vom Typ B 2,—1-2s mit Spitze 7, oder A ist vom Typ Bsy12,—3-2¢
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und seine Spitze trifft den Unterraum A in 7.

Fir 1 <r < /g + 1 — €12 gilt, dass die Baer-Kegel A und W, beide €; und
(2, enthalten, also ¥;,. C A. Da ; nicht in Wy, liegt, erzeugen verschiedene r
verschiedene Baer-Kegel ¥ ;,., die sich paarweise nur in €); treffen. Ist H;NV;, = €,
dann ist ; € ¥, C A. Die Anzahl verschiedener Baer-Kegel €, die in A enthalten
sind, ist damit mindestens

Vat+l—ei2 Vat+1l—ei2
1+ Z —637» —1+(f+1—612)\/> Z €jr

21+(\/§+1—612)\f—(6—612)
>1+q—qB-1).

Hierbei wurde €12 + >, € < [ verwendet, was daraus folgt, dass nur § der
Hyperebenen durch A nicht unter den Hyperebenen Hy, ..., Hyy1-3 sind.

Wir wahlen j' mit Vi+1—e€2< j' < q+1—f. Dann definieren ¥q5 und Q;
ebenfalls eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2u + 1,,/q) =: A, so dass
mindestens 1+ ¢ — /q(f — 1) der Baer-Kegel €; in A" enthalten sind. Dann gilt
O € ANA’ fiir mindestens §+14¢q—2,/q(8—1) > /q+ 1 verschiedene €; (siehe
(4f)), also A = A’. Somit ist Q2 C A.

Es folgt ; C HiNAflrallel=1,...,q+1—p. O

Die Aussage des nichsten Lemmas wird in den Beweisen der beiden darauf
folgenden Lemmas verwendet und hier fiir die bessere Ubersichtlichkeit getrennt
bewiesen.

Lemma 4.2.13 Sei U Unterraum von PG(k —1,q) mit Dimension hdchstens pu,
der nicht in F enthalten ist, und P ein Punkt auferhalb von U. Dann existiert
eine Hyperebene mit minimalem Gewicht 60,1 durch U, die P nicht enthdlt.

Beweis: Resultat 4.1.3 liefert w(U) < 66,_1. Sei v := dim(U) und sei H die
Menge der Hyperebenen durch U. Jeder Punkt X aufserhalb von U liegt in 0y_3_,,
Hyperebenen aus H. Z&hlt man inzidente Paare (X, K) mit Punkten X aufserhalb
von U und K € H doppelt ab, wobei man jedes Paar genau w(X) mal zdhlt, so

erh&lt man
S @(H) ~w(©) = 3 w(X)h-s-0.

HeH X¢U

Angenommen die ¢*~2~* Hyperebenen durch U, die P nicht enthalten, haben alle
ein Gewicht grofer als 06,—1. Dann zeigt Resultat 4.1.2, dass diese Hyperebenen
mindestens das Gewicht 6,, + (§ — 1) haben. Es folgt

0, + 6 —1—w(U)) < (30, — w(U))0k—3—u.

Mit w(U) < 66,1 und § < (g — 1) (siehe (4d)) folgt der Widerspruch. O

Lemma 4.2.14 Ist der Baer-Kegel A vom Typ Bei1 2,—3-2s, 50 ist wh < w.
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Beweis: Sei sy die Spitze von A. Dann ist 7, die gemeinsame Spitze von II und
allen €;, in w441 enthalten.

Teil 1: Aus Lemma 4.2.12 folgt ms11 N A = 7, also ist L := (me11,A) eine
Hyperebene durch A. Es ist A ¢ L, denn H; N A = Q; € A, aber ; C A fiir
i = 1,2. Damit folgt aus Lemma 4.1.4, dass ® := L N A ein Baer-Kegel mit
Spitze 741 vom Typ Bsy12u—a—2s oder vom Typ Bgy12,-5-2s ist. Da A eine
Hyperebene von L ist, die die Spitze von ® in w4 schneidet, folgt aus dem gleichen
Lemma, dass ® N A entsprechend vom Typ By 2, —4—25 oder vom Typ By 2, —5_2s
ist. Der Baer-Kegel II C A ist vom Typ B 2, —4—2, und in A enthalten. Daher gilt
II=®NA und ¢ ist vom Typ Bst1,2,—4—2s.

Teil 2: Fiir allel € {1,...,g+1— 8} mit H; # L, ist HN7sy1 = ms. Da A vom
Typ Bgsti1,2u—3—2s ist, folgt nun aus Lemma 4.1.4, dass die Hyperebene H; den
Baer-Kegel A in einem Baer-Kegel vom Typ B, 2, —3_2, trifft. €3 ist ein Baer-Kegel
vom gleichen Typ, der in H; N A liegt (Lemma 4.2.12), also gilt H; N A = Q.

Teil 3: Sei Py ein Punkt aus 7541 \ 7. In diesem Teil zeigen wir fiir alle Punkte
P € A mit P # Py, dass w(P) > 1ist und sogar w(P) > /q+1 gilt, falls P € 7y, .

Fall 1: P € A mit P ¢ L. Dann ist { := PP, eine Gerade aus A, die nicht
in L enthalten ist. Nach Teil 2 treffen mindestens ¢ — 8 der Hyperebenen H; die
Gerade ¢ in einem Punkt aus ;. Wegen w(X) > 1 fiir alle Punkte X in € ist
w(l) > qg— B8 > q/2 > 4. Aus Resultat 4.1.3 folgt, dass jede Gerade entweder
Gewicht hochstens 0 hat oder in F' enthalten ist. Somit gilt w(X) > 1 fiir alle
X € ¢, also w(P) > 1.

Fall 2: P € AN L mit P # Py. Sei 7 eine Hyperebene von w1, die Py nicht

enthélt, und falls P € w541, so gelte zusdtzlich P € 7. Dann ist dim((7, P)) <
s+1 < p—2, also existiert ein Unterraum U der Dimension g —1 durch (7, P), der
P nicht enthélt und auch nicht in F' enthalten ist,denn es gibt genug Punkte vom
Gewicht Null in PG(k—1, ¢). Das vorherige Lemma zeigt, dass es eine Hyperebene
K mit Gewicht 66,1 gibt, die (r, P) enthélt, aber Py nicht enthélt.
Weil P, in der Spitze von A liegt, ist & N A ein Baer-Kegel vom Typ B 2,,—3—2s.
Wir haben bereits gezeigt, dass jeder Punkt in K N A, der nicht in K N L liegt,
ein positives Gewicht hat. Auferdem ist ® = L N A ein Baer-Kegel vom Typ
Bsi1,24—4-2s und damit K N LN A ein Baer-Kegel vom Typ B; 2,—4—2s. Somit
gibt es ¢* T (,/q)?*~372* einfache Punkte in (K NA)\ (K NLNA) und diese liegen
alle in F. Das sind mehr als ein Viertel aller einfachen Punkte von K N A, weshalb
Lemma 4.2.2 und 4.1.8 zeigen, dass K N A eine Baer-Komponente von wg ist. Es
folgt w(P) > 1, und falls P in der Spitze von K N A liegt, was bedeutet, dass P
in der Spitze von A liegt, dann gilt w(P) > /g + 1.

Teil 4: In diesem letzten Teil zeigen wir noch w(Fy) > (/g + 1. Falls s > 0 ist,
so konnen wir das Argument aus Teil 3 fiir einen von P, verschiedenen Punkt in
Ts+1 \ s wiederholen und erhalten w(Fy) > /q+ 1. Sei daher s = —1, also 7, = ()
und 7541 = {Fo}. Sei X ein Punkt vom Gewicht Null, U die Gerade X Py und
sei P ein Punkt in A\ U. Dann existiert nach Lemma 4.2.13 eine Hyperebene K
durch Py, die A nicht enthélt und minimales Gewicht hat. Dann ist K N A ein
Baer-Kegel vom Typ Bg2,—2 oder vom Typ By g,—3. Der erste Fall kann nicht
eintreten, denn ein solcher Kegel hat ¢* einfache Punkte, die alle nach Teil 3 in F’
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liegen, aber es ist w(K) = 66,1 < ¢*. Somit ist K N A ein Baer-Kegel vom Typ
Boou—3.

Ist 24 — 3 > 2, so lasst sich Lemma 4.1.8 anwenden. Nach Teil 3 liegen alle
einfachen Punkte von K N A in F' und nach Lemma 4.1.8 ist damit K N A eine
Baer-Komponente von wg. Es folgt w(FPy) > /g + 1.

Ist © = 2, so ist Lemma 4.1.8 nicht anwendbar. In diesem Fall ist nach Lemma
4.2.2 die Minihyper wx eine Summe von z Baer-Untergeometrien PG(3, ,/q) und
0 — z(\/q + 1) Geraden fiir ein z < §/(,/q + 1). Diese 6 — z(,/q + 1) Geraden sind
die einzigen Geraden, die in K N F' enthalten sind. K N A ist ein Baer-Kegel vom
Typ Bo,1, also die Vereinigung von ,/q+1 Geraden durch F. Jede dieser Geraden
hat nach Teil 3 Gewicht mindestens ¢ > §, ist also in F enthalten (siche Resultat
4.1.3). Damit folgt w(Py) > /q + 1. O

Lemma 4.2.15 Ist der Baer-Kegel A vom Typ B, 2, 1_2s, 50 ist wh < w.

Beweis: Die Spitze von A ist 7, die Spitze des Baer-Kegels II. Wegen w'l < w
reicht es, w(R) > 1 fiir alle Punkte R aus A\II zu zeigen. Sei R ein solcher Punkt.
Wir wihlen eine Baer-Teilebene E von A durch R, so dass

(B, ms) N A)/ms = PG(2,/9)

ein Komplement von II/7, = PG(2u —4 —2s,,/q) in A/7, 2 PG(2p —1—2s,,/q)
ist. Sei U := (E, 7y, dann ist dim(U) = s +3 < p. Ist U C F, dann ist w(R) > 1
und die Behauptung gezeigt. Sei daher U nicht in F' enthalten. Dann existiert
eine Hyperebene K durch U mit minimalem Gewicht 66,_;, die A nicht ent-
hilt (Lemma 4.2.13). Nach Lemma 4.1.4 ist der Baer-Kegel K N A daher vom
Typ Bs2u—2-2s oder vom Typ B;2,_3_2, und nach Lemma 4.2.2 ist wg eine
{00,,—1,60,,_2; k — 2, ¢}-Minihyper, die die Summe aus (p — 1)-dimensionalen Un-
terrdumen PG(u — 1, q) und projizierten Baer-Untergeometrien pPG (24 — 1,,/q)
ist.

Angenommen K N A ist vom Typ Bg g,—2-—2s. Weil (U N A)/7, ein Komplement
von (K NII)/ms in (K N A)/ms ist, ist (K NII)/7ms =2 PG(2u — 5 — 2s) und
(KNQy)/7ms 2 PG(2u—4—2s) fiirallel € {1,...,¢+1—8}. Alle diese (KN /75
sind paarweise verschieden und enthalten (K N1II)/m,. Somit liegen mindestens

(q+ 1— IB)(\/(j)Qp,—4—23qs+1 > (59;,,,1

einfache Punkte aus K N A in F. Dies ist ein Widerspruch zu w(K) = 66,1,
weshalb K N A vom Typ B 2,—3-2, ist, also eine projizierte Baer-Untergeometrie
PPG(2p1 — 1,,/7).

Weil (UNA)/7s ein Komplement von (KNII) /7, in (KNA) /7, ist, ist (KNII)/mg &
PG(2u—6—2s) und (KNQy)/7ms 2 PG(2u—5—2s) fiirallel € {1,...,¢g+1—3}.
Alle diese (K'NYy) /75 sind paarweise verschieden und enthalten (K'NII)/7,. Somit
liegen mindestens

1(\/@)2u—2—25 —1 o1

(g+1=B) (Vo)™ " g™ > 5 N ESE
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einfache Punkte von K N A in F. Das sind mehr als §/(¢ — 1) < 1/4 aller einfa-
chen Punkte von K N A und mit Lemma 4.1.8 folgt, dass K N A eine der Baer-
Komponenten von wg ist, also R in F' liegt. O

Beweisabschluss von Theorem 4.0.10: Wie zu Beginn des Abschnitts be-
schrieben, beweisen wir Theorem 4.0.10 mit Induktion nach .

Fiir 44 = 1 ist Theorem 4.0.10 bereits von Leo Storme in [Sto08] bewiesen.

Sei nun ¢ > 2 und die Aussage fiir alle kleineren Werte gezeigt. Nach Re-
sultat 4.1.2 ist fiir jede Hyperebene K von PG(k — 1,¢) mit w(K) = 66, die
Einschrénkung wx eine {06,,_1,60,,_2; k—2, ¢}-Minihyper. Diese ist nach Indukti-
onsvoraussetzung die Summe von Unterrdumen PG(u — 1, ¢) und von projizierten
Baer-Untergeometrien pPG(2p—1,,/q). Den Induktionsschritt fiir © beweisen wir
nun mit einer Induktion nach §.

Fiir 0 < 6 < ,/q zeigt Resultat 4.0.8, dass w die Summe von ¢ Unterrdumen der
Dimension p ist.

Sei nun 0 > /g + 1 und die Aussage fiir alle kleineren Werte bereits gezeigt.

Fall 1: Fiir alle Hyperebenen K von PG(k—1, ¢) mit w(K) = 66,,_1 enthélt wx
keine Baer-Komponente. Dann ist nach Lemma 4.2.1 die Minihyper w die Summe
von 0 Unterrdumen der Dimension p und Theorem 4.0.10 gezeigt.

Fall 2: Fiir mindestens eine Hyperebene K mit w(K) = 06,1 enthilt wg
eine Baer-Komponente. Dann zeigen die Schritte 1 - 4, dass eine projizierte Baer-
Untergeometrie A der Dimension 2 + 1 mit w® < w existiert. Theorem 4.1.13
zeigt, dass w — w” eine {(6 — 1 —/9)0,,, (§ — 1 — \/q)0,,—1; k — 1, ¢}-Minihyper ist.
Diese ist nach Induktionsannahme die Summe von Unterrdumen der Dimension p
und von projizierten Baer-Untergeometrien der Dimension 2u + 1. ]
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5 Tight Mengen in hyperbolischen
Quadriken

In diesem Kapitel werden Punktmengen M eines endlichen, klassischen Polar-
raums untersucht, die die Eigenschaft haben, dass die Punkte in M auf mdglichst
vielen Punkten aus M senkrecht stehen. Drudge hat sich in seiner Doktorarbeit
[Dru98] mit solchen Mengen beschiftigt und das folgende Theorem bewiesen.

Theorem 5.0.1 (Drudge [Dru98]) Sei M eine Teilmenge der Punkte eines end-
lichen klassischen Polarraums P vom Rang r. Dann gilt fiir die durchschnittliche
Anzahl ¢ an Punkten in M, die auf einem Punkt P € M senkrecht stehen

0r—2

(< M|
97‘71

Gilt Gleichheit, so ist |M| = 20,1 fir ein x € Ng. Dieser Fall ist dquivalent zu
r—1

1 | ¢ 4202 fallsPe M

[PrnM| = { 20,y falls P& M (5a)

fir alle P € P.

Eine Menge M mit |M| = z6,_4, fiir die Gleichheit im vorherigen Theorem gilt,
heifit x-tight Menge von P. Es ist 0 < z < |P| /0,._;.

Payne bewies schon 1973 ein entsprechendes Theorem fiir verallgemeinerte Vier-
ecke, siehe [PT09]. Er nannte diese Mengen bereits tight Mengen und untersuchte
sie in weiteren Veroffentlichungen. Eisfeld bewies in [Eis98] die gleiche Aussage
wie Drudge mit Hilfe von stark reguldren Graphen. Er gab auferdem eine unte-
re Schranke fiir { an. Gilt Gleichheit bei der unteren Schranke, dann trifft jeder
Erzeuger von P die Menge M in genau m Punkten fiir ein m € N. Fir m =1
ist dies also ein Ovoid von P. Daher heiffen die Mengen, die die untere Schranke
mit Gleichheit erfiillen, m-QOvoid. Bei Eisfeld heiffen die zu z-tight Menge und
m-Ovoid entsprechenden Mengen Cliqgue und Coclique.

Die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern ist in jedem endlichen, klassischen
Polarraum ein Beispiel fiir eine z-tight Menge, denn eine solche Menge erfiillt
(5a). Wir untersuchen in diesem Kapitel tight Mengen der hyperbolischen Quadrik
Q1 (2n + 1, q) auf Existenz und Klassifizierbarkeit.

In der hyperbolischen Quadrik Q7 (2n + 1,q) sind die Erzeuger in zwei Klas-
sen, I und II, aufgeteilt, so dass die Dimension d des Schnitts zweier Erzeuger
genau dann d = n — 1 mod 2 erfiillt, wenn die Erzeuger aus unterschiedlichen
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Klassen stammen. Insbesondere gilt fiir gerade n, dass zwei Erzeuger aus der glei-
chen Klasse einen Schnitt von gerader Dimension haben, dieser Schnitt also nicht
leer sein kann. Somit existieren fiir gerade n maximal zwei disjunkte Erzeuger in
Q*(2n + 1,q) und die Existenz von z-tight Mengen mit x > 2 ist zuniichst offen.

Der Spezialfall n = 2 wurde bisher besonders stark untersucht, denn eine z-
tight Menge von QT (5,q) wird durch die Klein-Korrespondenz auf eine Geraden-
menge von PG(3,q) abgebildet, mit der Eigenschaft, dass sie jede Faserung von
PG(3,¢q) in genau = Geraden trifft. Solche Geradenmengen wurden von Came-
ron und Liebler erstmals beschrieben, siche [CL82|, und heifen heute Cameron-
Liebler-Geradenmengen. Sie vermuteten damals, dass es aufier den trivialen Bei-
spielen fiir z = 0, 1, 2 und deren Komplementen, welche entsprechende Mengen mit
z = ¢%>+1,¢% ¢%> — 1 sind, keine solchen Geradenmengen gibt. Diese Vermutung
ist falsch. Drudge klassifiziert in [Dru99] alle Cameron-Liebler-Geradenmengen
von PG(3,3) und findet ein Beispiel fiir x = 5. Dieses Beispiel ldsst sich zu einer
Cameron-Liebler-Geradenmenge mit « = (¢ + 1)/2 fiir alle ungeraden g verallge-
meinern und wird von Bruen und Drudge in [BD99] beschrieben. Das erste nicht
triviale Beispiel fiir gerade ¢ stammt von Govaerts und Penttila. In [GP05] konstru-
ieren sie eine Cameron-Liebler-Geradenmenge mit = = 7 in PG(3,4). Mit Hilfe des
Computers wurden inzwischen weitere Beispiele gefunden. Rodgers beweist in sei-
ner Doktorarbeit [Rod12] die Existenz von Cameron-Liebler-Geradenmengen mit
x = (¢> — 1)/2 fiir ¢ = 5 oder 9 mod 12 und ¢ < 200, sowie fiir z = (¢ + 1)2/3,
¢ =2 mod 3 und ¢ < 150.

Obwohl die Vermutung von Cameron und Liebler falsch war, sind nur fiir wenige
Parameter  Cameron-Liebler-Geradenmengen bekannt und damit z-tight Mengen
von Q1 (5,q). Fiir ¢ = 2ist {0,1,2,¢°>—1,¢% ¢*+1} = {0,1,2,3,4,5} und Cameron
und Liebler haben in [CL82] bereits gezeigt, dass fiir alle = eine x-tight Menge von
Q1 (5,2) existiert und diese auch klassifiziert. Das folgende Resultat listet die
bisher bekannten nicht-Existenzaussagen fiir ¢ > 2 chronologisch auf.

Resultat 5.0.2 Fiir eine x-tight Menge in QT (5,q), ¢ > 3, gilt
(i)  # 3 [Pen9i].
(ii) x # 4, falls ¢ > 5 [Pen91].
(iti) = ¢ [3,./q] [BDIS].
(iv) = ¢ [3,€ [Dru99).
(v) x # 4, falls ¢ = 3 [Dru99)].
(vi) © # 4, falls ¢ = 4 [Gov03].
(vii) = ¢ [3,2¢€) [GS04].
(viii) = & [3,q/2) [BG0S].
(iz) = ¢ [3,q] [Met10].
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5.1 Beispiele und Grundlagen

Hierbei bezeichnet q + 1 + € die Mdchtigkeit einer kleinsten minimalen nicht-
trivialen blockierenden Menge in PG(2,q).

Der Fall n > 2 wird noch nicht so lange untersucht wie der Fall n = 2. Fir
ungerade n ist die Dimension des Schnitts zweier Erzeuger aus der gleichen Klasse
ungerade. Wahlt man dann z disjunkte Erzeuger aus einer Klasse, so erhilt man
eine z-tight Menge von Q7 (2n + 1,q). Nun stellt sich die Frage, ob es andere
z-tight Mengen fiir diese Parameter x gibt. Zumindest fiir kleine z ist dies nicht
der Fall, wie das folgende Resultat zeigt.

Resultat 5.0.3 Fine x-tight Menge von QT (2n+ 1,q) ist die Vereinigung von x
disjunkten Erzeugern, fir alle

(i) x <./q und q > 4 [Dru9s].
(i) x < e [BKLPO7].
(iii) x < q/2 — 1 [BGHS09].

Hierbei bezeichnet q + 1 + € die Mdchtigkeit einer kleinsten minimalen nicht-
trivialen blockierenden Menge in PG(2,q). Insbesondere gilt fir gerade n und x in
diesen Schranken x € {0,1,2}.

Im folgenden Abschnitt sammeln wir einige Beispiele und Aussagen zu tight
Mengen im Allgemeinen. Im zweiten Abschnitt verbessern wir das Resultat 5.0.2
und zeigen, dass keine (g + 1)-tight Menge von Q% (5,q) existiert, falls ¢ eine
ungerade Primzahl ist. Der dritte Abschnitt verbessert das Resultat 5.0.3. Dort
beweisen wir, dass z-tight Mengen von Q*(2n + 1,q) mit x < ¢—1 und ¢ > 71,
oder mit n = 3 und z < ¢, immer die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern
sind. Die Ergebnisse des dritten Abschnitts sind bereits in [BM13] ver6ffentlicht.

5.1 Beispiele und Grundlagen

Sei P ein endlicher, klassischer Polarraum vom Rang r. Wie bereits erwdhnt, ist die
Vereinigung von z disjunkten Erzeugern von P ein Beispiel fiir eine z-tight Menge,
denn diese Menge erfiillt (5a). Die Umkehrung ist allerdings falsch, nicht jede -
tight Menge ist die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern. Fiir QT (5, q) wurde
bereits die Existenz solcher Beispiele erwdhnt. Zudem lassen sich aus bekannten
Beispielen neue Beispiele zusammensetzen, denn ist M, M’ eine z- bzw. z’'-tight
Menge von P, so erhilt man aus (5a) die folgenden Eigenschaften:

o Ist MNM' =1, soist M UM eine (x + z')-tight Menge von P.
o Ist M’ C M, soist M\ M’ eine (x — 2’)-tight Menge von P.

Da die gesamte Punktmenge von P eine tight Menge ist, ist also insbesondere das
Komplement einer tight Menge wieder eine tight Menge. Aufferdem ist die Menge,
die nur aus den Punkten eines Erzeugers G besteht, eine 1-tight Menge, weshalb
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Erzeuger aus z-tight Mengen entfernt werden konnen, um eine (z — 1)-tight Menge
zu erhalten. Diese Aussage verwenden wir mehrfach fiir Induktionsbeweise nach x
und halten sie im néchsten Lemma fest.

Lemma 5.1.1 Sei G ein Erzeuger von P und M eine x-tight Menge von P mit
G C M. Dann ist M \ G eine (x — 1)-tight Menge von P.

Liegen in einer tight Menge mehrere Erzeuger, so kann das Entfernen verschie-
dener Erzeuger zu nicht isomorphen tight Mengen fiihren. Sei z.B. ¢ eine Gerade
der parabolischen Quadrik (4, ¢) und seien Fy,..., P, die Punkte auf ¢. Wihle
nun durch jeden Punkt P; eine Gerade ¢; # ¢, so dass nicht alle ¢; zusammen in
einer hyperbolischen Quadrik Q7 (3, q) liegen. Sei M die Vereinigung der ¢;. Dann
ist M eine (q+ 1)-tight Menge von Q(4, ¢). Das Entfernen einer Geraden ¢; aus M
liefert eine g-tight Menge von Q(4, q), die weiterhin Geraden enthélt. Die Gerade
¢ ist allerdings auch in M enthalten und es gilt, dass M’ := M \ ¢ eine g¢-tight
Menge von Q(4, q) ist, die keine Geraden enthilt.

Dieses Beispiel lasst sich verallgemeinern und ist in der folgenden Form zusam-
men mit Ferdinand Ihringer entstanden [BI11]. Uns ist bisher keine andere Quelle
fiir diese Konstruktion bekannt.

Beispiel 5.1.2 Sei G ein Erzeuger von P und C eine Uberdeckung von G durch
Unterrdume von G, so dass

(i) ein a € N existiert, fiir das gilt, dass jeder Punkt in G genau a Mal iberdeckt
wird, sowie

(ii) je zwei Elemente aus C den Unterraum G erzeugen.

Wihle fiir jedes Element C' € C einen Erzeuger G¢ durch C mit Go NG = C'. Sei

ceC
Dann ist M eine (|C| — a)-tight Menge von P.

Lemma 5.1.3 Die in Beispiel 5.1.2 konstruierte Menge M ist eine (|C| — a)-tight
Menge von P.

Beweis: Seien C und D zwei verschiedene Elemente aus C. Dann ist
GenNGp=CnDCQG,

denn angenommen, es gibt einen Punkt R € G¢ N Gp, der nicht in G liegt, so

steht R auf C' und D und damit wegen (ii) auf CD = G senkrecht. Somit wére

RG ein singuldrer Unterraum von P der Dimension r, ein Widerspruch zu Rang
von P gleich r.
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5.1 Beispiele und Grundlagen

Zusammen mit (i) folgt
|M‘ = |C| OT_l - aGT_l

und
|[PEOM|=6,_1+(IC| —1)6r_5 — aby_

fiir alle Punkte P € M. O

Fiir C ldsst sich zum Beispiel die Menge aller Hyperebenen von G nehmen (in
diesem Fall ist a = 6,_3), oder, falls r gerade, eine ((r — 2)/2)-Faserung von G
(dann ist a = 1).

In manchen endlichen, klassischen Polarrdumen gilt die Gleichung (5a) nicht
nur fiir Punkte P € P, sondern auch fiir Punkte des umgebenden projektiven
Raums. Dies ldsst sich zu Schnittzahlen einer tight Menge M mit Senkrechtrdumen
S+ fiir alle Unterriume S verallgemeinern. Das niichste Lemma ist in [BM13]
verOffentlicht. Spezialfille, z.B. fiir n = 2, sind bereits bekannt.

Lemma 5.1.4 Sei M eine x-tight Menge von W (2n + 1,q), H(2n + 1,q) oder
Qt(2n + 1,q) eingebettet in PG(2n + 1,q). Dann gilt fir jeden Unterraum S der
Dimension s <n von PG(2n +1,q)

ISEtAM|=|SNM|g"* 4+ 20, __1.

Beweis: Durch Induktion nach s.

s = —1 : Per Definition gilt |M| = z6,,.

s = 0 : Dieser Fall ist bereits bekannt, siehe z.B. Theorem 12 in [BKLPO07],
folgt aber auch mit doppelter Abzdhlung und |M| = z6,, aus

S (HAM| =2, 1)
H

S (IHAM|(HNM| 1) = (220, — 1)|H N M| +2%02_,)
H

[M|(|M] = 1)b2n -1 — (226, 1 — 1)|M |02, + 21126
|M|((|M| —1)02n 1 — (220, 1 — 1)02, + (qn+1 + 1)559721—1)

= |M|¢*",

wobei die Summe {iiber alle Hyperebenen H von PG(2n + 1, ¢) lduft. Fiir Hyper-
ebenen H mit H+ € M ist (|[H N M|—20,_1)?> = ¢* nach (5a), weshalb der Term
|M|q*" bereits von diesen Hyperebenen aufgebraucht wird. Alle anderen Hyper-
ebenen von PG(2n + 1, q) treffen M daher in genau x6,,_; Punkten. Dies liefert
die Aussage fiir s = 0.

s —1+ 5,5>0:1In S liegen 6, Hyperebenen U. Ein Punkt von S+ liegt in
U+ fiir jede Hyperebene U von S. Punkte auferhalb von S* hingegen liegen in U+
fiir genau eine Hyperebene U von S. Unter Verwendung der Induktionsannahme
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

fiir die Unterrdume U folgt

ISt N M|(6, — 1) + | M|

> Ut nM
U

Z(|U n M|qn+1_s + 2b5—s)
U

= 200+ ¢ [UNM]|
= 20,05+ ¢S N M|0s_1.

Hieraus folgt die Aussage fiir S. |

Folgerung 5.1.5 Sei M eine x-tight Menge von W(2n + 1,q), H(2n + 1,q)
oder QT (2n+1,q). Dann gilt fiir jeden Unterraum S des wmgebenden projektiven
Raums PG(2n + 1,q) mit s := dim(S) <n

‘S N M| Z 1’957774,1.

5.2 (g + 1)-tight Mengen von Q% (5, q) fiir
ungerade Primzahlen g

Die Erzeuger von Q7 (5,q) sind Ebenen. Sie teilen sich in zwei Klassen auf, so
dass zwei Erzeuger genau dann in der gleichen Klasse liegen, wenn ihr Schnitt eine
gerade Dimension hat. Daher gibt es maximal zwei disjunkte Ebenen in Q% (5, q)
und die Existenz von x-tight Mengen mit ¢> — 1 > x > 2 ist zunichst offen. Sei
M eine a-tight Menge von QT (5,q) C PG(5,q). Nach Lemma 5.1.4 gilt fiir jeden
Unterraum S von PG(5, ¢) mit dim(S) =s <2

|SEN M| =|SNM|¢*® + 20,

Insbesondere gilt fiir eine Gerade ¢ der Quadrik und die beiden Erzeuger E und
F durch ¢

[N M|=|(EUF)NM|=[(NM|q+z (5b)
beziehungsweise
|[ENM|+|FNM|=[(nM|(qg+1)+ (5¢)

Dieser Spezialfall von Lemma 5.1.4 wurde bereits von Penttila in [Pen91] be-
wiesen. Drudge verwendete ihn und Aussagen iiber blockierende Mengen, um in
[Dru99] zu zeigen, dass keine z-tight Menge mit = € [3,¢] von QT (5,q) fiir ¢ > 2
existiert. Hierbei bezeichnet ¢ 4+ 1 + ¢ die Méichtigkeit einer kleinsten minima-
len nicht-trivialen blockierenden Menge in PG(2, ¢). Er beweist diese Aussage fiir
Cameron-Liebler-Geradenmengen in PG(3,¢) mit Induktion nach z. In Q*(5,q)
iibersetzt sich der Beweis wie folgt.
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5.2 (q + 1)-tight Mengen von Q7 (5, q) fiir ungerade Primzahlen q

x = 3 : In [Pen91] wird gezeigt, dass keine 3-tight Menge von Q* (5, q) fiir ¢ > 2
existiert.

r—1— x, 3<x<e+1:Angenommen es existiert eine z-tight Menge M.
Sei P cin Punkt der Quadrik, der nicht in M liegt. Dann ist [P+ N M| = z(q+1) <
(g+1)2, also existiert eine Gerade g durch P, die M nicht trifft. In g* liegen nach
(5b) genau x < g+ 1 Punkte aus M, weshalb eine Gerade ¢ C g der Quadrik mit
genau einem Punkt in M existiert. Seien £ und F' die Erzeuger durch ¢. Dann
haben F und F zusammen nach (5b) genau ¢ + = > 2z Punkte in M und somit
0.B.d.A. |[EN M| > z. Angenommen es gibt eine Gerade k in E, die M nicht trifft.
Dann ist |k~ N M| =2 < |E N M|, ein Widerspruch zu E C k*. Somit ist £ N M
eine blockierende Menge in E. Wegen |[EN M| < g+ x < g+ 1 + € existiert eine
Gerade h in EN M. Sei H die zweite Ebene durch h. Dann ist nach (5¢)

IHNM|=(q+1)*+2—|ENM|>¢*+q+1,

also H C M. Nun ist M \ H nach Lemma 5.1.1 eine (z — 1)-tight Menge, welche
nach Induktionsvoraussetzung nicht existiert, ein Widerspruch.

Govaerts und Storme verbesserten dieses Ergebnis in [GS04], indem sie den Be-
weis nur wenig veréinderten. Sie starten mit einer Geraden aus QT (5,q), die M
nicht trifft. Ahnliche Argumente wie eben zeigen dann, dass keine z-tight Menge
von Q7 (5,q) mit x € [3,2¢) existiert. Hierbei bezeichnet erneut g+ 1+ ¢ die Méch-
tigkeit einer kleinsten minimalen nicht-trivialen blockierenden Menge in PG(2, q).

Fiir ungerade Primzahlen hat eine kleinste, nicht-triviale, minimale blockierende
Menge in PG(2, q) genau 3(¢ + 1)/2 Punkte, also € = (¢ + 1)/2. Fiir solche ¢ und
fiir x = 2¢ = ¢ + 1 entsteht zunichst kein Widerspruch im Beweis von Govaerts
und Strome, aber man erhélt einige Information iiber die Menge M. Diese nutzen
wir, um folgendes Theorem zu beweisen.

Theorem 5.2.1 Sei g eine ungerade Primzahl. Dann gibt es keine (q + 1)-tight
Menge von QT (5,q).

Drudge zeigt in [Dru99], dass es keine 4-tight Menge in Q*(5,3) gibt. Somit ist
dieses Theorem fiir ¢ = 3 bereits bewiesen. Sei daher im folgenden

3 < ¢ Primzahl. (5d)

Der Beweis von Theorem 5.2.1 wird indirekt gefiihrt. Angenommen es existiert
eine (q + 1)-tight Menge M von QT (5,q) fiir eine ungerade Primzahl ¢ > 3.
Diese Annahme fithren wir in den folgenden Lemmas zum Widerspruch. Dafiir
bendtigen wir nicht nur die Méchtigkeit einer nicht-trivialen, minimalen, 1-fach
blockierenden Menge in PG(2, ¢), sondern auch folgendes Resultat von Ball iiber
a-fach blockierende Mengen in PG(2, q).

Resultat 5.2.2 (Ball [Bal96]) Sei B eine a-fach blockierende Menge in PG(2,q),
q > 3 Primzahl. Im Fall a = 1 enthalte B keine Gerade.

o Ist a < q/2, dann gilt |B| > (2a+1)(q +1)/2.
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

o Ist a > q/2, dann gilt |B| > (a+ 1)q.

Lemma 5.2.3 Sei E ein Erzeuger von QT (5,q) und ¢ eine Gerade in E mit
¢ C M. Dann ist |EN M| > 2q+ 1. Insbesondere ist EN M # £.

Beweis: Sei F' der von E verschiedene Erzeuger durch /. Dann ist
IENM|=(¢g+1)*+2—|FANM|>q¢+a=2¢+1

nach (5¢) und mit |F| = 6s. O

Genau wie im Beweis von Govaerts und Storme starten wir mit einer Geraden
aus Q1 (5,q), die M nicht trifft. Die Existenz einer solchen Geraden muss fiir
x = q + 1 zunéchst noch gezeigt werden.

Lemma 5.2.4 Es gibt eine Gerade in Q*(5,q), die M nicht trifft.

Beweis: Sei R ein Punkt der Quadrik, der nicht in M liegt. Liegt R auf einer
Geraden der Quadrik, die M nicht trifft, so folgt die Behauptung. Liegt R auf
keiner solchen Geraden, dann trifft jede Gerade von Q% (5,q) durch R die Menge
M mindestens einmal und wegen |R* N M| = (¢ + 1) = (¢ + 1)? genau einmal.
Somit existiert ein Erzeuger E durch R, der M in genau g + 1 Punkten trifft.
Angenommen diese ¢ + 1 Punkte bilden eine blockierende Menge in E. Dann ist
E N M eine Gerade g, ein Widerspruch zu Lemma 5.2.3.

Also ist £ N M keine blockierende Menge in F und es existiert eine Gerade in F,
die M nicht trifft. O

Lemma 5.2.5 Sei ¢ eine Gerade in QT (5,q), die M nicht trifft, und seien E
und F die beiden Erzeuger durch £. Dann gilt |[ENM|= (¢+1)/2=|F N M]|.

Beweis: Nach (5b) enthalten E und F zusammen x = ¢ + 1 Punkte aus M. Sei
oB.dA. g+1=2>|ENM| > z/2 = (q+ 1)/2. Dann existiert eine Gerade g
in F, die M in genau einem Punkt trifft. Sei G der von E verschiedene Erzeuger
durch ¢. Dann ist

3
@+ =[GNM]=qg+1+z—[FNM|>qg+1

nach (5c¢).

Angenommen es gilt |G N M| =g+ 1= |E N M|. Dann liegen nach Lemma 5.2.3
nicht alle Punkte von £ N M auf einer Geraden. Wihle eine Gerade k in E mit
g—12>|kNM|=:a > 2. Dies ist moglich, denn zum einen ist ¢ — 1 > 2 nach
(5d) und zum anderen, falls es keine Gerade in F gibt, die genau ¢ Punkte aus M
enthilt, so ist jede Gerade in F mit mindestens zwei Punkten in M geeignet, und
falls es eine Gerade h in F mit genau ¢ Punkten in M gibt, so wihle fiir k eine
Gerade durch den verbleibenden Punkt (EN M)\ h, die h in einem Punkt aus M
trifft.

Sei K der von E verschiedene Erzeuger durch k. Dann ist |[K N M| = a(q + 1)
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5.2 (q + 1)-tight Mengen von Q7 (5, q) fiir ungerade Primzahlen q

nach (5¢). Gdbe es in K eine Gerade k', die M in hochstens a — 1 Punkten trifft,
dann wére nach (5¢)

[KEAM| < (@=Dat+g+1=ag+1<alg+1),

und dies ein Widerspruch zu K C k’*. Somit bilden die Punkte aus K N M eine
a-fach blockierende Menge in K. Da a < ¢, sind a(q + 1) Punkte nach Resultat
5.2.2 nicht genug, um alle Geraden a-fach zu blockieren, ein Widerspruch.

Somit ist |[GNM| > ¢+ 1 = 2 und G N M blockiert alle Geraden in G, denn
fiir eine Gerade m, die M nicht trifft, ist |ml OM| =x=q+1<|GNM| Da
bereits |G N M| < 3(¢+1)/2 < 2¢g+ 1 gezeigt wurde, folgt mit Lemma 5.2.3, dass
G N M keine Gerade enthilt. Also enthédlt G N M eine minimale, nicht-triviale,
blockierende Menge. Es folgt |G N M| = 3(¢ + 1)/2 aus Resultat 5.2.2 und damit
|[ENM|=(¢+1)/2=|FnM|. O

Bemerkung 5.2.6 Der Beweis von Govaerts und Strome verlduft analog zum
Beweis des vorherigen Lemmas. Da sie mit x < 2¢ arbeiten, folgt fiir den Erzeuger
G bereits

q+1+e>q+1+g2|GﬂM|:q+1+x—\EﬂM|2q+1>x.

Wegen |GN M| > x enthilt G N M eine blockierende Menge. Weil aber auch
|[GN M| < g+ 1+ € gilt, enthalt G N M eine triviale blockierende Menge, eine
Gerade ¢'. Sei G’ der von G verschiedene Erzeuger durch ¢’, dann gilt nach (5¢)
und mit |G'| = 6

x
2 )
also z < 2. Fiir < 2 wurde bereits von Cameron und Liebler in [CL82] gezeigt,
dass M die Vereinigung von z disjunkten Erzeugern ist.

0 > |G'NM|>¢*+q+

Im unserem Fall, also z = ¢ + 1, ist der Beweis noch nicht abgeschlossen, aber
wir haben die Information, dass Erzeuger durch Geraden, die M nicht treffen, die
Menge M in genau (q + 1)/2 Punkten treffen. Eine vergleichbare Aussage ldsst
sich nun auch fiir alle anderen Erzeuger treffen. Ab sofort nehmen wir zudem an,
dass M keinen Erzeuger enthélt. Denn wire ein Erzeuger G in M enthalten, so
wire nach Lemma 5.1.1 die Menge M \ G eine g-tight Menge von Q% (5, q), welche
nach [GS04, Met10] nicht existiert.

Lemma 5.2.7 Jeder Erzeuger E in Q1 (5,q) trifft M in (2ap + 1)(¢ + 1)/2
Punkten mit ag := min{|{ N M| : { Gerade in E}. Auflerdem ¢ilt 0 < ap < (¢ +
1)/2 und falls 1 < ap < q/2, so bilden die Punkte in ENM eine minimale ag-fach
blockierende Menge.

Beweis: Das vorherige Lemma zeigt diese Aussage bereits fiir Erzeuger F mit
ap = 0. Sei daher nun F ein Erzeuger mit ap > 0, ¢ eine Gerade in F mit
[N M| = ag und F der von E verschiedene Erzeuger durch ¢. E N M ist eine
ag-fach blockierende Menge in E. Wegen E ¢ M ist ag < q.
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Angenommen F N M blockiert jede Gerade aus F. Wegen ¢ ¢ M gibt es einen
Punkt P € ¢, der nicht in M liegt. Die ¢ von £ verschiedenen Geraden durch P in
F werden dann von M blockiert. Also liegen neben den Punkten auf £ mindestens
weitere ¢ Punkte aus M in F'. Damit ist |F' N M| > ¢+ ag und deshalb |[E N M| <
agq + 1 nach (5¢). Ist ag > 1, so sind agq + 1 Punkte nach Resultat 5.2.2 zu
wenig Punkte, um jede Gerade in E ag-fach zu blockieren, ein Widerspruch. Falls
ap =1, s0ist E N M eine Gerade und dies ein Widerspruch zu Lemma 5.2.3.
Somit liegt in F' eine Gerade, die M nicht trifft. Damit gilt nach dem vorherigen
Lemma |F N M| = (¢+1)/2 und daher |[ENM| = (2ag +1)(g+1)/2. Auerdem
gilt
qg+1

5
Ist 1 < ag < q/2, so enthilt eine ag-fach blockierende Menge nach Resultat 5.2.2
mindestens (2ag + 1)(q + 1)/2 Punkte, daher ist F N M eine minimale ag-fach
blockierende Menge. Ist agp = 1, so enthdlt £ N M keine Gerade, da sonst ein
Widerspruch zu Lemma 5.2.3 folgt. Also enthilt £ N M eine nicht-triviale, 1-fach
blockierende Menge. Eine solche Menge hat mindestens 3(g+1)/2 Punkte. Daher
ist £ N M eine minimale blockierende Menge. (]

aE:|€ﬂM\§\FﬁM|:

Definition 5.2.8 Ein Punkt P € M ist vomm Typ I (bzw. Typ II), wenn P in
einem Erzeuger E der Erzeugerklasse I (bzw. II) mit |[E N M| = (¢ + 1)/2 liegt.

Lemma 5.2.9 Jeder Punkt aus M ist entweder vom Typ I oder vom Typ II und
beide Typen treten auf.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass jeder Punkt R € M vom Typ I oder II ist. Da
R € M, ist |[R*NM| = ¢*>+ (¢ + 1)%. Die von R verschiedenen Punkte in R*
verteilen sich auf ¢ + 1 Erzeuger der Klasse I durch R. Wegen

¢+ (g+1)° -1
qg+1

existiert ein Erzeuger E der Klasse I durch R mit hdchstens 2¢ + 1 Punkten in
M. Weil 2¢ +1 < 5(qg+1)/2,ist |[ENM| = (¢+1)/2 oder |[ENM|=3(g+1)/2
nach Lemma 5.2.7. Gilt |[E N M| = (¢+1)/2, dann ist R vom Typ I. Ist hingegen
|EN M| =3(¢g+1)/2, dann ist nach dem vorherigen Lemma FE N M eine minimale
blockierende Menge in E. Daher existiert eine Gerade g durch R in E mit gNM =
{R}. Sei G der von F verschiedene Erzeuger durch g. Dann liegt G in der Klasse
IT und |G N M| = (¢+ 1)/2 nach (5¢). Somit ist R vom Typ II.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit des Typs. Sei P € M vom Typ I und E’ ein
Erzeuger durch P mit [E' N M| = (¢ + 1)/2. Jeder Erzeuger F’ der Klasse II
durch P trifft E’ in einer Geraden ¢ durch P. Nun ist [¢ N M| > 1 und daher

F'aM|=tnM|(g+1)+(¢+1)—|E'"NM|>3(qg+1)/2

nach (5¢). Damit ist P nicht vom Typ II. Analog gilt fiir Punkte vom Typ II, dass
sie nicht vom Typ I sind.
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Nun zeigen wir noch, dass beide Typen auftreten. Nach Lemma 5.2.4 existiert
eine Gerade h, die M nicht trifft. Seien H; und H, die beiden Erzeuger durch h.
Dann ist |[H; N M| = |Hy N M| = (¢+1)/2 nach Lemma 5.2.5. Sei 0.B.d.A H; aus
Klasse I und Hs aus Klasse II. Dann sind alle Punkte in 3 N M vom Typ I und
alle Punkte in Ho N M sind vom Typ IL O

Lemma 5.2.10 Seien P und Q Punkte aus M, die senkrecht aufeinander stehen
und von unterschiedlichem Typ sind. Dann ist PQ C M.

Beweis: O.B.d.A. sei P vom Typ I und @ vom Typ II. Seien E und F die beiden
Erzeuger durch P@. Dann gibt es nach Lemma 5.2.7 nicht-negative ganze Zahlen
a,a’ € Ng mit a,a’ < (¢+1)/2, |[ENM| = 2a+1)(¢+1)/2 und |[FNM| =
(2a’ +1)(¢+1)/2. Da P und Q von unterschiedlichem Typ sind und beide in den
Ebenen F und F liegen, gilt a,a’ > 0. Sei 0.B.d.A. E aus Klasse I.
Angenommen 1 < a < ¢/2, so bilden die Punkte in £ N M nach Lemma 5.2.7 eine
minimale a-fach blockierende Menge in E. Daher liegt P auf einer Geraden in F,
die M in genau a Punkten trifft. Der von E verschiedene Erzeuger durch diese
Gerade hat nach (5c) genau (¢+1)/2 Punkte in M und ist aus Klasse II. Es folgt,
dass P vom Typ II ist, ein Widerspruch.

Daher ist a = (¢ + 1)/2. Analog folgt o’ = (¢ + 1)/2. Zusammen mit (5c) erhélt
man

PQOM|(g+1) + (g + 1) =202 L),

woraus |PQ N M| = g + 1 folgt. O

Das néchste Lemma zeigt, dass die eben beschriebene Situation gar nicht auf-
treten kann, weil aufeinander senkrechte Punkte vom selben Typ sind. Hieraus
bekommen wir anschlieffend den gewiinschten Widerspruch.

Lemma 5.2.11 Sei P ein Punkt aus M. Dann sind alle Punkte in M N P+ vom
selben Typ wie P.

Beweis: 0.B.d.A. sei P vom Typ I. Sei E ein Erzeuger durch P der Klasse I mit
|EN M| = (q+1)/2. Dann sind alle Punkte in £ N M vom Typ I. Angenommen
es existiert ein Punkt @ vom Typ II in P+ N M. Sei F der Erzeuger der Klasse
IT durch PQ@, ¢ die Schnittgerade von E und F, sowie a := [¢N M]|. Dann ist
1<a<(q+1)/2=|EnNM|und nach (5c) gilt |[F N M| = (2a+1)(qg+1)/2.
Angenommen 1 < a < ¢/2, so ist F'N M nach Lemma 5.2.7 eine minimale a-fach
blockierende Menge in F'. Daher liegt @) in I auf einer Geraden g, die M in genau
a Punkten trifft. Der von F' verschiedene Erzeuger durch g ist aus der Klasse I
und hat nach (5¢) genau (¢ 4+ 1)/2 Punkte in M. Es folgt, dass @ vom Typ I ist,
ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Typs.

Daher ist a = (¢ + 1)/2. Alle Punkte von £ N M liegen in E und sind daher vom
Typ L. Da @ vom Typ II ist, folgt aus dem vorherigen Lemma QR C M fiir alle
Ret¢n M. Weil FN M eine ((q + 1)/2)-fach blockierende Menge ist, haben die
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

anderen (¢4 1)/2 Geraden durch @ in F' mindestens (¢ —1)/2 von @ verschiedene
Punkte in M. Das ergibt

1 +1 +1 -1
S@+D@+ ) =1FnM|> g+ =
2 2 2 2

zusammen mit ¢ > 2 aus (5d) ist das ein Widerspruch. O

Beweisabschluss von Theorem 5.2.1: Nach Lemma 5.2.9 gibt es Punkte P
und @ in M von unterschiedlichem Typ. Somit steht nach Lemma 5.2.11 der
Punkt P nicht senkrecht auf Q. Sei g die Sekante in PG(5,¢q) durch P und Q.
Dann ist [g* N M| = 2¢ 4+ (¢ + 1) > 0 nach Lemma 5.1.4. Somit existiert ein
Punkt R € (¢t N M). R ist nach Lemma 5.2.11 vom gleichen Typ wie P und vom
gleichen Typ wie Q. Dies ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Typs (Lemma
5.2.9). |

Nachtrag

Die Aussage von Theorem 5.2.1 wurde inzwischen von Metsch in [Met14] deutlich
verbessert. Sein Beweis ist allerdings ganz anders, weshalb der eben vorgestellte
Beweis weiterhin interessant ist.

5.3 z-tight Mengen von Q1 (2n + 1, q)

Sei M eine z-tight Menge der hyperbolischen Quadrik Q" (2n + 1, ¢), die im pro-
jektiven Raum PG(2n+1, ¢) eingebettet ist. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass
M die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern ist, sofern x nicht zu grof ist. Das
folgende Lemma ist fiir alle  richtig und lisst sich in vielen Arbeiten iiber z-tight
Mengen finden.

Lemma 5.3.1 Jeder (n + 1)-dimensionale Unterraum von PG(2n + 1,q) trifft
M in mindestens © Punkten. Trifft der (n + 1)-dimensionale Unterraum T die
Menge M in mehr als x Punkten, so hat jeder n-dimensionale Unterraum von T
mindestens einen Punkt in M.

Beweis: Sei S ein Unterraum von PG(2n + 1, ¢) der Dimension n + 1. Dann ist
|ISAM| >z

nach Folgerung 5.1.5. Ein n-dimensionaler Unterraum U liegt in 6,, Unterrdumen
der Dimension n + 1. Diese partitionieren die Punkte aufferhalb von U. Trifft U
die Menge M nicht, so liegt jeder Punkt aus M in genau einem Unterraum der
Dimension n 4+ 1 durch U. Jeder dieser Unterrdume hat mindestens x Punkte in
M und, wegen |M| = 260,,, genau z. Daraus folgt der zweite Teil der Behauptung.

|

Fiir n = 1 folgt hieraus nun sofort, dass M die Vereinigung von x disjunkten
Geraden ist. Sei dazu P € M, dann gilt [P~ N M| =g+ z > z und alle Geraden
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der Ebene P+ werden von PN M blockiert. Da P+ die Quadrik in zwei Geraden
durch P trifft, folgt, dass eine der beiden Geraden in M enthalten sein muss. Mit
Folgerung 5.1.1 ldsst sich diese Gerade entfernen und man erhélt eine (z — 1)-tight
Menge. Ein induktives Argument zeigt, dass M die Vereinigung von x disjunkten
Geraden ist.

Fir n = 2 und = < ¢ wird in [Met10] gezeigt, dass M die Vereinigung von
x disjunkten Erzeugern ist. Insbesondere ist dann z < 2, da Q7 (5, q) keine drei
disjunkten Erzeuger enthilt.

In folgenden beiden Teilabschnitten werden die Félle n = 3 und n > 4 niher

betrachtet. Die beiden folgenden Resultate spielen in den Beweisen eine zentrale
Rolle.

Resultat 5.3.2 ([KMO05] , [KM11]) Sei PQ(3,q) C PG(4,q) ein Kegel mit
Spitze P tber einer elliptischen Quadrik Q™ (3,q) und B eine Menge von Punkten
in PQ™(3,q) mit |B| < 2q, so dass jeder Solid von PG(4,q) die Menge B in
mindestens einem Punkt trifft. Dann tritt einer der beiden folgenden Fille ein.

(i) Es existiert eine Gerade £ in PQ~(3,q) mit { C B.

(ii) |B| > 9q/5+1, P € B und es existiert eine eindeutige Gerade ¢ in PQ~(3,q),
die B in mindestens 2+ (3q—|B|)/2 Punkten trifft. Diese Gerade hat hochs-
tens |B| — ¢ — 1 Punkte in B.

Der Beweis des vorherigen Resultats in [KMO05] enthilt die folgende niitzliche
Aussage.

Resultat 5.3.3 ([KMO05]) FEs gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorhe-
rigen Resultat. Seien 01, ls zwei Geraden des Kegels PQ™(3,q), die beide nicht in
B enthalten sind. Dann gilt

|ZlﬂM|+|£20M‘§|B|+1—q.

n=3
In diesem Teilabschnitt beweisen wir das folgende Theorem.

Theorem 5.3.4 Eine x-tight Menge M von Q% (7,q) mit x < q ist die Vereini-
gung von x disjunkten Erzeugern.

Wir beweisen diese Aussage mit Induktion nach .
x = 1: Sei M eine 1-tight Menge von Q1 (7,q). Dann ist |[M| = 1 - 63 und fiir
einen Punkt P € M ist nach (5a)

|PEAM|=¢*+1-0,=05=|M|.

Damit steht ein Punkt aus M auf allen Punkten aus M senkrecht, sie liegen also

zusammen in einem Erzeuger G. Wegen |G| = 65 = |M]| folgt nun G = M.
z—1— xz,1 <z <q:Sei M eine z-tight Menge von Q*(7,q). Enthilt M

einen Erzeuger G, dann ist M \ G nach Lemma 5.1.1 eine (x — 1)-tight Menge von
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Q1(7,q). Nach Induktionsvoraussetzung ist dann M \ G die Vereinigung von z — 1
disjunkten Erzeugern. Es folgt, dass M = (M \ G)UG die disjunkte Vereinigung
von x Erzeugern ist.

Sei daher nun in diesem Teilabschnitt M eine z-tight Menge von Q1 (7,q) C
PG(7,q) mit 1 < z < ¢, die keinen Erzeuger enthilt. Wir erhalten in den folgenden
Lemmas einen Widerspruch, weshalb eine solche x-tight Menge nicht existiert.
Damit enthilt eine z-tight Menge mit 1 < z < ¢ immer einen Erzeuger und ist
somit die disjunkte Vereinigung von = Erzeugern.

Wir definieren
1
Z2 = {1—}—(]—2;‘ .

Eine Gerade ¢ nennen wir lange Gerade, wenn ¢ eine Gerade der Quadrik ist und
mindestens z + 1 Punkte in M hat.

Die Definition fiir z hingt mit Resultat 5.3.2 zusammen. Enthélt die blockie-
rende Menge B in diesem Resultat genau g + x Punkte, dann folgt die Existenz
einer Geraden ¢ mit [¢ N B| > z 4 1. Das néichste Lemma zeigt mit Hilfe dieses
Resultats, dass es tatséchlich lange Geraden gibt.

Lemma 5.3.5 Jeder Punkt aus M liegt auf mindestens 0y langen Geraden. Ist
q <5, so liegt jeder Punkt aus M auf 0 Geraden, die in M enthalten sind.

Beweis: Sei P ein Punkt aus M. P+ trifft die Quadrik in einem Kegel PQ7 (5, q)
und enthdlt daher Passanten. Somit existiert eine Ebene E von PG(7,q), die
die Quadrik nur in P trifft. £+ ist dann ein 4-dimensionaler Unterraum von
PG(7,q), der die Quadrik in einem Kegel PQ~(3,q) trifft. Nach Lemma 5.1.4
ist |E+ N M| =g+ x> . Somit trifft nach Lemma 5.3.1 jeder Solid von E* die
Menge M. Aus dem Resultat 5.3.2 folgt nun, dass E+ eine Gerade ¢ der Quadrik
enthélt, die M in mindestens z + 1 Punkten trifft. ¢ ist also eine lange Gerade
durch P.
Ist ¢ < 5, s0 gilt ¢ + 2 < 2¢ < 9¢/5 + 1, und nach Resultat 5.3.2 existiert eine
Gerade ¢ der Quadrik durch P, die in M enthalten ist.
Sei ¢q die Anzahl der Passanten einer hyperbolischen Quadrik Q™ (d, q) C PG(d, q).
Sei R ein Punkt einer hyperbolischen Quadrik Q% (5,q) C PG(5,q). Dann trifft
R+ die Quadrik in einem Kegel RQ7(3,q), der c3 - ¢°> Passanten enthilt, denn
jede Passante einer fest gewéhlten Basis Q1(3,q) liefert eine Ebene mit genau
q? Passanten. Zihlt man nun Paare (g, R) mit Passanten g einer hyperbolischen
Quadrik QT (5,q9) € PG(5,q), Punkten R € QT (5,¢q) und g L R, doppelt ab, so
erhilt man

- (@2 +1)=1Q*(5,9)| ez ¢,

denn g ist ein Solid, der QT (5, ¢) in einer elliptischen Quadrik Q= (3, ¢) trifft, die
genau ¢ + 1 Punkte hat.

Diese Gleichung verwenden wir gleich in unserem Beweis. P trifft die Quadrik
in einem Kegel PQ* (5, q) und enthélt genau c5 Ebenen, die die Quadrik nur in P
treffen. Damit gibt es genau c¢; verschiedene Kegel PQ™(3,q). Sei h eine Gerade
der Quadrik durch P und S ein von P verschiedener Punkt auf h. Dann trifft A+
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die Quadrik in einem Kegel hQ™ (3, q). Dieser Kegel hQ™" (3, ¢) ldsst sich auch als
Kegel mit Spitze P iiber einem Kegel SQ%(3,q) beschreiben. Ein solcher Kegel
SQ*(3,q) spannt einen 4-dimensionalen Unterraum auf, der cz - ¢ Passanten
enthilt. Also enthilt h' genau cs - ¢> Ebenen, die die Quadrik nur in P treffen.
Somit liegt jede Gerade der Quadrik durch P in c3 - ¢ verschiedenen Kegeln
PQ~(3,q). Da jeder Kegel PQ~(3,q) eine lange Gerade durch P enthilt, gibt es
mindestens c5/(c3¢%) = |Q1(5,9)| /(¢*+1) = 02 lange Geraden durch P. Fiirq <5
folgt analog, dass es mindestens 6> Geraden durch P gibt, die in M enthalten sind.

O

Lemma 5.3.6 Seien {1, {5 verschiedene Geraden von Q% (7,q), die sich in einem
Punkt P aus M treffen mit

o (1,00 ¢ M und |6y N M|+ |[loNM|>z+1 oder
o (1,0 C M.
Dann stehen {1 und {5 senkrecht aufeinander.

Beweis: Angenommen ¢ und ¢5 stehen nicht senkrecht aufeinander. Dann spannen
die beiden Geraden eine Ebene E auf, die Q*(7,q) nur in £y U ¢y trifft. E* ist
ein 4-dimensionaler Unterraum, der die Quadrik in einem Kegel PQ* (3, q) trifft.
In E+ existiert damit eine Passante g und die Ebene F := Pg trifft Q*(7,q) nur
in P. Nun ist F'* ein 4-dimensionaler Unterraum, der Q*(7,¢) in einem Kegel
PQ~(3,q) trifft, 1 und ¢5 enthilt und nach Lemma 5.1.4 genau g + = Punkte in
M hat, die nach Lemma 5.3.1 alle Solids von F blockieren. Damit haben ¢; und
{5 zusammen hoéchstens ¢ + x < 2g + 1 Punkte in M, sind also nicht beide in M
enthalten. Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt nun |y N M |+|l; N M| > z+1
und /1,0, ¢ M. Dies widerspricht Resultat 5.3.3. g

Da2z4+2>242¢q—x+2 > x+ 4 ist, folgt aus dem vorherigen Lemma,
dass je zwei lange Geraden durch einen Punkt P € M aufeinander senkrecht
stehen, sofern beide in M enthalten sind oder beide nicht in M enthalten sind.
Das fithrt zu Erzeugern mit relativ vielen Punkten in M und damit spiter zum
Widerspruch, da M keinen Erzeuger ganz enthélt. Fiir ¢ < 5 erhalten wir direkt
den gewiinschten Widerspruch.

Beweisabschluss von Theorem 5.3.4 fiir g < 5: Sei ¢ < 5. Nach Lemma 5.3.5
gibt es durch jeden Punkt P € M mindestens 63 Geraden, die in M enthalten
sind. Diese Geraden stehen nach Lemma 5.3.6 paarweise aufeinander senkrecht
und liegen damit alle in einem gemeinsamen Erzeuger G der Quadrik. P liegt auf
genau 6 Geraden von GG, weshalb alle diese Geraden durch P in M enthalten
sind. Damit ist G C M und der gewiinschte Widerspruch erreicht. O

Das nédchste Lemma zeigt, dass auch fiir ¢ > 7 nicht zu viele der langen Gera-
den durch einen Punkt P € M in M enthalten sein kdnnen. Fiir den restlichen
Teilabschnitt sei

q=>T. (5e)

99



5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Lemma 5.3.7 Kein Punkt aus M liegt auf ¢> Geraden, die in M enthalten sind.

Beweis: Angenommen der Punkt P € M liegt auf mindestens ¢> Geraden, die in
M enthalten sind. Diese stehen nach Lemma 5.3.6 paarweise aufeinander senkrecht
und spannen daher einen Erzeuger G der Quadrik auf. Sei s die minimale Anzahl
von Punkten aus M auf einer Geraden von G. Dann liegt P auf ¢®> Geraden, die
in M enthalten sind, und die anderen ¢ + 1 Geraden in G durch P haben neben
P mindestens weitere s — 1 Punkte in M. Es folgt

GAM|>¢*-q+(g+1)(s—1)+1.

Sei ¢ eine Gerade in G mit [¢ N M| = s. Dann ist G C ¢+ und daher mit Lemma
5.1.4
|GN M| < ‘6L0M| =sq¢” +z(qg+1).

Die beide Ungleichungen und z < ¢ ergeben zusammen
¢ —2¢—-1<(s+1-q)(¢° —q—1)

Da zudem ¢ > 7 gilt (siehe (5e)), folgt hieraus s > ¢—1, also s > q. Wegen G € M
ist s # ¢ + 1 und damit s = q.

Sei @ € G\ M. Dann haben alle Geraden durch @ in G genau g Punkte in M, es ist
also G\ M = {Q}. Wegen |P+ N M| > |Q*+ N M| (nach (5a)) existiert ein Punkt
Re (PrNM)\Qt.DaR¢ Q' ist R¢ G und damit PR ¢ M. Die Gerade PR
hat aber mindestens zwei Punkte in M und die Gerade PQ hat genau g Punkte
in M. Nun folgt mit Lemma 5.3.6 und |[PRN M|+ |[PQNM| >2+¢q > x+1,
dass PR senkrecht auf PQ steht. Dies ist ein Widerspruch zu R ¢ Q. ]

Lemma 5.3.8 Jeder Punkt P aus M liegt in einem Erzeuger G, so dass jede
Gerade von G mindestens z — 1 Punkte in M hat und jede Gerade ¢ der Quadrik
durch P mit z—1 < [{NM| < q in G enthalten ist.

Beweis: Lemma, 5.3.5 zeigt, dass es mindestens 65 lange Geraden durch P gibt.

Fall 1: Mindestens 3¢ der langen Geraden durch P sind in M enthalten. Nach
Lemma 5.3.6 stehen diese paarweise aufeinander senkrecht und spannen daher
einen Erzeuger G auf. Sei s die minimale Anzahl von Punkten aus M auf einer
Geraden von G. Dann folgt

|[GNM|>3q-q+ (62 —3q)(s—1)+ 1.

Sei ¢ eine Gerade in G mit | N M| = s. Dann folgt mit Lemma 5.1.4 |G N M| <
5¢® + x(q + 1). Beide Ungleichungen ergeben zusammen

z 1 3z —1
0< (291 Z_g—= —2q.
S@e-Y+5-a-5)+— q

Wegen x < ¢ folgt

>m 1

s> _g— =

2 1Ty
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also s > z — 1 und damit ist s > z. Insbesondere hat jede Gerade durch P in G
mindestens z Punkte in M.

Angenommen P liegt auf einer Geraden ¢ der Quadrik mit z < [¢ N M| < g, die
nicht in G enthalten ist. Dann gibt es ¢?> Geraden h in G durch P, die nicht auf ¢
senkrecht stehen. Wegen |h N M|+ [N M| > 2z > 2+ 2q—x > +2 und Lemma
5.3.6 folgt dann h C M. Damit gibt es ¢> Geraden durch P, die in M enthalten
sind, ein Widerspruch zu Lemma 5.3.7.

Somit liegt jede Gerade ¢ durch P mit z < [{ N M| < ¢ in G. Es folgt, dass jede
lange Gerade durch P in G liegt. Da P nach Lemma 5.3.5 auf mindestens 6,
langen Geraden liegt, sind die langen Geraden durch P gerade die 62 Geraden von
G durch P. Insbesondere hat jede Gerade von G durch P mindestens z+ 1 Punkte
in M.

Wegen Lemma 5.3.7 gibt es mindestens ¢ + 2 Geraden h durch P in G, die nicht
in M enthalten sind. Angenommen es gibt eine Gerade ¢ der Quadrik durch P
mit z — 1 < [{ N M| < g, die nicht in G enthalten ist. Dann sind ¢ und A nicht in
M enthalten und es ist AN M|+ [{NM|>24142-1>242¢—x >z +2,
also stehen ¢ und h nach Lemma 5.3.6 senkrecht aufeinander. Da es mindestens
g + 2 solcher Geraden h gibt und g + 2 Geraden von G durch P den Erzeuger G
aufspannen, steht ¢ auf G senkrecht. Wegen ¢ ¢ G ist dann ¢G ein 4-dimensionaler,
total singuliirer Unterraum der Quadrik Q% (7, ¢), ein Widerspruch.

Fall 2: Weniger als 3¢ der langen Geraden durch P sind in M enthalten. Dann
gibt es mindestens 0 — 3¢ + 1 = ¢? — 2q + 2 lange Geraden durch P, die nicht in
M enthalten sind und nach Lemma 5.3.6 paarweise aufeinander senkrecht stehen.
Wegen g > 7, siehe (5e), ist ¢> —2¢+2 > ¢+ 1 und diese Geraden spannen daher
einen Erzeuger G auf. Sei erneut s die minimale Anzahl von Punkten aus M auf
einer Geraden von G. Dann folgt wie im Fall 1

s> +x(qg+1) > |GNM|> (¢* —2¢+2)z+ (B3¢ —1)(s — 1) + 1.
Angenommen s = z — 2 erfiillt diese Ungleichung, dann erh&lt man
0>q¢(2q+2—2—-9)+2+4—u.

Wegen ¢ > 7 (siehe (5e)) ist z > 5 und zusammen mit « < ¢ folgt ein Widerspruch.
Daher ist s > z — 1.

Eine Gerade ¢ durch P mit z — 1 < [N M| < ¢ steht auf allen langen Geraden
durch P, die nicht in M enthalten sind, senkrecht (analog zum Fall 1). Die langen
Geraden durch P, die nicht in M enthalten sind, spannen den Erzeuger G auf.
Damit steht ¢ auf G senkrecht, ist also in G enthalten. g

Lemma 5.3.9 Jeder Punkt aus M liegt in genau einem Erzeuger G, so dass jede
Gerade in G mindestens z — 1 Punkte in M hat.

Beweis: Angenommen der Punkt P € M liegt in zwei verschiedenen solchen Er-
zeugern G; und Gy. O.B.d.A. habe G, die Eigenschaften aus dem vorherigen
Lemma. Sei ¢ eine Gerade durch P, die in G5, aber nicht in G enthalten ist.
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Dann ist z —1 < |¢ N M| (Eigenschaft von G2) und daher ¢ C M (Eigenschaft von
G1,da/t g G1). Es gibt mindestens ¢? Geraden durch P in G\ G und diese sind
somit alle in M enthalten. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 5.3.7. (]

Wir kommen nun zum Abschluss des Beweises von Theorem 5.3.4. Fiir ¢ < 5
wurde schon ein Widerspruch erreicht. Nun folgt der gewiinschte Widerspruch fiir
q=>T.

Beweisabschluss von Theorem 5.3.4 fiir ¢ > 7: Nach dem vorherigen Lemma
existieren Erzeuger G1,...,Gs mit der Eigenschaft, dass jede Gerade in G; die
Menge M in mindestens z — 1 Punkten trifft. Es gilt aulerdem, dass jeder Punkt
aus M in genau einem der Erzeuger G; liegt, also M die disjunkte Vereinigung
der Mengen G; N M ist.

O.B.d.A.ist |Gy N M| > |M| /s = z03/s. Sei R ein Punkt in G;\ M. Dann enthlt
R* den Erzeuger G| und R* trifft die Erzeuger G; mit i > 1 mindestens in einer
Ebene. Trifft R-NG; die Menge M in ciner Ebene, so gilt [(R-NG;) N M| > 6,.
Ist dies nicht der Fall, so existiert ein Punkt Q; in (R N G;)\ M. Der Punkt Q;
liegt in R+ NG; auf mindestens ¢+ 1 Geraden, die jeweils mindestens z —1 < ¢—1
Punkte in M haben, daher ist in jedem Fall ’(RJ- NG;)N M| > (g+1)(z—1) fir
i > 1. Es folgt

|R-nM|> L0354 (s — (g + 1)(= — 1).
s
Wegen R ¢ M ist andererseits ‘Rl N M| = 265. Zusammen mit z — 1 > x/2 und
x > 0 folgt nun

1 1
02 > g93 + 5(5 - (g +1).

Multiplizieren mit 2s > 0 liefert

0>s(s—1)(g+1)—2s62 + 205

292+q+1)2 (292+q+1>2 )
=(¢g+1 - | =] +2(¢"+1)|.
SRIGE == gy ) AT
Aus ) )

205 + q+ 1 1 1 2 2

———— | =lgt——+5] <(g+1)"<2(¢ +1

( 2(q+1) ) (q q+1 2) (7 <2+

folgt nun der gewiinschte Widerspruch. ]
n>4

Dieser Teilabschnitt ist dhnlich aufgebaut wie der vorherige. Wir zeigen das fol-
gende Theorem ebenfalls mit Induktion nach z.

Theorem 5.3.10 Fine z-tight Menge M von QT (2n—+1,q) mitz <q—1,n >4
und q > 71 ist die Vereinigung von = disjunkten Erzeugern.
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Der Fall z = 1 und der Fall, dass M einen Erzeuger enthélt, werden genauso
wie flir Theorem 5.3.4 bewiesen. Sei daher fiir den Rest dieses Teilabschnitts M
eine z-tight Menge von Q1 (2n + 1,¢) € PG(2n + 1, q) mit

n>4, 1<x<g—1undqg>T1, (5f)

die keinen Erzeuger enthilt. Wir erhalten erneut in den folgenden Lemmas einen
Widerspruch, weshalb eine solche z-tight Menge nicht existiert, was Theorem
5.3.10 beweist. Die Zahl z sei weiterhin

1
z = [1+q—2x—‘.

Sei P € M. Ein (n — 2)-dimensionaler, total singulérer Unterraum W durch P
wird A-Raum fir P genannt, wenn er die folgende Eigenschaft erfiillt: Es existiert
eine Hyperebene U von W mit U N M = {P}, so dass jede Hyperebene von U in
mindestens z + 1 Hyperebenen von W liegt, die M treffen.

Der A-Raum nimmt zunfchst die Rolle der langen Geraden aus dem vorheri-
gen Teilabschnitt ein. Das nichste Lemma zeigt, dass diese A-Rdume tatséchlich
existieren. Hierbei wird auch Resultat 5.3.2 verwendet, allerdings erst nach einer
Projektion auf einen Kegel PQ~(3,q). Die bei dieser Projektion evtl. verlorenen
Punkte fithren dazu, dass wir die Aussage nur fiir x < ¢ — 1 und ¢ > 71 zeigen
kénnen und nicht fiir z < ¢ und alle gq.

Lemma 5.3.11 Jeder total singulire, (n — 3)-dimensionale Unterraum U eines
Kegels PQ™(2n —3,q9) C Q*(2n+1,q) mit P € M und U N M = {P} liegt in
einem A-Raum W fir P, der in PQ~(2n — 3,q) enthalten ist.

Beweis: Der Unterraum U+ trifft den Kegel PQ~(2n — 3,q) in einem Kegel
UQ™ (3, q). Dieser Kegel UQ (3, q) ist in einem (n + 1)-dimensionalen Unterraum
V von PG(2n+1, q) enthalten. V- hat die Dimension n — 1 und trifft die Quadrik
Q" (2n+1,¢) nur in U und daher die Menge M nur in P. Mit Lemma 5.1.4 folgt
|V N M| =q+x > x. Daher werden nach Lemma 5.3.1 alle Hyperebenen von V
durch Punkte aus M blockiert.

Es gibt genau einen 4-dimensionalen Unterraum F von V', der den Kegel UQ (3, q)
in einem Kegel PQ~(3, q) trifft. Es ist daher FNU = {P}. Sei C ein Komplement
von P in U und sei B die Menge der Punkte, die entsteht, wenn die Punkte aus
V' N M von C auf F projiziert werden, also

B:={CXNF|XeVnM}

Dann ist |B| < |[VN M| = ¢+ x und B blockiert alle Solids in F, denn M blo-
ckiert alle Hyperebenen von V. Auferdem ist B C PQ~(3,q), da C C F*. Nach
Resultat 5.3.2 existiert eine Gerade ¢ durch P in PQ~(3,q) mit [{NB| > z + 1.
Nun ist U/ ein (n — 2)-dimensionaler, total singuldrer Unterraum durch P, so dass
mindestens z + 1 Hyperebenen von U¢ durch C' von M blockiert werden. Enthilt
B eine (dann eindeutige) Gerade, so wihlen wir diese fiir £.
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Angenommen der Kegel PQ~(2n — 3, ¢q) enthélt keinen A-Raum fiir P. Insbeson-
dere ist Uf kein A-Raum fiir P. Dann existiert eine Hyperebene C’ von U, so
dass weniger als z + 1 Hyperebenen von U¢ durch C’ von M blockiert werden. Da
PeM,ist P¢C’ dh. C'ist ein Komplement von P in U. Sei B’ die Menge der
Punkte, die entsteht, wenn die Punkte aus VN M von C’ auf F projiziert werden.
Analog zu B blockiert B’ alle Solids von F' und es existiert eine Gerade ¢’ durch
P in PQ~(3,q), so dass mindestens z + 1 Hyperebenen von U¢' durch C’ von M
blockiert werden. Weil weniger als z + 1 Hyperebenen von U{ durch C’ von M
blockiert werden, ist [¢ N B’| < z+ 1 und daher ¢ # ¢', also auch U{ # U¥'.

Fall 1: ¢ C B. Dann treffen alle Hyperebenen von U¢ durch C' die Menge M
und [ULNM| > g+ 1. Wegen UUNUY =U und UNM = {P}ist [U{/'NM| <
g+x—q<q+1,also |[¢'NB| < q+ 1. Sei |B’| = ¢+ = — €. Das bedeutet,
dass ¢’ Punkte bei der Projektion von V N M von C’ auf F verloren gehen. Da
[UNM|>qg+1,ist |{NB'|>qg+1-¢€. Es folgt

UNB|+{NB|>q+1—¢ +2z+1.
Weil B’ weder ¢/ noch ¢ enthilt, zeigt Resultat 5.3.3, dass diese Zahl hochstens
gleich |B’|+1—qg=a+1—¢ ist. Es folgt ¢+ 14 2z < z, ein Widerspruch zu z < ¢
und z > 0.

Fall 2: ¢ ¢ B. Nach der Wahl von ¢ enthilt B damit keine Gerade, insbesondere
ist ¢/ ¢ B. Sei |B| = q+x—e. Weil |[U¢' N M| > |¢/ N B'| > z+1 ist und hochstens
e Punkte bei der Projektion auf B verloren gehen, ist [¢/ N B| > z+ 1 —e. Es folgt

UNBl|+{'NB|>z+1+z+1—c¢.
Erneut folgt mit Resultat 5.3.3
2242 —e<z+1—F¢,
ein Widerspruch zu z > ¢/2 > z/2. O

Ein (n — 2)-dimensionaler, total singuldrer Unterraum W durch P ist natiirlich
ein A-Raum, falls |IW N M| > z+1 ist und alle diese Punkte auf einer gemeinsamen
Geraden durch P liegen. In der Tat ist diese Vorstellung nicht so falsch, wie wir
spater sehen. Diese Geraden mit relativ vielen Punkten in M stehen dann, wie fiir
n = 3, wieder senkrecht aufeinander.

Lemma 5.3.12 Seien {1, {5 verschiedene Geraden der Quadrik, die sich in einem
Punkt P aus M treffen mit

o (1,00 & M und [(y N M|+ [lo N M| >z +1 oder
o /1,0, C M.

Dann stehen {1 und {5 senkrecht aufeinander.
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5.3 x-tight Mengen von QT (2n +1,q)

Beweis: Angenommen ¢ und /5 stehen nicht aufeinander senkrecht. Dann spannen
sie eine Ebene E auf, die die Quadrik nur in ¢; U ¢y trifft, also |[EN M| < 2¢+ 1.
Aus Lemma 5.1.4 folgt

|[EX N M| < (2q+1)¢" % + 20, 3.

Der Unterraum E- trifft die Quadrik in einem Kegel PQ*(2n — 3,¢). Sei « die
Anzahl der (n — 4)-dimensionalen, total singuldren Unterrdume einer Quadrik
Q1 (2n—3,q) und 3 die Anzahl dieser Unterrdume durch jeden Punkt von Q" (2n—
3,q). Dann ist af,,_4 = |QT(2n — 3, q)| 8. Wegen ¢q > 3 folgt

a (" P+ -1

g "3 -1
Daher gibt es einen (n — 3)-dimensionalen, total singuldren Unterraum U durch
Pin E+ mit UN M = {P}. U trifft die Quadrik in einem Kegel UQ™ (5, q).
Deswegen gibt es einen (n+ 1)-dimensionalen Unterraum V von PG(2n+1, ¢) mit
UFE CV CU*', so dass V die Quadrik in einem Kegel UQ™(3,q) trifft. Analog
zum Beweis des vorherigen Lemmas, folgt aus Lemma 5.1.4, dass [V N M| =q+z
ist. Somit haben ¢; und ¢5 zusammen hochstens ¢ + z < 2¢ + 1 Punkte in M und
sind nicht beide in M enthalten. Die Voraussetzungen des Lemmas liefern nun, dass
keine der beiden Geraden in M enthalten ist und dass [¢(; " M|+ |l N M| >z +1
gilt.
Sei, wie im Beweis zu Lemma 5.3.11, F' der 4-dimensionale Unterraum von V/,
der die Quadrik in einem Kegel PQ~(3,q) trifft. Sei weiter C' ein Komplement
von P in U und B die Menge der Punkte, die entsteht, wenn die Punkte aus
V N M von C auf F projiziert werden. Dann blockiert B alle Solids von F', denn
[VNM| =q+ x > x, weshalb nach Lemma 5.3.1 M alle Hyperebenen von V
blockiert. Auferdem gilt |B| < [VNM| = g+ z und |¢; N B| > |¢; N M| fir
i =1,2. Somit

)>|ELmM|.

|£1ﬁB|+\€2ﬂB|>x—|—12 |B|+1—q
und mit Resultat 5.3.3 folgt, dass eine der Geraden ¢; in B enthalten ist. Dieses
Argument kann man fiir alle Komplemente C' von P in U durchfithren. Angenom-
men fiir verschiedene Komplemente C' und C’ und die dazugehorigen Mengen B
und B’ gilt {1 € B und /5 C B’. Dann liegen in U/; und in Ul neben P weitere
q Punkte aus M, was zu |V N M| > 2¢+1 > g+ « fithrt, ein Widerspruch. Daher
ist fiir verschiedene Komplemente immer die gleiche Gerade, 0.B.d.A. ¢1, in der
dazugehorigen Menge B enthalten. Das bedeutet, dass fiir jedes Komplement C
von P in U und fir jeden Punkt @ € ¢; der Unterraum CQ die Menge M trifft.
Daher blockiert M alle Hyperebenen von Uty. Weil 1 € M ist, existiert ein Punkt
R € ¢, \ M. Damit alle Hyperebenen von U¥¢; durch R, die ¢; nicht enthalten, von
Punkten aus M blockiert werden, liegen mindestens ¢ Punkte aus M in U/, \ ¢;.
Es folgt

VM| > [(ULnNnM)u(Utn M)
> g+ [N M|+ [N M|—1
>

q+,
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

ein Widerspruch. O

Lemma 5.3.13 Sei W ein A-Raum fiir den Punkt P aus M. Fiir eine Gerade
h in W durch P mit |hN M| < z—1 gilt

[WNM|>|hnM|+4.

Beweis: Per Definition existiert eine Hyperebene U durch P in W mit UNM = {P},
so dass mindestens z + 1 Hyperebenen von W durch jede Hyperebene von U die
Menge M N'W treffen. Insbesondere ist [W N M| > z + 1.

Ist h CU,soist hN M = {P} und damit |[WNM|>z+1=z+|hNM| Aus
(5f) folgt z > 4 und damit die Behauptung.

Sei daher h € U, d.h. hNU = {P}. Sei weiter Y := M N (W \ h). Jeder Punkt
aus Y liegt in ¢"~*(q + 1 — |h. N M|) Hyperebenen von W, die keinen Punkt aus
h N M enthalten. Jedes der ¢"~2 Komplemente von P in U liegt in mindestens
z+1—|hN M| Hyperebenen von W, die keinen Punkt aus |h N M|, aber min-
destens einen Punkt aus Y enthalten. Z&hlt man Paare (R, H) mit R € Y und H
Hyperebene von W durch R mit H N (hN M) = () doppelt ab, so folgt

Y|-q" g+ 1—|hNM|)>¢" % (z+1—|hnM]).

Angenommen |Y| < 3. Dann ist |Y| < ¢, also ¢"2 — ¢"~*|Y| > 0, und mit
IhA M| < z— 1 folgt
(¢+2-2)[Y]=2q.

Da |Y| < 3, erhélt man hieraus z < ¢/3 + 2, ein Widerspruch zur Definition von
z, x < q—1und g > 3 (siehe (5f)). O

Das vorherige Lemma, wird benétigt, um in den beiden folgenden Lemmas zu
zeigen, dass es tatsichlich einige Geraden mit relativ vielen Punkten in M durch
einen Punkt P € M gibt. Dies geschieht dhnlich wie fiir n = 3, ist aber deutlich
komplizierter.

Lemma 5.3.14 In jedem Kegel PQ~(2n—3,q) C QT (2n+1,q) mit P € M gibt
es mindestens 420,,_3/7 von P verschiedene Punkte R aus M mit [PRN M| > z.

Beweis: Der Kegel PQ™(2n—3, q) liegt in einem (2n—2)-dimensionalen Unterraum
T von PG(2n + 1,¢) und T ist eine Ebene, die die Quadrik nur in P trifft. Nach
Lemma 5.1.4 liegen daher genau ¢"~2+x6,,_3 Punkte aus M in T Sei W die Menge
der A-Raume fiir P, die in T enthalten sind. Wir wollen die M&chtigkeit von W
abschétzen und zdhlen dazu Paare (U, W) mit W € W und (n — 3)-dimensionalen
Unterrdumen U von W mit U N M = {P}. Die Unterrdume W € W treffen M
nicht nur in P, daher gibt es eine Gerade g in W durch P, die M in mindestens
zwei Punkten trifft. Die Gerade g liegt damit nicht in U, es kommen also hdchsten
q" 3 der 6,,_3 Hyperebenen von W fiir U in Frage. Jedes W € W tritt damit in
héchsten ¢"~3 Paaren auf. Jeder total singuléire, (n — 3)-dimensionale Unterraum
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5.3 x-tight Mengen von QT (2n +1,q)

U von T mit UNM = {P} liegt nach Lemma 5.3.11 in mindestens einem A-Raum
W € W. T enthélt nach Resultat 1.3.6

n—1

9n—3 H(ql =+ 1) =:a
i=3

total singulére Unterrdume der Dimension n — 3 durch P. Jeder Punkt X € (T'N
M)\ {P} liegt in

n—2
On-a [J(d" +1) =0
1=3

von diesen total singuldren Unterrdumen der Dimension n — 3 durch P (folgt
ebenfalls aus 1.3.6). Es gibt daher mindestens

a—|(TNM)\{P}|-b=:c

total singulére, (n — 3)-dimensionale Unterrdume U von T mit U N M = {P}. Die
doppelte Abzéhlung der Paare (U, W) von oben liefert

c-1< ‘W‘ .qn—37

also

n—2

((qn—l + 1)9n73 - 0n74(qn_2 + -Tenf?) - 1)) H(qz + 1) S |W| qn_3‘ (5g)
=3

Um eine obere Schranke fiir |[WW| zu erhalten, z&hlen wir nun inzidente Paare
(X, W) mit W e Wund X € (TN M)\ {P}. Es gibt mindesten |W)| - z dieser
Paare, denn ein A-Raum enthilt per Definition mindestens z von P verschiedene
Punkte aus M. Fiir X € (TNM)\ {P} liegt die Gerade PX in H?:_;(qi +1) total
singuléren Unterrdumen von 7' der Dimension n — 2 (folgt aus Resultat 1.3.6) und
X liegt daher in hochstens genauso vielen W aus W. Ist [PX N M| < z—1, so
ldsst sich diese Zahl noch verbessern. Sei dafiir X ein solcher Punkt und h := PX.
Dann ist T*A ein Solid von PG(2n + 1, ¢), der die Quadrik nur in A trifft. Nach
Lemma 5.1.4 liegen in (T+h)* = ht NT genau

"2 |hO M| + 26,4

Punkte aus M. Ein A-Raum W € W, der X enthélt, enthélt nach Lemma 5.3.13
mindestens vier Punkte aus M, die nicht auf & liegen. Sei Y ein solcher Punkt, also
Y € (- NT)N M) mit Y ¢ h. Dann liegt die Ebene Y in genau [[7=; (¢* + 1)
total singuldren Unterrdumen Z von T der Dimension n — 2 (Resultat 1.3.6) und
daher auch in hochstens so vielen A-Rdumen W € W durch X. Sei d die Anzahl
der A-Raume W € W durch X. Zahlt man inzidente Paare (Y, W) doppelt ab, so
erhélt man
n—3
4d < (q" P WO M| + a6, — [ M) [] (¢ +1).

=2
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Wegen |hN M| <z—1und z < ¢g—1 folgt
n—3 )
d< (P -1z [J(a'+1) =
=2

Ist nun k die Anzahl der Punkte X € (T'n M) \ {P} mit |[PX N M| > z, dann
folgt mit Hilfe der doppelten Abzihlung der Paare (X, W) von oben
n—2 )
Wz <k e+ 1)+ ("2 +20ns—1—k)

1=2

2. (5h)

Setzt man e ein, so erhilt man aus (5g) und (5h)

z ((qn—l + 1)97173 - 9n74(q"_2 +z0,_3 — 1)) (q”_2 + 1)

1

<" PR+ D@ P+ 4" (@ P 2l — 1 — k)7 (¢" 7 = Dz(* +1).

Mit z < q — 1 folgt

2 (6" + Dy = Wa(a" = 1) ("7 +1)
1

5((]”_2 - 1)<qn_3 - 1)(q2 +1) (51)

_ .. T .
< kq" 3(q2+1)<q 2-1—1—12((] 3—1)).

n—3

Fall 1: n > 5. Wegen z > 14+q—2/2 > (¢+3)/2 und ¢ > 71 ist der Koeffizient
von kq"3(¢®> + 1) in (5i) hochstens gleich
1
g(qn_g —1(g+3) <

Verwendet man dies, so erhélt man aus (5i)

"1 q(q" - 1).

ool

2, _
7 "2+ 1)(g" 3 - 1) q

Fiir ¢ > 7 gilt
(20" + Vs —400a(¢" >~ 1) ("> + 1)
"2 + (g2 = 1)

weshalb die Behauptung folgt.
Fall 2: n = 4. Setzt man z > 1+ q — /2 > (¢ + 3)/2 in die rechte Seite von
(51) ein, so erhélt man

4 | 20" D05 — 400 a(q"* 1) ("2 +1) ¢ - 1] -

Z 2qn73 + 911—47

4g* +12¢° — 12¢%> + 4¢ + 24 4
k> > z— 1).
=7 76 — 242 + 11gq =25+ 1)
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Lemma 5.3.15 Fir jeden Punkt P in M gibt es mindestens 4z60,,_1/7 von P
verschiedene Punkte R € M N P, so dass |RP N M| > z gilt.

Beweis: Sei R die Menge der in der Aussage dieses Lemmas beschriebenen Punkte
R. Sei weiter cg die Anzahl der Passanten einer hyperbolische Quadrik Q*(d, q)
in PG(d, ¢). Dann folgt analog zum Beweis von Lemma 5.3.5 mit doppelter Ab-
zdhlung
con-1]Q7(2n—3,q)| = QT (2n—1,q¢)| c2n—3 - ¢
und daraus
can-1(¢""% = 1) = (¢" = )ezn—s - ¢*

Nun liegt P in genau co, 1 Ebenen FE, die die Quadrik nur in P treffen, und damit
in genauso vielen Unterriumen £+, die die Quadrik in einem Kegel PQ~(2n—3, q)
treffen. Eine Gerade h der Quadrik durch P liegt in ca,_3¢? dieser Kegel. Jeder
dieser Kegel enthélt nach Lemma 5.3.14 mindestens 426,,_3/7 Punkte aus R. Es
folgt

n—2

4 q -1 On—
Con—1 §29n73 < |R|can—3¢® = |R| canlqniil =

en—l

und daraus |R| = 4z6,,_1/7. O

Die eben beschriebenen Punkte liefern also Geraden durch den Punkt P mit vie-
len Punkten in M. Diese Geraden fithren nun, wie fiir n = 3, erneut zu Erzeugern
mit vielen Punkten in M.

Lemma 5.3.16 Fuir jeden Punkt P in M existiert ein Erzeuger G durch P, so
dass jede Gerade von G die Menge M in mindestens z — 2 Punkten trifft und jede
Gerade £ durch P mit z —2 < [{N M| < ¢+ 1 in G enthalten ist.

Beweis: Sei R die Menge der im vorherigen Lemma beschriebenen Punkte. Wegen
2z > x + 4 und Lemma 5.3.12 stehen zwei Geraden ¢, und /5 der Quadrik durch
P aufeinander senkrecht, falls fiir beide z < |¢; N M| < g oder £; C M gilt.

Fall 1: Mindestens 3¢f,,_o der Punkte aus R liegen auf Geraden durch P, die
in M enthalten sind. Dann gibt es mindestens 36,,_ Geraden durch P, die in
M enthalten sind und daher paarweise aufeinander senkrecht stehen. Sei G der
Erzeuger, der von diesen Geraden aufgespannt wird und sei s die minimale Anzahl
von Punkten aus M auf einer Geraden von G. Dann ist

|G N M| Z 3(]0”_2 + (gn—l — 3971—2)(3 — ].) + 1.

Sei g eine Gerade in G mit genau s Punkten in M, dann folgt mit G C ¢g* und
Lemma 5.1.4

|GNM| < |gLﬂM{ = sq" 1 4 26, _. (5))
Zusammen erhalten wir

28059 > 0, _2(2¢ + 3 — x).
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Hieraus folgt s > z, es treffen also alle Geraden von G die Menge M in mindestens
z Punkten.

Angenommen P liegt auf einer Geraden ¢ der Quadrik mit z — 1 < (N M| < g,
die nicht in G enthalten ist. Dann gibt es ¢" ! Geraden h in G durch P, die
nicht auf ¢ senkrecht stehen und die M in mindestens z Punkten treffen. Wegen
[hOM|+NM|>z+2z—2>x+2und Lemma 5.3.12 folgt h C M. P liegt in
G damit auf mindestens ¢"~! Geraden, die in M enthalten sind. Somit ist

IGOAM|>¢" +6,_2(s—1)+1.
Zusammen mit (5j) und « < ¢ — 1 folgt
sq" T " 1> ¢+ 0, o(s— 1)+ 1.

Hieraus erhalten wir
("t = 0,2)(s —q) > 1.

Es folgt s > ¢, also s = ¢+ 1 und daher G C M, ein Widerspruch dazu, dass M
keine Erzeuger enthélt.

Fall 2: Weniger als 3¢0,,_2 der Punkte aus R liegen auf Geraden durch P, die
in M enthalten sind. Sei y die Anzahl der Punkte R in P+ mit z < |[PRN M| < ¢
und sei ¢ die Anzahl der verschiedenen Geraden PR, die durch diese Punkte R
entstehen. Dann ist

y<c< Y .
q T z—-1

Nach dem vorherigen Lemma ist

4
Yy 2>y = ?zanfl - 3q9n72

und aus q¢ > 71 folgt yg > ¢b,,_2. Damit ist y > ¢f,,_2 und daher ist ¢ > 6, _s.
Diese ¢ Geraden stehen paarweise aufeinander senkrecht und spannen daher einen
Erzeuger G durch P auf. Sei erneut s die minimale Anzahl von Punkten aus M
auf einer Geraden von G. Dann ist

IGOAM|>y+ (01 —c)(s—1)+1
und (5j) gilt ebenfalls. Aus beiden Ungleichungen erhilt man

s(c—0p—2)>y+c—(x+q)bph_2.
Angenommen s < z — 3, dann ist

On—2(g+z—2+3)>y—c(z—4)

S (Gl R
- z—1 z—1
3Yo

T z-1
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Zusammen mit yo > (4z/7 — 3)g0,,—2 folgt hieraus

+ _|_3>E &
R A T

Verwendet man x < ¢ — 1 und z > (¢ + 3)/2, so erhilt man einen Widerspruch
fiir ¢ > 69. Somit ist s > z — 2.

Jede Gerade ¢ der Quadrik durch P mit z — 2 < |[¢{N M| < ¢ steht auf den c
Geraden PRmit R€ Rund z <|PRNM|<qgwegen z4+2—-2>2q—x>x+2
und Lemma 5.3.12 senkrecht. Weil ¢ > 6,,_5 gilt, steht ¢ damit auf dem Erzeuger
G senkrecht, es ist also £ C G. O

Lemma 5.3.17 Jeder Punkt aus M liegt in genau einem Erzeuger G, so dass
jede Gerade in G die Menge M in mindestens z — 2 Punkten trifft.

Beweis: Angenommen der Punkt P € M liegt in zwei solchen Erzeugern Gy und
G>. 0.B.d.A. habe G, die Eigenschaften aus dem vorherigen Lemma. Sei ¢ eine
Gerade durch P in Ga, die nicht in G; enthalten ist. Dann ist [{N M| > z — 2
nach Voraussetzung von G5 und somit |[¢ N M| = ¢ + 1 nach Voraussetzung von
(1. Damit sind mindestens ¢"~! Geraden aus G durch P in M enthalten. Analog
zum Schluss des ersten Falls des vorherigen Beweises folgt hieraus Gy C M. Dies
ist ein Widerspruch dazu, dass M keinen Erzeuger enthélt. O

Beweisabschluss von Theorem 5.3.10: Nach dem vorherigen Lemma existie-
ren Erzeuger G1, ..., G, mit der Eigenschaft, dass jede Gerade in G; die Menge M
in mindestens z — 2 Punkten trifft. Es gilt aufserdem, dass jeder Punkt aus M in
genau einem der Erzeuger G; liegt, also M die disjunkte Vereinigung der Mengen
G; N M ist.

O.B.d.A.ist |Gy N M| > |M|/s = x0,/s. Sei R ein Punkt in G; \ M. Dann ent-
hilt R+ den Erzeuger G; und R* trifft die Erzeuger G; mit 4 > 1 mindestens
in einem Unterraum der Dimension n — 1. Trifft R+ N G; die Menge M in einem
Unterraum der Dimension n — 1, so gilt |(Rl NG;)N M| > 0,,—1. Ist dies nicht
der Fall, so existiert ein Punkt @Q; in (R*NG;)\ M. Der Punkt Q; liegt in R+ NG,
auf mindestens 6,,_o Geraden, die jeweils mindestens z — 2 < g — 2 Punkte in M
haben, daher ist in jedem Fall [(R+NG;) N M| > 0,_2(z — 2) fiir i > 1. Es folgt

IR M| > %en + (5= 1)fp_s(z — 2).

Wegen R ¢ M ist andererseits |RL N M} = 260,,_1. Zusammen mit z — 2 > x/2
und z > 0 folgt nun

1 1
gnfl Z gen + 5(8 — 1)077472.
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Multiplizieren mit 2s > 0 liefert

0>s(s—1)0,_2 —2s0,_1+ 20,
5297171 + 0n72 0 :|

9 n
971—2 M 971—2

_ 297171 +9n72 2 2977,71 +9n72 ? 9n
‘Q“KS_ 20> ) U 20, 2|

Mit n > 4 und g > 71 folgt aus

= 0n—2 |:52 -

(2977,—1 + 0n—2

2 )
1)2 <22
20, ) <(¢g+1)<

9n72

nun der gewiinschte Widerspruch.

112



Literaturverzeichnis

[ACE03]

[AELOG6]

[Aig06]

[Bal96]

[BB66]

[BDYS|

[BD99

[Beuso]

[Beuss3]

[BGOS]

[BGHS09)

[BHMS13]

A. Aguglia, A. Cossidente, and G. L. Ebert. Complete spans on
hermitian varieties. Designs, Codes and Cryptography, 29(1/3):7-15,
2003.

A. Aguglia, G. L. Ebert, and D. Luyckx. On partial ovoids of hermiti-
an surfaces. Bulletin of the London Mathematical Society, 12(5):641—
650, 2006.

M. Aigner. Diskrete Mathematik: Mit 600 Ubungsaufgaben. Aufbau-
kurs Mathematik. Vieweg, Wiesbaden, 6., korr edition, 2006.

S. Ball. Multiple blocking sets and arcs in finite planes. Journal of
the London Mathematical Society, 54(3):581 593, 1996.

R. C. Bose and R. C. Burton. A characterization of flat spaces in a
finite geometry and the uniqueness of the hamming and the MacDo-
nald codes. Journal of Combinatorial Theory, 1(1):96-104, 1966.

A. A. Bruen and K. Drudge. On the non-existence of certain
Cameron-Liebler line classes in PG(3,q). Designs, Codes and Cryp-
tography, 14(2):127-132, 1998.

A. A. Bruen and K. Drudge. The Construction of Cameron-Liebler
Line Classes in PG(3,q). Finite Fields and Their Applications,
5(1):35-45, 1999.

A. Beutelspacher. Blocking sets and partial spreads in finite projec-
tive spaces. Geometriae Dedicata, 9(4):425-449, 1980.

A. Beutelspacher. On Baer subspaces of finite projective spaces. Ma-
thematische Zeitschrift, 184(3):301-319, 1983.

J. de Beule and A. Gacs. Complete arcs on the parabolic quadric.
Finite Fields and Their Applications, 14(1):14-21, 2008.

J. de Beule, P. Govaerts, A. Hallez, and L. Storme. Tight sets, weigh-
ted m-covers, weighted m-ovoids, and minihypers. Designs, Codes and
Cryptography, 50:187-201, 2009.

J. de Beule, A. Hallez, K. Metsch, and L. Storme. Sets of generators
blocking all generators in finite classical polar spaces. Journal of
Combinatorial Theory, Series A, 120(2):318-339, 2013.

113



5 Literaturverzeichnis

[BI11]

[Big93]

[BKLPO7]

[BKMS08a]

[BKMSO08b]

[BLS74]

[BM11]

[BM13]

[BMS]

[BNS87]

[Bro67]

[Bru71]

[Bru80]

[Bru82]

[BS74]

114

L. Beukemann and F. Thringer. Beispiele fiir tight Mengen aus Uber-
deckungen, 2011.

N. Biggs. Algebraic graph theory. Cambridge University Press, Cam-
bridge, 2nd edition, 1993.

J. Bamberg, S. Kelly, M. Law, and T. Penttila. Tight sets and m-
ovoids of finite polar spaces. Journal of Combinatorial Theory, Series
A, 114(7):1293-1314, 2007.

J. de Beule, A. Klein, K. Metsch, and L. Storme. Partial ovoids
and partial spreads in hermitian polar spaces. Designs, Codes and
Cryptography, 47(1-3):21-34, 2008.

J. de Beule, A. Klein, K. Metsch, and L. Storme. Partial ovoids and
partial spreads of classical finite polar spaces. Serdica Mathematical
Journal, 34:689-714, 2008.

B. I. Belov, V. N. Logacev, and V. P. Sandimirov. Construction of a
class of linear binary codes that attain the Griesmer bound. Problems
of Information Transmission, 10(3):211-217, 1974.

L. Beukemann and K. Metsch. Regular graphs constructed from the
classical generalized quadrangle Q(4,q). Journal of Combinatorial
Designs, 19(1):70-83, 2011.

L. Beukemann and K. Metsch. Small tight sets of hyperbolic quadrics.
Designs, Codes and Cryptography, 68(1-3):11-24, 2013.

L. Beukemann, K. Metsch, and L. Storme. On weighted
{6vy+1,0v,; k — 1, g}-minihypers, ¢ square. preprint.

B. Bagchi and N. S. Narasimha Sastry. Even order inversive planes,
generalized quadrangles and codes. Geometriae Dedicata, 22(2):137—
147, 1987.

W. G. Brown. On hamiltonian regular graphs of girth six. J. London
Math. Soc, 42:514-520, 1967.

A. A. Bruen. Blocking sets in finite projective planes. SIAM Journal
on Applied Mathematics, 21(3):380-392, 1971.

A. A. Bruen. Blocking sets and skew subspaces of projective space.
Canadian Journal of Mathematics, 32(3):628-630, 1980.

A. A. Bruen. Intersection of Baer subgeometries. Archiv der Mathe-
matik, 39(3):285-288, 1982.

F. Buekenhout and E. Shult. On the foundations of polar geometry.
Geometriae Dedicata, 3(3 // 2):155-170, 1974.



5 Literaturverzeichnis

[Bue9s]

[CF05]

[CKO3]

[CL82|

[DDO6]

[Dem97]

[Dru9g]

[Drugg)

[Dye92]

[EH99)

[Eisog]

[ES63]

[FH64]

[FS02]

F. Buekenhout, editor. Handbook of incidence geometry: Buildings
and foundations. Elsevier, Amsterdam and , New York, 1995.

M. Cimrakova and V. Fack. Searching for maximal partial ovoids
and spreads in generalized quadrangles. Bull. Belg. Math. Soc. Simon
Stevin, 12(5):697-705, 2005.

A. Cossidente and G. Korchmaros. Transitive ovoids of the Hermitian
surface of PG(3, ¢?), ¢ even. Journal of Combinatorial Theory, Series
A, 101(1):117-130, 2003.

P. J. Cameron and R. A. Liebler. Tactical decompositions and orbits
of projective groups. Linear Algebra and its Applications, 46(0):91-
102, 1982.

G. Donati and N. Durante. On the intersection of two subgeometries
of PG(n,q). Electronic Notes in Discrete Mathematics, 26:51-53,
2006.

P. Dembowski. Finite geometries. Springer, Berlin and , New York,
1997.

K. W. Drudge. Eztremal sets in projective and polar spaces. PhD
thesis, The University of Western Ontario, London, Canada, 1998.

K. Drudge. On a Conjecture of Cameron and Liebler. FEuropean
Journal of Combinatorics, 20(4):263-269, 1999.

R.H. Dye. Maximal sets of non-polar points of quadrics and symplec-
tic polarities over GF(2). Geometriae Dedicata, 44(3), 1992.

G. L. Ebert and J. W. P. Hirschfeld. Complete systems of lines on a
hermitian surface over a finite field. Designs, Codes and Cryptogra-
phy, 17(1/3):253-268, 1999.

J. Eisfeld. On the common nature of spreads and pencils in PG(d, q).
Discrete Mathematics, 189(1-3):95-104, 1998.

P. Erd6s and H. Sachs. Reguldre Graphen gegebener Taillenweite
mit minimaler Knotenzahl. Wiss. Z. Martin-Luther-Univ. Halle-
Wittenberg, Math.-Naturwiss., Reihe 12:251-257, 1963.

W. Feit and G. Higman. The nonexistence of certain generalized
polygons. Journal of Algebra, 1(2):114-131, 1964.

S. Ferret and L. Storme. Minihypers and linear codes meeting the
Griesmer bound: Improvements to results of Hamada, Helleseth and
Maekawa. Designs, Codes and Cryptography, 25(2):143-162, 2002.

115



5 Literaturverzeichnis

[GHOS]

[Gov03]

[GPO5]

[Gri60]

|GS02|

[GS03]

[GS04]

[Ham87]

[Ham93]

[HHO3|

[HHO1]

[Hirog]

[HP03)

[HS60]

116

A. Géacs and T. Héger. On geometric constructions of (k, g)-graphs.
Contributions to Discrete Mathematics, 3(1), 2008.

P. Govaerts. Classifications of blocking set related structures in Galois
geometries. PhD thesis, Ghent University, 2003.

P. Govaerts and T. Penttila. Cameron-Liebler line classes in PG(3, 4).
Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 12(5):793-804, 2005.

J. H. Griesmer. A bound for error-correcting codes. IBM Journal of
Research and Development, 4(5):532-542, 1960.

P. Govaerts and L. Storme. On a particular class of minihypers and its
applications II. Improvements for ¢ square. Journal of Combinatorial
Theory, Series A, 97(2):369-393, 2002.

P. Govaerts and L. Storme. On a particular class of minihypers and
its applications. I. The result for general q. Designs, Codes and Cryp-
tography, 28(1):51-63, 2003.

P. Govaerts and L. Storme. On Cameron—Liebler line classes. Advan-
ces in Geometry, 4(3):279-286, 2004.

N. Hamada. Characterization of minihypers in a finite projective
geometry and its applications to error-correcting codes. Bull. Osaka
Women’s Univ., 24:1-24, 1987.

N. Hamada. A characterization of some [n, k, d; g]-codes meeting the
Griesmer bound using a minihyper in a finite projective geometry .
Discrete Mathematics, 116(1-3):229-268, 1993.

N. Hamada and T. Helleseth. A characterization of some g-ary codes
(¢ > (h—1)%,h > 3) meeting the Griesmer bound. Math. Japon.,
38(5):925-940, 1993.

N. Hamada and T. Helleseth. Codes and minihypers. Third Fu-
ro Workshop on Optimal Codes and Related Topics (Bulgaria, June
10-16, 2001), pages 79-84, 2001.

J. W. P. Hirschfeld. Projective geometries over finite fields. Clarendon
Press and Oxford University Press, Oxford, New York, 2 edition,
1998.

W. C. Huffman and V. Pless. Fundamentals of error-correcting codes.
Cambridge Univ. Pr, Cambridge u.a, 2003.

A. J. Hoffman and R. R. Singleton. On Moore graphs with diameters
2 and 3. IBM Journal of Research and Development, 4(5):497-504,
1960.



5 Literaturverzeichnis

[HT78]

[HT91]

[Hub87]

[Jun90]

[Kar60]

[KMO5]

[KM11]

[Met06]

[Met10]

[Met14]

[Pay75]

[Pen91]

[PT09)

[Rod12]

565

N. Hamada and F. Tamari. On a geometrical method of construction
of maximal t-linearly independent sets. Journal of Combinatorial
Theory, Series A, 25(1):14-28, 1978.

J. W. P. Hirschfeld and J. A. Thas. General galois geometries. Cla-
rendon, Oxford, 1991.

M. Huber. Baer cones in finite projective spaces. Journal of Geome-
try, 28(2):128-144, 1987.

D. Jungnickel. Graphen, Netzwerke und Algorithmen. BI-Wiss.-Verl.,
Mannheim [u.a.], 2., @iberarb. und erw edition, 1990.

F. Karteszi. Piani finiti ciclici come risoluzioni di un certo problema di
minimo. Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, 15(4):522-528,
1960.

A. Klein and K. Metsch. New results on covers and partial spreads
of polar spaces. Innov. Incidence Geom, 1:19-34, 2005.

A. Klein and K. Metsch. Corrections to ,,New results on covers and
partial spreads of polar spaces”. Innov. Incidence Geom, 11:237-240,
2011.

K. Metsch. Small maximal partial ovoids of H(3,q¢?). Innov. Inci-
dence Geom, 3:1-12, 2006.

K. Metsch. The non-existence of Cameron-Liebler line classes with
parameter 2 < x < ¢q. Bulletin of the London Mathematical Society,
42(6):991-996, 2010.

K. Metsch. An improved bound on the existence of Cameron-Liebler
line classes. Journal of Combinatorial Theory, Series A, 121(0):89 —
93, 2014.

S. E. Payne. All generalized quadrangles of order 3 are known. Jour-
nal of Combinatorial Theory, Series A, 18(2):203-206, 1975.

T. Penttila. Cameron-Liebler line classes in PG(3,q). Geometriae
Dedicata, 37(3), 1991.

S. E. Payne and J. A. Thas. Finite generalized quadrangles. European
Mathematical Society, Ziirich, Switzerland, 2nd edition, 2009.

M. Rodgers. On some new examples of Cameron-Liebler line classes.
ProQuest Dissertations and Theses, 2012.

G. Solomon and J.J. Stiffler. Algebraically punctured cyclic codes.
Information and Control, 8(2):170-179, 1965.

117



5 Literaturverzeichnis

[Ste07]

[Sto08]

[Sve83]

[Talo1]

[Tha81]

[ Tit74]

[TP76]

[Tut47]

[Tut66]

[Vel59]

[vL99]

[VY0§]

[Won82]

118

A. Steger. Diskrete Strukturen: Band 1: Kombinatorik, Graphentheo-
rie, Algebra. Kombinatorik, Graphentheorie, Algebra, 2007.

L. Storme. Weighted {6(q¢+ 1), d; k — 1, ¢}-minihypers. Discrete Ma-
thematics, 308(2-3):339-354, 2008.

M. Sved. Baer subspaces in the n-dimensional projective space. In
Louis Casse, editor, Combinatorial Mathematics X, volume 1036 of
Lecture Notes in Mathematics, pages 375-391. Springer Berlin / Hei-
delberg, 1983.

G. Tallini. Blocking sets with respect to planes in PG(3,¢) and ma-
ximal spreads of a non-singular quadric in PG(4, ¢), 1991.

J. A. Thas. Ovoids and spreads of finite classical polar spaces. Geo-
metriae Dedicata, 10(1-4):135-143, 1981.

J. Tits. Buildings of spherical type and finite BN-pairs - Lecture Notes
in Mathematics, volume 386. Springer Berlin Heidelberg, Berlin 1974,
1974.

J. A. Thas and S. E. Payne. Classical finite generalized quadrangles:
a combinatorial study. Ars Combinatoria, 2:57-110, 1976.

W. T. Tutte. A family of cubical graphs. Mathematical Proceedings
of the Cambridge Philosophical Society, 43(04):459, 1947.

W.T. Tutte. Connectivity in graphs. Mathematical expositions. Uni-
versity of Toronto Press, 1966.

F.D. Veldkamp. Polar geometry I-V. Proc. Kon. Ned. Akad. Wet.,
A62, A63:512-551, 207212, 1959.

J. van Lint. Introduction to coding theory, volume 86 of Graduate texts
in mathematics. Springer, Berlin, New York, 3rd rev. and expanded
edition, 1999.

O. Veblen and J. W. Young. A Set of Assumptions for Projective
Geometry. American Journal of Mathematics, 30(4):347-380, 1908.

P. Wong. Cages—a survey. Journal of Graph Theory, 6(1):1-22, 1982.



Erklarung

Ich erklére: Ich habe die vorgelegte Dissertation selbsténdig und ohne unerlaubte
fremde Hilfe und nur mit den Hilfen angefertigt, die ich in der Dissertation an-
gegeben habe. Alle Textstellen, die wortlich oder sinngemé&ft aus veréffentlichten
Schriften entnommen sind, und alle Angaben, die auf miindlichen Auskiinften be-
ruhen, sind als solche kenntlich gemacht. Bei den von mir durchgefiithrten und in
der Dissertation erwdhnten Untersuchungen habe ich die Grundsétze guter wissen-
schaftlicher Praxis, wie sie in der ,Satzung der Justus-Liebig-Universitit Giefsen
zur Sicherung guter wissenschaftlicher Praxis“ niedergelegt sind, eingehalten.

Linda Beukemann, Oktober 2013

119



