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Vorwort

Dieses Buch enthält die Ergebnisse meiner Forschungsarbeit der letzten Jahre.
Mein Arbeitsumfeld ist der endliche projektive Raum PG(n, q) und die darin ein-
gebetteten endlichen klassischen Polarräume. In diesen geometrischen Strukturen
betrachte ich Mengen von Unterräumen mit unterschiedlichen Eigenschaften. Die
einzelnen Kapitel dieser Arbeit sind dabei voneinander unabhängige Untersuchun-
gen. Trotzdem stellen sich immer wieder die gleichen Fragen:

• Existiert eine Menge mit den gewünschten Eigenschaften?

• Wie groÿ oder klein ist ihre Mächtigkeit?

• Wie sehen mögliche Beispiele aus?

Es geht also um Existenzbedingungen, obere und untere Schranken, sowie um
Klassi�zierungsaussagen. Die Beweise werden mit geometrischen und kombinato-
rischen Argumenten geführt.

Kapitel 1 ist das Grundlagen-Kapitel. Darin werden alle benötigten geome-
trischen Strukturen eingeführt. Zudem sind De�nitionen und Aussagen aus der
Codierungs- und Graphentheorie zu �nden, die im Laufe der Arbeit benötigt wer-
den, und es werden die verwendete Zähltechniken erläutert. Die weiteren Kapitel
sind chronologisch danach geordnet, wann ich an�ng an dem Thema zu arbeiten.

Kapitel 2 befasst sich mit der Suche nach q-regulären Graphen mit Taillen-
weite 8. Dieses graphentheoretische Problem wird mit geometrischen Methoden
angegangen. Der Inzidenzgraph eines verallgemeinerten Vierecks der Ordnung q
ist ein (q + 1)-regulärer Graph der Taillenweite 8. Die Idee ist, einige Ecken und
Kanten dieses Graphen zu �löschen� um einen q-regulären Graphen zu erhalten.
Das entspricht dem Entfernen von Punkten und Geraden des verallgemeinerten
Vierecks, so dass auf jeder verbleibenden Gerade genau ein Punkt und für jeden
verbleibenden Punkt genau eine Gerade durch diesen gelöscht wird. Wir bewei-
sen untere und obere Schranke für solche Punkt-Geraden-Mengen und geben eine
Reihe von Beispielen an.
An diesem Kapitel habe ich das erste dreiviertel Jahr meiner Promotion gearbei-

tet. Silvester 2009 wurde die dazugehörige Arbeit beim �Journal of Combinatorial
Designs� eingereicht.

Kapitel 3 ist in zwei Abschnitte unterteilt. Der erste Teil verbessert die untere
Schranke für kleine maximale Teilfaserungen der elliptischen Quadrik Q−(5, q).
Im zweiten Teil gebe ich einen geometrischen Beweis dafür, dass kein Teilovoid
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mit 35 Elementen von Q−(5, 4) existiert. Dieses kürzere Kapitel entstand in der
ersten Hälfte des Jahres 2010.

Den Monat September 2010 verbrachte ich in Gent bei Leo Storme und Jan de
Beule. Leo Storme und ich �ngen an eine bereits begonnene Arbeit von ihm mit
Klaus Metsch wieder aufzurollen: Die Klassi�zierung von {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-
Minihypern für kleine δ und q = p2s. Dies stellte sich als sehr schwierige Aufgabe
heraus, die uns bis heute beschäftigt. Die dazugehörige Arbeit steht kurz vor der
Einreichung und die Ergebnisse sind in Kapitel 4 zu �nden.

Kapitel 5 befasst sich mit der Existenz und der Klassi�zierung von tight Mengen
der hyperbolischen Quadrik Q+(2n + 1, q) für n ≥ 3. An diesem Thema �ng ich
ebenfalls im Spätsommer 2010 an zu arbeiten und die Ergebnisse hierzu wurden im
August 2011 in "Designs, Codes and Cryptography� eingereicht. In Kapitel 5 wird
auÿerdem bewiesen, dass keine (q+ 1)-tight Mengen von Q+(5, q) für Primzahlen
q > 2 existieren. Dieses Ergebnis wurde kürzlich von Klaus Metsch verbessert,
allerdings mit einer anderen Methode, weshalb dieser Beweis weiterhin interessant
ist.

Im März 2012 kam mein Sohn Emil Beukemann zur Welt. Dies ist der wunder-
schöne Hauptgrund dafür, dass diese Arbeit nun erst zwei Jahre nach Erarbeitung
der meisten Ergebnisse fertig gestellt ist.

Linda Beukemann
Oktober 2013
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1 Grundlagen

Das erste Kapitel enthält grundlegende De�nitionen, Beispiele, Aussagen und No-
tationen, die für die weitere Arbeit benötigt werden. Insbesondere werden die
Strukturen �Polarraum� und �projektiver Raum� eingeführt.
Es wird versucht, die benötigten Grundlagen möglichst kompakt und trotzdem

vollständig zusammenzufassen. Geometer sind mit den De�nitionen, Aussagen und
Beispielen in diesem Kapitel vertraut, daher verzichte ich auf die Wiedergabe von
Beweisen. Sie �nden sich beispielsweise in den Büchern [Bue95, Hir98, Dem97].

1.1 Inzidenzstrukturen

Die Inzidenzstruktur ist die einfachste geometrische Struktur in dieser Arbeit. Alle
weiteren Strukturen bauen darauf auf.

De�nition 1.1.1 Eine Inzidenzstruktur ist ein Tripel (P,G, I) von Mengen
P,G, I 6= ∅ mit P ∩ G = ∅ und I ⊆ P × G. Die Elemente von P werden Punkte,
die aus G Geraden und die Elemente aus I Inzidenzen genannt.

Ist P ∈ P und g ∈ G mit (P, g) ∈ I, so inzidiert P mit g und g mit P . Man
sagt auch, P liegt auf g, g enthält P , oder g geht durch P . Zwei Punkte, die mit
einer gemeinsamen Gerade inzidieren, werden als kollinear bezeichnet. Inzidieren
zwei Geraden mit einem gemeinsamen Punkt, so tre�en oder schneiden sich die
Geraden, andernfalls sind sie windschief .
Oft ist G eine Menge von Teilmengen von P und (P, g) ∈ I genau dann, wenn

P ∈ g. Eine solche Inzidenzstruktur wird mit (P,G,∈) bezeichnet.
Eine Teilmenge U von P heiÿt Unterraum, wenn jeder Punkt einer Geraden,

die mindestens zwei Punkte in U hat, in U liegt. Die leere Menge und P sind die
trivialen Unterräume. Ein Unterraum U heiÿt singulär , wenn je zwei Punkte in U
kollinear sind. Tre�en sich je zwei verschiedene Geraden der Inzidenzstruktur in
höchstens einem Punkt, so ist jede Gerade ein singulärer Unterraum.
Zu der Inzidenzmenge I sei I∗ := {(g, P ) ∈ G × P | (P, g) ∈ I} die zu I duale

Inzidenzmenge. Dann ist (G,P, I∗) ebenfalls eine Inzidenzstruktur. Sie heiÿt die
zu (P,G, I) duale Inzidenzstruktur .
Ein Isomorphismus zwischen zwei Inzidenzstrukturen (P,G, I) und (P ′,G′, I ′)

ist eine bijektive Abbildung ϕ : P ∪ G → P ′ ∪ G′ mit

• ϕ(P) = P ′, ϕ(G) = G′ und

• (ϕ(P ), ϕ(g)) ∈ I ′ genau dann, wenn (P, g) ∈ I.
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1 Grundlagen

Existiert ein Isomorphismus zwischen (P,G, I) und (P ′,G′, I ′), so heiÿen die In-
zidenzstrukturen isomorph.

1.2 Projektive Räume

Fast alle Unterstrukturen, die in dieser Arbeit untersucht werden, liegen innerhalb
eines projektiven Raumes. Auch die betrachteten Polarräume sind von einem pro-
jektiven Raum umgeben. In diesem Abschnitt werden projektive Räume de�niert
und einige ihrer Eigenschaften beschrieben.

De�nition 1.2.1 Ein projektiver Raum P ist eine Inzidenzstruktur (P,G, I),
die die folgenden Axiome erfüllt.

(R1) Zu je zwei verschiedenen Punkten P und Q gibt es genau eine Gerade, die
mit P und Q inzidiert. Diese wird mit PQ bezeichnet.

(R2) Seien P,Q,R und S vier verschiedene Punkte, so dass sich die Geraden PQ
und RS tre�en. Dann schneiden sich die Geraden PR und QS.

(R3) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte und es gibt drei Punkte,
die nicht zusammen auf einer Geraden liegen.

Aus Vektorräumen lassen sich projektive Räume wie folgt konstruieren.

Beispiel 1.2.2 Sei V ein Vektorraum über dem Schiefkörper K der Dimension
mindestens Drei, P die Menge der eindimensionalen Unterräume von V und G die
Menge der zweidimensionalen Unterräume von V . Dann ist die Inzidenzstruktur
(P,G,⊆) ein projektiver Raum, der mit P(V ) bezeichnet wird.

Aus (R1) folgt, dass jeder Unterraum eines projektiven Raums singulär ist. Für
eine Teilmenge S von P sei 〈S〉 der Schnitt über alle Unterräume, die S enthalten.
〈S〉 heiÿt Erzeugnis von S und ist ebenfalls ein Unterraum. Für zwei Punktmengen
S1, S2 wird 〈S1 ∪ S2〉 zu 〈S1, S2〉 verkürzt und falls S1 und S2 Unterräume sind,
so wird auch S1S2 für 〈S1, S2〉 geschrieben.
Die Dimension eines Unterraums U von P, in Zeichen dim(U), ist die gröÿte

Zahl d ∈ Z ∪ {∞}, so dass eine Kette ∅ ( U0 ( · · · ( Ud = U aus Unterräumen
existiert. Die Codimension eines Unterraums U ist die gröÿte Zahl c ∈ Z ∪ {∞},
so dass eine Kette U = U0 ( · · · ( Uc = P aus Unterräumen existiert.
Die leere Menge hat Dimension−1. Punkte sind Unterräume der Dimension Null

und Geraden sind Unterräume der Dimension Eins. Ein Unterraum der Dimension
Zwei heiÿt Ebene, einer der Dimension Drei Solid , einer der Codimension Eins
Hyperebene und einer der Codimension Zwei Cogerade.
Für Unterräume U und V von P mit U ∩ V = ∅ und UV = P heiÿt V ein

Komplement von U in P.
Unterräume der Dimension mindestens Zwei sind mit den darin enthaltenen

Punkten und Geraden wieder projektive Räume. Die Punktmenge eines projekti-
ven Raums wird in dieser Arbeit häu�g mit dem projektiven Raum selbst identi-
�ziert, man schreibt also auch P für P.
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1.2 Projektive Räume

Nach (R3) hat P mindestens die Dimension Zwei. Ein projektiver Raum der
Dimension genau Zwei heiÿt projektive Ebene. In einer projektiven Ebene tre�en
sich je zwei Geraden.
Sei P∗ die Menge der Hyperebenen in P und G∗ die Menge der Cogeraden in

P. Die Inzidenzstruktur (P∗,G∗,⊇) heiÿt Dualraum von P und wird mit P∗

bezeichnet. P∗ ist ein zu P isomorpher projektiver Raum. Hat P die endli-
che Dimension n, dann entspricht ein d-dimensionaler Unterraum U von P dem
(n− d− 1)-dimensionalen Unterraum {H ∈ P∗ | U ⊆ H} von P∗.
Sei U ein Unterraum von P der Codimension c > 2. Sei PU bzw. GU die Menge

der Unterräume W von P durch U , so dass U in W Codimension Eins bzw.
Zwei hat. Die Inzidenzstruktur (PU ,GU ,⊆) heiÿt Quotientenraum von P nach
U und wird mit P/U bezeichnet. P/U ist ein projektiver Raum, der zu jedem
Komplement V von U in P isomorph ist. Ist die Codimension c von U in P
endlich, dann sind die Unterräume von P durch U mit Codimension d ≤ c die
(c− d− 1)-dimensionalen Unterräume von P/U .
Sei S ein Unterraum und T eine Menge von Punkten in P mit 〈T 〉 ∩S = ∅. Ist

T 6= ∅, so heiÿt die Punktmenge
⋃
X∈T SX der Kegel mit Spitze S über T . Für

T = ∅, heiÿt S der Kegel mit Spitze S über T . Die Menge T heiÿt Basis des Kegels
und ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Man schreibt ST für den Kegel
mit Spitze S über T . Ist T ein Unterraum, so ist ST auch die Bezeichnung für
das Erzeugnis 〈S, T 〉. In diesem Fall sind Erzeugnis und Kegel aber die gleichen
Punktmengen.
Wie im Beispiel 1.2.2 gesehen, können projektive Räume aus Vektorräumen

konstruiert werden. Um im Verlaufe dieser Arbeit den Dimensionsbegri� in pro-
jektiven Räumen von dem in Vektorräumen zu unterscheiden, wird die Dimension
eines Vektorraumes V ab sofort mit Rang von V bezeichnet, in Zeichen rang(V ).
Ein Unterraum U des Vektorraums V mit rang(U) = d + 1 > 0 entspricht dem
d-dimensionalen Unterraum {〈u〉 | 0 6= u ∈ U} von P(V ). Der triviale Unterraum
{0} von V entspricht dem trivialen Unterraum ∅ in P(V ). Umgekehrt entspricht
ein Unterraum U der Dimension d von P(V ) dem Unterraum 〈U〉 vom Rang d+1
von V .
Ist der Vektorraum V vom endlichen Rang n + 1 und ist K ein Körper, so ist

V isomorph zu Kn+1 und P(V ) hat die Dimension n. In diesem Fall wird P(V )
auch mit PG(n,K) bezeichnet. Die Unterräume von PG(n,K) der Dimensionen
−1, 0 und 1 werden auch mit PG(−1,K), PG(0,K) bzw. PG(1,K) bezeichnet.
PG(n,GF(q)) wird zu PG(n, q) verkürzt.
Das Beispiel 1.2.2 beschreibt fast alle projektiven Räume, wie das folgende Theo-

rem zeigt.

Theorem 1.2.3 (Veblen, Young [VY08]) Sei P ein projektiver Raum der Di-
mension mindestens drei. Dann ist P isomorph zu P(V ) für einen Vektorraum V .

Bis auf projektive Ebenen sind somit alle projektiven Räume von der Form
P(V ). Es gibt allerdings Beispiele für projektive Ebenen, die nicht zu PG(2,K)
mit K Körper isomorph sind.
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1 Grundlagen

Für projektive Räume der Form P(V ) folgt die Dimensionsformel direkt aus
ihrem Pendant für Vektorräume. Sie ist aber auch für alle projektiven Ebenen
richtig.

Resultat 1.2.4 Seien U1, U2 Unterräume eines projektiven Raumes. Dann gilt

dim(U1) + dim(U2) = dim(U1 ∩ U2) + dim(U1U2).

In dieser Arbeit werden ausschlieÿlich endliche projektive Räume betrachtet. Ist
die Dimension n eines solchen projektiven Raums mindestens drei, so ist er von
der Form PG(n, q) für eine Primzahlpotenz q. In PG(n, q) lässt sich die Anzahl
an Unterräumen der Dimension r leicht berechnen, siehe z.B. [Hir98].

Resultat 1.2.5 In PG(n, q) liegen

r∏
i=0

qn+1−i − 1

qr+1−i − 1

Unterräume der Dimension r.

Insbesondere hat PG(n, q) genau (qn+1 − 1)/(q − 1) = qn + qn−1 + · · · + q + 1
Punkte und genauso viele Hyperebenen. Diese Zahl wird sehr häu�g benötigt,
daher sei

θ(n, q) :=
qn+1 − 1

q − 1
.

Ist q aus dem Zusammenhang klar, so wird θn statt θ(n, q) geschrieben.
Auch für endliche projektive Ebenen E , die nicht von der Form PG(2, q) sind,

gibt es ein s ∈ N mit s ≥ 2, so dass jede Gerade von E genau θ(1, s) = s + 1
Punkte hat und in E genau θ(2, s) = s2 +s+1 Geraden und genauso viele Punkte
liegen.
Ein endlicher projektiver Raum P der Dimension n hat somit immer genau

θ(n, q) Punkte für ein 2 ≤ q ∈ N. Die Zahl q heiÿt Ordnung von P. Für n ≥ 3 ist
q eine Primzahlpotenz.

Kollineationen, Korrelationen, Polaritäten

Ein Isomorphismus zwischen zwei Inzidenzstrukturen wurde bereits de�niert. Für
projektive Räume haben diese Isomorphismen eigene Bezeichnungen.

De�nition 1.2.6 Sei P ein projektiver Raum. Eine Kollineation von P ist ein
Isomorphismus von P auf sich selbst. Eine Korrelation ist ein Isomorphismus von
P auf seinen Dualraum P∗. Eine Polarität π von P ist eine Korrelation von P
mit π2 = id.

Für projektive Räume der Form P(V ) sind alle Kollineationen charakterisiert.
Dies ist eine Folgerung aus dem zweiten Fundamentalsatz der projektiven Geome-
trie.
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1.2 Projektive Räume

Theorem 1.2.7 Jede Kollineation von P(V ) wird durch eine bijektive semili-
neare Abbildung von V auf sich induziert.

In dieser Arbeit werden ausschlieÿlich projektive Räume der Form PG(n, q)
betrachtet. Für jeden Punkt P aus PG(n, q) gibt es einen Vektor 0 6= v ∈ GF(q)n+1

mit P = 〈v〉. Zu jeder Kollineation ϕ von PG(n, q) mit q = ps existieren nach dem
obigen Theorem eine reguläre Matrix A ∈ GF(q)n+1,n+1 und ein 0 ≤ r ≤ s − 1
mit

ϕ(〈v〉) = Av(pr),

wobei v(pr) komponentenweise zu verstehen ist, also v(pr) = (v
(pr)
1 , . . . , v

(pr)
n+1)>.

Ein Unterraum U von PG(n, q) wird auf ϕ(U) = {ϕ(P ) | P ∈ U} abgebildet.
Ähnlich wie bei den Kollineationen wird jede Korrelation von PG(n, q) von einer

nicht ausgearteten Sesquilinearform auf GF(q)n+1 induziert. Zu einer Korrelation
π von PG(n, q) mit q = ps existieren daher eine reguläre Matrix A ∈ GF(q)n+1,n+1

und ein 0 ≤ r ≤ s− 1 mit

π(〈v〉) = {w ∈ GF(q)n+1 | w>Av(pr) = 0}.

Ein Unterraum U von PG(n, q) wird auf
⋂
P∈U π(P ) abgebildet.

In Anlehnung an die Sesquilinearform schreibt man auch U⊥π oder nur U⊥

anstatt π(U) für einen Unterraum U von PG(n, q). U heiÿt total isotrop, falls
U ⊆ U⊥ gilt. Somit hat ein total isotroper Unterraum höchstens die Dimension
(n − 1)/2. Von besonderem Interesse ist die Struktur der total isotropen Unter-
räume von Polaritäten.
Ist π eine Polarität von PG(n, q) mit q = ps, so kann man zeigen, dass die

zugehörige Sesquilinearform äquivalent zu einer der folgenden ist.

• s ist gerade, r = s/2 und A> = A(pr) = A
√
q. Dann heiÿt π hermitesche

Polarität .

• r = 0, A> = −A und alle Diagonalelemente von A sind gleich Null. Dann
heiÿt π symplektische Polarität .

• r = 0, A> = A, q gerade und nicht alle Diagonalelemente von A sind gleich
Null. Dann heiÿt π Pseudo-Polarität .

• r = 0, A> = A und q ungerade. Dann heiÿt π orthogonale Polarität .

r = 0 bedeutet, dass die Abbildung v 7→ v(pr) die Identität auf GF(q)n+1 ist.
Ist π eine orthogonale oder eine hermitesche Polarität, dann sind die total iso-

tropen Unterräume gerade die Unterräume, deren Punkte total isotrop sind.
Ist q ungerade, so folgt aus A> = −A, dass alle Diagonalelemente von A gleich

Null sind und der Zusatz im zweiten Fall ist nicht nötig. Für q gerade ist A> = −A
äquivalent zu A> = A und man unterscheidet die Fälle, ob alle Einträge der
Diagonalen gleich Null sind oder nicht.
Ist n+1 ungerade undM ∈ GF(q)n+1,n+1 eine Matrix, deren Diagonalelemente

gleich Null sind und die M> = −M erfüllt, dann ist M singulär. Die Matrix A,
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1 Grundlagen

die die Sesquilinearform de�niert, ist regulär, daher gibt es keine symplektischen
Polaritäten von PG(n, q), falls n+1 ungerade, also n gerade ist. Ist π eine symplek-
tische Polarität von PG(n, q), so sind alle Punkte in PG(n, q) total isotrop. Die
total isotropen Unterräume gröÿerer Dimension sind in diesem Fall daher nicht
dadurch identi�ziert, dass sie nur total isotrope Punkte enthalten.
Ist π eine Pseudo-Polarität, so bilden die total isotropen Punkte eine Hyper-

ebene H von PG(n, q). Ist n gerade, so ist die Einschränkung von π auf H eine
symplektische Polarität von H. Ist n ungerade, so ist die Einschränkung von π auf
H keine Polarität und es gibt genau einen Punkt P ∈ H mit π(P ) = H. Für jedes
Komplement C von P in H ist die Einschränkung von π auf C eine symplektische
Polarität von C. Die Pseudo-Polaritäten lassen sich somit durch die symplekti-
schen Polaritäten beschreiben und werden daher nicht weiter untersucht.

Quadriken

Eine quadratische Form von GF(q)n+1 ist eine Abbildung f : GF(q)n+1 → GF(q)
mit

f((x0, . . . , xn)>) =
∑

0≤i≤j≤n

aijxixj

und aij ∈ GF(q). Ein Vektor v ∈ GF(q)n+1 mit f(v) = 0 heiÿt singulär bzgl.
f . Die Unterräume von GF(q)n+1, die nur singuläre Vektoren enthalten, werden
total singuläre Unterräume genannt. Ein total singulärer Unterraum, der in keinem
anderen total singulären Unterraum enthalten ist, heiÿtmaximaler total singulärer
Unterraum. Man kann zeigen, dass alle maximalen total singulären Unterräume
den gleichen Rang haben.
Die Abbildung b : GF(q)n+1 ×GF(q)n+1 → GF(q) mit

b(v, w) := f(v + w)− f(v)− f(w)

für alle v, w ∈ GF(q)n+1 ist eine symmetrische Bilinearform auf GF(q)n+1. Sie
heiÿt die begleitende Bilinearform zu f und ist eindeutig durch f bestimmt. Ist
M = (mij) die Darstellungsmatrix von b, so gilt mii = 2aii und mij = mji = aij
für i 6= j. Ist q ungerade, so ist auch f eindeutig durch b bestimmt, nämlich
f(v) = b(v, v)/2 für alle v ∈ GF(q)n+1.
Für eine Teilmenge S von GF(q)n+1 sei

S⊥f := {v ∈ GF(q)n+1 | b(v, s) = 0 ∀s ∈ S}

der Senkrechtraum von S. Man schreibt auch S⊥ anstatt S⊥f . Die quadratische
Form f heiÿt ausgeartet , falls es einen Vektor 0 6= v ∈ GF(q)n+1 mit f(v) = 0
und v⊥ = GF(q)n+1 gibt.

De�nition 1.2.8 Sei f eine quadratische Form von GF(q)n+1. Die durch f de-
�nierte Quadrik in PG(n, q) ist die Punktmenge

Qf := {〈v〉 | 0 6= v ∈ GF(q)n+1, f(v) = 0}.
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1.2 Projektive Räume

Die Quadrik Qf heiÿt ausgeartet , wenn f ausgeartet ist. Der Index von Qf ist der
Rang der maximalen total singulären Unterräume bzgl. f von GF(q)n+1.

Man kann zeigen, dass es bis auf Isomorphie nur eine bzw. zwei nicht ausgeartete
Quadriken von PG(n, q) gibt, je nachdem ob n gerade bzw. ungerade ist. Durch
einen Basiswechsel kann jede nicht ausgeartete quadratische Form von GF(q)n+1

auf eine der folgenden Formen gebracht werden, siehe z.B. [Hir98].

• n ist gerade und f((x0, . . . , xn)>) = x2
0 + x1x2 + · · · + xn−1xn. Dann heiÿt

Qf nicht ausgeartete parabolische Quadrik und wird mit Q(n, q) bezeichnet.
Qf hat den Index n/2.

• n ist ungerade und f((x0, . . . , xn)>) = x0x1 + x2x3 + · · · + xn−1xn. Dann
heiÿt Qf nicht ausgeartete hyperbolische Quadrik und wird mit Q+(n, q)
bezeichnet. Qf hat den Index (n+ 1)/2.

• n ist ungerade und f((x0, . . . , xn)>) = ax2
0 +x0x1 +x2

1 +x2x3 + · · ·+xn−1xn,
wobei x2 + x + a ein irreduzibles Polynom über GF(q) ist. Dann heiÿt Qf
nicht ausgeartete elliptische Quadrik und wird mit Q−(n, q) bezeichnet. Qf
hat den Index (n− 1)/2.

Sei f eine nicht ausgeartete quadratische Form von GF(q)n+1, b die begleitende
Bilinearform und π : PG(n, q)→ PG(n, q)∗ mit π(U) = U⊥ für jeden Unterraum
U von PG(n, q).
Ist q ungerade, dann ist π eine orthogonale Polarität von PG(n, q). Die total

singulären Unterräume bzgl. f sind genau die total isotropen Unterräume bzgl. π.
Ist q gerade und n ungerade, dann ist π eine symplektische Polarität von

PG(n, q). Die total singulären Unterräume bzgl. f bilden eine echte Teilmenge
der total isotropen Unterräume bzgl. π.
Sind q und n gerade, dann hat die Darstellungsmatrix von b den Rang n, ist

also singulär, und π ist keine Korrelation von PG(n, q). Es gibt genau einen Punkt
P in PG(n, q) mit P⊥ = PG(n, q). Da f nicht ausgeartet ist, ist P kein Punkt
der Quadrik Qf . P wird Nucleus der Quadrik genannt. Auf dem Quotientenraum
PG(n, q)/P induziert π eine symplektische Polarität.

Baer-Untergeometrien

Für diesen Unterabschnitt sei q = p2s mit p Primzahl und s ∈ N. Dann ist GF(
√
q)

ein Unterkörper von GF(q) und x 7→ x
√
q ist ein Körperautomorphismus von

GF(q), dessen Fixpunkte genau die Elemente von GF(
√
q) sind.

Sei P√q die Menge der Punkte in PG(n, q), deren zugehöriger Unterraum vom
Rang Eins von GF(q)n+1 von einem Vektor aus GF(

√
q)n+1 erzeugt werden kann.

Sei weiter G√q die Menge der Geraden in PG(n, q), die mindestens zwei Punk-
te in P√q haben. Dann ist P√q := (P√q,G√q,⊆) ein zu PG(n,

√
q) isomorpher

projektiver Raum, der in PG(n, q) auf natürliche Art eingebettet ist.
Eine Gerade ` ∈ G√q hat dabei q+1 Punkte in PG(n, q) und nur

√
q+1 Punkte

in P√q. Die Gerade ` hat damit in P√q weniger Punkte als in PG(n, q).
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1 Grundlagen

Durch eine Kollineation ϕ von PG(n, q) wird P√q auf einen zu P√q isomorphen
projektiven Raum abgebildet. Ist ϕ keine Kollineation von P√q, so ist ϕ(P√q)
verschieden von P√q.

De�nition 1.2.9 Jedes Bild von P√q unter einer Kollineation von PG(n, q)
ist zu PG(n,

√
q) isomorph und heiÿt Baer-Untergeometrie oder Baer-Teilraum

von PG(n, q). Alle Baer-Untergeometrien von PG(n, q) werden mit PG(n,
√
q)

identi�ziert.

Für einen u-dimensionalen Unterraum U der Baer-Untergeometrie PG(n,
√
q)

von PG(n, q) ist U eine Teilmenge von PG(n, q) und 〈U〉 ein u-dimensionaler
Unterraum von PG(n, q). Unterräume der Baer-Untergeometrie PG(n,

√
q) gehö-

ren damit zu Unterräumen von PG(n, q) derselben Dimension. Hierbei ist U ein
Baer-Teilraum von 〈U〉. Für u = 1 heiÿt U Baer-Teilgerade und für u = 2 Baer-
Unterebene von 〈U〉.
Für einen u-dimensionalen Unterraum U von PG(n, q) ist U ∩ PG(n,

√
q) ein

Unterraum von PG(n,
√
q) der Dimension höchstens u.

Über die Schnitte von Unterräumen von PG(n, q) mit Unterräumen einer Baer-
Untergeometrie PG(n,

√
q) lassen sich viele Aussagen beweisen. Das nächste Re-

sultat enthält zwei der bekanntesten.

Resultat 1.2.10 (Sved [Sve83]) Sei PG(n,
√
q) eine Baer-Untergeometrie des

projektiven Raums PG(n, q).

(i) Jeder Punkt P ∈ PG(n, q) \ PG(n,
√
q) liegt auf genau einer Geraden von

PG(n,
√
q).

(ii) Für jede Hyperebene H von PG(n, q) ist H ∩ PG(n,
√
q) eine Hyperebene

oder eine Cogerade von PG(n,
√
q).

Insbesondere folgt für projektive Ebenen PG(2, q) aus (ii), dass jede Gerade aus
PG(2, q) die Baer-Unterebene PG(2,

√
q) tri�t. Für höher dimensionale Räume,

also für n > 2, ist dies nicht mehr richtig. Das nächste Lemma zeigt, wie groÿ die
Dimension eines Unterraums von PG(n, q) höchstens ist, wenn er PG(n,

√
q) nicht

tri�t.

Lemma 1.2.11 Sei PG(n,
√
q) eine Baer-Untergeometrie von PG(n, q). Dann

existiert ein Unterraum U von PG(n, q) der Dimension b(n−1)/2c, der PG(n,
√
q)

nicht tri�t.

Beweis: PG(n,
√
q) hat θ(n,

√
q) = ((

√
q)n+1 − 1)/(

√
q − 1) Punkte. Jeder Punkt

liegt in

αu :=

u−1∏
i=0

qn−i − 1

qu−i − 1

Unterräumen von PG(n, q) der Dimension u. In PG(n, q) liegen

βu :=

u∏
i=0

qn+1−i − 1

qu+1−i − 1
= αu ·

qn+1 − 1

qu+1 − 1
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1.2 Projektive Räume

Unterräume der Dimension U . Für u ≤ b(n− 1)/2c ist

θ(n,
√
q) · αu < βu

und es folgt die Behauptung. �

Baer-Kegel

Wir haben bereits den Kegel mit Spitze S über der Menge T de�niert (in Zeichen
ST ). Dabei ist S ein Unterraum und T eine beliebige Menge mit S ∩〈T 〉 = ∅. Wir
betrachten nun Kegel ST , bei denen T die Punktmenge einer Baer-Untergeometrie
ist. Diese Kegel spielen eine wichtige Rolle in Kapitel 4.

De�nition 1.2.12 Sei S ein s-dimensionaler Unterraum von PG(n, q) und T eine
Baer-Untergeometrie PG(t,

√
q) von 〈T 〉 mit S ∩ 〈T 〉 = ∅. Dann heiÿt der Kegel

ST Baer-Kegel vom Typ Bs,t.

Baer-Kegel sind Bilder von Baer-Untergeometrien. Sei U ein u-dimensionaler
Unterraum von PG(n, q), der die Baer-Untergeometrie PG(n,

√
q) nicht tri�t (hier-

bei ist u ≤ b(n− 1)/2c). Sei weiter C ein Komplement von U in PG(n, q) und K
das Bild der Abbildung ϕ : PG(n,

√
q)→ C mit ϕ(P ) := PU ∩ C für alle Punkte

P aus PG(n,
√
q). Die Abbildung ϕ heiÿt Projektion von PG(n,

√
q) von U auf C.

Lemma 1.2.13 Das Bild K von ϕ ist ein Baer-Kegel vom Typ Bu,n−2(u+1).
Dabei hat jeder Punkt der Spitze genau

√
q + 1 Urbilder und jeder andere Punkt

in K genau ein Urbild.

Beweis: O.B.d.A. kann jeder Punkt der Baer-Untergeometrie PG(n,
√
q) als Un-

terraum vom Rang Eins von GF(q)n+1 durch einen Vektor aus GF(
√
q)n+1 erzeugt

werden. Für einen Punkt P = 〈v〉 aus PG(n, q) mit v = (x0, . . . , xn)> ∈ GF(q)n+1

sei
P
√
q := 〈v

√
q〉 = 〈(x

√
q

0 , . . . , x
√
q

n )>〉.

Damit ist U
√
q = {P

√
q | P ∈ U} ein Unterraum von PG(n, q) der Dimension u. Es

gilt U ∩U
√
q = ∅, denn angenommen es ist P

√
q ∈ U für einen Punkt P ∈ U , dann

ist die Gerade ` := PP
√
q eine Gerade in U . Wegen `

√
q = (PP

√
q)
√
q = P

√
qP = `

tri�t die Gerade ` die Baer-Untergeometrie PG(n,
√
q) in einer Baer-Teilgeraden.

Damit hat ` ⊆ U Punkte in PG(n,
√
q), ein Widerspruch zu U ∩ PG(n,

√
q) = ∅.

Somit ist UU
√
q ein (2u + 1)-dimensionaler Unterraum, der das Komplement C

von U in einem Unterraum S der Dimension u tri�t. Wir zeigen nun S ⊆ K.
Zu jedem Punkt R ∈ S gibt es einen Punkt P ∈ U mit R = (UP

√
q ∩ C). Die

Gerade PP
√
q tri�t die Baer-Untergeometrie PG(n,

√
q) in einer Baer-Teilgeraden,

also in
√
q + 1 Punkten R0, . . . , R√q. Dann ist UR0 = · · · = UR√q = UP

√
q und

damit
ϕ(R0) = · · · = ϕ(R√q) = (UP

√
q ∩ C) = R ∈ K.

Es folgt S ⊆ K und jeder Punkt R ∈ S hat mindestens
√
q + 1 Urbilder.

Für zwei verschiedene Punkte P1, P2 ∈ U tre�en sich die Geraden P1P
√
q

1 und
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1 Grundlagen

P2P
√
q

2 nicht, denn angenommen doch, so spannen sie eine Ebene E auf, die U in
der Geraden P1P2 tri�t. Die Ebene E enthält bereits zwei Baer-Teilgeraden und
tri�t daher die Baer-Untergeometrie PG(n,

√
q) in einer Baer-Unterebene. Es gilt,

dass jede Gerade einer Ebene jede Baer-Unterebene tri�t. Damit hat die Gerade
P1P2 mindesten einen Punkt in PG(n,

√
q), ein Widerspruch zu U∩PG(n,

√
q) = ∅.

Somit tri�t UU
√
q die Baer-Untergeometrie PG(n,

√
q) in mindestens

θ(u, q) · (√q + 1) =
qu+1 − 1

q − 1
· (√q + 1) =

(
√
q)2u+2 − 1
√
q − 1

= θ(2u+ 1,
√
q)

Punkten. Auÿerdem ist UU
√
q ein Unterraum von PG(n, q) der Dimension 2u+ 1,

der PG(n,
√
q) in einem Unterraum der Dimension höchstens 2u+ 1 tri�t. Wegen

der Anzahl an Schnittpunkten ist UU
√
q ∩ PG(n,

√
q) ein (2u + 1)-dimensionaler

Unterraum von PG(n,
√
q). Diesen bezeichnen wir mit U ′.

Jeder Punkt aus U ′ wird auf einen Punkt in S abgebildet. Ein beliebiger Punkt
aus PG(n,

√
q) \ U ′ liegt nicht in UU

√
q und dessen Bild daher nicht in S. Somit

haben die Punkte in S genau
√
q+1 Urbilder. Seien A,B zwei verschiedene Punkte

aus PG(n,
√
q) \ U ′. Dann sind die Unterräume UA und UB verschieden, denn

die Gerade AB liegt nicht in U ′ und hat damit auch nicht die Form PP
√
q für

einen Punkt P ∈ U . Auÿerdem liegt jeder Punkt P ∈ U auf genau einer Geraden
aus PG(n,

√
q), also nur auf PP

√
q und insbesondere nicht auf der Geraden AB.

Damit sind die Bilder ϕ(A) und ϕ(B) verschieden. Die Punkte in K \ S haben
somit genau ein Urbild.
Sei C ′ ein Komplement von U ′ in PG(n,

√
q), dann ist C ′ eine Baer-Untergeometrie

PG(n − 2(u + 1),
√
q) von 〈C ′〉. Es gilt 〈C ′〉 ∩ U = ∅, denn jeder Punkt P aus

〈C ′〉 \ C ′ liegt auf der eindeutigen Geraden PP
√
q, die C ′ ⊆ PG(n,

√
q) in einer

Baer-Teilgeraden tri�t. Ist P ∈ U , so liegt die Baer-Teilgerade von PP
√
q in U ′,

also nicht in C ′. Somit ist 〈C ′, U〉 ein (n−u− 1)-dimensionaler Unterraum, der C
in einem (2− 2u− 2)-dimensionalen Unterraum T tri�t, der disjunkt zu S ist. Die
Punkte aus C ′ werden von ϕ auf eine Baer-Untergeometrie von T der Dimension
n− 2(u+ 1) abgebildet.
Für einen Punkt A ∈ C ′ ist WA := U ′A ∩ PG(n,

√
q) ein (2u + 2)-dimensionaler

Unterraum von PG(n,
√
q). In WA \U ′ liegen genau (

√
q)2u+2 = qu+1 Punkte, die

auf die qu+1 Punkte in Sϕ(A)\S abgebildet werden. Damit ist K der Kegel mit u-
dimensionaler Spitze S über der Baer-Untergeometrie ϕ(C ′) von T der Dimension
n− 2(u+ 1). �

Ovale, Ovoide, Faserungen, blockierende Mengen

In diesem Teilabschnitt werden einige Unterstrukturen des projektiven Raumes
PG(n, q) präsentiert, die im Laufe der Arbeit auftauchen.

Ovale und Ovoide

Sei O eine Teilmenge der Punktmenge von PG(n, q), mit folgenden Eigenschaften:
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1.2 Projektive Räume

(O1) Keine drei Punkte aus O sind kollinear.

(O2) Für jeden Punkt P ∈ O ist die Vereinigung aller Geraden ` mit `∩O = {P}
eine Hyperebene von P.

Wegen Eigenschaft (O1) tri�t jede Gerade von PG(n, q) die Menge O in kei-
nem, genau einem oder in genau zwei Punkten. Die Geraden werden entsprechend
Passanten, Tangenten und Sekanten genannt. Man kann zeigen, dass eine solche
Menge O nur für n ≤ 3 existiert. Daher werden die Fälle n = 2 und n = 3 genauer
betrachtet.

De�nition 1.2.14 Eine Menge O von Punkten aus PG(n, q), die (O1) und (O2)
erfüllt, heiÿt Oval für n = 2 und Ovoid für n = 3.

Es folgt direkt aus der De�nition, dass jedes Oval genau q + 1 und jedes Ovoid
genau q2 + 1 Punkte hat.

Beispiel 1.2.15 Die parabolische Quadrik Q(2, q) ist ein Oval von PG(2, q). Die
elliptische Quadrik Q−(3, q) ist ein Ovoid von PG(3, q).

Ein Oval, das eine Quadrik ist, heiÿt Kegelschnitt . Für ungerade q ist jedes Oval
von PG(2, q) ein Kegelschnitt (Satz von Segre) und jedes Ovoid von PG(3, q) eine
elliptische Quadrik (Satz von Barlotti). Es gibt gerade q > 4, für die Ovale oder
Ovoide existieren, die keine Quadriken sind.
Betrachtet man eine PunktmengeM von PG(n, q), n = 2, 3, die nur Eigenschaft

(O1) erfüllen muss, so kann man folgendes zeigen:

• Ist n = 2 und q ungerade, dann ist |M| ≤ q+ 1 und falls |M| = q+ 1, so ist
M ein Oval.

• Ist n = 2 und q gerade, dann ist |M| ≤ q + 2 und falls |M| = q + 1, so ist
M ein Oval.

• Ist n = 3 und q = 2, dann ist |M| ≤ 8 mit Gleichheit genau dann, wennM
alle Punkte auÿerhalb einer Ebene enthält.

• Ist n = 3 und q > 2, dann ist |M| ≤ q2 + 1 und falls |M| = q2 + 1, so istM
ein Ovoid.

Punktmengen von PG(2, q), die (O1) erfüllen und genau q + 2 Punkte haben,
heiÿen Hyperovale. Ist q gerade und O ein Oval von PG(n, q), dann tre�en sich
alle Tangenten in einem gemeinsamen Punkt P und O ∪ {P} ist ein Hyperoval
von PG(n, q). Für Kegelschnitte ist dieser Punkt P der Nukleus der Quadrik. Ist
umgekehrt H ein Hyperoval und P ∈ H, dann ist H \ {P} ein Oval von PG(2, q).

Reguli, Faserungen und Überdeckungen

Die eben beschriebenen Ovale und Ovoide sind Punktmengen. Jetzt betrachten
wir Mengen von Unterräumen mit Dimension gröÿer als Null.
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1 Grundlagen

De�nition 1.2.16 Sei 1 ≤ t ∈ N. Ein t-Regulus von PG(2t + 1, q) ist eine
Menge R von q + 1 paarweise disjunkten t-dimensionalen Unterräumen, so dass
jede Gerade, die drei verschiedene Elemente aus R tri�t, alle Elemente in R tri�t.
Eine Gerade, die alle Elemente aus R tri�t, heiÿt Transversale von R.

Man kann zeigen, dass jeder Punkt von jedem Element in R auf genau einer
Transversalen liegt. Die Transversalen sind also insbesondere paarweise windschief.
Auÿerdem gilt, dass zu je drei paarweise disjunkten t-dimensionalen Unterräumen
von PG(2t+1, q) genau ein t-Regulus existiert, der diese drei Unterräume enthält.
Ein 1-Regulus wird auch nur Regulus genannt. Ist R ein Regulus von PG(3, q),

so ist die Menge der Transversalen ebenfalls ein Regulus R′ von PG(3, q). Man
nennt R und R′ entgegengesetzte Reguli .

De�nition 1.2.17 Sei t ∈ N mit 1 ≤ t < n. Eine t-Faserung F von PG(n, q) ist
eine Menge von Unterräumen der Dimension t, so dass jeder Punkt von PG(n, q)
in genau einem Element aus F enthalten ist. Ist t = 1, so wird F auch Geraden-
faserung oder nur Faserung genannt.

Eine t-Faserung von PG(n, q) kann natürlich nur existieren, falls θt ein Teiler
von θn ist. Es gilt sogar die Umkehrung, siehe z.B. [Hir98].

Resultat 1.2.18 Die folgenden Aussagen sind äquivalent.

(i) Es existiert eine t-Faserung von PG(n, q).

(ii) θt | θn

(iii) t+ 1 | n+ 1.

Eine t-Faserung F von PG(n, q) heiÿt regulär , falls für je drei Elemente von F ,
die gemeinsam in einem (2t + 1)-dimensionalen Unterraum liegen, der t-Regulus
durch diese drei Elemente in F enthalten ist.
Die Elemente einer t-Faserung sind paarweise disjunkt. Eine Menge von paar-

weise disjunkten t-dimensionalen Unterräumen heiÿt partielle t-Faserung oder t-
Teilfaserung . Die Punkte aus PG(n, q), die in keinem Element der t-Teilfaserung
enthalten sind, heiÿen Löcher . Eine t-Teilfaserung ist maximal, wenn sie in keiner
anderen t-Teilfaserung enthalten ist.
Jeder Punkt von PG(n, q) liegt in genau einem Element der t-Faserung F . Ver-

zichtet man auf das Wort �genau�, so erhält man folgende De�nition.

De�nition 1.2.19 Sei t ∈ N mit 1 ≤ t < n. Eine Menge C von t-dimensionalen
Unterräumen von PG(n, q) heiÿt t-Überdeckung , wenn jeder Punkt aus PG(n, q) in
mindestens einem Element aus C enthalten ist. Eine t-Überdeckung heiÿt minimal,
wenn sie keine andere t-Überdeckung enthält.

Blockierende Mengen

Die eben beschriebene t-Überdeckung C hat die Eigenschaft, dass jeder Punkt in
einem Element aus C enthalten ist. Nun betrachten wir Punktmengen, so dass
jeder t-dimensionale Unterraum diese Punktmenge tri�t.
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De�nition 1.2.20 Seien 1 ≤ s, t ∈ N. Eine Punktmenge B von PG(n, q) heiÿt
s-fach t-blockierende Menge, wenn jeder t-dimensionale Unterraum von PG(n, q)
die Menge B in mindestens s Punkten tri�t und ein t-dimensionaler Unterraum
von PG(n, q) existiert, der B in genau s Punkten tri�t. B heiÿt minimal , wenn für
alle P ∈ B die Menge B \ {P} keine s-fach t-blockierende Menge ist.

Ist s = 1, so heiÿt B einfach nur t-blockierende Menge. Aus der Dimensions-
formel folgt direkt, dass ein (n − t)-dimensionaler Unterraum von PG(n, q) eine
t-blockierende Menge ist. Eine kleinere gibt es nicht, wie der nächste Satz zeigt.

Theorem 1.2.21 (Bose, Burton [BB66]) Sei B eine t-blockierende Menge von
PG(n, q). Dann gilt |B| ≥ θn−t mit Gleichheit genau dann, wenn B ein (n − t)-
dimensionaler Unterraum von PG(n, q) ist.

Eine t-blockierende Menge, die einen (n− t)-dimensionalen Unterraum enthält,
wird trivial genannt. Interessanter sind t-blockierende Mengen, die keinen (n− t)-
dimensionalen Unterraum enthalten, oder allgemeiner, die keinen r-dimensionalen
Unterraum enthalten mit r ≤ n− t.

Resultat 1.2.22 (Huber [Hub87]) Sei B eine t-blockierende Menge von PG(n, q),
die keinen r-dimensionalen Unterraum enthält und r ≤ n− t, sowie q ≥ 5. Dann
gilt |B| ≥ θ(r−2, q)+qr−1θ(2(n− t−r+1),

√
q) mit Gleichheit genau dann, wenn

B ein Baer-Kegel vom Typ Br−2,2(n−t−r+1) ist.

Ein Baer-Kegel vom Typ Ba,b mit b > 0 existiert in PG(n, q) nur, wenn q
eine quadratische Primzahlpotenz ist. Insbesondere ist die Mächtigkeit von B im
vorherigen Resultat echt gröÿer, falls q kein Quadrat ist. Die Aussagen in den
Fällen r = 1, r = n−t und t = n−1 wurden schon früher von Beutelspacher, siehe
[Beu83, Beu80], und Bruen, siehe [Bru80], untersucht. Der wichtigste Spezialfall
ist die entsprechende Aussage für n = 2 und t = r = 1. Diese wurde schon 1971
von Bruen bewiesen, siehe [Bru71].
Ist B eine s-fach t-blockierende Menge von PG(n, q) mit t = n− 1, dann heiÿt
B einfach nur s-fach blockierende Menge. Folgendes Resultat von Ball wird im
Kapitel 5 benötigt.

Resultat 1.2.23 (Ball [Bal96]) Sei B eine s-fach blockierende Menge in PG(2, p),
p > 3 Primzahl. Im Fall s = 1 enthalte B keine Gerade.

(i) Ist s < p/2, dann gilt |B| ≥ (s+ 1
2 )(p+ 1).

(ii) Ist s > p/2, dann gilt |B| ≥ (s+ 1)p.

1.3 Polarräume

Die erste De�nition eines Polarraums ist von Veldkamp [Vel59]. Tits reduzierte
die Anzahl der Axiome von zwölf auf vier [Tit74]. Die folgende De�nition für
Polarräume ist von Buekenhout und Shult. Sie zeigen in [BS74], dass die Axiome
von Tits aus ihren Axiomen folgen.
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De�nition 1.3.1 Ein (dicker) Polarraum P mit endlichem Rang ist eine Inzi-
denzstruktur (P,G, I), die folgende Axiome erfüllt.

(P1) Jede Gerade enthält mindestens drei Punkte.

(P2) Es existiert n ∈ N, so dass für jede Kette U0 ( · · · ( Ui aus singulären
Unterräumen i ≤ n gilt.

(P3) Sei g eine Gerade und P ein Punkt, der nicht auf g liegt. Dann ist P entweder
zu allen Punkten auf g oder zu genau einem Punkt auf g kollinear.

(P4) Kein Punkt ist zu allen Punkten kollinear.

(P5) Auf zwei verschiedenen Geraden liegen nicht dieselben Punkte.

Buekenhout und Shult zeigen in [BS74] unter anderem, dass jeder singuläre Un-
terraum U , wobei U 6= ∅ und U /∈ P ∪ G, mit den in U enthaltenen Punkten
und Geraden ein projektiver Raum ist. Die Dimension eines solchen Unterraums
U sei die Dimension des entsprechenden projektiven Raums. Die Dimension der
leeren Menge wird auf −1 gesetzt, die von Punkten bzw. Geraden auf 0 bzw. 1.
Ein singulärer Unterraum heiÿt maximal, wenn er in keinem anderen singulären
Unterraum enthalten ist. Man kann zeigen, dass alle maximalen singulären Unter-
räume die gleiche Dimension haben. Diese ist wegen des zweiten Axioms endlich.
Die maximalen singulären Unterräume eines Polarraums heiÿen Erzeuger . Ist die
Dimension eines Erzeugers r − 1, so ist r der Rang des Polarraums.

Endliche klassische Polarräume

Hier werden zunächst die für diese Arbeit wichtigen Typen von Polarräumen vor-
gestellt. Alle hier behandelten Polarräume sind in dem projektiven Raum PG(n, q)
eingebettet. Ein endlicher klassischer Polarraum ist ein Polarraum, der zu einem
der folgenden Beispiele isomorph ist.

Beispiel 1.3.2 Sei Qf eine nicht ausgeartete Quadrik von PG(n, q) vom Index
r ≥ 2. Sei P = Qf und G die Menge der total singulären Geraden von PG(n, q)
bzgl. f . Dann ist (P,G,∈) ein Polarraum vom Rang r. Er heiÿt orthogonaler
Polarraum und wird genau wie Qf mit Q(n, q), Q+(n, q) oder Q−(n, q) bezeichnet,
je nachdem ob Qf parabolisch, hyperbolisch oder elliptisch ist. Die singulären
Unterräume des Polarraums sind die total singulären Unterräume von PG(n, q)
bzgl. f .

Beispiel 1.3.3 Sei n ≥ 3 ungerade und π eine symplektische Polarität von
PG(n, q). Sei P = PG(n, q) und G die Menge der total isotropen Geraden von
PG(n, q) bzgl. π. Dann ist (P,G,∈) ein Polarraum vom Rang (n+ 1)/2. Er heiÿt
symplektischer Polarraum und wird mitW (n, q) bezeichnet. Die singulären Unter-
räume des Polarraums sind die total isotropen Unterräume von PG(n, q) bzgl. π.
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Beispiel 1.3.4 Sei q = p2s, n ≥ 3 und π eine hermitesche Polarität von PG(n, q).
Sei P bzw. G die Menge der total isotropen Punkte bzw. Geraden von PG(n, q)
bzgl. π. Dann ist (P,G,∈) ein Polarraum vom Rang b(n+ 1)/2c. Er heiÿt hermi-
tescher Polarraum und wird mit H(n, q) bezeichnet. Die singulären Unterräume
des Polarraums sind die total isotropen Unterräume von PG(n, q) bzgl. π.

Tits hat in [Tit74] alle Polarräume vom endlichen Rang r ≥ 3 klassi�ziert. Er
ergänzte damit die Klassi�zierung von Veldkamp in [Vel59]. Für die endlichen Po-
larräume vom Rang r ≥ 3 gilt daher die folgende Klassi�zierung. Die Polarräume
vom Rang zwei, auch die endlichen, sind bisher nicht klassi�ziert.

Theorem 1.3.5 (Veldkamp [Vel59],Tits [Tit74]) Jeder endliche Polarraum vom
Rang r ≥ 3 ist klassisch.

Ist π eine symplektische oder hermitesche Polarität von PG(n, q), so schreiben
wir, wie in Abschnitt 1.2 bereits erwähnt, anstatt π(X) auch X⊥π oder kürzer U⊥

für einen Unterraum X von PG(n, q).
Ist f eine quadratische Form von GF(q)n+1 und b die begleitende Bilinearform,

so wurde S⊥ := {v | b(v, s) = 0∀s ∈ S} für alle Teilmengen S ⊆ GF(q)n+1 bereits
in Abschnitt 1.2 de�niert. Dies de�niert auch X⊥ für alle Unterräume X von
PG(n, q). Die Abbildung X 7→ X⊥ ist eine orthogonale Polarität, falls q ungerade
ist und eine symplektische Polarität, falls q gerade und n ungerade ist. Sind q und
n gerade, dann ist dies keine Polarität.
Wir verwenden im Folgenden nur noch die Bezeichnung⊥ für alle endlichen klas-

sischen Polarräume. Sei P ⊆ PG(n, q) ein endlicher klassischer Polarraum. Eine
Hyperebene H von PG(n, q) heiÿt Tangentialhyperebene, wenn H = P⊥ für einen
Punkt P ∈ P gilt. Der Unterraum X von PG(n, q) steht senkrecht auf dem Unter-
raum Y von PG(n, q), wenn Y ⊆ X⊥ gilt, in Zeichen X ⊥ Y . Zwei verschiedene
Punkte aus P heiÿen benachbart oder verbunden, wenn sie aufeinander senkrecht
stehen. Insbesondere ist dann die Verbindungsgerade eine singuläre Gerade von P.
Im Folgenden werden die für diese Arbeit wichtigsten Eigenschaften der endli-

chen klassischen Polarräume aufgezählt. Insbesondere wird jeweils die Anzahl der
m-dimensionalen singulären Unterräume angegeben. Für die Beweise siehe z.B.
[HT91].

Orthogonale Polarräume

Sei P ein orthogonaler Polarraum, dessen Punkte in PG(n, q) liegen, d.h. die Punk-
te von P sind die Punkte einer nicht ausgearteten Quadrik Qf . Jeder Unterraum
von PG(n, q) ist genau dann ein singulärer Unterraum von P, wenn all seine Punkte
total singulär bzgl. f sind. Daher wird P auch mit seiner Punktmenge Qf iden-
ti�ziert. Jede Gerade von PG(n, q), die keine singuläre Gerade von P ist, enthält
genau 0, 1 oder 2 total singuläre Punkte. Sie heiÿt entsprechend Passante, Tan-
gente oder Sekante. Sei U ein Unterraum von PG(n, q). Dann bilden die total
singulären Punkte in jedem Komplement C von U⊥ ∩ U in U eine nicht ausge-
artete Quadrik QC . Die total singulären Unterräume durch U ∩ U⊥ entsprechen
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einem zu QC isomorphen Polarraum, der im Quotientenraum PG(n, q)/(U ∩U⊥)
liegt. Auÿerdem bilden die total singulären Punkte in U einen Kegel mit Spitze
U⊥ ∩ U über QC . Ist die Spitze eines solchen Kegels nicht die leere Menge, so
wird der Kegel als ausgeartete Quadrik oder ausgearteter orthogonaler Polarraum
bezeichnet. Ein Kegel mit Punktspitze über einem Q(2, q) heiÿt auch Ovalkegel .

Resultat 1.3.6 In Q(2n, q), Q+(2n+ 1, q) bzw. Q−(2n+ 1, q) liegen

m∏
i=0

q2(n−m+i) − 1

qi+1 − 1
,

m∏
i=0

(qn−m+i + 1)(qn−m+1+i − 1)

qi+1 − 1

bzw.
m∏
i=0

(qn−m+i − 1)(qn−m+1+i + 1)

qi+1 − 1

total singuläre Unterräume der Dimension m.

Ist q gerade, so besitzt die QuadrikQ(2n, q) einen NucleusN . Jede Gerade durch
N in PG(2n, q) ist eine Tangente. Sei P die Menge der Geraden durch N , und
G die Menge der Ebenen durch N , die Q(2n, q) in einer total singulären Geraden
tre�en. Dann ist (P,G,⊆) eine zu W (2n − 1, q) isomorphe Inzidenzstruktur, die
in PG(2n, q)/N liegt. Insbesondere sind Q(2n, q) und W (2n − 1, q) für gerade q
isomorph.

Symplektische Polarräume

Sei W (2n + 1, q) der durch eine symplektische Polarität de�nierte symplektische
Polarraum von PG(2n+ 1, q). Dann sind die Punktmengen von PG(2n+ 1, q) und
W (2n+ 1, q) identisch, nicht aber ihre Geradenmengen. Somit wird W (2n+ 1, q)
nicht allein durch seine Punkte bestimmt. Schränkt man π auf eine nicht total iso-
trope Gerade g von PG(2n+1, q) ein, so ist jeder Punkt von g total isotrop, aber g
selbst nicht. Eine solche Struktur wird auch mitW (1, q) bezeichnet. Genau wie bei
den orthogonalen Polarräumen gilt für jeden Unterraum U von PG(2n+ 1, q) und
jedes Komplement C von U ∩U⊥ in U , dass die total isotropen Punkte und Gera-
den in C einenW (dim(C), q) induzieren. Insbesondere ist dim(C) immer ungerade.
Die total isotropen Unterräume durch U∩U⊥ entsprechen einem zuW (dim(C), q)
isomorphen Polarraum, der im Quotientenraum PG(2n+ 1, q)/(U ∩U⊥) liegt. Ist
U ∩ U⊥ nicht leer, so heiÿt U ∩W (2n+ 1, q) ein ausgearteter symplektischer Po-
larraum.

Resultat 1.3.7 In W (2n+ 1, q) liegen

m∏
i=0

q2(n+1−m+i) − 1

qi+1 − 1

total isotrope Unterräume der Dimension m.
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Hermitesche Polarräume

SeiH(n, q2) der durch eine hermitesche Polarität de�nierte hermitesche Polarraum
von PG(n, q2). Bei jeder hermiteschen Polarität von PG(2, q2) gibt es keine total
isotropen Geraden, weshalb diese Polarität keinen Polarraum de�niert. Trotzdem
wird die Menge der total isotropen Punkte mit H(2, q2) bezeichnet. Jeder Un-
terraum von PG(n, q2) ist genau dann total isotrop, wenn all seine Punkte total
isotrop sind. H(n, q2) kann also auch mit seiner Punktmenge identi�ziert werden.
Eine nicht total isotrope Gerade in PG(n, q2) tri�t H(n, q2) in genau einem oder
in genau q+ 1 Punkten und heiÿt entsprechend Tangente oder Sekante. Die Men-
ge der q + 1 total isotropen Punkten auf einer Sekante s wird auch mit H(1, q2)
bezeichnet. Diese Punkte bilden eine Baer-Teilgerade von s. Für einen Unterraum
U von PG(n, q2) und ein Komplement C von U ∩ U⊥ in U induzieren die total
isotropen Unterräume in C einen H(dim(C), q2). Die total isotropen Unterräu-
me durch U ∩ U⊥ entsprechen einem zu H(dim(C), q2) isomorphen Polarraum,
der im Quotientenraum PG(n, q2)/(U ∩ U⊥) liegt. Ist U ∩ U⊥ nicht leer, so heiÿt
U ∩H(n, q2) ein ausgearteter hermitescher Polarraum.

Resultat 1.3.8 In H(2n, q2) bzw. H(2n+ 1, q2) liegen

m∏
i=0

(q2(n−m+i) − 1)(q2(n−m+i)+1 + 1)

q2(i+1) − 1

bzw.
m∏
i=0

(q2(n−m+i)+1 + 1)(q2(n−m+i+1) − 1)

q2(i+1) − 1

total isotrope Unterräume der Dimension m.

Die Klein-Korrespondenz

In der hyperbolischen Quadrik Q+(2n+ 1, q) ⊆ PG(2n+ 1, q) haben die Erzeuger
die Dimension n. Ein total singulärer Unterraum U der Dimension n − 1 liegt in
genau zwei Erzeugern G1, G2, denn der (n + 1)-dimensionale Unterraum U⊥ ist
ein Kegel mit Spitze U über einer Sekante. Man kann zeigen, dass ein von G1

und G2 verschiedener Erzeuger G3 die beiden Erzeuger G1 und G2 in Unterräu-
men tri�t, deren Dimensionen unterschiedliche Parität haben. Dies führt zu einer
Äquivalenzrelation auf der Menge der Erzeuger von Q+(2n+ 1, q) mit zwei Äqui-
valenzklassen I und II, so dass zwei Erzeuger genau dann in der gleichen Klasse
liegen, wenn ihr Schnitt eine gerade Codimension in ihnen hat. Die Erzeuger G1

und G2 durch U liegen also in unterschiedlichen Klassen.
Für n = 2 lässt sich mit Hilfe dieser Äquivalenzklassen der projektive Raum

PG(3, q) darstellen.

Resultat 1.3.9 Sei P die Punktmenge von Q+(5, q) und I eine der beiden Er-
zeugerklassen. Dann ist (I,P,3) eine zu PG(3, q) isomorphe Inzidenzstruktur.
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Es gibt also einen Isomorphismus, der die Ebenen der einen Erzeugerklasse I
von Q+(5, q) ⊆ PG(5, q) auf die Punkte des projektiven Raums PG(3, q) und die
Punkte der Quadrik Q+(5, q) auf die Geraden von PG(3, q) abbildet. Diese Abbil-
dung heiÿt Klein-Korrespondenz . Die Punkte einer Ebene der anderen Erzeuger-
klasse II werden von der Klein-Korrespondenz auf die Geraden einer Ebene von
PG(3, q) abgebildet. Die Bilder der q + 1 Punkte auf einer Geraden von Q+(5, q)
sind q + 1 Geraden von PG(3, q), die gemeinsam in einer Ebene E von PG(3, q)
liegen und alle durch einen Punkt P ∈ E gehen. Wir bezeichnen diese Menge als
Geradenbüschel , in Zeichen Pen(P,E).
Eine Nicht-Tangentialhyperebene von PG(5, q) ⊇ Q+(5, q) tri�t die Quadrik

Q+(5, q) in einer parabolischen Quadrik Q(4, q). Die θ3 Punkte von Q(4, q) wer-
den von der Klein-Korrespondenz auf θ3 Geraden von PG(3, q) abgebildet. Die
Bilder der θ3 Geraden von Q(4, q) sind θ3 Geradenbüschel Pen(P,E), die jeweils
durch einen Punkt P und eine Ebene E durch P eindeutig bestimmt sind. Da-
bei treten alle Punkte P des projektiven Raums PG(3, q) auf und die Ebenen E
sind paarweise verschieden. Wandelt man die Klein-Korrespondez ab und bildet
eine Gerade von Q(4, q) auf den Punkt P des Geradenbüschels Pen(P,E) ab und
de�niert E als Tangetialebene von P , so erhält man eine zu W (3, q) isomorphe
Struktur.

Resultat 1.3.10 Die Polarräume Q(4, q) und W (3, q) sind dual zueinander.

Ebenfalls mit Hilfe der Klein-Korrespondenz kann man folgende Dualität be-
weisen.

Resultat 1.3.11 Die Polarräume Q−(5, q) und H(3, q2) sind dual zueinander.

Hierbei betrachtet man die quadratische Form zur elliptischen Quadrik Q−(5, q)
über dem Erweiterungskörper GF(q2) und erhält dadurch eine hyperbolische Qua-
drik Q+(5, q2). Die Klein-Korrespondenz bildet diese auf PG(3, q2) ab. Betrachtet
man eine total singuläre Gerade g, so hat g in Q−(5, q) genau q+1 und in Q+(5, q2)
genau q2 + 1 Punkte. Die Gerade g wird von der Klein-Korrespondenz auf ein Ge-
radenbüschel Pen(P,E) von PG(3, q2) abgebildet. Dabei sind q + 1 der q2 + 1
Geraden durch P in E die Bilder der q + 1 Punkte von g in Q−(5, q). Setzt man
analog zu oben P als Bild von g und E als Tangentialebene von P , so erhält man
einen hermiteschen Polarraum H(3, q2).

Verallgemeinerte Vierecke

Wie bereits erwähnt sind die Polarräume vom Rang zwei noch nicht vollständig
klassi�ziert. Eine sehr ähnliche Struktur sind die verallgemeinerten Vierecke. Auch
hierfür gibt es noch keine vollständige Klassi�zierung.

De�nition 1.3.12 Ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (s, t) ist eine In-
zidenzstruktur (P,G, I), die die folgenden Axiome erfüllt:

(V1) Jeder Punkt liegt auf genau t+ 1 ≥ 2 Geraden.
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(V2) Jede Gerade hat genau s+ 1 ≥ 2 Punkte.

(V3) Zwei verschiedene Punkte inzidieren höchstens mit einer gemeinsamen Ge-
raden.

(V4) Sei P ein Punkt und g eine Gerade, die nicht durch P geht. Dann existiert
genau eine Gerade g′ durch P , die g tri�t.

Für s = t hat das verallgemeinerte Viereck die Ordnung s anstatt (s, s).

Ist Q ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (s, t), dann ist die dazu duale
Inzidenzstruktur ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (t, s).
Ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (s, t) mit s ≥ 2 ist ein Polarraum

vom Rang 2. Sei P ein endlicher Polarraum vom Rang 2. Man kann aus Axiom
(P1) folgern, dass durch jeden Punkt in P gleich viele Geraden gehen. Gilt zudem,
dass jeder Punkt von P auf mindestens drei Geraden liegt, so folgt dual, dass jede
Gerade gleich viele Punkte hat und dann ist P ein verallgemeinertes Viereck.
Die Polarräume Q+(3, q), Q(4, q), Q−(5, q),W (3, q), H(3, q2) und H(4, q2) sind

verallgemeinerte Vierecke der Ordnung (q, 1), (q, q), (q, q2), (q, q), (q2, q) und (q2, q3).
Diese verallgemeinerten Vierecke heiÿen klassisch.
Die verallgemeinerten Vierecke Q−(5, q) undH(3, q2), sowie Q(4, q) undW (3, q)

sind dual zueinander. Ist q gerade, so ist Q(4, q) auch isomorph zu W (3, q). In
diesem Fall sind Q(4, q) und W (3, q) somit auch selbstdual.

Ovoide und Faserungen von Polarräumen

Ovoide und Faserungen des projektiven Raums PG(n, q) haben wir bereits de-
�niert. Nun werden ähnliche Objekte für die endlichen klassischen Polarräume
eingeführt. Sei P ein endlicher klassischer Polarraum.

De�nition 1.3.13 Eine Punktmenge O von P heiÿt Ovoid , falls jeder Erzeuger
von P die Menge O in genau einem Punkt tri�t. Eine Menge F von Erzeugern aus
P heiÿt Faserung , wenn jeder Punkt von P in genau einem Element aus F liegt.

Es folgt sofort, dass die Punkte eines Ovoids paarweise nicht aufeinander senk-
recht stehen und, dass die Erzeuger in einer Faserung paarweise disjunkt sind.
Mengen mit den eben genannten Eigenschaften heiÿen Teilovoid bzw. Teilfase-
rung von P. Ein Teilovoid bzw. eine Teilfaserung heiÿt maximal, wenn sie nicht in
einem anderen Teilovoid bzw. einer anderen Teilfaserung enthalten ist.
Die Mächtigkeit eines Ovoids oder einer Faserung von P lässt sich berechnen.

Resultat 1.3.14 Sei O ein Ovoid und F eine Faserung des endlichen klassischen
Polarraums P.

(i) Für P = Q(2n, q) ist |O| = |F| = qn + 1.

(ii) Für P = Q+(2n+ 1, q) ist |O| = |F| = qn + 1.

(iii) Für P = Q−(2n+ 1, q) ist |O| = |F| = qn+1 + 1.
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(iv) Für P = W (2n+ 1, q) ist |O| = |F| = qn+1 + 1.

(v) Für P = H(2n, q2) ist |O| = |F| = q2n+1 + 1.

(vi) Für P = H(2n+ 1, q2) ist |O| = |F| = q2n+1 + 1.

Nicht in allen endlichen klassischen Polarräumen existieren Ovoide oder Fase-
rungen. In manchen dieser Polarräume ist es sogar nicht bekannt, ob sie existieren
oder nicht. Eine Übersicht gibt es zum Beispiel in [BKMS08b].

1.4 Graphen

Die Untersuchungen in Kapitel 2 sind graphentheoretisch motiviert. Daher werden
hier die benötigten De�nitionen zusammengefasst. Diese stammen aus dem Buch
[Jun90], sind aber in anderen Büchern über Graphentheorie genauso oder sehr
ähnlich zu �nden.

De�nition 1.4.1 Ein Graph ist ein Paar G = (V,E) aus einer Menge V 6= ∅
und einer Menge E von zweielementigen Teilmengen von V . Die Elemente von V
heiÿen Ecken (manchmal auch Punkte oder Knoten), die von E Kanten.

Für eine Kante e = {a, b} ∈ E heiÿen a und b die Endecken von e. Man sagt,
dass a und b mit e inzidieren und dass a und b adjazent sind. Die Kante e = {a, b}
wird zu e = ab verkürzt.
Für jede Ecke v ∈ V de�niert man den Grad von v als die Anzahl der mit v

inzidenten Kanten. Wenn alle Ecken des Graphen G den gleichen Grad k haben,
dann heiÿt G ein k-regulärer Graph.
Der Graph mit n Ecken, bei dem je zwei Ecken adjazent sind, heiÿt vollständiger

Graph und wird mitKn bezeichnet. Der Graph mit Eckenmenge V = V1∪̇V2, wobei
|V1| = |V2| = n und Kantenmenge

E = {v1v2 | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2},

heiÿt vollständiger bipartiter Graph und wird mit Kn,n bezeichnet. Kn ist ein
(n− 1)-regulärer und Kn,n ein n-regulärer Graph.
Ein Kantenzug ist eine Folge (e1, . . . , en) von Kanten von G mit ei = vi−1vi

und v0, . . . , vn ∈ V . v0 heiÿt Anfangsecke und vn Endecke des Kantenzugs. Gilt
v0 = vn, n ≥ 3 und sind v0, . . . , vn−1 paarweise verschieden, so heiÿt der Kanten-
zug Kreis (in [Jun90] einfacher Kreis). Die Zahl n heiÿt Länge des Kantenzugs
bzw. des Kreises. Die minimale Länge eines Kantenzugs zwischen zwei Ecken a
und b heiÿt Abstand von a und b. Der Durchmesser eines Graphen ist der maxi-
male Abstand zwischen zwei Ecken. Die Taillenweite eines Graphen, der Kreise
enthält, ist die kürzeste Länge eines Kreises.
In Kapitel 2 werden (k + 1)-reguläre Graphen mit Taillenweite 8 gesucht. Bei-

spiele für solche Graphen lassen sich aus verallgemeinerten Vierecken der Ordnung
k wie folgt erstellen.
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1.5 Lineare Codes

Beispiel 1.4.2 Sei (P,G, I) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung k,
V = P ∪ G und E = {{x, y} | x, y ∈ V, (x, y) ∈ I}. Dann ist G = (V,E) ein
(k + 1)-regulärer Graph der Taillenweite 8.

Graphen, die auf diese Weise aus einer Inzidenzstruktur konstruiert werden,
heiÿen Inzidenzgraphen. Die De�nition eines verallgemeinerten Vierecks lässt sich
wie folgt erweitern.

De�nition 1.4.3 Ein verallgemeinertes d-Eck der Ordnung (s, t) ist eine Inzi-
denzstruktur D = (P,G, I) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Jeder Punkt inzidiert mit genau t+ 1 ≥ 2 Geraden.

(ii) Jede Gerade inzidiert mit genau s+ 1 ≥ 2 Punkten.

(iii) Der Inzidenzgraph von D hat Durchmesser d und Taillenweite 2d.

Ist s = t, so vereinfacht man Ordnung (s, s) auch zu Ordnung s.

1.5 Lineare Codes

Die Untersuchungen in Kapitel 4 werden durch die Untersuchungen von Griesmer-
Codes motiviert. Wir fassen hier alle benötigten De�nitionen zusammen. Die De-
�nitionen und Aussagen lassen sich in den Büchern [HP03] und [vL99] nachlesen.
Der Hamming-Abstand d(v1, v2) zweier Vektoren v1, v2 ∈ GF(q)n ist die Anzahl

der Koordinaten, in denen sich v1 und v2 unterscheiden. Die Zahl wt(v) := d(v, 0)
heiÿt Hamming-Gewicht des Vektors v ∈ GF(q)n.

De�nition 1.5.1 Ein linearer [n, k, d, q]-Code C ist ein linearer Unterraum von
GF(q)n vom Rang k, so dass der kleinste Hamming-Abstand zweier verschiedener
Elemente aus C gleich d ist. Die Zahl n ist die Länge des Codes C und d heiÿt
Minimalabstand von C. Die Elemente in C werden Codeworte genannt.

Für jede Basis {v1, . . . , vk} des linearen [n, k, d, q]-Codes C heiÿt die Matrix
G ∈ GF(q)k,n mit den Zeilen v>1 , . . . , v

>
k eine Generatormatrix oder Erzeugerma-

trix von C. Es ist

C = {v>G | v ∈ GF(q)k}

und der Rang der Matrix G ist gleich k. Ist s eine Spalte von G mit s 6= 0, so ist
〈s〉 ein Punkt von PG(k − 1, q). Hierbei können verschiedene Spalten 6= 0 von G
den gleichen Punkt von PG(k − 1, q) erzeugen.
Ein Griesmer-Code ist ein linearer [n, k, d, q]-Code, dessen Parameter die

Griesmer-Schranke

n ≥
k−1∑
i=0

⌈
d

qi

⌉
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1 Grundlagen

(siehe [Gri60, SS65]) mit Gleichheit erfüllen. Schreibt man den Minimalabstand d
eines Griesmer-Codes C in der Form

d = λqk−1 −
k−2∑
i=0

εiq
i

mit λ ∈ N und εi ∈ {0, . . . , q−1}, so kann man zeigen, dass keine λ+1 Spalten einer
Generatormatrix G paarweise linear abhängig sind. Auÿerdem existiert auch keine
Nullspalte in G. Das heiÿt, dass jede Spalte von G einen Punkt aus PG(k − 1, q)
erzeugt und dass höchstens λ Spalten denselben Punkt in PG(k − 1, q) erzeugen.
Für v ∈ GF(q)k sei a(v) die Anzahl der Spalten s in G mit 〈v〉 = 〈s〉. Die im
Kapitel 4 beschriebenen und untersuchten Minihyper entsprechen der Funktion
w : PG(k − 1, q)→ {0, . . . , λ} mit w(〈v〉) := λ− a(v) für alle 〈v〉 ∈ PG(k − 1, q).

1.6 Kombinatorische Methoden

Die Beweise in dieser Arbeit werden ausschlieÿlich geometrisch und kombinatorisch
geführt. Dabei sind die kombinatorischen Methoden sehr elementar und sind so
in der Mathematik verankert, dass sie oft nicht explizit genannt werden, wenn sie
verwendet werden. Die folgenden De�nitionen und Aussagen lassen sich in den
Büchern [Aig06] und [Ste07] �nden.

Resultat 1.6.1 Verteilt man n Elemente auf m Fächer, so gibt es mindestens
ein Fach, das mindestens dn/me Elemente enthält.

Diese Tatsache ist unter dem Namen Verallgemeinertes Schubfachprinzip be-
kannt und wird häu�g in dieser Arbeit verwendet, aber nie mit Namen genannt.

Resultat 1.6.2 Seien M1 und M2 Mengen, dann ist

|M1 ∪M2| = |M1|+ |M2| − |M1 ∩M2|.

Dies ist die einfachste Version der Siebformel . Auch diese Aussage wird ohne
Verweis in dieser Arbeit verwendet.
Nachdem die ersten beiden Resultate aus der Schule bekannt sind, folgt nun ein

Zählprinzip, das ebenfalls sofort einleuchtet, aber trotzdem sehr hilfreich für diese
Arbeit ist.

Resultat 1.6.3 Seien X, Y Mengen und sei R ⊆ X×Y eine Relation. Sei weiter
für x ∈ X die Zahl r(x) := |{y ∈ Y | (x, y) ∈ R}| die Anzahl der zu x in Relation
stehenden Elemente aus Y und analog für y ∈ Y sei r(y) := |{x ∈ X | (x, y) ∈ R}|.
Dann ist ∑

x∈X
r(x) =

∑
y∈Y

r(y) = |R|

die Anzahl der in Relation stehenden Paare (x, y) ∈ X × Y .
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1.6 Kombinatorische Methoden

Dieses Zählprinzip heiÿt Prinzip der doppelten Abzählung , weil die Mächtigkeit
|R| derselben Menge auf zwei verschiedene Arten abgezählt wird. Hierbei ist R
eine Menge von Paaren (x, y). Dieses Prinzip lässt sich auch auf das Zählen von
Tripeln (x, y, z) oder allgemein das Zählen von n-Tupeln erweitern.
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken

konstruierte reguläre Graphen

Die Untersuchungen in diesem Kapitel sind durch die Suche nach k-regulären Gra-
phen mit Taillenweite g und minimaler Eckenanzahl motiviert . Hierbei sei k ≥ 2
und g ≥ 3. Ein k-regulärer Graph mit Taillenweite g und minimaler Eckenanzahl
heiÿt (k, g)-cage. Die ersten Ergebnisse über (k, g)-cages kamen von Tutte [Tut47],
Kàrteszi [Kàr60], Erdös und Sachs [ES63] sowie Ho�man und Singleton [HS60].
Einen guten Überblick über das Thema liefert der Artikel [Won82].

Resultat 2.0.1 Sei c(k, g) die kleinste Anzahl an Ecken in einem k-regulären
Graphen mit Taillenweite g. Dann gilt

c(k + 1, g) ≥ v(k + 1, g) :=

{
2k

r−1
k−1 falls g = 2r gerade

1 + (k + 1)k
r−1
k−1 falls g = 2r + 1 ungerade

für k + 1 ≥ 3 und g ≥ 3.

Diese Schranke ist als Moore-Schranke bekannt. Moore untersuchte keine cages,
sondern reguläre Graphen mit Durchmesser r und möglichst vielen Ecken. Für
g = 2r + 1 ist allerdings die obere Schranke für solche Graphen gleich der oben
angegeben unteren Schranke für c(k, g). Beweisen lässt sich Resultat 2.0.1, indem
man die Ecken im Abstand 1, 2, . . . , r von einer gegebenen Kante bzw. Ecke zählt,
siehe z.B. [Tut66] Seite 70. Ein (2, g)-cage ist ein Kreis der Länge g, es gilt daher
c(2, g) = g.
Erdös und Sachs haben die Existenz von (k, g)-cages für alle Parameter k ≥ 2

und g ≥ 3 gezeigt (siehe [ES63]). Für die meisten Parameter ist allerdings c(k, g) >
v(k, g). Für g ∈ {3, 4} gilt c(k, g) = v(k, g) für alle k ≥ 3, denn ein (k, 3)-cage ist
der vollständige GraphKk+1 und ein (k, 4)-cage ist der vollständig bipartite Graph
Kk,k. Der Fall g = 5 wurde von Ho�man und Singleton in [HS60] untersucht. Sie
zeigten, dass c(k, 5) = v(k, 5) nur für k ∈ {3, 7, 57} möglich ist und sie gaben einen
7-regulären Graphen mit Taillenweite 5 und v(7, 5) Ecken an.

Resultat 2.0.2 Ist k + 1 ≥ 3, g ≥ 5 und c(k + 1, g) = v(k + 1, g), dann gilt

(i) g = 5 und k + 1 ∈ {3, 7, 57} oder

(ii) 2d = g ∈ {6, 8, 12} und es existiert ein verallgemeinertes d-Eck der Ord-
nung k.
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken konstruierte reguläre Graphen

Dieses Resultat geht auf mehrere Mathematiker zurück. Ein algebraischer Be-
weis steht in [Big93]. Es gilt c(3, 5) = v(3, 5) und c(7, 5) = v(7, 5). Die dazugehö-
renden Graphen sind der Petersen-Graph und der Ho�man-Singleton-Graph. Ob
c(57, 5) = v(57, 5) gilt, ist o�en.
Im Fall (ii) gilt auch die Umkehrung, denn existiert ein verallgemeinertes d-

Eck der Ordnung k, so ist der Inzidenzgraph des verallgemeinerten d-Ecks ein
(k + 1)-regulärer Graph mit Taillenweite 2d und genau v(k + 1, 2d) Ecken. Ein
verallgemeinertes d-Eck der Ordnung k, mit d ≥ 3 und k ≥ 2, kann nur existieren,
falls d ∈ {3, 4, 6} ist (siehe [FH64]). Ist k eine Primzahlpotenz und d ∈ {3, 4, 6}, so
ist die Existenz bekannt. Ist k hingegen keine Primzahlpotenz, so ist die Existenz
für ein verallgemeinertes d-Eck der Ordnung k o�en. In diesem Fall kann folgendes
versucht werden.
Man startet mit dem Inzidenzgraphen eines existierenden verallgemeinerten d-

Ecks der Ordnung q = k + t, so dass t möglichst klein ist, und löscht Ecken
und Kanten des Graphen, um ihn (k + 1)-regulär zu machen. Diese Idee stammt
von Brown. In [Bro67] untersucht er den Fall d = 3 mit dieser Methode. Die
gelöschten Ecken bilden im Ausgangsgraphen eine Menge B, so dass jede Ecke,
die nicht in B liegt, mit genau t Ecken aus B adjazent ist. Der entstehende Graph
hat Taillenweite gröÿer oder gleich 2d. Ist t klein, so folgt aus der Moore-Schranke,
dass Taillenweite 2d erhalten bleibt. Dann gilt

v(k + 1, 2d) ≤ c(k + 1, 2d) ≤ v(q + 1, 2d)− |B| . (2a)

Je gröÿer B ist, desto näher sind sich die obere und die untere Schranke für
c(k + 1, 2d). Insbesondere liefert (2a) auch eine obere Schranke für |B|.
Im folgenden wird der Fall t = 1 und d = 4 näher untersucht. Wir starten also

mit dem Inzidenzgraphen eines verallgemeinerten Vierecks der Ordnung q = k+ 1
und suchen darin eine Menge B von Punkten und Geraden, so dass jeder Punkt
und jede Gerade auÿerhalb von B mit genau einem Element aus B inzidiert. Die
vorgestellten Ergebnisse sind bereits in [BM11] verö�entlicht. (2a) liefert für diese
Parameter

|B| ≤ 2(3q2 − q + 1). (2b)

Wir zeigen |B| < 2(2q2+2q) und für das klassische verallgemeinerte ViereckQ(4, q)
sogar |B| ≤ 2(2q2 +q+1). Das gröÿte uns bekannte Beispiel für eine solche Menge
B hat Mächtigkeit 2(q2 + 3q + 1) für ungerade q > 3 und 2(q2 + 4q + 3) für
gerade q > 2. Für q = 3 wird auÿerdem |B| 6= 2 · 23 gezeigt und ein Beispiel mit
|B| = 2 · 22 angegeben. Für q = 2 hat das gröÿte Beispiel für eine solche Menge
die Mächtigkeit 2 · 11. Auch untere Schranken für die Mächtigkeit von B werden
betrachtet.

2.1 De�nitionen und Beispiele

Sei Q = (P,G, I) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung q, 1 < q ∈ N. Dann
hat Q genau q3 + q2 + q + 1 Punkte und genauso viele Geraden. Für die bessere
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2.1 De�nitionen und Beispiele

Anschaulichkeit arbeiten wir nicht mit dem Inzidenzgraphen vonQ, sondern direkt
mit den Punkten und Geraden von Q. Die eben beschriebene Menge B lässt sich
somit aufteilen in eine Punktmenge Pb und eine Geradenmenge Gb. Seien also Pb
und Gb echte Teilmengen von P und G, so dass jeder Punkt, der nicht in Pb, liegt
mit genau einer Gerade aus Gb inzidiert und jede Gerade, die nicht in Gb liegt,
genau einen Punkt in Pb hat. Die Elemente in Pb und Gb nennen wir schlechte
Punkte bzw. schlechte Geraden. Die übrigen Punkte und Geraden werden gute
Punkte bzw. gute Geraden genannt. Zwei verschiedene Punkte heiÿen benachbart ,
wenn sie auf einer gemeinsamen Geraden liegen.
Vor der Beschreibung einiger Beispiele kommt noch die Bemerkung, dass es

immer gleich viele schlechte Punkte wie schlechte Geraden gibt. Insbesondere ist
|B| eine gerade Zahl.

Lemma 2.1.1 Es gilt |Pb| = |Gb|.

Beweis: Jeder gute Punkt liegt auf genau q guten Geraden und auf jeder guten
Geraden liegen genau q gute Punkte. Zählt man die inzidenten Paare (P, k) mit
guten Punkten P und guten Geraden k doppelt ab, so folgt, dass die Anzahl der
guten Punkte gleich der Anzahl der guten Geraden ist. Zusammen mit |P| = |G|
folgt |Pb| = |Gb|. �

Im folgenden werden Beispiele für solche Mengen Pb und Gb im klassischen
verallgemeinerten Viereck Q(4, q) angegeben. Nicht alle Beispiele sind neu, siehe
[GH08]. Manche Beispiele lassen sich auch auf andere verallgemeinerte Vierecke
der Ordnung q übertragen. Viele Beispiele lassen sich konstruieren, indem man
mit einer Menge von Punkten, die alle Geraden blockieren, und einer Menge von
Geraden, die alle Punkte überdecken, beginnt und anschlieÿend ein paar Punkte
und Geraden hinzufügt. Als Punktmenge eignen sich ein Ovoid, ein Ovalkegel
und eine hyperbolische Quadrik Q+(3, q). Für die Geradenmenge ist die Menge
aller Geraden, die zu einer gegebenen Gerade ` nicht windschief sind, ein Beispiel.
Diese Menge wird mit X` bezeichnet. Sie ist die zum Ovalkegel duale Menge. Ist
q gerade, so ist Q(4, q) selbstdual und die zu Ovoid und Q+(3, q) dualen Mengen,
nämlich Faserung und zwei senkrechte Kegelschnitte mit Verbindungsgeraden, sind
weitere Beispiele für solche Geradenmengen. Wir setzen b := |Pb| = |Gb| und
g := |P \ Pb| = |G \ Gb|.

Beispiele 2.1.2 Sei Q = Q(4, q), q Primzahlpotenz. Mit der eben beschriebenen
Methode erhält man folgende Beispiele.

(i) b = q2 + 1, q gerade, Pb ist ein Ovoid und Gb ist eine Faserung.

(ii) b = q2 + q + 1, Pb = P⊥, Gb = X` für einen Punkt P und eine Gerade `
durch P .

(iii) b = q2 + q + 1, Pb = O ∪ `, Gb = X` für ein Ovoid O und eine Gerade `.

(iv) b = q2 + 2q+ 1, Pb = P⊥ ∪ `, Gb = X` ∪ Y , wobei Y die Menge der Geraden
durch den Punkt P ist und ` eine Gerade, die nicht durch P geht.
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken konstruierte reguläre Graphen

(v) b = q2 + 2q + 1, q gerade, Pb = O ∪ K1 ∪ K2 für ein Ovoid O und zwei
aufeinander senkrechte Kegelschnitte K1 und K2. Diese existieren für gerade
q, denn dann ist der Senkrechtraum einer Ovalebene durch den Nucleus der
Quadrik ebenfalls eine Ovalebene durch den Nucleus. Gb sei die Menge der
Geraden, die K1 und K2 tre�en. Diese Geraden überdecken alle Punkte aus
Q(4, q) und schneiden sich nur in Punkten aus K1 ∪K2. Damit das Ovoid
O insbesondere diese Geraden blockiert, muss es entweder mit K1 oder mit
K2 mindestens zwei Punkte gemeinsam haben. Es sind auÿerdem höchstens
zwei, denn jeder Punkt aus O \ Ki steht auf genau einem Punkt aus Ki

senkrecht und mit α := |O ∩Ki| gibt es damit höchstens (q + 1− α)(q + 1)
Punkte in O \Ki. Aus (q + 1− α)(q + 1) + α ≥ q2 + 1 folgt α ≤ 2.

(vi) b ∈ {q2+2q+1, q2+3q+1}, Pb = Y ∪`, Gb = X`∪Z, wobei Y die Punktmenge
und Z die Geradenmenge einer hyperbolischen Teilquadrik Q+(3, q) ist und
` eine Gerade, die in dieser Quadrik Q+(3, q) liegt (b = q2 + 2q + 1) oder
nicht liegt (b = q2 + 3q + 1).

(vii) b ∈ {q2 + 4q − 1, q2 + 4q + 3}, q gerade, Pb = K1 ∪ K2 ∪ X, Gb = Y ∪ Z,
wobei K1 und K2 zwei aufeinander senkrechte Kegelschnitte sind und Y die
Menge der Geraden, die K1 und K2 tre�en. Z und X sind die dazu dualen
Mengen, X die Punktmenge einer hyperbolischen Teilquadrik Q+(3, q) und
Z die Geradenmenge dieser Quadrik Q+(3, q). Es gilt |Q+(3, q) ∩K1| =
|Q+(3, q) ∩K2| ∈ {0, 2}.

Ist q gerade, so ist das duale dieser Beispiele ebenfalls ein Beispiel. Das in
2.1.2(ii) beschriebene Beispiel kann wie folgt variiert werden.

Beispiel 2.1.3 Sei zunächst Pb = P⊥ und Gb = X` für einen Punkt P und
eine Gerade ` durch P , wie in 2.1.2(ii). Sei k 6= ` eine weitere Gerade durch
P . Man betrachte eine beliebige hyperbolische Quadrik Q+(3, q) ⊆ Q(4, q), die
` und k enthält. Sei R der Regulus in Q+(3, q), der ` enthält, und sei R′ der
entgegen gesetzte Regulus. Alle Geraden in R′ sind schlecht und alle Geraden
in R \ {`} sind gut. Die q2 guten Punkte aus Q+(3, q), das sind die Punkte, die
weder auf ` noch auf k liegen, werden somit jeweils von genau einer schlechten und
genau einer guten Gerade aus Q+(3, q) getro�en. Wählt man nun P ′b = Pb und
G′b = (Gb \ R′) ∪ {k} ∪ R, so erhält man ein weiteres Beispiel mit b = q2 + q + 1.
Dieses Vorgehen kann mit anderen hyperbolischen Quadriken Q+(3, q) durch `
und k wiederholt werden.

Neben diesen allgemeinen Beispielen sind uns noch die folgenden sporadischen
Beispiele bekannt.

Beispiel 2.1.4 Sei O ein maximales Teilovoid von Q(4, q) mit |O| = q2−1. Dann
bilden die 2(q+1) Geraden aus Q(4, q), die keinen Punkt in O haben, die Erzeuger
einer hyperbolischen Quadrik Q+(3, q) (Beweis hierfür siehe z.B. [PT09]). Seien R
undR′ die Reguli in Q+(3, q) und h ∈ R. Dann ist Pb := O∪h, Gb := R∪(Xh\R′)
ein Beispiel mit b = q2 + q.
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2.2 Untere Schranken für b

Es ist bekannt, dass maximale Teilovoide von Q(4, q) mit q2 − 1 Elementen
nur existieren können, falls q eine Primzahl ist (siehe [BKMS08a] und [Tal91]).
Beispiele für solche maximalen Teilovoide sind für q ∈ {2, 3, 5, 7, 11} bekannt. Für
Primzahlen gröÿer als 11 ist die Existenz o�en.

Beispiel 2.1.5 Sei q = 3, h eine Gerade einer hyperbolischen Quadrik Q+(3, 3) ⊆
Q(4, 3) und seien P1, P2 zwei Punkte auf h. Sei Pb die Menge, die aus den zwölf
zu P1 oder P2 benachbarten Punkten, die nicht in Q+(3, 3) liegen, aus den vier
Punkten auf h und den sechs Punkten aus Q+(3, 3), die nicht zu P1 oder P2

benachbart sind, besteht. Dann ist |Pb| = 22 und es gibt 18 Geraden, die genau
einen Punkt in Pb haben. Wählt man für Gb, die Menge der übrigen Geraden, so
erhält man ein Beispiel mit b = 22.

Es wird später gezeigt, dass dieses sporadische Beispiel für q = 3 ein gröÿt
mögliches ist.
Alle genannten Beispiele erfüllen b ≥ q2+1 (dies gilt sogar allgemein und wird im

nächsten Abschnitt bewiesen). Der jeweilige Inzidenzgraph zur Inzidenzstruktur
(P \ Pb,G \ Gb, I ′), wobei I ′ := I ∩ ((P \ Pb) × (G \ Gb)) ist, ist ein q-regulärer
Graph mit Taillenweite mindestens 8. Wegen b ≥ q2+1 hat dieser Graph höchstens
2(q3 + q) Ecken und für q ≥ 3 liefert dann die Moore-Schranke eine Taillenweite
kleiner als 10. Da der Graph bipartit ist, ist Taillenweite 9 nicht möglich und es
folgt, dass alle Beispiele für q ≥ 3 einen q-regulären Graphen mit Taillenweite 8
liefern.

2.2 Untere Schranken für b

Sei weiterhin Q = (P,G, I) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung q, mit
1 < q ∈ N, sowie Pb,Gb und b wie im letzten Abschnitt de�niert.

Lemma 2.2.1 Sei b 6= q2 + q. Dann tri�t jede Gerade die Menge der schlechten
Punkte Pb und jeder Punkt liegt auf einer schlechten Geraden.

Beweis: Angenommen es gibt eine Gerade ` nur mit guten Punkten. Dann ist `
eine schlechte Gerade und jeder Punkt auf ` liegt auf genau q guten Geraden, die
genau einen schlechten Punkt haben. Es folgt b = (q + 1)q, ein Widerspruch zu
b 6= q2 + q. Die zu Q duale Inzidenzstruktur ist ebenfalls ein verallgemeinertes
Viereck der Ordnung q. Daher gilt auch die duale Aussage, dass jeder Punkt auf
einer schlechten Geraden liegt. �

Wir kommen nun zu einer unteren Schranke für b.

Theorem 2.2.2 Sei Q = (P,G, I) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung
q ≥ 2. Sei weiter Pb ( P und Gb ( G, so dass jeder Punkt auÿerhalb von Pb auf
genau einer Geraden von Gb liegt und jede Gerade auÿerhalb von Gb genau einen
Punkt in Pb hat. Mit b = |Pb| = |Gb| gilt dann entweder

(i) b = q2 + 1, Pb ist ein Ovoid und Gb eine Faserung oder
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken konstruierte reguläre Graphen

(ii) b ≥ q2 + q.

Ist b > q2 + 1, tri�t jede Gerade die Menge Pb und liegt jeder Punkt auf einer
Geraden aus Gb, so gilt sogar b ≥ q2 + q + 1.

Beweis: Angenommen b ≤ q2 + 1. Dann ist b 6= q2 + q und somit liegt jeder Punkt
auf einer schlechten Geraden. Die Menge der schlechten Geraden Gb ist daher eine
Überdeckung der Punkte und hat mindestens (q3 + q2 + q + 1)/(q + 1) = q2 + 1
Elemente mit Gleichheit, wenn sie eine Faserung ist. Somit ist b = q2 + 1 und Gb
eine Faserung. Dual folgt, dass Pb ein Ovoid ist.
Angenommen b = q2 + 1 + δ mit 0 < δ < q und falls b = q2 + q, so gelte zusätzlich,
dass jede Gerade einen schlechten Punkt hat und jeder Punkt auf einer schlechten
Geraden liegt (für b 6= q2+q ist dies nach Lemma 2.2.1 automatisch erfüllt). Wegen
b(q − 1) = q3 − q2 + q − 1 + δ(q − 1) ≤ q3 − q < g können nicht alle schlechten
Geraden q−1 oder weniger gute Punkte haben. Es gibt also eine schlechte Gerade
h, auf der mindestens und somit genau q gute Punkte liegen. Sei P der schlechte
Punkt auf h. Jeder gute Punkt auf h liegt auf genau q guten Geraden, die jeweils
genau einen schlechten Punkt haben. P hat somit genau b− 1− q2 = δ schlechte
Nachbarn.
Sei a + 1 die Anzahl der schlechten Geraden durch P , eine davon ist h. Liegt P
auf einer weiteren schlechten Geraden ` 6= h, so liegt auf ` ein guter Punkt Q, da
P nur δ < q schlechte Nachbarn hat. Alle q2 Punkte in Q⊥ \ ` liegen mindestens
auf einer schlechten Geraden, daher kann ` höchstens von δ schlechten Geraden
6= ` getro�en werden. Da durch P bereits a von ` verschiedene schlechte Geraden
gehen, wird ` auÿerhalb von P maximal von δ − a schlechten Geraden getro�en.
Die guten Punkte auf h liegen auÿer auf h auf keiner weiteren schlechten Geraden.
Jede gute Gerade durch P wird auÿerhalb von P von genau q schlechten Geraden
getro�en. Zusammen ergibt das maximal a + 1 + a(δ − a) + (q − a)q schlechte
Geraden. Wegen b = q2 + 1 + δ, folgt a(δ + 1 − a − q) ≥ δ > 0. Weil a ≥ 0 und
δ < q, ist dies ein Widerspruch. �

Nicht in jedem verallgemeinerten Viereck Q existieren Ovoid und Faserung.
Zum Beispiel hat das klassische verallgemeinerte Viereck Q(4, q) für ungerade
Primzahlpotenzen q keine Faserung. Insbesondere ist somit für Q = Q(4, q) und q
ungerade b > q2 + 1. Im Fall b = q2 + q + 1 lässt sich noch etwas mehr über die
Struktur Pb bzw. Gb sagen.

Lemma 2.2.3 Ist b = q2 + q + 1, so ist Gb = Xh für eine Gerade h in Q, oder
Pb = R⊥ für einen Punkt R in Q.

Beweis: Wegen b 6= q2 + q und Lemma 2.2.1 hat jede Gerade mindestens einen
schlechten Punkt und jeder Punkt liegt auf mindestens einer schlechten Geraden.
Wegen b(q − 1) = q3 − 1 < g = q3 gibt es eine schlechte Gerade ` mit genau q
guten Punkten und einen schlechten Punkt P .
Analog zum Beweis in Theorem 2.2.2 folgt, dass P genau q schlechte Nachbarn hat
und das P nicht auf einer von ` verschiedenen schlechten Geraden mit mindestens
einem guten Punkt liegt. Also liegen die q schlechten Nachbarn von P alle auf
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einer schlechten Geraden h mit q + 1 schlechten Punkten.
Wird h nur von schlechten Geraden getro�en, so ist Gb = Xh und die Aussage
gezeigt. Sei deswegen k eine gute Gerade, die h im Punkt Q tri�t. Jeder der q
guten Punkte auf k liegt noch auf q−1 guten und einer schlechten Geraden, wobei
die guten Geraden genau einen schlechten Punkt haben und die schlechte Gerade
mindestens einen schlechten Punkt hat. Die q guten Punkte auf k haben daher
zusammen mindestens q2, von Q verschiedene, schlechte Nachbarn. Zusammen mit
den q+1 schlechten Punkten auf h sind dies alle q2 + q+1 = b schlechten Punkte.
Es folgt, dass die Nachbarn von Q, die nicht auf h liegen, alle gut sind und dass die
schlechten Geraden, die k in einem guten Punkt tre�en, genau einen schlechten
Punkt haben. Sei m eine solche schlechte Gerade. Dann hat jeder gute Punkt auf
m einen schlechten Nachbarn auf h. Diese Nachbarn sind q verschiedene Punkte
(einer ist Q) und die Verbindungsgeraden sind gut, da die guten Punkte auf m
bereits auf der schlechten Geraden m liegen. Es werden also q Punkte auf h von
einer guten Geraden getro�en.
Genau wie für Q zeigt man, dass die schlechten Nachbarn dieser Punkte nur auf
h liegen. Es folgt, dass alle schlechten Punkte, die nicht auf h liegen, zu dem
verbleibenden Punkt auf h benachbart sind. Sei dieser Punkt R, dann folgt Pb =
R⊥. �

Untere Schranken in Q(4, q)

Sei nun q eine Primzahlpotenz und Q das klassische verallgemeinerte Viereck
Q(4, q) eingebettet im projektiven Raum PG(4, q).

Lemma 2.2.4 Falls es eine schlechte Gerade mit q + 1 guten Punkten gibt, so
ist b = q2 + q und Pb und Gb sind wie im Beispiel 2.1.4. Insbesondere ist q eine
Primzahl.

Beweis: Sei ` eine schlechte Gerade mit q + 1 guten Punkten. Dann wird ` nur
von guten Geraden getro�en, die alle genau einen schlechten Punkt haben, woraus
b = (q + 1)q = q2 + q folgt.
Wir zeigen nun, dass jeder schlechte Punkt X auf mindestens einer schlechten
Geraden liegt. Wir können dafür X /∈ ` annehmen. Sei k die Gerade durch X,
die ` tri�t. Eine hyperbolische Teilquadrik Q+(3, q), die ` und k enthält, enthält
genau q+ 1 gute Geraden, die ` tre�en. Daher liegen genau q+ 1 schlechte Punk-
te in dieser hyperbolischen Quadrik Q+(3, q). Diese verteilen sich auf die q + 1
Geraden der Quadrik Q+(3, q), die k tre�en. Da ` nur gute Punkte hat, hat min-
destens eine Gerade aus Q+(3, q) mindestens zwei schlechte Punkte und ist somit
schlecht. In jeder hyperbolischen Teilquadrik Q+(3, q), die ` und k enthält, liegt
also die schlechte Gerade ` und mindestens eine schlechte Gerade mit mindestens
zwei schlechten Punkten, die k tri�t. Gibt es in einer dieser Quadriken Q+(3, q)
sogar eine Gerade mit mindestens drei schlechten Punkten, so liegt darin neben `
noch eine weitere schlechte Gerade ohne schlechten Punkt, also bereits mindestens
drei schlechte Geraden. Da es q verschiedene dieser Quadriken Q+(3, q) gibt, gibt
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es mindestens q + 1 schlechte Geraden, die k tre�en. Jeder der q guten Punkte
auf k liegt auf genau einer schlechten Gerade. Daher liegt X auf mindestens einer
schlechten Gerade.
Sei R ein Punkt auf `. Alle schlechten Geraden tre�en R⊥ und von diesen ist nur `
in R⊥ enthalten. Genau q(q−1) schlechte Geraden tre�en R⊥ in genau einem gu-
ten Punkt. Also tre�en q2 +q−1−q(q−1) = 2q−1 schlechte Geraden R⊥ in einem
schlechten Punkt. Da R genau q schlechte Nachbarn hat und jeder schlechte Punkt
auf mindestens einer schlechten Geraden liegt, gibt es einen schlechten Nachbarn
P von R, der auf genau einer schlechten Geraden liegt. Dann liegt jeder Punkt der
Geraden h = PR auf genau einer schlechten Geraden. Die obigen Überlegungen
zeigen, dass die von ` verschiedenen schlechten Geraden, die h tre�en, genau zwei
schlechte Punkte haben. Also hat die schlechte Gerade m durch P genau einen
weiteren schlechten Punkt Q.
In P⊥ ist genau eine schlechte Gerade enthalten, nämlich m. Die q2 Punkte in
P⊥ \m werden jeweils von genau einer schlechten Geraden getro�en. Daher wird
m von weiteren q−1 schlechten Geraden getro�en, die alle durch den Punkt Q ge-
hen. Somit liegt Q auf q schlechten Geraden. Sei n die Gerade durch Q, die ` tri�t.
Dann ist n die einzige gute Gerade durch Q. Jede hyperbolische Quadrik Q+(3, q),
die n und m enthält, enthält genau q+1 gute Geraden, die m tre�en. Daher liegen
genau q + 1 schlechte Punkte in dieser Quadrik Q+(3, q). Diese verteilen sich auf
die q + 1 Geraden, die n tre�en. Da auf m bereits zwei schlechte Punkte liegen,
gibt es in Q+(3, q) mindestens eine Gerade, die n in einem guten Punkt tri�t und
keinen schlechten Punkt hat. Diese Gerade ist eine schlechte Gerade. Es gibt q
verschiedene Q+(3, q), die m und n enthalten, und jeder gute Punkt von n liegt
auf genau einer schlechten Geraden. Daher liegt jeder gute Punkt von n auf einer
schlechten Geraden mit q + 1 guten Punkten. Diese Punkte haben somit jeweils
q−1 von Q verschiedene schlechte Nachbarn. Es bleiben q2+q−1−q(q−1) = 2q−1
schlechte Nachbarn für Q.
Sei {R′} := n∩`. Wie für R zeigt man, dass genau 2q−1 schlechte Geraden durch
die schlechten Nachbarn von R′ gehen. Da Q bereits auf q schlechten Geraden
liegt, liegen die anderen q− 1 schlechten Nachbarn von R′ jeweils auf genau einer
schlechten Geraden.
Sei s eine beliebige schlechte Gerade. Diese tri�t R′⊥. Falls s die Gerade n tri�t,
so geht sie entweder durch Q oder sie enthält keinen schlechten Punkt. Falls s eine
Gerade R′P ′ tri�t, wobei P ′ ein schlechter Nachbar von R′ ist, der nur auf einer
schlechten Geraden liegt, so liegen auf s genau zwei schlechte Punkte. Dies zeigt
man analog wie für R und P . Nun folgt, dass jede schlechte Gerade höchstens zwei
schlechte Punkte hat, auÿer sie geht durch Q. Da Q genau 2q− 1 schlechte Nach-
barn hat, gibt es mindestens eine schlechte Gerade mit mehr als zwei schlechten
Punkten.
So wie Q in Beziehung zu P steht, gibt es einen schlechten Punkt Q′, der in der
gleichen Beziehung zu einem schlechten Nachbarn P ′ 6= Q von R′ steht. Q′ hat
die gleichen Eigenschaften wie Q. Also gehen alle schlechten Geraden mit mehr
als zwei schlechten Punkten nicht nur durch Q, sondern auch durch Q′. Somit hat
nur die schlechte Gerade r := QQ′ mehr als zwei schlechte Punkte. Es folgt, dass
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die anderen q − 1 schlechten Geraden durch Q genau einen weiteren schlechten
Punkt haben und daher 2q−1−(q−1) = q schlechte Nachbarn von Q auf r liegen.
Folglich hat r genau q + 1 schlechte Punkte.
Ein schlechter Punkt X, der nicht auf r liegt, liegt auf genau einer Geraden, die r
tri�t. Diese Gerade hat zwei schlechte Punkte und ist somit schlecht. Da sie von
r verschieden ist, hat sie höchstens zwei schlechte Punkte. Es folgt, dass es q2 − 1
schlechte Geraden gibt, die r in einem Punkt tre�en und genau einen weiteren
schlechten Punkt haben. Auÿerdem gibt es noch die Gerade r sowie q schlechte
Geraden, die q + 1 gute Punkte haben. Hieraus folgt, dass jede schlechte Gera-
de, die einen schlechten Punkt enthält, die Gerade r tri�t. Insbesondere sind die
schlechten Punkte auÿerhalb von r paarweise nicht kollinear. Sie bilden daher ein
Teilovoid O mit q2 − 1 Punkten.
Die Gerade r ist disjunkt zu ` und jeder Punkt auf r liegt auf genau einer guten
Geraden, die ` tri�t. Es folgt, dass jeder Punkt auf r auf genau q schlechten und
einer guten Gerade liegt. Insbesondere ist jeder Punkt auf r zu einem Punkt in
O kollinear. Die Punkte auÿerhalb von O ∪ r sind gute Punkte. Sie sind ebenfalls
zu einem Punkt in O kollinear. Hieraus folgt, dass O ein maximales Teilovoid ist.
Daher sind Pb und Gb wie in Beispiel 2.1.4. Die Bemerkung im Anschluss an das
Beispiel 2.1.4 liefert, dass q eine Primzahl ist. �

Theorem 2.2.5 Sei Pb eine echte Teilmenge der Punkte und Gb eine echte Teil-
menge der Geraden des klassischen verallgemeinerten Vierecks Q(4, q), so dass
jeder Punkt auÿerhalb von Pb auf genau einer Geraden von Gb liegt und jede Ge-
rade auÿerhalb von Gb genau einen Punkt in Pb hat. Sei weiter b = |Pb| = |Gb|.

(i) Für q ungerade gilt b ≥ q2 + q. Falls b = q2 + q, dann gibt es entweder einen
Punkt in Pb, der auf keiner Geraden aus Gb liegt, oder q ist eine Primzahl
und Pb enthält ein maximales Teilovoid mit q2 − 1 Elementen.

(ii) Falls q gerade, so ist entweder b = q2 + 1 und Pb ein Ovoid, sowie Gb eine
Faserung, oder q = 2 und b = q2 + q = 6, oder b ≥ q2 + q + 1.

Beweis: Für ungerade q hat Q(4, q) keine Faserung und wegen Theorem 2.2.2 ist
dann b ≥ q2 + q. Gilt Gleichheit, so existiert wegen Theorem 2.2.2 und Lemma
2.2.4 entweder ein Punkt, der nur auf guten Geraden liegt, oder es existiert eine
Gerade mit q+1 guten Punkten, q ist eine Primzahl und Pb,Gb sind wie im Beispiel
2.1.4.
Für gerade q ist Q(4, q) selbstdual. Ist 2 6= q gerade, so ist q keine Primzahl,
weshalb aus dem vorherigen Lemma folgt, dass jede Gerade einen schlechten Punkt
hat. Da Q(4, q) selbstdual ist, gilt auch die duale Aussage, dass jeder Punkt auf
einer schlechten Geraden liegt. Mit Theorem 2.2.2 folgt dann entweder b = q2 + 1,
Pb ein Ovoid und Gb eine Faserung oder b ≥ q2 + q + 1. Für q = 2 ist zusätzlich
der Fall b = q2 + q = 6 und Pb,Gb wie im Beispiel 2.1.4 möglich. �
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2.3 Obere Schranke für b

In diesem Abschnitt werden obere Schranken für b bewiesen. Sei dazu zunächst Q
wieder ein beliebiges verallgemeinertes Viereck der Ordnung q mit 1 < q ∈ N. Zu
Beginn dieses Kapitel wurde bereits die triviale Schranke b ≤ 3q2−q+1 begründet
(siehe (2b)). Aus dem nächsten Lemma kann direkt b ≤ 2q2 +2q gefolgert werden.
Im darauf folgenden Theorem wird b < 2q2 + 2q gezeigt. Zunächst brauchen wir
noch eine De�nition.

De�nition 2.3.1 Sei s das Maximum an schlechten Punkten auf einer Geraden
oder an schlechten Geraden durch einen Punkt.

Lemma 2.3.2 (i) Es gilt b ≤ q(q+1+s), falls s = q+1 und b ≤ (q+1)(q+s),
falls s ≤ q ist.

(ii) Sei s ∈ {q, q+1}, b = 2q(q+1) und h eine schlechte Gerade mit s schlechten
Punkten. Dann hat jeder schlechte Punkt auf h genau (q−1)2 gute Nachbarn.
Auÿerdem gilt für jede gute Gerade g, die h in einem schlechten Punkt tri�t,
dass jede schlechte Gerade, die g in einem guten Punkt tri�t, keinen weiteren
guten Punkt hat.

Beweis: (i) Ist s ≤ 1, dann tri�t jede Gerade die Menge der schlechten Punkte Pb
höchstens einmal. Pb ist damit ein Teilovoid und es folgt b ≤ q2 + 1.
Sei daher nun s ≥ 2 und h eine schlechte Gerade mit s schlechten und q + 1 − s
guten Punkten. Wir können annehmen, dass es eine solche Gerade h gibt, denn
falls es nur einen Punkt H gibt, der auf s schlechten Geraden liegt, so liegt im
dualen verallgemeinerten Viereck eine solche Gerade h.
Die q+ 1− s guten Punkte auf h haben jeweils genau q(q− 1) gute Nachbarn, die
nicht auf h liegen. Es gibt daher x := g − (q + 1 − s)q(q − 1) − (q + 1 − s) gute
Punkte, die nicht auf h liegen und zu einem schlechten Punkt von h benachbart
sind. Somit existiert ein schlechter Punkt P auf h, der zu mindestens x/s guten
Punkten benachbart ist, die nicht auf h liegen.
Fall 1: s = q + 1 und P liegt auf einer guten Geraden `. Dann hat jeder gute

Punkt auf ` mindestens (q − 1)2 gute Nachbarn, die nicht auf ` liegen. Aus x = g
folgt g ≥ g/(q + 1) + q(q − 1)2 und hieraus g ≥ (q − 1)(q2 − 1) bzw. b ≤ 2q2 + 2q.
Fall 2: s = q + 1 und P liegt nur auf schlechten Geraden. Dann gibt es eine

schlechte Gerade k durch P , auf der mindestens x/(sq) = g/((q+1)q) gute Punkte
liegen. Daher wird k von mindestens g/(q+ 1) guten Geraden getro�en. Ein guter
Punkt auf k hat genau q(q − 1) gute Nachbarn, die nicht auf k liegen und die
zusammen von q(q − 1)2 guten Geraden getro�en werden, die k nicht tre�en. Es
ist daher g ≥ g/(q + 1) + q(q − 1)2, woraus erneut b ≤ 2q2 + 2q folgt.
Fall 3: s ≤ q. Da P höchstens auf s ≤ q schlechten Geraden liegt, gibt es eine

gute Gerade ` durch P . Damit gibt es genau q(q− 1)2 gute Punkte auÿerhalb von
`, die zu einem guten Punkt auf ` durch eine gute Gerade benachbart sind. Die
schlechten Geraden, die ` in einem guten Punkt tre�en, haben mindestens q − s
gute Punkte auÿerhalb von `. Auÿerdem gibt es q + 1 − s gute Nachbarn von P
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auf h. Es folgt

g ≥ q(q − 1)2 + q(q − s) + (q + 1− s) +
x

s
.

Dies ist äquivalent zu g(s − 1) ≥ (s − 1)(q3 + 1 − s(q + 1)). Mit s ≥ 2 folgt
g ≥ q3 + 1− (q + 1)s, also b ≤ (q + 1)(q + s).

(ii) Sei nun s ∈ {q, q + 1} und b = 2q(q + 1). Dann gilt Gleichheit in den
obigen Situationen, weshalb jeder schlechte Punkt auf h genau x/s gute Nachbarn
auÿerhalb von h hat. Für s = q+ 1 ist x/s = (q−1)2. Für s = q ist x/s = q(q−2)
und zusammen mit dem guten Punkt auf h hat jeder schlechte Punkt auf h genau
(q−1)2 gute Nachbarn. Falls eine gute Gerade ` existiert, die h in einem schlechten
Punkt tri�t, dann hat jeder gute Punkt auf ` genau (q − 1)2 gute Nachbarn, die
auf einer guten Geraden 6= ` liegen. Zusammen mit den (q − 1)2 guten Nachbarn
des Schnittpunkts von ` und h, sind das bereits (q − 1)2 + q(q − 1)2 = g gute
Punkte. Es folgt, dass jede schlechte Gerade, die ` in einem guten Punkt tri�t,
keinen weiteren guten Punkt hat. �

Lemma 2.3.3 Sei b > 2q2+q+1. Dann liegt jeder schlechte Punkt auf mindestens
drei schlechten Geraden und jede schlechte Gerade hat mindestens drei schlechte
Punkte.

Beweis: Angenommen ein schlechter Punkt P liegt auf mindestens q − 1 guten
Geraden. Dann hat P mindestens q(q − 1) gute Nachbarn. Sei ` eine gute Gerade
durch P . Die guten Punkte auf ` haben zusammen mindestens q(q − 1)2 gute
Nachbarn. Das ergibt mindestens q(q− 1) + q(q− 1)2 = q3 − q2 gute Punkte. Für
b > 2q2 + q+ 1 ist das ein Widerspruch. Die zweite Aussage ist dual zu der ersten
und gilt daher ebenfalls. �

Theorem 2.3.4 Sei Q = (P,G, I) ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung
q ≥ 2. Sei weiter Pb ( P und Gb ( G, so dass jeder Punkt auÿerhalb von Pb auf
genau einer Geraden von Gb liegt und jede Gerade auÿerhalb von Gb genau einen
Punkt in Pb hat. Dann gilt |Pb| = |Gb| < 2q2 + 2q.

Beweis: Nach Lemma 2.1.1 ist b := |Pb| = |Gb|. Angenommen b = 2q2 + 2q. Dann
ist s = q+1 oder s = q nach Lemma 2.3.2 und daher gibt es eine schlechte Gerade
h mit s schlechten Punkten.
Fall 1: s = q. Lemma 2.3.2(ii) zeigt, dass jeder schlechte Punkt auf h genau (q−

1)2 gute Nachbarn hat. Seien P1, . . . Pq die schlechten Punkte auf h. Wegen s = q
liegt jeder dieser Punkte Pi auf einer guten Geraden `i. Lemma 2.3.2(ii) zeigt nun,
dass alle schlechten Geraden, die `i in einem guten Punkt tre�en, keine weiteren
guten Punkte haben. Insbesondere kann eine solche Gerade keine gute Gerade `j
mit i 6= j tre�en. Es gibt somit q2 verschiedene schlechte Geraden mit jeweils q
schlechten Punkten und genau einem guten Punkt in `i\{Pi} für ein i ∈ {1, . . . , q}.
Sei Q der gute Punkt auf h. Die q2 schlechten Geraden, die `i \ {Pi} für ein
i ∈ {1, . . . q} tre�en, tre�en Q⊥ in einem schlechten Punkt auÿerhalb von h. Da
es nur q schlechte Nachbarn von Q gibt, die nicht auf h liegen, gehen durch jeden
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dieser Punkte genau q schlechte Geraden mit jeweils genau einem guten Punkt.
Sei R ein solcher schlechter Nachbar von Q und h′ eine dieser schlechten Geraden
durch R. Dann hat R genau 2q gute Nachbarn. Lemma 2.3.2(ii) angewendet für h′

zeigt andererseits, dass R genau (q−1)2 gute Nachbarn hat. Es folgt (q−1)2 = 2q,
ein Widerspruch.
Fall 2: s = q+1. Lemma 2.3.2(ii) zeigt, dass jeder Punkt, der auf einer Geraden

mit q + 1 schlechten Punkten liegt, genau (q − 1)2 gute Nachbarn hat. Die duale
Aussage gilt ebenfalls: Liegt ein Punkt nur auf schlechten Geraden, so wird jede
dieser schlechten Geraden von genau (q − 1)2 guten Geraden getro�en.
Jeder Punkt auf h hat also (q − 1)2 gute Nachbarn. Weil eine schlechte Gerade
nach Lemma 2.3.3 höchstens q− 2 gute Punkte hat und auf h keine guten Punkte
liegen, liegt somit jeder Punkt von h auf mindestens einer guten Geraden.
Für q = 2 entsteht hier bereits ein Widerspruch, denn jeder Punkt auf h hat nur
(2− 1)2 = 1 gute Nachbarn und kann daher nicht auf einer guten Geraden liegen.
Sei nun q > 2. Dann wird h von mindestens q + 1 guten Geraden getro�en. Sei
x die Anzahl an guten Geraden, die h tre�en, also ist x ≥ q + 1. Sei weiter
` eine gute Gerade, die h tri�t. Dann haben die schlechten Geraden, die ` in
einem guten Punkt tre�en, nach Lemma 2.3.2(ii) keine weiteren guten Punkte.
Sie können daher keine andere gute Gerade tre�en, die h tri�t. Insbesondere hat
jede schlechte Gerade, die disjunkt zu h ist, höchstens einen guten Punkt. Es gibt
somit (q + 1)q − x schlechte Geraden, die h tre�en und xq schlechte Geraden mit
einem guten Punkt, die windschief zu h sind. Es bleiben

b− xq − 1− (q(q + 1)− x) = (q + 2− x)(q − 1) + 1

schlechte Geraden, die windschief zu h sind und keinen guten Punkt haben. Zu-
sammen mit q > 2 folgt hieraus x ≤ q+2. Da aber bereits x ≥ q+1 gezeigt wurde,
gilt nun x ∈ {q+ 1, q+ 2} und es gibt entweder eine oder q schlechte Geraden, die
keinen guten Punkt haben und windschief zu h sind. Sei h′ eine solche Gerade.
Wie für h, gilt auch für h′, dass diese Gerade von höchstens q + 2 guten Geraden
getro�en wird.
Wegen x ≤ q+ 2 gibt es einen Punkt P auf h, der auf genau einer guten Geraden
liegt. Die Gerade durch P , die h′ tri�t, hat bereits zwei schlechte Punkte und ist
daher schlecht. Auf ihr liegen nach 2.3.3 maximal q−2 gute Punkte. Hieraus folgt,
dass von den (q − 1)2 guten Nachbarn von P mindestens (q − 1)2 − q − (q − 2) =
q2 − 4q + 3 durch eine schlechte Gerade zu P verbunden sind, die h′ nicht tri�t.
Diese guten Punkte liegen somit schon auf einer schlechten Geraden und die Ge-
rade durch einen solchen Punkt, die h′ tri�t, ist daher gut. Da h′ von höchstens
q+2 guten Geraden getro�en wird, folgt nun q2−4q+3 ≤ q+2 und daraus q ≤ 4.
Fall 2a: q = 3. Dann zeigt Lemma 2.3.3, dass jeder Punkt auf h auf höchstens

einer guten Geraden liegt und somit liegt jeder Punkt auf h auf genau einer guten
Geraden. Es ist also x = q + 1 und es gibt drei schlechte Geraden, die windschief
zu h sind und keine guten Punkte haben. Jeder Punkt auf h hat (q − 1)2 = 4
gute Nachbarn. Ein solcher Punkt liegt daher auf h, einer guten Geraden, einer
schlechten Geraden mit einem guten Punkt und einer schlechten Geraden ohne gu-
ten Punkt, die von h verschieden ist. Die Gerade h tri�t also noch genau q+1 = 4
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schlechte Geraden, auf denen nur schlechte Punkte liegen. Insgesamt gibt es nun
acht schlechte Geraden, auf denen keine guten Punkte liegen. Jede dieser schlech-
ten Geraden tri�t genau vier weitere dieser Geraden. Es folgt, dass diese acht
Geraden ein (4× 4)-Gitter bilden.
Es existieren nur zwei verallgemeinerte Vierecke der Ordnung drei (siehe [Pay75]).
Diese sind Q(4, 3) und W (3, 3). Da W (3, 3) kein (4 × 4)-Gitter enthält, handelt
es sich um das verallgemeinerte Viereck Q(4, 3). Hieraus folgt, dass je zwei wind-
schiefe Geraden von Q eindeutig einen Regulus bestimmen.
Seien g0, . . . , g3 die guten Geraden, die h tre�en und R1 der Regulus, der durch g0

und g1 bestimmt wird. Sei weiter R′1 der zu R1 entgegengesetzte Regulus. Die von
h verschiedenen Geraden in R′1 tre�en g0 und g1 jeweils in einem guten Punkt.
Sie haben daher bereits zwei gute Punkte und sind somit gute Geraden, die genau
drei gute Punkte haben. Es folgt, dass die beiden von g0 und g1 verschiedenen
Geraden in R1 zusammen genau drei gute Punkte haben. Es ist somit eine der
beiden Geraden gut und die andere schlecht mit keinem guten Punkt. O.B.d.A.
liegt g3 in R1. Sei nun R2 der Regulus, der von g0 und g2 aufgespannt wird. Dann
ist R1 6= R2. Analog zeigt man nun, dass entweder g1 oder g3 in R2 liegt. Daraus
folgt |R1 ∩R2| = 2, ein Widerspruch zu R1 6= R2.
Fall 2b: q = 4. Dann hat jeder Punkt auf h genau (q− 1)2 = 9 gute Nachbarn.

Auÿerdem gilt, dass jede schlechte Gerade höchstens q − 2 = 2 gute Punkte hat.
Ist nun x = q + 1, so liegt jeder Punkt auf h noch auf einer guten Geraden, zwei
schlechten Geraden mit je zwei guten Punkten und einer schlechten Geraden mit
einem guten Punkt. Ist x = q + 2, so ändert sich dies für einen Punkt auf h.
Dieser liegt dann auf zwei guten Geraden, einer schlechten Geraden mit einem
guten Punkt und einer von h verschiedenen schlechten Geraden, die keinen guten
Punkt hat.
Fall 2b(i): x = q+2. Dann gibt es genau drei schlechte Geraden, auf denen nur

schlechte Punkte liegen. Diese sind h, h′ und eine Gerade h′′, die h tri�t. Genau
wie für h gilt nun für h′ und h′′, dass sie entweder zu einer oder zu vier weiteren
schlechten Geraden mit nur schlechten Punkten disjunkt sind. Aber egal, ob h′

und h′′ sich tre�en oder nicht tre�en, es entsteht nun ein Widerspruch.
Fall 2b(ii): x = q + 1. Dann tri�t h keine schlechte Gerade ohne guten Punkt

und ist zu vier schlechten Geraden ohne guten Punkt disjunkt. Insgesamt gibt es
also fünf schlechte Geraden mit nur schlechten Punkten, die paarweise disjunkt
sind, da man sich sonst im Fall 2 (b)(i) wieder �ndet, der zum Widerspruch führt.
Es gibt genau fünf schlechte Geraden mit je genau einem guten Punkt und zehn
schlechte Geraden mit je genau zwei guten Punkten, die h tre�en. Auÿerdem
werden die guten Geraden, die h tre�en, von x · 4 = 5 · 4 = 20 schlechten Geraden
mit nur einem guten Punkt getro�en, die zu h windschief sind. Zusammen mit den
fünf schlechten Geraden ohne guten Punkt sind dies alle 40 schlechten Geraden.
Es gibt also nur zehn schlechte Geraden mit je zwei guten Punkten. Jede der fünf
schlechten Geraden ohne guten Punkt tri�t alle zehn schlechten Geraden mit je
zwei guten Punkten. Damit gibt es mindestens zehn Geraden, die sowohl h als
auch h′ tre�en. Jeder Punkt auf h′ ist aber durch genau eine Gerade zu genau
einem Punkt auf h verbunden. Damit gibt es genau q+ 1 = 5 Geraden, die h und
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h′ tre�en, Widerspruch. �

Für q = 2 ist 2q2 + 2q − 1 = 11. Das in 2.1.2(vii) beschriebene Beispiel mit
b = q2 + 4q − 1 = 11 ist somit eines mit einer maximalen Anzahl an schlechten
Punkten. Die Variante mit b = q2 + 4q+ 3 in 2.1.2(vii) ist für q = 2 kein Beispiel,
denn wegen q2 + 4q + 3 = 15 = q3 + q2 + q + 1 enthält diese Menge alle Punkte
aus Q(4, 2), was zu Beginn des Abschnitts 2.1 ausgeschlossen wurde.
Für q = 3 ist 2q2 + 2q − 1 = 23, was bereits sehr nah an b = 22 in Beispiel

2.1.5 ist. Das nächste Lemma zeigt, dass das Beispiel in 2.1.5 tatsächlich ein gröÿt
mögliches für q = 3 ist.

Lemma 2.3.5 Für q = 3 gilt b 6= 2q2 + 2q − 1 = 23.

Beweis: Angenommen b = 23. Dann gibt es wegen q3 + q2 + q + 1 = 40 genau 17
gute Punkte. Aus Lemma 2.3.2 folgt s = 3 oder s = 4 und o.B.d.A. existiert eine
Gerade h mit s schlechten Punkten.
Fall 1: s = 3. Dann folgt aus Lemma 2.3.3, dass jeder schlechte Punkt auf genau

einer guten Geraden liegt und jede schlechte Gerade genau einen guten Punkt hat.
Jeder schlechte Punkt auf h hat somit genau 3 + 2 = 5 gute Nachbarn, die nicht
auf h liegen. Der gute Punkt auf h hat genau 3 · 2 = 6 gute Nachbarn, die nicht
auf h liegen. Zusammen ergibt das 3 · 5 + 6 + 1 = 22 gute Punkte. Dies ist ein
Widerspruch.
Fall 2: s = 4. Nun zeigt Lemma 2.3.3, dass jeder schlechte Punkt auf höchstens

einer guten Geraden liegt und jede schlechte Gerade höchstens einen guten Punkt
hat. Sei ` eine gute Gerade. Jeder gute Punkt auf ` liegt auf `, einer schlechten
Geraden, die keinen weiteren guten Punkt hat und auf weiteren zwei guten Ge-
raden, die jeweils genau einen schlechten Punkt haben. Ein guter Punkt auf ` ist
somit zu genau vier guten Punkten benachbart, die nicht auf ` liegen. Es bleiben
17−3 ·4 = 5 gute Punkte, die zu dem schlechten Punkt auf ` benachbart sind. Der
schlechte Punkt einer guten Gerade ist somit immer zu genau fünf guten Punkten
benachbart.
Falls ein schlechter Punkt P auf h mindestens vier gute Nachbarn hat, so liegt
er auf einer guten Geraden, denn h enthält keinen guten Punkt und jede andere
schlechte Gerade durch P höchstens einen. Somit hat P in diesem Fall genau fünf
gute Nachbarn. Es folgt, dass kein Punkt auf h genau vier oder mehr als fünf gute
Nachbarn hat.
Da es 17 gute Punkte gibt und jeder Punkt auf h entweder 0,1,2,3 oder 5 gute
Nachbarn hat, gibt es einen Punkt Q auf h, der genau zwei gute Nachbarn hat
und drei Punkte auf h, die genau fünf gute Nachbarn haben. Es folgt, dass h von
genau drei guten Geraden getro�en wird. Somit tre�en 17− 3 = 14 gute Geraden
Q⊥ \ h. Jeder der sieben schlechten Punkte in Q⊥ \ h liegt auf höchstens einer
guten Geraden. Die beiden guten Punkte in Q⊥ \ h liegen jeweils auf genau drei
guten Geraden. Damit kann Q⊥ \ h maximal von 7 + 2 · 3 = 13 guten Geraden
getro�en werden. Dies ist ein Widerspruch. �

Um die Schranke für b weiter zu verbessern, nehmen wir b = 2q2 + 2q − δ mit
δ > 0 an. Dann gibt es (q+1)(q−1)2+δ gute Punkte. Ist δ ≤ q, so ist s ∈ {q, q+1}
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nach Lemma 2.3.2. Auÿerdem können wir annehmen, dass es eine schlechte Gerade
h mit genau s schlechten Punkten gibt.

Lemma 2.3.6 Sei 0 < δ ≤ q − 2. Dann gilt:

(i) Jeder Punkt auf h mit mindestens (q − 1)2 guten Nachbarn liegt auf einer
guten Gerade.

(ii) Es gibt einen schlechten Punkt auf h, der mehr als (q − 1)2 gute Nachbarn
hat.

(iii) Sei P ein schlechter Punkt auf h mit (q − 1)2 + x guten Nachbarn für ein
x ∈ Z. Ist ` eine gute Gerade durch P , dann haben die schlechten Geraden,
die ` in einem guten Punkt tre�en, zusammen genau δ − x gute Punkte
zusätzlich zu denen auf `. Insbesondere gilt x ≤ δ.

Beweis: (i) Falls s = q, so liegt per De�nition von s jeder Punkt auf mindestens
einer guten Gerade. Ist s = q + 1, so hat h keinen guten Punkt. Ein Punkt auf
h mit mindestens (q − 1)2 guten Nachbarn liegt auf einer Geraden mit mehr als
q − 2 guten Punkten, welche nach Lemma 2.3.3 gut ist.

(ii) Es gibt mehr als (q + 1)(q − 1)2 gute Punkte. Ist also s = q + 1, so gibt es
einen schlechten Punkt auf h mit mehr als (q − 1)2 guten Nachbarn. Ist s = q, so
hat der gute Punkt auf h genau q(q − 1) gute Nachbarn. Es bleiben (q + 1)(q −
1)2 + δ − 1 − q(q − 1) = q2(q − 2) + δ gute Punkte, die nicht auf h liegen und
zu einem schlechten Punkt auf h benachbart sind. Somit hat ein schlechter Punkt
auf h mehr als q(q− 2) gute Nachbarn aus dieser Menge und den guten Punkt auf
h als Nachbarn, also mehr als (q − 1)2 gute Nachbarn. In beiden Fällen existiert
ein schlechter Punkt auf h mit mehr als (q − 1)2 guten Nachbarn.

(iii) Sei P ein schlechter Punkt auf h mit (q − 1)2 + x guten Nachbarn für ein
x ∈ Z. Sei weiter ` eine gute Gerade durch P . Die q(q−1)2+δ−x guten Punkte, die
nicht zu P benachbart sind, sind zu einem guten Punkt auf ` benachbart. Genau
q(q−1)2 davon sind über eine gute Gerade zu einem guten Punkt auf ` benachbart.
Die schlechten Geraden, die ` in einem guten Punkt tre�en, haben somit zusammen
genau δ−x gute Punkte auÿerhalb von `, insbesondere ist δ−x ≥ 0. Ist x ≥ 0, so
existiert diese gute Gerade ` nach (i) und es folgt aus δ− x ≥ 0, dass x ≤ δ ist. �

Das folgende Lemma verbessert die Schranke für b im Fall s = q und q > 7.
Weitere Verbesserungen werden im Anschluss für das klassische verallgemeinerte
Viereck Q(4, q) bewiesen.

Lemma 2.3.7 Für s = q und q > 7 gilt b ≤ 2q2 + q + 3.

Beweis: Angenommen b = 2q2 + 2q − δ und 0 < δ ≤ q − 4. Sei o.B.d.A. h eine
schlechte Gerade mit q schlechten Punkten. Sei weiter R der gute Punkt auf h
und seien P1, . . . , Pq die schlechten Punkte auf h, sowie xi ∈ Z, so dass Pi genau
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(q − 1)2 + xi gute Nachbarn hat. Da R genau q(q − 1) gute Nachbarn hat und es
q3 − q2 − q + 1 + δ gute Punkte gibt, folgt

q∑
i=1

((q − 1)2 + xi − 1) + 1 + q(q − 1) = q3 − q2 − q + δ + 1

und hieraus
∑q
i=1 xi = δ. Lemma 2.3.6 zeigt xi ≤ δ.

Sei Q ein schlechter Punkt, der auf einer schlechten Geraden mit q schlechten
Punkten liegt und (q − 1)2 + x gute Nachbarn hat, so dass für jeden anderen
schlechten Punkt Q′, der auf einer schlechten Geraden mit q schlechten Punkten
liegt und (q− 1)2 + x′ gute Nachbarn hat, x ≤ x′ gilt. Sei k eine schlechte Gerade
durch Q mit q schlechten Punkten Q1, . . . , Qq−1, Q und einem guten Punkt S.
Sei `i eine gute Gerade durch Qi, und Qi habe (q − 1)2 + yi gute Nachbarn mit
yi ∈ Z für i = 1, . . . , q−1. Lemma 2.3.6(iii) zeigt, dass die schlechten Geraden, die
`i \ {Qi} tre�en, zusammen δ − yi gute Punkte auÿerhalb von `i haben. Sei I :=
{i | δ − yi ≤ q}. Für i ∈ I wird `i von mindestens q − (δ − yi) schlechten Geraden
getro�en, die nur einen guten Punkt haben und dieser liegt auf `i. Insbesondere
tri�t eine solche Gerade keine der Geraden `j mit i 6= j und sie tri�t S⊥ in einem
schlechten Punkt auÿerhalb von k.
Nun gibt es mindestens

α :=
∑
i∈I

(q − (δ − yi)) ≥
q−1∑
i=1

(q − (δ − yi)) = (q − 1)(q − δ) + δ − x (2c)

schlechte Geraden mit q schlechten Punkten, die eine Gerade `i für ein i ∈
{1, . . . , q − 1} in einem guten Punkt tre�en. Sie alle gehen durch einen der q
schlechten Punkte aus S⊥ \ k. Daher existiert ein schlechter Punkt Y in S⊥ \ k,
der auf β ≥ α/q dieser Geraden liegt. Diese Geraden haben jeweils genau einen
guten Punkt, jede andere Gerade durch Y hat höchstens q gute Punkte. Wegen
x ≤ δ ≤ q − 4 ist β ≥ α/q ≥ 1. Y liegt also auf mindestens einer schlechten
Geraden mit q schlechten Punkten. Y habe (q − 1)2 + y gute Nachbarn für ein
y ∈ Z. Es folgt

(q − 1)2 + y ≤ β + (q + 1− β)q.

Da Y auf der guten Geraden SY liegt, ist β ≤ q. Zusammen mit βq ≥ α und (2c)
gilt nun

(q − 1)2 + y ≤ q + q2 + q − βq ≤ 3q + δ(q − 2) + x.

Hieraus folgt mit x ≤ y (siehe Wahl von x oben)

(q − 2)(q − 3)− 5 ≤ δ(q − 2).

Dies führt für δ ≤ q − 4 und q > 7 zum Widerspruch. �
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Obere Schranken in Q(4, q)

Sei weiterhin b = 2q2 + 2q − δ mit 0 < δ ≤ q und damit s ∈ {q, q + 1}. In diesem
Abschnitt wird die obere Schranke für b für das klassische verallgemeinerte Viereck
Q(4, q) mit q > 2 und q gerade, verbessert. Für q = 2 wurde bereits gezeigt, dass
die Grenze b ≤ 2q2 + 2q − 1 = 11 scharf ist. Daher wird nun q > 2 vorausgesetzt.
Da Q(4, q) für gerade q selbstdual ist, können wir weiterhin annehmen, dass es
eine schlechte Gerade h mit genau s schlechten Punkten gibt. Dies ist auch der
Hauptgrund, weshalb die folgenden Beweise nur für gerade q richtig sind. Auÿer-
dem machen wir davon Gebrauch, dass zwei windschiefe Geraden aus Q(4, q) einen
Regulus eindeutig beschreiben, der nur aus Geraden aus Q(4, q) besteht und diese
beiden Geraden enthält.
Im gesamten Abschnitt sei q = 2r mit r > 1 und h eine schlechte Gerade

mit s ∈ {q, q + 1} schlechten Punkten. In den folgenden Lemmas führen wir die
Annahme 0 < δ ≤ q − 2 für s = q und für s = q + 1 zum Widerspruch.

Lemma 2.3.8 Ist s = q, so folgt δ ≥ q − 1 und somit b ≤ 2q2 + q + 1.

Beweis: Angenommen b = 2q2 + 2q− δ mit 0 < δ ≤ q−2. Lemma 2.3.6 zeigt, dass
es einen schlechten Punkt P auf h mit (q − 1)2 + x > (q − 1)2 guten Nachbarn
gibt. Auÿerdem liegt P auf einer guten Geraden `, und die q schlechten Geraden,
die ` \ {P} tre�en, haben zusammen noch δ − x ≤ q − 3 gute Punkte, abgesehen
von denen auf `. Daher gibt es zwei schlechte Geraden k1 und k2, die ` in je einem
guten Punkt tre�en, aber keine weiteren guten Punkte haben. Sei R der Regulus
in Q(4, q), der die Geraden k1 und k2 enthält und R′ der zu R entgegen gesetzte
Regulus. R und R′ bilden die Erzeuger einer hyperbolischen Quadrik Q+(3, q). Da
alle Geraden aus R′ \{`} die Geraden k1 und k2 jeweils in einem schlechten Punkt
tre�en, ist ` die einzige gute Gerade in R′. Sei `′ die Gerade in R durch P . `′ wird
somit von ` und von q schlechten Geraden aus Q+(3, q) getro�en. Wäre `′ eine
schlechte Gerade, so hätte sie daher q + 1 schlechte Punkte, was im Widerspruch
zu s = q steht. Daher ist `′ eine gute Gerade. Insbesondere gilt `′ 6= h. Genau wie
für ` gilt auch für `′, dass die schlechten Geraden, die `′ \ {P} tre�en, zusammen
genau δ−x weitere gute Punkte haben. Also existieren schlechte Geraden k′1, k′2 in
R′ mit jeweils genau q schlechten Punkten. Hieraus folgt analog, dass alle Geraden
in R \ {`′} schlechte Geraden sind. Somit liegen alle Punkte der hyperbolischen
Quadrik Q+(3, q), die nicht auf ` oder `′ liegen, auf zwei schlechten Geraden und
sind schlecht. Es folgt δ − x = 0, also x = δ.
Sei Q 6= P ein schlechter Punkt auf h. Jede Gerade durch Q tri�t die Quadrik
Q+(3, q) auÿerhalb von ` ∪ `′, also in einem schlechten Punkt und ist daher eine
schlechte Gerade. Es folgt, dass Q auf q + 1 schlechten Geraden liegt. Ein Wider-
spruch zu s = q. �

Lemma 2.3.9 Ist s = q + 1 und 0 < δ ≤ q − 2, so gibt es einen Punkt auf h mit
(q − 1)2 + δ guten Nachbarn.

Beweis: Angenommen die Aussage ist falsch, so gibt es wegen Lemma 2.3.6 einen
Punkt P auf h mit (q − 1)2 + x und 0 < x < δ guten Nachbarn.
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Ebenfalls nach Lemma 2.3.6 liegt P auf einer guten Geraden ` und die q guten
Punkte auf ` werden von q schlechten Geraden k1, . . . , kq mit insgesamt genau
0 < δ − x ≤ q − 3 guten Punkten auÿerhalb von ` getro�en. O.B.d.A. haben die
Geraden k1, . . . , ka mit 3 ≤ a < q genau einen guten Punkt (der liegt auf `) und
die Geraden ki mit i > a mehr als einen guten Punkt. Sei y+1 die kleinste Anzahl
an guten Punkten auf einer Geraden ki mit i > a. Dann gilt y > 0 und

(q − a)y ≤ δ − x (2d)

Sei kj , j > a, eine Gerade mit y + 1 guten Punkten und sei Ri der Regulus in
Q(4, q), der die Geraden ki und kj enthält für 1 ≤ i ≤ a. Sei weiter R′i der zu
Ri entgegen gesetzte Regulus. Eine Gerade des Regulus R′i ist die Gerade `. Ge-
nau q − y Geraden in R′i tre�en ki und kj in einem schlechten Punkt und sind
somit schlechte Geraden. Die restlichen y Geraden in R′i tre�en kj in einem guten
Punkt und sind daher gute Geraden, denn dieser gute Punkt liegt bereits auf der
schlechten Geraden kj .
Sei mi die Gerade durch P in Ri. Zu verschiedenen i erhält man verschiedene
Reguli Ri, denn angenommen es ist etwa R1 = R2, so tre�en alle von ` verschie-
denen Geraden in R′1 = R′2 die Geraden k1 und k2 in je einem schlechten Punkt
und sind daher schlecht. Wie eben gesehen, enthält R′1 aber y > 0 gute Geraden
neben `. Daher sind die Reguli Ri verschieden, sie tre�en sich in kj 6= mi und
verschiedene i gehören zu verschiedenen Geraden mi.
Fall 1: Für alle i = 1, . . . , a ist die Gerade mi schlecht. Dann wird mi von

q − y schlechten Geraden des Regulus R′i in je einem schlechten Punkt getro�en.
Die von ` verschiedenen guten Geraden des Regulus R′i tre�en mi in einem guten
Punkt, denn ihr schlechter Punkt liegt bereits auf ki. Es folgt, dassmi genau y > 0
gute Punkte hat, also insbesondere verschieden von h ist. Durch P gehen somit
mindestens a schlechte Geraden mit je y guten Punkten, die schlechte Gerade h
mit keinem guten Punkt und maximal q − a gute Geraden. Das ergibt höchstens
ay + (q − a)q gute Nachbarn für P . Daher gilt

(q − 1)2 + x ≤ ay + (q − a)q.

Aus (2d) und δ ≤ q − 2 folgt

(q − 1)2 + x ≤ aq − 2− x
q − a

+ (q − a)q.

Dies lässt sich umformen zu

(a− 3)q(q − 1− a) + (x− 1)q + (q − 1)(q − a) ≤ 0.

Wegen 3 ≤ a ≤ q − 1 folgt nun ein Widerspruch.
Fall 2: Mindestens eine der Geraden mi, i = 1, . . . , a, ist eine gute Gerade.

Sei o.B.d.A. m1 eine gute Gerade. Weil die Geraden k2, . . . , ka nicht in R1 liegen,
sind neben m1 noch mindestens weitere a − 1 gute Geraden in R1. Der Regulus
R′1 enthält genau q − y schlechte Geraden. Diese schlechten Geraden tre�en die
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a − 1 guten Geraden aus R1 in (q − y)(a − 1) Punkten, wovon höchstens a − 1
Punkte schlechte Punkte sind. Es folgt, dass die schlechten Geraden, diem1 tre�en,
zusammen mindestens (a − 1)(q − y − 1) gute Punkte auÿerhalb von m1 haben.
Für m1 gilt genau wie für `, dass diese Geraden höchstens δ − x ≤ q − 3 gute
Punkte auÿerhalb von m1 haben. Daher ist

(a− 1)(q − y − 1) ≤ q − 3. (2e)

Mit a ≥ 3 folgt hieraus y ≥ (q + 1)/2. Die Ungleichung (2d) zusammen mit
δ− x ≤ q− 3 liefert nun a > q− 2. Also ist a = q− 1 und y = δ− x ≤ q− 3. Setzt
man dies in (2e) ein, so erhält man einen Widerspruch. �

Lemma 2.3.10 Ist s = q + 1, so folgt δ ≥ q − 1 und somit b ≤ 2q2 + q + 1.

Beweis: Angenommen 0 < δ ≤ q − 2. Nach dem vorherigen Lemma gibt es einen
Punkt P auf h mit genau (q− 1)2 + δ guten Nachbarn. Nach Lemma 2.3.6 liegt P
auf einer guten Geraden ` und die q schlechten Geraden k1, . . . , kq, die ` in einem
guten Punkt tre�en, haben keine weiteren guten Punkte.
Fall 1: Die Geraden ki liegen nicht alle zusammen in einem Regulus. Seien

daher o.B.d.A. die Reguli, die von zwei der Geraden k1, k2, k3 aufgespannt werden,
verschieden. Sei R der Regulus, der von k1 und k2 aufgespannt wird, R′ der
zu R entgegen gesetzte Regulus und m die Gerade in R durch P . Die q von `
verschiedenen Geraden in R′ tre�en k1 und k2 jeweils in einem schlechten Punkt
und sind daher schlecht. Da k3 nicht in R liegt, liegt mindestens eine gute Gerade
in R und die q schlechten Geraden in R′ haben zusammen mindestens q − 1 gute
Punkte. Aus Lemma 2.3.6 folgt nun, dass m eine schlechte Gerade sein muss. Weil
die q Geraden in R′ \ {`} alle schlecht sind, hat m nur schlechte Punkte.
Führt man die gleichen Überlegungen für die Reguli, die durch k1 und k3 bzw. k2

und k3 erzeugt werden, durch, so erhält man, dass P auf mindestens drei schlechten
Geraden mit jeweils q + 1 schlechten Punkten liegt. Somit hat P mindestens 3q
schlechte Nachbarn. Da P aber bereits (q− 1)2 + δ > (q− 1)2 gute Nachbarn hat,
folgt nun ein Widerspruch.
Fall 2: Alle Geraden ki liegen zusammen in einem Regulus R. Die Geraden

von R sind Erzeuger einer hyperbolischen Quadrik Q+(3, q). Die q2 Punkte der
Quadrik Q+(3, q), die nicht auf einer Geraden durch P liegen, sind schlecht. Ange-
nommen die Gerade in R durch P ist nicht die Gerade h. Für einen Punkt Q auf
h mit Q 6= P tre�en dann alle Geraden durch Q, die Quadrik Q+(3, q) in einem
schlechten Punkt und sind daher schlecht. Eine schlechte Gerade hat nach Lemma
2.3.3 höchstens (q − 2) gute Punkte und die Gerade h hat keine guten Punkte,
somit hat Q höchstens q(q − 2) < (q − 1)2 gute Nachbarn. Da dies für alle von P
verschiedenen Punkte auf h gilt, gibt es insgesamt weniger als q(q−1)2+(q−1)2+δ
gute Punkte, ein Widerspruch.
Es folgt daher h ∈ R und somit sind alle Punkte bis auf die Punkte von ` \ {P}
dieser hyperbolischen Quadrik Q+(3, q) schlecht. Sei R′ der zu R entgegen gesetz-
te Regulus. Dann hat jede Gerade in R′ \ {`} nur schlechte Punkte. Sei h′ eine
solche Gerade. Wie für h �nden wir eine hyperbolische Quadrik Q+(3, q) durch h′,
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2 Aus verallgemeinerten Vierecken konstruierte reguläre Graphen

deren gute Punkte alle auf einer guten Geraden `′ der Quadrik Q+(3, q) liegen, die
h′ tri�t. Um die beiden hyperbolischen Quadriken zu unterscheiden, bezeichnen
wir sie mit Q+

h (3, q) und Q+
h′(3, q).

Q+
h (3, q) und Q+

h′(3, q) tre�en sich in h′ und einer Geraden ausR = {k1, . . . , kq, h}.
Jede von `′ verschiedene Gerade in Q+

h′(3, q), die h′ tri�t, hat nur schlechte Punk-
te. Es folgt Q+

h (3, q)∩Q+
h′(3, q) = h∪ h′. Somit gibt es (q− 1)q schlechte Punkte,

die in Q+
h (3, q) \Q+

h′(3, q) liegen. Diese Punkte liegen auf q− 1 Geraden, die nicht
in Q+

h (3, q) enthalten sind, und daher Q+
h′(3, q) auÿerhalb von h′ und h tre�en.

Da die guten Punkte aus Q+
h′(3, q) alle auf der Geraden `′ liegen, tre�en jeweils

mindestens q − 2 der q − 1 Geraden die hyperbolische Quadrik Q+
h′(3, q) in einem

schlechten Punkt und sind daher schlecht. Auÿerdem liegen noch 4q verschiede-
ne schlechte Geraden in Q+

h (3, q) oder Q+
h′(3, q). Insgesamt ergibt das mindestens

(q − 1)q(q − 2) + 4q = q3 − 3q2 + 6q schlechte Geraden. Da q > 2 und gerade ist,
ist q ≥ 4 und damit q3 − 3q2 + 6q > 2q2 + 2q − δ. Es folgt ein Widerspruch. �

Im nächsten Theorem werden die Ergebnisse dieses Abschnitts noch einmal
zusammengefasst.

Theorem 2.3.11 Sei Pb eine echte Teilmenge der Punkte und Gb eine ech-
te Teilmenge der Geraden des klassischen verallgemeinerten Vierecks Q(4, q), q
gerade, so dass jeder Punkt auÿerhalb von Pb auf genau einer Geraden von Gb
liegt und jede Gerade auÿerhalb von Gb genau einen Punkt in Pb hat. Dann gilt
|Pb| = |Gb| ≤ 2q2 + q + 1.

Beweis: Mit b := |Pb| = |Gb| aus Lemma 2.1.1 und den Lemmas 2.3.8 und 2.3.10
folgt sofort die Behauptung für q > 2. Für q = 2 wurde im letzten Abschnitt
bereits b ≤ 11 = 2q2 + q + 1 gezeigt. �
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von

Q−(5, q) und H(3, q2)

In diesem Kapitel betrachten wir Teilovoide und Teilfaserungen der Polarräu-
me Q−(5, q) und H(3, q2). Dies geschieht parallel, denn die elliptische Quadrik
Q−(5, q) ist dual zum hermiteschen Polarraum H(3, q2), siehe Resultat 1.3.11 bzw.
[TP76] oder [PT09]. Eine Faserung oder ein Ovoid in einem dieser Polarräume hat
q3 + 1 Elemente (Resultat 1.3.14).

Der hermitesche Polarraum H(3, q2) ⊆ PG(3, q2) besitzt Ovoide, denn jede
Nicht-Tangentialhyperebene von PG(3, q2) tri�tH(3, q2) in einemH(2, q2) und die
q3 + 1 Punkte darin sind paarweise nicht aufeinander senkrecht. Mit der Dualität
folgt, dass Q−(5, q) Faserungen besitzt. Dies sieht man auch direkt. Sei ` eine
Gerade der elliptischen Quadrik Q−(5, q) ⊆ PG(5, q). Dann ist `⊥ ein Solid, der
die Quadrik Q−(5, q) nur in ` tri�t. Sei G eine Geradenfaserung dieses Solids, der
die Gerade ` enthält. Dann besteht G aus der Geraden ` und aus q2 Passanten
der Quadrik. Für eine Passante g ∈ G ist g⊥ ein Solid durch `, der die Quadrik
Q−(5, q) in einer hyperbolische Quadrik Q+(3, q) tri�t. In dieser Teilquadrik liegen
q Geraden, die ` nicht tre�en. Sei F die Menge, die ` und diese q Geraden für jede
Passante g ∈ G enthält. Dann hat F genau q2 ·q+1 = q3 +1 Elemente und je zwei
Elemente aus F sind windschief, denn für zwei verschiedene Passanten g1, g2 ∈ G
ist g1∩g2 = ∅, also 〈g1, g2〉 = `⊥ und daher g⊥1 ∩g⊥2 = `. Somit ist F eine Faserung
von Q−(5, q).

Obwohl Faserungen von Q−(5, q) existieren, lässt sich nicht jede Teilfaserung
zu einer Faserung ergänzen. Eine Teilfaserung F heiÿt maximal, wenn es keine
Teilfaserung gibt, die F echt enthält. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die
untere Schranke für maximale Teilfaserungen von Q−(5, q) verbessert.

Die QuadrikQ−(5, q) hat keine Ovoide, siehe beispielsweise [Tha81]. Dies bedeu-
tet dual, dass der hermitesche Polarraum H(3, q2) keine Faserung besitzt. Somit
hat ein Teilovoid von Q−(5, q) weniger als q3 + 1 Elemente. In [BKMS08a] wird
die obere Schranke (q3 + q + 2)/2 für Teilovoide von Q−(5, q) bewiesen. Sie ist
scharf für q = 2 und q = 3. Mit Hilfe des Computers wurde bereits gezeigt, dass
diese Schranke für gröÿere q nicht mehr scharf ist. Im zweiten Abschnitt dieses
Kapitels wird ein geometrischer Beweis dafür im Fall q = 4 gegeben.

Die Beweise der beiden folgenden Abschnitte werden in der elliptischen Quadrik
Q−(5, q) geführt. Die jeweiligen dualen Aussagen gelten dann im hermiteschen
Polarraum H(3, q2).
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q−(5, q) und H(3, q2)

3.1 Kleine maximale Teilfaserungen von Q−(5, q)

Sei F eine maximale Teilfaserung von Q−(5, q) undM die Menge der von Geraden
aus F überdeckten Punkte. Die Punkte in Q−(5, q)\M heiÿen Löcher. Jeder Punkt
der Quadrik liegt auf q2 + 1 Geraden der Quadrik. Ist P ein Loch, dann tri�t jede
Gerade aus F genau eine Gerade durch P . Weil F maximal ist, muss jede Gerade
durch P von mindestens einer Geraden aus F blockiert werden. Hieraus folgt
direkt |F| ≥ q2 + 1.
Dual bedeutet dies, dass jedes maximale Teilovoid von H(3, q2) mindestens

q2 + 1 Punkte hat. Cossidente und Kochmáros konstruieren in [CK03] ein sol-
ches maximales Teilovoid mit genau q2 + 1 Punkten, falls q gerade ist. Sie starten
mit einer elliptischen Quadrik Q−(3, q) ⊆ PG(3, q). Für gerade q bilden die Tan-
genten der elliptischen Quadrik die Erzeuger eines symplektischen Polarraums
W (3, q) ⊆ PG(3, q). Erweitert man PG(3, q) zu PG(3, q2), so kann der symplek-
tische Polarraum W (3, q) in einen hermiteschen Polarraum H(3, q2) eingebettet
werden. Die Punkte der elliptischen Quadrik Q−(3, q) bilden dann ein maximales
Teilovoid von H(3, q2) mit genau q2 + 1 Punkten.
Dual ist diese Konstruktion eine Faserung einer parabolischen Quadrik Q(4, q),

die in einer elliptischen Quadrik Q−(5, q) enthalten ist und damit eine Teilfaserung
von Q−(5, q) bildet. In [AEL06] wurde gezeigt, dass dies das einzige Beispiel einer
maximalen Teilfaserung von Q−(5, q) mit |F| = q2 + 1 ist.
Für ungerade q hat Q(4, q) keine Faserung, hier ist die unterer Schranke für
|F| gröÿer. In [Met06] wurde bewiesen, dass keine maximalen Teilfaserungen von
Q−(5, q) mit einer Mächtigkeit im Intervall

[
q2 + 2, q2 + 1 + 4q/9

]
existieren. Die-

ses Ergebnis verbessern wir in diesem Abschnitt, indem wir die obere Schranke
des Intervalls auf q2 + 1 + (q − 1)/2 erhöhen. Wir zeigen auÿerdem erneut, dass
eine maximale Teilfaserung von Q−(5, q) mit q2 +1 Elementen eine Faserung einer
parabolischen Quadrik Q(4, q) ⊆ Q−(5, q) sein muss.
Die Beweisidee stammt aus [BHMS13]. Dort werden Mengen von Geraden in

Q−(5, q2) untersucht, die alle Geraden in Q−(5, q) blockieren. Eine maximale Teil-
faserung ist eine solche Menge mit der zusätzlichen Eigenschaft, dass die Geraden
paarweise disjunkt sind.

Sei im folgenden 0 ≤ δ ∈ N mit |F| = q2 + 1 + δ. Sei weiter bi für 0 ≤ i ≤ q + 1
die Anzahl der Geraden in Q−(5, q), die nicht in F liegen und genau i Geraden
aus F tre�en. Für ein Loch P sei bi(P ) für 0 ≤ i ≤ q + 1 die Anzahl der Geraden
in Q−(5, q) durch P , die genau i Geraden aus F tre�en.

Lemma 3.1.1 Für δ < q gelten die folgenden Aussagen.

(i) Für jedes Loch P ist
q+1∑
i=0

bi(P )(i− 1) = δ.

(ii) Es gilt bi = 0 für i = 0 und für δ + 1 < i < q + 1.
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3.1 Kleine maximale Teilfaserungen von Q−(5, q)

(iii) Es ist

(q − δ)
δ+1∑
i=1

bi(i− 1) ≤ (q3 − q2 − δ)(q + 1)δ.

Beweis: (i) P liegt auf q2+1 Geraden, daher ist
∑
i bi(P ) = q2+1. Zählt man Paare

von Geraden (g, h) mit P ∈ g, h ∈ F und g∩h 6= ∅, so erhält man
∑
i bi(P )i = |F|.

Es folgt die Behauptung.

(ii) Es gibt keine Gerade, die keine Gerade aus F tri�t, weil F maximal ist.
Daher ist b0 = 0. Sei nun ` eine Gerade, die nicht in M enthalten ist, und P ein
Loch auf `. Die q2 von ` verschiedenen Geraden durch P tre�en jeweils mindestens
eine Gerade aus F . Daher bleiben höchstens |F| − q2 = δ + 1 Geraden aus F , die
` tre�en können. Somit gibt es keine Gerade, die mehr als δ + 1 aber weniger als
q + 1 Geraden aus F tri�t.

(iii) Wir zählen inzidente Paare (P, `) mit Löchern P und Geraden ` doppelt
ab und erhalten ∑

P /∈M

δ+1∑
i=1

bi(P ) =

δ+1∑
i=1

bi(q + 1− i).

Das Zählen von Tripeln (P, `,R) mit P Loch, ` Gerade, P,R ∈ ` und R ∈ M
ergibt ∑

P /∈M

δ+1∑
i=1

bi(P )i =

δ+1∑
i=1

bi(q + 1− i)i.

Die Kombination dieser beiden Gleichungen unter Verwendung von (i) liefert

δ+1∑
i=1

bi(q − δ)(i− 1) ≤
δ+1∑
i=1

bi(q + 1− i)(i− 1)

=
∑
P /∈M

δ+1∑
i=1

bi(P )(i− 1)

=
(∣∣Q−(5, q)

∣∣− |M |) δ.
Zusammen mit |Q−(5, q)| = (q+ 1)(q3 + 1) und |M | = (q2 + 1 + δ)(q+ 1) folgt die
Behauptung. �

Eine lange Gerade sei eine Gerade aus Q−(5, q), die kein Element der Teilfase-
rung F ist, aber in M enthalten ist. Es gibt also bq+1 lange Geraden. Das nächste
Lemma liefert eine untere Schranke für diese Anzahl.

Lemma 3.1.2 Sei δ < q. Dann gilt

bq+1 ≥ q(q2 + δ) +
q2 + δ

q − δ
− δ2(q2 − 1)

q − δ
.
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q−(5, q) und H(3, q2)

Beweis: Wir zählen inzidente Paare (`, P ) mit ` /∈ F Gerade aus Q−(5, q) und
P ∈M doppelt ab und erhalten

q+1∑
i=1

bii = |M | q2.

Da in Q−(5, q) genau (q2 + 1)(q3 + 1) Geraden liegen, ist

|F|+
q+1∑
i=1

bi = (q2 + 1)(q3 + 1)

und somit

|F| q +

q+1∑
i=1

bi(i− 1) = |F| (q + 1) +

(
q+1∑
i=1

bii

)
− (q2 + 1)(q3 + 1)

= |M |+ |M | q2 − (q2 + 1)(q3 + 1)

= (q2 + 1 + δ)(q + 1)(q2 + 1)− (q2 + 1)(q3 + 1)

= (q2 + 1)(q + 1)(q2 + 1 + δ − q2 + q − 1)

= (q2 + 1)(q + 1)(q + δ).

Aus Lemma 3.1.1(ii) folgt nun

(|F|+ bq+1)q = (q2 + 1)(q + 1)(q + δ)−
δ+1∑
i=1

bi(i− 1)

und zusammen mit 3.1.1(iii) ergibt das

bq+1 ≥
1

q

[
(q2 + 1)(q + 1)(q + δ)− 1

q − δ
(q3 − q2 − δ)(q + 1)δ

]
− |F|

=
q4 + q2 − δ2q2 − δ2q + δ2 − δq3 + δq2 + δ

q − δ

= q(q2 + δ) +
q2 + δ

q − δ
− δ2(q2 − 1)

q − δ
.

�

Je kleiner δ, desto gröÿer ist die untere Schranke für die Zahl der langen Geraden.
Für δ = 0 folgt bq+1 = q3 + q = (q3 + q2 + q + 1) − (q2 + 1), was die Anzahl der
Geraden in einer parabolischen Quadrik Q(4, q) ohne die Geraden einer Faserung
von Q(4, q) ist. In diesem Fall ist die Schranke also scharf (siehe Beginn dieses
Abschnitts). Wir zeigen nun in den nächsten zwei Lemmas, dass auch für kleine
δ > 0 die groÿe Anzahl an langen Geraden eine parabolische Teilquadrik Q(4, q) ⊆
Q−(5, q) liefert, die in M enthalten ist.
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Lemma 3.1.3 Ist δ ≤ (q − 1)/2, dann existiert eine hyperbolische Teilquadrik
Q+(3, q) ⊆ Q−(5, q) mit Q+(3, q) ⊆M .

Beweis: Jede lange Gerade tri�t q+1 Geraden aus F . Zählt man Paare (h, g) sich
schneidender Geraden h ∈ F und langen Geraden g doppelt ab, so erhält man,
dass eine Gerade ` ∈ F existiert, die

x ≥ bq+1(q + 1)

|F|

lange Geraden tri�t.
Jede der x langen Geraden, die ` tri�t, tri�t q weitere Geraden aus F . Somit folgt
erneut mit doppelter Abzählung, dass es eine Gerade `′ ∈ F \ {`} gibt, so dass

z ≥ xq

|F| − 1
≥ bq+1(q + 1)q

(q2 + 1 + δ)(q2 + δ)

lange Geraden ` und `′ tre�en.
Mit Lemma 3.1.2 und 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/2 folgt

z ≥ q2(q + 1)

q2 + 1 + δ
+

q(q + 1)

(q2 + 1 + δ)(q − δ)
− δ2(q2 − 1)(q + 1)q

(q2 + 1 + δ)(q2 + δ)(q − δ)

>
2q2(q + 1)

2q2 + q + 1
+ 0− δ2

q − δ
· (q − 1)(q + 1)2

(q2 + 1)q

≥ q + 1

2

(
2q2

q2 + q+1
2

− (q − 1)3

(q2 + 1)q

)

>
q + 1

2

(
2q − 1

q + 1
− q

q + 1

)
≥ δ.

Hierbei wurde für die dritte Zeile q + 1 ≤ 2(q − δ) verwendet. Es gibt also eine
Gerade `′ ∈ F , so dass mindesten δ+1 lange Geraden ` und `′ tre�en. Die Geraden
` und `′ spannen eine hyperbolische Quadrik Q+(3, q) ⊆ Q−(5, q) auf.
Angenommen ein Punkt P ∈ Q+(3, q) liegt nicht in M . Dann liegt P weder auf `
oder `′ noch auf den langen Geraden, die ` und `′ tre�en. Die Gerade in Q+(3, q)
durch P , die ` und `′ tri�t, hat daher mindestens zwei Punkte in M . Die andere
Gerade in Q+(3, q) durch P tri�t die δ+1 langen Geraden, die ` und `′ tre�en, und
enthält daher mindestens δ+1 Punkte ausM . Es folgt

∑
i bi(P )(i−1) ≥ 1+δ > δ,

ein Widerspruch zu Lemma 3.1.1(i). Somit liegen alle Punkte von Q+(3, q) in M .
�

Lemma 3.1.4 Ist δ ≤ (q − 1)/2, dann existiert eine parabolische Teilquadrik
Q(4, q) ⊆ Q−(5, q) mit Q(4, q) ⊆M .

Beweis: Sei ` ∈ F die Gerade aus dem vorherigen Beweis, die von

x ≥ bq+1(q + 1)

|F|
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q−(5, q) und H(3, q2)

langen Geraden getro�en wird. Dann existiert eine hyperbolische QuadrikQ+(3, q)
durch `, die in M enthalten ist.
Die hyperbolische Quadrik Q+(3, q) liegt in einem Solid U von PG(5, q) und dieser
ist in genau q + 1 Hyperebenen von PG(5, q) enthalten. Jede dieser Hyperebenen
tri�t die Quadrik Q−(5, q) in einer parabolischen Quadrik Q(4, q). Genau q + 1
der langen Geraden, die ` tre�en, liegen in Q+(3, q). Die restlichen x − (q + 1)
dieser langen Geraden verteilen sich auf die q + 1 Hyperebenen durch U .
Wegen 0 ≤ δ ≤ (q − 1)/2 ist

q4 + q2 ≥ (2δ + 1)(q3 + q)

und daher

q4 + q2 + δ3 + 3δ2 + 2δq2 + 2δ > (2δ + 1)(q3 + q) + 2δ2q.

Dies ist äquivalent zu

q(q2 + δ)(q − δ) + q2 + δ − δ2(q2 − 1) > (δ + 1)(q2 + 1 + δ)(q − δ).

Daraus und mit Lemma 3.1.2 folgt

x− (q + 1)

q + 1
≥ bq+1

|F|
− 1

≥ q(q2 + δ)(q − δ) + q2 + δ − δ2(q2 − 1)

(q − δ)(q2 + 1 + δ)
− 1

> δ.

Es gibt also eine parabolische Quadrik Q(4, q) ⊆ Q−(5, q) durch Q+(3, q), die
neben den langen Geraden inQ+(3, q) noch mindestens weitere δ+1 lange Geraden
enthält, die ` tre�en.
Angenommen es gibt einen Punkt P ∈ Q(4, q)\M . Dann liegt P nicht in Q+(3, q)
und auch auf keiner langen Geraden. Jede Gerade der parabolischen Quadrik
Q(4, q) durch P tri�t Q+(3, q) und genau eine dieser Geraden durch P tri�t `.
Sei R der Schnittpunkt, also der eindeutige Nachbar von P auf `. Seien g1, . . . , gs
die langen Geraden aus Q, die ` in einem von R verschiedenen Punkt tre�en,
und nicht in Q+(3, q) liegen. Dann existiert genau eine Gerade hi durch P , die
gi tri�t. Der Schnittpunkt von gi und hi liegt nicht in Q+(3, q), weil gi nicht in
Q+(3, q) enthalten ist und R /∈ gi der eindeutige Nachbar von P auf ` ist. Ist
hi = hj für i 6= j, so ist trotzdem gi ∩ hi 6= gj ∩ hi, weil sich gi und gj höchstens
in einem Punkt 6= R auf ` tre�en. Die Geraden hi tre�en auÿerdem Q+(3, q)
auÿerhalb von ` und haben somit einen weiteren Punkt in M . Ist s ≥ δ + 1, so
folgt

∑
i bi(P )(i− 1) ≥ δ + 1 > δ, ein Widerspruch zu Lemma 3.1.1(i).

Es ist also s ≤ δ < q. Damit existiert ein Punkt S 6= R auf `, der auf keiner
der Geraden `1, . . . , `s liegt. Es folgt, dass der Punkt S auf genau einer langen
Geraden aus Q(4, q) liegt. Diese lange Gerade durch S ist in Q+(3, q) enthalten.
Sei P ′ ein Nachbar von S in Q(4, q). Liegt P ′ in Q+(3, q), so gilt P ′ ∈M . Liegt P ′
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nicht in Q+(3, q), so zeigen die gleichen Argumente wie für P , dass P ′ in M liegt,
weil nun mindestens δ + 1 lange Geraden aus Q(4, q) die Gerade ` in einem von
S verschiedenen Punkt tre�en und nicht in Q+(3, q) enthalten sind. Damit liegen
alle Punkte aus S⊥∩Q(4, q) in der Menge M . Somit sind alle von ` verschiedenen
Geraden aus Q(4, q) durch S lange Geraden. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass S
auf genau einer langen Geraden liegt. Dieser Widerspruch zeigt, dass alle Punkte
P ∈ Q(4, q) in M liegen. �

Lemma 3.1.5 Ist δ ≤ (q − 1)/2, dann ist δ = 0, q gerade und F eine Faserung
einer parabolischen Quadrik Q(4, q) ⊆ Q−(5, q).

Beweis: Nach dem vorherigen Lemma existiert eine parabolische Teilquadrik
Q(4, q) ⊆ Q−(5, q), die ganz inM enthalten ist. Angenommen es gibt eine Gerade
k ∈ F , die nicht in Q(4, q) liegt. Sei S der Schnittpunkt von k mit Q(4, q). Dann
liegt S auf keiner Geraden von F , die in Q(4, q) enthalten ist. Daher werden die
q2 + q + 1 Punkte in S⊥ ∩Q(4, q) jeweils von einer anderen Geraden aus F über-
deckt. Es folgt |F| ≥ q2 + q+ 1, ein Widerspruch zu δ ≤ (q− 1)/2. Deshalb liegen
alle Geraden aus F in Q(4, q) und überdecken Q(4, q) vollständig. Sie bilden somit
eine Faserung von Q(4, q). Eine solche Faserung existiert nur für gerade q und hat
genau q2 + 1 Elemente. Insgesamt folgt, dass q gerade und δ = 0 sein muss. �

Theorem 3.1.6 Sei F eine maximale Teilfaserung von Q−(5, q).

(i) Ist q ungerade, so ist |F| ≥ q2 + (q + 1)/2 + 1.

(ii) Ist q gerade, so ist entweder |F| = q2 + 1 und F eine Faserung einer para-
bolischen Quadrik Q(4, q) ⊆ Q−(5, q) oder |F| ≥ q2 + q/2 + 1.

Beweis: Sei |F| = q2 + 1 + δ. Ist δ ≤ (q − 1)/2, so zeigt das vorherige Lemma,
dass δ = 0, q gerade und F eine Faserung einer parabolischen Quadrik Q(4, q) ⊆
Q−(5, q) ist. Somit folgt für ungerade q, dass δ > (q−1)/2, also δ ≥ (q+1)/2, gilt.
Für gerade q ist entweder δ = 0 und F eine Faserung einer parabolischen Quadrik
Q(4, q) ⊆ Q−(5, q) oder δ > (q − 1)/2, also δ ≥ q/2. �

Hieraus folgt sofort die entsprechende Aussage für den zu Q−(5, q) dualen Po-
larraum H(3, q2).

Folgerung 3.1.7 Sei O ein maximales Teilovoid von H(3, q2).

(i) Ist q ungerade, so ist |O| ≥ q2 + (q + 1)/2 + 1.

(ii) Ist q gerade, so ist entweder |O| = q2 + 1 und O die Punktmenge einer
eingebetteten elliptischen Quadrik Q−(3, q) ⊆W (3, q) ⊆ H(3, q2) oder es ist
|O| ≥ q2 + q/2 + 1.
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q−(5, q) und H(3, q2)

3.2 Teilovoide von Q−(5, 4)

In [BKMS08a] zeigen de Beule, Klein, Metsch und Storme, dass eine Teilfaserung
von H(3, q2) höchstens (q3 + q + 2)/2 Elemente hat. Somit hat ein Teilovoid von
Q−(5, q) ebenfalls höchstens (q3 +q+2)/2 Elemente. Für q = 2 und q = 3 ist diese
Grenze scharf. Dye konstruierte in [Dye92] das folgende Beispiel für ein Teilovoid
in Q−(5, 2) mit 6 = (23 + 2 + 2)/2 Punkten.

Beispiel 3.2.1 Sei U ein Solid von PG(5, 2) ⊇ Q−(5, 2), der die Quadrik Q−(5, 2)
in einer elliptischen Quadrik Q−(3, 2) tri�t. Dann ist s := U⊥ eine Sekante. Sei
weiter E eine Tangentialebene von Q−(3, 2), also eine Ebene, die die Quadrik
in genau einem Punkt P tri�t. Dann ist E⊥ eine Ebene durch die Sekante s,
die Q−(5, 2) in zwei Geraden durch P tri�t. Seien R1 und R2 die beiden von
P verschiedenen Punkte der Quadrik in E⊥, die nicht auf s liegen. Sei weiter
O := {R1, R2} ∪ (Q−(3, 2) \ {P}). Wegen Ri /∈ s ist U * R⊥i . Da aber Ri ∈ E⊥,
gilt E ⊆ R⊥i , woraus nun R⊥i ∩U = E folgt. Die Punkte in O sind somit paarweise
nicht aufeinander senkrecht und es gilt |O| = 22 + 2 = 6 = (23 + 2 + 2)/2.

Ebert und Hirschfeld konstruieren in [EH99] mit Hilfe des Computers eine Teil-
faserung von H(3, 9) mit 16 = (33 +3+2)/2 Elementen, was dual einem Teilovoid
von Q−(5, 3) mit 16 Punkten entspricht. Auÿerdem wird gezeigt, dass dieses Bei-
spiel bis auf Isomorphie eindeutig ist.
Ebenfalls mit Hilfe des Computers wurden Teilfaserungen von H(3, 16) mit ma-

ximal 25 < 35 = (43+4+2)/2 Elementen in [EH99] und in [ACE03] gefunden. Eine
weitere Computersuche von Cimráková und Fack in [CF05] ergibt, dass es keine
gröÿeren Teilfaserungen von H(3, 16) gibt. Somit ist für q = 4 die obere Schranke
für Teilfaserungen von H(3, q2) aus [BKMS08a] nicht mehr scharf. Wir geben in
diesem Abschnitt einen geometrischen Beweis hierfür. Dieser wird allerdings in
der Struktur der elliptischen Quadrik Q−(5, 4) geführt.
Neben der oberen Schranke werden in [BKMS08a] noch Eigenschaften einer

Teilfaserung von H(3, q2) mit genau (q3 + q + 2)/2 Elementen nachgewiesen. Ins-
besondere wird das folgende Resultat gezeigt, das hier dual, also in Q−(5, q),
dargestellt wird.

Resultat 3.2.2 (de Beule et al. [BKMS08a]) Sei O ein Teilovoid der elliptischen
Quadrik Q−(5, q) mit (q3+q+2)/2 Elementen. Dann existiert ein zweites Teilovoid
O′ von Q−(5, q) mit |O′| = |O| = (q3 + q + 2)/2 und O ∩ O′ = ∅. Auÿerdem
blockieren O und O′ dieselben Geraden in Q−(5, q).

Lemma 3.2.3 Seien O und O′ zwei disjunkte Teilovoide der elliptischen Quadrik
Q−(5, q) ⊆ PG(5, q) mit |O′| = |O| = (q3+q+2)/2. Dann ist |H∩O| = |H∩O′| für
jede Hyperebene H von PG(5, q), die die Quadrik Q−(5, q) in einer parabolischen
Quadrik Q(4, q) tri�t.

Beweis: Nach Resultat 3.2.2 blockieren O und O′ dieselben Geraden der Quadrik
Q−(5, q). Jede Gerade durch einen Punkt aus O tri�t damit O′ genau einmal. Sei
H eine Hyperebene von PG(5, q), die die Quadrik Q−(5, q) in einer parabolischen
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3.2 Teilovoide von Q−(5, 4)

Quadrik Q(4, q) tri�t. Ein Punkt der parabolischen Quadrik Q(4, q) liegt auf genau
q+1 Geraden der Quadrik. Doppeltes Abzählen von inzidenten Paaren (P,R) mit
P ∈ H ∩ O und R ∈ H ∩ O′ liefert

|H ∩ O| · (q + 1) = |H ∩ O′| · (q + 1),

woraus die Behauptung folgt. �

Theorem 3.2.4 Es gibt kein Teilovoid von Q−(5, 4) mit (43 + 4 + 2)/2 = 35
Elementen.

Beweis: Angenommen ein solchens Teilovoid O mit genau 35 Elementen existiert.
Dann gibt es nach Resultat 3.2.2 ein weiteres Teilovoid O′ mit |O′| = 35 und
O ∩ O′ = ∅. Sei P ∈ O. Der Punkt P ist zu genau 42 + 1 = 17 Punkten in O′
benachbart. Wegen 17 < |O′| existiert damit ein Punkt R ∈ O′, der nicht auf P
senkrecht steht. Somit ist PR eine Sekante und U := (PR)⊥ ein Solid in PG(5, 4),
der die Quadrik Q−(5, 4) in einer dreidimensionalen elliptischen Quadrik Q−(3, 4)
tri�t. Diese elliptische Quadrik enthält weder Punkte aus O noch Punkte aus O′,
weil die Punkte in U auf P und R senkrecht stehen und damit nicht in O oder O′
liegen können. Der Solid U liegt in genau q+1 = 5 Hyperebenen von PG(5, 4). Dies
sind P⊥, R⊥ und drei weitere Hyperebenen H1, H2, H3, die die Quadrik Q−(5, 4)
jeweils in einer parabolischen Quadrik Q(4, 4) tre�en. Jeder Punkt von PG(5, 4)
auÿerhalb von U liegt in genau einer dieser Hyperebenen. In P⊥ liegen ein Punkt
aus O und 42 +1 Punkte aus O′. In R⊥ sind diese Zahlen genau umgekehrt, daher
ist

|(P⊥ ∪R⊥) ∩ O| = |(P⊥ ∪R⊥) ∩ O′| = 42 + 1 + 1 = 18.

Es bleiben 35 − 18 = 17 Punkte aus O bzw. O′, die sich auf die restlichen drei
Hyperebenen H1, H2, H3 durch U aufteilen. Wir schlieÿen im folgenden eine Reihe
von Schnittzahlen ai := |Hi ∩ O| für i = 1, 2, 3 aus. Aus Lemma 3.2.3 wissen wir
bereits ai := |Hi ∩ O| = |Hi ∩ O′|.
ai /∈ {1, 2, . . . , 8} : Angenommen ai > 0, dann gibt es einen Punkt S ∈ Hi∩O.

Der Punkt S liegt in Hi auf genau q + 1 = 5 Geraden der Quadrik, die alle das
Teilovoid O′ tre�en. Daher ist ai ≥ 5. Sei T 6= S ein weiterer Punkt aus Hi ∩ O.
Dann ist ` := ST eine Sekante und E := `⊥ ∩ Hi ist eine Ovalebene durch den
Nukleus N der parabolischen Quadrik Q(4, 4) in Hi. Die Ebene E⊥ enthält ` und
ist ebenfalls eine Ovalebene in Hi durch den Nukleus N . Da sowohl S als auch T
genau 4 + 1 = 5 Nachbarn in Hi ∩ O′ haben, es aber genau ai Punkte in Hi ∩ O′
gibt und nur in E gemeinsame Nachbarn liegen, gilt

α := |E ∩ O′| ≥ 2 · 5− ai. (3a)

Angenommen α > 0 (dies ist insbesondere für ai < 10 der Fall). Sei β := |E⊥∩O|.
Seien A,B ∈ E ∩ Q(4, 4) zwei verschiedene Punkte. Dann sind die Geraden der
Form AX mit X ∈ E⊥∩Q(4, 4) alle Geraden der Quadrik Q(4, 4) durch A. Analog
sind für B die Geraden BX ′ mit X ′ ∈ E⊥ alle Geraden der Quadrik Q(4, 4) durch
B. Diese Geraden AX und BX ′ tre�en sich nur für X = X ′ und dann ist der
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3 Teilovoide und Teilfaserungen von Q−(5, q) und H(3, q2)

Schnittpunkt der Punkt X ∈ E⊥, denn jeder Schnittpunkt von AX und BX ′

liegt in (AB)⊥ = E⊥. Somit liegt jeder Punkt der Quadrik Q(4, 4), der nicht in
E oder E⊥ liegt, auf höchstens einer Geraden der Quadrik, die E und E⊥ tri�t.
Durch Zählen erhält man, dass jeder Punkt aus Q(4, 4)\ (E∪E⊥) auf genau einer
solchen Geraden liegt. Auÿerdem blockieren O und O′ dieselben Geraden. Somit
tri�t jede der 4+1 = 5 Geraden durch einen der α Punkte in E∩O′ die Menge O.
β dieser Geraden tre�en O in E⊥. Analog kann man für die β Punkte in E⊥ ∩O
argumentieren. Es folgt

α(5− β) + β + x = ai = β(5− α) + α+ x,

wobei x die Anzahl der Geraden der Quadrik Q(4, 4) ist, die E und E⊥ tre�en
und auÿerdem O ∪O′ auÿerhalb von E ∪ E⊥ tre�en. Hieraus folgt α = β und

6α− α2 ≤ ai. (3b)

Angenommen α = β ≥ 4. Der Solid U enthält keine der beiden Ebenen E und E⊥,
weil U die Quadrik in einer elliptischen Quadrik Q−(3, 4) tri�t und damit nicht
den Nukleus N enthält. Somit tri�t U eine der beiden Ebenen in einer Passante
und die andere in einer Sekante. Weil beide Ebenen höchstens einen Punkt haben,
der nicht in O oder O′ liegt, tri�t U die Menge O ∪O′. Dies ist ein Widerspruch,
denn U enthält keine Punkte aus O ∪O′.
Es folgt α ≤ 3 und damit ai ≥ 7 nach (3a). Für ai = 7 ist also α = 3 und es folgt
ein Widerspruch aus (3b).
Angenommen ai = 8, dann ist nach (3a) α ≥ 2. Die Werte α = 3 und ai = 8
widersprechen (3b), also bleibt nur α = β = 2. Die Punkte S und T haben in
Hi genau zwei gemeinsame Nachbarn aus O′ (diese liegen in E) und jeweils drei
weitere voneinander verschiedene Nachbarn in O′, was zusammen alle acht Punkte
aus O′ ∩ Hi sind (das bedeutet x = 0 in der obigen Gleichung). Somit ist jeder
Punkt in O′ ∩ Hi ein Nachbar von S oder T . Sei Y 6= S, T ein weiterer Punkt
aus O ∩ Hi. Dann hat auch Y genau fünf Nachbarn in O′ ∩ Hi und daher mit
S oder T mindestens drei gemeinsame Nachbarn. Sei dies o.B.d.A. S. Dann ist
`′ := SY eine Sekante, E′ := `′⊥ ∩Hi eine Ovalebene durch den Nukleus N und
α′ := |E′ ∩ O′| nach den vorangegangenen Überlegungen gröÿer oder gleich drei.
Analog zu α ≤ 3 zeigt man aber auch α′ ≤ 3, also ist α′ = 3. Dies widerspricht
der zu (3b) analogen Ungleichung für α′.
Insgesamt haben wir gezeigt, dass ai = 0 oder ai > 8 gelten muss.
ai 6= 17 : Angenommen ai = 17 = 42 + 1, dann ist Hi ∩ O ein Ovoid der

parabolischen Quadrik Q(4, 4) in Hi. Nach [BNS87] tri�t ein Ovoid von Q(4, 4)
jede elliptische Teilquadrik Q−(3, 4) in einer ungeraden Anzahl von Punkten. Der
Solid U tri�t Q(4, 4) in einer elliptischen Quadrik Q−(3, 4). Damit haben Hi ∩O
und der Solid U mindestens einen Punkt gemeinsam. Dies ist ein Widerspruch zu
U ∩ O = ∅.

Insgesamt erhalten wir a1 +a2 +a3 = 17 und ai 6= {1, 2, . . . , 8, 17}. Dies ist nicht
möglich und damit ein Widerspruch zur Annahme, dass ein solches Teilovoid O
existiert. �

54



3.2 Teilovoide von Q−(5, 4)

Die hierzu duale Aussage ist nun ebenfalls bewiesen.

Folgerung 3.2.5 Es gibt keine Teilfaserung von H(3, 16) mit (43 +4+2)/2 = 35
Elementen.
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

Die Untersuchungen in diesem Kapitel gehen auf die Klassi�zierung von Griesmer-
Codes zurück. Diese Codes können bijektiv auf gewisse Gewichtsfunktionen von
PG(k−1, q) abgebildet werden, so genannte Minihyper. In diesem Kapitel werden
bestimmte Minihyper klassi�ziert und damit bestehende Resultate verbessert.

De�nition 4.0.1 Eine Minihyper des projektiven Raums PG(k − 1, q) ist eine
Gewichtsfunktion w : P → N0 von der Punktmenge P des projektiven Raums
PG(k − 1, q) in die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen.

Für einen Punkt P heiÿt w(P ) das Gewicht von P , und für eine Menge Y ⊆ P
ist w(Y ) :=

∑
P∈Y w(P ) das Gewicht von Y . Die Parameter der Minihyper sind

• die Dimension des projektiven Raums k − 1,

• die Ordnung des zugrunde liegenden Körpers q,

• das Gesamtgewicht f := w(P)

• und das minimale Gewicht einer Hyperebene

m := min{w(H) | H Hyperebene von PG(k − 1, q)}.

Eine Minihyper w mit diesen Parametern wird allgemein als {f,m; k − 1, q}-
Minihyper bezeichnet. Ist w(P ) ∈ {0, 1} für alle P ∈ P, so heiÿt w auch un-
gewichtete Minihyper und entspricht einer Teilmenge der Punktmenge.
Ursprünglich wurden Minihyper von Hamada und Tamari in [HT78] de�niert,

um die maximale Mächtigkeit einer Punktmenge M des projektiven Raums
PG(r, q) zu untersuchen mit der Eigenschaft, dass je s + 1 Punkte aus M einen
s-dimensionalen Unterraum aufspannen. In [Ham87] erklärt Hamada die Korre-
spondenz zwischen [n, k, d, q]-Griesmer-Codes mit d < qk−1 und ungewichteten
Minihypern. Diese Korrespondenz wird von Hamada und Helleseth in [HH01] auf
alle Griesmer-Codes und gewichtete Minihyper erweitert.

Resultat 4.0.2 (Hamada [Ham87], Hamada und Helleseth [HH01]) Seien k, λ ∈ N
und sei mi ∈ N0 mit k ≥ 3, mi ≤ q − 1 und (m0, . . . ,mk−2) 6= (0, . . . , 0), dann
kann die Menge der nicht äquivalenten

[λθk−1 −
k−2∑
i=0

miθi, k, λq
k−1 −

k−2∑
i=0

miq
i, q]-Griesmer-Codes
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

bijektiv auf die Menge der nicht isomorphen

{
k−2∑
i=0

miθi,

k−2∑
i=1

miθi−1; k − 1, q}-Minihyper w

mit w(P ) ≤ λ für alle Punkte P abgebildet werden.

Eine Klassi�zierung der Minihyper liefert somit eine Klassi�zierung der Griesmer-
Codes. Wir betrachten in diesem Kapitel {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper in der
Situation, dass q eine quadratische Primzahlpotenz, µ ≤ k − 2 und δ klein ist.
Solche Minihyper sind nicht nur für die Codierungstheorie interessant, sondern
auch für die Untersuchung maximaler partieller µ-Faserungen und minimaler µ-
Überdeckungen von PG(k − 1, q) mit µ+ 1 | k.

Resultat 4.0.3 (Govaerts und Storme [GS03]) Es gelte µ+ 1 | k.

(i) Sei L die Menge der Löcher einer partiellen µ-Faserung von PG(k − 1, q)
mit |L| = δθµ und δ < q. Dann ist L die Punktmenge einer ungewichteten
{δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper.

(ii) Sei C eine µ-Überdeckung von PG(k − 1, q) mit θk−1/θµ + δ Elementen und
δ < q. Sei w : P → N0, so dass w(P ) + 1 gleich der Anzahl der Elemente
aus C ist, die P enthalten. Dann ist w eine {δθµ, δθµ−1; k−1, q}-Minihyper.

Beispiele 4.0.4 (i) Sei U ein µ-dimensionaler Unterraum von PG(k−1, q) mit
µ < k − 1, dann ist wU : P → N0 mit

wU (P ) :=

{
1 falls P ∈ U
0 falls P /∈ U

eine (ungewichtete) {θµ, θµ−1; k − 1, q}-Minihyper.

(ii) Sei q eine Quadratzahl und Ω ein Baer-Kegel in PG(k − 1, q) vom Typ Bs,t
mit Spitze S und t > 0, dann ist wΩ : P → N0 mit

wΩ(P ) :=


√
q + 1 falls P ∈ S

1 falls P ∈ (Ω \ S)
0 falls P /∈ Ω

eine {(√q + 1)θµ, (
√
q + 1)θµ−1; k − 1, q}-Minihyper mit µ := s + (t + 1)/2

für ungerade t und eine {θµ +
√
qθµ−1, θµ−1 +

√
qθµ−2; k − 1, q}-Minihyper

mit µ := s+ t/2 + 1 für gerade t.

(iii) Seien wi, i = 1, . . . , n, {fi,mi; k − 1, q}-Minihyper des selben projektiven
Raums PG(k− 1, q), dann ist w :=

∑
wi eine {f,m; k− 1, q}-Minihyper mit

f =
∑
fi und m ≥

∑
mi.
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Für die De�nition von Baer-Kegeln siehe Abschnitt 1.2. Dort wird auÿerdem ge-
zeigt, dass Baer-Kegel projizierten Baer-Untergeometrien entsprechen. Ein Baer-
Kegel Ω vom Typ Bs,t entspricht dabei dem Bild einer Projektion einer Baer-
Untergeometrie PG(2s + t + 2,

√
q). Daher bezeichnen wir diesen Baer-Kegel Ω

auch als projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2s+ t+ 2,
√
q). Diese Bezeichnung

erklärt intuitiver die möglichen Schnitte mit anderen Baer-Kegeln oder mit Un-
terräumen. Beide Bezeichnungen haben ihre Vorteile, weshalb sie auch beide in
diesem Kapitel verwendet werden. Auÿerdem gilt für t > 0 und wΩ wie in (ii) des
obigen Beispiels

wΩ(P) = (
√
q + 1)θs + qs+1 (

√
q)t+1 − 1
√
q − 1

= |PG(2s+ t+ 2,
√
q)| . (4a)

Die Einschränkung t > 0 ist für die Wohlde�niertheit von wΩ wichtig, denn ein
Baer-Kegel Ω1 vom Typ Bs,0 und ein Baer-Kegel Ω2 vom Typ Bs+1,−1 sind beides
Unterräume der Dimension s+ 1. Eine zu (ii) analoge De�nition für wΩ1 und wΩ2

führt aber zu zwei verschiedenen Gewichtsfunktionen, die zudem beide nicht der
Funktion wU für einen (s+ 1)-dimensionalen Unterraum U entsprechen.

Bemerkung 4.0.5 Ist Ω ein Baer-Kegel vom Typ Bs,1, dann ist Ω die Vereini-
gung von

√
q+1 verschiedenen (s+1)-dimensionalen Unterräumen U1, . . . , U√q+1,

die sich paarweise in der s-dimensionalen Spitze S tre�en und daher ist

wΩ =

√
q+1∑
i=1

wUi .

Eine Minihyper, die durch einen Unterraum U oder einen Baer-Kegel Ω = Bs,t
mit t > 0 wie in (i) bzw. (ii) des Beispiels de�niert wird, bezeichnen wir für den
Rest des Kapitels mit wU bzw. wΩ. Ist die Minihyper w eine Summe w =

∑
wi

wie in (iii) des Beispiels und ist wi = wUi oder wi = wΩi mit Ui Unterraum
und Ωi Baer-Kegel vom Typ Bsi,ti mit ti > 0, so sagen wir, dass w die Sum-
me von Unterräumen Ui und projizierten Baer-Untergeometrien Ωi ist. Mit der
vorangegangenen Bemerkung können wir in einer solchen Summe die wΩi mit
ti = 1 durch eine Summe von Unterräumen ersetzen, weshalb hierbei sogar ti > 1
gefordert werden kann.

Beispiel 4.0.6 Seien Ω1, . . . ,Ωx projizierte Baer-Untergeometrien pPG(2µ+1,
√
q)

von PG(k−1, q), deren Basen jeweils mindestens Dimension Eins haben und seien
U1, . . . , Uy Unterräume PG(µ, q) von PG(k− 1, q). Gibt es auÿerdem eine Hyper-
ebene H von PG(k−1, q) mit Ωi∩H = pPG(2µ−1,

√
q) und Uj∩H = PG(µ−1, q)

für i = 1, . . . , x und j = 1, . . . y, dann ist

w :=

x∑
i=1

wΩi +

y∑
j=1

wUj

eine {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper mit δ := (
√
q + 1)x+ y.
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

Lemma 4.0.7 Die im voran gegangenen Beispiel de�nierte Gewichtsfunktion w
ist eine {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper mit δ := (

√
q + 1)x+ y.

Beweis: Sei P die Punktmenge von PG(k − 1, q), dann ist mit (4a)

w(P) =

x∑
i=1

wΩi(P) +

y∑
j=1

wUj (P)

= x |PG(2µ+ 1,
√
q)|+ y |PG(µ, q)|

= x(
√
q + 1)θµ + yθµ

= δθµ.

Jede Hyperebene H von PG(k − 1, q) tri�t Ωi in einer projizierten Baer-Unter-
geometrie der Dimension mindestens 2µ−1 (Beweis hiervon später in Lemma 4.1.4)
und Uj in einem Unterraum der Dimension mindestens µ−1. Daraus folgt w(H) ≥
δθµ−1 mit Gleichheit für mindestens eine Hyperebene H nach Voraussetzung. �

Beispiel 4.0.6 zeigt, wie man {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper und damit auch
entsprechende Griesmer Codes konstruiert. Diese Konstruktion wurde in ähnli-
cher Form von Belov, Logachev und Sandimirov in [BLS74] entwickelt. Ziel dieses
Kapitels ist es, für gewisse Parameter die Umkehrung zu beweisen, also zu zeigen,
dass eine {δθµ, δθµ−1; k− 1, q}-Minihyper die Summe von µ-dimensionalen Unter-
räumen und von projizierten Baer-Untergeometrien der Dimension 2µ+ 1 ist. Es
gibt bereits die folgenden Ergebnisse dieser Art.

Resultat 4.0.8 (Govaerts und Storme [GS03]) Sei q + ε die Mächtigkeit einer
kleinsten minimalen nicht-trivialen blockierenden Menge in PG(2, q). Sei weiter
w eine {δθµ, δθµ−1; k− 1, q}-Minihyper mit q > 2, 0 ≤ δ < ε und µ ≤ k− 2. Dann
ist w die Summe von δ Unterräumen der Dimension µ.

Resultat 4.0.9 (Govaerts und Storme [GS02]) Sei w eine ungewichtete
{δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper mit q > 16 Quadratzahl und δ < q5/8/

√
2 + 1.

Dann ist w die Summe von paarweise disjunkten Unterräumen PG(µ, q) und Baer-
Untergeometrien PG(2µ+ 1,

√
q).

Wir erweitern diese Resultate und beweisen in diesem Kapitel das folgende
Theorem. Die Ergebnisse dieses Kapitels werden in Kürze bei der Zeitschrift �Ad-
vances in Mathematics of Communications� eingereicht, siehe [BMS].

Theorem 4.0.10 Sei w eine {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper mit q = p2h, p
Primzahl, p ≥ 11, k ≥ 4, 1 ≤ µ ≤ k − 2, δ ≤ (q − 1)/4 und falls h > 1 noch

δ +
δ2

q
+

2δ2 − δ
q2

+
δ2 − δ
q3

< 1 + ε,

wobei q + 1 + ε die Mächtigkeit einer kleinsten minimalen blockierenden Men-
ge in PG(2, q) ist, die keine Gerade und keine Baer-Unterebene ist. Dann ist
w die Summe von µ-dimensionalen Unterräumen PG(µ, q) und projizierten Baer-
Untergeometrien pPG(2µ+1,

√
q) deren Basisdimensionen gröÿer oder gleich Drei

sind. Diese Summe ist bis auf Reihenfolge der Summanden eindeutig.
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4.1 Vorbereitungen

Ein projizierter Baer-Unterraum Ω der Dimension 2µ+1 ist ein Baer-Kegel vom
Typ Bs,2µ−1−2s mit s ∈ {−1, . . . , µ}. Für s = µ ist Ω ein µ-dimensionaler Unter-
raum PG(µ, q). Für s = µ − 1 ist nach Bemerkung 4.0.5 die Minihyper wΩ die
Summe von Unterräumen der Dimension s+ 1 = µ. Um eine (bis auf Reihenfolge
der Summanden) eindeutige Summe w in Theorem 4.0.10 zu erhalten, muss daher
die Basisdimension der Baer-Kegel mindesten Drei sein (bzw. s ≤ µ−2). Wir nen-
nen die eindeutigen Unterräume und projizierten Baer-Untergeometrien die Kom-
ponenten von w bzw. genauer Unterraum-Komponenten und Baer-Komponenten.

Bemerkung 4.0.11 Die Aussage von Theorem 4.0.10 für µ = 1 ist das Hauptre-
sultat von Storme in [Sto08]. Wegen s ≤ µ − 2 = −1 ist in diesem Fall die
Minihyper w die Summe von Geraden PG(1, q) und von (nicht projizierten) Baer-
Untergeometrien PG(3,

√
q).

4.1 Vorbereitungen

Bevor wir mit dem Beweis von Theorem 4.0.10 anfangen, beweisen wir in die-
sem Abschnitt noch einige Aussagen, die dafür benötigt werden. Im ersten Teil-
abschnitt stellen wir Resultate über Minihyper zusammen. Im zweiten werden
Schnitte zwischen Baer-Kegeln und Unterräumen betrachtet. Im dritten Teilab-
schnitt wird gezeigt, wie eine Baer-Komponente der Minihyper aus dieser �ent-
fernt� werden kann, was anschlieÿend einen induktiven Beweis von Theorem 4.0.10
ermöglicht.

Benötigte Resultate über Minihyper

In diesem Teilabschnitt nennen wir drei Resultate über Minihyper, die im fol-
genden verwendet werden. Zum Teil sind die Resultate umformuliert. Für eine
Minihyper w und einen Unterraum U bezeichnen wir mit wU die Einschränkung
von w auf U .

Resultat 4.1.1 (Hamada [Ham93]) Sei w eine {
∑k−2
i=0 miθi,

∑k−2
i=0 miθi−1; k−1, q}-

Minihyper mit 0 ≤ mi ≤ q − 1 und (0, . . . , 0) 6= (m0, . . . ,mk−2).

(i) Für alle 0 ≤ n ≤ k − 1 ist das minimale Gewicht eines Unterraums der
Dimension k − 1− n gleich

∑k−2
i=n miθi−n.

(ii) Ist ∆ ein Unterraum der Dimension k−3 mit minimalem Gewicht und sind
Hj, j = 0, . . . , q, die Hyperebenen durch ∆, dann ist wHj eine

{εj +

k−2∑
i=1

miθi−1,

k−2∑
i=1

miθi−2; k − 2, q} −Minihyper

von Hj für j = 0, . . . , q mit εj ∈ N0 und
∑q
j=0 εj = m0.
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Resultat 4.1.2 (Ferret und Storme [FS02], Hamada und Helleseth [HH93]) Sei
w eine {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper von PG(k − 1, q) mit 1 ≤ µ ≤ k − 2 und
δ ≤ (q + 1)/2, und sei H eine Hyperebene von PG(k − 1, q). Dann ist die Ein-
schränkung wH von w auf H eine {

∑µ
i=0miθi,

∑µ
i=0miθi−1; k − 2, q}-Minihyper,

wobei
∑µ
i=0mi = δ gilt.

Insbesondere ist für eine Hyperebene H mit minimalem Gewicht w(H) = δθµ−1

die Einschränkung wH eine {δθµ−1, δθµ−2; k − 2, q}-Minihyper.

Resultat 4.1.3 (Ferret und Storme [FS02], Hamada und Helleseth [HH93]) Sei
w eine {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper w mit 0 ≤ δ < q, und sei U ein N -
dimensionaler Unterraum, der Punkte vom Gewicht Null enthält. Dann ist die
Einschränkung wU von w auf U eine {

∑x
i=0miθi,

∑x
i=0miθi−1;N, q}-Minihyper,

wobei x := min(N − 1, µ) und
∑x
i=0mi ≤ δ gilt.

Schnitte zwischen Baer-Kegeln und Unterräumen

In diesem Teilabschnitt untersuchen wir, wie sich Baer-Kegel untereinander und
mit Unterräumen schneiden.

Lemma 4.1.4 Sei B ein Baer-Kegel vom Typ Bs,t und Spitze S im projektiven
Raum PG(d, q).

(i) Für jeden Unterraum U von PG(d, q) ist U ∩ B ein Baer-Kegel mit Spitze
U ∩ S vom Typ Bs′,t′ , wobei s′ ≤ s, t′ ≤ t und s′ + t′ ≤ dim(U)− 1 gilt.

(ii) Ist U eine Hyperebene von PG(d, q), die B nicht enthält, dann ist U ∩B ein
Baer-Kegel mit Spitze U ∩ S vom Typ Bs−1,t, Bs,t−1 oder Bs,t−2.

Beweis: Sei S′ := U ∩ S und sei T ′ ein Komplement von S′ in U ∩ 〈B〉. Sei
weiter T ein Komplement von S in 〈B〉 mit T ′ ⊆ T . Dann ist B ∩ T eine
Baer-Untergeometrie PG(t,

√
q) und B der Kegel mit Spitze S über dieser Baer-

Untergeometrie PG(t,
√
q). T ′ tri�t diese Baer-Untergeometrie in einer Baer-Unter-

geometrie PG(t′,
√
q) mit t′ ≤ t. Zusammen mit U ∩ 〈B〉 = 〈S′, T ′〉 folgt (i). Sei

nun U eine Hyperebene und B * U , also dim(〈B〉∩U) = dim(〈B〉)−1. Ist S ⊆ U ,
dann ist T ′ eine Hyperebene von T , die die Baer-Untergeometrie PG(t,

√
q) in

einer Baer-Untergeometrie der Dimension t − 1 oder t − 2 tri�t. Ist S * U , also
dim(S′) = s − 1, so gilt T ⊆ U und U ∩ B ist ein Kegel mit Spitze S′ vom Typ
Bs−1,t. �

Lemma 4.1.5 Seien B und B′ zwei Baer-Kegel des projektiven Raums PG(d, q)
mit B′ ⊆ B. Sei weiter B vom Typ Bs,t mit t ≥ 3, B′ vom Typ Bs′,t′ und
t+ 2s = t′ + 2s′ + 1. Dann tritt einer der folgenden Fälle ein.

(i) B′ ist vom Typ Bs,t−1 und die Spitzen der beiden Kegel sind identisch.

(ii) B′ ist vom Typ Bs−1,t+1, die Spitze von B′ ist in der Spitze von B enthalten
und die Spitze von B ist im Kegel B′ enthalten.
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4.1 Vorbereitungen

Beweis: Wegen B′ ⊆ B ist 〈B′〉 ⊆ 〈B〉, also s′+t′ ≤ s+t. Da zudem 2s+t = 2s′+
t′+1 gilt, folgt s′ ≥ s−1. Sei S die Spitze von B und die Baer-Untergeometrie C :=
PG(t,

√
q) eine Basis von B. Dann liegt C in einem t-dimensionalen Unterraum T

von 〈B〉 mit T ∩ S = ∅. Sei auÿerdem S′ die Spitze von B′.
Angenommen S′ * S. Sei P ein Punkt in S′ \ S. Für jeden von P verschiedenen
Punkt X ∈ B′ liegt die Gerade PX in B′ und somit auch in B. Deswegen tri�t
PX die Spitze S und es folgt B′ ⊆ 〈S, P 〉. Damit ist t′+ s′ ≤ dim(〈S, P 〉)− 1 = s.
Hieraus folgt 2s + t = t′ + 2s′ + 1 ≤ 2s + 1 − t′, also t + t′ ≤ 1, was wegen t ≥ 3
und t′ ≥ −1 ein Widerspruch ist.
Es ist also S′ ⊆ S. Falls S′ = S, dann ist t′ = t − 1 und daher B′ ein Kegel mit
Spitze S über einer Baer-Untergeometrie PG(t− 1,

√
q) ⊆ C und Fall (i) tritt ein.

Sei daher nun S′ 6= S, also S′ ( S. Wegen s′ ≥ s − 1 ist dann s′ = s − 1 und
zusammen mit t + 2s = t′ + 2s′ + 1 folgt t′ = t + 1. Wir erhalten s′ + t′ = s + t,
weshalb 〈B′〉 = 〈B〉 = 〈S, T 〉 gilt. Sei T ′ ein Komplement von S′ in 〈S, T 〉. Dann
ist C ′ := B′∩T ′ eine Baer-Untergeometrie PG(t+1,

√
q) und B′ ist der Kegel mit

Spitze S′ über C ′. Mit der Dimensionsformel folgt, dass Y := T ′∩S ein Punkt ist.
Somit ist S′ = 〈S, Y 〉. Wir zeigen nun Y ∈ B′, denn dann gilt S = 〈S′, Y 〉 ⊆ B′

und Fall (ii) tritt ein.
Sei dazu T0 eine Hyperebene von T ′ mit Y /∈ T0, die C ′ in einer Baer-Unter-
geometrie C ′′ := PG(t,

√
q) tri�t. Dann ist C ′′ ⊆ B′ ⊆ B und 〈C ′′〉 = T0 ist

disjunkt zu S. Damit ist B auch der Kegel mit Spitze S über C ′′.
Sei P ein Punkt aus C ′ \ C ′′. Liegt P in S, dann ist P = Y , also Y ∈ B′ und
der Beweis ist abgeschlossen. Sei daher P /∈ S. Weil P ein Punkt aus B ist, dem
Kegel mit Spitze S über der Basis C ′′, gibt es einen eindeutigen Punkt X ∈ C ′′
mit P ∈ 〈S,X〉. Die Gerade PX liegt somit in T ′ und tri�t S. Damit tri�t PX
die Spitze S im Punkt Y und es gilt Y ∈ PX. Sei Q ein von X verschiedener
Punkt aus C ′′ und P ′ 6= P,Q ein Punkt aus C ′ der Geraden PQ. Dann ist P ′

kein Punkt der Spitze S und P ′ liegt auch nicht in C ′′, denn die Gerade PQ tri�t
wegen P /∈ C ′′ die Baer-Untergeometrie C ′′ nur in Q. Analog zu eben folgt, dass
es einen Punkt X ′ ∈ C ′′ gibt, mit P ′ ∈ 〈S,X ′〉 und Y ∈ P ′X ′. Damit liegen die
Geraden PX und P ′X ′ beide in der Ebene 〈P,X,Q〉 und sie tre�en beide die
Baer-Untergeometrie C ′ in einer Baer Geraden. Damit liegt Y = PX ∩ P ′X ′ in
C ′, also auch in B′. �

Bei einem Baer-Kegel B vom Typ Bs,t mit t > 0, nennen wir die Punkte au-
ÿerhalb der Spitze einfache Punkte. In der dazugehörigen Minihyper wB sind dies
gerade die Punkte mit Gewicht genau eins. t > 0 wird hier mit der gleichen Begrün-
dung wie bei der De�nition von wB wegen der Wohlde�niertheit vorausgesetzt.

Lemma 4.1.6 Sei B ein Baer-Kegel vom Typ Bs,t mit t > 0 in einem projektiven
Raum PG(d, q). Dann enthält jeder Unterraum U von PG(d, q) mit dim(U) ≤
s+ t− 1 höchstens ein q-tel der einfachen Punkte von B.

Beweis: Sei S die Spitze des Baer-Kegels B. Nach Lemma 4.1.4 ist U ∩ B ein
Baer-Kegel vom Typ Bs′,t′ mit Spitze S ∩ U , s′ ≤ s und t′ ≤ t. Es gilt auÿerdem
s′ + t′ + 1 ≤ dim(U) ≤ s + t − 1. Die einfachen Punkte von B, die in U liegen,
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sind gerade die Punkte in (U ∩B) \ (S ∩ U). B enthält genau

a := (1 +
√
q + · · ·+ (

√
q)t)qs+1

einfache Punkte. In U ∩B liegen davon genau

a′ := (1 +
√
q + · · ·+ (

√
q)t

′
)qs

′+1.

Ist s′ ≤ s − 1, so folgt mit t′ ≤ t, dass a′/a ≤ q gilt. Ist s′ = s, dann gilt wegen
s′ + t′ + 1 ≤ s+ t− 1, dass t′ ≤ t− 2 ist und somit a′/a ≤ q. �

Lemma 4.1.7 Der Schnitt zweier verschiedener Baer-Kegel B vom Typ Bs,t und
B′ vom Typ Bs′,t′ des projektiven Raums PG(d, q) mit t, t′ ≥ 2 und 2s + t + 1 =
2s′ + t′ + 1 enthält weniger als ein (

√
q − 1)-tel der einfachen Punkte jeder der

beiden Kegel.

Beweis: B enthält genau qs+1
∑t
i=0(
√
q)i einfache Punkte. Wegen t ≥ 2, ist diese

Zahl gröÿer oder gleich σ mit

σ := (1 +
√
q + q)qs+

t
2 .

Da 2s+ t = 2s′+ t′, folgt analog, dass auch B′ mindestens σ einfache Punkte hat.
Fall 1: 〈B〉 6= 〈B′〉. O.B.d.A. ist 〈B〉 ∩ 〈B′〉 6= 〈B〉. Dann tri�t der Unterraum

H ′ := 〈B′〉 nach Lemma 4.1.4 den Baer-Kegel B in einem Baer-Kegel Ba,b mit
a ≤ s und b ≤ t. Wegen B * H ′ ist (a, b) 6= (s, t). Es folgt

|B ∩B′| (√q − 1) ≤ |H ′ ∩B| (√q − 1)

=

(
θa + qa+1 (

√
q)b+1 − 1
√
q − 1

)
(
√
q − 1)

< qa+ 3
2 + b

2 ≤ qs+1+ t
2 < σ.

Weil die Anzahl der einfachen Punkte von B bzw. B′ in B ∩ B′ höchstens gleich
|B ∩B′| ist, folgt die Behauptung.
Fall 2: 〈B〉 = 〈B′〉. Dann ist s + t + 1 = s′ + t′ + 1 und zusammen mit

2s + t + 1 = 2s′ + t′ + 1 folgt s = s′ und t = t′. Wir beweisen diesen Fall mit
Induktion nach s.
s = s′ = −1 : Dann sind B und B′ zwei verschiedene Baer-Untergeometrien

PG(t,
√
q) mit t ≥ 2. Der Schnitt enthält höchstens |PG(t − 1,

√
q)| + 1 Punkte

(diese sind alle einfach), siehe [Sve83] oder [DD06]. Wegen

(|PG(t− 1,
√
q)|+ 1)(

√
q − 1) < (

√
q)t +

√
q < σ,

folgt die Behauptung für s = −1.
s = s′ ≥ 0 :
Fall 2a: Die Spitzen von B und B′ haben einen Punkt P gemeinsam. Dann

sind B und B′ Kegel mit Spitze P über Baer-Kegeln des Typs Bs−1,t. Für einen
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einfachen Punkt R von B ist RP ein einfacher Punkt von B/P . Auf der Geraden
RP liegen genau q einfache Punkte von B, daher gehört jeder einfache Punkt von
B/P zu genau q einfachen Punkten von B. Gleiches gilt für den Kegel B′. Im
Schnitt von B und B′ liegen damit q-mal so viele einfache Punkte wie im Schnitt
von B/P und B′/P . Die Induktionsvoraussetzung liefert, dass B/P und B′/P
weniger als ein (

√
q− 1)-tel ihrer einfachen Punkte im Schnitt haben. Die Anzahl

der einfachen Punkte in B ist

qs+1
t∑
i=0

(
√
q)i = q ·

(
qs

t∑
i=0

(
√
q)i

)
,

also q-mal die Anzahl der einfachen Punkte in B/P . Dies zeigt die Behauptung.
Fall 2b: Die Spitzen von B und B′ sind disjunkt. Wir bezeichnen sie mit π

bzw. π′. B ist die Vereinigung von (s+1)-dimensionalen Unterräumen U durch π.
Jeder dieser Unterräume U enthält genau qs+1 einfache Punkte von B, das sind
gerade die Punkte in U \ π.
Ist U ∩ π′ = ∅ für einen solchen Unterraum U , dann ist U ∩ B′ eine Baer-
Untergeometrie PG(x + 1,

√
q) mit x ≤ s. π ist eine Hyperebene von U und

tri�t die Baer-Untergeometrie PG(x + 1,
√
q) damit mindestens in einer Baer-

Untergeometrie PG(x− 1,
√
q). Es folgt, dass höchstens

(
√
q)x+1 + (

√
q)x = (

√
q)x(
√
q + 1) ≤ (

√
q)s(
√
q + 1)

Punkte aus PG(x+ 1,
√
q) einfache Punkte von B sind. Da U genau qs+1 einfache

Punkte von B enthält und s ≥ 0 ist, sind dies weniger als ein (
√
q − 1)-tel der

einfachen Punkte von B in U .
Ist U ∩ π′ 6= ∅ für einen solchen Unterraum U , dann gilt wegen π ∩ π′ = ∅, dass
π′ ∩ U ein Punkt P auÿerhalb von π ist. Es folgt, dass jede Gerade in U ∩ B′
durch P geht, also U ∩B′ ein Kegel mit Spitze P über π ∩B′ ist. Weil π ∩π′ = ∅,
enthält π ∩ B′ keine Gerade und daher ist |π ∩B′| ≤

∣∣PG(s,
√
q)
∣∣. Damit liegen

höchstens 1+(q−1)
∣∣PG(s,

√
q)
∣∣ einfache Punkte von B in U ∩B′. Für s ≥ 1 sind

dies weniger als 1/(
√
q − 1) der einfachen Punkte von B in U .

Für s ≥ 1 ist die Behauptung damit gezeigt. Für s = s′ = 0 sind π und π′ ver-
schiedene Punkte. Die Unterräume U sind Geraden durch π mit genau q einfachen
Punkten aus B. Höchstens eine dieser Geraden ist die Gerade ππ′ =: U0. Die an-
deren Geraden durch π in B tre�en B′ höchstens in einer Baer-Teilgeraden mit√
q + 1 < q/(

√
q − 1) Punkten.

Ist U0 ∩ B′ = π′, dann hat U0 genau einen Punkt in B′ und für alle Geraden U
durch π gilt, dass weniger als 1/(

√
q−1) der einfachen Punkte von B in B′ liegen.

Ist U0 ∩ B′ 6= π′, dann ist U0 in B′ enthalten. Ist U0 keine Gerade von B, dann
folgt wie eben die Behauptung. Ist U0 eine gemeinsame Gerade von B und B′,
dann liegen alle q einfachen Punkte von B auf U0 in B′. Die anderen Geraden
U durch π tre�en B′ weiterhin höchstens in einer Baer-Teilgeraden mit

√
q + 1

Punkten, allerdings ist nun π einer dieser Punkte, und daher liegen höchstens
√
q

einfache Punkte von U in B′. Es folgt, dass in B′ höchstens

(
√
q + · · ·+ (

√
q)t)
√
q + q
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einfache Punkte aus B liegen. Da t ≥ 2, ist diese Zahl gröÿer als σ/(
√
q − 1). �

Die vorherigen Lemmas zeigen, wie sich Baer-Kegel untereinander und mit Un-
terräumen tre�en. Mit Hilfe dieser Aussagen können wir das nächste Lemma be-
weisen, welches zeigt, dass die Vereinigung weniger Baer-Kegel und Unterräume
keine anderen Baer-Kegel und Unterräume der gleichen Dimension enthält. Das
führt anschlieÿend zur Folgerung 4.1.9, die feststellt, dass eine Minihyper, die
Summe aus Unterräumen und projizierten Baer-Untergeometrien ist (siehe auch
Beispiel 4.0.6), bis auf Reihenfolge eindeutig durch diese bestimmt ist.

Lemma 4.1.8 Im projektiven Raum PG(d, q) liege die Menge

F =

x⋃
i=1

Bi ∪
y⋃
i=1

Ui, (4b)

wobei Ui ein m-dimensionaler Unterraum mit m ≥ 1 und Bi ein Baer-Kegel vom
Typ Bsi,ti mit ti ≥ 3 und 2si+1+ti = 2m sei. Es sei auÿerdem δ := x(1+

√
q)+y <

q − 1.

(i) Ein Baer-Kegel B vom Typ Bs,t mit t ≥ 2 und 2s+1+ t = 2m, der kein Be-
standteil der Zerlegung (4b) ist, hat weniger als δ (q−1)-tel seiner einfachen
Punkte in F . Insbesondere ist B * F .

(ii) Die Unterräume Ui sind die einzigen Unterräume der Dimension m, die in
F enthalten sind.

Beweis: (i) Wegen t ≥ 2 ist 2s+ 1 + 2t ≥ 2m+ 2, also s+ t− 1 ≥ m. Lemma 4.1.6
und Lemma 4.1.7 können daher angewendet werden und zeigen, dass höchstens
ein q-tel der einfachen Punkte von B in Ui und weniger als ein (

√
q − 1)-tel der

einfachen Punkte von B in Bi liegen. Es folgt, dass höchstens ein Anteil von

x
√
q − 1

+
y

q
<
x(
√
q + 1) + y

q − 1
=

δ

q − 1
< 1

der einfachen Punkte von B in F liegen. Insbesondere ist B nicht in F enthalten.

(ii) Sei U ein von den Ui verschiedener Unterraum der Dimension m. Dann
ist |U ∩ Ui| ≤ θm−1 < |U |/q für jeden Unterraum Ui. Die Menge Bi ∩ U ist
nach Lemma 4.1.4 ein Baer-Kegel Ba,b mit a ≤ si und a + b + 1 ≤ m. Wegen
2si = 2m−1− ti < 2(m−1) ist si ≤ m−2, also a ≤ m−2 und a+3/2+b/2 ≤ m.
Wir erhalten

|U ∩Bi| = |PG(a, q)|+ qa+1|PG(b,
√
q)|

< θa +
qa+ 3

2 + b
2

√
q − 1

≤ θm−2 +
qm
√
q − 1

<
|U |
√
q − 1

.

Analog zu (i) folgt hieraus, dass U nicht in F enthalten ist. �
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Folgerung 4.1.9 Die Minihyper w sei die Summe der Unterräume Ui und der
Baer-Kegel Bi aus dem vorherigen Lemma, also eine Summe von Unterräumen
PG(m, q) und von projizierten Baer-Untergeometrien pPG(2m+ 1,

√
q). Dann ist

die Zusammensetzung von w bis auf die Reihenfolge der Ui und Bi eindeutig.

Das folgende Lemma ist sehr ähnlich zu Lemma 4.1.8. Wieder handelt es sich
um eine Vereinigung von Unterräumen und Baer-Kegeln, hier ist es allerdings
die Vereinigung von Unterräumen PG(m− 1, q) und von projizierten Baer-Unter-
geometrien pPG(r,

√
q) mit r ≤ 2m.

Lemma 4.1.10 Im projektiven Raum PG(d, q) liege die Menge

F =

x⋃
i=1

Bi ∪
y⋃
i=1

Ui,

wobei die Ui Unterräume der Dimension höchstens m− 1 und die Bi Baer-Kegel
des Typs Bsi,ti mit si ≤ m − 2 und 2si + 2 + ti ≤ 2m seien. Es gelte auÿerdem
δ := x(1 +

√
q) + y < q − 1. Dann enthält F keinen Unterraum der Dimension

m und keinen von den Bi verschiedenen Baer-Kegel des Typs Bs,t mit s ≤ m− 2
und 2s+ 2 + t = 2m.

Beweis: Der Beweis, dass F keinen m-dimensionalen Unterraum enthält, verläuft
analog zum Beweis von Lemma 4.1.8(ii).
Sei nun B ein Baer-Kegel vom Typ Bs,t mit s ≤ m − 2, 2s + 2 + t = 2m und
B 6= Bi für alle i. Dann ist t ≥ 2 und der Baer-Kegel B hat

z := qs+1 (
√
q)t+1 − 1
√
q − 1

≥ (
√
q)2s+2+t = qm

einfache Punkte. Gilt für einen Baer-Kegel Bi, dass 2si + 2 + ti = 2m ist, dann
folgt auch hier ti ≥ 2, und Lemma 4.1.7 zeigt, dass in B∩Bi weniger als z/(

√
q−1)

einfache Punkte von B liegen. Gilt hingegen 2si+2+ti ≤ 2m−1 für den Baer-Kegel
Bi, dann ist

|Bi| ≤ |PG(2m− 1,
√
q)| = qm − 1

√
q − 1

<
z

√
q − 1

.

Wegen |Ui| ≤ θm−1 < z/(q − 1) enthält jeder der y Unterräume Ui weniger als
z/(q − 1) einfache Punkte von B. Zusammen erhalten wir, dass weniger als

z

(
x

√
q − 1

+
y

q − 1

)
=
z
(
x(
√
q + 1) + y

)
q − 1

=
zδ

q − 1
< z

einfache Punkte von B in F liegen, also B nicht in F enthalten ist. �

Betrachtet man das Erzeugnis von drei verschiedenen (m + 1)-dimensionalen
Unterräumen, die sich in einem gemeinsamen m-dimensionalen Unterraum tref-
fen, so erhält man einen (m + 2)- oder einen (m + 3)-dimensionalen Unterraum.
Eine ähnliche Aussage kann man für Baer-Untergeometrien tre�en, hierbei gibt es
zusätzlich die Möglichkeit, dass ein Baer-Kegel entsteht.
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

Lemma 4.1.11 Sei ∆ ein (n − 2)-dimensionaler Unterraum des projektiven
Raums PG(n, q) und C eine Baer-Untergeometrie PG(m,

√
q), die in ∆ enthal-

ten ist. Seien weiter H1, H2 und H3 Hyperebenen durch ∆ und C1, C2 und C3

Baer-Untergeometrien PG(m+1,
√
q) mit Ci ⊆ Hi und Ci∩∆ = C für i = 1, 2, 3.

(i) Dann existiert eine eindeutige Baer-Untergeometrie C12 = PG(m + 2,
√
q),

die C1 und C2 enthält. Sie erfüllt C12 ∩Hi = Ci für i = 1, 2.

(ii) Ist H3 ∩ C12 = C und C3 6⊆ 〈C12〉, so existiert eine eindeutige Baer-Unter-
geometrie B = PG(m + 3,

√
q), die C12 und C3 enthält. Es gilt B ∩∆ = C

und B ∩ 〈C12〉 = C12. Auÿerdem tri�t genau eine Hyperebene durch ∆
die Baer-Untergeometrie B in einer Bear Untergeometrie PG(m + 2,

√
q)

und jede andere Hyperebene durch ∆ tri�t B in einer Baer-Untergeometrie
PG(m+ 1,

√
q).

(iii) Ist H3∩C12 = C und C3 ⊆ 〈C12〉, dann existiert ein Baer-Kegel B vom Typ
B0,m+1, der C12 und C3 enthält. Die Spitze V von B ist nicht in ∆ enthalten
und die Hyperebene 〈∆, V 〉 tri�t B in einem Baer-Kegel vom Typ B0,m mit
Spitze V , während alle anderen Hyperebenen durch ∆ den Baer-Kegel B in
einer Baer-Untergeometrie PG(m+ 1,

√
q) tre�en.

Beweis: (i) und (ii) sind bekannte Aussagen über Baer-Untergeometrien.
Wir beweisen nun (iii). Sei dazu PG(n, q) eingebettet in einen projektiven Raum
PG(n+ 1, q) und P ein Punkt auÿerhalb von PG(n, q). Wir setzten ∆′ := 〈∆, P 〉
und H ′i := 〈Hi, P 〉. Sei weiter U eine von H3 verschiedene Hyperebene von H ′3,
die P nicht enthält. Wir projizieren C3 von P auf U und erhalten C ′3, eine Baer-
Untergeometrie PG(m + 1,

√
q) mit C ′3 * 〈C12〉. Das Anwenden von (i) und (ii)

liefert eine Baer-Untergeometrie B′ := PG(m+ 3, q), die C12 und C ′3 enthält. Nun
projizieren wir B′ von P auf PG(n, q) und erhalten einen Baer-Kegel B vom Typ
B0,m. Wegen (ii) gilt B′ ∩∆′ = C und daher B ∩∆ = C.
Nach Voraussetzung ist C3 ⊆ 〈C12〉, also C ′3 ⊆ 〈C12, P 〉 und damit P ∈ 〈C12, C

′
3〉 =

〈B′〉. Daher liegt P auf einer eindeutigen Geraden `, die B′ in einer Baer-Teilgerade
tri�t. ` ist nicht in ∆′ enthalten, denn B′ ∩ ∆′ = C und P /∈ 〈C〉. Somit liegt
der Punkt V := ` ∩ PG(n, q) nicht in ∆. Jede Ebene aus PG(n + 1, q) durch `
ti�t B′ entweder in der Baer-Teilgeraden ` ∩ B′ oder in einer Baer-Unterebene
PG(2,

√
q). Damit ist B ein Kegel mit Spitze V über einer Baer-Untergeometrie

PG(m+1,
√
q). Die Hyperebene 〈V,∆〉 tri�t B in einem Baer-Kegel vom Typ B0,m.

Dieser Kegel hat als Urbild unter der Projektion die eindeutige Hyperebene von
PG(n+1, q), die B′ in einer Baer-Untergeometrie PG(m+1,

√
q) tri�t. Die anderen

Hyperebenen durch ∆′ in PG(n + 1, q) tre�en B′ in einer Baer-Untergeometrie
PG(m+ 1,

√
q) und werden auf Hyperebenen durch ∆ von PG(n, q) projiziert, die

V nicht enthalten und B in einer Baer-Untergeometrie PG(m+ 1, q) tre�en. �

Entfernen von Baer-Komponenten

Für Minihyper w1, w2 desselben projektiven Raums PG(k − 1, q) schreiben wir
w1 ≤ w2, falls w1(P ) ≤ w2(P ) für alle Punkte P aus PG(k − 1, q) gilt.
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4.1 Vorbereitungen

Resultat 4.1.12 (Govaerts und Storme [GS03]) Sei w eine {δθµ, δθµ−1; k−1, q}-
Minihyper mit δ ≤ (q + 1)/2 und 0 ≤ µ ≤ k − 2. Für jeden µ-dimensionalen
Unterraum U mit wU ≤ w ist w − wU eine {(δ − 1)θµ, (δ − 1)θµ−1; k − 1, q}-
Minihyper.

Wir beweisen nun die analoge Aussage für projizierte Baer-Untergeometrien
pPG(2µ+1,

√
q). Der Beweis ist genauso aufgebaut wie der Beweis des vorherigen

Resultats in [GS03].

Theorem 4.1.13 Sei w eine {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper mit δ ≤ (q + 1)/2
und 0 ≤ µ ≤ k − 3. Für jeden Baer-Kegel Ω vom Typ Bs,2µ−1−2s mit s ≤ µ − 2
und wΩ ≤ w ist w−wΩ eine {(δ−√q−1)θµ, (δ−

√
q−1)θµ−1; k−1, q}-Minihyper.

Beweis: wΩ ist eine {(√q+ 1)θµ, (
√
q− 1)θµ−1; k− 1, q}-Minihyper, daher müssen

wir nur (w − wΩ)(H) ≥ (δ −√q − 1)θµ−1 für jede Hyperebene H mit Gleichheit
für mindestens eine Hyperebene zeigen.
Sei H eine beliebige Hyperebene. Ist Ω nicht in H enthalten, so ist nach Lemma
4.1.4(ii) der Schnitt H ∩ Ω ein Baer-Kegel vom Typ Bs−1,2µ−1−2s, Bs,2µ−3−2s,
oder Bs,2µ−2−2s. Enthält H den Baer-Kegel Ω, so ist natürlich H ∩ Ω = Ω ein
Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−1−2s.
Fall 1: H ∩ Ω ist vom Typ Bs−1,2µ−1−2s oder Bs,2µ−3−2s. Dann ist

wΩ(H) = |PG(2µ− 1,
√
q)| = (

√
q + 1)θµ−1

und wegen w(H) ≥ δθµ−1 folgt wie gewünscht (w − wΩ)(H) ≥ (δ −√q − 1)θµ−1.
Fall 2: H ∩ Ω ist vom Typ Bs,2µ−2−2s+e mit e ∈ {0, 1}. Dann ist

w(H) ≥ wΩ(H) = θµ +
√
qθµ+e−1 > δθµ−1, (4c)

wobei δ ≤ (q + 1)/2 < q im letzten Schritt verwendet wurde. Wir nehmen nun
(w − wΩ)(H) ≤ (δ − √q − 1)θµ−1 an und zeigen, dass Gleichheit gilt. Aus (4c)
und aus wΩ(H) = |PG(2µ+ e,

√
q)| folgt nun

(e
√
q + 1)θµ ≤ w(H) < (e

√
q + 2)θµ,

also w(H) =
∑µ
i=0miθi mit

∑µ
i=0mi = δ und mµ = e

√
q+ 1 nach Resultat 4.1.2.

Nach Resultat 4.1.1 existiert ein (k−2−µ)-dimensionaler UnterraumK vonH mit
w(K) = mµ. Der Unterraum K liegt in x := θµ − 1 von H verschiedenen Hyper-
ebenen H1, . . . ,Hx. Jeder Punkt auÿerhalb von K liegt in θµ−1 der Hyperebenen
durch H. Es folgt

w(H) +

x∑
i=1

w(Hi) = mµθµ + θµ−1(δθµ −mµ).

Wir schreiben w(Hi) = δθµ−1 + hi mit hi ≥ 0 und erhalten

w(H) = mµθµ + (δ −mµ)θµ−1 −
x∑
i=1

hi.
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

Damit ist (w−wΩ)(H) = (δ−√q−1)θµ−1−
∑
hi, also gilt

∑
hi ≤ (δ−√q−1)θµ−1.

Wegen 2δ ≤ q + 1 folgt nun wie gewünscht w(Hi) = δθµ−1 + hi < θµ für jedes i.
Resultat 4.1.2 liefert daraus hi = 0 für alle i, also (w−wΩ)(H) = (δ−√q−1)θµ−1,
wie gewünscht.
Fall 1 und 2 zeigen (w − wΩ)(H) ≥ (δ −√q − 1)θµ−1 für jede Hyperebene H.

Auÿerdem wurde gezeigt, dass eine Hyperebene H mit w(H) = δθµ−1 (und diese
existiert nach den Voraussetzungen für w) den Baer-Kegel Ω wie in Fall 1 tri�t,
denn in Fall 2 ist w(H) > δθµ−1 (siehe (4c)). Für eine solche Hyperebene ist
(w − wΩ)(H) = (δ −√q − 1)θµ−1. �

4.2 Beweis von Theorem 4.0.10

Nachdem wir nun alle Grundlagen gescha�en haben, beweisen wir in diesem Ab-
schnitt Theorem 4.0.10. Dies geschieht mit Induktion nach µ ≥ 1. Für µ = 1
ist Theorem 4.0.10 bereits von Leo Storme in [Sto08] bewiesen. Sei daher nun
µ ≥ 2 und die Aussage für alle kleineren Werte gezeigt. Sei weiterhin w eine
{δθµ, δθµ−1; k−1, q}-Minihyper von PG(k−1, q), die die Voraussetzungen in Theo-
rem 4.0.10 erfüllt, insbesondere ist

δ ≤ q − 1

4
, q = p2h und p ≥ 11. (4d)

Nach De�nition von w ist w(H) ≥ δθµ−1 für jede HyperebeneH von PG(k−1, q)
und Gleichheit tritt für mindestens eine Hyperebene auf. Ist w(H) = δθµ−1 für eine
Hyperebene H, dann zeigt Resultat 4.1.2, dass die Einschränkung wH von w auf
H eine {δθµ−1, δθµ−2; k−2, q}-Minihyper ist. Die Induktionsvoraussetzung liefert,
dass wH die Summe von (µ−1)-dimensionalen Unterräumen und Baer-Kegeln vom
Typ Bsi,2µ−3−2si ist, wobei 2µ−3−2si ≥ 3, also si ≤ µ−3 gilt. Diese Unterräume
und Baer-Kegel sind nach Folgerung 4.1.9 und nach Induktionsvoraussetzung bis
auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt. Wir nennen sie Unterraum-Komponenten
und Baer-Komponenten von wH . Für eine Baer-Komponente Ω gilt also wΩ ≤
wH und die gröÿte Zahl α mit αwΩ ≤ wH nennen wir Vielfachheit der Baer-
Komponente Ω.

Lemma 4.2.1 Gilt für jede Hyperebene H von PG(k − 1, q) mit w(H) = δθµ−1,
dass wH ausschlieÿlich die Summe von δ Unterräumen der Dimension µ − 1 ist,
dann ist w die Summe von δ Unterräumen der Dimension µ.

Beweis: Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Theorem 13 auf Seite 59
in [GS03]. �

Tritt der Fall des vorherigen Lemmas ein, so ist Theorem 4.0.10 bewiesen. Wir
nehmen daher an, dass für mindestens eine Hyperebene H von PG(k − 1, q) mit
w(H) = δθµ−1 die Minihyper wH eine Baer-Komponente hat. Wir zeigen, dass dar-
aus die Existenz einer Baer-Komponente B von w folgt. Ist dies geschehen, so folgt
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4.2 Beweis von Theorem 4.0.10

mit Theorem 4.1.13, dass w−wB eine {(δ−√q−1)θµ, (δ−
√
q−1)θµ−1; k−1, q}-

Minihyper ist und ein induktives Argument für δ schlieÿt den Induktionsschritt
für µ ab. Die Existenz der Baer-Komponente B wird in vier Schritten gezeigt.
Wir betrachten alle Baer-Komponenten aller Minihyper wH mit H Hyperebene

von PG(k − 1, q) und w(H) = δθµ−1. Sei Ω eine dieser Baer-Komponenten von
kleinster Vielfachheit. Wir verwenden die folgende Notation.

H eine Hyperebene mit Ω ⊆ H und w(H) = δθµ−1

α die Vielfachheit von Ω
s mit s ≤ µ− 3, so dass Ω vom Typ Bs,2µ−3−2s ist
πs die s-dimensionale Spitze von Ω
x die Anzahl von Baer-Komponenten von wH (mit Vielfachheit gezählt)
y die Anzahl von Unterraum-Komponenten von wH (mit Vielf. gezählt)
F die Menge der Punkte P aus PG(k − 1, q) mit w(P ) ≥ 1

Wegen w(H) = δθµ−1 ist x(
√
q + 1) + y = δ. Zusammen mit α ≤ x und

δ ≤ (q − 1)/4 (siehe (4d)) folgt

α ≤ 1

4
(
√
q − 1). (4e)

Im folgenden Lemma fassen wir noch einmal die eben beschriebenen Aussagen
zusammen.

Lemma 4.2.2 Für jede Hyperebene K von PG(k − 1, q) mit w(K) = δθµ−1 ist
wK die Summe von (µ − 1)-dimensionalen Unterräumen und projizierten Baer-
Untergeometrien pPG(2µ−1,

√
q). Jede Baer-Komponente von wK hat mindestens

Vielfachheit α und die Dimension der Spitze ist kleiner oder gleich µ− 3.

Schritt 1

In diesem Schritt betrachten wir Hyperebenen G von 〈Ω〉, die Ω in einer proji-
zierten Baer-Untergeometrie pPG(2µ − 2,

√
q) tre�en, also in einem Baer-Kegel

vom Typ Bs,2µ−4−2s und es gilt πs ⊆ G (siehe Lemma 4.1.4). Diese Hyperebenen
von 〈Ω〉 nennen wir potentiell . Es gibt genau

∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣ potentielle

Hyperebenen. Eine potentielle Hyperebene nennen wir markiert , falls

• G eine Unterraum-Komponente von wH enthält, oder falls

• G eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ−2,
√
q) enthält, die in einer

von Ω verschiedenen Baer-Komponente von wH liegt.

In diesen Fällen sagen wir, dass die entsprechende Komponente von wH die Hy-
perebene G markiert .

Lemma 4.2.3 Jede von Ω verschiedene Baer-Komponente Ω′ von wH markiert
höchstens

∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣ /(√q − 1) potentielle Hyperebenen von 〈Ω〉.
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

Beweis: Sei Ω′ vom Typ Bs′,2µ−3−2s′ mit −1 ≤ s′ ≤ µ − 3 und sei π′ die Spitze
von Ω′. Dann ist dim(〈Ω′〉) = 2µ − 2 − s′ und dim(〈Ω〉) = 2µ − 2 − s. Ist Φ eine
in Ω′ enthaltene projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ− 2,

√
q), dann ist nach

Lemma 4.1.5 die Spitze von Φ in π′ enthalten und entweder

• ist Φ vom Typ Bs′−1,2µ−2−2s′ , 〈Φ〉 = 〈Ω′〉 und π′ ⊆ Φ, oder

• Φ ist vom Typ Bs′,2µ−4−2s′ mit Spitze π′ und dim(〈Φ〉) = dim(〈Ω′〉)− 1.

In beiden Fällen gilt π′ ⊆ Φ.
Falls s′ < s ist, dann ist dim(〈Φ〉) ≥ 2µ−3− s′ ≥ dim(〈Ω〉) und Ω′ markiert keine
der potentiellen Hyperebenen von 〈Ω〉. Sei daher nun s′ ≥ s.
Fall 1: π′ 6= πs. Dann ist wegen s′ ≥ s auch π′ * πs und es gibt einen Punkt

P in π′ \ πs. Eine durch Ω′ markierte potentielle Hyperebene G von 〈Ω〉 enthält
einen Baer-Kegel Φ, wie oben beschrieben, und damit π′ und insbesondere den
Punkt P . Auÿerdem liegt nach De�nition der potentiellen Hyperebenen die Spitze
πs in G. Es folgt 〈πs, P 〉 ⊆ G.
Fall 1a: P liegt in Ω. Dann ist 〈πs, P 〉 /πs ein Punkt der Quotientengeometrie

Ω/πs ∼= PG(2µ − 3 − 2s,
√
q) und es gibt daher genau

∣∣PG(2µ− 4− 2s,
√
q)
∣∣

potentielle Hyperebenen durch P . Damit markiert Ω′ höchstens

|PG(2µ− 4− 2s,
√
q)| <

∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣

√
q − 1

der potentiellen Hyperebenen.
Fall 1b: P liegt nicht in Ω. Dann ist 〈πs, P 〉 /πs ein Punkt von 〈Ω〉/πs ∼=

PG(2µ− 3− 2s, q), der nicht in Ω/πs ∼= PG(2µ− 3− 2s,
√
q) enthalten ist. Somit

gibt es genau eine Gerade ` in 〈Ω〉/πs durch 〈πs, P 〉/πs, die Ω/πs in einer Baer-
Teilgeraden tri�t. Für jede potentielle Hyperebene G durch P gilt daher, dass
G/πs die Gerade ` enthält. Es gibt genau

∣∣PG(2µ− 5− 2s,
√
q)
∣∣ solche potentiellen

Hyperebenen und Ω′ markiert damit höchstens

|PG(2µ− 5− 2s,
√
q)| <

∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣

√
q − 1

der potentiellen Hyperebenen von 〈Ω〉.
Fall 2: π′ = πs. Falls Ω′ nicht in 〈Ω〉 enthalten ist, dann ist dim(〈Ω〉 ∩ 〈Ω′〉) ≤

dim(〈Ω〉) − 1 und Ω′ markiert daher höchstens eine potentielle Hyperebene. Sei
deswegen nun 〈Ω〉 = 〈Ω′〉. Eine von Ω′ markierte potentielle Hyperebene G tri�t
Ω und Ω′ jeweils in einem Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−4−2s. Damit ist die Quo-
tientengeometrie G/πs eine Hyperebene von 〈Ω〉 /πs, die zwei verschiedene Baer-
Untergeometrien PG(2µ−3−2s,

√
q) (verschieden, da Ω 6= Ω′) von 〈Ω〉/πs jeweils

in einer Baer-Untergeometrie PG(2µ− 4− 2s,
√
q) tri�t.

Zwei verschiedene Baer-Untergeometrien PG(2µ − 3 − 2s,
√
q), die im gleichen

projektiven Raum PG(2µ− 3− 2s, q) liegen, tre�en sich in höchstens

|PG(2µ− 4− 2s,
√
q)|+ 1
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4.2 Beweis von Theorem 4.0.10

verschiedenen Punkten, siehe [Sve83] oder [DD06]. Auÿerdem haben sie genauso
viele Hyperebenen wie Punkte gemeinsam, siehe [Bru82]. Es gibt damit höchstens

|PG(2µ− 4− 2s,
√
q)|+ 1 <

∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣

√
q − 1

Möglichkeiten für G, also höchstens so viele durch Ω′ markierte potentielle Hy-
perebenen. �

Lemma 4.2.4 Jede Unterraum-Komponente U von wH markiert weniger als∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣ /q potentielle Hyperebenen von 〈Ω〉.

Beweis: Eine Unterraum-Komponente U von wH , die nicht in 〈Ω〉 enthalten ist, ist
auch in keiner Hyperebene von 〈Ω〉 enthalten und markiert daher keine potentielle
Hyperebene. Sei daher nun U ⊆ 〈Ω〉. Es gilt dim(U) = µ− 1 ≥ dim(πs) + 2, also
enthält U einen Punkt P mit P /∈ πs und 〈πs, P 〉 ∩ Ω = πs. Analog zu Fall 1b im
Beweis des vorherigen Lemmas folgt, dass U höchstens

|PG(2µ− 5− 2s,
√
q)| <

∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣

q

potentielle Hyperebenen markiert. �

Lemma 4.2.5 Mehr als 3/4 aller potentiellen Hyperebenen von 〈Ω〉 sind nicht
markiert.

Beweis: Es gibt |PG(2µ− 3− 2s,
√
q)| potentielle Hyperebenen von 〈Ω〉. Die Mi-

nihyper wH hat y Unterraum-Komponenten und x− α von Ω verschiedene Baer-
Komponenten (jeweils mit Vielfachheit gezählt). Die beiden vorherigen Lemmas
und (4d) liefern, dass höchstens

x− α
√
q − 1

+
y

q
<
x(
√
q + 1) + y

q − 1
=

δ

q − 1
≤ 1

4

aller potentiellen Hyperebenen von 〈Ω〉 markiert sind. �

Sei ab sofort G eine nicht markierte potentielle Hyperebene von 〈Ω〉. Das heiÿt

• G tri�t Ω in einem Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−4−2s,

• G enthält keine Unterraum-Komponente von wH und

• G enthält keine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ − 2,
√
q), die in

einer von Ω verschiedenen Baer-Komponente von wH liegt.

Den Baer-Kegel G∩Ω bezeichnen wir mit Π. Dann ist πs, die Spitze von Ω, auch
die Spitze von Π und Π ist in keiner von Ω verschiedenen Baer-Komponente von
wH enthalten.
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

Schritt 2

In diesem Schritt zeigen wir, dass der Baer-Kegel Π in einer Cogeraden ∆ mit
∆ ⊆ H und w(∆) = αθµ−1 + (δ − α)θµ−2 liegt. Auÿerdem betrachten wir die
Hyperebenen durch ∆.

Lemma 4.2.6 Es gibt eine Hyperebene ∆ von H mit ∆∩Ω = Π, so dass ∆ weder
eine Unterraum-Komponente von wH enthält, noch eine projizierte Baer-Unter-
geometrie pPG(2µ − 2,

√
q), die in einer von Ω verschiedenen Baer-Komponente

von wH liegt.

Beweis: Wir zeigen mit Induktion nach v, wobei dim(G) ≤ v ≤ dim(H) − 1,
dass es einen v-dimensionalen Unterraum V von H gibt, so dass V ∩ Ω = Π ist
und V weder eine Unterraum-Komponente von wH enthält, noch eine projizierte
Baer-Untergeometrie pPG(2µ − 2,

√
q), die in einer von Ω verschiedenen Baer-

Komponente von wH liegt.
v = dim(G) : V = G hat die gewünschten Eigenschaften.
v 7→ v + 1 : Sei V ein solcher Unterraum mit dim(V ) = v < dim(H)−1 = k−3.

Der Unterraum V liegt in r ≥ q+1 verschiedenen UnterräumenW1, . . . ,Wr aus H
der Dimension v+1. Wir zeigen, dass mindestens einer der UnterräumeW1, . . . ,Wr

die gewünschten Eigenschaften hat.
Weil V keine Unterraum-Komponente von wH enthält und Wi∩Wj = V für i 6= j
ist, liegt jede der y Unterraum-Komponenten von wH jeweils in höchstens einem
der Unterräume W1, . . . ,Wr.
Als nächstes zeigen wir für jede Baer-Komponente Ω′ von wH , dass höchstens√
q + 1 der Unterräume W1, . . . ,Wr eine von Π verschiedene projizierte Baer-

Untergeometrie pPG(2µ− 2,
√
q) von Ω′ enthalten.

Dies ist klar für Ω′ = Ω, denn V ∩ Ω = Π und somit enthält genau einer der Un-
terräume W1, . . . ,Wr den Baer-Kegel Ω und alle anderen Unterräume W1, . . . ,Wr

tre�en Ω nur in Π.
Sei nun Ω′ 6= Ω und Bs′,2µ−3−2s′ mit −1 ≤ s′ ≤ µ − 3 der Typ von Ω′. Ent-
hält nur einer der Unterräume W1, . . . ,Wr eine projizierte Baer-Untergeometrie
pPG(2µ − 2,

√
q) von Ω′, so ist die Teilaussage gezeigt. Dies ist insbesondere der

Fall, wenn Ω′ ⊆Wi für ein i gilt.
Seien daher i, j ∈ {1, . . . , r} mit i 6= j, so dass Wi und Wj jeweils eine projizierte
Baer-Untergeometrie pPG(2µ− 2,

√
q) von Ω′ enthalten. Sei weiter Φi := Wi ∩Ω′

und Φj := Wj ∩ Ω′. Dann sind Φi und Φj Baer-Kegel vom Typ Bs′,2µ−4−2s′ mit
jeweils der gleichen Spitze wie Ω′. Diese bezeichnen wir mit π′. Dass Φi vom Typ
Bs′−1,2µ−2−2s′ ist, ist nicht möglich, da sonst 〈Φi〉 = 〈Ω′〉, also Ω′ ⊆ Wi gilt.
Wegen Φi,Φj 6⊆ V = Wi ∩Wj ist Φi 6= Φj . Damit sind Φi/π

′ und Φj/π
′ zwei ver-

schiedene Hyperebenen der Baer-Untergeometrie Ω′/π′ ∼= PG(2µ − 3 − 2s′,
√
q).

Es folgt (Φi ∩Φj)/π
′ ∼= PG(2µ− 5− 2s′,

√
q), also ist Φi ∩Φj = V ∩Ω′ ein Baer-

Kegel vom Typ Bs′,2µ−5−2s′ mit der gleichen Spitze wie Ω′. Somit liegt V ∩ Ω′

in genau
√
q + 1 verschiedenen Baer-Kegeln vom Typ Bs′,2µ−4−2s′ von Ω′, und

damit enthalten höchstens
√
q + 1 der Unterräume W1, . . . ,Wr eine projizierte

Baer-Untergeometrie pPG(2µ− 2,
√
q) von Ω′.
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4.2 Beweis von Theorem 4.0.10

Die Minihyper wH hat y Unterraum-Komponenten und x Baer-Komponenten (ge-
zählt mit Vielfachheit). Aus den vorherigen Überlegungen zusammen mit (4d)
folgt, dass mindestens

r − y − x(
√
q + 1) = r − δ ≥ q + 1− δ > 0

der Unterräume W1, . . . ,Wr die gewünschten Eigenschaften haben. �

Sei im folgenden ∆ eine Hyperebene von H mit den Eigenschaften aus Lemma
4.2.6. Mit F haben wir die Menge aller Punkte P aus PG(k − 1, q) mit w(P ) ≥ 1
bezeichnet.

Lemma 4.2.7 (i) Es gilt w(∆) = αθµ−1 + (δ − α)θµ−2 = αqµ−1 + δθµ−2.

(ii) ∆ ∩ F enthält keinen Unterraum der Dimension µ− 1.

(iii) Die Menge ∆ ∩ F enthält Π, aber keine weitere projizierte Baer-Unter-
geometrie pPG(2µ− 2,

√
q).

(iv) Der Baer-Kegel Π enthält einfache Punkte mit Gewicht α.

Beweis: Die Minihyper wH ist die Summe von y Unterraum-Komponenten, α
mal der Baer-Komponente Ω und x − α anderen Baer-Komponenten (alle mit
Vielfachheit gezählt). ∆ ist eine Hyperebene von H. Die Lemmas 4.1.4 und 4.2.6
zeigen:

• ∆ tri�t jede der y Unterraum-Komponenten von wH in einem Unterraum
der Dimension µ− 2.

• ∆ tri�t Ω in Π, einem Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−4−2s.

• ∆ tri�t jede der anderen x − α Baer-Komponenten von wH in einer proji-
zierten Baer-Untergeometrie pPG(2µ− 3,

√
q).

(i) Für jede Unterraum-Komponente U von wH ist wU (∆) = θµ−2. Für jede
Baer-Komponente Ω′ 6= Ω von wH ist wΩ′

(∆) = |PG(2µ−3,
√
q)| = (

√
q+1)θµ−2.

Auÿerdem gilt wΩ(∆) = wΠ(∆) = |PG(2µ− 2,
√
q)| = θµ−1 +

√
qθµ−2. Es folgt

w(∆) = α(θµ−1 +
√
qθµ−2) + yθµ−2 + (x− α)(

√
q + 1)θµ−2

= α(θµ−1 +
√
qθµ−2) + (δ − α(

√
q + 1))θµ−2

= αθµ−1 + (δ − α)θµ−2.

Dabei wurden Komponenten mit Vielfachheit gröÿer als Eins entsprechend oft
gezählt.

(ii) Nach Lemma 4.1.8(ii) mitm = µ−1 ist jeder (µ−1)-dimensionale Unterraum
in (∆∩F ) ⊆ (H ∩F ) eine Unterraum-Komponente von wH . Damit enthält ∆∩F
keinen Unterraum der Dimension µ− 1.
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

(iii) Sei V die Vereinigung der y Unterraum-Komponenten von wH und der x−α
Baer-Komponenten ungleich Ω von wH . Dann hat V ∩∆ höchstens

(y + (x− α)(
√
q + 1)) θµ−2 < δθµ−2 <

1

4
qµ−1

Punkte, wobei (4d) verwendet wurde. Sei weiter Ψ ⊆ ∆ eine projizierte Baer-
Untergeometrie pPG(2µ− 2,

√
q) vom Typ Bs′,2µ−4−2s′ mit Ψ 6= Π.

Falls s′ ≥ µ− 2, dann ist s′ = µ− 2 und Ψ ist vom Typ Bµ−2,0. In diesem Fall ist
Ψ ein Unterraum der Dimension µ− 1 und nach (ii) nicht in ∆ ∩ F enthalten.
Sei daher nun s′ ≤ µ − 3, also 2µ − 4 − 2s′ ≥ 2. Dann hat Ψ mindestens qµ−1

einfache Punkte und Lemma 4.1.7 zusammen mit q ≥ 112 (siehe (4d)) zeigt, dass
weniger als die Hälfte dieser Punkte in Π liegen. Wegen |V ∩∆| ≤ 1

4q
µ−1 ist damit

Ψ nicht in ∆ ∩ F enthalten.

(iv) Der Baer-Kegel Π hat mindestens qµ−1 einfache Punkte. Sei V wie in (iii)
de�niert. Wegen |V ∩∆| ≤ 1

4q
µ−1 gibt es einfache Punkte in Π\V und diese haben

Gewicht α. �

Lemma 4.2.8 Die Anzahl der Hyperebenen K von PG(k − 1, q) durch ∆ mit
Gewicht w(K) > δθµ−1 ist kleiner als 4α/3.

Beweis: Jeder Punkt auÿerhalb von ∆ liegt in genau einer der q+ 1 Hyperebenen
K durch ∆ und jeder Punkt in ∆ liegt in allen Hyperebenen K durch ∆. Es folgt∑

K

w(K) = δθµ + q · w(∆).

Weil w eine {δθµ, δθµ−1; k − 1, q)-Minihyper ist, gilt w(K) ≥ δθµ−1 für alle Hy-
perebenen K durch ∆. Wir subtrahieren δθµ−1 für jede Hyperebene K durch ∆
und verwenden Lemma 4.2.7(i), um∑

K

(w(K)− δθµ−1) = αqµ

zu erhalten. Resultat 4.1.2 zeigt, dass jede Hyperebene K das Gewicht w(K) =∑µ
i=0miθi hat, mit ganzen Zahlen mi ≥ 0, die

∑µ
i=0mi = δ erfüllen. Es folgt

w(K) = δθµ−1 oder w(K) ≥ θµ+δ−1. Sei β die Anzahl an Hyperebenen K durch
∆ mit w(K) > δθµ−1, dann ist

β(θµ + δ − 1− δθµ−1) ≤
∑
K

(w(K)− δθµ−1) = αqµ.

Wegen (4d) ist θµ+ δ−1− δθµ−1 ≥ θµ− (q−1)θµ−1/4 > 3qµ/4, also β < 4α/3. �
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Schritt 3

Im dritten Schritt zeigen wir, dass der Baer-Kegel Π (eine projizierte Baer-Unter-
geometrie der Dimension 2µ − 2) in vielen Baer-Kegeln Ωi vom Typ Bs,2µ−3−2s

(projizierte Baer-Untergeometrien der Dimension 2µ − 1), die wΩi ≤ w erfüllen,
enthalten ist.

Lemma 4.2.8 und (4e) zeigen, dass es Hyperebenen H1, . . . ,Hq+1−β durch ∆
mit w(Hi) = δθµ−1 gibt, wobei

β :=

⌊
4

3
α

⌋
≤ 1

3
(
√
q − 1). (4f)

Wir wählen dabei H = H1. Die Hyperebenen H1, . . . ,Hq+1−β erfüllen Lemma
4.2.2. Diese Tatsache werden wir im folgenden häu�g verwenden. Sei insbeson-
dere xi die Anzahl von Baer-Komponenten und yi die Anzahl von Unterraum-
Komponenten von wHi mit Vielfachheit gezählt. Dann gilt yi + xi(

√
q + 1) = δ.

Lemma 4.2.9 Die Minihyper wHi hat eine eindeutige Baer-Komponente Ωi, die
Π enthält. Ωi hat Vielfachheit α und ist vom Typ Bs,2µ−3−2s mit Spitze πs.

Beweis: Nach Lemma 4.2.7 enthält ∆ ∩ F keine von Π verschiedene projizier-
te Baer-Untergeometrie pPG(2µ − 2,

√
q) und keinen Unterraum der Dimension

µ − 1. Somit tri�t jede Unterraum-Komponente von wHi den Raum ∆ in einem
Unterraum der Dimension µ − 2, und jede Baer-Komponente von wHi tri�t ∆
in einem pPG(2µ − 3,

√
q) oder in Π. Dabei muss Π als Schnitt auftreten, denn

die Vereinigung von yi Unterräumen der Dimension µ− 2 und von xi projizierten
Baer-Untergeometrien pPG(2µ− 3,

√
q) hat höchstens

(yi + xi(
√
q + 1)) θµ−2 = δθµ−2 < qµ−1

Punkte, was nicht reicht, um Π zu überdecken.
Somit gibt es eine Baer-Komponente Ωi von wHi , die Π enthält. Wegen Ωi 6⊆ ∆
zeigt Lemma 4.1.4, dass die Baer-Kegel Π und Ωi dieselbe Spitze haben, also
πs. Damit ist Ωi vom Typ Bs,2µ−3−2s. Wegen Lemma 4.2.2, hat Ωi mindestens
Vielfachheit α. Da Π jedoch Punkte mit Gewicht genau α hat (Lemma 4.2.7), hat
Ωi Vielfachheit genau α. �

Lemma 4.2.10 Für alle i ∈ {1, . . . , q+1−β} enthält Hi eine Hyperebene ∆i 6= ∆
mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Πi := ∆i ∩ Ωi ist ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−4−2s mit Πi 6= Π.

(ii) Π ∩Πi enthält Punkte vom Gewicht α.

(iii) ∆i tri�t jede Unterraum-Komponente von wHi in einem (µ − 2)-dimen-
sionalen Unterraum und jede von Ωi verschiedene Baer-Komponente von
wHi in einer projizierten Baer-Untergeometrie pPG(2µ− 3,

√
q).
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4 {δθµ, δθµ−1; k − 1, q}-Minihyper

(iv) ∆i ∩ F enthält weder einen Unterraum der Dimension µ− 1 noch eine von
Πi verschiedene projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ− 2,

√
q).

Beweis: Ωi ist ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−3−2s mit Spitze πs genau wie Ω.
Wir betrachten nun Hyperebenen von 〈Ωi〉, die Ωi in einem Baer-Kegel vom Typ
Bs,2µ−4−2s tre�en. Diese nennen wir, analog zum Beginn von Schritt 1, potentiell .
Ebenfalls analog de�nieren wir, dass eine potentielle Hyperebene K markiert ist,
wenn

• K eine Unterraum-Komponente von wHi enthält, oder falls

• K eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ−2,
√
q) enthält, die in einer

von Ωi verschiedenen Baer-Komponente von wHi liegt.

Wie in Lemma 4.2.5 zeigt man, dass 〈Ωi〉 mindestens

3

4
|PG(2µ− 3− 2s,

√
q)|

potentielle Hyperebenen hat, die nicht markiert sind, eine davon ist 〈Π〉.
Es ist |Π| ≥ qµ−1 und jeder Punkt aus Π hat mindestens das Gewicht α. Lemma
4.2.7(i) und (4d) zeigen

w(∆)− α|Π| ≤ δθµ−2 ≤
1

4
qµ−1,

also haben höchstens so viele einfache Punkte von Π ein Gewicht gröÿer als α. Ein
einfacher Punkt aus Π liegt in

∣∣PG(2µ− 4− 2s,
√
q)
∣∣ verschiedenen potentiellen

Hyperebenen von 〈Ωi〉. Somit hat eine der mindestens

3

4
|PG(2µ− 3− 2s,

√
q)| − 1

von 〈Π〉 verschiedenen, unmarkierten potentiellen Hyperebenen höchstens

1
4q
µ−1

∣∣PG(2µ− 4− 2s,
√
q)
∣∣

3
4

∣∣PG(2µ− 3− 2s,
√
q)
∣∣− 1

≤ 1

2

√
qqµ−2

einfache Punkte von Π mit Gewicht gröÿer als α. Sei K eine solche potentielle
Hyperebene von 〈Ωi〉 und sei Φi := K ∩ Ωi. Dann ist Φi ∩ Π ein Baer-Kegel vom
Typ Bs,2µ−5−2s und dieser enthält mindestens

√
qqµ−2 einfache Punkte von Π,

also insbesondere Punkte mit Gewicht genau α.
Wie in Lemma 4.2.6 und 4.2.7 zeigt man nun die Existenz eines (k − 3)-dimen-
sionalen Unterraums ∆i ⊇ K mit den gewünschten Eigenschaften, insbesondere
gilt Πi = ∆i ∩ Ωi = Φi. �

Die Baer-Kegel Πi werden im Beweis des nächsten Lemmas benötigt. Dort be-
trachten wir den eindeutigen Baer-Kegel Ψij , der die Baer-Kegel Ωi und Ωj ent-
hält. Für i, j ∈ {1, . . . , q+1−β} mit i 6= j sind Ωi und Ωj zwei verschiedene Baer-
Kegel vom Typ Bs,2s−3−2µ, die sich in Π, einem Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−4−2s,
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tre�en. Alle drei Kegel haben dieselbe Spitze πs. Die Existenz eines eindeutigen
Baer-Kegels Ψij vom Typ Bs,2µ−2−2s mit Spitze πs, der Ωi und Ωj enthält, folgt
aus Lemma 4.1.11 im Quotientenraum nach πs.

Lemma 4.2.11 Für i, j, l ∈ {1, . . . , q+1−β} mit i 6= j gilt entweder Hl∩Ψij = Ωl
oder Hl ∩Ψij = Π.

Beweis: Teil 1: ∆i hat die gleichen Eigenschaften wie ∆. Daher folgt aus Lemma
4.2.8, dass es Hyperebenen H ′1, . . . ,H

′
q+1−β durch ∆i vom Gewicht δθµ−1 gibt.

Dabei sei H ′1 = Hi. Die Minihyper wH′
a
ist somit wie in Lemma 4.2.2 beschrieben.

Analog zu Lemma 4.2.9 zeigt man, dass wH′
a
eine eindeutige Baer-Komponente

Ω′a hat, die ∆i in Πi tri�t. Ω′a hat Vielfachheit α und ist vom Typ Bs,2µ−3−2s. Es
gilt Ω′1 = Ωi.
Teil 2: In diesem Teil zeigen wir für alle a ∈ {1, . . . , q+1−β} ist H ′a∩Ψij = Ω′a

oder H ′a ∩ Ψij = Πi. Für a = 1 ist dies richtig, da H ′1 = Hi den Baer-Kegel
Ψij in Ωi = Ω′1 tri�t. Sei nun a > 1. Es gilt Πi ⊂ ∆i ⊂ H ′a, also ist Πi in
H ′a∩Ψij enthalten. Angenommen Πi ist eine echte Teilmenge von H ′a∩Ψij . Wegen
Π ⊂ Ωj ⊂ Ψij und Π 6⊆ H ′a (da ∆i ⊆ H ′a und 〈∆i,Π〉 = Hi = H ′1) sind Ωj
und Ψij nicht in H ′a enthalten. Die Baer-Kegel Πi, Ωj und Ψij sind vom Typ
Bs,2µ−4−2s, Bs,2µ−3−2s und Bs,2µ−2−2s mit gemeinsamer Spitze πs. Es folgt, dass
Ω∗ := H ′a ∩ Ψij ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−3−2s ist und, dass Φ := H ′a ∩ Ωj
ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−4−2s ist.
wHj ist die Summe von xj projizierten Baer-Untergeometrien pPG(2µ − 1,

√
q)

und yj Unterräumen der Dimension µ − 1. Wegen w(H ′a) = δθµ−1 ist auch wH′
a

eine Summe von x′ projizierten Baer-Unterräumen pPG(2µ − 1,
√
q) und von y′

Unterräumen der Dimension µ− 1. Seien diese B1, . . . , Bx′ und U1, . . . , Uy′ . Liegt
eine dieser Komponenten in der Hyperebene Hj , so folgt aus Lemma 4.1.8 und
Folgerung 4.1.9, dass diese Komponente auch eine Komponente von wHj ist. Ωj
ist eine Baer-Komponente von wHj , die nicht in H

′
a enthalten ist, also auch keine

Komponente von wH′
a
ist. Somit müssen die Komponenten von wH′

a
, die nicht in

Hj enthalten sind, die Punkte von Ωj ∩H ′a = Φ überdecken.
Seien o.B.d.A B1, . . . , Bu und U1, . . . , Uv die Komponenten von wH′

a
, die nicht in

Hj enthalten sind. Dann ist Ub ∩Hj ein Unterraum der Dimension µ− 2 für alle
b ∈ {1, . . . , u}. Der Baer-Kegel Bc ist vom Typ Brc,2µ−3−2rc für ein rc ≤ µ−3 und
daher ist Bc∩Hj ein Baer-Kegel Bsc,tc mit sc ≤ rc ≤ µ−3 und 2sc+tc+2 ≤ 2µ−2
für alle c ∈ {1, . . . , v} (siehe Lemma 4.1.4). Lemma 4.1.10 mit m = µ − 1 zeigt,
dass die Vereinigung von (B1 ∩Hj), . . . , (Bu ∩Hj) und (U1 ∩Hj), . . . , (Uv ∩Hj)
keinen Baer-Kegel vom Typ Bd,e mit 2d+ 2 + e = 2µ− 2 und d ≤ µ− 3 enthält,
auÿer den Baer-Kegeln (B1 ∩Hj), . . . , (Bu ∩Hj). Somit ist Φ = Bc ∩Hj für ein
c ∈ {1, . . . , u}, also ist Φ in der Baer-Komponente Bc von wH′

a
enthalten.

Weil Φ den Baer-Kegel Π∩Πi enthält, welcher Punkte vom Gewicht α hat (Lemma
4.2.10), und weil Ω′a eine Baer-Komponente von wH′

a
mit Vielfachheit α ist, die

Π∩Πi enthält, folgt Bc = Ω′a. Somit sind Φ und Πi zwei verschiedene Baer-Kegel
vom Typ Bs,2µ−4−2s, die beide in Ω′a (ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−3−2s) und
beide in Ω∗ (ebenfalls ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−3−2s) enthalten sind. Es
folgt Ω′a = Ω∗, was Teil 2 abschlieÿt.
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Teil 3: Es gibt
√
q + 1 Hyperebenen durch ∆i, die Ψij in einer projizierten

Baer-Untergeometrie pPG(2µ − 1,
√
q) tre�en, und mindestens

√
q + 1 − β > 1

dieser Hyperebenen sind unter den Hyperebenen H ′1, . . . ,H
′
q+1−β . Eine dieser Hy-

perebenen ist H ′1 = Hi. Sei H ′n eine zweite. Dann wird Ψij auch von Ω′1 und Ω′n
erzeugt, d.h. Ψij ist der eindeutige Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−2−2s, der Ω′1 und
Ω′n enthält.
Nun gilt Π ⊆ ∆ ⊆ H1, . . . ,Hi, . . . ,Hq+1−β und Πi ⊆ ∆i ⊆ Hi = H ′1, . . . ,H

′
q+1−β ,

wobei die entsprechenden Strukturen gleiche Eigenschaften haben. Somit sind Π
und Πi symmetrisch de�niert und das Argument von Teil 2 zeigt Hl ∩ Ψij = Ωl
oder Hl ∩Ψij = Π für alle l ∈ {1, . . . , q + 1− β}. �

Schritt 4

Im vierten Schritt zeigen wir, dass eine projizierte Baer-Untergeometrie Λ der
Dimension 2µ+ 1 mit wΛ ≤ w existiert. Wir haben bisher die folgende Situation
nachgewiesen.

• In der Cogeraden ∆ liegt genau eine projizierte Baer-Untergeometrie
pPG(2µ − 2,

√
q), bezeichnet mit Π, die wΠ ≤ w erfüllt. Es gilt sogar

αwΠ ≤ w. Der Baer-Kegel Π ist vom Typ Bs,2µ−4−2s mit −1 ≤ s ≤ µ − 3
und Spitze πs. Π enthält Punkte vom Gewicht genau α. Der Unterraum ∆
liegt in q + 1 − β Hyperebenen H1, . . . ,Hq+1−β mit w(Hi) = δθµ−1. Für
jede dieser Hyperebenen Hi enthält die Minihyper wHi genau eine Baer-
Komponente Ωi, die Π enthält. Der Baer-Kegel Ωi hat Vielfachheit genau α
und ist vom Typ Bs,2µ−3−2s mit Spitze πs. Insbesondere ist Ωi eine proji-
zierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ− 1,

√
q), die Ωi ∩∆ = Π erfüllt.

• Je zwei verschiedene dieser projizierten Baer-Untergeometrien, Ωi und Ωj
mit i 6= j, de�nieren eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ,

√
q) vom

Typ Bs,2µ−2−2s, die mit Ψij bezeichnet wird. Es gilt Ψij ∩ Hl = Π oder
Ψij ∩Hl = Ωl für alle l = 1, . . . , q + 1− β.

Lemma 4.2.12 Es existiert eine projizierte Baer-Untergeometrie Λ der Dimen-
sion 2µ+1 mit Ωl ⊆ Λ für alle l = 1, . . . , q+1−β. Der Baer-Kegel Λ ist entweder
vom Typ Bs,2µ−1−2s mit Spitze πs oder er ist vom Typ Bs+1,2µ−3−2s und seine
Spitze tri�t ∆ in πs.

Beweis: Für verschiedene i, j ∈ {1, . . . , q+1−β} tre�en genau√q+1 Hyperebenen
durch ∆ den Baer-Kegel Ψij in einer projizierten Baer-Untergeometrie pPG(2µ−
1,
√
q). Sei εij die Anzahl dieser Hyperebenen, die verschieden von H1, . . . ,Hq+1−β

sind. Dann gibt es
√
q+1−εij Hyperebenen Hl mit Hl∩Ψij = Ωl (Lemma 4.2.11).

O.B.d.A. sei Hr∩Ψ12 = Ωr für r = 1, . . . ,
√
q+1−ε12. Mit j :=

√
q+2−ε12 ist Ωj

nicht in Ψ12 enthalten. Da die Baer-Kegel Ωj und Ψ12 die selbe Spitze πs haben,
können wir Lemma 4.1.11 im Quotientenraum nach πs anwenden. Das Lemma
zeigt, dass ein Baer-Kegel Λ existiert, der Ωj und Ψ12 enthält. Auÿerdem ist Λ
entweder vom Typ Bs,2µ−1−2s mit Spitze πs oder Λ ist vom Typ Bs+1,2µ−3−2s
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4.2 Beweis von Theorem 4.0.10

und seine Spitze tri�t den Unterraum ∆ in πs.
Für 1 ≤ r ≤ √q + 1 − ε12 gilt, dass die Baer-Kegel Λ und Ψjr beide Ωj und
Ωr enthalten, also Ψjr ⊆ Λ. Da Ωj nicht in Ψ12 liegt, erzeugen verschiedene r
verschiedene Baer-Kegel Ψjr, die sich paarweise nur in Ωj tre�en. IstHl∩Ψjr = Ωl,
dann ist Ωl ⊆ Ψjr ⊆ Λ. Die Anzahl verschiedener Baer-Kegel Ωl, die in Λ enthalten
sind, ist damit mindestens

1 +

√
q+1−ε12∑
r=1

(
√
q − εjr) = 1 + (

√
q + 1− ε12)

√
q −

√
q+1−ε12∑
r=1

εjr

≥ 1 + (
√
q + 1− ε12)

√
q − (β − ε12)

≥ 1 + q −√q(β − 1).

Hierbei wurde ε12 +
∑
r εjr ≤ β verwendet, was daraus folgt, dass nur β der

Hyperebenen durch ∆ nicht unter den Hyperebenen H1, . . . ,Hq+1−β sind.
Wir wählen j′ mit

√
q + 1 − ε12 < j′ ≤ q + 1 − β. Dann de�nieren Ψ12 und Ωj′

ebenfalls eine projizierte Baer-Untergeometrie pPG(2µ + 1,
√
q) =: Λ′, so dass

mindestens 1 + q −√q(β − 1) der Baer-Kegel Ωl in Λ′ enthalten sind. Dann gilt
Ωl ⊆ Λ∩Λ′ für mindestens β+1+ q−2

√
q(β−1) >

√
q+1 verschiedene Ωl (siehe

(4f)), also Λ = Λ′. Somit ist Ωj′ ⊆ Λ.
Es folgt Ωl ⊆ Hl ∩ Λ für alle l = 1, . . . , q + 1− β. �

Die Aussage des nächsten Lemmas wird in den Beweisen der beiden darauf
folgenden Lemmas verwendet und hier für die bessere Übersichtlichkeit getrennt
bewiesen.

Lemma 4.2.13 Sei U Unterraum von PG(k− 1, q) mit Dimension höchstens µ,
der nicht in F enthalten ist, und P ein Punkt auÿerhalb von U . Dann existiert
eine Hyperebene mit minimalem Gewicht δθµ−1 durch U , die P nicht enthält.

Beweis: Resultat 4.1.3 liefert w(U) ≤ δθµ−1. Sei u := dim(U) und sei H die
Menge der Hyperebenen durch U . Jeder Punkt X auÿerhalb von U liegt in θk−3−u
Hyperebenen aus H. Zählt man inzidente Paare (X,K) mit Punkten X auÿerhalb
von U und K ∈ H doppelt ab, wobei man jedes Paar genau w(X) mal zählt, so
erhält man ∑

H∈H
(w(H)− w(U)) =

∑
X/∈U

w(X)θk−3−u.

Angenommen die qk−2−u Hyperebenen durch U , die P nicht enthalten, haben alle
ein Gewicht gröÿer als δθµ−1. Dann zeigt Resultat 4.1.2, dass diese Hyperebenen
mindestens das Gewicht θµ + (δ − 1) haben. Es folgt

qk−2−u(θµ + δ − 1− w(U)) ≤ (δθµ − w(U))θk−3−u.

Mit w(U) ≤ δθµ−1 und δ ≤ 1
4 (q − 1) (siehe (4d)) folgt der Widerspruch. �

Lemma 4.2.14 Ist der Baer-Kegel Λ vom Typ Bs+1,2µ−3−2s, so ist wΛ ≤ w.
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Beweis: Sei πs+1 die Spitze von Λ. Dann ist πs, die gemeinsame Spitze von Π und
allen Ωi, in πs+1 enthalten.
Teil 1: Aus Lemma 4.2.12 folgt πs+1 ∩ ∆ = πs, also ist L := 〈πs+1,∆〉 eine

Hyperebene durch ∆. Es ist Λ * L, denn Hi ∩ Λ = Ωi 6⊆ ∆, aber Ωi ⊆ Λ für
i = 1, 2. Damit folgt aus Lemma 4.1.4, dass Φ := L ∩ Λ ein Baer-Kegel mit
Spitze πs+1 vom Typ Bs+1,2µ−4−2s oder vom Typ Bs+1,2µ−5−2s ist. Da ∆ eine
Hyperebene von L ist, die die Spitze von Φ in πs schneidet, folgt aus dem gleichen
Lemma, dass Φ∩∆ entsprechend vom Typ Bs,2µ−4−2s oder vom Typ Bs,2µ−5−2s

ist. Der Baer-Kegel Π ⊆ Λ ist vom Typ Bs,2µ−4−2s und in ∆ enthalten. Daher gilt
Π = Φ ∩∆ und Φ ist vom Typ Bs+1,2µ−4−2s.
Teil 2: Für alle l ∈ {1, . . . , q+1−β} mit Hl 6= L, ist Hl∩πs+1 = πs. Da Λ vom

Typ Bs+1,2µ−3−2s ist, folgt nun aus Lemma 4.1.4, dass die Hyperebene Hl den
Baer-Kegel Λ in einem Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−3−2s tri�t. Ωl ist ein Baer-Kegel
vom gleichen Typ, der in Hl ∩ Λ liegt (Lemma 4.2.12), also gilt Hl ∩ Λ = Ωl.
Teil 3: Sei P0 ein Punkt aus πs+1 \πs. In diesem Teil zeigen wir für alle Punkte

P ∈ Λ mit P 6= P0, dass w(P ) ≥ 1 ist und sogar w(P ) ≥ √q+1 gilt, falls P ∈ πs+1.
Fall 1: P ∈ Λ mit P 6∈ L. Dann ist ` := PP0 eine Gerade aus Λ, die nicht

in L enthalten ist. Nach Teil 2 tre�en mindestens q − β der Hyperebenen Hl die
Gerade ` in einem Punkt aus Ωl. Wegen w(X) ≥ 1 für alle Punkte X in Ωl ist
w(`) ≥ q − β > q/2 > δ. Aus Resultat 4.1.3 folgt, dass jede Gerade entweder
Gewicht höchstens δ hat oder in F enthalten ist. Somit gilt w(X) ≥ 1 für alle
X ∈ `, also w(P ) ≥ 1.
Fall 2: P ∈ Λ ∩ L mit P 6= P0. Sei π eine Hyperebene von πs+1, die P0 nicht

enthält, und falls P ∈ πs+1, so gelte zusätzlich P ∈ π. Dann ist dim(〈π, P 〉) ≤
s+1 ≤ µ−2, also existiert ein Unterraum U der Dimension µ−1 durch 〈π, P 〉, der
P0 nicht enthält und auch nicht in F enthalten ist,denn es gibt genug Punkte vom
Gewicht Null in PG(k−1, q). Das vorherige Lemma zeigt, dass es eine Hyperebene
K mit Gewicht δθµ−1 gibt, die 〈π, P 〉 enthält, aber P0 nicht enthält.
Weil P0 in der Spitze von Λ liegt, ist K ∩ Λ ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−3−2s.
Wir haben bereits gezeigt, dass jeder Punkt in K ∩ Λ, der nicht in K ∩ L liegt,
ein positives Gewicht hat. Auÿerdem ist Φ = L ∩ Λ ein Baer-Kegel vom Typ
Bs+1,2µ−4−2s und damit K ∩ L ∩ Λ ein Baer-Kegel vom Typ Bs,2µ−4−2s. Somit
gibt es qs+1(

√
q)2µ−3−2s einfache Punkte in (K ∩Λ)\ (K ∩L∩Λ) und diese liegen

alle in F . Das sind mehr als ein Viertel aller einfachen Punkte von K ∩Λ, weshalb
Lemma 4.2.2 und 4.1.8 zeigen, dass K ∩Λ eine Baer-Komponente von wK ist. Es
folgt w(P ) ≥ 1, und falls P in der Spitze von K ∩ Λ liegt, was bedeutet, dass P
in der Spitze von Λ liegt, dann gilt w(P ) ≥ √q + 1.
Teil 4: In diesem letzten Teil zeigen wir noch w(P0) ≥ √q + 1. Falls s ≥ 0 ist,

so können wir das Argument aus Teil 3 für einen von P0 verschiedenen Punkt in
πs+1 \πs wiederholen und erhalten w(P0) ≥ √q+1. Sei daher s = −1, also πs = ∅
und πs+1 = {P0}. Sei X ein Punkt vom Gewicht Null, U die Gerade XP0 und
sei P ein Punkt in Λ \ U . Dann existiert nach Lemma 4.2.13 eine Hyperebene K
durch P0, die Λ nicht enthält und minimales Gewicht hat. Dann ist K ∩ Λ ein
Baer-Kegel vom Typ B0,2µ−2 oder vom Typ B0,2µ−3. Der erste Fall kann nicht
eintreten, denn ein solcher Kegel hat qµ einfache Punkte, die alle nach Teil 3 in F
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4.2 Beweis von Theorem 4.0.10

liegen, aber es ist w(K) = δθµ−1 < qµ. Somit ist K ∩ Λ ein Baer-Kegel vom Typ
B0,2µ−3.
Ist 2µ − 3 ≥ 2, so lässt sich Lemma 4.1.8 anwenden. Nach Teil 3 liegen alle
einfachen Punkte von K ∩ Λ in F und nach Lemma 4.1.8 ist damit K ∩ Λ eine
Baer-Komponente von wK . Es folgt w(P0) ≥ √q + 1.
Ist µ = 2, so ist Lemma 4.1.8 nicht anwendbar. In diesem Fall ist nach Lemma
4.2.2 die Minihyper wK eine Summe von z Baer-Untergeometrien PG(3,

√
q) und

δ − z(√q + 1) Geraden für ein z ≤ δ/(√q + 1). Diese δ − z(√q + 1) Geraden sind
die einzigen Geraden, die in K ∩ F enthalten sind. K ∩ Λ ist ein Baer-Kegel vom
Typ B0,1, also die Vereinigung von

√
q+1 Geraden durch P0. Jede dieser Geraden

hat nach Teil 3 Gewicht mindestens q > δ, ist also in F enthalten (siehe Resultat
4.1.3). Damit folgt w(P0) ≥ √q + 1. �

Lemma 4.2.15 Ist der Baer-Kegel Λ vom Typ Bs,2µ−1−2s, so ist wΛ ≤ w.

Beweis: Die Spitze von Λ ist πs, die Spitze des Baer-Kegels Π. Wegen wΠ ≤ w
reicht es, w(R) ≥ 1 für alle Punkte R aus Λ\Π zu zeigen. Sei R ein solcher Punkt.
Wir wählen eine Baer-Teilebene E von Λ durch R, so dass

(〈E, πs〉 ∩ Λ)/πs ∼= PG(2,
√
q)

ein Komplement von Π/πs ∼= PG(2µ− 4− 2s,
√
q) in Λ/πs ∼= PG(2µ− 1− 2s,

√
q)

ist. Sei U := 〈E, πs〉, dann ist dim(U) = s+ 3 ≤ µ. Ist U ⊆ F , dann ist w(R) ≥ 1
und die Behauptung gezeigt. Sei daher U nicht in F enthalten. Dann existiert
eine Hyperebene K durch U mit minimalem Gewicht δθµ−1, die Λ nicht ent-
hält (Lemma 4.2.13). Nach Lemma 4.1.4 ist der Baer-Kegel K ∩ Λ daher vom
Typ Bs,2µ−2−2s oder vom Typ Bs,2µ−3−2s und nach Lemma 4.2.2 ist wK eine
{δθµ−1, δθµ−2; k− 2, q}-Minihyper, die die Summe aus (µ− 1)-dimensionalen Un-
terräumen PG(µ− 1, q) und projizierten Baer-Untergeometrien pPG(2µ− 1,

√
q)

ist.
Angenommen K ∩ Λ ist vom Typ Bs,2µ−2−2s. Weil (U ∩ Λ)/πs ein Komplement
von (K ∩ Π)/πs in (K ∩ Λ)/πs ist, ist (K ∩ Π)/πs ∼= PG(2µ − 5 − 2s) und
(K∩Ωl)/πs ∼= PG(2µ−4−2s) für alle l ∈ {1, . . . , q+1−β}. Alle diese (K∩Ωl)/πs
sind paarweise verschieden und enthalten (K ∩Π)/πs. Somit liegen mindestens

(q + 1− β)(
√
q)2µ−4−2sqs+1 > δθµ−1

einfache Punkte aus K ∩ Λ in F . Dies ist ein Widerspruch zu w(K) = δθµ−1,
weshalb K ∩Λ vom Typ Bs,2µ−3−2s ist, also eine projizierte Baer-Untergeometrie
pPG(2µ− 1,

√
q).

Weil (U∩Λ)/πs ein Komplement von (K∩Π)/πs in (K∩Λ)/πs ist, ist (K∩Π)/πs ∼=
PG(2µ−6−2s) und (K ∩Ωl)/πs ∼= PG(2µ−5−2s) für alle l ∈ {1, . . . , q+1−β}.
Alle diese (K∩Ωl)/πs sind paarweise verschieden und enthalten (K∩Π)/πs. Somit
liegen mindestens

(q + 1− β)(
√
q)2µ−5−2sqs+1 >

1

4

(
√
q)2µ−2−2s − 1
√
q − 1

qs+1
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einfache Punkte von K ∩ Λ in F . Das sind mehr als δ/(q − 1) ≤ 1/4 aller einfa-
chen Punkte von K ∩ Λ und mit Lemma 4.1.8 folgt, dass K ∩ Λ eine der Baer-
Komponenten von wK ist, also R in F liegt. �

Beweisabschluss von Theorem 4.0.10: Wie zu Beginn des Abschnitts be-
schrieben, beweisen wir Theorem 4.0.10 mit Induktion nach µ.
Für µ = 1 ist Theorem 4.0.10 bereits von Leo Storme in [Sto08] bewiesen.
Sei nun µ ≥ 2 und die Aussage für alle kleineren Werte gezeigt. Nach Re-

sultat 4.1.2 ist für jede Hyperebene K von PG(k − 1, q) mit w(K) = δθµ−1 die
Einschränkung wK eine {δθµ−1, δθµ−2; k−2, q}-Minihyper. Diese ist nach Indukti-
onsvoraussetzung die Summe von Unterräumen PG(µ− 1, q) und von projizierten
Baer-Untergeometrien pPG(2µ−1,

√
q). Den Induktionsschritt für µ beweisen wir

nun mit einer Induktion nach δ.
Für 0 ≤ δ ≤ √q zeigt Resultat 4.0.8, dass w die Summe von δ Unterräumen der

Dimension µ ist.
Sei nun δ ≥ √q + 1 und die Aussage für alle kleineren Werte bereits gezeigt.
Fall 1: Für alle Hyperebenen K von PG(k−1, q) mit w(K) = δθµ−1 enthält wK

keine Baer-Komponente. Dann ist nach Lemma 4.2.1 die Minihyper w die Summe
von δ Unterräumen der Dimension µ und Theorem 4.0.10 gezeigt.
Fall 2: Für mindestens eine Hyperebene K mit w(K) = δθµ−1 enthält wK

eine Baer-Komponente. Dann zeigen die Schritte 1 - 4, dass eine projizierte Baer-
Untergeometrie Λ der Dimension 2µ + 1 mit wΛ ≤ w existiert. Theorem 4.1.13
zeigt, dass w−wΛ eine {(δ− 1−√q)θµ, (δ− 1−√q)θµ−1; k− 1, q}-Minihyper ist.
Diese ist nach Induktionsannahme die Summe von Unterräumen der Dimension µ
und von projizierten Baer-Untergeometrien der Dimension 2µ+ 1. �
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5 Tight Mengen in hyperbolischen

Quadriken

In diesem Kapitel werden Punktmengen M eines endlichen, klassischen Polar-
raums untersucht, die die Eigenschaft haben, dass die Punkte in M auf möglichst
vielen Punkten aus M senkrecht stehen. Drudge hat sich in seiner Doktorarbeit
[Dru98] mit solchen Mengen beschäftigt und das folgende Theorem bewiesen.

Theorem 5.0.1 (Drudge [Dru98]) Sei M eine Teilmenge der Punkte eines end-
lichen klassischen Polarraums P vom Rang r. Dann gilt für die durchschnittliche
Anzahl ζ an Punkten in M , die auf einem Punkt P ∈M senkrecht stehen

ζ ≤ qr−1 + |M | θr−2

θr−1
.

Gilt Gleichheit, so ist |M | = xθr−1 für ein x ∈ N0. Dieser Fall ist äquivalent zu∣∣P⊥ ∩M ∣∣ =

{
qr−1 + xθr−2 falls P ∈M

xθr−2 falls P /∈M (5a)

für alle P ∈ P.

Eine MengeM mit |M | = xθr−1, für die Gleichheit im vorherigen Theorem gilt,
heiÿt x-tight Menge von P. Es ist 0 ≤ x ≤ |P| /θr−1.

Payne bewies schon 1973 ein entsprechendes Theorem für verallgemeinerte Vier-
ecke, siehe [PT09]. Er nannte diese Mengen bereits tight Mengen und untersuchte
sie in weiteren Verö�entlichungen. Eisfeld bewies in [Eis98] die gleiche Aussage
wie Drudge mit Hilfe von stark regulären Graphen. Er gab auÿerdem eine unte-
re Schranke für ζ an. Gilt Gleichheit bei der unteren Schranke, dann tri�t jeder
Erzeuger von P die Menge M in genau m Punkten für ein m ∈ N. Für m = 1
ist dies also ein Ovoid von P. Daher heiÿen die Mengen, die die untere Schranke
mit Gleichheit erfüllen, m-Ovoid. Bei Eisfeld heiÿen die zu x-tight Menge und
m-Ovoid entsprechenden Mengen Clique und Coclique.

Die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern ist in jedem endlichen, klassischen
Polarraum ein Beispiel für eine x-tight Menge, denn eine solche Menge erfüllt
(5a). Wir untersuchen in diesem Kapitel tight Mengen der hyperbolischen Quadrik
Q+(2n+ 1, q) auf Existenz und Klassi�zierbarkeit.
In der hyperbolischen Quadrik Q+(2n + 1, q) sind die Erzeuger in zwei Klas-

sen, I und II, aufgeteilt, so dass die Dimension d des Schnitts zweier Erzeuger
genau dann d ≡ n − 1 mod 2 erfüllt, wenn die Erzeuger aus unterschiedlichen
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Klassen stammen. Insbesondere gilt für gerade n, dass zwei Erzeuger aus der glei-
chen Klasse einen Schnitt von gerader Dimension haben, dieser Schnitt also nicht
leer sein kann. Somit existieren für gerade n maximal zwei disjunkte Erzeuger in
Q+(2n+ 1, q) und die Existenz von x-tight Mengen mit x > 2 ist zunächst o�en.
Der Spezialfall n = 2 wurde bisher besonders stark untersucht, denn eine x-

tight Menge von Q+(5, q) wird durch die Klein-Korrespondenz auf eine Geraden-
menge von PG(3, q) abgebildet, mit der Eigenschaft, dass sie jede Faserung von
PG(3, q) in genau x Geraden tri�t. Solche Geradenmengen wurden von Came-
ron und Liebler erstmals beschrieben, siehe [CL82], und heiÿen heute Cameron-
Liebler-Geradenmengen. Sie vermuteten damals, dass es auÿer den trivialen Bei-
spielen für x = 0, 1, 2 und deren Komplementen, welche entsprechende Mengen mit
x = q2 + 1, q2, q2 − 1 sind, keine solchen Geradenmengen gibt. Diese Vermutung
ist falsch. Drudge klassi�ziert in [Dru99] alle Cameron-Liebler-Geradenmengen
von PG(3, 3) und �ndet ein Beispiel für x = 5. Dieses Beispiel lässt sich zu einer
Cameron-Liebler-Geradenmenge mit x = (q + 1)/2 für alle ungeraden q verallge-
meinern und wird von Bruen und Drudge in [BD99] beschrieben. Das erste nicht
triviale Beispiel für gerade q stammt von Govaerts und Penttila. In [GP05] konstru-
ieren sie eine Cameron-Liebler-Geradenmenge mit x = 7 in PG(3, 4). Mit Hilfe des
Computers wurden inzwischen weitere Beispiele gefunden. Rodgers beweist in sei-
ner Doktorarbeit [Rod12] die Existenz von Cameron-Liebler-Geradenmengen mit
x = (q2 − 1)/2 für q ≡ 5 oder 9 mod 12 und q < 200, sowie für x = (q + 1)2/3,
q ≡ 2 mod 3 und q < 150.
Obwohl die Vermutung von Cameron und Liebler falsch war, sind nur für wenige

Parameter x Cameron-Liebler-Geradenmengen bekannt und damit x-tight Mengen
vonQ+(5, q). Für q = 2 ist {0, 1, 2, q2−1, q2, q2+1} = {0, 1, 2, 3, 4, 5} und Cameron
und Liebler haben in [CL82] bereits gezeigt, dass für alle x eine x-tight Menge von
Q+(5, 2) existiert und diese auch klassi�ziert. Das folgende Resultat listet die
bisher bekannten nicht-Existenzaussagen für q > 2 chronologisch auf.

Resultat 5.0.2 Für eine x-tight Menge in Q+(5, q), q ≥ 3, gilt

(i) x 6= 3 [Pen91].

(ii) x 6= 4, falls q ≥ 5 [Pen91].

(iii) x /∈
[
3,
√
q
]
[BD98].

(iv) x /∈ [3, ε] [Dru99].

(v) x 6= 4, falls q = 3 [Dru99].

(vi) x 6= 4, falls q = 4 [Gov03].

(vii) x /∈ [3, 2ε) [GS04].

(viii) x /∈ [3, q/2) [BG08].

(ix) x /∈ [3, q] [Met10].
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5.1 Beispiele und Grundlagen

Hierbei bezeichnet q + 1 + ε die Mächtigkeit einer kleinsten minimalen nicht-
trivialen blockierenden Menge in PG(2, q).

Der Fall n > 2 wird noch nicht so lange untersucht wie der Fall n = 2. Für
ungerade n ist die Dimension des Schnitts zweier Erzeuger aus der gleichen Klasse
ungerade. Wählt man dann x disjunkte Erzeuger aus einer Klasse, so erhält man
eine x-tight Menge von Q+(2n + 1, q). Nun stellt sich die Frage, ob es andere
x-tight Mengen für diese Parameter x gibt. Zumindest für kleine x ist dies nicht
der Fall, wie das folgende Resultat zeigt.

Resultat 5.0.3 Eine x-tight Menge von Q+(2n+ 1, q) ist die Vereinigung von x
disjunkten Erzeugern, für alle

(i) x ≤ √q und q ≥ 4 [Dru98].

(ii) x ≤ ε [BKLP07].

(iii) x ≤ q/2− 1 [BGHS09].

Hierbei bezeichnet q + 1 + ε die Mächtigkeit einer kleinsten minimalen nicht-
trivialen blockierenden Menge in PG(2, q). Insbesondere gilt für gerade n und x in
diesen Schranken x ∈ {0, 1, 2}.

Im folgenden Abschnitt sammeln wir einige Beispiele und Aussagen zu tight
Mengen im Allgemeinen. Im zweiten Abschnitt verbessern wir das Resultat 5.0.2
und zeigen, dass keine (q + 1)-tight Menge von Q+(5, q) existiert, falls q eine
ungerade Primzahl ist. Der dritte Abschnitt verbessert das Resultat 5.0.3. Dort
beweisen wir, dass x-tight Mengen von Q+(2n + 1, q) mit x ≤ q − 1 und q ≥ 71,
oder mit n = 3 und x ≤ q, immer die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern
sind. Die Ergebnisse des dritten Abschnitts sind bereits in [BM13] verö�entlicht.

5.1 Beispiele und Grundlagen

Sei P ein endlicher, klassischer Polarraum vom Rang r. Wie bereits erwähnt, ist die
Vereinigung von x disjunkten Erzeugern von P ein Beispiel für eine x-tight Menge,
denn diese Menge erfüllt (5a). Die Umkehrung ist allerdings falsch, nicht jede x-
tight Menge ist die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern. Für Q+(5, q) wurde
bereits die Existenz solcher Beispiele erwähnt. Zudem lassen sich aus bekannten
Beispielen neue Beispiele zusammensetzen, denn ist M , M ′ eine x- bzw. x′-tight
Menge von P, so erhält man aus (5a) die folgenden Eigenschaften:

• Ist M ∩M ′ = ∅, so ist M ∪M ′ eine (x+ x′)-tight Menge von P.

• Ist M ′ ⊆M , so ist M \M ′ eine (x− x′)-tight Menge von P.

Da die gesamte Punktmenge von P eine tight Menge ist, ist also insbesondere das
Komplement einer tight Menge wieder eine tight Menge. Auÿerdem ist die Menge,
die nur aus den Punkten eines Erzeugers G besteht, eine 1-tight Menge, weshalb
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Erzeuger aus x-tight Mengen entfernt werden können, um eine (x−1)-tight Menge
zu erhalten. Diese Aussage verwenden wir mehrfach für Induktionsbeweise nach x
und halten sie im nächsten Lemma fest.

Lemma 5.1.1 Sei G ein Erzeuger von P und M eine x-tight Menge von P mit
G ⊆M . Dann ist M \G eine (x− 1)-tight Menge von P.

Liegen in einer tight Menge mehrere Erzeuger, so kann das Entfernen verschie-
dener Erzeuger zu nicht isomorphen tight Mengen führen. Sei z.B. ` eine Gerade
der parabolischen Quadrik Q(4, q) und seien P0, . . . , Pq die Punkte auf `. Wähle
nun durch jeden Punkt Pi eine Gerade `i 6= `, so dass nicht alle `i zusammen in
einer hyperbolischen Quadrik Q+(3, q) liegen. Sei M die Vereinigung der `i. Dann
istM eine (q+1)-tight Menge von Q(4, q). Das Entfernen einer Geraden `i ausM
liefert eine q-tight Menge von Q(4, q), die weiterhin Geraden enthält. Die Gerade
` ist allerdings auch in M enthalten und es gilt, dass M ′ := M \ ` eine q-tight
Menge von Q(4, q) ist, die keine Geraden enthält.
Dieses Beispiel lässt sich verallgemeinern und ist in der folgenden Form zusam-

men mit Ferdinand Ihringer entstanden [BI11]. Uns ist bisher keine andere Quelle
für diese Konstruktion bekannt.

Beispiel 5.1.2 Sei G ein Erzeuger von P und C eine Überdeckung von G durch
Unterräume von G, so dass

(i) ein a ∈ N existiert, für das gilt, dass jeder Punkt in G genau aMal überdeckt
wird, sowie

(ii) je zwei Elemente aus C den Unterraum G erzeugen.

Wähle für jedes Element C ∈ C einen Erzeuger GC durch C mit GC ∩G = C. Sei

M :=
⋃
C∈C

(GC \G).

Dann ist M eine (|C| − a)-tight Menge von P.

Lemma 5.1.3 Die in Beispiel 5.1.2 konstruierte Menge M ist eine (|C|−a)-tight
Menge von P.

Beweis: Seien C und D zwei verschiedene Elemente aus C. Dann ist

GC ∩GD = C ∩D ⊆ G,

denn angenommen, es gibt einen Punkt R ∈ GC ∩ GD, der nicht in G liegt, so
steht R auf C und D und damit wegen (ii) auf CD = G senkrecht. Somit wäre
RG ein singulärer Unterraum von P der Dimension r, ein Widerspruch zu Rang
von P gleich r.
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Zusammen mit (i) folgt

|M | = |C| θr−1 − aθr−1

und ∣∣P⊥ ∩M ∣∣ = θr−1 + (|C| − 1)θr−2 − aθr−2

für alle Punkte P ∈M . �

Für C lässt sich zum Beispiel die Menge aller Hyperebenen von G nehmen (in
diesem Fall ist a = θr−2), oder, falls r gerade, eine ((r − 2)/2)-Faserung von G
(dann ist a = 1).

In manchen endlichen, klassischen Polarräumen gilt die Gleichung (5a) nicht
nur für Punkte P ∈ P, sondern auch für Punkte des umgebenden projektiven
Raums. Dies lässt sich zu Schnittzahlen einer tight MengeM mit Senkrechträumen
S⊥ für alle Unterräume S verallgemeinern. Das nächste Lemma ist in [BM13]
verö�entlicht. Spezialfälle, z.B. für n = 2, sind bereits bekannt.

Lemma 5.1.4 Sei M eine x-tight Menge von W (2n + 1, q), H(2n + 1, q) oder
Q+(2n+ 1, q) eingebettet in PG(2n+ 1, q). Dann gilt für jeden Unterraum S der
Dimension s ≤ n von PG(2n+ 1, q)

|S⊥ ∩M | = |S ∩M |qn−s + xθn−s−1.

Beweis: Durch Induktion nach s.
s = −1 : Per De�nition gilt |M | = xθn.
s = 0 : Dieser Fall ist bereits bekannt, siehe z.B. Theorem 12 in [BKLP07],

folgt aber auch mit doppelter Abzählung und |M | = xθn aus∑
H

(|H ∩M | − xθn−1)2

=
∑
H

(
|H ∩M |(|H ∩M | − 1)− (2xθn−1 − 1)|H ∩M |+ x2θ2

n−1

)
= |M |(|M | − 1)θ2n−1 − (2xθn−1 − 1)|M |θ2n + θ2n+1x

2θ2
n−1

= |M |
(
(|M | − 1)θ2n−1 − (2xθn−1 − 1)θ2n + (qn+1 + 1)xθ2

n−1

)
= |M |q2n,

wobei die Summe über alle Hyperebenen H von PG(2n + 1, q) läuft. Für Hyper-
ebenen H mit H⊥ ∈M ist (|H ∩M |−xθn−1)2 = q2n nach (5a), weshalb der Term
|M |q2n bereits von diesen Hyperebenen aufgebraucht wird. Alle anderen Hyper-
ebenen von PG(2n + 1, q) tre�en M daher in genau xθn−1 Punkten. Dies liefert
die Aussage für s = 0.
s− 1 7→ s, s > 0 : In S liegen θs Hyperebenen U . Ein Punkt von S⊥ liegt in

U⊥ für jede Hyperebene U von S. Punkte auÿerhalb von S⊥ hingegen liegen in U⊥

für genau eine Hyperebene U von S. Unter Verwendung der Induktionsannahme
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

für die Unterräume U folgt

|S⊥ ∩M |(θs − 1) + |M | =
∑
U

|U⊥ ∩M |

=
∑
U

(|U ∩M |qn+1−s + xθn−s)

= xθn−sθs + qn+1−s
∑
|U ∩M |

= xθn−sθs + qn+1−s|S ∩M |θs−1.

Hieraus folgt die Aussage für S. �

Folgerung 5.1.5 Sei M eine x-tight Menge von W (2n + 1, q), H(2n + 1, q)
oder Q+(2n+ 1, q). Dann gilt für jeden Unterraum S des umgebenden projektiven
Raums PG(2n+ 1, q) mit s := dim(S) ≤ n

|S ∩M | ≥ xθs−n−1.

5.2 (q + 1)-tight Mengen von Q+(5, q) für
ungerade Primzahlen q

Die Erzeuger von Q+(5, q) sind Ebenen. Sie teilen sich in zwei Klassen auf, so
dass zwei Erzeuger genau dann in der gleichen Klasse liegen, wenn ihr Schnitt eine
gerade Dimension hat. Daher gibt es maximal zwei disjunkte Ebenen in Q+(5, q)
und die Existenz von x-tight Mengen mit q2 − 1 > x > 2 ist zunächst o�en. Sei
M eine x-tight Menge von Q+(5, q) ⊆ PG(5, q). Nach Lemma 5.1.4 gilt für jeden
Unterraum S von PG(5, q) mit dim(S) = s ≤ 2∣∣S⊥ ∩M ∣∣ = |S ∩M | q2−s + xθ1−s.

Insbesondere gilt für eine Gerade ` der Quadrik und die beiden Erzeuger E und
F durch ` ∣∣`⊥ ∩M ∣∣ = |(E ∪ F ) ∩M | = |` ∩M | q + x (5b)

beziehungsweise

|E ∩M |+ |F ∩M | = |` ∩M | (q + 1) + x. (5c)

Dieser Spezialfall von Lemma 5.1.4 wurde bereits von Penttila in [Pen91] be-
wiesen. Drudge verwendete ihn und Aussagen über blockierende Mengen, um in
[Dru99] zu zeigen, dass keine x-tight Menge mit x ∈ [3, ε] von Q+(5, q) für q > 2
existiert. Hierbei bezeichnet q + 1 + ε die Mächtigkeit einer kleinsten minima-
len nicht-trivialen blockierenden Menge in PG(2, q). Er beweist diese Aussage für
Cameron-Liebler-Geradenmengen in PG(3, q) mit Induktion nach x. In Q+(5, q)
übersetzt sich der Beweis wie folgt.
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5.2 (q + 1)-tight Mengen von Q+(5, q) für ungerade Primzahlen q

x = 3 : In [Pen91] wird gezeigt, dass keine 3-tight Menge von Q+(5, q) für q > 2
existiert.
x− 1 7→ x, 3 < x < ε+ 1 : Angenommen es existiert eine x-tight MengeM .

Sei P ein Punkt der Quadrik, der nicht inM liegt. Dann ist
∣∣P⊥ ∩M ∣∣ = x(q+1) <

(q+1)2, also existiert eine Gerade g durch P , dieM nicht tri�t. In g⊥ liegen nach
(5b) genau x < q+1 Punkte ausM , weshalb eine Gerade ` ⊆ g⊥ der Quadrik mit
genau einem Punkt in M existiert. Seien E und F die Erzeuger durch `. Dann
haben E und F zusammen nach (5b) genau q + x > 2x Punkte in M und somit
o.B.d.A. |E ∩M | > x. Angenommen es gibt eine Gerade k in E, dieM nicht tri�t.
Dann ist

∣∣k⊥ ∩M ∣∣ = x < |E ∩M |, ein Widerspruch zu E ⊆ k⊥. Somit ist E ∩M
eine blockierende Menge in E. Wegen |E ∩M | ≤ q + x < q + 1 + ε existiert eine
Gerade h in E ∩M . Sei H die zweite Ebene durch h. Dann ist nach (5c)

|H ∩M | = (q + 1)2 + x− |E ∩M | ≥ q2 + q + 1,

also H ⊆ M . Nun ist M \H nach Lemma 5.1.1 eine (x− 1)-tight Menge, welche
nach Induktionsvoraussetzung nicht existiert, ein Widerspruch.

Govaerts und Storme verbesserten dieses Ergebnis in [GS04], indem sie den Be-
weis nur wenig veränderten. Sie starten mit einer Geraden aus Q+(5, q), die M
nicht tri�t. Ähnliche Argumente wie eben zeigen dann, dass keine x-tight Menge
von Q+(5, q) mit x ∈ [3, 2ε) existiert. Hierbei bezeichnet erneut q+1+ε die Mäch-
tigkeit einer kleinsten minimalen nicht-trivialen blockierenden Menge in PG(2, q).
Für ungerade Primzahlen hat eine kleinste, nicht-triviale, minimale blockierende

Menge in PG(2, q) genau 3(q + 1)/2 Punkte, also ε = (q + 1)/2. Für solche q und
für x = 2ε = q + 1 entsteht zunächst kein Widerspruch im Beweis von Govaerts
und Strome, aber man erhält einige Information über die Menge M . Diese nutzen
wir, um folgendes Theorem zu beweisen.

Theorem 5.2.1 Sei q eine ungerade Primzahl. Dann gibt es keine (q + 1)-tight
Menge von Q+(5, q).

Drudge zeigt in [Dru99], dass es keine 4-tight Menge in Q+(5, 3) gibt. Somit ist
dieses Theorem für q = 3 bereits bewiesen. Sei daher im folgenden

3 < q Primzahl. (5d)

Der Beweis von Theorem 5.2.1 wird indirekt geführt. Angenommen es existiert
eine (q + 1)-tight Menge M von Q+(5, q) für eine ungerade Primzahl q > 3.
Diese Annahme führen wir in den folgenden Lemmas zum Widerspruch. Dafür
benötigen wir nicht nur die Mächtigkeit einer nicht-trivialen, minimalen, 1-fach
blockierenden Menge in PG(2, q), sondern auch folgendes Resultat von Ball über
a-fach blockierende Mengen in PG(2, q).

Resultat 5.2.2 (Ball [Bal96]) Sei B eine a-fach blockierende Menge in PG(2, q),
q > 3 Primzahl. Im Fall a = 1 enthalte B keine Gerade.

• Ist a < q/2, dann gilt |B| ≥ (2a+ 1)(q + 1)/2.
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

• Ist a > q/2, dann gilt |B| ≥ (a+ 1)q.

Lemma 5.2.3 Sei E ein Erzeuger von Q+(5, q) und ` eine Gerade in E mit
` ⊆M . Dann ist |E ∩M | ≥ 2q + 1. Insbesondere ist E ∩M 6= `.

Beweis: Sei F der von E verschiedene Erzeuger durch `. Dann ist

|E ∩M | = (q + 1)2 + x− |F ∩M | ≥ q + x = 2q + 1

nach (5c) und mit |F | = θ2. �

Genau wie im Beweis von Govaerts und Storme starten wir mit einer Geraden
aus Q+(5, q), die M nicht tri�t. Die Existenz einer solchen Geraden muss für
x = q + 1 zunächst noch gezeigt werden.

Lemma 5.2.4 Es gibt eine Gerade in Q+(5, q), die M nicht tri�t.

Beweis: Sei R ein Punkt der Quadrik, der nicht in M liegt. Liegt R auf einer
Geraden der Quadrik, die M nicht tri�t, so folgt die Behauptung. Liegt R auf
keiner solchen Geraden, dann tri�t jede Gerade von Q+(5, q) durch R die Menge
M mindestens einmal und wegen

∣∣R⊥ ∩M ∣∣ = x(q + 1) = (q + 1)2 genau einmal.
Somit existiert ein Erzeuger E durch R, der M in genau q + 1 Punkten tri�t.
Angenommen diese q + 1 Punkte bilden eine blockierende Menge in E. Dann ist
E ∩M eine Gerade g, ein Widerspruch zu Lemma 5.2.3.
Also ist E ∩M keine blockierende Menge in E und es existiert eine Gerade in E,
die M nicht tri�t. �

Lemma 5.2.5 Sei ` eine Gerade in Q+(5, q), die M nicht tri�t, und seien E
und F die beiden Erzeuger durch `. Dann gilt |E ∩M | = (q + 1)/2 = |F ∩M |.

Beweis: Nach (5b) enthalten E und F zusammen x = q + 1 Punkte aus M . Sei
o.B.d.A. q + 1 = x ≥ |E ∩M | ≥ x/2 = (q + 1)/2. Dann existiert eine Gerade g
in E, die M in genau einem Punkt tri�t. Sei G der von E verschiedene Erzeuger
durch g. Dann ist

3

2
(q + 1) ≥ |G ∩M | = q + 1 + x− |E ∩M | ≥ q + 1

nach (5c).
Angenommen es gilt |G ∩M | = q + 1 = |E ∩M |. Dann liegen nach Lemma 5.2.3
nicht alle Punkte von E ∩M auf einer Geraden. Wähle eine Gerade k in E mit
q − 1 ≥ |k ∩M | =: a ≥ 2. Dies ist möglich, denn zum einen ist q − 1 > 2 nach
(5d) und zum anderen, falls es keine Gerade in E gibt, die genau q Punkte aus M
enthält, so ist jede Gerade in E mit mindestens zwei Punkten in M geeignet, und
falls es eine Gerade h in E mit genau q Punkten in M gibt, so wähle für k eine
Gerade durch den verbleibenden Punkt (E ∩M) \ h, die h in einem Punkt aus M
tri�t.
Sei K der von E verschiedene Erzeuger durch k. Dann ist |K ∩M | = a(q + 1)
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nach (5c). Gäbe es in K eine Gerade k′, die M in höchstens a− 1 Punkten tri�t,
dann wäre nach (5c)∣∣k′⊥ ∩M ∣∣ ≤ (a− 1)q + q + 1 = aq + 1 < a(q + 1),

und dies ein Widerspruch zu K ⊆ k′⊥. Somit bilden die Punkte aus K ∩M eine
a-fach blockierende Menge in K. Da a < q, sind a(q + 1) Punkte nach Resultat
5.2.2 nicht genug, um alle Geraden a-fach zu blockieren, ein Widerspruch.
Somit ist |G ∩M | > q + 1 = x und G ∩M blockiert alle Geraden in G, denn
für eine Gerade m, die M nicht tri�t, ist

∣∣m⊥ ∩M ∣∣ = x = q + 1 < |G ∩M |. Da
bereits |G ∩M | ≤ 3(q+ 1)/2 < 2q+ 1 gezeigt wurde, folgt mit Lemma 5.2.3, dass
G ∩M keine Gerade enthält. Also enthält G ∩M eine minimale, nicht-triviale,
blockierende Menge. Es folgt |G ∩M | = 3(q + 1)/2 aus Resultat 5.2.2 und damit
|E ∩M | = (q + 1)/2 = |F ∩M |. �

Bemerkung 5.2.6 Der Beweis von Govaerts und Strome verläuft analog zum
Beweis des vorherigen Lemmas. Da sie mit x < 2ε arbeiten, folgt für den Erzeuger
G bereits

q + 1 + ε > q + 1 +
x

2
≥ |G ∩M | = q + 1 + x− |E ∩M | ≥ q + 1 > x.

Wegen |G ∩M | > x enthält G ∩ M eine blockierende Menge. Weil aber auch
|G ∩M | < q + 1 + ε gilt, enthält G ∩M eine triviale blockierende Menge, eine
Gerade g′. Sei G′ der von G verschiedene Erzeuger durch g′, dann gilt nach (5c)
und mit |G′| = θ2

θ2 ≥ |G′ ∩M | ≥ q2 + q +
x

2
,

also x ≤ 2. Für x ≤ 2 wurde bereits von Cameron und Liebler in [CL82] gezeigt,
dass M die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern ist.

Im unserem Fall, also x = q + 1, ist der Beweis noch nicht abgeschlossen, aber
wir haben die Information, dass Erzeuger durch Geraden, die M nicht tre�en, die
Menge M in genau (q + 1)/2 Punkten tre�en. Eine vergleichbare Aussage lässt
sich nun auch für alle anderen Erzeuger tre�en. Ab sofort nehmen wir zudem an,
dass M keinen Erzeuger enthält. Denn wäre ein Erzeuger G in M enthalten, so
wäre nach Lemma 5.1.1 die Menge M \G eine q-tight Menge von Q+(5, q), welche
nach [GS04, Met10] nicht existiert.

Lemma 5.2.7 Jeder Erzeuger E in Q+(5, q) tri�t M in (2aE + 1)(q + 1)/2
Punkten mit aE := min{|` ∩M | : ` Gerade in E}. Auÿerdem gilt 0 ≤ aE ≤ (q +
1)/2 und falls 1 ≤ aE < q/2, so bilden die Punkte in E∩M eine minimale aE-fach
blockierende Menge.

Beweis: Das vorherige Lemma zeigt diese Aussage bereits für Erzeuger E mit
aE = 0. Sei daher nun E ein Erzeuger mit aE > 0, ` eine Gerade in E mit
|` ∩M | = aE und F der von E verschiedene Erzeuger durch `. E ∩M ist eine
aE-fach blockierende Menge in E. Wegen E *M ist aE ≤ q.
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Angenommen F ∩M blockiert jede Gerade aus F . Wegen ` * M gibt es einen
Punkt P ∈ `, der nicht in M liegt. Die q von ` verschiedenen Geraden durch P in
F werden dann von M blockiert. Also liegen neben den Punkten auf ` mindestens
weitere q Punkte ausM in F . Damit ist |F ∩M | ≥ q+aE und deshalb |E ∩M | ≤
aEq + 1 nach (5c). Ist aE > 1, so sind aEq + 1 Punkte nach Resultat 5.2.2 zu
wenig Punkte, um jede Gerade in E aE-fach zu blockieren, ein Widerspruch. Falls
aE = 1, so ist E ∩M eine Gerade und dies ein Widerspruch zu Lemma 5.2.3.
Somit liegt in F eine Gerade, die M nicht tri�t. Damit gilt nach dem vorherigen
Lemma |F ∩M | = (q + 1)/2 und daher |E ∩M | = (2aE + 1)(q + 1)/2. Auÿerdem
gilt

aE = |` ∩M | ≤ |F ∩M | = q + 1

2
.

Ist 1 < aE < q/2, so enthält eine aE-fach blockierende Menge nach Resultat 5.2.2
mindestens (2aE + 1)(q + 1)/2 Punkte, daher ist E ∩M eine minimale aE-fach
blockierende Menge. Ist aE = 1, so enthält E ∩ M keine Gerade, da sonst ein
Widerspruch zu Lemma 5.2.3 folgt. Also enthält E ∩M eine nicht-triviale, 1-fach
blockierende Menge. Eine solche Menge hat mindestens 3(q+ 1)/2 Punkte. Daher
ist E ∩M eine minimale blockierende Menge. �

De�nition 5.2.8 Ein Punkt P ∈ M ist vom Typ I (bzw. Typ II), wenn P in
einem Erzeuger E der Erzeugerklasse I (bzw. II) mit |E ∩M | = (q + 1)/2 liegt.

Lemma 5.2.9 Jeder Punkt aus M ist entweder vom Typ I oder vom Typ II und
beide Typen treten auf.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass jeder Punkt R ∈M vom Typ I oder II ist. Da
R ∈ M , ist

∣∣R⊥ ∩M ∣∣ = q2 + (q + 1)2. Die von R verschiedenen Punkte in R⊥

verteilen sich auf q + 1 Erzeuger der Klasse I durch R. Wegen

q2 + (q + 1)2 − 1

q + 1
= 2q

existiert ein Erzeuger E der Klasse I durch R mit höchstens 2q + 1 Punkten in
M . Weil 2q + 1 < 5(q + 1)/2, ist |E ∩M | = (q + 1)/2 oder |E ∩M | = 3(q + 1)/2
nach Lemma 5.2.7. Gilt |E ∩M | = (q+ 1)/2, dann ist R vom Typ I. Ist hingegen
|E ∩M | = 3(q+1)/2, dann ist nach dem vorherigen Lemma E∩M eine minimale
blockierende Menge in E. Daher existiert eine Gerade g durch R in E mit g∩M =
{R}. Sei G der von E verschiedene Erzeuger durch g. Dann liegt G in der Klasse
II und |G ∩M | = (q + 1)/2 nach (5c). Somit ist R vom Typ II.
Nun zeigen wir die Eindeutigkeit des Typs. Sei P ∈ M vom Typ I und E′ ein
Erzeuger durch P mit |E′ ∩M | = (q + 1)/2. Jeder Erzeuger F ′ der Klasse II
durch P tri�t E′ in einer Geraden ` durch P . Nun ist |` ∩M | ≥ 1 und daher

|F ′ ∩M | = |` ∩M | (q + 1) + (q + 1)− |E′ ∩M | ≥ 3(q + 1)/2

nach (5c). Damit ist P nicht vom Typ II. Analog gilt für Punkte vom Typ II, dass
sie nicht vom Typ I sind.
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Nun zeigen wir noch, dass beide Typen auftreten. Nach Lemma 5.2.4 existiert
eine Gerade h, die M nicht tri�t. Seien H1 und H2 die beiden Erzeuger durch h.
Dann ist |H1 ∩M | = |H2 ∩M | = (q+1)/2 nach Lemma 5.2.5. Sei o.B.d.A H1 aus
Klasse I und H2 aus Klasse II. Dann sind alle Punkte in H1 ∩M vom Typ I und
alle Punkte in H2 ∩M sind vom Typ II. �

Lemma 5.2.10 Seien P und Q Punkte aus M , die senkrecht aufeinander stehen
und von unterschiedlichem Typ sind. Dann ist PQ ⊆M .

Beweis: O.B.d.A. sei P vom Typ I und Q vom Typ II. Seien E und F die beiden
Erzeuger durch PQ. Dann gibt es nach Lemma 5.2.7 nicht-negative ganze Zahlen
a, a′ ∈ N0 mit a, a′ ≤ (q + 1)/2, |E ∩M | = (2a + 1)(q + 1)/2 und |F ∩M | =
(2a′ + 1)(q+ 1)/2. Da P und Q von unterschiedlichem Typ sind und beide in den
Ebenen E und F liegen, gilt a, a′ > 0. Sei o.B.d.A. E aus Klasse I.
Angenommen 1 ≤ a < q/2, so bilden die Punkte in E ∩M nach Lemma 5.2.7 eine
minimale a-fach blockierende Menge in E. Daher liegt P auf einer Geraden in E,
die M in genau a Punkten tri�t. Der von E verschiedene Erzeuger durch diese
Gerade hat nach (5c) genau (q+ 1)/2 Punkte in M und ist aus Klasse II. Es folgt,
dass P vom Typ II ist, ein Widerspruch.
Daher ist a = (q + 1)/2. Analog folgt a′ = (q + 1)/2. Zusammen mit (5c) erhält
man

|PQ ∩M | (q + 1) + (q + 1) = 2
(q + 2)(q + 1)

2
,

woraus |PQ ∩M | = q + 1 folgt. �

Das nächste Lemma zeigt, dass die eben beschriebene Situation gar nicht auf-
treten kann, weil aufeinander senkrechte Punkte vom selben Typ sind. Hieraus
bekommen wir anschlieÿend den gewünschten Widerspruch.

Lemma 5.2.11 Sei P ein Punkt aus M . Dann sind alle Punkte in M ∩P⊥ vom
selben Typ wie P .

Beweis: O.B.d.A. sei P vom Typ I. Sei E ein Erzeuger durch P der Klasse I mit
|E ∩M | = (q + 1)/2. Dann sind alle Punkte in E ∩M vom Typ I. Angenommen
es existiert ein Punkt Q vom Typ II in P⊥ ∩M . Sei F der Erzeuger der Klasse
II durch PQ, ` die Schnittgerade von E und F , sowie a := |` ∩M |. Dann ist
1 ≤ a ≤ (q + 1)/2 = |E ∩M | und nach (5c) gilt |F ∩M | = (2a+ 1)(q + 1)/2.
Angenommen 1 ≤ a < q/2, so ist F ∩M nach Lemma 5.2.7 eine minimale a-fach
blockierende Menge in F . Daher liegt Q in F auf einer Geraden g, dieM in genau
a Punkten tri�t. Der von F verschiedene Erzeuger durch g ist aus der Klasse I
und hat nach (5c) genau (q + 1)/2 Punkte in M . Es folgt, dass Q vom Typ I ist,
ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Typs.
Daher ist a = (q + 1)/2. Alle Punkte von ` ∩M liegen in E und sind daher vom
Typ I. Da Q vom Typ II ist, folgt aus dem vorherigen Lemma QR ⊆ M für alle
R ∈ ` ∩M . Weil F ∩M eine ((q + 1)/2)-fach blockierende Menge ist, haben die
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anderen (q+ 1)/2 Geraden durch Q in F mindestens (q−1)/2 von Q verschiedene
Punkte in M . Das ergibt

1

2
(q + 2)(q + 1) = |F ∩M | ≥ q + 1

2
q +

q + 1

2
· q − 1

2
+ 1,

zusammen mit q > 2 aus (5d) ist das ein Widerspruch. �

Beweisabschluss von Theorem 5.2.1: Nach Lemma 5.2.9 gibt es Punkte P
und Q in M von unterschiedlichem Typ. Somit steht nach Lemma 5.2.11 der
Punkt P nicht senkrecht auf Q. Sei g die Sekante in PG(5, q) durch P und Q.
Dann ist

∣∣g⊥ ∩M ∣∣ = 2q + (q + 1) > 0 nach Lemma 5.1.4. Somit existiert ein
Punkt R ∈ (g⊥ ∩M). R ist nach Lemma 5.2.11 vom gleichen Typ wie P und vom
gleichen Typ wie Q. Dies ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Typs (Lemma
5.2.9). �

Nachtrag

Die Aussage von Theorem 5.2.1 wurde inzwischen von Metsch in [Met14] deutlich
verbessert. Sein Beweis ist allerdings ganz anders, weshalb der eben vorgestellte
Beweis weiterhin interessant ist.

5.3 x-tight Mengen von Q+(2n+ 1, q)

Sei M eine x-tight Menge der hyperbolischen Quadrik Q+(2n+ 1, q), die im pro-
jektiven Raum PG(2n+1, q) eingebettet ist. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass
M die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern ist, sofern x nicht zu groÿ ist. Das
folgende Lemma ist für alle x richtig und lässt sich in vielen Arbeiten über x-tight
Mengen �nden.

Lemma 5.3.1 Jeder (n + 1)-dimensionale Unterraum von PG(2n + 1, q) tri�t
M in mindestens x Punkten. Tri�t der (n + 1)-dimensionale Unterraum T die
Menge M in mehr als x Punkten, so hat jeder n-dimensionale Unterraum von T
mindestens einen Punkt in M .

Beweis: Sei S ein Unterraum von PG(2n+ 1, q) der Dimension n+ 1. Dann ist

|S ∩M | ≥ x

nach Folgerung 5.1.5. Ein n-dimensionaler Unterraum U liegt in θn Unterräumen
der Dimension n + 1. Diese partitionieren die Punkte auÿerhalb von U . Tri�t U
die Menge M nicht, so liegt jeder Punkt aus M in genau einem Unterraum der
Dimension n + 1 durch U . Jeder dieser Unterräume hat mindestens x Punkte in
M und, wegen |M | = xθn, genau x. Daraus folgt der zweite Teil der Behauptung.

�

Für n = 1 folgt hieraus nun sofort, dass M die Vereinigung von x disjunkten
Geraden ist. Sei dazu P ∈M , dann gilt

∣∣P⊥ ∩M ∣∣ = q + x > x und alle Geraden
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der Ebene P⊥ werden von P⊥∩M blockiert. Da P⊥ die Quadrik in zwei Geraden
durch P tri�t, folgt, dass eine der beiden Geraden in M enthalten sein muss. Mit
Folgerung 5.1.1 lässt sich diese Gerade entfernen und man erhält eine (x−1)-tight
Menge. Ein induktives Argument zeigt, dass M die Vereinigung von x disjunkten
Geraden ist.
Für n = 2 und x ≤ q wird in [Met10] gezeigt, dass M die Vereinigung von

x disjunkten Erzeugern ist. Insbesondere ist dann x ≤ 2, da Q+(5, q) keine drei
disjunkten Erzeuger enthält.
In folgenden beiden Teilabschnitten werden die Fälle n = 3 und n ≥ 4 näher

betrachtet. Die beiden folgenden Resultate spielen in den Beweisen eine zentrale
Rolle.

Resultat 5.3.2 ([KM05] , [KM11]) Sei PQ−(3, q) ⊆ PG(4, q) ein Kegel mit
Spitze P über einer elliptischen Quadrik Q−(3, q) und B eine Menge von Punkten
in PQ−(3, q) mit |B| ≤ 2q, so dass jeder Solid von PG(4, q) die Menge B in
mindestens einem Punkt tri�t. Dann tritt einer der beiden folgenden Fälle ein.

(i) Es existiert eine Gerade ` in PQ−(3, q) mit ` ⊆ B.

(ii) |B| > 9q/5+1, P ∈ B und es existiert eine eindeutige Gerade ` in PQ−(3, q),
die B in mindestens 2+(3q−|B|)/2 Punkten tri�t. Diese Gerade hat höchs-
tens |B| − q − 1 Punkte in B.

Der Beweis des vorherigen Resultats in [KM05] enthält die folgende nützliche
Aussage.

Resultat 5.3.3 ([KM05]) Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorhe-
rigen Resultat. Seien `1, `2 zwei Geraden des Kegels PQ−(3, q), die beide nicht in
B enthalten sind. Dann gilt

|`1 ∩M |+ |`2 ∩M | ≤ |B|+ 1− q.

n = 3

In diesem Teilabschnitt beweisen wir das folgende Theorem.

Theorem 5.3.4 Eine x-tight Menge M von Q+(7, q) mit x ≤ q ist die Vereini-
gung von x disjunkten Erzeugern.

Wir beweisen diese Aussage mit Induktion nach x.
x = 1 : Sei M eine 1-tight Menge von Q+(7, q). Dann ist |M | = 1 · θ3 und für

einen Punkt P ∈M ist nach (5a)∣∣P⊥ ∩M ∣∣ = q3 + 1 · θ2 = θ3 = |M | .

Damit steht ein Punkt aus M auf allen Punkten aus M senkrecht, sie liegen also
zusammen in einem Erzeuger G. Wegen |G| = θ3 = |M | folgt nun G = M .
x− 1 7→ x, 1 < x ≤ q : Sei M eine x-tight Menge von Q+(7, q). Enthält M

einen Erzeuger G, dann ist M \G nach Lemma 5.1.1 eine (x− 1)-tight Menge von
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Q+(7, q). Nach Induktionsvoraussetzung ist dannM \G die Vereinigung von x−1
disjunkten Erzeugern. Es folgt, dass M = (M \ G)∪̇G die disjunkte Vereinigung
von x Erzeugern ist.
Sei daher nun in diesem Teilabschnitt M eine x-tight Menge von Q+(7, q) ⊆

PG(7, q) mit 1 < x ≤ q, die keinen Erzeuger enthält. Wir erhalten in den folgenden
Lemmas einen Widerspruch, weshalb eine solche x-tight Menge nicht existiert.
Damit enthält eine x-tight Menge mit 1 < x ≤ q immer einen Erzeuger und ist
somit die disjunkte Vereinigung von x Erzeugern.
Wir de�nieren

z :=

⌈
1 + q − 1

2
x

⌉
.

Eine Gerade ` nennen wir lange Gerade, wenn ` eine Gerade der Quadrik ist und
mindestens z + 1 Punkte in M hat.
Die De�nition für z hängt mit Resultat 5.3.2 zusammen. Enthält die blockie-

rende Menge B in diesem Resultat genau q + x Punkte, dann folgt die Existenz
einer Geraden ` mit |` ∩B| ≥ z + 1. Das nächste Lemma zeigt mit Hilfe dieses
Resultats, dass es tatsächlich lange Geraden gibt.

Lemma 5.3.5 Jeder Punkt aus M liegt auf mindestens θ2 langen Geraden. Ist
q ≤ 5, so liegt jeder Punkt aus M auf θ2 Geraden, die in M enthalten sind.

Beweis: Sei P ein Punkt aus M . P⊥ tri�t die Quadrik in einem Kegel PQ+(5, q)
und enthält daher Passanten. Somit existiert eine Ebene E von PG(7, q), die
die Quadrik nur in P tri�t. E⊥ ist dann ein 4-dimensionaler Unterraum von
PG(7, q), der die Quadrik in einem Kegel PQ−(3, q) tri�t. Nach Lemma 5.1.4
ist
∣∣E⊥ ∩M ∣∣ = q + x > x. Somit tri�t nach Lemma 5.3.1 jeder Solid von E⊥ die

Menge M . Aus dem Resultat 5.3.2 folgt nun, dass E⊥ eine Gerade ` der Quadrik
enthält, die M in mindestens z + 1 Punkten tri�t. ` ist also eine lange Gerade
durch P .
Ist q ≤ 5, so gilt q + x ≤ 2q ≤ 9q/5 + 1, und nach Resultat 5.3.2 existiert eine
Gerade ` der Quadrik durch P , die in M enthalten ist.
Sei cd die Anzahl der Passanten einer hyperbolischen QuadrikQ+(d, q) ⊆ PG(d, q).
Sei R ein Punkt einer hyperbolischen Quadrik Q+(5, q) ⊆ PG(5, q). Dann tri�t
R⊥ die Quadrik in einem Kegel RQ+(3, q), der c3 · q2 Passanten enthält, denn
jede Passante einer fest gewählten Basis Q+(3, q) liefert eine Ebene mit genau
q2 Passanten. Zählt man nun Paare (g,R) mit Passanten g einer hyperbolischen
Quadrik Q+(5, q) ⊆ PG(5, q), Punkten R ∈ Q+(5, q) und g ⊥ R, doppelt ab, so
erhält man

c5 · (q2 + 1) =
∣∣Q+(5, q)

∣∣ · c3 · q2,

denn g⊥ ist ein Solid, der Q+(5, q) in einer elliptischen Quadrik Q−(3, q) tri�t, die
genau q2 + 1 Punkte hat.
Diese Gleichung verwenden wir gleich in unserem Beweis. P⊥ tri�t die Quadrik
in einem Kegel PQ+(5, q) und enthält genau c5 Ebenen, die die Quadrik nur in P
tre�en. Damit gibt es genau c5 verschiedene Kegel PQ−(3, q). Sei h eine Gerade
der Quadrik durch P und S ein von P verschiedener Punkt auf h. Dann tri�t h⊥
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die Quadrik in einem Kegel hQ+(3, q). Dieser Kegel hQ+(3, q) lässt sich auch als
Kegel mit Spitze P über einem Kegel SQ+(3, q) beschreiben. Ein solcher Kegel
SQ+(3, q) spannt einen 4-dimensionalen Unterraum auf, der c3 · q2 Passanten
enthält. Also enthält h⊥ genau c3 · q2 Ebenen, die die Quadrik nur in P tre�en.
Somit liegt jede Gerade der Quadrik durch P in c3 · q2 verschiedenen Kegeln
PQ−(3, q). Da jeder Kegel PQ−(3, q) eine lange Gerade durch P enthält, gibt es
mindestens c5/(c3q2) = |Q+(5, q)| /(q2+1) = θ2 lange Geraden durch P . Für q ≤ 5
folgt analog, dass es mindestens θ2 Geraden durch P gibt, die inM enthalten sind.

�

Lemma 5.3.6 Seien `1, `2 verschiedene Geraden von Q+(7, q), die sich in einem
Punkt P aus M tre�en mit

• `1, `2 *M und |`1 ∩M |+ |`2 ∩M | > x+ 1 oder

• `1, `2 ⊆M .

Dann stehen `1 und `2 senkrecht aufeinander.

Beweis: Angenommen `1 und `2 stehen nicht senkrecht aufeinander. Dann spannen
die beiden Geraden eine Ebene E auf, die Q+(7, q) nur in `1 ∪ `2 tri�t. E⊥ ist
ein 4-dimensionaler Unterraum, der die Quadrik in einem Kegel PQ+(3, q) tri�t.
In E⊥ existiert damit eine Passante g und die Ebene F := Pg tri�t Q+(7, q) nur
in P . Nun ist F⊥ ein 4-dimensionaler Unterraum, der Q+(7, q) in einem Kegel
PQ−(3, q) tri�t, `1 und `2 enthält und nach Lemma 5.1.4 genau q + x Punkte in
M hat, die nach Lemma 5.3.1 alle Solids von F⊥ blockieren. Damit haben `1 und
`2 zusammen höchstens q + x < 2q + 1 Punkte in M , sind also nicht beide in M
enthalten. Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt nun |`1 ∩M |+|`2 ∩M | > x+1
und `1, `2 *M . Dies widerspricht Resultat 5.3.3. �

Da 2z + 2 ≥ 2 + 2q − x + 2 ≥ x + 4 ist, folgt aus dem vorherigen Lemma,
dass je zwei lange Geraden durch einen Punkt P ∈ M aufeinander senkrecht
stehen, sofern beide in M enthalten sind oder beide nicht in M enthalten sind.
Das führt zu Erzeugern mit relativ vielen Punkten in M und damit später zum
Widerspruch, da M keinen Erzeuger ganz enthält. Für q ≤ 5 erhalten wir direkt
den gewünschten Widerspruch.

Beweisabschluss von Theorem 5.3.4 für q ≤ 5: Sei q ≤ 5. Nach Lemma 5.3.5
gibt es durch jeden Punkt P ∈ M mindestens θ2 Geraden, die in M enthalten
sind. Diese Geraden stehen nach Lemma 5.3.6 paarweise aufeinander senkrecht
und liegen damit alle in einem gemeinsamen Erzeuger G der Quadrik. P liegt auf
genau θ2 Geraden von G, weshalb alle diese Geraden durch P in M enthalten
sind. Damit ist G ⊆M und der gewünschte Widerspruch erreicht. �

Das nächste Lemma zeigt, dass auch für q ≥ 7 nicht zu viele der langen Gera-
den durch einen Punkt P ∈ M in M enthalten sein können. Für den restlichen
Teilabschnitt sei

q ≥ 7. (5e)

99



5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Lemma 5.3.7 Kein Punkt aus M liegt auf q2 Geraden, die in M enthalten sind.

Beweis: Angenommen der Punkt P ∈ M liegt auf mindestens q2 Geraden, die in
M enthalten sind. Diese stehen nach Lemma 5.3.6 paarweise aufeinander senkrecht
und spannen daher einen Erzeuger G der Quadrik auf. Sei s die minimale Anzahl
von Punkten aus M auf einer Geraden von G. Dann liegt P auf q2 Geraden, die
in M enthalten sind, und die anderen q + 1 Geraden in G durch P haben neben
P mindestens weitere s− 1 Punkte in M . Es folgt

|G ∩M | ≥ q2 · q + (q + 1)(s− 1) + 1.

Sei ` eine Gerade in G mit |` ∩M | = s. Dann ist G ⊆ `⊥ und daher mit Lemma
5.1.4

|G ∩M | ≤
∣∣`⊥ ∩M ∣∣ = sq2 + x(q + 1).

Die beide Ungleichungen und x ≤ q ergeben zusammen

q2 − 2q − 1 ≤ (s+ 1− q)(q2 − q − 1)

Da zudem q ≥ 7 gilt (siehe (5e)), folgt hieraus s > q−1, also s ≥ q. Wegen G *M
ist s 6= q + 1 und damit s = q.
Sei Q ∈ G\M . Dann haben alle Geraden durch Q in G genau q Punkte inM , es ist
also G \M = {Q}. Wegen

∣∣P⊥ ∩M ∣∣ > ∣∣Q⊥ ∩M ∣∣ (nach (5a)) existiert ein Punkt
R ∈ (P⊥ ∩M) \Q⊥. Da R /∈ Q⊥, ist R /∈ G und damit PR *M . Die Gerade PR
hat aber mindestens zwei Punkte in M und die Gerade PQ hat genau q Punkte
in M . Nun folgt mit Lemma 5.3.6 und |PR ∩M | + |PQ ∩M | ≥ 2 + q > x + 1,
dass PR senkrecht auf PQ steht. Dies ist ein Widerspruch zu R /∈ Q⊥. �

Lemma 5.3.8 Jeder Punkt P aus M liegt in einem Erzeuger G, so dass jede
Gerade von G mindestens z − 1 Punkte in M hat und jede Gerade ` der Quadrik
durch P mit z − 1 ≤ |` ∩M | ≤ q in G enthalten ist.

Beweis: Lemma 5.3.5 zeigt, dass es mindestens θ2 lange Geraden durch P gibt.
Fall 1: Mindestens 3q der langen Geraden durch P sind in M enthalten. Nach

Lemma 5.3.6 stehen diese paarweise aufeinander senkrecht und spannen daher
einen Erzeuger G auf. Sei s die minimale Anzahl von Punkten aus M auf einer
Geraden von G. Dann folgt

|G ∩M | ≥ 3q · q + (θ2 − 3q)(s− 1) + 1.

Sei ` eine Gerade in G mit |` ∩M | = s. Dann folgt mit Lemma 5.1.4 |G ∩M | ≤
sq2 + x(q + 1). Beide Ungleichungen ergeben zusammen

0 ≤ (2q − 1)(s+
x

2
− q − 1

2
) +

3x− 1

2
− 2q.

Wegen x ≤ q folgt
s >

x

2
− q − 1

2
,
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also s > z − 1 und damit ist s ≥ z. Insbesondere hat jede Gerade durch P in G
mindestens z Punkte in M .
Angenommen P liegt auf einer Geraden ` der Quadrik mit z ≤ |` ∩M | ≤ q, die
nicht in G enthalten ist. Dann gibt es q2 Geraden h in G durch P , die nicht auf `
senkrecht stehen. Wegen |h ∩M |+ |` ∩M | ≥ 2z ≥ 2 + 2q−x ≥ x+ 2 und Lemma
5.3.6 folgt dann h ⊆ M . Damit gibt es q2 Geraden durch P , die in M enthalten
sind, ein Widerspruch zu Lemma 5.3.7.
Somit liegt jede Gerade ` durch P mit z ≤ |` ∩M | ≤ q in G. Es folgt, dass jede
lange Gerade durch P in G liegt. Da P nach Lemma 5.3.5 auf mindestens θ2

langen Geraden liegt, sind die langen Geraden durch P gerade die θ2 Geraden von
G durch P . Insbesondere hat jede Gerade von G durch P mindestens z+1 Punkte
in M .
Wegen Lemma 5.3.7 gibt es mindestens q + 2 Geraden h durch P in G, die nicht
in M enthalten sind. Angenommen es gibt eine Gerade ` der Quadrik durch P
mit z − 1 ≤ |` ∩M | ≤ q, die nicht in G enthalten ist. Dann sind ` und h nicht in
M enthalten und es ist |h ∩M | + |` ∩M | ≥ z + 1 + z − 1 ≥ 2 + 2q − x ≥ x + 2,
also stehen ` und h nach Lemma 5.3.6 senkrecht aufeinander. Da es mindestens
q + 2 solcher Geraden h gibt und q + 2 Geraden von G durch P den Erzeuger G
aufspannen, steht ` auf G senkrecht. Wegen ` * G ist dann `G ein 4-dimensionaler,
total singulärer Unterraum der Quadrik Q+(7, q), ein Widerspruch.
Fall 2: Weniger als 3q der langen Geraden durch P sind in M enthalten. Dann

gibt es mindestens θ2 − 3q + 1 = q2 − 2q + 2 lange Geraden durch P , die nicht in
M enthalten sind und nach Lemma 5.3.6 paarweise aufeinander senkrecht stehen.
Wegen q ≥ 7, siehe (5e), ist q2 − 2q+ 2 > q+ 1 und diese Geraden spannen daher
einen Erzeuger G auf. Sei erneut s die minimale Anzahl von Punkten aus M auf
einer Geraden von G. Dann folgt wie im Fall 1

sq2 + x(q + 1) ≥ |G ∩M | ≥ (q2 − 2q + 2)z + (3q − 1)(s− 1) + 1.

Angenommen s = z − 2 erfüllt diese Ungleichung, dann erhält man

0 ≥ q(2q + z − x− 9) + z + 4− x.

Wegen q ≥ 7 (siehe (5e)) ist z ≥ 5 und zusammen mit x ≤ q folgt ein Widerspruch.
Daher ist s ≥ z − 1.
Eine Gerade ` durch P mit z − 1 ≤ |` ∩M | ≤ q steht auf allen langen Geraden
durch P , die nicht in M enthalten sind, senkrecht (analog zum Fall 1). Die langen
Geraden durch P , die nicht in M enthalten sind, spannen den Erzeuger G auf.
Damit steht ` auf G senkrecht, ist also in G enthalten. �

Lemma 5.3.9 Jeder Punkt aus M liegt in genau einem Erzeuger G, so dass jede
Gerade in G mindestens z − 1 Punkte in M hat.

Beweis: Angenommen der Punkt P ∈ M liegt in zwei verschiedenen solchen Er-
zeugern G1 und G2. O.B.d.A. habe G1 die Eigenschaften aus dem vorherigen
Lemma. Sei ` eine Gerade durch P , die in G2, aber nicht in G1 enthalten ist.
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Dann ist z−1 ≤ |` ∩M | (Eigenschaft von G2) und daher ` ⊆M (Eigenschaft von
G1, da ` * G1). Es gibt mindestens q2 Geraden durch P in G2 \G1 und diese sind
somit alle in M enthalten. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 5.3.7. �

Wir kommen nun zum Abschluss des Beweises von Theorem 5.3.4. Für q ≤ 5
wurde schon ein Widerspruch erreicht. Nun folgt der gewünschte Widerspruch für
q ≥ 7.

Beweisabschluss von Theorem 5.3.4 für q ≥ 7: Nach dem vorherigen Lemma
existieren Erzeuger G1, . . . , Gs mit der Eigenschaft, dass jede Gerade in Gi die
Menge M in mindestens z − 1 Punkten tri�t. Es gilt auÿerdem, dass jeder Punkt
aus M in genau einem der Erzeuger Gi liegt, also M die disjunkte Vereinigung
der Mengen Gi ∩M ist.
O.B.d.A. ist |G1 ∩M | ≥ |M | /s = xθ3/s. Sei R ein Punkt in G1 \M . Dann enthält
R⊥ den Erzeuger G1 und R⊥ tri�t die Erzeuger Gi mit i > 1 mindestens in einer
Ebene. Tri�t R⊥ ∩Gi die Menge M in einer Ebene, so gilt

∣∣(R⊥ ∩Gi) ∩M ∣∣ ≥ θ2.
Ist dies nicht der Fall, so existiert ein Punkt Qi in (R⊥ ∩Gi) \M . Der Punkt Qi
liegt in R⊥∩Gi auf mindestens q+1 Geraden, die jeweils mindestens z−1 ≤ q−1
Punkte in M haben, daher ist in jedem Fall

∣∣(R⊥ ∩Gi) ∩M ∣∣ ≥ (q+ 1)(z − 1) für
i > 1. Es folgt ∣∣R⊥ ∩M ∣∣ ≥ x

s
θ3 + (s− 1)(q + 1)(z − 1).

Wegen R /∈ M ist andererseits
∣∣R⊥ ∩M ∣∣ = xθ2. Zusammen mit z − 1 ≥ x/2 und

x > 0 folgt nun

θ2 ≥
1

s
θ3 +

1

2
(s− 1)(q + 1).

Multiplizieren mit 2s > 0 liefert

0 ≥ s(s− 1)(q + 1)− 2sθ2 + 2θ3

= (q + 1)

[(
s− 2θ2 + q + 1

2(q + 1)

)2

−
(

2θ2 + q + 1

2(q + 1)

)2

+ 2(q2 + 1)

]
.

Aus (
2θ2 + q + 1

2(q + 1)

)2

=

(
q +

1

q + 1
+

1

2

)2

< (q + 1)2 < 2(q2 + 1)

folgt nun der gewünschte Widerspruch. �

n ≥ 4

Dieser Teilabschnitt ist ähnlich aufgebaut wie der vorherige. Wir zeigen das fol-
gende Theorem ebenfalls mit Induktion nach x.

Theorem 5.3.10 Eine x-tight Menge M von Q+(2n+ 1, q) mit x ≤ q− 1, n ≥ 4
und q ≥ 71 ist die Vereinigung von x disjunkten Erzeugern.
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Der Fall x = 1 und der Fall, dass M einen Erzeuger enthält, werden genauso
wie für Theorem 5.3.4 bewiesen. Sei daher für den Rest dieses Teilabschnitts M
eine x-tight Menge von Q+(2n+ 1, q) ⊆ PG(2n+ 1, q) mit

n ≥ 4, 1 < x ≤ q − 1 und q ≥ 71, (5f)

die keinen Erzeuger enthält. Wir erhalten erneut in den folgenden Lemmas einen
Widerspruch, weshalb eine solche x-tight Menge nicht existiert, was Theorem
5.3.10 beweist. Die Zahl z sei weiterhin

z :=

⌈
1 + q − 1

2
x

⌉
.

Sei P ∈ M . Ein (n − 2)-dimensionaler, total singulärer Unterraum W durch P
wird ∆-Raum für P genannt, wenn er die folgende Eigenschaft erfüllt: Es existiert
eine Hyperebene U von W mit U ∩M = {P}, so dass jede Hyperebene von U in
mindestens z + 1 Hyperebenen von W liegt, die M tre�en.
Der ∆-Raum nimmt zunächst die Rolle der langen Geraden aus dem vorheri-

gen Teilabschnitt ein. Das nächste Lemma zeigt, dass diese ∆-Räume tatsächlich
existieren. Hierbei wird auch Resultat 5.3.2 verwendet, allerdings erst nach einer
Projektion auf einen Kegel PQ−(3, q). Die bei dieser Projektion evtl. verlorenen
Punkte führen dazu, dass wir die Aussage nur für x ≤ q − 1 und q ≥ 71 zeigen
können und nicht für x ≤ q und alle q.

Lemma 5.3.11 Jeder total singuläre, (n − 3)-dimensionale Unterraum U eines
Kegels PQ−(2n − 3, q) ⊆ Q+(2n + 1, q) mit P ∈ M und U ∩M = {P} liegt in
einem ∆-Raum W für P , der in PQ−(2n− 3, q) enthalten ist.

Beweis: Der Unterraum U⊥ tri�t den Kegel PQ−(2n − 3, q) in einem Kegel
UQ−(3, q). Dieser Kegel UQ−(3, q) ist in einem (n+ 1)-dimensionalen Unterraum
V von PG(2n+1, q) enthalten. V ⊥ hat die Dimension n−1 und tri�t die Quadrik
Q+(2n+ 1, q) nur in U und daher die Menge M nur in P . Mit Lemma 5.1.4 folgt
|V ∩M | = q + x > x. Daher werden nach Lemma 5.3.1 alle Hyperebenen von V
durch Punkte aus M blockiert.
Es gibt genau einen 4-dimensionalen Unterraum F von V , der den Kegel UQ−(3, q)
in einem Kegel PQ−(3, q) tri�t. Es ist daher F ∩U = {P}. Sei C ein Komplement
von P in U und sei B die Menge der Punkte, die entsteht, wenn die Punkte aus
V ∩M von C auf F projiziert werden, also

B := {CX ∩ F | X ∈ V ∩M}.

Dann ist |B| ≤ |V ∩M | = q + x und B blockiert alle Solids in F , denn M blo-
ckiert alle Hyperebenen von V . Auÿerdem ist B ⊆ PQ−(3, q), da C ⊆ F⊥. Nach
Resultat 5.3.2 existiert eine Gerade ` durch P in PQ−(3, q) mit |` ∩B| ≥ z + 1.
Nun ist U` ein (n−2)-dimensionaler, total singulärer Unterraum durch P , so dass
mindestens z + 1 Hyperebenen von U` durch C von M blockiert werden. Enthält
B eine (dann eindeutige) Gerade, so wählen wir diese für `.
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Angenommen der Kegel PQ−(2n− 3, q) enthält keinen ∆-Raum für P . Insbeson-
dere ist U` kein ∆-Raum für P . Dann existiert eine Hyperebene C ′ von U , so
dass weniger als z+ 1 Hyperebenen von U` durch C ′ von M blockiert werden. Da
P ∈M , ist P /∈ C ′, d.h. C ′ ist ein Komplement von P in U . Sei B′ die Menge der
Punkte, die entsteht, wenn die Punkte aus V ∩M von C ′ auf F projiziert werden.
Analog zu B blockiert B′ alle Solids von F und es existiert eine Gerade `′ durch
P in PQ−(3, q), so dass mindestens z + 1 Hyperebenen von U`′ durch C ′ von M
blockiert werden. Weil weniger als z + 1 Hyperebenen von U` durch C ′ von M
blockiert werden, ist |` ∩B′| < z + 1 und daher ` 6= `′, also auch U` 6= U`′.
Fall 1: ` ⊆ B. Dann tre�en alle Hyperebenen von U` durch C die Menge M

und |U` ∩M | ≥ q + 1. Wegen U` ∩ U`′ = U und U ∩M = {P} ist |U`′ ∩M | ≤
q + x − q < q + 1, also |`′ ∩B′| < q + 1. Sei |B′| = q + x − ε′. Das bedeutet,
dass ε′ Punkte bei der Projektion von V ∩M von C ′ auf F verloren gehen. Da
|U` ∩M | ≥ q + 1, ist |` ∩B′| ≥ q + 1− ε′. Es folgt

|` ∩B′|+ |`′ ∩B′| ≥ q + 1− ε′ + z + 1.

Weil B′ weder `′ noch ` enthält, zeigt Resultat 5.3.3, dass diese Zahl höchstens
gleich |B′|+ 1− q = x+ 1− ε′ ist. Es folgt q+ 1 +z ≤ x, ein Widerspruch zu x < q
und z > 0.
Fall 2: ` * B. Nach der Wahl von ` enthält B damit keine Gerade, insbesondere

ist `′ * B. Sei |B| = q+x−ε. Weil |U`′ ∩M | ≥ |`′ ∩B′| ≥ z+1 ist und höchstens
ε Punkte bei der Projektion auf B verloren gehen, ist |`′ ∩B| ≥ z+ 1− ε. Es folgt

|` ∩B|+ |`′ ∩B| ≥ z + 1 + z + 1− ε.

Erneut folgt mit Resultat 5.3.3

2z + 2− ε ≤ x+ 1− ε,

ein Widerspruch zu z > q/2 > x/2. �

Ein (n− 2)-dimensionaler, total singulärer Unterraum W durch P ist natürlich
ein ∆-Raum, falls |W ∩M | ≥ z+1 ist und alle diese Punkte auf einer gemeinsamen
Geraden durch P liegen. In der Tat ist diese Vorstellung nicht so falsch, wie wir
später sehen. Diese Geraden mit relativ vielen Punkten inM stehen dann, wie für
n = 3, wieder senkrecht aufeinander.

Lemma 5.3.12 Seien `1, `2 verschiedene Geraden der Quadrik, die sich in einem
Punkt P aus M tre�en mit

• `1, `2 *M und |`1 ∩M |+ |`2 ∩M | > x+ 1 oder

• `1, `2 ⊆M .

Dann stehen `1 und `2 senkrecht aufeinander.
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5.3 x-tight Mengen von Q+(2n+ 1, q)

Beweis: Angenommen `1 und `2 stehen nicht aufeinander senkrecht. Dann spannen
sie eine Ebene E auf, die die Quadrik nur in `1 ∪ `2 tri�t, also |E ∩M | ≤ 2q + 1.
Aus Lemma 5.1.4 folgt ∣∣E⊥ ∩M ∣∣ ≤ (2q + 1)qn−2 + xθn−3.

Der Unterraum E⊥ tri�t die Quadrik in einem Kegel PQ+(2n − 3, q). Sei α die
Anzahl der (n − 4)-dimensionalen, total singulären Unterräume einer Quadrik
Q+(2n−3, q) und β die Anzahl dieser Unterräume durch jeden Punkt von Q+(2n−
3, q). Dann ist αθn−4 = |Q+(2n− 3, q)|β. Wegen q ≥ 3 folgt

α

β
=

(qn−2 + 1)(qn−1 − 1)

qn−3 − 1
>
∣∣E⊥ ∩M ∣∣ .

Daher gibt es einen (n − 3)-dimensionalen, total singulären Unterraum U durch
P in E⊥ mit U ∩M = {P}. U⊥ tri�t die Quadrik in einem Kegel UQ+(5, q).
Deswegen gibt es einen (n+1)-dimensionalen Unterraum V von PG(2n+1, q) mit
U,E ⊆ V ⊆ U⊥, so dass V die Quadrik in einem Kegel UQ−(3, q) tri�t. Analog
zum Beweis des vorherigen Lemmas, folgt aus Lemma 5.1.4, dass |V ∩M | = q+x
ist. Somit haben `1 und `2 zusammen höchstens q+ x < 2q+ 1 Punkte in M und
sind nicht beide inM enthalten. Die Voraussetzungen des Lemmas liefern nun, dass
keine der beiden Geraden in M enthalten ist und dass |`1 ∩M |+ |`2 ∩M | > x+ 1
gilt.
Sei, wie im Beweis zu Lemma 5.3.11, F der 4-dimensionale Unterraum von V ,
der die Quadrik in einem Kegel PQ−(3, q) tri�t. Sei weiter C ein Komplement
von P in U und B die Menge der Punkte, die entsteht, wenn die Punkte aus
V ∩M von C auf F projiziert werden. Dann blockiert B alle Solids von F , denn
|V ∩M | = q + x > x, weshalb nach Lemma 5.3.1 M alle Hyperebenen von V
blockiert. Auÿerdem gilt |B| ≤ |V ∩M | = q + x und |`i ∩B| ≥ |`i ∩M | für
i = 1, 2. Somit

|`1 ∩B|+ |`2 ∩B| > x+ 1 ≥ |B|+ 1− q
und mit Resultat 5.3.3 folgt, dass eine der Geraden `i in B enthalten ist. Dieses
Argument kann man für alle Komplemente C von P in U durchführen. Angenom-
men für verschiedene Komplemente C und C ′ und die dazugehörigen Mengen B
und B′ gilt `1 ⊆ B und `2 ⊆ B′. Dann liegen in U`1 und in U`2 neben P weitere
q Punkte aus M , was zu |V ∩M | ≥ 2q+ 1 > q+ x führt, ein Widerspruch. Daher
ist für verschiedene Komplemente immer die gleiche Gerade, o.B.d.A. `1, in der
dazugehörigen Menge B enthalten. Das bedeutet, dass für jedes Komplement C
von P in U und für jeden Punkt Q ∈ `1 der Unterraum CQ die Menge M tri�t.
Daher blockiertM alle Hyperebenen von U`1. Weil `1 *M ist, existiert ein Punkt
R ∈ `1 \M . Damit alle Hyperebenen von U`1 durch R, die `1 nicht enthalten, von
Punkten aus M blockiert werden, liegen mindestens q Punkte aus M in U`1 \ `1.
Es folgt

|V ∩M | ≥ |(U`1 ∩M) ∪ (U`2 ∩M)|
≥ q + |`1 ∩M |+ |`2 ∩M | − 1

> q + x,
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

ein Widerspruch. �

Lemma 5.3.13 Sei W ein ∆-Raum für den Punkt P aus M . Für eine Gerade
h in W durch P mit |h ∩M | ≤ z − 1 gilt

|W ∩M | ≥ |h ∩M |+ 4.

Beweis: Per De�nition existiert eine Hyperebene U durch P inW mit U∩M = {P},
so dass mindestens z + 1 Hyperebenen von W durch jede Hyperebene von U die
Menge M ∩W tre�en. Insbesondere ist |W ∩M | ≥ z + 1.
Ist h ⊆ U , so ist h ∩M = {P} und damit |W ∩M | ≥ z + 1 = z + |h ∩M |. Aus
(5f) folgt z ≥ 4 und damit die Behauptung.
Sei daher h * U , d.h. h ∩ U = {P}. Sei weiter Y := M ∩ (W \ h). Jeder Punkt
aus Y liegt in qn−4(q + 1 − |h ∩M |) Hyperebenen von W , die keinen Punkt aus
h ∩M enthalten. Jedes der qn−3 Komplemente von P in U liegt in mindestens
z + 1 − |h ∩M | Hyperebenen von W , die keinen Punkt aus |h ∩M |, aber min-
destens einen Punkt aus Y enthalten. Zählt man Paare (R,H) mit R ∈ Y und H
Hyperebene von W durch R mit H ∩ (h ∩M) = ∅ doppelt ab, so folgt

|Y | · qn−4(q + 1− |h ∩M |) ≥ qn−3 · (z + 1− |h ∩M |).

Angenommen |Y | ≤ 3. Dann ist |Y | ≤ q, also qn−3 − qn−4 |Y | ≥ 0, und mit
|h ∩M | ≤ z − 1 folgt

(q + 2− z) |Y | ≥ 2q.

Da |Y | ≤ 3, erhält man hieraus z ≤ q/3 + 2, ein Widerspruch zur De�nition von
z, x ≤ q − 1 und q > 3 (siehe (5f)). �

Das vorherige Lemma wird benötigt, um in den beiden folgenden Lemmas zu
zeigen, dass es tatsächlich einige Geraden mit relativ vielen Punkten in M durch
einen Punkt P ∈ M gibt. Dies geschieht ähnlich wie für n = 3, ist aber deutlich
komplizierter.

Lemma 5.3.14 In jedem Kegel PQ−(2n− 3, q) ⊆ Q+(2n+ 1, q) mit P ∈M gibt
es mindestens 4zθn−3/7 von P verschiedene Punkte R aus M mit |PR ∩M | ≥ z.

Beweis: Der Kegel PQ−(2n−3, q) liegt in einem (2n−2)-dimensionalen Unterraum
T von PG(2n+ 1, q) und T⊥ ist eine Ebene, die die Quadrik nur in P tri�t. Nach
Lemma 5.1.4 liegen daher genau qn−2+xθn−3 Punkte ausM in T . SeiW die Menge
der ∆-Räume für P , die in T enthalten sind. Wir wollen die Mächtigkeit von W
abschätzen und zählen dazu Paare (U,W ) mit W ∈ W und (n− 3)-dimensionalen
Unterräumen U von W mit U ∩M = {P}. Die Unterräume W ∈ W tre�en M
nicht nur in P , daher gibt es eine Gerade g in W durch P , die M in mindestens
zwei Punkten tri�t. Die Gerade g liegt damit nicht in U , es kommen also höchsten
qn−3 der θn−3 Hyperebenen von W für U in Frage. Jedes W ∈ W tritt damit in
höchsten qn−3 Paaren auf. Jeder total singuläre, (n− 3)-dimensionale Unterraum
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5.3 x-tight Mengen von Q+(2n+ 1, q)

U von T mit U ∩M = {P} liegt nach Lemma 5.3.11 in mindestens einem ∆-Raum
W ∈ W. T enthält nach Resultat 1.3.6

θn−3

n−1∏
i=3

(qi + 1) =: a

total singuläre Unterräume der Dimension n− 3 durch P . Jeder Punkt X ∈ (T ∩
M) \ {P} liegt in

θn−4

n−2∏
i=3

(qi + 1) =: b

von diesen total singulären Unterräumen der Dimension n − 3 durch P (folgt
ebenfalls aus 1.3.6). Es gibt daher mindestens

a− |(T ∩M) \ {P}| · b =: c

total singuläre, (n− 3)-dimensionale Unterräume U von T mit U ∩M = {P}. Die
doppelte Abzählung der Paare (U,W ) von oben liefert

c · 1 ≤ |W| · qn−3,

also (
(qn−1 + 1)θn−3 − θn−4(qn−2 + xθn−3 − 1)

) n−2∏
i=3

(qi + 1) ≤ |W| qn−3. (5g)

Um eine obere Schranke für |W| zu erhalten, zählen wir nun inzidente Paare
(X,W ) mit W ∈ W und X ∈ (T ∩M) \ {P}. Es gibt mindesten |W| · z dieser
Paare, denn ein ∆-Raum enthält per De�nition mindestens z von P verschiedene
Punkte ausM . Für X ∈ (T ∩M)\{P} liegt die Gerade PX in

∏n−2
i=2 (qi+1) total

singulären Unterräumen von T der Dimension n−2 (folgt aus Resultat 1.3.6) und
X liegt daher in höchstens genauso vielen W aus W. Ist |PX ∩M | ≤ z − 1, so
lässt sich diese Zahl noch verbessern. Sei dafür X ein solcher Punkt und h := PX.
Dann ist T⊥h ein Solid von PG(2n + 1, q), der die Quadrik nur in h tri�t. Nach
Lemma 5.1.4 liegen in (T⊥h)⊥ = h⊥ ∩ T genau

qn−3 |h ∩M |+ xθn−4

Punkte aus M . Ein ∆-Raum W ∈ W, der X enthält, enthält nach Lemma 5.3.13
mindestens vier Punkte ausM , die nicht auf h liegen. Sei Y ein solcher Punkt, also
Y ∈ ((h⊥ ∩ T ) ∩M) mit Y /∈ h. Dann liegt die Ebene Y h in genau

∏n−3
i=2 (qi + 1)

total singulären Unterräumen Z von T der Dimension n− 2 (Resultat 1.3.6) und
daher auch in höchstens so vielen ∆-Räumen W ∈ W durch X. Sei d die Anzahl
der ∆-Räume W ∈ W durch X. Zählt man inzidente Paare (Y,W ) doppelt ab, so
erhält man

4d ≤
(
qn−3 |h ∩M |+ xθn−4 − |h ∩M |

) n−3∏
i=2

(qi + 1).
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Wegen |h ∩M | ≤ z − 1 und x ≤ q − 1 folgt

4d ≤
(
qn−3 − 1

)
z

n−3∏
i=2

(qi + 1) =: e.

Ist nun k die Anzahl der Punkte X ∈ (T ∩M) \ {P} mit |PX ∩M | ≥ z, dann
folgt mit Hilfe der doppelten Abzählung der Paare (X,W ) von oben

|W| · z ≤ k
n−2∏
i=2

(qi + 1) + (qn−2 + xθn−3 − 1− k) · e
4
. (5h)

Setzt man e ein, so erhält man aus (5g) und (5h)

z
(
(qn−1 + 1)θn−3 − θn−4(qn−2 + xθn−3 − 1)

)
(qn−2 + 1)

≤ qn−3k(q2 + 1)(qn−2 + 1) + qn−3(qn−2 + xθn−3 − 1− k)
1

4
(qn−3 − 1)z(q2 + 1).

Mit x ≤ q − 1 folgt

z
(
(qn−1 + 1)θn−3 − 2θn−4(qn−2 − 1)

)
(qn−2 + 1)

− zqn−3 1

2
(qn−2 − 1)(qn−3 − 1)(q2 + 1)

≤ kqn−3(q2 + 1)

(
qn−2 + 1− 1

4
z(qn−3 − 1)

)
.

(5i)

Fall 1: n ≥ 5. Wegen z ≥ 1 + q−x/2 ≥ (q+ 3)/2 und q ≥ 71 ist der Koe�zient
von kqn−3(q2 + 1) in (5i) höchstens gleich

qn−2 + 1− 1

8
(qn−3 − 1)(q + 3) ≤ 7

8
q(qn−3 − 1).

Verwendet man dies, so erhält man aus (5i)

4

7
z

[(
2(qn−1 + 1)θn−3 − 4θn−4(qn−2 − 1)

)
(qn−2 + 1)

qn−2(q2 + 1)(qn−3 − 1)
− qn−2 − 1

q

]
≤ k.

Für q ≥ 7 gilt(
2(qn−1 + 1)θn−3 − 4θn−4(qn−2 − 1)

)
(qn−2 + 1)

qn−2(q2 + 1)(qn−3 − 1)
≥ 2qn−3 + θn−4,

weshalb die Behauptung folgt.
Fall 2: n = 4. Setzt man z ≥ 1 + q − x/2 ≥ (q + 3)/2 in die rechte Seite von

(5i) ein, so erhält man

k ≥ z 4q4 + 12q3 − 12q2 + 4q + 24

7q3 − 2q2 + 11q
≥ z 4

7
(q + 1).

�
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Lemma 5.3.15 Für jeden Punkt P in M gibt es mindestens 4zθn−1/7 von P
verschiedene Punkte R ∈M ∩ P⊥, so dass |RP ∩M | ≥ z gilt.

Beweis: Sei R die Menge der in der Aussage dieses Lemmas beschriebenen Punkte
R. Sei weiter cd die Anzahl der Passanten einer hyperbolische Quadrik Q+(d, q)
in PG(d, q). Dann folgt analog zum Beweis von Lemma 5.3.5 mit doppelter Ab-
zählung

c2n−1

∣∣Q−(2n− 3, q)
∣∣ =

∣∣Q+(2n− 1, q)
∣∣ c2n−3 · q2

und daraus
c2n−1(qn−2 − 1) = (qn − 1)c2n−3 · q2.

Nun liegt P in genau c2n−1 Ebenen E, die die Quadrik nur in P tre�en, und damit
in genauso vielen Unterräumen E⊥, die die Quadrik in einem Kegel PQ−(2n−3, q)
tre�en. Eine Gerade h der Quadrik durch P liegt in c2n−3q

2 dieser Kegel. Jeder
dieser Kegel enthält nach Lemma 5.3.14 mindestens 4zθn−3/7 Punkte aus R. Es
folgt

c2n−1
4

7
zθn−3 ≤ |R| c2n−3q

2 = |R| c2n−1
qn−2 − 1

qn − 1
= |R| c2n−1

θn−3

θn−1

und daraus |R| = 4zθn−1/7. �

Die eben beschriebenen Punkte liefern also Geraden durch den Punkt P mit vie-
len Punkten in M . Diese Geraden führen nun, wie für n = 3, erneut zu Erzeugern
mit vielen Punkten in M .

Lemma 5.3.16 Für jeden Punkt P in M existiert ein Erzeuger G durch P , so
dass jede Gerade von G die Menge M in mindestens z− 2 Punkten tri�t und jede
Gerade ` durch P mit z − 2 ≤ |` ∩M | < q + 1 in G enthalten ist.

Beweis: Sei R die Menge der im vorherigen Lemma beschriebenen Punkte. Wegen
2z ≥ x+ 4 und Lemma 5.3.12 stehen zwei Geraden `1 und `2 der Quadrik durch
P aufeinander senkrecht, falls für beide z ≤ |`i ∩M | ≤ q oder `i ⊆M gilt.
Fall 1: Mindestens 3qθn−2 der Punkte aus R liegen auf Geraden durch P , die

in M enthalten sind. Dann gibt es mindestens 3θn−2 Geraden durch P , die in
M enthalten sind und daher paarweise aufeinander senkrecht stehen. Sei G der
Erzeuger, der von diesen Geraden aufgespannt wird und sei s die minimale Anzahl
von Punkten aus M auf einer Geraden von G. Dann ist

|G ∩M | ≥ 3qθn−2 + (θn−1 − 3θn−2)(s− 1) + 1.

Sei g eine Gerade in G mit genau s Punkten in M , dann folgt mit G ⊆ g⊥ und
Lemma 5.1.4

|G ∩M | ≤
∣∣g⊥ ∩M ∣∣ = sqn−1 + xθn−2. (5j)

Zusammen erhalten wir

2sθn−2 ≥ θn−2(2q + 3− x).
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Hieraus folgt s ≥ z, es tre�en also alle Geraden von G die MengeM in mindestens
z Punkten.
Angenommen P liegt auf einer Geraden ` der Quadrik mit z − 1 ≤ |` ∩M | ≤ q,
die nicht in G enthalten ist. Dann gibt es qn−1 Geraden h in G durch P , die
nicht auf ` senkrecht stehen und die M in mindestens z Punkten tre�en. Wegen
|h ∩M |+ |` ∩M | ≥ z + z − 2 ≥ x+ 2 und Lemma 5.3.12 folgt h ⊆M . P liegt in
G damit auf mindestens qn−1 Geraden, die in M enthalten sind. Somit ist

|G ∩M | ≥ qn + θn−2(s− 1) + 1.

Zusammen mit (5j) und x ≤ q − 1 folgt

sqn−1 + qn−1 − 1 ≥ qn + θn−2(s− 1) + 1.

Hieraus erhalten wir
(qn−1 − θn−2)(s− q) ≥ 1.

Es folgt s > q, also s = q + 1 und daher G ⊆ M , ein Widerspruch dazu, dass M
keine Erzeuger enthält.
Fall 2: Weniger als 3qθn−2 der Punkte aus R liegen auf Geraden durch P , die

in M enthalten sind. Sei y die Anzahl der Punkte R in P⊥ mit z ≤ |PR ∩M | ≤ q
und sei c die Anzahl der verschiedenen Geraden PR, die durch diese Punkte R
entstehen. Dann ist

y

q
≤ c ≤ y

z − 1
.

Nach dem vorherigen Lemma ist

y ≥ y0 :=
4

7
zθn−1 − 3qθn−2

und aus q ≥ 71 folgt y0 > qθn−2. Damit ist y > qθn−2 und daher ist c > θn−2.
Diese c Geraden stehen paarweise aufeinander senkrecht und spannen daher einen
Erzeuger G durch P auf. Sei erneut s die minimale Anzahl von Punkten aus M
auf einer Geraden von G. Dann ist

|G ∩M | ≥ y + (θn−1 − c)(s− 1) + 1

und (5j) gilt ebenfalls. Aus beiden Ungleichungen erhält man

s(c− θn−2) ≥ y + c− (x+ q)θn−2.

Angenommen s ≤ z − 3, dann ist

θn−2(q + x− z + 3) ≥ y − c(z − 4)

≥ y − y(z − 4)

z − 1
=

3y

z − 1

≥ 3y0

z − 1
.
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Zusammen mit y0 > (4z/7− 3)qθn−2 folgt hieraus

q + x− z + 3 ≥ 12

7
q − 51q

7(z − 1)
.

Verwendet man x ≤ q − 1 und z ≥ (q + 3)/2, so erhält man einen Widerspruch
für q > 69. Somit ist s ≥ z − 2.
Jede Gerade ` der Quadrik durch P mit z − 2 ≤ |` ∩M | ≤ q steht auf den c
Geraden PR mit R ∈ R und z ≤ |PR ∩M | ≤ q wegen z+ z− 2 ≥ 2q− x ≥ x+ 2
und Lemma 5.3.12 senkrecht. Weil c > θn−2 gilt, steht ` damit auf dem Erzeuger
G senkrecht, es ist also ` ⊆ G. �

Lemma 5.3.17 Jeder Punkt aus M liegt in genau einem Erzeuger G, so dass
jede Gerade in G die Menge M in mindestens z − 2 Punkten tri�t.

Beweis: Angenommen der Punkt P ∈ M liegt in zwei solchen Erzeugern G1 und
G2. O.B.d.A. habe G1 die Eigenschaften aus dem vorherigen Lemma. Sei ` eine
Gerade durch P in G2, die nicht in G1 enthalten ist. Dann ist |` ∩M | ≥ z − 2
nach Voraussetzung von G2 und somit |` ∩M | = q + 1 nach Voraussetzung von
G1. Damit sind mindestens qn−1 Geraden aus G2 durch P inM enthalten. Analog
zum Schluss des ersten Falls des vorherigen Beweises folgt hieraus G2 ⊆ M . Dies
ist ein Widerspruch dazu, dass M keinen Erzeuger enthält. �

Beweisabschluss von Theorem 5.3.10: Nach dem vorherigen Lemma existie-
ren Erzeuger G1, . . . , Gs mit der Eigenschaft, dass jede Gerade in Gi die MengeM
in mindestens z − 2 Punkten tri�t. Es gilt auÿerdem, dass jeder Punkt aus M in
genau einem der Erzeuger Gi liegt, also M die disjunkte Vereinigung der Mengen
Gi ∩M ist.
O.B.d.A. ist |G1 ∩M | ≥ |M | /s = xθn/s. Sei R ein Punkt in G1 \M . Dann ent-
hält R⊥ den Erzeuger G1 und R⊥ tri�t die Erzeuger Gi mit i > 1 mindestens
in einem Unterraum der Dimension n− 1. Tri�t R⊥ ∩Gi die Menge M in einem
Unterraum der Dimension n − 1, so gilt

∣∣(R⊥ ∩Gi) ∩M ∣∣ ≥ θn−1. Ist dies nicht
der Fall, so existiert ein Punkt Qi in (R⊥∩Gi)\M . Der Punkt Qi liegt in R⊥∩Gi
auf mindestens θn−2 Geraden, die jeweils mindestens z − 2 ≤ q − 2 Punkte in M
haben, daher ist in jedem Fall

∣∣(R⊥ ∩Gi) ∩M ∣∣ ≥ θn−2(z − 2) für i > 1. Es folgt

∣∣R⊥ ∩M ∣∣ ≥ x

s
θn + (s− 1)θn−2(z − 2).

Wegen R /∈ M ist andererseits
∣∣R⊥ ∩M ∣∣ = xθn−1. Zusammen mit z − 2 ≥ x/2

und x > 0 folgt nun

θn−1 ≥
1

s
θn +

1

2
(s− 1)θn−2.
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5 Tight Mengen in hyperbolischen Quadriken

Multiplizieren mit 2s > 0 liefert

0 ≥ s(s− 1)θn−2 − 2sθn−1 + 2θn

= θn−2

[
s2 − s2θn−1 + θn−2

θn−2
+ 2

θn
θn−2

]
= θn−2

[(
s− 2θn−1 + θn−2

2θn−2

)2

−
(

2θn−1 + θn−2

2θn−2

)2

+ 2
θn
θn−2

]
.

Mit n ≥ 4 und q ≥ 71 folgt aus(
2θn−1 + θn−2

2θn−2

)2

< (q + 1)2 < 2
θn
θn−2

nun der gewünschte Widerspruch. �
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