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KAPITEL 1

Einleitung

Wir interessieren uns fiir Losungen nichtlinearer Schrodinger-Gleichungen
—Au+V(x)u= f(x,u), aufRY,

welche die Randbedingung u(x) — 0 fiir x| — oo erfiillen. Wir betrachten
Potentiale, deren Anstiegsrate durch einen Parameter A kontrolliert wird und
die von der Form V) (x) = ag(x) + Aa(x) sind. Wachst der Parameter A ge-
gen unendlich, so entwickelt sich das Potential zu einem Potentialschacht mit
Boden Q) C RN, Losungen von

— Au+Vy(x)u= f(x,u), aufRY,

P
u(x) — 0 fiir |x| — oo (P2)

verschwinden aufserhalb des Schachtbodens fiir wachsendes A. Die Losungen
gehen dann gegen eine Losung des Problems

— Au+ag(x)u= f(x,u), inQ,

P
u(x) = 0 fir x € 9Q. (Fo)

In tiber 75 Arbeiten befafst man sich mit diesem Prozess. In fast allen Arbeiten
tindet man schwache Losungen von (P, ), klassifiziert diese und betrachtet ihr
Verhalten fiir A gegen unendlich. In der Regel findet man einen Grenzwert in
WL2(RN), welcher das Problem (Pg) schwach 16st. Eine wichtige Arbeit ist [4]
von Thomas Bartsch, Alexander Pankov und Zhi-Qiang Wang.

In [4] werden an das Potential folgende Voraussetzungen gestellt

(V1)p ag € L*(RN) mit essinf ag > 0;

(Va)p a € L (RYN), a(x) > 0 und es gibt eine kompakte Teilmenge Z C RN
mit nichtleerem Inneren ) :=int Z, so dass a(x) = 0 ist fiir x € Z und

a(x) > 0 f.i. in RN\ Z und 9Q) lokal Lipschitz.
(V3)p Es gibt eine Folge (R;) in (0, %) mit R; — co und
fWR],(O)C(|vu|2 + Vi (x)u?) dx

lim liminf inf = 00
Ao je0 ueH)(Wy (0) HMHLZ(ij(oy)




1. Einleitung M. Parnet

Es werden viele weitere Bedingungen wie (V3), aufgelistet und kommentiert.
Unter geeigneten Voraussetzungen an den Nichtlinearitdtsanteil f gibt es zu
m € IN ein A,;, > 0, derart dass fiir alle A > A,, verschiedene Paare
j:v{‘, ..., v, von schwachen Losungen von (P,) existieren. Es gibt positive
Konstanten a;, bj, ¢j mit bj < ajy1 furallej=1,..,m—1,

2

v?A<J<v¢2+wwxﬁfwx <¢,
N

und a; < ||v]).‘||Lp(]RN) <bjfiralle A > Ay undj=1,..,m.Ist Ay — cound uy,
n € IN, eine schwache Losung von (P)\n), so dass es positive Konstanten ¢y, ¢
gibt mit

2

leQﬂvW%vmw@m <a,
N

und ¢ < [[un | pry) fiir alle n € N, dann gibt es eine Teilfolge (uy,) und eine
schwache Losung i € H}(Q) von (Pg) mit u,, — i in WY2(RN). Wir werden
einige Ergebnisse aus [4] verwenden.

In dieser Arbeit gehen wir davon aus, dass (Pp) eine Losung besitzt, und
suchen Losungen von (P,) fiir A grofs, die fiir wachsendes A gegen die Losung
von (Pp) gehen. In diesem Zusammenhang bezeichnen wir Losungen von (Py)
als Grundlosungen. Dieses Problem wird auch in [9] von Yohei Sato und Ka-
zunaga Tanaka behandelt. Dort wird das Problem aber nur in der Dimension
N = 1 betrachtet.

In [9] ist das Potential gegeben durch V,(x) = 1+ Aa(x), wobei a stetig
mit 0 < liminf}, . a(x) und sup, g a(x) < oo, a~1({0}) = Q. Q ist eine
Vereinigung von Intervallen Q); = (a1,b1) und Qp = (ap,by) mit by < ap.
Der Nichtlinearitatsanteil ist direkt gegeben durch f(x,t) = |¢t|P~2t fiir (x,t) €
R X R, p € (2,00). Yohei Sato und Kazunaga Tanaka wihlen eine beliebige
Losung u von (Pp) und konstruieren ein A > 1 und Losungen u, von (P,)
fir A > A mit uy — u in W'2(R) fiir A — 0. Bei der Konstruktion werden
Methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen verwendet, die sich auf
den Fall N > 2 nicht iibertragen lassen.

Die Arbeit [9] von Yohei Sato und Kazunaga Tanaka ist die einzige weite-
re mir bekannte Arbeit, in der man Grundlosungen wihlt und Losungen von
(P,) erhilt, die fiir A gegen unendlich in W'2(IRN) gegen die Grundlosung
konvergieren.

Nun kommen wir zu dieser Arbeit. Hierist N € IN und N > 2. Wir betrach-
ten Potentiale V : RV — R der Form V) (x) = ag(x) + Aa(x) fir A > 1. Wir
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M. Parnet 1. Einleitung

benutzen verschiedene Voraussetzungen an das Potential, die wir wie folgt
bezeichnen

(Vl) ap € LOO(IRN),'
(Vo) a € L (RN), a(x) > 0 und es gibt eine kompakte Teilmenge Z C RN

loc
mit nichtleerem Inneren ) :=int Z, so dass a(x) = 0 ist fiir x € Z und

a(x) > 0 f.i. in RN\ Z und 9Q) lokal Lipschitz;
(V34) esgibt M > 0und r > 0 mit
p{x € Wi(y) [a(x) <M}) =0, |y — oo,
dabeiist W, (y) = {x e RN | |x; —y;| <rVie {1,..,N}};
(V3) firjedes M > 0 und r > 0 gilt
p({x € Wi(y)la(x) <M}) =0, |y — co.

Die Voraussetzungen an den Nichtlinearititsanteil f : RY x R — R bezeich-
nen wir wie folgt

(f1) f ist eine Carathéodory-Funktion, d.h. fiir alle x € RY ist f(x,-) ste-
tig und fiir alle + € R ist f(+,¢) meflbar, und es gibt Konstanten ¢ > 0,
2 < p < 2%, wobei2* = 2% fiir N > 3 und 2* = oo fiir N = 2, mit
1f(x,8)] < c(|t| +|tP7Y) fir t € R, fiii. x € RY,
d.h. es gibt eine Nullmenge N C RY mit

F(x,B)| < (|t + P~ fiir f € R, x € RN\N;

(f2) fisteine Carathéodory-Funktion, f(x, -) ist stetig differenzierbar fiir fast
alle x € RN, f(x,0) = 0 f.ii. in RN und es gibt Konstanten ¢ > 0, wobei
2% = 28 fiir N > 3und 2* = oo fiir N =2,2 < p < 2* mit

[fe(x, t)| < (14 |tP72) firt € R, fi. x € RY,

(f3) esist
lim ess sup|fi(x,t)| = 0;
=0 yern
(f4) esist f(x,t) = —f(x,—t) fiir alle t € R und f.i. in RN und es gibt

r0,Co,q > 2 mit f(x,79) > ¢o und

0<(g—1)f(x, )t < 2fi(x,t).
fiir alle t # 0 und fiir fast alle x € RV,




1. Einleitung M. Parnet

Wir wihlen den Raum

E:={uecW72RY)| / a(x)u? dx < oo}
RN

mit der Norm

[ulla = (h/(vuerVA"‘(x)uz) dx | ,

wobei & := 1 — min{essinfap, 0} und V¥(x) := V,(x) +a. Es ist H}(Q)) C E.
Unter den Voraussetzungen (V7), (V,) und (f1) haben die beiden Probleme
(Pg) und (Py), A > 1, Variationsstruktur. Schwache Losungen von (P,) sind
gerade kritische Punkte des Energiefunktionals J, : (E,|| - [|») =& R

) = gl — [ (FGou) + 302)
RN

dabei ist F(x,t) := fot f(x,s) ds fur (x,t) € Q x R, und schwache Losungen
von (Py) sind gerade kritische Punkte des Energiefunktionals Jp := ]| H(Q)r
A > 1 beliebig.

Wir setzen in dieser Arbeit eine Grundldsung i voraus und betrachten die
folgenden Félle

(Min) 1 ist ein striktes lokales Minimum von Jy;
(Deg) 1 ist ein nichtausgearteter kritischer Punkt von Jp;

(Krit) @ ist ein isolierter kritischer Punkt von ]y mit nichttrivialen
kritischen Gruppen Ci (Jo, i).

Der wesentliche Unterschied zwischen der Arbeit [9] von Yohei Sato und
Kazunaga Tanaka und dieser Arbeit ist die Dimension N. Hier ist N > 2 und
in [9] ist N = 1. Aufierdem wird hier ein allgemeineres Potential und ein allge-
meinerer Nichtlinearitdtsanteil verwendet. Einen weiteren Unterschied ist die
Fallunterscheidung, die wir hier fiir die Grundlésung machen. Die Grundlo-
sungen in [9] sind automatisch nichtausgeartet. Wie bereits erwdhnt, hat die
Beweisidee in [9] keine Gemeinsamkeiten mit den hier verwendeten Beweis-
ideen. Auch ist die Vorausetzung (V;) schwiécher als (V1),, die in [4] verwen-
det wird.

Hier betrachten wir schwache Grundlosungen @ mit den verschiedenen Ei-
genschaften (Min), (Deg) und (Krit) und zeigen, dass es Losungen u, € E von
(Py) fir A > 1 grofs gibt mit
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M. Parnet 1. Einleitung

|y — |3 = /(|VuA — Vi|? + V¥(x)(uy —@1)?) dx — 0 fiir A — oo.
RN

(+)

Haben wir ein striktes lokales Minimum # von Jo, d.h. Fall (Min) gilt, so
gibt es unter den Voraussetzungen (V7) bis (V3) und (f;) fiir A > 1 grof eine
Losung u) von (P,), die gleichzeitig auch ein lokales Minimum des Energie-
funktionals J ist, und es gilt (x). Wir haben zum Beispiel ein lokales Minimum
von Jo, wenn es ein r > 0 gibt mit

0 < F(x,t) < o't firalle |t| > 7,

wobei A; das Inverse des ersten Eigenwerts der Abbildung —A in H}(Q)) ist
und &’ < Aq+essinf ag.

In Fall (Deg) setzen wir einen nichtausgearteten kritischen Punkt i von Jy
voraus. Gelten die Voraussetzungen (V;) bis (V3), (f2) und (f3), so hat (P,) fiir
6 > 0 klein und A > 1 grof eine Losung u) und es gilt (x) und

deg(l © V/\]/\ © i_ll u(S(a)/O) = deg(v]()r u&(a)/ 0) 7& 0,

wobei i die Einbettung von H nach Hy und V,J, : H — H definiert ist durch
DJy(u)(v) = (iVaJr(u),iv), fir alle u,v € H. Es gibt zum Beispiel einen
nichtausgearteten kritischen Punkt if, wenn ess inf ap > —A; und (fs4) zusétz-
lich gelten. Dann ist fiir 4 > 0 klein i ein nichtausgearteter kritischer Punkt
des Energiefunktionals

1
Hy — R, u.—>§||u||2—/(F(x,u)+gu2+%(u—a)2) dx
RN

und somit eine schwache Losung von

—Au+ag(x)u= f(x,u)+u(u—i), inQ,
u(x) = 0 fiir x € 9Q).

Sei 7 € CZ°(RN) mit 57|q = 1. Wie vorher gibt es fiir A > 1 grofl Losungen u,
der veranderten Gleichung

—Au+Vy(x)u = f(x,u) +uy(x)(u—u), aufRY,
u(x) — 0 fiir |x| — oo

mit ().
In Fall (Krit) setzen wir einen isolierten kritischen Punkt # von [y mit nicht-
trivialen kritischen Gruppen C. (], #) voraus. Die vorherigen Fille (Min) und
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1. Einleitung M. Parnet

(Deg) sind Spezialfélle von (Krit). Ist i ein striktes lokales Minimum, so ist
Co(Jo, 1) = Z und Cy(Jo, 1) = {0} fiir alle n € IN. Ist i ein nichtausgearteter
kritischer Punkt von Jp, so hat Jy in i einen Morse-Index 1 € INg und es ist
Cu(Jo, ) = Zund Cy(Jo, ) = {0} fiir alle n € INg mit n # p. Es gibt Losun-
gen u)y € E von (P,) fir A > 1 grof8 mit (x), falls die Voraussetzungen (V;),
(V2), (V3,) und (f2) bis (f4) gelten.

Sind a,b € R reguldre Werte von Jo mit 2 < b und nichttrivialen Homo-
logiegruppen H.(J§, J&) und gelten die Voraussetzungen (V;), (Va), (Va,) und
(f2) bis (f1), so hat das Problem (P,) fiir alle A > 1 grof8 Losungen u, € E mit
Energien in [a,b], d.h. ]y (1)) € [a,]].

Die bisherigen Ergebnisse sind Folgerungen allgemeinerer Sétze. Dabei be-
trachten wir folgende Situation

Sei E eine Menge. Sei H = (E, (-, -)) ein reeller Hilbertraum, H ein nicht-
trivialer abgeschlossener Unterraum von H mit Hy # H und fiir A > 1
sei Hy = (E, (-,-),) ein reeller Hilbertraum mit

(A1) esist (-,-) = (-,-)y und |Jul[, < |lu|; firA <A, u € H,
|- llA, || - || sind dquivalent;
(Ap) furu € Hyp,v € H,A > 1gilt (u,v), = (u,v);

(A3z) ist Ay, = oo und (u,) € H, so dass (||unl[5,) beschrankt ist, dann
gibt es eine Teilfolge (uy, ) und ein u € Hy mit u,,, — u in H.

Seik: H— R mit

(k1) k ist stetig differenzierbar und vollstetig, d.h.
(un) CH, ue H, uy ~uinH = k(u,) — k(u),
(siehe Definition [A.1)).

Fiir A > 1 seien

1
Jo:H—=R, Ja(u)= 5”””% — k(u)

1
Jo:Ho— R, Jo(u) = =|[ul|* — k|, (u).

2

Wir interessieren uns fiir kritische Punkte von |, fiir A > 1 grofs. Genauer, wir
setzen einen kritschen Punkt i von ]y mit Eigenschaften wie in (Min), (Deg)
und (Krit) voraus. Dann gibt es fiir A > 1 grof$ kritische Punkte 1, von J) mit
lupr — ul|y — O fiir A — oo,

Ist 1 ein striktes lokales Minimum von Jy, so erhalten wir fiir A > 1 grofs
ein lokales Minimum u, von J, und es gilt ||u) — u|[y, — 0 fiir A — oo.

Fiir einen nichtausgearteten kritischen Punkt i und A > 1 grof3 existiert
ein kritischer Punkt u) von J, und es gilt ||u)y — #||y — O fir A — oo, falls
zusatzlich
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M. Parnet 1.1. Die Arbeit im Detail

(kp) Dk ist stetig differenzierbar und vollstetig;

gilt. Es ist hier sogar fiir 6 > 0 klein und A > 1 grof§
deg(ioVJyoi !, Us(i1),0) = deg(V]o, Us(i),0),

wobei i : H <— H) und V,J, : H — H definiert ist durch
DJx(u)(v) = (iVaJa(u),iv), fir alle u,v € H.
Unter den Voraussetzungen (A1) bis (Az), (k1), (k2) und

(j1) Jo erfiillt die (PS)-Bedingung.
(j2) Ja, A > 1, erfiillt die (PS)-Bedingung.

(]3) Ist A, — oo, (un) C H,c € Rmit ]An(un) — cund ||V/\n]/\n(un)||An — 0,
dann gibt es eine Teilfolge (uy, ) und ein u € Hy mit ||u,, — ””Ank — 0.

gibt es fiir einen isolierten kritischen Punkt i von Jp mit nichttrivialen kriti-
schen Gruppen Cx«(Jo, 1) und fiir A > 1 groB einen kritischen Punkt u, von J,
und es ist ||uy — ul|, — 0 fiir A — oo. Ist i ein striktes lokales Minimum oder
ein nichtausgearteter kritischer Punkt, so ist i ein isolierter kritischer Punkt
von Jo mit nichttrivialen kritischen Gruppen C.(Jo, it). Weitere Moglichkeiten
an nichttriviale kritische Gruppen zu kommen, liefern die Sitze|A.11jund|A.12)
aus dem Anhang.

Zuletzt setzen wir a,b € R mit a < b reguldre Werte von Jy mit nichttrivia-
len Homologiegruppen H. (]}, J&) voraus. Satzliefert eine Moglichkeit fiir
nichttriviale Homologiegruppen H, (], J&). Unter den Voraussetzungen (A;)
bis (As), (k1), (ko) und (j1) bis (j3) existiert fiir A > 1 grof ein kritischer Punkt
u) von J, mit Niveau in [a,b], d.h. ] (1)) € [a, b].

1.1 Die Arbeit im Detail

In Kapitel 2| Abschnitt [2.1| listen wir alle Notation auf, die wir spéter zur bes-
seren Lesbarkeit verwenden.

In Abschnitt 2.2 stellen wir den Abbildungsgrad von Leray-Schauder vor
und fassen die Eigenschaften des Grades zusammen, die wir in Abschnitt
und Kapitel @ Abschnitt 4.7 benutzen.

In Abschnitt[2.3|gehen wir auf Eigenschaften eines nichtausgearteten Punk-
tes ein. Das wichtigste Ergebnis ist

deg(V], Us(uo),0) # 0

fiir ein 6 > 0 und u ist der einzige kritische Punkt von | in Us(u).

In Abschnitt 2.4 listen wir viele Eigenschaften der singuldren Homologie-
theorie auf, die wir in den Abschnitten 2.5 und 2.6} in Kapitel 5| Abschnitt
und in Kapitel [f| Abschnitt[6.T| verwenden.
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1. Einleitung M. Parnet

In Abschnitt definieren wir fiir ein Funktional | und einen isolierten
kritischen Punkt 1y Gromoll-Meyer-Paare. Wir konstruieren uns ein Gromoll-
Meyer-Paar (W, W_) mit H,(W,W_) = C.(J, up) und vielen weiteren Eigen-
schaften, die wir in Kapitel 5| Abschnitt 5.1 verwenden. Das Gromoll-Meyer-
Paar und dessen Eigenschaften halten wir in den Sitzen und fest.

In Abschnitt 2.6 zeigen wir fiir ein Funktional | und einen reguldren Wert
b von Jp, so dass die (PS),-Bedingung erfiillt ist, # € R beliebig, € > 0 klein
H,(J5,J8) = Ho(J§¢, J8) beztiglich der Einbettung (J§, J&) < (J5¢, J&). Diese
Beziehung werden wir in Kapitel [f| Abschnitt[6.I| benotigen.

In Kapitel [3]listen wir die Bedingungen (A1) bis (A3) und (k) auf und set-
zen ein striktes lokales Minimum i von Jp voraus. In Abschnitt 3.1/ zeigen wir
fiar 6 > 0 klein und A > 1 grofS die Existenz eines lokalen Minimums u, von
Jo mit |[uy — ii]|, <. Das halten wir in Satz[3.2] fest.

In Kapitel [ listen wir die Bedingungen (A1) bis (A3), (k1) und (k) auf und
setzen einen nichtausgearteten kritischen Punkt i von ]y voraus. In Abschnitt
zeigen wir fiir § > 0 klein und A > 1 grof3

deg(io VaJyoi™ ', Us(i1),0) = deg(V]o, Us(i1),0) # 0,

wobei i : H < H) und V,J, : H — H definiert ist durch
DJy(u)(v) = (ViJr(u),v), fir alle u,v € H. Damit erhalten wir fiir 6 > 0
klein und A > 1 groB kritische Punkte u, von J) mit ||uy — ][y < J. Dieses
Ergebnis halten wir in Satz[4.7] fest.

In Kapitel [f| listen wir die Bedingungen (A1) bis (A3), (k1), (k2) und (j;)
bis (j3) auf und setzen einen isolierten kritischen Punkt i von Jy mit nichttri-
vialen kritischen Gruppen C.(Jo, if) voraus. In Abschnitt [5.1| erhalten wir fiir
0 > 0 klein und A > 1 grof8 kritische Punkte 1, von Jy mit ||uy — [, < 6.
Dieses Ergebnis halten wir in Satz fest.

In Kapitel [f|listen wir die Bedingungen (A1) bis (A3), (k1), (k2) und (j1) bis
(j3) auf und setzen reguldre Werte a,b € R von Jp mit a < b und nichttrivialen
Homologiegruppen H.(J§, J¢) voraus. In Abschnitt|6.1|erhalten wir fir A > 1
grof kritische Punkte u, von [, mit Niveau in [a,b], d.h. ], (u,) € [a, b]. Dieses
Ergebnis halten wir in Satz 6.4] fest.

In Kapitel [7| gehen wir auf die Probleme (P)), A > 1, und (Pp) ein. Wir
zeigen, dass die Probleme Variationsstruktur haben, falls (V;), (V2) und (f1)
gelten. In Abschnittlisten wir Eigenschaften von f;, f und F auf, die wir in
den Abschnitten und [7.4] gebrauchen.

In Abschnitt[7.2|zeigen wir, dass unter den Voraussetzungen (V7), (V) und
(V3,) die Bedingungen (A7) bis (Asz) erfiillt sind.
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M. Parnet 1.1. Die Arbeit im Detail

In Abschnitt zeigen wir, dass unter den Voraussetzungen (V;), (V2),
(V3a), (f2) und (f3) das Funktional k zweimal stetig differenzierbar ist. Setzen
wir (f1) statt (f2) und (f3) voraus, so ist k stetig differenzierbar. Gilt noch (V3),
dann ist k vollstetig und gelten noch (f,) und (f3), dann ist auch Dk vollstetig.
Die Definition von vollstetig haben wir in festgehalten. Es gelten (k1) und
(kp), falls (V1) bis (V3), (f2) und (f3) gelten.

In Abschnitt beweisen wir (PS)-Eigenschaften der Funktionale J,,
A > 1,und Jy. Im Unterabschnitt listen wir eine Eigenschaft des Potenti-
als V auf, die wir erhalten, wenn wir (V;), (V,) und (V3,) voraussetzen, und
verwenden diese im Unterabschnitt Im Unterabschnitt zeigen wir
unter den Voraussetzungen (V1), (V2), (V3,) und (f2) bis (f4) die Bedingungen
(j1) und (j3). Setzen wir zusatzlich (V3) voraus, so erhalten wir auch ().

In Abschnitt[7.5|lwenden wir die Satze 3.2} 4.7 und [6.4] auf die Proble-
me (P,), A > 1, und (Pp) in den Féllen (Min), (Deg), (Krit) an.

In Kapitel 8] setzen wir (V;), (V2), (V3,) und (f2) bis (fy) voraus. In Ab-
schnitt[8.1] halten wir weitere (PS)-Eigenschaften von J) aus (Py), A > 1, fest.

In Abschnitt 8.2 zeigen wir fiir § > 0 klein und A > 1 grofs die Existenz
von kritischen Punkten u, von J, mit |[u) — ||, < J, wenn i ein isolierter
kritischer Punkt von Jy mit nichttrivialen kritischen Gruppen C. (Jo, i) ist.

In Abschnitt 8.3| setzen wir reguldre Werte a,b € R von Jop mita < b und
nichttrivialen Homologiegruppen H. (]}, J&) voraus und zeigen fiir A > 1 grof3
die Existenz von kritischen Punkten u, von ], mit Niveau in [a, b].

In Anhang|A|fassen wir Definitionen, Sdtze und Bemerkungen zusammen,
die in der Arbeit erwdhnt und verwendet werden, aber nicht zu den wesent-
lichen Ergebnissen gehoren. In Abschnitt gehen wir auf vollstetige Ope-
ratoren ein und halten einige Eigenschaften fest, die wir vorher in der Arbeit
benutzen werden.

In Abschnitt fassen wir Satze aus der Morse-Theorie zusammen, die
wir in der Einleitung und in Kapitel /| Abschnitt[/.5 erwdhnen.

Ich danke meinem Doktorvater Thomas Bartsch fiir die gute Betreuung der
Arbeit und seine Geduld. Ich bedanke mich auferdem bei Martin Vith, Bern-
hard Lani-Wayda, Hans-Otto Walther fiir ideenreiche Diskussionen und sehr
viel Riicksichtnahme. Aufierdem danke ich Nadine Limberger, Alexander Si-
monow, Wolfgang Kraus, Inna Smagulowa, dem restlichen Pflegepersonal, Jo-
sefa Wieck, Maria Nelles Pfaff, Monika Prommersperger, Christian Kuhl, die
eine sehr grofle Unterstiitzung nicht nur bei der Enstehung der Arbeit waren.
Ganz besonders danke ich meinen Eltern und meinem Bruder.
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KAPITEL 2

Grundlagen

2.1 Notationen und Bemerkungen

In dieser Arbeit ist N € N, N > 2. Mit | - | bezeichnen wir die euklidische
Norm auf RN, bzw. R.

Steht bei einer Konvergenz nicht die Laufvariable dabei, dann konvergiert
der Ausdruck fiir n € IN und n — co. Wir verwenden folgende Verkiirzungen

snahet,s,t € R & 36 >0mits € (t —5,t+9)
firn € N groff :& dngp € Nund fiirallen € IN, n > ny
fir A > 1groff :& JA >1lundfiralleA > A
d d
7 (0(u,s)),s e R :& (E(Iog(u,-))) (s)

Weiter schreiben wir fiir einen metrischen Raum (X,d), x € Xund r > 0
Up(x) == {y € X |d(x,y) <7}, By(x):={yeX|d(xy) <1},
Fir x € RN und r > 0 sei
W(x):={y € RN | |x; —y;| <rVieN,1<i< N}

Wir schreiben fiir B C A C X, X ein topologischer Raum, int 4B und meinen
das Innere von B bzgl. der Teilraumtopologie von A.

Wir bezeichnen fiir einen normierten Raum (X, || - ||) den Dualraum mit X'.

Sprechen wir in dieser Arbeit von Differenzierbarkeit, so ist die Fréchet-
Differenzierbarkeit gemeint.

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so schreiben wir X statt (X,d). Sind X,Y
topologische Rédume, A C X, BC Yund f : (X,A) — (Y, B), dann schreiben
wir (f]x) fuir X = Y, x — f(x) und (f|a) fir A — B, x — f(x).

Weiter setzen wir fiir einen normierten Raum (X, | - ||), ¢ € R und ein
Funktional f : X — R

fo=A{xe X[ f(x) <c};

ist f differenzierbar, dann heif$t (x,) C X (PS).-Folge, wenn (f(x,)) gegen c
und Df(x,) gegen 0 in X’ konvergieren; f erfiillt die (PS).-Bedingung, wenn
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M. Parnet 2.2. Der Leray-Schauder-Grad

alle (PS).-Folgen eine konvergente Teilfolge besitzen; f erfiillt die
(PS)-Bedingung, wenn f die (PS).-Bedingung fiir alle ¢ € R erfiillt.

Weiter betrachten wir die Raume LP(Q), p € [1,00), W?(Q), wobei
Q C RN mefbar ist, und C2(Q), HJ(Q) := W,*(Q) wobei QO C RN offen
ist, aus [2]]. Nach [2, Theorem 2.10] ist L (Q)) ein Banachraum und nach [2,
Theorem 3.2] sind W?(Q)) und H}(Q) Hilbertraume. Nach [2, Theorem 3.18]

ist W2(RN) = W,*(RN). Es sei

Bemerkung 2.1 (Einbettungen). Nach [2, Theorem 5.4] existieren fiir ein be-
schrinktes Gebiet O C RN mit der Kegeleigenschaft, 2 < p < 2* folgende
stetige Einbettungen

W2(RN) — LP(RN),
WH2(RN) — LF(Q),
Hy(Q) = LP(Q);

nach [2, Theorem 6.2] sind W2(RN) — LP(Q) und H}(Q) < LP(Q) kom-
pakt fiir 2 < p < 2%,

Bemerkung 2.2 (Ubertragung von schwacher Konvergenz). Seien X, Y Banach-
rdume und L : X — Y stetig linear. Sei (x,) eine Folge in X, die schwach gegen
x € X konvergiert, d.h. fiir alle x’ € X’ gilt x'(x,) — x’(x). Dann gilt fiir alle
v €Y'y oL € X' und somit

Y (L(xn)) = (y' o L) (xu) = (y' 0 L) (x) = y/'(L(x)).

Damit gilt L(x,) — L(x).

2.2 Der Leray-Schauder-Grad

In diesem Abschnitt wird auf den Leray-Schauder-Grad eingegangen. Die Aus-
sagen beziehen sich auf das Buch von Klaus Deimling [6]. Die verschiedenen
Eigenschaften des Leray-Schauder-Grad werden im Kapitel | verwendet, um
kritische Punkte von Funktionalen zu liefern.
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2. Grundlagen M. Parnet

Satz 2.3. (Der Leray-Schauder-Grad) Sei X ein reeller normierter Raum und

M :={(F,U,y)| U C X offen und beschriinkt, F = Idx — Fy mit
Fy: U — X kompakt, y ¢ F(oU)}.

Dann hat der Leray-Schauder-Grad deg : M — Z folgende Eigenschaften:
(d1) deg(Id, U,y) =1 fiiralley € U, deg(Id, U, y) = 0 fiiralley ¢ U.

(d2) Ist deg(F,U,y) # 0, so gibt es ein x € U mit F(x) = y.

(d3) Ist hy eine kompakte Homotopie auf U, h = Idx — hy und
y € h(]0,1] x oU), dann ist deg(h(t,-), U,y) unabhingig von t € [0,1].

@d4)Ist U C X offen, U' C U und y ¢ FU), dann ist
deg(F,U,y) = deg(F, U\U',y).

(d5) Fiir alle G = Idx — Gy mit Gy : U — X kompakt und
sup,..i7 [|[Fo(x) — Go(x)||x <dist(y, F(oU)) ist deg(G, U,y) = deg(F, U, y).
Beweis. Siehe dazu im Buch von Deimling [6, §16 Satz 1]. H

Bemerkung . Der Leray-Schauder-Grad besitzt noch mehr wesentliche Eigen-
schaften, die aber hier nicht mitaufgelistet werden, da sie in dieser Arbeit nicht
benotigt werden.

Nun listen wir die benétigten Satze bzgl. des Leray-Schauder-Grad auf.

Satz 2.4. Sei X ein reeller normierter Raum, V ein ab&eschlossener Unterraum von X,
U C X offen und beschrinkt, U NV nicht leer, Fy : U — V kompakt, F = Idx — F,,
y € Vundy ¢ F(oU). Dann ist

deg(F, U, y) = deg(Flgny,, UNV,y).
Beweis. Siehe dazu im Buch von Deimling [6, §16 Satz 2]. H

Satz 2.5. Sei X ein reeller Banachraum, U C X offen und beschrinkt, Fy : U — X
kompakt, xo € U ein Fixpunkt von Fy, Fy differenzierbar in xy und 1 kein Eigenwert
von DFy(xp). Dann ist xq ein isolierter Fixpunkt von Fy und es gibt €y > 0, so dass
xo der einzige Fixpunkt von Fy in Be(xg) ist fiir alle 0 < € < €q, und es gilt

deg(IdX — F(), U6<XO),O) = deg(IdX — DF()(X()), LIe(O),O) 75 0.
Beweis. Siehe dazu im Buch von Deimling [6, §20 Satz 5, §23 Satz 1]. O]
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M. Parnet 2.3. Nichttrivialer Leray-Schauder-Grad

2.3 Nichttrivialer Leray-Schauder-Grad

Sei H ein Hilbertraum. Sei K : H — H vollstetig und stetig differenzierbar.
Sei | : H — R stetig differenzierbar mit V] = Idy — K und erfiille die (PS)-
Bedingung. Sei ug ein nichtausgearteter kritischer Punkt von J.

Esist D?](ug) nicht ausgeartet. Da K vollstetig ist, ist nach Lemma auch
DK(ug) vollstetig und damit kompakt. Es ist 1 kein Eigenwert von DK (u). 1
ist ein Fixpunkt von K. Nach Satz[2.5|gibt es o9 > 0, so dass fiir alle 0 < ¢ < 09
ug der einzige Fixpunkt von K in B, (1) ist und es gilt

deg(IdH — K, UQ(M()),O) 79 0.
D.h. u ist der einzige kritische Punkt von Jo in B, (1), und es gilt

deg(V ], Uy(up),0) = deg(ldg — K, Uy(up),0) # 0.

2.4 Singulire Homologietheorie

In diesem Abschnitt wird auf die singuldre Homologietheorie eingegangen.
Die Aussagen beziehen sich auf das Buch von Albrecht Dold [8]. Die verschie-
denen Eigenschaften der singuldren Homologie werden in den Kapiteln 5und
Bl kritische Punkte von Funktionalen liefern.

Bemerkung 2.6. Seien X, Y und Z topologische Riumeund A C X, B C Y
und C € Z. Wie man im Buch von Dold [8, Kapitel 2, Definition 1.1 und
Kapitel 3, Abschnitt 2 und 3] sieht, ist (¢ o f)« = g« o fi fiir stetige Funk-
tionen f : (X,A) = (Y,B), g : (Y,B) = (Z,C) und (Idx). = Idy,(x). Sind
f,g:(X,A) = (Y, B) homotop, dann ist f, = g« nach [8| Kapitel 3, 5.2 Corol-
lar].

Satz 2.7. Fiir einen topologischen Raum X ist H, (X, X) = 0.

Beweis. Im Buch von Dold [8] Kapitel 3, Abschnitt 3] wird gezeigt, dass fol-
gende Sequenz exakt ist

Idy, A 3, ldy, | (x)
e Ho () 2 L (X)L Ho (X, X) 2 Hy (X)) 25 H, 1 (X) . (2.1)

Damit ist
Kern(j.) = Bild(Idy,(x)) = H«(X), Bild(d.) = Kern(ldy, ,x)) = {0}
d.h. j, = 0und 9, = 0. Es folgt
0 = Bild(j.) = Kern(d«) = H.«(X, X).
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2. Grundlagen M. Parnet

Lemma 2.8 (Fiinfer-Lemma). Ist

A1 Az A3 A4 AS

b

B B, B, B, Bs

kommutativ, die Zeilen exakt und @1, ¢2, Qa, ¢s isomorph, dann ist auch @3 isomorph.

Beweis. Siehe dazu im Buch von Dold [8, Kapitel 1, 2.9 Lemma]. o

Satz 2.9. Seien (X, A), (Y, B) topologische Paare, f : (X, A) — (Y, B) stetig, so
dass fla : A — Bund f|x : X — Y Isomorphismen (f|a)«, (f|x)« induzieren,
dann ist auch f. isomorph.

Beweis. Im Buch von Dold [8, Kapitel 3, Abschnitt 3] wird gezeigt, dass das
Diagramm
Hi11(A) — Hi1(X) — Hi1(X, A) — Hi(A) — Hi(X)

l(f/m l(ﬂxn lf* l(f/m l(ﬂx)*
Hon(B) = Hor(Y) = Hot (Y, B)— H.(B) — H(Y)

kommutativ ist und die Zeilen exakt sind. Mit dem Fiinfer-Lemma [2.8| folgt
die Behauptung. O

Satz 2.10. Ist (X,A) =~ (Y,B), d.h. es gibt f : (X,A) — (Y,B) und
g : (Y,B) = (X, A) stetig, so dass f o g homotop zu Idy gy und g o f homotop
zu Id x ) ist, dann ist Ho(X, A) = H. (Y, B) bzgl. fu und (f.)~! = g.

Beweis. Siehe dazu im Buch von Dold [8, Kapitel 3, 5.3 Korollar]. ]

Folgerung 2.11. Sei X ein topologischer Raum und A C X ein starker Defor-
mationsretrakt, dann induziert die Einbettung i : A — X einen Isomorphismus
H.(A) = H(X) bzgl. i,.

Beweis. Siehe dazu im Buch von Dold [8, Kapitel 3, 5.11 Beispiel]. [
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M. Parnet 2.4. Singuliire Homologietheorie

Satz 2.12. Sei (X, A) ein topologisches Paar. Ist B C A mit B C intA, so ist
H.(X\B, A\B) = H.(X, A) bzgl. i fiir die Einbettung i : (X\B, A\B) — (X, A).

Beweis. Siehe dazu im Buch von Dold [8, Kapitel 3, 7.4 Korollar]. H

Satz 2.13. Ist (X, A) ein topologisches Paar mit H,(X, A) # 0, dann gibt es ein
K C X kompakt und ein { € H.(K, AN K) mit

H.(K,ANK) — H.(X,A),
¢ = i(3) #0,
wobeii: (K,ANK) = (X, A).

Beweis. Die Bezeichnungen in diesem Beweis sind aus dem Buch von Dold
[8, Kapitel 3, Abschnitt 2,3]. Sei g € INg mit Hy(X, A) # 0. Nach [8] Kapitel 3,
Abschnitt 3] ist Hy(X, A) = Z;5(X, A)/B;S(X, A). Wegen H,;(X, A) # 0 gibt
es damit z € Z;S(X, A) mit z ¢ B;S(X, A). Seic € S;(X) mit z = ¢+ S5(A).
Seienn € N, 0 : Ay — X stetig, cx € Z, k € {1,...,n} mit

n
c = 2 CrO-
k=1
Sei
n
K:= U O'k(Aq).
k=1

Es ist K kompakt. Seien 0 : Ay — K, 07.(x) = 03 (x), k € {1,...,n},
n
=Y oy, 7z = +S;(ANK).
k=1

Daz € Z,5(X, A) gilt
9g¢ + Sg_1(A) = 94(c + S4(A)) = 94z = Sg_1(A),
d.h. 9;c € S;_1(A). Damit ist aber auch 9,¢’ € S;_1(ANK), d.h.
052" = 95(c' + S4(ANK)) = 9y¢" + S;-1(ANK) = S,_1(ANK).
Alsoistz’ € Z,S(K, ANK).

Seii: (K,ANK) = (X, A). Wegen S,i(c') = cist
Sqi(z') = Sqi(c" + Sg(ANK)) = Sgi(c’) + Sg(A) = c+ S4(A) =z
und somit
i.(z + B;S(K, ANK)) = S4i(2') + BsS(X, A) = z+ B,S(X, A) #0.
Setze ¢ :=z' 4+ B;S(K, ANK) € Hy(K, ANK). O
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2.5 Gromoll-Meyer-Paar

In diesem Kapitel definieren wir Gromoll-Meyer-Paare und listen einige Ei-
genschaften auf. Dabei wird die Eigenschaft eines Gromoll-Meyer-Paares be-
nutzt, um starke Deformationsretrakte zu erhalten. Zum Schluss werden wir
ein Gromoll-Meyer-Paar zu einem Funktional und einem isolierten kritischen
Punkt des Funktionals konstruieren.

Sei H ein Hilbertraum, | : H — R zweimal stetig differenzierbar und er-
tille die (PS)-Bedingung. Sei ug ein isolierter kritischer Punkt.

Bemerkung . Da | zweimal stetig differenzierbar ist, ist V] lokal Lipschitz-
stetig. Damit ist V| ein Pseudogradientenvektorfeld zu J.

Eine Abbildung V : H — H ist ein Pseudogradientenvektorfeld zu J, wenn
fiir alle u € H gilt

V(g <2(V](u)llg
(VI(w), V() = IV](u)%

siehe [10][Definition 2.1].
Nach [7, 10.4.5. und 10.4.6] gibt es zu einem Pseudogradientenvektorfeld
V zu | einen Fluf3 o, mit

Nach [7, 10.5.1.] ist ¢ stetig.

Definition 2.14. Ein topologisches Paar (W, W_) heisst Gromoll-Meyer-Paar
von | um ug bzgl. eines Pseudogradientenvektorfeldes V, o der Fluss von —V,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) W ist eine abgeschlossene Umgebung von ug und fiir t1,t, € R, t; < tp,
u€ Hmito(u,t;) € W,i=1,2,istauch o(u,t) € W fiiralle t € [t1,t];

(ii) W ={u e Wl|o(u,t) WVt e (0,T"(u))} ist abgeschlossen in W;
(iii) W_ ist eine Untermannigfaltigkeit und der Fluf8 ¢ ist transversal zu W_.

(Definition von Untermannigfaltigkeit und transversal, siehe [1, §17, Seiten
44 45]).

Lemma 2.15. Sei o der Fluss von —V]. Ist u € H, so dass [(c(u,-)) nach unten
beschriinkt ist durch ein d € R, dann ist T* (u) = oo.
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M. Parnet 2.5. Gromoll-Meyer-Paar

Beweis. Firu € Hund t € (T~ (u), T*(u)) gilt

d d

o) = (V](e(u), 2o )y
= —(V](e(u,t),V](o(u,t))g
= —[[V](e(ut)|F <o.

Damit ist (T~ (u), T* (1)) — H, t — J(c(u,t)) monoton fallend fiir alle u € H.
Angnommen, T (1) < oco.
Sei (t,) eine Folge in [0, T" (1)) mit t, — T (u). Es folgt

by
d
lo(u, ) = o, tn)l| g < |/|I50(%S)Imd8|
t

= | [I9)((w9) 5 ds

IN

tn tn
1 1
| [dsi | [ 1Vt s)] ds?
t t

= It = tul 24/ [1(0 (0, ta)) = J (@ 1, £0))]
< S|ty = tw| - 24/ J(u) — 4.

Da (t,) eine Cauchy-Folge ist, ist auch (o (u,t,)) eine Cauchy-Folge in H. Sei
v der Grenzwert von (o (u,t,)) in H. Da (t,) eine beliebige Folge in [0, T (u))
mit £, — T (u) war, ist der Grenzwert v von (o (u,t,)) unabhingig von der
Wahl der Folge (t,). Damit ist

o(u,t) — o, firT (u) >t— T (u)
Damit ist

¢: (T (u), T (v)+T"(u)) — H,

() o(u,t), falls, t € (T~ (u), T*(u)),
P =N oo, t— THw)), falls,t € [T+ (), T+ (0) + T+ (1))

stetig differenzierbar mit

d
59 ==V](e(t), ¢0)=u
Das liefert den Widerspruch T (u) = T (u) + T* (v) > T+ (u). O
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Lemma 2.16. Sei o der Fluss, d € R und U C H mit
(i) Yu € U gibtes t > 0mit J(o(u,t)) < d;
(ii) istu € Uund t > 0 mit J(o(u,t)) = d, dann ist
J(o(u,s)) >d, Vse€|[0,t),
J(o(u,s)) <d, Vse (t, T (u));

Dann gibt es eine stetige Abbildung T : U — [0, 00) mit

J(e(ut)) >d,  Vtel[o,T(u)),
J(o(u, T(u))) =
J(o(ut) <d, Vte (T(u),TH(u)),

iir alle w € U\J? und T|;;~a = 0.
unj

Beweis. Ist u € U mit J(u) > d, dann gibt es wegen der Stetigkeit von | und
o und wegen (i) eint € (0, T*(u)) mit J(o(u,t)) =d.Firu € Umit J(u) =d
istauch J(o(u,0)) =d.Sei T : U — [0, 00), definiert durch

{T(u) =0, fallsu € U, J(u) < d
J(o(u, T(u))) =d, fallsuelU,J(u)>d

Nach (ii) ist T auch fir u € U mit J(u) > d wohldefiniert, d.h. fur u € U ist
t > 0mit J(o(u,t)) = d eindeutig. Es gilt

Jo(u,t)) >d,  Vte[0,T(u)),
J(o(u, T(u))) < d.

Fir u € Umit J(u) > dist J(o(u,t)) < dfirallet € (T(u), T™(u)) nach (ii).
Sei u € U mit J(u) < d. Angenommen, es gibt t' > 0 mit J(¢c(u,t')) = d, dann
gibt es

t:=sup{s’ € (0,T*(u)) | Vs € (0,8 ist J(c(u,8)) <d} < Tt (u).

Wegen J(0(u,0)) < d und der Stetigkeit von | und ¢ ist t > 0. Nach Defini-
tion von t ist J(0(u,s)) < d fur alles € [0,¢). Es folgt J(o(u,t)) < d. Weiter
gibt es nach Definition von t eine Folge (s,) mits, € (t, T (u)), s, — t und
J(o(u,s,)) > d. Wegen der Stetigkeit von | und o ist J(c(u,t)) > d. Es folgt
J(o(u,t)) = d. Dann ist aber nach (ii) fiir s € [0, )

d> J(o(u,s)) > d.
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Das ist ein Widerspruch. Es folgt J(o(u,t)) < d fur alle
t € (0,T"(u)) = (T(u), T (u)). Insgesamt ist

J(o(u,t)) <d, Vte (T(u), T (u)).

Esist T|;jqe = 0.

Seiu € Umit J(u) < d.Sei (u,) C U mit u, — u. Dann ist fiir n € IN grof3
J(uy) < d wegen der Stetigkeit von J. Alsoist T(u,) =0 = T(u).

Sei u € U mit J(u) > d. Sei (u,) C U mit u, — u. Angenommen, es ist
(T(un)) unbeschrankt oder limsup T(u,) > T(u) > 0. Dann ist gibt es eine
Teilfolge (1, ) und ein t > 0 mit T(u) < t < T*(u), so dass fiir alle k € N
grof3 T'(uy, ) > t. Also ist

d> J(o(u,t)) = lim J(o(itn,, 1)) > d.

k—o0

Das ist ein Widerspruch. Es folgt limsup T(u,) < T(u) und damit auch
0 <liminfT(u,) < T(u). O.E.sei T(u,) — liminf T(u,). Dann ist

J(o(u, im T (uy))) = im J(o(un, T(uy))) =d

Somit ist im T (uy,) = T(u).
Insgesamt folgt

T(u) = liminf T(u,) < limsup T(u,) < T(u).

Damit ist T stetig. O

Lemma 2.17. Sei (W, W_) ein Gromoll-Meyer-Paar von | um ug bzgl. V], e € R
mit W =WnJ '({e}). Istu € Wundt € [0, T+ (u)) mit J](c(u,t)) > e, dann
isto(u,t) € W.

Beweis. Sei o der Fluss zu —V].

Angenommen, es gibt u € Wund ¢ € [0,T"(u)) mit J(c(u,t')) > e und
o(u,t')y ¢ W.

Esgilt fiirt € (T~ (u), TT(u))

% (o(u,t)) = =V (o (u,t)|lF

Damit ist (o (u, -)) monoton fallend. Also ist J(o(u,t)) > e fiiralle t € [0,#'].
Es gibt nun

t:=sup{s' €[0,T*(u))|Vs €[0,s]ist o(u,s) € W} <t.

23



2. Grundlagen M. Parnet

Da W abgeschlossen und o stetig ist, ist o'(#,¢) € W und damit ¢ < t'. Nach
Definition von f gibt es (s,,) C (¢, T (u)) mits, — tund o(u,s,) ¢ W. Es ist
fur allen € N

o(o(u,t),sp—t)=0c(u,s,) ¢ W

und s, — £ — 0. Mit Definition 2.14] (7) ist damit
o(o(u,t),s) g W, Vse (0,T(c(u,t))).

Nach Definition 2.14] (ii) ist also o'(u,t) € W_. Dann ist J(c'(u,t)) = e. Weiter
folgt aus o(u,t) € W_, dass V]J(o(u,t)) # 0, da sonst
o(o(u,t),s) =o(u,t) fir alle s € R und somit

o(u,t')y =o(o(u,t),t' —t)=0c(u,t) € W.

Das ist ein Widerspruch zu o (u,t') ¢ W. Also ist V]J(o(u,t)) # 0 und somit

d
SHo(w,1) =~ 91w ) <0
Es folgt
e=J(o(u,t)) > J(o(ut)) >e.
Das ist ein Widerspruch. O

Satz 2.18. Sei (W, W_) ein Gromoll-Meyer-Paar von | um ug bzgl. V], ug € W
einziger kritischer Punkt von J in W, ¢ := J(up), e,d € Rmitd > ¢ > e und
W_ = WnJ 1 ({e}). Dann ist W N J? ein starker Deformationsretrakt von W.

Beweis. Sei o der Fluss zu —V].

Nun ist W N J71([d, o)) abgeschlossen, ] erfiillt die (PS)-Bedingung und
hat keinen kritischen Punktin WN J~!([d, o)), dauy ¢ WN ] 1([d, c0)). Damit
existiert

= inf V]u)|g > 0.
B L IV ()l g
Schritt 1: Fiir alle u € W gibtes t > 0 mit J(o(u,t)) < d.
Firu € Wn J%ist J(o(u,0)) = J(u) < d.
Seiu € Wmit J(u) > d. Nunistfiirt € (T~ (u), T*(u))

% (o(u,t)) = IV (e(u, )%

Damit ist J(c(u, -)) monoton fallend.
Angenommen, es gibt kein + € [0,T"(u)) mit J(o(u,t)) < d. Dann ist
J(o(u,t)) > dfirallet € (T~ (u), T"(u)). Nach Lemma ist TT(u) = oo.
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Nach Lemma2.17]ist auerdem o'(u,t) € W fiiralle t € [0, T (u)). Es folgt fiir
t>0

t

d< Jolwt) = Jw) + [ %](U(u,s)) ds < J(u) — B2t 75 — oo,

0

Das ist ein Widerspruch, es folgt J(o(u,t)) < d fiirein t > 0.

Schritt 2: Ist u € W und t > 0 mit J(0(u,t)) = d, dann ist

J(o(u,s)) >d, Vsel0,t),
J(o(u,s)) <d, Vse(t,T(u));

Seiu € Wund t > 0 mit J(c(u,t)) = d. Esist J(¢(u,-)) monoton fallend,
d.h. J(o(u,s)) > d fir alle s € [0,t]. Nach Lemma isto(u,s) € W fir alle
s € [0,t]. Fur s € [0, t] ist somit

% (o(u,5)) = =[IV](e(u,s) < —p* <0.

D.h. J(o(u, )]0, ist streng monoton fallend. Somit ist fiir s € [0, )

J(o(u,s)) > J(o(u,t)) = d.
Auferdem ist fiirs > tnahet J(o(u,s)) < J(o(u,t)). Esfolgt fiirs € (+, T*(u))

J(o(u,s)) < J(o(u,t) =d.

Schritt 3: W N ] ist ein starker Deformationsretrakt von W.
Nach den Schritten 1 und 2 ist Lemma anwendbar, d.h. es gibt eine
stetige Abbildung T : W — [0, c0) mit

J(o(u,t)) >d, Vtel0,T(u)),

J(o(u,T(u))) =4,
J(o(u,t)) <d, Vte (T(u), T (u)).

fur alle u € W\J? und Tlwn = 0. Nach Lemma [2.17] ist fiir u € W und
te[0,T(u)] o(u,t) € W.

Sein : W x [0,1] — W definiert durch #(u,t) := o(u,tT(u)). Dacund T
stetig sind, ist auch 7 stetig mit

n(-,0) =lIdw, n(u,1)e WNJ4, VueWw,
n(u,t)=u Yuewnj,telo1].

Also ist W N J? ein starker Deformationsretrakt von W. O
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Satz 2.19. Sei (W, W_) ein Gromoll-Meyer-Paar von | um ug bzgl. V], ug € W ein-
ziger kritischer Punkt von ] in W, ¢ = J(up), d € R mit d < c und
W_ = Wn ] Y({d}). Dann ist W_ ein starker Deformationsretrakt von W N J\ {ug}.

Beweis. Sei o der Fluss zu —V]. Sei W := W N J°\{uo}.
Firu € H,t € (T~ (u), T (u)) ist

d
7)) = = V](o(w )|
Damit ist J(c(u, -)) monoton fallend.

Schritt 1: Fiir alle u € W gibtes t > 0 mit J(c(u,t)) = d.

Firu € W_ist J(o(u,0)) = J(u) =

Seiu € Wmitc > J(u) > d. Da WnN J/(*) abgeschlossen, | die (PS)-
Bedingung erfiillt und ug ¢ W N J/(*), ist

Bi= inf [V](©)]y>o0.
veWn )

Da J(o(u,-)) monoton fallend ist, ist o'(u, t) € J/) fiir alle t € [0, T* (u)).

Angenommen, es gibt kein t > 0 mit J(c(u,t)) = d, dannist J(o(u,t)) > d
fiir alle t € (T~ (u), T*(u)). Nach Lemma .15]ist T*(u) = co. Nach Lemma
2.17|ist auBerdem o (u,t) € W fiir alle t € [0, T (u)). Es folgt fiir t > 0

t

d < J(olwt) =) + [ L (0 (u,)) ds < J(u) — pt 5 oo

0

Das ist ein Widerspruch, es folgt die Existenz von t > 0 mit [(o(u, t)) = d.
Sei u € W mit J(u) = c. Da ug einziger kritischer Punkt von J in W ist, gilt

d
710 (w,0)) = =[[V](e(w,0)|F = = VW)l <0.
Damit gibtes ein t € (0, T (u)) mit

d < J(o(u,t)) <J(e(w,0)) = J(u) =c.

Es ist nach Lemma o(u,t) € W und damit o(
s

t) € W. Wir haben eben
gezeigt, dass es nun ein s > 0 gibt mit J(c(c(u,t),s)) =d, d.h

u,
)
J(o(u,t+5)) = J(o(o(u,t),s)) = d.
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Schritt 2: Ist u € Wund t > 0 mit J(o(u,t)) = d, dann ist

J(o(u,s)) >d, Vsel0,t),
J(o(u,s)) <d, Vse (t, T (u)).
Seiu € Wund t > 0 mit J(c(u,t)) = d. Nach Lemma2.17|ist (1, t) € W.

Esist o(u,t) # up, da J(o(u,t)) =d < ¢ = J(up). Da ug einziger kritischer
Punkt von [ in W ist, gilt

Lot )) = VI, )) <.

Damit ist J(o(u,s)) > J(o(u,t)) = d fur s < t nahe t und
J(o(u,s)) < J(o(u,t)) = d fir s > t nahe t. Da J(o(u,-)) monoton fallend
ist, folgt
J(o(u,s)) >d, Vse|[0,t),
J(o(u,s)) <d, Vse (t, T (u)).
Schritt 3: W_ ist ein starker Deformationsretrakt von W.
Nach den Schritten 1 und 2 ist Lemma anwendbar, d.h. es gibt eine
stetige Abbildung T : W — [0, c0) mit
J(o(u,t)) >d, Vtel0,T(u)),
J(o(u, T(u))) =4,
J(o(u,t)) <d, Vte (T(u), T (u)).

fiir alle u € W\ J? und Tly ¢ =0. Wegen W_ N J4 = W_ ist furu € W_

J(o(u, T(u))) = J(o(u,0)) = J(u) = d.

Weiter ist (o (u, T(u))) = d fiir alle u € W\W_. Es folgt J(c(u, t)) > d fiir alle
u € Wund t € [0,T(u)]. Nach Lemma ist o(u,t) € W firu € W und
t € [0, T(u)]. Angenommen, es gibt ein u € W und ein t > 0 mit o(u,t) = uy,
dannist o(o(u,t),s) = up fur alle s € R. Also ist

WS u=0(u0)=0c(c(ut),—t)=u ¢ W.

Das ist ein Widerspruch, es folgt o(u,t) € W\{ug}. Weiter ist fir u € W
J(c(u,-)) monoton fallend, d.h. J(o(u,t)) < J(u) < c fur alle t € [0, T(u)].
Insgesamt ist o'(u,t) € W fiir alleu € Wund t € [0, T(u)].
Sein : W x [0,1] — W definiert durch #(u,t) := o(u,tT(u)). Da ¢ und T
stetig sind, ist auch 7 stetig mit
n(-,0)=Idg, n(ul)eW_, YueW
n(u,t)=u YueW_,tel0,1].

Also ist W_ ein starker Deformationsretrakt von W. O]
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Satz 2.20. Sei (W, W_) ein Gromoll-Meyer-Paar von | um ug bzgl. V], ug € W
einziger kritischer Punkt von Jin W, d € Rmitd < J(up), W— = WN ]~ 1({d}).
Dann ist W N J/(40) ein starker Deformationsretrakt von W.

Beweis. Sei ¢ := J(ug) und ¢ der Flufl von —V]. Seien W; := W N J° und
W, := WN ]~ 1([c,0)). Wy und W, sind abgeschlossen in H mit W = W; U W;.
Die Menge W, enthalte alle Elemente u aus W, mit J(o(u,t)) > c fur alle
t € [0,T"(u)). Fir u € Wt istnach LemmaR.15 T+ (1) = oo.

Schritt 1: Ist u € W\ {up}, dann ist J(c(u, -)) streng monoton fallend.
Seiu € Wo\{up}. Esgilt firt € (T (u), T (u))

d
e t) = =[V](o(w )
Angenommen, es gibt ein t € (T~ (u), Tt (1)) mit V]J(c(u,t)) = 0. Dann ist
o(u,t) ein kritischer Punkt von | und es gilt o(o(u,t),s) = o(u,t) fir alle
s € R, d.h.

u=o(wu0)=oc(c(ut),—t)=oc(ut).

Damit ist u ein kritischer Punkt von J. Wegen u € W ist also u = ug. Das ist
ein Widerspruch zu u # . Somitist &J(c(u,t)) < 0fiir t € (T~ (), T+ (u)).

Schritt 2: Es gibt eine stetige Abbildung T : Wp\ (W4 U {up}) — [0, 00) mit

J(o(u,t)) >c, Vte|0,T(u)),
J(o(u, T(u))) =c,
J(o(u,t)) <c, Vte (T(u), TT(u)),

fiir alle u € Wo\(W U {uo}) und T|yyqpe = 0.
Nach Definition von W, gibt es fiir alle u € W,\(Wy U {up}) ein
t € [0, T (u)) mit J(c(u,t)) = c. Weiter ist nach Schritt 1

J(o(u,s)) >c Vse|0,t),
J(o(u,8)) <c Vse(t, T (u)).

Nach Lemma gibt es eine stetige Abbildung T : W\ (W4 U {up}) — [0, )
mit den gewiinschten Eigenschaften.

Schritt 3: Konstruktion von 7.

Sei T aus Schritt 2. Fiir u € Wp N Wy mit u # ug ist J(#) = ¢ und somit
T(u) = 0.Firu € Wund t € [0,T"(u)) mit J(c(u,t)) > d ist nach Lemma
R.17/0(u,t) € W. Damitist 7 : W x [0,1] — W mit
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’ 17|W1 = IdWy

- fiir u € Wo\(W4 U {uo}) sei7(u,t) := o(u,min{;, T(u)}), falls t < 1,
und 17(u, 1) :=o(u, T(u));

- firu € Wy sein(u,t) :=o(u, 1&7), falls t <1, und 57(u,1) := ug;
- 7(ug, t) := ug furalle t € [0,1].

wohldefiniert.

Schritt 4: 7 ist stetig fiir alle (1,t) € W x [0, 1] mit u € W\ (W4 U {up}).

Wir zeigen zuerst, dass Wo\(Wy U {up}) offen in W, ist. Sei
u € Wo\(W4 U{up}). Angenommen, es gibt (u,) € Wy U {up} mit u, — uin
H. Wegen u # uy ist fiir n € IN grofs u, # ug. Damit ist u, € Wy firn € N
grof8. Nun gibt es eint € [0, T*(u)) mit J(c(u,t)) = c. Nach Schritt 1 gibt es
alsoeins € (+, T*(u)) mit J(c(u,s)) < c. Damit ist

c <limJ(o(uy,s)) =J(o(u,s)) < c.

Das ist ein Widerspruch. Es gibt also ein 6 > 0 mit Us(u) N W, C W,\ (W, U
{uo}).

Sei nun (u,t) € H x [0,1] mit u € W)\(Wx U {ug}) und
((un, tn)) € Wo x [0,1] mit (uy,t,) — (u,t) in H x [0,1]. Fir n € IN groB8 ist
auch u, € Wy\(Wy U {up}), da Wo\(Wy U {up}) offen ist. Somit ist
J(o(u, T(un))) = ¢, n € N,und J(o(u, T(u))) = c. Ist {5 > T(u), dann ist

fur n € N grof3 13,, > T(u,) und somit in H

N(un, tn) = (ttn, T(un)) — o(u, T(u)) = n(u,t).

11"tn < T(uy) und somit in H

Ist {5 < T(u), dann ist fiir n € IN gro8

N(Un, tn) = a(un,—t) — o(u, 1 t_ t) =n(u,t).

Sei nun & = T(u). Gibt es eine Teilfolge (i, ) mit 12" < T(uy,) fur alle
g

k € N, dann ist

_ % ,
T—p) 7o

ﬂ(u”k’ t”k) = U(unkr

Seinun - > T(u,) fiir alle n € N. Dann ist in H

(U, tn) = 0(up, T(uy)) = o(u, T(u)) =n(u,t).

Schritt 5: 7 ist stetig fiir alle (u,t) € W x [0,1) mit u € W,.
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Sei (u,t) € Hx[0,1) mitu € Wy und ((uy, t,)) € Wp x [0,1] mit
(tn, tn) — (u,t)in H x [0,1]. Fiir n € N grof8 ist u,, # up, da u # uo.
Gibt es eine Teilfolge (u,,) C W', dann ist in H

b
1_tnk

t
W(”nkrtnk) :U(unk, ) —HT(M,l_t) =n(u,t).

Seinun (u,) € Wo\ (W4 U {up}). Angenommen, es gibt eine Teilfolge (uy, )
mit 1t > T(uy,) fur alle k € IN, dann ist fiir k € IN grof3

b t
< 1

T(unk)

O.E. sei T(uy, ) — limsup T(uy, ). Es folgt
¢ = J(o(un, T(un,))) = J(o(u,im T(uy,))) > c.
Das ist ein Widerspruch. Es folgt 1ﬁ1tn < T(uy) fiir alle n € IN und somit in H

) Eo
m) — 0'(u,1 —t) = ﬂ(u,t)

Schritt 6: Seien u € W4 U {up}, (14,) € Wr und () C [0,00) mit

77(“71; tn) = U(un/

Uy — U, ty, — oo,
€10, T (uy)), J(o(upty))>c VneN,

dann ist o(uy, t,) — ug in H.

Seien u € Wi U{up}, (uy) € Wy mit uy, — u und (t,) C [0,00) mit

€ [0,T"(uy,)) firallen € N und t, — oo und J(c(uy, t,)) > c fiir alle
n € IN. Angenommen, es gibt ein 6 > 0 und eine Teilfolge 0.E. ((uy, t,)) mit
llo(un, tn) — ug|| > 26.

Angenommen, es gibt ein 0 < ¢ < ¢ und eine Teilfolge ((uy,,ty,)) mit
o (1, s) — ugl| > o fiiralles € [0,t,,] und k € IN. Da W\U,(uo) abgschlossen
ist, keine kritischen Punkte von | enthélt und | die (PS)-Bedingung erfiillt, gibt
es

= f ~ > 0.
Bi= it VIl >

Fir k € N groB ist J(u,, ) < J(u) 4+ 1 und somit
tnk

c S ](U(unk/ tl’lk)) - ui’lk + / At unk’ d

t"k

= J(un) — [ IV (@it ) | ds

< J()+1- Bty = —co.
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Das ist ein Widerspruch.
Sei n € IN. Damit gibt es ein 1, € [0,f,) mit ||o(u,, ) — uollg < 6 und
o (un, rn) — g in H. Sei

sn:=inf{s’ € [ry, tn] | Vs € [¢, tn] ist ||o(un,s) — uol| g > 6}

Es gilt ||o(un, s) — up|| g > 0 fir alles € (sy, t,]. Wegen der Stetigkeit von || - || 5
und o ist auch ||o(un, sn) — ug|| > 6. Nach Definition von s, gibt es eine Folge
(sp) € [ru,sn) mit sp — s, fiir k — oo und |0 (uy,s;) — ug||g < J. Damit ist

auch ||o(un,s4) — gl g < d wegen der Stetigkeit von || - || 5 und o. Insgesamt
ist || (ttn, sn) — uol| = 0.
Damit ist

6 < HU(”nztn)”H - H‘T(”nrsn)HH < o (un, tn) — o (un,sn)ll g

= || o (un,s) dsl g < || o (un, )| g ds
dt

- /||v1 )| ds

< (7112 ds)2 <7|V](U(un,s))%~l als)2

= Vi 50 Tt 50) — (0t ta)).
Nun ist J(o(uy, -)) monoton fallend und J(o(uy, t,)) > c. Damit ist

0 < J(o(un,5n)) = J(0(un, tn)) < J(0(utn, 1)) =€ = J(uo) —¢ = 0.

Wegen

6 <ty —sy- \/](U(umsﬂ)) - ](U(u”’ t”))

und J(o(un,sn)) — J(o(un, ty)) — Oist t, —s, — co. Da W\Us(up) abgschlos-
sen ist, keine kritischen Punkte von | enthilt und | die (PS)-Bedingung erfiillt,
gibt es

= f ~ .
Bim _int VI >0

Es folgt

06 (b)) = J(oun,0)) = = [ V)0 (tn,5)llg ds

< —B(tyh —sn) = —oo.
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Das ist ein Widerspruch.
Es folgt o (un, t,) — ug in H.

Schritt 7: 17|y, 0,1 ist stetig fiir alle (u,1) € W x [0, 1] mitu € W,..
Seiu € Wy und ((up, ty)) € Wa x [0,1] mit (uy, t,) — (u,1)in H x [0,1].
Gibt es eine Teilfolge ((uy,, ty,)), so dass es fiir alle k € IN kein s, € [0,0)
mit 17 (1, tn,) = 0(tln,, Sn, ), s0ist t,, =1 und u, € Wy U {ug}. Dann ist
(i, tn,) = uo =n(u,1).
Sei nun firn € N's, € [0,00) mit #(uy, ty) = 0(un,sSn). Angenommen, es gibt
eine konvergente Teilfolge (s, ). Wegen t,, — 1ist auch " 5 0. Somit ist

Tt
(ttn,) € Wo\(Wy U {ug}) unds,, = T(uy,) fir alle k € IN. Es folgt

c = J(o(un,sn,)) = J(o(u,lims,,)) > c.

Das ist ein Widerspruch.

Damit ist s, — oo. Es ist J(o(uy,s4)) > ¢, das, € [0,T(uy)], falls
u, & Wy U{up}, oders, € [0,T*(uy)), falls u, € W4 U {ug}. Mit Schritt 6
istin H

N(un, tn) = 0(thy,sn) — up = n(u,1).
Schritt 8: 7 ist stetig fiir alle (1o, t) € W x [0, 1].

Seit € [0,1) und ((un, ty)) € Wp x [0,1] mit (uy, t,) — (up, t) in H x [0, 1].

Fir n € N groB ist t, < 1. Damit gibt es (s,) C [0,00) mit
N (Un, tn) = 0(tty,sy) fur alle n € N. Fir n € IN grof ist

ty t

< < 1.
Sn_l—tn_l—t+

Somit ist fiir n € IN grof3

o (tn,50) — ”O“H < uy — ”OHH + |lo(un, s0) — “HHH

< Jun—sollg + [ IV, 5))|g ds

0
< = wollg + 5 1y T(00) = T 50))

<l = woll g+ g + 1+ /T () —
— \/%—Fl-\/](uo)—c:o.

ﬂ(un/ tn) = U(unlsn) — Uy = 77(M0, t).

Es folgt in H
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Sei ((ttn, t)) C Wa x [0,1] mit (11, t4) — (1p,1) in H x [0,1].
Gibt es eine Teilfolge ((uy,, ty,)), so dass es fiir alle k € IN kein s, € [0,0)
mit 17 (tp,, tn,) = (U, Sn, ), soist t,, =1 und u,, € Wy U {ug}. Dann ist

W(”nk/ tl’lk) — MO - 17(“0/1)

Seinun fiirn € N's,, € [0,00) mit#(uy, t,) = 0(in,Sy). Gibt es eine beschrank-
te Teilfolge (s;, ), dann ist

||‘7(“nk15nk) - ”OHH < ||”nk - “O”H + ||‘7(”nk15nk) - ”nHH
Sny

< = wollg+ [ 191 (tn,5) ] ds
0

< Hunk—uollg+\/%~\/](un)—](ff(un,sn))
<l —voll g+ /By - /T (un) =
— 0.

Es folgt in H
1 (tn, tn,) = 0 (U, Sn,) — 1o = 1 (uo, ).
Sei nun s, — oo. Es ist J(o(uu,s4)) > ¢, das, € [0,T(u,)], falls
uy & Wi U{up}, oder s, € [0, T (uy)), falls u,, € W, U {ug}. Mit Schritt 6
istin H
N(tn, tn) = o(uy,sn) — ug = n(u,1).
Schritt 9: W N J¢ ist ein starker Deformationsretrakt von W.

Es ist 7|w, = Idw, stetig. Nach den Schritten 4 bis 7 ist 7|, stetig. Damit
ist 77 stetig. Es gilt

n(wu,0)=u, YueW,
n(u,1) e WNJe, YueW,
n(u,t)=u, YueWnNJ,te|0,1].

Damit ist W N J¢ ein starker Deformationsretrakt von W. H

Satz 2.21. Sei o der Fluff von —V]. Seien ¢ := J(up), 6 > 0, so dass ug einziger
kritischer Punkt in Bgs(ug) ist. Seien B, 7y, u,v,m > 0, I : H — R zweimal stetig
differenzierbar,

W= N(e—rc+9)) NI, Wo = [ ({c—7}) N W.

Zusitzlich setzen wir folgende Beziehungen voraus
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(i) By (uo) N~ ([e = 7, ¢ +91) S W C Bs(uo);
(i)) J7H([e = v,c+9]) NI ({ve + u}) S Bs(uo)\By (uo);
(iii) <VI(M),V](L£)>H > 1/‘32 —2om >0 VYue Bg(uo)\u%' (u()).

Dann ist (W, W_) ein Gromoll-Meyer-Paar von | um ug bzgl. V].

Beweis. Schritt 1: Fiir u € H mit V](u) # 0ist ] o o(u,-) streng monoton
tallend.
Sei u € H mit VJ(u) # 0. Dann ist fiir t € (T~ (u), T (u))

L) = (V(,0), Tott)
— I )3,
Ist V(o (i, ) = O fiir ein t € (T~ (1), T+ (1)), s0 ist
c(u,t+s)=c(c(ut),s) =oc(u,t)
firalles € (T~ (o(u, 1)), T+(o(, 1)) = (T~ () — £, T+ (u) — ). Damit ist
w=o(,0) = o(ut—t) = o(c(ut), —t) = o(u, ).

Dh. VJ(u) = V]J(o(u,t)) = 0. Das ist ein Widerspruch. Es folgt
VJ(o(u,t)) #0firallet € (T~ (u), T (u)

Also ist ZJ(c(u,t)) < O fiir alle t € (
streng monoton fallend.

().
€ (T~ (u), T*(u)) und somit J(o(u,-))

Schritt 2: Ist u € W und
t:=sup{s’' € [0,T"(u))|o(u,s) € WVs € [0,5']} < Tt (u),

dannist o(u,t) € W_.
Seiu € Wund

t:=sup{s’' € [0, T (u)) | o(u,s) € WVs € [0,5']} < Tt (u).

Damit ist u # ug, da o(ug,t) = up € W fiir alle t € R. Es ist W abgeschlossen
als Vereinigung von Urbildern abgeschlossener Mengen stetiger Funktionen.
Da o stetig ist, ist also o (u, t) € W.

Nun gibt es (s,,) C (0, c0) mit

t+s,€[0,T (u)), s, —0, o(ut+s,) €W, VYneN.
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M. Parnet 2.5. Gromoll-Meyer-Paar

Nach Schritt 1 ist J(o(u,-)) streng monoton fallend. Wegen u € W und
W C J7Y([c — v,c +7]) ist also fiir alle n € N

J(o(u,t+sn)) < J(u) <c+7.

Angenommen, J(o(u,t)) > ¢ — . Dannist J(o(u,t +s,)) > c—y firn € N
grof8. Damit ist I(o(u,t +s,)) > vc+ p fiir n € IN grofs. Wegen der Stetigkeit
vono und [istauch I(o(u,t)) > vc+u.Dao(u,t) € Wist I(o(u,t)) <wvc+ .
Insgesamt ist I(c(u,t)) = vc + p. Nach (ii) ist

o(u,t) € B(;(uo)\B%(uO).
Nach (iii) ist
(VI(o(u,t)), V](o(ut)))g > 0.
Somit ist

p d
Sl ) = (VIe(u,t), 2o t)q

= —(VI(e(u, 1)), V](o(u,t))g <0.
Es folgt fiir n € IN grof3
ve+u=1I(o(u,t)) > I(o(u,t+sy)) > vc+ p.
Das ist ein Widerspruch. Es folgt J(o(u,t)) = c—,d.h.o(u,t) € W_.
Schritt 3: (W, W_) erfiillt (i) aus Definition[2.14]

Esist W abgeschlossen als Vereinigung von Urbildern abgeschlossener Men-
gen stetiger Funktionen.

Weiter gibt es ein 0 < ¢ < 3 mit J(u) € [c —,c+ 7] fiir alle u € B,(up).
Damit ist

(i)

Bo(u9) € ]~ ([c = v,c+ 7)) N By(uo) € J ' ([c —v,c+7]) N By (ug) C W.

J
2

Also ist W eine Umgebung von .
Seiu€ H,ty < tpmito(u,ty),0(u,t;) € W.
Angenommen, es gibtein s € (0, — f1) mit

o(o(u,ty),s) =c(u,ty+s) ¢ W
Wegen t, — t; < T" (o (u,t1)) ist also

t:=sup{s’' € [0, T (c(u,t1))) | o(c(u,t1),s) € WV¥s € [0,5']} < T (c(u,t1)).
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2. Grundlagen M. Parnet

Nach Schritt 2 ist
o(utiy+t) =c(o(u,tr),t) € W_.

D.h. J(o(u,ty +t)) = c — <. Insbesondere ist o(u,t; ++t) # wug, da
J(up) = ¢ > ¢ — y. Nach Schritt 1 ist

Je(utr+t+-)) =J(o(e(ut +1),-))
streng monoton fallend. Damit ist
C—7= ](U(u/tl + t)) > ](U(ultl +t— tl)) = ]((T(u,tz)> >Cc—7.

Das ist ein Widerspruch; es folgt o(u,t) € W fiir alle t € [t1, f2].
Schritt 4: (W, W_) erfiillt (ii) aus Definition2.14]

Seiu € W_.Dannist J(u) = ¢ — v < ¢ = J(up). Somit ist u # ug. Also ist
J(o(u,-)) streng monoton fallend nach Schritt 1. Es folgt

J(o(u,t)) <J(o(u,0)) = J(u) =c—7
firallet € (0, T"(u)). Also ist
o(u,t) ¢WC T e —r,c+9]) Vte (0,TF(u).

Sei nun u € W mit o(u,t) € W fiir alle t € (0, T*(u)). Nach Schritt 2 ist
u=oc(u0)ecW_.

Schritt 5: (W, W_) erfiillt (iii) aus Definition 2.14]
Da | in W_ keinen kritischen Punkt besitzt, ist W_ eine Untermannigfaltig-
keit von | und ¢ transversal zu W_. O]

Im Beweis des folgenden Satzes konstruieren wir ein Gromoll-Meyer-Paar.
Die Idee dazu stammt aus einem Buch von Kung-Ching Chang [5][Seite 49].

Satz 2.22. Sei § > 0, so dass u einziger kritischer Punkt in Bs(ug) ist und | und
V] beschrinkt in Bs(ug) sind, ¢ :== J(ug). Es gibt Konstanten p,y, u,v,m > 0 und
I:H — Rmit

Wi=] " e—vcta) NI, W =] ({c-})NW.
(i) By (1) NT e —v,c+v]) €W C Bs(up);
(i) T ([e =y, e+ NI ({ve+ p}) € By(uo)\By (uo);

(iii) (VI(u),V](u))g >vp*—20m >0 Yue B;(10) \U (ug).
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M. Parnet 2.5. Gromoll-Meyer-Paar

und (W, W_) ist ein Gromoll-Meyer-Paar (W, W_) von | um ug bzgl. —V].

Beweis. Sei

m:= sup [[V](u)| g
Bs(uo)

Da | die (PS)-Bedingung erfiillt, B(g(uo)\U%- (up) abgeschlossen ist und keine
kritischen Punkte von | enthilt, ist

= inf V](u)||lg > 0.
S L

Weiter seien y, v, vy > 0 mit

>25—m 0< <3—52 f+v <u<&—v
52’ ’)/ 81/’ 4 r)/ y ry

Seien c := J(up) und

I:H =R, I(u) =v](u)+|ju—ulF,

W:=JTYec—yc+q) NI, W_ =] 1{c—9})NnW.
Schritt 1: B, (1) NJ Y[e—7,¢c+7]) €W C Bs(up).
Seiu € B%(uo) mit J(u) € [c — v, ¢+ 7]. Dann ist
(52
) = V] () + [l — w0l < ve + vy + & <vetp,
d.h.u € W.Seiu € W. Dann ist
||u —MQH%:I = I(u) —v](u) < ve+u—ve+vy < 6%

Schritt 2: [~ ([c —v,c+]) NI ({ve+ u}) C B;(u0)\By (o).

Seiue J Yc—v,c+9]) NI ({vc+ u}). Dannist u € W C Bs(ug) nach
Schritt 1 und
52

HU—MOH%;;: I(u) —vj(u) >ve+u—ve—vy > T

Schritt 3: (VI(u), V](u)) gy > vp>—26m >0 Vu € Bj (10) \U (ug)-
Seiu € B(;(uo)\ll%(uo). Dannist | V](u)|| g > B und somit

(VI(), V] )z = (vV](u) +2(u —u0), V] (1)) 5
VIVl + 20 = uo, V() g > v = 2lu = uoll 4l VI ()] 4
> vp*—20m > 0.
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2. Grundlagen M. Parnet

Schritt 4: (W, W_) ist ein Gromoll-Meyer-Paar von | um ug bzgl. —V] und (7)
bis (iii) gelten.

Mit den Schritten 1,2 und 3 sind die Voraussetzungen fiir Satz erfllt.
Satz liefert die Behauptung. O

Satz 2.23. Sei (W, W_) das Gromoll-Meyer-Paar von | um ug bzgl. —V ] aus Satz
dann ist

H. (W, W_) = H(J/), N\ {ug}) = C.(J, uo).
Beweis. Sei ¢ := J(ug).
Seiiy: (J°NW,W_) — (W, W_). Es ist

(irlw )e = (Tdw ) "2 1dy 4y ),

Damit ist (i1 |w_ )« ein Isomorphismus. Nach Satz[2.20]ist J° N W ein starker De-

formationsretrakt von W. Nach Folgerung induziert somit i1 |jcnw einen

Isomorphismus (i1|jcnw )+ von Hy(J° N W) nach H,(W). Nach Satz 2.9 indu-

ziert i1 somit einen Isomorphismus (i1 ). von H,(J*NW, W_) nach H. (W, W_).
Seiip: (J*NW,W_) = (J°NW, (J\{upg}) "W). Es ist

. Bem. 24
(ialjerw)s = (Tdjeaw)« = Idy_(jerw)

und damit (i3]jeqw )+ isomorph. Nach Satz ist W_ ein starker Deforma-
tionsretrakt von (J°\{up}) N W. Nach Folgerung induziert somit |y
einen Isomorphismus (iz|w_)« von H,(W_) nach H.((J°\{uo}) N W). Nach
Satzinduziert ip einen Isomorphismus (iz)« von Hy (J* N W, W_) nach H.(J*

W, (J\{uo}) NW).
Es folgt

H.(W,W_) = H.(J*NW,W_) = H.(J* N W, (J*\{uo}) "W).

Sei B := J°\W C J°\{up}. Nach Definition gibt es ein ¢ > 0 mit
Uy(ug) € W. Es folgt B C Je\U,(up). Nun ist J N Uy(up) offen in J¢, also
ist J°\U,(u0) abgeschlossen in J¢. Damit gilt

B C J\Ug(uo) = J*\Uy(uo0)
J\By (g) = intyc (J°\By (o))
intre (J\{uo}).

C
C

Mit Satz2.12]ist

H.(J°nW, (J\{uo}) NW) = H.(J%, J\{uo})-
Insgesamt ist H. (W, W_) = H.(J%, J\{uo}). O
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2.6 Isomorphe Homologiegruppen zweier Niveaumengen

Sei H ein Hilbertraum, | : H — R zweimal stetig differenzierbar und erfiille
die (PS)-Bedingung.

Satz 2.24. Seien a,b € R, a < b, b ein requlirer Wert von J. Es gibt € > 0, so dass
die Einbettung

P07 = (7))
einen Isomorphismus i, von Hy(J°, J*) nach H.(J"*€, J*) induziert.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass es € > 0 gibt, so dass | keinen kritischen Wert
in b, b + €] besitzt. Angenommen, es gibt (1) € H mit J(uy) € [b,b + 1] und
V](un) = 0. Dann ist (u,) eine (PS),-Folge. Da | die (PS)-Bedingung erfiillt,
gibt es eine Teilfolge o.E. (u,) und ein u € H mit u, — uin H,d.h. J(u) = b
und VJ(u) = 0. Das ist ein Widerspruch zur Regularitit von b.

Sei

i (]b, ]a) N (]b+€, ]a).
Es ist nach Bemerkung

(l|]u)* — (Id]a)* — IdH*(]a)

Also ist (i]ja)s« ein Isomorphismus. Nach [5][Theorem 3.2] ist Jb ein starker
Deformationsretrakt von J*+€. Somit induziert i j» nach Folgerung [2.11] einen

Isomorphismus (i[;)« von Hy(] b) nach H,(J?*€). Nach dem Fiinfer-Lemma
induziert i einen Isomorphismus i, von H, (], J*) nach H, (J**€, J%). O
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KAPITEL 3

Striktes lokales Minimum

Sei H = (E, (-, -)) ein reeller Hilbertraum, Hy ein nichttrivialer abgeschlosse-
ner Unterraum von H mit Hy # H und fir A > 1sei Hy = (E,(-,-),) ein
reeller Hilbertraum mit

(Aq) esist (-,-) = (-,-)1 und |[ul| < |jul|; fir A < AueH
Il - [, || - || sind &quivalent;

(Ap) furu € Hy,v € H, A > 1gilt (u,v)) = (u,v);

(A3) ist Ay = cound (u,) € H, so dass (||un]|5,) beschrankt ist, dann gibt es
eine Teilfolge (1, ) und ein u € Hy mit u,, — uin H.

Wegen (A7) sind H und Hy, A > 1, isomorph bzgl. der Einbettungen. Fiir
A > 1ist nach Bemerkung[2.2]

u, ~uinH < u, = uin H).

Sei k : H — R vollstetig (Definition von vollstetigen Abbildungen, siehe
Definition [A.1) und stetig differenzierbar. Nach Lemma ist k|, auch voll-
stetig.

Sei A > 1. Seien

o H =R, () = flul} — k()

1

Jo: Ho—= R, Jo(u) = o lu|* = kla (u).

Essind Jo und J), A > 1, stetig differenzierbar. Wegen Voraussetzung (A;) ist
Jaln, = Jo fiir alle A > 1.

Sei i ein striktes lokales Minimum von Jj.
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M. Parnet 3.1. Existenz von kritischen Punkten von |, fiir A > 1 grofs

3.1 Existenz von kritischen Punkten von |, fiir A > 1 grof3

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass ]y, A > 1 grof3, ebenfalls lokale
Minima besitzt, die in der Nédhe von i liegen.

Lemma 3.1. Es gibt o9 > 0, so dass fiir 0 < ¢ < gg ein A = A(0) > 1 existiert mit

inf Ja(u) > Jo(a)

ueH,[lu—ally=¢

fiir alle A > A. Insbesondere ist

inf Jo(u) > Jo(#)

ucoB, (i

Beweis. Da i ein striktes lokales Minimum ist, gibt es ein ¢y > 0, so dass fiir
alle 0 < 0 < 09

Jo(u) > Jo(i1), Vu € By(a)\{i}. (3.1
(

Sei 0 < ¢ < 0o Angenommen, es gibt A, — oo, (u,) € H mit ||u, — ||, =0

und ]y, (un) < Jo(i1) + 1 fiir alle n € IN. Es gilt
_ i (A2) _
lotnllr, < Nun = lla, +llalls, =" o+ llall.

Damit gibt es nach Voraussetzung (A3) eine Teilfolge 0.E. (1) und u € Hy mit
u, — uin H. Damit ist k(u,) — k(u), da k vollstetig ist. Weiter gilt

lu—al® = ful®+ llal* — 2{u, @) < liminf ([Jua]|? + [[2]* = 2(un, 7))
(
= liminf |u, — % < liminf |u, — @[3 = ¢?
und somit nach Lemma ?? Jo(u) > Jo(i1). Es ist

Jo(u) allull? = k(u) < liminf (3]unl|* — k(1))

lim inf (%HunH%n —k(uy)) = liminf ], (u,)
limsup Jj, (un) < Jo(@1).

Also gilt Jo(u) < Jo(i1), d.h. nach u =1, und J) (u,) — Jo(i1). Weiter ist

IN IAZ

lunll3, = 2Jn, (un) + 2K (1) — 2Jo(i2) + 2k(11) = ||]|?

Also ist
0 = lun—al3, =llunl3, +l2l3, —2(un, 1),
(A2) - - _ - o
=" unl3, + llall? = 26un, @) — [lal|* + || - 2(z, 7) = 0.
Das ist ein Widerspruch. O
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3. Striktes lokales Minimum M. Parnet

Satz 3.2. Es gibt 0p, sodasses zu 0 < ¢ < gg ein A = A(o) > 1derart gibt, dass fiir
alle A > A das Funktional ], ein lokales Minimum u, besitzt mit ||u, — i||, < o.

Beweis. Nach Lemma[3.1|gibt es ein gy > 0 derart, dass fiir alle 0 < ¢ < o ein
A = A(0) > 1 existiert mit

inf Ja(u) > Jo(#)

ueH,[lu—ally=e

furalle A > A.Sei A > A.Da J,({u € H|||un — ||, < ¢}) beschréankt ist, gibt
es
0= inf Ja(u) € R.

ueH,|u—il,<eo

Sei (u,) C H mit ||u, — ]|y < ound Jy(u,) — 6. Fiir eine Teilfolge o0.E. (u,)
und ein u) € Histu, — u, in Hy und u,, — u, in H. Dann ist k(u,,) — k(u,)
da k vollstetig und damit

) = llualli —k(un) < Timinf (5]|unl|F — k(un))
liminf J) (u,) = 6.

Wegen u, — i1 — u) — it in H) ist
lup — ||y <liminf||u, —il), <o

und somit [, (1)) = 6. Also ist u, ein lokales Minimum von J,. O

Folgerung 3.3. Es gibt A, — oo, (u,) C H, so dass u,, n € IN, ein lokales Mini-
mum von J,, ist und ||u, —il[,, — 0.

Beweis. Sei np € IN mit ng > é. Dann gibt es zun € IN, n > ny, ein
Ay > 1 aus Satz so dass ], ein lokales Minimum u, fiir alle A > A, hat
mit ||uy — ||y < 5. Wahle A, > max{Ay,,A,—1 + 1}, wobei Ay := 1 ist, und
un = u/\ . D

n
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KAPITEL 4

Nichtausgearteter kritischer Punkt

Sei H = (E, (-, -)) ein reeller Hilbertraum, Hy ein nichttrivialer abgeschlosse-
ner Unterraum von H mit H # H und fir A > 1 sei
H) = (E,{-,-),) ein reeller Hilbertraum mit

(A1) es ist <,> — <./.>1 und ||”HA < H“”}\ fir A < }\,M € H,
Il - |[x, || - || sind &quivalent;

(Ap) furu € Hy,v € H, A > 1gilt (u,v)) = (u,v);
(Az) ist Ay = cound (u,) € H, so dass (||un]|5,) beschrankt ist, dann gibt es
eine Teilfolge (1, ) und ein u € Hy mit u,, — uin H.
Wegen (A1) und (A;) sind H und H), A > 1, isomorph bzgl. der Einbet-
tungen. Fiir A > 1 ist nach Bemerkung
u, ~uinH << u, —uin H).

Sei A > 1. Sei Py : Hy — Hj die orthogonale Projektion aus [3| Satz 2.2,
Lemma 7.17]. Fiir u € H minimiert Pyu € Hy den Ausdruck

lu —olF = llul} + loll} —2(u,0)2, € Ho

also
A
1ol = 2(u,0)5 2 0|2 = 2(u,0), v e Hy

Damitist Py = P; =: P.

Bemerkung 4.1. Ist A, — oo, (1,) C H mit (||u,||,,) beschrankt, dann gibt
es nach (A3) eine Teilfolge 0.E. (u,) und ein u € Hy mit u, — u in H. Nach
Bemerkung 2.2)ist auch

Pu, — Pu=u in H.
Nach Bemerkung [2.2]ist dann wieder Pu, — u in H. Also ist

Uy, —Puy, ~u—u=0 inH.
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4. Nichtausgearteter kritischer Punkt M. Parnet

k : H — R habe die folgenden Eigenschaften
(k1) k: H— Rist vollstetig (siehe Definition und stetig differenzierbar;
(ko) Dk : H — H’ist vollstetig und stetig differenzierbar.
Nach Lemma ist k|, auch vollstetig.

Sei A > 1. Seien
Jn:H—=R, () = 3lulf —k(w),
]0 . HO — IR/ ]0(1’[) = %”qu - leo(u)

Die Funktionale J), A > 1, und ]y sind zweimal stetig differenzierbar. Wegen
Voraussetzung (A;) ist J|g, = Jo fiiralle A > 1.

Fiir A > 1seien K, := V,k : H — H, wobei V k aus Bemerkung[A.8, und
V/\]A = IdH - K,\. Sei KO = V(k|Ho)~

Bemerkung 4.2. Nach Bemerkung[A.§ist K), A > 1, vollstetig und stetig dif-
ferenzierbar mit

Dk(u)(v) = (Ky(u),v),, Vu,v € H.

Es ist Ko = (PK))|n, fur alle A > 1, denn fiir u,v € Hy gilt

(Ko(w),0) = D(klng)(1)(0) = lim, (K 1+ t0) = Kl (1)

~ lim, %(k(u + tv) — k(1)) = Dk(u)(0)

— (Ka(u),0)n 22 (PK, (u),0)

und damit Ko(u) = PK,(u). Es ist K stetig differenzierbar. Da
Ky : H — H vollstetig, ist auch PK; vollstetig nach Lemma Nach Lemma
(A.4) ist auch Ky = (PKj)|p, vollstetig.

Firu,v € H gilt

DJy(u)(v) = (w,v)x — Dk(u)(v) = (u,0)) — (Kr(u),0)x
= (Vala(u),0)a.

Damit ist u € H genau dann ein kritischer Punkt von J,, wenn V], (u) = 0.
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Bemerkung 4.3. Seien (1), (v,) € Hund u,v € H mit u, — uund v, — vin
H. Da Dk vollstetig ist, ist Dk(u,) — Dk(u). Es ist

| Dk(un)(vn) — Dk(u)(0)]|
< |Dk(un)(vn) — Dk(u)(vn)| + |Dk(ut)(vn) — Dk(u)(0))]
< ||Dk(un) — Dk(ut) || grl|onll 4 [Dk(ut) (vn) — Dk(u)(0)].

Es ist (v,) beschrénkt in H, d.h.

(ka)
|Dk(14) — Dk(u) [ 2|0l =¥ 0.
Nach Lemma/A.6lund Voraussetzung (k7) ist Dk(u) vollstetig. Damit gilt
|Dk(u)(vy) — Dk(u)(v)| — 0.

Insgesamt ist Dk(uy,)(v,) — Dk(u)(v).

Sei ii € Hy ein nichtausgearteter kritischer Punkt, d.h. D?Jy(i1) ist nicht
ausgeartet.

4.1 Existenz von kritischen Punkten von |, fiir A > 1 grof$

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass Jy, A > 1 grof3, einen kritischen
Punkt u, nahe i besitzt.

Lemma 4.4. Fiir alle 5 > 0 und R > 0 gibt es ein A > 1, so dass fiir A > A gilt
|Kx(u) — Ko(Pu)||x <9, VueH,|ul) <R

Beweis. Seien §,R > 0. Angenommen, es gibt A, — oo, (u,) C H mit
[tnl[2, < Rund
KA, () — Ko(Pun) |2, > 6.

Nach (A3) und Bemerkung ist fiir eine Teilfolge 0.E. (1) und ein u € Hy
uy, — uund Pu, — u in H. Da Dk vollstetig ist nach Voraussetzung (k;), gilt
damit

Dk(uy,) — Dk(u) und Dk(Pu,) — Dk(u) in H'. (4.1)

Es gilt weiter

1K, () 13, = (K, (i), K, (), 222 Dk (1) (K, ()

(A1)
< || Dk(un) |5 - [|Kn, (un) || < [|Dk(un) || - [[Kx, (un) | A,-
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4. Nichtausgearteter kritischer Punkt M. Parnet

Damit ist fiir n € IN grof3

1Kx, (un)||a, < [|Dk(un)||gr < ||Dk(u) ||z + 1.

Also ist (|[Ky, ()], ) beschrankt. Nach Bemerkung [4.2]ist K vollstetig. We-
gen Pu, — u in H und nach Bemerkung auch Pu, — u in Hj ist damit
(Ko(Puy)) konvergent in Hy, insbesondere beschrankt in Hy. Wegen

1Ky, (un) = Ko(Pun)llr, < 1Ky, () [, + [|Ko(Pun)|z,
(A2)
=" 1Ky, () [, + [ Ko(Pun)|

ist (||onlla,), vn = K, (un) — Ko(Pu,), n € IN, beschrankt. Nach (As) und
Bemerkung [4.1] ist fiir eine Teilfolge o.E. (v;) und ein v € Hy v, — © und
Pv, — vin H. Nach Bemerkung[4.3]ist

Dk(uy)(vy) — Dk(u)(v), Dk(Puy)(Pv,) — Dk(u)(v). (4.2)
Es folgt

0 < |loull3, = K, (un) — Ko(Pun) |13, = (K, (1n) — Ko(Pin), vn)y,

A ]
(:2)<KM (1), 0n) 2, — (Ko(Pun), Poy) peni2 Dk(un)(0n) — Dk(Pun)(Poy)
€20,

Das ist ein Widerspruch, es folgt die Behauptung. O

Lemma 4.5. Ist uy € Hy ein kritischer Punkt von Jo und ¢ > 0, so dass ug der
einzige kritische Punkt von Jo in BQ(uo) ist, dann gibt es ein 6 > 0 und ein A > 1,
so dass fiir alle A > A gilt

|lu—Ky(u)||x >0 Vuc H,|u—ul)=o.
Beweis. Angenommen, es gibt A,, — oo, (u,) C H mit

[un —uollr, = ¢ |lun — Ky, (un) |2, — 0.
Wegen

(A2)
ltnllr, < lluolln, + llun = uolla, =" lluoll + ¢

istnach (Aj) fiir eine Teilfolge 0.E. (1) und ein u € Hy u, — uin H. Da k voll-
stetig ist, ist nach Lemma [A.6| Dk(u) auch vollstetig. Weiter ist Dk vollstetig.
Insgesamt ist

Dk(u)(uy) — Dk(u)(u), Dk(u,) — Dk(u)in H'. (4.3)
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Fiir v € Hy gilt

0 un— K, (1) |, [0l B 1t = Kn, () |12, 101, wa
Az,Bem- )
> (g — Ko, (1), 000, P E"ER (1, 0) — Di(uy) (0).
Es folgt fiir v € Hy
)(0) & D (u) (0) B2 (Ko(u), v). (45)

Mit und folgt DJo(u)(v) = (u,v) — (Ko(u),v) = 0 fur alle v € Hy.
Damit ist u ein kritischer Punkt von Jo. Weiter gilt

B
04 (un — Ky, (1tn), 1n)y, "2

” n”A Dk(”n)(”n)- (4.6)
Es ist ||u||?> = Dk(u)(u), da DJo(u)(u) = 0. Damit gilt
Dk () (1) — |12 52 | Dk () (1) — [|ue]?| = 0. (47)
Mit und ist also [lun |3 — [|u]|* und somit
(A2)
lun —ulld, = luall3, + el = 2(un, u)

=l + [l = 2(u,u) = 0.

Es folgt

e —woll — o "= [l ~ s, — llttw — st < Il — ull, 0.

Also ist u € By(ug)\{uo} ein kritischer Punkt von Jp. Das ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung. [

Satz 4.6. Sei u ein kritischer Punkt von Jo und ¢ > 0, so dass ug der einzige kritische
Punkt von Jo in By(ug) ist und gilt

deg(V]o, Uy(u0),0) # 0

Dann gibt es ein A > 1, so dass fiir alle A > A ], einen kritischen Punkt u, mit
lup — upl|x < o besitzt und es gilt

deg(z © VA]A o i_ll u@(uO)/O) = deg(VJOI uQ(uO)/O)/

wobei i aus Bemerkung [A.§]ist.
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4. Nichtausgearteter kritischer Punkt M. Parnet

Beweis. Sei i aus Bemerkung Nach Bemerkung ist
Ky =i 1oV (koi™1)oi Nach Lemma4.5 gibt es ein § > 0 und ein A; > 1
mit

inf li(u — Ky (u))|[x > 6 VA > A;.

ueH, [li(u—up)|lr=¢
Es folgt fiir alle A > A4

lnf M—V kOi_1 u e lnf lu—K u >5 48
b u=Vako i H@lh = inf i = Ka@)la 2 6 48)

Nach Lemma 4.4 gibt es A > A; mit

sup li(Ka(u) — Ko(Pu))|[a < 3§, VA >A.
ueH, liu] A< |luoll+2¢

Es folgt fiir alle A > A

sup || Valkoi ) (u) — Ko(P(i~ ' (u)))|la
Bjug||+2(0)

= sup [i(Kx (u) — Ko(Pu))[x (4.9)
ueH, iufly<luoll+2¢

<

N[>,

Sei A > A.
Esist V, (koi~1) vollstetig nach Bemerkung|A.8lund damit kompakt. Nach
ist0 & (Idy, — V(koi™1))(aU,(up)). Damit gibt es

deg(IdHA - V}\(k o i_l), UQ(M()),O).

Es ist Kp nach Bemerkung 4.2 vollstetig und nach Lemma ist KyoPoi !
vollstetig und damit kompakt. Es ist

sup [[Va(koi™)(u) = Ko(P(i™'u))|a
u€B,(ug)

< sup  ||[Valkoi Y (u) — Ko(P(i u))|x

UEB|y]1+2(0)

4.8)
< g <6 < dist(0, (Idy, — Va(koi™"))(dU,(ug)))

Mit (d5) aus Satz [2.3]ist dann

deg(Idy, — V(koi '), Uy(ug),0) = deg(Idy, — Koo Poi t,U,(up),0).
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M. Parnet 4.1. Existenz von kritischen Punkten von |, fiir A > 1 grofs

Mit Satz[2.4]ist
deg(Ildy, — Koo Poi™!, Uy(up),0) = deg(Idy, — Koo Poi*, Uy(up),0).
(4.10)
Es ist

ioViJyoit=Idy, —ioKyoi ' =1Idy, — Vy(koi ).

Somit ist

deg(io VJyoi™", Uy(up),0) deg(Idp, — Vi(koi™"),Upy(uo),0)
= deg(Idy, — Koo Poi !, U,y(ug),0)
= d

Q.

eg IdHO — Ko, UQ(M()),O)
= deg V](), UQ(uo),O)

# 0.
Nach (d2) aus Satzgibt es damit ein 7, in Uy (1) mitio V], 0i~1(i1,) = 0.

Sei u) := i~ 'ii). Dannist V] (1) = 0. Damit ist nach Bemerkung 1, ein
kritischer Punkt von J) mit ||i(u) — ug)||x < o. O

(
(
eg(Idp, — Ko o P|g,, Uy(uo),0
(
(

Satz 4.7. Es gibt 0o, so dass es zu 0 < ¢ < gp ein A = A(o) > 1 gibt, so dass ]
einen kritischen Punkt u) fiir alle A > A hat mit ||uy — ii||, < o und es gilt

deg(io Vo 1-—1, UQ(L_!),O) = deg(VIO/ UQ(L_!), 0),
wobei i aus Bemerkung[A.§]ist.

Beweis. In Kapitel 2] Abschnitt[2.3haben wir gezeigt, dass es ein gy > 0 gibt,
so dass i der einzige kritische Punkt von Jj in By, (i) ist und es gilt

deg(V o, U, (),0) # 1.

Sei nun 0 < ¢ < gp. Dann gibt es nach Satz 4.6/ ein A > 1, so dass ], einen
kritischen Punkt u, fiir alle A > A hat mit ||u, — ||, < o und es gilt

deg(ioVJyoi™ !, Uy(i1),0) = deg(V]o, Uy(2),0).

Folgerung 4.8. Es gibt A,, — oo und u, € H kritischer Punkt von J, mit ||u, —
iy, <1 und

deg(io Vy,Ja, 01", Up(i1),0) = deg(V Jo, Uy (i), 0),
wobei i aus Bemerkung [A.§]ist.
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4. Nichtausgearteter kritischer Punkt M. Parnet

Beweis. Sei nyg € N mit ng > é. Dann gibteszun € IN, n > ng, ein A, > 1
aus Satz so dass J) einen kritischen Punkt u, fir alle A > A, hat mit
|up — ]| < 1 und es gilt

deg(io VaJyoi~ !, Ui (1),0) = deg(V]o, Ui (11),0).

Wiéhle A, > max{A,, A1+ 1}, wobei Ag := 1, und u, := u,,. O
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KAPITEL 5

Isolierter kritischer Punkt mit nichttrivialen kritischen
Gruppen

Sei H = (E, (-, -)) ein reeller Hilbertraum, Hy ein nichttrivialer abgeschlosse-
ner Unterraum von H mit Hy # H und far A > 1 sei
H) = (E, (-,-)) ein reeller Hilbertraum mit

(A1) esist (-,-) = (-,-)y und ||ul|, < |ju|l; fir A < A, u € H,
|l - I, || - || sind dquivalent;

(Ap) firu € Hy,v € H A > 1gilt (u,0)) = (u,0);

(A3) ist Ay — cound (u,) € H, so dass (||un]|5,) beschrankt ist, dann gibt es
eine Teilfolge (u,, ) und ein u € Hy mit u,, — uin H.

Wegen (A1) und (A;) sind H und H), A > 1, isomorph bzgl. der Einbet-
tungen. Fiir A > 1 ist nach Bemerkung[2.2]

u, ~uinH <& u, = uin H).

Sei P : H — Hj die orthogonale Projektion aus Kapitel [4

Sei k : H — R mit folgenden Eigenschaften
(k1) k: H— Rist vollstetig (siehe Definition und stetig differenzierbar;
(ko) Dk: H — H' ist vollstetig und stetig differenzierbar.
Nach Lemma ist k|, auch vollstetig.

Sei A > 1. Seien
Jn:H—=R, () = 3lulf —k(u),
]0 . HO — ]R/ ]0(“) = %”qu - k|H0(u)

Die Funktionale Jy, A > 1, und Jj sind zweimal stetig differenzierbar. Wegen
Voraussetzung (A ) ist JA|H, = Jo fr alle A > 1. Da die Funktionale k und k| g,
vollstetig sind, bilden [, und ]y beschrankte Mengen auf beschrankte Mengen
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5. Isolierter kritischer Punkt mit nichttrivialen kritischen Gruppen M. Parnet

ab.

Fir A > 1seien K, := V )k : H — H, wobei V k aus Bemerkung
und V, ], := Idy — K,. Sei Ky := V(k|n,). Da K, und K vollstetig sind nach
Bemerkungen und bilden V], und V] beschréankte Mengen auf be-
schrankte Mengen ab.

Zudem setzen wir folgende Bedingungen voraus
(j1) Jo erfiillt die (PS)-Bedingung.
(j2) Ja, A > 1, erfiillt die (PS)-Bedingung.

(ja) Ist Ay — o0, (uy) € H,c € Rmit J), (u,) = cund ||V, Ja, (un)|[r, = O,
dann gibt es eine Teilfolge (i, ) und ein u € Ho mit [[un, — ull5, — 0.

Bemerkung 5.1. Seien A, — o0, (1) C H und u € Hy mit
IV In, (a)lla, =0, flun —ullp, — 0.

Dann ist nach (A1) u, — u in H und wegen der Vollstetigkeit von Dk
Dk(u,) — Dk(u) in H'. Es folgt fiir v € Hy

A
0« [V n, ), ol E2 1V 0, ), - (011,
> (Va,Ir, (un),0)4,

= [(un, 0}, = (K, (t4), 0) 0, | (n, v) — Dk(un)(0)]|
= [(1t,0) — Dk(u) (0)] (1, 0) — (Ko(u), 0)| = |{VJo(u),)].

(Az),Bem |

Damit ist V Jo(u#) = 0 und somit ein kritischer Punkt von Jj.

Bemerkung 5.2. Fiir A > 1 sei cy die Norm der Einbettung H — H,. Fiir
u,v € Hgilt

IDJx(u)(@)] = KVala(u), o)l < [[Vala(u)lallolla
< allValh@)lalloll

und damit | D] () [|gr < cxl|VaJa(u)]]a-

Sei i € Hj ein isolierter kritischer Punkt von ]y mit nichttrivialen kriti-
schen Gruppen C.(Jo, 1) = H*(](])O(”), éO(u)\{ﬁ}), dabei ist H. die singulére
Homologie aus [8} Kapitel 3].
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5.1 Existenz von kritischen Punkten von |, fiir A > 1 grofs

Aus den Sitzen [2.22| und 2.23| erhalten wir ein Gromoll-Meyer-Paar (W, W_)
von Jo um # bzgl. V], so dass H.(W, W_) isomorph zur kritischen Gruppe
von (Jo, i) ist. Wir werden zeigen, dass eine der beiden Aussagen gilt

(@) J) hat einen kritischen Punkt u, nahe # fiir A > 1 grof3;
(b) H.(W,W_) ist isomorph zur trivialen Gruppe {0}.
Im Fall (b) erhalten wir einen Widerspruch, da wir vorausgesetzt haben, dass

1o eine nichttriviale kritische Gruppe besitzt.

Um zu zeigen, dass entweder Fall (a) oder Fall (b) gilt, benétigen wir die
Flisse 0y zu V,J,, A > 1. Nach Bemerkung ist Vk und damit
V ]y = Idy — V \k stetig differenzierbar, insbesondere lokal Lipschitz-stetig.
Nach [7, 10.4.5. und 10.4.6] gibt es

or:{(ut) e HxRlu € H,t € (Ty (u), Ty (u))} = H

Lon(u,t) = ~Vahalon(u1)), or(,0) =

und nach [7, 10.5.1.] ist o, stetig. Wir benutzen die Fliisse 0y, A > 1, um im
Fall, dass (a) nicht gilt, zu zeigen, dass Idy, (,_) die Nullabbildung ist.

Dazu bendétigen wir noch einige Lemmata.

Grundsitzlich ist hier zu sagen, dass fir A > 1, u € H, t € (T, (u), T (1))
folgendes gilt

& 10(02(1,8)) = DI (00, 0) (s 1,1)

Vala(oa(u,t)), %UA(”/ t))a
= —[Valaloa(u,£)|I3,

d.h. furu € Hist Jy(oA(u,-)), A > 1, monoton fallend.

Bem. B2 ( (5.1)

Lemma5.3. Zua,b € R,a <b,gibtesR > 0,0 > 0und A > 1 mit
inf{[|[VaJa(u)lla | u € H,Ja(u) € [a,b], lullx > R} >0
fiir A > A; insbesondere ist

inf{||VJo(u)|| | u € Ho, Jo(w) € [a,b], [ull = R} > o.
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Beweis. Da ]y nach Voraussetzung (j;) die (PS)-Bedingung erfiillt, gibt es ein
R > 0, so dass (Ho\Ug(0)) N J;*([a, b]) keine kritischen Punkte enthalt. Nun

ist zudem (Ho\Ug(0)) N J, 1([a, b]) abgeschlossen. Also gibt es wegen der (PS)-
Bedingung von ] ein ¢ > 0 mit

inf  [[V]o(u)]l = e (5.2)
ue (Ho\Ur (0)) "y *([a,)

Angenommen, es gibt A, — o0, (u,) C H mit

a< o) <b, el > R,
VA, I, (un)l[r, = 0.

O.E. sei (], (1)) konvergent. Nach Voraussetzung (j3) gibt es ein u € Hy und
eine Teilfolge 0.E. (u,) mit ||u, — u||y, — 0. Nach Bemerkung [5.1] ist u ein
kritischer Punkt von Jy. Weiter ist

(A2)
el =" Nulla, > llnlla, = Nl = ulla, > R = llun = ullr, = R.

und somit ||u|| > R. Nach Voraussetzung (A;) ist auch u, — u in H. Wegen
der Stetigkeit von k ist also k(u,) — k(u). Es ist zudem

(A2)
eealla, = leelll =" Maeulla, = Maella, | < Mot =22, — 0.
Damit gilt
T, (un) = 3lluenll3, —k(un) = gllull® = k() = Jo(u).

D.h. Jo(u) € [a,b]. Das ist ein Widerspruch zu (5.2). O

Lemma 5.4. Seien a,b € R, a < b, M C Hy beschrinkt mit M C ], *([a, b]). Dann
gibt es ein R > 0 und ein A > 1 mit ||oy(u,t)||x < Rfiiralle A > A, u € M,
t € [0, Ty (u) mit op(u,t) € J; ' ([a,b]).

Beweis. Seic > 0 mit |ju]| < c fir alle u € M. Angenommen, es gibt A,, — oo,
Up € M, ty € [0, Ty (1)) mit

low, (s ta) 3, = 00, o, (i, ta) € I3 ([a, b))
Nach Lemma5.3|gibt es ¢, R > ¢, A > 1 mit

inf{[[VaJa(u)lla | u € H, Ja(u) € [a,b], [ullx = R} > ¢
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fur A > A. O.E. sei
An > A, oy, (U, ta)]|a, > 2R, Vn e NN.
Sein € IN. Sei
sp = 1inf{t’ € [0,t,] |Vt € [, tn] ||op, (un, t)]|2, > R}

Wegen ||op, (un, tn) |1, > 2R ist s, < t, und wegen

(A2)
lon, (1, 0) 12, = llutulln, "= llunll < e <R

ists, > 0. Wegen der Stetigkeit von o), und || - ||, ist ||oa, (4n,54)||r, = R. Es
folgt

lloa, (un tn) — oa, (unssu)lln, = llon, (un ta)lla, — llow, (ttn, 5a) |2,
= |loa, (un, tn)llr, — R — o0

und somit
00 <— ||‘7An(”nrtn)||)\n —R< ||0An (”nrtn) —0O), (”nrsn)“)\n
tn tn
d

= 1| [ 5on (s dslla, = | [ =Valalon, (a,9)) dsla,

Sn Sn

ty
< 1V @0, 10,9) |, ds

Sn
1
ty 7
< Vi / 1V, Ja (00, (14, 8)) |12, ds
Sn
1
ty J 2
5.1
D Vh s | [ oo s) ds
Sn

= V= su (T, (1t0,50)) = T, (0, (1)
< Vo= se I () = a0, (100, )
S \/tn_Sn\/b_a.

Daherist t,;, — s, — oo.
Weiter ist |0, (un,s)||A, > Rftralles € (sy, t,]. Wegen (5.1) ist ], (o, (4n, -))
monoton fallend, d.h. fiir s € [s,, t,]

b > Jo(un) = Ja, (un) > Ja, (0n, (Un,8)) > Ja, (O, (tn, tn)) > a.
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Damit ist fiir s € [sy, t,]

d 5.1
S0 (0, (4,9)) B =19, 01, (0, (100,9)) 13, < —¢?

und somit

by
d
b—a > ]y (on, (un,sn)) — I, (On, (ttn, tn)) = —/Ehn(mn(”nzs)) ds

Das ist ein Widerspruch. O

Lemma 5.5. Seien a,b € R, a < b, § > 0. Ist ug € Hy einziger kritischer Punkt von
Jo in Bs(ug), so gibt es ein A > 1 und ein o > 0 mit

IVATA(u)][a = &
fiiralle A > A und u € H mit
lu—uollx =6, Ja(u) € [ab], Pu € Bs(uo).
Beweis. Angenommen, es gibt A, — oo, (1,) € H mit
lun —uoll > 6, Ja,(un) € [a,b], Pun € Bs(uo), [V, Jn,(n)llr, = 0.

O.E. sei (J),(un)) konvergent. Nach Voraussetzung (j3) gilt fiir ein u € Hy
und eine Teilfolge 0.E. (uy,) ||uy — u||, — 0. Nach Bemerkung 5.1]ist u ein
kritischer Punkt von Jy. Es gilt

(A2)
1Pun — | "= ||Putw = ullr, = [P(un — )2, < ltw = ull, = 0.

Wegen Pu,, — u in Hy und Pu, € Bs(ug) istauch u € Bs(up). Damit ist u = uy.
Dann ist aber
6 < ||1/ln — l/l()”)\n — 0.

Das ist ein Widerspruch. O

Lemma 5.6. Sei R > 0, € > 0. Dann gibt es A > 1 mit

€+ Ja(u) = Jo(Pu)

fiiralle A > A und u € H mit |lu||, <R.
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Beweis. Angenommen, es gibt A,, — oo, (u,) C H mit

ltnllr, <R, €+ ], (tn) < Jo(Puy).

Nach Voraussetzung (A3) gibt es eine Teilfolge o0.E. (u,) und u € Hy mit
uy — u in H. Nach Bemerkung ist auch Pu, — u in H. Wegen Voraus-
setzung (kq) folgt k(u,) — k(u) und k(Pu,) — k(u). Damit gilt

e < Jo(Puy)—Jr,(un) = %HP”nHZ — k(Puy) — (%””n”%\n —k(un))

(A2)

2 3Pl — k(Pn) = GlIPal3, + $l — Puall3, = k(un))

= —3llun — Pun||3, — k(Puy) + k(un) < —k(Puy) + k(1) — 0.
Das ist ein Widerspruch. O

Lemma 5.7. Sei 7v,6,R > 0. Sei ug einziger kritischer Punkt von ]y in Bs(ug),
¢ := Jo(up). Dann gibt es ein A > 1 mit

(V]o(Pu), PV xJr(u)) >0
fiiralle A > A und u € H mit

lully <R, Pue Jy ({c—~}) N Bs(uo).

Beweis. Sei
m:= sup [V]o(u).

uEBtg(uo)

Da ] stetig ist, gibt es ein ¢ > 0 mit Jo(u) > ¢ — ¥ fiiralle u € U, (up). Dann ist

Jo ' ({e = 7}) N Bs(uo) < Bs(u0) \Uy (o).

Da Jp nach Voraussetzung (j;) die (PS)-Bedingung erfiillt, Bs(ug)\U,(uo) ab-
geschlossen und ]y keinen kritischen Punkt in Bs(ug)\U,(uo) hat, ist

= inf Vo(u)|l > 0.
B e tetuo) IVl

Nach Lemma[4.4 gibt es A > 1 mit

2
1K (1) — Ko(Pu)||x < £,

furalle A > A und u € H mit ||u]|, < R.Sei A > A. Dann ist fiir u € H mit
Jullx <R

IV Jo(Pu) = PV Ja(u)|| = [|Pu — Ko(Pu) — (Pu — PKy(u))]]

— [|P(Ko(Pu) — Ky ()] <“‘=2>2|1P(K0<Pu> — K@)

= Ko(Pu) —Ka ()] < £
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Damit ist fir u € H mit |lul[, < Rund Pu € J;'({c —7}) N Bs(up) auch
||Pul| < R nach (Az) und somit

(V]o(Pu), PVaJr(u))
= [IV]o(Pu)||* = (V]o(Pu), V]o(Pu) — PV Jx(u))
> [|V]o(Pu)||> = |V ]o(Pu) |||V Jo(Pu) — PV A Jx(u) ||
B B

Nun kommen wir zu den Féllen (a) und (b). Sei § > 0, so dass i einziger kri-
tischer Punkt in By(i7) ist, und ¢ := Jo(i1). Wir wissen bereits, dass Jo und V ]y in
Bs(i1) beschrankt sind. Wir erhalten aus Satz Konstanten 8, m, vy, u,v > 0,
I:Hy— R, I(u) = v]o(u) + ||u— il||> mit

W= ]y [c—v,c+a) NI, W_ =], ({c—7})nW.
(i) By (@) N Jo ' ([e =, +9]) €W C By(a);
(i) Jo ' (le—v,c+al) NI ({ve+ p}) C Bs()\By (1);

(i) (VI(u), VJo(u)) > vp2 —26m >0 Yu € By(ir)\U, ().

N

und (W, W_) ist ein Gromoll-Meyer-Paar (W, W_) von Jp um i bzgl. —V .
Satz liefert uns

H. (W, W) 2 H (JP™, 10U {a}) = C.(Jo, 7).
Der nédchste Satz enthdlt die wesentliche Idee dieses Kapitels.

Satz 5.8. Es gibt A > 1, so dass fiir alle A > A eine der folgenden Aussagen gilt.
(a) ] hat einen kritischen Punkt uy mit ||uy — i|[y < 6;
N
(c) es gibt eine Homotopie 17 : W N ]8+2 x [0,1] — W mit

c+¥ c+%

n(-0):Wnj, > =W, n(u,1) e W, Yue WnNJ,
n(u,t) =u, YueW_tel0,1].
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Beweis. Nach Lemma 5.4 gibt es ein R > 0 und ein A > 1 mit

loa(u, £)]x < R (53)

o
firalle A > Ajundu € J; 2 NW, t € [0, T;f (1)) mit
¢ =2y < aloa(u t)) < c+27.
Nach Lemma 5.5 gibt es ein Ay > Aj und ein a7 > 0 mit

IVaTa(u)lla > aq (5.4)

furalle A > A, und u € H mit

_ 5 _
lu—aly =6, Ja(w)€le—Jv.c+2], PueBs(a).

Nach Lemma 5.6 gibt es ein Az > A, mit
T+ () 2 Jo(Pu) (55)

fir alle A > Az und u € H mit |Juf, < R. Nach Lemmal[5.7/gibt es Ay > A3
mit
(V]o(Pu), PVaJr(u)) >0 (5.6)

fir alle A > Agund u € H mit
lullx <R, Pu € Jy'({e—}) N Bs(a).
Schritt 1: Es gibt ein A > A4 mit
(VI(Pu), PV Jr(u)) >0
furalle A > A und u € H mit

||1/l||)\ <R, Puce st(b_l)\U%(ﬁ).

Sei a’ := vB? —26m > 0. Sei

C:= sup [[VIW)||= sup |2(u—u)+vV]o(u)l.
uEBR(U) uEBR(O)

Nach Lemma 4.4 gibt es ein A > A4 mit

/

1Ky (1) = Ko(Pu)lls < 5z,
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fiuralleA > A, u € Hmit ||u||, < R.SeiA > A.Esgilt fiir u € Hmit ||ul[, <R

IPVaJa(u) = V]o(Pu)|| = ||P(u — Ky(u)) — (Pu — Ko(Pu))||

= ||P(Ky(u) — Ko(Pu)| (A:j) IP(Ky (1) — Ko(Pu))|
< Ka() = Ko(Pu)la < 5

Fur u € H mit ||ul|[y < Rund Pu € Bs(i1)\U; (i) ist auch ||Pu|| < R nach
Voraussetzung (Az) und somit i
(VI(Pu), PN a(w)) = (VI(Pu),V]o(Pu))
—(VI(Pu), V]o(Pu) — PV Jx(u))
> (VI(Pu),V]o(Pu))
—[IVI(Pu)[| - [|PVAJa (1) = V]o(Pu)|
(iif)
>

/ o

Schritt2: Ist A > A, und hat [, keinen kritischen Punkt u, mit
|luy — ]|, <6, dann gibt es ein & > 0 mit

IVaTr ()] >
fur alle u € H mit

5
Pu € Bs(i), c— 37 < () Sc+ .

Sei A > A. ], habe keinen kritischen Punkt in H mit ||u — 7|y < . Da nach
Voraussetzung (jz) Jy die (PS)-Bedingung erfiillt und die Menge
{u e H|||u—i|, < &} abgeschlossen ist, ist nach Bemerkung|5.2]

ap 1= inf IVaJa(u)lla > 0. (5.7)

ucH,||u—ii||,<é
Sei a := min{aq, ay }. Mit und ist
IVaTA(u)][r = &
tir alle u € H mit
PueBy(@), c— oy < i) <c+ L.

c+%

Schritt 3: Firu e WnN J, 2,

t :=sup{s’ € [0, T} (u)) | Vs € [0,] ist Po(u,s) € W}
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und s € [0,t) ist ||oa (1, 8) ]| < R.

. c+%
Seiu e WNJ, ?und

t :=sup{s’ € [0, T (u)) | Vs € [0,5] ist Pop(u,s) € W}.
Dann ist fiir s € [0, t)
c—v < Jo(Pop(u,s)) < c+1.
Angenommen, es gibt ein ¢/ < t mit || (u,t")||, > R. Dann ist
t':=sup{s’ € [0, Ty (u)) | Vs € [0,5'] ist ||op(u,s)|[x < R} < Ty (u).
Wegen der Stetigkeit von o und || - ||, ist ||ox (4, ') ||, = R. Damit gilt

5.5)
e~ 29 < hPar( )~ 1L Lioa(w 1)),

Dann ist wegen der Stetigkeit von [, und o) auch

c—27 < Jaloa(u,s))

fir ' < s < tnahe . Da ] (o) (u, -)) monoton fallend ist, ist

Ja(oa(u,s)) < Ja(u) = Jo(u) <c+7

fir ' < s < t nahe . Nach (5.3) ist dann ||o) (1, s)|[, < R fiir #/ < s < t nahe
t'. Das ist ein Widerspruch zur Definition von t'. Es folgt, |0y (1,5)||» < R fiir
alles € [0, ).

. .. c+7 .
Schritt 4: Firu € J, * N'W mit
Poy(u,t) € W, Vte [0, Ty (u))

ist T, (1) = oo.
Sei u € ]S+% NW mit Poy(u,t) € W fiir alle t € [0,T; (u)). Dann ist fiir
t e [0, T (u))
c—v < Jo(Poa(u,t)).
Nach Schritt 3 ist ||op(u,t))|[, < R fiir alle t € [0, T, ()). Damit ist fiir
te [0, T (u))

5
c— 27 < Jo(Por(, 1)) - 1<

=2

]/\(0')\(11, t))

Somit ist ], (0 (1, -)) monoton fallend und nach unten beschrankt. Nach Lem-
ma ist T, (1) = oo.
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e
Schritt 5: Ist u € ]8+2 N W und gibt es ein ' > 0 mit Py (u,t') ¢ W, so gibt es
ein t > 0 mit

Poy(u,s) € W, Vse|[0,t],
PO'/\(u,t) e W_.

y
Seiu € J 2 NW mit Poy (u,t') ¢ W fiir ein ' > 0. Damit gilt
t :=sup{s’ € [0, T} (u)) | Vs € [0,] ist Poy(u,s) € W} < Ty (u).

Da P und o, stetig sind und W abgeschlossen ist, ist Poy(u,s) € W fiir alle
s € [0,t]. Nach Schritt 3 ist ||o)(1,5))]|x < R fur alle s € [0, t]. Weiter gibt es
eine Folge (s;) C (t, Ty (1)) mits, — t und Poy(u,s,) ¢ W fiir allen € N.
Es gilt
(5.5
Jo(Poa(w, 1) = Ja(oa(u8) + 5 < a(w)+ 5
14 Y.

- I < T .
fo(u)+4_0+2+4<c+'y

Wegen der Stetigkeit von Jo, P und o, ist Jo(Pop(u,5,)) < ¢+ furn € N
grofs.

Ist I(Poy(u,t)) < vc+ u, dann ist wegen der Stetigkeit von I, P und o,
auch I(Poy (u,s,)) < vc+ u fiir n € N grof.

Ist I(Poy(u,t)) = vc + p, so ist nach (if)

PUA(u, t) S B(g(ﬂ)\B%‘(ﬂ).
Nach Schritt 1 ist
(VI(Poy(u,t)), PVJr(oa(u,t))) > 0.

Damit ist

L1(Por(u,)) = (VI(Poa(u,1)), P ()

= —(VI(Pop(u,t)), PVaJr(on(u t))) <O.
Es folgt fiir n € IN grofs
I(Poy(u,sn)) < I(Poy(u,t)) = vc+ u.

Es folgt, Jo(Po(u,s,)) < ¢— fir n € IN gro. Da Jo, P und 0, ste-
tig ist Jo(Poy(u,t)) < ¢ — 1. Insgesamt ist Jo(Poy(u,t)) = ¢ — ¢ und damit
Poy(u,t) € W_.
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c+7

Schritt 6: Unter den Voraussetzungen von Schritt 2 gibt es fiir u € W N J,
ein t > 0 mit

Poy(u,s) € W, Vs € [0,t],
PO'/\(u,t) e W_.
b
Seiu e Wﬂ]5+2.
Angenommen, es ist Poy (u,t) € W fiir alle t € [0, T, (u)). Nach Schritt 4
ist T;(u) = oo. Nach Schritt 3 ist |0 (1, £)||, < R fiir alle t > 0. Somit ist fiir

t>0
53)
< Jaloa(u,t))

=
3

- LSI“Y < Jo(Pop(u, t)) —
Damit ist fiir t > 0
Poy(u,1) € By(),
c—5v < Ialoa(u,1)) < Ja(w) = Jo(u) < c+ 3.
Also ist fiir t > 0 nach Schritt 2
IVaJa(oa(u, 1)) |2 > .
Es folgt fiirt > 0
5 ; d
=17 = Jaloa(u, 1)) = Ja(u) ""/%]/\(UA(WS)) ds
0

= Jow) = [ I19aI(@2(w,9)) 1 ds
0

< c+'y—(x2tt_—>>°° —00.

Das ist ein Widerspruch, es folgt Po (u,t) ¢ W fiir ein t > 0. Mit Schritt 5 gibt
es ein f > 0 mit

Poy(u,s) € W, Vs e€0,t],
Poy(u,t) € W_.

Schritt 7: Unter den Voraussetzungen von Schritt 2 gibt es eine stetige Abbil-
7
dung T: WN ]5+2 — [0, 00) mit

Poy(u,s) € W, Vs e [0,T(u)],
Poy(u, T(u)) € W_,
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und T|w_ = 0.
x
Nach Schritt 6 gibtes zuu € W N ]S+2 ein t > 0 mit

Poy(u,s) € W Vs e [0,t] = Jo(Poa(u,s)) >c—v Vsel0,t
Poy(u,t) € W_ = Jo(Popr(u,t)) =c—1.

Nach Schritt 3 ist || (u,s) ||y < R fiir alle s € [0, f]. Also ist

loa(e s <R, Poy(ut) € W = WAy ({e— 7)) © Bs(@ 1 Jg (e — 7).

Nach ist
(V]o(Pop(u,t)), PVJr(oa(u,t))) > 0.

Es folgt

d d
$]0(PUA(L£/ t)) = (V]o(P(TA(”,t))/PEUA(% t))
= —<V]0(P0'/\(u,t)),PVA]A(O'/\(u,t))) < 0.
Es folgt fiir s > t nahe ¢

Jo(Poa(u,s)) < Jo(Por(u,t)) =c—,
d.h. Poy(u,s) ¢ W. Somit ist t > 0 mit der Eigenschaft

Poy(u,s) € W Vs € [0,1]
Poy(u,t) € W_

eindeutig. Damit ist aber auch Po(u,s) € W\W_ fir alle s € [0,t), d.h.
Jo(Po(u,s)) >c i
SeiT: WnN ]8+7 — [0, ) definiert durch

Poy(u,s) € W\W_, Vs e [0,T(u)),
Poy(u, T(u)) € W_.

. c+% . c+¥ . .
Seiue WNJ, *.Sei(u,) CWnNJ, *mitu, — u.Esist

Jo(Po(,T(w)) <0.

Angenommen, es ist (T (u,)) unbeschrankt oder limsup T (u,) > T(u) > 0.
Fiir ein T(u) < t < T (u) ist dann T(u,) > t fir n € N groB. Es folgt fiir
n € N grofs

c—y = Jo(Poa(u,T(u))) > Jo(Por(u,t))
= lim Jo(Poy (un, t)) > c—1.
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Das ist ein Widerspruch.
O.E. sei T(u,) — liminfT(u,). Angenommen, es ist im T(u,) < T(u).
Dann ist fiir n € IN grof3

c—y < Jo(Pop(u, im T (uy,))) = lim Jo(Poy (un, T(uy))) = c — 1.

Das ist ein Widerspruch.
Insgesamt ist T(u,) — T(u), d.h. T stetig.

Schritt 8: Es gilt (a) oder (c).
Sei A > A. Gilt (a) nicht, so gibt es nach Schritt 7 eine stetige Abbildung

c+% .
T:WnJ, > — [0,00) mit

Po(u,s) € W, Vs [0,T(u)],
Po(u,T(u)) € W-,

und T‘W_ = 0.
Sein: WnN ]SJF% x [0,1] — W, definiert durch #(u,t) := Poy(u,tT(u)). Da

c+%

P, o) und T stetig sind, ist auch 7 stetig. Weiter gilt fiir u € WN J,
7(u,0) = Poy(u,0) = Pu=u, #n(u,1)=Po(u T(u))c W-_.
Fir u € W_ ist T(#) = 0 und somit fiir t € [0, 1]

n(u,t) = Poy(u,0) = Pu = u.

Satz 5.9. Es gibt A > 1, so dass (a) oder (b) gilt fiir alle A > A.

Beweis. Nach Satz [2.18]ist W N ]SJ” ein starker Deformationsretrakt von W.
Sei

WS Wo) < (W, W),

Nach Folgerung2.11|induziert die Einbettung i| . 13 einen Isomorphismus
WnJ,

i .
H*(Wm]8+z) =~ H,(W), bzgl. (1|Wm]c+%)*.
0

Weiter ist
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Nach Satz[2.8]ist
H (WS, W) 2 H (W, W_), bzgl. is.

Nach Satz gibt es ein A > 1, so dass fiir alle A > A die Aussagen (a)
oder (c) gilt.
Sei A > A. Gilt (a) nicht, dann gilt (c). D.h. es gibt eine Homotopie

n (WIS W) % [0,1] — (W, W_)

n(u,0) =u, n(u,1) e W_, VYuc Wﬂ]8+%
n(u,t) =u, YueW_tel0,1].

Sei
jr(W_,W_) — (W, W_).

Seis: (WNJ 3, W_) = (W_,W_), s := 5(-,1). Dann ist
n(-,0) =i, n(,1)=jos.
Nach Bemerkung 2.6 gilt

Iy, ww.y = ixo (i)t =75(,0).0(ix) 7!

= (1.0 (i)t = (os)o (i)
= joosio(i) L

Nun ist aber nach Satz
Y
s.: H{(OWN o 2, W) = H,(W_,W_) = {0}.

Damit ist s, = 0 und somit Idy_w,w_) = 0. Damit ist aber H.(W, W_) = {0}.

Idyy, ww_y=(ix) ois

Fassen wir alle bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels zusammen, so erhal-
ten wir folgenden Satz.
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Satz 5.10. Zu 6 > 0, so dass i emzzger kritischer Punkt von Jo in Bs(1) ist, gibt es
ein A > 1, so dass fiir A > A ], einen kritischen Punkt u, hat mit ||u) — ii||, < 9.

Beweis. Sei (5 > 0, so dass # einziger kritischer Punkt von Jy in By (i) ist. Mit
den Sdtzen [2.22/und 2.23|gibt es ein Gromoll-Meyer Paar (W, W_) mit

H.(W,W-) = Ci(Jo, ).

In diesem Kapitel haben wir vorausgesetzt, dass i nichttriviale kritische Grup-
pen besitzt. d.h. es gibt n € IN mit

Cu(Jo, 1) # {0}
D.h. H, (W W_) 2 {0}. Satz 5.9 liefert uns zu 6 ein A > 1, so dass fiir alle
A > A ], einen kritischen Punkt u, mit ||u), — i, < J besitzt, oder
H (W _) = {0}. Da die zweite Aussage nicht moglich ist, erhalten wir fiir
e A > A einen kritischen Punkt u) von [, mit [[u) — ]|, < 4. N

Folgerung 5. 11. Es gibt Ay — oo, uy, € H mit uy, ist kritischer Punkt von [, und
[ — |2, < 5

Beweis. Sei 6 > 0, so dass # einziger kritischer Punkt von Jy in Bs(#) ist. Sei
ng € IN mit ny > %. Dann gibteszun € IN, n > ng, ein A, > 1 aus Satz
so dass ], einen kritischen Punkt u, fiir alle A > A, hat mit ||u) — i, < %
Wahle A, > max{Ay, Ay,—1 + 1} und uy, :=u,,. O
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KAPITEL 6

Nichttriviale Homologiegruppen von zwei Niveaumengen

Sei H = (E, (-,-)) ein Hilbertraum, Hy ein nichttrivialer abgeschlossener Un-
terraum von H mit H # H und fir A > 1 sei
H) = (E,(-,-),) ein Hilbertraum mit

(A1) esist (-,-) = (,-)y und [Jully < [Jull; fiir A < A, u € H[|-[[5, || - || sind
dquivalent;

(Ap) furu € Hy,v € H,A > 1gilt (u,v)) = (u,v);

(A3) ist Ay, — cound u, € H, so dass (||ux||,,) beschrankt ist, dann gibt es
eine Teilfolge (1, ) und ein u € Hy mit u,, — uin H.

FirA > 1, (uy,) C Hund u € H ist
up, ~uinH << u, = uin H).
Sei P : H — Hj die orthogonale Projektion aus Kapitel [4

Sei k : H — R mit folgenden Eigenschaften
(k1) seik : H — R vollstetig (siehe Definition[A.T) und stetig differenzierbar;
(ko) sei Dk : H — H’ vollstetig und stetig differenzierbar.
Nach Lemma ist k]HO auch vollstetig. Sei A > 1. Seien
JotH= R, Ja(u) = 3llullf —kw),
Jo: Ho— R, Jo(u) = gllull* — klm, ().

Die Funktionale J), A > 1, und ]y sind zweimal stetig differenzierbar. Wegen
Voraussetzung (A) ist Jy|y, = Jo fiir alle A > 1. Da die Funktionale k und k|,
vollstetig sind, bilden J, und Jy beschriankte Mengen auf beschriankte Mengen
ab.

Fir A > 1seien K := V,k : H — H, wobei V,k aus Bemerkung [A.8]
und V], := Idy — K,. Sei Ky := V(k|n,). Da K, und Kj vollstetig sind nach
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Bemerkungen und bilden V, ], und V] beschriankte Mengen auf be-
schriankte Mengen ab.

Zudem setzen wir folgende Bedingungen voraus
(j1) Jo erfiillt die (PS)-Bedingung.
(j2) Ja, A > 1, erfiillt die (PS)-Bedingung.

(j3) Ist Ay = o0, (uy) € H,c € Rmit J), (uy) = cund ||V, Ja, (un)|[r, = O,
dann gibt es eine Teilfolge {uy, } und ein u € Ho mit [[un, —ull5, — 0.

Seien a,b € R, a < b, reguldre Werte von ]y mit H*(](l)’, J§) # 0, dabei ist H,
die singuldre Homologie aus [8, Kapitel 3].

6.1 Existenz von kritischen Punkten von |, mit Niveau in [a, D]
fiir A > 1 grofs

Wir haben vorausgesetzt, dass a,b € R, a < b, reguldre Werte von ]y sind und
es gelte H.(J5, J2) % {0}.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass Jy, A > 1 grofs, einen kriti-
schen Punkt u, mit Niveau in [a, b] hat.

Aus der Voraussetzung H.(J5,]3) % {0} erhalten wir mit Satz ein
K C ]g kompakt, so dass die Einbettung

i: (K JENK) < (J§,J8)

eine nichttriviale Abbildung i, von H. (K, J¢ N K) nach H.(J},J&) induziert.
Nach Satz gibt es ein € > 0, so dass die Einbettung

i U5 I8 = U578

einen Isomorphismus j, von H.(J§, J3) nach H.(J"¢, J&) induziert. Nach Be-

merkung 2.6] ist j. o i, = (joi).. Damit induziert die Einbettung j o i von
(K,Jd N K) nach (J5™,J2) eine nichttriviale Abbildung (j o i). von
H.(K, J¢ NK) nach H.(JI*¢, J&), d.h.

(joi)« #0. (6.1)
Nun betrachten wir zu A > 1 den Fluf$ o) zu —V,J,. Nach [7][10.4.5 und

10.4.6] existiert dieser und nach [7][10.5.1] ist o, stetig. Wir werden o, A > 1
grof3, verwenden, um zu zeigen, dass eine der folgenden Aussagen gilt
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(@) Jj hat einen kritischen Punkt ©, mit Niveau in [a, b].

(b) Es gibt eine Homotopie

7+ (K J§NK) x [0,1] = (J§7<,J§)
mit
n(-,0)=joi, n(u,1) € J§Vu € K
n(u,t) =uvu e J§NK, t €[0,1].

Grundsitzlich ist fir A > 1, u € Hund t € (T, (1), Ty (1))

%]A(U’/\(u,t)) = DJa(oa(u,t)) (%‘TA(”rt)>

Bentl2 <VA]A(UA(u/f))r%‘TA(”rt)>A

= —||Vadaloa(u, )],

d.h. Jy(oa(u, -)) ist monoton fallend.
Um die Giiltigkeit der Aussagen (a) oder (b) zu zeigen, bendtigen wir noch
zwei Lemmata.

Lemma 6.1. Ist ¢ € IR ein regulirer Wert von Jo, so gibt es ein A > 1 und ein ¢ > 0,
so dass

) inf [VaJa(u)|la >0
ue]) " ([c—oc+e])

fiir alle A > A. Insbesondere ist c ein regulirer Wert von |, fiir A > A.
Beweis. Angenommen, es gibt A, — oo, (1) € H mit
]/\n<1/ln) € [C_%’C—i_%]’ Hv)\n])\n(u”)”)\n —>O
Nach Voraussetzung (j3) gibt es eine Teilfolge 0.E. (u,) und u € Hp mit
||ttn — u)|n, — 0. Dann gilt
(A2)
[etnlln, = el =" loanlln, = Naella, | < llun = 22, — 0.

Weiter gilt u, — u in H mit Voraussetzung (A7). Damit ist k(u,) — k(u)
wegen der Vollstetigkeit von k und somit

¢ < Ja, (un) = 3llunll3, = k(un) = 3llull® —k(u) = Jo(u).

Es folgt Jo(u) = ¢ und nach Bemerkung [5.1|ist u ein kritischer Punkt von J.
Das ist ein Widerspruch, da c reguldrer Wert von ] ist. O
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Lemma 6.2. Sei R > 0. Sei c € R ein reguliirer Wert von Jo. Dann gibt esein A > 1
mit

(V]o(Pu), PV]a(u)) >0
fiiralle A > A und u € H mit ||ul|y < Rund Pu € ;' ({c}).

Beweis. Da c ein reguldrer Wert von ] ist, Jp die (PS)-Bedingung erfiillt nach
Voraussetzung (j;) und J; ' ({c}) abgeschlossen ist, ist

a:= inf ||V]o(u)| > 0.
uely ' ({c})
Sei

m:= sup [[V]o(u)l.
MEBR(O)

Nach Lemma 4.4 gibt es A > 1 mit
2
KA (1) = Ko(Pu)l[a < 2

fur alle A > Aund u € H mit [jul[, < R.Sei A > A. Esist fir u € H mit
Jullx <R

IV Jo(Pu) = PV aJa(u)]| = || Pu — Ko(Pu) — (Pu — PKy (w))]]
— ||Ko(Pu) — PKy ()| "2 |[Ko(Pu) — PK, ()]0
= |IP(Ko(Pu) — K ()|l < [[Ko(Pre) — Ky (u)[2 < £

Damit ist fiir u € H mit ||u|[, < Rund Pu € J;'({c})

(V]o(Pu), PV x]r(u))
IV Jo(Pu) || = (V]o(Pu), V]o(Pu) — PV ] (1))

> || V]o(Pu)||* = |V ]o(Pu)|| - ||V ]o(Pu) — PV ] (1) ||
> a2 —m- =% 0
A
da | Pu| "2 |[Pul|, < |lullx < R. O

Nun zeigen wir, dass Aussage (a) oder (b) fiir ein A > 1 und alle A > A
gilt.

Satz 6.3. Es gibt ein A > 1, so dass (a) oder (b) fiir alle A > A gilt.
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Beweis. Sei K := KN J;'([a,b]).
Nach Lemma [6.1]gibt es ein A; > 1 und ein 0 < ¢ < €, so dass

Br= inf  [[Vaa(u)fx >0 (6.2)

uely ! (la—o.al)
fiir A > Aq. Nach Lemma 5.4/ gibt es ein R > 0 und ein Ay > Aq mit
loa(u, B)llx < R (6.3)
fiiralle A > Ay, u € Kund t € [0, Ty (1)) mit
or(u,t) € Jy([a— o, b]).
Nach Lemma 5.6 gibt es ein A3 > A, mit

5+ Ia(u) = Jo(Pu) (64)
fir alle A > Az und u € H mit ||u]|, < R. Nach Lemma/6.2)gibt es A > Az mit
(VJo(Pu), PV Jx(u)) >0 (6.5)
furalle A > A und u € H mit
lulla <R, Pu € Jg'({a}).

Schritt 1: Ist A > A, und hat ], keinen kritischen Punkt mit Niveau in [a, D],
dann gibt es ein f > 0 mit

IVaJA(u) [ = B
fiir alle u € H mit
Ja(u) € [a—o,b].
Sei A > A, und hat ], keinen kritischen Punkt mit Niveau in [a, b].

Da nach Voraussetzung (j2) ], die (PS)-Bedingung erfiillt, ];1 ([a, b]) abge-
schlossen ist und keinen kritischen Punkt enthélt, ist nach Bemerkung

Bi:= inf " IVATx(u)|la > 0.

uel; ! ([a,
Sei B := min{B1, B, }, B aus (6.2). Dann ist
IVaa()l[r = B
firalleu € J;*([a — o,b]).
Schritt 2: Fiiru € K,

t :=sup{s’ € [0, T\ (u)) | Vs € [0,s'] ist Jo(Pop(u,s)) > a}
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und s € [0,t) ist |0 (1, 5)||x < Rund Jo(Poy(u,s)) <b+e.

Sei u € Kund
t :=sup{s’ € [0, T} (u)) | Vs € [0,5] ist Jo(Pop(u,s)) > a}.

Sei

t':=sup{s’ € [0, Ty (u)) | Vs € [0,5'] ist [|op(u,s))||» < R}.
Angenommen, ' < t < Ty (u). Da o) und || - ||y stetig sind, ist
loa(u, ') ||x < R. Damit ist

b> Jo(w) = In(02(16,0) > Li(or(, ) = Jo(Poa(#)) = > 0~ 2,

Alsoist fiir s € (#/,t) nahe t' auch

b>Ja(oa(u,s)) >a—o.

Nach (6.3) ist also ||o)(u,s)||x < R fiir s € (#,t) nahe t'. Das ist ein Wider-
spruch zur Definition von #. Also ist + < #t. Somit ist fiir s € [0,¢)
lloa(u,s)||x < R und nach (6.4)

Jo(Pop(u,s)) < Ja(oa(u,s)) +§ <Jo(u)+5 <b+-<b+e.

N[
N D

Schritt 3: Unter der Voraussetzung von Schritt 1, gibt eszu u € Keint > 0
mit Jo(Pop(u,t)) = a.
Sei u € K. Angenommen, es ist Jo(Poy(u,t)) > a fiir alle t € [0, T} (u)).
Dann ist nach Schritt 2
loa(u, £)llx <R, Vt € [0, Ty (u)).

Somit gilt fiir t € [0, T; (u)) nach
Jn(@n(,8)) = Jo(Por(u, 1)) — 5 = a—e.
Nach Lemma ist T) (1) = oo. Wegen

a—0 < a(oa(u,t)) < Ja(oa(u,0)) = Jo(u) <b

firt > 0ist

i—0 < o t) = () + [ ZIn(en(,s)) ds

Schritt 1 2
< Jo(u) =Bt = —oo.

73



6. Nichttriviale Homologiegruppen von zwei Niveaumengen M. Parnet

Das ist ein Widerspruch, es folgt die Existenz eines t' > 0 mit
Jo(Pop(u,t')) < a. Wegen

Jo(Poy(u,0)) = Jo(Pu) = Jo(u) > a

gibt es ein t < ' mit Jo(Po)(u,t)) = a,da P, o) und ]y stetig sind.

Schritt 4: Unter den Voraussetzungen von Schritt 1 gibt es eine stetige Ab-
bildung T : K — [0, c0) mit

Jo(Pop(u,t)) € (a,b+e€] Vte[0,T(w)),
Jo(Poy(u, T(u))) =a

und T|Km](z)z =0.
Sei u € K. Nach Schritt 3 gibt es ein ¢ € [0, Ty (1)) mit Jo(Pop(u,t)) = a.
Nach Schritt 2 ist ||oy (1, t)||, < R. Nach ist damit

(V]o(Por(u,t)), PV aJx(on(u, t)))r > 0.

Es folgt

%fo(PaA(u,t)) = <V]o(P<7A(urt))rP%‘TA(”rt»

= —<V]()(P(T/\(u,t)),Pv/\f)\(U/\(u,t))) < 0.

Es folgt fiir s > t nahe ¢

Jo(Poy(u,s)) < Jo(Poa(u,t)) = a. (6.6)
Somit ist t > 0 mit der Eigenschaft

Jo(Poy(u,s)) > aVs € [0, t]
Jo(Poy(u,t)) =ac J§

eindeutig. Damit folgt aber auch Jo(Po (u,s)) > afiirs € [0, t). Weiter ist nach
Schritt 2 fiir s € [0,t] auch Jo(Poy(u,s)) < b+e.
Seinun T : K — [0, 00) definiert durch

Jo(Poy(u,t)) € (a,b+¢€] Vte|0,T(u)),
Jo(Poy(u, T(u))) = a.
firu € Kund T(u) = 0 firu € KN Jg.

Seiu € K\J§ und (u,) € Kmit u, — uin K. Fiir n € IN grof8 ist u,, € K\ J§
wegen der Stetigkeit von Jy. Angenommen, (T(u,)) ist unbeschrankt oder es
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ist limsup T(u,) > T(u). Dann gibt es wie in eint € (T(u), T, (1)) nahe
T(u) mit T(u,) > t fiir alle n € IN grof8. Dann ist

a = Jo(Pop(u, T(u))) > Jo(Poa(u,t)) = lim Jo(Pop(un, t)) > a.

Das ist ein Widerspruch, es folgt limsup T(u,) < T(u). Angenommen, es ist
liminf T(u,) < T(u). O.E. sei T(u,) — liminf T'(u,). Dann ist

a < Jo(Poy(u, im T (uy,))) = lim Jo(Poy (1n, T(uy,))) = a.

Das ist ein Widerspruch, es folgt T(u,) — T(u).
Seinun u € K mit Jo(u) = aund (u,) € Kmit u,, — u in K. Mit ist fir
t € (0, Ty (1)) nahe 0 also

Jo(Pay(u,t)) < Jo(Poa(u,0)) = Jo(u) = a.

Angenommen, es gibt t € (0, Ty (1)) nahe 0 mit 0.E. T(u,) > t firallen € N
grofs. Es folgt

a > Jo(Poy(u,t)) = lim Jo(Poy (uy, t)) > a.

Das ist ein Widerspruch, es folgt T'(u,) — 0 = T(u).
Seinun u € Kmit Jo(u) = aund (u,) € KN J§ mit u, — u in K. Dann ist

T(uy) =0—0=T(u).

Sei nun u € K mit Jo(u) < a und (u,) € K mit u, — u in K. Dann ist
Jo(un) < a fir n € IN gro und somit

T(up) =0—0=T(u).
Insgesamt ist T stetig.
Schritt 5: Gilt (a) nicht, so gilt (b), d.h. es gibt eine Homotopie

(K J§NK) x [0,1] = (J§T,J§)

n(-,0)=joi, n(u,1) € J§Vu € K
n(u,t) =uvu e J§NK, t €[0,1].
Gilt (a) nicht, dann gelten die Voraussetzungen aus Schritt 1. Nach Schritt
4 gibt es eine stetige Abbildung T : K — [0, 00) mit
Jo(Pop(u,t)) € (a,b+€] Vte[0,T(u)),
Jo(Pop(u, T(u))) = a
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fiir u € Kund T|gnje = 0.
Sein : (K, JE NK) x [0,1] — (J*¢, J&) definiert durch

n(u,t) := Poy(u, tT(u)).
Dann ist

7(u,0) = Pop(1,0) =u = (joi)(u) Vu €Kk,
Jo(n(u,1)) = Jo(Pop(u, T(u))) <a Vueck,
n(u,t) = Poy(u,0) = u Yu e JgNK, te0,1].

Der Beweis, dass Aussage (b) nicht gelten kann fiir A > 1 grofs, ist jetzt nur
noch eine Kleinigkeit.

Satz 6.4. Es gibt A > 1, s0dass Jy, A > A, einen kritischen Punkt mit Niveau in
[a, b] hat.

Beweis. Nach Satz 6.3 gibt es ein A > 1, so dass fiir A > A (a) oder (b) gilt.
Sei A > A. Angenommen, (a) gilt nicht, d.h. ], hat keinen kritischen Punkt mit
Niveau in [, b]. Dann gilt (b), d.h. es gibt eine Homotopie

7+ (K J§NK) x [0,1] = (Jg*<, J6)

n(-,0)=joi,  n(ul)e]ivueckK
n(u,t) =uvu e J§NK, t €[0,1].

Sei
re (K JsNK)— (Jg, J5), r(u):=n(u1).
Die Abbildung r induziert eine Abbildung r. von H. (K, J§ N K) nach H  (J§, J§).
Nach Satz[2.7)ist H.(J§, J§) = {0}. Damit ist r, = 0. Sei
e (J5,J§) = (g™ Jg)-

Weiter gilt mit Bemerkung

(6.1)
0 # (joi)e=7n(0)1=7(1).=(eor). =e,or. =0.
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Das ist ein Widerspruch, es folgt, dass Aussage (a) gilt.

/

H. (K, J2NK) J“* ”

(]0/ ]()

H.(J5, J8)

\

H*(]()ffo ) = {0}
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KAPITEL 7

Anwendung

Im Abschnitt konstruieren wir Rdume H, Hy, A > 1, und Hp und zeigen,
dass diese die Voraussetzungen (A1) bis (A3) aus den Kapiteln[3bis[6erfiillen.

Dazu verwenden wir folgende Bedingungen an das Potenzial
Vi: RN = R, Vy(x) = ag(x) + Aa(x), A > 1,

(Vl) ap € Loo(]RN),'

(Va) a € L. (RN), a(x) > 0 und es gibt eine kompakte Teilmenge Z C RN
mit nichtleerem Inneren ) :=int Z, so dass a(x) = 0 ist fir x € Z und
a(x) > 0 f.i. in RN\ Z und ist 0Q) lokal Lipschitz-stetiges Gebiet;

(V3,) es gibt M > 0 und r > 0 mit

p({x € Wi(y)|a(x) < M}) =0, y| — co.

Im Abschnitt[7.3|konstruieren wir das Funktional k und zeigen, dass dieses
die Voraussetzungen (k1) und (k2) aus den Kapiteln 3, i 5| und [f] erfiillt.
Mit der Voraussetzung an die nichtlineare Funktion f

(f1) f ist eine Carathéodory-Funktion und es gibt Konstanten ¢ > 0 und 2 <
p < 2" mit

If(x, 8)] < c(|t] +|tP7Y) fur t € R, fii. x € RY;

erhalten wir die stetige Differenzierbarkeit von k.
Mit den Bedingungen

(f2) f ist eine Carathéodory-Funktion, f(x,-) ist stetig differenzierbar f.ii.
x € RN, f(x,0) = 0 fii. x € RN und es gibt Konstanten ¢ > 0 und
2 <p <2 mit

Ife(x, t)| < c(1+4 |t|P72) furt € R, f.4. x € RY,
(f3) esist

lim ess su x,t)| =0;
im ess supl (3 1)
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werden wir sehen, dass k zweimal stetig differenzierbar ist. Hier folgt Bedin-

gung (f1) aus Bedingung (f2).
Setzen wir zusitzlich zu (f1) oder (f2) die folgende Bedingung an V vor-
aus,

(V3) firjedes M > 0 und r > 0 gilt

p({x € We(y)la(x) < M}) =0, [yl — co.

so werden wir die Vollstetigkeit von k und Dk erhalten.

Im letzten Abschnitt [7.4 werden wir sehen, dass unter den Bedingungen
(f2), (f3), (V1) bis (V3) und der folgenden Bedingung

(fa) esist f(x,t) = —f(x, —t) fiirallet € R und f.ti. in RN und es gibt rq, cy >
0,9 > 2 mit f(x,r9) > co und

0< (g—1)f(x, )t < 2fi(x,t).
fiir alle t # 0 und f.ii. x € RY;

die Voraussetzungen (j;) bis (j3) aus den Kapiteln [5| und [f] erfiillt sind. Wir
werden einige der Aussagen unter der schwicheren Voraussetzung (V3,) statt
(V3) zeigen. Im nichsten Kapitel |8 werden wir sehen, dass wir unter der Vor-
aussetzung (V3,) statt (V3) die gleichen Ergebnisse aus den Kapiteln [5 und [f]
erhalten.

7.1 Eigenschaften von f, F

In diesem Abschnitt listen wir einige Eigenschaften der Funktionen f und F
auf, dabei ist

t
F:RVXR >R, F(xt) ::/f(x,s) ds.
0

Lemma 7.1. Unter den Voraussetzungen (f,) und (f3) gibt es zu € > 0 ein A¢ > 0
mit

frlx, )] et AdtP2, |f(x )] < elt] + At
[F(x,t)] < elt]* + Aclt]P,

fiir t € R und f.ii. x € RN.
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Beweis. Seie > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung (f3) ein 6 > 0 mit

filx,f)] <e
fir alle |t| < 6 und f.ii. in x € RN, Nun ist fiir [t| > 6 und f.ii. in x € RN

[t]P2

fe(x, )] < c(T+]HP72) < o 52

_ 1 _
F72) < el + DI,

Fiir A¢ := c(505 + 1) ist

or—2
fi(x )] < e+ Aelt|P—2

fiir t € R und f.ii. x € RN, Damit ist fiir f € R und f.ii. x € RN

t

bl = 1f@0)+ [ filxs) ds| < |f(x0)]+] [ Ifilx,s)]ds
0

0

t
) 19 ds| < el + Acltl .
0

Somit ist fiir f € R und f.ii. x € RN

t
[F(x, £)] < |/|f(x,5)| ds| < e|t]? + Aclt]?.
0

Lemma 7.2. Unter den Voraussetzungen (fo) und (fy) ist
0 < gF(x,t) < f(x,t)t
fiir t # 0 und f.ii. in x € RN,
Beweis. Sei zuerst t > 0. Wegen (fy) ist f(x,t) > 0 fir t > 0, f.i. x € RN.

Weiter ist f(x, -) stetig f.ii. in x € RN nach (f1). Damit ist

t
F(x,t):/f(x,s) ds >0, Vt>0fixecRN
0
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Weiter ist fiir > 0 und f.ii. x € RN

t () |
(q - 1)P(x/ t) = /(q - 1)f(x/5) ds < /ft(x,s)s ds
0 0

= flxs)slh— [ flx5)ds
0

= f(x,t)t —F(x,1).

Ahnlich sieht man die Aussage fiir t < 0. O

Lemma 7.3. Unter den Voraussetzungen (f,) und (fy) gibt es ¢’ > 0 mit
Fle >l
fiir |t| > ro, wobei r aus (fy), und fii. x € RN.

Beweis. Es gilt fiir t > rg und f.ii. x € RN

g =1 fi(x,t)
t = f(xt)

Damit gilt fiir t > ro und f.ii. in x € RY

1 ! — t X,S
log (fz_1> = (9 —1)(log(t) —log(ro)) = /qs—lds = /j;((xs)) #
1o 0 ’

= log(f(x,t)) —log(f(x,70)) = log <;((xx,’ri)))> '

o

Somit ist fiir t > ry und f.ii. x € RN
-1 (fa)  p1—1
f(x, t) Z f(x,ro)ﬂ Z C()ﬁ.
o "o
Setze ¢’ := % Ahnlich sieht man die Aussage fiir t < —rq. O]

o

Lemma 7.4. Unter den Voraussetzungen (f,) und (fy) gibtes ¢/, c” > 0 mit
F(x,t) > c'|t]T - "

fiir |t| > ro, wobei r aus (fy), und fii. x € RN,
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Beweis. Nach Lemma |7.3|gibt es ¢’/ > 0 mit
Flx )t = e

fiir |[t| > r, wobei rg aus (fy), und f.ii. x € RN. Fiir t > rg und f.ii. x € RN gilt

t t t
(fa) Lem[73
F(x,t) = /f(x,s) ds > /f(x,s) ds > /c’"sq_1 ds = c’”%tq — c’”%rg.
0 70 o
Setze ¢ = % und ¢’ = %rg. Ahnlich sieht man die Behauptung fiir
t < —10. [

Lemma 7.5. Sei « > 0. Unter den Voraussetzungen (f) und (fs) gibt es fiir g :
RN x R — R definiert durch

e(x,t) :== f(x,t) +at,

wobei o aus Abschnitt und G : RN xR — R, G(x,t) := fot g(x,s),einr >0
und ein 2 < § < q mit
0 < g4G(x,t) < g(x,t)t

fiir |t| > 7" und f.ii. RN,
Beweis. Nach Lemma|7.2]ist fiir alle t # 0 und f.ii. x € RN
0 < gF(x,t) < f(x, )t (7.1)
Es folgt fiir t # 0 und f.ii. x € RN
G(x,t) = F(x,t) + 4> > 0.
Nach Lemma|7.4{gibt es ¢, ¢’ > 0 mit
F(x, t) >t - " (7.2)

fir |t| > ro und f.ti. x € RN, wobei rg aus (f). Sei 2 < § < g. Fiir |t| > ro und
fi. x € RN ist

x, t)t +at? > gF(x,t) + at?

gt = f(
(

I
<

VY
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.. 2Nt
Fir [t| > rq := (55-)7 ist

q q-2
und fiir [t| > 7y := (%)

1 . B
Lg— D > (] - 1P
Es folgt fiir ' := max{rg, 1,72}, |t| > 7/, f.i. x € RN

— 1)

Nl

GG(x,t) + (9 = g)c' |t = (g = §)c" — a(
GG(x,t) +0 = GG(x,t).

glx, )t =
>

7.2 Die Riume H, H), A > 1, und H,
Sei E die Menge aller Funktionen in W'2(RRN) mit der Eigenschaft

/ a(x)u? dx < oo.
RN

E ist mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation aus W'2?(RY) ein
Vektorraum, da fiir u,v € Eund A € R gilt

/a(x)(/\u)2 dx = /\2/a(x)u2 dx < oo,

RN RN
/ a(x)(u+0)? < / a(x) - 2(u? +0%) dx
RN

RN
= 2 / a(x)u® dx +2 / a(x)v? dx < co.
RN RN
Nun konstruieren wir ein Skalarprodukt auf E.
Nach (V7) ist ap := essinfag € R. Sei & := 1 — min{0,ap}. Fir A > 1 sei
V& : RN — R definiert durch

Vi(x) = Vy(x) +a.
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Esist fiir A > 1 und f.ii. in RN

(V2)
Vi=ap+a+Aa > ap+a>wag+a>1 (7.3)

Fir A > 1sei (-,-)) : E X E — R definiert durch
(u,v), := / ((Vu, Vo)gn + Vi (x)uv) dx.
RN

Die Bilinearform (-,-),, A > 1, ist mit (V) wohldefiniert und symmetrisch.
Weiter ist sie positiv definit, denn fiir u € E ist

(u,u), = / (]Vu|2+V}f(x)u2> dx > /(|Vu|2+u2) dx. (7.4)
RN RN
Wir werden nun zeigen, dass der normierte Raum H := (E, || - ||) vollstdn-

dig ist, wobei
<.’ > e <.’ '>)u A=1.

Sei (1) C H eine Cauchyfolge in H. Nach ist (u,) auch eine Cauchy-
folge in WY2(RN). Sei u € WY2(RN) mit u,, — u in WY2(RN). Nach Bemer-
kung [2.1)ist auch u, — u in L?>(RY). Wir werden zeigen, dass jede Teilfolge
von (u,) eine Teilfolge besitzt, die in H gegen u konvergiert. Damit folgt dann
auch schon u,, — u in H.

Nach [10, Lemma A.1.] gibt es eine Teilfolge 0.E. (1) mit u, — u p.w. f.ii.
in RN. Sei

v:RN S R, v(x):= \/max{Vf‘(x),O}.

Es ist v mefsbar und damit auch vu,, mefibar fiir alle n € IN. Weiter gilt fiir alle
nelN
(vuy)? = Viu? € LY(RN).

Somit ist (vu,) eine Folge in L?(RN) mit
/(vun — vy )? dx = / Vi (uy — tm)? dx < ||ty — i
RN RN

fir alle n,m € IN. Damit ist (vu, ) eine Cauchyfolge in L?(IRY). Sei v der Grenz-
wert von (vuy) in L2(RN). Nach [10, Lemma A.1.] gibt es eine Teilfolge o.E.
(un) mit vu, — v p.w. fii. in RN. Wegen u,, — u p.w. f.ii. in R” ist auch
vu, — vu p.w. £.ii. in RN, Es folgt vu = v und

Viu? = (vu)? = v* € L}(RN).
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D.h.
/a(x)u2 dx < /Vl‘"(x)u2 dx < oo,
RN RN
dh.u € E,und
/ VE(x) (uy — u)? dx = /(vun —v)?dx =0,
RN RN

d.h. u;, — u in H. Damit ist H vollstindig.
Also ist H ein Hilbertraum.

Als néchstes werden wir zeigen, dass die Normen || - ||,, A > 1, und || - ||
dquivalent sind. Damit erhalten wir dann Hilbertrdume H, definiert durch
H/\ = (E, <~, '>/\), A Z 1.

FirA > 1und u € H gilt

< flull < flulla-

Il
i
Weiter gilt fiir A, A€l,0)mitA <Aundu € H
[laella < Jluelf3-
Also ist Bedingung (A1) aus den Kapiteln 3|bis [f erfiillt.

Fiir u € H}(Q) ist

/ a(x)u® dx %),

RN
Sei Hy der Unterraum von H mit den Elementen aus dem Raum H}(Q)). Mit
(7.4) ist ||u]| > ||u||H(1)(Q) fur u € Hy. Weiter ist fiir u € Hy

lul> = [(Vul+ (a0(x) + a)u?) dx
RN

(V1) 5 »
< /(|Vu| + (ess supag + a)u”) dx

RN

73
< /((ess infag + a)|Vu|? 4 (ess supag + a)u®) dx

RN
< (esssupag+ ) /(!Vu|2 + u?) dx
RN
B 2
= (ess supag + ) [ul[3 -
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Da H}(Q) vollstandig ist und die Normen || - ||H3(Q) und || - |||m, dquivalent

sind, ist Hp auch vollstindig und damit ein nichttrivialer abgeschlossener Un-
terraum von H. Es ist auch Hy # H.

SeiA > 1.Esistfiiru € Hya-u = 0 und somit fiirv € H

(u,v), = / ((Vu, Vo)gn + (ap(x) + a + Aa(x))uv) dx
RN
= / ((Vu, Voygn + (ag(x) + a)uv) dx
RN
= [ ((Vu, Vo) + (a0(x) +a+a(x))uv) dx = (u,0)
RN

Damit gilt auch Bedingung (A;) aus den Kapiteln 3| bis 6|

Zuletzt zeigen wir, dass Bedingung (Aj3) aus den Kapiteln 3|bis|f|erfiillt ist.

Sei A, — oo, (uy) C H, so dass (|lun|/,) beschrankt ist. Wegen
ltn]] < |ltn|lr,, n € N, ist (u,) auch in H beschrankt. Also gibt es eine Teil-
folge 0.E. (1) und ein u € H mit u, — u in H. Wegen (7.4) ist die Einbettung
H — WY2(RN) stetig und linear. Nach Bemerkung t auch u, — uin
WL2(RN). Mit Voraussetzung (V3,) wird in [4, Lemma 4.1] u = 0 f.ii. in RN\ Z
gezeigt. Aus der Einleitung des Artikels [4] ist bekannt, dass dann u € H}(Q)
ist, d.h. u € H,.

7.3 Der Operator k

Sei F : RN x R — R definiert durch F(x, t) fo f(x,s) ds. Wir zeigen, dass
das Funktional

k:H—TR, k(u) ::/P(x,u)dx+g/u2dx
RN RN

stetig differenzierbar ist, falls (f1) gilt, und zweimal stetig differenzierbar ist,
falls (f) und (f3) gelten.

Die Konstante « ist aus Abschnitt[7.2]

Auf dem Raum L?(RN) N LP(RYN) benutzen wir die Norm

lutllonp = Neell 2wy + lellp gy, w0 € LHRY) NLP(RY),
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P
-1

auf L2(RN) + L7T(RN) die Norm

p
—1

lellay ey = infllollogy) + lll e, o€ L(RY),w € L71(RY),
P LP=T(RN)

u=uv+uw},
und auf L®(RN) +LL2(RN) die Norm
. o (N st (N
oy 2, = E{[[0l] oy + ”w”Lﬁ(RN)W € L®(RN),w € L72(RV),

u=uv+w}.

Proposition 7.6. Gilt Voraussetzung (f1), so ist

I:L2RN)NLP(RY) 5 R, I(u) = /F(x,u) dx

stetig differenzierbar mit

DI(u)(v) = /f(x,u)v dx, Vu,v e L*>(RN)NLF(RN).
RN
Beweis. Es ist |F(x,t)| < c(|t|> + |t|P) fiir alle t € R und f.ii. x € RN nach
Voraussetzung (f1). Weiter ist F(-,u) mefbar fir u € L>(RN) N LP(RN) und
damit integrierbar. Also ist I wohldefiniert. Ahnlich sieht man, dass f(-, u)v in-
tegrierbar ist fiir u,v € L?(RN) N LP(RY). Wie im Beweis von [10, Proposition
1.12] sieht man, dass I Gateaux-differenzierbar ist mit

DgI(u /fxuvdx

fir u,o € L>(RN) N LP(RN). In [10, Theorem A.4] wird unter der Voraus-
setzung (f1) gezeigt, dass fiir u € L*>(RN) N LP(RN) f(-,u) € L?>(RN) +

L%(IRN) und
L2(RN) N LP(RN) = L2(RN) + LPT(RNY, s f(-,u)

),
stetig ist. Sei (u,) C L2(RN) N LP(RN), u € L2(RN) N LP(RN) mit u, — u in
L2(RN) 0 LP(RN). Seien w, € L2(RN) und w, € L7 1 (RN) mit

fCoun) = f(u) = wa +wp
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Seiv € L2(RN) N LP(RN). Dann ist
| [ femyods— [ fxupodx < [ £ ) = flxullel d
RN RN RN
< /(Iwz\ + [wp|)[o] dx < [lwa |2y 101 23y + llwp |

RN
<
< (lwall2wvy + prHL%(]RN))HUHW\p-

L%(RN)HUHLP(IRN)

Es folgt
|/f(x,un)vdx—/f(x,u)vdx|
RN RN

< inf{(||wa 2 (rv) + ||wp||LTgl(RN))||v||zAp |

(RY), f (-, un) = f(-u) = w2+ w0y},

P
-1

wy € L2(RN),wy, € L7

= [fCoun) = fC)llay 2, l0ll2np-

Damit gilt
DG I(un) — DGI(“)H(LZ(]RN)QLP(]RN))’
= sup | /f(x,un)v dx — /f(x,u)v dx|
UGLZ(RN)QU”(]RN),HUHZ/W:l RN RN
= sup FCon) = FC)lly e [12ll2np

DEL2(RN)NLP (RN), [o]|ap=1
= NfCoun) = fC)llpy v = 0.

Somit ist I Gateaux-differenzierbar und DI ist stetig. Damit ist I stetig diffe-
renzierbar. O

Lemma 7.7. Mit den Voraussetzungen (fz) und (f3) ist fi(-,u) in
L°°(IRN)+L$(IRN)ﬁiruELP(IRN) und der Operator

p

LP(RN) — L®(RN) + L2 (RN), u— fi(-,u)

ist stetig.
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Beweis. Sei (u,) C LP(RN), u € LP(RN) mit u, — u in LP(RN). Sei e > 0.
Nach Lemma 7.1 gibt es ein A¢ > 0 mit

€ _
fi(x, 1) < g + Acft]” ?

L
fiiralle f € R und f.it. x € RV. Sei ¢ := (85\ ) 7. Seiyp € C°((—0,d.)) mit
0<yp<1lund 1[J][_57€ ) = 1. Seien

g:RNXR =R, g(xt) =) filxt)
RN xR =R, hixt):=1—91)fi(xt).
Dannist fir t € R, f.ii. x € RN
1g(x, 1) < ¥(t) < + Aclt|P~ 2) < 8+A S < Z

h(x, 1) < (L= (t) (5 + Al 2) 75)
€ € 2F _z\t] p—2

=g g2

€

+ Ac|tP72 < cL|tP2,

wobei ¢l := gzz > + Ac. Damit ist fiir v € LP(RN)

£i(,0) = g(-,0) + k(- 0) € L*(RN) + L7 (RV),

Nach [10, Theorem A.4] und ist h(-,uy) — h(-,u)in L7
n € IN grof3 ist

(RN), d.h. fir

IA
NI m

B0 =BG, 76)

LP2(RN)

Somit gilt fiir n € IN grof3

1feCoun) = filoi) oy 2y = I8 C )l oy + 118 (o 1) [y
+ h rUn _h 'y
i) < B0 e,
" € € €
>~ Z+Z+§_€

Proposition 7.8. Gelten die Voraussetzungen (f,) und (f3), so ist

[:L2RY)ALP(RN) S R, () = /P(x,u) dx
RN
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zweimal stetig differenzierbar mit

DI(u)(0) = / F(x,u)o dx,
RN
D21(u)(0,w) = D(DI)(u)(0)(w) = / Filx, w)ow dx,
]RN

fiir alle u,v,w € L2(RN) N LP(RN).

Beweis. Damit ist I stetig differenzierbar nach Proposition [/.6| mit

DI(u)(v) = /f(x,u)vdx
RN

fir u,v € L2(RN) N LP(RYN). Ahnlich wie im Beweis von Proposition [7.6|sieht
man, dass f;(-,u)vw integrierbar ist fir u,v,w € L>(RN) N LP(RYN). Wie im
Beweis von [10, Proposition 1.12] sieht man, dass DI Gateaux-differenzierbar
ist mit

D¢ (DI) (1) (v) (w) = / Filx, u)ow dx
RN

fir u,0,w € L>(RN) N LP(RN). Mit den Voraussetzungen (f,) und (f3) wird

in Lemma gezeigt, dass f;(-,u) € L*(RN) + Lz (RN) ist fiir u € LP(RN)
und der Operator

LP(RN) 5 L°(RN) + LP2(RY), u s fi( u)

stetig ist. Sei (u,) C L2(RN) N LP(RN), u € L2(RN) N LP(RN) mit u, — u in
L2(RN) 0 LP(RN). Seien we, € L®(RN) und w, € L7 2 (RN) mit

fr(un) = fi(h u) = weo + Wy

Dann ist fiir v,w € L?(RN) N LP(RN)

|/ft(x,un)vwdx—/ft(x,u)vwdx|
IRN ]RN

IN

[ i) = it o] dx < [ (e + gl o] dx
RN

RN

IN

Hw0°||L°°(]RN)HUHLZ(]RN)HZUHU(IRN)+”wPHL%(RN)HUHLP(]RN)HZUHLP(]RN)

< Nweollwy) [oll2npliwliany + llwpll e, N)HU”ZAPHWHZ/\;?

(R

(ool oo vy + ”wPHL%(RN))||v||2/\p||w||2/\p-
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Damit gilt
| / fi(x, uy)vw dx — / fi(x, u)ow dx|
RN RN

< inf ool
< inf{(flwell (IRN)+||wp||Lsz(]RN))||U||2/\p||w||2/\pI

p

Weo € L™(RN), wp € LF2(RY), i ) — il 1) = woo + wp)

= fCoun) = fCo)llooy 2, Ioll2npll0]]20p-

Es folgt fiir v € L2(RN) N LP(RN)
|DG (DI)(un)(v) — DG (DI) (u) (0) || (2(rN)nLe (Y

= sup |Da(DI)(un)(v)(w) — De(DI) (u) (v) (w)]
wel2(RN)NLP(RN), [[w][2rp=1

= sup | /ft(x, Up)ow dx — /ft(x,u)vw dx|
wel2(RN)NLP (RN, [[wll27p=1 g RN

< sup 1feCrun) = fr(s i) ooy, 12ll2npllwllzng

wel2(RN)NLP(RN),[[w]|2rp=1
= Hft(-,un)—ft(vu)HoovﬁHszw
Somit ist

IDG(DI)(un) — Dg(DI) ()| (12 (RN)ALP (RN) (12(RN)ALP (RN)))

= sup |DG(DI)(un)(v) — Do (DI) (1) (0) | (r2(rV)nrr (mN)y

veL2(RN)NLP(RN),[[v]|25p=1

IA

sup 1feCorrtn) = frls ) lloy 2, 10]]27p
VEL2(RN)NLP(RN),|[0]}21,=1 ’

= A un) = i)y 2, 0

Satz 7.9. Unter der Voraussetzung (V1), (Va) gelten folgende Aussagen
(1) gilt (f1), so ist k stetig differenzierbar mit
Dk(u)(v) = / flx,u)vdx+wa / uv dx,
RN RN

fiiralle u,v € H;
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(2) gelten (fp) und (f3), so ist k zweimal stetig differenzierbar mit
D?k(u)(v,w) = D(Dk)(u)(v)(w) = / fi(x, u)ow dx + « / vw dx.
RN RN

fiir alleu,v,w € H.

Beweis. Nach Abschnitt|/.2)ist die Einbettung
i:H<— WY(RV)

stetig. Nach Bemerkung 2.1|sind auch die folgenden Einbettungen stetig

i : WH(RN) — L2(RY), iy : WH(RY) — L2(RN) N LP(RN).

Seien kr : H — R und k; : H — R definiert durch
kp:=loiyoi, kL::guwﬁqRMcnlo@

wobei I aus Proposition[7.6|bzw. [7.§)ist.
Da die Einbettungen i, i1, i stetig linear sind, sind sie zweimal stetig diffe-
renzierbar mit

Di=i, Dij=1i, Diy=iy,
D?i(u)(v) = 0Vu,v € H,
D2 (u)(0) =0, DZ%i(u)(v) = 0VYu,0 € WARN).

Weiter ist §| - [|?, (RV) zweimal stetig differenzierbar mit

D(%H : ||%2(1RN))(”)(U) = §-2<u,v>Lz(]RN) :a/uvdx,
RN
DA IRy () @, 0) = DD [z () @) (w) = & [ o .

RN

fir alle u, v, w € L?(RYN). Damit ist k; zweimal stetig differenzierbar mit

Diki(u)(0) = DS+ [ an) (i 0 Du)(Diy 0 ) () (0) = [ o,
RN
D (u)(0,w) = DG 32y (i1 0 8)u) (D2 (i o) (1) (0, w))
+D2(5 ]| gy (i1 0 D)) (D (i 01)(u) (), Dy o1) (1) (0)

= DA g (G 0 ) (i o 1, iy o )0)

= (x/vwdx.

RN
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fur alle u,v,w € H.

Gilt Voraussetzung (f1), so ist I stetig differenzierbar mit

DI(u)(v) = /f(x,u)vdx,
RN

fir alle u,v € L2(RN) N LP(RYN). Damit ist kr stetig differenzierbar mit

Dkp(u)(v) = /f(x,u)vdx,
RN

fur alle u,v € H.

Gelten die Voraussetzung (f2) und (f3), so ist I zweimal stetig differenzier-
bar mit

D*I(u)(v,w) = /ft(x,u)vwdx,
RN

fir alle u, v, w € L?>(RN) N LP(RY). Damit ist kp zweimal stetig differenzierbar
mit

D?*kr(u)(v,w) = /ft(x,u)vwdx,
RN

fur alle u,v,w € H.

Mit k = kr + ki, folgen nun die Behauptungen. O

Satz 7.10. Unter den Voraussetzungen (Vy) bis (V3) und (f1) sind k und Dk voll-
stetig.

Beweis. Aus der Einleitung des Artikels [4] ist bekannt, dass aus der Voraus-
setzung (V3) die Kompaktheit der Einbettungen

H— LI(RN), 2<g<2%,
folgt. Diese sind dann auch vollstetig, insbesondere ist die Einbettung

i : H— L*(RN)
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vollstetig. Es folgt auch die Vollstetigkeit der Einbettung
i:H < L2(RN) N LP(RN).
Sei I aus Proposition[7.6] Wegen (f1) ist I nach Proposition [7.6lund k nach

Satz[7.9|stetig differenzierbar.
Wegen

., 2 .
k= Iol—{—EH . HLZ(]RN)OIOI

ist nach Lemma k vollstetig.
Weiter gilt fiir u € H

Dk(u) = (DI(ZL[)) oi+ (X<iou, i0'>L2(IRN)'
Seiu € Hund (u,) C H mit u, — u in H. Dann gilt

iuy — iuin L2(RN) N LP(RN),
iouy — igu in L2(RN).

Somit gilt
(DI(iuy)) oi — (DI(iu))oi

und nach dem Rieszschen Darstellungssatz [3]][4.1]

(iotn, io") p2rivy — (Hot, i0°) p2(RN)-

Somit gilt
Dk(un) = (DI(iun))oi+ aliotn, o) 2(rN)
— (Dl(iu)) Oi+0€<i0u,i0->L2(]RN)
= Dk(u).
Damit ist Dk vollstetig. O

Satz 7.11. Unter den Voraussetzungen (f1), (V1) und (V3) sind k|, und D(k|m,)
vollstetig.

Beweis. Nach Bemerkung[2.1|sind die Einbettungen

ig: Hy(Q) — LI(Q), 2<gq<2%,

94



M. Parnet 7.3. Der Operator k

kompakt, also auch vollstetig. Es existieren die Einbettungen
jg: L1(Q) — LY(RN) v2<g <2~
und sie sind stetig. In Abschnitt[7.2lhaben wir gezeigt, dass die Einbettung
j:Hy — H}(Q)

existiert und stetig ist. Nach Lemma sind also die Abbildungen j, o, o,
2 < g < 2%, vollstetig. Insbesondere ist

ig := jpoipoj: Hy = L*(IRN)
vollstetig. Es folgt auch die Vollstetigkeit der Abbildung
i: Hy < L*(RN) N LP(RN).

Sei I aus Proposition [7.6, Wegen (f1) ist I nach Proposition [7.6| und k|,
nach Satz[7.9|stetig differenzierbar.
Wegen
k . . 114 2 .
o =1oi+ E” : ||L2(IRN) © 1o,

ist nach Lemmal(A 3|k|, vollstetig.
Weiter gilt fiir u € Hy

D(k|py)(u) = (DI(in)) o i+ aiou, io") 12(rN)-
Sei u € Hpund (u,) C Hp mit u, — u in Hy. Dann gilt
iuy — iuin L2(RN) N LP(RN),
ioun — iou in L2(RN).

Somit gilt
(DI(iuy))oi — (DI(iu))oi

und nach dem Rieszschen Darstellungssatz [3]][4.1]

(iotn, io") p2(rvy — (Hot, i0°) p2(RN)-

Somit gilt
D(k|py)(un) = (DI(iun))oi+ aligun, io*) 2(rN)
— (DI(iu)) Oi+0é<i0u,i0->Lz(]RN)
= D(k|m,)(u).
Damit ist D(k|y,) vollstetig. O
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7.4 Palais-Smale-Bedingung
Fiir A > 1 seien wie in den Kapiteln 3] bis [f]
i H =R Ja(u) = 5lul; —k(u),
]0 : HO — ]R/ ]0(1’[) = %”uHZ - k|H0(u)

In diesem Abschnitt setzen wir die Bedingungen ( f2) bis (fy), (V1), (V2) und
(V3,) voraus. Wir zeigen zuerst, dass [, A > 1, die (PS)-Bedingung erfiillt,
falls zusétzlich (V3) gilt. Danach zeigen wir, dass auch ]y die (PS)-Bedingung
erfiillt. Zum Schluss zeigen wir, dass die Bedingung (j3) aus den Kapiteln
und [6l erfiillt ist.

7.4.1 Weitere Eigenschaften des Potentials V), A > 1

In diesem Abschnitt werden wir eine Eigenschaft des Potentials V), A > 1, fest-
halten, die wir aus der Voraussetzung (V3,) erhalten. Diese Eigenschaft geht
ausschliesslich in die (PS)-Eigenschaften von [y, A > 1 grof3, ein.

Lemma 7.12. Gegeben sind die Voraussetzungen (V1), (Vo) und (Va,). Seien M > 0
und v > 0 aus Voraussetzung (Va,). Sei

D := {x € RN|a(x) < M}
Dann gibt es zu € > 0 ein R > 0 mit
/ u>dx <e / (|Vul> + V&(x)u?) dx
DNW;(y) Wi (y)
fiiralle A > 1undu € H, ly| > R.

Die Beweisidee stammt aus einem Artikel von Thomas Bartsch, Alexander
Pankov und Zhi-qiang Wang [4][Beweis von Proposition 2.4].

Beweis. Sei e > 0. Seien

1<s<

N—2 T s 1
Nach [2][5.4 Theorem] existiert die Einbettung
W2 (W,(0)) < L*(W;(0))

und ist stetig. Sei C die Norm dieser Einbettung.
Seiy € RN. Nach [2][6.2 Theorem] exitiert

WIARN) < L= (W (y)).
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Damit existiert
H < WY2(RN) < L3(W,(y)).

(7.7)

Da D mefbar ist, ist auch D N W, (y) mefbar fiir alle y € RY und somit die

charakteristische Funktion

XDnw,(y) € LY (W ().

Nach Voraussetzung (V3) gibt es ein R > 0 mit

S/

H(DNW(y)) = u({x € Wi(y)la(x) < M}) < ST

fur alle |y| > R.
Sei |[y| > Rund u € H. Es folgt

/ u? dx = / XDAW,(y) * u? dx
DNWi(y) Wi (y)
THTD y | .
< XD, (y) 4% / (u”)® dx
Wi (y) Wi (y)

IA
| o
—
=
&
[
=

Weiter gilt

(7.3)
€ / (|Vu|2—i—V/{"(x)u2)dxge / (|Vul?> + u?) dx
Wi (y) W:(y)

€

= ¢ [ (Vu+y)P+ @+ de= 5| [ @+y)®de

W, (0) W, (0)

(7.8)

© |
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Insgesamt ist

]

Lemma 7.13. Gegeben sind die Voraussetzungen (Vy), (Vo) und (V3,). Sei M > 0
aus Voraussetzung (Va,). Sei

D := {x € RN|a(x) < M}.
Zu € > 0 gibt es ein R > 0 mit

[ wax<eul
DNWg(0)¢
fiiralle A > 1undu € H.

Die Beweisidee stammt aus einem Artikel von Thomas Bartsch, Alexander
Pankov und Zhi-Qiang Wang [4][Beweis von Proposition 2.1].

Beweis. Seie > 0.Seir > 0 aus Voraussetzung (V3,). Nach Lemma gibt
es ein R’ > 0 mit
/ utdx <e / (|Vul> + VE(x)u?) dx (7.9)
DNW; (y) Wi (y)

fiiralle # € Hund |y| > R'.Seij € N mitj > & und R := jr. Sei (x,) C RN
mit

U(Wi(xn) "Wy (xm)) =0 Vn,m € N,n #m,

Unen Wi (xn) = Wr(0)c.
Dannist firu € H

e / (Vul + Vi) dx = ¥ e / (IVul? + VE(x)u?) dx
nelN

Wr(0)¢ Wi (x,)
79)
> ) / u? dx = / u? dx.
"ENDAW, (x) DNWg(0)¢
Es folgt

/ u? dx < el|lul3.
DﬁWR(O)C
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7.4.2 (PS)-Bedingung von ]y, /o, A > 1 und weitere (PS)- Eigenschaften

Im Abschnitt[7.3|Satz[7.9 haben wir gezeigt, dass J,, A > 1, stetig differenzier-
bar ist mit

DJy(u)(v) = (u,v>,\—/(f(x,u)v+ocuv) dx,

RN

fiir alle u,v € H. Daraus folgt auch, dass Jo = J)|n, stetig differenzierbar ist
mit

DJo(u)(v) = <u,v)—/(f(x,u)v+txuv) dx,
RN

fir alle u,v € Hy. Dann ist wegen (A3) JA|H, = Jo firalle A > 1.

Proposition 7.14. Es gibt ein A > 1, so dass fiir alle A > A und c € R jede (PS),-
Folge von |, beschriinkt ist.
Gilt sogar (V3), dann gilt die Aussage fiir alle A > 1.

Beweis. Seien a und «g aus dem Abschnitt
Gilt (V3), dann sei M > 0 mit

M > a — g

und A > 1. Gilt (V3) nicht, dann sei M > 0 aus Voraussetzung (V3,) und A > 1
mit
AM > o —

und A > A. Injedem Fall gilt
AM > o — . (7.10)

Sei
Dy := {x € RV|a(x) < M}.

Nach Lemma gibt es R > 0 mit

1
/ wdx < - lul} (7.11)
D1NWR(0)°

fir alleu € Hund A > 1. Sei g aus (f). Nach Lemma [7.5 gibt es > 0 und
g >4 > 2mit
0 < g4G(x,t) < g(x,t)t (7.12)
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fir [t| > r und f.i. RN,
Seien ¢ € R und (u,,) € H eine (PS).-Folge von ], mit
Ja(un) = ¢, DJr(un) — 0.
Es ist fiir n € IN grofs
14 Yl 22 () — 2Dt ()
=3 = Dl + [ Gl ) — Glxun)) dx. 19

q
RN
Seien fiirn € N
DY = {xeRN|a(x) <M, |u,(x)] <r} N Wg(0)
DY = {x € RN ||u,(x)| >r, a(x) > M}

U{x eRN |a(x) <M, |u,(x)| >r, x € Wg(0)}

D} = {x € RY||u,(x)| <7, a(x) > M}.
Es ist
712)
/(%g(x, )ity — G(x,u)) dx > 0. (7.14)
D3
Es gilt
/ (%g(x, Up)tty — G(x,uy)) dx
Dy NWg(0)°
= / (%(f(x,un)unthxu%) — F(x,un) — %u3) dx
D1NWg(0)€
N 1 1_1y,2
> [ Gfmu - Frw) (b= Dub)dr @1
Dy NWg(0)°
Lem.(72)
> —a3-b) [ udax
D1NWR(0)°
i 1

—_(1_1

> — G- Dl
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Ahnlich sieht man fiir i = 2, 4.

Es ist weiter

/uﬁ dx < r*u(DY) < r?2NRN, (7.16)
D3
Mit (7.14)) bis (7.16) ist
/(%g(x, U )iy — G(x,uy)) dx
N
]Rl 1 2 11 2 1_ 1),29NpN (7.17)
> - (= Dlwali -« -} [ud ax—a3 - Hr2"R
D
Fir x € DJf ista(x) > M und damit
Vi(x) =ap(x) +a+ Aa(x) > ag+a+AM
710)
> aotoa+a—oug =2«
Es folgt
2 1 4 2
zx/undx< —/V/\(x)un dx
Dj D
1
<5 /(|Vun|2 + V& (x)u?) dx (7.18)
Dj
1
< 2 lluall.
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Es ist fiir n € IN grof3

(7.13)
c+1+%||un||A > (%—%)HunH%-l-/(%g(x,un)un—G(x,un))dx
RN
(7.17) 1
=" (3= D0l = gluallf — & [ 1 dx — ar2VRY)
Dy
3
= =Dl —a [ 02 dx—ar’2VRY)
Dj
1
> (3 PG lual} - ar’2VRY)
1 1 1 2 1 1\,.2~ANpN
= G- Dlul} —a§ - Hr2VRY.

Damit ist (||uy||)) beschrankt. Damit ist aber auch (u,) beschrankt in H nach
(A1). O

Bemerkung 7.15. Im Beweis von Proposition haben wir gezeigt, dass es
ein A > 1 gibt, so dass fiiralle A > A, ¢ € R (u,) C H eine (PS).-Folge von )
und n € IN grofs gilt

RN
L1 2 1 _ 1\,2oNpN
> ;G = Plually —alz = 5)r"27R
und somit .
limsup ||un |3 < ~_‘72-c+r',

wobei r' := 4ar?2NRN; die Konstanten § und 7’ sind unabhingig von A, ¢ und

(tn).

Satz 7.16. Unter der zusitzlichen Vorausetzung (V3) erfiillt [y, A > 1, die (PS)-
Bedingung.

Beweis. Sei A > 1 und ¢ € R. Sei (4,) C H eine (PS).-Folge von J,. Nach
Proposition ist (u,) beschrankt in H. Somit gibt es eine Teilfolge o.E.
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(uy) und ein u € H mit u, — u in H. Nach Satz ist Dk vollstetig, d.h.
Dk(uy,) — Dk(u) in H'.

Wegen (A;) isti : H — H) isomorph. Nach dem Darstellungssatz von
Riesz ist die Abbildung

jl:H/\ _>Hl/ U= <U/'>)\/

isomorph. Weiter ist auch die Abbildung
jo:H — H), LwLoil,
isomorph. Es gilt in H’
Dk(u) < DJy(un)+ Dk(uy) = (iuy,i-)x
= Jy '((iun, ) = (' o 1) (ittn)
= (]51 0 j1 0 1)uy.

Somit ist
up — (joojroi) Y(Dk(u)) in H.

]
Satz 7.17. ]y erfiillt die (PS)-Bedingung.
Beweis. Seic € R. Sei (u,) C Hy eine (PS).-Folge von Jo.
Nach Lemma|[7.5/gibt es ¥ > 0 und q > § > 2 mit
0 < GG(x,t) < g(x, t)t (7.19)
fir [t| > r und f.i. RN, Fiir n € N grof ist
1 1
ct+1+ §||un|| = Jo(un) — EDJO(”n)(un)
1 1
= (5= Dluall®+ | Ge(x un)un — G(x,un)) dx.
> 7
q N
Sei
Dy = {x € RN||un(x)] < 1}
Esist
1 719)
/ (58(c wn)itn = Gl ) dx = 0 (7.20)
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Weiter gilt
1
/(:g(x, up) iy — G(x,uy)) dx
q
Dy
1
= [ (=(f(x,up)uy +0cu%) — F(x,uy) — ufl) dx
D, 1
4<q 1 1 1
> /(—f(x,un)un—F(x,un) —«x(§ — - u?) dx (7.21)
D, q q
Lem.(7.2)
emz. —oc(1 — l)/u% dx > —oc(1 - l) /u% dx
2 g 2 g
. O
V-
> —a(z = P > e
Seic 1= —a(3 — %)rzy(ﬂ). Es folgt fiir n € IN grof3
) 1 1 ) 1
¢+ 14 zllunll > (5 = 2 wnll” + /(tg(x,un)un—G(x/un))dx
q N q
72n7z0 1 1
= G- Dl

Also ist (1) beschrankt in Hy.

Es gibt eine Teilfolge 0.E. (u,) und ein u € Hy mit u,, — u in Hy. Nach Satz
ist D(k|p,) vollstetig. Nach Satz ist V(k|p,) vollstetig, d.h.
V (k|g,) (1n) — V(k|g,)(u) in Hy. Somit ist

un = V]o(un) + V(klgy) (un) = 0+ V(k|g,) (1) = V(k|H,)(u).

Wie in Bemerkung[A.§|sieht man, dass es V k : H — H, A > 1, stetig gibt
mit

Dk(u)(v) = (Vpk(u),v), Yu,v € H.
Sei V\J) := Idg — V k. Dann ist V], stetig mit

DJx(u)(0) = (VaJa(u),0)s Yu,v € H. (7.22)
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Proposition 7.18. Ist A, — oo, (u,) C H, ¢ € R mit
]/\n (ui’l) — ¢, ||vAn])\n(un)H)\n - O’
dann ist (||uy,||,,) beschrinkt.

Beweis. Der Beweis ist sehr dhnlich zum Beweis von Proposition von [7.14]
Seien « und « aus dem Abschnitt[7.2]
Seien ¢ € R, (u,) € H mit

JanCun) = ¢, IV, Ja, (un)llr, = 0.
Sei g aus (fs). Nach Lemma 7.5/ gibt es 7 > 0 und g > § > 2 mit
0 < GG(x,t) < glx,b)t (7.23)
fir |t| > r und f.i. RN, Es ist fiir n € IN gro8

c+1+ %“”n”)\n >, (n) — %(VA,,]An(un)runMn
=Jn, (ttn) = 2D, (ttn) (t1n)

(7.24)
~(4 = Dllunli, + [ (gl wn)un = Glx,)) dx.
RN
Sei M aus Voraussetzung (V3) und
D; := {x € RN|a(x) < M}.
Nach Lemma gibt es R > 0 mit
1
/ wdx < o lul} (7.25)

D1NWg(0)¢
furalle A > 1und u € H. Seien fiirn € N

DY = {xeRN|a(x) <M, |u,(x)] <r} N Wg(0)
Dy = {x¢€ RN | [un(x)| > r, a(x) > M}
U{x eRN |a(x) <M, |u,(x)| >r, x € Wg(0)}

D} = {x € RN ||u,(x)| <7, a(x) > M}.
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Es ist
712
/(%g(x, up)uy — G(x,uy)) dx > 0. (7.26)
D3
Es gilt
/ (%g(x, Up)y — G(x,u,)) dx
D1NWg(0)°
= / (%(f(x, )ty + au’) — F(x,u,) — Su?) dx
D1NWg(0)€
N 1 1_1y,.2
/ (5.f (e un )y — F(x,up) — a(5 — 3)u,) dx (7.27)
D1NWr(0)€
Lem.(72)
> ey [ da
DlﬂWR(O)C
7 1 )
> = a2~ %)H%HM
Ahnlich sieht man fiir i = 2, 4.
[ G = Glx,un)) dx = ~a(— 1) [ dx
D! D!
Es ist weiter
/u% dx < P*u(D5) < r?2NRN. (7.28)
D3
Mit (7.26)) bis (7.28) ist
/(%g(x, U )ty — G(x, 1)) dx
RN
L1 2 11 2 1_1),29NpN (7.29)
> = 3= Dllwal, — et~ 1) [ a2 dx— a3 - HrR2"R

Di
Fir x € Djf ista(x) > M und damit fiir n € IN grofs

Vi (x) = ao(x) +a + Apa(x) > g +a + AyM
> 2.
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Es folgt

Dy Dy
1
< / (Va2 + VE (x)1i2) dx (7.30)
Dy
1
< Slunl3,
Es ist fiir n € IN grof3
e+ 14 Gllunll, = (5= Dlluall}, + /(%g(x,un)un — G(x,up)) dx
RN
(7.29) 1
= =D, = glualf, - o [ o ax— m22VRY)
Dy

3

= G- DGl e [ dr—ar2VRY)
Dy
(7.30) 1
> (3= P(gllualli, —ar’2VRY)
1 1 1 2 1 1\,2/ANpN
= 4_1(7 - 5)||“n||)m —a(; —7)r"2°R".
Damit ist (||u,]|,) beschrankt. O

Satz 7.19. Ist A, — oo, (1) C H, ¢ € R mit

Intn) = ¢ IVada ()l =0,
dann gibt es eine Teilfolge (un,) und ein u € Ho mit |[un, —ul[p, — 0.
Beweis. Sei A, — o0, (1) C H, ¢ € R mit

I () = ¢, IV, (un)[|r, — 0.

Nach Proposition ist (||un] 5, ) beschrankt. Nach (Ajz) gibt es eine Teilfolge
0.E. (1) und ein u € Hy mit u,, — u in H.

Schritt 1:Dk(u,,)(u,) — Dk(u)(u) und Dk(u,) — Dk(u) in H'.
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Es ist
H — W2(RY)

stetig. Nach Bemerkung 2.1/ existieren die Einbettungen
WI2(RN) — L1(RN), 2 < g < 2*
und sind stetig. Somit existieren die Einbettungen
ig: H— L*(RN)
i : H < LP(RN)
i:H— L2(RN) N LP(RN)

und sind stetig.
Nach [4][Lemma 4.2] ist

gy — fpl in LZ(IRN), iolly, — Il In LP(IRN)

und somit

i, — iuin L2(RN) 0 LP(RY)
Sei I aus Proposition 7.6 Wegen (f2) gilt auch (f1) und I ist nach Proposition
und k nach Satz[7.9|stetig differenzierbar. Wegen

4 2 .
k= IOZ+§H : ||L2(RN) o iy,

istfurv e H
Dk(v) = (DI(iv)) o i + a{igv, ip*) r2(rN)-
Es folgtin H’
Dk(uy) =(DI(iuy)) o i+ a(iottn, io*) r2(rN)
—(DI(iu)) o i+ aliou,io") 12(rN) (7.31)
=Dk(u).
Weiter gilt

Dk(u)(up — u) =(DI(iu))(iuy — in)) + aliou, ign — ioh)) 2(rN)
—0.
Damit gilt mit (7.31) und (7.32)
| Dk(u4n ) (un) — Dk(u) (u)]
| Dk(un) (un) — Dk(u) ()| + | Dk(ut) (un) — Dk (1) (u)]
1Dk (1) — Dk(u) || g [[un | + | Dk (ue) ( — 1))
0.

(7.32)

$INIA
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Schritt 2: ||u, — u|,, — 0.

Es gilt
0 <_||vAn])\n(un)||/\n||un||)\n Z |<v/\n]/\n(un)/ Mn>/\n| (7 33)
7.22! .
O3 1,13~ Dk(u) ().
Weiter gilt
0 (A2)
IV ) I el =" 11V A a, () [, 1],
(7.22)
> (VT (1), 100, | B2 |ty 10) 0, — D (11 (u)] (7.34)
A
) 4, 1) — D) ().
Wegen u, — uin H ist
(i, u) — |Jul?
und nach Schritt 1 ist
Dk(uy)(u) — Dk(u)(u).
Es folgt
0 (it 1) — Dk(u) ()] — [[|u]2 = Dk(u) (). (7.35)
Es folgt mit Schritt 1, (7.33) und (7.35)
unllZ, = 1ull?l < [llualli, — Dk(un) ()]
+|Dk(un) (un) — Dk(u) ()|
+||Jul|* = Dk(u) (u)|
— 0.
Somit ist
g —ul3, = Nuali, + lullf, — 2(un,u)y,
(A2)
=0 uall3, + el =2, u)
= lul® 4 fJul* — 2(u,u) = 0.
]
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7.5 Losungen von (P,) fiir A > 1 grofs in den Fdllen (Min),
(Deg) und (Krit)

Wir haben in den Abschnitten [7.2lund |7.3|die Variationsstruktur von (P,) und
(Po) gezeigt, falls (V4), (V) und (f1) gelten. In Abschnitt[7.2lhaben wir gezeigt,
dass unter den Voraussetzungen (V1) bis (V3) die Bedingungen (A1) bis (A3)
erfiillt sind. In Abschnitt[7.3/ haben wir gezeigt, dass unter den Voraussetzun-
gen (V1) bis (V3) und (f1) die Bedingung (k) erfiillt ist.

Falls wir ein striktes lokales Minimum i von [y haben, konnen wir Satz
3.2 anwenden. Wir erhalten dann ein §y, so dass fiir alle 0 < § < Jp ein
As > 1 existiert, derart dass fiir alle A > A; das Energiefunktional ], ein
lokales Minimum u, besitzt mit ||u) — #||y < J. Setzen wir fiir einr > 0

0 < F(x,t) < a't? fiir alle |t| > 7,

wobei A das Inverse des ersten Eigenwerts der Abbildung A in H}(Q)) ist und
a’ < Aq + g, voraus, so erhalten wir ein lokales Minimum i von Jj.

In Kapitel /| Abschnitt (7.2l haben wir gezeigt, dass unter den Voraussetzun-
gen (V1) bis (V3) und (f2), (f3) die Bedingungen (A7) bis (A3), (k1) und (k2)
erfillt sind. Damit konnen wir unter den Voraussetzungen (V) bis (V3) und
(f2), (f3) Satz[t.7lanwenden, falls wir einen nichtausgearteten kritischen Punkt
it von Jo haben. D.h. wir erhalten ein 6y > 0,so dasszu 0 < § < Jpein As > 1
gibt, derart dass fiir alle A > A; das Funktional J, einen kritischen Punkt u,
besitzt mit ||u) — ||y < . Wir erhalten hier sogar fiir A > A;

deg(l © v)\]/\ © iil/ U5(1/_l),0) = deg(v]()/ U5(1/_l),0),

wobeii: H < H)und V,]J, : H— H definiert durch D], (u)(v) = (VA JA (1), 0),
fur alle u,v € H. Ist ess infag > —A; und gilt zusétzlich (f4), so liefert das
Mountain-pass-Theorem [10][Theorem 1.17] einen nichttrivialen kritischen Punkt
ii. Ist @ ein kritischer Punkt von Jo und ausgeartet, so wahlen wir

17 € C=(RN) mit 57| = 1 und betrachten statt k das vollstetige Funktional

FiH SR, k(u):k(u)—i—y/iy(x)(u—a)zdx
RN

fir p > 0. Fir ¢ > 0 klein ist 7 ein nichtausgearteter kritischer Punkt von
Jo = Jalm, wobei Jy := |- |3 -k A > 1L Satzléiﬁt sich auf Jo, A > 1
beliebig, und i anwenden.

Wir zeigten in Kapitel [7] Abschnitt dass unter den Voraussetzungen
(V1) bis (V3) und (f2) bis (f1) die Bedingungen (A1) bis (A3), (k1), (k2) und
(j1) bis (j3) gelten. Damit konnen wir unter den Voraussetzungen (V1) bis (V3)
und (f2) bis (fy) Satz 6.4/ anwenden, falls wir einen isolierten kritischen Punkt
ii von ]y haben mit nichttrivialen kritischen Gruppen C.(Jo, i). Dann erhalten
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wir ein 69 > 0, so dass zu 0 < § < Jp ein As > 1 gibt, derart dass fiir alle
A > A das Funktional ], einen kritischen Punkt u) besitzt mit ||u) — ||} <.

Unter den Voraussetzungen (V7) bis (V3) und (f2) bis (f4) kénnen wir Satz
anwenden, falls wir reguldre Werte 2,b € R mit a < b von Jy mit nicht-
trivialen Homologiegruppen H.( ]g, J§) haben. Dann erhalten wir ein A > 0,
derart dass fiir alle A > A das Funktional ) einen kritischen Punkt ©, mit
Niveau in [a, b] besitzt, d.h. ]y (u,) € [a,b].
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KAPITEL 8

Ein allgemeinerer Fall als in Kapitel@

Wir haben in Kapitel m Raume H), A > 1, Hy und Funktionale J,, A > 1, ]
konstruiert, die die Voraussetzungen aus den Kapiteln[5lund [ferfiillen. In die-
sem Abschnitt werden wir die Bedingungen aus dem Kapitel [/|abschwéchen,
so dass die Operatoren k und Dk nicht mehr vollstetig sind. Wir werden zei-
gen, dass dann die wesentlichen Aussagen aus den Kapiteln [5und [f trotzdem
richtig bleiben.

Wir setzen die Bedingungen (V;), (V2) und (V3,) an das Potential aus Ka-
pitel [7lund (f2) bis (fa) voraus. In Kapitel [7] Abschnitt[7.2 haben wir gezeigt,
dass dann die Bedingung (A7) bis (A3) aus den Kapite und [f| erfiillt sind.
Weiter haben wir in Kapitel [7]Satz[7.17jund Satz[7.19|gezeigt, dass (j;) und (j3)
aus den Kapiteln 5| und [f] gelten.

Folgende Bemerkung werden wir oft verwenden.

Bemerkung 8.1. Es ist
H — W'2(RY)

stetig. Nach Bemerkung 2.1/ existieren die Einbettungen
WL2(RN) — L1(RN), 2 < g < 2*
und sind stetig. Somit existieren die Einbettungen

i : H— L*(RN)
i, : H— LP(RY)
i:H < L*(RN)NLP(RN)

und sind stetig.

Sei A, — oo und (u,) € H mit (||us||5,) beschrankt. Dann gibt es nach
(As3) eine Teilfolge o.E. (1) und ein u € Hy mit u, — u in H. Nach [4, Lemma
42 ] ist

iyt — ipu in L2(RY),
iply — ipuin LP(RN),
iy, — iuin L2(RN) N LP(RN).
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Sei I aus Proposition Nach Proposition [7.6 ist I und nach Satz [7.9] ist k
zweimal stetig differenzierbar. Wegen

. 0 2 .
k = IOZ‘{’EH : HLZ(]RN) o1,

istfurve H
Dk(v) = (DI(iv)) o i + a{iv, iz-) gy

Es folgt
) = IGun) + it g, = 100 + Sl = &
(un) = (Wn)+2||12”11||L2(]Rl\1)_> (1”)+2H12”||L2(1RN)_ (u)
und in H’

Dk(un) = (DI(iun))oi+ aiotn, o) 2(rN)
(DI(iu)) o i+ aliou, io*) 2(rv)
= Dk(u).

4

8.1 (PS)-Eigenschaften fiir ], fiir A > 1

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene (PS)-Eigenschaften von J,,
A > 1, auflisten.
Sei M aus Voraussetzung (V3,) und «, &g aus Kapitel |2] Abschnitt
Lemma 8.2. Sei (u,) C H, u € H mit u, — uin H. Dann gilt fiir allev € H
Dk(uy)(v) — Dk(u)(v).

Beweis. Sei (u,) C H, u € Hmitu, — uin H.

Schritt 1: Fiir ¢ € C®(RN) ist Dk(uy,)(¢) — Dk(u)(@).
Sei ¢ € CZ(RN). Sei R > 0 mit supp ¢ C Ug(0). Nach Bemerkung2.1]sind
die Einbettungen
W2(RN) < L2(Ug(0)), W'*(RN) < LF(Ug(0))
kompakt, also auch vollstetig und nach Lemma auch die Einbettungen
H < L*(Ug(0)), H < LF(Ug(0)).
Damit gilt

n| g (0) = Ulug(o) in L2(RY), LP (RN) und L?(RN) N LP(RV).
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Es folgt nach Bemerkung
/ (f (x, un) + artn) @ dx = DI(un|yg0)) (@) + a{unlug0), @) 12rN)
Ug(0)

> DI{uluy(0))(9) + aulugoy, )2y = [ (Flaru) +an)p .
Ug (0)

Es folgt

Dk(un)(9) = (f (3, ) + atin)  dx

—

— (f(x,u) +au)p dx = Dk(u)(¢).

<
)
SN

o
=

Schritt 2: Fir v € H ist Dk(u,)(v) — Dk(u)(v).
Seien i; und i, aus Bemerkung|8.1 Nach Bemerkung2.T|existieren die Ein-
bettungen

j2 : WH(RN) — L2(RN)
jp : WARY) — LF(RN)

und sind stetig. Seien ¢, die Norm von i3, ¢, von iy, d von j, und dj, von jp,.
Es gilt fiirv,w € H

Dk(w)(®)] = [DI(w)(0) +awel < [ |f(x,w) +aw] [o] dx
RN
(f2)
< [le+a)(lul + w0 dx
RN

< (C + (X)HZUHLZ(]RN)HU“LZ(]RN) + (C + “)l'wHLp (RN) ”vHLP(IRN)

A

-1
(e +a)(cadz|wl +cp ™ dpllw]" ) [ollwrzmn)

Seiv € H.Seie > 0.Sei C > 0 mit ||u,|| < C furallen € N und |[u|| < C.
Sei ¢’ := (c+ a)(cpd,C + cz_ldpcp_l). Dann ist fiirw € H

| Dk(un)(w)] < c'llwllwrzgyy,  [Dk(u)(@)] < c'[lwl[wzgy). (8.1)

Wegen W2(RN) = Wy*(IRN) gibt es ein ¢ € C°(RN) mit

€
o — (PHWLZ(IRN) < 3
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Damit ist
IDK(1) (o) = Dk(1,) ()] =|Dk(n) (0 — 9)] ‘< ¢lo - Pllwrzwy)
< £ =€, (8.2)
3¢’ 3
[Dk(u) (v) — Dk(u)(9)| <3
Nach Schritt 1 ist fiir n € IN grof3
[Dk(z) (¢) — Dk(u)(9)| < 5. 8.3
Es folgt fiir n € IN grofs
| Dk(un)(0) = Dk(u)(@)] < [Dk(un)(v) — Dk(ut) (o)
+|Dk(un) () — Dk(u)(¢)|
+[Dk(u) () — Dk(u) (v)|
' € € €
> 5 + 5 + 5 =€
[

Lemma 8.3. Es gibt ein A > 1, so dass fiir alle A > A und alle c € R jede (PS).-
Folge (u,) C H von ], eine schwach konvergente Teilfolge besitzt und dieser Grenz-
wert ein kritischer Punkt von | ist.

Beweis. Sei A > 1 aus Proposition [7.14]

SeiA > A, c € Rund (u,) C H eine (PS).-Folge von J,. Nach Proposition
[7.14)ist (u,) beschrankt. Damit gibt es eine Teilfolge o.E. (u,) und ein u € H
mit #, — uin H und in H). Sei v € H. Es gilt

| (un, 0)a — Dk(un)(0)| = |DJr(un) ()] — 0.
Weiter gilt
(un, v)p = (U, 0).
Nach Lemma [8.2 gilt
Dk(uy)(v) — Dk(u)(v).
Es folgt
DJy(u)(0) = (4,0), — Dk(u) (0) = 0.
Somit ist u ein kritischer Punkt von J,. ]
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Satz 8.4. Es gibt ein A > 1, so dass fiir alle A > Aundallec € R, 6 > 0, ug € H,
es einen kritischen Punkt u von ], gibt mit ||u — ug||x < 9, falls es eine (PS).-Folge
(un) C Hvon J) gibt mit ||u, — ug||y < 6 fiirallen € IN.

Beweis. Sei A > 1 aus Lemma (8.3
Seid > A,c e R, 0 >0,uy € Hund (u,) C H eine (PS).-Folge von ],
mit ||u, —ul|y < ¢ fiir alle n € IN. Nach Lemma [8.3| gibt es eine Teilfolge o.E.
(uy,) € Hund ein u € H mit u, — u in H und H) und u ist ein kritischer
Punkt von J,. Es gilt
lu —uollk = Nl + lluollf — 2{u, uo)a
< liminf([Jun|3 + [|uollF — 2(un, o)1)

= liminf ||u, — ug|5 < 6%

Lemma 8.5. Es gibt ein A > 1, so dass fiir alle A > A, ¢ € R und jede (PS).-Folge
(un) C Hoon J) gilt

%Dk(un)(un) k() - c.

Beweis. Sei A > 1 aus Proposition
SeiA > A, c € Rund (u,) C H eine (PS).-Folge von J,. Nach Proposition
ist (1,,) beschrankt. Es folgt

¢ Jalotn) — 3 DJa1er) () = 3 Dk(u) () — Kt

Lemma 8.6. Zu R’ > 0 und € > 0 gibt es ein A > 1 und ein R > 0 mit
/ \ulP dx <e, / u? dx <e.
Br(0)° Br(0)°
fiiralle A > A, u € Hmit |ju||, <R

Beweis. Seien R’ > 0 und € > 0.

Seien M aus (V3,) und a und w aus Kapitel |2] Abschnitt Nach Bemer-
kung 2.1| existiert die Einbettung W2(RN) < L2 (RN) und ist stetig. Sei ¢’
die Norm dieser Einbettung. Sei 6 € (0,1) mit

p=2042%(1-8).
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Seien

. € 0 2(R")?
€/ = mln{ (W) ,G}, A> .

Sei

D := {x € RN|a(x) < M}.

Nach Lemma gibt es ein R” > 0 mit

€/
[ wrdx< ool (5.9
DNWgn (0)€

firalle A > 1und u € H.Sei R := N2R”".

Sei A > A, u € Hmit ||ul|) < R’.Dann ist

|' 6/ 6/ €/

2 2 2 7 _
[ dies [ wacS gl < paR? =5
DNBg(0)¢ DﬂWR//(O)C

Weiter ist fiir x € D N Bg(0)°©

Vi(x) =ap(x) +a+Aa(x) > AM

d.h.
1 1 (R/)Z 6/
2 < [ 2 < — 2 < < —.
[ o< [ viewdxs R < <5
D¢NBR(0)° DeNBR(0)¢
Insgesamt ist
/ utdx <€ <e. (8.5)
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Es folgt
0 1-0
/|u\f’dx < /\u|2dx /|u!2*dx
Br(0)° Br(0)° Br(0)¢
1-0
(85) i
< @ [ WP ax
Br(0)°
1-0
e 2*
< Gmpaw | ] W
Br(0)°
€ 24(1-0)
< W||u||wl,2(RN)
€ 2+(1-0)
< WH””A
< e

Lemma 8.7. Zu R’ > 0 und € > 0 gibt es ein A > 1 und ein R > 0 mit
| / fx,u)udx| <e, | / F(x,u)dx| <e
BR(O)C BR(O)C

fiiralle A > A, u € Hmit |ju||, <R

Beweis. Seien R’ > 0 und € > 0. Nach Lemma(7.1/gibt es A > 0 mit

€

2R/2|t|2+A|t|P

€ _
£ 0] < el + AP (B b)) <

fiir t € Rund f.ii. x € RV,

Nach Lemma [8.6| gibt es ein A > 1 und ein R > 0, so dass fiir alle A > A
und u € H mit ||u|[, < R’ gilt

/ ul? dx < (8.6)
Br(0)°
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SeiA > Aund u € H mit ||u||, < R’.Esist
© / wdx <

€
ZR_/zHu”{Z/vLZ(]RN)

2R/2
Bgr(0)¢
€
< WH””%\
< &
- 2
Weiter ist
€
A / |ulP dx < A_:E'
Br(0)°
Damit ist . e e
2
/ (4R’2u + AlulP) dx < Sty =e
Br(0)°
Es folgt

|/f(x,u)udx|§ /(2;/2u2+A|u]P)dx§€,

Br(0)¢ Br(0)¢
| / F(x,u)dx| < / (22,2u2+A]u|f’) dx < e.
Br(0)° Br(0)°

Satz 8.8. Zu e > 0 und C > 0 gibt esein A > 1, so dass es fiiralle A > A, c < C
und jede (PS)c-Folge (u,) C H von ] eine Teilfolge (uy, ) und einen kritischen Punkt
u € Hoon J) gibt mit u,, — win Hund |Jy(u) —c| <e.

Beweis. Seien M aus (V3,) und & und &g aus Kapitel [7] Abschnitt[7.2] Seie > 0
und C > 0.

Sei A1 > 1, so dass Proposition und Lemma gelten. Nach Bemer-
kung[7.15ist fiir A > Ay, ¢ < C, (u,) C H eine (PS).-Folge von ],

8 84GC
: 2< q . /< q /
limsup ||u,||5 < 72 c+r < —q_z—l—r, (8.7)

dabeisind 7 > 0und § > 2 unabhingigvon A, cund (u,,).Sei R := 4/ 2@—% +1r' >
0. Nach Lemma 8.6/ gibt es ein Ay > Aj und ein R” > 0 mit
» €
dx < —. 8.8
/ TS 3 ®8)
Brir(0)¢
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fiir alle A > Ap, u € H mit ||u[[, < 2R’. Nach Lemma 8.7 gibt es ein A > A
und ein R > R” mit

[ fewudr <5, / F(x,u) dx| < & (8.9)
Br(0)° B (0)°

furalle A > A, u € H mit [jul|, <2R

SeiA > A, ¢ < Cund (u,) C H eine (PS).-Folge von J,. Nach Lemma
gibt es eine Teilfolge o.E. (1,) und einen kritischen Punkt u € H von |, mit
uy — uin H und H,. Wegen

~
limsup [|u, |3 < % +7' = (R')?

Bl

sei 0.E. ||uy||, < 2R’. Damit ist auch
ullx < liminf [Ju, |, < 2R
Nach Bemerkung 2.1/sind die Einbettungen
WY2(RN) < [2(Ug(0), W'A(RN) = LP(Ug(0))
kompakt, also auch vollstetig und nach Lemma auch die Einbettungen
H < L*(Ug(0)), H < LP(Ug(0)).
Damit gilt
tnltg(0) = Ualug (o) in L2(RY), LP (RN) und L*(RN) N LP(RY).

Es folgt nach Bemerkung

n 14
[ (B + S2) dx = Hualugo) + 5 it o B2 )
Ur(0)
& 2 X 2
> 1(uluy0) + 5l Pagmsy = [ (FGru) + Su) dx

Ur(0)
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Es folgt

k(u) = / (F(x,u) + %uz) dx + / (F(x,u)+ %uz) dx
Br(0)° Ug(0)

@963
< §+ / (F(x,u)+ Euz) dx

2
Ur(0)

+ / (E(x, 1) + =

2u%) dx

k(u) < liminfk(uy) + g (8.10)

k)= [ (Fu)+ ) dx + / (F(x,u) + 1) dx
B (0)° R (0)

> / (F(x,u)+ guz) dx

k(u) > limsup k(u,) — g, (8.11)
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Dk(u)(u) = / (f (x, u)u + au?) dx + / (f(x, u)u + au?) dx
Br(0)° Ur(0)

> / (f(x,u)u + au?) dx

— / xunun—I—ocu)dx

e [ e iy i

2
RN
= Dk(un) (1) — 5
Dk(u)(u) > limsup Dk(uy)(uy) — g, (8.12)

ull3 = DJa(u) () + Dk(u) () = Dk(u) (1)
8§2 lim sup Dk(uy)(uy) — g

(8.13)
n) + Dk(un)(un)) —

€
= limsup(D]J) (un)(u >

— limsup [, 3

I\Jlm/\

Damit ist
1 oL 1
I = llul = k() < timin w3 - k()

1
< liminfEHunH% — limsup k(u,) + g

IN

.1 €
hmmf(EHunH% —k(uy)) + 3

lim]A(un)+§:c+§<c+e.

und

1., €
Sl k() 5 timsup g~ k(a) — &

Ja(u) 5

1 5
lim sup §||un||3\ — liminfk(u,) — €

5
v |vg I

: 1 5
lim sup (5 ||un[| = k(un)) = ce

lim]A(un)—ge:c—ge>c—e.
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8.2 Giiltigkeit des Satzes [5.10|aus Kapitel

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass Satz aus Kapitel 5| gilt. Dazu
werden wir uns die einzelnen Lemmata und Sitze , die wir im Beweis von Satz
benutzt haben, und zuletzt den Beweis von Satz[5.10|anschauen.

Im Beweis von Lemmahaben wir A, — o0, (uy) € Hmitu, € ]an ([a, b]),
lltnllr, > R, {Ja,(un)} konvergent und ||V, ], (un)]|r, — 0. Wir haben mit
Voraussetzung (j3) und Bemerkung 5.1/ eine Teilfolge o0.E. (u,) und einen kri-
tischen Punkt u € Hy von ]y gefunden mit ||u,, — u|[,, — 0. Wir haben im Be-
weis von Lemma 5.3| Bemerkung |5.1| benutzt. Dort verwendeten wir die Voll-
stetigkeit von Dk, um Dk(u,) — Dk(u) zu erhalten. Das gilt aber schon nach
Bemerkung|8.1} Weiter unten im Beweis von Lemma 5.3 haben wir die Vollste-
tigkeit von k benutzt, um k(u,) — k(u) zu erhalten. Auch das folgt schon aus
Bemerkung 8.1 Somit 148t sich Lemma [5.3|auch im allgemeinen Fall zeigen.

Im Beweis von Lemma [5.4 haben wir Lemma [5.3| benutzt, aber nicht die
Vollstetigkeit von k und Dk oder Bedingung (j»). Dass Lemma im allge-
meinen Fall gilt, haben wir bereits gezeigt.

Im Beweis von Lemma5.5/haben wir A, — oo, (1) € H mit ||u, — || > 6,
Ja,(un) € [a,b], Pu, € Bs(ug), (Ja,(un)) konvergent und ||V, Ja, (ux)|[r, — O.
Wir haben mit Voraussetzung (j3) eine Teilfolge 0.E. (#,,) und ein u € Hy ge-
funden mit ||u, — u||,, — 0. Dann haben wir Bemerkung 5.1/ angewandt, um
zu zeigen, dass u ein kritischer Punkt von Jj ist. Hier ging Dk(u,) — Dk(u)
ein, was aus der Vollstetigkeit von Dk folgte. Dass (Dk(u,)) gegen Dk(u) in
H’ konvergiert, erhalten wir hier aus Bemerkung Also lasst sich Lemma
auch im allgemeinen Fall zeigen.

Im Beweis von Lemma haben wir fiir A, — oo, (u;) C H mit
|lunllr, < R und Jo(Pun) — Jy,(un) > € Voraussetzung (Az) und Bemer-
kung benutzt, um eine Teilfolge 0.E. (u,) und u € Hy mit u, — uin H
und Pu, — u in H zu erhalten. Bemerkung 4.1| ist im allgemeinen Fall im-
mer noch giiltig. Weiter haben wir die Vollstetigkeit von k verwendet, um
k(un) — k(u) und k(Pu,) — k(u) zu erhalten. Nun ist (Pu,) beschrénkt in
H und ||Puyl[, = ||Pus| nach (Az). Damit ist auch (||Puy||,,) beschrankt.
Nach Bemerkung 8.1] gilt hier k(u,) — k(u) und k(Pu,) — k(1) auch ohne die
Vollstetigkeit von k. Somit 1dft sich Lemma [5.6|auch auch im allgemeinen Fall
zeigen.

Im Beweis von Lemma/5.7 haben wir auSer Lemma 4.4 nichts benutzt, was
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8. Ein allgemeinerer Fall als in Kapitel[7] M. Parnet

im allgemeinen Fall nicht gilt. Also ist hier zu priifen, ob die Aussage aus Lem-
ma |4.4/im allgemeinen Fall immer noch gilt.

Im Beweis von Lemma 4.4 haben wir gezeigt, dass es im speziellen Fall fiir
alleé > 0und R > 0 ein A > 1 gibt, so dass

[Kx(u) — Ko(Pu)|[y <6

fur alle A > A und u € H mit ||u]|, < R ist. Dabei ist K, = V k aus Bemer-
kung[A.8| Wie in Bemerkung[A.8|sieht man Dk(u)(v) = (Vka (1), v), fiir alle
u,v € H. Esist Ky = V(k|H,). Angenommen, es gibt A,, — oo, (u,) € H mit
[[t4n][2, < Rund

1Ky, (#n) = Ko(Puin) |, = 6.

Nach (As) gibt es eine Teilfolge o.E. (1,) und ein u € Hp mit u, — u in
H. Wie in Bemerkung 4.1| erhdlt man fiir eine Teilfolge 0.E. (u,) Pu, — u in
H. Nach Bemerkung st Dk(uy) — Dk(u). Nun ist (Pu,) beschrankt in H
und || Puy||y, = ||Pux|| nach (Az). Damit ist auch (|| Puy||,,) beschrankt. Nach
Bemerkung [8.1]ist Dk(Pu,) — Dk(u). Wie in Lemma 4.4 sieht man fiirn € N
grof3

1Ky, (un)llr, < 1Dk(un) |y < (| Dk () || + 1,
1Kx, (Pun) |2, < [[Dk(Pun) || < [[Dk(u) || + 1.

Es ist Ky = PK, |p, fiir alle A > 1. Somit ist fiir v, := K}, (1,) — Ko(Pu,) und
n € N grofs

1K, (un)l[r, A [[Ko(Prtn) ||, = (1K, (un) [, 4 [[PKy, (Pun) 2,
1Ky, (un) |2, + 1Kx, (Pun) |2, < 2[|Dk(u) || 7 + 2.

[onllr, <
<

Wie oben sieht man, dass fiir eine Teilfolge o.E. (v,) und ein v € Hj gilt
Uy, Pv, — vin H. Damit gilt

52 <[[Kx, (un) — KO(P”n)H%\n = (Ky, (un), on) 2, — (Ko(Pun), 0n)»,
=Dk(un)(vn) — (Ko(Pun), Pvy)p, = Dk(un)(vy) — Dk|g,(Pun)(Poy)
=Dk(uy)(v,) — Dk(Puy)(Pvy,)
<||Dk(un) — Dk(Pun)|| g [0l + [Dk(Puin) (00 — Pon)].

Wegen Dk(u,,) — Dk(Puy,) — Dk(u) — Dk(u) = 0 und (v,) beschrénkt in H ist
fir n € IN gro8 |Dk(Puy) (v, — Poy)| > %. Nach Bemerkungist

i(vy — Pvy) — 0in L2(RN) N LP(RY), ix(v, — Po,) — 0in L2(RN).
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Es folgt fiir n € IN grof3

< IDK(Pu) (o Poy)
< |DI(iun)(i(vn — Pon))| + al{i2Putn, i2(0n — Pou)) 12(rv)|
< (IPI@) [ r2mm)nee@wyyy + Dli(0n = Pou)ll2np
Fa(lliaull 2y + D) l2(0n = Pou) [ 12wy,
— 0
Das ist ein Widerspruch.

Wir hatten den Beweis von Satz5.8|in acht Schritte aufgeteilt. Diese werden
wir jetzt fiir den allgemeinen Fall betrachten. Zuerst haben wir verschiedene
Eigenschaften aufgelistet, die wir aus den vorherigen Lemmata beziehen kon-
nen. Wir haben bereits die Giiltigkeit dieser Lemmata gezeigt. Damit bleiben
die Eigenschaften im allgemeinen Fall erhalten.

In Schritt 1 benutzen wir Lemma Dass dieses Lemma im allgemeinen
Fall gilt, haben wir oben gezeigt.

In Schritt 2 benutzen wir (j), um

inf VaaJa(u)llx >0
ueH,||ufﬂ||,\§5|| Aa)la

zu erhalten. Angenommen, im allgemeinen Fall gilt

inf ~ [[VaJa(u)llr = 0.
u€H,||u—iil|,<é

Dann gibt es eine Folge (1,) C H mit
lun —allx <6, [[VaJa(un)lx — 0.

Dann ist (], (u,)) beschrankt, also o.E. konvergent gegen ein ¢ € R. Weiter ist

IDJa(un)llr = sup  |DJa(un)(©)] = sup [(VaJa(un),0)x|
veH, |[o]=1 veH,|[o]=1
< sup [ Vala(ua)l[allo]la
veH, ||v||=1

Nun sind die Rdume H und H) isomorph. Sei C die Norm der Einbettung
H < H,. Dann gilt

IDJA(un)llr < sup  [[Vala(un)lallolla <C - sup  [[VaJa(un)llal[o]l
veH,||v||=1 veH,||v||=1

= C[[VaJa(un)|[x — 0.
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Somit ist (u,) eine (PS).-Folge von J,. Bis hierhin war A > A. Nach Satz
gibt es ein Ay > A, so dass fiir A > Ag ], einen kritischen Punkt u hat mit
||lu— 1|y < 9.Das istein Widerspruch zur Voraussetzung von Schritt 2. Damit
gilt Schritt 2 fiir alle A > A,.

In den anderen Schritten werden nur Aussagen benutzt, die wir bereits fiir
den allgemeinen Fall gezeigt haben.

In den Beweisen der Sétze 5.9 und haben wir nur Aussagen benutzt,
die im allgemeinen Fall gelten.

8.3 Giiltigkeit des Satzes 6.4/ aus Kapitel@

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auch Satz [6.4] aus Kapitel [p| im
allgemeinen Fall richtig bleibt.

Wir werden auf die einzelnen Unterschiede in den Lemmata und Sitzen
aus dem Kapitel [f| Abschnitt [p. T hinweisen.

Im Beweis von Lemma haben wir A, — oo, (u;) C H mit
Jag (i) € [e—L,c+ 3, [V, T, (wn) n, = 0,1 € Homit [ty — ufln, — 0
in H. Wir haben mit Voraussetzung (j3) und Bemerkung 5.1|eine Teilfolge o.E.
(11,) und einen kritischen Punkt # € Hy von ]y gefunden mit i, — ul[5, — O.
Wir haben im Beweis von Lemma [6.1| Bemerkung [5.1|benutzt. Dort verwende-
ten wir die Vollstetigkeit von Dk, um Dk(u,) — Dk(u) zu erhalten. Das gilt
aber schon nach Bemerkung 8.1 Weiter haben wir im Beweis von Lemma
die Vollstetigkeit von k benutzt, um k(u,) — k(u) zu erhalten. Auch das folgt
schon aus Bemerkung|8.1] Somit I3t sich Lemma 6.1|auch im allgemeinen Fall
zeigen.

Im Beweis von Lemmal6.2 wird wie schon im Beweis von Lemma 5.7 Lem-
ma (4.4 benutzt. Dass die Aussage aus Lemma [4.4]im allgemeinen Fall giiltig
ist, haben wir bereits beim Betrachten des Beweises von Lemma 5.7|im allge-
meinen Fall festgestellt. Es gehen im Beweis von Lemma 6.2] keine weiteren
Bedingungen ein, die im allgemeinen Fall nicht giiltig sind.

Wir hatten den Beweis von Satz [6.3|in fiinf Schritte aufgeteilt. Diese werden
wir jetzt fiir den allgemeinen Fall betrachten. Zuerst haben wir verschiedene
Eigenschaften aufgelistet, die wir aus den vorherigen Lemmata beziehen kon-
nen. Wir haben bereits die Giiltigkeit dieser Lemmata gezeigt. Damit bleiben
die Figenschaften im allgemeinen Fall erhalten.

In Schritt 1 haben wir folgende Eigenschaft benutzt

pr1:= inf ) VAT (u)][A > 0.

ue];l([a,b
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Diese Eigenschaft folgte aus (j») und der Voraussetzung, dass ], keinen kriti-
schen Punkt mit Niveau in [4, b] hat. Im allgemeinen Fall konnen wir (j;) mit
Hilfe von Satz[8.8 umgehen. Nach Lemma [6.1] erhalten wir ein ¢’ > 0 und ein
A1 > A mit
pri=inf  |[Vifa(u)]r>0.
uely ([bb+e')

fir A > Aj. Satz liefert nun ein A, > Aj,sodass fiiralle A > A, ¢ < b
und jede (PS).-Folge (u,) C H von ], eine konvergente Teilfolge (1, ) und
einen kritischen Punkt u € H von ], gibt mit u,, — uin Hund |J; (1) —c| <
min{o, 0'}. Sei A > Ajp. Angenommen,

inf [[VaJa(u)|[x =0.

uely([ab])

Dann gibt es eine Folge (u,) € H mit ||V]\(un)||x — 0 und Jy(u,) € [a,b].
O.E. sei (J)(un)) konvergent gegen ein ¢ € [a,b]. Nach Satz [8.8| gibt es einen
kritischen Punkt u € H von [, mit |J,(#) — ¢|] < min{o,¢'}. Damit ist
Ja(u) € [a—o,b+0']. Wegen B, B, > 0ist Jy(u) € [a,b]. Das ist ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung von Schritt 1.

In den anderen Schritten werden nur Aussagen benutzt, die wir bereits ge-
zeigt haben.

Im Beweis von Satz |6.4 haben wir nur Aussagen benutzt, die im allgemei-
nen Fall gelten.
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ANHANG A

Grundlegende Aussagen und Begriffe

In diesem Anhang befinden sich zusitzliche Aussagen, die wegen der besse-
ren Lesbarkeit der Arbeit aus dem wesentlichen Zusammenhang genommen
wurden und hier zu finden sind.

A.1 Eigenschaften vollstetiger Operatoren

In diesem Abschnitt definieren wir zuerst vollstetige und kompakte Operato-
ren und gehen auf verschiedene Eigenschaften dieser Operatoren ein, die in
den Kapiteln 3] bis [§ benotigt werden. Auflerdem werden Beispiele in Bezug
auf die Voraussetzungen (k1) und (k) aufgelistet.

Definition A.1. Sei H ein reeller Hilbertraum und Y ein normierter Raum. Eine
Abbildung f : H — Y heifit vollstetig, wenn Folgendes gilt

x, ~xinH = f(x,) = f(x)inY.

Seien X und Y normierte Riume, U C X offen. Eine Abbildung f : U — Y
heifist kompakt, wenn sie stetig ist und wenn Folgendes gilt

U’ C Ubeschrinkt = f(U’) relativ kompakt.

Eine lineare Abbildung ist genau dann vollstetig, wenn sie kompkat ist, sie-
he [3} Satz 8.2]. Eine vollstetige Abbildung ist kompakt, aber nicht jede kom-
pakte Abbildung ist vollstetig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel A.2. Sei H ein reeller Hilbertraum mit dimH = co. Nach [3} Satz 2.9]
ist B1(0) nicht kompakt. Es ist || - ||, stetig und kompakt, aber nicht vollstetig.
Denn nimmt man an, daf || - |3, vollstetig ist, dann ist fiir eine beschrinkte
Folge {x,} in B1(0) und eine Teilfolge o.E. {x, }, ein x € H mit x, — xin H

lxn = x 1 = llallfy + 21 — 20xn, ) = IxllF + %I — 2(x, x) = 0.

Damit ist B;(0) folgenkompakt und nach [3] 2.5 Kompaktheit] kompakt. Das
ist ein Widerspruch.
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Lemma A.3. Seien H;, Hj reelle Hilbertriume, X, Y normierte Riume. Dann gilt
(i) f:Hy — Yvollstetig, L : Hi — Hj stetig linear = f o L auch vollstetig;
(i) g: Hy — Xwoollstetig, h : X — Y stetig = h o g auch vollstetig.

Beweis. Seien (u,) C Hy, u € Hy mit u, — u. Dann gilt nach Bemerkung 2.2]
auch Lu, — Lu. Wegen der Vollstetigkeit von f ist

(foL)(un) = f(Lun) — f(Lu) = (f o L)(u).

Seien (u,) C Hj, u € Hy mit u, — u. Dann gilt wegen der Vollstetigkeit
von g ¢(u,) — g(u) und wegen der Stetigkeit von &

(hog)(un) = h(g(un)) = h(g(u)) = (hog)(u).
O

Lemma A.4. Sei H ein reeller Hilbertraum, Y ein normierter Raum, Hy ein abge-
schlossener Unterraum von H, f : H — Y vollstetig. Dann ist f|p, auch vollstetig.

Beweis. Sei {x,} C Hy schwach konvergent in Hy gegen x € Hj. Wegen Be-
merkung 2.2lund Hy — H ist auch x, — x in H. Damit gilt

flH, (xn) = f(xn) = f(x) = flh,(x) inY

Lemma A.5. Sei H ein reeller Hilbertraum, f : H — IR differenzierbar. Es ist
Df genau dann vollstetig, wenn V f vollstetig ist.

Beweis. Fir u,v € H gilt

IDf(x) =Df (W)l = sup [Df(x)(z) = Df(y)(2)]

Jzll=1
= o [(Vf(x) = V() 2l

= V() =Vl

Lemma A.6. Sei H ein reeller Hilbertraum und Y ein normierter Raum, f : H — 'Y
vollstetig und differenzierbar in xo € H. Dann ist D f(xq) auch vollstetig.
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Beweis. Sei {x,} C H mit x, — 0 in H. Es ist {x,} beschriankt durch ein
C>0.Seie > 0.Seid > 0 mit

I (04 x) = £(x0) = Df (x0) () |y < 5= ]l

fur alle x € H mit ||x||g < J. Da f vollstetig ist, ist { f(xo + dx,,) } konvergent
gegen f(xp) in Y. Damit gibt es ny € IN mit

If (x0 + 6xn) — f(x0)ly < 5,

fiir n > ng. Damit ist fiir n > ny

1D f (x0) (xn) ||y 5D (x0) (8xn) Iy
57| £ (xo + 6xn) — f(x0) — Df (x0) (6xn) |y
+57 | f (x0 + Sxn) — f(x0) ||y

€ o€

57 vl + 67

IA

IA A

€.
O
Unter dem Spezialfall H, Hy, A > 1, und Hy, k mit den Voraussetzungen
(A1) bis (A3) und (ky), (k2) aus den Kapiteln [3| bis [l werden wir weitere Ei-
genschaften von k, H, Hy, A > 1, und Hj auflisten.

Im Folgenden sei A > 1 fest und i die Einbettung H — H,, welche wegen
(A1) existiert und ein Isomorphismus ist.

Ob die Bedingungen (k1) und (k) durch
k ist zweimal stetig differenzierbar und k ist vollstetig

ersetzt werden konnen, ist noch unklar. Das folgende Beispiel belegt, dass im
Allgemeinen die Bedingungen (k1) und (kz) nicht durch

k ist zweimal stetig differenzierbar und Dk ist vollstetig

ersetzt werden konnen.

Beispiel A.7. Sei H ein reeller Hilbertraum mit dimH = oo, dann ist Idp stetig,
nicht kompakt nach [3, Satz 2.9], insbesondere nicht vollstetig. Aber
DIdy = Idp ist konstant, also vollstetig.
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Bemerkung A.8. Seii : H — H),. Nach Voraussetung (k;) ist k stetig diffe-
renzierbar und vollstetig. Nach Lemma ist damit auch k o i~! vollstetig.
Weiter ist k o i ! stetig differenzierbar mit

D(koi )(u)(0) = Di(k(i "u))(D(i ")(u)(0)) = Dk(i~'u)(i *o)

fir u,v € H). Wie oben sieht man, dass mit der Voraussetzung (k) und mit
Lemma [A.3 nicht nur Dk, sondern auch

D(koi ™) : Hy — (Hy)!, uws Dk(i tu)(i™!")

vollstetig ist. Weiter ist mit (kp) k zweimal stetig differenzierbar und somit
auch k o i~ ! mit

D?(koi Y (u)(v,w) = D% (i ‘u)(i o, D(i™ 1) (u)(w))
D*k(i tu) (i Yo, i tw)

fiir u,v,w € Hy.Sei V k:=i oV, (koi~!)oiwobei V,(koi™!): Hy, — Hy
definiert ist durch

D(koi™)(u)(v) = (Valkoi')(u),0)x

fiir u,v € Hy. Nach Lemma und ist V 1k vollstetig.

A.2 Nichttriviale Abbildungsgrade, Homologiegruppen und
kritische Gruppen

In diesem Abschnitt listen wir verschiedene Satze aus dem Buch [5] von Kung-
ching Chang auf. In dieser Arbeit wird dieser Abschnitt nicht verwendet wer-
den, allerdings wird er in der Einleitung erwdhnt und kann zur Anwendung

der Satze 6.4l und verwendet werden.

Satz A.9. Sei H ein Hilbertraum, f : H — R zweimal stetig differenzierbar. Sei
p € H ein nichtausgearteter kritischer Punkt von f mit Morseindex m € IN. Dann
ist
—H (), O\ py = B =
Ca(f, p) = Ha(f7 7, f7P\{p}) =
0, n#m.

Beweis. Siehe [5][Kapitel 1, Theorem 4.1]. O
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Satz A.10. Sei H ein reeller Hilbertraum. Seien D C H ein n-topologischer Ball
und S C H, so dass 0D und S homologisch verlinkt sind (siehe dazu [5][Kapitel 2,
Definition 1.2]). Sind f : H — R stetig differenzierbar und a,b € R, a < b mit

f(x)>a Vx €S
flx)<a Vx € dD
b > max{f(x)|x € D},

dann ist H,(f?, f*) # 0.
Beweis. Siehe [5][Kapitel 2, Theorem 1.1']. O

Satz A.11. Sei H ein reeller Hilbertraum. Ist f : H — R zweimal stetig differenzier-
bar und p ein Mountain-Pass-Punkt von f,d.h. C1(f, p) # 0. Weiter sei D> f(p) ein
Fredholm Operator mit

dimker(D*f(p)) =1, falls0 € o(D*f(p)).

Dann ist
Z, n=1
Cu(f,p) = ’
n(f,P) {0’ n.
Beweis. Siehe [5][Kapitel 2, Theorem 1.6]. O

Satz A.12. Sei H ein reeller Hilbertraum und f : H — R zweimal stetig differen-
zierbar und erfiille die (PS)-Bedingung. Sei T : H — H kompakt mit Vf = Idy — T
und p € H ein isolierter kritischer Punkt von f. Dann ist fiir € > 0 klein

o0

deg(Vf, Ue(p),0) = }_(=1)" rang Cu(f, p)-
n=0
Beweis. Siehe [5][Kapitel 2, Theorem 3.2]. H
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