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1 Die Messung von TV-Werbewirkung

1.1 Einfiihrung

Im Jahr 2001 hat die deutsche Wirtschaft etwa 66 Milliarden DM fiir TV-
Werbekampagnen ausgegeben, [66, p. 77]. Entsprechend dringend ist das Ver-
langen, diesen Ausgaben eine erzielte ” Werbewirkung” gegeniiberzustellen. Ubli-
cherweise wird erwartet, dafl diese Effekte als Mehrumsatz oder -absatz im An-
schluf} an die Werbeausstrahlung ausgewiesen werden kénnen.

Wir beziehen uns in der vorliegenden Arbeit ausschliellich auf Konsumgiiter des
taglichen Bedarfs. In diesem Bereich erheben kommerzielle Marktforschungsin-
stitute heute Einkaufsdaten, aus denen die genauen Eink#ufe und Fernsehge-
wohnheiten einer grofien Zahl Stichprobenhaushalte hervorgeht. Die Fachlitera-
tur zum Thema Werbewirkung ist bereits sehr umfangreich und wéchst stdndig
weiter. Die addquate Abschitzung eines werbebedingten Mehrumsatzes oder
-absatzes stellt jedoch immer noch eine Herausforderung dar.

Als grundlegendes Problem kénnen wir ansehen, dall Werbung darauf abzielt,
das Kaufverhalten der Konsumenten zu é&ndern. Dieses ist jedoch erstens schwer
zu messen und unterliegt zweitens wie jede menschliche Verhaltensweise einer
Vielzahl von Einfliissen. Insbesondere bilden sich bei einzelnen Haushalten un-
terschiedliche Gewohnheiten heraus, die von der Werbung durchbrochen werden
miissen, um den erwarteten Mehrkonsum zu generieren.

Weiter erschwert wird die Untersuchung dadurch, daf§ die stdndige Konzentra-
tion auf Hersteller- und Héndlerseite zur Bildung von Konzernen mit enormen
Finanzmitteln gefithrt hat. Diesen Unternehmen gelingt es ohne weiteres, ih-
re TV-Werbung jederzeit und iiberall auszustrahlen. Dadurch gibt es praktisch
keine Gruppe von Konsumenten mehr, deren Kaufverhalten von Werbung vollig
unbeeinflufit wire. Mit anderen Worten, es fehlt die ”Kontrollgruppe” und die
Quantifizierung eines Werbeeffekts beruht letztlich immer zu einem gewissen
Grad auf prinzipiell nicht iiberpriifbaren Hypothesen. Es scheint zum Beispiel
vermessen anzunehmen, wir kénnten auf der Grundlage selbst beliebig umfang-
reicher Daten Aussagen dariiber treffen, wie sich die Marke Coca-Cola entwickelt
hétte, wenn die letzten Jahrzehnte nicht von Marketingaktivitidten eines Ausma-
Bes geprigt gewesen wiren, die dieses Getréink und sein Logo zu einem weltweit
bekannten Symbol gemacht haben.

Allerdings gibt es auch eine grofle Zahl praktisch relevanter Fille, in denen ei-
ne angemessene Methode durchaus praktisch verwertbare Erkenntnisse iiber die
genaue Werbewirkung fiir einzelne Produkte erwarten 148t. In der vorliegenden
Arbeit werden wir uns von folgendem Beispiel leiten lassen. Die groien Marken-
hersteller in der Warengruppe Speiseeis begleiten seit Jahren den Beginn des
Sommers mit grofl angelegten Werbekampagnen fiir ihre Produkte. Damit stellt
die jahrliche Verkaufsspitze von Haushaltspackungen Speiseeis in den Sommer-
monaten zwar sicher grofitenteils einen saisonalen Effekt dar. Allerdings wird
sich darin auch immer ein gewisser Anteil ”Werbewirkung” verbergen. Leider
ist es aber wohl ziemlich unméglich, in Deutschland einen Konsumenten zu fin-
den, dessen sommerlicher Eisverzehr vollig unbeeinflufit von Werbung ist.
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Auflerdem ist die jahreszeitliche Wirkung auf den Konsum von Speiseeis selbst
keineswegs offensichtlich. So kénnen wir uns z. B. sicher mit Recht fragen, ob ei-
gentlich der erhohte Eiskonsum auch wéhrend ldngerer Hitzephasen unveréndert
anhélt. Womdglich wenden sich grofiere Teile der potentiellen Konsumenten bald
weniger siilen Erfrischungsprodukten zu.

SchlieBlich finden wir in diesem Beispiel auch den erwdhnten Gewohnheitsaspekt
wieder, den wir vielleicht etwas allgemeingiiltiger als Einflufl der eigenen Kauf-
geschichte auf das aktuelle Kaufverhalten verstehen kénnen. Ein naheliegender
Aspekt dieses Einflusses beruht darauf, dafl Haushaltspackungen Speiseeis Pro-
duktmengen enthalten, die fiir einige Portionen ausreichen. Dies macht erneute
Kaufe innerhalb sehr kurzer Zeit, z. B. weniger Tage, recht unwahrscheinlich.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine stochastische Modellklasse fiir Regres-
sionen zu diskutieren, die geeignet erscheint, einige Einblicke in die umrisse-
ne 6konometrische Situation zu bringen. In diesem Kapitel werden wir uns je-
doch zunédchst um die Grundlagen kiimmern. In Abschnitt 1.2 stellen wir einige
grundlegende Ideen zur Werbewirkung von TV-Kampagnen vor. Vor diesem
Hintergrund betrachten wir in Abschnitt 1.3 die verschiedenen verfiigbaren Da-
tenbasen, die in der Literatur als Makro- und Mikrodaten bezeichnet werden.
In Abschnitt 1.4 werfen wir einen kurzen Blick auf die vorhandenen Modelle auf
Makrodaten. Wir vertiefen diese Betrachtung nicht, da uns Mikrodaten als der
geeignetere Ausgangspunkt fiir unsere Arbeit erscheinen. Diesen Standpunkt
diskutieren wir im Abschnitt 1.5.

1.2 Theorien zur TV-Werbewirkung

Viele Theorien zur Werbewirkung beruhen substantiell darauf, daf§ die Addres-
saten die Werbung bewuflt oder unbewuf3t verarbeiten. Betrachten wir als Bei-
spiel die beiden verbreiteten Konzepte ” AIDA” und ” ATR”, [28, p. 167]:

Awareness — Interest — Desire (oder Conviction) — Action
und
Awareness — Trial — Reinforcement

Beide enthalten lediglich einen Schritt, der von einem dufleren Beobachter zwei-
felsfrei festgestellt werden kann, ndmlich ”action” bzw. "trial”. Deshalb erschei-
nen Modelle, die keinerlei Riicksicht auf Verhaltensdetails der Konsumenten
nehmen, zur Untersuchung dieser Theorien schlecht geeignet. Demgegeniiber
hat die explizite Beriicksichtigung menschlichen Verhaltens im Modell weitere
Vorteile:

[54, p. 42]
The benefits of more behavioral detail include the following. One
is that we force ourselves to be explicit about at least some of the
stages in the behavioral process. [...]| more detail provides oppor-
tunities for debate and reflection. Another advantage is that if a
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model does not perform well, we want to know how we can impro-
ve it. With more detail there is greater opportunity to identify the
model’s weaknesses.

Da mentale Prozesse eine so entscheidende Rolle in der Werbewirkungstheorie
spielen, ist die psychologische und kognitive Literatur zum Thema besonders
umfangreich. Wir veweisen auf [23, pp. 29] fiir eine Ubersicht der Feldstudien
und experimentellen Arbeiten.

Andererseits wird auch immer wieder prinzipieller Zweifel an den Moglichkeiten
der Werbung laut, so z. B. von dem angesehenen Forscher Ehrenberg im Journal
of Advertising Research (Der Beitrag scheint eine Wiederauflage eines Artikels
von 1974 zu sein):

29, pp. 40]
The usual reason why people buy things is that they want them.
Anyone who has washed dishes knows that the demand for nonstick
frying pans or dishwashers did not have to be created. [...] There is
no need to suppose that the role of advertising here is fundamental.
It is a peculiar form of snobism to suppose that if other people want
to smoke cigarettes, to smell nice, to have bathrooms, or to drive
in motor cars, it is only because they have been manipulated by
advertising. [...] The glossy images of affluence shown in advertise-
ments and in the media generally reflect a real demand. Eliminating
advertising would not eliminate the demanding consumer.

Wir wollen diese Meinung im folgenden nicht diskutieren. Es geht uns lediglich
darum zu zeigen, daf} bisher keine Theorie zur Werbewirkung einen unangefoch-
tenen Stand erreicht hat. Dies gilt in vielleicht noch starkerem Ausmaf fiir die
praktischen Aspekte der Werbewirkungsforschung. Bei einer anderen Gelegen-
heit notiert Ehrenberg: ”The idea of giving a seminar on advertising at a leading
US advertiser in Cincinnati was recently ruled out on humanitarian grounds:
"Do you want to get lynched?’ I had to talk about promotions instead.”([28, p.
167])

Wir strukturieren die konkurrierenden Theorien zur Werbewirkung nach [49]
(zitiert nach [28, p. 167], wie auch die folgenden Textstellen). Dort wird nach
"starken” und ”schwachen” Werbewirkungstheorien unterschieden. Fiir die Ein-
ordnung ist entscheidend, welchen Einflul die Theorie einer Werbung zugesteht,
die nicht von vorheriger Erfahrung des Konsumenten mit dem Produkt beglei-
tet wird. Das oben erwahnte AIDA Modell ist ein Beispiel fiir die ”traditional
'strong’ theory of advertising”, da sie unterstellt, die Werbung allein kénne zum
Kauf fithren (”turning a virgin non-user into a user”). Demgegeniiber représen-
tiert das ATR Modell eine schwache Werbewirkungstheorie: ”Advertising can
first arouse awareness and interest, nudge some customers towards a doubting
first trial purchase (with the emphasis on trial, as in ‘maybe I'll try it’), and
then provide some reassurance and reinforcement after that first purchase.”

Sobald fiir einen Haushalt mehrere Werbekontakte und Einkaufsakte verzeichnet
werden konnen, kommen viele weitere Aspekte moglicher Interaktionen hinzu:
Denken wir etwa an Werbung fiir Bier in den Spielpausen von Fufiballiiber-
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tragungen. Hier sorgt die Orientierung der Sendezeit an der Zielgruppe dafiir,
daB die erreichten Konsumenten vermutlich ohnehin einen héheren Verbrauch
an den beworbenen Produkten haben als der Bevolkerungsschnitt. In diesem
Sinne konnten wir die Auffassung vertreten, daf die vorangegangenen Einkaufe
in ihrer Gesamtheit die Platzierung der Werbung im TV-Programm und damit
teilweise die folgenden Werbekontakte determiniert haben. Auch in dem von
uns besonders beachteten Beispiel des Speiseeises finden wir mit der jahreszeit-
lichen Orientierung eine bewufte Entscheidung der Hersteller, ihre Werbung
hauptsédchlich im Einklang mit anderen Faktoren zu schalten, die die Kaufbe-
reitschaft der Empféinger erhchen.

Schliellich dringt sich die Frage nach der gemeinsamen Wirkung mehrerer Wer-
bekontakte auf, dem Effekt des ”Werbedrucks”. In der Praxis verspricht man
sich oft etwas von dem Zusammenwirken zweier Kontakte. Dies ist wohl ein
Grund dafiir, dafl hdufiger innerhalb eines Werbeblocks dasselbe Produkt zwei
Mal beworben wird. Dabei nimmt der zweite Spot oft die Form eines kurzen
”"Reminders” an. Entsprechend liegt es allerdings auch nahe, einen Séttigungs-
effekt der Werbewirkung zu vermuten, der bei immer hoherer Werbekontaktzahl
die Gesamtwirkung einem asymptotischen Wert zustreben lft.

Die Untersuchung der Werbewirkung wird noch durch viele weitere Aspekte
erschwert, auf die wir hier nicht im Detail eingehen. So scheint z. B. auch
fragwiirdig, ob Kaufintention und tatsichliches Verhalten immer {ibereinstim-
men, vgl. [80]. [23] klassifiziert Effekte von Werbung auf Markenwahl und Kauf-
menge, die wir jedoch zur Vereinfachung hier ebenfalls ausklammern.

1.3 Verfiigbare Stichproben

Die unterschiedlichen Datenquellen, die fiir die panelbasierte Marktforschung
genutzt werden kénnen, werden in [38] ausfiihrlich beschrieben. Der Begriff " Pa-
nel” bezeichnet dabei Stichproben, fiir die eine moglichst mehrjéhrige, kontinu-
ierliche und gleichartige Beobachtung angestrebt wird. Diese Art der Erhebung
wird manchmal auch als ”Léngsschnitt” bezeichnet. Einmalige Beobachtungen
einer Stichprobe, wie sie sich zum Beispiel hdufig bei Befragungen ergeben,
werden demgegeniiber als ”Querschnitt” bezeichnet. Unsere Darstellung in Ab-
schnitt 1.2 verdeutlicht die Vorziige panelbasierter Modelle fiir die Werbewir-
kung.

Die zwei verbreitetsten Arten von Paneln sind gemifl [38, pp. 13 und pp. 25]
und [54, p. 310] (Einzel-)handelspanels einerseits und Verbraucherpanel ande-
rerseits. Ein Handelspanel besteht aus Stichprobengeschiéiften, deren Abverkéufe
beobachtet werden. Ein Verbraucherpanel erfafit statt der Verkdufe einzelner
Geschifte die Einkéufe einzelner Haushalte. Daraus resultieren typische Unter-
schiede in der Art der verfiigbaren Paneldaten, die von [44, p. 16 und pp. 35]
aggregierte (Makro-)daten bzw. disaggregierte (Mikro-)daten genannt werden.
In dieser Bezeichnung kommt zum Ausdruck, ob sich die Daten auf mehrere
Konsumenten gleichzeitig oder auf einzelne Haushalte beziehen. Beispiele fiir
aggregierte Daten, die gut aus Handelspaneln gewonnen werden kénnen, sind
Umsatz, Absatz oder Marktanteil eines Produkts. Interessieren wir uns hingegen
fiir mittlere gekaufte Mengen je Haushalt und &hnliche Groéflen, so betrachten
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wir Mikrodaten, die sich direkt aus Verbraucherpaneln bestimmen lassen.

Zusétzlich zu Informationen iiber das Kaufverhalten benotigen wir offenbar Da-
ten zur Werbesituation. Derartige Groflien werden als Mikrodaten in Fernsehzu-
schauerpaneln erhoben, vgl. [38, pp. 78|. Sie sind mitunter von eigenstéindigem
Interesse, so z. B. bei der Ermittlung von Einschaltquoten. Auflerdem existie-
ren sie jedoch auch in Verbindung mit Verbraucherpaneln und ermdéglichen so
die Erhebung von Werbekontakten und Eink&ufen ”aus einer Quelle”. Ein Bei-
spiel ist das ”Single Source Panel” von ACNielsen, Deutschland, auf dem unser
Anwendungsbeispiel in Kapitel 4 beruht. Wir gehen auf diese Stichprobe in Ab-
schnitt 4.3 genauer ein. Als Makrodaten zur Beschreibung der Werbesituation
werden hiufig "GRPs” (gross rating points) eingesetzt. In dieser Kenngrofie
werden Reichweite und Werbedruck innerhalb fixierter Zeitrdume miteinander
verrechnet.

1.4 Werbewirkungsmodelle auf Makrodaten

Bereits 1979 hat [55] (zitiert nach [44, pp. 196]) eine zusammenfassende Darstel-
lung zu Werbewirkungsmodellen auf Makrodaten verfait. Dabei wurden theore-
tische Uberlegungen und empirische Untersuchungen zugrundegelegt. Im Wer-
bezeitraum selbst wird gefordert, dafl der Absatz monoton wachsend vom Wer-
bedruck abhéngt, ab einem gewissen Wert sollte auflerdem ein konkaver Funk-
tionsverlauf angenommen werden. Dies triagt dem Séttigungseffekt Rechnung,
den wir in Abschnitt 1.2 diskutiert haben. Mit zeitlichem Abstand zur Werbung
sollte ihr Effekt nachlassen. Er braucht nicht vollstindig zu verschwinden.

Fiir den genauen funktionalen Verlauf der Werbewirkung {iber der Zeit wurden
viele Vorschlidge gemacht und in verschiedenen Situationen untersucht, fiir eine
Ubersicht verweisen wir auf [44, pp. 32] und [54, pp. 87]. Zu den verbreitetsten
zahlt ein exponentieller Verlauf mit negativem Exponenten, der sich in diskreter
Zeit als geometrischer Abfall darstellt. Diese Formalisierung ist in der Werbe-
forschung auch als ”adstock” oder Koyckmodell bekannt, nach einem Autor, der
sie in 6konomischem Kontext relativ friih eingesetzt hat, [50].

[13, p. 404] setzt eine geometrisch abfallende Werbewirkung in eine Markovkette
mit zwei Zustdnden ein. Jedem Zeitschritt entspricht eine Periode, innerhalb
derer Werbung geschaltet werden und ein Marktanteil fiir das Fokusprodukt
sinnvoll beobachtet werden kann, z. B. ein Jahr oder wohl zumindest mehrere
Monate. Die vier Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette geben an, wie
sich der Marktanteil des Produkts zur Folgeperiode dndert: Der Marktanteil p
wird dabei als (p, 1 — p) kodiert und an die Ubergangsmatrix multipliziert:

pan (7, 1)

1 —pa2 D22

Der Marktanteil der Folgeperiode ergibt sich nun als p11p+ (1 —pa2)(1 —p). [13]
schreibt die Ubergangswahrscheinlichkeiten als parametrische Funktionen des
Werbedrucks in den vergangenen Perioden und untersucht optimale Strategien
zum Einsatz des Werbebudgets. Allerdings 148t der Autor als mogliche Strategi-
en lediglich die gleichméfBige Verteilung sowie schnelle und langsame Pulsierung
Zu.
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Das Modell wird nicht auf tatsidchlichen Daten geschétzt, es findet nur eine for-
male Untersuchung unterschiedlicher Werbestrategien statt. In der Praxis diirfte
es sich auch als schwierig erweisen, Daten entlang einer ausreichenden Zeitskala
zu sammeln, da einzelne Zeitschritte ja in Monaten gemessen werden. Aufler-
dem ist es fraglich, ob die Marktsituation iiber so lange Zeitrdume tatséchlich
ausreichend unverindert ist, um die Annahme eines konstanten Marktanteils
bei fehlender Werbung zu rechtfertigen. Dann diirften sich iiber Jahre weder
die Verbrauchsgewohnheiten der Konsumenten noch die Wettbewerbssituation
dndern.

Der Einsatz einer Markovkette zur Beschreibung des Marktanteils (anstelle der
Kaufentscheidung einzelner Haushalte) in lingeren Perioden benétigt stark ag-
gregierte Daten sowohl des Absatzes als auch des Werbeeinflusses. In diesem
Rahmen lassen sich die verhaltensorientierten Werbetheorien aus Abschnitt 1.2
nur sehr bedingt abbilden.

Modelle dieser Art werden in der Literatur deshalb auch deutlich kritisiert. So
finden wir z. B. folgende Aussage, die im urspriinglichen Zusammenhang sogar
die Modellierung mit Mikrodaten einschlief3t:

[54, p. 239]
Researchers who applied the Markov model may not have been
overly concerned with the restrictive nature of the underlying as-
sumptions. They have used the model as a tool that captures some
of the dynamics of markets. Generally speaking, the Markov model
has often been applied because of its performance as a predictor of
dynamic aggregate market behavior, not because it describes how
individual consumers behave.

1.5 Schluf3folgerungen

In den meisten Werbewirkungstheorien spielen Kaufverhalten und Gewohnheit
der Konsumenten eine grundlegende Rolle. In Makrodaten fehlt jedoch die Ver-
bindung zwischen den einzelnen Einkaufsakten und Werbekontakten eines Haus-
halts. Deshalb sind den Méglichkeiten, Werbewirkungstheorien in Modellen auf
aggregierten Daten umzusetzen, enge Grenzen gesetzt. Der hiufig eingesetzten
Kenngrofle der GRPs wird in der Literatur eher der Stellenwert einer vorlaufigen
Hilfsgrofe eingerdumt:

[44, p. 207]
Die Analyse von Single-Source Daten erlaubt die Ermittlung von
durch unterschiedliche Medienbelegung bedingten Kaufwahrschein-
lichkeiten bzw. Ké&ufen und damit einer 6konomischen Werbewir-
kung, wihrend Kontaktzahlen letztlich nur Ersatzkriterien fiir Absatz-
effekte darstellen. Es ist zu erwarten, dafl auf diese Weise gemesse-
ne okonomische Effekte von Medienschaltungen in bestimmten Pro-
duktbereichen die heute in der Streuplanung verwendeten Kontakt-
zahlen [...] ablésen werden.
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Wir betrachten derartige Modelle deshalb nicht weiter im Detail, sondern wen-
den uns im folgenden Kapitel der 6konometrischen Literatur zu, die Kaufver-
halten mit Hilfe von Mikrodaten untersucht.

2 Kaufverhaltensmodelle auf Mikrodaten

2.1 Einfiihrung

Die verstédrkte Verfiigbarkeit von Mikrodaten in den letzten Jahren wurde von
der Literatur iiberwiegend geradezu euphorisch aufgenommen. [54] z&hlt einige
Griinde dafiir auf:

[54, p. 158]
The increasing availability of scanner-type data at the household le-
vel has led to a strong interest in models of individual buyer behavior
and methods for aggregation. The unique opportunities for under-
standing consumer behavior and deriving implications for marketing
actions include:

e analyzing household brand switching and brand loyalty over
time;

e monitoring new brand performance through measures such as
trial and penetration rates;

e modeling household heterogeneity in purchase behavior and ex-
ploiting household differences for segmentation and targeting
marketing actions, such as direct mail campaigns;

e understanding the impact of marketing variables on the timing
of households purchases and stockpiling behavior for the plan-
ning of promotions by retailers;

e testing theories of consumer behavior.

Zweifellos ermoglichen Mikrodaten einen vielversprechenden Blick ins Detail.
Allerdings hat die Genauigkeit und Fiille dieser Daten auch die Diskussion iiber
modelltechnische Notwendigkeiten zur addquaten Abbildung an vielen Stellen
neu entfacht. Einer der Punkte, die in fast allen Veroffentlichungen zum Kauf-
verhalten auftauchen, ist die Heterogenitdt der Konsumenten. Im Zitat oben
wird sie als drittes angesprochen. Dort ist jedoch eigentlich primér von ”beob-
achteter Heterogenitit” die Rede. Mit diesem Begriff werden in der Literatur
Unterschiede im Kaufverhalten der Haushalte bezeichnet, die mit Anderungen
in beobachteten Merkmalen dieser Haushalte einhergehen. Je nach Warengrup-
pe konnen z. B. die Haushaltsgrofle oder das Einkommen die Einkdufe stark
beeinflussen.

Die Vielzahl naheliegender und aufgedeckter Zusammenhénge zwischen Eigen-
schaften eines Haushaltes und seinem Verhalten hat die Ansicht bestérkt, dal in
sozialwissenschaftlichen Anwendungen niemals ein vollstédndiger Satz von Ein-
fluBgrofien erhoben werden kann:
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[52, p. 306]
[Dealing with] data that are not homogeneous [. .. ] is a natural preo-
ccupation of a social scientist. The diversity of people is surely grea-
ter than can be accounted for by the values of five or ten regressor
variables.

Unterschiede im Verhalten einzelner Haushalte, die keiner vorliegenden Ein-
fluBgroBle inhaltlich zugeordnet werden konnen, heiflen ”unbeobachtete Hete-
rogenitit”. Wir diskutieren die Ansichten und Ansétze zu diesem Thema der
Modellierung auf Mikrodaten in Abschnitt 2.2.

Eine weitere Folge der Datentfiille, die heute in Verbraucherpaneln zur Verfiigung
steht, ist die Zerlegung des Kaufverhaltens in einzelne Aspekte und deren se-
parate Umsetzung in Modelle. Dabei hat sich spétestens seit [39] die Auftei-
lung Kaufzeitpunkt, Markenwahl und Mengenwahl in der Literatur weitgehend
durchgesetzt. Die eingesetzten Modelle werden meist auch in dieser Reihenfol-
ge aufeinander bedingt: So werden dem Markenwahlmodell lediglich Situationen
vorgelegt, in denen bereits bekannt ist, daf§ der Haushalt ein Produkt der Waren-
gruppe kauft. Das vorgeschaltete Modell zur Bestimmung des Kaufzeitpunktes
wird dann auch genauer als ”category purchase timing model” bezeichnet.

Um unsere Untersuchung moglichst iibersichtlich zu halten, werden wir uns auf
ein solches Modell fiir die Kaufzeitpunkte in einer Warengruppe beschriinken.!

Wir betrachten die Vielzahl unterschiedlicher Modelle, die fiir eine solche Ver-
wendung in der Literatur bereits angegeben wurden, in Abschnitt 2.3. Nach
einer einleitenden Klassifikation in Abschnitt 2.3.1 diskutieren wir in den Ab-
schnitten 2.3.2 bis 2.3.4 Ansitze, die auf Poissonprozessen, Markovketten oder
Erneuerungsprozessen beruhen.

Im Anschlufl belegen wir in Abschnitt 2.3.5 unsere These, dafl Regressionsmo-
delle fiir Punktprozesse mit stetigen stochastischen Kompensatoren eine flexible
und angemessene Weiterentwicklung fiir alle fritheren category purchase timing
Modelle auf Mikrodaten darstellen.

2.2 Unbeobachtete Heterogenitét

Die Moglichkeit zur Modellierung auf disaggregierten Daten hat in der Litera-
tur die Frage aufgeworfen, ob es iiberhaupt angemessen ist, in einer Modell-
gleichung allen Haushalten dieselben Parameterwerte zuzuweisen. Im Rahmen
der Verweildaueranalyse hat sich diese Unsicherheit zu der Sorge zugespitzt,
da Hazardraten einer Population zu gravierenden Fehlschliissen Anlafl geben
konnten:

1, pp. 1]
Hazard rates play a fundamental role in survival analysis. Although
useful, they may not be easy to understand. |[...] Rates of divorce,
for instance, as measured from time of marriage, first increase and

IDie gesamte weitere Arbeit sollte aber direkt auf Modelle erweiterbar sein, die auch
Marken- und Mengenwahl beriicksichtigen, vgl. die Anmerkung in Abschnitt 10.2.
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then decrease somewhat [...] This has resulted in speculation about
a crisis in the typical marriage after a few years leading either to
divorce or to consolidation of the marriage. Within the context of
frailty theory a different explanation has been given. It has been
pointed out that the hazard rate is not merely a measure of the
development of risk in a single individual, but is also influenced by
selections among individuals. The most frail individuals will tend
to fail first, leaving the more robust ones. This will imply that a
population hazard may decrease even though the individual rates
are increasing.

Entsprechende Interpretationsprobleme lassen sich z. B. auch fiir die Marken-
wahl angeben: Betrachten wir eine Stichprobe, die zu einer Hilfte aus Exklu-
sivverwendern der Marke A und zur anderen Héilfte aus Konsumenten besteht,
die ausschliellich Marke B kaufen. Schétzen wir nun auf der Grundlage aller
Einkaufsakte einen Markenwahlparameter, so werden wir den Quotienten aus
der Anzahl Einkaufsakte der A-treuen und der B-treuen Kunden erhalten. Die-
ser Quotient gibt jedoch fiir keinen Haushalt des Samples die ”individuelle”
Markenwahlwahrscheinlichkeit an. Die ist ja nach Annahme entweder 0 oder 1.

Uberlegungen dieser Art haben dazu gefithrt, daf die weit {iberwiegende Zahl
von verdffentlichten Kaufverhaltensmodellen auf Mikrodaten eine der folgenden
drei Methoden zur Beriicksichtigung unbeobachteter Heterogenitiat verwendet:

e "Fixed Effects”: Bei diesem Ansatz wird jedem Stichprobenhaushalt ein
eigener Parameter zugeordnet, der zusétzlich zu den bereits vorhandenen
Modellparametern geschétzt werden muf. Dies erhéht die Anzahl Para-
meter enorm. [34] verwenden dieses Verfahren als einzige unter den be-
trachteten Autoren. Ihr Vorgehen beruht darauf, daf sie einen Maximum-
Likelihood-Schétzer verwenden. Die Bedingung an die erste Ableitung der
Likelihood ergibt einen globalen, analytischen Zusammenhang zwischen
den Maximum-Likelihood-Schéatzungen der eigentlichen Modellparameter
und denen der Haushaltsparameter. Letztere konnen daraufhin vor der
Schétzung aus der Likelihood eliminiert werden. Dieses Verfahren wird
als ”concentrated likelihood” bezeichnet.

e "Random Effects”: Bei diesem Verfahren werden die fixed effects durch
haushaltsspezifische Realisationen einer Zufallsvariablen ersetzt. Lediglich
deren Verteilung bleibt zu bestimmen. Die wird entweder parametrisch
oder, nach einer Idee von [41], nichtparametrisch geschétzt. Dem nichtpa-
rametrischen Verfahren wird dabei die Anzahl Stiitzpunkte vorgegeben.
Deren Lage und Gewichte bestimmt das Modell wihrend der Schitzung.
Um die Anzahl Stiitzpunkte zu bestimmen, werden Verfahren zum Mo-
dellvergleich herangezogen, z. B. Akaikes Informationskriterium ([3]) oder
Bayes’ Informationskriterium. [76] verwenden diesen Ansatz.

e "Random Coefficients”: Dieser Ansatz ist den "random effects” sehr &hn-
lich. Die Bezeichnung in der Literatur ist nicht einheitlich. Bei diesem
Verfahren werden keine Haushaltsparameter eingefithrt. Stattdessen wer-
den die eigentlichen Modellparameter selbst als zufillig angenommen. Es
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gibt wiederum parametrische und nichtparametrische Versionen dieses An-
satzes. Mit diesem Konzept ist es prinzipiell moglich, Kovarianzstrukturen
zwischen Modellparametern zu schétzen. [47] untersuchen auf diese Wei-
se den Zusammenhang zwischen Markenpréiferenzen und der Reaktion auf
Marketingaktivitdten. In der Mehrzahl der Anwendungen wird jedoch Un-
abhéngigkeit der Verteilungen unterstellt. [21], [40], [17], [34], [36] verwen-
den I-verteilte random coefficients, [21], [4] setzen Normalverteilungen an,
[21], [17], [47], [18], [20], [22] benutzen einen nichtparametrischen Ansatz.
Weitere Verteilungen wurden bereits vorgeschlagen, vgl. [54, p. 224 und
pp. 233].

Von den betrachteten Artikeln verzichten demgegeniiber lediglich [2], [23], [46]
und [75] auf die explizite Beriicksichtigung unbeobachteter Heterogenitét.

In vielen dieser Artikeln werden verschiedene Verfahren zur Beriicksichtigung
unbeobachteter Heterogenitét miteinander verglichen, [21, p. 423] setzt dafiir
z. B. einen Sperzifikationstest von [9] ein. Im Kontext der Verweildaueranalyse
stellt [77] weitere verwandte Konzepte vor.

Wir gehen darauf hier nicht weiter ein, da einige generelle Uberlegungen Zweifel
an der Verwendung der vorgestellten Konzepte wecken: Zunéchst einmal stellt
ein "verbesserter” model fit durch Bertiicksichtigung der unbeobachteten Hete-
rogenitéit unabhiingig davon, wie er genau gemessen wird, keine Uberraschung
dar. Alle vorgestellten Methoden fithren némlich letztlich neue Parameter in
das Modell ein, selbst die Positionen und Gewichte eines nichtparametrischen
Ansatzes sind ja nichts anderes. Es ist intuitiv einsichtig, dafl die gewonnene
Flexibilitdt im Regelfall die Anpassung an die Daten verbessert.

Sofern die betrachtete Stichprobe der unterstellten Form der Heterogenitét
geniigt, haben wir es hier sicher mit besonders interessanten Modellerweiterun-
gen zu tun. Ob dies aber tatséchlich der Fall ist, kann hdufig gar nicht festgestellt
werden: Unbeobachtete Heterogenitét ist meistens nicht identifizierbar. Denken
wir z. B. an das einleitende Zitat iiber die Hazardraten fiir Ehescheidungen.
Die erhobenen Daten liefern keinen Hinweis darauf, ob wir es mit einer ho-
mogenen Population zu tun haben, die das unterstellte Krisenjahr erlebt, oder
ob sich zwei Arten von Partnerschaften herausbilden. Damit ist die Annahme
unbeobachteter Heterogenitit eine willkiirliche Entscheidung des Modellierers,
die jedenfalls nicht anhand der daraufhin geschatzten Modelle tiberpriift werden
kann. Ob man diese Vermutung fiir so tragfihig halten sollte wie [34], die im
Anschluf8 an die Schétzung der fixed effects fiir ihre Haushalte beginnen, nach
Merkmalen zu suchen, die wiederum die unbeobachtete Heterogenitét erkléren,
sei dahingestellt. Die Gefahr, ein Modell ungeeignet zu spezifizieren, wird durch
die Verwendung eines Verfahrens zur Beriicksichtigung unbeobachteter Hetero-
genitédt nicht kleiner. In der betrachteten Literatur zur Kaufverhaltensforschung
weisen sowohl [76, p. 34] als auch [21, p. 418] auf die Gefahr inkonsistenter Para-
meterschitzungen als Folge fehlspezifizierter unbeobachteter Heterogenitét hin.

Kommen wir nochmal auf das Beispiel der Ehescheidungen zuriick. Hier wur-
de argumentiert, dafl die geschitzte Hazardate nicht ausschliellich ein Maf§ fiir
das Scheidungsrisiko individueller Paare sei. Dies trifft jedoch auf sehr viele
stochastische Konzepte zu, ohne daf} ihre Bedeutung zur Beschreibung von Da-
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tensétzen deshalb bestritten wiirde: Die erwartete Augenzahl von 3.5 148t sich
sicher als Eigenschaft des einzelnen Wiirfelwurfs verstehen, da es das erste Mo-
ment seiner Verteilung ist. Die Wichtigkeit dieses Wertes zum Versténdnis des
Wiirfelspiels wird gerade nicht dadurch geschmélert, dafl er sich als Augen-
zahl eines einzelnen Wurfes gar nicht ergeben kann. Es ist natiirlich moglich,
daBl die Gefahr von Fehlinterpretationen bei der Beurteilung zeitlicher Verlaufe
besonders hoch ist; diese Feststellung bedeutet aber keine Abwertung der be-
schreibenden statistischen Grofien.

Schliellich sollten wir noch festhalten, dafl bei Verwendung der Modellergeb-
nisse auf Populationsniveau die unbeobachtete Heterogenitdt ohnehin wieder
”herausintegriert” wird, was ihre praktische Relevanz weiter verringert.

2.3 Modelle fiir Kaufzeitpunkte
2.3.1 Kilassifikation

In der Literatur werden sehr viele verschiedene Modelle zur Beschreibung des
Kaufverhaltens eingesetzt. Die publizierten Ansétze zur Bestimmung des Kauf-
zeitpunktes sind dabei besonders zahlreich. Bereits 1970 hat [58] (zitiert nach
[54, p. 222]) anhand der Bedeutung der modellierten Zielgrofe eine Einteilung
vorgenommen, die wir hier wiedergeben:

e "purchase decision models”: Hier nimmt die abhéngige Variable die Werte
0 oder 1 an und markiert so die Situationen, zu denen gekauft wurde.
Bezugsgrofle dabei konnen entweder feste Perioden oder Einkaufsgéinge
sein. [17] modelliert so die Wahrscheinlichkeit, dafl bei einem gegebenen
Einkaufsgang in der betrachteten Warengruppe eingekauft wird.

e "purchase incidence models”: In diesen Modellen z&hlt die abhéngige Va-
riable die Anzahl Einkaufsakte innerhalb einer festen Periode. [63] verwen-
den einen derartigen Ansatz.

e "purchase timing models”: Die abhéngige Variable gibt hier die Lénge
des Kaufintervalles, also des zeitlichen Abstandes zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Einkaufsakten desselben Haushaltes an. Die Zeitachse kann
dabei diskret oder stetig sein.

Diese Aufteilung ist nicht ganz eindeutig, wie in [54, p. 226] angemerkt wird.
Wenn wir ein purchase incidence Modell fiir ein Intervall I C R derart spe-
zifizieren, dafl wir fiir jedes Teilintervall [a,b] C I die Verteilung der Anzahl
Einkaufsakte angeben konnen, so haben wir damit auch gerade ein purchase
timing Modell definiert. Ein einfaches Beispiel zweier solcher Modelle sind eine
Poisson-verteilte Anzahl Einkaufsakte und exponentialverteilte Kaufintervalle,
siehe z. B. [52, pp. 85]. Dabei miissen wir allerdings auch noch annehmen, dafl
die Kaufintervalle i. i. d. sind.

Fiir praktische Belange ist diese Mehrdeutigkeit nebenséchlich, da purchase in-
cidence Modelle meistens nur fiir disjunkte Intervalle des Untersuchungszeitrau-
mes I formuliert werden, z. B. fiir jede Kalenderwoche.
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Auflerdem werden wir am Beispiel des NBD Modells in Abschnitt 2.3.2 se-
hen, daf} ein purchase incidence Modell von der Literatur gelobt werden kann,
wahrend seine Interpretation als purchase timing Modell heftig kritisiert wird.
In solchen Féllen ist also die Zuordnung zu einer der drei Klassen ganz entschei-
dend fiir die Bewertung durch Modellierer.

Interessanter fiir Anwendungen sind Uberlegungen wie in [73]. Der Autor zeigt
den engen Zusammenhang zwischen diskreten Hazardraten und sequentiellen
Wahlmodellen der Logit- und Probit-Gestalt auf. Er wurde von [61] auf Ar-
beitsmarktmodelle angewendet, jedoch meines Wissens bisher nicht auf Kauf-
verhaltensmodelle.

Abschlieflend betrachten wir nun noch kurz die Bedeutung der Bezugsgrofie
”Kaufgelegenheit” oder ”Einkaufsgang” fiir purchase decision Modelle. [17, p.
189, (6)] verwendet ein solches Modell zusammen mit nachgeschalteten Marken-
wahl- und Mengenmodellen.? Der Autor selbst bemerkt, daf eine Untersuchung
der Effekte von Marketingaktivititen mit diesem Modell nur bedingt auf die
gegebenen Kaufgelegenheiten durchgefiihrt werden kann, [17, p. 190]. Falls al-
so z. B. Zeitungsanzeigen oder TV-Werbekontakte zusitzliche Einkaufsginge
generieren, wére dies nicht erkennbar.

2.3.2 Modellierung mit Poissonprozessen

Ein Ausgangspunkt fiir die Entwicklung von Kaufzeitpunktmodellen war die
Annahme, daf} die Anzahl Einkaufsakte eines Haushaltes in einer Warengruppe
wéhrend eines festen Zeitraumes einer Poissonverteilung folgt. Der Parameter
dieser Verteilung kann auch als gemeinsame konstante Einkaufsrate der Haus-
halte interpretiert werden. In der Literatur wurde dieser Ansatz jedoch zunéchst
primér als purchase incidence Modell verstanden. Um der unbeobachteten Hete-
rogenitéit der Haushalte Rechnung zu tragen, hat [26] (zitiert nach [54, p. 222]) in
diesem Zusammenhang die Verwendung eines iiber die Haushalte I'-verteilten
Parameters der Poisson-Verteilung vorgeschlagen. Damit ist die Anzahl Ein-
kaufsakte negativ binomialverteilt.

Weitere Beitriage zur Kaufverhaltensforschung mit diesem Ansatz, der als NBD
Modell in die 6konometrische Literatur eingegangen ist, stammen unter anderem
von [15], [25], [27] und [60]. [68] und [78] haben die I'-Verteilung durch andere
parametrische random effects ersetzt.

Ein inhaltliches Problem ergibt sich daraus, dal sowohl die Poisson- als auch
die negative Binomialverteilung bei wachsender Intervallinge letztlich jedem
Haushalt einen Einkaufsakt zuschreiben. Da dies fiir viele Warengruppen un-
realistisch ist, wurden ”zero-inflated” Versionen dieser Verteilungen eingefiihrt,
siehe [54, p. 224]. Diese Verteilungen haben einen weiteren Parameter, der den
Anteil der Population angibt, der niemals kauft. Die Einkaufsakte der restlichen
Stichprobe sind wie bisher Poisson- bzw. negativ binomialverteilt.

Die Fahigkeit dieser recht einfachen Modelle, sich an die tatsdchliche Anzahl
Einkaufsakte unterschiedlichster Warengruppen anzupassen, wurde in der Lite-

2 Allerdings bezeichnet der Autor es abweichend von unserer Konvention als ”purchase
incidence model”.
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ratur mehrfach deutlich hervorgehoben, z. B. von [40, p. 1] und [54, p. 224]. Ein
Schwachpunkt ist jedoch, daf} die Beeinflussung des Einkaufsverhaltens durch
punktuelle Marketingaktivitdten innerhalb des betrachteten Zeitraumes schwer
abzubilden ist. Zwar konnen die Parameter der verwendeten Verteilungen durch
parametrische Funktionen von Einfluigrofien ersetzt werden, vgl. [54, p. 225].
Die Zeitabhingigkeit dieser Einfliisse widerspricht jedoch in gewisser Weise der
Funktion der Verteilungsparameter, die ja gerade zeitlich homogene Poissonpro-
zesse bzw. Mischungen davon charakterisieren.

Als purchase timing Modell war dieser Ansatz aus ganz &hnlichen Griinden
heftiger Kritik ausgesetzt. So stellt [60] fest, dal die resultierende Exponential-
verteilung fiir die Kaufintervalle die tatsichliche Tendenz zur Ausbildung von
Mustern im Einkaufsverhalten realer Haushalte nicht nachvollziehen kann. Diese
Unzulénglichkeit hat unter anderem die Verwendung verweildaueranalytischer
Modelle motiviert, auf die wir in Abschnitt 2.3.4 zu sprechen kommen.

Eine etwas andere Verallgemeinerung wurde von [30] vorgeschlagen. Dabei wech-
seln die Haushalte ihre ansonsten konstante Rate nach jedem Einkaufsakt mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit. [74] ordnet das NBD Modell in die Klasse
der M/G /oo queues ein.

2.3.3 Modellierung mit Markovketten

Markovketten wurden wie Poissonprozesse bereits sehr friih in der Kaufverhal-
tensforschung mit Mikrodaten eingesetzt. Das mag daran liegen, dafl diese Mo-
dellklasse bereits vorher fiir Makrodaten verwendet wurde und den Anwendern
daher vertraut war:

[54, p. 158]
Some models have been developed which have about the same struc-
ture at the individual (micro) level and the aggregate (macro) level.
For example, Markov models are often used to accommodate the idea
that the last brand chosen (in period t) affects the current purchase
(in period t + 1).

Klassische Markovketten scheinen jedoch besser als Markenwahlmodell geeignet
denn als Kaufzeitpunktmodell. Sie unterstellen nicht nur Stationaritéit (entlang
der Zeitachse) und Homogenitéit (iiber die betrachteten Haushalte) in der Kauf-
entscheidung. Dazu kommt noch die unrealistische Annahme, dafl jeder Haus-
halt in den festen Zeitrdumen genau einmal kauft, vgl. [54, pp. 237]. Die sehr
kritische Meinung von [54, p. 239] zur Verwendung von Markovketten haben
wir bereits am Ende des Abschnitts 1.4 im Zusammenhang mit Modellen auf
Makrodaten zitiert.

In der Literatur werden sowohl die Stationaritét als auch die Homogenitét der
urspriinglichen Modelle stark aufgeweicht: [48], [53, p. 183] und [65] haben para-
metrische und nichtparametrische Verfahren zur Beriicksichtigung unbeobach-
teter Heterogenitit angewendet. Fiir Moglichkeiten, die Ubergangswahrschein-
lichkeiten nichtstationér zu modellieren, verweisen wir auf [54, p. 238] und die
dort angegebene weitere Literatur.
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Wir beschrinken uns hier auf die Darstellung des weitreichendsten Ansatzes,
der ”Semi-Markov-Modelle”. Diese Modelle unterliegen keiner der drei Ein-
schrinkungen, die wir fiir klassische Markovketten genannt haben. Es werden
Kaufintervalle zufélliger Linge zwischen aufeinanderfolgenden Einkaufsakten
zugelassen. Die Verteilung der Intervalldnge darf aulerdem von der zu Beginn
gekauften Marke abhingen und fiir die am Ende gekauften Marken variieren.
Modelle dieser Art werden dem Bereich der ”competing risks” zugeordnet. Sie
berticksichtigen gleichzeitig Kaufzeitpunkt und Markenwahl.

Die Markoveigenschaft kommt zum Tragen, da weiterhin angenommen wird, dafl
Kaufintervalle desselben Haushaltes untereinander unabhéngig sind. Ein grofler
verbleibender Nachteil ist somit, daf§ Vielkdufer durch ihre hohe Anzahl Kauf-
intervalle im Untersuchungszeitraum deutlich mehr Beobachtungen zum Daten-
satz beitragen als Haushalte, die selten kaufen. Da das Modell Unabhéngigkeit
zwischen diesen Intervallen unterstellt, lduft es Gefahr, kurze Abstéinde zwi-
schen Einkaufsakten tendentiell iiberzubewerten. Man kann sich von Verfahren
zur Beriicksichtigung unbeobachteter Heterogenitdt Abhilfe erhoffen, entspre-
chend viele Veroffentlichungen legen auf diesen Aspekt ihrer Modellierung be-
sonderen Wert. Allerdings kann im Rahmen der standardisierten Modelle héufig
nicht ohne weiteres erreicht werden, dafl der Haushaltsbezug der Kaufintervalle
im Verfahren beriicksichtigt wird. Damit sinkt die Hoffnung, die hohe Anzahl
kurzer Intervalle durch die unbeobachtete Heterogenitéit aufzufangen.

[76] gehort zu den ersten Verdffentlichungen dieser Methode in der Kaufver-
haltensforschung. Die Autoren verwenden eine nichtparametrische Technik zur
Beriicksichtigung unbeobachteter Heterogenitdt. Der Modellansatz findet sich
ahnlich bei [18], [34] und [79].

Als baseline Hazardrate verwenden [76] ”a restricted version of the Box-Cox
formulation” (zitiert nach [22, p. 3]). [34] vergleichen eine quadratische Gom-
pertzfunktion mit einer stiickweise exponentiellen Formulierung. [79] verwenden
ebenfalls die zuletzt genannte Funktion, [18] priferiert eine log-logistische Ver-
teilung, da sie unter anderem die Box-Cox und die inverse Normalverteilung
”on the three measures of model fit, predictive ability, and computational time”
([18, p. 255]) iibertreffe.

Die meisten genannten Artikel verwenden eine proportional hazards Formulie-
rung, um EinfluBgréfen einzubinden. [18] unterstellt accelerated failure times.

Bei der Kodierung der Marketingaktivitéiten als zentraler Einflulgréfien dhneln
sich die betrachteten Veroffentlichungen sehr stark. Lediglich die Aktivitéiten,
die bei einem tatséchlich erfolgten Kauf beobachtet wurden, gehen in das Mo-
dell ein. Sie werden riickwirkend fiir das ganze vorangegangene Kaufintervall als
konstant angenommen. Damit werden Aktivitdten von Marken, die nicht gekauft
wurden, vernachlissigt. Dasselbe gilt fiir zwischenzeitliche verkaufsférdernde
Mafinahmen.

In einem anderen Zusammenhang hat [40, p. 2] beispielhaft verdeutlicht, wie hier
mit ”verpafiten Kaufgelegenheiten” verfahren wird: ”For example, if a consumer
buys a product after k weeks, this approach uses the covariate values of the k™"
week only and ignores the covariates of (k — 1) weeks. In other words, the
information about whether or not there was a big promotion in the previous
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(k — 1) weeks is completely ignored.”

Mit Bezug auf [76] und andere Studien notiert [17, p. 185]: ”[...] the studies
[-..] use data that pertain to only those store visits in which purchases are made
in the product category of interest. A pertinent question that arises is: what is
the implication of such conditional-on-purchase analyses that ignore store visits
in which households are exposed to the marketing activities of brands, but fail
to make a category purchase?” Der Autor bringt dann ebenfalls ein Beispiel
und kommt zu dem Schlufl: ”In order to determine the effects of marketing
variables on purchase behavior, it would |[.. .| be necessary to explicitly include
in the analysis, store visits in which the consumer is exposed to the marketing
variables [...] but does not make a category purchase [...].”

2.3.4 Modellierung mit Erneuerungsprozessen

[22, p. 2]
The study of the purchase-timing behavior of households has seen re-
newed and growing activity in recent years in marketing, due largely
to the application of hazard-function analysis to the investigation of
this aspect of household purchase behavior.

Das Bestreben, Poisson-verteilte purchase incidence Modelle als purchase timing
Modelle zu verwenden und die Einbeziehung von Kaufintervallen in Markovket-
ten hat die Aufmerksamkeit der Anwender folgerichtig auf ”Hazardmodelle”
gelenkt.

Da in diesem Zusammenhang die Begriffsbildung nicht eindeutig ist, miissen
wir zunéchst klaren, welche Modellklasse wir nun genau betrachten wollen. Die
Kaufverhaltensforschung verwendet Ergebnisse der ” Hazard-function analysis”,
7survival analysis” oder ” Verweildaueranalyse” zur Untersuchung von Sequen-
zen von Einkaufsakten, die bei einzelnen Haushalten wihrend eines Untersu-
chungszeitraumes beobachtet wurden. Urspriinglich wurden diese Resultate je-
doch fiir Anwendungen entwickelt, in denen jede beobachtete Einheit nur ein
einziges Ereignis erfihrt. Um sie trotzdem einsetzen zu kénnen, wird nun je-
des Kaufintervall einzeln als i. i. d. Realisation einer positiven Zufallsvariablen
verstanden, die womoéglich einer Rechtszensur am Ende des Beobachtungszeit-
raumes sowie zeitverdnderlichen EinfluBgréflen ausgesetzt ist.

Damit kénnen wir diese Anséitze auch als markenunspezifische Version der Semi-
Markov-Modelle des letzten Abschnitts begreifen. Als Teil mehrstufiger Modelle,
wie wir sie im einleitenden Abschnitt 2.1 kurz vorgestellt haben, ist der Einsatz
eines category purchase timing Modells nicht unbedingt als Riickschritt aufzu-
fassen. Die zentrale Kritik bzgl. der Uberbewertung von Vielkdufern, die wir
fiir Semi-Markov-Modelle bereits formuliert haben, bleibt jedoch bestehen. Mit
einer Begriffsbildung der Punktprozefitheorie kénnen wir die kritisierte Eigen-
schaft dieser Modelle genau fassen. Sie unterstellen, dafl es sich bei der Folge
der Einkéufe eines Haushaltes im Beobachtungszeitraum um die Realisation ei-
nes ”Erneuerungsprozesses” handelt. Genau fiir diese Punktprozesse trifft die
Annahme von i. i. d. Intervallen zwischen ihren Ereignissen zu, vgl. z. B. [71, p.
316].
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Durch die Verwendung speziell konstruierter Einflulgréen wird in der 6kono-
metrischen Literatur versucht, die unrealistische i. i. d. Annahme fiir Kaufinter-
valle aufzuweichen. So verwendet [40, p. 7] einen wochentlichen Lagerbestand
der einzelnen Haushalte. Diese Grofie wird einerseits um die Eink&ufe in der
jeweiligen Woche erhoht. Aus einer Vorperiode wird der wochentliche Konsum
des Haushaltes geschétzt. Er wird wochentlich vom Lagerbestand abgezogen.

Einflugréflen dieser Art stellen mehr oder weniger enge Beziige zwischen auf-
einanderfolgenden Kaufintervallen desselben Haushaltes her und sind deshalb
prinzipiell geeignet, der Kritik an der i. i. d. Verteilungsannahme fiir diese In-
tervalle zu begegnen. Sie bleiben aber eine relativ grobe Technik. So miissen die
Besténde des Haushaltes zu Untersuchungsbeginn mehr oder weniger willkiirlich
gesetzt werden, der Verbrauch wird oft mangels Alternative stationér formuliert.
Diese Einschrankungen fithren z. B. dazu, dafl haufig negative Besténde konstru-
iert werden, die vor Modellschitzung ”hart” auf Null gesetzt werden miissen.

Zumindest der Kritik an Poissonprozessen wegen der Unregelmiiligkeit ihrer
Intervallingen haben Erneuerungsprozesse aber etwas entgegenzusetzen. [16]
und [40] schlagen als Alternative zur Exponentialverteilung, die von homoge-
nen Poissonprozessen impliziert wird, die Erlang-2-Verteilung zur Beschreibung
der Kaufintervalldnge vor. Viele andere Verteilungen wurden mittlerweile ange-
wendet: [69] nutzt inverse Normalverteilung, Lognormalverteilung und Weibull
(zitiert nach [54, p. 224]). [75] verwendet verallgemeinerte Log-Gammaverteil-
ungen.

In der Abbildung von Marketingaktivitéiten und ihren Auswirkungen auf das
Kaufverhalten kommen die Einschrankungen einer auf gdngigen Methoden der
Verweildaueranalyse basierenden Modellbildung jedoch wieder zum Ausdruck.
Wir betrachten zwei weit verbreitete Formulierungen.

[40] verwendet im Rahmen eines proportional hazards Modells die Normalpreise,
Preisreduktionen und Indikatoren fiir spezielle verkaufsfordernde Aktivititen in
den Geschéiften. Diese geschéfts- und produktgenauen Werte werden aus dem
Datensatz wochengenau ermittelt. Bevor sie in das Modell einflieen, werden
sie fiir jeden Haushalt zu je einer Einflulgréfle fiir den Normalpreiseffekt, den
Preisreduktionseffekt und den Effekt verkaufsféordernder Mafinahmen aggregiert.
Dabei werden die marken- und geschéftsgenauen Ausprigungen gewichtet auf-
addiert: ”The weights used are individual-household-level brand and store sha-
res. [...] Different weighting schemes were used, such as equal weights, market
share weights, and weight of 1 to favorite brand and store. All weighting schemes
gave approximately the same results.” ([40, p. 7])

Fiir ein category purchase timing Modell ist eine derartige Aggregation eine an-
sprechende und technisch gut umsetzbare Idee. Ein echter Schwachpunkt tritt
erst bei der Beriicksichtigung im proportional hazards Modell auf. Dort gehen
die verschiedenen Einfliisse xj, iiblicherweise als parametergewichtete Linear-
kombination und exponentiell ein, um fiir beliebige Parameterschéitzungen [y
eine positive Hazardrate A(t) sicherzustellen: A(t) := Ao(t) - exp Y. Brxk. Die-
se funktionale Festlegung ist aber sehr restriktiv, es sei denn die Einflulgrofie
xy ist ein Indikator. In diesem Fall besteht der Effekt von x; offenbar darin,
die Grundrate Ao(t) mit dem positiven Faktor exp f; zu multiplizieren. Sobald
xk aber drei oder mehr Werte annehmen kann, ist die exponentielle Abhéngig-
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keit zwischen A(t) und z; h#ufig inhaltlich nicht mehr gerechtfertigt. Durch die
von [40] vorgenommene Gewichtung werden nun aber selbst die Indikatoren ver-
kaufsfordernder Aktivitédten zunéchst zu reellwertigen Einflulgréfien umkodiert.

Das folgende Konzept zur Bertiicksichtigung von Marketingaktivitédten hat einen
engen Bezug zur Nutzentheorie. Diese Theorie ist zentraler Bestandteil vieler
Forschungen in der Okonomie. Entsprechend umfangreich ist ihre Ausarbeitung
und Darstellung in der Literatur. Wir verweisen auf die Lehrbiicher [57], [44,
pp. 36 und pp. 42], [54, pp. 159, pp. 241 und pp. 291] und [33, pp. 53 und pp. 59]
fiir eine ausfiihrliche Darstellung und beschrinken uns hier auf das Notwendige
zum Verstédndnis der Anwendung in Kaufzeitpunktmodellen, z. B. bei [22]. Die
Nutzentheorie geht davon aus, dafl die Haushalte jedem Produkt einen stocha-
stischen Nutzen zuordnen, der sich als reelle Zahl ausdriicken 1483t. Der Haushalt
wird sich bei der Markenwahl an den Artikel halten, der ihm den héchsten Nut-
zen in diesem formalen Sinne bietet. Der stochastische Nutzen zerféllt additiv in
einen deterministischen Teil und eine Zufallsvariable. Der deterministische Teil
wird in Anwendungen héufig als parametrisierte Linearkombination objektiver
Produkteigenschaften formuliert, der stochastische Teil hingegen als extrem-
wertverteilte Zufallsvariable. Diese Annahmen fiihren dazu, dafl der maximale
Nutzen iiber alle Produkte ebenfalls eine Extremwertverteilung hat. Aulerdem
ergibt sich sein erstes Moment, also der erwartete maximale Nutzen der Waren-
gruppe fiir den Haushalt, explizit aus den deterministischen Einzelnutzen der
Artikel.

Wenn wir nun also die Marketingaktivitdten als Produkteigenschaften auffas-
sen, die den Nutzen einzelner Artikel fiir die Haushalte wie gerade skizziert
beeinflussen, so 1afit sich die Verwendung des maximalen erwarteten Nutzens
als Einflugrofle im category purchase timing Modell mit nutzentheoretischen
Argumenten rechtfertigen. Die praktische Verwendung dieser Grofle unterliegt
weiterhin den technischen Restriktionen, die wir bereits fiir die gewichteten Mar-
ketingaktivitdten bei [40] formuliert haben.

Da die Nutzentheorie eine zentrale Position in der Okonomie einnimmt, be-
sprechen wir nun noch ihre Verwendung im umrissenen Rahmen fiir Kaufzeit-
punktmodelle. Ein grofler praktischer Vorteil ist sicher, dafl sie aus den vielen
moglichen Gewichtungen der markenspezifischen Aktivititen zu einer Waren-
gruppengrofe eine auszeichnet.

Die zugrundeliegenden Annahmen dieser Theorie scheinen aber fiir eine Anwen-
dung auf das Kaufverhalten von Konsumgiitern nicht uneingeschrénkt geeignet.
Sie unterstellen ja insbesondere, dafl sich der einkaufende Haushalt aller be-
stehenden Kaufoptionen bewufit ist. Dariiberhinaus wird angenommen, daf} er
alle diese Moglichkeiten gegeneinander abwéigen kann. Hier spiegelt sich das
Bild des "rationalen Akteurs” der Nutzentheorie im Konsumenten. Die Wirk-
lichkeit der Handelslandschaft vermittelt jedoch einen anderen Eindruck. Die
Information des Konsumenten {iber bestehende Wahlmoglichkeiten beruht im
allgemeinen wohl eher auf einer Mischung aus Erfahrung mit den einzelnen Han-
delsketten, ihrer Erreichbarkeit und verfiigbaren Wurfpostsendungen, sofern sie
zur Kenntnis genommen werden. Die Atmosphére und Ausstattung eines ty-
pischen Geschiftes zeigt sich ebenfalls kaum im Einklang mit der rationalen,
auf vollstéindiger Information beruhenden Vorstellung der Nutzentheorie. Teu-
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re Marken sind in Augenhohe im Regal platziert, billigere Alternativen in Bo-
dennihe verbannt. Impulskéufe in der Kassenschlange werden durch die Sonder-
platzierung einzelner Produkte in diesem Bereich geférdert. Viele Handelsketten
greifen zu untermalender Musik und anderen Mitteln, um den Einkaufsgang zu
einem moglichst angenehmen Erlebnis zu machen. Auch die typische Verpackung
eines Konsumguts spricht wohl primér das Unterbewufite, Emotionale an und
weniger den kalkulierenden Verstand. Frohe Farben, Formen und Grafiken be-
stimmen das Bild. Wie die Abbildung bekannter Comicfiguren auf der Ver-
packung mit dem ”Nutzen” des Verpackten fiir den Verbraucher in Verbindung
zu bringen ist, erscheint jedenfalls nicht unmittelbar einsichtig. ” Technisch be-
dingte Fiillhéhen” verleiten den Konsumenten dazu, eine grofle Pappverpackung
zu erstehen, die aber zu einem gewissen Teil leer ist. Einige Hersteller verfolgen
anscheinend weiterhin die Strategie, ihre Produkte moglichst in einzigartigen
Packungsgrofien auf den Markt zu bringen; offenbar, um den direkten Preisver-
gleich zu erschweren. Immerhin an dieser Stelle bieten nun die meisten Héndler
dem Verbraucher kleine Hilfestellungen, wenn sie kleingedruckte Kilogramm-
preise am Regal notieren.

Mit dieser Beschreibung wollen wir der Nutzentheorie keineswegs ihren zen-
tralen Platz in der modernen Okonomie streitig machen. Wir wollen lediglich
unsere Position verdeutlichen, dafl ein Kaufverhaltensmodell nicht ausschlief3-
lich danach zu bewerten ist, ob es eine Interpretation im Sinne eines formalen
Verbrauchernutzens gestattet. Mit dieser relativierenden Einschétzung stehen
wir nicht allein. So notiert [17] zwar noch 1993:

[17, pp. 186]
In this paper, we investigate the impact of marketing variables on the
category purchase, brand choice and purchase quantity decisions of
households for frequently purchased packaged goods. We formulate
a model based on microeconomic foundations of household utility
maximizing behavior. From this single utility maximizing problem
for the household on a store visit, we obtain: (1) the probability
that no purchase is made in the category, (2) the probabilities of the
household purchasing the different brands in the category and (3) the
purchase quantity if a brand is bought. As the three choice decisions
are the consequences of a single utility maximizing problem, the
model ensures that the decisions, in combination, provide the highest
utility to the household.

Fiinf Jahre spéter ist jedoch die Einbettung in die Nutzentheorie fiir denselben
Erstautor ein Kriterium zur Modellbewertung unter vielen:

[22, p. 3]
Each individual component of the dynamic McFadden model has
been derived based on utility-maximizing behavior [...]. The com-
posite model is ad hoc in its formulation, however. Nevertheless, we
feel that the loss in conceptual appeal is compensated for by the mo-
del’s ability to capture two important aspects of household purchase
behavior, purchase timing and brand choice.
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2.3.5 Modellierung mit allgemeinen Punktprozessen

Unter einem ”allgemeinen Punktprozef3” wollen wir in dieser Arbeit einen Punkt-
prozefl auf einem kompakten Intervall I := [tyin, tmax] € R verstehen, dessen
stochastischer Kompensator eine absolutstetige Intensitét mit rechtsstetiger Ab-
leitung ist.

Derartige Prozesse sind zwar bei weitem noch nicht die allgemeinsten, die in
der stochastischen Literatur untersucht werden, vgl. [12]. Trotzdem erscheint
diese Bezeichnung in unserem Zusammenhang angemessen. Erstens werden wir
gleich sehen, daf} alle wesentlichen Modellklassen der Kaufverhaltensforschung
als Spezialfiille dieses Typs von Punktprozessen angesehen werden kénnen.

Zweitens haben wir praktische Belange der Modellbildung zu beriicksichtigen.
So bietet es sich an, Regressionsmodelle in Anwendungen fiir die differentielle
Intensitdt zu formulieren. Dabei sind wir darauf angewiesen, Hypothesen aus
der angewandten Forschung formal in die Modellgleichungen zu iiberfiihren.
Genauso sollten wir die Parameterschétzungen eines Regressionsmodells auch
wieder fiir die praktische Situation interpretieren kénnen. Vor diesem Hinter-
grund erweist sich die Klasse der rechtsstetigen, stochastischen (differentiellen)
Intensitéiten als ausgesprochen méchtig.

Wir illustrieren nun unsere Behauptung, mit der angesprochenen Klasse von
Punktprozessen eine Verallgemeinerung der auf Poissonprozessen, Markovket-
ten und Erneuerungsprozessen basierenden category purchase timing Modelle
angegeben zu haben. Sei dazu N(-) : I — N der Ziahlprozefl der Einkaufsak-
te eines Haushaltes fiir die betrachtete Warengruppe im Beobachtungszeitraum
I := [tmin, tmax]- Mit tmin < Y1 < Y2 < -+ < Yg < tmax bezeichnen wir die
aufsteigende Folge von Zeitpunkten, zu denen der Haushalt in der Warengruppe
gekauft hat. A(+) : T — Ry sei die kumulative Intensitit von N, ihre Ableitung
nach der Zeit nennen wir A(+).

Wir lassen zunéchst die Einflulgréfien und die unbeobachtete Heterogenitét au-
Ber acht. Dann erlauben alle auf Poissonprozessen basierenden Kaufzeitpunkt-
modelle eine Darstellung mit deterministischer Intensitéit A(t).

Die Semi-Markov-Modelle scheinen zunéchst eine Sonderrolle zu spielen, da sie
Markenwahlaspekte beriicksichtigen. Diese Einschétzung stimmt jedoch nur be-
dingt. Zwar werden wir uns in dieser Arbeit auf unmarkierte Punktprozesse
beschrianken, um insbesondere auch die Beweise in den Kapiteln 7 und 8 nicht
technisch zu tiberladen. Es sollte jedoch direkt moglich sein, unsere theoretischen
Ergebnisse, die Theoreme 3.3.1 und 3.5.1, auf den Fall markierter Punktprozes-
se mit Bildraum N9 ¢ € N, zu iibertragen. Damit wire die Markenwahl des
Konsumenten in sehr allgemeiner Weise berticksichtigt. Selbst der Mengenwahl-
aspekt sollte, bei weiterhin unverdnderter Beweisstruktur, mit dem Bildraum
RY erfaBbar sein.

Die markenunspezifische Formulierung der Semi-Markov-Modelle entspricht, wie
bereits dargestellt, gerade den Verweildauermodellen. Deren Pendant aus Punkt-
prozefsicht, der Erneuerungsprozef}, hat eine stochastische Intensitit, die nur
vom aktuellen Abstand zum letzten Ereignis abhéngt: A(t) = f(t — Yy (), vel.
[71, p. 316, Korollar zu Theorem 6.3.4].
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Untersuchen wir nun, wie sich Marketingaktivitéiten als EinfluBgréfen im Rah-
men allgemeiner Punktprozesse darstellen lassen. Sowohl die Werbewirkungs-
theorien aus Abschnitt 1.2 als auch die technischen Bedingungen fiir Werbewir-
kung in Makromodellen aus Abschnitt 1.4 legen dabei folgendes Vorgehen nahe:
Die Marketingaktivitéiten, denen ein Haushalt ausgesetzt ist, werden ihrerseits
als Prozesse auf I betrachtet.? Diese Prozesse erzeugen eine eigene Filtration
iiber dem Beobachtungsintervall. Lassen wir nun zu, dafl die modellierte Inten-
sitdt mefBbar bzgl. der gemeinsamen Filtration des Einkaufszéhlprozesses und
der jeweiligen Marketingprozesse ist. Dann stehen uns sehr viele Moglichkeiten
offen, die zeitverinderlichen Auswirkungen der verkaufsférdernden Aktivititen
auf den weiteren Einkaufsprozef} iiber seine Intensitit abzubilden. Diese Form
der Modellierung ist aus anderen Anwendungsbereichen als ” Filtering” bekannt,
wir verweisen auf die umfangreiche Beispielsammlung ” gefilterter Poissonprozes-
se” in [71, pp. 366, Abschnitt 7.4].

Nun wollen wir untersuchen, inwieweit sich die Vorgehensweisen zur Abbil-
dung von Marketingaktivititen aus der Literatur zur Kaufverhaltensforschung
in diesem Rahmen darstellen lassen. Am Ende des Abschnitts 2.3.3 hatten wir
die Modellierungstechnik angesprochen, jeweils die verkaufsfordernden Mafinah-
men, die beim Einkauf vorlagen, riickwirkend fiir das gesamte vorherige Kauf-
intervall anzunehmen. Wir hatten auch gesehen, dafl dieses Vorgehen bereits
aus angewandter Sicht recht stark kritisiert wurde. Nun miissen wir feststellen,
daB es sich zudem einer direkten Ubertragung in den schliissigen Rahmen gefil-
terter Prozesse widersetzt. Den Wert eines beeinflussenden Prozesses ab einem
Einkaufsakt Y; konnen wir nédmlich erst festlegen, wenn wir die tatséchlichen
Gegebenheiten zum Zeitpunkt des néchsten Einkaufs Y;,; kennen. Anstelle ei-
nes vorgegebenen Einflulprozesses, der zu jedem Zeitpunkt eine Funktion der
vergangenen Marketingaktivitdten ist, miissen wir hier einen kiinstlichen Prozef
konstruieren, dessen Wert von zukiinftigen Ereignissen abhéngt. Zu diesen Er-
eignissen zdhlt zu allem Uberflu auch noch der nichste Einkaufsakt, also eine
FEigenschaft des beeinflufiten Prozesses. Die Verwendung eines derartigen Kunst-
prozesses ist natiirlich technisch moglich, da uns die Daten des gesamten Be-
obachtungszeitraumes vorliegen. Sie ist jedoch hochgradig unbefriedigend. Wir
merken als weiteren Schwachpunkt noch an, dafl der Einfluf} dieses Prozesses
auf den Einkaufsproze als konstant wihrend eines Kaufintervalles angenom-
men wird.

Die beiden Verfahren zur Beeinflussung des Kaufverhaltens durch Marketingak-
tivitdten aus Abschnitt 2.3.4 erlauben hingegen eine schliissige Darstellung als
Einfluprozesse. Die einzige Einschriankung besteht in den Mdoglichkeiten, zeit-
veranderliche Kovariable in standardisierten Verweildauermodellen zu beriick-
sichtigen. In den betrachteten Artikeln zur Kaufverhaltensforschung fiithrt dies
zur Verwendung reellwertiger Stufenprozesse. Bei [40] sind diese Prozesse zusiitz-
lich haushaltsspezifisch, wenn z. B. die Aktivitdten préferierter Produkte hoher

3Es bleibt das erhebungstechnische Problem zu 16sen, wie wir von verkaufsfordernden Ak-
tivitdten erfahren, die dem Haushalt wihrend eines Kaufganges vorlagen, von ihm aber nicht
wahrgenommen wurden. Im Rahmen der von uns primér betrachteten TV-Werbewirkung ist
dies kein Problem, da die TV-Kontakte unabhingig von Eink#dufen gemessen werden. Preis-
reduktionen und dhnliche Aktivitdten lassen sich oft aus den Einkaufsinformationen der ge-
samten Stichprobe und der Kenntnis der Marketingstrategie einzelner Handelsorganisationen
angemessen approximieren.
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gewichtet werden.

Nun betrachten wir die Verfahren zur Beriicksichtigung unbeobachteter Hetero-
genitét. Ligen uns séamtliche haushaltsspezifischen Werte der Parameter vor, so
konnten wir direkt ein allen Haushalten gemeinsames Modell fiir die stochasti-
sche Intensitdt angeben. Tatséichlich sind uns diese Grofien aber nicht bekannt.
Unsere Unkenntnis 148t sich formalisieren, wenn wir die stochastische Intensitét
mit einem geeigneten, groberen Filter bedingen. Das bedeutet aber, dal wir bei
Beriicksichtigung unbeobachteter Heterogenitidt nicht mehr den Kompensator
der beobachteten Zéhlprozesse modellieren, sondern eine bedingte Fassung die-
ser stochastischen Funktion. Direkt im Anschlufl an die Formulierung unserer
theoretischen Resultate in den Abschnitten 3.3 und 3.5 werden wir diese Situa-
tion behandeln. Es wird sich zeigen, daf} sich die beiden Theoreme 3.3.1 und
3.5.1 entsprechend verallgemeinern lassen. Thre Anwendbarkeit in praktischen
Problemen héngt davon ab, ob sich die bedingten Intensitéiten der verwendeten
Modelle ausrechnen lassen. Der einfachste Fall sind die random effects, wenn
sie unabhéngig von allen anderen stochastischen Grofien des Modells formuliert
werden. Fiir die praktische Behandlung dieses Falls geben wir am Ende des
Abschnitts 3.3 Hinweise.

Die Ubersicht iiber die stochastische Literatur zu Regressionsmodellen mit Punkt-
prozessen verschieben wir auf Kapitel 9. Erst dann kénnen wir die in der Litera-
tur verwendeten Beweistechniken im Detail mit unseren Methoden aus Kapitel
7 und 8 vergleichen.

3 Kleinst-Quadrate-Schitzer fiir Zidhlprozesse

3.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel untersuchen wir das Verhalten von Kleinst-Quadrate-Schétzern
bei wachsendem Stichprobenumfang in folgender Situation:

Der Pfad eines Z&hlprozesses N(-) wird iiber einen endlichen Zeitraum I hin-
weg beobachtet. Fiir die Intensitit Ao(-) dieses Prozesses ist ein parametrisches
Modell A := {Ay(-), ¥ € © C R4} gegeben, d. h. es gelte Ao(-) = Ay, (-) fiir ein
unbekanntes 9, € O.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ innerhalb des Beobachtungsintervalles I héngt die In-
tensitit Ay, (t) parametrisch von dem bisherigen Verlauf des Punktprozesses
N(s), s <t,selbst ab. Zusiitzlich kénnen weitere Grofien auf die Intensitéiit Ein-
flu8 nehmen. Darunter befinden sich u. U. Punktprozesse iiber I, deren gesamter
vergangener Verlauf bis ¢ Auswirkungen auf Ay () haben kann.

Unsere Stichprobe besteht aus i. i. d. Punktprozessen Ni(-), k = 1,...,n. Zu
jedem dieser Punktprozesse gehort ein eigener Satz an Einflulgréfien. Deshalb
werden sich die Intensitéten Ay, (-) der Punktprozesse in der Regel voneinander
unterscheiden.

Unser Interesse gilt einem Schétzer ¥}, des Parameters ¥, € © auf der be-
schriebenen Datengrundlage. ¥}, minimiere dabei den quadratischen Abstand
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zwischen den gemittelten beobachteten Pfaden der Zihlprozesse Ni(-), k =
1,...,n, und dem entsprechend gemittelten Modell:

. . 1 n 1 n 2] n
9 = argégf@/(ﬁ ];A&k(t) - ZNk(t)) - ;Nk(dt)
7 _ -

k=1

In Theorem 3.3.1 werden wir zeigen, dafl 9}, unter geeigneten Glattheitsannah-
men stark konsistent ist, daf} also

f. s. .
Iy =19, fur n— oo

gilt.

Mit weiteren Voraussetzungen folgt auflerdem die asymptotische Normalitit von
n'/2(9% —19,). Genauer gilt

n28,,(9,) (9% — o) = N(0,C(d.)) fiir n — oo,

wie wir in Theorem 3.5.1 sehen werden.

Bei der standardisierenden Matrix ®,,(1,) handelt es sich um eine stochastische
GroBe mit Werten in R%*9; die asymptotische Kovarianzmatrix C(d,) € R4
mit derselben Dimension ist deterministisch. Wir werden in den Abschnitten
3.4.3 bzw. 3.4.4 explizite Darstellungen fiir beide Grolen angeben. Wie die
Schreibweise bereits andeutet, mufl der wahre Parameterwert 9, bekannt sein,
um die standardisierende Matrix und die asymptotische Kovarianzmatrix in An-
wendungen auszurechnen. 9, wird in diesem Fall approximativ durch ¥}, ersetzt.
Wiéhrend ®,,(9,) mit dieser Einschrinkung aus den Daten geschétzt werden
kann, werden in der Darstellung von C(¢J,) auflerdem die theoretischen Gréfien
EAy, () und E %Aﬂo () benotigt. Thre Werte konnen durch

1 n
=~ A k()
k=1

bzw.

n

1
22 arhask()
k=1

angendhert werden.

Zum AbschluB dieser Einfithrung geben wir nun noch einen Uberblick iiber die
Struktur von Kapitel 3.

In Abschnitt 3.2 fithren wir zunéchst die bereits informell verwendeten Bezeich-
nungen sowie die Voraussetzungen formal ein, die der starken Konsistenz zu-
grundeliegen. Es handelt sich iiberwiegend um Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitsbedingungen. Die dabei definierten Zufallsvariablen sind auf einem gemein-
samen W-Mafiraum (Q, .4, P) definiert. Entsprechend sind o-Algebren immer
Unter-o-Algebren von A, und "f. s.” bezieht sich auf P. Diese Zusammenhénge
werden wir in der Notation unterdriicken. N und R bezeichnen wie iiblich die
natiirlichen bzw. die reellen Zahlen.
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Die starke Konsistenz des Kleinst-Quadrate-Schétzers formulieren wir in Ab-
schnitt 3.3.

Die zusétzlichen Bezeichnungen und Voraussetzungen fiir die asymptotische
Normalitit von n'/2 (9% —1,) folgen in Abschnitt 3.4, die Aussage selbst stellen
wir in Abschnitt 3.5 vor.

3.2 Voraussetzungen fiir die starke Konsistenz des Kleinst-
Quadrate-Schitzers

3.2.1 Der Zihlprozef

Bezeichne I := [tyin, tmax| €in kompaktes Intervall und A(-) einen Filter auf I.
Sei N(-) : I — N ein Zahlproze$ mit o(N(s), s <t) C A(t) fiir alle t € I.

Die dritten Momente seien endlich. Wegen der Monotonie von N geniigt es, dies
am rechten Intervallende zu verlangen:

E N3 (tmax) < 00 (3.2.1)

Die u. U. stochastische kumulative Intensitdt von N(-) bezeichnen wir mit Ao (+).
Wir nehmen an, daf} sie absolutstetig ist:

Ao(r) = / o(s) ds (3.2.2)

tmin

Thre Lebesgue-Dichte A, (-) sei dabei rechtsstetig. Gemé$ [12, S. 288, D32 und
T33] kénnen wir Versionen von A,(-) und A,(-) wéhlen, die progressiv mefibar
bzgl. A(-) sind.

3.2.2 Das parametrische Modell

Sei © C R?, d € N, ein Parameterraum. Zu jedem Parameterwert ¥ € O sei
Ay(-) eine absolutstetige Intensitit mit rechtsstetiger Lebesgue-Dichte Ay(-).
Beide Funktionen seien progressiv mefibar bzgl. A(-) gewihlt. Wir nehmen an,
daB Ay(t) bei festem t € I nach dem Parameter ¥ stetig differenzierbar ist:

Vs Ag(t) € CHO), tel (3.2.3)
Weiter werden wir bendtigen, dafl
© Cc R? offen und beschriinkt (3.2.4)

und

(t,9) € I x © +— Ay(t) f.s. stetig (3.2.5)

ist. Die Funktion (¢t,9) € I x © +— Ay(t) muf} also auf den Rand von I x © f.
s. stetig fortsetzbar sein. Ohne (3.2.5) liefle sich die Beschrinktheit in (3.2.4)
durch eine geeignete Umparametrisierung immer erreichen: Ein Parameter mit
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unbeschrinktem Definitionsbereich kann etwa durch eine vorgeschaltete, diffeo-
morphe Transformation des offenen Einheitsintervalls (0, 1) auf die reelle Achse
R in einen beschréinkten Parameter iiberfiihrt werden, ohne (3.2.3) zu verletzen.

Wie bereits fiir die Zahlprozesse in (3.2.1) bendtigen wir auch fiir die Inten-
sitdten die dritten Momente. Wegen der Monotonie geniigt es wiederum, diese
Bedingung am rechten Intervallende zu stellen. Allerdings miissen wir eine im
Parameter lokal gleichméflige Integrabilitit des Modells fordern: Es bezeichne
dazu

B.(9):={9 €0: [¢ -9 <r}, r>0,9€0

den Schnitt der 7-Kugel um ¥ € © mit dem Abschlul © des Parameterraumes.

Dann existiere zu jedem Parameterwert ¢ € © ein positiver Radius ro(¢) =
ro > 0, so daf}

3
E( sup Aﬁ/(tmax)> < 00 (3.2.6)
9 E€Br (V)

gilt. (3.2.6) ist dann auch fiir jeden kleineren Radius 0 < r < r,, also insbeson-
dere punktweise im Parameter ¢ € ©, richtig. Schliellich enthalte das Modell
A = {Ay(:), ¥ € O} die Intensitiat des Zahlprozesses N(-). Es gebe also einen
Parameterwert 9, € © mit

3.2.3 Das Zdhlmartingal
Die Intensitdt Ay, (-) ist der Kompensator des Zahlprozesses N(-). Dies macht

ihre Differenz zu einem A(-)-Martingal, vgl. [12, S. 27, T8 («)]. Wir nennen es
ZAHLMARTINGAL und bezeichnen es mit M (-):

M(:) == N() = Ao, ()

3.2.4 Die i. i. d. Situation
Wir fithren nun Z#hlprozesse Ni(-) : I — N, k € N, ein. Es handle sich dabei
um i. i. d. "Kopien” von N (). Die zugehorigen Filter auf I bezeichnen wir mit
Ag(+), die absolutstetigen, A (-)-progressiv mebaren kumulativen Intensitédten
mit Ay, 1 (-), die Ag(-)-Zdhlmartingale mit
My (+) := Ni(+) = Aok (-)-
Den gemeinsamen Filter der ersten n Zahlprozesse nennen wir
An() =\ Ak().
k=1

Die Prozesse N (), k =1,...,n, definieren einen gemittelten Prozef}

Na(-) = % > Nk().
k=1
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Wir fithren zusétzlich die entsprechend gemittelte Intensitét
_ 1 &
Aq?,n(') = ﬁ ZAﬂ,k(')v VRS @7
k=1
ein. Dann hat der ZahlprozeB n - N,,(-) die Intensitéit n - Ay, ,(-). Mit

M) = =30 Mi()

k=1

bezeichnen wir das zugehoérige MITTELWERTMARTINGAL.

3.2.5 Der Kleinst-Quadrate-Schitzer

Wir verwenden die Prozesse N, () und E Ay_(-) nun, um Halbnormen fiir geeig-
nete stochastische Funktionen auf dem Intervall I einzufiithren. Zunéchst erhal-
ten wir die Familie der stochastischen Halbnormen

1565, == ([ 107 Natan) ™, wen
I

fiir N,,(-)-quadrat-integrable, u. U. stochastische Funktionen f(-) : I — R, siehe
[7, S. 90]. Dies erlaubt die Einfiihrung der stochastischen Cramér-von Mises-
Distanzen oder Pseudometriken, siehe [72, S. 234]:

1) =90

| - | v, hat als Halbnorm alle Eigenschaften einer Norm, nur kann der Abstand
zweier unterschiedlicher Funktionen auf I verschwinden.

N,

Wir definieren den Kleinst-Quadrate-Schétzer ¥}, durch

19:(0)) = 19; = argélelf@HNn() - ]\ﬂ,n()| N,

n

Im Zusammenhang mit der Konsistenz von 9}, in Theorem 3.3.1 wird aulerdem
die deterministische Halbnorm

15O s, o= ([ £07 B (a)
I

benstigt. Die Konvergenz von || N, (-)— Ay (-)| 5, gegen | EAs()—EAy(-)||E A,
fiir wachsendes n € N, die wir in den Lemmata 7.3.1 und 7.3.2 genauer unter-
suchen werden, ist entscheidend fiir den Nachweis der Konsistenz von 9 in
Theorem 3.3.1.

3.2.6 Identifizierbarkeit

Wir wollen mit Hilfe des Schétzers 9}, der_1 Parameter ¥, € © der Intensitit
Ay, (+) aus den gemittelten Beobachtungen N, (-) zuriickgewinnen. Unser Schitzer
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verwendet gem#f Abschnitt 3.2.5 die GroBe [N, (-) — Agn(-)||x,, um die Ab-
weichung der parametrisierten Intensitdt von den gemittelten Beobachtungen
zu bestimmen. In den Lemmata 7.3.1 und 7.3.2 werden wir zeigen, daf} sich
[No(-) = Ay ()| 5, fiir groBes n € N in geeignetem Sinne der deterministischen
Distanz ||EAo(-) — EAy(-)||ga, néhert. Ohne dies hier zu prézisieren, ist da-
mit folgende Uberlegung einleuchtend: der Schiitzer ¥ ist darauf angewiesen,
daf} sich unterschiedliche Parameterwerte ¢ # ¢ in || EAy(-) — EAy ()|l a,
niederschlagen. In Anlehnung an [64, S. 50] treffen wir deshalb die Annahme:

Ve>0: inf  [EAo() ~EAg(-)|ga, >0 (3.2.7)

9:[9—1o|>e

3.3 Die starke Konsistenz des Kleinst-Quadrate-Schétzers

Wir formulieren das erste zentrale Resultat dieses Kapitels:

3.3.1 Theorem Mit den in Abschnitt 3.2 eingefiihrten Notationen und unter
den Annahmen (3.2.1) bis (3.2.7) gilt

f. s. ..
Iy —> 1Y, fiir n— oo.

Wir werden Theorem 3.3.1 in Kapitel 7 beweisen. Im Beweis wird kein Ge-
brauch davon gemacht, dafl N — A, ein Martingal auf I ist. Es ist lediglich von
Bedeutung, dafl dieser Prozef} zentriert ist.

Folglich kénnten wir in der Definition des KQS in Abschnitt 3.2.5 die Intensitét
Ag » durch einen Prozef E(Ag »|C) ersetzen, der bei Verwendung einer beliebigen
o-Algebra C C A, aus Ay, hervorgeht, z. B. die deterministische Funktion E Ay.
Jeder derart modifizierte Schétzer ist stark konsistent, der Beweis des Theorems
3.3.1 ist wortlich iibertragbar.

Diese Bemerkung ist einerseits von theoretischem Interesse, da bei der Untersu-
chung von Punktprozessen in der Literatur die oben erwidhnte Martingalstruktur
oft eine zentrale Rolle spielt, vgl. etwa [5] und [12].

Fiir Anwendungen ist diese Uberlegung ebenfalls von Bedeutung, wenn wir zwar
alle Punktprozesse N (-) vollstindig beobachtet haben, die Verldufe einiger Ein-
fluBgroBien jedoch nicht vorliegen. Es kann dann evtl. trotzdem noch moglich
sein, fiir jedes Ni(-) und jeden Parameterwert ¢ € © aus den Daten eine "be-
dingte Intensitidt” E(Ay|Ck) zu berechnen, wobei die o-Algebren Cj angeben,
welche Einfliisse in unseren Daten zur Verfiigung stehen.

Eine derartige Situation liegt z. B. dann vor, wenn die unbeobachteten Einfliisse
von den beobachteten unabhingig sind und ihre Verteilung bekannt ist, siehe [8,
S. 128, Exercise 7]. In diesem Fall kann der ”KQS bzgl. der bedingten Intensitéit”
eingesetzt werden.
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3.4 Voraussetzungen fiir die asymptotische Normalitit des
Kleinst-Quadrate-Schéitzers

3.4.1 Lokale Lipschitz-Stetigkeit des Modells

Uber (3.2.3) hinaus fordern wir, daf
VU Ag(t) € C*(O), tel (3.4.1)

gilt. Insbesondere ist Aﬁ() lokal Lipschitz-stetig. Zu jedem Parameterwert
¥ € O existieren demnach eine Umgebung ©, (1) und eine in der Regel stocha-
stische Funktion L'(-), so daf§ gilt:

V' € Oo(0) 1 [ ZAy() — LAy ()| < L'() - |9 — 0| (3.4.2)

Die stochastische Funktion L'(+) erfiille folgende Integrabilitéitsbedingungen:
E / L'*(t) N(dt) < 0o Vi €O (3.4.3)

T
E / L' (t) Ay(dt) < oo v € © (3.4.4)
E / L' (t) EAo(dt) < 0o (3.4.5)
T

Die Funktion, welche die entsprechende Rolle fiir %Ag’i(-), i=1,...,n, spielt,

bezeichnen wir mit L;(-).

3.4.2 Momentenbedingungen an das Modell

Um tiber die starke Konsistenz hinaus die asymptotische Normalitidt des KQS
zu erhalten, benttigen wir weitere Momente des Zahlprozesses und seiner Inten-
sitdt. Einerseits verschérfen wir (3.2.1) zu

E N%(tpax) < 00 (3.4.6)
und die punktweise Version von (3.2.6) zu

E A (tmax) < 00 Vi € O. (3.4.7)

Andererseits fithren wir fiir die ersten beiden Ableitungen der Intensitéit Mo-
mentenannahmen ein, ndmlich

B [ |80 01 N(at) < o, / LB N () < o0, W0 € O,
I
(3.4.8)
/|819A19 () Ay, (dt) < oo, /|W ()4 Ay, (dt) < 00, VI €O,

(3.4.9)
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und

E/|%A19(t)\4 E Ao (dt) < oo, E/|86—1;A19(t)|4 EAo(dl) < 00, VI €O,
I

I
(3.4.10)

AuBlerdem miissen wir fordern, dafl der Parameterraum © iiber (3.2.4) hinaus
auch einfach zusammenhéngend ist.

Schliefflich setzen wir voraus, dafl
EA.(-) streng monoton wachsend (3.4.11)
ist und zu jedem Vektor z € R ein t, € I existiert, welches
" EZ Ay, (ts) #0 (3.4.12)

erfiillt.

3.4.3 Die standardisierende Matrix

In Abschnitt 3.1 tauchte bereits informell die standardisierende Matrix ®,,(9,)
auf. Allgemein setzen wir fiir beliebiges ¥ € O:

B, (9) = 2 / (Rgn (1) — B (8)) 2 R (£) A ()
I

Die C2-Glattheitsvoraussetzung (3.4.1) wird hier bereits benotigt. Wir fithren
auflerdem die deterministische Funktion

P, () = 2 /(EAﬁ(t) —EA(t)) E ZAy(t) EAo(dt)
I

auf © ein.

3.4.4 Die asymptotische Kovarianzmatrix

Wir definieren schlieBlich die asymptotische Kovarianzmatrix C(d,) € RZ*4,
die in der Einfithrung 3.1 bereits informell erwdhnt wurde. Fiir die Elemente
Cij(9s), 1 <1i,j < d, dieser Matrix setzen wir:

cijwo):z/( / (B 2500, (1)), BA(d))

I [2,tmax]

(] (®ga00), Basan) Baas)

[z, tmax]
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3.5 Die asymptotische Normalitidt des Kleinst-Quadrate-
Schitzers

Wir formulieren nun das zweite zentrale Resultat dieses Kapitels:

3.5.1 Theorem Mit den in den Abschnitten 3.2 und 3.4 eingefiihrten Nota-
tionen sowie unter den Annahmen (3.2.1) bis (3.2.7) und (3.4.1) bis (3.4.12)
gilt

02, (9,) (0% — 9) > N(0,C(9.))  fiir n — oo.

Theorem 3.5.1 wird in Kapitel 8 bewiesen. Die Bemerkung, die wir bereits bei
der Formulierung der starken Konsistenz in Abschnitt 3.3 gemacht haben, bleibt
auch fiir den Nachweis der asymptotischen Normalitdt weitgehend giiltig: Im
Hauptteil des Beweises werden wir nicht bendtigen, daf§ es sich bei N — A,
um ein Martingal handelt, nur die Zentriertheit des Prozesses wird eine Rolle
spielen.

Wir werden also auch den Nachweis der asymptotischen Normalitét fithren, ohne
auf zentrale Hilfsmittel zuriickzugreifen, die die Literatur fiir Punktprozesse
bereitstellt.

Fiir Anwendungen ist relevant, dafl sich die asymptotische Kovarianzmatrix
dndert, wenn der KQS bzgl. einer bedingten Intensitét berechnet wird. Um die-
se Aussage prézise zu fassen, betrachten wir die in Abschnitt 3.3 eingefiihrten
o-Algebren Cr, k =1,...,n, und die bedingten Intensitéiten

AGE () = E(Ay, 5 ()[Cr)- (3.5.1)

Unter Verwendung dieser Grofien definieren wir die Matrix AC(9,) € R¥*? mit
den Elementen

AC;(¥ (/(/ EaﬁAﬁ())iEAo(dt)) (Ao(dz) — AS_(dx))

[z tmax]
(] ©&A0), Baan) (ho(de) - 45 (@) )
I [z,tmax]
Dann erhalten wir:

3.5.2 Korollar Wenn der KQS in der Situation des Theorems 3.5.1 bzgl. der
bedingten Intensitéiten Ag’: i (+) definiert wird, gilt

02, (9,) (0% — 9) > N(0,C(d90) + AC(d,))  fiir 1 — oo.

n

Wir beweisen Korollar 3.5.2 im Anschlufl an Theorem 3.5.1 in Kapitel 8.

AC(9,) ist die Kovarianzmatrix des d-dimensionalen Vektors mit den Elementen

/ ( / (B & A0.(1), BEA(d)) (Ao(de) = AS, (d2))

I [z,tmax]
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fir ¢ =1,...,d. Folglich ist AC(¥,) positiv semidefinit. In diesem Sinne ist die
asymptotische Varianz C(1J,) des KQS also ”am kleinsten”, wenn ihm ein Modell
der Intensitét Ay, (-) zugrundegelegt wird. Demgegeniiber kann die Verwendung
einer bedingten Intensitét A§ (-) als ”Informationsverlust” interpretiert werden,
der die asymptotische Kovarianz des Schéitzers um die positiv semidefinite Ma-
trix AC(d,) ”erhoht”.

Folglich ist es bei der Verwendung unserer Schétzer in Anwendungen ratsam,
die o-Algebren Cj, so grofl wie moglich zu wéhlen.

4 Die Herleitung des Kaufverhaltensmodells

4.1 Einfithrung

In diesem Abschnitt stellen wir die Anwendung unserer Modellklasse auf eine
Okonometrische Fragestellung der Kaufverhaltensforschung vor. In Abschnitt 4.2
prézisieren und vervollstindigen wir dazu unsere Bezeichnungen aus Kapitel 3.
Anschliefend diskutieren wir in Abschnitt 4.3 kurz die verwendete Stichpro-
be und betrachten den Datensatz, der im weiteren Verwendung findet. In den
Abschnitten 4.4 bis 4.7 entwickeln wir schrittweise das Modell. Abschnitt 4.8
stellt eine fiir die weitere Untersuchung giinstige Zerlegung der Modellintensitét
bereit. In Abschnitt 4.9 beschéftigen wir uns mit der Wahl geeigneter Anfangs-
werte fiir die Parameterschétzung.

Das hergeleitete Modell werden wir in Kapitel 5 zunéchst mit einer Simulations-
studie untersuchen. Die Modellergebnisse auf den realen Daten folgen in Kapitel
6.

4.2 Weitere Bezeichnungen
4.2.1 Die beobachteten Groéflen
Um Modellgleichungen in Anwendungen zu entwickeln, ist es notwendig, die

Notationen des einleitenden Abschnitts 3.1 zu prézisieren.

Der Proze8 N;, i = 1,...,n, werde von dem PunktprozeB W; : I = [tmin, tmax] —
N beeinfluf3t.

Es gilt also
A;(t) = o (Ni(s), Wi(s);s < t) tel

4.2.2 Die Spriinge der Punktprozesse

AuBlerdem wird es sich als zweckmiflig erweisen, die Bezeichnungen der Ab-
schnitte 3.2 und 3.4 zu ergénzen.

Es bezeichne

Kj = Nj(tmax)_Nj(tmin) j:l,...7n,
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die Anzahl Spriinge des Prozesses IV;. Ihre Positionen nennen wir im folgenden:
tmin <}/jl <)/jQ < <Y]K] <tmax

Die folgenden Betrachtungen werden sich vereinfachen, wenn wir auch Indizie-

rungen auflerhalb des Bereiches [1,. .., K] zulassen:
}/jk = tmin fur &k S 0
Yik := tmax fir k > K;

Da die Spriinge im Datensatz f. s. nicht auf die Endpunkte des Beobachtungs-
intervalles fallen, sind die "kiinstlichen” Spriinge direkt an ihrem Wert zu er-
kennen.

Die Gesamtzahl der Spriinge in der Stichprobe bezeichnen wir mit
K=Y Kj
j=1

die maximale Sprungzahl in einem Pfad mit

S = ax Kj.

j=1,....,n

Ganz entsprechend beschreiben wir den beeinflussenden Punktproze3 W;. Wir
setzen dazu

Jj = Wj(tmax)_Wj(tmin) ] = 17"'7”1
und bezeichnen die Spriinge von W; mit

tmin < Xj1 < Xjo <+ < Xy, < lmax,
Xk = tmin fir k <0,
Xjk = tmax fir k£ > Jj.

Wir benétigen aulerdem die Groflen

R:=

n

J = E Jj,
Jj=1
max Jj.
j=1,...,n

4.3 Die Struktur des Datensatzes

Der Datensatz, den wir in unserem Anwendungsbeispiel verwenden, beruht auf
dem ”Single Source Panel” von ACNielsen, Deutschland. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung der Marktforschung mit Panels verweisen wir auf [38, insb. pp.
74]. Im folgenden stellen wir lediglich die Aspekte des Panels vor, die fiir das
Verstéandnis unserer Anwendung unerléflich sind.
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Die Haushalte des Single Source Panels werden fiir die Dauer ihrer Teilnahme
von ACNielsen mit technischen Gerédten ausgestattet, die die Erfassung ihres
Einkaufs- und Fernsehverhaltens ermdoglichen.

Sie liefern tagesgenaue Angaben iiber ihre gesamten Einkdufe von Konsumgiitern
des téglichen Bedarfs. Dies geschieht, indem sie den Barcode der eingekauften
Artikel zuhause erneut einscannen. Der hierfiir verwendete Scanner ermdoglicht
die Eingabe weiterer Details, wie etwa der Einkaufsstéitte. Von diesen Infor-
mationen machen wir jedoch im folgenden keinen Gebrauch. Um unser Modell
moglichst iberschaubar zu halten, werden wir die getétigten Einkaufsakte in der
relevanten Warengruppe Haushaltspackungen Speiseeis lediglich zéihlen; sowohl
die gekaufte Menge als auch die Marke werden wir vernachléssigen.

Die Panelhaushalte erhalten ein zweites Gerét, welches sekundengenau die Zeit
erfait, zu der der Fernseher des Haushaltes eingeschaltet war. Auflerdem wird
automatisch festgestellt, welches Programm empfangen wurde. Da die Sende-
zeiten und -kanéle der relevanten Werbespots unabhingig vom Panel bestimmt
werden konnen, ist es moglich, so die ” Werbekontakte” der Panelhaushalte zu
ermitteln. Entsprechend zu unserem Vorgehen bei den Eink&dufen beschrinken
wir uns auch bei den Werbekontakten darauf, solche fiir Produkte der relevan-
ten Warengruppe zu zéhlen, ohne genauer auf das beworbene Produkt oder das
Werbemotiv einzugehen.

Streng genommen kann natiirlich nicht festgestellt werden, ob zum Zeitpunkt
der Werbespotausstrahlung iiberhaupt ein Mitglied des Haushaltes das laufende
Fernsehprogramm verfolgt hat. Weiterhin miissen wir vereinfachend vorausset-
zen, daf} eine wahrgenommene Werbung auch der haushaltsfithrenden Person
zur Kenntnis gelangt.

Schliellich geben die Panelteilnehmer in einem standardisierten jéhrlichen Fra-
gebogen Auskunft iiber relevante Eigenschaften ihres Haushaltes, z. B. die Haus-
haltsgroe sowie das Alter, Geschlecht und die Ausbildung der Personen. Derar-
tige Informationen werden auch als soziodemographische Eigenschaften bezeich-
net. Sie spielen z. B. eine Rolle, wenn Daten der Stichprobe auf die deutsche
Bevolkerung hochgerechnet werden sollen. Diesen Aspekt blenden wir jedoch im
folgenden vollstéindig aus. Wir verwenden in unserer Anwendung die Informa-
tion {iber die Anzahl im Haushalt wohnender Personen und das zur Verfiigung
stehende monatliche Einkommen, um die Haushalte in Untergruppen zu zerle-
gen, fiir die wir jeweils eigene Parameterschitzungen durchfiihren.

Nun miissen wir noch dafiir sorgen, dafl die tagesgenau erhobenen Einkaufsakte
als Spriinge eines Punktprozesses in stetiger Zeit aufgefait werden kénnen. Dazu
numerieren wir die Tage des Jahres 2000 zuéchst durch, ermitteln zu jedem er-
faBten Einkauf den zugehorigen Tag und addieren eine auf [0, 0.5] gleichverteilte
Zufallsvariable. Diese Zufallsvariablen seien fiir unterschiedliche Einkaufsakte in
der Stichprobe i. i. d.. Die resultierenden Werte im Intervall I := [0, 365] ent-
sprechen den Ereignissen Yj; in der Notation des vorangegangenen Abschnitts.
Dabei identifiziert j den Haushalt und & seine chronologisch durchnumerierten
Einkaufsakte in der Warengruppe Haushaltspackungen Speiseeis.

Auf diese Weise haben wir die Bindungen im Einkaufsdatensatz gelost. Aller-
dings vermitteln die sekundengenauen Werbekontaktdaten nun eine Scheinge-
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n 2208
Anz. kaufende HH 1669
K 8604
Anz. erreichte HH 2151
J 89324
Beginn 3 January 2000
Ende 31 December 2000
Linge (d) 364

Tabelle 1: Informationen zum Datensatz

nauigkeit, da sie zufillig vor oder nach einem am selben Tag erfolgten Einkauf
liegen. Deshalb verwenden wir die Werbekontaktdaten ebenfalls nur tagesgenau
und subtrahieren weitere i. i. d. Variablen, die auf [0,0.5] gleichverteilt sind.
Wir nehmen also insbesondere an, dafl ein Werbekontakt, der am selben Tag
wie ein Einkaufsakt stattfindet, diesem immer vorausgeht. Die derart entstan-
denen Zeitpunkte iibernehmen die Rolle der Xj;.

Tabelle 1 liefert einige zusammenfassende Informationen iiber unseren Daten-
satz. In unser Modell gehen insgesamt n = 2208 Haushalte ein, von denen 1669
mindestens einmal in der von uns betrachteten Warengruppe eingekauft haben.
Fiir 539 Haushalte gilt mithin K; = 0. Insgesamt beobachten wir K = 8604
Eink&ufe in der Stichprobe.

Fast alle Haushalte, ndmlich 2151 von ihnen, hatten Werbekontakte mit Pro-
dukten der Warengruppe. Auch in der Summe beobachten wir deutlich mehr
Werbekontakte als Einkaufsakte, insgesamt J = 89324 in unserer Stichprobe.
Lediglich 57 Haushalte haben im Jahr 2000 keine einzige TV-Werbung fiir Haus-
haltspackungen Speiseeis gesehen.

Abschlielend vermittelt die Abbildung 1 noch einen etwas genaueren Einblick
in die Anzahl Einkaufsakte und Werbekontakte unserer Stichprobenhaushalte.
In der oberen Grafik sehen wir fiir jede mégliche Gesamtzahl von Einkaufsakten
k die Anzahl Stichprobenhaushalte, die genau so haufig im Jahr 2000 Produkte
der Warengruppe gekauft haben. Neben den 539 Abstinenzlern identifizieren
wir nun 354 Einmalkdufer, 284 Zweimalkéufer, usw.. Schlechter zu erkennen
sind die insgesamt 12 Haushalte, die mehr als 30 Mal kaufen. Die hochste Zahl
beobachteter Einkaufsakte fiir einen Haushalt betriagt 92, die zweithéchste 56.

Wie aufgrund der viel hoheren Gesamtzahl bereits zu erwarten war, fallt die
entsprechende Kurve fiir die Werbekontakte deutlich langsamer ab. Die unte-
re Grafik der Abbildung 1 weist z. B. noch 5 Haushalte aus, die jeweils 100
Werbekontakte hatten. Die hochste beobachtete Anzahl liegt hier bei 210.
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Abbildung 1: Zu jeder Anzahl Einkaufsakte und Werbekontakte k die Anzahl

Stichprobenhaushalte j = 1,...,n, mit K; =k bzw. J; =k
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4.4 Die Kaufgeschichte

Wir beginnen nun damit, unser Modell vorzustellen. Zunéchst werden wir eine
Parametrisierung fiir die Auswirkung der eigenen Vergangenheit des Haushal-
tes angeben. Um die Modellformulierung méglichst einfach zu halten, werden
wir uns auf einen Aspekt des Kaufverhaltens beschrinken, der intuitiv recht
naheliegt. Bei Haushaltspackungen Speiseeis handelt es sich um Siifispeisen, die
bezogen auf ihre typische Portionierung in relativ groffen Mengen verkauft wer-
den. Deshalb erscheint es zweckméBig, direkt nach einem Einkauf in der Waren-
gruppe eine kurzzeitige ” Sattigung” des Haushaltes anzunehmen, in der weitere
Eink&ufe nur noch mit geringer Intensitét erfolgen. Diese ddmpfende Wirkung
eines Einkaufes auf weitere Einkaufsakte sollte dann jedoch ihrerseits abklingen,
da der Haushalt seinen Vorrat an Speiseeis sukzessive verbrauchen wird.

Derartige Effekte treten auch in vielen anderen Anwendungsbereichen auf, so
diskutiert [71, p. 319] z. B. die elektrische Aktivitdt im Hornerv, die ebenfalls als
Punktprozefl mit einer ”selbstddmpfenden” Wirkung elektrischer Entladungen
modelliert werden kann. [59, p. 659, (2)] untersucht Punktprozesse j = 1,...,n,
deren Intensitdt sich in unserer Notation als

Ao j(t) =01 - (1 =2 P TYin; ) NS (1) > 0}) (4.4.1)

mit dreidimensionalem Parametervektor schreiben ld8t. Eine solche Formulie-
rung geniigt unserer Anforderung, wenn wir 9 := 1 wihlen und 93 < 0 anneh-
men.

Von der konstanten ”Grundrate” ;7 werden wir uns im nichsten Abschnitt
trennen. Es ist jedoch interessant, sich kurz zu vergegenwértigen, wie sich typi-
sche Realisierungen eines Prozesses mit der Intensitét (4.4.1) auf dem Intervall
I = [tmin, tmax] von der eines homogenen Poissonprozesses mit Rate

’ o EAﬁ,j (tmax) - EAﬂ,j (tmin)
1-—

tmax - tmin

unterscheiden. Nach Wahl von ¢} erwarten wir fiir beide Prozesse in I dieselbe
Anzahl Ereignisse. Allerdings wird der Poissonprozefl eine hohere Anzahl sehr
kurzer Intervalle zwischen zwei Ereignissen aufweisen, wihrend der Prozefl mit
Rate (4.4.1) tendentiell lingere Intervalle bevorzugt. Da er dabei im Schnitt das
Intervall I in dieselbe Anzahl Teilintervalle zerlegt, konnen wir sein Verhalten
im Vergleich zum Poissonprozef} als ”"regelméfliger” bezeichnen. Diese Neigung
zur Musterbildung, die nicht von auflen angeregt zu werden braucht, kommt
unserer Vorstellung vom Kaufverhalten als einer gewohnheitsméfigen Tétigkeit
sehr entgegen.

4.5 Die Jahreszeiten

In der betrachteten Warengruppe Haushaltspackungen Speiseeis erscheint es
angemessen, einen ausprigten jahreszeitlichen Effekt auf das Kaufverhalten an-
zunehmen. Wir ndhern uns der Saisonalitéit, indem wir die Anzahl Einkaufsakte
in der Stichprobe je Kalenderwoche aggregieren. Damit blenden wir die Wo-
chentagseffekte aus, insbesondere die minimalen Eink&ufe am Sonntag.
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Abbildung 2: Die Anzahl Einkaufsakte der Stichprobe je Beobachtungswoche
und die univariat geschétzte Sinuskurve. Oster- und Weihnachtswoche sind mar-
kiert, sie flieflen nicht in die gezeigte Schitzung ein.

Abbildung 2 zeigt die derart gewonnenen Werte als Punkte. Die Oster- und
Weihnachtswoche 16 bzw. 51 sind mit ihren Koordinaten gekennzeichnet.

Wir sehen in dieser Abbildung auflerdem eine Kurve aus der parametrisierten
Familie
f(t) :y0+y1 'SiIl(.Tl . (t+$0)), t= 1,...,52, (451)

die wir univariat mit einem KQS an die Wochendaten angepafit haben. Die
Oster- und Weihnachtswoche haben wir dabei nicht verwendet. Da sich die An-
zahl Einkaufsakte fiir das gesamte Panel recht gut mit der Sinuskurve beschrei-
ben 148t, werden wir eine entsprechende Parametrisierung der Saisonalitét auch
fiir die Intensitét der i. i. d. Einkaufsprozesse einzelner Haushalte annehmen.

Die jahreszeitlichen Einfliisse lassen sich mit dem Effekt der jeweiligen Kauf-
geschichte aus dem vorherigen Abschnitt technisch leicht verkniipfen, wenn wir
annehmen, daf} die differentielle Intensitét in zwei Faktoren zerféllt. Dies haben
wir in der Diskussion nach (4.4.1) bereits angedeutet. Wir ersetzen in unserer
Anwendung den konstanten Faktor ¢; durch eine deterministische Funktion der
Zeit von der Gestalt (4.5.1). Um nicht in Konflikt mit den bisher verwendeten
Parameterbezeichnungen zu kommen, verwenden wir von nun an die Notation
(o, B,7,9,¢) in der folgenden Form:

(a-sin(Bt+7) +6) - (1 —e =Yive) 1{t > ¥y }) (4.5.2)
Unsere bisherige Diskussion verdeutlicht auch, dafl wir

2

tmax - tmin

Vs
— >0
B g
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Abbildung 3: Zu jeder Kalenderwoche des Jahres 2000 die Anzahl beobachteter
Werbekontakte in der Stichprobe

erwarten.

4.6 Die TV-Werbekontakte

Wir vervollsténdigen unser Modell (4.5.2) nun mit dem Einflu} der Werbekon-
takte X;i, k=1,...,J;. Wie bereits in den beiden vorangegangenen Abschnit-
ten konzentrieren wir uns auch hier wieder auf ein hervorstechendes Problem.
Uns ist primér daran gelegen, nachzuweisen, dafl mit der in Kapitel 3 vorge-
stellten Modellklasse typische Probleme der Kaufverhaltenstheorie prinzipiell
behandelt werden koénnen.

Hier interessiert uns vor allem die in Abbildung 3 gezeigte Tatsache, daf sich
die Werbung fiir unsere Warengruppe selbst in einem jahreszeitlichen Rhyth-
mus bewegt. Abgesehen von einer leichten Spitze zu Weihnachten findet sich
der Hauptteil der Werbekontakte im Frithsommer. Um eine gerechte Bewertung
der Werbewirkung vorzunehmen, mufl unser Modell nun also die fast gleich-
zeitig auftretende saisonal bedingte Anderung des Kaufverhaltens identifizieren
konnen. Natiirlich sind die Werbekampagnen zweifellos gerade so geschaltet, um
vom groflen Sommergeschift und der punktuellen Abverkaufsspitze zu Weih-
nachten bestmdoglich zu profitieren. Ebenso offensichtlich sollten wir aber den
iiberwiegenden Anteil der Absatzsteigerung auf die Jahreszeiten zuriickfiihren,
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da er zumindest auf Warengruppenebene sicherlich auch ohne erhthten Werbe-
druck aufgetreten wére.

Der Schliissel zur Auflésung dieser zeitlichen Korrelation zweier Einfliisse liegt
letztlich in der Struktur der Single Source Daten. Sie ermoglichen es uns ja
zumindest fiir die Werbekontakte, einen sehr differenzierten und haushaltsspe-
zifischen Verlauf dieser Einflulgréfle anzugeben, wihrend wir den saisonalen
Einfluf§ fiir alle Haushalte gleich annehmen. Allerdings mufl das verwendete
Modell natiirlich technisch in der Lage sein, die funktionale Form W; : I — N
des Werbeverlaufs auch angemessen weiterzuverarbeiten. Und hier scheint un-
sere Modellklasse wegen der konsequenten Verwendung der parametrisierten
stochastischen Rate Ay ;(-) besonders geeignet. Wir werden zwar eine weit ver-
breitete und geradezu klassische Idee der Werbewirkung verwenden, den soge-
nannten ”adstock”, der uns bereits in Abschnitt 1.4 begegnet ist. Meines Wis-
sens ist dies jedoch das erste Mal, dafl dieses funktionale Konzept direkt in ein
Kaufverhaltensmodell auf disaggregierten Daten einflieit. In allen mir bekann-
ten Modellklassen mufl die grundlegende Einflulifunktion zunéchst relativ stark
vereinfacht, z. B. aggregiert werden, bevor es technisch moglich ist, sie in die
eigentliche Modellformulierung einflieen zu lassen.

Dem Konzept des adstocks liegen additive Wirkungen der einzelnen Werbe-
kontakte zugrunde, die mit zeitlichem Abstand zum auslésenden Werbekontakt
langsam abnehmen.? Wir operationalisieren dies mit einer naheliegenden und
technisch einfach zu verarbeitenden Funktion. Zu der Intensitét (4.5.2) addieren
wir folgende durch (¢,7n) € R? parametrisierte Funktion auf I, die an o(W;(t))
adaptiert ist:

10
¢ Y ent=Xum) (4.6.1)
h=1

Diese stochastische Funktion springt an jedem Werbekontakt X;; des Haushal-
tes i um ¢ und fillt im Anschlufl von dem erreichten Wert exponentiell ab. Dabei
haben wir

¢>0 n<0

vorausgesetzt. Die Auswirkungen der vergangenen Werbekontakte {iberlagern
sich additiv, wie wir bereits angekiindigt hatten.

4.7 Die Soziodemographie
Wir haben bisher das Modell

Xo,i(t) = (a-sin(Bt +7) +0) - (1 —e = EYivie) 1{t > Yy })
Wi(t

)
+¢ Y ert=Xm (47

h=1

fiir den Parametervektor

¥ = (a,3,7,6,,(,n) € R”

47 adstock” 148t sich frei als ”Vorrat an Werbekontakten” iibersetzen.
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Haushaltsgrofie
1 Person 2 Personen > 3 Personen

Eink. (DM) | Anz. HH || Eink. (DM) | Anz. HH || Eink. (DM) | Anz. HH
< 2000 132 < 2500 100 < 3000 92
2000-2999 171 2500-2999 100 3000-3499 110
> 3000 96 3000-3499 135 3500-3999 129
3500-3999 116 4000-4499 141
4000-4999 184 4500-4999 119
5000-5999 126 5000-5999 194
> 6000 96 > 6000 167

Tabelle 2: Die Einteilung der Haushalte nach Grofle und Einkommen

vorgesehen, vgl. (4.5.2) und (4.6.1). Fiir den Parameter erwarten wir dabei:

2
d>a>0 ﬁmiﬂ 7m—z

tmax - tmin 2

e>0 ¢>0 n<0

Die letzten Einfliisse, die wir in unserem Modell noch berticksichtigen wollen,
sind soziodemographische Variablen. Diese Einflulgréflen fristen in 6konome-
trischen Modellen haufg ein Schattendasein, da ihre adiquate Formalisierung
offenbar problematisch ist:

34, p. 1226
In general, marketing researchers routinely exclude demographic va-
riables from the analysis of brand choice and purchase behavior,
because their effects are marginal or insignificant in the presence of
market variables such as price and promotion ([14], [35], [40]).

Um die grofitmogliche Flexibilitét fiir diese Einfliisse in unserem Modell zu errei-
chen, ordnen wir die Haushalte entsprechend ihrer Soziodemographie in unter-
schiedliche Gruppen ein, fiir die wir jeweils ein eigenes Modell (4.7.1) schétzen.
Damit erhalten wir mehrere Schitzungen von 9 € R7, die jeweils die Auswirkun-
gen der Kaufgeschichte, der Saison und der Werbekontakte fiir eine soziodemo-
graphische Gruppe angeben. Diese Schéitzungen kénnen wir auch untereinander
vergleichen, womit wir einen weiteren Plausibilitdtscheck fiir unsere Modellfor-
mulierung bekommen.

Die Gruppierung der Samplehaushalte nehmen wir wie in Tabelle 2 angege-
ben anhand der Haushaltsgrofle und des monatlichen Haushaltsnettoeinkom-
mens vor. Fiir die Haushaltsgrofie wiahlen wir dabei die naheliegende Aufteilung
in Einpersonen-, Zweipersonen- und gréflere Haushalte. Die Einkommensstufen
fassen wir dann so zusammen, dal wir Gruppengréfen von etwa 100 bis 200
Haushalten bekommen.
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4.8 Die Modellintensitit

In diesem Abschnitt betrachten wir nochmals die Intensitét unseres Modells
(4.7.1). Die dabei hergeleiteten Darstellungen werden sowohl beim Verstéindnis
der Simulationsergebnisse als auch bei der Implementation des Schiitzers hilf-
reich sein. Die genaue Formulierung unseres Verfahrens als R-Programm findet
sich in Anhang B.

Es erweist sich als rechentechnisch giinstig, eine additive Zerlegung der Form

Xo,i(t) = (a-sin(Bt +7) +6) - (1 — e = EYinie) 1{t > V1 })
Wl(t)
+¢ Y et X (4.8.1)
h=1

= A5 (1) + NS + AT ()
vorzunehmen, wobei

Aoty = o - sin(Bt 4+ ) + 6
ASE(t) := — (o~ sin(Bt + ) +6) - e = Vivien) 14t > v} (4.8.2)

W,L(t)
/\gﬁt(t) = Z eﬁ'(t—Xih)
h=1

gelte. AF°! umfaBt dabei den gesamten, vom bisherigen Verlauf der Prozesse
N; und W; unabhingigen Teil. Die Funktion ist fiir alle ¢ = 1,...,n gleich.
Sie kann als Intensitét eines Poissonprozesses aufgefafit werden. )\189% beschreibt

die Auswirkungen der Vergangenheit des Prozesses N;, AEX' quantifiziert den
Einflufl des Prozesses W;. Wir sind in unserem Kaufverhaltensmodell davon
ausgegangen, dafl kein Interaktionsterm zwischen N; und W; beriicksichtigt zu
werden braucht. Dies ermoglicht spéter einige technische Vereinfachungen in der

algorithmischen Darstellung.

Fiir die kumulative Intensitét erhalten wir aus (4.8.1):

Ay ,i(t) = MG (1) + ASE () + AT (1), (4.8.3)
mit
A (t) = %(cosw — cos(Bt +7)) + dt,
A0 = 83 (e i) 1) 4 & e i) 1) 1> v
7 ¢ = €
o Ni(t—)

+ Fi };2 (e*E'(Yih’Y’%h—“ (esin(BY;n + ) + Beos(BYin +7))
— (esin(BYi o1 +7) + Beos(BYi -1 +7)))
+ ﬁ (e_‘f'(t_YiNi(t—>) (5 sin(Bt + ) + B cos(Bt + 'y))

— (esin(BYin, o) +7) + Beos(Bin,ay +7)) ) - 1{t > Ya}
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und

AG(t) =

[ [y

W,L(t)
S (erteXo 1),
h=1

Die Darstellung von A%:Ei (t) ergibt sich dabei so: Fiir ¢ > Y;; gilt

1)
[ s = e )
Yin, t—)

+ ﬁ(efs'(t*YiNi(t—))(Esin(ﬁt+,Y) —|—ﬂCOS(ﬂt—|—’y))

— (esin(BYin, (1—) + ) + Beos(BY;n, -y + 7)))

Dies setzen wir in

j Ni(t—) Y
/ )\159%- (s)ds = Z / )\139]2 (s)ds
tmin h=2 1/'i,hfl

t

+ / A5 (s)ds - 1{t > Yi1}
ein. Dabei kénnen wir von der Beziehung N;(Y;,—) = h — 1 Gebrauch machen.

4.9 Die Wahl der Startparameter

Wir werden eine generische Optimierungsroutine verwenden, um die Parameter
unseres Modells zu schitzen. Das Verfahren ist darauf angewiesen, dafl wir geeig-
nete Startwerte fiir die Parameter bereitstellen. In diesem Abschnitt diskutieren
wir, wie sich plausible Werte fiir gegebene Daten wiéhlen lassen.

Die Anfangswerte fiir 5 und v definieren wir anhand unserer Erwartung an die
Saison:

2w
Bi=
tmax tmin
—_T
V=g

Den Parameter ¢ legen wir so fest, dafl die dimpfende Wirkung eines Einkaufs-
aktes auf die Kaufintensitit nach einer Woche zu 99% abgeklungen ist:

1 —exp(—7e) =0.99
__ log100
T

Fiir die Wahl der weiteren Parameter fixieren wir zunéchst einen plausiblen
Anteil der Werbewirkung an der Kaufintensitét fiir den Startparameter 19:

n-! Z?:1 Agﬁt (tmax) K

/_x'&,n(tmax) o 7
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Die Idee hierbei ist, daf§ die zu erwartende Werbewirkung je Werbekontakt
steigt, wenn die beobachtete Anzahl Kaufakte K wéchst oder die beobachte-
te Anzahl Werbekontakte J sinkt.

Der Wert ]\19@ (tmax) wird wesentlich von § beeinfluit. Wir wollen mit den Start-
parametern Ay, (tmax) = Np(tmax) erzielen und dabei Ag‘)i(tmax) den Anteil

1 — K/J einrdumen. Deshalb wihlen wir den Parameter § so, daf§ die Gerade
- (t—tmin) durch die Punkte (¢min, 0) und (tmax, Ny (tmax) - (1— K/J)) verlauft:

5 Naltmax) .<1_§)

Den Anfangswert von « fixieren wir nun als den KQS fiir

tmax - tmin

arg ngn((Agoi(o.%tmax) — (1= K/ )N, (0.25tmax))”
+ (A (0. 75t o) — (1 — K/J)Nn(0.75tmax))2).

Dies entspricht der Wahl

o= g : (Nn(0.75tmax) - (H% - Nn(0.25tmax)) : (1 - g)

Der Grund fiir diese Belegung liegt darin, da wir im Frithling 0.25¢,,, und
im Herbst 0.75tya, die groBte Abweichung zwischen N, (-) und der Geraden
§ - (t — tmin) erwarten. o beschreibt die "Schwingung” von AF°l(-) um diese
Gerade. Der Parameter kann deshalb dazu verwendet werden, die Abweichung
zum mittleren beobachteten Pfad an diesen Stellen gering zu halten.

Schliefflich betrachten wir noch die beiden Parameter, die die Einfliisse der Wer-
bekontakte beschreiben. Wir beginnen mit dem Parameter 7, der die Nachwir-
kung eines Werbekontaktes quantifiziert. Um einen verniinftigen Startwert zu
bekommen, betrachten wir die Abstinde

{mk—Xih;izl,...,ﬂ; k:].,...,Ki; h=1,...,J; Y;k>Xih}

der Werbekontakte zu den spéteren Einkaufsakten der Haushalte. Den Median
dieser Menge nennen wir z. Dann setzen wir 1 derart, daf§ die Flache unter der
exponentiell abfallenden Intensitdt nach einem Werbekontakt in der Zeitspanne
x gerade die Hélfte der Fliche —1/n unter e fiir ¢ > 0 betrigt:

x

t
/e"tdt:ﬂm:ew_lz_i
n lo n 2n

log 0.5
ni=
x

0

Die initiale Sprunghéhe ¢ legen wir nun so fest, daf§ die kumulative Intensitét,
die durch die Werbekontakte generiert wird, gerade dem Anteil K/J an den
beobachteten Einkaufsakten entspricht:

1 n
o D AR ()

K _

N n(tmax)
=1 J
e} K2
z(/ et dt = —
n° Jo nJ
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Das Integral hat den Wert —1/7, die letzte Gleichung wird deshalb von

¢:= —77?

gelost.

5 Eine Simulationsrechnung

5.1 Einfiihrung

Die Ergebnisse einer Simulation ergénzen unsere theoretischen Erkenntnisse
iiber das Verhalten des KQS. Der Vollstindigkeit halber geben wir kurze R-
Befehle an, mit denen die présentierten Darstellungen erzeugt werden kénnen.
Dabei gehen wir davon aus, dafl der in Anhang B.3 angegebene Programmcode
ausgefiithrt wurde und die erstellten Objekte im R-Workspace vorliegen.

5.2 Die Simulation der Prozesse

Wir verwenden das Modell (4.7.1), das unserem 6konometrischen Beispiel zu-
grundeliegt. Den Parametervektor 9, setzen wir auf

D := (0.006, 27 /tmax, —7/2,0.013,0.1,0.002, —0.5) (5.2.1)

fir tmax = 365 und tgi, := 0. Diese Werte liegen in dem Bereich, der auch
fiir unsere Anwendung realistisch ist. Wir simulieren n = 150 i. i. d. Pfade fiir
dieses Modell, womit wir ebenfalls die typische Groéfle der Haushaltsgruppen
widerspiegeln. Als externe Einflufiprozesse Wj, j = 1,...,150, simulieren wir
homogene i. i. d. Poissonprozesse auf [50,270] mit Rate 1 und schneiden nach
spéatestens 50 Ereignissen ab.

5.3 Der Verlauf der differentiellen Intensitit

Wir verschaffen uns zunichst einen Eindruck vom Verlauf der differentiellen
Intensitdt Ay, ;(+). Thn erhalten wir so:

parameter <- c(0.006,2*pi/tmax,-pi/2,0.013,0.1,0.002,-0.5)

pathno <- 1
examplediffintens <-
cbind(0:365,diffintensvec(0:365,parameter,pathno))

Die (366 x 2)-Matrix examplediffintens enthélt nun in ihrer ersten Spalte eine
aufsteigende Zerlegung des Intervalls I = [0, 365]. Die zweite Spalte liefert die
zugehorigen Funktionswerte von Ay ;(+) fiir ¥ = parameter und ¢ = pathno.
Abbildung 4 zeigt die Verldufe von Ay, ;(-) tiber I aus unserer Simulation fiir
1 =1,2,3. Alle drei Intensitdten haben die Sinusschwingung )\501(-) gemeinsam,
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[0,365].
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die fiir ¢ = 0 und ¢ = 365 zu Funktionswerten von etwa § — o = 0.007 und in
der Intervallmitte zu Werten von etwa d + « = 0.019 fiihrt.

Sehr deutlich treten jedoch auch die pfadspezifischen Auswirkungen A3E(-) eige-
ner Spriinge hervor. Aus den Abbildungen ist leicht Ky =4, Ko =7 und K3 = 2
ablesbar. An den Positionen, zu denen der zugehorige Punktprozefl selbst einen
Sprung aufweist, fallt die Intensitat auf Null ab® und steigt im Anschlul gemaf
M55 (+) exponentiell gegen Ay°i(-) an.

Schlieflich erkennen wir bei ¢ € [50,100] den Einfluf der externen Prozesse W;
geméf )\gﬁt(o). Die Intensitdt Ay ;(-) reagiert auf Ereignisse X;; durch einen
Sprung um 0.002 nach oben, gefolgt von einem exponentiellen Abfall mit der
Rate -0.5 gegen AL°i(+). Die Einfliisse fiir k = 1,2, 3,... iiberlagern sich additiv.

5.4 Die Kleinst-Quadrate-Schitzung

Als Néchstes betrachten wir den simulierten Verlauf von N, (-) und Ay, »(-).
Wieder erstellen wir dazu zweispaltige Matrizen mit Argumenten und Funkti-
onswerten, diesmal verwenden wir jedoch die Sprungstellen der Stichprobe als
Argumente:

examplemeanpath <-

cbind (sort (Naug) ,sort (rowSums (NoJumpsNiBeforeYjk)/n))
exampletrueintens <-

cbind(sort (Naug) ,sort(mittlintensitaet (parameter)))

Abbildung 5(a) zeigt beide Kurven iiber dem Intervall I. Die Cramér-von Mises-
Distanz zwischen den beiden Funktionen betridgt ungefahr

INA () = Ao ()12 = 5.476.

Nun bestimmen wir den Kleinst-Quadrate-Schétzer ¥}, auf dieser simulierten
Datenbasis mit dem in den Abschnitten B.3.1 und B.3.2 beschriebenen R-
Programm. Die Wahl der Startparameter in der Simulation ist Thema des
néchsten Abschnittes. Wir erhalten

9% ~ (0.00668,0.0156, —1.32,0.012,0.0948, 0.00215, —0.524),
¥ ~ (0.006,0.0172, —1.57,0.013,0.1,0.002, —0.5),

wobei wir den wahren Wert zum Vergleich mit derselben Genauigkeit wie die
Schitzung angegeben haben. Fiir das Modell (4.8.1) liefert der KQS auf 150
Datensitzen also bereits eine akzeptable Niherung an ¢,.

Abbildung 5(b) zeigt den beobachteten mittleren Pfad N, (-) zusammen mit
der geschitzten Intensitét /_\197””('). Die Cramér-von Mises-Distanz betragt in
diesem Fall etwa

1) = Ry n ()2, = 0.2602.

5Da es sich bei den gezeigten Kurven um numerische Niherungen handelt, sieht dies in
den Abbildungen félschlich wie ein Abfall auf kleine, positive Werte aus.
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Abbildung 5: Die Kleinst-Quadrate-Schéitzung in der Simulation
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5.5 Die Wahl der Startparameter

Die generierten Daten unserer Simulation folgen nach Konstruktion fiir ¢ =
1,...,150 dem unterstellten Modell Ay ;(-) fir ¥ = ¢,. Deshalb kénnen wir
Fragen bzgl. der geeigneten Modellwahl und Folgen moglicher Fehlspezifikati-
on hier auer acht lassen. Trotzdem vermischen sich bereits in der Simulation
die prinzipiellen Aussagen der Theoreme 3.3.1 und 3.5.1 mit spezifischen Eigen-
schaften des betrachteten Modells (4.8.3) und dem Verhalten des numerischen
Verfahrens, das wir einsetzen, um den KQS zu bestimmen:

Die praktische Berechnung des KQS auf gegebenen Daten entspricht der Suche
nach einem Minimum der Funktion

G [|Na() = Ao ()| 5, (5.5.1)

auf © C R%. Numerische Verfahren, die diese Aufgabe 16sen, starten iiblicher-
weise von einem vorzugebenden Startwert fiir 9 und suchen in der Umgebung
dieses Wertes nach Parametern, die einen kleineren Funktionswert liefern. Dieses
Vorgehen wird iteriert, bis sich die Folge der erzeugten Parameterwerte bis auf
eine geringe, der endlichen Rechengenauigkeit geschuldete Abweichung einem
lokalen Minimum genédhert hat.

Bei ungiinstiger Vorgabe der Startparameter kann ein solches Verfahren of-
fenbar anstelle des KQS ein anderes, lediglich lokales Minimum der Funktion
(5.5.1) zuriickgeben. Je nach gewihlter Modellgleichung und vorheriger Kennt-
nisse iiber plausible Parameterwerte kann es also unterschiedlich schwierig sein,
den tatséchlichen KQS in Anwendungen iiberhaupt zu bestimmen.

Ein weiteres Problem kann dadurch entstehen, dafl sich einige der modellierten
Einflugrofen in ihrer Wirkung auf die Modellintensitdt zumindest teilweise
aufheben.® Dies wird in der Literatur als Identifikationsproblem bezeichnet. Wir
erwarten diese Schwierigkeit in unserem Modell bei dem jahreszeitlichen Effekt
und den TV-Werbewirkungen, die ebenfalls den erhthten Eiskonsum im Sommer
zum Teil erkldren kénnen. Aus Sicht des numerischen Verfahrens fiithrt dies zu
einem Bereich in ©, innerhalb dessen sich die Zielfunktion (5.5.1) kaum &ndert.
Die endliche Prézision, mit der das Minimum dieser Funktion bestimmt wird,
kann dann ebenfalls zu Problemen fiihren, den wahren KQS zu bestimmen.

Ein ganz dhnlich gelagerter Fall entsteht, wenn die Modellanpassung (5.5.1) auf
kleine Anderungen der Komponenten des Parameters 9 unterschiedlich stark
reagiert. Die Literatur fa3t dies unter den Begriff der Parametersensitivitit. Falls
das Modell nun auf eine Parameterkomponente viel insensitiver reagiert als auf
die anderen, so kann dies zu einem Bereich in © entlang der Koordinatenachse
der betroffenen Parameterkomponente fiihren, in dem sich der Zielfunktionswert
kaum &ndert. Dann bestimmt wiederum die numerische Prézision des Verfahrens
zu einem grofien Teil den Wert des geschétzten KQS.

Es ist somit klar, daf3 die Wahl der Startparameter einen entscheidenden Ein-
fluB auf den berechneten Schétzer haben kann. Auflerdem wird deutlich, dafl
ein geeignetes Verfahren zur Bestimmung von Startwerten sowohl die Funkti-

6Die Moglichkeit, dafl sich Einfliisse vollstandig aufheben, haben wir durch die Vorausset-
zung (3.2.7) ausgeschlossen.
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||Nn() *Aﬁ,n(')H?Vn ||Nn() 7A19;;,n(')”?vn

Min. 2.086 0.1835
1st Qu. 23.12 0.4101
Median 61.53 0.5824
Mean 95.11 0.6247
3rd Qu. 134.8 0.7374
Max. 591.5 1.935

Std. Dev. 96.41 0.30396
Ccv 1.0137 0.4866

Tabelle 3: Cramér-von Mises-Distanzen in der Simulation

on (5.5.1), und damit die Modellgleichung und die erhobenen Daten, als auch
inhaltliches Versténdnis der modellierten Situation beriicksichtigen sollte.

Da die Funktion (5.5.1) fiir unser Kaufverhaltensmodell (4.8.3) kompliziert zu
untersuchen ist, haben wir in Abschnitt 4.9 besonders auf die inhaltliche Plau-
sibilitit der Startwerte gesetzt.

Im Unterschied zu der Modellierung realer Daten bietet uns die Simulation
die Moglichkeit, die Einfliisse der Startparameterwahl auf die Giite der Pa-
rameterschitzung direkt zu untersuchen. Um diese Moglichkeit auszunutzen,
verwenden wir in der Simulation ein anderes Verfahren zur Bestimmung der
Startwerte.

Dazu gehen wir von den wahren Parameterwerten aus und multiplizieren sie
mit i. i. d. Zufallsvariablen, die auf [0.75,1.25] gleichverteilt sind. Mit anderen
Worten, wir starten mit Werten, die um bis zu ein Viertel von den tatséchlichen
Parametern abweichen. Wir hoffen, da§ wir damit nahe genug am KQS starten,
so dafl die mogliche Existenz anderer lokaler Minima von (5.5.1) nur eine un-
tergeordnete Rolle spielt. Der Vergleich mit den geschétzten Parametern sollte
dann Aussagen zur Identifikation und Parametersensitivitit ermoglichen. Wir
werden diese Untersuchung in Abschnitt 5.7 durchfithren, nachdem wir zuvor
einen Blick auf die erzielten Modellanpassungen geworfen haben.

5.6 Die Modellanpassung

Wir wiederholen die in den Abschnitten 5.2 und 5.5 beschriebene Simulation von
150 i. i. d. Haushalten und die anschlieende numerische Bestimmung des KQS
200 Mal. In Tabelle 3 fassen wir die Modellanpassung der Startparameter ¢ und
KQS 9} zusammen. In der ersten Spalte erkennen wir, dafl die Startparameter
im Mittel zu einer Abweichung zwischen Intensitédt und beobachtetem Pfad von
95.11 fithren. Die Streuung dieser Werte betragt mit 96.41 etwa genauso viel.

Nachdem die numerische Anpassung der Parameter erfolgt ist, ist die mittlere
Cramér-von Mises-Distanz auf 0.6247 gesunken. Die Streuung betrégt nur noch
0.30396, knapp die Hélfte dieses Durchschnitts. Die kleinste erzielte Anpassung
liegt bei 0.1835, die grofite bei 1.935. Zum Vergleich verweisen wir nochmal auf
die Abbildungen 5(a) und 5(b). Dort sind, wie in Abschnitt 5.4 besprochen,
exemplarisch die Anpassungen 5.476 und 0.2602 zu sehen.
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a B gl 4 3 ¢ n

Min. 0.004241 | 0.01466 | -2.051 | 0.01074 | 0.07538 | -0.0002955 | -0.6263
1st Qu. 0.00552 | 0.01647 | -1.76 | 0.01244 | 0.08847 | 0.001426 | -0.5612
Median 0.00597 | 0.01726 | -1.608 | 0.0129 | 0.1023 | 0.002084 | -0.5076
Jo 0.006 | 0.01721 | -1.571 0.013 0.1 0.002 0.5

Mean 0.00603 | 0.01731 | -1.597 | 0.013 | 0.1212 | 0.002168 | -0.5039
3rd Qu. | 0.006519 | 0.01819 | -1.422 | 0.01359 | 0.1147 | 0.002926 | -0.4358
Max. 0.008841 | 0.02063 | -1.18 | 0.01546 | 4.036 | 0.005568 | -0.3759
Std. Dev. | 0.000804 | 0.001269 | 0.2196 | 0.000824 | 0.2772 0.0011 | 0.07421
Ccv 0.1333 | 0.07332 | -0.1375 | 0.06339 | 2.286 0.5074 | -0.1473

Tabelle 4: Die Verteilung der Parameterschéitzungen fiir die Simulation

Wir konnen festhalten, daff die modellierte Intensitdt in allen 200 Simulatio-
nen sehr genau dem Verlauf des jeweils beobachteten mittleren Pfades folgt.
Dies sagt allerdings aus den in Abschnitt 5.5 angefithrten Griinden noch nichts
iber die Giite der Parameterschitzung aus, der wir uns im néchsten Abschnitt
zuwenden.

5.7 Die Verteilung des KQS

Wir wollen nun die Giite der Parameterschétzungen in den 200 Simulationen
diskutieren. Dazu geben wir in Tabelle 4 das arithmetische Mittel, einige Quan-
tile und die Streuung der dabei bestimmten KQS zusammen mit dem wahren
Parameterwert ¢, an. Alle Werte sind mit vier signifikanten Stellen angegeben.

Die starke Konsistenz 9}, LN ¥, ist mit den Daten der Tabelle nicht direkt zu
illustrieren; wir koénnen allerdings eng verwandte Eigenschaften wie E(¢%) — 9,
aus dem Vergleich des durchschnittlichen geschétzten und des wahren Parame-
terwertes erkennen.

Der Variationskoeffizient der Startparameterverteilung hat den Betrag 48 %% ~
0.1443. Die Verteilung der KQS-Komponenten § und § hat etwa halb so grofie
Variationskoeffizienten, die von € und ¢ sind hingegen grofler. Fiir € scheint der
hohe Variationskoeflizient allerdings auf wenige Schéitzungen zuriickzufiithren zu
sein, die zwischen dem 75%-Quantil 0.1147 und dem Maximum 4.036 liegen.
Bei den restlichen drei Komponenten hat sich der Variationskoeffizient nur ge-
ringfiigig geéindert.

In den Abbildungen 6 bis 8 sehen wir die Verteilungen der Komponenten des Pa-
rameters, und zwar jeweils die Verteilung des Startparameters und des geschétz-
ten Wertes im Vergleich. Fiir die Komponenten «, (3, § und ¢ unterscheiden
sich die Start- und Endverteilung deutlich voneinander. Auflerdem sind diese
Komponenten des KQS jeweils ungefahr normalverteilt, wie es Theorem 3.5.1
erwarten laft.

Die drei anderen Parameter v, € und n hingegen scheinen von der numerischen
Optimierung fast nicht angetastet worden zu sein. Start- und Endverteilung sind
praktisch gleich. Dies deutet darauf hin, dafl das Modell bzgl. der genauen Sai-
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Abbildung 7: Die emp. Vtlg. des KQS und die Startvtlg.
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sonspitze, der Erholungszeit nach einem Einkaufsakt und der Nachwirkung eines
Werbekontaktes insensitiv ist. Hier haben also die endliche Rechengenauigkeit
und die Tatsache, dal die Modellanpassung durch Verédnderung der anderen vier
Variablen viel stéirker verbessert werden konnte, die theoretisch zu erwartende
Normalitiat der Parameterschidtzungen verhindert.

Ubrigens 148t sich bei anderer Wahl der Startparameter die Normalverteilung
aller Komponentenschitzungen in der Simulation erreichen: Wenn als Startpara-
meter der wahre Wert verwendet wird, so sind auch die Schéitzer der insensitiven
Komponenten normalverteilt. Sie haben dann eine verschwindend geringe Streu-
ung. Thre Verteilung ist wohl weniger auf das Modell zuriickzufiihren als auf eine
gewisse ” Zufilligkeit”, mit der die numerische Optimierung auch diese Parame-
terwerte versuchsweise variiert, um sich dann wegen minimaler Auswirkungen
auf die Anpassungsgiite auf die anderen Parameter zu konzentrieren.

Wenden wir uns nun nochmal den normalverteilten Parameterschétzungen zu,
also der Saisonamplitude «, der Saisonlidnge (3, der Grundrate ¢ und der initia-
len Werbewirkung ¢. Wir hatten bereits festgestellt, daf3 der Variationskoeffizi-
ent der KQS-Verteilungen von [ und ¢ gegeniiber der Startverteilung deutlich
reduziert ist, wiahrend er fiir a ungefihr konstant geblieben und fiir { deut-
lich angestiegen ist. Es ist plausibel, die hohe Streuung der Saisonamplitude
und der initialen Werbewirkung als Folge eines Identifikationsproblemes anzu-
sehen, da beide Einfliisse die h6heren Absétze von Speiseeis im Sommer erklidren
konnen. Unter dieser Situation scheint vor allem die Préizision des Werbewir-
kungsschétzers zu leiden. Er wird aufgrund seiner hohen Streuung manchmal
sogar negativ geschétzt.

5.8 Schluflfolgerungen

Die Simulationsstudie hat ergeben, dafl die praktische Schitzung unseres Mo-
dells (4.8.3) einige Probleme mit der Identifikation von Effekten und der Sen-
sitivitat einzelner Parameter hat. Diese Unzulénglichkeiten sind einerseits eine
Folge der Datenlage, hier haben wir insbesondere die Saisonalitét der geschal-
teten Werbung bemerkt, die mit einem direkten Effekt der Saison auf den Spei-
seeiskonsum konkurriert.

Andererseits haben einige Einfliisse, die sich grofitenteils aus den 6konometri-
schen Thesen zu Kaufverhalten und Werbewirkung ergeben, nur eine geringe
Auswirkung auf die Modellanpassung und werden deshalb von der numerischen
Optimierung vernachléssigt.

Wiéhrend das zuerst genannte Problem die Kovarianz des KQS lediglich ver-
groBert, stellt die zweite Schwierigkeit die theoretisch zu erwartende, asympto-
tische Normalitit des Schétzers in Frage. Stattdessen héingt die Verteilung der
geschitzten Parameter wesentlich von der Verteilung der Startwerte ab.

Es macht vor diesem Hintergrund wenig Sinn, die empirische Kovarianzmatrix
aus den Simulationen zu untersuchen.

Auch die Approximation der Kovarianzmatrix iiber die i. i. d. Darstellung
(B.2.5) aus den Daten eines einzigen Modellaufs ist wenig erfolgversprechend,
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da wir an der Normalitét der praktisch bestimmten Grofien zweifeln miissen.

Hier tritt zudem noch ein weiteres schwerwiegendes numerisches Problem auf:
Starke Unterschiede in der Parametersensitivitit konnen dazu fithren, dafl die
standardisierende Matrix ®,,(¢}) eine dem Betrage nach sehr grofie Determi-
nante hat. In der Simulation aus Abschnitt 5.4 erhalten wir etwa 1.55 - 10%.
Die inverse Matrix, die gemifl (B.2.6) bei der Approximation der Kovarianz
des Schiitzers eingesetzt werden muf, ist damit praktisch singulér. Thre Verwen-
dung ist aus numerischer Sicht ungiinstig, die endliche Rechengenauigkeit kann
zu grofler Ungenauigkeit des Ergebnisses fithren.

Wir werden deshalb bei der Untersuchung des Kaufverhaltensmodells auf realen
Daten im néchsten Kapitel auf die Bestimmung der Kovarianzmatrizen verzich-
ten und dies bei der Interpretation der Modellergebnisse beriicksichtigen.

6 Die Anpassung des Kaufverhaltensmodells

6.1 Einfithrung

In diesem Kapitel stellen wir die Ergebnisse vor, die sich bei der Anpassung
des in Kapitel 4 entwickelten Kaufverhaltensmodells auf die in Abschnitt 4.3
vorgestellten Daten ergeben. Dabei werden die in Kapitel 5 im Rahmen der
Simulationsstudie gewonnenen Erkenntnisse eine wichtige Rolle spielen.

Wir beginnen in Abschnitt 6.2 mit einer kurzen Betrachtung zur erzielten Model-
lanpassung, in Abschnitt 6.3 untersuchen wir die zugehorigen Parameterschitzun-
gen im einzelnen. Wir schliefen in Abschnitt 6.4 mit einer inhaltlichen Interpre-
tation der Modellergebnisse.

6.2 Die Modellanpassung

In den Abbildungen 9 bis 16 haben wir fiir alle siebzehn Haushaltsgruppen den
mittleren Zahlproze$ N, (-) und die geschitzte Intensitét Ag- ,(-) aufgetragen.
Diese Darstellungen vermitteln den Eindruck, dafi das Modell alle Datensétze
sehr gut nachbilden kann. Ein Vergleich der Cramér-von Mises-Distanzen aus
Tabelle 5 mit der Simulation aus Abschnitt 5.6 bestatigt dies. Die Modellan-
passung an die realen Daten ist mit der in der Simulation erzielten, sehr guten
Anpassung durchaus vergleichbar: Der mittleren quadrierten Cramér-von Mises-
Distanz 0.6247 in der Simulation steht hier eine quadrierte Distanz von 0.7203
gegeniiber. Die maximale quadrierte Distanz betréigt unter den Modellanpas-
sungen der Simulation 1.935; unter den Anpassungen an reale Daten liegt sie
mit 2.17 nur geringfiigig dariiber.

Wir vergleichen auflerdem die initialen Cramér-von Mises-Distanzen und damit
die verschiedenen Verfahren zur Wahl der Startparameter. Es zeigt sich, dafl die
inhaltlich motivierte Wahl gem#f Abschnitt 4.9 zu Intensitaten fithrt, die dem
beobachteten Pfad bereits deutlich besser angepafit sind als die Startparame-
ter der Simulation. Die hatten wir koordinatenweise gleichverteilt zwischen 75%
und 125% des wahren Wertes gewihlt. So erreichen wir auf den realen Daten
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”Nn() 7A19,n(')”?vn ||Nn() 7A19;;,n(')”?vn

Min. 0.6227 0.1705
1st Qu. 1.661 0.4589
Median 4.095 0.6158
Mean 5.734 0.7203
3rd Qu. 8.402 0.8355
Max. 22.25 2.17

Std. Dev. 5.664 0.49

Ccv 0.9878 0.6802

Tabelle 5: Cramér-von Mises-Distanzen fiir die Kaufverhaltensmodelle der sieb-
zehn Haushaltsgruppen

eine mittlere initiale Distanz von 5.734, der ein durchschnittlicher Abstand von
95.11 bei den Simulationen gegeniibersteht. Wir kénnen deshalb hoffen, dafl die
inhaltlich plausibel gewahlten Startparameter nicht allzuweit von den KQS ent-
fernt liegen. Inwieweit dies tatséchlich der Fall ist, untersuchen wir im néchsten
Abschnitt.
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6.3 Die Parameterschitzung

In Tabelle 6 geben wir die Kleinst-Quadrate-Schitzungen ¥}, fiir die siebzehn
Subsample gemeinsam mit der erzielten quadrierten Cramér-von Mises-Distanz
| N () — /7\19;;,“(.)”]2v an. Die Startwerte fiir die Schétzungen haben wir jeweils
gemifl Abschnitt 4.9 aus den Daten bestimmt. Falls das Optimierungsverfahren
den Startwert eines Parameters bei der Bestimmung des KQS um weniger als
1% verdndert hat, so erscheint der entsprechende Wert in der Tabelle kursiv
und eingeklammert.

Wir iiberpriifen zunéchst die in Abschnitt 4.7 formulierten Erwartungen an
die Parameterschiatzungen. Die Ungleichung § > a > 0 wurde in allen 17
Fallen erfiillt, Ay« ;(-) ist folglich fiir alle 4 = 1,...,n strikt positiv und da-
mit tatséchlich eine Intensitét.

Die Plausibilitatskontrolle § ~ 27/365 ~ 0.0172 wurde mit Ausnahme von
Gruppe 15 bei allen Schéitzern eingehalten. Das Modell hat in sechzehn Féllen
die jahrliche Saisonalitét ”erkannt”. Bei der Platzierung der Absatzspitzen im
Sommer hat es in zwei Fillen Probleme gegeben. Unsere Vermutung v ~ —7/2 ~
—1.57 hat sich fiir die Gruppen 4 und 15 nicht bestétigt.

Die "Erholungsrate” e der Kaufintensitdt nach einem Einkaufsakt ist immer
positiv, die ”Nachwirkungsrate” 7 eines Werbekontaktes immer negativ. Beides
entspricht unseren Erwartungen.

Der initiale Werbewirkungseffekt ¢ fillt in zwei Féllen negativ aus, und zwar fiir
die Gruppen 12 und 14. Dies widerspricht unserer Vermutung. Allerdings hatten
wir bereits in der Simulationsstudie gesehen, dafl die Prézision dieser Parame-
terschitzung unter der Tatsache leidet, dafi die Wirkung der saisonal geschal-
teten Werbung schwierig von dem direkten jahreszeitlichen Effekt zu trennen
ist. Dasselbe Phinomen konnte auch hier aufgetreten sein; die beiden betroffe-
nen Gruppen haben unter allen siebzehn geschétzten Saisonamplituden « die
grofiten Werte.

Untersuchen wir nun, inwieweit das Optimierungsverfahren bei der Bestimmung
der KQS die vorgegebenen Startwerte verdndert hat. Dabei betrachten wir ei-
ne Differenz von mindestens einem Prozent des Ausgangswertes als Anzeichen
dafiir, daf} die Modellanpassung durch diesen Parameter in relevantem Ausmaf}
beeinflufit wird. Es ergibt sich dasselbe Bild wie in der Simulationsstudie: Die
Parameter v, € und 17 wurden in der Mehrzahl der Fille, ndmlich in 14, 15 bzw.
16 Gruppen, bei der Modellanpassung nur minimal verédndert. Die Parameter
a, B, 6 und ¢ hingegen wurden meistens deutlich variiert, und zwar bei der
KQS-Bestimmung in 16, 16, 17 bzw. 11 Gruppen.
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Gruppe 1 2 3 4 5
Anz. Pers. 1 1 1 2 2
Eink. (DM) < 2000 | 2000-2999 > 3000 < 2500 | 2500-2999

« 0.00265 0.000864 0.00239 0.00426 0.00265
I} 0.017 0.0193 0.0151 0.0157 0.0188
~y (-1.57) (-1.57) (-1.57) -0.663 (-1.57)
1) 0.00764 0.0066 0.00729 0.0103 0.0102
€ (0.658) (0.658) (0.658) 0.667 (0.658)
¢ 0.00869 0.00407 0.0292 0.0105 (0.0148)
0 (1.95) (2) 2| (200 2)
CvM? 0.626 0.239 0.171 0.544 0.495
Gruppe 6 7 8 9 10
Anz. Pers. 2 2 2 2 2

Eink. (DM) | 3000-3499 | 3500-3999 | 4000-4999 | 5000-5999 > 6000

@ 0.00354 0.00426 0.00444 | (0.00306) 0.00211
16} (0.0172) 0.0187 0.0199 0.0188 0.0146
0 (-1.57) (-1.57) (-1.57) (-1.57) (-1.57)
1 0.0104 0.011 0.0104 0.01 0.00627
€ (0.658) (0.658) (0.658) (0.658) (0.658)
¢ 0.029 (0.019) 0.017 (0.0222) 0.0846
" (2) 2) (2) (2 2)
CvM? 0.616 0.945 0.835 0.794 0.413
Gruppe 11 12 13 14 15
Anz. Pers. >3 >3 >3 >3 >3

Eink. (DM) < 3000 | 3000-3499 | 3500-3999 | 4000-4499 | 4500-4999

«a 0.00277 0.00607 0.00126 0.00485 0.00336
I} 0.0218 0.0216 0.0185 0.0208 0.0306
y (-1.57) (-1.56) (-1.57) -1.53 -0.0923
4 0.00949 0.0145 0.0109 0.0134 0.00719
€ (0.658) (0.658) (0.658) (0.662) 0.729
¢ 0.011 -0.0335 (0.0203) -0.0283 0.0804
0 (2) (2) 2) (27| 203
CvM? 0.306 0.722 0.921 0.459 0.489
Gruppe 16 17

Anz. Pers. >3 >3

Eink. (DM) | 5000-5999 > 6000

a 0.00298 0.00212
J&; 0.0186 0.022
v (-1.57) (-1.57)
B 0.0113 0.0099
€ (0.658) (0.658)
¢ (0.0387) (0.0434)
n (-2) (-2)
CvM? 2.17 1.5

Tabelle 6: Parameterschétzungen und Cramér-von Mises-Distanzen der Kauf-
verhaltensmodelle, auf drei signifikante Stellen gerundet. Geschitzte Werte in
Klammern unterscheiden sich vom Startwert um weniger als 1%.
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6.4 Interpretation der Ergebnisse

Wir lassen die Ergebnisse fiir die Gruppe 15 aufler acht, da sich die unplausi-
bel geschitzte Saisonalitdt auf alle anderen Parameterschétzungen ausgewirkt
haben kann.”

Zunédchst bemerken wir, dal weder innerhalb noch zwischen den soziodemo-
graphischen Gruppen eindeutige Tendenzen der Parameterschitzungen auszu-
machen sind. Dies bestétigt die zuriickhaltende Einschidtzung soziodemographi-
scher Effekte, die wir in Abschnitt 4.7 zitiert haben.

Wenn wir die Grundrate ¢ der Kaufneigung fiir die Gruppe 10 aufler acht lassen,
148t sich fiir diesen Parameter zumindest feststellen, dafl die Einpersonenhaus-
halte (Gruppe 1 bis 3) die niedrigsten Parameterwerte fiir § zugewiesen bekom-
men haben. Fiir die Gruppen 1 bis 3 gilt § ~ 0.007, fiir die anderen Gruppen
hingegen § ~ 0.01. Dies pafit sehr gut zu der betrachteten Warengruppe, die
Speiseeishaushaltspackungen, also Siifispeisen in grofleren Verpackungseinheiten
umfafit. Auf die Sonderrolle der Gruppe 10 kommen wir bei der Betrachtung
der Werbewirkung ¢ noch kurz zuriick.

Ein anderer Parameter, der in der Simulationsstudie die erwartete Normalvertei-
lung zeigt, ist die Saisonamplitude «. Die beiden hochsten Parameterschétzun-
gen, Gruppe 12 und 14, betrachten wir wegen der vermuteten Uberlagerung mit
dem Werbeeffekt ¢ nicht genauer.

Die niedrigste Saisonausprigung zeigt die Gruppe 2, hier sind auflerdem die
Grundrate 6 und die initiale Werbewirkung ¢ minimal. Auch der beobachte-
te Zahlprozel in Abbildung 9 bestéitigt den Eindruck, daf3 diese Gruppe von
Einpersonenhaushalten eine niedrige und fast konstante Kaufneigung fiir die
betrachtete Warengruppe iiber das gesamte Kalenderjahr hat.

Die anderen beiden Parameter zur Beschreibung der Saison geben ihre Linge
und Position im Jahr an, es handelt sich um § und ~. Die Simulationsstudie
hinterldfit den Eindruck, dafl insbesondere 3 gut aus den Daten rekonstruiert
werden kann. Betrachten wir die drei Gruppen mit der kiirzesten Saison, also
dem grofiten Wert (. Dies sind die Gruppen 11, 12 und 17. Fiir diese Haus-
halte gilt 3 - tymax + v > 27, d. h. am Jahresende ist der Saisoneffekt bereits
wieder positiv. Wir erkennen dies auch an der modellierten Intensitit, die ge-
gen Ende des Untersuchungszeitraumes wieder steiler wird. Verantwortlich fiir
dieses Verhalten ist vermutlich das Weihnachtsfest, dafl bei diesen Haushalts-
gruppen offenbar die Kaufintensitét steigert, ohne dafl andere Einfliisse dies in
ausreichendem MaBe erkliren kénnten.®

Die Saisonspitze y unterscheidet sich zwischen den verschiedenen Gruppen kaum,
lediglich Gruppe 4 fillt aus dem Rahmen. Fiir diese Haushalte hat das Modell
die Saison ungefihr |y 4+ 7/2| - 365/27 = 53 Tage frither platziert, also fast zwei
Monate.

Die Dampfung e der Kaufneigung nach einem erfolgten Einkaufsakt wurde bei

"Diese Gruppe ist die einzige, bei der jeder Startparameter wihrend der KQS-Bestimmung
um mehr als 1% seines Wertes veréindert wurde.

8Uber alle Haushalte betrachtet gibt es durchaus eine kleinere Werbeoffensive zu Weih-
nachten, vgl. Abbildung 3 in Abschnitt 4.6.
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der KQS-Bestimmung fiir die Gruppen 4 und 14 leicht angepafit, die resultie-
renden Schitzwerte haben jedoch kaum Auswirkungen auf die Modellintensitét.
Anstatt nach 7 Tagen erreichen diese Haushalte 99% ihrer vorherigen Intensitéit
nach log 100/~ =~ 6.9 bzw. ~ 6.95 Tagen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Betrachtung der Werbewirkungsparame-
ter ¢ und 7. Die Gruppen 12 und 14 schlieflen wir dabei aus, da hier offenbar
die Trennung des jahreszeitlichen Effekts fehlgeschlagen ist.

Der kleinste positiv geschitzte initiale Effekt ¢ gehort zu Gruppe 2. Diese Ein-
personenhaushalte waren uns bereits weiter oben wegen ihrer geringen Grundra-
te § und der minimalen Saisonausprigung « aufgefallen. Vor diesem Hintergrund
scheint eine geringe Werbewirkung plausibel. Wir erinnern nochmal daran, daf§
wir in unserem Modell eine starke Werbewirkung im Sinne des Abschnittes 1.2
untersuchen. Das bedeutet hier, daf§ auch Haushalte mit wenigen oder gar kei-
nen Einkaufsakten genauso zur Bestimmung der Werbewirkung beitragen wie
Vielkéufer. Diese an sich naheliegende Eigenschaft unseres Modells wird von
vielen Modellen der Literatur nicht geteilt, da dort der einzelne Einkaufsakt als
Datenpunkt aufgefafit wird und nicht die Kaufhistorie eines Haushaltes.

Der grofite initiale Effekt ¢ wurde Gruppe 10 zugeordnet. Diese wohlhabenden
Zweipersonenhaushalte hatten wir bereits weiter oben hervorgehoben, und zwar
wegen ihrer sehr niedrigen Grundrate §. Tatséichlich handelt es sich hier um die
einzige Gruppe von Mehrpersonenhaushalten, deren grundlegende Kaufneigung
so niedrig geschétzt wird wie die der Einpersonenhaushalte. Womdglich haben
wir in dieser soziodemographischen Gruppe in gewisser Weise ein Gegenstiick zu
der ”insgesamt triagen” Gruppe 2 vor uns; zumindest scheinen die Einkaufsakte
dieser Haushalte verstéarkt kurz nach Werbekontakten aufzutreten und weniger
einer allgemeinen Grundneigung zuzuschreiben zu sein.

Die Werbenachwirkung 7 hilt keine Uberraschungen bereit, die wenigen Ab-
weichungen vom Startparameterwert fithren dhnlich wie bei € nicht zu deutlich
anderen Modellintensitéten.

7 Beweis der starken Konsistenz des KQS

7.1 Einfiihrung

In Abschnitt 3.2.5 haben wir im Zusammenhang mit dem Kleinst-Quadrate-
Schétzer ¥;, zwei Halbnormen und die zugehérigen Pseudometriken betrachtet.
Mit (3.2.7) haben wir eine Bedingung an unser Modell formuliert, die eine Pseu-
dometrik verwendet. Zum Nachweis von Theorem 3.3.1, der starken Konsistenz
von 9%, greifen wir nun diese Uberlegungen wieder auf.

In Abschnitt 7.2 stellen wir wichtige technische Eigenschaften zum Beweis der
starken Konsistenz zusammen. Dabei wird insbesondere das f. s. asymptotische
Verhalten mehrerer arithmetischer Mittel betrachtet.

Der eigentliche Beweis des Theorems 3.3.1 wird in Abschnitt 7.3 gefiihrt.
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7.2 Technische Eigenschaften

Fiir ¥ € ©, ¢ > 0 und 0 < r < 1, (1) bezeichne
BE(W) := {9 € ©\ B.(¥,) : |V — 9| <r}
den Schnitt der r-Kugel um ¢ mit dem Parameterteilraum © \ B.(9,).

Die Aussagen in den folgenden Lemmata betreffen Integrale der Form

[ Xott)- Yol (23 (a0 + 25 ).
1

wobei Xy, Yy, Z; und Z, durch ¥ € © parametrisierte Prozesse auf dem kom-
pakten Intervall I seien. Z; und Z; seien f. s. positiv, monoton wachsend und
rechtsstetig. Aussagen der Gestalt

B( sup / X0 (1) - Yo 1) (25, (dt) + Z3 (d) ) < oo (7.2.1)
VB (9) 4

konnen in unserer Situation folgendermaflien sichergestellt werden: Der Prozefl
| X9 (t)-Yy(t)| sei durch einen positiven, auf I rechtsstetigen und monoton wach-
senden Prozefl Xy beschrinkt:

[ Xo(t) - Yo(t)] < Xy(t) VteI,de®

(7.2.1) folgt nun, sofern der neu eingefiithrte Prozefl folgende Bedingung am
rechten Intervallende erfiillt:

B sup (Ko (tma) - (2 (o) + Zgs (b)) ) < 0 (7.2.2)
9/ €B= ()

Da das Z-Integral und der Erwartungswert monoton sind, gilt ndmlich mit den

soeben eingefiihrten Bezeichnungen:

/|Xﬁ(t).Yﬂ(t)\ (ZF (at)+Z5 (dt)) < Xo(tmax) (2 (tmax) +Z5 (tmax)) (7.2.3)

7.2.1 Lemma Seien € © undi = 1,...,n. Wir betrachten die Prozesse bzw.

Funktionen:
Xﬁlﬂ‘ c {Nz — Aﬁ//’i, EN; — EAf,ﬂ//’Z‘, 9 e @}

Seien des weiteren 9 € © und j, k = 1,...,n. Mit den Voraussetzungen (3.2.1)
und (3.2.6) existieren die folgenden Erwartungswerte:

E( / |X,9,,i(t)||Xﬁ,,j(t)\Nk(dt)) < 00 (7.2.4)
I

B( sup / X 4(0)| X, (1)| Ne(dt)) < o0 (7.2.5)
V' EBEW) S
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Beweis:
Wir zeigen (7.2.5), daraus folgt dann (7.2.4). In (7.2.3) setzen wir:
= |Ni — Ay i Y =|Nj — Ay 4
Zt =Ny Z7 =0
X = NiNj + Nihgrj + NjAgrs + Agrihor

Auflerdem verwenden wir die Holdersche Ungleichung und die Voraussetzungen
(3.2.1) und (3.2.6). |

Die Aussagen des Lemmas 7.2.1 nutzen wir nun, um das f. s. asymptotische
Verhalten mehrerer arithmetischer Mittel zu untersuchen:

7.2.2 Lemma In der Situation von Lemma 7.2.1 gilt:

n

1
IS / (N3(t) — Agra(8))? No(dt)
N 9eBi(9)
sup / (N(t) — Ay (¢ ))QN(dt) (7.2.6a)
19’635(19)

m'z sup /( Ni(t) = Agr (1) N;(dt)

i,j—19 €BL(D)

i#j
L5 B sup / (N1 () — A1 (1)) No(dt) (7.2.6b)
V'EBE(9) 4

n

#—1) Z sup " /(Nz(t) - Aﬂ/,i(t)) . (Nj(t) — A/ﬁ/7j(t)) Ni(dt)

—1 V' €B:(
Z#J
L5 E  sup / (N1 (1) = Agr 1 (8)) - (Na(t) — Agro(t)) Ny(dt) (7.2.6¢)
'EBE() J
1 n
n-(n—1)-(n—2) ”z:k_l penrw) I/(Ni(t) — N () - (N (1) — Mg () Nig(dt)
itk
i E sup /(Nl (t) — Aﬁ/}l(t)) . (Ng(t) — Aﬁ/’g(t)) N3(dt) (726(31)

V'EB; () J

Die Aussagen (7.2.6a) bis (7.2.6d) gelten dabei auch punktweise im Parameter
veo.
Beweis:

(7.2.6a) folgt wegen (7.2.5) mit dem klassischen Gesetz der groflen Zahlen. Die
punktweise Fassung

- Z/ — Agi(t))” Ny(dt) 22 E/(N(t) — Ag(t))” N(dt)

=17 T
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folgt ebenso; dabei findet die punktweise Fassung (7.2.4) Verwendung.

Zum Nachweis von (7.2.6b) bis (7.2.6d) verwenden wir Satz A.4.1. Fiir (7.2.6b)
setzen wir in den Bezeichnungen dieses Satzes:

Die Voraussetzung

Ehy((X1,Y1),(X2,Y2)) =E SUP( : (Ni(t) - Aﬂ',l(t))zNz(dt) <o
9/ €BE (¥
T

ist wieder wegen (7.2.5) erfiillt. Satz A.4.1 liefert (7.2.6b). Auch die punktweise
Fassung von (7.2.6b) erhalten wir auf diese Weise. Wir verwenden dazu die
punktweise Fassung (7.2.4) und setzen:

m =2
Xi(t) = (Ny(t) = Aga(1))”
Y () = Ny (1)
ha (X Y, (4, ) o= [ Xate) ;)
I
Zum Nachweis von (7.2.6¢) wenden wir Satz A.4.1 mit
m =2
Xi(t) := Ni(t) = Ao (t)
Y;(t) :== N;(t)
ha (X, Y2), (X5, Y5)) = o o /X Yi(dt)

an. Die Voraussetzung

E ha (X1, Y1), (X2, Y2))

—E sup /m — Ao (D) - (Na(t) = Agr 2(8)) Na(dt) < o
VEB;(9) J

ist wegen (7.2.5) sichergestellt.
Die Aussage (7.2.6d) folgt analog. [ |

Nun verwenden wir Lemma 7.2.1, um den Limes aus der punktweisen Fassung
von (7.2.6d) zu vereinfachen:
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7.2.3 Lemma In der Situation von Lemma 7.2.1 gilt:

E/(Nl(t) = Ao (t) - (Na(t) — Ao 2(t) Na(dt) = [[EAs(-) = E Ay ()4,
I

Beweis:

Wegen (7.2.4) ist zunéichst Teil 1 des Lemmas A.2.3 zweimal anwendbar, so dafl

E [ (Ni(0) = Aaa(0) - (Valt) ~ Asal) Nafat)

—E [ E(Mi(t) = A0a(8)) - B(Na(t) ~ Analt) Nalat)
I

folgt. Im Anschlufl kann Teil 2 dieses Lemmas angewendet werden, woraus fiir
den letzten Ausdruck folgt:

[...]= /E(Nl(t) — Ay (1)) - E(Na(t) — Ay 2(t)) ENs(dt)
I
- /EQ(N(t) — Ay(t)) EAo(dt)
I
= [EAs() = EAs()Ea,

Nun werden wir zeigen, dafl wir das mittlere Oszillationsverhalten der stocha-
stischen Funktion

9 / (N1 () = Ag () - (Nat) — Ao a(t)) Na(dt) (7.2.7)
I

lokal kontrollieren kénnen.

7.2.4 Lemma Fiir beliebige positive Zahlen € > 0, 6 > 0 und jeden Parame-
terwert ¥ € O existiert ein positiver Radius r(¥) = r > 0, so daf

(s / (N(1) = Agra (1)) - (Nat) — Agr (1)) Na(d))

¥’ €BE (9
( )1

— inf |BEAG) —EAy ()| ‘<
B IEAC) ~EAw O] <5

und

‘E(ﬁ/eigg(ﬂ) / (N1(t) = Agr 1 (1)) - (Na(t) — Agra(t)) N3(dt)>
I

<94

I EA() —EAg()lliza,

gelten.
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Beweis: Wir bemerken zuniéchst, dafl die Funktion in (7.2.7) geméfl Vorausset-
zung (3.2.5) auf O f. s. stetig ist. Demnach gilt fiir jeden Parameterwert ¢ € ©:

sup /(Nl(t) — Ag/71(t)) . (Ng(t) — Aggz(t)) Ng(dt)
¥’ €BE(VY) T

— /(N1 (t) — Aga(t)) - (N2(t) — Ay 2(t)) Ng(dt)‘ Lo 0fiirr N0 (7.2.8)

T
Der zweite Term im Betrag von (7.2.8) ist geméfl (7.2.4) integrabel. Auch der
erste Term hat fiir beliebiges » < r, eine integrable Schranke. Dies folgt aus
(7.2.5) unter der Annahme (3.2.6). Den Radius r, haben wir in der genannten
Voraussetzung eingefiihrt. Deshalb kénnen wir aus der f. s. Konvergenz in (7.2.8)

mit Lebesgues Lemma von der dominierten Konvergenz auf die Konvergenz der
Erwartungswerte schliefien:

li{%E lwesg?w) I/(Nl (t) = Ao 1 (1)) - (N2(t) — Ay 2(t)) Na(dt)

~ [ (¥a(t) = Roa(®) - (Naft) = Ao.2(6)) Naldt) =0
I
Daraus folgt

lim‘E( sup / (Ny(£) = Agr 1 (1)) - (Na(t) — Ay a(t) Ng(dt))

™0l N\yrepe(v) s
= E(/(Nl(t) = Aoa(®) - (Na(t) = Ao 2(t)) Na(dt) )| = 0
T
Auf den zweiten Ausdruck im Betrag wenden wir Lemma 7.2.3 an. Die erste

Aussage des Lemmas 7.2.4 folgt, wenn wir noch

|, o o IEA() —=EAg(lEa, = [EA() —EAs()Ea,| =0

™\0l9’eBe

zeigen. Dies gilt, da die deterministische Funktion
0= [[EA(-) = EAg()llfa,

stetig ist. Die zweite Aussage des Lemmas kann ganz analog gezeigt werden. B

7.3 Beweisschritte

Wir beweisen zunéchst zwei f. s. Konvergenzaussagen, auf denen der Beweis der
starken Konsistenz beruht:

7.3.1 Lemma Fiir jeden fest gewdhlten Parameterwert ¥ € © gilt:

INa() = Ron (), == B A() = EAs()ma,
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Beweis:

=/(N (1)~ Aot >)2Nn<dt>
I

=0y / (Ni(t) — Aw.a(8))? No(d) (7.3.1a)

n

n? Z/ — Agi()” Ny(dt) (7.3.1Db)

i,k=1
i#£k 1

n

w0 S0 [ (Nilt) = Ro(®) - (N0~ A0 5(6) Vi) (7.3.1¢)
R

ey / (N(t) — Aoa(t)) - (N, () — Aoy () () (7.3.1d)

Auf (7.3.1a) konnen wir die punktweise Fassung von (7.2.6a) anwenden. Da
n (7.3.1a) noch ein zusitzlicher Faktor n=2 auftritt, konvergiert die dortige
Summe f. s. gegen Null.

Ganz entsprechend folgt die f. s. asymptotische Vernachlissigbarkeit von (7.3.1b)
und (7.3.1c) aus der f. s. Konvergenz (7.2.6b) bzw. (7.2.6¢) (punktweise im Pa-
rameter ¢ € O) gegen endliche Werte, zusammen mit dem Verhalten der zusiitz-
lichen Faktoren (n — 1)/n? bzw. 2(n — 1)/n?.

Auf (7.3.1d) wenden wir (7.2.6d) an; der Faktor n(n — 1)(n — 2)/n® stabilisiert
sich in diesem Fall.

Insgesamt haben wir also bisher

INa() = R ()%, = E/(Nl(t) = Ao ()) - (Na(t) = Ay 2(t)) Na(dt)

I

erhalten. Auf die rechte Seite wenden wir Lemma 7.2.3 an und schlieflen so den
Beweis ab. n

Das folgende Lemma kann als gleichméflige Version des vorherigen Lemmas 7.3.1
aufgefafit werden.

7.3.2 Lemma Fiir jeden positiven Radius € > 0 gilt:

. G n f.s. .
£ N, () = Agn (e 5 £ BAL() —EAy(-
ol IR0 = RonClly, £ inf B~ EAs(ea.

Beweis:
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Wir werden zeigen:

Ve >0, Véd>0:
limsup| inf  ||N,(-) — ]\ﬂn()”?v

n—oo ’192|’l97’l90‘26

_ . N L2 § . N
ﬁ;\ﬂl_r:,@f”ZEHEAO() EAs()lga,| <0 fs. (7.3.2)

Daraus folgt die Aussage des Lemmas dann ohne weiteres.

Wir fixieren in (7.3.2) sowohl € > 0 als auch ¢ > 0. Dann wéhlen wir r(J) > 0
gemif der ersten Aussage des Lemmas 7.2.4 und erhalten die offene Uber-
deckung

U  Biw®) =6\ B.(d)
€O\ B (90)

des Kompaktums © \ B.(0,). Darin findet sich die endliche Uberdeckung

U B:.(9:) = 0\ B-(0.)
i=1

mit geeignetem ¢ € N, ¥1,...,9, € O\ Bo(Jo) und r; :=r(9;), i =1,...,¢.

Wir erhalten somit:

inf No() = Ay n()||% —  inf EA.(-) —EAg(-)|2

‘194191390\25” ()= Aon(lly, =, b IEAS() o)l A

_ . . N T D) A . 27 o . . ) . 2
= 1?i12qﬂeé%f(ﬂ,i>‘|Nn() Ao, 1r§i12qﬂeé?f<m>||EA°() E Ay ()l a,
< ; V. () — A IZE — i ) — 12

< max ﬁeé?f(ﬁi)||Nn() Aon I, ﬂeé%f(ﬁi)llEAo() EAs()lEa,

Zum Nachweis von (7.3.2) geniigt es folglich,
limsup| _inf [Nu(-) = Aoa ()3
im sup ﬁeé%(ml\ () = Ao,

— )= e < s 1<i<
st IEA() ~BAO)la,[ <0 £ 12i<q

zu zeigen. Wir 16sen den Betrag auf und weisen nacheinander

li ( inf N, () = Ay n ()%
msup{, jof 1V () = Ao Olly,

_ ) — 2 < s, 1<4< 3.
st IEA() EAs()l3a,) €0 fs 1<i<q (733)

und

. . . N T N A . 2_
I;H;ggf(%é%fwi) [Nn () = Aon ()l

_ D) — I >-§ fs 1<i< 3.
st TEAS() EA()Ea,) > —0 s 1<i<q (7.34)
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nach.

Zunichst untersuchen wir (7.3.3). Es gilt

inf = [INa () = Ao ()%,

ﬁEBii(ﬂi)
= %Bifw )/(N (t) = Ag (1)) Ny (dt)
= ﬁeggf n=° / (@) - (Nk(t) = Ao i(t)) Ni(dt)

J.k,1=1
n

<o Y s [0 - A0y (0) - (Vi) ~ Aosl0) Nilat)

jok =1 0B85, (94) T

Damit erhalten wir fiir die linke Seite von (7.3.3) die folgende Abschitzung:

hmsup(ﬁe]i;gfw_) HNn() — Ay al )”Nn 19e]i3161f(19.) [EA(-) — EAﬁ()H%}AO)

< limsup
n—oo
n

(70 Y sw [0 - R0s0) - (N0~ Ao (0) Nilde)

Gk l=1PEBE, (93) 4

— 1 . - * 2
sl 1B A0) ~B A0l )

Die rechte Seite zerlegen wir geeignet:

n

n ) swp /(Nj(t) — Ny j(t)) - (Nk(t) — Ay i(t)) Ni(dt)

jki=1Y€BE, (93) 4

_ NIk
s, IEA) = A0,

BZ sup / (NS () = Agj(1))* N;(dt)

—1 9EBE, (0:)

43 Z sup /(N](t) — Agj( )) Ni(dt)
I

j.k=19€B5,(94)
ik

+2n7° zn: sup )/(Nj(t) — Ay (1)) - (Nk(t) — Mg k(t)) N;(dt)
I

jk=19€B7, (U

#k
+n? @e;u% )/ — Ay (1)) - (Nk(t) — Ao x(t)) Ni(dt)
kl 1
v !

_ Ik
s, 1B = B0,

(0]
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Damit folgt (7.3.3) aus

‘n_ sup / — Ay ;(t ))2 Nj(dt)‘ Le, (7.3.5a)
o1 9eBE (9) S
‘n—?’ o / — Ko 5(1))” Ni(an)| 22 0 (7.3.5b)
€
]Jl;kl !

)Qn_g Z sup /(Nj(t) — Ay (1) - (Nk(t) — Ayk(2)) Nj(dt)‘

k=1 YEBE, (9:)
J#k

Loi0 (7.3.50)

Y sup /(Nj(t) — Ao (1)) - (Nk(t) — Ay () Ni(dt)
jhie1 PEBE (90)
IFk#IF]
f

=5, E( sup /(Nl(t) — Ay1(1)) - (Na(t) — Aya(t)) Ng(dt)>. (7.3.5d)

VEBE, (9:) 4

Der Limes in (7.3.5d) hat geméf der ersten Aussage des Lemmas 7.2.4 einen
Abstand von héchstens & zu infyeps (9,) [|EAo(-) —EAs(-)[F A,

Wir miissen nun noch (7.3.5a) bis (7.3.5d) nachweisen. Dies gelingt vollig analog
zum Nachweis des Konvergenzverhaltens von (7.3.1a) bis (7.3.1d) im Beweis
des Lemmas 7.3.1, da die f. s. Konvergenzaussagen (7.2.6) auch in einer lokal
gleichméBigen Fassung zur Verfiigung stehen.

Wir wenden uns dem Nachweis von (7.3.4) zu. Es gelten

inf [N () = Agn()]1%
ﬁeé%(ﬁi)“ n() ﬂ,n()“Nn

- mfﬁ )/(N () = Mg n () Ny (dt)

YEBE_ (94

n

= mf n -3 E
ﬂEBE .

J,k,l=1 I
I

D>
193
16

7.k, l=

=Ny () - (Nk(t) — Aoi(t)) Ni(dt)

— Ay (1)) - (Nk(t) — Mgk (t)) Ni(dt)

und

0< f EA, EAg()|?
ﬂegg(ﬁ [EA() —EAs()lEa,

<[EA() = EAg, ()Ea, -
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Wir konnen die linke Seite von (7.3.4) also in folgender Weise abschétzen:

tminf(inf Na() = RomOlF,— _inf  EA) —EA()a, )

n—oo \J€B; (Vi) " 9EBE (95)
> liminf
(2 >t (N0 Ra) - (Nu(0) ~ Kos(o) NiGat)

G.k,l=1 i it
I EAa() = By, (R4, )

Eine Zerlegung der rechten Seite liefert, vollig analog zum Nachweis von (7.3.3):

YeBE (V;
klle()

n=? Z inf / N;(t) = Agj(t)) - (Ni(t) = Ao, (t)) Ni(dt)

~EA() = EAs ()],

_32 inf / (N;(8) = Ag (1) Ny(dt)

9EBE (9:)
T

32 inf / (N; (1) = Ag (1)) Ny (dt)
J#k

| PEBE, (90)
T

32 it [ (N300 = 2 (0) - (Mu(0) = Ao (6) Nt

L IEBS, (9)
g !

bt St (N0 = Mo(0) - (Nu(t) = Aas(t)) )
Gk, 1=1 7 (94) i
JFERFEIE]

~IEAs() = EAs, (),

Also folgt (7.3.4) aus

-3 2 ) f. s.
‘ Zﬂeérflf(ﬁ / — Ao ;(1) Nj(dt)‘ —0, (7.3.6a)
1
-3 2 f. s.
‘n — 0eé£1f(19) = Ao;(1)) Nk(dt)‘ —0 (7.3.6b)
ik 1
sowie
‘2”73 > s / (N (t) = Ao (1)) - (Nk(t) — Ay k(t)) Nj(dt)’
7,k=1 it T
J#k

Lov0 (7.3.60)
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und

n

-3 inf / N;(t) — Ay () - (Ni(t) — A N,
n Z= sty [ (Vo) = Ro,5(0)) - (Ne(t) = Ao 4(0)) N(dt)
JARAE] !

B p( it [ (N0 = 20a(®) - (Na(t) ~ Aoa(t) Na(at)). (7.3.60)
r; Ui T

Die vier Aussagen (7.3.6) folgen wie (7.3.5). (7.3.4) ergibt sich schliefllich, da die
rechte Seite von (7.3.6d) und || EAo(-) —E Ay i(-)||% o, weniger als § voneinander
entfernt sind. Dies ist die zweite Aussage des Lemmas 7.2.4. ||

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun dem Beweis des Theorems

3.3.1 zu.
Beweis von Theorem 3.5.1:

Es ist zu zeigen, daf fiir beliebiges ¢ > 0 gilt:

P(limsup{|9;, — | > €}) =0

Wir haben:
{95 - 90] 2 ¢)
c {ﬂ:‘ﬂi_rgo‘ZE 1500) = ROl <, Jinf IN() - Aonlly, }
{190 ~ RonOlls, < 19,0~ Ro.aOls,

Es geniigt zu zeigen, daf§ fiir beliebiges € > 0 gilt:

P(limsup{ inf |V (+) —Aﬁ,n('>||1\7n

n—oo 192‘19—190|ZE

<INa() = Ao (s, }) =0 (78.7)

Wir werden nachweisen, dafl sich (7.3.7) aus den beiden folgenden Konvergenz-
aussagen ergibt, welche wir mit den Lemmata 7.3.1 und 7.3.2 gezeigt haben:

>0 (7.3.8a)
i V A f. s.
f N, () — Ay (| 5
19:\19139”25" n (") 19,71()”]\7” —
inf _NEA() —EAs( 3.8D
19;\191390\28“ () o()lea,  (7.3.8b)

Dazu wahlen wir

= inf EAo N—FEAs( .
Qﬁrlﬁl—%o\zeH () a()lEA, >0

Gemé$ (3.2.7) handelt es sich bei § um eine strikt positive Zahl.
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Wir zerlegen die in (7.3.7) angegebene Menge mit Hilfe eines weiteren Ereignisses
in zwei disjunkte Teile:

Lo L IN00) = Ron ), <IN = Ragn O, }

[Na () = Ao (")

N < INn () = Mgy ()]

Ny
INa () = Agen()llw, > 6}
U{ inf  [[No() = Aoy, < IINa() = Age ()l

0:|9—0o|>¢
IN0() = Ao,y <0}

- {19 [o— 19 |>e

Diese beiden Mengen ersetzen wir zunéchst durch jeweils gréflere Mengen:

1€ {1V () = Ron O, 2 8}
Uf, ,mf I8N = Ron(Ollw, < 6

’L9:|’l97’l90|25
= {I800) = Koo Ol 2 0
g {g;wl—%fo\za 1N () = gl — 19:|191_11’ff0‘28 [EAS(-) —EAs()|lea,

— inf EA() —EAy(-
<o-mf[BA() oO)llea, |

Wegen der speziellen Wahl von § gilt weiter:
] = {INa() = Roenlx, = 0}
N, Ao ()|l n
{0t 1N () = Ran Ol

19\19 19 \>EHEA o) —EAs()lEa, < —5}

c {||Nn<'> ~ Roon()]

INw() = Aol w,,

N, = 5}

{0
19\19 19 |>e

- EA, EAy(-
o BB A e,
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Aus der soeben hergeleiteten Inklusion folgt:

imsup{ inf [[Na() = Ron()lx, < 1Na() = Ropn Oy, |

n—oo \9:9—d,|>e
C timsup ({18 () = oen (L, > 6

n—oo
A

inf  [|Na() = Aon()lly,

B:9—Do | >e
- ﬂzlﬁl—%fo\zs [EA() —EAs()l[Ea,| > 5})
Ctimsup{|[Na() = Ko n(Ols, > 5}

Ulimsup{‘ inf  ||NL(-) — Ag.n()]

n—oo 9:|9—0|>e

Nn

- inf EAo(:) —EAg(-
79:\191—%0\25“ () 9()lle A,

> 6}

Fiir die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten gilt folglich:

P<llﬂsip{ﬁ:\ﬁirgolze [Nn(-) = Aon(0)]

N
< P(timsup{[|No() = Ag. a0, > 3})
)

JrP(limsup{‘ inf  [[No() — Ag (-

n—oo D:|9—10|>¢€

——
N——

Nn

- inf EAo(:) —EAg(-
ﬂrlﬂl—%o\zs I () 9()EA,

>5})

Die Giiltigkeit von (7.3.8) vorausgesetzt, verschwinden daher beide Wahrschein-
lichkeiten auf der rechten Seite. Insgesamt erhalten wir also:

P(limsup{ inf  ||N.(-) — Aﬁ,n(')”Nn < || Nn(+) = ff\ﬁo,n(-)llmb =0

n—oo ﬂ:lﬁ—ﬂo‘ZE

Damit folgt (7.3.7) aus (7.3.8) und wir haben Theorem 3.3.1 gezeigt. ]

8 Beweis der asymptotischen Normalitéit des KQS

8.1 Einfiihrung

In Abschnitt 8.2 fithren wir die Beweise einiger Hilfssdtze. Dabei handelt es sich
um C-Straffheitsaussagen der standardisierenden Matrix ®,,(¢J) sowie von drei
auf © definierten Hilfsprozessen.

Nach diesen Vorbereitungen folgt in Abschnitt 8.3 der eigentliche Beweis von
Theorem 3.5.1. Er ist in mehrere Schritte untergliedert.
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8.2 Technische Eigenschaften
8.2.1 Hilfsaussagen

Wir untersuchen zunéchst einige relevante Ausdriicke im Hinblick auf ihre zwei-
ten Momente. Dabei bezeichne | - | fiir Vektoren und Matrizen die Euklidische
Norm.

8.2.1 Lemma Wir betrachten die sechs Prozesse:
X1,X0,21, 25 € {Ng, Ao, EAg; k=1,...,n; J € O}

Y1,Ys € {000, E S Ao, L B|L|, 25 Ay i, E 2 Ay
k=1,...,n; ¥ € 6}

» 992 8192

Unter den Voraussetzungen (3.4.1) bis (3.4.10) existieren die folgenden Erwar-
tungswerte und sind endlich:

2
B( [ 100 £ 0)IV(0) £ (0] 1Z1(d0) £ Za(a)]) < o

E(/ / Y3 () & Ya(a) | X, (dr) + Xo(d)| | Z4(dt) & Zad)] ) < o0
I [t,tmax]
Bewets:

Nach Definition sind die Prozesse X1, X5, Z; und Z5 positiv und monoton wach-
send. Dariiber hinaus haben sie geméfi Voraussetzung (3.4.6) bzw. (3.4.7) end-
liche sechste Momente. Die Prozesse Y7, Ys sind u. U. Vektoren oder Matrizen.
Zwischen den sechs Prozessen konnen stochastische Abhéngigkeiten bestehen.

Wir zeigen die erste Aussage des Lemmas:

B( / X2(8) £ Xo(0)|IVA (1) & Ya(0)| | Za(dt) = Zo(dt)])

<E Z /X )Y (¢ |Zk(dt))

4,J,k=17

82 /X )|Y;(t |Zk(dt))

i,5,k=1

<38 Zk:: (/X2 ) Zyu(dt) - /\Y |2det)
2
<8 Z B( X2 (tmax) - Zt(ma) / Y5 (0)]? Zi(d))
g, k=1
g 2 1/3(Xi6<tmax)> -El/G(Zg(tmax)) CRY/2 (/ \Yj(t)|4 Zk(dt))

I
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Die Endlichkeit des letzten Ausdrucks folgt je nach Wahl von Y; und Z, aus einer
der Voraussetzungen (3.4.8) bis (3.4.10) und (3.4.3) bis (3.4.5). Wir wenden uns
der zweiten Aussage des Lemmas zu:

B([ [ M) Ya(@)] X1 (do) & Xad)| | Z2(a) £ Zo(ar)])

I [t,tmax]
2 2
<p(Y [ [ m@lxid) za)
i,7,k=1 T [t tmax]
2
<8 3 B([ [ WP xildo) zian)
i,7,k=1 T [t tmax]
2
<8 Y E(Zultun) - [ V(@) Xi(do))
i,5,k=1 T
2
<8 Y EV(ZR(tnn)) - BV2( [ W0t X))
i,5,k=1 Y
< 00

Um die Aussage des nichsten Lemmas prézise formulieren zu kénnen, beachten
wir, daf} die Gréflen %Aw(t) € R? Vektoren sind. Wir fassen sie im folgenden
als Spaltenvektoren auf. Zu einem Spaltenvektor V € R% sei V' T der durch Trans-
position entstehende Zeilenvektor. In dieser Schreibweise bezeichnet UTV € R
fiir Vektoren U,V € R? also das Skalarprodukt.

8.2.2 Lemma Seien i, 5, k,l,p,q=1,...,n. Es gelte eine der folgenden Bedin-
gungen:

i £ pk,ql, g (8.2.1a)
oder j#p,k,i,q,l (8.2.1b)
oder k #p,i,q,l,j (8.2.1c)
oder 1 #p,k,i,q,j (8.2.1d)

Wenigstens einer der vier Indices i,j,k,l soll also einen Wert annehmen, der
sich von denen der fiinf anderen Indices unterscheidet.

Wir betrachten die Prozesse:
Wq S {A&q — A19/7q, EA@7 ?9,’!9/ S @}
o o] o) o) 0 o)
Xi E {%Aﬂ,i - E%Aﬁ,i, (%Aﬂ,i - E %Aﬂ,i) - (%A’ﬁ/,i —_ E %Aglﬂ;)’ 19,'[9/ E @}
2 2
}/p 6 {%A’ﬂ,pv %Aﬂ,p - %A19/,p7 E %Aﬂa %A’ﬂ,pv E %Al% 7—9319, E 6}
Zy € {Mk, A197]€ —EAy, ¥ € @}

Dann verschwinden die folgenden, je nach Wahl von Y skalaren oder matrix-
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wertigen Erwartungswerte:

E(// Zi(5) 2,0, (5)Yy (1) Zulds) Zu(d)) =0 (8.2.2)

QZ xt{a[]XYT t) Zi(ds) Zl(dt)) > —0 (8.2.3)
[¥,tmax]

I[ / X ()X Wylds) W) =0 (5.2.)

(// / X[ (3)Xi(1) B Ao(ds) BA(d) ) Mi(d )Mj(dy)> —0 (8.2.5)

IXIT [z,tmax]X
[¥stmax]

i ( / / W)W, (O] ()X (1) Zi(ds) Z;(dh)) =0 (3.2:6)

IxI

Beweis:

Wir zeigen (8.2.2) unter der Voraussetzung (8.2.1a) fiir skalare und vektorielle
Y. Falls Y eine Matrix ist, kann elementweise argumentiert werden. Dann treten
einzelne Spalten und Zeilen von Y im Integranden auf, dieser Fall wird von der
Behandlung vektorieller Y abgedeckt. Es gilt:

B( /[ 2:)2,(0%,5) Va0 2(ds) Zuan))

:,XZE(I/ Zi(s)(l/ Z; () (Yy(s)),, (Ya(1)),, Zi(at) ) Z’“(ds))

Wir zeigen, daf3 jeder einzelne Summand verschwindet. Dazu fixieren wir A und
setzen:

X(s) = Zi(s)

Y(s) = [ Z0(0(5), (Ya(0), Zutdt)
1

Z(s) = Zi(s)

Nach Voraussetzung an den Index ¢ ist X (s) von Y (s) und Z(s) unabhéngig.
Daraus folgt insbesondere (A.2.1). Auch die weiteren Bedingungen des Teils 1
von Lemma A.2.3 sind erfiillt. Wir erhalten also

B([[ 2.2, Y0 2 (as) Z1(at))

IxI

= B( /[ B(9) 2:(0)%,(5)Yi(0) Zu(ds) Zuan))

IxI
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und damit (8.2.2), denn Z;(s) ist zentriert.

Alle weiteren Aussagen des Lemmas folgen analog; sofern anstelle eines Faktors
im Integranden ein integrierendes Maf} stochastisch unabhéngig vom restlichen
Ausdruck ist, findet statt Teil 1 der Teil 2 von Lemma A.2.3 Verwendung. Die
Unabhéngigkeit des integrierenden Mafles vom gesamten Integranden stellt da-
bei die zusétzliche Voraussetzung (A.2.3) sicher. [ ]

8.2.3 Lemma Unter den Voraussetzungen (3.4.11) und (3.4.12) ist ®,(9) in
einer Umgebung U(9,) C © des wahren Parameters 9, positiv definit.

Beweis:

Die Funktion
9 = Dy (V)

ist stetig. Folglich geniigt es, den Nachweis fiir ¥, zu fithren. ®,(¢,) hat die
Darstellung:

o (90) = 2 /(EAW) “EA(1) EZAy(t) EAO(dt)’

I

E2Ap(t)EZAy(t)" EAo(dt)’

=Vo

N\ N\ N\

9=7,

+ [ (BAs(E) —BEAL() E 2 Ay (t) EAo(dt)‘

V=17,

E2Ay(t)E 2 Ay(t)" EA(dt) ]MO

Wir fixieren # € R? und betrachten die Lebesgue-Approximation zu x T ®, (9, ).
Sie hat eine Darstellung der Form:

2 (o) = lim Y x" EZAy(t])E ZAg(t]) "2 EAL(B])
=1
n

- nlln;oZ|xTE%AMt?)FEAO(Bf) (8.2.7)

=1

Dabei sind ¢t € I und B} C I, i = 1,...,n, geeignet gewihlt. Die Mengen
B!, i=1,...,n, sind meSbar und bilden eine Zerlegung des Intervalls I. Nach
Voraussetzung (3.4.12) gilt

2
2T B 2 Ao (t)[> > 0.
Dat— E %Aﬁ(t) stetig ist, existieren ¢, &, > 0 mit
2T EZAs(t)|* > 60 VEE (tn — buyte + 8,).

Die Summanden in (8.2.7) sind positiv, zusammen mit Voraussetzung (3.4.11)
folgt
T 0. (90)7 > £, EAG((ty — 0py to + 05)) > 0.
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8.2.2 Straffheit des a-Prozesses
In diesem Abschnitt untersuchen wir den Prozef3

o (9) := —nt/? / (Aon(t) — Mo, n (1) 25 Mg, (£) Mo (dt) (8.2.8)
I

Wir zeigen, dal a,,(¢) auf kompakten Parameterteilmengen ©, C © C-straff
ist. Dariiber hinaus erhalten wir eine approximative Integraldarstellung mit de-
terministischem Integranden:

8.2.4 Satz Der ProzeB a,,(9) erlaubt die Darstellung

an®) = =02 [ (B80(6) ~ o, () E 40 (0) ¥ (dt) + on(1).
I

Auf kompakten Parameterteilmengen O, C O ist das fiihrende Integral C-straff.
Der Restterm ist dort ebenfalls C-straff und konvergiert gleichméBig in 9 € ©,
gegen Null.

Die Straftheit von a., folgt dann daraus, dafi die Summe zweier C-straffer Folgen
iiber einem Raum stetiger Funktionen selbst C-straff ist. Dies ergibt sich direkt
aus der Definition des Stetigkeitsmoduls, siehe Lemma A.5.5.

Beweis:

Wir werden den Integranden in
an () = —n1/? / (Roun(t) — Aoy (1)) 2 R (£) W ()
T

linear entwickeln. Um die Darstellung iibersichtlich zu halten, unterdriicken wir
in der folgenden Gleichungskette die Argumente der auftretenden Funktionen:

(Aﬁ,n - Aﬂo,n) : 6819 ]\19

= (]\79771 —_ ]\1907'”) N E %Ag + Aﬂ,n - Aﬂo,n) ' (%Aﬁan - E %Aﬂ)
—(BEAy—Ag,n) EZAy  + (Mg, —EAy)-EZAy
+ (Ao —Agom)  (Zhon — B ZAy)

:(EAﬁ—EAgO)'EiAﬂ - Aﬁ n_EAﬂo)'E%Aﬂ
Agn—EAg)-E%Aﬁ

Ay p — Aﬂo,n) : ((%/_\19)71 -E %Aﬂ)
=(EAy —EAy,)-EZAy — @ Y

Dabei haben wir

r(t,0) == (Ao, m(t) = EAg, (1)) - E ZAg(t) (8.2.92)
r2(t,9) == (Agn(t)
r3 (t,9) == (Agn(t) — Mg, n(t)) -
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gesetzt. Wir erhalten also die Darstellung

an(9) = = (9) + oV (9) — P (9) — aP (9),

n n

wobei wir die Abkiirzungen

G (0) := nl/? / (EAs(t) —EAy, (1)) E Ay (t) My (dt) (8.2.10a)
I
und
o (9) = nl/Q/r;”(t,ﬁ) M,(dt) i=1,2,3, (8.2.10b)

I
verwendet haben.
Satz 8.2.4 ist vollstindig bewiesen, wenn wir neben der Straffheit von @&, (1)

und agf) (), i = 1,2, 3, auf dem Kompaktum O, noch nachweisen, dafi die drei

Restterme in © punktweise verschwinden:
aD(W) =op(l) VeO, i=123. (8.2.11)

Wir werden (8.2.11) in Lemma 8.2.6 zeigen.
Angesichts von (8.2.11) und der Tatsache, da8

Gn(0e) =0 [ (B0, () = EAo, (1)) - E o, (t) Mo(dt) = 0
T
gilt, bietet es sich an, die Straftheit von &, (¢) und ag)(ﬁ), i=1,2,3, mit Satz

A.5.2 nachzuweisen. Wir haben dann lediglich noch die Momentenbedingung zu
priifen. In der vorliegenden Notation lautet sie

E |a, (9) — an(9)]? < const. - [0 — 9’2, 9,9 € O, (8.2.12)
E|a®(0) — o (9)2 < const. - [0 — 9|2, 9,9 €O, (8.2.13)

fir i = 1,2, 3. Die beiden Konstanten haben wir dabei als a = v = 2 gewéhlt.
Wir werden (8.2.12) und (8.2.13) in Lemma 8.2.5 bzw. 8.2.7 nachweisen.

Zuvor strukturieren wir noch die Integranden, die auf der linken Seite von
(8.2.12) und (8.2.13) auftauchen. Da in rgl)(t,ﬁ) gemif (8.2.9a) nur ein Faktor

von ¥ abhéingt, erhalten wir direkt
ri (t0) = riD (¢ )
= (Agon(t) —EAy, (1) - (EZA9(t) —E-Z Ay (t)). (8.2.14a)

Die drei anderen Differenzterme zu 7‘7(12), TSLB) und dem fithrenden Ausdruck haben

gemif (8.2.9) eine gemeinsame Struktur, ndmlich:

a(9)b(0) — a(¥)b(9)
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Alle drei Ausdriicke entwickeln wir wie die Produktregel aus der Differential-
rechnung;:

Wir erhalten also fiir den zweiten Restterm

i) (t,0) — rP (8, ) (8.2.14b)
= (A§7n(t) —EAy(t) — ]\ﬁ'ﬁn(t) + EA@/(t)) -E %Aﬁ(t)
+ (Aﬁ/,n(t) - EAﬁ’(t)) : (E %Aﬁ(t) —-E Q%Aﬂ’(t))v

fiir den dritten Restterm

r®(t,9) — r® (¢, 9") (8.2.14c¢)

(EAy(t) —EAy, (1) - EZAg(t) — (EAg (t) —EAy, (t)) - EZ Ay (2)

9
= (EAy(t) —EAg (1)) - E ZAy(t) (8.2.14d)
+ (EAg(t) —EAy, (1)) - (EZAp(t) — E A (t)).

Es bleiben noch (8.2.11), (8.2.12) und (8.2.13) zu zeigen. Dies geschieht in den
folgenden Lemmata. n

Wir zeigen (8.2.12):
8.2.5 Lemma Auf kompakten Parameterteilmengen ©, C O gilt

E |an(¥) — &, (9)]* < const. - [0 — 9|2, V9,9 € Q..
Beweis:
Mit (8.2.10a) und (8.2.14d) erhalten wir:
E |a, (9) — an ()]

n!/? /(E Ag(t) —EAy (1)) - E ZAy(t)
I

=E

+ (EAp(t) —EAy, (1) - (BEZAg(t) — E Ay () M,(dt)
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- ZE(// (EAg(s) —EAg(s)) - EZAg(s)

Li=l T
+(BAp ()~ BAL () - (B ZA0(s) ~ B SAn(s)

((EAo(t) ~ EAp () - B ZAs(t)
HE R ()~ B, (0) (B FAole) — E FiA(9)) Mi(ds) My (a)

Die Summanden fiir ¢ # j verschwinden. Dies liefert Teil 2 von Lemma A.2.3
mit

X(t):= /((E Ao(s) = EAgi(s)) - E ZAy(s)

+(EA19/( ) EAgO (S)) . (E %Aﬁ(s) —-E %Aﬂ’ (8)))T
( (EAs(t) — EAy (1) - E 2 Ay (t)
+<EAﬁ/<t> ~ B () (B ZAa() B ZAw(s))) Mi(ds)

Y(t):=1
Z(t) == M;(t)

wegen E M; = 0. Die iibrigen Summanden mit ¢ = j sind i. i. d., wir erhalten
also:

E|an(d) — an(ﬂ/”z

/ (EAs(t) —EAg(t) - EZAy(t)

I

F(BA (1)~ A, (1)) - (B G A0(0) ~ B & Ay (1)) M(dr)|”

<EB( [ [EA0) - EAw (0] Bl A0(t)

HEAg (8) — EAg, ()] - |E ZAg(t) — B2 A (8)] (N(dt) + Ao(dt)))2

Mit (3.2.5) folgt, daB die deterministischen Funktionen E |2 Ay (t)| und | E Ay(t)—
E Ay, (t)| stetig von (t,9) abhéngen. Auf dem Kompaktum I x ©, nehmen sie
deshalb ihr Supremum an und sind beschrankt:

[..] < const. - E(/|EA19(t) “EAy(t)]

I
+1E ZAs(t) — E Z Ay ()] (N(dt) + Ay, (dt»)z

Aus (3.4.2), (3.4.3) und (3.4.4) folgt, dafl das verbleibende Integral gegen const. -
|9 — 9'|? abgeschitzt werden kann. [ ]

Nun zeigen wir (8.2.11):
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8.2.6 Lemma FEs gilt

al(9) = op(l) V€O, i=123

n

Beweis:

Gemé$ Definition (8.2.10b) und (8.2.9) miissen wir

n'/? /(Aﬁo,n(t) ~EAg, (8)) - E ZAg(t) M, (dt) =0, (8.2.15a)
I

n'/? /(f\ﬂ,n(t) —EAg(t)) -E ZAg(t) My (dt) 20 (8.2.15b)
I

sowie

n'/? /(/_\ﬂ,n(t) —Roon(®) - (L Ron(t) — EZAg(t)) My(dt) =0 (8.2.16)
I

zeigen. Dabei folgen (8.2.15a) und (8.2.15b) offenbar, sobald wir

nl/2 /(&gm(t) —EAg(t)) - E Z Ay (t) My, (dt) 2o (8.2.17)
1

fiir ¢, € © gezeigt haben.

Zum Beweis zerlegen wir (8.2.17) in zwei Teilsummen:

(> / (A5t = E Ao (8)) - B g5 Ao (1) Mi(dt)

ik=17
R Z": /(Aﬂ,i(t) CEA(1) B 2 Ay () Mi(dt) (8.2.18)
Y zn: /(Aﬁyk(t) CEA(1) B 2 Ay (t) Mi(dt) (8.2.19)
ik=17
itk

Fiir das erste Moment von (8.2.18) erhalten wir

E’n_3/2 Z /(Aw(t) —EAy(t) - E g5 (1) Mi(dt)‘
i=1 T
<8/ Y E| [ (8040~ BA0(0) - B o (6) Ms(de)
=1 T

Dem Faktor n=3/2 stehen also n Summanden gegeniiber. Diese sind endlich,
wie aus Lemma 8.2.1 folgt. Dariiberhinaus haben sie alle denselben Wert, da
die beteiligten Prozesse i. i. d. sind. Der Gesamtausdruck konvergiert folglich in
L1 gegen Null.
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Wir wollen Ly-Konvergenz fiir (8.2.19) zeigen, dazu mufl der Ausdruck

n=3 E’ ‘;1 / (Ape(t) —EAg(t)) - E 25 Ay (t) M;(dt) ’
Tl

untersucht werden. Dazu setzen wir

Uy = / (Ao() — EAg(8)) - E 2 Ay (t) Mi(dt)
I

und wenden Lemma A.3.2 an. Dessen Voraussetzungen sind geméafl Lemma 8.2.1
und (8.2.2) erfiillt. Es folgt

n | )3 [ Qoat) = Eas(0) - E 500 Miat)|
Z%;kl 1

n 2
<2070 37 E| [ (A0a() - EA (D) - B o (6) Ms(de)
i,];=kl T

Die entstandenen O(n?) Summanden haben wiederum eine gemeinsame, endli-

che Schranke, die Konvergenz der Summe folgt.

Wir zeigen nun (8.2.16). Es gilt:

n

a@ (@) =n"2 3" [ (Mg p(t) = Moy p (D) (25 Aok (t) — B 25 A0 k(1)) Mi(dt)

pk,i=17
=n /2 Z /(Aﬂ,i(t) — Ao, i (1) (55 00,6 (1) — E L5 M0 4()) My(dt)
T (8.2.20)
DY / (A0.6(8) = Aoei()) (g5 Aox(t) = B 5 ho,4(t)) Mi(at)
k],gi#:il T
(8.2.21)
+ 02 Z /(Aﬁ,i(t) — N, i(0) (ZAo.i(t) — B & Agi(t)) My(dt)
k};i;; T
(8.2.22)
+n75/2 Z /(Aﬂ,i(t) — Ao, i (1) (25 Mo k(1) — B 25 M9 k(1)) My(dt)
kk;:; T
(8.2.23)
+n2 / (Ao.p() = Ao p(0) (F5 80 1(8) — B 5580 1()) Mi(dt)
p,k,i=1
pFkFAiF£p

(8.2.24)



8 BEWEIS DER ASYMPTOTISCHEN NORMALITAT DES KQS 91

In (8.2.20) bis (8.2.23) werden wir L;-Konvergenz gegen Null zeigen: Fiir (8.2.20)
ergibt sich

E’n_w Z /(Aﬁ,i(t) — Nooi() (35 00.i(t) — E g5 00,i(2)) Mi(dt)‘
i=1 T

=1

<nTPY E‘/(Av,z’(t) = 80,4 (0) (5580.4(t) = B 5580.4(1)) M"(dt)’
I

Wie oben sind die n Summanden gleichméflig beschrankt und die gesuchte Kon-
vergenzaussage folgt direkt. Bei entsprechender Betrachtung der Terme (8.2.21)
bis (8.2.23) treten O(n?) Summanden auf, das Konvergenzverhalten der Ge-
samtausdriicke 1483t sich daraus entsprechend ableiten.

Das zweite Moment von (8.2.24) ist:
n 2
n=° E‘ Z /(Aﬂ,p(t) — Agmp(t)) (%A§7k(t) —E %Aﬂ,k(t)) Ml(dt)’
kyi=1
pz;)ﬁkséi#p

Zu seiner Untersuchung setzen wir

Uppi = / (Ao (t) = Ao, p(®) (5 Aon(t) — E 2 Agi(t)) Mi(dt)
I

und wenden Lemma A.3.3 an. Dies wird durch Lemma 8.2.1 und (8.2.6) ermdoglicht.
Wir erhalten®

n=° E‘ Z /(Ag7p(t) — Aﬁo)p(t)) (%Agyk(t) —E %Aﬂ7k(t)) Mi(dt)f
pkEizp |

<otn Y B( [ (A0 = 2oe(®) (A0af9) — Ao, )

P,q;k,i=1 IxI
ISkSp,qsi

T
(%Aﬁ)k(t) —E %Agyk(t)) (%Ag’k(s) —E %Aﬂ)k(s)) Ml(dt) Mz(ds))

Die resultierenden O(n?*) Terme sind endlich und haben eine gemeinsame Schran-

ke, der Faktor n~° liefert Lo-Konvergenz. |

Abschlieflend zeigen wir (8.2.13):

8.2.7 Lemma Es gilt

E|a®(0) — o (9)2 < const. - |9 — 9|2, 0,9 € O,
i=1,2,3

9Fiir die Definition des Ausdrucks ”i Sk < p,q s’ verweisen wir auf (A.3.2). Er stellt
eine zusitzliche Bedingung an die Indices dar, welche die Anzahl von n* Summanden weiter
reduziert.
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Beweis:
Fiir Vektoren aq,...,a; € R, [ € N, zeigt man durch vollstindige Induktion
9 1
’ aj| <28 agl*. (8.2.25)
j=1 j=1

Deshalb konnen wir zum Nachweis des Lemmas den Ausdruck o (¥) — o) (9)
in Summanden zerlegen und fiir diese die Existenz entsprechender Schranken
zeigen. Wir betrachten die Restterme fiir ¢ = 1,2 wieder gemeinsam. Geméfl
(8.2.14b) gentigt es, die zweiten Momente der Ausdriicke

w72 [ (Ron(®) = EA0(8) = Rirn(t) + Ao () E 5 o(t) ML, () (5.220)
I

und
nl/2 / (Mg n(t) —EAg (1)) (E ZAs(t) — E Z Ay (t)) M,(dt)  (8.2.27)
I

abzuschétzen. (8.2.26) zerlegen wir weiter:

/2 / (Aon(t) = EA(t) = Koy n(t) + B Ay (1)) B 25 Ao (t) My (dt)
I

= n_3/2 Z /(A&k(t) — EAﬂ(t) - Aﬂ’,k(t) +EAy (t)) E %Aﬁ(t) Ml(dt)

k=17
iy / (Ag.i(t) = BAs(t) = Ay a(t) + B Ay (£)) B 2 Ay (t) Mi(dt)
! (8.2.28)

7S / (Ao k(t) = EAg(t) = Ay o(t) + E Ay (1)) E 5 Ay (t) Mi(dt)
k},cz;; T
(8.2.29)

Das zweite Moment von (8.2.28) erlaubt die Abschitzung
n 2
E]n—w 3 / (Ag.i(t) — BAy(t) — Ay a(t) + B Ay (£)) B 2 Ay(t) Mi(dt)‘
=17

—n 3 E( Z //(Aﬂl(t) — EAﬁ(t) — Aﬁl,i(t) +EAy (t))
BI=11T
E %Aﬁ(t)T E %Ag(s) (A197j (8) — EAg(S) — Ag/)j(s) =+ EA@/(S))

M;(dt) M; (ds))
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<nB( Y // Ags(t) = EAg(t) — Agra(t) + E Ay (2)]
BI=1ET
| B 250 (D] E 2509 (5)[[Ag ;(s) = EAo(s) — Agr j(s) + E Agi(s)|

(Ni(dt) + Ao, i(dt)) (N;(ds) + Aﬁo,j(ds))>
<o -0 Y B( [[4201E a0 B Fats)

Bi=l T
(Ni(dt) + Ay, i(dt)) (Nj(ds) + Aﬁo,j(dS)))

Dabei bezeichnet L(t) zu festem t eine Lipschitz-Konstante der bzgl. ¢ f. s.
differenzierbaren Funktion Ay(t). Die n? Erwartungswerte sind gem#f (3.4.3)
und (3.4.4) endlich, weil die stetige Funktion | E 2 Ay(t)| auf dem Kompaktum
I x ©, beschrinkt ist. Da die beteiligten Prozesse i. i. d. sind, haben die n?
Summanden sogar eine gemeinsame Schranke. Der Faktor n =2 sorgt dafiir, daB
die Summen einer von n unabhingigen Schranke unterliegen.

Nun wenden wir uns dem zweiten Moment von (8.2.29) zu. Es lautet:

n=3 E‘ Z /(Aﬂ’k(t) —EAg(t) — Ao io(t) + EAg (8) B 2 Ay (t) M;(dt) ’
ki=1Y
ki

Wir setzen

Ui := /(Aﬁ,k(t) —EAy(t) — Agri(t) + EAy (1)) E 8%Aﬁ(t) M;(dt)
I

und wenden Lemma A.3.2 an. Dies wird durch Lemma 8.2.1 und (8.2.2) ermdoglicht.
Wir erhalten so die Abschéitzung
n 2
Y /(Aﬁ,k(t) ~E (1) ~ A k(0) + E Ay () B ZAg(t) Mi(de)|

k,i=1
i |

<2n3 E E‘/(Am(t) —EAg(t) — Ay x(t) + E Ay (1)) E 2 Ay (t) M;(dt)
ki=1 7
k#i

<oy E(/|A197k(t) ~EAg() — A (6) + EAy ()] E Ao ()]
’f]j:,l T

’ 2

2
(N:(dt) + A(dt)) )
Die Abschéitzung wird wie im Beweis von (8.2.28) beendet.
Der Nachweis fiir (8.2.27) entspricht dem soeben fiir (8.2.26) gefiihrten.

Die Aussage des Lemmas ist nun noch fiir ¢ = 3 zu zeigen. Geméif (8.2.14c) sind
die beiden Ausdriicke

n!/2 / (Aon(t) = Ao () (55800 (1) = B g5 Ao (1)) Mu(dt)  (8.2.30)
1
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und

nt/? /(/_\19/7n(t) - Aﬂmn(t))

I
(Zhon(t) —EZAg(t) — ZAp n(t) + EZAp(t)) Mo(dt) (8.2.31)

zu betrachten. Wir zerlegen (8.2.30) in Teilsummen:

n'/? / (Bo.n(®) = Ao () (55800 (t) = B 55 00(1)) M (dt)
I

=n0/? Z / Ay p(t) Aﬁ’,p(t)) (%Aﬁvk(t) Aﬁ( )) i(dt)

p.ki= 11

=n~%/?2 Z /(Am‘(t) — A i(1) (F5Aoa(t) — E ggho(t)) Mi(dt)  (8.2.32)

4+ 572 Z / (Ao,i(t) — Ao i(1) (2 A0,i(t) — E ZA(t)) Mi(dt) (8.2.33)
i,k=17
z#k

S / (Ag.i(t) = Agra (D) (B Aoi(t) — B A (1)) Mi(de)  (8.2:34)
i,k=1 T
z;ék

n=°/? ; / (Ao,i(t) = Ari(1)) (g5Avk(t) — B g5 00(1)) My(dt) (8.2.35)
zl#kl T

n

Y / (Aa.5(8) = Ao (1) (F Aok (t) — E g5 00 (1)) Midt)
ity
(8.2.36)

Das zweite Moment von (8.2.32) gestattet die Abschétzung:
‘2

E’7f5/2 Z/(Aw(t) = Agri(0) (F5A0,i(t) — E g5 00(1)) My(dt)

5 Z// Ao i) = Agra(8)) (Mg i (s) — Agr i (5))

13 IrxT

(ZAs,i(t) —E @Aﬁ(t))T(%Aﬂ,j(s) —E 2 Ay(s)) M;(dt) Mj(ds)>
wB(S [ 180 Ao Ol1n0s ) — Ao 6)

BI=LrT
|25 Mi (1) — B D5 Mg (8)]| 55 Mo 5 (s) — E Ay (s)]
(N:(dt) + Mg, i(d)) (N3 (ds) + Ao, 5(ds)) )
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<n -9y E(// 2(8)| 2 Aga(t) — E 2 Ao (8)]
Bi=l T
|25 80,5(s) — E g5 00(s)| (Ni(dt) + Ay, i(dt)) (N;(ds) + Aﬂo,j(dé’))>
Die Doppelintegrale haben endliche Erwartungswerte. Dies folgt unter aus-
schlieBlicher Verwendung der Holderschen Ungleichung mit (3.4.8), (3.4.9), (3.4.3)
und (3.4.4). Mogliche stochastische Abhéingigkeiten spielen deshalb keine Rolle.
Da die beteiligten Prozesse i. i. d. sind, gibt es dariiber hinaus eine gemeinsame

Schranke fiir die Betriige der n? Summanden. Aufgrund des Faktors n~5 hat
der gesamte Ausdruck eine Schranke, die nicht von n abhéngt.

Die zweiten Momente der Terme (8.2.33) bis (8.2.35) gestatten eine ganz ent-
sprechende Betrachtung, bei der schliefilich O(n*) gleichmiiBig beschriinkte Sum-
manden neben dem Faktor n=° auftreten.

Der Ausdruck (8.2.36) muf} gesondert untersucht werden. Sein zweites Moment
lautet:

ﬂE’ Z /Aﬂp — Ao p (1) (F5A0.k(t) — E g5 A0(1)) M, (dt)’
ok ip !

Wir setzen

Uyt = / (Aop() — Aorp(8)) (5 Apn(t) — E 2 Ay (1)) Mi(de)
I

und wenden Lemma A.3.3 an. Dazu beachten wir Lemma 8.2.1 und (8.2.6). Wir
erhalten die Abschitzung:

wOE) Y [ (Rapl) - Aor(0) (B Aoa®) ~ E d5o(®) Mi(an)|

pFkFEiFEp

<om— Y B[ [ (30(0) = 805(0)) (A0.4(5) ~ L)

p,q,k,i=1
k<z<p,q§k IxI

(%Ag’k(s) —E %Aﬂ(S)) (%Aﬁ)k(t) —E %Ag(t)) Mz(ds) Ml(dt)‘

Damit haben wir die Anzahl der Summanden auf O(n*) reduziert; der weitere
Beweisgang entspricht den bereits vorgestellten.

SchlieBlich wird (8.2.31) entsprechend zu (8.2.30) bewiesen. ]

8.2.3 Straffheit des S-Prozesses

Analog zu Satz 8.2.4 zeigen wir in diesem Abschnitt die Straffheit des Prozesses

B,.(9) = /2 / N () 2 R (8) N, (dt) (8.2.37)

auf Kompakta O, C ©:
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8.2.8 Satz Es gilt punktweise

Bn(9) = op(1).
Auf kompakten Parameterteilmengen O, C © ist 3, (¢) C-straff und konvergiert
deswegen gleichméfBig in ¥ € ©, gegen Null.
Bewets:

Wie im Beweis des Satzes 8.2.4 geniigt es, die punktweise Konvergenz
Brn(9) = op(1) V9 € © (8.2.38)

und die folgende gleichméflige Schranke des zweiten Moments auf kompakten
Parameterteilmengen 6, C ©

E|8n(9) — Bn(9')]? < const. - [9 — 9|2 v, € O, (8.2.39)

nachzuweisen. Natiirlich folgen die in Satz A.5.2 benétigten Momentenbedin-
gungen fiir die Komponenten (ﬂn(ﬁ))j aus (8.2.39), da

E(Bn(9) = Bu(9)) < BIBu(0) = Bu() j=1,....d
gilt.
Wir werden (8.2.38) und (8.2.39) in den beiden folgenden Lemmata zeigen. W
Wir beginnen mit dem Nachweis von (8.2.38):
8.2.9 Lemma Es gilt

Ba(®) = op(1) VI € O.

Beweis:

Wir zeigen die stochastische Konvergenz als Folge der Li- oder Lo-Konvergenz.
Dafiir zerlegen wir den Prozef 5, (¢) zunéchst geeignet:

n

Bu(@) =n2 3" [ My(t) 25 Ay () Mi(dt)

p,k,i=1 I

=

#2500 5 004(0) Mi(at) (8:2.41)
i,k=17
ik

ih=17
itk
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Fa Y / Mi(t) 2 Ao 1 (£) My(dt) (8.2.43)
ik=17
i#k

4+ n5/2 Z /Mk(t)a%Aﬁ,p(t) M, (dt) (8.2.44)
p,k,i=1 T
pF#kFiFp

Wir betrachten das erste Moment von (8.2.40):

E’n—S/z i:/Mi(t)é%Aﬂ,i(t) Mi(dt)‘

=1 T
<23 | / Mi(t) 2 Ay i(t) Mi(dt)
=1 T

Es treten n Summanden auf. Sie sind endlich, wie aus Lemma 8.2.1 folgt. Da
die beteiligten Prozesse i. i. d. sind, haben auflerdem alle Summanden denselben
Wert. Der Faktor n=5/2 liefert das gesuchte L;-Konvergenzverhalten.

Fiir die Summen (8.2.41) bis (8.2.43) treten bei entsprechender Betrachtung
O(n?) gleichmiBig beschrinkte Summanden auf. Wieder sorgt n~—%/? fiir ihr
asymptotisches Verschwinden in L;.

Es bleibt (8.2.44) zu untersuchen. Fiir die Lo-Konvergenz ist der Ausdruck

n

2
LD / Mi(t) 2 Mg (1) Mi(dt)
p,k,i=1
pFk#i#Ep

relevant. Wir setzen

Upki == /Mk(t)a%l\ﬁ,p(t) M;(dt)
T

und wenden Lemma A.3.3 an. Dies ist moglich, da die Voraussetzungen geméfl
Lemma 8.2.1 und (8.2.2) erfiillt sind. Lemma A.3.3 liefert also fiir den Term
(8.2.44) folgende obere Schranke:

n
2
noE Y / Mi(t) 2 Ao (t) Mi(dt)
p,k,i=1
pFkFiFEp
n
<6 Y B[ MM G000 5 No.a(s) Milde) Mi(ds))
.k, i=1
i%lg§p,q§i IxI
Die O(n*) Summanden dieses Terms sind wie die entsprechenden Terme aus
(8.2.40) bis (8.2.43) endlich und besitzen ebenfalls eine gemeinsame obere Schran-
ke, der Faktor n~° fiihrt zu asymptotischer Vernachlissigbarkeit des Gesamt-
ausdrucks. [ |

Wir wenden uns (8.2.39) zu.



8 BEWEIS DER ASYMPTOTISCHEN NORMALITAT DES KQS 98

8.2.10 Lemma Auf kompakten Parameterteilmengen ©, C © gilt

B8, (9) — Bn(9)|? < const.- |9 — ]2, V9,9’ € O..

Beweis:

Wir beginnen mit der Darstellung:

Bu(0) = B () =n=% Y / My (t) (&5 80 p(t) — Ao (1)) M;(dt)

p,k,i=1 T

_ n75/2Z/Mi(t)(%Aﬂ7i(t) — Zi Ny i(t)) M;(dt)
=1 T

#0250 MO 00at) — B hwa(t) Malde)
i"];:k;l T

#2250 [0 h0rlt) = Ao a(0) Mi(a)
i"];:k;l T

15/ Z /Mi(t)(a%[\ﬁ’k(t) - %Aﬁ/’k(t)) M;(dt)
T

LD DR R ACIC-AYHORS AV O)RIACH
P,k i=1 I
pAkEip

Die angegebene Darstellung von 3, (9) — 8,(9') mit | = 5 Summanden erlaubt
gemif (8.2.25) die folgende Abschitzung des zweiten Moments:

E an) - ﬁn(ﬁ/)|2

0 kz / Mi(t) (5580.0() = 55007 .p(1)) Mi(dt)
pki=17

< 32n_5E’Z/Mi(t)(%A19,i(t) — &My (1)) Mi(dt)
=1 T

‘2
‘2

+32n°E Z /Mi(t)(%/\ﬁ,i(t) — Z Ay (1)) Mk(dt)r

ik=1
itk |

+ 32n°E Z /Ml(t)(%/\&k(t) — %Agl7k(t)) Mk(dt)
ik=1"

itk

fa207E) S / Mi(t) (2 Ao i(t) — 2 Ao () Mi(dt)

i k=1
itk |

‘ 2

‘ 2
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pAkEitp |

In den ersten vier entstandenen Erwartungswerten ersetzen wir nun das inte-
grierende Mafl durch eine monoton wachsende obere Schranke:

|M;(t)| = |Ni(t) — Aw,.i(t)] < Ni(t) + Ay, i ()

Im Integranden betrachten wir anstelle des signierten Faktors M;(¢) seinen Be-
trag [M;(t)].

Im Anschlufl kénnen wir die lokale Lipschitzstetigkeit der abgeleiteten Intensitéit
gemif (3.4.2) benutzen, um eine weitere Abschétzung nach oben zu erhalten:

E(B,(9) — B (8))*

2
< 3210 —¥)’n —5E /\M WLL(E) (Ni(dt) + A, Z(dt))> (8.2.45)
’L 1 T

+ 3210 — ' °n —5E § /|M )LL) (Ni(dt) + A, k(dt)))Q (8.2.46)
i,k=17
z#k

+ 32]9 — ' |*n —5E § /|M L (t) (Nik(dt) + Aw, k (dt)))2 (8.2.47)
i,k= 17
z#k

2
+ 3210 ' Pn " B( Z/|M (OIEL() (Nid) + Ao, (D)) (8:2.48)
zl;kll

n 2
+32n_5E‘ > /Mk(t)(%/\ﬁ,p(t) — 2Ny (1)) Mi(dt)‘ (8.2.49)
p,k,i=1 T
pFkF#iFp

Nun schétzen wir jeden der Summanden (8.2.45) bis (8.2.49) einzeln ab. Fiir
(8.2.45) bekommen wir den Ausdruck

3219 — 9?05 E Z/|M YLL(t) (N;(dt) + Ay, z(dt)))2

le

_ 010 — m24§jE[ﬂM ()| L) (s)

BI=1 T

(Ni(dt) + Ao, i(dt)) (N;(ds) + Ao, 5(ds)))

Die n? Summanden sind jeweils endlich, wie mit Holder aus Lemma 8.2.1 folgt.
AufBlerdem unterliegen sie einer gemeinsamen Schranke, da alle iiberhaupt auf-
tretenden Erwartungswerte aufgrund der i. i. d.-Annahmen bereits fiir 4, j = 1,2
angenommen werden. Der Faktor n~5 liefert die benétigte, von n unabhiingige
Schranke fiir (8.2.45).
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Eine entsprechende Uberlegung liefert obere Schranken fiir die Terme (8.2.46)
bis (8.2.48). In diesen Féllen treten O(n?) gleichmiiBig beschrinkte Summanden
und ein Faktor n=° auf.

Fiir die Untersuchung von (8.2.49) setzen wir
Uppi = / M) (A0 (1) — 2 Agr (1)) Mi(dt)
1

und wenden Lemma A.3.3 an. Dazu bendtigen wir Lemma 8.2.1 und (8.2.2).
Lemma A.3.3 liefert fiir (8.2.49) also:
n 2
32n_5E’ > / M (t) (25 A05(t) — ZAg (1)) Mi(dt)‘
p,k,i=1 T
pFERFAIFED

n

_ T
<2 Y B( [ MM h0al) - Fhora(0)
,q,k,i=1
i%g§pz,q§i IxI

(ZA0.a(5) = 25hor,q(s)) Mi(dt) Mi(ds))
Nun fiithren wir im Integranden Betrige und als integrierendes Maf} eine mono-
ton wachsende Funktion ein, wie wir dies auch bereits bei (8.2.45) bis (8.2.48)

getan haben. Auflerdem schéitzen wir das Skalarprodukt gegen das Produkt der
Betrige der beteiligten Vektoren ab:

n

<2t S B( [ OMIZ A0 - S
i,

[ 2580.4(5) = £ Dar.ql5)] (Ni(d) + Mg, (d8)) (N5 (ds) + Ao, (ds)) )
Darauthin kénnen wir auch hier die Lipschitz-Stetigkeit (3.4.2) anwenden:
<2t S-S E(//|Mk(t)Mk(s)|L;,<t)
Ja,ki=1
pﬁ;*’c#i#p,q b
Li(s) (Ni(dt) + Ao, i(d)) (Ni(ds) + Ao, i(ds)) )

Die O(n*) Summanden unterliegen einer gemeinsamen Schranke, der Faktor n =5

besorgt das Ubrige. ]

8.2.4 Straffheit des y-Prozesses

In diesem Abschnitt behandeln wir den Prozef

Yu (1) := nl/Q/Mn(t)%Aﬁ,n(t) ) (8.2.50)
I

Die Darstellung dhnelt der in Abschnitt 8.2.2.
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8.2.11 Satz Der Proze8 7, (¢) erlaubt die Darstellung

/ Ag(t) B A, (dt) + op(1).
I

Auf kompakten Parameterteilmengen ©, C © sind sowohl das fiihrende Integral
als auch das Restglied C'-straff.

Beweis:

Wir fithren zunéchst einige Bezeichnungen ein:

() = 012 / N, (6)E 2 Ay (t) E Ao (d)

YD (9) = 12 / N () (2 Rgn(t) — E 2 Ag(1)) E Ao(de)

~

72 (9) :=n'/? / M, (t) 25 Ro.n(t) (Mg, n(dt) — EAo(dt))
I

Dann gilt
Y (0) = T () + 7D () + 72 (9)

und die Aussage des Satzes folgt aus der Straffheit von 7, (¢), AP (¥) und w2 (9)
sowie

D) = op(1) v9eo, i=1,2. (8.2.51)

Wie bereits im Beweis des Satzes 8.2.4 geniigt es auch hier, neben der punkt-
weisen asymptotischen Vernachlissigbarkeit von 4,,(9) in jedem Parameterwert
¥ € © die Momentenbedingungen

E |7, (9) — A (9)]* < const. - [§ — 9|2 V0,9 € O, (8.2.52)
E 4O @) =D @) < const. - |0 — 92 V9,0 €0, i=1,2 (8.2.53)

auf kompakten Parameterteilmengen ©, C © zu priifen.

Die punktweise Konvergenz von 4,,(¢) folgt mit dem klassischen ZGWS direkt
aus der i. i. d.-Darstellung

() =n~12>" /Mk () E 2 Ay(t) EAo(dt).
k=17

Die Summanden sind dabei zentriert, wie eine Anwendung des Satzes von Fubini
zeigt.

Wir zeigen (8.2.51) bis (8.2.53) in den folgenden Lemmata. Im Unterschied zur
Situation bei a, () wird hier nicht bzgl. eines Martingals integriert, so dafl wir
— wie schon bei der Untersuchung von £, (9) — nur mit Lemma A.2.3 arbeiten
kénnen. u

Wir beginnen mit dem Nachweis von (8.2.51):
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8.2.12 Lemma Es gilt

YD) =op(l), V€O, i=12.

Beweis:

Wie bereits in den Beweisen fritherer Lemmata zeigen wir statt der stochasti-
schen Konvergenz die Konvergenz in L1 oder Ls. Es gilt

AD@) =2 3 /Mk(t)(%/xﬁ,i(t) CE 2 A1) EAs(dt)
ik=17

) Z/Mi(t)((%j\ﬁ’i(t) —EZAy(t) EAo(dt)  (8.2.54)
i=1 T

DY /Mk(t)(%j\ﬂ,i(t) —EZ A1) EAo(dt)  (8.2.55)
k=17
ik

Die Li-Konvergenz von (8.2.54) folgt nun aus:
E’n*3/2Z/Mi(t)(8%A19,i(t) B ZAo(0)) BEA(d)|
=17

<n 32 ZE‘/Mi(t)(a%Aﬁ,i(t) ~Eg5A0(1)) EAO(dt)’
=1

Die auftretenden n Summanden haben wieder alle denselben endlichen Wert.
Der Faktor n=3/2 sorgt fiir die asymptotische Vernachliissigharkeit des Gesamt-
ausdrucks.

Auf das zweite Moment der Summe (8.2.55) wenden wir Lemma A.3.2 an. Dabei
setzen wir:

Upi := /Mk(t)(%Aw(t) —E 2 Ay(t)) EAo(dt)

Die Voraussetzungen des Lemmas, sind nach Lemma 8.2.1 und (8.2.4) erfiillt.
Lemma A.3.2 liefert damit fiir das zweite Moment von (8.2.55) die Schranke:
n 2
=h3 /Mk(t) (&A0.4(6) ~ B Ao(1)) EAL(dr)|

ik=1
itk 1

<2 Y E / Mi(t) (2 A0.4(t) — E 2 Ay (1)) E Ao (dt)
“;:kl T

‘ 2

Die O(n?) Summanden haben eine gemeinsame Schranke, der Faktor n=3 sorgt
flir asymptotische Vernachléssigbarkeit. ||

Nun zeigen wir (8.2.52):
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8.2.13 Lemma Auf kompakten Parameterteilmengen ©, C © gilt

E 5 (9) — 30 (9)|? < const. - [0 — 9'|2, V9,0 € O,.

Beweis:

Aus der Darstellung:
T (9) = A () = /2 Z/ M;(t) E(ZAs(t) — ZAp(t)) EAo(dt)

erhalten wir fiir das zweite Moment:
E 3, (9) — A ()]

n Z// MM, () E(SAo(t) — 2 Mg (1))

BI=11T

(2 Ag(s) — 2 Ay (s)) EAo(dt) EAo(ds))

=0t Y [ BOLOM ) B A0~ Fro o)
LI=LrT

E(2ZAg(s) — 2 Ay (s)) EAo(dt) EA,(ds)

Die Summanden mit ¢ # j verschwinden, da M;(-) und M;(-) unabhéngig und
jeweils zentriert sind. Wir erhalten:

E 5 (9) = 3n(9')[?

=n Z// E(M;(t)M;(s)) E(Z A (1) — ZAp (1))

=lrT

E(ZAs(s) — Z Ay (s)) EAo(dt) EAo(ds)
Da die Prozesse M;(-) i. i. d. sind, vereinfacht sich dieser Ausdruck zu:

= [ BOroME) B0 - Fa0 @)

IxI

E(a%Aﬂ(s) - 3%/\19’(8)) EAo(dt) EAo(dS)
// E[M(H)M(s)| E | 5500(t) — 5500 (1)]

IxI
E|ZAo(s) — 5 Ao (s)] B Ac(dt) EAo(ds)

Nun setzen wir die Lipschitz-Abschétzung gemif (3.4.2) ein:

[.] < ﬁ’|2// E|M@#)M(s)|E|L'(#)|E|L'(s)| EAo(dt) EAo(ds)

IxI
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Wegen Lemma 8.2.1 ist das Integral endlich. Da es zudem deterministisch ist
und nicht von n abhéngt, haben wir eine Darstellung gefunden, wie sie in der
Aussage des Lemmas gefordert wird. |

Wir beenden den Beweis des Satzes 8.2.11 durch den Nachweis von (8.2.53):

8.2.14 Lemma Auf kompakten Parameterteilmengen ©, C © gilt

E |y (9) — 992 < const. - |0 — 9|2, V9,0 €O, i=1,2.

Bewezs:

Wie im Beweis des Lemmas 8.2.10 beginnen wir mit einer Darstellung:
1 (0) = 3D ()

a2 30 / Mit)

kyi=17

(ZApk(t) —EZAo(t) — ZApi(t) + EZ Ay () EAo(dt)
= n_B/QZ/Mi(t)
i=1 T
(ZA,i(t) —EZAs(t) — Z Ay i(t) + E LAy (1)) EAo(dt)

+n2 N /Mi(t)
k/;z:il T
(2 Ao 1(t) —EZAy(t) — LAy 1(t) + EZAy(t) EAo(dL)

Fiir das zweite Moment erhalten wir so:
By @) — A0

_ n_?’E‘ Zn: /Mi(t)

ki=17

(%A&]Alﬁ) —E %Aqg(t) — %Aﬁ’,k(t) +E %Aﬁ/ (t)) EAO(dt)
< 2n’3E‘Z/M¢(t)
=1 T
(Z50.i(t) —E g5 00(t) — g5 00ri(t) + B 509 (t)) EAo(dt)

+2n_3E‘ 3 /Ml-(t)
ki=17
ket

(ZApp(t) —EZAg(t) — ZSAp1(t) + EZ Ay (t)) EAo(dt)

‘2
‘2

‘ 2
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Zum Beweis des Lemmas fiir den ersten Restterm miissen wir nun also
n
n E‘Z/Mi(t)
i=17

(Z5A,i(t) —E ZAg(t) — Z Ay i(t) + E Ay (1)) EAo(dt)
< comst. - [ — | (8.2.56)

‘ 2

und

w3 [
k,i=1 T
k‘;é’L
) o) ) ) 2
(L Ay r(t) — B ZAp(t) — Ay s(t) +E ZAp (1) B Ao(dt)‘
< comst. - [ —¥'|* (8.2.57)
zeigen. Wir beginnen mit dem Nachweis von (8.2.56), wobei wir im Integranden

Betrige einfiithren und die Dreiecksungleichung benutzen. Im Anschlu8 kénnen
wir dann die Lipschitz-Stetigkeit geméf (3.4.2) anwenden:

n’3E‘Z/Mi(t)
=1 T
. 2
(ZAgi(t) — B 2 Ap(t) — 2 Ay i(t) + E 2 Ay (1)) EAo(dt)‘

*3E Z/|M

’LlI

(15804(0) — & a0 +1E ZA0(1) ~ B Ay (1)) BA(d))’

<n P —9|PE zn:/ () +EL(1)) EAo(dt))2

— g 2 Z (//\Mi(t)Mj(sﬂ(L;(t)+EL’(t))(L;(s)+EL’(s))

Bi=l T

E Ao (dt) E Ao (ds))

Die n? Summanden sind wegen Lemma 8.2.1 endlich. Thre Betriige sind aufer-
dem gleichméfig beschriankt, da die beteiligten Prozesse i. i. d. in ¢ und j sind
und somit alle fiir ¢,j = 1,...,n auftretenden Erwartungswerte bereits unter
den vier Werten fiir 4, j = 1, 2 auftauchen. Der Faktor n =3 liefert die gleichméBi-
ge Schranke in n.
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Wir wenden uns (8.2.57) zu. Es ist der Ausdruck

kyi=1%
ki
2
(ZAgk(t) = B2 Ap(t) — 2 Ay i(t) + B2 A (1) EAO(dt)‘

zu untersuchen. Wir wenden Lemma A.3.2 mit

Ui i= /Mi(t)(a’%/\ﬁyk(t) —EZAs(t) — ZAoi(t) + EZ Ay () EA(dt)
I

an. Dazu bendtigen wir Lemma 8.2.1 und (8.2.4). Lemma A.3.2 liefert fiir
(8.2.57) damit:

(ZAgk(t) = B2 Ap(t) — 2 g i(t) + E -2 Ap (1) EA(dt)

<on=3 zn: E‘/Mi(t)
I

k=1
ki

‘ 2

2
(L Ay r(t) — B ZAp(t) — Ao x(t) + B2 Ay (1) B Ao(dt)‘

Wie im Nachweis von (8.2.56) setzen wir wieder Betrige im Integranden ein
und bringen im Anschlufl die Dreiecksungleichung und die Lipschitz-Stetigkeit
gemif (3.4.2) ein:

SETTRD SR i)
I

k,i=1
k#i
2
(55 80.x(t) = A k(D] + B Ao () — B & Ao (1)]) EAo(dt))

< on~39 — 9|2 §n: E</|Mi(t)\(L§€(t)+EL’(t)) EAo(dt))2
ki=1 7
ki

Die gleichmiiBig beschriinkten O(n?) Summanden und der Faktor n=3 liefern
die Aussage des Lemmas fiir den ersten Restterm.

Nun betrachten wir den zweiten Restterm:
A2 (9) =P (W)

=n""2 3" [ M) (£ 80 5(8) = Ao p (1)) (Mg, i(dt) — EAs(dt))
p,k,i=1 T
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Dieser Ausdruck entspricht dem Term 3, () — 3, (¥'), wenn wir das integrierende
MaB M; () durch Ay, ;(-) —E Ao(-) ersetzen. Wir erhalten deshalb, entsprechend

(8.2.45) bis (8.2.49):
E [y@ (9) — 12 ")

n 2
< 32|19—19’|2n_5E Z/|MZ (O L5(t) (Ag,,i(dt) + EAg (dt)))
=1 T

n 2
10— 0P B Y /\Ml ) (A, 4(dt) + B A(dr)))

zk:lI

i#£k

+32‘19 19‘2 *5E(Z /‘]\4z )|L/()(Agmk(dt)—FEAo(dt)))z

’L
Z

;TH
—
~

n 2
+ 32|19 — 9 |*n *SE Z/\Mz ()| L}, (t Agmi(dt)—i-EAo(dt)))

i,k=1
i kI

n

+32n7° E‘ Z /Mk(t)(%/\ﬁ,p(t) — a5 (1)) (Mo, i (dt) — E Ao (dt)) ‘2

p,k,i=1 I
pF#k#i#p

Auch das weitere Vorgehen ist analog zum Beweis des Lemmas 8.2.10: Die Sum-
manden der ersten vier Terme sind wegen Lemma 8.2.1 endlich sowie dem Be-
trage nach gleichmiBig beschriinkt und werden deshalb durch den Faktor n =5
dominiert. Bevor wir die entsprechende Argumentation auf den fiinften Term
anwenden, reduzieren wir die Anzahl der Summanden durch Anwendung des

Lemmas A.3.3 mit

Uphi := /Mk(t)(%/\ﬁ,p(t) — DAy p(t)) (Ay, i(dt) — EA(dt))
I

Die Voraussetzungen gelten nach Lemma 8.2.1 und (8.2.2). Lemma A.3.3 liefert

also wie bereits im Beweis des Lemmas 8.2.10:

B 3 [ MO0 — 2500 (0) (Ro.a(a) B Aca)
k=1
pgék##p

S 211n_5 / Mk Mk

p,q,k i=1
ISESp,qst

.
(ZAop(t) — Zho (1) (ZAoq(s) — Ao 4(s))

AT SR SRAUIARIIAD

P,q,k,i=1 IxI
ISESp,qst x

‘ 2

)
(Ap..ildt) = EA(dt)) (Mg, i(ds) — EAo(ds)) )

L(s) (Ao, i(dt) + B Ao(dt)) (g, i(ds) + EAo(ds)))
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Die O(n*) gleichmifig beschriinkten Summanden werden von n~° unterhalb
einer Konstante gehalten. ||

8.2.5 Straffheit der standardisierenden Matrix ®,,

Wir schlieen die Vorbereitungen zum Beweis der asymptotischen Normalitit
des KQS mit dem Nachweis ab, dafl auch die standardisierende Matrix ®,,(+)
C-straff ist:

8.2.15 Satz Die standardisierende Matrix ®,, () hat die Darstellung
®,(9) = P () + op(1).

Sie ist auf kompakten Teilmengen ©, C © des Parameterraumes C-straff.

Bewezs:

Es gilt:
20(00) = 5 [ (Ron®) = Kon(t)) F5R0.n(8) Ko, ()
I
[ Bon®) = Roon0) fehon@Roonta) (8259
1
+/|%]\ﬁ"(t)|2]\ﬁo,n(dt) (8.2.59)

Wir konnen fiir beide Summanden die C-Straftheit einzeln zeigen. Die Bewei-
se verlaufen wie in den vorherigen Abschnitten. (8.2.58) zerlegen wir in einen
fiihrenden und drei Restterme:

(Ron(t) = Mgy n(t)) s Ao n(t) Ao, . (dt)

~—

(EAg(t) — EAo(t)) E 25 Ag(t) EAo(dt)

+ [ (Rogn(t) —EAg(t) — Ay, n(t) + EA(1)) B 25 Ay (t) EAo(dt)

+ [ (Ron(t) = Mgy () (ZsRon(t) — E 25 Ap(t)) Ag, n(dt)

+ [ (Ron(t) = Mgy n(t) 25 Ag.n(t) (Ag, n(dt) — EAo(dt))

~— S — S —

Der fiihrende Term ist deterministisch und héngt nicht von n ab. Seine C-
Straffheit ist ohne weiteres einsichtig.

Der erste Restterm entspricht fast den ersten beiden Restgliedern ot (9), af? ()

aus (8.2.10b). Er kann analog behandelt werden.
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Der zweite Restterm erlaubt eine Untersuchung, die weitestgehend der des drit-
ten Restglieds ') () aus (8.2.10b) gleicht.

Der dritte Restterm schlieflich hat einen Aufbau wie 77(3) (9) im Beweis des

Satzes 8.2.11 und kann ebenso bearbeitet werden.

Ganz entsprechende Schliisse sind beim Nachweis der C-Straftheit von (8.2.59)
moglich. Eine geeignete Zerlegung ist:

— 2 —
180 Ao alat)
I
- /yE 2 A1) B Ao (dt)
I
— T —
(EZAs(t) — ZAon(t)) EZAg(t) Ay, n(dt)

+ [ ZAj ) (EZAs(t) — Z Ao n(t)) Ao, n(dt)

+
~— —

+ /|E,%I\19,n(t)|2 (Ao, n(dt) — EAo(dt))

~

8.3 Beweisschritte

Beweis von Theorem 3.5.1:

Der Beweis zur asymptotischen Normalitdt des KQS erfolgt in mehreren Schrit-

ten. Wir werden zunéchst zeigen, dafl fiir eine geeignete Hilfsfolge In Ls, Yo
gilt:

=Un

)
=285 [ Ron® = o) fyRon0) Ro, )] _, +(07 = 02)
I

— 1/ / (Ao (t) = K, n(8)) 2 R n(®) Aﬂmn(dt)]ﬁ:ﬁ: (8.3.1)
/ :

—nl/? / (g (t) = Apon () Z5Ao.0 (1) Nn(dt)‘ﬁ:l92 top(l)  (832)
I

— pl/2 / (N () = Aoon () 25800 ()] g Nu(dt) +o0p(1) (8.3.3)
I

/2 / (Na(®) = R n (D) G5 Ron ()] y_y. Aognldt) +0p(1)  (8:3.4)
I
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=t [0 = Bou ) Ry, Rosd) +or(1)  (335)
1
=n'/? // DNy, n(t) Mo, n(dt) (Na(dw) — Ag, ,(dz)) + op(1)
IX [T, tmax]
(8.3.6)

_ 1 // E 2 Ay, (1) EAo(dt) (No(dz) — Ag, n(de)) + op(1)
IX[z,tmax]

(8.3.7)

Der Nachweis der Schritte (8.3.1) bis (8.3.7) erfolgt direkt im Anschluff durch
die Lemmata 8.3.1 bis 8.3.7. Das innere Integral in (8.3.7) ist deterministisch,
wir haben also die folgende i. i. d.-Darstellung erhalten:

BTy / ( / E&Aﬁo<t>EAo<dt>> (Nu(dz) — Ao, x(d)) + op(1)

F=LT T tmas]

(8.3.8)

Die integrierenden Mafle sind zentriert, dasselbe gilt folglich fiir die Summanden.
Deren Kovarianzmatrizen enthalten deshalb fiir 1 <, j < d die Eintrége:

COV(/( / (E 250, (1)), EAo(dt)) (N(dz) — Ao(da)),

I [2,tmax]

( / (B 0. (1), EAo(dD)) (N(dx)Ao(d:r)))

I [zutmax]

:E</( / (B &A0. (1), EAc(dD)) (N(da) — Ao(da)
1

T, tmax]

. / ( / (E A0, (1)), EAO(dt)> (N (dz) — Ao(dx))) (8.3.9)
I [z,tmax]

Die inneren Integrale sind deterministisch, gemé8 [5, S. 71, Th. 11.3.1 und (2.3.5)]
handelt es sich bei den dufleren Integralen um quadrat-integrable Martingale.
Das Produkt in dem zu betrachtenden Erwartungswert kann durch seine vor-
hersehbare Kovariation ersetzt werden, wie direkt aus deren Definition folgt,
vgl. [5, S. 68]. Die vorhersehbare Kovariation einer ”Martingaltransformierten”
konnen wir geméB [5, S. 71, Th. I11.3.1 und (2.3.5)] auf ein Integral bzgl. der vor-
hersehbaren Variation (M, M)(:) des integrierenden Martingals zuriickfithren.
GemisB [5, S. 74, (2.4.3)] entspricht die vorhersehbare Variation (M, M)(-) dem
(stetigen) Kompensator Ao (+) und wir erhalten:

] = E(/( / (E 2 A0, (1), EAo(dt)>

I [xatmax]

(] a0, Bauan) s )

[2,tmax]
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Weiterhin ist auch Teil 2 des Lemmas A.2.3 anwendbar:

[...]:/( / (E%Ago(t))iEAo(dt))

I [wztmax]

( / (B &0,(1)), EA(d1)) EAo(dz) = Cig(95)
[z, tmax]

Der klassische ZGWS liefert nun aufgrund der bisherigen Uberlegungen das
Resultat:

n2®,,(d,) - (95 —9.) 2 N(0,C(3)) wobel 9, =25 0, (8.3.10)

n

Wir wollen in (8.3.10) die Parameterfolge 9, durch ihren deterministischen
Grenzwert U, ersetzen. Satz 8.2.15 und Lemma A.1.1 liefern

B, (D) = Do(Vo).

Wir sind an einer entsprechenden Aussage fiir die Inverse interessiert, sofern
letztere existiert. Wegen Lemma 8.2.3 gilt

det @y, (d,,) > det B (90) > 0,

die standardisierende Matrix ®,,(¥,) ist also fiir geniigend grofien Stichprobe-
numfang n mit beliebig grofer Wahrscheinlichkeit invertierbar. Die Inverse der
Matrix ®,(d,) 148t sich als Quotient aus der adjungierten Matrix adj(®,,(¥,))

und der Determinante det ®,,(¢,,) schreiben, vgl. [56, S. 148, Sétze 4 und 5, dort
wird die Adjungierte als komplementéire Matrix bezeichnet]. Die Adjungierte ist
wie die Determinante stetig von 1 abhéngig, es folgt also:

adj(®,,(J,)) = adj(®o(9s))
Slutskys Theorem [67, S. 19, (iii)] liefert

-1 adj(®,(d, -1
(@) = 2D 2 g 0)) 7,

wobei wir nochmals beachten, dafl die linke Seite nicht immer, aber bei wachsen-
dem n mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit definiert ist. Eine weitere Anwendung
von Slutskys Theorem liefert

nt2®,(9,) - (0% — 9,)
- (@n(ﬁo)(@n(ﬁn))*l) (n1/2@n(1§n) (0% — 190)) L N(0,C(0.)),

denn der erste Klammerterm konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen die Iden-
titdt, so daf der zweite Klammerterm das asymptotische Verhalten des Gesamt-
ausdrucks geméf (8.3.10) bestimmt. Damit ist Theorem 3.5.1 gezeigt. |

8.3.1 Lemma Es gilt (8.3.1), d. h. es existiert eine Folge Oy, ts, Jo mit:

w128 [ Ron(®) = Rou®) doRon(t) Roslt)] _, - (07~ 00)
I

—YUn

02 [ (Ba) ~ Rarn0) dyR0nt) R ()
I

9=0;,
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Beweis:

Die stochastische Funktion

9 — nl/? /(/_\g’n(t) - /_\ﬁo’n(t)) %[_\ﬂ,n(t) Aﬁo’n(dt) (8'3'11)
I

ist f. s. stetig differenzierbar, wir sehen dies folgendermaflen ein: Zunéichst kann
das Integral pfadweise betrachtet werden, also fiir festes w € Q. Dann tritt ¢
lediglich im Integranden auf. Dieser ist wegen (3.2.3) stetig von ¢ abhéngig.
Der grundlegende Satz iiber stetig parametrisierte Integrale kann angewendet
werden, vgl. etwa [32, S: 82, Satz 1].

Wir betrachten die lineare Entwicklung von (8.3.11) um ¥,: Bezeichne
Op(w) =0, = (0L,...,9%) € © C RY,
einen Parameterwert, welcher koordinatenweise zwischen dem KQS
9% = ((905)"....(95)%) € © C R?
und dem wahren Parameter
do = (0%,...,9%) € @ CR?
liegt:
O e [(0) 0] Vi=1,...,d

¥, kann so gewahlt werden, dafl

12 / (o) = A (8) 2 Ag0 (1) ]\qgmn(dt)’

=07
I
= pl/2 / (Ron(®) = Ao n(8)) B Ron(®) Rogn(at)]
I —UVYo
4 nl/22 / (Ron(®) = Rooin(®) ZyRon(t) Ko@) - (05 = o)
I

gilt. Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet, da sein Integrand
verschwindet. ||

8.3.2 Lemma Es gilt (8.3.2):

I
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Beweis:

Wir spalten das Integral auf:

9=v7

n

02 [ (R (t) = Moo (8)) 2R (£) (N (dt) — ]\gmn(dt))‘

Y=19%

— pl/2

(Ron®) = Rooin(®) Z8on () Nadt)| + an(0})

n

NL-\5 N“~‘\\ ~

In der letzten Gleichung haben wir die Definition (8.2.8) von «,, verwendet.

Das Lemma ist also bewiesen, wenn wir
*
an(9;,) = op(1)
zeigen.

Nach Definition gilt «,(J5) = 0, es geniigt also,
o (0) = (o) = 0
nachzuweisen.

Nun gilt ¥}, L 9, nach Theorem 3.3.1 und wegen Satz 8.2.4 ist ay,(-) auf be-
liebigen, kompakten Parameterteilmengen ©, straff. Lemma A.1.1 liefert die
gesuchte Aussage. [ |

8.3.3 Lemma Es gilt (8.3.3):

12 [ (Ron() = R n(8)) 5800 (8) Na(dt)

Y=19%

— pl/2

S — ~—

Beweis:

Eine geeignete Aufspaltung des Integranden liefert:

12 / (Rgn(t) = Apy () 2R (D) ]\_fn(dt)‘
I

=02 [ (R 0) = Nal) s Rot) N
I

+nt/? / (Nat) = Roun(®)) &5 Ko (t) Na(a)|
1

9=79%

Y=29%

n

9=17

n
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Der erste Summand verschwindet wegen

nl/Q/(/_Xan(t) _ Nn(t))%[iﬂ’n(t) N, (dt)

9=0;;

= 245 INu() = Row Ol | =0.

Dies gilt nach Definition des KQS in Abschnitt 3.2.5 und der Forderung (3.2.4),
daf3 © offen ist. [

8.3.4 Lemma Es gilt (8.3.4):

nl'/? /(Nn(t) - I_Xﬁo,n(t))a%[\ﬁm(mﬁ:ﬁ; N (di)
T

I / (No(t) = Boon () 2R (D)] g Do () + 0p(1)
I

Beweis:

Geméf (8.2.37) entspricht die Aussage des Lemmas der Behauptung
Bn(0) = or(1).

Dies gilt wegen Satz 8.2.8. |
8.3.5 Lemma Es gilt (8.3.5):

12 / (N () = Rogn (1)) 5B ()] gy Ao (dt)
I

— /2 / (Na(t) = Roon(8) SR ()] y_y. Koun(dt) + 0p(1)
I

Beweis:

Nach Definition (8.2.50) geniigt es,

n(07) = (o) = op(1)

zu zeigen. Wegen Satz 8.2.11 ist v, (J) auf kompakten Parameterteilmengen
straff. Die gesuchte Aussage ergibt sich deshalb wie im Beweis zu Lemma 8.3.2
aus der Konsistenz des KQS. |

8.3.6 Lemma Es gilt (8.3.6):

W2 [ (Nalt) = Ron(6) G5 Racn(6) Ra ()
I

= 02 [ BR800 (d0)) (Falde) ~ R, ()

I [1 )tmax]
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Beweis:
Wir schreiben Teile des Integranden als eigenes Integral:

a2 [ (Ralt) = Ra0) 5o (0) R, )
I

Y / ( / U <t} (Na(d2) = Ro, n(d2) ) & 8o, n(t) Ko, (@)

I I
_ /2 / / 1o < 1} 2 Ko n(t) (Nu(da) — Ao, n(da)) Ko, n(dt)

IxI

Nun wenden wir den Satz von Fubini an:

[ ]=n2 [ 1{z <t} & A, n(t) Ao, n(dt) (N, (dz) — Ay, n(d))

2 [ o) Ran(at)) () — R ()

I [2,tmax]

Das Lemma ist bewiesen. [ |

8.3.7 Lemma Es gilt (8.3.7):

n'/? / ( / %Agmn(t)Agmn(dtO M, (dx)

I [-'I;atmax]

_ n1/2/( / E(%Ao(t)EAo(dt)>Mn(dx)+0p(l)

I [2,tmax]

Beweis:

Wir spalten die Differenz der beiden inneren Integrale geeignet auf:

B Ry n(t) Koo () — / E -2 Ao (f) E Ao(dt)

[z, tmax] [z, tmax]

_ / B Ko n(t) (Rgyn(df) — EAo(dr)
[z, tmax]

4 / (2 Rgon(t) — B 2 Ao(t)) EAo(dt)
[z, tmax]

Das Lemma, ist also bewiesen, sofern wir

n1/2/( / 2R n(t) (Ao, n(dt) —EAO(dt))) M, (dx) = op(1) (8.3.12)

I [z,tmax]
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nl/zI/( / (Z Ay, n(t) — EZA(t)) EAO(dt)) M, (dz) = op(1) (8.3.13)

[wvtmax]
zeigen.

Wir beginnen mit (8.3.12). Der Beweisgang entspricht weitgehend dem von Lem-
ma 8.2.9:

W (] iR (® o) - Bt ) i

Zytmax]
4 =5/ Z /( / 2 Ao, k(1) (Ao, k(dt) —EAo(dt))> M;(dz) (8.3.15)

kl;z;;l I [z,tmax]

1 p5/2 Z /( / %Aﬁmi(t) (Ay, k(dt) — EAo(dt))> M;(dz) (8.3.16)
k],vzl 12, tmax]

1572 Z /( / %Aﬂo,k<t) (Ay,i(dt) — EAo(dt))> M;(dz) (8.3.17)
kl;;é:zl I [z,tmax]

e Y[ ( [ #hacn®) (hatat) - EAo(dt))> M (d)
p,k,i=1 T

pktip | [Pl
(8.3.18)

Wir betrachten wieder jeden Term (8.3.14) bis (8.3.18) einzeln. Im ersten Mo-
ment von (8.3.14) bis (8.3.17) treten n gleiche bzw. O(n?) gleichmiBig be-
schréinkte Summanden auf, welche vom Faktor n~%/2 dominiert werden.

Auf (8.3.18) wenden wir zuniichst Lemma A.3.3 an, wobei wir

Upki ¢=/< / a5, p(t) (Ag, 1 (dt) —EAo(dt))) M;(dz)

I [z, tmax]

setzen. Dazu brauchen wir lediglich Lemma 8.2.1 und (8.2.3). Lemma A.3.3
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liefert dann folgende Schranke fiir das zweite Moment von (8.3.18):

n

E]n*/? 3 /( / 2 Ay, (1) (Aw, k(dt)—EAo(dt)))M-(dx)
Poki=1 ]
ki #p

< 64n~"° // / / ,919/\190 P 819A190 q(s)

p7<q;€k>11>; g DT [ tmax] [y,tmax]

(Ao, (dt) = EAG(d1)) (Mg, x(ds) — E Ao(ds)) My(dy) Mi(da))

’ 2

Die Betriige der verbleibenden O(n*) Summanden sind gleichmiilig beschrinkt
und werden deshalb vom Faktor n~° dominiert.

Damit ist der Beweis von (8.3.12) beendet, wir wenden uns (8.3.13) zu

n'/? / ( / (Z Ay, n(t) —EZA(t)) EAO(dt)> M, (dx)

I [2,tmax]

= n~3/2 Zn: /( / (2 Ao, 1(t) — EZA(t)) EAo(dt)> M;(dx)

k=17 [, tmax]

7,173/22 / ( / 2Ny i) — B2 A1) EAo(dt)> M;(dz) (8.3.19)

YT Tt

432 Z / (%Aﬂmk(t) - Ea%Ao(t)) EAo(dt)> M;(dzx) (8.3.20)
ki=1" 2t ]

k#q/ stbmax

Die L;-Konvergenz von (8.3.19) ergibt sich nach bekanntem Muster aus den

n gleichen Summanden und dem Faktor n~3/2. Fiir das zweite Moment von

(8.3.20) liefert Lemma A.3.2 eine obere Schranke mit O(n?) gleichmiBig be-

schrinkten Summanden, die von n~3 dominiert werden. Die Voraussetzungen

des Lemmas sind nach Lemma 8.2.1 und (8.2.5) erfiillt. [ |

Wir beweisen nun noch die asymptotische Normalitit des KQS bzgl. bedingter
Intensitéten, die wir in (3.5.1) eingefiihrt haben.

Beweis von Korollar 3.5.2:

Der Beweis des Theorems 3.5.1 kann bis auf die Berechnung der asymptotischen
Kovarianz nach (8.3.9) wortlich beibehalten werden, da bis dahin lediglich die
Zentriertheit der Prozesse Nj(-) — Ay, x(-) verwendet wird, jedoch nicht ihre
Martingaleigenschaft. Das folgende Lemma 8.3.8 ermdglicht fiir 1 <4, 5 < d die
Berechnung der gemischten Momente

E( / ( / (B 500, (1), EAo(dh)) (N(da) — AS, (de))

I [z,tmax]
S © &), Baa) (¥ - a5 @),
[

I

T, tmax]
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welche beil Verwendung bedingter Intensititen anstelle von (8.3.9) auftreten. Es
schliefit so den Beweis des Korollars ab. |

8.3.8 Lemma Fiir A-vorhersehbare Funktionen f,g: I — R gilt:

/ 6 (V) = 45, (a0) - [ gft) (Nlat) - 25, (a1) )

I

—E /ft (dt) — Ay, (dt)) ~/g(t) (N(dt)—Aﬂo(dt)))
I

I
+B( [ £0) (Ao, () -~ 8, (@0) - [ 9(0) (Ao, (at) ~ 45, (@)
I I
Bewets:
Zunéchst gilt:

/ 6 (V) = 45, (a0) - [ gft) (Nlat) ~ 25, (a1) )

I

_E /f oo (dt) + Ay, (dt) — AS, (d1)

[ ate) (V) = Ko, () + Ao, (at) ~ 15, (@)

I

= ([ £ (N(at) ~ Ao (@0) - [ g6) (V(at) - 8. (1))

I

+B( [ 10 (80, () ~ A5, @) - [ 9(0) (Ao, (at) - S, (1))

1

(
([ 1) (N ) — Ay, () / (1) (Ao, () — AS_ (@))  (33.21)
( - s

£() (A g(t Ao (@) (8.3.22)

N\N

Es gentigt also zu zeigen, daf8 die Ausdriicke (8.3.21) und (8.3.22) verschwinden.
Wir betrachten lediglich (8.3.21):

B / £(6) (N () ~ Mg, (d) - / (1) (Ao, (d1) — A, ()

I

(e[ 110 o) - [ g(0) (o a1) — A, @) [ Altmas )]

I I
= B(E[ [ £6) (V(@t) = 80, (60)| Altuns)] - [ 9(0) (A0, (d0) ~ A5 (1)
1 I

Der bedingte Erwartungswert verschwindet, da es sich bei dem Integral um ein
A-Martingal handelt. [ |
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9 Regressionsmodelle fiir allgemeine Punktpro-
zesse

9.1 Ubersicht iiber die Literatur

[71] bietet im Rahmen eines Lehrbuches eine umfangreiche Darstellung ange-
wandter Probleme, die eine Formalisierung mit Punktprozessen zulassen. Auf
das Problem der Parameterschitzung fiir ”self-exciting” Punktprozesse (ohne
externe Einfluigrofien) geht [71, pp. 302] ein. Dabei wird ein Schwerpunkt auf
die Formulierung des Maximum-Likelihood-Schétzers gelegt. Asymptotische Ei-
genschaften dieses Schiitzers werden nicht untersucht.!® Im Rahmen gefilterter
Poissonprozesse werden Resultate vorgestellt, die z. B. den Schluf§ von einem
beobachteten Poissonprozefl auf einen Gauflprozefl zulassen, der selbst nicht be-
obachtet wurde, aber die Intensitit des Poissonprozesses auf bekannte Weise
beeinfluft, [71, p. 412, Theorem 7.4.4]. In dieser Situation wird ein Kleinst-
Quadrate-Schétzer auf seine asymptotischen Eigenschaften hin untersucht.

Es fallt auf, wie stark diese theoretischen Resultate auf relativ spezifische An-
wendungsprobleme zugeschnitten sind. Im Vorwort notieren die Autoren: ”The
changes we have introduced in this revision are in large part an outgrowth of
our research over the past seven years on the development of methods for quan-
titative image-formation.” ([71, p. vi]). Allgemeine Punktprozesse scheinen nur
in speziellen Anwendungen iiberhaupt in ausreichender Zahl beobachtet zu wer-
den, um asymptotische Eigenschaften entsprechender Schéitzer praxisrelevant zu
machen. Jedenfalls rankt sich der iiberwiegende Teil der stochastischen Litera-
tur zur Parameterschitzung in Punktprozessen um recht spezielle Typen von
Punktprozessen. Neben Poissonprozessen werden vor allem empirische Prozesse
betrachtet, zu deren Schiitzung ja keine i. i. d. Beobachtungen von Punktpro-
zessen, sondern von reellen Zufallsvariablen bendtigt werden, siehe z. B. [72].

Betrachten wir kurz einige Veroffentlichungen der letzten zehn Jahre, um diesen
Trend auch fiir die Teile der Forschung zu belegen, die keine empirischen Prozes-
se betreffen. [37] untersuchen starke Konsistenz und asymptotische Normalitét
flir einen homogenen Poissonprozef, dessen Beobachtung durch eine ” Totzeit”
nach jedem Sprung behindert wird.

[24] betrachten asymptotische Eigenschaften eines nichtparametrischen Maximum-
Likelihood-Schétzers fiir die periodische Intensitét eines heterogenen Poisson-
prozesses.

[42] untersuchen den Kleinst-Quadrate-Schitzer fiir heterogene Poissonprozesse,
wiederum auf einer einzigen Realisation. Die Asymptotik besteht in all diesen
Untersuchungen darin, das Beobachtungsfenster fiir den Pfad immer weiter aus-
zudehnen. Offenbar sind diese theoretischen Untersuchungen von Anwendungen
geprigt, in denen keine groflen Stichprobenumfinge erhoben werden kénnen.

[62] betrachten Maximum-Likelihood-Schétzer, um die Existenz eines change-
points eines ansonsten homogenen Poissonprozesses zu belegen und Parameter

0Fine frithere Auflage des Buches stellte den Maximum-Likelihood-Schitzer auch fiir die
von uns betrachtete Situation eines allgemeinen Punktprozesses vor. Eigenschaften dieses
Schatzers blieben jedoch ebenfalls unberticksichtigt.
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eines zugrundegelegten Modells zu schitzen. Wieder fillt die spezielle Formu-
lierung des Modelles ins Auge und die Tatsache, daf} lediglich eine Beobachtung
verfiigbar ist.

Eine andere Forschungsrichtung untersucht stationére Poissonprozesse in hoher-
en Dimensionen, siehe z. B. [70] und die dort angegebene Literatur.

Dieser Vielfalt an weiterfithrenden stochastischen Erkenntnissen in relativ spezi-
ellen Situationen steht nun die angewandte 6konometrische Literatur gegentiber,
die wir in den letzten Abschnitten besprochen haben. In diesen Anwendungen
miissen vielfach scharfe Restriktionen klassischer Regressionsmodelle in Kauf ge-
nommen werden, um sich den zeitlichen Phinomenen des Kaufverhaltens iiber-
haupt ndhern zu kénnen. Vor diesem Hintergrund erscheint die Untersuchung
grundlegender asymptotischer Eigenschaften naheliegender Schétzer fiir para-
metrische Regressionsmodelle allgemeiner Punktprozesse geradezu tiberfillig.
Neben dem bereits eingangs besprochenen Lehrbuch [71] bin ich jedoch auch bei
intensiver Recherche in der Lehrbuchliteratur lediglich noch auf [51] gestoflen.
Diese Monographie stellt umfassend die Eigenschaften parametrischer Regres-
sionsmodelle vor, soweit sie sich auf Poissonprozesse beziehen. Wir betrachten
die Ergebnisse von [51, pp. 58-68] im iibernéchsten Abschnitt. Diese Resultate
stehen in Zusammenhang mit unseren eigenen Theoremen 3.3.1 und 3.5.1. In
derselben Arbeitsgruppe sind noch einige Doktorarbeiten und andere Verdoffent-
lichungen zu Regressionsmodellen erschienen, die sich jedoch ebenfalls explizit
auf Poissonprozesse beschrinken. Wir betrachten im nichsten Abschnitt [6],
einen der neueren dieser Artikel. Fiir die &lteren Veroffentlichungen verweisen
wir auf die dortige Literaturiibersicht.

9.2 Die Ergebnisse von [6]

[6] betrachtet das Beispiel einer speziellen differentiellen Intensitét auf einem
kompakten Intervall I, die sich in Anlehnung an die von uns in Kapitel 3 ver-
wendeten Begriffe so darstellt, vgl. [6, Condition Cy, p. 4]:

)\ﬁ(t) =19(02-t) + ¢ (9.2.1)

Dabei ist 9 € © C Ry x R ein zweidimensionaler Parameter und © ein be-
schréankter Parameterraum. Die Konstante ¢ > 0 ist bekannt, ebenso die posi-
tive Funktion g. Diese Funktion ist stetig differenzierbar auf dem Intervall I,
abgesehen von einem Sprung erster Ordnung an der bekannten Stelle 7 € I.

Also parametrisiert ¥ die Position und Hohe des einzigen Sprunges von Ay. Die
Intensitét gehort zu einem Poissonprozef, ist also deterministisch. Einflulgrofien
werden nicht betrachtet.

[6] untersucht nun die asymptotischen Eigenschaften eines Kleinst-Quadrate-

Schétzers bzgl. der Norm
1/2
1= ([ £ &)
I

Die Lo-Norm wird hier also anders als in Abschnitt 3.2.5 mit dem Lebesgue-Maf}
auf I definiert.
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[6] zeigt die schwache Konsistenz ([6, Theorem 3.1, p. 5]) und asymptotische
Normalitét ([6, Theorem 4.1, p. 7]) des KQS in dieser Beispielsituation. Die
Beweisstrukturen entsprechen grob unseren, die Betrachtung eines Poissonpro-
zef3beispiels fiihrt zu drei Unterschieden:

1. Viele unserer Voraussetzungen koénnen fiir das Beispiel als Lemmata for-
muliert werden.

2. Die Poissoneigenschaft vereinfacht den Beweis vieler notwendiger Hilfsre-
sultate dramatisch.

3. Die Beschrinkung auf ein vorgegebenes Beispiel liefert entsprechend kon-
kretere Darstellungen der KQS-Momente.

Beginnen wir mit den Voraussetzungen zur schwachen Konsistenz bei [6]. Ab-
gesehen von (3.2.3), (3.2.5) und (3.2.7) sind alle unseren Bedingungen aus Ab-
schnitt 3.2 fiir das Beispiel (9.2.1) offensichtlich erfiillt. Die Differenzierbarkeits-
bedingung (3.2.3) sehen wir fiir (9.2.1), wenn wir das Integral an der Sprungstelle
7 /Y9 des Integranden zerlegen und die Stammfunktionen fiir die beiden resultie-
renden Teilintegrale als Funktion von 9 betrachten. Die zur Identifizierbarkeit
bendtigte Voraussetzung (3.2.7) wird in [6, Lemma 3.2, p. 6] bewiesen. Dabei
wird ein Kompaktheitsargument verwendet, das (3.2.5) implizit voraussetzt.

Der Beweis [6, p. 5] beginnt mit Ungleichungen, die ungefihr den Inklusionen
entsprechen, welche zu (7.3.7) in unserem Konsistenzbeweis fithren. Da [6] le-
diglich die schwache Konsistenz zeigt, geniigt dort im Anschlufl Tschebyscheffs
Ungleichung, um den Beweis zu beenden. Wir zeigen hingegen f. s. Verhalten der
beteiligten Terme geméf (7.3.8), und ziehen uns dabei letztlich auf das starke
Gesetz gemif Satz A.4.1 zuriick.

Wir wenden uns den Voraussetzungen der asymptotischen Normalitdt zu. Die
Differenzierbarkeitsbedingung (3.4.1) behandeln wir entsprechend wie (3.2.3).
Unsere Lipschitzbedingungen (3.4.2) bis (3.4.5) werden in #hnlicher Form durch
[6, Lemma A.3, p. 22] bereitgestellt. Unsere Momentenbedingungen (3.4.6) bis
(3.4.10) sind fiir die deterministische Intensitét (9.2.1) ohne weiteres erfiillt. Die
kumulative Intensitdt ist auflerdem streng monoton wachsend, da g > 0 gilt.
Damit ist (3.4.11) gegeben. Unsere letzte Bedingung (3.4.12) bendtigen wir,
um in Lemma 8.2.3 zu zeigen, dafl die standardisierende Matrix invertierbar
ist. Eine entsprechende Annahme trifft [6] auf Seite 16 unten, wenn durch die
Determinante D dividiert wird.

[6, p. 17, Lemma A.1] soll die Identifizierbarkeitsbedingung [6, Lemma 3.2, p. 6]
verschérfen. Wir bendétigen jedoch auch in unserem Beweis zur asymptotischen
Normalitéit in Kapitel 8 lediglich die schwiichere Voraussetzung (3.2.7). Es er-
scheint deshalb fraglich, ob Lemma A.1 in [6] tatséchlich notwendig ist. Der
in [6, pp. 17] angegebene Beweis ist auBerdem fehlerhaft. Beim Ubergang zu
Gleichung (A.1) auf Seite 18 wurde (in der dort verwendeten Notation) der ad-
ditive Restterm 2(A(Jo + h,t) — A(Yo, 1)) (h, A(Yo,t)) der GréBenordnung o(|h)
vergessen. Damit schligt aber die folgende Beschrinkung auf Werte h/|h| der
Einheitskreislinie fehl. Es ist unklar, inwieweit das Kompaktheitsargument noch
beibehalten werden kann, das bei (A.3) beginnt und direkt vor (A.4) endet.
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Der Beweis zur asymptotischen Normalitdt kann in vier inhaltliche Schritte
untergliedert werden, die gut mit unseren in Kapitel 8 vergleichbar sind.

1. 7Bild des KQS unter einer linearen Transformation”: Der Ausgangspunkt
beider Beweise ist die Minimalitétseigenschaft des KQS. Daraus resultiert
eine Bedingung an die erste Ableitung der Abstandsfunktion zwischen
beobachteten Prozessen und Modellintensitét. Diese wird sowohl von [6,
(4.4), (4.5), p. 8] als auch von uns in Lemma 8.3.3 ausgenutzt. Wir erhalten
so das Bild von n'/?(9% —,) unter einer linearen Transformation. Dabei
bezeichnet ¥} den KQS und ¢, den wahren Parameter. Allerdings hangen
sowohl die lineare Transformation als auch das Bild zun&chst weiterhin
vom KQS ab, vgl. unsere Grofle auf der rechten Seite von (8.3.3) sowie bei
[6] die Gleichung (4.7) auf Seite 8 und die Gleichung iiber (4.20) auf Seite
13.

2. ?Ubergang vom KQS zum wahren Parameter”: Im zweiten Beweisschritt
wird gezeigt, dafl der KQS in der eben angesprochenen Transformation
und im Bild asymptotisch durch den wahren Parameterwert 9, ersetzt
werden darf. [6] zeigt dies in den Lemmata 4.2 bis 4.7 auf den Seiten 8 bis
15 und bekommt schliefllich [6, (4.19) und (4.20), pp. 12]. Wir verwenden
die Straftheit der entstehenden Restterme und erhalten so (8.3.5).

3. ”Schwache Konvergenz gegen Normalverteilung”: Wir verfiigen nun iiber
approximative Darstellungen der linearen Transformation und des Bildes
von n'/2(9% —19,), die nicht mehr vom KQS selbst abhiéngen. Allerdings
variieren sie weiterhin mit der Stichprobengrée n. [6, p. 17 oben] vollzieht
den Grenziibergang in n. Dabei kommt wesentlich [6, p. 20, Lemma A.2]
zum Einsatz. Dieses Lemma beschreibt die asymptotische Verteilung ei-
nes Integrals des Martingals, das in unserer Notation mit N,,(-) — Ay, (")
bezeichnet wird. Im Beweis wird mehrfach verwendet, dafl die beobach-
teten Prozesse Poissonprozesse sind, und zwar sowohl die resultierende
Unabhéngigkeit der Zuwichse als auch die Tatsache, da die Intensitét
deterministisch ist. Der Beweis beruht letztlich wie unser auf Straffheits-
argumenten. [6, p. 21] zitiert sie aus [45, p. 380, Theorem 22]. Den Ab-
schlufl des Beweises zur asymptotischen Normalitit bildet bei [6, p. 17]
dann ein ZGWS fiir integrierte Brownsche Bewegungen. Die bei uns in
(8.3.5) auftretenden Intensitéten sind zufillig, wir ersetzen sie in Schritt
(8.3.7) durch deterministische Gréfien. Anstatt einen ZGWS fiir integrier-
te Prozesse zu verwenden, ziehen wir uns mit Fubini in (8.3.6) auf Grofien
zuriick, die mit dem klassischen ZGWS fiir reelle Zufallsvariablen behan-
delt werden kénnen.

4. ” Auflésen nach dem KQS”: AbschlieBend mufl nachgewiesen werden, dafl
die lineare Transformation, der wir die Differenz n'/2 (9} — 9,) bisher un-
terworfen haben, invertierbar ist. Wir zeigen dies im Anschlufl an (8.3.10).
Beim Vergleich unserer Voraussetzungen mit denen von [6] hatten wir be-
reits darauf hingewiesen, daf} [6, p. 16 unten] durch die Determinante der
linearen Transformation dividiert und damit deren Invertierbarkeit vor-
aussetzt.

Der Beweisgang von [6] zeigt auch, dafl die Sprungstelle der differentiellen Inten-
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sitdt fiir den Kleinst-Quadrate-Schétzer eigentlich unbedeutend ist. Dies wird
dadurch bekriftigt, dafl die asymptotische Normalitidt dieses Schétzers weiter-
hin gegeben ist. Hierin unterscheidet sich der KQS vom Maximum-Likelihood-
Schitzer und vom Bayes-Schitzer, vgl. [6, pp. 3] und die dort angefiihrte Li-
teratur. Als Grund fiir dieses besondere Verhalten des KQS kénnen wir anse-
hen, daf§ eine ”einfache” Unstetigkeit der differentiellen Intensitét in ¢ relevante
Glattheitseigenschaften der kumulativen Intensitéit nicht stort. Letztere ist aber
entscheidend, denn der KQS minimiert ¢hren Abstand vom Stichprobenmittel.

9.3 Die Ergebnisse von [51, pp. 58-68]

Bei [51] handelt es sich um eine Monographie, die Regressionsmodelle fiir Pois-
sonprozesse behandelt. In diesem engeren Rahmen geht sie weit iiber die von
uns erzielten Ergebnisse hinaus. Neben dem KQS werden auch der Maximum-
Likelihood-Schétzer und der Bayes-Schétzer behandelt. Der Konsistenz und
asymptotischen Normalitdt werden asymptotische Entwicklungen mit Gliedern
hoherer Ordnung zur Seite gestellt. Auflerdem werden fehlspezifizierte und nicht
identifizierbare Modelle untersucht. Schliefilich werden auch nichtparametrische
Schétzverfahren angesprochen. Die von uns verallgemeinerten Resultate finden
wir zu Beginn des Abschnitts 2.2, [51, pp. 58-68].

[61, p. 65] formuliert das Theorem 2.8, welches die schwache Konsistenz, die
asymptotische Normalitit sowie die Konvergenz der Momente fiir den KQS
liefert. Die ersten beiden Resultate konnen mit unseren beiden Theoremen ver-
glichen werden.

Der Beweisgang kann wieder in die vier prinzipiellen Schritte zerlegt werden, die
wir bereits im letzten Abschnitt verwendet haben. Bei der folgenden Darstellung
von [51, pp. 58-68] wollen wir zwei Aspekte untersuchen:

1. Die Voraussetzungen sind bei [51] stérker an den Notwendigkeiten der
Beweistechnik orientiert, wihrend wir unsere Bedingungen vorrangig fiir
das Modell formuliert haben. Deshalb ist ein direkter Vergleich der Vor-
aussetzungen schwierig. Wir werden stattdessen nachweisen, dafl unsere
Annahmen dhnliche Zwecke im Beweis erfiillen wie die von [51].

2. Da die ersten zwei Aussagen von [51, p. 65, Theorem 2.8] als Spezialfille
unserer Theoreme fiir Poissonprozesse angesehen werden konnen, liegt die
Frage nahe, ob die Beweisideen von [51] in einfacher Weise verallgemeinert
werden konnen, um unsere Ergebnisse zu erzielen. Wir hatten bereits an-
gedeutet, dafl der prinzipielle Beweisgang &hnliche Schritte vollzieht wie
unser. Wir werden jedoch belegen, daf} sich die eingesetzten Techniken ei-
ner offensichtlichen Ubertragung auf ”allgemeine Punktprozesse” in unse-
rem Sinne widersetzen. Dies gilt in besonderem MaBe, wenn der Ubergang
zu bedingten Intensitidten angestrebt wird, der die Martingaleigenschaft
aufgibt.

Mit den vorbereitenden Resultaten fiir Poissonprozesse stellt [51, pp. 17-30]
wesentliche Hilfsmittel fiir seine spéiteren Aussagen bereit, insbesondere eine
Maximalungleichung ([51, pp. 22, Lemma 1.3 und Korollar]) und einen ZGWS
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([61, pp. 24, Theoreme 1.1 und 1.2]) fiir Prozesse, die in unserer Notation
fg f(s)(N(ds) — As(ds)) heiBen. Die angegebenen, kurzen Beweise dieser Hilfs-
ergebnisse beruhen ihrerseits auf den charakteristischen Funktionen [51, p. 18,
(1.4) und (1.5)] der betroffenen Prozesse. An diese Grofien gelangen wir jedoch
nur, wenn wir die Verteilung der Zuwéchse N (t) — N (s) fiir beliebige t > s ange-
ben konnen. Dies ist fiir Poissonprozesse leicht moglich, fiir allgemeine Punkt-
prozesse jedoch nicht mehr offensichtlich.

Fiir den Beweis der Maximalungleichung [51, pp. 22, (1.16) und (1.17)] ist wohl
noch eine Verallgemeinerung maglich, die direkt auf Doobs Maximalungleichung
[8, p. 404, (46.2")] aufbaut. Sobald wir jedoch bedingte Intensititen anstelle von
Ao () betrachten wollen, verlieren wir die Martingaleigenschaft von N(-) — Ao (+)
und damit auch dieses Hilfsmittel.

Eine dhnliche Einschétzung gilt fiir den ZGWS [51, pp. 24, Theoreme 1.1 und
1.2]. Diese Aussage 148t sich i. w. ebenfalls auf Punktprozesse mit stochastischen
Kompensatoren iibertragen, wenn auch mit deutlich mehr Aufwand, vgl. z. B.
[31, p. 204, Theorem 5.1.1]. Allerdings wird dann von der Martingalstruktur es-
sentiell Gebrauch gemacht, so dafy bedingte Intensitéiten nicht in offensichtlicher
Weise erfafit werden koénnen.

Die Voraussetzung [51, p. 59, C1] zur schwachen Konsistenz iibernimmt und
verschiirft die Rolle unserer Bedingung (3.2.7) zur Identifizierbarkeit. Auf Diffe-
renzierbarkeit der kumulativen Intensitét verzichtet [51, p. 59] hingegen zunéchst
ausdriicklich.

Wir betrachten nun kurz den Beweis der schwachen Konsistenz gemifl [51, pp.
60, Theorem 2.6]. Er beginnt in dhnlicher Weise wie [6, p. 5] und unser Theorem
3.3.1 mit einer Ungleichungskette der abzuschitzenden Wahrscheinlichkeit. An
ihrem Ende beruft sich [51] auf die bereits angesprochene Maximalungleichung
51, p. 23, (1.17)].

[51, pp. 60] verzichtet weiterhin auf Differenzierbarkeitsbedingungen. Er formu-
liert zunéchst [51, p. 61, Theorem 2.7], das den ”schwachen Konvergenzschritt”
des Beweisganges vorwegnimmt, den wir in Abschnitt 9.2 als Schritt 3 betrach-
tet hatten. Seine zuséitzlichen Annahmen C2 bis C4 sind an den technischen
Notwendigkeiten dieses allgemein gefithrten Beweises ausgerichtet. Insbesonde-
re [51, p. 61 (2.42) und C4] setzen exakt die Bedingungen voraus, die Straffheit
der ProzeBfolge nach sich ziehen. [51] verwendet hierbei wie [6] ein Resultat aus
[45], ndmlich [45, Theorem 1.A.21], das er als [51, p. 254, Lemma A.1] in den
Anhang aufnimmt.

Es ist bemerkenswert, daf§ die Momentenbedingung [51, p. 61 (2.42)] zur Straff-
heit mehrdimensionaler Prozesse von deren Dimension abhéngt. Dies konnten
wir in Satz A.5.2 vermeiden, indem wir den Beweisgang von [11] iibertragen
haben.

Die Voraussetzung C2, (2.40) iibernimmt die Rolle unserer Lipschitzbedingun-
gen an das Modell, C3, (2.41) quantifiziert die Identifizierbarkeitsbedingung. C4
schlieBlich fordert Konvergenz endlichdimensionaler Randverteilungen, wie sie
zum Nachweis der Straffheit einer Prozefolge ben6tigt wird.

[61, p. 61, Theorem 2.7] zeigt insbesondere, dafl aus der Straffheit der betrachte-
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ten Prozefifolge mehrere asymptotische Verhaltensweisen des Schétzers folgen:
Erstens weist er die Konvergenz des Schéitzers gegen den wahren Parameterwert
in Wahrscheinlichkeit nach. Fiir die standardisierte Differenz von Schéatzer und
wahrem Parameterwert wird die Verteilungskonvergenz und die Konvergenz der
Momente gezeigt. Die Rolle der Grenzverteilung wird dabei von der Verteilung
des Minimums des vorausgesetzten Grenzprozesses iibernommen.

Wie bereits erwéhnt, fithrt [51, pp. 62] im Beweis des Theorems 2.7 die Straffheit
der betrachteten Prozefifolge auf die Bedingungen von [51, p. 254, Lemma A.1]
zuriick. Diese Voraussetzungen weist er in den Lemmata 2.5 und 2.6 nach. Der
Beweis des Lemmas 2.5 ist sehr kurz, da die Voraussetzung C2, (2.40) bereits
fiir Produkte mittlerer Intensitéiten formuliert ist. Eine addquate Entsprechung
fiir stochastische Intensitédten ist nicht offensichtlich, da dann insbesondere der
Erwartungswert dieser Produkte nicht mehr trivial abgeschéitzt werden kann.
Vermutlich sind aufwendige Betrachtungen, wie wir sie in den Anhéngen A.2 und
A3 ausgefiihrt haben, auch hier notwendig, um den Beweisgang auf allgemeine
Punktprozesse zu iibertragen.

Der Beweis des Lemmas 2.6 beruht wiederum auf der Maximalungleichung
(1.17), die wir bereits als problematisches Hilfsmittel bei Beweisen fiir allge-
meine Punktprozesse mit bedingten Intenstidten ausgemacht hatten.

Mit [51, p. 65, Theorem 2.8] wird der Fall ”glatter” Intensitéten untersucht.
Die Betrachtung beschriankt sich nicht auf eine Distanz fiir den KQS, sondern
148t eine von der Stichprobengriofie abhéingige Distanzenfamilie zu, die allerdings
von einem endlichen Mafl dominiert werden mufl. Aulierdem wird der Definiti-
onsbereich der Poissonprozesse nicht auf reelle Intervalle eingeschrinkt, auch
mehrdimensionale Bereiche sind zugelassen. Die Berechnung des KQS erfolgt
aber unter Verwendung einer ”scanning family”. Darunter versteht [51, p. 59]
eine aufsteigende Familie von Mengen, die den Definitionsbereich der Prozesse
ausschopfen und ihrerseits mit [0, 1] indiziert werden kénnen. Damit wird der
Beweis i. w. fiir kompakte reelle Intervalle gefiihrt.

Die Bedingung C5 fordert stetige Differenzierbarkeit der Modellintensitét nach
dem Parameter. In der Folge wird aus den abgeleiteten Intensitéten die standar-
disierende Matrix ¢, () ~! konstruiert, deren positive Definitheit ebenfalls vor-
ausgesetzt wird. Damit entfillt der Beweisschritt, den wir in Abschnitt 9.2 mit
Schritt 4, ” Auflésen nach dem KQS”, bezeichnet hatten. (2.52) und (2.53) stel-
len letztlich weitere Forderungen an die Matrix ¢, (1), die sich auf gleichméBige
Betragsschranken {iber dem Parameterraum beziehen.

Die Bedingung C6 formuliert mit (2.54) und (2.55) Voraussetzungen an gewisse
Grenzwerte, die gemif [51, p. 67 oben| endliche Momente der standardisierten
Differenz von Schitzer und wahrem Parameterwert nach sich ziehen: ”Conditi-
on (2.55) and Lemma 2.2 yield [...] the estimate (2.50) for the random vector
[-..]” Die Annahme (2.55) garantiert dabei die Identifizierbarkeit des wahren
Parameters, die wir durch (3.2.7) gewéhrleisten. (2.54) ist eine Glattheitsbedin-
gung an die abgeleiteten Intensitéiten in der Ndhe des wahren Parameters, die
mit unserer Annahme (3.4.1) bzgl. der C?(0)-Stetigkeit vergleichbar ist.

Die Bedingung C7 fordert die gleichméfige Konvergenz einer gewissen, auf den
Modellintensitéiten basierenden Integralfolge gegen eine regulédre Matrix Sy. Die-
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se Matrix wird die Rolle der asymptotischen Kovarianzmatrix iibernehmen.

Die Aussagen des Theorems 2.8 haben nun dieselbe Gestalt wie die von Theorem
2.7, allerdings wird die Grenzverteilung jetzt mit N(0,Sy) spezifiziert. In der
Notation von [51] ist ¥ der wahre Parameter. Da der Beweis relativ knapp
vorgestellt wird, werden wir auch im weiteren die Originalnotation von [51]
verwenden. Auf diese Weise sollten sich unsere Kommentare leichter zuordnen
lassen.

Wie angekiindigt, beginnt der Beweis mit einem Schritt, den wir in Abschnitt
9.2 als Schritt 1 mit ”Bild des KQS unter einer linearen Transformation” be-
zeichnet hatten. In der Bezeichnung von [51] heifit die Funktion, die von u} :=
On(9) 7197 — ) minimiert wird, ||Y19(")(u,~)||. Diese Funktion wird nun um
u = 0, also um den wahren Parameterwert, entwickelt.

Der Schritt 2, ”Ubergang vom KQS zum wahren Parameter”, wird zunichst
in der Notation vorbereitet. Dabei wird statt ||Y19(n)(u, )|l das in u linearisier-
te Optimierungsproblem betrachtet. Dies entsteht, wenn die Entwicklung von
HYﬁ(") (u,-)|| nach dem linearen Glied abgeschnitten wird. [51] bezeichnet es mit
HYgO)(u7 |l Seine Losung kann explizit angegeben werden, vgl. [51, p. 65, un-
ten]. Sie wird mit ¢, notiert. Im Hauptteil des Beweises, [51, p. 66 und 67], wird
nun gezeigt, dafl die Regularitétsforderungen die Lo-Konvergenz von u} — ¢,
gegen Null nach sich ziehen.

Unser Schritt 3, ”Schwache Konvergenz gegen Normalverteilung”, lduft damit
auf den Nachweis hinaus, daB} ¢,, in Verteilung gegen N(0, Sy) konvergiert. Dies
gelingt [51, p. 68, oben] unter Verwendung des eingangs erwihnten, als Hilfs-
resultat fiir Poissonprozesse bereitgestellten ZGWS mit Hilfe der Ljapunov-
Bedingung [51, p. 25, Remark 1.2] sehr einfach, da fiir ¢,, eine explizite Darstel-
lung vorliegt, die sich mit Fubini als Integral bzgl. N,,(-) — Ay, »(-) (in unserer
Notation) darstellen 148t. Der Nachweis der Ljapunov-Bedingung wird sich fiir
stochastische Intensitdten vermutlich auch deutlich aufwendiger gestalten.

Zusammengefafit verwendet [51] zum Beweis der Theoreme 2.6 bis 2.8 bereits
an sehr grundlegenden Stellen Ergebnisse und Techniken, die nur fiir Poisson-
prozesse in dieser Einfachheit zu erwarten sind. Die Verallgemeinerung auf sto-
chastische Intensitdten im Rahmen der Martingaltheorie scheint moglich, wird
die Beweise aber deutlich verlingern. Sobald bedingte Intensitéten betrachtet
werden sollen, verliert man mit diesen Beweistechniken jedoch endgiiltig die
Flexibilitéit, die wir bewahren konnten.

Wir schliefen die Diskussion von [51, pp. 58-68] mit einer Bemerkung zum Cha-
rakter der von [51, pp. 64] angegebenen Voraussetzungen C5 bis C7. Die von
[51, p. 64] getroffene Einschétzung ”We propose several sufficient conditions that
can be verified in problems with smooth enough functions Aq(gn)(-) (with respect
to ¥).” mag zwar prinzipiell stimmen. Die Formulierung dieser Bedingungen ist
jedoch eher abstrakt, an den Beweistechniken orientiert und wenig konstruktiv.
Ich bin der Meinung, daf die in den Abschnitten 3.2 und 3.4 formulierten Bedin-
gungen fiir konkret angegebene Intensitédtsmodelle in Anwendungen jedenfalls
erheblich einfacher zu {iberpriifen sind.

Ubrigens weist [51, pp. 196, Remark 5.1] explizit darauf hin, daf8 das asympto-
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tische Verhalten des KQS, wie es in [51, p. 61, Theorem 2.7] beschrieben ist,
nicht durch Spriinge der differentiellen Intensitét in ¢ gestort wird. Dies hatten
wir bereits am Ende des letzten Abschnittes plausibel gemacht.

10 Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung

Im einleitenden Abschnitt 1.1 haben wir als Ziel dieser Arbeit formuliert, eine
Klasse von Regressionsmodellen zu diskutieren, die zur Modellierung moderner
Kaufverhaltenstheorien in besonderem Mafle geeignet erscheint. Diese Theori-
en legen groflen Wert auf die Wechselwirkung etablierten Kaufverhaltens und
vielseitiger verkaufsférdernder Mafinahmen im zeitlichen Ablauf.

Da der theoretische Apparat duflerst umfangreich ist, haben wir uns von Anfang
an darauf beschriankt, die Eignung der vorgestellten Modellklasse an einem Bei-
spiel zu untersuchen. Auf 6konomischer Seite haben wir uns dabei auf die TV-
Werbewirkung zuriickgezogen, deren theoretische Grundlagen wir in Abschnitt
1.2 kurz priisentiert haben. Aus den Schwerpunkten dieser Theorien ergab sich,
da die Verwendung disaggregierter Daten Vorteile verspricht, vgl. Abschnitt
1.5. Aus modelltechnischer Sicht haben wir uns dann die in der angewandten
Literatur verbreitete Zerlegung des Kaufverhaltens in Kaufzeitpunkt, Marken-
und Mengenwahl zu eigen gemacht. Um unseren Beitrag iibersichtlich zu halten,
haben wir uns im Anschlufl auf den ersten Aspekt beschrankt.

Eine detaillierte Durchsicht der verdffentlichten Kaufverhaltensmodelle ergab
dann in Kapitel 2, dafl sich die bisher verwendeten Modellklassen im Rah-
men von Punktprozessen gut vergleichen lassen. Die verfiigbaren Modellklassen
schopfen diesen Rahmen bei weitem nicht aus. Einerseits schrinken sie den An-
wender bei der Beschreibung der Einkaufsakte im Zeitablauf auf Poisson- oder
Erneuerungsprozesse ein, deren Intensitiat entweder nur von der Zeit selbst oder
nur vom zeitlichen Abstand zum letzten Einkaufsakt abhéngt. Andererseits sind
der Modellierung des Einflusses zeitverinderlicher Marketingaktivititen enge
Grenzen gesetzt.

Beide Restriktionen vertragen sich sehr schlecht mit den verhaltensorientierten
Theorien, die von diesen Modellen abgebildet werden sollen.

Ein Blick in die verfiigbare stochastische Literatur zur statistischen Modellie-
rung mit Punktprozessen in Kapitel 9 hat uns den Eindruck vermittelt, dafl
die theoretische Forschung in dem Sinne speziell ist, als sie sich an verfiigba-
ren Datenquellen in spezifischen Anwendungen orientiert. So haben wir z. B.
asymptotische Ergebnisse gefunden, die auf der fortdauernden Beobachtung ei-
nes einzigen Punktprozesses beruhen, fiir den Stationaritét oder Periodizitéit
angenommen wird. Bei der Untersuchung gefilterter Poissonprozesse stellt die
Theorie z. B. einen Rahmen zur Verfiigung, um von einem beobachteten Punkt-
prozefl mittels eines parametrischen Modells auf den Verlauf eines unbeobach-
teten EinfluBBprozesses zu schlieflen.

Unsere theoretischen Resultate hingegen betreffen grundlegende Eigenschaf-



10 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 128

ten der Regressionsmodelle fiir Punktprozesse, die sich stirker an ”klassischer”

asymptotischer Statistik orientieren. So beweisen wir mit unseren Theoremen

3.3.1 und 3.5.1 die starke Konsistenz und asymptotische Normalitét eines Kleinst-
Quadrate-Schétzers fiir ein parametrisches Modell der stochastischen Intensitéit

von i. i. d. Punktprozessen, die gemeinsam mit ihren Einflulgréfen auf demsel-

ben, kompakten Intervall beobachtet werden. Die Asymptotik bezieht sich dabei

auf den wachsenden Stichprobenumfang, wie aus Regressionsmodellen fiir reelle

Zufallsgroflen bekannt. Damit verallgemeinern wir Erkenntnisse, die bisher nur

fiir Poissonprozesse ([51]) und empirische Prozesse ([72]) vorlagen.

Zum Beweis der starken Konsistenz verwenden wir dabei an zentraler Stelle Satz
A 4.1, ein starkes Gesetz fiir Funktionale stochastischer Prozesse, dessen Beweis
fiir U-Statistiken seit langem Eingang in die Lehrbiicher gefunden hat.

Der Beweis der asymptotischen Normalitét beruht ebenfalls auf klassischen Ide-
en der asymptotischen Statistik. Wir nutzen hier die grundlegende Eigenschaft
aus Lemma A.1.1, die aus der Straffheit der ”Restprozesse” in der i. i. d.-
Darstellung des Kleinst-Quadrate-Schétzers folgt. Die Straffheit dieser Prozesse
zeigen wir mit der hinreichenden Eigenschaft aus Satz A.5.2. Dabei spielt die
i. i. d.-Struktur zwischen den beobachteten Punktprozessen die entscheidende
Rolle. Die Martingalstruktur, die fiir die Differenz jedes einzelnen Punktprozes-
ses und seiner Intensitdt vorliegt, konnen wir vollig vernachlassigen; lediglich
die Zentriertheit dieser Prozesse wird benotigt. Diesem Umstand verdanken wir
letztlich die Giiltigkeit unserer Theoreme auch bei der Modellierung bedingter
Intensitéten, wie sie im Rahmen der Beriicksichtigung ” unbeobachteter Hetero-
genitit” von vielen Anwendern in der Okonometrie favorisiert wird.

Insgesamt wird aus angewandter Sicht deutlich, dafl sich die verhaltens- und
zeitorientierten Hypothesen zum Kaufverhalten in dem von uns untersuchten
stochastischen Rahmen prinzipiell sehr natiirlich formalisieren lassen. Wir muf3-
ten uns die relevanten stochastischen Eigenschaften dieser Modellklasse in der
vorliegenden Arbeit allerdings von Grund auf erschliefen. Daher geht unser
eigenes Kaufverhaltensmodell in Kapitel 4 nur die ersten Schritte bei der Um-
setzung der umfangreichen, theoretischen Literatur zur TV-Werbewirkung. Wir
beschranken uns darauf, am Beispiel der saisonalen Warengruppe der Haus-
haltspackungen Speiseeis die naheliegendsten Effekte von Kaufverhalten, Jah-
reszeit und TV-Werbung von einem Modell ”auseinanderdividieren” zu lassen.
Dies gelingt auf Anhieb in plausibler Weise bei 14 der untersuchten 17 Haus-
haltsgruppen.

10.2 Ausblick

Umfangreiche Verfeinerungen unseres Modells im Sinne der Kaufverhaltenstheo-
rie sind offensichtlich moglich. Zu den naheliegenden gehort die explizite Beriick-
sichtigung weiterer verkaufsférdernder Mafinahmen neben der TV-Werbung und
die Differenzierung der Wirkung einzelner Kontakte anhand ihrer Position in der
”Werbekontakthistorie” einzelner Haushalte.

Der von uns erarbeitete theoretische Rahmen erméglicht jedoch noch deutlich
aufwendigere, praktische Verallgemeinerungen des Modells. So kénnen wir z. B.
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frithere Einkaufsakte heranziehen, etwa die Liange des letzten Kaufintervalls.

Desweiteren ist es prinzipiell moglich, Interaktionen zwischen der Vergangen-
heit der betrachteten Prozesse zu modellieren, auch unter Einbeziehung des
beeinfluBten Kaufzeitpunktprozesses selbst. Auf diese Weise ergeben sich direkt
Moglichkeiten, z. B. die TV-Werbewirkung fiir Haushalte zu unterscheiden, die
die beworbene Warengruppe zuvor héaufig, selten oder gar nicht gekauft ha-
ben. Anders als bei den bisher veréffentlichten Modellen, die sich am einzelnen
Kaufintervall statt an der gesamten Kauthistorie eines Haushaltes orientieren,
kénnen wir insbesondere ”starke TV-Werbewirkungstheorien” im Sinne des Ab-
schnitts 1.2 untersuchen, da Haushalte keine Einkédufe zu téitigen brauchen, um
in unserem Modell angemessen beriicksichtigt zu werden.

Die weitreichendste theoretische Verallgemeinerung, die ohne substantielle Ande-
rung der Beweisstrukturen mdoglich sein sollte, ist die Betrachtung markierter
Punktprozesse mit Markenrdumen N7 oder sogar R, ¢ € N. Eine derartige Er-
weiterung sollte die theoretisch saubere und praktisch duflerst flexible, gemein-
same Modellierung von Kaufzeitpunkten, Markenwahl und sogar Mengenwahl
in einem Regressionsmodell ermoglichen. Entsprechende Modelle sind augen-
blicklich nur als ”Semi-Markov-Modelle”, also markierte Erneuerungsprozesse
im Rahmen der competing risks untersucht.

Selbstverstéindlich verlangt die praktische Schitzung dieser Modelle durch Com-
puterprogramme einige Kapazitéit. Die Moglichkeiten des von uns vorgestellten
R-Programms haben wir bei der Untersuchung von Gruppen mit etwa 150 bis
200 Haushalten auf einem Laptop bereits ausgeschopft. Die schérfste Restrik-
tion scheint darin zu bestehen, dafl diese frei verfiigbare Statistik-Software alle
Datenobjekte im Hauptspeicher hélt. Insofern miifite bereits die Verwendung
kommerzieller Pakete, die die Auslagerung von Daten auf die Festplatte einfa-
cher erméglichen, hier deutliche Fortschritte bringen.

A Technische Lemmata

A.1 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

In diesem Abschnitt stellen wir eine relevante Eigenschaft der Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit bereit.

A.1.1 Lemma Die stochastische Folge X,, von Zufallsvektoren in R?, ¢ € N,
konvergiere in Wahrscheinlichkeit gegen den Vektor Y € R4:

X, 5y

Es sei f, : R? — R eine Folge stochastischer Prozesse, die auf jeder kompakten
Teilmenge K C RY C-straff ist. Dann gilt:

Beweis:
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Wir haben
Ve>0: lim P(|fo(X,) — fu(Y)] >€) =0

zu zeigen. Seien § > 0 und n > 0. Wir zeigen
HILH;OPOLL(X”) - fn(Y)| > 5) S 1.

Sei K, € R? eine kompakte Menge mit P(Y ¢ K,) < 7. Eine Zerlegung der
Menge {|fn(Xn) — fn(Y)| > €} mit Hilfe der Ereignisse {|X,, — Y| > ¢} und
{Y € K,,} liefert:

P(|fa(X0) = fa(V)| > €) = P(|fu(Xn) = fu(Y)| > &, [ X = Y[ <6, Y € Ky)
fn(Xn) - fn(Y)‘ > & |Xn - Y| < 67 Y ¢ Kn)
fn(Xn> - fn(Y)‘ > €, |Xn - Yl > 6)

)

<P( sup |fule) = fuly) >¢)

+PY ¢ K,)
+P(|X, - Y] >9)

Wegen der vorausgesetzten Straffheit der Folge f,, konvergiert der erste Term
gegen Null, vgl. [11, S. 58, (8.11)].1! Dasselbe folgt fiir den dritten Term aus
der stochastischen Konvergenz von X,, gegen Y. Der zweite Term ist nach Kon-
struktion durch 7 nach oben beschrankt. |

A.2 Pfadweise Integrale

In diesem Abschnitt arbeiten wir auf Lemma A.2.3 hin. Dieses Lemma ermdoglicht
die Berechnung von Erwartungswerten pfadweise gebildeter Integrale, sofern In-
tegrand und integrierendes Mafl gewissen Regularitéitsbedingungen geniigen.

Wir zeigen zunéchst eine wichtige Hilfsaussage fiir Lemma A.2.3. Dabei geht es
um die Approximation von Integralen mit Riemann-Summen.

A.2.1 Situation Seien X(-),Y(-) und Z(-) = Z*(-) — Z (-) stochastische Pro-
zesse auf dem kompakten Intervall I = [tyin, tmax] C R. Die Prozesse Z7(+) und
Z~(+) seien f. s. positiv, rechtsstetig und monoton wachsend, so daf§ wir sie als
zuféllige, unsignierte Mafle auf I ansehen kénnen. Die Prozesse X (-) und Y'(+)
seien f. s. auBerhalb der endlichen stochastischen Mengen Jx, Jy C I stetig. Fiir
t € Jx oder t € Jy seien fiir X (t) bzw. Y (t) Spriinge erster Ordnung zugelassen.
Dann existiert

/ |X(t)- Y ()| (ZF(dt) + Z~(dt)) € RU {+o0}.
I

Zum Nachweis konnen
[yl 2t
T

1n [11] wird lediglich K, = [0, 1] betrachtet; der Beweis benutzt aber nur die Kompaktheit
und kann deshalb direkt iibertragen werden.
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und
[1x@-yorz

einzeln betrachtet werden. In beiden Fiillen existiert das (Lebesgue-)Integral,
da der Integrand | X (¢) - Y (¢)| additiv in einen stetigen Teil und eine Treppen-
funktion zerfillt.

Wir fithren noch den Positiv- und Negativteil einer reellwertigen Funktion f
ein. Dabei handelt es sich um positive, reellwertige Funktionen, die wie folgt
definiert sind:

f+ = max(f,0)
f* = min(f, 0)
Schliefllich bezeichne
{tin,i=1,...,qn)} C{tins1,i=1,...,q(n+1)} C I neN

eine nicht notwendig deterministische, jedoch immer aufsteigende Folge von
Zerlegungen des Intervalls I. Fiir jedes n € N gelte dabei ¢(n) € N und
tmin = tl,n << tq(n),n = tmax-

A.2.2 Lemma In der Situation A.2.1 gelte

ZY(Jx)=2(Jx)=0 fs. (A.2.1)
sowie
E/ |X(t)- Y ()| (ZF(dt) + Z~(dt)) < oo. (A.2.2)
T
Dann folgt
q(n)
dmEd (L, 0, R X-0)
ti71,7lLIg;<tm Y+(t) B ti*l,'rlx.%f;<tin Y- (t)> (Z(tln) B Z(ti—l,n))

_ g / XY () Z(dt)
mit einer Folge von Y-meBbaren Zerlegungen {t;,} C I. Wenn wir zusétzlich
Zt(Jy)=Z (Jy)=0 fs. (A.2.3)
voraussetzen, kann die Folge {t;,} deterministisch gewéhlt werden.

Beweis:
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Wir beweisen die Aussage des Lemmas zunéchst unter (A.2.3). Der nach Vor-
aussetzung (A.2.2) endliche Ausdruck

/ XY (0)] (Z+(dt) + 2~ (dr))

_E / (X4 (8) + X_(0) (Ve () + Y_(8)) (Z*+(dt) + 2~ (dt))

zerfallt durch Auflosen der drei Klammerterme in acht beschrankte Summanden.
Wir untersuchen lediglich einen davon, fiir den wir

q(n)

Tlim. EZ( inf  X.(t) inf Y+(t)>(Z+(tin)7Z+(ti_17n))

ti—1,n<t<tin ti—1,n<t<tin
—E / X ()Y, () Z5(dE)  (A.2.4)

zeigen werden. Die anderen Summanden erlauben entsprechende Approximatio-
nen; die Aussage des Lemmas folgt daraus durch Linearkombination.

Zum Nachweis von (A.2.4) betrachten wir die Treppenfunktion
a(n)
V)= inf  Xi(s) inf  Vi(s)l{tii1n <t <tin}.

‘ tic1,n<s<tin ti—1,n<s<tin
=

Die aufsteigende Folge {t;,,i =1,...,q(n)} C I Zerlegungen wihlen wir deter-
ministisch. Als Erstes zeigen wir, dafl V"(¢) punktweise monoton wéchst:

0<V™t)<V™(t) neNtel fs. (A.2.5)

Wir fixieren dazu ¢ € I und wihlen passende Indices i = 2,...,¢q(n) sowie
j=2,...,9(n+1), mit

ticin <t <tin,
ti—1nr1 S <tjnt1-

Nach Definition der Zerlegungen folgt

[ti—1n+1,tjn41) C [tic1,ns tin)

und somit
0< inf Xi(t) < inf X4 (¢),
t€[ti—1,nstin) tE[tj—1,n+1,t),n+1)
0< inf Y. (1) < inf Y. (t).
T t€[ti—1,motin) +( ) TtE[tj—1mt1stint1) +( )
Insgesamt folgt
0<V™(t) = inf X (t inf Y, (t
SV = o 0y B0 e 2 O
< inf X4 (1) inf Yo (¢)
tE[tj—1,n+1:t5,n+1) tE[tj—1,n+1,t,n+1)

= V"r(1).
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Damit ist (A.2.5) gezeigt.

Als Néchstes weisen wir nach, daf} die Folge der V" (t) aufierhalb der Z-Nullmenge
Jx U Jy punktweise den Integranden X (¢)Y; (t) approximiert:

n—oo: VM) /X t)Yi(t) tel\(JxUJy) fs. (A.2.6)

Da die Prozesse X und Y auflerhalb der abgeschlossenen Menge Jx U Jy stetig
sind, gibt es zu jedem Punkt ¢ € I'\ (Jx (w)UJy (w)) eine positive Zufallsvariable
g(w) > 0, s0daBl X; und Y, auf (t—e,t+¢) L. s. stetig sind. Dies hat zur Folge,
dafl sowohl X, als auch Y auf (¢t —¢,t+¢) jeweils ihr Infimum f. s. annehmen.
Fiir geniigend groBes n € N und geeignetes i = i(n) € {2,...,q(n)} gilt

t € [ticinitin) C(t—et+e)
und deshalb

t"=arg inf Xy (8)Yi(t) € [ticinstin).
te[ti—l,n;tin)

Fiir wachsendes n € N zieht sich das Intervall [t;_1 ,,%;) auf den Punkt ¢
zusammen. Damit folgt

" —t.

Auf dem relevanten Teilintervall ist XY, stetig. Deshalb erhalten wir

ViD= it X Ya()
— X ()Y ()
J X4 (Y4 (8).

Damit ist (A.2.6) gezeigt.

Da es sich bei V™ um eine ZT-f. ii. monoton konvergente Folge integrabler
Funktionen auf I handelt, liefert der Satz von Beppo Levi:

ilég/vn(t) Zt(dt) = /X+(t)Y+(t) Z1(dt) < o0
I

vgl. z. B. [7, S. 68, Satz 11.4 sowie S. 70, Satz 11.6]. Insbesondere ist die In-
tegralfolge f V™(t) Z*(dt) beschrinkt. Wegen (A.2.5) und der Monotonie des
Integrals ist sie zudem monoton wachsend. Insgesamt folgt

0< /V”(t) ZH(dt) < /V”“(t) Zt(dt) neN fs.

I 1

und

/V”(t) Zt(dt) / /X+(t)Y+(t) Zt(dt) f s.

Wieder wenden wir den Satz von Beppo Levi an, diesmal auf die Integration
nach P. Wir erhalten

lim E/V" t) Z* (dt) /X+ (O)Y(t) ZT(dt)

n—oo
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und damit (A.2.4). Der Beweis des Lemmas unter (A.2.3) ist damit beendet.

Wenn wir die Annahme (A.2.3) streichen, ist die Ausnahmemenge Jx U Jy in
(A.2.6) keine Z-Nullmenge mehr. Wir kénnen nun jedoch erreichen, dafl (A.2.6)
auflerhalb der Z-Nullmenge Jx gilt, wenn wir die Folge {¢;,} Y-mefibar wiihlen
und dabei Jy C {t;,} sicherstellen. Mit dieser Modifikation kann der restliche
Beweis unverindert iibernommen werden. |

A.2.3 Lemma Wir betrachten die Situation A.2.1 mit den beiden zusétzlichen
Voraussetzungen (A.2.1) und (A.2.2).

1. Sei X (t) unabhéingig von o(Y (s), Z(s),s < t) fiir alle t € I. Zusétzlich
seien die Bedingungen

E/|E(X(t)) Y ()| (Z1(dt) + Z (dt)) < oo, (A.2.7)
I

E(sup | X (1)]) < oo

und

erfiillt. Dann folgt

E/X(t)-Y(t)Z(dt) = E/E(X(t)) Y (t) Z(dt).

1 T
Die angegebenen Integrale existieren.

2. Sei Z(t) unabhéngig von o(X(s),Y (s),s < t) fiir alle t € I. AuBerdem
gelte (A.2.3) sowie

E/|X(t) Y ()] (EZT(dt) + E Z(dt)) < oo, (A.2.8)
I

und
EZ(t) < oo fir tel.
Dann folgt

E/X(t)~Y(t)Z(dt) = E/X(t)-Y(t) E(Z(dt)).

1 T
Die angegebenen Integrale existieren.
Natiirlich spielt die Produktstruktur des Integranden fiir die Giiltigkeit des Teils

2 keine Rolle. Die Darstellung wurde lediglich gewahlt, um die Analogie zu Teil
1 zu verdeutlichen.
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Um Voraussetzungen der Form (A.2.2), (A.2.7) oder (A.2.8) nachzuweisen, be-
achten wir (7.2.3).

Beweis von Lemma A.2.3:

Wir weisen Teil 1 des Lemmas nach. Wir zeigen zunichst, dal Lemma A.2.2
auch auf die Prozesse E X,Y und Z anwendbar ist.

E X (t) ist stetig, denn zu festem ¢ € I zieht jede Folge s — ¢ wegen P(t € Jx) =
0 einerseits eine f. s. konvergente Folge X (s) — X (¢) und andererseits eine durch
E(sup,e; | X (t)]) < oo beschrénkte Folge E X (s) nach sich. Lebesgues Lemma
(vgl. etwa [7, S. 95, Satz 15.6]) liefert

EX(s) = EX(t).
Die Voraussetzung (A.2.7) entspricht (A.2.2).

Der weitere Beweisgang wird einen Zusammenhang zwischen den Gliedern der
approximierenden Folgen

q(n)
TLILII;O E Z( ti— 1, .,ILIif;f<t”L +(t) N ti*l,vlLI%f;<tin X_ (t)>
(ti_l,i%f;«m Yilt) - ti_l,wl,réft«m Y- (t)) (Z(tin) = Z(ti-10))

—F / XY () Z(dt) (A.2.9)

mit Y-meBbaren Zerlegungen {¢;,} und

I'E('f EX.(t)—  inf EX,)
A B> (, i, BXO-, i BX-0)
(tifl,i%f;<tin Y+(t) N tifl’i%f;<tin Y_ (t)> (Z(tln) N Z(ti_Ln))

> / E(X ()Y (t) Z(dt) (A.2.10)

gemif Lemma A.2.2 nachweisen. Im ersten Schritt werden wir fiir die Glieder
der ersten Folge

q(n)
B Z( ti—1, igft<tm +(t) B tz‘—l,ylw,rg;<t7:n X- (t)>
(ti71.711r£;<tm Y+(t) B t'i—l,ir%f;<tin Y- (t)> (Z(tln) B Z(tiil’n))
q(n)
= ' — i <t
E Z E[tiilyi%ft L X - X (t)‘J(Y(s), Z(s),s < tm)}
(t,v,_l, f Vi), b Y (t)) (Z(tin) — Z(ti-1,)) (A2.11)

zeigen. Im zweiten Schritt weisen wir nach, dafl in jedem Punkt ¢ ¢ Jx bei Wahl
der Y-meflbaren Indices

i=1i(t,n)=2,...,q(n) mit tigpy—1n <t <tign)n
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die beiden Folgen

E[ti,l,fréﬁm.n X+/—(S)‘J(Y(s), Z(s),s < tm)] JEX,, (t) VtgJx
_ (A.2.12)

und

ti_l,nir§l£<t7¢,n EX+/,(S) / EXJF/,(t) Vit € JX
(A.2.13)
fiir wachsendes n € N monoton demselben Grenzwert zustreben. Also kénnen
wir in (A.2.11) den inneren Erwartungswert und das Infimum {iber X vertau-
schen sowie die bedingenden o-Algebren streichen, ohne die monotone Konver-
genz gemif des Satzes von Beppo Levi zu beeinflussen. Insgesamt haben wir

dann gezeigt, daf die beiden Folgen (A.2.9) und (A.2.10) denselben Limes ha-
ben. Daraus folgt Teil 1 des Lemmas.

Wir beginnen mit dem Nachweis von (A.2.11):

q(n)

E Z (tz 1 ’Vllréf;<t’tn +(t) B ti*lmlLIéf;<tin X- (t))
(ti717i2§<tin Y+(t) B ti717i2§<tin Y- (t)) (Z(tln) N Z(ti_Ln))
q(n)
- o E((ti_lﬂl,,r%f;<tin X+ (t) B ti_lyi%f;<tin X (t))
<ti—1,711r%f;<tin Y+(t) N tifl‘il%f;<tin Yi (t)> (Z(tln) B Z(tlil’n))>

Nun fiigen wir einen bedingten Erwartungswert ein:

q(n)
B Zz:; E(E {(tiflv"llrg;<tm X+ (t) B tifl,rllr%f;t<tm X (t)>
(ti_l,igqin Yi(t) - ti_l,irgtqm Y_ (t)) (Z(tim) — Z(ti1.0))

‘J(Y(s), Z(s), s < tm)D

Ein Teil des Ausdrucks ist bzgl. der bedingenden o-Algebra mefibar und kann
deshalb aus dem bedingten Erwartungswert gezogen werden. Wir beachten da-
bei die Y-Mefibarkeit der {¢;,,}:

q(n)

] N Z E(E {tifl,iréfw;<tm X+(t) N ti71,7ilrg;<tm X*(t)‘a(y(s), Z(S), s < tin)}
(o mf, Yy~ il V(1)

(Z(tin) — Z(ti,l,n)))
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Im Anschlufl kann der unbedingte Erwartungswert aus der Summe gezogen wer-
den. Damit ist (A.2.11) nachgewiesen.

Wir zeigen (A.2.12). Da t f. s. nicht in Jx liegt, gibt es eine stochastische Grofie
n(w) € N, so daB fiir m > n und geeignetes i = i(m) € {2,...,q(m)} einerseits
t € [ti—1,m,tim) gilt und andererseits X, auf [t; 1, tim) f. s. stetig ist. Dann
nimmt X ,_ auf [t;_1 m, tim) sein Infimum an und wir haben

"= inf X/ ti_ tim)-
- argti—l,n{1%5<ti7n +/ (S) < [ =lm zm)

Da sich [t;—1m,tim) mit wachsendem m auf ¢ zusammenzieht, gilt ™ — ¢ £. s..

Da X, ,_ f. s. im relevanten Teilintervall stetig ist, folgt

. my f.s.
inf Xy/—(s) =Xy ) (t™) — X4/ (1)

ti—l,mSS<tim

Die Konvergenz der bedingten Erwartungswerte folgt wie oben mit Lebesgues
Lemma. Da der Grenzwert von der bedingenden o-Algebra unabhéngig ist, kann
letztere gestrichen werden. Dies schliefit den Nachweis von (A.2.12) ab.

Schliefllich ist noch (A.2.13) nachzuweisen. Da E X ,_ stetig ist, erhalten wir
sofort
t" = argti,l,nuéf:q<tm EX+/_(S) S [ti—l,natin)

bei geeignetem i = i(n) € {2,...,q(n)}. Wieder gilt t" — ¢t und

tic1,m<s<tim
Wir haben (A.2.13) und damit Teil 1 des Lemmas gezeigt.

Wir wenden uns nun Teil 2 des Lemmas zu. Analog zum Beweis des Teils 1
beginnen wir mit dem Nachweis, dafl Lemma A.2.2 auch auf die Prozesse X,Y
und E Z anwendbar ist.

E Z ist rechtsstetig, denn wir haben die Zerlegung
EZ=E(Zz"-2")
=EZ"-EZ", (A.2.14)

in welcher E Z1/~ wie Z1/~ selbst positiv und monoton wachsend sind. Wegen
(A.2.14) wird fiir jede Folge s, \, t € I die Folge der Werte E Z*/~(s,) > 0
durch E Z*/~(s1) < oo dominiert. Lebesgues Lemma liefert

. +/, _ +/,
ll{I}:EZ (s)=EZ7/(b),

vgl. etwa [7, S. 95, Satz 15.6].
Weiterhin haben wir
EZY/~(Jx)=EZ*/~(Jy) =0,
da dies f. s. fiir Z/— gilt.
Schlieflich entspricht die Voraussetzung (A.2.8) gerade (A.2.2).
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Wir folgen weiterhin der Beweisidee des Teils 1 und zeigen, daf} sich die Glieder
der approximierenden Folgen

nlirrgo E Z( inf Xi(t)— inf X_ (t))

ti1,n<t<tin ti—1,n<t<tin
inf  Yi(t)— inf Y. t) Z(tin) — Z(t;
<t171,711r%t<tm +() tifl,wllr%t<tm () ( ( ) " 1n>)

— & [ X(0y() 2

und
q(n)
”1520 £ Z (tz 1, leréft<tm +(t) B tifl,wllrg;f<tm X- (t))
(ti71,711%ft<tm Y+ (t) B tifl,i%ft<tm Y- (t)) (E Z(tm) —F Z(ti—l,n))

_E/X 1) E Z(dt)

gemif Lemma A.2.2 entsprechen. Dann stimmen wieder die beiden Grenzwerte
iiberein und Teil 2 ist ebenfalls nachgewiesen. Die Zerlegungen {¢;,, } diirfen auf-
grund der zusitzlichen Voraussetzung (A.2.3) deterministisch gewihlt werden.

Tatsédchlich gilt

q(n)
BY(, i, a0, X00)
(tiil’i2§<tin Y+(t) - ti71,7111%€5<tin Y_ (t)) (Z(tzn) _ Z(ti—Ln))
a(n)
B i=2 E(ti—lvrlbrgtdin X t) - ti_l,i%fmtm X- (t))
(tif1,vlzr%f7;<tm Y+ (t) a tifl,wllrgl;<tm Y- (t)> (Z(tzn) - Z(tifl,’ﬂ))

Wieder fiigen wir einen bedingten Erwartungswert ein:

q(n)
- ; E(E [(tiflyiré§<tin X+ (t) B ti717i2§<ti" X_ (t))
(ti_l,i%{;«m AR RS (0) (Z(t0n) = Z(ti-1,)

]a(X(s), Y(s), s < tm)D

Ein Teil des Ausdrucks ist wiederum bzgl. der bedingenden o-Algebra mefibar
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und kann deshalb aus dem bedingten Erwartungswert gezogen werden:

q(n)
[. ' ] - ; E(<ti71,irg;5<tm X+(t) B ti71,rrlLIg;<tm X- (t))
(ti—l,rl,%ft<tm Y+ (t) B ti—l,vlw,r%f;<t7‘,n Y- (t))

B[(Z(tin) — Z(tio1,0))[0/(X(), Y (5), 5 < tin)])

Der Ausdruck, der im bedingten Erwartungswert verbleibt, ist anders als im
Beweis des Teils 1 von der bedingenden o-Algebra unabhéngig. Letztere kann
also gestrichen werden:

q(n)
1= B((, e, K-, imf X))
(, mf, vi)— it Y-()

(EZ(tin) —E Z(tifl,n))>
a(n)

:EZ( inf  X.(t)— inf X,(t))

‘ ti—1,n<t<tin ti—1,n<t<tin
=2
inf  Yi(t)— inf Y_(¢ )
(tifl,vlLI%t<tin +( ) ti*l,'rlLI%t<tin ( )
(EZ(tin) —EZ(ti-1n))
Wie oben erldautert, haben wir Teil 2 damit nachgewiesen. |

A.3 L[y-Techniken

In diesem Abschnitt stellen wir Aussagen zusammen, die hilfreich sind, um fiir
gewisse Summen die Konvergenz im quadratischen Mittel nachzuweisen. Dabei
werden wir iiber spezielle Indexkombinationen summieren, fiir die wir zunéchst
Kurzschreibweisen definieren:

{kspa={k<pk<qgyU{k>pk>q} (A3.1)

{iskspqsit={p<k<ijg<k<i}U{p<i<kg<i<k} (A3.2)
Ulk<p<isk<g<itU{i<p<kji<qg<k}
U{k<i<pk<i<qtU{i<k<p;i<k<gq}

Wir veranschaulichen diese Definitionen kurz an einem Beispiel: In der Menge
(A.3.1) ist etwa die Kombination p < k < ¢ ausgeschlossen.

Im folgenden sei d € N. Ein Vektor U € R? sei als Spaltenvektor zu verstehen,
UT bezeichne den durch Transposition aus U entstehenden Zeilenvektor. Zu
zwei Vektoren U,V € R? ist dann UV € R das Skalarprodukt.

A.3.1 Lemma Fiir die R?-wertigen Zufallsvariablen Upk, 0,k =1,...,n, gelte

E|Up)? < 00
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sowie

E(U;;chl) =0 fir k#p,q,l (A.3.3)

oder [ # p,k,q.
Dann folgt
n 2 n
E’ S Unl <2 Y EULUW.

k,p=1 k,p,q=1

k#p ksp,q
Beweis:
Es gilt

2

E’Z Ul = E‘Z Upe + 3 Uy

k#p k<p k>p

<[ i+ [t
k<p k>p

2 2
<2B[> Up| +2E|> Un (A3.4)
k<p k>p
Wir betrachten den ersten Erwartungswert:
2 T
B[> Upk‘ - E<(Z uw) (30 Upk))
k<p k<p k<p
=Y E(UpUq)
k<p
I<q
= Y E(ULUL)+ > EUUx) + > EU)Ug)
I<k<p k<p k<p
I<q k<l<q k<q

In den Summanden der ersten Summe unterscheidet sich der Wert des Index
I von den drei anderen, in der zweiten Summe gilt das Entsprechende fiir den
Index k. Gemifl (A.3.3) verschwinden beide Summen und wir erhalten

2
B3 Un) = Y EWULUW).
k<p k<p,q
Ganz analog erhalten wir
2 T
E(Z U,,k) = 3 EULUw).
k>p k>p,q

Setzen wir beides in (A.3.4) ein, so erhalten wir die Aussage des Lemmas. W
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A.3.2 Lemma Fiir die R%-wertigen Zufallsvariablen Uy, k,i = 1,
E|U:|? < oo sowie
E(ULU,) =0 fiir k#i,1,j
oder i +#k,l,j
oder | #k,i,j
oder j# k,i,l.

Dann gilt

E‘ i Ul <2 En: E|Uil?.

k,i=1 k,i=1
ki ki

Bewets:
Wieder gilt

2

E’Z Ui
ki

= E‘Z Uki + Z Ui
k<i k>i

<2E|Y Uk
k<i

2

"+ 28] Ui
k>i

Wir betrachten wiederum den ersten Erwartungswert:

E\Z Ul = E((Z Um)T(Z_ Uki))
k<i k<i k<i
= > E(ULU;)

k<i
1<j

I<k<i k<i k<i
I<j k<l<y k<j
_ T
—E E(UkiUkj)
k<i
k<j

k<i k<i<j k<i
k<j<i k<j
2
= E E |Ugi|
k<i

141

..., n, gelte

(A.3.5)

(A.3.6)

> EULUG) + > EBULUG) + Y EULUG)

> EBULUG) + Y BULUG) + Y E Ukl

Dabei haben wir alle vier Teile der Voraussetzung (A.3.5) je einmal angewendet.

Ganz analog erhalten wir

E’Z Uil = S E U

k>i k>i

Die Aussage des Lemmas folgt, wenn wir beide Ausdriicke in (A.3.6) einsetzen.l
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A.3.3 Lemma Die R?-wertigen Zufallsvariablen Upk: seien i. i. d. fiir p,k,i =

1,...,n. AuBerdem gelte E |Upyi|? < oo sowie
E(U,Uqj) =0 fir k#p,iql,j (A.3.7)
oder i#p,k,q,l,j
oder 1#p,k,i,q,j
oder j # p,k,i,q,l.
Dann gilt

2 n
<64 > BUpUgki)-

o f: Ui

p,k,i=1 p,q,k,i=1
pFk#i#Ep iSkSp,qsSi
Beweis:

Der Beweis verlduft im Prinzip genau wie der des Lemmas A.3.2, durch die Drei-
fachsumme verliangert er sich allerdings etwas. Wir starten mit der Abschitzung
gemif (8.2.25):

E‘ S Ui ’

:E‘ Z Uphi + Z Ui  (A.3.8)

pFEk#i#p p<k<i p<i<k
> U D Ups
k<p<i i<p<k
2
+ Z Upki + Z Upki
k<i<p i<k<p
2 2
< 64E| 3 Ui +64E[ Y Ups
p<k<i p<i<k
2 2
FO4E| S U +64E[ D Uy
k<p<i i<p<k
2 2
+64E‘ 3" Upi +64E[ 3 Ups
k<i<p i<k<p

Die sechs Erwartungswerte werden wieder alle gleich behandelt, wir betrachten
lediglich den ersten:

E‘ > Upa

p<k<i

=e (X v (2 v

p<k<i p<k<i

= E( Z Uz;l;ﬁUqu)

p<k<i
q<l<j

=B( Y Uhlas) +E( Y UplUas)

p<k<i<j p<k<i
q<i<j q<l<j<i

+B( Y Upala)

p<k<i
q<li<i
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Nun nutzen wir aus, dafl in den Summanden der ersten Summe der Index j und
in denen der zweiten der Index 7 einen Wert hat, der von keinem anderen Index
angenommen wird. (A.3.7) liefert:

(Z pk% qll)

p<k<i
pkquli) + E( Z pkquli>

g<l<i
p<k<i

- E( Z
g<I<k<i

p<k<l<i
g<l<i

FE( 3 Ul

p<k<i
q<k<i

Wieder ist in den ersten beiden Summen ein Index isoliert, diesmal handelt es
sich um [ bzw. k. Beide Summen verschwinden nach Voraussetzung und wir
erhalten:

2:E( Z

P,q<k<i

E‘ > Upa

p<k<i

UpriUaki )
Fiir die anderen fiinf Erwartungswerte aus (A.3.8) folgt ganz entsprechend:

E Z Upki =E< Z U;;cquki

p<i<k p,q<i<k
2 T

B[ > Ul =B( > Ujlawi)
k<p<i k<p,q<i

E E Upkz :E< § qkz)
i<p<k i<p,q<k

E 2 : Up’“ :E< E pkz qkz)
k<i<p k<i<p,q

E E Upkz :E< § pkz qkl)
i<k<p i<k<p,q

Ersetzen wir alle sechs Ausdriicke in (A.3.8), so folgt die gesuchte Aussage.

A.4 Ein starkes Gesetz fiir Funktionale stochastischer Pro-

zesse

Seien

Xi(4)

und

Yi (')

L (Q,A,P) x I — (R,B)

L (Q,A,P) x I — (R,B)
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zwei i. 1. d. Folgen stochastischer Prozesse auf dem kompakten Intervall I C R.
Auflerdem seien Xj(-) und Y;(-) fiir unterschiedliche Indices k # j unabhéngig.

Die Prozesse kénnen auch als Zufallsvariablen

Xi(): (2,A,P) = (R, B keN,
bzw.

Yi(-): (Q,A4,P) = (R, B) keN,

aufgefafit werden, vgl. etwa [8, S. 301, Theorem 35.3]. Dabei sei fiir zwei Mengen
A und B

B := Abb(A,B) := {f : A — B}

die Menge aller Abbildungen von A nach B. Fiir einen topologischen Raum B
sei

B :=B(A,B) :=B({f: A— B})
die Borel-o-Algebra auf BA.
Bezeichne

hp t (Abb(I,R*)N, B(I,R*)N) — (R, B)
((flvgl)v (f?ng)v B ) = hm((flvgl)v LR (fmvgm))

eine reellwertiges, mefibares Funktional fiir Folgen von Funktionen (f;, ¢g;) : I —
R2, i € N, das jedoch nur von den ersten m Folgengliedern abhinge. Damit ist
., meBbar bzgl. B(I,R?)™ c B(I,R?)N.

Im folgenden betrachten wir die Statistik

Rm,n((flvgl)v sy (fnvgn))

(n—m)

= Y ha((Fasgn)s s (i g,)) (AdD)

iyeeyin =1
ijFik
fiir n > m und reelle Funktionen f;,g; : I — R, i € N. Ausgewertet auf den Pfa-
den der eingangs definierten stochastischen Prozesse, ist Ry, » ((Xl, Y1),...,(Xn, Yn))
vom Typ einer U-Statistik, allerdings nehmen die Vektoren (X;,,Y;;) stochasti-
scher Prozesse den Platz der reellwertigen Zufallsvariablen ein, vgl. etwa [67, S.
172].

In diesem Abschnitt beweisen wir ein starkes Gesetz fiir Rp, ., ((X1,Y1), ..., (Xn, Y5))
in n:

A.4.1 Satz Der Erwartungswert

E i (X1,Y1), -+, (Xpn, Vi) < 00
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existiere. Dann gilt

f.S./Ll
—_—

R (X1,Y1), ., (X0, Y2) Eho (X1,Y1), 0, (Xons Vi)

fiir n — oo.

Der Beweis des Satzes A.4.1 folgt der Beweisidee des entsprechenden Satzes fiir
U-Statistiken, siche etwa [67, S. 190 ff]. Eine zentrale Rolle spielt die Darstellung
von (R ((X1,Y1), ..., (Xy, Yn)))n>m als reverses Martingal.

Bevor wir den Beweis des Satzes A.4.1 fithren, stellen wir einige hilfreiche Aus-
sagen zusammen.

Sei (G, 0) die Gruppe der Permutationen auf {1,...,n}. Wir betrachten diese
Gruppe als Teilmenge von Abb(N,N): Fiir 7 € G,, und k > n + 1 setzen wir
dazu 7w(k) := k. AuBerdem fithren wir fiir j,41,...,7; € N die Kurzschreibweise

T((Xiys Yiy)s oo (X, Vi) o= (Xrgin)s Ya(in))s -+ 0 (Xni)s Ya(ay))
ein.
Es bezeichne H,, € B(I, ]RQ) das Mengensystem aller Ereignisse A € B(I,R?)",
die bzgl. (X1,Y1),...,(X,,Y,) "symmetrisch” sind, so daf also
Hp = {A€BILRY)": (X1,Y1),...,(Xp, Yp)) €A
(X1, Y1),...,(Xn, Vo)) €A Vme Gy}
C B(I,R*)™ c B(I,R?)N
gilt.
A.4.2 Lemma H, C B(I,R?)" ist eine o-Algebra.

Bewets:
Zuniichst einmal gilt {0, Abb(1,R?)"} C H,: Fiir A := 0 ist die Bedingung in
der Definition von H,, leer. Fiir A := Abb(I,R?)" ist
((Xla }/1)5 AR (Xn7 Yn)) € Abb(I7 RQ)n
m((X1,Y1),...,(Xn,Ys)) € Abb(I,R*)" V1 e G,
ebenfalls erfiillt.

Abzihlbare Schnitte (),—, A,, me3barer Mengen A,, € H,, erfiillen fiir alle 7 €
G,, die Bedingung

(X1,Y1),..., (X0 Yy)) € ﬁ A, & (X1, Y1), .., (X, V) ﬂ A,

n=1

da nach Voraussetzung
((Xl, Yl), ceey (Xru Yn)) cA, & ’/T((Xl, le)7 ey (Xn, Yn)) €A, VYneN

gilt. Folglich ist Hn gegen abzdhlbare Schnittbildung abgeschlossen.
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Schlieflich ist noch das Komplement A einer Menge A € H,, zu betrachten. Nun
sind aber die Bedingungen

((Xl,Yl),...,(Xn,Yn)) € A @W((Xl,yl),...,(Xn,Yn)) S A Vr S Gn,
((X1,Y1),~ Cy (Xnvyn)) € A& 7T((X1,Y1), ceey (Xn,Yn)) g A Vre Gn

und
(X1,71),...,(Xn, Vo)) € Ao (X1, Y1), ..., (X, V) €A VT eGy

gleichbedeutend. Die erste ist fiir A € H, zu zeigen, die letzte gilt jedoch wegen
AeH,. [ ]

Das niichste Lemma charakterisiert die reellwertigen Funktionale auf Abb(I, R?)",

die bzgl. H,, mefibar sind.
A.4.3 Lemma FEin Funktional

£+ (AbB(L,R?)", B(I,R?)") — (R, B)
ist genau dann mefBbar bzgl. H,, wenn es mefbar bzgl. B(I,R*)" ist und
f((XhYl)a ceey (Xn,Yn)) = f o 71'(()(1,}/1)7 ey (Xn, YT,)) Ve Gn

erfiillt.

Beweis:
"=": Sei f : (Abb(I,Rz),B(I,Rz)") — (R, B) meBbar bzgl. H,,. Dann ist f
insb. meBbar bzgl. B(I,R?)" > H,, und es gilt

f~YB) e H, VB € B,
also

(X1, Y1),..., (X0, Y2)) € fH(B)
o r((X1,Y1),.... (X0, Y,)) € f71(B) V1 € G.

Dies ist gleichbedeutend mit
f((Xh }/1)a R (X’erYn)) €B
& for((X1,Y1),...,(X,,Yy)) €B V1 € Gy

Wihlen wir nun die speziellen einelementigen Borelmengen B := {a} €
B, a € R, so folgt die Behauptung.

7<=": Sei f : (Abb(I,R?*)",B(I,R?)") — (R,B) nun eine B(I, R?)"-meBbare
Funktion, die die Symmetrie-Eigenschaft

f((Xl,Yl), ceey (Xn,Yn)) = f o ’/T((Xl,Yl), ey (Xnayn)) Ve Gn



A TECHNISCHE LEMMATA 147

erfiillt. Fiir eine beliebige Borelmenge B € B miissen wir zeigen:

f7H(B) € Hy
Dies ist nach Definition von H,, gleichbedeutend mit:

((X17Y1)a T (X’VHY’H,)) € f_l(B)
s r((X1,Y),..., (X, Yy)) € f1(B) Vr e G,

Diese Behauptung konnen wir schreiben als
f((Xhi/l)a RS (X’VHYTL)) €eB
& for((X1,Y1),...,(Xn,Ys)) €B vr e G,
und dies ist nach Voraussetzung erfiillt. ||
A.4.4 Korollar Die Statistik Ry, , : (Abb(I,R*)",B(I,R*)") — (R,B) ist
mef3bar bzgl. H.,.
Bewets:

Nach Konstruktion (A.4.1) handelt es sich bei R,, ,, um eine endliche Linearkom-
bination der B(I,R?)™-mefbaren Funktionale hy, fiir n > m. Aus B(I,R*)™ C
B(I,R?)"™ ergibt sich unmittelbar die B(I, R?)"-MeBbarkeit von R, .

Aus der Definition (A.4.1) folgt auBerdem
R’I’I’L7’I’L((X17 YV].); ) (X’ru Yn)) = Rmm((Xﬂ'(l)a Yw(l))a SRR (Xw(n)7 Yﬂ'(n)))
= Rm,n o) 7T((X1, Yl), ey (XnaYn))
fiir alle Permutationen 7 € G,,. Lemma A.4.3 liefert die Behauptung. |

Wir wollen einen absteigenden Filter von o-Algebren in (2, .A) einfiihren, der
auf der Folge der H,, C B(I,R?)" basiert.

Wir beachten hierzu, daf die Folge
((X1,Y1), (X2, Y2),...) : (2, A, P) — (Abb(I,R*)Y, B(I,R*)Y)
von Prozessen (X;,Y;) mit ¢ € N vermoge
Gn = ((X1,71), (X2,Y2)7~-~7(XnaYn))_1(7:fn)
eine o-Algebra G,, C A definiert, vgl. etwa [7, S. 3, (1.5)].
Nach Konstruktion gilt:
A.4.5 Lemma FEin Funktional

I+ (Abb(I,R?)", B(I,E*)") — (R, B)
ist genau dann ﬂn—meﬁbar, wenn die Komposition
f((X17Y1)7 (XQ, }/2)7 CER (Xna Yn)) : (Qa-A7P) - (Ra B)

mefBbar bzgl. ,C';n ist.
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A.4.6 Bemerkung Sei f: (Q,AP) — (R,B) bzgl. G,, meBbar. Nach Kon-
struktion von G, gilt:

Gn C o((X1,11), (X2,Y2), ..., (X, Y3))
Deshalb existiert eine Faktorisierung
f=1fo (X1,71), (X2,Y2),..., (X0, Ya)).
Das derart definierte Funktional
[+ (Abb(I,R*)", B(I,R*)") — (R, B)

ist H,-meBbar gemill Lemma A.4.5.

Mit Hilfe von G,, definieren wir nun die Folgenglieder des absteigenden Filters:

Gn =G, Vo((X;,Y;),i>n+1)CA (A.4.2)

A .4.7 Lemma Es gilt G,,41 C G, fiirn € N.
Beweis:
Es gilt
gn+1 - g~n+1 Vv O‘((Xl7}/;)7l Z n + 2)

Deshalb geniigt es,

Qn+1 C Qn V (T(Xn+1, Yn+1) (A43)
CGn (A4.4)

und
o((X;,Y;),i>n+2) CG, (A.4.5)

zu zeigen. (A.4.4) und (A.4.5) folgen direkt aus der Definition (A.4.2) von G,,.

Wir haben noch (A.4.3) zu zeigen. Hierzu geniigt es, die Mefibarkeit der Indika-
torfunktionen 14 fiir Mengen A € G, bzgl. der o-Algebra G, Vo (X, 11, Yn11)
nachzuweisen. Dies gelingt uns gleich fiir beliebige G,,41-mefbare Funktionen

f:(Q,AP)— (R,B).

Derartige Funktionen zeichnet geméfl Lemma A.4.3 und Bemerkung A.4.6 ndmlich
neben ihrer A-Mefibarkeit die Symmetrie-Eigenschaft

F((X1,Y1), o (X1, Yag1)) = for (X1, Y1), oo (Xng1, Yag1)) VA € Gy

der Faktorisierung f = f o ((Xl,Yl), ce (Xn+1,Yn+1)) aus. Fiir die nachzu-
weisende MeBbarkeit bzgl. GnV 0(Xn+1, Ynt1) geniigt jedoch die A-Mefibarkeit
zusammen mit der schwicheren Symmetrie-Eigenschaft

f((le Yl); ey (Xn+1aYn+1))
:fO’iT((Xl,Yl),...,(Xn+1,yn+1)) VTFEGH X {ld}
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Dabei werden nur noch solche Permutationen 7 € G,,41 herangezogen, die w(n+
1) = n+ 1 erfiillen. ]

Die bisher gewonnenen Ergebnisse fithren wir nun zu der Aussage zusammen,
die entscheidend fiir den Beweis des Satzes A.4.1 ist:

A.4.8 Lemma Fiir n > m gilt

R (X1, 1), (X2, Ya), ..., (X0, Yn))
= E[hm((Xl’ }/1)7 R (Xnu Kn)) ’gn] (A46)

(Rmm ((Xl, Y1), (X2, Y2),..., (X,, Y,L)) , g”)n>m ist ein reverses Martingal.

Beweis:

Zunéchst ist
(Rm,n((Xla Yl)v (X27 }/2), e (Xn7 Yn)))

an (Gn)n>m adaptiert, denn erstens bildet die Folge (Gpn)n>m der o-Algebren
einen absteigenden Filter und zweitens ist das n-te Glied der Folge

n>m

(R (X1,1), (X2, Y2), ..., (X0, Y2)))

n>m

gemiiB Korollar A.4.4 und Bemerkung A.4.6 bzgl. G,, meBbar, einer Unter-o-
Algebra von G,, nach Definition (A.4.2).

Die Martingaleigenschaft von

(Rm,n((X17Y1)7 (XQaYYQ)v ey (Xnyyn))agn)

n>m
folgt damit aus der im Lemma angegebenen Darstellung (A.4.6) von
R (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X0, Y2))
als G,-bedingtem Erwartungswert der von n unabhéngigen Grofle
hm((Xl, Y1), (X Yin))s
vgl. etwa [8, Ex. 4, S. 136].
Die Gleichung (A.4.6) selbst weisen wir in zwei Schritten nach, ndmlich:

Rm,n((Xla Yl)a (XZ; YQ)» R (Xna Yn))
=E[hn ((X1,Y1), -, (X, Vi) | Gn]
= E[hn (X1, Y1), -+, (Xoms Yin)) [G] (A.4.8)

Wir beginnen mit (A.4.8):

=

G,, wird nach Definition (A.4.2) von den beiden unabhingigen o-Algebren G,
und a((X,;, Yi),i>n+ 1) erzeugt. Wegen n > m ist die zu bedingende Groflie
hm((Xl,Yl), cel, (Xm,Ym)) ebenfalls von O'((Xl',}/i),i > n+ 1) unabhingig.
(A.4.8) folgt mit [8, Th. 15.5 S. 119].
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Zum Beweis von (A.4.7) bemerken wir zunéchst, dafl aufgrund der Gn-MeBbarkeit
von E[hm((Xl,Y1)7...,(Xm,Ym))|gn] gemifl Lemma A.4.3 und Bemerkung
A .4.6 fiir alle Permutationen 7 € G,, gilt:

E[h ((Xl,n) o (X Vi) |G

= E[ ( )\H ] T(X1,Y1), .., (X, Yim))

=E[hm (Xr1): Ye)s - - -+ (Xn(m)s Ye(m))) |G
Mit den Bezeichnungen der Bemerkung A.4.6 ist f := E[h,(- )|’H | dabei das

H,,-meBbare Funktional auf (Abb(I,R*)N, B(I,R?)") zu dem G,,-meBibaren Funk-
tional

auf (Q, A, P).
Insbesondere folgt

E [ (X1, Y1), -+ (Xom, Yin)) |G
_ (n—m)t Y Elhn((Xi, Vi), (X6, Y5,)) [Gal

n!
0] yeensim=1

ik
=E[Rmn(X1,Y1), -, (X, Yn))|Gn] = R (X1, Y1), - -+, (X, ¥2)),

die letzten beiden Gleichungen gelten nach Definition (A.4.1) bzw. G,-MeBbarkeit
von R, ((Xl, Y1),..., (Xn, Yn)) gemif Korollar A.4.4 und Bemerkung A.4.6.0

Nun wenden wir uns dem Beweis des Satzes A.4.1 zu.
Beweis von Satz A.4.1:

Es bezeichne

goo = mgn

neN
die abschlieBende o-Algebra der Folge (G, )nen. Da

(Rmvn((le Yl)v BERE) (Xnvyn))agn)

n>m
ein reverses Martingal ist, gilt

f. S./Ll
_—

R (X1, Y1), (X0, Y2)) Ehp [(X1,Y1), - (X Yin )| G

fiir n — oo, vgl. etwa [8, Cor. 19.10, S. 167 und (19.12), S. 165]. Um die Aussage
des Satzes zu zeigen, geniigt deshalb der Nachweis, dafl das Funktional

Ehm [(X1,Y1), o (X, Vi) |Goo] 1 (2, A, P) — (R,B) f.s. const. (A.4.9)
ist. Dann folgt ndmlich
Ehm [(X1,Y1), -+ (X Yin)|Goc) = Bl (X1, Y1), .-, (X, Vi) £ s

Zum Beweis von (A.4.9) zeigen wir zunichst, dafl alle Ereignisse A € G, bzgl.
der Folge (X, Yn)nen "endlich vertauschbar” im Sinne von [8, Def. 11.5 und
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(11.8’), S. 75] sind: Vertauschen wir ndmlich eine endliche Anzahl Pfade der Pro-
zesse (X, Yo )nen durch Anwendung einer Permutation aus G, so hat dies nach
Konstruktion (A.4.2) der Folge (G, )nen keine Auswirkung auf die o-Algebren

Gk+1 D G422 D - - D Goo.

Also ist insb. das G.-mefbare Funktional Ehg,[(X1,Y1),. .., (Xm, Yim)|Gx)
endlich vertauschbar bzgl. (X,,, Y, )nen. Da die Folge (X,,, Y, )nen der von uns
betrachteten stochastischen Prozesse zudem i. i. d. ist, folgt (A.4.9) wortlich wie
[8, Cor. 11.7, S. 78] aus dem 0-1 Gesetz von Hewitt und Savage. Im Beweis von
[8, Cor. 11.7, S. 78] wird eine Fassung des Satzes von Hewitt und Savage zugrun-
degelegt, die nur fiir Folgen reeller i. i. d. Zufallsvariablen gilt, ndmlich [8, Th.
11.6, S. 76]. Im Original [43, Th. 11.3, S. 493] wird dieses Gesetz in der von uns
benotigten Allgemeinheit ohne einschrinkende Annahmen iiber den Bildraum
der Zufallsvariablen gezeigt; und der Beweis von [8, Cor. 11.7, S. 78] ist wortlich
auf unsere Situation iibertragbar. |

A.5 Straffheit bei stetigen Funktionen mit mehreren Ar-
gumenten

In Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.2.2 sei © C R?, d €
N, eine offene, beschrinkte Teilmenge des R?. Mit C(0,R¢), ¢ € N, bezeichnen
wir die Menge stetiger, R¢-wertiger Funktionen auf dem kompakten Abschluf3

©. Bekanntlich macht die Supremumsnorm

sup [ f () — g(?)] f.g € C(6,R")
9€0

diese Menge zu einem vollstdndigen, separablen, metrischen Raum.

Die stochastischen Prozesse a,(7), B, (9) und 7, (1) des Abschnitts 8.2 kénnen
als WahrscheinlichkeitsmaBe auf C(0,R?) interpretiert werden. Als o-Algebra
findet dabei die von der Supremumsnorm erzeugte Borel-o-Algebra Verwen-
dung.

Fiir den Beweis des Theorems 3.5.1 ist die Straftheit dieser Prozesse entschei-
dend. Sie wird in den Sédtzen 8.2.4, 8.2.8 und 8.2.11 nachgewiesen. Ihre Be-
deutung resultiert aus folgender Aussage, die fiir den eindimensionalen Fall
¢=d=1in [11, p. 54, Theorem 8.1] formuliert wird und deren Beweis wortlich
auf unsere Situation iibertragbar ist:

A.5.1 Satz Es bezeichnen X, (+), X () stochastische Prozesse auf C(©, R¢). Die
endlichdimensionalen Randverteilungen (X,(¢1),...,X,(¥4)) zu ¢ € N und
V1,...,0, € O seien schwach konvergent gegen die entsprechenden Randvertei-
lungen (X (91),...,X(9,)) von X(-). Ist die Folge X,,(-) straff, so konvergiert
sie dann selbst schwach gegen X (+).

Im vorliegenden Abschnitt leiten wir die Charakterisierung der Straffheit her,
die in den Beweisen der Sétze 8.2.4, 8.2.8 und 8.2.11 verwendet wird:
A.5.2 Satz Die Folge stochastischer Prozesse

n



A TECHNISCHE LEMMATA 152

ist straff, wenn sie den folgenden zwei Bedingungen geniigt:

1. Die Folge X,,(¥9) ist in einem festen Punkt ¢ € © straff.

2. Es existieren Konstanten o > 1 und v > 0 und ein Homdomorphismus
F :0 — [0,1] auf den d-dimensionalen Einheitskubus, so daf} jede Kom-
ponente n € N, i = 1,..., ¢, der Momentenbedingung

E(X}(9) — X\ (¢"))” < const. - |[F(9) — F(¢')|* 9,9 €O,

gentigt.

Der Abschluf3 der Parametermenge ist aufgrund der Charakterisierung in Ab-
schnitt 3.4.2 einfach zusammenhéngend und damit homdomorph zu [0, 1]%.

Die Aussage des Satzes A.5.2 ist an [11, S. 95, Theorem 12.3 und (12.51)] an-
gelehnt. In diesem Theorem wird lediglich der eindimensionale Fall © = [0, 1]
untersucht, der Beweisgang liBt sich jedoch ohne gréfiere Anderungen auf unse-
re Situation iibertragen. Fiir andere Teile des Buches [11] ist dies bereits durch
[10] geschehen.

Zum Beweis des Satzes A.5.2 stellen wir zunéchst fest, dafl es geniigt, den Fall
des eindimensionalen Bildraumes zu untersuchen. Dies liegt an dem folgenden

A.5.3 Lemma Der stochastische Prozeff X () : © — R¢ ist genau dann straff,
wenn dies fiir seine Komponenten X*(+) : © - R, i=1,... ¢, gilt.

Beweis:

Der Raum C(0, R¢) ist separabel. Das Wahrscheinlichkeitsmaf8, welches der Pro-
zeB X (-) auf C(©,R®) induziert, ist das ProduktmaB der Wahrscheinlichkeits-
mafe, welche seine Komponenten X*(-) auf C(0) erzeugen. [11, S. 21, Theorem
3.2] liefert die Behauptung. [ |

Wir beschrianken uns fiir den Rest dieses Abschnittes also auf den Fall ¢ = 1. Au-
Berdem werden wir uns fiir den Rest dieses Abschnittes auf den technisch giinsti-
gen Fall © = [0,1]¢, F = id beziehen. Dies stellt keine echte Einschrinkung dar,
weil F als stetige Abbildung auf dem Kompaktum © sofort gleichmiiflig stetig
ist. Folglich kann die Momentenbedingung des Satzes A.5.2 durch

E(XL(W) — X.(¥))" <const. - |9 —9'|* 9,9 €0,i=1,...,c,
ersetzt werden, sofern nur die Konstante auf der rechten Seite geeignet angepaft
wird.

Wir stellen einige Aussagen zusammen, die teilweise bereits von [11] in der nun
benétigten Allgemeinheit gezeigt werden:

A.5.4 Lemma Jeder Prozess auf C(0) ist straff.

Beweis:

Lemma A.5.4 folgt aus [11, p. 10, Theorem 1.4]. |
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Die Definition der Straftheit von Prozessen auf C(©) benutzt bekanntlich kom-
pakte Teilmengen dieses Raumes. Im folgenden Lemma wird hierfiir die Cha-
rakterisierung nach Arzela-Ascoli eingesetzt. Zur Abkiirzung fithren wir den
Stetigkeitsmodul

w(X,0):= sup |X(W)— X §>0
|9—07|<5

fiir Prozesse X (-) auf C(©) ein.

A.5.5 Lemma Die Folge stochastischer Prozesse
X.():©0—=R
ist genau dann straff, wenn sie den folgenden zwei Bedingungen geniigt:
1. Wir fixieren ein 9 € ©. Zu jedem n > 0 existiere dann ein a > 0, so daf§

gilt:
P(X,(9) >a) <n neN

2. Zu jedem € > 0 und n > 0 existiere § > 0 und n, € N, so daB gilt:

P(w(X,,0) >¢) <n n > ne

Beweis:

Der Beweis des eindimensionalen Falles kann wortlich von [11, p. 55, Theorem
8.2] iibernommen werden. Dort wird neben Lemma A.5.4 lediglich der Satz
von Arzela-Ascoli benutzt. Letzterer gilt auch in unserer mehrdimensionalen
Situation. |

Wie bei [11, p. 55, Theorem 8.2] folgt insbesondere, daf} in der zweiten Bedin-
gung des Lemmas ohne Einschrankung n, = 1 gesetzt werden darf.

Wir folgen weiterhin der Darstellung in [11] und ersetzen entsprechend [11, p.
56, Corollary] die zweite Bedingung des Lemmas A.5.5 durch eine schirfere. Wie
[11, p. 57] ausfiihrt, stellt die neue Forderung fiir unabhingige Prozesse jedoch
keine echte Verschéarfung dar.

Die kompakte Menge © wird fiir jedes k& € N mit einem d-dimensionalen Gitter
der Kantenlinge (2k + 1)~ > 0 iiberdeckt:

Zuv = (vy,...,vq) € {l/(2k+1), | =0,...,2k}? betrachten wir die abgeschlos-
senen Kuben

{0 =01,...,00) R 0<9; —v; < (2k+1)71 Vj=1,...,d} CR%
Zwei Punkte desselben Kubus haben voneinander hochstens den Abstand
o =dY?2k+1)7Y, kel
Insgesamt besteht das k-te Gitter aus

m(0x) := (2k +1)¢
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Kuben, die © genau iiberdecken. Wir bezeichnen sie mit Kf C R § o=
1,...,m(d;) und erhalten also:

=1

Sei fiir den Rest des Abschnittes § > 0 ein Element der positiven Nullfolge
0r "\, 0.

Bei geeigneter Numerierung der Kuben ist es moglich, je zwei Ecken v?, w® € K?
mit |v! — w?| = § zu fixieren, die zudem w® = v**1 i =1,... m(d) — 1 erfiillen.
Dies liegt insbesondere daran, dafl in jeder Dimension eine ungerade Anzahl
Kuben nebeneinander liegt. Zusétzlich kénnen wir erreichen, dafi Start- und
Endpunkt v' bzw. w™(®) der Folge nicht von & abhéngen.

A.5.6 Lemma Mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen gilt fiir jede Ab-
bildung X : © — R:

m(d)
P(w(X,6) >¢) < Z P( sup |X(9) — X (v%)| > 6/4)

Beweis:

Wir fixieren einen Pfad w € ©Q, so daf 9,49’ € © mit [ — | < § und | X (9) —
X(9')| > € > 0 existieren. Ist dies nicht mdoglich, so verschwindet die Wahr-
scheinlichkeit auf der linken Seite der Aussage ohnehin. Die Indices i,j seien
nun so gewihlt, da ¥ € K9 und ¢’ € KJ‘.S gilt. Aufgrund des geringen Abstan-
des von ¥ und 9" miissen diese beiden Kuben entweder iibereinstimmen oder
benachbart sein. In jedem Fall gilt Kf N KJ‘? # 0; es sei u € Kf N Kf. Wir
erhalten dann:

e < |X(9) — X (9]
<X (@) = X ()] + X (v') = X ()] + | X (w) = X ()] + X (/) = X ()]

<2 sup |[X(W) — X(v")|+2 sup |X(9) — X(v7)]
JeK? IEK?

Deshalb folgt

w(X,0) >e=Fi <m(6): sup |[X(W) - X(")| >e/4

YEK)?
sowie
m(5)
P(w(X,0) >¢) < P( U sup [X(9) — X(v)] > 5/4)
i=1 VEK]
m(4)

< > P((sup [X(0) - X(v1)| = 2/4),

=1 VEK?

die Aussage des Lemmas. ||
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Schliellich benotigen wir eine Aussage iiber das Oszillationsverhalten zufélliger
Partialsummen. Sie wird als [11, p. 94, Theorem 12.2] bereits in der von uns
benétigten Allgemeinheit gezeigt und deshalb hier ohne erneuten Beweis zitiert.

Es seien Y7,...,Y,, reellwertige Zufallsvariablen, {iber deren Verteilung oder
Abhéngigkeitsstruktur wir zunéchst keine Annahmen treffen. Die Partialsum-
men seien mit

k
Se=>» Y,  k=0,..m,
=1

bezeichnet. Den Wert der dem Betrage nach gréfiten Partialsumme kiirzen wir
mit

M, := max |Sk|
0<k<m
ab.
Wir nehmen nun an, daf§ Zahlen ug, ..., u,; > 0 existieren, die
j «
B(|S; — 8;7) < ( 3 ul) 0<i<j<m (A5.1)
I=i+1

erfiillen. Dabei seien a > 1 und v > 0 die Konstanten aus Satz A.5.2. Dann gilt:

A.5.7 Lemma Mit den eingefiihrten Bezeichnungen und unter (A.5.1) existiert
ein b > 0, so daB fiir alle a > 0 gilt:

m

P(Mp > a) < - (S u)”

=1

Bewets:

Die Aussage des Lemmas folgt aus [11, p. 94, Theorem 12.2], wenn wir dort
K., :=b Ai=a

setzen und statt [11, p. 94, (12.43)] die schirfere Voraussetzung [11, p. 94,

(12.42)] anwenden. |

Wir beweisen nun das eingangs formulierte Straffheitskriterium.

Beweis von Satz A.5.2:

Es geniigt, die zweite Bedingung des Lemmas A.5.5 nachzuweisen. Wegen Lem-
ma A.5.6 ist es dazu wiederum ausreichend, zu beliebigem ¢ > 0 und 1 > 0 ein
0 > 0 anzugeben, welches

m(d)
> P(sup |X,(0) - Xu(v)| 2 /4) <y nEN (A.5.2)
=1 UEK]

erfiillt.
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Wir ersetzen das Supremum zuniichst durch das Maximum iiber ein endliches,
aber feines Punkteraster innerhalb des Kubus K. Dabei wiederholen wir sinn-
gemif die Konstruktion, die wir bereits fiir [0, 1]¢ verwendet haben. Fiir h € N
fithren wir die (2 + 1) gleichmiBig in K verteilten Punkte

d .
V' (1, -+ s ja) ;:qumelem{ Ji=0,....2h, 1=1,....d,
=1

ein. Dabei bezeichne e; € R? den I-ten Einheitsvektor. Die neu eingefiihrte
Punktemenge 148t sich in einer Reihenfolge durchlaufen, so daf§ je zwei aufein-
anderfolgende Punkte den Abstand % voneinander haben. Eine ganz entspre-
chende Aussage hatten wir bereits fiir die Folge der Kuben K?,i = 1,... 7'm((S),
formuliert. Anhand dieser Reihenfolge numerieren wir die Punkte als v*(j) €
K9, j=1,...,(2h + 1)? neu durch. Wir kénnen auBerdem erreichen, daf
v'(1) =o' i=1,...,m(9)
v ((2h +1)%) = w' i=1,...,m(9)

gilt. Damit haben wir insbesondere den letzten Punkt
™) ((2h+1)%) = w™®)

des letzten Kubus unabhéngig von § und h fixiert.

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir nun die reellwertigen Zufallsvariablen
und zeigen zunéchst, daf sie (A.5.1) geniigen:

!
B(si— 57 =8 3 v/
p=j+1
= B[ X, (v'(1)) = X, (') [
< const. - [v*(1) — v (j)|*

= ( zl: const.'/* - (v'(p) —v' (p — 1)))"‘
p=j+1
! «
(X w)

p=j+1

mit
u,, := const./* . (v'(p) =v'(p - 1))

Die verwendete Ungleichung gilt dabei nach der zweiten Voraussetzung des Sat-
zes A.5.2 in dem von uns betrachteten Spezialfall © = [0,1]%, F = id.
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Wir kénnen also Lemma A.5.7 anwenden. Damit folgt:

P( max |Xn(vi(j)) . Xn(vi(l))| > 5/4)

2<5<(2h+1)4

- P(2<J§(1§}f+1)d ZYI‘ 2 5/4>
- P(g<£§3§+1>d |Sj| = 6/4>
(2h+1)¢

470

(5
(2h+1)4

47b - const. ; ; o

-—= (X (o-vi-v))
1=2

47p - const. , ; o
- Tﬁ (V' ((2h + 1)%) —i(1))

47b - const. i o

Der Prozefl X, (-) hat stetige Pfade. Fiir wachsendes h — oo konvergiert das
Maximum auf der linken Seite der Ungleichung deshalb gegen das Supremum
n (A.5.2), die rechte Seite bleibt erhalten:

. 47D - t. ) )
P sup [X,(9) = Xo(0)] 2 /4) < =2 (wf — o)
,196[(;5 ev
Nun summieren wir auf beiden Seiten iiber die Kuben auf:
m(4)

3 P( sup | X, (9) — X (v')] > 5/4)

i=1 ’19€K6

m(d)
47b
const Z w —’U

(6)
47b - const. i ia—l1 < PR
S 15%%7}1((5)(111 —v") z_;(w — ")
_ 47b - const. (wm(é) B vl) A (wz B vi)a_l
ev 1<i<m(9)
47b - const.

o m(8) _ ,1\sa—1

=0 (w vh)d
Bei der Konstruktion der Kuben haben wir darauf hingewiesen, da8 weder v'
noch w™®) von § abhingen. Also folgt insgesamt mit einem neuen Faktor ¢(e),
der lediglich von € abhéngt:

m(8)
P((sup [X,(9) = Xo ()] = ¢/4) < cfe) - 57
i=1 19€K'i5
Deshalb ist es moglich, zu beliebigem € > 0 sowie zu einer beliebigen Schranke

1 > 0 fiir die Summe auf der rechten Seite ein § > 0 anzugeben, welches (A.5.2)
liefert. |
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B Implementation des KQS

B.1 Einfiihrung

In diesem Anhang beschéftigen wir uns mit der Implementation des Modells aus
Kapitel 4. In Abschnitt B.2 stellen wir zu diesem Zweck alle wichtigen Terme in
einer Form bereit, die die direkte Berechnung erméglicht. In Abschnitt B.3 folgt
Programmcode in der Sprache R, mit dem wir den Kleinst-Quadrate-Schétzer
und seine Varianz bei gegebenen Daten fiir das Modell aus Kapitel 4 bestimmen
konnen.

B.2 Darstellungen relevanter Groflen durch die Spriinge
der Punktprozesse

B.2.1 Der Kleinst-Quadrate-Schitzer

Die Notation der Prozesse aus Abschnitt 4.2.2 gestattet eine Darstellung des
KQS, welche fiir seine Bestimmung in Anwendungen giinstig ist: 9} aus Ab-
schnitt 3.2.5 minimiert die Funktion

n Kj
- - 2
9= > (Na(Vik) = Aon(Yir) ™
j=1k=1
Um ihn auf gegebenen Daten numerisch zu approximieren, miissen wir den Aus-

druck auf der rechten Seite fiir variierende Werte von ¢ effizient berechnen
konnen. Dieser Aufgabe wenden wir uns in den folgenden Abschnitten zu.

B.2.2 Der mittlere Pfad

Fiir den Wert des mittleren Pfades N, an den Sprungstellen der Stichprobe
erhalten wir ohne weiteres die Darstellung;:

Na(Yin) = 37 NilYip) (B2.1)

Eine entsprechende Formel fiir die mittlere Intensitét an den Sprungstellen des
mittleren Pfades leiten wir im néchsten Abschnitt her.

B.2.3 Die mittlere Intensitét

Bereits in Abschnitt 4.8 hatten wir mit (4.8.3) eine additive Zerlegung der
Modellintensitdt angegeben. Fiir die mittlere Intensitdt an den Sprungstellen
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Yir, j=1,...,n; k=1,..., Kj, der Stichprobe folgt damit:

a
3 (cosy — cos(BYjk + 7)) + 6Yjk
n Ni(Yjr—)

72 Z *E(Yzh Yin(vin-)) —1 )
ne
=1

0 N (oo (Vi Yiny vy )
§ VRTINS 1) 1Y > Y
+ ne (e ! ) {Yik 1}

o
")
n Ni(Yjr—)
Z (efa.(Yithmiw“,,—)) (5 sin(BYin + ) + Bcos(BYin + ’Y))

Ao (Yik) =

1
(E sin ﬁ}/lN (Yin—) + ’Y) + 6COS(ﬂENi(Yih*) + 7)))
«

(o= YN0 (esin BV + ) + Feos(5Yik +7)

3

s

1
— (esin(BY;n,(v;—) +7) + Beos(BYin, (v;,— )) 1{Yj, > Y1}

nci Z_: (en(YVoe=Xin) _1) (B.2.2)

Wir haben dabei auflerdem von der Beziehung
Ni(Y;‘h—>:h—1 221,7’[7,, hzl,...,Ki

Gebrauch gemacht. Dieser Zusammenhang wird bei der Datenaufbereitung, die
wir im néchsten Abschnitt behandeln, von Nutzen sein.

B.2.4 Die standardisierende Matrix

Aus der Definition der Matrix ®,,(¢) in Abschnitt 3.4.3 folgt:

;8192 /(Aﬂn( ) — 1_\190,71(75))2 Ao, n(t)dt

I

P, (1) =

In unserer Anwendung kénnen wir also die Néherung

q) ~

[\D\P—‘

2 —
687/ (Aon(t) = Age () - Agsn(t) dt]H* (B.2.3)
J n
verwenden. Sowohl die Integration als auch die partielle Ableitung werden wir
numerisch durchfithren. Eine analytische Berechnung ist fiir das in (4.8.1) und
(4.8.3) definierte Modell zwar prinzipiell moglich, jedoch sehr aufwendig,.
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B.2.5 Die i. i. d. Darstellung des KQS

Wir werden die in Abschnitt 3.4.4 eingefiihrte asymptotische Kovarianzmatrix
nicht direkt berechnen. Stattdessen verwenden wir zur Bestimmung der asym-
ptotischen Kovarianz die i. i. d. Terme

Ty = /( / E 2 Ay, (1) EAo(dt)> (Ni(dz) — Ay, k(dz)) (B.2.4)

I [z,tmax]
fir k=1,...,n gemifB (8.3.8). Dort haben wir
O (o) - (9, — o) =12 " Ty + op(1) (B.2.5)
k=1

erhalten, woraus wir nun

Var(9%) ~ (9, (9,)) " Var(Ty)®; ' (9,) € R4 (B.2.6)

n

folgern konnen. Zur Berechnung der rechten Seite verwenden wir die Ndherung
(B.2.3), dann fehlt uns noch Var(7}). Diese Grofle konnen wir z. B. mit der
Stichprobenvarianz

nili(Tk_;iTi>(Tk—iéﬂ>T (B.2.7)

abschétzen. Die Terme T}, ersetzen wir dabei ihrerseits durch Naherungen, denn
die analytische Berechnung der in (B.2.4) auftretenden Integrale und Ableitun-
gen ist noch aufwendiger als in (B.2.3). Als Erstes formen wir das innere Integral
um. Mit der Kettenregel folgt zunéchst

tmax
- / E Ay (t) E Ao (t) dt.

x

B2 Ay ()| "
B o(1)

x

Die Produktregel liefert im Anschluf3

txn ax
::/E%M@Em@ﬁ

x

]_ tmax

x

tmax
+/Eme%M@w

T
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Nun machen wir uns die Niherung E Ao(-) ~ N,,(-) zu Nutze:

EZ Ay, (t) EAy, (dt)

[, tmax]
tmax
1 8 2 tmax 8
=g5o0 B Moot = [ BAy () E g5, (1) dt
tmax
1,y fmax _ )
Rgoe B Ao (t)| = | NalD)E g5, (t) dt
T
n K;  tmax
1,5 tmax ] : 5
S TARYAC =D E 2\, () dt
j=1 kzlmax(x,ij)
) (1 E2A (t) tmax 1 n Kj EA (t tmax )
— 99 9 Yo - n Lt £ o max(2.Y1)
j=1k=1

SchlieBlich ersetzen wir die Erwartungswerte durch die entsprechenden empiri-
schen Mittel und den wahren Parameterwert durch den KQS. Dies liefert die
Né&herung:

1-
T 4 [ (58500

tmax

) (Nildz) = Mg, i(da)

max(z,Y;x)

tmax )
max(Yin,Yjk)

tmax

)) Ao i(x) dx]

max(x,Yjk

I
S
| —
=
SN
*
3
—
~
3
o
B
N
|
| =
|
SN
*
3
—
=
>
N
S
=
=
<
2
3
—
~
3
©
”
[

n Kj
1 _ _
+ E Z Z max(Ag;,n(I), Aﬂ;,n(%k))) )\ﬂ:ﬂi(l’) dl‘:|

j=1k=1

Die verbleibende Integration und Differentiation werden wir numerisch durchfiihren.
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B.3 Ein R-Algorithmus zur KQS-Bestimmung

Wir geben einen Algorithmus fiir das Statistikprogramm R an, mit welchem
der Kleinst-Quadrate-Schétzer aus Abschnitt 3.2.5 fiir das Modell (4.8.3) auf
gegebenen Daten bestimmt werden kann. Da wir keine explizite Darstellung des
KQS haben, werden wir die R-Routine nlm zur Loésung nichtlinearer Optimie-
rungsprobleme einsetzen. nlm verwendet lokale Suchverfahren und mufl deshalb
den quadratischen Abstand von (B.2.1) und (B.2.2) bei festem Datensatz fiir
viele unterschiedliche Werte von ¢ bestimmen. Wir werden uns im folgenden
zundchst damit beschéftigen, den Datensatz in einer Form aufzubereiten, der
diese Berechnungen effizient ermoglicht.

B.3.1 Datenaufbereitung

Im Zuge der Datenaufbereitung werden einige Hilfsgroflen bestimmt, die von
nlm selbst nicht benotigt werden. Da diese Variablen mitunter betrachtlichen
Speicherplatz belegen, ist es wichtig zu wissen, wann sie geloscht werden kénnen.
Um derartige Abhéingigkeiten unter den insgesamt zwolf verschiedenen Schritten
des Programmes deutlich zu machen, kennzeichnen wir letztere mit Nummern
und Buchstaben anhand des folgenden Schemas:

] 0ABCD \ ] OF \
{ ! }
] 1A ‘ ] 1BCD ‘ ] 1E ‘
} ! ]
| 2BC || 9DE |
} ]
| 3BC || 3DE |
} ! |
4B || ac || ADE |

Mit den beiden Schritten 0ABCD und OE startet das Programm. Weitere Schrit-
te konnen erst ausgefithrt werden, wenn zuvor alle Programmteile abgelaufen
sind, welche eine niedrigere Nummer und mindestens einen der Buchstaben in
ihrer Bezeichnung tragen: So benétigt z. B. Schritt 2DE Ergebnisse aus den
Schritten 1BCD und 1E, welche ihrerseits auf 0ABCD bzw. OE angewiesen sind.
Die anderen sieben Programmteile hingegen sind fiir 2DE nicht nétig. 3DE und
4DE konnen ihrerseits sogar erst nach 2DE arbeiten, zu den verbleibenden fiinf
Schritten 1A, 2BC, 3BC, 4B und 4C steht 2DE in keiner Vorrangbeziehung.

Wir beschreiben nun nacheinander die zwolf Schritte der Datenaufbereitung.
Dabei definieren wir jeweils neu eingefiihrte Groflen, zéhlen notwendige Varia-
blen aus vorangegangenen Schritten auf und weisen darauf hin, wenn derartige
Variablen geloscht werden kénnen. Wir geben zudem jeweils Programmecode in
R an, welcher die neuen Variablen entsprechend belegt.
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0ABCD. Inputgroflen: Dieser Schritt stellt die Inputgrofien
n €N

n

ny =Y 1{K;>0} €N

i=1
PathlengthN:= (K; +1,..., K, +1) e N"¥K; >0
Naug := (0, Y11, Y12, Y13, ..., YiK,, 0, Y21, ..., Yok,) € [0, tumax) ™Y
als Zahlen bzw. Vektoren in R bereit. Die beiden Vektoren sollen dabei nur
Informationen zu Pfaden enthalten, die mindestens einen Sprung im Untersu-

chungszeitraum haben. Dem Vektor Naug ist fiir derartige Pfade auflerdem ein
kiinstlicher Sprung an der Stelle ¢,,;, = 0 vorangestellt.

OE. InputgréBBen: Ganz entsprechend werden in diesem Schritt die Input-
grofen

nw :ZI{JZ >0} eN
i=1
PathLengthW:= (J1 +1,...,J, +1) e N*""  J, >0
waug := (0, X11, X12, X153, -+, X171, 0, Xo1, -+ ., Xp,) € [0, trmax)” T

bereitgestellt. Sie beschreiben die Verldufe der beeinflussenden Pfade.

1A. Die Hilfsmatrix EntriesPathNi: Vollig unabhéngig von der restlichen
Datenaufbereitung kann die Hilfsmatrix

1 1{K1 > 0}

Kl—i—l{Kl >0} 1{K1 >O}
Ki+1{K; >0} +1 2 1{K; >0}

EntriesPathNi = Y2 (Ki+1{K; >0}) Y2 1{K; >0} | e NEFn)x2
N (i + 1K > 0) + 1 Y 1K, > 0}

SUNE, + 1{K > 0)) .

K +ny nnN

erstellt werden. Sie wird erst wieder im Optimierungsschritt bendtigt. Ihre Be-
deutung ergibt sich aus der weiteren Datenaufbereitung in den folgenden Schrit-
ten. Dort werden wir zur Beschreibung des Datensatzes einige (K + ny) X ny-
Matrizen konstruieren, z. B. die Matrix mit den Eintrégen N;(Yj;—) in Schritt
2BC. i=1,...,ny ist dabei der Spaltenindex. Den Zeilenindex [ = 1,..., K +
ny erhalten wir zu gegebenen Werten j, k als

j—1
| = Z Kp + k.
h=1
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Anschaulich beziehen sich die Zeilen der Matrix in der Reihenfolge auf die
Spriinge des Datensatzes, die bereits bei Naug zugrundegelegt wurde. Dies deu-
ten wir dadurch an, daf§ wir sowohl j als auch k zur Indizierung der Zeilen
verwenden. Die Zeilen von EntriesPathNi liefern nun gerade die Kombinatio-
nen aus Zeilen- und Spaltenindex in den (K + ny) X ny-Matrizen, an denen
i =7 gilt.

In R 148t sich die Matrix EntriesPathNi z. B. in folgender Weise berechnen:

EntriesPathNi <- cbind(1:sum(PathLengthN),
rep(1:nN,times=PathLengthN))

1BCD. Pfadpositionen in Naug: Wir bestimmen den Hilfsvektor

ny—1

StartPosNaug := (1,K1 +2, K1+ Ksy+3,..., Z K; JrnN) e NN,
i=1

welcher die Startpositionen der nichtleeren Pfade N; in Naug enthélt. Dazu
bendtigen wir offenbar die GréBen ny und PathLengthN:

StartPosNaug <- c(0,cumsum(PathLengthN) [-nN])+1

1E. Pfadpositionen in Waug: Der Hilfsvektor
n—1
StartPosWaug := (1, Ji+2, 1+ J+3,..., Z Ji + nw) e N"W,
i=1

entspricht dem Vektor StartPosNaug, beschreibt jedoch die (nichtleeren) Pfade
der Prozesse W;. Zu seiner Berechnung werden nyy und PathLengthW bendtigt:

StartPosWaug <- c(0,cumsum(PathLengthW) [-nW])+1

2BC. Die Matrix N;(Yjr—): Ausden Gréflen ny, PathLengthN und StartPosNaug
148t sich die Matrix

NoJumpsNiBeforeYjk := [ --- Ny(Yji—)--- e N(E+nn)xny

ik
berechnen. Der Spaltenindex ¢ durchlduft dabei nur nichtleere Pfade (K; > 0).
Die Zeilen sind durch die beiden Gréflen j = 1,...,n (mit K; > 0) und k =
1,..., K; indiziert.

## the following for-loop is used deliberately to avoid the
## construction of ONE large matrix which is known
## to cause runtime errors already for medium-sized samples
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NoJumpsNiBeforeYjk <- NULL

## we need to ensure that both paths Ni and Nj have actual jumps.
## Otherwise, the ’’explicit’’ version

## of the ’’outer’’-statement we employ within the body of the loop
## will cause an error

for (i in 1:nN) {
PathPosNaugI <- StartPosNaug[i]+(0:(PathLengthN[i]-1))
JumpRelI <- NULL
for (j in 1:nN) {
PathPosNaugJ <-
StartPosNaug[j]+(0: (PathLengthN[j]l-1))

## the following two statements compute

## °’JumpRellJ <- outer( Naug[PathPosNaugI],

## Naug[PathPosNaugJ], ’’<’’)’’ without

## duplication of the arguments to save memory space

JumpRelIJ <- 1 * (rep(Naug[PathPosNaugl],
length.out=PathLengthN[i] *PathLengthN[j])
< rep.int(Naug[PathPosNaugJ] ,rep.int (PathLengthN[i],
PathLengthN[j])))

dim(JumpRelIJ) <- c(PathLengthN[i],PathLengthN[j])

## end of ’’JumpRellJ <- outer( Naug[PathPosNaugI],

## Naug[PathPosNaugJ], ’’<’’)?’

## construct the next entries of JumpRell of the final
## matrix JumpRel by adding elements of JumpRelIJ within
## columns:

## this yields for each jump of path j the number of

## jumps in path i being strictly earlier. Since we

## have an artificial first jump at tmin to count,

## the values of JumpRel equal N_i(Y_{jk})+1

## and we have to subtract 1 for the actual jumps

if (is.null(JumpRelI)) JumpRell <-
pmax (colSums (JumpRelIJ)-1,0)
else JumpRell <- c(JumpRelI,pmax(colSums(JumpRelIJ)-1,0))
} ## next (j in 1:n)
## now, JumpRelI holds N_i(Y_{jk}) for all j=1,...,n;
## k=1,...,K_j. These are K entries, regardless of i
## JumpRell is the next column of JumpRel

if (is.null(NoJumpsNiBeforeYjk)) NoJumpsNiBeforeYjk <-
JumpRelIl
else NoJumpsNiBeforeYjk <-
cbind (NoJumpsNiBeforeYjk, JumpRelI)
} ##
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next (i in 1:n)
rm(PathPosNaugI, PathPosNaugJ, JumpRelIJ, JumpRelI)

2DE. Die Matrix W;(Y;): Die hier zu bestimmende Matrix entspricht un-
gefahr jener aus Schritt 2BC, allerdings werden hier die Verldufe der Pro-
zesse N; und W; miteinander verglichen. Deswegen sind relativ viele Hilfs-
groflen notig, ndmlich ny, PathLengthN, StartPosNaug, nyy, PathLengthW und
StartPosWaug. Mit ihrer Hilfe lassen sich die Elemente der Matrix

NoJumpsWiBeforeYjk := | - W;(Yjg)--- € Nrw x(K+4ny)

i

3.k
bestimmen. Nur nichtleere Pfade N; und W;, also solche mit K; > 0 bzw.
J; > 0, tragen zu NoJumpsWiBeforeYjk bei:

NoJumpsWiBeforeYjk <- NULL
for (i in 1:nW) {
PathPosWaugl <-
StartPosWaug[i]+(0: (PathLengthW[i]-1))
JumpRelI <- NULL
for (j in 1:nN) {
PathPosNaugJ <-
StartPosNaug[j]+(0: (PathLengthN[j]-1))

JumpRelIJ <- 1 * (rep(Waug[PathPosWaugl],
length.out=PathLengthW[i] *PathLengthN[j])
< rep.int(Naug[PathPosNaugJ] ,rep.int(PathLengthW[i],
PathLengthN[j])))

dim(JumpRellJ) <-
c(PathLengthW[i] ,PathLengthN[j])

if (is.null(JumpRelI)) JumpRell <-
pmax (colSums (JumpRelIJ)-1,0)
else JumpRell <-
c (JumpRelI,pmax (colSums (JumpRelIJ)-1,0))
} ## next (j in 1:n)
if (is.null(NoJumpsWiBeforeYjk)) NoJumpsWiBeforeYjk <-
JumpRell
else NoJumpsWiBeforeYjk <-
rbind (NoJumpsWiBeforeYjk, JumpRell)
} ## next (i in 1:n)
rm(PathPosWaugI, PathPosNaugJ, JumpRelIJ, JumpRelI)

3BC. Die Matrix Yy, (y;,—): Aus den Grofen ny, K = sum(PathLengthN),
StartPosNaug und NoJumpsNiBeforeYjk lafit sich ermitteln, wann ein Prozefl
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N; letztmalig vor Yj gesprungen ist, diese Grofle entspricht Yiy,(y,,—). Diese
Werte lassen sich wieder in einer Matrix anordnen:

T YYZNI(ijf) o S [tminz tmax>(K+nN)XnN

gk
7
Wir erinnern insbesondere an die Konvention aus Abschnitt 4.2.2, die Yjr = tmin
fiir k£ < 0 festlegt. Damit sind die Werte der Matrix auch fiir die ersten Spriinge
in der Stichprobe definiert.

Der Spaltenindex ¢ durchlduft dabei wiederum nur nichtleere Pfade (K; > 0).
Die Zeilen sind wie iiblich durch die beiden Gréflen j = 1,...,n (mit K; > 0)
und £k =1, ..., K, indiziert.

Letztlich mufl diese Matrix natiirlich aus Naug erstellt werden. Es wird sich al-

lerdings als giinstig erweisen, anstelle der Werte Y;n, (y,, - selbst ihre Positionen
im Vektor Naug zu speichern:

PosLastJumpNiBeforeYjk <-
matrix(rep(StartPosNaug,each=sum(PathLengthN)) ,ncol=nN)
+ NoJumpsNiBeforeYjk

Also gilt
Naug[PosLastJumpNiBeforeYjk] = (Y;n,(v;.—))j.k-

3DE. Der Vektor (Y;; — X;,): Aus (B.2.2) geht hervor, dafi wir gerade die
Differenzen Yj, — Xy, fiir j = 1,...,n, k =1,...,K;i =1,...,nund h =
1,...,Wi(Y;) bendtigen, um die postulierte Auswirkung von W; auf Ay () zu
quantifizieren. Wir stellen diese Terme nun als Vektor bereit; natiirlich werden
leere Pfade hier wiederum nicht beriicksichtigt:

Doy 1= (-, Vi = Xiny -+ )jkin € REawa Wilkin)

PhiO1 <- rep(Naug,times=colSums(NoJumpsWiBeforeYjk))
- Waug[sequence (NoJumpsWiBeforeYjk [NoJumpsWiBeforeYjk>0])
+ rep(rep(StartPosWaug, times=sum(PathLengthN)),
times=NoJumpsWiBeforeYjk)]

4B. Der Vektor N, (Y;;): Nach Schritt 3BC wird die Matrix NoJumpsNiBeforeYjk
hier nun letztmalig bendtigt. Mit ihrer Hilfe konnen wir den Vektor

AvgNAtYjk = (-, Np(Yig), -+ ) € RE+nN

bereitstellen, den wir bereits in (B.2.1) betrachtet haben:

AvgNAtYjk <- (rowSums(NoJumpsNiBeforeYjk)+1)/n
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4C. Die Matrix (Yjr —Yin,(v;,—)): Aus (B.2.2) ist ersichtlich, daf} in unserem
Modell der Intensitit die Terme Y, —Yin, (v, —) bendtigt werden, welche wir nun
leicht aus n, Naug, StartPosNaug und PosLastJumpNiBeforeYjk bestimmen:

Dy = "'ij_Y;Ni(ij—)"‘ e RE+nN)xnN

gk
i
Da uns die Differenzen fiir N;(Y})) = 0 nicht interessieren, markieren wir sie im
R-Code durch ein negatives Vorzeichen. Negative Terme werden spéter in den
Optimierungsschritten entsprechend verarbeitet:

Phil0 <- matrix((Naug - Naug[PosLastJumpNiBeforeYjk])
* (-1)~ (Naug[PosLastJumpNiBeforeYjk]==0) ,ncol=nN)

4DE. Der Vektor (>, W;(Yjx)): Nach Schritt 3DE wird die Matrix NoJumpsWiBeforeYjk
hier zum letzten Mal verwendet. Durch ihre Spaltensummen wird der Vektor

n
NoJumpsWBeforeYjk = ( . ,Z Wi (Yjk), - ) € NK+ny
i=1

definiert, welcher in den Optimierungsschritten hilfreich sein wird:

NoJumpsWBeforeYjk <- colSums(NoJumpsWiBeforeYjk)

B.3.2 Bestimmung des Kleinst-Quadrate-Schitzers

Die generische R-Routine nlm zur nichtlinearen Optimierung benotigt einerseits
die zu minimierende Funktion £ und andererseits geeignete Startwerte p fiir die
zu bestimmenden Parameterwerte. Wir verwenden als Zielfunktion:

abstand <- function(p) sum((mittlintensitaet (p)-AvgNAtYjk)~2)

Diese Funktion greift auf die globale Variable AvgNAtY jk aus Schritt 4B zuriick.
AuBlerdem wird die Funktion mittlintensitaet aufgerufen, die zu jedem Para-
meterwert ¢ die Werte Ay ,(Yjr), 7 =1,...,n,k=1,..., Kj, als K-dimensionalen
Vektor liefert:

mittlintensitaet <- function(p) {

## the auxiliary variable Phi20 is stored globally

## to save memory space

Phi20 <<- (exp(-p[5]*pmax(Phil0,0))*(p[5]*sin(p[2]*Naug+p[3])+
p[2]*cos(p[2]*Naug+p[3]1))-
matrix(p[5]*sin(p[2] *Naug[PosLastJumpNiBeforeYjk]l+p[3])+
p[2]*cos(p[2] *Naug[PosLastJumpNiBeforeYjk]+p[3]),
ncol=nN)) *
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(Naug [PosLastJumpNiBeforeYjk]>0)

Intens <- p[4] * Naug +
pl11/p[2] * (cos(p[3]) - cos(pl[2] * Naug + p[3])) +
pl4]/(n*p[5]) * (rowSums(exp(-p[5]*pmax(Phil0,0))-1) +
rowSums (matrix ((unlist (tapply(
(exp(-p[5]*pmax (Phil0,0))-1) [EntriesPathNi],
EntriesPathNi[,2],cumsum),use.names=FALSE))
[PosLastJumpNiBeforeYjk] ,ncol=nN))) +
pl[1]/(@*p[2] “2+n*p[5]~2) * (rowSums(Phi20) +
rowSums (matrix ((unlist (tapply (
Phi20 [EntriesPathNi] ,EntriesPathNil[,2],cumsum),
use.names=FALSE)) [PosLastJumpNiBeforeYjk],
ncol=nN)))

IntensCondPoisson <- p[6]/(n*xp[7])*tapply(
exp(p[7]*Phi01)-1,rep(1l:sum(PathLengthN),
times=NoJumpsWBeforeYjk) ,sum)

names (Intens) <- 1:sum(PathLengthN)
Intens[names(IntensCondPoisson)] <-

Intens[names (IntensCondPoisson)]+IntensCondPoisson
drop(Intens)

Wir wihlen Startwerte fiir startparam := (a,...,n) geméif der in Abschnitt
4.9 angestellten Uberlegungen:

tmax <- max(Naug)
Ntmax <- (sum(PathLengthN)-nN)/n
Ntmaxqt <- sum(Naug>0 & Naug <= tmax/4)/n

lsparam[2] <- 2*pi/tmax
lsparam[3] <- -pi/2

##
##

initial values of p[2] and p[3] ensure one full season
between 0 and tmax with a maximum around tmax/2 (summer)

lsparam[4] <- Ntmax / tmax

##
#

initial value of p[4] ensures precise match of Poisson
Intensity part with average observed path at tmax

Ntmaxthreeqt <- sum(Naug>0 & Naug <= 3*tmax/4)/n
lsparam[1] <- lsparam[2]/2 * (Ntmaxthreeqt -

##
##
##

##
##

lsparam[4] *tmax/2 - Ntmaxqt)

initial value of p[1l] ensures least squares between
Poisson Intensity part and average observed path

at 0.25 tmax and 0.75 tmax

assume effect of previous purchase acts vanishes
(1% remaining) after a week
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lsparam[5] <- 1log(100)/7

## assume importance of advertising roughly equals number
## of purchase acts / number of ad contacts
InitAdEffect <- (sum(PathLengthN)-n)/(sum(PathLengthW)-n)

## rescale lsparam[1] and lsparam[4] to "make space" for ad effect
lsparam[1] <- lsparam[1]*(1-InitAdEffect)
lsparam[4] <- lsparam[4]*(1-InitAdEffect)

## determine decay rate of advertising contacts by observed
## median between contacts and next purchase act

MedYminX <- median(PhiO1[EntriesPathNi])

lsparam([7] <- log(0.5)/MedYminX

## subsequently: determine jumpsize of ad contact so that area
## under all "ad contact-intensities" equals

## the assumed initial importance of ad contacts:

lsparam[6] <- -lsparam[7]*InitAdEffect”2

Nun kann der KQS fiir das Modell (4.8.3) mit der Anweisung
optimparam <- nlm(f=abstand, p=startparam)$estimate

bestimmt werden.

B.3.3 Bestimmung der standardisierenden Matrix

Um die Differentiation und Integration in (B.2.3) numerisch durchzufiihren, ver-
wenden wir die R-Routinen fdHess (aus dem package nlme) und integrate.
Das Integrationsprogramm benotigt seinerseits eine Funktion, die den Integran-
den an allen Elementen ihres vektorwertigen Arguments berechnet. Wir kénnen
dafiir nicht auf die bereits definierte Funktion mittlintensitaet zuriickgreifen,
da sie auf die Berechnung der Intensitdt an den Sprungstellen der Stichprobe
zugeschnitten ist. Deshalb fithren wir die neue Funktion

mittlintensvec <- function(xvec,p) sapply(xvec,mittlintenspktw,p)

ein, die einen Vektor xvec von beliebigen Punkten aus I verarbeiten kann.
mittlintensvec ruft dazu die folgende Funktion auf, die ein skalares Argument
x und den Parametervektor erwartet:

mittlintenspktw <- function(x,p) {

LastJumpNiBeforeX <- Nauglunlist(tapply(Naug < x,
rep(1:nN,times=PathLengthN),sum),
use.names=FALSE) +
c (0, cumsum(PathLengthN) [-nN])]
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}

## the following auxiliary variable can be prepared globally
LastJumpNiBeforeCurrent <-

Naug[1: (sum(PathLengthN))-(Naug>0)]

pl4] * x + p[1]/p[2] * (cos(p[3]) - cos(p[2] * x + p[3])) +

pl4]/(n*p[5]) * sum((exp(-p[5] *
(Naug-LastJumpNiBeforeCurrent)) - 1) *

(Naug < x & LastJumpNiBeforeCurrent > 0)) +
pl11/(a*p[2] "2+n*p[5]"2) * sum((exp(-p[5] *
(Naug-LastJumpNiBeforeCurrent))*(p[5]*sin(p[2] *Naug +
pl3]1) + p[2]l*cos(p[2]*Naug + p[3]1)) -

(p[5]*sin(p[2] *LastJumpNiBeforeCurrent + p[3]) +
pl[2]*cos(p[2] *Last JumpNiBeforeCurrent + p[3]))) *
(Naug < x & LastJumpNiBeforeCurrent > 0)) +
pl4]1/(a*p[5]) * sum((exp(-p[5] *
(x-LastJumpNiBeforeX)) - 1) * (LastJumpNiBeforeX > 0)) +
pl1]/ (n*xp[2] "2+n*p[5]~2) * sum((exp(-p[5] *
(x-LastJumpNiBeforeX))*(p[5]*sin(p[2]*x + p[3]) +
pl2]l*cos(p[2]*x + p[31)) -

(p[6]*sin(p[2] *LastJumpNiBeforeX + p[3]) +

pl[2] *cos(p[2] *LastJumpNiBeforeX + p[3]))) *
(LastJumpNiBeforeX > 0)) +
pl6l/(n*xp[7]) * sum((exp(p[7]1*(x - Waug)) - 1) =*
(Waug < x & Waug > 0))

Im Integranden von (B.2.3) wird auch die differentielle Intensitét bendtigt, die
wir entsprechend zur Verfiigung stellen:

diffmittlintensvec <- function(xvec,p) {

}

sapply(xvec,diffmittlintenspktw,p)

diffmittlintensvec kann Vektoren xvec verarbeiten, es verwendet fiir jedes
Element x des Vektors die Funktion:

diffmittlintenspktw <- function(x,p) {

}

LastJumpNiBeforeX <- Naugl[unlist(tapply(Naug < x,

rep(1:nN,times=PathLengthN) ,sum),
use.names=FALSE)+c (0, cumsum(PathLengthN) [-nN])]

sum((p[1]*sin(p[2]*x + p[3]) + p[4])/n * (1 - exp(-p[5l*

(x - LastJumpNiBeforeX))*(LastJumpNiBeforeX > 0))) +
pl6l/n * sum(exp(p[7]*(x - Waug)) * (Waug < x & Waug > 0))

Das Integral in (B.2.3) wird nun von der folgenden Funktion berechnet:

TheoDistance <- function(p) {
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Integrand <- function(xzvec,p) {
0.5*%(mittlintensvec(xvec,p)-
mittlintensvec(xvec,optimparam)) "2 *
diffmittlintensvec(xvec,optimparam)

}
integrate(Integrand,0,364,p=p)$value

SchlieBlich bilden wir die zweite Ableitung von TheoDistance nach dem Para-
meter und legen die resultierende Matrix als Ndherung von ®,,(9,) in StdMatrix

ab:

StdMatrix <- fdHess(optimparam,TheoDistance)$Hessian

B.3.4 Bestimmung der i. i. d. Terme

Wir wenden uns der Berechnung der Ausdriicke in (B.2.8) fiir i = 1,...,n zu.
Dabei miissen wir nun auch die Pfade ohne Spriinge beriicksichtigen. Wir ver-

wenden dazu die n-dimensionalen Vektoren StartPosNaugAll und StartPosWaugAll,

die wie in den Schritten 0OABCD und OE des Abschnitts B.3.1 definiert sind, je-
doch zusétzlich Null-Eintrige fiir leere Pfade enthalten. Wir bestimmen aus
diesen Groflen:

StartPosNaugAll <- c( O,cumsum( PathLengthNall) [-n])+1
StartPosWaugAll <- c( O,cumsum( PathLengthWall) [-n])+1

Mit diesen Hilfsgrofen konnen wir nun die Intensitéten Ay ;(-) berechnen; wir
geben wieder eine Version fiir skalare Argumente und eine darauf basierende fiir
vektorielle Argumente an:

diffintenspktw <- function(x,p,j) {

}

LastJumpNjBeforeX <- max(Naug[StartPosNaugAll[j]+
0:max ((PathLengthNall[j]-1),0)]*(Naug[StartPosNaugAll[j]+
0:max ((PathLengthNall[j]1-1),0)1<x))

JumpsWj <- Waug[StartPosWaugAll[j]+
0:max((PathLengthWall[j]l-1),0)]

(p[1l*sin(p[2]*x + p[3]) + pl4]) *
(1 - exp(-p[5]*(x - LastJumpNjBeforeX))*
(LastJumpNjBeforeX > 0)) +
pl6] * sum(exp(p[7]*(x - JumpsWj)) *
(JumpsWj < x & JumpsWj > 0))

diffintensvec <- function(xvec,p,j) {

}

sapply(xvec,diffintenspktw,p,j)
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Jetzt geben wir eine Funktion an, die den Ausdruck in eckigen Klammern aus
(B.2.8) fur den Parameter p € © und den Index j = 1,...,n auswertet. Zur
numerischen Bestimmung des Integrals wird eine weitere Funktion aufgerufen,
die wir im Anschluf definieren:

square.bracket.in.B.2.9 <- function(p,j) {

## we use AvgNAtYjk, but "re-"multiplied with n - is there
## a more convenient way to store this information?

## to save memory, we use global auxiliary variables here

## and assign with "<<-"; these quantities will also be used
## within the call of "integrand.in.B.2.9"

mittlintenspktwAtTmaxP <<- mittlintenspktw(364,p)
mittlintensAtJumps <<- mittlintensitaet(p)

integral.with.respect.to.path <- 0
if (PathLengthNall[j1>0) {
integral.with.respect.to.path <- PathLengthNall[j]/(2*n) *

mittlintenspktwAtTmaxP~2 - (2*n)~(-1) *
sum(mittlintensAtJumps [StartPosNaugAll[j]+
0: (PathLengthNall[j]-1)]1"2) -
sum(PathLengthN) *PathLengthNall[j]l / (n~2) *
mittlintenspktwAtTmaxP +
n~(-2) * sum(mittlintensAtJumps [StartPosNaugAll[j]+
0: (PathLengthNall[j]l-1)] =
n*xAvgNAtYjk [StartPosNaugAll[j]+
0: (PathLengthNall[j]1-1)1) +
n~(-2) * crossprod(
NoJumpsNiBeforeYjk[,sum(PathLengthNall[1:3j]1>0)],
mittlintensAtJumps)

}

integrate(integrand.in.B.2.9,0,364,
subdivisions=300,p=p, j=j)$value +
integral.with.respect.to.path
}

## next, we provide the integrand of the integral in (B.2.9) at a
## vector of arguments xvec:

integrand.in.B.2.9 <- function(xvec,p,j) {

## "mittlintenspktwAtTmaxP", "mittlintensAtJumps" have been
## set globally by "square.bracket.in.B.2.9"

mittlintensvecAtX <- mittlintensvec(xvec,p)

## the power in the following statement is taken
## element-wise for the vectors
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(0.5 * mittlintenspktwAtTmaxP"2 - 0.5 * mittlintensvecAtX"2 -
sum(PathLengthN)/n * mittlintenspktwAtTmaxP +
n~(-1) * rowSums(
outer(mittlintensvecAtX,mittlintensAtJumps,max))) *
diffintensvec(xvec,p,j)

Im Anschlu$ fithren wir die Differentiation in (B.2.8) numerisch aus und erstellen
die Matrix iidTerms mit den Spalten T}:

iidTerms <- NULL
for (lauf in 1:n) {
iidTerms <- cbind(iidTerms,fdHess (optimparam,
square.bracket.in.B.2.9, j=lauf)$gradient)

B.3.5 Bestimmung der asymptotischen Kovarianzmatrix
Zunichst berechnen wir die Stichprobenvarianz der T; gemé8 (B.2.7):
VarIID <- var(t(iidTerms))

Dann erhalten wir mit der Niherung (B.2.6) die asymptotische Kovarianzmatrix
des KQS:

VarLSE <- t(solve(StdMatrix)) %*% VarIID %*% solve(StdMatrix)
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