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1 Einleitung

Bildgebende Radare mit synthetischer Apertur (SAR) erzeugen zweidimensionale Bilder,
bei denen die kartesischen Koordinaten der Bildpunkte (Pixel) als Range und Azimut
bezeichnet werden, fiir technische Details vgl. Abschnitt 2.1. Werden Ausschnitte der Erd-
oberfliche abgebildet, so enthalten diese, abhéngig von der betrachteten Szene, verschiede-
ne Arten von Clutter, also flichige Darstellungen natiirlichen Hintergrundes wie beispiels-
weise Wiese, Wald oder See. Die fiir die Auswertung homogener Clutterausschnitte aus
SAR-Bildern iiblicherweise verwendeten statistischen Methoden setzen héufig die Unab-
héngigkeit und die identische Verteilung der einzelnen Pixel voraus. Die in Abschnitt 2.4
dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse zeigen allerdings, dass die betrachteten Clutter-
daten Abhéngigkeiten untereinander aufweisen. Diese konnen physikalischer Natur sein,
aber auch durch die Prozessierung der Daten entstehen. Ungeachtet der Herkunft der
Abhéngigkeiten ist die Anwendung statistischer Methoden, welche die Unabhéngigkeit
voraussetzen, auf solche Daten nicht sinnvoll. Die Methoden miissen angepasst werden,
um der fehlenden Unabhéngigkeit der Daten gerecht zu werden.

Aufgrund der Ergebnisse aus Abschnitt 2.4 erscheint es sinnvoll, homogene Cluttergebiete
aus SAR-Bildern als (mq, my)-abhéngige Zufallsfelder, vgl. Definition 2.3, zu modellieren.
In solchen Zufallsfeldern sind zwei Mengen von Zufallsvariablen voneinander unabhéngig,
wenn sie einen grofleren Abstand als my in der ersten oder ms in der zweiten Komponente
aufweisen. Dabei ist es wichtig, m; und my verschieden wéhlen zu kénnen, da die beiden
Richtungen Range und Azimut in einem SAR-Bild physikalisch unterschiedliche Bedeu-
tungen besitzen.

Eine der Hauptaufgaben bei der Analyse von Clutterdaten ist es, Modelle fiir ihre stati-
stische Verteilung zu entwickeln. Seit vielen Jahrzehnten existieren verschiedene parame-
trische Modellierungsansétze, zu denen insbesondere die K-Verteilung gehort. Um diese
zu iiberpriifen, wird in der vorliegenden Arbeit ein Anpassungstest fiir die Marginalver-
teilungen (m;, my)-abhéngiger Zufallsfelder auf eine parametrische Verteilungsklasse mit
Bootstrap-Quantil konzipiert und die Verteilungskonvergenz des empirischen Prozesses
mit geschiatztem Parametervektor auf Datenebene bewiesen.

In der vorhandenen Literatur zur statistischen Analyse von Radarbildern werden haufig
keine Hypothesentests, sondern visuelle Verfahren verwendet, um herauszufinden, welche
Verteilung am besten zu einem Datenhistogramm passt, vgl. zum Beispiel [Schimpf, 2002,
2004] und [Schimpf; Fuchs, 2007]. Kommen Anpassungstests zum Einsatz, so wird die
Rolle der Parameterschiatzung bei der Durchfithrung in den meisten Fallen vernachléssigt.
Beispielsweise wenden [Oliver; Quegan, 1998, S. 135] einen Kolmogorov-Smirnov-Test an,
aber um welchen Kolmogorov-Smirnov-Test es sich genau handelt, wird nicht angegeben.
Ein Hinweis auf einen Kolmogorov-Smirnov-Test findet sich am angegebenen Ort auf Sei-
te 127 verbunden mit der Literaturangabe [Press et al, 1994]. Dort wird ein Kolmogorov-
Smirnov-Test zum Testen einer aus unabhéngigen und identisch verteilten Daten beste-
henden Stichprobe gegen eine vorgegebene Verteilung ohne Parameterschitzung behan-
delt. Es wird sogar explizit darauf hingewiesen, dass dieser Test nicht bei geschéitzten
Parametern angewendet werden kann [Press et al, 1994, S. 627]. [Lilliefors, 1967, S. 399]
schreibt dazu: ,Unfortunately, when certain parameters of the distribution must be estimated from
the sample, then the Kolmogorov-Smirnov test [without estimated parameters A.M.] no longer applies -

at least not using the commonly tabulated critical points. It is suggested in [Massey, 1951] [zitiert nach
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[Lilliefors, 1967] A.M.] that if the test is used in this case, the results will be conservative in the sense
that the probability of a type I error will be smaller than as given by tables of the Kolmogorov-Smirnov
statistics (as found in [Massey, 1951] or [Birnbaum, 1952] [zitiert nach [Lilliefors, 1967] A.M.]). As will
be seen below, the results of this procedure will indeed be extremely conservative.“ Ignorieren des
Problems zu schitzender Parameter fiihrt also dazu, dass das Niveau des Tests nicht
ausgeschopft wird. Der Fehler erster Art wird kleiner, das heiflt, der prozentuale Anteil
derjenigen Testergebnisse, bei denen die Hypothese félschlicherweise verworfen wird, liegt
unter dem nominellen Testniveau. Gleichzeitig wird der Fehler zweiter Art typischerweise
grofer, also werden Alternativen seltener erkannt, die Giite des Tests nimmt ab. Ebenso
kann sich die Performance eines Tests verdndern, wenn er fiir unabhéngige Daten konzi-
piert ist, aber auf abhéngige Daten angewendet wird. Auch dann ist die Einhaltung des
Testniveaus bei moglichst grofler Giite nicht mehr gewéhrleistet. Dies belegt die Notwen-
digkeit, die Anpassungstests beziiglich der Abhéngigkeitsstruktur zu modifizieren. Sind
die Daten (my, my)-abhéingig, so besteht die Moglichkeit, diese durch Streichen eines Teils
der Daten soweit auszudiinnen, dass die verbleibenden Daten voneinander unabhéngig
sind. Dann konnen die Tests fiir unabhéngige Zufallsvariable verwendet werden, fiir wel-
che die mathematische Theorie bereits entwickelt ist. Letzteres ist aber aufgrund des mit
dem Ausdiinnen einhergehenden hohen Datenverlusts nicht sinnvoll. Deshalb werden in
der vorliegenden Arbeit Anpassungstests konzipiert, die anndhernd den vollen Datensatz
verwenden. Dies geschieht durch Extrahieren unabhéngiger Blocke aus dem (mq,ms)-
abhéngigen Zufallsfeld.

Die betrachtete parametrische Klasse der K-Verteilungen ist bei der Analyse von Radar-
bildern weit verbreitet, findet sich in der iibrigen statistischen Literatur aber eher selten.
Aus den oben genannten Griinden besteht die Notwendigkeit der Konzeption von Anpas-
sungstests auf K-verteilte Marginalien fiir (m;, msy)-abhéngige Zufallsfelder. Als Teststa-
tistiken werden dabei sowohl die Kolmogorov-Smirnov- als auch die Cramér-von-Mises-
Teststatistik verwendet.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen strukturiert:

Abschnitt 2 widmet sich dem Radar mit synthetischer Apertur. Es wird herausgearbeitet,
welche Rolle die Klasse der K-Verteilungen bei der Datenanalyse in der diesbeziiglichen
Literatur einnimmt. Dann werden die im weiteren Verlauf zum Einsatz kommenden SAR-
Daten beschrieben und in Bezug auf ihre Abhéngigkeiten analysiert.

Nachdem die Notwendigkeit der Betrachtung abhingiger Zufallsfelder fiir die Daten-
analyse belegt ist, folgen mathematische Aussagen iiber abhéngige Zufallsfelder. In Ab-
schnitt 3 wird ein funktionaler Grenzwertsatz fiir den empirischen Prozess mit geschétztem
Parametervektor fiir a-mischende Zufallsfelder nachgewiesen, wobei sich der Beweis an
[Zhu; Lahiri, 2007] orientiert. Dort werden empirische Prozesse ohne geschétzte Parame-
tervektoren auf a-mischenden Zufallsfeldern behandelt. Dabei werden ein funktionaler
Grenzwertsatz bewiesen und ein entsprechendes nichtparametrisches Bootstrapverfahren
auf Blocken vorgestellt, aus denen sich ein Anpassungstest fiir einpunktige Hypothesen
ergibt. Aber die praktische Anwendung solcher Tests ist aufgrund der a-Mischungseigen-
schaft lediglich fiir extrem grofle Zufallsfelder méglich, welche die Grenzen realer Radar-
daten iiberschreiten. Deswegen wird dieser Ansatz in der vorliegenden Arbeit nicht weiter-
verfolgt, sondern die (my, ms)-Abhéngigkeit der in Abschnitt 2 analysierten SAR-Daten
ausgenutzt, indem aus dem Datensatz unabhéngige Blocke extrahiert werden.



Der Beweis eines funktionalen Grenzwertsatzes fiir den empirischen Prozess mit geschétz-
tem Parametervektor fiir unabhéngige Blocke wird in Abschnitt 4 gefiihrt. Das Vorge-
hen orientiert sich an dem fiir a-mischende Zufallsfelder, allerdings lassen sich essentielle
Stellen des Beweises deutlich vereinfachen.

Abschnitt 5 beinhaltet eine systematische Untersuchung der parametrischen Klasse der
K-Verteilungen. Neben der Herleitung von Punktschétzern fiir die Parameter der K-Ver-
teilung werden fiir diese auch die asymptotische Normalitdt und damit die Konsistenz,
sowohl fiir a-mischende Zufallsfelder als auch fiir unabhéngige Blocke, gezeigt. Deswei-
teren werden die Regularitdtsvoraussetzungen der funktionalen Grenzwertsdtze aus den
Abschnitten 3 und 4 fiir die Klasse der K-Verteilungen bewiesen. Die systematische Unter-
suchung der Klasse der K-Verteilungen ist erforderlich, da es an einer solchen in den zahl-
reichen Publikationen zu diesem Thema, siehe Abschnitt 2.2, unter Beriicksichtigung aller
Aspekte mangelt. Hiufig wird das Hauptaugenmerk der Anwendung der beschriebenen
Verfahren auf die Daten gewidmet, wiahrend das Vorgehen eine hinreichende mathemati-
sche Prézision vermissen ldasst. Auch in [Ward; Tough; Watts, 2006], wo die K-Verteilung
eine zentrale Rolle spielt, werden lediglich einige der hier behandelten Aspekte angespro-
chen.

In Abschnitt 6 wird die Entwicklung von Bootstrap-Quantilen fiir die auf Abschnitt 4
basierenden Anpassungstests behandelt. Dabei werden Copulas verwendet, um Abhéngig-
keitsstrukturen innerhalb der Blocke abzubilden. Ein aus [Strelen; Nassaj, 2007] stammen-
der Algorithmus zur Schétzung der Copula einer Stichprobe von Zufallsvektoren und zur
Simulation von Zufallsvektoren mit dieser Copula wird vorgestellt. Zudem wird ein Boot-
strap-Verfahren konzipiert, welches auf unabhéngigen und identisch verteilten Blocken ba-
siert, der von uns so bezeichnete Independent-Blocks-Bootstrap. Diese Blocke werden fiir
die Modellierung der lokalen Abhéngigkeiten innerhalb des (m;, my)-abhéngigen Zufalls-
feldes benotigt.

In Abschnitt 7 schliefit sich ein Algorithmus zur Erzeugung von (mq,msy)-abhéingigen
Zufallsfeldern mit K-verteilten Marginalien an. Bei der mit Hilfe von Standardprinzi-
pien entwickelten Methode werden andere Verfahren verwendet als diejenigen, welche in
[Oliver; Quegan, 1998, Abschnitt 5.8, S. 145ff] beschrieben sind. Der Vorteil des hergelei-
teten Algorithmus besteht darin, dass eine Vergroflerung des Abhéngigkeitsbereiches, also
eine Erhohung von m; oder mo, keinen wesentlichen Einfluss auf die Rechenzeit hat. Auch
[Blacknell, 1994] beschreibt eine Methode, mit der zu vorgegebenen Korrelationskoeffizien-
ten und den zugehdrigen Schrittweiten entsprechend korrelierte K-verteilte Zufallsvariable
erzeugt werden konnen. Ein grofler Nachteil ist dabei jedoch die hohe Komplexitéit der
Berechnungen, die mit wachsender Schrittweite rasant zunimmt.

Damit stehen alle fiir die Durchfithrung der Tests benétigten Methoden zur Verfiigung. In
Abschnitt 8 werden Kolmogorov-Smirnov- und Cramér-von-Mises- Anpassungstests auf die
Verteilungsklasse der K-Verteilungen mit Bootstrap-Quantil durchgefiihrt. Die Klasse der
K-Verteilungen konnte aber auch durch jede andere eindimensionale parametrische Ver-
teilungsklasse ersetzt werden, welche den Voraussetzungen des funktionalen Grenzwert-
satzes 4.3 geniigt. Fiir die Generierung des Bootstrap-Quantils werden sowohl der Indepen-
dent-Blocks-Bootstrap als auch der IID-Bootstrap verwendet, welcher unabhéngige und
identisch verteilte Zufallsvariable voraussetzt. Diese vier Tests werden zunéchst auf simu-
lierte Zufallsfelder unter der Hypothese und unter zwei verschiedenen Alternativen ange-
wendet, um Aussagen iiber die Giite und die Power der Tests machen zu konnen. Im
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Anschluss folgt die Anwendung auf die in Abschnitt 2.3 beschriebenen SAR-Daten mit
Wiese- bzw. Seeclutter.

Die benétigten analytischen Hilfsmittel finden sich in Anhang A. Anhang B enthélt ein
Gegenbeispiel zu einer Aussage aus der verwendeten Literatur, welche im Beweis von
Lemma 3.22 berichtigt wird. Das folgende Notationsverzeichnis C ist sehr detailliert.
Diese Ausfiihrlichkeit ist, ebenso wie viele Erlduterungen in der gesamten Arbeit, den
unterschiedlichen Leserkreisen geschuldet.



2 Radar mit synthetischer Apertur

2.1 Prinzip des Radars mit synthetischer Apertur

Bei einem Radar mit synthetischer Apertur (synthetic aperture radar, SAR) handelt es
sich um ein bildgebendes Radar, welches sich auf einer bewegten Plattform, beispiels-
weise einem Flugzeug oder einem Satelliten, befindet. Die aktive Beleuchtung der abzu-
bildenden Szene durch das Radar fiihrt zu einer Unabhéngigkeit vom Tageslicht. Die
Beeintrachtigung durch Witterungsbedingungen kann durch die Wahl einer Frequenz aus
einem der Frequenzbereiche, in denen die atmosphérische Dampfung gering ist, minimiert
werden.

Viele Anwendungen fiir SAR-Systeme sind im Bereich der Erdfernerkundung (remote sen-
sing) angesiedelt. Dazu gehoren Bereiche wie Geologie und Kartographie, Ozeanographie,
Hydrologie, Glaziologie, Seefahrt und Seewirtschaft, Land- und Forstwirtschaft, Katastro-
phenschutz und Umwelt-Monitoring, vgl. hierzu [Ender, 2011, S. 119].

Abbildung 1: SAR Prinzip, Flughdhe h, Schrigentfernung s.

In Abbildung 1 ist ein sidelooking radar dargestellt, welches sich in einem Flugzeug befin-
det. Dieses bewegt sich wihrend der Messung idealerweise entlang einer geradlinigen Bahn
mit konstanter Geschwindigkeit v und Hohe h. Ist dies nicht der Fall, miissen die von der
idealen Bahn abweichenden Bewegungen des Flugzeuges im Nachhinein beim Verarbeiten
der Daten (processing) kompensiert werden (motion compensation).

Das Radar beleuchtet die Szene senkrecht zur Flugrichtung in der Antennenblickrich-
tung und erzeugt einen rdumlich ausgedehnten Leuchtfleck, der in Abbildung 1 grau
dargestellt ist. Die Antennenblickrichtung wird zusétzlich durch den Depressionswin-
kel 0 beschrieben, den Winkel zwischen der Horizontalen und der Antennenhauptkeu-
le. Die Schragentfernung s (slant range) wird gemessen und fiir die Darstellung der
Szene in Bodenkoordinaten umgerechnet. Die sich ergebende Bildebene wird durch die
beiden Koordinatenachsen Azimut und Range bestimmt. Azimut ist parallel zur Flug-
richtung, Range steht senkrecht darauf. Im Fall, dass die Beleuchtungsrichtung, anders
als in Abbildung 1, nicht senkrecht zur Flugrichtung ist, muss zusétzlich der squint angle
beriicksichtigt werden. Letzteres kann beabsichtigt oder beispielsweise auch durch starken
Seitenwind verursacht sein.
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Wihrend des Fluges sendet ein gepulstes SAR-System eine Folge von Impulsen aus. Die
Amplituden und Phasen der iiber das Empfangszeitintervall empfangenen elektromagne-
tischen Wellen der Echos werden als komplexe Zahlen gespeichert. Diese werden durch
Prozessierung in Informationen zu den einzelnen Bildpunkten (Pixeln) des zu erzeugenden
Bildes umgewandelt. , The SAR, in fact, measures the number pair (A cos ¢, Asin ¢) in the in—phase
and quadrature channels of the receiver, weighted by the SAR PSF [point spread function]. This estimate
of the local reflectivity at each pixel can also be represented by the complex number Ae'?; in this form,
the SAR data are known as the complex image.“ [Oliver; Quegan, 1998, S. 84f].

Die Verschiebung der Plattform wird dazu verwendet, die Apertur des Radars zu ver-
groffern, das heifit, ein Radar mit einer grofleren Antenne zu simulieren. Auf diese Weise
fithrt die Bewegung zu einer Verbesserung der Auflésung der erzeugten Bilder in Richtung
Azimut.

Die Auflésungen in Richtung Range und in Richtung Azimut werden im Folgenden herge-
leitet. Die Darstellung orientiert sich hauptséchlich an den Quellen [Oliver; Quegan, 1998|
und [Skolnik, 1980].

Bei einem Radar spielen zwei verschiedene Entfernungsmafie eine Rolle. Einerseits die
tatsdchlich gemessene Schréagentfernung s zwischen dem Radar und einem beleuchteten
Punkt P auf dem Boden sowie andererseits die daraus berechnete Bodenentfernung r
zwischen P und der senkrechten Projektion des Radars auf den Boden.

>

v

T P

Abbildung 2: Radar in Flughdhe h, beleuchteter Punkt P mit Schrigentfernung s, Bodenentfernung r
und effektiver Depressionswinkel v.

In Abbildung 2 wird die Erdkriimmung vernachléssigt, was bei Anwendungen mit einem
von einem Flugzeug getragenen Radar keine Einschrénkung darstellt. Berechnungen,
welche die Kriimmung der Erdoberfliche beriicksichtigen, finden sich beispielsweise in
[Oliver; Quegan, 1998, S. 14ff].

Der effektive Depressionswinkel v (grazing angle) zwischen der Erdoberfliche und der
auftreffenden Welle ist von der Lage des zugehorigen Punktes im Leuchtfleck abhéngig.
Fiir den effektiven Depressionswinkel v des Punktes P gilt

- cos(v). (2.1)
s
Zusétzliche Informationen im Zusammenhang mit den auftretenden Winkeln finden sich
bspw. in [Currie; Brown 1987, S. 48] und [Henderson; Lewis 1998, S. 28f]. Dass die Bezie-
hung zwischen der Schriagentfernung s und der Bodenentfernung r eines Punktes P nicht-

linear ist, folgt aus dem Satz von Pythagoras

s? = h? 4 r2
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Die Auflosung d, in Richtung der Schrigentfernung, also der kleinste vom Radar messbare
Langenunterschied, hangt von der Auflésung ¢§; in der Zeit ab. Es gilt

C
53 = 5155, (22)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist und der Faktor % daraus resultiert, dass der zuriickge-
legte Weg, welcher aus dem Hinweg und aus dem Riickweg besteht, der doppelten Entfer-
nung entspricht. Dabei bezeichnet d; entweder die Dauer des Impulses oder, entsprechend
der Fouriertheorie, das Inverse der Bandbreite des ausgesendeten Signals. Letzteres ist vor
allem dann von Bedeutung, wenn eine grofle Bandbreite aus mehreren schmalbandigen
Impulsen unterschiedlicher Frequenz synthetisiert wird. ,,A fundamental relation in radar
theory is that the best attainable time resolution is inversely proportional to the band-
width B of the transmitted signal® [Oliver; Quegan, 1998, S. 16]. Fiir die Bandbreite B
des Signals, das heifit fiir die Differenz zwischen der héchsten und der niedrigsten gesen-
deten Frequenz, gilt also §; = %. Eingesetzt in Gleichung (2.2) liefert diese Beziehung

Cc

0s = —.
2B

Der geometrische Zusammenhang zwischen der Auflésung d, in Richtung der Schrég-

65

Vv

/ Y

Abbildung 3: Auflésung in Schrigentfernung s, Auflésung in Bodenentfernung 4, und effektiver Depres-
sionswinkel v.

entfernung und der Auflésung 4, in Richtung der Bodenentfernung ist in Abbildung 3
dargestellt. Daraus ergibt sich die Gleichung

1 1 c
o = cos(v) % = cos(v) 2B

Fiir ein Radar mit realer Apertur, also ein Radar, bei dem die effektive Antennenlénge der
physikalischen Antennenlénge entspricht, ist die Azimutauflésung ¢, wie in Abbildung 4
ersichtlich

0y = sb,, (2.3)

wobei 0, die GroBe des Offungswinkels der Antenne in Azimut, angegeben im BogenmaS,
ist. Dessen Grofe ist umgekehrt proportional zur physikalischen Antennenlénge L

>~

9(1 = Clz, (24)

wobei A die Wellenldnge ist und ¢; eine von der Antenne abhéngende Konstante, siche
beispielsweise [Eaves; Reedy, 1987, (6-15), S. 153].
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0a

S-0a

Abbildung 4: Antennendffnungswinkel in Azimut 6,, Schrigentfernung s und Azimutauflosung §, = s6,,.

Die Auflosung ¢, einer realen Apertur in Azimut kann unter Verwendung der Gleichungen
(2.3) und (2.4) geschrieben werden als
SA
5a = le.
Bei einem Radar mit synthetischer Apertur wird eine reale Antenne bewegt. Durch
gemeinsames Verarbeiten der aus den einzelnen, wahrend der Bewegung durchlaufenen,
Positionen stammenden Daten wird eine synthetische Antenne von deutlich gréflerer
Léange generiert. Dies ist, ohne Beriicksichtigung der Kriimmung der Wellenfront, in Abbil-
dung 5 dargestellt. Die maximal mogliche Lénge der synthetischen Apertur L, entspricht

Lsa

«— P | PP

04l

b

Abbildung 5: Lénge der synthetischen Apertur L.

dem Abstand zwischen der ersten Position P; des Radars, bei der ein fester Punkt P am
Boden in die Antennenkeule eintritt, und der letzten Position P,, wenn er diese wieder
verldsst.

Fiir die Herleitung der Lange von L, sei 0.B.d.A. n eine gerade Zahl. Es wird die Position
P, )3 betrachtet. In dieser liegt der Punkt P beziiglich Azimut zentriert im Leuchtfleck. In
Abbildung 5 ist zu erkennen, dass in diesem Fall die Lénge L, der Breite b des Leuchtflecks
entspricht. Nach Gleichung (2.3) gilt b = s, und damit ist auch

Ly, = s0,. (2.5)

Fiir den Offnungswinkel der synthetischen Antenne in Azimut Osa.q gilt

A
2L

(2.6)

esa,a =G
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, The factor 2 appears in the denominator because of the two-way propagation path from the antenna
‘element’ to the target and back as compared with the one-way path of a conventional antenna. As a
consequence of the two-way path the phase difference between the equally spaced elements of a synthetic
array is twice that of a conventional array with the same spacing. (The terms synthetic array and synthetic
aperture are used interchangeably here.)* [Skolnik, 1980, S. 518]. In (2.4) tritt der Faktor 2 im
Nenner nicht auf, da sich die Gleichung auf die Ausbreitung vom Radar zum Boden
bezieht, wiahrend in (2.6) auch der Riickweg einflieft. Dies hat Auswirkungen auf die
Phasendifferenzen, welche mit Hilfe der Antennentheorie beschrieben werden kénnen, vgl.
[Kraus, 1966].

Die maximale Azimutauflosung 5, , eines Radars mit synthetischer Apertur lésst sich aus
den Gleichungen (2.4), (2.5) und (2.6) berechnen
A A L
5 pu— 0 pum— B pu— e p— —_—.
sa,a S sa,a SCy 2L5a &1 29@ 2

Die bestmogliche Auflésung in Azimut hangt lediglich von der Lange L der realen Antenne
ab und ist anders als beim Radar mit realer Apertur unabhéngig von der Schrigentfer-
nung. Beim Prozessieren einer vollen Streifenbreite muss allerdings auch die Ausdehnung
des Leuchtflecks beriicksichtigt werden, denn die maximale synthetische Apertur bezieht
sich nur auf die Mitte des Leuchtflecks, also auf den mittleren Rangebereich.

Héufig wird die maximale synthetische Apertur nicht ausgenutzt. Grund dafiir ist der
Wunsch nach quadratischen Pixeln in dem prozessierten SAR-Bild. Ein Beispiel fiir ein
Amplituden-SAR-Bild ist in Abbildung 6 zu sehen. Die Pixelwerte entsprechen dabei den
Amplituden der empfangenen Leistungen in dB. Das Bild hat eine Auflésung von 75 cm
sowohl in Schrégentfernung als auch in Azimut und wurde mit dem Experimentalsystem
MEMPHIS von Bord einer Transall C-160 aufgenommen. Genauere Angaben zum System
finden sich in Abschnitt 2.3. Die Helligkeitswerte im Bild ergeben sich aus den Radarquer-
schnitten (radar cross section, RCS) der abgebildeten Objekte, einem Ma$ fiir die Stérke
der Reflexion eines Gegenstandes zum Radar. Diese héngt unter anderem von Geometrie
und Material der Objekte sowie von der verwendeten Frequenz und der Beleuchtungs-
richtung ab. Fiir flichenhaft verteilte Streuer wird auch die Reflektivitit o verwendet,
die als Radarquerschnitt pro Einheitsfliche definiert ist. ,Goldstein introduced the quantity
oY, radar cross section per unit area of sea surface, to provide a normalized parameter that could be
used to describe radar cross section of the sea.“ [Long, 2001, S. 292f] Der Radarquerschnitt wird
iiblicherweise in der Einheit m? angegeben, die Reflektivitit folglich in m?/m?.

Im unteren Teil von Abbildung 6 sind das Mercedes-Benz Werk und der Bahnhof gut
zu erkennen. Bei den dunklen Flidchen handelt es sich um Wasser. Neben den gebauten
Objekten (man made objects) sind auch Walder und Wiesen oder Felder zu sehen. Diese
fallen unter den Begriftf Clutter (Bodenstorhintergrund).

[Skolnik, 2001, S. 403] schreibt zur Herkunft dieses Begriffs: , Clutter is the term used by radar
engineers to denote unwanted echoes from the natural environment. It implies that these unwanted echoes
‘clutter’ the radar and make difficult the detection of wanted targets. Clutter includes echoes from land,
sea, weather (particulary rain), birds, and insects. [...] Clutter is generally distributed in spatial extent
in that it is much larger in physical size than the radar resolution cell. [...]“ Allerdings entwickel-
ten sich auch viele Anwendungen vor allem im Bereich remote sensing, bei denen speziell
der Clutter von Interesse ist. [Skolnik, 2001, S. 403f] schreibt weiter: ,Radar echoes from the

environment are not always undesired. [...] The backscatter echoes from land can interfere with many
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Abbildung 6: Amplituden-SAR-Bild des Mercedes-Benz Werkes in Worth, 75 cm Auflssung, MEMPHIS.

applications of radar, but they are the target of interest for ground-mapping radar, synthetic aperture

radars, and radars that observe earth resources.

In einem homogenem Clutterbereich eines Amplituden-SAR-Bildes unterliegen die Hellig-
keitswerte der einzelnen Pixel zufilligen Schwankungen und sind héufig nicht unabhéngig
voneinander. Zum einen gibt es physikalische Abhéngigkeiten, die aus der abgebildeten
Szene resultieren. Aber auch durch die Messapparatur und die Prozessierung entstehen
Abhéngigkeiten, vor allem bei multi-look Daten, bei denen die inkohérente Addition
benachbarter Pixelwerte mit dem Verzicht auf die hochstmogliche Auflésung einhergeht.
Aussagen {iber die Ausdehnung dieser Abhéngigkeiten konnen aus der Gestalt der Punkt-
zielantwort (point spread function) gemacht werden. Diese enthélt wichtige Informatio-
nen wie beispielsweise die geometrische Auflésung und die Nebenzipfelunterdriickung des
Systems, vgl. [Moreira, 2000, S. 17ff]. In den in dieser Arbeit verwendeten SAR-Bildern be-
dingen Messapparatur und Prozessierung Abhéingigkeiten zwischen benachbarten Pixeln.
Benachbart bedeutet, dass die Pixel mindestens eine gemeinsame Ecke besitzen.

Adéquat konnen solche SAR-Bilder daher als Realisierungen zweidimensionaler Zufalls-
felder mit einer Indizierung in Z? modelliert werden, wobei die Komponenten die zufélligen
Helligkeitswerte der einzelnen Pixel darstellen.
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2.2 Anwendung der K-Verteilung auf Radardaten

Fiir die Analyse von Clutterdaten aus Radarbildern ist eine statistische Beschreibung der
zufilligen Helligkeitswerte der einzelnen Pixel notwendig. Haufig wird dafiir die empi-
rische Verteilung eines Datensatzes an eine parametrische Verteilungsklasse angepasst.
Die geschétzten Parameter dieser Verteilungsklassen werden verwendet, um beispielsweise
verschiedene Arten von Clutter zu unterscheiden. Eine weitere Anwendung von Clutter-
verteilungen ist die Bestimmung konstanter Falschalarmraten (constant false alarm rate,
CFAR). Diese werden als Schwellenwerte fiir die Detektion von sich im Clutter befinden-
den Zielen benotigt.

Fiir die Anwendung auf Radardaten werden verschiedene parametrische Verteilungsklas-
sen verwendet. Dazu gehoren unter anderem die Klassen der Normalverteilungen, der
Rayleigh-Verteilungen, der Rice-Verteilungen, der Lognormalverteilungen, der Weibull-
Verteilungen und der Chi-Quadrat-Verteilungen, vgl. [Long, 2001, S. 507].

Neben den aufgezihlten Verteilungen wird auch die parametrische Klasse der K-Vertei-
lungen zur Anpassung an Clutterdaten genutzt. Eingefiihrt wurde diese Klasse durch
[Jakeman; Pusey, 1976]. Sie entwickelten ein mathematisches Modell fiir nicht-Rayleigh
verteilten Seeclutter. Das Modell beruht auf der Aufteilung der durch das Radar beleuch-
teten Fléche in eine endliche Anzahl von Regionen oder Streuern, welche unabhéngige Bei-
trage fiir das zuriickgestreute Signal im Fernfeld liefern. Die K-Verteilung wird in diesem
Zusammenhang als Wahrscheinlichkeitsverteilung des nicht-Rayleigh verteilten Seeclut-
ters verwendet. Vor allem wird ihre Abhéngigkeit von der beleuchteten Flédche heraus-
gestellt. [Jakeman; Pusey, 1976, S. 813] schlieflen: ,,We have also introduced a new family of
"K-distributions’ to describe the PDF of the cross section. These distributions, which can be used for
fitting experimental data, appear to have a firmer theoretical basis than the largely ad hoc distributions

suggested hitherto.*

Auf diesen ersten Vorschlag zur Verwendung der K-Verteilung fiir Seeclutter folgten Publi-
kationen, in denen die Niitzlichkeit der K-Verteilung fiir die Analyse von Radardaten
aufgezeigt wurde. Die Anwendungen blieben nicht auf Seeclutter beschrinkt und wurden
zudem auf SAR-Daten ausgeweitet, vgl. [Oliver; Quegan, 1998, S. 135].

Groflen Anteil daran hat ein Modell zur Beschreibung von hochaufgelostem Seeclutter,
welches aus einer zusammengesetzten Verteilung mit zwei Komponenten besteht. So wer-
den die physikalischen Eigenschaften des Seeclutters beriicksichtigt. Es ist moglich, die
K-Verteilung mit Hilfe dieses Modells zu beschreiben. ,[...]| the K-distribution can be
represented as a Rayleigh distribution with its mean-square value varying according to
a gamma distribution [...]* [Jakeman; Tough, 1987, S. 1768]. Die entsprechende Dar-
stellung (8.5) der Dichte der K-Verteilung als Mischung der Dichten von Rayleigh-Ver-
teilungen mit der Dichte einer Gammaverteilung als Mischungsverteilung wird in Ab-
schnitt 8.2 detailliert beschrieben.

Alle hier erwdhnten Verteilungsklassen bestehen aus eindimensionalen Verteilungen. Das
Radarbild wird als zweidimensionales Zufallsfeld aufgefasst, die einzelnen Pixelwerte also
als Realisierungen von Zufallsvariablen. Dann kann jede Teilmenge von n Zufallsvariablen
als Zufallsvektor geschrieben werden und besitzt somit eine gemeinsame n-dimensionale
Verteilung. Sollen eindimensionale Verteilungsklassen angepasst werden, so miissen einzel-
ne Zufallsvariable betrachtet werden. Diese besitzen eindimensionale Randverteilungen,
die auch als Marginalien bezeichnet werden.
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Die Schétzung der Parameter der K-Verteilung wurde in der Literatur von verschiedenen
Autoren untersucht und neben Maximum-Likelihood-Schéitzern und Momentenschétzern
wurden weitere Schéitzer vorgeschlagen. Dazu gehoren beispielsweise eine Methode von
[Iskander; Zoubir; Boashash, 1999], die Momenten- und Maximum-Likelihood-Schétzer
kombiniert, ein Schétzer, der auf dem Logarithmus basiert, [Blacknell; Tough, 2001] oder
die Methode von Raghavan, welche das arithmetische und das geometrische Mittel der
Daten verwendet [Raghavan, 1991].

Ein detaillierter Uberblick zu den Arbeiten, die sich mit Anwendungen der K-Verteilung
auf Radardaten beschiftigen, findet sich beipielsweise in [Ward; Tough; Watts, 2006, S. 6]
oder bei [Oliver; Quegan, 1998, S. 135]. Diese fassen zusammen: ,In the radar field the
K distribution has been used extensively to represent both sea clutter |...] and land clut-
ter [...]“

Aufgrund der weiten Verbreitung der Klasse der K-Verteilungen als parametrische Ver-
teilungsklasse fiir die Modellierung von Radardaten erscheint es notwendig, statistische
Tests zu entwickeln, mit welchen tiberpriift werden kann, ob die eindimensionalen Rand-
verteilungen eines Zufallsfeldes aus der Klasse der K-Verteilung stammen. Die Anwendung
solcher Tests erlaubt eine Aussage dariiber, ob die Anpassung einer K-Verteilung an die
entsprechenden Daten iiberhaupt sinnvoll ist. Da es sich hierbei um Daten aus Radar-
bildern handelt, muss das Zufallsfeld nach einem zweidimensionalen Gitter indiziert sein.
Auflerdem muss es die passende Abhéngigkeitsstruktur aufweisen. Um welche es sich dabei
handelt, wird in Abschnitt 2.4 analysiert.

2.3 Verwendete Daten

Die in dieser Arbeit verwendeten Radardaten sind SAR-Daten von Flugmesskampagnen
mit dem Experimentalsystem MEMPHIS des Fraunhofer FHR an Bord einer Transall
C-160. Das Akronym MEMPHIS steht fiir Millimetrewave Experimental Multifrequency
Polarimetric High Resolution Interferometric System. Es handelt sich um ein gepul-
stes vollpolarimetrisches Radar mit einer maximalen Bandbreite von 800 MHz und den
Frequenzen 35 GHz sowie 94 GHz. Weitere Informationen zu MEMPHIS finden sich in
[Schimpf et al., 2002].

Y.

Abbildung 7: MEMPHIS an Bord einer Transall C-160.

Bei den Daten, aus denen die in den folgenden Kapiteln berechneten Beispiele fiir die
Methoden zur Datenanalyse stammen, handelt es sich um 94 GHz multi-look SAR-
Daten der Polarisation HH. Die Polarisation beschreibt die Schwingung der elektroma-
gnetischen Welle. HH ist die Bezeichnung dafiir, dass sowohl die gesendeten als auch
die empfangenen Wellen eine lineare Polarisation mit einem elektrischen Feld haben,
welches horizontal schwingt. Die Angabe der Polarisation ist wichtig, da die physikali-
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schen Riickstreueigenschaften und damit die Verteilung der Daten von der Polarisation
abhidngen konnen.

Wegen des grofien Dynamikumfangs haben die abgebildeten SAR-Szenen logarithmische
Skalen. Das heifit, anstelle der Leistung = eines Pixels wird der Wert 10 - log,,(x) darge-
stellt, die Daten liegen also im dB-Raum vor. Sémtliche Berechnungen erfolgen aber im
linearen Raum. Dabei bilden die Auswertungen in Abschnitt 2.4 eine Ausnahme, die vor-
gestellten Ergebnisse stammen von logarithmierten Daten. Allerdings ist diese Umrech-
nung eine deterministische Funktion, welche keinen Einfluss auf die dort analysierten
Abhéngigkeiten der Daten untereinander hat.

Abbildung 8 zeigt ein Amplituden-SAR-Bild der Szene, aus der die spéter analysierten
Wiesedaten stammen. Diese wurden unter einem Depressionswinkel von 20° und mit einer
Schragentfernung von 1200 m aufgenommen. Um die gewiinschten homogenen Clutter-

Abbildung 8: Amplituden-SAR-Bild einer Schweizer Szene in dB, 19 cm Auflésung, MEMPHIS.

daten fiir die Analyse zur Verfiigung zu haben, wurde ein entsprechend einheitliches Stiick
Wiese ausgesucht. Es weist fast keine Neigung auf, und die durchschnittliche Halmlange
betragt etwa 10 cm. Das rote Rechteck markiert den Bereich, aus dem die Wiesedaten
stammen.

Die zweite verwendete Szene enthilt Seeclutter, vgl. Abbildung 9. Hier betrdagt der Depres-

Abbildung 9: Amplituden-SAR-Bild Seeclutter in dB, 19 cm Auflésung, MEMPHIS.

sionswinkel 22.5°, die Schrigentfernung 800 m.

2.4 Abhingigkeiten zwischen Clutterdaten

Die Abhéngigkeitsstruktur des in Abschnitt 2.3 beschriebenen Wiese- und Seeclutters wird
im Folgenden analysiert. Dazu werden sowohl die empirischen Autokorrelationsfunktionen
von Datenvektoren als auch Tests auf Zuféalligkeit verwendet.
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2.4.1 Empirische Autokorrelationsfunktion

Die Autokovarianzfunktion ~ einer stationdren Zeitreihe X, fiir 1 <t < n mit Mittelwert
1 ist fiir die Schrittweiten 0 < h < n — 1 definiert durch

v(h) = E[(X¢ — 1) (Xesn — p)]. (2.7)

Die Autokorrelationsfunktion p entsteht durch Normierung aus der Autokovarianzfunktion
(2.7) fiir die Schrittweiten 0 <h <mn —1
(h)
p(h) = —=. 2.8
=15 (28)

Besteht die Zeitreihe aus unabhéngigen Zufallsvariablen, so sind diese auch unkorreliert
und es gilt fiir alle h > 1 die Gleichung v(h) = 0, die p(h) = 0 impliziert.
Als Schétzer fiir die Modellgréfe v wird die empirische Autokovarianz

1 n—h

v(h) = - Z(Xt — X)) (Xipn — Xn) (2.9)

n
t=1

verwendet, wobei X,, das arithmetische Mittel der Daten ist. Der Faktor % wird hier
der Normierung mit der Anzahl der Summanden vorgezogen um sicherzustellen, dass
die Matrizen der empirischen Autokovarianzen und der empirischen Autokorrelationen
positiv semidefinit sind. Bei der Normierung mit der Anzahl der Summanden ist dies
nicht zwingend der Fall, vgl. [Brockwell; Davis, 1991, S. 220f]. Als Schétzer fur p(-) ergibt
sich aus den Gleichungen (2.9) und (2.8) die empirische Autokorrelationsfunktion

N 7 (h)

p(h) 50)° (2.10)
Nach [Box; Jenkins, 1970, S. 33] gilt fiir die Verwendung dieser Schétzer die Faustregel,
dass fiir die Anzahl der Daten n > 50 gelten sollte. Zudem existiert die Richtlinie,
die Schétzer lediglich fiir die Schrittweiten 0 < h < % zu betrachten, damit auch fiir
grofere Schrittweiten ausreichend viele Datenpaare fiir die Berechnung des Schétzers zur
Verfiigung stehen. Handelt es sich um unabhéngige Daten, so sollte die geschétzte Auto-
korrelationsfunktion fiir alle Schrittweiten A > 1 und eine Schwelle ¢ > 0 die Bedingung
|p(h)| < e erfiillen. Im Folgenden wird nach [Brockwell; Davis, 1991, S. 223] als Schwelle
der Wert

e =1.96n"2 (2.11)

verwendet. Dieser ergibt sich aus dem 95% Konfidenzintervall der Standardnormalvertei-
lung, gegen welche die Verteilungen der Schétzer p(h) bei unabhéngigen Daten fiir n — oo
konvergieren.

2.4.2 Tests auf Zufilligkeit

Um Abhéngigkeiten zwischen den Pixeln des SAR-Bildes zu erkennen, werden zwei ver-
schiedene Tests auf Zufalligkeit (tests for randomness) eingesetzt. Zufdlligkeit bedeutet
hierbei unabhéngige und identisch verteilte Daten. Angewendet werden der runs up and
down Test und der Bartels Test.
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Beim runs up and down Test werden die Daten einer Zeitreihe zunéchst dichotomisiert,
da sie lediglich zwei verschiedene Ausprigungen besitzen diirfen. Um dies zu erreichen,
wird jedes einzelne Datum mit dem empirischen Median verglichen. Daraufhin erhalten
alle Daten, die grofler als dieser sind, eine Ausprigung, den anderen wird die zweite
Auspriagung zugeordnet. Ein run ist eine Sequenz der Zeitreihe, in der lediglich eine
Auspriagung vorkommt. In die Teststatistik flieBen sowohl die Anzahl als auch die Lénge
der runs der betrachteten Stichprobe ein. Fiir genauere Informationen vgl. [Gibbons, 1992,
S. 82ff].

Der zweite verwendete Test ist der Bartels Test. Bei diesem werden die Rénge zweier
aufeinanderfolgender Elemente einer Zeitreihe X;, ¢t = 1,...,n, verglichen. [Bartels, 1982]
fithrt die folgende Teststatistik ein

?;11 (Rang(X;) — Rang(XHl))2
Sy (Rang(Xt) — E)Q

wobei R = 123"  Rang(X;) = “ das Mittel iiber alle Réinge ist. Diese Teststatistik, bei
der jeweils die Rénge zweier aufeinander folgender Zufallsvariablen verglichen werden, ist

RuN =

eine Rangversion der von Neumann’s ratio. Bei paarweise verschiedenen Beobachtungen
n(n2-1)

2
Bei der Anwendung der Tests auf Zuféilligkeit wurden jeweils die in der Programmierumge-

entspricht der Nenner der Konstanten
bung [R] implementierten zweiseitigen Tests mit ihren Standardeinstellungen verwendet.

2.4.3 Anwendung auf Daten

Sowohl die in Abschnitt 2.4.1 definierte empirische Autokorrelationsfunktion mit der ange-
gebenen Schwelle als auch die beiden Tests auf Zufilligkeit aus Abschnitt 2.4.2 sind Metho-
den, die aus der Zeitreihenanalyse stammen.

Im vorliegenden Fall von zweidimensional indizierten Bilddaten entspricht die Zeitreihe
der rdumlichen Abfolge dieser Daten in einer Dimension. Aus der Datenmatrix des SAR-
Bildes werden Vektoren entnommen, um die beschriebenen Methoden auf diese anzuwen-
den. Dabei verlaufen Spaltenvektoren in Richtung Range und Zeilenvektoren in Richtung
Azimut. Die Schrittweite zwischen zwei benachbarten Pixeln, die sich in derselben Zeile
oder Spalte befinden, wird als h = 1 festgelegt.

Sowohl fiir Zeilenvektoren als auch fiir Spaltenvektoren des in Abschnitt 2.3 beschriebe-
nen Wieseclutters haben die empirischen Autokorrelationsfunktionen dasselbe typische
Aussehen.

Der in Abbildung 10 verwendete Schwellenwert ¢ wurde mit Gleichung (2.11) berechnet.
Fiir die Schrittweite h = 1 liegt der Wert der empirischen Autokorrelationsfunktion p(1)
deutlich iiber dem Schwellenwert, die Betrége |p(h)| fiir A > 2 sind fast immer kleiner als
E.

Dass die empirische Autokorrelationsfunktion nicht fiir alle h > 1 unter dem Schwellenwert
liegt, lasst darauf schliefen, dass die betrachteten Daten nicht unabhéngig voneinander
sind. Dies wird durch die Ergebnisse der Tests auf Zufalligkeit bestéatigt, die sehr niedri-
ge p-Werte haben. Der p-Wert des runs up and down Tests betrigt fiir den vorliegenden
Vektor 0.001, der des Bartels Tests 9.4-10~7. Dabei entsprechen die GréBenordnungen der
p-Werte denjenigen, welche auch andere Zeilen- oder Spaltenvektoren derselben Clutter-
matrix aufweisen. Die beiden Tests verwerfen also erwartungsgemafl die Hypothese der
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Abbildung 10: p(h) fiir Spaltenvektor aus Wiesedaten, p(1) = 0.263, ¢ = 0.1005.

Zufalligkeit. Damit ist statistisch abgesichert, dass Abhangigkeiten zwischen den Daten
bestehen.

Das Aussehen der empirischen Autokorrelationsfunktion lasst darauf schliefen, dass sich
die linearen Abhéngigkeiten auf benachbarte Pixel der Datenmatrix beschrinken. Um
dies zu iiberpriifen, werden die Vektoren ausgediinnt, indem jede zweite Komponente
gestrichen wird. Dann entféllt die Schwelleniiberschreitung der empirischen Autokorre-
lationsfunktion bei der Schrittweite h = 1, da diese nicht mehr benachbarte Pixel der
Datenmatrix sondern Pixel, die den Abstand 2 haben, beschreibt. Die folgende Abbil-
dung 11 zeigt dies am Beispiel desselben ausgediinnten Zeilenvektors, fiir den die em-
pirische Autokorrelationsfunktion des vollstéindigen Vektors in Abbildung 10 dargestellt
ist.

oz
N
“’L\/—\/ W
i , . , , , , , , ,
5 5 m 3 3 m =

25
Schrittweite i

Abbildung 11: p(h) fiir ausgediinnten Spaltenvektor aus Wiesedaten, p(1) = 0.0175, e = 0.1422.

Ein weiteres Indiz dafiir, dass sich die Abhéngigkeiten auf benachbarte Pixel der Daten-
matrix beschrinken, findet sich in Abbildung 12.

Dargestellt ist die empirische Autokorrelationsfunktion einer zeilenweise eingelesenen Da-
tenmatrix der GroBle 100 x 100. Deutlich iiber dem Schwellenwert liegen die Werte zu
den Schrittweiten h = 1, dabei handelt es sich um benachbarte Pixel, die in derselben
Zeile liegen, und der Peak bei h = 101 mit der Breite von 3 Schrittweiten. Bei h = 101
sind die Pixel in einer Spalte benachbart, bei A = 100 und h = 102 handelt es sich um
benachbarte Pixel einer Diagonalen. Die Werte der empirischen Autokorrelationsfunktion
fiir die beiden letztgenannten Schrittweiten sind deutlich kleiner als fiir A = 101. Dies
stimmt mit der Erwartung iiberein, dass in der Datenmatrix zwei Pixel, die eine gemein-
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Abbildung 12: p(h) fiir zeilenweise eingelesene Matrix aus Wiesedaten, £ = 0.0194.

same Kante haben, groflere lineare Abhéngigkeiten aufweisen als zwei in einer Diagonalen
benachbarte Pixel mit genau einer gemeinsamen Ecke. Fiir alle anderen Schrittweiten h
liegt p(h) anndhernd unter ¢.

Ebenso wie die empirische Autokorrelationsfunktion geben auch die Tests auf Zufilligkeit
keine Hinweise auf Abhéngigkeiten zwischen den Komponenten der ausgediinnten Daten-
vektoren. Fiir den betrachteten Vektor ist der p-Wert des runs up and down Tests 0.39,
der des Bartels Tests liegt sogar bei 0.801. In beiden Féllen wird die Nullhypothese der
Zufilligkeit dementsprechend nicht verworfen.

Dies stiitzt die Vermutung, dass sich die Abhéngigkeiten auf benachbarte Pixel der Wiese-
daten beschrénken.

Die empirische Autokorrelationsfunktion des Seeclutters entspricht in ihrem Verhalten der
des Wieseclutters. Auch hier liegt sowohl bei Zeilen- als auch bei Spaltenvektoren lediglich
der Wert p(1) deutlich tiber der Schwelle. Abbildung 13 zeigt die empirische Autokorrelati-
onsfunktion einer zeilenweise eingelesenen Seecluttermatrix der Grofie 49x49. Es zeigt sich
ein Peak bei 50, der sich iiber drei Schrittweiten ausdehnt. Die Schrittweite 50 entspricht
im Bild benachbarten Pixeln aus derselben Spalte, die Schrittweiten 49 und 51 gehoren
zu Pixeln, die in einer Diagonale nebeneinander liegen. Das Verhalten der empirischen
Autokorrelationsfunktion ldsst die Vermutung zu, dass sich auch bei dem betrachteten
Seeclutter die Abhéngigkeiten auf benachbarten Pixel der SAR-Szene beschréinken.

Auch bei anderen Arten von Clutter kann davon ausgegangen werden, dass zwei hinrei-
chend weit voneinander entfernte Pixel unabhingig voneinander sind. Die Schrittweite,
ab der dies der Fall ist, ist sehr stark von der Art des Clutters abhéngig, bei See spielt
auch der Seegang (sea state) eine grofe Rolle. Beispielsweise Wald weist aufgrund seiner
Textur, also der vorhandenen rdumlichen Struktur, Abhéngigkeiten fiir deutlich gréfiere
Schrittweiten auf als Wiese.

Abbildung 14 macht zusétzlich deutlich, dass das Aussehen der Autokorrelationsfunktio-
nen bei Wald sehr viel starker variiert als bei dem betrachteten Wiese- oder Seeclutter.
Die drei verwendeten Vektoren stammen alle aus demselben Waldstiick. Sie verlaufen in
Richtung Azimut und sind zwischen 10 und maximal 30 Bildpixel voneinander entfernt.
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Abbildung 13: p(h) fiir zeilenweise eingelesene 49 x 49 Matrix aus Seeclutterdaten, e = 0.0392.
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Abbildung 14: p(h) fiir Spaltenvektoren aus Walddaten, € = 0.1477.

Mit den bisherigen Ergebnissen scheint die im Folgenden definierte (my, ms)-Abhéngigkeit
die geeignete Abhéngigkeitsstruktur fiir die Beschreibung von Clutterdaten aus SAR-
Bildern zu sein. Zunéchst werden die benétigten Begriffe eingefiihrt.

2.1 Definition: Ein Zufallsfeld {Z; : s € Z?} heifit stationdr, wenn fiir alle k € N, alle
Si,...,8; € Z? und alle h € Z? gilt

(ZSI, ey Zsk) ~ (Zsl+h’ ey Zsk+h).
Fiir zwei Mengen S,T C Z? wird ihr komponentenweiser Abstand definiert.

2.2 Definition:  Seien die Mengen S, T C Z?. Die Elemente von S werden mit (sy, s9)
bezeichnet, die von T' mit (1, ts).

Die Menge der ersten Komponenten von S ist gegeben durch

S1 ={s1 € Z: Es existiert s € Z so, dass gilt (s1,2) € S}.
Die Menge der zweiten Komponenten von S ist gegeben durch

S = {ss € Z : Es existiert s; € Z so, dass gilt (s, s2) € S}.

Analog gelten die Bezeichnungen T und 75 fiir die Menge T'.
Der Abstand der Mengen S und T in der ersten Komponente wird definiert als

dist;(S,T) = slegllit?eTl |s1 — ta].
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Der Abstand der Mengen S und T in der zweiten Komponente ist entsprechend

disty(S,T) = min__ |sy — taf.

52€82,t2€T>

2.3 Definition: Ein stationiires Zufallsfeld {Z; : s € Z%} heiBit (mq, my)-abhingig
beziiglich der Maximumsnorm mit my, my € Ny, wenn fiir alle Indexmengen S, T C Z2
mit

dist1(S,T) > my oder disty(S,T) > my
die beiden Mengen von Zufallsvariablen

{Zs:s€ St und {Zs:s €T}

unabhéngig sind.
Nach den hier vorgestellten Ergebnissen lassen sich Daten aus SAR-Bildern, welche aus
Ausschnitten mit homogenem Clutter stammen, mathematisch als Realisierungen von

zweidimensionalen, stationédren, (my, msy)-abhéngigen Zufallsfeldern modellieren. Die Ho-
mogenitédt des Clutters wird dabei iiber die Stationaritit beschrieben.
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3 Der empirische Prozess mit geschitztem Parametervektor fiir
zweidimensionale mischende Zufallsfelder

In diesem Kapitel werden mischende Zufallsfelder auf Z? betrachtet, also Zufallsfelder,
deren Komponenten vorgegebene Eigenschaften beziiglich des a-Mischungskoeffizienten
erfiillen. Fiir den zugehorigen empirischen Prozess mit geschiatztem Parametervektor wird
ein funktionaler Grenzwertsatz bewiesen. Im ersten Abschnitt werden die dafiir benttigten
bekannten Begriffe und Resultate eingefiihrt.

3.1 Grundlagen
Betrachtet wird das Zufallsfeld {Z, : s € Z?}.

3.1 Definition: Fiir eine Menge S C Z? bezeichne Ag die o-Algebra, die von den
Zufallsvariablen Zg mit s € S erzeugt wird.
Der Abstand zweier Punkte s,s € 72 ist die Maximumsnorm ihrer Differenz

|s —5|loc = max{[s; — 51, [s2 — 52}
Der Abstand zweier Mengen Sy, So C Z? wird definiert als
5(31, Sg) = iIlf{HSl — Sz”OO 181 € 31,52 € SQ} (31)

Fiir eine Menge S C Z? wird die Menge ihrer Randpunkte beziiglich der Maximumsnorm
definiert als

0S = {s € S: Es existiert ein § € Z*\ S mit ||s — 5||oc = 1}.

3.2 Definition: Fiir zwei o-Algebren F, § wird der a-Mischungskoeffizient definiert als
a(F,G) =sup{|P(A1 NAy) — P(A))P(As)| : Ay € F, Ay € G}
Fiir zwei Zufallsvariable Xy, X5 wird der a-Mischungskoeffizient definiert als
a(X1, Xs) = sup{|P(A; N Ay) — P(A1)P(As)| : Ay € 0(X1), As € 0(X5)},

wobei o(X) die von der Zufallsvariablen X erzeugte o-Algebra bezeichnet.
Fiir n € Nund j,k € NU {oco} werden die folgenden a-Mischungskoeffizienten definiert

a;k(n) = sup{|P(A1 N Ay) — P(A1)P(Az)| : A € Ag,, Ay € Asg,,
|S1] < 4,1S2| < K, (541, S2) > n}.

3.3 Definition: Fiir eine Zufallsvariable X und fiir 1 < p < oo ist die L,-Norm defi-
niert als

IX[l, = E(XP)"2.
Das wesentliche Supremum ist

| Xloc = ess sup|X].
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Fiir einen Zufallsvektor X € R? ist fiir alle 1 < p < oo die L,-Norm definiert als
X1, = B(IX|P)?.

Das wesentliche Supremum ist
1X]Joo = ess sup||X||

mit einer beliebigen Norm || - || auf R®.
Der folgende Satz ist enthalten in [Doukhan 1994, Theorem 3, S. 9].
3.4 Satz: Seien X, Xy zwei Zufallsvariable. Es gilt fiir alle 1 < p, ¢, r < 0o, welche die
Gleichung % + % + % = 1 erfiillen,
[cou(X1, Xo)| < 8a(Xy, Xo) 7| X1l | Xall-

Der folgende zentrale Grenzwertsatz fiir stationére mischende Zufallsfelder, vgl. Defini-
tion 2.1, ist in [Bolthausen, 1982] fiir beliebige Dimensionen Z¢ formuliert.

3.5 Satz: Sei (Ay)nen cine aufsteigende Folge von Teilmengen aus Z? mit

lim AN = Zz

N—oo

fiir deren Folgenglieder die Anzahl der Randpunkte |0Ay| die Bedingung

erfullt.

Weiterhin gelte fiir ein stationires Zufallsfeld {Y; : s € Z?}
Znaj7k(n) < oo fiir alle j,k € Nmit j +k <4 (3.3)
n=1

sowie

1,00 (1) = 0(1 7). (3.4)

Ferner existiere dy > 0 mit
1Yoll216, < 00 (3.5)

und

277041,1(77)50/(2+JO) < 0. (3.6)
n=1
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Dann ist > ;. [cov(Yp, Ys)| < oo und es gelten o = Y, cov(Yp, Ys) > 0 sowie die
Verteilungskonvergenz

(m) - 3 <Y . E(YO)) £ N(0,02) fiir N — oo (3.7)

sEAN

3.6 Bemerkung: [Bolthausen, 1982] formuliert die Verteilungskonvergenz aus Satz 3.5
fiir 02 > 0 in der Aquivalenten Form

(a\/W) - 3 (Y - E(YO)) £ N(0,1) fiir N — oo.

sEAN

Allerdings folgt aus der Bemerkung [Bolthausen, 1982, (2), S. 1048] die Verteilungskon-
vergenz (3.7) auch fiir 62 = 0. In diesem Fall wird die Grenzverteilung zu N(0,0), was
einer Dirac-Verteilung in 0 entspricht.

3.7 Definition: Definiert werden fiir alle N;, N» € N die Rechtecke
Ryv=Ryn ={s€Z*:1<s5 <N und 1 < s, < Ny} (3.8)

mit den Méchtigkeiten |Ry| = Ny - Ny = N.

3.8 Lemma: Fiir die in (3.8) definierten Rechtecke Ry, v, gilt

OR
im 190Nl (3.9)
N1,Ny—00 |RN17N2‘
Beweis: Es ist
OR 2N 2Ny, — 4
9Pl g ek Bl Y
Ni,No—oo |Rpy, ny|  NiNa—oo N1Ny
O

3.9 Bemerkung: Aufgrund der Stationaritédt des Zufallsfeldes lédsst sich Satz 3.5 auf
die in (3.8) definierten Rechtecke iibertragen.

Im Folgenden bezeichne N — oo das Wachstum der Rechtecke Ry in beide Richtungen,
also fiir Ny, Ny — o0.

Die folgenden Definitionen iibertragen die Theorie des Skorohodraums D(][0,1]), vgl.
[Billingsley, 1968, Chapter 4], auf das Zeitintervall [—o0, c0].

3.10 Definition: Sei F' eine stetige, streng monoton wachsende Verteilungsfunktion.
Mit F(—o0) = 0 und F(o0) = 1 ist F' : [—00,00] — [0,1] eine bijektive Funktion mit
F~1(0) = —oc0 und F~!(1) = cc.

Durch

0 : [—00,00] X [—00,00] — [0,1]
olt,t) = |F(t) = F(t)] (3.10)
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ist eine Metrik auf [—o0, oo] definiert und ([—oo, o], Q) ist ein metrischer Raum.

Der Skorohodraum ist definiert als

D([—00,]) = {f : [—00, 00] — R‘f(t) = lim f(¢') fiir alle ¢t € [—00, 00)

ot
und lirTn f(t) existiert in R fiir alle ¢ € (—oo0, oo]} (3.11)
7t
Gesetzt wird
H, = { A [—o0,00] = [—o0, oo]’)\ ist Homoomorphismus und

A(—00) = —00, A\(0) = oo}

Die Skorohodmetrik auf D([—o0, o)) ist fiir f,g € D(|—00, c0]) definiert als

swlfo) = inf { swp [F() =gAM@+ sup ot A(B) }. (3.12)
€Hoo | _oo<t<oo —oo<t<oo
Fiir eine Funktion f : [—00,00] — R und § > 0 ist durch
woolf,0) = sup  [f(t) = f(¥)] (3.13)
—oco<t<t' <o
o(t,t")<é

der C-Stetigkeitsmodul definiert.

3.11 Definition: Es seien X und (Xy)yen Zufallsgrofen in dem metrischen Raum
(D([—00,]), Sx0)- Mit der Notation

Xy 5 X in (D([—00,0]), 500) fiir N — 00

wird die Verteilungskonvergenz von (Xy)yen gegen X in (D([—o00, 00]), $s0) fiir N — 00
bezeichnet.

Die folgende Eigenschaft von Folgen von Zufallsgroflen ist ein wichtiges Hilfsmittel, um
Verteilungskonvergenz nachzuweisen.

3.12 Definition:  Eine Folge von ZufallsgroBen (Xy)yen in (D([—00,00]), sx) heiBt
C-straff, wenn sie

lgfgl lim sup P(weo(Xn,0) >¢) =0 fiir alle e > 0 (3.14)
N—oo

erfullt.

Der folgende Satz fiir den Raum D([—o00, 00]) folgt aus [Billingsley, 1968, Theorem 15.5,
S. 127].

3.13 Satz:  Sei (Xy)wnen eine C-straffe Folge von ZufallsgréBen in (D([—o0, <)), Soo) -
Fiir alle £ € N und alle —oo < t] <ty < --- <t < 00 sei die Folge von Zufallsvektoren
(Xn(t1),..., Xn(te))ven in R verteilungskonvergent.
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Dann existiert ein stochastischer Prozess X = (X())ie[-o0,00] in (D([—00,00]), Soc) mit
fast sicher stetigen Pfaden, das heifit mit P(X € C([—o00,00])) = 1, und mit

Xy S X in (D([—00, 0]), Soo)-

3.2 Der funktionale Grenzwertsatz im a-mischenden Fall

Gegeben sei ein stationéres Zufallsfeld mit F-verteilten Komponenten
{Z:s€7%, (3.15)

das die folgenden Mischungsbedingungen erfiillt. Diese ergeben sich aus den Voraussetzun-
gen des Grenzwertsatzes 3.5 und aus den Mischungsbedingungen aus [Zhu; Lahiri, 2007],
welche fiir den Nachweis der C-Straftheit benotigt werden.

Es gelte fiir alle n € N
ajr(n) < constjy-n " mit 7> 14 fir alle j + k < 4 (3.16)
sowie

a1,00(n) = 0(n?). (3.17)

3.14 Lemma: Fiir ein stationires Zufallsfeld {Z; : s € Z?} mit F-verteilten Kompo-
nenten impliziert die Mischungsbedingung (3.16) Bedingung (3.3) sowie Bedingung (3.6)
fiir alle 9y > %

Beweis: Es gilt mit der oberen Schranke aus (3.16) fiir alle j,k € N mit j + k < 4

o0 o0
Z naje(n) < Z constjy, - 0T < o0,
n=1 n=1

da 7 > 14 gilt. Damit ist Bedingung (3.3) erfiillt.
Es gilt nach (3.16)

Z 770(171(77)60/(2%50) < Z const;, - 7717750/(2+60).
n=1 n=1

Diese Summe ist endlich, falls fiir den Exponenten gilt

T(SO
2+ 0o

< -1,

was fiir 7 > 2 gleichbedeutend ist mit

4
1) _
O>7'—2

Fiir 7 > 14 und 6 > é ist dies erfiillt. Damit gilt Bedingung (3.6). O
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Fiir das stationdre mischende Zufallsfeld aus (3.15) mit F-verteilten Komponenten wird
das Testproblem

Hy:FeJFgegen H : F ¢F (3.18)
fir eine vorgegebene parametrische Klasse ¥ = {F(-;9) : 9 € O} von Verteilungsfunk-

tionen mit dem Parameterraum © C R? fiir d € N betrachtet.

3.15 Definition: Fiir alle N sei die empirische Verteilungsfunktion zu {Zs : s € Ry}
definiert als

1
Fx(t) = N Z I(Zs < t) fur alle t € [—o0, 0],

s€ERN

wobei Ry die in (3.8) definierten Rechtecke sind

Zu einer Folge von Schétzern (1/5N)N€N mit '1/5]\; = @N({ZS 'S E RN}) wird der empirische
Prozess zum Stichprobenumfang N mit geschdtztem Parametervektor 9 definiert als

an(t) = VN(Fy(t) — F(t;9y)) fiir alle t € [—o0, 0], (3.19)

wobei F/(—o0;-) = 0 sowie F/(oo;-) =1 gesetzt wird.

Unter Hy: F € F gilt
F € F, das heifit es gibt ein ¥y € © mit F' = F(+;9y).
Wie iiblich wird 9y wahrer Parameter genannt.

Es folgt der funktionale Grenzwertsatz fiir den empirischen Prozess ay.

3.16 Satz: Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

1) Die Verteilungsklasse F = {F(;9) : 9 € O} mit © C R und stetigen, streng monoto-
nen Verteilungsfunktionen F'(-;49) erfiille fiir alle t € R

© >9 — F(t;9) € [0,1] ist Borelfunktion. (3.20)
Fiir einen inneren Punkt 9, € © existiere eine stetige Funktion

A(+9) : [—o0, 00] — RY

mit
sup | F(u; 9 +h) — F(u;90) — A(u, 99) h| = o(||h|)) fiir h — 0 (3.21)
—oo<u<oo
mit h € R? und einer beliebigen Norm || - || auf R

2) Es sei {Zs : s € Z*} ein stationiires Zufallsfeld mit F(-;9)-verteilten Komponenten,
welches die Mischungsbedingungen (3.16) und (3.17) erfillt.
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3) Es sei (1A9 ~N)nen eine Folge von Zufallsvektoren mit Werten in ©, zu der eine messbare
Funktion L(-,9p) : R — R? existiert mit

~ 1 1
Oy — o = > L(Z,90) + op(ﬁ> fiir N — oo (3.22)
sERN
sowie
E(L(Zy,9y)) = 0. (3.23)

Ferner existiere oy > % mit

HL(ZO,Q?O)”QJF(SO < 0. (324)

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir den empirischen Prozess mit geschétztem Parame-
tervektor aus (3.19)

ay =W in (D([—00,00]), 550 fiir N — o0, (3.25)

wobei W = (W(t))te[—oo,00] €in zentrierter GauBiprozess mit fast sicher stetigen Pfaden ist,
dessen Kovarianzfunktion die Form

a2t t) = Z cov(gi(Zo), gv(Zs)) fiir alle ¢,¢" € [—o0, o0]
SEZ?

hat mit

9.(Zs) = 1(Zs < t) — F(t;9¢) — A(t,90)" L(Zs,9y). (3.26)

3.17 Bemerkung: Die Darstellung (3.22) heifit lineare Entwicklung von I, die Funk-
tion L wird als lineare Finflussfunktion bezeichnet.

3.18 Bemerkung: Gilt Bedingung (3.24) fiir ein 0 < §p < %, so wird die zusatzliche
Voraussetzung (3.6) fiir Satz 3.16 benétigt

D nana (1)) < oo,

n=1

Dies begriindet sich darin, dass fiir die Folgerung von (3.6) aus der Mischungsbedingung
(3.16) nach dem Beweis zu Lemma 3.14
4
0o > ——
07 =2
gelten muss. Da in (3.16) die untere Schranke 7 > 14 vorausgesetzt wird, ergibt sich die
Forderung oy > %
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Fiir den Beweis des funktionalen Grenzwertsatzes 3.16 wird der empirische Prozess fol-
gendermaflen zerlegt

ax(t) = VN(Fu(t) = F(t:90)) = VN(F(t:9x) — F(t:90) ). (3.27)

Aus Voraussetzung (3.20) und der Messbarkeit von 5]\7 folgt, dass ay eine Zufallsgrofie
in (D([—o00,0]), 55) ist.

Im Folgenden wird die Verteilungskonvergenz des Ausdrucks \/—% > sery L(Zs,00) gegen
eine d-dimensionale Normalverteilung bewiesen. Dazu wird der eindimensionale Grenz-
wertsatz 3.5 auf Linearkombinationen der Zufallsvektoren angewendet. Das gewiinschte

d-dimensionale Resultat folgt dann mit dem Cramér-Wold-Device.

Sei dazu A € R? Unter den Voraussetzungen (3.22), (3.23) und (3.24) gilt nach dem
Grenzwertsatz 3.5

1 7 1 g
ﬁA > L(Z,9) = ﬁzz/\kLk(z&'ﬂO)

sERN sERN k=1

= N(0,0?) fir N — oo
mit der Varianz

0% =Y " N'E(L(Zo,00) L(Zs, 90)") A > 0.

sEZ2

Dabei kann Satz 3.5 angewendet werden, da sich die Mischungseigenschaften von dem
Zufallsfeld {Z, : s € 72} auf das Zufallsfeld {37_, AL (Zs,90) : s € Z?} iibertragen
bzw. nach Lemma 3.14 erfiillt sind. Die Giiltigkeit von (3.5) folgt aus Voraussetzung
(3.24).

Bedingung (3.2), die an die Anzahl der Randpunkte des betrachteten Gebietes gestellt
wird, ist nach Lemma 3.8 fiir die Rechtecke Ry erfiillt.

Mit dem Cramér-Wold-Device folgt daraus die Verteilungskonvergenz

1
NG 3" L(Ze,99) S Ng(0, B) fiir N — o0

seERN

mit der Kovarianzmatrix

5 =Y E(L(Zo,9)L(Zs, 80)").

SEZ?
Damit und mit (3.22) folgt

VN ||y = Yol2 = 0,(1) fiir N — oo. (3.28)

Es gilt (3.21), also auch

sup |F(t; 99 +h) — F(t;90) — A(t,99) h| = sup

teR teR

R(t, 8, h)| = o(|1]) fiir b — 0,
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wobei R(t,9¢,h) = F(t;9y + h) — F(t;9) — A(t,90)"h rechtsseitig stetig in ¢ € R ist
aufgrund der Stetigkeit von A(-, ).
Fiir alle t € [—00, 00| gilt nach der Zerlegung (3.27)

CYN(t) =

mit der Zufallsvariablen Yy (t) = VN (En(t) — F(t;90)) — A(t, 190)T\/N(1/§N — ).

Im néchsten Beweisschritt wird gezeigt, dass der Restterm asymptotisch vernachléssigbar
ist und dass daher die asymptotischen Verteilungen von (ay)yen und (Yy)yen im Raum
D([—00, 00]) iibereinstimmen, sofern sie existieren.

Da ay(t) gemaB (3.20) eine Zufallsvariable ist, folgt, dass auch R(t, 9y, Iy — ¥) fiir alle
t € [—o00,00] eine Zufallsvariable ist. Daraus und aus der rechtsseitigen Stetigkeit von

R(-, Y, 1/§N — 1¥g) ergibt sich, dass

sup |R(t, J, @N — )| = sup | R(t, I, 3N — 1)

teR teQ

eine Zufallsvariable ist. Fiir diese gelten die folgenden Aussagen, vgl. [Hausler, 2007, Lem-
ma 6.33].

3.19 Lemma: Seien (3.20), (3.21) und (3.28) fiir ein ¥y € O erfiillt.
Dann gelten die stochastischen Konvergenzen

V'N sup |R(t, 9, Iy — Do)| L0 fiir N — oo (3.29)
teR
und
Seo(@n, Y) < VN sup |R(t, 9, O — ¥0)| —= 0 fiir N — oo. (3.30)
teR
Aus (3.30) folgt
Soo(@n, Yi) = 0 fiir N — oo. (3.31)

Die Konvergenz (3.31) und der Satz von Cramér implizieren, dass (an)neny und (Yy)nen
dieselbe asymptotische Verteilung in D([—o00, oc]) haben, sofern sie eine solche besitzen.
Sei fiir das weitere Vorgehen der folgende Prozess definiert

T (t) \/_ EZRN [ (Zo < 1) — F(t:9) — A(t,ﬂo)TL(Zs,fz?O)] (3.32)
fiir alle ¢ € [—o00, 0]

mit der Funktion A aus Gleichung (3.21).
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Dann implizieren Voraussetzung (3.22) und der Satz von Cramér, dass (Yn)neny und
(Tn)nen dieselbe asymptotische Verteilung in D([—o0, oo]) besitzen.

Fiir die Berechnung der Grenzverteilung wird die Konvergenz der endlich-dimensionalen
Randverteilungen von (Tx)nyeny benotigt, und es muss gezeigt werden, dass (Tn)yen
C-straff ist. Dann kann Satz 3.13 angewendet werden.

3.2.1 Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

Betrachtet wird der Prozess aus (3.32) fiir alle ¢ € [—o0, o]

Ty(t) = \/_Z[ (Zs < 1) F(t;z?o)—A(t,ﬂo)TL(ZS,'z?O)]

mit g;(Zs) aus (3.26).

3.20 Lemma: Fiir alle £ € N und alle —oo <t; <ty < -+ <t < o0 gilt
[TN(tj)} £ N (o, 23““)) fiir N — o0 (3.33)
1<5<k

mit der Kovarianzmatrix

2““):[275”-] .
o ( ) ]) 1<i,j<k
Dabei ist

() = Y cov(gi(Zo), gv(Zs)) fiir alle t,1' € [~o00, o0 (3.34)

seZ?

mit ¢;(-) definiert wie in (3.26).

Beweis: Im ersten Schritt wird die absolute Konvergenz der Reihe aus (3.34) gezeigt.

Fiir alle ¢,t' € [—00, 00] und alle s € Z?* \ {0} gilt nach Definition 3.2 und Satz 3.4 fiir d;
aus Voraussetzung (3.24)

8a(Zo, Zs)!*H ) gu( Zo) 12460 |9 (Zo) 124,

’COU(gt(ZO)agt’(Zs))} <
< 8o 1([I8ll00) /| g1( Zo ) || 25019 (Zo0) || 2150 -

Fiir alle t € [—o0, 00 gilt

19:(Zo)ll2rs, < 11(Zo < t)ll24sy + 1t 00) 2150 + 1AL F0)T L(Zo, 90)l|244,
d 24380\ 1/(2460)
S Ault, 90) Li(Zo, Do) )

k=1

d 2+d0\ 1/(240d0)
< const, g, + E((Z | Ak (t,90)] - ’Lk(ZOa’ﬁO)’) )

k=1

< const, 9, T E(
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< consttﬂo + 1%?2(01 }Ak (t,90)

0

2460 1/(2+30)
((Z!Lk Zo, ) ) )

= const, g, + const, g | L(Zo,9o)|2+s,

< o0

nach Voraussetzung (3.24).

Mit diesen beiden Abschétzungen und Voraussetzung (3.16) gilt

Z ’cov(gt(Zo%gt’(Zs))}

s€Z\{0}

da nach den Voraussetzungen (3.16) und (3.24) 7 > 14 und &

absolute Konvergenz der Reihe gezeigt.

<

<

<

const, g, > ar(]|s]lee)™/ )
s€Z\{0}

const, 9, Z 8- k- 041,1(k3)5°/(2+50)
keN

const, g, Z k - k—7%/(2+0)

keN
oo,

31

> é gelten. Damit ist die

Im zweiten Schritt wird die Symmetrie von o2(¢,¢') bewiesen. Dazu wird in jedem Sum-

manden die Stationaritdt des Zufallsfeldes ausgenutzt. Damit gilt fiir alle ¢, ¢’

St t) = Y cov(g(Zo). gr(Zs))

SEZ2

= Zcov a(Z gt/(ZO))

scZ2

= ZCO'U 9:(Z, gt/(ZO>)

seZ?

a?(t',t).

€ [—00, 9]

Im dritten Schritt wird die Verteilungskonvergenz (3.33) gezeigt. Dafiir ist nach dem
Cramér-Wold-Device fiir alle X € R¥ die folgende Verteilungskonvergenz zu zeigen

Z AT (t;) = N (0, ATZ®N) fir N — oo

Gemif Satz 3.5 gilt die Verteilungskonvergenz

k
> ONTn(t) =
j=1

mit

AT T

Ry
N(0,0 (2)) fiir N — oo

k) = Z cov (Z Aige, (Zo), Z)\lgtl ) ZZ)\ )\lcov gt (Zo), g1,(Zs ))

scZ?

sez? j=1 I=1

(3.35)
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In dieser Argumentation kann Satz 3.5 angewendet werden, da sich die Mischungseigen-
schaften von dem Zufallsfeld {Z : s € Z*} auf {Z?Zl Nigi,(Zs) = s € Z?} iibertragen bzw.
nach Lemma 3.14 erfiillt sind. Die Giiltigkeit von (3.5) folgt aus Voraussetzung (3.24).
Bedingung (3.2), die an die Anzahl der Randpunkte des betrachteten Gebietes gestellt
wird, ist nach Lemma 3.8 fiir die Rechtecke Ry erfiillt.

Fiir
k 2
=0 = [U (ti’tj)]1gi,jgk
folgt
ofy = ATEOA,
Damit gilt die Verteilungskonvergenz (3.35) und das Lemma 3.20 ist gezeigt. O

3.2.2 C-Straffheit

Fiir den Beweis der C-Straftheit von (T)yeny wird fiir alle ¢ € [—o0, 00| die folgende
Zerlegung betrachtet

1

Tn(t) = —= > [1(Z <)~ F(t;9)] i

A(t,96)" > L(Zs, 9)

s€ERN

= Vn(t) — Wn(t)

mit dem ersten Summanden Vy(t) = \/—% > seny L (Zs < t) — F(t;90)] und dem zweiten
Wi(t) = ﬁA(t, 99)T > sery L(Zs, D).
Um die C-Straftheit von (T)yen nachzuweisen, geniigt es, die C-Straffheit der beiden

Summanden (Vy)yeny und (Wx)nen zu zeigen und auszunutzen, dass die Summe zweier
C-straffer Folgen C-straff ist.

3.21 Lemma: Der Prozess

Wy(t) = \/LNA(t,'ﬂO)T Z L(Zs, ) fiir alle t € [—o0, 0]

sERN

ist C-straff.

Beweis: Es gilt fiir alle ¢ € [—00, o0]

Walt) = A 90— 3 LiZu00)

seERN

wobei der erste Faktor deterministisch, von N unabhéngig und gleichméBig stetig in t,
also stetig beziiglich der Metrik p ist. Der zweite Faktor ist stochastisch, hdngt nicht von
dem Argument ¢ ab und ist verteilungskonvergent, also O,(1).

Deshalb gilt fiir den in (3.13) definierten C-Stetigkeitsmodul fiir alle 6 > 0

Woo (Wi, 0) = sup W (t) — Wa(t)|
—oo<t,t'<oco
o(t,t') <o
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— s |(A@9) —A(t/ﬂ%) = > Lz )
—oo<t,t'<oco SERN
g(t,t/)§5
1
< su HAt,fﬂ “ AW D H— L(Z.. 0
—oogf:)'goo (t, %) ( 0) 2 \/NSEZR ( 0) 2
Q(tvt,)gé N

Zur Abkiirzung wird die folgende Notation eingefiihrt

wra(D6) = sup ||A(30) = At 9y)]|
—oo<t,t'<oco 2
o(t,t')<d

Damit folgt fiir alle € > 0

lim lim sup P(weo (W, 0) > €)
610 N—oo

>

5
3 &
lim lim sup P 2 Woo,d(A, 5))

510 Nooo (H \/_ L(Zs, %)

=0,

sERN

denn es gilt Hﬁ D scRy L(ZS,'BO)H2 = 0,(1) sowie m o 00, da wee d(A,6) 00

aufgrund der Stetigkeit von A beziiglich o gilt.

Damit ist die C-Straftheit von (Wy)nen gezeigt. O

3.22 Lemma: Der Prozess

Vet = [[<ZS <t F(t;fao)] fiir alle ¢ € [—00, o]

ist C-straff.

Zu zeigen ist also die C-Straffheit des klassischen empirischen Prozesses ohne geschétzte
Parameter.

Der Nachweis der C-Straffheit orientiert sich, zum Teil auch in der Notation, an der Vor-
gehensweise von [Zhu; Lahiri, 2007]. Die Durchfiihrung der Beweise sdmtlicher Lemmata
in der vorliegenden Arbeit ist notwendig, da einige technische Aussagen in der angege-
benen Quelle nicht nachvollziehbar waren bzw. nicht korrekt sind. Insbesondere die in
dieser Arbeit in Lemma 3.27 bewiesene Abschiatzung der Méchtigkeit der Indexmenge
geben die oben genannten Autoren auch in ihrem Verweis auf [Lahiri, 1999, Beweis zu
Lemma 4.1] falsch an, vgl. Abschnitt B. Aulerdem unterscheiden sie zwischen zwei Arten
des asymptotischen Verhaltens. Die 'increasing domain asymptotic’ entspricht in unserem
Fall dem Wachsen der Rechtecke Ry. Zusétzlich betrachten [Zhu; Lahiri, 2007] noch die
‘infill asymptotic’, die in der hier vorliegenden Arbeit nicht benotigt wird.



34 3 Der empirische Prozess mit geschétztem Parametervektor fiir mischende Zufallsfelder

Mit einer Zeittransformation von [—oo, 00| auf [0, 1] mit der Funktion F(-;1) entsteht
der folgende empirische Prozess fiir alle u € [0, 1]

an(u) = Vy(F ' (u;90))
= VN Y [z < P i) o]

s€ERN

= \/N<FN(F*1(u; W) — u) (3.36)

Zu zeigen ist die C-Straffheit von ay. Nach [Billingsley, 1968, Theorem 8.3, S. 56] ist es
dafiir hinreichend, die folgende Aussage zu zeigen:

Fiir alle € > 0 und fiir alle n > 0 existieren 0 > 0 und Ny € N, so dass fiir alle N > N
und alle ug € [0, 1) gilt

P< sup an(u) — &N(uo)’ > 5) < nd. (3.37)

up<u<(up+J)A1

Fiir alle s € Z? und alle u € [0, 1] sei
Xo(u) = I(Zs < F ' (u;90)) —u
sowie fiir alle uy, uy € [0, 1]

Y;(Uh UQ) = XS(UQ) — XS(Ul). (338)
Mit dieser Notation ist fir alle 0 < u; < wuy <1

~ - 1
an(ug) —ay(uy) = Wi Z Ya(uq, us). (3.39)

s€ERN

3.23 Lemma: Fiir alle s € Z2, alle 0 < u; < up < 1 und Ys(uy,us) definiert wie in
(3.38) gelten

Ya(ug, ug)| <1, (3.40)
E[Ys(ul, U2)2:| < us — Uy (3.41)
E[Ys(ul, u2)4] < T(ug — uy). (3.42)

Beweis: Es gilt

Y;(Ul, UQ)

= ’I(Zs < F Y (ug;90)) — 1(Zs < F~ M (ur39)) — (ug —u)| < 1,

da der erste Term wegen u; < up nur die Werte 0 oder 1 annimmt und fiir den zweiten
Term uy — uy € [0, 1] gilt. Damit ist (3.40) gezeigt.
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Es gilt
Ya(ur, ug) = T(F~Hug; ) < Zs < F~H(ug;90)) — (ug — wa),
wobei mit der Stetigkeit und der strengen Monotonie von F' folgt

I(FY(u1;9) < Zs < F Y (ug;90)) ~ Ber(ug — uy).

Die Ungleichungen (3.41) und (3.42) folgen unter Verwendung von Eigenschaften der
Bernoulli-Verteilung. O

3.24 Lemma: Seirg € (2, %) Es gilt fiir alle N und alle 0 < u; < up <1

1
E|(an(ug) — &N(ul))4] < constﬁ(m — up) "D/t const (ug — ug ) TTOTD/(2r0) (343)

Fiir den Beweis von Lemma 3.24 werden Abschéitzungen fiir die Méchtigkeiten bestimmter
Indexmengen benétigt. Dazu werden die folgenden Abstandsmafle eingefiihrt.

3.25 Definition: Seien i,j,k,1 € Z2. Es wird definiert
diig k) = max {o({i} i k), ok (1,50 }
= masc{min{|}j = 1], [ = Klloc}, min{ [k = ill, [k = jlloc}} (3.44)

Dabei ist 0 der in (3.1) definierte Abstand zwischen den Mengen mit Méichtigkeiten 1
bzw. 2. Das Abstandsmafl d; ist nicht symmetrisch in seinen Argumenten, da das erste
der Argumente in der zweielementigen Menge enthalten sein muss.

Der maximale Abstand zwischen Teilmengen mit einem beziehungsweise drei Elementen
ist definiert als

dofi gl l) = max {80/, {ij k1)1 J € fig ko 1k 1] =1},
Der maximale Abstand zwischen Teilmengen mit jeweils zwei Elementen ist definiert als

dai, 1) = max {00, {i,j kN J) T < {ij k1, 1] =2},

3.26 Lemma: Seien 61,0, € N. Fiir die Méchtigkeit der Menge
Dy(61,02) = {(i,j, k) € R3 : i,j, k sind paarweise verschieden mit
1,3, k) = 6({k}, {i,3}) = 6 und [Ji = jlloc = 62 |
gilt

|D1(51, (52)| S const - N5152.

Beweis: Fiir die Wahl des Index i gibt es maximal N Moglichkeiten. Damit ist i festge-
legt.



36 3 Der empirische Prozess mit geschétztem Parametervektor fiir mischende Zufallsfelder

Es gelte 0.B.d.A.
01 = minf[lk — [, [[k = jlloc}-
Nach der Definition des Abstandsmafes d; gilt dann auch

61 > min{||j — il|oo, [lj — koo }-

1. Fall: Sei 61 = ||k —i|loo < |Ik = jlloo-
Wegen ||k — i|| = d1 gibt es fiir festes i maximal 85, Moglichkeiten fiir die Wahl von
k.

Da nach Voraussetzung [[i—j||o = 02 gilt, gibt es fiir festes i maximal 80 Moglichkeiten
fiir die Wahl von j.

2. Fall: Sei 01 = |k — jlloo < |1k — i]]oo-
Da nach Voraussetzung |[i—j||.o = d2 gilt, gibt es fiir festes i maximal 8 Moglichkeiten

fiir die Wahl von j.
Wegen ||k — j||co = 01 gibt es dann maximal 86; Moglichkeiten fiir die Wahl von k.

Insgesamt gilt daher

|D1(51, (52)‘ S const - N51(52.

3.27 Lemma: Sei 9; € N. Fiir die Méchtigkeit der Menge
Dy(61) = {(i,j, k) € R3; : i,j, k sind paarweise verschieden mit d, (i, j, k) = 51}
gilt
|D1(6,)| < const - N?§,.
Beweis: Fiir die Wahl des Index i gibt es maximal N Moglichkeiten. Damit ist i festge-

legt.
Es gelte 0.B.d.A.

61 = min{ ||k — il|ao, ||k — jlloo}-
Nach der Definition des Abstandsmafles d; gilt dann auch
o1 > min{|[i — j|oo; lJ — klloo}-

1. Fall: Sei &) = ||k — if|oc < [k — jl|oc.
Wegen ||k — i|| = d1 gibt es fiir festes i maximal 85, Moglichkeiten fiir die Wahl von
k.
Da nach 0; < ||k — jlleo gilt und 67 > min{||j — i, [|j — klloo} ist, muss gelten
i = illoe = min[|j — illc, [l — Kl|oc}-
Daraus folgt ||j — iljoc < 01 und damit gibt es fiir festes i maximal 407 + 48; + 1
Moglichkeiten fiir die Wahl von j.
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2. Fall: Sei 6; = ||k — jlloc < ||k — i|co-

Dann ist die Bedingung ¢; > min{||j — i||oo, ||[j — K||oo} immer erfiillt, sie liefert keine
Einschrénkung fiir die Wahl von j.

Fiir die Wahl von k gibt es wegen der Bedingung ||k — i||o > 07 fiir festes i maximal
N — [4(6; — 1)% + 4(6; — 1) + 1] Méglichkeiten.

Fiir festes k gibt es maximal 89; Moglichkeiten fiir die Wahl von j.
Insgesamt gilt daher
|D1(61)| < const - N?6;.
O

Das folgende Lemma und der zugehorige Beweis entsprechen der Version fiir Z? von
[Lahiri, 1999, Lemma 4.1].

3.28 Lemma: Seien d9, 3 € N. Definiert wird die Menge

Dy(82,03) = {(i,j,k,m) € Ry :1i,j,k, m sind paarweise verschieden mit
dg(i,j, k, m) = 52 und dg(i,j, k, m) = 53}
Fiir ihre Machtigkeit gilt
|D2(52, (53)‘ S const - N(52 + (53)5.
Beweis: Betrachtet wird die Indexmenge J = {i, j,k, m}. Fiir die Wahl des Index m
gibt es maximal N Moglichkeiten.
Es existiert eine Teilmenge J' C J mit |J'| = 2, so dass d3(i,j, k,m) = o(J', J\ J') = J3

ist. O.B.d.A. kann angenommen werden, dass die Mengen J' = {m,j} und J\ J' = {i, k}
sind und dass fiir den Abstand zwischen den beiden Mengen gilt

ds(i,j.k,m) = 6(J, J\ J') = [[i — m]|s.
Daraus ergeben sich die Bedingungen
i —mllo =03, [k — mflec > 3, [[j — ifloc > 03 und ||j — k[ec > .

Fiir die Wahl von i gibt es const - 93 Moglichkeiten bei festem m.
Es gilt

|l — mllo <263 oder |k —ml < 2s. (3.45)

Denn angenommen es wéren ||j — mlo > 203 und ||k — m||o > 2d3, dann wiirde aus
|li — m|| = 05 folgen ds(i,j, k,m) > 6({m, i}, {j, k}) > &3, woraus sich ein Widerspruch
ergibe.

1. Fall: Seien [|j — m|| < 2d3 und ||k — ml/o < 263.

Dann gibt es fiir festes m maximal const - 65 Méglichkeiten fiir die Wahl von j und
ebenso viele fiir die Wahl von k.



38 3 Der empirische Prozess mit geschétztem Parametervektor fiir mischende Zufallsfelder

2. Fall: Seien ||j — m||s > 265 und ||k — m||,, < 26.

Dann gilt & > 5({j}, {m, i, k}) = min{[}j — e, 3 = illse, |~ kloc} und damnit kann
die Norm ||j — m||», folgendermafien abgeschétzt werden.

I Fall min{[j — mloc, [ — ill. [ — Klloc} = [ il gilt
i = mllse < [l = illa + [ = Ml < 65+ 0
und im Fall min{]}j - o [ — o, [l — Klloc} = [ — kll gilt

HJ - k”oo + ||k - m”oo < 52 + 253~

Also gibt es maximal const - 62 Moglichkeiten fiir die Wahl von k und es gibt maximal
const - (03 + 83)* Moglichkeiten fiir die Wahl von j.
3. Fall: Seien ||j — m||o < 263 und ||k — m||o > 20s.

Dann gilt &, > ({k}, {m, i, 1}) = min{ [k — s, [k —ill o, [k — ]} und damit kann
die Norm von ||k — m||« folgendermaflien abgeschitzt werden.

T Fall min{ [k — mw, [k — ifloc. [k = jlloc} = [k — illc ilt

Ik = mljoe <[k —ifloc + [[i = m[og < b2+ 5

und im Fall min{ ||k — m||, ||k — il|s; |k — jll} = |k — j|l gilt

||k - m”oo S ||k _jHoo + HJ - m”oo S 52 + 253'

Also gibt es maximal const - 2 Moglichkeiten fiir die Wahl von j und es gibt maximal
const - (05 + 83)* Moglichkeiten fiir die Wahl von k.

Insgesamt ergibt sich fiir die zu berechnende Méchtigkeit

| Dy (02, 83)| < const N385 (0y + 63)* < constN (85 + 63)°.

Mit diesen Abschitzungen kann Lemma 3.24 bewiesen werden.
Beweis: Es gilt fiir alle N und alle 0 < uy < up <1

B[((3 vitww) |

i€ERN

= Z E<Y}(U1,U2)4> +4 Z Z E<Yi(u17u2)3Y3(ulau2)>

i€Ry icRy je RN \{i}

+ 32 Z E(K(ulau2)2Yj<ulau2)2>

i€ERN jeRN\{i}

F oY Y Y BNl u) Vi, ua)Yiur, )

ieRy jeRn\{i} ke Ry \{i.j}

DI DD SENED DI (IR s B e E))

ieRN jeRN\{i} kERN\{iaj} mERN\{ihiak}

(3.46)
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Die fiinf Summen werden im Folgenden mit Qy, Qon, Qsn, Qan und Q55 bezeichnet.

Fiir den ersten Summanden aus Gleichung (3.46) gilt aufgrund der Stationaritét und nach
Abschétzung (3.42)

Qin = Z E(Yi(ul,ug)4) = NE(Yo(uy,up)*) < constN(ug — uy). (3.47)

i€ERN

Fiir die weiteren Abschédtzungen wird der maximale Abstand zweier Punkte aus Ry
benétigt, der bezeichnet wird als ty = max{N; — 1, Ny — 1}.

Als néchstes wird der vierte Summand aus Gleichung (3.46) betrachtet. Diese Reihenfolge
wurde gewahlt, da durch die hier benétigten Bedingungen bereits die Bedingungen fiir
die Behandlung der anderen Summanden festgelegt werden.

Fiir die Abschétzung des vierten Summanden werden die Indexmengen
My = {(i,j.k) € Ry - di(i.j. %) = K = o({k}. {i.j})}
und
Mg = {(i.3.k) € B« d(ij. k) = K = o({k}, {.3}) und [li = jlloo = '}

benotigt. Nach Satz 3.4 gelten fiir alle 1 < r < oo sowie 2 < p, ¢ < 0o mit % + % + % =1

und alle 1 < 7’ < oo sowie 2 < p', ¢ < oo mit z% + i + % = 1 unter Verwendung von
Ungleichung (3.41) die Abschétzungen

Quv = 62 Z Z E<Yi(U1,U2)QYj(U1,U2)Yk(u1,u2)>

i€RN jeRn\{i} keRn\{i,j}

tN
= constz Z cov(K(ul,ug)ij(ul,ug),Yk(ul,u2)>

K=1 (1,j,k)eM,,

tn 1/r
constz Z a(Yi(ul,W)Yj(ul,ug),Yk(ul,u2)>

K= (1,5,k)eM,,

IN

Vi (ur, u2) Y (u, o) ||l Yi(u, usg)]lq

tN
const(ug — uq ) Z Z g1 (K7 E(|Yi(uy, ug)?Y;(ur, ug) [P)/P

K'=1(ijk)eM,,

tN
const(ug — up ) Z Z g1 (KT

K'=1(i,jk)eM,,

IN

IN

'<COU(|Yi(U1a ug)|?, [V (ur, un)|P) 4+ E(|Yi(ua, us) ) E(|Y;(uy, U2)|p)>1/p

tN
const(ug — uq ) Z Z g1 (KT

K'=1(i,jk)eM,,

, 1/p
(@i, wa), Yo, )M Vi, 22l 5 s 02) VP g =+ (2 = 0)?)

IN



40

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

+
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tN

const(us — uy )9 Z Z g (KM

K'=1(ijk)eM,,

1/’ 1/p'+1/q 2\ /P
(Vi ), Yius, wa)) ! g = ) 7 (g = )

tN
const(ug — uy ) /THY/PA/PHL/) Z Z a1 (KT

k=1 ( ij, k)GMk/
'a(}/i(ula Ug), Yi(ula u2>)1/(p’r'/)

const(ug — uy ) /1P Z | Dy (K)| g1 (K"
k=1

In
const(ug — uy )/ HY/PA/PH) Z Z Z g1 (KM

F=17"=1 (ijk)eM;, ,

'&(K(ula Ug), Yi(ula u2))1/(p7")
tN
constN?(ug — uy )/4+2/P Z AR
k=1

tn
const(ug — uy ) /HY/PA/PHL/) Z Z Z oz271(k')l/rozlyl(j')l/(m/)

F=17"=1 (ijk)eM;,

tn

constN?(ug — uy )/4+2/P Z k‘/a2,1(k’/)1/r

k=1

tn
const(ug — )1/q+1/p (1/p'+1/4") Z Z |Dy (K, 7)1 (K ) an, (j’)l/(pv")
k'=1j5'=1

tn
constN?(ug — uy )/9+2/P Z K o (KT

k=1

tn
constN (uy — u )1/q+1/P 1/p'+1/q') Z Z K'j'ogq Mo (J/)l/(m,)
k=1 j'=1

tN
constN?(ug — uy )/4+2/p Z K o1 (k)"

k=1

2
constN (ug — wy)/oHY/PA/PHL/T) (Z K oo ( Ur)
k=1

tn
constN?(ug — uy )/4+2/P Z K o1 (k)Y

k=1

wobei die letzte Ungleichung fiir ' = + gilt und a11(J") < agq(y') ausgenutzt wurde.
Dy(K',j") und Dy (k') sind die Mengen, deren Méchtigkeiten in den Lemmata 3.26 und
3.27 berechnet wurden.

1

Zu ro > 2 existieren py = 2 und qo mlt —|— = = < also ¢y = 1«2)%02 >2 Firryg=2 ==

0
2 Po 2

und pj = ¢ = qo gilt dann —|— —|— 1
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Es folgt

k=1 k=1
< const - N(ug — uy) "2/ 4 const - N?(ug — uq )+ r0=2)/ o), (3.48)

tN 2 tN
Qinv < const- N(uy — ul)Q/qO (Z k'lT/T()) + const - N*(ug — ul)Hl/qo Z K=/

da nach Voraussetzung und nach (3.16) fiir den Exponenten der Summanden 1 — =<1
gilt.

Der zweite Summand aus Gleichung (3.46) kann mit Satz 3.4 fiir alle 1 < r,p < oo sowie
2 < q < oo mit %—I— % —I—% = 1 und Ungleichung (3.41) folgendermaflen abgeschétzt werden

Qon = 42 Z ( Ul,UQ)gyj(Ul,Uz))

ieRy jeRN\{i}

= 42 Z cov(Yi(ul,uz)g,Yj(UlaW))

i€RN jeRn\{i}

< 323 > a(Yi(u, ug), Yi(ur, un)) Vi (un, un)? |l Vi (ur, us)lg
ieRN jeRn\{i}
tn
< 32> > ()Y Yi(u, u)? 1Y (ua, ua)
k=1 (ij)eR?
mit [[i—jlloo=k"
< {(i,) € BY < |li = jlloo = K} ana (K) 7 (ug — uy) /P41
k=1
tN
< constN (ug — uy)'/P1/a Z Koy 1 (KYYT
k=1
Mit pg =2 und ¢p = riTQ folgt
tn
Qan < constN(ug — ul)l/pOH/qo Z g1 < constN (ug — ul)(m_l)/’"o, (3.49)
k=1

da nach Voraussetzung und nach (3.16) fiir den Exponenten der Summanden 1 — =<1
gilt.

Fiir den dritten Summanden aus Gleichung (3.46) gilt nach Satz 3.4 firr alle 1 < r,p,q < o0
mit 1—1) + % + % =1 und nach Abschétzung (3.41)

Qv = 3> Y < Ulauz)Y(U17U2)2>

ieRN jeRn\{i}

= BZ Z cov(K(ul,u2)2,Yj(u1,u2)2>+E(K(ubm)Z)E(Yj(ubm)Q)

ieRy jeRn\{i}

1/r
203 3 a(Yilurw), iunu)) Vi, )l Vi, w2)?)

i€ERN jeRN\{i}

£330 3 B(vitnw)?)B(vm w))

ieRy jeRN\{i}

IN
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tN
< const 0 [{(d) € Bt 1l =l = K} (K) /" (g — uy) /o
k=1
+ 3N(N —1)(ug — uy)?
tn
< constN (uy — uy) P+ Z Koy (KYY" + constN* (uy — up)?.
k=1

Mit pg = 2 und ¢o = % folgt

e

tn
Qsn < constN(uy — u1>1/p0+1/q0 Z KT/ 4 constN? (uy — up)?
k=1
< constN (ug — uy) ™V 4 constN* (uy — uy)?, (3.50)

da nach Voraussetzung und nach (3.16) fiir den Exponenten der Summanden 1 — o< -1
gilt.

Der fiinfte Summand aus Gleichung (3.46) wird unter Verwendung der Indexmengen
M = {(i,j,k, m) € Ry : ds(i,j, k,m) = 5 = §({i,j}, {k,m}) und ds(i,j, k,m) = k:’}
und

M = {(i,j, k. m) € RY : do(i,j, k,m) = j/ = §({m}, {i,j, k}) und ds(i,j, k, m) = &'}

folgendermaflen zerlegt

Qsv = S BVl u)Yi(ur, ) Vidun, ) Vin(r, u2) )

(ivj ,k,l’l’l) GR?\, )
paarweise verschieden

= Z E(Yi(ul,uQ)Yj(ul,Uz)Yk(UbUQ)Ym(UlaUQ))

(i7j7k7m)€R;l\]7
paarweise verschieden mit
d3(i.j,k,m)>da(i,j,k,m)

b B (5 ) Vel )Y, )

(i7j7k7m)€R;l\]7
paarweise verschieden mit
d3 (i7j’k7m)<d2 (i7j’k7m)

it §’
= COnStZZ Z cov(Yi(ul,uQ)Yj(ul,u2),Yk(u1,u2)Ym(u1,u2)>

j'=1k"=1 (i,j,k,m)GMj/’k/

+ consttii Z E(K(uuuz)yj(ul,UQ))E<Y1<(U1,U2)Ym(ulau2))

j/:l k'=1 (i,j,k,m)EMj/’k/

tny j'—1

+ COTLStZ Z Z cov <Yi(u1,u2)Yj(u1,u2)Yk(u1,u2),Ym(u1,u2)>.

=LK =1 km)eM?,

Die drei Summen werden mit Qsxn1, Q5n2 und Q5ny3 bezeichnet.
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Fiir den ersten Summanden von @5y gelten nach Satz 3.4 fiir alle 1 < r,p,q¢ < oo mit
% + % + % = 1 und nach Abschétzung (3.41) die folgenden Abschétzungen

tn g’
Qsn1 = COTLStZZ Z CO?J(Yi(Ul,U2)YJ(U1,U2)>Yk(ul>u2)Ym(U1>U2)>

j/=1 k=1 (i=j7k=m)eMj’,k’

ty g’ 1/r
< const D D0 a(Yilw w) Vil uz), Vi, uz)Vin(ur, ) )
j'=1k'=1 (i,j,k,m)EM]-/,k/
WYi(ur, ug)Yi(ur, u2)||pl| Yic (w1, u2) Yo (w1, u2)|l4
tn '
< const(ug — uy) /P Z Z | DoK', j") a2 (5)M"
=1 k'=1
ty g’
< constN (ug — uy)V/P1/a Z Z(k' + 5P aga ()"
i=1 k=1
tn
< constN (uy — uy)V/P1/a Zj/(Qj/)%éz,Q(j/)l/r
i=1
tn
< constN (ug — uy)/P1/a Zj/6a2,2(j/)1/ra
i'=1

wobei Do(K', j') die Menge ist, deren Michtigkeit in Lemma 3.28 berechnet wurde.

Mit po = 2 und gy = 222 folgt

ro—2

tn
Qsni < constN (ug — uq)Y/Pott/a Zj/G_T/’"O < constN (uy — uy)"0~V/70(3.51)
j=1

da nach Voraussetzung und nach (3.16) fiir den Exponenten der Summanden 6 — =<1
gilt.

Fiir den zweiten Summanden von @Q)sy gilt nach Satz 3.4 fiir alle 1 < r < oo sowie
2 <p,q < oo mit i + % + 1 =1 und nach Abschitzung (3.41)

tv g’
Qsve = const> D" S B(Vilur, w)Yiur ) ) B (Vi uz)Vin(ur, ) )
< [const Z ’E(Yi(ul,ug)Yj(ul,ug)>
(i§)eRS,
< [const Z ’cov(ﬁ(ul,ug),Yj(ul,W»
(i§)eRS,
) 1/r 2
< JeonstdS D a(Yilunua), Yilun,w)) VG )Y, )l
k'=1 (i,j)eR%, mit

j'=1k=1 (i,j,k,m)GMj/’k/
:| 2
mit i#j
:|2
mit i#j
li—jlloo=FK
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tN 2
< (up — y)2ra [cgnst S H(i,j) e R% i —jlle = k:} ‘al,l(k')l/r}

k'=1

tn 9
< constN?(uy — uq)?/PH? [ Z kl&l,l(k/)l/r} :
k=1

Mit pp = 2 und qp = 22 folgt

ro—2

tn 9
Qsne < constN?(uy — u1)2/p°+2/q° [Z k'l_T/m} < constN*(ug — ul)Q(’"O_l)/m,
k=1

(3.52)

da nach Voraussetzung und nach (3.16) fiir den Exponenten der Summanden 1 — =<1
gilt.

Fiir den dritten Summanden von Qsy gilt nach Satz 3.4 fiir alle 1 < r < oo sowie
2 <p,q < oo mit % + % + % = 1 und nach Abschitzung (3.41)

ty ' —1

Qsnz = COnStZZ Z COU(Yi(ul,uQ)Yj(ul,UQ)Yk(ul,UQ),Ym(ul,u2)>

§'=1k'=1 (i,j,k,m)EM*

ik
tn g1 1/r
< const Z Z Z 04<Yi(u1, u2)Yj(ur, ug) Y (ur, uz), Y (us, u2)>
J=1R=1 (g km)eM),
[[Yi(ur, u2)Yj(ur, ug) Yic(ur, uz) ||| Ym (w1, u2) g
iy §—1
< const Y > Dol K ()7 (uy — ) VP
ji=1k'=1
iy §—1
< constN (uy — uy)/P1/a Z Z(j’ + K)oz, (7)Y
ji=1k'=1
iy §—1
< constN (ugy — uy) /P Z Z(Qj')‘r’ag,l(j’)l/’“
ji=1k=1
tN
< constN (ug — uy)V/P1/a Zj,‘SOZg?l(j/)l/T,
j=1

wobei Do(j', k") die Menge ist, deren Méchtigkeit in Lemma 3.28 berechnet wurde.

Mit po = 2 und gy = 22 folgt

ro—1
tn
Qsns < constN (uy — uy) POt/ e N = 077/ < constN (ug — uy )00/, (3.53)
=1

da nach Voraussetzung und nach (3.16) fiir den Exponenten der Summanden 6 — =<1
gilt.
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Nach den Ergebnissen (3.47), (3.49), (3.50), (3.48), (3.51), (3.52) und (3.53) gilt

Qin + Qon + Qan + Quny + Qsn1 + Qsne + Qsns
constN (uy — uy) + const N (ug — ul)(m*l)/’"o + constN (uy — ul)(TO*l)/ro
constN?(uy — u1)? 4 constN (uy — ul)(TO_Q)/TO + constN*(uy — ul)1+(7“o—2)/(2ro)

+  constN (ug — up) TV 4 const N2 (ug — uy )20~/ 4 const N (ug — uy )0/,

+ IA

Daher gilt

E [( Z Yi(uq, UQ))4] = Qv+ Qan + Qan + Qun + Qsn1 + Qsna + Qsns

i€ERN
< constN (ug — ul)(TO_Q)/TO + constN?(uy — u1)1+(r°_2)/(2m).

(3.54)

Mit (3.54) und Gleichung (3.39) ergibt sich
~ ~ 1 4
Bl(@y(ua) —an))| = 5B[( Y Yilw,w)) |
iERN

1
< COnStN(UQ — ul)(TO_Q)/TO + const(ug — u1)1+(r°_2)/(2m).

Damit ist (3.43) gezeigt und Lemma 3.24 ist bewiesen. O

3.29 Korollar: In der Situation von Lemma 3.24 gilt fiir alle 0 < u; < uy < 1 und alle
1

letUQ_u12N

E[(&N(UQ) —an(w))*| < const(uy — up)'+° (3.55)

rog—2
2rg °

mit Ep =
Beweis: Nach Gleichung (3.43) gilt

1
E|(an(ug) — &N(ul))4] < constN(UQ — up) "D/ const (uy — g ) 0T/ (210)

ro—2)/ro 1+(ro—2)/(2r0)

+ const(us — uy)
)1+(T0*2)/(2T0).

< const(ug — uy)(ug — uy)

= const(ug — ul)H(’"O*Q)/TO + const(ug — uq
Mit gy = % < % folgt
E[(&N(ug) —an(uy))*| < const(ug —up)'+e0.

O

Fiir den néchsten Schritt im Beweis der C-Straftheit von (Vy)yen wird [Billingsley, 1968,
Theorem 12.2; S. 94| angewendet. Nach der Markovungleichung und nach (3.55) gilt fiir
alle A > 0, fiir alle 0 < u; < uy <1 und alle N mit uy — u; > % die Ungleichung

P(‘aN(m) — aN(Ul)) > /\> < )\_4E<)5ZN(U2) — @N(ul)r) < const - X H(ugy — uy) e
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mit g9 > 0 aus (3.55).

Damit sind die Voraussetzungen fiir [Billingsley, 1968, Theorem 12.2, S. 94] erfiillt. Fiir
alle A > 0, u; € [0,1) und N sowie fiir alle p > % und alle m € N mit u; + mp < 1 gilt
nach [Billingsley, 1968, Theorem 12.2, S. 94]

P( max ’aN(Ul + kp) — an(u1)

> )\> < const(mp) TN, (3.56)
Das folgende Lemma stammt aus [Billingsley, 1968, (22.17), S. 199].

3.30 Lemma: Fiiralle 0 <wuy <wug <wuyp+p <1 gilt

)&N(uz) ~an(w)| < ’&N(ul 4 p) — an(w)| + pVN. (3.57)

Fiir alle u; € [0,1) und alle N sowie fiir alle p > 0 und alle m € N mit u; + mp < 1
impliziert Ungleichung (3.57)

sup an(uz) — an(u)

u1 <ugz<ui+mp
< max sup ay(ug) —ay(u

1<k<m u1+(k—1)p<uz<ui+kp N( 2> N( 1)
< max sup <)&N(U2) —an(ur + (k — 1)27)’

1<E<m ) 4 (k—1)p<ug<ui+kp

+’&N(U1 + (k —1)p) — an(u1) )

< max ( an (uy + kp) — an (w1 + (k — 1)p)) + ]&N(ul + (k= 1)p) — an(u) ) +pVN

< max ( ay(uy + kp) — an(ur)

1<k<m

+2fan(u + (k= 1p) - dx(w)

) +pVN
+pVN. (3.58)

< 311%}{8%)% &N(u1+kp)—b?N(u1)

Fiir alle A > 0, u; € [0,1) und alle N sowie fiir alle + < p < A und alle m € N mit

uy +mp < 1 folgt aus (3.56) und (3.58)

B

1
N

P< sup an(ug) —ay(uy)| > 5)\)

w1 Slug<ui+mp

< P<3 r<r}€a<x an(uy + kp) — ozN(ul)‘ —i—p\/_ N > 5)\>

< P< ir}gaix ’ (uy + kp) — an(ui)| + 21 > 5/\>

= P< k aN (uy + kp) — ay(uy) ZA)

< ¢ (mp )”50)\ 4 (3.59)

fir eine Konstante ¢; > 0.

Fiir den Beweis von (3.37) werden € > 0 und n > 0 vorgegeben. Sei § € (0,1) so gewéhlt,
dass fiir die Konstante ¢; aus (3.59) gilt

cp-e %0 < 7.
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Sei m = max{m’ e N:m’ < @} und sei p = 2. Dann gelten fiir hinreichend grofies N

1
= > > —
p = =N

=R

1)
m
sowie

0 0 1 1
— < = evN .
m Ngﬁ—l 1 - 577

p:

Sei N > N, € N. Dann ist auch §v/N > §v/Ny. Fiir hinreichend grofies N, gilt

5 € 1
< < —.
VN ~ 6Ny ~ 2
Daraus folgt
1
<2
1= §VN
Also ist
1 _ _
p<— VN <2V
- &N

erfiillt. Damit gelten sdmtliche Voraussetzungen von (3.59). Insgesamt ergibt sich fiir die
rechte Seite von (3.59)

c1 - (mp)tTeoe™ < ¢ - e < o

Damit ist die C-Straftheit (3.37) von (an)nyen gezeigt.

Da die Prozesse (an)nen und (Vy)nen tiber die deterministische Zeittransformation aus
(3.36) zusammenhéngen, ergibt sich hieraus auch die C-Straftheit von (Vy)nen, und Lem-
ma 3.22 ist bewiesen.

Damit kann nun der funktionale Grenzwertsatz 3.16 bewiesen werden.
Aus der C-Straftheit der beiden Summanden (Vy)yeny und (Wy)yen folgt die C-Straff-
heit von (Tn)nen. Aus dieser und aus der Konvergenz der endlich-dimensionalen Rand-
verteilungen von (T )yen folgt mit Satz 3.13 die Existenz des stochastischen Prozesses
W = (W(t))tc[-o0,00] aus Satz 3.16 mit fast sicher stetigen Pfaden und

Ty = W in (D([—00,00]), 550 fiir N — oc.

Die k-dimensionalen Randverteilungen von 'W sind die Normalverteilungen

Ny <0> [0® (L, ;)] 1§z‘,j§k>

mit der Kovarianzfunktion o2 aus Lemma 3.20, Gleichung (3.34). Also ist W ein zentrierter
GauBprozess mit der Kovarianzfunktion o2 und fast sicher stetigen Pfaden.

Da (Tn)nen, (Yn)nen und (@n)nen alle dieselbe Grenzverteilung besitzen, ist die Vertei-
lungskonvergenz (3.25) von ay gezeigt. Der empirische Prozess mit geschétztem Parame-
tervektor konvergiert also gegen den zentrierten Gauflprozess W mit fast sicher stetigen
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Pfaden, was den Beweis von Satz 3.16 abschlief3t.

Eine Alternative zum direkten Nachweis der Voraussetzung (3.21) des funktionalen Grenz-
wertsatzes 3.16 bietet das folgende Lemma.

3.31 Lemma: SeiF = {F(-;9) : ¥ € O} eine parametrische Verteilungsklasse mit dem

Parameterraum © C RY. Ferner sei 9y € ©. Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

1) Es existiere ein offenes d-dimensionales Intervall I mit ¥y € I C © so, dass F(¢;9) in
allen (¢;9) € R x [ stetig partiell nach ¢, differenzierbar ist fiir alle j =1,...,d.

2) Es seien die ersten partiellen Ableitungen

0
—F(9)  R—-R
87.9] (7 0)

stetig fir alle j =1,...,d.
3) Fiir eine beliebige Norm || - || auf R? gelte

lim  sup ngadﬁF(t; Yo+ h) — grad, F(t; 190)H =0

h—0o0 _so<t<oo
mit grad, F(t; 9,) = (a%lF(t; 90), ., 2 F 00)).
Unter diesen Voraussetzungen ist Gleichung (3.21)

sup )F(t; Jo+h) — F(t:90) — Alt, 190)Th) — o(|[h]) fir h — 0

—oo<t<oo

erfiillt mit

A(t,90) = gradyF(t;9).

Beweis: Seien t € [—00, o0] beliebig und h € R? so, dass fiir das d-dimensionale Intervall
gilt [’190, Y + ho] cl.
Dann gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

|F(t; 99 +h) — F(t;90) — grad,F(t; 9)h|
1
= ‘ / grad,F'(t; 99 + uh)duh — grad,F(t; ¥)h
0
1
< / lgrad, F(t; 9 + uh) — grad, F(t:9,)|[du - .
0

Damit folgt

sup  |F(t;9 +h) — F(t;9) — grad,F(t; 99)h|

—oo<t<oo
1
< / sup ||grad, F(t; 9 + uh) — grad, F(t;9)||du - |||
0 —oo<lt<oo
< sup sup ngadﬂF(t;'ﬁo + uh) — gradﬂF(t;'ﬁo)H . HhH

u€[0,1] —co<t<oo
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Nach Voraussetzung 3) gilt fiir den ersten Faktor

lim sup sup ngadﬂF(t; Yy + uh) — grad, F'(¢; 190)H =0.

h—0,,c(0,1] —co<t<oo

Voraussetzung 2) liefert die Stetigkeit aller Komponenten von grad,F'(-; Yy).
Damit ist die Gleichung (3.21) gezeigt.
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4 Der empirische Prozess mit geschitztem Parametervektor fiir
unabhingige Blocke

Betrachtet wird das Testproblem
Hy:FeJFgegen H : F ¢ 7. (4.1)

fiir eine vorgegebene parametrische Klasse F = {F(-;19) : ¥ € O} von stetigen und streng
monoton wachsenden Verteilungsfunktionen mit dem Parameterraum © C R? fiir d € N.

4.1 Definition: Seien 1,7, € N fest gewahlt und sei (bj)jeN
achsenparallelen Rechtecken der Grofle 7y x 7o mit b; C Z? fiir alle j € N. Dann existiert
fiir alle j € Nein h; € Z* so, dass gilt b; = b;+h;. Ferner enthilt jedes Rechteck n = n; -2
Gitterpunkte.

eine Folge von disjunkten,

Es sei
{ZS s € Ub]}

ein Zufallsfeld mit identisch F-verteilten Komponenten auf diesen Rechtecken. Definiert
wird der Block von Zufallsvariablen zur Indexmenge b,

B; ={Zs:s € b;} furalle j e N.

Die Blocke der Folge (Bj>
fiir alle j € N

jeN seien unabhédngig und identisch verteilt, das heifit es gelte

Bj:{ZSISEbj}:{ZS_i_hjISEbl}N{ZSISGbl}:Bl.

4.2 Definition: Fiir alle n € N bezeichne F,, die empirische Verteilungsfunktion zu der
Stichprobe By,..., B,

11 )
F.(t) = - Z ) ZI(ZS < t) fiir alle t € [—00, ).
7=1

j= SEb]'
Es sei (1A9j)j€N eine Folge von Schétzern fiir den Parametervektor 1 der Klasse F. Fiir alle
n € N sei dabei der zu der Stichprobe By, ..., B, gehorige Schétzer

On =0,(Br,...,By) =0.({Zs :s € b, fiir j € {1,...,n}}).

Der empirische Prozess zum Stichprobenumfang n mit geschditztem Parametervektor 1
wird definiert als

Qn(t) = /ra(F,(t) — F(t;9,)) fiir alle ¢ € [—o0, 00, (4.2)

wobei F'(—o0;-) = 0 sowie F'(oo;-) =1 gesetzt wird.
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Unter Hy: F € F gilt

F € F, das heifit es gibt ein ¥y € © mit F' = F(+;9y).

Wie iiblich wird 9y wahrer Parameter genannt.

Es folgt der funktionale Grenzwertsatz fiir den empirischen Prozess a,.

4.3 Satz: Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

1)

Die Verteilungsklasse F = {F(:;9) : ¥ € O} mit © C R? und stetigen, streng monoto-
nen Verteilungsfunktionen F(-;19) erfiille fiir alle t € R

© >9 — F(t;9) € [0,1] ist Borelfunktion. (4.3)
Fiir einen inneren Punkt 9, € © existiere eine stetige Funktion

A(+;9) : [-o0, 00] — RY

mit
sup )F(u; Do+ h) — F(u;9) — A(w, 99)7h| = o(|h]|) fir h — 0 (4.4)
—oo<u<oo
mit h € R? und einer beliebigen Norm || - || auf R4

Es seien 11,1 € N und sei (bj)je eine Folge von Rechtecken der Grofle 1, x 1, in Z2

wie in Definition 4.1. Sei

N
{ZS S € U bj}
jEN
ein Zufallsfeld mit identisch F-verteilten Komponenten und sei (Bj)jeN eine Folge von

unabhéngigen und identisch verteilten Blocken mit B; = {Z : s € b;} fiir alle j € N.

Es sei (@n)neN eine Folge von Zufallsvektoren mit Werten in ©, zu der eine messbare
Funktion L(-,9p) : R — R? existiert mit

~ 11
9, —%==-) -
0 njzln

j= SEbj

> L(Ze,90) + 0y (%) fiir n — oo (4.5)

sowie

E(L(Z,199)) =0 (4.6)
fiir eine F-verteilte Zufallsvariable Z.
Ferner gelte

| L(Z,90)||2 < oo. (4.7)
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Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir den empirischen Prozess mit geschétztem Parame-
tervektor aus (4.2)

a, =W in (D([—00,00]), 550 fiir n — o0, (4.8)

wobei W = (W(t))ic[-o0,00] €in zentrierter Gaufiprozess mit fast sicher stetigen Pfaden ist,
dessen Kovarianzfunktion fiir alle ¢,¢" € [—00, 00| die Form

= - Z Z cov gt s)s g (Zs ’))

s€b1 s’€by

hat mit

9:(Zs) = 1(Zs < t) — F(t;90) — A(t, 90)" L(Zs, 90). (4.9)

Fiir den Beweis des funktionalen Grenzwertsatzes 4.3 wird der Prozess folgendermafien
zerlegt

@u(t) = Vi Fult) = F(t:90)) = v/m(F(t:9,) — F(t:95) ). (4.10)

Aus Voraussetzung (4.3) und der Messbarkeit von 9, folgt, dass @, eine Zufallsgrofie in
(D([—00,00]), 550) ist.

Die Voraussetzungen (4.5), (4.6) und (4.7) sowie die Tschebyschev-Ungleichung implizie-
ren

V|8, — |2 = 0,(1) fiir n — oo. (4.11)

Es gelten (4.3) und (4.4), also auch

sup |F(t; 99 +h) — F(t;90) — A(t,99) h| = sup

teR teR

R(t, 8, 1)| = o(|[1]z) fiir b — 0,

wobei R(t,9¢,h) = F(t;9y + h) — F(t;9) — A(t,90)"h rechtsseitig stetig in ¢ € R ist
aufgrund der Stetigkeit von A(-, ).
Fiir alle ¢ € [—o00, 0] gilt nach der Zerlegung (4.10)

( V(P (t9,) = F(t:90))

' n< (t: 90 + By — V) — (t;z?o)>
(
(

< n(t —Ft;190>
( ) -
<Fnt —Ft;ﬂo) m7< (t, 90) (5n—z90)+R(t,z90,f9n—z90)>
( ) -

a,(t) = F,
E

t

) — F(

) - F(té 190
) = F(
Fo(t) — F(t:9) ) — A(t,90) 7 /na(9, — o) — /rmR(t, O, 9, — o)
(£) = VIIR(t, 9o, D, — Do)

mit der Zufallsvariablen Y,,(t) = \/nn (Fn(t) — F(t; 190)) — A(t,99)7, /nn(@n — ).

Im néchsten Beweisschritt wird gezeigt, dass der Restterm asymptotisch vernachléssigbar

I
<

ist und dass daher die asymptotischen Verteilungen von (@, )neny und (Y;,)neny im Raum
D([—00, 00]) iibereinstimmen, sofern sie existieren.
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Da a,(t) geméaf (4.3) eine Zufallsvariable ist, folgt, dass auch R(t, ¥y, 9, — ) fiir alle
t € [—o0,00] eine Zufallsvariable ist. Daraus und aus der rechtsseitigen Stetigkeit von
R(-, 90,9, — Yy) ergibt sich, dass

sup [R(t, 9o, 'En — )| = sup |R(t, Fo, @n — o)

teR teQ

eine Zufallsvariable ist.

Daher kann Lemma 3.19 angewendet werden, welches impliziert, dass (&, )neny und (Yy,)nen
dieselbe asymptotische Verteilung im Raum D([—o0, cc]) haben, sofern sie eine solche
besitzen.

Sei fiir das weitere Vorgehen der folgende Prozess definiert

T fZ =3 [1Z <0 — Pt - Mo LZu00)]  (412)

seb

fiir alle ¢ € [—o00, 0]

mit der Funktion A aus Gleichung (4.4).

Dann implizieren die Voraussetzungen (4.5), (4.6) sowie (4.7) und der Satz von Cramér,
dass (Y,,)neny und (7,)nen dieselbe asymptotische Verteilung besitzen.

Fiir die Berechnung der Grenzverteilung wird die Konvergenz der endlich-dimensionalen
Randverteilungen von (7},),en benotigt, und es muss gezeigt werden, dass (7, )en C-straff
ist. Dann kann Satz 3.13 angewendet werden.

4.1 Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen
Betrachtet wird der Prozess aus (4.12) fiir alle ¢ € [—o0, 0]

T,(t) = \/—Z th

sEb
mit ¢;(Zs) aus (4.9)

9:(Zs) = 1(Zs < 1) = F(t;90) — A(t,90)" L(Zs, o).

4.4 Lemma: Fiir alle £k € Nund alle —oo <t <ty < -+ <1 < o0 gilt
[Tn(tj)] 5 N, <0, E(k)> fir n — oo
1<5<k

mit der Kovarianzmatrix

nk) = [UQ(ti, tj)]

1<i,j<k

Dabei ist die Kovarianzfunktion fiir alle ¢,¢ € [—o00, 0o] gegeben durch

= = Z Z Cov gt s)s g (Zs ’)) (4.13)

s€b1 s’'€by
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Beweis: Da die Summanden ﬁ Zseb]- 9:+(Zs) des Prozesses T, in j unabhingig und
identisch verteilt sind, impliziert der mehrdimensionale zentrale Grenzwertsatz fiir alle
k€ Nund alle —oo <t <ty < --- <t < oo die Verteilungskonvergenz

[T"(tl)]1§l<k = N <0 >k ) fiir n — oo,

wobei fiir die Eintrdge der Kovarianzmatrix fiir 1 < 4,5 < k gilt

Zg‘;) = COU( thz Z 9i,(Z, )

s€b1 s 'eby
= —ZZCOU 9t.(Zs), 9¢,(Zs ))
SEblS €by

4.2 C-Straffheit

Der Beweis der C-Straftheit von (7},)n,en wird entsprechend dem Beweis des Resultats
fiir mischende Zufallsfelder aus Abschnitt 3.2.2 durchgefiithrt und orientiert sich an dem
Vorgehen von [Billingsley, 1968]. Auf die hier betrachteten Blocke hat sich ein Beweis
iiber Momentenabschétzungen, wie er in [Shorack; Wellner, 1986, S. 112] fiir unabhéngige
Zufallsvariablen durchgefiihrt wird, nicht anwenden lassen.

Fiir den Beweis der C-Straftheit von (7),),en wird fiir alle ¢ € [—o00, 00| die folgende
Zerlegung betrachtet

To(t) = \Fz Z[ (Zs <t) — (t;ﬂo)}—\}_ (t, 9p) Z ZLZS,Q%

seb seb

= V(t) — Wa(t)

mit den beiden Summanden V,,(t) = ﬁZ}ll %Zseby_ [I(ZS < t)— F(t; 190)} sowie

Wa(t) = ﬁA(ta 190>T Z?:l ﬁ Zsebj L(Zs,9y).

Um die C-Straffheit von (7),),eny nachzuweisen, geniigt es, die C-Straffheit der beiden
Summanden (V},)pen und (W,),en zu zeigen und auszunutzen, dass die Summe zweier
C-straffer Folgen C-straff ist.

4.5 Lemma: Der Prozess

Wol1) = —=A(1.9)) Z

Z (Zs, ) fiir alle t € [—o0, 0]
=

% \

ist C-straff.

Beweis: Es gilt fiir alle ¢t € [—o00, o0]

Wo(t) = t’z?oT Z—Z (Zs, D),
€b;

g
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wobei der erste Faktor deterministisch, von n unabhéngig und gleichméBig stetig in ¢, also
stetig beziiglich der Metrik g aus (3.10) ist. Der zweite Faktor ist stochastisch, hangt nicht
von t ab und ist nach dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz fiir unabhéngige
Zufallsvektoren verteilungskonvergent, also O,(1).

Deshalb gilt fiir den in (3.13) definierten C-Stetigkeitsmodul fiir alle 6 > 0

woo(Wna 5) = sup |Wn(t> - Wn(t/)‘
—oo<t,t'<co
o(t,t')<é
) T 1] &1
= s [(A690) - AE90) =3 =T L(Z,90)
—o00<t,t'<oco n 1 n sch.
Q(tvt/)gé J J
. 1 1
< s [law ) - aw)| =Y =D LiZev0)|
—oo<t,t'<co 2 n =1 n scb;
o(t,t')<é 7
Mit der abkiirzenden Notation
Weod(D,0) = sup HA(t,fﬂo) — A, )
—o00<t,t'<oco 2
Q(tvt/)gé
impliziert die Tschebyschev-Ungleichung fiir alle ¢ > 0
hrgl lim sup P(weo(W,,,0) > €)
€
< limlimsu P(H L(Zs,90) > 7> =0,
T4lo n—>oop \/_ Z sezb 0 o woo,d(Aa 5)
da wee d(A, 6) 200 aufgrund der Stetigkeit von A beziiglich o gilt.
Damit ist die C-Straftheit von (W,,),en gezeigt. O

4.6 Lemma: Der Prozess
Vi( \/_ Z Z [ (Zs <t)— F(t;9)] fir alle t € [—o0, 0]
seb

ist C-straff.

Mit einer Zeittransformation von [—oo, 0o] auf [0, 1] mit der Funktion F(-;9) entsteht
der folgende empirische Prozess fiir alle u € [0, 1]

an(u) = Vo(FY(u;9))

_ _ZZ[[Z < p! uﬁo))—u}

] 1 seb;
- \/n_n<Fn(F_ (u;99)) —u). (4.14)

Zu zeigen sind die C-Straffheit von &,. Nach [Billingsley, 1968, Theorem 8.3, S. 56] ist es
dafiir hinreichend, die folgende Aussage zu zeigen:
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Fiir alle ¢ > 0 und fiir alle ” > 0 existieren 0 > 0 und ng € N, so dass fiir alle n > ng
und alle ug € [0, 1) gilt

P( sup Qi (u) — &n(uo)) > €> <7/o. (4.15)

uo<u< (ug+8)Al
Fiir alle s € Z? und alle u € [0, 1] sei
Xs(u) = I(Zs < F~(u;9)) —
sowie fiir alle uy, us € [0,1]
Ya(ur, uz) = Xo(ug) — Xs(uy).

Mit dieser Notation ist fiir alle 0 < u; < uy <1

an(ug) — apn(uq) \/_Z ZY Uy, Us).

sEb
Nach Lemma 3.23 gelten fiir alle s € Z* und alle 0 < u; < uy < 1 die Abschiitzung (3.40)

<1

?

s(u1, ug)
die Abschétzung (3.41)

E[Ys(ul, U2)2] < uz —uy
sowie (3.42)

E[Ys(ul, u2)4] < T(ug — uy).

4.7 Lemma: Es gilt fir alle 0 < uy; <wup <1

- ~ 1
E|(a,(ug) — an(ul))4] < 57772(1@ —uy) + 30 (ug — uy)? (4.16)
Beweis: Betrachtet wird fiir alle 0 < u; < uy < 1 die Differenz

an(UQ) an, U1 Y U1>U2 U1>U2
OB DRCIRAEE DL

mit Sj(ul, UQ) = Zsebj }/S(Ul, Ug).

Fiir diese Summen gelten nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und nach Abschétzung

(3.41)

E(Sl(ul,uQ)2) = Z E(K(ULUQ)YS/(UMW))

s,s’€by
< Z E(Ys(u1,u2)?) %E(}/s/ (u1, up)?) g
s,s'€by

< nP(ug — u).
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Fiir den Erwartungswert der vierten Potenz folgt aus Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung sowie aus Abschétzung (3.42)

E(Sl(ul,u2)4)

= Z E()/;(ulau2)}/;/(ulau2)n(”17u2)n/(ulaUQ))
s,s’ t,t'eby

< 3 E(Yalurun)) B (Ve (ug, u0)*) B (Ya(ur, us)?)
s,s’ t,t'eby

< n*(uy — wy).

ENES
=

E(Yt/ (u1, u2)4)

Die Unabhingigkeit und die identische Verteilung der Blocke B; fiir j = 1,...,n, die
Zentriertheit von S;(uy, us) und die beiden obigen Abschétzungen implizieren

E([@n(u1) — @n(ug)]”)

(g

= 5 E E Ul,UQ
nsmn

ZZE (g, ug) )E(Sj/(ul,ug)Q)

J= 1]’*1
J'#3
1 o 3n(n—1) o\ 2
= n—an(Sl(Ul,UQ) ) + Tan(Sl(ul,Ua) )
n?

IN

7(u1 — ug) + 3772(u1 — u2)2.

4.8 Korollar: In der Situation von Lemma 4.7 gilt fiir alle 0 < u; < uy < 1 und alle
nENmitug—mZ%

E [(&n(ug) - &n(ul))ﬂ < const,(ug — up)*. (4.17)

Beweis: Nach Lemma 4.7 gilt fiir alle n € N mit uy — uy >

3=

E [(&R(UQ) — &n(ul))4] < constn%(uQ — uy) + const,(ug — up)?

< const,(ug — uy)* + const,(uy — uy)?

= const,(uy — uy)>.

Fiir den néchsten Schritt im Beweis der C-Straffheit von (V},),en wird [Billingsley, 1968,
Theorem 12.2; S. 94] angewendet. Nach der Markovungleichung und nach (4.17) gilt fiir
alle A > 0, alle 0 < u; <wuy <1 und allen € N mit up — uq > % die Ungleichung

i

an(ug) — &n(ul)r) < const, - X Hug — uy)?

& (12) — &n(ul)‘ > A) < /\‘4E(
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Damit ist die Voraussetzung fiir [Billingsley, 1968, Theorem 12.2, S. 94] erfiillt. Fiir alle
A>0,u; €[0,1) und n € N sowie fiir alle p > % und alle m € N mit u; + mp < 1 gilt
nach [Billingsley, 1968, Theorem 12.2, S. 94]

P< max

1<k<m

an(uy + kp) — &n(ul)) > /\> < const(mp)* A\~ (4.18)
Geméaf Lemma 3.30 gilt fiir alle n € N und fiir alle 0 < uy <us <wu; +p <1

an(uz) — ap(ur)| < | (ur + p) — an(uy) + pv/n. (4.19)

Fiir alle u; € [0,1) und alle n € N sowie fiir alle p > 0 und alle m € N mit u; + mp < 1
impliziert Ungleichung (4.19) mit derselben Herleitung wie bei Ungleichung (3.58)

sup Qn(us) — ap(ur)| <3 max |ay,(uy + kp) — ay,(ur)| + pv/n. (4.20)
uy Suz<ui+mp 1<k<m
Fiir alle A > 0, u; € [0,1) und n € N sowie fiir alle % <p< \2/—’\5 und alle m € N mit
uy +mp < 1 folgt aus (4.18) und (4.20)
P( sup an(ug) — ap(ur)| > 5/\> < ci(mp)* A (4.21)
u1 <uz<ui+mp

fiir eine Konstante ¢; > 0. Die Herleitung entspricht dabei derjenigen von (3.59) und
erfordert die Einschriankungen an p.

Fiir den Beweis von (4.15) werden € > 0 und 1’ > 0 vorgegeben. Sei § € (0, 1) so gewihlt,
dass fiir die Konstante ¢; aus (4.21) gilt

c1-e <y,

Sei m = max{m' e N:m’ < @} und sei p = £. Dann gelten fiir hinreichend grofes n

_5>5>1
p_m_\/ﬁ_n
sowie
) ) 1 _
p=— <= zl_La\/ﬁl.
1 5/n

Sei n > ng € N. Dann ist auch dv/n > §,/ng. Fiir hinreichend grofies nq gilt

o
™

5
(e
N —

<

<

J

5

Daraus folgt

Also ist
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erfiillt. Damit gelten sdmtliche Voraussetzungen von (4.21). Insgesamt ergibt sich fiir die
rechte Seite von (4.21)

c1 - (mp)le™ < e - 6% <o

Damit ist die C-Straffheit (4.15) von (&, )nen gezeigt.

Da die Prozesse (a,)neny und (V},),en tiber die deterministische Zeittransformation aus
(4.14) zusammenhéngen, ergibt sich hieraus auch die C-Straffheit von (V},),en, und Lem-
ma 4.6 ist bewiesen.

Damit kann nun der funktionale Grenzwertsatz 4.3 bewiesen werden.
Aus der C-Straffheit der beiden Summanden (V},)n,en und (W,),en folgt die C-Straff-
heit von (7},)nen. Aus dieser und aus der Konvergenz der endlich-dimensionalen Rand-
verteilungen von (7,),en folgt mit Satz 3.13 die Existenz des stochastischen Prozesses
W = (W(t))ie]-o0,00] a1s Satz 4.3 mit fast sicher stetigen Pfaden und

T, 5 W in (D([—00,00]), 550 fiir n — o0.

Die k-dimensionalen Randverteilungen von W sind die Normalverteilungen

N, <0> [0®(ti, ;)] 1§z‘,j§k>

mit der Kovarianzfunktion o2 aus Lemma 4.4, Gleichung (4.13). Also ist W ein zentrierter
Gaufiprozess mit der Kovarianzfunktion o2 und fast sicher stetigen Pfaden.

Da (T)nen, (Yn)nen und (Q)nen alle dieselbe Grenzverteilung besitzen, ist die Vertei-
lungskonvergenz (4.8) von a,, gezeigt. Der empirische Prozess mit geschidtztem Parame-
tervektor konvergiert also gegen den zentrierten Gauflprozess W mit fast sicher stetigen
Pfaden, was den Beweis von Satz 4.3 abschlief3t.

Eine Alternative zum direkten Nachweis der Voraussetzung (4.4) des funktionalen Grenz-
wertsatzes 4.3 findet sich in Lemma 3.31.
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5.1 Grundlegende Eigenschaften

Die folgenden Ausfithrungen dienen der Definition und der Herleitung von Eigenschaften
der K-Verteilung.

Fiir x > 0 ist die Gammafunktion definiert durch

[(x) = /000 t" e tdt. (5.1)

Es gelten T'(1) = 1 und I'(5) = /7.
Fiir alle x > 0 ist

Die Gammafunktion aus (5.1) besitzt die folgenden bekannten Eigenschaften.
1
2

T(z+1) = 2T(x). (5.2)

Die Gammafunktion erfiillt fiir alle > 0 die Legendresche Verdopplungsformel

r(%)r(x;rl) - Q‘z/ir(x) (5.3)

und fiir x — oo gilt die Stirlingformel

[(z) =V 27?95“’%6’“6&’(:”), (5.4)

wobei ® eine Funktion ist, die e®@ 1 fiir 7 — oo erfiillt.
Die Gammafunktion ist logarithmisch konvex, das heiit fiir alle z,y > 0 und alle r € [0, 1]
gilt

T(raz+(1—r)y) <T(z)T(y)""

Mity=x+1und r = % ergibt sich daraus fiir den Quotienten

[(x) 1
— > —. 5.5
Merd) = Ve o
Fiir die Ableitung der Gammafunktion gilt
IM(z) = T(x)Y(x) fir x >0 (5.6)

mit der Digammafunktion 1(-). Fir diese existiert nach [Nielsen, 1965, Gleichung (2),
S. 15] die folgende Entwicklung,

w(x)=—7+g<%“—xik), (5.7)

wobei v die Fulersche Konstante mit dem gerundeten Wert 0.57722 ist.

Die folgende Definition der modifizierten Besselfunktion zweiter Art (modified Bessel func-
tion of the second kind) findet sich beispielsweise in [Watson, 1922, S. 78] ebenso wie in
[Abramowitz; Stegun, 1965, S. 374ff].
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5.1 Definition: Fiir z,v € C ist die modifizierte Besselfunktion erster Art gegeben
durch die Reihenentwicklung

LEH=Y (2" (5.8)
Y —~ kI0(v+k+1) '
wobei I'(+) die komplexe Gammafunktion bezeichnet.
Fiir 2 € C und v € C\Z ist die modifizierte Besselfunktion zweiter Art
K, (2) = 1 L,(2)~L(2) (5.9)

2 sin(v)
und fiir v = m € Z wird definiert

T 1 Lk(z)—[k(z)
Ko (z) = k}l—{rnlm 2" sin(km)

Aus Gleichung (5.9) und Gleichung (5.8) folgt

()" ()" )

T o0
K, (2) = —— -
(2) 2sin(vm) pard (k:!F(—l/ +k+1) kKT(v+k+1)

wobei in diesen Ausdruck noch der Grenzwert eingefiigt werden muss, falls v € Z gilt.

5.2 Bemerkung: Die definierende Darstellung der modifizierten Besselfunktion zwei-
ter Art entspricht der Implementierung in [MATLABI.

Die beschriebene modifizierte Besselfunktion zweiter Art wird veraltet auch als modified
Bessel function of the third kind bezeichnet.

Es existieren verschiedene Integraldarstellungen der modifizierten Besselfunktion zweiter

Art.

Fiir Re(v) > —1 und |arg(z)| < 2 gilt nach [Watson, 1922, (5), S. 172]

V(ze)” /OO e 7 (#2 — 1) 2t
(v + %) 1 ’

fiir [arg(z)| < 7 gilt nach [Watson, 1922, (5), S. 181]

K,(2) =

K,(2) :/0 e~2 b cosh(vt)dt. (5.10)

Bei einer weiteren Integraldarstellung, vgl. [Watson, 1922, (15), S. 183], gibt es lediglich
die Bedingung an z, dass Re(z?) > 0 gelten muss

oV o 1 7{/75
KV(Z)ZQI/-H i 1 4t (lt. (5.11)
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Die folgende Summenformel fiir die modifizierte Besselfunktion zweiter Art findet sich in

[Watson, 1922, (1), S. 79]

K, 1(2) — K,41(2) = —%Ky(z).

Fiir die Ableitung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art nach z gelten die folgenden
Gleichungen, vgl. [Watson, 1922, (2) und (3), S. 79],

%K,,(z) —% <K,,71(Z) + Ku+1(z)> (5.12)
%K,,(Z) _Kl/fl(z) - gK,,(Z) (513)

Fiir die Ableitung nach v gilt nach Gleichung (5.11)

0 10 |[/= <1 ,t,ﬁ
) = mm [t "f]

* 1,2 2\ [ 1 1\ , =2
() () et () [ on ()]

LA R | 1\ ., =2
= In (2)Ky(z) + ST /0 =S| In (;)e 1 dt. (5.14)

Im zweiten Schritt werden dabei nach dem Satz von Lebesgue Ableitung und Integral
vertauscht.

N | —

Fiir die folgenden bekannten Aussagen iiber die modifizierte Besselfunktion zweiter Art
werden die Argumente auf z > 0 und v € R eingeschrankt, was in den spéiteren Anwen-
dungen aufgrund der dortigen Wahl der Parameterrdume ausreichend ist.

5.3 Lemma:
fallend.

Fiir alle z > 0 und alle v € R ist K, (z) positiv und in z streng monoton

5.4 Lemma: Fiir alle z > 0 und alle v € R gilt die Symmetrie K, (z) = K_,(2). Ferner
ist K,(2) in v € (—00,0) streng monoton fallend und in v € (0,00) streng monoton

steigend.

5.5 Lemma: Die modifizierte Besselfunktion zweiter Art K, (z) ist in den Argumenten
(v,2) € R x (0,00) stetig.

Beweis: Es seien z > 0 und v € R. Zu zeigen ist

Jim [ a2+ ) = K, (2)] = 0.

Es gilt nach Darstellung (5.10)

Jim Kz 4+ h) = K, (2)

oo

< lim

—(2+h) cosh(t) h .
< ) ’e cosh((v + k)t)

e=#°h® cosh(vt)|dt. (5.15)
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Fiir den Integranden wird im Folgenden eine integrierbare Majorante hergeleitet. Es seien
hg, ko > 0 hinreichend klein gewahlt, so dass 0 < z — hq erfiillt ist und dass im Fall v > 0
gilt v—Fkp > 0und im Fall v < 0 gilt v+ kg < 0. Seien h, k € Rmit z—hy < z+h < z+hy
sowie v — kg < v+ k < v + ky. Aufgrund des Monotonieverhaltens, der Positivitit und
der Symmetrie des Kosinus Hyperbolicus gelten die folgenden Abschétzungen

e—(erh) cosh(t) COSh((I/ + k)t) e F cosh(t) COSh(Vt)

e~ (z+h) cosh(?) cosh((v + k)t) + e~ cosh(®) cosh(vt)

e~ Emho)eosh(®) cosh (1 + koI (v > 0) — kol (v < 0))t) + e > cosh(vt)
g(ta h07 kO)

VANV

Die Funktion g ist iiber (0, c0) integrierbar, denn mit Gleichung (5.10) folgt

/ g(t; ho, ko)dt
0

= / e~ (Fmho)eosh® cogh (v 4 kol (v > 0) — koI (v < 0))t)dt + / e~*h(®) cosh(vt)dt
0 0
= Kyiror(w>0)—kor(w<0) (2 — ho) + K, (2)

< 0.

Also ist g eine integrierbare Majorante fiir den Integranden aus Gleichung (5.15). Nach
dem Satz von Lebesgue gilt daher

o0

lim

Jim e~ EFMeosht) cosh (1 + k)t) — e *® cosh(wt) ’dt
SR 0

= / hli;mo ’e’(”h) cosh(®) cosh((v + k)t) — e *h® cosh(vt) )dt
0 5 e

= 0,

wobei die letzte Gleichung durch die Stetigkeit der Exponentialfunktion bzw. des Kosinus
Hyperbolicus impliziert wird. O

Fiir die modifizierte Besselfunktion zweiter Art existieren asymptotische Entwicklungen,
vgl. [Abramowitz; Stegun, 1965, S. 375ff] sowie [Olver, 1997, S. 435]. Diese lassen sich
unter Verwendung der Integraldarstellung (5.11) und der Konvergenzordnungen aus Ab-
schnitt A.3 berechnen. Mit (A.47) und (A.48) folgt

N
K, (z) = %F(M) (5) (14 0(1)) fiir z— 0 und alle v € R\ {0}. (5.16)
Ferner impliziert (A.49)
Ko(z) =In (é) (1+o0(1)) fir z — 0. (5.17)

Die asymptotische Entwicklung fiir z — oo folgt aus (A.45)

K,(z) = ”%6_2(1 + 0(1)) fiir z — oo und alle v € R. (5.18)
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Das folgende elementare Lemma bildet die Grundlage der in der vorliegenden Arbeit
verwendeten Definition der K-Verteilung. In der Literatur aus dem Radarbereich finden
sich viele unterschiedliche Darstellungen der K-Verteilung. Die hier gewéhlte entspricht
der aus [Joughin; Percival; Winebrenner, 1993].

5.6 Lemma: Fiir alle a,a > 0 und alle L € N definiert

:L.a—l—L/Z—la/—a—L/Z

f(z;a,a) = A LT (o) T(L)2) Ka_1)2 (g) fir alle z € (0, c0) (5.19)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Dabei bezeichnet K,_; » die modifizierte Bessel-Funktion
zweiter Art.

5.7 Definition: Fiir festes L € N heiit die Wahrscheinlichkeitsverteilung K (-; a, @) mit
der Dichte (5.19) K-Verteilung zu den Parametern a und c.

Das Verhalten der Dichtefunktion f aus (5.19) bei Konvergenz des Argumentes gegen 0
wird durch die asymptotischen Entwicklungen (5.16) und (5.17) der modifizierten Bessel-
funktion zweiter Art K, (-) bestimmt. Abhéngig von den Parametern a und L ergeben
sich drei verschiedene Formen der Dichte.

Erfiillen die Parameter die Bedingung % <a< % oder die Bedingungen av > é und L > 1,
so konvergiert die Dichte fiir x — 0 gegen 0, siche Abbildung 15.

15 20 25

Abbildung 15: Dichten f(-;0.5,1), f(-;1,1) gestrichelt, f(-;2,1) gepunktet mit L = 16.

Fir a = % oder L = 1 konvergiert die Dichte fiir x — 0 gegen eine positive Konstante,

siehe Abbildung 16.
Gilt a < %, so divergiert die Dichte fiir x — 0 gegen oo, siehe Abbildung 17.

5.8 Satz: Die charakteristische Funktion einer K-verteilten Zufallsvariablen X hat die

Form

1 a2 T(a+3)T(5+3) L 1 L 1iy—=
ng(y)_ﬁ(zy—k%)Qa F(O[—f-é—}—%) 2F1(204701—5"‘57@"‘5"_57“/4_%)’
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Abbildung 17: Dichten f(-;0.5,0.2), f(+;1,0.2) gestrichelt, f(+;2,0.2) gepunktet mit L = 16.

wobei die Gaufi’sche Hypergeometrische Funktion oF; definiert ist durch

T(ID(s)D(k+t) Kk~

B i L(k+7)(k+s)0(t) 1 v

Der zugehorige Beweis ist an die Herleitung nach [Iskander, 2004] angelehnt.
Beweis: Fiir die charakteristische Funktion gilt unter Verwendung von Darstellung
(5.19) und der Legendreschen Verdopplungsformel (5.3)

ox(y) = /0 e W f(t;a, a)dt

20+L/2=21(a)T(L/2) J, a-L/2\ ©
q—o-L/2 ﬁ(%)a_L/Q L @a)l(L)

20722 (@)D (L/2) (iy + 1) T(a+L/2+1/2)
L 1 L 1 iy—1

- 2 — =4 — 4+ a

21(0[,& 2—0—2,04—0—2—0—2,@_}_%)

e

2F1

5 L+1
o, — — + =
’ 2 2

VT (iy+ )™ T(e+§+3)

L 1 iy—1
,O[—f-——f-—, 1 |-
2 2 zy+5

Dabei gilt die dritte Gleichung nach der Formel fiir das entsprechende Integral, siehe
[Gradshteyn; Ryzhik, 1965, 6.621/3, S. 712]. O
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5.1.1 Ableitungen der Dichte der K-Verteilung

Im folgenden Abschnitt werden die ersten, zweiten und dritten partiellen Ableitungen der
Dichte der K-Verteilung berechnet. Diese kommen im weiteren Verlauf zum Einsatz. Die
ersten partiellen Ableitungen der Dichtefunktion (5.19) der K-Verteilung sind

P ZoHL/2=1] . z
. - _ —a— /2—1K -
ga/ (wia ) 90+L2=2D(a)[(L/2)" a-L/2 (a)
xa+L/2 . T
asb2=2pe e 2 5.20
T e () (L2)" a-L/2 1(@)’ (5.20)

foeiee) = srm(s) (20 (5) -vo)en(E)

+ 2 AN /OO Lo (e a1
_ | — ———In( — e a4t Q. .
2T (a)T(L/2) \ 2a o to-L/2tt t

Bei der Berechnung der zweiten und dritten partiellen Ableitungen reduziert der Satz von
Schwarz die Anzahl der zu berechnenden partiellen Ableitungen. Fiir seine Anwendung
werden die beiden folgenden Lemmata benotigt.

5.9 Lemma: Es gelten fiir alle z,a,a € (0,00), c € R und m € N

8 <1 1 " 2 2 ZL‘2 o 1 1 " 2 2
- — InlZ= —t—z?/(4a%t) gy . 7 In (= —t—a?/(4at) 1y
Oa 0 totc I (t) € 2a3 0 tatcetl n t €

sowie

00 m 0o m—+1
g 1 In l e—t—z2/(4a2t)dt — 1 In l e—t—m2/(4a2t) dt.
Oa 0 tote t 0 tate t

Beweis: Zu zeigen ist die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitung und des Integrals.
Fir alle t,z,a,a € (0,00), c € R und m € N wird die Funktion

_ 1 I\N™ —t—22/(4a’t)
g(t,z,a,a,c) = pros In (;) e

betrachtet. Es gelten

8 l‘Q 1 1 m 2 a2
%g(ta T, a,, C) = Q—CL:}W In (?) e’ [y (522)
und
ag(t, T,a,q,c) = pro In (;) gt/ et (5.23)

Um den Satz von Lebesgue anwenden zu konnen, werden entsprechend Abschnitt A.6.1
integrierbare Majoranten benotigt.
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Es sei hy > 0 hinreichend klein gewahlt, so dass 0 < a — hg erfiillt ist. Es gilt fiir alle
¢ € [a — hg,a + ho] mit (5.22) und unter Verwendung der Abschitzungen der einzelnen
Funktionen aus Abschnitt A.1
(i)
n —
t

x? 1
2(& _ hO)B toHchrl

x? /°° 1 1
In (-
2(& _ h0)3 0 tatetl t

da das Verhalten des Produktes aus dem gebrochen rationalen Faktor, dem Logarithmus

m

e

x? 1

— —t—a?/(4€%t)
25‘ totct

0
'%9(75,17,5,0&,0)

e—t—m2/(4(a+ho)2t)

Es gilt

eftfo/(Zl(aJrho )2

Ddt < o,

und der Exponentialfunktion sowohl fiir ¢ — 0 als auch fiir ¢ — oo von der héheren
Konvergenzordnung der Exponentialfunktion bestimmt wird.
Damit impliziert der Satz von Lebesgue

%/O g(t,x,a,a,c)dt = / %g(t,x,a,a,c)dt

0
.’L’2 & 1 1 m t—o2 2
_ - - —t—z?/(4a®t)
T 943 0 tatctl In (t) € dt.

Fiir die partielle Ableitung nach « sei kg > 0 hinreichend klein gewéhlt, so dass im Fall
a+c > 0gilt a+c—ky > 0 und im Fall a+¢ < 0 gilt a+c+ko < 0. Fiir ¢ € [a— ko, a+ ko]
gilt mit (5.23) und unter Verwendung der Abschidtzungen der einzelnen Funktionen aus

Abschnitt A.1
()
n —
t

1
= tote—kol(t>1)+kol(t<1)

"(3)

da wiederum die Exponentialfunktion fiir ¢ — 0 und fiir £ — oo der dominierende Faktor
des Produktes ist.
Damit impliziert der Satz von Lebesgue

m+1
e

1
téte

—t—2?/(4a?t)
1
In (—>
t
m+1

e—t—a:2 /(4a?t)

0
—qg(t,z,a
‘9 g( » Ly >Cac)
m+1
2 2
eftfz /(4a?t)

Es gilt

dt < o0,

o 1
/O tote—kol(t>1)+kol(t<1)

o0

9 (t,z,a, c)dt—/ooi (t,z,a,« c)dt—/oo 1 In 1 m+1e—t—x2/(4a2t)dt
80609”7’ _anéga7a7 _OtaJrc t .

O

5.10 Lemma: Fiir alle x € (0,00), ¢ € R und m € N ist die Funktion

/OO ! In (l) et et gy
0 taJrc t
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in den Argumenten (a,a) € (0,00)? stetig.

Beweis: Es seien z,a,a € (0,00), ¢ € R und m € N. Zu zeigen ist

i | [ =L (L) ereraemrng [T Ly (1) eataang,| g
hk—0| Jo tothte t g tote t
Es gilt
lim L In l et/ (ath)®t) gy L In l e—t—7%/(4a’t) 1y
hk—0| [, tothte t o tote t
& 1 1 mn t 2 2 1 1 m 2 2
: - —t—z?/(4(a+h)?t) _ - —t—x?/(4a?t)
< hl,ggo | hl(t) e pro ln(t) e dt.

Fiir diesen Integranden wird im Folgenden eine integrierbare Majorante hergeleitet. Es
seien hg, kg > 0 hinreichend klein gewéhlt, so dass 0 < a — hy erfiillt ist und dass im Fall
a+c>0gilt a+c—ky>0und im Fall a+¢ < 0 gilt a+c+ ko < 0. Seien h, k € R mit
a—hy<a+h<a+ hgsowie @ — kg < a+ k < a + ky. Nach den Abschiatzungen der
einzelnen Funktionen aus Abschnitt A.1 gilt

1 1\" —t—ax2/(4(a+h)%t) 1 1" —t—a2?/(4a’t)
W 111 (;) e — W hl ; e
1 1 1\ ™
In{ - n(-
(5) (5)

< . —t—x2/(4(a+h)%t) + 1 e—t—mQ/(4a2t)
- toatktc
1 " 1

€ taJrc
1 —t—x2/(4(a+ho)?t) 1
toz+c—kol(t>1)+kol(t§1) In (?) € ’ + tote n ?

Diese Funktion ist in ¢ iiber (0, 00) integrierbar, da das Verhalten beider Summanden

m

eftfo/(ZLaQt) )

sowohl fiir ¢ — 0 als auch fiir ¢ — oo jeweils von der héheren Konvergenzordnung des
exponentiellen Faktors bestimmt wird. Daher impliziert der Satz von Lebesgue

: > 1 1 " —t—x2/(4(a+h)3t) 1 1 " —t—x2/(4a’t)
hl,}cgo ; W hl (;) e — tOH-C 111 ; e dt
0 1 NG a1 ™ 2
_ : - - —t—z*/(4(a+h)*t) _  — - —t—x?/(4a?t)
- /0 hl’lkILlO tatktc In (t) € ta+e In (t) € dt
= 0.

O

5.11 Satz: Sei f(x;a,q) fir z,a,a € (0,00) die Dichte aus (5.19). Fiir alle n € N
existieren die n-ten partiellen Ableitungen von f(z;a, ) nach a und «, und sie sind fiir

alle z € (0, 00) stetig in (a,a) € (0,00)%

Beweis: Aus der Darstellung (5.19) der Dichte f, den partiellen Ableitungen der mo-
difizierten Besselfunktion zweiter Art (5.13) und (5.14) sowie denen des Integrals aus
Lemma 5.9 folgt, dass fiir alle 2 € (0, 00) und fiir alle n € N die n-ten partiellen Ableitun-
gen von f(x;a,a) nach a und nach « existieren und aus Summanden zusammengesetzt
sind, in denen simtliche Faktoren stetig in (a,a) € (0,00)? sind. Fiir die modifizierte
Besselfunktion zweiter Art und die auftretenden Integrale wurde die Stetigkeit in den
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Lemmata 5.5 und 5.10 bewiesen. Dies impliziert die Stetigkeit der n-ten partiellen Ablei-
tungen in den Argumenten (a, ) € (0, 00)?. O

Mit diesem Satz kann im Folgenden zur Berechnung der zweiten und dritten partiellen
Ableitungen der Satz von Schwarz angewendet werden.

Die zweiten partiellen Ableitungen der Dichtefunktion (5.19) der K-Verteilung sind

potL/2

2 —a—
%f(x;a, a) - (L+204+1)2Q+L/2 T (o )F(L/2)a L2- gKa L/2— 1( )

at+L/2-1

+ (L(L 1+ a2) s Kaen2 (3)5 (5:24)

2
%f(x'a a)
potL/2—1

= iz ¢ a LK, L)2 ( ) (4ln( ) —41n (21) P(a) +P(a)? — 1/11(04)>

2a—1

T mErmrE {(‘“n(%)—% ) Iy e (3) ¢t

22
+ fooo tafL1/2+1 In (%)2 et‘ﬂ“dt} ) (5‘25)

dabei ist fiir alle n € N die Funktion 1, (y) = gynTTl In (F(y)) fiir y € R die n-te Polygam-
mafunktion,
ag—;f(x' a, @)
potL/2—1 qo-L/2- -
—Laarrre T (L/2) PR (2In (5) — ¥(@) Karp2 ()
pot+L/2 —a— _ T
2a+L/2—2r(a)F(L/2)a PR (2In (5) — v(@) Kamrjo ()

12
weraramd 0 (— L me i (3) e Q“dtJFQfooow;mln(%) e e dt).
(5.26)

- 4

Satz 5.11 und der Satz von Schwarz implizieren die Vertauschbarkeit der partiellen Ablei-
tungen der Dichte f, also gilt

0? 0?
dada flza,0) = dada

fzia,a).
Entsprechend gilt fiir die dritten partiellen Ableitungen

3
2 fx;a, )

= (I2+5L+20L+100+ 40> + 4+ 5 ) srifirma e WK

3o+ L/2—2T () (L/2) ¢ a=L/2— 1( )

gotLl/2—1 —a—L/2-3 x
2a+L/2—2F(a)F(L/2)a / KafL/Q (a) )
(5.27)

- (L(L +1)(L+2) + % (2L + 20 + 5))

fok .
aaaa2 f(l'7 a’) OZ)
pot+L/2-1
20+L/2=21(a)T(L/2)

' (—L (41n (%)2 4l (%) (@) +b(a)? — Qﬁl(@)) +81In (i) + 4¢(a)>

o K ()
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zo¢~|»L/2

+ 20+L/2=2T(a)['(L/2) a_Oé_L/Q_QKa*L/Q*1 (g)
(11 (2)* 41 (2) (0) + v(a) (@)

+ petrme ! (8aln (£) + dav(e) = 4) [ s n (7) el

2 2
2a 1 —2a—1 gz
T 2%am 1F( (L2 ¢ 2 fo mln( ) e afardt

z2atl —2a— x 00 1 1y —t— 2=
T e @ 273 (2 (55) — ¥(a)) [ i/ 1 () e ammdt
glotl —2a—-31 [ 1 1\2 %
+ et sl mrmEn(§) e L, (5.28)

3
Bagaaaf(x; a, Oé)

= e " (24 @0 (5) < 0@) (L4 D+ 5) ) Kas ()

- 2a+L/2aiC;+F§SF(L/2) a7t (—(L + 20+ 3) (21n (2%) — () = 2) Ka-rj2-1 (%)
a2 (20 1) [ o In (2) et

b gt (D20 4+ 1)+ 5) [ e n (1) e

~ memrme L e n (3) L (529)

3
25 f(z;a,0)
a+L/2—1

- 2a+L/x2—2F(a)F(L/2) a_a_LﬂKa*L/? (%) (8 In (%)3 —12In (%)

—u(@)® + 3u(a)ui(a) - 61n (£) va(a) — (@)

2a 1
2%a— 1r( 7TL/2) ¢

.[(121n(%) —12In (&) () + 3¢(a)? — 3¢ (a ) . ﬁln(%)e*t*%ﬁdt

2

() 4+ 61In (L) v(w)?

7204

+(6In () = 3¢(a)) [7° mln(%)%*t*%dwfﬁﬁm(%)%**;ﬁldt ,
(5.30)

5.1.2 Momente

Das folgende Lemma liefert eine Darstellung der Momente einer K-verteilten Zufalls-
variable.

5.12 Lemma: Die Momente einer K-verteilten Zufallsvariablen X sind fiir alle m > 1
gegeben durch

(5.31)
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Beweis: Unter Verwendung der Darstellung der Dichte (5.19) und von Gleichung (A.86)
gilt

EX™) = / 2" f(x;a,a)dz
0
a~o"L/2 m m L
— 2m+a+L/272F e (= ) m+ta+L/2
90+L/2-2T()T(L/2) > T 2 T2

D2 +a)l(2 4 L)
P(@r(3)

2

am2m

wobei die Bedingungen fiir die Anwendung von (A.86)
m+2a>0und m+L >0

erfiillt sind. O

Mit Hilfe der Darstellung (5.31) fiir die Momente der K-Verteilung wird das folgende
Lemma bewiesen.

5.13 Lemma: Die Klasse der K-Verteilungen
X ={K(;a,a): (a,a) € (0,0)*}

besitzt eine identifizierende Parametrisierung, das heifit, durch die Verteilung sind die
beiden Parameter a und « eindeutig bestimmt.

Beweis: Es gelte fiir zwei K-Verteilungen K(-;a1,01) = K(-; a2, as) mit demselben
L € N. Aus der Gleichheit der Verteilungen folgt die Gleichheit der Momente. Werden

die Quotienten aus dem vierten und dem quadrierten zweiten Moment gebildet, so lassen
sich unter Anwendung der Funktionalgleichung (5.2) die Gammafunktionen gegeneinander

kiirzen. Es ergibt sich
L+ IL\L+2 m 1\L+2
(0%} L n (6] L

a1 = Q9.

und damit

Das liefert zusammen mit der Gleichheit der zweiten Momente 2a3c; L = 2a3a;L und
damit a; = as. Also sind die Parameter a und « eindeutig bestimmt. O

5.2 Momentenschitzer fiir die Parameter a und o

Unter Verwendung der Darstellung der Momente (5.31) werden im Folgenden Momenten-
schitzer fiir die beiden Parameter der K-Verteilung hergeleitet.

Seil (XN)NEN
sche Momente stochastisch gegen die wahren Momente konvergieren. Dabei wird mit

1 N
o~ k
N = 57 2 n
J:

eine Folge von identisch K (-; a, a)-verteilten Zufallsvariablen, deren empiri-
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das k-te empirische Moment zum Stichprobenumfang N der Stichprobe
X, XN (5.32)

bezeichnet.

Die Konvergenz der empirischen Momente wird hier explizit gefordert, da die Abhéngig-
keitsstruktur der Folge nicht spezifiziert wird. Die Ergebnisse werden in unterschiedlichen
Abhéngigkeitskontexten angewendet.

5.2.1 Die Momentenschitzer aqns,ny und QiannN

Die definierenden Gleichungen der beiden in diesem Abschnitt vorgestellten Momenten-
schitzer fiir den Parameter o werden bspw. in [Joughin; Percival; Winebrenner, 1993,
S. 991] angegeben.

Es gilt fiir den Quotienten aus dem vierten und dem quadrierten zweiten Moment einer
K(+; a, a)-verteilten Zufallsvariablen X unter Verwendung der Darstellung der Momente

(5.31) fiir festes L € N
E(X?) 1\L+2
ek SRR [ R it
E(X?)? o) L

Fiir eine Stichprobe wie in (5.32) liefert das Einsetzen der empirischen Momente einen
Schétzer Qgqpr.y fir «

M. 1 L+2
AN (1 + = ) e
Q24 M N L

Umformen fiihrt zu

- L+2
a24M;N = Py . (533)
L(Zg —1) -2
2;N

Allerdings muss sichergestellt werden, dass der Nenner dieses Ausdrucks nicht Null wird.
1
zu dividieren. Fiir o € (0, 00) gilt a® € (0, 00), das Schétzen der beiden Groflen ist gleich-
wertig. Daher konnte die Verteilungsklasse K auch mit é anstelle von a parametrisiert

Besser ist es, nicht v sondern a® = = zu schéitzen, um nicht durch den statistischen Anteil

werden. In dieser Arbeit wird darauf verzichtet, um die iiblichen Konventionen in der
Notation beizubehalten.
Der Parameter a® wird durch

- 7/7\744;]\/ L

SN = N2 5.34
Q7 24M;N m;NL+2 ( )

geschatzt.

Durch Verwendung des Quotienten aus dem zweiten und dem quadrierten ersten Moment
einer K (+; a, a)-verteilten Zufallsvariablen X ergibt sich mit der Darstellung der Momente
(5.31) fiir festes L € N der Ausdruck

(5.35)
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Zu der Stichprobe aus (5.32) ist der Schétzer aqopr,n die Losung von

Mon  QamunD  T(Qiaan)*T(L/2)?
= — -
MmN 2 T(aGun+3)T(E+3)

(5.36)

2

wobei die Losbarkeit dieser Gleichung im folgenden Satz diskutiert wird.

5.14 Satz: Sei ( ) JeN eine Folge von identisch K (-;a, a)-verteilten Zufallsvariablen,
deren empirische Momente stochastisch gegen die wahren Momente konvergieren.

Dann existiert der als Losung der Gleichung (5.36) definierte Schétzer ajaops v zur Stich-
probe Xi, ..., Xy mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit.

Fiir den Beweis des Satzes 5.14 wird das im Folgenden formulierte Lemma 5.15 benotigt.

Nach Gleichung (5.35) gilt fiir eine K (-; a, o)-verteilte Zufallsvariable X fiir festes L € N

ol(a)? _ B(X*)20(§+3)"
5 = 2 7 (5.37)
T(a+3) EX)? Lr(k)
Es wird gesetzt
T 2
g(x) = Lx)z fir alle x € (0, 00). (5.38)
I(z+3)

5.15 Lemma: Die in (5.38) definierte Funktion g : (0,00) — R ist streng monoton
fallend mit den Grenzwerten

lim g(z) = o0

z—0

und

lim g(z) = 1.

Tr—00

Beweis: Fiir den Nachweis, dass die Funktion ¢ streng monoton fallend ist, wird ihre
Ableitung mit Gleichung (5.6) berechnet

)
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Unter Verwendung der Entwicklung (5.7) lédsst sich der zweite Faktor schreiben als
1 1
o0 + ¢ (x) —zﬁ(x—l— 5)
IR 1 1
a %+Z[_x+k+x+%+k}

1 > 1 1
= — 2| —
2x+z [ 2x+2k+2x+2k+1}

1 Oo(_l)l-i-l
= —— 42
2x+ Z29c+l
i 1 N 2 1
- 20+21  2x+4+20+1 20+4+20+2

= —2
=2 (22 + 21) (22 + 21 + 1) (22 + 20 + 2)
< 0 (5.39)

Da x > 0 ist, sind alle Summanden negativ. Daher ist der zweite Faktor von ¢’ negativ,
der erste Faktor ist positiv, also ist die Funktion ¢ streng monoton fallend.

Im zweiten Schritt des Beweises wird der Grenzwert fiir z — 0,2 > 0 berechnet. Es gilt
nach Gleichung (5.2)

I xl'(x) , [(x+1)

im-—————— =lim————~~ = 00,

v=0 /2l (z + 1)  ==0 /a0 (z+ 1)

da fiir die einzelnen Terme die Konvergenzen % — oo, '(w +1) — I'(1) = 1 und

M(z+1) = T(3) =7 fiir 2 — 0 gelten.
Damit folgt

o)~ iy ()

G+ )

Als drittes wird der Grenzwert fiir x — oo berechnet. Dazu wird die Stirlingformel (5.4)
angewendet

lim g(z) = lim (ﬁ%)Z

z—% —x &(z) 2
:hm(ﬁ - l)
P00 (z+ 1) e eTa)e?lta)

' Pod ) 6‘5(:)3) 2
= lim ST = ,
T—00 (ZL‘ —+ 5) €<I>(1+§)

mit einer Funktion &), fiir die e®@ — 1 fiir 2 — oo gilt.
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Fiir den ersten Faktor gilt

(xiiz%)m — exp (:cln(x)—xln (:::{H%D) :eXp(—xln (1+%)) _ 7

Mit der Taylorentwicklung des Logarithmus In(1 + x) = z + O(2?) fiir  — 0 ergibt sich

1 1 1 1
1=ow(~alg+0(3)]) —ew (-3 +0(3))
Dann gilt
1 1 o@ \?2 1\?
Jirgog(x)zﬁlﬁlo(exp(‘5*0(;))6%6;H5>) :(e%e%I) ~1.

O
Mit diesem Lemma kann nun Satz 5.14 bewiesen werden.
Beweis: Auf dem Ereignis
AN = { Ag;NdL > ]_}
mi.n
mit
L | 1)\2
d, — 2U'(3 +3)
LT'(L/2)?
besitzt das Datenpendant zur theoretischen Modellgleichung (5.37), also
Mo, N
g(@) = =—5—dy, (5.40)
m%;N

mit der in (5.38) definierten Funktion g nach Lemma 5.15 genau eine Losung aiaps.n-

Noch zu zeigen bleibt die Konvergenz

P(Ay) — 1 fir N — oc.

Nach Voraussetzung konvergieren die empirischen Momente der Folge von Stichproben
stochastisch gegen die wahren Momente, also gilt

myn , P E(XP) ..
—d dy, fir N . 0.41
ity T B e o

Da X eine K (-; a, a)-verteilte Zufallsvariable ist, gilt gemé8 (5.37)

E(X?)
E(X1)2dL = g(a).
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Damit impliziert die Konvergenz (5.41)

P(CAy) = P(g;;NdLgl)
LN
7/7\742;]\/

< P( ——d, — g(a) zg(a)—l) — 0 fiir N — oo,
ml;N
denn g(a) — 1 ist nach Lemma 5.15 positiv und es gilt nach (5.41)
@a& — g(a) L0 fiir N — oo.
ml;N

. . ~92 ~9 ~2
5.2.2 Die Momentenschéitzer aane,Ne OasneN und OounrN

Das Schétzen des Parameters a einer K-verteilten Zufallsvariablen wird in der Literatur
des Radarbereiches bei der Betrachtung von Momentenschétzern weniger intensiv behan-
delt als es beim Parameter o der Fall ist.

Das Schiitzen von a und a? ist gleichwertig, da fiir den Parameter a > 0 gilt. Daher werden
im Folgenden Schiitzer fiir a® hergeleitet.

Die Darstellung des zweiten Momentes (5.31) einer K (-;a, «v)-verteilten Zufallsvariablen
X mit festem L € N liefert

., BE(X?)
2L

Wird in dieser Gleichung das theoretische Moment durch das empirische Moment der
Stichprobe (5.32) ersetzt und der Parameter o geschétzt, so ergibt sich ein Schétzer fiir

a?.

Mit dem Momentenschétzer aiops,n fiihrt das zu dem folgenden Schétzer fiir a®

M.
~2 2N
Aoy = ———. (5.42)
12M;N =
2Loan N
Wird der Schétzer a®aypr. v aus (5.34) eingesetzt, so ist der resultierende Momentenschétzer
fiir a?
~9 Mo, N — ma,N mo;N

o= AN N = — . 5.43
N = N (& 1) 2L (5.43)

Eine andere Moglichkeit ist, die Darstellung des zweiten Momentes (5.31) nach « umzu-
stellen und diesen Ausdruck in den Quotienten aus dem dritten und dem ersten Moment
einzusetzen. Damit ergibt sich fiir a? die Gleichung

o B(YY E(X)

EX)(L+1) L
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Der daraus durch die Verwendung der empirischen Momente resultierende Schétzer fiir
a® zu der Stichprobe aus (5.32) ist
mi’»;N mo. N

~2
N = — —. 5.44
a123M,N ml;N(L + 1) i3 ( )

. . . .. /\2 /\2 . /\2 .. 2 .
Damit wurden drei verschiedene Schétzer afyyy.n, G540 SOWi€ Glo3,,. v fiir a® hergeleitet.
Weitere Schétzer ergeben sich aus der Verwendung héherer Momente.

Die Darstellungen der Momentenschiitzer fiir a? sind weniger kompliziert als diejenigen
fiir den Parameter a selbst. Aus diesem Grund wéare die Moglichkeit in Betracht zu ziehen,
die Klasse der K-Verteilungen K mit a? anstelle von a zu parametrisieren. Da a positiv
ist, sind die beiden Parametrisierungen dquivalent. In dieser Arbeit wird darauf allerdings
verzichtet, um die iiblichen Konventionen in der Notation beizubehalten.

5.3 Asymptotische Normalitit und schwache Konsistenz der
Momentenschitzer

Fiir stationdre mischende Zufallsfelder mit K-verteilten Komponenten sowie fiir unabhén-
gige und identisch verteilte Blocke mit K-verteilten Marginalien werden fiir die fiinf im
letzten Abschnitt hergeleiteten Momentenschéitzer die asymptotische Normalitdt und die
schwache Konsistenz, also die stochastische Konvergenz gegen den wahren Parameter, be-
wiesen. Dazu werden die linearen Entwicklungen der einzelnen Momentenschétzer berech-
net. Die beiden Situationen werden im Folgenden betrachtet.

Die erste Situation basiert auf Abschnitt 3. Sei
{Z,:s €% (5.45)

ein stationédres Zufallsfeld mit K(-; ag, ap)-verteilten Marginalien mit den Parametern
ag, o9 > 0 und festem L € N. Das Zufallsfeld erfiille die Mischungsbedingungen (3.3),
(3.4) und (3.6).

Fiir alle N seien die Rechtecke Ry definiert wie in (3.8).

5.16 Satz: Es sei {Zs : s € Z?} ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45), mit den
Mischungseigenschaften (3.3), (3.4) und (3.6).

Es sei (1A9N({ZS : s € Ry})) ney €ine Schitzerfolge so, dass fiir alle Parametervektoren

9o = (ag, ag) € (0,00)? eine lineare Einflussfunktion von Yy existiert, also eine messbare
Funktion L(-,9) : R — R? mit den Eigenschaften (3.22) und (3.23). Ferner gelte fiir &,
aus (3.6)

||L(Z0,’l90)||2+50 < 0Q. (546)
Dann gilt die asymptotische Normalitét

\/N(’ﬂN - ’l90 - N2< Z E Z(),’l90 (ZS,’I.?Q)T)) fir N — oo

s€Z?
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und (1A9 N)Nen ist insbesondere eine schwach konsistente Schitzerfolge fiir ¥y, das heifit es
gilt die stochastische Konvergenz

;§N'l: th)fﬁr N — oo.
Beweis: Geméfl dem Beweis auf Seite 28 gilt die asymptotische Normalitat

\/% S L(Zs,90) = Ny(0,%) fir N — oo

sERN

mit der Kovarianzmatrix

% =Y E(L(Zo,¥0)L(Zs, 90)").

sE€Z?

Mit der Eigenschaft (3.22) der linearen Entwicklung folgt die gewiinschte Verteilungskon-
vergenz. Die stochastische Konvergenz

In 59, fiir N — oo

folgt unmittelbar. a
zk.

Es folgt eine Anwendung auf das k-te empirische Moment gy = % > o Ry Zs

5.17 Korollar: Es sei {Z; : s € Z?} ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45), mit den
Mischungseigenschaften (3.3), (3.4) und (3.6).
Fiir das k-te empirische Moment von {Zs : s € Ry} gilt die stochastische Konvergenz

iy — BE(ZE) fir N — oc. (5.47)

Beweis: Es gilt nach der Definition des k-ten empirischen Momentes

VR (i~ BZY) == ¥ 2 BE)) = o= 3 Lzt

sERN SERN

mit der linearen Einflussfunktion L(Zs, 9¢) = ZF—E(Z§). Damit ist (3.22) erfiillt. Aus der
offensichtlichen Zentriertheit der Summanden L(Zs, ) folgt die Giiltigkeit von (3.23).
Da alle Momente der K-Verteilung existieren und endlich sind, geniigt L auch (5.46).

Da das Zufallsfeld {Zs : s € Ry} die Voraussetzungen von Satz 5.16 erfiillt, folgt aus
diesem die schwache Konsistenz des k-ten empirischen Momentes. O

Neben den mischenden Zufallsfeldern wird eine zweite Situation betrachtet. Diese ent-
spricht der in Abschnitt 4 behandelten. Seien 7y, € N wie in Definition 4.1 fest gewéhlt,
sei (bj)jeN eine Folge von disjunkten, achsenparallelen Rechtecken der Grofie n; x 79 in

72 und sei n = n; - 1.
Es sei

{ZS ‘s € U bj} (5.48)

ein Zufallsfeld mit identisch K (+; ag, ap)-verteilten Komponenten.
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Ferner seien die Blocke der Folge (Bj)jeN mit B; = {Zs : s € b;} unabhéingig und identisch
verteilt.

5.18 Satz: Es sei
{ZS s e U b]}
jeN
ein Zufallsfeld wie in (5.48) so, dass die Blocke der Folge (Bj)jeN

verteilt sind. Ferner sei (@H(Bl, . Bn))neN eine Schitzerfolge so, dass fiir alle Parame-

unabhéngig und identisch

tervektoren ¥y = (ag, ) € (0,00)? eine lineare Einflussfunktion von 9, existiert, also
eine messbare Funktion L(-,9,) : R — R? mit den Eigenschaften (4.5), (4.6) und (4.7).

Dann gelten die asymptotische Normalitét

\/ﬁ(@n — ) N, (0, % Z E(L(Zs,90)L(Zy, 190)T)) fiir n — oo

s,s'€by

und insbesondere die stochastische Konvergenz

~ P .
¥, — Yy fir n — oo.

Beweis: Unter Verwendung der Darstellung (4.5) gilt
~ 1 1 .
Vn(d, — %) = NG ; ; Sezb L(Zs,90) + 0,(1) filr n — oo.

Die Summanden 3", L(Zs,9) sind in j unabhingig und identisch verteilt. Daher
n scb;
impliziert der mehrdimensionale zentrale Grenzwertsatz

\/ﬁ('ﬁn — 190) £ NQ(O, E) fir n — o0
mit der Kovarianzmatrix ¥ = n% > ssery B(L(Zs,00)L(Zy,9)") aufgrund der Zentriert-
heit (4.6). O

5.19 Lemma: Es sei

{ZszseUbJ}

jeN
ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.48), und sei Z eine K(-; ag, ap)-verteilte Zufallsvariable.

Fiir das k-te empirische Moment der Blocke
Bi,....B,
gilt die stochastische Konvergenz

Mkeon, i E(Z*) fiir n — oo.
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Beweis: Das k-te empirische Moment von By, ..., B, ist
. 1 -1 N
j=1 SEb]'

Nach Voraussetzung sind die Summanden % > ees. ZF in j unabhiingig und identisch ver-

SEbj
teilt. Die Komponenten sind identisch K-verteilt, also existieren alle Momente. Daher

impliziert das schwache Gesetz der groflen Zahlen

Mpn E(l sz) = E(Z") fiir n — c.
n SEby

O

Im Folgenden werden die beiden Situationen aus Satz 5.16 und Satz 5.18 simultan behan-
delt. Dazu werden die Indexmengen mit I bezeichnet, wobei fiir das mischende Zufallsfeld
aus (5.45) gilt

und fiir das aus unabhéngigen und identisch verteilten Blécken bestehende Zufallsfeld aus
(5.48) gilt

N
Iy = | bj mit [Iy| = nN. (5.50)

j=1

In diesem Fall erfolgt zur Vereinheitlichung ein Ubergang in der Notation von n zu N.
Die folgenden Konvergenzaussagen beziehen sich auf das Verhalten fiir N — oo.

Fiir eine K (-;ag, ap)-verteilte Zufallsvariable Z gelten nach Satz 5.16 und Korollar 5.17
bzw. nach Satz 5.18 und Lemma 5.19 fiir die empirischen Momente von {Zs : s € Iy} die
folgenden Aussagen. Fiir alle k,[ € N gelten

. 1
iy — B(ZY) = Op(\/—ﬁ) fir N — oo (5.51)
sowle
My L E(Z4Y%, also
miy = E(Z')"+o0,(1) fir N - oo (5.52)
und damit
1 1
—— = (14 0,(1)). (5.53)
miy B2 '

Diese und die Aussagen des folgenden Lemmas werden in den néchsten Abschnitten
benotigt, um die linearen Entwicklungen der einzelnen Momentenschétzer herzuleiten.

5.20 Lemma: Gegeben sei ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45) bzw. (5.48), und eine

Folge von Indexmengen (Iy) wie in (5.49) bzw. (5.50).

NeN
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Dann gelten fiir die empirischen Momente zu {Zs : s € Iy} fiir alle natiirlichen Zahlen

k,l € N fir N — oo
ey E(Z%)

Py E(2)
1 1 k N L . ) L
= WSEZIN [E(Zl) (Zs E(Z )) E(Zl)2 (ZS E(Z ))} + p(\/ﬁ) (5.54)

mit
E(ZF
ﬁ SEZIN {E(lZl) (Z‘f B E(Zk» - E((Zl))Q (Zé - E(Zl))] =0, (\/—%)
MmN E(ZF)
miy  E(Z')
_ ﬁ;v {E(;)Q(ZE — B(ZY) - QEEE(ZZZP) (Zi - E(Zl))} +o, (\/—_> (5.55)
mit
k
ﬁ seZIN {E(;l)z(zf — E(Z") - ﬁ;%)g (ZL - E(Zl))] =0, (ﬁ)

Beweis: Die Voraussetzungen implizieren die Gleichungen (5.52) und (5.53). Es gilt fur
die Differenz

My E(Z4) _ vy — B(ZY) | B(ZY)  B(Z")

miy  E(ZY) m. N M. E(ZY
Beide Summanden werden im Folgenden einzeln betrachtet. Fiir den ersten Summanden

gilt unter Verwendung von Gleichung (5.53) und der Konvergenzordnung (5.51)

ey — BE(ZF) gy — E(ZF)
M. N E(ZY

(14 0,(1))

11 i i 1
- T 3 B (75

Fiir den zweiten Summanden gilt mit Gleichung (5.53) und der Konvergenzordnung (5.51)

B(ZY B(ZY
fn  EBZ) P

E(ZY — my.n
m.nE(ZY)

_ b’fg;)l (B(Z") — i) (1+ 0,(1)

_ BN U o o
o E(ZZ)Q|IN|SGZIN [Zs E(Z)}"’" p(m)
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Zusammengefasst ergibt sich mit (5.51)

ey B(ZY)

mn  E(ZY)

- B B2 - g ) v )

mit der Konvergenzordnung

1 1 k k E(Zk) . ; _ 1
msezbv [E(Zl) (Zs - E(Z )) - E(Z0)? (ZS - E(Z ))} - Op<\/—ﬁ)'

Damit ist (5.54) gezeigt. Fiir den Beweis von (5.55) wird die Zerlegung
P B(ZY) iy — B(ZY)  B(ZY)  B(ZY

W2y E(Z))? iy iy B2

verwendet. Fiir den ersten Summanden gilt nach Gleichung (5.53) und der Konvergenz-
ordnung (5.51)

Py — B(ZF) 1 7
mi. J—
E(Z)2 VTN

1 1 k_ k o R
= E(Zl)zmsezm[zs E(Z")] + p(\/ﬁ)

E(Z%))(1+ 0,(1))

=3
min

Der zweite Summand wird unter Verwendung von (5.52), (5.53) und (5.51) umgeformt zu
miy — B(Z')?
minE(Z')?

B(ZY B2 .
pt, E@Zye - PP

k
= 2 it~ BE) 0+ 01)
Bz W (7 !
— g (e = E(ZY) (P + EZ))(1+ (1)
2B(ZF) 1 l l 1
= VOaT SEZIN[ZS — E(ZN] + op(ﬁ).
Insgesamt ergibt sich mit (5.51)
ey E(Z%)
miy  E(Z')?
1 1 - C2E(ZY),., as

mit der Konvergenzordnung

1 1, o 2B(ZY), l 1
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Mit diesen Resultaten kénnen nun die linearen Entwicklungen der einzelnen Momen-
tenschétzer berechnet werden.

5.3.1 Die lineare Entwicklung von awegn;n

Gegeben sei ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45) bzw. (5.48), und eine Folge von Index-
mengen (]N)NGN wie in (5.49) bzw. (5.50). Es sei Z eine K(-;aq, ap)-verteilte Zufalls-
variable. Der Momentenschétzer zu {Zs : s € Iy} fiir of = O%O aus Gleichung (5.34)
ist

QCup;N = ——= — 1.
bl A2
L+2m;

Fiir dessen lineare Entwicklung gilt nach (5.55) mit k =4 und | = 2 fir N — oo

—~

<&
QCounN — O

_ L (mw E(Z4))

L+2\mdy E(Z7)
o L 1 4_ 4 _QE(Z4> 2 _ 2 o b
) \IN\§V§+2[E<ZQ>2(ZS PO~ By W”],”(m)‘
:Ll(;s;’ﬁo)
(5.56)

Da die Momente unter Hy Funktionen des wahren Parametervektors ¥y = (ag, ap) sind,
ist auch die lineare Einflussfunktion L(-;99) von 9, abhingig. Sie erfiillt die Bedin-
gung (3.22) und aufgrund der Zentriertheit auch (3.23). Die lineare Einflussfunktion
geniigt Bedingung (5.46), da alle Momente der K-Verteilung existieren und endlich sind.
Aus der berechneten linearen Entwicklung des Schétzers 5;24 w;n folgt mit Satz 5.16 bzw.
mit Satz 5.18 die dort beschriebene asymptotische Normalitit sowie die schwache Konsi-
stenz des Schétzers.

Fiir den Ubergang von dem Schétzer a®oqps,n fiir af zu dem Schétzer dggn,y filr op wird
die Differenz

a24M;N —Qp = f(a;%M;N) — f(ag)

mit der Funktion f : (0,00) — R mit f(z) = 2 betrachtet.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein £y zwischen (/);241\4; N und
ag§ so, dass gilt

F@aurn) — F(af) = /(&) (@Panrn — o).

Aufgrund der stochastischen Konvergenz von a4 MmN gegen af konvergiert {y fiir N — oo
ebenfalls stochastisch gegen af. Damit gilt unter Verwendung der linearen Entwicklung
von (/)4324M;N — af aus Gleichung (5.56) fiir N — oo

Qoavn — O = f(a324M;N) — flag)

F(&n) (@Panry — af)

= (@) (@ — af) + (f'(&n) — f/(af)) (@Paanrsn — af)
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- @y +0-0,( )

_ 2 1 . 1
= _@Om ZLl(ZSﬂ00)+Op \/—N

1 o L 1 o 2B(ZY, , , )

:L2(Zs?ll90)

(5.57)

Da die Momente unter Hy Funktionen des wahren Parametervektors 9y = (ag, ap) sind,
ist auch die lineare Einflussfunktion Lo(-;19) von 1y abhingig. Sie erfiillt die Bedin-
gung (3.22) und aufgrund der Zentriertheit auch (3.23). Die lineare Einflussfunktion
geniigt Bedingung (5.46), da alle Momente der K-Verteilung existieren und endlich sind.
Aus der berechneten linearen Entwicklung des Schétzers diaqps,n folgt mit Satz 5.16 bzw.
mit Satz 5.18 die dort beschriebene asymptotische Normalitit sowie die schwache Konsi-
stenz des Schétzers.

5.3.2 Die lineare Entwicklung von ayanr;n

Gegeben sei ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45) bzw. (5.48), und eine Folge von Index-
mengen ([N)NeN wie in (5.49) bzw. (5.50). Es sei Z eine K(-;aq, ap)-verteilte Zufalls-
variable. Die Berechnung der linearen Entwicklung des Momentenschétzers aion.y zu
{Zs : s € In} aus Gleichung (5.36) erfolgt in zwei Schritten.

1) Es wird die stochastische Konvergenz aops,n LA g fir N — oo gezeigt.
2) Die lineare Entwicklung von @2p,x wird berechnet.

Zu 1) Aufgrund der stochastischen Konvergenz der empirischen Momente gegen die wah-
ren Momente (5.52) gilt

m2;N P E(Z2) ..
fﬁiNdL — E(Z)zdL fir N — oo.

Also gilt fiir die in (5.38) definierte Funktion g die Konvergenz
g(amM;N) £> g(OZQ) fir N — oo.

Die Funktion g : (0,00) — (1, 00) ist stetig und nach Lemma 5.15 streng monoton fallend,
besitzt also eine stetige Umkehrfunktion ¢! : (1,00) — (0, 00). Daher gilt
Gy = 9 (9(@2arn)) = g7 (g(ow)) = ap fiir N — c. (5.58)

Zu 2) Um die lineare Entwicklung von &9p, 5 zu berechnen, wird die Taylorentwicklung
der Funktion ¢ aus (5.38) benétigt

g(@ann) = glag + Qiaary — ap)

- 1 N
= g(ao) + ¢'(a0)(Qranrn — ) + 59"(&\1)(@121\4;1\! — ap)?

fiir ein £y zwischen @yoprnv und oy.
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Wegen der stochastischen Konvergenz von ajan.n gegen o gilt

P .
En — o fir N — oo.

Aus
~ Mo, N
~N) = ——d
9(0412M,N) m%;N L
ergibt sich
/ ~ 1 " ~ 2 mQ;N
g(ao) + g'(ao)(Qramny — o) + 59" (En) (Qranry — a0)” = =5—d1
2 mi.y
und damit
N 1 1 N Mo N 1 g()
QN — Qo) | 1+ = g" (&) (@Qranrn — o ) = ——dy, - .
( (14 S e ) =2 ) )

Wegen ¢" (&) i g" (o) und Qiap.ny — ap = 0p(1) fiir N — oo gilt

5 g/(ao)g"(ﬁN)(@le;N —ag) = 0p(1).
Damit und mit (5.37), (5.38), der Definition von dj sowie (5.55) mit K = 2 und [ =1
ergibt sich

a12M;N — O
(m2;N dL N g(a0>)(1 +0p(1>>

miy g'(a)  ¢'(ao)

(ﬁzz;N B E(Z2>) 9L (14 0,(1))

7y B@1E) )
1 Ly e 2E(ZY, dy (1
- |1N|SEZIN\{E<Z>2(ZS "D E(Z))]g'<aol+p<m)’
=L3(Zs;00)

wobei gilt

(o) — ﬁ?iff‘”) (5 + vt~ w0+ 3)).

Da die Momente unter Hy Funktionen des wahren Parametervektors ¥ = (ao, o) sind,
ist auch die lineare Einflussfunktion L3(-;19) von 1y abhingig. Sie erfiillt die Bedin-
gung (3.22) und aufgrund der Zentriertheit auch (3.23). Die lineare Einflussfunktion
geniigt Bedingung (5.46), da alle Momente der K-Verteilung existieren und endlich sind.

Aus der berechneten linearen Entwicklung des Schétzers qijopr,n folgt mit Satz 5.16 bzw.
mit Satz 5.18 die dort beschriebene asymptotische Normalitit sowie die schwache Konsi-
stenz des Schétzers.
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5.3.3 Die lineare Entwicklung von afww

Gegeben sei ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45) bzw. (5.48), und eine Folge von Index-
mengen (]N>N6N wie in (5.49) bzw. (5.50). Es sei Z eine K(-;aq, ap)-verteilte Zufalls-
variable. Der Momentenschétzer zu {Zs : s € Iy} aus Gleichung (5.42) ist

52 m2;N
12M;N — 72[1@121\/1;1\1.
Es gilt fiir N — oo
2 o ey B(Z7)
12M;N 0 2L@12M;N 2LO£0
1 [Man — BE(Z2)  E(Z%)  E(Z?)
= — s 4+ = — .
2L Q1M N Q12M;N Qg

Fiir den ersten Summanden folgt aus der stochastischen Konvergenz (5.58) von qanrn
gegen «p und aus (5.51)

mae.n — E(Z%) Mgy — E(Z?%)

alQM;N &%)
1
= (72 — )+ o ( )
040|IN| Z "\VN

Fiir die verbleibende Differenz gilt unter Verwendung der linearen Einflussfunktion L3 aus
(5.59)

gii}if a EEIZO ) - EEIZg )(ao — Qo) (1 +0p(1))
(

_ _EQZ%) ZLg Zs,ﬂo)—f‘Op(\/lN).

| N| seln

Insgesamt gilt damit

Aoy — a5 = ﬁ ; \[%&O(Zf — E(Z%) - 2(L )Lg(ZS, 00)} +0, (\/Lﬁ) (5.60)

s

:L4(Zs?ll90)

Da die Momente unter Hy und die lineare Einflussfunktion L3 Funktionen des wahren Pa-
rametervektors ¥y = (ag, o) sind, gilt dies auch fiir die lineare Einflussfunktion L,(-; ).
Sie erfiillt die Bedingung (3.22) und aufgrund der Zentriertheit beider Terme auch (3.23).
Die lineare Einflussfunktion geniigt, ebenso wie L3, Bedingung (5.46), da alle Momente
der K-Verteilung existieren und endlich sind.

Aus der berechneten linearen Entwicklung des Schétzers @y, folgt mit Satz 5.16 bzw.
mit Satz 5.18 die dort beschriebene asymptotische Normalitit sowie die schwache Konsi-
stenz des Schétzers.
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5.3.4 Die lineare Entwicklung von a2 AMN

Gegeben sei ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45) bzw. (5.48), und eine Folge von Index-
mengen ([N)NeN wie in (5.49) bzw. (5.50). Es sei Z eine K (-;aq, ap)-verteilte Zufalls-
variable. Der Momentenschétzer zu {Zs : s € Iy} aus Gleichung (5.43) ist

/a\Q — 7%2,]\7
PN Lnansn

Aus der stochastischen Konvergenz des Momentenschitzers Qaspr. v gegen den wahren
Parameter o und aus (5.51) folgt unter Verwendung der linearen Einflussfunktion L, aus
(5.57) mit derselben Rechnung, die zu (5.60) fiihrt, fiir N — oo

. 1 1 E(Z?) 1
SN — Gp = —— Z: - E(Z?%)) — Lo(Zs; 0 — ). (5.61
Burrr — |]N|S€§I;V[2L%(s () S talzei )| 4o, ). (500

0

N /

-~

:L5(Zs?ll90)

Da die Momente unter Hy und die lineare Einflussfunktion L, Funktionen des wahren Pa-
rametervektors ¥y = (ag, ap) sind, gilt dies auch fiir die lineare Einflussfunktion Ls(-; ).
Sie erfiillt die Bedingung (3.22) und aufgrund der Zentriertheit beider Terme auch (3.23).
Die lineare Einflussfunktion geniigt, ebenso wie Ly, Bedingung (5.46), da alle Momente
der K-Verteilung existieren und endlich sind.

Aus der berechneten linearen Entwicklung des Schétzers @34,y folgt mit Satz 5.16 bzw.
mit Satz 5.18 die dort beschriebene asymptotische Normalitit sowie die schwache Konsi-
stenz des Schétzers.

5.3.5 Die lineare Entwicklung von 6323M;N

Gegeben sei ein Zufallsfeld, definiert wie in (5.45) bzw. (5.48), und eine Folge von Index-
mengen ([N)NeN wie in (5.49) bzw. (5.50). Es sei Z eine K(-;aq, ap)-verteilte Zufalls-
variable. Der Momentenschétzer zu {Zs : s € Iy} aus Gleichung (5.44) ist

~

~2 ms,N mo;N

MmNy = H L1 L

Fiir dessen lineare Entwicklung gilt nach (5.54) fiir k =3 und [ =1 fiir N — oo

~2 2
Ao3p;N — Qo

L (Mgy  BE(ZY)N 1 )
- — - — —(Man — E(Z
(A~ B~ g~ B2)
—1 E(Z3)
~ Iy 2 {Wlm(z? — B(Z%) — $(22 = E(Z%)) — i (Zs — E(Z))
SEIN G |
=Le(Zs;¥0)

e

Da die Momente unter Hy Funktionen des wahren Parametervektors ¥y = (ao, o) sind,
ist auch die lineare Einflussfunktion Lg(-;1¢) von ¥y abhéngig. Sie erfiillt die Bedin-
gung (3.22) und aufgrund der Zentriertheit auch (3.23). Die lineare Einflussfunktion
geniigt Bedingung (5.46), da alle Momente der K-Verteilung existieren und endlich sind.
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Aus der berechneten linearen Entwicklung des Schiitzers a7y, u.n folgt mit Satz 5.16 bzw.
mit Satz 5.18 die dort beschriebene asymptotische Normalitit sowie die schwache Konsi-
stenz des Schétzers.

5.4 Empirische Prozesse mit geschitztem Parametervektor bei K-verteilten
Marginalien

Die Konvergenzaussagen iiber die beiden empirischen Prozesse mit geschétzten Parame-
tervektoren aus den funktionalen Grenzwertsétzen 3.16 und 4.3 werden in diesem Ab-
schnitt auf die Klasse der K-Verteilungen angewendet.

Sei dazu die parametrische Klasse der K-Verteilungen definiert als

X ={K(;a,a): (a,a)c (0,0)%}.

Es wird bewiesen, dass die Verteilungsklasse die fiir die Anwendung dieser Sétze erfor-
derlichen Eigenschaften besitzt. Zunéchst wird gezeigt, dass die Voraussetzungen von
Lemma 3.31 erfiillt sind.

5.21 Lemma: Sei X = {K(;9): 9 = (a,a) € (0,00)*} die Klasse der K-Verteilungen
und sei ¥y = (ag, ap) € (0, 00)%.
Fiir K gelten die folgenden Eigenschaften

(1) K(t;9) ist in allen (¢;9) € (0,00) x (0,00)? stetig partiell nach @ und nach «a diffe-
renzierbar.

(2) Die partiellen Ableitungen %K('; ¥p) : (0,00) — R sind stetig fir j = 1,2.

(3) Es gilt

lim sup
h—0 ¢>0

0 0 0 0
—K({t;9 +h), —K(t;9+h) | — | —K(t;9), —K(t;9 =0.
(aa (7 o+ )7806 (a 0o+ )) (aa (a 0)7804 (7 O))H 0
(5.62)
Beweis: Der Satz von Lebesgue mit den entsprechenden integrierbaren Majoranten aus
Anhang A.6.6 und A.6.7 impliziert fiir j = 1,2

0
aTK(tﬂ aﬁ/fxﬂd:p—/%fxﬂ)

Da nach den Gleichungen (5.20) und (5.21) die Dichte f einer K-verteilten Zufallsvariablen
partiell nach a und nach « differenzierbar ist und da diese Ableitungen 2 5o f(x;a,a) und
L f(z;a,) in z € (0, 00) stetig sind, folgt die Giiltigkeit der ersten belden Elgenschaften
Zum Nachweis von Gleichung (5.62) wird fiir j = 1,2 die folgende Abschétzung verwendet

L7 0
/0 (a—%f(xsﬂwrh) a9, — f(; 190))0395

Rl G 0
< [ ‘a—ﬂjf(x;ﬂwh) o )

9, 0
sup |=— K (t;99 + h) — a0

AED Kt 80)

= sup
>0

dzx,

wobei die Vertauschbarkeit von Integration und Ableitung nach dem Satz von Lebesgue
gewihrleistet ist, sofern h hinreichend nah an 0 liegt. Die entsprechenden integrierbaren
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Majoranten fiir j = 1,2 finden sich in den Abschnitten A.6.6 und A.6.7. Mit diesen folgt
ferner aus dem Satz von Lebesgue

<10 0
h{% 0 'aﬂ]f(xaﬂo—i_ ) aﬁ]f(xvﬁo) dx
_ /Oonm O (@90 4+ h) — 0 (s 90)|d
B 0 h—0 819] ¥ Vo 819] o v
= 0.

Die letzte Gleichung gilt dabei aufgrund der Stetigkeit der partiellen Ableitungen im

Vektor (a, ) € (0,00)? nach Satz 5.11.

Damit gilt Gleichung (5.62) in beiden Komponenten, also auch fiir die Norm des Vektors.
([

Mit dieser Aussage kann gezeigt werden, dass die Klasse der K-Verteilungen die entspre-
chenden Voraussetzungen erfiillt.

5.22 Satz: Die parametrische Klasse der K-Verteilungen X besitzt die folgenden Eigen-
schaften.

1) Die Verteilungsfunktionen K(-;a, ) sind fiir alle a, & > 0 stetig.
2) Fiir alle t € [—o0, 0] ist
(0,00)? 3 (a, @) — K(t;a,a) € [0,1]
eine Borelfunktion.
3) Fiir einen inneren Punkt 9y = (ag, ap) € (0,00)? existiert eine stetige Funktion

A(+;19) : [—00, 00] — R?

mit
sup | K (u;¥ +h) — K(u;9) — A(u,99)"h| = of||h||) fiir h — 0
—oo<u<oo
mit h € R? und einer beliebigen Norm || - || auf R?.

Beweis: Zu 1) Die Stetigkeit der K-Verteilungen folgt aus ihrer Definition als absolut-
stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit der Dichte f aus Gleichung (5.19).

Zu 2) Nach Lemma 5.5 ist die modifizierte Besselfunktion zweiter Art K, (z) stetig in
(v,z) € Rx (0,00). Daher ist die Dichte f im Parametervektor (a, «) stetig. Daraus folgt
fir alle ¢ € [—00, 00] die Stetigkeit von K(t;a, ) im Parametervektor (a,a). Also ist die
Funktion (a, ) — K(t;a,«) eine Borelfunktion.

Zu 3) Nach Lemma 5.21 erfiillt die Klasse der K-Verteilungen die Voraussetzungen von
Lemma 3.31. Aus letzterem folgt, dass die Funktion

0 0
A(t;ap, ) = grad, . K(t; a0, a0) = (%K(t;ao,ao),a—aK(t;ao,ozo))

die gewiinschte Eigenschaft besitzt. O
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Damit ist gezeigt, dass die Verteilungsklasse K die Voraussetzungen der funktionalen
Grenzwertsétze 3.16 und 4.3 erfiillt.

5.4.1 Mischende Zufallsfelder mit K-verteilten Marginalien

Gegeben sei ein stationdres Zufallsfeld mit K (-;ag, ap)-verteilten Marginalien mit den
Parametern ag, ag > 0 und festem L € N

{Z,:s €7%.

Das Zufallsfeld erfiille die Mischungsbedingungen (3.16) und (3.17).

Seien die Rechtecke Ry definiert wie in (3.8) und sei Fly die empirische Verteilungsfunktion
zu {Zs : s € Ry} entsprechend Definition 3.15. Fiir Schétzerfolgen (an)yeny und (an)yen
fiir die Parameter a und o« ist

a(t) = VN(Fy(t) — K(t;ay, ay)) fiir alle t € [—00, 0] (5.63)

der empirische Prozess zum Stichprobenumfang N mit geschdtztem Parametervektor (a, )
zur Klasse der K-Verteilungen XK.

5.23 Satz: Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

1) Essei {Zs : s € Z*} ein stationires Zufallsfeld mit K (+; ag, ap)-verteilten Komponenten,
welches die Mischungsbedingungen (3.16) und (3.17) erfiillt.

2) Es sei ((ay,ay))ven eine Folge von Zufallsvektoren mit Werten in (0, 00)?, zu der eine
messbare Funktion L(-, ag, ag) : R — R? existiert mit

(@N) (ao)_NZL(Zsaa07OCO)+Op<\/N) furN_>oo’

sERN

sowie
E(L(Z, ao, Oé())) = 0

fiir eine K (+; ag, ap)-verteilte Zufallsvariable Z.

Ferner existiere oy > % mit

||L(Z, ao, ao) ||2+50 < 0.

Dann gilt fiir den empirischen Prozess mit geschatztem Parametervektor zur Klasse der
K-Verteilungen aus (5.63)

ax S Win (D([—00,00]), 550 fiir N — o0,

wobei W = (W())te[—o0,00] €in zentrierter GauBprozess mit fast sicher stetigen Pfaden
und der Kovarianzfunktion

a2t t) = Z cov(gi(Zo), gv(Zs)) fiir alle ¢, € [—o0, o0]

SEZ2
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mit
gt(ZS) = [(ZS < t) - K(tv aop, Oéo) - grad(a,a)K(t; aop, aO)L(Zs; Qo, OéO)

ist.

Beweis: Die in Satz 3.16 benotigten Voraussetzungen an die parametrische Verteilungs-
klasse gelten nach Satz 5.22.

Daher sind alle Voraussetzungen des funktionalen Grenzwertsatzes 3.16 erfiillt, und dieser
impliziert die Verteilungskonvergenz des empirischen Prozesses . O

5.24 Bemerkung: Diein Abschnitt 5.2 vorgestellten Momentenschétzer fiir die beiden
Parameter der K-Verteilung erfiillen die Voraussetzungen, die in Satz 5.23 an die Folgen
von Zufallsvariablen gestellt werden fiir alle (ag, ap) € (0,00)?, vgl. Abschnitt 5.3.

Damit ist die Verteilungskonvergenz des empirischen Prozesses mit geschétztem Parame-
tervektor in der Situation von mischenden Zufallsfeldern gezeigt. Es folgt die entsprechen-
de Aussage fiir unabhéngige Blocke.

5.4.2 Zufallsfelder mit unabhingigen Blécken

Seien 7;1,m2 € N wie in Definition 4.1 fest gewéhlt, sei (bj)jeN eine Folge von disjunkten,
achsenparallelen Rechtecken der Grofe 1 X 1, in Z2 und sei n = 1y - 5.

Es sei

{ZszseUb]}

JEN
ein Zufallsfeld mit identisch K(-;ag, ap)-verteilten Komponenten mit den Parametern
ag, ap > 0 und festem L € N.
Ferner seien die Blocke der Folge (Bj)jeN mit B; = {Zs : s € b;} unabhéngig und identisch
verteilt.
Sei Fly die empirische Verteilungsfunktion zu By, ..., By entsprechend Definition 4.2.

Fiir Schétzerfolgen (ay)yen und (Qy)nen fiir die Parameter @ und « ist
a%(t) = VN(Fy(t) — K(t;ay, ay)) fiir alle t € [—00, 0] (5.64)

der empirische Prozess zum Stichprobenumfang N mit geschitztem Parametervektor (a, )
zur Klasse der K-Verteilungen XK.

5.25 Satz: Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

1) Es seien 1y, m2 € N und sei (bj)je eine Folge von Rechtecken der Grofle 1, x 1, in Z2

wie in Definition 4.1. Sei

N

{ZS:SE Ubj}.

jEN
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ein Zufallsfeld mit identisch K (-; ag, ap)-verteilten Komponenten. Sei (Bj)jeN eine
Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Blocken mit B; = {Zs : s € b;}
fiir alle j € N.

2) Es sei ((ay, @n))nen eine Folge von Zufallsvektoren mit Werten in (0, 00)? zu der eine
messbare Funktion L(-, ag, ag) : R — R? existiert mit

—~ N
an QAo 1 1 ( 1 ) B

5% — :—E —E L(Zs, ag, ) + 0,| — | fiir N — oo,
(aN) (Oéo) N] 177 ( 0 0) p /N

= SEbj
sowie
E(L(Z, ao, Oé())) = 0

fiir eine K (+; ag, ap)-verteilte Zufallsvariable Z.

Ferner gelte

| L(Z, ag, a)]|2 < 0.

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir den empirischen Prozess mit geschétztem Parame-
tervektor zur Klasse der K-Verteilungen aus (5.64)

ax 5 W in (D([—00, ]), S0 fiir N — o0,

wobei W = (W(t))te[—o0,00] €in zentrierter Gauiprozess mit fast sicher stetigen Pfaden
und der Kovarianzfunktion

1
oAt t) = - Z Z cov(9:(Zs), gv(Zs)) fiir alle ¢,¢" € [—00, 0]
U s€by s’eby
mit
91(Zs) = 1(Zs < t) — K(t; a9, ) — grad(aya)K(t; ag, o) L(Zg; ag, )

1st.

Beweis: Die in Satz 4.3 bendtigten Voraussetzungen an die parametrische Verteilungs-
klasse gelten nach Satz 5.22.

Daher sind alle Voraussetzungen des funktionalen Grenzwertsatzes 4.3 erfiillt und dieser
impliziert die Verteilungskonvergenz des empirischen Prozesses a%. O

5.26 Bemerkung: Die in Abschnitt 5.2 vorgestellten Momentenschétzer fiir die beiden
Parameter der K-Verteilung erfiillen die Voraussetzungen, die in Satz 5.25 an die Folgen
von Zufallsvariablen gestellt werden, vgl. Abschnitt 5.3.

5.5 Likelihoodfunktion und Log-Likelihoodfunktion

In diesem Abschnitt werden die Likelihood- und die Log-Likelihoodfunktion zur Klasse
K der K-Verteilungen zum Stichprobenumfang N vorgestellt. Zudem werden die Eintrége
des Gradienten und der Hessematrix der Log-Likelihoodfunktion angegeben. Diese werden
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fiir spatere Anwendungen benotigt.

Fiir alle natiirlichen Zahlen N € N und alle Parametervektoren 19 aus dem Parameterraum
O = (0,00)? ist die Likelihoodfunktion zu K zum Stichprobenumfang N definiert als

Ly : 6 x(0,00)" — (0,00)
mit

a a b/ a atL/2-1 - Tk
Ly(¥,x) = Hf(xk,ﬂ) 2o LT ()T (L) H Ko 12 "

k=1

mit der Dichte f aus (5.19).
Die zugehorige Log-Likelihoodfunktion zu X zum Stichprobenumfang N ist definiert als

In @ ©x(0,00)Y =R

mit

In(9,x) =In LN 9, x Zlnf T 9

— Nn (2a_2+LC;2;EZ)(}(L/2)) +i Ka + g - 1) In(z) + In (KQ_L/Z(%)H.

Fiir die partielle Ableitung der Log-Likelihood-Funktion nach a wird Ableitung (5.13)
verwendet, und es ergibt sich

1 o~ Kaorp1 (%)

0
ZIn(9,x) = —NL- + S/ 5.65
aa N( ) a 1 CL2 Koc L/Q( k) ( )

Fiir die partielle Ableitung nach « gilt mit den Ableitungen der Gammafunktion (5.6)
und der modifizierten Besselfunktion (5.14)

[ T 1 0 T
- - " K. ok
1 —ln (2@) " Ka—L/Z(%) O " L/2( a )]

21In (xk)
2a

1 iy © 1 1N\, =
In| - 2udt|.
+Ka_L/2(%) a%— L/22a—L/2+1/O ta—L/2+1 1 ; € A

(5.66)

WE

a%lN(ﬂ,x) = —N@D(a)%—k

[M] =

= —Ni(a) +

B
Il
—

Die Eintrége der Hessematrix [ 59,59, In(9, x)} der Log-Likelihoodfunktion lassen
j,k=1,2
sich mit Hilfe der partiellen Ableitungen der Dichte f, vgl. Abschnitt 5.1.1, beschreiben

0? i 8a :L‘karﬂ))Q + 3a2f(‘rk:u )

- 5.67
oa 2lN :L‘/m f(‘rkvﬂ) ’ ( )

k=1
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82 al 804 xlmﬂ)> 3a2f(xka )
5o 0% = 2 = e ) 0%
o2 R 2 2 (@) 5 f(as D)
8aaalN(19 x) = ; f(zx; 9)? - [z ) (5.69)
82
~ Dada (@, x).

5.6 Asymptotisch effiziente Schitzer
5.6.1 Berechnung asymptotisch effizienter Schitzer

Der in diesem Abschnitt formulierte Satz aus [Lehmann, 1983] liefert eine Moglichkeit
zur Berechnung einer asymptotisch effizienten Schétzerfolge fiir eine parametrische Klasse
von Verteilungsfunktionen. Zunéchst werden die bendtigten Voraussetzungen aufgelistet.
In Abschnitt 5.6.2 folgt dann der Nachweis, dass die Klasse der K-Verteilungen diese
Voraussetzungen erfiillt.

Es sei f(-;9) : R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit 9 € © C R? einem offenen
d-dimensionalen Parameterraum. Fiir alle ¢ € © bezeichne F'(-;19) die zur Dichte f(-;1)
gehorende Verteilungsfunktion. Sei X ein N-dimensionaler Zufallsvektor.

Dann werden die folgenden Voraussetzungen an den Zufallsvektor X und an die parame-
trische Verteilungsklasse {F(-;9) : ¥ € ©} gestellt.

1) Die Klasse {F(-;9) : ¥ € O} besitze eine identifizierende Parametrisierung in 9.
2) Die Verteilungen F(-;99) haben fiir alle ¥ € O einen gemeinsamen Tréger.

3) Die Komponenten Xj,..., Xy des Zufallsvektors X seien unabhéngig und identisch
F(+;9¢)-verteilt fir ein 9 € ©.

4) Es existiere eine offene Menge © C O mit ¥y € O so, dass fiir fast alle z € R die
dritten partiellen Ableitungen der Dichte #Mf(x; ) fiir alle j,k,l=1,...,d und

alle ¥ € © existieren.

Sei im Folgenden ¥ € © und sei X eine F'(-;19)-verteilte Zufallsvariable.
Die Fisher-Informationsmatriz ist definiert als

0 0
I(¥) = [[jk‘(ﬁ)]j,kzl ..... = [COU((%l In f(X;19), 99, In f(X;Q?))]M:l ..... ; (5.70)
5) Fir j=1,...,d gelte
0
E(aﬂj In f(X; 19)) 0. (5.71)
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6) Fiir die Eintrage der Fisher-Informationsmatrix gelten fiir alle j,k =1,...,d
Lix(9) = E ilnf(X 9) - 0 In f(X;9)
I T oy, 0y,
82
= F In f(X;9 72
(= g m1Cx:9)) (5.72)

7) Die Eintrége der Fisher-Informationsmatrix ;;,(1) seien fiir alle j, k =1, ..., d endlich.
8) Die Fisher-Informationsmatrix I(19) sei positiv definit fiir alle ¥ € ©.

9) Es existieren Funktionen M;y; so, dass fiir alle 9 € 5) gilt

83

m In f(z;9)| < Mjg(z) fir alle z € R, (5.73)

wobei fiir die Funktionen Mj;,; gilt

E(Mjkl(X)) < oo fir alle j, k, I =1,...,d.

Fiir alle x € RY ist der Gradient der zugehérigen Log-Likelihoodfunktion Iy (1, x)

0 0
grad,ly(9,x) = (8—191ZN(19 X), . aﬁle(ﬁ’X)> fiir alle ¥ € O,
die Hesse-Matrix ist
92
H(ly) (09 = In (9 fiir alle ¥ )
(1)(9, %) [81%81% v 7X):|j,k:1 ..... d firalle 0. ©

Mit diesen Voraussetzungen kann der folgende Satz, vgl. [Lehmann, 1983, Theorem 4.2,
S. 435f], formuliert werden.

5.27 Satz: Secien die Voraussetzungen 1) bis 9) erfiillt.

Fiir jede Komponente j = 1,...,d des Parametervektors 1, sei J ~,; ein v N-konsistenter

Schétzer fiir ¥ ;. Ferner seien oy, fiir £ = 1,...,d die Losungen der Gleichungen
d AN ~
Z 5Nk _ﬂNk |: (ZN)(’&N,X)] . = —[gradﬁlN(ﬂN,x)T - (574)
P j j
Dann sind die Komponenten des Vektors EN = (XNJ, e ,ZS\N,d) asymptotisch effizient in

dem Sinne, dass die normierten Differenzen zwischen ihnen und den wahren Parametern
gegen eine Normalverteilung mit der kleinstméglichen Varianz konvergieren. Diese Varianz
ist das Inverse des entsprechenden Eintrags der Fisher-Informationsmatrix. Es gilt fiir
j=1,...,d

VN (S, — 0o ;) = N(0,1(9);1) fir N — oo. (5.75)
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5.6.2 Asymptotisch effiziente Schitzer fiir K-verteilte Zufallsvariable

Betrachtet wird die parametrische Klasse der K-Verteilungen
K = {K(a,0) : (a,0) € (0,00)%}.

Es sei f(+;9) : (0,00) — R fiir 9 = (a,a) € (0,00)? die in Gleichung (5.19) definierte
Dichte von K (-;9). Sei ¥ = (ag, ) € (0,00)? und seien X, ..., Xy unabhiingige und
identisch K(-; ag, ap)-verteilte Zufallsvariable. Im Folgenden werden die Voraussetzungen
des Satzes 5.27 nachgewiesen.

Zu 1) Nach Lemma 5.13 besitzt die Klasse K eine identifizierende Parametrisierung in 9.

Zu 2) Fiir alle (a, o) € (0,00)% ist das vom Parametervektor unabhéingige Intervall (0, 0o)
der Triager der Dichte f(+;a, ).

Zu 3) Diese Voraussetzung ist nach der Wahl von X, ..., Xy erfiillt.

Zu 4) Die dritten partiellen Ableitungen von f existieren fiir alle 9 = (a,a) € (0, 00)?
nach den Gleichungen (5.27) bis (5.30).

Zu 5) Fur den Nachweis wird Bedingung (5.71) umgeformt.
Fiir eine K (-;9)-verteilte Zufallsvariable X mit 9 = (a, ) € (0, 00)? gilt fiir j = 1,2

0 ~ 9
E((Wlnfxff}) il 19).f(x;q9)dx:/0 g (a0

f

Da f(+;9) eine Dichte ist, gilt auBerdem

a o0
o /0 (s 9)da =

Damit ergibt sich die zu Bedingung (5.71) fiir die Klasse X dquivalente Bedingung

* 0
/0 o, — f(x;9)dx = —/ f(z;9)dx fir alle j =1, 2. (5.76)

Fiir die K-Verteilung folgt Bedingung (5.76) aus dem Satz von Lebesgue. Die erforderli-
chen integrierbaren Majoranten existieren nach den Abschnitten A.6.1, A.6.6 und A.6.7.
Fiir den Parameter a liele sich die Gleichung E(% In f(X;a, a)) = 0 auch direkt unter
Verwendung von (A.86) nachweisen.

Zu 6) Fiir eine K (-;9)-verteilte Zufallsvariable X mit 9 = (a, ) € (0, 00)? gilt aufgrund
der Zentriertheit (5.71) fur j, k= 1,2

0 0
[j,k(ﬂ)—E(aTmf(X 9) - a—ﬁklan 19) f ( 9) - a—mf(x ;9)dx
Ferner gilt
( a9, 619k (X ””)
= h ;9 0 ;0 ! ” ;U ;0)d
1 0 * P
= / (x;0)~8—19kf(3:;19)dx—/0 7, 819kf(x ;9)dx.
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Also ist Gleichung (5.72) genau dann erfiillt, wenn gilt

o] 82
—— f(z;®)dx =
/0 0000, (v:9)

Gleichung (5.71) impliziert

o [~ 8

Damit ergibt sich als Aquivalent zu Gleichung (5.72) die Forderung nach der Vertausch-
barkeit von Integral und Ableitung
* P2 g [* 0

o 0V aﬁkf( ;0)dr = 8—19] ; 819kf(x ;9)dx fir alle 5,k =1, 2. (5.77)

Fiir die K-Verteilung folgt Bedingung (5.77) aus dem Satz von Lebesgue. Die erforderli-
chen integrierbaren Majoranten existieren nach den Abschnitten A.6.1, A.6.2, A.6.3, A.6.4
und A.6.5.

Zu 7) Fiir eine K (+;9)-verteilte Zufallsvariable X mit 9 = (a,a) € (0, 00)? gilt fiir j = 1,2
nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

@) = |B( 5 msxi0) ajzk In f(X; 0))]

O T
< E(f(Xl; a7 ( >> ( (agkf(X;”)Y)Q
- (/ oo o ) ) ( <1v><azkf(“”)2d)2'

Also ist fiir alle j = 1,2 zu zeigen

Jun

e (—f(x 19))2@ < 00.

Die Endlichkeit der beiden Integrale fiir ¥y = a und 95 = « wurde in Abschnitt A.5 in
(A.88) bzw. (A.89) nachgewiesen.

Zu 8) Der Nachweis der positiven Definitheit der Fisher-Informationsmatrix wird als
Widerspruchsbeweis gefiihrt.

Fiir einen zentrierten zweidimensionalen Zufallsvektor (Y, Z) ist die Determinante der
Kovarianzmatrix det(var ((Y, Z)") = E(Y?)E(Z?) — E(Y Z)*. Wire die Kovarianzmatrix
lediglich positiv semidefinit, so wére

E(Y)E(Z®) - EYZ)?=0 & |E(YZ) =EXY?):E(Z%:. (5.78)
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Die letzte Gleichung gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung genau dann, wenn Y mit
Wahrscheinlichkeit 1 eine lineare Transformation von Z ist, das heifit wenn gilt

P(Y = AZ + B) =1 fiir geeignete A, B € R. (5.79)

Sei X eine K(-;9)-verteilte Zufallsvariable mit 9 = (a, ) € (0, 00)?. Die Fisher-Informa-
tionsmatrix I(9) ist die Kovarianzmatrix des nach (5.71) zentrierten zweidimensionalen

Zufallsvektors (% In f(X;a,a), % In f(X;a, a)).

Angenommen, es gibe ein 9 = (a,a) € (0,00)? so, dass die Fisher-Informationsmatrix
nicht positiv definit wére, dann wiirde nach (5.79) gelten

0 0
P(%lnf(X;aaoé> _Aa,a%hlf(Xvaaa)—i_Bava) =1

fiir geeignete A, o, Boo € R

0 0
& %lnf(X,a,oz) :A%aa—alnf(X,a,oz)—kBa,a

mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir geeignete A, o, Boo € R.

Da das zur Verteilung von X gehorige Maf dquivalent zum Lebesguemafl A auf (0, co) ist,
gilt die letzte Gleichung genau dann, wenn die folgende Gleichung erfiillt ist

% In f(z;a,a) = Aa,a% In f(x;a,a) + B, fiir Afast alle x € (0, 00)
0 0
& % In f(x; a, ) = Ama% In f(z;a,a) + By, fiir alle x € (0, 00)
o O wa0) = Auw—— O fr10,0) + Bag fir alle z € (0,00)
- N g a.o e , 9 a.o r Y *
Fwa.a) 9a Tia, o “Flra.a)da Ta, o o fur alle z 00
(5.80)

Der Ubergang von M-fast allen 2 € (0, 00) zu allen € (0, 00) ist dabei durch die Dichtheit
des Komplementes der Lebesgueschen Nullmenge in (0, 00) und durch die Stetigkeit der
betrachteten Funktionen begriindet.

Um Gleichung (5.80) zum Widerspruch zu fithren, werden im Folgenden die Konvergenz-
ordnungen der beiden Ableitungen fiir + — oo verglichen.

Die partielle Ableitung nach a ldsst sich wie in Gleichung (5.20) als Summe schreiben.
Fiir die einzelnen Summanden wird fiir z — oo die asymptotische Entwicklung (5.18)
eingesetzt

a La—a—L/Q—l ‘L T
—_ . I a+L/2—-1 e
ga/ (@) 20+L/22T (o \[(L/2)" Koz (a)

alfafL/2f2

atL/2 e T
90+L12=2D(a)[(L/2)" aL/2-l (a>

—a—L/2-1/2
- Lﬁa / / xa+L/273/2€7x/a(1 + 0(1))
20‘+L/2’3/2F(04)F(L/2)

yma o THRE +L/2-1/2 —z/
(6% xr/a 1 1
+2a+L/273/2F(&>F(L/2)x e " (1+0(1))

_|_
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—a—L/2-3/2
_ \/Ea :L,oz+L/2—1/2€—a:/a(1 —I—O(l))
2a+L/2*3/2F(Oz)P(L/2)

= constyoa® T2 2e72/0 (1 4 o(1).

Damit und mit (5.18) gilt fir + — oo

0
ey ) = const (14 o(1),

Fiir die Ableitung nach « wird Darstellung (5.21) verwendet. In die folgende Rechnung
flieBen auBerdem die asymptotischen Entwicklungen (5.18) und (A.16) fiir z — oo ein

alfafL/2

0 L/2—1 z
a—af(x; a,) = QT LT () T(L)2) 2oL/ In(z) K12 (5) (1+0(1))

—2«

a 2a-1 [ 1 LY 22
« ————1In|( - aZat (It
+22°‘*1F(a)F(L/2)x /0 toa—L/2+1 1 (t>€

_ N a+L/2-3/2 —z/a
= 20<+L/2—5/2F(Q)F(L/2)x In(z)e (1 + o(1))
a2
 20+L/2=3/2T (o)T(L/2)
— \/Ea—a—L/2+1/2 a+L/2—-3/2 —z/a
= 2a+L/2*3/2F(a)F(L/2)x In(z)e (1 + o(1))

= constyoz® 232 In(x)e™ (1 4 o(1)).

xa+L/273/2 ln(x)efx/a(l + 0(1))

Damit und mit (5.18) gilt fir + — oo

1 0
m%f(x; a,a) = consty o In(z)(1 4 o(1)).
Die beiden Terme m% (x; a, ) und f(z,la o 2 f(z;a, ) haben also verschiedene Kon-

vergenzordnungen fiir  — oo, ein Widerspruch zu Gleichung (5.80).

Damit ist die positive Definitheit der Fisher-Informationsmatrix gezeigt.

Zu 9) Es gilt fiir alle 9 € (0, 00)?

s @ 9)

89,00,09,

= g O )55 1 w:9)
+%;mf(x;q9)a%kf(x;ﬁ)> + f(xl; 9) aﬁjggkaﬁlﬂx; v)
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< Ao e @ e @)
thie aﬁf;?kf 9 gy
" f(xls 9) aﬁ(z;mf (= ‘”'f(xls 0)8% (@9)
uhe 819?;% 109) 5y
* f(xl; ) aﬁjggkaﬁlﬂ“”ﬂ)" (5.81)
Nach der Holderschen Ungleichung gelten
5|t 0)@3 FX30) g e 60 Sy (1:0) )
= E('f( 95, > 'f 0,/ 19)3>%
E('f( ! 3191 ) (5.82)
sowie
E(’f(;;'ﬁ) aﬁ?;ﬂkﬂx”” | ﬁa%f(&m’)
= E(’f();;'ﬂ) 819?;%“)(”9) ) 'E(’foiﬂ)a%f“”” 3>%‘
(5.83)

Nachzuweisen ist Ungleichung (5.73) fiir alle Parametervektoren in einer Umgebung )
von ¥y = (ag, ap). Sei hg > 0 mit ag — hg > 0 und oy — hg > 0 sei

(:j = é(’l?o, h()) = [CLQ — hQ,CLQ + ho] X [Ozo — h(),Oé() + ho} - (0, 00)2.

Nach (5.81), (5.82) und (5.83) ist es hinreichend zu zeigen, dass fiir alle j, k,l € {1,2}
Funktionen M;, M, bzw. M;j; existieren, welche fiir alle (a, @) € O die folgenden Eigen-
schaften besitzen

3

1
’ma%f(df,a, 62) S M (l’ CLQ,O[Q,h()) fir alle z € (O OO) (584)
y Wy i
mit E(M (X ao,&o,ho)) o0,
1 o L
Fwa.a) aﬂaﬁkf(x; a,a)| < Mjg(x;ag, o, ho) fiir alle z € (0, 00)
y Wy 7

(5.85)
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mit E(Mjk(X;ao,(xo, ho)) < 00 sowie

1 o3 - ~ .
Fwa.a) 819j619k8191f(x; a, )| < Mju(z;ag, o, hy) fiir alle z € (0, 00)

(5.86)

—~

mit E(Mjkl(X, Qg, X, ho)) < 0.
Nach Abschnitt A.7 existieren bei hinreichend klein gewéhltem hy die entsprechenden

Majoranten ]\A/[/j(gao,ao,ho) und ]\A/[/jk(gao,ao,ho) fiir alle j,k € {1,2}. Daher sind die
Bedingungen (5.84) und (5.85) erfiillt.

Es folgt der Nachweis von Bedingung (5.86). Fiir hinreichend klein gewéhltes hq gilt fiir
alle (a, @) € © nach Abschnitt A.1 fiir alle z € (0, 00)

f(l',a, a)—l < COnStao7a0’h0ZL'_aO_hol(x<1)+h01(x21)_L/2+1

—1
xXr
“Kog—L/21hoI(ao—L/2<0)—hoI(ao—L/2>0) (ao — ho) :

Betrachtet wird fiir alle (a, @) € O das folgende Produkt, welches ein Faktor des spiter
abzuschéitzenden Integranden ist,

f(zya,a)" f(z; ao, ap)

—hoI(z<1)+hol(z>1) Kag-1/2 ((f_o)

< constay,ag,hol

Koco—L/Q-l—ho[(ozo—L/2<0)—h0[(0¢0—L/QZO) (U«tho )
= A

Im Folgenden wird das asymptotische Verhalten von A fiir + — 0 und fiir z — oo
betrachtet.

o Fiir x — 0 sei 0.B.d.A. x < 1. Es sei ag — % # 0 und hg so klein gewéhlt, dass auch
ag — £+ hol(ag — L/2 < 0) — hoI (g — L/2 > 0) # 0 ist. Dann gilt aufgrund der
asymptotischen Entwicklung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art (5.16)

A < constagaenet 0014 0(1)). (5.87)

e Fiir x — 0 sei 0.B.d.A. x < 1. Es sei oy — g = 0. Aufgrund der asymptotischen
Entwicklung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art (5.16) sowie (5.17) gilt

A < constay ag,n| In(2)](1+ o(1)). (5.88)

e Fiir x — oo sei 0.B.d.A. x > 1. Dann gilt nach der asymptotischen Entwicklung der
modifizierten Besselfunktion zweiter Art (5.18)

A < constay apn,r et/ (@0@0=ho)) (1 4 6(1)). (5.89)
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Fiir j,k,1 € {1,2} existieren fiir hinreichend kleines hq fiir alle (a,&) € © nach den
Abschnitten A.6.8, A.6.9, A.6.10 und A.6.11 iiber dem Intervall (0, 00) integrierbare Majo-
ranten M7, (+; ag, i, ho) mit

ok o —~
mf(x, a,a)| < Mjy,(x; ag, g, ho) fiir alle x € (0, 00).
j

Aus den asymptotischen Entwicklungen (5.87), (5.88) und (5.89) folgt fiir alle (@,d) € ©
die Existenz einer Majorante des Produktes

’f(xvaa a)ilf(xa 0,0,0(0)} < ﬁl(l’, aop, Ao, hO) fiir alle z € (07 OO),

so dass m(-; ag, ayp, hO)]\A/ffkl('? ap, 0, hy) tiber (0, 00) integrierbar ist. Damit ergibt sich fiir
alle (@,d) € © als Majorante

83 m Ve _
0,;00,,09, < m(x; ag, oo, ho) My (25 ag, a, ho) f (3 ag, avo)

flasa,@)" ;

f(x; @, @)

= Mu(x;ap, ag, ho)

fir alle z € (0, 00), wobei

—~ —

E(Mjkl(X;ao,ozo,ho)) :/ m(x; ag, a, ho) My, (23 ag, g, ho)dz < 0o
0

erfillt ist.

Daher sind die Bedingungen (5.84), (5.85) und (5.86) erfiillt, und Gleichung (5.73) ist
nachgewiesen.

Damit ist gezeigt, dass unabhéngige und identisch K-verteilte Zufallsvariable sémtliche
Voraussetzungen des Satzes 5.27 erfiillen.

Mit den entsprechenden Eintrdgen der Hessematrix (5.67), (5.68) und (5.69) sieht das
nach dy zu losende Gleichungssystem (5.74) im Fall von K-verteilten Zufallsvariablen
folgendermaflen aus

H(In) (@, %) [ — 9| = —grad, Dy, x)" (5.90)

mit

N (2 On)): D f (D
Hll(lN)(’ﬁN,X) = Z_(aaf(xk’ﬂN)) _|_8a2f(xk‘ﬂ19N)

k=1 f (@ 3N)2 f(%;’l?}zv) ’
N 9 q fil 9 d2 39
~ 3ol (@ ON) - 5o f(x9N)  gogn f (2R 9N)
H l ,0 ’ — _ Oa /?a 4 Dada >
12(In) (9, x) Z o D) o)

—  Hy(Iy)(®n,x),

N 312 2 9
N (é%f(:pk;'ﬂ]\r)) aa_gf(xk;’ﬂN)
Has(Iy) (9w, x) = v +5 =
22( N)( N X) ; f(xk;ﬂN)Q f(ﬂck;’l?N)
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und

rad,ly (9, %) = i L 9 b d )fj L 0 )

® o E=1 f(xk§'l/§N)aa R 1f(xk; 19N)aa oo
mit der Dichte f aus (5.19) und den partiellen Ableitungen (5.20), (5.21), (5.24), (5.25)
und (5.26).
Seien (ay)yen und (Qn)yen zwei v/N-konsistente Schiitzerfolgen fiir die Parameter ay und
ay. Beispielsweise kommen hier die Momentenschétzer in Frage, welche nach Abschnitt 5.3
die erforderlichen Konvergenzordnungen besitzen.
Eingesetzt in das Gleichungssystem (5.90) ergeben sich asymptotisch effiziente Schétzer-
folgen (ENJ) ~en fiir den Parameter ag und (S\N,g) ~en fiir den Parameter .
Fiir deren asymptotisches Verhalten gilt nach (5.75)

\/NGS\NJ — a0> £, N(O,I((ao,(xo)) 1) fiir N — oo und

\/N@\N,g — a()) £, N(O,I((ao,ao)) 1) fiir N — oo.
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6 Bootstrap

6.1 Copulas

Fiir die spéatere Beschreibung eines Bootstrap-Verfahrens auf Blocken, welche aus ab-
héngigen Zufallsvariabeln bestehen, werden in diesem Abschnitt Copulas diskutiert. Diese
dienen dazu, die Abhéngigkeiten innerhalb eines Blocks zu beschreiben.

6.1.1 Theoretische Grundlagen

6.1 Definition: Sei D eine natiirliche Zahl. Eine D-dimensionale Verteilungsfunktion
mit identischen eindimensionalen Randverteilungen U(0, 1) heifit D-dimensionale Copula.
Eine absolutstetige D-dimensionale Copula ist eine D-dimensionale Copula mit einer
Dichte.

6.2 Bemerkung: Durch die Beschrinkung auf stetige Marginalien ist die obige Defi-
nition #quivalent zu der Definition einer Copula in [Nelsen, 1999, Abschnitt 2.10]. Die
dort eingefithrten Subcopulas werden lediglich fiir die Behandlung diskreter Marginalien
benotigt.

Der folgende Satz von Sklar, siehe [Nelsen, 1999, Theorem 2.10.9, S. 41], sichert die Exi-
stenz von Copulas.

6.3 Satz: Sei I : [—00,00]” — [0,1]” eine D-dimensionale Verteilungsfunktion mit
eindimensionalen Randverteilungen Fj,..., Fp. Dann existiert eine Copula C', so dass
gilt

F(y) = C(Fi(y1), - .., Fp(yp)) fiir alle y € [~o0, 00]”.

Sind alle eindimensionalen Randverteilungen Fy, . .., Fp stetig, so ist die Copula auf [0, 1]”
eindeutig bestimmt. Andernfalls ist C' auf Fj([—o0, 00]) X -+ X Fp([—00,00]) eindeutig
bestimmt.

Dabei ist Fy(—o0) = 0 und Fy(oo) =1 fiir alle d € {1,..., D}.

Fiir stetige eindimensionale Randverteilungen Fi, ..., Fp gilt demnach fiir alle u € [0, 1]”
C(u) = F(F7 (w), ..., Fp'(up)). (6.1)
Die beiden folgenden bekannten Resultate iiber Copulas ergeben sich direkt iiber Quan-

tiltransformationen.

6.4 Satz: Seien D € N und Y ein D-dimensionaler Zufallsvektor mit Verteilungsfunk-
tion F. Seien Fi,..., Fp die stetigen eindimensionalen Randverteilungen von F' und sei
C die Copula von F.

Dann gilt

(FL(V1),..., Fp(Yp)' ~ C.
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6.5 Satz: Seien D € N und C eine Copula auf [0,1]”. Sei U ein D-dimensionaler
Zufallsvektor mit U ~ C'. Seien F1, ..., Fp stetige Verteilungsfunktionen. Definiert werden
die komponentenweisen Transformationen

Zy=F; YUy firalled=1,...,D.

Dann besitzt der Zufallsvektor (71, ..., Zp) die Copula C' und die eindimensionalen Rand-
verteilungen Fi,..., Fp.

Es sei C eine absolutstetige D-dimensionale Copula mit Dichte c¢. Aus den Marginaldichten
fird=1,...,D—1

ca(ty, ..., u / / c(uy, ... ,up)dugy ... dup fiir alle (uy, ..., ug) € [0,1]

konnen fir d = 2,...,D mit cy4_1(uy,...,uq—1) > 0 die bedingten Randverteilungen
berechnet werden als
Ua “eg(ug, .. ugoy, u)du
Cylugluy, ..., ug_1) = / ca(uluy, ..., uqg_1)du = Jo . (6.2)
0

Cd—l(ula e >Ud—1)

Sei im Folgenden D € N und sei F eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf [0, oo]” mit
stetigen und streng monoton wachsenden eindimensionalen Randverteilungen Fi,--- | Fp,
die Fy(0) = 0 fir alle d = 1, ..., D erfiillen. Nach dem Satz von Sklar 6.3 existiert eine
eindeutig bestimmte Copula C auf [0, 1]P. Sei diese Copula absolutstetig, und sei ¢ die
zugehorige Dichte. Unter diesen Voraussetzungen kann zur Vereinfachung der Notation
wegen der Stetigkeit der Verteilungsfunktionen o.B.d.A.

F:(0,00]” — [0,1]
und
C: (0,17 — [0,1]

angenomimen werden.

Zum Stichprobenumfang n seien
Xy, X, (6.3)

unabhéngige und identisch F-verteilte D-dimensionale Zufallsvektoren.

6.6 Definition: Zu D-dimensionalen Zufallsvektoren Xy,...,X,, sei fird=1,...,D
die empirische Verteilungsfunktion der d-ten Komponenten X 4, ..., X, 4 definiert als

Z[ ja < t) fir alle t € (0, 00).

Das folgende Vorgehen orientiert sich an [Strelen; Nassaj, 2007].
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6.7 Definition: Sei b € N. Betrachtet wird die Partition Sy, ..., S, des Intervalls (0, 1]
mit

S
S; = (jTﬂ fiir alle j = 1,...,b. (6.4)

Daraus ergeben sich fiir alle j € {1,...,b}” die Wiirfel
Sj = Sjl X oo X SjD C (0, ]_]D (65)

Aus der Unterteilung von (0, 1]” in gleichgrofie Wiirfel werden zwei verschiedene Eintei-
lungen fiir (0, oo]” bzw. (0,00)” in Quader abgeleitet.

6.8 Definition: Sei fiir alle u = (uy,...,up) € (0,1]” die komponentenweise Trans-
formation mit den Inversen der eindimensionalen Randverteilungen F d_l der Verteilungs-
funktion F' gegeben durch t(u) = (t1(u1),...,tp(up)), wobei fir alled = 1,..., D gilt

td : (O, 1] — (O, OO]

mit
ta(ug) = Fy  (ug).
Die sich in den einzelnen Dimensionen d = 1,..., D ergebenden Intervalle werden mit
Tiq= (Fd_1 (‘%),Fd_l (%)} fir alle j =1,...,b
bezeichnet. Fiir alle j € {1,...,b}? resultieren daraus die Quader
T;=Tj1 % xTj, pC(0,00]". (6.6)

Seien Xy, ..., X, Zufallsvektoren wie in (6.3). Sei fiir alle u = (uq,...,up) € (0,1]”
die komponentenweise Transformation mit den verallgemeinerten Inversen F| é der zuge-
hérigen empirischen Verteilungsfunktionen gegeben durch t,(u) = (£,.1(u1), . . ., tn.n(up)),
wobei fiir alled = 1,..., D gilt

tna: (0,1] — (0,00)
mit

tn,d(ud) = Fn_,; (ud)
Diese Transformation erzeugt in den einzelnen Dimensionen d = 1,..., D die Intervalle

. ,
T ja = (FJ,C%(]T),F,;;(%)] fir j=1,....b

und damit fiir alle j € {1,...,b}” die Quader

Tng = Tgia ¥ -+ X Ty jpp C (0,00)". (6.7)
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Nach Gleichung (6.1) ist offensichtlich, dass die Wahrscheinlichkeitsmasse, die C' auf einen
Wiirfel 8; fiir j € {1,...,0} legt, dieselbe ist wie die Masse, welche F auf den entspre-
chenden Quader Tj legt. Das heifit, es gilt fiir D-dimensionale Zufallsvektoren U ~ C und
X ~ F fiir alle j € {1,...,0}"

Po(U € 85) = Pr(X € Tj).

Daher wird das folgende mehrdimensionale Histogramm als Dichteschétzer fiir die Copula
C' zur Stichprobe Xy, ..., X,, aus (6.3) verwendet

1 n
) = = > I(ue Sj)m Y I(X; € Tyy) fiiralleu e (0,1]°  (6.8)
" izt
mit |8_]| == b%’
6.9 Definition: Zu Zufallsvariablen Y3, ...,Y,, bezeichnen Yi.,,...,Y,., die Ordnungs-

statistiken mit

Yl:n S Yézn S e S Ynn

Fiir D-dimensionale Zufallsvektoren Xy, ..., X,, seien fiir alle d = 1,..., D die Ordnungs-
statistiken der d-ten Komponenten

Xl:n,d> e aXn:n,d

also zu Xy 4,..., Xn 4.
Fiir alle ¢ € {1,...,n} heifit die Zufallsvariable

T’n’d(i) =nNn- Fn,d(Xi,d) (69)

Rang von X; 4 in der Stichprobe X 4,..., X, .

Fir alle d € {1,...,D} und alle i € {1,...,n} stehen die Zufallsvariable X; 4 und ihr
Rang 7, 4(7) in folgendem Zusammenhang

Xi,d = Xrnyd(i):n,d- (610)

Fir alle d € {1,..., D} und alle u € (0, 1] gilt fiir die empirische Verteilungsfunktion der
d-ten Komponenten F,, 4 von Xy, ..., X, nach (6.9) und (6.10)

_ _ un

Um im weiteren Verlauf das Abzéhlen durch Verwendung der Ordungsstatistiken zu ver-
einfachen, wird das folgende Resultat bendtigt.

6.10 Lemma: Seien n, D € N und seien Xy, ..., X,, unabhéngige und identisch F-ver-
teilte D-dimensionale Zufallsvektoren wie in (6.3). Ferner sei T,,; mit j € {1,...,b}” ein
Quader, definiert wie in (6.7).
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Dann gilt fiir alle ¢ € {1,...,n}

X, € T, ; genau dann, wenn fir alle d = 1,..., D gilt[(jq — 1)n/b] < ryq(i) < [jan/b].

Beweis: Fiir alle i € {1,...,n} und alle j € {1,...,b}” gilt unter Verwendung der
Gleichungen (6.11) und (6.10)

X, € ij
fiiralled=1,..., D gilt X;4 € Tnja= (F,4((ja—1)/b), F, i(ja/b)]
firalled=1,...,D gilt
0, Xtn/omdl s falls j;, =1
X, e (0, Xt /p1in,d] alls ja
X]—(jd—l)n/b]:n,da X]—jdn/b]:n,d] ) falls Jd € {27 SR b}
& firalled=1,...,D gilt
O>X n/blm,d|» falls] =1
Xrn’d(i):n,d € ( /] d} .d
(Xf(jd—l)n/b]:n,da ijdn/b]:n,d}a falls Jd € {27 R b}
& firalled=1,...,D gilt [(ja — 1)n/b] <rya(i) < [jan/b].

T ¢

O

Die néchste Definition folgt der Darstellung von [Strelen; Nassaj, 2007]. Dabei wird das
Intervall [0, 1] in Abschnitte der Lénge § unterteilt, die Teilintervalle werden durchnum-
meriert und auf ihre jeweilige Nummer abgebildet.

6.11 Definition: Der Up-Operator wird definiert als

7:00,1] — {1,...,b},
Tu = max{l,[ub]}.

Der Down-Operator wird definiert als

10,1 — {0,...,b—1},
lu = Tu-1.

6.12 Lemma: Fiir alle w € (0,1] und alle j € {1,...,b} gilt

ueS; e j=Tu

Beweis: Fiir j € {1,...,b} gilt nach Definition 6.7

J—1 J
UES]' ~ T<u£6
&S j—1l<ub<y

& j=Tu.



110 6 Bootstrap

Fird =1,...,D —1 lassen sich die d-dimensionalen Marginaldichten von ¢, aus (6.8) fiir
alle (uy, ..., uq) € (0,1]% ausdriicken durch

Cn,d ula"'a

= / / Cn U,y .- ud,ud+1,...,uD)dud+1...duD

- Z Z/ / uc S X SRS S(Tutys MU Jdg 150, jD))dud+1 -+ -dup,

(J1,--dp) =1
e{1,...b}P

da nach Lemma 6.12 gilt ug € S;, < jo =1 uq.

Im niéichsten Schritt wird die stiickweise Konstanz fiir den Ubergang von den Integralen

zu einer Summe ausgenutzt, und es ergibt sich

bd
cmd(ul,...,ud):g Z ZIX € To(tur,tuggussrgp)) - (6.12)

6.13 Lemma: Sei n € N und seien X4, ..., X, unabhéngige und identisch F-verteilte
D-dimensionale Zufallsvektoren wie in (6.3). Sei b € N wie in (6.4).

Ist b ein Teiler von n, dann gilt fiir alle v € (0, 1]

Cpa(u) =1

Beweis: Nach Darstellung (6.12) gilt fiir alle u € (0, 1] mit denselben Argumenten wie
in der Rechnung zum Beweis von Lemma 6.10 und unter Verwendung von Definition 6.11

b
le(u) = E Z Z]X E‘I S(Tu,52,0005 ))
(2 7777 j )
e{{ ..... b{}%,l
b
= —’{Xz : Xz‘,l € TmTu,l fiir + = 1,,”}’
n

b n
- - _ <twu-—firi=1,... = A.
n’{ (Tu 1)b<rn1()_Tu bfurz 1, ,n}’ A
Da nach Voraussetzung b ein Teiler von n ist, gelten
n n
(Tu—l)EG{O,...,n—l}und Tu-ge{l,...,n}.

Dabher erfiillen genau diejenigen r, 1(i) die geforderte Bedingung, welche in der Menge

{(Tu—1)%+1,(Tu—1)%+2,...,(Tu—1)%+%—1,Tu-%}

liegen. Die Méchtigkeit dieser Menge ist 3. Damit gilt

Also ist ¢, 1(u) = 1 fiir alle u € (0, 1] erfiillt. O
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Aus dem Dichteschétzer ¢, aus (6.8) zur Stichprobe Xi,...,X,, aus (6.3) resultiert der
folgende Schiitzer C,, fiir die Copula fiir alle u € (0, 1]”

Co(u) = / / v)dvy -+ - dvp (6.13)

= g Z ‘S‘ XE(.TnJ/ / VES dUl d
= Z ZIX € Tnj)

wobei fiir alle j € {1,...,b}7 gilt

(O ug] X -0 X (O,uD])

d=1
» |0, falls ug < (ja—1)/b

= [ ua—Ga—1)/b,  falls (jg— 1)/b < ug < ja/b
=111/b, falls ug > jq/b.

6.14 Satz: Sei n € N und seien Xy,...,X, unabhingige und identisch F-verteilte
D-dimensionale Zufallsvektoren wie in (6.3). Sei b € N wie in (6.4).

Ist b ein Teiler von n, so ist die in (6.13) definierte Verteilungsfunktion C,, eine Copula.

Beweis: Es wird gezeigt, dass der in (6.8) definierte Schiitzer ¢, eine Dichte iiber (0, 1]”
ist, und dass die Dichten der eindimensionalen Randverteilungen von €, Dichten der
Gleichverteilung auf (0, 1] sind.

Nach Definition (6.8) gilt ¢, (u) > 0 fiir alle u € (0,1]”. Da die Wiirfel 8; aus (6.5) fiir
j €{0,...,b} eine Partition von (0, 1]” bilden, folgt mit (6.8)

/(O’I}Dcn(u)du = Z /cn(u)du
- % DS / (X, €T,

je{t,.., b}D i=1

Dabei gilt die vorletzte Gleichung nach der Definition (6.7) der Quader T, ;. Also ist
¢, eine Wahrscheinlichkeitsdichte iiber (0,1]P. Nach Lemma 6.13 ist die eindimensionale
Randverteilung zur ersten Komponente von ¢, die Dichte einer Gleichverteilung. Dieses
Resultat ldsst sich auf die eindimensionale Randverteilung zu jeder beliebigen Kompo-
nente iibertragen. Daher ist C), nach Definition 6.1 eine Copula. O
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Fiir den in Abschnitt 6.1.2 beschriebenen Algorithmus werden die bedingten Randvertei-
lungen der Copula benotigt. Unter Verwendung der Beziehung (6.2) lassen sich diese fiir
d=2,...,D wie folgt ausdriicken. Seien uy, ..., u4-1 € (0,1] mit ¢, g—1(u1,...,uq—1) > 0.
Dann gilt fir C, 4(-|u1, ..., uq—1) : (0,1] — [0, 1] nach den Gleichungen (6.2), (6.8) sowie
(6.12) fiir alle ug € (0, 1]

Uq

Cnd(t, ..., ug—1,u)du
Cha(uglur, ..., ug—1) = Jy

Cn,d— 1(U1,~ , Ud— 1)

bd

- 5 Z Z/ X € ‘I (MU 5oy TUG— 1,18 Jd g 150 JD))d
(Jd+15--+ =
e{1,.. ,b}D d
bd—l n
/ n Z ZI X € Tn J(Tutse Tug—1,3d,-- JD))
(]dv 7.]D)

e{1,...byP—d+1

X lug
— . Z Z [Z I(X; € T, (tur oo T 1 s jD))

(Jat1s-dp) =1 Lja=1
6{17"'7b}D_d

1
+(Ud— Lug- g)f(Xz‘ € Tn,(rul,...,Tud,jdﬂ,...,jD))]

bd—l

/[T Z Z[ X e ‘I STt yee s TUG 1,0y ,]D))]. (614)

]dv 7.]D)
E{l }D d+1

Im Fall d = 2 ist hierbei nach Lemma 6.13 der Nenner gleich 1.

6.1.2 Ein Algorithmus zur Erzeugung eines Zufallsvektors mit geschitzter
Copula

Vorgestellt wird hier ein Algorithmus, welcher zu einer Stichprobe von Zufallsvektoren
die Copula schétzt. Im zweiten Schritt wird eine Realisierung eines Zufallsvektors mit
dieser geschiitzten Copula und gegebenen Marginalverteilungen erzeugt. Der Algorithmus
stammt aus [Strelen; Nassaj, 2007]. Dort wird seine Komplexitéit sowohl in Bezug auf die
Rechenzeit als auch auf den benétigten Speicherplatz analysiert.

Seien Xy, ..., X, D-dimensionale Zufallsvektoren und sei C, : (0,1]” — [0, 1] die zuge-
horige absolutstetige Copula mit Dichte ¢, definiert in (6.8) bzw. (6.13). Erzeugt werden
soll eine Realisierung y eines D-dimensionalen Zufallsvektors Y mit stetigen und streng
monoton wachsenden eindimensionalen Randverteilungen Fy 4 fiir d = 1,..., D und der
Copula C,,.

Dazu wird zunéchst eine Realisierung u eines D-dimensionalen Zufallsvektors U mit der
Verteilung

U~ C,

erzeugt. Aus u wird im zweiten Schritt y durch eine Transformation mit den Inversen der
Randverteilungen Fy 4 berechnet.
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Die Berechnung der Realisierung u von U erfolgt sukzessive komponentenweise aus den be-
dingten Randverteilungen der Copula unter Verwendung der Rosenblatt-Transformation,
vgl. [Rosenblatt, 1952]. Zur Vereinfachung der Implementierung der Quantilfunktionen
wird der Wert 0 fiir die simulierten Realisierungen der Komponenten ausgeschlossen, was
bei stetigen Verteilungsfunktionen keine Einschrénkung darstellt.

Zunéchst wird die erste Komponente u; als Realisierung einer gleichverteilten Zufalls-
variablen U; ~ U(0,1] simuliert. Fiir d = 2,..., D werden die Realisierungen u, zu
gegebenen Realisierungen wuy, ..., u4_; rekursiv berechnet. Dazu wird fiir d € {2,..., D}
jeweils eine Realisierung wu einer gleichverteilten Zufallsvariablen U ~ U(0, 1] simuliert,
welche unabhéingig von allen vorhergehenden ist. Dann wird die Gleichung

u= Cpaluglug, ..., us1) (6.15)

nach uy gelost.

Nach Gleichung (6.12) gilt

Cpa—1(U1s -y ug-1) =0 & Z Z I(Xi € To(tun . tua—rjan-rip)) = 05

(Jar-jp) =1
e{1,...byP—d+1

das heifit, es liegen keine Vektoren der Stichprobe in den betrachteten Quadern. Dann
muss folgen

Pe, (U € Ty tur, o tugrjurnipy)) = 0 fiir alle (ja, ..., j5p) € {1,...,b}P~4*4

Also konnen die bisher berechneten Komponenten uq, . .., ug_1 nicht als Realisierung eines
C,,-verteilten Zufallsvektors auftreten.

Gilt ¢, g-1(u1,...,uq—1) > 0, so kann Gleichung (6.15) unter Verwendung der Summen-
darstellung (6.14) umgeformt werden in

u = Cpaluglug, ..., us1)
1 U “
=S Uy = l Ug * E + g Z Z [()(Z € Tn7(TU1 ..... Tud—lajd:---ij)>
(jd7"'7jD) i=1

6{17"'7b}D_d+1

n  lug 1
_ Z Z Z E[(XZ € Tm(Tul,...,Tud1,jd7---7jD))]

(Jds1s--Jp) =1 ja=1
e{1,..b}P—d

/| £ St i | (610

(Jd+1,--9p) =1
c{1,...,.b}P—¢
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wobei | ug € {0,...,b— 1} so gewihlt wird, dass die Bedingungen

n  lug

> | Z Z Z [(Xi S Tn,(Tul ~~~~~ Tudflvjdv---ij)> und

(Jdt1se-dp) =1 ja=1

e{l,...,.b}P—4
n
u- Z Z I(XZ E T’I’L,(TU& 7777 Tudflvjdw'ij))
(Jar-jp) =1
€{1,...byD-d+1

6 Bootstrap

(6.17)

(6.18)

erfiillt sind. Damit existiert eine eindeutig bestimmte Losung ug von Gleichung (6.15).

6.15 Bemerkung: Fird=2,...,D sind die Bedingungen (6.17) und (6.18) begriindet

durch
Tug = Jugb]

= lud+|r

n

(Jds-ip) =1

n  lug

_ Z Z Z [()(Z c ‘In,(Tm ..... Tudl,jd7~~~7jD)>]

A>0
= u Z I(XZ S ('Tnv(Tul ~~~~~ Tudflvjdy---ij))
(jd 7777 ]D) =1
e{L....p}D—d+1

>0 DY Y (X € Totu o tuas o))

Diese Ungleichung entspricht Bedingung (6.17).

u Z Z [(XZ S Tn,(T’U& aaaa Tud—17jd7"'7jD))
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Ferner gilt mit T ug =] ug+ 1
A<1
= u- Z Z I(X; € Tny(Tul7---7Tud—17jd7~~~7jD))

(as-njp) -~ i=1
6{17"'7b}Did+1

n  lug

(Ja+1,--dp) =1 ja=1
e{1,...byP—4

AN
(]
~
™
m
“;—'l
=
S
SN
e
IS
&,
j=9
t
<
o}
Nl

-----

(Jag15--ip) =1

e{1,..b}P-d
n
< u Z [(XiETn,(TUl:---,Tud—hjd ----- JD))
(Jar-jp) =1
€{1,...b}PdH!

(]
(]
(]

[(XZ € Tny(Tul7---7Tud717]’d7~~~7.]'D))‘
(Ja+1s-Jp) =1 Ja=l
e{1,...,.b}P—1

Diese Ungleichung entspricht Bedingung (6.18).

Damit sind die Bedingungen an die Wahl von | u, begriindet.

Die Komponenten von u entstehen durch die Simulation von u; und die rekursive Berech-
nung von uy mit Gleichung (6.16) fir d = 2,..., D.

Aus u wird eine Realisierung y des Zufallsvektors Y mit den eindimensionalen Randver-
teilungen Fy 4 berechnet, indem die Komponenten folgendermafien transformiert werden

ya = Fy ly(uq). (6.19)

Nach Satz 6.5 besitzt Y die geforderte Copula C),.

6.2 Independent-Blocks-Bootstrap

Im Folgenden werden Bootstrap-Verfahren behandelt, die zur Bereitstellung kritischer
Werte in Anpassungstests auf eine parametrische Verteilungsklasse dienen, wenn diese
nicht direkt berechnet werden konnen. Es werden zwei verschiedene Datensituationen
betrachtet. Im vorliegenden Abschnitt wird der von uns so bezeichnete Independent-
Blocks-Bootstrap beschrieben. Dies ist ein Verfahren, bei welchem die Daten wie in Ab-
schnitt 4 in Form von unabhéngigen und identisch verteilten Blocken vorliegen. In Ab-
schnitt 6.3 sind die Daten unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable.

6.2.1 Grundlagen

Sei F = {F(;9) : ¥ € O} eine parametrische Klasse von stetigen und streng monoton
wachsenden Verteilungsfunktionen iiber dem Parameterraum © C R? fiir d € N, welche
die Voraussetzungen (4.3) und (4.4) erfillt.
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Wie in Definition 4.1 seien ny,1m5 € N fest gewahlt, (bj)jeN eine Folge von disjunkten,
achsenparallelen Rechtecken der Grofie 7y X 1, in Z* und n = n; - 0y die Anzahl der
Gitterpunkte in einem Rechteck.

{ZS 1S € U bj}

JeN

Es sei

ein Zufallsfeld mit identisch F-verteilten Komponenten so, dass die Blocke
B]:{ZSSEb]}

der Folge (Bj) unabhéngig und identisch verteilt sind.

jEN
Betrachtet wird das Testproblem
Hy:Fe€JFgegen H : F ¢ 9. (6.20)

Es sei (1A9J) jen eine Schitzerfolge fiir den Parametervektor ¥ mit den Eigenschaften (4.5),
(4.6) sowie (4.7).

Zu n € N wird die Stichprobe
Bla ) Bn

betrachtet. Diese n Blocke enthalten insgesamt n - n Zufallsvariable. Die Ordnungsstati-
stiken zu diesen Zufallsvariablen werden mit

Zl:nna sy Znn:nn

bezeichnet. Fiir alle n € N gilt fiir die empirische Verteilungsfunktion F, zu der Stichprobe
By,...,B,

11 1 .
Fa(t) =~ > p N I(Zo<t)= o > I(Zjiny < t) fitr alle t € [—00,00).
j=1 1 seb; j=1

Der empirische Prozess zum Stichprobenumfang n mit geschdtztem Parametervektor 19 ist
Qn(t) = /An(E,(t) — F(t;9,)) fiir alle t € [—00, o0

mit dem Schitzer 9, = 1A9n({ZS ts e b, firjed{l,... ,n}}), wobei F'(—o0;-) = 0 sowie

F(o0;+) =1 gesetzt wird.

Ist die Verteilungsfunktion F' stetig und streng monoton wachsend, so liasst sich in der
Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik

KS,=KS,(By,...,B,) = sup ’ozn }— NUE sup’F F(t,@n)}

te[—o00,00]

die Bildung des Supremums auf die Bildung des Maximums
—1 k ~
o F(Zipn; )

- F(anm @n) )

KS, = \/nn max max{ i

1<k<nn
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reduzieren.
Die Cramér-von-Mises-Teststatistik

CoM, = CoM,(By,...,B,) = / G ()2 F (dt;9,,)

—0o0

= [ (Rt = Fs90) Flad)

—0o0

kann mit der folgenden Formel berechnet werden

nn 2
~ 2k -1 1
CUMn = E (F(Zk:nn; ’l9n) - o ) + W
1 n U

Im Folgenden steht die Bezeichnung T,, = T, (B, .. ., B,) entweder fiir die Kolmogorov-
Smirnov- oder fiir die Cramér-von-Mises-Teststatistik.

Nach dem funktionalen Grenzwertsatz 4.3 konvergiert der empirische Prozess &, unter
den Voraussetzungen (4.3) und (4.4) an die Verteilungsklasse ¥ und den Voraussetzun-
gen (4.5), (4.6) sowie (4.7) an die Schétzerfolge (1A9n)n€N gegen einen zentrierten Gaufipro-
zess mit fast sicher stetigen Pfaden. Da dieser Grenzprozess von unbekannten Parametern
abhéngt und somit die asymptotischen Verteilungen der Kolmogorov-Smirnov- oder der
Cramér-von-Mises-Teststatistik nicht auswertbar sind, miissen kritische Werte fiir Anpas-
sungstests auf andere Weise bestimmt werden. Dazu werden die in den Abschnitten 6.2
und 6.3 vorgestellten Bootstrap-Verfahren verwendet.

6.2.2 Daten-Stichprobe

Zu mq,my € N sei ein stationdres (mg, mg)-abhéngiges Zufallsfeld
{ZS:1§31§N1UBd1§32§N2}

der Grole N7 x Ny mit F-verteilten Komponenten gegeben. Aus diesem soll zu 17,19 € N
mit n; < Ny und 7 < Ny eine Daten-Stichprobe fiir die Anwendung des Independent-
Blocks-Bootstrap erzeugt werden. Dies geschieht durch eine Zerlegung in unabhéngige
Blocke der GroBe n; x mo. Die Blocke werden durch ihre Indizes j € J C Z? identifiziert,
die aus der Indexmenge

Ni+m
J: {(1+k:1(771+m1),1+k‘2(ng+m2)) : Oékl S \‘mJ -1
und 0 <ky < {MJ —1}
T2 =+ M

stammen. Als Indexblécke werden
bj={s€Z’:ji <si <j1+m—1und jo < sy < jo+mp—1} fiiralle j e J
verwendet. Mit diesen werden die folgenden Blécke von Zufallsvariablen definiert

By ={Zs:s € b} fiir alle j € J.
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Fiir die Anzahl der erzeugten Blocke gilt

N1+m1J ' {N2+m2J
m +my Na+ma |

n=11=|

Die Anzahl der Gitterpunkte innerhalb eines Blockes ist 7 = n;-n,. Aufgrund der (my, ms)-
Abhéngigkeit der Zufallsfeldes sind die so konstruierten Blécke Bj fiir alle j € J unab-
hédngig in j. Die Stationaritdt des Zufallsfeldes impliziert die identische Verteilung der
Blocke. O.B.d.A. kann J mit der Menge {1,...,n} identifiziert werden. Dann ldsst sich
die aus diesen Blocken bestehende Daten-Stichprobe mit dem Daten-Stichprobenumfang
n schreiben als

Bi,..., By, (6.21)

wobei es sich um unabhingige und identisch verteilte Blocke der Grofie n; x 7, mit den
eindimensionalen Randverteilungen F' und der Copula C' : [0,1]7 — [0, 1] handelt. Hier
und im Folgenden wird zugunsten einer besseren Lesbarkeit abkiirzend von der Copula
eines Blockes gesprochen, wenn die Copula des in einen Zufallsvektor umgewandelten
Blockes gemeint ist.

6.16 Bemerkung: In dem funktionalen Grenzwertsatz 4.3 wurde das Zufallsfeld so
gewdhlt, dass es sich ohne Rest in unabhéngige Blocke zerlegen ldsst. In dem hier beschrie-
benen Verfahren zur Erzeugung einer Daten-Stichprobe wird von einer Matrix der Gréfe
N; x Ny ausgegangen. Da die Matrixgrofie nicht in Abhéngigkeit der Blockgrofle n; x o
gewahlt wird, ist es moglich, dass bei der Zerlegung Teilblocke am Rand der Matrix entste-
hen, die nicht in die Daten-Stichprobe einflieen. Dies wirkt sich nicht auf die asymptoti-
sche Verteilung des empirischen Prozesses aus, da weniger als Nyny + Nony Zufallsvariable
weggelassen werden. Damit sind nach dem Satz von Cramér-Slutzky die asymptotischen
Verteilungen mit und ohne diese Teilblocke gleich.

6.2.3 Bootstrap-Stichproben

Zu der Daten-Stichprobe By, ..., B, werden Bootstrap-Stichproben erzeugt. Dazu wird
aus der Daten-Stichprobe die geschitzte Copula C,, : [0,1]7 — [0, 1] aus (6.13) berechnet.
Jede der Bootstrap-Stichproben hat den Bootstrap-Stichprobenumfang N* und besteht
aus den Bootstrap-Variablen

* *
Bl""?‘BN*'

Die Bootstrap-Variablen seien unter P(:|By, ..., B,) unabhéingige und identisch verteilte
Blocke der Grofle n; X 19, also

B = [Bj;(kl,kg)} << fir alle j =1,..., N*,

J
1<kz<n2

~

mit der Copula C,, : [0,1]" — [0, 1] und den eindimensionalen Randverteilungen F'(-;9,,).

* mit dem in

Die Bootstrap-Variablen werden unabhingig voneinander fiir j = 1,..., N
Abschnitt 6.1.2 vorgestellten Algorithmus erzeugt. Zunéchst wird jeweils eine Realisierung

u eines n-dimensionalen Zufallsvektors mit der Verteilungsfunktion C,, simuliert. Daraus
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wird ein Block B} berechnet, der dieselbe Copula C;, und die Marginalien F'(:; 1A9n) besitzt.
Der in einen Zufallsvektor umgewandelte Block B} wird mit b} bezeichnet.

Die Berechnung des Zufallsvektors Bj erfolgt komponentenweise fiir d = 1,...,n durch
die Transformation der eindimensionalen Randverteilungen (6.19) als Losungen der Glei-
chungen

~

;;d = Fﬁl(ud; 0n)
Sug = F(b59,)
Dabei gilt die Aquivalenz aufgrund der Stetigkeit und der strengen Monotonie der Vertei-

lungsfunktion F'(:; 'Bn) Diese beiden Eigenschaften liefern die Existenz und die Eindeu-
tigkeit der Losung.

6.17 Definition: Die empirische Verteilungsfunktion der Bootstrap-Variablen ist gege-
ben durch

771 7772

Fi (t)

I(Bj (4, 1) < 1) fiir alle t € [—00, 00].
(kl,kg (1 1)

Der Bootstrap-Schitzwert des Schitzers des Parametervektors 1 wird bezeichnet mit
Iy = On- (B, ..., Bi).
Es seien
ah.() = VN <FN (t) — F(t; ?ﬁw)) fiir alle ¢ € [—00, o]
der Bootstrap-Prozess mit geschitztem Parametervektor 9 und
Tre =Txe(By,...,Bx:)

der Bootstrap-Wert der Teststatistik.
Ferner sei

Hy.(t) = P(Tx+ <t|By,...,B,) fir alle t € [—00, 00]

und H%.' die zugehorige Quantilfunktion.

Zu einer Daten-Stichprobe By, ..., B, wie in Gleichung (6.21) mit der Teststatistik 7,
und dem Testproblem (6.20) ist der Independent-Blocks-Bootstrap-Test zum Niveau cues
gegeben durch die Entscheidungsvorschrift

H,: F € F verwerfen < T, > H*;l(l — Qlgest)- (6.22)

6.18 Bemerkung: Fiir den Independent-Blocks-Bootstrap-Test (6.22) bleibt der Nach-
weis dafiir, dass es sich um einen asymptotischen Test zum Niveau a4.s; handelt, offen.
Dafiir miisste gezeigt werden, dass der Bootstrap-Prozess mit geschétztem Parametervek-
tor dieselbe Grenzverteilung besitzt wie der empirische Prozess mit geschitztem Parame-
tervektor auf Datenebene. Die Verteilungskonvergenz des letzeren gegen einen zentrierten
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Gauflprozess mit fast sicher stetigen Pfaden wurde im funktionalen Grenzwertsatz 4.3
nachgewiesen. Der Beweis, dass der Bootstrap-Prozess mit geschitztem Parametervektor
gegen denselben Grenzprozess konvergiert, wird in dieser Arbeit nicht gefiihrt.

In Abschnitt 8.1 werden Simulationen zu den auf dem Independent-Blocks-Bootstrap
basierenden Anpassungstests durchgefiihrt, in denen unter anderem iiberpriift wird, ob
das nominelle Niveau ay.g fiir endliche Stichprobenumféange eingehalten wird oder nicht.
Da der Konstistenzbeweis fiir den Independent-Blocks-Bootstrap nicht gefiihrt wurde,
haben diese Simulationen experimentellen Charakter.

6.2.4 Monte-Carlo-Verfahren

Ist eine analytische Berechnung des Quantils H3. aus der Entscheidungsvorschrift (6.22)
des Independent-Blocks-Bootstrap-Tests nicht moglich, wird das Monte-Carlo-Verfahren
angewendet, um eine Approximation des Quantilwertes zu erzeugen.

Die Vorgehensweise beim Monte-Carlo-Verfahren ist die folgende: Zu einer Daten-Stich-
probe By, ..., B, wie in (6.21) wird die Teststatistik 7}, berechnet. Als néchstes werden
zum Monte-Carlo-Stichprobenumfang Ny;c unabhéngige Bootstrap-Stichproben mit dem
Bootstrap-Stichprobenumfang N*

Bi(j),...,Bx«(j) fur j=1,..., Nyc

erzeugt. In jeder der Bootstrap-Stichproben sind die Bootstrap-Variablen unabhéngig
und identisch verteilt mit der aus der Daten-Stichprobe geschéitzten Copula C), und den

~

Marginalien F'(-;4,).
Berechnet werden die Ny;¢ Bootstrap-Schdtzwerte

Yy (j) = On+(B1(j), ..., By-()) fiir j =1,..., Nuc
und die Bootstrap- Werte der Teststatistik
Trh:(7) =T (Bi(4),...,By(j)) fir j=1,..., Nyc.

Das Ergebnis sind Ny;¢ unter P(:|By, ..., B,) unabhingige Realisierungen der Teststa-

tistik. Damit ist die zu den Realisierungen T3.(1),...,Tx.(Nye) gehorige empirische
Verteilungsfunktion
1 Nue
Nage () = Voo Z I(Tx.(7) < t) fiir alle t € [—o00, 00|

j=1
ein Schétzer fiir die wahre Verteilungsfunktion von T%.. Deshalb wird fiir das Testniveau
et das Quantil G}‘\;J;C(l — Qyest) als Approximation fir H *11(1 — Quest) verwendet. Fiir
dieses Quantil gilt

Nure (1= test) = T3 ([Nase (1 = test)] = Nac),
wobei T3 ([ Nyro(1 — uest) | : Nue) die [Npyo(1 — qyest) |-te Ordnungsstatistik der Boot-
strap-Werte der Teststatistik ist.

Das Quantil szc(l — Quest) st ein Bootstrap-Quantil fir den Kolmogorov-Smirnov-
bzw. den Cramér-von-Mises-Anpassungstest auf die Verteilungsklasse F mit Bootstrap-
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Quantil fir unabhdngige Blicke (6.20) zum Niveau ayeg. Zu einer Realisierung der Daten-
Stichprobe By, ..., B, mit dem Wert der beobachteten Teststatistik

T = T (By,. .., B,)
hat dieser Test die folgende Entscheidungsregel
Hy zum Niveau oyes verwerfen < T8 > G}‘V_];C(l — Qlgest)- (6.23)
Fiir den p-Wert der Daten-Stichprobe gilt
p = Puy(Tw =2 T") = 1 = Pr,(T;").

In diesem Ausdruck lasst sich die theoretische Verteilungsfunktion der Teststatistik Fi,
der Daten-Stichprobe durch die einer Bootstrap-Stichprobe annéhern. Das fiihrt zu

1— Fre, (T°%).

Wird nun noch die Verteilungsfunktion durch die zugehorige empirische Verteilungsfunk-
tion G, . der Realisierungen Ty.(1),...,T{-(Nuc) ersetzt, so ergibt sich als Approxi-
mation fiir den p-Wert die relative Haufigkeit

1 —G;

Nye

(Tobs> —

n

< ]{j €{1,...,Nuc}: T (j) > Tgbs}) — ', (6.24)
MC

der Bootstrap-p-Wert.

Mit dem Bootstrap-p-Wert lésst sich fiir das Testproblem (6.20) eine Entscheidungsregel
formulieren, die zur Entscheidungsregel (6.23) dquivalent ist

Hy zum Niveau ayey verwerfen < p* < e (6.25)

6.3 IID-Bootstrap

Mit IID-Bootstrap wird von uns das klassische Bootstrap-Verfahren bezeichnet, welches
zu einer aus unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen bestehenden Daten-
Stichprobe Bootstrap-Stichproben erzeugt, deren Bootstrap-Variablen ebenfalls unabhén-
gige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind. Die Beschreibung des IID-Bootstrap
entspricht der des Independent-Blocks-Bootstrap mit 7, = 1y = 1. Daher wird fiir den
IID-Bootstrap keine gesonderte Notation eingefiithrt. Die unabhéngigen Blocke reduzie-
ren sich auf einzelne Zufallsvariable, welche unabhéngig und identisch verteilt sind. Die
Erzeugung der Bootstrap-Stichproben vereinfacht sich, da die Copula nicht mehr bené6tigt
wird.

Im Fall von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen und geschétzten Para-
metern wurde die Konsistenz des Bootstrap-Verfahrens von [Stute et. al., 1993] und von
[Babu; Rao, 2004] nachgewiesen.

6.4 Quantil-Quantil-Plot

Zur Beurteilung der Eigenschaften des Anpassungstests (6.25) bei endlichem Stichproben-
umfang sind unabhéngig von einem Konsistenzbeweis, wie bereits in Bemerkung 6.18
erwahnt, Simulationen notwendig. Fiir die Klasse der K-Verteilungen finden sich diese
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Simulationsergebnisse in Abschnitt 8.1. Die Ergebnisse werden mit Hilfe der hier vorge-
stellten Quantil-Quantil-Plots visualisiert.

Insgesamt wird bei einer solchen Simulation das entsprechende Bootstrap-Verfahren fiir
Np Daten-Stichproben durchgefiihrt. Mit Gleichung (6.24) ergeben sich daraus ebenso
viele Bootstrap-p-Werte

p; fir j=1,..., Np.

Aufgrund der Stetigkeit der theoretischen Verteilungsfunktion der Teststatistik F7r sind
die theoretischen p-Werte von Daten-Stichproben unter der Hypothese U(0, 1)-verteilt,
also sollte dies auch fiir die Bootstrap-p-Werte gelten.

Das Verhalten der Bootstrap-p-Werte kann mit einem theoretischen Quantil-Quantil-Plot
tiberpriift werden, bei dem die empirische Verteilungsfunktion G von pj, ..., py, mit
der Verteilungsfunktion U(0, 1) verglichen wird. Geplottet werden dabei die Punkte

—1 j . w1 j .] Lk . .
(v (55 155 (7)) = () e =0

mit den Ordnungsstatistiken pi.y, ;- .., Px,.n, der Bootstrap-p-Werte.

Der Quantil-Quantil-Plot ist ein visueller Anpassungstest darauf, ob die Bootstrap-p-Wer-
te auf dem Intervall (0,1) gleichverteilt sind, wie es unter der Hypothese erwartet wird.
Ist dies der Fall, liegen die geplotteten Punkte in der Ndhe der Winkelhalbierenden des
ersten Quadranten.
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7 Ein Algorithmus zur Erzeugung von (m;, ms)-abhingigen
Zufallsfeldern mit K-verteilten Marginalien

Zu einer gegebenen K-Verteilung K(-;a,«) mit den Parametern a,« > 0 und L € N
soll ein stationdres (mj,ms)-abhéngiges Zufallsfeld Y als Matrix der Grofle N x N
mit K(-;a,a)-verteilten Marginalien simuliert werden. Dabei seien Ny, Ny € N sowie
my, my € Ny. Die Eintrage der Matrix Y werden nach den Gitterpunkten des Gitters
G ={(2k,21) € Z*> : 1 < k < Ny und 1 <[ < N,} indiziert, also ist

Y = [Y%m} =L

Fiir die Erzeugung des Zufallsfeldes Y wird im ersten Schritt auf einem weiteren Gitter
Go={(k,1) €Z?:1<k<2N;+2m; —1und 1 <[ < 2Ny + 2my — 1} ein Zufallsfeld

N = [Nk‘,l] k=1,...,.2N14+2m1—1
=1,...,2N2+2mo—1
mit unabhéngigen und identisch standardnormalverteilten Komponenten simuliert. Die
Beziehung zwischen den Gittern G; und G, ist in Abbildung 18 graphisch dargestellt.

Alle fiir N zusétzlich bendtigten Zeilen und Spalten werden unterhalb bzw. rechts des
Gitters G; von Y angefiigt, um eine Abhéngigkeit der Indizes der Matrix Y von m; und
my zu vermeiden. In den folgenden Berechnungen werden alle Indizes von N modulo
2N7 + 2my — 1 bei Zeilen und modulo 2N; 4+ 2my — 1 bei Spalten betrachtet, ohne dass
dies explizit im Index vermerkt wird. Ebenso werden die Indizes von Y modulo 2/N; bei
Zeilen und modulo 2N, bei Spalten gesehen.

(1.1

@122 (2,2Nz)

(2N1,2) (2N1,2N2)

2mi-1

2ma-1

Abbildung 18: Gitter Gq (blau fett), welches zu den Matrizen X und Y gehort und Gitter G2 (blau und
schwarz), welches zu der Matrix N gehort.

Aus der Matrix N wird eine (mq, mg)-abhéngige Matrix X berechnet, die wie Y auf dem
Gitter G; indiziert ist, also

X = [X2k;2l} =1,...

17

mit Indizes modulo 2/N; bei Zeilen und modulo 2Ny bei Spalten.
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Dazu werden Wichtungskoeffizienten
ap p fir ' = —mq,...,my und ' = —mg, ..., my

gewdhlt. O.B.d.A. wird ajp > 0 fiir alle &' = —my,...,my und I' = —my, ..., my sowie
apo = 1 gefordert. Die Eintrdge von X ergeben sich, wie in Abbildung 19 dargestellt,
durch Bildung der gewichteten Summen

mi mo 5
2
Xopor = ( g E Ajor 1 g E g ok, 1 —2 N

> —1 ok4+my 2l+ma

kE'=—milU/=—m> k'=2k—m1 I'=2l—mo
firalle k=1,...,Nyund [ =1,..., Ns. (7.1)
a-m; - a-m
Xak2l
Taoo
ami,-m: am,m:

Abbildung 19: Xgj, o; (rot o) mit den einflieBenden Komponenten von N (griin x), gewichtet mit den
Koeffizienten ag/ i mit ' = —mq,...,my und I’ = —ma, ..., mo.

Die Komponenten von X sind standardnormalverteilt
Xogor ~ N(0,1) firalle k=1,...,Nyund [ =1,..., N.

Die Matrix X ist als lineares Bild der multivariat normalverteilten Matrix N multivariat
normalverteilt. Die Stationaritdt von N und die Berechnungsvorschrift (7.1) implizieren
die Stationaritét von X. Aufierdem ist X nach Konstruktion (m;, ms)-abhéngig, denn in
zwei Eintrige Xog o und Xyp 7 mit |2k — 2k| > 2my oder |2] — 2l\ > 2ms, was auf dem
Gitter G; einem Abstand von mehr als m; in Zeilen- oder mehr als ms in Spaltenrichtung
entspricht, flieBen disjunkte Blocke der Matrix N ein. Die Unabhéngigkeit der Eintrage

von N impliziert die Unabhéngigkeit von Xy, oy und X7 o

Fiir die Kovarianzen der Eintrage von X gilt fiir k,7 > 0 nach Gleichung (7.1)

COU(XO,Oa sz,zl)

m1 mo mo 2k+my1  2l4+mo

2 .

[ E E ak’l’:| E E E , E : Qrry A _op, T o B (N Ni).-
kE'=—milU'=—mo k'=—mil!=—mo j—of_ m1 1=21— mo

(7.2)
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Es gilt fiir 2k > 2m, oder 2] > 2ms
COU(X070, X2k721) =0 (73)

und fiir 0 < 2k < 2my und 0 < 21 < 2my gilt

mi m2 -1 mi m2
— 2 e -
cov(Xo,0, Xop1) = [ E E aw] E E : e 1 V—2k, 121" (7.4)
kf=—mq l'=—mz k=2k—my [=2l—my

7.1 Lemma: Seien my,my, k,l € Ny. Fiir 0 < 2k < 2m; und 0 < 2] < 2my gilt fiir das
Zufallsfeld X aus Gleichung (7.1) mit N; > 2my oder Ny > 2my

|COU(X070, X2k721)| < 1.

Beweis: Fiir die standardnormalverteilten Eintrage von X gilt

|cov(Xo0, Xog2)| = |cor(Xo,0, Xoka)| < 1.

Angenommen, es wére [cov(Xo0, Xor,2)| = 1, dann wiirde gelten
Xo,0 = cXop o fast sicher

fir ein ¢ € R\ {0}, wobei ¢ durch die gemeinsame Verteilung von Xy o und Xy o bestimmt
ware. Aufgrund der Stationaritéit von X ware dann auch

X2k721 = CX4]€741 fast sicher.
Also wiirde folgen
Xoo = cXopo = Xy 4 fast sicher.

Sukzessives Anwenden dieses Argumentes wiirde zu der Gleichung

N N.
Xoo = Cngbk’gbl fast sicher fiir alle 1 < b < min { {fJ , {TzJ }

fiihren.

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass X eine (mj, ms)-abhingige Matrix ist, denn fiir
hinreichend grofl gewihltes b wiirde folgen, dass Xy zu sich selbst unabhéngig und damit
eine Konstante sein miisste. Dabei besteht die Mo6glichkeit, b so grofl zu wahlen, dass
die beiden Zufallsvariablen Xg o und Xop o voneinander unabhéngig sind, aufgrund der
Voraussetzung an die Grofle des Zufallsfeldes N; > 2my oder Ny > 2ms.

Also gllt |COU(X070,X2]€721)| < 1. O

Um eine K(-;a,a)-verteilte Zufallsvariable Y zu erhalten, wird zunéchst eine auf dem
Intervall (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable U benotigt. Aus dieser kann Y mit Hilfe der
zugehdrigen Quantilfunktion K ~1(+; a, ) berechnet werden als

Y =K Y (U;a,a).
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Da K (-; a, ) streng monoton wachsend ist, ist diese Gleichung dquivalent zu

1%
U:K(Y;a,&):/ f(t;a,a)dt
0

mit der in (5.19) definierten Wahrscheinlichkeitsdichte f(-;a,«) der K-Verteilung. Auf-
grund der Stetigkeit der Verteilungsfunktion K (-;a, «) ist die Existenz einer Losung gesi-
chert. Die strenge Monotonie von K (-;a, «) liefert die Eindeutigkeit dieser Losung.

Unter Verwendung dieses Konzeptes fiir die Transformation einzelner Zufallsvariabler
werden die Eintrdge der Matrix Y aus den entsprechenden Eintrdgen der Matrix X als
Losungen der Gleichungen

K(Yopasa,0) = O(Xop o) fiiralle k=1,... , Nyund [ =1,..., Ny (7.5)

berechnet. Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
Wegen ®(Xoy9) ~ U(0,1) und aus der vorhergehenden Argumentation folgt

Yoro~ K(;a,a) furalle k=1,...,Nyund [ =1,..., Na.
Da die Transformation (7.5) als deterministische Funktion die Abhéngigkeitsstruktur
erhélt, ist auch Y eine (mq, ms)-abhéngige Matrix. Es werden unabhéngige Zufallsvaria-

ble Xy 21, Xof o7 in unabhéingige Yoy o, Yo7 o7 und abhéingige Zufallsvariable in abhingige
iiberfithrt. Die Stationaritit der Matrix X impliziert die Stationaritét von Y.

Im Folgenden werden die Kovarianzen der Eintrdge von Y berechnet. Diese existieren
aufgrund der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und der Endlichkeit der Momente der
K-Verteilung. Zunéchst wird Gleichung (7.5) geschrieben als

Y'Q]g’gl = T(X2k,2l) fiir alle k = 1, ceuy Nl und [ = 1, ey NQ, (76)

wobei die Funktion 7" definiert ist als
T=K"'(;a,a)o®:R — (0,00).
Es gilt fur alle k,1 > 0 nach Gleichung (7.6) unter Verwendung der Stationaritét von X
und Y
COU(Yo,m YQk,QZ) = E(T(XO,O)T(X2k,2l)) - E(YO,O)Q- (7.7)
Fiir die Betrachtung des ersten Summanden wird die gemeinsame Verteilung von X
und Xy 91 bendtigt. Dabei handelt es sich um eine zweidimensionale Normalverteilung
(Xo,0, Xow2)" ~ N2(0,%)

mit der Kovarianzmatrix

3 — { 1 Y2k, 21 }
Yokt 1
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mit den Eintrégen o0 = cov(Xo, Xok2) aus Gleichung (7.3) beziehungsweise (7.4).
Nach Lemma 7.1 ist, sofern N; > 2m; oder Ny > 2msy gelten, die Determinante der
Kovarianzmatrix ungleich Null, die Kovarianzmatrix ist also nicht ausgeartet. Es folgt

PT(Xoa)T(Xowa) = | T@T ) oo v)dady

1 7127272k7211y+y2

= —/ T(x)T(y)e %2 dady. (7.8)
27T\/1_7§k,2l R

Der zweite Summand auf der rechten Seite von (7.7) lidsst sich nach der Gleichung fiir die
Momente der K-Verteilung (5.31) schreiben als

T (5 +0) T
F()T(

L2
+3)
)2
Insgesamt wird die Kovarianz aus den Gleichungen (7.7), (7.8) und (7.9) berechnet. Im
Fall 2k > 2m; oder 21 > 2my sind X und X o) unabhéngig. Dies impliziert die Unab-

héngigkeit von Yo und Yoy 9.
Im Fall 2k < 2m4 und 2] < 2ms gilt

E(Yoo)? = da (7.9)

Sl [l

CO’U(YO,O, sz,zl)

o2 —2v9p, oy oyty? 1
_ T Tk 2ATYTY e a T
2(1_'@&21) d{L‘dy . 4(12 ( + ) (

L 3
T fioota f e T (&P

(7.10)

wobei o o; # 0 gilt und |y2x.2:] < 1 nach Lemma 7.1 erfiillt ist.
Die Kovarianzen der Eintrédge von Y lassen sich demnach aus denen der entsprechenden
Eintrége von X berechnen und hidngen somit von den Wichtungskoeffizienten ay; ab.

Der beschriebene Algorithmus erzeugt ein stationéres (mq, msg)-abhéngiges Zufallsfeld Y
als Matrix der Gréfle N; x Ny mit identisch K-verteilten Komponenten zu der vorgegebe-
nen Marginalverteilung K (-; a, o) mit den Parametern a,a > 0 und L € N.
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8 Testergebnisse

In diesem Abschnitt werden numerische Ergebnisse sowohl des Kolmogorov-Smirnov- als
auch des Cramér-von-Mises-Anpassungstests auf die Verteilungsklasse K mit Bootstrap-
Quantil vorgestellt. Alle numerischen Rechnungen wurden in [MATLAB| implementiert
und auf einem Standard-Computer mit einer Dual-Core-CPU mit 3.4 GHz ausgefiihrt.
Fiir beide Arten von Anpassungstests wurden sowohl der in Abschnitt 6.2 beschriebene
Independent-Blocks-Bootstrap als auch der IID-Bootstrap aus Abschnitt 6.3 angewendet.
Fiir die beim Independent-Blocks-Bootstrap notwendige Berechnung einer geschétzten
Copula und die Erzeugung von Bootstrap-Stichproben zu dieser, wie in dem Algorith-
mus aus Abschnitt 6.1.2 beschrieben, wurde eine bestehende Implementierung in Mat-
lab von [Strelen; Nassaj, 2007] verwendet. Diese steht zum Herunterladen zur Verfiigung
unter http://web.cs.uni-bonn.de/IV /strelen/Algorithmen (Stand 12.4.2011). Da die Ver-
teilungsfunktionen der K-Verteilungen stetig und streng monoton wachsend sind, erfiillen
sie die fiir den Algorithmus benotigten Voraussetzungen.

Als Schéitzer kamen die Momentenschétzer aogps,y und Qagps. v zum Einsatz, welche laut
Bemerkung 5.26 die Voraussetzungen von Satz 5.25 erfiillen. Nach diesem konvergiert der
entsprechende empirische Prozess auf Datenebene a*
GauBprozess mit fast sicher stetigen Pfaden. Die Auswahl der auf dem zweiten und vierten

aus (5.64) gegen einen zentrierten

empirischen Moment basierenden Momentenschétzer wurde im Hinblick auf eine moglichst
kurze Rechenzeit getroffen. Da diese Schéitzer in expliziter Form vorliegen, siehe (5.34)
und (5.43), konnen sie wesentlich schneller berechnet werden als die Momentenschétzer
aus dem ersten und dem zweiten empirischen Moment, welche als numerische Lésungen
von Gleichungen berechnet werden miissen. Dabei wird in Kauf genommen, dass mit der
Ordnung der empirischen Momente auch ihre Streuung steigt.

In Abschnitt 8.1 werden simulierte Zufallsfelder betrachtet, um die Eigenschaften des auf
dem Independent-Blocks-Bootstrap basierenden Kolmogorov-Smirnov-Tests beziehungs-
weise des Cramér-von-Mises-Tests zu analysieren und mit denjenigen Tests zu vergleichen,
welchen der IID-Bootstrap zugrunde liegt.

In Abschnitt 8.2 werden die Anpassungstests auf die in Abschnitt 2.3 beschriebenen Wiese-
und Seeclutterdaten eines Radars mit synthetischer Apertur angewendet.

8.1 Simulierte Zufallsfelder

Fiir die Durchfithrung der Tests wurden mit dem in Abschnitt 7 vorgestellten Algo-
rithmus (1, 1)-abhéngige Zufallsfelder der Grofie 49 x 49 mit vorgegebenen Marginali-
en simuliert. Die Grofle dieser Zufallsfelder entspricht der Grofie der in Abschnitt 8.2
betrachteten Datenmatrizen aus SAR-Szenen. Die Zufallsfelder sind grofl genug, um aus-
reichend viele Datenblécke fiir die Schétzung der Copula zur Verfiigung zu haben, und
sie sind nicht zu grof}, so dass der Rechenaufwand handhabbar bleibt. Bei der Simu-

lation wurden in Gleichung (7.1) die folgenden Wichtungskoeffizienten ago = 1 sowie
10 = a_10 = Qo1 = Qg1 = % und a1 =a_ 11 =a11=0a_1_1 = LQ verwendet. Diese

Wichtungskoeffizienten fithren unter Verwendung der Gleichungen (7.4) und (7.10) im
simulierten Zufallsfeld zu den Korrelationskoeffizienten 0.3 zwischen benachbarten Kom-
ponenten aus derselben Zeile oder Spalte und 0.1 zwischen benachbarten Komponenten
aus derselben Diagonale. Diese Werte entsprechen den empirischen Korrelationen des in
Abschnitt 2.3 beschriebenen Wieseclutters.
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Insgesamt wurden zu jeder Datenmatrix vier verschiedene Tests durchgefiihrt. Als erstes
wurden der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest und der Cramér-von-Mises- Anpassungs-
test fiir unabhéingige Blocke auf die vollstédndige (1, 1)-abhéngige Matrix angewendet. Da-
bei wurden bei der Durchfiihrung des Independent-Blocks-Bootstrap quadratische Blocke
der Grofle 9x 9 verwendet. Damit ergab sich fiir jede Matrix ein Daten-Stichprobenumfang
von 25 unabhéngigen und identisch verteilten Blocken. Der Bootstrap-Stichprobenumfang
wurde gleich dem Daten-Stichprobenumfang gewihlt. Die Anzahl der Teilintervalle von
(0, 1], welche bei der Schétzung der Copula der Blocke die Genauigkeit bestimmt, wurde
auf b = 5 gesetzt, vgl. Definition 6.7. Dies erfiillt die Voraussetzung von Satz 6.14, nach
der b ein Teiler des Stichprobenumfangs sein muss.

Fiir einen Vergleich zwischen dem auf dem Independent-Blocks-Bootstrap und dem auf
dem IID-Bootstrap basierenden Verfahren, wurde als zweites aus derselben (1, 1)-abhén-
gigen Matrix durch Streichen jeder zweiten Zeile und Spalte eine Matrix der Grofe
25x 25 mit unabhéngigen und identisch verteilten Komponenten erzeugt. Zu dieser wurden
der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest und der Cramér-von-Mises-Anpassungstest fiir
unabhéngige Zufallsvariable durchgefiihrt. Bei dem hierfiir angewendeten IID-Bootstrap
wurde der Bootstrap-Stichprobenumfang gleich dem Daten-Stichprobenumfang gesetzt.

Fiir die Tests mit beiden Bootstrap-Verfahren wurde 200 als Monte-Carlo-Stichproben-
umfang gewahlt. Dass dieser Stichprobenumfang groff genug ist, wird in den Abschnit-
ten 8.1.4 und 8.1.5 bestétigt. Dort werden Ergebnisse, die aus Tests mit einem Monte-
Carlo-Stichprobenumfang von 100 gewonnen wurden, mit Ergebnissen verglichen, fiir
welche der Monte-Carlo-Stichprobenumfang auf 200 erhoht wurde. Diese unterscheiden
sich nicht erkennbar. Daher wiirde wahrscheinlich auch ein Monte-Carlo-Stichproben-
umfang von 100 ausreichen. Um sicherzugehen wurde 200 gewahlt.

Im Durchschnitt benotigt ein solcher Durchlauf des auf dem Independent-Blocks-Boot-
strap basierenden Verfahrens circa 45 Minuten, wenn 200 als Monte-Carlo-Stichproben-
umfang gewahlt wird.

Die Ergebnisse der Tests werden im Folgenden in Quantil-Quantil-Plots (Q-Q-Plots), vgl.
Abschnitt 6.4, dargestellt. In diesen werden die Quantile der empirischen Verteilungsfunk-
tion der Bootstrap-p-Werte mit den Quantilen der Verteilungsfunktion U(0, 1) verglichen.

8.1.1 Testergebnisse unter der Hypothese

Fiir den Vergleich der Verfahren mit dem Independent-Blocks-Bootstrap und derjenigen
mit dem IID-Bootstrap unter der Hypothese wurden Zufallsfelder mit K (-;0.0045,7)-
verteilten Marginalien fiir L = 16 simuliert. Die Parameterwerte stammen aus der Analyse
der in Abschnitt 2.3 vorgestellten multi-look Daten mit 8 looks.

Die Anpassungstests mit Bootstrap-Quantil fiir unabhéngige Blocke, angewandt auf 135
(1,1)-abhéngige Zufallsfelder der Grofie 49 x 49 mit K (-;0.0045, 7)-verteilten Marginalien,
ergeben die Quantil-Quantil-Plots zur Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik respektive zur
Cramér-von-Mises-Teststatistik aus Abbildung 20.

Wichtige Quantile der empirischen Verteilungsfunktion der erzeugten Bootstrap-p-Werte
sind zusétzlich in Tabelle 1 aufgelistet.
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Abbildung 20: Q-Q-Plots fiir 135 (1, 1)-abhiingige Zufallsfelder der Gréfie 49 x 49 mit K (-;0.0045,7)-
verteilten Marginalien. Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-Statistik (rechts).

Tabelle 1 Indep.-Blocks-Bootstrap: Hypothese
Teststatistik 1%-Quantil | 5%-Quantil | 10%-Quantil
Kolmogorov-Smirnov 0.0074 0.0222 0.0667
Cramér-von-Mises 0.0148 0.0741 0.1111

Dieselben 135 Zufallsfelder wurden durch Streichen jeder zweiten Zeile und Spalte auf
Zufallsfelder der GroBle 25 x 25 mit unabhéngigen Komponenten und K(-;0.0045,7)-
verteilten Marginalien reduziert. Auf diese werden die Anpassungstests fiir unabhéngige
Zufallsvariable, basierend auf dem IID-Bootstrap, angewendet. Daraus resultieren die bei-
den Quantil-Quantil-Plots aus Abbildung 21 sowie die Quantile aus Tabelle 2.
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Abbildung 21: Q-Q-Plots fiir 135 Zufallsfelder der Grofle 25 x 25 mit unabhingigen Komponenten
und K (-;0.0045, 7)-verteilten Marginalien. Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-
Statistik (rechts).

Tabelle 2

IID-Bootstrap: Hypothese

Teststatistik

1%-Quantil

5%-Quantil

10%-Quantil

Kolmogorov-Smirnov

Cramér-von-Mises

0.0222
0.0148

0.0370
0.0593

0.1037
0.1333
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Sowohl bei den Tests, die auf dem Independent-Blocks-Bootstrap basieren, als auch bei
denjenigen, denen der IID-Bootstrap zugrunde liegt, lassen sich keine wesentlichen Unter-
schiede zwischen der Kolmogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises-Teststatistik er-
kennen, allenfalls sind die Kolmogorov-Smirnov-Tests etwas konservativer. Bei allen vier
durchgefiihrten Tests passen sich die geplotteten Punkte gut an die Winkelhalbierende des
ersten Quadranten an. Auch die in den Tabellen 1 und 2 aufgelisteten Quantile zeigen,
dass die Tests das Niveau, den verwendeten Stichprobenumféngen entsprechend, gut ein-
halten.

Die Ergebnisse der Anpassungstests auf die Verteilungsklasse K mit Bootstrap-Quantil
fiir unabhéngige Blocke sowie fiir unabhéngige Zufallsvariable zeigen unter der Hypothese
dieselbe Tendenz und entsprechen dem einzuhaltenden Niveau.

8.1.2 Testergebnisse unter der Alternative der Lognormalverteilung

Fiir den Vergleich der auf dem Independent-Blocks-Bootstrap basierenden Anpassungs-
tests mit denjenigen fiir unabhéngige Zufallsvariable unter der Alternative der Lognormal-
verteilung wurden Zufallsfelder mit lognormalverteilten Marginalien LN (u, 0?) simuliert.
Die zugehorige Dichte ist

1 m@ewree)

xoy/ 2T

Verwendet wurden die Parameter p = —2.7583 und o2 = 0.0609, fiir die das in die
Momentenschétzer einflieBende zweite und vierte Moment in etwa denen der Verteilung
K(-;0.0045,7) mit L = 16 entsprechen.

Die Anpassungstests auf K-verteilte Marginalien fiir unabhéngige Blocke wurden auf-
grund der langen Rechenzeit auf 50 (1, 1)-abhingige Zufallsfelder der Grofle 49 x 49
mit LN (—2.7583,0.0609)-verteilten Marginalien beschréinkt, wobei bereits bei diesen 50
Zufallsfeldern eine deutliche Tendenz in den, in Abbildung 22 dargestellten, resultierenden
Quantil-Quantil-Plots zu erkennen ist. Die zugehorigen Quantile der empirischen Vertei-

fla;p,0%) =
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Abbildung 22: Q-Q-Plots fiir 50 (1, 1)-abhiingige Zufallsfelder der Grofie 49 x 49 mit LN (—2.7583,0.0609)-
verteilten Marginalien. Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-Statistik (rechts).

lungsfunktion der erzeugten Bootstrap-p-Werte sind zusétzlich in Tabelle 3 aufgelistet.
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Tabelle 3 Indep.-Blocks-Bootstrap: Lognormalverteilung
Teststatistik 1%-Quantil | 5%-Quantil 10%-Quantil
Kolmogorov-Smirnov 0.64 0.84 0.92
Cramér-von-Mises 0.70 0.88 0.94

Ausdiinnen reduziert die Datenstichprobe auf 50 Zufallsfelder der Grofle 25 x 25 mit
unabhéngigen Komponenten und LN (—2.7583,0.0609)-verteilten Marginalien. Mit diesen

wurden die Anpassungstests, denen der IID-Boostrap zugrunde liegt, durchgefiihrt. Die
Ergebnisse finden sich in Abbildung 23 sowie in Tabelle 4.
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Abbildung 23: Q-Q-Plots fiir 50 Zufallsfelder der Grofle 25 x 25 mit unabhingigen Komponenten
und LN (—2.7583, 0.0609)-verteilten Marginalien. Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-
Mises-Statistik (rechts).

Tabelle 4 IID-Bootstrap: Lognormalverteilung
Teststatistik 1%-Quantil | 5%-Quantil | 10%-Quantil
Kolmogorov-Smirnov 0.16 0.34 0.50
Cramér-von-Mises 0.26 0.44 0.50

Die Alternative der Lognormalverteilung wird von beiden Anpassungstests auf die Vertei-
lungsklasse K mit Bootstrap-Quantil fiir unabhéngige Blocke bei dem gegebenen Stich-
probenumfang auf allen Niveaus deutlich erkannt. Die Giite ist dabei deutlich hoher als
die Giite der Tests fiir unabhéngige Zufallsvariable, welche auch mit hoher Wahrschein-
lichkeit verwerfen. Die Tabellen 3 und 4 zeigen, dass sdmtliche Quantile der Tests mit dem
Independent-Blocks-Bootstrap grofler sind als diejenigen der korrespondierenden Tests mit
dem ITD-Bootstrap. Das bedeutet, dass sich die beiden Tests fiir unabhéngige Blocke sehr
gut dafiir eignen, lognormalverteilte Marginalien der Daten von K-verteilten abzugrenzen.
Wesentliche Unterschiede zwischen der Kolmogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises-
Teststatistik sind bei keinem der beiden Testverfahren zu erkennen.
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8.1.3 Testergebnisse unter der Alternative der Pareto-Verteilung

Fiir einen Vergleich der Tests unter der Alternative der Pareto-Verteilung wurden Zufalls-
felder mit Par(25)-verteilten Marginalien berechnet. Dabei handelte es sich um eine um
1 nach links verschobene Pareto-Verteilung mit dem Parameter v = 25 und der fiir alle
~v > 0 wie folgt definierten Wahrscheinlichkeitsdichte

1 y+1
> fir z > 0.
r+1

f(x;7)=v<

Die Verschiebung dient dazu, die Verteilung auf das Intervall (0, c0) zu konzentrieren.
Mit den Anpassungstests fiir unabhéngige Blocke, angewandt auf 50 (1,1)-abhéngige
Zufallsfelder der Grofle 49 x 49 mit Par(25)-verteilten Marginalien, ergeben sich die
Quantil-Quantil-Plots zur Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik respektive zur Cramér-von-
Mises-Teststatistik aus Abbildung 24.
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Abbildung 24: Q-Q-Plots fiir 50 (1, 1)-abhiingige Zufallsfelder der Grofie 49 x 49 mit Par(25)-verteilten
Marginalien. Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-Statistik (rechts).

Wichtige Quantile der empirischen Verteilungsfunktion der erzeugten Bootstrap-p-Werte
sind zusétzlich in Tabelle 5 aufgelistet.

Tabelle 5 Indep.-Blocks-Bootstrap: Pareto-Verteilung

Teststatistik

1%-Quantil

5%-Quantil

10%-Quantil

Kolmogorov-Smirnov

Cramér-von-Mises

0.08
0.08

0.28
0.26

0.44
0.44

Aus den Tests fiir unabhéngige Zufallsvariable, angewandt auf die 50 ausgediinnten Zufalls-
felder der Grofle 25 x 25 mit unabhéngigen Komponenten und Par(25)-verteilten Margi-
nalien, resultieren die Quantil-Quantil-Plots aus Abbildung 25 sowie die Quantile, welche
in Tabelle 6 aufgelistet sind.

Tabelle 6 IID-Bootstrap: Pareto-Verteilung

Teststatistik

1%-Quantil

5%-Quantil

10%-Quantil

Kolmogorov-Smirnov

Cramér-von-Mises

0.08
0.04

0.44
0.44

0.68
0.62
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Abbildung 25: Q-Q-Plots fiir 50 Zufallsfelder der Grofie 25 x 25 mit unabhéingigen Komponenten und
Par(25)-verteilten Marginalien. Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-Statistik
(rechts).

Unter der Alternative der Pareto-Verteilung haben alle vier Tests eine hohe Giite. Die
Giite der beiden Tests fiir unabhéngige Zufallsvariable ist im Vergleich etwas grofler als
die der Tests fiir unabhéingige Blocke. Bei letzteren ist ein deutlicher Unterschied zwischen
den Ergebnissen bei der Alternative der Pareto-Verteilung und denen bei der Alternative
der Lognormalverteilung, wo die Giite extrem hoch ist, erkennbar.

Unterschiede zwischen der Kolmogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises-Teststatistik
sind nicht erkennbar.

8.1.4 Einfluss des Monte-Carlo-Stichprobenumfangs unter der Hypothese

Die Ergebnisse dieses Abschnitts dienen der Uberpriifung, ob der verwendete Monte-
Carlo-Stichprobenumfang Ny = 200 unter der Hypothese hinreichend grof ist. Dazu
wurden zu jeder Datenstichprobe 200 Bootstrap-Stichproben generiert. Dann wurden je-
weils zwei Bootstrap-p-Werte berechnet. In die eine Berechnung flossen lediglich die ersten
100 Bootstrap-Stichproben ein. In der zweiten Berechnung wurde der Monte-Carlo-Stich-
probenumfang auf 200 erh6ht, indem sédmtliche Bootstrap-Stichproben verwendet wurden.
Als Datenmatrizen wurden hierbei 50 der 135 urspriinglichen Datenmatrizen aus Ab-
schnitt 8.1.1 verwendet, um eine bessere Ubersichtlichkeit in den Quantil-Quantil-Plots zu
gewéhrleisten, wobei die Quantil-Quantil-Plots dieser Teilmenge das Verhalten der Plots
der gesamten Menge abbilden. Bei den Datenmatrizen handelt es sich um Zufallsfelder
mit K(+;0.0045, 7)-verteilten Marginalien mit L = 16.

Mit den Anpassungstests auf die Verteilungsklasse K mit Bootstrap-Quantil fiir unab-
hiangige Blocke, angewandt auf 50 (1, 1)-abhéngige Zufallsfelder der Grofie 49 x 49 mit
K(-;0.0045, 7)-verteilten Marginalien, ergeben sich die Quantil-Quantil-Plots zur Kolmo-
gorov-Smirnov-Teststatistik bzw. zur Cramér-von-Mises-Teststatistik aus Abbildung 26.
Dabei wurden jeweils zwei Quantile der empirischen Verteilungsfunktion der Bootstrap-
p-Werte berechnet. Das erste mit dem Monte-Carlo-Stichprobenumfang 200, das zweite
mit Ny;e = 100.

Aus den beiden Anpassungstests fiir unabhéngige Zufallsvariable, angewandt auf die
50 ausgediinnten Zufallsfelder der Grofie 25 x 25 mit unabhéngigen Komponenten und
K(-;0.0045, 7)-verteilten Marginalien, resultieren die Quantil-Quantil-Plots aus Abbil-
dung 27. Auch hier sind jeweils die Quantile von mit dem Monte-Carlo-Stichprobenumfang
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Abbildung 26: Q-Q-Plots fiir 50 (1,1)-abhiingige Zufallsfelder der Grofle 49 x 49 mit K (-;0.0045,7)-
verteilten Marginalien zu den Monte-Carlo-Stichprobenumfingen Njy;c = 200 (griin o) und Ny = 100
(schwarz +). Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-Statistik (rechts).

200 berechneten Bootstrap-p-Werten denen mit dem Monte-Carlo-Stichprobenumfang 100
gegeniiber gestellt.
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Abbildung 27: Q-Q-Plots fiir 50 Zufallsfelder der Grofle 25 x 25 mit unabhingigen Komponenten und
K (+;0.0045, 7)-verteilten Marginalien zu den Monte-Carlo-Stichprobenumfingen Ny;¢c = 200 (griin o)
und Npyc = 100 (schwarz +). Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-Statistik
(rechts).

Die Quantil-Quantil-Plots lassen bei allen vier Anpassungstests bereits beim Ubergang
von Ny = 100 zu Ny = 200 keine deutlichen Unterschiede erkennen. Damit ist davon
auszugehen, dass sich auch bei einem gréfieren Monte-Carlo-Stichprobenumfang als 200
lediglich geringfiigige Anderungen ergeben wiirden. Da sich eine VergroBerung des Monte-
Carlo-Stichprobenumfangs proportional auf die Rechenzeit auswirkt, ist es von Vorteil,
diesen moglichst niedrig zu wahlen. Ein Monte-Carlo-Stichprobenumfang von 200 ist in
Bezug auf die Rechenzeit durchaus praktikabel und nach den beschriebenen Ergebnissen
hinreichend grof.

8.1.5 Einfluss des Monte-Carlo-Stichprobenumfangs unter der Alternative
der Lognormalverteilung

Auch fiir die lognormalverteilten Datenmatrizen wurde der Unterschied zwischen den
mit den Monte-Carlo-Stichprobenumfingen 200 und 100 durchgefiihrten Simulationen
untersucht. Dazu wurden die Datenmatrizen aus Abschnitt 8.1.2 verwendet.
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Betrachtet wurden 50 (1, 1)-abhéngige Zufallsfelder der Grofie 49 x 49, deren Marginalien
LN(—2.7583,0.0609)-verteilt sind. Darauf wurden die Anpassungstests auf die Vertei-
lungsklasse K mit Bootstrap-Quantil fiir unabhéngige Blocke angewendet. Es ergeben
sich die Quantil-Quantil-Plots aus Abbildung 28.

Fiir jede Datenmatrix werden zwei Quantile der empirischen Verteilungsfunktion der
Bootstrap-p-Werte berechnet, die sich in den verwendeten Monte-Carlo-Stichprobenum-
fangen von 200 und 100 unterscheiden.
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Abbildung 28: Q-Q-Plots fiir 50 (1, 1)-abhéngige Zufallsfelder der GroBe 49 x 49 mit LN (—2.7583,0.0609)-
verteilten Marginalien zu den Monte-Carlo-Stichprobenumfingen Ny;c = 200 (griin o) und Ny = 100
(schwarz +). Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-Statistik (rechts).

Die auf dem IID-Bootstrap basierenden Tests, angewandt auf 50 Zufallsfelder der Grofie
25 % 25 mit unabhéngigen Komponenten und LN (—2.7583, 0.0609)-verteilten Marginalien,
liefern die Quantil-Quantil-Plots aus Abbildung 29. Es sind die Ergebnisse zum Monte-
Carlo-Stichprobenumfang 200 und diejenigen mit Nj;c = 100 dargestellt.
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Abbildung 29: Q-Q-Plots fiir 50 Zufallsfelder der Grofie 25 x 25 mit unabhéingigen Komponenten und

-

o
©

o
o

Quantil-Quantil-Plot

Quantil der emp. VF der Bootstrap-p-Werte

-

o
©

o
®

o
3

o
o

o
2

I
~

o
w

Quantil-Quantil-Plot

o
A S
0.2 "
. sl T
++4—++ 0.1 St
e
0 e o I

o 02 04 06 08 F R 02 0.4 06 038

Quantil von U(0,1) Quantil von U(0, 1)

LN (—2.7583,0.0609)-verteilten Marginalien zu den Monte-Carlo-Stichprobenumféingen Ny;¢

(griin ) und Np;c = 100 (schwarz +). Kolmogorov-Smirnov-Statistik (links) und Cramér-von-Mises-
Statistik (rechts).

Auch unter der Alternative der Lognormalverteilung zeigen sich keine erkennbaren Unter-
schiede zwischen den beiden verwendeten Monte-Carlo-Stichprobenumféngen. Dies unter-
stiitzt die These, dass der in den Simulationen verwendete Monte-Carlo-Stichprobenum-
fang Nj;c = 200 hinreichend grof§ gewéhlt ist.
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8.1.6 Fazit

Im Vergleich der Ergebnisse des Kolmogorov-Smirnov- beziechungsweise des Cramér-von-
Mises-Anpassungstests auf die Verteilungsklasse K mit Bootstrap-Quantil fiir unabhén-
gige Blocke mit den korrespondierenden Tests fiir unabhéngige Zufallsvariable zeigt sich,
dass es unter der betrachteten Hypothese keine erkennbaren Unterschiede gibt. Bei beiden
Verfahren halten die Tests das Niveau gut ein.

Bei der Alternative der Lognormalverteilung ist die Giite der auf dem Independent-Blocks-
Bootstrap basierenden Tests extrem hoch. Sie iibertrifft die Giite der Tests fiir unabhén-
gige Zufallsvariable bei weitem. Hier geht der naheliegende Ansatz, aus dem (1, 1)-abhén-
gigen Zufallsfeld durch Ausdiinnen ein Zufallsfeld mit unabhéngigen Komponenten zu
machen, zu Lasten der Giite der Tests. Trotz der Abhéngigkeiten haben die auf dem
Independent-Blocks-Bootstrap basierenden Test durch den hoheren Stichprobenumfang
die groflere Giite.

Bei der Alternative der Pareto-Verteilung éndert sich bei den beiden Tests, denen der
IID-Bootstrap zugrunde liegt, an der Giite wenig im Vergleich zu der Alternative der
Lognormalverteilung. Beim Independent-Blocks-Bootstrap dagegen ist ein grofler Unter-
schied erkennbar, hier ist die Giite bei der Pareto-Verteilung etwas niedriger als die der
[ID-Tests.

Die Analyse des Einflusses des Monte-Carlo-Stichprobenumfangs in den beiden Abschnit-
ten 8.1.4 und 8.1.5 macht deutlich, dass sich bereits bei der Erhohung von 100 auf 200
kaum Unterschiede in den Testergebnissen zeigen. Damit ist davon auszugehen, dass sich
auch bei einem grofleren Monte-Carlo-Stichprobenumfang als 200 lediglich geringfiigige
Anderungen ergeben wiirden. Da sich eine Vergréferung des Monte-Carlo-Stichproben-
umfangs proportional auf die Rechenzeit auswirkt, ist es von Vorteil, diesen moglichst
niedrig zu wéhlen. Aufgrund dieser Ergebnisse wiirde auch 100 als Monte-Carlo-Stich-
probenumfang ausreichen. Um sicherzugehen, wurde 200 gewihlt, was in Bezug auf die
Rechenzeit immer noch praktikabel war.

In sdmtlichen Konstellationen sind nur geringe Unterschiede zwischen der Kolmogorov-
Smirnov- und der Cramér-von-Mises-Teststatistik vorhanden.

8.2 SAR-Daten

Der Kolmogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises- Anpassungstest auf K-verteilte Mar-
ginalien fiir unabhéngige Blocke werden auf die in Abschnitt 2.3 beschriebenen Radar-
daten angewendet.

8.2.1 Faltungsformel fiir die K-Verteilung

Es ist noch offen, ob die Daten bei der Anwendung der Anpassungstests als Spannungs-
amplituden oder als Leistungen vorliegen miissen. Um diese Frage zu klédren, wird die
Dichte (5.19) der K-Verteilung aus Definition 5.7 in einer anderen Form dargestellt. Sie
kann als gemischte Verteilung aus einer verallgemeinerten Rayleigh-Verteilung mit einer
Gammaverteilung geschrieben werden, vgl. [Joughin; Percival; Winebrenner, 1993].

Zunichst wird die verallgemeinerte Rayleigh-Verteilung entsprechend der Darstellung von
[Joughin; Percival; Winebrenner, 1993, (6), S. 990] definiert.
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8.1 Definition: Seien 6 > 0 und L € N. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung gR(-; L, 0?)
mit der Dichte

21
Jorl: L, 0%) = T(L/2)(20%)E2¢

—*/29%) fiir alle 2 > 0 (8.1)
heiBt verallgemeinerte Rayleigh- Verteilung zum Parameter o mit L Freiheitsgraden.

Im Folgenden werden bekannte, leicht verifizierbare Eigenschaften der verallgemeinerten
Rayleigh-Verteilung diskutiert.

8.2 Lemma: Seien L € N und o2 > 0 sowie Ny,..., N, unabhingige und identisch
N (0, 0%)-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt

> N?~gR(5L,0”). (8.2)

j=1

Fiir eine gR(; L, 0%)-verteilte Zufallsvariable X gilt
L
E(X?) = E( Y N?) = Lo*, (8.3)
j=1

Die Dichte der Gammaverteilung wird bezeichnet mit

bP
fa(y:b,p) = @yp_le_by fiir alle y > 0 (8.4)

mit den Parametern b,p > 0. Dies fithrt zu der folgenden Darstellung der Dichte der
K-Verteilung, vgl. [Joughin; Percival; Winebrenner, 1993, Gleichung (5), S. 989].

8.3 Lemma: Seien a,a > 0 und sei L € N. Dann gilt fiir die Dichte f der K-Verteilung
aus (5.19) die Faltungsformel

/Oo for(z; Loy) fa(y; (2¢*) " a)dy = f(z;a,a) fir alle z > 0. (8.5)
0

Beweis: Mit (8.1) und (8.4) gilt fiir a,« > 0, unter Verwendung der Integraldarstellung
(5.11) der modifizierten Besselfunktion zweiter Art, fiir die Faltungsformel

/0 " ol Loy fo (v (202, ) dy

l.L712fafL/2+1aI72a

_ e L1 2/ () /(262
= y e y
['(L/2)I () /0

_ R I /Oo pa—L/2-1 —a?/(4a®t)~t gy
D(L/2)T (@) Jy

potL/2—19—a—L/242,—a—L/2 x

[(L/2)C(a) AN

= f(zia,0).
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Dabei bezeichnet f die Dichte der K-Verteilung. Die letzte Gleichung gilt nach Lemma 5.4
aufgrund der Symmetrie von K, (-) in v € R. O

Bei der Anwendung dieser Ergebnisse auf Daten eines Radars mit synthetischer Apertur
muss L € 2N gelten. Dann ist % die Anzahl der looks. Im Fall von single-look Daten
gilt L = 2, und die verallgemeinerte Rayleigh-Verteilung reduziert sich auf die Rayleigh-
Verteilung.

Da die Bezeichnungen in der Literatur nicht einheitlich sind, wird im Folgenden eine sehr
ausfiihrliche Notation gewahlt. Zusétzlich wird auch auf weitere Bezeichnungen aus der
Literatur hingewiesen, um die Einordnung beziiglich anderer Quellen zu erleichtern.
Betrachtet wird die vom Radar empfangene komplexe Spannung V' (voltage, amplitude)
mit dem Realteil Re(V) (inphase, I) und dem Imaginérteil Im(V) (quadratur, Q). Aus
dieser wird die Leistung P (power, intensity) als P = Re(V)* + Im(V)? berechnet.

Bei multi-look Daten mit % looks werden fiir jede Auflosungszelle, vgl. Abschnitt 2.1, die
zu den komplexen Spannungen Vi,..., Vs, gehorenden Leistungen zusammengefasst zu
der Leistung

L)2
2
Zpower = E Z (Re(‘/J)Q + [m(‘/])2)

J=1

Fiir die zugehorige Spannungsamplitude gilt

L/2

2
Zvoltage =V Zpower - Z Z Re(V})Q + Im(‘/})2 (86)
=1

Physikalisch messbar ist die GroBe Zyoitqge nur im Fall von single-look Daten. Bei multi-
look Daten handelt es sich um einen artifiziellen Ausdruck, welcher durch das Aufsum-
mieren der Leistungen bei der Bildkonstruktion entsteht.

Seien 02 € (0, 00) sowie L € 2N, und seien die Zufallsvariablen
Re(V1),Im(Vh), Re(Va), ..., Im(Vy2) unabhéngig und identisch N (0, 0%)-verteilt. (8.7)

Diese Annahme wird durch den zentralen Grenzwertsatz motiviert, wenn davon ausge-
gangen wird, dass sich die gemessenen komplexen Spannungen aus den Beitrdgen vieler
einzelner, voneinander unabhéngiger Streuer mit vergleichbaren Riickstreuquerschnitten
zusammensetzen, vgl. dazu [Jakeman; Pusey, 1976].

Unter der Annahme (8.7) besitzt /% Z, o100 nach (8.2) eine verallgemeinerte Rayleigh-
2 g

Verteilung mit dem Parameter 02 und L Freiheitsgraden. Die daraus mit (8.5) berechnete
Dichte der K-Verteilung aus Gleichung (5.19) ist demnach auf die Spannungsamplitude
bezogen und wird im Folgenden mit fyoage bezeichnet. Fiir die erwartete Leistung gilt
nach (8.3)

E(Zypower) = 20°.

In diesem Kontext ist die K-Verteilung eine gemischte Verteilung mit der Darstellung (8.5),
deren Argument die Spannungsamplitude ist. Die verallgemeinerte Rayleigh-Verteilung
mit L Freiheitsgraden ist eine Funktion der Spannungsamplitude bei gegebener Leistung.
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Aus diesem Grund wird in Gleichung (8.5) die Dichte der verallgemeinerten Rayleigh-
Verteilung in der Literatur hdufig als bedingte Dichte f,r(-; L|y) geschrieben. Die ver-
allgemeinerte Rayleigh-Verteilung wird mit der Gammaverteilung gemischt, welche eine
Funktion der Leistung ist. Uber alle Auflésungszellen betrachtet werden somit die Mit-
telwerte der Leistung als gammaverteilt angenommen. Die Mittelwerte der Leistungen
variieren also rdumlich in den Auflosungszellen, das heifit jeder Auflésungszelle liegt eine
andere Varianz ¢? der normalverteilten Real- und Imaginérteile aus (8.7) zugrunde. Die
Wahl der Gammaverteilung erfolgt in [Ward; Tough; Watts, 2006, S. 109] aufgrund empi-
rischer Betrachtungen: It has been found that the gamma distribution provides the best
fit to most of the available data ... “ [Joughin; Percival; Winebrenner, 1993, S. 990] dage-
gen begriinden: , Many probability distributions [...] can be used to model the amplitude
fluctuations, although a large number of these do not lead to closed-form solutions. Using
a «y distribution [...] yields the K distribution.

Unter Verwendung der Beziehung (8.6) ldsst sich unter der Voraussetzung, dass die zuge-
horige Spannungsamplitude K (-; a, a)-verteilt ist, die Dichte f,oper der Leistungsampli-
tude schreiben als

q-L/2—a

fpower(y; a, O{) = 2a—1+L/2F(a)F(L/2)y

oy

[

’1Ka_L/2 (@> fiir alle y > 0
a
mit a, o > 0.

Fiir die Anwendung des Kolmogorov-Smirnov- und des Cramér-von-Mises-Anpassungs-
tests auf K-verteilte Marginalien fiir unabhéangige Blocke bzw. fiir unabhéngige Zufallsva-
riable miissen die Leistungsdaten im linearen Raum vorliegen, und es muss die Quadrat-
wurzel gezogen werden, da die Darstellung (5.19) der Dichte der K-Verteilung verwendet
wird.

8.2.2 Ablauf der Datenauswertung

Die zu testenden SAR-Daten sind die in Abschnitt 2.3 beschriebenen Wiese- bzw. See-
clutterdaten.

Im ersten Schritt wurden in Abschnitt 2.4 aus jeder der beiden Szenen Bereiche mit homo-
genem Clutter ausgewéhlt und deren Abhéngigkeitsstruktur bestimmt. Die empirische
Autokorrelationfunktion liegt sowohl fiir Datenvektoren in Range als auch in Azimut nur
fiir die Schrittweite 1 deutlich {iber dem Schwellenwert. Die beiden Tests auf Zufalligkeit,
angewendet auf vollstdndige sowie auf um die Halfte ausgediinnte Datenvektoren, unter-
mauern die Annahme, dass es sich bei den betrachteten Szenen um (1, 1)-abhéngige Zu-
fallsfelder handelt. Dabei spielt es keine Rolle, in welcher Form die Daten vorliegen, da die
Umrechnungen von dem dB-Raum in den linearen Raum sowie von Leistungen zu Span-
nungsamplituden deterministisch sind und somit keinen Einfluss auf das Vorhandensein
von Abhéngigkeiten haben, vgl. Abschnitt 2.3, Seite 13 sowie Gleichung (8.6).

Im zweiten Schritt werden nun der Kolmogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises-
Anpassungstest auf K-verteilte Marginalien fiir unabhéngige Blocke aus Abschnitt 6.2
durchgefiihrt. Dazu werden Datenmatrizen ausgeschnitten, deren Grofle von m; und ms
abhéngt. Im Fall der betrachteten (1,1)-abhéngigen Daten wurden Quadrate der Grofle
49 x 49 gewihlt. Diese sind grofl genug, um bei der Anwendung des Independent-Blocks-
Bootstrap in geniigend viele voneinander unabhéngige Blocke zerlegt werden zu konnen,
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vgl. Abschnitt 6.2.2. Die Blockgroe ist wiederum von my; und ms abhéngig und wird
fiir die betrachteten Abhéngigkeitsstruktur auf 9 x 9 gesetzt, so dass aus jeder Daten-
matrix eine Datenstichprobe aus 25 voneinander unabhéngigen Blocken entsteht. Aus
diesen Blocken wird die Copula geschétzt, wobei der die Genauigkeit bestimmende Para-
meter b auf 5 gesetzt wurde, vgl. Definition 6.7.

Wie in Abschnitt 6.2.3 beschrieben, werden viele Bootstrap-Stichproben mit dieser Copula
und K-verteilten Marginalien erzeugt. Fiir die Berechnung des Bootstrap-p-Wertes werden
die Bootstrap-Teststatistiken mit der Daten-Teststatistik verglichen, vgl. Abschnitt 6.2.4.
Der Bootstrap-p-Wert, eingesetzt in die Entscheidungsregel (6.25), liefert das Testergeb-
nis.

8.2.3 Testergebnisse

Neben den in Abschnitt 8.2.2 beschriebenen Anpassungstests fiir unabhéngige Blocke
mit der Kolmogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises-Teststatistik wurden auch die
beiden korrespondierenden Tests fiir unabhéngige Zufallsvariable auf die ausgediinnten
Datenmatrizen mit unabhéngigen Komponenten angewendet. Dabei entsprechen bei der
Durchfiithrung des Independent-Blocks-Bootstrap und des IID-Bootstrap die gewéhlten
Parameter denen aus Abschnitt 8.1.

Aus der ersten Szene aus Abschnitt 2.3 wurden 97 quadratische 49 x 49 Datenmatrizen mit
Wieseclutter ausgeschnitten. Diese Matrizen wurden mit geniigend Abstand zueinander
ausgewdahlt, um laut den Ergebnissen aus Abschnitt 2.4 ihre Unabhéngigkeit voneinander
zu gewihrleisten. Auf die vollstdndigen Datenmatrizen wurden zunéchst die beiden An-
passungstests auf K-verteilte Marginalien mit Bootstrap-Quantil fiir unabhéngige Blocke
angewendet. Dann wurden die Matrizen ausgediinnt und es wurden die Anpassungstests
auf die Verteilungsklasse K mit Bootstrap-Quantil fiir unabhéngige Zufallsvariable ange-
wendet. Fiir jede Datenmatrix verwarfen samtliche Tests die Hypothese, dass die betrach-
teten Daten K-verteilte Marginalien besitzen. Alle generierten Bootstrap-p-Werte waren

Null.

Die zweite Szene zeigt Seeclutter. Die Ergebnisse aus Abschnitt 2.4 lassen auf die (1, 1)-Ab-
héangigkeit dieser Daten schlieffen. Getestet wurden 40 voneinander unabhingige Daten-
matrizen der Grofle 49 x 49.

Der Kolmogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises- Anpassungstest auf K-verteilte Mar-
ginalien fiir unabhéngige Blocke wurden auf diese Datenmatrizen angewendet. Zur Erzeu-
gung der aus unabhéngigen Blécken bestehenden Datenstichprobe aus einer Datenma-
trix wurde dabei das Verfahren fiir (1,1)-abhéngige Zufallsfelder verwendet, vgl. Ab-
schnitt 6.2.2. Bei einem Testniveau von 10% wird fiir 31 (Kolmogorov-Smirnov-Teststa-
tistik) bzw. 29 (Cramér-von-Mises-Teststatistik) der 40 Datenmatrizen die Hypothese der
K-verteilten Marginalien verworfen. In etwa der Hélfte aller Falle ist der Bootstrap-p-Wert
Null. Dabei werden alle Datenmatrizen, in denen die Cramér-von-Mises-Teststatistik zum
Verwerfen fiihrt, auch bei Verwendung der Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik verworfen.
Fiir einige der Datenmatrizen scheint das Modell der (1, 1)-abhéngigen Zufallsfelder mit
K-verteilten Marginalien zuzutreffen, die Tests verwerfen hier nicht. Die vier Datenmatri-
zen mit den beziiglich der Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik gréfiten Bootstrap-p-Werten
sind in Abbildung 30 dargestellt. Hierbei handelt es sich um homogene Felder ohne groflere
Strukturen. Im Gegensatz dazu sind in Abbildung 31 vier Beispiele von Datenmatri-
zen abgebildet, fiir die jeweils beide Bootstrap-p-Werte Null sind. Jede dieser Matrizen
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Abbildung 30: Seeclutter, 4 Matrizen der Grofle 49 x 49 mit hohen Bootstrap-p-Werten, Kolmogorov-
Smirnov-Statistik a) 0.6150, b) 0.3950, ¢) 0.3500, d) 0.2700, Cramér-von-Mises-Statistik a) 0.7600,
b) 0.5200, ¢) 0.3850, d) 0.5650.

beinhaltet zumindest kleine Strukturen. Dies trifft auf alle Datenmatrizen mit kleinen
p-Werten zu. Moglich ist, dass in diesen Fillen die Hypothese verworfen wird, da die An-
nahme, die Datenmatrix liele sich in unabhéngige und identisch verteilte Blocke zerlegen,
offensichtlich nicht erfiillt ist.

Fiir einen Vergleich der Tests fiir unabhingige Blocke und derjenigen fiir unabhéngige
Zufallsvariable wurden die Datenmatrizen ausgediinnt. Nach dem Streichen jeder zweiten
Zeile und Spalte bleiben auf diese Weise lediglich ein Viertel der vorherigen Daten in
jeder Matrix iibrig, die resultierenden Matrizen haben die Grofle 25 x 25. Sie wurden
mit dem Kolmogorov-Smirnov- und dem Cramér-von-Mises-Anpassungstest auf die Ver-
teilungsklasse K mit Bootstrap-Quantil fiir unabhéngige Zufallsvariable getestet. Zum
Testniveau 10% wurde in 19 (Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik) bzw. 16 (Cramér-von-
Mises-Teststatistik) von 40 Féllen verworfen.

Im Vergleich zu den Anpassungstests fiir unabhéngige Blocke verwerfen die beiden Tests
fiir unabhéngige Zufallsvariable die Nullhypothese der K-verteilten Marginalien wesent-
lich seltener. Wird der Vergleich auf eine Teststatistik und den zu dieser gehorigen Tests
fiir unabhéngige Blocke sowie denjenigen fiir unabhéngige Zufallsvariable beschrénkt,
so finden sich Auffélligkeiten. Die nachfolgenden Anzahlen beziehen sich dabei auf die
Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik, die Ergebnisse beziiglich der Cramér-von-Mises-Test-
statistik sind diesen sehr dhnlich. Fiir alle Datenmatrizen, bei denen der Test fiir unab-
héngige Zufallsvariable den Bootstrap-p-Wert Null liefert, ist auch der Bootstrap-p-Wert
des Tests fiir unabhéngige Blocke Null. Aber bei den hoheren Bootstrap-p-Werten zeigen
sich Unterschiede. Der Test fiir unabhéngige Blocke ergibt bei 9 Datenmatrizen Bootstrap-
p-Werte, die grofler als 0.1 sind. Beim Test fiir unabhéngige Zufallsvariable sind es 21
Datenmatrizen. Allerdings sind nur zwei Drittel der 9 Datenmatrizen auch unter diesen
21 Datenmatrizen zu finden. Hier scheint das Ausdiinnen der Matrizen und der damit ein-
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Abbildung 31: Seeclutter, 4 Matrizen der Groflie 49 x 49 mit Bootstrap-p-Werten Null, Kolmogorov-
Smirnov-Statistik a) 0, b) 0, ¢) 0, d) 0, Cramér-von-Mises-Statistik a) 0, b) 0, ¢) 0, d) 0.

hergehende hohe Datenverlust starke Auswirkungen darauf zu haben, fiir welche Matrizen
die Nullhypothese zum Niveau 0.1 nach der Entscheidungsregel (6.25) nicht verworfen
wird.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass bei dem analysierten Wieseclutter die Ergebnis-
sen aus Abschnitt 2.4 fiir das Modell der (1,1)-Abhéngigkeit sprechen, aber entweder
andere Voraussetzungen wie die identische Verteilung der Blocke verletzt sind, oder die
eindimensionalen Randverteilungen nicht in der Klasse der K-Verteilungen liegen. Hier
konnen die Anpassungstests fiir eine andere eindimensionale parametrische Verteilungs-
klasse modifiziert werden. Dazu miissen neben den erforderlichen Voraussetzungen an die
Verteilungsklasse auch diejenigen an die zugehorigen Schétzer erfiillt sein.

Bei den aus derselben Szene stammenden Datenmatrizen mit Seeclutter gibt es Daten-
matrizen, fiir welche alle vier Tests auf K-verteilte Marginalien als Bootstrap-p-Wert Null
liefern und somit die Nullhypothese zu jedem Testniveau verwerfen. In solchen Matrizen
kénnen visuell grobere Strukturen erkannt werden. Andererseits existieren auch Daten-
matrizen, auf die das Modell zu passen scheint. Um welche der Matrizen es sich dabei
handelt, wird jedoch stark davon beeinflusst, ob der angewendete Test die Abhéngigkeits-
struktur der Daten beriicksichtigt. Zwischen den Resultaten, die unter Verwendung der
Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik und der Cramér-von-Mises-Teststatistik gewonnen wer-
den, gibt es kaum Unterschiede. Zwischen den Ergebnissen des Tests fiir unabhéngige
Blocke, welche die (1, 1)-Abhéngigkeit der Daten berticksichtigt, und denen der Tests fiir
unabhéngige Zufallsvariable sind die Unterschiede dagegen sehr grofi.

Dies macht die Notwendigkeit deutlich, die Abhéngigkeiten zwischen den Daten in deren
Auswertung einflieen zu lassen.
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A.1 Abschitzungen einzelner Funktionen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Funktionen abgeschétzt. Die Ergebnisse kommen beispielsweise bei der
Herleitung integierbarer Majoranten zum Einsatz.
Es seien 8 > 0 und ho > 0 dazu so klein gewihlt, dass auch 8 — ho > 0 ist. Ferner sei £ € [3 — ho, 8 + ho].

e Fiir ¢ > 0ist

£ < Cﬁ—h01(0<1)+h01(021).

(&) <)

§ B — ho

e Die Gammafunktion hat auf der positiven reellen Achse ein Minimum (Zmin , I'(@min ) ), das numerisch berechnet
ungefihr bei (1.461632, 0.885603) liegt. Daher gilt fiir alle y € (0, co)

C

e Fiir ¢ > 0ist

1 1
— < <12
T'(y)

und es gilt fiir hinreichend klein gewéhltes ho
L&) <T(B+hol(B > zmin) — hol(B < Tmin)) .

Fir die folgenden Abschiatzungen der Polygammafunktionen wird die Reihendarstellung der m-ten Poly-
gammafunktion fiir alle y € R\ {—1, -2, —3,...} bendtigt

1

nly) = (0"l Y

k=0

e Die Digammafunktion ¢(y) ist fiir alle y € (0, c0) streng monoton wachsend. Das kann iiber die Ableitung der
Digammafunktion, die Trigammafunktion 11 (y) = %’(y), begriindet werden, fiir welche die obige Reihendarstel-
lung positiv ist:

wl(y)sz > 0.

k=0

Daher kann die Digammafunktion abgeschétzt werden durch
¥(&) < P(B+ ho).

e Fiir die Trigammafunktion 1 (y) ist die Ableitung fiir alle y € (0, c0) negativ

P2(y) = fzz m <0.

k=0

Aufgrund des Monotonieverhaltens gilt fiir die Trigammafunktion
¥1(§) < ¥1(8 — ho).
e Der Logarithmus erfiillt fiir alle § > 0
lim y” In(y) = 0
und damit gilt fiir ein entsprechend gewahltes ys > 0 die Abschitzung
|In(y)| < y~° fiir alle y € (0, ys).

Ferner gilt fiir alle §>0

lim yigln(y) =0.

Yy—oo
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Dies impliziert fiir ein entsprechend gewéhltes yz < co die Abschétzung

|In(y)| < 3’ fiir alle y € (y5,00).

e Die modifizierte Besselfunktion zweiter Art K, (z) mit v € R ist nach Lemma 5.3 streng monoton fallend in
z € (0, 00). Daher gilt

K, (g) <K, (ﬁ%) fiir alle z € (0, 00).
0

e Fiir alle ¢ € R und alle z > 0 gilt nach Lemma 5.4

Keye(2) £ KgypothoI(8+c>0)—hol(8+c<0)(2)-

e Fiir alle ¢c € R und alle t > 0 ist

1 1
tet+é < tetB—hol(t>1)+hol(¢t<1)"

e Fiir alle ¢ € R und alle z,a > 0 ist

S ) ool —t—22/(a24t) < 1 —t—22/(a24t)
A t§+c€ dtS o me dt+ ; tc+ﬁ7hoe dt<OO

Das Integral ist endlich, da das Verhalten des Produktes aus dem gebrochen rationalen Faktor und der Exponen-
tialfunktion sowohl fiir ¢ — 0 als auch fiir ¢ — co von der hoheren Konvergenzgeschwindigkeit der Exponential-
funktion bestimmt wird.

e Fiir alle c € R und alle > 0 gilt
/°° 1 mema?i€an gy o /°° L gmt=a/(n)?an gy
o t o t
Das folgende Lemma wird zur Berechnung der Konvergenzordnungen in den Abschnitten A.2.2 und A.4.2 benétigt.
A.1 Lemma: Sei f: (0,00) — R eine stetige Funktion, die f(y) — 1 fiir y — oo erfiillt. Dann gilt fiir alle

m € Np

Y In(v)™ n(y)™ !
/1 #f(v)dv - %(1 +o(1)) fiir y — oo. (A1)

Beweis: Sei e > 0. Nach Voraussetzung existiert y. € (1,00) mit
1—e< f(v) <1+e¢ fir alle v > y.. (A.2)

Ferner gilt fiir alle y > y. die Zerlegung

[ o = [ RO foyao+ [T fo)an, (43)

v (% ye (%

Nach (A.2) ldsst sich der zweite Summand abschétzen durch

(1-¢) /y LI /y ™ ¢y < (1+2) /y ()™ 4, (A4)

v v Ye (%

€ €

Diese beiden Schranken lassen sich folgendermafien umformen

Y In(v)™ In(v)™tt]7Y In(y)™**
1 2 w=q1 = = em (1)L A.
( ie)/y o = :te){ | = eonstem + (k) (A5)

€

Fiir den ersten Summanden aus Gleichung (A.3) gilt aufgrund der Stetigkeit von f

v

/lya Mf(v)dv = conste,m. (A.6)
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Insgesamt ergibt sich aus (A.3), (A.4), (A.5) und (A.6) fiir alle y > y.

m+1 /y In(v)™

conste m
. <
)= gy

In(y)m+1

f(v)dv < conste, m

+(1- v ~ In(y)m+!

+(1+4¢).

Es existiert y. > 0 so, dass gilt

conste, m

——— | < ¢ fiir alle y > y..
m(y)m <efiralley >y

Damit gilt fiir alle y > max{y, y-}

m+1 Y In(v)™
_ < <
1-2< ()71 / . fw)dv <1+ 2,

woraus (A.1) folgt. |

A.2 Konvergenzordnung von [;°t°In (3) e~ t=*/(4a*) 4t fiir a > 0

A.2.1 Fiirxz — o

Die Ausdriicke o(1) und O(1) beziehen sich in diesem Abschnitt jeweils auf das asymptotische Verhalten fiir
x — 00.

Fiir die Herleitung der gewiinschten Konvergenzaussage wird das Integral zunéchst in eine Summe zerlegt. Dann
werden die Konvergenzordnungen der in den einzelnen Summanden auftretenden Integrale bestimmt.

Es gilt fiir alle p € R und alle z € (0, 00)

/Oo t’ 1n 1 VAP TR /OO s’ 1n S e (s H1/9) gg
0 t 0 s

= x”+1{ - ln(:v)/ sPe "1/ g f/ s? ln(s)efz(erl/s)ds}.
0 0

Fiir diese beiden Integrale ergeben sich durch Substitution die Gleichungen

/Oo sPe Tt/ g = /OO s (PR gmm(s /) g 4 /OO sPe /) gg (A7)
0 1 1
sowie
oo oo oo
/ s In(s)e "/ gs = —/ s~ (P2 ln(s)e_x(sﬂ/s)ds—&—/ s”In(s)e " T/9) s, (A.8)
0 1 1

Die Gleichungen (A.7) und (A.8) implizieren

o 1\ a2 1 % (p+2) —a(s+1/s) * (p+2) —a(s+1/s)
/ t"In 7)e dt = a2 {fln (x)/ s Ve ds+/ s In(s)e ds
0 1

1

—ln(x)/ spe_ac(sﬂ/s)ds—/ s’ ln(s)e_m(sﬂ/s)ds}. (A.9)
1

1

Betrachtet werden daher die beiden Integrale
oo oo
/ sPe "9 s und / s”In(s)e "/ gs.
1 1
1) Es gilt

o0
/ sPe vt/ gg
1

- <>H1L®ﬁ+(u+mamymr“ZGIaéjﬁvﬁemﬁ
<

p+1 oo p+1
> 67211'71/2/ {E +2+ ((E + 4) E>1/2} ;mefudu. (A.10)
o L7 v (2 +4)u)

1
2
1
2
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Es sei 0.B.d.A. z > 1. Betrachtet wird das Integral

1
P+ 1

/ooo {% t2+ (( +4) x>1/2} Wefudu,

Fiir alle p > —1 und alle u € (0, c0) gilt
1/2]P+1 1 +11
{E +2+ ((E +4) E) } 71/26_1‘ < [u—l— 24 ((u+4) u)l/Q]p e,
O I :

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist iiber (0, c0) integrierbar.

Im Fall p < —1 kann der Integrand fiir alle u € (0, o) folgendermaflen abgeschitzt werden
1727, 1
{E +24 (( + 4) ) } 71&6*“ < 9Py M2,
v v ((5+4)u)

Auch in diesem Fall ist die rechte Seite der Ungleichung iiber (0, c0) integrierbar.

Damit ist auf (0,00) und fiir alle p € R eine integrierbare Majorante gefunden und der Satz von Lebesgue

impliziert

pt+1 1

o E 1/2 —1/2 _—u T—00 p/oo -1/2 —u __op
/0 {x+2+(( +4)x) } 7(%+4)1/2u e "du — 2 ; N e “du = 2°\/x. (A.11)

Zusammengefasst ergeben (A.10) und (A.11) fiir alle p € R
/ sPe Tt/ g = m*lﬂe*%%ﬁ(l + o(1)). (A.12)
1

Es gilt
- s”In(s _””(s+1/s)ds
1
p+1

T [ @22

)
) o—20,-1/2
J B G ] e GG (Ge9D)7)) e

’ (A.13)

1 1 1, 9 172\ —at
—((t+2)(t72))1/2ln(§t+§(t —4)/)6 dt

(3
(3

Es sei 0.B.d.A. z > 1. Betrachtet wird das Integral

Pl @on™] GG e (D)) e

Fiir alle p > —1 und alle u € (0, 00) gilt

e (99" e G (Er97))
P11

< [u+2 + ((u+4) u)1/2] §u71/21n (% <u+ 24+ ((u+4) u)1/2)> e v

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist iiber (0, c0) integrierbar.

Im Fall p < —1 kann der Integrand fiir alle u € (0, c0) folgendermafen abgeschiitzt werden

1
P+ 1

E+2+(( +4)$)1/1 W]n(%(%+2+(( +4) x)m))e*“
< 2042 (% (u+2+ ((u+4) u)l/Q)) e

Auch in diesem Fall ist die rechte Seite der Ungleichung iiber (0, c0) integrierbar.
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Damit ist auf (0,00) und fiir alle p € R eine integrierbare Majorante gefunden und der Satz von Lebesgue

impliziert
/oo E+2+((E+4)E>1/2 p+1 1 _1/2111 l E+2+(<E+4) E)I/Q —uy
o L@ x x (& 14) 2Y o\ 7 - po e “du
TR 9p 1n(1)/ w2y = 9° ln(l)\/_ —0. (A14)
0

Zusammengefasst ergeben (A.13) und (A.14) fiir alle p € R
/ s”In(s)e "9 qs = 712727 (1). (A.15)
1

Insgesamt gilt mit Gleichung (A.9) sowie den Konvergenzordnungen (A.12) und (A.15)

> 1

/ t* In (—) et gy

0 t

= :vPH{ - ln(:v):vfl/Qe*QI%\/?(l +0(1)) + 22 *0(1)

- ln(m)m_l/Qe_%%ﬁ(l +o(1)) — x_l/Qe_on(l)}
—z" 2 n(z)e " Va(1 + o(1)).

Die gewiinschte Konvergenzaussage fiir x — oo ergibt sich durch Ersetzen von x durch - im obigen Integral.

> 1\ —t—2%/(4a2r) t1/2y () e/ L2 i)
/ t In (z) e TNV = —gf In (%) e "/r (5) a” '\’ (14 0(1))
0

p+1/2
= 2" m(z) e m (%) a1 4 o(1)). (A.16)

A.2.2 Firxz—20

Die Ausdriicke o(1) und O(1) beziehen sich in diesem Abschnitt jeweils auf das asymptotische Verhalten fiir z — 0.

Um fiir p € R die Konvergenzordnung des Integrals

t In 1 e gt (A.17)
0 t

fir z | 0 zu bestimmen, wird eine Fallunterscheidung beziiglich p bendtigt.

1) Sei p > —1. Fiir alle z € (0,00) und alle t € (0,00) kann der Integrand von (A.17) betragsmiBig abgeschiitzt

werden durch
t’ In <l>67t712/t
t

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist fiir p > —1 iiber (0,00) integrierbar. Daher impliziert der Satz von

< t?|In(t)]e”".

Lebesgue fiir alle p > —1

/ t’ In (1) eft*ﬁ/tdt g / t’ In <l> e tdt
0 t 0 3

= —I(p+1)=-T(p+Dv(p+1). (A.18)
2) Sei p < —1. In diesem Fall wird die Summendarstellung (A.9) fiir alle z € (0, o)

/Oo t* In (%) e g = x”+1{ —In(z) /OO s PV (st ge 4 /Oo s~ P In(s)e T/ 9y
0 1 1

fln(x)/ spe_’c(s*'l/s)dsf/ spln(s)e_’c(s+l/s)ds}
1

1



150 A Analytische Hilfsmittel

verwendet, um die Konvergenzordnung des Integrals zu bestimmen. Dazu werden die Summanden einzeln
betrachtet. Fiir den Integranden des dritten Integrals ist s” eine fiir p < —1 iiber (1,00) integrierbare Majo-
rante. Daher impliziert der Satz von Lebesgue

o0 1 z10 [ 1
/1 sPe T/ gg T /1 sPds = or T (A.19)

Fiir den Integranden des vierten Integrals ist s” In(s) eine fiir p < —1 iiber (1, 00) integrierbare Majorante und
mit dem Satz von Lebesgue folgt

o° 1 zlo [ 1
/ s In(s)e "/ gs T / s”In(s)ds = ———5. (A.20)
1 1 (p+1)
Zu untersuchen bleiben das erste und das zweite Integral. Mit dem Ubergang zur Notation p’ = —(p+2) lassen

sich diese schreiben als

e ’ e ’
/ 57 e ) gg und / s” In(s)e "V ds fiir p’ > —1.
1 1

Fiir das erste Integral gilt fiir alle p’ > —1

/00 tple_ac(Hl/t)dt = m_(p/'H) /OO sple_(s+x2/s)ds. (A.21)

1 x

Dieses Integral lisst sich als Differenz schreiben

/ s e (Fo/9) g :/ sple_(sﬂg/s)ds—/ s e~/ g (A.22)
T 0 0

Fiir alle z € (0,00) und alle s € (0, 00) gilt fiir die Integranden

—(s+2?/9)| < oo s

’
s’e

Da die rechte Seite der Ungleichung iiber (0, c0) integrierbar ist, impliziert der Satz von Lebesgue

< —(s+a2/s) zl0 R —s ’
/ s’ e ds = / s e *ds=T(p +1).
0 0

AuBlerdem gilt

und damit

z ’ 2
/ s” e T gg = o(1).
0

Insgesamt ergibt sich mit Darstellung (A.22)
/ s” e /9 gs = T(p! +1)(1 + o(1)). (A.23)

Mit (A.21) folgt daraus

/ 7 e /D gy — =IO () 4+ 1)(1 + o(1)). (A.24)

1

Fiir das letzte noch zu betrachtende Integral aus Gleichung (A.9) gilt fiir alle p’ > —1

R ’ ’ R ’ 2 / R ’ 2
/ 7 In(t)e "D gy = x= (0 +1)/ s” In(s)e”H /g — =P+ ln(x)/ s e e/ gs  (A.25)
1 T

x

Fiir das erste Integral in der Differenz gilt mit einer Argumentation analog zu derjenigen von (A.23) und der

iiber (0, 00) integrierbaren Majorante s |In(s)|e ™

/oo s* In(s)e” /) ds = (o' + 1)w(p’ + 1)(1 + o(1)). (A.26)
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Damit und mit der Konvergenzordung (A.23) ergibt sich aus Darstellung (A.25) fiir alle p’ > —1

/ " In(t)e > 0at = —z= @D In(z)D(p" + 1)(1 + o(1)). (A.27)
1

Zusammengefasst ergeben Gleichung (A.9) sowie die Konvergenzordnungen (A.19), (A.20), (A.24) und (A.27)
fir alle p < —1

/OO " In (%) e gt = — 2Pt In(2)2D0 (= (p+ 1)) (1 + o(1)). (A.28)

3) Seip=-—1.
Es gilt fiir alle p € R und alle z € (0, c0)

/ ¢ In (%) et g = mﬁ'H{ - ln(m)/ sPe =t/ gg —/ 5P ln(s)e_x(sﬂ/s)ds}.
0 0 0

Es gilt fiir alle z € (0, 00)

oo oo
/ s In(s)e T gs = — / t ' In(t) e Dy,
0 0

Also gilt fiir alle z € (0, 00)

/ s Mn(s)e T ds = 0. (A.29)
0

Damit vereinfacht sich die obige Summendarstellung zu

/ t'ln (%) et gy = —ln(m)/ s te TS g,
0 0

Mit
1 oo
/ s e "t/ gs = / t et/ gy (A.30)
0 1
folgt
/ t'In (%) et gt = —21n(m)/ s tem s/ g (A.31)
0 1
Fiir das Integral auf der rechten Seite der Gleichung werden im Folgenden integrierbare Majoranten hergeleitet.
/oo sflefz(erl/S)ds _ /oo 1 e~ du
1 2 ((u+2)(u—2))2
> 1
U d A.32
/21 (v + 22) (v — 22))1 72 <= " (4.32)
=g(v)
=fz(v)
= [ - | fe(v)g'(v)dv (A.33)
2z

mit
v 1
f=(v) = /1 ((u+ 2z) (u — 2x))1/2

du fiir alle v € (2, 00).

Fiir die beiden Terme aus (A.33) werden separat die Konvergenzordnungen hergeleitet. Dazu wird zunéchst
die Funktion |f| nach oben abgeschitzt.

Fiir alle z € (0, %),v € (2z,00) und u zwischen 1 und v gilt ¥ > min{1,v} > 2z, also u — 2z > 0. Daher gilt

1 1
((u+2z)(u — 2x))1/2 s u—2z"

Es sei 0.B.d.A. z < %
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Fiir die Funktion f, ergibt sich fiir alle v € (2z, 00)

rol < |[ Sy

= |In(v — 2z) — In(1 — 2z)|. (A.34)

Also gilt fiir v € (2z,00)
If-(v)g(v)] < |In(v —2z) —In(1 —2z)le”" =3 0.
Damit folgt

[fe(v)g(v)], =5, 0 — fo(22)g(27)
1 1
/zz ((u+22)(u — 2x))1/2

Dieses Integral lédsst sich so umformen, dass es die Voraussetzungen von Lemma A.1 mit m = 0 erfiillt

du-e %", (A.35)

1 1 =1 1
| syt = | (e n o) ””

v

— (%) (14 0(1)) = —In(2) (1 + o(1)) (A.36)
nach (A.1). Gleichung (A.35) und die Konvergenzordnung (A.36) implizieren
[fz(v)g(v)]Zi;Z = —In(z)(1 4 o(1)). (A.37)

Damit ist der erste Term aus Gleichung (A.33) bestimmt. Fiir den zweiten Term gilt nach Abschétzung (A.34)

/ °° fo()g (v)dv

< / [In(v — 2z) — In(1 — 2z)| e “dv
2

x

=10 / In(v)| e~"dv € R. (A.38)
0

Aus (A.33) und den Konvergenzordnungen (A.37) sowie (A.38) folgt fiir | 0

/Oo s le "t gs = —In(z)(1 + o(1)). (A.39)

Zusammengefasst ergeben Gleichung (A.31) und die Konvergenz (A.39) fiir p = —1

/Ow i (%) e Mt = 21n(2) (1 + 0(1)). (A.40)

Mit den Ergebnissen (A.18), (A.28) und (A.40) aus der vorhergehenden Fallunterscheidung gilt fiir z | 0

- . . —T(p+1Y(p+1)(1 + o(1)), falls p > —1
/ t"In (Z) e Tt = { — g2t In(2)20(— (p + 1)) (1 + o(1)), falls p < —1
’ 21n(z)2(1 4 o(1)), falls p = —1.

Z

Wird im obigen Integral z durch -

ersetzt, so ergeben sich die gewiinschten Konvergenzordnungen fiir z | 0

—T(p+ Da(p+ 1)(1 + o(1)), falls p > —1 (A.41)
o _ p2(pF1) —(2p+1) , —2(p+1)
/ # (1) e_t_xz/(4a2t)dt: ZP T In(z)27 T g TP
0 t T(=(p+1))(1+ 0(1)), falls p < —1 (A.42)

2 ln(m)Q(l +0(1)), falls p = —1. (A.43)
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A.3 Konvergenzordnung von [/~ tre—t—=*/(4a’D) gt fiir @ > 0

Es gilt fiir alle p € R und alle = € (0, 00) unter Verwendung von (A.7)

/OO et gy = et /OO sPe 2T/ 4g
0 0

= mp'H{ /OO s (P gmalsF1/8) g 4 /00 spe_x(s+1/s)ds}. (A.44)
1 1

A.3.1 Fir zx — o

Die Ausdriicke o(1) und O(1) beziehen sich in diesem Abschnitt jeweils auf das asymptotische Verhalten fiir
x — 00.
Mit der Summendarstellung (A.44) und mit der Konvergenzordnung (A.12) folgt

/ et Nt = P22 /n(1 4 o(1)). (A.45)
0

A.3.2 Firx—20

Die Ausdriicke o(1) und O(1) beziehen sich in diesem Abschnitt jeweils auf das asymptotische Verhalten fiir z — 0.

Um fiir p € R die Konvergenzordnung des Integrals
/ e "ty (A.46)
0

fiir | 0 zu bestimmen, wird eine Fallunterscheidung beziiglich p benétigt.

1) Sei p > —1. Fiir alle x € (0, c0) ist der Integrand von (A.46) positiv und t*e " ist fiir p > —1 eine iiber (0, 00)
integrierbare Majorante. Daher impliziert der Satz von Lebesgue fiir alle p > —1

/ AT TR / tPe tdt =T(p+1). (A.47)
0 0

2) Sei p < —1. Aus der Summendarstellung (A.44) und den Konvergenzordnungen (A.19) sowie (A.24) folgt

/OO ettt = PO (— (p+ 1))(1 + o(1)). (A.48)

3) Sei p = —1. Die Summendarstellung (A.44) und die Konvergenzordnung (A.39) implizieren

/OO tle " gy = —21In(z)(1 + o(1)). (A.49)

A.4 Konvergenzordnung von fooo tP In (%)2 e t==*/(4a*) g¢ fiir a > 0

A.4.1 Fir zx — o0

Die Ausdriicke o(1) und O(1) beziehen sich in diesem Abschnitt jeweils auf das asymptotische Verhalten fiir
T — 00.

Fiir die Herleitung der gewiinschten Konvergenzaussage wird das Integral zunéchst in eine Summe von Integralen
zerlegt. Dann werden die Konvergenzordnungen der einzelnen Summanden bestimmt.

Es gilt fur alle p € R

o 1\? —t—xz2?/t
/ t"In{ =] e dt
0 t
xp+1{ In (z)* / sPe "t s 4 21n(x) / s”1n (s) e "9 gs 4 / 5" In (s)° e_ac(sﬂ/s)ds}.
0 0

' (A.50)

Es ergibt sich durch Substitution

/ s° ln(s)Qe_’c(SH/s)ds:/ s~ (P+2) ln(s)Qe_’c(SH/s)der/ 5" In(s)2e " F/9) g, (A.51)
0

1 1
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Die Zerlegungen der Integrale (A.7), (A.8) und (A.51) sowie (A.50) fithren zu

o 1\? —t—xz?/t
/ t"In{ =] e dt
0 t
$p+1{ In (z)* / 5~ (P19 g5 _ 21n(x) / 5P (s) e T g
1 1
+/ s~ 0 (5)? e "9 g5 4 In(x)? / sPe "/ g
1 1
+21n(:v)/ s* ln(s)efz(s+1/5)ds+/ s? ln(s)Qeﬂ”(Hl/s)ds}. (A.52)
1 1

Fiir die Integrale, in denen der Logarithmus im Integranden maximal in erster Potenz vorkommt, wurden bereits
in Abschnitt A.2.1 die asymptotischen Ausdriicke (A.12) und (A.15) hergeleitet.
Mit einer analogen Rechnung wie derjenigen, die zu (A.13) fiihrt, folgt

/OO s”In(s)e "9
1

= (3) e
LB @] e GG (D))
(A.53)

Zu diesem Integral kénnen fiir alle p € R iiber (0, 00) integrierbare Majoranten mit denselben Methoden hergeleitet
werden wie in Abschnitt A.2.1, Seite 148f. Der Satz von Lebesgue impliziert dann

o0 1/2]Pt1 172\ \ 2
/ [E+2+((E +4) E) } ﬁu‘”ﬂn(l (3+2+((3+4) E) )) e du
0o LT T x (L +4) 2\ x T

2% 97 1In(1)? / u e du = 2° In(1)*/7 = 0. (A.54)
0

Zusammengefasst ergeben (A.53) und (A.54) fiir alle p € R

) 3 1 p+1 B 3 3 3
/ s”In(s)?e "/ gs = (5) e g 20(1) = 372 0(1). (A.55)
1

Insgesamt gilt mit Gleichung (A.52) sowie den Konvergenzordnungen (A.12), (A.15) und (A.55) fiir alle p € R

0o 2
/ t” In <%> et gy = gt/ In(z)?e” > /7 (1 + o(1)).
0

Die gewiinschte Konvergenzaussage fiir x — oo ergibt sich durch Ersetzen von 2 durch - im obigen Integral.

> 1\* —i-a?/0aa20) F1/27 (2 ) L2 i)
/ t” In (E) et/ gy — P2 (1) e 07 (5) a” T2 4 0(1)). (A.56)
0

A42 Firxz—0

Die Ausdriicke o(1) und O(1) beziehen sich in diesem Abschnitt jeweils auf das asymptotische Verhalten fiir z — 0.

Um fiir p € R die Konvergenzordnung des Integrals

0o 2
in (1) et="egy (A.57)
o t

fiir | 0 zu bestimmen, wird eine Fallunterscheidung beziiglich p benstigt.

1) Sei p > —1. Fiir alle z € (0,00) und alle t € (0,00) kann der Integrand von (A.57) betragsméBig abgeschétzt

werden durch
P 1 ? 7tfz2/t P 2 —t
t” In 1) <t’In(t)%e "
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Die rechte Seite dieser Ungleichung ist fiir p > —1 iiber (0,00) integrierbar. Daher impliziert der Satz von
Lebesgue fiir alle p > —1

S 2 oo 2
/ t” In <%) et gy / t” In (%) e tdt=T"(p+1). (A.58)
0 0

2) Sei p < —1. In diesem Fall wird die Summendarstellung (A.52) fiir alle z > 0

* 1\? t—ax?/t
/ t’ In (—) et gy
0 t

mp'H{ In (m)2 / s (P gmalst1/s) g 21n(z) / s~ Pty (s) e v H/9) gg
1 1

+/ s~ (5)? e "D g5 4 In(z)? / sPe "1/ gg
1 1

+2 ln(x)/ s? ln(s)efz(Hl/s)der/ s? ln(s)2671(5+1/s)d5}
1 1

verwendet, um die Konvergenzordnung des Integrals zu bestimmen. Dazu werden die einzelnen Summanden
betrachtet. Die vier Integrale, in deren Integranden der Logarithmus maximal in erster Potenz vorkommt,
wurden bereits in (A.19), (A.20), (A.24) und (A.27) behandelt.

Fiir den Integranden des sechsten Integrals ist s”In(s)? eine fiir p < —1 iiber (1, 00) integrierbare Majorante.
Daher impliziert der Satz von Lebesgue

oo oo 2
sPIn(s)%e =+ 9 g ﬂO/ " In(s)’ds = —————. A.59
| me e as = - (4.59)
Zu untersuchen bleibt das dritte Integral. Mit dem Ubergang zur Notation p’ = —(p + 2) lisst sich dieses

schreiben als
e ’
/ s” In(s)%e TV gs fiir p' > —1.
1
Es gilt fiir alle p’ > —1
/OO ¢ In(t)%e "Dy
1

= g @'*D / s ln(s)Qef(Hz?/s)dS — 2= W'D ln(x)/ s ln(s)ef(S“”Q/s)ds

L) ln(x)2/ o o= (s+e2/9) oo (A.60)

T

Fiir den ersten Summanden gilt analog zu (A.26)
/Oo o ()2~ ds = T(o' 4 1) (90 + 1) + 91 (0 + 1)) (1 + o(1). (A.61)
Damit und mit den Konvergenzordnungen (A.23) sowie (A.26) ergibt sich fiir alle p’ > —1
/Oo 7 In(t)%e >0 = 2~ ¢+ In(2)?D(p’ + 1)(1 + o(1)). (A.62)
1

Zusammengefasst ergeben Gleichung (A.52) sowie die Konvergenzordnungen (A.19), (A.20), (A.24), (A.27),
(A.59) und (A.62) fiir alle p < —1

o) 2
/ U (%) et = 220D In(2)240 (— (p + 1)) (1 + o(1)). (A.63)
0
3) Sei p=—1. Aus (A.29) und (A.30) folgt fiir alle = € (0, 00)

R 1\* t—ax?/t
[ em(1) e
0 t

oo oo oo
= In(z)’ / s te T g5 4 2In(x) / s In(s)e T gs 4 / s~ M n(s)%e T/ 9y
0 0 0

21n(:v)2/ s_le_x(erl/s)der/ s n(s)2e "9 g, (A.64)
1 0
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Mit

1 oo
/ st n(s)2e T gs = / t In(t)?e D gy
0

1

vereinfacht sich die Darstellung (A.64) fiir alle z € (0, 00) zu

) 2 S oo
/ t'ln (%) et gy = 21In(z)? / s tem st gs 4 2/ s~ n(s)%e T/ g, (A.65)
0

1 1

Die Konvergenzordnung des Integrals im ersten Summanden wurde bereits in (A.39) berechnet. Mit einer
analogen Rechnung wie derjenigen, welche zu (A.32) fiihrt, folgt fiir das andere Integral

/ s In(s)2e "D
1

2 o 1 —v
= In(2z) /21 ((v+2m)(v—2m))1/26 dv
—21n(2z) /21 o 23&)(111 201 In (v + ((v+22)(v — Qx))1/2> e~ dv

oo 1 ot (ot 220 (0 — 2212 o=y
+/zz (T 20)w 2272 | (v+ ((v+20)(0 = 22)?) e do (A.66)

Fiir den ersten Summanden gilt nach (A.32) und (A.39)

2 o 1 —v _ 3
In(2z) /21 (0T 20) (0 —22))172 e Ydv = —In(z)°(1+ o(1)). (A.67)

Die beiden anderen Summanden enthalten fiir m = 1,2 das Integral

=~ 1 1/2 m —v
| ez (v @200 -20)7) s
= () -
= [fom(g@)= - / " fem()d W)y, (A.68)

wobei fiir alle v € (2z,00) definiert wird

N 1 1/2\™
Jz.m(v) .—/1 ((u+2m)(u72x))1/2ln(u+((u+2m)(u—2m)) ) du.

Fiir die beiden Terme aus (A.68) werden separat die Konvergenzordnungen hergeleitet. Dazu wird zunéchst
| fe,m| nach oben abgeschétzt.

Fiir alle z € (0,1),v € (22,00) und u zwischen 1 und v gilt v > min{1,v} > 2z, also u — 2z > 0. Damit ist
u < u+ ((u+ 2x)(u—2z))"/? < 2u 4 1 und daher gelten

1 < 1
((u+2z)(u—2x))1/2 ~ u—2z

sowie

‘m (u + (w4 22) (u — 2x))1/2) ‘m < [In(w)|™ + In(2u + 1)™.

Es sei 0.B.d.A. z < %

Fiir die Funktion fs,m, ergibt sich fiir alle v € (2z, 1]

|[fo,m(v)] < /uj2x(|ln(u)|m+ln(2u+1)m)du

IN

u—2x
(Mn(v)[™ +1n(3)™) (In(1 — 2z) — In(v — 2z)). (A.69)

/ L (@)™ + n(3)™)du
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Fiir alle v € (1, 00) gilt

[fem()] < /1” ! ( In(w)|™ + In(2u + 1)m)du

u — 2z
< 2 /v In(2u + 1) du
- 1-2x /),
< 2 /v In(2v + 1)"du
- 1-2z /),
= - me (20 + 1)™ (v — 1). (A.70)

Aus (A.69) und (A.70) folgt fiir alle v € (2, c0)

2
1—2x

|fem@)] < [(In(v)[™ +1In(3)™) (In(1 — 22) — In(v — 22)) | + ’ In(2v 4+ 1) (v — 1)‘ . (AT1)

Also gilt fiir alle v € (2z, )

|fem(@)g(v)] < (| (In(@)|™ +1n(3)™) (In(1 - 2z) — In(v — 2z)) | + ‘ - fo In(2v+1)" (v — 1)D e
0.
Damit folgt
[fem@g(@)], 25 = 0= fom(22)9(22)

. @
20 ((u+22)(u — 22))1/2

Dieses Integral ldsst sich umformen zu

In (u + (v +22)(u — 2m))1/2)m du-e . (A.72)

/ gy (v (e 2m) = 20)77)

- /121; ((v+ 1)(11, Tz [m(%’) +1In (v +((w+ 1) (v — 1))1/2)}7” dv. (A.73)

Zu betrachten sind fiir m = 0, 1, 2 die Integrale

L

|7 ey [ (o @ e =17)] e

1 _ 1 1y 172\ 7™
_ /ﬂ In(v)™ 1 1 — 1+1n<1+((1t5) (1_5)) ) do
v () -3 ne)
1\t
= Rlal 4o
1

= =g (C )™ (14 o(1),

wobei die Konvergenzordnung aus der Anwendung von Lemma A.1 stammt.

Im Fall m = 1 ergibt sich damit aus (A.73)

1 ! 1/2 -1 n(z)’ 0
/M (SRR (+ ((u+ 20)(u - 22)) )du_ > In(2)” (1 + o(1)). (A.74)
Im Fall m = 2 ergibt sich aus (A.73)
' 1 1/2 : = —1 n\x 3 o
/M (CESmIrEs et (wt (200w~ 22)72) " du = 2 In)*(1 4+ 0(1)). (A.75)

Mit (A.72) und (A.74) bzw. (A.75) gilt

[fem(v)g(0)]—50 = I(m = 2) (%) In(z)*(1+o(1)) + I(m =1) (%) In(2)*(1 + o(1)). (A.76)
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Damit ist die Konvergenzordnung des ersten Terms aus (A.68) bestimmt. Fiir den zweiten Term gilt nach der
Abschétzung (A.71)

b fac,m(v)g/(v)dv

2z

< [o ( |(|In(v)|™ + In(3)™) (In(1 — 2z) — In(v — 22)) | + ’ - fh In(20 + 1)™ (v — 1)‘ )e*”dv

T

210 o m m m —v
25 /0 ( |—(In(v)|™ +1In(3)™) In(v)| + [2In(2v + 1) (v — 1)|>e dv € R. (A.77)

Aus (A.68), (A.76) und (A.77) folgt

/2:0 cr Qm)(vl) e In (v + ((v+2x)(v — 2x))1/2)m e "dv
— I(m=2) (fé) In(@)*(1 4 o(1)) + I(m = 1) (f%) In(z)2(1 + o(1)). (A.78)
Fiir « | 0 implizieren (A.66), (A.67) und (A.78)
/100 s M n(s)2e " gs = f% In(z)*(1 4 o(1)). (A.79)
Zusammengefasst ergeben Gleichung (A.65) und die Konvergenzordnungen (A.39) sowie (A.79)

/0°° i (%)2 et = *2 In(2)*(1 + o(1)). (A.80)

Mit den Ergebnissen (A.58), (A.63) und (A.80) aus der vorhergehenden Fallunterscheidung gilt fiir z | 0

- N I (p+ 1)1+ o(1)), falls p > —1

2
/ t? In (?) et g = { g2+ ln(m)24F(—(p +1))(1+o0(1)), fallsp<—1
¢ —gln(m)B(l—&—o(l)), falls p = —1.

Wird im obigen Integral z durch 3= ersetzt, so ergeben sich die gewiinschten Konvergenzordnungen fiir = | 0

IM(p+ 1)1+ 0(1)), falls p > —1 (A.81)
- 2(p+1) | 29=2p ,—2(p+1)
o (1) eertog, ] T
) ¢ T(—(p+1)(1+o(1)), falls p < —1 (A.82)
—g In(z)*(1 + o(1)), falls p = —1. (A.83)

A.5 Endlichkeit von Integralen

In diesem Abschnitt werden entweder geschlossene Ausdriicke fiir die betrachteten Integrale berechnet oder es
wird durch Abschitzungen ihre Endlichkeit nachgewiesen.

A.5.1 Berechnung von [/~ [ a:"tipe_t_wz/(az‘“)dtdw

Fiir alle 7, p € R und alle a > 0 ist der Integrand nichtnegativ. Daher gilt mit dem Satz von Fubini

g7 —emt= /(@40 gy —et 2T /@40 gy
o Jo tr o t° 0

_ /oo 1 - /oo o7 " Hlgy (T D/ 2D /2w gy
0 0

te
- 1 - T+1
— T T+1 t
- e /0 o (r+1)/2 ¢ F( 5 )dt, falls 7 +1> 0
_ or r+ip (T +1 T 3 . 3
= 27a 1"(—2 >F(2 P+2 , fallsQ p>—3

< oQ.
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Alsosind 7+1>0und 5 —p > —3 hlnrelchende Bedingungen dafiir, dass gilt

oo oo 1
/ / a"—e @) g < oo, (A.84)
o Jo te

A.5.2 Endlichkeit von [;° [ z7L|In (})|"e t="/(4*dtdx

Seien 7,p € R,m € N und a > 0. Da der Integrand nichtnegativ ist, gilt mit dem Satz von Fubini

/ / ( )‘ ot/ (@240 gy g

—|1n(t)|m _t/ we™ /@70 gy
0

Il Il
c\g c\
<3 I

@

1
_|1n(t)|m67t/ 27a T+1 (7—71)/2t(7—+1)/267ududt
0

o 1 _ T+1
_ T T+1 m t
= 27a /0 praes o [In(t)|™e T ( 2 > dt, falls 7+1>0
o rin [(TH1 o 1 m_—t
< 00, falls p — TT—H < —1.

Alsosind 7+1>0und 3§ —p > —3 hlnrelchende Bedingungen dafiir, dass gilt

A

A.5.3 Berechnung von [[°z7K, (%)dx

In ( ) ’ e @ g < oo (A.85)

Aus der Herleitung von (A.84) folgt fiir 7, € R und a > 0 mit der Integraldarstellung (5.11) von K, (-)

< . T ot/ (a%40)
/o T K,,(a)dm 2u+1 / / tu+1 dtdzx

_ gHlgTip (LV“) r (;’/“) . (A.86)

2 2

falls die Bedingungen 7+ v > —1 und 7 — v > —1 erfiillt sind.

A.5.4 Endlichkeit von [°z7|In (£)|" K, (%)dx

Mit derselben Argumentation wie bei der Herleitung von (A.85) gilt fir 7,v € R,m € N und a > 0 unter
Verwendung der Integraldarstellung (5.11) von K, (+)

e}
|
0

falls die Bedingungen 7+ v > —1 und 7 — v > —1 erfiillt sind.

(%) ‘mK,, (g) dz < oo, (A.87)

A.5.5 Endlichkeit von [;° |2 f(x;9)|dz

|50
Zu zeigen ist die Endlichkeit von fooo |%f(x, 19)| dz. Fir den Integranden gilt unter Verwendung der Summen-
darstellung (5.20)

< consta,a - 3P K ) (g) +consta,n - 2K, 1 (2) ’

0
’ %f(xa a, Oé)

Dies impliziert
/0 ’%f(x;a,a) dz

°° T o T
< constoo - xTEPTKL Lo (2) do + constac 2T 2Ky 11 (Z)dz < 0o
o ) / a o ) / a
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nach Gleichung (A.86), wobei die Bedingungen

20 >0 und L > 0 sowie
20>0 und L > -2

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.

A.5.6 Endlichkeit von [ |2 f(z;9)|dw

’%
Zu zeigen ist die Endlichkeit von fooo |%f(x;19)| dz. Fiir den Integranden gilt unter Verwendung der Summen-
darstellung (5.21)

< ‘consta,a Lo TE27 1, (;) Ka_1)2 (f)‘ + ‘consta,a '$a+L/271Ka—L/2 (EM
a a a

_ o 1 1 20,2
2a—1 t—x*/(a“4t)
COTLSta,a - /0 m In (z) e dt’ .

/0°°’ f(&50,0)

la%f(w;a, @)

Jr

Daraus folgt

dx

< / constq,o $Q+L/2_1 In (%) ‘ Ka_L/Q (g) dx + / consta,a - $a+L/2_1Ka_L/2 (g) dx
0 0

+ consta,o - T>* 1/ e ey IIn(t)] et /@4 gtz
0 0

<

nach Gleichung (A.85), (A.86) und (A.87), wobei die Bedingungen

20>0 und L >0,
20 >0 und L > 0 sowie
20>0 und L/2>0

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.

A.5.7 Endlichkeit von [5* 5= (5. f (23 9))*d

Zu zeigen ist die Endlichkeit von fo 0) ( f(z; 19))2 dx. Fir dieses Integral gilt unter Verwendung der Dar-
stellungen (5.19) und (5.20)

[ 7o (5 (”””9))2 "

0 T o° T
= / consta,axo‘JrL/Q*lKa,L/g (—) dx +/ constavaxa+L/2Ka,L/2,1 (—) dz
0 a 0 a

[e'e) x 2
+ / const, ama+L/2+l Ka—r)2-1 (E) dz.
0 ’ Ko-12 (%)

Die ersten beiden Summanden sind endlich nach Gleichung (A.86), wobei die Bedingungen

20 >0 und L > 0 sowie
20>0 und L > -2

an die Parameter a > 0 und L € N erfiillt sind.

Der dritte Summand wird in drei Integrationsbereiche aufgespalten. Da alle Faktoren des Integranden in x stetig
sind und fiir den Nenner des Integranden K,_r /o ( ) > 0 gilt, ist der Integrand stetig in z. Dies impliziert fiir
alle €,c € (0,00) mit £ < ¢

212
/C consty g TE/#H1 Mdm < 00.
c ’ Ko-12 (%)
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Fiir hinreichend grofies ¢ gilt aufgrund der asymptotischen Entwicklung (5.18) der modifizierten Besselfunktion
Kar/21(%)
K z) 7

zweiter Art, eingesetzt in den Quotienten =)
a—L/2

= L/2t1 Ka-r/2-1 (£)2 * +L/2+1 z
/ constg,az®" — % dr = / consty gz tE/2t Ko /21 (—) (14 0(1))dz < co.
c KafL/2 (E) c a

Dabei bezieht sich o(1) auf £ — oco. Die Endlichkeit des Integrals gilt nach Gleichung (A.86), wobei die Bedin-
gungen

20> —1und L > -3

an die Parameter a > 0 und L € N erfiillt sind. )
Bei der Betrachtung des Integrals fos consta,aanrL/QH%dx werden die folgenden vier Fille unter-
a—L/2\%

schieden.
1) Sei o — £ = 0. Es gilt fiir hinreichend kleines e aufgrund der asymptotischen Entwicklungen (5.16) und (5.17)

P . . . . . K_
der modifizierten Besselfunktion zweiter Art, eingesetzt in den Quotienten NN
0

) +L/2+1K71 ( )2 c +L/2+1 €z (i)_l
/ consta,ax” —2 dx / constq,az® K_, (—) 20, (1+o(1))dz
0 Ko ( 0 a

In ()
/ consta oz 2K (E) (14 0(1))dz < oo.
o a

I8 a8
~—

IN

Dabei bezieht sich o(1) auf x — 0. Die Endlichkeit des Integrals gilt nach Gleichung (A.86), da die Bedingungen
a+L/2—1>—-1unda+L/2+1>-1

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.
2) Sei a — £ = 1. Es gilt fiir hinreichend kleines ¢ aufgrund der asymptotischen Entwicklungen (5.16) und (5.17)

Ko(£)”

der modifizierten Besselfunktion zweiter Art, eingesetzt in den Quotienten (2]
(G

. Ko (2)? . In (2)2
/ consta,axo‘JrL/QHLaz)dm = / consty ozt E/2H ("L (14 0(1))dz
0 K (E) 0 (%)
€ T 2
= / consta, oz /2 2 n (a> (14 o(1))dx < oo.
0

Dabei bezieht sich o(1) auf z — 0. Die Endlichkeit des Integrals gilt nach der Abschétzung des Logarithmus
aus Abschnitt A.1 und da die Bedingung

a+L/2+2>-1

an die Parameter a > 0 und L € N erfiillt ist.
3) Seia—% ¢ {0,1} und o — £ < 1. Es gilt fiir hinreichend kleines & aufgrund der asymptotischen Entwicklung

Ka—L/2—1(%)2
Ko-r/2(2)

(5.16) der modifizierten Besselfunktion zweiter Art, eingesetzt in den Quotienten ,

£ z 2
/ COnSta a$a+L/2+1 —KQ_L/Q_I (E) d.’E
0 , Ka—L/Q %)

(
Dl 1) () ")
T (le— %)) (i)*\afL/m

2 2a

= /6 consta g TE/2HIT2lem L2210 o= L2l 4 6(1))dr < oo.
0

: (
= / consta a2 (14 o(1))dx
0

Dabei bezieht sich o(1) auf z — 0. Die Endlichkeit des Integrals gilt, da die Bedingung
a+L/241—2la—L/2—1]|+|a—L/2|> -1,

erfiillt ist, was mit Hilfe der folgenden Fallunterscheidung gezeigt wird.

3a) Sei a — % < 0. In diesem Fall entspricht die obige Bedingung der Ungleichung 2« > 0.
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3b) Seia— % -1<0<a— % Hier ist die obige Bedingung dquivalent zu o > %, was laut der Voraussetzung
a > L erfiillt ist.

4) Seia— L ¢{0,1} und e — £ > 1.

Es gilt fiir hinreichend kleines € aufgrund der asymptotischen Entwicklung (5.16) der modifizierten Besselfunk-
Ko_r/a-1(2)
K

tion zweiter Art, eingesetzt in den Quotienten =
a—L/2\G

’

/6 conste axa+L/2+1—K"‘*L/27l (%)2 dx
0 ’ Ka-r2(2)

[
X
= / Consta7a$a+L/2+1Ka,L/2,1 (-)
0 a

r (|a — % _ 1|) (%)—\@—L/Q—l\
T (|a D (2)” la—L/2]|

€
= / Consta7a$a+L/2+17‘aiL/Qil‘Jr‘aiL/mK —L/2—-1 (—) (1 + O( ))d:ﬂ < 00.
0

(1+ o(1))dw

Dabei bezieht sich o(1) auf © — 0. Die Endlichkeit des Integrals gilt nach Gleichung (A.86), da die Bedingungen
2a > —2und L > —4

an die Parameter @ > 0 und L € N erfiillt sind.

Damit ist gezeigt, dass alle drei Summanden endlich sind, und es folgt

e ( Sl 19)>2 dz < 0. (A.88)

A.5.8 Endlichkeit von [;° o (& f(a;9)) da

Zu zeigen ist die Endlichkeit von fo ( = f(; 19))2 dx. Fiir dieses Integral gilt unter Verwendung der Dar-

stellungen (5.19) und (5.21)

| e (gteo)
= / corL,91ta7a:vo‘+L/2 n <£> a—LJ2 (f) dx
0 2a a
oo
+ / conste az® ¥ * 1 <£> a—L/2 (:v) dx
0 “ 2a a
o T
+ / constava:vajLL/QflKafLm (‘) dx
o a
oo o0
2a0—1 x 1 1 —t—x2/(a?4t)
/0 constq,a® In <%> /o JasL/a In (?) e dtdx
oo oo 1 1 5 5
. 2a—1/ I (L) e—t—e/a%0) gy
/0 constq,aT =7 n{y)e T

oo oo 2
3a—L/2—1 1 1 1 —t—ax2/(a?4t)
+ /0 constq,a® Kein (f) (/o yrEypE In (? e dt | dx.

Die ersten drei Summanden sind endlich nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die Bedingungen

£ 0>

dx

+

Jr

20 >0 und L>0

an die Parameter a > 0 und L € N erfillt sind.
Der vierte und der fiinfte Summand sind endlich nach Gleichung (A.85) und der entsprechenden Abschétzung des
Logarithmus, wobei die Bedingungen

20 >0 und L>0

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.
Im Folgenden wird die Endlichkeit des sechsten Summanden nachgewiesen.

Fiir hinreichend kleines € > 0 wird dazu das asymptotische Verhalten des Integranden aus den Gleichungen (5.16)
bzw. (5.17) sowie (A.41), (A.42) bzw. (A.43) verwendet. Dazu wird eine Fallunterscheidung benétigt.
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1) Sei a — £ < 0. Es folgt

N 1 > 1 1 2 /002 2
const,, gre b2t 2 (/ ———In (—) e tme /(e 4t)dt) dz

= / consta, oz L2102 4 6(1)) (—consta,o (1 + 0(1)))? dx
0

= / consta, oz (1 + 0(1))dz < co.
0

Dabei bezieht sich o(1) auf  — 0. Die Endlichkeit des Integrals gilt, da 2a — 1 > —1 ist.
2) Sei a — % > 0. Fiir das Integral gilt

2
/s const. axga—L/Q—I; </°° ; In (1) e_z—x2/(a24t)dt> da
0 7 Ko_ps2(2) \Jy tob/241 3

£ 2

= / consta o ™ E/2 g0 L1211 4 o(1)) <fconsta7ax72a+L In(z)(1+ 0(1))) dz
0

= / consta o™ In(z)*(1 + o(1))dz < co.
0

Dabei bezieht sich o(1) auf  — 0. Die Endlichkeit des Integrals gilt, da L — 1 > —1 ist.
3) Sei o — £ = 0. Dann folgt

€ %) 2
/ constava:vBO‘*L/Qfl 1 _ (/ lln (l) eftfﬁ/(aut)dt) dx
0 Ko(3) \Jo t \t

€ -1
/ constaaz /> 1 (%) (1+0(1)) (consta,a In(z)?(1 + 0(1)))2 dx
0

£ —1
= / consta qa?® LDy (ﬂ) In(z)*(1 + o(1))dz < co.
0 x

Dabei bezieht sich o(1) auf  — 0. Die Endlichkeit des Integrals gilt, da a — L/2 = 0 und 2ac — 1 > —1 ist.

Fiir hinreichend klein gewéhltes ¢ gilt also in jedem der Félle

/E t 3a—L/2-1 1 (/OO 1 1 (1) —t—$2/(a24t)dt)2d <
consta,a™ p p— nl-1Je x < 00.
o a,a KQ_L/Q (E) o ta—L/2+1 t

Fiir hinreichend grofl gewéhltes ¢ > 0 ldsst sich das asymptotische Verhalten des Integranden durch die Gleichun-
gen (5.18) und (A.16) beschreiben. Es gilt

oo %) 2
3a—L/2—1 1 1 l —t—=2?/(a?4t)
/c constq,aT 7KQ_L/2 (%) (/0 o L/2T1 In (t e dt | dx
2

= / consta,az>* P 2 (1 4 0(1)) <—Con5ta,am_a+L/2_l/2 In(z)e”/*(1 + 0(1))) dx

= / consty oz® 2732 In(2)2e /(1 4 o(1))dz < co.

Dabei bezieht sich o(1) auf x — oo.
Also ist auch der sechste Summand endlich und es gilt insgesamt

/Ooo % (a%f(m;ﬁ))Q da < . (A.89)
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A.6 Integrierbare Majoranten

In diesem Abschnitt werden iiber (0, 00) integrierbare Majoranten fiir die ersten, zweiten und dritten partiellen
Ableitungen der Dichte f der K-Verteilung aus (5.19) hergeleitet.

A.6.1 Satz von Lebesgue

Fiir eine Funktion g(z; 3) mit dem Argument = € (0, 00) und dem Parameter 8 € R soll die folgende Vertausch-
barkeit von Ableitung und Integration gezeigt werden

[ St is = 5 / oa; B)de

Um die Vertauschbarkeit mit Hilfe des Satzes von Lebesgue zu erhalten, wird eine iiber (0,00) integrierbare
Majorante fiir den Differenzenquotienten benétigt, das heifit eine Funktion g(z;3), die fiir ein ho > 0

g(x; 8+ h) — g(z; 6)
h

sup
—ho<h<hg

‘ < g(z; B) fiir alle z € (0, )

erfiillt und fiir die gilt [~ g(x; 8)dz < oco.
Fiir den Differenzenquotienten existiert nach dem Mittelwertsatz ein &, zwischen 8 und 8+ h mit

||9wﬁ+h) 9(x; B)| z;€n)| -

h |h|’8ﬁ (@ 6n)h ’ ’%(

Dementsprechend wird die integrierbare Majorante fiir SUPg_po<e<B+ho

%g(x;f)‘ bendtigt, dann kann der Satz

von Lebesgue angewendet werden und die Vertauschbarkeit von Ableitung und Integral ist gezeigt.

A.6.2 Integrierbare Majorante fiir sup,_p,<¢<a+tho ’8(12]‘(:13 £, a)}

Es seien a > 0,a > 0 und ho > 0 so klein gewédhlt, dass auch a — ho > 0 ist. Hergeleitet wird im Folgenden
eine iiber (0,00) integrierbare Majorante fiir sup, ; <¢<atng %f(x;f,a)‘ aus (5.24). Unter Verwendung der

Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A.1, ergibt sich fiir hinreichend kleines hg
2

Oa?

sup
a—ho<£<a+thg

o i€,

xa+L/2

20+L/2-2D ()T (%)

IA

(L+2a+1)

sup
a—ho<g<a+hg

fiaiL/273Ka7L/271 (f) ’
13
potL/2—1

—a—L/2-2 z
2T (@) (5) s ()

x2 gotb/2-1 g L/2-2p ({)’
€2 9041722 ()T (L) i\

a—L/2—-1 ( ) + consta,a,hg -:10"""L/2_II('&,L/2 (

)

Die Integrierbarkeit der einzelnen Summanden iiber (0,00) gilt nach Gleichung (A.86), wobei die Bedingungen

L(L+1)

+ sup
a—ho<g<a+hg

+ sup
a—hg<&(<a+hg

a+L/2K

< constg,a,ng - T

xT
a+ ho

a+L/2+1

+ consta,a,hg " T

= M(z;a,a,ho).

fiir den ersten Summanden
2ac > 0 und L > —2,
die Bedingungen fiir den zweiten Summanden
2a>0und L >0
sowie die fiir den dritten Summanden
2a0 > —2und L > —2

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.
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Da alle Summanden integrierbar sind, ist M(z;a, a, ho) eine iiber (0, 00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

UM SUPq —pg<g<a+hg

%f(m; £, oz)’ und der Satz von Lebesgue impliziert

* 92 o [0

wf(m;a,a)dm:% % (x;a,)dz.

A.6.3 Integrierbare Majorante fiir sup,_p,<¢<a+tho ’%Zaf(a:; a,g)’

Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewéhlt, dass auch a — ho > 0 ist. Hergeleitet wird im Folgenden
eine iiber (0, c0) integrierbare Majorante fiir sup,, _;,<¢<a+no ‘%f(x; a,f)‘ aus (5.26). Unter Verwendung der

Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A.1, ergibt sich fiir hinreichend kleines hg

2
su — f(z;a,
amho2€2artho Bada’ 74 8)
e+L/2—1
x —¢—L/2—1 z x
< su ’L a¢ (2ln (—) — )K _ (—) ‘
< a—h0§§204+h0 2e+L/2—2T(€)T (L) % Y(€) ) Ke-1/2 Y
£+L/2
- T (am(5) o) ()]
+ su a 2In( — | — Ke poq|—
a—h0§§2a+h0 2§+L/2*2F(§)F (é) 2a v (©) §-L/2-1 a
+ up __w e
a—ho<&<athe | 22671T(ET (&)
& 1 1 ,t,i o 1 1 ,t,i
<7L/O mln(;)e ¢1241dt+2‘/O mlﬂ(z)é a24tdt>‘
a— T T — x xT
< consteang - T holI(z<1)+hoI(z>1)+L/2—1 ’1n <%)‘KafL/gthI(Q,L/2<0)+hOI(Q,L/220) (E)
a— x x — x
o comstaang a0 SIIOICENTE BTG s g o p2<0)4ho 1o 1/220) (5)
a— T T x X
+ consta,an, - a® MO ESD TRl 2L/ ’hl (%)‘KafL/QflthI(afL/271<O)+h01(a7L/27120) (5>
a— x x €T
+  consta,ang T hoI(z<1)+hoI( 21)+L/2K@—L/2—1—h01(a—L/2—1<0)+h01(a_L/2_120) (5)
2a—hol(e<)+hol(z>1))—1 [ 1 oz
. o— x x> — a2
+  constaang T /0 fo—L/2+1—hoI(t> 1) +hol (1<1) [ In()e awdt
2(a—hol(z<1)+hol(z21)~1 [ 1 Cios?
+  constaang @ B /0 to L2 RIS D TheTen | ()le e dt

= M(z;a,a,ho).

Die Integrierbarkeit der ersten vier Summanden iiber (0, 00) gilt nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die
Bedingungen fiir den ersten und fiir den zweiten Summanden

200 & ho — hoI (o — L/2 < 0) + hoI(or — L/2 > 0) > 0 und
L+ ho + hol(or— L/2 < 0) — hol (o — L/2 > 0) > 0

sowie die Bedingungen fiir den dritten und fiir den vierten Summanden

200t ho — hol(a—L/2—-1<0)+ hol(e —L/2—-1>0) >0 und
L+ho+hol(a—L/2—1<0)—hol(a—L/2—1>0)>-2

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.
Die Integrierbarkeit des fiinften und sechsten Summanden iiber (0,00) gilt nach Gleichung (A.85), wobei die
Bedingungen fiir den fiinften Summanden

2 + 2hg > 0 und
L/2+hotho>0

sowie die fiir den sechsten Summanden

2a £+ 2ho > 0 und
L/Q:l:ho:tho>—1

an die Parameter a > 0 und L € N erfiillt sind.
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Da alle Summanden integrierbar sind, ist M (x;a, «, ho) eine iiber (0, c0) integrierbare Majorante fiir das Supre-

UM SUP, —pg<g<athg

%;f(m; a, {)’ Der Satz von Lebesgue impliziert

< 92 o [* 0
/0 mf(m,a,a)dm—a—a ; % (z;a,a)dx.

A.6.4 Integrierbare Majorante fiir sup,_p,<¢<atho ’%;lf(w;g, a)}

Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewahlt, dass auch a — ho > 0 ist. Wegen der Stetigkeit der zweiten
partiellen Ableitungen von f ist

0? 0?
aaaaf(x;fva) = mf(x;§7a)'

Hergeleitet wird daher im Folgenden eine iiber (0, 0o) integrierbare Majorante fiir sup, 5, <¢<a g %f(m; & a)

aus (5.26). Unter Verwendung der Abschitzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A.1, ergibt sich fiir
hinreichend kleines hgo

2

0
mf(%&@

p
a—ho<£<a+thg

mchrL/2—1 Lo " -
< su L a—L/2—1 (21n (_) _ ola ) K. (_) ’
=t iny P2 AT @) (B) 5 ) ~ v AV
a+L/2
d —a—L/2-2 x z
+ su 21n (_) _¥(a ) Kot (_) ’
a—h0g52a+ho 20‘+L/2—2F(a)p(%)£ ( 2 Y(a) L/2—-1 ¢
1}20‘71 9 L
+ su L S— ..
a*h0§§2a+ho 22011 ()T (%)g
0 1 1 _t_i o0 1 1 —t—i
( — L/O 7ta—L/2+l In <z> e &2at dt 4 2/0 ta——L/Q In (z) e 224t dt)‘
< toon - w021 (] T | T K. z
= ettt " 2(a — ho) i 2(a + ho) L/2 a+ ho

b o . a+L/2—1K B x
+ consta,a,ng * T a—L/2 —a+ho

(2w w)

+ constaang 2T Ky 1)s 4 (L)

L/2
+ constaan 3 ( +

(g |) v ()

a+ ho
20-1 [~ 1 e aThoy%ar ;f2> T
+ consta,ang - T ; mﬂn(tﬂe atho)?4t gt
2a-1 [T 1 ety
+ consta,ang T ; ta——L/2| n(t)le 0?4t dt
= M(z;a,a,ho).

Die Integrierbarkeit der ersten vier Summanden iiber (0, 00) gilt nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die
Bedingungen fiir den ersten und fiir den zweiten Summanden

2a>0und L >0
sowie die Bedingungen fiir den dritten und fiir den vierten Summanden
2a¢>0und L > -2

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.
Die Integrierbarkeit des fiinften und sechsten Summanden iiber (0,00) gilt nach Gleichung (A.85), wobei die
Bedingungen fiir den fiinften Summanden

2ac >0 und L > 0,
sowie die fiir den sechsten Summanden

2> 0und L/2 > —1
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an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.

Da alle Summanden integrierbar sind, ist M(z;a, a, ho) eine iiber (0, 00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

82
dada

UM SUP, 0 <¢<atho fz €, a)‘. Also gilt nach dem Satz von Lebesgue

< 92 o [ 0
; mf(m,a,a)dm—— — f(z;a,a)dz.

da J, O«

A.6.5 Integrierbare Majorante fiir Sup,_p,<¢<a-tho laa—;f(a:; a,§)|

Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewéhlt, dass auch a — ho > 0 ist. Hergeleitet wird im Folgenden
eine iiber (0,00) integrierbare Majorante fiir sup, 5, <c<a g ‘%f(m; a,.ﬁ)‘ aus (5.25). Unter Verwendung der

Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A.1, ergibt sich fiir hinreichend kleines hg

2
sup 25 f(za,&
a—ho<g<a+ho | 00 ( )
e+L/2—1 9
xT —¢—L/2 x T x 2
< s R (2) (1 (55) - am () 0O + 007 - (0 |
a—ho<¢<athy | 26HL/2-2D(E)T (L) 2\ 2a 2a) V(&) T ©
261
x —2¢
+ sup S
a—ho<é<a+hy | 22671T(ET (%)
T I | 1\ g a? © 1\? _,_ 2
|: (411’1 (%) —2¢(£))A mh’l (z) e a24t dt+A mln (z) e a24t dt}‘
_ _ T\ |2 x
< consta,a,homa hol(z<1)+hol(e>1)+L/2=1 |} (%)’ Ko L)2ho1(aL/2<0)4ho I(aL/250) (5)
_ _ X X
+ consta,a,n,a® 0TS R lEZDEL/2A )y (%)’Ka—L/27hoI(afL/2<0)+h01(a7L/220) (5)
o— T T — x
+ consta,an,x® 0T @D TRl HL/2 YKo 1)2— hoI(a—1/2<0)+ho I(a—1/250) (a)
2Aa—hoI(z<1)+hol(z>1))—1 x e 1 Ly @?
+  constaanT 0 0 In (%)‘/O ta—L/2+1—hOI(t>1)+h01(t§1)|1n(t)|e a?ardt

2(a—hoI(z<1)+hol(z>1))—1 /Oo 1 o=t dt

+  consta,a,he® fa—L/2+1—hol(t>1)Fhol (¢<1) | Tn()]

0
o0 2
2(a—hoI(z<1)+hol(z>1))—1 1 2 —t—z*
+  constaan® ’ ’ /O fo—L/2+1—hoI(t>1)+hol (¢<1) |In(t)["e" a2acdt

M(z;a,a, ho).

Die Integrierbarkeit der ersten drei Summanden iiber (0,c0) gilt nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die
Bedingungen fiir diese Summanden

200+ ho — hol(aw — L/2 < 0) + hol(a— L/2 > 0) > 0 und
L+ho+hol(a—LJ/2<0)—hol(e —L/2>0)>0
an die Parameter a > 0 und L € N erfiillt sind.

Die Integrierbarkeit des vierten, fiinften und sechsten Summanden iiber (0, co) gilt nach Gleichung (A.85), wobei
die Bedingungen

2a £+ 2ho > 0 und
L/2+hotho>0

an die Parameter a > 0 und L € N erfillt sind.
Da alle Summanden integrierbar sind, ist M (zx;a, , ho) eine iiber (0, 00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

2 . P
UM SUP,, _p,0 <¢<atho %f(m, a, 5)‘ und der Satz von Lebesgue impliziert

>~ 9? o [~ 0
/ wf(x,a,a)dx—a—a . Pa (z;a,a)dx.



168 A Analytische Hilfsmittel

A.6.6 Integrierbare Majorante fiir sup,_p,<¢<a+ho,a—ho<¢<atho }%f(a:; &, C)}

Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewahlt, dass auch a — hg > 0 und o — ho > 0 sind. Hergeleitet

wird im Folgenden eine iiber (0, c0) integrierbare Majorante fiir sup a—no<e<a+hg |3a (z;&,¢)| aus (5.20). Unter
a—ho<¢<a+thg
Verwendung der Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A.1, erglbt sich fiir hinreichend kleines

ho

sup
a—hg<£<a+thg
a—ho<(<athg

0

¢+L/2-1p
T —¢—L/2—1 T ’
< su Kq_ —
= ahozécathg QCJ“L/Q‘QF(C)F(é)§ ¢ L/2(f)
a—hg<¢(<a+hg
C+L/2
X —¢—L/2-2 X
+ sup ¢ Koy (—)‘
a—ho<E<a-ho 24+L/2—21"(C)F (%) ¢—L/2—1 f

a—ho<({<a+hg

— — x
< constaan, - x MOTESDIIOIE@EDTERTNR L hel(a—L/2<0)+hoI(a—L/230) (a+h0)

o — x x T
holI(z<1)4+hol( 21)+L/2KQ—L/2—1—}10I(afL/Qf1<O)+h01(a—L/2—120) (a+h0)

+  consta,a,ng " T

= M(z;a,a,ho).

Die Integrierbarkeit der beiden Summanden iiber (0,c0) gilt nach Gleichung (A.86), wobei die Bedingungen fiir

den ersten Summanden

200+ ho — hol(a— L/2 < 0) + hol(aw— L/2 > 0) > 0 und
L+ ho+hol(a—LJ2<0)—hol(a—L/2>0)>0

sowie fiir den zweiten Summanden

20t hg — hol(a—L/2—-1<0)+ hol(a —L/2—12>0) >0 und
L+ho+hol(a—L/2—1<0)—hol(a—L/2—1>0)> -2

an die Parameter o > 0 und L € N erfiillt sind.

Da alle Summanden integrierbar sind, ist M(x;a,a, ho) eine iiber (0,00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

mum SUupg—hy<é<a+hg |,9a z; €, C)|
a—ho<(<a+hg

A.6.7 Integrierbare Majorante fiir SUp,_p,<¢<aho,a—ho<¢<a-tho }f%f(a:; £, Q)|

Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewahlt, dass auch a — hg > 0 und o — ho > 0 sind. Hergeleitet wird

im Folgenden eine iiber (0, co) integrierbare Majorante fiir sup,— h0<5<a+h0 |8a (z;€,¢)| aus aus (5.21). Unter
a—hp<(<a
Verwendung der Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A 1, ergibt sich fiir hinreichend kleines

ho

sup PACHS <)
a—ho<&<a+hg | O
a—ho<(<a+thg

559

IN

sup
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<athg

mlh

[\

1 ¢+L/2 -
i) e () e (5)

cHi/2 .
> C+L/2 11[)(C)KC*L/2 (E)‘

1 226 1 o 1 1 —t—ax?/(£24t)
i) 0 mln ; e dt

+ sup
a—hg<&<a+thg
a—hg<¢(<a+hg

51

tolh

+ sup
a—ho<&<a+thg
a—hg<({<a+hg

el
FET
FE

Nlh
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»(awm)|

T
Ko L/2-hoI(a—L/2<0)+hol(a—L/220) (m)

IN

—hoI(z<1)+hol(z>1)+L/2—1
consta,a,nex™ 0 (@<Dthol(z=D+L/ (

a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2-1 p¢
«

xr
+  consta,a,hyT —L/2—hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0) (a+ h0>

p2@—hol(e<1)+hoI(z21))~1 /°° 1 It e ="/ (atho)®at) gy

+  consta,ang ta—L/2+1—hol(t>1)+hol(1<1)

0
= M(z;a,a,ho).

Die Integrierbarkeit der ersten beiden Summanden iiber (0, co0) gilt nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die
Bedingungen
2a + ho — hol (o — L/2 < 0) + hol(a — L/2 > 0) > 0 und
L+ho+hol(a—LJ2<0)—hol(a—L/2>0)>0

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines hg erfiillt sind.

Die Integrierbarkeit des dritten Summanden iiber (0, c0) gilt nach Gleichung (A.85), wobei die Bedingungen

2a £+ 2ho > 0 und
L/2+hotho>0

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines hg erfiillt sind.
Da alle Summanden integrierbar sind, ist M (z;a, a, ho) eine iiber (0,00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

mum sSupa—hg<é<a+hg ’%f(l’f’ C)’
a—ho<(<a+thg

. . . a8 .
A.6.8 Integrierbare Majorante fiir Sup,_p,<¢<a+ho,a—ho<¢<atho ’ﬁf(a:, &, C)}
Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewdhlt, dass auch a — ho > 0 und o — ho > 0 sind. Hergeleitet
wird im Folgenden eine iiber (0, co) integrierbare Majorante fiir sup o—no<e<a+hg %f(:v; &, C)‘ aus (5.27). Unter
a—ho<(<a+thg

Verwendung der Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A.1, ergibt sich fiir hinreichend kleines
ho

3
su —f(x; &,
a*hOSEIS)tthO 8a3f( gC)‘
a—ho<é<atho
2 C+L/2 "

< su L? 4+ 5L +2¢L + 10 +42+4+x—) i L2 (—)‘
= et ( CLrlocrac &) 3 Or(L/2)° e g

a—hg<¢(<a+hg

2 C+L/2-1
T T —¢—L/2-3 L

+ su LIL+1)(L+2)+ X (2L+2¢+5 Ke 1% ‘

e g ( L+ DL+ @l )) QLT (T (L]2) G2 (f)

a—ho<¢atho

_ xr

< consta,a,howa hol(x<1)+hol(ac21)+L/2Ka_L/Q_1_h01(a_L/2_1<o)+h0I(Q_L/2—120) (m)

a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2+2 ¢
«

T
+  consta,a,ngT —L/2—1—hgoI(a—L/2-1<0)+hoI(a—L/2-1>0) (a+ho)

oa— x x — T
+  consta,a,n,® hol(e<)+hol(z21)+L/2 1KafL/27hgI(afL/2<O)+hOI(a7L/220) (m)

a—hol(2<1)+hol(z21)+L/2+1 p¢

T
+  constq,a,h,® a—L/2—hgl(a—L/2<0)+hol(a—L/2>0) (M)

M(z;a,a, ho).

Die Integrierbarkeit der einzelnen Summanden iiber (0,00) gilt nach Gleichung (A.86), wobei die Bedingungen
fiir den ersten Summanden

2a:|:h07ho[(a7L/271<0)+h0[(a7L/27120)>0und
L:l:ho—‘rho[(a—L/Q—l<0)—h0[(0¢—L/2—120)>—2,
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die Bedingungen fiir den zweiten Summanden

200t ho —hol(a—L/2—-1<0)+ hol(a —L/2—-1>0) > —2 und
L:l:ho—‘rho[(Oc—L/Q—l<O)—ho[(0[—L/2—1ZO)>—4,

die Bedingungen fiir den dritten Summanden

200 & ho — hoI (o — L/2 < 0) + hoI(oe — L/2 > 0) > 0 und
L+ ho + hol (o — L/2 < 0) — hol (o — L/2 > 0) > 0

sowie die Bedingungen fiir den vierten Summanden
2a0+ ho — hol(ov — L/2 < 0) + hoI(a — L/2 > 0) > —2 und
L+ ho+hol(a—L/2<0)—hol(ae—L/2>0)>-2
an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines ho erfiillt sind.

Da alle Summanden integrierbar sind, ist M(x;a,«, ho) eine iiber (0,00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

mum SUpg—hg<e<a+hg ,9a3 f(x £Q)|
a—ho<(<athg

A.6.9 Integrierbare Majorante fiir
SUDP¢_ho<¢<artho,a—ho<¢<atho | Bapa® aaaaz f(x;€, Q)|
Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewahlt, dass auch a — ho > 0 und o — ho > 0 sind. Hergeleitet wird
im Folgenden eine iiber (0, 00) integrierbare Majorante fiir sup,— h0<5<a+h0 8a8a2 f(z;€,¢)| aus (5.28). Unter
a—ho<(¢(<la+

Verwendung der Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A 1 ergibt sich fiir hinreichend kleines
ho

sup
a—ho<&<a+thg
a—hg<{<a+hg

3 ‘

0
55 [(@6,0)

gt tE/2t —¢—L/2-1 (17)
< su Ke_ -
= ahozécathy 2€+L/2‘2F(C)F(%)§ “r2\e
a—ho<(<a+thg
(= (am (L) —am (Z) 00 + 6 - ) + 510 (Z) +au(0) |
2 2 ' 2
xCJrL/Q c—Lj2-2 :E)
+ su TR K -
a— oot Satho 2CJFL/2’21“(C)F(%)§ R e
a—ho<(<a+thg
2
T T 2
Aam(Z) —am(Z - ‘
( 0(5) -~ (5) w0+ wl(o)
! —2¢—1 it 1 1\ —¢—=>
_ 8(1 4 —————In| = 524tdt‘
+ afhgilélIS)aJrho 220-1T(¢)T (%)f ( ¢ n( £> +4¢Y(¢) — )/0 $C—L/2+1 n (t) e
a—ho<(<a+thg
2! ~2-1q
524tdt‘
H N P e C/ - e eaat ( >
a—ho<(<a+hg
L2+ 2 oo 1\ e
—_ ¢~ 21n - 524tdt‘
" a— hoigga-kho 22¢-1T(QT (%)5 ( ( > >/0 e L/2+2 (t)e
a—ho<({<a+hg
226+ 72&31/ (1) a2
+ su _ = In(— 624fdt’
afhgggIS)cH»hO 22¢-1T(Q)r (%)5 2 Jo t¢- L/2+2 t

a—hog<(<a+thg
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IN

2
to o a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2—1 1 4 1 4
consty, o, hy® n 72((1 — ho) + |In 72((1_1_ ho)

xr
Ko L/2-hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0) T

. a—hol(z<)+hol(z21)+L/2-1 (13 (T I 5——
+  consta,a,ne® n 2(a — ho) * | 2(a + ho)

xr
Ko L/2—hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0) <a+ho)

_ _ T
a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2 1Ka—L/Q—hol(a—L/2<0)+h01(a—L/220) (m)

b o a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2 1 T 1 X
+ consta,a,hy® n Na—h) o) + |In 72@ o)
T

)
de=nl)

" a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2 1 z
+ consta,a,hy® n 72((1_%) -+

+ consta,a,hg®

2(
Ko L/2-1-hoI(a—L/2—1<0)+hoI(a—L/2—1>0) (

x
Ko L/2-1-hoI(a—L/2-1<0)+hoI(a—L/2—1>0) P

—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2 x
+ consty apgr® 0l E<Fhollz21) /Ka—L/Q—l—hOI(a—L/Q—1<0)+h01(a—L/2—120) (—)

a+ ho
+  const N x2(a7h0I(z<1)+h01(121))71 In z + | x
@enho 2((1— ho) 2(a+ho)

> 1 2 2
/ In(t)|e =/ (atho)a0 gy
0
2(a—h01<x<1>+h01<x21>)—1/°° 1 et/ (atho)®an gy

ta—L/241—hol(t>1)+hol(¢<1)
+  consta,a,hy® oL/ TR TS D) Tho TE<D) [1In(t)

0

4+ conste,apgr @0l @<Dthol(z21)= 1/00 1 2,—t—2?/((a+ho)?4t)
0

fo—Lj2+1— hol(t>l)+h01(t<1)|ln e

(o) |+ (st )

./°° 1 pyle=t=7/ (ertho)an gy
0

>
+ constang p2(e—hol(@<1)+hol(z>1))+1

fa—L/2+2— th(t>1)+h01(t<1)|ln(

i 1 2 2
2(a—hol(x<l)+hol(xz>1))+1 —t— +h 4t
+ consta,a,nga’ @O TESDROIEZL) / ta7L/2+27h01(t>1)+h01(t<1)|1n(t)|e /et ho) ™80 gy
o <
2a—hoI(x<1)+hol(@>1)41 [ 1 2 —t—a?/((a+ho)24t)
+  consto,a,ngT /0 to—L/24+2—hoI(t>1)+hol(t<1) [ In(t)["e dt

= M(z;a,a, ho).

Die Integrierbarkeit der ersten sechs Summanden iiber (0, c0) gilt nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die
Bedingungen fiir die ersten drei Summanden

200 & ho — hoI (o — L/2 < 0) + hoI(or — L/2 > 0) > 0 und
L+ ho+hol (o — L/2 < 0) — hol(a— L/2>0) >0

sowie die Bedingungen fiir den vierten, fiinften und sechsten Summanden

200t ho — hol(a—L/2—-1<0)+ hol(e —L/2—1>0) >0 und
L+ho+hol(a—L/2—1<0)—hol(a—LJ2~1>0)> -2,

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines hg erfiillt sind.

Die Integrierbarkeit der restlichen Summanden iiber (0, c0) gilt nach Gleichung (A.85) und der entsprechenden
Abschétzung des Logarithmus, wobei die Bedingungen fiir den siebten, achten und neunten Summanden

2a £+ 2ho > 0 und
L/2:|:h,o:th,o>0
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sowie die Bedingungen fiir den zehnten, elften und zwolften Summanden

2a £+ 2ho > —2 und
L/2:|:h,o:tho>0

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines ho erfiillt sind.
Da alle Summanden integrierbar sind, ist M (x;a, «, ho) eine iiber (0,00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

3
mum SUup q—ho<é<a+hg ﬁf(%&o .
a—ho<(<a+thg

A.6.10 Integrierbare Majorante fiir
a3 .
SUP,, _ho <¢<athora—ho<(<atho | papasad (3 € C)]
Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewahlt, dass auch a — hg > 0 und o — hp > 0 sind. Hergeleitet wird
im Folgenden eine iiber (0, c0) integrierbare Majorante fiir sup,— h0<5<a+h0 Baaaﬁaf(x &, ¢)| aus (5.29). Unter
a—hg<(<la+

Verwendung der Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A 1, ergibt sich fiir hinreichend kleines
ho

sup
a—ho<E<a+thg
a—hg<(<a+thg

: ‘

mf(w;&o

LCHL/2—1 c—Lj2-2 . | I e X =
< su 2L+ ( 21n +1 z ‘
- afhoﬁﬁpﬁ)aJrhg 2C+L/272F(<)F (%)f ( ( (25) w(C)) ( ( ) 5 )) ¢-L/2 (5)

a—hg<(<a+hg
C+L/2

x —¢—L/2-3 z x

+ su (L4243 21n(—)— )—2)[(_ _ (—)‘
oo 26, IO (5] (~wraces (2m(5) - el
a—ho<({<a+hg

2¢—1 oo L2

T —2¢—2 1 1) 2 ’

+ su _ 2(2¢ +1 / ———In(=]e €24t dt
a7h0§§2a+h0 22¢-1T(Q)r (é)5 (2¢ ) o t6—L/2 (t
a—ho<(<a+hg

2¢—1 2 oo L2

x —2¢—2 x 1 1 g2 ’

+ su _ L(2¢C+1)+ = / ————1In(-)e £24t dt
a7h0§§2a+h0 22¢-1T(Q)r (é)f ( (2¢ ) 52) o te-L/241 <t>
a—ho<(<a+thg

et | 1\ —t_ =

+ su P —— _QC_4L/ — h’l (—) e 524” dt‘
a—hossgamo 22@*11“({)1“(%))E o te-L/2+2 t
a—ho<({<a+hg

_ _ T
< consta,a,neT” hol(x<1)+hol(z>1)+L/2 1KQ—L/Q—hOI(a—L/2<0)+h01(a—L/220) (m)

a—hol(z<l)+hol(z>1)+L/2—-1 (

(s | 1 (3w

X
Ko L/2—hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0) (a+ ho)

)

+ consta,a,hgT

— x
+ COTLSt,La,hO{L'a ho](ac<1)+h01(3€21)+L/2+1KQ,L/Q,}LO](a,L/2<0)+h0[(a,L/220) (m)

to o a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2+1 1 x 1 x
+ consta,a,hgT n 72(a7h0) + |In 72(a+h0)

X
Ko L/2—hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0) (a+ho)

o — x x X
holI(z<1)4+hol( Z1)+L/2Ka7L/2717hoI(a7L/271<0)+h01(a7L/27120) (m)

to o a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2 1 x 1 z
+ consta,a,hgT n|-———J,+|n 72((1—1—}10)
2

2(a — h,o)
2a—hol(z<)+hol(z>1))—1 [ 1 —t— e
’ /0 ta—L/2—hoI(t>1)+hol(t<1) |In(t)le = (tro?4rdt

+  consta,a,ng®

x
Ko L/2-1-hoI(a—L/2-1<0)+hoI(a—L/2—1>0) “Tho

+ consta,a,hgT

oo 1 22
2(a—h01(x<1)+h01(x21))—1/ T aThey7at gy

T consta,ang® . ta—L/2+17h01(t>1)+h01(t§1)|1n(t)|e
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o0 2
2(a—hol(z<1)+hol(x>1))+1 1 Tt T ho)?
+ COﬂSta,a,hgiﬂ /0 ta—L/24+1—hoI(t>1)+hoI(t<1) | 1n(t)|e (atho)™at dt
Aa—hol(@<V)+hol(z>1))+1 [ - 1 1 _t_(a+:2)§4fd
+  consta,a,he® 0 ta—L/2+2—h01(t>1)+h01(tS1)| n(t)le oridt

M(z;a,a,hg).

Die Integrierbarkeit der ersten sechs Summanden iiber (0, c0) gilt nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die
Bedingungen fiir die ersten beiden Summanden

2ac+ ho — hol(a— L/2 < 0) + hol(a — L/2 > 0) > 0 und
L+ ho+ hol(a— L/2 < 0) — hol(a— L/2 > 0) > 0,

die Bedingungen fiir den dritten und vierten Summanden

200t ho — hol(a— L/2 < 0) + hol(ae— L/2 > 0) > —2 und
L+ ho+ hol(a— L/2 < 0) — hol(a— L2 > 0) > —2

sowie die Bedingungen fiir den fiinften und sechsten Summanden
200t ho —hol(a—L/2—-1<0)+ hol(e —L/2—12>0) >0 und
L+ho+hol(a—L/2—1<0)—hol(a—L/2—12>0) > -2

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines hg erfiillt sind.

Die Integrierbarkeit der restlichen Summanden iiber (0, c0) gilt nach Gleichung (A.85) und der entsprechenden
Abschatzung des Logarithmus, wobei die Bedingungen fiir den siebten Summanden

2a &+ 2hg > 0 und
L/Q:tho:l:ho >—1,

die Bedingungen fiir den achten Summanden

2c £+ 2ho > 0 und
L/2+ ho+ho >0,

die Bedingungen fiir den neunten Summanden

2a £+ 2ho > —2 und
L/Q:l:ho:tho>—1

sowie die Bedingungen fiir den zehnten Summanden

2a0 £+ 2ho > —2 und
L/2+hotho>0

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines hg erfiillt sind.

Da alle Summanden integrierbar sind, ist M (x;a, a, ho) eine iiber (0, 00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

83
mum SUpg—ho<e<ath —f(l"f C) :
a—ho<iZathg | 290008 XS

. . .o 3
A.6.11 Integrierbare Majorante fiir sup,_n,<¢<a+ho,a—ho<¢<a-+ho ’%f(m; &, C)}

Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewéhlt, dass auch a — ho > 0 und o — ho > 0 sind. Hergeleitet

wird im Folgenden eine iiber (0, c0) integrierbare Majorante fiir SUp o—ny<¢<a+he %f(m; g, ()‘ aus (5.30). Unter
a—ho<(<a+thg
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Verwendung der Abschétzungen der einzelnen Funktionen, vgl. Abschnitt A.1, ergibt sich fiir hinreichend kleines

ho

IN

IN

sup
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

: ‘

0
S (@16,0)

pC+L/2-1

20+L/2-21(O)T (%)

sup
a—ho<&<a+thg
a—hog<(<a+hg

sup

2261
a—ho<&<a+thg m
a—ho<{<a+hg

[ (121n (2—2)2 ~12In (;—5) P(Q) +3(0)” = 3¢ (¢
(o (2) ~3000) /—(

a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2-1 -

g

consta, o hgT

—hol )+hol(x>1)+L/2—-1
Consta o pga® 0T E<D Hh0T e+ L/ (

_*
a -+ hg

)

Ko L/2-hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0) (

a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2—1 ( z

consta,a,hg®

_*
a -+ hg

)

‘Ko L/2—hoI(a—L/2<0)+hol(a—L/2>0) (

xT

consty o p g MO @<DFhol(@21)+L/2-1 (
a,o,hg

T
‘Ko L2 hoI(a—L/2<0)+hol(a—L/220) (m)

2(a—holI(z<1)+hol(xz>1

R (g)

(sm (%) —12m (&) w0+ om (%) 607 - wie + 300wn(c) - m

2 e 22 oo 1
52
) e “td”/o L

a—L/2—hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0)

(g )|+ I (s
8 (m)\*
g (m)’*

1

25) $1(Q) = v2(0)) |

/OO In 1 e_t_i%tdt
o ¢— L/2+1 t
3 2
(1)
t

dt] ‘

T

(+5m
))
(s )l)

ln<2( L

)

—t— #
e (a+hq)24t dt

consta, o, hgT

T

8 (m

1 o a®

a ] 2
fo—L/241—hol(t>1)ThoI(t<1) [In(t)le = (erho4dt

)
2(a—holI(z<1)+hol(z>1))—1

consta, o, hgT

./:’

,1/0‘”
(

const x2(a7h01(z<1)+h01(121))71 In x
a,a,hg 2(a — hO)
- L 1 —t= (a+:2)741 d
' o toz—L/2+1—h01(t>1)+h0](tSl)| n(t)le 074t dt

fa—L/2+1—hol(t>1)+hol(¢<1) | In(t)]

1

+

1n(2( L

a+ h,o)
In (#
2(& + h,o)

)
)

)
y

2

o0
2(a—hol 1)+hol(xz>1 1
COnSta oy @ @I @D HROI(@21)) - /

0

2(a—hgol D+hol(z>1 1
consta,o n,® (a—hoI(x<1)+hol(z>1))—

oo 1 )
'/0 toz—L/2+1—h01(t>1)+h0](t§1)|1n(t) e

oo

[ In(t)|%
ta—L/241—hoI(t>1)+holI(t<1)

(o)l

(a+ho)24t dt

1

[
(at+ho)24t Jt

()

22

Consta,a’hox2(o¢—}m](m<1)+h01(ac21))—1/

0

M(z;a,a, ho).

3
fa—L/241—hoI(t>1)+hol(1<1) |In(t)["e

—t= (atho)2at Jt
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Die Integrierbarkeit der ersten vier Summanden iiber (0, 00) gilt nach Gleichung (A.86) bzw. (A.87), wobei die
Bedingungen
2a + ho — hol(o — L/2 < 0) + hoI(a — L/2 > 0) > 0 und
L+ ho+hol(a—L/2 < 0) —hol(a—L/2>0)>0

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines hg erfiillt sind.

Die Integrierbarkeit der restlichen Summanden iiber (0, c0) gilt nach Gleichung (A.85) und der entsprechenden
Abschétzung des Logarithmus, wobei die Bedingungen

2 + 2hg > 0 und
L/2+hotho>0

an die Parameter o > 0 und L € N fiir hinreichend kleines hg erfiillt sind.
Da alle Summanden integrierbar sind, ist M (z;a, a, ho) eine iiber (0,00) integrierbare Majorante fiir das Supre-

3
mMum SUpa—hy<e<athy |z f (€ Q)|
a—hg<(<a+thg
A.7 Integrierbarkeit der potenzierten partiellen Ableitungen der Dichte
In diesem Abschnitt werden integrierbare Majoranten fiir potenzierte partielle Ableitungen der Dichte der K-Ver-
teilung hergeleitet. Dazu werden zunéchst die in diesen Ableitungen auftretenden Faktoren einzeln abgeschétzt.

In den Unterabschnitten wird auf diese Abschitzungen zuriickgegriffen.

Es seien a > 0, > 0 und ho > 0 so klein gewahlt, dass auch a —ho > 0 und a—ho > 0 sind. Die zu betrachtenden
Faktoren sind fiir £ € [a — ho,a + ho] und ¢ € [ — ho, @ + ho].

g1(z;€,¢) = $<+L/2_1K<—L/2 (%)

g2(2;€,¢) = xC+L/2KC7L/2—1 (%)

© 1 LY\ —t—a?/(1e%t)

x
ga(z;€,¢) = $<+L/2+1K§—L/2 (—)

gs(@:€,¢) = «*7"

3

[ 1 1\°
gs(;6,¢) = 2™ 1/ ey (;) et gy
0
© N
/ Wz (?)e t 12/(%%)‘“’
0

go(z:6,¢) = 2™

f(;6,0)7"  und
fla;a,a)

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f der K-Verteilung aus (5.19).
Fiir diese Faktoren gilt nach Abschnitt A.1

a—hol(z<1)+hol(z>1)+L/2-1 ¢
«

sup g(z;€,¢) < =z
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<athg

T
—L/2—hoI(a—L/2<0)+hoI(a—L/2>0) (a—i— ho) s

_ X
. iug . 92(96’;57() < oz hOI(KthOI(Q1)+L/2Ka_L/2_1_h0z(a_L/2_1<o)+h01(a—L/2—1zo) (a+h0>7
a— a+
ahozesath
sup gg(&?'f C) < x2(a7h01(z<1)+h01(121))71
a—ho<E<athg -
a—hg<¢(<a+hg
o ta—L/24+1—hoI(t>1)+holI(t<1) + ’
a— x x> X
sup  ga(236,() < @ MOTE@SDANOIEEDIEEIR s e n/2<0) o (e 1/250) (W)’

a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg
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2(a—hol(x<1)+hol(z>1))—1

IN

sup g5(2;€,Q) x
a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+hg

o 1 1\ a2 a(atno)?e)
'/O fa—L/2+1—hoI(t> 1)+ hol(¢<1) In (Z) € ot

2(a—hol(z<1)+hol(z>1))—1

sup  golw;§,¢) < @t holeeliol2D)
a—ho<&<a+thg
a—ho<¢(<athg

< 1 1\ i w?/(4(atho)?t)
‘/0 ta—L/2—hoI(t>1)+hol(t<1) In (g) € 7ty

6,07 —a—hol(@<1)+hol(221)=L/2+1
sup f(x;6,¢) < consta,a,n,T ol(x<1)+hoI(z>1)~L/
a—hg<E<a+thg

a—ho<(<a+thg

" -1
‘Ko L/24hoI(a—L/2<0)—hoI(a—L/2>0) a——ho )

flz;a,0) = consta,a:vO‘*L/Q*lKa,L/Q (2) .

Unter Verwendung dieser Abschitzungen und der entsprechenden asymptotischen Entwicklungen der modifizierten
Besselfunktion zweiter Art sowie der Integrale konnen die Faktoren fiir hinreichend kleines ho weiter abgeschétzt
werden.

e Firxz — 0, x <1 und hg so gewéhlt, dass
a—L/2—hoI(a—L/2<0)+hol(e—L/2>0)#0
ist, kann die asymptotische Entwicklung (5.16) angewendet werden und es ergibt sich fiir den Faktor g; fiir z — 0

consta,a,h[)mm*l*%“(l +0(1)), fallsa—L/2<0

A.90
consta angt” 1720 (14 0(1)), falls @ — L/2 > 0. ( )

sup  g1(2;€,Q) S{
a—ho<E<a+thg
a—hg<¢(<a+hg

Fiir £ — oo, z > 1 kann die asymptotische Entwicklung (5.18) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor g1 fiir x — oo

sup 91(x;€,C) < consta o p,a® /232 hogme/latho) () 4 (1)), (A.91)
a—ho<€E<a+thg
a—hog<(<a+hg

e Firxz — 0, x <1 und ho so gewéhlt, dass
a—L/2—1—hol(a—L/2—1<0)+hol(a—L/2—1>0)#0
ist, kann die asymptotische Entwicklung (5.16) angewendet werden und es ergibt sich fiir den Faktor go fiir z — 0

consta,an,t>® 720 (14 0(1)), fallsa—L/2—-1<0

A.92
consta,an,t 1720 (14 0(1)), falls a— L/2—1>0. ( )

sup  g2(2;€, Q) S{
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

Fiir ¢ — oo, z > 1 kann die asymptotische Entwicklung (5.18) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor gz fiir x — oo

sup 92(x;€,C) < consta o p,x® /2T o gme/(atho) () 4 (1)), (A.93)
a—ho<€E<a+thg
a—ho<(<a+thg

e Fiir z — 0, z < 1 konnen die asymptotischen Entwicklungen (A.41), (A.42) bzw. (A.43) angewendet werden
und es ergibt sich fiir den Faktor gs fiir x — 0

consta, o net2* 1720 (1 4 0(1)), falls a — L/2 < 0

A.94
consta o nox 10| In(x)|(1 4 o(1)), falls o — L/2 > 0. ( )

a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+hg

sup  ga(x;€,() < {
Fiir £ — oo, x > 1 kann die asymptotische Entwicklung (A.16) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor g3 fiir x — oo

sup g3(x;€,¢) < constava,hoxo‘+L/2_3/2+3h° ln(x)e_x/(“'h")(l + o(1)). (A.95)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg
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e Fiirx — 0, z < 1 und ho so gewéhlt, dass
a—L/2—hol(a—L/2<0)+hol(a—L/2<0)#0
ist, kann die asymptotische Entwicklung (5.16) angewendet werden und es ergibt sich fiir den Faktor g4 fiir z — 0

constava,hom%‘“_%"(l +o0(1)), fallsa—L/2<0

A.96
consty o not 20 (14 0(1)), fallsa— L/2 > 0. ( )

sup  ga(x;€,() < {
a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+hg
Fiir ¢ — oo, £ > 1 kann die asymptotische Entwicklung (5.18) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor g4 fiir x — oo

sup 9a(7;€,C) < consta,ap,a™ T E/ 2T/ 2 ho gme/latho) (1 4 (1)), (A.97)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+t+hg
e Fir z — 0, z < 1 kénnen die asymptotischen Entwicklungen (A.81), (A.82) bzw. (A.83) angewendet werden
und es ergibt sich fiir den Faktor gs fir x — 0

consta, o ne 21720 (1 4 o(1)), falls a — L/2 < 0

A.98
consta angt 10 In(z)?(1 + o(1)), falls a — L/2 > 0. ( )

a—ho<€£<a+thg
a—ho<(<a+hg

sup g5(;€,¢) < {

Fiir £ — oo, x > 1 kann die asymptotische Entwicklung (A.56) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor gs fiir x — oo

sup 95(x;€,C) < consta,ap,x™ /2320 1y ()27 (@t ho) (1 4 5(1)). (A.99)
a—ho<&<a+thg
a—ho<{<a+hg
e Fir z — 0, z < 1 kénnen die asymptotischen Entwicklungen (A.41), (A.42) bzw. (A.43) angewendet werden
und es ergibt sich fiir den Faktor g fir t — 0

consta,a ng 2> 20 (1 4 o(1)), falls a — L/2 < 1

(A.100
consta,anet 170 In(z) (1 4+ 0(1)), falls a — L/2 > 1. )

sup  go(x;€,() < {
a—ho<E<a+thg
a—hg<({<a+hg
Fiir £ — oo, x > 1 kann die asymptotische Entwicklung (A.16) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor ge fiir x — oo

sup 96(2;€,C) < const g pya®H/ 2T 2H2h0ER 1y () T/ (atho) (1 4 o(1)), (A.101)
a—hg<£<a+thg
a—ho<(<a+thg

e Firxz — 0,z <1 und ho so gewdhlt, dass
a—L/2—hol(a —L/2<0)+hol(e —L/2>0)#0

ist, kann die asymptotische Entwicklung (5.16) angewendet werden und es ergibt sich fiir den Faktor f~' fiir
z—0

consta angt 21720 (1 4 0(1)), falls a—L/2<0

A.102
consta,an, T2 (1 4 0(1)),  falls a— L/2 > 0. ( )

-1
sup fl@:6,0)7 < {
a—ho<E<a+thg
a—ho<¢(<athg

Fiir x — oo, x > 1 kann die asymptotische Entwicklung (5.18) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor f~! fiir z — oo

sup F(a:6,0) 7" < consta g ngr @ /2T 2ERogr/(a=ho) (1 4 5(1)), (A.103)
a—ho<E<a+thg
a—ho<({<a+thg

e Fir z — 0, z < 1 kénnen die asymptotischen Entwicklungen (5.16) bzw. (5.17) angewendet werden und es
ergibt sich fiir den Faktor f fiir x — 0

consta,ang > (1 + o(1)), fallsaa— L/2 <0
f(xia,a) < < constaan,z™ (14 0(1)), fallsa — L/2 >0 (A.104)
consta,aner™ | In(x)|(1 4+ o(1)), falls a — L/2 =0.
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Fiir £ — oo, z > 1 kann die asymptotische Entwicklung (5.18) angewendet werden und es ergibt sich fiir den
Faktor f fir z — oo

flx;a,a) < consta o p,a® 27327/ (1 4 o(1)). (A.105)

Im Folgenden wird die Integrierbarkeit bestimmter Produkte aus diesen Faktoren nachgewiesen. Diese Produkte
sind in den Abschitzungen der Ableitungen enthalten und werden in den néchsten Abschnitten bendtigt.

o [Esgilt

/ sup f(x;ﬁ,()73f(m;a, oz)gl(m;ﬁ,g)?’dx < o0, (A.106)
0 a—ho<€<a+thg
a—ho<(<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(236,0) 7 f(wa,0)01(2:€,0)°
a—ho<&<a+thg
a—hg<¢(<a+thg
consta o ne 2> 71200 (1 4+ 0(1)), fallsaa — L/2 <0
< consta, e nert= 1720 (1 4 0(1)), fallsa — L/2 >0

consta, o nox 120 In(2)|(1 + o(1)), fallsa—L/2=0

und fiir  — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(@;6,Q) 7 f(w0,0)q1(7;€,0)°
a—ho<E<a+thg
a—ho<({<a+hg

< consty.q h0$a+L/273/2+6h067[(a73h0)2710h%]/[a(a7h0)(a+h0)]z(1 + 0(1))

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.
o [Esgilt

/ sup f(x;ﬁ,()_gf(m;a, oz)gg(m;ﬁ,()gdx < o0, (A.107)
0 a—ho<€<a+thg
a—ho<Eathg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.92), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(#:€,0) 7 flasa, ) g2(x:€,0)°
a—ho<€E<a+thg
a—ho<({<a+thg

consty o ne x> 17120 (1 + 0(1)), falls « — L/2 <0
< consty o por?@THOTL/D=1712h0 (1 4 (1)), falls 0 < a— L/2 <1
N consta, e net 720 (1 4 0(1)), fallsa — L/2 > 1
consta, o net= M0 In(z)|(1 4+ o(1)), falls « — L/2 =10

und fiir  — oo gilt nach den Abschétzungen (A.93), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2:€,0) 7" flasa, ) g2 (x5 €,0)°
a—ho<E<a+thg
a—hog<(<a+thg

< consteon xa+L/2+3/2+6h0e—[(a—3h0)2—10hg]/[a(a7h0)(a+h0)]z(1 + 0(1))
—_ 1 &, 10 N

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.
e Esgilt

/ sup  F(@36,0) 7 fas 0, a)gs (3 €, O)Pde < oo, (A.108)
0 a—ho<€<athg
a—hg<(<a+hg
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denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.94), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(@;6,0) 7 f(w0,0)g3(:6,¢)°
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

consta,ang > 120 (1 4 0(1)), fallsaa— L/2 <0
< consta,a net= 1780 In(z)3|(1 + 0(1)), falls a— L/2 >0
consta, o nex” 1780 In(z)* (1 4 o(1)), fallsa — L/2 =0

und fiir  — oo gilt nach den Abschétzungen (A.95), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(236,0) 7 f(z;a,0)gs(w: €, ¢)°
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<a+thg

< consta’a,hoxa+L/2—3/2+12h0 ln(x)Bef[(a73h0)2710h5]/[a(a7h0)(a+h0)]z(1+0(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

e Es gilt

/ sup @5 6,0) 7 f s a,a)gn (36, €)2ga (3 €, O)der < oo, (A.109)
0 a—hg<&<a+thg
a—hg<¢<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.92), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup F(@:6,0) 7  flzsa, a)g1(x;€,¢) % g2(23 €, )
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<a+thg

constava,hoxmflfmh“(l +0(1)), falls a — L/2 < 0
consta, o ne x> 120 (1 4 0(1)), fals0 < a—L/2< 1
- consta, o ner TR0 (1 4 0(1)), falls a — L/2 > 1

(
20‘_1_12}”’|1n(m)|(1—&—0(1)), fallsa — L/2 =10

consta,a,hg®
und fiir x — oo gilt nach den Abschiitzungen (A.91), (A.93), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2:6,0) 7 flasa,a)g1 (7€, €)% g2 (a5 €,€)
a—hg<{<a+hg
a—hg<(<a+hg

< Consta’a,hoxa+L/271/2+6h0ef[(af?,ho)?710h5]/[a(a7h0)(a+h0)]z(1+O(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

e Es gilt

/ sup  f(@36,0) 7 s aya)gn (3£, €)2gs(: €, O)dar < oo, (A.110)
0 a—ho<&<a+thg
a—hg<¢<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.94), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(2:€,0) 7 f(mia, 0)g1 (256, 0) gs(w: €, Q)
a—ho<E<a+thg
a—hog<(<a+thg
consta,a7h0x2a71712h0 (14 0(1)), falls « — L/2 < 0
consta,anet 0 In(z) (1 + 0(1)), falls a — L/2 >0

consta o net M0 In(2)2(1 + 0(1)), falls a— L/2=0

IN

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.95), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(@36,0) 7 flz3a, )91 (25€,0) ga (3, €)
a—ho<€<a+thg
a—ho<(<a+hg

< Consta’ayho$a+L/2—3/2+8h0 ln(x)e—[(a—3h0)2_10h%]/[a(a—h0)(a+ho)]x(1_1_0(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gew&hltes ho gegeben.
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o [Esgilt

/ sup  f(#;6,0) 7 f(wa,0)91(w3€, Qg2 (w3 €, () d < oo, (A.111)
0 a—hg<&<a+thg
a—hg<(Za+ho

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschéitzungen (A.90), (A.92), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup f(@:6,0 7 f(za,0) 91 (x5 €, Q) g2 (x5 €, )
a—ho<E<a+thg
a—hg<({<a+hg

consta, o n 2> 1200 (1 4 0(1)), falls « — L/2 <0
< consty o pyr?@ T2 L/D=1712h0 (1 4 (1)), falls 0 < a—L/2 <1
N consta, o net T30 (1 4 0(1)), fallsa — L/2>1
consta o no > 17120 | In ()| (1 4 o(1)), falls « — L/2 =0

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.93), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2;6,0) 7 flasa, @) g1 (w3 €, ) ga(x; €, )
a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

< consteon xa+L/2+1/2+6h067[(a73h0)2710hg]/[a(a7hg)(a+hg)]z(1 + 0(1))
—_ s &, 10 N

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

o [Esgilt

/ sup  f(#:6,0) 7 fwa,0)91(w3€, Q) ga(w; €, ¢) d < oo, (A.112)
0 a—hg<&<a+thg
a—ho<(Za+ho

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.94), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(36,0) 7 f(wsa, @)g1(25€,C)ga (23 €, )
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg
consta,ang > 120 (1 4 0(1)), falls « — L/2 <0
consta,ane 170 In(z)?(1 4+ 0(1)), fallsa—L/2>0

consta,a net” 170 In(2)3|(1 + 0o(1)), fallsa—L/2=0

IN

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.95), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2:6,0) 7 f(wsa, ) g1(25€, Q) ga (w3, ¢)°
a—hg<&<a+thg
a—ho<¢(<a+hg

Ot L/2-3/2+10hg In(z) [(a73h0)2710hg]/[a(afhg)(zkkho)]z(l +o(1)).

2 —
< consta,a,hg e

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

o [Esgilt

/ sup f(x;ﬁ,()_Qf(m;a, oz)gl(x;E,C)de < o0, (A.113)
0 a—ho<€<a+thg
a—ho<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(256,Q) 7 f (w50, 0)91 (23€, )
a—ho<E<a+thg
a—ho<({<a+thg
consta,a,n 2> 80 (1 4 0(1)), falls « — L/2 <0
< consta,anet= 180 (1 4+ 0(1)), falls « — L/2 >0

consta,anex” 1780 In(z)|(1 + 0(1)), fallsa—L/2=0
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und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(#6,0) 7 f (w0, 0) g1 (€, ()
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

< conste an $a+L/2—3/2+4h0e—[(a—2h0)2—5h%]/[a(a—h0)(a+h0)]x(1+0(1))
= a,c,ng '

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gew&hltes ho gegeben.

e Es gilt

oo

/ sup  f(@36,0) 2 (w3 0, 0) g2 (: €, O)2d < oo,
0 a—hg<&<athg
a—ho<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.92), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(2;:6,0)  f(zra,a)g2(x;€,C)?
a—ho<€E<a+thg
a—hg<CZathy

constava,hommflf%" (1+o0(1)), falls a — L/2 < 0
< consty o por?@T2@7L/D=1=8h0 (1 L 5(1)), falls0<a—L/2<1
- consta,aner 3780 (1 4 o(1)), falls a — L/2 > 1
consta e nex= 3780 In(z)|(1 + o(1)), falls a — L/2 =10

und fiir  — oo gilt nach den Abschétzungen (A.93), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2:6,0) 2 f(x5a,0)g2(7; €, €)?
a—hg<{<a+hg
a—hg<(<a+hg

< consta’a,hoxa+L/2+1/2+4h0ef[(a72h0)275h5]/[a(a7h0)(a+h0)]z(1+O(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

e Es gilt

/ sup  f(@36,0) 2 (w5 0, a)gs(: €, O)2de < oo,
0 a—hg<&<athg
a—ho<(<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.94), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(2;6,0) 7 f(w;a,0)gs(;€, )
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

consta,a ng 2> 80 (1 4+ 0(1)), falls a — L/2 < 0
< consta,a nex™ 17120 In(z)%(1 4 o(1)), falls a — L/2 >0
constaanet= 120 In(2)3|(1 + 0(1)), fallsa— L/2=0

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.95), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(@;€,0) 7 (w0, 0)g3(w;6,¢)°
a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+hg

< p@TL/2-3/2+8ho ln(x)Qe—[(a—2h0)2—5hg]/[a(a—h0)(a+h0)]ac(1_1_0(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gew&hltes ho gegeben.

e Es gilt

oo

/ sup  f(@36,0) 2 (w3 0, 0)ga (3 €, O)2d < o0,
0 a—hg<&<athg
a—ho<(<a+thg

181
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denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.96), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup [ (236,0) 7 f(z;0,0)ga(:€,)°
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+hg
consta, o n, w2380 (1 4 o(1)), falls « — L/2 <0
< consta e n,t 3780 (1 4+ 0(1)), falls a — L/2 >0

consta, e net 3780 In(z)|(1 4+ 0(1)), fallsa— L/2=0

und fiir  — oo gilt nach den Abschétzungen (A.97), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup f(@:€,0) 2 flasa, o) ga(w; €,0)*
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<athg

< Consta’a’hoanﬁL/2+5/2+4h0ef[(a72h0)275h5]/[a(a7h0)(a+ho)]z(1+O(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

e Esgilt

/ sup  F(@36,0) 2 (w3 0, 0)g5 (2: €, O)2de < oo, (A117)
0 a—ho<€<athg
a—hg<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.98), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(w;€,Q) 7 f (w3 a, )95 (236, ¢)°
a—ho<E<athg
a—ho<(<athg
consty,a,n, x> 1780 (1 + 0(1)), falls « — L/2 <0
consta,angr™ M0 In(z) (1 4+ 0(1)), fallsa—L/2>0

constaane™ 1720 In(2)®|(1 + 0o(1)), fallsa—L/2=0

IA

und fiir # — oo gilt nach den Abschéitzungen (A.99), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(@;€,0) 7 f (w0, 0)g5(w: €, ¢)°
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

< Consta’a7h0$a+L/273/2+8h0 ln(m)élef[(a72h0)275hg]/[a(a—ho)(a+ho)]z(1_1_0(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

e Esgilt

/ sup  f(@36,0) 2 (w0, a)gs(: €, O)Pde < oo, (A.118)
0 a—ho<€<athg
a—ho<(<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.100), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(2:6,0) *f(wra,a)g6(x;€,¢)?
a—hg<{<athg
a—hg<lZathy

consta, o n 2> 780 (1 4 0(1)), falls a — L/2 < 0
cOnsta o nyr?@T2@"L/D=1=8h0 (1 L 5(1)), fallsO0<a—L/2<1
consta,angx= T30 In(2)%(1 4 o(1)), fallsa — L/2 > 1
consta,a,ng > 78| In(2)|(1 + o(1)), fallsaa — L/2 =10

und fiir # — oo gilt nach den Abschéitzungen (A.101), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2;6,Q) 7 f(wa,a)g6(w; €, ¢)°
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

< ConSta,,a,ho$Q+L/2+1/2+8h0 ln(m)Qe—[(a_2h0)2_5hg]/[a(a—h0)(a+h0)]x(1 _1_0(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewé&hltes ho gegeben.
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o Esgilt

/ sup (6,07 2 fx; a0, ) g1 (3 €, ¢ ga(; €, ¢)da < oo, (A.119)
0 a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschéitzungen (A.90), (A.92), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup F(@:6,0) 72 f(zsa,a)g1 (x5 €, ) g2 (x5 €, C)
a—ho<E<a+thg
a—hg<(¢(<a+hg

consta,a,n, > 80 (1 4 0(1)), falls « — L/2 <0
< consta,a,ng 2> 80 (1 4 0(1)), fals0 < a—L/2< 1
- consta,a,hyT glH1=8ho(1 4 o(1)), fallsa — L/2 > 1

consta,an, > 1780 In(2)|(1 + o(1)), falls @ —L/2 =0

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.93), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2;6,0) 7 f(wsa,0)1(25€, Q) ga (w36, €)
a—hg<£<a+thg
a—ho<¢Zathg

< constyon xa+L/2*1/2+4h0e*[(a*2h0)2*5h%]/[a(a*h0)(a+h0)]z(1+0(1))

—_ YL, N

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

o Esgilt

/ sup F(@:6,0) 7 flasa, @) g1(w; €, gs(a; €, ()dz < o0, (A.120)
0 a—ho<é<athg
a—ho<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.94), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(@36,0) 7 f (w50, )91 (236, C)ga (436, )
a—hg<E<a+thg
a—hg<¢(<a+hg
consta, o ne 21780 (1 4 o(1)), falls « — L/2 <0
consta,anet 1700 In(z)|(1 + 0(1)), falls a — L/2 >0

consta,angt 1710 In(x)?(1 4+ 0(1)), fallsa — L/2=0

IN

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.95), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2:6,Q) 7 f (50, a)91(w3 €, Q) gs (5 €,C)
a—hg<&<a+thg
a—hg<¢(<a+hg

< Constaya’hoxa+L/2—3/2+6h0 ln(x)ef[(a72h0)275h%]/[a(a7hg)(a+hg)]z(1_"_0(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

o Esgilt

/ sup (56,07 f(w50,0)g1(x5 €, Q)ga(; €, ¢)dw < o0, (A.121)
0 a—ho<é<atho
a—hog<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.96), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(@:6,Q) 7 f(wsa, )g1 (w3, ¢)ga (3 €, )
a—ho<E<a+thg
a—hg<¢(<a+hg
consta, o nt>>T80 (1 4 0(1)), falls o — L/2 <0
< consta,anet T8O (1 4+ 0(1)), falls o — L/2 >0
|

consta, e net T80 In(z)|(1 + 0(1)), fallsa— L/2=0
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und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.97), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(;6,0) 2 f(w5a,0)g1 (w58, C)ga(m; €, Q)
a—hg<€&<a+thg
a—ho<(<athg

< consta.ang pOTL/2+1/2+4ho ,—[(a— 2ho)2—5h2]/la(a—ho)(a+tho)lz (1+ o(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewé&hltes ho gegeben.

e Esgilt

/ sup  f(:6,0) 2 (@0, 0)gn (36, Ogs (a3 €, O < oo, (A.122)
0 a—ho<€<athg
a—hg<(<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschéitzungen (A.90), (A.98), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup F(@:6,0) 2 f(za,a)g1 (x5 €, () g5 (x5 €, C)
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<a+thg

consta,a,n, x> 1780 (1 + 0(1)), falls « — L/2 <0
consta ang™ 1T In(z)?(1 4+ 0(1)), fallsa—L/2>0
consta anex™ 170 In(2)3|(1 + 0o(1)), fallsa—L/2=0

IA

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.99), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(x;€,0) 7 f(@a,a)g1(x5€,()gs (w36, C)
a—hg<£<a+thg
a—ho<{<a+thg

< consta’a,hoxa+L/273/2+6h0 ln(x)Qef[(a72h0)275h5]/[a(a—ho)(a+ho)]z(1+O(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.
o Esgilt

7 s 60 ) 6 Qi €, O < o, (A123)
0 a—hp<&<a+thg
a—hg<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.90), (A.100), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(:6,0) 7 f(wsa,0)g1 (w56, O go(;€,€)
a—hg<€&<a+thg
a—ho<(<a+hg

COnSta,ong 200—1— ShO(

1)), falls « — L/2 <0
1)), fals 0 <a—L/2< 1
o(1)), fallsa—L/2>1

I(1+
consta,ang x> 80| In(x)|(1 +0(1)), fallsa—L/2=0

1+ (
consta,a,homza = Bh‘) + o

L+1-1
const,qnox™t 0h"|ln (z)

IN

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.91), (A.101), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(:6,0) 7 f(wsa,a)g1 (x5, O go(;€,€)
a—hg<E<a+thg
a—hg<¢(<a+hg

< consty o h0$a+L/2—1/2+6h0 ln(m)e—[(a—Qho)z—5hg]/[a(a—h0)(a+ho)]x(1 +o(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewé&hltes ho gegeben.

e Esgilt

/ sup (6,02 (@0, 0)ga (3£, Oga(a €, () < oo, (A.124)
0 a—ho<€<athg
a—hg<(<a+hg
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denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.92), (A.94), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(236,0) 7 (w3 0, 0)g2(w: €, Oga(w;€, €)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+hg
consta, o net>* 180 (1 4 0(1)), fallsaa — L/2 <0
2a=1=10ho | 15 () |(1 + 0(1)), fallsO0<a—L/2<1
N consta aner T In(2)|(1 4+ 0(1)), fallsa—L/2>1
consta,aner?® 00 In(2)3(1 + 0(1)), falls o — L/2=0

consta,a,hg®

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.93), (A.95), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(:6,0) 7 f(w5a,0)g2(x5€, Q) gs (3 €,€)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg

< Consta,a’hoxa+L/2—1/2+6h0 ln(x)ef[(a72h0)275h%]/[a(a7hg)(a+hg)]z(1+O(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.

e Es gilt

/ sup  f(@36,0) 2 (0, 0)ga (€, O)ga(a: €, O)der < 0o, (A.125)
0 a—hg<&<athg
a—hog<(<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.92), (A.96), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(2:€,0) 7 flasa, @) g2 (x5 €, () ga(w; €, C)
a—ho<€E<a+thg
a—ho<(<a+thg

consta, o ne 2> T80 (1 4 o(1)), falls a — L/2 < 0
< const g o no T80 (1 + 0(1)), fals 0 <a—L/2<1
- consta,anet= T80 (1 4 o(1)), falls a — L/2 > 1

consta, o ng 2780 In(x)|(1 + o(1)), fallsa—L/2=0

und fiir x — oo gilt nach den Abschiitzungen (A.93), (A.97), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup F(@:6,0) 2 flasa,a)g2 (73 €, ) gala; €,€)
a—ho<{<a+hg
a—hg<(<a+hg

< Consta’%ho$a+L/2+3/2+4h0e—[(a—zho)z_5h5]/[a(a—h0)(a+ho)]x(1_|_0(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gew&hltes ho gegeben.

o Esgilt

/ sup f(@36,0) 2 f (s a, a)galws €, C)golw: €, e < oo, (A.126)
0 a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.92), (A.100), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(;6,0) 2 f (w50, 0)g2(x5 €, Q) ge (23 €, )
a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+hg

consta, o net>* 180 (1 4 0(1)), falls o — L/2 <0
- constq o pyr?@ F2OL/A=1=8h0 (1 4 5(1)), falls0<a—L/2<1
N consta o nex= 37100 In(2)|(1 + o(1)), falls o — L/2 > 1
consty o ne 21780 In(z)|(1 4 o(1)), falls a — L/2 =10

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.93), (A.101), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(x;6,0) 2 f(wsa,0)g2(x5 €, C)go(w: €, €)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+hg

pOTL/2+1/2+6ho ln(m)ef[(a72h0)275hg]/[a(a—ho)(a+ho)]z(1 + o(1)).

IN

consta,a,hg
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Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewéhltes ho gegeben.
e Esgilt

Am sup  f(@i6,0) 2 f (s a, a)gs(w; €, C)gs (3£, C)dx < oo, (A.127)

a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.94), (A.98), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(36,0) 7 f (x50, @)ga(:€,¢)gs (23 €, C)
a—ho<E<a+thg
a—hog<¢(<a+hg
consta,an, 2 780 (1 4 o(1)), falls « — L/2 < 0
< consta,a ne™ 1720 In(2)3|(1 + 0(1)), fallsa—L/2>0
1

consta,aner™ 10 In(z)* (1 4 o(1)), falls « — L/2 =0

und fiir # — oo gilt nach den Abschétzungen (A.95), (A.99), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2;6,0) f(zya,a)gs(x: €, C)gs (3 €, C)
a—hg<&(<a+hg
a—ho<(<a+hg

2 2
< Constaya’ho$a+L/2—3/2+8ho|ln( ) | —[(a—2hg)“=5hg]/[a(a—ho)(a+ho)]z (1+0( ))

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewé&hltes ho gegeben.
o [Esgilt

/Ooo sup F(@:6,0) 7 f(z;a,a)g3(x; €, ) gs(x; €, ¢)dz < o0, (A.128)

a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+hg

denn fiir  — 0 gilt nach den Abschétzungen (A.94), (A.100), (A.102) und (A.104) fiir den Integranden

sup  f(w;€,0) 7 (w3 a,0)g3(3:6, ) gs (256, €)
a—ho<&<a+thg
a—ho<(<a+thg
consta, o net?* 80 (1 4 o(1)), fallsaa — L/2 <0
consta o nex?® 7100 In(z)|(1 + 0(1)), fallsO0<a—L/2<1
- consta o nor 20 In(2)?(1 + 0(1)), fallsa—L/2>1
(

consta,aner?® 00 In(2)3(1 + 0(1)), fallsa—L/2=0

und fiir £ — oo gilt nach den Abschitzungen (A.95), (A.101), (A.103) und (A.105) fiir den Integranden

sup  f(2;:6,0) * f(zya,a)gs(x:€, Q) g6 (2 €, C)
a—ho<&<a+thg
a—hg<(<a+hg

< consta’a,hoxa+L/271/2+6h0i2h0 ln(x)Qef[(a—2h0)2—ShS]/[a(a—ho)(cH»hg)]z(1+O(1)).

Also ist die Integrierbarkeit fiir hinreichend klein gewiéhltes ho gegeben.

A.7.1 Integrierbare Majorante fiir
1
SUDPg—ho<t<a+tho,a— ho<g<a+ho f(x;a,a) }f(az £,¢)” (iB £, ¢) ’
Es seien a, o und ho so gewéhlt wie in Abschnitt A.7, Seite 175. Dann gilt nach Gleichung (5.20) fiir alle z € (0, co)

fa:6.0)"! aﬂmso

sup  f(x5a,q)
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<athg

consta,a,hg sup F(@:6,07° f(@50, )1 (23, )°
a—ho<&<a+thg
a—ho<{<a+hg

+ ConSta,Ot,ho Sup f(x;f,()fo(x;a, a)gl(x7§7<—)292(1’.a§7€)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

IA
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+ ConSta,Of,h() Sllp f(x;f,()fo(x;a, a)gl(x’§7c)92(‘raf7c)2
a—hg<&<a+thg
a—ho<({<a+thg

+  consta,a,hg sup F@;6,0)7° f(w;0,0)g2 (w3 €, €)°.
a—ho<€E<a+thg
a—ho<({<a+thg

Die Integrierbarkeit der Summe iiber (0, c0) folgt aus der Integrierbarkeit der einzelnen Summanden (A.106),
(A.109), (A.111) und (A.107).

A.7.2 Integrierbare Majorante fiir

Supa—ho§§§a+ho,a—hogcga+ho f(w9 a, O() ’f(w7 5’ C)_la_if(w9 g’ C) }3

Es seien a, o und hg so gewéhlt wie in Abschnitt A.7, Seite 175. Dann gilt nach Gleichung (5.21) fiir alle z € (0, c0)

3

swp f(a,a) [[@:6,0 7 A fai6,0)
a—ho<E<a+thg «
a—hg<(<a+thg

constaang  sup  f(#;6,0) 7 f(z5a,0)91(x:€, Q) (| In(@)| + consta,a,ng)’
a—ho<€<atho
a—ho<¢a+tho

+  consta,a,ng sup F@:6,0) 7% fm;0,0)91(256,¢) g3 (w36, ¢) (| n()] + consta,a,ng)?
a—hg<£<a+thg
a—ho<(<athg

+  consta,a,ng sup F@;6,0)7° f(w;0,0)g1(2:€, Q) gs(; €, ) (| In(@)| + consta,a,ng)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg

+  consta,a,hg sup  f(;6,0) 7 f(w3a,0)g3(x;€,0)°
a—hg<E<a+thg
a—ho<(<a+thg

IN

Die Integrierbarkeit der Summe iiber (0,00) folgt aus der Integrierbarkeit der einzelnen Summanden (A.106),
(A.110), (A.112) und (A.108).

A.7.3 Integrierbare Majorante fiir

_1 82 2
SUPg_hy<¢<a+ho,a—ho<¢(<a+ho f(z;a, a)]f(:r:; £,¢) 1%10(-’1/’; £, C)}

Es seien a, o und hg so gewiihlt wie in Abschnitt A.7, Seite 175. Dann gilt nach Gleichung (5.24) fiir alle z € (0, c0)

., 8 2

sup  f(wia,0) | f(2:6,0) 7" 55 f(2:6,0)
a—hg<&<a+hg a
a—ho<(<a+hg

constaan,  sup  f(2:6,0) 2 fara,a)ga(x;€,€)°
a—hg<{<a+hg
a—hg<(<a+hg

+  consta,a,ng sup F(@:6,0) 72 f(z3a,0)g1 (x5 €, () g2 (x5 €, €)
a—ho<{<a+hg
a—ho<(<a+hg

+  consta,a,ng sup F(@:6,0) 72 f(z;a,0)g2(x5 €, () galx; €, C)
a—ho<{<a+hg
a—ho<(<a+hg

+ constaan,  sup  f(2:6,0) 2 f(zia,a)g1(z;€,C)
a—ho<€<a+thg
a—hg<lZathy

+  consta,a,hg sup F@:6,0) 7 f(w; 0, 0)g1 (23, Q) gal; €, €)
a—hg<{<a+thg
a—ho<(<athg

+  consta,a,hg sup F(@:6,0) 72 f(wr0,0)ga (23 €,0)°.
a—hg<{<a+thg
a—ho<(<a+hg

IN

Die Integrierbarkeit der Summe iiber (0,00) folgt aus der Integrierbarkeit der einzelnen Summanden (A.114),
(A.119), (A.125), (A.113), (A.121) und (A.116).
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A.7.4 Integrierbare Majorante fiir

—1 82 2
Supa—ho§£§a+ho,a—hogcga+ho f(a‘:’ a, a) }f(w’ €a C) 1%]“(33, E? C)’

Es seien a, o und ho so gew#hlt wie in Abschnitt A.7, Seite 175. Dann gilt nach Gleichung (5.25) fiir alle z € (0, co)

IA

Die Integrierbarkeit der Summe iiber (0,00) folgt aus der Integrierbarkeit der einzelnen Summanden (A.113),

sup

a—ho<&<a+thg 0

92 2

F@ia,0) | (26,07 55 F(#6,0)

a—hg<{<a+hg

consta, o, hg

consta, o, hg

consta,a,hg

consta,a,hg

consta,a,hg

consta, o, hg

sup F@:6,07 f(w;0,0)g1(2:€, O)* (In(2)® 4 consta,a,ng| In(x)| + consta,a,ng)?
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg
—2
sup  f(2:€,Q) 7" f(zra, a)g1(z; €, Q)gs(x;€, Q)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg

(] ln(ac)|3 + consta,a,hg 1n(1’)2 + consta,a,hy | In(x)| + consta,a,ng)

sup
a—hg<&<a+thg
a—ho<{<a+thg
sup (=€, ()_Qf(m; a,a)gs(z; &, ()2(| In(z)| + comnfa,a,;m)2
a—hg<&<a+thg
a—ho<{<a+hg
sup  f(2:€,0) 7 f(wia, @) gs(a;€, )gs (a3 €, O) (| In(x)| + consta,a,ng)
a—ho<E<a+thg
a—ho<{<a+hg
sup  f(2:€,0) 7 f(wra, ) gs (a3, Q)%
a—ho<E<a+thg
a—ho<{<a+thg

(A.120), (A.122), (A.115), (A.127) und (A.117).

A.7.5

Es seien a, o und ho so gew#hlt wie in Abschnitt A.7, Seite 175. Dann gilt nach Gleichung (5.26) fiir alle z € (0, co)

IA

Integrierbare Majorante fiir

32

Supa—hoSgSa—f—ho,a—hoSCSa—i—ho f(iB, a, Oé) }f(iB, €a C)_l aaaaf(m; €a C) }2

sup

a—ho<&<a+thg

2 2
flzsa,0) | 16,07 5o fiE,0)

a—ho<(<a+hg

consta, o, hg

consta, o, hg

consta, o, hg

consta,a,hg

consta,a,hg

consta,a,hg

consta,a,hg

consta,a,hg

consta, o, hg

consta, o, hg

sup  f(#:€,0) 2 flasa, @)gi(x;€,0)% (| In(x)] + consta,an,)’
a—hg<&<a+thg

a—ho<(<athg

sup
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg
sup F@:6,072 f(w;0, 0)g1(23€, Q) ga (3 €, O) (| In(x)] + consta,a,ng)
a—hg<£<a+thg
a—ho<(<athg
sup  f(;6,0) 7 f(w5a,0)g1(x5€, Q)go(w; €, ) (| In(2)| + consta,ang)
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<athg

sup
a—hg<£<a+thg
a—ho<(<a+thg

(=€, ()_Qf(m; a,a)gz(x; &, ()2(| In(z)| + comnfa,a,;m)2

sup  f(;6,0) 7 f(w5a,0)g2(x5€, Q)gs(w; €, ) (| In(2)| + consta,ang)
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<a+thg
sup  f(236,0) " f(x30,@)g2(5€, ) ge (3 €, ) (| In(2)| + consta,ang)
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<athg
sup  f(;6,0) 7 (w50, 0)g3(x; €, )
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<athg
sup  f(x;€,0) 7 f(w;a,)gs(x; €, ¢)ge (w36, €)
a—ho<E<a+thg
a—ho<(<a+thg
sup  f(36,Q) 7" f(xs 0, @)ge (€, ¢
a—hg<&<a+thg
a—ho<(<a+thg

(=€, ()_Qf(m; a,)gi(z; &, C)gs(z; €, C)(ln(m)2 + consta,a,ng | In(x)| + consta,a,ng)

F(@:6,0) 7 f(w;a,0)g1 (23 €, Q)ga(@3 €, Q) (In(2)” + consta,ang| In(2)| + consta,a.ng)
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Die Integrierbarkeit der Summe iiber (0,c0) folgt aus der Integrierbarkeit der einzelnen Summanden (A.113),
(A.119), (A.120), (A.123), (A.114), (A.124), (A.126), (A.115), (A.128) und (A.118).
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B Gegenbeispiel

Beim Nachweis der C-Straffheit des empirischen Prozesses in [Zhu; Lahiri, 2007] wird fiir die Abschétzung der
Michtigkeit der Indexmenge aus Lemma 3.27 auf [Lahiri, 1999, Beweis zu Lemma 4.1] verwiesen. Definiert wird
fir § € N die Menge

D1(0) = {(i,j7 k) € R% :1,j,k sind paarweise verschieden mit di (i, j, k) = 5}

mit dem in (3.44) definierten Abstandsmaf d;.
[Lahiri, 1999, S. 74f] schreibt: ,By an argument similar to the above, it can be shown that

|D1(6)] < e(d) - **" | Ruy]. (B.1)

Dabei ist ¢(d) eine Konstante, die nur von der Dimension d der Indexmenge Ry abhéngt.
Aussage (B.1) kann durch ein Gegenbeispiel widerlegt werden.

Seien d =2 und § = 1, also
§ = 1 = max{min{|[k — il|, Ik — jlloo }, min{|lj — i[[oc, [l — Klloo}}. (B.2)

Zunichst wird der Index i gew&hlt. Dafiir gibt es |Ry| Moglichkeiten.

Es gelte 1 = [k — jlloo, 1 < ||k — i[|oc und 1 < [|j — i||cc- Dann ist Gleichung (B.2) erfiillt.

Das Indexpaar (j, k) kann iiberall in Ry aufler in der direkten Nachbarschaft von i gewéhlt werden. Daher gibt
es fiir die Wahl von (j, k) noch mindestens const - (|Ry| — 9) Moglichkeiten. Die Konstante resultiert dabei aus
den verschiedenen rdumlichen Anordnungen des Paares (j, k).

Damit gilt fiir die Méchtigkeit

[D1(8) = |Rn[(|Rn| = 9),

ein Widerspruch zu (B.1).
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C Notation

In diesem Abschnitt sind Konventionen beziiglich der Notation festgehalten. Die Ausfiihr-
lichkeit ist den verschiedenen Leserkreisen der vorliegenden Arbeit geschuldet.

Vektoren und Matrizen werden mit fetten Buchstaben bezeichnet.

Absolute Konstanten werden mit const bezeichnet und kénnen ihren Wert éndern. Kon-
stanten, die von Parametern abhédngen, werden entsprechend indiziert, wie zum Beispiel
const, o. Der Parameter L der K-Verteilung wird in dieser Indizierung nicht beriicksichtigt,
da L {iblicherweise fest vorgegeben ist.

N Menge der natiirlichen Zahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

Ry, N, Rechteck, definiert in (3.8)

Ry = Ry, N,

N — o0 bezogen auf Ry bedeutet N; — oo und Ny — oo, Bemerkung 3.9
AT Transponierte der Matrix oder des Vektors A

| Al Michtigkeit der Menge A

0A Rand der Menge A, Definition 3.1

0(51,.52) Abstand der beiden Mengen S; und S5, Definition 3.1

1t bedeutet ¢’ — t mit ¢’ < ¢

]t bedeutet ¢’ — t mit ¢’ > ¢

1%/, p-Norm des Vektors x fiir 1 < p < oo

%l 0o Maximumsnorm des Vektors x

|- | beliebige Norm auf dem entsprechenden Raum

[x] =min{z€Z:z>z}firzeR

|z =max{z€Z:z<z}firzeR

Tx = max{1, [zb]} Up-Operator, Definition 6.11

lx =T x — 1 Down-Operator, Definition 6.11

alb = min{a, b}

a<b komponentenweiser Vergleich zweier Vektoren derselben Dimension
+hyg kontextabhéngige Notationsvereinfachung bspw. fiir hol(t < ¢) — hol(t > ¢)

Fiir zwei reelle Folgen (ay,)neny und (by,)nen ist
b, = o(ay,) @Z—Z—>0fﬁrn—>oound
|bn ]

b, =0(a,) < sup,ey b—: < 0

|an|

Spezielle Funktionen

— Zuordnungsvorschrift einer Funktion

go f(+) = g(f(-)) Verkettung der Funktionen f und g
1! erste Ableitung der Funktion f

1" zweite Ableitung der Funktion f

gradf Gradient der multivariaten Funktion f

H(f) Hessematrix der multivariaten Funktion f

I(A) Indikatorfunktion der Menge A
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¥(-)
Yi(+)
c(5)
C*(S)

C Notation

modifizierte Besselfunktion erster Art
modifizierte Besselfunktion zweiter Art
Gammafunktion

Digammafunktion

Trigammafunktion

m-te Polygammafunktion

={f:5 — R|f ist stetig}

={f: S — R|f ist stetig und beschrinkt}

Zufallsgro3en, empirische Prozesse

=

d(/'l’a 2)

Ber(p)
gR(a L7 J2)

for(z; L, 0?)
fa(+6,p)

X
ess sup(X)

Xl
-1

Wahrscheinlichkeitsmaf3

markiert Schétzer

markiert Bootstrap-Grofien

Komplement zum Ereignis A

=o({G C S : G ist offen bzgl. d}) Borel-o-Algebra zum metrischen
Raum (S, d)

Abhéngigkeit, Definition 2.3

verteilt

Verteilungsgleichheit
Verteilungskonvergenz in dem metrischen Raum (S, d)
Verteilungskonvergenz

stochastische Konvergenz

schwache Konvergenz

von der Zufallsvariablen X erzeugte o-Algebra

Quantilfunktion (verallgemeinerte Inverse) zu einer Verteilungsfunktion F’
F71:00,1] = R mit F(u) =min{xr € R: F(z) > u}

Dichte der K-Verteilung, definiert in (5.19)

Verteilungsfunktion der K-Verteilung, Definition 5.7

zugehorige Quantilfunktion (verallgemeinerte Inverse)
parametrische Klasse der K-Verteilungen

stetige Gleichverteilung auf dem Intervall (a,b)

eindimensionale Normalverteilung mit Mittelwert g und Varianz o2
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

d-dimensionale Normalverteilung mit Mittelwert g und
Kovarianzmatrix 3

Bernoulli-Verteilung zum Parameter p

verallgemeinerte Rayleigh-Verteilung zum Parameter o2

mit L Freiheitsgraden, Definition 8.1

Dichte der verallgemeinerten Rayleigh-Verteilung zum Parameter o
mit L Freiheitsgraden, Definition 8.1

Dichte der Gammaverteilung zu den Parametern b und p, definiert in (8.4)
= E(||X]|")"/? p-Norm des Zufallsvektors X fiir 1 < p < oo, Definition 3.3
= inf{r € [~oo0,00] : P(X > 1) =0}

wesentliches Supremum der Zufallsvariablen X

2

= ess supl||X|| wesentliches Supremum des Zufallsvektors X, Definition 3.3
beliebige Norm auf dem entsprechenden Raum



k-tes empirisches Moment zum Stichprobenumfang n

k-te Ordnungsstatistik der Stichprobe Xy, ..., X,,, Definition 6.9
Rang der Zufallsvariablen X; in der Stichprobe Xy,..., X,
Definition 6.9

Fiir eine Folge von Zufallsvariablen (X,,),en und
eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen (a,),en ist

@%i()ﬁirn%oound
= (&) stochastisch beschrankt ist
an / neN

Fiir eine Folge von Zufallsvektoren (X,,),en und

eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen (a,,),en ist

& | X, = op(a,) und

& [ Xl = Oy(an)

Metrik, definiert in (3.10)

Skorohodraum iiber dem Intervall [0, 1]

Skorohodraum iiber dem Intervall [—o0, co], definiert in (3.11)
Skorohodmetrik der beiden Funktionen f und g, definiert in (3.12)
C-Stetigkeitsmodul fiir eine Funktion f und § > 0, definiert in (3.13)
empirische Verteilungsfunktion zum Stichprobenumfang N,
Definition 3.15 bzw. Definition 4.2

empirischer Prozess zum Stichprobenumfang N mit geschétztem
Parametervektor, Definition 3.19 bzw. Definition 4.2

empirischer Prozess, definiert in (3.36) bzw. (4.14)

empirischer Prozess zum Stichprobenumfang N mit geschétztem
Parametervektor zur Klasse der K-Verteilungen,

definiert in (5.63) bzw. (5.64)

a-Mischungskoeffizient der o-Algebren F und G, Definition 3.2
a-Mischungskoeffizient der Zufallsvariablen X; und X5, Definition 3.2
a-Mischungskoeffizient, Definition 3.2

Fisher-Informationsmatrix, definiert in (5.70)

Likelihoodfunktion zum Stichprobenumfang n
Log-Likelihoodfunktion zum Stichprobenumfang n
Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik zum Stichprobenumfang n
Cramér-von-Mises-Teststatistik zum Stichprobenumfang n
Teststatistik zum Stichprobenumfang n
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