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1 Einleitung

Bei statistischen Erhebungen im medizinischen, technischen oder sozialwissenschaftli-
chen Umfeld werden haufig Lebensdauern untersucht. Der Begriff Lebensdauer ist dabei
allgemein gefafit und beschreibt eine Zeitspanne zwischen zwei interessierenden Ereig-
nissen. So konnte dies bei einer Untersuchung der Berufschancen von Hochschulabsol-
venten der Zeitraum von der Beendigung des Studiums bis zum Eintritt in das erste
Arbeitsverhéltnis sein. Beschrieben wird diese zufillige Zeitdauer durch die Variable X.
Ziel ist es, aus der Beobachtung an n Personen und den bei ihnen ermittelten Werten
Xi,..., X, auf die Verteilung von X zu schliefen. Dies dient dazu, um etwa Aussagen
iiber den mittleren Wert oder Prognosen hinsichtlich X machen zu kénnen.

Bei diesen Untersuchungen kommt es jedoch vor, dal Absolventen von einem gewissen
Zeitpunkt an aus personlichen Griinden an den regelmifig durchgefiihrten Befragungen
nicht mehr teilnehmen. Dies kénnte zum Beispiel daran liegen, dafl sie den Wohnort
gewechselt oder eine Beschéftigung gefunden haben, ohne es zu melden. Auflerdem ist
nicht auszuschlielen, dafl bei Abschlufl der Studie zum Zeitpunkt C' manche Absolventen
noch kein Arbeitsverhéltnis eingegangen sind. In beiden Situationen haben wir demnach
nicht das Eintreten des uns interessierenden Ereignisses beobachtet und kennen somit
nicht den genauen Wert von X. Wir wissen nur, daf§ X > (' gilt und sprechen in diesem
Fall von Zensierung. Diese unvollstindige Information iiber den Wert von X erschwert
den Riickschlufl auf die zugehorige Verteilung. Mit der Analyse solcher zensierten Daten
beschiftigt sich die Survival Analysis.

In dem einfithrenden Beispiel sind wir an einer Lebensdauer X interessiert. Es handelt
sich somit um eindimensionale Gréflen. Dieser Fall ist in der Literatur seit der Ar-
beit von Kaplan und Meier (1958) bereits eingehend diskutiert und bearbeitet worden.
Héaufig beobachtet man jedoch zwei gepaarte Lebensdauern X, X5, wie die folgenden
Anwendungen belegen:

Bei Personen, die verschiedene Krankheitsstadien durchlaufen, kénnte X; die Zeitspanne
sein, wihrend der eine gewisse Therapie verabreicht wird und X> die nach Beendigung
der Therapie dauernde Zeit bis zur vollstindigen Genesung. Eine Zensierung wiirde ein-
treten, wenn wir nicht den ganzen Krankheitsprozefl des Patienten verfolgen konnen.
Entsprechend kann X, fiir die Inkubationszeit einer Krankheit und X, fiir die Dauer
derselben stehen.

Eine mehr technisch ausgerichtete Anwendung ist die folgende: In einem elektronischen
System wird ein Aggregat durch ein Notaggregat gesichert. Wenn das erste ausfillt,
dann beginnt das zweite zu arbeiten. Hier werden die Lebensdauern der Aggregate durch
X7 und X5 beschrieben. Zensierung kédme hier zum Beispiel einem aus wirtschaftlichen
Uberlegungen motivierten Abschalten des Systems bzw. einem Ausfall des Systems aus
Griinden, die nicht mit den Aggregaten in Zusammenhang stehen, gleich.

Wir sehen, dafl die Lebensdauern in diesen Anwendungen einer natiirlichen Reihenfolge
unterliegen. Zuerst realisiert sich die Lebensdauer X7, dann Xs. Die zensierende Variable
bezeichnen wir mit C'. Das heifit, das Modell, das diesen Anwendungen zugrunde liegt
und welches wir in dieser Arbeit analysieren werden, besteht aus der zweidimensionalen



Lebensdauer (X;, X3) ~ F und der davon unabhéngigen zensierenden Variablen C' ~ G.
Da die Lebensdauern sich hintereinander realisieren und die Zensierung damit auf die
Summe wirkt, fiihrt ein grofler Wert von X; hiufig zu einer erhéhten Zensierungsgefahr
fiir X,. Dies hat zur Folge, da} wir es bei X, mit abhéngiger Zensierung zu tun ha-
ben. Ziel ist es nun, aus den erhobenen Daten Riickschliisse auf die zugrunde liegende
Verteilung des Vektors (X7, X3) zu ziehen. Da wir es mit einer mehrdimensionalen Le-
bensdauerverteilung zu tun haben, fillt dies in das Gebiet der Multivariaten Survival
Analysis.

Wir interessieren uns in dieser Arbeit nicht nur fiir die gemeinsame Verteilung der Le-
bensdauern (X7, X5), sondern allgemeiner fiir das Integral

/ (21, 32) Fd(z1, 72)

fiir eine integrierbare Funktion ¢. Dadurch, dafl wir diesen allgemeineren Ansatz wihlen
und eine beliebige integrierbare Funktion ¢ zulassen, kénnen wir damit einige interes-
sante Groflen neben der Verteilungsfunktion beschreiben, wie beispielsweise Erwartungs-
werte oder hdhere Momente von X; und X5 sowie deren Kovarianz.

Fiir diese Zielgrofle werden wir in dieser Arbeit einen nichtparametrischen Schétzer
herleiten. Dann weisen wir nach, daf} er einige wiinschenswerte Eigenschaften besitzt
und untersuchen seine Verteilungsstruktur. Wir zeigen fiir den standardisierten Schétzer
asymptotische Normalitét und fiir den zugehdrigen Prozel Konvergenz gegen einen zen-
trierten Gauflprozef3.

In Kapitel zwei folgt eine mathematische Beschreibung des zugrundegelegten Modells.
Daran anschlieflend, halten wir einige Notationen und Bezeichnungen fest, die wir im wei-
teren Verlauf der Arbeit benutzen werden. Im vierten Kapitel leiten wir zwei Schétzer
her, von denen wir einen fiir die weitere Analyse auswihlen. Auflerdem werden erste
Eigenschaften des Schitzers nachgewiesen, und es wird ein Vergleich mit anderen in
der Literatur vorgeschlagenen Schétzern angestellt. In Kapitel fiinf bestimmen wir eine
Linearisierung des Schéitzers, die seine asymptotische Normalitdt zur Folge hat. An-
schlieflend, in Kapitel sechs, lassen wir ¢ eine Vapnik—éervonenkis Klasse durchlaufen
und beweisen fiir den zugehorigen Prozefi Verteilungskonvergenz gegen einen zentrier-
ten Gaufiprozef. Im letzten Kapitel fassen wir die durchgefiihrten Simulationen fiir den
Schitzer der Verteilungsfunktion zusammen.

Herrn Prof. Dr. Winfried Stute danke ich fiir die Anregung zum Thema dieser Disser-
tation. Durch seine stindige Bereitschaft zu kritischen und konstruktiven Diskussionen
leistete er eine wertvolle und vorbildliche Unterstiitzung bei der Anfertigung dieser Ar-
beit.

Mein Dank gilt auch Herrn Prof. Dr. Erich Hausler, der jederzeit bereit war, auf Fragen
einzugehen.

Schliefllich mochte ich mich bei meinen Freunden und meiner Familie bedanken, die mich
auf vielfiltige Weise unterstiitzt haben.



2 Das Modell

In diesem Kapitel werden wir das mathematische Modell, das in dieser Arbeit untersucht
wird, ndher beschreiben.

In unserem Modell treten zwei Lebensdauern hintereinander auf, die einer mdoglichen
Zensierung durch rechts unterliegen. Das heifit, wir haben die zweidimensionale Lebens-
dauer (X7, X3) ~ F und die davon unabhéngige zensierende Variable C' ~ G. Wir setzen
voraus, daf} diese beiden Verteilungen und die von X; + X5 stetig seien. Da es sich um
Lebensdauern handelt, konnen wir davon ausgehen, daf} alle Variablen nichtnegativ sind.
Die Unabhingigkeit zwischen (X7, X5) und C bedeutet, dafl das zensierende Ereignis un-
abhéingig von der Realisierung der Lebensdauern eintritt. Dies ist in vielen Fillen und
den uns interessierenden Anwendungen gegeben. Uber die Verteilungen sowie iiber die
Abhéngigkeitsstruktur zwischen X; und X, machen wir keine weiteren Annahmen.
Wenn wir die Variablen auf Zeitachsen abtragen, sind folgende drei Zensierungsszenarien
denkbar:

Y

Xl Xl +X2

T »>- Fall 1
C
: > Fall 2
C
> Fall 3

Die Zeitdauern, die wir beobachten, seien Z;, Z,. Auflerdem kennen wir bei Datener-
hebung den Zensierungstyp (Fall 1 bis 3), der vorliegt, und bezeichnen die zugehorige
Variable mit 0.

Fall 1:
Hier realisiert sich C' erst nach X; + X5, so dafl wir sowohl X; als auch X, beobachten.
Es liegt keine Zensierung vor, und wir geben in diesem Fall § den Wert 3. Das heifit,

hier gilt:
Zl == X1
ZQ == X2
0 =3



Fall 2:

Waihrend X; beobachtet wird, wirkt auf X, die zensierende Variable, so dafl wir nicht
X5, sondern C' — X; beobachten. Man beachte, da} die X5 zensierende Variable nicht
C ist, sondern C' — X, da X5 sich erst nach Ablauf von X; realisiert. Natiirlich ist mit
C — X; und X; auch C bekannt. Wir ordnen in diesem Fall § den Wert 2 zu:

Zl - Xl
Z2 - C—Xl
0 = 2

Fall 3:
X; wird schon durch C' zensiert, so dal wir in der zweiten Komponente gar nichts
beobachten und wir in diesem Fall Z; den Wert Null geben. ¢ setzen wir auf 1:

Z1 - C
Z2 =0
0 =1

Wenn wir die drei Fille zusammensetzen, kénnen wir die beobachtbaren Zufallsvaria-
blen folgendermaflen beschreiben (fiir das Minimum zweier Gréfien a, b benutzen wir die
Schreibweise a A b):

Zl - Xl/\C
Z2 - X2/\((C_X1)1{X1§C})

0 = 1+1x<or + Lx<e—xy)

Auf der Grundlage n solcher Daten, (Z11, Zo1,01),. .., (Z1i, Z2i,0i), -« oy (Z1n, Zon, On)s
miissen wir unseren Schétzer konstruieren.

Wir halten dazu einige Beobachtungen fest:

Dadurch, daf8 die X, zensierende Variable (C' — X1)1{x,<c} von X; abhéngt und wir
eine beliebige Abhéngigkeit zwischen X; und X, zulassen, ist die zensierende Variable
im allgemeinen abhéngig von Xs. Es liegt somit abhédngige Zensierung vor. Ein grofler
Wert von X; sorgt insbesondere bei positiver Korrelation zwischen X; und X, fiir eine
hohere Zensierungsgefahr fiir Xs.

Wir stellen auflerdem fest, dal im Fall 6 = 1 keine Information iiber X5 vorliegt, was
die Schitzung erschwert. Der zugehorige Vektor (77, Z5) realisiert sich auf der x-Achse.
Die zensierende Variable wirkt eher auf die Summe der X, X5 anstatt auf jede Kompo-
nente einzeln. Aus diesem Grund betrachten wir die Summe Z; + Z5 nédher:

Zi+Zy = (XiAC)+ (XA ((C— X1)lx<cy))
X1+ X, fir X;+X,<C
{ C fir C < X1+ X5
= CAN(Xi+Xs)



Hierbei gilt:

X1+X2§C<:> X1§C und XQSC_X]_ -~ 0=3
C<Xi+Xo& C<X; oder (CZXl und C—X1<X2)¢> 66{1,2}

Somit folgt fiir die Summe 7Z; + Zs:

W+ Zy=X1+Xs & 0=3
T+ Zy=C & 0€e{1,2}

Diese Summen werden spéter eine wichtige Rolle spielen.
Wir betrachten das Modell fiir zwei Spezialfille:

Spezialfall C' = oo :
Wenn C' = oo ist, gibt es keine Zensierung, und wir beobachten immer (X7, X5). ¢ ist
konstant 3.

Spezialfall Xo =0

Fiir den Fall, dafl X5 = 0 gilt, besteht unser Vektor nur aus einer Variablen, die zweite
Komponente ist Null. Dies bedeutet, wir haben X; zensiert durch C', was dem eindimen-
sionalen Rechtszensierungsmodell entspricht, das von Kaplan und Meier (1958) schon
untersucht wurde. Fiir den Indikator ¢ sind dann nur die Werte 3 (keine Zensierung)
und 1 (Zensierung) moglich.

Verallgemeinerung des Modells:

Das in diesem Kapitel vorgestellte Modell 148t sich auch auf den k-dimensionalen Fall
erweitern. Dann wird der Vektor der Lebensdauern (Xi, Xs, ..., X)) durch die davon
unabhéngige Variable C' zensiert und die beobachtbaren Zufallsvariablen sind:

k—1
Zl - Xl/\C, ZQ == X2/\((O_X1)]-{X1§C})7 ey Zk == Xk/\ ( (C - Xz) 1{2?;11&50})

=1

und

Dies bedeutet, dafl nur im Fall § = k£ 4+ 1 alle X; beobachtet werden und im Fall § = j
mit j € {1,...,k} die ersten j — 1 Z; den X; entsprechen, wihrend X; zensiert wird.
Alle Z; mit ¢+ > 5 werden auf Null gesetzt.

Die in dieser Arbeit angestellten Uberlegungen lassen sich leicht auf dieses allgemeinere
Modell iibertragen. Wir haben uns auf den Fall £ = 2 beschrinkt, da er in der Praxis
die grofite Relevanz besitzt und die Notationen iibersichtlicher bleiben.



3 Notationen und Bezeichnungen

Wir tragen hier einige Bezeichnungen zusammen, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit
verwenden werden.

3.1 Verteilungen

Wir benutzen folgende Bezeichungen fiir die Verteilungen der beobachtbaren Zufallsva-
riablen:

(21722) ~ H
(Z17Z275) ~ H’U

Mit einem unteren Index werden bei mehrdimensionalen Verteilungen die entsprechen-
den Marginalverteilungen kenntlich gemacht. So steht F; fiir die Verteilung von X;, H;
fiir die Verteilung von Z; usw. Im Sinne dieser Notation ist unter F; die Verteilung
der Summe der Komponenten, also von X; + X5, zu verstehen. Subverteilungen werden
durch eine Tilde und einen oberen Index beschrieben, wobei der obere Index angibt,
welcher Zensierungsfall gemeint ist. Dazu ein paar Beispiele:

H?’(tl,tz) = P(Z1 <t1,Z5 <ty,0 =3)
Hit) = P(Z <t é6=1)

Um die Notation zu vereinfachen, haben wir eine Ausnahme gemacht, und zwar haben
wir bei der Subverteilung zu § € {1,2} den oberen Index weggelassen. Der einzige Fall,
bei dem dies auftritt, ist bei der Verteilung der Summe:

H,(t) = P(Z,+ Z, < t,6 € {1,2})

Die empirischen Analoga dieser (Sub-)Verteilungen zum Stichprobenumfang n sind mit
einem (zusétzlichen) Index n versehen.

Bei den auftretenden Verteilungen und Verteilungsfunktionen betrachten wir hiufi-
ger linksseitige Grenzwerte, z.B. in der Form F(t—) oder als obere Integralgrenze
Jo~ f(z)G(dz). Obwohl die Verteilungen stetig sind, lassen wir die linksseitigen Grenz-
werte stehen, da dies bei empirischen Verteilungen eine Rolle spielt und wir 6fter empi-
rische und theoretische Groflen ineinander transformieren.

3.2 Ordnungsgrofien

Gelegentlich gehen wir von den zweidimensionalen Vektoren zu eindimensionalen Varia-
blen iiber, die wir dann der Grofle nach sortieren. Die zugehorigen Ordnungsstatistiken
machen wir durch entsprechende Indizierung kenntlich. So steht z.B. (Z; + Z3);., fiir
die i-t kleinste Gréfle im Sample Z1; + Zo, ..., Z1, + Za,. Die Konkomitanten diirfen
bei dieser Umindizierung nicht verlorengehen. Deshalb beschreibt ¢;., die Konkomitante,
welche zu dem Vektor gehort, der zur i-ten Ordnungsstatistik fiihrt.



3.3 Mengen
Mit R? bezeichnen wir den nichtnegativen Quadranten im R?. Das heifit,

Ri = {(56'1,.’1,'2) 1 X1,29 Z 0}

Die Borel-o-Algebra iiber R ist B* und im zweidimensionalen entsprechend Bj.

3.4 Notationsvereinfachungen

In den Beweisen haben wir zum Teil der Ubersichtlichkeit wegen die Bezeichnungen ver-
einfacht. Im folgenden werden wir erkldren, wie sie zu verstehen sind.

Hiufig betrachten wir Mehrfachsummen, bei denen wir nach den verschiedenen Index-
kombinationen unterscheiden miissen. Wenn dabei zum Beispiel eine Dreifachsumme
der Art >2,> ">, steht, dann meint dies die Summation iiber die Variablen, de-
ren Indizes paarweise verschieden sind, d.h. hier ¢ # 5,7 # k,7 # k. Die Summation
Z i 222k 2.z bedeutet, dafl die Indizes 7 und j sowie k und [ verschieden sind.
Uber weitere Beziehungen wird nichts ausgesagt. Im iibrigen wird die Bedeutung immer
aus dem Kontext ersichtlich sein.

Bei der Integration bzgl. der zweidimensionalen Subverteilung H® werden wir uns 6fter
auf den Bereich {(z1, 22) : 21 + 22 < a,} fiir ein a,, > 0 beschrénken. Dies schreiben wir
in der abkiirzenden Form:

/1{(z1,22):z1+z2<an}f(21> 22)};,3(1(21’ 22) = / f(zla 22)ﬁ3d(zla z2)
0



4 Herleitung und erste Analyse zweier Schitzer

In diesem Kapitel werden wir zunéichst fiir die ZielgroBe [ ¢(x1, z2)Fd(x1, z2) zwei Iden-
tifizierungsgleichungen herleiten. Dabei handelt es sich um Darstellungen der interessie-
renden Grofle, in denen nur noch Verteilungen und Subverteilungen von beobachtbaren
Zufallsvariablen vorkommen. Davon ausgehend, konnen wir dann zwei Schitzer herlei-
ten, die wir anschliefend niaher untersuchen. Als erstes betrachten wir dabei den Spezi-
alfall der Schiatzung der Verteilungsfunktion und machen uns daran die Funktionsweise
der beiden Schétzer klar. Im darauf folgenden Abschnitt weisen wir einige wiinschens-
werte Eigenschaften unserer Schétzer nach. Im Abschnitt 4.5 fiihren wir die Unterschiede
zwischen den beiden Schétzern auf und machen deutlich, warum wir einen von beiden
vorziehen. Im letzten Abschnitt des Kapitels gehen wir auf die bisher in der Literatur
vorgeschlagenen Schétzer ein.

4.1 Identifizierungsgleichungen

Wir werden die uns interessierende Grofle

/w%@ﬂwmﬁg

in einen Ausdruck umschreiben, in den nur noch Verteilungen und Subverteilungen von
Zufallsvariablen eingehen, die wir beobachten. Dies ermdglicht uns dann die Herleitung
eines Schétzers. Wir werden dies auf zwei unterschiedliche Arten realisieren.

Dazu bendétigen wir zunéchst einige Zusammenhénge zwischen den Verteilungen, die auf
der Unabhéngigkeit zwischen (X7, X5) und C beruhen. Wir fithren sie im folgenden auf.
Fiir ¢, ¢y, 1, > 0 gilt:

1—Hy(t) = P
P

7+ Zy > t)
(X1 +Xo)ANC > 1)
P(X1+X,>t,C>1t)
P(X;+ X, >t)P(C > t)
= (1-F@)1-G() (4.1)

(
(
(
(

1— Hy(t)

|

P(Z,
P(CAXy>t)

P(C >t X, >t)

P(C>t)P(X; >t)

= (1-G@1)1 - k() (4.2)

> )



f{S(tlat2) = P(Zy<t,Z, <t3,6 = 3)
P(Zy <t1,Z5 <t3, X1+ X2 < O)

I
o~ 3

0

X1 <, X0 <1y, X1 + X5, <CO)
11 1
/ (1= G((z1 + 72)—)) Fd(z1, 32) (4.3)

Hy(t) = P(Zi+Zy<t,0€{1,2})
= P(Z1+Z2§t,C<X1+X2)

Il
s~

C<t,C<Xi+X,)
t

(1= Fi(y)) G(dy) (4.4)
HYt) = P(Z <t 6=1)
P(Z, < t,C < X)
= P(CK<L t,C < Xl)
- [a-Ru)6a) (4.5)

An dieser Stelle weisen wir darauf hin, dafl unter der Annahme der Stetigkeit von F', F}
und G die oben aufgefiihrten (Sub-)Verteilungen ebenfalls stetig sind.
Diese Gleichungen erméglichen es uns, [ ¢(x1, z2)Fd(x1, z2) umzuschreiben. Wir gehen

davon aus, daff die auftretenden Nenner nicht Null sind (siche auch Bemerkung 5.6).

Mit (4.3) kommen wir zu:

/(p(acl,xg)Fd(xl,acQ) - /(p(xl,xg)l_G((

— /p(wl,mz)eXP {ln (1 - G((

1

ﬁ?)d(l'l, l’g)

x1+ 22)—)

xi + $2)—)> } (o, )
(4.6)

Den logarithmischen Term kénnen wir auf zwei Arten bearbeiten. Wir werden sie nach-

einander darstellen.

Mit (4.1) und (4.4) folgt fiir eine stetige Verteilung G und z > 0:

“(r=ew) - [ =ow




Damit erhalten wir:

(x1+z2)— - -
/(p(xl,xg)Fd(xl,a:g) = /(p(xl,xz)exp{/o %}IS(?J)HS(dy)} H3d(x1, 25)

(4.7)

Auf der rechten Seite der Gleichung stehen nur noch Verteilungen und Subverteilungen
von beobachtbaren Grofien, so dafl dies die erste Identifizierungsgleichung darstellt.
Mittels der Gleichungen (4.2) und (4.5) gilt fiir z > 0 und eine stetige Verteilung G fiir
den Logarithmus:

“(r=em) = [ =om o

x 1 5
/0 (1-G(y)(1 = F(y)

T 1 -

Dadurch kommen wir auf die zweite Identifizierungsgleichung:

(x1+z2)— ~ -
/(p(xl,xg)Fd(xl,xg) = /(p(xl,azg)exp{/o %Hl(y)Hll(dy)} H3d(z1, z2)

4.2 Herleitung von zwei Schitzern

Wir entwickeln aus den beiden Identifizierungsgleichungen aus dem letzten Abschnitt
jetzt zwei Schitzer, indem wir die vorkommenden (Sub-)Verteilungen der beobachtbaren
Zufallsvariablen durch die entsprechenden empirischen (Sub-)Verteilungen ersetzen. Wir
beginnen mit der ersten Identifizierungsgleichung (4.7):

- Hsn (y

].n ln 15‘37Z4Z‘Z7;Zi
- _21{51':3}%0(Z1z',z2i) exp —Z 1{172 1j+ 29 <Z1i+Z2i}
" "= 1-2 Zkzl V204 2ok <21+ 225}

Ly - 1{5‘7’53 Z1j+Z2;<Z1i+Z2;}
- n Lis,=310(Zi, Zai) exp { J7S, 415+ 22j < L1it L2 }
n ; { } 1 7 ng n — Z’Z:l 1{Z1k+Z2kSZIj+Z2j}

N (z1+m2)— 1 B B
5.0= f w(wbwz)exp{ / 17)%(@)} Ad(zy, )
0

Man beachte, dafl der Nenner wegen des Indikators im Ziahler nie Null werden kann.
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Mit der Approximation z & In(1 + ) fiir # in der Nihe von Null kommen wir auf den
Schétzer:

Sn = ﬁ 21{5123}¢(Z1iaz2i)H {]_ + {]Zf 1j+22;<Z1i+ 2}

i=1 j=1 n-— Zk:l 1{Zlk+Z2kSZ1j+sz}

Dies 148t sich natiirlich auch wieder als empirisches Integral schreiben:

n

145,23 21 4 o< Zr s 2o
Sn —21{51_3“0 Z1iy Zoi) H{ {6;;3,le+22]<zh+z2l} }

i=1 j=1 - zk:l 1{Z1k+sz§Z1j+sz}

1(5,43, 71, + Zay < Z1i-+ Zon
- _2:1{51_3}80(Z1z,Z2z exp{zln (1+ Lt B 7] )}

=1 n-— Zk:l 1{Z1k+Z2k§Zu+Z2j}

1
- E Z 1{5123}§0<Z1i7 Z2z') e€xp {Z 1{5j¢3,zlj+zzj<zu+z2i} X

=1 j=1
(st
n
n(1 — H,,(Z1j + Za;))

= /So(zl,zQ) exp {n/o(z1+22)— In (1 + (1= [an(w))> Flsn(dw)} flgd(zl, 22)

Wenn wir mit (4.8) ansetzen, folgt:

B (r1+x2)— 1 - ~
T, = T1,To) €x — — _ _H!(d H3d(zy,x
/SO( 1 2) p{/o 1 _Hln(y) ln( y)} n ( 1 2)

n

1 n 1 1{(5,:1 Zl'<Z1'+Z2‘}
= — 1s.— VAT — L
n ; {(51—3}(10( 145 22) €xp {n Z 1— n

1
=1 n Zk:l 1{Zlkﬁzlj}

Ly - PR,
= 5Z1{<5i:3}<,0(Z1i,ZQZ-)l—IeXp{ {6; 17,LZ1J<Z11+ZQ,} }
=1 e

n— Zk:l 1{ZlkSZ1j}

Da wir hier nicht ausschliefen konnen, dafl der Nenner Null wird, ersetzen wir das
Kleinergleichzeichen durch ein echtes Kleinerzeichen. Auflerdem fiihren wir wieder die
Approximation z & In(1 + z) durch und erhalten:

1O - Li6;21,21,< 21+ 22}
Tn = — 1gs.— Z i;Zi 1 2 7’1 2 : :
n Z {5,_3}90( 1is Z2i) H { +

n— Zk:l 1{Z1k<le}
Analog zu S, gilt fiir T),:

T, = /(p(zl,zg) exp {n/()(Z1+Z2)_ In (1 + (i = Hlln(w—))> Ijllln(dw)} H3d(z, 2)
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Das Ersetzen von x durch In(1 + z) hat neben der dadurch einfacheren Form unserer
Schitzer zwei Griinde. Zum einen ist dies der Herleitung des Kaplan-Meier Schéitzers im
eindimensionalen Fall nachempfunden und fiihrt dazu, dafl unsere Schéitzer im Spezialfall
zum Kaplan-Meier Schitzer werden. Zum anderen hat der Logarithmus fiir gréflere Werte
einen dimpfenden Effekt, da In(1 + z) auf Ry langsamer wichst als z. Dies wirkt sich
in Simulationen mit endlichen Stichprobenumfingen positiv aus. Fiir die Asymptotik
spielt die Approximation keine Rolle.

Die beiden hergeleiteten Schitzer lassen sich auch noch auf eine andere Art motivieren.
In beiden Fillen starten wir mit der Gleichung (4.6). Mit ihr wird das Problem darauf
verlagert, die Verteilungsfunktion G zu schétzen. Dies haben wir auf zwei unterschied-
liche Weisen realisiert.

Wenn die interessierende Variable C ist, dann kénnen wir sie uns zensiert durch X; + X5
vorstellen. Das heifit, wir haben die zwei Fille:

- C < X3 + X, und wir beobachten C (¢ € {1, 2}).
- C > X; + Xy und C wird zensiert (6 = 3).

In diesem Kontext ist die beobachtbare Variable C' A (X + X3) = Z; + Z5. Wenn wir auf
dieser Grundlage den Kaplan-Meier Schétzer fiir G' bestimmen, ist er gegeben durch:

n

1-G (y) = H { n— 22:1 I{Zlk+sz§Z1j+sz}
n N =Y pey W Zot Zoy <2+ 225} T+ 1

}1{6j¢s,zlj+z2j5y}
j=1

Dies in die Gleichung (4.6) eingesetzt und H?® durch sein empirisches Analogon er-
setzt, ergibt S,. Zusammenfassend konnen wir festhalten: Indem wir den Kaplan-Meier
Schitzer fiir G basierend auf den Z3; + Z; in die Gleichung (4.6) einsetzen, kommen wir
zu S,. Diese Idee findet sich in &hnlicher Form schon bei Burke (1988) bzw. bei Wang
und Wells (1998).

Wenn wir dagegen unseren Blick auf die erste Komponente richten, dann kénnen wir
uns C' durch X; zensiert vorstellen. Hier sind die beiden Fille moglich:

- C' < X; und wir beobachten C' (0 = 1).

- C' > X; und C wird zensiert (0 € {2,3}).

Das bedeutet, hier ist das Minimum gegeben durch Z; = C' A X;. Wenn wir damit den
Kaplan-Meier Schéitzer bestimmen, kommen wir auf:

A n n — n_ 1 ) 1{5]‘:1,Z1j5y}
1-— Gn(y) = H { Zkfl {Z1k <245} }

Wenn wir dies und H? in (4.6) einsetzen, erhalten wir bis auf die Modifikation durch
das Ersetzen des Kleinergleichzeichens durch das Kleinerzeichen 7;,. Also entsteht dieser
Schétzer bis auf die Modifikation dadurch, dafl wir den Kaplan-Meier Schétzer basierend
auf den Z;; verwenden und H? empirisch schitzen.
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4.3 Schitzer fiir die Verteilungsfunktion

Wir setzen fiir ¢ den Indikator 1jg4,1x[o,¢,) mit ¢1,#2 > 0 ein und erhalten somit Schétzer
fiir die Verteilungsfunktion an der Stelle (¢1,%2). Da unsere Schétzer rein diskret sind
und nur den Datenvektoren Masse geben, miissen wir nur das Gewicht, das der i-te Da-
tenvektor bekommt, berechnen.

Dazu fithren wir jetzt bei S, Ordnungsgrofien ein. Aus dem Sample (Z11, Zs1),. ..,
(Z1iy Z2i)se -« (Z1n, Zop) entsteht der eindimensionale Datensatz Z3; + Zoy, ..., 21 +
Loy - oy Lin~+ Zopn, indem wir bei jedem Vektor die beiden Komponenten addieren. Dieses
Sample konnen wir dann der Grofle nach sortieren, und wir bezeichnen die i-te Ordnungs-
grofie mit (Z; + Z2);n- Die dazugehorige Konkomitante ist d;.,,. Das Gewicht, welches
das i-t kleinste Datum erhilt, ist gegeben durch:

n
Vl/’in = —1{(51 n=3} H (1 -+ 1{5 #3,21j+22;<(Z1+Z2)in} >
1 n-— Zk 1 1{Zlk+Z2k<ZIJ+Z2]}

.

— ) - (1 + 1{5 #3, ZlJ+Z2J<(Z1+Z2)z n})
- - i =3
{ . N n — Rang(Zy; + Zs;)

.

n

- {62 n—3}

1
= o Low=3) H

1 i—1 n_] 1{5j:n:3}
= lys. _an—mmM - -
{6’:"_3}n—i+1]1;[1<n—j—|—1

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Tatsache, dafl

ﬁ <n —j+ 1)1{6jm#} (n —j+ 1)1{%=n—3} n
SN T n=J n—itl

Wenn wir uns die Gewichte ansehen, stellen wir fest, dafl sie den Kaplan-Meier Gewich-

n — Rang(Zy1; + Z5;) + 1 18, #8,215+ 22, <(Z1+22)in}
( n — Rang(Zy; + Z,;) )

n—j+ 1)1{6j="7é3}

n—j

ten aus dem eindimensionalen Fall entsprechen (siehe Stute (1995)). Unzensiert bedeutet
hier § = 3, anderenfalls liegt Zensierung vor. Nur Daten, bei denen beide Komponenten
unzensiert sind, bekommen Masse. Die Verteilung der Massen kann deshalb folgender-
mafen beschrieben werden:

1. Fiir die Daten bilden wir die Summen der Komponenten und erhalten dadurch
eindimensionale Grofien.

2. Fiir diese werden die Kaplan-Meier Gewichte verteilt, wie im eindimensionalen Fall,
wobei 'unzensiert’ bedeutet, dal beide Komponenten der Originaldaten unzensiert
sind, andernfalls liegt Zensierung vor.

3. Die so verteilten Massen gehoren zu den jeweiligen Vektoren.

14



Fiir den Schétzer T, ist die Masse, die der (zeitlich) i-te Datenvektor erhilt, gegeben
durch:

1 : L(6;=1,21, <215+ 7o
I/Vznzgl{&—?)}]:llz(l_'_ & n1]<1+2}
]:

n— Zk:1 ]‘{Z1k<Z1j}

Hier 148t sich die Massenverteilung nicht so schén beschreiben, wie bei S, da hier
die ersten Komponenten der Vektoren mit den Summen der Komponenten verglichen
werden. Wir kénnen lediglich mit Hilfe der Ordnungsgréfien der ersten Komponenten
Z(j:n) und den dazugehorigen Konkomitanten 9;., die Gewichte umschreiben in:

“ 1 n 1{5,:1 Z1,<Z1i+Zi}
I/I/in — - _ 1 ] 3415 % i
b= }H ( + n— Rang(le) +1

j=1
n

= —1 H n — Rang(Zy;) + 2 L6j=1.21;< 21+ 25}
{6:i=3} n — Rang(Zy;) +1

n—j-+2
- _1{5 3}H(n—j+1

) 8j:n =121 (jin) <Z1i+72i}

Wir sehen, dafl auch hier nur Vektoren eine Masse erhalten, deren beide Komponenten
unzensiert sind. Um die Masse, die dem i-ten Vektor zugeteilt wird, zu bestimmen,
miissen wir folgendermaflen vorgehen:

1. Ist &; # 3, so ist die Masse Null. Anderenfalls berechnen wir Zy; + Zs;.

2. Fiir den Wert Z3; 4+ Z5; bilden wir das Produkt entsprechend der obigen Vorschrift
iiber alle geordneten Z; Groflen, die kleiner diesem Wert sind und fiir die der
entsprechende 0-Wert gleich 1 ist.

3. Das berechnete Produkt dividieren wir durch n und erhalten das Gewicht.

4.4 Eigenschaften der Schiitzer

Im folgenden fiihren wir einige Eigenschaften, die beiden Schitzern gemein sind, auf.
Monotonie

Da beide Schitzer fiir die Verteilungsfunktion diskret sind und den Datenvektoren nicht-
negative Massen geben, sind sie per Konstruktion in (¢1,¢2) monoton wachsend.

Explizite Form
Beide Schitzer sind in expliziter Form gegeben und lassen sich leicht berechnen.

Spezialfall C' = o
Im Falle C = oo liegt keine Zensierung vor; wir beobachten immer (X, X5). Dann tritt
der Fall 6 € {1,2} nie auf, und es gilt immer 6 = 3. Dadurch sind die Gewichte in
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beiden Féllen konstant 1/n, und unsere Schitzer fiir die Verteilungsfunktion werden zur
empirischen Verteilungsfunktion F), bzw. allgemeiner:

1 n
Sp =T, = EZQO(ZM,Z%)
_ 1Zn: (X0, Xoi)
- n — 4 179 21
= /¢($1,$2)Fnd($1,$2)

Spezialfall X, =0

Falls X; = 0 gilt, haben wir es im Grunde genommen mit einem eindimensionalen
Problem zu tun. Da hier nur die Félle 6 = 3 und § = 1 auftreten kdonnen und Z, = 0
gilt, werden bei S, die Gewichte nach den Réngen der Zj; verteilt. Damit entspricht
der Algorithmus der Massenverteilung exakt dem im eindimensionalen Fall des Kaplan-
Meier Schitzers fiir F1, F,,. Da es in dieser Situation nur Sinn macht, eine eindimensionale
Funktion ¢ zu betrachten, gilt fiir unseren Schétzer S,,:

1< - 163,21, <213}
Sn = E Zl 1{(5,-:3}(;0(Z1i) H {1 -+ ]n J

j=1 n-— Zk:l ]'{ZlkSle}

~ [ o)

Fiir T,, gilt entsprechend:

- 145,23,21; < 7u;
- n Z 1{(5 3}(p Z].Z H { { ]T7Lé37Z1]<Z1 } }

j=1 n— Zk:l 1{Zlk<Z1j}

Bis auf die kleine Modifikation im Nenner, mit der wir im allgemeinen Fall eine mogliche
Division durch Null verhindert haben, entspricht 7,, dem Kaplan-Meier Integral.

4.5 Vergleich zwischen den Schitzern

Nach den Gemeinsamkeiten wollen wir nun Unterschiede zwischen den Schétzern heraus-
arbeiten. Da wir die Schétzer durch verschiedene Herleitungen entwickelt haben, wollen
wir unser Augenmerk zunéchst darauf richten.

Wir haben gesehen, dafl die beiden Schétzer dadurch zustande kommen, daf§ wir unter-
schiedliche Kaplan-Meier Schitzer fiir die Verteilung G benutzen. Dabei bleibt festzu-
halten, dal wir beim zweiten Ansatz im Falle § = 2 C als zensiert ansehen. Dies ist fiir
die erste Komponente richtig, allerdings beobachten wir in unserem Modell bei diesem
Zensierungsfall in der zweiten Komponente C' — X7, so da} wir mit der ersten Kompo-
nente, X, den Wert von C' kennen. Das heifit, wir sehen C' als zensiert an, obwohl wir
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es in dieser Situation beobachten. Dies liegt daran, dafl wir beim zweiten Ansatz nur
die erste Komponente bei der Schétzung fiir G beriicksichtigen. Dies wird bei der Her-
leitung von §,, vermieden und stellt somit intuitiv betrachtet einen besseren Zugang dar.

Im folgenden werden wir eine Datensituation konstruieren, die gewisse Schwéchen von
T, aufzeigt.

Der Datensatz zerfalle in zwei Hélften. O.B.d.A sei n gerade. Fiir die eine Hailfte - wir
nehmen wiederum o.B.d.A. an, dies sei (Z11, Z21), . - ., (Zi(n/2), Zo(n/2)) - gelte § = 3 und
fiir den anderen Teil (Z1(5/211), Zo(n/2+1)); - - - » (Z1ns Zon) sei jeweils 6 = 1. Auerdem soll
gelten:

Zyi < Zy; firallel<i<n/2<j<n

Dann gilt fiir die Gewichte

A

Wi, =0 firallen/2<i<n

und fiir 1 <4 < n/2:

N 1 - 1{5:1 Z1j<Z1i+Z2}
W_ — _1 5;=3 (1 + J ’;L J ? 1
m n { } H n — Ek‘:]- ]-{Z1k<Z1j}

—_
—+

]‘{le<Zli+Z2i} )
n— ZZ:I 1{Z1k<Z1j}

LI (
:%_1_
1 1
= = 1
n '—1;I+1 ( i n-—= 22:1 1{Zlk<le}>
LI (

Die Masse eines Datums aus der ersten Hilfte ist somit immer grofler als 1/2 und die

Gesamtmasse, die verteilt wird, ist (% + %) =7+ % Somit konnte theoretisch jeder

Wert iiberschritten werden. Sicherlich ist die Datensituation konstruiert, dennoch ist sie
nicht véllig abwegig. Die groflen Z;-Werte sind im Gegensatz zu den kleinen Z;-Werten
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zensiert, was plausibel ist, da grofle X;-Werte eher in Gefahr sind, zensiert zu werden.
Somit ist zumindest denkbar, dafl Teile eines Datensatzes diese Struktur besitzen.

Dies macht deutlich, daf§ der Schétzer fiir die Verteilungsfunktion Werte gréfier 1 anneh-
men kann, was sich auch in den Simulationen bestétigt hat. Bei S, ist dies nicht méglich,
da hier die Gewichte den Kaplan-Meier Gewichten fiir die Z1; + Z5; entsprechen. Somit
ist hier die Gesamtmasse immer kleiner oder gleich 1.

Auch bei einem Vergleich auf Simulationsebene zwischen S, und 7, hinterlief§ der
Schitzer S,, einen besseren Eindruck. Wir haben dazu Monte-Carlo Simulationen durch-
gefiihrt, mit deren Hilfe wir fiir die Schétzer den Bias und die Varianz schétzen konnten.
Bei einem Vergleich beziiglich dieser Werte schnitt .S, besser ab. Die Ergebnisse finden
sich in tabellarischer Form in Abschnitt 7.5.

Aus den in diesem Abschnitt angefiihrten Griinden haben wir uns entschieden, den
Schéitzer S, dem Schitzer T, vorzuziehen, und werden die asymptotischen Aussagen fiir
S, herleiten.

4.6 Vergleich mit Schitzern aus der Literatur

Multivariate Zensierungsmodelle wurden in den letzten Jahren mit steigendem Interesse
untersucht. Man muf} jedoch die betrachteten Modelle beziiglich ihres Zensierungsme-
chanismus unterscheiden. Zunéichst wurde als Verallgemeinerung des eindimensionalen
Falles das Modell einer bivariaten Lebensdauer (X, X5) zensiert durch einen davon un-
abhéngigen Vektor (C1, Cs) betrachtet. Dazu gibt es unter anderem Arbeiten von Camp-
bell und Féldes (1982), Tsai, Leurgans und Crowley (1986), Burke (1988), Dabrowska
(1988) und van der Laan (1996). In unserem Kontext ist (Cy, C2) = (C, (C—X1)1{x,<c})
was der Unabhéngigkeitsannahme widerspricht. Aus diesem Grund sind deren Ergeb-
nisse nicht auf unser Modell anwendbar. Allerdings hat Burke in seiner Arbeit die Idee
entwickelt, die Schétzung von F' durch geeignete Darstellung auf die Schitzung von G zu
transformieren. Die dquivalente Gleichung in unserem Modell ist Gleichung (4.6). Wang
und Wells (1998) haben spéter diesen Ansatz aufgegriffen.

Wenn wir das Modell umschreiben in der Form, dafl der Vektor der Lebensdauern
(X1, X1 + Xs5) zensiert wird durch (C,C), dann kénnten wir die oben genannten Ar-
beiten heranziehen, um die Verteilung von (Xi, X; + X5) zu schitzen und daraus einen
Schétzer fiir F' zu konstruieren. Da der zensierende Vektor aus identischen Komponenten
besteht, spricht man auch von univariater oder homogener Zensierung. Damit beschéfti-
gen sich unter anderem auch Lin und Ying (1993). Wenn man diesen Weg einschligt,
werden jedoch die Besonderheiten des Modells, wie zum Beispiel die Tatsache, dafl die
zweite Komponente des Vektors (X1, X; + X5) immer grolergleich der ersten Kompo-
nente ist, nicht beriicksichtigt. Zudem werden sich die Schwéchen der vorgeschlagenen
Schétzer bei Anwendung in unserem Modell auch hier auswirken.

Eine erste mathematische Analyse unseres Modells findet sich bei Visser (1996). Statt
der Verteilungsfunktion betrachtet er die Survivalfunktion. Um sie zu schétzen, zer-
legt er die gemeinsame Verteilung in die Marginalverteilung von X; und die bedingte
Verteilung von X, gegeben X;. Fiir diese beiden werden die Hazardfunktion und die
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bedingte Hazardfunktion betrachtet. Dabei entwickelt er Maximum-Likelihood-Schéatzer
fir P(X; = k|X; > k) und P(Xs = [|X; = k, X5 > 1). Dieser Ansatz basiert auf der
einschrankenden Annahme, daf} die Verteilungen diskret sind und einen endlichen Trager
besitzen. Eine tiefergehende Asymptotik des Schétzers wird nicht betrieben.

Ein allgemeinerer Ansatz findet sich bei Wang und Wells (1998). Auch hier wird die
Survivalfunktion zerlegt. Mit Ax,|x,>s,, der kumulativen bedingten Hazardfunktion von
X5 gegeben X; > t;, wird folgende Gleichung, die fiir eine diskrete bedingte Verteilung
richtig ist, benutzt:

P(X]_ > tl,Xg > tz) = P(Xz > tQ‘Xl > t]_)P(Xl > tl)
= H (1 — AX2|X1>t1(dv)) P(Xl > tl)

v<ta

Aus dieser Gleichung wird nun ein Schétzer abgeleitet. Fiir die Survivalfunktion von X;
wird der Kaplan-Meier Schétzer eingesetzt. Wang und Wells zeigen, daf}, falls fiir die
bedingte kumulative Hazardfunktion ein Schétzer verwendet wird, der auf der Annah-
me der Unabhéangigkeit der zensierenden Variablen,(C, (C'— X1)1{x,<c}), von (X1, X3)
beruht, wie z.B. der von Campbell und Foldes, ein inkonsistenter Schitzer entsteht. Aus
diesem Grund modifizieren Wang und Wells diesen Schitzer, indem sie die Daten mit
1/(1—Gn(Z1;+v)) gewichten. Hierbei ist G, der Kaplan-Meier Schitzer fiir G basierend
auf den (Zy; + Zs;, 0;).

Der resultierende Schétzer der Survivalfunktion ist schwach konsistent, und fiir den zu-
gehorigen standardisierten Prozefl wird auf einem Kompaktum Verteilungskonvergenz
gezeigt. Fiir den Grenzprozel wird jedoch keine Kovarianzformel angegeben.

Wang und Wells greifen auch den Ansatz von Burke (1988) auf und schitzen die Ver-
teilungsfunktion G durch den Kaplan-Meier Schitzer aus den (Zy; + Za;,0;). Dieser
Schétzer unterscheidet sich von unserem S,, nur dadurch, dafl bei der Herleitung im Nen-
ner 1 —G(z1+x2) steht, statt des linksseitigen Grenzwertes (siehe Gleichung (4.6)). Eine
mathematische Untersuchung dieses Schétzers fehlt. Ein Vergleich auf Simulationsebe-
ne mit ihrem vorgeschlagenen Schitzer 148t keine eindeutige Aussage, welcher Schétzer
vorzuziehen ist, zu. Bei der Auswertung ihres Schétzers ist zweimal ein Kaplan-Meier
Schitzer zu berechnen, was aufwendiger ist. Bei den Simulationen wird deutlich, daf ihr
Schétzer nicht die allen Survivalfunktionen zugrunde liegende Eigenschaft der Monoto-
nie besitzt.

Lin, Sun und Ying (1999) schlagen zunéchst einen Schétzer fiir P(X; < t;, X5 > t3) vor
und entwickeln daraus einen fiir die Verteilungsfunktion:

F (tl t2) = l zn: 1{57~;£17Z11,St1} o 1{Z1i§t1,Z2i>t2}
Y nia A\l - CA;n(Zli) 1- én(zu +t2)
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Dabei steht (3, fiir den Kaplan-Meier Schiitzer fiir G, der aus den (Z1i,0;) oder den
(Z1; + Zs;,6;) berechnet wird. Fiir ﬁ’n wird starke Konsistenz und fiir den standardi-
sierten Prozef} Verteilungskonvergenz formuliert. Sie sind in der Lage, die Kovarianz des
Grenzprozesses inklusive eines konsistenten Schétzers anzugeben. Durch ihren Ansatz
und die daraus resultierende Differenzstruktur des Schitzers ergeben sich jedoch Pro-
bleme. So kann es sein, dafl bei festem ¢; und Erhéhen des Wertes von ¢, der Nenner
im zweiten Summand kleiner wird. Das heifit, es ist moglich, dafl sich der Wert von E,
iiber einem Bereich verdndert, in dem kein Datum liegt. Das ist sicherlich ungew&hn-
lich, insbesondere wird der Wert des Schétzers kleiner, obwohl ¢, grofier wird. Dies zeigt,
da auch dieser Schiitzer nicht monoton ist. Wenn wir davon ausgehen, da$ fiir G, der
Kaplan-Meier Schétzer basierend auf den durch X; zensierten C'-Werten eingesetzt wird,
dann wird deutlich, daB es fiir 7, keinen Unterschied macht, ob die zweite Komponente
eines Datenvektors zensiert ist oder nicht. In diesem Fall ist es auch moglich, daf§ der
Nenner des zweiten Summanden Null ist, was man ausschlieffen sollte. Wenn G, iiber
die (Z1;+ Za;, 6;) berechnet wird, dann geht der Zensierungstyp der zweiten Komponente
nur iiber die Gewichtsverteilung von G,, ein.

Lin, Sun und Ying fiihren in ihrer Arbeit auch eine Simulationsstudie durch. In Ab-
schnitt 7.6 stellen wir sie den Ergebnissen fiir unseren Schétzer gegeniiber. Es zeigt sich,
daf} die geschétzte Varianz von S,, nahezu immer kleiner ist als die von ﬁ’n

Wir haben gesehen, welche strukturellen Schwichen die vorgeschlagenen Schétzer besit-
zen. Insbesondere die fehlende Monotonie ist hier hervorzuheben. Durch unseren Ansatz
werden diese Nachteile vermieden, und wir sind in der Lage, nicht nur fiir die Verteilungs-
funktion, sondern fiir das allgemeine F-Integral, [ @dF, einen Schitzer zu entwickeln
und Verteilungskonvergenz nachzuweisen.
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5 Linearisierung des Schéitzers

In diesem Kapitel werden wir fiir unseren Schétzer eine lineare Entwicklung herleiten.
Dazu benutzen wir die Theorie der U-Statistiken sowie die Hajek-Projektion. Wir werden
allerdings keine fertigen Ergebnisse dieser Theorie anwenden, sondern die auftretenden
Terme einzeln bearbeiten. So erhalten wir die Linearisierung unter der Forderung der
Endlichkeit der zweiten Momente der fiihrenden Terme in der linearen Entwicklung von
Sy Diese ist hinreichend, um auf die asymptotische Normalitdt unseres standardisierten
Schitzers schlieffen zu konnen.

Als erstes haben wir die Hauptresultate dieses Kapitels formuliert. Aus dem Beweis zu
Satz 5.1 haben wir die Bearbeitung der Restterme in verschiedene Lemmata ausgelagert.
Am Ende des Kapitels befinden sich noch einige technische Lemmata, die wir fiir den
Beweis bendtigen. Hier haben wir insbesondere die Methode aus Stute und Wang (2000)
verwendet, die es uns ermdéglicht, mit den Integralen umzugehen, die bei der Integration
iiber den Tail der Verteilung hiufig Probleme bereiten.

Satz 5.1 Unter den folgenden Endlichkeitsannahmen:

/ (21, )7 (21 + 20) H3d(21, 25) < 00 (5.1)

(z1422) (z1422)— 1{v<w}
// (21, 22)7(21 + 22) (w1, T2)Y x1+xz/ / H,(0) 2 — = H,(dv) x

mH s(dw)Hd (1, 25) H? d(ZI,ZQ) <oo  (52)
// (21, 22)7(21 + 22) (1, T2) (21 + 22) X

((z1+22)A\ (@1 +22))— 1 H }N[?) I:I3
/O A= Hw)y ™ (dw)H’d(z1,22) Hd(21,20) <00 (5.3)

1@ =ew{ [} veo

gilt fiir unseren Schiétzer Sy :

Sn = /‘P(zl;z2)’7(zl+22)ﬁ2d(21,22)

(21+22)— _ w) -~ 5
_/go(zl,zg)'y(zl—i-zg)/o %Hs(dw)]ﬁd(zl,@)

(21+22) 1 N R
———H, (dw)Hd
+/€0(z1,22)’7(zl+z2)/0 1— H,(w) . (dw) (21, 22)

()
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Korollar 5.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 gilt:
Vit (8= [ plor (e + ) Bodlen, ) ) 25 N (0.67)

Dabei bezeichnet o2 die Varianz eines Summanden der linearen Entwicklung aus Satz
5.1.

Beweis:

Da wir in Satz 5.1 S,, als ein arithmetisches Mittel von i.i.d. Daten plus einem Rest
dargestellt haben, folgt die Behauptung mit dem Zentralen Grenzwertsatz und Cramér
Slutsky (siehe Korollar 8.6.6 aus Génssler und Stute (1977)). Die zentrierende Grofle
ist der Erwartungswert des ersten Summanden, da der zweite und der dritte Summand
identische Erwartungswerte haben, die sich aufgrund des unterschiedlichen Vorzeichens
gegenseitig wegheben.

O

Bemerkung 5.3 Bei der zentrierenden Grofie handelt es sich nach Gleichung (4.7) um
die Grafse von Interesse.

In die Varianz o? gehen nur (Sub-)Verteilungen von beobachtbaren Gréfien ein, so daf
durch FEinsetzen der empirischen Analoga ein Ad-hoc-Schitzer fiir o zur Verfiigung
steht.

Bemerkung 5.4 Die Forderungen (5.1) bis (5.3) stellen die Quadratintegrierbarkeit
der fiihrenden Terme der Linearisierung sicher. Die letzten beiden entsprechen der Qua-
dratintegrierbarkeit zweier Hdjek-Projektionen, die von U-Statistiken herkommen. Dies
stellt eine schwdichere Forderung dar als die Quadratintegrierbarkeit der zugehorigen
Kerne der U-Statistiken (siehe dazu auch Bemerkung 6.1). Wir kommen hier mit die-
ser schwdcheren Forderung aus, da wir keine allgemeinen Resultate tiber U-Statistiken
benutzen, sondern statt dessen die Terme einzeln bearbeiten (siehe Lemma 5.9 und 5.10).

Bemerkung 5.5 Aufgrund der Quadratintegrierbarkeit sind insbesondere auch die er-
sten Momente der fiihrenden Terme und damit das Integral

(z1422)— 1 B B
/ p(21, 22)[v(21 + ZZ)/O 1= H,(w) H,(dw)H?d(21, 25)
endlich.

Bemerkung 5.6 Die Forderung der Endlichkeit der Integrale legt nahe, daf G='(1)
gréfergleich F71(1) sein sollte. Anderenfalls ist auch eine konsistente Schitzung von
F auf ganz R% nicht zu erwarten, da C auf die Summe wirkend dann dafir sorgt,
dafs gewisse Werte von (X1, X3) nie beobachtet werden. Die Bedingung ist trivialerweise

erfiillt, falls G™*(1) = oo ist.
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Beweis von Satz 5.1:
Fiir unseren Schitzer

S, = /w(zl,zg)exp {n/O(ZM)_ In (1 + i Il-lsn(w))> ”Sn(dw)} H2d(z1, 2)

wenden wir auf den Exponentialterm die Taylorformel an:

1+ (n /O(zlw_ In (1 + i [ln(w))> H, (dw)

(21+22)— 1 B
_/0 T o Hs(w)HS(dw))]

—|—% exp(A, (21 + 22)) (” /0(21+Z2)_ In (1 + n(1 — I:Tsn(w))> Hi, (dw)

(z1+22)— 1 _ 2
- A
[ e

= (21 + 2)

mit

(z1422)— 1 B
A, isch In (1 i,
(21 + 2z2) zwischen n/o n ( + (i = Hsn<w))) _(dw) und

(z1422)— 1 f{ p
L gy e,

Damit folgt fiir den Schétzer:

S, = / (1, 2)Y(z1 + 20) B3 (21, 2)
[ ozt 2 (” R O e
Gite)= )
—/0 mHs(dw)> Hyd(21, 2)
+ / plen,22) 5 exp(B (1 + 2) (n /O R (1 + s ; (w))> ., (dw)

2
(21+22)— 1 B -
- ——— H,(d H ,
/0 = H,(w) (dw) cd(z1, 22)
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- / (21, 22)1(21 + 20) 221, 20)

+/<p(z1,z2)fy(z1 + 29) (n /O(ZI+Z2)_ In (1 + i Ilisn(w))> H, (dw)

(21+22)— 1 B 5
_ / A (dw) ) B2, 2)
0 1- )

H;, (w

(z1422)— B
+/<p(zl,z2)'y(z1 + 29) (/0 %Hsn(dw)
(z1422)— B -
_A %HAC&U})) Hf;d(zl,zQ)
(z1422)— -
+/g0(z1,z2)% exp(A, (21 + 22)) (n/o In (1 + (i = ;Is (w))) H;, (dw)

2

(21+22)— 1 B .

- —H H
/0 = H,(w) s(dw) od(z1, 22)

Diese vier Terme werden wir einzeln bearbeiten. Wahrend A, bereits eine Summe
von i.i.d. Groflen darstellt, miissen wir C,, erst noch mittels U-Statistiken und Hajek-
Projektionen in solch eine Summe plus entsprechendem Restterm umwandeln. Die Terme
B, und D,, werden wir in den Lemmata 5.12 und 5.13 als Restterme identifizieren; das
bedeutet, daf§ sie von der Ordnung o,(n~'/?) sind.

Wir beginnen mit C,. Dabei benutzen wir folgende Gleichung:

1 _ H,,(w) - Hy(w) N 1 N (H,, (w) — Hy(w))?
1—H,, (w) (1—-Hy(w))> 1-HJ(w) (1-Hy(w))?*Q1- H,,(w))

Damit folgt:

B (z1+22)— Hsn(w) _ Hs(w) N -
Cu = [wlnanta+a) [ S A ) e, )

+ [ plen (e + 2 /0 e #(w) (L, (dw) — () ) (21, 22)

Bit)=  (H,,(w) - H(w)® 4 73
+/g0(z1, z2)v(z1 + zz)/o AT A (w))Hs" (dw)H;d(z1, z2)

= Cp +Cp, + 0y

Die V-Statistik C),, formen wir in eine U-Statistik um, deren Hajek-Projektion im An-
schlufl daran berechnet wird. Dies fiihrt zu:
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_ D Hy () = How)
G = [otzn(are) [ Tl ) (e, )

+/‘P(21,Z2)’)/(z1 + 29) ¥

/("lﬂz) H,, (w) — Hy(w)
0 (1 — Hy(w))?

(mn (dw) — ﬁs(dw)) H2d(21, 20)

+/€0(21a22)’7(21 + 29) X

/ BT H, (w) — H(w)
0 (1 — Hy(w))*

SN———

H,(dw) (ﬂgd(zl, %) — H3d(z1, 25)

(21+22)— w) — w) ~ -
N /¢(21,Z2)7(Z1+Z2)/0 B ) ~ A )Hs(dw)H3d(z1,z2)

1 (1 - Hy(w))’
()

Die Ordnung der Restterme bestimmen wir in Lemma 5.8 und 5.9.
Fiir C,, gehen wir genauso vor und erhalten:

Cn, = /ap(zl,zg)”y(zl + 22) /O(Z1+22) #s(w) (f[sn(dw) - s(dw)) H3d(2, 25)
+/<p(z1,zg)fy(zl + 23) X
/0 o #(w) (B, (dw) — () ) (Bd(z1, 22) — Hd(z1, 22))
_ / (21, 20)7 (21 + ) /O e #(w) () — A (dw)) FPd(z, )
()
+o0p %

Den Restterm bearbeiten wir in Lemma 5.10. In Lemma 5.11 zeigen wir, dal auch C,,
von der Ordnung o,(n~%/2) ist. Damit gilt insgesamt:

_ )= )~ Hw) o g
c, = /(p(zl,Z2)7(z1+z2)/(; A H(dw)H?d(z1, 22)

—i—/go(zl, 29)y (21 + 22) /O(ZlJm) % (ﬁsn(dw) - fIs(dw)> H3d(z, 25)

1 H,(w)
()
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(21+22)— 1 N N
— 3
= /w(zl,zQ)v(zl +z2)/0 I~ H.(w) H,, (dw)H?d(z1, z2)

(z1422)— 1— Hs N 5
—/90(2“1,@)7(251-1-22)/ —n(U})Hs(dw)Hgd(Z]_,Zg)
0

1 (1= Hy(w))®
o (77)

So haben wir folgende lineare Entwicklung fiir unseren Schitzer erhalten:

Sn = /‘P(Zl,z2)7(zl+zz)lf[2d(z1,z2)

(z1+22)— _ w _ _
_/<p(z1,z2)'y(z1+z2)/0 é%ﬁ(fu);sz(dw)H?’d(zl,zz)

(z1+22)— 1 . .
—i—/(p(zl,zg)'y(zl +z2)/ 17Hsn(dw)]-[3d(zl,z2)
. _

1 H,(w)
()

Bei der Bearbeitung der Restterme werden wir uns héufiger folgende Tatsache zunutze
machen:

|

Bemerkung 5.7 Wenn wir fiir eines der auftretenden empirischen Integrale zeigen wol-
len, daf$ es stochastisch gegen Null konvergiert, dann kénnen wir uns darauf beschrinken,
dies auf {(z1,22) : 21 + 29 < an} 2zu zeigen, wobei die Folge a, folgendermafen gewdhlt
wird:

Zu € > 0 wihlen wir ein ¢ > 0 und eine Folge a,, — H,;*(1), so daf fiir n > n. gilt:

1— Hy(an) = — und P((Zi+ Zo)nm < an) > 1—¢
n

Dies ist moglich, da

an:Hs’l(l—E) = 1—Hs(an):E und
n n
P((Zl + Z2)n:n S an) = P(Zl + Z2 S an)n
= (1—E>n—>67021—5 fiir ¢ klein.
n

Dies bedeutet, daf$ die empirische Masse von {(z1, 22) : z1 + 29 > a, } mit grofier Wahr-
scheinlichkeit Null ist und wir uns deshalb bei der stochastischen Konvergenz empirischer
Integrale bzgl. H,, auf {(z1,22) : 21 + 22 < an} beschrinken kénnen.
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Lemma 5.8

/cp(zl,zz)v(zl —|—z2)/0(21+Z2)_ HZ;(Q_UL{:(Z;;U) (ﬁsn(dw) H, (dw)) 3d(21, 2)

Beweis:

‘/go(zl,zz)'y(zl + 29) /0(Zl+z2)_ HZ;(Q_U)H_S(Z;)(;U) (ﬂsn(dw) — ﬁs(dw)> ~2(1!(21,,22)

/(21“2)_ H,,(w) — Hy(w) (ﬁsn (dw) — ﬁs(d'lU)> ‘ Hyd(z1, 2)

[ 1otz 10 + ) T

Von diesem Term werden wir die Konvergenz jetzt zeigen. Nach Bemerkung 5.7 brauchen
wir das Integral nur auf der Menge {(z1,22) : 21 + 22 < a,} mit der entsprechend
gewdhlten Folge a,, zu betrachten. Fiir dessen Erwartungswert gilt:

1
1{5i:3azli+22i§an} |§0(Z1i, Z2i) |'Y(Z1i + Z2i) ﬁ Z 1{5j¢3,Z1j+Z2j<Z1i+Zzi}

|

H,, (Zyj + Zo5) — Hy(Zhj + Zo5) /(Z“JFZ”)_ Hy, (w) — Hy(w)
(1= Hy(Z1j + Z25))? 0 (1 — Hy(w))?

Bl = - 3F

i=1

H,(dw)

= F 1{51 =3 Z11+Z21<an}|<P(Z11a Z21)|7 le + Z21 (1{5]'7'53,Z1j+z2j<Z11+Z21}
j:2
Hy, (Z1j + Z5j) = Ho(%; + Z3j) /(ZII+Z21)_ Ho, (w) = Hs(w) 5 (dw)
(1= Hs(Z1j + Z95))? 0 (1 - Hy(w)> °
1 (Z11+Z21)— H — H ~
__/ 50 (W) S(w)Hs(dw)
n J (1 - Hy(w))?
1 n n
S FE 1{51:3,Z11+Zg1§an}|(P(Z11’ Z21)|’)’(Z11 + Z21) E Z Z (1{5j7é3,Z1j+sz<Z11+Z21}
=2 k=1
Lzu+zuszy+20) = Ho(Zrj + Zj) / A Y zmzn) = Ha) g
(1 — Hy(Z1; + Z55))? 0 (1= H;(w))?
L et [ e ) B, )
+— w21, 22)|7(21 + 22 / 1 oo Hslaw 15 %2
n 0 0 (]‘ - Hs(w))2

Bei der letzten Ungleichung haben wir die Dreiecksungleichung benutzt, beim zweiten
Term den Betrag in das Integral gezogen und dann die Differenz im Zahler durch 1
abgeschitzt. Das so erhaltene Integral besitzt nach Lemma 5.15 die Ordnung o(1/4/n).
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Bei der inneren Doppelsumme spalten wir zunéchst die Summe mit k£ = 1 ab. Dabei ist
folgender Erwartungswert zu untersuchen:

1
E 1{51:3,Zn+221§an}‘SO(ZH,Zzl)\’Y(Zn +Z21) ﬁ

n
(1{5]- #3,Z1j+Z2j<Z11+Z21} X
j=2

_Hs(le + Z2j) (Zu1+2Z21)~ H,(w) 7
(1 = Ho(Z1j + Z55))° +/0 (1- Hs(w))sz(dw)) u

Indem wir wieder die Dreiecksungleichung benutzen und die Z&hler betraglich durch 1

abschitzen, bekommen wir zweimal das obige Integral als obere Schranke.
Fiir die restliche Summe gilt:

B Yo=szszmgan|0(Zn, Z20)17(Zu + Z21) Z (1{‘5j7é37zlj+z2j<Z11+Z21}X
j=2 k=2
1{Z1k+Z2k§Z1j+Z2j} - Hs(le + Z2j) _ /(Z11+Z21) 1{Zlk+Z2k§w} — Hs(w)g (du))
(1= Hs(Z1j + Z9))? 0 (1 — Hy(w))? ’
1
= E 1{51=3,Zn+221San}|‘P(Z11, Zo1)|v(Z11 + Zan ) E 2 Z Z (1{5 #3,21j+2Z2j<Zu1+Za1}
=2 k=2
1{Zlk+Z2k§Z1j+Z2j} - Hs(le + ZZj)
(1 = Hy(Z1j + Zo5))?
(Z11+Z21)— 1 _H (,w) _
{Z1x+ Zor, <w} s
- H,(d 1, Lo, 0
/[; (1 — Hs(w))Q ( w) 11, 421,01
1 n
= B Yoz zn+zmza9(Z11, Zn) V(20 + Zn)E || L6,#8,2:j+ Z2j <211+ 21}
i=2 k=2

Yt zusznv o) = HoZ1s + Zaj) / I Lz ~ HaW) g
(1 — Hs(Z1j + Zo5))? 0 (1 - H;(w))? s

Diesen inneren Erwartungswert, in den aufgrund der Unabhéngigkeit (711, Zo1,01) ein-
gesetzt wurde, werden wir jetzt abschéitzen. Wir beginnen dabei mit der Summation
iiber y = k:

12 1
B ﬁ (1{5j7é3,Z1j+Z2j<Zu+Z21} 1 — HS(le + Z2j)

=2
(Z11+2Z21)— 10 cuy — H B
_/ {Z1j+2Z2j<w} . (w) Hs(dw)
0 (1 — Hy(w))
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IN

1 (Z11+2Z21)— 1 I:[ p (Z11+Z21)— 1 }NI p
1V gy + | a—H,wy ™

92 (Z11+Z21)— 1 B p
< - —— —H,
- n/o (1 — Hy(w))? (dw)

Hierbei haben wir wieder die Dreiecksungleichung angewendet und den Betrag in das
zweite Integral gezogen, um den Z&hler des Integranden durch 1 abzuschétzen. Damit
bekommen wir insgesamt wieder die Schranke

9 [on (21+22)— 1 - N
— —H H?
n/o [p(21, 22)[v(21 + z2)/0 (1 — H,(w))? s(dw)H*d(z1, 22),

deren Ordnung in Lemma 5.15 bestimmt wird.

Somit bleibt noch die Summe iiber j # k zu betrachten. Fiir sie folgt mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung:

E

1 =1 ( Yzt Zon <21+ 20y — Hs(Z0y + Zog)
— 146 #8,20,4+Z2j < Z11+2 et
7 2 2 st T (7

) /(Z11+Z21) Lzt Zop<w) — }is('w) [:[s(d’w)
: (1 - H,(w))

n n n n
1

L2yt Zop <21+ 205} — Hs(Z1j + Zoj)
LSS (s i
j# k=2 1# m=2 s\1j 2

) /(Z11+Z21) Lzt Zop<w) — }is(w) ﬁ[s(dw)
: (1~ Hy(w))

. Y21t Zam<zut 2y — Hs(Zu + Z2)
X {00#3,Z1u+Za<Z11+Z21} (1 _H (le + Z2l))2
S

/2
(Z11+Z21)— 1 - H 5 !
- By S(W)dew))])

0

(1 = H;(w))?

Dafiira,b>0+va+b< Va +vb gilt, betrachten wir die einzelnen Indexkombinationen
getrennt und setzen dann das Ergebnis jeweils oben ein.

Man beachte, dafl bei der Summation immer j # k und [ # m gilt. Deshalb ist es nicht
moglich, dafl vier oder drei Indizes gleich sind. Falls je zwei identisch sind, gibt es zwei
Kombinationen. Fiir j =1 # k = m gilt:

1 = L 214 Zon <21+ 20} — Hs(Z1j + Zoj)
El-]=— E E E |14, g W T2k S AT 22 J J
e i7 k=2 [ 57820t 2y Tt I} (1 = Hs(Z1j + Z2))?

H,(dw)

_ /(Z11+Z21)_ 1{Z1k+22k§w} - HS(’U])
0 (1 - Hy(w))?
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9 M (Lizit 2o <214 205) = Ho(Z1j + Z55))°
< — E |14, i+ 22 L
+/(Z11—|—Z21)— (]-{Zlk-l-ZZkSw} — HS(w))2H (d,w)
0 (1— Hy(w))?
4 [(Z1tZa)- 1 3
< = A Ehs
- n?J, (1 - Hy(w))? ()

Hier haben wir zunéchst die Ungleichung (a + b)* < 2a? + 2b* benutzt und im zweiten
Term die Quadratfunktion in das Integral gezogen. Nach Bedingen bzgl. (Z;, Z5;,0;),
dem Vorziehen der mefibaren Faktoren und dem Ausnutzen der Unabhéngigkeit (j # k)
haben wir es dann mit dem Erwartungswert von (1yz,, 4z, <()} — Hs(-))? zu tun, den wir
durch 1 — H(-) nach oben abschitzen. So erhalten wir insgesamt das Integral:

9 [on (#1+22)— 1 - 12 -
E/o (21, 22)|7(21 + 22) (/0 mfk(dw)) Hd(21, z)

2

Qan 1
< - 21, % 21tz
< 2 [Tietnaihte

1
= 0 ey
Vn
Nach Anwendung von Lemma 5.14 ergibt sich die Ordnung des Integrals aus dem Beweis

zu Lemma 5.15.
Falls j = m # k = [ ist, gilt folgendes:

HSd(Zl, Z2)

R 1{Z 2 <2 ‘+Z<}—H3(Z1'+Z2~)
El.] = — FE 1ss. , 4 1k +Z2k <215+ 224 J J
(-] - ;kz:; [( (63, 21;+Z0; <Z11+Z21 } (1 — Hy(Zyj + Zs;))?
B /(Z11+ZZI)_ 1{Z1k+Z2k§w} — Hs('w)g (dw)
0 1= H(w))
x |1 Y21+ 22 <Zu+ 2o} — Hy(Zuk + Zo)
{0k #3,Z1x+ 22k <Z11+Z21} (1 _ Hs(Zlk —+ ng))2
_/(211+Z21)— 1{Z1j+Z2j§w} — Hs(w) F (dw)
0 (1~ Hw)

IN

4 (Z11+Z21)— 1 B 2
n? (/ (- HAw))?HS(dU’))

Wir haben die einzelnen Klammern betraglich nach oben abgeschitzt, indem wir den
Betrag in die Integrale gezogen und jeden Zahler durch 1 ersetzt haben. Dadurch werden
die beiden Klammerterme unabhingig, und wir kénnen das Produkt der Erwartungs-
werte berechnen. Wenn wir dies oben einsetzen, kommen wir auf:
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2 [t [ e ) B, ) = o (2
— w(21, 22)|v(21 + 22 / H,(dw)H"d(z, 22 :0<—>
n Jo 0 (1 - Hy(w))? Vvn
Die Ordnung des Integrals wird in Lemma 5.15 nachgewiesen.

Da die Klammerterme fiir unterschiedliche Indizes zentriert sind und auch die beiden
Summanden in diesem Fall zentriert sind, bekommen wir, wenn drei oder vier Indizes
verschieden sind, jeweils durch Bedingen und Vorziehen der meflbaren Faktoren den
Erwartungswert Null.

Lemma 5.9

/(p(zl,zg)'y(zl + 23) /0(Z1+z2) HE;(TLI:(Z;)(;U)FIS(dw) (ﬁgd(zl,zg) - ﬁ[3d(z1,z2))

Beweis:

Wir schauen uns die Differenz der Integrale zunichst auf {(z1,22) : 21 + 22 < a,} mit
einer Folge a,, wie in Bemerkung 5.7 an. Die Betrachtung auf dem Komplement folgt
anschliefend. Sie entspricht dem folgenden:

1 n o n (Z1i+Z2;)— iz vz <w Hs( ) B
EZZ (1{5i=3,21¢+zzi§an}80(zli,Zzi)’Y(Zu +Z2i)/ { “& = H}(w ——H,(dw)
i=1 j=1 0
“ 122~ 115z <wy — Ho(w) -
{21+ 25w} s
- o(21, 22)7(21 +22)/ H,(dw)H?d(z, 25)
/ : (1 — H,(w))?

Mit Cauchy-Schwarzscher Ungleichung gilt:

l e
El-D* < S 3D D F
i=1 j=1 k=1 I=1
/(ZIH_Z%)_ 1{Z1j+Z2j Sw} — H, (’LU)
: (1— H,w))?

(1{6i—3,Z1¢+ZQi§an}S0(Z1ia Zai)Y(Zvi + Za;) X

H,(dw)

on R A A s M (T) -
{Z1j+2Z2; <w} s 3
_ + H,(dw)H?d(z,
/0 ele 227l zz)/o (1= Hy(w))? (@) Hod(z, 7)

(1{5k=3,zlk+zzk§an}<P(Z1k7 Zog )V (Z1k + Zak) X

(Z1k+Z2k)— 1 - H B
/ {Zu+Zy<w} ;(w)Hs(dw)
0 (1= Hy(w))
an (z1+22)— 1 - H (’U)) ~ ~
{Z1u+Zy<w} s 3
- H H
/0 QO(zl, 22)7(’21 + 22) \/(; (1 — Hs(w))2 s(dw) d(Z]_, 22)
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Wir werden jetzt die verschiedenen Indexkombinationen untersuchen. Der jeweils zweite
Term in den runden Klammern ist zentriert. Falls ¢ # 5 gilt bzw. k # [, ist es auch
der erste Summand. Deshalb fiihrt die Verschiedenheit von drei oder vier Indizes jeweils
durch Bedingen und Vorziehen der mefibaren Faktoren zum Erwartungswert Null.
Falls : = 5 # k = [ gilt, wird aus dem Erwartungswert des Produktes das Produkt der
Erwartungswerte und aufgrund der Zentriertheit:

1 n (21422)— & . -, 2
2 (/0 (21, 22) 7 (1 +z2)/0 T (o W H d(zl,z2)>

1 o (21+22)= 1 3 - 2
(ﬁ/o p(21, 22)[7(21 +Z2)/0 WHS(CM)H d(21,Z2))

- (3

Die Ordnung des Terms leitet sich aus Lemma 5.15 ab.
Falls 1 = k # j = [ gilt, multiplizieren wir aus und kommen beim Produkt der ersten
Terme auf folgende obere Schranke:

1 an (z1+22)— (z1+22)—
| 0 (21, 22)7° (21 + 22 / /
E[(I{Z1+Z2<w} U} (1{Zl+Z2<11} Hs(v))]

)
(1- ( ))?(1 = H,(v))?
1 o )

= (zl, z2)72(z1 + 29) X

S B A = BOOH) g g g s,
/o / HL(w))2(1 - K)o, 2)

©* (21, 22)7° (21 + ZQ)

ﬁs(dw)ﬁs(dv)ﬁ?’d(zl, 29)

/ z1+22) / 21+22) 1{v<w} H (’U)(l - HS(]u{}zzv))2ﬁs(dw)ﬁs(dv)ﬁgd(zl, Zz)

0 0 (1 — Hy(w))*(1 -
(z1+22) B R
= ﬁ 0 (‘0 (Zl’z2)72(zl+z2)/0 GTWHs(dw)Hsd(zbzﬂ

Hierbei haben wir fiir w < 2z; + 2o die Abschitzung benutzt:

(21+22) H,(v) B w 1
o e < ) et

S T H(w)

Die Ordnung des verbliebenen Terms wird in Lemma 5.16 bestimmt.
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Ahnlich gehen wir bei den drei anderen Termen, die beim Ausmultiplizieren entstehen,
vor. Sie sind durch folgende Gréfle nach oben beschrénkt:

1 an an (z1422)—  p(1dz2)—
lp(21, 22) [y(21 + Zz)/ \p(21, 22)|y(71 + 962)/ /
0 0 0

El(1iz42,<wy — Hs(w)) (12,4 2,<0) — Hs(v))]
(1= Hy(w))*(1 — Hy(v))?

H,(dw)H,(dv)H3d(xy, 22) H?d(2, 22)

< o [T etnmh ) [ et + o) x
(ertz)= plerte)= HS(U)_HS(“})HS(U) 0 7 3 d(z+. 15 H3d(24. 2
Lo b G awpn R e B R ) e 2
an (21422)— . -
< % i \(p(zl,zg)\'y(z1+z2)/0 M;WHS(CZU)H%(ZI’@)

(x1+w2)— 1 B -
< [lonahto o [ s B B, )
A -

1 H,(w)
C (L)

Die Ordnung ergibt sich durch Anwendung von Lemma 5.15 unter Beachtung, daf} das
zweite Integral nach Bemerkung 5.5 endlich ist.

In der Situation, wo ¢ = [ # j = k ist, bleibt wegen der Zentriertheit nur das Produkt
der ersten Summanden iibrig. Bei diesem schitzen wir den Z#hler im inneren Integral
betraglich durch 1 ab, so dafl wir auf unabhéngige Terme und damit auf folgende obere
Schranke kommen:

% (/Oan lo(21, 29) |7 (21 + 22) /0(21+Z2) mﬁs(dw)ﬁg‘d(zl,@))z =0 (%)

Die Konvergenzrate folgt aus Lemma 5.15.

Wenn drei Indizes identisch sind, dann fiihrt Bedingen beziiglich dieser Variablen und
Vorziehen der mefibaren Faktoren zu zentrierten Gréfien, so dafl wir uns nur noch den
Fall, wo alle Indizes gleich sind, anschauen miissen. Dabei benutzen wir die Ungleichung
(a+b)? < 2a%+ 2b?, ziehen die Quadratfunktion im zweiten Summanden in das Integral
und schétzen jeweils den Zdhler im inneren Integral durch 1 nach oben ab:

2
4 Qn, 9 9 (z1+22)* 1 ~ 3 1
0 (21, 22)7° (21 + 22) —(1 Hy(dw) | H?d(z1,29) =0 | —
o _

n Jo H,(w))? n

Die Ordnung berechnen wir in Lemma 5.17. Damit sind alle Fallunterscheidungen ge-
macht.
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Fiir das Integral auf {(z1,22) : 21 + 22 > a,} brauchen wir den empirischen Teil nach
Bemerkung 5.7 nicht zu beachten. Fiir das Integral bzgl. H? gilt:

El-l =

I [
- Z/ o(21, 22)7(21 + 22) X
Mozl Jan

[ Mo Tt
| (1— Hy(w))?

H,(dw)H3d(z, 2)

|

IN

(ni Z/ / @21, 22)7(21 + 22) (21, T2) Y (21 + 22) X

Z1+Z2 /‘ (z1+a2)— E[(l{Z1i+Z2z<w} (w )(1{le+Z2z<”} _ HS(U))]
0 0 (1= Hy(w))*(1 = Hy(v))?

1/2
ﬁs(dv)ﬁs(dw)ﬁ]?’d(m, 1‘2)I~{3d<21, ZQ))

_ (% / ) / " (e 2211 + )01, 22)7(3n + 72) X

z1-:22 (x1tae)— ’U/\w) ( ) (w) ~ -
/ / H(w))?(1 — B, ()2 (0 Hi(dw)

B ~ 1/2
H3d($1, xg)H3d(z1, Zg))

_ (% / ) / " (e, 2211 + )01, 22)7(an + 72) X

z1-:22 (z1422)— 1{v<w}H (’U) B 1 ~
[ i g R

B N 1/2
H?’d(.’El, .’L'Q)H3d(21, 22))

Hier haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt und die Zentriertheit der
Terme. Da das verbliebene Integral iiber ganz R? die Varianz eines der fiihrenden Terme
aus der linearen Entwicklung unseres Schétzers darstellt und somit nach Voraussetzung
endlich ist und a,, gegen den Triagerpunkt von H; konvergiert, bekommen wir auch diesen
Term (mit y/n multipliziert) beliebig klein.

34



Lemma 5.10

/(p(zl, 29)7y(21 + 22) X

[ e (Buaw)  Baw) (Bt )~ B, = o (-

Beweis:
Der Term auf {(z1, z9) : 21+ 22 < a,} mit einer Folge a,, wie in Bemerkung 5.7 ist gleich:

1 n n
n2 Z Z (1{5i=3,Z1¢+Z2i<an}(p(Z1ia Zoi)V(Zvi + Za;) %

i=1 j=1
1{5j7é3,Z1j+Z2j<Z1i+Z2¢} . /(ZIH—Z%)_ #g (dw)
1 — Hy(Z1j + Zoj) 0 1= Hy(w)

Qn,
—/ (21, 22)7(21 + 22) X
0

1{(5]‘#3 Z1j+Zaj<z1+22} /(Z1+Z2)_ 1 ~ ~a
’ - ———H,(dw) | H*d(2, 2
( 1 = Hy(Z1j + Z3;) 0 1— Hy(w) (dw) (21, 22)

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kommen wir auf:

1 n n n n
(B[l-)* < i SIS B 1=, 204 z0izany 0 (Zris Zai)V(Zai + Zai) %

i=1 j=1 k=1 [=1
1{51‘7’537ZIJ‘+Z2]‘<Z1;'+Z%} _ /(Z”+Z2i) 1 i (dw)
1 — Hy(Z1j + Zaj) 0 1— Hy(w) ™’
—/ (21, 22)7(21 + 22) X
0
1{5j753 Z1j+Zoyj<z1+22} /(zl+z2)_ 1 ~ ~ o
: — —— _H,(dw) | H3d(%, 2
( 1 — Hy(Z; + Zs;) 0 1— H,(w) (dw) (21, 22)
[1{6k_3azlk+z2kSan}()O(Zlk’ Z2k)7(Z1k + Z2k) X
1{51753,Z11+Z21<Z1k+22k} . /(Zlk+22k)_ 1 FI (dw)
1= Hy(Zu+ Zu) 0 1— Hy(w) "’
—/ (21, 22)7(21 + 22) X
0
1{51753 ZutZyu<zitzz} /(z1+22) 1 ~ ~ 3
’ - ——H (dw) | H*d(z, 2
( 1_H5<Z1l+Z2l) 0 1_Hs(w) ( ) ( 1 2)

Wir werden im folgenden die verschiedenen Indexkombinationen untersuchen. Man be-
achte, dafl die Terme in den Klammern fiir unterschiedliche Indizes zentriert sind. Da-
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durch ist der Erwartungswert bei drei oder vier verschiedenen Indizes immer Null. Des-
halb konnen wir damit beginnen, die Indexkombinationen zu betrachten, bei denen je
zwei gleich sind. Fiir den Fall, dal ¢ = j # k = [ gilt, konnen wir aufgrund der Un-
abhéngigkeit den Erwartungswert der einzelnen [...] berechnen, wobei der Integrand des
zweiten Summanden zentriert ist. Somit kommen wir auf folgende obere Schranke:

% (/Oan ooy (s 42 /0(21“2)_ #ﬁ(w)f]s(dw)ﬁ?’d(zl, z2)>2 =0 <%>

Das quadrierte Integral ist nach Bemerkung 5.5 endlich.

Diese obere Schranke erhalten wir auch, wenn wir den Fall i = [ # j = k betrachten,
da in diesem Fall das Produkt der Indikatoren 1(s5,—3; und 153 zu Null wird und
beim Ausmultiplizieren der eckigen Klammern wegen der Zentriertheit nur ein Term
iibrigbleibt.

Fiir i = k # j = [ erhalten wir die eckige Klammer zum Quadrat. Indem wir wiederholt
die Ungleichung (a + b)* < 2a* + 2b* benutzen und die Quadratfunktion immer in das
Integral ziehen, sehen wir, dafl der Term durch folgenden nach oben beschrinkt ist:

16 [

(z1422)— 1
2 2
— ©” (21, 22)7 zl+z2)/
el (21, 22)7°( i i

Ty (. 2) = o (1>

n

Die Ordnung ergibt sich aus Lemma 5.16.

Falls drei Indizes identisch sind und der vierte verschieden, fiihrt Bedingen bzgl. der Va-
riablen dieser drei Indizes und Vorziehen der mefibaren Faktoren zu zentrierten Grofien,
so dafl der Erwartungswert immer Null ist.

Wenn alle Indizes gleich sind, dann kommen wir mit der Ungleichung (a+b)? < 2a%+2b?
und dem anschlielenden Ziehen der Quadratfunktion unter das Integral auf:

10 [ (z1422)— 1

n?’ 0

1

H,(dw)H3d(z1,2) = 0 <ﬁ>

©*(21, 22)7* (21 + 22) /O W

Die Ordnung des letzten Terms bestimmen wir in Lemma 5.16.

Damit sind alle Félle untersucht.

Auf {(z1,22) : z1 + 22 > a,} konnen wir das empirische Integral nach Bemerkung 5.7
vernachlissigen. Fiir das Integral bzgl. H? gilt:

E|-| = E

I~ [
- Z/ o(21,22)7(21 + 22) X
5= Jan

1{5'#3 Z1i+Z2i<z1+2z2} /(21+Z2)_ 1 ] rr3
e — ——H,(dw) | H°d(z, 2
( 1—H3(Z1i+Z2i) 0 1—Hs(w) ( ) ( ! 2)

|
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< ( n2 Z/ / (21, 22)¥(21 + 22) (21, X2)Y (21 + 22) X
1{5 #3,Z1i+ Zoi<z1+22} /(21—1—22)_ 1 ~
—— —— H,(d X
( H(Zvi+ Z2)  Jo T () ()
1/2
1{5 #3,Z1i+Zy;<w1+x2} /(w1+w2)— 1 ~ =3 3
e ——H,(dw) | H3d(xy, z5) H3d(21,
( le + ZQZ) 0 1-— Hs(’l,U) ( w) (.'L'l $2) (21 22)
= ( / / (21, 22)7(21 + 22) (@1, T2) (21 + T2) X
((z14+22)N(x1422))— 1 .
—H H? H
0 (1 o Hs(,w))z (dw) d($1,$2) d(zl,Zg)
o\ 1/2
oo (z1+22)— 1 5 ~
_ / (21, 29)v(21 +z2)/0 T H.(0) (w)H s(dw)H?d(z1, 29)
< ( / / ¢(21, 22)7(21 + 22) (21, T2) (21 + T2) ¥
((z1422)N\(x1+22))— 1 N . - 1/2
———H (dw)H?d(x1, x2) Hd (21,
/0 (1 - Hy(w))? (dw) Hd(w1, 22) Hd(21, 2)

Wir haben die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewendet und die Zentriertheit der
Terme ausgenutzt. Da das Integral in der letzten Zeile iiber R? endlich ist und a, gegen
den Trégerpunkt von H; konvergiert, kénnen wir es (mit y/n multipliziert) beliebig klein
bekommen, so daf} insgesamt die Ordnung gezeigt ist.

Lemma 5.11

1
en=o(75)
Bewels:

Mit Bemerkung 5.7 geniigt es, C,, auf {(z1, z2) : 21+ 22 < a,} zu betrachten. Sei deshalb

~ an (21422) (Hsn (w) - Hs(w))2 ] 73
Chy = 21, 29)Y(21 + 22 5 H, (dw)H;d(z, 22).
[ etentene s [ G e 2

1
E Z Z 1{51:3,212.4_2215%}|(P(Z1i, Z2i)|'7(Z1i + Z2i)1{6j7é3,Z1j+sz<Zu+Z2i} x

i=1 j=1

(H,, (Zyj + Zoj) — Hy(Z1; + Zs;))?
(1= Hy(Z1j + Z))*(1 = H,, (Z1j + Z»;))
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Man beachte, dafy die Summanden fiir # = j verschwinden, so dafl wir den Erwartungs-
wert abschéitzen konnen durch:

EHC’”SH < E [1{5123,211+Z21§an}|()0(Z11’ Z21)|’7(Z11 + Z21)1{52¢3,Z12+Z22<Z11+Z21} X

(Hs, (Z12 + Zao) — Hs(Z1o + Z2o))? ]
(1 — Hy(Z12 + Z2))*(1 — H,,,(Z12 + Z22))

= E |:1{51=3,le+Z21§an}|(10(Z11’ Z21)|7(Z11 + Z21)

E [ (Hs, (Z12 + Zag) — Hy(Z12 + Z22))2
1 — H;, (Z1a+ Za2)

1{62753,Z12+222<Zn+221}
(1 — Hy(Z12 + Z2))?

211, Zo, 01, 12, Zaa, 52”

Den bedingten Erwartungswert schauen wir uns jetzt ndher an, wobei zu beachten ist,
dafl der erste Summand in H,, aufgrund des Indikators 1(s,3 z,,4zs,<z11 425} Dicht
auftaucht:

(Hy,(Z12 + Zao) — Hy(Z12 + Z92))?

E
1 — H,, (Z12+ Zy)

Z117 Z21a 61’ Z127 Z227 52:|:|

[ (2> hes 1 — Hy(Z13 + Z))?
- B (5 2= {lek+ZQ:SZ12+Z22} s(Z12 22)) Zus. Tt 0. Zs, Zo, 52”
- L= n Zk:2 1{Zlk+Z2k§Zm+Zzz}
_ g (- (e L zit Zon<Zit 20y + 1) = Ho(Z12 + Z22))2}
L 1- %(2223 1{Z1k+Z2kSZIZ+Z22} + 1)
- E -(% ZZ:S 1{Z1k+Z2k§ZI2+Z22} + % - HS(Z12 + Z22))2]
- 1 1 N7
1- n n Zk:3 1{Z1k+Z2k§Z12+Zm}

Die Summe besitzt (bei festem Z12, Zs3) eine Binomialverteilung, so da§ wir den Erwar-
tungswert nach Lemma 5.18 durch % abschitzen kénnen. Damit erhalten wir fiir das
erste Moment von C,,, die Schranke:

. 1

EHOTLSH 1{525£3,212+222<Z11+Z21}

E [1{51=3,Z11+Z21§an}\‘P(Zn,Z21)|’Y(Z11 + Z21) (L= H,(Zns + Zn))?

IN

1 [ (21t+22)— 1 B - g
= L[ a) [ g B, )

(3

Lemma 5.15 liefert uns die Ordnung.
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Lemma 5.12

Beweis:

A e

(21+22)— 1 _ - o
- S i
/0 T (w)Hsn(dw) ~d(z1, 22)

B, = /(p(zl, 29)Y(21 + 22)

Fiir den Term in der eckigen Klammer, bezeichnet mit B,,, erhalten wir mit der Un-
gleichung In(1 + z) < z fir x > 0, B,, < 0. Und mit In(1 +z) > z — 2?/2 fir z > 0

folgt:
1 [latz)= 1 -
B, > —- - __H,(d
T AT e Y

Also gilt insgesamt:

|B ‘< 1 /(21+z2)— 1 i (d )
il — = __H, (dw
T 2n (1—H, (w))? ™

Damit kommen wir zu:

1 (z1+22)— 1 _ _
B, < — ———— —H, (dw)H3d
| n| = o / |§0(z1, ZZ)‘V(ZI + 22) A (1 _ Hsn(w))Q Sn( ’U)) n (217 ZQ)

1 §” : §n : 1{5'7é3 Z1j+2Z2;<Z1vi+Za2i}
= — lrs. YAV 7. Zz J7 041 J i i
2n3 {5173}|‘P( 1 21)‘7( 1t 42 ) (1 —H,, (le i Z2j))2

i=1 j=1

Mit Bemerkung 5.7 reicht es zu untersuchen:

1{(5j#3,Z1j+Z2j<Zli+ZZi}
(1= H,, (21 + Z55))?

1 ™
2—n3 Z Z 1{Zli+Z2i§an}]‘{5i:3}‘(p(zl’b Z2i)|7(Z1i + ZZi)

i=1 j=1

Dessen Erwartungswert schitzen wir im folgenden nach oben ab. Dabei ist zu beachten,
da} die Summanden fiir ¢ = 5 Null sind.

n—1

El-] = 2n?

1ys
E [1{51—3,Zu+2215an}|<P(lea Z21)|¥(Z11 + Z21) (1{ iyé?}{ZlZErZij—fuZZzZ;;
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n—1
- 2n2 E [1{51:37211+Z21§a”}|(‘0(le’ Z21)|7(Z11 + Zzl)1{62#3,Z12+Z22<Z11+Z21} X

1
E Z11, Zoy, 01, Zr2, Doz, 0
[(1 - HSn(Z]_2 +Z22))2 | ooz Ty 2 222 2”
n—1
- 2n? b |:1{51—37Z11+Z21§an}|(,0(Z11, Zon) |y (Zu + Z21)1{52¢3,Z12+Z22<Z11+Z21} X
1
5| s ]
(1 - E(Zkzs 1{Z1k+szSZ12+Z22} + 1))
n—1

- 2n2 E [1{51:37211+Z21§a”}|(‘0(le’ Z21)|7(Z11 + Zzl)1{62#3,Z12+Z22<Z11+Z21} X

e 1 |
(1 - % - %ZZ:?) 1{Zlk+Z2k§Z12+222})2
E |:]‘{61:37Z11+Z21§an}|(P(Z117 Z21)|’Y(Z11 + Z21)1{52¢3,Zl2+222<211+221} X

2n 1 ]
n — ]. (]. — HS(ZIZ + Z22))2

1 [o (z1422) 1 B -
S R O R e L ACOL RGPS

n

< n—1
- 2n2

Man beachte, dafl aufgrund des Indikators 1{z,,z,,<z,,+2,) bei H;, der erste Sum-
mand wegfillt. Der Erwartungswert, in dem diese Grofle vorkommt, wird in Lemma
5.19 abgeschétzt.

Um die Behauptung zu beweisen, bleibt zu zeigen:
et [ s B, ) = o)
(21, 22 ’yz1+22/ —————H, (dw)H"d(21,22) = o(1
NG 0 (1— H,(w))?

Dies wird in allgemeinerer Form in Lemma 5.15 getan.

Lemma 5.13

Beweis:

D, = /go(zl,zz)%exp(An(zl + 23)) (n /O(MZZ) In (1 + i ;[sn(w))> H, (dw)

(z1422) 1 ~ 2 ~ o
_/(; mHs(dw) Hnd(Z1,Z2)
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Dabei liegt A, (Z1; + Zs;) zwischen

(Z1i+Z2i) 1 ~ (Z1i+Z2:) 1 ~
n In{1+ ) H, (dw) und / ——H(dw).
/ e : = A () )

Entweder gilt
(Z1i+Z2i)
An(Zvi + Za) < / 1= H(w)
o _

oder es ist

(Z1i+2Z2i)— 1 ~
A (21 + Zoi) < 1 H,
e za) < ( i ) A

(Z1i+Z94)— 1 B
——— H,, (dw)
»A Hsn(w)
(Z1i+Z2i)— 1 B ( ) (Z1i+Z2:)— 1 B ( )
—i—/ ——H, (dw —/ ——H, (dw
0 - H,, (w) 0 1 — Hy(w)
(Z11+Z21 1 -
—— H (dw
| ~Hyw) )

(Z1i+Z9;)— 1

— H,, (w)

(Z1i+2Z2)— 1 B
/ 7w

5 (Z15+Z2i) 1
i, (dw) - / e (dw)
0 =

[
N +

i H, (w)
erl—Zzz) 1 N
< D, ——H. (dw).
< Du+ Ty e

Hier ging die Abschétzung aus dem Beweis zu Lemma 5.12 ein (B,; < 0). Fiir D,,
zeigen wir spéter:

(Zl7,+Z2z) 1 - (Z11+Z21) 1 ~
D, = A, (dw) - S s N
1= s / Gy e )~ [ T H,(w) )

Das heifit, zu zeigen bleibt:

[ 1ot ) ex ( [ <dw>)
(o[ 0 (0 ) A

_ /O R wﬁs(dw)fﬁid(a,@):% (%)
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Wir benutzen Bemerkung 5.7 und spalten den Term auf in:

an (21+22)— 1 -
/0 lo(21, 22) |7 (21 + 22) (n/o In (1 + (i = Hsn(w))> H,, (dw)
(z1422)— 1 ~ 2 B
_A Tsn(w)Hsn (dw)) 3d(21,22)
an itz i
+ [ letass st + ) ( | =)

2
(z1422)— 1 5 ~3d
_A st(dw) Hn (Z]_,Z2)

= Dn2 + Dn3

Hierbei wurde (a+b)? < 2a* 4 2b* benutzt. Fiir D5 folgt mit der Abschiitzung aus dem
Beweis zu Lemma 5.12:

an 1 (z1t+22)— 1 N 2~3
D,| < , — —F 5 H;, (d H:d(z,
Dl < [ leten st ([ Gy e ) B,z

Bevor wir zeigen, daf§ dieser Term die Ordnung o, (n~%/2) hat, halten wir zuniichst folgen-
des Resultat, das auf Ungleichung 1 aus Shorack und Wellner (1986), S. 415, zuriickgeht,
fest. Es erlaubt uns, den Nenner 1 — H,_ durch 1 — H; zu ersetzen:

1- Hs(Zl + ZZ)i:n
1 — H,, (Z1 + Z2)in

Mit (Z1 + Z3);:n, bezeichnen wir die i-te Ordnungsgrofle der (Zi; + Zok)1<k<n-
Damit bleibt zu zeigen:

[ 1ot (a2 ( [ mﬂsxdw)fﬁzd(zm) =0, (%)

Dazu bilden wir den Erwartungswert:

1— Hs(t)
1—H,,(t)

sup
1<i<n

< sup
0§t<(Z1 +Z2)n:n

‘ =0,(1)

E[-] = E

1 n
3 Z 116,23, 215+ Zoi <an} |9 (Z1is Za2i) |V (Z1s + Zai) X
=1

n

2
l Z 1{5j753,Z1j+sz<Zu+Z2i}
n =1 (1 — Hs(le + Zgj))2
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n n n

1
= F o Z 1{5¢:3,Z1i+Z2¢§an}|<P(Z1z', Zoi) |7 (Z1i + Zai) X

i=1 j=1 k=1
1{517’537Z11‘+221<Zli+z2i} 1{5k753721k+z2k<zli+z2i}

(1 — Hy(Z1 + Z3;))? (1 — Hy(Z1y, + Zox))?

Man beachte, dafl bei der Summation iiber : = j oder + = k die Summanden Null sind,
so dafl nur die Fille 5 = k£ und 5 # k£ zu unterscheiden sind.

Fiir ¢ # j # k gilt:

1 n n n
E[-] = E EZZZ1{6i=3,Z1i+Z%§an}|§0(Z1iaZ2i)|7(Z1z'+Z2i)x
i #j Fk

E [1{5j¢3vzlj+Z2j<Z1i+Z2i}1{5k¢3,Z1k+sz<Z1i+Zzi}
(1 — HS(le + ZQj))2(1 — Hs(Zlk: + ZQk))2

Zli) Z2i7 52:|:|

E

1 n
ﬁ Z 1{5123,Zli+22¢§an}|§0(le'7 ZZi) "7(Z1i + ZZi) X
i=1

(Z1i+Z2;)— 1 (4 2
(A a—mmv“wg

1 an (71+22)— 1 - ? ~ o
= [p(z1, 22)|7(21 + 22) (/0 Wﬂs(dw)> H*d(z1, 22)

n? J,

Fiir dieses Integral - multipliziert mit /n - folgern wir jetzt die Konvergenz gegen Null.
Mit Lemma 5.14 geniigt es zu zeigen:

1 an 1 -
=7 H%d = o(1
7 | et + ) i B, ) = o)

Dies wird im Beweis zu Lemma 5.15 getan.

Wir kommen zum Fall 7 # 5 = k und schétzen den Erwartungswert folgendermaflen ab:

1 n n
El-] = E| = SN V=320 Zoi<ant 0( Zai, Zoi) Y (Z1i + Zai) %

i #J

E |: 1{(5]-7&3,Z1j+22j <Z1;+Z2}

Zz')ZZ') 7
(1= Hy(Zyj + Zoj))*| 710 77 6”

1

1 an (z1+22)— B B
———H, (dw)H?d
[p(21, 22) |7 (21 + 22)/0 (1 - H,(w)) (dw) (21, 22)

n3

IN

Mit Lemma 5.15 erhalten wir das gewiinschte Ergebnis auch fiir diesen Fall.
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Als néchstes wird D,,3 untersucht:

an (21+22)— 1 .
D < 2 / (a1, 22) (21 + 22) / A, (dw)
0 0 ]‘_HSn(w)

(z1+22)— 1 _ 2 B
_/0 m}[sn(dw)> Hsd(zl,ZQ)
an (z1+22)— 1 B
42 [7 lolen (e + ) ( | g elaw)

(z1+22)— 1 ~ 2 - 3d
- — i
| ) | i

- Dn4 + Dn5

Fiir D, folgt:

an
Dpa = 2 / (e, 2) (1 + 20) X
0

(21+22)— Hsn(w) _ Hs(w) . 2 .
(/ (0= H,, @)1 — Hyw) " (dw)) (1, 2)

an
2 / (1, 22y + 72) X
0

(z1422)— |Hsn(w) o Hs(w)| ~ 2 .
(/ (1= H,, (w))(1 - H(w) " (dw)> (e, 2)

Mit der Bemerkung von oben koénnen wir wieder im Nenner den Faktor 1 — H, durch

IN

1 — H, ersetzen, so dal wir folgenden Term bearbeiten miissen:

o el )~ How)l o)
2/0 [p(21, 22)[7(21 +22)</0 (1— Hy(w))? Hsn(dw)> Hyd(z, 20)

2 n
= - > 528,21+ Zu<an)| 0(Z1i, Z2i) |V (Z1i + Zai) X
i=1

n 2
lzl Hs, (21 + Z55) — Hi(Zhj + Z5;)]
n {0;#3,Z1j+Z2j<Z15+Z2;} (1 . Hs(le + Z2j))2

j=1
n n n
2

] DD Vs=s st maican)|(Zris Zoi) |V (Zns + Zoi) X
i=1 j=1 k=1
1 |Hsn(Z1j+Z2j) _Hs(le +Z2j)|
{6;#3,Z1j+Z2; < Z1i+Z2;} (1 — Hy(Z1j + Zs;))?
\H, (Z1k + Zox) — Hy(Z1k, + Zax)|

L4648, Z14+ Zon < Z1i+ Z2} (1 — H,(Zwp + Zoy))?

44



Im folgenden werden wir den Erwartungswert nach oben abschétzen. Dabei machen wir
wieder eine Fallunterscheidung. Fiir die Indexkombinationen, bei denen ¢ = j oder ¢ = k
gilt, sind die Summanden Null. Beginnen wir mit dem Fall, dafl ¢+ # j # k gilt:

9 L 116,438,215+ Z2; < Z1it Zai }
E[-] = 3 Z ; ;E |:1{5i_3,Zli+Z2i§an}|()0(Z1’L'7 Zi) |V (Z1i + Zai) (1 - HSJ(ZUJ+ Z3;))?
¢ J

1{6k7£3 Zyp+Zop<Zii+Zz}
. - F||H, (Z1; + Zo;) — Hy(Z1; + Zo;
(1= Hy (G + Zag)2 - [ Hoa P 22g) = a2y 4 )
|Hs,, (Z1x + Zox) — Hs(Z1k, + Zok)|| Z1iy Zaiy 0, Z1j, Zajy 05y Zigy Lok, Ok

< 28 [1{51:37211+Z21§an}|(10(Z11’ Z21)|7(Z11 + Z21)

1{62#3,Zl2+222<211+221}
(1 — Hy(Z12 + Zx))?

1{‘537'53 Z13+Z23<Z11+Z21}
; E HS Z Z — HS Z Z X
( - Hs(le —+ 223))2 H n( 12+ 22) ( 12+ 22)|

|Hs, (Z13 + Zos) — Hs(Z13 + Zos)|| Z11, Zor, 01, Z12, Zao, 02, Z13, Zas, 03]

Diesen inneren Erwartungswert, in den (Zy;, Zo;, d;) fiir 1 < 4 < 3 eingesetzt werden,
schitzen wir jetzt ab, wobei die Indikatoren, die vor diesem Erwartungswert stehen, zu
beachten sind:

1 n
E E (1 + 1{Zl3+223§212+222} + Z 1{Z1l+Z2l<Zl2+Z22}) - HS(Z12 + Z22) X
=4
n
1
E (1{Z12+Z22§Z13+Z23} +1+ Z 1{Z1m+Z2m§Z13+Z23}) — HS(Z13 + Z23)

m=4

1 3

= F ﬁ(l + 1{213+Z23S212+Z22}) - EHS(ZR + Z22)
1
+ E (1{Z1l+ZzlS212+222} - Hs(Z12 + Z22)) X
=4
1 3
5(1{Z12+Z22§Z13+Z23} + 1) - EHS(ZB + Z23)
1
+— (1{Zlm+szSZ13+Z23} - Hs(Z13 + ZZS))
n m=4
5011
< E ﬁ + ﬁ (1{Z1z+Z21S212+222} - HS(ZIQ + Z22)) X
=4

1

(5
24
n n

- Z(l{zlm+z2m§Z13+223} - Hs(Zl3 + Z23))‘>]

m=4
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25 5
w2

E

Z(l{z1z+zzz§212+z22} - Hs(Z12 + Zzz))‘
=4

Z(l{zlm-l-szSZm-l-Zzs} - H8<Z13 + 223))

m=4

5

T

1 n n
tl2 3 (W zuszuszint 22y — Ho(Zrz + 222)) (21 + Zom< 203+ 200} — Hs(Z13 + Zos))

Damit kommen wir bei dieser Indexkombination auf vier Terme fiir den inneren Erwar-

tungswert, die wir oben einsetzen miissen und zu den Termen [ — IV fiihren:

50 1 02#3,Z12+Z22<Z11+ 221
= EE |:1{51=3,Z11+221§an}‘(p(leaZ21)|7(Z11 + Z21) (; _ HS(Z12 +Z22))2}

1{53753,213+Z23<Z11+221}:|
(1 — Hy(Z13 + Zo3))?
50 [ (i) 1 7 (4 2 i34
= — —Hs ’
eralha+n) ([ Gl | B w)

n? J,

-

Hierbei haben wir nach dem Bedingen bzgl. (71, Z51, 1) die Unabhéngigkeit zwischen
(Z12, Zaa, 02) und (Z13, Zas, 03) ausgenutzt. Wie bei D,,5 folgt die Ordnung des Restterms.

Fiir 11 wenden wir auf den inneren Erwartungswert die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung an:

E

n2

Z(l{Z11+2215Z12+Z22} - Hs(Z12 + Zzz))‘
=4
n 9 1/2
5
< ﬁ E Z(l{Z11+Zzlézlz+Z22} - HS(Z12 + Z22))
=4

Der Erwartungswert der quadrierten Summe ist der Erwartungswert der Summe der

quadrierten Groflen, da die Summanden zentriert sind. Der Erwartungswert eines qua-

drierten Summanden entspricht gerade der Varianz des Indikators, die wir wiederum
durch 1 — Hy(Z15 + Zas) abschétzen konnen. Dadurch erhalten wir die obere Schranke

5
W\/l — Hs(Zlg + Zgg).

Das bedeutet, wir kommen zu:
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10

1
1= wn? [1{61 3,211+ Zn <an}|P(Z11, Z21) |V (Z11 + Z1) (073 7101 Zaa<Za i 7o)

(1 — Hy(Z1a + Z92))3/?

n3/2

1{53¢37Z13+Z23<211+Z21}:|
(1 = Hy(Z13 + Zs3))?

10 an (z1+22) 1
- W/o |o(21, 22) |7 (21 +22)/0 ¥ —Hs(w))3/2Hs(dw) X

o ! H,(dw)H?d
/O A= Hw)? s(dw)H*d(z1, 22)

20 [ 1 ~
32 H3d
n3/? /0 elan ) a+ @) e = et e )

1
= o —
Vn
Nach dem Bedingen bzgl. (Z11, Z21,01) und dem Ausnutzen der Unabhingigkeit zwi-
schen (Z12, Za2,02) und (Z13, Za23,03) haben wir Lemma 5.14 benutzt. Die Ordnung des

verbliebenen Terms wird im Beweis zu Lemma 5.15 bestimmt.
Der Term I1I wird analog zu II bearbeitet. Wir schiitzen den inneren Erwartungswert

IN

zu IV mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ab:

n

1
(Lzyt 2 <zis+ 200y — Hs(Z12 + Zzz)); (L Zum+Zom<Z1s+ 220} — Hs(Z13 + Z23))

m=4

n

1
E|l=
n

=

S

n 2

Z(l{Z11+Z21SZ12+Z22} - HS(ZIQ + Z22))
=4

IN

1
EE

1/2
n 2\ 1/

Z(l{zlm+Z2m§213+Zz3} - HS(Z13 + Z23))

m=4

1
XEE

n

1/2
< (l (1~ Ho(Zus + Zn)) (1~ H,(Zs +ZQ3))>
%( H(Z12 + Z22))(1 HS(Z13+223)))1/2

Dies setzen wir ein und verfahren &dhnlich wie bei 11, so dafl wir folgendes erhalten:

2
2 an (z1+22) 1 B B

v < — H H?

vV < ”/0 p(21, 22) [7(21 + 22) (/(; (1— H,(w))*? S(dw)) d(z1, 22)

g8 [ 1
° H%d
”/o [p(21, 22) |7 (21 +Z2)1 T Hy(z1+ %) (21, 22)

- o)

IN
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Es wurde nochmals Lemma 5.14 benutzt, und die Konvergenz des Integrals wird im
Beweis zu Lemma 5.15 abgehandelt.

Die letzte Indexkombination, die zu untersuchen ist, ist j = k # i. Hier haben wir es
mit folgendem Erwartungswert zu tun:

2 n n
E[-] = E 3 Z Z L(5:=3,215+ Zoi<an} | P(Z1i Z2i) |V (Z1i + Zai) X

i #j

. (H,,(Z1j + Zo;) — Hy(Zvj + Zo;j))?
{0;#3,21j+Z2j<Z1i+Z2;} (1 _H (Zl' + ZZ'))4
s J J

IN

2
E [;1{61—3,Zu+zmgan}\<P(le, Zo1)[7(Z11 + Zo1) X

1 (Hs, (Z1a + Zao) — Hs(Z12 + Zzz))2
{02#£3,Z120+Z22<Z11+Z21} (1 _H (Z12 T Z22))4

2 16,3, 210+ Zan< Z11+ 21}
= EE [1{61:3,211+Z21§an}‘80(211,Z21)|’Y(Z11 + Zzl) (12_ H:(Z;:—l— }22)2)14

E [(Hsn(Zm + Zos) — Hy(Z12 + Z22))2‘ Z11, o1, 01, Z12, Zaa, 52“

Der bedingte Erwartungswert entspricht dem folgenden (man beachte den Indikator

1{Z12+222<Z11+221}):
R 2
FE E + 5 23: 1{Zli+Z2iS212+Z22} - HS(ZlZ + Z22)
1=
. 2
1 2 1
= F o EHS(Z12 + Za) + - ;(1{zli+22igzlz+z22} — Hy(Z12 + Z3))
1 2 2 1 2
< 2 (ﬁ - EHS(Z]Q + Z22)> +2F - ;(hzlﬁzﬁgzlﬁzm} — H,(Z12 + Z3))
2 2
< =4 ;(1 — Hy(Z15 + Z9))

n2

Dabei ist der Erwartungswert der quadrierten Summe n — 2 mal die Varianz des Indi-
kators.

Fiir den bedingten Erwartungswert bekommen wir zwei Terme, die wir oben einsetzen
miissen. Fiir den ersten folgt:

4 1(60#3, 210+ Zoa< 211+ 2
I = Sk [1{61=3,le+zzlgan}|<P(ZnaZ21)|7(Z11 + Za1) ({12_ H:)(Z1222+ }22)2)14}

4 fon (s1+22)— 1 - -
= ——H H
‘(P(Zl, z2)h/(z1 + ZQ) A (1 — HS(’U)))4 S(dw) d(zla Z2)

= ()

48



Die Konvergenz ergibt sich aus Lemma 5.15.
Fiir den zweiten gilt:

4 1 02#3,Z12+Z22<Z11+2Z21
IT = ﬁE [1{61:3,Z11+Z21§an}“P(leaZ21)|7(Z11 +Z21) ({1 — Hs(Z12 —|—Z22))3}
4 an (z21+22)— 1 N ~
= — , ————— H (dw)H"d(z,
= e rn) [ s ) A, )

1
= (0] e
vn
Die Konvergenzordnung folgt aus Lemma 5.15.
Damit haben wir gezeigt, dafl D,4 = o, (ﬁ), und wenden uns jetzt D,5 zu:

an (21+22)— 1 ~
Dys = 2 , A,
5= 2 Tetahra) ([ e Al

(z1+22)— 1 B 2 ~ o
_ . _H,(dw)| Bd(z,
| ) | i

2 n
T on Y Lo, zu+ Zai<ant 0(Z1is Zoi) |y (Zui + Zai) %
i=1
2
1 i L16,#3,21)+ Za; < Z1i+ Zai} B /(ZUJFZ%) #I:I (dw)
n <= 1—H(Zy;+ Z;) 0 L= H(w)

Jj=1

n n n
2

= 3 S Lsms.zut zucent|0(Z1i, Zoi) |7 (Z0i + Zai) X

i=1 j=1 k=1

L16,#8,21;+ 20 < Z1i+ Z2s} _ /(ZIH_Z%)_ éﬁf (dw) | x
1 — Hy(Z1; + Zoj) 0 1= Hy(w)

1 ' ' (Z1s+Z2)— 1 -
{0k #3, 211+ Zok <Z1i+Z2; } _/ ——— H,(dw)
1~ H,(Zun + Zo) _ Jo 1— Hy(w) "

Hiervon bestimmen wir den Erwartungswert. Dazu miissen wir die verschiedenen In-
dexkombinationen untersuchen. Da die Faktoren (...) zentriert sind, erhalten wir fiir
i #j#kyi=j#ki=k# jjeweils den Erwartungswert Null. (Dazu bedingt man
bzgl. der Variablen mit Index ¢ und zieht die mefibaren Faktoren vor.)
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Fiir i # j = k gilt:

E[-] = E

2 v\ 146, #3,21;+22; < Z15+ Z2i}
]_ . . . Z . Z . Z . . J 1415 2j 14 2i
n3 EZ:; {6173,zll+22@§an}|e0( 1é9 2z)|’7( 1i +221)< 1 Hs(21j 2j)

(Z1i+Z2:)— 1 5 2
_ A/
/ =, (w) )

2 Qan (z1422)— 1 B B
d  H,(dw)H%d(z,
= [ s [ e ) ()

-+

Fiir den inneren zentrierten Term haben wir nach Bedingen die Varianz durch das zweite
Moment abgeschitzt und schliefllich Lemma 5.15 benutzt.

IN

Fiir : = j = k folgt:

2 n
E[-] = FE ﬁ;1{5i—3,Z1i+Z2i§Um}|(P(Z1i’Z2i)|ry(Z1i+Z2i) X
(Z1i+Z2;)— 1 5 2
——— H,(d
/ = H,(w) )
2 [" L g
= 2 ; |S0(z1,22)|’7(21+22)/0 m s(dw) (21, 22)

1
Auf die Konvergenzordnung des Integrals kénnen wir mit Lemma 5.15 schliefen.

Damit haben wir gezeigt, dafi D,5 = o, (ﬁ)

Als letztes bleibt noch zu zeigen (siehe oben):

(Z1i+2Z2:)— 1 5 (Z1i+Z2:)— 1 5
Dy = ———H, (dw) — ———H,(d
' lsglzlgn A 1- Hsn(w) n( w) A 1- Hs(w) ( w)

(Z1i+Z2i)— 1 5 (Z1i+Z2:)— 1 5
———H, (dw) — —H,(d
/ e mr=LARY) T H ()

(Z1i+Z2:)— 1 N (Z1i+Z2;)— 1 B
—— —H, (dw) — ——H, (d
| Ay 0 | =, o) )

Sn

D1 < sup{

1<i<n

+ sup
1<i<n

20



Das erste Supremum kénnen wir durch folgenden Term nach oben abschétzen:

/ot#m—)w” ‘/J%H*dw\

Dieser Term ist nach Theorem 2.1 aus Zhou (1991) stochastisch beschréinkt.
Fiir das zweite Supremum schauen wir uns an:

sup
< Zyi+Zai
0_t<1rsniasxn{ 1i+22:}

(Z154+Z2i)— 1 B (Z15i+Z2i)— 1 B
A, (dw)- S
| Ty e = H,, () e )

(Z1i+Z2i)— 1 1 B
- - a,,(d

1 « 1 1
= ﬁZl{Z1j+Z2j<Zli+ZZi,5j7é3} (1 _ Hsn(le + Zgj) B 1— Hsn((le + Z2j)_)>

j=1
1 @ 1 1
= ﬁZ1{(Zl+22)j:n<Z1i+Z2i7‘5j:n?é3} 1— i 1— j—1
j=1 n n

- - {(Z1+22)j:n<Z1i+Z2:,05:n#3} n—j n—j+1

j=1
< 1S n n
- nis n—j mn—7+1
on—J jzln—j+1
1
= 1-=
n
< 1

Hierbei sind die Ordnungsgréfien der Z;+ Z; eingegangen. Wir haben eine obere Schran-
ke gefunden, die nicht von i abhéngt, und kénnen das Supremum insgesamt durch 1
abschitzen, so dafl auch fiir dieses die stochastische Beschrénktheit folgt.

Damit haben wir gezeigt, dafl D,; = O,(1).
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Lemma 5.14 FEs gilt:

Cc

v 1 ~ |
A WHS(CZU}) < (1 — Hs(’l)))i_l Yv > 0 und Vi >

wobei ¢ =1 fiir i > 2 gewdhlt werden kann und ¢ = 2 fir 3/2 <i < 2.

N W

Beweis:

v 1 . v 1
| a e < [ oyt

Lemma 5.15 Sei die Folge a, gewdhlt wie in Bemerkung 5.7. Dann gilt fir ¢ > 1:

1 an (z1+22)— 1 B - B L
) lo(z1, 22)|7(21 + z2)/0 A= H. ()" H (dw)H?d(z1,29) = 0 (ﬁ)

nt

Beweis:
Um die Behauptung zu beweisen, ist zu zeigen, dafl der folgende Term gegen Null kon-
vergiert:

1 (21+22)— 1 B -
W/1{z1+22§an}|90(zlaZ2)‘7(Z1 +Z2)/0 1- Hs(w))”lHS(dw)H d(z1, 22)

Mit Lemma 5.14 reicht es, folgenden Term zu betrachten:

1

1 .
n2i—1)/2 /1{Z1+Z2§an}|ﬂo(zla z2) (2 + 22)(

_H3d
1 — Hy(z + 29))? (21, 22)

Wir wéhlen zunéchst ein d > 0 mit 1 — Hy(d) > 0. Damit gilt:

1 1 ~
W/1{zl+zz§an}|<P(Z1a22)|7(Z1 +Z2)(1 —H, (= +z2))¢H d(z1, 22)
1 1 ~
n(2i-1)/2 /1{21+Z2§d}|¢(zla22)\7(21+Zz)(1_Hs(zl+z2))iH d(21, 22)

1 1 ~
+W/1{d<z1+zz§an}|<ﬂ(zlaZ2)|7(z1 +22)(1 —H, (= _|_Z2))@-H d(z1, 22)

Das erste Integral kénnen wir abschétzen durch:

1
nCO2(1 = H,(d))

Z. / L meat |01, 20) [y (21 + 22) % (21, 2)
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Da das Integral endlich ist, konnen wir den Term fiir jedes d mit wachsendem n beliebig
klein machen.
Fiir das zweite verbliebene Integral von oben setzen wir so an:

1 1 ~
n(2i-1)/2 /1{d<21+22§an}‘(p(zl7 22)|v(21 + 22) (= H,(a+ z2))iH d(z1, 22)

1 B 1/2
@12 (/ 1{d<z1+z2§an}§02(zla 22)’72(21 + 22)H3d(21,z2)>

([ )
1

B 1/2 1 1/2
@12 (/ 1{d<z1+zzgan}‘P2(z1a22)’}’2(251 + 32)H3d(31,z2)> <(1 " Hy(a ))2i—1>

1/2

1 _
2i1)2 (/ 1{d<z1+z2§oo}()02(z1a 22)7° (21 + 22) H2d (21, Z2)>

Hier haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt, Lemma 5.14 und die Ei-
genschaften der Folge a,. Da das verbliebene Integral iiber R? endlich ist, kénnen wir
durch entsprechend grofie Wahl von d < H;*(1) den Ausdruck beliebig klein machen.

|

Lemma 5.16 Sei die Folge a, gewdhlt wie in Bemerkung 5.7. Dann gilt fiir ¢ > 2:

1 an ) ) /(21+z2) 1 B - 1

— ——— H,(dw)H”d(z1,22) = 0| —

i ©° (21, 22)7" (21 + 22) i 1= H.(0)) (dw) (21,22) = 0 -
Beweis:

Um die Behauptung zu beweisen, ist zu zeigen:

1

ni—1

(z1+22)— 1 5 B
[ tessscaanz?as [ s ) B, ) = o)

Mit Lemma 5.14 geniigt es, folgenden Term zu betrachten:

1

1 ~
i1 /1{21+z2§an}§02(z1’ 22)72(21 + 22)<

3
1— Hy(z + zz))"'_lH A1, 2)

n'l

Wir wéhlen ein d > 0 mit 1 — Hy(d) > 0. Damit gilt:

1

ni—1

I:ISd(zl, 22)

1
/1{z1+22§an}902(z1’ Z2)72(Zl + %) (1 — Hy(z1 + 29))+ 1
1

1 8
i1 H?d(21, o)
1

ni—1

/1{z1+22§d}§02(z17 z2)72(2’1 + z2) (1 _H (zl + 22))"71
s

1 ~

— H%d
+ 1 — HS(Zl + 22))2_1 (zla Z2)

/ 1{d<z1+z2§an}902(zla Z2)72(21 + z2) (
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Das erste Integral konnen wir abschitzen durch:

1
ni (1 — H,(d))i-

1 /1{z1+Z2§d}<P2(21722)72(21 + 22)ﬁ3d(217z2)

Da das Integral endlich ist, kénnen wir den Term fiir jedes d mit wachsendem n beliebig
klein machen.
Fiir das zweite verbliebene Integral von oben setzen wir so an:

1 1 5
- 1 21 +20<a 2 , 2 : Hsd ’
1 1 -
ni—1 (1 _H (a ))i—l /1{d<z1+z2§an}§02(zla Z2)'72(Z1 + Z2)H3d(21, Zg)

1

= /1{d<Z1+z2§oo}(P2(zlaZ2)72(Z1 + 20) H?d(21, 20)

Hierbei haben wir die Eigenschaften der Folge a, benutzt. Da das verbliebene Integral
iiber R? endlich ist, kénnen wir durch entsprechend grofle Wahl von d < H;*(1) den
Ausdruck beliebig klein machen.

Lemma 5.17 Sei die Folge a,, gewdhlt wie in Bemerkung 5.7. Dann gilt:

% Oan ©* (21, 20)7* (21 + 22) (/O(Z1+Z2)_ mﬁs(d’w)>2 I:I3d(z1, Z3) =0 (%)

Beweis:
Wir miissen von folgendem die Konvergenz gegen Null zeigen:

n?

2
1 5 9 (z1+22)— 1 _ -
_/1{z1+zz§an}90 (21, 22)7" (21 + 22) (/0 mh@(dw) H d(z1, 22)

Mit Lemma 5.14 reicht es, diesen Term zu untersuchen:

1

n2

1
1-— Hs(Zl + Z2))2

Ly 42p<an} (21, 22) 72 (21 + Z2)( H3d(21, 2)

Dies wurde im Beweis zum vorigen Lemma gemacht.
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Lemma 5.18 Fiir X ~ Bin(n — 2,p) mit 0 <p <1 und n > 3 gilt:

1 1_ )2
glGX+a -] 1
1-— Tll — %X - n
Beweis:
(lX +1 —p)2 -— (lk +1 —p)2 n—2 k 9ok
E n n — n n 1 _ n
{1_1_1)( 1-1_ 1 k P ( D)
n n k=0 n n
_ — #(k +1-np)® (n—2)! k n—2—k
B s LE (n—2—k)!k'p( 7
k=0 n
n—2
1 (n—2)! o
- 1— 2 k 1 — p)» 2—k
- ;(/ﬂr np) CES L (1-p)
1 2 (n —2)! k-1 —1-k
= — — 1 _ n
- > (k= np) I (1-p)
k=1
n—1
1 (n—1)! 1
< = _ 2 k—1 1 —p)" 1-k
<~ (k=np) (n = k)” (1-p)
k=1
1 L n
= k_np2< >pk1_pnk
=gy o ()=
1 - n
< o 2 k 1 _ n—=k
< I > (k—np) (k)p( p)
k=0
1
on

Bei der letzten Summe handelt es sich um die Varianz einer Bin(n, p) verteilten Zufalls-
variablen.

Lemma 5.19 Fir X ~ Bin(n — 2,p) mit 0 <p <1 und n > 3 gilt:

b [(1—%—%){)2] eV

Beweis:
1 n—2 1 " 2
(1= 5 =X k=0 (1—2—2k)2\ k
n—2 9
— n (n—2)! . -
- k—o(n_l_k)Q(n—Q—k)!k!p( p)
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-2

3

n n—k n!

— : k 1— n—2—k
kzon—ln—l—k(n—k)!k!p( P)
I <= (n
< k(1 _ o\n—2—k
< S ()ra-w
k=0
< 2n
(=11 -p)*

Die erste Abschitzung im Beweis folgt aus der Aquivalenz:

n—k

— <2 k<n-2
n—1—k— =N
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6 Ein Invarianzprinzip fiir den ¢-Prozef}

Bisher haben wir unseren Schétzer fiir eine feste Funktion ¢ betrachtet. In diesem Kapitel
werden wir das Verteilungsverhalten untersuchen, wenn ¢ eine Klasse von Funktionen
durchlduft. Wir setzen:

Su(e) = / oo, )y (1 + ) 32, 20)

(1t22)— 1 _ w) ~ .
_/gp(zl,zg)y(zl +z2)/0 %Hs(dw)]—ﬁd(zl,zg)

(z1+22)— 1
— _H, (dw)H3d
[emntata) [ g ) B, )

+R, ()
= an(p) + Rulp)

Wir werden fiir den Prozef in ¢ ein Invarianzprinzip herleiten. Die Verteilungskonvergenz
ist dabei im {iblichen Sinne zu verstehen (siehe Definition 1.3.3 aus van der Vaart und
Wellner (1996)).

Zunichst tragen wir die Voraussetzungen, unter denen wir arbeiten, zusammen. Dann
formulieren wir die Konvergenzaussage fiir unseren standardisierten Prozef}. Als Korollar
erhalten wir die entsprechende Behauptung fiir den klassischen empirischen Prozef}, bei
dem fiir ¢ die Indikatoren iiber Rechtecke eingesetzt werden. Um die Konvergenz zu
beweisen, betrachten wir zunéchst den fiihrenden Term aus der linearen Entwicklung von
S, und weisen die Anwendbarkeit eines Invarianzprinzips aus van der Vaart und Wellner
(1996) nach. Die dazu notwendige Eigenschaft der beschréinkten Entropiezahl wird in den
nachfolgenden Lemmata 6.6 bis 6.8 gezeigt. Schlieflich wird in Satz 6.10 bewiesen, daf}
R, gleichméBig in ¢ mit der entsprechenden Rate gegen Null konvergiert. Wir sehen, dafl
auch hier die lineare Entwicklung aus dem vorigen Kapitel von grundlegender Bedeutung
ist.

Im folgenden fithren wir die Annahmen auf, unter denen wir in diesem Kapitel arbeiten.
Fiir unseren Prozef in ¢ sei die Klasse der zugelassenen Funktionen

K={p:peK}.

Hierbei soll es sich um einen nach Vapnik und Cervonenkis bezeichneten Typ von Klasse
(VC-Klasse) handeln. Diese Klasse soll dominiert werden durch ein ¢, das heifit, es gilt:

| <@y VoeK

Sowohl die Funktionen in K als auch die Majorante ¢ seien B —B* mefibar. Auflerdem
werden wir hiufiger Klassen des Typs H = {T(¢) : ¢ € K} betrachten, wobei T’
eine Funktion ¢ in eine Funktion 7'(¢p) iiberfiihrt. Die Funktionen 7'(¢) stammen im
wesentlichen aus der linearen Entwicklung von S,,. Fiir Klassen diesen Typs H werden
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wir Mefibarkeitsforderungen der folgenden Art machen miissen (siehe Definition 2.3.3
aus van der Vaart und Wellner (1996)):
Fiir jeden beliebigen Vektor (eq,...,e,) € R* und n € N soll

((Zu1, Z1,01), - - -, (Zin, Zon, 05,)) — sUp
heH

Zez (Z1i, Z2i, )

B* mefibar sein. Da die einzelnen Funktionen h mefibar sein werden, ist dies unter ande-
rem dann erfiillt, wenn das Supremum iiber A durch ein abzdhlbares Supremum ersetzt
werden kann. Dies ist z.B. der Fall, wenn K eine abzihlbare Teilmenge K besitzt, so
daB fiir jedes ¢ € K eine Folge (¢,)neny C K existiert mit o,(z) — o(z) fiir alle
T € Ri, da dann dies auch fiir H gilt. Damit ist insbesondere die Klasse der Indikatoren
iiber Rechtecke zugelassen, die zum klassischen empirischen Prozef} fiihrt. Fiir prakti-
sche Anwendungen stellt diese Mefibarkeitsforderung kein Problem dar (siehe dazu auch
Abschnitt 2.3.1 aus van der Vaart und Wellner (1996)).

Des weiteren gehen wir davon aus, daf fiir die majorisierende Funktion ¢, die folgenden
Integrale endlich sind:

/w%(zl,Z2)72(z1 + 20) H*d(21, 25) (6.1)
(z1+22)— _ w) ~ 2 5
[ ez v [ ( / 1{(§§5}H35)8>(>2)H3<dw>> H(do) (1, )
(6.2)

2
1 (z1422)— 1 B
2 2 {0#3w1twe<z1+22}
- A,
/(PO(Zlaz2),y (21 +22)/ (1 _H,s(wl +'LU2) \/(; 1 _Hs(w) ( w)>
Hvd(wl,w2,5)l€13d(z1,Z2) (63)

(z1+22) ~ -
/ o021, 2)7(z + 22) /O mHs(dw)H?’d(zl,zg) (6.4)

Bemerkung 6.1 Die Endlichkeitsforderung (6.2) ist eine leichte Verschdrfung gegeniiber
der entsprechenden Forderung (5.2). Wéihrend wir in (6.2) die quadratische Integrier-
barkeit des Integranden fordern, haben wir in (5.2) dies von der nach einer Komponente
bedingten Erwartung verlangt, was nach der Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwar-
tungen eine schwdchere Forderung darstellt. Entsprechend gilt dies fiir die Forderungen
(6.3) und (5.3). Damit sind fiir ¢, insbesondere die Endlichkeitsforderungen (5.1) - (5.3)
erfillt. Wir konnen das Integral in (6.2) auf eine dhnliche Form wie in (5.2) bringen.
Dazu schreiben wir das innere quadrierte Integral um in:

(1422)- 1{v<w} - Hs(w) ~ ’
/(/ R H(dw)) H, (dv)

21+22)— 21+22)— 1{v<w} Hs('w) l{vSy} — Hs(y) N 5
// / (w))Z (1 _ Hs(y))2 s(dy)Hs(dw)Hs(d’U)
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B (z1+22)— (z1422)— w /\y) H (w)Hs(y) - ~ w
- [ ] H, () (1 — Hy(y))? (@) Hedv)

B (z1t+22)—  plaatzz)— 1{w<y}H( ) ] g w
- / / (1— Hy(w))? (1—Hs<y))H8(dy)H8(d )

Damit kommen wir auf folgendes Integral:

(z1+22)—  plaitz2)— 1 wert Hs(w) =
2/¢O(z1,z2 (21 + 22 / / { =1 (u(])))QHs(dw)x
1 - -

—H H?
1— H,(y) s(dy)H*d(21, 22)

Die Endlichkeitsforderung (6.4) wird bendtigt, um bei einem der fiihrenden Terme die
Beschrdinktheit sicherzustellen.

Satz 6.2 Unter diesen Annahmen gilt fir den Prozefl {S,(p) : ¢ € K}:

{\/ﬁ (Sn(go) - /go(zl, 2)v(21 + zz)I:I?’d(zl,zz)) o€ K} 2y Loay inl®(K)

Der Grenzprozefs Lo oy ist ein zentrierter GaufprozefS mit Pfaden fast sicher in [*°(K),
dem Raum der beschrinkten und reellen Funktionen auf K.

Als Spezialfall betrachten wir den empirischen Prozef}, bei dem fiir K die Klasse der In-
dikatoren eingesetzt wird. Mit der abkiirzenden Schreibweise S, (10.¢,]x[0,ts]) = Sn(t1,t2)
gilt:

Korollar 6.3 Unter den Integrabilititsannahmen (6.1) - (6.4) fir die konstante Funk-
tion pg =1 gilt fiir den empirischen Prozef:

{\/ﬁ <Sn(t1, b) — /Otl /Om (1 + ) B3 21, z2)> (b ) € Ri} 2 Loa

Beweis:

Die Klasse K = {1[0,t1]><[0,t2] tty,te > 0} ist eine VC-Klasse (siehe dazu z.B. die Bemer-
kung nach Definition 5.1.14 in de la Pefia und Giné (1999)). Die majorisierende Funktion
o = 1 ist beschrinkt.

|

Bemerkung 6.4 Weitere Beispiele fiir VC-Klassen finden sich unter anderem in Ab-
schnitt 2.6 aus van der Vaart und Wellner (1996).

Bemerkung 6.5 In die Kovarianzstruktur des Grenzprozesses gehen nur die (Sub-)Ver-
teilungen der beobachtbaren Zufallsvariablen ein. Somit kéonnen wir mittels der empiri-
schen Analoga eine Ad-hoc-Schitzung vornehmen.
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Beweis zu Satz 6.2:
Zunéchst leiten wir ein Invarianzprinzip fiir o, her. Mit ¢ € K durchliauft der fiilhrende
Term die Klasse

H = {g(wla wa, 6) = @(wi, we)y(wy + wa)1ls=3)

/ ( ) ( )/( v 1{w1+w2<w} ks ( ) 3 ( )
plz1,22)7(21 + 2 lisd’deZ,Z
1; <2 1 2 ( H (w))2 1, <2

1 5431 ~
+ /‘P(Zl, z2)7(21 + 22) l{ufj}?(zl:jf’jj)} Hd(21,29) 1 p € K} :
S

Um zu zeigen, daf fiir H eine gleichméfige Entropiebedingung erfiillt ist, bestimmen
wir in den Lemmata 6.6 - 6.8 fiir die drei fiihrenden Terme Schranken fiir die Entropie-
zahlen. Die Entropiezahl ist der Logarithmus der Uberdeckungszahl, die folgendermafen
definiert ist: Die Uberdeckungszahl N (e, F,||-||) ist die minimale Anzahl an Kugeln vom
Radius ¢, {g € F : ||g — f|| < €}, die gebraucht wird, um die Klasse F zu iiberdecken.
Die Mittelpunkte der Kugeln miissen nicht zu F gehéren, sollten aber endliche Norm
haben. Bei uns wird die Norm immer die Lo-Norm zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl ()
sein.

Mit den Ergebnissen aus den Lemmata 6.6 - 6.8 gilt
H CHi+Ho+Hs

und damit folgt fiir die Uberdeckungszahl N (g||hy + ha + hs||, H, L2(Q)) fiir ein endliches
diskretes W-MaBl @ auf R% x {1,2, 3} mit ||hs||,||hs|| > 0 und € € (0, 1):

IOgN(é‘”hl + ho + hgll,H, LQ(Q)) < lOgN(éT”hl + hoy + hg”,?‘[l + Ho + Hs, LQ(Q))
€
< log (N (§||h1 + hol|, Ha +7—£2,L2(Q)) %

N (g||h3||,H3,L2(Q)))
log N (Z||h1||,H1,L2(Q)>
+log N (ZthH,Hz,I&(Q))

9
+1og N (< lhsll, Hs, L2(Q))

2—2/v 2—2/v
k14272/v1 l " + ]4/'24272/1]2 1 "
€ €

2—-2/v
kg2 (L .
€

( 1 2—2/v1 1 2—2/vy 1 2-2/vg
(0 G +0)

€ € €

1\"
3c <—>

€
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mit v* = max {2 — 2/v1,2 — 2/v9,2 — 2/v3} € (0, 2). Insbesondere gehen in ¢ und v* nur
die Konstanten ki, ..., ks und vy, ..., vs ein, die unabhingig von dem zugrundegelegten
Mafl @ sind. Falls ||hz]| = 0 oder ||hs|| = 0 ist, sind die Funktionen der entsprechenden
Klasse -fast sicher Null, und damit ist auch in diesem Fall die obige Schranke gegeben,
so daB wir fiir die Menge aller endlichen diskreten W-Mafle auf R3 x {1,2,3}, Q, folgern
kénnen:

1\
sup v/1og N (e||h1 + ha + hsl|, H, L2(Q)) < 4/3c (g)
Q

Die obere Schranke ist damit vom Typ c;z~® mit a € (0,1). Das bedeutet, sie ist
auf dem Intervall (0,1) Lebesgue-integrierbar und erfiillt die gleichméflige Entropie-
Bedingung (2.5.1) aus van der Vaart und Wellner (1996). Es geniigt dabei die Endlichkeit
des Integrals auf (0,1) (sieche dazu den Beweis zu Theorem 2.5.2 bzw. die einleitende
Bemerkung zu Abschnitt 2.6). So erhalten wir mit Theorem 2.5.2 unter den gemachten
Integrabilitdts- und Mefibarkeitsannahmen die Donsker-Eigenschaft fiir . Die Quadrat-
integrierbarkeit von hs folgt aus der Tatsache, dafl

/h (U)]_,’wg, H d(wlaw%(s)

= ///@o 21, 22)Y(21 + 22) o (@1, T2) ¥ (w1 + 22) X

1{U)1+U)2<((21+zz) Nx1+x2)),0#3} 773 3
H3d(z1, 22)H?d(21, 20) Hyd (w1, ws, 0
e (e, ) B d (e, 20) oy 0,

= 4//900(z1,z2)’y(z1 + 29) 00 (21, 2)y (21 + 22) X

((z1+22)A(z1+22)) 1 . - -
—— = H,(dw)H*d(z1, x2) H°d(21,
J (1 () e r) G 2)

(z1+22) B B
< afmnern [ TR, )

X /‘PO(ZlaZ2)'Y(Z1 + 29) H3d(21, 22)

und die letzten beiden Integrale nach (6.4) und (6.1) endlich sind.
Damit erhalten wir die Verteilungskonvergenz auf (°°(H) bzw. mit dem Stetigkeitssatz:

vn <an(<p) - /go(zl,zg)'y(zl + 20)H3d(21,25) s @ € K> 2. Loa; in I*°(K)

Die Pfade des Grenzprozesses L o «; liegen fast sicher in [*°(K), und mit dem multi-
variaten Zentralen Grenzwertsatz folgt, dafl es sich um einen zentrierten Gaufiprozef}
handelt.

Mit Satz 6.10 und Lemma 1.10.2 (i) aus van der Vaart und Wellner (1996) folgt die

Verteilungskonvergenzaussage fiir .S,,.
O
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Lemma 6.6 Fiir die Klasse der Funktionen

Hi =

(z1+22)— 1— 1{w1+w2<w} N -
g(wy, ws) = _/W(thz)’)’(zl + 22)/ ) Hy(dw)H>d(z1,20) : p € K
0 (1 — Hs(w))

mit der konstanten Majorante

(z1+22)— 1 - ~
hi =2 21, % 21+ 2 / ——  _H,(dw)H3d(z, #
1 /‘PO( 1 2)7( 1 2) . (1 _Hs(w))g ( ) ( 1 2)

gilt fiir jedes endliche diskrete Wahrscheinlichkeitsmaff Q auf R% und e € (0,1) fiir die
Entropiezahl:

1 272/’01
g N el 1. (@) < s 1)

Hierbei sind ki > 0 und vy > 2 zwei Konstanten.

Beweis:
Wir zerlegen die Klasse H; in zwei Klassen monotoner Funktionen, indem wir ¢ in den
Positivteil und Negativteil o™ und ¢~ aufspalten:

Hy = {g(wlawz) = —/<P(2‘1722)7(21 + 2g) X

(21422)— 1{w +we>w} ol
/ 22 H (dw)H?d(21,20) t o € K
0 (1 - Hs(w))

- {g(wlawz) = /<p_(21,z2)7(zl + 22) %

/(21+Z2) Lws +ws>w) H,(dw)H3d( )oK
— S g aw %) P
; (1 — Hy(w))*

+ {g(wlawz) = —/g0+(Z1,Z2)'y(z1 + 22) %

/(z1+12)— 1{w1+w2>w} _FI (d )ﬁ?’d( ) e K
— s g dw %) P
; (1— Hy(w))’

= A+F

Die Klasse F ist eine Klasse monoton wachsender Funktionen. Von einer allgemeineren
Klasse diesen Typs wird in Lemma 6.9 gezeigt, da} es sich um eine VC-major Klasse
handelt, so daf§ dies nach Proposition 5.1.13 (iv) aus de la Pefia und Giné (1999) auch
fiir 7, gilt. Eine Majorante der Klasse ist gegeben durch:
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(z1+22)— 1 B _
_ {wi+w2>w} 3
, + Awntweswl fr ) H3d (2,
/ ¢ e 2)r(a 22)/0 (= Hy(w)y (e, 2)

(21422)— 1 5 ~
< /@0(21,Z2)7(Z1+22)/0 mﬂ;(dw)]{ d(z1, 22)

1
= Zh
21

Da wir das Integral in (6.4) als endlich voraussetzen, ist F; eine beschriankte VC-major
Klasse, die nach Lemma 2.6.13 aus van der Vaart und Wellner (1996) eine VC-hull Klasse
bildet. Nach Korollar 2.6.12 aus van der Vaart und Wellner (1996) gilt fiir e € (0,1) und
ein endliches diskretes W-Maf} @) fiir die Entropiezahl:

e 1 2—2/w1
gV (5l 71, 12(@) < £

€
¢; und w; sind zwei Konstanten mit w; > 2.
Fiir die Klasse monoton wachsender Funktionen —F; = {—¢ : g € F»} konnen wir mit
derselben Majorante und denselben Argumenten wie eben darauf schlieffen, daf es sich
um eine VC-hull Klasse handelt. Damit ist auch 75 eine VC-hull Klasse, und wir konnen
wiederum mit Korollar 2.6.12 aus van der Vaart und Wellner (1996) fiir ein endliches
diskretes W-Mafl @ und ¢ € (0, 1) schlieffen:

e 1 2—2/w2
og ¥ (5l 72, (@) < a2

9

Auch hier sind ¢, und wy zwei Konstanten, wobei wy > 2 ist.
Damit folgt:

log N(ellhall, M1, L2(Q))

IN

log N (el|Aull, Fi + 2, L2(Q))
log (N (Sl 72, La(@)) N (Slull, P2, L2(@) ) )

log NV (SlIhull, 71, L2(@Q)) +log N (SlIull, 7o La(@)

1 2—2/wy 1 2—-2/wa
0122—2/11)1 (_) + 6222—2/11)2 <_)
9 3

1 2—2/’01
4 ()
g

Hierbei ist k; = 2max{c;227%/"1, ¢,2272/*2} > 0 und v; = max{wy, wo} > 2.

IN

IN

IN
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Lemma 6.7 Fiir die Klasse der Funktionen

1{w1+’wz<21+22 0#£3} 173
7-[ = ) ,(S = 3 ’ H°d , : c K
2 {Q(UJ1 Wa ) /(P(Zl 22)’}’(21 +22) 1_ Hs(wl +w2) (z1 Z2) %)

mit der Majorante

1w twa <2142 , ~
ho(wy, we, §) = 2/(,00(z1,z2)7(z1 + 29) 1{ IJ}_[2(<w1+j ;5;,53)} H3d(z1, 2)
— Hy(wy 2

gilt fiir jedes endliche diskrete Wahrscheinlichkeitsmafs Q auf R% x {1, 2,3} mit ||hs|| > 0
und € € (0,1) fir die Entropiezahl:

1 272/’02
g N ellal Mo, 12(@) < ks £

Hierbei sind ko > 0 und vy > 2 zwei Konstanten.
Beweis:

Wir argumentieren &hnlich wie im Beweis zu Lemma 6.6 und zerlegen ¢ in seinen Positiv-
und Negativteil:

1
%2 = {g(w17 Wa, (S) = T {((ij}_*- w2) /‘(‘0(,‘217 z2)’y(Z1 + zg)x

1{w1+w2<z1+z2}f{3d(zla ZZ) p e K}

L
C {g(wl,’IUQ,(S) = 1 — H{(;]?_)}+ ’LUQ) /g0+(zla 22)'}’(21 + ZQ)X

1{w1+w2<21+22}£]3d(zla 22) tpE K}

1
foon 00 = g [t s

1{101+1U2<Z1+Z2}f{3d(217 ZZ) 1p € K}
- R+ 5

Der Nenner 1 — Hy(w; + ws) des Bruches, den wir vor das Integral gezogen haben, ist
fiir wy + wy > H; (1) Null. In diesem Fall ist auch das Integral Null, so dafi wir das
Produkt als Null setzen.

Die Klasse F; besteht im wesentlichen aus:

Fi= {g(w17 ’UJ2) = /90+(Zla Z2)7(zl + Z2)1{w1+w2<21+22}ﬁ3d(zla Z2) tp e K}

Da —F} eine Klasse monoton wachsender Funktionen ist, folgt mit Lemma 6.9 und
Proposition 5.1.13 (iv) aus de la Pena und Giné (1999), daf es sich hierbei um eine durch
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die Konstante [ (21, 20)7(21 + 22) H?d(21, 22) beschriinkte VC-major Klasse handelt.
Diese bildet wiederum nach Lemma 2.6.13 aus van der Vaart und Wellner (1996) eine
VC-hull Klasse. Diese Eigenschaft tibertrigt sich nach Lemma 2.6.18 (vi) aus van der
Vaart und Wellner (1996) auf F;. Das heifit, mit Korollar 2.6.12 aus van der Vaart und
Wellner (1996) kénnen wir mit der Majorante 1hs fiir ¢ € (0,1) und jedes endliche
diskrete W-Maf} @ mit ||hy|| > 0 folgern:

e 1 2—2/’(1)1
gV (§lell 73, (@) < £

Dabei ist ¢y eine positive Konstante, und w, als VC-Index groflergleich 2.
Analog kommen wir fiir die Klasse F; auf

c 1 2—2/’(1)2
g N (Sl 7 L2@) < s (1)

mit ¢ > 0 und we > 2.
Wenn wir die beiden Ergebnisse zusammensetzen, erhalten wir:

log N (ellhell, H2, L2(Q))

IN

IOgN(€||h2||af1 +f27L2(Q))
tog (N (S l1Rall, 71, La(@)) N (S ell, 72, 12(@)))

log NV (S hall, 71, L2(@Q)) +log N (S lhall, P La(@)

1 2—2/w1 1 2—2/wo
012272/101 <_> + 622272/11)2 (_)
g g

1 2—2/’02
()
€

Die letzte Abschitzung folgt fiir ky = 2 max{c, 2272/, ¢,2272/%2} > 0 und fiir
ve = max{w;, wy} > 2.

IN

IN

IN

Lemma 6.8 Fiir die Klasse der Funktionen

Hs = {9(“’1, wa, ) = @(wy, we)y(wy + wz)l{ézs} P € K}

mit der Majorante
hs(w1, w2, 6) = @o(wi, wa)y(wy 4+ w2)l{s=3)

gilt fir jedes endliche diskrete Wahrscheinlichkeitsmaf @ auf R3 x {1,2, 3} mit || hs|| > 0
und ¢ € (0,1) fiir die Entropiezahl:
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1 2—2/v3
log N (el hsll, Ha, L>(Q)) < ks (—)

€

Hierbei sind ks > 0 und vs > 2 zwei Konstanten.

Beweis:
Da K eine VC-Klasse ist, gilt dies nach Lemma 2.6.18 (vi) aus van der Vaart und Wellner
(1996) auch fiir 3. Die Majorante ist:

[p(wy, wa)|y(wy + w2)1{5=3} < wo(wy, wz)y(wy + w2)1{5=3} = hg(wy, wy,0)

Mit dem Theorem 2.6.7 aus van der Vaart und Wellner (1996) erhalten wir fiir ein
endliches diskretes W-Maf} Q mit ||h3]| > 0 und € € (0,1):

€

1 2(v3—1)
N (e|lhs||, Hs, L2(Q)) < cvs(16e)* <_)

¢ ist eine Konstante und vs der VC-Index von Hs.
Das heift (siehe Korollar 2.6.12 aus van der Vaart und Wellner (1996)), es gilt:

1

272/’03
g N ellal. Hay 12(@) < ks £

Die Konstante ks hingt dabei nur von vs ab.

Lemma 6.9 Die Klasse der Funktionen

g = {g : Ri — R : g ist meflbar und es gibt eine monoton wachsende Funktion
Ry — R mit g(wy,ws) = f(w +w2)}

st eine VC-major Klasse.

Beweis:

Um zu zeigen, dal G eine VC-major Klasse ist, miissen wir zeigen, dafl es sich bei
M = {{(w1,w2) € R : g(wy,ws) >t} :t € R,g € G} um eine VC-Klasse von Mengen
handelt. Fiir sie gilt:

M C {{(wi,ws) €ERY : f(wy +wsz) >t}:t R, f monoton wachsend}
C QU{{(wi,w2) ERL : w1 +wy >z} : 2 €RY}
U {{(w1,ws) € R: : w1 +w, >z}:2 €R}

Auf diese letzten drei Mengensysteme kommen wir, da wir unterscheiden miissen, ob
f immer kleinergleich ¢ ist oder wie sich f in der Umgebung der Stelle f~1(¢), falls
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das Urbild existiert, verhilt. Aufgrund der Monotonie von f haben wir mit den drei
Mengensystemen alle Moglichkeiten erfafit. Bei {{ (w1, ws) € R : wi+ws > 2} : 2z € R}
handelt es sich um eine VC-Klasse vom Index zwei, da es nicht mdoglich ist, fiir eine
beliebige zweielementige Menge sdmtliche Teilmengen herauszuschneiden:

Sei L = {(u1,uz), (v1,v2)} eine beliebige Menge zweier Vektoren. O.B.d.A. kénnen wir
davon ausgehen, dafl u; +us > v1 + v gilt. Dann ist es nicht moglich, den Vektor (vq, vs)
herauszuschneiden, denn angenommen, dies ginge, dann géibe es ein x € R mit

{(v1,v2)} = LN {(wr,w2) € R 2wy +wy >z}
>+ v2>2T =SU F+U >V +V2>T
= (u1,u2) € LN {(wy,ws) € RE 1wy +ws > 2} Widerspruch.

Entsprechend ist auch {{(wi, ws) € R% : wy + wy > z} : € R} eine VC-Klasse vom
Index zwei. Mit der Proposition 5.1.13 (ii) und (iv) aus de la Pefia und Giné (1999) folgt
die VC Eigenschaft fiir M.

Satz 6.10 Fir den Restterm R, () gilt:

2161113|Rn(s0)| = 0y (%)

Beweis:

Wir zeigen, dafl die Aussagen in den einzelnen Lemmata aus dem vorigen Kapitel, in
denen die Restterme untersucht wurden, gleichméaflig in ¢ gelten.

In Lemma 5.8:

/go(zl, 29)Y(21 + 22) /(](ZI+22)_ H;, (w) — Hy(w) (ﬁISn(dw) — ﬁs(dw)> ~2d(z1, 29)

pek (1— H,(w))’
(z1+22)— w) — w 5 5 B
< [ lota v+ ) | [ Hg;(_)H(Z;)S)(Hsn<dw>—HAdw))‘sz(zl,zz)

< /900(21,@)7(21 + 22)

(z1+22)— Hsn(w) _ HS(’LU) 5 3 .
/o B ) () = . (aw)) ‘ Hid(1,22)

Da ¢q die Voraussetzungen (5.1)-(5.3) erfiillt, kénnen wir fiir diesen Term das Ergebnis
aus dem Beweis zu Lemma 5.8 iibernehmen und erhalten damit die gewiinschte Konver-
genzaussage.

In Lemma 5.9:

Um zu zeigen, daf} in diesem Fall der Term gleichméfig in ¢ vernachléssigbar ist, be-
nutzen wir ein Invarianzprinzip fiir U-Statistiken. Wir wenden Theorem 5.3.7 aus de la
Pena und Giné (1999) an.
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/<p(z1,22)'y(z1 + 29) /O(ZIJFZZ) HZ(Q_U)H_S(Z‘;;;H)H (dw) (H d(z1,22) — [f_]3d(zl,22))

, Yo (Z1i+Z2;)— ]-{Z i+ Zy;<w} — H ('LU) ]
- Lismsy0(Z1s, Zoi)V(Zi + Zoi SALL S —H,(d
LSS (vt 2t s 2 | a-mgy

i=1 j=1

Gatze)= 1, o oy — Hy(w) -~ -
_/So(zI,ZQ)')’(Zl‘i‘ZQ)/ {Z1j+2Z2; <w} ( )HS(dUJ)H3d(Z1,Z2))
0

(1 — Hy(w))?
1 n o n

= Z( (Z1is Z2i, 6), (leyzzjﬁj))—/h((zl,szs);(le,ZQja5j))Hvd(Zl,Z2,5)>
1 j=1

=

Dabeiist b : (R2 x{1,2,3}) x (R% x{1,2,3}) — R eine beziiglich H,® H, integrierbare
Funktion. Mit ¢ durchlauft h die Klasse:

H={h:p€ K}

Eigentlich miiiten wir die symmetrisierte Form von h betrachten, wir verweisen dazu
aber auf die Bemerkung 5.3.9 aus de la Pefia und Giné (1999). Im folgenden iiberlegen
wir uns, daf es sich bei H um eine VC-Klasse handelt. Dazu ziehen wir auch Ergebnisse
aus van der Vaart und Wellner (1996) heran, dessen VC-Klassenbegriff dquivalent zu
dem von de la Pena und Giné (1999) ist (siehe dazu auch Aufgabe 11 in Kapitel 2.6 aus
van der Vaart und Wellner (1996)). Da die Klasse der ¢’s eine VC-Klasse ist, iibertrigt
sich diese Eigenschaft nach Lemma 2.6.18 (vi) aus van der Vaart und Wellner (1996) auf
die Klasse H. Eine Majorante fiir diese Klasse ist gegeben durch:

(z1422)= 1 — Hy(w) -
{witw2<w} s
N = 15— H,(d
h(-)] (or1=3} |p(21, 22)[ 7(21 + 22) /O (1= H,(w))? (dw)
(21+22)= 1 — Hy(w) -
{wi1+twa<w} s
< 15— H,(d
< La=sypo(a1, 22) (21 + 22) /0 (1 — H,(w))? (dw)

= ho((21, 22,01), (w1, w2, 02))

Diese Majorante ist quadratintegrierbar, denn:

//hg((31722751),(w1,w2,52))Hvd(w17w2,52)Hvd(21722,51)

(z1+22)— _ w) ~ 2 B
= / 0521, 22)7 (21 + 22) / ( /0 Loz — A )Hs(dw)) H,(dv)H3d(21, 25)

(1 - Hy(w))?

Dieses Integral wurde in (6.2) als endlich vorausgesetzt.
Damit ist das Theorem 5.3.7 aus de la Pefia und Giné (1999) anwendbar und mit k = 2

68



folgt fiir die Hoeffding-Projektion:

WQ(h) = h((21,32,51)7(w1,w2,52))—/h((21,32,51),(wl,w2,52))Hud(Zl,22,(51)
_/h((21,22,51),(w1,w2>52))Hvd(w1,w2,52)
+/h((21722,51)a(w17w2,52))Hvd(w1,w2,52)Hvd(21,z2,51)

== h((21, 22, 61); (wla wa, 62)) - /h((Z]_, 22, 51)7 (wla w2, 52))H’()d(z1’ 22, 51)

Es bleiben aufgrund der Zentrierung in der zweiten Komponente von h nur die beiden
obigen Terme iibrig. Somit ergibt sich fiir die U-Statistik dieser Projektion:

Uy (ma(h) w1 ZZ( (Z1i, Zaiy 03), (Z1, Zaj, 05))

- / h((21, 22, 6), (le, Zaj, 5j))Hvd(Z1, 22, 5))
Fiir sie gilt das Invarianzprinzip:
{nU,(ma(R)) : h € HY =5 {V/2R(ma(h)) : h € H} inl®(H),

wobei [*°(H) den Raum der beschrinkten und reellen Funktionen auf # bezeichnet.
[*°(#) ist mit der Supremumsnorm auf H versehen. Da der Grenzproze§ R fast sicher
in [*°(H) liegt, folgt mit Cramér Slutsky:

sup
heH

=D, )| = L sup ()] L 0

n n? heH

Mit dem Invarianzprinzip haben wir die Summe iiber ¢ # j bearbeitet. Falls die Sum-
mationsindizes gleich sind, gilt:

1 (Z1i+Z2:) ~H,(w) -
zlelfg 3 Z:ZI (1{5i:3}4P<Z1i,Z2i)7<Zli + Z2i)/0 mb{s(dw)
_/go(zl,z@)'y(zl + 29) /0(21+Z2)_ 1{2“(;2?32(;)1;8(10)ﬁs(dw)flg'd(zl, zz)) ‘
< 2161}12 {nlz Zz”; (1{6,-—3} 0(Z1iy Zai) | Y (Z1i + Zai) /O(ZMJFZM) Gf{;—(:}i}))zﬁs(dw)
+ / oz, 22) (21 + 22) /O e |1{Z“(flzj<;’1} (w))lis(w”ﬁs(dw)ﬁ?’d(zl,zg))}
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IN

(Z1i+2Z2i)— -
1¢s,=31 sup |@(Z1i, Zai 7Z¢+Z¢/ ————H, (dw
v 3}%1{‘ (i, Zai) 721 2) 0 (1 - Hy(w))? ()

Gitee)= 1, o e — Hy(w)] ~ -
+ sup{ / (1, 20)] 71+ 22) / [z 2w = ol "Hsuw)H?’d(zl,zz)})
0

(1 — Hy(w))?

(Z1i4+Z2i)— H (,w) 5
( {&; 3}()00( 1 2 )7( 1 2 ) o (1 — Hs(w))Q ( )

A
|

i=1

(21+22)— |1 . —H (w)‘ . -
{le-l—ZzZS’w} S 3
+ 21,22)Y(z1 + 2 H,(dw)H?*d(z, 2
/00( 1 2) y( 1 2)/0‘ (1 Hs(w))2 ( ) ( 1 2)

= I+4+1I

Fiir diese beiden Summen zeigen wir die stochastische Konvergenz gegen Null mit der
entsprechenden Rate. Dazu schauen wir uns deren Erwartungswerte an. Fiir den ersten
geniigt es, nach Bemerkung 5.7 das Integral auf der Menge {(z1,22) : 21 + 20 < a,} zu
betrachten.

IN

an (z1422)— ~ ~
E[-] %/{; o(21, 22)7(21 +Zz)/0 (lTl(w))QHs(dw)Hg’d(zl,zQ)

e

Die Ordnung wird in Lemma 5.15 bestimmt.
Fiir 11 setzen wir fiir £ Hl{Zﬁ—Zsz} - Hs(w)H = 2H,(w)(1 — Hs(w)) ein:

1 (z14+22)— 2H, B ~
E[II] = E/@o(Z1,Z2)7(21+Z2)A %Hs(dw)}ﬁd(zl,@)
2 (z1422)— 1 N - g
< E/QOO(ZhZz)’)’(z&-i-ZQ)/O T H (o) —Hs(w)Hs(dw)H d(z1, 22)

Das Integral ist endlich (siehe dazu Bemerkung 5.5).
In Lemma 5.10:

Wir gehen hier analog zum vorigen Beweis vor. Das heifit, wir argumentieren wieder mit
Hilfe des Invarianzprinzips aus de la Pena und Giné (1999).

[otmntrm [ s (Bl = R (Rds) - oG, )
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1 n n
— (1{5 —3yQ( 214, Z2i) Y (Z1i + Zai) X

L6,#3,2,+ 255 <214 20} /(Zh*Z%) 1 5 (dw)
1—H8(Z1j+Z2j) 0 1—Hs(w) s
1{5]‘7’53 Z1j+Zoj<z1+22} /(11+Z2)_ 1 ] 73
— ’ — ———H,(d Hed(z,
[ et 2 ( - H(Zy+ Z) o - H ) )

_ —ZZ( (Zs, Zon, 61), (zlj,z2j,5j))—/h((zl,zg,a),(zlj,z2j,5j))Hvd(z1,z2,5)>

i=1 j=1

=1 j=1

Dabeiist b : (R3 x{1,2,3}) x (R% x{1,2,3}) — R eine beziiglich H,® H, integrierbare
Funktion. Mit ¢ durchlauft ~ die Klasse:

H={h:p€ K}

Wir kénnen wieder nach der Bemerkung 5.3.9 aus de la Pefia und Giné (1999) die
nichtsymmetrisierte Form von h untersuchen. Da K eine VC-Klasse ist, gilt dies nach
Lemma 2.6.18 (vi) aus van der Vaart und Wellner (1996) auch fiir . Eine Majorante
fiir diese Klasse ist gegeben durch:

1 52 w1 TW2< 21122 (Z1+22)7 1 ~
h()l = Lgsi=sy (21, 22)| (21 + 22) 173 tant }/ 17Hs(dw)
0 _

1-— Hs(wl =+ ’U)g)

1{(52#3,w1+w2<21+z2} (z1+22)— 1 ~
< 1{5123}900(Z1, 32)’7(21 + 22) B liHs(dw)
0 —

1 — Hy(wy + ws)

= ho((21,22,51),(wl,w2>52))

Diese Majorante ist quadratintegrierbar, denn:

// Z]_,Zg,(S]_ (wlaw27(52)) d(wlaw27(52)H d(zlaz27(sl)

2
1 (z1+22)— 1 N
2 2 {62#3,w1+wa<z1+22}
= — ———H,(d
/%(zl’m (21”2)/( 1 — H,(w; + ws) /0 1— H,(w) (“’))
Hvd(wl,wg,ég)ﬁ[?’d(zl,@)

Dieses Integral ist nach (6.3) endlich.
Damit ist das Theorem 5.3.7 aus de la Pefia und Giné (1999) anwendbar. Fiir die
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Hoeffding-Projektion (k = 2) folgt:

Wz(h) = h((zl,zz,(sl)a(wl,wz,(sz)) - h((zl,zm(sl),(wl,w2,5z))Hvd(zl,22,51)
_/h((zla22761)a(w17w2752))Hvd(w17w2a62)
+/h((zlaz2a51)a(w17w2a62))Hvd(w1aw2a52)Hvd(zlaz2a51)

= h((ZI, 22, 61)5 (wla w2, 62)) - /h((Z]_, 22, 61)7 (wla w2, 52))Hvd(zla 22, 61)

Beziiglich der zweiten Komponente ist h zentriert, so daf sich nach dieser Komponente
ausintegriert, Null ergibt. Die U-Statistik dieses Terms sieht demnach so aus:

Un(7r2( n—l ZZ( ZluZQu ) (leaZ2j’5j))
—/h((zl,zg,(s),(le,Zgj,5]-))Hvd(z1,z2,5)>

Fiir sie gilt:

{nU,(m2(R)) : h € H} 25 {V/2R(ma(h)) : h € H} inl®(H)

Hierbei bezeichnet wieder [*(H) den Raum der beschréinkten und reellen Funktionen
auf #, versehen mit der Supremumsnorm. Da der Grenzproze R fast sicher in [*°(H)
liegt, folgt mit Cramér Slutsky:

sup @Unm(h))‘ - M;l)sup U, (0 (R))]| -2 0

n heH

Als néchstes schauen wir uns die Summe iiber 7 = j an:

n

—1 E =31y VATV ¥ Zi: + 7. s 71 H d
1 ;= iy 7] 1 7] s
n2 p— {6;=3} ( 1 2 ) ( 1 2 ) /(; 1 f[s(UJ) ( w)

e (Y5
S 7 i

(r4z)= 1
_ /0 A (dw)) i d(zl,z2)>‘

sup
peK
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n

1 (Z1i+Z2:) 1 -
— > | Lioi=sy sup [@(Zi, Zoi) [ V(Zi + Zai) / ———— H;(dw)
ne <= pEeK 0 1-

=1

IN

1{5i¢3,21¢+22¢<21+z2}
1 — Hy(Zy + Za)

(z1422) 1 5
- /0 ()| B

1 (Z1i+Z2:) 1 B
2 Z Lis, =310 Zn,Zzz)’)’(Zli-i'Zm‘)/ 17Hs(dw)
- 0 -

i=1

T sup { [ 1otz 2te1 + 2

peK

IN

116,#3, 21+ Zas< 21422} B (z1+22)— 1
0 1-

1 — H,(Zu; + Z) H,(w) H, (dw)

+ /goo(zl,zg)'y(zl + 29)

I:I?’d(zl,zz))

Nachdem wir oben die Dreiecksungleichung benutzt haben, verwenden wir sie nochmal
fiir die innere Differenz im zweiten Term und bilden den Erwartungswert. Dieser ist
gleich:

%/‘PO(zl,Zz)V(Zl + 22) /0(Z1+z2) %ﬁs(dw)fﬁ’d(zl,zg) =0 (—)

Das Integral ist nach Bemerkung 5.5 endlich.

In Lemma 5.11:

sup
pEK

(z1+22)— (Hsn (U)) _ Hs (w))Z N -
[t mnta oz [T e e B ) e, =)

2= (H,, (w) = Hy(w))® - o3
< /@0(%22)’7(% +z2)/0 (1= H.(w)(1 - Hsn(w))Hsn(dw)Hnd(zlaz2)

Wir haben hier den Betrag in das Integral gezogen und die Majorisierung von K durch
¢ ausgenutzt. Das verbliebene Integral entspricht gerade dem C},, Term fiir . Da fiir
@p die Voraussetzungen (5.1)-(5.3) erfiillt sind, kénnen wir mit dem Beweis fiir festes ¢
auf die Konvergenz mit der entsprechenden Rate schlieflen.

In Lemma 5.12:

Mit der Abschitzung fiir B,,, aus dem Beweis bekommen wir folgendes:

weK 2N yek — H,, (w))

1 (z1422)— 1 ~ B
sup B, < o sup { [1otan )it +20) [ @—2H5n<dw)Hsd<z1,z2>}
0

1 (#1+22) 1 5 _
< — - - 3
< g [meantara) [ G ) B 2)

Dieses empirische Integral wird in Lemma 5.12 bearbeitet.
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In Lemma 5.13:

1 (z1+22)— 1 .
< = exp(A,, A,
sup [Di] < [ polen, )5 exp( (1 + ) ( |

2

. /0 R (1 e ;f (w))> flsn(dw)) 2d(zn, 20)

Somit konnen wir mit Lemma 5.13 auf die Konvergenz schliefien.

Damit sind alle Restterme untersucht, und der Beweis ist beendet.
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7 Simulationen

7.1 Allgemeines

In diesem Kapitel sind die Simulationen, die wir zu den unterschiedlichen Aspekten
durchgefiihrt haben, zusammengefaf}t.

In den folgenden drei Abschnitten haben wir einige Simulationen dargestellt, die einen
optischen Eindruck iiber die Giite des Schitzers der Verteilungsfunktion liefern. Wir
haben dabei jeweils fiir (X;, X5) ein bivariates Exponentialverteilungsmodell gewéhlt,
d.h. die Marginalien sind jeweils exponentialverteilt. Wahrend wir im ersten Modell
Unabhéngigkeit zwischen X; und X, annehmen, wird in den anderen beiden eine unter-
schiedliche Abhéngigkeitsstruktur modelliert. Fiir die zensierende Variable wurde eine
eindimensionale Exponentialverteilung verwendet. Der Zensierungsgrad lag meist zwi-
schen dreiffig und vierzig Prozent, wobei ein Datum als zensiert gilt, falls mindestens
eine Komponente zensiert ist. Fiir die zu wihlenden Parameter der Verteilungen haben
wir hier jeweils eine ,typische® Konstellation ausgesucht. Selbstverstédndlich wurden in
einer umfangreicheren Simulationsstudie verschiedene Parameterwerte getestet, die ver-
gleichbare Ergebnisse lieferten.

Um den Schitzer und die Verteilungsfunktion darzustellen, haben wir ein 50x50 Git-
ter in dem Bereich, in dem Daten auftraten, benutzt und an jedem Gitterpunkt den
entsprechenden Wert berechnet. Dazwischen wird linear interpoliert. Wir haben drei
verschiedene Stichprobenumfinge (n = 20,50,100) gewihlt. Unter den Abbildungen
haben wir festgehalten, wie oft welcher §-Fall bei den Daten auftrat.

Charakteristisch bei den Plots sind die Plateaus, die anzeigen, dafl in den entsprechen-
den Bereichen keine unzensierten Daten gefallen sind, die Masse erhalten. Diese Plateaus
werden bei steigendem Stichprobenumfang immer weiter in den Tail der Verteilung ge-
tragen, da immer mehr und , groflere” unzensierte Daten auftreten. Der Schitzer nidhert
sich immer besser der Verteilungsfunktion an. Zudem werden bei héherem Stichpro-
benumfang die Sprunghthen des diskreten Schitzers kleiner, und die Funktion erhéilt
dadurch ein glatteres Aussehen.

Im fiinften Abschnitt befinden sich die Ergebnisse der Monte-Carlo Simulationen, mit
deren Hilfe wir einen Vergleich zwischen S,, und 7;, als Schitzer fiir die Verteilungsfunk-
tion durchgefiihrt haben.

Im letzten Abschnitts des Kapitels gehen wir auf die Simulationsstudie von Lin, Sun
und Ying (1999) ein und vergleichen die Ergebnisse mit denen unseres Schétzers S,.
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7.2 Exponentialverteilung mit unabhingigen Komponenten

Wir haben fiir X;,X, und C' Exponentialverteilungen gewéhlt. Ferner sind alle Variablen
unabhéngig untereinander:
X1, Xo ~ exp(l)
C ~ exp(0.3)

Die zugehdérige Verteilungsfunktion von (Xi, X,) ist damit auf R% :

F(z,y) = (1-exp(—2))(1—exp(-y))

1 — exp(—z) — exp(—y) +exp(—z — y)

Die Simulationen brachten folgende Ergebnisse:

1.2

S_20(x,y)

o 02 04 06 08 1

Abbildung 1: n =20, 0=1

4, 0=2:3, 6=3:13
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S _50(x.y)

o0 02 04 06 08 1

1.2

S_100(x.y)

o 02 04 06 08 1

Abbildung 3: n = 100,

1.2

Abbildung 2: n =50, 0=1

27, 0=2:12, 6=3:31

0=1:26, 0=2:14,

0=3:60

7



1.2

F(x.y)

o 02 04 06 08 1

Abbildung 4: Verteilungsfunktion

7.3 Exponentialverteilung nach Marshall und Olkin
Der Vektor setzt sich nach Devroye (1986), S. 585, folgendermafien zusammen:
(Xl, Xz) = (min(El/)\l, E3/)\3), min(E'g/)\z, E3/)\3))

Die Variablen E;, Es, E5 sind unabhéngig und exp(1) verteilt. Fiir die Parameter haben
wir A} = Ay = 1, A3 = 2 gesetzt. Die Verteilungsfunktion fiir z,y > 0 ist gegeben durch:

F(z,y) =1 — exp(—3z) — exp(—3y) + exp(—z — y — 2 max(z,y))

Der Korrelationskoeffizient von X7, X ist 1/2 (siehe Johnson und Kotz (1972), S. 266).
Die zensierende Variable ist exp(0.75) verteilt.
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Bei den Simulationen ergab sich folgendes:

, g0 90 ¥0 20 O

’

=20

Abbildung 5: n

1 80 90 ¥O A Y

?

=50

Abbildung 6: n
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2

, g0 90 ¥0 20 O
(A%)00}+"S

0=23:61

§=2:12,

I

=100, 0=1:27

Abbildung 7: n

2

., 80 90 VO 20 0
(A%)4

Abbildung 8: Verteilungsfunktion
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7.4 Exponentialverteilung nach Gumbel

Die Lebensdauern werden hier nach Devroye (1986), S. 584, so gebildet:

(X1, X2) = (= log(U), —log(V))

Dabei sind U, V' bivariat uniform verteilt nach Morgenstern, das heif}t:

U~ U[0,1]

. W-
V:mln{Wl,—a(Til)} fallsU<1/2
V = max<{ W 1—L falls U > 1/2

B BT a2U - 1) =

Wi und W, sind UJ0, 1] verteilt und untereinander und von U unabhingig; a ist ein
Parameter mit a € (0, 1].
Die Verteilungsfunktion von (X1, X5) ist auf R% gegeben durch:

F(z,y) = (1 — exp(=2))(1 — exp(=y))(1 + aexp(-z — y))

Wir haben a = 1 gewihlt. Der Korrelationskoeffizient von X, X, ist 1/4 (siehe Johnson
und Kotz (1972), S. 263). Die zensierende Variable besitzt eine exp(0.3) Verteilung.
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3:37

1:9, 6=2:4, ¢

5=

Y
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Die Simulationen lieferten folgende Graphiken:
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7.5 Vergleich zwischen S, und 7T,

In den nachfolgenden Tabellen stellen wir die Ergebnisse, die wir bei den vergleichenden
Simulationen zwischen S, und 7, erzielt haben, dar.

Fiir die verschiedenen Exponentialmodelle haben wir die Schiitzer fiir die Verteilungs-
funktion an unterschiedlichen Stellen ausgewertet und jeweils m = 1000 Monte-Carlo
Simulationen zum Stichprobenumfang n = 100 durchgefiihrt. In den Tabellen halten wir
neben dem betrachteten Punkt und dem Wert der Verteilungsfunktion an dieser Stelle
die gemittelten Schitzwerte und die geschétzten Werte fiir Bias und Varianz von S, und
T, fest. Der Bias von S,, an der Stelle (z,y), S,(z,y), wurde dabei geschiitzt durch

Bs(z,y) = %ZS,(f)(x,y)—F(x,y)

und entsprechend der von 7T}, (z, y). Fiir die Varianz von S,,(z, y) haben wir die Schitzung

Vs(z,y) = % > (89 (@.y) — Sz, y)°

=1

verwendet und analog fiir die Varianz von T, (z,y).
Die Werte fiir Bias und Varianz haben wir mit 10® multipliziert angegeben.

Fiir die Exponentialverteilung mit unabhéngigen Komponenten ergaben sich folgende
Werte (die Parameter wurden wie in Abschnitt 2 gewihlt):

(.%‘, y) F ﬁ ﬁ BS BT VS VT
) 0.155 0.154 0.154 -1.12 -1.16 1.5 1.52
) 0.249 0.248 0.248 —-1.04 -1.16 239 2.5
) 0.340 0.338 0.338 —24 —2.41 3.19 3.74
) 0374 0.371 0.371 —-2.83 -3.11 3.8 4.81
) 0.249 0.246 0.245 -3.09 -3.32 23 2.35
) 04 0397 0397 —2.34 —-2.83 3.31 3.62
) 0.547 0.543 0.542 —-3.66 —4.09 3.75 5.37
) 0.601 0.597 0.595 —3.52 —5.33 4.13 7.02
2.0,0.5) 0.34 0.34 0.338 —0.76 —2.18 3.23 3.24
)
)
)
)
)
)
)

2.0,1.0) 0.547 0.547 0545 09 —1.52 3.88 4.44
2.0,2.0) 0.748 0.748 0.744 0.84 —-3.24 3.64 7.14
2.0,3.0) 0.822 0.824 0.817 257 —4.74 3.36 10.07

0.374 0.373 037 —-0.55 -—3.87 3.45 3.39
0.601 0.601 0.595 0.75 —5.29 4.05 4.59
0.822 0.822 0.812 0.57 -9.61 3.14 7.13
0.903 0.905 0.889 1.69 —13.69 24 10.14
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Wir sehen, dafl S,, an nahezu allen Punkten einen betragsmifig kleineren geschitzten
Bias und eine kleinere geschiitzte Varianz besitzt. Dies war auch bei anderen Simulati-
onslaufen in diesem Modell festzustellen. Insbesondere bei stirkerer Zensierung verdeut-
licht sich der Unterschied, da 7}, grofere Bias- und Varianzwerte lieferte. Auffillig ist
auch die Tatsache, daf§ der Bias von T, (meist) negativ ist, was auf ein Unterschitzen
des wahren Wertes hindeutet.

Im Exponentialverteilungsmodell nach Marshall und Olkin mit denselben Parameter-
werten wie in Abschnitt 3 erhielten wir folgendes Resultat:

(z,y) F Sm  Tm Bg Br Vo Vr
(0.10,0.10) 0.189 0.191 0.191 2.02 1.93 1.74 1.76
(0.10,0.25) 0.214 0.216 0.216 1.66 1.54 188 1.9
(0.10,0.50) 0.238 0.239 0.239 1.28 1.14 2.18 2.21
(0.10,1.00) 0.254 0.255 0.255 0.72 0.55 2.35 241
(0.10,2.00) 0.259 0.26 0.259 0.32 —0.18 2.47 2.56
(0.25,0.10) 0.214 0.217 0.217 244 2.28 1.8 1.82
(0.25,0.25) 0.423 0.423 0422 —-0.05 —0.66 291 3.12
(0.25,0.50) 0.478 0.48 0.479 1.48 0.7 3.05 3.43
(0.25,1.00) 0.517 0.518 0.517 1.67 0.34 3.2 3.79
(0.25,2.00) 0.527 0.529 0.526 1.67 —1.05 3.36 4.03
(0.50,0.10) 0.238 0.24 0.24 1.96 1.61 1.96 1.97
(0.50,0.25) 0.478 0.478 0.476 —0.64 -1.8 3.17 34
(0.50,0.50) 0.689 0.687 0.684 —1.64 —5.26 3.31 4.45
(0.50,1.00) 0.757 0.756 0.751 —1.05 —6.18 3.04 5.35
(0.50,2.00) 0.776 0.775 0.767 —0.91 —9.16 3.13 5.89
(1.00,0.10) 0.254 0.257 0.255 1.97 1.02 2.16 2.16
(1.00,0.25) 0.517 0.518 0.515 1.24 —1.54 3.45 3.63
(1.00,0.50) 0.757 0.757 0.75 —0.47 —7.38 3.22 4.55
(1.00,1.00) 0.919 0.918 0.897 —1.19 —-21.85 2.05 7.27
(1.00,2.00) 0.949 0.945 0.919 -3.27 -30.05 1.65 8.31
(2.00,0.10) 0.259 0.261 0.259 2.23 045 229 2.24
(2.00,0.25) 0.527 0.529 0.524 2.17 —2.83 3.62 3.69
(2.00,0.50) 0.776 0.776 0.765 —0.16 —11.28 3.33 4.55
(2.00,1.00) 0.949 0.947 0.918 —1.71 —-30.49 1.64 7.0
(2.00,2.00) 0.995 0.985 0.945 —10.58 —50.0 0.69 7.76

Wihrend hier ein Vergleich der Biaswerte nicht eindeutig ausféllt, ist die Varianz von S,
fast durchweg kleiner als die von 7},. Da der Anteil der Varianz am geschétzten mittleren
quadratischen Fehler deutlich héher ist als der des quadrierten Bias, ist S,, auch beziiglich
des geschitzten mittleren quadratischen Fehlers 7T;, iiberlegen. Bemerkenswert ist auch,
daB} T}, eine recht starke Verzerrung in dem Bereich, in dem F' > 0.7 ist, aufweist. Bei
leichtem Erhohen des Zensierungsgrades fiel das Ergebnis wieder dhnlich eindeutig wie
bei dem Modell mit unabhéngigen Komponenten aus.
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Als letztes haben wir mit den Parameterwerten aus Abschnitt 4 uns exponentialverteilte
Zufallsvariablen nach Gumbel erzeugt und einen Vergleich der beiden Schitzer angestellt:

(z,y) F Sm. Tm Bg Br Vs Vr
( ) 0.212 021 021 -14 -163 1.86 1.88
( ) 0.304 0.303 0.303 —0.93 —-1.41 24 2.52
( ) 0.368 0.367 0.366 —1.06 —1.83 2.89 3.29
( ) 0.385 0.383 0.383 —1.82 —2.46 3.13 3.81
( ) 0.391 0.388 0.387 —2.22 —-3.40 3.28 3.96
( ) 0.304 0.302 0.301 —-2.1 —2.77 239 2.46
( ) 0.454 0.452 0.45 -2.1 —-34 296 3.32
( ) 0.574 0.572 0.57 —-1.55 —-3.71 3.3 4.66
( ) 0.612 0.609 0.606 —2.57 —=5.73 3.73 6.02
( ) 0.625 0.621 0.616 —3.69 —8.85 3.93 6.3
( ) 0.368 0.365 0.364 —2.78 —4.48 291 3.01
( ) 0.574 0.572 0.568 —1.99 —5.55 3.74 4.37
(2.0,2.0) 0.761 0.76 0.753 —1.26 —8.42 3.4 6.69
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.827 0.824 0.813 —-2.73 —-14.3 3.33 9.43
0.851 0.846 0.83 —5.07 —20.89 3.22 9.93
0.385 0.383 0.38 —-1.71 —-4.82 3.056 3.11
0.612 0.611 0.604 —-0.28 =75 4.03 441
0.827 0.829 0.813 1.84 —-13.77 3.24 6.86
0.905 0.905 0.882 0.22 —-23.14 2.69 10.2
0.934 0.931 0902 -3.07 —-32.13 2.13 10.73
0.391 0.388 0.385 —2.11 -6 3.11 3.12
0.625 0.623 0.614 —-1.27 —-11.16 4.12 4.4

0.851 0.852 0.83 0.84 —-21.05 3.21 6.66
0.934 0.932 0901 -2.07 —-33.11 2.22 9.84
0.964 0.958 0.921 —-5.98 —43.25 1.56 10.41

Sy liegt gegeniiber T,, an allen ausgewerteten Stellen beziiglich des Bias und der Va-
rianz besser. Die Unterschiede sind zum Teil recht beachtlich. Der Effekt der starken
Verzerrung von 7}, in dem Bereich, in dem F' > 0.7 gilt, ist auch hier festzustellen. Diese
Eindriicke bestéitigen sich auch bei h6herem Zensierungsgrad.
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7.6 Vergleich zwischen S, und dem Schitzer von Lin, Sun und
Ying

In diesem Abschnitt vergleichen wir die Simulationsergebnisse von Lin, Sun und Ying
(1999) mit denen, die wir fiir unseren Schétzers erzielt haben. Genau wie im vorigen
Abschnitt fiihren wir dazu an ausgewihlten Stellen Monte-Carlo Simulationen durch.
Lin, Sun und Ying haben in ihrer Arbeit das Exponentialmodell von Gumbel benutzt
und fiir den Parameter a die Werte 1 und 0 eingesetzt. Mit @ = 0 sind die Komponenten
unabhiingig. Die zensierende Variable ist U|0, 4] verteilt, so daf} fiir gut 50% der Daten
beide Komponenten unzensiert sind und fiir ca. 25% der Fall § = 1 zutrifft. Der Bias
wurde wie im letzten Abschnitt geschétzt, und statt der Varianz geben wir diesmal
die geschitzte Standardabweichung an. Der Bias ist wieder mit 10® multipliziert. Die
Werte des Schétzers von Lin, Sun und Ying, den wir mit L,, bezeichnen, haben wir aus
ihrer Arbeit iibernommen. Die Werte fiir den Bias fehlen bei ihnen. Es wurden 10.000
Monte-Carlo Simulationen zum Stichprobenumfang 100 durchgefiihrt.

o a=20:

(z,y) F Sm Lm Bg STy STy
(0.2231,0.2231) 0.04 0.04 0.04 -0.128 0.02 0.022
(0.2231,0.5108) 0.08 0.08 0.08 —0.365 0.028 0.031
(0.2231,0.9163) 0.12 0.119 0.12 -0.781 0.035 0.036
(0.2231,1.6094) 0.16 0.16 0.16 —0.367 0.041 0.041
(0.5108,0.2231) 0.08 0.08 0.08 0.048 0.028 0.031
(0.5108,0.5108) 0.16 0.16 0.16 0.05 0.039 0.043
(0.5108,0.9163) 0.24 0.24 0.24 —0.283 0.047 0.05
(0.5108,1.6094) 0.32 0.32 0.32 —0.065 0.055 0.055
(0.9163,0.2231) 0.12 0.12 0.12 —0.004 0.035 0.039
(0.9163,0.5108) 0.24 0.24 0.24 0.219 0.047 0.052
(0.9163,0.9163) 0.36 0.36 0.36 —0.197 0.054 0.059
(0.9163,1.6094) 0.48 0.48 0.48 —0.302 0.06 0.063
(1.6094,0.2231) 0.16 0.16 0.16 0.267 0.041 0.047
(1.6094,0.5108) 0.32 0.32 0.32 0.279 0.054 0.062
(1.6094,0.9163) 0.48 0.48 0.481 —0.286 0.06 0.069
(1.6094,1.6094) 0.64 0.64 0.64 —0.066 0.064 0.071

87



e a=1:

(z,y) F Sm  Im Bs STs STt
0.2231,0.2231) 0.066 0.066 0.066 0.182 0.026 0.027
0.2231,0.5108) 0.118 0.118 0.118 —0.039 0.034 0.034
0.2231,0.9163) 0.158 0.158 0.158 —0.107 0.039 0.038
0.2231,1.6094) 0.186 0.186 0.185 0.124 0.042 0.04
0.5108,0.2231) 0.118 0.118 0.118 —0.141 0.034 0.035
0.5108,0.5108) 0.218 0.217 0.218 —0.315 0.044 0.045
0.5108,0.9163) 0.298 0.297 0.297 —0.722 0.05 0.05
0.5108,1.6094) 0.358 0.358 0.358 —0.28 0.054 0.053
0.9163,0.2231) 0.158 0.158 0.158 —0.218 0.039 0.042

)
)
)
)
)
)
)

0.9163,0.5108) 0.298 0.297 0.297 —-0.527 0.05 0.053
0.9163,0.9163) 0.418 0.417 0.417 —0.647 0.055 0.058
0.9163,1.6094) 0.518 0.518 0.518 —0.003 0.06 0.061
1.6094,0.2231) 0.186 0.185 0.185 —0.481 0.043 0.048
1.6094,0.5108) 0.358 0.358 0.357 —0.588 0.054 0.061
1.6094,0.9163) 0.518 0.518 0.517 —0.778 0.06 0.067
1.6094,1.6094) 0.666 0.666 0.664 0.155 0.065 0.069

AN TN N N N N N N N N N N N N N

Die Werte der Verteilungsfunktion werden von beiden Schitzern gut angendhert. Im
Fall der abhingigen Komponenten ist zu beobachten, dal der Schitzer von Lin, Sun
und Ying in dem Bereich, wo x = 1.6094 ist und damit mehr Masse von F' liegt, etwas
schlechtere Werte liefert. Leider gehen sie nur bis zum 67% Niveau und geben auch
keine geschétzten Biaswerte an, so dafl wir dies nicht ndher analysieren konnen. Beim
Vergleich der Standardabweichungen nimmt S,, fast durchgingig kleinere Werte an. Es
scheint eine Tendenz zu geben, dafl der Unterschied in dem Bereich, wo x griflere Werte
annimmt, deutlicher wird.
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Zusammenfassung

Bei vielen Untersuchungen werden Lebensdauern X;, X, beobachtet, die sequenti-
ell auftreten. So konnte X; die Inkubationszeit einer Krankheit und X5 die Dauer
derselben beschreiben. Auf die Summe dieser Lebensdauern wirke die zensieren-
de Variable C'. Das heifit, das Modell besteht aus dem zweidimensionalen Vektor
(X1, X3) ~ F und der davon unabhingigen Variablen C' ~ G. Die beobachtbaren
Variablen sind somit:

Z1 = min(Xl,C’)
Zy = min(Xs, (C — X1) 1{x,<cy)
0 = 1+ 1ix<cy + 1xe<o—x1}

Das Modell und die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse lassen sich problemlos auf
den k-dimensionalen Fall, bei dem die Lebensdauern Xi, ..., X} in Folge auftreten,
erweitern.

In diesem multivariaten Zensierungsmodell interessiert man sich nicht nur fiir die

gemeinsame Verteilung F' der Lebensdauern, sondern allgemeiner fiir das Integral

/w(w,y)Fd(a?,y),

wobei ¢ eine beliebige F'-integrierbare Funktion ist.

Fiir diese Zielgrofie wird in der Arbeit iiber eine Identifizierungsgleichung ein nicht-
parametrischer Schéitzer S, hergeleitet. Dann werden einige wiinschenswerte Eigen-
schaften von S, diskutiert und seine Verteilungsstruktur untersucht. Unter schwa-
chen Integrabilitdtsannahmen an ¢ wird fiir S, eine Linearisierung hergeleitet, die
die asymptotische Normalverteiltheit zur Folge hat. Dazu wird die Theorie der U-
Statistiken und die Héjek-Projektion benutzt. Anschliefend wird eine Klasse {¢}
von Funktionen und der nach ¢ indizierte stochastische Proze} S,, = S,,(¢) betrach-
tet. Handelt es sich bei der Indexmenge um eine Vapnik—(v?ervonenkis—Klasse, so wird
fiir den zugehorigen Prozefl bewiesen, dafl er im funktionalen Sinne in Verteilung
gegen einen zentrierten Gauflprozef konvergiert. Dazu wird gezeigt, dafl der fithren-
de Term aus der Linearisierung eine Donsker-Klasse bildet. Fiir den Restterm wird
mit Hilfe von U-Prozessen nachgewiesen, dafl er gleichméfig in ¢ vernachlissigbar
ist. Schliellich dient eine Simulationsstudie dazu, die Giite des Schétzers von F' bei

kleinen bis mittleren Stichprobenumfingen deutlich zu machen.



Nonparametric estimation in the sequential lifetime model under random

censorship
Abstract

In many applications one observes lifetimes X7, X5 in sequential order. For example,
X1 could be the incubation period of a disease and X5 the duration until death. The
sum of these lifetimes is often censored from the right by a random variable C'. So
the model consists of the twodimensional vector (X7, X5) ~ F' and the independent

variable C' ~ GG. The observable variables are:

Z1 = min(Xl,C)
Zy = min(Xs, (C — X1) 1{x,<cy)
0 = 1+1x<oy + lixe<o-x1)

The model and the results achieved in this thesis can easily be extended to the
k-dimensional case where there are lifetimes X1, ..., X} in a series.
In this multivariate censorship model one is not only interested in the joint distri-

bution F' of the lifetimes but more generally in the integral

/ o(z, y)Pd(z, )

where ¢ is an arbitrary F-integrable function.

In this thesis a nonparametric estimator S, for this target is developed by using an
appropriate identifying equation. Some desirable properties for .S,, are shown and the
distributional structure is analysed. Under weak integrability assumptions on ¢ a
linearisation is derived which leads to asymptotic normality of S,,. For the proof the
theory of U-statistics and the Hajek-projection is used. Afterwards a related process
indexed by a class of ¢’s is considered. It is shown that the estimator S, = S, ()
converges in distribution to a centered gaussian process if the index set is a Vapnik-
Cervonenkis-class . For this it is proved that the leading term of the linearisation
forms a Donsker-class. For the remainder-term neglibility uniformly in ¢ is shown
by using U-processes. Finally a simulation study is included to make the quality of

the estimator for F' for small and moderate sample sizes visible.



