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1 Einleitung

Noch wenige Jahre vor Entstehung dieser Arbeit war die Rechnerwelt von grofien, zen-
tralistisch orientierten Systemen geprigt. Erst zu Beginn der achtziger Jahre begann
mit der Entwicklung von Workstations und Personalcomputern eine Wende hin zu klei-
nen, dezentralen Rechnerarchitekturen. Nicht zuletzt durch die Unterstiitzung immer lei-
stungsfihigerer Netze wurden in den letzten zehn Jahren fast iiberall Grofirechenanlagen
durch Verbunde kleinerer Maschinen ersetzt.

Wihrend dieser rasanten Verdnderung entstanden jedoch zunehmend Probleme, die aus
der wesentlich langsameren Entwicklung von verteilten, auf die neuen Voraussetzungen zu-
geschnittenen Algorithmen und ihrer Implementierungen resultierten. Dies fithrte zum Teil
zu einer erheblichen Verzogerung des eigentlich sehr sinnvollen und natiirlichen Konzeptes
zur Parallelisierung und Verteilung von Problemen. Vor allem in der ersten Hilfte der
neunziger Jahre scheiterten viele, teilweise euphorisch begonnene Projekte einer Umstel-
lung auf die neuen, populiren Client/Server-Rechnerumgebungen an fehlenden Verfahren
zur optimalen Verteilung von bisher sequentiell bearbeiteten Problemen. Dies ist nicht
auf spezielle Bereiche beschriankt. Die Entwicklung und Implementierung verteilter, par-
alleler Algorithmen stellt bis heute eine der wichtigsten Aufgaben der Informatik in allen
Disziplinen dar.

Dabei sind Probleme aus der Mathematik keine Ausnahme. Insbesondere in der Zahlen-
theorie sind zum Teil Jahrhunderte alte Fragen noch immer ungel6st. Der Ursprung von
Vermutungen zu moglichen Antworten ist meist das Ergebnis von Proberechnungen, die
zunichst von Hand, spiter mit mechanischen und schliefilich elektronischen Rechenanlagen
durchgefiihrt wurden. Das Interesse gilt dabei einerseits der Bekriftigung der Vermutung
selbst, andererseits aber auch der Ermittlung zusitzlichen, problemverwandten Daten-
materials, das wiederum Wege zur theoretischen Losung aufzeigen konnte. Damit sind
die Moglichkeiten des Rechnereinsatzes keineswegs erschopft. Selbst Beweisliicken konn-
ten bereits geschlossen werden, wie sich bei der Losung des Vierfarbenproblems aus der
Graphentheorie zeigte: Im Jahre 1852 versuchte Francis Guthrie, die Landkarte Englands
derart zu farben, dal keine zwei angrenzenden Grafschaften dieselbe Farbe aufwiesen. Er
bemerkte, dal dazu vier Farben geniigten. Es stellte sich die Frage, ob dies ein Spezialfall
war oder ob diese Aussage allgemeingiiltig ist (siehe auch [Cay78]). Erst 1969 konnte durch
H. Heesch ([Hee69]) ein Beweisansatz gefunden werden, der allerdings Liicken enthielt. Es
verblieben nur endlich viele Fille, die mit der gefundenen Methode nicht erfa3bar waren.
Schliefllich gelang es K. Appel und W. Haken im Jahre 1976, diese fehlenden Félle durch
den Einsatz massiver Rechnerleistung auszuschlieen ([App77]).

Ein analoges Beispiel aus der Zahlentheorie ist die Widerlegung der Mertensschen Vermu-
tung tiber die Beschrinkung des Betrages der summatorischen Funktion der Mobiusfunktion.
Mertens vermutete 1897, daff mit M(z) = Y . u(n) fir alle z > 1 gilt: |M(z)] < V&
([Mer97]). Die Richtigkeit dieser Vermutung hiitte weitreichende Folgen gehabt. Sie konn-
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te erst 1985, etwa neunzig Jahre spiter — wiederum durch Rechnereinsatz — von A. Odlyzko
und H.J.J. te Riele widerlegt werden (interessanterweise ohne die explizite Angabe eines
Ausnahmefalles) ([Od185] und [Rie85]).

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Entwicklung und Optimierung verteilter
Algorithmen zu Problemen aus der Zahlentheorie. Das grundlegende Prinzip der Aufspal-
tung des Gesamtproblems und die sich anschlieende, parallele Lésung der entstandenen
Teilaufgaben existiert dabei nicht etwa erst seit Beginn der Entwicklung vernetzter, klei-
nerer Rechnerarchitekturen: Bereits im Jahre 1878 fiithrte J. W.L. Glaisher [Gla78] eine
Zahlung von Primzahlzwillingen durch. Die Berechnung von Teilintervallen wurde damals
von mehreren Mitarbeitern ausgefiithrt. Die simultane Nutzung ,,menschlicher Rechenlei-
stung®“ wird dabei heute durch den parallelen Einsatz einer Vielzahl verschiedener Compu-
ter an moglicherweise vollig unterschiedlichen Standorten ersetzt. Besonders letzteres wird
durch das sich in den letzten zwanzig Jahren in der Anzahl der beteiligten Rechner expo-
nentiell wachsende Internet begilinstigt. So findet beispielsweise seit nunmehr dreieinhalb
Jahren eine von G. Woltman initiierte, verteilte Suche nach Mersenneschen Primzahlen
im Internet statt, wobei die ansonsten brachliegende Rechenleistung mehrerer tausend
Maschinen parallel genutzt wird (siehe z.B. [Wol99]). Weitere Beispiele sind etwa die Be-
rechnung von Dezimalstellen der Zahl m oder auch Versuche zur verteilten Faktorisierung
grofiler Zahlen ([Zim99a]), die seit der Entwicklung des RSA-Algorithmus im Jahre 1977
([Ad178]) in verschiedenen kryptographischen Verfahren eine entscheidende Rolle spielen.

Speziell werden in der vorliegenden Arbeit vier Probleme behandelt. Zur Vorbereitung
auf die Bewertung der jeweils vorzustellenden Algorithmen wird in Kapitel 2 zunéchst
ein neues Berechnungsmodell entwickelt, das bestehende Modelle um in der Praxis rele-
vante Eigenschaften erweitert und die formale Grundlage sdmtlicher Verfahren darstellen
wird. Beriicksichtigt werden dabei sowohl Unterschiede in den Komplexititen verschiede-
ner Operationen als auch Kosten fiir Speicherzugriffe. Beides hat in der Praxis entschei-
denden Einfluf} auf die Gesamtkomplexitit der Implementierungen von Algorithmen. Der
Grundaufbau des Modells wird zunéchst formal definiert, den Instruktionen der Modell-
maschine dann Kosten zugeordnet. Es folgt in Abschnitt 2.4 die Einfithrung einer Sprache
zur Algorithmenbeschreibung. Diese wird schliellich zum Zwecke der Analyse der fol-
genden Verfahren durch Angabe eines Ubersetzers in Modellmaschinen-Instruktionen auf
das Berechnungsmodell zuriickgefithrt. Samtliche vorzustellenden Algorithmen werden
anhand der Beschreibungssprache erldutert und mit dem vorher geschaffenen Komple-
xitdtsmafl bewertet. Diese Vorgehensweise 148t eine wesentlich realistischere Bewertung
der Komplexitidten zu als es in herkdmmlichen Modellen moéglich gewesen wére. Eine
» Tauglichkeitsuntersuchung“ des entstandenen Komplexititsmafles fiir Programme iiber
dieser Sprache wird im Zusammenhang des nachfolgenden Kapitels durchgefiihrt.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit Primzahl-Sieben, also Algorithmen zur Trennung zerlegba-
rer Zahlen von Primzahlen eines gegebenen Intervalls. Die Basis stellt dabei das iiber
2000 Jahre alte Sieb des Eratosthenes dar. Zunichst werden daran einige einfache Verbes-



serungen vorgenommen. An der Analyse der daraus resultierenden Verfahren zeigt sich,
daB selbst feine Unterschiede durch das Komplexitdtsmafl der Beschreibungssprache erfafit
werden konnen. In einem néichsten Schritt findet dann zur Vorbereitung auf eine spétere
Verteilung die Segmentierung des Basissiebes statt. Der Begriff der Segmentierung, der im
Bereich der Primzahlsiebe eine gewisse Tradition hat, wird in dieser Arbeit iibernommen.
Er ist zum einen als theoretische Vorstufe zu einer praktischen Verteilung zu verstehen
und soll zum anderen vom Begriff der Partitionierung abgrenzen, unter der man hiufig
eine disjunkte Zerlegung versteht, die hier nicht immer gemeint sein muf.

Ausgehend von einer ersten segmentierten Version werden schrittweise Verbesserungen
entwickelt, die schliellich in einem hochoptimierten Verfahren miinden. Es wird gezeigt,
daf dieses trotz seiner asymptotisch schlechteren Laufzeit unter realistischen Bedingungen
andere Algorithmen iibertrifft. Eine Implementierung des resultierenden Primzahlsiebes
wird in 3.4 beschrieben. Dabei wurde auf moglichst weitreichende Parametrisierbarkeit
geachtet, die sich in spéiteren Anwendungen zum Teil erheblich auswirkt.

In Kapitel 4 wird eine (Teil-) Verifikation der inzwischen iiber 250 Jahre alten Gold-
bachschen Vermutung vorgenommen. Dabei handelt es sich um die Frage, ob sich jede
gerade Zahl grofler oder gleich 4 als Summe zweier Primzahlen darstellen lat. Trotz der
Einfachheit ihrer Formulierung z&hlt man einen mdéglichen Beweis der Goldbachschen Ver-
mutung zu den schwierigsten Problemen der gesamten Mathematik iiberhaupt. Eine etwas
schwichere Aussage, die terndre Goldbachsche Vermutung besagt, daf§ sich jede ungerade
Zahl grofler oder gleich 7 als Summe dreier Primzahlen darstellen 148t. Die ternire Ver-
mutung, die aus der Korrektheit der bindren folgen wiirde, konnte inzwischen unter der
Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung bewiesen werden. Der letzte
Liickenschluf} in diesem Beweis wurde unabhingig voneinander von Y. Saouter sowie J.-
M. Deshoulliers et. al. wiederum jeweils durch massiven Rechnereinsatz erreicht([Sao98],
[Des97]). Es wire sogar theoretisch moglich, einen Beweis ohne weitere Voraussetzungen
durch Maschinen zu komplettieren, da bereits 1937 von I.M. Vinogradov bewiesen wurde,
daf} die terndre Vermutung fiir alle geniigend grofien n gilt ([Vin37]). Eine explizite Schran-
ke wurde erstmals von K.G. Borozkin in [Borb6] angegeben und spéter von J.R. Chen und
Y. Wang in [Che89] auf 10%3°%° reduziert. Ob eine solche Schranke aber jemals von Rech-
nern erreicht werden kann, scheint zumindest sehr fraglich. Eine analoge Schranke fiir die
bindre Vermutung ist auch unter weiteren (nichttrivialen) Voraussetzungen nicht bekannt.

Es werden zunéichst zwei Methoden zur Verifikation beschrieben sowie deren Vor- und
Nachteile aufgezeigt. Aus diesen Uberlegungen folgt die Auswahl eines der beiden Verfah-
ren. Laufzeitkritische Punkte konnten durch mehrere Optimierungen entscheidend verbes-
sert werden. Der resultierende Algorithmus wurde implementiert und schlie8lich verteilt.

Eine Erweiterung des Goldbachschen Problems stellt die Frage dar, wieviele Zerlegungen
als Summe zweier Primzahlen es fiir eine gerade Zahl gibt. Die Anzahl der Zerlegungen
scheint zu wachsen, was sich durch heuristische Uberlegungen verdeutlichen lift. Jedoch
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muf} natiirlich, solange die Goldbachsche Vermutung nicht bewiesen ist, prinzipiell auch
noch in Betracht gezogen werden, daf es moglicherweise nicht einmal eine einzige Zerlegung
gibt. Der Frage der Anzahl der Goldbach-Partitionen wird in Kapitel 5 nachgegangen. Das
Problem der Bestimmung dieser Anzahl 148t sich durch einen sequentiellen Algorithmus
eigentlich sehr einfach 16sen. Allerdings st6f8t das Verfahren in der Praxis schnell an seine
Grenzen, die vor allem aus dem Mangel an zur Verfiigung stehendem Hauptspeicher resul-
tieren. Es wird zunéchst gezeigt, dafl durch eine Segmentierung des Basisverfahrens ein
Minimum an Speicher geniigt. Allerdings fiihrt die beschriebene Vorgehensweise zunéichst
zu einer deutlichen Erhéhung der Zeitkomplexitit, die jedoch praktisch durch die sich
automatisch ergebende Verteilbarkeit aufgefangen werden kann. Die Ergebnisse der ver-
teilten Berechnung werden schliellich verschiedenen historischen Vermutungen iiber das
Wachstum der Anzahl der Partitionen gegeniibergestellt.

Kapitel 6 stellt ein Verfahren zur verteilten Suche nach modulo p verschwindenden Fermat-
Quotienten zur Basis ¢ fiir prime ¢ und p vor. Die dazu dquivalente Frage der Losbarkeit
der Kongruenz a?~' = 1 mod p? wurde erstmals vor etwa 170 Jahren von N. Abel in
[Abe28] aufgeworfen. Sie steht in engem Zusammenhang mit dem (inzwischen von A. Wi-
les in [Wil95] bewiesenen) letzten Satz von Fermat. Uber die Losungen der Kongruenz oder
ihrer Struktur ist wenig bekannt. Es wird zunéchst ein einfacher Algorithmus beschrieben,
der jedoch in der Praxis entscheidende Nachteile aufweist. Selbst nach der Ersetzung eini-
ger problematischer Stellen verbleiben praktische Schwierigkeiten, die nur durch eine recht
komplizierte, aber letztendlich erfolgreiche Vorgehensweise behoben werden koénnen. Das
resultierende und schliellich implementierte und verteilte Verfahren zeigt eine praktische
Schranke fiir eine im Berechnungsmodell getroffene Idealisierung auf, die trotz der relativ
umsténdlichen Methode nicht durchbrochen werden mufite. Die getroffene Idealisierung
erfihrt damit eine weitere Rechtfertigung.

Abschliefend wird eine Softwareimplementierung zur Steuerung verteilter Rechnungen
vorgestellt. Dabei werden sowohl vernetzte Systeme mit oder ohne gemeinsamem Spei-
cher unterstiitzt als auch einzelne Rechner eingebunden, die nur teilweise netzverbunden
sind oder auch vollig getrennt arbeiten. Durch die relativ schlanke Struktur und einfache
Konfigurierbarkeit ist es prinzipiell moglich, weltweite Rechnerressourcen in eine verteil-
te Rechnung einzubinden. Netzkommunikationen werden dabei weitestgehend vermieden,
um eine Abhéngigkeit von zentralen Servern zu vermeiden. Sdmtliche Rechnungen wur-
den unter Verwendung dieser Software auf relativ kleinen Rechnern an unterschiedlichen
Standorten durchgefiihrt.

Das Ergebnis der Rechnung zur Goldbachschen Vermutung — die Verifikation bis 4 - 10 —
stellt eine Ausdehnung des bisher bestitigten Bereichs auf das Vierfache dar. Die voran-
gegangene Rechnung hatte dabei erst kurz zuvor jeweils zur Hélfte auf einer Grofirechen-
anlage (J.-M. Deshoulliers und H.J.J. te Riele) und einem Parallelrechner (Y. Saouter)
stattgefunden ([Des98]).



Die verteilte Implementierung des segmentierten Verfahrens zur Anzahl der Goldbach-
Partitionen resultierte in der Berechnung der Zerlegungen aller geraden Zahlen unterhalb
von 5-10%, was wiederum einer Vervierfachung des bisher abgedeckten Bereichs entspricht.
Die letzte Berechnung dieser Art wurde 1997 von D. Lavenier und Y. Saouter durchgefiihrt
([Lav98]). Dabei war eine speziell fiir das Problem entwickelte Hardware zum Einsatz

gekommen.

Durch eine maschinennahe Implementierung und Verteilung konnten bisherige Berech-
nungen zum Problem der Fermat-Quotienten um das etwa zwolffache erweitert werden
([Kel97], [Ern97]). Die fiir alle primen a < 1000 und p < 10! durchgefiihrte Rechnung
lieferte acht neue Losungen, darunter eine, die die erste Losung zur Basis a = 929 darstellt.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dafl durch sorgfiltige Implementierung und Vertei-
lung von Algorithmen kleine, kostengiinstige Rechnersysteme durchaus mit speziellen Ar-
chitekturen oder Grofirechnern konkurrieren und diese in ihrer Leistung sogar iibertreffen
konnen. Anhand mehrerer Algorithmen zu Problemen aus der Zahlentheorie wird darge-
legt, wie auch sehr aufwendige Berechnungen durch Verteilung realisiert werden kénnen.
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1.1 Notationen

Die folgende Auflistung gibt einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit verwendeten No-
tationen (nicht notwendigerweise in der Reihenfolge ihres Auftretens). Dabei bezeichnen

kleine griechische Buchstaben gewdhnlich reelle Zahlen, lateinische Buchstaben ganze Zah-
len (speziell sind p und ¢ Primzahlen).

N Die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

No NuU{0}

7 Die ganzen Zahlen {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,... }
R Die reellen Zahlen

|M]| Die Michtigkeit der Menge M

|z Der Betrag einer ganzen Zahl

Pn Die n-te Primzahl

m(x) Die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich z
m|n m teilt n, also n =k -m, wobei k € Z

m fn m teilt n nicht

Die ganze Zahl a,so dafl a < a < a+1
Die ganze Zahl a,sodal a —1 < a <a

99T (m,n) Der grofite, gemeinsame Teiler von m und n

o(n) Die Eulersche Funktion

n mod m Der Rest von n nach Division durch m, also n —m - L%J
3 Existenzquantor

A4 Allquantor

f(z)=g(x) + O(h(z)) 3T c¢,xzo € Rmit c,zg >0: f(z) —g(x) <c-h(z)Vz>x
f(@) ~ g(x) lim, oo £(2)/g(z) = 1

a~b a und b sind ,ungefdhr“ gleich

€ Das leere Wort, die Folge der Léange 0

AV €

Al (a1,a2,...,a;),a; € A Worte der Linge i iiber A

A* U A? die Menge aller unendlichen Folgen iiber A

At Us2, A® die Menge aller nichtleeren Folgen iiber A

T[] Die Selektion der i-ten Komponente eines Tupels T’

M, H?Zl pi das Produkt der ersten k Primzahlen



2 Berechnungsmodell

2.1 Einfiihrung

Bei der Bewertung und beim Vergleich zweier Verfahren, die dasselbe Problem l6sen, sind
im wesentlichen zwei Kriterien von Bedeutung. Einerseits ist man an moglichst kurzer
Laufzeit interessiert, andererseits mochte man den wihrend des Ablaufs ben6tigten Spei-
cher minimieren. Diese beiden Ziele sind nicht unabhéingig voneinander. Hiufig miissen sie
gegeneinander aufgewogen werden, um eine Gesamtoptimierung zu erreichen. Die Dauer,
die ein Verfahren zur Losung eines Problems in Anspruch nimmt, wird als Zeitkomplexitdt
bezeichnet. Der dabei benétigte Speicher wird durch die Raumkomplexitdt beschrieben.
Beide Mafle werden als Funktionen der jeweils festzulegenden Problemgréfie definiert.

Die Analyse der Zeit- und Raumkomplexitit von Verfahren erfordert zunfichst die Be-
schreibung eines formalen Berechnungsmodells. Ein Berechnungsmodell sollte einerseits
eine realistische Abschitzung der Komplexitidten auf einfache Art ermdglichen. Ande-
rerseits darf das Modell keine wesentlichen Leistungseinschrinkungen aufweisen, es mufl
berechnungsuniversell, also Aquivalent zu einer Turingmaschine im Sinne der Berechenbar-

keit von Funktionen sein.

Das hier entwickelte Modell verbindet Elemente einer RAM (Random Access Machine)
und einer RASP (Random Access Stored Program Machine) deren Funktionsweisen wie-
derum auf die von John von Neumann im Jahre 1946 beschriebene sequentielle Rechen-
maschine zuriickgehen. Verschiedene Konstruktionen der Modelle fiithren zu teilweise er-
heblichen Differenzen in den daraus resultierenden Komplexitéiten. Die vorliegende Arbeit
legt besonderen Wert auf Implementierbarkeit und Realisierung der vorgestellten Algorith-
men. Dieser Tatsache wird in der folgenden Konstruktion der Modellmaschine RX-RAM
(Register eXtended Random Access Machine) Rechnung getragen. Dabei wird versucht,
in der Praxis entscheidende Faktoren in das Modell einzubauen um somit realistische Aus-
sagen iiber die Komplexititen der Verfahren treffen zu konnen.

Abschnitt 2.2 beschiftigt sich zunichst mit der formalen Definition sowohl des Modells
als auch der Zeit- und Raumkomplexititen von RX-RAM-Programmen. In Abschnitt
2.3 folgt eine Diskussion der Maschine, wobei neben der Realititsndhe insbesondere der
Vergleich mit anderen Modellen im Vordergrund steht. Anschlielend wird in 2.4 eine
Sprache vorgestellt, die der spiteren Beschreibung von Algorithmen dient. Die operatio-
nelle Semantik der Sprache wird durch Reduktion auf RX-RAM-Operationen definiert,
wodurch eine genaue Festlegung der Komplexitidtsbegriffe auch fiir Programmen der Be-
schreibungssprache méglich wird. Bei der spéteren Analyse der vorzustellenden Verfahren
werden die aus diesem Kapitel resultierenden Komplexititen zur Anwendung kommen.
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2.2 Die Modellmaschine RX-RAM

Definition 2.1 Es sei die Linge 1g : Z — N einer Zahl z € Z fiir 1 < k € N definiert

durch
2 falls z =0
lg(z) =
llog,(]z])] +2 falls 2 # 0

Definition 2.2 (Zelle) Eine Zelle ist ein Platzhalter fiir eine ganze Zahl. Die Darstellung
einer Zahl z innerhalb der Zelle erfolge dabei in 1g(z) Stellen zur Basis & > 1.

Bemerkung. Speziell sei im folgenden k£ = 2 gewéhlt. Dies wird keine Einschrinkung
bedeuten, jede andere Basis hitte ebenso funktioniert. Es sei angenommen, daf} jede Zelle
potentiell unendlich viele Stellen hat, wobei der Inhalt einer Zelle zu jedem Zeitpunkt
eine endliche Darstellung besitzt. Ein Vorzeichenbit existiert, woraus die in 2.1 festgelegte
Lénge resultiert.

Definition 2.3 (Modellmaschine RX-RAM) Eine 7-Tupel Z = (R,S,E, A,I,0,P)
heif}t Register Extended Random Access Machine (RX-RAM). Dabei ist

R = {Ro,Ri,Ry,...,R,} mit p € Ny die endliche Menge der Registerzellen, wobei
speziell Ry der Programmzdhler ist,

S = {51,5,...} die Menge der Speicherzellen,
E = {Ei, Es,...} die Menge der Fingabezellen,
A = {A, Ay, ...} die Menge der Ausgabezellen,

I = {mov,ld,st,add,sub,mul,div,mod,and,or,not,xor,shl,shr,eq,neq} U
{leq,geq,gt,1t,jmp,jz,jgz,jlz,get ,put,end} die Menge der Instruktionen,

O C I x F3 die Menge der Operationen,

P = {P,P,,...} der Programmspeicher.

F=7ZURU/({Sj:jeNUR} U E U A bezeichnet die Menge der Operanden. Die
Elemente P; des Programmspeichers seien Platzhalter fiir Operationen o € O.

Bemerkung. Die Mengen S, R, E, A sind (geordnete) Mengen von Zellen im Sinne von
Definition 2.2. Die in der Definition von F auftauchenden Operanden Sg, sind als ,,Po-
intervariablen“ zu verstehen, R; ist dabei ein Register, das die Adresse einer anderen
Speicherzelle enthilt. Die Definition der Modellmaschine ist unabhéngig vom Inhalt der
Eingabezellen und des Programmspeichers. Formal wird nun eine Modellmaschine RX-
RAM auch als eine Abbildung # : O x Z* — Z7* verstanden. Abbildung 1 zeigt
die Modellmaschine schematisch.
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Eingabeband 3 Programmspeicher 3 Ausgabeband
| Py Py Py |
El | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : "
E, ! T ! By
= ‘ Register ™
R, R, R, Rp
Epg ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A

En ‘ ‘ ‘ ‘ ...... ‘ ‘ A)\

Sl S2

Speicherzellen

Abbildung 1: Die Modellmaschine RX-RAM

Definition 2.4 (Programm) Ein Tupel
P = (p13p23"' apn) mit Kk € Napl anl <1<k

heifit (RX-RAM -)Programm.

Es soll nun einer Modellmaschine ein Programm zugeordnet werden:

Definition 2.5 (Programmierte RX-RAM) Es sei Z eine RX-RAM und P ein Pro-
gramm. Dann heifit eine Abbildung

R[P] : 7t — 7+

programmierte RX-RAM.

Bemerkung. Die Definition ist so zu verstehen, daf sich eine programmierte RX-RAM
aus der Basismaschine durch Fiillen des Programmspeichers mit einem Programm P € O*
ergibt. Programmspeicherzelle P; enthalte also p;. Im folgenden wird nun immer davon
ausgegangen, dafl eine RX-RAM programmiert sei.

Ziel wird es nun sein, die Semantik eines Programms P mit einer mit P programmierten
RX-RAM zu identifizieren. Dazu einige Vorbereitungen.
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Definition 2.6 (Inhalt) Es sei j € N und Z = (R,S,E,A,I,0,P) eine RX-RAM.
Dann bezeichne s; die ganze Zahl in Speicherzelle S;, r; diejenige in Register R; (fiir
j < p) sowie e; und a; die in Eingabezelle E; bzw. Ausgabezelle A;. Die Funktion
c: F — Z weist einem Operanden F' einen Inhalt zu:

r

F FeZ

e; falls F'=E;
aj falls F = Aj
o(F)=1{s, falls F =S5
rj falls F' = R;

s; fallst = rjundF = S,

\

Definition 2.7 (Konfiguration der Modellmaschine) Eine Konfiguration K; (i € Np)
einer Modellmaschine RX-RAM ist ein Quadrupel (R, S, E, A). Dabei seien

T0,T1,72,... ,Tp) die Inhalte der ersten p Register,
S1,82,83,... ,5,) die Inhalte der ersten o Zellen aus S,

€k, €k+1,--- ,ey) die n —k + 1 noch zu lesenden Eingabezellen,

(
(
(
(

e W
Il

ai,az, ... ,ay) die Inhalte der bisher beschriebenen A Ausgabezellen.

o und o sind die maximalen Indizes aller bisher verwendeten Register- bzw. Speicherzellen.
Die Inhalte der bisher nicht verwendeten Zellen mit einem Index kleiner ¢ bzw. kleiner o
seien dabei 0. Die Startkonfiguration einer Maschine sei Ko = ((1),¢, (e1,€2,... ,€p),€).
Im Falle eines maximalen Index 0 wird die entsprechende Koordinate (aufier R) mit dem
leeren Wort ¢ identifiziert. Die Menge aller Konfigurationen wird mit K bezeichnet.

2.2.1 Operationen der Modellmaschine

Tabelle 1 ordnet den Operationen der Modellmaschine eine Semantik .7 : O — (K — K)
zu. Die (partiellen) Funktionen .#[o] : K — K werden tabellarisch durch Angabe
der Folgekonfiguration K;i; der als gegenwirtig angenommenen Konfiguration K; defi-
niert. Dabei werde in R bzw. S von K;,; jeweils der Inhalt der j-ten Zelle verdndert
(j = 0 fir die Instruktionen jmp, jz, jgz, jlz, j > 0 sonst). Dariiber hinaus seien
rop,rop; € R, sop € {S;:7 € NUR} und I € N. Formal wird den zweistelligen Operatio-
nen als drittem Operanden die Zahl 0 zugeordnet, im Falle von end 0,0,0. Falls bei den
Sprung-Instruktionen jmp, jz, jgz, jlz fir ein [ und ein Programm P = (pi,... ,px)
gilt I ¢ {1,...,k}, so sei die Folgekonfiguration definiert als ((0,...),S,E, A) (Abfan-
gen illegaler Spriinge durch Halten der Maschine). Dieselbe Folgekonfiguration sei auch
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filr Anweisungen definiert, die auf nicht existierende Register zugreifen. Es gibt keine

Operation zur Anderung des Programmspeichers. Daraus folgt, daB eine programmierte
RX-RAM eher als RAM denn als RASP zu verstehen ist. Eine Diskussion folgt in 2.3.

| Operation o; | Bedeutung | Folgekonfiguration K;11 = . [0;](K;) |

(mov, R;,r0p,0) Verschiebung ((ro+1 ,c(rop),...), S, E, A)

(14, R;, sop,0) Laden ((ro+1,...,c(sop),...),S,E, A)

(st,Sj,rop,0) Speichern (ro+1,...),(-.. ,c(rop),...),E, A)

(add, Rj,rop1,rop2) | Addition ((ro+1,...,c(rop1) + c(rops),...),S, E, A)

(sub, Rj,rop1,r0p2) | Subtraktion ((ro+1,...,c(rop1) — c(rops),...),S, E, A)

(mul, R;,rop1,7op2) | Multiplikation ((ro + 1, c(ropy) - ¢(ropa),...),S, E, A)

(div, Rj,rop1,rop2) | Division ((ro +1,...,c(ropy)/c(rops)],...),S, E, A)

(mod, R;,r0p1,70p2) | Rest nach Division ((ro+1,...,c(ropr)%c(rops),...),S, E, A)

(and, Rj,rop1,r0p2) | bitweises Und ((ro+1,...,c(rop1) A c(rops),...),S, E, A)

(or, R;,r0p1,T0D> bitweises, inkl. Oder | ((ro +1,...,c(rop1) V c(ropz2),...),S, E, A)

(not, Rj,rop,0) bitweise Negation ((ro+1,...,-¢(rop),...), S, E, A)

(xor, Rj,rop1,rops) | bitweises, exkl. Oder | ((ro +1,...,c(rop1)Ve(rops),...),S, E, A)

(shl, Rj,rop1,rop2) | bitweiser Linksshift ((ro+1,...,c(rop1) < c(ropa),...),S,E,A)

(shr, Rj,rop1,rop2) | bitweiser Rechtsshift | ((ro +1,...,c(ropi) > c(rops),...),S, E, A)

(eq,R;j,rop1,rops) Gleichheit ((ro+1,...,1,...),S, E, A), falls rop; = rops
((ro+1,...,0,...),S, E, A), sonst

(neq,Rj,rop1,rop2) | Ungleichheit ((ro+1,...,1,...),S, E, A), falls rop; # rops
((ro+1,...,0,...),S,E, A), sonst

(gt,R;,rop1,rops2) Vergleich ((ro+1,...,1,...),S, E, A), falls rop; > rops
((ro+1,...,0,...),S,E, A), sonst

(1t,R;,rop1,rop2) Vergleich (ro+1,...,1,...),S, E, A), falls rop; < rops
(ro+1,...,0,...),S,E, A), sonst

(geq,Rj,ropi,rops) | Vergleich ((ro+1,...,1,...),S, E, A), falls rop; > rops
(ro+1,...,0,...),S,E, A), sonst

(leq,Rj,ropi,rop2) | Vergleich ((ro+1,...,1,...),S, E, A), falls rop; < rops
((ro+1 ,0,...),S,E, A), sonst

(jmp, Ry, [,0) unbed. Sprung «a,...),S,E A

(jz, Ro,!,rop1) bedingter Sprung (a,...),S,E,A), falls ropy =0
((ro+1,...),S,E,A), sonst

(jgz, Ro,l,rop1) bedingter Sprung «a,...),S,E,A), falls rop, >0
((ro+1,...),S,E,A), sonst

(jlz, Ro,l,rop1) bedingter Sprung «a,...),S,E,A), falls rop; <0
((ro+1,...),S,E,A), sonst

(get,R]’,Ek,O) Eingabe (ro+1,...,ex,-.-),S, (€xt1,--- :€|E|)5A)

(put, Ag,r0p1,0) Ausgabe ((ro+1,...),S,E,(a1,as,... a4}, c(rop1)))

(end, 0,0,0) Halten ((0,r1,72,...),S, E, A)

Tabelle 1: Operationen der Modellmaschine RX-RAM
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Definition 2.8 (Binire Operationen) Es seien z; und z; zwei ganze Zahlen mit Binér-
darstellung z1 = (Zpm, Tm—1,--- ,Z1,20), 22 = (Yn, Yn—1,- - - ,Y1,Y0), WObei x;,y; € Zo, T}, =
0 Vk > m und yr = 0 Vk > n. Dann sind die bitweisen Operationen aus Tabelle 1 wie
folgt definiert:

Z21 N\ 22 (xmm(m,n) “Ymin(mm)s -+ 221 "Y1, 20 yO)
Z21Vaz = (xmax(m,n) " Ymax(m,n) + Lmax(m,n) + Ymax(m,n)s -+ » L0 " Yo +Zo + yO)
21 v z2 = (xmax(m,n) + Ymax(mn)s -+ &1 + Y1, %o + ?JO)
il = (em+1l,zma+1,... 21+ 1,x0+ 1), fiir 21 #0

(1), falls z; =0
<z = (Tm,Tm-1,...,%0,0,0,...,0), falls z > 0, sonst z; > —=z

z

21> 2 = (Tm,Tm—1,-..,%), falls 2> 0, sonst z; K —z

(Multiplikation und Addition finde dabei in Z, statt.)

Ein Rechenschritt ist ein Konfigurationsiibergang einer Modellmaschine gemifl der Defi-
nition der Operationssemantik ., also K1 = [p.,](Kj).

Definition 2.9 (Semantik von RX-RAM-Programmen)
Es sei P = (p1,p2,... ,px) €in Programm und Ko = ((1),¢,(e1,e2,... ,€y),€) eine An-
fangskonfiguration. Dann sei die zugehorige Berechnung (Ko, ... , Kj,...) festgelegt durch

K {,7 [p ij[l]]](K ;) falls K; keine Endkonfiguration ist
j1 =

K; sonst

Dann wird die Erweiterung der Operationssemantik folgendermaflen festgelegt:

Kena falls end = min{j : K; ist Endkonfiguration}
undefiniert sonst.

7 [[P]](Ko)Z{

Dann ist die Abbildung Z[P] fiir ein gegebenes Programm P definiert durch die Inhalte
des Ausgabebandes A der Endkonfiguration K,,4 bei Eingabe E = (eq, ez,... ,€,), also

(Z*[P](((1),e, E,e)))[4] falls S*[P](((1),e, E,¢e))) definiert

undefiniert sonst

Z[PI(E) = {
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Beispiel 2.10
Gegeben sei eine RX-RAM ({Ro, Rl, RQ}, {Sl, SZ, cee }, {El, Eg, cee }, {Al, cee }, I, O, P)[[P]]

Das Programm P sei dabei wie folgt definiert:

4!
p2
p3
Ppa
ps
Ps
pr
p8
P9

(get, Ry, Fq, 0)
(get, Rs, E>, 0)
(add, Rl, Rl, Rg)
(sub, RQ, Rl, 100)
(jgz, Ro, 8, R)
(put, A1, 100,0)
(jmp, Ro, 9,0)
(put, A1, R1,0)
(end, 0,0,0)

P bildet die Summe der Eingabewerte e; und ey, vergleicht diese mit 100 und gibt den

grofleren Wert nach A; aus. Eine Beispielrechnung mit Eingabewerten 17 und 4 sieht

dabei wie folgt aus:

1),e, (17,4), ¢)
2,17), 2, (4),)
3,17,4),¢,¢,¢)
4,21 4) €,€,€)
5,21,—79),¢,¢,¢€)
6,21,—79),¢,¢,¢)
7,21, -79), e, e, (1
9,21,-179),¢,¢,
0,21,-79),¢,

Die Semantik des obigen Beispielprogramms P ist

Z[P]((17,4)) = (< [PI(((1),

2.2.2 Kosten von Maschinenoperationen

(100
(100
e, (100))

)
)

g,(17,4),¢)))[4] = ((0,21, —

e, (100))[4] = (100)

Es werden nun den Operationen der Modellmaschine Kosten zugeordnet. In der Literatur

werden im allgemeinen zwei verschiedene Anschauungen vertreten:

Das gleichformige Kostenkriterium ordnet jeder Operation genau eine zeitliche Kostenein-

heit und jeder Zelle genau eine rdumliche Kosteneinheit zu. Der Vorteil dieses Vorgehens

ist die Einfachheit der Bestimmung der Komplexitéiten. Was diese Art der Kostendefini-

tion aber unrealistisch macht, ist die Tatsache, dafl dabei weder Riicksicht auf die Grofie
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der Operanden noch auf die Art der Operation genommen wird. Tatséchlich spielt aber
beides in der Realitdt eine entscheidende Rolle.

Das logarithmische Kostenkriterium definiert die Kosten jeweils in Abhéngigkeit der Linge
der auftretenden Operanden. Dies fithrt prinzipiell zu einer besseren Ubereinstimmung der
Komplexitéitsvoraussagen mit den zu beobachtenden Laufzeiten und dem Speicheraufwand
von Implementierungen eines Verfahrens. Der Nachteil des logarithmischen Kriteriums ist
die Schwierigkeit der genauen Bestimmung der Komplexititen an sich, da gerade iiber die
Linge eines Operanden hiufig keine genaue Aussage getroffen werden kann.

Der hier definierte Kostenbegriff orientiert sich am logarithmischen Kostenkriterium. Es
wird nun zunéchst der zeitliche Aufwand von Rechenschritten der RX-RAM definiert. Ne-
ben den eigentlichen Kosten bei der Ausfiithrung einer Operation wird dabei beriicksichtigt,
daf} Speicherzugriffe sowie Ein- und Ausgabe zusitzliche Zeit bendtigen. Dartiber hinaus
wird die Art der Operation unterschieden. Einfachen Operationen wie Additionen werden
geringere Kosten zugeordnet als etwa Multiplikationen.

Eine spétere Vereinfachung, die sich hauptséichlich aus der Beschrinkung der Grofle realer
Rechnerworte ergibt, wird das verwendete Mafl zwar wieder in die ,Nadhe“ des gleichférmigen
Kostenkriteriums riicken. Allerdings werden nach wie vor die Zugriffskosten sowie die Un-
terschiede der jeweiligen Operationen beachtet. Das resultierende Modell wird es erlauben,
recht prizise Aussagen iiber die Komplexititen der Verfahren zu treffen.

Definition 2.11 (Zugriffskosten auf Operanden) Es sei /' € F. Dann bezeichnet
top : F — Ng definiert durch

0 falls FF € Z oder F € R
top(F) = {1g(j) falls F = Ej oder F = A; oder F = S;
lg(r;) falls F' = Sg;.

die Zugriffskosten auf den Operanden F'.

Bemerkung. Es wird zwischen den verschiedenen Arten der Operanden unterschieden. Der
Zugriff auf die Registerzellen erfolgt genauso schnell wie auf Konstanten, ndmlich sofort.
Dahingegen ist ,gewohnlicher Speicher sowie Ein- und Ausgabe relativ langsam. Not-
wendige Adrefberechnungen spiegeln sich in den Zugriffskosten auf Nicht-Registerzellen
wider. Dafl dem indirekten Speicherzugriff dabei keine héheren Kosten als dem direkten
Zugriff beigemessen wird, liegt an der (realistischen) Einschrinkung, dafl sich Adressen
dabei bereits in Registern befinden und der Zugriff auf diese sofort erfolgt.

Es folgt nun die Zuordnung von Kosten zu den verschiedenen Operationen der Modellma-
schine.
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Definition 2.12 (Ausfiihrungskosten, Zugriffskosten von Operationen)
: O — N sowie die Zugriffskosten t, : O — Ngo von Opera-
tionen der Modellmaschine sind durch Tabelle 2 bzw. 3 angegeben. Dabei sei uninstr €

Die Ausfiihrungskosten tg

{mov,not, jz, jgz, jlz}, bininstr € {add, sub, and, or, xor, shl, shr, eq, neq, geq, leq, 1t, gt},

rop,rop; und rop; € R und sop € {S;:7 € NUR}.

Operation o € O | Zugriffskosten t(0)
(14, R;, sop,0) top(sop)

(st, sop,rop,0) top(s0p)

(get, Rj, Ei, 0) top(Ei)

(put, A;, rop,0) top(A;)

Tabelle 2: Zugriffskosten von RX-RAM-Operationen

Operation o € O

Ausfithrungskosten ¢,(0)

1d, R;, sop,0)
st, sop, rop, 0)
mul, R;, rop:, rops)

lg(c(sop))
Ig(c(rop))
M(lg(c(rop)),1g(c(rops)))

(

(

( 1

(div, Rj,rop1,rop2) d - M(lg(c(rop1)),lg(c(rop2)))
(mod, R;, rop:, rop2) d - M(lg(c(rop1)),lg(c(rop2)))
(jmp, Ro, b) 1

(get, R;, E;,0) lg(e;)

(put, 4;,rop,0) lg(e(rop))

(end, 0,0,0) 1

(uninstr,R;,rop,0) lg(e(rop))
(bininstr,R;,rop1,rop2) | lg(c(rop:)) + lg(c(rops:))

Tabelle 3: Ausfithrungskosten von RX-RAM-Operationen

Bemerkung. Die Kosten, die die verschiedenen Operationen verursachen, sind folgen-
dermaflen motiviert: Einfachen, bindren Operationen wie Addition und bitweiser Ver-
kniipfung/Verschiebung wird die Summe der Gréflen ihrer Operanden in Bits als Ko-
Die Ko-
sten M (lg(rop1),lg(ropz)) der Multiplikation seien an dieser Stelle nur durch £ - n#* mit
2

entspriche dabei der ,,Schulmultiplikation®). Die Division unterscheide sich von der Mul-

sten zugeordnet. Dies entspricht der naiven Berechnung ,auf dem Papier*.

n = max(lg(c(rop1)),lg(c(rops))), 1 < p < 2 und konstantem k > 1 eingeschriankt (u =

tiplikation nur durch einen konstanten Faktor d, hier sei nur d > 1 festgelegt. Eine genaue
Diskussion von M und d findet in Abschnitt 2.3.3 statt. Den Sprung- und Zuweisungs-
operationen werden nur geringe Kosten zugeordnet. Die Realitéitsnihe der hier definierten
zeitlichen Kosten wird im Abschnitt 2.3.4 betrachtet.
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Die Summen der jeweiligen Spalten bilden nun die Gesamtkosten, die eine Operation
verursacht:

Definition 2.13 (Gesamtkosten einer Operation) Die Gesamtkosten t, einer Ope-
ration o € O sind definiert durch

tg (0) =t (0) + ta(o)

Es soll nun die Dauer einer Rechnung der RX-RAM definiert werden.

Definition 2.14 (Laufzeit) Die Laufzeit r¢ einer Rechnung (K j)gﬁ% ist definiert durch

end—1

rt((Kj)) = Y ty(0),

j=0

wobei o; die Operation beim Konfigurationsiibergang von K; nach K Operation in der
Rechnung ist.

Bemerkung. Unter Verwendung des gleichformigen Kostenkriteriums wiirde man die
Anzahl der Rechenschritte als Laufzeit definieren.

Beispiel 2.15 Die Laufzeit der Rechnung im Beispiel ergibt sich wie folgt:

o t2(0) ta(o)
(get,Rl,El,O) 1 )
(get,RQ,EQ,O) 2 3
(add, Rl, Rl, RQ) 0 8
(sub, RQ, Rl, 100) 0 12
(ng,R0,8,R2) 0 7
(put, A, 100, 0) 1 7
(jmp, Ry, 9,0) 0 1
(end, 0,0, 0) 0 1
rt((K;)) 4 +44 =48

Im Falle, da} nur ein Register vorhanden ist, erhéht sich die Laufzeit (durch Speicherzu-
griff) bereits auf 54.

Die folgende Definition legt das Mafl fiir den wéihrend einer Berechnung erforderlichen
Speicher fest.
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Definition 2.16 (Speicheraufwand) Es sei (K;) eine Rechnung mit Endkonfiguration
Keng = ((0,71,72,...,70),(51,52,... ,84),¢,(a1,... ,ay)). Dann ist der Speicheraufwand
rs von (K;) definiert durch

g
rs((Kj)) = Og?géld{lg(sk) : 8 ist Inhalt von Sj in KZ}}
0
1 : 1, ist Inhalt Ry in K;
+ Ogggd{ g(rk) : g ist Inhalt von Ry in Z}}

Bemerkung. Der Speicheraufwand einer Rechnung ergibt sich also, indem man fiir jede
einmal verwendete Zelle das Maximum der Stellen aller Zahlen addiert, die in der Zelle
wahrend der Rechnung vorkamen. Dabei gehen alle nicht verwendeten Zellen, die jedoch
einen Index kleiner als eine verwendete Zelle haben, mit einem Beitrag von 1 ein. An
dieser Stelle tritt eine ungewohnliche Eigenschaft der RX-RAM (bzw. jeder Maschine
mit obigem Raummaf) zutage: In polynomieller Laufzeit ist es moglich, exponentiell viel

Speicher zu verwenden.

Beispiel 2.17 Der Anteil von Register Ry zur Speicherkomplexitéit betrigt 6, der von
Register Ry 8, insgesamt betrigt der Speicheraufwand des Beispiels also 14.

Sowohl Zeit- als auch Raumkomplexitit von RX-RAM-Programmen sollen nun formal
definiert werden. Sie werden jeweils iiber die Linge der Eingabe festgelegt, die wiederum
als Summe der Léngen der einzelnen Eingabezellen zu verstehen ist. Beide Definitionen
gehen vom jeweils schlechtesten Fall aus, der fiir simtliche Rechnungen bei fester Einga-
belinge moglich ist. Es werden dabei nur korrekte Programme betrachtet, d.h. illegale
Registerzugriffe seien ausgeschlossen.

Es sei in den folgenden Definitionen #Z[P] eine RX-RAM mit Startkonfiguration Ky =

((1),e,(e1,€2,... ,ep),€).

Definition 2.18 (Zeitkomplexitit)
Die Zeitkomplezitit t(n) eines RX-RAM-Programms P sei definiert durch

n
t(n) = max{rt((Kj)) : (Kj) ist Berechnung, Zlg(ei) = n}

i=1
Im Falle, daf} die rechte Seite dabei undefiniert ist, setze t(n) = oco.
Bemerkung. Die Zeitkomplexitit ist also das Maximum aller moglichen Laufzeiten fiir

Eingaben der Linge n, wobei hiermit die Summe der Lingen aller Eingabezellen gemeint
ist.
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Definition 2.19 (Raumkomplexitét)
Die Raumkomplexitit s(n) eines RX-RAM-Programms P sei definiert durch

n
s(n) = max{rs((Kj)) : (Kj) ist Berechnung,n = Zlg(ei)}
i=1

Im Falle, daf} die rechte Seite undefiniert ist, setze s(n) = oo.

Bemerkung. Alternativ zu obigen Definitionen wére es moglich, die Komplexitéten als
durchschnittlich zu erwartende Werte festzulegen.

2.3 Diskussion der Modellmaschine RX-RAM
2.3.1 Vergleich mit anderen Modellen

Eine Definition eines Berechnungsmodells, das sich an realen Maschinen orientiert, findet
sich erstmals in [Elg64]. Dabei handelt es sich um ein Modell, bei dem das Programm selbst
im Speicher liegt (Random Access Stored Program Machine, RASP) und verinderbar ist.
Ein Maschine mit fest verdrahtetem Programm wird als Random Access Machine (RAM)
bezeichnet. Die erste RAM geht auf [Coo73] zuriick.

Da sich in einer RX-RAM zwar ein Programmspeicher befindet, dieser aber nach einer
Programmierung nicht verdnderlich ist, ist eine programmierte RX-RAM eher als RAM
denn als RASP zu verstehen. Die Unveréinderlichkeit des Programms stellt allerdings keine
Einschrinkung dar. In [Aho74] wird gezeigt, daf RASP-Modelle linear zeitverkniipft mit
RAMs sind.

Umfangreiche Diskussionen und Vergleiche auch mit anderen Berechnungsmodellen fin-
den sich z.B. in [Wag86], [Rei90]. Die verschiedenen Beschreibungen der Modellmaschine
RAM entsprechen meist einer programmierten RX-RAM mit einem oder gar keinem
ausgezeichneten Rechenregister. Die fehlende Existenz mehrerer Register erfordert die
Moglichkeit, Speicherzellen direkt als Operanden zuzulassen, was zumindest dann kri-
tikwiirdig erscheint, wenn dies nicht in der Definition der Zugriffskosten beriicksichtigt
wird. Oft wird auch auf die Unterscheidung von Speicher und Registern ganz verzichtet.
Mehrere Rechenregister, die das vielfache Verschieben von Operanden iiberfliissig machen,
sparen Zugriffskosten und beschleunigen eine Rechnung der RX-RAM gegeniiber Einre-
gistermaschinen um einen konstanten Faktor (siehe 2.20).

Hé&ufig dienen Berechnungsmodelle eher theoretischen Betrachtungen denn als Hilfsmittel
zur FKinschitzung praktischer Laufzeiten. Allerdings gibt es auch Beschreibungen, die sehr
praktisch orientiert sind. So wird beispielsweise in [Knu81la] ein Modell definiert, das eine
»Mischung“ aus 16 (!) realen Maschinen darstellt.



2.3 Diskussion der Modellmaschine RX-RAM 19

Neben den Unterschieden in der Definition von Zugriffskosten — falls iiberhaupt vorhan-
den - spielt die Zuordnung der Ausfithrungskosten an die Operationen eine entscheidende
Rolle. Die Annahme, da$ sich die multiplikativen Operationen in linearer Zeit bewéltigen
lassen, entspricht nicht dem heutigen Wissensstand (siehe auch 2.3.3 und 2.3.4). Die hier
getroffene Einschrinkung der Komplexitdt von Multiplikation und Division erzeugt eine
maximal polynomielle Zeitverkniipfung zwischen RX-RAM und RAM, was hier festge-
halten werden soll:

Behauptung 2.20 RAM und RX-RAM sind maximal polynomiell zeitverkniipft.

Beweis. Es geniigt, jede Operation der Form (instr,res, op1,op2) durch die folgenden
drei Operationen zu ersetzen: (ld, reg,opi) (instr, reg,ops) (st, res,reg). Im Falle,
dafl Multiplikation und Division in der RAM-Definition als in logarithmisch linearer Zeit
durchfithrbar festgelegt sind, ergibt sich also eine maximal polynomielle Zeitverkniipfung.

O

Eine exakte Diskussion um die Auswirkung der Anzahl der Register auf die Zeitkomple-
xitdt von Programmen scheint wenig aussichtsreich, da sich immer ein Programm ange-
ben lif3t, das auf reguliren Speicher zugreifen mufl. Beobachtungen und Analysen des
Assemblercodes realer Programme zeigen jedoch, dafy die Anzahl der Speicherzugriffe auf
Operanden arithmetischer Operationen im Durchschnitt sehr gering ist.

Im folgenden sei eine RAM gleichbedeutend mit einer RX-RAM, die nur ein einziges
Register besitzt. Dabei werde das logarithmische Kostenkriterium zugrunde gelegt und
keine Festlegung der Kosten von multiplikativen Operationen der RAM getroffen.

2.3.2 Berechnungsuniversalitit

Satz 2.21 (Berechnungsuniversalitiit)
Die Modellmaschine RX-RAM ist berechnungsuniversell.

Beweis. Eine RX-RAM kann eine Turingmaschine mit & Béndern auf folgende Wei-
se simulieren: Das i-te Band sei in Speicherzelle S; dargestellt, die Stellen von S; re-
prasentieren dabei die Zellen des i-ten Bandes. Die Positionen der Képfe des i-ten Bandes
seien in Sky; abgelegt. Der Zugriff auf die einzelnen Stellen einer Speicherzelle und da-
mit auf die Zellen der Turingmaschinenbdnder kann durch die RX-RAM-Instruktionen
shl und and erfolgen. Der aktuelle Zustand der Turingmaschine sei z.B. in Sor;1 ge-
speichert. Das RX-RAM-Programm kénnte nun folgendermaflen vorgehen, um einen
Turingmaschinen-Ubergang zu simulieren: Zunichst werden die aktuellen Eintriige der k-
Bénder in Zelle S99 abgelegt. Dann wird der aktuelle Zustand aus Soi1 angehiingt. Die
Uberfiihrungsfunktion der Turingmaschine befinde sich in Sy 3 bis S.(2k+3+2+.|z])> Wobel
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|Z| die Méchtigkeit der Zustandsmenge sei. Diese muff nun durchlaufen und nach dem
Argument so;o durchsucht werden, um die Konsequenzen (z.B. dhnlich codiert in einer
Zahl) zu ermitteln und in den Registern zu realisieren. Auf die formale Ubersetzung des
Turingmaschinenprogramms soll nicht verzichtet werden, sie erfolgt jedoch als Nachtrag,
sobald eine hohere Programmiersprache zur Beschreibung des Verfahrens zur Verfiigung
steht. |

Bemerkung. Auch die Umkehrung gilt: Eine Turingmaschine kann eine RX-RAM simu-
lieren. Beweise fiir RAMs, die sich nach 2.20 vom hier vorgestellten Modell ja maximal po-
lynomiell in ihrer Zeitkomplexitidt unterscheiden, finden sich z.B. in [Aho74] und [PauT78].
Dort wird auch gezeigt, daB Turingmaschine und RAM polynomiell zeitverkniipft sind,
d.h. fiir jede RAM gibt es eine Turingmaschine, die sie in polynomieller Laufzeit simuliert
und umgekehrt.

RX-RAM und Turingmaschine sind also von ihrer Leistung her — womit die Fahigkeit
zur Berechnung von Funktionen gemeint ist — gleichwertig. Alle turingberechenbaren
Funktionen sind auch RX-RAM-berechenbar.

2.3.3 Multiplikation und Division

Die Kostenfunktion M der Multiplikations- und Divisionsoperationen der RX-RAM soll
zunichst nicht genauer festgelegt werden. Eine mogliche Festlegung, die der Realitét nahe
kommt, ergibe sich aus der Methode von Karatsuba [Knu81b]:

M (Ig(c(ropy)),lg(c(rops))) = oklog, 3

mit £ — 1 < max(lg(rop1),lg(ropz)) < k. Da log, 3 =~ 1,59, ist dies wesentlich schneller als
die Schulmultiplikation. Es gibt zwar Algorithmen, die die Multiplikation noch schneller

3,5
ausfithren (z.B. Toom-Cook (O(lg(n)H\/m log(log(n)))), oder Schinhage-Strassen
(O(log(n) log(log(n)) log(log(log(n)))))), diese lohnen sich aber erst bei sehr grofien Ope-
randen. Eine Beriicksichtigung solcher Verfahren bei hauptséchlich kleinen Operanden
fiihrt zu allgemein unrealistischen Aussagen. Sie sind aber durch die Einschréinkung von
M in 2.2.2 nicht ausgeschlossen. Dafl die Division bis auf einen konstanten Faktor — hier
mit d bezeichnet — dieselbe Zeit wie die Multiplikation benétigt, wird z.B. in [Knu81b]
gezeigt und d nach oben auf 8 beschrinkt. In [Knu81b] und [Aho74] finden sich detaillier-
te Diskussionen verschiedener Multiplikations- und Divisionsalgorithmen. Auch auf eine
genauere Festlegung von d soll an dieser Stelle verzichtet werden (zum Vorteil zunéchst
unterlassener Festlegungen siehe auch 2.3.4).
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2.3.4 Realitidtsnihe

Heutige Prozessoren realer Rechner verfiigen iiber eine Vielzahl an schnellen Rechenregi-
stern. Die meisten Berechnungen koénnen innerhalb des Prozessors ohne zusétzliche, teure
Speicherzugriffe stattfinden. Diese Tatsache wird im vorgestellten Modell (insbesondere
auch im nichsten Abschnitt) beriicksichtigt. Andererseits sind keine Algorithmen bekannt,
die in linearer Zeit multiplizieren oder dividieren kénnen. Die in der Beispieldefinition
von M auftauchende ,Teile und herrsche“ -Methode von Karatsuba wird heute h&ufig
softwareméflig implementiert, falls die Operanden die Maschinenwortldnge {iberschreiten
(z.B. bei long long-Datentypen). Tabelle 4 gibt einen Vergleich der durchschnittlichen
Laufzeiten verschiedener Operationen auf realen Maschinen. Dabei wurde die Zeit einer
Addition als Einheit festgelegt. Die Durchfithrung der Tests fand auf sieben verschiede-
nen Rechnern statt, die mit fiinf Prozessortypen unterschiedlicher Bauarten ausgeriistet

waren.
Operation Dauer
Addition 1
Multiplikation 4.5
Division 21

Sequentieller Speicherzugriff 3,5

Tabelle 4: Relative, reale Laufzeiten von Operationen

Modulorechnung und bitweise Operationen entsprachen dabei den Werten fiir Division
bzw. Addition.

Die Analyse der vorzustellenden Algorithmen wird zunéchst unabhéingig von einer genau-
en Festlegung der Kosten fiir Multiplikation und Division vorgenommen und erst spéter
anhand von Messungen auf realen Maschinen bewertet werden. Diese Vorgehensweise &£t
eine spéitere Aussage zu Laufzeiten auch dann noch zu, wenn sich die Kosten der multi-
plikativen Operationen und der Speicherzugriffe in der Realitit gefindert haben sollten.
Additionen kosten auf realen Maschinen etwa genausoviel wie die sonstigen, elementaren
Operationen, was sich im hier festgelegten Kostenmafl widerspiegelt. Sprungoperationen
sind keine zusétzlichen Kosten beigemessen. Techniken wie Pipelinening sorgen in der
Realitit dafiir, daBl der Zugriff auf die als nichstes auszufithrende Operation tatsédchlich
sehr schnell erfolgt. Die Festlegung eines Beitrages zur Raumkomplexitédt nicht wirklich
verwendeter Zellen, die allerdings einen kleineren Index als eine andere, verwendete Zelle
besitzen, ist nicht unrealistisch, da in einem Programm hiufig Liicken im Speicher in Kauf
genommen werden miissen. Das logarithmische Maf} an sich ist allerdings bei der Bewer-
tung des Speicheraufwandes insofern nicht unproblematisch, als dafl in realen Maschinen
Speicherplitze immer eine feste Grofie in Form von Maschinenworten einnehmen. Auf
diese Tatsache wird im folgenden Abschnitt noch Riicksicht genommen.
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2.4 Die Algorithmen-Beschreibungssprache ADL

Maschinenprogramme sind aufgrund ihrer Uniibersichtlichkeit zur Beschreibung von Algo-
rithmen ungeeignet. Auch wenn es in der Praxis notwendig sein kann, auf Assemblerspra-
chen zuriickzugreifen (siehe Kapitel 6), ist es im allgemeinen giinstiger, zur Implementie-
rung eines Verfahrens eine hohere Sprache zur Verfiigung zu haben. Zu diesem Zweck wird
nun die Sprache ADL (Algorithm Description Language) entwickelt, die an die realen Pro-
grammiersprachen C und Pascal angelehnt ist und dabei versucht, vorteilhafte Konzepte
beider zu vereinigen. Dabei wird auf die Einfithrung verschiedener Datentypen und daher
auch auf Deklarationen ginzlich verzichtet. Die einzige Datenstruktur sind Felder, Stan-
darddatentyp sind ganze Zahlen. In Abschnitt 2.4.1 wird zunéichst die Syntax der Sprache
ADL in Backus-Naur-Form angegeben. Abschnitt 2.4.2 definiert die operationelle Seman-
tik von ADL durch Ubersetzung in RX-RAM-Maschinenoperationen. SchlieBlich wird in
2.4.4 mit dem Ziel der spiteren Komplexitéitsanalyse der vorzustellenden Algorithmen eine
genaue Aussage iiber die Zeit- und Raumkomplexititen von AD L-Konstrukten getroffen.

2.4.1 Syntax der Sprache ADL

Tabelle 5 gibt die Syntax der Sprache ADL in Backus-Naur-Form an. Dabei bedeutet
{z} beliebig oftmaliges (auch kein) Auftreten von z und [z] ein oder kein z. Im Falle von
Mehrdeutigkeiten werden Terminalsymbole unterstrichen dargestellt.

Beispiel 2.22 Das Beispiel konnte in ADL nun folgendermafien aussehen:

Algorithmus 2.1 Summe und Mazimum

1: s1 <« dnput() { Eingabe des ersten Summanden }
2: s9 < input() { Eingabe des zweiten Summanden }
3: sum < s;+s2 { Bildung der Summe }

4: if sum < 100 then { Summe ist kleiner als 100 }

5 output(100)

6: else { Summe ist grofer als 100 }

7. output(sum)

8

. end if

Bemerkung. Strenggenommen sind tiefergestellte Indizes in der Definition von ADL nicht
enthalten. s; ist als sl zu interpretieren.



2.4 Die Algorithmen-Beschreibungssprache ADL 23

<algorithm>

<program>
<statement >

<empty statement>
<compound statement>
<labeled statement >
<conditional statement>

<iteration statement>
<assignment statement>
<comment >

<while statement>
<repeat statement>
<for statement>

<jump statement>
<expression>

<relational operator>

<logical operator>
<comparison operator>
<binary operator>
<arithmetical operator>
<unary expression>
<unary operator>
<primary expression>
<variable>
<identifier>
<constant text>
<constant>

<boolean constant>
<number>

<letter>

<digit>

<nonzero digit>
<procedure call>
<function call>
<procedure identifier>
<function identifier>
<builtin procedure>
<builtin function>
<argument list>

Algorithmus <number>.<number> <constant text>

<program>

<statement>

<compound statement> | <labeled statement> |
<conditional statement> | <iteration statement> |

<jump statement> | <procedure call> |

<assignment statement> | <empty statement>

€

<statement> <comment> {<statement>}

<identifier> : <statement>

if <expression> then <statement> { elsif <statement> }
[else <statement>] end if

<while statement> | <repeat statement> | <for statement>
<variable> ¢+ <expression>

{ <constant text> }

while <expression; do <statement> end while

repeat <statement> until <expression>

for <assignment statement> to <expression>

do <statement> end for

goto <identifier> | continue | break | return <expression>
<unary expression> |

<expression> <relational operator> <unary expression>
<logical operator> | <comparison operator> |

<binary operator> | <arithmetical operator>

and | or

—1Al<I> <2

ANVIVIL]>

+ - x|+|%

<unary operator> <primary expression> | <primary expression>

|- | not | -
<variable> | <constant> | <function call> | ( <expression> )
<identifier> { [ <expression> | }

<letter> {<letter> | <digit> | — }

{ <letter> | <digit> | U }

<boolean constant> | <number>

true | false

0 | <nonzero digit> {<digit>}

alble|...|z|A|B|C]|..|Z
0 | <nonzero digit>
112]3]..19

<procedure identifier> ( <argument list> )
<function identifier> ( <argument list> )
<builtin procedure> | <identifier>
<builtin function> | <identifier>

output

input

<expression> {, <expression> }

Tabelle 5: Syntax der Sprache ADL
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2.4.2 Operationelle Semantik der Sprache ADL

Die operationelle Semantik der Sprache ADL soll nun durch Ubersetzung in RX-RAM-
Operationen angegeben werden. Da das Hauptinteresse dabei der Bestimmung der Kom-
plexititen von Anweisungen gilt, wird sowohl die vollstindige Klammerung von ADL-
Ausdriicken als auch die Ersetzung mehrfacher Feldklammern analog Definition 2.23 als

gegeben vorausgesetzt. Im folgenden bezeichne C'md die Menge aller Anweisungen und
Ezpr die Menge aller Ausdriicke iiber ADL.

Definition 2.23 Fiir eine Variable v eines AD L-Programms sei

fiir ein j§ € N diejenige Funktion, die den Variablen ihren Speicherplatz zuordnet. Dabei sei
immer S; € R. Ausnahme: Fiir Feldvariablen f gelte st(f) = R;, aber st(f[k]) = Ser,)1+>
wobei SC(Rj)+l ZRVYIeNlN.

Bemerkung. Die Definition beinhaltet die Annahme, dafl vor Ausfithrung einer Anweisung
die einfachen Variablen in Register geladen wurden, wihrend sich grofle Speicherbereiche
wie Felder im normalen Speicher befinden. Diese Annahme entspricht natiirlich zunéchst
nicht der Realitiit, ist aber so zu interpretieren, dafl sich reale Berechnungen tatséchlich
weitestgehend in Registern abspielen. In Kapitel 6 wird ein Verfahren vorgestellt, dessen
Implementierung gerade mit der Anzahl tatséchlich verfiigbarer Register auskommt, also
eine praktische Obergrenze der hier getroffenen Annahme aufzeigt. Feldindizes kénnen
mit 0 beginnen.

Es werden nun Ubersetzungsfunktionen definiert, die Ausdriicke und Anweisungen der
Sprache ADL in RX-RAM-Operationen iibersetzen. Die Auswertung erfolgt unter Ver-
wendung eines Hilfsstapels. Zwischenergebnisse werden auf dem Stapel auf- und nach
Verwendung wieder abgebaut. Dabei sei sp (der Stackpointer) eine Hilfsvariable mit An-
fangswert 0 und + + sp bzw. — — sp sei zu verstehen als ,erhohe bzw. verringere sp um 1
und benutze den Wert von sp dann“ sowie sp + + bzw. sp — — als ,,benutze den Wert von
sp und erhéhe bzw. verringere sp dann um 1. Dariiber hinaus seien oc und ¢c Zahler der
bereits benutzten Eingabe- und Ausgabezellen mit Anfangswert 0.

Es folgt zunichst die Ubersetzung der Ausdriicke.
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Dann sei expz : Expr — OT definiert durch:

expz] z ] (mov,Rysp, 2,0) falls z numerische Konstante
expz| true ] =  (mov,R;4sp,1,0)

expz| false ] = (mov,R;44,0,0)

expr[ v ] = (mov,R;4sp,st(v),0) falls v Variable

expz| f[E] ] expz| E ]

(add,Rsant(f):RSP)
(ld,Rsp;SRSP ,0)

expz[ not E ]

expz| E ]
(eq’RspyRSp 70)

expz[ —FE ]

expz| E ]
(not,Rsp,Rsp,0)

expr| —F |

expz| E ]
(sub,Rsp,0,Rsp)

expz| E; and E» |

expz| E1 |
(jz,R07ll,Rsp)
expx| Es ]
(mov,R__sp,Rsp,0)
ll :

expz[ Ey or Es |

expx| Ei ]
(jZ:ROvllvRsl))
(ij7R071270)

Iy : expx] Es ]
(mov,R__p,Rsp,0)
l2 :

expz| Ey binop Es |

capr [ B |
capa] B |
(instr,R_ —sprFsp—1 :Rsp)

expz| input() |

(get, Ry ysp, By 1ic,0)

Programms gleichgesetzt, das die Funktion bzw. Prozedur implementiert.

Die folgende Funktion realisiert die Ubersetzung von Anweisungen.

Definition 2.24 Esseien E, Ey und Ey € Expr und (binop,instr) € {(+,add), (—, sub),
(x,mal), (+,div), (%,mod), (A,and), (V,or), (V,xor), (<, shl), (3, shr), (=,eq),
(#,neq), (=,geq), (>,8t), (<;1eq), (<,1t)}.

Die Semantik von Funktions-/Prozeduraufrufen wird dabei mit der Semantik eines AD L-
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Definition 2.25 Es seien C, (1, C3,C3 € Cmd, E,E,E; € Expr, v eine Variable
und 1,1, 1o,13 (Hilfs-) Labels von RX-RAM-Operationen. Dann sei cmdz : Cmd — OF
definiert durch die Tabellen 6 und 7.

emdz| v+ E'] = expz| E ]
(mov,st(v),Rsp——,0)

emdz| flE1] < E» ] = expz| E; |
(add,Rsp,st(f),Rsp)
expo] E, |

Msp,0)

——sp——

emdz[ Cy Cy ] = emdzx[ Cy ]

emdz[1:C] = 1l: emdz[ C]

cmdz| goto [ ] = (jmp,Ro,!,0)

cmdz| return E ] = expz| E ]
(put, A4 +oc,Rsp——,0)
(end,0,0,0)

emdzx[ if E then C end if ] = expr| E ]
(jZ,Rg,l,Rsp,,)
emdzx[ C']

emdz[ if E then () else C; end if | = expzr| E ]
(3z,Ro,l1,Rsp——)
emdzx[ Cy ]
(jmp,Ro,l2,0)
li: emdz] Cs ]
l2 :

emdz[ if Ey then Cy = expz[ Ey |
elsif E; then C; else C5 end if | (jz,Ro,l1,Rsp——)
emdzx[ Cy ]

(jmp, Ro,l3,0)

li: expx[ Ez ]
(jzaR07127Rsp——)
emdz] Cy |
(jmp, Ro,l3,0)

lo: emdz] Cs ]

l3 :

emdz| output(E) ] = expz| E ]

(Put7A++oc,Rsp77 ,0)

Tabelle 6: Einfache Anweisungen und Konditionale
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cmdz[ while E do C end while | = I expx[ E]
(jz;RU,lZ;RSP**)
emdzx][ C']
(jmp,R(),l1,0)

l2 :

cmdz| repeat C until E | = h: emdz[ C]
expr]| E ]
(jzaR07127Rsp——)
(jmp, Ro,l1,0)

l2 :
emdzx] for v « Ej to By do C end for] = expz[ Ey |

I (mov,st(v),Rsp—_,0)
eapal By |
(sub, Rsp, Rsp, st(v))
(jlz, Ry, 2, Rsp__)
emdzx][ C']
(add, Ry 44p, st(v), 1)
(jmp, Ro, 11,0)

l2:

continue (in Schleife)

emdz[ continue ] = (jmp,Ro,l1,0)
break (in Schleife)
emdz| break | = (jmp, Ro,l2,0)

Tabelle 7: Schleifenkonstrukte

Fiir jeden zusitzlichen elsif-Teil sei dabei ein entsprechender Block einzufiigen.

Bemerkung. Auf die Auflésung der Hilfslabels in RX-RAM-Programm-Indizes soll hier
verzichtet werden. Sowohl diese Auflosung als auch Berechnungen der sp-Werte werden
zur Ubersetzungszeit ausgewertet und erzeugen daher keinen zusitzlichen Kostenanteil.

Definition 2.26 (Semantik von ADL-Programmen)
Die Semantik .#4pr, eines Programms P iiber ADL mit Eingabedaten £ = (e1, e,... ,e,)
sei definiert durch

Zapr [PYE) = Z [emdz™ [P ]](((1),¢, E, €))

wobei emdax* die um die Ersetzung der Hilfslabels in RX-RAM-Programmindizes ergénzte
Ubersetzungsfunktion sei.
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Eine Beispieliibersetzung des AD L-Programms zur Summen- und Maximumbildung soll
nun die Funktionsweise der Ubersetzungsfunktionen veranschaulichen und die Semantik
des ADL-Programms bestimmt werden.

Beispiel 2.27

Es sei st = {(sum, R,—2),(s1,R,_1),(s2,R,)}, wobei p gleich der Anzahl der Register
sei. Die Werte der Hilfsregister oc, ic und sp sind der Ubersichtlichkeit halber jeweils
eingesetzt.

Es ist cmdz[P]=

Anweisung Zwischenschritte RX-RAM-Operation p; 1
expz[input()] (get,Ri+0,E440,0) 1

emdz[sl «+ input()] (mov,R,_1,R1—_,0) 2
expz[input()] (get,Rit0,E441,0) 3

emdz[s2 + input()] (mov,R,,Ri__,0) 4
expr[sl] (mov,R 9,R,—1,0) 5

erpr[s2] (mov,R, +1,R),0) 6

expzr[sl + s2] (add,R__2,R2 1,R3) 7

emdz[sum < s1 + s2] (mov,R,_2,Ri__,0) 8
expz[sum] | (mov,R o,R,—2,0) 9

expz[100] | (mov,R;41,100,0) 10

expz[sum < 100] (1t,R__2,R2_1,R2) 11

emdz[if sum < 100 (jz,R0,16,R;__) 12
then expz[100] | (mov,R.(,100,0) 13
output(100) (put,Ayyo,R1-_,0) 14
(jmp,Ry,18,0) 15

else expr[sum] | (mov,R4 o,R,—2,0) 16
output(sum) (put,A;40,R1—_,0) 17

end if] (end,0,0,0) 18

Nach Einsetzen der Beispiel-Eingabewerte ergibt sich in A; der Wert 100. Damit ist
Zapr(P)((17,4)) = (100), was natiirlich die frither ermittelte Semantik des RX-RAM-
Maschinenprogramms bestétigen mufl.

Bemerkung. DaB sich das Ergebnis der formalen Ubersetzung des AD L-Programms von
der direkten Implementierung als RX-RAM-Programm unterscheidet, ist nicht verwun-
derlich. Gewdhnlich muf} ein Verfahren zur Optimierung nach- bzw. zugeschaltet werden,
um effizienteren Code zu erzeugen. Darauf kann hier vor allem deshalb verzichtet wer-
den, weil sich sdmtliche an Operationen beteiligten (nicht-Feld-) Operanden bereits in
Registern befinden und zumindest Zugriffskosten auf einfache Variablen damit praktisch
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entfallen. Eine umfangreiche Diskussion iiber Codegenerierung und -optimierung findet
sich in z.B. in [Aho86].

Der folgende Nachtrag gibt ein weiteres Beispiel eines Programms der Sprache ADL:

Nachtrag zum Beweis von Satz 2.21.
( Ubersetzung von Turingmaschinenprogrammen in RX-RAM-Programme)

Algorithmus 2.2 Simulation einer Turingmaschine

1: S[1] « input() { Eingabewort in 1. Band einlesen }

2: while S[2 x k+ 1] # 0 and S[2 x k+ 1] # 1 do { Haltezusténde }
S[2xk+2] < 0 { Initialisiere Sammelzelle }

w

4:  fori=1to k do { Sammle Information der k¥ Bénder }

5 symboll «+ (1 < S[k+i]) AS[i] { Hole aktuelles Bit aus i-tem Band }
6 S2xk+2] < S2xk+2] V symboll { Setze es in Sammelzelle }

7. end for

8 S2xk+2] « S2xk+2] VvV (S2xk+1] < k) {Fiige Zustand an }
9: 1« 1

10:  while S[2 x k + 2] # DJi][1] do { Finde Folgekonfiguration }

11: i+ i+1

12:  end while

13:  newConf <« DIJi][2]

14:  fori=1to k do { Realisiere neue Konfiguration auf den Béndern }

15: action + (newConf N (7T < 3x(i—1)))> B3 x(i—1)) { Aktion }
16: if action =0 then { Schreibe 0 }

17: if ((Sz] A (1 < S[k+1])) > S[k+i]) =1 then { Falls Bit gesetzt ist, }
18: Sli] < S[ilV (1 « Slk+1]) { loschees }

19: end if

20: elsif action =1 then { Schreibe 1 }

21: Sli] < S[i] v(1 < Sk+1])

22: elsif action = 2 then { Gehe nach links }

23: Slk+1i « Sk+i-1

24: elsif action = 3 then { Gehe nach rechts }

25: Slk+1i « Sk+i+1

26: end if

27:  end for

28:  S[2xk+1] < newConf > 3 xk { Setze neuen Zustand }
29: end while

30: output(S[2 x k+ 1]) { Ausgabe des Ergebnisses }

Die k£ Biander der Turingmaschine seien nun als erste k£ Elemente eines Feldes S der Linge
2k + 2 jeweils in S[1] bis S[k] dargestellt. In S[k + 7] befinde sich fir 1 < i < k die
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Position des Schreib-/Lesekopfes des i-ten Bandes. Der Zustand der Turingmaschine sei
in S[2k+1]. Das Feldelement S[2k+2] enthalte den jeweils zu sammelnden Gesamtzustand
der Turingmaschine. Die Uberfithrungsfunktion befinde sich in einem weiteren Feld D der
Linge 25! . |Z|, wobei |Z| die Michtigkeit der Zustandsmenge der Turingmaschine sei.
Immer genau ein Eintrag in D[i][1] stimmt mit der gesammelten Information in S[2k + 2]
tiberein, die Folgekonfiguration sei dann fiir jedes Band in D[i][2] in folgender Form codiert
zu finden:

Codierung Aktion Codierung Aktion
111 Keine Aktion 000 Schreibe 0
001 Schreibe 1 010 Gehe nach links
011 Gehe nach rechts

2.4.3 Vereinfachung des Modells

Es wird nun eine Einschrédnkung vorgenommen, die die Modellmaschine weiter der Realitét
annédhert. Die Motivation dazu liegt vor allem in der Schwierigkeit begriindet, genauere
Aussagen iiber die Komplexitéiten treffen zu kénnen, wenn wie im allgemeinen der Fall,
iiber die Grofle der Operanden keine Aussage getroffen werden kann oder diese nur ungenau
abzuschétzen ist. Die Inhalte einer Zelle der Modellmaschine seien von nun an nach oben
beschriinkt. Die Anzahl der Binirstellen sei fiir ein b € N durch B = 2° eingeschriinkt. Alle
weiteren Aussagen beziiglich der Komplexitit von Programmen werden in Abhéingigkeit
von B getroffen.

Bemerkung. Die Tatsache, dal B eine Zweierpotenz ist, wird dabei keine grundsétzliche
Rolle spielen. Sie wird aber aus Griinden der leichten Ubertragbarkeit auf reale Maschinen
gefordert.

Es ist nun wesentlich einfacher mdéglich, verwendbare Komplexitidtsaussagen zu treffen.
Dazu sei im folgenden angenommen, daf} fiir einen Operanden F' immer lg(c(F)) = B
gelte. Die Operation =z sei im Falle z = 0 nun so definiert, daf§ =0 = (1,1,1,... ,1).
—_———
B

2.4.4 Zeitkomplexitit von ADL-Programmen

Es werden nun tabellarisch die zeitlichen Kosten von AD L-Ausdriicken und - Anweisungen
angegeben. Sie ergeben sich durch Summation der Kosten derjenigen RX-RAM- Ope-
rationen, die die ADL-Anweisung aufbauen. Die Kostenfunktion sei dabei mit t4pr be-
zeichnet, binop € {+, —, A, V,V, &, >, =,#,>,> < <, and,or} und unop € {—, -, not}.
Die mittlere Spalte gibt die Basiskosten des Konstruktes an, nicht hinzuberechnet sind
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hier Kosten, die durch Schleifenkérper entstehen. Die letzte Spalte zeigt die entstehen-
den Gesamtkosten. Die Kosten von Multiplikation, Division sind entsprechend mit M (B)

|bezeichne dabei die letzte RX-RAM-Operation in der
Auswertung eines Ausdrucks E durch expz.

bzw. D(B) angegeben. expx’ [E

Ausdruck/Anweisung Basiskosten | Summe
z (Konstante) B B
true/ false B B
v (Variable) B B
f1E] 3B 3B + tapr(E) + S(c(expz'[E][2]))
unop E B B+ tapL(E)
Eq binop Ey 2B 2B + tADL(El) + tADL(EQ)
E, x Ep M (B) M(B) + tapr(E1) +tapr(E2)
E, - B D(B) D(B) + tADL(E )—i—tADL(EQ)
EL % B, D(B) D(B) + tapr(E1) + taprn(E2)
input() 2B 2B
v+ K B B + tADL(E)
f[El] «— FE 3B 3B + tADL(El) + tADL(E2)+
S(clespe' [BA]2))
flE1] < f[E1] op Es 3B 3B + tapr(E1) +tapr(f[E1] op Es)
goto [ 0 0
return F 2B 2B+ tapr(E)
if F then C end if B B+ tapr(E)[+tapr(C)]
if F then C, B B+tADL( )
else C5 end if [+(tADL(01)) oder tADL(CQ)]
if £ then C4 B B+ tapr(E1) [+(tapr(Cy))
elsif E5 then Cy oder (tapr(E2) + B)
else C5 end if [+(tADL(02)) oder tADL(Cg)]]
while £ do C end while | B B+tapr(E)+
> E=true(B + tapn(E) + tapr(C))
repeat C until £ B B+ tapr(E) +tapr(C)
> E=faise(B +tapL(E) + tapr(C))
forv « E;toEy;doC | B B+ tapr(E1)+
end for > 5,1, >0(tapL(C) +tapr(E2) + 6B)
output(FE) 2B 2B+ tapr(E)
continue 0 0
break 0 0

Bemerkunyg.

Tabelle 8: Zeitkomplexitit von AD L-Konstrukten

In der Definition der RX-RAM war den Zugriffskosten auf Speicher ein
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logarithmisches Maf} zugeordnet, das hier durch die Beschrénkung der Gréfie der Maschi-
nenworte wie auch bei anderen Operationen mit einem Anteil von B bei den Operationen
1d und st eingehen miiffite. Tatséchlich verhalten sich die Speicherzugriffskosten bei rea-
len Maschinen in etwa logarithmisch, allerdings nicht genau und auch nicht in jedem Fall.
Um spiter exaktere Aussagen treffen zu konnen, wurde eine zusétzliche Funktion S(n)
eingefiihrt. Diese wird analog der Kosten fiir Multiplikation und Division spéiter experi-
mentell bestimmt werden. Speziell sei bemerkt, dafl diese im Falle einer Operation der
Form f[E:] « f[Ei] op E3 nur einmal berechnet wird. Zum Zeitpunkt der Erstellung
dieser Arbeit liegt der Wert von b fiir reale Maschinen bei 5 bis 8.

Die Beschrinkung der Maschinenworte zerstort natiirlich die Berechnungsuniversalitit der
RX-RAM. Der durch die Maschine adressierbare Speicher ist auf 2% —1 Zellen beschrinkt.
Die Speicherung der Position des Turingmaschinen-Schreib-/Lesekopfes in der Simulation
ist nicht mehr mdéglich. Dies wire leicht zu beheben, indem man nur eine einzige Zelle
unbeschrinkt beliefle.

Beispiel 2.28 Die AD L-Zeitkomplexitit des Beispiels 2.22 ergibt sich wie folgt:

(1) 2B fiir die Eingabe, 1B fiir die Zuweisung.

(2) 3B

(3) Jeweils 1B fiir die Auswertung der s;, 2B fiir Addition, 1B fiir Zuweisung.
(4) 1B fiir das if, 4B fiir die Bedingung.

(5) 2B fiir die Ausgabe, 1B fiir das Argument (falls sum < 100).

(6)

(7)

(8)

7) 2B fiir die Ausgabe, 1B fiir das Argument (falls sum > 100).

Die Zeitkomplexitit des Beispielprogramms betriagt damit 18 B Bitoperationen.

Formal sei die Zeitkomplexitit eines Programms iiber der Sprache ADL nun folgender-
maflen festgelegt:

Definition 2.29 (Zeitkomplexitit) Die Zeitkomplexitit tapy eines Programms P =
C1C5 ... C mit Anweisungen C; der Sprache ADL ist

k
tapr(Pni,ng,...) = Z tapr(Ci)
=1

Dabei sind nj,ne,... Eingaben des Programms P.
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2.4.5 Raumkomplexitit von ADL-Programmen

Es soll nun definiert werden, was unter der Raumkomplexitit eines AD L-Programms zu
verstehen ist:

Definition 2.30 (Raumkomplexitit) Die Raumkomplezitit s opy, eines Programms P =
C1C5 ... C mit Anweisungen C; der Sprache ADL ist

sapr(P,ni,ng,...) =0+ Zmax{j : 3 Feld f und fi[j] kommt in P vor}
k

Dabei ist ¢ die maximale Anzahl benétigter Register und ni,neo,... sind Parameter des
Programms P.

Bemerkung. Die Definition der Raumkomplexitdt basiert hier wieder wesentlich auf der
Idealisierung, daf} alle Rechnungen komplett innerhalb der endlichen Menge von Regi-
stern stattfinden. Bei der spiteren Algorithmenanalyse wird meist nur kurz tapr(n)
(bzw. sapr(n)) statt tapr(P,n) (bzw. sapr(P,n)) geschrieben, wenn es eindeutig ist,
welches Programm gemeint ist.

Beispiel 2.31
Die ADL-Raumkomplexitit des Beispiels 2.22 betrigt nach der Beispieliibersetzung in
2.27 5B Bits (3 fiir Ry, R,—1, R,—2 sowie 2 fiir Ry und Ry).

2.4.6 Diskussion der Sprache ADL

Die Beschreibungssprache ADL stellt syntaktisch eine gewisse Verkniipfung von Teilmen-
gen der beiden realen Programmiersprachen C' und Pascal dar.

Pascal ist eine sehr gute Lehrsprache und wird vielfach zu Ausbildungszwecken genutzt. C
und ihr ,objektorientiertes Pendant* C'+ + hingegen spielen in heutigen Anwendungen in
fast allen Bereichen eine entscheidende Rolle. Sédmtliche hier vorzustellenden Algorithmen
sind (mangels ADL-Compiler) in C implementiert, wobei keine Konstrukte verwendet
werden, die nicht in ADL ausdriickbar sind. Sie werden anhand von ADL erliutert und
analysiert.

Die in diesem Kapitel geschaffenen Komplexititsmafie werden dabei zur Anwendung kom-
men und sowohl Aussagen zu Laufzeiten und Speicheraufwand erméglichen als auch den
Weg zu Optimierungen aufzeigen. Die noch offenen Funktionen M (B), D(B) und S(n)
werden im néchsten Abschnitt an zwei Beispielmaschinen gemessen.

Der Begriff des Algorithmus wird in dieser Arbeit von nun an mit AD L-Programmen
identifiziert.
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2.5 Messungen der Funktionen M, D und S auf realen Maschinen

Um die Komplexitidten von AD L-Programmen auf reale Maschinen iibertragen zu kénnen,
miissen die in der Praxis entscheidenden Funktionen M, D und S bestimmt werden.
Exemplarisch soll dies hier auf zwei Maschinen geschehen. Die Messungen fanden auf
zwei Sun-Workstations unterschiedlicher Bauart statt: eine SPARCstation-4 mit einem
MBB86904-Prozessor und 64 MB Hauptspeicher sowie eine Ultra-1 Enterprise mit Ultra-
SPARC-Prozessor und 384 MB Hauptspeicher, jeweils unter dem Betriebssystem Solaris
2.6. Die Tatsache, dal beide Maschinen vom selben Hersteller stammen, ist dabei — wie in
den néchsten Abschnitten sichtbar wird — unwesentlich, da sich die gemessenen Funktionen
bereits bedeutsam unterscheiden.

2.5.1 Messung der Kosten einer Addition

Zunéchst werden die Kosten einer Addition gemessen. Dazu diente der folgende Assemb-
lercode, der jeweils 108-mal ausgefiihrt wurde:

.LL1:

add %ol, %i0, %i1l
X 98
add %ol, %i0, %i1l

cmp %ol, %00
bleu,a .LL1
add %ol, 1, %ol

Das Register %00 enthilt dabei die Obergrenze 108, %01 die Laufvariable. Die Zahl 98
ergibt sich aus der Tatsache, dafl zusétzlich noch ein cmp — was einer Subtraktion entspricht
— und die Inkrementierung des Schleifenzihlers (add %01, 1, %ol ) vorgenommen wird.
Insgesamt werden also 100 Operationen berechnet. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 9
und 10 aufgefiihrt.

2.5.2 Messung der Kosten einer Multiplikation

Fiir die Messung der Multiplikation wurde der folgende Assemblercode ebenfalls 108-mal
ausgefiihrt:
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LL1:

umul %ol, %i0, %il
x 100
umul %ol, %i0, %il

cmp %ol, %00
bleu,a .LL1
add %ol, 1, %ol

Davon abgezogen wurden die Basiskosten des Schleifenkonstruktes, also

LL1:

cmp %ol, %00
bleu,a .LL1
add %ol, 1, %ol

Die Ergebnisse der Messung sind wiederum in den Tabellen 9 und 10 zu finden.

2.5.3 Messungen der Kosten einer Division

Die Messung der Division erfolgte analog der Messung der Multiplikation, allerdings wur-
den nur 10 Zeilen der Form udiv %ol, %i0, %il ausgefiihrt.

2.5.4 Meflergebnisse

Die Ergebnisse der Messungen in Nanosekunden pro 1 Operation:

Operation SPARCstation-4  Ultra-1
Addition 92 60
Multiplikation 1222 300
Division 4200 2500

Tabelle 9: Kosten von Multiplikation und Division in Nanosekunden

Einer Addition wird nun gemifl der Festlegung der Kosten der Sprache ADL die Ein-
heit 2B zugeordnet. Daraus ergibt sich fiir die anderen Operationen im Verhéltnis zur
Addition:
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Operation SPARCstation-4 Ultra-1
Addition 2B 2B
Multiplikation 43B 10B
Division 91B 83B

Tabelle 10: Kosten von Multiplikation und Division in ADL-Einheiten
2.5.5 Messungen der Speicherzugriffe

Speicherzugriffe konnen einen erheblichen Anteil an der Gesamtkomplexitéit haben. Ent-
scheidend ist dabei die Zufilligkeit der Zugriffe auf verschiedene Zellen im Verhéltnis zur
Grofle des beteiligten Speicherbereichs. Der Grund dafiir ist die Existenz mdoglicherweise
mehrstufiger, schneller Zwischenspeicher (,,Cache“s), die allerdings normalerweise im Ver-
héltnis zum verfigbaren Gesamthauptspeicher sehr klein sind (z.B. 1%). Beim Zugriff
auf Speicher werden ganze Datenblécke in den Cache gelesen. Bei sequentiellem Zugriff
auf die Speicherzellen ist dieses Einlesen nur selten notwendig, bei zufélligem Zugriff fast
immer. Daher ergeben sich in den Messungen beider Szenarien erhebliche Unterschiede.

Sequentielle Zugriffe Die Messung sequentieller Zugriffe auf Speicher erfolgte mit fol-
gender Assemblersequenz, wobei die Laufvariable von 0 bis k- 107 — 1 (k € {0.5,1,2} (2
nur auf Ultra-1)) lief:

LL1:

sll %o01,2,%00
add %o1l,1,%o01
cmp %o1,%02
bleu .LL1

1d [%i0+%00]1,%il

Davon wurde analog der Messungen zur Multiplikation bzw. Division die Zeit zur Durch-
fiihrung der folgenden Zeilen abgezogen. Die Operation nop ersetzt die Addition %i0+%00:

.LL1:

sll %o1,2,%00
add %o1,1,%o01
cmp %01,%02
bleu .LL1

nop

Das Ergebnis war bei beiden Maschinen (unabhiingig von der Grofle des Intervalls) die
doppelte Zeit einer Addition, also Sge4(n) = 4B.
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Zufallige Zugriffe Zufillige Zugriffe wurden mit folgender Sequenz gemessen:

.LL1:
call random,O
add %i0,1,%i0
call .urem,O
mov %il,%o1
sll %00,2,%00
cmp %i0,%12
bleu .LL1
1d [%10+%00]1,%11

Die Pseudozufallsfunktion random besitzt dabei eine hinreichend lange Periode. Wieder
wurden die Basiskosten der Sequenz abgezogen.

Die Instruktion nop ersetzt dabei wiederum die Addition %10+%00. Die Messungen erfolg-
ten jeweils 10mal fiir Felder der Langen 1000, 5000, 10000, 25000, 50000, 75000, 100000,
150000, 200000, 300000, 400000, 500000, 750000, 1000000, 2000000, 3000000, 4000000
und 5000000. Die MefBlergebnisse sind zunichst tabellarisch auf zwei Nachkommastellen
gerundet, dann jeweils graphisch — normalisiert auf B AD L-Einheiten — angegeben:

Intervallgrofle | SPARCstation-4 | Ultra-1
1000 3.47 1.16
5000 19.91 2.05

10000 25.70 0.77
25000 29.45 5.61
50000 31.33 4.51
75000 41.74 5.79
100000 50.03 2.72
150000 58.79 34.96
200000 63.18 61.81
300000 69.54 89.12
400000 72.44 | 102.41
500000 74.81 | 111.13
750000 78.57 | 122.60
1000000 81.41 | 127.28
2000000 89.12 | 135.60
3000000 93.66 | 137.97
4000000 96.77 | 140.28
5000000 99.71 | 141.65

Tabelle 11: Kosten zufélliger Speicherzugriffe
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Die folgenden Plots zeigen die jeweils gemessenen Speicherzugriffskosten sowie die appro-
ximierenden Funktionen

4 n < 100000
Srand(n) = { Traes5 - — 35 100000 < n < 320000
60 + 10 - log (g5 — 300) n > 320000

fiir Ultra-1 sowie

4 n <900

Srand(n) = { n
11 -log(1g5) —20 n > 900

fiir SPARCstation-4.
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Abbildung 2: Kosten zufilliger Speicherzugriffe, SPARCstation-4
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Abbildung 3: Kosten zufilliger Speicherzugriffe, Ultra-1

2.5.6 Diskussion der Meflergebnisse

Die Meflergebnisse an den zwei realen Beispielmaschinen zeigen zunéchst, dafl Multiplika-
tionen und vor allem Divisionen vermieden oder ihre Anzahl moglichst minimiert werden
sollten.

Eine teilweise noch entscheidendere Frage ist jedoch, wie zufillig die Zugriffe auf Speicher
erfolgen. Die Zuordnung der Kosten von Speicherzugriffen kann nicht universell angegeben
werden, sondern muf} fiir jeden Algorithmus neu abgeschétzt werden. Eine Umordnung
der Speicherzugriffe kann die Laufzeit um ein Vielfaches beeinflussen. Meist ist eine solche
Umordnung nicht méglich und man ist darauf angewiesen, jeweils abzuschitzen, wieviele
Zugriffe sequentiell bzw. zufillig erfolgen, um eine realitéitsgetreue Aussage der Zeitkomple-
xitdt zu erhalten. Dies kann teilweise schwierig sein, wie schon an den ersten Algorithmen
sichtbar wird, die im folgenden Kapitel vorgestellt werden. Die wahre Grofienordnung
der Funktion S liegt dabei immer zwischen S,4,q und S,eq. Es sei aufgrund der unter-
schiedlichen Kosten von Speicherzugriffen im folgenden nur S(n) = O(logn) festgelegt.
Im einzelnen wird S dann jeweils abgeschétzt.
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3 Primzahlsiebe

3.1 Einfiihrung

Primzahlsiebe sind Verfahren, die in einem gegebenen Intervall Primzahlen von zerlegbaren
Zahlen trennen. Bereits um 200 v. Chr. erfand Eratosthenes von Kyrene ein erstes Sieb,
das in seiner Bestidndigkeit als uniibertroffen angesehen werden mufl. Es gibt wohl kaum
ein anderes Verfahren, das iiber zwei Jahrtausende als Mafistab galt und immer noch gilt.

Das Sieb des Eratosthenes und seine segmentierten Varianten waren lange Zeit mit einer
asymptotischen Laufzeit von O(nloglogn) die schnellsten Verfahren zur Generierung von
Primzahlen (dabei werden Speicherzugriffe nicht wie im hier verwendeten Modell mit
einem Kostenbeitrag von O(logn) berechnet). Praktisch hat sich daran nichts geéindert.
Allerdings sind einige Verfahren bekannt, die zumindest asymptotisch schneller sind.

In [Mai77] findet sich erstmals ein Sieb, das nur lineare Zeit benttigt. Auch [Gri78] lauft
in linearer Zeit. Ein theoretischer Durchbruch gelang Pritchard im Jahre 1981 [Pri81] mit

einem Siebverfahren, das nur O( Zeit benotigt. Das Problem dieser Verfahren ist

n
log logn)
der Platzbedarf, der die Siebe nur fiir recht kleine Bereiche anwendbar werden li3t. Der

sublineare Algorithmus von Pritchard bené6tigt O( ) Bits Speicher, was schnell reale

n
loglogn
Grenzen iiberschreitet. Die heute besten segmentierten Versionen benétigen O(n) Bit-
operationen und O(%) Bits Speicherplatz (siehe z.B. [Sor98]). Allerdings besitzen

auch diese Siebverfahren Nachteile, auf die in Abschnitt 3.5 eingegangen wird.

In diesem Kapitel werden ausgehend vom Sieb des Eratosthenes Schritt fiir Schritt Ver-
besserungen vorgenommen. Simtliche Verfahren werden anhand von Programmen der
Sprache ADL beschrieben. Reale Laufzeiten von Implementierungen werden denen sich
aus den Zeitkomplexitéiten von ADL-Konstrukten ergebenden Werten gegeniibergestellt.

Die Analyse der Zwischenresultate fiithrt schlieflich zu einem hochoptimierten Verfahren,
das in spéiteren Kapiteln zur Anwendung kommt. Eine portable Softwareimplementierung
des resultierenden Algorithmus wird im Abschnitt 3.4 vorgestellt, die Laufzeiten untersucht
und optimiert.

Abschlieflend wird ein Vergleich mit einem weiteren Verfahren stattfinden, das zwar asymp-
totisch bessere Laufzeiten aufweist, praktisch aber den Ergebnissen aus 3.4 unterliegt.
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3.1.1 Probedivision

Das erste und zunéchst naheliegendste Verfahren ist die Probedivision. Dabei sei sieve
ein Feld der Linge n, wobei zu Beginn alle Elemente auf 0 gesetzt seien.

Algorithmus 3.1 Probedivision

1 n <« input()

2: sieve[l] <= 1 { Streiche 1 }

3: for i < 2 to n do { Durchlaufe das Intervall }
4:  sqrti < sqrt(i) { Berechne Wurzel }

5. for j < 2 to sqrti do { Teste Kandidaten durch Probedivision }
6 if (¢ % j) = 0 then { Teiler gefunden }

7 sieveli] <= 1 { Dies im Feld merken ... }

8 end if

9: end for

10: end for

11: return sieve

Satz 3.1 Algorithmus 3.1 siebt das Intervall [1,n] in tapr(n) > %n%B Bitoperationen
und s4pr(n) = B-n+ O(1) Raum.

Beweis. Da jede zerlegbare Zahl mindestens einen Teiler kleiner oder gleich ihrer Wurzel
besitzt, wird dieser in Zeile 4 gefunden werden und somit im Feld sieve vermerkt. Es
ist nun offensichtlich, da§ nach dem Lauf von Algorithmus 3.1 sieve[i] genau dann eine 0
enthilt, wenn ¢ eine Primzahl ist. Die Raumkomplexitit ergibt sich im wesentlichen aus
dem Feld sieve der Linge n, die Wurzel kann in konstantem Raum berechnet werden. Zur
Zeitkomplexitit: FEs werden jeweils Vi Schritte durchlaufen. Dies fiihrt mit

- n 2 3

) ﬂ>/ Vidt=7=-n2

, 0 3

=1
zur Behauptung. a
Die Abschitzung ist natiirlich relativ grob. Es gibt einige Moglichkeiten, Algorithmus 3.1

zu verbessern (siehe z.B. [Ad183]), darauf soll aber verzichtet werden, da nun ein prinzipiell
besseres Verfahren zur Anwendung kommt.
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3.2 Das Sieb des Eratosthenes
Das Sieb des Eratosthenes von Kyrene (276-194 v. Chr. ) wurde etwa im Jahre 100

von Nicomachus beschrieben (siehe [D0026]). Eine erste Computerimplementierung ist in
[Woo061] zu finden. Es folgt nun eine Beschreibung des Grundprinzips.

3.2.1 Basisverfahren

Algorithmus 3.2 erat!

1: n <+ input() { Eingabe der Obergrenze }

2: sqrin < sqrt(n) { Berechne Wurzel }

3: sieve[l] <— 1 { Streiche1 }
4: for p + 2 to sqrtn do { Durchlaufe das Intervall }
5. if sieve[p] = 0 then { Falls p prim }
6
7
8
9

ndivp < n + p { Bestimme Anzahl der Vielfachen }
for j < p to ndivp do { Durchlaufe alle Vielfachen von p }
sieve[p X j] < 1 { Zerlegbare Zahl markieren }

: end for
10: end if
11: end for

12: return sieve

Satz 3.2 Algorithmus 3.2 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [1,n] in

tapr(n) = (15B+5S(vn/2))-vVn+ (5B + D(B)) - 7(Vn) +
+(13B + M(B) + S(n/2)) - N(2,v/n,n) + O(1)
(13B + M(B) 4+ S(n/2)) - N(2,v/n,n) + O(y/nlogn)
= O(nlognloglogn)

Bitoperationen und sapy(n) = B -n + O(1) Bits Speicherbedarf aus. Dabei ist

isr- ¥ ((2]-++)

J<p<k
p prim

Beweis. p durchlduft alle Primzahlen bis zur Wurzel von n: Beginnend mit 2 werden
alle Vielfachen aus dem Feld gestrichen. Sobald p auf ein neues Feldelement gesetzt wird,
wird getestet, ob dies schon als zerlegbar markiert wurde. Falls ja, sind auch schon alle
Vielfachen dieser Zahl markiert und p wird auf das néichste Element gesetzt. Erst wenn
sieve[p] = 0 gilt, werden in der inneren Schleife alle Vielfachen dieser (Prim-) Zahl begin-
nend mit p? markiert. Alle moglichen kleinsten Teiler aller Zahlen kleiner gleich n werden
von p durchlaufen, da 2 < p < /n gilt.
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Der Platzbedarf von 3.2 wird wiederum durch das Feld sieve bestimmt. Zur Zeitkomple-
xitdt: Der if-Block 5-10 wird m(y/n) mal durchlaufen. Fiir jedes prime p € {2,... ,\/n}
sind | 2| — (p — 1) Multiplikationen und Markierungen nétig, insgesamt also N (2, Vn,n).

Exemplarisch soll nun einmal im einzelnen gezeigt werden, wie sich die Gesamtkomplexitét
ergibt, an spéteren Stellen wird nicht jede einzelne Zeile erklért:

Zeile 1 erfordert 3B Bitoperationen. Die Berechnung der Wurzel benotigt quadratische
Zeit in der Liange des Maschinenwortes und konstanten Platz (siche z.B. [Aho74] fiir eine
RAM), also sind fiir Zeile 2 O(B + B?) Operationen notig. Zeile 3 trigt mit 5B + S(1)
Schritten, Zeile 4 (inklusive dem if ohne Rumpf) mit (1568 + S(y/n/2))-(v/n—1) Einheiten
bei. Zeile 6 wird 7(y/n) mal ausgefiihrt und bringt daher (3B + D(B)) - w(y/n) Schritte,
Zeile 7 zunichst 2B - 7(y/n), hinzu kommen (13B + M (B) + S(n/2)) - N(2,+/n,n) aus
Multiplikation, Zuweisung und Test des Schleifenkopfes. Insgesamt benétigt Algorithmus
3.2 also (156B+S(y/n/2))-v/n+(5B+D(B))-m(y/n)+(13B+M(B)+S(n/2))-N(2,v/n,n)+
O(1) Bitoperationen.

Wegen A.1, A.4 und A.6 ist

Newin= Y |2 - e S

p<v/n p<v/n p<y/n
n n
<) - +7(Vin)
pgﬁp 2logn (1)
< nloglogn+ O(1) — r —1—2\/%

2logn  logn
= O(nloglogn).

Mit M(B) = O(B) (und D(B) = O(B)) gehen auch die restlichen Terme in O(n loglogn)
auf. Wegen S(n) = O(logn) ist ein zusitzlicher Faktor logn anzufiigen. Das Argument
n/2 ergibt sich aus der Tatsache, dafl der durchschnittliche Index eines Zugriffs auf das
Feld etwa n/2 ist. O

Die anderen Terme k1 -/n und ko -m(y/n) spielen selbst fiir kleine n keine wesentliche Rolle.
Es muf} also versucht werden, am Faktor von N(2,/n,n) bzw. an N(2,y/n,n) selbst zu
optimieren. Dazu wird zunéchst M (B) eliminiert.
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3.2.2 Vermeidung von Multiplikationen

Um die Multiplikationen in Zeile 8 von Algorithmus 3.2 zu vermeiden, mufl nur eine
Variable beginnend mit p? sukzessive um p erhoht werden:

Algorithmus 3.3 erat2
1: n <+ input() { Eingabe der Obergrenze }
2: sqrty, < sqrt(n) { Berechne Wurzel }
3: sieve[l] <~ 1 { Streiche 1 }
4: for p < 2 to sqrt, do { Durchlaufe Intervall }

5. if sieve[p] = 0 then { Falls p prim }

6: ndivp < n + p { Bestimme Anzahl der Vielfachen }
7 next < pxp { Initialisiere Laufvariable }

8: for j «+ p to ndivp do { Durchlaufe Vielfache von p }
9: sieve[next] < 1 { Zerlegbare Zahl markieren }

10: next < mnext+p { Néchstes Vielfaches }

11: end for

12:  end if

13: end for

Satz 3.3 Algorithmus 3.3 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [1,n] in

tapr(n) = (15B+S(vn/2)) - vn+ (8B + D(B) + M(B)) - w(vn) +
+(17B + S(n/2)) - N(2,v/n,n) + O(1)
= (17B + 8(n/2)) - N(2,v/n,n) + O(v/nlogn)
= O(nlognloglogn)

Bitoperationen und sapr(n) = B -n + O(1) Bits Raum aus.

Beweis. Die Korrektheit folgt direkt, da lediglich die Multiplikation durch sukzessive
Addition ersetzt wurde. An der Raumkomplexitit hat sich nichts gefindert. Zur Zeit-
komplexitét: In Zeile 7 kommen M (B) + 3B Schritte hinzu, der for-Rumpf erzeugt einen
Beitrag von 17B 4 S(n/2). An der asymptotischen Laufzeit hat sich nichts gedndert. O

Der Unterschied betrigt bei z.B. M (B) = 10B immerhin 6B - N (2, /n,n) Schritte. Bevor
die Auswirkungen in einer graphischen Ubersicht dargestellt werden, folgt zunichst noch
eine weitere Verbesserung am Faktor von N(2,+/n,n). Dabei wird die Division in Zeile 6
durch Ersetzung der for-Schleife in einen while-Konstrukt vermieden. Der Unterschied
ist gering, dient aber auch der Vorbereitung zu weiteren Optimierungen.
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3.2.3 Vermeidung der Division/Ersetzung der for-Schleife

Algorithmus 3.4 erat3
1: n <« input() { Eingabe der Obergrenze }
2: sqrin < sqrt(n) { Berechne Wurzel }
3: sieve[l] <~ 1 { Streiche 1 }
4: for p < 2 to sqrtn do { Durchlaufe Intervall }
5. if sieve[p] = 0 then { Falls p prim }

6 next < pxp { Initialisiere Laufvariable }

7 while next <n do { Durchlaufe Vielfache von p }
8: sieve[next] < 1 { Zerlegbare Zahl markieren }
9 nexrt < next+p { Nichstes Vielfaches }

10: end while

11:  end if

12: end for

13: return sieve

Satz 3.4 Algorithmus 3.4 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [1,n] in der Zeit

tapr(n) = (14B+S(vn/2))-Vn+ (M(B) +5B) - w(v/n) +
+(15B + S(n/2)) - N(2,v/n,n) + O(1)
= (15B +S(n/2)) - N(2,v/n,n) + O(y/nlogn)
= O(nlognloglogn)

unter Verwendung von sapr(n) = B -n+ O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. An der Korrektheit hat sich wiederum nichts geindert, die Ermittlung der
festen Anzahl der Schritte pro p wird nun vermieden, die Variable next durchliuft immer
noch sédmtliche Vielfache der p bis n. Die Zeitkomplexitit nimmt weiter ab: Die Beitrige
der Zeilen 1, 2 und 3 bleiben, Zeilen 6 und 7 kosten zunichst (M (B) + 5B) - w(y/n). Der
while-Rumpf wird wiederum N (2, \/n,n) mal durchlaufen, die Kosten reduzieren sich hier
auf (156B + S(n/2)) - N(2,y/n,n). Insgesamt ergibt sich also die angegebene Zeit. O

Eine Bemerkung zur Ausgabe: Eigentlich miiite man natiirlich jeweils das gesamte Feld
sieve durchlaufen und ausgeben, was mit (128 + S5(n/2)) - n einen erheblichen Anteil aus-
macht. Tatséchlich kostet eine (Bildschirm- oder Datei-) Ausgabe in der Praxis mehr Zeit
als die gesamte Rechnung (wobei der Faktor vor n bei solchen Ausgaben noch wesentlich
hoher anzusetzen ist). Da jedoch bei Anwendungen der Verfahren die Felder selbst nicht
ausgegeben werden, sondern im Speicher verbleiben, wurde hier auf die komplette Ausga-
be verzichtet und nur ein Zeiger zuriickgeliefert. Die Bemerkung, dal Ausgaben sehr teuer
sind, I8t sich dahingehend erweitern, daf} es sich auch nicht lohnt, gesiebte Intervalle zur
spiteren Verwendung auf Festplatten zu speichern. Auch Eingaben aus Dateien sind in
der Praxis dhnlich langsam und kosten wiederum mehr Zeit als der Siebvorgang an sich.
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3.2.4 Speicherreduzierung

Es soll nun eine erste Verbesserung der Raumkomplexitidt vorgenommen werden. Bisher
wurde zur Speicherung des zu siebenden Feldes sieve pro Zahl ein Maschinenwort be-
nutzt. Notwendig ist nur die Information, ob die entsprechende Zahl prim ist oder nicht,
woraus folgt, dafl eigentlich ein Bit reicht. Algorithmus 3.5 wird dieser Tatsache gerecht.
Dabei bezeichnet B wie bisher die Maschinenwortlinge und b = log, B. Um unnétige
Umrechnungen zu sparen, wird nun auch das Element sieve[0] verwendet.

Algorithmus 3.5 erat4a
1: n <+ input() { Eingabe der Obergrenze }
2: sqrin < sqrt(n) { Berechne Wurzel }
3: sieve[0] < 1 { Streiche 1 }
4: for p < 2 to sqrtn do { Durchlaufe Intervall }
5. if (sievelp + B]A(1 < (p % B))) = 0 then { Falls p prim }

6: nexrt < pXxXp

7 while next <n do { Durchlaufe Vielfache von p }

8: sievelnext + B] <« sieve[next +~ B|V (1 < (next % B)) { Markieren }
9: next < next+p { Nichstes Vielfaches }

10: end while

11:  end if

12: end for

13: return sieve

Auf den ersten Blick scheint die Verminderung des Speichers zeitlich unbezahlbar, da drei
Divisionsoperationen auftauchen. Nun 148t sich aber ausnutzen, daf es sich bei B um eine
Zweierpotenz handelt und Divisionen von Zweierpotenzen durch einfache Shiftoperationen
realisierbar sind. Dazu sei die folgende Zeile durch setBitl(sieve, next) abgekiirzt:

sieve[next > b] <« sieve[next > bl V (1 <« (next A (B —1)))
Dariiber hinaus stehe getBitl(sieve,p) nun fiir:
(sievelp > A (1 < (p A (B-1)))

Die Zeile 8 wird nun durch setBitl(sieve,next) und die Bedingung in Zeile 4 durch
getBitl(sieve,p) = 0 ersetzt. Dabei kann und sollte B — 1 vorberechnet sein, um ei-

ne weitere Operation zu sparen.
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Algorithmus 3.6 erat4b
1: n <« input() { Eingabe der Obergrenze }
2: sqrin < sqrt(n) { Berechne Wurzel }
3: sieve[0] <~ 3 { Streiche O und 1 }
4: for p < 2 to sqrtn do { Durchlaufe Intervall }
5. if getBitl(sieve,p) =0 then { Falls p prim }

6: next < pXxXp

7: while next <n do { Durchlaufe Vielfache von p }
8: setBitl(sieve, next)

9: next < next+p { Nichstes Vielfaches }

10: end while

11:  end if

12: end for

13: return sieve

Satz 3.5 Algorithmus 3.6 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [1,n] in der Zeit

tapr(n) = (34B+ S(Vn/2B)) - Vn+ (8B + M(B)) - n(v/n) +
+(33B + S(n/2B)) - N(2,v/n,n)
= (33B + S(n/2B)) - N(2,v/n,n) + O(v/nlogn)
= O(nlognloglogn)

unter Verwendung von sapy(n) = n + O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. Unterschiede zu Algorithmus 3.4 bestehen in den Zeilen 3, 5 und 8. In Zeile 3
wird sieve[0] auf (binér) 11 gesetzt, was dem Streichen der Zahlen 0 und 1 entspricht. In
Zeile 5 muf} gelten:

getBitl(sieve,p) = 0 <= Bit p des Feldes sieve =0

Bit p befindet sich im L%J—ten Wort des Feldes sieve an Position p mod B. Die ganz-
zahlige Division ist durch den Rechtsshift p > b mit b = log, B realisiert, die Berechnung
des Rests nach Division durch B mithilfe des bitweisen Und, was bei B = 2° genau der
mod-Operation entspricht. Schliefllich wird der Wert des p mod B-ten Bits des L%J—ten
Wortes durch die bitweise Und-Verkniipfung mit 27 ™°4 B (entspricht 1 < (p mod B))
ermittelt. In Zeile 8 muf} setBitl(sieve,next) das next-te Bit des Feldes sieve auf 1 set-
zen. Dies geschieht analog getBitl — diesmal unter Verwendung des bitweisen Oder. O

Bemerkung. Obwohl setBitl und getBitl syntaktisch als Prozedur bzw. Funktion gel-
ten, sind beide als Textersatz zu verstehen, der z.B. in der Programmiersprache C als

Praprozessoranweisung beim Kompiliervorgang realisiert werden kann.

Es erfolgt nun eine weitere Halbierung des bené6tigten Speichers bei gleichzeitiger Verbes-
serung des Wertes von V.
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3.2.5 Speicherung und Sieben ausschlief3lich ungerader Zahlen

Die Tatsache, dafl auer der 2 keine weitere gerade Primzahl existiert, wird nun in das
Sieb eingebaut. Sowohl das Sieben der 2 sowie aller Zweifachen der Primzahlen kleiner
gleich y/n als auch die Speicherung sdmtlicher gerader Zahlen wird dabei vermieden. Zum
ahnlich schnellen Zugriff auf die einzelnen Bits sei nun set Bit2(sieve, next) =

sievelnext > (b+1)] « sievelnext > (b+1)] V (1 < ((next > 1) A (B —1)))
sowie getBit2(sieve,p) =

(sieve[p > b+ 1A (1 < ((p > 1) A (B-1)))

Dabei sei wiederum b+ 1 und B — 1 vorberechnet.

Bemerkung. Zur Verdeutlichung der Bedeutung der Bitoperationen ein paar Beispiele:

Es sei dazu B = 32, also b = 5. Dann setst setBit2(sieve,1) das nullte Bit im null-
ten Wort von sieve auf 1, setBit2(sieve,2) das erste, setBit2(sieve,3) ebenso das erste.
setBit2(sieve, 65) setzt das nullte Bit des ersten Wortes.

Allgemein setzt setBit2(sieve,n) das |§] mod B-te Bit des |55 |-ten Wortes. Analoges
gilt fiir getBit.

Das folgende Verfahren speichert und siebt nur noch ungerade Zahlen:

Algorithmus 3.7 erath
1: n <« input() { Eingabe der Obergrenze }
2: sqrin < sqrt(n) { Berechne Wurzel }
3: sieve[0] <— 1 { Streiche1 }
4:p +— 3
5. while p < sqrtn do { Durchlaufe Intervall }
6: if getBit2(sieve,p) = 0 then { Falls p prim }

T: twop < p+p

8: next < pXxXp

9: while next <n do { Durchlaufe Vielfache von p }
10: setBit2(sieve, next)

11: next < next+twop { Néchstes Vielfaches }
12: end while

13:  end if

14: p +— p+2
15: end while
16: return sieve




3.2 Das Sieb des Eratosthenes 49

Satz 3.6 Algorithmus 3.7 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [3,n] in der Zeit

tapr(n) = (33B+S(vn/4B)) - vn/2+ (13B + M(B)) - w(v/n) +
+(36B + S(n/4B)) - N(3,v/n,n)/2
= (36B + S(n/4B)) - N(3,v/n,n)/2 + O(yv/nlogn)
= O(nlognloglogn)

unter Verwendung von sapr(n) = n + O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. Analog Algorithmus 3.6. ad

Bemerkung. FEine weitere Reduzierung der Raumkomplexitit auf diese Weise (z.B. Be-
schrinkung auf Zahlen £1 mod 6) lohnt sich nicht mehr, da dann eine echte Division
sowie eine Multiplikation und eine Subtraktion zum Markieren notwendig werden.

Das Sieb des Eratosthenes hat in seiner bisher gezeigten Form noch eine Schwéche, die
bisher noch nicht angesprochen wurde: Es finden Mehrfachmarkierungen statt, d.h. beim
Durchlaufen der moglichen Primfaktoren aller Zahlen kleiner n wird bisher keine Riicksicht
darauf genommen, ob gewisse Schritte iiberhaupt noch notwendig sind oder nicht. Darauf
wird an spéterer Stelle noch eingegangen.

Es soll nun eine experimentelle Laufzeitanalyse der vorgestellten Verfahren stattfinden.

3.2.6 Laufzeitanalyse

In diesem Abschnitt werden die AD L-Komplexititen der Algorithmen 3.2 — 3.7 und 3.9
experimentell gemessenen Zeiten gegeniibergestellt. Es wird dabei kein absoluter Vergleich
etwa in CPU-Sekunden durchgefiihrt, sondern vielmehr das Verhiltnis der Laufzeiten der
Algorithmen untereinander verglichen.

Die Zufilligkeit der Speicherzugriffe eines Programms, die einen entscheidenden Einflufl
auf die Kosten hat (siehe 2.5.6), kann durch den Abgleich zweier einzelner Mefiwerte mit
den entsprechenden A D L-Komplexititen ermittelt werden. Im Falle der Siebalgorithmen
ergab sich so ein Wert von S(n) & I - Syqna(n). Die sich so ergebende Funktion S(n) und
die gemessenen Funktionen M (B) und D(B) werden nun in die Ermittlung der ADL-
Komplexititen einflieen. Die Zeitmessungen erfolgten dabei aus den Programmen selbst
heraus, da eine Messung von auflen — etwa iiber das Kommando time — zu Unschérfen
fithrte. Die AD L-Zeitkomplexititen wurden durch Programme bestimmt, die die jeweils
genauesten Terme der Aussagen der Sitze 3.2 — 3.8 berechnen. Alle realen Zeiten sind in
Einheiten von 10 Millisekunden angegeben, alle AD L-Komplexitéiten in B Bitoperationen.
Betrachtet wurde jeweils das Intervall [1, 5-10°] in Schritten der Linge 1000.
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Abbildung 4: AD L-Zeitkomplexititen (SPARCstation-4)
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Abbildung 5: Reale Laufzeiten (SPARCstation-4)
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Abbildung 6: AD L-Zeitkomplexitéten (Ultra-1)
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Es wird erwartungsgemif sichtbar, da die Vermeidung der Multiplikationen in 3.2 bei
den weiteren Verfahren eine entscheidende Verbesserung auf beiden Beispielmaschinen
bedeutet. Die Ersetzung der for-Schleife durch einen while-Konstrukt ergibt nur einen
kleinen Vorteil. Die erwartete Verbesserung von Algorithmus 3.6 durch Reduzierung des
Speicheraufwandes wird auf der SPARCstation-4 durch den zusétzlichen Aufwand der
Operationen zur Berechnung der Bitpositionen und Feldindizes zunichte gemacht. Erst
die weitere Halbierung sowie die Unterlassung des Siebens mit der geraden Primzahl fithrt
zu einer deutlichen Verbesserung. Anders verhilt es sich bei der Ultra-1, wo bereits 3.6
einen — wenn auch relativ kleinen — Vorteil bedeutet.

Das Sieb in den bis hierher gezeigten Versionen weist einen grofien praktischen Nachteil auf.
Selbst nach der Reduzierung des Speicherbedarfs auf n/2 werden sehr schnell praktische
Grenzen erreicht. Zum Zeitpunkt der Erstellung dieser Arbeit lag der durchschnittlich
zur Verfiigung stehende Hauptspeicher pro Maschine bei etwa 10% Bytes', d.h. es ergibt
sich eine obere Grenze der siebbaren Intervalle in der GréBenordnung von 107 — 10'°. Der
folgende Abschnitt beschéftigt sich mit einer Losung dieses Problems.

'diese GroBe wurde in [Bay77] noch als ,absurd“ bezeichnet



3.3 Segmentierung 53

3.3 Segmentierung

Ein segmentiertes Sieb taucht in der Literatur erstmals in [Bre73] im Zusammenhang mit
der Suche nach groien Primzahlliicken auf. In [Bay77] wurde die Segmentierung erstmals
speziell behandelt.

3.3.1 Prinzip

Das Prinzip der Segmentierung ist einfach. Zunéchst erfolgt eine Aufteilung des zu sieben-
den Intervalls in normalerweise gleichgroie Teilstiicke (Segmente). Jedes Segment wird
nun fiir sich gesiebt. Bei k& Teilen ergibt sich eine Reduzierung der Raumkomplexitéit um
den Faktor 1/k. Problematisch ist dabei allerdings zunéchst, daf die Information iiber die
ersten 7(y/n) Primzahlen iiber den gesamten Siebvorgang hinweg verfiigbar sein muf.

3.3.2 Verwendung einer Primzahlliste bis /n

Es wird nun ein Verfahren vorgestellt, das zunichst eine Liste der ersten w(y/n) Prim-
zahlen generiert, mit denen gesiebt wird. Es ist dann insbesondere nicht mehr notwen-
dig, das gesamte Feld sieve zu durchlaufen und nach 0-Werten bzw. korrespondierenden
Primzahlen zu suchen, denn alle moglichen Primfaktoren sind vorberechnet worden. Die
Vorberechnung des Feldes gaps wird in 3.8 mit Algorithmus 3.7 erfolgen. Die Primzahlen
kleiner gleich \/n werden in gaps als Differenzen aufeinander folgender Primzahlen darge-
stellt. Dies ist eine sehr sparsame Methode, Primzahlen zu speichern, da bis 436273009
(= V2-10'7) nur ein Byte zur Speicherung notwendig ist (siehe z.B. [Rie94]).

Bemerkung. FEigentlich miiite man nur ungerade Zahlen, also halbe Liicken speichern,
dies erfordert dann jedoch wieder eine zusétzliche Rechenoperation bei der Umrechnung
auf die Primzahlen selbst. Allerdings erhoht sich damit auch der Bereich, in dem nur 1
Byte notwendig ist, auf 304599508537 (=~ V9 - 1022).

Es folgt zunichst der Algorithmus zur Erzeugung des Feldes mit Differenzen aufeinander
folgender Primzahlen kleiner gleich y/n:
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Algorithmus 3.8 pdiff

1. n + input()

2: tmpsieve < eratb(n)

3: index < 0 { Index fiir gaps-Feld }

4: thisgap < 1 { Néchste Liicke }

5: p < 3 { Laufvariable fiir Feld tmpsieve }

6: while p <n do { Sammle Liicken aus tmpsieve in gaps }
7. if getBit2(tmpsieve,p) = 0 then { Falls p prim }

8 gapslindex] < thisgap { Liicke merken }

9 index < index +1 { Index erhohen }

10: thisgap < 2 { Liicke zuriicksetzen }

11:  else

12: thisgap < thisgap +2 { Ansonsten Liicke erhthen }
13:  end if

14:  p + p+2 { Laufvariable erh6hen }
15: end while
16: return gaps

Lemma 3.7 Essei max{d:d =p;—p;_1,i < 7(n)} < 2B. Dann erzeugt Algorithmus 3.8
die Liste gaps der Differenzen aufeinanderfolgender Primzahlen kleiner gleich n (beginnend
mit 1 =3 —2) in der Zeit

(36B + S(n/4B)) - N(3,v/n,n)/2 + (33B + S(n/4B)) -n +
+(8B + S(n(n)/2)) - m(n)

(36 B + S(n/4B)) - N(3,v/n,n)/2 + O(nlogn)

= O(nlognloglogn)

tapr(n)

unter Verwendung von sapr(n) =n+ m(n) - B + O(1) Bits Speicher.

Beweis. Der wesentliche Beitrag zur Zeitkomplexitit liegt im Sieben des Intervalls. Die
Zeilen 8-10 werden m(n)-mal durchlaufen, Zeile 12 n — 7(n)-mal. Sobald eine Primzahl
gefunden wurde, wird der jeweilige Wert der Liicke im Feld gaps vermerkt. In Zeile 10
wird dieser dann auf 2 zuriickgesetzt, ansonsten in Zeile 12 jeweils um 2 erhéht. a

Bemerkung. Die Voraussetzung von Satz 3.7, dafl ein Maschinenwort zur Speicherung
einer Liicke ausreicht, ist in der Realitdt keine Einschrinkung. In Implementierungen
reicht fiir heute erreichbare Obergrenzen ein Byte aus.
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Algorithmus 3.9 erat6

1. n + input()

2: sqrin < sqrt(n) { Berechne Wurzel }

3: gaps <« pdiff(sqrtn) { Erzeugen der Primzahlliicken }
4: setBit2(sieve,1) { Markiere 1 als zerlegbar }

5. index < 1 { Index fiir gaps-Feld }

6: p < 3 { Initialisiere Laufvariable }

7. while p < sgrtn do { Durchlaufe Primzahlen < /n }
8: twop < p+p { Verdopplep }

9:  next + pxp { Setze next auf p? }

10:  while next <n do { Markiere Vielfache von p }

11: setBit2(sieve,next) { Markiere zerlegbare Zahl }
12: next < nexrt+ twop { Néchstes Vielfaches }

13:  end while

14:  index < inder +1 { Erhohe gaps-Index }

15 p < p+ gaps[index] { Setze p auf nichste Primzahl }
16: end while

17: return sieve

Es wird beginnend mit Index 1 die Liste durchlaufen und sukzessive das néchste Element
von gaps auf p aufaddiert und gesiebt.

Satz 3.8 Algorithmus 3.9 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [3,n] in der Zeit

tapi(n) = (31B + S(x(v/m)/2)) - 7(v/m) + (365 + S(n/4B)) - N(3, v/, n) /2 +
+(36B + S(v/n/4B)) - N(3, v/n,v/n)/2 + O(yv/nlogn)
= (36B + S(n/4B)) - N(3,v/n,n)/2 + O(yv/nlognloglogn)
= O(nlognloglogn)

unter Verwendung von sspr(n) = n(yv/n) - B+ v/n/2+n/2 + O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. Beginnend mit der Primzahl 3 und Index 2 wird sukzessive das Feld gaps
durchlaufen, um die Differenz zur néchsten Primzahl und somit schliefflich alle méglichen
Faktoren kleiner gleich /n zu erhalten. Der wesentliche Anteil an der Zeitkomplexitit
bleibt gleich. Wegen 7(y/n) = O(y/n/logn) und N(3, /n,v/n) = O(y/nloglogn) ist
dieser wiederum (durch die Zeilen 10-13) von der GréBenordnung nlogn loglogn. Tem-
porir wird ein zusitzliches Feld der Lange v/n/2 in pdiff zum Sieben des Intervalls [2, \/n]
benétigt. a

Das resultierende Verfahren ist nicht etwa schneller, sondern unwesentlich langsamer als
Algorithmus 3.7. Jedoch ist die Kenntnis der ersten 7(y/n) Primzahlen unerliflich bei der
nun folgenden Segmentierung. Zudem muf} zugute gehalten werden, dafl die Generierung
der Primzahlliste bis \/n dann nur ein einziges Mal erfolgen mu$.
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3.3.3 Erste segmentierte Version

Algorithmus 3.11 teilt das zu siebende Gesamtintervall in Teilstiicke gerader Lénge auf
und siebt diese. Die Linge der Segmente wird dabei zunichst als Parameter iibergeben.
Zunichst aber Algorithmus 3.10 zum Sieben eines Intervalls:

Algorithmus 3.10 sievelseg

gaps < input() { Eingabe des Liickenfeldes }
iMinl < input() { Eingabe der Segmentnummer }
[ < input() { Eingabe des Segmentlinge }
first < 141 xiMinl { Erste Zahl des Segments }
last « first+1—1 { Letzte Zahl des Segments }
sqrtLast < sqrt(last) { Bestimmung des groBtmoglichen Faktors }
index < 1 { Index fiir gaps-Feld }
p < 3
while p < sqrtLast do { Durchlaufe Primzahlen < v/last }
twop < p+p {p-2}
next < first % p { Bestimme ersten ,Treffer* im Segment }

_ = =
o2

if next = 0 then { Falls Division aufgegangen }
next < 1 { Erster Treffer ist first selbst }
else

_= e

next < p—next+ 1 { ansonsten addiere p + 1 auf p x (first + p) }
end if
if next A1 =0 then { Treffer war gerade, ein p aufaddieren }

_= = =

next < next+p

end if

while next <1 do { Markiere Vielfache von p }
setBit2(segment,next) { Markiere zerlegbare Zahl }
next < nexrt+ twop { Néchstes Vielfaches }

end while

index <« indexr +1 { Erhohe gaps-Index }

25:  p ¢ p+gapsfindex] { Setze p auf nichste Primzahl }

26: end while

27: return segment

O O R
A

Lemma 3.9 Es bezeichne [ die Lénge eines Segments. Algorithmus 3.10 siebt die Prim-
zahlen aus einem Intervall [(1 — 1) -1+ 1,7-1]N[3,n],7 € [1,n/]] in der Zeit
tapr(i,l) = (45B+ D(B)+ S(r(Vi-1)/2)) - m(Vi-1)
+(36B + S(1/4B)) - N*(3,Vi-1,1)/2 + O(1)
(36B + S(I/4B)) - N*(3,Vi-1,1)/2+ O(Vi-1)
= O(lloglloglog(i-1))
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unter Verwendung von sapr(l) =1/2+ O(1) Bits Speicher aus. Dabei ist

w( o m
j<p<k p
p prim

Beweis. Die Zeilen 11-19 dienen der Ermittlung der Bitposition des ersten Vielfachen
des gerade aktuellen p im Intervall. Das Intervall [(i —1) -1+ 1,3 -[] wird dabei auf [1,1/2]
abgebildet. Alle Vielfachen des jeweiligen p im aktuellen Intervall werden in der Zeile 21
vermerkt. Fiir jedes p < v/i - [ werden die Zeilen 21 und 22 |I/p| mal ausgefiihrt, insgesamt
also N*(3,v/i -1,1) mal. O

Algorithmus 3.10 wird nun verwendet:

Algorithmus 3.11 segeratl

:n <+ input()

1+ input()

. sqrtn < sqrt(n) { Berechne Wurzel }

: gaps < pdiff(sqrin) { Erzeugung des Liicken-Feldes }

L+~ 1+1
: end if
: Ngegs < N + | { Bestimme Anzahl der Segmente }
: if | X ngegs < n then { Falls n nicht durch [ teilbar ist }
10:  Ngegs < Nsegs +1 { Ein Segment mehr }
11: end if
12: wordsMinl <« [ + (2x B) { Anzahl der Woérter pro Segment - 1 }
13: segment < eratb(l) { Siebe erstes Segment mit Eratosthenes 5 }
14: for i < 2 to nggys do { Siebe Segmente }
15:  for k < 0 to wordsMinl do { Durchlaufe segment }
16: segmentlk] < 0 { Setze Feldelemente zuriick }
17: end for
18:  segment < sievelseg(gaps,i —1,1) { Ein Segment sieben }
19: end for

1
2
3
4
5. if I A1 then { Nur gerade Segmentlingen }
6
7
8
9

Satz 3.10 Algorithmus 3.11 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [3,n] in der Zeit

/1]
tapr(n,l) = O(y/nlognloglogn)+ O(lloglloglogl) + Z (12B+ (1/2B+1) -
i=1
(7B + S(1/4B)) + (36 B + S(I/4B)) - N*(3,Vi-1,1)/2 + O(Vi -1))
= O((n%/l) log lloglogn) + O(lloglloglog!)

unter Verwendung von sapr,(n,l) = n(y/n)B + max(l/2,/n/2) + O(1) Bits Speicher aus.
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Beweis. Die Erzeugung der Liste der Primzahldifferenzen benétigt O(y/nlogn loglogn)
Bitoperationen. Das erste Segment (Segment 0) wird mit Algorithmus 3.7 gesiebt und
tragt mit O(lloglloglogl) Bitoperationen bei. Die Segmente 1 bis [n/l| benétigen je-
weils (368 + S(1/4B)) - N*(3,Vi -1,1)/2 + O(i -1). Wegen Vi -1 = O(\/n), S(1/4B) =
O(logl) und N*(3,v/i -1,1) = lloglog! 4+ O(1) wird insgesamt topr,(n,1) = O((n/l) - \/n -
loglloglogn) + O(lloglloglogl). O

3.3.4 Diskussion

Fiir [ = /n wird fiir 3.11 tapr(n,/n) = O(nlognloglogn) sowie sapr, = O(y/n), was
einen Anhaltspunkt fiir die optimale Segmentlinge liefert. Allerdings wird noch eine we-
sentliche Verbesserung vorgenommen, die wiederum Einfluf} auf die Segmentlinge hat, so
daB [ = \/n wirklich nur als Anhaltspunkt zu sehen ist. Auch kann \/n- B bereits den zur
Verfiigung stehenden Hauptspeicherbereich iiberschreiten, so dal zur Speicherreduzierung
eine etwas hohere Laufzeit in Kauf genommen werden muf.

Es sollte nicht unterschlagen werden, dafi durch die Segmentierung eine Eigenschaft des
Eratosthenes-Siebes verloren gegangen ist. Es sind zu keinem Zeitpunkt alle Primzahlen
des Intervalls [1,n] vorhanden. Natiirlich konnte man dies durch eine Ausgabe der einzel-
nen Segmente ,reparieren”, aufgrund der dadurch entstehenden Kosten ist dies allerdings
keine eigentliche Losung. Es gibt Probleme, die die Kenntnis zumindest einer Teilmenge
verschiedener Segmente bendtigen. Ein solches Problem wird in Kapitel 5 zur Sprache
kommen.

Es folgt nun eine genauere Betrachtung der Funktion N*(j, k,m). Abbildung 8 zeigt einen
Plot der Punkte (p, [n/p]|) am Beispiel n = 1019, p < /n:
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Abbildung 8: (p,[10'°/p]),p < 10°
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Es wird deutlich, dafl die wesentlichen Kosten beim Sieben mit kleinen Primzahlen p
entstehen, wo L%J grof} wird. Abbildung 9 zeigt die Entwicklung der Gesamtkosten in

Abhéngigkeit der zuletzt gesiebten Primzahl.

1.9e+10

N¥(3,k, 10000000000)

1.8e+10

1.7e+10

|
1.6e+10 |-

1.5e+10

1.4e+10

1.3e+10 L L L L L L L L L
0 1le+09 2e+09 3e+09 4e+09 5e+09 6e+09 7e+09 8e+09 9e+09  1le+10

Abbildung 9: (k, N*(3,k,100)), £ < 105

Die meisten Operationen werden also fiir die Faktoren kleiner p vorgenommen. Es soll nun
fiir verschiedene m diejenige Primzahl p = h(n) bestimmt werden, bis zu der die Hélfte
aller Operationen stattgefunden haben, also die , halbe Arbeit“ im Sinne der Anzahl der
Operationen erledigt ist. Gesucht wird jeweils h(n) mit 2 - N*(3,h(n),n) > N*(3,/n,n)
und 2 - N*(3,h(n) — 1,n) < N*(3,y/n,n). Der schon gesparte Faktor 2 wurde da-
bei nicht mit aufgenommen. Zu erwarten ist wegen N*(3,k,m) = O(mloglogk), dal

h(n) = O(eV %logn). Statt die O-Konstante nun abzuschitzen, wurde h(n) fiir einige n

experimentell ermittelt.

n  h(n) n  h(n)
103 51 10° 29
104 7 1 10'0 37
10° 11 | 10t 43
106 13 | 1012 53
107 17 | 1013 67
108 23 | 1014 73

Tabelle 12: Die Funktion h(n)
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3.3.5 Vorsieben kleiner Primfaktoren

Tabelle 12 legt nahe, einen Weg zu finden, das Sieben kleiner Primfaktoren zu vermeiden.
Dies kann folgendermaflen geschehen: Zunichst wird ein Feld vorbereitet, in dem alle Viel-
fachen kleiner Primzahlen 3,5,7, ... , pr markiert werden. Fiir jedes zu siebende Segment
wird das vorbereitete Feld dann kopiert. Damit sind die vorgesiebten Faktoren nicht mehr
zu behandeln, nur mit Primzahlen zwischen pg,; und Pr(y/m) muf} gesiebt werden. Es
ergibt sich daraus allerdings die Einschrinkung, dafl die Segmentlinge ein Vielfaches von
M. = Hle p; sein mufl. Algorithmus 3.12 realisiert das Vorsieben bis zu einem pg, wobei
ein Feld primes aller kleinen Primzahlen 2, 3,... ,p; mit j > k vorhanden sei. Dabei wird
nicht p; an 3.12 iibergeben, sondern die vorher festzulegende Segmentlinge.

Algorithmus 3.12 presieve
11+ input()
2:1 +— 0
3: next + primes[l] { primes[0]=2 }
4: while (%next =0 do { Durchlaufe Primteiler der Segmentlinge }
5 twop < p+p
:  while next <1 do { Markiere Vielfache von p }
setBit2(psieve,next) { Markiere zerlegbare Zahl }
next < nexrt+ twop { Néchstes Vielfaches }

6
7
8:
9: end while

10: ¢ < 1+1

11:  next < primes]i]
12: end while

13: return psieve

Lemma 3.11 Es bezeichne | = M), < /n mit My, > /n die Linge eines Segments.
Algorithmus 3.12 markiert die Vielfachen der Primzahlen p mit p | [ in

tapr(l) = 28B-k+ S(k/2)+ (36B + S(I/4B)) - N*(3,pk, 1) + O(1)
= (36B+ S(1/4B)) - N*(3,pk,l) + O(logl)
= O(lloglloglog((loglogi)logl))

Bitoperationen unter Verwendung von sapr(n) =1/2 + O(1) Bits Speicher.
Beweis. Der wesentliche Anteil ist wiederum die innere while-Schleife Die Zeilen 7 und
8 werden N*(3,p,!) mal durchlaufen. Wegen A.5, k = O(log!) und S(I/4B) = O(logl)

wird insgesamt N*(3,pg,l) = O(l - loglog((loglogl)logl)). Wegen [ = M, gilt spéter
immer ¢ + j -l =1 mod Mj und somit auch i + j -1 =4 mod p,, fiir alle m < k. a

Die Algorithmen 3.10 und 3.11 miissen nun nur unwesentlich verindert werden.
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Algorithmus 3.13 segerat2

:n <+ input()

1+ input()

. sqrtn < sqrt(n) { Berechne Wurzel }

: gaps < pdiff(sqrin) { Erzeugung des Liicken-Feldes }

: Ngegs < n + | { Bestimme Anzahl der Segmente }
. if | X ngegs < n then { Falls n nicht durch [ teilbar ist }
L Mgegs 4 Mgegs +1 { Ein Segment mehr }
: end if
10: wordsMinl <« | + (2 x B) { Anzahl der Worter pro Segment - 1 }
11: segment <« eratb(l) { Siebe erstes Segment mit Eratosthenes 5 }
12: for i < 2 to ngys do { Siebe Segmente }
13:  for k + 0 to wordsMinl do { Durchlaufe segment }
14: segmentlk] < psieve[k] { Kopiere Vorsieb }
15:  end for
16:  segment < sieveSeg(gaps,i —1,1) { Ein Segment sieben }
17: end for

1
2
3
4
5: psieve < presieve(l)
6
7
8
9

In Algorithmus 3.10 mufl nun nur noch Zeile 8 durch folgende Zeilen ersetzt werden, um
das Sieben der ersten k£ Primzahlen zu vermeiden:

while [%primes[indez] = 0 do
inder < index + 1

end while

p « primes[index]

Satz 3.12 Es sei wieder | = My < /n mit My, > /n die Linge eines Segments.
Algorithmus 3.13 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [3,n] in der Zeit

tapr(n,l) = O(lloglloglog((loglogl)logl)) + O(v/nlognloglogn) + O(lloglloglogl) +
[n/1]
+ > (12B+ (/2B +1) - (11B +2- S(I/4B)) +
i=1
£@6B + S(/AB)) - N* (s, Vi1, 1)/2 + O(v/))
= O((n%/l) loglloglogn) 4+ O(lloglloglog!)

unter Verwendung von sapr(n) = n(y/n)B + max(l/2,1/n/2) + O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. Die einzigen Unterschiede zu 3.11 liegen im Aufruf von presieve in Zeile 5 und
der Ersetzung der 0 auf der rechten Seite von Zeile 16 in 3.11 durch psievelk]. presieve
wird nur einmal aufgerufen und verursacht daher keine wesentlichen Kosten. Die Kopie des
Vorsiebes erfordert nur zusitzliche 3B + S(1/4B) Schritte. Zur Korrektheit: Das Sieben
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der kleinen Primfaktoren < p; wird nun durch das Kopieren des vorgesiebten Feldes erzielt.
Da die Lénge eines Segments ein Vielfaches des Produkts der ersten k£ Primzahlen ist, sind
fiir jedes Segment die Positionen m mit m = j - p;, ¢ < k vor dem Aufruf von sieveSeg
bereits markiert. a

Tabelle 13 zeigt die zu erwartende, prozentuale Zeitersparnis bei Vorsieben aller Prim-
zahlen bis einschlieflich py, fiir die Intervalle [1,108] und [1,10'4]. Dabei ergeben sich die
Spalten 2 und 3 durch 100 - (1 — N*(pg, 10%/2,10%) /N*(3, 10/2,10%)).

pr | [1,10™] | [1,10°]
3| 131 16,8
51 21,0 26,9
7| 26,6 34,1
11| 302 38,7
13| 332 42,6
17| 355 45,5
19| 376 48,2
23 | 39,3 50,4

Tabelle 13: Zu erwartende, prozentuale Zeitersparnis durch Vorsieben bis py,

Nach Satz 3.10 liegt die optimale Segmentlinge [ bei y/n, da bei dieser Wahl einer-
seits die Zeitkomplexitit O(nlognloglogn) erreicht, andererseits die Raumkomplexitit
die Groflenordnung /n nicht iiberschreitet. Durch die Einschrinkung, daf§ bei Vorsieben
von Primzahlen kleiner gleich py die Segmentlinge ein Vielfaches von M} sein muf, ist
[ = y/n im allgemeinen nicht genau zu erreichen. In Abschnitt 3.4 werden die optimalen
Langen fiir verschiedene n in Abhingigkeit eines weiteren Parameters bestimmt werden.

3.3.6 Weitere Verbesserungen

In diesem Abschnitt sollen weitere Optimierungsmoglichkeiten aufgezeigt werden. Zunéchst
wird eine kleine Verdnderung an den Pseudofunktionen setBit und getBit vorgenommen,
die fiir jede Markierung eine Operation spart. Danach wird ein Problem bearbeitet, das
an fritherer Stelle schon erwdhnt worden ist und dessen (Teil-)Losung eine weitere, ent-
scheidende Verbesserung liefert.

Verbesserung der Bitoperationen Die in der Definition von setBit2(sieve, next) und
getBit2(sieve, p) auftauchenden Operationen next > 1 bzw. p > 1 konnen folgenderma-
fen vermieden werden: Da das Intervall [1,n] im Sieb auf ein Feld [1,7n/2B] abgebildet
wird, in dem keine geraden Zahlen mehr existieren, kann das Durchlaufen von [1, n] durch
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das Durchlaufen von [1,7/2] ersetzt werden. Zunichst wird also der erste Treffer im Inter-
vall durch 2 geteilt. Nun wird jeweils nicht mehr twop, also das Doppelte der Primfaktoren
addiert, sondern p selbst. Es ergeben sich die modifizierten und nun ,endgiiltigen“ Funk-
tionen setBit:

sieve[next > b] <« sieve[next > bl V (1 <« (next A (B —1)))
sowie getBit:
(sievelp > DA (1l < (p A (B—1)))

Algorithmus 3.10 wird nun folgendermaflen veréndert:

Algorithmus 3.14 sievelseg?

gaps < input() { Eingabe des Liickenfeldes }

iMinl < input() { Eingabe der Segmentnummer }

[ < input() { Eingabe des Segmentlinge }

first < 141 xiMinl { Erste Zahl des Segments }

last « first+1—1 { Letzte Zahl des Segments }

lo <~ 1> 1 { Bestimme halbe Segmentlinge }

sqrtLast < sqrt(last) { Bestimmung des groBtmoglichen Faktors }

while [%primes[indez] = 0 do { Durchlaufe Primteiler der Segmentlinge }
index <« indexr +1 { Justiere Index }

end while

_ =
—_ O

: p < primes|index] { Erste zu siebende Primzahl }
: while p < sqrtLast do { Durchlaufe Primzahlen < Vlast }

[
N

13:  next < first % p { Bestimme ersten ,Treffer im Segment }
14:  if next = 0 then { Falls Division aufgegangen }

15: next < 1 { Erster Treffer ist first selbst }

16: else

17: next < p—next+ 1 { ansonsten addiere p + 1 auf p x (first + p) }
18:  end if

19:  next < next > 1 { Justiere ersten Treffer }

20:  while next <l do { Markiere Vielfache von p }

21: setBit(segment,next) { Markiere zerlegbare Zahl }

22: next < next+p { Néchstes Vielfaches }

23:  end while

24:  inder < index +1 { Erhéhe gaps-Index }

25:  p  p-+gaps[index] { Setze p auf nichste Primzahl }
26: end while
27: return segment
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Lemma 3.13 Es sei [ definiert wie in Lemma 3.11 und ¢ € [1,n/l]. Algorithmus 3.14
siebt die Primzahlen aus einem Intervall [(i — 1) -1 + 1,4 -I] N [3,n] in der Zeit

tapr(i,l) = (40B + D(B)+ S(x(Vi-1)/2)) - n(\i-1)
+(33B + S(1/4B)) - N*(prs1, Vi - 1,1)/2 + O(1)
= (33B+5(1/4B)) - N*(prs1,Vi-1,1)/2+ O(Vi-1)
= O(lloglloglog(i-1))

unter Verwendung von sapr(l) =1/2+ O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. Durch die Vermeidung der Operation next < 1 sind 3B Schritte eingespart
worden. Zur Korrektheit: Anstatt die ganzen Faktoren zu durchlaufen, um die Abbildung
auf das Intervall [1,1/2] dann in setBit vorzunehmen, werden sofort nur halbe Faktoren
durchlaufen. Die Halbierung der Vielfachen der zu siebenden p wurde also lediglich von
setBit verschoben. |

Es sei nun Algorithmus 3.15 (Segmentiertes Sieb 3) wie 3.13, allerdings mit den modifi-
zierten Bitoperationen. Dariiber hinaus sei die entsprechende Verinderung in eratb durch
Ersetzung von next in Zeile 10 durch next > 1 gegeben. Dann folgt:

Satz 3.14 Algorithmus 3.15 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [3,n] in der Zeit

tapr(n) = O(lloglloglog((loglogl)logl)) + O(v/nlognloglogn) + O(lloglloglogl) +
[n/1]
+ Y (12B+(1/2B+1)- (11B +2- S(1/4B)) +
i=1
LB3B 1 S(U/AB)) - N*(pes1 Vi 11)/2 + O(/))
= O(nlognloglogn)

unter Verwendung von sapr(n) = n(y/n)B + max(l/2,1/n/2) + O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. Der Unterschied der Zeitkomplexitét ergibt sich aus der Ersetzung der Operation
next > 1 durch next in setBit, womit 3B eingespart werden. a

3.3.7 Laufzeitanalyse der segmentierten Siebe

Es folgt nun eine Laufzeitanalyse der segmentierten Siebe 1 — 3. Betrachtet wird das
Intervall [1,108] in Schritten der Linge 10°. Die Segmentlinge von Algorithmus 3.11 ist
dabei jeweils y/n, die von 3.13 und 3.15 gleich Mg = 30030. Die erwartete Verbesserung
von etwa, 43% durch das Vorsieben wird dabei in den Abbildungen 10 — 13 sehr gut sichtbar.
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Vermeidung von Mehrfachmarkierungen Ein Problem aller bisherigen Siebversio-
nen ist, dafl Mehrfachmarkierungen stattfinden. So ist fiir jedes zu siebende p; jede dritte,
jede fiinfte, jede siebte ... jede p; i-te Operation iiberfliissig, denn diese Positionen sind
bereits als zerlegbar markiert.

Es wird nun beschrieben, wie zumindest jede dritte und jede fiinfte iiberfliissige Operation
vermieden werden kann. Die Formulierung findet aus Platzgriinden nicht als gesondert
aufgefithrter Algorithmus statt, sondern wird als Teil des in 3.4 vorgestellten Primzahlge-
nerators implementiert.

Das Prinzip ist das folgende: Fiir jede zu siebende Primzahl kleiner einer vorgegebenen
Schranke wird solange markiert, bis das entsprechende Produkt ein Vielfaches von 3-5 = 15
ist. Dann wird nicht mehr jeweils ein p addiert, sondern folgende Sequenz (deren Fakto-
ren sich im Grunde in 3.5.1 als W3[x] wiederfinden): p,2p, 3p, p, 3p, 2p, p, 2p. Alle iibrigen
Markierungen sind Vielfache von 3 und/oder 5 und werden daher iibersprungen. Natiirlich
kénnte man in diese Sequenz auch einspringen, dies erforderte aber eine zusétzliche Fall-
unterscheidung, die nicht billiger als die Justierung ist. Wahrend der Entwicklung der im
folgenden Abschnitt vorgestellten Implementierung eines Primzahlsiebes wurde auch die
Vermeidung von Vielfachen der 7 getestet, dies fiihrte allerdings zu keiner Verbesserung
mehr, da die Justierungsschritte (bzw. die Fallunterscheidung) den Vorteil aufhoben. So-
gar die Vermeidung aller zusétzlicher Markierungen ist moglich, dies wird in Abschnitt
3.5.1 beschrieben.
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3.4 Der Primzahlgenerator pg

Die in den letzten Abschnitten gewonnenen Erkenntnisse werden nun zusammengefafit und
als Primzahlgenerator-Software pg implementiert. Auf eine komplette Beschreibung in
ADL wird hier aus Platzgriinden verzichtet. Allerdings wird die wesentliche Siebprozedur
in ADL formuliert und analysiert.

Die Basis von pg ist im Grunde das segmentierte Sieb 3 mit der zusétzlichen Implementie-
rung einer Routine zur Vermeidung der Mehrfachmarkierungen, die in Algorithmus 3.17

realisiert wird.

Das Ergebnis dieses Abschnitts stellt einen wesentlichen Teil der in Kapitel 4 vorgestellten
Berechnung dar. In 5 und 6 wird pg als Hilfsmittel benutzt.

3.4.1 Anforderungen

Neben den grundlegenden Anforderungen wie etwa der verniinftigen Einteilung in Pro-
grammodule sowie der Ubersichtlichkeit und ausreichenden Dokumentation der Quellen
standen bei der Entwicklung von pg die folgenden, speziellen Punkte im Vordergrund:

Einfache Erweiterbarkeit zur spiteren Anwendung
e Sieben beliebiger Teilintervalle

e Freie Wahl der Segmentlinge (bei Beachtung der Restriktion, die aus dem Vorsieben
resultiert)

e _Haltbarkeit“ durch wihlbare Wortlingen bis 128 Bits

e Wahl, ob ein 0- oder 1-Bit eine Primzahl reprisentiert (wichtig z.B. fiir Kapitel 4)
e Wahl, bis zu welchem Faktor Vielfache von 3 und 5 nur einmal gesiebt werden

e Intensive Verwendung der Moglichkeiten des C-Priprozessors zur Optimierung

e Verwendung von Standard-(C-)Sprachkonstrukten zur leichten Portierbarkeit

e Vermeidung der direkten Verwendung von Grunddatentypen

Der Grund fiir den letzten Punkt ist dabei wiederum die Moglichkeit zur leichten Por-
tierung, da die Linge der Grunddatentypen in C nicht genau festgelegt ist. Die direkte
Vermeidung wurde wiederum durch den Einsatz des C-Préprozessors realisiert.
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3.4.2 Softwareaufbau

Der Primzahlgenerator pg setzt sich aus 14 verschiedenen Quelldateien zusammen.

Zweck und Bedeutung der einzelnen Module sind in Tabelle 14 aufgelistet:

Dateiname Bedeutung/Zweck

pg.c Hauptprogramm

pg.h Nicht zu editierende Definitionen
pg-defs.h Benutzerdnderbare Definitionen
pg-get primes.c Durchlaufen fertig gesiebter Intervalle
pg-init.c Initialisierung

pg-load_gaps.c  Laden der Primzahlliicken

pg-mem.c Speicherallokation

pgmsg.c Ausgabe-/Fehlerfunktionen

pgnext prime.c (Optionaler) Code, falls Primzahl gefunden
pg-next_gap.c (Optionaler) Code bei Ermittlung der nichsten Differenz
pg-scan_args.c  Scannen der Kommandozeilenparameter

pg-sieve.c Siebprozedur
pg-sieve ps.c Siebprozedur fiir Vorsieb
pg-utils.c Werkzeuge

Tabelle 14: pg-Module

Die in 3.4.1 erwdhnten, zu wéhlenden Parameter werden durch Préprozessoranweisungen
(#define’s) in der Datei pg.defs.h festgelegt. Eine wesentliche Rolle spielen da-
bei die Konstanten SIEVELENLONGS (Lidnge der Segmente in Maschinenworten) sowie
MUL_3_5_THRESHOLD (Maximaler Faktor, bis zu dem Mehrfachankreuzungen von Vielfa-
chen von 3 und 5 vermieden werden).

Die in pg_defs.h benutzerdefinierten Parameter werden von pg.h eingebunden. pg.h
selbst wird in alle Quellen eingefiigt und stellt somit simtliche Definitionen iiberall zur
Verfiigung.

Ein geeignetes Makefile steuert dabei die bedingte Kompilation. pg kompilierte problemlos
auf vier verschiedenen Sun-Workstations unter zwei verschiedenen Betriebssystemversio-
nen, drei verschiedenen Linux-PC’s sowie einer IBM PowerP C-Workstation unter AIX.
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3.4.3 Programmablauf

Beim Programmaufruf wird iiber die Kommandozeile das zu siebende Intervall {ibergeben
und in pg_scan_args gepriift. Wahrend der Initialisierungsphase werden die benétigten
Speicherbereiche alloziert, die Primzahldifferenzen geladen und das Vorsieb vorbereitet.
Danach beginnt innerhalb einer Schleife der eigentliche Siebvorgang. In pg_sieve (siehe
auch Algorithmus 3.16) wird dabei jeweils ein Teilsegment gesiebt. Nach dem Sieben wird
das Intervall in pg_get_primes durchlaufen und in Abhéngigkeit der Definitionen aus
pg-defs.h jeweils beim Auftreten einer Primzahl bzw. Primzahldifferenz entweder die in
pg-next_prime oder pg-next_gap befindlichen Anweisungen abgearbeitet. Vor allem aus
Testgriinden kann optional ein effizient implementiertes Zihlen der Primzahlen erfolgen.

Der Grundablauf ist Abbildung 14 zu entnehmen.

- P9 Pg_scan_args
pg_init pg_alloc_mem
1
pg_load gaps
1
pg_sieve - pg_sieve ps

pg_next prime

pg_get primes

pg_next gap

Gesamtintervall
fertig ?

Abbildung 14: pg-Programmablauf
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3.4.4 Die Siebprozedur pg_sieve

Die wesentliche Prozedur pg_sieve setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Der in pg zu
wiahlende Parameter MUL_3_5_THRESHOLD taucht hier als m35 auf. Bis zu diesem Wert
finden keine Mehrfachmarkierungen von Vielfachen von 3 und 5 statt, danach wird normal
gesiebt.

Algorithmus 3.16 pg_sieve

gaps < input() { Eingabe des Liickenfeldes }

iMinl < input() { Eingabe der Segmentnummer }

[ < input() { Eingabe des Segmentlinge }

[l < I>1 { Berechnung der halben Segmentlinge }

first < 141 xiMinl { Erste Zahl des Segments }

last « first+1—1 { Letzte Zahl des Segments }

sqrtLast < sqrt(last) { Bestimmung des groBtmoglichen Faktors }

index < 1 { Index fiir gaps-Feld }

while [%primes|indexr] = 0 do { Bestimme erste zu siebende Primzahl }
indexr < index +1

: end while

: p « primes[index] { Erste Primzahl, die die Segmentlinge nicht teilt }

. while p < sqrtLast do { Durchlaufe Primzahlen < v/last }

14:  next < first % p { Bestimme ersten ,Treffer im Segment }

15:  if next = 0 then { Falls Division aufgegangen }

e o B e S
w Ny = o

16: next < 1 { Erster Treffer ist first selbst }

17 else

18: next < p—next+ 1 { ansonsten addiere p + 1 auf p x (first + p) }
19:  end if

20:  if next A1 =0 then { Treffer war gerade, ein p aufaddieren }

21: next < next+p

22:  end if

23:  if p < m35 then { Vermeide doppeltes Markieren von Vielfachen von 3 und 5 }
24: bigsteps()

25:  else

26: next <+ next>1

27: while next <l do { Markiere Vielfache von p }

28: setBit(segment,next) { Markiere zerlegbare Zahl }

29: next < next+p { Néchstes Vielfaches }

30: end while

31:  end if

32:  inder < index +1 { Erhéhe gaps-Index }

33:  p <« p+gapsfindex] { Setze p auf nichste Primzahl }
34: end while

35: return segment
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Algorithmus 3.17 beschreibt die Prozedur bigsteps, durch die die Vermeidung des wieder-
holten Markierens der Vielfachen von 3 und 5 realisiert wird:

Algorithmus 3.17 bigsteps
twop < p+p {p-2}
threep <« twop+p {p-3}
nextmodld < next%ld { next mufl Vielfaches von 15 werden }
twopmodl5 < twop%15 { Zur spiteren, einfachen Berechnung von nextmodl5 }

1:
2:
3:
4:
5. fifteenp < (p<4)—p {p-15}
6
7
8

: while nezt <1 do { Siebe mit p }
if nextmodl5 = 0 then { Falls next Vielfaches von 15 }
next < (next>>1)+p { Halbiere next, addiere erstes p }

9: if next <y then { Uberhaupt noch im Intervall? }
10: setBit(segment,next) { Markiere zerlegbare Zahl }
11: else
12: break
13: end if
14: while next + fifteenp <ly do { Addiere p,2p,3p,p,3p,2p,p,2p }
15: next < next+p
16: setBit(segment, next)

17: next < next 4+ twop

18: set Bit(segment, next)

19: next < next+ threep

20: setBit(segment, next)

21: next < next+p

22: set Bit(segment, next)

23: next < next+ threep

24: set Bit(segment, next)

25: nexrt < nert+ twop

26: setBit(segment, next)

27: next < next+p

28: set Bit(segment, next)

29: next < next 4+ twop

30: setBit(segment, next)

31: end while

32: while next <ly do { Restliche Zerlegbare markieren }
33: setBit(segment,next) { Markiere zerlegbare Zahl }
34: next < next+p

35: end while

36: break { Vielfache aller p im Intervall markiert }

37.  else

38: setBit(segment,next > 1) { Markiere zerlegbare Zahl }
39: next < next+ twop

40: nextmodld < nextmodlb + twopmodlb

41: if nextmodl5 > 15 then { Vermindere gegebenenfalls nextmodl5 um 15 }
42: nextmodld < nextmodld — 15

43: end if

44:  end if

45: end while
46: return
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Satz 3.15 Algorithmus 3.16 siebt die Primzahlen aus einem Intervall [( —1)-14+1,7-]]N
3,nl,i € [1,n/l]

tapr(i,1,m35) = (33B+ S(I/4B))- N*(m35,Vi-1,1)/2 +
+(598B +2- D(B) + 15 - S(1/4B)) - m(m35 — 1) +
+(232B +8 - S(I/4B)) - N*(pp41,m35,1)/30 + O(1)
= O(lloglloglog(i-1))

unter Verwendung von sapr(l) =1/2+ O(1) Bits Speicher aus.

Beweis. Fiir Primfaktoren grofler gleich m35 ist Algorithmus 3.16 identisch mit 3.14.
Fir p < m3b werden im Durchschnitt 7,5 Justierungsschritte notwendig. Daher werden
die Zeilen 39 — 44 insgesamt 7,5 - (7(V/i - ) — w(m35 — 1))-mal durchlaufen. Dasselbe gilt
fiir die Zeilen 34 — 35. Die Zeilen 16 — 31 werden pro p [l/(30 - p)|-mal ausgefiihrt. Die
asymptotische Laufzeit dndert sich wiederum nicht. Zur Korrektheit: Die Zeilen 6, 10 und
33 sorgen dafiir, dafy das Intervall nicht verlassen wird. Im Falle, dafl next kein Vielfaches
von 15 ist, wird zunéchst next erhéht und jeweils markiert. Dies geschieht genau so lange,
bis die Bedingung in Zeile 7 wahr wird. Dann wird zunéchst next/2+p markiert, falls dieser
Wert noch im Intervall liegt. Danach wird solange die Sequenz p,2p, 3p, p, 3p, 2p, p, 2p
addiert und markiert wie next + 15 - p noch im Intervall liegen. Schliefllich werden die
moglicherweise noch zu markierenden, restlichen Zahlen durchlaufen. O

Die Aussage des Satzes 3.15 zeigt nicht offensichtlich, daf§ die Vermeidung des mehrfachen
Ankreuzens von Vielfachen von 3 bzw. 5 eine Verbesserung darstellt.

Bemerkung. Durch die Zeilen 16 — 31 werden statt der normalerweise notwendigen 15
Schritte nur 8 ausgefiihrt. Allerdings wird dies nur dann zu einer echten Ersparnis fithren,
wenn diese Ausfilhrung mindestens zweimal stattfindet, um die vorher notwendigen Ju-
stierungsschritte auszugleichen. Daher sollte der Wert von m35 etwa % der Segmentlinge
nicht iiberschreiten. Gerade bei den kleinen Primfaktoren lohnt sich der zusétzliche Auf-
wand jedoch merklich.

Im folgenden Abschnitt werden Ergebnisse von Laufzeitmessungen des Primzahlgenerators
pg aufgelistet. Dabei sind einige Zeiten angegeben, die einmal mit m35 ~ /30 sowie einmal
mit m35 = 0 gemessen wurden. Das Optimum von m35 wurde dabei fiir verschiedene
Siebgrenzen und Maschinen experimentell bestimmt.
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3.4.5 Laufzeitmessungen

Die Messungen zu den Tabellen 15 — 17 fanden sowohl auf den beiden bisher verwendeten
Testmaschinen als auch aus Vergleichsgriinden auf einem 200MHz Pentium PC unter Linux
2.0 statt. Alle Werte sind in CPU-Sekunden angegeben. Die erste Messung zeigt die
minimalen Laufzeiten und die zugeho6rigen optimalen Parameter MUL_3_5_THRESHOLD und
SIEVELENLONGS fiir Siebe bis 10", n € {4,... ,10}.

Intervallobergrenze MUL_3_5_THRESHOLD SIEVELENLONGS Zeit
104 47500 23.5.7.11 < 0,01
10° 47500 23.5.7-11 < 0,01
108 50000 23.5.7-11 0,01
107 50000 3-5-7-11-13 0,150
108 52500 2.3.5-7-11-13 1,700
10° 57500 22.3.5.-7-11-13 19,5
1010 85000 23.3.5-7-11-13 226,2

Tabelle 15: Optimale pg-Laufzeiten Ultra-1, 10* — 10'°

Intervallobergrenze MUL_3_5_THRESHOLD SIEVELENLONGS Zeit
10* 40000 23.5.7.11 0,02
10° 40000 23.5.7-11 0,02
106 40000 23.5.7-11 0,05
107 40000 23.5.7-11 0,48
108 42500 2.3-5-7-11-13 5,62
10° 57500 22.3.5-7-11-13 64,42
100 60000 22.3.5.7-11-13 796,22

Tabelle 16: Optimale pg-Laufzeiten SPARCstation-4, 10* — 1010

Intervallobergrenze MUL_3_5_THRESHOLD SIEVELENLONGS Zeit
10* 40000 23.5.7-11 0,02
10° 40000 23.5.7-11 0,02
106 40000 23.5.7-11 0,04
107 45000 23.5.7-11 0,46
108 52500 3.5-7-11-13 5,4
10° 52500 3.-5-7-11-13 64,3
100 55000 2.3-5-7-11-13 861,97

Tabelle 17: Optimale pg-Laufzeiten PC Pentium 200, 10* — 10'°
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Die identischen Zeiten fiir 10* und 10° ergeben sich daraus, daB bereits ein Wert fiir
SIEVELENLONGS von 2-3-5-7-11 = 9240 ein Intervall der Linge 591360 reprisentiert und
pg immer mindestens ein ganzes Segment siebt.

Die zweite Messung betrachtet die Intervalle [10, 10" +10°] fiir n € {10,11,12,13,14,15}.
Diese Rechnung wurde nur auf der Ultra-1 durchgefithrt. Optimal waren dabei fiir
MUL_3_5_THRESHOLD 50000 sowie fiir SIEVELENLONGS 23 -3 .5-7-11-13. In der drit-
ten Spalte ist als Vergleichswert die Zeit fiir die Rechnung mit MUL_3_5_THRESHOLD = 0
angegeben:

n  Zeit MUL_3_5 _THRESHOLD = 50000 Zeit MUL_3_5_THRESHOLD = 0
10 24,7 43,1

11 29,7 48,1

12 38,0 56,4

13 56,3 74,5

14 104,5 122,2

15 241,7 257,3

Tabelle 18: Optimale pg-Laufzeiten Ultra-1, 10” — 10" + 10°

Die deutliche Zunahme der Laufzeiten ist natiirlich nicht verwunderlich, da die Anzahl
der jeweils zu siebenden Primfaktoren in der Groflenordnung O(y/n/ log \/n) wiichst. Der
Einflu} des Parameters MUL_3_5_THRESHOLD ist beachtlich und macht im ersten Intervall
eine Ersparnis von immerhin 35% aus. Die fallende Tendenz liegt an der Tatsache, daf}
immer grofere Primfaktoren in Betracht kommen, fiir die die Vermeidung der Mehrfach-
markierungen keinen Sinn mehr macht und nicht stattfindet.

3.5 Vergleich mit anderen Sieben

In [Dun96] und [Sor98] werden die Laufzeiten von Implementierungen verschiedener Sie-
balgorithmen miteinander verglichen.

Das beste Ergebnis erzielte dabei ein Verfahren, das nun beschrieben werden soll.
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3.5.1 Pritchard’s Linear Segmented Wheel Sieve

Das hier beschriebene Verfahren geht auf Paul Pritchard [Pri83] zuriick. Es handelt sich
dabei prinzipiell um eine segmentierte Version des Eratosthenes-Siebes. Eine grundlegende
Rolle spielt dabei das Konzept der Wheels.

Definition 3.16 Es seien Wy (m) und Wy, definiert durch

Wi(m) ={j <m:ggT(j, My) = 1},

Wi, = Wi(My,)

Wi, heifit auch k-tes Wheel, Wi (y) k-tes W heel erweitert auf y.

Bemerkung. Es bezeichne p(n) = [{1 <k <n:ggT(k,n) = 1}| die Eulersche Funktion.
Dann ist
M,
p— p— _—
(Wi| = o(My) = O <loglong>

sowie

m
Welin)| =0 (o)

(siehe z.B. [Rib96])

Das Prinzip des Siebverfahrens ist nun das folgende:

1. Initialisiere jedes Segment, so dafl zunéchst alle Zahlen als zerlegbar gelten

2. Nehme diejenigen Zahlen als Primzahlkandidaten auf, die relativ prim zu den ersten
k Primzahlen sind

3. Streiche nun diejenigen wieder heraus, die einen Primfaktor p mit py < p < pr( /)
besitzen

Der folgende Algorithmus siebt ein Teilsegment (siehe auch [Sor98] sowie [Pri83]). Auf die
explizite Formulierung des steuernden Algorithmus zur Segmentierung analog 3.11 wird
hier verzichtet.

Dabei sei W[z] = min{y : y > x A g9T (y, M) = 1}.
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Algorithmus 3.18 sievelsegp

primes < input() { Eingabe der Primzahlen < \/n }
pisqrtz < input() { Eingabe von m(y/n) }
firstMinl < input() { Erste Zahl des Segments — 1 }
last « input() { Letzte Zahl des Segments }
k <« idnput() { Eingabe von k }
mk < idnput() { Eingabe von My }
x « firstMinl + W[firstMin1%mk] { Erster Zahl x mit ggT(z, M) =1}
while z < last do { Nehme Kandidaten auf }
setBit(segment,x — firstMinl)
z  x+ Wilz%mk] { Setze z auf nichste zu My, teilerfremde Zahl }
: end while
1 +— k+1
: while i < pisqrtz do { Durchlaufe Primzahlen < /n }

= e
w N = o

14:  p <« primesfi] {p=p;}

15:  firstMinlp < firstMinl +p

16:  factor « firstMinlp + Wy[firstMinlp%mk] { Erster Faktor von p; }
7. lastp < last+p

18:  while factor <lastp do { Streiche Zerlegbare }

19: unsetBit(segment,p x factor — firstMinl) { Setze Kandidaten zuriick }
20: factor < factor + Wy [factor%mk] { Ermittle nichsten Faktor }

21:  end while

22: 1 < 1+1

23: end while

[\
>

: return segment

Satz 3.17 Esseil = last — firstMinl die Linge eines Segments. Algorithmus 3.18 siebt
die Primzahlen aus einem Intervall [firstMinl + 1,last] in

Lapi(n LK) = (108 + D(B) + S(My/(2B))) - o(My) - /M +
H30B +3- D(B) + S(r(vn)2) + S(M/ (2B)) - (x(V) — k) +
S (03 + M(B) + D(B) + S(My/ (2B)) - N (i V)

Bitoperationen unter Verwendung von sapr(n,l, k) = n(v/n)B +1/2 + o(My)B + O(1)
Bits Speicher aus.

Beweis. Die erste while-Schleife in den Zeilen 8 — 11 nimmt diejenigen Zahlen als
Primzahlkandidaten in das Feld auf, die relativ prim zu den ersten k£ Primzahlen sind.
Es gibt ¢(My) zu My, teilerfremde Zahlen, d.h. insgesamt werden ¢(Mjy) - I/M}, Schritte
durchlaufen. Dabei wird fiir jedes p zuniichst in Zeile 16 der erste Faktor zu einer durch
p zerlegbaren Zahl im Segment bestimmt. Die Schleife 13 — 23 besteht aus w(y/n) — k
Schritten. Schlieflich werden in den Zeilen 18 — 21 alle Vielfachen der p im Segment ge-
strichen. Die Funktion unsetBit sei dabei analog setBit definiert. Diese Schleife benotigt
fiir jedes p p(My) - [%J /M, Durchldufe. Die Konstruktion des Feldes W}, muf} nur einmal
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durchgefiithrt werden und kann in O(Mj) Schritten erfolgen (siehe [Dun96]). Zur Raum-
komplexitit: Das Feld W}, benotigt My, B Bits Speicher, die Primzahlliste bis /n wiederum
7(y/n)B Bits. Hinzu kommt der Speicher fiir ein Segment, bestehend aus [ Bits. O

Es bezeichne nun Algorithmus 3.19 (Pritchard’s Linear Segmented Wheel Sieve) denjeni-
gen Algorithmus, der unter Verwendung von 3.18 segmentweise aus einem Intervall [1,n]
die Primzahlen aussiebt.

Satz 3.18 Algorithmus 3.19 siebt die Primzahlen aus dem Intervall [1,7n] in
tapr(n) = O(nlogn)

Bitoperationen unter Verwendung von sapr(n) = O(y/n) Bits Speicher aus.

Beweis. Durch Festlegung von M;, = O(y/n) wird p = O(logy/n). Mit 3.5.1 wird nun

S(My/(2B)) - 9(My) - 1/ My, = O (%) ,

S(My/(2B)) - (w(v/n) — k) = O(v/n)

% - (40B + M(B) + D(B) + S(My/(2B))) - N*(pg, vn,1) = O (

Iloglogn log n)
k

loglogn
= O(llogn)

Durch die Wahl von I = O(y/n) ergibt sich fiir die Zeit zum Sieben eines Segments die
GroBenordnung O(y/nlogn) und daher insgesamt fiir 3.19 O(nlogn). a

Bemerkung. Es ist also moglich, einen Faktor 1/loglogn zu gewinnen. In den meisten
Berechnungsmodellen wird S(n) = O(1), woraus eine wirklich lineare Zeitkomplexitit
folgt. Allerdings zeigen sich in der Praxis doch entscheidende Nachteile, was insbesondere
auf die notwendigen Divisionen, Multiplikationen und die zusétzlichen Speicherzugriffe
zuriickzufithren ist. Abbildung 15 zeigt einen Vergleich der AD L-Komplexititen von 3.19
und 3.14 fiir die Ultra-1, die sowohl vom Speicher als auch von den anderen Operationen
billiger als die SPARCstation-4 ist und sich daher eher vorteilhaft auf 3.19 auswirkt.
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2.5e+09

Segment/Wheel
2e+09
1.5e+09
. Segment 3
1le+09
5e+08
o k==
0 le+07 2e+07 3e+07 4e+07 5e+07 6e+07 7e+07 8e+07 9e+07  1e+08

Abbildung 15: AD L-Zeitkomplexitéiten 3.14 und 3.19 (Ultral)

Tabelle 19 zeigt einen Vergleich der Laufzeitmessungen von pg mit den Ergebnissen der
Implementierung von 3.19 in [Sor98]. Die dortigen Messungen fanden ebenfalls auf einem
Pentium 200 PC unter Linux 2.0 statt, die Kompilation wurde gleichermaflen mit dem
GNU-C-Compiler gcc in der Version 2.7.2.1 und der Optimierungsstufe -0 durchgefiihrt.
Der dort zur Verfiigung stehende Hauptspeicher war allerdings sechsmal gréfier, was jedoch
keinen oder héchstens einen positiven Einflul auf die dortigen Messungen gehabt haben
sollte.

Intervallobergrenze Algorithmus 2.5 [Sor98] pg

10* 0,002 0,02
10° 0,02 0,02
106 0,21 0,04
107 2,27 0,46
108 23,61 5,4

10° 242 64,3

Tabelle 19: Laufzeitvergleich (Angaben in CPU-Sekunden)

Es scheint keinen offensichtlichen Weg zu geben, die zusitzlichen Zugriffe von 3.19 zu
vermeiden. Sorenson schlug in [Sor98] eine verinderte Version von 3.19 vor, die in den
dort zu findenden Messungen 3.19 zwar leicht unterliegt. Es wird jedoch auf zusétzliche
Optimierungsmoglichkeiten hingewiesen, die diese Situation verindern kénnten.

Der Primzahlgenerator pg kommt im folgenden zur Anwendung.



80 4 Verifikation der Goldbachschen Vermutung

4 Verifikation der Goldbachschen Vermutung
4.1 Einfiihrung

Urséchlicher Gegenstand dieses Kapitels ist der folgende Brief, den Christian Goldbach am
7. Juni 1742 an Leonhard Euler schrieb:
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Abbildung 16: Goldbachs Brief vom 7. Juli 1742

Goldbach vermutet darin, daf} jede Zahl, die als Summe zweier Primzahlen darstellbar ist,
sogar die Summe ,beliebig vieler Primzahlen“ sei. Dabei wird auch die 1 als Primzahl
angesehen. Die Bemerkung am Rand enthilt die eigentliche Goldbachsche Vermutung.
Dort ist zunéchst angemerkt, dafl sich die obige Aussage fiir n + 1 beweisen lif3t, falls sie

fiir n gilt und sich n 4+ 1 als Summe zweier Primzahlen darstellen 148t. Es heifit dann
weiter:

Es scheinet wenigstens, dafi eine jede Zahl, die grofler ist als 2, ein aggregatum trium
NUMErorum primorum sey.
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Goldbach gibt die drei Beispiele 4, 5 und 6 an. Weitere Versuche miissen ihn dann schlief3-
lich zu seiner beriithmten Vermutung gefiihrt haben.

Euler antwortet am 30. Juni, dal ihm Goldbach schon friither einmal die Vermutung mit-
geteilt habe, daf} sich jede gerade Zahl als Summe zweier Primzahlen darstellen 148t. Er
zeigt dann, daf sich damit die Aussage beliebig vieler Darstellungen beweisen 148t (siehe
4.2).

Weiter heifit es bei Euler:

Daf aber ein jeder numerus par eine summa duorum primorum sey, halte ich fiir ein ganz
gewisses theorema, ungeachtet ich dasselbe nicht demonstriren kann.

1912 duBlert Edmund Landau, daf es sich bei der Goldbachschen Vermutung um ein Pro-
blem handele, das beim gegenwdrtigen Stande der Wissenschaft unangreifbar sei. Godefrey
Harold Hardy schétzt die Losung des Goldbachschen Problems als probably as difficult as
any of the unsolved problems in mathematics. Die Goldbachsche Vermutung konnte bis
heute nicht bewiesen werden.

Bemerkung. In heutigen Arbeiten zum Thema findet man fast durchweg Ungenauigkei-
ten oder Verwechselungen. Meistens wird behauptet, Goldbach habe in seinem Brief vom
7. Juni 1742 vermutet, daf} sich jede gerade Zahl als Summe zweier Primzahlen darstellen
lieBe. Dies ist nicht der Fall. Allerdings 148t die Eulersche Bemerkung, dal Goldbach
ihm genau dies bereits vorher einmal mitgeteilt habe, darauf schliefen, da} Goldbach es
tatsdchlich friither schon vermutet hatte. Ein Brief solchen Inhalts ist allerdings nicht
bekannt und wahrscheinlich nicht mehr vorhanden. Es heifit bei Euler auch nur, dafl
(Goldbach) vormals mit mir communicirt haben, was wohl auch eine miindliche Kommu-
nikation nicht prinzipiell ausschlieft und damit das Fehlen einer Aufzeichnung erkliren
konnte.

Auch wird hiufig falschlicherweise zitiert, Euler habe auf Goldbachs Vermutung, daf} sich
jede Zahl als Summe dreier Primzahlen darstellen 148t, die Aussage von Satz 4.1 des
folgenden Abschnitts gezeigt, was nicht stimmt.

Dariiber hinaus wird in den meisten Zitaten vergessen, dafl Goldbach die 1 als Primzahl
betrachtete, was heute uniiblich ist. Die heute als Goldbachsche Vermutung bezeichnete
Aussage ist, daf} sich jede gerade Zahl grofler oder gleich 4 als Summe zweier Primzahlen
(# 1) darstellen 148t. Dies ist nicht etwa gleichwertig zur urspriinglichen Vermutung,
sondern impliziert sie.

Bereits vor Goldbach hatte Descartes bemerkt, dafl sich jede gerade Zahl als Summe
von ein, zwei oder drei Primzahlen darstellen 148t. Dies wurde jedoch erstmals 1908
verotffentlicht.
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In diesem Kapitel wird eine Verifikation der Vermutung bis 4 - 10'* beschrieben. Im
néchsten Abschnitt werden zuniichst ein kurzer, mathematischer Hintergrund gegeben
sowie bekannte Teilergebnisse erwihnt. Es folgt in Abschnitt 4.4 ein einfacher Algorithmus
zur Verifikation. Danach werden die zwei wesentlichen, heute bekannten Vorgehensweisen
vorgestellt sowie deren Vor- und Nachteile beschrieben.

In Abschnitt 4.4.2 wird der zweite der beiden Algorithmen weiterentwickelt und durch
einige Optimierungen wesentlich verbessert. Die Implementierung des Ergebnisses die-
ser Optimierung wurde auf mehrere Rechner verteilt, die Verteilung selbst wird dabei
in Abschnitt 4.5 erklirt. Die Rechnung fithrte schlieBlich zum heute héchsten Wert, fiir
den die Goldbachsche Vermutung als zutreffend bekannt ist. In Abschnitt 4.5.1 wird eine
Laufzeitanalyse vorgenommen, in 4.6 werden weitere Ergebnisse der Rechnung gezeigt.

4.2 Mathematischer Hintergrund

Euler zeigt zunichst, dafl sich die von Goldbach in seinem Brief geduflerte Aussage zur
Darstellbarkeit als Summe vieler Primsummanden leicht nachweisen 1af3t, falls gilt, dafl
jede gerade Zahl Summe zweier Primzahlen (wieder inklusive der 1) ist. Denn falls 2n =
p + ¢ sich immer finden 1483t gibt es auch p’ und ¢’ mit 2n — 2 = p’ + ¢’ und damit ist 2n
auch Summe der drei Primzahlen p’ + ¢’ + 2. Im ungeraden Falle 2n + 1 ist 2n gerade und
besitzt daher nach Voraussetzung eine Darstellung p + ¢. Also ist 2n +1=p+ ¢+ 1 und
damit wieder als Summe dreier Primzahlen dargestellt. Der Rest folgt mit Induktion.

Unabhingig davon, ob man die 1 nun als Primzahl zdhlt oder nicht, gilt:

Satz 4.1 Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

(G%) Jede natiirliche Zahl n > 5 ist Summe dreier Primzahlen.
(Ga) Jede gerade Zahl 2n > 4 ist Summe zweier Primzahlen.

Beweis. ,=—“: Essein > 2 und 2n + 2 = p; + p2 + p3. Dann mufl mindestens eine

der drei p; = 2 sein, sonst wire die Summe ungerade. Damit ist (z.B.) 2n = p; + ps und

2n > 4.

,<="“ Essein > 3 und 2n—2 = p; +ps. Dann ist 2n = p;+p2+2 und 2n+1 = p; +p2+3.
O

Im folgenden wird die 1 nicht als Primzahl betrachtet und die Goldbachsche Vermutung
mit Aussage (G2) identifiziert. Eine dhnliche, schwiichere Vermutung ist die folgende:

(G3) Jede ungerade Zahl 2n + 1 > 7 ist Summe dreier Primzahlen.
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Satz 4.2 (Gg) — (G3)
Beweis. Essein > 3 und wegen (G2) gelte 2n—2 = p+¢q. Dannist 2n+1 =p+qg+3. O

(G3) wird auch als terndre Goldbachsche Vermutung bezeichnet (G2) auch als bindre.

(G3) wurde von Vinogradov 1937 [Vin37] fir alle n > ny bewiesen. Er bewies sogar
eine asymptotische Aussage zur Anzahl der Zerlegungen (siehe Kapitel 5). 1956 zeigte
Borodzkin [Borb6], daB ng < 337 a 106900000 0 wurde 1989 in [Che89] auf 1043000
reduziert. Erst 1997 konnte unter der Annahme der wverallgemeinerten Riemannschen
Vermutung (GRH, siehe z.B. [Bac96]) no auf 10%° verbessert werden [Zin97]. In [Sa098]
wurde (G3) bis 10?0 experimentell verifiziert und wéire damit unter der Voraussetzung der
Richtigkeit von GRH bewiesen.

Was (G2) angeht, so ist die folgende Aussage, die Jing-Run Chen im Jahre 1966 bewies,
wohl als bis heute bestes Resultat zu bezeichnen:

Jede geniigend grofie gerade Zahl 2n ist Summe zweier Primzahlen oder Summe einer
Primzahl und eines Produkts zweier Primzahlen.

In [Mon75] konnte gezeigt werden, dafl es Konstanten k,d > 0 gibt, so da§ die Anzahl der
n < z, die sich nicht als Summe zweier Primzahlen darstellen lassen, kleiner als k - z!—¢

ist.

Eine sehr gute Einfiihrung zum Thema wird in [Yua84| gegeben, wo eine Sammlung ver-
schiedener, historischer Arbeiten — teilweise aus dem Chinesischen und Russischen ins
Englische {ibersetzt — zu finden sind.

4.3 Historische Berechnungen

In der Vergangenheit wurden héufiger Verifikationen der Goldbachschen Vermutung vor-
genommen. Tabelle 20 zeigt nur solche, die den jeweils vorher abgedeckten Bereich erwei-
terten.

Die in der Tabelle zuletzt aufgefithrte Rechnung lief dabei, zumindest teilweise und ohne
Wissen voneinander, parallel zu der hier in Abschnitt 4.5 beschriebenen.
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‘ Name ‘ Jahr ‘ 2n <
A. Desboves 1855 10000
N. Pipping 1940 100000
M.K. Shen 1964 3,3-107
M.L. Stein, P.R. Stein 1965 108
A. Granville, J.v.d. Lune, H.J.J. te Riele | 1989 21010
M.K. Sinisalo 1993 410"
J.M. Deshouillers, H.J.J. te Riele, 1998 10™ sowie
Y. Saouter 2n € [10%,10% + 108],4 = 20,... ,30

Tabelle 20: Historische Berechnungen

4.4 Algorithmen zur Verifikation

Die heute bekannten Verfahren zur Verifikation der Goldbachschen Vermutung folgen dem-
selben Grundprinzip: Es sei N = {2n : ny < 2n < ny} das zu priifende Intervall. Dann
gilt es, moglichst minimale Mengen von Primzahlen P; und P, zu finden, so daf}

NCP +P={pi+p2:p1 € P1,p2 € P2}.
Dabei muf} natiirlich in Betracht gezogen werden, dafl solche Mengen méglicherweise nicht
existieren.
Es soll nun zunéchst ein einfaches Verfahren vorgestellt werden, bei dem
Pi=P={p:2<p<mny}

und n; = 6, no = n gewidhlt wird. Dadurch sind sicher alle moglichen Kombinationen von
Summanden p1, ps mit p; + po < no = n abgedeckt.

Algorithmus 4.1 verifiziert die Goldbachsche Vermutung fiir das Intervall [6, 7). Dabei sei
wie auch im folgenden gefordert, dafl die Segmentlinge die Intervallobergrenze teile.
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Algorithmus 4.1 G2verify0

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

1: n <« input() { Eingabe der Obergrenze }

2: gaps < pdif f(sqrt(n)) { Erzeugung des Liickenfeldes }

3: P < pg_sieve(gaps,0,n) { Erzeuge P; (und P») mit pg_sieve }
4: 1 1

5:
6
7
8
9

while i < (n > 2) do { Durchlaufe ungerade Primzahlen bis n/2 }
if getBit(P;,i) =0 then { Falls 2i + 1 prim }
J o 1
while j < (n— (1 € 1) —1) > 1 do { Durchlaufe Primzahlen bis n — 27 — 1 }
if getBit(P;,7) =0 then { Falls 25 4+ 1 prim }
setBit(g2, (i + j)) { Markiere Summe in g2 }
end if
jg «— j+1
end while
end if
i <~ i+1
end while
for i < 2 ton > 1 do { Priife, ob alle Bits von g2 gesetzt sind }
if getBit(g2,i) = 0 then { Keine Zerlegung gefunden }
return false
end if
end for
return true

Algorithmus 4.1 ist zwar korrekt, aber zu aufwendig. Es werden alle moglichen Kombi-

nationen von Summanden durchlaufen, was sich als nicht notwendig herausstellen wird.
Dariiber hinaus stéft 4.1 durch fehlende Segmentierung schnell an praktische Grenzen.
Es werden nun zwei prinzipiell bessere Moglichkeiten zur Wahl der Mengen P; und P,
vorgestellt. Bevor diese detailliert beschrieben werden, zunichst die Festlegung einiger

Begriffe:

Definition 4.3 Es seien pi,p; zwei Primzahlen. Dann heifit das Paar (p,p2) mit 2n =
p1 + p2 Goldbach-Partition der Zahl 2n.

Definition 4.4

1. Die minimale Goldbach-Partition einer geraden Zahl 2n ist das Paar (p1,p2), p1 < po,

derart daf fiir alle primen g < p; die Zahlen 2n — ¢ zerlegbar sind.

2. pp von 1. sei im folgenden durch p(2n) bezeichnet.

3. Es bezeichne p* die auf alle x € R erweiterte Funktion, die die Maxima von p

beschreibt, also p*(x) = max{p(2n) : 2n < z}.

Die wesentlichen Punkte, die nun ausgenutzt werden, sind einerseits das zu beobachtende,

sehr langsame Wachstum von p*. Es hat den Anschein, als beséifle jede gerade Zahl 2n
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bereits eine minimale Partition, deren kleinerer Summand p(2n) gegeniiber n sehr klein
bleibt. Man vermutet, daB gilt: p*(z) = O(log?zloglogz) (siche dazu auch [Gra89]
sowie Abschnitt 4.6). Ebenso scheint auch die Anzahl der verschiedenen Partitionen einer
Zahl 2n an sich recht schnell zu wachsen, so dafl auch eine Suche nach nicht-minimalen
Partitionen schnell zum Erfolg fithrt (siehe auch Kapitel 5).

Daraus ergeben sich zwei giinstige Moglichkeiten fiir die Wahl der Mengen P; und P;.
Abbildung 17 zeigt diese zunichst graphisch. Dabei bestehe dann jeweils P, aus dem
gesamten linken, grauen Bereich und P aus dem gesamten grauen Bereich rechts.

0 o n,—n,+o n, n,

n,—n n-9

Abbildung 17: Wahl der Mengen P; und P»

Die beiden Verfahren werden nun im einzelnen beschrieben.

4.4.1 Verwendung von Pseudoprimzahltests

Das hier vorgestellte Verfahren kam erstmals in [She64] zur Anwendung.
Es wird Py ={p:p€[l,neg —ni1 + 6]} und P, = {p: p € [n1 — §,n1]} gewihlt.
Das Prinzip ist nun das folgende:

Fiir jede gerade Zahl 2n € N werden solange die Differenzen 2n — po mit ps € P gebildet,
bis 2n —po prim ist. Wegen n; —96 < ps < nj undny < 2n < ngist 2n—ps € [1,n2 —n1+4].
Die relativ grofie Primzahlmenge P; muf} dabei fiir alle Segmente aus dem Gesamtintervall
nur einmal erzeugt werden, P fiir jedes Testsegment neu. Da nach obiger Bemerkung zu
erwarten ist, daf} sich recht schnell eine Partition findet, muf3 P, wahrscheinlich nicht all
zu méchtig gewdhlt sein.

Das Problem ist nun, die Menge P, zu erzeugen. Da m; normalerweise recht grof} ist,
werden zur effizienten Generierung der Primzahlen py € [ny — 6, n1] Strong Pseudoprime

Tests hinzugezogen.
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Definition 4.5 Eine Zahl n = 2" - d, d ungerade und h > 0 heifit strong pseudoprime zur
Basis b <= b? =1 mod n oder b2 = —1 mod n fiir ein 0 <k<h.

Es seien p1,po, ... ,pr die ersten k Primzahlen. Dann bezeichne v diejenige maximale
Zahl, fiir die gilt: V n < ¢ : n ist prim <= n ist strong pseudoprime zu den Basen

b1, Dk-

Satz 4.6 g = 341550071728321.

Beweis. Siche [Jae93]. ]

Die Bedeutung von Satz 4.6 ist, da} 8 Pseudoprimzahltests reichen, um die Primalitét
einer Zahl n < 341550071728321 nachzuweisen.

Bemerkung. 1p; fiir j > 8 ist nicht bekannt.

Eine genauere Diskussion neben einer Implementierung des Tests findet sich z.B. in [Rie94].

Es folgt die AD L-Beschreibung des ersten effizienten Verfahrens zur Verifikation. Zunéchst
wird der steuernde Algorithmus zur Segmentierung, dann die Verifikation der einzelnen
Segmente beschrieben. Dabei erzeuge genP» die m(ny) — m(n; — ) grofiten Primzahlen
unterhalb von n; und iibergebe diese an P; als Feld der Primzahlen selbst. Die Grenzen
ny und ng seien als gerade vorausgesetzt und es gelte wieder [ | n.

Algorithmus 4.2 G2verifyl

n < input() { Eingabe der Obergrenze }

: I« dnput() { Eingabe der Segmentlinge }

: 0+ input()

if G2verify0(l) = false then { Erstes Segment mit 4.1 verifizieren }
return false

end if

Py «+ pg_sieve(pdif f(sqrt(l +6)),0,(l > 1)) { Erzeugung von P; }

Nsegs < n-+1 { Bestimme Anzahl der Segmente }

for i < 1to ngys —1 do { Restliche Segmente }

© P2 P g W

10 Py < genP(i x1,0) { Generierung des Feldes P, }

11:  if G2segmentl(i,l, P, P2, pi(P;)) = false then { Ausnahme }
12: return false

13:  end if

14: end for

: return true

—
ot
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Der folgende Algorithmus verifiziert ein einzelnes Segment:

Algorithmus 4.3 G2segmentl

1: ¢ + input() { Eingabe der Segmentnummer }

2: | « input() { Eingabe der Segmentlinge }

3: P < input() { Eingabe der ersten Primzahlmenge }

4: P, < input() { Eingabe der zweiten Primzahlmenge }

5 Tmaz < input() { Eingabe der Anzahl zu durchlaufender Primzahlen }
6: ny < twon+1 { Berechnung der unteren Segmentgrenze }

7. ng < ny+1 { Berechnung der oberen Segmentgrenze }

8 twon <+ nq

9: while twon < ny do { Durchlaufe gerade Zahlen }

10:  for j < 0 to mpey — 1 do { Durchlaufe P, }

11: if getBit(Py, ((twon — P2[j])) > 1) = 0 then { Partition gefunden }
12: break { Nichstes twon }
13: end if

14: end for

15:  if j = mpe, then { Ausnahmesituation }

16: return false { Keine Partition gefunden }
17:  end if

18:  twon < twon + 2

19: end while

20: return true

Satz 4.7 Algorithmus 4.3 verifiziert die Goldbachsche Vermutung fiir das Intervall [n;, ng].
Falls der Wert true zuriickgeliefert wird, ist das Intervall positiv verifiziert. Falls das Er-
gebnis false ist, gibt es eine gerade Zahl 2n € [ny,ns], so daB fiir alle p € P, die Zahlen
2n — p zerlegbar sind.

Beweis. Siamtliche geraden Zahlen 2n des Intervalls werden durchlaufen und dabei die
Differenzen 2n — p mit p € P, gebildet. Die Differenzen werden in Zeile 10 auf Primalitéit
gepriift. Falls fiir alle 2n eine prime Differenz gefunden werden konnte, ist das Intervall
verifiziert. Falls eine Zahl 2n nicht durch Primzahlen p € P, zerlegt werden konnte, wird
dies in Zeile 16 durch negativen Abbruch festgestellt. O

Es handelt sich also in dieser Form um einen nach [Des99] ,diplomatischen® Test. Al-
lerdings kann Algorithmus 4.3 prinzipiell durch die Wahl der Mengen P; und P, wie in
Algorithmus 4.3 in einen deterministischen Test {iberfithrt werden.

Algorithmus 4.3 hat einen wesentlichen Vorteil, allerdings auch entscheidende Nachteile
gegeniiber dem Verfahren des nichsten Abschnitts.
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Der Vorteil ist die bessere Laufzeit, da fiir jedes Testsegment nur eine relativ kleine Anzahl
von Primzahlen generiert werden mufy, wohingegen der im néchsten Abschnitt vorgestellte
Algorithmus das Gesamtintervall komplett durchsiebt.

Der erste Nachteil ist die Tatsache, daf 4.3 im allgemeinen nicht die Werte fiir p(2n) liefert.
Es handelt sich also um einen reinen Verifikationsalgorithmus ohne die Moglichkeit zur
Gewinnung weiterer Daten zum Problem. Der zweite Nachteil ist die Abhéngigkeit von
der Kenntnis des y-Wertes bis zur Obergrenze des zu priifenden Intervalls. Zum Zeitpunkt
der Erstellung dieser Arbeit war nur der Wert von g bekannt. Damit ist Algorithmus 4.3
also auf das Intervall [1,341550071728321] C [1,4 - 10'] beschréinkt.

Aus den beiden genannten Griinden wurde nicht Algorithmus 4.3 implementiert, sondern
das im néchsten Abschnitt beschriebene Verfahren. Auf eine Laufzeitanalyse von Algo-
rithmus 4.3 wird hier verzichtet. In [Des98] wird die zu erwartende Laufzeit betrachtet,
eine genauere Analyse ist in [Des99] zu finden. Ein praktikabler Wert fiir die Méachtigkeit
von P, (bei max(ng) = 10') wird dabei mit 430 angegeben.

Bemerkung. Eigentlich hingt Algorithmus 4.3 nur dann von der Kenntnis der -Werte
ab, wenn er Verwendung von Pseudoprimzahltests macht. Die Alternative wire wiederum
das Sieben der Mengen P, was allerdings den einzigen Vorteil, nimlich den der besseren
Laufzeit, zunichte machen wiirde.

Es sei noch darauf hingewiesen, dal die Optimierung der Subtraktionen in 4.3 analog des
nun vorzustellenden Verfahrens geschehen kann.

4.4.2 Komplettes Sieben aller Testsegmente

Im zweiten Verfahren wird P, = {p : p € [1,4]} und P> = {p : p € [n1 — d,n2]|}. Das
Prinzip ist das folgende:

Fiir jede gerade Zahl 2n € N werden solange die Differenzen 2n — p mit p € P; gebildet,
bis 2n —p; prim ist. Wegen 2n < ng und p < § ist 2n—p € [n; —d, ny]. Die Primzahlmenge
P} muf} dabei nur einmal erzeugt werden. P, wird jedesmal durch Sieben des gesamten
Segments und Verwendung des Teilstiicks [ny — d,m1] des letzten Segments gebildet. Da
— wie sich noch herausstellen wird — p* tatsichlich recht langsam wéichst, mul P; nicht
allzu grof§ gewihlt werden. Es folgt eine erste AD L-Beschreibung des Verfahrens. Es sei
dazu P; als (relativ kleines) Feld der Primzahlen kleiner gleich ¢ gegeben. Es gelte B | [
und [ | n wobei diese Forderung keine besondere Einschrinkung darstellt. P, wird im
folgenden als Bitfeld der Lange (I 4 ¢)/2 aufgefat. Hier nur der steuernde Algorithmus,
die segmentweise Verifikation kann erneut von 4.3 vorgenommen werden, wobei sich nur
beim Aufruf etwas dndert.
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Algorithmus 4.4 G2verify?2

1: n <« input() { Eingabe der Obergrenze }

2: | « input() { Eingabe der Segmentlinge }

3: if G2verify0(l) = false then { Erstes Segment mit 4.1 verifizieren }
4: return false

5: end if

6: Ngegs < n-+1 { Bestimme Anzahl der Segmente }

7. 0 « log(n) x log(n) x log(log(n)) < 1 { Ermittlung von § }

8: overlap < 6> (b+1) { Anzahl der iiberlappenden Worter }

9: for i < 1 to ngegs —1 do { Restliche Segmente }

10:  for k < 0 to overlap — 1 do { Kopiere relevante Worter vom letztem Sieb }
11: Pg[k] — Pg[(l > (b + 1)) + k]

12:  end for

13: Py « pg_sieve'(gaps,i x I,1) { Generierung des Feldes P, }

14:  if G2segmentl'(i,l, Py, Py, pi(Py)) = false then { Ausnahme }

15: return false
16:  end if
17: end for

18: return true

pg-_sieve' unterscheidet sich von pg_sieve nur dadurch, dafl das Sieben von P, bei Bit §/2
beginnt. G2segmentl’ unterscheidet sich von Algorithmus 4.3 nur dadurch, daf} in Zeile 11
hinter P,[j] noch n; abgezogen wird. Der Aufruf erfolgt nun mit vertauschten Parametern
P; und P,. Zur folgenden Analyse noch eine Bemerkung:

Es sei p*(z) = O(log® zloglogz) angenommen (fiir den betrachteten Bereich wird sich
diese Annahme bestétigen). Die O-Konstante in dieser Abschitzung ist relativ klein, es
wird sich zeigen, daf} sie im betrachteten Intervall bei etwa 1,6 liegt. Im folgenden sei
§ = 2 -log? ny loglog no gewihlt.

Lemma 4.8 Algorithmus 4.3 verifiziert die Goldbachsche Vermutung fiir alle geraden
Zahlen eines Segments der Linge [ in

tapr(l) = % - (18B + m(log*lloglogl) - (50B + S(m(log*l loglogl)/2)+
+S8(1/4B)))

= O(llog®lloglogl)

Bitoperationen und s4pr(n) = O(1) Bits zusétzlichem Speicherplatz. Falls der Wert true
zuriickgeliefert wird, ist das Intervall positiv verifiziert. Falls das Ergebnis false ist, gibt
es eine gerade Zahl 2n € [i -1+ 1,(: + 1) - I], so daB fiir alle p € P; die Zahlen 2n — p
zerlegbar sind.
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Beweis. (Fiir den Aufruf durch 4.4) Es werden wiederum séimtliche Differenzen 2n—p mit
p € P; gebildet und auf Primalitéit gepriift. Die while-Schleife wird //2 mal durchlaufen,
die for-Schleife jeweils maximal 7(§) mal. Mit § = O(log? ny loglogny) folgt schlieBlich
die Aussage zum Zeitaufwand. Algorithmus 4.3 benotigt nur konstant viel zusétzlichen
Speicher, da die Felder P und P, jeweils iibergeben werden. O

Satz 4.9 Algorithmus 4.4 verifiziert die Goldbachsche Vermutung fiir alle geraden Zahlen
kleiner gleich n in

tapr(n,l) = n/l-(19B + O(lloglloglogn) 4+ O(l log® I loglogl) +
log? [ loglog

L

= O(n(loglloglogn + log3loglog))

- (14B + 2 - S(log® I loglog1/2B)))

Bitoperationen und spr(n,1) = 1/2 + log®lloglogl 4+ 7(2 - log® I loglog ) B + O(1) Bits
Speicherplatz. Es gilt wieder obige Bemerkung zum Riickgabewert false.

Beweis. Das erste Segment wird mit Algorithmus 4.1 verifiziert, die restlichen jeweils
durch Aufrufe von 4.3. Dabei werden die dort bendtigten Primzahlen zwischen ¢ - [ und
i -1 — ¢ jeweils vor dem Sieben in den Zeilen 10-12 kopiert. Entscheidend sind die Aufrufe
von pg_sieve und G2segmentl in den Zeilen 13 und 14. Diese erzeugen schliellich die
beiden O-Terme. Die Speicherkomplexitét ergibt sich aus den (I + 26)/2 Bits fiir das Feld
P, und die 7(0)B Bits fiir das Feld P;. O

Die Wahl von z.B. | = \/n zeigt, da§ der zweite Term (aus der eigentlichen Verifikation
eines Segments) iiberwiegt, was zuniichst etwas iiberrascht. Das entscheidende Problem
von Algorithmus 4.4 ist die grofle Anzahl von Subtraktionen in Algorithmus 4.3. Dies wird
im néchsten Schritt verbessert. Statt viele Subtraktionen einzelner Zahlen durchzufiihren,
wird das gesamte Feld P, um jeweils (p + 1)/2 (mit p € P;) Bits verschoben, was einer
Addition aller in P, représentierten Primzahlen um p entspricht. Die (ng — ny)/2 Bits
ab Bit (6 —p + 1)/2 werden dann jeweils mit dem zuvor auf Null initialisierten Feld g2
(der Lange (ng — n1)/2) durch logisches Oder verkniipft. Dabei sei nun ein 1-Bit im Sieb
gleichbedeutend mit einer Primzahl und ein 0-Bit stehe fiir eine zerlegbare Zahl. Dies ist
in der Implementierung von pg tatsichlich durch eine einzige Anweisung definierbar. Das
Feld P, sei nun insgesamt (I + ¢)/2 Bits lang. SchlieBlich enthélt g2 genau dort eine 0, wo
keine Summe p; + po entstand, d.h. es miissen zur positiven Verifikation alle Bits von g2
gleich 1 sein.
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Abbildung 18 zeigt die Vorgehensweise am Beispiel der Addition von 3 und 5.

+3 11 HEE N _HE
H NN N NN

Abbildung 18: Ersetzung der Subtraktionen

Die AD L-Beschreibung ist in Algorithmus 4.5 gegeben:

Algorithmus 4.5 G2segment?2
: I < dnput() { Eingabe der Segmentlinge }
P, < input() { Eingabe der ersten Primzahlmenge }
P, + input() { Eingabe der zweiten Primzahlmenge }
Tmaz < input() { Eingabe der Anzahl der Primzahlen in [1,d] }
for j <+ 0 to ey — 1 do { Durchlaufe P; }
shiftleft(Py, (P1[j] +1) > 1)
for k< 0tol> (b+1) do { Verkniipfe Ergebnis mit Feld g2 }
g2k] + g2[k]V R[(0 > (b+ 1)) + k]
end for
end for
: for k< 0tol> (b+1) do { Durchlaufe g2, alle Bits miissen auf 1 gesetzt sein }
if g2[k] # -0 then { Teste auf Gleichheit mit 1111...1111 }
return false { Keine Partition gefunden }
end if
: end for
: return true

e e e i
SO A L T 4

Algorithmus 4.5 hat noch zwei wesentliche Nachteile.

Das Verschieben des Intervalls P, um k Bits durch shiftleft ist natiirlich nicht durch eine
Operation P» < k zu erreichen, sondern muf§ durch teure Bitmaskierungen und Wortver-

schiebungen realisiert werden.

Dariiber hinaus ist es vielleicht gar nicht notwendig und auch zu aufwendig, alle p aus
Py, zu durchlaufen und P um (p + 1)/2 Bits zu verschieben. Mit anderen Worten, die
letzten Locher im Feld g2 sind leichter zu stopfen, indem man wieder wie in Algorithmus
4.3 vorgeht und jeweils einzeln nach Partitionen sucht. Man mufl abwégen, wieviele p zur
Intervallverschiebung herangezogen werden.
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Auf die Angabe einer Funktion zur Verschiebung des gesamten Feldes P» um k Bits wird
verzichtet, da eine weitere Modifikation vorgenommen wird, die dies iiberfliissig macht.

Dazu folgende Voriiberlegung;:

Fir alle (p +1)/2, p € P, die in derselben Restklasse mod B liegen, kann im Prinzip
das gleiche, um (p + 1)/2 mod B verschobene Segment P» benutzt werden. Es muf}
dazu nur bei Wort |(p + 1)/2B| mit der wortweisen, logischen Oder-Verkniipfung mit g2
begonnen werden. Diese Vorgehensweise reduziert die Anzahl der notwendigen, bitweisen
Verschiebungen des gesamten Segments P auf B — 1.

Die folgenden Algorithmen beschreiben diese Modifikation. Dariiber hinaus wird ein wei-
terer Parameter m;,, eingefiihrt, so dal nur noch fiir die ersten m;;,,, Primzahlen wortweise

Verkniipfungen vom entsprechenden P, mit g2 vorgenommen werden.

Algorithmus 4.6 G2segment3

1: I < idnput() { Eingabe der Segmentlinge }

2: 6 <« dnput() { Eingabe der Segmentlinge }

3: P, < input() { Eingabe der ersten Primzahlmenge }

4: Py < input() { Eingabe der zweiten Primzahlmenge }

5 mm < input() { Eingabe der maximalen Anzahl Verschiebungen }

6: Tmaz < nput() { Eingabe der Anzahl der Primzahlen in [1,0] }

7. result < true { Initialisierung des Riickgabewertes }

8: for j <~ 0 to B—1do { Verschiebe P, B mal um 1 Bit und verkniipfe mit g2 }
9: g2 « Pyor_g2(g2, Py, Py, mim,j,({ +0) > (b+1),6§ > (b+1)) { Verkniipfung }
10:  shiftleftl(P, (I +9) > (b+1)) { Verschiebung }

11: end for

12: result < check0s(g2, P1, P2, p2nmag, 0, Tiim,0) { Test der verbleibenden 0-Bits }
13: return result
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Algorithmus 4.7 realisiert dabei die Verschiebung des Feldes P, um 1 Bit:

Algorithmus 4.7 shiftleft!

=
o2

P, < input() { Eingabe des zu verschiebenden Feldes }
numwords < input() { Eingabe der Anzahl zu verschiebender Worter }
over flowbit < 1< (B —1) { Ubertragsbit }
for j + 0 to numwords —1 do { Durchlaufe Wérter von P }
thisword < Ps[j]
if thisword A over flowbit then { Moglicherweise Uberlauf }
over flow + 1
else
over flow + 0
end if
Py[j] « (thisword < 1) + over flow { Verschiebung mit gemerktem Uberlauf }
: end for

Die Verkniipfung der Felder P, und g2 ist durch 4.8 realisiert:

Algorithmus 4.8 P, _or_g2

e e e e

,_.
sl S

g2 <+ input()
Py« input()
Py, < input()
Tlim < input()
j < input()
numwords < input()
overlap «+ input()
for k < 0 to my, —1 do { Durchlaufe P; }
pmoves < (Pi[k]+1)>1 { Anzahl der zu verschiebenen Stellen fiir P, [k] }
if (pmoves A (B — 1)) =i then { Falls aktuelle Verschiebung (mod B) zutrifft }
for m + 0 to numwords — 1 do { Verkniipfe Ergebnis mit Feld g2 }
g2[m] <« g¢2[m]V P[j + overlap — (pmoves > b)]
end for
end if

: end for
: return g2




4.4  Algorithmen zur Verifikation 95

Algorithmus 4.9 iibernimmt die Priifung der letzten, noch nicht gefundenen Partitionen:

Algorithmus 4.9 check0s

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7
8

9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:

g2 <+ input()
Py <+ input()
Py, « input()
P2Mmas 'L.np'U’t()
d « input()
Tim < input()
for j < 0to !> (b+ 1) do { Priife restliche 0-Bits in g2 wie in Algorithmus 4.3 }
thisword < g2[j]
if thisword # —0 then { Falls nicht alle Bits gesetzt sind }
for £ < 0 to B —1 do { Durchlaufe Bits des aktuellen Wortes }
if thisword A (1 < k) =0 then { Falls Bit ungleich 1 }
thisbit < j<b+k+9
for m < 7y, t0 Tpee — 1 do { Durchlaufe restliche Primzahlen bis § }
if getBit(Py,thisbit — ((Pi[m]+ 1) > 1) + B) =1 then
if Pi[m] > p2nme, then { Neuer p*-Wert gefunden? }
P2z < Pi[m] { Diesen merken }
end if
break { Partition gefunden }
end if
end for
if m = e — 1 then { Keine Partition gefunden }
return false
end if
end if
end for
end if
end for
return true

Schlielich muf der steuernde Algorithmus noch leicht modifiziert werden:

Das Kopieren der § Bits des zuletzt bearbeiteten Segments muf} ein Wort spiter beginnen,

da um insgesamt B Bits verschoben worden ist. Eine Ausnahme bildet das erste Segment.

Dariiber hinaus wird nun der maximale Wert von p(2n) im Intervall ermittelt und schlief3-

lich ausgegeben. Dabei muf} in einer Implementierung darauf geachtet werden, daf§ der

neue, maximale Wert immer grofler als die mj;,,,-te Primzahl ist, da p* erst in 4.9 ermittelt

wird.
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Algorithmus 4.10 G2verify3
1: n <« input() { Eingabe der Obergrenze }

2: | « input() { Eingabe der Segmentlinge }

3: Tim  input()

4: if G2verify0(l) = false then { Falls erstes Segment negativ verifiziert }
5. return false
6
7
8
9

: end if

: Ngegs < n+1 { Bestimme Anzahl der Segmente }

: 0 « log(n) x log(n) x log(log(n)) { Ermittlung §/2 }

: overlap < 0> b { Anzahl der iiberlappenden Woérter }
10: for k < 0 to overlap do { Kopiere relevante Worter vom letztem Sieb }
1. BPlk] + PBJ(I> (b+1))+k { Wortweise kopieren }
12: end for
13: for i < 1to ngys —1 do { Restliche Segmente }
14:  for k <+ 0 to overlap do { Kopiere relevante Worter vom letztem Sieb }
15: Plk] < P[(l> (b+1))+k+1] { +1, da P, um ein Wort verschoben ist }
16: end for
17. Py + pg_sieve'(gaps,i x [,8) { Generierung des Feldes P, }

18:  if G2segment3(l,6, Py, Po, Tjim,pi(P1)) = false then { Falls Segment negativ
verifiziert }

19: return false

20: end if

21: end for

22: output(p2nmaz)
23: return true

Lemma 4.10 Algorithmus 4.7 verschiebt ein Segment um 1 Bit in

tapr(l,0) = ((+8)/2B-(33B+2-S((l+0)/4B)) + O(1)
= O((l +0)log(l +9))

Bitoperationen und sapy(l) = O(1) Bits zusétzlichem Speicherplatz.

Beweis. Aufjedes Wort wird einmal lesend und schreibend zugegriffen, Uberliufe werden
vermerkt und korrigiert. a

Lemma 4.11 Algorithmus 4.8 fithrt die Addition der ersten m,, Primzahlen auf das
Segment P in

tADL(l,mim,é) = Wlim'(32B+S(7T((5)/2))+
i/ B - (3B + (I +8)/2B - (33B +2- S((1 + §)/AB)) + O(1)
= O(mim(l + 6)log(1 + )

Bitoperationen und sapy(l) = O(1) Bits zusétzlichem Speicherplatz durch.
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Beweis. In Zeile 9 wird fiir jede moglicherweise zu addierende Primzahl zunichst die
zu verschiebende Anzahl Bits modulo B berechnet. Falls die gerade verschobene Anzahl
damit iibereinstimmt, wird in 11 — 13 die Verkniipfung mit dem g¢g2-Feld vorgenommen.
Die Schleife in Zeile 8 wird m;,,-mal ausgefiihrt, die Zeilen 11 — 13 7,/ B-mal. O

Lemma 4.12 Algorithmus 4.9 sucht die noch fehlenden Partitionen durch Subtraktion
der restlichen Primzahlen aus P; in

tapr(l Tim,0) = Fo(mim) - (1(8) — i) /2 - (358 + S(1(8)/2) + S((I + 6)/4B)) +
+45B + S(n(6)/2)) + (1/2B) - (21B + S(I/AB)) + O(1)
= O(#o(mim) - (7(6) — M) log(l + ) + O(l log 1)

Bitoperationen und sapr(l) = O(1) Bits zusétzlichem Speicherplatz. Dabei bezeichnet
#0o(mim) die nach 7, Additionen noch nicht gesetzten Bits in g2.

Beweis. Fiir jedes Wort, das ein noch nicht gesetztes Bit enthilt, wird jedes einzelne Bit
untersucht und im Falle, dafl dieses nicht gesetzt ist, so lange die restlichen Primzahlen
aufaddiert, bis eine Partition gefunden wurde, oder m(8) — 7y, Versuche fehlschlugen.
Die &uflere for-Schleife wird [/B-mal ausgefithrt. Die Zeilen 10 — 25 werden maximal
#0(7mim)-mal durchlaufen, die innere Schleife in Zeile 8 7(d) — 7y, -mal. O

Die Funktion #¢(k) wird noch genauer untersucht.

Lemma 4.13 Algorithmus 4.6 verifiziert die Goldbachsche Vermutung fiir alle geraden
Zahlen eines Segments der Linge [ in

tapr(l, mim) = B (tapr(shiftleftl,l,0) +tapr(Pe-or_g2,1,im,0)) + tapr(l, Tiim, 6)
= O(mim(l + 0) log(l + 6)) + O(Fo(mim) - (7(6) — Tim) log(l 4 9))

Bitoperationen und sapr (/) = O(1) Bits zusétzlichem Speicherplatz.

Beweis. Alle Primsummanden p < pr, werden durch Verschiebung des gesamten
Intervalls P, addiert und die Summen im Feld g2 vermerkt. Fiir alle nicht markierten 2n
eines Segments werden durch Subtraktion der restlichen Primzahlen p < 7(§) Partitionen
gesucht. Die Zeitkomplexititsaussage ergibt sich aus der Summe der Komplexititen von
4.7, 4.8 und 4.9. a

Satz 4.14 Algorithmus 4.10 verifiziert die Goldbachsche Vermutung fiir alle geraden Zah-
len kleiner gleich n in

tapr(n, U, mm) = n/l-(tapr(pg-sieve,l,i) + tapr(G2segment3, [, m;m)) + O(1)
= O(nloglloglogn) + O(nlog(l + 0)mym) +

L0 (nlog(l + 0)#0(mim) - EW(5) — Tiim) log (I + 5))
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Bitoperationen und spr(n,1) = 1/2 + log®lloglogl 4+ 7(2 - log® I loglog ) B + O(1) Bits
Speicherplatz.

Beweis. Jedes Segment mufl zunichst gesiebt werden, dann kann die Verifikation durch
Algorithmus 4.6 vollzogen werden. Das Sieben der Segmente erzeugt nach 3.15 einen
Beitrag von insgesamt O(n loglloglogn). O

4.4.3 Diskussion

Mit [ ~ y/n und & = 2log® nloglogn wird tapr,(G2verify3,n, mm) ~

O(nlognloglogn) + O(nlogn mm) + O(v/nlogn #o(mim) - (m(8) — Tiim))

wobei ¢ im hinteren Term der Ubersichtlichkeit halber nicht ersetzt wurde. Denn liegt
zwischen 1 und 7(§), wodurch der letzte Term unwesentlich wird, sobald 7, nahe bei 7(0)
liegt. Jedoch wird mit wachsendem 7, der zweite Term grofler, so dafl dessen Einflufl
gegeniiber dem ersten wéchst. Mit dem Ziel einer spéteren Aussage iiber einen méglichst
optimalen Wert fiir 73, wird nun zunéchst #(mm), also die nach m;, Verschiebungen
und Oder-Verkniipfungen in einem Segment noch nicht gesetzten Bits abgeschéitzt.

Im Feld P, 148t sich die Anzahl der Primzahlen etwa durch [/log! abschitzen. Bei der

ersten Verschiebung werden also I/ log! Bits im Feld g2 gesetzt. Bei der zweiten Verschie-

bung betrigt die Wahrscheinlichkeit, daf ein zu setzendes Bit bereits gesetzt ist, etwa
l

el = @. Bei I/ log ! Bits werden also nur noch I/ log! —1/log? [ neu gesetzt. Insgesamt

sind nach der zweiten Verkniipfung daher 1/logl + [/logl — 1/log?[ Bits auf 1 gesetzt.
Allgemein 148t sich die folgende Rekursionsformel angeben:

#1(k):#1(k—1)+$-(1_w>
:#l(k_l)'(l_ﬁlgl>+1ol@

Dabei sei #1(k) die Anzahl der nach dem k-ten Schritt gesetzten Bits. Diese la8it sich
auflésen geméf

1\ 1\F? 1 1\ ! l
E)y=[1-— — 1—— — 4 ... 1—
#1(k) ( logl) logl+< logl) logl+ +( logl) logl+logl

und daher

k
k— m _ _ 1
#1(k):L - o Ly .1 (1 1°gl> (1o (1oL '
logl = log ! log ! 1_<1_L) log
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Daher ist die Anzahl noch nicht angekreuzter Bits nach my;,, Schritten etwa

1 Tlim
. — 1 -
3é&0 (7rllﬂ1) l (i 1()§§l:)

Diese Aussage wird in der Laufzeitanalyse in Abschnitt 4.5.1 zur Anwendung kommen.

4.5 Implementierung und Verteilung

Die Implementierung basierte auf dem in 3.4 vorgestellten Primzahlgenerator pg. Der Wert
von Ty, konnte dabei als weiterer Parameter angegeben werden. Die Segmentierung des
Gesamtintervalls [1,4 - 10'4] erfolgte nach dem in Abbildung 19 dargestellten Schema.

0 4x10"
I I O I I
k x10? (k+1) x10”
[ e
ix2%TTp, 1) x 2x ] p
I A N N O N N [ ]
ol TiifoliifoliT ol fofoli[i[ofo] o] iTi[o] [o[of 1 [o[o] i[O}  (i=0)

1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63

Abbildung 19: Segmentierung des Gesamtintervalls
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Die entstehenden 400 Teilintervalle wurden unter Verwendung des in Kapitel 7 beschriebe-
nen Programms zur Verteilung auf 7 Ultra-1- und 6 SPARCstation-4-Workstations sowie
2 PC’s verteilt. Nach jeweils etwa 250-500 Segmenten wurde ein Logbucheintrag geschrie-
ben, auf den im Falle eines Ausfalls aufgesetzt werden konnte. Dadurch wurde die maximal
verlorene Rechenzeit auf etwa eine Stunde beschriankt. Bei Auftreten eines neuen lokalen
Maximalwertes von p(2n) wurde dieser sofort ausgegeben. Die globalen Maxima von p(2n)
wurden nach Beendigung der Rechnung aus den Logbuchdateien ermittelt. Es wurde dar-
auf geachtet, dafl der Wert von 7, (siehe auch néchster Abschnitt) immer unterhalb des
Initialwertes des Maximums von p(2n) lag.

4.5.1 Laufzeitanalyse

Optimale Werte der entscheidenden Parameter m35 und der Sieblénge fiir pg sowie mym,
wurden fiir die jeweiligen Architekturen in Intervallen der Linge 2 - 10% im Abstand
10" bestimmt. Als Ansatzpunkte dienten dabei einerseits die in 3.4 gemessenen Werte
fiir m35 und die Sieblinge, andererseits Abbildung 20, die die Entwicklung der ADL-
Zeitkomplexitidt von Algorithmus 4.6 in Abhingigkeit des Wertes von my;, fiir eine Seg-
mentlinge von 28-3-5-7-11-13 = 3843840 und n = 2- 10" zeigt. Dabei wurde die oben
ermittelte Funktion #( als Anndherung fiir die Anzahl der nach 7;,, Additionen noch
nicht gefundenen Partitionen verwendet.

le+13 T T T T T T

T T T
gv2segment3.t_adl

le+12

le+1l

1e+10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Abbildung 20: AD L-Zeitkomplexitit von Algorithmus 4.6 in Abhingigkeit von 7,

Der optimale Wert von 7;, scheint bei etwa 100 zu liegen, die tatséichlichen gemessenen
Optima lagen darunter (= 70). In Abhéngigkeit der entstandenen Tabelle der optimalen
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Parameterkombinationen wurde die Quelle jeweils mit den optimalen Werten fiir das ent-
sprechende Teilsegment neu kompiliert. Durch diese Vorgehensweise konnte die Gesamt-
laufzeit um etwa 30% reduziert werden. Der Anteil des Siebens an der Gesamtrechnung
variierte zwischen 45% bei etwa 10'2 bis etwa 60% bei 4 - 10,

Die gesamte Rechenzeit betrug etwa 18 Wochen. Im Vergleich dazu 148t sich aus den
Angaben in [Des98] hochrechnen, dafl dort unter Verwendung einer Implementierung von
4.2 auf einem Cray C916 Vektorrechner etwa 11 Wochen benétigt worden wéren. Ein
direkter Vergleich der Rechenleistung ist nicht moglich. Allerdings wire eigentlich ein
noch gréflerer Unterschied zu erwarten gewesen, da 4.2 das komplette Sieben vermeidet
und ein Strong-Pseudoprimzahltest einer Zahl n nur O(logn) Operationen benétigt. Der
wesentliche Nachteil der Beschréinkung von 4.2 auf das Intervall [4,341550071728321] wird
dadurch natiirlich nicht aufgehoben.

4.6 Ergebnisse

Die Goldbachsche Vermutung ist bis 4 - 10'# richtig. Der gréfite Wert fiir p(2n), der bis
4 - 10" auftritt, ist 5569 und wird fiir 2n = 389965026819938 = 389965026814369 + 5569
benétigt.

Tabelle 21 zeigt die Maxima von p(2n) fiir 2n < 4 - 10'*. Die bereits bekannten Werte
stimmen mit denen in [Sin93] ermittelten iiberein, wo eine Verifikation nur bis 4 - 10!
stattfand. Abbildung 21 zeigt die Entwicklung von p*(z) fiir alle z < 4 - 10* und zum
Vergleich die Funktion 1,603 - log? z log log .

T T T T T T T T T T T T T T

7000 |- l.603*Iog(x)*log(x)*log(long();; S 4
6000 A
5000 -
4000
3000 -
2000

1000

EE, —/1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 100 1000 10000 100000 le+06 1le+07 1le+08 1e+09 le+10 le+ll le+12 le+13 le+14

Abbildung 21: Die Funktion p*(z) = max{p(2n) : 2n < z}
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| n_p(n) | n_pn) |

6 3 113632822 1163

12 o 187852862 1321

30 7 335070838 1427

98 19 419911924 1583
220 23 721013438 1789
308 31 1847133842 1861
556 47 7473202036 1877
992 73 11001080372 1879
2642 103 12703943222 2029
9372 139 21248558888 2089
7426 173 35884080836 2803
43532 211 105963812462 3061

04244 233 244885595672 3163
63274 293 599533546358 3457
113672 313 3132059294006 3463
128168 331 3620821173302 3529
194428 359 4438327672994 3613
194470 383 5320503815888 3769
413572 389 8342945544436 3917
503222 523 | 10591605900482 4003
1077422 601 | 12982270197518 4027
3526958 727 | 15197900994218 4057
3807404 751 | 28998050650046 4327
10759922 829 | 46878442766282 4519
24106882 929 | 76903574497118 4909
27789878 997 | 184162477860248 5077
37998938 1039 | 217361316706568 5209
60119912 1093 | 389965026819938 5569

Tabelle 21: p*(n)

Tatséchlich wichst die Funktion p* nur sehr langsam. In [Gra89] wurde vermutet, daf} die
Maxima, von p(n) die Gréfenordnung O(log? nloglogn) haben.
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4.6.1 Konsequenzen

Wie aus Satz 4.1 hervorgeht, folgt die Korrektheit der terniren Vermutung sofort, falls
die bindre nachgewiesen ist. Die Kenntnis der Korrektheit der biniren Goldbachschen
Vermutung fiir ein endliches Intervall kann folgendermaflen verwendet werden, um auch
die terndre Vermutung partiell zu verifizieren:

Satz 4.15 Es gelte G2 fiir ein Intervall [4,n]. Falls man eine Folge von Primzahlen
D0, D1, - - - »Pr finden kann, so daB gilt po < n, pr > M und 4 < p; —p;—1 < n — 2 fir
alle 0 < ¢ < k, dann gilt G3 fir das Intervall [7, M].

Beweis. Esseim =2j+1 € [p;_1,p;] C[7, M]. Dann liegt wegen 4 < p; —p; 1 <n—4
fir j =i oder j = i — 1 eine der geraden Zahlen m — p; im Intervall [4,n] und besitzt
daher eine Darstellung m — p; = p + q. Daraus folgt m = p; +p +q. O

In [Sa098] wurde diese Tatsache zusammen mit der in [Sin93] durchgefiithrten Verifikation
verwendet, um G35 bis 1020 zu iiberpriifen. Mit der Kenntnis, dai Gy bis 4 - 10'* nach-
gewiesen ist, liefle sich diese Rechnung wesentlich vereinfachen. Eine Verifikation von G
mit dhnlichen Methoden wie in [Sa098] beschrieben diirfte eine obere Schranke von 1023
ermoglichen.

Satz 4.15 impliziert zusammen mit [Che89], da8 G3 nur dann falsch ist, wenn es bis 10%3000

eine Primzahlliicke der Linge 4 - 10! gibe. Man vermutet (siehe z.B. [Rie94]), da$} sich

eine erste Liicke der Linge d etwa bei g = el:62vd ergibt. Daher sollte eine erste Liicke

der Linge 4 - 10'* erst bei etwa 10971141 auftauchen, also weit hinter 1043900,
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5 Goldbach-Partitionen

5.1 Einfiihrung

Nachdem im letzten Kapitel eine Verifikation der Goldbachschen Vermutung vorgenommen
wurde, soll nun der Frage nachgegangen werden, wieviele verschiedene Zerlegungen der
Form (p,q) mit 2n = p + ¢ es fiir eine gerade Zahl 2n gibt.

Zunichst die fiir dieses Kapitel wesentliche

Definition 5.1 Es seien p und ¢ Primzahlen und n» € N. Dann bezeichnet

g(2n) = {(p,q) : p < ¢, p+ q = 2n}|
die Anzahl der Goldbach-Partitionen einer Zahl 2n.

Beispiel 5.2 Die folgende Tabelle zeigt einige Werte von g(2n):

2n g(2n) | 2n g(2n)
4 1 28 2
6 1 30 3
8 1 32 2
10 2 34 4
12 1 36 4
14 2 38 2
16 2 40 3
18 2 42 4
20 2 44 3
22 3 46 4
24 3 48 5
26 3 50 4

Tabelle 22: Einige Werte der Funktion g(2n)

Es hat den Anschein, dafi die Anzahl der Partitionen wéchst. Natiirlich muf}, solange die
Goldbachsche Vermutung nicht bewiesen ist, prinzipiell sogar noch liminf,,_, . g(2n) = 0
in Betracht gezogen werden. Im folgenden Abschnitt wird zunéchst der mathematische
Hintergrund beleuchtet. Dabei werden offene Fragen und Vermutungen angesprochen. Es
folgt eine Auflistung historischer Berechnungen zum Problem. In Abschnitt 5.4 wird dann
ein erster Algorithmus zur Berechnung der Anzahl der Goldbach-Partitionen vorgestellt.
Es werden zwei Anséitze zur Segmentierung des Problems aufgezeigt, von denen einer im-
plementiert und das resultierende Programm schliefilich verteilt wurde. Ergebnisse dieser
Rechnung und Analysen dazu finden sich in den Abschnitten 5.7 und 5.8.
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5.2 Mathematischer Hintergrund

Es ist iiber die Anzahl der Goldbach-Partitionen relativ wenig bekannt. Hé&ufig dienen
probabilistische oder heuristische Methoden als Ansatz zur Ann&herung an das Problem.

Anders verhilt es sich bei der Partitionierung als Summe dreier Primzahlen. Hier bewies
Vinogradov im Jahre 1937 [Vin37] die folgende asymptotische Aussage:

2

Ta(”)Nm H<l+ﬁ>g(l_p2—;p+3>

p>2
p>2

Bemerkung. Dabei bedeutet

k
re(n) = {(p- - ,px)  pis prim und n = 3" pi}]
i=1
Die beiden Definitionen sind iiber g(2n) = [”(2")1 miteinander verkniipft. Im folgenden

2
wird die Funktion g(2n) betrachtet.

Die folgende Abschitzung fiir g(2n) nach oben wird in [Hal74] bewiesen:
1 p—1 n loglogn
g(2n)§8H(1—72> —#-<1+O(7
(p—1) s p—2log” 2n logn
pln

Dies fithrt wegen Hp|>z Z%é = O(loglogn) zu
pln

2n

2n) =0 log log 2n
g(2n) <log22n g log )

Deshoulliers et.al. [Des93] zeigen
g(2n) < w(2n —2) —w(n —1),

wobei in derselben Arbeit bewiesen wurde, dafl die gréfite Zahl 2n, fiir die Gleichheit
besteht, 210 ist.

Die Anzahl der Goldbach-Partitionen einer geraden Zahl 2n hingt sehr stark von ihrer
Primfaktorenzerlegung ab. So ist beispielsweise g(120) = 12, wihrend fiir die Nachbarn
gilt: ¢g(118) = 6 und ¢(122) = 4. Die Primfaktorenzerlegungen sind jeweils 118 = 2 - 59,
122 =2-61 und 120 = 2-2-2-3- 5. Demgegeniiber besitzt die Zahl 2048 = 2! genau 25
Goldbach-Partitionen, wihrend im Vergleich ¢(2046) = 75 und ¢(2050) = 42 ist.
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Wie im Abschnitt 5.8 auch graphisch deutlich sichtbar wird, setzt sich dieser Trend fort.
Gewisse Zahlen scheinen mehr Partitionen zu besitzen als andere.

Dies 148t sich durch folgende, heuristische Betrachtung begriinden:

Angenommen 3 teile 2n, dann sind die Zahlen 2n — i fiir ¢ = 5,7,11,13,17,19, 23,25, ...
nicht durch 3 teilbar. Da im Falle, daf} die 3 2n nicht teilt, jede zweite Zahl 2n — ¢ durch
3 teilbar ist, ist die Wahrscheinlichkeit, daf} sich im ersten Fall eine Goldbach-Partition
ergibt, doppelt so grofl wie im zweiten. Es gelte nun 5|2n. Dann sind die Zahlen 2n —i fiir
i=3,7,9,11,13,17,19, ... nicht durch 5 teilbar, im Falle 5 f 2n jedoch jede vierte, d.h. es
kommen dann nur noch 3 von 4 fiir eine Partition in Frage. Die Anzahl der Partitionen
sollte sich also bei 5|2n um den Faktor 3 erhohen. Tm allgemeinen Fall miiite sie fiir jeden
Primteiler p von 2n um einen Faktor erhoht werden. Daraus folgt, dafl mit der Anzahl
der verschiedenen Primfaktoren elner Zahl die Anzahl ihrer Goldbach-Partitionen steigt.
Dies erklért die deutlichen Unterschiede bei obigen Beispielen.

Die Wahrscheinlichkeit daf} zwei Summanden einer Zahl 2n beide prim sind, betrfalgt we-

gen A.7 etwa ;—s——. Die Anzahl der Partitionen sollte daher insgesamt etwa gleich ;

log? 2 g2 2n
sein, wobei fiir jeden ungeraden Primteiler von 2n wegen obiger Betrachtung ein Fak-

tor ;; angefugt werden mufl. Damit ergibt sich eine grobe Abschétzung von g(2n) ~

[1s>2 T Dieser Ansatz stellt die Basis fast aller Vermutungen dar, die im folgen-
pl2n P

den Abschnitt vorgestellt werden, wobei jeweils ein korrigierender Faktor angefiigt ist.

log 2n

5.2.1 Vermutungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Vermutungen beziiglich des asymptotischen Ver-
haltens von g vorgestellt, die simtlich auf heuristischen Argumenten basieren. Die jewei-
ligen Vermutungen sind mit den Kiirzeln der Autoren indiziert, die sie getroffen haben,
um sie spéter leichter referenzieren zu konnen. Es wird dabei jeweils vermutet, daf} gilt:

g(2n) ~ gxy(2n).

Die erste Aussage iiber das mogliche asymptotische Verhalten der Funktion g stammt von
Sylvester [Syl71] aus dem Jahre 1871:

=

2<k<V2n
kl/2n

2n
gsy(2n log 2n

Hardy und Littlewood zeigen in [Har22], dafi dies dquivalent zu

p—=
I

2n) = 8¢ 7c
gSy( n) ¢ log 2n

ist, wobeiy = 1— foo = tJ dt ~ 0,577216. .. die Fulersche Konstante und co = []
0,660162... die Pmmzahlzwzllmgskonstante ist.
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Im Jahre 1896 vermutete Stdackel [St496]:

n p

2n) =4- .
gse(2n) log? 2n p—1

p>2
p|2n

Landau korrigierte dies 1900 [Lan00] um den Faktor 0, 772:

n p
log? 2n p—1

gLa(2n) = 3,088

p>2
p|2n

Brun [Brulb] vermutete 1915 eine Formel, von der wiederum Hardy und Littlewood zeigen,
daf} sie dquivalent zu:

n p—1
log*2n % p—2

pl2n

gpr(2n) = 16e ?7cy -

ist. Hardy und Littlewood selbst vermuten (ebenfalls in [Har22]), daf}

n p—1
) = 4o - :
gurL(2n) = 4c, Hp_2

log? 2n pte
pl2n
Es gilt also
e’ e
9HL(2n) = E '95y(2n) = T 'gBr(2n)
(oder gir.(2n) =~ 0,8905 - gsy(2n) = 0,793 - gpr(2n) ).

Die letzte Vermutung zum asymptotischen Verhalten der Funktion g stammt von Selmer
aus dem Jahre 1942 ([Sel42]). Sie besagt, daf

gse(2n) =2¢3 - [ (%) ' /Un log(n + x()jglgog(n — )

p>2
p|2n

In Abschnitt 5.8 werden diese mit den sich aus den Rechnungen ergebenden Werten von
g(2n) verglichen.

5.3 Historische Berechnungen

Es gibt nicht sehr viele veroffentlichte Arbeiten, in denen die Anzahl der Goldbach-
Partitionen bestimmt wurde. Dies liegt wohl vor allem im Aufwand begriindet, den diese
Rechnung erfordert.

Tabelle 23 gibt einen Uberblick iiber Ergebnisse der Vergangenheit, von denen jede jeweils
frithere Berechnungen erweiterte.
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Name ‘ Jahr ‘ p+q<
G. Cantor 1894 1000
R. Haussner 1896 5000

M.L. Stein, P.R. Stein 1965 | 200000
J. Bohman, C.E. Fréberg | 1975 | 350000
D. Lavenier, Y. Saouter | 1998 | 1,28 -10%

Tabelle 23: Historische Berechnungen

In der zuletzt aufgefithrten Rechnung wurde eine Methode benutzt, auf deren Prinzip im
Abschnitt 5.5 noch néher eingegangen wird. Dort wurde erstmals eine speziell auf das
Problem zugeschnittene Hardware entwickelt und eingesetzt.

Die Ergebnisse dieser Arbeit erweitern den bisherigen Bereich auf alle Goldbach-Partitionen
(p,q) mit p+q < 5-108.

5.4 Ein Algorithmus zur Anzahl der Goldbach-Partitionen

In diesem Abschnitt wird zunéchst ein einfacher Algorithmus zur Berechnung der An-
zahl der Goldbach-Partitionen vorgestellt. Es handelt sich dabei im Prinzip um eine
leicht verféinderte Version von Algorithmus 4.2. Der wesentliche Nachteil ist der immense
Speicherbedarf, der in der Praxis schnell an Grenzen stoft.

Algorithmus 5.1 part!

1: n < input() { Eingabe der Intervallobergrenze }

2: sieve < eratb(n) { Siebe Intervall }

31 +— 3

4: while 7 < (n > 1) do { Durchlaufe ungerade Primzahlen bis n/2 }
5. if getBit2(sieve,i) = 0 then { Falls i prim }

6: ] < 1

7: while j < (n —i) do { Durchlaufe alle Primzahlen von i bis n — i }
8: if getBit2(sieve,j) =0 then { Falls j prim }

0: glGi+35)>1] « gl +4)>1]+1

10: end if

11: j o+~ j+2

12: end while

13:  end if

14: 14— 142
15: end while
16: return g
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Satz 5.3 Algorithmus 5.1 bestimmt die Anzahl der Goldbachpartitionen aller geraden
Zahlen zwischen 6 und n in

n/2 n—g
tapp(n) = (35B+ S(n/4B))-n/2+10B - m(n/2)+ > > 28B +
i=2 j=i
+ Z Z (23B + S(n/4)) + O(nlognloglogn)
p<n/2p<q<n—p
= (14B+ S(n/4B)) -n/2+10B - w(n/2) + 21B - n?/4 +
+0(logn - 7(n/2) - w(n)) + O(nlognloglogn)
= 21B-n%/44 O0(n?/logn) = O(n?)

Bitoperationen unter Verwendung von sapr(n) = (B + 1) -n/2 + O(1) Bits Speicher.

Beweis. Fiir jede Primzahl p < n/2 werden beginnend von p aus alle Primzahlen
q < n —p durchlaufen und der Inhalt des Feldes g jeweils an der Position (p+ ¢)/2 erhdht.
Den wesentlichen Anteil des benétigten Speichers nimmt das Feld ¢ ein, das mit nB/2
beitragt. a

Das Problem von Algorithmus 5.1 ist der immense Speicheraufwand. Ahnlich der nicht-
segmentierten Versionen des Siebes des Eratosthenes mufl das ganze Feld im Speicher
vorhanden sein. Im néchsten Abschnitt wird dies — wenn auch mit nicht unerheblichem
Zeitmehraufwand — vermieden.

5.5 Spiegelung von Segmenten

In diesem Abschnitt wird zunéchst ein Verfahren beschrieben, dafl den erheblichen Spei-
cheraufwand von Algorithmus 5.1 zwar reduziert, auf normaler Hardware aber wiederum
entscheidende Nachteile aufweist.

Um ¢(2n) fiir ein einzelnes n zu bestimmen, kann man folgendermafien vorgehen: Zunéchst
wird das Intervall [1,2n] in k Teilsegmente der Linge [2n/k| geteilt. Diese Segmen-
te s; werden nun jeweils paarweise beginnend mit (s1,s|2,/5|) gesiebt. Fiir jedes Paar
(8, 8|2n/k|—i+1) Wird dann s; gespiegelt und das Ergebnis mit 5o, /5 —;41 durch bitweises
Und verkniipft. g(2n) ergibt sich nun aus der Summe der verbleibenden 1-Bits nach Ab-
arbeitung simtlicher Segmente. Das entstehende Reststiick wird im Grunde auf dieselbe
Weise behandelt. Abbildung 22 zeigt die Vorgehensweise am Beispiel 2n = 72:
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F

1[of1[oJo[1] 1] ol o[ 1][of o[ 1]o[ 1] 1[0 1[o[o]a[1Jo[ 1] 1[0l a[1]o[1][1]o[1]1][1]0
71 69 67 65 63 61 59 5755 53 51 49 47 45 434139 373533312927 25232119174151311 9 7 5 3 1

o

Abbildung 22: Segmentweise Spiegelung

Auf eine ADL-Beschreibung wurde hier verzichtet, da eine Implementierung auf RX-
RAM-&hnlichen Maschinen nicht sinnvoll ist. Dies liegt vor allem daran, daf} die bitwei-
sen Operationen meist Wortoperationen nach sich ziehen, was insgesamt sehr teuer wird.
Allerdings ist in [Lav98] eine Hardwareimplementierung des Verfahrens beschrieben, wo-
bei nicht nur ein einzelner g-Wert, sondern viele parallel berechnet werden. Dies wird
durch das Durchschieben ganzer Segmente erreicht. Die Implementierung resultierte in
der Berechnung der Anzahlen der Goldbach-Partitionen bis 1,28 - 108.

Es folgt die Beschreibung eines weiteren, fiir gewéhnliche Rechnerarchitekturen geeigneten,
segmentierten Verfahrens, dafl schlieflich implementiert und eingesetzt wurde.

5.6 Segmentierung des Basisverfahrens

Es wird nun gezeigt, wie Algorithmus 5.1 segmentiert werden kann. Dabei bleibt das
Grundprinzip von 5.1 erhalten.

Zunéchst werden folgende Voriiberlegungen getroffen:

Das Sieben der Primzahlen zur Ermittlung der méglichen Summanden ist vergleichsweise
billig. Wie bei Algorithmus 5.1 sichtbar wurde, stammt der wesentliche quadratische
Anteil der Zeitkomplexitdt vom doppelten Durchlaufen des Intervalls. Die Abschéitzung
des Siebbeitrages zur Zeitkomplexitéit erfolgte relativ grob, die O-Konstante ist daher eher
klein. Ein zwar redundantes, mehrfaches Sieben der Intervalle erscheint also zumindest
bezahlbar, wenn auch nicht sofort offensichtlich hilfreich.

Es sei im folgenden das Intervall [1,n] in k& Segmente s, ... ,sx_1 der Linge n/k geteilt,
wobei zusitzlich M; | k und k | n fiir ein j = \/n gelte.
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Dann sind die zwei Summanden einer Partition (p,q) mit p < g der geraden Zahlen eines
Segments s; jeweils in Segmenten laut Tabelle 24 enthalten.

pE S

S0 Si—1 U s

81 Si—2 U 8i—1

52 Si—3 U Si—2

S Si—j-1 U8

Slif2] | Si=li/2)=1 Y Si-i/2|

Tabelle 24: Mogliche Teilmengen zur Partitionierung

Das Prinzip von Algorithmus 5.2 ist nun das folgende: Fiir alle Segmente s; C [1,n] werden
s; und s;_j_1 sowie s;_; fiir alle j € [0, [i/2]] gesiebt. Dann werden die Summen p + g,
P € 8, q € 8;—j—1 Us;_; gebildet und darauf gepriift, ob p + ¢ € s;. Gegebenenfalls wird
der Inhalt des Feldes g an der Position p + ¢ erhoht.

Dabei sind noch zwei Probleme zu beachten:
Fiir j > ¢+ — 7 — 1 darf keine Summation stattfinden, diese Situation ist schon bearbeitet.
Fir j=1¢—7—1 bzw. j = ¢ — 7 muf} zuséitzlich auf p < g geachtet werden.

Algorithmus 5.2 beschreibt die Vorgehensweise fiir ein Intervall s;, ¢ > 1. Die wesentlichen
zusitzlichen Funktionen add;yy,, add,,;q und addp;gp, zur Addition fertig gesiebter Segmente
sind im Anschlufl daran beschrieben.

Beispiel 5.4 Fiiri = 5 bzw. 6 werden die in Tabelle 25 aufgefiithrten Additions-Funktionen
durchlaufen.

1=25 i1=26

addion (9,1, 80,84)  addiow (9,1, S0, $5)
addpign (9,1, s0,55)  addpign (9,1, so, S6)
addjow (9,1, 51, 53) addjow (9,1, 51, 54)
addpign (9,1, 51,54)  addpign(g,1,s1,55)
addmia(g,1,i,52)  addiow(g,l, s2, 83)
addhigh (g, l, 59, 83) addhigh (g, l, S92, 84)

addmid (g, l, ’i, 83)

Tabelle 25: Beispielabldufe Algorithmus 5.2
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Algorithmus 5.2 segIpart!

1: ¢ + input() { Eingabe der Segmentnummer }

2: | « input() { Eingabe der Segmentlinge }

3: gaps < input() { Eingabe der Primzahlliicken }

4: s; < pgsieve(gaps,i,l) { Siebe hochstes Segment }

5. if i A1 =1 then { Falls i ungerade }

6: for j< 0toi>1do { Durchlaufe Segmente von 0 bis |i/2] }

7 sj  pgsieve(gaps,j,l) { Siebe niedriges Segment }

8: si—j—1 4 pgsieve(gaps,i —j — 1,1) { Siebe zweithochstes Segment }
9: if j =i¢—j—1 then { Mitte erreicht }

10: g  addyiq(g,l,i,55) { Addiere mittleres Segment }

11: else

12: g < addjy(g,1,55,5i—j—1) { Addiere niedriges und zweithéchstes Segment }
13: end if

14: g < addpign(g,l,sj,si—;) { Addiere niedriges und hochstes Segment }
15: Si—j < Si—j—1 { Zweithochstes Segment wird hochstes }

16:  end for

17: else

18: for j < 0toi>1—1do { Durchlaufe Segmente von 0 bis i/2 -1 }

19: sj ¢ pgsieve(gaps,j —1,1) { Siebe niedriges Segment }

20: si—j < pgsieve(gaps,i —j —1,1) { Siebe zweithchstes Segment }

21: g < addy(g,1,55,si—j—1) { Addiere niedriges und zweithochstes Segment }
22: g < addpign(g,l,55,5i—;) { Addiere niedriges und hochstes Segment }
23: if j=i¢>1—1 then { Mitte erreicht }

24: g  addyiq(g,l,i,s5) { Addiere mittleres Segment }

25: break

26: end if

27: Si—j < Si—j—1 { Zweithochstes Segment wird hochstes }

28: end for

29: end if

30: return g
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Algorithmus 5.3 add;y,

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:

g < input() { Eingabe des Partitionsfeldes }
[ < input() { Eingabe der Segmentlinge }
Siow < input() { Eingabe des niedrigen Segments }
Shigh < input() { Eingabe des héheren Segments }
lowwordent < 0
while lowwordent < 1> b do { Durchlaufe s;,, wortweise }
lowword < sjo[lowwordent]
if lowword # —0 then { Uberhaupt eine Primzahl im aktuellen Wort? }
lowbitent < 0
repeat { Durchlaufe aktuelles Wort }
if ((1 < lowbitent) A lowword) =1 then { Primzahl gefunden }
hiwordent < 0
while hiwordcnt # lowwordent do { Durchlaufe Worter von sp;gn }
hiword < spign[l > b — hiwordent — 1]
hibitent < 0
repeat { Durchlaufe aktuelles Wort }
if ((1 < hibitent) A hiword) =1 then { Primzahl gefunden }
pos <+ (lowwordent — hiwordent — 1) << b+ lowbitent + hibitent
glpos] + g[pos] +1
end if
hibitent < hibitent + 1
until hibitent = B
hiwordent < hiwordent + 1
end while
hiword < spigh[l > b — hiwordent — 1]
hibitent < 0
while hibitent # B do { Durchlaufe kritische Zahlen mit Intervallpriifung
¥
if ((1 < hibitent) A hiword) = 1 then { Primzahl gefunden }
cand < hibitent + lowbitent — B
if cand <0 then { Im Zielintervall }
gleand] + g[cand] + 1
end if
end if
hibitent < hibitent + 1
end while
end if
lowbitent < lowbitent + 1
until lowbitent = B
end if
lowwordent < lowwordent + 1
end while
return
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Algorithmus 5.4 addp;gp

1: g < input() { Eingabe des Partitionsfeldes }
2: | « input() { Eingabe der Segmentlinge }

3: Sjow ¢ input() { Eingabe des niedrigen Segments }

4: spigh < nput() { Eingabe des hoheren Segments }

5: lowwordent < 0

6: while lowwordent < 1> b do { Durchlaufe s;,, wortweise }

7. lowword < sjo[lowwordent]

8:  if lowword # -0 then { Uberhaupt eine Primzahl im aktuellen Wort? }

9: lowbitent < 0

10: repeat { Durchlaufe aktuelles Wort }

11: if ((1 < lowbitent) A lowword) =1 then { Primzahl gefunden }

12: hiwordent <+ 0

13: while hiwordent # 1 > b — lowwordent — 1 do { Durchlaufe Worter von
Shigh }

14: hiword < spign[hiwordent]

15: hibitent < 0

16: repeat { Durchlaufe aktuelles Wort }

17: if ((1 < hibitent) A hiword) = 1 then { Primzahl gefunden }

18: pos < (lowwordent 4+ hiwordent) << b+ lowbitent + hibitent

19: glpos] <+ g[pos] +1

20: end if

21: hibitent < hibitent + 1

22: until hibitent = B

23: hiwordent < hiwordent + 1

24: end while

25: hiword <= sp;qn[hiwordcnt]

26: hibitent < 0

27: while hibitent # B do { Durchlaufe kritische Zahlen mit Intervallpriifung
}

28: if ((1 < hibitent) A hiword) = 1 then { Primzahl gefunden }

29: cand <+ hibitent + lowbitent

30: if cand < B then { Im Zielintervall }

31 pos < (I>b—1) < b+ cand

32: g[pos] <+ g[pos] +1

33: end if

34: end if

35: hibitent < hibitent 4 1

36: end while

37: end if

38: lowbitent < lowbitent + 1

39: until lowbitent = B

40:  end if

41:  lowwordent <+ lowwordcnt + 1
42: end while
43: return
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Algorithmus 5.5 add,,;q

1: g < input() { Eingabe des Partitionsfeldes }
2: | « input() { Eingabe der Segmentlinge }
3: i <« input() { Eingabe der Segmentnummer }

Shigh <

lowl +

Siow ¢ input() { Eingabe des mittleren Segments }

Siow { Zweiter Verweis auf mittleres Segment }

lowwordent + 0
il + i x1 { Vorberechnung }

low x I { Vorberechnung }

while lowwordent < 1> b do { Durchlaufe s;,, wortweise }

10:  lowword <+ slow[lowworc{gnt]
11:  if lowword # =0 then { Uberhaupt eine Primzahl im aktuellen Wort? }

12: lowbitent < 0

13: repeat { Durchlaufe aktuelles Wort }

14: if ((1 < lowbitent) A lowword) =1 then { Primzahl gefunden }

15: hibitent < lowbitent

16: while hibitent < B do { Durchlaufe aktuelles Wort bis zum Ende }

17: if (1 <« hibitent) A loword =1 then { Primzahl gefunden }

18: cand < (lowwordent < (b+ 1) + lowbitent + hibitent + lowl) < 1

19: if cand > il and cand < il +1 then { Im Zielintervall }

20: g[(cand —il) > 1] < g[(cand —il) > 1]+ 1

21: end if

22: end if

23: hibitent < hibitent + 1

24: end while

25: hiwordent < lowwordcent + 1

26: while hiwordent < 1> b do { Durchlaufe restliche Worter }

27 hibitent < 0

28: hiword < Sy |[hiwordent]

29: while hibitent < B do { Durchlaufe aktuelles Wort bis zum Ende }

30: if (1 < hibitent) Aloword =1 then { Primzahl gefunden }

31: cand < ((lowwordent + hiwordent) < b + lowbitent + hibitent +
lowl) < 1

32: if cand > il and cand < il + [ then { Im Zielintervall }

33: g[(cand —il) > 1] < g[(cand —il) > 1]+ 1

34: end if

35: end if

36: hibitent < hibitent + 1

37 end while

38: hiwordent < hiwordent + 1

39: end while

40: end if

41: lowbitent < lowbitent + 1

42: until lowbitent = B

43:  end if

44:  lowwordent < lowwordent + 1

45: end while

46: return
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Auf einen Beweis der Korrektheit der Additionsalgorithmen wird aus Platzgriinden ver-
zichtet. Allerdings soll das Prinzip verdeutlicht werden.

Abbildung 23 zeigt eine Beispielsituation.

Abbildung 23: Beispielsegmente

Dabei bestehe jedes Segment aus acht Wortern. Der Ablauf der Additionen ist hier wie
folgt:

addlow(ga l, S0, 51)
addmid(ga la i? 51, 81)
addhigh(ga la 50, 32)

Die Algorithmen 5.3, 5.4 und 5.5 durchlaufen die Segmente jeweils wortweise. Fiir je-
des Wort wird jedes Bit gepriift und gegebenenfalls die Addition eingeleitet. Dabei
konnen relativ aufwendige if-Konstrukte zur Uberpriifung, ob gefundene Summen p + ¢
sich tatsdchlich im Zielintervall befinden (hier s3), weitestgehend vermieden werden.

Algorithmus 5.3 addiert die Primzahlen jeweils wie in Abbildung 24 dargestellt. Summen
aus schwarzen Wortbereichen liegen auf jeden Fall im Zielsegment. Daher konnen Abfragen
auf Priifung von p < ¢ gespart werden. Summanden aus grau unterlegten Wértern kdnnen
noch zum Zielsegment beitragen, hier sind jedoch Abfragen notwendig. Entsprechendes
gilt fiir das Addieren durch 5.4 wie in Abbildung 25 dargestellt.

Die Addition der ja eher selten auftretenden mittleren Segmente durch 5.5 funktioniert
etwas aufwendiger, da das zu addierende Segment sich je nach gerader oder ungerader
Segmentanzahl unterscheidet. Allerdings miissen fiir jede gefundene Primzahl p nur noch
[ — p Bits durchlaufen werden.

Eine weitere Optimierungsmoglichkeit besteht darin, Worter blockweise (z.B. byteweise)
zu durchlaufen und jeweils zu priifen, ob der Block nur aus Einsen besteht. Solche Blocke
konnen iibersprungen werden. In der Implementierung findet sich diese Vorgehensweise
wieder, in obigen Algorithmen werden nur ganze Worter auf Inhalt gepriift.
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So Sy Sy
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Abbildung 24: Beispieladdition addje,,
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Abbildung 25: Beispieladdition addp,gp,
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Lemma 5.5 Algorithmus 5.3 summiert die Primzahlen zweier Intervalle der Linge [ in
tapr(l) = O(%

Bitoperationen und sapyr(l) = O(1) Bits (zusétzlichem) Speicher.

Beweis. (Komplexititen) Die Schleife in Zeile 6 tragt mit [/ B-(24B+S(l/B)) Operationen
bei, Zeile 11 mit 11B-1, die Zeilen 12-35 mit w([)-(28B+.S(I//B)). Die Zeilen 14-23 kosten
7(l)-1/2B-(31B+S(l/B)), 1622 ©(l)-1/2B-21B Operationen. Das Erhchen des g-Feldes
in Zeile 19 ergibt zusammen mit Zeile 18 7(l) - w(l) - (28 B 4 S(I/2B)). SchlieBlich wird die
Schleife in Zeile 27 B mal durchlaufen, dies jeweils 7(l) mal, also: n(l)-B-(45B+S(l/2B)).
Insgesamt ergibt sich

l

5 (11B* +24B + 11 + S(I/B)) + n(l) - (456B* 4+ 28B + S(I/B) + B - S(I/B)) +

(i) - % L(21B? + 31B + S(I/B)) + 7(1)? - (28B + S(1/2B)) =

O(llogl) + O(1) + O(1%) + O(1*/ log 1) + O(I*/(log 1)?) = O(1?)

Zur Raumkomplexitit: Die Felder werden jeweils iibergeben, 5.3 bendtigt nur konstant
viel zusétzlichen Speicher. a

Lemma 5.6 Algorithmus 5.4 summiert die Primzahlen zweier Intervalle der Linge [ in
tapc(l) = O(?)

Bitoperationen und sapr(l) = O(1) Bits (zusétzlichem) Speicher.

Beweis. (Komplexititen) Analog 5.3, es ergibt sich hier

l

5 (11B% +24B + 11 + S(I/B)) + n(l) - (59B* +37B + S(I/B) + B - S(I/B)) +

+7(l) - % -(21B? +22B + S(I/B)) + n(1)? - (26B + S(I/2B)) = O(I?)

An der Raumkomplexitéit hat sich nichts verdndert. a
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Lemma 5.7 Algorithmus 5.5 summiert die Primzahlen zweier Intervalle der Linge [ in
tapL(l) = O

Bitoperationen und sapyr(l) = O(1) Bits (zusétzlichem) Speicher.

Beweis. (Komplexititen) Es ergeben sich hier

l

5 (BB+1L+5(/B)) + () - (77B? + S(1/2B))+

47 (l) - % -(21B? +13B + S(1/2B)) + n(1)* - (56B + S(1/2B)) = O(?)

Operationen bei wiederum konstanten (zusitzlichem) Speicher. 0

Satz 5.8 Algorithmus 5.2 bestimmt die Anzahl der Goldbach-Partitionen aller geraden
Zahlen eines Segments s;, (1 > 1) der Linge [ in

tapr(i,l) = O(i-1?)

Bitoperationen und sapr(i,l) = (B+1)-1/2 4+ n(Vi-1)B + O(1) Bits Speicher.

Beweis. Die Funktionen add;,, und addp;4, werden jeweils maximal 7/2 mal ausgefiihrt,
add,,;q jeweils einmal. Das Sieben von Segmenten findet 7 mal statt und erzeugt damit
einen Beitrag von O(i - [loglloglogi - [). Insgesamt ergeben sich

i (é - (11B? + 24B 4+ 11+ S(I/B)) + n(l) - (52B® + 32,5B + (B + 1) - S(I/B)))+

+(l) - %(2132 +26,5B + S(I/B)) + n(1)? - (28B + S(l/23))> +

-(23B + 11 + S(1/B)) + () - (T7B?* + S(1/2B))+

@] ~

+n(l) - %(2132 +13B + S(1/B)) + n(1)* - (568 + S(1/2B)) + O(i - 1 - logl log log i - )

=0(i-1%)

Bitoperationen. Benétigt werden fiir das Feld g [/2 Worter, zusammen mit dem Sieb also
(B+1)-1/2 Bits. Das Feld der Primzahldifferenzen benotigt zusétzlich 7(v/i - ) B Bits. O
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Nachdem die segmentweise Ermittlung der Anzahl der Goldbach-Partitionen zur Verfiigung
steht, ergibt sich fiir ein Intervall [4,n]:

Algorithmus 5.6 segpart

1: n <« input() { Eingabe der Intervallobergrenze }

2: | <+ input() { Eingabe der Segmentlinge }

3: gaps < pdiff(sqrt(n)) { Berechnung der notwendigen Primzahldifferenzen }
4: output(partl(l)) { Berechne erstes Segment mit Basisalgorithmus }

5. for i <~ 1 ton/l —1 do { Durchlaufe Segmente s; von i =1 bisn/l —1 }

6: g; < seglpartl(i,l,gaps)

7. output(g;)

8: end for

9: return

Satz 5.9 Algorithmus 5.6 bestimmt die Anzahl der Goldbach-Partitionen aller geraden
Zahlen zwischen 4 und n in

tapr(n,l) = 0(n21og?)

Bitoperationen und sapr(n) = (B +1) -1/2 4+ w(y/n)B + O(1) Bits Speicher.

Beweis. Es ist | = % und daher ergibt sich die Anzahl der Operationen aus

1
1

[+

:n2-log%

n n
] l 2
2.12: /[).—2:”2.
[
1=1 =1

=1

Zur Raumkomplexitéit: Sieb, Differenzen- und g-Feld werden jeweils wiederverwendet,

insgesamt also nur einmal berechnet. g

5.6.1 Diskussion

Durch die Segmentierung ist kein wesentlicher Nachteil entstanden. Die quadratische
Laufzeit hat sich zwar erwartungsgeméf nicht verbessert sondern sogar um einen logarith-
mischen Faktor verschlechtert, der enorme Speicherbedarf von Algorithmus 5.1 ist aber
deutlich reduziert, was das Verfahren auch fiir grolere n implementierbar macht.

Der folgende Abschnitt beschreibt die Implementierung und Verteilung von Algorithmus
5.6.
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5.7 Implementierung und Verteilung

Die Zeitkomplexititsaussage zu Algorithmus 5.6 legt zunichst den Schlufl nahe, die Seg-
mentlinge I moglichst grof3 zu wihlen. Allerdings ist [ durch zwei Faktoren eingeschriankt.
Zum einen benétigt 5.6 /2 - B Bits Speicher. Dabei wurde in den letzten Abschnit-
ten immer vorausgesetzt, dafl ein Maschinenwort tatséchlich ausreicht, um die Anzahl der
Goldbach-Partitionen einer geraden Zahl zu fassen. Nach der Abschitzung 5.2 gilt dies auf
jeden Fall (bei B = 32) bis n < 10°. Bei einem zur Verfiigung stehenden Hauptspeicher
von mindestens 8M B pro Rechner ergibe sich ein Ansatzpunkt von etwa [ = 4 - 10.

Allerdings gibt es noch eine zweite wichtige Einschrinkung fiir /. Die Berechnung eines
einzelnen Segments s; betrigt nach 5.8 O(i - [2) Schritte, wichst also quadratisch mit /.
Tatsdchlich benotigten die letzten Segmente der Rechnung auf kleinen Maschinen etwa
3 Tage. Nach Abwégung der beiden Bedingungen an [ erwies sich ein Wert von [ =
25.3.5.7-11 = 480480 als praktikabel, was einer Intervallinge von etwa 960960 pro Segment
entspricht. Daraus ergeben sich bis 5-10% 521 Segmente, wobei fiir jedes Segment ein realer
Speicheraufwand von nur ca. 2MB notwendig ist. Der Vorteil dieser Wahl war zudem, dafl
Daten, die auf einem Rechner ohne Netzanbindung errechnet wurden, einfach transportiert
werden konnten, da die Grofle der jeweils komprimierten Dateien mit etwa 1,4 MB recht
genau dem zum Zeitpunkt der Erstellung dieser Arbeit verfiigbaren Diskettenspeicherplatz
entsprach.

Algorithmus 5.6 wurde auf insgesamt 12 Workstations und 4 PCs verteilt. Die Implemen-
tierung erfolgte unter Beriicksichtigung der bereits erwihnten Optimierung beim Durch-
laufen der gesiebten Segmente, d.h. es wurde byteweise auf Existenz von Primzahlen ge-
priift. Diese Vorgehensweise lohnt sich, da bereits im Bereich von 10® die durchschnittliche
Liicke zwischen zwei Primzahlen etwa 20 betrdgt, d.h. es kénnen tatsichlich recht viele
Bytes iibersprungen werden und miissen daher nicht bitweise durchlaufen werden.

5.7.1 Laufzeit

Abbildung 26 zeigt die AD L-Zeitkomplexitit von Algorithmus 5.6 bei einer Segmentlinge
von | = 480480 (in Bitoperationen). Der quadratische Charakter von Algorithmus 5.6
wird daran gut sichtbar.
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Abbildung 26: AD L-Zeitkomplexitit von Algorithmus 5.6

Der Beitrag durch die Funktion S war hier nicht entscheidend. Auch sind keine wesentli-
chen Multiplikationen oder Divisionen vorhanden. Die AD L-Laufzeiten fiir die verschie-
denen Maschinen war daher im Grunde gleich.

Die reale Gesamtlaufzeit betrug etwa 9 Wochen. Die bisherige Obergrenze von 1,28 - 108
war bereits nach etwa 10 Tagen erreicht.

5.8 Ergebnisse

Die neu berechneten Werte sind bis zu dieser Grenze mit den vorhandenen Daten vergli-
chen worden, wobei sich keine Diskrepanzen ergaben.

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Berechnung der Anzahl der Goldbach-
Partitionen vorgestellt. Dabei zeigen sich zunéichst erstaunliche Eigenschaften der Funk-
tion g.

Abbildung 27 zeigt den Verlauf von ¢(2n) fiir 2n < 10%, Abbildung 28 denjenigen von
g(2n) nahe 5 - 108.
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Abbildung 28: g(2n),2n € [5-108,5 - 108 + 10°]

Die deutlichen Konzentrationen in den Abbildungen 27 und 28 korrespondieren mit dem
in Abschnitt 5.2 heuristisch begriindeten Faktor [],,(p —1)/(p — 2).
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Abbildung 29 zeigt die g-Werte der Teilmengen von [6,10%], die sich jeweils durch 3 aber
nicht durch 5 und 7 bzw. 3 -5 - 7 teilen lassen bzw. weder durch 3 noch 5 noch 7 teilbar
sind.
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Abbildung 29: g-Werte von Teilmengen aus [6, 10]

Der maximale Wert von ¢g(2n) im betrachteten Intervall betrug 3977551 und wurde fiir
2n = 497668710 (=2-3-5-7-11-17-19- 23 - 29) angenommen. Abbildung 30 zeigt die
Entwicklung der Maxima der Funktion g, also {(2n,¢(2n)) : g(2k) < g(2n) V k < n}.
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Abbildung 30: Maxima der Funktion ¢
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In [Ste65] wurde vermutet, daf} ¢ alle natiirlichen Zahlen als Werte annimmt. Die kleinste
Zahl, die bis 2n = 5 - 10% nicht angenommen wird, ist 2166940. Abbildung 31 zeigt die
Anzahl, wie oft eine Zahl im Intervall [1,5 - 10%] von ¢ angenommen wurde. Betrachtet
wird also f(m) = |{m : g(2n) = m}| mit m < 500000.
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Abbildung 31: Die Funktion f(m),m < 5-10°

Es sieht so aus, als wachse f(m), was nicht unbedingt verwunderlich ist, da mit wachsen-
dem n die Moglichkeit, dal g(2n) einen Wert m annimmt, wachst. Nicht offensichtlich
ist die Form des notwendigen Abfallens von f, sofern man sich auf ein endliches Intervall
beschrinkt (experimentell natiirlich beschrinken muf}). Dies ist in Abbildung 32 zu sehen.
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Abbildung 32: Die Funktion f(m),m <5 - 10®

Die Funktion f ist — soweit bekannt — noch nicht im Speziellen studiert worden.
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Es folgt der Vergleich mit den Vermutungen aus Abschnitt 5.2.1. Dazu wurde in Abstédnden
der Linge 10* die Entwicklung des arithmetischen Mittels der jeweiligen Funktion gxy
bestimmt. Die Selmersche Abschitzung wurde durch numerische Integration der Funktion
1/(log(n — z) - log(n + z)) unter Verwendung des Programpakets Mathematica bestimmt,
wobei die Anniherung an die singuliren Stellen jeweils z - 1075 betrug,.
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Abbildung 33: Vergleich der Vermutungen mit g(2n)

Wie Abbildung 33 zeigt, liegen Brun und Selmer ebenso wie Sylvester relativ gut beim
tatsachlichen Wert von g, wihrend die Abweichung von Hardy/Littlewood recht grof ist.
Allerdings verhilt sich dies beim absoluten Fehler anders. Tabelle 26 zeigt die mittlere,
absolute Abweichung der Voraussagen bis 5 - 108 (gemessen in Schritten der Linge 10°
beginnend bei 6).

Voraussage Mittlere Abweichung
gsSe 349.2
gsy 4466.8
gHL 71557.4
9Br 89136.4
9La 89383.9
gst 124747.0

Tabelle 26: Mittlere Abweichung der Vermutungen

Hier zeigt sich die Stirke der Selmerschen Voraussage. Aber auch das ja idlteste Ergebnis
von Sylvester ist den anderen Vermutungen noch deutlich iiberlegen.
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5.9 Ausblick

Kurz vor Fertigstellung dieser Arbeit wurde von Y. Saouter eine Arbeit zur Publikation
eingereicht, in der ein neues Verfahren zur Berechnung von g(2n) vorgestellt wird [Sao99].
Die Laufzeit verringert sich dabei deutlich. Allerdings ist der Speicherbedarf noch zu hoch,
jedoch nicht aussichtslos, so daf} eine Implementierung in wenigen Jahren méglich scheint.
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6 Fermatsche Quotienten

6.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden Berechnungen zu Fermatschen Quotienten vorgestellt. Im er-
sten Abschnitt wird der mathematische Hintergrund zur Problemstellung beleuchtet. Es
folgt ein Uberblick {iber historische Berechnungen. Ausgehend von einem Basisalgorith-
mus wird dann ein Verfahren vorgestellt und weiterentwickelt, dessen 64-Bit-optimierte
Implementierung schliefflich auf mehrere Maschinen verteilt wurde.

Das resultierende Programm zeigt eine praktische Grenze fiir die idealisierte Annahme des
in Kapitel 2 definierten Berechnungsmodells RX-RAM auf, dafl simtliche Rechnungen
innerhalb der Register stattfinden. In diesem Fall reicht die Anzahl der Register genau
aus. Das Resultat dieser verteilten Rechnung stellt eine umfangreiche Erweiterung fritherer
Arbeiten dar. Die wihrend der Rechnungen gefundenen Losungen werden in Abschnitt
6.7.2 vorgestellt.

Hier nun zunéchst die fiir dieses Kapitel entscheidende

Definition 6.1 (Fermatscher Quotient) Es sei p eine ungerade Primzahl und a € Z
mit p / a. Dann heifit

aP~1 —
4p(a) = Tl (2)

Fermatscher Quotient von p zur Basis a.

6.2 Mathematischer Hintergrund

Im Jahre 1828 stellte Niels Abel [Abe28] die folgende Aufgabe:

JKann o*1 — 1, wenn p eine Primzahl und o eine ganze Zahl und kleiner als p und
grofer als 1 ist, durch p? theilbar sein?“

Noch im gleichen Band [Jac28] gibt Carl Jacobi die ersten Losungsbeispiele an:

Beispiel 6.2 Es gilt 3° = 243 = 2- 112 + 1 und damit 3!° = (3°)2 =1 mod 112.

Die Kongruenz a? ! =1 mod p? steht in folgendem Zusammenhang mit (2):
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Satz 6.3
gp(a) =0 mod p <= a?~' =1 mod p*
Beweis. p|qp(a):“p_T;71 = M_Tifl:k-p = " l-1=k-p? <= a1 =1
mod p?.
fiir ein £ € N. a

Es folgen zunichst ein paar wichtige Eigenschaften Fermatscher Quotienten (siehe auch
[Rib91] oder [Bri71]):

Satz 6.4 g,(a) € Z.

Beweis. Da p a nach Voraussetzung nicht teilt, folgt mit dem kleinen Fermatschen Satz,
daB a?~' =1 mod p, also teilt p aP?~! — 1. O

Satz 6.5 gy(a) =0 mod p <= 0”7 = +1 mod p?

Beweis. ,—*“:

(@) =0 modp < o’ '-1=kp* = (ap_;l—l)(a%—l—l) =k-p? = p?| a5 —1
oder +1, da p | a" —1 und P | a”> + 1 nicht beide teilen kann (sonst miifite p auch die
Summe ¢"7 teilen).

="

Da p? | o’ + 1 oder p? | o7 — 1, teilt p? auch das Produkt a?~! — 1. O

Satz 6.6 Es gelte p [ ab, a,b € Z. Dann: gy(a - b) = g,(a) + ¢,(b) mod p

Beweis. Wegen p f ab und Fermat ist a?~' — 1 = mp und ¥»~! — 1 = np, m,n € Z.
Daraus (a?~! —1)(?~1 —1) = mnp? = (ab)?~'+1=aP~ '+ 0P~ 4+ mnp? = ¢,(ad) =

(ab)P—! a?~ -1

o =% —I—bp;_l—I—mnp:qp(a)—l—qp(b)—l—k:pmitk:mnEZ O

Fermat-Quotienten verhalten sich also ,, Logarithmus-#hnlich“. Aus der Kenntnis der Reste
fiir prime Basen lassen sich sofort die Reste fiir zerlegbare Basen (und daher ggfs. auch
Losungen von ¢,(n) =0 mod p) ermitteln.

Satz 6.7 Es sei p f n. Dann gilt:
gp(a™) =0 mod p < ¢gp(a) =0 mod p.

Beweis. siehe z.B. [Bri7l1] O

Im folgenden werden nur prime Basen a und Exponenten p betrachtet.
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6.2.1 Der Zusammenhang mit Fermats letztem Satz

Fermat-Quotienten erlangten besonderes Interesse, nachdem im Jahre 1909 Wieferich den
folgenden Satz bewies:

Satz 6.8 (Wieferich) Es sei p eine Primzahl, a,b,c € Z und p fabe. Dann gilt:

P+ = = 271 =1 mod p?

Beweis. siehe [Wie09] O

Die Bedingung p / abc und p prim wird als 1. Fall von Fermats letztem Satz bezeich-
net. Losungen von 2P~ ! = 1 mod p? heiflen auch Wieferich-Primzahlen. Die einzigen
Wieferich-Primzahlen, die man bis heute kennt, sind 1093 und 3511 (siehe dazu auch
[Rib83], [Meil3], [Bee22]). Bis 4-10'2 konnte keine weitere gefunden werden ([Cra97]). Eine
zum Zeitpunkt der Erstellung dieser Arbeit noch nicht ver6ffentliche Rechnung ([Zim99b])
lief bis 2 - 103 (ohne weiteres Ergebnis).

Es ist heute bekannt, daff die Aussage des Wieferichschen Satzes neben der 2 fiir alle
primen Basen a < 89 gilt [Rib96]. Mit dem Beweis von Fermats letztem Satz ist dieser
Zusammenhang zwar nicht mehr von so entscheidender Bedeutung. Nach wie vor ist aber
iiber die Losungen von a?~' =1 mod p? bzw. ihrer Struktur wenig bekannt.

6.2.2 Offene Probleme
Die folgenden Probleme im Zusammenhang mit Fermatschen Quotienten sind ungeldst:
1. Gibt es zu einem gegebenen ¢ > 2 unendlich viele Primzahlen p mit
" ''=1 mod p? ?

2. Gibt es zu einem gegebenen a > 2 unendlich viele Primzahlen p mit
a”t#1 mod p? ?
3. Gibt es zu jedem p > 2 ein 2 < ¢ < p mit

e '=1 mod p? ?

Einige quantitative Abschitzungen zu diesen Aussagen sind z.B. in [Rib91] zu finden.

Im folgenden Abschnitt werden zunéchst historische Berechnungen zum Problem aufge-
listet.
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6.3 Historische Berechnungen

Seitdem Jacobi die ersten Losungen prisentierte, sind sehr viele Arbeiten entstanden, die
verschiedene Bereiche fiir a und p betrachteten. Tabelle 27 gibt dazu einen Uberblick. Die
letzte groe Rechnung wurde dabei von Wilfrid Keller [Kel97] durchgefiithrt und umfafite

die Intervalle a < 1000 und p < 8 - 10° (a,p prim) sowie p < 2% fiir a = 3 und a = 5.

Name ‘ Jahr ‘ a € ‘ pE
Jacobi, Busch 1828 {1, ... ,36} (3,37]
Desmarest 1852 {10} {2,997}
Hertzer 1908 {2,...,p} [3,307]
{2,...,Vp} [307,751]
Grawe 1909 {2} [3,1000]
Cunningham 1910 {2} [3,1000]
Tarry 1911 {2} [3,1009]
Meissner 1913 {2} [3,2000]
Beeger 1914 {2, ... ,v/p} [3,199]
Beeger 1922 {2} [3,14000]
Beeger 1940 {2} [3,16000]
Froberg 1958 {2} [3,50000]
Kravitz 1960 {2} [3,100000]
Pearson 1963 {2} [3,200183]
Hausner, Sachs 1963 {2} [3,1000000]
Brillhart, Tonascia, | 1963 {2,...,10} [3,222]
Weinberger
Riesel 1964 {2, ...,10} [3,500000]
{11, ... ,150} [3,10000]
Kloss 1965 {2,3,5,7, ... 43 } zwischen 5 — 31 - 105
Sachs 1965 | {2,3,5,6,7,10, ... ,99} [3,1000000]
Brillhart, Tonascia, | 1971 | {3,5,6,7,10, ... ,99} | versch. 2% k € {25, ... 30},
Weinberger 3-10° fiir a = 2
Lehmer 1981 {2} [3,6 - 10°]
Aaltonen, Inkeri 1991 {3,5,7, ... ,997} (3,104
Montgomery 1991 {2,...,99} 3,232]
Crandall, Dilcher, | 1996 {2} [3,4-10%2]
Pomerance
Ernvall, Metséinkyld | 1997 [2,p — 1] [2,10°]
Keller 1997 {3,5, ... ,997} [3,8 - 107]

Tabelle 27: Historische Berechnungen
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6.4 Ein Algorithmus zur Berechnung von a?~!' mod p?

In diesem Abschnitt wird zunéchst ein einfacher Algorithmus zur Berechnung des Restes
von aP~! nach Division durch p? vorgestellt, der allerdings in der Praxis gewisse Nachteile
aufweist. Mit einigen — relativ aufwendigen — Erweiterungen werden die auftretenden
Probleme dann gelost.

6.4.1 Basisalgorithmus

Algorithmus 6.1 fermatb

1: amaz < input() { Eingabe der grofiten Basis }

2: pmaz < input() { Eingabe des grofiten Exponenten }

3: | « input() { Eingabe der Segmentlinge }

4: l% < [>1 { Ermittle halbe Segmentlinge }

5: gaps < pdiff(sqrt(pmaz)) { Ermittle Primzahldifferenzen bis \/pmaz }
6: 17 < 0

7. while true do { Durchlaufe {1, ... ,pmax} segmentweise }
8:  segment < pgsieve(gaps,i,l) { Siebe Segment }

9:  cntl < 0 { Initialisiere Zahler fiir segment }

10:  while entl < l% do { Durchlaufe segment }

11: if getBit(segment,cntl) = 0 then { Falls Primzahl gefunden }
12: pminl < i x1+2xcntl { Berechnep—1}

13: p < pminl+1 { Berechne p }

14: if p > pmax then { Intervall verlassen? }

15: return

16: end if

17: sqrp < pxp { Quadriere p }

18: pminldiv2 < pminl > 1 { Berechne (p —1)/2 }
19: enta < 0 { Initialisiere Zahler fiir Basisfeld }
20: a < aprimes[cnta] { Erste Basis }
21: while a < amaz do { Durchlaufe Basen aprimes }
22: res « binexpmod(a,pminldiv2, sqrp) { Berechne a?~1/2 mod p? }
23: if res = —1 or res = 1 then { Losung gefunden? }
24: output(a) { Ausgabe der Basis }
25: output(p) { Ausgabe des Exponenten + 1 }
26: end if
27: cnta < cnta+1 { Erhohe Zahler fir aprimes }
28: a < aprimes[cnta] { Bestimme nichste Basis }
29: end while
30: end if
31: entl < entl +1 { Erhohe Zahler fiir segment }
32  end while
33: i < i+ 1 { Erhohe Segmentnummer }
34: end while
35: return
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Das Primzahlfeld aprimes sei dabei als konstantes Feld kleiner Primzahlen gegeben. Dies
stellt in der Praxis keine Einschrinkung dar, da man gewdhnlich relativ kleine Basen
betrachtet. Im Falle gréflerer Basen liefle sich beispielsweise das erste gesiebte Segment
zur Bestimmung der notwendigen a nutzen.

Der Algorithmus zur bindren, modularen Exponentiation binexpmod ist wie folgt definiert:

Algorithmus 6.2 binexpmod
: a < input() { Eingabe der Basis }

1
2: pminldiv2 < input() { Eingabe des Exponenten }

3: sqrp < input() { Eingabe des Moduls }

4: n < a { Initialisiere Resultat }

5 b + 1< (B—1) { Setze b auf hochstwertiges Bit }

6: while b A pminldiv2 =0 do { Justiere b auf hochstwertiges Bit im Exponenten }
7. b < b>1 { Nichstniedrigstwertiges Bit }

8: end while

9: while b # 0 do { Durchlaufe Bits }

10: n « (nxn)%sqrp { Berechne n? mod p? }

11:  if b A pminldiv2 then { Falls Bit in pminldiv2 gesetzt }

12: n + (nxa)%sqrp { Berechne a-n mod p? }

13:  end if

14: b < b>1 { Néchstniedrigstwertiges Bit }

15: end while

16: return n

Lemma 6.9 Es sei p < 2% und a < p. Algorithmus 6.2 berechnet den Rest von o’
nach Division durch p? in

tapr(p) = 31B+13B- (B —logsp) +
+(16B +2-D(B) +2-M(B)) - log, p
= 13B24+31B+ (3B+2-D(B)+2- M(B)) - logyp
= O(logp)

Bitoperationen unter Verwendung von s4pr(p) = 7B Bits Speicher.

Beweis. Korrektheit: siehe z.B. [Rie94]. Die Voraussetzung fiir p ist entscheidend, da
ansonsten Uberliufe entstehen (siehe auch 6.4.2). Zur Zeitkomplexitiit: Die erste while-
Schleife wird (B — log, p)-mal durchlaufen, die zweite beginnend in Zeile 9 benotigt logs p
Schritte. a



134 6 Fermatsche Quotienten

Satz 6.10 Algorithmus 6.1 ermittelt die Losungen der Kongruenz a?~! = 1 mod p? fiir

alle a < aypap und p < Prge in

Pmaz - amax)

tADL(amaxapma:v) = 0 ( ]
Og Umazx

Bitoperationen unter Verwendung von s4pr.(¢maz, Pmaz) = T(@maz) B+1/2+7(\/Pmaz) B+
O(1) Bits Speicher.

Beweis. Zur Korrektheit: Die Primzahlen werden segmentweise gesiebt, fiir jedes ge-
fundene p werden simtliche a-Basen durchlaufen und die Reste von a®~1/2 mod p? in
binexpmod ermittelt. In Zeile 23 wird wegen 6.5 auf Rest 1 oder —1 gepriift.

Der if-Rumpfin den Zeilen 11-30 wird m(py,qz )-mal durchlaufen. Die while-Schleife in 21—
29 jeweils 7(amaz)-mal. Der Beitrag ohne binezpmod im while-Rumpf betrégt (3- M (B)+
37B+S(m(amax)/2) + (26 B+ S (7 (Gmax) /2)) - T (amaz)) T (Pmaz) = O(l0g T(amaz) - 7 (Pmaa ) -
T (Amaz)) = O(%) Operationen. Hinzu kommen O(p,qz 108 Prasz 10g10g Dinas) Ope-
rationen durch das Sieben. binezpmod wird fiir jedes p 7(amqz)-mal ausgefiithrt. Es ergeben

sich dafiir

T(tmaz) - Y, (13B*+31B+ (3B +2- D(B) +2- M(B)) - logyp) =

P<Pmaz

3B+2-D(B)+2-M(B) S logp—

T (amaz) * T(Pmaz) - (13B2 + 31B) + m(amaz) - log 2

P<Pmaz

O(W(amax)"r(pmax)) + O('/T(amax) 'pma:v) =

O (pma:v : amax)
log a’ma:v
Operationen. Wegen ez < Pmaz folgt die Aussage des Satzes. Zur Speicherkomplexitét:

Beno6tigt wird neben dem Platz fiir die Basen ein Segment der Léinge [/2 sowie die Prim-
zahldifferenzen fiir Primzahlen kleiner gleich |/pmaz- O

Die im Prinzip einzige Optimierungsmdglichkeit liegt in der Verbesserung des Faktors vor
Zpgpmaﬂc logp

Dazu werden im folgenden die aus binexpmod stammenden Operationen — zumindest was
die Divisionen angeht — noch weitgehend eliminiert. Neben der Tatsache, dafl multiplika-
tive Operationen im allgemeinen ungiinstig sind, ergibt sich hier noch ein Problem, auf

das nun eingegangen wird.
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6.4.2 Diskussion

Algorithmus 6.1 unter Verwendung von 6.2 besitzt einen groflen Nachteil in der Praxis.
Die Zwischenergebnisse der Rechnung in 6.2 haben vor Reduktion modulo p? in Zeile 10
die GroBenordnung p?, in Zeile 12 immer noch a - p?. Fiir p > 232 ~ 4 - 10° ergeben sich
Zahlen grofer als 2128, Die Maschinenwortlingen der Beispielmaschinen betragen jedoch
nur 32 Bits (SPARCstation-4) bzw. 64 Bits (Ultra-1), d.h. es sind bis zu 5 Maschinenworte
notwendig, um eine einzige Zahl darzustellen, was bereits einfache Operationen teuer

macht.

Ein weiterer schwerwiegender Nachteil sind die auftretenden Divisionen in Form der Re-
duktion modulo p?, die nicht nur an sich sehr teuer sind, sondern zudem wieder eine
Rechnung mit iiberlangen Zahlen erfordern.

Eine Vereinfachung — zumindest was die Handhabung iiberlanger Zahlen angeht — ist die
Verwendung einer geeigneten Langzahlarithmetik-Software. Das Paket gmp (GNU Mul-
tiple Precision Package) der Free Software Foundation ([Gra95]) eignet sich hier hervor-
ragend. Tatséichlich basierte das fiir die 32-Bit-Maschinen entwickelte Programm auf der
gmp-Routine mpz_powm, die im Prinzip Algorithmus 6.2 implementiert. Die wesentliche
Sequenz der gmp-Routinen ist im Abschnitt 6.6 aufgelistet.

Die Verwendung einer solchen Software sollte natiirlich nicht dariiber hinwegt&uschen,
daf} das Problem dadurch nur verschoben wird. Die Rechnung an sich wird nicht weniger
aufwendig oder schneller. Die relativ teuren Langzahloperationen fithrten schlief8lich dazu,
dafl der Anteil der kleinen Rechner in der verteilten Rechnung insgesamt nur etwa 20%
betrug.

Im folgenden Abschnitt werden die Probleme von 6.2 beseitigt. Dabei wird eine auf das
noch vorzustellende Zielintervall zugeschnittene 64-Bit-Routine entwickelt.

6.5 Ein modulares, fast divisionsfreies 64-Bit-Verfahren

Das hier vorgestellte Verfahren basiert auf [Cra97], wo eine umfangreiche, letztendlich
erfolglose Suche nach Wieferich-Primzahlen stattfand. Im folgenden wird dieses Verfahren
fiir beliebige Basen adaptiert und fiir die Zielintervalle optimiert. Divisionen iiberlanger
Zahlen werden dabei vermieden.

6.5.1 Zahldarstellung zur Basis p

Ein wichtiger Schritt zur Verkleinerung der auftretenden, iiberlangen Zahlen besteht in
der Zahldarstellung zur Basis p modulo p?: Dazu bezeichne im folgenden ein Tupel (z,y)
eine Zahl n = z 4+ yp mod p? (mit z,y < p).
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Satz 6.11 Es sei n = (x,y). Dann gilt

a-n mod p®> = (ax mod p, (ay + |az/p]) mod p) sowie

n? mod p® = (z* mod p, (2zy + [*/p]) mod p)

Beweis. 1. Esist an = ax + ayp = ax mod p + |az/p|p + ayp. Also wird
an mod p? = (ax mod p, (ay + |(az)/p]) mod p).
2. n* mod p* = (z +yp)® = 2* + 2zyp + y*p* = «* mod p + [2°/p|p + 2zyp + y*p°.

Daraus folgt n? mod p? = (z? mod p, (2zy + |2?/p]) mod p). O

Der Vorteil ist offensichtlich: Die Zwischenresultate bleiben fiir p < 253 kleiner als 228,
d.h. es wird nur noch eine Arithmetik fiir doppelt lange Zahlen benétigt. Allerdings sind
nach wie vor Divisionen durch p im Spiel. Im néchsten Abschnitt wird jedoch gezeigt, wie
auch diese vermieden werden kénnen.

6.5.2 Vermeidung von Divisionen

Das nachstehend beschriebene Vorgehen ersetzt Divisionen einer Zahl 0 < n < p? durch
p durch eine Multiplikation und einfache Shiftoperationen. Dabei wird ein einziges Mal
ein Quotient berechnet und dieser wiederholt eingesetzt. Das Verfahren ist dann giinstig,
wenn Quotienten n/p fiir viele verschiedene n bei konstantem p berechnet werden miissen.
Genau diese Situation ist aber in 6.1 gegeben, fiir jedes p werden viele Basen a durchlaufen.

Als Vorbereitung:
Satz 6.12 Es sei r = [2°/p| mit 2° > p?. Dann gilt

In/p| = [rn/2°] oder |rn/2°| +1

Beweis. Es ist

[QFJ” @ :V ”_5J,0§5<1

28 28

Nun wird wegen 2° > p? und 0 < § < 1 die rechte Seite entweder gleich |n/p| oder gleich
In/p| — 1. O

Es folgt nun der Algorithmus zur Berechnung der Quadrate n? mod p?.
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Algorithmus 6.3 sqgrmodp

) { Eingabe des Restes mod p }

) { Eingabe des Restes mod p? }

) { Eingabe des Quotienten [2°/p| }
)
)

x input(

input(

input(

input() { Eingabe von s }
(

input() { Eingabe von p }

TTTTTT

)
r
s
p
Yy x Xy { Berechne z-y }
tmp «+ (yxr)>s {tmp=|z- -y/p|]odertmp=|z-y/p|—1}
y <~ y—pxtmp {y=xz-y modpodery=z-y modp+p}
if y > p then { Falls +p }

y < y—p {y=z-y modp}
: end if
cx « zxz { Quadriere z }
ctmp +— xxr>s {tmp=|z%/p| oder tmp = |2?/p] — 1}
2 2 modp+p}

= e s e
B Wy = O

x4~ x—pxtmp {x=2° modpoderz==z

. if x > p then { Falls +p }
2

_= =
.C.ﬂCﬂ

z <~ z—p {x=2z" modp}

tmp + tmp+1 { Merke Uberlauf }

: end if

cy < y+y+tmp { Addiere (ggfs. mit Uberlauf) }
: while y > p do { Reduziere ggfs. y }

y < y—p {y=(2zy+|z?/p]) modp}

: end while

N I R R
W N RO © 0

. output(z) { Ausgabe von z }

[\
>

. output(y) { Ausgabe von y }
: return

[N]
ot

6.5.3 Modulares Quadrieren ohne Division

Algorithmus 6.3 berechnet fiir ein n = (z,y) das Quadrat n? mod p?.

Das Verfahren lohnt sich natiirlich nicht mehr, wenn hinreichend lange Maschinenworte
zur Verfiigung stehen.

Bevor zwei Algorithmen slog2p sowie twosdivp zur Berechnung der Parameter s und r
vorgestellt werden, hier zunichst die Festlegung der Zielparameter fiir die spétere Imple-

mentierung:

Nach der Rechnung von Keller [Kel97] wurde das Ziel a < 1000, p < 10'! gesetzt. Es ist
10" < 237, was im folgenden noch eine wichtige Rolle spielen wird. Dariiber hinaus wird
unter Riicksichtnahme auf spéitere Operationen eine weitere Einschrinkung vorgenommen:
Es sei p > 232, woraus folgt, dafl s > 64. Wegen s < 2log, p + 2 wird s < 74, insgesamt

also 64 < s < 75. Es gilt somit auch: 227 < r < 243,
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Es wird nun s > 2logy p (nahe bei 2log, p) berechnet:

Algorithmus 6.4 slog2p
: p < input() { Eingabe vonp }
: ent «+ 1 { Beginne Suche nach erstem Bit in p bei 25-1 }
s tmp — 1<K (B -1)

1
2
3
4: while tmp Ap =0 do { Solange erstes Bit nicht gefunden }
5. ent < ent+1 { Erhohe ent }
6: tmp < tmp>1 { Halbiere tmp }
7: end while

80 s <+ (B—cnt) <1l {s>2logyp}

9: return s+ 1 { Riickgabe von s > 2logyp }

Lemma 6.13 Es sei p < 28, Algorithmus 6.4 berechnet 2log,p < s < 2logs p + 2 in

tapr(p) =29B +15B - (B — (logz p))

Bitoperationen unter Verwendung von s4pr(p) = 6B Bits Speicher. Es treten dabei keine
Zwischenresultate groBer gleich 27 auf.

Beweis. Korrektheit: Vom hochstwertigen Bit eines Maschinenwortes wird nach dem
héchstwertigen Bit in p gesucht und dabei gezihlt. Nun hat p? maximal die doppelte
Anzahl an Bits. Um zu garantieren, daf§ wirklich s > 2log, p gilt, wird 1 addiert. Die
while-Schleife wird dabei B — log, p-mal durchlaufen. a

Algorithmus 6.5 berechnet r = [2°/p|. Satz 6.12 beinhaltet noch ein Problem: Fiir
2% > B reicht ein Maschinenwort fiir die Rechnung nicht aus. Dieses Problem kann aber
umgangen werden. In Algorithmus 6.5 mufl dabei der Parameter k so gewé#hlt werden,
daB 0 <s—k < B, also s — B <k < s gilt.

Lemma 6.14 Algorithmus 6.5 berechnet den Quotienten r = [2°/p| in
tADL(p, 8) = b51B+2- D(B) + M(B)

Bitoperationen unter Verwendung von sspr(p, s) = 6B Bits Speicher. Dabei treten keine
Zwischenergebnisse grofer gleich 27 auf.

Beweis. Die Korrektheit ist den Kommentaren zu entnehmen, wobei z.B. mit B = 64

und k = 20 wegen s < 75 alle Zwischenergebnisse kleiner 26 sind. Dariiber hinaus gilt

wegen s > 64: s —k > 0. Bleibt: Nach Zeile 10 ist r = [% - [Z%kJ 'QkPJ + [Z%kJ -2
= H%J +t— L?J -2ka + L?J - 2% wobei 0 < t < 1 einziger nichtganzzahliger

Anteil ist. Daher wird r = %SJ Es sind dabei zwei Divisionen und eine Multiplikation
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Algorithmus 6.5 twosdivp

: p « input() { Eingabe vonp }
s <« input() { Eingabe von s }
P 1< (s—k) {r=27F}
T4 D {r:LQSI;kJ}

ctmp — r <Lk {tmp:[Q%kJ-Qk}

L

ot

6: 1 — TXp {r:VS;kJ'p}
Tr+— (1< (s—k)—r {T=2s*k—[¥J'p}
8:r +— r<k {T:<257k—L¥J'p>‘2k}

9r <« r+p {r= VTICPSPJ.IJ).ZICJ }

p

10: 7 <= r+tmp {r= {(25%_{¥J'p).2k‘ + LQSJJ L2k}

p p

11: return r

n6tig. Durch eine direkte Implementierung in RX-RAM-Maschineninstruktionen wird die
Speicherkomplexitéit deutlich. a

Es verbleibt das Problem der iiberlangen Zwischenergebnisse in den Zeilen 6, 7, 12 und
13 von Algorithmus 6.3: Fiir 2 -y in Zeile 6 gilt 0 < 2 -y < 27, In Zeile 7 bleibt daher
wegen r < 2%3: . r < 218 insbesondere also kleiner 2128, Selbiges gilt fiir die Zeilen 12
und 13. Trotz der Tatsache, da} die Ergebnisse der Multiplikationen zwei Maschinenworte
nicht iibertreffen, konnen dabei in der Praxis Probleme auftreten. So rechnet die SPARC
V9 64-Bit-Instruktion mulx modulo 254, berechnet also die hoherwertigen Bits nicht. Ein
Ausweg aus dem Dilemma ist die Aufspaltung in 32-Bit-Teilworte, was jedoch zusétzlich
Zeit kostet. Allerdings kann dabei im Falle der Berechnung in Algorithmus 6.3 nach dem
in Abbildung 34 dargestellten Schema zumindest eine Operation eingespart werden.

:_:_ - " _
64 32 64 32 64 32 64 32
+ :_ :_
64 32 64 32
+ :_
64 32 64 32

Abbildung 34: 64-Bit-Multiplikation fiir sqrmodp

Die Teilworte werden multipliziert, dann werden die Teilergebnisse addiert. Relevant sind

wegen der Operation > s in 6.3 nur die Beitrige grofier gleich 264,
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Satz 6.15 Algorithmus 6.3 berechnet n? mod p? in tapr(n,p) = 77B + 6 - M(B) Bit-
operationen unter Verwendung von s4pr,(n,p) = 7B Bits Speicher.

Beweis. Die Korrektheit ergibt sich aus den Kommentaren. Die while-Schleife wird
dabei maximal dreimal ausgefiihrt. a

Mit den nun geschaffenen Hilfsmitteln muff Algorithmus 6.2 nur noch folgendermafien

modifiziert werden:

Algorithmus 6.6 binexpmod?
a < input() { Eingabe der Basis }
pminldiv2 < input() { Eingabe des Exponenten }

1:

2:

3: p + input()

4: v <« input() { Eingabe von |2°/p| }

5: s <« input() { Eingabe von s > 2log,p }

6: © < a { Initialisiere n = (z,y) }

7y +— 0

8: b ¢+ 1<K (B—-1) { Setze b auf hochstwertiges Bit }

9: while b A pminldiv2 =0 do { Justiere b auf hochstwertiges Bit im Exponenten }
10 b+ b>1

11: end while

12: while b # 0 do { Durchlaufe Bits }

13: (z,y) < sqrmodp(z,y,7,s,p) { (z,y) < (z,y)> mod p* }
14:  if b A pminldiv2 then { Falls Bit in pminldiv2 gesetzt, berechne a - n mod p? }
15: tmp < a Xz

16: z « tmp%p

17: y + (axy+tmp-+p) %p

18:  end if

190 b+ b>1

20: end while

21: output(z)

22: output(y)

23: return

Lemma 6.16 Algorithmus 6.6 berechnet den Rest von a”> nach Division durch p? in
tapr(p) = 13B? 4668 + (868 +8- M(B)+3- D(B)) -logap = O(logp)

Bitoperationen unter Verwendung von s4pr(p) = 7B Bits Speicher.

Beweis. Die Korrektheit ergibt sich aus der Korrektheit von 6.2 sowie 6.3. In den

Zeilen 14 — 18 wird die moglicherweise notwendige Operation a - n mod p? ausgefiihrt.

Dabei treten wegen a < 2! keine iiberlangen Zwischenresultate auf, so daf sich eine
Vorgehensweise analog Algorithmus 6.3 nicht lohnt. Der Zeitaufwand ergibt sich aus
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der Ersetzung der Quadrierung in Zeile 10 von 6.2 durch den Aufruf von 6.3 sowie der
Ersetzung der elementaren Berechnung von a-n mod p? (Zeile 12 in 6.2) durch die Zeilen
14-18. a

6.5.4 Algorithmus fermatadv

Nachdem alle notwendigen Funktionen zur Verfiigung stehen, kann Algorithmus 6.1 zu
fermatadv verindert werden:

Algorithmus 6.7 fermatadv

1: amaz < input() { Eingabe der grofiten Basis }

2: pmazx < input() { Eingabe des grofiten Exponenten }

3: | + input() { Eingabe der Segmentlinge }

4: l% < I>1 { Ermittle halbe Segmentlinge }

5: gaps < pdiff(sqrt(pmaz)) { Ermittle Primzahldifferenzen bis \/pmaz }
6: i < 0 { Segmentnummer }

7. while true do { Durchlaufe {1, ... ,pmax} segmentweise }

8:  segment < pgsieve(gaps,i,l) { Siebe Segment }

9:  cntl < 0 { Initialisiere Zihler fiir segment }

10:  while entl < l% do { Durchlaufe segment }

11: if getBit(segment,cntl) = 0 then { Falls Primzahl gefunden }
12: pminl < ix1+4+2 xcntl { Berechnep—1}

13: p < pminl+1 { Berechne p }

14: if p > pmaz then { Intervall verlassen? }

15: return

16: end if

17: r < twosdivp(slog2p(p))

18: pminldiv2 < pminl > 1 { Berechne (p—1)/2 }

19: enta < 0 { Initialisiere Zahler fiir Basisfeld }
20: a < aprimes[cnta] { Erste Basis }
21: while a < amaz do { Durchlaufe Basen aprimes }
22: (z,y) « binexpmod2(a,pminldiv2,p,r,s) { Berechne a?~1/2 mod p? }
23: if zt=1and y =0 or z = pminl and y = pminl then { Losung ? }
24: output(a) { Ausgabe der Basis }
25: output(p) { Ausgabe des Exponenten + 1 }
26: end if
27: cnta < cnta+ 1  { Erhohe Zihler fiir aprimes }
28: a < aprimes[cnta] { Bestimme nichste Basis }
29: end while
30: end if
31: entl < cntl +1 { Erhohe Zahler fiir segment }
32  end while

33: i < i+ 1 { Erhohe Segmentnummer }
34: end while
35: return
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Satz 6.17 Algorithmus 6.7 ermittelt die Losungen der Kongruenz a?~! = 1 mod p? fiir
alle a < a0, und 2B/2 < P < Prmaz Mit Gmaz - Pmae < 27 in

Pmaz - amax)

tADL(amaxapma:v) = 0 ( ]
Og Umazx

Bitoperationen unter Verwendung von s4pr.(¢maz, Pmaz) = T(@maz) B+1/2+7(\/Pmaz) B+
O(1) Bits Speicher.

Beweis. Die Korrektheit folgt aus der Korrektheit der Algorithmen 6.1 und 6.6 sowie
der Tatsache, da fiir n = (z,y)(= = +yp mod p?) die Zahl (1,0) gleichbedeutend mit 1
und (p—1,p—1) =p—1+p?> —p mod p? mit —1 = p — 1 mod p iibereinstimmt. Zur
Zeitkomplexitit: An der asymptotischen Laufzeit hat sich nichts gedndert. In Zeile 17
muf fiir jedes p < Ppae jeweils ein Aufruf von Algorithmus 6.3 und 6.4 berechnet werden,
pSpmM(8OB +15B- (B —logy,p)+2-D(B)+M(B)) = O(b‘g’;ﬁ). In Zeile 22
wird 6.2 durch 6.6 ersetzt. In Zeile 23 kommen zwei Operationen hinzu. Insgesamt ergibt

die wesentliche while-Schleife in den Zeilen 21 — 29

zusammen »

T(Gmaz) * Z (13B2 +107B + (86 B+ 8- M(B) +3-D(B)) - logsp + S(w(amam)/2)) =
P<Pmaz

'/T(amax) : 7T(pmaa:) : (13B2 +107B + S("T(amax/Q)))"i_

+(86B +8-M(B)+3-D(B))- Y logyp=
P<Pmaz

O(Tr(amaw) : 7T(pmaw) : IOg 7T(alnw,gr:)) + O(Tr(amax) : pmaw) =
0 (amam : pnwx)
log maz
Bitoperationen. Die Speicherkomplexitit ergibt sich analog Algorithmus 6.1. a

Der Vorteil von Algorithmus 6.7 gegeniiber 6.1 liegt nicht etwa in der besseren Zeitkom-
plexitit, sondern in der Fahigkeit, auch grofle Exponenten verarbeiten zu kénnen.

Ein Laufzeitvergleich zwischen 6.7 und 6.1 findet im néichsten Abschnitt statt.
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6.6 Implementierung und Verteilung

Die Verteilung der Gesamtrechnung erfolgte auf 7 Ultra-1, 6 SPARCstation-4 sowie 2 PCs.
Mangels 64-Bit-Registerlingen wurde auf den SPARCstation-4 sowie den PCs Algorithmus
6.1 implementiert, wihrend 6.7 auf den Ultra-1 zum Einsatz kam. Ein Problem stellte
dabei die fehlende Unterstiitzung des Sun-C-Compilers fiir die langen Register dar. Auch
aufgrund dieser Tatsache wurde eine Assembler-Routine implementiert, die von einem
C-Programm aufgerufen wurde. Die Anzahl der Register fiir die eigentliche Rechnung
(ohne Zugriffe auf die Felder fiir Basis und Exponenten) reichte dabei exakt aus, ohne auf
Speicher zuriickgreifen zu miissen.

Die folgende Sequenz von gmp-Routinen wurde fiir jedes p und a ausgefithrt und stellte
die Basis fiir die Rechnung auf den 32-Bit-Maschinen dar:

mpz_set_ui (lp_1, (unsigned long) (p >> 32));
mpz_mul_2exp (1p_1, 1p_1, 32);
mpz_add_ui (lp_1, 1lp_1, ((unsigned long) (p & 0x00000000ffffffffULL)));
mpz_set (1p2, 1p_1);
mpz_mul (1p2,1p2,1p2);
mpz_sub_ui (1p2_1,1p2,1UL);
mpz_sub_ui (1p_1,1p_1,1UL);
mpz_set (lp_1_2,1p_1);
mpz_tdiv_q_2exp (1p_1_2, 1lp_1_2, 1UL);
mpz_set_ui (la, a );
mpz_powm (lr, la, 1lp_1_2, 1p2);
if ((mpz_cmp_ui (1r, 1UL) == 0) || (mpz_cmp(lr, 1p2_1) == 0))
{
sprintf (Msg,"solution: %11lu",p);
LogEntry (Msg) ;

Optimierungsversuche wie Vermeidung von Division und Darstellung mod p ergaben auf
den 32-Bit-Maschinen keine Verbesserung. Die Intervalle wurden gemifl Tabelle 28 ver-
teilt:

a € pE Rechnertyp

[2,1000] 3,232 PC

2,200] [232,10"'] | SPARCstation-4/PC
[200,1000] | [232,10'!] | Ultra-1

Tabelle 28: Intervall-Aufteilung Fermatquotienten

Die Berechnung der kleinen Exponenten erfolgte auf den 32-Bit-Maschinen, da Algorith-

232

mus 6.7 keine Exponenten kleiner gleich verarbeiten kann. Die restliche Zeit wurde

dann fiir die Basen kleiner 200 verwendet.
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6.6.1 Laufzeit

Es ergaben sich iiberraschend grofie Unterschiede auf den verschiedenen Maschinen. Wih-
rend 6.1 auf den PCs sehr schnell lief, zeigten sich deutliche Schwéchen der Workstations.
Dies ist wohl vor allem auf die unterschiedliche gmp-Implementierung zuriickzufiithren.

Tabelle 29 zeigt die Laufzeiten fiir die Intervalle a < 168, p € [5-101%,5 . 100 + k] fiir
k = 10%,10°. Im Vergleich zeigt die zweite Zeile die Laufzeit von 6.7.

Rechner k=10* | k =10°
Ultra-1 6.1 39,1 386,0
Ultra-1 6.7 6,7 66,7
SPARCstation-4 6.1 45,3 4422
PC 6.1 11,3 110,9

Tabelle 29: Laufzeiten Fermatquotient (CPU-Sekunden)

Es ist bei 6.7 wesentlich, die Intervalle in der richtigen Reihenfolge zu durchlaufen, um
unnotige Aufrufe von 6.4 sowie 6.5 einzusparen. Die Sieblinge und der Wert des Pa-
rameters MUL_3_5_THRESHOLD wurden dabei gemif den in Kapitel 3 ermittelten Optima
gewéhlt. Abbildung 35 zeigt die Entwicklung der AD L-Zeitkomplexitit in den betrach-
teten Intervallen (a < 1000,p < 10'! in AD L-Bitoperationen). Die reale Gesamtlaufzeit
betrug ca. 18 Wochen.

“fermatadv.t_adl"

T T T T T T T T T_~

Abbildung 35: AD L-Zeitkomplexitit Fermatquotienten
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6.7 Ergebnisse
6.7.1 Betrachtung zur erwarteten Lésungsanzahl

Zunichst eine heuristische Betrachtung zur Anzahl der Paare (a,p) mit a? ' =1 mod p?
im Intervall [10'°,10'Y]: Bei zufilliger Verteilung der Reste von g,(a) mod p erwartet
man fiir ein festes a fiir jeden p-ten Exponenten eine Losung, also mit A.1 fiir jedes a

1
Z ~ ~ loglog 10! — loglog 10'° ~ 0,09531 Lésungen.
1010<p<1011

Bei m(1000) = 168 verschiedenen Basen a ergibt sich eine erwartete Anzahl von 16,012.

6.7.2 Ldosungen

Tabelle 30 zeigt die Losungen mit p > 10'0, die neu ermittelt werden konnten.

a P a 14
23 | 15546404183 || 397 | 13315373041
37 | 76407520781 || 499 | 24117560837
97 | 76704103313 || 613 | 18419352383

151 | 15697215641 || 619 | 52649183399
239 | 12502228667 || 647 | 15266862761
269 | 65684482177 || 691 | 10843045487
271 | 12145092821 || 881 | 94626144313
353 | 17283818861 || 929 | 62199604679

Tabelle 30: Losungen (a,p) mit p > 1010

Zwischen 8 - 10° und 10' ergab sich keine weitere Losung. Das Paar (929, 62199604679)
stellt die erste Losung fiir a = 929 dar. Keines der neu ermittelten Losungspaare (a,p)
erfiillte zusitzlich p®~ ! = 1 mod a?. Dies ist natiirlich nicht von vornherein ausge-
schlossen. W. Keller fand die Losung 5188748146800 = 1 1od 188748146801, es gilt auch
188748146801* = 1 mod 5.

Keine der neuen Losungen erfiillte zusitzlich die Kongruenz a?~! = 1 mod p?. Die
zusétzliche Erfiillung einer der beiden weiteren Eigenschaften war natiirlich auch sehr

unwahrscheinlich.

Die Losungen aus Tabelle 30 finden sich in Tabelle 31 der Vollstéindigkeit halber wieder.
Die neuen Losungen mit p > 8 - 10° aus Tabelle 30 sind mit einem * gekennzeichnet.
Kellers Losungspaar (5,188748146801) wurde ebenso aufgenommen.
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[ alp [ _alwp |
2 1093 3511 439 31 79 170899693
3 11 1006003 443 5 3406223
5 20771 40487 53471161 1645333507 6692367337 188748146801 449 35 1789
7 5 491531 457 5 11 919 1589513
11 71 461 1697 5081
13 863 1747591 463 1667
17 3 46021 48947 467 329 743 7393
19 3713 43 137 63061489 479 47 2833 500239
23 13 2481757 13703077 15546404183* 487 3 11 23 41 1069
29 491 779 661763933
31 7 79 6451 2806861 499 5 109 81307 24117560837"
37 3 77867 76407520781~ 503 3 17 229 659 6761
41 29 1025273 138200401 509 7 41 7215975149
43 5 103 521 3 7 31 53 8938997
47 523 3 9907 19289
53 3 47 59 97 541 3
59 2777 547 31 1691778551
61 557 3 5 7 23 39829
67 7 47 268573 563 18920521
71 3 47 331 569 7 263 25359067
73 3 571 23 29 308383
79 7 263 3037 1012573 60312841 577 313 17 71 1381277
83 4871 13691 315746063 587 7 13 31 22091 6343317671
89 313 593 35
97 7 2914393 76704103313 599 5 35771
101 5 1050139 601 5 61
103 24490789 607 5 7 40303229
107 3 5 97 613181 613 3 4073 81371669 184193523837
109 3 20252173 617 101 1087 6007
113 619 7 73 11682481 52649183399™
127 3 19 907 13778951 631 3 1787 5741
131 17 754480919 641 43 24481
137 29 59 6733 18951271 4483681903 643 5 17 307 859 460609 7354807
139 647 3 23 15266862761™
149 5 29573 121456243 2283131621 653 13 17 19 1381 22171 637699
151 5 2251 14107 5288341 15697215641~ 659 23 131 2221 9161 65983
157 5 122327 4242923 5857727461 661 441583073
163 3 3898031 673 61
167 64661497 677 13 211
173 3079 56087 683 3 1279
179 3 35059 126443 691 37 509 1091 9157 84131 10843045487*
181 3 101 701 35
191 13 379133 709 17 199 1663
193 5 4877 719 3 41 4414200313
197 37 653 6237773 727 11
199 3 5 77263 1843757 733 17
211 279311 739 3 9719 5681059
223 71 349 743 5
227 7 40277 751 5 151 409
229 31 757 35 17 71 242789
233 3 11 157 86735239 761 41 907
239 11 13 74047 212855197 361552687 12502228667 769 1305827821
241 11 523 1163 35407 773 3 787711 26259199 142719149
251 3511 17 421 395696461 787 37 41 427541
257 5 359 49559 648258371 797 8273 14607661
263 7 23 251 267541 159838801 809 3 59 448110371
269 3 11 83 8779 65684482177 811 3 211
271 3 168629 16774141 235558417 12145092821* 821 19 83 233 293 1229 37871 209140301
277 1993 823 13 2309
281 3443059 827 3 17 29 9323
283 46301 829 317
293 5719 83 839 5227 11840951
307 3 5 19 487 853 1125407
311 857 5 41 157 1697 32478247
313 7 41 149 181 1259389 859 71
317 107 349 2227301 863 3 7 23 467 12049
331 211 359 6134718817 877 78926821
337 13 30137417 881 3 7 23 22385723 94626144313%
347 883 37
349 5 197 433 7499 887 11 607 60623
353 8123 465989 17283818861™ 907 5 17 3497891
359 3 23 307 24350087 911 127 318917
367 43 2213 919 3
373 7113 929 62199604679
379 3 937 3 41 113 853 22343 500861 1031299 258469889
383 28067251 941 11 1499
389 19 373 29569 211850543 947 5021
397 3 279421 133153730417 953 3 513405611
401 5 83 347 115849 967 11 19 4813 44830663
409 34583 1894600969 971 3 11 401 9257 401839 7672759
419 173 349 983 3257 22891217 977 11 17 109 239 401 37589
421 101 1483 350677 983
431 3 2393 12755833 991 3 13 431 26437
433 3 129497 244403 997 197 1223

Tabelle 31: Losungen (a,p), a < 1000, p < 10!
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Abbildung 36 zeigt die Losungen aus Tabelle 31 graphisch.
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Abbildung 36: Losungen (a,p), a < 1000, p < 10*!
Abbildung 37 zeigt die Entwicklung der Anzahl der Losungspaare (a, p).
500 T T T T T
"numapsol.dat"  +
Nl
450 e e .
400 | .
350 B
300 1
250 1
200 B
150 1
100 B
50 1
0 - 1 1 1 1 1
1 100 10000 1e+06 1e+08 le+10 le+12

Abbildung 37: Entwicklung der Losungsanzahl fiir a < 1000, p < 10!
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7 Verteilung

7.1 Einfiihrung

Samtliche in dieser Arbeit betrachteten Probleme erforderten einen Rechenaufwand, der
fiir einzelne Maschinen nicht in verniinftiger Zeit hitte bewéltigt werden kénnen. Durch-
weg wiren zum Erreichen der gesteckten Ziele mehrere Jahre bis zur Vollendung noétig
gewesen. Durch eine Aufteilung der jeweiligen Gesamtintervalle auf mehrere Rechner
konnte diese Zeit auf 4,5 Monate begrenzt werden.

Dieses Kapitel stellt ein System vor, das die Verteilung der Intervalle und die Kontrolle der
laufenden Rechnung bis hin zu fast vollstindiger Automatisierung steuerte. Ziel war es
dabei, die einzelnen, an der Gesamtrechnung beteiligten Maschinen moglichst unabhéngig
voneinander zu belassen. Der Einsatz eines speziellen, zentralen Steuerungsprozesses wur-
de bewufit vermieden.

Fiir die Realisierung der einzelnen Rechnungen stand zunéchst der Workstation-Cluster
des Instituts fiir Informatik zur Verfiigung, spiter kamen noch mehrere PCs an verschie-
denen Standorten hinzu.

Um sédmtliche zur Verfiigung stehenden Rechnerkapazititen nutzen zu kénnen, darf keine
Beschrinkung auf eine spezielle Konfiguration stattfinden. Im giinstigsten Fall sind alle
Systeme vernetzt und verfiigen iiber einen gemeinsamen Festplattenspeicher. Allerdings
trifft dies eben nicht immer zu. Auch Rechner ganz ohne Netzanbindung bzw. solche im
Netz ohne gemeinsamen Speicherzugriff wurden eingesetzt. Verschiedene Rechner kénnen
dabei unter Umsténden auch verschiedenen Nutzungseinschrinkungen unterworfen sein.
Etwa kann eine stirker belastete Server-Maschine nur nachts und am Wochenende genutzt
werden, andere zwar auch zu normalen Arbeitszeiten, aber mit moglicherweise geringerer
Prioritdt der Rechnung gegeniiber konkurrierenden Prozessen.

Es folgt nun eine Beschreibung der allgemeinen Vorgehensweise. Auf die einzelnen Punkte
wird danach niher eingegangen. In Abschnitt 7.3 wird die Implementierung beschrie-
ben, durch die eine moglichst optimale Verteilung und automatische Kontrolle auch unter
heterogenen Bedingungen erzielt wird.
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7.2 Prinzipielle Vorgehensweise
Die verschiedenen Rechnungen folgten demselben Grundprinzip:

1. Moglichst giinstige Aufspaltung des Gesamtintervalls in Teilintervalle

2. Moglichst giinstige Verteilung des Ergebnisses von 1. auf die verschiedenen Rechner-
systeme

3. Zu gewissen Zeitpunkten automatischer Start eines dezentralen Kontrollprogramms
auf jedem beteiligten Rechner

4. Starten des Programms zur eigentlichen Berechnung durch das Kontrollprogramm
5. Automatisierte regelméBige Selbstkontrolle und entsprechende Reaktion
6. Fehlertoleranz bei Ausfall eines Rechners und ggfs. Benutzer-Benachrichtigung

7. Abschlieflende Sammlung der Teilergebnisse

Die einzelnen Punkte sollen nun nidher beschrieben werden.

7.2.1 Aufspaltung der Gesamtintervalle

Das grofite Intervall trat widhrend der Berechnung zur Verifikation der Goldbachschen
Vermutung (siehe Kapitel 4) auf und umfafte alle natiirlichen geraden Zahlen bis 4 - 10™.
Die Rechnung zur Anzahl der Goldbach-Partitionen wurde bis 5 - 108 durchgefiihrt. Mo-
dulo p verschwindende Fermatquotienten wurden fiir alle Basen a < 1000 und p < 10!
gesucht. Alle behandelten Probleme wurden dabei so implementiert, dafl Teilrechnungen
unabhéngig voneinander laufen konnten, also keine Kommunikation stattfinden mufte.
Erst das abschliefende Sammeln zur Gesamtinformation erforderte eine Synchronisati-
on, also ein Warten auf Beendigung der letzten, noch ausstehenden Teilrechnung. Das
Grundziel war dabei die Minimierung der Gesamtlaufzeit. Zur optimalen Aufteilung des
Gesamtintervalls ist auf folgende, nicht unabhéngige Punkte zu achten:

1. Unterschiedliche Rechnerleistung
2. Minimierung von Plattenzugriffen
3. Minimierung der Anzahl entstehender Logbuchdateien

4. Einschridnkungen durch Bedingungen der Rechnung selbst

5. Minimierung der Zeit zur Nachbearbeitung beim Aufsetzen nach temporirem Rech-
nerausfall
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Eine Minimierung der Gesamtrechenzeit bei gleichzeitiger Minimierung der Anzahl der
Logbuchdateien erfolgte durch Abschitzung des maximal méglichen Zeitverlustes bei Ein-
satz des langsamsten Rechners fiir das letzte Teilintervall. Hierbei mufite insbesondere
darauf geachtet werden, da3 Rechner, die auflerhalb jedes Netzzugriffes rechneten, im
voraus weder zu grofle noch zu kleine Teilabschnitte erhielten, um spétere manuelle Neu-
einteilungen zu vermeiden. In der Praxis wurde die Intervallgrée jeweils experimentell
bestimmt, der resultierende Verlust betrug dabei maximal wenige Tage.

Das Maximum der Anzahl entstandener Logbuchdateien war 500 und entstand wihrend
der Berechnung der Anzahl der Goldbach-Partitionen. Diese Zahl kann zwar auch schon
nicht mehr als {ibersichtlich bezeichnet werden, die Dateien wurden allerdings wiederum
durch ein Programm ausgewertet, so dafl eine manuelle Kontrolle nicht notwendig war.
Der Grund fiir das Auftreten dieses Maximums war die Tatsache, dal jedes Teilintervall
von Goldbach-Partitionen zunichst im Hauptspeicher abgebildet werden mufite und daher
in seiner Grofle beschrinkt war, was wiederum die Gesamtanzahl mitbestimmte. Eine
Groflenordnung von etwa einigen hundert Teilintervallen zeigte sich bei einer maximal
verwendeten Rechneranzahl von 17 als sehr praktikabel. Die im einzelnen verwendete
Anzahl hiingt natiirlich sehr von der eigentlichen Rechnung ab, das Optimum kann daher
variieren.

Mit temporiren Ausfillen von Maschinen mufl zu jeder Zeit gerechnet werden. Da die
Teilintervalle relativ grof sein konnen, mufiten jeweils Aufsatzpunkte zwischengespeichert
werden. Die Minimierung der Nacharbeitungszeit nach temporiren Ausfillen wurde im
wesentlichen durch die einzelnen Programme selbst erreicht. Dabei wurden die Zwischen-
ergebnisse der Rechnung in der eigentlichen Logdatei verzeichnet, wéhrend eine zweite
Datei den kompletten niichsten Programmaufruf mit den korrekten Aufsatzpunkten als
Kommandozeilenparameter enthielt. Das moglicherweise notige Aufsetzen wurde dabei
durch einfaches Lesen des Inhalts der zweiten Datei durch das in Abschnitt 7.3.1 vorge-
stellte Kontrollprogramm realisiert.

7.2.2 Verteilung der Teilintervalle

Eine moglichst optimale Verteilung der Teilintervalle auf die verschiedenen Rechnersyste-
me erfolgte durch Abschétzung der zu erwartenden Gesamtleistung der einzelnen Maschi-
nen. Ein ganz wesentlicher Vorteil ergab sich dabei durch die Moglichkeit des gemeinsa-
men Plattenzugriffs durch die meisten verwendeten Maschinen. Eine einzige grofle Datei
mit Teilintervallen wurde von sdmtlichen Rechnern im Cluster genutzt. Die Optimierung
ergibt sich dabei praktisch automatisch. Eine Ausnahme war die Berechnung zu den Fer-
matquotienten, die aufgrund der verschiedenen Algorithmen je nach Architektur aufgeteilt
werden mufite. Ein Nachteil des gemeinsam genutzten Plattenspeichers ist einerseits die
Notwendigkeit der Implementierung eines Lock-Mechanismus, andererseits die Anfilligkeit
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gegeniiber Ausfillen des Servers. Eine spezielle Zuteilung von Teilintervallen muf} also nur
fiir Rechner vorgenommen werden, fiir die kein gemeinsamer Speicherzugriff moéglich war.

Auf eine eigentlich naheliegende Implementierung eines Protokolls zur Verteilung einzelner
Intervalle iiber ein Netz nach dem ,, Farmer/Worker“-Prinzip wurde bewuft verzichtet, da
diese Vorgehensweise bei Ausfall des Netzes oder des Rechners mit dem , Farmer“-Prozef§
sdmtliche Rechnungen blockiert hitte.

Im folgenden Abschnitt wird eine Software vorgestellt, die eine dezentrale Steuerung fiir
verteilte Rechnungen implementiert und dabei den erwihnten Anforderungen geniigt.

7.3 Das Steuerprogramm-Paket dcnth

denth (fiir distributed computational number theory) ist eine Zusammenfassung verschie-
dener Teilprogramme zur Steuerung und Uberwachung einer verteilten Rechnung.

dcnth ist ein Unix-basiertes, portables System, daf aus einer Sammlung von (Korn-) Shell-
programmen besteht, die auf jeder an einer Rechnung beteiligten Maschine zur Verfiigung
gestellt wird. Das Verfahren selbst ist im Grunde betriebssystemunabhéingig. Zum Zeit-
punkt der Erstellung dieser Arbeit war jedoch das Betriebssystem Unix mit seiner Stabi-
litdt und seinen Fihigkeiten konkurrenzlos, so dal im Grunde keine Alternative bestand.
Die Implementierung erfolgte daher Unix-basiert.

Abbildung 38 zeigt eine von dcnth unterstiitzte Beispielkonfiguration.

) [

Workstation Workstation ‘Worksxation H denth )
Netz Netz Netz Modem
(Cluster) (Internet) k] [ Pc |
. .
Server [ pc |—Cdenth )
denth

Abbildung 38: Beispielkonfiguration dcnth
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7.3.1 Grundprinzip

Alle Schritte zur Konfiguration und Steuerung von dcnth kénnen iiber eine einfache Kon-
sole (dcnthc.ksh) von jeder Maschine fiir alle im Netz vorhandenen Rechner vorgenommen
werden. Rechner, die sich aulerhalb eines Netzes befinden, miissen natiirlich separat kon-
figuriert und gesteuert werden. dcnthc.ksh wird in Abschnitt 7.3.9 genauer beschrieben.

Die Verteilung von Teilrechnungen der mit dcnthd bezeichneten Rechenprozesse und deren
Kontrolle wird in denth iiber ein Uberpriifungs-Shellskript decnthchk . ksh vorgenommen.
Dieses wird vom ,, Terminplaner® des Betriebssystems (cron) zu festzulegenden Zeitpunk-

ten auf jedem Rechner gestartet.

Der Ablauf ist Abbildung 39 zu entnehmen.

Zeitpunkt = 0 modulo N Stunden/Minuten

denthcehk.ksh

Lade Definitionen aus Datel SDCNTHHOME/ . dcnth

X
o
- Ja
Existiert denthd -Prozel3?
s
‘D
Z
5 Nein ok
5 Intervall beendet? Aufsetzen
Lo
o) in}
: s
L
- . .
k= Alle Intervalle fertig? Nein Neues Intervall ok
L
3 3 5
X 3 5 5
L L L
Loésche crontab — Benutzerinformation durch mail

Abbildung 39: Ablauf dcnth
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7.3.2 Installation

Zur Installationsvorbereitung mufl auf jedem Rechner ein Benutzeraccount angelegt sein.
Eine Umgebungsvariable DCNTHHOME wird gesetzt, die das Installationsverzeichnis referen-
ziert. Die gesamte Software ist als gepackte und komprimierte Datei etwa 20kB grof.
Die Installation erfordert ausschliellich das Entpacken und Dekomprimieren dieser Datei.
Dies muf} jedoch auf jedem zu verwendenden Rechner stattfinden. Fine Ausnahme bil-
den Cluster mit gemeinsamen Speicherzugriff, wo nur eine einzige Installation erforderlich
ist. Der entstehende Verzeichnisbaum ist in Abbildung 40 dargestellt. Dabei sind bereits
einige Beispielrechner und -architekturen mit eingetragen.

DCNTHHOME

conflg results savedlogs oldlogs

denthe.ksh readme.lst denthhosts
denthchk . ksh denthdoc. tex denth. int
dentheleanl. ksh denthdoc.dvi
defaults compl comp2 comp3 comp4 dcnth int
denthconfl.ksh /////////;;/ \\ \\\\ ‘
denthcreateintl.ksh =
generic archl arch2 arch3

denthsetupl.ksh
denthstartl.ksh

denthd (o]
denthstopl.ksh

dcnth.cron

dcnthereateint.c denthd

denth.cron

denth.nice

denth.int

Abbildung 40: Verzeichnisbaum dcnth

7.3.3 Vorbereitung einer verteilten Rechnung

Um nach der Installation von dcnth eine verteilte Rechnung zu beginnen, miissen die
folgenden Schritte vollzogen werden:

1. Festlegung der Rechner-Konfiguration

2. Festlegung der Rechnungs-Parameter

3. Erstellung des eigentlichen Programms fiir jede Architektur

4. Erstellung der Teilintervalle

5. Aufteilung der Teilintervalle



154 7 Verteilung

Zunéchst miissen fiir jeden Cluster sowohl die beteiligten Rechnerarchitekturen als auch die
darauf basierenden Rechner eingetragen werden (dcnthc.ksh—addarch/addhost). Die
Konfiguration erfolgt mit dcnthc.ksh—conf. Die eigentlichen Rechenprogramme miissen
erstellt und in die im ersten Schritt entstandenen Verzeichnisse unter dem Namen dcnthd
kopiert werden. Die Zielverzeichnisse der Logdatei-Sicherungen (Verzeichnis o1ldlogs) und
ihrer Zweitkopien (savedlogs) sollten moglichst iiber Links auf unterschiedliche Platten

verweisen.

Danach werden die relevanten Dateien aus den fiir die jeweiligen Rechner zutreffenden
Architektur-Verzeichnissen (in config/defaults) in das Rechnerverzeichnis im Unterver-
zeichnis run kopiert (denthc.ksh—setup).

Nachdem die Aufspaltung der Teilintervalle vollzogen ist, erfolgt die Erzeugung der ent-
sprechenden Dateien, wobei an dieser Stelle natiirlich der Vorteil des gemeinsamen Spei-
cherzugriffs zum Tragen kommt. Insbesondere sind auch Rechner ohne Netzzugriff zu

versorgen.

Danach kann die Rechnung gestartet werden.

7.3.4 Start

Der Start der Rechnung kann fiir alle netzverbundenen Rechner mit den dcnthc.ksh-
Kommandos set all und start vollzogen werden. Die Folge ist die Installation der fiir
die jeweiligen Rechner giiltigen Terminkalender crontab. Zum dort festgelegten Zeitpunkt
wird dcnthchk.ksh aufgerufen und der eigentliche Rechenprozef§ dcnthd gestartet (siehe
auch 7.3.7).

7.3.5 Zwischenkontrolle

Beispielsweise jede halbe Stunde startet decnthchk.ksh erneut und priift, ob der Hinter-
grundprozel denthd noch lauft.

7.3.6 Reaktionen bei Fehlern

Nach temporirem Rechnerausfall wird der Prozefl dcnthd von decnthchk. ksh automatisch
wieder gestartet. Dies erfolgt durch Lesen der Datei logfile.1ast, in der sich der letzte
dcnthd-Aufruf mit Kommandozeilenparametern befindet (siehe auch 7.3.7). Falls dies aus
irgendwelchen Griinden nicht moglich war, wird die entsprechende crontab gel6scht und
der Benutzer durch mail vom Storfall benachrichtigt.
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7.3.7 Intervallverteilung

Nach normaler Beendigung eines Intervalls werden zunéchst die Logdateien doppelt gesi-
chert. Dann wird aus der durch die Variable $DCNTHINTFILE festgelegten Datei denth.int
eine Zeile destruktiv eingelesen und die Berechnung mit diesem Intervall gestartet. Dabei
wird die zusétzliche Datei logfile.1last angelegt, in die die Kommandozeile des Aufrufs
geschrieben wird.

7.3.8 Ende einer verteilten Rechnung

Das Ende einer Rechnung tritt ein, wenn simtliche Intervalldateien leer sind, also alle
Teilintervalle abgearbeitet sind.

7.3.9 Die Steuerkonsole dcnthc.ksh

Die Konfiguration und Steuerung von dcnth erfolgt mit Hilfe eines kleinen Konsolenpro-
gramms namens dcnthc.ksh. Dabei ist es moglich, alle durch ein Netz erreichbare Rechner
in einer einzigen dcnthce . ksh-Sitzung auf einfache Art zu manipulieren.

Es sind folgende Punkte verfiigbar:

Kommando | Bedeutung

addarch Hinzufiigen einer Architektur
addhost Hinzufiigen eines Rechners

clean Aufrdumen nach Tests

conf Konfiguration von Rechnern
droparch Loschen einer Architektur

drophost Loschen eines Rechners

env Anzeige der dcnth-Umgebungsvariablen
exit/quit | Verlassen von dcnthc.ksh

help Anzeige des Meniis

int Erstellen einer Intervalldatei

log Anzeige der globalen Logdatei

ps Anzeige des lokalen denthd-Prozesses
restart Stoppen und Starten von dcnthd

set Einstellung der Rechnerumgebung
setup Initialisierung der Rechner

start Starten der Berechnung

stop Stoppen der Berechnung

top Kontrolle konkurrierender Prozesse
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Funktionsweise Nach dem Start ist dcnthc.ksh zundchst auf den lokalen Rechner ein-
gestellt, d.h. alle auszufithrenden Aktionen sind auf diesen Rechner beschrankt. Durch
set Rechnername(n) kann jede beliebige Teilmenge aller verfiigharen Rechner eingestellt
werden. set all setzt dabei alle verfiigbaren Rechner. Nach Setzen der Rechnerum-
gebung werden alle Aktionen auf den hinter set angegebenen Maschinen durchgefiihrt.
Dabei ist eine Netzwerkerreichbarkeit vorausgesetzt, d.h. auf standalone-Rechnern wird
das Kommando set nie ausgefiihrt.

Die einzelnen Kommandos fithren zu einer Remote-Ausfithrung der zugehérigen, auf den
Rechnern vorhandenen Shellskripte via telnet/rlogin bzw. der sichereren Version ssh.

Zu den einzelnen Kommandos von dcnthce . ksh:

addarch fiigt eine Architektur (z.B. sun4) hinzu. Folge: Im Verzeichnis config/defaults
entsteht ein Unterverzeichnis, in das zunéchst die Dateien aus config/defaults/generic
kopiert werden. droparch 16scht dieses Verzeichnis wieder.

addhost fiigt einen Rechner hinzu. Folge: Ein Unterverzeichnis fiir diesen Rechner wird
im Verzeichnis run angelegt und alle Dateien aus dem fiir diesen Rechner giiltigen Archi-
tekturverzeichnis kopiert.

clean ist fiir Testzwecke vorhanden und l6scht sdmtliche Dateien, beldft aber die Grund-
konfiguration. clean ist wihrend einer laufenden Rechnung gesperrt.

conf dient der Konfiguration von Rechnern. Dabei werden Laufzeiten (z.B. nur nachts und
am Wochenende) gesetzt, die Prioritit des Rechenprozesses definiert und die Haufigkeit
des Aufrufs des Kontrollprozesses festgelegt. Eine Rekonfiguration findet ebenso mit conf
statt.

int erzeugt ein Teilintervall, daf} je nach Definition in der Datei dcnthhosts (siehe unten)
entweder im globalen Verzeichnis run oder im lokalen run/Rechnername liegt.

Der Zweck von setup ist die Neuverteilung der dcnthd-Prozesse aus den Architekturver-
zeichnissen auf die einzelnen Rechner nach Verdnderungen der Quellen. setup ist wihrend
einer laufenden Rechnung nicht mdoglich.

start/stop startet/stoppt die Berechnung auf allen durch set eingestellten Rechnern
durch Installation bzw. Deinstallation der crontabs.

top fithrt das Unix-Kommando top auf allen Rechnern aus, um eine Ubersicht iiber kon-
kurrierende Prozesse auf den Maschinen zu bekommen. Hangengebliebene Prozesse ande-
rer Benutzer konnen so leicht aufgespiirt und beendet werden.
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7.3.10 Die Dateien .dcnth und dcnthhosts

dcnth enthélt zwei wesentliche Konfigurationsdateien:

$DCNTHHOME/ .dcnth: Die Datei .dcnth wird von jedem einzelnen dcnth-Shellskript als
erstes ausgefithrt. In .dcnth werden alle wichtigen Verzeichnis- und Dateinamen ermittelt,
einige Shellfunktionen definiert sowie Betriebssystem(versions)spezifische Kommandos be-
schrieben.

dcnthhosts: Die Datei denthhosts im Verzeichnis config enthilt simtliche Rechner,
die im entsprechenden Teilnetz an einer Rechnung beteiligt sind. Der Aufbau einer Zeile
sieht wie folgt aus:

Rechner(alias-)name: Architektur:Default-Prioritit:Rechner-IP- Adresse:Intervalldatei-Flag

Das Intervalldatei-Flag gibt dabei an, ob die entsprechende Maschine eine eigene Inter-
valldatei besitzt oder eine Datei mit anderen Rechnern teilt.

In den folgenden Abschnitten werden die Vor- und Nachteile der verschiedenen Konfigu-

rationen zusammengefaf3t.

7.3.11 dcnth im Netz mit NFS

Der Vorteil von Rechnern mit gemeinsamem Plattenzugriff liegt vor allem darin be-
griindet, dafl Intervalldateien gemeinsam genutzt werden kénnen. Ein Lock-Mechanismus
ermoglicht dabei konkurrenten Zugriff. Dariiber hinaus mufl denth nur einmal gespeichert
und konfiguriert werden. Ein abschliefendes Sammeln entfillt.

Der Nachteil gemeinsamer Daten ist die Abhéngigkeit aller Rechner vom (NFS-) Server-
rechner. Ein Ausfall bedeutet hier die Blockade aller Rechnungen.

7.3.12 Vernetzte Systeme ohne gemeinsamen Speicher

Rechner, auf die iiber das Netz zugegriffen werden kann, kénnen entsprechend von einer
einzigen Stelle aus konfiguriert und gesteuert werden. Die abschlieflende Sammlung von
Logbuchdateien kann recht einfach iiber Programme wie ftp erfolgen.

Allerdings mufl mangels gemeinsamen Speichers jeder Rechner eigene Intervall-Dateien
besitzen. Die Erstellung dieser Dateien kann wiederum von jedem Rechner im Netz remote
erfolgen.
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7.3.13 dcnth auf Standalone-Rechnern

Standalone-Rechner sind netzunabhéngig und daher vollig autark. Allerdings muf je-
de beteiligte Standalone-Maschine separat konfiguriert und gesteuert werden. Ein noch
groflerer Nachteil liegt dabei in der Schwierigkeit der Sammlung von Resultaten, wenn
diese aus relativ groflen Datenmengen bestehen. Dieses Problem ergab sich z.B. bei der
Berechnung der Goldbach-Partitionen, wo pro Intervall jeweils eine Datei der Grofle ~
2MB entstand.

7.4 Ausblick/Probleme

dcnth hat sich in der Praxis als sehr bequemes Hilfsmittel zur Steuerung verteilter Rech-
nungen erwiesen. Allerdings gibt es einige Verbesserungsmoglichkeiten. Dazu zéhlen vor
allem:

e Erstellung einer graphischen Oberfliche

e Vereinfachung/Automatisierung der Initialisierung vor Beginn

e Betriebssystemunabhéngige Implementierung

e Erweiterte Kontrollméglichkeiten

e Automatische Erholung von dauerhaften Rechnerausfillen

e Automatische Neuverteilung von Teilintervallen

e (Teil-)Automatisierung der Sammlung von Daten nach Ende

e Anzeige des Rechnungsstatus
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A Einige zahlentheoretische Hilfsmittel

Die hier — ohne Beweis — angegebenen Sitze werden fiir die Analyse der vorgestellten
Algorithmen benétigt. Beweise finden sich z.B. in [Har79], [Rib96], [Bac96]

Satz A.1

1 1
Z—zloglogx—i—C’—i—O( ),
P log

p<w

wobei C' =~ 0,2615....

Satz A.2

Zlogpwx

p<z

Satz A.3

() > 2 (14—
x
d log x 2log x

Satz A.4 Fir x > 58:

()< = (143
T

d log x 2log x
Satz A.5 Firn > 2:

pn > nlogn + nloglogn — 1,0072629n

Satz A.6
72
I;Ep 2logx’
Satz A.7
x
m(@) ~ log x
Satz A.8




