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1 Einfiihrung

In vielen Fragestellungen der Statistik ist es hilfreich, die beobachtbaren Zufallsvariablen
als die Summe zweier Teile zu betrachten. Dabei reprisentiert ein Teil {iblicherweise ein
angenommenes Modell und der andere weifes Rauschen. In der Regressionsanalyse schreibt
man beispielsweise

Yi:m(Xi)—i—ei, 1=1,...,n.

Dabei ergibt sich der Output Y; jeweils aus der Summe des modellbasiert transformierten

Inputs m (X;) und einem zentrierten Fehler €; (siehe z.B. Draper et al. [7]).

In der Theorie stochastischer Prozesse gilt die Doob-Meyer-Zerlegung (Doob [5, 6]) fiir viele
F-adaptierte Prozesse, wobei F = (F),cp eine geeignete Filtration ist. Danach lésst sich
solch ein F-adaptierter Prozess X = (Xi),cp als Summe eines (trendfreien) F-Martingals

M = (My),cp und eines (F-vorhersehbaren) Kompensators A = (A;),cp schreiben, d.h.
X, = A, + M,, teR.

Nun lassen sich fiir das F-Martingal M mit Hilfe von Stopptechniken Uberschreitungswahr-

scheinlichkeiten berechnen, welche beispielsweise bei der Herleitung kritischer Bereiche sta-
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tistischer Tests Anwendung finden (siehe z.B. Koul und Stute [12]). Fiir den Prozess X sind
derartige Uberschreitungswahrscheinlichkeiten in der Regel (ausgenommen den Fall A = 0)
sehr viel schwieriger oder gar nicht berechenbar. Daher ist es sinnvoll, X geschickt zu trans-
formieren, sodass der transformierte Prozess einerseits ein F-Martingal ist und andererseits

die fiir das unterstellte Modell relevanten Informationen enthélt.

Ein bekanntes Beispiel derartiger sogenannter Martingaltransformationen sind solche von
Brownschen Bewegungen. Die Doob-Meyer-Zerlegung beziiglich der natiirlichen Filtration

F=(F) ) der zugrundeliegenden Brownschen Bewegung B = (Bt)te[o,oo) wird hierbei

te[0,00
durch Ttos Formel (It6 [10]) geliefert. Sei dazu ¢ : [0,00) x R — R stetig differenzierbar in
der ersten Komponente, welche die Zeit représentiert, sowie zweimal stetig differenzierbar in
der zweiten Komponente, welche fiir den Ort, also den urspriinglichen Prozess B, vorgesehen

ist. Der Prozess X = (X;) sei gegeben durch X; = ¢ (¢, B;) fiir ¢ € [0,00). Dann gilt

t€[0,00)
/ 0 1 92 / 0
X, =X —|—/ <6f (s, Bs) + 3 a—;s (S,Bs)) ds—&—/a—i (s,Bs) dBs, t€]0,00),
0 0
wobei g—f die Ableitung von ¢ nach der Zeitkomponente und g—f bzw. gi,f die Ableitungen

nach der Ortskomponente bezeichnet. Nun ist das zweite Integral ein Martingal beziiglich
F und das erste Integral beschreibt den F-vorhersehbaren Teil der Doob-Meyer-Zerlegung,

welcher oft auch als Trend bezeichnet wird. Falls nun ¢ die partielle Differentialgleichung

Do 1 0%
L 280 (1.1)

erfiillt, so verschwindet das erste Integral und X ist selbst ein F-Martingal. Die Gleichung

(1.1) wird daher auch als F-Martingaldifferentialgleichung bezeichnet.
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Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Transformationen bzw. Martingaltransforma-
tionen der Empirischen Verteilungsfunktion. Im Vergleich zur Brownschen Bewegung, wel-
che stetige Pfade besitzt, werden hierbei also Sprungprozesse betrachtet. Und wéhrend die
Brownsche Bewegung ein Prozess mit unabhéngigen und stationdren Zuwéchsen ist, trifft
dies auf die Empirische Verteilungsfunktion nicht zu. Auflerdem ist die Empirische Ver-
teilungsfunktion im Gegensatz zur Brownschen Bewegung kein Martingal beziiglich ihrer
natiirlichen Filtration. Eine ausfiihrliche Ubersicht zu sogenannten Zahlprozessen - speziell
in Hinsicht auf zensierte Daten - befindet sich in Andersen et al. [1]. In Shorack und Well-
ner [17] wird umfassend auf die Empirische Verteilungsfunktion und verwandte Prozesse

eingegangen.

Sei ¢ : R?2 — R eine in der ersten Komponenten - der Zeitkomponenten - differenzierbare
Abbildung, F,, = (F), (t)),cg die Empirische Verteilungsfunktion von unabhéngig und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen Xi,..., X, mit X; ~ F, F stetig, und X = (Xt)teR mit
X: = ¢(t, F, (t)). Fiir derartige Prozesse X wird die Doob-Meyer-Zerlegung beziiglich der
natiirlichen Filtration F = (F;),cp von F,, ebenfalls eine F-Martingaldifferentialgleichung
liefern. Deren Losungen ergeben Martingaltransformationen beziiglich F, welche mit Hilfe
von Stopptechniken wiederum Uberschreitungswahrscheinlichkeiten gewissser Transforma-
tionen der Empirischen Verteilungsfunktion erméglichen. Als Ausgangspunkt fiir die Be-
rechnung derartiger Uberschreitungswahrscheinlichkeiten wird ein alternativer Beweis eines
Ergebnisses dienen, welches auf Daniels [4] zuriickgeht und von Rényi [15] bewiesen wurde.
Die Beweismethoden lehnen an jenen an, welche auch zu gewissen Uberschreitungswahr-
scheinlichkeiten fiir die Brownsche Bewegung und die Brownsche Briicke fiihren (vgl. Rob-

bins [16] und Wald [19]).
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Ein weiteres Ziel wird sein, die Klasse der Martingaltransformationen X = (X),p der Form
X = ¢ (t, F,, (t)) beziiglich der natiirlichen Filtration F von F,, vollstindig zu charakteri-
sieren. Ahnlich haben dies beispielsweise Nualart und Schoutens [14] schon fiir eine spezielle
Klasse von Lévy Prozessen getan, welche jedoch die sehr einschrinkende Forderung bein-
haltet, dass der zugrundeliegende Prozess Z = (Z;),.p ein sogenanntes normales Martingal
beziiglich der betrachteten Filtration F = (F),cp ist. Dies bedeutet, dass fiir ein ¢ > 0
neben Z auch der Prozess Y = (V3),cp mit Yy = Z7 — ¢t ein F-Martingal sein muss. In
vielen Anwendungen ist es jedoch nicht gegeben, dass der Kompensator der quadratischen

Transformation linear oder iiberhaupt deterministisch ist.

Zu Beginn dieser Arbeit werden in Kapitel 2 anhand des Single-Event-Prozesses S = (S),cp
- also der Empirischen Verteilungsfunktion fiir ein einziges Datum - strukturelle Eigenschaf-
ten von Transformationen X = (X;),.p der Form X; = ¢ (t,5;) untersucht. Dabei wird
die Martingaldifferentialgleichung beziiglich F fiir derartige Prozesse hergeleitet und die
Menge ihrer Losungen vollstdndig charakterisiert. Kapitel 3 enthélt die Verallgemeinerung
auf den Fall von n unabhéngig und identisch verteilten Daten und betrachtet zudem die
entsprechenden reversen Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion
beziiglich ihrer natiirlichen reversen Filtration G = (Qt)teR. Auch hierbei wird die Klas-
se der F-Martingaltransformationen X = (X;),.p der Form X; = ¢ (¢, F;, (t)) und zudem
die entsprechende Klasse der reversen G-Martingaltransformationen vollstdndig beschrieben.
Kapitel 4 widmet sich der Herleitung diverser Uberschreitungswahrscheinlichkeiten der Em-

pirischen Verteilungsfunktion und gewisser Transformationen. Letztere werden in Kapitel 5

genutzt, um Goodness-of-Fit-Tests fiir Typ-II-zensierte Daten zu entwerfen.
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Bevor Eigenschaften der Empirischen Verteilungsfunktion von n unabhingig und identisch
verteilten Daten untersucht werden sollen, lohnt es sich zunéchst den einfachsten Fall,
n = 1, gesondert zu betrachten. In diesem Fall wird also genau ein Datum beobachtet. Sei
S = (5¢)ycr mit Sy = lyx<y der sogenannte Single-Event-Prozess, wobei X eine beliebige
Zufallsvariable ist. Der Single-Event-Prozess ist offensichtlich rechtsseitig stetig und monoton
wachsend. Genauer gesagt dndert er seinen Wert nur an einer Stelle: Im Datum X springt er
von 0 auf 1. Beziiglich seiner natiirlichen Filtration 7 = (F}),cp mit 7y = 0 (S, : u < t) ist er
aufgrund der Monotonie kein Martingal. Im folgenden wird nun die Doob-Meyer-Zerlegung
von (S, F) selbst sowie von transformierten Prozessen X = (Xi),.p mit X; = ¢ (t,5y),

welche von Zeit und Ort des Single-Event-Prozesses abhédngen, hergeleitet.

2.1 Doob-Meyer-Zerlegungen fiir den

Single-Event-Prozess

Auch wenn der Single-Event-Prozess sehr simpel erscheint, lohnt es sich einen Blick auf

seine Eigenschaften zu werfen, um auf einfache Weise einen ersten Eindruck von den Ei-
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St

Abbildung 2.1: Der Single-Event-Prozess S der Zufallsvariablen X.
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genschaften der Empirischen Verteilungsfunktion zu gewinnen. Hier sollen nun die Doob-
Meyer-Zerlegung des Single-Event-Prozesses und Doob-Meyer-Zerlegungen von Transforma-
tionen des Single-Event-Prozesses hergeleitet werden. Anhand letzterer lasst sich eine Mar-
tingaldifferentialgleichung beziiglich der natiirlichen Filtration des Single-Event-Prozesses
ableiten. Aufgrund der einfachen Struktur des Single-Event-Prozesses kann die Klasse der
F-Martingaltransformationen X = (X;),.p der Form X; = ¢ (t,S;) auf einfache Weise

vollstdndig charakterisiert werden.

2.1.1 Doob-Meyer-Zerlegung des Single-Event-Prozesses

Zunéchst soll nun die Doob-Meyer-Zerlegung des Single-Event-Prozesses selbst hergeleitet
werden. Man betrachte dazu eine Zufallsvariable X ~ F| wobei F' die zugehdrige stetige
Verteilungsfunktion sei. Fiir ein festes ¢ € R mit F (¢) < 1 betrachte man die Zerlegung des
Intervalls (—oo,t] mittels tg < -+ < tx = t mit K € N. Es soll zuerst die Doob-Meyer-

Zerlegung des diskretisierten Single-Event-Prozesses gefunden werden.

Satz 2.1. Sei (S,F) der Single-Event-Prozess mit natirlicher Filtration. Dann gilt fir

k=1,....K
F(tk) —F(tkfl)

E(Stk‘-rtk_l) :Stk—l + (1_Stk_1) ]_7F(tk_1)

Beweis. Es gilt

E (Stk|]:tk—1) =K (1{XStk}| ‘Ftk—l)
= 1{X§tk—1} +E (1{tk—l<X§tk}‘ ]:tk—l)

=1ix<tr 1} + Lxste 3B (L <x<tn| X > teo1)
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= ]‘{Xftk—l} + 1{X>tk.,1}]P(tk71 < X< tk| X > tkfl)
P(tk,1 <X < tk>
P(X > tk—l)

F (1) — F (t; 1)
— I{thk—l} + 1{X>tk—1} 1 — F(tkfl) '

= Lix <ty T Lixst, 0y

O

Man betrachte den beliebigen Startzeitpunkt ¢y € R. Beziiglich der diskreten Filtration
FX — ()

(MtO’C’K)ke{o ) der Doob-Meyer-Zerlegung von (S, FX), wobei S¥ = (Stk)ke{o,...,Kp

ket k) Wit FI =0 (S, : 1 <k) gilt fiir das Innovationsmartingal M°* =

MK = MYK + 8, — B (S, )

F(tk) — F (tk—l)
1—F (tg-1)

0,K
= Mtk—l + l{tk71<X§tk} - 1{X>tk,1}

Setze MtOO’K := S,. Dann gilt

k

]- - Stj_l .
MY =8, = TEF D (F(t;) — F(t;_1)) firk=0,..., K.

j=1

Fiir den FX-Kompensator A%K = (Ag};K) gilt demzufolge
ke{0,...,K}

k
1-5;.
AO,KZE:#F N F ot e k=0, . K
e j:ll_F(tjﬂ)( (t;) (tj—1)) firk=0,...,

Damit ist die diskrete Version der Doob-Meyer-Zerlegung gefunden und fiir die zeitstetige

Version ergibt sich nach Grenziibergang;:
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Satz 2.2. Der Single-FEvent Prozess mit seiner natirlichen Filtration (S,F) besitzt das
Innovationsmartingal (MO,.F) und den Kompensator (AO,]-'), wobei M° = (Mto)teR mit

M) =8, — / %F(du)

(700,t]

und A% = (A9 mit
t

teR S
1-5,_
A — — =Y F(du).
t / 1—F(u) (du)
(_Ooat]
Dabei bezeichnet Si_ := liITItl Sy den linksseitigen Grenzwert von S in t.
u

2.1.2 Doob-Meyer-Zerlegungen von gewissen Transformationen des

Single-Event-Prozesses

Fiir eine beliebige Funktion ¢ : R? — R mit ¢ (-, z) differenzierbar fiir 2 € {0, 1} betrachte
man den Prozess X = (X;),.p mit X; = ¢ (£,5), wobei S der Single-Event-Prozess sei. Fiir
ein festes ¢t € R mit F' (t) < 1 betrachte man wiederum die Zerlegung des Intervalls (—oo, t]

mittels t) < -+ < txg =t mit K € N.

Satz 2.3. Sei (X, F) die oben genannte Transformation des Single-Event-Prozesses mit der

natirlichen Filtration des Single-Fvent-Prozesses. Dann gilt firk=1,... K

1—5, .,

E (th|]:tk—1) = (tk7Stk—1) + (SO (tkv 1) - (p(tk70)) m

(F (tk) = F (tr-1)) -
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Abbildung 2.2: Das Doob-Meyer-Martingal (M 0,]—') des Single-Event-Prozesses einer auf
[0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen U.

10
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Beweis. Es gilt

E (90 (tka Stk)l ]:tk—l) =E ((,0 (tk’ 1{XStk}) ‘ ‘Ftk—l)
=E (Lix<t, 3@ (b Lix<ny) + Lixsta39 (B Lix <o) | Fra)
=E (Iix<t 139 (o 1) + Tixse 39 (b Lt <x<tey) | Fraoy)

= Iix<te 139 (s 1) + Lxs e 3B (0 (B Ly <x <)) | X >ty_q)

E(Iixst,_ 139 (tes Lie 1< x<ty,
- 1{xgtk_1}90(tk, 1) + Lix>te 1} ( el ]Il”}(X(> tk{,i)K = k}))

E (gt <x<tay? (te, 1) + Lix i 9 (t, 0)
:1{X§tk—1}so(tk;1)+1{X>tk—1} ( <X k}ﬁD(X>tk_1){ = )

@ (e, P (fp—1 < X <tg) + ¢ (8, 0) P (X > )
= 1{X§tk,1}(p (tka 1) + 1{X>tk-—1} IF)(X > tk*l)

(e, 1) (F () = F (tk—1)) + ¢ (t, 0) (1 = F' (1))

= 1{X§tk,1}$0 (tka ]-) + ]-{X>tk71} 1—F (tk—l)

F(tk) — F(tkfl)
1—F(tg-1)

=Lx<tp 139 (s 1) + Lxse, 39 (tes 1)

+ 1{X>tk—1}<p(tk’0) %
F (ty) — F (tg—1)
1-F (tk—l)
F(tk) — F (tkfl)
1—F(tp_1) 1)

= lx<to 39 (b, 1) + Lix sty (B, 1)

— Lixst, 139 (tr, 0) (

= 1{X§tk71}§0(tk; 1) + 1{X>tk71}50 (tk’o)

F(tk) — F(tk_l)
1—F (tx—1)

+ 1ixst,_ 1y (@ (te, 1) — @ (tx, 0))

F(ty) — F (1)
1— F (tsy)

(F (tg) = F (t-1)) -

=0 (e, Lix<tory) + Lixstiy (@ (te, 1) — @ (1, 0))

1-5 .,

= ¢ (ks Sty) + (@ (try 1) — ¢ (8, 0)) 1—F(tp_1)

11
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O

Man betrachte den beliebigen Startzeitpunkt ¢y € R. Beziiglich der diskreten Filtration
FE = (‘FtI:)ke{O Ly Wit FE = 0(8, :1<k) gilt fiir das Innovationsmartingal M* =

(M) K} der Doob-Meyer-Zerlegung von (X, FX), wobei XX = (Xt )refo,... k)

ke{o0,...,
ME =ME  + Xy, —E(Xe,| Froy)
=M+ (e Lixzny) — @ (e Lix<n )
Lsny (o (81, 1) = g (0,0) — P2 20
= MtI:_l + 1 <x<tey (@ (te, 1) — @ (t1, 0))
Lot (o (00 1) = o (,0)) T )
M+ G 0D = 900D (v~ Torsnon Y )
= ME 4+ (p (1 1) — o (1,0)) (M0 = M0

Setze Mtlo( '=Xy,. Dann gilt fir k=1,..., K
k
K, K,
ME = Xiy+ 3 (p(t,1) = 0 (t5,0) (M = 1)
j=1

Nach Grenziibergang ergibt sich fiir die zeitstetige Version:

Satz 2.4. Sei ty € R ein beliebiger Startwert. Der Prozess X = (Xt)te[to,oo) mit X; =

@ (t,St) besitzt das Innovationsmartingal (M, F), wobei F = (Ft),e (4, 00) Mit Fr = 0 (Su t u <)

12
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und M = (M) e, o0) it
M; = Xy, + / o (u,1) — ¢ (u,0) dM?.

(tO 7t]

Korollar 2.5. Es existiere der Grenzwert

Tooo = lim ¢ (s,0).

§——00

Dann besitzt der Prozess X = (X¢),cp mit Xy = ¢ (t,S:) das Innovationsmartingal (M, F),
wobei F = (Ft),cp mit Fy = o (Sy :u <t) und M = (My),cp mit

M=ot [ plu))— o (w0) M.

(—OO,t]

Weiterhin liefert die Doob-Meyer-Zerlegung von (X K FK ) den Kompensator (AK ,FK ),

wobei AKX = (Atfi t

)ke{o,...,K} mi

Agi = A£71 - th—l +E (th|}—tk—1)
= Afi—l - (tk—l’ St}kl) + (tkv Stk—l)
1- 5, .
+ (o (tr, 1) — ¢ (4, 0)) m (F (t) — F (tr_1))

= Ai{i,l + ¢ (tkv Stk—l) - ¢ (tk—lv Stk—l) + (@ (tk7 1) - ¢ (tk?o)) (Atljo - Afif)l) .

13
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- -
X =

>

2+
>
24

o - o 4
57\
=

Abbildung 2.3: Der Prozess X mit X; = #2S; und sein Doob-Meyer-Martingal (M, F), wobei
die unterliegende Zufallsvariable U gleichverteilt auf [0, 1] ist.

14
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Durch Induktion ergibt sich
k k
K,0 K,0
Az{i = ZSD (tja Stj_l) N (tjflv Stj—l) + Z (90 (tjv 1) - ¢ (tjao)) <At_7»' - Atj_1> .
j=1 j=1
Nach Grenziibergang ergibt sich fiir den zeitstetigen Kompensator:

Satz 2.6. Der Prozess X = (Xi),cp mit Xy = @ (t,5;) besitzt den Kompensator (A, F),
wobei F = (Ft),cp mit Fy = 0 (Sy 1 u <t) und A= (Ay),cp mit

A= [ G2 S+ () — o (w0)

(_Oovt]

1—S5,-
1—F(u)

F (du).

Die F-Doob-Meyer-Zerlegung von X liefert also ein Martingal, welches aus einem Start-
wert und einem Integral beziiglich M° - dem F-Doob-Meyer-Martingal des Single-Event-
Prozesses - besteht, und einen Kompensator, welcher als Integral beziiglich F', also einer
deterministischen Funktion, geschrieben werden kann. Damit dhnelt sie der Darstellung von
Transformationen der Brownschen Bewegung in Itos Formel (Ito [10]). Dort ergibt sich eine
Summe bestehend aus einem Startwert, einem Integral beziiglich der Brownschen Bewegung
und einem Lebesgue-Integral. Das Integral beziiglich der Brownschen Bewegung gemeinsam
mit dem Startwert ist ein Martingal. Das Lebesgue-Integral reprisentiert den Kompensator.
Verschwindet dessen Integrand, so ist der transformierte Prozess selbst ein Martingal. Dar-
aus lasst sich eine Martingaldifferentialgleichung ableiten, deren Losungen zu eben solchen
Martingaltransformationen fiihren. Dies soll im Folgenden auch fiir den Single-Event-Prozess

geschehen.
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2 Der Single-Event-Prozess

2.1.3 Martingaltransformationen des Single-Event-Prozesses

Falls der Integrand im Kompensator aus Satz 2.6 verschwindet, so ist (X, F) ein Martin-
gal. Daraus leitet sich die folgende F-Martingaldifferentialgleichung ab, deren Lésungen im

Anschluss hergeleitet werden.

Satz 2.7. Der Prozess X = (Xi),cp mit Xy = @ (t,5;) ist ein Martingal bzgl. F = (Ft),cp
mit Fy = o (Sy : u <t), falls fir allet € R und x € {0,1} gilt

Im Folgenden werden zunéchst affine Losungen der Martingaldifferentialgleichung aus Satz
2.7 gesucht, wobei affine Losung bedeutet, dass fiir ¢ € R die Funktion ¢ (t,-) affin ist. Diese

Lésungen fiihren zu folgenden F-Martingaltransformationen des Single-Event-Prozesses.

Satz 2.8. Seien co,c1 € R. Dann ist der Prozess X = (X;),cp mit

1-5;

Xy =0 ——1
R 2 )

+ co
ein Martingal bzgl. F = (Fy) e mit Fy = o (Sy :u < t).

Beweis. Sei

Dann gilt

16



2 Der Single-Event-Prozess

und X; = ¢ (t,S;) ist ein Martingal bzgl. F, falls

(5o oy - 2D o 4 Bty 4 B

OF C1-F(t) OF 1— F (1)
Nun gilt
a, ar (F (1) _ oln(lar (F()) _ 1
ar PO —T—Fp =0 oF “1-F
1 .
< In(Ja; (F(t))]) =n <1F(t)> +c¢ fireinceR
< a(F() = 1—7;'(15) fiir ein c e R
< a1 (F(t) = . _C;_‘ @ fiir ein ¢; € R
9ao Gt F) _ % S ir ein ¢
or PO T =0 & GrF)=qrpge frdnack
= aMF@y*Ljﬂﬂ+% fiir co,c1 € R.

Also ist fiir ¢g,c; € R
1-5;

Xi=cp———
R 2y )

ein Martingal bzgl. F.

O

Aufgrund der einfachen Struktur des Single-Event-Prozesses gibt es abgesehen von den ge-

nannten affinen F-Martingaltransformationen keine weiteren F-Martingale dieser Form.

17



2 Der Single-Event-Prozess

X

Abbildung 2.4: Das Martingal (X, F) mit X; = 1115; , wobei die unterliegende Zufallsvariable
U gleichverteilt ist auf [0, 1].

18



2 Der Single-Event-Prozess

Satz 2.9. Alle Martingaltransformationen X = (Xi),cp des Single-Event-Prozesses S =
(St)er bzgl. F = (Ft);cp haben die Form

1-5
thcll— :

1T-F @ 0 + ¢o

mit cg,c1 € R.

Beweis. Der Single-Event-Prozess S kennt nur zwei Zusténde. Jeder Prozess X mit X; =

@ (t,St) lasst sich also wie folgt schreiben:
Xe =0 (t) (1 = St) + o1 (1) St.

Nach Eintritt des Events gilt X; = ¢; (¢). Von da an ist X also eine deterministische Funkti-
on. Damit X ein Martingal beziiglich F ist, muss also ¢; konstant sein. Sei also ¢1 = a € R.

Falls X ein F-Martingal ist, gilt nun X; = ¢q (¢) (1 — St) + aS; und damit fir ¢ > s

o (s) = E (X X5 = o (s))

=00 ()P(X >t| X >s)+aP(X <t| X >s)
P(X>t) P(s<X<t)
P(X>s)  © P(X>s)

B 1-F() F(t)—F(s)

=W =Fe T I

= o (t)

Hierbei muss gelten

1-F(s) F(t)—F(s)

®o (t) = %o (5) 1 —F(t) —a 1 —F(t) . (21)

Man betrachte den Startpunkt so = sup {F' (s) = 0}, wobei sg = —oo, falls F (s) > 0 fiir alle
seR

19



2 Der Single-Event-Prozess

s € R. Nun gilt (2.1) auch fiir s = s, also

bzw. falls sg = —c0

wo(t) = lim o(s) 7 ; 1 fg)(t)'

Setze @g (sp) = b € R, falls sg € R, bzw. EEH o (s) = b € R, falls sp = —oo. Dann folgt

also

1 F(t)

) =" Fm TS F O

und schlie8lich
1-5;

Xt:(b—a)m

+a

Dies sind also die einzigen F-Martingale, welche sich aus S gewinnen lassen.

20



3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Der Single-Event-Prozess ist ein Spezialfall der Empirischen Verteilungsfunktion. Fiir n € N
unabhéngig und identisch verteilte Daten reprisentiert diese die Verteilung, die jedem Datum
die Masse % zuspricht. Seien also X7, ..., X,, unabhéngig und identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit X; ~ F', wobei I eine stetige Verteilungsfunktion sei. Dann ist F;, = (F, (1)),cg
mit F, (t) = % anl 11x,<¢) die Empirische Verteilungsfunktion. Sie ist ein konsistenter und

1=

erwartungstreuer Schétzer der wahren Verteilungsfunktion F (siehe Glivenko [9] und Cantelli
[31)-

Die Empirische Verteilungsfunktion ist offensichtlich rechtsseitig stetig und monoton wach-
send. Beziiglich ihrer natiirlichen Filtration F = (F),cp mit F; = o (F, (u) :u <t) ist
sie aufgrund der Monotonie kein Martingal. Im folgenden wird die Doob-Meyer-Zerlegung
von (F,,F) selbst sowie von Prozessen X = (X;),.p mit X; = @ (t, F,, (t)), welche von
Zeit und Ort der Empirischen Verteilungsfunktion abhéngen, hergeleitet. Anschlieffend wer-
den mit Hilfe der Doob-Meyer-Zerlegung beziiglich F Martingaltransformationen der Em-
pirischen Verteilungsfunktion bestimmt. Das Kapitel schliefft mit der Herleitung der re-
versen Doob-Meyer-Zerlegungen von (F,,G) und (¢ (-, F (-)),G), wobei G = (G),cp mit

Gt = o (F, (u) : u > t) die natiirliche reverse Filtration bezeichnet, und den dazugehéorigen

21



3 Die Empirische Verteilungsfunktion

“ -—
-
I e 4 -—0
=4
—0
~—0O
-~
=
= —o
TS
—0b0
©
Nl o )
—|lc - ~—0O
o —©
T T T
Xy Xz

Abbildung 3.1: Die Empirische Verteilungsfunktion F,, der Zufallsvariablen X, ...

reversen G-Martingaltransformationen.

3.1 Doob-Meyer-Zerlegungen fiir die Empirische
Verteilungsfunktion

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse aus Kapitel 2 auf die Empirische Verteilungs-

funktion ausgeweitet. Dabei wird erst die F-Doob-Meyer-Zerlegung der Empirischen Ver-

teilungsfunktion selbst und anschlieftend die F-Doob-Meyer-Zerlegung von Transformatio-
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

nen X = (X),.g der Form X; = ¢ (t, F, (t)) hergeleitet. Aus letzterer wird sich wie-
derum eine F-Martingaldifferentialgleichung ergeben, deren Losungen zum Abschluss des
Abschnitts erarbeitet werden. Dabei wird sich herausstellen, dass sich die Klasse der F-

Martingaltransformationen der genannten Form vollstdndig charakterisieren lésst.

3.1.1 Doob-Meyer-Zerlegung der Empirischen Verteilungsfunktion

Zunichst soll die Doob-Meyer-Zerlegung der Empirischen Verteilungsfunktion selbst her-
geleitet werden. Man betrachte die unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen
Xq,...,Xn, n € N, mit X; ~ F, wobei F eine stetige Verteilungsfunktion sei. Fiir ein
festes t € R mit F (t) < 1 betrachte man die Zerlegung des Intervalls (—oo,t| mittels
to < .-+ < txg =t mit K € N. Zunéchst soll die Doob-Meyer-Zerlegung der diskretisierten

Empirischen Verteilungsfunktion gefunden werden.

Satz 3.1. Sei (F,,F) die Empirische Verteilungsfunktion mit natirlicher Filtration. Dann
gilt firk=1,...,K

F(tg) — F (tp—1)

E (Fu (t4)| Fois) = Fi (5-2) + (1= F (65-1) — = s

Beweis. Die Mengen

{XiSto},{to<X¢Stl},...,{tk_l<Xi§tk},{Xi>tk}

bilden eine Partition des Grundraumes fiir jedes i = 1,...,n. Da Xi,..., X,, unabhéngig

und identisch verteilt sind, ist die gemeinsame Verteilung der mit n multiplizierten Zuwéchse

23



3 Die Empirische Verteilungsfunktion

der Empirischen Verteilungsfunktion eine Multinomialverteilung. Es gilt also

n(Fn (to), Fn (t1) = Fo (t0) s+ oy Fn (tk) — o (th—1) , 1 = Fy (1))

NMult(n7 (F(tO)aF(tl)7F(t0)7~--7F(tk)7F(tk—1)717F(tk)))'
Damit gilt fir 0 <my <---<mp <n

P(Fn(tl):% fﬁrallel:O,...,k)

= (F (1) = 22 By (h) = Fo (f0) = 20 Fy (tg) — F (tg) = 21
n n n
( " )
mog Mmmi1—Mg --- mp —Mg_1 N — Mg
k—1
CF(t0)™ T (F (tirn) = F (8))™ 7™ (1= F (t))" ™
=0
und fiir die bedingte Verteilung
P(Fn(tk) - %(Fn(tl) - % fiir allel:O,...,k;—l)

 P(F.(t) ="+ firallel=0,...,k)
CP(F () = fijrallel:O...,k—l)

(2 (P (k)

:P(Fn (tr) = ‘F (tho1) = m;ﬁb—l).

Somit ist F;, ein Markov-Prozess bzgl. seiner natiirlichen Filtration. Weiter gilt schlieftlich

E (Fn (tr)| Fr (tp_1) = ml:;l)

24



3 Die Empirische Verteilungsfunktion

m=mpg—1

m=0
_ Mk (1 _ mk—l) F (k) — F (te—1)
n n 1—F (tk—1)

£ o) () ()

B ) (R ()

O

Man betrachte einen beliebigen Startzeitpunkt tg € R. Beziiglich der diskreten Filtrati-

on FK = (]:t{f)ke{o,...,K}

gal MOK — ()

(Fr (te))kevo,... 1y

ke{0,.., K}

MK = MOK 4 F, (t) — E (Fn (tk)|}“t]§71)

tp—1

— M+ B ()~ B () — (1 By ()

der Doob-Meyer-Zerlegung von (Fff,}'K), wobei FK

F(ty) — F(tp-1)

te—1

1—F (tk—1)

Setze M&K := F, (tp). Dann gilt

k
Mtok,K = F, (t}) 7211*]7”7@’“—1)(5’(%) —F(tj_1)) firk=0,...,K.

25
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Damit ist die diskrete Version der Doob-Meyer-Zerlegung gefunden und fiir die zeitstetige

Version ergibt sich nach Grenziibergang:

Satz 3.2. Die Empirische Verteilungsfunktion mit ihrer natirlichen Filtration (F,,F) be-

sitzt das Innovationsmartingal (MO,.F) und Kompensator (AO,]:), wobei M° = (Mto)te]R

mit
MY =F, (t) — / mF(du)

(7oo’t]

und AY = (Al?)te]R mit

3.1.2 Doob-Meyer-Zerlegung von Transformationen der Empirischen

Verteilungsfunktion

Fiir eine beliebige Funktion ¢ : R? — R mit ¢ (-,x) differenzierbar fiir 2 € {0, %, cee 1}
betrachte man den Prozess X = (X;),c.p mit X; = ¢ (¢, F}, (t)), wobei F), die Empirische
Verteilungsfunktion sei. Fiir ein festes ¢ € R mit F (t) < 1 betrachte man wiederum die

Zerlegung des Intervalls (—oo, t] mittels tg < --- < tx =t mit K € N.

Satz 3.3. Sei (X, F) die oben genannte Transformation der Empirischen Verteilungsfunk-
tion mit der natirlichen Filtration der Empirischen Verteilungsfunktion. Dann gilt fir k =

1 K

sy
n n—h h

E (thlftk—l) = Z Z Zl{Fn(tk—l):%}

h=0m=0 j=0
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©
*o
ho)
T T T T T
0 Ui Uz Unn 1

Abbildung 3.2: Das Doob-Meyer-Martingal (M 07]:) der Empirischen Verteilungsfunktion
von unabhingig und identisch auf [0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen
Uy,...,U,, n=10.
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

() () e () (FR )

Beweis. Es gilt mit Hilfe des Beweises zu Satz 3.1

= 2) =R (500 B 01 1) )
(?‘Z;%(fk’i)( ) -

L dtm (F(tk)—F(tkl)) (1F(tk)—F(tk1)>"mj
. 1—F (tg-1) 1= F(tp-1)

1— F(th

e (w53")
m)(p (tk,j—;m> (F(tk) _F(tk)—l))j
(

Damit gilt nun

E(Xul Fii) = 3 Lp, == B (than (tk—1) = %)

m=0
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion
=Xt 2 2 () () e () (MRS
S S (137 (o 222 (i)
=58 Yo (70" () e (075 (R

O

Man betrachte einen beliebigen Startzeitpunkt ¢ty € R. Beziiglich der diskreten Filtration
FE = (}_tlrf)ke{o LK) mit 7 = o (F, (t;) : | < k) gilt fiir das Innovationsmartingal M* =

LK) der Doob-Meyer-Zerlegung von (XK,]:K)7 wobei XX = (th)ke{o,...,K}7

Mtjk( MtIk( 1 +th - (th| th— 1)

n n—h h

= M ot Fa () =Y D0 D p 4 —m)

h=0m=0 5=0

()0 oo 252) (2t

= ME |+ ¢ty Fy (t) — ¢ (b, F (ti—1))

~Umengestyn (U= Fo (ti1))
| (SO (t’“’ Fo (i) + i) — o (tn. P (m))) (F (te) ~ F <tk1))

1—F (tg—1)

n n—h h

=222 Ynwen-u)

h=2m=0 j=0

(3 e () (255
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

=M |+ o (tr, Fu(te)) = @ (th, Fr (te-1))

—n(1—F, (tx_1)) (go (tk, Fy (te_1) + i) o (t, F (tkl))) (F (lt;i) - 5}&1;)1))

n n—h h

- Z Z Z Lp )=z

h=2m=0 j=0
(30 e () (2555

Nun ergibt sich durch Induktion

k
ME =Xy, + ) @t Fa (0) — @ (41, Fo (t1-1))

M=

n n—h

1 h=2m=0

()?

Es gilt weiter

=1

Mw

h
]21{F (=2}
)

o) (i)

K
D ot Fu (1) = ¢ (b, Fo (ti-1))

=1

—ZZ (Fatiny=} (2 (6 Fu (0) = @ (11, Fu (t-1)))

=1 m=0
k n—1

=D Ymn=m) (2t Fa (0)) = ¢ (1, F (t1-1))

=1 m=0
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i
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NMk
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-
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Also gilt schliefslich

= Xy, +Z Z Lt <Xmin <t} ( (tl, ) ¢ (tl, m; 1>>

=1 m=1
) k ) 1\ Ft)—F(t-1)
;n(l F, (ti—1)) ((p (tl,Fn (ti—1) + n) @ (t, Fr (Ul))) (1—F(tl_1)>
k n n—h h
D200 Lp ==}
=1 h=2m=0 j=0

(") () vt (n 2m) (F )
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Durch Grenziibergang erhélt man wieder die zeitstetige Version. Die Zuwichse quadratischer
und hoherer Ordnung verschwinden hierbei und das resultierende Martingal lésst sich als
Integral beziiglich des F-Doob-Meyer-Martingals M° der Empirischen Verteilungsfunktion

schreiben.

Satz 3.4. Sei ty € R ein beliebiger Startwert. Der Prozess X = (X3) ) mit Xy =

te[to,oo
@ (t, Fy (1)) besitzt das Innovationsmartingal (M,F), wobei F = (Fi)iep, o0y mit Fy =

o(Fp(u):u<t), und M = (Mt)te[to,oo) mit

M, = X, + / n (go (an (u—) + 1) o, F (u—))> dF, (u)

(to,t] "
(tL n <<p (uF (u—) + i) —o(u,F, (u))> 11_E[v((1;)) dF (u)
=X, + / n ((p <an (u—) + 1) —p(u,F, (u—))) dMp.

n
(to,t]

Satz 3.5. Es existiere der Grenzwert
Tooo 1= Sl}r_noo ¢ (s,0).

Dann besitzt der Prozess X = (Xi),cp mit Xy = @ (t,F, (t)) das Innovationsmartingal

(M, F), wobei F = (Ft)ycp mit Fy =0 (Fn (u) :u <t), und M = (My),cp mit

M=+ / n (w (u Fy (u=) + 1) o, F, (u—))) dF, (u)

n
(7oovt]
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o \Q\%ﬁ\é\;\;\;\s
T T T T T T T T T T
Unn 1 0 Uin  Uzp Unin 1

Abbildung 3.3: Der Prozess X mit X; = texp(F, (t)) und sein Doob-Meyer-Martingal
(M, F), wobei die unterliegenden Zufallsvariablen Uy, ..., U,, n = 10, unab-
hingig und identisch gleichverteilt sind auf [0, 1].

=T oo+ / n (w (an (u—) + ;) — ¢ (u, By (u—))> dM?.

(—o0,t]
Weiterhin liefert die Doob-Meyer-Zerlegung folgenden Kompensator

Agi = Ati71 - Xy, +E (th|‘7:t11§71)

n n—h h

- AtI:—l = (te—1, Fu (1)) + Z Z Z 1{Fn(tk—1):%}

h=0m=0 j=0

(0 e (e 5) ()

= Atk,l + 2 (tk? F?’L (tk—l)) - (tk—lv FTL (tk—l))
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n(l—F, (tg-1)) <<,0 <tk,Fn (tg—1) + i) — ¢ (ty, Fa (tk—1))) F (ltk_) ; (f;k(_tl:)l)

n n—h h

+ Z Z Z I{Fn(tk—l):

h=2m=0 j=0
() C) e mene 1) (2552

Durch Induktion ergibt sich

k

ZSD t i (t-1)) — @ (-1, o (ti-1))

k

l _ F(t;)— F(t;—1)
DB (go (tl,Fn (i) + n) o (11, F, m_l))) T
k n n—h h
EEE S

()0 e (o) ()

Nach Grenziibergang ergibt sich auch der zeitstetige Kompensator:

Satz 3.6. Der Prozess (Xi),cp mit Xi = ¢ (t, Fy, (1)) besitzt den Kompensator (A, F), wobei
F = (Ft)er mit Fy =0 (Fy (u) :u <t) und A = (Ay),cp mit

A= g;j (u, Fy (u—))+n <¢ (an (u) + 111) — o (u,Fy (u—))> ﬁ F(du).

(700,t]

Die F-Doob-Meyer-Zerlegung von X liefert also auch hier ein Martingal, welches aus einem
Startwert und einem Integral beziiglich M° - dem F-Doob-Meyer-Martingal der Empirischen

Verteilungsfunktion - besteht, und einen Kompensator, welcher als Integral beziiglich F,
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

also einer deterministischen Funktion, geschrieben werden kann. Daraus lasst sich wieder
eine Martingaldifferentialgleichung ableiten, deren Losungen zu Martingaltransformationen

fiihren. Dies soll im Folgenden geschehen.

3.1.3 Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion

Wie auch im Spezialfall des Single-Event-Prozesses ist (X, F) genau dann ein Martingal,
falls der Integrand im Kompensator aus Satz 3.6 verschwindet. Dies fiihrt zu folgender

Martingaldifferentialgleichung:

Satz 3.7. Der Prozess X = (Xi),cp mit Xy = @ (L, Fy, (t)) ist ein Martingal bzgl. F =
(Ft)yer mit Fy =0 (F, (v) :u <), falls fir allet € R und z € {0,%,..., %=1} qilt

S

gf,(t,x)-i-n(ga (t,x—i—;) _¢(t7x)> 11_;];”@):0.

3.1.3.1 Affine Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion

Wie zuvor sollen nun zunéchst die affinen Losungen der Martingaldifferentialgleichung aus
Satz 3.7 gesucht werden, wobei affin wiederum bedeutet, dass fiir t € R die Funktion ¢ (¢, -)
affin ist. Diese Losungen fithren zu folgenden F-Martingaltransformationen der Empirischen

Verteilungsfunktion.

Satz 3.8. Seien cp,c1 € R. Dann ist der Prozess X = (Xi),cp mit

1—F, (t)

Xy = ¢
ETAT TR

+CO

ein Martingal bzgl. F = (Fy),cg mit Fy = o (Fy (u) s u < t).
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Beweis. Sei

¢ (t,x) = ar (F () +ao(F(1)).

Dann gilt

) _ Oay
o5 (b2) = =52 (F )z + 52 (F (1)

und X; = ¢ (t, F,, (t)) ist ein Martingal bzgl. F, falls

Oay ay (F (t)) Oag ay (F (t))
— (F (1)) — ———~= — (F — 27 .
<8F FEO) -T—Fm )" Tar PO+ 17
Analog zum Beweis von Satz 2.8 muss also fiir ¢g, c; € R gelten, dass
C1 C1
F(t)=———2 — und ao(F(t)=——t— +cp.
@ (F(0) = ~=Fg5 wd @ (F(0) = =g+
Also ist fiir ¢g,c; € R
1— Fu (1)
X, =
t=C1 = F (1) + ¢o

ein F-Martingal.

3.1.3.2 Polynomiale Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion

Die affinen F-Martingaltransformationen aus dem vorhergehenden Abschnitt sind tatséch-

lich nur ein Spezialfall aus der Klasse der polynomialen F-Martingaltransformationen der

Empirischen Verteilungsfunktion, wobei polynomial wiederum bedeutet, dass fiir ¢ € R die

Funktion ¢ (¢,-) ein Polynom ist. Im folgenden Satz werden Vertreter der Klasse der po-
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

i //D//f/J

Abbildung 3.4: Das Martingal (X, F) mit X; = %_t(t), wobei die unterliegenden Zufallsva-

riablen Uy, ...,U,, n = 10, unabhingig und identisch gleichverteilt sind auf
[0,1].

X
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

lynomialen F-Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion vorgestellt,
welche eine Basis aller polynomialen F-Martingaltransformationen der Empirischen Vertei-

lungsfunktion der Form X = (X}), p mit Xy = ¢ (t, I, (t)) sind.

Satz 3.9. Seim € {0,...,n}. Dann ist der Prozess X™ = (X{"),cp mit

X~ (n —m)In™ H

j=n—(m-—1)

— 3=

_Fn(t)
—F (1)

ein Martingal bzgl. F = (Fy),cg mit Fy = o (Fy (u) 1 u < t).

Beweis. Setze

j=n—(m-—1)
t,x) = i
2D =0 E W)
Dann gilt
m M (G-
37<p (t J,‘) _ j=n—(m-—1)
oF = (1-F)™
und

j=n—(m—1) j=n—(m—1) 11—z

C-F@)™ Q-F@)" 1= F(1)
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

nA-a (5o -0-w) T (o)
(1—F ()"
m I (:-2)
j=n—(m-1)

(1= F ()"

Also erfiillt ¢ die Martingal-Differentialgleichung aus Satz 3.7 und X; = ("77:7,)'"”790 (t, Fp, (1))

ist ein Martingal bzgl. F.

O

Bemerkung 3.10. 1. Durch den Faktor W wird sichergestellt, dass die Martin-

gale aus Satz 3.9 alle im Wert 1 starten.

. Die Martingale aus Satz 3.9 sind nichtnegativ und fallen auf den Wert 0, sobald die

Empirische Verteilungsfunktion den Wert 1— mT’l erreicht. Zur vollstdndigen Kenntnis
des Martingals werden also nur die ersten n — (m — 1) Ordnungsstatistiken benétigt.
Dadurch werden diese Martingale interessant im Fall von Typ-II-Rechtszensierungen,

in denen nur die ersten n — (m — 1) Ordnungsstatistiken beobachtet werden.

. Durch Linearkombinationen der Martingale aus Satz 3.9 erhélt man s&mtliche poly-

nomiale F-Martingale, die sich aus F}, gewinnen lassen.

3.1.3.3 Exponentielle Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion

Auf der Suche nach weiteren Martingaltransformationen kann beispielsweise ein exponenti-

eller Ansatz gewahlt werden. Auch hier ergeben sich eine ganze Reihe von Martingaltrans-

formationen.
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

)

0 Us U, Un-m 1

Abbildung 3.5: Das Martingal (X™, F) aus Satz 3.9 mit n = 10 und m = 4, wobei die un-
terliegenden Zufallsvariablen Ui, ..., U,, unabhingig und identisch gleich-
verteilt sind auf [0, 1].
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Satz 3.11. Seien cy,c € R. Dann ist der Prozess X = (Xi),cp mit

¢ \"OF )

Xi=eo (14—
o (4 )

ein Martingal bzgl. F = (Fy),cg mit Fy = o (Fy (u) s u < t).

Beweis. Setze

¢ (t,2) = exp (a1 (F (1)) x + ao (F (1)) -

Dann gilt

sowie

n (g& <t,x + i) —y (t,a:)) =n <eXp <a1 (F (1)) <:c + ;) +ao(F (t))) .y (t,x))
(o (ED) 1)

und X; = ¢ (¢, F,, (t)) ist ein Martingal bzgl. F, falls

a1 (F(1)) a1 (F(1))
exp -l e ]. exp el ].
(6‘“ (F (1) —n ( ) )x+aaO(F(t))+n ( ) = 0.

OF 1-F(t) OF 1—F(t)
Somit gilt
a1 (F(?) a1 (F(1)
day xp (f) -1 day _oexp (T) -1
A Ty T R T A Sy T
< a(F(t)=-nl (1 + 1C}(t)> fir ein ¢; € R
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

a1 (F(t)
exp | — — ) —1
( ) =0 & Oag (F(t)=—-n

1—F (1) OF

exp(aﬂi“”) 1

1-F (1)

Ef@ﬁ»:nO—FQDU+q—Fu»

o aMFU»:nm(lt?;é;ﬂ

fir ein ¢; € R

) + o fiir ¢1,c0 € R.
Es gilt also

¢ (t,z) =exp (a1 (F (1) z +ao (F (1))
—mewm(1_F@)+nm<L“”_Fm>+@> fiir ¢1,é € R

1+c¢ —F(t) 1-F(t)
 [lta-FE\""
_02< - F () fir c¢1,c0 € R

n(l—x)
= C9 (1—1—16;‘(”) fur Cl,CQER.

O
Bei genauerer Betrachtung sind die in Satz 3.11 beschriebenen exponentiellen Martingale
jedoch lediglich spezielle polynomiale F-Martingale.

Satz 3.12. Sei X = (Xy),cp ein exponentielles F-Martingal mit c1,co € R, d.h.

Xt:CQ (1_’_101

n(1—Fo (1))
F (ﬂ)
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Xt
1 co(1+c,)"
Il Il
N
\f)
o

0 U; Up Un 1
t
n(1—Fy(t))
Abbildung 3.6: Das Martingal (X, F) mit X; = co (1 + 1C—1t> mit ¢; = % und ¢y =
%, wobei die unterliegenden Zufallsvariablen Uy, ..., U,, n = 10, unabhéngig

und identisch gleichverteilt sind auf [0, 1].
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

und seien X™ = (X{"),cp, m € {0,...,n}, polynomiale F-Martingale mit

R O S )

Dann gilt fir alle t € R

wobei

Beweis. Es gilt einerseits

1 n(1—F,(t))
X; = 14+ ———
: ( +1—F(t>>

n(1—Fn(t))

S e (n B0

m
m=0

und andererseits

- m - (’I’Z — m)|nm L F, (t)
mZ:O“th :mzzoa’" o 11 nl—Fn(t)

n—m)! )
o | ECRRTC)

M=

0

<

n j=n—(m-1)

(n—m)!(n(1—F,())!
"nl(n(1—F, @) -m)!(1-F@))"
am (n (1-F, (t))) 1

o () m (1T=F@®)™

NE

a

m=0

M=

3
Il
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

n
Fir a,, = ( )c{”cz gilt also X = >~ a,, X™.

n
m
m=0

3.1.3.4 Allgemeine Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion

Satz 3.12 hat gezeigt, dass sich die exponentiellen F-Martingale als Linearkombinationen
der polynomialen F-Martingale darstellen lassen. Im Folgenden wird gezeigt, dass die po-
lynomialen F-Martingale tatséchlich eine Basis fiir den Raum aller Martingale (X, F) mit

X = (o(t, Fr(t))er und F = (Fy),cp mit Fy = o (Fy, (u) : u < t) bilden.

Satz 3.13. Sei X = (Xi),cp mit Xy = o (8, Fy, (t)) ein Martingal bzgl. F = (F),cg- Dann

existieren cg, .. .,c, € R, sodass
n
Xp= Y emX",
m=0
wobei
n—m)ln™ " L —F,(t)
xp = (mmm)in” a= Bl o,y
! n/! _ H 1—F(t) { }
j=n—(m-—1)
Beweis. Die Empirische Verteilungsfunktion kann nur die Zusténde 0, %, ..., 1 annehmen.

Daher lasst sich jeder Prozess X mit X; = o (¢, F,, (t)) wie folgt schreiben:

Xt = Z Pm (t) 1{Fn(t):%}7
m=0

wobei ¢y, (t) = ¢ (t,2) fiir t € R und m € {0,...,n}. Damit X ein F-Martingal ist, muss
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

,n} und s < ¢ gelten, dass

fir m € {0,. ..

.

)ﬂ—m n
J 1

—on )

T
2
RS
sz
Ry |y
[
| —
N———
g
|
N
7 N
—
w0
2~
M |2
LT
= |
S~ —
~
N———
g TN
i £ g
7N
| £ '
2L~
“lw 2
I ‘S
— | — S
—
EEAL
= I
g ~
S +
Il
=
g
S

n—m
: )

(t)

o (o)
©m (5) (
o (6) (12

D IRZ10
j=m+1

<~ Pm (t)
< Pm (t)
<~ Pm (t)

1—F(s)
1—F(t)

(e

g = _m

)

n—m
j—m
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Man betrachte den Startpunkt sg = sup {F' (s) = 0}, wobei sg = —oo, falls F' (s) > 0 fiir alle
seR

s € R. Dann gilt obige Gleichung auch fiir s = s, also

- E 0l E e ()

j:m+1 7

bzw. falls sg = —c0

on(® = 1m o) (1—5)

-2 w0 (e ()

Jj=m+1 i=m

Setze v, (S0) = am € R, falls sg € R, bzw. lim ¢, (s) = a,n, € R, falls s9 = —oo. Dann

S—

folgt also
u 1 B - _ n—m\ < J—m\ , liem 1
o (6) = e — Y () oMy (I2m) ey eyt

j=m+1 i=m

Mit vollstéindiger Induktion zeigt man nun, dass fiir gewisse 7" mit m € {0,...,n} und

j €{0,...,n—m} fir die explizite Darstellung gilt

pm(t) =Y —2I— brER

Mit by = a, ist diese Behauptung fiir m = n offensichtlich richtig. Die Behauptung gelte
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

nun fiir alle m > mg, wobei mg € {0,...,n — 1}. Dann folgt
Qm - n —mg m —mg 1)z mo
0= e X ( )2 (o) o
oo )= et = 3 en) (200 )

pm

_% « z mo (T8 Mo m = mo J
B I 55 o8 (m_mo (Y Ty

m=mo+1 j=0 i=myg

_ Amg L= 1, mo mo m—mo b;n
-Fo"™ %Z; Z <m mo (Z‘— mo ) (L= F ()"

bm

_ Amg z mo ( m0> (m—mo) j—(m—1) .
(- F )™ m;zm% m—mo)\i=mo ) (1= F (1))
a S (= mo\ B o)
_ mo j—(m—mo .
Q=F@)" ™ 2 % mzm (m - mo> (1-F (1)
Z Z Z z mo < m0> <m—m0> bjm—(m—i) 4
m=mo+1i=mo+1j=m—i m—mo t—=mo (1 - F (t))]
_ # nfo mi] <"—mo> i
(L= F(t) ™ =1 m=mo+1 NV T 10 (1-F()
n bm )
Z 3 Z ji=mo ( mo) (m—mo> jm(m—i)
i=mo+1m=ij=m—i m—=mo i —mo (1 —F (t))j

a nfo ﬂf] n —mo bm( )
_$ _J—{m=mo)_
(I—F n mo s <m_m0> (1_F(t))J
n n—i i+j —-m m—m bmﬁ i
SOl ) ST A T e s
i=mo+1 j=0 m=i m—mo L —=mo (17F(t))]
ey S () M
7$ _J—(m=mo)_
(1— F ()" ™ L \m—mo (1—F (1))
il S m( mo)(ﬂ%—mo)bﬁ”—(w
m—mo) \i—mo ) (1—F 1)

i=mo+1m=1
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Also gilt

mit

m=mo-+1

3 Die Empirische Verteilungsfunktion

@ (t):ni%i. b7 € R
e = (1-F@)y
n
e £ (2
n
B (7

m=mgo+1

mo+7J n—j l+j
pmo — _ E n—=mo\,m ‘ _ § : 2 : (_1)l7’m0 n—mo
7 m—mg) MotiTm m— mg

l=mo+1m=l

fir j e {1,...,n—mo —1}.

Mit einer weiteren vollstdndigen Induktion zeigt man, dass

m n—m
bj_( j )

Offensichtlich gilt die Behauptung fiir m = n. Sei mg € {0,

0,...

5 ()0 s m=oiem,

=0

gelte fiir alle m > mg. Nun gilt

n

m—m n—mg
bﬂlo — _1 0 ( )bm
: mgn:o“( ) S L
=— > (=pm (n - mo)%
m=mo+1 m—mo

e ()

m=0

:an<1—
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

= ap.
Weiter gilt
P ol (e [
“enem 3 B () e

=am = )
=am = )

<
) )
")
<

Il
7
hgF
(=]
/N
S
- |
3
'
—~
=
3
|
3
S
!
3
l

Schlieklich gilt fur j € {1,...,n —mg — 1}:

(ORI mo g n—mg\ [m—mg
mo __ - m l—mg - - m
= Y (T e 2 S 0 (2T (T

m=mg+1 l=mo+1m=l
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mo+j mo+j—m i
D D D (e 1 (R | [ Vit
m—mo) \mo+j—m i o

m=mgo+1 i=0

n—j I+j l+5—m .
n—mg\ [m—mg n—m l+j—m j—m—i—m
-y ¥ % . ‘ (-1) *an—
m— mg Il —mg l+7—m (]

l=mo+1m=Il =0

=1 mo+j—i .
S (oY (e V(o i o (e,
m—mg/) \mg+j—m . o

=0 m=mo+1

m-+1—mg I —mo J—m i

l=mo+1 m=0 =0

. (_1)j—m—l—i—m0 Ui

j—1 motj—i ;
D IR D S | (R | ) O A
m—mg) \'mg+7j—m i o

=0 m=mo+1

2SI ol IR | s e T

% m=0l=mo+1

n—1

=1 =i ;
Z n—mo> <n—m—mo> (] —m) (1™ g, .
. . n—1
i=0 m=1 ( m J—m !
_zj:jz—fn—ﬁw—j n —mg m+l n—mofm—l j*m (_l)j—m—l—ia )
o - m+1 l j—m i n

. (_1)j—m—l—i—mo
1

M |

o [ Gy IS
5> G 0 [STE o G S
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_ (n y m) Z (a) 1 ia, .

Also gilt

& (n_jmo) (] j—i L
Omg (1) = jz:;) (l—F(t))]Zz_;(l) (=) " ap_y, a;eRfirie{0,...,n}.

Sei nun X = (X¢),cp mit Xy = ¢ (t, F;, (t)) ein Martingal bzgl. F = (F;),cp - Dann gilt

n n—m (n;m) 7 j i
Xi = Z Z WZ (z) (1) a‘n—il{pn(t):% .

m=0 j=0 t))j i=0

Desweiteren gilt

—mo n .
_ (77, — mo)' ]—m
-2 n! 11 1—F(t) Yrw=2}

j=n—(mo—1)
Y (n—mg)! (n = m)! .
N p nl(n—m—mg)! (1 _F(t))mo {Fn(t)=2

1 m
STE@T 2 () Hmo-z)

Damit folgt

i i 1 nino n—mo
Cm Xmo _ Cm _ 1:; ) B
mo=0 " mo=0 C(1—F ()™ — (m) {FPa(t)=22}

m=0 j=0 Ml{ﬂb(ﬂ:%}'
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Weiter gilt

%j AYE i=i, __nim(”;b—j)cj - .
o(l—F(t))jZ(i)( D nﬂiZ(”)(l—F(t))j vm € {0,....n}

0

s
I

-
<

(”—m)zjj Z) (1Y " ap_i = (mn)cj VYm € {0,...,n},j€{0,...,n—m}
)

Damit folgt schlieflich die Behauptung.

O
Dem Beweis des vorhergehenden Satzes ist sogar die konkrete Darstellung eines F-Martingals
X = (Xt),ep mit Xy = ¢ (¢, F, () zu entnehmen.

Korollar 3.14. Sei X = (Xi),cp mit Xy = @ (L, Fy, (t)) ein Martingal bzgl. F = (Ft),cp-

Dann existieren aq, . ..,a, € R mit
m = lim gp(s,—) firm=0,....n
S——00 n
und es gilt

m m—1 m
(Z) (_1) a”ﬂ*iXt )

K2

=% o)

m
=0

wobei
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

3.2 Reverse Doob-Meyer-Zerlegungen fiir die Empirische

Verteilungsfunktion

Fiir spatere Anwendungen ist es hilfreich, die Empirische Verteilungsfunktion und Trans-
formationen X = (X;),cp der Form X; = ¢ (¢, F;, (t)) auch in ,umgekehrter Zeit“ zu be-
trachten, also beziiglich der natiirlichen reversen Filtration der Empirischen Verteilungs-
funktion G = (G¢),cp mit Gy = o (F, (u) : w > t). Im Folgenden soll zuerst die reverse Doob-
Meyer-Zerlegung beziiglich G der Empirischen Verteilungsfunktion selbst und anschliefend
die reverse Doob-Meyer-Zerlegung beziiglich G von Transformationen der genannten Form
gefunden werden. Daraus leiten sich wiederum reverse G-Martingaltransformationen ab, der
Losungen zum Abschluss des Abschnitts hergeleitet werden. Dabei stellt sich heraus, dass

die gefundenen reversen G-Martingaltransformationen eine vollstiandige Klasse bilden.

3.2.1 Reverse Doob-Meyer-Zerlegung der Empirischen

Verteilungsfunktion

Man betrachte die unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen Xq,..., X,, n € N,
mit X; ~ F, wobei F eine stetige Verteilungsfunktion ist. Fiir ein festes ¢t € R mit F (¢) > 0
betrachte die Zerlegung des Intervalls [t, 00) mittels t =ty < -+ < tx mit K € N. Zunéchst
soll die reverse Doob-Meyer-Zerlegung der diskretisierten Empirischen Verteilungsfunktion

gefunden werden.

Satz 3.15. Sei (F),,G) die Empirische Verteilungsfunktion mit natirlicher reverser Filtra-
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion
tion. Dann gilt fir k=20,... ., K —1

Fn (tk-i-l)

F(tk+l) (F (thrl) - F<tk)> .

E (F’ﬂ (tk)l gtk+1) =F, (thrl) -

Beweis. Die Mengen
{Xl < tk},{tk < Xl < tk—i—l}a-- .,{tK_l < Xl < tK},{Xi > tK}

bilden eine Partition des Grundraumes fiir jedes i« = 1,...,n. Da Xi,..., X,, unabhéngig
und identisch verteilt sind, ist die gemeinsame Verteilung der Zuwichse der Empirischen

Verteilungsfunktion eine Multinomialverteilung. Es gilt also

n(Fn(tk)aFn(tk+1)_Fn(tk)a---an(tK>_Fn(thl)al_Fn(tK»

o Mult (1, (o (84) , P (b41) — Fa (85) -+ Fo (1) — Fo (tc1) 1 — Fo (£50)))
Damit gilt fir 0 <my <---<mg <n

P(Fn(tl):% fﬁraﬂel:k,...,K)

- <Fn (te) = %Fn (tisr) — Fy (81) = @ fir alle | = k,..., K — 1)

n

<mk Mmrg+1 — Mg mg —mMg—1 n—mK>

K-1
F ()™ [ (F (tn) = F (1) ™7™ (1= F ()" ™
=k
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion
und fiir die bedingte Verteilung

P(Fn(tk):%‘Fn(tl):% fﬁrauezzk+1,...,K)

]P’(Fn(tl =1 fﬁrallel:k,...,K)
P(F, () =" firallel=Fk+1,...,K)

<If(t(;i)1)>% (1_ m>mk+l—mk
)

m m
:P(Fn (ty) = %)Fn (tsr) = ’:L“).

Somit ist F}, ein reverser Markov-Prozess bzgl. seiner natiirlichen reversen Filtration. Weiter

gilt schliefslich

E (Fn (tr) Fy (try1) = mf@“)

B () (A

m=0
= gjf(m;;H) (%)m (1_ F]:(gi)l)>mk+1m
= m];l+1 .me:'z;)l <mk+ﬂl’L_ 1> <Fm>m (1 _ Fm)mkﬂlm
_ iy k)
no F(tggr)
e mi F(t) = F ()
" " F (tg41)

O

Man betrachte einen beliebigen Startzeitpunkt tx € R. Beziiglich der diskreten reversen

Filtration GK = (gt{f)ke{o Ly it G = o (F, (1) : 1 > k) gilt fiir das reverse Innovati-
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

onsmartingal M0 = (Mfk(’o) der reversen Doob-Meyer-Zerlegung von (Ff .GK ),

ke{0,...,.K}
wobei FE = (F, (tk))ke{o,...,K}’

MK = MOK L F, () - E (Fn (t1)] g,{;ﬂ)

tet1
Fn (tk-i-l)

0,K
= Mtk+1 + F’” (tk) - (Fn (tk+1) - r (tk+1)

(F (ts1) F<tk>>) |

Setze Mtlf(’o = F, (tx). Dann gilt

K-—1
F, (t; .
MEC = Byt + 3 ) (0 - P ) k=0 K
=k

Fiir den reversen Kompensator A% = (Af( ’0> gilt demzufolge
k Jkefo,..., K}
K—1
F, (t; .
ARt == F((tJ“)) (F(tjy1) — F(t;) firk=0,..., K.
j=k J+1

Damit ist die diskrete Version der reversen Doob-Meyer-Zerlegung gefunden und fiir die

zeitstetige Version ergibt sich nach Grenziibergang:

Satz 3.16. Die Empirische Verteilungsfunktion mit ihrer natirlichen reversen Filtration
(Fn,G) besitzt das reverse Innovationsmartingal (MO,Q) und den reversen Kompensator

(Ao,g), wobei MO = (Mto)te]R mit

M) =F, (t) + / 7

[t,00)
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. \\

*o

>
B \\\\

0 U, Uz Unn 1

Abbildung 3.7: Das reverse Doob-Meyer-Martingal (M O,Q) der Empirischen Verteilungs-
funktion von unabhéngig und identisch auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsva-
riablen Uy,...,U,, n = 10.

und A° = (A?)teR mit

58
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3.2.2 Reverse Doob-Meyer-Zerlegung von Transformationen der

Empirischen Verteilungsfunktion

Fiir eine beliebige Funktion ¢ : R? — R mit ¢ (-,x) differenzierbar fiir 2 € {0, %, ceey 1}
betrachte man den Prozess X = (X;),cp mit X; = ¢ (¢, F}, (t)), wobei F), die Empirische
Verteilungsfunktion ist. Fiir ein festes t € R mit F' (¢) > 0 betrachte wiederum die Zerlegung

des Intervalls [t, 00) mittels ¢t =t < -+ < tx mit K € N.

Satz 3.17. Sei (X, G) die oben genannte Transformation der Empirischen Verteilungsfunk-
tion mit der natirlichen reversen Filtration der Empirischen Verteilungsfunktion. Dann gilt

firk=0,...,K —1

n n h
E (th | gtk+1) = Z Z Z 1{Fn(tk+l):%}

h=0m=h j=0

(D) e () (25

Beweis. Es gilt

(th\F (tes1) =

:_()w

(
2 (7)o
> (5)e(

Jj=0

( (ks o (L)) o (Eh4) = 7:;)

)- |

> <F(tk+1 ) ( (t(k+)1)> ] |
) ( tk+1tk+1 ) ( tk+1fk+1 tk))mj
)

(F tk+1tk+1 tk)) Z (2) (_F(tkgl(ikﬂl;(tk))h

h=0

tkv

mw 3\5

<.
S|

S I~

t/m
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

S (1) (1) oo 2) (Rl r )y
(o) e () (M)
() () v () (Flp )

E (X1, |Gr)) = Z L= ) B (X | Fy (ts1) = %)
:g_:ol{F( m>_"f}
23 (L) e () (F )
Wom ok
T )
(20 (e
n h
pyr o

(.2 ) (250 ()

5 e (1)) 0o o2 228) (P
5 S () ) ()
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

O

Man betrachte einen beliebigen Startzeitpunkt tx € R. Beziiglich der diskreten reversen
Filtration GK = (gtj,f)ke{o K} it G = o (F, (1) : 1 > k) gilt fiir das reverse Innovati-

onsmartingal M* = (Mt}k( ) } der reversen Doob-Meyer-Zerlegung von (X K gK ),

ke{0,....K

wobei XX = (th>k€{0,...,K}’

M =Mf

tet1

+ Xp, — B (Xu |G, )

= M+ o (tr, Fy (1))
5 S ey (1) () o () ()

+ ¥ (tkv Fn (tk)) —p (tkn Fn (tk+1))

= ME

tet1

+ 1{Fn(tk+1)2%}

S (bess) (ga (b, o (tes1) — (tk,Fn (test) — i)) F (t’“;(i]; 5 (t)

EE St (0 (i)

h=2m=h j=0

= My, = (¢ (te, F (tres1) — @ (t, F (1))

+nFy (tkt1) (@ (tks Fn (te41)) — (%Fn (th+1) — i)) F (tk;(ik;f;(tk)

25 St (1) ) 0o () ()

h=2m=h j=0
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Nun ergibt sich durch Induktion

K-1
ME =M =" o (t, Fo (tis1)) — ¢ (t, Fo (1))
1=k
nky (ti41) <<P (ti, Fr (ti41)) — ¢ (tl’F" (bi1) - 71L>) B

F(ti41)
n n h
Z Z Z Z 1{Fn(tl+1)* m}

I=k h=2m=h j=0

(? ()" (tu m;j) (F(tlgl()t;j (tl))h-

Es gilt
K-1
@ (t1, Fu (t11)) = @ (t1, Fu (1)
= K—-1 n
= 303 Ym0 (s Fa () = 0 (6, Fo (1))
=k m=0
K-1

1{Fn(tl iy L =my (0 (B Fa () — @ (0, B (82)))

Yrw=2} Yr =2} (‘p (t“ %) oY <“’ i))
- zn: Z Aren=2} Y r =2} (‘P (tl’ h21> I (tsz))
— >3 h—oil{Fn(tl e w=m) ( <tl’ h:;]') e (tl’ Z))
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

=

m—1

- ) h+1 h
Z Z Z {F (tl)_n} {Fn(tl+1)—m} b, n ¥ tl’g
=k m=1 h=0
K—1n—1 n h—|— 1 h
= l{F (t’<h} {Futipn)= m}<<p(tz, " )—go(tz,n>)
I=k h=0m=nh+1
B K‘l"‘ll h+1 h
- ZZ {Fn(tl)S%}I{Fn(tH_l)>%} et " - ¥ tz,ﬁ
I=k h=0
K—-1 n m m—1
= 1{tl<Xm:,,,§tl+1} ¥ (tl» ;) —@ | t, T .
=k m=1

Setze M := X;,.. Dann gilt

5 s (5 () s (171))
F

=k m=1
o ) 1)) Pl - P
+ ; nF, (ti+1) ( (t1, Fn (tig1)) — (tl’F" (t1) n>> F(ti41)
K—-1 n n h
- Z Z Z Z_: l{F (try1)="

l=k h=2m=hj

k
( )(h (tl —j) (F(m)—mm)h
J Ton F (tig1)
Nun erhélt man durch Grenziibergang wieder die zeitstetige Version. Die Zuwéchse quadra-
tischer und hoherer Ordnung verschwinden hierbei und das resultierende reverse Martingal

lisst sich als Integral beziiglich des reversen G-Doob-Meyer-Martingals M der Empirischen

Verteilungsfunktion schreiben.

Satz 3.18. Seitx € R ein beliebiger Startwert. Der Prozess X = (Xi) | mit Xy =

te(—oo,ti

@ (t, F (t)) besitzt das reverse Innovationsmartingal (M,G), wobei G = (Gt),cp mit Gy =
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

o (Fy(u) iu>t), und M = (My)ye(_oo 4, mil

M, = X, + / n ((p (u, Fy () — (u,Fn (u) - i)) dF, (u)

ttr)

(e @) - (wE @) - 1)) B e )

[t,tK)

= Xi + / n (ga (u, Fy, (u)) — <an (u) — 1)) dM?.

n
[t,t}()

Satz 3.19. FEs existiere der Grenzwert

ZToo := lim ¢ (s,1).

5— 00

Dann besitzt der Prozess X = (Xi),cp mit Xy = ¢ (t, F,, (t)) das reverse Innovationsmar-

tingal (M, G), wobei G = (Gt),cp mit Gt = o (Fy, (u) s u > t), und M = (My),cp mit

M, = 70 + / n(ap(u,Fn(u))—go(u,Fn(u)—i)) dF, (u)

[t,00)

o Ew) - (wFaw) - 1)) 2 g

[t,00)

Weiterhin liefert die Doob-Meyer-Zerlegung folgenden Kompensator

Aff = Af

41

- th+1 + E (th ‘ gtk—l)

= Af = o (terr, Fu (try1))
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Abbildung 3.8: Der Prozess X mit X; = texp (F, (t)) und sein reverses Doob-Meyer-
Martingal (M,G), wobei die unterliegenden Zufallsvariablen Uy, ..., U,,
n = 10, unabhéngig und identisch gleichverteilt sind auf [0, 1].
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

EE B (o) (U5

h=0 m=h j=0

= AL =0 (trr1, Fu (ter1) + 9 (e, Fo (trg1))

—nF, (tp1) (w (te, Fu (trr1)) — ¢ <t’“F” (tesr) - i))

n n h
22 2 Yrn==}

h=2 m=h j=0
(D) e (omven-1) (25

Durch Induktion ergibt sich

F (tg1) — F (tr)
F (tg41)

K-1

AR == " (@ (g1, Fu (ti41)) — @ (b1, Fo (tig1)))
—k
K-1
1 F(t —F(t
=3 0B (ti) (0 B () = (0 B (1) — ~ ) ) EU) Z 1)
=k n F(tl+1)
K—-1 n n h
+ Z Z 1{Fn(t1+1):%
I=k h=2m=h j=0

. (7;: (?) (—1)" (tl,Fn (te1) — i) <W);

Nach Grenziibergang ergibt sich wiederum der zeitstetige reverse Kompensator:

Satz 3.20. Der Prozess (Xi),cp mit Xy = @ (t, Fy, (t)) besitzt den reversen Kompensator
(A,G), wobei G = (Gi)ye mit Gy = o (Fy, (u) 1 u>1t) und A = (Ay),cp mit

A= [ GowF )+ (o) o (w0 - 1) ) ) F ).

[t,00)
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Die reverse G-Doob-Meyer-Zerlegung von X liefert wiederum ein reverses Martingal, wel-
ches aus einem Startwert und einem Integral beziiglich M° - dem reversen G-Doob-Meyer-
Martingal der Empirischen Verteilungsfunktion - besteht, und einen reversen Kompensator,
welcher als Integral beziiglich F', also einer deterministischen Funktion, geschrieben werden
kann. Daraus lisst sich eine reverse Martingaldifferentialgleichung ableiten, deren Lisungen

zu reversen Martingaltransformationen fiihren. Dies soll im Folgenden geschehen.

3.2.3 Reverse Martingaltransformationen der Empirischen

Verteilungsfunktion

Wie zuvor ist (X,G) genau dann ein reverses Martingal, falls der Integrand im reversen
Kompensator aus Satz 3.20 verschwindet. Dies fiihrt zu folgender reverser Martingaldiffe-

rentialgleichung, deren Losungen im Anschluss hergeleitet werden.

Satz 3.21. Der Prozess X = (Xi),cp mit Xy = @ (t, Fy, (1)) ist ein reverses Martingal bzgl.

G = (Gt)er mit Gy = o (F, (u) : uw>t), falls fir allet € R und x € {%,...,2=L 1} gilt

gﬁ(t,an(w(t,x)—@(t,x— ?11)) Faét) —0.

3.2.3.1 Affine reverse Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion

Wie auch im vohergehenden Abschnitt sollen zunéchst die affinen Lésungen der reversen
Martingaldifferentialgleichung aus Satz 3.21 gefunden werden, wobei affin bedeutet, dass fiir
t € R die Funktion ¢ (¢,-) affin ist. Diese Losungen fithren zu folgenden affinen reversen

G-Martingaltransformationen.
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Satz 3.22. Seien co,c1 € R. Dann ist der Prozess X = (X¢),cp mit

F (1)
F (%)

Xi =0 + ¢o
ein reverses Martingal bzgl. G = (G¢),cp mit Gy = 0 (F, (u) 1 u >t).

Beweis. Sei

Dann gilt
o 8a1

und X; = ¢ (t, F,, (1)) ist ein Martingal bzgl. G, falls

(g‘; (P () + 20 “))) v+ 9% (7 1)) = 0.

Nun muss also gelten

C
a1 (F (1)) = F(lt) und  aq (F () = o
Also ist fiir ¢g,c; € R
_ ()
Xi=a o) + ¢o

ein reverses G-Martingal.

68



3 Die Empirische Verteilungsfunktion

-

Abbildung 3.9: Das reverse Martingal (X, G) mit X; = %@, wobei die unterliegenden Zu-
fallsvariablen Uy,...,U,, n = 10, unabhingig und identisch gleichverteilt

sind auf [0, 1].
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

3.2.3.2 Polynomiale reverse Martingaltransformationen der Empirischen

Verteilungsfunktion

Wie auch im nicht-reversen Fall sind die affinen reversen Martingaltransformationen aus Satz
3.22 ein Spezialfall aus der Klasse der polynomialen reversen G-Martingaltransformationen
der Empirischen Verteilungsfunktion. Auch hier ist mit polynomial gemeint, dass fiir t € R
die Funktion ¢ (¢,-) ein Polynom ist. Im folgenden Satz werden Vertreter der Klasse der
polynomialen reversen G-Martingaltransformationen der Empirischen Verteilungsfunktion
vorgestellt, welche eine Basis aller polynomialen reversen G-Martingaltransformationen der

Empirischen Verteilungsfunktion der Form X = (X;), p mit X; = ¢ (¢, [}, (t)) sind.

Satz 3.23. Seim € {0,...,n}. Dann ist der Prozess X™ = (X{"),cp mil

IS

m (n—m)n™ R, () —
Xt = n!

=0

ein reverses Martingal bzgl. G = (Gt),cp mit Gy = 0 (F (u) :u > t).

Beweis. Setze

m—1
(- )
_ ]:
Dann gilt
m—1

, w'Tl (- 4)
T (ta) = ——
OF F ()
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

und

M- TeE-4)
B FO™ F@®)" F(t)
(-0 fi- )
B F ()™
me T (e~ 4)
= F(t)nL+1
m Tl (e 2)
__ J=0
- F@

Damit erfiillt ¢ die reverse Martingaldifferentialgleichung aus Satz 3.21 und

B LY 0)

ist ein reverses Martingal bzgl. G.

O

Bemerkung 3.24. 1. Durch den Faktor (”77:# wird sichergestellt, dass die reversen

Martingale aus Satz 3.23 alle im Wert 1 starten.

2. Die Martingale aus Satz 3.23 sind nichtnegativ und fallen auf den Wert 0, sobald

die Empirische Verteilungsfunktion den Wert ’”T_l erreicht. Zur vollstdndigen Kennt-
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

X7

Abbildung 3.10: Das reverse Martingal (X, G) aus Satz 3.23 mit n = 10 und m = 4, wobei
die unterliegenden Zufallsvariablen Ug,...,U, unabhingig und identisch
gleichverteilt sind auf [0, 1].

nis des Martingals werden also nur die letzten n — (m — 1) Ordnungsstatistiken be-
notigt. Dadurch werden diese reversen Martingale interessant im Fall von Typ-II-
Linkszensierungen, in denen nur die letzten n — (m — 1) Ordnungsstatistiken beob-

achtet werden.

3. Durch Linearkombinationen der reversen Martingale aus Satz 3.23 erhilt man sdmtli-

che polynomiale reverse G-Martingale, die sich aus F;, gewinnen lassen.
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

3.2.3.3 Exponentielle reverse Martingaltransformationen der Empirischen

Verteilungsfunktion

Nun sollen mit einem exponentiellen Ansatz weitere reverse Martingaltransformationen ge-

funden werden. Die entsprechenden Losungen fithren zu folgenden reversen Martingalen.

Satz 3.25. Seien cy,co € R. Dann ist der Prozess X = (Xi),cp mit

1 nFy (t)
X, = 14+ —
: ( +F<t>>

ein reverses Martingal bzgl. G = (Gt),cp mit Gy = o (F, (w) :u > t).
Beweis. Setze
o (t,x) =exp (a1 (F(t)x +ag (F (t))).

Dann gilt

S () = (G (P @)+ 52 (F @) ¢ (1.0)

sowie

n (gp(t,x) - (m— i)) =n (ap(t,m) — exp <a1 (F (1)) <x— i) +ag (F(t))))
o (1 (-2 EOD)) o

und X; = ¢ (t, F,, (t)) ist ein reverses Martingal bzgl. G, falls

1 exp (- 00D

n

Oay ;
F(t) OF

8F(

F@)+n

73



3 Die Empirische Verteilungsfunktion

Nun gilt
a1 (F(t)) a1 (F(t)
day 1 —exp (—f) B day _ l-ew (—T)
< a1 (F(t)=nln (1 + F(t))
sowie
a0

Damit gilt also

¢ (t,z) =exp (a1 (F (1)) +ao (F (1))
— exp <naz In <1 n Fc(lt)) n 52)

= (1+FC(1t)>m.

O

Bei genauerer Betrachtung sind die in Satz 3.25 beschriebenen exponentiellen reversen Mar-

tingale wieder lediglich spezielle polynomiale reverse G-Martingale.

Satz 3.26. Sei X = (X¢),cp ein exponentielles reverses G-Martingal mit c1,co € R, d.h.

1 nFy, (t)
X; = 14+ ——
: ( +F(t))
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

v N

\S\a\;

co(1+c,)"

c
B
N

— 1
= g und

Abbildung 3.11: Das reverse Martingal (X,G) mit X; = ¢ (1 + %)HF”U) mit ¢
¢y = 5, wobei die unterliegenden Zufallsvariablen Uy, ..., U,, n = 10, un-

abhéngig und identisch gleichverteilt sind auf [0, 1].

(0]
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und seien X™ = (X{"),cp, m € {0,...,n}, polynomiale reverse G-Martingale mit
meOrwmmmﬁfﬁuw—%
L n! _ Ft)
7=0

Dann gilt fir alle t € R

wobei

Beweis. Es gilt einerseits

Y B ) 1
- P C1 C2 m F(t)m
und andererseits
- 2 (n —m)n™ mlp, (t)— <
Z amX;' = Z Am, 2
m=0 m=0 nl 7=0 F t)
n (TL —m ' m—1
m=0 ’ j=0
S (—m)mE, )
= nl(nFy (t) —m)LE (1)
B i am(nFn (t)) 1
— (7777,1) m r (t)nz
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

n
Fir a,, = ( )c{”cz gilt also X = >~ a,, X™.

n
m
m=0

3.2.3.4 Allgemeine reverse Martingaltransformationen der Empirischen

Verteilungsfunktion

Satz 3.26 hat gezeigt, dass sich die exponentiellen reversen G-Martingale als Linearkom-

binationen der polynomialen reversen G-Martingale darstellen lassen. Im Folgenden wird

gezeigt, dass die polynomialen reversen G-Martingale eine Basis fiir den Raum aller reversen

Martingale (X,G) mit X = (¢ (¢, F, (t))),cp und G = (G¢),cp mit Gy =
bilden.

o(Fn(u):u>t)

Satz 3.27. Sei X = (X;),cp mit X = o (t, Fy, (t)) ein reverses Martingal bzgl. G = (Gt),cp-

Dann existieren cq,...,c, € R, sodass
n
m
Xt = E Cth 5

m=0

wobet

Xm = : " , me{0,...,n}.

Beweis. Die Empirische Verteilungsfunktion kann nur die Zustdnde 0, %7

Daher lasst sich jeder Prozess X mit X; = o (¢, F,, (t)) wie folgt schreiben:

Xe=2 om )15, @)=}
m=0

7

..., 1 annehmen.
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,n} gelten, dass

erses G-Martingal ist, muss fiir m € {0, ...

Damit X ein rev

o0, falls F'(u) < 1 fir alle

1}, wobei uy

Man betrachte den Startpunkt u; = inﬂf@ {F (u)
ue
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

u € R. Nun gilt obige Gleichung auch fiir « = u1, also
o 0= om () (115 ) - mgo e (™) i) (7)o (Fl(t))_
bzw. falls uy = oo
pm (t) = lm_ o, (u) <F1(t)> - gw (t) (?) é @_‘Z) (-pm (Fl(t))i_j |

Setze v, (u1) = am € R, falls u; € R, bzw. lim ¢, (v) = a,, € R, falls u; = co. Dann folgt
UuU—r o0

also
m—1 m .
Am m m-—=7] m—1i 1
o (1) = - o ") (-1 .
om ()= i = 2 4 0) (J)Z(m_)< "
Mit vollstéindiger Induktion zeigt man nun, dass fiir gewisse 7" mit m € {0,...,n} und

j €{0,...,n—m} fir die explizite Darstellung gilt

— J m
wm(t)_ZF(t)j, b ER.

j=0

Mit b = ag ist diese Behauptung fiir m = 0 offensichtlich richtig. Die Behauptung gelte nun

fiir alle m < mg, wobei mg € {1,...,n}. Dann folgt

oo () = s = :2_ o0 (") : (o) 0 i

0 %

g & e mo—i (Mo) (Mo —m by
TFEO™ JZ::O: =) (m) (mo —i ) F ()™
e S g () (o)

F )™ = 5= m mo—1i /) F (t)i*mﬂ'
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3 Die Empirische Verteilungsfunktion

am I mfi mo\ (Mo —m bm—(i—m)
TR e ()
_ Amo Zl mz (77’;0 b;n(mo m)

mo—1 i 7 bm )
- > o(=pm (mo) (mo - m) Jzlmm)
— = m mo — 1 F(t)’
jn—(mo—m)

F(ty

|
FEE o @)
G

bm

Jj—(mo—m)

F(t)

mo—1mog—1 7 ) _ bm’ .
m—z mo mo—m —(i—m)
X x e ()OS

i=j m=i—j

Also gilt
O, (1) = -, b ER
0 = F (t)J J
mit

mo—1 m
e == 3 e (g,

m=0
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mo—1 mo—1 l
mo __ mo mo—0 (TR0 (o — M\,
== 3 (M- X S 0 () (e T

m=mo—j l=j m=l—j
fir j e {1,...,mo —1}.
Mit einer weiteren vollstdndigen Induktion zeigt man, dass
i .
bt = (7;&) Z (Z) (—l)j_iai, m=0,...,n, j=0,...,m.
i=0

Offensichtlich gilt die Behauptung fiir m = 0. Sei mg € {1,...,n}. Die Behautung gelte fiir

alle m < mg. Nun gilt

mg—l
m mo—m [ 710
e NS U I

m=0
777,071 m
=3 e (M
m=0 m
mo m
= ag (1 =) (-pmem ( 0))
m=0 m
= qaop.

Weiter gilt

m=0
mo—1 m
= Qmy mZ:O (7::;) ; (?) (_1)m72 a;
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mo—l ’I’TL()—]. m m
0 m—1i
= Umgy — 7 . -1
=202 () ()
mo—1 m mo—1 m i
0 0 — m—1i
= Umgy — % . -1
= 2 (") X (0] )

i=0 m=1i

mofl m mofifl m Z

2 : 0 2 : (Vi m
- amo - ( Z )ai ( m ) (_1)

=0 m=0

mo— 1 m
0 m i
= Qm, + E ( ) o a;

Schlielich gilt fur j € {1,...,mo — 1}:

mo—1 mo—1 l
mo m mo—1 [ 110 mo —my\,m
== > ( DL DD DI CI Rl () [ () L

m=mo—J l=j m=l—j
mo—1 —(mo—7j) .
Z Z mo m m— (mo _.7) (_1>m—(mo—j)—ia‘
m ) \m — (mg — j) i !
m=mo—j

E TR

—1
l*j m=l—j i=0 0

g 2 2 €[ PR G g et

=0 m=mo—(j—1i)

mo—1 —(=9 mo m—1i jHm—itmo
5 (G

—_]ml] =0

£ B0

=0 m=mo—

JoJ- imrl : . .
Z mo mo — 1 mo—J+m\ [mg—)] (71)j+l—m—i+mo @
‘ i mo—j+m m l—3j !

i=0 m=0 [=j
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1

5 (105 ()

m=0

. (71)71107777.72 mO mO _Z mO _] +m Q; m07j71 mO _] (71)l
« = i J\mo—j+m m B l

Il
~ o
Il I
o - ﬂ
N
S B
<)
7N
. .
~—
—
I
—_
—
<
l
)
S

gilt

Desweiteren gilt

omo _ (n = mo)ln™o "prt F (1) — 4
T |
n o F(t)
n—mo) v m—
-y ( I Jq
N n! F(t) {F.)=2}
m=mg 7=0
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" (n—mg)!m! 1

- m;m nl(m—me)! F ()™ Yr ==}
I )
T F()™ 2 ) Yr.w=2})

m=mg

Damit folgt

Z Cmg X{° = Z moF Z (727731) {P(t)=2}

mo=0 m=mgo

ZZ o) T F.w=2}

mOJOm

Weiter gilt

S0 a5

s (T;);(Z)(_l)j_iai:u(é))cj Vm e {0,...,n},j €{0,...,m}
& cjz(é%);@)(—l)j‘iai vm € {0,...,n},j€{0,...,m}
& ¢ = ((’?g) ;O (Z) (=1’ ""a; Vme{0,...,n},j€{0,...,m}

> J) (=1 "a,_; Vje{0,...,n}.
=0

Damit folgt schlieflich die Behauptung.

O

Dem Beweis des vorhergehenden Satzes ist wiederum die konkrete Darstellung eines reversen
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G-Martingals X = (X;),cp mit X; = o (¢, F;, (t)) zu entnehmen.

Korollar 3.28. Sei X = (X;),.p mit Xy = @ (t,F, (t)) ein reverses Martingal bzgl. G =

(Gt)ier- Dann existieren ao, . .., an € R mit
m
am = lim ga(u,—) firm=0,...,n
U— 00 n
und es gilt

- n i m i
X, = 71777,—1 n—z'Xm
= ()2 (7)o,

m=0

wobet

—

m—

E,(t)—1
F(t)

Xm — (n B m)'n
L n!

m € {0,...,n}.
J=0
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Fiir die Anwendung in statistischen Tests ist es von Interesse, mit welcher Wahrscheinlichkeit
die Empirische Verteilungsfunktion und gewisse Transformationen der Empirischen Vertei-
lungsfunktion bestimmte Schranken {iberschreiten. Derartige Uberschreitungswahrschein-
lichkeiten lassen sich fiir Martingale mittels Stopptechniken berechnen. Die Martingale bzw.
reversen Martingale, die in Kapitel 3 hergeleitet wurden, sollen als Grundlage fiir die Berech-
nung solcher Uberschreitungswahrscheinlichkeiten dienen. Als Ausgangspunkt dieses Kapi-
tels fungiert ein klassisches Resultat einer Uberschreitungswahrscheinlichkeit, welches auf
Daniels [4] zuriickgeht. Hier wird es nun unter Zuhilfenahme von Stopptechniken bewiesen.
Die eingesetzten Methoden werden anschliefend fiir die Berechnung weiterer Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeiten eingesetzt. Dabei werden zunichst Uberschreitungswahrschein-
lichkeiten gewisser Transformationen der Empirischen Verteilungsfunktion berechnet und
davon schlieklich Uberschreitungswahrscheinlichkeiten der Empirischen Verteilungsfunktion

selbst beziiglich verschiedener Schranken abgeleitet.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

4.1 Affine Schranken

Das folgende klassische Resultat geht auf Daniels [4] zuriick. Hier wird es mittels des reversen

Martingals aus Satz 3.22 unter Zuhilfenahme von Stopptechniken bewiesen.

Satz 4.1. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (Fy, (t)),cp der unabhdingig und identisch

verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,, mit stetiger Verteilungsfunktion F gilt fiir ¢ > 1
P (F, (t) > cF (t) fireinteR)=c"

Beweis. Sei (F, (t)) +cp die (uniforme) Empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen

F(Xy),...,F(X,). Dann gilt
{F.(t)>cF(t) fireinteR}={F,()>ct firentel01]}.
Die Ungleichung ist f.s. niemals erfiillt fiir ¢ = 0 und ¢ = 1, daher gilt
{F,(t)>ct fireinte[0,1]} ={F,(t)>ct fireinte(0,1)}.
Da (F (X1),...,F(X,)) absolutstetig verteilt ist auf (0, 1), gilt weiter
{F,(t)>ct fireinte(0,1)} £{F,(t)>ct firente(0,1)}

Schlieflich gilt

{F.(t)>ct fireinte(0,1)} = { sup 240 > c}.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Nun ist der Prozess X = (Xt)te(o,l) mit X; = "t(t) ein reverses Martingal bzgl. G =

(gt)te(o,l) mit G; = o (F‘n (u) :u> t). Man betrachte die reverse Stoppzeit
T=sup{t € (0,1): Xy > ¢},

wobei 7 = 0, falls X; < ¢ fiir alle ¢t € (0,1). Hier gilt

{ sup Fa () >c}:{7>0}.

te,1) t

Auch der gestoppte Prozess (th)te(o’l) ist ein reverses Martingal bzgl. G und es gilt
E(Xuvr) =E(Xjvr) = X1 = 1.
Da X.,, stiickweise stetig ist und lediglich Spriinge nach oben hat, gilt
0< Xyvr <c

und auf {7 > 0}

t—0
Xivr — X, und X, =c.

Unter Verwendung des Konvergenzsatzes von Lebesgue gilt nun

cP(r>0)= / cdP

{r>0}

= / X, dP

{r>0}
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

_ / lim X,y dP
{r>0}

= lim Xpyr dP
t—0

{r>0}

= lim [ 1— / Xy, dP

t—0
{r=0}
= 1-lim / X,y dP
{r=0}
=1- / lim Xt\/-,- dP
t—
{r=0}
—1- / lim X, dP
t—
{r=0}

Nun gilt F (X7.,) > 0 f.s. und damit }ir% X; =0 f.s. Daraus folgt also
—

P(r>0)=c"

Eine dhnliche Aussage lasst sich mittels des Martingals aus Satz 3.8 beweisen.

Satz 4.2. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (Fy, (t)),cp der unabhdingig und identisch

verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,, mit stetiger Verteilungsfunktion F gilt fiir ¢ > 1
P(F,(t)<1—c(1—F(t) firentecR)=c"'

Beweis. Sei (F, (t)),_, die (uniforme) Empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen

teR
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

o

o [ T
«©
[ee]
@ e
©
©
— ~—0O

“6‘ o
%)
> «—0
T

. )

*~—0O

N

S — o

|/

s |

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 4.1: Die Empirische Verteilungsfunktion F,, der unabhéngig und identisch auf
[0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen Uq,...,U,, n = 10, und die affine
Schranke ¢t mit ¢ = %, welche mit Wahrscheinlichkeit ¢~! an mindestens

einer Stelle iiberschritten wird.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

F(X1),...,F(X,). Dann gilt analog zum Beweis von Satz 4.1

_ 1-F,
{1-F,(t)>c(1—t) fireinte(0,1)} =4 sup 7n(t)20 :
te0,) 1—t

1-F, (1)
1—

Der Prozess X = (X¢),¢(g,1) mit X; = ist ein Martingal bzgl. ' = (Fi),¢ (g 1) mit

Fi=o0 (Fn (s):s< t). Man betrachte die Stoppzeit
T=inf{t € (0,1): X; > ¢},

wobei 7 = 1, falls X; < ¢ fiir alle ¢t € (0,1). Hier gilt

{sup 1_F_n(t)ZC}:{T<1}.

e,y  L—t

Auch der gestoppte Prozess (XtAT)te(o,l) ist ein Martingal bzgl. F und es gilt
E (Xt/\r) =E (XO/\T) = Xo=1
Da X A, stiickweise stetig ist und lediglich Spriinge nach unten hat, gilt
0< Xinr <c

und auf {7 < 1}

t—1
Xine — X, und X, =c
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Unter Verwendung des Konvergenzsatzes von Lebesgue gilt nun

P(r<l)= / cdP

{r=1}
=1 / lim X, dP
t—
{r=1}
=1- / lim X; dP
{r=1}

Es gilt F (X,.n) <1 fs. und damit }m% X; = 0 f.s. Daraus folgt also
—

P(r<1l)=c'
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

1.0
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Abbildung 4.2: Die Empirische Verteilungsfunktion F,, der unabhéngig und identisch auf
[0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen Uq,...,U,, n = 10, und die affine
Schranke 1 — ¢(1 —t) mit ¢ = 2, welche mit Wahrscheinlichkeit ¢~ an
mindestens einer Stelle unterschritten wird.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

4.2 Polynomiale Schranken

Mittels der reversen Martingale aus Satz 3.23 und der Martingale aus Satz 3.9 lassen sich

die Ergebnisse aus Satz 4.1 und Satz 4.2 verallgemeinern.

Satz 4.3. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (Fy, (t)),cp der unabhdingig und identisch
verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F gilt fir ¢ > 1 und

me{l,...,n}

. 1y m—1 .
P (n+)n H (Fn (t) — i) >cF ()™ fireimteR| =ct
! o

Beuweis. Sei (F, (t)),.p die (uniforme) Empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen

teR

F(X1),...,F(X,). Dann gilt analog zum Beweis von Satz 4.1

. 1ym m—1 B . B
w H <Fn (t) — ‘7> >ct™ fireinte (0,1) p =4 sup X" >cp,
n! s n te(0,1)
s vm om . om (nf'rn)!nWL m—1 Fn(t)—‘i . .
wobei X™ = (X] )te(O,l) mit X" = ol ‘Ho ;—= ein reverses Martingal bzgl.
j=

G = (Gt)1eo1y Wit G = o (F, (u) : u > t) ist. Man betrachte die reverse Stoppzeit
T=sup{t e (0,1): X;" >c},
wobei 7 = 0, falls X]" < ¢ fiir alle t € (0,1). Hier gilt

{sup Xflzc}—{7>0}.

t€(0,1)
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Auch der gestoppte Prozess (X0, ), (0.1 ist ein reverses Martingal bzgl. G und es gilt
E(Xp,) =B (X[,) = X" =1
Da X" stiickweise stetig ist und lediglich Spriinge nach oben hat, gilt
0< X{’V’T <ec

und auf {7 > 0}

Xp 28 Xm und X7 =
Unter Verwendung des Konvergenzsatzes von Lebesgue gilt nun

P(r>0)= / cdP
{r>0}
- / X P
{r>0}
— [ e
{r>0}

—tm [ Xp,dp
{r>0}

= P_I)% 1-— / X[, dP
{r=0}
=1-—1lim )_(ZCT dP

t—0

{r=0}
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

=1- / lim X7, dP

{r=0}
=1- / lim X" dP.
t—0
{r=0}

Nun gilt F (X;n:n) > 0 f.s. und damit }iH(l) X™ =0 f.s. Daraus folgt also
—

P(r>0)=c "

O

Satz 4.4. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (Fy, (t)),cp der unabhdngig und identisch
verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F gilt fir ¢ > 1 und

me{l,...,n}

P I (I-m0)sea-ror grancer) -

j=n—(m-—1)

Beuweis. Sei (F), (t)) 1eg die (uniforme) Empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen

F(Xy),...,F(X,). Dann gilt analog zum Beweis von Satz 4.1

n! n

(n —m)tn™ 11 (J'_ n(t)>>c(1—F(t))m fiir ein ¢ € (0,1)

j=n—(m-—1)
=<{ sup X" >cp.
te(0,1)

wobei X™ = (X"

n

mit X = =™ T

n!

—Fa(t)
t

IS .

te(0,1) ein Martingal bzgl. F =

j=n—(m-—1)
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
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Abbildung 4.3: Der Prozess H* mit H7 (t) = @~ [T (R, (1) — 1), n = 10 und

n! 7=0
m = 4, wobei die unterliegenden Zufallsvariablen Uy, ..., U, unabhingig
und identisch gleichverteilt sind auf [0, 1] und die Schranke ¢t™ mit ¢ = %7
welche mit Wahrscheinlichkeit ¢~ an mindestens einer Stelle iiberschritten

wird.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

(Ft)te(o,1y mit Fy = o (F, (s) = s <) ist. Man betrachte die Stoppzeit
T=inf {t € (0,1): X]* > ¢},
wobei 7 = 1, falls X]* < ¢ fiir alle t € (0,1). Hier gilt

{sup Xtmzc}{7<1}.

t€(0,1)

Auch der gestoppte Prozess (Xiar) 0,1) ist ein Martingal bzgl. 7 und es gilt

te(
E(Xp,) =E(Xg,) = Xy =1

Da X' stiickweise stetig ist und lediglich Spriinge nach unten hat, gilt

0< X;’A’T <ec

und auf {r < 1}

> t—>1 o -
X, — X" und X" =c

Unter Verwendung des Konvergenzsatzes von Lebesgue gilt nun

P(r<1)= / cdP

{r<1}
- / ™ P

{r<1}
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

- / lim X _dP
t—1

{r<1}

—im [ Xp.dp
{r<1}

=lim | 1— / X[ dP

t—1
{r=1}
=1~ lim Xm_dp
{r=1}
=1- / lim X772 dP
{r=1}
=1- / lim X" dP.
t—1
{r=1}

Es gilt F' (X(n_mﬂ)m) < 1 f.s. und damit }m% X =0 f.s. Daraus folgt also
t—>

P(r<1)=c "

4.3 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten fiir die

Empirische Verteilungsfunktion

Satz 4.1 zeigt die Uberschreitungswahrscheinlichkeit der Empirischen Verteilungsfunktion

beziiglich einer affinen Schranke auf. Durch Abwandlung der Uberschreitungswahrschein-
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
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Abbildung 4.4: Der Prozess H" mit H™ (t) = (n%,)'nm I (L - F,(t)),n=10und
j=n—(m-1)
m = 4, wobei die unterliegenden Zufallsvariablen Uy, . .., U, unabhéingig und

identisch gleichverteilt sind auf [0, 1] und die Schranke ¢ (1 — ¢)™ mit ¢ = 3,
welche mit Wahrscheinlichkeit ¢~! an mindestens einer Stelle iiberschritten
wird.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

lichkeiten aus Satz 4.3 lassen sich alternative Schranken mit der gleichen Uberschreitungs-

wahrscheinlichkeit finden.

Korollar 4.5. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (F, (t)),cg der unabhingig und iden-

tisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F gilt fir ¢ > 1

1+ \/4(n— 1) ncF (t)* +1
2n

-1

P| F,(t) > fireinteR| =c

Beweis. Nach Satz 4.3 gilt

P ( n - F (1) <F (t) — 1) > cF (1) fiirein t € ]R) =c L

n — n

Fir x € {0, %, cee 1} gilt jedoch

1—|-\/4(n— 1) neF (t)* +1
2n '

1
n x(x—>>cF(t)2 & x>
n—1 n

Korollar 4.6. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (F, (t)),cg der unabhdingig und iden-

tisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F gilt fir ¢ > 1
P (F, (t) > fo (F(t) fireinteR)=c1,

wobei

fo(t)=fi(t)- 1{0@] (t) + f2 (1) - 1( VEc=ng (t)

3V3nlc’
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
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Abbildung 4.5: Die Empirische Verteilungsfunktion F,, der unabhéngig und identisch auf

[0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen Uy, ...,U,, n = 10, und die Schranke
14+4/4(n—1)nct?+1 3

o mit ¢ = 3, welche mit Wahrscheinlichkeit ¢~ an mindes-
tens einer Stelle iiberschritten wird.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

mat

1 9 arccos (32‘(/37115!3 )
)=~ 1+ —=cos
i@ - + 7 coS 3
und

2

1 1
f)==+—
f2(®) n o n 63
2
1 3 3\/5#'3),@&3 — \/27 ((ni!S)!) 26 — 4
+= :
n 63

Beweis. Nach Satz 4.3 gilt

2

P ((n?;l(nl)F” (t) (Fn (t) — n) (Fn (t) — i) > cF (1) fiirein t € R) =c 1

Fiir festes t € R betrachte die Funktion g : R — R mit

n

1> <x 2> B (nf2)(n71)cF(t)3.

g(x)fl?(ffn 2

Hierbei handelt es sich um ein Polynom dritten Grades, welches mindestens eine und maxi-

mal drei reelle Nullstellen besitzt. Fiir die ersten beiden Ableitungen gilt

g’(x):3(x—7ll>2—7112

bzw.

6
" — 6 — —.
9" (z) = 6z "
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Nun gilt also

und

(1)) <0 b o (M 1)) 0

Also hat g ein lokales Maximum in + (1 — %), wobei
L, L 2VB (n=2)(n—1cF @)’
I\ Vv3)) 9n3 n? '

Damit hat g drei Nullstellen, falls

genau zwei Nullstellen, falls

4/2(n—3)!
F(t) < 3vV3nle
F(t) =

5/2(n—3)!

V3nle

4/2(n—3)!
F(t) > 73\/?,)”!6 .

Man betrachte zundchst den Fall F' (¢) = 0. Hierbei hat g offensichtlich die drei Nullstellen

und genau eine Nullstelle, falls
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

und

2
0, Z

. Damit gilt

3=

g(z)>0 & zxe€ (O,i)U(i7oo>.

Fir x € {0 L ...,1} gilt hier also

2
gx)>0 & x>-—.
n

Falls F (t) € (0, 3 %) liegen die beiden kleineren Nullstellen im Intervall (0, 1). Be-

zeichne z¢ die grofte Nullstelle, dann gilt also fiir z € {0,+,...,1}

S

g(x)>0 & x> ux.

Um fiir den Fall F' (t) € (0, Y é(\%_j)c') die Nullstellen zu berechnen, betrachte g in der Form

Um den quadratischen Term zu eliminieren, betrache die Funktion g1 : R — R mit ¢; (z) =

g (a: + %) Damit gilt nun

Nun betrachte g5 : [0,00) x [0,27) — R mit g3 (r, ) = g1 (r cos («)). Mit Hilfe des Additi-
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

onstheorems lésst sich zeigen, dass

cos (3a) = 4 cos® (a) — 3cos () .

Damit folgt

73 cos (3a) 3r2 1 (n—=2)(n—1)cF (t)3
92(7"a04)4+(4ng)7"903(01) 2
. )
und fiir r = Ton
< 2 a) ~2cos(3a)  (n—2)(n—1)cF(t)°
g2 7\/3717 3\/§n3 n2 :
Es gilt
( 2 ) 0 (@) arccos (3\/25(2‘2};)(:&)5) ok R
—, x| = & cos(a) € { cos + -7 ke, 1, )
g2 \/gn 3 3
wobei s
arccos (73\/25(2'i§)(f ) ) ( V3 )
cos c|l—=—,1],
3
3vV3nlcF(t)®
arccos (72@23); ) 2 . V3 o1
o8 3 3 2 2
und 3 5
nlc
‘ arccos (‘3 23(n—§)(!t) ) n 4 c 1 0
cos 3 U 5:0)-
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Daher gilt
nlc 3
1 - 9 arccos (73‘/;@_};)(;&) )
To = — —= cos
LY V3 3
Im Fall F(t) = ¢ 23 fallen die beiden kleineren Nullstellen zusammen und fiir die

3v/3nle
grofere Nullstelle gilt

et (1e2).

Falls F (t) € (\3/ 2("\/;73)0', 1], hat g genau eine Nullstelle. Man betrachte wiederum ¢; und

setze g3 : R? — R mit g3 (u,v) = g1 (u + v). Dann gilt

(n—2)(n— 1)cF(t)3'

1
g3 (u,v) = (SfuvnQ) (u+v) +u® + 03 —

n
Falls
1 —2)(n—1)cF (t)°
3uv— — =0 und u3—|—v3—(n )(n2 )l (t) =0,
n n
gilt also g3 (u,v) = 0. Nun gilt
1 s 1
Juw— e =0 e =
und damit
1 (n—2)(n—1)cF (t)° (n—2)(n—1)cF (t)° 1
3 _ _ 6 _ 3 _
wt 27nSu3 n?2 0 = wu n? vt 27nS 0
2
- o (n—2)(n—1)cF () _27(n— 2)% (n — 1)’ n22F (t)° — 4
2n2 N 108nS
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

\/27(( 3>'> 2F (t)° -4 ein

(n—2)(n—1)cF(t)3+3

T S o2 6\[713
Wihle
s 3v/3nlcF (1) +\/27 n)? 2F () — 4 ((n —3))°
v 6v/3n3 (n — 3)! ’
dann gilt
5| 3V3BnleF (t \/27 n)? 2F (t)° — 4 ((n - 3)!)°
v 6v/3n% (n 3)
und somit ist
11 i 3v3nleF (1) + \/27 n)? 2F ()% — 4 ((n — 3)!)?
Rt 6v/3 (n— 3)!
1 3| 3v/3nlcF (1) \/27 n)? 2F (1) — 4 ((n —3))°
n 6v/3 (n — 3)!

die Nullstelle von g.

Korollar 4.7. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (F, (t)),cg der unabhingig und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F gilt fir ¢ > 1

3+ \/5+4\/(7/1§1)!CF(t)4+1
P| F,(t) > 5 firemteR | =c 1
n
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
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Abbildung 4.6: Die Empirische Verteilungsfunktion F,, der unabhéngig und identisch auf
[0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen Uy, ...,U,, n = 10, und die Schranke
fo (t) aus Korollar 4.6 mit ¢ = 2, welche mit Wahrscheinlichkeit ¢~ an
mindestens einer Stelle iberschritten wird.
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Beweis. Nach Satz 4.3 gilt

P ((”_4)'”4& ) (Fn () — 1) (Fn () — 2) (Fn () — z> S eF ()" fiirein t € ]R)

n!

=c

Man betrachte die Funktion

o2 (e=3) (- 3) (- 2) - e

Hierbei handelt es sich um ein Polynom vierten Grades, welches maximal vier reelle Null-

stellen besitzt. Fiir die ersten beiden Ableitungen gilt

18 22 6
/ _ 3 2
g (@) =da” = Zmat 4+ Sgv = o5

bzw.

Um die Nullstellen der ersten Ableitung zu erhalten betrachte hy : R — R mit hy (2) =

N3
W. Hierbei gilt

und es ergibt sich
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4 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Damit gilt also

und

s (3—V5) 10
g( 2n 7n2>

Also hat g ein lokales Minimum in =5

35

5
o2

<0 bzw. g"(

, wobei

_nleF )" + (n —4)!

3_
g v5) _ <0,
2n (n—4)In*
ein lokales Maximum in 2%, wobei
3)_ 9 nleF@®
I\on) ~ 160 (n—4)In?
und ein lokales Minimum in 3_;1/57 wobei
3+vV5\ 7n!cF(t)4+(n—4)! <0
g 2n N (n—4)n* '
Damit hat g vier Nullstellen, falls
9(n—4)!
F L
() < 16nlc ’
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genau drei Nullstellen, falls

9(n—4)!
F _ 4
®) 16nlc
und genau zwei Nullstellen, falls
—4)!
Fay > i 2n=4
16nlc

Man betrachte zunéchst den Fall F'(¢) = 0. Hierbei hat g offensichtlich die vier Nullstellen

0, £, 2 und 2. Damit gilt

1 2 3
g(z)>0 < xe(,)u(,oo>.
n'n n
Fir x € {O,%,...,l} gilt hier also

3
g(z)>0 <« z> .

Falls F (t) € (O7 y 9%;@ )I), ist die kleinste Nullstelle negativ und die beiden mittleren

Nullstellen liegen im Intervall im Intervall (71“ %) Bezeichne zg die grofite Nullstelle, dann

gilt alsoﬁir:zje{() 1 ...,1}

'
g(x)>0 <& x> ux.

Im Fall F(t) = § 9(1%7:;2 ) fallen die beiden mittleren Nullstellen zusammen und im Fall

F(t) e (\4/ 9(17(13;!%; )! , 1} gibt es nur die negative kleinere Nullstelle und die grofere Nullstelle
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xo. Es gilt

=2 (+=1) (- 2) (+-2) - i
a_ 63 1o 6 nlcF (t)*

= —_ — —|—— _— - —
TR TRt Tt (n—4)n*

(e B, LY L nleP)t
B n n*  (n—4)In*

_ ((x_S)Q_5>z_n!cF(t)4+(n—4)!
2n 4n? (n —4)Int '

Damit ergibt sich

O

Bemerkung 4.8. Da es im Allgemeinen nicht mdoglich ist, die Wurzeln von Polynomen
fiinften Grades oder hoher durch Radikale darzustellen, konnen die Ereignisse aus Satz 4.3
im Fall m > 5 nicht nach F;,, umgestellt werden. Wie in den vorherigen Korollaren ist aber
auch in diesen Féllen die grofte Nullstelle ausschlaggebend. Mit numerischen Methoden

kénnen damit die entsprechenden Kurven angenédhert werden.

Bemerkung 4.9. Fiir die Schranke cF' aus dem klassischen Resultat von Daniels [4] gilt
cF(t)>1 Vte [F ' (c!), ).

Da F, (t) <1 fiir alle t € R gilt, kann die Empirische Verteilungsfunktion die Schranke fiir

»grofe ¢ nicht iiberschreiten. Der Fokus liegt also mehr auf den kleineren Zeitpunkten. Fiir
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Abbildung 4.7: Die Empirische Verteilungsfunktion F,, der unabhéngig und identisch auf
[0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen Uy,...,U,, n = 10, und die Schran-

344 /544y / et +1

ke mit ¢ = 2, welche mit Wahrscheinlichkeit ¢~ an

2n
mindestens einer Stelle iiberschritten wird.
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Abbildung 4.8: Zehn verschiedene Schranken, die von der Empirischen Verteilungsfunktion,
welcher unabhéngig und identisch auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen
Ui,..., U zugrundeliegen, jeweils mit der Wahrscheinlichkeit ¢=1, ¢ = %,

an mindestens einer Stelle iiberschritten werden.
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die Schranke aus Korollar 4.5 gilt

1+ \/4(n—1)ncF(t)2—|-1
2n

>1 Vte {F71 (cié),oo).

Hier ist es also mdglich, dass F, die Schranke nach dem Zeitpunkt F~! (c‘l) iiberschreitet,
jedoch nicht nach dem Zeitpunkt F—! (c_%). Da die Schranke allerdings im Wert % startet,
kann sie erst mit dem zweiten Sprung der Empirischen Verteilungsfunktion iiberschritten
werden. Abbildung 4.8 macht deutlich, dass sich diese ,Verschiebung des Uberschreitungs-
zeitpunktes” fiir wachsendes m fortsetzt, wobei m < n den Index des der Schranke zugrun-
deliegenden reversen Martingals aus Satz 4.3 bezeichnet. Die jeweilige Schranke startet in

mT_l und erreicht den Wert 1 zum Zeitpunkt F—! (c_%).

Dieser ungleiche Einfluss der Zeitpunkte auf die Uberschreitungswahrscheinlichkeit findet
sich beispielsweise auch im Zusammenhang mit der Dvoretzky—Kiefer—Wolfowitz-Ungleichung
(siche Dvoretzky, Kiefer und Wolfowitz [8] sowie Massart [13]) wieder. Dort wird fiir € > 0

das Ereignis

{su |7 0~ F 0] > ]

teR
betrachtet. Eine Uberschreitung ist hier in der Umgebung des Medians der Verteilung wahi-

scheinlicher als in den Tails.
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5 Goodness-of-Fit-Tests fur

Typ-ll-zensierte Daten

Die Martingale aus Satz 3.9 und die reversen Martingale aus Satz 3.23 haben die spezi-
elle Eigenschaft, dass ihre Realsierung nur von der Realisierung der kleinsten bzw. grof-
ten Werte der unterliegenden Stichprobe abhéngt. Daher eignen sich diese Prozesse fiir
Gooduness-of-Fit-Tests im Fall Typ-II-zensierter Daten, wo eben gerade nur die ersten (Typ-
IT-Rechtszensierung) bzw. letzten (Typ-II-Linkszensierung) Ordnungsstatistiken beobachtet
werden kénnen. Die genannten Tests gehoren zu der Klasse der nichtparametrischen Tests fiir
zensierte Daten, welche beispielsweise in Bagdonavicus, Kruopis und Nikulin [2] behandelt

werden.

5.1 Goodness-of-Fit-Tests fiir Typ-ll-rechtszensierte

Daten

Man betrachte ein Szenario, in dem die Verteilung unabhingiger und identisch verteilter

Typ-II-rechtszensierter Daten X7, ..., X,, untersucht werden soll, wobei X; ~ F' mit unbe-
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5 Goodness-of-Fit-Tests fiir Typ-II-zensierte Daten

kannter stetiger Verteilungsfunktion F'. Dabei seien nur die k kleinsten Daten beobachtbar.

Fiir eine feste Verteilungsfunktion Fy betrachte man die Hypothese

Hy: F > F,.

Aufgrund der Typ-II-Rechtszensierung wird nun eine Teststatistik benétigt, die nur von
den ersten k Ordnungsstatistiken abhingt. Das Martingal X" **! aus Satz 3.9 erfiillt diese

Voraussetzung und es gilt:

Korollar 5.1. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (F, (t)),cg der unabhingig und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F' und fir o €

(0,1) und k € {1,...,n} gilt unter der Hypothese H

e n . n—k+1
P (- mw) > C R iranier) <o
i=k

Bemerkung 5.2. Kann die Menge der in Frage kommenden Verteilungsfunktionen derart

eingeschrankt werden, dass die Alternative

H :F<F
lautet, so gilt unter Hy
_1|nk” 1— Fn($))" kL
( )in H >( 0 (1) firemteR | > a.
(n—1)t & o
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5 Goodness-of-Fit-Tests fiir Typ-II-zensierte Daten

5.2 Goodness-of-Fit-Tests fiir Typ-ll-linkszensierte Daten

Nun betrachte man ein Szenario, in dem die Verteilung unabhingiger und identisch verteilter
Typ-II-linkszensierter Daten X7, ..., X, untersucht werden soll, wobei X; ~ F' mit unbe-
kannter stetiger Verteilungsfunktion F'. Hierbei seien nur die k groften Daten beobachtbar.

Fiir eine feste Verteilungsfunktion Fy betrachte man die Hypothese
HQ : F S Fo.

Aufgrund der Typ-II-Linkszensierung wird nun eine Teststatistik benotigt, die nur von den
letzen k Ordnungsstatistiken abhingt. Das reverse Martingal X" **1 aus Satz 3.23 erfiillt

diese Voraussetzung und es gilt:

Korollar 5.3. Fiir die Empirische Verteilungsfunktion (F, (t)),cp der unabhdingig und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F' und fir o €

(0,1) und k € {1,...,n} gilt unter der Hypothese Hy

_ . n—k . n—k+1
— F,(t)—=)>——— fireintecR| <a.
(n—1)! o n o

Bemerkung 5.4. Kann die Menge der in Frage kommenden Verteilungsfunktionen derart

eingeschriankt werden, dass die Alternative

H,:F>F,

121



5 Goodness-of-Fit-Tests fiir Typ-II-zensierte Daten

lautet, so gilt unter Hy

n—~k . n—k+1
(k= 1Dtnm* J Fo (1) N
_ > .
P =1 |:| > ” fireinteR | >«

Auch der Kolmogorov-Smirnov-Test (siehe Kolmogorov [11] und Smirnov [18]) basiert auf
dem Vergleich einer festen Verteilungsfunktion Fy mit der wahren Verteilungsfunktion F' und
liefert einen nichtparametrischen Test (fiir unzensierte Daten). Wéahrend in der Kolmogorov-
Smirnov-Statistik allerdings die Differenz zwischen F,, und F als Vergleich dient, spielen bei

den Tests in diesem und dem vorangehenden Abschnitt Quotienten die entscheidende Rolle.
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