Die Stellung der Mathematik
in der Kulturgeschichte®

Yon H. Gericke.

Dieser Vortrag will einige Hinweise geben auf Beziehungen
der Mathematik zur Philosophie und zur Kunst als den polaren
Weisen, in denen der Mensch sein Dasein in der Welt denkend
und gestaltend zu begreifen sucht (1). Vollstindigkeit konnte
nicht angestrebt werden, u. a. wurde die griechische Geschichte
nur kurz gestreift, weil ich dariiber schon frither einmal an der
gleichen Stelle vortragen durfte.

In der vorgriechischen Zeit scheint sich das Nachdenken iiber
das Dasein und die Welt ganz im Rahmen der religiosen Mythen
abzuspielen. Alles Dasein ist Geburt, Kampf und Tod von Gott-
heiten. Es bleibt offen, ob wir einige geistige Leistungen als
Wissenschaft bezeichnen wollen. Der Papyrus R hind nennt sich
,Vorschrift zu gelangen zur Kenntnis aller dunklen Dinge ...
aller Geheimnisse, welche enthalten sind in den Gegenstinden®,
(2) und er ist ein durchaus folgerichtig, sachlich systematisch
aufgebautes Lehrbuch der dgyptischen Mathematik — ganz in
Form von Vorschriften. Bei den Babyloniern herrscht listenmiBige
Aufreihung vor, nicht nur in der Mathematik, sondern auf allen
Gebieten. Indem man die Dinge der Weltl, seien es nun dritte
Potenzen oder Tiere oder Gotter mil ihren Namen in Listen auf-
schreibt, glaubt man sich ihrer bemichtigt, sie begriffen zu ha-
ben (3). Das beides war also vorgebildet: Svstematisches Regi-
strieren und geordnete Aufeinanderfolge des zu Begreifenden.

Erst mit den Griechen beginnt eigentlich das Denken (4). Was
heit Denken? Heidegger hat eine Vorlesung {ber dieses
Thema (5) an das Wort des Parmenides angekntpft yp7 w

*) Vortrag im Mathematischen Kollogquium in Gieflen am 8. 2. 1954,
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Aegety Te voelv T gév eppevar’) (6) und darauf aufmerksam gemacht,
daB es hier nichts hilft, A¢yev mit ,sagen“ und voeiv mit ,denken*
zu ubersetzen; denn hier wird erst ausgemacht, was das ist.
Etwas niher kommt man mit der wortlicheren Ubersetzung Aéjew:
legen, vorliegen lassen, und weiv : vernehmen, nidmlich das Sein
des Seienden.

Denken ist nichts anderes als das Heraustreten-lassen des Seins
in seine Unverborgenheit, die aiv#cia, die Wahrheit. Das Denken
begriindet und schafft die Wahrheit. Das Denken kann darum
gar nicht etwa falsch sein. Diese Auffassung begegnet uns bei
den Griechen vielfach. So verlangt z. B. Platon von einer Mu-
siklehre, da8 man die mathematischen Harmonien untersuchen
und nicht die Saiten mit Experimenten quilen soll; man soll
nicht das Ohr statt der Vernunft gebrauchen (7).

Nun geschah etwas LErstaunliches: Das Denken wurde zu
einem Verfahren, das man lernen konnte wie ein Handwerk. Das
geschah bei Zenon. Er zeigte: Wenn man behauptet, das Sei-
ende sei nicht Eines, so verwickelt man sich in Widerspriiche (8).
Es entstand eine Methode des Denkens: das logische SchlieBen.
Sie wurde die Methode der Mathematik. Die Analyse und Durch-
arbeitung dieser Methode durch Sokrates, Platon und
Aristoteles war die Grundlage, auf der Euklid aufbaute.

Der Aufbau Euklids, der von der Definition der Grund-
begriffe und der Formulierung der Axiome ausgeht und ein Sy-
stem von Sitzen entwickelt, das in der Theorie der regelmiiBigen
Korper seine Kronung findet, ist bekannt. Der Bezug auf die
Wahrheit wird an drei Stellen sichtbar:

1. Die Grundbegriffe Punkt, Linie, Flache. Korper sind die
Grundbestimmungen der Quantitiit, diese aber gehort zu den
Grundbestimmungen des Seienden (9). Hier ist wie in einem
letzten Rest das Seiende in seiner Unverborgenheit sichtbar.

2. Das Verfahren ist das als zuldssig und zuverlassig anerkannte
Verfahren des Denkens, sozusagen der richtige Vollzug des

Denkens.

1) N#tig ist zu sagen und zu denken, dafl (nur) das Seiende ist (Diels).
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3. Das Ganze hat ein Ziel und erreicht sein Ziel derart, daB in
das ganze Gebdude so etwas wie Harmonie hineinkommt,
wenn auch nur in dem schwachen Sinne eines abgeschlosse-
nen Ganzen. Seit den Pythagoreern gilt aber Harmonie als das
Wesen der Welt und damit als Kriterium der Wabhrheit.

Mir scheint als sei mit Euklid (wenn man will mit Apol-
lonius) der geschichtliche Auftrag des Griechentums auf dem

Gebiet der Mathematik erfiillt gewesen. Das Werk des Archi-

medes ist ein gewaltiger VorstoB in Neuland, der erst anderthalb

Jahrtausende spiter aufgenommen und verarbeitet wurde. Diese

historische Aufgabe der griechischen Wissenschaft war: Die Welt

als ein endliches Ganzes zu verstehen. Das gilt nicht nur fiir die

Mathematik, sondern auch z. B. fiir die Astronomie (Ptole-

m aios), die Philosophie, die immer wieder das Eins an die Spitze

stellt, und die Kunst; ein griechisches Kunstwerk ist eine, ganze,

endliche Welt fiir sich.

Das heiBt nicht, daB die Griechen nicht tber das Unendliche
nachgedacht haben. Es begegnete ihnen z. B. in der Reihe der
natiirlichen Zahlen, und bekanntlich hat Euklid bewiesen, daB
die Reihe der Primzahlen nicht endlich ist, daB es vielmehr nach
jeder endlichen Anzahl immer noch mindestens eine weitere gibt.
Und Aristoteles hat etwas gesagl, was gerade in der moder-
nen Grundlagenforschung sehr ernst genommen wird: Das Un-
endliche existiert nur %uvapst, in der Moglichkeit, und zwar nicht
so, daB es etwa auch einmal wirklich werden konnte (wiahrend
dagegen z. B. eine Statue, welche der Moglichkeit nach in einem
Steinblock vorhanden ist, auch wirklich werden kann) (10).
Aristoteles hat damit — in moderner Ausdrucksweise — die
Vorratsauffassung einer unendlichen Menge abgelehnt.

Der Ansicht des Aristoteles widerspricht nicht, da Ana -
ximander das arsipov (das Unbegrenzte) als die 4py%, den Ur-
sprung aller Dinge angesetzt hat. Denn er sagt, die dpyy ist gerade
etwas ganz anderes als alle bekannten Dinge (11). Das Seiende
aus ihm durch Abgrenzung.

Die Aufgabe, die Welt als ein endliches Ganzes zu verstehen,
war eine endliche Aufgabe. Sie konnte vollstindig gelost werden.
Nun hing die Weiterentwicklung der Wissenschaft entscheidend
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davon ab, daB das Unendliche in anderer Weise begriffen wurde.
Das geschah tiber die Religion.

Es sei ausdriicklich hervorgehoben, daBl im Folgenden nicht
etwa vom Wesen des Christentums gesprochen wird. Es werden
nur einige Auswirkungen auf die uns hier beschiftigenden Fragen
genannt, die fiir die Religion selbst vielleicht mehr oder weniger
unwesentlich sind.

1. Gott ist unendlich und das Reich Gottes ist unendlich.
Beides aber ist nicht von dieser Welt. So wird zunachst der An-
sicht nicht widersprochen, daB die Fixsternkugel endlich ist. Das
Unendliche liegt jenseits dessen, was mit dem Verstand zu be-
greifen ist.

2. Die Vorstellung, daB Gott unendlich ist, ist ganz ungrie-
chisch. Fur die Griechen ist das Vollkommenste die (endliche)
Kugel, also Gott kugelférmig (Xenophanes (12)). Das Unend-
liche haben die Griechen zunichst schwer erfaft. Vielleicht ist
im griechischen Raum zuerst der Glaube zum Dogma erstarrt,
also endlich geworden. Auch die byzantinische Kunst hat eine
Neigung dazu, in Formelhaftem zu erstarren. Die neuen Vor-
stellungen muBten von anderen Vilkern aufgenommen werden
ehe sie lebendig werden konnten.

3. Die neuen Vorstellungen wurden nicht so sehr nur im
Denken, sondern vielmehr auch und besonders im Fiihlen auf-
genommen. Nikolaus von Cues sagt, daB Gott immer noch
groBer ist als alles, was iiber ihn gedacht und gesagt werden
kann (13), und — gerade das ist wichtig — er ist gliicklich dar-
tiber. Diese Aufnahme des Unendlichen im Gefiihl scheint auch
in der Baukunst sichtbar zu werden. Zuniichst wurde die Form
der romischen Markt- und Gerichtshalle von den Christen als
Gottesdienstraum iibernommen, eine Raumform, die an sich nichts
sagt; nichts sagt iiber den Zweck, dem sie dient. Sie ist ein iiber-
dachter Platz, sonst nichts. Diese Form wird nun im Abendland
sozusagen lebendig. Durch iibergreifende Bogen wird der Raum
zusammengeschlossen (z. B. Alpirsbach). Mehr und mehr treten
die senkrechten Linien hervor. Die Pfeiler werden durch die ganze
Hohe des Kirchenschiffs hinaufgefiihrt. Die urspriinglich flache
Decke wolbt sich nach oben, schlieBlich wird in der Gotik fast

119



die ganze Wand aufgelost in Pfeiler und Dienste, deren Aufgabe
es geradezu zu sein scheint, nach oben zu deuten, den Menschen
iiber sich hinaus in die Hohe zu weisen. Da ist nirgends mehr
ein Abschlu8, iiberall gibt es noch ein Dahinter und Dariiber-
hinaus. Es ist ein Teil des Eindrucks einer gotischen Kirche, da8
hier das Unendliche gefithlsmiBig erlebt und gestaltend zum Aus-
druck gebracht ist. Damit wie mit Nikolaus von Cues ist
das Begreifen des Unendlichen in diesem Sinne abgeschlossen
und vollendet.

Das war fiir die Naturwissenschaft und fiir die Mathematik
von groBer Bedeutung, wenn auch die Mathematik an dieser Ent-
wicklung nicht wesentlich beteiligt war. Hierfiir wiederum war
ein anderer Gesichtspunkt entscheidend: Als Quelle der Wahrheit
galt nicht das Denken und als Kriterium der Wahrheit nicht die
{in Zahlenverhiltnissen dargestellte)} Harmonie, sondern allein
die Offenbarung im Wort Gottes.

Den Umschwung zur Neuzeit kennzeichnet ein Wort Kep -
lers: Es ist etwas GroBes um das Wort Gottes, gewiB; aber es
ist auch etwas Grofles um das Werk Gottes (14). Was hier aus-
gesprochen ist, war schon seit etwa 150 Jahren in groBem MaBe
wirksam. Das Diesseits war wieder als betrachtenswiirdig aner-
kannt. Damit kam auch die Mathematik und Naturwissenschaft
wieder zur Geltung. Die neue Erfahrung vom Unendlichen stellte
sie vor neue Notwendigkeiten und eriéffnete neue Wege.

Die Well, inzwischen auch die diesseitige Welt, ist als unend-
lich anzusehen. Daraus folgt, daB sie nicht mehr im ganzen iiber-
blickt werden kann. Man kann nur einen Teilausschnitt von
einem bestimmten Standpunkt aus ins Auge fassen. So ist es wohl
kein Zufall, dal in der Malerei am Beginn der Neuzeit die Wie-
derbelebung der Perspektive steht. Es ist erstaunlich, welche
Sorgfalt und Miithe z. B.Leonardoda Vinciund Diirer auf
die genaue perspektivische Konstruktion verwandt haben.

Die Gewohnheit an perspektivisches Sehen und Denken mag
auch bei dem Sieg des heliozentrischen Systems eine Rolle ge-
spielt haben. Man war fihig, sich die Planetenbewegung von der
Sonne aus gesehen vorzustellen, und nun sah man, daB sie so
viel einfacher und iibersichtlicher aussieht.
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Auch hier spielt das Unendliche eine Rolle: Die Fixsterne
zeigen keine Parallaxe, also miissen sie unendlich weit entfernt
sein — das aber ist unmoglich, sagt Aristoteles (15). Koper.
nikus sagt: sie miissen unendlich oder wenigstens sehr weit
entfernt sein; zwischen diesen beiden Mdglichkeiten zu entschei-
den, iiberlassen wir den Physiologen (16). Was fir Aristo-
teles ein entscheidendes Argument war, ist fir Kopernikus
gleichgiiltig. Die Scheu vor dem Unendlichen ist geschwunden.

Dabei wiare der Gedanke, daB die Fixsterne unendlich weit
entfernt sind, auch fiir uns unmoéglich oder unsinnig. Auch der
Gedanke einer unendlich grofien Welt ist uns mindestens pro-
blematisch. Und doch sieht es so aus, als sei es notig gewesen,
da8 auch diese — falschen — Vorstellungen einmal als richtig
anerkannt und vielleicht nur deshalb bis ins letzte durchdacht
wurden. Und was wire aus der Infinitesimalrechnung geworden,
wenn Leibniz und Newton nicht an die Existenz des aktual
unendlich Kleinen geglaubt hatten?

An der Wende vom Mittelalter zur Neuzeit steht Kepler.
Er hat diese Wende durchlitten, in seinem personlichen Leben
und in seinem wissenschaftlichen Werk.

Er hat, auf dem Boden des Kopernikanischen Systems, ver-
sucht, die Welt in ihrer Harmonie zu begreifen durch die Kon-
struktion der Planetenbahnen mittels der regelmifligen Korper,
durch den Vergleich der Planetenbewegung mit Tonintervallen.
Das ist griechisch. Modern aber ist, daB er nicht in der a priori
gefundenen Harmonie nun auch das Kriterium der Wahrheit
gefunden hat, sondern daB sich das Gefundene an den Messungen
und Beobachtungen bewihren mufite.

Kepler empfand seine Erkenntnisse als ein Nachdenken der
Gedanken Gottes, aber er fand diese nicht nur im Worl. sondern
auch im Werk Gottes.

Damit war jedoch die GewiBheit der Wahrheit wieder in
Frage gestellt. Im Wort Gottes war die Wahrheit unmitteibar
gegeben, aus dem Werk mu8 sie durch Beobachten und Schlie-
Ben herausgelesen werden. Dabei konnen sich Fehler einschlei-
chen. Die Harmonie ist als Kriterium der erreichten Wahrheit
nicht mehr brauchbar, denn Harmonie geht auf ein Ganzes, Har-
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monie ist das angemessene Verhiltnis der Teile zum Ganzen;
das Ganze ist aber in einer unendlichen Welt unerreichbar.

Wie gewinne ich unbezweifelbare Sicherheit, daB das, was ich
erforsche und erkenne, wahr ist? Das ist die Frage von Des-
cartes. Seine erste vorliufige Richtlinie: Ich muB sehen, wie
die Mathematiker es machen, denn bei ihnen gibt es sichere Lr-
kenntnisse (17). Die Mathematiker aber verfahren nach bestimm-
ten Regeln: Das Komplizierte wird in Einfaches aufgelost, derar’,
daB das Einfache intuitu eingesehen werden kann; intuitus
aber ist das klare und distinkte Erfassen des aufmerksamen Gei-
stes; und dann wird aus dem Einfachen durch deductio das
Komplizierte geschlossen. Das grundlegende Beispiel fiir etwas,
was clare et distincte erfaBt wird, ist das cogito ergo sum.
Von dieser Art ist auch die Erkenntnis der mathematischen
Grundbegriffe und Axiome (18}. Das klare und distinkte Erfassen
des aufmerksamen Geistes ist auch ein Kennzeichen der nieder-
landischen Malerei jener Zeit.

Nachdem Descartes sich iberlegt hat, daB und wie die
Mathematik zu behandeln ist, und schon gleichzeitig damit, stellt
er die Frage: Wovon handelt denn die Mathematik eigentlich?
Die Antwort lautet: Von den Verhaltnissen der Dinge zueinander,
und zwar unabhingig davon, um was fiir Dinge es sich handelt,
ob um Zahlen oder Strecken oder sonst etwas, wenn sie nur in
einem Verhiltnis zueinander stehen kénnen (19).

Diese Antwort kennzeichnet den Standort der neuzeitlichen
Mathematik. Die Babylonier und Agypter hitten gesagt: Die
Mathematik handelt von den GroBen gewisser Figuren und Kor-
per und den Mengen von Brot und Bier usw. Die Griechen hitten
gesagt: Die Mathematik handelt von den Eigenschaften von Zali-
len und Figuren, und zwar davon, wie sie sich aus Elementen
zusammensetzen lassen. Descartes sagt: Von den Verhiltnis-
sen. Denn das ist das, was die Zeit erfordert. Man mift Strecken,
Zeiten, Geschwindigkeiten, Lingen usw. und behandelt sie wie
Zahlen. Ist denn das erlaubt? Aristoteles hatte verboten.
Geometrisches durch Arithmetik zu beweisen (20). Warum darf
man es jetzt? Descartes gibt die Antwort: Weil man mit
Strecken genau dieselben Operationen durchfiihren kann, die inan
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bei den Zahlen Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
und Wurzelziehen nennt. Dabei ist es wesentlich, daB Descar -
tes zwei Strecken so multipliziert, da8 das Ergebnis eine Strecke
und nicht ein Rechteck ist. Dieser Isomorphismus ist die Grund-
lage der analytischen Geomelrie.

Man triagt dann die fraglichen Strecken von einer gegebenen
Geraden aus unter einem festen Winkel ab. DaB dieser Winkel
am bequemsten als ein rechter zu wihlen ist, steht bei Fermuat
und in einer Anmerkung von Florimond de Beaune (21).
Fermat behandelt auch systematisch die, Gleichungen ersten
und zweiten, anhangsweise auch dritten und vierten Grades. Ein
kennzeichnender Unterschied gegeniiber Apollonius ist der:
Bei Apollonius ist zuerst die Figur da, an der Figur wird
eine Aussage liber gewisse Streckenverhiltnisse gemacht. RBei
Fermat ist zuerst die Gleichung da: dann wird ein Koordinaten-
system konstruiert und in diesem die Gleichung als Kurve dar-
gestellt — genau wie die Maler erst ein Raumstiick perspektivisch
konstruieren und dann ihre Figuren hineinsetzen.

Damit hat man im wesentlichen den Funktionsbegriff, wenn
auch Fermat noch von (geometrischem) ,Ort“ spricht. Physi-
kalisch ist dieser Begriff der Rest der Weltharmonie. An Stelle
des Verhilinisses aller Teile zum Ganzen sind nur noch die Be-
ziechungen einzelner Teile zueinander faBbar. Und auch diese
nicht im groBen, sondern nur z. B. die Wirkung einer Kraft auf
die unmittelbar benachbarte Masse. Die dafiir notwendige rech-
nerische Methode fand man in der Differential- und Integral-
rechnung.

Nun hatte schon Archimedes Flicheninhalte und Tangen-
ten bestimmt, aber ihm fehlte zweierlei: 1. die Notwendigkeit
solcher Untersuchungen fiir die Naturerkenntnis, 2. die allge-
meine Darstellung von Kurven durch Gleichungen. Er und
Apollonius konnten nichts anderes tun als Flacheninhalt und
Tangenten bei allen vorliegenden Kurven einzeln bestimmen, denn
sie hatten nur die einzelnen Kurven. Jetzt erst hat man die Mog-
lichkeit, Kurven allgemein durch Gleichungen zu bestimmen, und
darum erhiilt das Problem jetzt die Gestalt, daB man nach all-
gemeinen Methoden zur Bestimmung von Tangenten und Fla-
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cheninhalten sucht. Deshalb lag die Erfindung der Infinitesimal-
rechnung ,in der Luft“.

Auf die Vorarbeiten und Einzelheiten der Erfindung der In-
finitesimalrechnung will ich nicht eingehen. Ich mochte nur be-
tonen, daB Newton und Leibniz doch neben Gleichartigem
auch recht Verschiedenartiges zur Entwicklung der Infinitesimal-
rechnung beigesteuert haben (22). Bei N e w t o n steht die Reihen-
lehre im Vordergrund, bei Leibniz der Formalismus des Kal-
kiils. Das hat seine guten Griinde. Newton als Physiker war
daran gelegen, alle anfallenden Probleme, wenn nétig niherungs-
weise zu losen. Leibniz hatte die Idee einer allgemeinen logi-
schen Sprache, die das menschliche Denken, soweit es rein sche-
matisch vor sich geht, ersetzen sollte. Das Denken geschieht weil-
gehend in Zeichen, und schon die Wahl der Zeichen soll so ge-
troffen werden, daB sie das Denken unterstiitzen. So ist seine
Symbolik entstanden.

Mit der Erfindung dieser Methode war ein grofles Ziel im
Prinzip erreicht: die Welt aus ihrem Verhalten im unendlich
Kleinen zu verstehen (23). Man war sich dieser Leistung bewuft,
und es begann eine Zeit des groBien Optimismus, von Leibniz
Meinung, daB diese Welt die bestmogliche aller Welten sei und
daBl man das auch einsehen konne, bis zu dem berithmten L a -
pla ceschen Geist, der die ganze Zukunft voraus berechnen kann.
Spiegelt sich das nicht auch in der Kunst des Barock? Die sich
bei den Kirchengrundrissen nicht mehr mit Quadraten und Recht-
ecken begniigt, sondern z. B. Ellipsen ineinanderfiigt und kunst-
voll verschlingt, die den Raum belebt mit einer Fiille von Engel-
chen, himmlischen Gestalten, die man ganz aus der Nihe, ganz
im kleinen betrachten muB, die dann aber auch ganz und gar
verstindlich sind wie Fleisch von unserem Fleisch.

Die Zeit erinnert an die klassische Zeit der Griechen. Wie da-
mals ist die Methode klar zum Durchbruch und zur Entfaltung
gekommen. Und wie damals waren ihre Grundlagen noch vollig
unsicher. Gauss kehrte zu den strengen Methoden der Griechen
zuruck, wie die Kunst von Rokoko zum Klassizismus zuriick-
kehrte und wie Kant eine Besinnung darauf begann, wie syn-
thetische Urteile a priori, d. h. wie Wissenschaft moglich sei.

124



Nun setzte auf allen Gebieten die Besinnung auf die Grund-
lagen ein, in der Analysis mit Gauss, Cauchy, Weier-
strass, in der Geometrie mit der nichteuklidischen Geometrie
bis zu Riemann und Hilbert, in der Algebra mit Abel und
Galois — ich kann hier natiirlich nicht im entferntesten an-
deuten, was alles geschehen ist. Von besonderer Bedeutung scheint
mir die allgemeine Frage nach den Grundlagen der Mathematik
zu sein, die von Hilberts Grundlagen der Geometrie zur Be-
weistheorie fithrt und damit die grundlegende I'rage angeht: die
nach dem Grund fiir die Wahrheit der mathematischen Sitze.
Diese Frage ist vollig in der Schwebe, und ich meine, daB hier
die mathematische Logik ein entscheidendes Wort mitzureden
hat. Je allgemeiner die mathematischen Sitze werden, desto mehr
erfordern sie eine rein logische Formulierung. Wir sind jedoch
noch weit davon entfernt, uns uber die logischen Grundlagen der
Mathematik auch nur einig zu sein, und weit davon entfernt, das
Gebdude der Mathematik auf den angemessenen Grundlagen auf-
bauen zu konnen. Auch damit wire die Frage nach dem Grund
fur die Wahrheit der Mathematik noch nicht beantwortet.

Ist die moderne Kunst in einer dhnlichen Lage? Offenkundig
ist wohl ein Bestreben, nicht so sehr Gegenstindliches wie viel-
mehr Abstraktes, nicht Dinge, sondern Relationen zwischen Din-
gen zur Darstellung zu bringen. '

Bleibt dieses Betrachten von Relationen in der Schwebe, der-
art, daB, bildlich gesprochen, Fiden verkniipft werden, die nir-
gends mehr an einen Rahmen ankniipfen? Nietzsche sagt ein-
mal: ,Das Neue an unserer jetzigen Stellung zur Philosophie ist
eine Uberzeugung, die noch kein Zeitalter hatte: daB wir die
Wahrheit nicht haben.©
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