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Kapitel 1

Einleitung

Meine Faszination für diese Arbeit liegt in der Interdisziplinarität un-
terschiedlicher Fachgebiete und der Herausforderung, die Komplexität
der Zusammenhänge zu entschlüsseln.

Im Jahr 2016 ist es Forschern an der Philipps–Universität Marburg und der Justus–
Liebig–Universität Gießen gelungen, ein Material mit außergewöhnlichen optischen
Eigenschaften zu erforschen: Es wurde ein molekularer Feststoff entdeckt, der die
elektromagnetische Strahlung eines infraroten (IR) Lasers in ein kontinuierliches
Spektrum im sichtbaren Frequenzbereich („weißes Licht“) konvertiert [1, 2]. Dabei
behält das emittierte Licht die Direktionalität der einfallenden Strahlung. Diese
Entdeckung stellt eine Innovation dar, weil sie die Vorteile des Lasers (hohe Inten-
sität und geringe Divergenz des Strahlenganges) für ein kontinuierliches Spektrum
nutzbar macht.

Abbildung 1.1 Logo der Forschergruppe FOR 2824 mit der Darstellung von
1,3,5,7-Tetrakis(4-vinylphenyl)-2,4,6,8,9,10-hexathia-1,3,5,7-tetrastanna-adamantan,
der Basis des weißlichterzeugenden, molekularen Feststoffes. (Von N. Rosemann)

Die Erforschung der Weißlichterzeugung ruft über verschiedene Fachgebiete und
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Kapitel 1 Einleitung

Materialklassen hinweg starkes Interesse hervor [3]: Fasern von photonischen Kris-
tallen („photonic crystal fibers“, PCF) können zur Erzeugung kontinuierlicher Spek-
tra benutzt werden und finden in Kontexten von rein-optischen Uhren im Terahertz-
Regime [4], der Pump-Seed-Synchronisation in der Femtosekunden-Physik [5], der
Erzeugung von Attosekunden-Pulsen [6] sowie von Spektroskopie, Mikroskopie und
Kommunikation Anwendung [7]. Es gibt viele Arbeiten, die sich der breitbandi-
gen Photolumineszenz aufgrund ultravioletter (d.h. hochenergetischer) Anregung
widmen.1 Eine Ausnahme stellen amorphe Allotrope von Kohlenstoff („graphene
ceramics“, „graphene foams“) dar, die ähnlich wie die molekularen Feststoffe gemäß
[1] infolge der IR-Anregung Weißlicht emittieren [13, 14, 15]. Jedoch wird bei den
Kohlenstoff-Strukturen eine im Vergleich geringere Skalierung der Weißlichtemissi-
on mit der Ausgangsleistung des IR-Lasers erfasst und auch bei dünnen Proben kei-
ne Transmission beobachtet, sodass die Direktionalität der einfallenden Strahlung
nicht für das kontinuierliche Spektrum ausgenutzt werden kann.

Für derart ausrichtbare, weiße Strahlungsquellen gibt es vielfältige Anwendungen
[7, 3] vom Ingenieurwesen bis zur Medizin [16, 17]. Die bisherige, komplizierte Erzeu-
gung und Verarbeitung kann in Zukunft durch eine simple und kostengünstige In-
tegration aus einer kommerziell erhältlichen IR-Laserdiode und einem molekularen
Feststoff ersetzt werden. Deshalb wurde im Jahr 2019 die Forschergruppe FOR 2824
mit Beteiligten der Justus–Liebig–Universität Gießen und der Philipps–Universität
Marburg gegründet, die sich der Untersuchung dieses molekularen Feststoffes und
davon abgeleiteten Materialien widmen. Ziel ist unter anderem die Erforschung
der Zusammenhänge zwischen den strukturellen bzw. chemischen Trends einerseits
und den optischen Eigenschaften andererseits. Tatsächlich zeigen erste, systemati-
sche Experimente [2], dass einfallende IR-Strahlung abhängig von der Kompositi-
on der untersuchten molekularen Feststoffe entweder in ein kontinuierliches Spek-
trum oder in monochromatische Strahlung der doppelten Frequenz umgewandelt
wird.

Bei der letztgenannten Umwandlung, der Frequenzverdopplung („second harmonic
generation“, SHG) handelt es sich um einen Effekt der nichtlinearen Optik [18]. In
der linearen Optik (zu der alltägliche Phänomene wie Brechung, Absorption und
Reflektion zählen) wird die Ausbreitung der Photonen untersucht, deren Energie da-
bei entweder erhalten bleibt oder dissipiert. Bei den hohen Feldstärken eines Lasers
treten jedoch zusätzliche Effekte auf, die unter anderem2 zur Erzeugung von Photo-

1Beispielsweise werden plasmonisch-dielektrische Si–Au-Nanoschwämme [8], monolithische He-
terostrukturen aus Zink-Cadmium-Chalcogeniden [9], organisch-inorganischen Molekülen [10]
bzw. Perovskiten [11] oder auch über organische Moleküle in Lösung oder als Festkörper [12]
untersucht.

2Frequenzverdopplung (SHG) und Frequenzverdreifachung (THG) stellen nur eine Auswahl dar;
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Abbildung 1.2 Prinzip der Zwei-Photonen-Resonanz (oben) und der Drei-
Photonen-Resonanz (unten) in einem Zwei-Niveau-System. Auf diese Weise tragen
Multi-Photon-Prozesse zur Erzeugung höherer harmonischer Frequenzen aus der ein-
fallenden Grundfrequenz (rot) bei.

nen der zweifachen oder dreifachen Energie führen können. Solche Effekte entstehen
nur bei starken elektrischen Feldern ~E, die eine Deformation der Elektronenorbitale
(die mit der Polarisation ~P beschrieben wird) und neue physikalische Phänomene
bewirken. Im Gegensatz zur linearen Optik, in der die lineare Abhängigkeit der Fel-
der ~P und ~E durch P = ε0χ

(1)E ausgedrückt wird, werden bei hohen Werten für ~E
darüberhinausgehende, zusätzliche Terme in der Formel

P = ε0χ
(1)E + ε0χ

(2)E2 + ε0χ
(3)E3 + · · ·

relevant, die den Begriff „nichtlinear“ prägen.3 Dabei bezeichnet χ(n) die Suszepti-
bilität n-ter Ordnung.

Es wird in Bezug auf die Weißlichterzeugung vermutet, dass auch diese im Zu-
sammenhang mit starken nichtlinearen Effekten steht. Im Kontext der Erzeugung

zahlreiche Multi-Photon-Prozesse werden in [18] dargestellt. Generell ist die Licht-Materie-
Wechselwirkung extrem umfangreich und vielfältig. Dies ist insbesondere in Bezug zum Welle-
Teilchen-Dualismus zu sehen.

3Im Allgemeinen [siehe Gleichung (2.38) auf S. 21] ist die Entwicklung von ~P in Ordnungen von ~E
von der Energie ~ω abhängig („spektrale Eigenschaften“), wobei hier der infrarote bis optische
Bereich des elektromagnetischen Spektrums von Interesse ist. Außerdem ist die Orientierung
der Kristalle und der ~E-Felder zu berücksichtigen.
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von superkontinuierlichen Spektren werden dazu Vierwellenmischung („Four-wave
mixing“), (Eigen-)Phasenmodulationen (SPM und CPM), Anregungen von Solito-
nen oder angeregte Raman-Streuung genannt [3]. Allerdings ist es für die Mole-
küle noch ein aktueller Gegenstand der Forschung, auf welche Mechanismen die
kontinuierlichen Spektra konkret zurückzuführen sind, wie sie beeinflusst werden
können, warum gewisse Modifikationen der Moleküle stattdessen zu einer starken
monochromatischen Nichtlinearität, d.h. SHG, führen und welche Rolle die Fern-
ordnung dabei einnimmt [2]. Diesen Fragen kann man sich systematisch nähern,
indem zusätzlich zu verschiedenen Experimenten ab initio Berechnungen durchge-
führt werden.

Ab initio (lateinisch, „von Beginn an“) Rechnungen verzichten auf die Verwendung
empirischer Parameter und führen die Berechnung von Materialeigenschaften auf
die fundamentalen Prinzipien und Theorien der Physik zurück. Im Falle der Wech-
selwirkung von Licht und Materie steht die Quantenmechanik im Vordergrund. Die
darin enthaltenen Spezialisierungen Vielteilchentheorie und Dichtefunktionaltheo-
rie sowie die Theorie der Elektrodynamik und die Computerphysik sind dabei eben-
falls relevant. Im Idealfall wird auf empirische Parameter verzichtet, was einen ent-
scheidenden Vorteil gegenüber parametrisierten Methoden hat. Dieses Vorgehen er-
möglicht den unabhängigen Vergleich mit dem Experiment, der Synergien freisetzt
und somit die Forschung nachhaltig vorantreibt:

• Im Falle der Übereinstimmung ergibt sich eine weitere Bestätigung der Theo-
rie, die sich immer am Experiment messen lassen muss. Dafür kann sie dem
Experiment zusätzliche Informationen liefern, die experimentell schwierig oder
sonst nicht zugänglich sind.

• Falls sich Unterschiede zwischen Theorie und Experiment ergeben stellt auch
dies einen Erkenntnisgewinn dar. Eine Analyse der Voraussetzungen, auf de-
nen der Vergleich beruht, kann dann sowohl zu einer Weiterentwicklung der
Theorie als auch zu einer alternativen Deutung des Experiments führen.

In der Festkörperphysik hat sich die Dichtefunktionaltheorie (DFT) als Grund-
lage etabliert, in der auf Basis quantenmechanischer Näherungen (im Austausch-
Korrelations-Funktional) größere Systeme mit vielen Elektronen erst berechenbar4
werden. Dadurch können die Grundzustandseigenschaften der Materialien zuverläs-
sig beschrieben werden, während für die Eigenschaften des angeregten Systems die
DFT-Resultate erweiterbar sind oder den Ausgangspunkt anspruchsvoller Nähe-

4Nichtsdestotrotz ist der Einsatz von Hochleistungsrechnern häufig vonnöten, da die Problem-
stellungen, Systemgrößen und Ansprüche an die Genauigkeit zugenommen haben.
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rungen auf Basis der Vielteilchentheorie bilden. Grundzustandseigenschaften sind
z.B. die Kristalleigenschaften Gitter und Basis, Dichte, Bindungslängen, Formati-
onsenergien etc., die mit Hilfe der DFT in guter Übereinstimmung mit dem Experi-
ment vorhersagbar sind. Zu den Eigenschaften des angeregten Systems gehört ins-
besondere die Anregung elektronischer Übergänge durch elektromagnetische Strah-
lung.

Im Kontext der ab initio Rechnungen sind die nichtlinearen optischen Eigenschaf-
ten ein bislang wenig erforschtes Gebiet. Eine solche Untersuchung stellt eine viel-
schichtige Aufgabe dar, weil die nichtlinearen Effekte auf Anregungen beruhen,
bei denen allgemein Vielteilcheneffekte wie die Elektron-Loch-Wechselwirkung und
die in der Selbstenergie Σ(ω) enthaltene Beiträge berücksichtigt werden müssen
[19]. Eine störungstheoretische Behandlung in Leitsmann et al. [20] liefert im Fal-
le der Frequenzverdopplung einen geschlossenen Ausdruck für χ(2) auf Basis der
Impulsmatrix-Elemente, jedoch ist aufgrund des Ansatzes ein Ansteigen der Kom-
plexität bei Nichtlinearitäten höherer Ordnung zu erwarten [21] (vergleiche Sei-
te 22). Mit der Zeitentwicklung der Polarisation nach Attaccalite und Grüning
[22] sind jedoch prinzipiell alle Ordnungen der Nichtlinearitäten zugänglich, wobei
Vielteilcheneffekte ebenfalls durch einen effektiven Hamilton-Operator in die Zeit-
entwicklung eingebunden werden können. Es ist anerkannt, dass der Ansatz einer
der effizientesten Fortschritte in der Beschreibung der Response dritter Ordnung sei
[23]. Mehrere aktuelle Arbeiten zu einlagigen, zweidimensionalen Halbleitern (h-BN
und MoS2 [24], SiC, ZnO und GaN [25], InSe und GaSe [26], GaAs [27]), Arbeiten
zur Zwei-Photonen-Absorption in h-BN [28] und in flüssigem Wasser [21] sowie zu
exzitonischen Nichtlinearitäten in Graphen-Nanotubes und Graphen-Nanoribbons
[29] belegen mit der Verwendung der Zeitentwicklung der Polarisation den derzei-
tigen Stand der Forschung.

Daher soll diese Methode dafür benutzt werden, um die Nichtlinearitäten der im
Rahmen der FOR 2824 erforschten molekularen Feststoffe zu untersuchen. Aller-
dings wurde diese Methode bislang noch nicht auf Systeme dieser Größe angewen-
det, deswegen wird in dieser Arbeit das Fundament für weitere Untersuchungen
gelegt: Nach einer kurzen Darstellung der Grundlagen (Abschnitt 2) wird die Im-
plementierung der Zeitentwicklung der Polarisation validiert. Dazu werden (am
Beispiel der Ferroelektrika) bereits veröffentlichte Spektren auf Basis der Impuls-
matrixmethode und eigene Berechnungen mit dieser Methode herangezogen (Ab-
schnitt 3). Danach ist die Steigerung der Systemgröße möglich, sodass die Nicht-
linearitäten bis zur dritten Ordnung für einen Molekülkristall aus [2] berechnet
werden können (Abschnitt 4). Im Lichte der weiterführenden Fragen zu amor-
phen Strukturen werden in den Abschnitten 4.3 und 4.4 Möglichkeiten untersucht,
wie die Systemgröße von 672 Elektronen verkleinert werden kann und dabei eine
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gewisse Aussagefähigkeit zu den nichtlinearen spektralen Eigenschaften zu erhal-
ten.

• Fortschritte Molekülkristalle:	
SHG	+	THG

• Validierung
Lithiumniobat:	Vergleich	
der	Resultate	zweier	

Ansätze	(untereinander	
und	mit	der	Literatur)

• Grundlagen
Quantenmechanik,	

Vielteilchentheorie,	King-Smith	–
Vanderbilt	Polarisation

Ferroelektrika:
THG

Abbildung 1.3 Graphische Zusammenfassung zur Struktur der vorliegenden Ar-
beit: Beiträge zum theoretischen Verständnis der Weißlichterzeugung in amorphen
Materialien.
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Kapitel 2

Grundlagen der Theorie

In dieser Arbeit sollen auf theoretischer Basis, also mit Hilfe der Quantenmecha-
nik, nichtlineare optische Eigenschaften berechnet werden, die mit experimentellen
Resultaten verglichen werden können und so zu einer umfassenden Erklärung ex-
perimenteller Beobachtungen beitragen können. Diese theoretische Basis soll im
Folgenden skizziert werden, indem nach der Beschreibung des Festkörper-Problems
und seiner näherungsweisen Lösung durch die Dichtefunktionaltheorie die Berech-
nung nichtlinearer optischer Effekte, insbesondere harmonischer Signaturen (SHG,
THG etc.), erläutert wird.

2.1 Lösungsansätze zum Festkörperproblem

2.1.1 Vom Festkörperproblem zur Kohn-Sham-Gleichung

Für die Beschreibung der Wechselwirkung von Licht (im Bereich der Optik) mit
Materie ist die Verteilung der Elektronen in dem Material entscheidend, besonders
die Anordnung chemischer Bindungen und der Aufbau des Materials als Atomker-
nen und Elektronen. Dafür wird in der theoretischen Physik die Quantenmechanik
herangezogen, aus der die Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
Ψ(~r, t) = ĤΨ(~r, t) (2.1)

bekannt ist, die als Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit und zweiter
Ordnung in den räumlichen Koordinaten die Wellenfunktionen Ψ(~r, t) als Eigen-
funktionen definiert. Der Hamiltonoperator Ĥ = T̂ + V̂ setzt sich aus den Operato-
ren der kinetischen und der potentiellen Energie zusammmen. Wenn das Potential

7



Kapitel 2 Grundlagen der Theorie

zeitunabhängig ist, lässt sich durch einen Produktansatz die Zeitabhängigkeit der
Differentialgleichung von der verbleibenden Eigenwertgleichung

Ĥψ(~r) = Eψ(~r) (2.2)

separieren. Aus den ψ dieses Eigenwertproblems lassen sich durch Anwendung eines
entsprechenden Operators alle messbaren Größen erhalten.

Das Potential ergibt sich aus der Coulomb-Wechselwirkung des Gesamtsystems der
positiv geladenen Atomkerne und negativ geladenen Elektronen. Damit lautet der
Hamilton-Operator [30]

Ĥ =
NK∑
k=1

(
− ~2

2Mk

∆~Rk

)
= TK : kin. Energie d. Kerne

+
Ne∑
j=1

(
− ~2

2me

∆~rj

)
= Te : kin. Energie d. Elektronen

+ 1
2

NK∑
k=1

NK∑
k′=1

k 6=k′

(
ZkZk′e

2
0

4πε0|~Rk − ~Rk′|

)
= VK−K : Kern-Kern-Wechselwirkung

+ 1
2

Ne∑
j=1

Ne∑
j′=1

j 6=j′

(
e2

0
4πε0|~rj − ~rj′|

)
= Ve−e : Elektron-Elektron-Wechselwirkung

+
NK∑
k=1

Ne∑
j=1

(
−Zke2

0

4πε0|~rj − ~Rk|

)
= VK−e : Kern-Elektron-Wechselwirkung

(2.3)

mit NK Atomkernen mit den Massen Mk und den Ordnungszahlen Zk an den Posi-
tionen ~Rk sowie Ne Elektronen mit Masse me an den Positionen ~rj. Im Falle eines
makroskopischen Körpers ist die Wellenfunktion numerisch nicht handhabbar, weil
zu viele Abhängigkeiten (z.B. die Ortsvektoren ~rj) auftreten. Auch die Separati-
on der elektronischen Freiheitsgrade von denen der Kerne, wie sie in der Born-
Oppenheimer-Näherung aufgrund des kleinen Elektron-Kern-Massenverhältnisses
angewendet wird, reduziert die Anzahl der Variablen in der Wellenfunktion noch
nicht genug.

Als Ausweg wird in der Dichtefunktionaltheorie die elektronische Ladungsdichte als
grundlegende Größe verwendet. Dies ist durch das 1964 veröffentlichte Hohenberg-
Kohn-Theorem möglich, das zwei wichtige Aussagen formuliert.

8



2.1 Lösungsansätze zum Festkörperproblem

Hohenberg-Kohn-Theorem [30, 31]

1. Für eine vorgegebene Wechselwirkung der Elektronen bestimmt die Grundzu-
standsdichte n0(~r) eindeutig (bis auf eine additive Konstante) das zugrunde
liegende externe Potential Vext(~r).

2. Für ein vorgegebenes, externes Potential Vext(~r) lässt sich die Energie des
Elektronensystems in der Form EVext [n] = F [n(~r)] +

∫
Vext(~r)n(~r)d3r schrei-

ben, wobei F [n(~r)] ein universelles Funktional der Ladungsdichte darstellt,
das nicht von Vext(~r) abhängt. Diese Energie nimmt (mit der Nebenbedin-
gung

∫
n(~r)d3r = Ne) bei der Grundzustandsdichte n0(~r) ihr Minimum Ee

0 =
EVext [n0] = min∫

nd3r=Ne
EVext [n] an.

Dadurch wird der Zusammenhang zwischen der Grundzustandsdichte und dem ex-
ternen Potential und damit auch dem gesamten Hamilton-Operator eindeutig fest-
gelegt. Aus den Eigenfunktionen von Ĥ lassen sich wiederum alle anderen Größen
bestimmen, insbesondere auch die elektronische Ladungsdichte. Daneben geht aus
der zweiten Aussage ein Ritz’sches Variationsprinzip hervor, bei dem die Grund-
zustandsdichte die Energie des elektronischen Systems minimiert. Das Funktional
F [n(~r)] enthält die Beiträge der kinetischen Energie und der Wechselwirkung der
Elektronen, die als Vielteilcheneigenschaften jedoch nicht explizit als Funktional
der Dichte bekannt sind.

Zur Abhilfe wird ein neues Funktional Exc[n] über

F [n(~r)] = Ts[n(~r)] + 1
2

∫ n(~r)n(~r′)
|~r − ~r′|

dr dr′+ Exc[n(~r)] (2.4)

definiert, welches alle unberücksichtigten Anteile enthält, die in der kinetischen
Energie Ts und der Hartree-Energie für nicht-wechselwirkende Teilchen vernachläs-
sigt werden. Die Anwendung des Ritz’schen Variationsprinzips mit dem Hartree-
Potential

VHartree(~r) =
∫ n(~r′)
|~r − ~r′|

dr′ (2.5)

führt formal auf eine Ein-Teilchen-Gleichung [32]− ~2

2m∆ + Vext(~r)+VHartree(~r) + δExc[n]
δn(~r)︸ ︷︷ ︸
Vxc

ϕj(~r) = εjϕj(~r), (2.6)

9



Kapitel 2 Grundlagen der Theorie

die als Kohn-Sham-Gleichung bezeichnet wird. Im sogenannten Austausch-Korrela-
tions-Potential im effektiven Potential Veff = Vext +VHartree +Vxc gehen die Vielteil-
cheneigenschaften ein, die in der Einteilchengleichung (2.6) nur angenähert werden
können. Die Genauigkeit der Näherungen für Vxc ist der bestimmende Einfluss da-
für, wie zutreffend die Beschreibung des Vielteilchenproblems mit einem effektiven
Einteilchen-Potential ist. Die Kohn-Sham-Orbitale ϕj müssen auf die gleiche La-
dungsdichte n(~r) = ∑N

j=1 |ϕj~r|
2 führen, die der Ladungsdichte des zugehörigen N -

Körperproblems wechselwirkender Teilchen entspricht. Die ϕj entsprechen jedoch
nicht den Wellenfunktionen ψ und unterliegen darüber hinaus keiner physikalischen
Interpretation. Für die Eigenwerte εj ist die physikalische Interpretation als Band-
struktur ebenfalls nicht gegeben (mit Ausnahme von Janaks Theorem, nachdem der
höchste besetzte Eigenwert eines endlichen Systems an die Ionisationsenergie ge-
knüpft ist [33, 34]), trotzdem liefert die Verwendung in der Bandstruktur qualitativ
gute Ergebnisse [32].

Nach dem Hohenberg-Kohn-Theorem muss die Kohn-Sham-Gleichung (2.6) selbst-
konsistent gelöst werden, damit die Ladungsdichte wieder auf ein externes Potential
führt, aus dem die Dichte hervorgegangen ist [35]. Ausgehend von einer initialen
Ladungsdichteverteilung (z.B. aus der Superposition der Atomladungsdichten oder
aus der Lösung der Thomas-Fermi-Gleichung) werden die Kohn-Sham-Orbitale als
Eigenfunktionen von (2.6) durch iterative Matrix-Diagonalisierung gelöst. Aus die-
sen wird nach n(~r) = ∑N

j=1 |ϕj~r|
2 eine neue Ladungsdichte erzeugt, für die überprüft

wird, wie stark sich diese von der vorherigen Ladungsdichte unterscheidet. Ist die
Differenz kleiner als ein festgelegtes Konvergenzkriterium, hat man die selbstkonsis-
tente Ladungsdichte erhalten, andernfalls wird die neue Dichte (ggf. zu Konvergenz-
zwecken gemischt mit der vorherigen) erneut zur Lösung der Kohn-Sham-Gleichung
verwendet.

Kristalle sind ein gängiger Spezialfall in der Betrachtung der Festkörper, da sie
durch ihre Translationssymmetrie bei Kenntnis einer Elementarzelle makroskopi-
sche Fernordnung aufweisen, d.h. dass die Physik des ganzen Kristalls aus der Be-
schreibung nur einer Elementarzelle, die durch die enthaltenen Atome und den
Gittervektoren ~ai bestimmt ist, hervorgeht. Diese Eigenschaft führt auf das Bloch-
Theorem:

Bloch-Theorem [36]

1. In Anwesenheit eines gitterperiodischen Potentials mit V (~r) = V (~r+~a) folgt
für die Wellenfunktionen ψ in diesem Potential ψ(~r + ~a) = ei

~k·~aψ(~r), d.h.
dass sich die Wellenfunktion unter Verschiebung um einen Gittervektor ~a

10



2.1 Lösungsansätze zum Festkörperproblem

nur um einen Phasenfaktor ändert. Die Elektronendichte |ψ(~r)|2 behält die
Gitterperiodizität bei.

2. Unter den gleichen Voraussetzungen erfüllt die Wellenfunktion im Kristall-
potential den Zusammenhang ψ(~r) = ei

~k·~ru(~r), wobei u(~r) = u(~r + ~a) gilt,
sodass die Wellenfunktion als Produkt aus einer ebenen Welle und einer git-
terperiodischen Funktion aufgefasst werden kann.

Den Gittervektoren zugeordnet ist das reziproke Gitter, welches aus den Vektoren
~bj mit der Eigenschaft

~ai ·~bj = 2πδij ⇒ ei~ai·
~bj = 1 (2.7)

besteht [37, 38]. Die ~bj spannen den reziproken Raum, auch ~k-Raum genannt, auf.
In diesem hat die 1. Brillouin-Zone eine besondere Bedeutung, die aus der Wigner-
Seitz-Konstruktion des reziproken Gitters hervorgeht. Mit dem Bloch-Theorem
lässt sich zeigen, dass sich die Beschreibung der Wellenfunktionen auf die 1. Bril-
louin-Zone als Elementarzelle des reziproken Raums beschränken lässt. Die wei-
teren Wellenfunktionen gehen aus dieser so definierten Teilmenge hervor und die
Wellenfunktionen können nach dem Bloch-Theorem durch ~k (sowie einem diskreten
Bandindex) charakterisiert werden [34]. die Wellenfunktionen hier eindeutig durch
~k festgelegt sind und sich die weitere Betrachtung auf die 1. Brillouin-Zone als Ele-
mentarzelle des reziproken Raums beschränken lässt. Dadurch werden nach ebenen
Wellen entwickelte Kohn-Sham-Orbitale numerisch besonders kompatibel, wenn
das Festkörperproblem in periodischen Randbedingungen formuliert ist.1 Nach der
Fourier-Transformation des effektiven Potentials Veff erhält man die Eigenwertglei-
chung [35]

~2

2m |
~k + ~G|2c~k(~G) +

∑
~G′

Veff(~G− ~G′)c~k( ~G′) = ε~kc~k(~G) (2.8)

mit den reziproken Gittervektoren ~G, ~G′ und den Entwicklungskoeffizienten c~k(~G).
Um die Gesamtenergie zu erlangen, ist die Integration der ε über die gesamte
Brillouin-Zone notwendig. In der Praxis wird jedoch über einen diskreten ~k-Punkt-
Satz summiert, bei dem sich zusätzliche Symmetrien ausnutzen lassen [39].

1Ebene Wellen stellen aber nur eine Möglichkeit dar, die Wellenfunktionen zu entwickeln. Ins-
besondere bei der Untersuchung von isolierten Molekülen werden lokalisierte Basissätze ver-
wendet.
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2.1.2 Formulierungen der Austausch-Korrelations-Energie

Eine dichteabhängige Beschreibung der Vielteilchenwechselwirkung ist nicht oh-
ne Approximationen möglich. Aus der Hartree-Fock-Theorie ist der Begriff der
Austausch-Energie bereits bekannt, der eine zusätzliche Wechselwirkung zwischen
zwei Elektronen mit gleichem Spin beschreibt. Diese Wechselwirkung geht auf
das Pauli-Verbot zurück, welches eine antisymmetrische Wellenfunktion unter Ver-
tauschung zweier Teilchen verlangt (dies geht durch die Verwendung der Slater-
Determinante in die Hartree-Fock-Theorie ein). Es gibt aber auch die sogenann-
te Korrelationsenergie, die durch den Hartree-Fock-Ansatz nicht abgedeckt wird.
Für eine genaue Beschreibung sind beide Komponenten wesentlich, wie sich aus
dem Vergleich mit experimentellen Daten zeigt, weshalb auch in der Dichtefunktio-
naltheorie beide Terme berücksichtigt werden.

Local Density Approximation (LDA) Als einfachste Beschreibung der Austausch-
Korrelations-Energie wird das homogene Elektronengas herangezogen, da für dieses
System ein analytischer Ausdruck für den Austausch-Anteil bekannt ist. Damit wird
Exc an jedem Punkt ~r im Raum mit der Energie gleichgesetzt, die ein homogenes
Elektronengas mit der an diesem Punkt herrschenden Ladungsdichte durch Aus-
tausch und Korrelation erhält. Dazu wird die Austausch-Korrelationsenergie

Exc =
∫

(εx + εc)n(~r) d3r (2.9)

in zwei Energiedichten aufgeteilt. Für den Austausch-Anteil

εx = −3
4

[ 3
π

] 1
3
n

1
3 (2.10)

wird der exakte Ausdruck aus der Hartree-Fock-Beschreibung verwendet, der ana-
lytisch berechenbar ist. Den Korrelations-Anteil εc erhält man durch einen Fit ver-
schiedener Parameter an Monte-Carlo-Rechnungen des homogenen Elektronengases
[40]. Die Resultate der LDA liefern häufig gute Ergebnisse in Bezug auf Atomisa-
tionsenergien und Gitterkonstanten, wobei Bindungen tendenziell zu stark wieder-
gegeben werden.

Generalized Gradient Approximation (GGA) Besonders für inhomogene Dichte-
verteilungen ist die Abhängigkeit vom Dichtegradienten eine naheliegende Erweite-
rung der LDA. Um möglichst allgemeine Gültigkeit über verschiedene Materialklas-
sen hinweg zu erlangen, sollten die Funktionale nach allgemeinen Prinzipien aufge-
baut sein und die Grenzwerte hoher bzw. niedriger Dichten erfüllen.

12



2.1 Lösungsansätze zum Festkörperproblem

Im Falle des PBE-Funktionals [41] von Perdew, Burke und Ernzerhof basiert die
Austauschenergie auf dem (modifizierten) Ausdruck des homogenen Elektronenga-
ses

Ex =
∫
εhomx Fx(s)n(~r) d3r , (2.11)

wobei der Enhancement-Faktor im Falle des PBE-Funktionals durch

FPBE
x (s) = 1 + κ− κ

1 + µ
κ
s2 (2.12)

vom reduzierten Dichtegradienten

s = |∇n|
2[3π2]

1
3n

4
3

(2.13)

abhängt und

κ = 0,804, µ = 0,21951 (2.14)

Konstanten sind. Mit diesem Ansatz erfüllt der PBE-Austausch verschiedene fun-
damentale Grenzwerte2, die für die Austauschenergie erfüllt sein müssen [41]. Der
Ausdruck für die Korrelations-Energie beruht ebenfalls auf der Modifizierung des
vom homogenen Elektronengas bekannten Zusammenhangs. Für den allgemeinen,
spin-polarisierten Fall

Ec[n↑,n↓] =
∫
n · (εunifc (n,ζ) +H(n,ζ,t)) d3r (2.15)

lautet der gradientenabhängige Beitrag in PBE

H = e2

a0
γφ3 ln

(
1 + β

γ
· t2 + At4

1 + At2 + A2t4

)
, (2.16)

worin ein zweiter, reduzierter Dichtegradient

t = |∇n|
2φksn

(2.17)

enthalten ist. Über die Funktion φ wird der Ausdruck von der relativen Spinpolari-
sierung ζ abhängig, während ks als Thomas-Fermi Abschirmungs-Wellenzahl über

2Dazu zählen die Lieb-Oxford-Schranke (untere Schranke zur Austausch-Korrelationsenergie)
[42, 43], die korrekte Skalierung bei hohen Dichten, bei der spin-polarisierten Beschreibung
und hin zur linearen Antwortfunktion der LDA bei kleinen Abweichungen von einer homogenen
Dichte [41].
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Kapitel 2 Grundlagen der Theorie

mehrere Naturkonstanten mit der Ladungsdichte ks ∝ 6
√
n verknüpft ist [41, 34].

Durch diesen Ansatz werden die Grenzfälle der langsam und schnell variierenden
Ladungsdichten erfüllt und es wird sichergestellt, dass Ec unter gleichmäßiger Er-
höhung der Dichte zu einer Konstanten skaliert [41]. Durch diese Wahl der Formeln
erhält man – verglichen mit der LDA – eine bessere Beschreibung der Atomisati-
onsenergien, jedoch werden Gitterkonstanten typischerweise überkompensiert und
Bindungen zu schwach berechnet [44].

Letztlich wird die Wahlfreiheit, welche Grenzfälle erfüllt werden sollen, dazu be-
nutzt, um verschiedene andere Funktionale aufzustellen. Diese sind dann häu-
fig daran angepasst, eine bestimmte Eigenschaft gut zu beschreiben, wie im Fal-
le des Funktionals PBEsol [45] Gitterkonstanten von Festkörpern und Oberflä-
chen.

Einbindung der Dispersion Die Näherungen für das Funktional Exc[n(~r)] sind
(semi-) lokal und können als solche langreichweitige, nichtlokale Wechselwirkun-
gen nicht zuverlässig wiedergeben. Ein Beispiel dafür ist die London’sche Disper-
sionsenergie, die auf der gegenseitigen Induktion von Dipolen bei der Annäherung
zweier polarisierbarer Ladungsdichten beruht, was in den Materialwissenschaften
häufig als Van-der-Waals-Wechselwirkung bezeichnet wird. Diese muss sich in der
Korrelationsenergie wiederspiegeln. Um dies in Exc[n(~r)] zu berücksichtigen kann
man die Korrelationsenergie störungstheoretisch mittels der RPA (random-phase
approximation) einfließen lassen oder neue Funktionale benutzen, die nichtlokale
Wechselwirkungen explizit einbinden [46]. Drittens kann man bisherige Funktionale,
die bereits eine gute Beschreibung kovalenter Bindungen liefern, um die langreich-
weitigen Anteile ergänzen, wobei häufig Dämpfungsfunktionen eingeführt werden,
um Singularitäten und die doppelte Berechnung der bereits enthaltenen Beiträge
des semilokalen Funktionals zu vermeiden [46]. Folglich gibt es von ab initio bis
empirisch ein ganzes Spektrum an Funktionalen, die sich zusätzlich in der Umset-
zung der Dämpfung unterscheiden können. So kann man eine Dispersionsenergie-
Korrektur vornehmen, indem die paarweise Wechselwirkung der Atome aufsum-
miert

Edisp = −s6

Nat−1∑
i=1

Nat∑
j=i+1

Cij
6

R6
ij

fdmp(Rij) (2.18)

und mit einen Dämpfungsterm

fdmp(Rij) = 1

1 + e
−d
(
Rij
Rr
−1
) (2.19)
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2.1 Lösungsansätze zum Festkörperproblem

versehen wird, wie zum Beispiel beim DFT-D2 Funktional [47]. Die Dämpfung
wird zusätzlich durch den Parameter d und die Summe der Van-der-Waals-Radii
Rr bestimmt. Die Parameter Cij

6 (Dispersionskoeffizienten für die Wechselwirkung
der Atome i und j, die einen Abstand von Rij zueinander haben) und s6 (globa-
ler Skalierungsfaktor) werden im Falle des DFT-D2 Funktionals an experimentelle
Messwerte gefittet und sind somit empirisch bestimmt [47]. Dies wird durch das
DFT-D3 Funktional [48] verbessert, welches nur noch die Anpassung zweier globaler
Parameter erfordert und damit weniger empirisch ist.

2.1.3 Die elektronische Bandlücke

Im Kontext optischer Eigenschaften ist die korrekte Beschreibung von (elektroni-
schen) Bandlücken und unbesetzten Zuständen wichtig, wobei man sich weder auf
LDA- noch auf GGA-Funktionale verlassen kann, da diese viel zu kleine Werte für
Bandlücken liefern [49, 50]. Solche Funktionale liefern zwar in den Grundzustands-
eigenschaften (Bindungsgeometrie, Formationsenergien, etc.) zuverlässige Werte,
aber die Umformulierung des Vielteilchenproblems auf ein Einteilchenproblem führt
zu großen Abweichungen bei den unbesetzten Zuständen. Es gibt jedoch verschiede-
ne, über die Dichtefunktionaltheorie hinausgehende Ansätze, die zu Verbesserungen
(auf Kosten des numerischen Aufwands) führen.

Hybrid-Funktionale Der Ansatz der Hartree-Fock-Theorie ermöglicht die exakte
Beschreibung der Austauschenergie Ex. In Bandstrukturen führt sie aber zu deut-
lich zu großen Bandlücken, weil die Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung
nicht berücksichtigt wird. Indem ein gewisser Anteil der exakten Austausch-Energie
aus einer Hartree-Fock-Rechnung berücksichtigt wird ist es möglich, den Wert der
Bandlücke zu verbessern. So besteht im HSE-Funktional [51, 52] der kurzreichwei-
tige Anteil der Austausch-Energie zu einem durch α ∈ [0; 1] bestimmten Anteil aus
exakter Austausch-Energie, alle anderen Anteile werden durch das PBE-Funktional
festgelegt.

EHSE
xc = αEHF,SR

x (ω) + (1− α)EPBE,SR
x (ω)︸ ︷︷ ︸

kurzreichweitig

+EPBE,LR
x (ω) + EPBE

c (2.20)

Der Parameter ω nimmt dabei letztlich die Aufteilung in lang- und kurzreichweitig
vor. Konkret wird das HSE06-Funktional durch α = 0.25 und ω = 0.2 a−1

0 spezifi-
ziert (mit a0 als Bohr’schem Radius). Der Wert für α wird aber häufig so angepasst,
dass er die Bandlücke einer experimentellen Messung reproduziert, was methodisch
von einer reinen ab initio Berechnung abweicht.
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Kapitel 2 Grundlagen der Theorie

GW-Näherung Das Scheitern der Mean-Field-Theorien bei angeregten Zuständen
kann auf die Beschreibung des Vielteilchenproblems durch ein Einteilchenproblem
zurückgeführt werden. Die Verwendung Green’scher Funktionen erlaubt es hinge-
gen, die echten Vielteilcheneigenschaften (u.a. Anregungsenergien, wie sie in der
Photoelektronenspektroskopie gemessen werden) zu berechnen. Hierbei wird das
Festkörperproblem

Ĥ =
∫
ψ̂†(~r)

[
− ~2

2m∇
2 + Vext(~r)

]
ψ̂(~r)d3r + 1

2

∫∫
ψ̂†(~r)ψ̂†(~r′) e2

4πε0
∣∣∣~r − ~r′∣∣∣ ψ̂(~r′)ψ̂(~r)d3rd3r′

(2.21)

im Besetzungszahlformalismus in zweiter Quantisierung betrachtet, wodurch die
Notation zwar noch ähnlich zu Gleichung (2.6) aussieht, aber grundlegend anders
definiert ist, was bei der Interpretation beachtet werden muss.

Die zeitgeordnete Green-Funktion erfüllt die Dyson-Gleichung

G(~r,~r′;ω) = G0(~r,~r′;ω) +
∫∫

G0(~r,~r′′;ω)Σ(~r′′, ~r′′′;ω)G( ~r′′′,~r′;ω)d3r′′d3r′′′,

(2.22)

wobeiG0 aus den Eigenfunktionen des Einteilchen-/Hartree-Hamiltonoperators

ĥ0(~r) = − ~2

2m∇
2 + Vext(~r) + e2

4πε0

∫ n(~r′)∣∣∣~r − ~r′∣∣∣d3r′ (2.23)

hervorgeht. Die Dyson-Gleichung lässt sich weiterhin in die sogenannte Quasiteil-
chengleichung

ĥ0(~r)ψi(~r) +
∫

Σ(~r,~r′; εi/~)ψi(~r′)d3r′ = εiψi(~r) (2.24)

umformulieren, in der der Einteilchen-Hamiltonoperator des nicht-wechselwirken-
den Systems und die nichtlokale und energieabhängige Selbstenergie Σ, die alle
dynamischen Vielteilcheneffekte (Austausch und Korrelation) berücksichtigt, einge-
hen. Oberflächlich betrachtet ergibt sich eine Ähnlichkeit zur Kohn-Sham-Gleichung
(2.6), doch die ψi stellen hier Überlappintegrale der Vielteilchen-Wellenfunktionen
Ψ und dem Feldoperator ψ̂ dar und haben somit Vielteilchencharakter, im Ge-
gensatz zum Einteilchencharakter von (2.6). Die Dyson-Gleichung (2.22) lässt eine
Entwicklung in beliebige Ordnungen durch iteratives Einsetzen zu, dies ist jedoch
nicht zielführend, da die Reihe nicht konvergiert [49].

Man kann hingegen zweckmäßig eine abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung für
die Entwicklung der Selbstenergie berücksichtigen. Diese Abschirmung berücksich-
tigt, dass das Einbringen einer Ladung eine Umverteilung der bereits vorhandenen
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2.1 Lösungsansätze zum Festkörperproblem

Ladungsdichte zur Folge hat. Daraus entstehen sogenannte Quasiteilchen, deren
Coulomb-Wirkung untereinander abgeschwächt ist, da die zusätzliche Ladung nun
von einer „Ladungswolke“ entgegengesetzter Parität umgeben ist. Dies wurde in
einem von Hedin aufgestellten, geschlossenen System von Integralgleichungen for-
muliert, in dem die Green-Funktion G, die Selbstenergie Σ, die abgeschirmte Wech-
selwirkung W , die Polarisationsfunktion P und die sog. Vertexfunktion Γ eingehen
[50, 49, 53].

G(1,2) = G0(1,2) +
∫∫

G0(1,3)Σ(3,4)G(4,2) d(3,4) (2.25)

Σ(1,2) = i~
∫∫

G(1,4)W (1+,3)Γ(4,2; 3) d(3,4) (2.26)

W (1,2) = v(1,2) +
∫∫

v(1,3)P (3,4)W (4,2) d(3,4) (2.27)

P (1,2) = −i~
∫∫

G(1,3)G(4,1)Γ(3,4; 2) d(3,4) (2.28)

Γ(1,2; 3) = δ(1,2)δ(1,3)−
∫∫∫∫ δΣ(1,2)

δG(4,5)G(5,6)Γ(6,7; 3)G(7,4) d(4,5,6,7) (2.29)

Dabei wird eine Notation verwendet, in der die natürlichen Zahlen 1 etc. die
Raum- und Zeitkoordinaten (~r1,t1) des betrachteten Teilchen bezeichnen und die
auf δ(1,2) = δ(~r1 − ~r2)δ(t1 − t2), v(1,2) = v(~r1,~r2)δ(t1 − t2) und Integrale

∫
d1 =∫

d3r1
∫∞
−∞ dt1 entsprechend erweitert wird. 1+ stellt eine infinitesimale Vergröße-

rung der Zeitkoordinate t1 dar, die für die korrekte Reihenfolge der Anwendung des
Zeitordnungsoperators benötigt wird.

Diese Gleichungen müssen aufgrund der Funktionalableitung iterativ gelöst wer-
den, wobei man mit der Green-Funktion G0 des nicht-wechselwirkenden Systems
beginnt und dies im Prinzip bis zur Selbstkonsistenz weiterführen muss. Praktisch
wird die Vertexfunktion auf den Term nullter Ordnung reduziert und die Iteration
nach einem Durchlauf abgebrochen, was als GW-Näherung bezeichnet wird [49].
Es sind weiterhin verschiedene Schemata etabliert, welche die Selbstkonsistenz nur
auf einen reduzierten Satz von Funktionen beschränken oder die Forderung nach
Selbstkonsistenz ganz fallen lassen (z.B. G0W0) [54]. Diese Näherung liefert oft bes-
sere Übereinstimmung zu experimentellen Bandlücken, was auf einer gegenseitigen
Kompensation von mehreren Fehlern beruht. Ohne Vertex-Korrekturen führt die
selbstkonsistente Lösung der Hedin-Gleichungen zu einer Überschätzung der Band-
lücke [54]. Ihre Hinzunahme verringert den Wert der Bandlücke jedoch wieder und
kann experimentelle Ionisationsenergien und Bandlücken bis zu einer Genauigkeit
wiedergeben, in der die Elektron-Phonon-Kopplung als Grund für die verbleibende
Abweichung diskutiert wird [55, 56].
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Kapitel 2 Grundlagen der Theorie

Abbildung 2.1 Symbolische Repräsentierung der Hedin-Gleichungen durch
Feynman-Diagramme (links) und Selbstkonsistenzzyklus (rechts). Mit freundlicher
Genehmigung von Dr. Marc Landmann [57].

Abhängig von der Gleichmäßigkeit der Orbitalbeiträge zur Leitungsbandkante füh-
ren die Vielteilcheneigenschaften vieler Materialklassen im Vergleich zu herkömm-
lichen DFT-Eigenwerten zu einer rigiden Anhebung der Leitungsbänder, die mit
dem Scissors-Operator

Ĥscissor = ∆scissor
∑
c,~k

∣∣∣c~k〉〈c~k∣∣∣ (2.30)

auf Basis des Projektor-Operators beschrieben werden kann. Die Genauigkeit liegt
mit ca. 0,1–0,2 eV im gleichen Bereich wie die der GW-Näherung selbst, sofern die
Kohn-Sham-Bandlücke zuvor positiv ist [50]. Das ist damit zu begründen, dass
die Betrachtung der Quasiteilchen mit abgeschirmter Coulomb-Wechselwirkung
des Bild der unabhängigen Teilchen in gewissem Maße wiederherstellt. Die abge-
schirmte Wechselwirkung ist zusätzlich mit störungstheoretischen Ansätzen kom-
patibler, weil die Abschirmung zu einer Reduzierung der Wechselwirkung führt
[49].

Da diese Berechnungsmethode große Ansprüche an die numerischen Ressourcen
stellt, sind auch bei der Verwendung aktueller Hochleistungsrechner Kompromisse
bei großen Systemen (mit vielen Elektronen) nötig. Dies kann zum Beispiel darin
bestehen, dass man die Größe der Anhebung ∆scissor aus einer GW-Rechnung ei-
nes kleineren Modells entnimmt oder an eine experimentell gemessene Bandlücke
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anpasst. Um diesen Wert können dann die Leitungsbänder einer DFT-Rechnung,
die auch für große Systeme möglich ist, angehoben werden, wodurch die Vielteil-
chenphysik der Materialien bis auf wenige Ausnahmen (z.B. stark korrelierte Sys-
teme wie Mott-Isolatoren) ausreichend genau beschrieben werden kann [58]. Man
kann sogar für die Weiterverwendung der Wellenfunktionen argumentieren, da die
Kohn-Sham-Gleichung als variationell beste lokale Näherung an die Quasiteilchen-
Gleichung (2.24) entwickelbar ist und Systeme mit bekannten Quasiteilchen-Orbi-
tale einen Überlapp mit den zugehörigen Kohn-Sham-Wellenfunktionen von 99,9%
aufweisen [59]. Daher wird im Folgenden nicht die numerisch zu anspruchsvolle GW-
Näherung verwendet, sondern auf die Unabhängige-Quasiteilchen-Näherung („inde-
pendent quasiparticle approximation“, IQA) zurückgegriffen, um über DFT hinaus
den Einfluss von Vielteilcheneffekten zu modellieren.

2.2 Berechnung der harmonischen Signaturen χ(n)

2.2.1 Frequenzverdopplung aus der Impulsmatrix

Die Wirkung eines zeitabhängigen externen Potentials auf die optische Antwort
eines Materials lässt sich im Rahmen der Quantenmechanik durch die zeitabhän-
gige Störungstheorie entwickeln, aus der sich unter anderem auch der SHG-Tensor
χ(2)(−2ω;ω,ω) berechnen lässt [20]. Die Grundlagen dieser Herleitung werden im
Folgenden skizziert.

Im Wechselwirkungsbild wird der Zeitentwicklungsoperator Û(t) durch eine zur
Dyson-Gleichung ähnliche (weil Û auch im Integranden vorkommt) Integralglei-
chung

Û(t) = 1− i

~

∫ t

−∞
dt′Ĥext(t′)Û(t′) (2.31)

definiert, die sich durch wiederholtes Einsetzen

Û(t) = 1− i

~

∫ t

−∞
dt′Ĥext(t′)− 1

~2

∫ t

−∞
dt′
∫ t′

−∞
dt′′Ĥext(t′)Ĥext(t′′)

+ i

~3

∫ t

−∞
dt′
∫ t′

−∞
dt′′

∫ t′′

−∞
dt′′′Ĥext(t′)Ĥext(t′′)Ĥext(t′′′)Û(t′′′) (2.32)

in beliebig hohe Ordnungen entwickeln lässt, in denen der Hamiltonoperator der ex-
ternen Störung Ĥext entsprechend häufig eingeht. Diese entspricht hier einer elektro-
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Kapitel 2 Grundlagen der Theorie

magnetischenWelle, was eine Änderung des Impulsoperators entsprechend der mini-
malen Kopplung ~̂p→ ~̂p+e ~Aext mit dem Vektorpotential des externen elektromagne-
tischen Feldes ~Aext(~x,t) erforderlich macht. Aus diesem ergeben sich in Abwesenheit
von freien Ladungen die elektrischen und magnetischen Felder

~Bext(~x,t) = ∇× ~Aext(~x,t) (2.33)

~Eext(~x,t) = −1
c

∂

∂t
~Aext(~x,t)−∇ϕext︸ ︷︷ ︸

=0

(2.34)

nachdem die Coulomb-Eichung ∇ · ~Aext = 0 (auch transversale Eichung genannt)
ausgenutzt wurde.

Der Gesamtstromdichteoperator

~̂j(~x,t) = e

2m
(
Ψ̂†
[
~̂pΨ̂
]
−
[
~̂pΨ̂†

]
Ψ̂
)

(2.35)

enthält den Impulsoperator und setzt sich aus Anteilen entsprechend der Kon-
tinuitätsgleichung und der minimalen Kopplung zusammen. Damit lässt sich die
induzierte Stromdichte

~̂jind(~x,t) = Û †(t)~̂jÛ(t)− ~̂jdyn(~x,t) (2.36)

als Differenz der Stromdichten des gestörten und ungestörten Systems angeben.
Diese wird nach

~̂jind(~x,t) =
∑
i

~̂jind,(i)(~x,t) (2.37)

in Ordnungen des Vektorpotentials entwickelt, wobei die Ausdrücke für ~̂jind,(i)(~x,t)
von der i-ten Potenz des Vektorpotentials abhängig sind (für explizite Ausdrücke
siehe [20]). Diese Entwicklung der Stromdichte im Wechselwirkungsbild ist die Basis
dafür, dass nach Leitsmann et al. verschiedene Ordnungen der Leitfähigkeit aus der
dynamischen Stromdichte entwickelt werden können, die in der weiteren Herleitung
in die Suszeptibilitäten umgerechnet werden. Damit stellt sie auch die Formel dar,
an der die mit der Ordnung zunehmende Komplexität der Störungstheorie Eingang
in die Herleitung findet.

Die Stromdichte lässt sich in Analogie zum Ohm’schen Gesetz auch durch die Qua-
sileitfähigkeit in Abhängigkeit von den induzierten elektrischen Feldern darstellen.
Das induzierte elektrische Feld entsteht aus der Umordnung der Elektronen durch
die äußere Störung, und man kann zeigen, dass die Berechnung der Leitfähigkeit
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2.2 Berechnung der harmonischen Signaturen χ(n)

2ω

ω

ω

Abbildung 2.2 Prinzip der Zwei-Photonen-Resonanz in einem Zwei-Niveau-System.
Die einfallende Strahlung mit der Frequenz ω′ (rot) wird in die zweite Harmonische
ω = 2ω′ (grün) konvertiert.

auf die Beschränkung irreduzibler Graphen der Quasileitfähigkeit zurückführbar
ist (nach [20] und Quellen darin). Zusammen genommen erhält man Ausdrücke der
verschiedenen Ordnungen der Leitfähigkeit in Abhängigkeit von ~̂jdyn. Nach einer
Fouriertransformation ist es möglich, sich aufgrund der Dispersion des Lichts auf
den optischen Grenzwert ~q → 0 zu beschränken. Im Frequenzraum wird die Kom-
ponente α der Polarisation ~P durch eine Potenzreihe

Pα(ω) =
∑
β

χ
(1)
αβ(−ω;ω)Eβ(ω) +

∑
βγ

χ
(2)
αβγ[−ω = −(ω′ + ω′′);ω′, ω′′]Eβ(ω′)Eγ(ω′′)

+
∑
βγδ

χ
(3)
αβγδ[−ω = −(ω′ + ω′′ + ω′′′);ω′, ω′′,ω′′′]Eβ(ω′)Eγ(ω′′)Eδ(ω′′′) + · · ·

(2.38)

darstellbar, wobei sich die nichtlinearen Wirkungen externer Felder im Suszepti-
bilitäts-Tensor χ(2) zweiter Ordnung (und denen höherer Ordnung) widerspiegeln.
Insbesondere der Fall der Erzeugung der Zweiten Harmonischen („second harmonic
generation“, SHG), bei der beide externen ~E-Felder die gleiche Frequenz ω′ = ω′′

aufweisen, ist von Interesse.

Da die Polarisation über die Zeitableitung mit dem Erwartungswert der induzier-
ten Stromdichte zusammenhängt (vgl. Gleichung (2.52) im nächsten Abschnitt) und
diese durch die Leitfähigkeit festgelegt ist, lässt sich auch χ(2)(−2ω;ω,ω) zunächst
durch die Leitfähigkeit und letztlich durch die dynamische Stromdichte ausdrücken.
Das geschieht im Rahmen der Bandstrukturtheorie für Festkörper mit Transla-
tionssymmetrie, sodass sich die Bloch-Darstellung anbietet, wobei dem Zustand∣∣∣n~k〉 die Energie εn(~k) zugeordnet wird. Interband-Übergänge werden durch die
Frequenz ωmn = 1

~ [εm(~k)− εn(~k)] und durch die Besetzungszahldifferenz fnm(~k) =
f(εn(~k))−f(εm(~k)) charakterisiert. In der Näherung unabhängiger (Quasi-)Teilchen
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Kapitel 2 Grundlagen der Theorie

werden Vielteilchen-Effekte durch einen Scissors-Operator berücksichtigt (wobei die
Renormalisierung der Impuls-Matrix zu beachten ist), Lokalfeldeffekte werden je-
doch vernachlässigt. Mit den Impulsmatrix-Elementen

pαnm(~k) =
〈
n~k
∣∣∣p̂α∣∣∣m~k〉 (2.39)

und einer vom Antikommutator abgeleiteten Notation (bzgl. der kart. Komponen-
ten) {

pβml(~k)pγln(~k)
}

=1
2
[
pβml(~k)pγln(~k) + pγml(~k)pβln(~k)

]
(2.40)

ergibt sich für die komplexe Frequenz ω̃ = ω + iη mit kleinem Imaginärteil η die
SHG-Suszeptibilität

χ
(2)
αβγ(−2ω;ω,ω) =− ie3

ω̃3~2m3V

∑
~k

∑
nml

1[
ωmn(~k)− 2ω̃

]
×

fnl(~k)pαnm(~k)
{
pβml(~k)pγln(~k)

}
ωln(~k)− ω̃

+
fml(~k)pαnm(~k)

{
pγml(~k)pβln(~k)

}
ωml(~k)− ω̃

 , (2.41)

die in einen Zweiband-Term

χ
(2),two
αβγ (−2ω;ω,ω) =− ie3

~2m3V

∑
~k

∑
nm

16fnm(~k)pαnm(~k)
{

∆β
mn(~k)pγmn(~k)

}
[
ωmn(~k)

]4 [
ωmn(~k)− 2ω̃

]
−
fnm(~k)pαnm(~k)

{
∆β
mn(~k)pγmn(~k)

}
[
ωmn(~k)

]4 [
ωmn(~k)− ω̃

]
 (2.42)

und einen Dreiband-Term

χ
(2),three
αβγ (−2ω;ω,ω) =− ie3

~2m3V

∑
~k

∑
nml

n6=m 6=l

pαnm(~k)
{
pβml(~k)pγln(~k)

}
ωln(~k)− ωml(~k)

×

 16fnm(~k)[
ωmn(~k)

]3 [
ωmn(~k)− 2ω̃

]
+ fml(~k)[

ωml(~k)
]3 [

ωml(~k)− ω̃
] + fln(~k)[

ωln(~k)
]3 [

ωln(~k)− ω̃
]
 (2.43)
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2.2 Berechnung der harmonischen Signaturen χ(n)

aufgespaltet werden kann. Dabei wurde im Zweibandbeitrag die Abkürzung ∆β
mn =

pβmm(~k)− pβnn(~k) benutzt. Je nach Symmetrie des betrachteten Kristalls sind auch
einfachere Ausdrücke möglich [60]. Damit wurde im Rahmen der IPA / IQA ei-
ne Formel für die SHG-Suszeptibilität aus der Vielteilchenstörungstheorie unter
Verwendung der Impulsmatrix hergeleitet, die insbesondere für undotierte nicht-
magnetische Halbleiter und Isolatoren bei 0K gültig ist und die experimentellen
Messungen reproduziert [61, 62]. Die Formeln haben allerdings den Nachteil, selbst
für den einfachsten nichtlinearen Fall ziemlich komplexe Ausdrücke aufzuweisen.
Bei Betrachtung von Gleichung (2.32) wird bereits deutlich, dass dies für höhe-
re Ordnungen (THG etc.) noch komplexere Ausdrücke zur Folge hat, weshalb im
Folgenden ein alternativer Ansatz betrachtet wird.

2.2.2 χ(n) aus der Zeitentwicklung der Polarisation

Dass die Polarisation ~P in periodischen Randbedingungen nicht eindeutig über
~P = q~d definierbar ist, hat zu lebhaften Diskussionen innerhalb der wissenschaft-
lichen Gemeinschaft geführt. In periodischen Randbedingungen ist die Wahl der
Elementarzelle bzw. des Ursprunges nicht eindeutig festgelegt, sodass über den
Dipol-Vektor ~d die Polarisation von der Wahl des Koordinatenursprunges abhän-
gen würde. Diese Diskussion konnte in den 90er Jahren beigelegt werden, als King-
Smith und Vanderbilt [63] mit Hilfe der Berry-Krümmung die Polarisation auf eine
Phase der Wellenfunktion zurückführen konnten (anstatt nur die Ladungsdichte zu
berücksichtigen).

Exkurs Berry-Phase aus geometrischer Phase

Aus der Quantenmechanik [64] ist bekannt, dass bei zeitunabhängigem Hamilton-
operator Ĥ die Schrödingergleichung nach einem Separationsansatz durch die Wel-
lenfunktionen

Ψn(~r,t) = e−iEnt/~ψn(~r) (2.44)

gelöst wird, wobei ψn die Eigenfunktionen und En die Eigenwerte von

Ĥψn(~r) = Enψn(~r) (2.45)

sind. Die Untersuchung eines unter adiabatischen Bedingungen zeitabhängigen Ha-
milton-Operators Ĥ(t) führt auf die Verallgemeinerung der Phase−Ent/~ zur dyna-
mischen Phase θn(t) = −1

~
∫ tEn(t′)dt′. In der Ansatzfunktion muss nun zusätzlich
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die geometrische Phase

γm(t) = i
∫ t

0

〈
ψm(t′)

∣∣∣∣∣ ∂∂t′ψm(t′)
〉

dt′ (2.46)

berücksichtigt werden, die von der Wellenfunktion

Ψn(~r,t) = eiγn(t)eiθn(t)ψn(~r,t) (2.47)

zusätzlich zur dynamischen Phase θn(t) bei der Entwicklung von Ĥ = Ĥ(t) aufge-
nommen wird. Diese adiabatische Veränderung wird nun durch den Pfad Γ im Kon-
figurationsraum beschrieben, der aus mehreren Parametern / Koordinaten R1(t),
R2(t), . . . RN(t) (z.B. Koordinaten, Magnetisierung, Spannung, Druck, etc.) aufge-
spannt wird. (Der Pfad Γ kann, eine geeignete Parametrisierung vorausgesetzt, auch
durch λ ∈ [0,1] beschrieben werden.) Das vollständige Differential von

∂

∂t′
ψm(t′) = ∂ψm

∂R1

∂R1

∂t′
+ ∂ψm
∂R2

∂R2

∂t′
+ . . .

∂ψm
∂RN

∂RN

∂t′
(2.48)

= (∇Rψm) · d~R
dt′ ; ~R = (R1,R2, . . . RN)T (2.49)

tritt in Form des Skalarprodukts an die Stelle der Ableitung. Nach Substitution ist
das Integral

γm(t) = i
∫ Rf

Ri
〈ψm|∇Rψm〉 · d~R (2.50)

nicht mehr explizit zeitabhängig, sondern nur noch von Start- und Endpunkt des
Pfades. Für geschlossene Pfade im Konfigurationsraum (Änderung der Parameter
unter adiabatischen Bedingungen) wird

γ = i
∮
〈ψm|∇Rψm〉 · d~R (2.51)

als Berry-Phase bezeichnet, die im Gegensatz zur geometrischen Phase nicht explizit
zeitabhängig ist.

Berechnung der Polarisation

Eine Änderung der Polarisation lässt sich durch Integration der Gleichung

d~P
dt = ~jPol + beliebiges Rotationsfeld (2.52)
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2.2 Berechnung der harmonischen Signaturen χ(n)

ausdrücken, nachdem die Kontinuitätsgleichung

∂ρ

∂t
+∇ ·~j = 0 (2.53)

auf die Polarisationsladungsdichte ρPol angewendet wird, für die in der klassischen
Elektrostatik von Dipolen der Ausdruck

ρPol = −∇ · ~P (2.54)

hergeleitet wird. Beide Gleichungen zusammengenommen ergeben Gleichung (2.52),
in der ~jPol die zugehörige Polarisationsstromdichte bezeichnet, die nach Integrati-
on

∆~P =
∫ t

dt′~jPol (2.55)

die Änderung der Polarisation bestimmt.

Die Stromdichte kann man für den Übergang von der paraelektrischen zur ferroelek-
trischen Phase eines Ferroelektrikums unter adiabatischen Bedingungen berechnen.
Eine adiabatische Änderung im Rahmen der Quantenmechanik bezeichnet eine „be-
hutsame“ Änderung des Systems in dem Sinne, dass das System während der ganzen
Änderung in seinem Zustand verbleibt und im Verlauf nicht leitend wird [65]. Diese
Zeitabhängigkeit kann durch einen Parameter λ parametrisiert werden, welcher ei-
ne Variation im Potentialterm etc. (siehe oben) beschreiben kann (und damit selbst
zeitabhängig ist). In diesem Fall drückt er die Änderung gewisser Atomkoordinaten
aus, die in der Verschiebung des positiven und negativen Ladungsschwerpunktes
resultiert. Über diese Variation werden alle weiteren Größen implizit von λ abhän-
gig, da die Atomkoordinaten in den Hamilton-Operator eingehen. Die Anwendung
der adiabatischen Störungstheorie, die zur Wellenfunktion ψ den Korrekturterm 1.
Ordnung

∣∣∣δψn~k〉 = −i~λ̇
∑
m6=n

〈
ψm~k

∣∣∣∂λψn~k〉
En~k − Em~k

∣∣∣ψm~k〉 (2.56)

liefert [65], führt über die Wahrscheinlichkeits-Stromdichte (aus der Kontinuitäts-
gleichung (2.53) auf die Wahrscheinlichkeitsdichte) zur elektrischen Stromdichte
[65]

~jn = i~eλ̇
(2π)3me

∑
m 6=n

∫
d~k

〈
ψn~k

∣∣∣ ~̂p ∣∣∣ψm~k〉 〈ψm~k∣∣∣∂λψn~k〉
En~k − Em~k

+ c.c. (2.57)
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Die Notation der Wellenfunktionen ψ beinhaltet eine ~k-Abhängigkeit bzgl. des re-
ziproken Raums und die Abhängigkeit von den Bändern (und darin implizit den
Spinzuständen). Auf diese werden der Impulsoperator ~̂p bzw. die partielle Ableitung
∂λ = ∂

∂λ
nach dem Parameter λ angewendet. En~k bezeichnen die zu ψn~k zugehörigen

Eigenwerte als Lösung der Eigenwertgleichung (2.45).

Wenn die Änderung nun nicht durch die Zeit t′, sondern durch λ parametrisiert
wird (vgl. Gleichung (2.50)), lautet das Integral [34]∫ t

~jPoldt′
(2.55)= ∆~P =

∫ 1

0

∂ ~P

∂λ
dλ (2.58)

für welches die zugehörige partielle Ableitung [66]

∂ ~P

∂λ
= 4~e

(2π)3me

Im
occ∑
n

empty∑
m

∫
BZ

d~k

〈
uλ
n~k

∣∣∣ ~̂p ∣∣∣uλ
m~k

〉〈
uλ
m~k

∣∣∣∂λV λ
∣∣∣uλ
n~k

〉
(
Eλ
m~k
− Eλ

n~k

)2

(2.59)

aus der Stromdichte (2.57) folgt (die implizite Abhängigkeit der verschiedenen Grö-
ßen von λ wurde mit in die Notation aufgenommen). Dabei wurde berücksich-
tigt, dass bei Betrachtung von periodischen Randbedingungen die Verwendung von
Bloch-Funktionen ψn~k(~r) = ei

~k·~run~k(~r) sinnvoll ist, sodass die gitterperiodischen
Funktionen un~k Eigenfunktionen von

Ĥ~k = (~̂p+ ~~k)2

2m + V (2.60)

mit Eigenwerten En~k ~k-abhängig werden. Dadurch kann man den Ausdruck (2.59)
so umformen, dass er nur noch von den besetzten Bändern abhängt und die Kompo-
nente α der Änderung zwischen λ = 0 und λ = 1 des Polarisationsvektors

∆~Pα = − 2e
(2π)3 Im

∫
BZ

d~k
∫ 1

0
dλ

occ∑
n

〈
∂uλ~kn
∂kα

∣∣∣∣∣∂u
λ
~kn

∂λ

〉
(2.61)

eine Eigenschaft des Grundzustandes darstellt [34]. In der sogenannten periodischen
Eichung ist der Ausdruck lediglich von Start- und Endpunkt der Parametrisierung
abhängig. Die Diskretisierung der Brillouinzonen-Integration (Diskretisierungsvek-
tor ~q zwischen benachbarten ~k-Punkten, Summation in der Ebene senkrecht zur
Komponente α über N~k⊥α

Punkte) führt auf

~Pα = − 2e
2πv

~aα
N~k⊥α

∑
~k⊥α

Im ln
N~kα
−1∏

i=1
detS(~ki,~ki + ~qα) (2.62)
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(Formel (7) in [22] mit f = 2 bei Spin-Entartung) und nach Verwendung von
Matrix-Eigenschaften auf den endgültigen Ausdruck

~Pα = − 2e
2πv

~aα
N~k⊥α

∑
~k⊥α

Im
N~kα
−1∑

i=1
tr lnS(~ki,~ki + ~qα) (2.63)

wobei die Einträge der Matrix S über den Überlapp der gitterperiodischen Teile
der besetzten Bloch-Funktionen

Smn(~k,~k + ~qα) =
〈
u~k,m

∣∣∣u~k+~qα,n

〉
(2.64)

definiert sind. Die Geometrie des Kristalls geht durch das Volumen der primitiven
Elementarzelle v und die Gittervektoren ~a ein.

Der Ausdruck für die Polarisation nimmt die Form einer Berry-Phase an, womit
man begründen kann, dass die Polarisation tatsächlich eine Bulk-Eigenschaft ist
(und nicht bspw. von der Oberfläche des Kristalls abhängt, dessen Polarisation zu
untersuchen ist) [65]. Diese Definition ist im Rahmen von periodischen Randbedin-
gungen sinnvoll und umgeht das Problem der Mehrdeutigkeit des Dipoloperators.
Weiterhin lassen sich die Voraussetzungen der Herleitung nach Souza et al. [67] der-
art lockern, dass die Betrachtung linearer skalarer Potentiale möglich wird und die
Parameteränderung nicht adiabatisch erfolgen muss. Daher ist die Anwendung bei
großen (d.h. von der Störungstheorie nicht erfassten) zeitabhängigen elektrischen
Feldern auf semi-klassische Weise möglich (Elektronen werden quantenmechanisch,
elektrische Felder werden klassich behandelt).

Bewegungsgleichung

Um die Zeitentwicklung der gitterperiodischen Anteile |u~kn〉 der Bloch-Funktionen
unter Einfluss elektrischer Felder ~E zu bestimmen wird eine Bewegungsgleichung
aufgestellt, die sich aus der Lagrange-Funktion [22, 67]

L = i~
N~k

occ∑
n

∑
~k

〈
u~kn

∣∣∣u̇~kn〉− 1
N~k

occ∑
n

∑
~k

〈
u~kn

∣∣∣e−i~k~r′H0ei
~k~r
∣∣∣u~kn〉︸ ︷︷ ︸

E0

−v~E · ~P (2.65)

(mit der Grundzustandsenergie E0) und Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung

0 = d
dt

δL
〈δu̇~kn|

− δL
〈δu~kn|

= i~
d
dt |u~kn〉 −

(
e−i

~k~r′H0ei
~k~r
)

︸ ︷︷ ︸
Ĥ0
~k

|u~kn〉 −N~kv
~E · δ

~P

〈u~kn|
(2.66)
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ergibt. Man erhält daraus eine Formulierung einer Schrödingergleichung für |u~kn〉,
die um einen zusätzlichen Term erweitert ist, welcher den Einfluss des elektrischen
Feldes und der Polarisation als Wirkung des elektrischen Feldes im Material be-
rücksichtigt. Der letzte Term der Gleichung enthält die Variation der Polarisation,
die über den per Definition hermiteschen Operator

[
ŵ~k + ŵ†~k

]
(~E) mit ŵ~k(~E) = ief

4π
∑
m

3∑
α=1

(
~aα · ~E

)
N~kα

∑
σ=±

σ
∣∣∣ũ~kσαm〉〈u~km∣∣∣ (2.67)

und
∣∣∣ũ~k±α n〉 =

∑
m

[
S(~k,~k ±∆~kα)−1

]
mn

∣∣∣u~k±αm〉 (2.68)

Einzug in die Bewegungsgleichung

i~
d
dt |u~kn〉 =

[
Ĥ0
~k

+
[
ŵ~k + ŵ†~k

]
(~E)

]
|u~kn〉 (2.69)

erhält. Dies ist die Bewegungsgleichung für die periodischen Anteile der Bloch-
Funktionen der besetzten Bänder, deren Zeitentwicklung in einem elektrischen
Feld nun berechnet werden kann. Die Herleitung berücksichtigt die Diskretisie-
rung des reziproken Raumes (bzw. der Brillouin-Zone), da über Gleichung (2.67)
(die die Kopplung der Polarisation an die Bewegungsgleichung sicherstellt) die um
∆~k benachbarten ~k-Punkte anstatt der partiellen Ableitung (für den kontinuier-
lichen Fall) betrachtet werden, was der Näherung der Ableitung als Differenzen-
quotient entspricht. Durch diesen Einfluss der Ableitung ergibt sich der Zusam-
menhang zur Berry-Phase (2.51), in der ebenfalls die Ableitung charakteristisch
ist.

Aus der Bewegungsgleichung (2.69) lässt sich die Zeitentwicklung im Rahmen ei-
nes Anfangswertproblemes berechnen. Über die Berry-Phase erhält man aus den
besetzten Bloch-Funktionen (2.63) die Zeitentwicklung der Polarisation ~Pα(t) als
Wirkung eines externen elektrischen Feldes.

Daraus ließe sich zum Beispiel per Fourier-Transformation die Stärke der SHG,
THG und höheren harmonischen Signaturen ermitteln, aber aufgrund numerischer
Vorteilhaftigkeit wird dies auf eine Matrix-Inversion zurückgeführt [22]. Für hö-
here Harmonische ist jedoch die Verwendung ausreichend starker Felder E er-
forderlich, um in ~Pα(t) ein ausreichendes Signal-Rausch-Verhältnis zu erhalten.
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2.3 Zwischenfazit
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Abbildung 2.3 Schematische Darstellung der Zeitentwicklung der Polarisation und
der Berücksichtigung der Dephasierung.

2.3 Zwischenfazit

Auf der Basis der gezeigten Grundlagen erhält man ein Gefühl für den Anspruch der
Aufgabe, nichtlineare optische Effekte auf theoretischer Grundlage zu berechnen.
Dabei auf experimentelle Resultate oder empirisch gewonnene Erkenntnisse weit-
gehend zu verzichten ermöglicht die Unabhängigkeit von der Materialklasse und im
Idealfall eine Erklärung von experimentellen Beobachtungen, die auf selbige nicht
angewiesen ist und daher frei von Zirkelschlüssen ist. Dann sind auch Fragestellun-
gen zugänglich, die im Experiment sonst nur schwierig beantwortbar sind, indem
die Ergebnisse der Theorie weiter ausgewertet werden.

In dieser Arbeit werden die nichtlinearen optischen Eigenschaften makroskopischer
Materialien ausgehend von der atomistischen Ebene beschrieben. Das bedeutet,
dass die Anordnung der Atome in den betrachteten Kristallen auf Basis der Quan-
tenmechanik ermittelt wird, was im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie erfolgt
und in der Praxis verschiedene Grade einer Näherung der Vielteilchenwechselwir-
kung erforderlich macht. Aus den erhaltenen Wellenfunktionen des Systems lassen
sich nichtlineare optische Effekte, vor allem SHG und THG, auf zwei verschiedenen
Wegen berechnen. Nach Leitsmann et al. werden aus den Wellenfunktionen die Im-
pulsmatrixelemente berechnet, die über die störungstheoretische Betrachtung der
induzierten Stromdichte Einzug in χSHG erhalten. Nach Attaccalite et al. wird die
Wellenfunktion im Rahmen eines Anfangswertproblems unter Einfluss des externen
elektrischen Feldes in der Zeit entwickelt, woraus sich mit Hilfe der Berry-Phase
über die zeitabhängige Polarisation P (t) die nichtlinearen Beiträge in der durch
χ(n) charakterisierten Response berechnen lassen. Diese Nichtlinearitäten werden
nun zunächst am Beispiel der Ferroelektrika untersucht, wobei der Schwerpunkt
auf dem Vergleich der beiden Methoden liegt, bevor die Betrachtung der Molekül-
kristalle erfolgt.
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Kapitel 3

Nichtlineare optische Eigenschaften
der Ferroelektrika

Dieses Kapitel widmet sich den Ferroelektrika, insbesondere am Beispiel von Li-
thiumniobat (LiNbO3, LN ). Dieses Material wird bereits aufgrund seiner einzig-
artigen Eigenschaften für optische Anwendungen verwendet. Darum ist LN ein gut
untersuchtes Material, welches als Prototyp im Rahmen dieser Arbeit zur Vali-
dierung der Rechnungen dient. Im Folgenden werde ich einen Überblick über die
Eigenschaften von LN geben, bevor die Resultate von SHG-Rechnungen nach Leits-
mann (aufbauend auf VASP ) bzw. Attaccalite (aufbauend auf QuantumEspresso
und Yambo ) miteinander vergleichen werden. Die Validierung der Rechnungen
beruht dabei in der Reproduktion bereits veröffentlichter SHG-Spektren [60, 61],
einerseits mit der gleichen Methode (auf Basis der Impulsmatrix) und andererseits
mit einem unabhängigen Ansatz (Berechnung der Zeitentwicklung der Polarisa-
tion auf Basis der Blochfunktionen), sowie daran anschließendem Vergleich der
Resultate. Zusätzlich werden die neuen Resultate zu den THG-Spektren, die aus
der Zeitentwicklung der Polarisation hervorgehen, präsentiert. Anschließend werden
die Unterschiede beim Wechsel von LN zu seinen Homologen KN und LT analy-
siert.

3.1 Besonderheiten d. Ferroelektrika am Beispiel von
LN

Ferroelektrika sind eine Klasse von Materialien, die eine spontane, permanente
Polarisation aufweisen, ohne dass ein externes elektrisches Feld einwirken wür-
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Abbildung 3.1 Links: LN mit zwei Formeleinheiten pro Elementarzelle. Li, Nb,
O jeweils in grau, weiß und rot dargestellt. Das Nb-Atom ist gegenüber dem Nb-
Koordinationsoktaeder entlang der z-Richtung verschoben, was die Ursache der per-
manenten Polarisation ist. Mitte: Nur die Nb-Atome auf den Ecken der rhomboe-
drischen Elementarzelle und deren periodische Vervielfachungen sind dargestellt. Sie
sind in einem leicht verzerrten, kubisch flächenzentrierten Gitter angeordnet. Die z-
Richtung fällt mit der Raumdiagonalen des (grauen, gepunkteten) kubischen Gitters
zusammen. Rechts: In der gleichen Perspektive wird die gesamte Struktur gezeigt,
wobei der Übersichtlichkeit halber die Nb-Atome durch ihre Koordinationsoktaeder
und die O-Atome mit einem dreimal kleineren Radius dargestellt werden. Die Okta-
eder sind gegenüber ihren Nachbarn leicht verdreht und bilden Kanäle, in denen die
Li-Kationen angeordnet sind.
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3.1 Besonderheiten d. Ferroelektrika am Beispiel von LN

de. Der Name leitet sich aus der Analogie zu Ferromagneten ab, die ebenfalls
eine Hysterese (allerdings in P (E) statt M(B)) und unterschiedliche Domäne-
nen aufweisen. Oberhalb der Curietemperatur gehen diese Eigenschaften verlo-
ren, weil der Phasenübergang vom Ferroelektrikum zum Paraelektrikum statt-
gefunden hat. Mit der Ferroelektrizität einhergehend weist diese Materialklasse
piezo- und pyroelektrische Eigenschaften auf [68] und ist für vielfältige techni-
sche Anwendungen interessant. Insbesondere zeichnen sich ferroelektrische Kristalle
durch die Möglichkeit der optischen Frequenzverdopplung (engl. „second harmonic
generation“, SHG) auf, da die spontane Polarisation ein Inversionszentrum aus-
schließt.

LN ist ein ferroelektrischer Kristall vom Typ ABO3, wobei A ein (ionisch gebunde-
nes) Alkalimetall-Atom darstellt, welches sich in Kanälen aus Sauerstoff-Oktaedern
befindet, deren Zentrum ein kovalent gebundenes Übergangsmetall-Atom B beher-
bergt. Häufig weisen solche Kristalle eine leicht verzerrte Perovskit-Struktur auf,
im Falle von LN mit rhomboedrischer (3m) Symmetrie. Der Sauerstoff-Oktaeder
ist gegenüber Nb leicht verschoben, wodurch die Polarisationsachse ausgezeichnet
wird. Damit fallen die positiven und negativen Ladungsschwerpunkte nicht mehr
zusammen, was die Ursache der permanenten Polarisation ist. Messungen von Jo-
hann und Soergel [69] haben einen Betrag von 0,7 C/m2 für die interne Polarisation
ergeben.

Die Struktur von LN konnte von vorherigen Rechnungen [70, 61, 71] übernommen
werden, um eine unterschiedliche Struktur als Ursache der nichtlinearen Eigenschaf-
ten auszuschließen. Dort wurden experimentelle Werte für die Zellgeometrie heran-
gezogen, um die Übereinstimmung der optischen Eigenschaften mit Experimenten
bei Raumtemperatur zu gewährleisten.

Auf dieser Basis werden zunächst die Rechnungen reproduziert, die die linearen
optischen Eigenschaften betreffen. Die Implementierung im „Vienna ab initio si-
mulation package“ VASP (Version 5.4.4) [72, 73] wird herangezogen, um den elek-
tronischen Grundzustand dieser Struktur zu bestimmen. Die PBE-Formulierung
[41] des Austausch-Korrelation-Potentials wird zusammen mit PAW-Potentialen
[74] verwendet, die jeweils 1, 13 und 6 Elektronen als Valenzelektronen von Li, Nb
und O beschreiben. Die periodischen Randbedingungen legen eine Basis aus ebe-
nen Wellen nahe, die bis zur Abschneideenergie von 400 eV entwickelt wurde. Die
Brillouin-Zone wird mit Hilfe eines 6 × 6 × 6 Monckhorst-Pack-Gitters [75] inte-
griert, das im irreduziblen Teil 38 ~k-Punkte darstellt. Zwei Formeleinheiten LiNbO3
pro Elementarzelle, d.h. 68 Elektronen, füllen im Grundzustand die tiefsten 34 Bän-
der. Der langsamen Konvergenz der dielektrischen Permittivität [76] entsprechend
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werden 224 Leitungsbänder berücksichtigt.

Die Kohn-Sham-Eigenwerte ergeben eine Bandstruktur, die mit bereits veröffent-
lichten, theoretischen Publikationen [77, 71] übereinstimmt. Es ergibt sich auf PBE-
Niveau eine elektronische Bandlücke von 3,42 eV (indirekt) bzw. 3,52 eV (direkt),
ebenso ist die Dispersion in beiden Fällen gut vergleichbar.

Daraus ergibt sich ebenfalls eine sehr gute Übereinstimmung bzgl. des Imaginär-
teils der dielektrischen Permittivität mit den bisherigen Rechnungen, in Abb. 3.5
exemplarisch dargestellt für die ordentliche Komponente εzz = ε⊥. Dies gilt so-
wohl für die Energie als auch für die Form der Features, mit einem Doppel-Peak
zwischen ca. 3,5 eV und 6 eV. Das heißt, dass der Onset mit der Energie der Band-
lücke zusammenfällt, während die lokalen Maxima des Doppel-Peaks bei 4 eV und
5 eV liegen. Zwischen 8 eV und 10 eV liegt ein weiterer, breiter Peak vor. Demnach
werden die wichtigsten linearen optischen Eigenschaften reproduziert, und die er-
haltenen Kohn-Sham-Eigenfunktionen werden zur Berechnung des SHG aus der
Impulsmatrix weiterverbenutzt.

3.2 Frequenzverdopplung aus der Impulsmatrix

Für die Berechnung der linearen optischen Eigenschaften wurden bereits die Kohn-
Sham-Eigenfunktionen als Wellenfunktionen sowie die zugehörigen Ableitungen im
reziproken Raum berechnet und ausgegeben. Diese liegen nur für die irreduzible
Brillouin-Zone vor, d.h. unter Ausnutzung aller vorhandenen Symmetrien. Zur Be-
rechnung des SHG-Signals ist jedoch ein externes elektrisches Feld zu betrachten,
welches die Symmetrien bricht. Daher ist es notwendig, im nächsten Schritt die
Wellenfunktionen auf die gesamte Brillouin-Zone zu erweitern. Dies geschieht mit
einer modifizierten Version von VASP 5.3.5, die seriell ausgeführt werden muss.
Danach werden die Dreibandbeiträge zum SHG-Signal nach Formel 2.43 mit ei-
nem Programm berechnet, welches an der Universität Paderborn [61] entwickelt
wurde. Das Programm ermöglicht die Berechnung des gesamten Spektrums einer
gegebenen Komponente des SHG-Tensors, insbesondere den langwelligen Grenzwert
E → 0. Es ist dank der aufwendigen Vorarbeiten im nächsten Schritt relativ un-
problematisch, beliebige Komponenten des Tensors zu berechnen. Entsprechend der
Symmetrie des Kristalls ist diese ggf. verschwindend (numerisch ausgedrückt durch
sehr kleine Werte) (vgl. [18]), sodass es möglich ist, anhand der SHG-Spektren
die Symmetrie zu überprüfen. Da die Tensorkomponenten jeweils eine komplexe
Zahl darstellen, werden die Spektren anhand der absoluten Werte (des Betrags)
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Abbildung 3.2 Oben: Bandstruktur (links) und lineare Optik von LN aus der Im-
plementierung in VASP . Besetzte (unbesetzte) Zustände sind in rot (grün) darge-
stellt. Die Notation der Hochsymmetriepunkte wurde von [78] übernommen. Rechts
ist jeweils der Real-, Imaginärteil und der Betrag von εzz dargestellt. Unten: Die Va-
lenzbandkante bzw. Leitungsbandkante ist durch O 2p- bzw. Nb 4d-Zustandsdichten
charakterisiert [61]. Diese Orbitale sind in den partiellen Ladungsdichten des obers-
ten Valenzbandes (links) und der untersten Leitungsbänder (mittig und rechts) zu
erkennen.
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Abbildung 3.3 Das komplexwertige Spektrum χ
(2)
zzz von LN für die Frequenzver-

dopplung. Gestrichelte Linien repräsentieren jeweils den mit (−1) multiplizierten Re-
alteil bzw. Imaginärteil.

In Abbildung 3.3 wird die zzz-Komponente des SHG-Tensors
∣∣∣χ(2)
zzz(−2ω;ω,ω)

∣∣∣ von
LN für Energien bis 6 eV dargestellt. Der Betrag setzt sich nach∣∣∣χ(2)

∣∣∣2 = Re
{
χ(2)

}2
+ Im

{
χ(2)

}2
(3.1)

aus dem Real- und Imaginärteil zusammen. Das auffälligste Feature stellt das Ma-
ximum bei 1,93 eV dar, mit einer Oszillatorstärke von ca. 183 pm/V. Ein zwei-
ter, kleinerer Peak liegt bei ungefähr 2,51 eV, der zu höheren Energien hin auf ca.
60 pm/V abfällt und ein Plateau bildet, bis zum Abfall bei der Bandlückenener-
gie von 3,5 eV. Im langwelligen, statischen Limit fällt

∣∣∣χ(2)
zzz(0)

∣∣∣ auf immerhin noch
42 pm/V.

Der Real- und Imaginärteil von χ(2)
zzz ist in Übereinstimmung mit [60] und mit Abb.

4(d) aus [61]. Die Reproduktion dieses Resultates ist ein sehr gutes Zeichen dafür,
dass die Zweibandbeiträge in der Tat sehr klein sind [61] und dass außerdem kei-
ne Fehler bei der Kompilierung des Quelltexte entstanden sind. Generell wird aus
Gründen der Übersichtlichkeit im weiteren Verlauf der Betrag

∣∣∣χ(2)
∣∣∣ der Suszepti-

bilität dargestellt.

Die Position der Resonanzen in der SHG lässt sich durch die Absorption in der
linearen Optik erklären (vgl. Abb. 3.4): Dazu wird

∣∣∣χ(2)
zzz(−2ω;ω,ω)

∣∣∣ gemeinsam
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Abbildung 3.4 Vergleich des SHG-Spektrums der zzz-Komponente von LN mit
dem Imaginärteil ε2 der dielektrischen Permittivität.

mit ε2(ω/2) geplottet, d.h. für die imaginäre Komponente (entspricht der linearen
Absorption) der dielektrischen Permittivität ε = ε1 + iε2 wird die Energieachse
mit dem Faktor 1

2 skaliert. In diesem Fall liegen die ersten beiden Peaks ungefähr
bei den gleichen Energien, die mit dem Modell der Zweiphotonen-Resonanz der
SHG erklärt werden können: Demnach werden unter Erhaltung der Energie zwei
Photonen der Energie ~ω/2 in einem Zwei-Niveau-System (mit einem virtuellen Zu-
stand) in ein Photon der Energie ~ω umgewandelt [18]. Im Material gibt es anstatt
zweier Niveaus viele Zustände, die angenommen werden können, deren Übergänge
untereinander in Abhängigkeit der zugehörigen Energiedifferenz durch den Ima-
ginärteil ε2(ω) der dielektrischen Permittivität wiedergegeben werden.1 In dieser
Analogie gibt ε2(ω) die möglichen Zwei-Niveau-Systeme wieder, bei deren Ener-
gie SHG energetisch erlaubt ist. Die einfallende Strahlung ist jedoch auf die halbe
Energie ~ω/2 zu beziehen, sodass der Plot von ε2(ω/2) die Energien der einfallen-
den Strahlung charakterisiert, die von den möglichen Übergängen der Materialzu-
stände (im Sinne eines Zwei-Niveau-Systems) per SHG in der Energie verdoppelt
wird.

1Für eine komplette Beschreibung der optischen Übergänge sind weiterhin Impulserhaltung,
Übergangsregeln, etc. zu beachten, sodass dieses Bild nicht allen Features im Spektrum gerecht
werden kann.
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Abbildung 3.5 Lineare optische Eigenschaften von LN : Imaginärteil (links) und
Realteil (rechts) der zz-Komponente der dielektrischen Permittivität der beiden Im-
plementierungen im Vergleich. Für den Imaginärteil ist die Legende des Realteils
zu beachten. Bei 256 Bändern wurde in Yambo eine im Vergleich zu VASP kleinere
Dämpfung verwendet, sodass die Form der Resonanzen unterschiedlich ist. Die höhe-
re Anzahl der Bänder erlaubt die genaue Beschreibung des Realteils im langwelligen
Grenzbereich.

3.3 χ(n) aus der Zeitentwicklung der Polarisation

Nach der Vorstellung des Ablaufs einer SHG-Rechnung aufbauend auf der Impuls-
matrix aus VASP werden im folgenden Abschnitt Rechnungen gezeigt, die auf Yam-
bo beruhen und (Bloch-)Wellenfunktionen aus QuantumEspresso verarbeitet, um
χ(n) aus der Zeitentwicklung der Polarisation zu bestimmen.

Die Parameter der DFT-Rechnung mit QuantumEspresso (Version 6.5) [79, 80]
werden soweit möglich in Anlehnung an die vorherige VASP Rechnung gewählt.
Die Beschreibung der elektronischen Eigenschaften der beteiligten Atome wird mit
SG15 ONCV Potentialen [81, 82] vorgenommen. Austausch und Korrelation wer-
den ebenfalls durch das PBE-Funktional berücksichtigt, ebene Wellen werden bis
80 Ry ≈ 1090 eV entwickelt. Konvergenztests bzgl. der SHG- und THG-Spektren
machen ein Gamma-zentriertes 10 × 10 × 10 Gitter (entspricht 172 ~k-Punkten)
erforderlich. Die Kohn-Sham-Eigenfunktionen werden für 68 unbesetzte Zustände
berechnet.
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3.3 χ(n) aus der Zeitentwicklung der Polarisation

Die Berechnung der linearen Eigenschaften mit Yambo führt auf sehr ähnliche
Resultate wie in Abschnitt 3.1. Insbesondere ist die Bandstruktur quasi iden-
tisch, was eine indirekte (direkte) Bandlücke von 3.45 eV (3.52 eV) hinausläuft (das
ist aufgrund der unterschiedlichen Potentiale nicht selbstverständlich). Die linea-
ren optischen Eigenschaften, d.h. die dielektrische Permittivität, weist in Linear-
Response-Rechnungen die gleichen Features auf wie in der entsprechenden VASP
-Rechnung (vgl. 3.5), allerdings ist die Höhe der Peaks im Imaginärteil geringfü-
gig unterschiedlich (der niederenergetische Peak des Doppelpeaks ist nicht mehr
gleich groß, sondern kleiner), was auch einen gewissen Unterschied im Realteil (der
über Cramers-Kronig-Relation mit dem Imaginärteil verbunden ist) zur Folge hat:
Re{εzz(0)} = 5.4 statt Re{εzz(0)} = 5.59. Dies lässt sich korrigieren, indem man
mehr unbesetzte Bänder berücksichtigt, denn im Falle von insgesamt 256 Bändern
beträgt Re{εzz(0)} = 5.63. Diese müssen bei der Zeitentwicklung der Polarisation
jedoch nicht alle berücksichtigt werden, weil später eine sog. Kohn-Sham-Basis ver-
wendet wird, die aus den Eigenfunktionen des (zeitunabhängigen) Grundzustands-
problems besteht, daher weisen die folgenden Rechnungen „nur“ 68 unbesetzte Zu-
stände auf.

Die (Bloch-)Wellenfunktionen, die mit QuantumEspresso berechnet wurden, müs-
sen in eine Yambo -Datenbank umgewandelt werden. Anschließend werden die vor-
handenen Symmetrien reduziert, in Abhängigkeit von der Richtung des externen
elektrischen Feldes (in z Richtung, um χ(2)

zzz zu berechnen). Für diese neue Daten-
bank von Wellenfunktionen wird die Zeitentwicklung der Polarisation nach Glei-
chung (2.69) vorgenommen. Dazu wird eine Basis aus Kohn-Sham-Eigenfunktionen
durch eine Analyse von Konvergenztests bestimmt, was in diesem Fall auf die 24
höchsten, besetzten Zustände und 41 niedrigsten, unbesetzten Zustände hinausläuft
(d.h. selbst von den ursprünglich 68 Leitungsbändern werden nicht alle benötigt).
Durch diese Wahl ändern sich Frequenzverdopplung und -verdreifachung nur noch
unwesentlich, zusätzliche 6 Valenzbänder erhöhen die SHG (THG) um 1 % (-1‰)
und 10 zusätzliche Leitungsbänder verändern die SHG (THG) um weniger als 1
‰(0,2 ‰). Für 64 Energien ~ω zwischen 0,2 eV und 6 eV wird eine in z-Richtung
polarisierte, ebene Welle mit der entsprechenden Frequenz ω als externes elektri-
sches Feld ~E herangezogen, die in (2.69) in die Berechnung der Zeitentwicklung
eingeht. Die Intensität des monochromatischen Feldes wurde auf 1014W/m2 fest-
gelegt (der hohe Wert dient dazu, auch für die Berechnung der THG ein vom nu-
merischen Rauschen unterscheidbares P (t) zu erhalten). Ein Dämpfungsterm von
γ = 0,2 eV wird zur Berücksichtigung der Verbreiterung hinzugefügt. Die Propaga-
tion der Wellenfunktion erfolgt mit einer Schrittgröße von 0,01 fs. Die Anzahl der
Zeitschritte ist von der Größe des Dämpfungstermes (wie lange das System braucht,
bis es sich „eingeschwungen“ hat) und von der kleinsten Energie abhängig, die von
Interesse ist: Eine Schwingung mit 0,2 eV weist eine Periodendauer von ca. 20,68 fs
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auf. Für LN bedeutet eine Dephasierung über 32,91 fs = 10h
2πγ , der größten Perioden-

dauer und zusätzlichen 5 Zeitschritten als Puffer eine Zeitentwicklung über 5364
Zeitschritte. In jedem Schritt wird der Crank-Nicholson-Algorithmus auf die Be-
wegungsgleichung angewendet, um die Wellenfunktion zum nächsten Zeitschritt zu
propagieren und mit Hilfe der Berry-Phase die Polarisation P (t) zu berechnen. Der
Verlauf von P (t) wird bzgl. der Frequenzen analysiert: Die Entwicklung der Polari-
sation nach den Frequenzen wird nach der 6. Ordnung abgebrochen2, im Anschluss
erhält man die Beiträge P (n)(ω) für jede Ordnung n durch eine numerisch optimier-
te Matrix-Inversion. Dieses Vorgehen ist äquivalent zur Fouriertransformation und
wird nur aus Gründen der numerischen Performanz bevorzugt [22]: Für die Kon-
vergenz der Fouriertransformation seien wesentliche kleinere Zeitschritte notwendig
als für den Verlauf von P (t) verwendet werden. Die Berechnung der nichtlinearen
Suszeptibilitäten erfolgt nun nach

χ(2)(ω) = P (2)(ω)
E2 ; χ(3)(ω) = P (3)(ω)

E3

aus der Polarisation für die entsprechende Frequenz und dem anregenden ~E-Feld in
der entsprechenden Potenz, wobei die Richtung der E-Felder und der Polarisation
die Komponente des Tensors bestimmt.

Ein so berechnetes Spektrum von χ(2)
zzz ist in Abb. 3.6 abgebildet. Zwei Peaks bei

1,9 eV und 2,5 eV, die voneinander getrennt sind, bilden die wesentlichen Features
des Spektrums für den Energiebereich innerhalb der fundamentalen Bandlücke. Die
Höhe der Peaks beträgt jeweils ca. 92 pm/V und 66 pm/V, zu geringeren Energien
fällt χ(2) auf 20 pm/V ab für ~ω = 0,2 eV. Die Rechnung wurde mit einem Scissors-
Shift von 2,03 eV (aus der G0W0-Rechnung in [83]) wiederholt. Dadurch wird die
Position der Features entsprechend um 1 eV ins Blaue verschoben. Zusätzlich ver-
ändern sich dadurch (im Gegensatz zu Im{ε} aus der linearen Optik) die Beträge
der Peaks.

∣∣∣χ(2)
∣∣∣ erreicht bei den Peaks 60 pm/V und 48 pm/V, während es für

kleine Energien auf ca. 10 pm/V abfällt. Da der erste Peak nun bei einer 1 eV grö-
ßeren Energie vorliegt, ist der abfallende Bereich um diesen Betrag gestreckt. Da
die Bandlücke jedoch um 2 eV größer geworden ist, liegt nun ein zusätzlicher Peak
innerhalb der Bandlücke: Bei 5,4 eV beträgt die SHG-Komponente 53 pm/V und
weist bei ca. 5 eV eine Schulter auf. Ein der Kombination Schulter/Peak entspre-
chendes Feature ist im IPA-Spektrum ebenfalls bei ca. 4 eV vorhanden, allerdings
werden die Oszillatorstärken in diesem Energiebereich durch die Hinzunahme von
Quasiteilchen-Effekten (Scissors-Shift) so stark verändert, dass sich qualitative Än-
derungen im Spektrum ergeben: Die Reihenfolge Schulter/Peak ist im Vergleich zur

2Für THG ist die Summe (Entwicklung) nach 6. Ordnung konvergiert. Daher wird dieser Wert
auch für SHG verwendet, obwohl die Konvergenz auch nach 4. Ordnung erreicht wäre.[22]
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Abbildung 3.6 Vergleich der zzz-Komponente der Frequenzverdopplung, die für LN
berechnet wurde. Die IPA-Rechnung wird in blau dargestellt, während die rote Kurve
die Änderungen bei Berücksichtigung eines Scissors-Shifts von 2,03 eV zeigt.

IPA umgekehrt, und der Betrag entspricht nun ungefähr dem Betrag der Haupt-
peaks.

3.3.1 Vergleich der Ansätze Impulsmatrix und Zeitentwicklung

Für den Vergleich der beiden verschiedenen Methoden zur Berechnung der Fre-
quenzverdopplung werden die Resultate in Abb. 3.7 gemeinsam dargestellt. Die
beiden Haupt-Peaks weisen bei beiden Methoden exakt die gleichen Energien auf
und sind relativ zueinander in guter Übereinstimmung, jedoch sind die Beträge
von

∣∣∣χ(2)
∣∣∣ aus der Impulsmatrix größer als die aus der Zeitentwicklung der Polari-

sation. Es zeigt sich, dass eine Reskalierung der auf VASP beruhenden Rechnung
um den Faktor 2 eine qualitativ und quantitativ gute Übereinstimmung mit den
Yambo -Rechnungen liefert. Insbesondere bei ~ω = 0,2 eV stimmen beide SHG-
Suszeptibilitäten mit 21 pm/V (Leitsmann) und 20 pm/V (Attaccalite) bis auf 5 %
überein, was ebenfalls für Energien bis ca. 1,8 eV erfüllt ist. Die größten Unterschie-
de stellen die stärkere Ausprägung lokaler Minima in den Resultaten nach Attacca-
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Abbildung 3.7 Vergleich der zzz-Komponente der Frequenzverdopplung, die einer-
seits aus der Impulsmatrix auf Basis der VASP -Wellenfunktionen (blau) und ande-
rerseits aus der Zeitentwicklung der Polarisation mit QuantumEspresso und Yambo
berechnet wurden (rot).

lite et al. und die Vertauschung der Reihenfolge Peak/Schulter bei ca. 4 eV/4,3 eV
dar. Letzteres kann man tolerieren, da aufgrund der linearen optischen Effekte in
der Region der Bandlücke nichtlineare Effekte in den Hintergrund rücken, während
die unterschiedliche Ausprägung der Minima möglicherweise auf die unterschiedli-
che Umsetzung der Dämpfung (die zu einer Verbreiterung von Resonanzen führt)
in beiden Codes zurückzuführen ist.

Dieses Resultat ist auf die Verwendung unterschiedlicher Konventionen für die
Polarisation zurückzuführen. Es wurde im Rahmen von Testrechnungen mit glei-
chen Input-Dateien nachgewiesen, dass beide Implementierungen (die Impulsma-
trix-Methode am Beispiel von LN und die Zeitentwicklung der Polarisation für
hexagonales Bornitrid) veröffentlichte Resultate reproduzieren, was einen Fehler in
der Implementierung unwahrscheinlich macht. Allerdings wird in der Veröffentli-
chung zur vorliegenden Implementierung der Impulsmatrix-Methode [83] für den
ersten nichtlinearen Beitrag zur Polarisation der Ausdruck P (2) = ε0

2 χ
(2)E2 (For-

mel 2.137 ebendort) verwendet (mit Verweis auf die Möglichkeit, dass der Faktor
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1/2 in anderen Konventionen in χ(2) enthalten sein kann3). Dies ist im Unterschied
zum in [18] verwendeten Ausdruck P (2) = ε0χ

(2)E2 (in SI-Einheiten) und zum in
[20, 84, 22] verwendeten Ausdruck P (2) = χ(2)E2 (in cgs-Einheiten), der aber die
gleiche Physik wiederspiegelt. In der Tat führen beide SHG-Suszeptibilitäten auf
die gleiche Polarisation, wenn χ

(2)
Impulsmatrix = 2 · χ(2)

Zeitentwicklung verwendet wird. Im
Folgenden wird P (2) = ε0χ

(2)E2 weiter verwendet, entsprechend der Resultate der
Zeitentwicklung der Polarisation in Abbildung 3.7 und in Übereinstimmung mit
Gleichung (2.38), um mit den folgenden Resultaten zur Frequenzverdreifachung
konsistent zu bleiben.

Um dieser Angelegenheit auszuweichen könnte man auf die Angabe von relati-
ven Größen zurückfallen, z.B. Angabe von Anisotropien als Quotient verschiedener
Tensorkomponenten oder Angabe der Werte in Bezug auf ein Referenzmaterial.
Letzteres ist auch das übliche Vorgehen im Experiment, wo relative Intensitäten
im Vergleich zu einem Material gemessen werden, für die ein absolutes χ(2) in der
Literatur angegeben wird. Die Literaturwerte müssen aber häufig in Bezug auf
unterschiedliche Einheiten, Konventionen, die Verkettung mehrerer Referenzmate-
rialien (SiO2, KDP, ADP [85, 86]) und der gemessenen Wellenlänge umgerechnet
werden, wofür wiederum ein Modell zur Relation zwischen gemessener Intensität
und χ(2) benötigt wird [26], sodass theoretische Beiträge zu diesem Thema hilfreich
sein können.

Rechenaufwand Der Vergleich der Implementierung der Impulsmatrixmethode
mit der Implementierung der Zeitentwicklung der Polarisation in Bezug auf die Re-
chendauer gestaltet sich als schwierig, da selbst die Vorbereitungen der jeweiligen
Rechnungen unterschiedliche Schritte erfordern. Daher wird gegenwärtig auf einen
Vergleich von Knotenstunden und der Speicherverwendung verzichtet.

Der eigentliche Rechenaufwand zur Berechnung der Nichtlinearitäten liegt im ersten
Fall in der Berechnung der Impulsmatrix im Zuge einer VASP -Rechnung der linea-
ren Optik, was nur durch die Berücksichtigung vieler unbesetzter Zustände (dreifa-
che Zahl der Valenzbänder gängig, aber z.T. auch das Fünffache für [(PhSi)4S6] nö-
tig) zu konvergierten Werten führt. Da die Entfernung der Symmetrie im Anschluss
alle Tensorkomponenten aus der Anwendung von Formel (2.43) zugänglich macht,
ist nach der speicherintensiven Rechnung eine Überprüfung der Frequenzverdopp-
lungsspektren für alle 27 Tensorkomponenten möglich.

3In Abb. 4.5 der Arbeit [83] werden die Resultate für χ(2) durch Skalieren um den Faktor 1
2 mit

Ergebnissen der ursprünglichen Veröffentlichung [20] zu GaAs vergleichbar.
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Im anderen Fall ist die Berechnung der Zeitentwicklung der Polarisation selbst der
rechenaufwändigste Schritt, obwohl die Vorbereitung dieser Rechnung in mehr un-
terschiedliche Schritte zerlegt ist. Diese beinhaltet auch die Festlegung der Richtung
der (einfallenden) elektrischen Felder j und k, sodass in der Konsequenz nur die xjk,
yjk und zjk-Komponenten aus einer Zeitentwicklung zugänglich sind. Dafür kön-
nen aus einer Zeitentwicklung prinzipiell alle höheren harmonischen Signaturen χ(n),
insbesondere bezüglich der Frequenzverdreifachung, extrahiert werden, die auf Ba-
sis von ab initio Berechnungen sonst nicht zugänglich sind. Weitere Vorteile sind die
geringere Anzahl benötigter Zustände (da die Blochfunktionen in einer Kohn-Sham-
Basis entwickelt werden) und die Erweiterbarkeit des Theorieniveaus über IPA/IQA
hinaus (über den Hamiltonoperator in der Bewegungsgleichung (2.69) können Viel-
teilcheneffekte im Rahmen der zeitabhängigen Hartree- [TDH], Dichtefunktional-
[TDDFT] und abgeschirmter Hartree-Fock-Näherung [TDSHF] methodisch einfach
eingebunden werden).

Da beide Implementierungen für die Frequenzverdopplung sehr ähnliche Resulta-
te liefern ist es möglich, die Wahl des Ansatzes den Anforderungen entsprechend
zu treffen. Insbesondere die Möglichkeit, höhere und andere nichtlineare optische
Effekte als SHG für ausgedehnte Systeme berechnen zu können stellt sich als vor-
teilhaft dar.

3.3.2 Frequenzverdreifachung aus der Zeitentwicklung

Die vorherige Rechnung der Zeitentwicklung der Polarisation wurde so ausgelegt,
dass man gleichzeitig Resultate für die dritte Harmonische (THG)

∣∣∣χ(3)
zzzz(−3ω;ω, ω,ω)

∣∣∣
erhält. Dies wurde durch die Wahl der Intensität des externen Feldes und der Ord-
nung der Entwicklung bei der Berechnung von P (ω) aus P (t) erreicht. Die Er-
gebnisse für das Spektrum der zzzz-Komponente des THG-Tensors sind in Abb.
3.8 einmal in IP-Näherung und unter Berücksichtigung von Vielteilchen-Effekten
durch einen Scissors-Shift von 2.03 eV dargestellt. In der IPA-Rechnung liegt der
erste Peak bei 1,4 eV mit einer Suszeptibilität von ca. 169000 pm2/V2, gefolgt von ei-
nem weiteren, relativ dazu kleinen Peak bei 2,6 eV (χ(3) ≈ 27000 pm2/V2, entspricht
16 % des ersten Peaks), der innerhalb der fundamentalen Bandlücke liegt. Für klei-
ne Energien nimmt die Suszeptibilität (bei 0,2 eV) Werte von ca. 13000 pm2/V2

an. Der Hauptpeak besitzt zu höheren Energien eine schwach ausgeprägte Schul-
ter.

Seine Position steht in Zusammenhang mit den Resonanzen der linearen Optik (vgl.
Abbildung 3.9): Eine Verdreifachung der Peak-Position (3 · 1,4 eV = 4,2 eV) liefert
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Abbildung 3.8 THG-Spektrum der zzzz-Komponente von LN in IPA und IQA
Näherung.

eine Energie, bei der Im{εzz} ebenfalls einen Peak aufweist. Damit geht der Peak
bei 1,4 eV auf eine Dreiphotonenresonanz der für die Absorption verantwortlichen
Übergänge zurück, während bei 2,6 eV teilweise Dreiphotonen- und Zweiphotonen-
resonanz vorliegt (bei letzterer sind weder ein- noch ausfallende Strahlung durch
die Absorption der Übergänge nahe der Bandkante beeinflusst [18]) und zuletzt
bei 3,9 eV ein schwach ausgeprägter Peak einer Einphotonenresonanz vorhanden
ist.

Die Einbindung von Vielteilchen-Effekten in Form eines Scissors-Shifts von 2,03 eV
liefert eine Verschiebung (um 2,03 eV/3) und (wie im Fall der SHG) eine Verklei-
nerung der Suszeptibilitäten (Abbildung 3.8). Der Hauptpeak weist nur noch 46%
der Suszeptibilität der IPA-Rechnung auf, während schon der zweite Peak als sol-
cher nicht mehr klar erkennbar ist. Im statischen Grenzfall, hier angenähert durch
χ(3)
zzzz(ω = 0,2 eV), wird bei der IQA-Rechnung ein Wert von ca. 4000 pm2/V2 an-

genommen.
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Abbildung 3.9 Oben: Vergleich des THG-Spektrums der zzzz-Komponente von LN
mit dem Imaginärteil ε2 der dielektrischen Permittivität. In χ(3) sind drei lokale Ma-
xima zu erkennen. Unten: Reelle (fett) und virtuelle (fein, gestrichelt) Energieniveaus
können Resonanzen unterschiedlicher Photonenanzahl (v.l.n.r. 3, 2 und 1 Photon(en),
gleichbedeutend mit einer Photonenenergie von 1

3,
1
2 und 1

1 der Bandlückenenergie)
hervorrufen.
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3.4 Vergleich von LN mit KN und LT

3.3.3 Höhere harmonische Signaturen

Nach dieser Methode ist es ebenfalls prinzipiell leicht möglich, χ(n) für n > 3 zu be-
rechnen. Diese spielen allerdings experimentell für Festkörper eine geringere Rolle,
da extreme Feldstärken aufgebracht werden müssen, um ihre Größe messen zu kön-
nen. Diese hohen Leistungen können die Probe zerstören, wenn der „damage thres-
hold“ überschritten wird. In der Zeitentwicklung der Schrödingergleichung werden
ebenfalls hohe Feldstärken nötig, um Nichtlinearitäten höherer Ordnung analysie-
ren zu können, weil die Intensität solcher höhereren harmonischen Signale in P (t)
ebenfalls mit der Ordnung abnimmt und die Unterscheidung von numerischen Ar-
tefakten schwierig wird. Darum soll hier auf höhere harmonische Signaturen nicht
weiter eingegangen werden.

3.4 Vergleich von LN mit KN und LT

Neben LN (LiNbO3) sind auch die entsprechenden Homologe Lithiumtantalat (LiTaO3,
LT) (technologisch relvant bei der Herstellung von Mischkristallen, um die Eigen-
schaften wie Bandlücke oder Doppelbrechung zu tunen) und Kaliumniobat (KNbO3,
KN) (durch hohe Nichtlinearitäten) von Interesse. In LT stammt das Übergangs-
metall-Atom im Vergleich zu LN aus der nächstgrößeren Periode (Hauptquanten-
zahl 6 statt 5). KN unterscheidet sich hingegen im Alkali-Metall, welches zwei
Perioden (Hauptquantenzahl 4 statt 2) höher angesiedelt ist. Für beide Materiali-
en wurde die nichtlineare optische Antwort bereits untersucht (LT [83], KN [62]),
wofür aber nur die SHG-Suszeptibilität aus der Impulsmatrix berechnet wurde.
Daher werden in diesem Abschnitt die SHG- und THG-Suszeptibilitäten aus der
Zeitentwicklung der Polarisation für die Homologe berechnet und mit LN vergli-
chen.

Das Vorgehen wird analog zu LN (vgl. Abschnitt 3.3) durchgeführt. Allerdings
werden für LT 18 besetzte und 31 unbesetzte Bänder in der Kohn-Sham-Basis be-
rücksichtigt (der Konvergenztest wurde in kleineren Schritten durchgeführt). Da
sich die Strukturen vor allem in der Gitterkonstante unterscheiden (die ebenfalls
dem experimentellen Wert entspricht), ist es nicht verwunderlich, dass die Para-
meter der Rechnung ebenfalls sehr ähnlich sind. Für KN wird die tetraedrische
Phase berechnet, weil deren zzz-Komponente des SHG-Tensors in [62] die größten
Werte aufweist. Die Struktur basiert auf der Gleichgewichts-Geometrie von Falko
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Abbildung 3.10 Vergleich des zzz-Elements des SHG-Tensors von LN mit KN und
LT in IP-Näherung (links) und in IQ-Näherung (rechts), wobei für letztere die Viel-
teilcheneffekte durch Scissors-Shifts aus [61, 62, 83] modelliert werden.

Schmidt4, die mit dem GGA-Funktional PBEsol berechnet wurde. Die tetragonale
Elementarzelle erfordert ein sehr dichtes ~k-Gitter mit 16 × 16 × 16 Unterteilungen
(720~k-Punkten), weil die Konvergenz nur sehr langsam erfolgt. Die Zeitentwicklung
der Wellenfunktionen der 40 Elektronen erfolgt in einer Kohn-Sham-Basis aus 15 be-
setzten und 27 unbesetzten Zuständen. Die nichtlinearen Suszeptibilitäten werden
für Energien im Abstand von 0,08 eV berechnet. Die Resultate der IPA-Rechnungen
werden in den folgenden Unterabschnitten diskutiert.

3.4.1 Frequenzverdopplung

Der Vergleich der SHG-Spektren für die zzz-Komponente von KN , LN und LT in
IP-Näherung ist in Abb. 3.10 dargestellt. Dabei ist zunächst auffällig, dass sich das
Spektrum von KN stark von den anderen beiden Spektren unterscheidet, die sich
untereinander in Bezug auf den Verlauf, die Höhe der Peaks und den langwelligen
Grenzwert ähnlicher sind. Der Onset des ersten Peaks im KN -Spektrum liegt bei
ca. 1,6 eV, was der indirekten Bandlücke der IPA-Rechnung entspricht. Für kleine
Energien bis ca. 1,4 eV weist das Spektrum einen sanften Anstieg der Suszeptibi-
lität von 40 pm/V nach 49 pm/V auf. Bei ca. 2,1 eV erreicht das Spektrum nach

4Private Kommunikation.
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steilem Anstieg ein lokales Maximum und steigt weiter zum globalen Maximum
von 330 pm/V bei 2,6 eV an. Weiterhin gibt es bei fast 4 eV einen breiteren Peak,
der zu hohen Energien auf ein Plateau von ungefähr 1 eV Breite abfällt. Die Peaks
weisen eine etwas komplizierte Unterstruktur auf, da zu geringeren Energien hin
eine teils ausgeprägte, teils schwache Schulter vorhanden ist. Dennoch stimmen die
Rechnung mit den Resultaten aus [62] zur zzz-Komponente überein, was die ener-
getische Position und die Form der Features angeht, nur wird die Suszeptibilität
um einen Faktor von ca. 1,6 höher angegeben.

LT , welches in der IPA-Rechnung eine fundamentale Bandlücke von 3,56 eV (0,14 eV
größer als LN ) aufweist, besitzt wie LN zwei Peaks innerhalb der fundamentalen
Bandlücke, die sogar etwas höher und breiter als bei LN sind. Abgesehen von einer
deutlichen Blauverschiebung ähneln sich die Spektren in der Form und der relati-
ven Höhe der ersten beiden Peaks mit dazwischen liegendem Minimum. Deutlich
unterschiedlich ist jedoch der Verlauf der Spektren im Energiebereich unterhalb des
ersten Peaks, indem bei LN ein kontinuierlich steigender Anstieg der Suszeptibilität,
bei LT jedoch ein starker Anstieg ab 1,8 eV nach zuvor flachem Verlauf zu beob-
achten ist. Das Spektrum der Frequenzverdopplung in LT nimmt Werte zwischen
11 pm/V (im langwelligen Grenzwert) und 101 pm/V (bei 2,4 eV) an und die zuge-
hörigen Wendepunkte sind um ungefähr 0,07 eV, den halben Wert des Unterschieds
der fundamentalen Bandlücke, verschoben. Die Verschiebung der darauf folgenden
zwei Maxima um 0,46 eV sind jedoch nicht mit dem leichten Unterschied in der
Bandlücke zu erklären. Beim Übergang von Nb zu Ta ändert sich die elektronische
Bandstruktur der Ferroelektrika nur geringfügig [83]. Stattdessen dürfte sich hier
der Einfluss der Geometrieunterschiede der isomorphen Strukturen bemerkbar ma-
chen, denn die Elementarzelle von LT hat ein um ca. 5 Å3 (ungefähr 2 %) kleineres
Volumen [87].

Die Berücksichtigung der materialspezifischen Quasiteilchenverschiebungen (IQA)
in Abbildung 3.10 führt neben der Blauverschiebung um den halben Wert des
Scissors-Operators zu einer Verkleinerung der SHG-Suszeptibilitäten. Die bereits
herausgearbeiteten Unterschiede der Spektren im Vergleich bleiben davon jedoch
erstaunlich unberührt. Auch die Vergleichbarkeit mit den bereits veröffentlichten
Resultaten zu LN [61] und KN [62] bleibt erhalten (in letzterem Fall wird nur eine
1,4-fach höhere Suszeptibilität angegeben).

Insgesamt weisen die Spektren von LN und LT größere Unterschiede untereinander
auf, als die strukturelle und elektronische Ähnlichkeit vermuten lassen würde. Der
Vergleich der Frequenzverdopplung von KN mit den beiden zeigt, dass auch beim
Übergang zu einer anderen Phasenstruktur (tetragonal) deutliche Unterschiede be-
merkbar werden (was auch ein Resultat in [62] ist).
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Abbildung 3.11 Vergleich des zzzz-Elements des THG-Tensors von LN mit KN
und LT in IP-Näherung (links) und in IQ-Näherung (rechts), wobei für letztere die
Vielteilcheneffekte durch Scissors-Shifts aus [61, 62, 83] modelliert werden.

3.4.2 Frequenzverdreifachung

Die zzzz-Komponente der THG-Spektren weisen im Vergleich zur Frequenzver-
dopplung andere Charakteristika auf. Alle drei Materialen weisen einen Haupt-
peak zwischen 1 eV bis 2 eV auf. Der Onset / Wendepunkt spiegelt die Reihen-
folge der IPA-Bandlücken der Materialen wieder, wobei die Unterschiede in der
dritten Ordnung ebenfalls nur noch ein Drittel der Bandlückenenergie betragen
und damit geringer werden. Die Höhe der maximalen Suszeptibilität steigt von
KN (115000 pm2/V2) über LT zu LN (169000 pm2/V2)an und kehrt sich damit
im Vergleich zu den SHG-Spektren um. Während sich die Reihenfolge der Peak-
Maxima umgekehrt hat, bleibt sie für die Suszeptibilität im langwelligen Grenzbe-
reich bestehen: Sie ist für KN am größten (15500 pm2/V2) und für LT am kleinsten
(11500 pm2/V2). Die Spektren von LN und LT sind untereinander wiederum ähn-
licher als im Vergleich zu KN , aber die Unterschiede sind weniger ausgeprägt als
im vorherigen Abschnitt, weil alle Spektren vom Hauptpeak dominiert werden. Ins-
besondere ist die Form der ersten Flanke des Peaks bei den drei Homologen sehr
ähnlich.

Bei der Berücksichtigung von Quasiteilcheneffekten durch Scissors-Shifts werden
die Spektren der Frequenzverdreifachung um mehr als die Hälfte reduziert. Die
durch die materialabhängige Aufweitung der Bandlücke verursachte Blauverschie-
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bung sorgt für eine Ununterscheidbarkeit der Spektren von LN und LT bis zu Ener-
gien von ungefähr 2 eV. In [83] wurde χ(2)

zzz(~ω = 1,17 eV) für LiNb1–xTaxO3 Misch-
kristalle berechnet, welches sich linear mit der Zusammensetzung (d.h. x) einstellen
lässt. Diese Rechnungen deuten darauf hin, dass die auf die Frequenzverdopplung
maßgeschneiderten Mischkristalle eine näherungsweise konstante THG aufweisen.
Für die Frequenzverdreifachung von KN wird der Unterschied zu den anderen bei-
den Spektren vergrößert, da die Bandlückenaufweitung kleiner ist und außerdem der
ungewöhnliche Fall auftritt, dass die Suszeptibilität (der dritten Harmonischen) bei
3,4 eV mit 47000 pm2/V2 höher als im IPA-Fall (χ(3)

zzzz . 33000 pm2/V2) ist, sodass
das Spektrum zwei Features aufweist mit einem Peak bei 1,8 eV von 62000 pm2/V2

und dem zweiten Peak bei 3,4 eV und einer THG-Suszeptibilität von 47000 pm2/V2

(entspricht ca. 76 % des ersten Peaks). Das übliche Verhalten der Reduktion der
Suszeptibilitäten durch Anwendung einer Bandlückenaufweitung beruht auf Sum-
menregeln für die harmonischer Suszeptibilitäten [88, 89]. Weitere Untersuchungen
werden zeigen, welche Effekte die Erhaltung solcher Summenregeln trotz des An-
stiegs bewirken.

3.5 Zwischenfazit

Das SHG-Spektrum von LN für die zzz-Komponente wurde sowohl aus der Impuls-
matrix als auch aus der Zeitentwicklung der Polarisation berechnet. Beide Ansätze
führen bis auf kleine Abweichungen zu den gleichen Resultaten, die auch bereits
veröffentlichte Resultate reproduzieren. Damit ist die Zeitentwicklung der Polarisa-
tion erfolgreich validiert worden, wodurch der Vorteil zugänglich ist, dass prinzipiell
alle weiteren χ(n) und vor allem die Suszeptibilitäten zur Frequenzverdreifachung in
einer Rechnung zugänglich sind. Die SHG-Spektren von KN gleichen sich bezüglich
der Energie und der Form der Features sowohl für die Näherung unabhängiger Teil-
chen als auch für die Berücksichtigung der Quasiteilchen-Näherung (die neben der
Blauverschiebung zu einer Abschwächung der Frequenzverdopplung führt) mit be-
reits veröffentlichten Spektren zur zzz-Komponente [62], womit die Reproduktion
bereits veröffentlichter Daten abgeschlossen ist.

Darüber hinausgehend konnte die Position der Features anhand der Skalierung der
dielektrischen Funktion für die Frequenzverdopplung und -verdreifachung von LN
gezeigt werden. Für die drei Ferroelektrika LN , LT und KN sind die nichtlinearen
Spektren in IPA und IQA miteinander verglichen und mögliche Einflüsse diskutiert
worden. Während LN und LT als isomorphe Strukturen trotz nur geringer struk-
tureller Unterschiede deutliche Unterschiede in der Frequenzverdopplung aufweisen
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und dafür bis 2 eV in der Frequenzverdreifachung nicht unterscheidbar sind, ist das
besondere Verhalten von KN als Steigerung der THG-Suszeptibilität bei Anwen-
dung einer Bandlückenaufweitung gezeigt worden.

Der Vergleich von LN mit seinen Homologen LT und KN zeigt, dass sich die SHG-
Spektren stärker unterscheiden als die THG-Spektren, wobei KN aufgrund seiner
tetragonalen Struktur sich von den isomorphen Strukturen LN und LT stärker
unterscheidet. Obwohl die langwelligen Grenzwerte von SHG- und THG-Spektren
eine Steigerung von LT über LN zu KN aufweisen, hat KN in der Frequenzver-
dopplung das größte, aber in der Frequenzverdreifachung das kleinste globale Ma-
ximum verglichen mit den anderen Ferroelektrika. Damit wurde betont, welche teils
unintuitiven Unterschiede in der Betrachtung optischer Nichtlinearitäten sichtbar
werden.
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Kapitel 4

Molekülkristalle und ihre
nichtlinearen optischen
Eigenschaften

Im vorherigen Abschnitt haben wir anhand der Ferroelektrika gezeigt, dass mit der
Implementierung in Yambo auf Basis von Kohn-Sham-Wellenfunktionen aus Quan-
tumEspresso die optischen Nichtlinearitäten höherer Ordnung zuverlässig aus der
Zeitentwicklung der Polarisation berechnet werden können. Diese Methode wird für
die weiteren Untersuchungen einer anderen Materialklasse verwendet.

In der FOR 2824 werden Materialien untersucht, die unter Einstrahlung von infra-
roter Strahlung ein kontinuierliches Spektrum im sichtbaren Bereich („Weißlicht“)
emittieren, zuerst am Beispiel von [(StySn)4S6] beobachtet [1], einem Organote-
trelchalcogenid (siehe dazu die Anmerkungen in Kapitel 1). Dieses Verhalten, das
auch in [(PhSn)4S6] gezeigt werden konnte, ist stark von der Struktur abhängig,
da für das ähnliche Molekül [(PhSi)4S6] ein starkes SHG-Signal gemessen wurde:
Letztere Moleküle bilden einen Molekülkristall, der folglich Fernordnung (Translati-
onssymmetrie) aufweist, wohingegen [(StySn)4S6] und [(PhSn)4S6] jedoch amorphe
Festkörper ohne Fernordnung sind [2]. In beiden Fällen (SHG oder Weißlicht) weisen
diese Moleküle eine starke nichtlineare optische Antwort auf, die in den folgenden
Abschnitten untersucht werden soll. Dazu wird zunächst auf die Herausforderung
eingegangen, die diese Aufgabe numerisch darstellt, und wie sie vereinfacht werden
kann. Danach werden Resultate für die Molekülkristalle [(PhSi)4S6] , [Ph4Si] und
[(STB–Si)4S6] gezeigt und miteinander verglichen.
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Abbildung 4.1 Zusammenhang zwischen Tetraeder und adamantanartigen Tetrel-
chalcogenid-Strukturen. Tetrel-Atome (schwarz) bzw. Chalcogen-Atome (weiß) be-
setzen die Ecken bzw. Kanten des Tetraeders. Organische Liganden sind nur durch
ihre σ-Bindung zum Tetrel-Atom angedeutet.

4.1 Aufbau der Molekülkristalle aus Molekülen

Die Moleküle, die hier untersucht werden, bestehen aus einem Tetrel-Chalcogen-
Kern [Tetrel (T): Element aus 4. Hauptgruppe; Chalcogen (E): Element aus 6.
Hauptgruppe], der den räumlichen Aufbau von Adamantan (C10H16) aufweist (vgl.
Abb. 4.1). Das bedeutet, das an einem gedachten Tetraeder vier Tetrel-Atome
an den Ecken und sechs Chalcogen-Atome an den Kanten befindlich sind. Je-
des Chalcogen-Atom weist zwei Einfachbindungen zu den benachbarten Tetrel-
Atomen auf, sowie zwei ungebundene Elektronenpaare. Jedes der Tetrel-Atome
ist einfach an drei Chalcogen-Atomen gebunden, wodurch die letzte Bindung der
vier sp3-hybridisierten Orbitale mit einem Liganden abgesättigt werden kann, der
ein unterschiedlich ausgedehntes π-Elektronensystem besitzen kann. Damit besteht
das ganze Molekül [(RT)4E6] aus einem adamantanartigem Kern mit Tetraeder-
Symmetrie und den vier Liganden (R)1. Für den Aufwand einer Rechnung ist zu-
nächst die Anzahl der Valenzelektronen maßgeblich: Der Kern liefert unabhängig
von der Zusammensetzung von {T,E} 52 Valenzelektronen, doch je nach Ligand
müssen unterschiedlich viele Valenzelektronen berücksichtigt werden (vgl. Tabelle
4.1).

Der Aufbau der Moleküle wirkt sich auf die Struktur des Festkörpers aus, insbeson-
dere auf die Reichweite der Ordnung. Innerhalb des Festkörpers sind die Moleküle
nicht durch kovalente oder ionische Bindungen gebunden, sondern durch vergleichs-
weise schwache Dispersionskräfte, die von der Anordnung der Liganden mit ihren
π-Elektronen abhängig sind. Auch amorphe Festkörper können so auf kurze Distan-
zen Ordnung aufweisen (müssen es aber nicht), was sich durch eine große Anzahl

1Heterogene Substituenten werden zunächst nicht betrachtet, sondern vier identische Moleküle
als Liganden.
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Tabelle 4.1 Die (theoretischen) Freiheitsgrade bei der Komposition verschiedener
Organotetrelchalcogenide sind für den adamantanartigen Kern (links) und die Ligan-
den (rechts) zusammen mit der Anzahl der Valenzelektronen dargestellt. In der linken
Tabelle stellt CH2 zwar kein Element der Sauerstoff-Gruppe dar, trägt aber ebenfalls
6 Elektronen im organischen Adamantan bei. Rechts sind zusätzlich zu organischen
Liganden (Abkürzungen siehe Text bzw. [2]) auch anorganische Atome angegeben,
die die Bindung absättigen können (vgl. auch Abb. 4.2).

Tetrel Chalcogen
4 Valenzen 6 Valenzen
C O
Si S
Ge Se
Sn Te

CH2

Ligand Valenzen π-Elektronen
Me 7 0
Ph 29 6
Sty 39 8
Np 47 10
STB 67 14
H 1 0
Br 7 0

trans-Stilbenyl-

STB

–H

–Br

Methyl-

Me

Phenyl-

Ph

Styryl-

Sty

Naphtyl-

Np

CH2

–

–

Abbildung 4.2 Valenzstrichformeln der in Tabelle 4.1 aufgeführten Liganden und
ihrer Abkürzungen und Gruppenbezeichnungen (z.B. „Phenyl-Ring“).
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von Molekülen pro Superzelle auswirkt. Kristalle hingegen zeichnen sich durch ih-
re Translationssymmetrie aus („Fernordnung“), weshalb sie typischerweise 4 oder
weniger Formeleinheiten (Z) pro Elementarzelle besitzen. Dies kann insbesondere
dazu führen, dass die Kristalle inversionssymmetrisch sind, obwohl sie aus Molekü-
len bestehen, die Tetraedersymmetrie aufweisen und damit kein Inversionszentrum
besitzen.

Die Berechnung solcher Kristalle stellt eine formidable Herausforderung für ab-
initio-Rechnungen dar. Beispielsweise müssen (52+29·4)·4 = 672 Valenzelektronen
für die Beschreibung von [(PhSi)4S6] -Kristallen mit Z = 4 berücksichtigt werden,
was durch weitergehende Analysen der zahlreichen Freiheitsgrade (Organizität des
Kerns, heterogene Wahl der Liganden, etc.) viele aufwändige Berechnungen not-
wendig macht.

Daher ist es von Interesse, ein Modell der großen Systeme zu entwickeln, welches bei
reduzierter Systemgröße eine Aussage über die nichtlinearen optischen Eigenschaf-
ten ermöglicht. Dazu gibt es die Strategie, den Adamantankern der Moleküle durch
ein einzelnes Tetrel-Atom zu ersetzen, was die Liganden und die Tetraedersymme-
trie erhält und pro Molekül 48 Valenzelektronen einspart. Eine zweite Möglichkeit
besteht darin, die Liganden zu verändern, um so die Systemgröße zu verkleinern.
Naheliegenderweise könnte man das π-Elektronensystem verringern bis hin zu Me
oder Br, die keine delokalisierten Elektronen wie in Phenyl-Liganden aufweisen.
Drittens kommt sogar eine Vergrößerung der Liganden in Frage, wenn dadurch
weniger Formeleinheiten pro Elementarzelle benötigt werden. Im Falle von trans-
Stilben (STB, 1,2-Diphenylethen) sind die Moleküle durch sterische Anforderungen
der langen Liganden in eine derartige Anordnung mit den benachbarten Molekülen
gezwungen, dass die Fernordnung per Translationssymmetrie mit nur einer Formel-
einheit pro Elementarzelle gegeben ist. Jedoch können selbst kleine Veränderungen
(wie im vorherigen Abschnitt anhand der Ferroelektrika gezeigt) deutliche Kon-
sequenzen für die nichtlinearen optischen Eigenschaften haben, womit die Frage
beantwortet werden muss, ob die Unterschiede zwischen den Molekülkristallen auf
ihre grundlegenden Eigenschaften zurückgeführt werden können und welche Rück-
schlüsse auf die experimentell relevanten Systeme (unter anderem [(PhSi)4S6] ) aus
der Betrachtung der (nach technischen Gesichtspunkten gewählten) Modellsysteme
gezogen werden können.

Die Modellsysteme können jedoch auch eine davon unabhängige, physikalische Re-
levanz aufweisen: Beispielsweise lässt sich anhand des einfacher zu handhabenden
[Ph4Si] der Vergleich zwischen theoretischen und experimentellen Resultaten vali-
dieren, was auch für zukünftige Arbeiten an den primär interessanten adamantan-
basierten Molekül-Clustern wichtige Grundlagen bildet.
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4.2 Nichtlineare Optik von [(PhSi)4S6]

Als Voraussetzung zur Berechnung nichtlinearer optischer Spektren wird zunächst
die Struktur des Molekülkristalls mit Hilfe der DFT berechnet, bevor auf Basis der
daraus erhaltenen Wellenfunktionen Konvergenzanalysen durchgeführt werden und
letztlich nichtlineare optische Spektren bestimmt werden können.

4.2.1 Berechnung der Kristallstruktur

Für die Strukturen in diesem Abschnitt liegen noch keine Strukturen aus theoreti-
schen Vorarbeiten vor, daher ist hier etwas Vorarbeit nötig, die mit VASP durch-
geführt wird. Zunächst werden die PAW-Potentiale für C, H, Si und S festgelegt,
die jeweils die 2 s2 2 p2, 1 s1, 3 s2 3 p2 und 3 s2 3 p4 Zustände als Valenzelektronen
beschreiben. Für die Molekülkristalle ist es wichtig, die dispersive Wechselwir-
kung zu berücksichtigen, da die Moleküle untereinander nur über van-der-Waals-
Wechselwirkung gebunden sind. Dies geschieht mit dem DFT-D3 Funktional von
Grimme [48], während wie zuvor das PBE-Funktional zur Beschreibung von Aus-
tausch und Korrelation innerhalb des Einteilchen-Formalismus verwendet wird. Die
Basis wird mit ebenen Wellen bis zu einer kinetischen Energie von 400 eV entwi-
ckelt. Aus [2] liegen XRD-Daten zu [(PhSi)4S6] vor, auf deren Basis die Relaxierung
durchgeführt wird. Der Geometrie der Zelle entsprechend wird dafür ein 4 × 4 × 2
Monckhorst-Pack-Gitter für die Integration im reziproken Raum verwendet. Die
Relaxierung der Atomkoordinaten wird bis zu einer Schranke von 1meV/Å vorge-
nommen, womit man eine Gleichgewichtsgeometrie erhält, die im Falle des kleins-
ten Gittervektors um -2,6 % und weniger als -1 % im Falle der anderen beiden
Gittervektoren von den experimentell bestimmten abweicht. Der Winkel β weicht
mit 92,96°um nur -0,21°vom experimentell bestimmten nicht-orthogonalen Gitter-
winkel der monoklinen Struktur ab, was insgesamt mit Temperatureffekten bei
der Messung [2] zu begründen ist. Die Bindungslängen innerhalb der relaxierten
Molekülkristall-Struktur weisen im Vergleich zu den experimentell gemessenen (ent-
sprechend der Verwendung des PBE-Funktionals) eine geringe Überschätzung auf
und betragen für Si–S ca. 2,12–2,16Å, Si–C ca. 1,86Å, C––C ca. 1,39–1,41Å und
C–H ca. 1,09Å.

Die linearen optischen Eigenschaften des Molekülkristalls ergeben sich aus denen
der Einzelmoleküle (siehe Abb. 4.3 und [90]). Im isolierten Molekül weisen die Mo-
lekülorbitale HOMO und LUMO kaum Überlapp auf, weil sie jeweils am Kern
des Moleküls bzw. an den Phenyl-Ringen lokalisiert sind, weshalb der Onset der
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Abbildung 4.3 Über alle Raumrichtungen gemittelter Tensor der dielektischen Per-
mittivität für [(PhSi)4S6] in IP-Näherung: Molekülkristall im Vergleich zum Molekül
im Vakuum (letztere Werte zum besseren Vergleich skaliert).

dielektrischen Funktion erst bei einer höheren Energie von 4 eV erfolgt. In der di-
elektrischen Funktion des aus dem Molekül bestehenden Kristalls sind die Einflüsse
des Einzelmoleküls an der Form der Spektren und der relativen Höhe der Peaks bei
4–5 eV und 6–7 eV erkennbar. Insbesondere gibt es im Kristall keine zusätzlichen
Features unterhalb des Onsets, womit niederenergetische intermolekulare Übergän-
ge ausgeschlossen werden können. Allerdings tritt aufgrund von Z = 4 Molekülen
pro Einheitszelle die Verbreiterung von Linien zu Bändern auf, weshalb der Mole-
külkristall auf IPA-Niveau eine Bandlücke von 3,65 eV und einen entsprechenden
Onset in ε2 aufweist.

4.2.2 Vorbereitung der Yambo -Rechnungen und
Konvergenz-Analyse

Nachdem nun die Struktur mit Hilfe von VASP bestimmt wurde, wird die gleiche
Struktur (wie zuvor bei den Ferroelektrika) in QuantumEspresso übertragen, um
die Wellenfunktionen in Yambo zu verarbeiten. Exemplarisch für ~E-Felder in z-
Richtung werden zunächst die durchgeführten Konvergenztests für 8 Energien im
ganzen Energiebereich bis 8 eV präsentiert, bevor die aussagekräftigen Spektren mit
96 Energien in Abschnitt 4.2.3 diskutiert werden.
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Abbildung 4.4 Konvergenz der SHG (links) und THG (rechts) von [(PhSi)4S6] bzgl.
der ~k-Gitter-Diskretisierung für die z-Komponenten bei in z-Richtung polarisierten
~E-Feldern. In der Legende entspricht xyz einem x×y×z-Gitter. Die Nichtlinearitäten
werden im Rahmen der Konvergenztests nur für wenige Energien über den gesamten
Spektralbereich berechnet, die gezeichneten Linien dazwischen dienen der visuellen
Führung.

In QuantumEspresso werden ebene Wellen mit kinetischer Energie bis zu 30 Ry ≈
408 eV berücksichtigt. Der reziproke Raum wird mit Hilfe eines Γ-zentrierten 2 ×
2 × 2-Gitters integriert, was 8 ~k-Punkten entspricht. Diese Entscheidung geht
auf eine Konvergenzanalyse bzgl. der Spektren von Frequenzverdopplung und -
verdreifachung zurück: Erstens wird aufgrund der Inversionssymmetrie der Kristalls
wird kein SHG-Signal erwartet, bei groben ~k-Gittern sind die Spektren wegen nu-
merischer Effekte trotzdem nur nahe, aber ungleich Null. In der Tat wird das SHG-
Spektrum bei der Verwendung eines 4×4×2-Gitters im relevanten Energiebereich
um bis zu 90 % reduziert, das entspricht einer Reduktion der SHG-Suszeptibilität
um weniger als 0,0006 pm/V, was eine weitere Validierung der Methode darstellt.
Allerdings ist der numerische Aufwand nicht rechtfertigbar, da das Ergebnis für die
Frequenzverdopplung aus Symmetrieüberlegungen bereits bekannt ist, daher wird
diese Diskretisierung des ~k-Gitters verwendet, obwohl eine Änderung von 90 % nicht
als konvergiert gelten kann. Zweitens wird für χ(3) ein Spektrum ungleich Null er-
wartet, und hier ist die Konvergenz im Energiebereich kleiner der fundamentalen
Bandlücke innerhalb von ±3 % (vgl. rechten Teil von Abb. 4.4) bei Verwendung des
2 × 2 × 2-Gitters gegeben.

Die Analyse der für die Kohn-Sham-Basis benötigten Bänder wird für Valenz- und
Leitungsbänder unabhängig voneinander durchgeführt (vgl. Abb. 4.5). Die Konver-
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genz für höhere Energien ist systematisch langsamer als für geringere Energien. Wie
schon zuvor konvergieren die Suszeptibilitäten der Frequenzverdreifachung eher als
im Fall der SHG, da endliche Werte erwartet werden. Als Kompromiss zwischen
Aufwand und Genauigkeit werden Rechnungen mit 84 Valenzbändern und 96 Lei-
tungsbändern durchgeführt (vgl. Abb. 4.5).2

Zur Reduzierung der Speicheranforderungen wird die Anzahl der ~G-Vektoren zur
Darstellung der ebenen Wellen um 50 % reduziert, was in Testrechnungen kei-
nen Einfluss auf die nichtlinearen Spektren hat. Weiterhin zeigen entsprechende
Testrechnungen für das System, dass der Kommutator [r̂,Vnl], der aus nichtlokalen
Anteilen in Pseudopotentialen resultiert [66], sich nicht auf die nichtlinearen Spek-
tren auswirkt, sodass an dieser Stelle ebenfalls aufwändige Berechnungen eingespart
werden können.

Aufgrund der Größe der Elementarzelle können Vielteilcheneffekte zur Zeit nicht
im Rahmen von GW-Rechnungen eingebunden werden. Allerdings bewirken diese
Effekte hauptsächlich eine rigide Anhebung der Leitungsband-Energien, sodass ex-
emplarisch ein Scissors-Operator von 0,35 eV zur Berücksichtigung von Vielteilchen-
effekten gewählt wird. Mit diesem Wert wird die Bandlücke auf 4 eV aufgeweitet,
was v.a. der Vergleichbarkeit mit späteren Rechnungen (Abschnitt 4.3) dient. Der
Wert weist (trotz der willkürlichen Bestimmung) eine realistische Größenordnung
auf, weil für Molekülkristalle exzitonische Anregungen die Bandlückenunterschät-
zung der DFT kompensieren [90]. In nachfolgenden Arbeiten ist es möglich, diesen
Wert durch theoretische Approximationen (wie z.B. der sogenannten „constrained-
DFT“ [91]) zu belegen oder zu verbessern, wenn man einen empirischen Einfluss
durch Anpassung an experimentell ermittelte Absorptionskanten vermeiden möch-
te.

4.2.3 Resultierende SHG- und THG-Spektren

Nach einem Anstieg ab 1,5 eV fällt die Suszeptibilität der Frequenzverdopplung
über das Energieintervall zwischen 2,5 eV und 8 eV in fünf relativ gleichmäßigen
Stufen ab. Die Hinzunahme der Quasiteilchen-Effekte führt (neben der Blauver-
schiebung) aufgrund des kleinen Shifts nur zu geringen Änderungen in der Stärke
der Suszeptibilität, jedoch ändert sich die Form des Spektrums zu einem schmaleren
Peak, der auf ein Plateau abfällt. Die Suszeptibilität der SHG in z-Richtung nimmt

2Da das System 672 Elektronen in 336 Bändern enthält, entspricht die Wahl der Kohn-Sham-
Basis den Bandindizes 253 bis 432.
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Abbildung 4.5 Konvergenz der SHG- (oben) und THG-Tensorelemente (unten)
mit der Anzahl der Bänder in der Kohn-Sham-Basis. Es werden die Valenzbänder
bei fixer Anzahl von Leitungsbändern variiert (links) bzw. umgekehrt (rechts). Die
Legende gibt die Anzahl der berücksichtigten Valenzbänder bzw. Leitungsbänder an.
Die Nichtlinearitäten werden im Rahmen der Konvergenztests nur für wenige Energi-
en über den gesamten Spektralbereich berechnet, die gezeichneten Linien dazwischen
dienen der visuellen Führung.
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Abbildung 4.6 SHG (links) und THG (rechts) von [(PhSi)4S6] in IPA und in IQA
mit einem Scissors-Operator von 0,35 eV. Dargestellt ist jeweils die z-Komponente
der Polarisation für in gleicher Richtung polarisierte einfallende elektrische Wellen.
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Abbildung 4.7 Die xxx-Komponente der Frequenzverdopplung von [(PhSi)4S6] aus
der Impulsmatrix-Methode in Abhängigkeit von der verwendeten Anzahl der Bänder.
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maximale Werte in der Größenordnung von 0,01 pm/V an und ist damit sehr klein,
obwohl der in Abschnitt 4.2.2 diskutierte Kompromiss zwischen Genauigkeit und
Rechendauer für die Frequenzverdopplung eingegangen wurde. Würde ein erhöhter
numerischer Aufwand in Kauf genommen, würden die bereits sehr kleinen Werte
um weitere 90 % reduziert.

Ergänzend zum Vergleich der beiden Implementierungen in Abschnitt 3.3.1 wur-
de das SHG-Spektrum für [(PhSi)4S6] auch auf Basis der Impulsmatrix berechnet
(vgl. Abbildung 4.7): Die Frequenzverdopplung dabei ist im Energiebereich bis 6 eV
mit 10−4 pm/V zwei Größenordnungen kleiner, wobei ebenfalls ungleich Null und
ebenfalls mit einem Peak bei ca. 2 eV, bei dem mit steigender Anzahl von Bän-
dern die SHG-Suszeptibilität zunimmt (anstatt wie im Energiebereich darunter
abzunehmen und so das aus der Symmetrie erwartete Verhalten zu reproduzie-
ren.

Vermutlich ist die Verkettung und daraus folgende Vergrößerung von Abweichungen
als ursächlich für zu große SHG-Suszeptibilitäten zu betrachten ist, die ihren Anfang
in der endlichen Genauigkeit der Symmetrisierungen der DFT-Implementierungen
von VASP und Yambo nehmen. Da die Codes auf gewisse Abweichungen in den
Nachkommastellen der Strukturdateien (auch bei aus Symmetrieoperationen aus-
einander hervorgehenden Atompositionen) Rücksicht nehmen müssen, wird eine
Unsicherheitsschranke eingeführt (bei VASP SYMPREC). Diese kommt auch bei der
Relaxation der Atomkoordinaten, der Symmetriesierung der Ladungsdichte und
mittelbar auch der Symmetriesierung der Wellenfunktionen zum tragen, wobei
letztere Symmetrie in einem weiteren Schritt wieder entfernt wird. Da jeder Re-
chenschritt bzw. jede Verarbeitung der Wellenfunktionen die ursprünglichen Ab-
weichungen vergrößern kann und für die Berechnung nichtlinearer Spektren viele
Vorarbeiten geleistet werden müssen, würde dies die Abweichung vom der Sym-
metrie entsprechenden, idealen Verhalten erklären können. Dazu gehört auch, dass
die Abweichungen auf Basis der Zeitentwicklung der Polarisation größer sind, weil
in Yambo mehrere Zwischenschritte (siehe Abschnitt 3.3.1) nötig sind und zu-
sätzlich die Struktur von VASP zu QuantumEspresso umgewandelt werden muss,
woraus sich mehrere potentielle Fehlerquellen ergeben. Vergleiche auch [92] und
Kapitel 1.1 und 22.2 aus [93] für Kommentare zur Fortpflanzung von Fehlern
und der Berechnung von Größen nahe Null aus Sicht der angewandten Nume-
rik.

Auffällig bei den nichtsdestotrotz kleinen Suszeptibilitäten bleibt, dass das Spek-
trum einen Onset bei ca. 1,5 eV (1,6 eV im Falle der IQA-Rechnung) aufweist. Dieser
Wert entspricht der halben Energie der Bandlücke von ca. 1,8 eV (2 eV im Falle der
IQA-Rechnung) und damit einer Materialeigenschaft, d.h. das Signal stellt kein
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reines numerisches Rauschen dar (dafür gibt es jedoch andere Hinweise, wie von
Schwankungen überlagerte Stufen in der IPA zwischen 5 eV und 8 eV). In der Tat
wird das auch am Vergleich mit der skalierten dielektrischen Funktion in Abbil-
dung 4.8 deutlich, da die Suszeptibilität für Energien größer wird, bei denen die
Absorption einsetzt.

Frequenzverdreifachung Das THG-Spektrum (Abb. 4.6 rechts) weist einen aus-
geprägten Peak mit Onset bei 1,2 eV gefolgt von einigen kleineren Schwingungen
bei höheren Energien. Die Suszeptibilitäten reichen von 2700 pm2/V2 an der lang-
welligen Grenze bis zu ca. 30000 pm2/V2 beim Peak. Im Vergleich zu LN (Abschnitt
3.3.2) sind die Werte am Maximum und im langwelligen Limit ungefähr fünfmal
kleiner. Bei Berücksichtigung der IQA findet die Verschiebung um ein Drittel des
Scissors-Shiftes auf der Energie-Achse und eine leichte Verkleinerung der Suszepti-
biläten statt.

In Abb. 4.8 erkennt man leicht, dass die Energie der Peaks in der THG mit den
Features der linearen Optik koinzidiert, wenn man für letztere die Energien um
den Faktor 3 skaliert. Damit kann auch hier das Modell der Dreiphotonenreso-
nanz angewendet werden. Die partiellen Ladungsdichten der beiden Bänder, die
als Valenz- und Leitungsbandkante die fundamentale Bandlücke definieren, sind in
Abbildung 4.9 dargestellt. Analog zum einzelnen Molekül [90] ist die Lokalisati-
on der jeweiligen Orbitale verschieden, indem die obersten besetzten Zustände den
freien Elektronenpaaren der Schwefelatome am Kern und die untersten unbesetzten
Zustände den nicht-hybridisierten pz-Orbitalen in den Phenyl-Ringen zuzuordnen
sind.
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Abbildung 4.8 Die Position der Resonanzen in den Spektren der Frequenzverdopp-
lung (links) und -verdreifachung (rechts) wird mit Hilfe der Absorption ε2 im Bild
der Zwei-/Drei-Photonenresonanz erklärt.
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Abbildung 4.9 Kristallstruktur von [(PhSi)4S6] dargestellt mit den partiellen La-
dungsdichten, die dem obersten besetzen Band (oben) und dem untersten unbesetzten
Band (unten), jeweils über den ganzen ~k-Raum integriert, zugeordnet sind.
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Abbildung 4.10 Zusammenhang zwischen organo-adamantanartigen Molekülen
(z.B. [(PhSi)4S6] ) und Organo-Tetrelen (z.B. [Ph4Si] ). Farbgebung wie Abb. 4.1.

4.3 Vergleich mit Ph4Si

Der vorherige Abschnitt hat gezeigt, dass die Systemgröße von [(PhSi)4S6] bereits
herausfordernd ist und die Anforderung auskonvergierter numerischer Parameter
Kompromisse im Kontext der rechnerischen Aufwendigkeit erfordert. Im nächsten
Schritt sollen die bisherigen Resultate vertieft werden, indem der Molekülkristall
von Tetraphenylsilan ([Ph4Si] ) untersucht wird, weil dieses Molekül ebenfalls vier
Phenylringe um ein vierfach koordinierten Si-Atom aufweist. Da die Hybridisierung
der s- und p-Orbitale des Tetrel-Atoms Si die Tetraedersymmetrie bewirkt, besitzt
das Molekül (abgesehen von der freien Drehbarkeit der σ-Bindungen) die gleiche
Anordnung der Phenylringe wie die Liganden von [(PhSi)4S6] (vergleiche Abbildung
4.10). Damit nimmt das Si-Atom in [Ph4Si] die Rolle des Si–S-adamantanartigen
Kerns in [(PhSi)4S6] ein, wenn sich die Spitzen des einbeschriebenen Tetraeders in
einen Punkt gedacht werden.

Damit stellt die Untersuchung von [Ph4Si] die Grundlage dar, um durch nachfol-
gende Ersetzung des Si durch andere Atome der Tetrel-Gruppe den Einfluss der
Si–C-Bindung (bzw. Tetrel-Liganden-Bindung) auf die weiteren spektralen Eigen-
schaften zu untersuchen, die mit dem Aufbau der Moleküle begründet werden soll.
Daraus lässt sich weiterhin eine Tendenz ablesen, ob der adamantanartige Kern
eine komplexere Wirkung auf die nichtlinearen Eigenschaften hat oder ob diese zu
wesentlichen Teilen durch die Liganden bestimmt sind.

Dieser Fragestellung kommt eine eigene Bedeutung für das Verständnis der nichtli-
nearen Spektren von Molekülkristallen zu, welches man dafür nutzen kann, um in
einem späteren Stadium der Forschung ein Modell zu etablieren. Wenn die nicht-
linearen Spektren der vom Adamantan abgeleiteten Tetraphenyl-Strukturen hin-
reichend durch die Tetraphenyl-Tetrele zu beschreiben sind (wobei die Wahl des
Tetrel-Atoms von der Zusammensetzung des Kerns abhängen kann), kann man die
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Einsparung der Systemgröße nutzen, um Molekülanordnungen mit weniger Fern-
ordnung zu untersuchen. Solch ein Modell beruht darauf, dass die wesentlichen
Grundlagen für die nichtlinearen optischen Eigenschaften aus den Phenylringen
und deren Bindungen an das Tetrel-Atom (einzeln oder im adamantanartigen Kern)
hervorgehen. Daher werden im Folgenden Teil dieses Abschnittes die nichtlinearen
Spektren von [Ph4Si] mit der analogen Vorgehensweise zu Abschnitten 4.2.2 und
4.2.3 dargestellt.

Numerische Parameter Ausgehend von den experimentellen XRD-Strukturdaten
aus [94] werden die Atomkoordinaten von [Ph4Si] mit VASP in ihre Gleichgewichts-
geometrie relaxiert. Mit dieser Struktur können beispielsweise Phononenmoden in
harmonischer Näherung berechnet werden, die nur gering (maximal ca. 5 % im
Falle von H, typischerweise jedoch deutlich geringer) von den experimentell ge-
messenen Wellenzahlen abweichen. Die Kohn-Sham-Eigenfunktionen des 240 Elek-
tronen umfassenden Systems werden mit QuantumEspresso bestimmt und in ei-
ne Yambo -Datenbank umgewandelt. Die erneut durchgeführten Konvergenztests
führen auf die Wahl von einem 4 × 4 × 8 ~k-Gitter. Die Zeitentwicklung wird
mit 70 Valenzbändern und 164 Leitungsbändern als Kohn-Sham-Basis durchge-
führt.

Frequenzverdopplung Die Symmetrie des Kristalls erfordert, dass die zzz-Kom-
ponente des SHG-Tensors verschwindet, die Komponenten zyx und xyz sind jedoch
endlich, weshalb ~E-Felder in y- und x-Richtung bzw. y- und z-Richtung betrachtet
werden müssen. Die beiden Komponenten werden in Abb. 4.11 dargestellt und mit
bereits vorhandenen VASP -Rechnungen (basierend auf 480 Bändern und einem
2 × 2 × 4 ~k-MP-Gitter) verglichen, um die im Wesentlichen gute Übereinstimmung
auch für dieses System zu demonstrieren.

Qualitativ unterscheiden sich die Spektren in der zyx-Komponente, die bei 2,4 eV ei-
ne relativ andere Höhe des Peaks aufweist und im langwelligen Grenzbereich nicht
gegen den gleichen Wert wie die xyz-Komponente aufweist. Eine Ursache dafür
könnte die gröbere Diskretisierung der Brillouin-Zone im Falle der Impulsmatrix-
Rechnung sein, die in einem geringeren Unterschied zwischen xyz und zyx-Komponente
bei 2,4 eV resultiert. Ansonsten treten Resonanzen an den gleichen Energien auf und
auch die Größe der Suszeptibilitäten weist große Ähnlichkeiten auf.

Das SHG-Spektrum der zyx-Komponente ist gekennzeichnet durch einen Peak bei
2,4 eV von ca. 25 pm/V, gefolgt von einem Rückgang auf 2 pm/V bei 2,7 eV und
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Abbildung 4.11 Die zwei größten SHG Tensorkomponenten zyx (rot) und xyz
(blau) von [Ph4Si] berechnet aus der Zeitentwicklung der Polarisation (links) und
aus der Impulsmatrix (rechts).

einem stufenförmigen Anstieg auf 25 pm/V bei 4,02 eV, der fundamentalen Band-
lückenenergie. Im langwelligen Grenzbereich wird ein Wert von 1,3 pm/V ange-
nommen. Dies ist ebenfalls für die xyz-Komponente der Fall, wobei innerhalb der
Bandlücke nur Werte von maximal 15 pm/V bei 2,7 eV angenommen werden. Die
beiden Peaks bei 2,07 eV und 2,7 eV in der xyz-Komponente unterscheiden sich
voneinander, weil bei Ersterem die zyx-Komponente sogar etwas größer ist, bei
Letzterem hingegen ein lokales Minimum annimmt. Zwischen 2,1 eV und 3 eV sind
die Unterschiede der Spektren in den Extremstellen also besonders groß: Das erste
Minimum der xyz-Komponente bei 2,3 eV weicht lediglich um 0,1 eV vom ersten Ma-
ximum der zyx-Komponente bei 2,4 eV ab, während bei 2,7 eV die xyz-Komponente
ein Maximum und die zyx-Komponente ein Minimum aufweist. Der Vergleich mit
dem Imaginärteil der dielektrischen Funktion in Abbildung 4.12 zeigt, dass bei
2,3 eV das Bild der Zweiphotonenresonanz eine Erklärung für den ersten Peak in
der zyx-Komponente liefert und mit dem Ansteigen der zyx-Komponente ab 2,1 eV
ein Abfall der SHG-Suszeptibilität in der xyz-Komponente einhergeht. Es liegt die
Vermutung nahe, dass der Einbruch der xyz-Komponente der Frequenzverdopplung
bei der halben Bandlückenenergie erst bewirkt, dass bei 2,1 eV ein lokales Maximum
erscheint.
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Abbildung 4.12 Die Energie, bei der die Resonanz in der zyx-Komponente (rot) der
SHG von [Ph4Si] auftritt, wird mit Hilfe des Imaginärteils der dielektrischen Funktion
ε2 (grün) erklärt.
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Abbildung 4.13 Das Spektrum der Frequenzverdreifachung (zzzz-Komponente)
von [Ph4Si] (blau) im Vergleich zur dielektrischen Funktion.
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Frequenzverdreifachung In Abbildung 4.13 weist [Ph4Si] einen Peak in der zzzz-
Komponente der dritten Harmonischen bei 1,5 eV mit einem Onset bei ca. 1,3 eV
auf, was einem Drittel der Bandlücke von 4,02 eV entspricht. Im Grenzbereich ge-
ringer Energien (dargestellt durch 0,2 eV) fällt die THG-Suszeptibilität von ca.
15300 pm2/V2 (Peak) auf 1180 pm2/V2 ab. Für Energien größer als 2 eV weist die
Suszeptibilität einige weitere Features auf, die allerdings kleiner als 4000 pm2/V2

sind und nicht weiter diskutiert werden. Die Energie des damit verbleibenden
Haupt-Peaks wird durch die Skalierung der dielektrischen Funktion auf ein Drit-
tel der Energie erklärt, was dem Modell der Dreiphotonenresonanz entspricht (vgl.
Abbildung 4.13).

Für die betrachtete Komponente zzzz des THG-Tensors ist es möglich, einen Ver-
gleich zwischen den beiden bisher betrachteten Molekülkristallen durchzuführen,
da diese Komponente trotz der unterschiedlichen Symmetrien in beiden Kristallen
vorhanden ist. Dieser Vergleich ist in der linken Hälfte von Abbildung 4.14 dar-
gestellt, an der zu erkennen ist, dass die Frequenzverdreifachung von [(PhSi)4S6]
für fast alle Energien größere Werte annimmt als im Fall von [Ph4Si] . Die Form
des Haupt-Peaks unterscheidet sich nur minimal, während in den kleineren Featu-
res ab 2 eV sich Unterschiede in der Form der Spektren zeigen. Der Hauptpeak von
[(PhSi)4S6] weist nicht nur höhere Suszeptibilitäten bis hin zum langwelligen Grenz-
wert, sondern auch einen Onset bei einer geringeren Energie (1,2 eV statt 1,3 eV)
auf. Während die Molekülkristalle beide aus Tetraphenyl-Verbindungen aufgebaut
sind, liegt zwischen den Strukturen

1. die Symmetrie der Elementarzelle (die dennoch in beiden Fällen die betrach-
tete Komponente des THG-Tensors erlaubt),

2. die Zahl der Moleküle pro Elementarzelle,

3. das Vorhandensein eines vom Adamantan abgeleiteten Kerns (bzw. stattdes-
sen eines einzelnen Tetrel-Atoms),

4. die Größe der fundamentalen Bandlücke, und

5. die aus den möglichen Übergängen hervorgehende Form der dielektrischen
Funktion

als Unterschied vor. Dabei zeigt sich für die hier betrachtete Komponente, dass im
niederenergetischen Bereich bis zum Haupt-Peak die Unterschiede Nr. 2 und Nr. 4
relevant sind und erst für darüber hinausgehende Energien die unterschiedliche
Form der dielektrischen Funktion relevant wird. Das kann man an der rechten
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Abbildung 4.14 Vergleich der beiden Tetraphenyl-Molekülkristalle hinsichtlich ih-
rer zzzz-Komponente des THG-Tensors (links). Auf der rechten Seite ist das Spek-
trum von [(PhSi)4S6] mit einem Scissors-Operator dargestellt, der die Bandlücke auf
diejenige von [Ph4Si] anhebt. Dieses Spektrum wird mit den verdoppelten Suszepti-
bilitäten von [Ph4Si] verglichen, um die Anzahl der Moleküle pro Elementarzelle zu
berücksichtigen (siehe Text).

Hälfte von Abbildung 4.14 erkennen, wo im Falle von Nr. 2 die Suszeptibilitäten
von [Ph4Si] (Z = 2 Moleküle pro Elementarzelle) um den Faktor 2 vergrößert
werden, um eine Anpassung an [(PhSi)4S6] (Z = 4) zu erzielen, und im Falle von
Nr. 4 die IPA-Rechnung von [Ph4Si] (Egap = 4,02 eV) mit einer IQA-Rechnung von
[(PhSi)4S6] verglichen wird (wobei der Scissorsoperator von 0,35 eV die Bandlücke
von 3,65 eV auf ebenfalls 4 eV anhebt). Da die modellierten Spektren (d.h. in der
rechten Hälfte von Abbildung 4.14) bis zu Energien knapp unter 2 eV nur geringe
Abweichungen aufweisen und im langwelligen Grenzwert bis ca. 1 eV sogar fast
identisch sind, lassen sich die Differenzen in den physikalischen Spektren (d.h. in
der linken Hälfte von Abbildung 4.14) auf diese beiden Unterschiede in Z und Egap
zurückführen.

Das Vorhandensein des adamantanartigen Kerns wirkt sich über die dielektrische
Funktion erst ab Energien von 2 eV aus. In der Tat ergeben sich unterschiedliche Lo-
kalisierungen der partiellen Ladungsdichten des obersten Valenzbandes der beiden
Tetraphenyl-Molekülkristalle, die sich im Falle von [(PhSi)4S6] (Seite 66) an den
S-Atomen und im Falle von [Ph4Si] (Seite 73) als delokalisierte π-Elektronen im

72



4.3 Vergleich mit Ph4Si

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 2  3  4  5  6  7  8  9  10

ε 2
(ω
)

ℏω [eV]

(PhSi)4S6
(PhSi)4S6 IQA 0.35 eV
Ph4Si

Abbildung 4.15 Vergleich der Imaginärteile der dielektrischen Funktionen der bei-
den Tetraphenyl-Molekülkristalle [(PhSi)4S6] und [Ph4Si] .

Abbildung 4.16 Kristallstruktur von [Ph4Si] dargestellt mit den partiellen Ladungs-
dichten, die dem obersten besetzen Band (links) und dem untersten unbesetzten Band
(rechts), jeweils über den ganzen ~k-Raum integriert, zugeordnet sind.
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Phenylring befinden.3 Auch im Imaginärteil der dielektrischen Funktion lassen sich
im Vergleich von [Ph4Si] und [(PhSi)4S6] Unterschiede festmachen: In Abbildung
4.15 unterscheidet sich ε2 in den Formen des ersten Peaks (der nach Skalierung in
Abbildung 4.13 dem Haupt-Feature der THG zugeordnet wurde) als auch im dar-
auf folgenden Verlauf ab 6 eV, für welchen [Ph4Si] Werte nahe Null aufweist (fast
keine Absorption) und [(PhSi)4S6] durch weitere Übergänge in einem breiten Ener-
gieintervall nur wenig abfällt. Diese Unterschiede im weiteren Verlauf erklären die
Unterschiede in der Frequenzverdreifachung zwischen den Materialien für Energien
ab 2 eV in Abbildung 4.14, allerdings lässt sich die Verwandheit der Strukturen an
ε2 weniger gut ablesen.

Der Vergleich von [Ph4Si] mit [(PhSi)4S6] verdeutlicht also, dass zahlreiche Unter-
schiede zwischen den Strukturen, die (zumindest indirekt) auf den adamantanar-
tigen Kern zurückzuführen sind, so zusammenwirken, dass [(PhSi)4S6] eine stär-
kere Frequenzverdreifachung aufweist als [Ph4Si] . Dabei lässt sich der Hauptpeak
auf den Einfluss der tetragonal angeordneten π-Elektronensysteme und der Si–C-
Bindung zurückführen, die beiden Molekülkristallen gemeinsam ist.

Auf methodischer Ebene konnte gezeigt werden, dass sich durch den Vergleich zwei-
er Materialien, die ein wesentliches übereinstimmendes Merkmal aufweisen, die Fea-
tures der nichtlinearen Suszeptibilität auf nachvollziehbare Weise der zugrundelie-
genden Struktur zuordnen lassen.

4.4 Betrachtung von [(STB–Si)4S6]

Um ein besseres Verständnis über den Einfluss der Zusammensetzung des adaman-
tanartigen Kerns auf die nichtlinearen optischen Eigenschaften zu gewinnen, weisen
beide zuvor untersuchten Molekülkristalle Nachteile auf. Während bei [Ph4Si] der
Kern nur durch ein einzelnes Atom modelliert wird und die Zusammensetzung nur
im Rahmen der vierten Hauptgruppe variiert werden kann, hat [(PhSi)4S6] gleich
vier Formeleinheiten mit adamantanartigen Kernen, die jedoch als zusätzliche Frei-
heitsgrade ebenfalls Nachteile aufweisen. Um z. B. die Hälfte (i. A. einen beliebi-
gen Anteil) der Si-Atome durch Kohlenstoff zu ersetzen, was für die Untersuchung
der Organizität als Parameter nötig ist, könnte man entweder in der Hälfte der
Moleküle alle Si-Atome ersetzen oder in jedem Molekül die Hälfte der Si-Atome

3Das unterste Leitungsband ist wiederum bei beiden Molekülkristallen von den Si–C-Bindungen
und den pz-Orbitalen, die nicht an der Hybridisierung im Phenylring teilnehmen, dominiert
und stellt eine Gemeinsamkeit der beiden Tetraphenyl-Kristalle dar.
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ersetzen, wobei beide Möglichkeiten abhängig davon sind, ob die ersetzten Atome
benachbart oder anderweitig korrelliert sind. Im Falle von [Ph4Si] wurde bereits
gezeigt, dass die numerische Aufgabe auch deswegen numerisch besser handhabbar
ist, weil die Kristallisation nur mit Z = 2 Formeleinheiten pro Elementarzelle er-
folgt. XRD-Messungen [95] haben gezeigt, dass ein Molekülkristall aus Adamantan
mit vier trans-Stilben (C14H12, „1,2-Diphenylethen“, Abb. 4.2 auf S. 55) Liganden
mit Z = 1 kristallisiert, wobei die Stilben-Liganden über mehrere Elementarzel-
len hinweg reichen, wodurch die Fernordnung erzielt wird. Diese Molekülkristalle
weisen folglich sowohl einen adamantanartigen Kern als auch ein ausgedehntes π-
Elektronensystem auf. Damit können die numerischen Anforderungen gesenkt wer-
den und dennoch wird ein ausgedehnter Molekülkristall (im Gegensatz zu einzelnen
Molekülen) untersucht, der sowohl über ein ausgedehntes π-Elektronensystem als
auch einen vom Adamantan abgeleiteten Kern verfügt. Daher bildet [(STB–Si)4S6]
ein interessantes Modellsystem, auch wenn nach derzeitigem Kenntnisstand noch
keine Synthese publiziert wurde. Ausgehend von der Struktur aus [95] werden die
entsprechenden C-Atome entweder durch Si und S ersetzt und mit Hilfe eines
4 × 4 × 8 Monckhorst-Pack-Gitters relaxiert, bis die Kräfte auf die Atome klei-
ner als 1meV/Å sind (ansonsten identische numerische Parameter wie zuvor). Für
diese Struktur erfolgen analog zu vorher Konvergenztests in Yambo bezüglich der
Spektren: Konvergenz ist für ein 4 × 4 × 8 ~k-Gitter mit einer Kohn-Sham-Basis
aus 60 Valenzbändern und 100 Leitungsbändern. Die Anzahl der ~G-Vektoren wird
um 50 % reduziert und der Kommutator [r̂,Vnl] wird wiederum vernachlässigt, wo-
durch sich aber wie zuvor keine Änderungen außer einer drastischen Ersparnis der
Rechenzeit ergeben. Die resultierenden Spektren für 96 Energien sind in Abb. 4.17
dargestellt.

Die resultierenden Spektren weisen bei gewissen Energien ungewöhnlich starke
Suszeptibilitäten auf (3 Größenordnungen mehr als bei den Ferroelektrika). In
der IPA-Näherung werden im Energie-Intervall zwischen 1,75 eV und 2,8 eV SHG-
Suszeptibilitäten von bis zu 198443 pm/V erreicht. Große Werte werden ebenfalls
zwischen 4,6 eV und 5,2 eV angenommen (bis zu 170000 pm/V), aber für andere
Energien bleibt die zzz-Komponente unterhalb von 0,1 pm/V. Die fundamentale
Bandlücke weist eine Energie von 2,26 eV auf, demnach wäre bei klassischer Betrach-
tung bei 1,13 eV die erste Resonanz zu erwarten gewesen.

Die Anwendung eines Scissors-Operators von 1,75 eV bewirkt keine zusätzlichen Re-
sonanzen im niederenergetischen Bereich, sondern das Spektrum wird im Wesent-
lichen auf der Horizontalen verschoben. Die Verschiebung beträgt beinahe den ge-
samten Wert des Scissors-Operators, während bei herkömmlichen Resonanzen (sie-
he Materialien oben) nur eine Verschiebung von der Hälfte des Scissors-Operators
zu erwarten wäre. Die Suszeptibilitäten werden modifiziert, allerdings wird mit ca.
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Abbildung 4.17 SHG- (links) und THG-Spektren (rechts) für die zzz- bzw. zzzz-
Komponente von [(STB–Si)4S6] aus der Zeitentwicklung der Polarisation in IPA und
mit Verwendung eines Scissors-Operators von 1,75 eV.
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Abbildung 4.18 Kleine Resonanzen in der THG im Bereich unterhalb der funda-
mentalen Bandlücke von [(STB–Si)4S6] .
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4.4 Betrachtung von [(STB–Si)4S6]

238000 pm/V sogar ein größeres Maximum erreicht.

Die Kristallklasse S4 des tetragonalen Kristallsystems, zu der [(STB–Si)4S6] ge-
hört, sollte nach [18] (für alle Energien) eine verschwindende zzz-Komponente des
SHG-Tensors aufweisen. Dies ist in diesen Rechnungen klar nicht der Fall, aller-
dings werden keine Resonanzen bei der üblichen Energie (halbe Bandlücke) fest-
gestellt, sondern erst in der gleichen Energieregion, in der auch die lineare Ab-
sorption einsetzt. Dort werden die Resonanzen schnell sehr groß, was mit dem
großen π-Elektronensystem und der fehlenden Inversionssymmetrie der Molekü-
le zu begründen ist. Für die xzz-Komponente hingegen ist (der Symmetrie nach
erwartungsgemäß) |χ(2)

xzz| . 10−3 pm/V, im Rahmen der Genauigkeit verschwin-
dend und weist einen kontinuierlichen spektralen Verlauf auf (siehe Abbildung
4.18).

Die THG-Suszeptibilität weist zwar ebenso enorm hohe Werte (4 Größenordnungen
mehr verglichen mit den Ferroelektrika) auf, z.B. zwischen 1,75 eV und 2,8 eV, al-
lerdings treten bei 0,85 eV bzw. 1,66 eV weitere Peaks auf (Abb. 4.18), die zwischen
100000 pm2/V2 und 150000 pm2/V2 liegen und einen Onset von ca. 0,75 eV bzw.
1,5 eV aufweisen, der 1/3 bzw. 2/3 der Bandlückenenergie zuzuordnen ist. Diese
Peaks verschieben sich unter Anwendung des Scissors-Operators um 1

3 · 1,75 eV ≈
0,58 eV erwartungsgemäß, während die höheren Peaks um fast den ganzen Wert des
Scissors-Operators verschoben werden.

Es Bedarf weiterer Untersuchungen und Bestätigungen, die diese Berechnungen
untermauern. Die Rechnungen zur THG zeigen (zum Beispiel bei Anwendung des
Scissors-Operators), dass die hohen Werte auf anderen Mechanismen als dem klas-
sischen Bild der Dreiphotonenresonanz beruhen. Es ist zwar unwahrscheinlich, dass
sich dieses System als Modell für weiterführende Untersuchungen von [(PhSi)4S6]
und vergleichbaren Molekülkristallen eignet, zumal mit der Untersuchung von Ein-
zelmolekülen eine alternativer Ansatz besteht, um nach gründlichen Vorbereitungen
(Zeitentwicklung der Polarisation für große Superzellen mit großem Vakuum-Anteil,
Zusammenhang zwischen Einzelmolekülen und Molekülkristallen) ebenfalls ein Ver-
ständnis der nichtlinearen Spektren in Abhängigkeit von der Zusammensetzung der
Moleküle zu vertiefen. Die offene Frage, ob dieses ungewöhnliche Verhalten auf den
Konflikt zwischen der Inversionssymmetrie der tetragonalen Zelle einerseits und
der Tetraeder-Symmetrie ohne Inversionszentrum des Moleküls andererseits zurück-
führbar ist, bleibt späteren Folgeuntersuchungen vorbehalten.
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4.5 Zwischenfazit

In diesem Abschnitt wurde die Berechenbarkeit der nichtlinearen Spektren von Mo-
lekülkristallen gezeigt, die durch große Elementarzellen mit vielen Valenzelektronen
gekennzeichnet sind und damit einen formidablen numerischen Aufwand darstellen.
Diese Molekülkristalle stehen im Kontext der FOR 2824, in der starke Nichlinea-
ritäten im Zusammenhang mit der Weißlichterzeugung untersucht werden. Dazu
wurden (nach meinem Kenntnisstand) zum ersten Mal für Systeme dieser Größe
Resultate für die Frequenzverdopplung und -verdreifachung aus ab initio IPA/IQA-
Rechnungen präsentiert. Die THG nimmt im Falle von [(PhSi)4S6] höhere Suszepti-
bilitäten an als für [Ph4Si] (die SHG ist in diesen Rechnungen verschwindend gering)
und die Energie des Haupt-Peaks lässt sich im Modell der Dreiphotonenresonanz
erklären.

In [Ph4Si] wurde ein experimentell einfacher zu handhabendes Material hinsicht-
lich der harmonischen Signaturen nur auf Basis quantenmechanischer Rechnungen
untersucht, sodass der Grundstein für den Vergleich mit experimentellen SHG und
THG-Spektren gelegt wurde. Auch in diesem Material lässt sich die Zwei- bzw.
Dreiphotonenresonanz als Erklärung heranziehen, bei welchen Energien die Sus-
zeptibilität extremale Werte annimmt.

In der Methodik für zukünftige Untersuchungen hat sich herausgestellt, dass
[(STB–Si)4S6] als Modellsystem nicht geeignet ist. Modellspektren von [Ph4Si] je-
doch können die Werte von [(PhSi)4S6] unter Beachtung der Materialparameter Z
und Egap für große bis mittlere Wellenlängen reproduzieren. Durch derartige Ver-
gleiche erlangt man auch ein besseres Verständnis der physikalischen Spektren, da
der Hauptpeak der Frequenzverdreifachung den Phenylringen und Si–C-Bindungen
zugeordnet werden konnte.
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Ausblick

Diese Arbeit befasst sich mit nichtlinearen spektralen Eigenschaften von verschie-
denen Materialen und ab initio Methoden, einem modernen und relevanten For-
schungszweig. Dies liefert viele interessante Anknüpfungspunkte für weitere Unter-
suchungen, die zum Teil bereits weiterentwickelt werden oder in der Planungsphase
sind.

Theorieniveau In dieser Arbeit wird die Zeitentwicklung der Polarisation ent-
weder in der Näherung unabhängiger Teilchen durchgeführt oder Quasiteilchen-
Effekte werden durch die rigide Anhebung der Leitungsbänder (Scissors-Operator)
eingebunden, was aus der GW-Näherung rechtfertigbar ist. Es sind anspruchsvol-
lere Theorie-Level erforscht, sodass zumindest prinzipiell der Wert des Scissors-
Operators auch aus der GW-Rechnungen benutzt werden kann. Bislang keine Be-
rücksichtigung haben Effekte durch Elektron-Loch-Wechselwirkungen (sog. exzito-
nische Effekte) gefunden, die aber bei Molekülkristallen eine wichtige Eigenschaft
der elektronischen Anregungen sind und deren Theorie durch die Bethe-Salpeter-
Gleichung beschrieben wird. Wegen der Systemgröße sind hierbei Abstriche nö-
tig, wenn die Modellierung nicht zu einer gravierenden Systemverkleinerung führt.
Allerdings lässt sich eine teilweise Verbesserung des Theorieniveaus auch durch
Rechnungen im Rahmen der zeitabhängigen Theorien (TD-Hartree, TDDFT, TD-
DPFT, RT-BSE) [96] erzielen, wobei der Einfluss der verschiedenen Effekte auf die
Selbstenergie Schritt für Schritt untersucht werden kann. Falls auch das noch zu
große Hürden darstellt, können mit ∆SCF-Rechnungen [91, 60] exzitonische Ef-
fekte und die Unterschätzung der DFT-Bandlücke für isolierte Moleküle in guter
Näherung berechnet werden.
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Nichtlineare optische Prozesse Bislang wurde der Fokus auf die Frequenzver-
dopplung und -verdreifachung gelegt. Diese Prozesse sind in der Hinsicht leich-
ter berechenbar, als dass nur einfallende elektromagnetische Wellen mit einer Fre-
quenz berücksichtigt werden. Hingegen müssen für die Beschreibung weiterer Multi-
Photon-Prozesse (z.B. SFG „sum frequency generation“, DFG „difference frequen-
cy generation) mehrere unterschiedliche Felder berücksichtigt werden. Außerdem
ist durch Anpassung der einfallenden Intensitäten das Signal-Rausch-Verhältnis so
zu steigern, dass auch höhere harmonische Signaturen (4. Harmonische „QuaHG“,
5. Harmonische „QuiHG“) zuverlässig berechnet werden können. Über die Energie-
erhaltung hinaus ist auch die Impulserhaltung eine wichtige Einschränkung dafür,
dass nicht alle Prozesse möglich sind (Stichwort „Phase-Matching“), was in zukünf-
tigen Arbeiten von Interesse sein könnte.

Vergleich mit Experimenten Im Zusammenhang mit dem vorherigen Abschnitt
gilt es die bisherigen Resultate weiter zu entwickeln, um Aussagen zu kaskadierten
Prozessen (z.B. mehrfache SHG hintereinander) oder Effekten auf Basis der Suszep-
tibilität dritter Ordnung („Self-Lensing“, 2-Photonen-Absorption) zu formulieren.
Weiterhin sind Veröffentlichungen im Rahmen der FOR 2824 in der Vorbereitung,
die sich dem Vergleich zwischen Experiment und Theorie widmen. Dabei sind Mes-
sungen aus experimenteller Sicht kompliziert, einerseits weil nichtlineare Effekte
in einem breiten Energiebereich zu messen sind und andererseits weil die Messung
absoluter Suszeptibilitäten eine komplexe Aufgabe ist, während für relative Messun-
gen im Vergleich zu einem Referenzmaterial häufig Referenzwerte älteren Datums
herangezogen werden (vgl. z.B. [85, 86]).

Andere Zusammensetzung der Molekülkristalle Zu den Aufgaben im Rahmen
der FOR 2824 gehört es außerdem, die für starke Nichtlinearitäten verantwortlichen
Eigenschaften in der Struktur der Materialien zu identifizieren. Es können viele
Freiheitsgrade reduziert werden, indem man die Betrachtung auf einzelne Moleküle
fokussiert anstatt auf die molekularen Festkörper. Dazu muss jedoch als Erstes un-
tersucht werden, unter welchen Voraussetzungen und numerischen Anforderungen
die Beschreibung der Moleküle mit der Zeitentwicklung der Polarisation möglich
ist und ob die Transitivität zu den zugehörigen ausgedehnten Festkörpern gegeben
ist. Dann können in einem späteren Schritt die nichtlinearen Suszeptibilitäten der
Moleküle in Abhängigkeit von der Zusammensetzung des Kerns bzw. der Liganden
(siehe Tabelle 4.1) untersucht werden. Selbst bei konservativer Rechnung 1 wären

1[(RT)4E6] mit E ∈ {S, Se}, T ∈ {C, Si,Ge, Sn} und den Kohlenwasserstoffen aus [2] als R;
Atome im Adamantan-Kern unabhängig voneinander, jedoch nur homogene Substituenten.
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noch 44 · 26 · 4 = 216 = 65536 unterschiedliche Kombinationen möglich. Daher emp-
fiehlt sich eine vorherige Untersuchung zum Verhältnis zwischen chemischen Trends
und den nichtlinearen spektralen Eigenschaften, um aus dieser Zahl der Möglichkei-
ten die relevantesten auszuwählen. Einen Sonderfall davon stellt die Untersuchung
der Organizität dar, d.h. wie sich die teilweise oder vollständige Zusammensetzung
des Moleküls aus Kohlenwasserstoffen auf die Nichtlinearität der optischen Eigen-
schaften auswirkt. Dann bleibt weiterhin die Untersuchung von Molekül-Dimeren
offen, die einen ersten Schritt der systematischen Vergrößerung der Superzellen zum
Ziel der Untersuchung amorpher Strukturen sind (weil in [2] ein Zusammenhang
zwischen dem Grad der Fernordnung und der Beobachtung von SHG bzw. Weißlich-
terzeugung vermutet wurde). Im Sinne der systematischen Steigerung hin zu amor-
phen Systemen bleibt zu überprüfen, ob ein von Multi-Skalen-Ansätzen bekanntes
Vorgehen, unterschiedliche Theorie-Level für verschiedene Skalen zu verwenden,
auch für die nichtlinearen Spektren erfolgreich ist.
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Fazit

In dieser Arbeit wurden nichtlineare spektrale Signaturen von Ferroelektrika und
Molekülkristallen berechnet. Dazu wurde am Beispiel von LiNbO3 gezeigt, dass
die Zeitentwicklung der Polarisation im Vergleich zur Berechnung auf Basis der
Impulsmatrix übereinstimmende Ergebnisse liefert. Insbesondere lässt sich die di-
elektrische Funktion nach einer entsprechenden Skalierung auf der Energie-Achse
verwenden, um die Energie von Resonanzen in nichtlinearen Spektren zu erklä-
ren.

Daran anschließend wurden neue Ergebnisse zur Frequenzverdreifachung der Ferro-
elektrika KNbO3, LiNbO3 und LiTaO3 geliefert und in einer vergleichenden Analy-
se die unterschiedlichen Einflüsse auf die Nichtlinearitäten aufgezeigt. Die Sym-
metrie der Elementarzelle stellt in den nichtlinearen Spektren eine wesentliche
Ursache für die Unterscheidbarkeit zwischen KN und den beiden Ferroelektrika
mit rhomboedrischer Elementarzelle dar, weil sie einerseits in die Form der di-
elektrischen Funktion eingeht und andererseits bestimmt, welche Elemente in den
Suszeptibilitäts-Tensoren voneinander unabhängig sind. Des Weiteren deuten die
Rechnungen darauf hin, dass die in der SHG stimmbaren LiNb1–xTaxO3 Mischkris-
talle quasi-identische THG aufweisen.

Zu den Molekülkristallen [(PhSi)4S6] und [Ph4Si] wurden jeweils die Spektren der
Frequenzverdopplung und Frequenzverdreifachung berechnet und miteinander ver-
glichen. Während beide Molekülkristalle Resonanzen aufweisen, die durch die Ska-
lierung der dielektrischen Funktion erklärt werden können, ist die zzzz-Komponente
des THG-Tensors in [(PhSi)4S6] größer als in [Ph4Si] . Das hängt mittelbar mit dem
adamantanartigen Kern zusammen, da [(PhSi)4S6] mit Z = 4 die doppelte Anzahl
von Molekülen pro Elementarzelle und eine kleinere Bandlücke im Vergleich zu
[Ph4Si] aufweist.
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Abbildung 6.1 Vergleich der beiden einzelnen Moleküle [(PhSi)4S6] (links) und
[(Ph)4Si] (rechts).

Nach Berücksichtigung dieser beiden Einflüsse kann man in den modifizierten Spek-
tren der THGGemeinsamkeiten und Unterschiede erkennen:

• Im langwelligen Bereich bis ca. 2 eV haben die Phenylringe und Si–C-Bindungen,
die beiden Strukturen gemein sind, dominierenden Einfluss.

• Der unterschiedliche Kern der Moleküle (adamantanartig bzw. Tetrel-Atom)
führt zu Unterschieden im (weniger relevanten) höherenergetischen Spektral-
bereich.

Mit der Berechnung der zwei größten SHG-Komponenten von [Ph4Si] können die
Energien identifiziert werden, in denen sich die Komponenten unterscheiden, sodass
im Prinzip eine Zuordnung zwischen experimenteller Geometrie und der Kristall-
struktur möglich geworden ist. Mit diesen Signaturen wurde der Grundstein dafür
gelegt, den Vergleich mit experimentellen Messungen der Spektren durchzuführen
und so das Verständnis der nichtlinearen Optik der Molekülkristalle weiter voran-
zutreiben.

Die [(PhSi)4S6] -Kristalle stellen mit 672 Elektronen die bislang größten Systeme
dar, für die ab initio nichtlineare Spektren veröffentlicht wurden (wobei in [29] ähn-
lich große Problemstellungen wie in Abschnitt 4.3 behandelt wurden). Damit ist
ein wichtiger Fortschritt für die Untersuchung der Nichtlinearitäten in amorphen
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Strukturen erreicht worden, da die Multi-Photon-Prozesse für das Verständnis der
Weißlichterzeugung amorpher Molekülkristalle [1], aber auch amorpher Kohlenstoff-
Strukturen [15], eine vermutlich entscheidende Rolle spielen. Weil die Beschreibung
amorpher Strukturen (in periodischen Randbedingungen wie in lokalisierten Ba-
sen) einen größeren Rechenaufwand verursacht, ist die Identifikation der für die
Spektren relevanten Einflüsse von entscheidender Bedeutung. Als relevanter Ein-
fluss im nichtresonanten Teil der nichtlinearen Spektren wurde in dieser Arbeit
die Liganden(-bindungen) herausgearbeitet und damit ein Beitrag zum Stand der
Forschung geleistet.

Insgesamt trägt diese Arbeit also auf zwei Ebenen dazu bei, Nichtlinearitäten in
amorphen Systemen zu untersuchen: Einerseits werden größere Systeme für die
Berechnung nichtlinearer Spektren zugänglich gemacht, andererseits kann die Sys-
temgröße unter Beachtung der genannten Modifikationen reduziert werden. So-
mit ist bei geringerem Aufwand eine Untersuchung realistischerer Systeme mög-
lich.
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