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1. Einleitung

Viele Bereiche der industriellen Fertigung setzen CNC–Werkzeugmaschinen zur automa-
tisierten Herstellung von Werkstücken ein. Eine wesentliche Anforderung an derartige
Maschinen ist eine hohe Produktivität. Das wiederum erfordert hohe Bearbeitungsge-
schwindigkeiten und damit möglichst schnelle Bewegungen des Werkzeugs am Werkstück.
Bei gewöhnlichen Maschinenkonstruktionen sinkt mit einem wachsenden Arbeitsbereich
die Bewegungsgeschwindigkeit. Große Werkstücke können folglich nur langsam bearbei-
tet werden. Eine besondere Klasse von Werkzeugmaschinen versucht dieses Dilemma zu
beheben. Sie nutzen redundante Achsen, um einen großen Verfahrbereich und eine hohe
Bewegungsdynamik zu kombinieren.
Diese Arbeit betrachtet Maschinen mit redundanten Achsen und einem besonderen kine-

matischen Aufbau. Dabei ergänzt eine hochdynamische Kinematik mit kleinem Verfahrbe-
reich, die Zusatzachsen, ein System mit großen, trägen Hauptachsen. Derartige Maschinen
lassen sich nicht mit den Steuerungsmethoden für nichtredundante Werkzeugmaschinen
betreiben. Zur Steuerung solcher redundanten Achsen gibt es bereits einige Ansätze, al-
lerdings haben alle gewisse Schwachstellen in bestimmten Anwendungsbereichen. Diese
Arbeit stellt einen neuen, alternativen Ansatz für den Fall der beschleunigungsbegrenzten
Bewegungsführung vor, der die Schwachstellen nicht aufweist.
Der Ansatz nutzt den strukturellen Aufbau einer CNC–Steuerung. Darin gibt es einen

präparativ arbeitenden Bereich, dort ist die Realisierung vorgesehen. Das Verfahren an sich
besteht aus einer sich iterativ abwechselnden Erzeugung und Zerlegung von Sollwerttra-
jektorien im Zeitbereich. Für die Zerlegung werden verschiedene Approximationsverfahren
aus der Splinetheorie vorgeschlagen. Einige von ihnen weisen bestimmte Glattheitseigen-
schaften auf. Außerdem ermöglicht der Ansatz ein abschnittsweises Vorgehen auf der zu
bearbeitenden Kontur. Eine optionale Ergänzung erhält der Ansatz durch ein Verfahren
zur Umparametrisierung im Sinne der Zeitoptimalität.
Die Arbeit beginnt mit einem Kapitel über Werkzeugmaschinen und deren Steuerung.

Es beschreibt zuerst allgemeine und dann die hier betrachteten Kinematiken sowie de-
ren Einsatzgebiete. Darauf folgt Abschnitt 2.2 über die Arbeitsweise der CNC–Steuerung
und besonders der darin enthaltenen beschleunigungsbegrenzten Bewegungsführung. Für
letztere wird in Unterabschnitt 2.2.3 ein konkreter Algorithmus vorgestellt.
Das dritte Kapitel fasst vier bekannten Ansätze zur Steuerung redundanter Achsen

zusammen. Es beginnt mit der Bewegung durch Nachsetzen, bei der abwechselnd die
redundanten Teilsysteme arbeiten. Der zweite Ansatz nutzt eine Zerlegung der Kontur-
kurve, sodass die Bewegungsführung mit leichten Modifikationen genutzt werden kann.
Die Filterung im Zeitbereich teilt mithilfe von Filtern zeitlich äquidistant abgetastete
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8 1. Einleitung

Sollwertverläufe in die Anteile für die Einzelachsen auf. Der letzte Ansatz, die Schlepp-
fehlerkompensation, ist ein spezielles Regelungskonzept, bei dem die Zusatzachsen den
Schleppfehler der Hauptachsen kompensiert. Dieser Abschnitt enthält außerdem ein neu-
artiges Regelungskonzept womit eine auftretende Konturverzerrung vermieden wird und
das eine hochdynamische Regelung redundanter Achsen ermöglicht.
Kapitel vier stellt den neuen Ansatz vor. Es startet mit der prinzipiellen Idee und der

damit zusammenhängenden Realisierungsmöglichkeit in der Steuerung. Abschnitt 4.2 be-
schreibt die verwendeten Approximationsmethoden sowie die notwendigen Grundlagen aus
der Splinetheorie. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels vervollständigt zuerst das Vorgehen
und präsentiert Ergebnisse aus Beispielen. Unterabschnitt 4.3.4 erläutert, wie das Vorge-
hen auch bei der in der Steuerung stattfindenden abschnittsweisen Bearbeitung der Kontur
angewendet werden kann.
Das fünfte Kapitel führt eine zusätzliche Umparametrisierung aus. Es beginnt mit ei-

nem Abschnitt zur generellen Idee und der formalen mathematischen Formulierung als
Optimalsteuerungsproblem. Der folgende Abschnitt 5.2 beschreibt den Lösungsalgorith-
mus und der letzte zeigt Ergebnisse aus dessen Anwendung.
Eine kurze Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse und ein Ausblick auf weiter-

führende Frage- und Aufgabenstellungen schließen die Arbeit ab.



2. Werkzeugmaschinen und ihre Steuerung

2.1. Beschreibung der untersuchten Kinematiken und
Werkzeugmaschinen

2.1.1. Allgemeine Kinematiken

Einer Werkzeugmaschine oder einem Roboter liegt immer eine bestimmte Kinematik zu-
grunde. Durch sie sind die Bewegungsmöglichkeiten des Werkzeugkopfes eindeutig festge-
legt1. Für die Stellung des Kopfes stehen sechs Freiheitsgrade zur Verfügung, drei trans-
latorische und drei rotatorische:

p = [x, y, z]T und α = [α, β, γ]T .

Der damit aufgespannte Raum ist natürlich der R6, in diesem Kontext spricht man vom
Basiskoordinatensystem (BKS), vergleiche Abbildung 2.1. Der von den Komponenten x,
y und z aufgespannte Raum ist der dreidimensionale Umgebungsraum, die Winkel in α

beschreiben die Orientierung des Werkzeugs. Sind eine oder mehrere Komponenten des
Basiskoordinatensystems bei jeder Stellung der Maschine konstant, kann beziehungsweise
können sie aus der Darstellung herausgenommen werden.
Der Vektor q = [q1, . . . , qnq ]T enthält die Stellungen der nq Achsgelenke der Maschi-

ne, der damit aufgespannte Raum ist das nq–dimensionale Maschinenkoordinatensystem
(MKS). Zwei einfache Beispiele für kinematische Systeme sind in Abbildung 2.2 zu se-
hen. Das linke besteht aus zwei translatorischen Achsen, die senkrecht aufeinander stehen.
Bis auf eine konstante Verschiebung stimmen MKS und BKS überein. Das rechte System
hingegen besitzt zwei rotatorische Achsen, q1 und q2 sind deren Winkelstellungen. Im ers-
ten Fall ist die Orientierung des Werkzeugs für jede Achsstellung konstant, im zweiten
hingegen ändert sie sich.
Im Allgemeinen beschreibt die kinematische (Vorwärts-)Transformation

Λ : DMKS 3 q 7−→ Λ(q) =
[

p
α

]
∈ R6

das Achssystem der Maschine. Dabei ist DMKS die Menge der erlaubten Achsstellungen.
Sie kann sehr komplex sein, gerade wenn der Maschine irgendwelche Hindernisse im Weg
stehen oder die Position einer Achse von anderen abhängt. Beispielsweise führt eine Achs-

1Etwaige Hindernisse in der Umgebung spielen in dieser Arbeit keine Rolle.
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Abbildung 2.1.: Basiskoordinatensystem (BKS).
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Abbildung 2.2.: Zwei Beispiele kinematischer Achssysteme.

stellung von q2 = π bei der rechten Kinematik in Abbildung 2.2 zu einer Kollision, wenn
die Gelenkarme nicht versetzt sind. Die Menge DBKS = Λ(DMKS) enthält dann alle mög-
lichen Stellungen des Werkzeugkopfes im BKS. Noch komplizierter sind Situationen, in
denen sich DMKS mit der Zeit verändert. Sie treten in der Realität normalerweise ein, zum
Beispiel wenn bei der Bearbeitung Material vom Werkstück abgetragen wird.

2.1.2. Bearbeitungsaufgaben der untersuchten Werkzeugmaschinen

Für Werkzeugmaschinen und Roboter gibt es verschiedene Anforderungen an die Ar-
beitsweise. Das geht von geraden Punkt–zu–Punkt–Bewegungen über das Fahren entlang
fest vorgegebener Konturen bis hin zum selbstständigen Finden der Wege. Diese Arbeit
schränkt sich auf den zweiten Fall ein. Dabei ist eine zu bearbeitende Kontur in verschiede-
ne Abschnitte aufgeteilt. Auf jedem davon soll sich der Werkzeugkopf höchstens mit einer
Bahngeschwindigkeit v̂b > 0, dem programmierten Vorschub, bewegen. Der Wert von v̂b
kann sich von Abschnitt zu Abschnitt unterscheiden und hängt mit der Bearbeitungsart
der Maschine zusammen. Insbesondere ist auch der unbegrenzte Fall v̂b =∞ möglich.
Der in dieser Arbeit überwiegend betrachtete Anwendungsfall kommt aus dem 2–D–

Laserschneiden. Die Bearbeitung kennt zwei Arten, das Schneiden und das Positionieren.
Sie treten abwechselnd in der Kontur auf und an den Übergängen muss der Kopf stehen.
Das Positionieren ist eine gerade Punkt–zu–Punkt–Bewegung, während der die Bahnge-
schwindigkeit nicht nach oben begrenzt ist. Ein Schneideblock besteht aus einer allgemei-
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qx

qy Werkzeugkopf
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Abbildung 2.3.: Kinematik A.

neren Kurve, sie wird in Definition 2.1 präzisiert. Beim Schneiden ist der Vorschub des
Kopfes auf der Kontur begrenzt. Abbildung 4.10 auf Seite 85 zeigt eine typische Kontur.
Die gesamte zu bearbeitende Kontur ist für allgemeine Kinematiken eine stetige Kurve

h, die aus einer Raumkurve und einer Orientierungskurve besteht. Wir verwenden die
Bezeichnung

hp : [s0, sf ] 3 s 7→ hp(s) = [x(s), y(s), z(s)]T ∈ R3,

s0 < sf , für die Bogenlängenparametrisierung der Raumkurve. Ist die Orientierung des
Kopfes für die Bearbeitung relevant, kommt ergänzend die über demselben Bahnparameter
definierte Orientierungskurve

hα : [s0, sf ] 3 s 7→ hα(s) = [α(s), β(s), γ(s)]T ∈ R3

hinzu und die gesamte Kontur ist durch die Kurve

h = hgesamt : [s0, sf ] 3 s 7→ hgesamt(s) =
[
hp(s)T , hα(s)T

]T
∈ R6

gegeben. Es muss natürlich h([s0, sf ]) ⊂ DBKS gelten. Die oben erwähnte maximale Bahn-
geschwindigkeit v̂b bezieht sich immer auf die Raumkurve hp(s).

2.1.3. Motivation einer Werkzeugmaschine mit redundanten Achsen

Viele Anwendungen in der industriellen Fertigung fordern Maschinen mit großem Ver-
fahrbereich und kurzen Bearbeitungszeiten. Für gewisse Kinematiken widersprechen sich
diese Anforderungen. Bei einer Kinematik aus zwei senkrecht zueinander stehenden Li-
nearachsen wie in Abbildung 2.3, im Folgenden Kinematik A genannt, verringert sich mit
zunehmendem Verfahrbereich die Dynamik der Achsen. Es müssen immer größere Massen
bewegt werden und dadurch verkleinert sich das Beschleunigungsvermögen. Je größer der
Verfahrbereich, desto geringer ist die Bearbeitungsgeschwindigkeit.
Eine besondere Art von Kinematiken versucht dieses „Dilemma“ zu beheben. Sie ver-

wendet ein großes, träges Achssystem als Grundlage. Dafür nutzen wir die Bezeichnungen
Hauptachsen oder Grobachsen. Darauf ist eine kleine hochdynamische Zusatzkinematik
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Abbildung 2.4.: Kinematik B.

montiert, die Zusatz- oder Feinachsen. Damit hat man die gewünschte Kombination aus
großem Verfahrbereich und hochdynamischer Bearbeitungsmöglichkeit. Eine besondere
Ausprägung einer solchen Kinematik zeigt Abbildung 2.4. Dabei sind die Grobachsen zwei
große, senkrecht zueinander angeordnete Linearachsen2 xc und yc, die durch zwei kleine,
ebenfalls lineare Zusatzachsen xf und yf ergänzt werden. Dieser Aufbau trägt im Folgen-
den die Bezeichnung Kinematik B. Die Schwierigkeit hier liegt, verglichen mit Kinematik
A, in seiner Steuerung, wie Kapitel 3 detailliert beschreibt. Diese Arbeit betrachtet einen
derartigen Maschinenaufbau.
Kinematik B gehört zu den redundanten Kinematiken. Sie zeichnen sich im Allgemeinen

— grob gesagt — dadurch aus, dass die Maschine mehr Freiheitsgrade aufweist, als für
die zu erledigende Bewegung notwendig sind. Eine Maschine mit Kinematik B besitzt bei-
spielsweise vier Freiheitsgrade, die Bewegung des Kopfes aber nur zwei. Die Zusatzachsen
sind für die reine Realisierbarkeit der Bewegung entlang einer Kontur überflüssig.
Bisher gibt es nur wenige Werkzeugmaschinen mit redundanten Achsen. Zwei Beispiele

für Kinematik B sind die Stanz–Laser–Maschine TruMatic 7000 ([36],[1]) und die Laser-
schneidmaschine TruLaser 3530 ([37]) der Firma Trumpf. Bei letzter gibt es nur in einer
kartesischen Richtung eine Zusatzachse. Weitere Maschinen mit redundanten Achsen für
die Laserbearbeitung sind die Syncrono ([31]) und die Optimo Vivida ([30]) der Firma Pri-
ma Industrie. Hier sind die Zusatzachsen allerdings nicht kartesisch. Auch im Bereich der
Fräsbearbeitung großer Bauteile in der Luftfahrtindustrie findet man eine Maschine mit
redundanter Kinematik. Die Firma Loxin hat eine Fünfachs–Parallelkinematik (Tricept)
auf ein dreidimensionales kartesisches Portal montiert ([26]).
Diese Arbeit spezialisiert sich bewusst auf Kinematik B. Es gibt zwar, neben den Ro-

botern mit redundanten Kinematiken, auch komplexere redundante Strukturen für Werk-
zeugmaschinen, allerdings sind die Ergebnisse dieser Arbeit nicht ohne weiteres auf sie
anwendbar.
In der Robotik gibt es ebenfalls Systeme mit redundanten Achsen. Ein Beispiel ist etwa

der Siebenachs–Roboterarm Mitsubishi PA–10 ([32, Kapitel 11]). Generell unterscheidet
sich der kinematische Aufbau eines redundanten Roboters deutlich von Kinematik A oder
B, meist besteht er aus einer Verkettung von Dreh- und Stabgelenken. Die kinematische

2Der Buchstabe c kommt vom englischen Wort „coarse“ für grob.
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Transformation ist damit wesentlich komplexer als bei Kinematik B. Dafür bestehen die
Bearbeitungsaufgaben eher aus der Bewegung entlang einfacher Bahnen mit einer ge-
ringen Genauigkeit. Bei Werkzeugmaschinen sind die Bahnen sehr komplex (vergleiche
Abbildung 4.10 auf Seite 85) und eine hohe Genauigkeit ist erforderlich. Somit unterschei-
det sich die Problemstellung bei redundanten Robotern deutlich von der in dieser Arbeit
und die Forschungsergebnisse aus diesem Bereich können nicht verwendet werden. Eine
Übersicht zu Redundanz in der Robotik bietet Kapitel 11 in [32].

2.1.4. Kinematik A

Die folgenden Abschnitte greifen häufig auf Kinematik A und die zu bearbeitenden Kon-
turen zurück, daher sollen hier notwendige Notationen festgelegt werden. Für die Kine-
matiken A und B sind die Konturen im Fall der 2-D-Laserbearbeitung ebene Kurven, bei
denen die Orientierung des Werkzeugkopfes keine Rolle spielt. Die Darstellung aus Ab-
schnitt 2.1.1 vereinfachen wir daher, sodass h nur die x– und y–Komponente des BKS
enthält.

Definition 2.1. Sei hu : [u0, uf ] 3 u 7→ hu(u) ∈ R2 eine stetige Kurve und

{u0, u1, . . . , unh} , u0 < u1 < . . . < unh = uf , (2.1)

eine Unterteilung des Intervalls [u0, uf ], sodass hu auf (uj , uj+1), j = 0, . . . , nh − 1, un-
endlich oft differenzierbar ist. Diese Arbeit behandelt nur Kurven, die weitere Eigenschaf-
ten erfüllen. Sie bestehen aus Polynomstücken oder Kreisbögen und die Bogenlänge jedes
Stückes ist durch Lmin > 0 nach unten begrenzt. Außerdem soll die Krümmung nur an den
Stellen ui springen und auf den Intervallen (ui, ui+1) stetig und nicht größer als κmax <∞
sein. Derartige Kurven heißen, unabhängig von ihrer Parametrisierung, Konturkurven. Ih-
re Bogenlängenparametrisierung ist

h : [s0, sf ] 3 s 7−→ h(s) = [x(s), y(s)]T ∈ R2

und die zu (2.1) passende Unterteilung des Intervalls [s0, sf ] ist

Sh := {sh,0, sh,1, . . . , sh,nh} .

Die Definition einer Konturkurve ist sinnvoll, denn die in der Anwendung bearbeiteten
Konturen bestehen stückweise aus Polynomen oder Kreisbögen mit den erwähnten Ei-
genschaften. Die Bogenlängenparametrisierung der Polynomstücke ist auf den Intervallen
(sh,i, sh,i+1), i = 0, . . . , nh − 1, unendlich oft differenzierbar ([3]). Sie kann aber im Allge-
meinen nicht durch rationale Funktionen dargestellt werden ([14], [13]), eine numerische
Näherung ist notwendig. Auf diesen Aspekt geht die Arbeit aber nicht weiter ein.
Für die Schreibweise verschiedener Parametrisierungen von Kurven und Funktionen gilt

folgende Vereinbarung.



14 2. Werkzeugmaschinen und ihre Steuerung

Bemerkung 2.2. In dieser Arbeit werden Kurven und Funktionen häufig umparametri-
siert. Im Interesse der Lesbarkeit soll die Umparametrisierung aber nicht immer dabeiste-
hen, stattdessen wird eine Schreibweise mit dem Funktionsbezeichner und dem jeweiligen
Parameter genutzt. Das Beispiel der Kontur soll das verdeutlicht, für anderen Funktionen
gilt das analog. Sei h eine Konturkurve gemäß Definition 2.1. Bewegt sich der Kopf entlang
dieser Kurve, so ist

sb : [t0, tf ] 3 t 7→ sb(t) ∈ [s0, sf ]

die Bahnbewegung über der Zeit t. Diese Funktion können wir als monoton steigend vor-
aussetzen, da die Konturkurven nur einfach durchlaufen werden. Die Bewegungskurve in
der Ebene über der Zeit ist damit h ◦ sb. Wir schreiben im Folgenden h(s), wenn es um
die Kurve geht und h(t) anstelle von (h ◦ sb)(t), wenn es um die Bewegung über der Zeit
geht. Ebenso verhält es sich mit x(s) und x(t). Falls einmal nicht die Funktion, sondern
der Funktionswert an einer bestimmten Stelle gemeint ist, geht das aus dem Kontext ein-
deutig hervor oder es wird besonders gekennzeichnet. Außerdem bezeichnet x den Wert der
x-Komponente eines Punktes im R2.

Kommen wir zu den Bezeichnungen von Kinematik A. Mit dem Vektor der Maschinen-
achsen q = [qx, qy]T ist die kinematische Transformation ΛA : DMKS,A → R2 gleich der
Identität, das heißt, es gilt

[
qx(s)
qy(s)

]
=
[
x(s)
y(s)

]
.

Da wir von einer Kontur immer annehmen, dass sie von der Kinematik beziehungsweise der
Maschine bearbeitet werden kann, ist eine formale Verfahrbereichsbegrenzung der Achsen
überflüssig. Daher gilt DMKS,A = R2.

Bemerkung 2.3. Bei den in dieser Arbeit verwendeten Funktionen kommt es häufig vor,
dass sie an endlich vielen Stellen des Definitionsbereichs nicht differenzierbar sind, aber
links- und rechsseitige Grenzwerte der Ableitung existieren. Ein Beispiel ist die Bezie-
hung zwischen Geschwindigkeit vx(t) und Beschleunigung ax(t) der x-Achse. Hat letztere
Sprünge, dann ist vx(t) nicht auf dem gesamten Intervall [t0, tf ] differenzierbar. Trotzdem
schreiben wir

v̇x(t) = ax(t).

Es wird immer aus dem Kontext hervorgehen, ob diese Situation gerade besteht. Weitere
Beispiele sind die erste und zweite Ableitung der Kontur, x′(s) und x′′(s). Letztere springt
an endlich vielen Stellen.

Zu einer Bewegung x(t) sind

vx(t) := ẋ(t),
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ax(t) := v̇x(t) = ẍ(t),
jx(t) := ȧx(t) = v̈x(t) = ...

x (t),

die Geschwindigkeit, die Beschleunigung und der Ruck der x–Achse. Das gilt analog für
die y–Achse. Generell bezeichnet der Punkt in dieser Arbeit immer die Ableitung nach
der Zeit, ẋ(t) = dx

dt (t), der Strich, wenn nicht anders erwähnt, die Ableitung nach der
Bogenlänge der Kontur, x′(s) = dx

ds (s).
Die Absolutbeträge der physikalischen Größen der Maschinenachsen dürfen bestimmte

Grenzwerte nicht überschreiten. Die Restriktionen für Geschwindigkeit, Beschleunigung
und Ruck sind in den Vektoren

V̂ =
[
V̂x
V̂y

]
, Â =

[
Âx
Ây

]
, Ĵ =

[
Ĵx
Ĵy

]
,

zusammengefasst, wobei die einzelnen Einträge endliche, positive Werte sind. Abschnitt 2.2
stellt ein Verfahren vor, das daraus und aus einer Konturkurve die Achsbewegungen be-
rechnet. Zu einer Bahnbewegung sb(t) benutzen wir die Bezeichnungen

vb(t) := ṡb(t), ab(t) := v̇b(t), jb(t) := ȧb(t). (2.2)

für Bahngeschwindigkeit, -beschleunigung und -ruck. Es gilt hierbei wegen der Monotonie
von sb(t) aus Bemerkung 2.2 die Beziehung

vb(t) =
∣∣∣
∣∣∣[vx(t), vy(t)]T

∣∣∣
∣∣∣
2

zwischen Achsgeschwindigkeiten und Bahngeschwindigkeit. Damit ist die Bahngeschwin-
digkeit immer nichtnegativ.

Bemerkung 2.4. Wenn in dieser Arbeit von Trajektorien die Rede ist, sind damit meis-
tens Verläufe über der Zeit gemeint. Im kontinuierlichen Fall sind das reelle Funktion, wo-
bei der Parameter der Zeit entspricht. Im diskreten Fall ist eine Trajektorie eine diskrete
Abbildung mit einer streng monoton steigenden Folge von Zeitpunkten und den zugeord-
neten Werten für Position, Geschwindigkeit oder Ähnlichem. Trajektorien können sowohl
skalar als auch vektorwertig sein. Nur Abschnitt 2.2.3 benutzt den Begriff Trajektorie auch
in einem anderen Zusammenhang.

Die Bewegung jeder Achse einer Maschine mit Kinematik A muss die eingeführten Gren-
zen der Geschwindigkeit, der Beschleunigung und optional des Rucks einhalten. Die Ur-
sachen hierfür sind verschieden.
Die maximale Geschwindigkeit der Achse hängt von der maximalen Drehzahl des Motors

ab. Für die Grenze der Achsbeschleunigung ist das maximale Drehmoment des Motors, die
bewegte Masse und die Übersetzung zwischen rotatorischer und translatorischer Bewegung
verantwortlich. Bei höheren Achsbeschleunigungsvorgaben für die Antriebe kann die Achse
den Sollwerten nicht folgen und es kommt zu Konturverzerrungen oder sogar zum Abbruch
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der Bearbeitung. Eine Bewegungsplanung ist ein Verfahren, das zu einer Kontur passende
Achstrajektorien berechnet, die die Grenzen einhalten. Arbeitet sie nur mit Limitierun-
gen für Achsgeschwindigkeit und -beschleunigung, nennt man sie beschleunigungsbegrenzt.
Berücksichtigt sie auch Restriktionen für den Achsruck, so heißt sie ruckbegrenzt. In der
Praxis hilft eine Ruckbegrenzung, die Qualität des Werkstücks zu verbessern.
Man kann folglich zwei Arten von gültigen Trajektorien für Kinematik A definieren.

Definition 2.5. Sei h eine Konturkurve gemäß Definition 2.1. Eine Trajektorie

q : [t0, tf ] 3 t 7→ q(t) = [qx(t), qy(t)]T = [x(t), y(t)]T ∈ R2

für Kinematik A heißt gültig und beschleunigungsbegrenzt, wenn sie die folgenden Bedin-
gungen erfüllt:

1. (Bewegung auf der Kontur)

∀ t ∈ [t0, tf ] :
[
x(t)
y(t)

]
= h(sb(t)). (2.3)

2. (Einhaltung der Achsgrenzen) Für alle t ∈ [t0, tf ] gilt

|vx(t)| ≤ V̂x, |vy(t)| ≤ V̂y,
|ax(t)| ≤ Âx, |ay(t)| ≤ Ây.

3. (Randbedingungen)

vx(t0) = 0, vx(tf ) = 0,
vy(t0) = 0, vy(tf ) = 0.

4. (Begrenzte Bahngeschwindigkeit)

∀ t ∈ [t0, tf ] : 0 ≤ vb(t) ≤ v̂b.

Wegen der Identität als kinematische Transformation nutzen wir für Kinematik A auch
die Schreibweise q(t) = h(t).

Definition 2.6. Seien die Voraussetzungen aus Definition 2.5 erfüllt und q(t) = h(t) eine
Trajektorie, die alle Bedingungen der Definition erfüllt. Gelten zusätzlich

|jx(t)| ≤ Ĵx, |jy(t)| ≤ Ĵy,
ax(t0) = 0, ay(tf ) = 0,

so ist q(t) eine gültige und ruckbegrenzte Trajektorie für Kinematik A.
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2.1.5. Kinematik B

Legen wir nun die Notation für Kinematik B aus Abbildung 2.4 fest. Mit dem Vektor der
Maschinenachsen q = [qxc, qyc, qxf , qyf ]T ist die Transformation durch

ΛB : DMKS,B 3 q =




qxc
qyc
qxf
qyf


 7−→

[
qxc + qxf
qyc + qyf

]
∈ R2.

gegeben. Im Folgenden sei kurz [xc, yc, xf , yf ]T := [qxc, qyc, qxf , qyf ]T . Die Maschinenachsen
haben hier natürlich keinen unbegrenzten Verfahrbereich. Wir nehmen an, dass nur solche
Konturen h(s) in Frage kommen, die alleine von den Hauptachsen xc und yc bearbeitet
werden können. Die Begrenzung der Grobachsen spielt daher keine Rolle und wir definieren

DMKS,B = R2 × [−Ŝxf , Ŝxf ]× [−Ŝyf , Ŝyf ]

als Menge der gültigen Achsstellungen; Ŝxf ∈ R+ und Ŝyf ∈ R+ sind dabei die ma-
ximalen Auslenkungen der Feinachsen. Das Basiskoordinatensystem beschränkt sich im
Zusammenhang mit Kinematik B auf die Ebene R2; die Auslenkung in z–Richtung und
die Orientierungswinkel sind konstant und spielen daher keine Rolle.

Bemerkung 2.7. Bei der Schreibweise der Parametrisierungen der einzelnen Achsen
verfahren wir gemäß der Konvention in Bemerkung 2.2. Wichtig ist dabei, dass s immer
der Bogenlängenparameter der Konturkurve h(s) ist. Zum Beispiel ist xc(s) der Verlauf
der xc–Achse, parametrisiert nach s.

Die Restriktionen für Geschwindigkeit, Beschleunigung und Ruck sind hier die Vektoren

V̂ =




V̂xc
V̂yc
V̂xf
V̂yf


 , Â =




Âxc
Âyc
Âxf
Âyf


 , Ĵ =




Ĵxc
Ĵyc
Ĵxf
Ĵyf


 , (2.4)

mit positiven, endlichen Einträgen. Die Bezeichnungen für die Bewegungen der Achsen sind
analog zum vorherigen Abschnitt, zum Beispiel xc(t) oder vxc(t). Die Bahngeschwindigkeit
vb(t) = ṡb(t) erfüllt in diesem Fall die Beziehung

vb(t) =
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

[
vxc(t) + vxf (t)
vyc(t) + vyf (t)

]∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
2
.

Wie im vorherigen Abschnitt können zwei Arten gültiger Trajektorien definiert werden.
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Definition 2.8. Sei h eine Konturkurve gemäß Definition 2.1. Eine Trajektorie

q : [t0, tf ] 3 t 7→




qxc(t)
qyc(t)
qxf (t)
qyf (t)


 =




xc(t)
yc(t)
xf (t)
yf (t)


 ∈ R4

für Kinematik B heißt gültig und beschleunigungsbegrenzt, wenn sie die folgenden Bedin-
gungen erfüllt:

1. (Bewegung auf der Kontur)

∀ t ∈ [t0, tf ] :
[
xc(t) + xf (t)
yc(t) + yf (t)

]
= h(sb(t)).

2. (Einhaltung der Achsgrenzen) Für alle t ∈ [t0, tf ] gilt

|vxc(t)| ≤ V̂xc, |vyc(t)| ≤ V̂yc,
|vxf (t)| ≤ V̂xf , |vyf (t)| ≤ V̂yf ,
|axc(t)| ≤ Âxc, |ayc(t)| ≤ Âyc,
|axf (t)| ≤ Âxf , |ayf (t)| ≤ Âyf .

3. (Randbedingungen)

vxc(t0) = 0, vxc(tf ) = 0,
vyc(t0) = 0, vyc(tf ) = 0,
vxf (t0) = 0, vxf (tf ) = 0,
vyf (t0) = 0, vyf (tf ) = 0.

4. (Begrenzte Bahngeschwindigkeit)

∀ t ∈ [t0, tf ] : 0 ≤ vb(t) ≤ v̂b.

Definition 2.9. Seien die Voraussetzungen aus Definition 2.8 erfüllt und q(t) eine Tra-
jektorie, die alle Bedingungen der Definition erfüllt. Gelten zusätzlich

|jxc(t)| ≤ Ĵxc, |jyc(t)| ≤ Ĵyc,
|jxf (t)| ≤ Ĵxf , |jyf (t)| ≤ Ĵyf ,

so ist q(t) eine gültige und ruckbegrenzte Trajektorie für Kinematik B.
Tabelle 2.1 zeigt zwei typische Konfigurationen für Kinematik B, wie sie für Laserma-

schinen vorkommen können. Ist später von Maschinendaten eins oder zwei die Rede, dann
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Â V̂ Ŝ

[m/sec2] [m/sec] [cm]

MD1 xc 8 1.6 ∞
yc 8 1.6 ∞
xf 60 2.5 4.5
yf 60 2.5 4.5

MD2 xc 16 1.8 ∞
yc 16 1.8 ∞
xf 60 2.0 2.0
yf 60 2.0 2.0

MD1 v̂b 0.25 m/sec
MD2 v̂b 0.40 m/sec

Tabelle 2.1.: Konfigurationen, die für Kinematik B in dieser Arbeit betrachtet werden.

sind damit die Konfigurationen MD1 beziehungsweise MD2 gemeint. Der angegebene Wert
für den Bahnvorschub v̂b bezieht sich dabei auf den Schneidemodus der Maschine. Beim
Positionieren ist der Vorschub durch die Grenzen der Achsgeschwindigkeit beschränkt.
Die späteren Kapitel greifen hauptsächlich auf MD2 zurück, da mit ihnen die Parametri-
sierung der Verfahren schwieriger ist und die Beispiele damit eine größere Aussagekraft
haben (siehe Abschnitt 4.3).
Alle Untersuchungen in dieser Arbeit im Zusammenhang mit Kinematik B können auf

eine ähnliche dreidimensionale Kinematik übertragen werden. Auf den Haupt- und Zu-
satzachsen von Kinematik B sind jeweils eine weitere Linearachse in z–Richtung angeord-
net.

2.2. Bewegungsführung auf vorgegebenen Bahnen

2.2.1. Bewegungsführung als Optimalsteuerungsproblem

Die Bedingungen aus Definition 2.5 und 2.6 sind typisch für Problemstellungen in der
Optimalsteuerungstheorie. Dort werden sie von einer Zielfunktion ergänzt und die Lösung
des sogenannten Optimalsteuerungsproblems ist eine gültige Trajektorie, die die Zielfunk-
tion minimiert (siehe Anhang A.1). Die Steuergrößen sind dabei die Achsbeschleunigungen
im beschleunigungsbegrenzten Fall beziehungsweise die Achsrucke im ruckbegrenzten Fall.
Die Zeitdauer

Z[q] = tf − t0 (2.5)
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ist beispielsweise eine solche Zielfunktion und eine Lösung des Problems entspricht der
Trajektorie mit zeitoptimaler Bewegung.

Bei einer festen Kontur h(s) gibt es für Kinematik A wegen

q(t) = h(sb(t))

zu jeder Bahntrajektorie sb(t) genau eine Achstrajektorie q(t). Aus diesem Grund ergeben
sich aus den Bedingungen der Definition 2.5 äquivalente Forderungen an die Bahntrajek-
torie sb(t), wenn sie zu einer gültigen Achstrajektorie gehören soll. Bedingung eins fordert
die Erfüllung der Randbedingungen

sb(t0) = s0 und sb(tf ) = sf .

Aus der zweiten folgen mit [x(s), y(s)]T = h(s) und

vx(t) = x′(sb(t)) vb(t), (2.6)
ax(t) = x′′(sb(t)) vb(t)2 + x′(sb(t)) ab(t) (2.7)

für sb(t) die Forderungen

V̂x ≥
∣∣x′(sb(t)) vb(t)

∣∣, (2.8)
Âx ≥

∣∣x′′(sb(t)) vb(t)2 + x′(sb(t)) ab(t)
∣∣, (2.9)

und natürlich die entsprechenden Ungleichungen der y–Achse. Mit

vb(t0) = 0 und vb(tf ) = 0

ist Punkt drei der Definition erfüllt und die vierte Bedingung kann direkt übernommen
werden.

Mit der Zielfunktion (2.5) hat man ein Optimalsteuerungsproblem, das zum obigen
äquivalent ist. Die Zustands- beziehungsweise Steuergrößen sind hier sb(t) und vb(t) bezie-
hungsweise ab(t), die Anzahl ist also geringer als bei der obigen Problemstellung. Dafür ist
die Nebenbedingung (2.9) nichtlinear. Andererseits entfällt die nichtlineare Gleichungsne-
benbedingung (2.3).

Für den ruckbegrenzten Fall mit Definition 2.6 kommt mit

jx(t) = x′′′(sb(t)) vb(t)3 + 3 x′′(sb(t)) ab(t) vb(t) + x′(sb(t)) jb(t)

für sb(t) die Bedingung

Ĵx ≥
∣∣x′′′(sb(t)) vb(t)3 + 3 x′′(sb(t)) ab(t) vb(t) + x′(sb(t)) jb(t)

∣∣
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CNC-Steuerung

TP Kontur-
vorbereitung

h(s) Bewegungs-
führung

h(ti)
Λ−1

q(ti)

... weitere Antiebe

Antrieb 1

Regler Motor/
Achse

Abbildung 2.5.: Prozesskette in einer Werkzeugmaschine.

hinzu. Natürlich muss auch die analoge Bedingung für die y–Achse erfüllt werden. Außer-
dem müssen die zusätzlichen Randbedingungen

ab(t0) = 0 und ab(tf ) = 0

gelten. Das Optimalsteuerungsproblem für den ruckbegrenzten Fall ist somit komplexer.

2.2.2. Prozesskette in CNC–Steuerungen

Dieser Abschnitt erläutert, wie in einer Werkzeugmaschine aus der vom Benutzer eingege-
benen Kontur derartige Achsbewegungen der Kinematik entstehen, dass der Werkzeugkopf
die erwünschte Bahn abfährt. Die Darstellung in diesem und dem folgenden Abschnitt be-
grenzt sich auf die für diese Arbeit wesentlichen Punkte der Bewegungserzeugung und hält
sich dabei an die Beschreibung in [28]. Einen umfassenderen Blick auf CNC–Steuerungen
und Werkzeugmaschinen bieten [22] oder [39].
Es folgt eine Erläuterung der Prozesskette aus Abbildung 2.5. Der Maschinenbenutzer

führt der Steuerung ein Teileprogramm (TP) zu. Es enthält eine Vielzahl von Informa-
tionen und Daten, die zur Abarbeitung einer Kontur notwendig sind. Für unsere Zwecke
sind zum einen die geometrischen Informationen der abzufahrenden Kontur interessant.
Sie bestehen aus einer Liste von Kreisbögen und Polynomstücken, den sogenannten NC–
Sätzen. Zum anderen befinden sich darin Wechselbefehle für den Bearbeitungsmodus —
zum Beispiel Ein- und Ausschalten des Lasers beim Laserschneiden — und Bahngeschwin-
digkeitsgrenzen für die Abschnitte der Kontur. Alles andere spielt für diese Arbeit keine
Rolle.
Der erste Schritt in der Steuerung, die Konturvorbereitung, ist optional. Darin findet

eine Näherung der Kontur durch eine Splinekurve statt. Dieser Schritt soll hier aber nicht
weiter beachtet werden. Wir nehmen an, dass die Ausgabe eine Konturkurve h(s) in ihrer
Bogenlängenparametrisierung ist. Die endlich vielen Stellen, an denen die Kurve nur stetig
und nicht differenzierbar ist, sind die Ecken der Kontur. Gemäß Definition 2.1 enthält eine
Kontur nh Stücke und in Anlehnung an den vorherigen Absatz nennen wir jedes Stück
auch Satz.
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Vorlauf Hauptlauf

Bewegungsführung

h(s)
Bewegungsplanung

sb(t) Inter-
polator

h(ti)

Einstellungen:
Λ, V̂ , Â, Ĵ , v̂b

Abbildung 2.6.: Struktur Bewegungsführung.

Die Datenverarbeitung und -bearbeitung in der Steuerung geht abschnittsweise vor. Das
heißt, jeder Block im Schaubild behandelt die Kontur immer nur auf einem Teilintervall
[sh,k1 , sh,k2 ] von [s0, sf ] mit k1, k2 ∈ {0, . . . , nh}, k1 < k2, und gibt das Ergebnis an den
nächsten Block weiter. Anschaulich kann man sich das wie ein begrenztes Fenster vorstel-
len, das über die Kontur wandert und sich immer um eine bestimmte Anzahl von Sätzen
verschiebt.
Der zweite Schritt aus Abbildung 2.5 ist die Bewegungsführung. Sie berechnet den Ver-

lauf des Werkzeugkopfes über der Zeit aus der Kurve h(s), der kinematischen Transfor-
mation und den Achsrestriktionen. Die Ausgabe sind Konturwerte in einem äquidistanten
Zeitraster, für Kinematik A beispielsweise3 h(ti) = (x(ti), y(ti))T . Der konstante Zeitab-
stand tipo ist die Taktzeit der (Lage)Regelkreise der Antriebe und ist in dieser Arbeit
durchgängig 0.001 Sekunden. Wie die h(ti) entstehen, sehen wir am Ende dieses Abschnit-
tes. Zuletzt berechnet die inverse kinematische Transformation Λ−1 die Achsverläufe q(ti).
Sie verlassen die Steuerung und jede Komponente ist der Sollwerteingang eines Achsan-
triebs.
In den Antrieben sorgen komplexe Regelkreise dafür, dass die realen Achsen den Soll-

werten aus der Steuerung mit hoher Präzision und Dynamik folgen. Über die Struktur
und Auslegung der Regelkreise soll in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen werden. Wir
nehmen an, dass die Sollwerte akzeptabel geregelt werden können.
Wie gerade erwähnt, berechnet die Bewegungsführung (Abbildung 2.6) die Trajektorien

im BKS für diskrete Zeitpunkte. In einem ersten Schritt, der Bewegungsplanung, ermittelt
sie aus der kinematischen Transformation und den Achsrestriktionen eine gültige Bahn-
trajektorie sb(t). Sie und die Kontur h(s) sind dann die Eingabe des Interpolators. Er
bestimmt die diskreten Werte h(ti) = h(sb(ti)).

3i ist hier einfach ein allgemeiner Laufindex.
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Ein wichtiger Aspekt der Bewegungsführung ist der vor dem Interpolator stattfindende
Wechsel vom Vorlauf in den Hauptlauf. Der Vorlauf arbeitet präparativ und ist mit der
Bestimmung der Bahntrajektorie immer weiter als die reale Position des Kopfes, sozusagen
„schneller als Echtzeit“. Diese Eigenschaft nennt man auch Lookahead. Der Hauptlauf
arbeitet in dem festen Takt tipo, und in diesen Abständen verlässt immer ein Wert h(ti) den
Interpolator, die Bewegungsführung und letztendlich auch die Steuerung. Dieser Aspekt
wird weiter unten in Abschnitt 4.3 noch einmal aufgefasst und weiter ausgeführt.

2.2.3. Algorithmus für die beschleunigungsbegrenzte Bewegungsplanung

Diese Arbeit behandelt ausschließlich beschleunigungsbegrenzte Bewegungen der Maschi-
nenachsen. Daher stellt dieser Abschnitt ein Verfahren für Kinematik A vor, das solche
Trajektorien berechnet. Es kann für die Bewegungsplanung eingesetzt werden. Eine Me-
thode für den ruckbegrenzten Fall findet sich in [12] oder [19]. Vor der Beschreibung des
Verfahrens sind einige Vorbereitungen notwendig.

Wir betrachten hier eine Konturkurve h(s) gemäß Definition 2.1. Wie erwähnt gibt
es isolierte Stellen, an denen h(s) nur stetig ist. Da dort die Bahngeschwindigkeit des
Kopfes und damit auch die Geschwindigkeiten der x– und y–Achse null sein müssen,
kann die Bewegungsplanung nacheinander die zwischen den Ecken liegenden Abschnitte
abarbeiten. Wir können also in diesem Abschnitt annehmen, dass h(s) überall C1–stetig
ist und natürlich weiter Definition 2.1 genügt.

Kommen wir zu den Bahntrajektorien sb(t), vb(t) und ab(t) aus (2.2). Ist sb(t) streng
monoton wachsend, existiert ihre ebenfalls streng monoton wachsende, bijektive Inverse

tb : [s0, sf ] 3 s 7−→ tb(s) = s−1
b (s) ∈ [t0, tf ].

Sie ist auf (s0, sf ) stetig differenzierbar mit

t′b(s) = dtb
ds (s) = 1

ṡb(tb(s))
= 1
vb(tb(s))

.

Falls vb(t0) = vb(tf ) = 0 gilt, folgt

lim
s↘s0

t′b(s) = lim
s↗sf

t′b(s) =∞.
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Wir verwenden im Folgenden neben der Zeitparametrisierung auch die Parametrisierung
nach der Bogenlänge s, vb(s) = vb(tb(s)) und ab(s) = ab(tb(s)). Zwischen beiden besteht
der wichtige Zusammenhang

d
ds
(
vb(s)2

)
= d

ds
(
vb(tb(s))2

)

= 2vb(tb(s)) · ab(tb(s)) · t′b(s)

= 2vb(tb(s)) · ab(tb(s)) ·
1

vb(tb(s))
= 2ab(s),

(2.10)

falls vb(s)2 differenzierbar ist, oder anders geschrieben

vb(s)2 − vb(s0)2 = 2
∫ s

s0
ab(σ)dσ.

Das Verfahren für die beschleunigungsbegrenzte Bewegung wird unter einfacheren Be-
dingungen als denen in Abschnitt 2.2.1 eine Bewegung berechnen, allerdings dazu die
zeitoptimale. Eine Vereinfachung ist wegen einer praktischen Anforderung notwendig. Ei-
ne Bewegung des Werkzeugkopfes muss derart sein, dass nach einem spontanen Eingriff
des Maschinenbenutzers der Werkzeugkopf auf der Kontur bleibend abbremsen kann. Das
ist mit der „echten“ zeitoptimalen Bewegung4 nicht möglich. Realisiert ist das jederzeitige
Abbremsen auf der Bahn durch die Bedingung

∣∣∣x′(s) v2
b (s)

∣∣∣ ≤ KbÂx (2.11)

und dem Analogon für die y–Achse. Die Konstante Kb ist dabei ein Wert zwischen 0 und
1, den der Maschinenbenutzer festlegt. Mit (2.11) folgt für festes s, dass für ein ab(s) mit

ab(s) ∈
[
−Âx

1−Kb
|x′(s)| , Âx

1−Kb
|x′(s)|

]
, Kb ∈ (0, 1),

die Ungleichung (2.9) sicher erfüllt ist. Damit lässt sich die Bewegung auf der Bahn jeder-
zeit abbremsen. Je größer Kb ist, desto schneller kann nach einem Eingriff auf der Bahn
angehalten werden, desto länger dauert aber auch die ursprüngliche Bewegung. Falls nicht
anders erwähnt, wird in dieser Arbeit Kb = 0.7 verwendet.

Phase I

Das Verfahren für die Bewegungsplanung besteht aus zwei Phasen. Die erste berechnet
Grenzkurven v�

b (s) und a�
b(s) für Bahngeschwindigkeit und -beschleunigung. Die in der

4Ein entsprechender Algorithmus ist in [21] beschrieben.
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zweiten Phase berechnete Bahntrajektorie5 vb(s)2 und der dazugehörige Verlauf von ab(s)
dürfen diese Werte nicht überschreiten. Die Grenzkurven ergeben sich mit den Überlegun-
gen des vorherigen Abschnitts. Aus (2.8) folgt die Funktion

vbx1(s) = V̂x
|x′(s)| (2.12)

und aus (2.11) leitet sich

vbx2(s)2 = Kb
Âx
|x′′(s)| (2.13)

ab. Die zweite Ableitung der Konturkurve muss an den isolierten Punkten Sh nicht stetig
sein, hat dort aber links- und rechtsseitige Grenzwerte. An diesen Stellen soll

vbx2(s)2 = min
{

KbÂx
|x′′(s−)| ,

KbÂx
|x′′(s+)|

}
(2.14)

gelten6. Angenommen, an einer Stelle s̃ ist x′′(s̃−) für vbx2(s̃)2 verantwortlich. Dann gibt
es ein δ > 0, sodass vbx2(s)2 auf [s̃−δ, s̃) stetig ist. Umgekehrt verhält es sich, wenn x′′(s̃+)
verantwortlich ist. Analog zu (2.12), (2.13) und (2.14) ergeben sich vby1(s) und vby2(s)2

aus der y–Komponente der Kontur.
Zusammen definiert man die Grenzkurve der Bahngeschwindigkeit durch

v�
b (s) := min {v̂b, vbx1(s), vby1(s), vbx2(s), vby2(s)} (2.15)

für jedes s ∈ [s0, sf ]. Sie ist begrenzt und höchstens an den Stellen Sh nicht stetig. Mit

abx(s) = Âx − |x′′(s)v�
b (s)2|

|x′(s)| , s ∈ [s0, sf ] \ Sh, (2.16)

und dem Analogon aby(s) aus der y–Komponente ist der Grenzverlauf der Bahnbeschleu-
nigung

a�
b(s) := min {abx(s), aby(s)} , s ∈ [s0, sf ] \ Sh. (2.17)

Die Werte für a�
b(s) an den diskreten Stellen Sh sind nicht eindeutig und benötigen Grenz-

wertbetrachtungen. Das folgt in der Beschreibung der zweiten Phase. Die Zuweisungen
(2.12), (2.13) und (2.16) verzichten darauf, die Fälle |x′(s)| = 0 beziehungsweise |x′′(s)| = 0
abzufangen. Es macht aber nichts, wenn einzelne Komponenten von (2.15) oder (2.17) nicht
definiert sind, denn eine ist es immer. Das folgt, da wegen der Bogenlängenparametrisie-

5Hier findet der Begriff „Trajektorie“ auch bei einer Funktion Verwendung, die nicht über der Zeit para-
metrisiert ist.

6x′′(s−) := limσ↗s x
′′(σ) und x′′(s+) := limσ↘s x

′′(σ)
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rung von h(s) = [x(s), y(s)]T die Beziehung x′(s)2 + y′(s)2 = 1 erfüllt ist und daher für
festes s die Werte x′(s) und y′(s) nicht beide gleichzeitig null sein können.

Phase II

Die zweite Phase der Bewegungsplanung löst ein Optimalsteuerungsproblem mit der Be-
wegungszeit als zu minimierende Zielfunktion. Wir nehmen an, dass v�

b (s)2 bis auf eine
endliche Anzahl von Punkten aus [s0, sf ] differenzierbar ist. Für einen beliebigen Ver-
lauf der Bahngeschwindigkeit vb(s) ergibt sich die Bahntrajektorie sb(t) als Lösung der
Differentialgleichung

vb(sb(t)) = ṡb(t)

mit einer Anfangsbedingung sb(t0) = s0. Das führt zu der Beziehung

t− t0 =
∫ sb(t)

s0

1
vb(σ)dσ.

Insbesondere ist die Bearbeitungszeit

tf − t0 =
∫ sf

s0

1
vb(σ)dσ

die oben erwähnte Zielfunktion.
Die Steuergröße ab(s) und die Zustandsgröße vb(s) sind durch (2.10) miteinander ver-

knüpft. Mit den Grenzkurven aus der ersten Phase sind

0 ≤ vb(s) ≤ v�
b (s) und − a�

b(s) ≤ ab(s) ≤ a
�
b(s)

die Nebenbedingunen und

vb(s0) = vb0 und vb(sf ) = vbf

bilden die Randbedingungen. Bei einer Bewegung, die zwei Ecken der Kontur verbindet,
gilt natürlich vb0 = vbf = 0.
Es folgt die Beschreibung eines Algorithmus, der die Lösung dieses Optimalsteuerungs-

problems berechnet. Dafür sind noch einige Vorbereitungen notwendig. Zuerst definieren
wir Stellen und Bereiche, an denen die Grenzkurve lokal minimal ist.

Definition 2.10. Sei v�
b (s)2 eine auf [s0, sf ] definierte Grenzkurve, die nur an endlich vie-

len Stellen nicht differenzierbar ist, die Ableitung dort aber links- und rechtsseitige Grenz-
werte besitzt. Dann definieren wir die Menge

Sv =
{(
s′1,1, s

′
2,1
)
, . . . ,

(
s′1,nv , s

′
2,nv

)}
,
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sodass alle Paare (s1, s2) ∈ Sv aus (s0, sf )× (s0, sf ) sind und die folgenden Eigenschaften
erfüllen:

1. s1 ≤ s2

2. ∃ δ > 0 : v�
b (s)2 > v�

b (s1)2, s ∈ (s1 − δ, s1)

3. ∃ δ > 0 : v�
b (s)2 > v�

b (s2)2, s ∈ (s2, s2 + δ)

4. v�
b (s)2 = v�

b (s1)2, s ∈ [s1, s2]

Außerdem ist

v2
b,min := min

{
v ∈ R+ | ∃(s1, s2) ∈ Sv : v = v�

b (s1)2
}
. (2.18)

Der Algorithmus berechnet ausgehend von den Randbedingungen Bahntrajektorien-
stücke und verbindet sie zu einer Trajektorie über ganz [s0, sf ]. Dabei gibt es Abschnitte,
auf denen die Bahntrajektorie vb(s)2 maximal wächst, und andere, wo sie steilstmöglich
fällt. Soll eine Bahntrajektorie von einem s′ bei gegebenem vb(s′)2 nach rechts auf der
s–Achse maximal wachsen, dann gilt

vb(s)2 = vb�(s)2 := vb(s′)2 + 1
2

∫ s

s′
a�
b(σ) dσ, s > s′,

solange vb(s)2 ≤ v�
b (s)2 erfüllt ist. Die Integration kann durchgeführt werden, auch wenn

a�
b(s) an den Stelle Sh nicht definiert ist. Dann läuft die Bahntrajektorie auf der Grenz-

kurve, solange

−2a�
b(s
−) ≤ d

dsv
�
b (s
−)2 ≤ 2a�

b(s
−)

gilt. Sie verlässt die Grenzkurve wieder, falls d
dsv

�
b (s+)2 > 2a�

b(s+) gilt und bricht darauf
ab, falls d

dsv
�
b (s+)2 < −2a�

b(s+) gilt oder v�
b (s)2 nach unten springt. Analog kann von s′

nach links eine Bahntrajektorie mit steilstem Abstieg berechnet werden. Es gilt

vb(s)2 = vb�(s)2 := vb(s′)2 + 1
2

∫ s

s′
−a�

b(σ) dσ, s < s′,

und auch hier verläuft die Bahntrajektorie mit analogen Kriterien abwechselnd auf und
unter der Grenzkurve und irgendwann bricht sie ab. Dieses Vorgehen nutzt Algorithmus 2.1
zur Lösung des Optimalsteuerungsproblems. Sein Funktionieren wird in [29] untersucht
und bewiesen.
Es folgt eine grobe Erläuterung zur Entstehung der Bahntrajektorie aus Abbildung 2.7

mit Algorithmus 2.1. In der ersten Rekursionsstufe erzeugen die Schritte zwei und drei die
Stücke der Bahntrajektorie bis zum Wert v2

b,min,1. Dann folgen zwei rekursive Aufrufe in
Schritt sechs. Im ersten wird die Bahntrajektorie ohne eine weitere Rekursion ermittelt und
nach Schritt vier zurückgegeben. Im zweiten bestimmen wieder die Schritte zwei und drei



28 2. Werkzeugmaschinen und ihre Steuerung

s

v2
b

v2
b,min,1

v2
b,min,2

v2
b,min,3

v�
b (s)2 vb�(s)2 vb�(s)2

s0 sf

Abbildung 2.7.: Prinzipielle Entstehung einer Bahntrajektorie mit Algorithmus 2.1.

die Stücke der Bahntrajektorie, diesmal bis v2
b,min,2. Auch hier gibt es in Schritt sechs zwei

rekursive Aufrufe. Beim zweiten entsteht die Bahntrajektorie ohne weitere Rekursionen.
Beim ersten ist eine zusätzliche notwendig, bis der Rekursionsanker in Schritt vier greift.

Die zusammen mit den späteren Verfahren dieser Arbeit genutzte Implementierung der
beschleunigungsbegrenzten Bewegungsplanung arbeitet mit einer Diskretisierung {sj |j =
1, . . . , nb} des Bahnparameters s. Die obigen Beziehungen werden durch ein einfaches
Schema genähert. Die Bahnbeschleunigung zwischen zwei Abtastpunkten sj−1 und sj ist
konstant mit ab(si−j). Die Werte t′j bezeichnen die Zeitpunkte zu den Bahnpunkten sj ,
also sb(t′j) = sj . Insgesamt gelten für t ∈ [t′j−1, t

′
j ] die Gleichungen

vb(t) = vb(t′j−1) + ab(sj−1)(t− t′j−1),
sb(t) = sb(t′j−1) + vb(t′j−1)(t− t′j−1) + ab(sj−1)(t− t′j−1)2.

Die Bahntrajektorie sb(t) ist also ein Spline vom Grad zwei mit den Bruchstellen t′j (siehe
auch Abschnitt 4.2.1). Eine derartige, für alle t ∈ [t0, tf ] definierte Darstellung von sb(t)
ist auch notwendig. Sie kann an äquidistant verteilten Punkten ti ausgewertet und in h(s)
eingesetzt werden. Das passiert im Interpolator mit der Abtastzeit tipo und somit hat man
den Ausgang der Bewegungsführung. Es ist klar, dass diese Punkte nur eine Näherung
der Abtastpunkte der „theoretisch exakten“ Lösung des Optimalsteuerungsproblems sind.
Allerdings liegen die Positionswerte exakt auf der Kontur. Nur bei Geschwindigkeit und
Beschleunigung kommt es zu Fehlern, insbesondere sind Überschreitungen der Achsgrenzen
möglich. Mit der Abtastdichte über s hat man diese Fehler aber unter Kontrolle. Je feiner
sie ist, desto kleiner ist auch der Fehler der Näherung. Dort, wo dieser Algorithmus später
Verwendung findet, wurde so fein über s abgetastet, dass der Fehler keine Rolle mehr
spielt.
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Eingabe: Sv, v2
b0, v2

bf , v
�
b (s)2, a�

b(s), [s0, sf ]

1. Bestimme v2
b,min gemäß (2.18).

2. Aufbau der gültigen Bahntrajektorie vb�(s)2 mit maximal möglicher
Steigung von s0 mit Randwert v2

b0 nach rechts, bis in einem Punkt sl
eine der folgenden Eigenschaften erfüllt ist:

• vb�(s+)2 ≥ v2
b,min

• s = sf

• vb�(s+)2 < −2a�
b(s) oder v�

b (s)2 macht einen Sprung nach unten

3. Aufbau der gültigen Bahntrajektorie vb�(s)2 mit minimaler Steigung von
sf mit Randwert v2

bf nach links, analog wie in Schritt 2, bis zu einem
Punkt sr.

4. Gilt sl ≥ sr, schneiden sich vb�(s)2 und vb�(s)2 und die Bahntrajektorie
ist vb(s)2 := min{vb�(s)2, vb�(s)2}, s ∈ [s0, sf ] → Fertig!
Andernfalls weiter mit Schritt 5.

5. Bestimme die geordnete Menge

S′′ := {(s′′1,1, s′′2,1), . . . , (s′′1,n′′ , s′′2,n′′)}

:= {(sl, sl)} ∪
{

(s1, s2) ∈ Sv | s1 > sl ∧ s2 < sr ∧ v�
b (s)

2 = v2
b,min

}
∪ {(sr, sr)}

6. Für i = 1, . . . , n′′ − 1:

• Sv,i := { (s1, s2) ∈ Sv | s1 > s′′2,i ∧ s2 < s′′1,i+1 }

• Rekursiver Aufruf des Algorithmus mit Sv,i, v2
b0 = v2

bf = v2
b,min und

[s′′2,i, s′′1,i+1].

• Ergebnis ist vb(s)2 auf [s′′2,i, s′′1,i+1].

7. Ergänze vb(s)2 auf [s0, sl] durch vb�(s)2.
Ergänze vb(s)2 auf [sr, sf ] durch vb�(s)2.
Ergänze vb(s)2 durch v2

b,min an den verbleibenden Stellen.

Ausgabe: vb(s)2 auf [s0, sf ]

Algorithmus 2.1: Rekursives Verfahren zur Berechnung der Bahntrajektorie in der zweiten Phase
der Bewegungsplanung.
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Der hier beschriebene Algorithmus beschränkt sich nicht auf Kinematik A. Mit leichten
Modifikationen durch die Hinzunahme der kinematischen Transformation in der ersten
Phase kann er auf allgemeinere, nichtredundante Kinematiken übertragen werden (sie-
he [29]).



3. Bekannte Verfahren zur Steuerung
redundanter Kinematiken

Mit der im vorherigen Abschnitt vorgestellten Methode lässt sich ein redundantes System,
wie etwa Kinematik B, nicht steuern. Bei Kinematik A gibt es zu jedem Punkt auf einer
Kontur eine eindeutige Stellung der Achsen x und y, da die kinematische Transformation
ΛA die Identität ist und damit trivialerweise überall eindeutig invertierbar. Das ist für ΛB
nicht der Fall. Es gibt für jede Position des Werkzeugkopfes unendlich viele Stellungen der
Achsen mit

xg + xf = x und yg + yf = y,

selbst wenn man den begrenzten Verfahrbereich der Feinachsen berücksichtigt. Deswegen
kann man bei Kinematik B im Gegensatz zur nichtredundanten Kinematik die Bewegung
der Achsen nicht ohne weiteres über den Bahnparameter beziehungsweise die Bahnge-
schwindigkeit führen, wie es das Verfahren in Abschnitt 2.2.3 tut.
Aus diesem Grund sind andere Steuerungsverfahren für Maschinen mit redundanten

Achsen notwendig. Diese Thematik ist schon seit längerem Gegenstand der Forschung. Die
folgenden vier Abschnitte beschreiben bekannte Ansätze. Zu ihrer Realisierung sind, außer
beim ersten Ansatz, Modifikationen im Steuerungs- beziehungsweise Antriebsschema not-
wendig. Die folgenden Darstellungen basieren auf den Beschreibungen von Abschnitt 2.2
und insbesondere auf Abbildung 2.5.
Die hier vorgestellten Ansätze sind in einigen Belangen nicht zufriedenstellend. Das

nachfolgende Kapitel 4 beschreibt einen neuartigen Ansatz, der gewisse Vorteile gegenüber
den bekannten mitbringt.

3.1. Bewegung durch Nachsetzen

Dieser Ansatz unterscheidet zwei verschiedene Bewegungsmodi. Im ersten muss der Werk-
zeugkopf eine einfache Punkt–zu–Punkt–Bewegung durchführen, an deren Anfang und
Ende die Positionen der Einzelachsen fest vorgegeben sind. Die Bahngeschwindigkeit v̂b
des Werkzeugkopfes ist dabei nicht begrenzt. Derartige Bewegungen lassen sich sehr ein-
fach berechnen, da jede Achse für sich betrachtet werden kann. Im zweiten Modus bewegt
sich immer nur ein Teilsystem, entweder die Grobachsen xc und yc oder die Feinachsen
xf und yf , über einen Abschnitt der Kontur aus mehreren Sätzen. Die herkömmliche
Bewegungsführung kann für diese Abschnitte die Bewegung erzeugen.

31
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Die Realisierung dieses Ansatzes kann durch eine Modifikation des Teileprogramms
geschehen, bevor es in die CNC–Steuerung eintritt. Dabei müssen die Sätze der Kontur
im Teileprogramm mit dem jeweiligen Bearbeitungsmodus und gegebenenfalls mit dem
verwendeten Teilsystem gekennzeichnet werden. Dieser Ansatz ist Inhalt des Patentes [24].
Eine Besonderheit liegt vor, wenn die Maschine nur die beiden Bewegungsarten Schnei-

den1 und Positionieren unterscheidet. Das ist etwa beim 2–D–Laserschneiden der Fall,
wie schon in Abschnitt 2.1.2 erwähnt. Dabei ist das Positionieren eine einfache Punkt–
zu–Punkt–Bewegung und nur diese Sätze werden, wenn es der Verfahrbereich der Zu-
satzachsen verlangt, mit dem ersten Bewegungsmodus im Teileprogramm gekennzeichnet.
Die Bewegung auf einem Schneideblock geschieht mit dem zweiten Modus, ohne dass
zwischenzeitliche Wechsel der Teilsysteme stattfinden. Um möglichst produktiv zu sein,
schneiden die Feinachsen jeden Block, den ihr Verfahrbereich zulässt. Darin kann gerade
der entscheidende Nachteil dieses Ansatzes liegen. Angenommen, es überwiegen im Teile-
programm Schneideblöcke, die wegen ihrer Größe alleine von den Grobachsen bearbeitet
werden müssen. In diesem Fall nutzt die Maschine nicht die hohe Dynamik der Feinachsen
aus und die Gesamtproduktivität ist kaum besser als die einer Maschine, die nur aus den
Hauptachsen besteht.
Es ist natürlich möglich, jeden Schneideblock mit den Feinachsen zu beginnen. Wenn eine

davon ihre Verfahrbereichsgrenze erreicht, muss der Werkzeugkopf zum Stehen gekommen
sein und die Teilsysteme können sich neu ausrichten. Danach können sich wieder alleine
die Feinachsen bewegen. Dieses Vorgehen ist allerdings in der Anwendung oft unerwünscht
oder sogar verboten, da sich das längere Stillstehen des Kopfes während des Schneidens
negativ auf die Schnittqualität auswirken kann.

3.2. Geometrische Zerlegung

Der folgende Ansatz erweitert ΛB aus Abschnitt 2.1.5 zu einer invertierbaren kinemati-
schen Transformation, sodass die Steuerung lediglich durch einen Aufteilungsalgorithmus
ergänzt werden muss. Die Bewegungsplanung der Steuerung beziehungsweise das Vorgehen
aus Abschnitt 2.2.3 funktioniert dabei nach einer leichten Anpassung wie gehabt. Abbil-
dung 3.1 zeigt die modifizierte Struktur der Steuerung. Dieser Ansatz ist zur Patentierung
angemeldet, [18] ist die Offenlegungsschrift.
Die Funktion

Λ
B̃

: DMKS,B 3 q =




xc
yc
xf
yf


 7−→




ΛB(q)
xc
yc


 =




xc + xf
yc + yf
xc
yc




1Beziehungsweise Fräsen, Wasserstrahlschneiden oder eine andere Bearbeitungsart.
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CNC-Steuerung

TP Kontur-
vorbereitung

h(s) Geometrische
Zerlegung

h(s)
hc(s)

Bewegungs-
führung

h(ti)
hc(ti)

Λ−1
B̃

xc(ti)
xf (ti)

yc(ti)
yf (ti)

Abbildung 3.1.: Datenfluss bei geometrischer Aufteilung.

ist eindeutig invertierbar mit

Λ−1
B̃

: R4 3




x

y

xc
yc


 7−→




xc
yc

x− xc
y − yc


 ∈ R4

und soll in diesem Ansatz als kinematische Transformation dienen. Mit ihr berechnet die
Bewegungsführung eine eindeutige Bahntrajektorie sb(t). Allerdings unterscheidet sich die
Eingabe in die Bewegungsführung vom herkömmlichen, oben beschriebenen Vorgehen bei
Kinematik A. Dort war die Eingabe die Kontur als ebene Kurve h(s). Hier benötigt die
Bewegungsführung eine vierdimensionale Kurve, das heißt h(s) = [x(s), y(s)]T wird durch
eine weitere Kurve hc(s) = [xc(s), yc(s)]T ergänzt, die ebenfalls nach der Bogenlänge s der
Kontur parametrisiert ist2. Erfüllt hc(s) für jedes s die Bedingungen

∣∣x(s)− xc(s)
∣∣ ≤ Ŝx und

∣∣y(s)− yc(s)
∣∣ ≤ Ŝy

so bleiben die Verläufe der Feinachsen

xf (s) = x(s)− xc(s),
yf (s) = y(s)− yc(s)

innerhalb ihrer Verfahrbereiche.
Das Verfahren aus Abschnitt 2.2.3 zur Berechnung der Bewegung von Kinematik A

kann nach einer Modifikation auch für diesen Ansatz genutzt werden. Phase eins nimmt zur
Berechnung der Grenzkurven v�

b (s) und a
�
b(s) für die Bedingungen (2.12), (2.13) und (2.16)

nicht die Ableitungen von x(s) und y(s), sondern die von xc(s), yc(s), xf (s) und yf (s),
sowie die Achsrestriktionen (2.4). Phase zwei berechnet unverändert die Bahntrajektorie
sb(t). Damit entstehen die Achstrajektorien durch

xc(t) = xc(sb(t)), xf (t) = xf (sb(t)),

2hc(s) ist nicht die Parametrisierung nach ihrer eigenen Bogenlänge!
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yc(t) = yc(sb(t)), yf (t) = yf (sb(t)),

und sie erfüllen die Achsrestriktionen.
Da dieser Ansatz gewissermaßen eine Zerlegung der Kontur h(s) in hc(s) und hf (s) =

h(s)−hc(s) durchführt, die vor der Bewegungsführung stattfindet, das heißt, rein auf dem
geometrischen Verlauf der Kontur, nennen wir diesen Ansatz geometrische Zerlegung.
Für die Berechnung der Grobbahn hc(s) bieten sich Spline–Approximationstechniken an,

[5] fasst zwei konkrete Verfahren zusammen, [4] erläutert sie genauer. Das erste Verfahren
nutzt den Schoenberg–Approximanten, das zweite löst ein quadratisches Programm mit
einem Glättefunktional für hc(s) als Zielfunktion und mit linearen Nebenbedingungen
durch die begrenzten Verfahrbereiche der Feinachsen.
Bei diesem Ansatz ist es natürlich auch so, dass der Werkzeugkopf an einer Ecke der

Kontur zum Stillstand kommt. Ist s∗ der Bahnparameter einer Ecke, dann gilt vb(s∗) = 0.
Wegen der Gleichung für die Achsgeschwindigkeit,

vxc(s) = x′c(s) · vb(s), (3.1)

stehen die Grobachsen (und damit auch die Feinachsen) an einer Ecke, wenn |x′c(s∗)| be-
ziehungsweise |y′c(s∗)| endlich ist. Das trifft für Splines als Grobbahnen zu. Generell ist
das Anhalten aller redundanten Achsen an einer Ecke nicht notwendig, wie die weiteren
Ansätze zeigen. Auch an Stellen der Konur mit starker Krümmung und damit zusammen-
hängender geringer Bahngeschwindigkeit führt (3.1) zu niedrigen Achsgeschwindigkeiten.
Dieser Effekt hat zwei entscheidende Auswirkungen. Zum einen ist die Bearbeitungszeit

langsam. Da die Grobachsen an Ecken anhalten, wegen des begrenzten Verfahrbereichs
aber eine gewisse Distanz zurücklegen müssen, dominiert die träge Dynamik der Haupt-
achsen die Gesamtbewegung. Die Feinachsen können ihr großes Beschleunigungsvermögen
nicht ausschöpfen.
Die zweite mögliche Auswirkung sieht man an der Qualität des Werkstücks. Das vor

und nach Ecken oft maximale Beschleunigen mit einer Grobachse regt die Mechanik der
Maschine und damit auch den Werkzeugkopf zu Schwingungen an. So kann ein nicht
tolerierbarer Konturfehler entstehen. Abbildung 3.2 zeigt ein Beispiel für einen solchen
Fall aus dem Laserschneiden dünner Bleche. Nach der Spitze mit dem kleinen Kreisbogen
rechts oben soll eigentlich ein gerader Schnitt folgen. Am Werkstück ist das allerdings eine
gewellte Linie.
Zuletzt soll ein Beispiel den gerade beschriebenen Effekt verdeutlichen. Abbildung 3.3

zeigt ausgewählte Achsverläufe. Sie stammen aus einem Testlauf mit der zweiten Kon-
figuration (MD2) aus Tabelle 2.1 auf Seite 19. Der Verlauf der Grobachse xc über dem
Bahnparameter s ist eine Gerade und damit gewissermaßen glatt. Im zeitlichen Verlauf
dieser Achse sieht man allerdings das ständige Abbremsen beziehungsweise Anhalten. Die
drei „echten“ Ecken werden bei den Zeiten 0.06, 0.35 und 0.43 Sekunden durchlaufen.
Dort ist die Geschwindigkeit aller Achsen null. Bei 0.31 Sekunden liegt eine abgerundete
Ecke, das heißt, dort ist ein kleiner Kreisbogen und die Bahngeschwindigkeit sowie die
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Abbildung 3.2.: Werkstück, erstellt mit dem Verfahren der geometrischen Zerlegung.

xc–Geschwindigkeit sind etwas größer als null. Die Beschleunigungsverläufe der xc– und
xf–Achse zeigen einerseits, dass xc in den Beschleunigungsphasen um eine Ecke herum ihre
maximale Beschleunigung nutzt, was zu Schwingungsanregungen führen kann. Anderer-
seits beschleunigt die Feinachse bei weitem nicht mit ihrem Maximalwert von 60 m/sec2.
Das heißt, die Gesamtbewegung könnte schneller sein.
In der Kontur sind zwei Kreisbögen enthalten. Den großen sieht man deutlich, der andere

ist die abgerundete Ecke bei etwa [x, y]T = [6.2,−2]T . Der erste Kreisbogen hat eine
so schwache Krümmung, dass die Geschwindigkeit auf der Bahn nicht reduziert werden
muss. Die Glattheit des Verlaufs von xc(s) überträgt sich wegen (3.1) auf xc(t). Beim
zweiten Kreisbogen (bei etwa t = 0.31 Sekunden) ist die Krümmung sehr stark und die
Grobachse muss abbremsen, allerdings nicht ganz bis zum Stillstand. Diese Beobachtung
zeigt, dass der Ansatz der geometrischen Zerlegung bei Konturen ohne Ecken und mit
geringen Krümmungen nicht zu Qualitätsproblemen führt.

3.3. Filterung im Zeitbereich

Dieser Ansatz nutzt ein Filter hinter der Bewegungsführung, um eine Referenzbewegung
des Kopfes in die Anteile für die Grob- und Feinachsen zu zerlegen. Der modifizierte
Datenfluss ist in Abbildung 3.4 skizziert. Darin wurde auf den Block der kinematischen
Transformation verzichtet, da ΛA der Identität entspricht.
Bis einschließlich zur Bewegungsführung weiß die Steuerung nicht, dass es sich um ei-

ne Maschine mit redundanten Achsen handelt. Die Ausgabe der Bewegungsführung sind
die (diskreten) Trajektorien x(ti) und y(ti). Danach findet für jede davon separat eine
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Abbildung 3.3.: Achsverläufe zum Beispiel der geometrischen Zerlegung in Abschnitt 3.2.
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Filterung, sinnvollerweise mit einem Tiefpass, statt und die Ausgabe ist im Fall der x–
Komponente die Bewegung der Hauptachse xc(ti). Für die Feinachse xf (ti) nutzt der An-
satz den Eingang x(ti), führt optional eine zeitliche Verzögerung durch, und zieht davon
die Bewegung der Grobachse ab.

Die Idee der Filterung findet man in einigen Patenten, zum Beispiel [11], [10] und [9],
sowie in Veröffentlichungen, etwa [27] oder [15]. Inhalt von [27] und dem Patent [17] ist
ein Vorgehen mit einem FIR–Filter und einer Verzögerung um dessen Gruppenlaufzeit.
Die Verzögerung ist sinnvoll, denn ohne sie benötigt die Feinachse einen größeren Verfahr-
bereich. Bei diesem Vorgehen verlängert sich die Bearbeitungszeit der Gesamtbewegung
(von Anhalten zu Anhalten) um das Zweifache der Gruppenlaufzeit. Das führt besonders
dann zu einem deutlichen Anstieg der Gesamtbearbeitungszeit, wenn die Anwendung ein
Stehen aller Achsen beim Wechsel zwischen Positionieren und Schneiden erfordert und in
der Kontur viele derartige Wechsel vorkommen.

Natürlich müssen die mit diesem Ansatz gewonnenen Trajektorien xc(ti) und xf (ti) den
Achsrestriktionen genügen. Es bieten sich zwei Stellen an, um die Ausgabe diesbezüglich
zu beeinflussen. Zum einen ergeben verschiedene Achsrestriktionen in der Bewegungsfüh-
rung unterschiedliche Referenztrajektorien, zum anderen können verschiedene Filter und
Filterparametrisierungen gewählt werden. In den oben zitierten Quellen finden sich weder
theoretische Überlegungen, noch konkrete Empfehlungen zur Konfiguration und Optimie-
rung von Bewegungsführung oder Filtern sowie deren Zusammenspiel. In der Praxis kann
man diese Aufgabe durch Simulation und „Ausprobieren“ erledigen.

Auch diesen Abschnitt soll ein Beispiel abschließen. Abbildung 3.5 zeigt einige der
Achsverläufe. Wie im vorherigen Abschnitt sollen die Ergebnisse für eine Maschine mit
Konfiguration zwei aus Tabelle 2.1 gültig sein. Die Einstellungen für Bewegungsführung
und Filter wurden durch Probieren herausgefunden. Sie sind weder optimal, noch ist ein
Funktionieren bei beliebigen Konturen sicher. Die Beschleunigungsgrenze ist in dem Bei-
spiel 55 m/sec2 für x- und y-Achse, die Grenzen der Geschwindigkeit je 2.5 m/sec. Der
Vorschub v̂b bleibt unverändert bei 0.4 m/sec. Das FIR–Filter besteht exemplarisch aus
61 Koeffizienten, die mit der Matlab–Funktion3 fir1.m berechnet werden. Darin ist ein
Tiefpassfilter mit Hamming–Fenster und normalisierter Grenzfrequenz implementiert. Die
Grenzfrequenz beträgt hier 1 Hz. Die Abtastzeit der diskreten Trajektorien ist tipo = 0.001
Sekunden.

Die Achsverläufe zeigen deutlich die oben schon erwähnte, zusätzliche Bearbeitungszeit.
Am Anfang und am Ende der Bewegung bleibt die Position des Kopfes jeweils 0.03 Sekun-
den unverändert, die Bewegungen der Einzelachsen kompensieren sich. Im Vergleich zum
vorherigen Ansatz der geometrischen Zerlegung stehen nicht alle Achsen an den Ecken der
Kontur, obwohl der Werkzeugkopf anhält. Die Beschleunigung verläuft zudem anschaulich
glatter. Die Feinachsen nutzen allerdings nur einen kleinen Teil ihres Verfahrbereichs.

3http://www.mathworks.com/products/matlab/, letzter Aufruf am 8. Juli 2010.
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Abbildung 3.4.: Modifizierter Datenfluss für die Filterung im Zeitbereich.

3.4. Regelungskonzept mit Schleppfehlerkompensation

Bei den bisherigen Ansätzen fand die Behandlung der Redundanz ausschließlich in der
Steuerung oder davor statt. Die Achsantriebe bekommen ihre Sollwerte und regeln die Be-
wegung völlig unabhängig voneinander. Das ändert sich in diesem Ansatz (Abbildung 3.6).
Die Steuerung arbeitet für eine Kinematik vom Typ A und weiß nichts von den redundan-
ten Achsen. Quellen dieses Vorgehens sind zum Beispiel [33] oder das Patent [16].
Wie beim Ansatz mit der Filterung im vorherigen Abschnitt erstellt die Bewegungs-

führung eine Referenztrajektorie x(ti) beziehungsweise y(ti). Sie verlässt die Steuerung
allerdings ungefiltert und ist jeweils die Eingabe des Antriebs der xc– beziehungsweise der
yc–Achse. Jeder der beiden Achsantriebe bestimmt im Betrieb seinen Schleppfehler. Das
ist die Differenz aus dem Wert der Referenz und der gemessenen Istposition der Achse.
Dieser Schleppfehler wird dann zum Eingang des Antriebs der entsprechenden Feinachse.
In diesem Ansatz muss die Eingabe des Antriebs der Grobachse keine im Sinne der vor-

herigen Abschnitte gültige Trajektorie sein. Andernfalls wäre die Gesamtbewegung nicht
schneller als mit den Grobachsen alleine. Hier können die Achsrestriktionen bei der Erstel-
lung der Referenz in der Steuerung größer sein als die der Hauptachse. Ihr Antrieb kann
dann dem Eingang nicht folgen und es entsteht ein verhältnismäßig großer Schleppfehler4,
x(ti)−xc,ist(ti). Er muss als Eingang der Feinachse für ihre Restriktionen gültig sein, damit
die Feinachse folgen kann und der Werkzeugkopf die Kontur abfährt.
Das Funktionieren dieses Ansatzes hängt im Wesentlichen von der Wahl der Restriktio-

nen in der Steuerung beziehungsweise der Bewegungsführung ab. In den oben erwähnten
4Bei jeder Achsregelung in einem Antrieb entsteht ein Schleppfehler. Allerdings ist dieser bei einer gültigen
Eingangstrajektorie klein und tolerierbar.
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Abbildung 3.5.: Achsverläufe des Beispiels zur Filterung in Abschnitt 3.3.
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Abbildung 3.6.: Schema Schleppfehler-Ansatz.

Quellen wird dafür kein allgemeines Vorgehen vorgestellt. Letztendlich kann man sich
wieder durch Simulation und „Ausprobieren“ helfen. Da dies auch ein komplexes Simu-
lationsmodell der Antriebe erfordert, verzichten wir auf ein ähnliches Beispiel wie in den
beiden vorherigen Abschnitten. Einen Effekt dieses Ansatzes lässt sich schon mit einfachs-
ten Modellen für die Achsen feststellen. Das betrachtet der folgende Abschnitt.

3.4.1. Konturverzerrung durch Überschwingen der Summenachse

Die Erläuterung des angedeuteten Effektes benötigt einige Grundlagen über Regelsyste-
me, die dieser Abschnitt zu Anfang angibt. Die Darstellung beschränkt sich dabei auf
das Wesentliche und außerdem auf den Fall kontinuierlicher Systeme. Für Details sei auf
Literatur zur Regelungstechnik verwiesen, zum Beispiel [38].

Bei der Betrachtung von Regelsystemen ist die Laplace–Transformation ein wichtiges
Hilfsmittel. Zu einer Funktion

f : R+ 3 t 7−→ f(t) ∈ R (3.2)

ist die Laplace–Transformierte von f(t) die komplexe Funktion5

F (σ) := L[f ](σ) :=
∫ ∞

0
f(t) e−σtdt, σ ∈ C. (3.3)

Die Verwendung von Zeitfunktionen wie in (3.2) nennt man Zeitbereichsdarstellung, mit
Funktionen wie in (3.3) spricht man von der Darstellung im Frequenzbereich.

5In der Literatur zur Regelungstechnik wird für die komplexe Variable überwiegend s verwendet. Da
diese Variable schon von dem Parameter der Bogenlängenparametrisierung belegt ist, verwenden wir
die Variable σ ∈ C.
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Ein einfaches System besteht aus einer Eingangsgröße fe(t) und einer Ausgangsgröße
fa(t) mit den Laplace–Transformierten Fe(σ) und Fa(σ). Darin findet eine Modifikation
der Eingangsgröße statt, dargestellt durch eine Faltung mit einer weiteren Funktion g(t):

fa(t) = fe(t) ∗ g(t) :=
∫ t

0
g(t)fe(t− τ)dτ, t ∈ R+.

Im Frequenzbereich ist die Darstellung

Fa(σ) = L[fe ∗ g](σ) = Fe(σ) · G(σ)

und G(σ) als Laplace–Transformierte von g(t) heißt Übertragungsfunktion des Systems.

Eine einfache Modellierung des Regelsystems einer Maschinenachse geschieht durch ein
sogenanntes Verzögerungsglied erster Ordnung oder kurz PT1–Glied. Die Übertragungs-
funktion ist im Fall der xc–Achse

Gxc(σ) = 1
Txcσ + 1 . (3.4)

Die Konstante Txc ∈ R+ repräsentiert das dynamische Verhalten des Systems. Zu dessen
Untersuchung nutzt man als Eingangsgröße den Einheitssprung

fe(t) := 1, t ∈ R+,

mit

Fe(σ) = 1
σ

als Darstellung im Frequenzbereich. Damit ergibt sich für die Ausgangsgröße

Fa(σ) = 1
σ
· 1
Txcσ + 1 .

Deren Zeitbereichsdarstellung ist

fa(t) = 1− e−t/Txc , t ∈ R+.

Für die Feinachse gibt es eine Übertragungsfunktion wie in (3.4),

Gxf (σ) = 1
Txfσ + 1 ,

nur die Konstanten Txf und Txc unterscheiden sich. Je kleiner die Konstante bei einer
Übertragungsfunktion der Form (3.4) ist, desto schneller nähern sich die Istwerte den
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Abbildung 3.7.: Blockschaubild des Regelsystems (links) und exemplarisches Verhalten bei Ein-
gabe des Einheitssprung (rechts).

Sollwerten. Da wir in unserer Anwendung eine träge Grobachse und eine hochdynamische
Feinachse haben, können wir

Txc > Txf (3.5)

annehmen.
Mit diesen Modellen für die Regelsysteme der Achsen ergibt sich im Ansatz der Schlepp-

fehlerkompensation (Abbildung 3.7, links) mit x(t) als Eingangsgröße und xist(t) als Aus-
gangsgröße die Übertragungsfunktion des Gesamtsystems:

G1(σ) := [(1−Gxc(σ))Gxf (σ)] +Gxc(σ)

=
[(

1− 1
Txcσ + 1

) 1
Txfσ + 1

]
+ 1
Txcσ + 1 .

Das zeitliche Verhalten bei Eingabe des Einheitssprungs ist

xist(t) = 1 + 1
Txc − Txf

[
−Txfe−t/Txc + Txce

−t/Txf
]

und der Verlauf (Abbildung 3.7, rechts) zeigt ein Überschwingen (dunkelblaue Linie) be-
züglich der Eingabe. Das ist ein typischer Effekt, wenn (3.5) gilt. Er führt in der Praxis
zu Konturverzerrungen, bei einem Kreis und Kinematik B beispielsweise zu einer Vergrö-
ßerung des Radius.

3.4.2. Hochdynamische Regelung durch vorgelagerter Sollwertfilterung

Im Rahmen dieser Doktorarbeit wurde ein Regelungskonzept entwickelt, mit dem der im
vorherigen Abschnitt beschriebene Effekt des Überschwingens nicht auftritt. Eine zusätz-
liche Anwendung besteht darin, schon aufgeteilte Sollwerte hochdynamisch zu regeln.
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Abbildung 3.8.: Blockschaubild des neuen Regelungskonzeptes mit vorgelagerter Sollwertfilte-
rung (links) und Vergleich (rechts) der Istpositionen mit herkömmlicher (blau)
und modifizierter (rot) Schleppfehlerkompensation.

Das Konzept erweitert das Schema aus Abbildung 3.7. Der linke Teil von Abbildung 3.8
zeigt das. Ein zusätzlicher Block mit der Übertragungsfunktion

V (σ) := 1 +Gxc(σ)− Gxc(σ)
Gxf (σ)

modifiziert das Eingangssignal, bevor davon der Istwert der Grobachse abgezogen wird.
Damit ergibt sich für das Gesamtsystem die Übertragungsfunktion

G2(σ) := (V (σ)−Gxc(σ))Gxf (σ) +Gxc(σ) = Gxf (σ).

Das Gesamtsystem verhält sich also genauso wie die Feinachse alleine und kann deren
hohe Regeldynamik ausnutzen. Mit den einfachen Näherungen durch PT1–Glieder sieht
man das sehr deutlich.

Die Übertragungsfunktionen der realen Regelungssysteme der Achsen sind natürlich sehr
komplex und nur näherungsweise durch Formeln zu beschreiben. Mit diesen Näherungen
kann der neue Block parametrisiert werden. Ergeben die rationalen Funktionen für die
Frequenzbereichsdarstellung von Gxc(σ) und Gxf (σ) ein V (σ), dessen Zählergrad kleiner
oder gleich dem Nennergrad ist, so ist eine Realisierung des neuen Blocks in der Anwendung
möglich.

Dieses Konzept verbessert auch die Regelung der redundanten Achsen, wenn die Soll-
werte schon in xc(t) und xf (t) aufgeteilt sind. Abbildung 3.9 zeigt das entsprechende
Blockdiagramm. Arbeiten die Regelungen von Grob- und Feinachse getrennt voneinander,
weiß man in der Regelungstechnik, dass die Regelparameter in dem jeweiligen System in
bestimmter Art und Weise aufeinander abgestimmt werden müssen, damit es zu keinen
Konturverzerrungen kommt. Dabei passt sich die Feinachse allerdings in ihrer Regeldyna-
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Abbildung 3.9.: Schema Schleppfehler-Ansatz.

mik an die Grobachse an. Das Gesamtsystem nutzt also die hohe Dynamik der Feinachse
nicht aus.
Mit dem neuen Konzept tritt diese Problematik nicht mehr auf. Die Regelsysteme beider

Achsen können unabhängig voneinander parametrisiert werden. Die Istwerte der Summen-
achse verhalten sich dynamisch, wie wenn sie aus dem Regelsystem der Feinachse alleine
kommen. Die Anwendung dieses Ansatzes ist unabhängig von der verwendeten Sollwertauf-
teilung möglich. Er kann mit den Verfahren aus den Abschnitten 3.2 und 3.3, sowie mit
den Ansätzen aus den folgenden Kapiteln 4 und 5 kombiniert werden.



4. Präparative Bewegungsaufteilung im
Zeitbereich

Jedes der im vorherigen Kapitel vorgestellten Verfahren zur Steuerung redundanter Kine-
matiken hat unerwünschte Eigenschaften. Besonders bei Maschinendaten, ähnlich zu denen
aus Tabelle 2.1, treten sie auf. Das Nachsetzen ist in vielen Anwendungsfällen kaum pro-
duktiver als die Hauptachsen alleine. Die geometrische Zerlegung nutzt die hohe Dynamik
der Feinachsen selten aus und kann außerdem zu schlechter Qualität amWerkstück führen.
Der Ansatz mit der Filterung hinter der Bewegungsführung ist schwer zu parametrisieren
und auch hier ist ein Produktivitätsverlust durch die Verzögerung des Filters möglich. Bei
der Schleppfehlerkompensation ist ebenfalls die Parametrisierung der Bewegungsführung
und der Antriebe schwierig.
Dieses Kapitel behandelt einen alternativen, neuartigen Ansatz zur Steuerung einer

Maschine mit redundanten Achsen, der die erwähnten, unerwünschten Eigenschaften nicht
besitzt. Der folgende Abschnitt 4.1 stellt die Idee vor und beschreibt die notwendigen
Modifikationen im Steuerungsschema. Der darauffolgende Abschnitt erläutert Methoden
zur Splineapproximation, die in dem Ansatz für die Zerlegung benutzt werden. Der letzte
Abschnitt dieses Kapitels beschäftigt sich mit der Parametrisierung des Vorgehens und
zeigt Ergebnisse aus der Anwendung.

4.1. Idee und Steuerungsschema

Der neue Ansatz erweitert die Bewegungsführung aus Abbildung 2.6 auf Seite 22. Abbil-
dung 4.1 stellt die neue Struktur des Datenflusses dar. Wir gehen davon aus, dass mit den
diskreten Positionen, wie etwa xc(ti), auch die Werte für Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung von den Blöcken weitergegeben werden. Um Platz zu sparen, fehlen die Bezeichner in
der Abbildung. Das Vorgehen arbeitet iterativ im Vorlauf. Wir nehmen für die Beschrei-
bung dieser Iterationen zuerst an, dass die redundante Bewegung für die gesamte Kontur
auf einmal berechnet wird. Das entspricht natürlich nicht einem tatsächlich möglichen
Ablauf in der Steuerung, denn dort wird die Kontur abschnittsweise abgearbeitet. Diesen
Aspekt behandeln wir weiter unten in Abschnitt 4.3.4.
Die Bewegungsplanung berechnet hier für die Kontur nicht nur die Bahntrajektorie,

sondern auch die diskreten Achswerte x(ti) und y(ti), i ∈ {1, . . . , nt}. Diese wandern al-
le zusammen zur Zerlegung. Dort teilt ein Verfahren die Werte für jede Achse separat
in Anteile für die entsprechende Grob- und Feinachse auf. Diese Zerlegung im Zeitbe-
reich arbeitet im Gegensatz zur Filterung aus Abschnitt 3.3 mit Splineapproximation zur

45
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h(s) Bewegungs-
planung

Einstellungen:
Λ, V̂ , Â, v̂b

x(ti)
y(ti)

Zerlegung
xc(ti)
xf (ti)

yc(ti)
yf (ti)

Bewegung
ok? Ja

Nein

Änderungsanweisung

xc(ti)
xf (ti)

yc(ti)
yf (ti)

Inter-
polator

xc(ti)
xf (ti)

yc(ti)
yf (ti)

Abbildung 4.1.: Struktur der präparativen Zerlegung im Zeitbereich.

Berechnung der Bewegung der Grobachse. Die Details der verwendeten Approximations-
methoden folgen in Abschnitt 4.2. Die Feinachse ergibt sich dann natürlich direkt durch
Differenzbildung. Die zerlegten Achswerte wandern dann weiter an einen Block, der an den
diskreten Stellen ti ihre Gültigkeit überprüft. Nur wenn alle Achsen ihre Grenzen für Ver-
fahrbereich, Geschwindigkeit und Beschleunigung einhalten, verlassen sie den Vorlauf und
wandern durch den Interpolator aus der Bewegungsführung und der Steuerung heraus zu
den Achsantrieben. Die Positions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungswerte der xc–
Achse ergeben sich durch Auswertung des Splineapproximanten und dessen Ableitungen
an den Stellen ti. Damit und mit den entsprechenden Werten der Summenachse x aus der
Bewegungsplanung berechnen sich die Werte der Feinachse durch Differenzbildung.
Sind die Achswerte allerdings nicht gültig, beginnt die Berechnung noch einmal von

vorne. Damit aber nicht wieder dasselbe Ergebnis herauskommt, müssen die Einstellungen
in der Bewegungsplanung verändert werden. Diese Iterationen finden so lange statt, bis
die Achswerte für den Interpolator gültig sind.
Da die Steuerung abschnittsweise arbeitet (vergleiche 2.2.2), ist der Bewegungsplanung

die Kontur nur bis zu einem bestimmten Punkt (beziehungsweise Satz) bekannt. Für die-
sen Abschnitt bestimmt das Verfahren eine Bewegung, sodass alle Achsen am Ende stehen.
Der nächste Abschnitt wird dann allerdings nicht an das Ende des vorherigen angehängt.
Das würde dazu führen, dass der Kopf und alle Einzelachsen an Stellen anhalten, wo dies
gar nicht notwendig ist. Deswegen wird die Bewegung für eine feste Anzahl von Sätzen am
Ende jedes Abschnitts verworfen. Das iterative Vorgehen nimmt dieses Stück der Kontur
im nächsten Abschnitt noch einmal hinzu. Dort müssen die Achsbewegungen natürlich am
Anfangszeitpunkt Randbedingungen erfüllen, damit sie stetig in Position und Geschwin-
digkeit (und im Fall der ruckbegrenzten Bewegungsfühung auch in der Beschleunigung)
sind. Anschaulich wandert ein Fenster über die Kontur, das sich aber um weniger als
die volle Fensterbreite verschiebt. Abschnitt 4.3.4 beschreibt dieses Vorgehen noch einmal
detaillierter.
Die Motivation für diesen alternativen Ansatz ist naheliegend. Die Zerlegung im Zeitbe-

reich verhindert das Abbremsen an Ecken, wie es mit der geometrischen Zerlegung auftritt.
Die Aufteilung mithilfe von Splineapproximation braucht keine zusätzliche Verzögerung
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vor und nach der Bewegung, wie das bei der Filterung der Fall ist. Die Realisierung im Vor-
lauf ermöglicht das iterative Vorgehen zusammen mit der Bewegungsplanung und damit
das Finden gültiger Zerlegungen.

4.2. Approximation diskreter Daten durch Splinefunktionen

Dieser Abschnitt stellt die Verfahren für die Zerlegung der Referenztrajektorien vor. Er
beginnt mit einer Festlegung der benutzten Notation und den notwendigen Ergebnissen aus
der Splinetheorie. Darauf folgen die verschiedenen Approximationsverfahren für diskrete
Daten, die letztendlich für die Zerlegung verwendet werden können.

4.2.1. Grundlegende Notationen und Eigenschaften von Splinefunktionen

Dieser Abschnitt listet lediglich die notwendigen Ergebnisse aus der Splinetheorie auf. Eine
ausführlichere Darstellung, auch mit Beweisen, bietet [6].

Definition 4.1. Seien nb ∈ N, nb > 1, m ∈ N, m ≥ 1 und I = [b1, bnb ] ein kompaktes
Intervall und sei B = (b1, . . . , bnb) ∈ R1×nb eine streng monton steigende Folge. Die Menge

Sm(B) = { f ∈ C(I) | f |(bi,bi+1) ∈ Pm((bi, bi+1)), i = 1, . . . , nb − 1 }

ist der Splineraum vom Grad m zur Bruchstellenfolge B. Jedes Element aus Sm(B) ist
eine stetige Splinefunktion vom Grad m.

Der Splineraum Sm(B) ist ein Vektorraum der Dimension m(nb − 1) + 1.

Definition 4.2. Seien n,m ∈ N0 mit n > m und seien ζa, ζb ∈ R, mit ζa < ζb. Die Folge

T = Tm,n = (ζ1, ζ2, . . . , ζn+m, ζn+m+1) mit
ζ1 = ζa, ζn+m+1 = ζb,

ζi ≤ ζi+1, i = 1, . . . , n+m,

ζi < ζi+m, i = 2, . . . , n,

heißt Knotenvektor oder Knotenfolge zu [ζa, ζb]. Ein Knoten ζi mit

ζi−1 < ζi = . . . = ζi+k−1 < ζi+k

hat die Vielfachheit1 k. Die Knoten ζ1 bis ζm+1 sind die linken Randknoten, ζn+1 bis
ζn+m+1 entsprechend die rechten. Die inneren Knoten bestehen aus ζm+2 bis ζn. Man
spricht von einer einfachen Knotenfolge, wenn die inneren Knoten Vielfachheit eins be-
sitzen. Die maximale Vielfachheit eines Randknoten ist m+ 1, die eines inneren Knotens
m.

1Für k = 1 auch einfacher Knoten genannt.
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Definition 4.3. Sei T = Tm,n ein Knotenvektor. Der j-te B–Spline, j = 1, . . . , n,

Nm
j (·|T ) : R 3 ζ 7−→ Nm

j (ζ|T ) ∈ R

vom Grad m zum Knotenvektor T ist rekursiv definiert durch:

•

N0
j (ζ|T ) =





1, ζ ∈ [ζj , ζj+1),
0, sonst.

j = 1, . . . , n+m.

• 1 ≤ k ≤ m:

u0 = ζ − ζj
ζj+k − ζj

, falls ζj+k − ζj > 0, andernfalls u0 = 0,

u1 = ζ − ζj+1
ζj+k+1 − ζj+1

, falls ζj+k+1 − ζj+1 > 0, andernfalls u1 = 0,

Nk
j (ζ|T ) = u0 N

k−1
j (ζ|T ) + (1− u1) Nk−1

j+1 (ζ|T ), j = 1, . . . , n+m− k.

Der von den B–Splines zur Knotenfolge T aufgespannte Vektorraum heißt Sm,T und hat
die Dimension n. Mit dem Vektor der Kontrollpunkte d = (d1, . . . , dn) ∈ R1×n ist die
Linearkombination

Nm,Td(·) :=
n∑

j=1
diN

m
j (·|T )

eine Splinefunktion aus Sm,T .

Passend dazu nutzen wir die Notation

Nm(ζ) := Nm(ζ|T ) :=
[
Nm

1 (ζ|T ) . . . Nm
n (ζ|T )

]T
∈ Rn, ζ ∈ [ζa, ζb],

und können damit

Nm,Td(ζ) = d ·Nm(ζ|T )

schreiben.

Proposition 4.4. Seien die Voraussetzungen aus Definition 4.3 erfüllt. Dann gilt für
jedes j ∈ {1, . . . , n} mit (ζj , ζj+m+1) 6= ∅:

Nm
j (ζ|T ) > 0, ζ ∈ (ζj , ζj+m+1),

Nm
j (ζ|T ) = 0, ζ /∈ (ζj , ζj+m+1).
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Sind B eine Bruchstellenfolge und T ein Knotenvektor und ist jeder Knoten aus T in B
enthalten und umgekehrt jede Bruchstelle auch ein Knoten, dann ist Sm,T ein Unterraum
von Sm(B). Haben die äußeren Knoten von T außerdem die Vielfachheit m + 1 und die
inneren m, so sind die beiden Vektorräume identisch.
Mit der Vielfachheit der Knoten hängt die Differenzierbarkeit der Splinefunktionen an

den Knoten zusammen. Ein Knoten ζi, ζi > ζi−1, mit Vielfachheit k ∈ {1, . . . ,m} ga-
rantiert, dass alle f ∈ Sm,T an dieser Stelle (m − k)–mal stetig differenzierbar sind2, das
heißt

f |(ζi−1,ζi+k) ∈ Cm−k((ζi−1, ζi+k)).

Mit einfachen inneren Knoten hat der Spline die maximale Differenzierbarkeit.

Proposition 4.5. Sei T eine Knotenfolge und d ein Vektor mit Kontrollpunkten, dann
gilt für alle j ∈ {m+ 1, . . . , n} und für ζ ∈ [ζj , ζj+1]:

Nm,Td(ζ) ∈ [ min{dj−m, . . . , dj},max{dj−m, . . . , dj} ] .

Der Verlauf des Splines auf dem Intervall [ζj , ζj+1] liegt also in der konvexen Hülle der
Punkte dj−m bis dj.

Aus den letzten beiden Propositionen folgt, dass für die Auswertung eines Splines auf
dem Intervall (ζi, ζi+1) die Knoten ζi−m+1 bis ζi+m und die Kontrollpunkte di−m bis di
relevant sind. Liegen diese Indizes teilweise außerhalb {1, . . . , n}, so existieren die ent-
sprechenden Kontrollpunkte und B–Splines nicht und können daher für die Berechnung
des Splines keine Rolle spielen. Betrachten wir Splinefunktionen nur auf dem Intervall
[ζm+1, ζn+1], so findet keine Überschreitung der Indizes statt. Daher ist folgende Konven-
tion sinnvoll.

Bemerkung 4.6. Wenn im Folgenden nicht anders angemerkt, ist Tm,n eine Knotenfol-
ge mit (m + 1)–fachen Randknoten und wir betrachten die Splinefunktion nur auf dem
Intervall [ζ1, ζn+m+1] = [ζm+1, ζn+1].

Satz 4.7. Sei T = Tm,n eine Knotenfolge, d ein Vektor mit Kontrollpunkten und ζj mit
ζj−1 < ζj = . . . = ζj+r−1 < ζj+r ein Knoten der Vielfachheit r < m. Mit d0 := dn+1 := 0
gilt für ζ ∈ (ζj−1, ζj+r)

(
d

dζ
Nm,Td

)
(ζ) = m

n+1∑

k=1

dk − dk−1
ζk+m − ζk

Nm−1
k (ζ|T ). (4.1)

Die Formel in diesem Satz kann auch auf die Randstellen ζ1 und ζn+m+1 übernommen
werden. In diesen Fällen gilt die Formel für [ζ1, ζm+2) beziehungsweise (ζn−1, ζn+m+1].

2Auf den offenen Intervallen zwischen zwei Knoten ist der Spline natürlich unendlich oft stetig differen-
zierbar. Außerdem kann der Spline bei ζi auch mehr als (m− k)–mal differenzierbar sein.
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Definition 4.8. Sei T = Tm,n eine Knotenfolge und t = (t1, . . . , tnt) ∈ R1×nt, ti ∈
[ζ1, ζn+m+1], eine streng monoton steigende Folge. Dann heißt

Nm(t) = Nm,T (t) =
[
Nm
i (tj |T ) | i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , nt

]

=
[
Nm(t1|T ), . . . , Nm(tnt |T )

]
∈ Rn×nt

Vandermondsche Matrix oder Kollokationsmatrix zur Knotenfolge T und zur Punktefol-
ge t. Außerdem verwenden wir die Schreibweise

Nm
i (t|T ) =

[
Nm
i (t1|T ) . . . Nm

i (tnt |T )
]
∈ R1×nt , i = 1, . . . , n.

Sind die Voraussetzungen aus Definition 4.8 mit n = nt erfüllt und ist y = (y1, . . . , ynt)T ∈
Rnt , dann gibt es genau dann einen eindeutigen (interpolierenden) Spline f ∈ Sm,T mit

f(tj) = yj , j = 1, . . . , nt,

wenn die in diesem Fall quadratische Matrix Nm(t) invertierbar ist. Das wiederum ist
genau dann der Fall, wenn die Bedingung von Schoenberg und Whitney erfüllt ist.

Satz 4.9 (Schoenberg–Whitney). Seien die Voraussetzungen aus Definition 4.8 gegeben
und n = nt. Die Matrix Nm(t) ist genau dann invertierbar, wenn

ζj < tj < ζj+m+1, j = 1, . . . , n, (4.2)

gilt.

Besteht die Knotenfolge T aus (m+ 1)–fachen Randknoten, so ist die Bedingung nicht
erfüllt, wenn ζ1 = t1 gilt. Allerdings ist die Berechnung eines Splinewertes (generell) völlig
unabhängig vom Wert für ζ1 und ζn+m+1. Das wirkt sich natürlich auf die Matrix Nm(t)
aus. Deswegen müssen in diesem Fall weder für j = 1 die linke und noch für j = n die
rechte Ungleichung aus (4.2) erfüllt sein.

4.2.2. Least–Squares–Approximation

Dieser und die folgenden Unterabschnitte von 4.2 behandeln Approximationsverfahren,
die zu gegebenen Daten

t = (t1, . . . , tnt) ∈ R1×nt , x = (x1, . . . , xnt) ∈ R1×nt , (4.3)

und einer Toleranz ε > 0 eine Splinefunktion f : [t1, tnt ]→ R suchen, die

max
i=1,...,nt

{|f(ti)− xi|} ≤ ε (4.4)
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erfüllt und zudem verschiedene Randbedingungen einhält. Wenn es um die Approximation
dieser Daten geht, soll die Knotenfolge eines Splineapproximanten immer (m + 1)–fache
Randknoten besitzen, wobei der linke mit t1 und der rechte mit tnt übereinstimmt.
Das erste Vorgehen nutzt zur Lösung der Aufgabe eine iterative Berechnung des Least–

Squares–Approximanten.

Definition 4.10. Seien zu approximierende Daten wie in (4.3) gegeben und sei Tm,n eine
Knotenfolge mit ζm+1 = t1 und ζn+1 = tnt. Dann ist ein Least–Squares–Approximant ein
Spline f∗ ∈ Sm,T , der

E(f∗) =
nt∑

i=1
(f∗(ti)− xi)2 ≤

nt∑

i=1
(f(ti)− xi)2 = E(f), f ∈ Sm,T , (4.5)

erfüllt.

Da ein Spline bei fester Knotenfolge eindeutig über die Kontrollpunkte definiert ist, er-
gibt sich mit der Kollokationsmatrix aus Definition 4.8 für (4.5) das Minimierungsproblem

∣∣∣
∣∣∣dNm,T (t)− x

∣∣∣
∣∣∣
2

2
−→ min! (4.6)

Es hat genau dann eine eindeutige Lösung, wenn die Matrix Nm,T (t) vollen Rang besitzt
([20]). Das wiederum ist erfüllt, wenn eine n–elementige Teilmenge von t zusammen mit
Tm,n die Schoenberg–Whitney–Bedingung aus Satz 4.9 erfüllt.
In dieser Arbeit entspricht der Approximant einer Bewegung der Grobachse. Sie muss

zum Anfangszeitpunkt t1 und zum Endzeitpunkt tnt Vorgaben erfüllen. Da in (4.6) alle
Kontrollpunkte des Splines Variablen sind, erfüllt die Lösung nicht unbedingt die Vorga-
ben. Soll der Spline an den Rändern t1 und tnt vorgegebene Positionen oder Werte für
Ableitungen einhalten, muss (4.6) modifiziert werden. Ein Beispiel ist, wenn die Bewegung
am Anfang und am Ende anhält, das heißt, die erste Ableitung des Approximanten muss
bei t1 und bei tnt gleich null sein. Damit ein Spline solche Bedingungen erfüllt, müssen
die Kontrollpunkte nahe am Rand gewisse Abhängigkeiten zueinander aufweisen, wie im
Folgenden genauer ausgeführt ist. Die Konstanten P1, V1 und A1 sind die Vorgaben für
Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung bei t1 und Pnt , Vnt und Ant die entspre-
chenden bei tnt . Da ein Spline mit m + 1–fachen Randknoten den ersten Kontrollpunkt
interpoliert, muss

d1 = P1

gelten. Für die Ableitungen folgen aus (4.1) die Abhängigkeiten

d1 = d2 −
V1
m

(ζ2+m − ζ2) =: d2 −M1,

d1 = d3 −
(
A1(ζ2+m − ζ3)(ζ3+m − ζ3)

m(m− 1) + V1[(ζ3+m − ζ3) + (ζ2+m − ζ2)]
m

)
=: d3 −K1,



52 4. Präparative Bewegungsaufteilung im Zeitbereich

d2 = d3 −
(
A1(ζ2+m − ζ3)(ζ3+m − ζ3)

m(m− 1) + V1(ζ3+m − ζ3)
m

)
=: d3 − L1.

Analog gelten für den rechten Rand:

dn = Pnt ,

dn = dn−1 −
Vnt
m

(ζn+m − ζn) =: dn−1 −Mnt ,

dn = dn−2 −
(
Ant(ζn − ζn+m−1)(ζn−1 − ζn+m−1)

m(m− 1)

)

−
(
Vnt [(ζn−1 − ζn+m−1) + (ζn − ζn+m)]

m

)

=: dn−2 −Knt ,

dn−1 = dn−2 −
(
Ant(ζn − ζn+m−1)(ζn−1 − ζn+m−1)

m(m− 1) + Vnt(ζn−1 − ζn+m−1)
m

)

=: dn−2 − Lnt .

Auf diese Beziehungen wird in der Arbeit immer wieder zurückgegriffen.
Randbedingungen führen also dazu, dass nicht mehr alle Kontrollpunkte d1 bis dn va-

riabel sind und die Dimension des Lösungsraums für die Approximation sinkt. Generell
kann man d ∈ R1×n schreiben als

d = d̃I + v, (4.7)
I ∈ Rñ×n, v ∈ R1×n, d̃ ∈ R1×ñ,

wobei ñ ≤ n gilt und d̃ der Variablenvektor ist. Die Matrix I und der Vektor v sind dabei
so gewählt, dass d unabhängig von d̃ die Randbedingungen erfüllt. Details über die Gestalt
von I und v folgen im kommenden Abschnitt. Aus dem Minimierungsproblem (4.6) wird
dann

min
d̃∈R1×ñ

{∣∣∣
∣∣∣
[
d̃I + v

]
Nm(t)− x

∣∣∣
∣∣∣
2

2

}
= min

d̃∈R1×ñ

{∣∣∣
∣∣∣d̃INm(t) +

(
vNm(t)− x

)∣∣∣
∣∣∣
2

2

}

und das ist genau dann eindeutig lösbar, wenn INn(t) vollen Rang besitzt.
Um mit dem Least–Squares–Approximanten die Toleranzbedingung (4.4) einzuhalten,

ist die Wahl der Knotenfolge entscheidend. Damit die Anzahl der Knoten möglichst ge-
ring bleibt, werden die Verfahren ausgehend von einer sehr groben Knotenfolge iterativ
Knoten einfügen oder die Knotenfolge schrittweise verfeinern, bis der Approximant (4.4)
erfüllt. Eine sinnvolle Strategie für unsere Anwendung ist weiter unten in Abschnitt 4.3.1
beschrieben. Generell endet die Einfüge- oder Verfeinerungsstrategie hier im schlimmsten
Fall nach einer endlichen Anzahl von Schritten in einer Knotenfolge Tmax. Der dazugehö-
rige Approximant interpoliert die Datenpunkte und damit ist natürlich auch (4.4) erfüllt.
Das genaue Aussehen von Tmax folgt im nächsten Abschnitt.
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4.2.3. Konkrete Randbedingungen für die Approximanten

Der in dieser Arbeit relevante Fall für die Randbedingungen hat eine vorgegebene Position
P1 bei t1 und feste erste Ableitungen V1 und Vnt bei t1 beziehungsweise tnt .

Die Matrizen und Vektoren aus (4.7) für eine Knotenfolge T = Tm,n sind hier

d̃ = (d3, . . . , dn−1) ∈ R1×ñ, ñ = n− 3, (4.8)

I =




0 0 0
...

...
...

En−3
...

...
... 0

0 0 1




∈ Rñ×n, (4.9)

v = (P1, P1 +M1, 0, . . . , 0,−Mnt) ∈ R1×n.

Die Matrix En−3 ist die (n − 3) × (n − 3)–Einheitsmatrix. Die beiden ersten Kontroll-
punkte aus d = d̃I + v sind durch die linken Randbedingungen definiert und der letzte
ist abhänging vom vorletzten. Für jedes d̃ ∈ R1×ñ erfüllt der Spline aus T und d also
die Randbedingungen. Für die Approximation betrachten wir zudem die um t1 und x1
reduzierten Datenfolgen

t̃ = (t2, . . . , tnt), und x̃ = (x2, . . . , xnt), (4.10)

da der Abstand Nm,Td(t1)− x1 unabhängig von d̃ konstant ist.

Wie im vorherigen Abschnitt schon erwähnt, liegt dem iterativen Approximationsver-
fahren eine maximale Knotenfolge

Tmax =
(
ζmax

1 , . . . , ζmax
nmax+m+1

)

zugrunde, sodass der Least–Squares–Approximant dazu die Datenpunkte (4.4) interpoliert.
Das iterative Vorgehen baut daraus eine Knotenfolge auf. Es beginnt mit einer Knotenfol-
ge, die nur aus den Randknoten besteht, und fügt darin solange Knoten aus Tmax ein, bis
der Fehler des Approximanten die Toleranz ε unterschreitet. Die so entstehende Knoten-
folge ist immer eine Teilmenge von Tmax und im extremen Fall sind beide identisch. Dann
interpoliert der Approximant die Daten. Diesen Fall betrachten wir im Folgenden etwas
genauer.

Wir haben hier nt − 1 Interpolationsbedingungen und es muss daher ñmax = nt − 1
gelten, wobei ñmax gemäß (4.8) passend zu nmax ist. Daraus folgt

nmax = ñmax + 3 = nt − 1 + 3 = nt + 2
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als Anzahl der Kontrollpunkte des interpolierenden Splines, der auch die Randbedingungen
erfüllt. Da die Randknoten von Tmax Vielfachheit m+ 1 besitzen, bleiben

nmax +m+ 1− 2(m+ 1) = nt −m+ 1

innere Knoten übrig, die sich auf (t1, tnt) verteilen müssen. Dabei spielt die Vielfachheit
eine Rolle. Wir gehen im Folgenden immer so vor, dass die inneren Knoten von Tmax alle
dieselbe Vielfachheit kvf besitzen. Das bedeutet natürlich, dass nt −m+ 1 ein Vielfaches
von kvf sein muss. Ist das nicht der Fall, können die Daten t̃ und x̃ am Ende mit xnt
und entsprechenden weiterlaufenden Zeitpunkten aufgefüllt werden. In den betrachteten
Anwendungsfällen der Approximation hat das keine wesentlichen Auswirkungen, da sich
die Anzahl der Daten um weniger als kvf vergrößert. Wir können also von

nt −m+ 1 = kvfq

für ein q ∈ N ausgehen. Es sei an dieser Stelle erwähnt, dass für unsere Anwendung nicht
alle möglichen Kombinationen von Splinegrad m und Vielfachheit kvf möglich sind, da die
Ableitungen der Bewegung der Grobachse gewisse Stetigkeitseigenschaften haben müssen.
Betrachten wir bescheunigungsbegrenzte Bewegungen, muss kvf ≤ m−1 gelten, damit der
Approximant C1–stetig ist. Im ruckbegrenzten Fall ist für die C2–Stetigkeit kvf ≤ m − 2
notwendig.
Zunächst betrachten wir Tmax für den Spezialfall

t = (t∗1, . . . , t∗nt) = (1, . . . , nt).

Die inneren Knoten sollen sich hier gleichmäßig verteilen, das heißt, ein Intervall der Länge
nt−1 muss in q+1 gleichlange Abschnitte aufgeteilt werden. Das ergibt einen Abstand von

∆Tmax = nt − 1
q + 1 .

Für die Knotenfolge Tmax,1 := (θmax
1 , . . . , θmax

nmax+m+1) folgt daher

θmax
1 = . . . = θmax

m+1 = t∗1 = 1, θmax
nmax+1 = . . . = θmax

nmax+m+1 = t∗nt = nt,

θmax
m+1+(i−1)kvf+1 = . . . = θmax

m+1+(i−1)kvf+kvf
= 1 + i∆Tmax, i = 1, . . . , q.

(4.11)

Mit der Kollokationsmatrix Nm,Tmax,1(t̃) ∈ Rnmax×ñ muss nun die Invertierbarkeit der
Matrix

G1 := INm,Tmax,1(t̃) =




Nm
3 (t̃|Tmax,1)

Nm
4 (t̃|Tmax,1)

...
Nm
n−2(t̃|Tmax,1)

Nm
n−1(t̃|Tmax,1) +Nm

n (t̃|Tmax,1)



∈ Rñ×ñ (4.12)
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gezeigt werden, wobei hier t̃ = (t∗2, . . . , t∗nt) = (2, . . . , nt) ist.
Proposition 4.11. Sei Tmax,1 die Knotenfolge aus (4.11). Dann ist die Matrix G1 aus
(4.12) invertierbar.
Beweis. Nimmt man von der Matrix G1 die letzte Zeile und die letzte Spalte weg, so ergibt
sich die quadratische Kollokationsmatrix G2 := Nm,Tµ(t̂) der Knotenfolge

Tµ = (µ1, . . . , µn̂+m+1), n̂ = nt − 2,
µ1 = θmax

3 , . . . , µn̂+m+1 = θmax
nmax+m−1,

und der Punkte

t̂ = (τ1, . . . , τn̂),
τ1 = t∗2, . . . , τn̂ = t∗nt−1.

Sie ist genau dann invertierbar, wenn die Bedingung von Schoenberg und Whitney erfüllt
ist, das heißt, es muss

µj < τj < µj+m+1, j = 1, . . . , n̂,

gelten.
Wir beginnen mit der linken Ungleichung und setzen k := kvf. Für j = 1, . . . ,m− 1 ist

sie erfüllt, da in diesem Fall µj = t∗1 < t∗2 = τ1 gilt. Sei jetzt j ∈ {m, . . . , n̂}. Aus µj = θmax
j+2

folgt die Beziehung

1 + i∆Tmax = θmax
m+1+(i−1)k+1 = . . . = θmax

m+1+(i−1)k+k

= µm−1+(i−1)k+1 = . . . = µm−1+(i−1)k+k, i = 1, . . . , q.
(4.13)

Sei nun

i := max {ι ∈ N | j ≥ m− 1 + (ι− 1)k + 1} .

Daraus folgt i ≤ (j −m+ k)/k und es gilt

µj = 1 + i∆Tmax

≤ 1 + j −m+ k

k

nt − 1
q + 1 = 1 + j −m+ k

k

(nt − 1)k
nt −m+ 1 + k

= 1 + jnt −mnt + knt − j +m− k
nt −m+ 1 + k

= 1 + jnt − jm+ j + jk + jm− 2j − jk −mnt + knt +m− k
nt −m+ 1 + k

= 1 + j + jm− 2j − jk −mnt + knt +m− k
nt −m+ 1 + k︸ ︷︷ ︸

=:c1

.
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Da

jm− 2j − jk −mnt + knt +m− k = (nt − 1− j)(k −m)

und

k −m < 0, nt − 1− j ≥ 0,

gelten, folgt c1 < 0. Das wiederum impliziert µj < j + 1 = τj , also genau das, was wir
zeigen wollten. Ähnlich verläuft die Argumentation für τj < µj+m+1 .
Die letzte Spalte der Matrix G1 besteht, bis auf das letzte Element, ausschließlich aus

Nullen. Das liegt an Nm
j (tnt |Tmax,1) = 0, j = 3, . . . , nmax − 2. Für das letzte Element gilt

Nm
n−1(tnt |Tmax,1) +Nm

n (tnt |Tmax,1) = 0 + 1 = 1.

Zusammen mit der Invertierbarkeit von G2 folgt sie auch für G1.

Die maximale Knotenfolge Tmax für eine beliebige, streng monoton steigende Folge t
leiten wir aus dem gerade betrachteten Tmax,1 ab. Die Knoten sind

ζmax
i = tp + (θmax

i − p) (tp+1 − tp) , p = bθmax
i c, i = 1, . . . , nmax.

ζmax
nmax+1 = . . . = ζmax

nmax+m+1 = tnt .
(4.14)

Durch diese Wahl der Knoten folgt aus θmax
i ∈ [j, j+1) für ein beliebiges j ∈ {1, . . . , nt − 1},

dass ζmax
i ∈ [tj , tj+1] gilt. Deswegen überträgt sich Proposition 4.11 direkt auf den allge-

meinen Fall, und INm,Tmax(t̃) ist invertierbar.
Nimmt man als Knotenfolge für die Least–Squares–Approximation eine Teilfolge von

Tmax mit denselben Randknoten, dann ist der Least–Squares–Approximant immer ein-
deutig bestimmt, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 4.12. Seien Tmax die Knotenfolge aus (4.14), t̃ die Folge aus (4.10) und I
die Matrix aus (4.9). Sei außerdem T eine Teilfolge von Tmax mit

ζ1 = ζmax
1 , . . . , ζm+1 = ζmax

m+1, (4.15)
ζn+1 = ζnmax+1, . . . , ζn+m+1 = ζmax

nmax+m+1. (4.16)

Dann hat die Matrix

G3 := INm,T (t̃)

vollen Rang n− 3.
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Beweis. Zuerst schreiben wir

G3 =
[
G4 0n−4
∗ 1

]
∈ Rn−3×nt−1,

wobei G4 = Nm,T1(t̂) ∈ Rn−4×nt−2 mit T1 = (ζ3, . . . , ζn+m−1) ist. Das Aussehen der
letzten Zeile und letzten Spalte von G3 folgt ähnlich wie im Beweis von Proposition 4.11.
Die Matrix G3 hat genau dann vollen Rang, wenn G4 diesen hat.
Das ist hier auch der Fall. Die Folge T1 ist eine Teilfolge von (ζmax

3 , . . . , ζmax
nmax+m−1), die

bekanntermaßen zusammen mit (t2, . . . , tnt) die Bedingung von Schoenberg und Whitney
erfüllt. Daher gibt es eine Teilfolge von (t2, . . . , tnt) die mit T1 ebenfalls diese Bedingung
erfüllt. Daraus folgt der volle Rang von G4.

Es gibt noch weitere Arten von Randbedingungen, die im Zusammenhang mit Bewegun-
gen denkbar sind. Zum Beispiel können nur die Geschwindigkeiten am Rand feststehen.
Da diese Fälle in der Arbeit nicht vorkommen, findet hier keine Untersuchung statt.

4.2.4. Tschebyschow–Approximation

Eine Alternative zur Least–Squares–Approximation ist die Tschebyschow–Approximation.
Sie liefert zur Knotenfolge T direkt den Spline mit dem minimalen Maximalabstand.

Definition 4.13. Seien die Voraussetzungen aus Definition 4.10 efüllt. Eine Tschebyschow–
Approximation ist ein Spline f∗ ∈ Sm,T mit

max
i∈{1,...,nt}

|f∗(ti)− xi| = ||f∗(t)− x||∞ ≤ ||f(t)− x||∞, f ∈ Sm,T .

Ein solcher Approximant ist die Lösung eines linearen Programms, also einem Optimie-
rungsproblem mit linearer Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen. Wir verwenden
wieder die Schreibweise (4.7) für die Einhaltung der Randbedingungen. Für die Varia-
blen des linearen Programms erweitert man die Kontrollpunkte d̃ = (d̃1, . . . , d̃ñ) um eine
weitere reelle Variable dε. Aus
∣∣∣
[
d̃I + v

]
Nm(ti)− xi

∣∣∣ ≤ dε ⇔ −dε ≤
[
d̃I + v

]
Nm(ti)− xi ≤ dε, i = 1, . . . , nt,

ergeben sich die linearen Nebenbedingungen

[
d̃ dε

] [ −Nm(ti)
−1

]
≤ +vNm(ti)− xi,

[
d̃ dε

] [ Nm(ti)
−1

]
≤ −vNm(ti) + xi, i = 1, . . . , nt.
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Die Zielfunktion ist

F ([d̃, dε]) = dε = min!

Wie bei der Least–Squares–Approximation ist der Fehler abhängig von der Knotenfolge.
Deswegen wird auch hier eine iterative Einfüge- oder Verfeinerungsstrategie gewählt, die
im schlimmsten Fall zum Interpolanten führt. Weitere Details folgen in Abschnitt 4.3.1.

4.2.5. Approximation mit der Idee des Schoenbergschen Splineoperators

Eine weitere Alternative zur Näherung diskreter Daten besteht aus einem Vorgehen, dass
auf der Idee des Schoenbergschen Splineoperators basiert. Er bietet die Möglichkeit, reelle
Funktionen durch Splines zu approximieren. Für Funktionen mit beschränkter erster Ab-
leitung lässt sich der Approximationsfehler abschätzen. Sind diskrete Daten die Abtastung
einer reellen Funktion, gelten ähnliche Abschätzungen.

Definition 4.14. Seien [a, b] ein Intervall und Tm,n eine Knotenfolge mit ζ1 = a und
ζn+m+1 = b, dann nennt man

Sm,T : C1([a, b]) 3 x 7−→ Sm,Tx ∈ Sm,T

mit

Sm,Tx(ζ) =
n∑

i=1
x(ξi) Nm

i (ζ|T ), x ∈ C1([a, b]), ζ ∈ [a, b],

ξi = ζi+1 + . . .+ ζi+m
m

,

den Schoenbergschen Splineoperator3 und Sm,Tx ist der Schoenberg–Approximant vom
Grad m mit der Knotenfolge T zur Funktion x ∈ C1([a, b]). Die Punkte ξi heißen Greville–
Abszissen.

Aus [4] stammt die folgende Abschätzung für den Approximationsfehler in Abhängigkeit
von der betragsmäßig maximalen Ableitung und von der Knotenfolge.

Satz 4.15. Seien x ∈ C1([a, b]) und R = max{|ẋ(t)| | t ∈ [a, b]} und außerdem Tm,n eine
Knotenfolge mit ζ1 = a und ζn+m+1 = b. Mit ∆ζ = maxj |ζj+1 − ζj | gilt

|Sm,Tx(t)− x(t)| ≤ R
√
m+ 1

12 ∆ζ, t ∈ [a, b]. (4.17)

Dieser Satz gilt auch, wenn die Funktion x(t) nur stetig und bis auf endlich viele Stellen
stetig differenzierbar ist und ein R > 0 den Betrag der Ableitung auf den differenzierbaren

3Oder einfach kurz Schoenberg–Operator.
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Bereichen begrenzt. Zu einem erlaubten Fehler ε > 0 ergibt sich mit dem Satz für den
Abstand der Knoten die Bedingung

∆ζ ≤ ε

R

√
12

m+ 1 .

Eine weitere Abschätzung für den Approximationsfehler im Fall x ∈ C2([a, b]) findet sich
in [6]:

|Sm,Tx(t)− x(t)| ≤ max
{

(ζj+1 − ξj−m)2, (ξj − ζj)2
} ||ẍ||∞

2

≤ (m+ 1)2

8 ||ẍ||∞ ∆ζ2.

Im Allgemeinen ist diese Abschätzung irgendwann die genauere, wenn man ε gegen 0
laufen lässt, da der Fehler quadratisch kleiner wird.
Sind die zu approximierenden Daten wie in (4.3) diskret gegeben und entstehen durch

Abtastung xi = x(ti) einer Funktion x ∈ C1([a, b]), so ist mit einer gegebenen Knoten-
folge T nicht garantiert, dass die Folge t jede Greville-Abszisse ξi enthält. Daher sind die
Kontrollpunkte x(ξi) des Schoenberg–Approximanten nicht bekannt. Trotzdem gilt eine
ähnliche Abschätzung wie in Satz 4.15, sodass ein ähnlicher Approximant wie Sm,Tx(t)
bestimmt werden kann.

Satz 4.16. Seien die Voraussetzungen aus Satz 4.15 erfüllt, sei t = (t1, . . . , tnt) eine
streng monoton steigende Abtastung des Intervalls [a, b] mit t1 = a, tnt = b und t̃ =
maxj{tj+1 − tj} und sei x = (x1, . . . , xnt) mit xi = x(ti). Dazu sei

ki = arg min
j
{|tj − ξi| | j = 1, . . . , nt}, i = 1, . . . , n.

Dann gilt
∣∣∣∣∣
n∑

i=1
x(tki)Nm

i (t|T )− x(t)
∣∣∣∣∣ ≤ R

(√
m+ 1

12 ∆ζ + 1
2 t̃
)
. (4.18)

Beweis. Wir greifen hier auf dieselben Argumente wie im Beweis von Satz 4.15 zurück,
siehe [4]:

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
x(tki)Nm

i (t|T )− x(t)
∣∣∣∣∣ ≤

n∑

i=1
|x(tki)− x(t)|Nm

i (t|T )

≤ R
n∑

i=1
|tki − t|N

m
i (t|T )

≤ R
n∑

i=1

(
|ξi − t|+

1
2 t̃
)
Nm
i (t|T )
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= R
n∑

i=1
|ξi − t|Nm

i (t|T ) + 1
2Rt̃

≤ R
(√

m+ 1
12 ∆ζ + 1

2 t̃
)

Der Approximant entsteht in (4.18) nicht exakt durch Auswertung der Funktion x(t)
an den Greville–Abszissen. Stattdessen ist der i–te Kontrollpunkt ein xj , j ∈ {1, . . . , nt},
sodass |ξi − tj | minimal ist. Diese Abweichung macht den Unterschied zwischen den Sät-
zen 4.15 und 4.16 aus.
Auch aus Satz 4.16 ergibt sich bei einem fest vorgegebenen ε > 0 eine Regel für den

maximalen Abstand der Knoten:

∆ζ ≤
ε− 1

2Rt̃

R

√
12

m+ 1 . (4.19)

Je feiner die Abtastung der Funktion x(t) ist, desto näher ist die Abschätzung an der
kontinuierlichen Variante aus Satz 4.15. Allerdings müssen ε, t̃ und R in einem passenden
Verhältnis stehen, sodass die rechte Seite von (4.19) größer null ist.
Diese Abschätzungen ermöglichen die Bestimmung des gesuchten Approximanten ohne

ein iteratives Vorgehen. Allerdings betrachten sie immer einen extremen Fall. Das führt zu
einer Knotenfolge des Approximanten, die oftmals viel mehr Knoten enthält, als eigent-
lich notwendig sind. Mehr Knoten bedeuten in unseren Anwendungsfällen meistens, dass
der Approximant höhere zweite Ableitungen besitzt. Das soll aber gerade bei den Bewe-
gungen der groben Achse vermieden werden (siehe Abschnitt 4.3). Deswegen ist auch mit
dem Schoenberg–Operator ein iteratives Vorgehen in der Anwendung sinnvoll. Es funk-
tioniert wie dasjenige der Least–Squares–Approximation, nur dass die Knotenfolge Tmax
die Abschätzung (4.19) nutzt. Beim iterativen Verfeinern führt das im extremen Fall nicht
zu einem Interpolanten wie bei der Least–Squares–Approximation, sondern nur zu einem
Approximanten, der die Toleranzbedingung erfüllt. Das genügt aber für die Anwendung.
Die Details zum Verfeinern der Knoten folgen in Abschnitt 4.3.1.
Der Approximant aus Satz 4.16 erfüllt allerdings nicht die Randbedingungen aus Ab-

schnitt 4.2.3. Dazu müssen drei Kontrollpunkte verändert werden und insgesamt erhält
man die n Kontrollpunkte

di = x(tki), i = 3, . . . , n− 1,
d1 = P1, d2 = d1 +M1, dn = dn−1 −Mnt .

Die Konstanten kommen aus Abschnitt 4.2.2. Diese Änderung der Kontrollpunkte heben
am Rand des Approximanten die Abschätzung aus Satz 4.16 auf. Das kann im ungünstigen
Fall zu einer Verletzung der Toleranzbedingung führen. In den Anwendungsfällen aus
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Abschnitt 4.3 trat diese Situation nicht ein und deswegen wird dieser mögliche Effekt im
Folgenden nicht weiter betrachtet.

4.2.6. Approximation durch Smoothing–Splines

Die folgenden drei Approximationsmethoden beachten nicht nur die Toleranzbedingung
(4.4), sondern haben auch das Ziel, möglichst glatte Näherungen zu erzeugen. Wir beginnen
mit den Smoothing–Splines.

Definition 4.17. Seien die zu approximierenden Daten aus (4.3) gegeben. Sei Tm,n eine
Knotenfolge mit ζm+1 = t1, ζn+1 = tnt und seien λ ∈ [0, 1] und r ∈ N, 0 < r < m. Dann
ist ein Smoothing–Spline eine Funktion f∗ ∈ Sm,T , die das Funktional4

F (f) := (1− λ)E(f) + λG(f) (4.20)

:= (1− λ)
nt∑

i=1
(f(ti)− xi)2 + λ

∫ tnt

t1

(
f (r)(t)

)2
dt, f ∈ Sm,T (4.21)

minimiert, das heißt

F (f∗) ≤ F (f), ∀ f ∈ Sm,T .

Das Funktional F (f) erweitert das Fehlerfunktional E(f) aus dem vorherigen Abschnitt
um das Glättefunktional G(f). Der Parameter λ ∈ [0, 1] gewichtet beide Terme gegenein-
ander. Die Idee dahinter ist, dass der Smoothing–Spline zu einem λ nahe bei eins eher
glatt verläuft, ein λ nahe null führt zu einer eng bei den Daten liegenden Approximation.
Im Fall λ = 0 entspricht der Smoothing–Spline dem Least–Squares–Approximanten aus
Abschnitt 4.2.2.
Die Berechnung eines Smoothing–Splines reduziert sich bei einer festen Wahl von T , λ

und r auf das Lösen eines linearen Gleichungssystems, wie im Folgenden gezeigt wird. In
diesem Fall repräsentiert der Vektor der Kontrollpunkte d ∈ R1×n den Spline f , es gilt
f =

∑n
i=1 diN

m
i (·|T ) = d Nm(·). Ist nichts anderes erwähnt, gilt in dieser Arbeit r = 2.

Dann ist in der Anwendung von Abschnitt 4.3 die Funktion f (r) die Beschleunigung der
Grobachse und G(f) ein Mittelwert der Gesamtbeschleunigung.
Für den linken Summanden aus (4.21) folgt

(1− λ)E(f) = (1− λ)
nt∑

j=1
(f(tj)− xj)2

= (1− λ) ||d Nm(t)− x||22
= (1− λ) (d Nm(t)− x) (d Nm(t)− x)T

= (1− λ)
(
dNm(t)Nm(t)TdT − 2xNm(t)TdT + xxT

)

4In der Literatur finden sich auch andere, äquivalente Darstellungen für (4.20), wie beispielsweise E(f) +
ρG(f), ρ ∈ R+.
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=: (1− λ)Ed(d).

Die Matrix Nm(t)Nm(t)T ist symmetrisch, positiv semidefinit und genau dann inver-
tierbar, wenn Nm(t) vollen Rang besitzt. Hier kommt dasselbe Argument wie bei der
Least–Squares–Approximation zum Tragen.

Für den rechten Summanden aus (4.21) gilt

λG(f) = λ

∫ tnt

t1

(
f (r)(t)

)2
dt = λ d HdT =: λ Gd(d), (4.22)

wobei H eine symmetrische Matrix ist. Sie setzt sich aus zwei Bestandteilen zusammen.
Die Ableitung eines Splines vom Grad m ist wieder ein Spline, allerdings vom Grad m−1.
Mit (4.1) und einer Knotenfolge T = {ζ1, . . . , ζn+m+1} mit m+1–fachen Randknoten folgt
für die Kontrollpunkte d(1) der ersten Ableitung

d(1) = d ·




−m
δζ2

0
m
δζ2

−m
δζ3

0
0 m

δζ3
−m
δζ4

0
. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
0 m

δζn−2
−m
δζn−1

0
0 m

δζn−1
−m
δζn

0 m
δζn




=: d D(T,m)︸ ︷︷ ︸
∈Rn×n−1

,

wobei δζi = ζi+m− ζi. Für die r–te Ableitung bildet man r solcher Matrizen D(T 0,m) bis
D(T r−1,m− r + 1) und damit das Produkt

D(r) := D(T 0,m) · . . . ·D(T r−1,m− r + 1) ∈ Rn×n−r, (4.23)

wobei T 0 = T und T k+1 den zweiten bis den vorletzten Knoten aus T k enthält. Damit
berechnen sich die Kontrollpunkte der Ableitung durch

d(r) = dD(r) ∈ R1×n−r.

Die Knotenfolge dieser Ableitung ist T r−1 = (ζr+1, . . . , ζn+m+1−r). Insgesamt ist daher

f (r) = d ·D(r) ·Nm−r(·|T r−1).

Bei (m+ 1)–fachen Randknoten des Ursprungssplines Nm,Td(·) sind dieser und seine Ab-
leitungen auf demselben Intervall definiert.
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Für das Integral (4.22) gilt daher

λ

∫ tnt

t1

(
f (r)(t)

)2
dt = λ

∫ tnt

t1

(
dD(r)Nm−r(t)

) (
dD(r)Nm−r(t)

)T
dt

= λdD(r)H1
(
D(r)

)T
︸ ︷︷ ︸

=:H

dT

mit

H1 =
[ ∫ tnt

t1
Nm−r
i (t)Nm−r

j (t) dt, i, j = 1, . . . , n− r
]
∈ Rn−r×n−r.

Die MatrixH1 nennt man auch Gram–Matrix. Da die Integranden Produkte von B–Splines
sind, können die Integrale stückweise mit Gausschen Quadraturformeln exakt ausgerechnet
werden. Da das Integral in (4.22) für keinen Spline f einen negativen Wert besitzt, ist H
positiv semidefinit. Mit einem gleichen Argument folgt auch die positive Semidefinitheit
der Gram–Matrix H1. Denn jeder Spline f ∈ Sm,T mit f (r)(t) = 0, t ∈ [t1, tnt ], minimiert
G(f). Im Fall m = 3 und r = 2 sind beispielsweise alle Polynome vom Grad eins die
minimierenden Splines. Insbesondere ist H nicht invertierbar.

Formel (4.21) entspricht einer Funktion

F (d, T, λ, r) = (1− λ)
nt∑

i=1
(f(ti)− xi)2 + λ

∫ tnt

t1

(
f (r)

)2
dt

= (1− λ)
(
dNm(t)Nm(t)TdT − 2xNm(t)TdT + xxT

)
+ λ d HdT

= d
(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
dT − 2(1− λ)xNm(t)TdT + (1− λ)xxT .

Sind T , λ ∈ [0, 1) und r fest, wird daraus eine quadratische Funktion

Fd(d) = d
(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
dT − (1− λ)

(
2xNm(t)TdT − xxT

)
(4.24)

über den Kontrollpunkten d des Splines. Für eine universellere Handhabung der Smoothing–
Splines, die auch die Einhaltung von Randbedingungen ermöglicht, soll auch hier die Dar-
stellung d = d̃I + v aus (4.7) genutzt werden. Aus (4.24) ergibt sich mit

F̃ (d̃) =(1− λ)
([
d̃I + v

]
Nm(t)Nm(t)

[
d̃I + v

]T
− 2xNm(t)T

[
d̃I + v

]T
− xxT

)

︸ ︷︷ ︸
=:Ẽ(d̃)

+ λ
[
d̃I + v

]
H
[
d̃I + v

]T
︸ ︷︷ ︸

=:G̃(d̃)

(4.25)
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eine quadratische Funktion mit d̃ als Variablenvektor. Mit weiteren Umformungen folgt

F̃ (d̃) =
[
d̃I + v

] (
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

) [
d̃I + v

]T

− (1− λ)
(

2xNm(t)T
[
d̃I + v

]T
+ xxT

)

= d̃I
(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
IT d̃T + 2v

(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
IT d̃T

+ v
(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
vT

− (1− λ)
(
2xNm(t)T IT d̃T − 2xNm(t)T vT + xxT

)

= d̃
[
I
(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
IT
]

︸ ︷︷ ︸
=:B1

d̃T

+
[(

2v
(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
− 2(1− λ)xNm(t)T

)
IT
]

︸ ︷︷ ︸
=:b1

d̃

+ v
(
(1− λ)Nm(t)Nm(t)T + λH

)
vT − 2(1− λ)xNm(t)T vT + (1− λ)xxT .

Eine notwendige Bedingung für ein Minimum dieser Funktion ist das Verschwinden des
Gradienten,

2d̃B1 + b1 = 0. (4.26)

Das ist sogar hinreichend, falls B1 positiv definit ist. Da in unserem Fall mit den Rand-
bedingungen aus Abschnitt 4.2.3 sowohl die Matrix INm(t)Nm(t)T IT als auch IHIT

positv definit sind, ist (4.26) immer eindeutig invertierbar. Im Fall λ = 1 ist das Ergebnis
das eindeutige Polynom vom Grad zwei, das die Randbedingungen erfüllt, auch wenn der
Splinegrad m für die Approximation größer ist5. Somit lässt sich eine stetige Funktion

[0, 1] 3 λ 7−→ d̃(λ) ∈ R1×ñ

definieren, die jedem λ ∈ [0, 1] die (eindeutige) Lösung von (4.26) zuweist und damit ergibt
sich

d(λ) = d̃(λ)I + v, λ ∈ [0, 1].

Der maximale Fehler des Approximanten zu den Daten,

||d(λ)Nm(t)− x||∞ ,

ist eine stetige Funktion über λ. Sie muss im Gegensatz zu E(d̃(λ)) aus (4.25) aber nicht
monoton steigend sein. Damit der Smoothing–Spline zu Daten der Form (4.3) die To-

5Bei anderen Randbedingungen kann IHIT singulär sein.
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leranzbedingung (4.4) erfüllt und gleichzeitig möglichst glatt ist, müssen die Knotenfol-
ge T und der Glätteparameter λ passend gewählt werden. Die Knotenfolge liefert ein
Least–Squares–Approximant, der die Toleranzbedingung und die Randbedingungen er-
füllt. Außerdem soll die dazugehörige Matrix INm vollen Rang besitzen. Das garantiert,
wie oben schon erwähnt, die Eindeutigkeit des Smoothing–Splines in Abhängigkeit von λ.
Da Gd(d(λ)) monoton fallend ist ([7]), benötigen wir für die größtmögliche Glattheit noch
das unter der Einhaltung der Toleranzbedingung maximale λ ∈ [0, 1]. Es ist die größte
Nullstelle der stetigen, aber nicht streng monoton steigenden Funktion

E∞ : [0, 1] 3 λ 7−→ ||d(λ)Nm(t)− x||∞ − ε ∈ R.

Im Fall eines negativen Funktionswertes für λ = 1 ist eins auch der gesuchte Wert für den
Glätteparameter. Andernfalls liefert zum Beispiel die Regula Falsi mit den Startwerten
λ0 = 0 und λ1 = 1 eine Nullstelle, sie muss aber nicht die größte sein.

4.2.7. Glatte Splineapproximation durch Lösen quadratischer Programme

Neben dem Verfahren aus dem vorherigen Abschnitt gibt es zwei weitere Methoden, um
glatte Splineapproximationen zu berechnen. Sie lösen bestimmte Optimierungsaufgaben,
in diesem Abschnitt handelt es sich um quadratische, im folgenden um lineare Programme.
Wie im vorherigen Abschnitt 4.2.6 betrachten wir bei festen Knoten für den Approxi-

manten die quadratische Funktion über den Kontrollpunkten d̃,

G̃(d̃) =
[
d̃I + v

]
H
[
d̃I + v

]T

= d̃IHIT d̃T + 2vHIT d̃T + vHvT .
(4.27)

Die Darstellung umfasst wieder die Randbedingungen aus Abschnitt 4.2.3. Aus (4.4) er-
geben sich mit

∣∣∣
[
d̃I + v

]
Nm(ti)− xi

∣∣∣ ≤ ε ⇔ −ε ≤ d̃INm(ti) + vNm(ti)− xi ≤ ε,

i = 1, . . . , nt,

die linearen Nebenbedingungen

d̃INm(ti) ≤ ε− vNm(ti) + xi,

−d̃INm(ti) ≤ ε+ vNm(ti)− xi, i = 1, . . . nt.
(4.28)

Zusammmen mit der zu minimierenden Zielfunktion G̃(d̃) aus (4.27) entsteht ein quadra-
tisches Minimierungsproblem mit linearen Nebenbedingungen, kurz quadratisches Pro-
gramm. Die Lösung sind die Kontrollpunkte d̃ und durch d = d̃I + v erhält man die
Kontrollpunkte des gesuchten Splineapproximanten.



66 4. Präparative Bewegungsaufteilung im Zeitbereich

Im Vergleich zum Verfahren aus dem vorherigen Abschnitt ist hier das Glattheitsfunk-
tional (4.27) das einzige Gütekriterium für den Approximanten. Die Lösung des Optimie-
rungsproblems entspricht demjenigen Spline aus Sm,T , der das Funktional unter Einhaltung
der Toleranzbedingung minimiert. Die Ergebnisse sind bei derselben zugrundeliegenden
Knotenfolge bezüglich der Glattheit mindestens genauso gut wie die mit dem Verfahren
des vorherigen Abschnitts, meistens sogar besser.

Zur Lösung quadratischer Programme existieren leistungsfähige Methoden und Imple-
mentierungen, auf die in dieser Arbeit aber nicht weiter eingegangen werden soll. Details
liefert beispielsweise [25]. Die Algorithmen erkennen insbesondere den Fall, dass die Ne-
benbedingungen keinen gültigen Punkt erlauben. Letzteres kann vorkommen, wenn die
Knotenfolge T unpassend gewählt ist. Deswegen ist es sinnvoll, sie von einem Least–
Squares–, einem Tschebyschow– oder einem Schoenberg–Approximanten, der jeweils (4.4)
erfüllt, zu nehmen. Damit ist die Existenz eines (4.28) erfüllenden Vektors garantiert und
die Lösungsmethode kann diesen sogar als Startwert nutzen.

Mit diesem Ansatz ist es außerdem möglich, Restriktionen für Ableitungen des Appro-
ximanten als lineare Nebenbedingungen zu formulieren. Wir gehen davon aus, dass der
Betrag der k–ten Ableitung einen Wert von Ŵk nicht überschreiten darf. In dieser Arbeit
sind natürlich nur die Fälle k = 1, 2, 3 für Geschwindigkeit, Beschleunigung und Ruck rele-
vant. Jede Ableitungsrestriktion kann auf zwei Arten als Satz linearer Nebenbedingungen
formuliert werden. Die erste enthält für jeden Punkt ti zwei lineare Ungleichungsnebenbe-
dingungen. Mit der Matrix D(k) aus (4.23) ergibt sich6

∣∣∣
[
d̃I + v

]
D(k) Nm−k,Tk−1(t)

∣∣∣ ≤ Ŵk 1Tnt

und daraus

d̃I D(k) Nm−k,Tk−1(t) ≤ Ŵk 1Tnt − vD
(k)Nm−k,Tk−1(t),

−d̃I D(k) Nm−k,Tk−1(t) ≤ Ŵk 1Tnt + vD(k)Nm−k,Tk−1(t),
(4.29)

als Nebenbedingungen für den Variablenvektor d̃. Die zweite Variante nutzt die Eigenschaft
der konvexen Hülle aus Proposition 4.5 und die Ungleichung wird für die Kontrollpunkte
der Ableitung verlangt. Das ergibt die Bedingungen

∣∣∣
[
d̃I + v

]
D(k)

∣∣∣ ≤ Ŵk 1Tn−k

oder in anderer Schreibweise

d̃I D(k) ≤ Ŵk 1Tn−k − vD(k),

−d̃I D(k) ≤ Ŵk 1Tn−k + vD(k).
(4.30)

6Das ”≤”–Zeichen bedeutet hier den komponentenweisen Vergleich.
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Erfüllt ein d̃ die Bedingung (4.30), so auch die Ungleichungen (4.29). Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nicht; darin besteht der Unterschied der beiden Varianten. Im ungüns-
tigen Fall erklärt (4.30) einen Spline für ungültig, obwohl er (4.29) erfüllt. Andererseits
enthält (4.30) deutlich weniger Nebenbedingungen (2n zu 2nt), da (zumindest in unseren
Anwendungsfällen) n� nt gilt. Besonderheiten stellen die Fälle m−k = 1 und m−k = 0
dar. Im ersten ist die Ableitung eine stückweise lineare Funktion und die jeweils (4.29)
und (4.30) einhaltenden (Spline)Mengen sind gleich. Gleiches gilt für den zweiten Fall,
wohingegen die k–te Ableitung stückweise konstant ist. Der erste Fall tritt beispielsweise
bei m = 3 und Beschleunigungsrestriktionen auf.
Verwendet die Zerlegung dieses Verfahren mit den Nebenbedingungen für die Ableitun-

gen, kann es natürlich sein, dass die durch die Nebenbedingungen definierte Menge leer ist
und das Optimierungsproblem keine Lösung besitzt. In diesen Fällen führt die Zerlegung
die Optimierung noch einmal durch, diesmal aber lediglich mit den Nebenbedingungen für
die Positionen. Dann hat das quadratische Programm immer eine Lösung.

4.2.8. Glatte Approximationen durch Lösen linearer Programme

Das letzte Verfahren, das neben der reinen Approximationsgüte auch ein Gütemaß für die
Glattheit minimiert, löst ein lineares Programm. Das Maß für die Glattheit unterscheidet
sich von denen der beiden vorherigen Abschnitte. Hier soll das Maximum des Absolutbe-
trags der r–ten Ableitung so klein wie möglich sein und natürlich die Bedingungen (4.28)
erfüllt werden. Gesucht ist also

argmin
d̃∈G1

{
max
i

∣∣∣
[
d̃I + v

]
D(r)Nm−r,T r−1(ti)

∣∣∣
}
,

G1 =
{
d̃ ∈ Rñ | d̃ erfüllt (4.28)

}
.

Diese Aufgabenstellung lässt sich als Optimierungsproblem mit einer linearen Zielfunk-
tion und linearen Nebenbedingungen, kurz lineares Programm, formulieren. Mit einer zu-
sätzlichen Variablen w ∈ R ist die lineare Zielfunktion

F : [d̃, w] 7→ F ([d̃, w]) = w. (4.31)

Die linearen Nebenbedingungen sind zum einen
∣∣∣
[
d̃I + v

]
D(r) Nm−r,T r−1

∣∣∣ ≤ w · 1nt

oder anders geschrieben

d̃I D(r) Nm−r,T r−1 ≤ w · 1nt − vD(r) Nm−r,T r−1 ,

−d̃I D(r) Nm−r,T r−1 ≤ w · 1nt + vD(r) Nm−r,T r−1
(4.32)
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und zum anderen (4.28). Die Variable w entspricht dabei einer oberen Grenze des Be-
trags der r–ten Ableitung. Die Minimierung von (4.31) bewirkt dann gerade, dass eine
Lösung dieses linearen Programms einer Approximation mit der betragsmäßig kleinsten
maximalen Ableitung entspricht.
Ebenso wie im vorherigen Abschnitt bietet sich eine Vereinfachung von (4.32) an, indem

der betragsmäßig größte Kontrollpunkt der r–ten Ableitung des Approximanten minimiert
wird. Die Bedingungen

d̃I D(r) ≤ w · 1ñ − vD(r),

−d̃I D(r) ≤ w · 1ñ + vD(r)

ersetzen in diesem Fall (4.32). Die Unterschiede der beiden Varianten aus dem vorherigen
Abschnitt gelten hier ebenfalls.
Natürlich kann man auch hier wie im vorherigen Abschnitt Nebenbedingunen Ŵk für

die k–te Ableitung integrieren. Eine Übersicht zu Lösungsverfahren für lineare Programme
liefert auch hier [25].

4.3. Vollständiges Verfahren und Anwendungsbeispiele

Abschnitt 4.1 und Abbildung 4.1 stellen das Vorgehen in dem neuen Ansatz vor. Im
Wesentlichen sind es zwei Stellen, bei denen passende Methoden das Funktionieren des
gesamten Vorgehens sichern müssen. Zum einen braucht man Zerlegungsverfahren. Sie
verwenden hier Splineapproximation auf Grundlage von Abschnitt 4.2 und werden in 4.3.1
genauer erläutert. Zum anderen benötigt die Anpassung der Einstellungen in der Bewe-
gungsplanung Regeln, die aus der Art und Größe der Verletzung im Überprüfungsblock
die Modifikation bestimmen. Diesen Punkt behandelt Abschnitt 4.3.2.
Die Anwendung des Verfahrens auf ganze Konturen beschreibt Abschnitt 4.3.3. Die in

der realen Steuerung mögliche, abschnittsweise Variante des Ansatzes folgt im darauffol-
genden Abschnitt 4.3.4. Danach wird in Abschnitt 4.3.5 diskutiert, wie sich eine Ausdün-
nung der Daten in der Zerlegung auswirkt. Den Abschluss bildet ein Beispiel eines fertigen
Werkstücks.

4.3.1. Bewegungsaufteilung im Zeitbereich

Für die Aufteilung der Bewegung kann bei Kinematik A jede der Richtungskomponenten x
und y separat betrachtet werden. Wir beschränken uns daher in diesem Abschnitt auf die
Darstellung der x–Komponente. Der Zerlegungsblock aus Abbildung 4.1 hat als Eingang
die Zeiten und Positionen der Referenztrajektorie,

(t1, . . . , tnt) und (x1, . . . , xnt) = (x(t1), . . . , x(tnt)). (4.33)
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Die Ausgangswerte sind die Achspositionen der Fein- und Grobachse,

xc(ti) und xf (ti), i = 1, . . . , nt. (4.34)

Die Bewegung der Grobachse entsteht, indem ein Spline die Referenzwerte (4.33) approxi-
miert, die Feinachse ergibt sich dann direkt durch Differenzbildung. Die wesentliche Arbeit
bei der Zerlegung ist also die Splineapproximation. Dafür sollen im Folgenden Verfahren
vorgestellt werden, die auf den Approximationsmethoden aus Abschnitt 4.2 basieren und
deren Ergebnis ein auf dem Zeitintervall [t1, tnt ] definierter Spline xc(t) ist, der

|x(ti)− xc(ti)| ≤ Ŝxf , i = 1, . . . , nt, (4.35)

erfüllt und Randbedingungen genügt. Letztere sind die in Abschnitt 4.2.3 erwähnten, mit
der Positionsvorgabe P1 bei t1 und den Geschwindigkeitsvorgaben V1 beziehungsweise Vnt
bei t1 und tnt . Die Feinachse bewegt sich dann wegen (4.35) sicher in ihrem Verfahrbereich
[−Ŝxf , Ŝxf ].

Der Zerlegungsblock besteht aus zwei Phasen (Abbildung 4.2). Für jede kann ein Ap-
proximationsverfahren gewählt werden. In der ersten Phase sind das die Least–Squares–
Approximation aus Abschnitt 4.2.2, die Tschebyschow–Approximation aus Abschnitt 4.2.4
oder die Variante der Approximation mit dem Schoenbergschen Splineoperator aus Ab-
schnitt 4.2.5. In allen drei Fällen bestimmt ein iteratives Vorgehen eine Knotenfolge, zu
der der jeweilige Approximant (4.35) erfüllt7. Die Details dazu folgen etwas weiter unten.
Die zweite Phase ist optional und nutzt die Knotenfolge des Ergebnisses der ersten. Mit ihr
kann eines der drei Verfahren aus den Abschnitten 4.2.6, 4.2.7 oder 4.2.8 einen (4.35) erfül-
lenden Approximanten berechnen, der meistens glatter als das Ergebnis der ersten Phase
verläuft. Lediglich die Kombination Tschebyschow– oder Schoenberg–Approximation und
Smoothing–Splines funktioniert nicht. Es können dabei Situationen auftreten, in denen
der Smoothing–Spline mit der Knotenfolge der ersten Phase nicht die Toleranzbedingung
erfüllt, unabhängig von der Wahl des Glätteparameters λ.

An dieser Stelle kommt die Frage auf, warum der Approximant als Bewegung für die
Grobachse möglichst glatt sein soll, worauf ja besonders die zweite Phase abzielt. Das hängt
zum einen damit zusammen, dass starke und häufig vorkommende Beschleunigungswechsel
der Hauptachse zu einem Qualitätsverlust am Werkstück führen können, wie das bei dem
Ansatz mit der geometrischen Zerlegung vorkommen kann (vergleiche Abschnitt 3.2). Zum
anderen soll das Ergebnis einer Zerlegung den Überprüfungsblock passieren. Eine glat-
te Bewegung der Grobachse bedeutet in gewissem Sinne, dass die Beschleunigungswerte
niedrig sind und damit die Grobbewegung eher ihre Restriktionen erfüllt. Besonders die
Nebenbedingungen in dem zweiten und dritten Verfahren aus Abbildung 4.2 zielen darauf
ab.

7Man beachte dabei die Möglichkeit des Effektes, der am Ende von Abschnitt 4.2.5 beschrieben ist.
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x(ti) xc(ti)

xf (ti)

Zerlegung

Phase I
a. Least-Squares-

Approximation

b. Tschebyschow-
Approximation

c. Schoenberg-
Approximation

Phase II

0. Nichts
1. Smoothing-Splines
2. Glatte Approximation

mit QP
3. Glatte Approximation

mit LP

Abbildung 4.2.: Aufbau und Möglichkeiten der Zerlegung.

Knoteneinfügen bei Least–Squares–Approximation

Kommen wir nun zu der Strategie für das Einfügen neuer Knoten in der iterativen Least–
Squares–Approximation. Sie wird solange angewendet, bis der Least–Squares–Approximant
die Bedingung (4.35) erfüllt. Wir gehen davon aus, dass in einer Iteration der Approximant
mit der Knotenfolge Takt berechnet wurde und der maximale Fehler zwischen Daten und
Approximant an der Stelle tierr , ierr ∈ {1, . . . , nt}, liegt. Außerdem bezeichnet

T̃max := (α1, . . . , αnα) (4.36)

die größtmögliche Teilfolge von Tmax, deren Elemente (als reelle Zahlen) paarweise ver-
schieden sind. Weiter ist {κ1, . . . , κnα} eine Menge von Werten, mit κk = 1, falls αk ein
Knoten von Takt ist, und κk = 0 andernfalls. Es gibt einen Index j ∈ {1, . . . , nα}, sodass
|tierr−αj | minimal ist8. Dieser Index j gehört zu dem Knoten aus T̃max, der am dichtesten
an der Stelle mit dem maximalen Fehler liegt. Außerdem nutzen wir für einen beliebigen
Index k ∈ {1, . . . , nα} mit κk = 0 die folgende Bezeichnung für eine Indexmenge:

Ik := { η ∈ {1, . . . , nα} | ∀i mit min{k, η} ≤ i ≤ max{k, η} gilt: κi = 0 } .

Sie enthält die Indices der noch nicht in Takt enthaltenen Knoten aus T̃max, die zwischen
zwei benachbarten Knoten aus Takt um αk liegen.
Es folgt eine Fallunterscheidung für das Einfügen eines neuen Knotens. Ist κj = 0,

so betrachten wir #Ij . Ist dieser Wert größer als eine vorab zu definierende Konstante
K∗ ∈ N, so nehmen wir das mittlere9 Element j∗ aus Ij und αj∗ ist der neue Knoten.
Andernfalls ergeben sich aus

jl = max {k ∈ {1, . . . , j} | (κk = 0) ∧ (∀i ∈ Ij : k < i)} ,
jr = min {k ∈ {j, . . . , nα} | (κk = 0) ∧ (∀i ∈ Ij : i < k)} ,

8Dieser Index kann zweideutig sein, in diesem Fall muss man einen wählen.
9Ist #Ij gerade, gibt es zwei mittlere Elemente und das Vorgehen muss sich für eines entscheiden.
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j j∗

(A)

jj∗

(B)

jj∗

(C)

jj∗

(D)

Abbildung 4.3.: Vier Beispiele für das Einfügen eines neuen Knotens mit K∗ = 6. Die Striche
kennzeichnen die Knoten aus Tmax und die Indexmengen Ij (rot), Ijl

(blau) und
Ijr

(cyan).

die Indexmengen Ijl und Ijr . Daraus definieren wir

Ĩjl :=




Ijl , jl + 2 = min{Ij},
∅, sonst.,

(4.37)

und

Ĩjr :=




Ijr , jr − 2 = max{Ij},
∅, sonst.

(4.38)

Der Index j∗ des neuen Knotens ist die Mitte der größten der drei Indexmengen Ij , Ĩjl
und Ĩjr . Die Fallunterscheidung (4.37) bewirkt, dass die Menge Ijl nur dann für die Wahl
des neuen Knotens hinzugezogen wird, wenn sie nur durch einen schon aktiven Knoten
von Ij getrennt ist. Andernfalls hätte die Mitte von Ijl wegen der Lokalität der Splines
wenig Einfluss auf die Reduzierung des Fehlers bei tierr . Gleichermaßen verhält es sich mit
(4.38). Abbildung 4.3 zeigt drei Beispiele ((A) bis (C)) für die Wahl von j∗ in den gerade
beschriebenen Situationen.

Kommen wir zum Fall κj = 1, das heißt, αj ist schon in Takt enthalten. Zuerst definieren
wir die Werte

jl = max{k ∈ {1, . . . , j} | κk = 0},
jr = min{k ∈ {j, . . . , nα} | κk = 0}.

Daraus ergeben sich Indexmenge Ijl und Ijr , von denen eine leer sein kann. Sie enthalten
die Indices, der noch nicht belegten, zusammenhängenden Knoten, die am nähesten links
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beziehungsweise rechts von αj liegen. Die Mitte der größeren der beiden Indexmengen ist
der Index j∗ des neuen Knotens. Das Beispiel (D) in Abbildung 4.3 verdeutlicht das.
In Abschnitt 4.2 wurde festgelegt, dass die inneren Knoten des Approximanten immer

dieselbe Vielfachheit besitzen sollen. Deswegen wird in Takt der neue Knoten αj∗ mit ent-
sprechender Vielfachheit eingefügt. Außerdem braucht die erste Iteration eine Knotenfolge
Takt. Falls nicht anders erwähnt, besteht sie nur aus den m+ 1–fachen Randknoten.
In den typischen Anwendungsfällen dieser Arbeit braucht ein Approximant, der die To-

leranzbedingung erfüllt, deutlich weniger Knoten, als ihm in Tmax zur Verfügung stehen.
Das liegt an dem verhältnismäßig großen Verfahrbereich und der dicht abgetasteten Re-
ferenztrajektorie. Die gerade beschriebene Strategie zum Erstellen der Knotenfolge führt
dazu, dass es nur in Extremfällen zu vielen dicht beieinanderliegenden Knoten kommt.
Das liegt hauptsächlich daran, dass ein neuer Knoten immer mittig eingefügt wird und
dass es den Sonderfall mit K∗ gibt. Dieses Vorgehen führt auch zu glatteren Verläufen
des Approximanten als wenn sich Knoten konzentrieren. Wie oben schon erwähnt ist das
in unserer Anwendung gewollt. Die weiter unten beschriebenen Beispiele zeigen, dass das
Vorgehen zufriedenstellende Ergebnisse liefert.
Das hier beschriebene iterative Verfahren endet, wenn der Approximant die Toleranz-

bedingung erfüllt. Das ist nach einer endlichen Anzahl von Iterationen der Fall, spätestens
wenn der Approximant die Daten interpoliert. Die zweite Phase nutzt die so gewonnene
Knotenfolge. Bei der glatten Approximation mit quadratischen oder linearen Program-
men erhöht eine erweiterte Knotenfolge die Chance, dass der Approximant eine gültige
Bewegung der Grobachse ist. Deswegen soll es die Möglichkeit eines „Nachbrenners“ in
Phase eins geben. Dabei werden, nachdem die Toleranzbedingung schon erfüllt ist, weite-
re Iterationen durchgeführt. Nicht jede Wiederholung verkleinert den maximalen Fehler.
Deswegen laufen die Iterationen so lange, bis der Fehler zum N∗–ten Mal unter der Grenze
Ŝxf liegt.

Verfeinerung der Knotenfolge bei der Schoenberg–Approximation

Das iterative Einfügen der Knoten geht hier genauso wie bei der Least–Squares–Approxi-
mation. Lediglich Tmax unterscheidet sich. Es ist eine Knotenfolge, deren Knotenabstand
im Fall kvf = 1 konstant10

tnt − t1
d(tnt − t1)/∆ζe

ist, wobei das ∆ζ aus (4.19) kommt. Bei kvf > 1 ändern sich die inneren Knoten nicht,
nur ihre Vielfachheit wird zu kvf.
Mit dieser Knotenfolge erfüllt der Approximant die geforderte Toleranzbedingung. Es

kommt allerdings nicht zur Interpolation wie im Fall der Least–Squares–Approximation.
Trotzdem endet das Einfügen nach endlich vielen Iterationen. Möglicherweise kann das

10Die Randknoten sind natürlich weiterhin (m+ 1)–fach.
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Austauschen der Kontrollpunkte am Rand Probeme mit der Toleranzbedingung machen
(vergleiche mit Ende von Abschnitt 4.2.5), in den Anwendungsfällen traten aber keine auf.

Verfeinerung der Knotenfolge bei Tschebyschow–Approximation

Im Fall der Tschebyschow–Approximation hat sich die gerade beschriebene Strategie zum
Finden einer Knotenfolge nicht als sinnvoll erwiesen. Das liegt daran, dass der Approxi-
mant an mehreren Stellen den gleichen, maximalen Fehler zu den Daten mit unterschied-
lichem Vorzeichen hat, eine typische Eigenschaft der Tschebyschow–Approximation11. Es
dauert deswegen zu viele Iterationen und die Knotenfolge besitzt dann reichlich Knoten,
bis der Approximant die Bedingung (4.35) erfüllt. Deswegen soll hier ein anderes, einfaches
Vorgehen genutzt werden.
Die Grundlage ist wieder die Knotenfolge T̃max aus (4.36). In der k-ten Iteration ergibt

sich mit

µ(j) :=
⌊
1 + nα − 1

k
(j − 1) + 1

2

⌋
, j = 1, . . . , k + 1,

eine Teilfolge von T̃max aus (4.36) durch
(
αµ(1), . . . , αµ(k+1)

)
. (4.39)

Diese Knoten sind relativ gleichmäßig verteilt, wenn t äquidistant ist. Mit ihnen setzt
sich Takt folgendermaßen zusammen. Die Randknoten sind αµ(1) = α1 und αµ(k+1) = αnα ,
jeweils mit Vielfachheit m+ 1. Die anderen bilden mit der gewählten Vielfachheit kvf die
inneren Knoten. In jeder Iteration wächst so die Knotenfolge für den Approximanten um
kvf Knoten. In der (nα−1)-ten Iteration interpoliert der Approximant die Daten, da Takt =
Tmax. Das heißt insbesondere, dass das Vorgehen spätestens dann die Toleranzbedingung
erfüllt. Da für alle vorherigen Iterationen nα−1

k > 1 gilt, ist die Folge (4.39) streng monoton
steigend und Takt hat keine inneren Knoten mit unerwünscht hoher Vielfachheit.
Auch bei diesem Vorgehen ist ein Nachbrenner möglich. Allerdings brauchen die Itera-

tionen nicht durchgeführt werden. Die feinere Knotenfolge ergibt sich direkt gemäß dem
Vorgehen im vorherigen Absatz.

4.3.2. Modifikation der Einstellungen in der Bewegungsplanung

Dieser Abschnitt beschreibt die Regeln zur Anpassung der Einstellungen in der Bewegungs-
planung. Sie greifen, wenn der Ausgang der Zerlegung den Überprüfungsblock nicht pas-
siert, also Geschwindigkeits- oder Beschleunigungsrestriktionen der Achsen verletzt sind.
Eine Regel für überschrittene Verfahrbereiche ist überflüssig, da dieser Fall mit den be-
schriebenen Zerlegungsmethoden nicht eintritt.

11Siehe Alternantensatz der Approximationstheorie.
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Um in der Bewegungsplanung beim iterativen Vorgehen mehr Flexibilität zu haben, soll
die Bewegung nicht für die gesamte Kontur mit konstantenWerten für die Beschleunigungs-
und Geschwindigkeitsgrenze erzeugt werden. Vielmehr sollen im j–ten der nh Sätze die
Grenzen

Âx(j), V̂x(j), Ây(j), V̂y(j), v̂b(j)

gelten. Das Verfahren ist so ausgelegt, dass sich diese Werte in jeder Iterationen verkleinern
oder gleich bleiben.

Ein Ausgang der Zerlegung besteht aus (4.34) für die x–Achse und den Analoga yc(ti)
und yf (ti), i = 1, . . . , nt. Da man aus der Bewegungsplanung auch die Geschwindigkeits-
und die Beschleunigungswerte der Referenz kennt und da man die Splines xc(t) und yc(t)
ableiten und auswerten kann, stehen im Überprüfungsblock die Ableitungswerte der Ein-
zelachsen zur Verfügung,

axc(ti), axf (ti), ayc(ti), ayf (ti),
vxc(ti), vxf (ti), vyc(ti), vyf (ti), i = 1, . . . , nt.

Außerdem existiert eine Abbildung

β : {0, . . . , nh} 3 j 7→ β(j) ∈ N,

sodass tβ(j) der letzte Zeitpunkt im j–ten Satz ist. Mit dem Algorithmus aus Abschnitt 2.2.3
sind diese Werte bekannt. Liegt ein solcher Zeitpunkt genau auf einem Satzwechsel, soll
er dem linken Satz zugeordnet werden. Zudem soll β(0) = 0 gelten. Damit beschreibt die
Menge

U(j) = {β(j − 1) + 1, . . . , β(j)}

für jedes j ∈ {1, . . . , nh} die Indices der Zeitpunkte des j-ten Satzes.

In der N–ten Iteration benötigen wir für die Regeln die folgenden Notationen:

âxc(j) := max {|axc(ti)| | i ∈ U(j)} ,
âxf (j) := max {|axf (ti)| | i ∈ U(j)} ,
v̂xc(j) := max {|vxc(ti)| | i ∈ U(j)} ,
v̂xf (j) := max {|vxf (ti)| | i ∈ U(j)} .

Die Regel zur Verkleinerung der Beschleunigungsrestriktion in der Bewegungsplanung
braucht außerdem eine Konstante k∗ ∈ N und dazu die Abbildung

λk : {−k∗, . . . , k∗} 3 ι 7→ λk(ι) ∈ [0, 1]
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(1) Âx,alt(j) := Âx(j), j = 1, . . . , nh
(2) Für j = 1, . . . , nh:

(3) Falls âxc(j) > Âxc:

(4) ∆âxc(j) := âxc(j)− Âxc
(5) Für i = max{1, j − k∗}, . . . ,min{j + k∗, nh}:

(6) Âx,2(i) := min
{
Âx(i), Âx,alt(i)− λk(i− j) ∆âxc(j)

}

(7) Âx(i) := max
{
Âx,1, Âx,2(i)

}

(8) Ansonsten, falls âxf (j) > Âxf :

(9) ∆âxf (j) := âxf (j)− Âxf
(10) Âx(j) := min

{
Âx(j), Âx,alt(j)−Kxf ∆âxf (j)

}

Algorithmus 4.1: Regel für das Anpassen der Beschleunigungsgrenze in der Bewegungsplanung

sowie die Zahl

Âx,1 := max
{
Âxc − (N − 1)Âxc20 ,

Âxc
20

}
. (4.40)

Algorithmus 4.1 zeigt die Modifikation von Âx(j), j = 1, . . . , nh, in der N–ten Iteration.
Derselbe muss natürlich auch für die y–Achse durchlaufen werden.
Dieses Vorgehen soll genauer erläutert werden. Die äußere Schleife durchläuft jeden Satz

der Kontur. Verletzt die Grobachse ihre Beschleunigungsgrenze Âxc im j–ten Satz, dann
legen die Zeilen vier bis sieben die Veränderungen für Âx(j − k∗) bis Âx(j + k∗) fest12.
Dabei soll der alte Wert für die Grenze um die maximale Verletzung multipliziert mit
einem Faktor verkleinert werden. Dieser Faktor ist λk(i − j). Die Idee dabei ist, dass er
für i = j den Wert eins hat und nach außen hin abnimmt. Für k∗ = 2 könnte das Bild
von λk beispielsweise (0.4, 0.7, 1, 0.7, 0.4) sein, die kommenden Beispiele verwenden diese
Werte. Damit wird die Beschleunigung an dem Satz der Verletzung stärker reduziert als an
den benachbarten Sätzen. Die Minimumwahl in Zeile sechs stellt sicher, dass eine stärkere
Verkleinerung in einer vorherigen Satziteration nicht zurückgenommen wird. Die Wahl in
Zeile sieben ist gewissermaßen ein „Rettungsanker“, damit die Beschleunigungsgrenze für
die Referenz nicht zu klein wird. Mit der Zahl 20 in (4.40) ist der Anker festgelegt. Dieser
Wert 20 sorgt im extremen Fall für eine verhältnismäßig kleine Beschleunigung Âxc

20 .

12Laufen diese Indices aus den Sätzen heraus, passiert dort natürlich nichts.
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Verletzt nur die Bewegung der Feinachse ihre Restriktion im j–ten Satz, dann legt Zeile
zehn die Reduzierung fest. Sie ist die Beschleunigungsverletzung der Feinachse multipliziert
mit einem Faktor Kxf . (In den folgenden Beispielen gilt Kxf = 1.15.) In der Praxis
erweisen sich Werte als sinnvoll, die etwas größer als eins sind. Auch hier bewirken die
zwei Möglichkeiten in Zeile zehn, dass eventuell schon in einer vorherigen Satziteration
vorgenommene, stärkere Verkleinerungen nicht überschrieben werden.
Kommen wir jetzt zur Modifikation von v̂b(j). Mit

∆v̂xc(j) := max
{

0, v̂xc(j)− V̂xc
}
,

∆v̂xf (j) := max
{

0, v̂xf (j)− V̂xf
}
,

∆v̂yc(j) := max
{

0, v̂yc(j)− V̂yc
}
,

∆v̂yf (j) := max
{

0, v̂yf (j)− V̂yf
}

(4.41)

und

∆vb(j) := max {∆v̂xc(j), ∆v̂xf (j), ∆v̂yc(j) ∆v̂yf (j)}

folgt die Regel

v̂b(j) := max {v̂b(j)− 1.1∆vb(j), v̂b,min} . (4.42)

Da die Werte aus (4.41) (theoretisch) größer als v̂b sein können, ist mit v̂b,min in (4.42)
auch hier ein Anker eingebaut. Dieser Wert muss natürlich sinnvoll belegt werden. In den
Anwendungsfällen dieser Arbeit kommen sehr selten Verletzungen der Achsgeschwindig-
keiten nach der Zerlegung vor. Für die durch Tabelle 2.1 auf Seite 19 gegebene Situation,
werden nur in den Beispielen manchmal die Achsgeschwindigkeiten verletzt, in denen Po-
sitioniersätze mit sehr hoher Geschwindigkeit enthalten sind.

Einstellungen der Bewegungsplanung in der ersten Iteration

Bisher hat dieser Abschnitt nur die Regeln zur Änderung der Einstellungen in der Bewe-
gungsplanung am Ende einer Iteration beschrieben. Dieser Unterabschnitt erläutert die
Wahl der Grenzen für die erste Iteration des Vorgehens.
Wie schon in Abschnitt 4.3.1 beschrieben, erzeugt die Zerlegung einen glatten Spline als

Bewegung der Grobachse. Im „Idealfall“, wenn es der Verfahrbereich der Feinachse zulässt,
bewegt sich die Grobachse gar nicht. Dann sind die Bewegung von x und xf identisch.
Aus diesem Grund ist für die Beschleunigungsgrenze der ersten Iteration der Wert Âxf
sinnvoll. Auch wenn die Grobachse nicht steht, ist diese Wahl vernünftig. In diesem Fall
werden dann mehrere Iterationen durchlaufen, bis die Bewegung gültig ist. Falls nicht
anders erwähnt, findet in den noch folgenden Beispielen eine derartige Wahl statt.
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Abbildung 4.4.: Beispiel für die Argumentation der Wahl der Beschleunigungsgrenzen in der
Bewegungsplanung.

Damit ist die Gesamtbewegung höchstens genauso schnell wie die Feinachse alleine. Es
gibt zwar auch schnellere Bewegungen (siehe Kapitel 5), sie lassen sich aber mit diesem
Ansatz nicht berechnen. Das soll anhand eines kleinen Beispiels mit MD2 der Tabelle 2.1
verdeutlicht werden. Der Grad bei der Splineapproximation in der Zerlegung istm = 2 und
die Variante gemäß Abbildung 4.2 ist a.2. Abbildung 4.4 zeigt die relevanten Achsverläufe.
Die Beschleunigung der Grobachse hat sehr niedrige Absolutwerte und die Positionen
nutzen den zulässigen Bereich voll aus. Die Phasen mit konstanter Beschleunigung sind
deutlich länger als die Beschleunigungsphasen der Referenz im Bild rechts unten. Wäre
die Beschleunigung der Referenz größer als Âxf , dann müsste die Beschleunigung der
Grobachse ebenfalls diese dicht beieinanderliegendenden Wechsel haben, damit sie die
Feinachse beim Beschleunigen unterstützte. Gerade das widerspräche aber der Idee der
glatten Grobbewegung.

Der Startwert für den Bahnvorschub ist der entsprechende Wert für v̂b aus Tabelle 2.1.
Die Grenzen für die Achsgeschwindigkeit V̂x(j) und V̂y(j) müssen jeweils größer als v̂b
sein, dann haben sie in keiner Iteration Einfluss auf das Ergebnis der Bewegungsplanung
(vergleiche Abschnitt 2.2). Wie oben schon erwähnt, ist kein Beispiel einer Kontur oh-
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ne Positioniersätze bekannt, in dem es in einer Iteration zu einer Überschreitung einer
Achsgeschwindigkeitsrestriktion kommt.
Anders verhält es sich, wenn die Kontur Positioniersätze enthält. Für sie gibt es keine

technisch bedingte Grenze für die Bahngeschwindigkeit, sondern es zählen nur die der
Achsgeschwindigkeit. Die oben beschriebene Regel benötigt aber einen endlichen Wert
für den Vorschub, da dieser bei Geschwindigkeitsverletzungen am Ende einer Iteration
verringert wird.
Die Grenze der Bahngeschwindigkeit soll die maximal mögliche Bahngeschwindigkeit

sein, die die Grobachsen alleine auf dem aktuellen Positioniersatz erreichen kann. Sei hier
∆x die Länge der x–Komponente des Positioniersatzes und ∆y entsprechend die der y–
Komponente. Dann sollen die Geschwindigkeiten von xc und yc dasselbe Verhältnis haben
wie ∆x und ∆y. Die maximale Bahngeschwindigkeit ergibt sich dann, wenn mindestens
eine der beiden Geschwindigkeitskomponenten an ihrer Grenze ist. Angenommen das ist
die Komponente der x–Achse. Dann ist die gesuchte Bahngeschwindigkeitsgrenze für den
betrachteten Positioniersatz

v̂b =

√

V̂ 2
xc +

(
V̂xc

∆y
∆x

)2
.

Wenn die yc-Achse an ihre Grenze kommt, dann ergibt sich entprechend

v̂b =

√(
V̂yc

∆x
∆y

)2
+ V̂ 2

yc.

4.3.3. Anwendung der Verfahren auf gesamte Konturen

Durch die Untersuchung von Testfällen konnten Erfahrungen über Ablauf und Funktio-
nieren des Gesamtverfahrens erlangt werden. Dieser Abschnitt erläutert sie, auch anhand
ausgewählter Beispiele.
In vielen Fällen sind die Grobbewegungen aus der Zerlegung in allen Iterationen gültig.

In den Wiederholungen erfolgt dann die Anpassung der Feinachse. Die Abbildungen 4.6
und 4.7 zeigen ein Beispiel mit der Konfiguration MD2 aus Tabelle 2.1 und der Least–
Squares–Approximation für die Zerlegung. Dabei ist m = 3 der Splinegrad und die in-
neren Knoten sind einfach. In der ersten Iteration verletzt die Feinachse ihre Grenze von
60 m/sec2 noch an drei Stellen. Nach der Reduzierung von Âx(j) in den entsprechen-
den Sätzen erzeugt schon die zweite Iteration eine gültige Gesamtbewegung. Es genügt
aber nicht immer nur eine weitere Iteration, um die Feinbewegung anzupassen, denn die
Trajektorie der Grobachse verändert sich durch die immer anderen Referenztrajektori-
en im Laufe der Wiederholungen. So kann eine Verletzung der Feinachse auf einmal an
Stellen auftreten, wo in der vorangegangenen Iteration keine war. Meistens sind sich die
Grobbewegungen aber sehr ähnlich (wie im Beispiel) und nach wenigen Iterationen ist die
Gesamtbewegung gültig.
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Abbildung 4.5.: Kontur zu Abbildungen 4.6 und 4.7 mit Grobbahn des Endergebnisses.

Für die Tschebyschow–Approximation und die glatte Approximation mit linearen Pro-
grammen trifft diese Beobachtung nicht zu. Hier ändern sich die Beschleunigungsverläufe
der Grobachse mit den Iterationen deutlich. Das führt zu vielen Iterationen und damit zu-
sammenhängend auch zu vielen (im Laufe der Iterationen unterschiedlichen) Sätzen, bei
denen Âx(j) reduziert wird. Das wirkt natürlich verlängernd auf die Gesamtzeit. Zudem
gibt es ein weiteres Argument, das gegen diese beiden Varianten spricht. Die Lösungen
derartiger Approximationsprobleme haben einen Verlauf des Fehlers (also der Feinachse),
der ständig das Vorzeichen wechselt. Zusammen mit den äquidistant verteilten Knoten
kann das im ungünstigen Fall zu einer Schwingungsanregung in der Mechanik der Ma-
schine führen. Damit sind diese Varianten für die Zerlegung gegenüber den anderen im
Nachteil und werden im Folgenden nicht weiter betrachtet.
Es gibt auch Anwendungsfälle, in denen die Bewegung von xc in den ersten Iteratio-

nen nicht gültig ist. Dann dauert es häufig vom Start mehrere Wiederholungen, bis die
Grobbewegung alle ihre Grenzen einhält. Das ist vor allem der Fall, wenn die Kontur
lange Positioniersätze enthält. In solchen Situationen sind deutlich weniger Iterationen
notwendig, wenn die Zerlegung die zweite Phase nutzt. Die glatte Approximation mit
quadratischen Programmen, Variante a.2. aus Abbildung 4.2, braucht in der Regel die we-
nigsten Iterationen. Das Beispiel in Abbildung 4.9 verdeutlicht diesen Aspekt. Das obere
Bild zeigt die Grobbewegung aus der Least–Squares–Approximation, auch hier mit m = 3
und einfachen Knoten. Vor und nach t = 0.6 Sekunden treten deutliche Verletzungen von
Âxc auf. Es dauert insgesamt drei Iterationen bis zu einer gültigen Gesamtbewegung (Bild
in der Mitte). Das untere Bild präsentiert das Ergebnis nach der ersten Iteration bei Zer-
legung mit Variante a.2., der Nachbrenner war in diesem Fall N∗ = 5. Die Grobbewegung
ist gültig und durch den (zufällig) günstigen Verlauf auch die Feinbewegung.
Das Beispiel verdeutlicht ebenfalls den Einfluss der Zerlegung auf die Zeitdauer der

Bewegung. Ist die Grobbewegung anfangs ungültig, verkleinert das Vorgehen Âx(j) auf
vielen Sätzen deutlich, wie das Bild des Endergebnisses in der Mitte von Abbildung 4.9
zeigt. Das führt natürlich zu einer längeren Zeitdauer der Gesamtbewegung. Aber auch
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Abbildung 4.6.: Ergebnis der ersten Iteration aus dem Beispiel der iterativen Zerlegung mit
Least–Squares–Approximation. Abbildung 4.5 zeigt die dazugehörige Kontur.
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Abbildung 4.7.: Endergebnis aus dem Beispiel der iterativen Zerlegung mit Least–Squares–
Approximation. Abbildung 4.5 zeigt die dazugehörige Kontur, Abbildung 4.6
die erste Iteration.
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Abbildung 4.8.: Konturen und Grobbewegung zum Beispiel aus Abbildung 4.9, links Least–
Squares–Approximation, rechts glatte Approximation mit quadratischen Pro-
grammen.

wenn die Zerlegung immer eine gültige Bewegung der Grobachse ergibt, sind niedrige
Absolutwerte der Beschleunigung besser. Je niedriger sie sind, desto weniger müssen die
Werte für Âx(j) reduziert werden. Deswegen ist es auch im Sinne der Produktivität umso
besser, je glatter die Grobbewegung ist. Für die Anwendungsfälle ist dieser Aspekt aber
nicht immer wesentlich. Tabelle 4.1 zeigt einige Bearbeitungszeiten von Testläufen an dem
Teileprogramm aus Abbildung 4.10. Die Unterschiede sind verglichen mit der Gesamt-
dauer der Bewegung gering. Das liegt hauptsächlich daran, dass sich der Werkzeugkopf
auf einem Großteil der Kontur mit dem programmierten Vorschub bewegt. Ebenso ist der
Unterschied zur Zeitdauer der Bewegung der ersten Iteration, die eine Untergrenze für
die Bearbeitungszeit darstellt, gering. Lediglich die Anzahl der Iterationen ist im Fall der
Zerlegung mit der Least–Squares– oder der Schoenberg–Approximation größer als bei den
anderen Zerlegungsmethoden. Das liegt daran, dass es dort mehr Wiederholungen braucht,
bis die Grobbewegung gültig ist. Genauer betrachtet führt der Positioniersatz von circa
[x, y]T = [0.4cm, 7cm]T nach [1.5cm,−0.2cm]T einige Iterationen lang zu einer Beschleuni-
gungsverletzung der xc–Achse. In diesem Bereich kommt es zu deutlichen Reduzierungen
von Âx(j).
Auf eine entsprechende Tabelle zur Konfiguration MD1 wurde hier verzichtet. Es erge-

ben sich fast identische Bearbeitungszeiten für alle Zerlegungsmethoden von etwa 10.038
Sekunden. Außerdem treten in diesem Fall wesentlich seltener ungültige Grobbewegungen
nach der Zerlegung auf. Das liegt hauptsächlich an dem kleineren Vorschub beim Schneiden
und dem größeren Verfahrbereich der feinen Achsen.
Für die Bewegung der Grobachse gibt es neben der Wahl der Zerlegungsmethode auch

die Möglichkeit, den Splinegrad m und die Vielfachheit kvf der inneren Knoten zu va-
riieren. Die Auswirkung auf die Bearbeitungszeit ist eher unbedeutend, wie Tabelle 4.1
zeigt. Allerdings sind zwei andere Aspekte nicht unwesentlich. Zum einen steigt mit dem
Splinegrad die Anzahl der Rechenoperationen in jeder Iteration. Zum anderen haben hö-
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Âx
ax

axc

Abbildung 4.9.: Beispiel für das iterative Vorgehen mit Konfiguration MD2. Oben: 1. Iterati-
on Least–Squares. Mitte: Endergebnis Least–Squares. Unten: Erste Iteration
Approximation mit QP.
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Zerlegung
m = 2,
kvf = 1

m = 3,
kvf = 1

m = 3,
kvf = 2

m = 4,
kvf = 1

m = 4,
kvf = 2

Least– (s) 6.835 6.847 6.848 6.832 6.833
Squares (p) 0.612 0.679 0.627 0.649 0.637
(a.0) (g) 7.447 7.526 7.475 7.481 7.470

(i) 7 10 4 4 5

Schoenberg (s) 6.848 6.822 6.828 6.816 6.828
(c.0) (p) 0.656 0.632 0.594 0.588 0.624

(g) 7.504 7.454 7.422 7.405 7.452
(i) 7 7 4 5 8

Smoothing– (s) 6.819 6.820 6.819 6.818 6.821
Spline (p) 0.590 0.586 0.583 0.584 0.584
(a.1) (g) 7.409 7.406 7.402 7.402 7.405

(i) 4 6 5 4 8

Glatt mit (s) 6.814 6.813 6.814 6.814 6.813
QP (p) 0.582 0.580 0.580 0.580 0.580
(a.2) (g) 7.396 7.393 7.394 7.394 7.394

(i) 3 2 4 5 4

Erste (s) 6.809
Iteration (p) 0.564

(g) 7.373

Tabelle 4.1.: Ergebnisse mit dem Ansatz der iterativen Zerlegung zur Kontur aus Abbildung 4.10
bei Konfiguration MD2. Die Zeilen mit den Abkürzungen (s), (p) und (g) sind die
Zeiten für das Schneiden und Positionieren sowie die Gesamtzeit, die Zeilen mit (i)
sind die Anzahlen der Iterationen. Bei der Addition treten Rundungsfehler auf.
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Abbildung 4.10.: Größere Kontur

hergradige Splines (m > 2) mit einfachen inneren Knoten dort glattere Übergänge. Im
Fall m = 2 und kvf = 1 sind das beispielsweise noch Sprünge in der Beschleunigung. Im
Fall m = 4 und kvf = 1 sind die Übergänge der zweiten Ableitung C2–stetig, die Grob-
bewegung ist damit sogar ruckbegrenzt. Mit derartigen Sollwerten für die Bewegung der
Grobachse ist eine Anregung der Mechanik weniger wahrscheinlich.
Der letzte Aspekt ist auch in Hinblick auf die Anwendung des Ansatzes bei ruckbe-

grenzter Bewegungsführung interessant. Es ist sehr wahrscheinlich, dass in den Fällen von
oben, wo die Bewegung der groben Achse in allen Iterationen gültig ist, auch bei Eingabe
ruckbegrenzter Trajektorien in den Zerlegungsblock gültige, ruckbegrenzte Trajektorien
der groben Achse entstehen. Erste Tests haben dies bestätigt. Für weitreichendere Aussa-
gen, auch im Zusammenhang mit der modifizierten Steuerungsstruktur aus Abbildung 4.1,
muss dieser Fall aber noch ausführlich getestet werden. Das ist aber nicht mehr Inhalt die-
ser Arbeit.

4.3.4. Abschnittsweises Vorgehen

Bis hierher betrachtet der Ansatz immer die gesamte Kontur auf einmal. Wie in Kapitel 2
schon erwähnt, kann das in einer Steuerung nicht realisiert werden. Sie geht abschnittsweise
vor und kennt immer nur einen Teil der Sätze. Dieser Abschnitt beschreibt ein Vorgehen,
das eine Umsetzung der iterativen Zerlegung im Zeitbereich in der Steuerung ermöglicht.
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1. i := 0, vxc,w = vyc,w = vb,w = 0,
xc,w = x(s0), yc,w = y(s0)

2. Berechne mit der iterativen Zerlegung im Zeitbereich
die Achsbewegungen für die Sätze i+ 1 bis i+ nS

mit dem Zeitintervall [ta, te], sodass
vxc(ta) = vxc,w, vyc(ta) = vyc,w, vb(ta) = vb,w und
vxc(te) = 0, vyc(te) = 0, vb(te) = 0 und
xc(ta) = xc,w yc(ta) = yc,w gelten.

3. Bestimme den Zeitpunkt tw, zu dem die Bewegung
von Satz i+ nS − nw auf i+ nS − nw + 1 wechselt.

4. Setze vxc,w := ẋc(tw), vyc,w := ẏc(tw), vb,w := vb(tw) und
xc,w = xc(tw), yc,w = yc(tw).

5. Gebe die Bewegung des Zeitintervalls [ta, tw]
in Richtung Interpolator weiter.

6. Falls i+ nS − 1 < nh − 1,
dann i := i+ nS − nw und gehe zu Schritt 2.
Andernfalls ist man fertig.

Algorithmus 4.2: Phase II

Wie gehabt besteht die Kontur aus nh Sätzen. Das Vorgehen durchläuft sie, sodass die
iterative Zerlegung immer auf eine Teilkontur aus nS ∈ N Sätzen angewendet wird. Etwas
formaler stellt es Algorithmus 4.2 dar. Dabei sind zwei Punkte sehr wichtig und bewusst
gewählt. Zum einen stehen alle Achsen am Ende des aktuellen Abschnitts. Die Ergebnisse
mit anderen Bedingungen für den rechten Rand hängen stark von dem weiteren Verlauf
der Kontur ab, der aber zu diesem Zeitpunkt noch nicht bekannt ist. Die Vorgabe des
Anhaltens ist sozusagen ein guter Kompromiss. Zum anderen wandert nach Beendigung
der Iterationen die gültige Bewegung nicht komplett an den Interpolator weiter, sondern
der Anteil der letzten nw ∈ N Sätze, nw < nS , wird verworfen. Somit ergeben sich für
den neuen Abschnitt Positions- und Geschwindigkeitsrandbedingungen für jede Achse und
damit auch für die Bahnbewegung sb(t). Die Bewegungsplanung und die Zerlegung müssen
sie bei ihren Berechnungen berücksichtigen, damit letztendlich C1–stetige Bewegungen
aller Achsen entstehen.
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Anschaulich entspricht dieses Vorgehen einem Fenster, das sich schrittweise über die
Kontur bewegt. Es verschiebt sich allerdings in jedem Schritt nicht um seine Fenster-
breite, sondern um weniger. Der wesentliche Vorteil von diesem Vorgehen ist, dass die
redundanten Achsen nicht ständig anhalten, sondern vor allem die Grobachsen mit gleich-
mäßigerer Geschwindigkeit verlaufen. Abbildung 4.11 zeigt die Entstehung einer Bewegung
mit diesem abschnittsweisen Vorgehen. Die Konfiguration ist wieder MD2, der Splinegrad
m = 2 und die Vielfachheit kvf = 1. Die Parameter des abschnittsweisen Vorgehens sind
nS = 10 und nw = 3. Die orangen, vertikalen Linien markieren die Wechsel. Die Kontur
in diesem Beispiel ist der äußere Rand aus Abbildung 4.10, derart verschoben, dass der
Startpunkt bei [0, 0]T liegt.
Bei diesem Vorgehen kann ein Problem auftreten. Angenommen, am linken Rand eines

Abschnitts ist vb,w die Bedingung für die Bahngeschwindigkeit. Dieser Wert stammt aus
den Berechnungen des vorherigen Abschnitts und basiert unter anderem auf den Beschleu-
nigungsgrenzen der letzten nw Sätze. Diese Grenzen haben am Ende der Iterationen eine
gewisse Größe. Jetzt kann im ungünstigen Fall das iterative Vorgehen im neuen Abschnitt
für diese Sätze kleinere Beschleunigungsgrenzen bestimmen, sodass die Randbedingung
vb,w nicht erfüllt werden kann. An solchen Stellen versagt das abschnittsweise Vorgehen.
Allerdings können passende Modifikationen diese Problematik entschärfen. Eine Maß-

nahme ist, in jedem Abschnitt für die letzten nw Sätze in der ersten Iteration kleinere
Werte als Âxf und Âyf für Âx(j) und Ây(j) zu wählen. Im darauffolgenden Abschnitt
beginnt die Bewegungsplanung auf diesen Sätzen wieder mit Âxf und Âyf und kommt in
den Iterationen (hoffentlich) nicht unter die Werte der Endsätze des vorherigen Abschnitts.
Die zweite Maßnahme ist, die Beschleunigungsgrenzen auf den ersten nw Sätzen durch die
Werte der letzten Iteration des vorherigen Abschnitts nach unten zu begrenzen. Damit
ist garantiert, dass die Anschlussbedingung der Bahngeschwindigkeit erfüllt werden kann.
Das heißt aber nicht, dass das iterative Vorgehen eine gültige Zerlegung findet. Es gibt
aber einen „Rettungsanker“, der dann genutzt wird, wenn nach einer bestimmten Anzahl
von Iterationen keine gültige Bewegung vorliegt. Dabei verzichtet man auf den Überlap-
pungsbereich der beiden aufeinanderfolgenden Abschnitte und verschiebt das Fenster um
nS Sätze. Das führt zu einem Stillstand aller Achsen auf der Kontur, wenn auch nur für
einen Zeitpunkt. Im neuen Abschnitt gibt es nur Geschwindigkeiten von null als Rand-
bedingungen und die Bewegungsplanung findet eine Referenzbewegung, egal wie groß die
Beschleunigungsgrenzen sind. Dieses Anhalten auf der Kontur kann dabei auch an Stellen
auftreten, wo es eigentlich nicht notwendig ist, das heißt, wo die Kontur keine Ecke hat.
Bei der Verwendung der zweiten Phase in der Zerlegung ist eine Anpassung des Nach-

brenners sinnvoll. Die ursprüngliche Variante führt noch eine bestimmte Anzahl von Itera-
tionen mit der iterativen Least–Squares–Approximation durch, nachdem die Toleranzbe-
dingung schon eingehalten wird. Der neue Knoten wird immer in der Nähe der Stelle mit
dem größten Fehler zwischen Referenz und Approximation eingefügt. Im abschnittsweisen
Vorgehen kann die linke Positionsrandbedingung überall innerhalb des Toleranzbereichs
liegen und damit auch auf dessen Rand. In diesem Fall führt die obige Einfügestrategie
zu einer Konzentration von Knoten am linken Rand. Das ist nicht erwünscht. Der Nach-
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Abbildung 4.11.: Beispiel für die ersten drei Abschnitte mit dem abschnittsweisen Vorgehen.
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brenner beim abschnittsweisen Vorgehen fügt Knoten auf eine andere Art und Weise ein.
In der Mitte des jeweils längsten „Intervalls“ zweier benachbarter Knoten der aktuellen
Knotenfolge wird ein Knoten mit Vielfachheit kvf eingefügt. Nach dem N∗-ten Mal, in
dem der maximale Fehler kleiner als Ŝxf ist, bricht der Nachbrenner ab.
In der Anwendung verhält sich das abschnittsweise Vorgehen je nach gewählter Zerle-

gungsmethode und je nach Parametrisierung unterschiedlich. Das soll anhand der Ergeb-
nisse mit dem Teileprogramm aus Abbildung 4.10 verdeutlicht werden. Der erste Test-
lauf nutzt nS = 10 und nw = 3 sowie m = 3 und kvf = 1. Mit der Least–Squares–
Approximation funktioniert das Vorgehen zwar in vielen Abschnitten, allerdings gibt es
einen, in dem es den Rettungsanker benötigt und selbst dieser findet in 100 Iterationen
keine gültige Bewegung. Es gelingt nicht, eine Verletzung der xc–Beschleunigung zu be-
heben. Solche Fälle führen dann zum Abbruch13 und es kann nicht die gesamte Kontur
bearbeitet werden. Es sei noch angemerkt, dass mit m = 2 und kvf = 1 das Vorgehen mit
dem gesamten Teileprogramm funktioniert, mit m = 3 und kvf = 2 wiederum nicht. Bei
der Verwendung der Schoenberg–Approximation gibt es in allen drei Fällen Ergebnisse
ohne Hilfe des Rettungsankers.
Mit der Approximation durch Smoothing–Splines und N∗ = 5 in der Least–Squares–

Approximation für Phase eins funktioniert das Vorgehen auf allen Abschnitten ohne Ret-
tungsanker. Allerdings verwenden einige Abschnitte die zweite Phase der Zerlegung nicht.
Dort liegt die linke Randbedingung der xc–Position genau auf oder sehr nahe am Rand
des Toleranzbereichs. In diesen Fällen erfüllt schon der Least–Squares–Approximant die
Abbruchbedingung der Regula Falsi (vergleiche mit Ende von Abschnitt 4.2.6). Das ergibt
einen Glätteparameter λ = 0 und birgt die Gefahr, dass die Grobbewegung in den Itera-
tionen wie oben nicht gültig wird. In diesem konkreten Beispiel tritt diese Situation aber
nicht ein. Im Fall der Zerlegung mit der glatten Approximation durch quadratische Pro-
gramme funktioniert das Vorgehen ebenfalls. Die Situation mit der nicht durchgeführten
zweiten Phase kann hier nicht eintreten. Die Optimierung wird durchgeführt.
Im zweiten Testlauf mit einer Konfiguration nS = 20 und nw = 5 benötigt das Vorgehen

mit keiner Zerlegungsmethode den Rettungsanker. Die Zeiten sind mit beiden Konfigura-
tionen in derselben Größenordnung wie die aus Tabelle 4.1.
Dieses Beispiel zeigt, dass das abschnittsweise Vorgehen bei Teileprogrammen mit relativ

kurzen Positioniersätzen und mit Variante a.2 für die Zerlegung zuverlässige Ergebnisse
liefert. Mit den anderen Varianten gibt es eher Abschnitte, die Probleme machen, auch
wenn das in diesem Beispiel mit der Schoenberg–Approximation nicht der Fall ist. In
einer Realisierung dieses Vorgehens ist es daher vernünftig, besonders im Hinblick auf die
benötigte Rechenzeit, die zweite Phase und besonders Variante zwei nur in den Abschnitten
zu verwenden, in denen die erste Phase keine zufriedenstellenden Ergebnisse liefert.
Bei Teileprogrammen mit langen Positioniersätzen treten problematische Abschnitte

mit allen Varianten für die Zerlegung auf. In diesen Fällen hilft es nur, die jeweiligen Po-
sitioniersätze gesondert zu behandeln. Dabei endet das abschnittsweise Vorgehen vor dem

13In einer Implementierung des Vorgehens muss man natürlich die Anzahl der Iterationen begrenzen.
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langen Positioniersatz. Dann werden alle Achsen zum Ende des Positioniersatzes bewegt,
sodass die Feinachse wieder zentriert ist und zuletzt beginnt das Vorgehen wieder von
neuem. Ab welcher Länge der Sätze eine derartige Handhabung notwendig ist, ermittelt
man durch Testen mit repräsentativen Teileprogrammen.
Dieses Vorgehen kann auch aus einem anderen Grund bei langen Positioniersätzen sinn-

voll sein. In den Beispielen stellt man fest, dass bei Konturen mit lediglich kurzen Positio-
niersätzen die Beschleunigungen der Grobachse betragsmäßig deutlich unter dem Grenz-
wert Âxc liegt. Mit der Hinzunahme langer Positioniersätze ändert sich das. Besonders bei
der glatten Approximation mit quadratischen Programme gibt es wegen den Nebenbedin-
gungen Bereiche mit axc(t) = ±Âxc, die auch in Schneideblöcke hineinreichen. Das kann
gegebenenfalls wieder zu Qualitätsproblemen führen.
Unter der Berücksichtigung aller dieser Punkte und der Ergebnisse aus den Beispielen,

lässt sich zusammenfassen, dass sich das abschnittsweise Vorgehen auf typische Konturen
bei Verwendung der Maschinendaten MD1 und MD2 aus Tabelle 2.1 anwenden lässt. Wie
man das Vorgehen letztendlich genau parametrisiert, muss man im Zusammenhang mit
dem speziellen Anwendungsfall beziehungsweise mit der konkreten Maschine untersuchen.

4.3.5. Ausdünnen der Daten

Für die in diesem Ansatz durchgeführten numerischen Berechnungen ist eine gewisse Re-
chenleistung notwendig. Sie hängt wesentlich von der Anzahl nt der Punkte ab. Weniger
Punkte bedeuten eine kürzere Rechenzeit. Ist sie notwendig, kann die Referenztrajektorie
ausgedünnt werden oder die Bewegungsplanung tastet sie grober ab. Bisher haben wir
angenommen, dass die Eingabedaten des Zerlegungsblocks in dem Echtzeittakt tipo des
Hauptlaufs vorliegen. Dieser Abschnitt untersucht die Möglichkeit, in der präparativen
Phase oder zumindest in Teilen davon mit gröberen Daten zu arbeiten.
Die erste Idee besteht darin, nur in der Zerlegung die Daten gröber als mit tipo abzutas-

ten. Die darin entstehende Splinefunktion xc(t) lässt sich überall auswerten, also auch in
einem tipo–Raster. Der Überprüfungsblock funktioniert daher wie gehabt. Eine Überlegung
ist aber notwendig. Bisher waren die Ergebnisse der Zerlegung Verläufe der Grobachse,
die an den diskreten Stellen (des tipo–Rasters) die Toleranzbedingung erfüllen. Das ist
hier nicht mehr garantiert. Der Fehler lässt sich aber abschätzen, da in unserem Fall die
Absolutwerte der Geschwindigkeiten von xc und x begrenzt sind, V̂xc,1 und V̂x,1 sind diese
Grenzen. Für zwei aufeinanderfolgende Referenzwerte x(tj) und x(tj+1) ist 1

2 V̂x,1(tj−1−tj)
eine obere Grenze für die Entfernung der Referenz von diesen beiden Punkten innerhalb
des Intervalls (tj , tj+1). Gleichermaßen verhält es sich mit 1

2 V̂xc,1(tj+1− tj) und den Punk-
ten xc(tj) und xc(tj+1). Gilt nun

|x(tj)− xc(tj)| ≤ ε und |x(tj+1)− xc(tj+1)| ≤ ε,
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so folgt

|x(t)− xc(t)| ≤ ε+ 1
2 V̂xc,1(tj+1 − tj) + 1

2 V̂x,1(tj+1 − tj), t ∈ (tj , tj+1).

Wendet man die Approximationsverfahren mit dem maximal erlaubten Fehler

Ŝxf −
1
2 V̂xc,1∆t− 1

2 V̂x,1∆t, ∆t = max
j
{tj+1 − tj},

an, dann erfüllt jede feinere Abtastung die Toleranzbedingung mit Ŝxf . An dieser Stelle
muss man natürlich beachten, dass Ŝxf > 1

2 V̂xc,1∆t+ 1
2 V̂x,1∆t erfüllt ist. Die Abschätzung

ist außerdem nicht scharf und daher reicht in der Praxis meist eine geringere Reduzierung
von Ŝxf . Noch besser ist eine adaptive Abtastung der Referenz. Dafür braucht man aber
Regeln, die klären, wo mit welcher Dichte abgetastet wird.
Eine weitere Möglichkeit ist es, in der gesamten präparativen Phase mit gröberen Daten

zu arbeiten. In diesem Fall muss der Interpolator noch zwei Dinge erledigen. Zum einen
interpoliert er die Referenz wie im nichtredundanten Fall und berechnet die Werte der
Summenachse. Zum anderen wertet er den Spline der Grobbewegung im tipo–Abtastraster
aus und ermittelt die Werte der Feinachse. Die Abschätzung für den Verfahrbereich der
Feinachse aus dem vorherigen Abschnitt ist hier relevant. Zusätzlich kann es zu Verletzun-
gen der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsgrenzen kommen, da der präparative Teil
mit einer gröberen Abtastung arbeitet. Die Details dieser Verletzungen sollen hier aber
nicht weiter untersucht werden.

4.3.6. Ein Beispiel für ein Werkstück

Abschnitt 3.2 zeigt mit Abbildung 3.2 ein Beispiel eines mit der geometrischen Zerlegung
gefertigten Werkstücks mit der problematischen Schnittqualität. An derselben Maschine
konnte auch der neue Ansatz getestet werden, Abbildung 4.12 zeigt das Ergebnis. Die
Qualität der Schnittkante ist deutlich besser, es treten kaum sichtbare Wellen auf.
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Abbildung 4.12.: Werkstück ohne Qualitätsprobleme an der Schnittkante.



5. Verkürzung der Bearbeitungszeit durch
Umparametrisierung

Das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren kann als Ergänzung zum Ansatz des vor-
herigen Kapitels aufgefasst werden. Es verkürzt mithilfe einer Umparametrisierung der
Achstrajektorien die Bearbeitungszeit. Die entstehende Bewegung ist sogar in einem ge-
wissen Sinne zeitoptimal.
Der erste Abschnitt enthält die Idee des Verfahrens und die konkrete Aufgabenstel-

lung. Der zweite führt den verwendeten Algorithmus aus und der letzte zeigt beispielhaft
Ergebnisse.

5.1. Idee und Aufgabenstellung als Optimalsteuerungsproblem

In den Verfahren der Kapitel 3 und 4 ist eine möglichst kurze Bearbeitungszeit nie ein di-
rektes Gütekriterium, das minimiert wird. Prinzipiell ist es natürlich möglich, die Aufgabe
des Findens einer zeitoptimalen Bewegung der redundanten Kinematik B als Optimal-
steuerungsproblem zu formulieren. Es besteht aus den Bedingungen in Definition 2.8 und
der Zielfunktion (2.5). Das sieht dann sehr ähnlich wie dasjenige für Kinematik A in Ab-
schnitt 2.2.1 aus. Allerdings ist hier keine äquivalente Umformung auf ein Problem mit
nur einer Steuergröße möglich. Wegen der redundanten Achsen sind es mindestens drei.
Daher ist auch kein so eleganter Algorithmus wie für Kinematik A bekannt.
Für die Lösung von Optimalsteuerungsproblemen gibt es eine Vielzahl numerischer Ver-

fahren, einen Überblick liefert beispielsweise [35]. Allerdings sind bei deren Anwendung
zur zeitoptimalen Bewegung von Kinematik B die Aussichten auf Erfolg wegen der hohen
Komplexität der Nebenbedingungen gering. Zum einen finden derartige Verfahren nicht
verlässlich ein globales Minimum, zum anderen steigt die benötigte Rechenzeit mit zuneh-
mender Größe und Detailiertheit der Konturen sehr stark. An eine performante Nutzung
in der Steuerung ist zur Zeit nicht zu denken. Die Doktorarbeit [8] untersucht einen der-
artigen Ansatz für einen Roboter. Die kinematische Struktur ist zwar komplexer als unser
Fall B, die Anwendungsfälle beschränken sich aber auf einzelne Polynome vom Grad fünf
als Konturen.
Der Ansatz in diesem Kapitel löst auch ein Optimalsteuerungsproblem mit der Bear-

beitungszeit als Zielfunktion. Allerdings hat es, wie auch die beschleunigungsbeschränkte
Bewegungsplanung, nur eine Steuergröße. Die Lösung ist dann auch nicht das globale Mi-
nimum im Sinne des vorangegangenen Absatzes, sondern die zeitoptimale Bewegung für

93
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bestimmte Bahnen der Grob- und Feinachsen, die über einen gemeinsamen Parameter
verknüpft sind.
Es folgt die konkrete Formulierung des Problems für den zeitkontinuierlichen Fall. Als

Grundlage dient eine gültige, beschleunigungsbegrenzte Achsbewegung gemäß Definiti-
on 2.8. Für den Algorithmus im folgenden Abschnitt 5.2 soll sie außerdem folgender Defi-
nition genügen.

Definition 5.1. Sei q(t) = [xc(t), yc(t), xf (t), yf (t)]T eine Bewegung von Kinematik B,
die Definition 2.8 erfüllt. Wir nennen sie stückweise glatt, wenn es eine endliche Menge

t′ =
{
t′1, . . . , t

′
n′
}
⊂ [ta, tb], t0 = t′1 < . . . < t′n′ = tf ,

gibt, sodass auf den Intervallen (t′i, t′i+1), i = 1, . . . , n′ − 1, die Beschleunigungen aller
Achsen C∞ sind und sodass an jedem t′i wenigstens eine Achsbewegung w(t) eine der
folgenden Bedingungen erfüllt1:

1. Achsbewegung hat Sprung in der Beschleunigung:

lim
t↗t′i

aw(t) 6= lim
t↘t′i

aw(t).

2. Achsbewegung hat isolierte Nullstelle in Geschwindigkeit:
(
vw(t′i) = 0

)
∧
(
∃ δ > 0 : ∀ δ′ ∈ (0, δ) : ∃t ∈ (t′i − δ′, t′i + δ′) : vw(t) 6= 0

)
. (5.1)

3. Bahngeschwindigkeit hat eine Nullstelle, vb(t′i) = 0.

Die Folge t′ enthält die besonderen Punkte der Bewegung.

Bedingung (5.1) bedeutet anschaulich, dass sich von der Nullstelle mindestens in eine
Richtung über t die Achsgeschwindigkeit verändert. Die Nullstellen in einem offenen Inter-
vall, in dem die Achsgeschwindigkeit null ist, deckt die Bedingung bewusst nicht ab, denn
ansonsten hätte man keine Garantie, dass die Menge t′ endlich ist. Bei den Nullstellen
der Bahngeschwindigkeit gehen wir ohnehin davon aus, dass sie nur an diskreten Punkten
auftreten.
Die Lösung des nachfolgenden Optimalsteuerungsproblems ist eine bijektive, stetige,

monoton wachsende Funktion

ϕ : [τ0, τf ] 3 τ 7−→ ϕ(τ) ∈ [t0, tf ],

sodass τf − τ0 kleinstmöglich ist. Sie ist die schon erwähnte Umparametrisierung im Zeit-
bereich und die Komposition von Achstrajektorie und ϕ(τ), wie etwa

xc ◦ ϕ : [τ0, τf ] 3 τ 7−→ (xc ◦ ϕ)(τ) = xc(ϕ(τ)) ∈ R
1w ist dabei die Bezeichnung für eine der Achsen xc, yc, xf und yf und deren Achsgrenzen sind entspre-
chend Âw und V̂w.
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für die xc–Achse, ist die neue, optimierte Trajektorie der Achse. Die Variable τ ist hier
sozusagen der „neue“ Zeitparameter.
Natürlich müssen die neuen Achstrajektorien den Restriktionen (2.4) genügen. Das er-

gibt mit der neuen Achsgeschwindigkeit und -beschleunigung,

vxc(τ) = d(xc ◦ ϕ)
dτ (τ) und axc(τ) = d2(xc ◦ ϕ)

dτ2 (τ),

am Beispiel der xc–Achse, für jedes τ ∈ [τ0, τf ] an ϕ(τ) die Bedingungen

V̂xc ≥ |vxc(τ)| =
∣∣∣∣
dxc
dt (ϕ(τ)) · dϕ

dτ (τ)
∣∣∣∣ , (5.2)

Âxc ≥ |axc(τ)| =
∣∣∣∣∣
d2xc
dt2 (ϕ(τ)) ·

(dϕ
dτ (τ)

)2
+ dxc

dt (ϕ(τ)) · d2ϕ

dτ2 (τ)
∣∣∣∣∣ . (5.3)

Hier muss man wieder die Aspekte in Bemerkung 2.3 berücksichtigen. Die Achsgeschwin-
digkeit vxc(t) = d

dtxc(t) muss an den besonderen Punkten nicht differenzierbar sein, aller-
dings existieren dort links- und rechtsseitige Grenzwerte der Ableitung. Deswegen muss
(5.3) für beide Grenzwerte erfüllt sein. Damit muss axc(τ) nicht stetig sein und daher sind
auch Sprünge in d2

dτ2ϕ(τ) erlaubt. Insbesondere ist d
dτϕ(τ) nicht überall differenzierbar.

Damit die neue Bahngeschwindigkeit

vb(τ) = d(sb ◦ ϕ)
dτ (τ) = vb(ϕ(τ)) · dϕdτ (τ) (5.4)

die Grenze v̂b einhält, muss

dϕ
dτ (τ) ≤ v̂b

|vb(ϕ(τ))| (5.5)

gelten. Ist die Umparametrisierung ϕ(τ) streng monoton wachsend2, gilt zudem 0 ≥ dϕ
dτ (τ).

Außerdem existiert dann die Inverse

τb : [t0, tf ] 3 t 7−→ τb(t) = ϕ−1(t) ∈ [τ0, τf ]

und wir schreiben

λb(t) := dϕ
dτ (τb(t)), (5.6)

µb(t) := d2ϕ

dτ2 (τb(t)). (5.7)

Da d
dτϕ(τ) nicht überall differenzierbar ist, sondern an bestimmten Stellen nur links- und

rechtsseitige Grenzwerte der Ableitung besitzt, müssen an diesen Stellen für (5.7) zwei Fälle

2Das ist bei einer zeitoptimalen Umparametrisierung, die wir später betrachten, der Fall.
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unterschieden werden (siehe unten). Für die rechten Seiten von (5.2) und (5.3) ergibt sich
die t–Parametrisierung3,

V̂xc ≥ |ẋc(t) λb(t)| , (5.8)

Âxc ≥
∣∣∣ẍc(t) λb(t)2 + ẋc(t) µb(t)

∣∣∣ . (5.9)

Zwischen (5.6) und (5.7) besteht an den Stellen t, wo λb(t)2 differenzierbar ist, der Zu-
sammenhang4:

d
dt
(
λb(t)2

)
= 2µb(t). (5.10)

Das nutzt der Algorithmus im folgenden Abschnitt aus.
Auch hier erfordert die Möglichkeit zum Abbremsen auf der Kontur zusätzliche Bedin-

gungen an ϕ(τ). Die t–Parametrisierung der Summenbeschleunigung in x–Richtung nach
der Umparametrisierung,

ẍ(t) λb(t)2 + ẋ(t) µb(t), (5.11)

hat nach Einsetzen von (2.6) für ẋ(t) und (2.7) für ẍ(t) die Form
[
x′′(sb(t)) vb(t)2 + x′(sb(t)) ab(t)

]
λb(t)2 +

[
x′(sb(t)) vb(t)

]
µb(t).

Die Bedingung an λb(t)2 ist dann (vergleiche (2.11))
∣∣∣x′′(sb(t)) vb(t)2 λb(t)2

∣∣∣ ≤ Kb
(
Âxc + Âxf

)
. (5.12)

Sie lässt der Summenbewegung immer genügend Reserve, um auf der Bahn abzubremsen.
Auf bestimmten Abschnitten der Bewegung ist sofort klar, wie die Umparametrisierung

aussehen muss. Das sind die Bereiche über t, wo sich der Werkzeugkopf schon mit dem
programmierten Vorschub v̂b bewegt, wo eine Achse mit ihrer vollen Beschleunigung fährt
oder wo

∣∣∣x′′(sb(t)) vb(t)2
∣∣∣ = Kb

(
Âxc + Âxf

)

gilt. Dort kann durch eine Umparametrisierung die Bearbeitungszeit nicht weiter reduziert
werden und ϕ(τ) ist die Identität mit konstanter Ableitung eins. Für das Verfahren sind
also nur Bereiche relevant, bei denen keiner dieser Fälle auftritt. Sie sollen B–Bereiche
heißen. Auf alle diese Abschnitte kann der Algorithmus separat angewendet werden. Wir
nehmen daher im Folgenden an, dass das Intervall [t0, tf ] der „alten“ Zeit gerade zu einem

3Das ist analog zu der Schreibweise der Bahngeschwindigkeit vb(s) und -beschleunigung ab(s) über dem
Bahnparameter s in dem Algorithmus der Bewegungsplanung in Abschnitt 2.2.3.

4Das folgt wie in (2.10) auf Seite 24.
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B–Bereich gehört und wir nur diesen behandeln. An deren Rändern muss ϕ(τ) wegen ihrer
Bijektivität

ϕ(τ0) = t0 und ϕ(τf ) = tf (5.13)

erfüllen, sowie

dϕ
dτ (τ0) = λb(t0) = λb,0 = 1 und dϕ

dτ (τf ) = λb(tf ) = λb,f = 1. (5.14)

Letzteres folgt, da ϕ für die gesamte Kontur stetig sein muss und dort, wo kein B–Bereich
ist, die Umparametrisierung gleich der Identität ist. Lediglich an Stellen der Gesamtbe-
wegung, an denen alle Achsen stehen und die in einem B–Bereich liegen, gelten andere
Bedingungen. Genaueres dazu folgt weiter unten in Abschnitt 5.2.3.

Insgesamt ergibt sich daraus ein Optimalsteuerungsproblem über t, ähnlich wie in Ab-
schnitt 2.2.3. Die Steuergröße ist µb(t) und die Zustandsgröße λb(t)2. Beide sind über die
dynamische Gleichung (5.10) miteinander verknüpft. Die Ungleichungen (5.8) und (5.9)
für jede der vier Achsen, sowie (5.5) und (5.12) für x– und y–Komponente in der t–
Parametrisierung ergeben die Nebenbedingungen. Die Gleichungen (5.13) und (5.14) sind
die Randbedingungen. Aus der Differentialgleichung

λb(ϕ(τ)) = dϕ
dτ (τ)

mit der Anfangsbedingung ϕ(τ0) = t0 folgt

τf − τ0 =
∫ tf

t0

1
λb(t)

dt =
∫ ϕ(τf )

ϕ(τ0)

1
λb(t)

dt

und das ist das zu minimierende Zielfunktional. Das gesuchte ϕ(t) ist die Lösung der
Differentialgleichung.

5.2. Lösungsalgorithmus

Das Verfahren zur Lösung des Optimalsteuerungsproblems setzt sich aus zwei Phasen
zusammen und basiert auf dem Algorithmus zur zeitoptimalen beschleunigungsbegrenzten
Bewegungsplanung in [21]. Die erste ermittelt eine Funktion λ�

b(t)2, in Folgenden mit
Grenzkurve bezeichnet, als obere Begrenzung für alle sogenannten Bahntrajektorien λb(t)2.
Die zweite Phase berechnet daraus das zum optimalen ϕ(t) gehörende λb(t)2.
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λ2
b

µb

λ�
b(t)

2

[λb(t)2, µ�
b(t, λb(t))]

[λb(t)2, µ�
b(t, λb(t))]

[0, 0]
[1, 0]

Abbildung 5.1.: Beispiel für ein Geradendiagramm.

5.2.1. Phase I: Die Grenzkurve

Aus den Nebenbedingungen ergibt sich in Phase eins für jedes t ∈ [t0, tf ] \ t′ ein Polygon5

in der λ2
b–µb–Ebene, das die erlaubten Kombinationen von Steuer- und Zustandsgrößen

enthält.
Ungleichung (5.9) sowie die Analoga der anderen Achsen ergeben vier Paare jeweils

paralleler Geraden. Zwei weitere vertikale Parallelen sind durch λb(t)2 = 1 und das Mi-
nimum für λb(t)2 definiert, das aus den Ungleichungen (5.2), (5.5) und (5.12) hervorgeht.
Der Schnitt der Zwischenräume dieser fünf Parallelenpaare ist das erwähnte Polygon. Die
λ2
b–Komponente eines am weitesten rechts liegenden Punktes ist der Wert für λ�

b(t)2. Ab-
bildung 5.1 zeigt ein Beispiel für ein solches Geradendiagramm, der Ausschnitt enthält aber
nicht alle Geraden. Es müssen außerdem nicht immer alle Geradengleichungen existieren.
Sind die Geschwindigkeit und die Beschleunigung einer Achse null, entfallen die Parallelen
aus (5.8) und (5.9). Bei verschwindendem x′′(sb(t)) gibt es die Gerade aus (5.12) nicht. Da
wir die besonderen Punkte aus t′ hier noch nicht betrachten, ist die Bahngeschwindigkeit
nicht null und deswegen λ�

b(t)2 ein endlicher Wert.

Lemma 5.2. Die Grenzkurve λ�
b(t)2 ist auf allen offenen Intervallen (t′i, t′i+1) stetig.

Beweis. Auf dem Intervall (t′i, t′i+1) sind alle Achsbeschleunigungen und -geschwindigkeiten
stetig. Daher ist der aus (5.5) hervorgehende maximale Verlauf von λb(t)2 stetig und
divergiert höchstens an den Rändern. Der Verlauf aus (5.12) ist stetig, bis auf die Stellen
oder Bereiche, wo x′′(sb(t)) = 0 gilt. Dort ist er nicht definiert, an den Rändern dieser
Bereiche geht der Verlauf von λb(t)2 gegen unendlich. Ähnliches gilt für den Verlauf aus
(5.2), der dort nicht definiert ist, wo die Achsgeschwindigkeit verschwindet.

5Hier ist mit Polygon der Inhalt des Polygonzuges sowie dessen Rand gemeint.
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Seien nun wa und wb zwei beliebige der vier Achsen, deren Geschwindigkeit nicht auf
ganz (t′i, t′i+1) verschwindet. Dann folgt aus

Âwa = ẅa(t) λb(t)2 + ẇa(t) µb(t),
±Âwb = ẅb(t) λb(t)2 + ẇb(t) µb(t)

für die erste Komponente des Schnittpunktes die Beziehung

λb(t)2 = Âwaẇb(t)∓ Âwbẇa(t)
ẅa(t)ẇb(t)− ẅb(t)ẇa(t)

. (5.15)

Dieser Verlauf ist auf offenen Teilintervallen von (t′i, t′i+1) definiert und dort stetig. An
deren Rändern divergiert er gegen unendlich, nur bei t′i und t′i+1 muss das nicht sein.
Beim Zusammenstellen der einzelnen Verläufe zu λ�

b(t)2 ensteht eine auf ganz (t′i, t′i+1)
definierte, stetige Grenzkurve.

Lemma 5.3. Gibt es mindestens eine Achse wa mit vwa(t′i) 6= 0, dann konvergiert die
Grenzkurve λ�

b(t)2 für t→ t′i gegen einen endlichen, positiven Wert.

Diese Aussage ergibt sich direkt aus der rechten Seite von Ungleichung (5.8). Bewegt
sich in der Referenzbewegung q(t) an den Stellen t′i und t′i+1 also mindestens eine Achse,
dann ist die Grenzkurve auf [t′i, t′i+1] beschränkt.

Bemerkung 5.4. Für den Rest dieses Kapitels nehmen wir an, dass es für jedes (t′i, t′i+1)
eine (endliche) Menge

Θ(i) =
{
θi,1, . . . , θi,n(i)

}
, t′i = θi,1 < . . . < θi,n(i) = t′i+1,

gibt, sodass die Grenzkurve λ�
b(t)2 auf jedem (θi,j , θi,j+1) nur aus einer der obigen Glei-

chungen und einer Achse hervorgeht. Auf diesen offenen Intervallen ist die Grenzkurve
differenzierbar.

Obwohl die Grenzkurve an den besonderen Punkte aus Definition 5.1 begrenzt ist, müs-
sen für die Werte genauere Untersuchungen gemacht werden. Ist bei t′i eine Nullstelle in
der Geschwindigkeit der wa–Achse, ohne dass die Beschleunigung springt oder verschwin-
det, ergeben sich daraus mit (5.3) ein Paar vertikaler Geraden und deren Zwischenraum
durch

− Âwa
|ẅa(t′i)|

≤ λb(t′i)2 ≤ Âwa
|ẅa(t′i)|

,

wobei natürlich nur die rechte Ungleichung für das Polygon relevant ist. Betrachtet man
den Schnittpunkt der Geraden dieser Achse mit einer anderen, wb, die dort keine Nullstelle
hat, in einem genügend kleinen Intervall (t′i − δ, t′i), dann konvergiert dieser Schnittpunkt
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gegen Âwa/|ẅa(t′i)|. Das folgt mit der Formel für den Schnittpunkt aus dem Beweis von
Lemma 5.2 mit

lim
t↗t′i

(
Âwaẇb(t)∓ Âwbẇa(t)
ẅa(t)ẇb(t)− ẅb(t)ẇa(t)

)
= Âwa
ẅa(t′i)

.

Dieser Schnittpunkt hängt vom Vorzeichen von ẅa(t′i) ab. Im Fall ẅa(t′i) < 0 muss man
den Grenzwert des Schnittpunktes mit der Geraden −Âwa = ẅa(t) λb(t)2 + ẇa(t) µb(t)
betrachten. Das ergibt −Âwa/ẅa(t′i).
Bei einem Beschleunigungssprung bei t′i ist das Parallelenpaar nicht eindeutig, es gibt ein

linkes und ein rechtes, das jeweils mit dem links- beziehungsweise rechtsseitigen Grenzwert
der Achsbeschleunigung entsteht. Beide haben einen größten gültigen Wert für λb(t′i)2 und
der kleinere davon ist λ�

b(t′i)2. Ist ein linksseitiger Grenzwert für λ�
b(t′i)2 verantwortlich,

dann ist die Grenzkurve auf (t′i−1, t
′
i] stetig. Entsprechend ist sie im anderen Fall auf

[t′i, t′i+1) stetig. Ergeben beide Seiten denselben Wert für die Grenzkurve, ist sie sogar auf
(t′i−1, t

′
i+1) stetig.

Das Ergebnis der ersten Phase ist also eine Funktion

λ�
b : [t0, tf ] 3 t 7−→ λ�

b(t) ∈ R.

Sie ist nicht stetig. Die Sprünge können nur an den Stellen t′ liegen. Gibt es in [t0, tf ]
keine Stellen, an denen alle Achsen stehen, so ist die Grenzkurve beschränkt. Das setzen
wir im Folgenden voraus. Den anderen Fall betrachtet Abschnitt 5.2.3.

5.2.2. Phase II: Die optimale Bahntrajektorie

Zur Vorbereitung der zweiten Phase müssen zwei Überlegungen durchgeführt werden. Zu-
erst geht es um die möglichen Verläufe von λb(t)2 unterhalb der Grenzkurve λ�

b(t)2. Phase
zwei soll für jedes t ∈ [t0, tf ] einen größtmöglichen Wert erzeugen, denn das führt wegen
(5.4) zu einer maximalen Bahngeschwindigkeit und damit auch zur gesuchten zeitopti-
malen Umparametrisierung. Die Funktion λb(t)2 wächst über t umso schneller, je größer
µb(t) ist. Das folgt aus (5.10). Für festes t und festes λb(t)2 sind die möglichen Werte für
µb(t) ein Intervall. Dessen obere Grenze ist die maximale zweite Komponente des Punktes
im Polygon des Geradendiagramms für t, deren erste Komponente λb(t)2 ist (siehe Ab-
bildung 5.1). Wir bezeichnen sie mit µ�

b(t, λb(t)), da sie von den Werten für t und λb(t)2

abhängt. Analog ergibt sich µ�
b(t, λb(t)) für die untere Grenze. Für beide Grenzen ist jeweils

mindestens eine Gerade relevant und damit auch eine Achse.
Sei nun t̃ ∈ (t′i, t′i+1). Gehört [λb(t̃)2, µ�

b(t̃, λb(t̃))] zu einem gültigen ϕ(τ), dann ist bei
τ̃ mit t̃ = ϕ(τ̃) nach der Umparametrisierung mindestens eine Achse an ihrer Beschleuni-
gungsgrenze. Diese Situation muss dann nicht auftreten, wenn λb(t)2 in einer Umgebung
von t̃ auf der Grenzkurve verläuft und diese dort aus den Ungleichungen (5.2), (5.5) oder
(5.12) hervorgeht. Nehmen wir daher an, dass sich λb(t̃)2 unterhalb der Grenzkurve auf-
hält. Da sich auf (t′i, t′i+1) die Polygone aus den Geradendiagrammen stetig ändern, gibt
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es ein δ > 0, sodass das optimale λb(t)2 auf [t̃, t̃ + δ] mit einer Achse w an ihrer Grenze
entsteht6. Auf diesem Intervall ist λb(t)2 die Lösung einer Differentialgleichung. Zunächst
gilt

±Âw = ẅ(t) λb(t)2 + ẇ(t) µb(t)
⇐⇒ ±Âw ẇ(t) = ẇ(t) ẅ(t) λb(t)2 + ẇ(t)2 µb(t)

= 1
2
d
dt
(
ẇ(t)2 λb(t)2

)
.

Durch Integration der letzten Gleichung folgt

±Âw
∫ t

t̃
ẇ(θ) dθ = 1

2 ẇ(t)2 λ2
b(t)

⇐⇒ ±Âww(t) +Kλ = 1
2 ẇ(t)2 λ2

b(t), t ∈ (t̃, t̃+ δ].

Damit ergibt sich letztendlich

λb(t)2 = 2 ±Âww(t) +Kλ

ẇ(t)2 , t ∈ (t̃, t̃+ δ], (5.16)

wobei die Konstante Kλ wegen der Anfangsbedingung bei t̃ den Wert

Kλ = 1
2λb(t̃)

2 ẇ(t̃)2 ∓ Âw w(t̃) (5.17)

hat. Die Bahntrajektorie λb(t)2 aus der vorletzten Gleichung erfüllt

d
dt
(
λb(t)2

)
= 2 µ�

b(t, λb(t)), t ∈ (t̃, t̃+ δ].

Ein optimales λb(t)2 ergibt sich stückweise mit Formel (5.16), solange es unterhalb der
Grenzkurve λ�

b(t)2 verläuft. Stößt es auf die Grenzkurve, dann sind mehrere Möglichkeiten
für den weiteren Verlauf möglich, mehr dazu folgt weiter unten. Natürlich kann die rele-
vante Achse wechseln, auf jedem Stück ist eine andere in (5.16) aktiv. Genauso ist es mit
dem Vorzeichen der Beschleunigungsgrenze in (5.16) und (5.17). Eines davon führt zum
schnellstmöglichen Aufbau von λb(t)2, das andere zum steilsten Abstieg. Gelten für eine
Phase des Aufbaus beispielsweise ẅ(t) > 0 und ẇ(t) > 0, ist das +Âw, im Fall ẅ(t) > 0
und ẇ(t) < 0 aber −Âw.

Auch die besonderen Stellen t′i kann man mit diesem Vorgehen behandeln. Dabei ist nur
der Fall gesondert zu betrachten, in dem die Geschwindigkeit der relevanten Achse null

6w ist wie in Definition 5.1 eine der vier Achsen von Kinematik B.
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Abbildung 5.2.: Ein Ergebnis aus Algorithmus 5.1 hat eine derartige Struktur. Die Nummern
sind die Schritte des Algorithmus, die jeweils für die Berechnung von λb(t)2

benutzt wurden. Die roten Linien sind die von links nach rechts entstehenden
Stücke der Bahntrajektorie, die blauen entsprechend die von rechts nach links
entstehenden.

ist. Gilt ẇ(t̃) = 0, ist λb(t̃)2 aus (5.16) nicht definiert. Allerdings folgt für den Grenzwert
mit der Regel von L’Hospital ([2, Seite 346])

lim
t↘t̃

λb(t)2 = lim
t↘t̃

(
±2Âw

ẇ(t)
2ẇ(t)ẅ(t)

)
= ±Âw

1
ẅ(t̃)

,

falls ẅ(t̃) 6= 0 gilt.
Dieses Vorgehen, basierend auf µ�

b(t), erzeugt das schnellstmöglichste Wachstum von
λb(t)2 von links nach rechts über der t–Achse. Analoge Überlegungen gibt es für das
größtmögliche Wachstum mit µ�

b(t) von rechts nach links. Diese Verläufe sinken natürlich
schnellstmöglich, wenn man sie von links nach rechts betrachtet. In diesem Fall gilt für
differenzierbare Stellen der Bahntrajektorie die Beziehung

d
dt
(
λb(t)2

)
= 2 µ�

b(t, λb(t)).

Im Folgenden bezeichnen wir ein Stück der Bahntrajektorie, das von links nach rechts
größtmögliche Steigung hat, mit λb�(t)2 und entsprechend eines, das kleinstmögliche Stei-
gung hat mit λb�(t)2. Insgesamt sind gerade diese beiden Arten von Verläufen gesucht,
denn λb(t)2 verhält sich optimal, wenn es — grob gesagt — schnellstmöglich steigt, lange
auf einem hohen Niveau bleibt und zuletzt schnellstmöglich sinkt. Es sei hier noch ange-
merkt, dass weder µ�

b(t) ≥ 0 noch µ�
b(t) ≤ 0 gelten muss und dass beide Funktionen nicht

stetig sind.
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Bemerkung 5.5. Im Folgenden nehmen wir an, dass es eine endliche Menge
{
θ′1, . . . , θ

′
n(µ)

}
, t0 = θ′1, tf = θ′n(µ),

θ′i < θ′i+1, i = 1, . . . , n(µ)− 1,

gibt, sodass die Funktionen µ�
b(t, λ

�
b(t)2) und µ�

b(t, λ
�
b(t)2) auf den offenen Intervallen

(θ′i, θ′i+1) aus jeweils einer Achse hervorgehen.

Bei der zweiten Überlegung spielen Eigenschaften der Grenzkurve λ�
b(t)2 eine entschei-

dende Rolle. Jeder Punkt darauf kann eine Trajektoriensenke und/oder eine Trajektorien-
quelle sein, wie weiter unten begründet wird. Trajektorienquelle bei t ∈ [t0, tf ] bedeutet,
dass vom Punkt [t, λ�

b(t)2]T nach rechts ein zulässiger Verlauf λb(t)2 bis zu einem gewis-
sen t + δ, δ > 0, existiert. Zulässig bedeutet hier, dass mit dieser Bahntrajektorie keine
der Nebenbedingungen verletzt werden. Entsprechend ist bei t eine Senke, wenn es von
dort nach links einen zulässigen Verlauf gibt. Oder anders gesagt: Es gibt ein von links
kommendes, zulässiges λb(t)2, das von unten in die Grenzkurve λ�

b(t)2 stößt oder auf ihr
verläuft.
An Stellen t ∈ [t0, tf ], an denen λ�

b(t)2 stetig ist, existieren links- und rechtsseitige
Grenzwerte für die Ableitung. Gilt

d
dt
(
λ�
b(t
−)2

)
≤ 2µ�

b(t
−, λ�

b(t)), (5.18)

dann ist bei t eine Senke, im Fall

d
dt
(
λ�
b(t

+)2
)
≥ 2µ�

b(t
+, λ�

b(t)), (5.19)

liegt eine Quelle vor7. Die Konventionen in den Bemerkungen 5.4 und 5.5 ermöglichen
diese Charakterisierung. Wir schließen hier auch den Fall ein, in dem einer der Grenzwerte
unbeschränkt ist. Wie in der obigen Bemerkung 5.4 vereinbart, ist die Anzahl der Punkte,
an denen

d
dt
(
λ�
b(t
−)2

)
6= d

dt
(
λ�
b(t

+)2
)

gilt, endlich. Von den ebenfalls nur endlich vorhandenen Sprungstellen der Grenzkurve
λ�
b(t)2 kann in die Richtung des Sprungs (Das ist die Seite, die nicht für den Wert der

Grenzkurve verantwortlich war, siehe oben.) immer ein gültiger Verlauf λb(t)2 ausgehen;
diese Stelle hat entsprechend die Quellen- beziehungsweise Senkeneigenschaft. Für eine
Richtung mit stetiger Anbindung kann die Eigenschaft gemäß (5.18) oder (5.19) zugewie-
sen werden. Somit ist jeder Punkt aus [t0, tf ] Quelle, Senke oder beides.
Die bisherigen Überlegungen nutzt das Verfahren in der zweiten Phase. Es bestimmt

den optimalen Verlauf von λb(t)2. Die einzelnen Schritte zeigt Algorithmus 5.1. Anhand
7Die Definition der Begriffe Quelle und Senke unterscheidet sich hier von der in [21].
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1. Wähle λ2
b,l := λ2

b,0 und tl := t0.
Wähle λ2

b,r := λ2
b,f und tr := tf .

2. Bilde von tr aus mit dem Randwert λ2
b,r nach links die schnellstmög-

lich steigende Funktion λb�(t)2. Sie entsteht durch wechselnde Formeln
(5.16), wenn λb�(t)2 unterhalb von λ�

b(t)2 verläuft, oder durch λ�
b(t)2.

Dieser Prozess geht bis zu einem Punkt t∗, an dem einer der folgenden
Fälle eintritt:

• Bei einem Sprung in der Grenzkurve gilt λb�(t∗)2 > λ�
b(t∗)2.

• t∗ = tl

• Mit λb�(t∗)2 = λ�
b(t∗)2 ist die Grenzkurve keine Senke mehr.

3. Bilde von tl aus mit dem Randwert λ2
b,l nach rechts die schnellstmög-

lich steigende Funktion λb�(t)2. Sie entsteht durch wechselnde Formeln
(5.16), wenn λb�(t)2 unterhalb von λ�

b(t)2 verläuft, oder durch λ�
b(t)2.

Dieser Prozess geht solange, bis bei einem tm einer der folgenden Fälle
eintritt:

• Bei einem Sprung in der Grenzkurve gilt λb�(tm)2 > λ�
b(tm)2.

• Mit λb�(tm)2 = λ�
b(tm)2 ist die Grenzkurve keine Quelle mehr.

• λb�(tm)2 stößt in die von rechts kommende Funktion λb�(t)2 aus
Schritt 2. In diesem Fall endet das Verfahren, da λb(t)2 auf ganz
[t0, tf ] definiert ist.

4. Suche auf der Grenzkurve λ�
b(t)2 den nächstgrößeren Punkt t′ nach tm,

der sowohl Senke als auch Quelle ist.

5. Bilde von t′ wie in Schritt 2. nach links die schnellstmöglich steigende
Funktion λb�(t)2, bis sie sich mit der von links kommenden Funktion
schneidet.

6. Definiere λb,l := λ�
b(t′)2 und tl := t′ und gehe zu Schritt 3.

Algorithmus 5.1: Phase II.
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von Abbildung 5.2 soll der Ablauf des Algorithmus erläutert werden. Nach der Festlegung
der Randbedingungen entsteht zuerst mit Schritt zwei ein bei tf startendes und nach links
steilstmögliches λb�(t)2, das bei t8 in die Grenzkurve stößt und nicht unterhalb von ihr
oder auf ihr nach links weiterlaufen kann, da keine Senke vorliegt. Danach wird zunächst
mit Schritt drei von t0 nach rechts eine optimale Bahntrajektorie λb�(t)2 erzeugt. Sie ver-
läuft sogar ein Stück auf λ�

b(t)2, verlässt diese dann bei t2 und endet schließlich bei t5.
Die nächste Stelle auf der Grenzkurve, die sowohl Senke als auch Quelle ist, liegt bei t6.
Von dort entstehen Bahntrajektorien in beide Richtungen. Die nach rechts gehende bricht
ab, weil die Grenzkurve einen Sprung nach unten macht. Da von t7 nach links und rechts
gültige Verläufe für λb(t)2 ausgehen können, enstehen auch entsprechende Bahntrajektori-
enstücke. Dasjenige nach links schneidet sich mit dem Stück, das bei t0 startet. Dasjenige
nach rechts schneidet das von rechts kommende und somit ist das optimale λb(t)2 komplett.
Die vom Punkt [t6, λ�

b(t6)2]T ausgehenden Stücke spielen im Endergebnis keine Rolle.

Existenz und Zeitoptimalität

Es folgt eine Begründung, warum Algorithmus 5.1 eine über ganz [t0, tf ] definierte Bahn-
trajektorie λb(t)2 erzeugt. Angenommen, Schritt zwei und der erste Durchlauf von Schritt
drei wurden durchgeführt und es gibt keinen gemeinsamen Schnittpunkt der Bahntrajekto-
rien. Dann sucht der Algorithmus in Schritt vier die nächstgrößere Stelle t′, an der von der
Grenzkurve nach links und rechts gültige Bahntrajektorien verlaufen können. Sie muss es
geben, denn die Bahntrajektorie von links endet bei einem ta in einer Senke auf der Grenz-
kurve, die keine Quelle ist. Auf der anderen Seite endet die Bahntrajektorie aus Schritt
zwei in einem tb in einer Quelle, die keine Senke ist. Dazwischen muss ein Punkt liegen,
der sowohl Senke als auch Quelle ist, da jeder Punkt auf der Grenzkurve mindestens eine
der beiden Eigenschaften besitzt. In Abbildung 5.2 gibt es beispielsweise mindestens zwei
dieser Punkte, die zwischen den Stellen t5 und t8 liegen. Sie befinden sich bei t6 und t7.
Das zweite Argument in der Begründung ist die Tatsache, dass die von t′ nach links

laufende Bahntrajektorie λb�(t)2 in das von links kommende, schon berechnete Bahntra-
jektorienstück λb�(t)2 stößt. Zum einen kann λb�(t)2 nicht vor dem Zusammenstoßen in
der Grenzkurve versinken, denn dann wäre dort eine Quelle und Schritt vier hätte nicht
den nächstgrößten Punkt t′ gefunden, der Senke und Quelle ist. Zum anderen kann λb�(t)2

nicht vor t0 einfach aufhören, ohne in ein links von t′ liegendes Bahntrajektorienstück zu
stoßen, denn unterhalb der Grenzkurve kann λb�(t)2 immer weiter nach links gehen, ist
dabei aber durch eins nach unten begrenzt. Da λ2

b,l = 1 gilt, muss es einen Schnittpunkt der
beiden Bahntrajektorien geben. In Abbildung 5.2 liegen solche Schnittpunkte bei t3 und
t4. Diese Argumentation kann man auf jedes Durchlaufen von Schritt vier im Algorithmus
anwenden. So wie am Anfang dieses Absatzes begründet sich auch, dass irgendwann in
Schritt drei der Algorithmus endet und er eine auf ganz [t0, tf ] definierte Bahntrajektorie
λb(t)2 ermittelt hat.
Die Bahntrajektorie aus Algorithmus 5.1 ergibt die zeitoptimale Umparametrisierung.

Das folgt durch die Art und Weise, wie der Algorithmus arbeitet. Angenommen, eine
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Umparametrisierung ϕ∗(τ) hat eine kürzere Zeitdauer. Dann gilt mit dem dazugehörigen
λ∗b(t)2 die Ungleichung

∫ tf

t0

1
λb(t)

dt ≥
∫ tf

t0

1
λ∗b(t)

dt.

Das wiederum bedeutet, dass es ein t∗ ∈ [t0, tf ] mit λ∗b(t∗)2 > λb(t∗)2 gibt. Das kann aber
nicht sein, denn das vom Algorithmus berechnete λb(t)2 verläuft schon auf den höchst-
möglichen Werten, die unter den Nebenbedingungen möglich sind.

5.2.3. Sonderfall: Alle Achsen stehen

Einen besondere Situation liegt an Stellen t′ ∈ t′ vor, an denen alle Achstrajektorien
der Eingangsbewegung stehen. Zum einen divergiert dort die Grenzkurve, zum anderen
ergeben sich für den ersten und den letzten B–Bereich andere Randbedingungen als (5.14).
Wir betrachten die Divergenz am Beispiel der Stelle tf des letzten B–Bereichs. Dort

haben alle Achsen eine Geschwindigkeit von null. Die Werte für die Grenzkurve aus den
Ungleichungen (5.2), (5.5) und (5.12) divergieren für t↗ tf . Der Schnittpunkt der Geraden
zweier Achsen wa und wb aus Bedingung (5.3) ergibt sich mit Gleichung (5.15). Für t↗ tf
gehen sowohl Zähler als auch Nenner gegen null. Den Grenzwert des gesamten Ausdrucks
erhält man mit der Regel von L’Hospital. Es gilt

lim
t↗tf

λb(t)2 = lim
t↗tf

Âwaẇb(t)∓ Âwbẇa(t)
ẅa(t)ẇb(t)− ẅb(t)ẇa(t)

= lim
t↗tf

Âwaẅb(t)∓ Âwbẅa(t)...
wa(t)ẇb(t)−

...
wb(t)ẇa(t)

=∞,

falls Âwaẅb(tf ) ∓ Âwbẅa(tf ) 6= 0. Tritt diese Divergenz für jeden Schnittpunkt auf, dann
divergiert die Grenzkurve für t↗ tf .
Für den Randwert λ2

b,f betrachtet man für jede Achse w den Wert Âw/|ẅ(tf )|. Der
minimale von den definierten ergibt den Randwert. Er ist nur dann gleich eins, wenn bei
den Eingangstrajektorien schon eine Achse bei tf an ihrer Beschleunigungsgrenze ist.
Es folgt eine Begründung, warum der Algorithmus auch in diesem Fall eine vollständige

Bahntrajektorie erzeugt. Der einzige Unterschied zur Argumentation des vorherigen Un-
terabschnittes ist, dass die Randbedingungen größer als eins sein können. Wir betrachten
den Fall des rechten Randes tf . Es ist hier nicht offensichtlich, dass die von links kom-
mende Bahntrajektorie λb�(t)2 die von rechts kommende und bei λ2

b,f startende λb�(t)2

schneidet.
Mit λ2

b,f als Randwert bei tf berechnet der Algorithmus nach links einen Verlauf λb�(t)2

mit möglichst großer Steigung, das heißt, d
dt
(
λb�(t)2) soll so klein wie möglich sein. Das

geht bis zu einer bestimmten Stelle mit Formel (5.16) für die entsprechende Achse wa und
das passende Vorzeichen von Âwa. Dieser Bereich soll das Intervall [tf−δ, tf ], δ > 0, enthal-
ten. Dann können wir annehmen, dass λb�(t)2 auf diesem Intervall begrenzt ist, dass darin
kein besonderer Punkt liegt und dass die Achsbeschleunigung ẅa(t) ihr Vorzeichen nicht
ändert und bei tf nicht verschwindet. Angenommen, die von links kommende Bahntrajek-
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torie λb�(t)2 existiert bei tf − δ noch und ist nicht zuvor mit λb�(t)2 zusammengestoßen,
denn dann wäre die Bahntrajektorie schon vollständig. Es gilt also

λb�(tf − δ)2 < λb�(tf − δ)2.

Wir betrachten nun den Verlauf von λb�(t)2 auf [tf − δ, tf ) wenn er mit Formel (5.16) für
wb als eine der vier Achsen entsteht. Die Achsgeschwindigkeit ẇb(t) hat auf (tf − δ, tf )
keinen Vorzeichenwechsel. Im Fall ẇb(t) > 0 folgt ẅb(t) < 0 und für die maximale Steigung
von λb�(t)2 ist Formel (5.16) mit +Âwb verantwortlich. Das ergibt

λb�(t)2 = 2
Âwbwb(t) + 1

2λb�(tf − δ)2ẇb(tf − δ)2 − Âwbwb(tf − δ)
ẇb(t)

, t ∈ (tf − δ, tf ).

Der Nenner dieses Ausdrucks geht gegen null. Der Zähler

Âwb (wb(t)− wb(tf − δ)) + 1
2λb�(tf − δ)2ẇb(tf − δ)2

besteht aus zwei Summanden. Da auf (tf − δ, tf ) die Ungleichung wb(t)− wb(tf − δ) > 0
wegen ẇb(t) > 0 gilt, ist der Zähler nicht null und konvergiert auch nicht dagegen, da
wb(tf ) 6= wb(tf−δ) gilt. Analog ergibt sich die Argumentation im Fall wb(t) < 0. Insgesamt
folgt, dass λb�(t)2 für t ↗ tf gegen unendlich divergiert und deswegen die Kurve von
λb�(t)2 treffen muss.
Es kann natürlich auch die Situation eintreten, in der alle Achsen an einer Stelle

t∗ ∈ (t0, tf ) Geschwindigkeitsnullstellen haben, also im Inneren eines B–Bereichs. Springen
an dieser Stelle auch noch die Achsbeschleunigungen, können die Werte für die Grenzkurve
von der linken und rechten Seite verschieden sein. Nach der Beschreibung der erste Phase
wird der kleinere der beiden Werte verwendet. Das ist in diesem Fall aber nicht optimal.
Hier darf die Bahntrajektorie λb(t)2 einen Sprung machen. Der B–Bereich kann bei t′ ge-
teilt werden und die Umparametrisierung nacheinander für die Intervalle [t0, t′] und [t′, tf ]
bestimmt werden.

5.3. Ergebnisse und Beispiele

Der Abschluss des Kapitels veranschaulicht die Ergebnisse dieses Ansatzes anhand von
Beispielen und zieht daraus Schlussfolgerungen für dessen Nutzen. Die Beispiele sind die
ersten drei B–Bereiche einer redundanten Referenzbewegung, die mit Konfiguration MD2
(siehe Tabelle 2.1) und der iterativen Zerlegung des vorherigen Kapitels erstellt wird.
Abbildung 5.3 zeigt die Kontur und die Bahn der Grobachsen mit den rot eingefärbten
B–Bereichen.
Beginnen wir mit dem ersten B–Bereich. Die Grenzkurve λ�

b(t)2 und die Bahntrajektorie
λb(t)2 sind in Abbildung 5.4 (oben) zu sehen. Die Beschleunigungsverläufe der Achsen vor
und nach der Umparametrisierung zeigt Abbildung 5.5. Dabei ist es wichtig, dass die roten
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Abbildung 5.3.: Kontur und Bahn der Grobachsen mit rot eingefärbten B–Bereichen. Die Be-
wegung startet bei [0, 0]. Die rote Einfärbung am Anfang und ab Ende der
cyanfarbenen Linie kann man kaum erkennen.

Linien die neuen Beschleunigungen sind, allerdings parametrisiert über der „alten“ Zeit,
zum Beispiel

d2 (xc ◦ ϕ)
dτ2 (τb(t))

für die xc–Achse. So lassen sich die Unterschiede besser vergleichen. Natürlich ist das
zur neuen Bewegung gehörende Zeitintervall [τ0, τf ] kürzer als [t0, tf ]. Für diesen ersten
B–Bereich sieht man, dass die Umparametrisierung ein Ausnutzen der maximalen Be-
schleunigung der xf–Achse bewirkt. Nur am Ende des Abschnitts ist keine Achse an ihrer
Grenze. Das ist verständlich, denn die neue Bewegung erreicht schon eher auf der Bahn
den Bahnvorschub v̂b. Die Zeit verkürzt sich hier um 0.29 Millisekunden von 6.66 auf 6.37.
Der zweite B–Bereich befindet sich an einer scharfen Ecke, an der die Kontur einen

rechten Winkel hat. Hier führt die Umparametrisierung zu einer maximal negativen Be-
schleunigung mit xf vor und einer maximal positiven Beschleunigung mit yf nach der
Ecke. Ganz am Anfang und ganz am Ende beschleunigt die grobe Achse für eine kurze
Zeit maximal. Der kleine, aus einem Punkt bestehende Zacken, jeweils in der Mitte der
Verläufe von xc und yc, ist ein Effekt der Implementierung des Verfahrens und tritt bei
den (exakten) kontinuierlichen Verläufen nicht auf. Die Bewegungszeit sinkt hier von 13.32
Millisekunden auf 13.28, das ist eine Verkleinerung von 0.04 Millisekunden.
Im dritten B–Bereich hat die Kontur eine Ecke, die ein Viertelkreis mit einem Millimeter

Radius abgerundet. Hier wechseln die mit maximaler Beschleunigung bewegenden Achsen
häufig (siehe Abbildung 5.7). Außerdem gibt es zwei Teilstücke, auf denen keine Achse
maximal beschleunigt. Sie liegen bei etwa 312 und 317 Millisekunden. Auf diesen Stücken
bewegt sich die Bahntrajektorie auf der Grenzkurve, wie man im unteren Teilbild von
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Abbildung 5.4.: Grenzkurve und Bahntrajektorie der ersten drei B–Bereiche.
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Abbildung 5.5.: Beschleunigungsverläufe des ersten B–Bereichs vor (blau) und nach (rot) Um-
parametrisierung.
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Abbildung 5.6.: Beschleunigungsverläufe des zweiten B–Bereichs vor (blau) und nach (rot) Um-
parametrisierung.
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Abbildung 5.4 deutlich sieht. In beiden Fällen ist dafür Ungleichung (5.12) verantwortlich,
zuerst für die x–, dann für die y–Komponente. Auch hier zeigen die Bilder unerwünschte
Effekte der Implementierung. Die Ausschläge der Grobachsen bei etwa 313 Millisekunden
sind beispielsweise solche. Die Zeitdauer für diesen B–Bereich vor der Umparametrisie-
rung beträgt 13.75 Millisekunden, danach sind es nur noch 13.03. Das entspricht einer
Reduzierung von 0.72 Millisekunden.
Betrachtet man die Gesamtbearbeitungszeit dieser Kontur von 472 Millisekunden, dann

sieht die Zeitersparnis von etwa einer Millisekunde durch die Umparametrisierung un-
wesentlich aus. Das liegt vor allem daran, dass die Referenzbewegung auf einem großen
Teil der Kontur nicht verkürzt werden kann, da sich der Werkzeugkopf dort schon mit
Bahngeschwindigkeit v̂b bewegt. Nur auf den B–Bereichen, die hier eine Gesamtzeit von
39 Millisekunden ausmachen, erfolgt die Reduzierung.
Um die Bearbeitungszeiten vor und nach der Umparametrisierung besser einordnen

zu können, ist eine untere Grenze für die Zeitdauer interessant. Sie ergibt sich aus einer
Bewegung mit der nichtredundanten Kinematik A, deren Grenzen für Beschleunigung und
Geschwindigkeit die Summen der Werte für Grob- und Feinachsen sind,

Âx = Âxc + Âxf und Ây = Âyc + Âyf .

Das ist offensichtlich, denn das redundante System kann sich in eine Richtung nicht schnel-
ler bewegen. Für die Beispielkontur macht das eine Zeit von 467 Millisekunden. Schneller
kann Kinematik B die Kontur nicht abarbeiten.

Bemerkung 5.6. Diese Verhältnisse der Bearbeitungszeiten mit den verschiedenen An-
sätzen zeigen, dass die redundante Bewegung aus der iterativen Zerlegung im Zeitbereich
in den hier betrachteten Anwendungsfällen schon eine Produktivität nahe am Maximum
hat. Im Allgemeinen hängt das natürlich von dem Anteil ab, den die B–Bereiche ausma-
chen. Darauf wiederum haben die Maschinendaten, der Vorschub v̂b und die betrachteten
Konturen wesentlichen Einfluss. In Situationen, in denen der Werkzeugkopf nur selten den
programmierten Vorschub v̂b erreicht, sind prozentual höhere Zeitverkürzungen zu erwar-
ten.

Ein weiterer Aspekt der Umparametrisierung ist der mögliche Verlust der Bewegungs-
glattheit der Grobachsen. Der Ansatz aus dem vorherigen Kapitel zeichnet sich dadurch
aus, dass die Trajektorien der Grobachsen besonders glatte Beschleunigungsverläufe ha-
ben. Die Umparametrisierung führt aber wegen der Optimierung der Bearbeitungszeit zu
Phasen, wo die Grobachsen maximal beschleunigen und sich nicht mehr so glatt bewegen.
Die ersten beiden Bilder in Abbildung 5.7 zeigen diesen Effekt sehr schön. Im ungünsti-
gen Fall kann eine Bewegung nach der Umparametrisierung zu schlechter Schnittqualität
führen, so wie das bei dem Ansatz der geometrischen Zerlegung der Fall ist.
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Abbildung 5.7.: Beschleunigungsverläufe des dritten B–Bereichs vor (blau) und nach (rot) Um-
parametrisierung.





6. Zusammenfassung und Ausblick

Die vorangegangenen Kapitel behandeln die Problematik der Steuerung von Werkzeug-
maschinen mit redundanten Achsen. Es sei an dieser Stelle auch erwähnt, dass aus den im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten Verfahren zwei Patentanmeldungen hervorgegangen
sind.
Kapitel zwei stellt zuerst die konkret untersuchte kinematische Struktur vor, ein red-

undantes Achssystem mit großen, linearen Hauptachsen und hochdynamischen, linea-
ren Zusatzachsen. Maschinen mit derartigem kinematischen Aufbau werden beim 2-D-
Laserschneiden von detailreichen Konturen aus Blechen eingesetzt. Mit diesem Anwen-
dungsgebiet beschäftigt sich die Arbeit hauptsächlich. Die darauffolgende kurze Beschrei-
bung der Arbeitsweise einer CNC–Steuerung und der angegebene Algorithmus für die
beschleunigungsbegrenzte Bewegungsplanung dienen den weiteren Kapiteln als Grundla-
ge.
In Kapitel drei folgt eine Übersicht über vier bekannte Ansätze zur Steuerung derartiger

Maschinen. Jeder ist für bestimmte Anwendungsfälle ungeeignet oder erfüllt besondere An-
forderungen nicht. Es bleiben Situationen, in denen keiner dieser Ansätze zufriedenstellend
funktioniert. Das ist die Hauptmotivation für die in den beiden nachfolgenden Kapiteln
entwickelten und untersuchten neuartigen Ansätze.
Die Abschnitte 3.4.1 und 3.4.2 beschreiben eine Verfahren für die hochdynamische Re-

gelung redundanter Achsen. Es entstand ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit, obwohl es
sich von den anderen entwickelten Ansätzen unterscheidet, da es in den Regelkreisen der
Antriebe Verwendung findet. Trotzdem ist es erwähnenswert, da es eine bisherige Schwach-
stelle der Regelung von redundanten Achsen behebt.
Der Ansatz in Kapitel vier erweitert das gewöhnliche Steuerungsschema und ermöglicht

ein iteratives Verfahren. Darin wechseln sich die Bewegungsplanung nichtredundanter Re-
ferenztrajektorien und deren Zerlegung in die Verläufe der Einzelachsen solange ab, bis
eine gültige Bewegung entsteht. Die Darstellung beschränkt sich auf den Fall beschleuni-
gungsbeschränkter Bewegungen. Die Ergebnisse aus typischen Testbeispielen zeigen, dass
dieser Ansatz in den untersuchten Anwendungsfällen zuverlässig funktioniert. Nachteilige
Effekte der anderen Ansätze treten nicht auf.
Der in Kapitel fünf beschriebene Ansatz ist eine optionale Erweiterung des vorherigen.

Er führt eine nachträgliche Umparametrisierung der Bahnbewegung durch, um die Be-
arbeitungszeit zu verkleinern. Die Ergebnisse zeigen, dass sich diese Zusatzphase nur bei
ganz besonderen Konturen lohnt. In den anderen Fällen gewinnt man kaum noch Zeit.
Vergleicht man die Ergebnisse des Ansatzes aus Kapitel vier mit einer theoretischen Un-
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tergrenze für die Bearbeitungszeit, stellt sich heraus, dass er schon nahe am zeitlichen
Optimum liegende Bewegungen erzeugt.
Natürlich gibt es noch einige offene Fragestellungen in diesem Themengebiet, die weitere

Forschungsaktivitäten motivieren. Die Verfahren der Kapitel vier und fünf beschränken
sich auf beschleunigungsbegrenzte Bewegungen. In der Praxis gibt es aber auch Anwen-
dungsfälle, in denen sich die Achsen einer Maschine ruckbegrenzt bewegen sollen. Aus
diesem Grund ist es eine interessante Frage, inwiefern sich die entwickelten Ansätze auf
diesen Fall übertragen lassen.
Eine weitere mögliche Forschungsaktivität liegt in der Aufgabe der Steuerung komplexe-

rer Kinematiken. Wie in Abschnitt 2.1.3 erwähnt, gibt es schon Maschinen mit redundan-
ten Achsen, deren kinematischer Aufbau komplexer ist als der in dieser Arbeit betrachtete.
Es ist noch offen, ob und wie man die hier entwickelten Verfahren für derartige Maschinen
nutzen kann.
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Symbolverzeichnis

Allgemeines

N, N0 Menge der natürlichen Zahlen: 1,2,3,..., N0 = N ∪ {0}
R, R+ Menge der reellen Zahlen, Menge der nichtnegativen re-

ellen Zahlen
C(I) Menge der auf einem Intervall I stetigen Funktionen
Ck(I) Menge der Funktionen, die auf dem Intervall I definiert

und k–mal stetig differenzierbar sind
Pm(I) Menge der Polynome vom Grad m auf einem Intervall I
1n (1, . . . , 1)T ∈ Rn

En Einheitsmatrix der Größe n× n
||p||2 L2-Norm des Vektors p
||p||∞ Supremumsnorm des Vektors p
◦ Kompositionszeichen für Funktionen
b c Untere Gauß-Klammern
#M Anzahl der Elemente der endlichen Menge M
t↗ t∗, t↘ t∗ t→ t∗, t < t∗ beziehungsweise t→ t∗, t > t∗

f(t+), f(t−) Rechtsseitiger Grenzwert: f(t+) = limτ↗t f(τ),
linksseitiger Grenzwert: f(t−) = limτ↘t f(τ)

Kinematiken allgemein

q Vektor der nq Maschinenachsen
p = (x, y, z)T Punkt im dreidimensionalen Umgebungsraum
α = (α, β, γ)T Vektor der Orientierungswinkel
Λ Kinematische (Vorwärts)Transformation
DMKS Menge der erlaubten Achsstellungen einer Maschine
DBKS Menge aller möglichen Stellungen des Werkzeugkopfes
hp(s) = [x(s), y(s), z(s)]T Verlauf der Kontur im Raum
hα(s) = [α(s), β(s), γ(s)]T Verlauf der Orientierung der Kontur, parametrisiert nach

der Bogenlänge von hp

h(s) = [hp(s)T , hα(s)T ]T Abzufahrende Werkstückbahn mit Orientierungskurve
s Bogenlängenparameter der Kurve hp

[s0, sf ] Bogenlängenintervall der Konturkurve mit Länge sf − s0
t Zeitparameter
[t0, tf ] Zeitintervall einer Bewegung auf der Kontur
v̂b Maximal erlaubte Bahngeschwindigkeit entlang hp (Sei-

ten 10, 16)
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tipo Taktzeit des Lagereglers und gleichzeitig Abtastzeit der
Achstrajektorien am Ende der Bewegungsführung
(Seite 22)

Lmin Minimale Bogenlänge jedes Stückes einer Kontur
(Seite 13)

κmax Maximale Krümmung einer Konturkurve (Seite 13)

Kinematik A

ΛA Kinematische Transformation (hier Identität)
h(s) = [x(s), y(s)]T Bogenlängenparametrisierung der Kontur
sb(t) Bahntrajektorie über Zeit
vb(t) Bahngeschwindigkeit über Zeit
ab(t) Bahnbeschleunigung über Zeit
jb(t) Bahnruck über Zeit
q = [qx, qy]T Maschinenachsen
[vx(t), vy(t)]T Vektor der Achsgeschwindigkeiten
V̂ = [V̂x, V̂y]T Vektor der maximalen Achsgeschwindigkeiten
[ax(t), ay(t)]T Vektor der Achsbeschleunigungen
Â = [Âx, Ây]T Vektor der maximalen Achsbeschleunigungen
[jx(t), jy(t)]T Vektor der Achsrucke
Ĵ = [Ĵx, Ĵy]T Vektor der maximalen Achsrucke
Sh Satzwechsel der Kontur
Kb Konstante aus (0, 1) für den Algorithmus der Bewegungs-

planung (Seite 24)

Kinematik B (ergänzend)

ΛB Kinematische Transformation
q = [xc, yc, xf , yf ]T Maschinenachsen
[Ŝxf , Ŝyf ]T Verfahrbereichsgrenzen der feinen Achsen
[vxc(t), vyc(t), vxf (t), vyf (t)]T Vektor der Achsgeschwindigkeiten
V̂ = [V̂xc, V̂yc, V̂xf , V̂yf ]T Vektor der maximalen Achsgeschwindigkeiten
[axc(t), ayc(t), axf (t), ayf (t)]T Vektor der Achsgeschwindigkeiten
Â = [Âxc, Âyc, Âxf , Âyf ]T Vektor der maximalen Achsgeschwindigkeiten
[jxc(t), jyc(t), jxf (t), jyf (t)]T Vektor der Achsgeschwindigkeiten
Ĵ = [Ĵxc, Ĵyc, Ĵxf , Ĵyf ]T Vektor der maximalen Achsgeschwindigkeiten
Λ
B̃

Kinematische Transformation im Ansatz der geometri-
schen Zerlegung



119

Splines

B, nb Folge und Anzahl der Bruchstellen
m Splinegrad
Sm(B) Splineraum zur Bruchstellenfolge B
n Dimension des Splineraums
T = Tn,m = (ζ1, . . . , ζn+m+1) Knotenfolge
d Folge der Kontrollpunkte
Sm,T Vektorraum der Splines vom Grad m zur Knotenfolge T
Nm
j (·|T ) j-ter B-Spline

Nm,Td(·) Splinefunktion
t, x Zu approximierende Daten ti, xi
nt Anzahl der zu approximierenden Datenpunkte
P1, V1, L1 Linke Randbedingungen für Position, erste und zweite

Ableitung (Seite 51)
Pnt , Vnt , Lnt Rechte Randbedingungen für Position, erste und zweite

Ableitung (Seite 51)
M1, K1, L1 Konstanten aus linken Randbedingungen für Approxima-

tion (Seite 51)
Mnt , Knt , Lnt Konstanten aus rechten Randbedingungen für Approxi-

mation (Seite 51)
Nm,T (t) Spline-Kollokationsmatrix (Seite 50)
λ Glätteparameter bei Smoothing-Splines (Seite 61)
kvf Vielfachheit der inneren Knoten bei Approximationsver-

fahren (Seite 54)
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A. Anhang

A.1. Optimalsteuerungsprobleme

Ein allgemeines Optimalsteuerungsproblem besteht aus einem Funktional als Zielfunkti-
on, das unter Differentialgleichungs- und Differentialungleichungsnebenbedingungen mini-
miert werden soll und dazu noch vorgegebene Randbedingungen erfüllen muss. Als allge-
meine Literaturquellen zu diesem Thema bieten sich neben vielen anderen gleichermaßen
die Bücher von Kirk [23] und Stengel [34] an. Die hier genutzt Notation ist nicht auf die
des Rests der Arbeit abgestimmt, sondern eigenständig.
Die variablen Größen in einem Optimalsteuerungsproblem bestehen aus dem Vektor1

x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) der Zustandsgrößen und dem Vektor u(t) = (u1(t), . . . , ul(t)) der
Steuergrößen. Beides sind Kurven über dem Intervall [t0, tf ], wobei tf fest oder variabel in
die Problemstellung eingehen kann. Die xk und uj sind durch die dynamischen Gleichungen

ẋk(t) = fk(x(t),u(t), t), k = 1, . . . , n, t ∈ [t0, tf ], (A.1)

sowie die Anfangs- und Endbedingungen

rj(x(t0),x(tf )) = 0, j = 1, . . . , n+ nf ≤ 2n, (A.2)

miteinander verknüpft. Zusätzlich wird die Erfüllung der Gleichungs- und Ungleichungs-
bedingungen,

hj(x(t),u(t), t) = 0, t ∈ [t0, tf ], j = 1, . . . ,mh, und (A.3)
gj(x(t),u(t), t) ≤ 0, t ∈ [t0, tf ], j = 1, . . . ,mg, (A.4)

von den Funktionen xi und uj verlangt. Auf die Eigenschaften der Funktionen fk, rj ,
hj und gj gehen wir hier nicht weiter ein. Unter allen diesen Restriktionen werden nun
diejenigen Größen x und u gesucht, die ein Funktional

J [u, tf ] = Φ(x(tf ), tf ) (A.5)

minimieren. (Wir gehen davon aus, dass aus einem vorgegebenen u durch die dynamischen
Gleichungen und die Anfangs- und Endbedingungen der Zustandsvektor x eindeutig folgt
und dass es überhaupt gültige, das heißt, die Bedingungen (A.1) bis (A.4) erfüllende,
Größen gibt)

1Die Einträge des Vektors sind Funktionen.
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ich die Grundsätze guter wissenschaftlicher Praxis, wie sie in der „Satzung der Justus-
Liebig-Universität Gießen zur Sicherung guter wissenschaftlicher Praxis“ niedergelegt sind,
eingehalten.

Gießen, August 2010
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