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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist eine automatisierte, nicht invasive Analyse des Abrissver-
haltens des Trianenfilms und der vorderen Hornhautoberflache, um damit ein standar-
disiertes Verfahren zur Diagnostik des Dry-Eye-Syndroms zu generieren. Das trockene
Auge oder Dry-Eye-Syndrom ist eine weit verbreitete Funktionsstérung des Trinenfil-
mes. Symptome, wie Trockenheitsgefiihl, brennende Augen (stechende Schmerzen),
Kopfschmerzen oder Sehbeeintrichtigungen' wie Schleiersehen oder Visusminderung
konnen bei diesem Krankheitsbild auftreten. Die Ursachen fiir dieses Krankheitsbild
sind vielfiltig, wie beispielsweise Luftverschmutzung, Klimaanlagen, Kontaktlinsen
oder auch tibermiBige Bildschirmarbeit. Wie man an diesen Ursachen erkennen kann,
wird sich diese Krankheit in den ndchsten Jahren weiter verbreiten. Eine vollstdndige
Heilung ist laut [10] nicht moéglich, lediglich eine Linderung der Beschwerden. Da sich
die Symptome im Krankheitsverlauf verschlimmern, ist eine rechtzeitige Diagnose fiir
die Behandlung essenziell. Therapiemoglichkeiten sind, je nach Grundleiden des Pati-
enten, die Verabreichung von Tridnenersatzfliissigkeit, Seitenschutz an Brillengestellen
und evtl. auch operative Mal3nahmen.

Aktuelle Diagnosetechniken, wie beispielsweise der Schirmer Test oder das Messen
der Tranenfilmaufrisszeit mit der Spaltlampe, sind meist invasiv und nicht standardi-

siert. Diese werden in 2.1.3 niher beschrieben.

1.1 Aufgabenstellung

In dieser Arbeit wird nun ein geeignetes, nicht-invasives, automatisiertes Diagnose-
tool vorgestellt. Mittels einer CMOS-Kamera soll das dynamische Verhalten eines auf
die Hornhautoberfliache projizierten Musters aufgenommen werden. Gleichzeitig soll
eine auf den Lipidfilm fokussierte Kamera das dynamische Verhalten des Lipids auf-
zeichnen. Danach sollen die so erhaltenen Daten verarbeitet werden und auf Patholo-
gien des Auges untersucht werden. Da die Corna elektromagnetische Strahlung diffus
streut, sollte das Muster auf den Bildern an den Stellen des Trianenfilmaufrisses nicht
mehr reflektiert wird. Diese Art von Verfahren wird schon in anderen Bereichen der
Ophthalmologie eingesetzt (siehe 2.1.2), insbesondere auch bei der Analyse des Ab-
rissverhaltens des Trinenfilms, allerdings beruhen die Verarbeitungen dieser Daten auf

zweidimensionaler bzw. Einzelbildanalyse (siehe 2.1.3). Mit unserem Ansatz mochten

'In [17] wird belegt, dass die Sehschirfe von Patienten mit Dry-Eye-Syndrom beeintrichtigt ist.
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wir nun die Genauigkeit erhthen, indem wir eine dreidimensionale Analyse der Daten

vornehmen.

Anforderungen:

e Die Datenverarbeitung soll auf einem handelsiiblichen Windows-PC lauffihig

sein. (Hardwareunabhéngig)

e Der zeitliche Verarbeitungsaufwand soll moglichst gering sein. (Geschwindig-
keit)

e Dreidimensionale Verarbeitung der Daten, um die Genauigkeit des Verfahrens
zu erhohen. (Qualitit)

Offensichtlich ist es nicht moglich, alle diese Anforderungen gleichzeitig zu optimie-
ren.2 Daher ist das Ziel dieser Arbeit, einen Ansatz zu finden, welcher sich auf Verin-

derungen der Prioritdten der vier Anforderungen anpassen ldsst.

1.2 Hardware

Der erste Versuchsaufbau wurde 2007 entwickelt. Dabei bestand der Prototyp aus einer
CMOS Kamera und einer Vorrichtung, die mittels acht Leuchtdioden und stellenweise
unterschiedlich eingefidrbte Kunststoffscheiben, welche dann ein bestimmtes Muster
projizierten. Fiir eine genauere Beschreibung siehe [7].

Es stellte sich heraus, dass eine CCD-Kamera fiir die Entwicklung besser ist und so-
mit wurde die CMOS-Kamera ausgetauscht. Danach wurden die acht Leuchtdioden
durch eine homogenere Lichtquelle ersetzt, um die Lichtabfdlschungen auf den Daten
zu entfernen.

Eine weitere Entwicklung war der Einbau einer zweiten Kamera, welche nicht auf das
reflektierte Muster fokussiert war, sondern auf direkt auf die Hornhautoberflache. Da-
durch wurde das Muster zwar unscharf, allerdings war es moglich, den Verlauf des Li-
pidfilms zu messen, welcher vermutlich ebenfalls mit dem Abrissverhalten des Tréanen-
films in Verbindung steht. Zusétzlich wurde noch ein Fixierlicht in den Projektaufbau
eingebracht, damit das menschliche Auge einen Fixierpunkt hat und somit die Sakka-
den minimiert werden. Eine genau Beschreibung iiber den jetzigen Prototypen findet

sich in [18]. Im folgenden wird die erste Kamera, welche auf das Muster fokussiert,

2Siehe Projektdreieck, bzw. Projektviereck in Projektmanagementliteratur.
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als Musterkamera und die Kamera, welche den Verlauf des Lipidfilms aufzeichnet, als

Lipidkamera bezeichnen.

1.3 Software

Wie in [7] beschrieben, bietet sich hierfiir ein Ansatz aus der Wavelettheorie an. Dieses
Verfahren konnte auch erfolgreich an Modellaugen getestet werden und lieferte recht
gute Ergebnisse. Allerdings wurde festgestellt, dass diese Art der Verarbeitung ein we-
sentliches Problem aufweist, welches sich am Modellauge nicht zeigt. Sakkaden des
menschlichen Auges sind schnelle, ruckartige Bewegungen mit bis zu 15 Winkelminu-
ten (siehe [8]) des Auges. Diese Augenbewegungen sind willkiirliche Bewegungen und
konnen vom Probanden nicht unterdriickt werden. Die Verarbeitungsform in [7] beruht
allerdings darauf, dass die in einem Video zusammengefassten Bilder ortlich dieselben
Objekte abbilden. Daher muss ein Vorverarbeitungsschritt eingefiigt werden, welchen
die Muster auf den Bildern aneinander anpasst (Image Aligning). Im folgenden Kapitel
werden einige Ansitze beschrieben und die Probleme damit erldutert. Abschliessend
sollen die ermittelten und verarbeiteten Daten noch (halb-) automatisch ausgewertet
werden. Die theoretischen Grundlagen hierfiir finden sich in [5]. Allerdings konnen die
Auswertungen erst vorgenommen werden, wenn die Verarbeitungsalgorithmen festste-
hen und bekannt ist, welche Features aus den Daten ermittelt werden konnen.

Hierzu ist es auch notig, fiir die zweite Kamera eine Verarbeitung zu finden. Um den
Verlauf des Lipidfilms beschreiben zu konnen, ist allerdings auch eine Anpassung der
Muster auf den Bildern erforderlich. Diese Anpassung wird von der ersten Kamera

ermittelt und kann dann direkt fiir die Bilder der zweiten Kamera verwendet werden.

1.4 Klinische Tests

Die Hardware befindet sich im Moment (Stand August 2011) im Universititsklinikum
Erlangen. Dort ist im Fachzentrum fiir Augenheilkunde damit begonnen worden, ca.
200 Datensitze zu erheben. Dabei sollen 100 Probanden mit diagnostiziertem Dry-
Eye-Syndrom und 100 gesunde Probanden an der Studie teilnehmen. Von allen Pro-
banden werden diverse relevante Daten erhoben, wie z.B. die subjektive Messung der
BUT? mittels Spaltlampe, Alter, Geschlecht, etc. Nach der Erhebung der Daten wer-

den diese statistisch ausgewertet und zusammen mit den mittels Software verarbeite-

3Break—Up-Time, Tranenaufrisszeit
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ten Featuredaten in einem lerntheoretischen Algorithmus verarbeitet. Dieser Ansatz
ist allerdings nicht mehr Gegenstand dieser Arbeit. Die Ergebnisse werden in einer

separaten wissenschaftlichen Arbeit veroffentlicht.
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2 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Aspekte erldutert, die zur Problemlésung
beigetragen haben. Der erste Teil befasst sich mit dem menschlichen Auge, wobei zu-
nichst eine kleine anatomische Ubersicht iiber dessen Eigenschaften gegeben wird,
gefolgt von mathematischen Modellen des Auges und die pathologische Beschreibung
des Dry-Eye-Syndroms. Im zweiten Abschnitt wird eine kurze Einfithrung zu kornea-
len Topographieverfahren gegeben, da dieses Thema sehr nah mit der Messung des
Tranenfilms zusammenhéngt. Im dritten Abschnitt werden aktuell verwendete Analy-
severfahren des Dry-Eye-Syndroms beschrieben und diskutiert. Die darauf folgenden
Abschnitte befassen sich mit grundlegenden mathematischen/technischen Themen, die
eine Basis fiir das Verstindnis der in der Verarbeitung gewihlten Algorithmik erzeugen

sollen.

2.1 Medizinische Grundlagen
2.1.1 Das Auge

Anatomie und Funktionsweise

Das Auge ist ein anatomischer Apparat zur Messung elektromagnetischer Strahlung,
die im Wellenlidngenbereich des Emissionsspektrums der Sonne liegt. Beim Menschen
betrigt dieser Wellenldngenbereich der Strahlung etwa zwischen 380 nm und 780 nm.
Die generelle Struktur des Auges ist in Abbildung 1 abgebildet. Das Auge ist so kon-
struiert, dass es eintreffende Lichtstrahlen durch das optische System (Trinenfilm,
Hornhaut, Linse, etc.) auf die Netzhaut fokussieren kann. Fiir diese Arbeit ist lediglich
der Tranenfilm und der optische Apparat von Interesse, daher sei an dieser Stelle fiir
eine genauere Beschreibung der Physiologie des Auges auf beispielsweise [21] und
[22] verwiesen. Eine anatomische Beschreibung des menschlichen Auges findet sich
in [23].

Trianenfilm

Die Intaktheit des Zusammenwirkens zwischen Trianenproduktion und -abtransport ist
Voraussetzung fiir die Unversehrtheit des vorderen Augenabschnittes. Durch die Tra-
nenfliissigkeit erfolgt die mechanische Reinigung von Hornhaut und Bindehaut, der
Gehalt an bakteriziden Lysozymen und Immunglobulinen erhilt die Keimfreiheit und

durch die Benetzung der Hornhaut wird die Aufnahme von Sauerstoff aus der Luft
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Aderhaut
Lederhaut

vordere

Augenkammer
Hornhaut
Sehnerv Iris

Pupille

hintere
Augenkammer

Glaskérper

Netzhaut
Abbildung 1: Seitenansicht des schematischen Aufbaus des menschlichen Auges

moglich. Der Tranenfilm besteht aus drei Schichten: der Muzinschicht, der wéssrigen
Schicht und der Lipidschicht. Die wissrige Schicht besteht zu 98% aus Wasser und
wird gleichmiBig durch den Lidschlag iiber die Hornhaut verteilt. Die Muzinschicht
ist die Verbindung zwischen wissriger Schicht und Hornhautoberflache. Sie ist wichtig
fiir die bessere Haftung der wissrigen Schicht an der Hornhautoberfliche. Die Lipid-
schicht liegt tiber der wissrigen Schicht und verhindert durch ihren hohen Fettgehalt

das Austrocknen der wissrigen Schicht.

Luft

2
'I 3
4

oberste Hornhautschicht

Abbildung 2: Der Trinenfilm: 1. gesamter Trdnenfilm 2. Fettschicht (Lipidschicht) 3.
wissrige Schicht
4. Schleimschicht (Muzinschicht)

Beim Zwinkern entstehen mikroskopische Bldschen. Nach ca. 0,5 bis 1,5 Sekunden (je
nach Konsistenz des Films) 16sen sie sich auf und durch den Lidschlag erzeugte Ver-
dickungen und Unebenheiten auf der Kornea werden ausgeglichen. Dadurch entsteht
ein gleichmiBig tiber die Kornea verteilter Film, der durch seine Konsistenz elektro-
magnetische Strahlung (Licht, Infrarot) reflektiert. Dieser bricht, je nach Qualitéit und
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Quantitét, nach etwa 5-15 Sekunden an verschieden Stellen wieder auf.

Die Kornea an sich streut elektromagnetische Strahlung diffus. Daher wird eine Projek-
tion auf die Kornea an den Stellen, an denen der Tranenfilm aufgerissen ist, verzerrt.
Mehr Informationen zu diesem und dem folgenden Abschnitt sind beispielsweise in
[10] zu finden.

Die Kornea

Im Folgenden wird die korneale Struktur des normalen (standardisierten) menschli-
chen Auges beschrieben. Dazu ist in Abbildung 3 die Gliederung der vorderen Kornea
in die vier Zonen (zentrale, parazentrale, peripherale und limbale Zone) abgebildet.
Im Durchschnitt hat die Vorderfliche der Kornea einen Radius von 12 mm und eine
Kriimmung von 7,8 mm. In Tabelle 1 wird eine kleine tabellarische Ubersicht iiber

die normalen anatomischen und optischen Indizes des vorderen Segmentes der Kornea

gegeben.
Zones
Mazal Tem poral
12mm
- -
12mm
A umm | 9 Limbal
l 7-8mm “ Peripheral
A ' \ Paracentral
Pupillary Central
aperture
| I
\J Il
\J [ 4

-7

Abbildung 3: Zonen und MaBle der Kornea. Schematische Darstellung der rechten Kor-
nea in vertikaler (links) und frontaler Ansicht (rechts). Die Vorderflaiche wird in vier
Zonen aufgeteilt: zentrale, parazentrale, peripherale und limbale Zone|[1]

Der zentrale Bereich der Kornea (4 mm, siehe Abb. 3) ist nahezu sphérisch. Auflerhalb
des Bereichs wird die Kornea asphérisch und radial asymmetrisch: Der Kriimmungs-

radius veridndert sich vom Zentrum zum Limbalbereich mit verschiedenen Stirken auf
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Vordersegmentstruktur Durchschnitt | Bereich
Refraktive Indizes

Luft 1,0

Kornea 1,376

wisserige Phase 1,373

Linse 1.336

Zentralradius der Kriimmung

Vorderflache der Kornea 7,8 mm 7,0 - 8,6 mm
hintere Fldche der Kornea 6,7 mm

Dioptrische Stérke

Vorderflache der Kornea 49,50 D

hintere Fldche der Kornea -6,00 D

Nennleistung Kornea 43,50 D 39-48 D
Nennleistung Linse 20,00 D

Totalstidrke des Auges 63,5D

Dicke

zentrale Kornea 0,56 mm

peripherale Kornea 1,20 mm

korneales Epithel 0,06 mm 50-60 um

Tabelle 1: Anatomische und optische Indizes des normalen vorderen
Kornealsegmentes.[1]

unterschiedlichen Teilmeridianen. In [3] werden die verschiedenen mathematischen
Modelle von Helmholtz-Laurance (1909), Gullstrand (1911), Emsley (1946), Schwie-
derling (1995) und Liou-Brennan (1997) aufgefiihrt und verglichen. Als einfachster
mathematischer Ansatz fiir die Beschreibung der Kornea, wird beispielsweise in [2]
die Formel x> +y?(1 4 K) +z2 — 2Rz = 0 angegeben, wobei R als apikaler Radius der
Oberflache und k als konische Konstante definiert wird. In der Literatur ist die Formel
x? +y% 4 Qz*> — 2Rz = 0 mit Q als kornealer Asphirizitit am Hiufigsten vertreten. In
[1] wird fiir die Asphdérizitit folgende Einteilung gemacht:

wodurch hier der Normalwert als Q = —0,26 angegeben wird. Dieser Wert wird in
[30] ebenfalls als Standardwert beschrieben.

Augenbewegungen

Augenbewegungen werden in drei Klassen eingeteilt: Duktionen, Vergenzen und Ver-
sionen. Bei Duktionen handelt es sich um Drehbewegungen eines einzelnen Auges.
Vergenzen sind die gegensinnige Bewegungen der Augen (Konvergenz nach innen,

Divergenz nach aulen). Im Folgenden wird die weitere Unterteilung von Versionen
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Asphirizitiat | Form Beschreibung Beispiel

>0 ansteigend | peripheraler Anstieg radiale Keratotomie
0 sphérisch | einheitliche Kriimmung Kalibrationskugel
<0 abgeflacht | peripherale Abflachung

-0,26 abgeflacht | leichte peripherale Abflachung Normale Kornea
<-0,26 abgeflacht | merkliche peripherale Abflachung | Keratokonus

Tabelle 2: korneale Asphirizitdt. Der Wert Q beschreibt den Anstieg/die Abflachung
der Kornea vom Zentrum zum peripheralen Bereich.[1]

beschrieben, welche die gleichsinnige Bewegung beider Augen darstellen.

Die Augen konnen langsam (Folgebewegungen, langsame Phase des optokinetischen
Nystagmus) oder schnell (Blickspriinge, Blickzielbewegung, Sakkaden) bewegt wer-
den.

Langsame Augenbewegungen werden iiber eine retinale Bildverschiebung gestartet
und so kontrolliert, dass die retinale Bildverschiebung moéglichst ,,null “ ist.

Schnelle Augenbewegungen hingegen werden in der retikuldren Formation des Hirn-
stammes generiert. Die PPRF (paramediane pontine retikuldre Formation) erzeugt ho-
rizontale, der riMLF (rostraler interstitieller Kern des medialen longitudinalen Faszi-
kulus) vertikale Bewegungen. Hinzu kommen noch die Mikrobewegungen, die wie-
derum in drei Arten eingeteilt werden: Langsame Mikrobewegungen/Drifts, Mikro-
sakkaden und Mikrotremor.

Langsame Drifts und Mikrosakkaden dienen dabei der Fixationskontrolle und wer-
den reflexartig ausgefiihrt, um die Blicklinien immer wieder auf das Fixationsobjekt
zuriickzufiihren, von dem sie aufgrund der Lokaladaption immer wieder langsam ab-
weichen. Die Geschwindigkeiten der Augenbewegungen werden in den Lehrbiichern
unterschiedlich angegeben. In [24] wird die Amplitude von Mikrosakkaden mit we-
niger als 15 argmin angegeben (Dieser Winkel entspricht ca. 80 um oder einer Ver-
schiebung von ~40 Photorezeptoren der Netzhaut). In [25] wird darauf hingewiesen,
dass sich Sakkaden durch Miidigkeit/Aufmerksamkeit des Patienten und Helligkeit
der Umgebung mit und ohne Fixierungspunkt signifikant verdndern. Die Arbeit [26]
beschiftigt sich mit dem Versuch, die aus der Astronomie stammende Theorie der
,Hauptsequenz “ auf die Beziehungen zwischen Linge, Stirke und Spitzengeschwin-
digkeit der menschlichen Sakkaden anzuwenden.

Benetzungsstorungen

Benetzungsstorungen des Auges konnen durch zwei Ursachen hervorgerufen werden.
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Die erste Ursache ist die Storung des Tridnenfilmverteilersystems, wobei ein normal
zusammengesetzter Trianenfilm vorliegt. Ursache hierfiir konnen beispielsweise Lid-
fehlstellung, Lidfehlfunktionen, Veridnderungen der Hornhautoberflache oder Fehlen
des Kornealreflexes sein. Das Krankheitsbild ist abhéingig vom Grundleiden, allerdings
ist ein Fremdkorpergefiihl bei inaktiver Hornhautsensibilitit oft ein Frithzeichen.

Die andere Ursache ist eine Storung des Sekretorsystems, wobei die Trianenfilmzu-
sammenstellung pathologisch verdndert ist. Hierbei kann es sich um einen Mangel am
Gesamtvolumen handeln, aber auch einen Muzin-/Lipidmangel oder einen Mangel an
Fliissigkeit in der wissrigen Schicht. Beide Storungen konnen auch kombiniert auftre-
ten. Therapiemdglichkeiten sind, je nach Grundleiden des Patienten, die Verabreichung
von Tranenersatzmittel, Seitenschutz an Brillengestellen und evtl. auch operative MaB3-

nahmen.

2.1.2 Korneale Topographie

Da die Grundlagen dieser Arbeit nahe mit den Verfahren der kornealen Topographie
verwandt sind, wird an dieser Stelle ein kleiner Uberblick iiber Verfahren der kornealen
Profilmessung gegeben. Korneale Topographiemessungen sind nicht-invasive medizi-
nische Methoden zur Bestimmung der Kriimmung und der dreidimensionalen Struktur
des Auges. Die Mehrheit der Topographiesysteme im klinischen Einsatz basiert auf ei-
ner Reflexionsmethode, wie beispielsweise das Ophthalmometer, das Photo- oder das
Videokeratoskop. Bei diesen kornealen Topographieverfahren wird ausgenutzt, dass
sich die Kornea @hnlich wie ein konvexer Spiegel verhilt. Die Methoden werden un-
terteilt in reflexionsbasierende und projektionsbasierende Verfahren. Erstere messen
die korneale Abweichung von einer Kugelgestalt (oder einem Modell) und ermitteln
dariiber die Kriimmung und Brechkraft. Leider konnen diese Systeme die Berechnun-
gen nur mit vielen vorher definierten Voraussetzungen berechnen, so dass die korneale
Gestalt nicht alleine durch das Messen der Reflexion bestimmt werden kann. Projek-
tionsbasierende Methoden, wie beispielsweise die Slit Fotographie, Rasterstereogra-
phie, Moire Inteferenz und Laser Interferometrie, konnen direkt das korneale Profil
messen (im Sinne von 3D-Hohenangaben), wodurch sich dann Kriimmung, Brech-
kraft und Abweichung von der Kugelgestalt berechnen lassen.

Funktionsweise von reflektiven Methoden

Wie schon erwihnt, kann man die Eigenschaften der Kornea mit einem konvexen
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Spiegel vergleichen. Das Bild, welches durch einen konvexen Spiegel zuriickgewor-
fen wird, kann folgendermallen beschrieben werden (vergl. Abbildung 4):

Die Vergroflerung eines konvexen Spiegels entspricht dem Verhiltnis der BildgroB3e (I)
zur ObjektgroBe (O) und dies ist proportional zum Verhiltnis der Abstinde vom Bild
(v) und Objekt (u) zum Spiegel:

1
Vergroerung = 0= v
u

In der Praxis kann man nun v = r/2 setzen, wodurch man durch Umstellen der Formel

r
I=0—

2u

die Formel ;
r=2u—

0]

erhilt. Dies zeigt nun, dass der Kriimmungsradius proportional zur BildgroBe ist, falls
die ObjektgroBe und der u konstant bleiben. Also kann die VergroBerung des Bildes

zur Ermittlung des Kriimmungsradius genutzt werden.

|

495

N

Abbildung 4: schematische Darstellung eines konvexen Spiegels (O = Objekt, I = Bild,
F = Fokus, C = Kriimmungsmittelpunkt, u = Abstand von Obekt und Kornea, v =
Abstand von Bild und Kornea, r=Radius der Kriimmung der Kornea)[1]

Im Folgenden werden wir uns niher mit der Videokeratoskopie beschiftigen, die mit

dem Thema dieser Arbeit zusammenhingt.
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Videokeratoskopie

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der computergestiitzten placidoringbasierten
Videokeratoskopie beschiiftigen, die unserem Ansatz am Ahnlichsten ist. Bei diesem
Verfahren wird ein Muster von 15-38 konzentrischen Ringen auf die Kornea projiziert
und mittels Videokamera (CCD) wird die Reflexion aufgenommen, digitalisiert und
computergestiitzt analysiert. Dabei werden detaillierte Informationen iiber die Kontur
der Kornea erzeugt. Die Genauigkeit solcher Systeme wird in [31] beschrieben. Im
Allgemeinen haben sie bei sphirischen Testobjekten eine Genauigkeit von maximal
0,25D in einem Bereich, dquivalent zu den zentralen 70 % der vorderen kornealen
Oberfliche. Durch computergestiitzte Methoden erreichen viele Verfahren eine Ge-
nauigkeit von unter 0,15D, was innerhalb der ndtigen medizinischen Toleranz liegt.

Im klinischen Einsatz lduft as Verfahren meist folgendermal3en ab:
1. Der Patient wird vor dem Videokeratographen positioniert und fixiert.
2. Das Placidoringmuster wird beleuchtet und auf die Kornea projiziert.
3. Der Arzt fokussiert und justiert die Kamera auf das Muster.
4. Die Aufnahme wird gestartet und der CCD-Sensor nimmt die Bilder auf.
5. Die Positionen der Ringe werden ermittelt.
6. Referenzpunkte werden eingefiigt.
7. Die Datenpunkte werden lokalisiert.
8. Algorithmen werden angewendet.
9. Die Ergebnisse werden angezeigt.

Die Qualitét der Ausfithrung dieser Schritte kann die Exaktheit der Methode ebenfalls
erheblich beeinflussen.

Die Mehrheit der Videokeratographen nutzt ein auf die Kornea projiziertes Placido-
ringmuster. Anzahl, Stirke und Abstand der Ringe sind dabei von System zu System
unterschiedlich. Position, Grée und Abstand der Ringe auf dem reflektierten Bild
werden durch die korneale Form beeinflusst. Leider sind Details der Algorithmen der

kommerziellen Hersteller von Videokeratographen wohlgehiitete Firmengeheimnisse.

“Placidoringe sind konzentrische Ringe
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Trotzdem wollen wir hier einen kleinen allgemeinen Uberblick iiber die Verarbeitungs-
techniken angeben.

Nachdem ein Video aufgenommen und digitalisiert wurde, werden die Einzelbilder
analysiert. Als erstes wird ein Referenzpunkt generiert, anhand dessen sich alle ande-
ren Punkte auf den konzentrischen Kreisen identifizieren lassen (Beispielsweise der
Mittelpunkt). Danach wird der Schnitt von Teilmeridianen und Ringen gebildet. Bei
15-38 Ringen und 256-360 Meridianen erhélt man theoretisch zwischen 6.000 und
11.000 Datenpunkte. In der Praxis weicht diese Zahl allerdings vom theoretischen Wert
ab.

Die Datenpunkte werden nun mit Modelldaten verglichen. Dabei wird jedes Gerét vor
dem Einsatz mithilfe einer perfekten Kugel kalibriert. Die Abweichungen der Daten-
punkte der perfekten Kugel zur gemessenen Kornea konnen also genutzt werden, um
die korneale Form zu ermitteln. Die dreidimensionale Form der gemessenen Daten-
punkte werden berechnet bzw. approximiert. Dieser Schritt variiert von System zu
System. Oft werden, wie im nédchsten Absatz beschrieben, Zernikepolynome genutzt,
um die Form zu approximieren. Dadurch konnen bestimmte Eigenschaften, z.B. Astig-
matismus, anhand eines Koeffizienten der Polynome bestimmt werden.

Zum Abschluss wird hier ein Beispiel angegeben, wie in manchen Systemen die Ho-
hendaten (rekonstruierten dreidimensionalen Daten) mithilfe von Zernike-Polynomen
ermittelt werden. Zernike-Polynome haben drei Eigenschaften, die sie wesentlich von
anderen orthogonalen Polynomen unterscheiden:

1. einfache rotationssymmetrische Darstellung mittels dem polynomialen Produkt
R(p)G(9),
wobei G(0) eine stetige 2m-periodische Funktion ist und
G(0+a) =G(0)G(a)
gilt. Die trigonometrischen Funktionen
G(9) = =

erfiillen diese Eigenschaften fiir m € Nj.

2. Die radiale Funktion muss ein Polynom in p mit Grad n € N sein und darf keinen
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Term vom Grad kleiner m enthalten.
3. Der Grad von R(-) ist gerade, falls m gerade ist, und ungerade, falls m ungerade ist.

Daraus ergeben sich die Zernike-Polnome fiir gerades m als

Z,(p,9) = R/ (p)cos(mo)
und fiir ungerades m
Z,"(p,0) = R (p)sin(m9).

Die radialen Polynome R]' sind Spezialfille der Jacobipolynome. Ihre Orthogonalitit

ist gegeben durch

! 1
| Rr@)RE(pIpdp = 5~ —8,R2(1),
o (

n+1)

wobeil das Kronecker-Delta als

1 n=n
611711’ -
0 sonst
definiert ist, und sie werden durch
R'(1)=1

normalisiert.

Nun konnen beispielsweise

8
W(p7¢) = Z ZkRk(p;q))
k=0

berechnet werden und anhand der Koeffizienten aus 4 die Abweichungen der Kornea
angegeben werden.

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten, die Zernike-Koeffizienten aus den gegebenen
Messdaten zu approximieren. Der einfachste und schnellste Ansatz ist das Polynom-
Fitting-Verfahren mittels Least Squares. Ein Beispiel hierfiir findet sich in [34], wobei
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n m | Nummer k£ | Polynom Ry,
0 |[0]0 1
1 1|1 pcos(0)
45° 2 psin(Q)
013 2p% -1
2 |2 ]4 pZcos(20)
5 pZsin(20)
1|6 (3p> —2)pcos(9)
7 (3p* —2)psin(¢)
0|8 6p* —6p+1
3 1319 p>cos(30)
10 p3sin(30)
2 | 11 (4p? — 3)p?cos(20)
12 (4p2 —3)pZsin(20)
1|13 (10p* — 12p% +3)pcos(0)
14 (10p* — 12p2 + 3)psin(0)
0|15 20p% —30p* + 12p% — 1

Tabelle 3: Die ersten 15 Zernike-Polynome (Radialer Anteil)

zu beachten ist, dass die Daten mit einem Hartmann-Shack-Sensor aufgenommen wur-

den.

2.1.3 Analyseverfahren

Es existieren diverse Verfahren zur Bestimmung von Pathologien des Tranenfilms. Ein
Verfahren zur Bestimmung des wissrigen Anteils des Trinenfilms ist der Schirmer
Test. Hierbei wird ein 3,5 cm langer und 0,5 cm breiter Streifen roten Lackmuspa-
piers in die Bindesackhaut der beiden Augen eingehingt. Durch die leicht alkalische
Tranensekretion (pH = 7,35) verfirbt sich das Papier blau und nach etwa 5 Minuten
kann die Strecke gemessen werden, die von der Trénenfliissigkeit verfarbt wurde. Laut
[10] sollte nach 5 Minuten ein mindestens 1,5 cm langes Stiick des aus der Lidspalte
heraushingenden Streifens befeuchtet sein. Das Verfahren nach Jones ist eine Wei-
terentwicklung des Schirmertests. Hierbei werden durch vorheriger Applikation eines
Oberflachenanistetikums und durch Verdunklung des Raumes die unphysiologischen
Reize minimiert. Hierbei ist die Norm 10 mm Befeuchtung in 5 Minuten.

Eine andere Eigenschaft des Tridnenfilms ist die Trinenaufrisszeit (engl. Literatur:
Break-Up-Time), welche mittels einer Spaltlampe gemessen werden kann. Dabei wird

ein Tropfen Fluoreszein (Fluoreszein-Natrium (0,1-0,5 %)) in den Bindehautsack ge-
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Koeffizient | Beschreibung

Zy

Z Neigung in x-Richtung
2 Neigung in y-Richtung
Z3 Defokus

Zy4 Astigmatismus bei 0°
Zs Astigmatismus bei 45°
Ze Koma in x-Richtung
Z7 Koma in y-Richtung
Z3 Spérischer Defokus

Tabelle 4: Koeffizienten der Polynome R; und ihre Eigenschaften.

traufelt und nach mehrmaligem Lidschluss die Stabilitéit unter Vorschalten eines Kobalt-
Blaufilters gemessen. In [10] wird erwihnt, dass eine Festlegung der Norm der phy-
siologischen Benetzungsdauer schwierig ist.

Diese Verfahren sind offensichtlich stark invasiv und verfilschen sich schnell in Rela-
tion zur Sensibilitdt des Augenapperates des Patienten.

Es existieren ebenfalls mehrere nichtinvasive Verfahren >, welche vorverarbeitete Bil-
der aus einem Augenmessgerit einzeln verarbeiten. Im Folgenden werden einige die-
ser Ansitze beschrieben:

Fiir das RT-7000 von Tomey existiert beispielsweise das System TSAS (Tear Stabili-
ty Analysis System). Hierbei werden zur Analyse der Stabilitdt des Trinenfilms zwei
Werte herangezogen: Erstens die Differenz zwischen dem ersten Bild und den Folge-
bildern und zweitens die Anzahl der Verinderungen an einem Ring. Durch Threshol-
ding wird dann ermittelt, ob es sich um einen Trdnenaufriss handelt. Dieses System
benutzt ein 6-10 Sekunden Video mit einem Bild pro Sekunde.

In [11] wird eine dhnliche Methode beschrieben. Hierbei werden die Daten aus einem
Videokeratographen (TMS-2N) verwendet, um bei einem 10 Sekunden Video (1 Bild
pro Sekunde) auf jedem Bild einzeln die Tear-Breakuptime (TMS-BUT) und das Ver-
hiltnis des Aufrissareals zur gesamten Farbcode-Fliche (TMS-BUA) zu bestimmen.
Diese Werte wurden an 48 Probanden mit dem oben beschriebenen Spaltlampenver-
fahren (SLE-BUT) verglichen. Dabei wurde eine positive Korrelation von SLE-BUT
und TMS-BUT festgestellt und eine negative Korrelation von SLE-BUT und TMS-

SWie schon im vorherigen Kapitel erwihnt, werden die meisten Algorithmen und Techniken solcher
Verfahren von den meisten Herstellern geheim gehalten und sind u.U. nicht identisch mit den veroffent-
lichen Algorithmen
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BUA.

Drei Methoden werden in [12] zur Ermittlung der Tranenfilmstirke mittels Interferenz-
Methoden angegeben. Dabei werden die drei Methoden wavelelength-dependent frin-
ges, thickness-dependent fringes und angle-dependent fringes diskutiert und vergli-
chen, jedoch nicht mit klinischen Daten hinterlegt.

Eine andere Methode zur Ermittlung der prikornealen Trinenfilmstabilitdt mittels in-
terferometrischer Technik wird in [13] beschrieben. Dabei werden Interferenzmuster
des Trinenfilms mittels schneller Fouriertransformation verarbeitet. Die Methode ba-
siert auf der Evaluation des Grades der Stérung des Streifenmusters durch Berechnung
des zweiten Moments des Fourierspektrums.

[14] beschreibt ein Verfahren mittels Reflective meniscometry. Diese Methode ist den
Verfahren mit Videokeratographdaten dhnlich, jedoch wird statt der Placidoringe ein
Muster aus horizontalen Streifen auf das Auge projiziert, um damit den unteren Tra-
nenfilmmeniskus zu messen. Anhand von 45 Probanden wurde dann der normale Ra-
dius der Kriimmung des unteren Trianenfilmmeniskus ermittelt.

Fiir den Hartmann-Shack-Sensor wurde in [15] ein Verfahren entwickelt. Dabei wur-
den 11 Probanden mit einem modifizierten Hartmann-Shack-Sensor aufgenommen
und mittels Fourier transform reconstructor Algorithm ([16]) die Wellenfrontabwei-
chungen ermittelt. Erhohte Unebenheiten, die in der Zeit auftraten, erzeugten sichtbare
Wellenfrontvariationen.

optische Aberrationen

In dieser Arbeit geht es um monochromatische Abbildungsfehler, also um Fehler, die
nicht von der Wellenlidnge des Lichtes abhingen. Um Abbildungsfehler von Linsen
zu messen wird in der Optik folgender Ansatz verwendet. Es wird angenommen, dass
Lichtstrahlen nahezu parallel zur optischen Achse verlaufen und sich die Abweichun-
gen von der perfekten Linse dieser Lichtstrahlen durch sin(x) beschreiben lassen. Die

Maclaurin Reihe fiir den Sinus lautet
. - (_ 1 )n 2n+1
sin(x) = ) ————x"""",
(x) HZZ) (2n+1)!
also sin(x) = x —x3/6+x>/120.... Die Ordnung der Aberrationen ist nun der hochs-
te Grad der Erweiterung. Demnach ist die Aberrationen erster Ordnung sin(x) ~ x.

Niheres dazu findet sich in [50]. Zernike beschrieb die Abbildungsfehler am mensch-
lichen Auge mittels Zernike-Polynomen. Fiir das menschliche Auge werden dabei die
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optischen Fehler in Aberrationen niederer (Zernike-Polynome Z,...,Z>) und hohe-
rer Ordnung (Z3,...Zs) unterteilt. In der Literatur findet sich ebenso die Unterteilung
in Aberrationen erster (Zernike-Polynome Zy, . ..,7Z,), zweiter (Z3,...Zs) und hoherer
Ordnung (Z;, j > 5). Wir werden fiir den Term niederer Ordnung fiir Zernike Polynom
bis zur Ordnung fiinf verwenden und den Begriff hoherer Ordnung fiir Zernike Polyno-
me von Ordnung groBer gleich sechs. Zernike-Polynome hoherer Ordnung (Z;, j > 5)
konnen nur wenig bis gar nicht durch eine Brille korrigiert werden, daher spielen sie
in der Augenheilkunde bestenfalls eine untergeordnete Rolle. Es ist bekannt (siehe
z.B. [53]), dass optische Aberrationen niederer Ordnung fiir 85 % der Wellenfrontab-
errationen verantwortlich sind. Diese Aberrationen niederer Ordnung (Z,...,Zs) be-
schreiben beim menschlichen Auge die refraktiven Fehler Kurzsichtigkeit (Myopie),

Weitsichtigkeit (Hyperopie) und Astigmatismus.
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2.2 Technische Grundlagen

Bildverarbeitung (Image Processing) beschiftigt sich mit der Analyse und der Verar-
beitung von Bilddaten. Dieses Gebiet ist sehr umfangreich, da durch die fortschreiten-
den Entwicklungen in der Foto- und Videotechnik weitreichende Anwendungsgebiete
im wirtschaftlichen und privaten Bereich geschaffen wurden. Daher wird sich dieses
Kapitel nur mit den Teilgebieten der Bildverarbeitung befassen, welche fiir diese Ar-
beit relevant sind. Grundlegende und weitergehende Literatur iiber Bildverarbeitung
sind beispielsweise [36] (Grundlegendes iiber Bildverarbeitung), [37] (Praktische An-
wendungen), [38] (3D Bildverarbeitung), [39] (Medizinische Bildverarbeitung) und
[40] (Bildverarbeitung und Multiskalenanalyse).

Im Folgenden werden wir uns zunéchst mit einfachen Filtereigenschaften beschéfti-
gen, welche wir spéter zur Vorverarbeitung der Bilder benotigen. Anschlieend wer-

den wir uns mit den Grundlagen der ,,Image Registration “ befassen.

2.2.1 Digitale Signalverarbeitung

Wenn man sich mit Bildverarbeitung (insbesondere mit Bildfiltern) beschiftigt, kommt
man um die grundlegenden Theorien und Eigenschaften der digitalen (eindimensiona-
len) Signalverarbeitung nicht herum. Dabei sind an dieser Stelle als Literaturangaben
[20], [41], [42] und [43] besonders zu nennen. Digitale Signalverarbeitung beschiftigt
sich mit der Verarbeitung von elektrischen Signalen mittels digitalen Rechnern. Die
Schritte eines typischen Systems der digitalen Signalverarbeitung ist im Folgenden
abgebildet:

1. Das elektrische Signal wird (analog) aufgezeichnet

2. Das analoge Signal wird analog vorverarbeitet

3. Das Signal wird digital abgetastet

4. Das digitale Signal wird mittels digitaler Filter verarbeitet

5. Das digitale Signal wird in ein analoges Signal umgewandelt
6. Es erfolgt eine analoge Nachbearbeitung der Signals

Die Anwendung der digitalen Signalverarbeitung sind sehr vielféltig und konnen da-

her nicht in aller Ausfiihrlichkeit vorgestellt werden. Ein Signal f reprisentiert in der



2 GRUNDLAGEN 20

Praxis meist eine physikalische Groe, wie Geschwindigkeit eines Korpers, die Tem-
peratur eines chemischen Prozesses, Spannungsschwankungen an der Kopfoberfliche
beim EEG oder, wie in unserem Fall, elektromagnetische Strahlung.

Mathematisch gesehen wird ein Signal als eine Funktion f(¢) mit der Variablen ¢
bezeichnet. Diese weitreichende Definition wird meist auf Funktionen f : D — R
eingeschriankt, wobei der Definitionsbereich D beispielsweise zeitbeschrinkt (D =
la,b],a,b € R), zeitdiskret (D = Z), periodisch (D = T) oder unbeschrinkt (D = R)

sein kann. Formal definiert bedeutet dies Folgendes.

Definition 2.1 Die Menge L(K) wird als Menge aller Funktionen von K =R, K=C
oder K = T nach C bezeichnet, wobei T den Torus bezeichnet.

Die Menge 1(K) wird als Menge aller Funktionen von K = 7Z oder K = Zx nach C
bezeichnet, wobei Zy den Restklassenring 7 /nZ bezeichnet.

1. Mit C" bezeichnen wir die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen.
Fiir n = 0 ist dies die Menge aller stetigen Funktionen.

2. Mit L,(K), p e N, K=R oder K = C, bezeichnen wir den Signalraum der (p-)

integrierbaren Funktionen

Ly(K) = {f € LK) : [ f]lp <},

wobei L(R) die Menge aller (lokal integrierbaren) reellwertigen Funktionen bezeich-
net.

3. Mitl,(Z), p € N bezeichnen wir den Signalraum der (p-) summierbaren Folgen
1p(Z) = {c € 1(Z):||c]lp < =},

wobei [(Z) die Menge aller reellwertigen Folgen bezeichnet.
4. Analog seien die zweidimensionalen Mengen und Réume fiir K = C?,R?, T?, 72, ijv
definiert.

Fiir die Anwendung verwenden wir hier lediglich die Fille p =1, 2.

Zunichst gehen wir vom eindimensionalen Fall aus.
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2.2.2 Faltungen und Fouriertransformationen

Fiir die Anwendung in der Signalverarbeitung ist die im Folgenden definierte Faltung
ein grundlegendes Konzept. Fiir die Faltung gibt es unterschiedliche Versionen, deren

grundlegende Idee jedoch @hnlich ist.

Definition 2.2 (Faltung) /. Fiir f,g € L1(R) ist die kontinuierliche Faltung als
frglx) = [ FOgx—1)ds

fiir fast alle x € R definiert.®
2. Wir bezeichnen fiir c € 11 (Z),g € L1 (R) die Faltung

cx 8(x) =Y cljlg(x—j)
JEZ
als semidiskrete oder halbdiskrete Faltung.
3. Fiir zwei Folgen c,d € 1\ (Z) ist die diskrete Faltung als

cxqd[k] =} c[jldlk—]]
JEZ
definiert.
4. Fiir zwei zyklische Folgen c,d € 11(Zy) ist die diskrete periodische Faltung als

e dlk] = ZZ‘, c[jld[k—j]

definiert.

Da sich die jeweilige Faltung meist aus dem Zusammenhang ergibt, werden wir im
Folgenden den Term * als Faltung nutzen.

Die vier verschiedenen Faltungen werden fiir unterschiedliche Zwecke bendtigt.

Die kontinuierliche Faltung dient dazu, theoretische Aussagen beweisen zu kdonnen
und bei Anwendungen die dquidistante Diskretisierung erst nach einer kontinuierli-
chen Analyse durchfiihren zu kdnnen.

Die semidiskrete Faltung dient einerseits fiir theoretische Aussagen, andererseits fiir

Abtastraten ungleich Z und letztendlich ist es die Formel fiir Interpolation an dquidi-

Im Folgenden gilt fiir alle Eigenschaften von L, Ridumen der Zusatz ,,fast tiberall®.
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stanten Stiitzstellen. Die dritte Definition bietet die Moglichkeit der effektiven Verar-
beitung von diskreten Daten und die vierte Faltungsformel wird fiir die schnelle Ver-

arbeitung der Bilddaten benétigt.

Lemma 2.1 /. Fiir f,g € Li(R) ist f+g(x) € Li(R).
2. Fiircel1(Z),g € Li(R) ist cx g(x) € L1 (R).

3. Fiirc,d € [1(Z) ist cxd[k] € 11(Z).

4. Fiir c,d € 11 (Zy) ist cxd[k] € 11 (Zn).

Beweis: 1.

LI [ rogte-nanax < [ [ 17@)gdrax
= [ron [ lgtolax

Die anderen drei Beweise funktionieren analog. U

Ein wichtiges Werkzeug zur Analyse von Signalen ist die Fouriertransformierte bzw.
das Spektrum. Das Spektrum ist, einfach ausgedriickt, die Zerlegung des Signals in
Kosinus- und Sinusschwingungen. Natiirlich kann man nicht fiir jede beliebige Funk-

tion die Fouriertransformierte berechnen, weshalb wir die Signalrdaume eingeschrinkt
haben.

Definition 2.3 (Fouriertransformationen) /. Kontinuierliche Fouriertransformation:
7(&) = [ e Sax

fiir f € L (R)
2. Fourierreihe

a€) =Y cljle Sax

JEZ
fiir ¢ € 1(Z). Dann gilt ¢ € Ly (T)
3. Diskrete Fouriertransformation (DFT):

fiir periodische ¢ € 1(Zy) mit Periode N.
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Bemerkung 2.1 Da die Fouriertransformation in dieser Arbeit nur einen sehr kleinen
Anteil einnimmt, werden die Konzepte lediglich definiert bzw. ohne Beweise angege-
ben, um durch Herleitungen nicht von wesentlicheren Themen abzulenken.

In dieser Arbeit wird sowohl die Notation fals auch f" fiir die Fouriertransformierte

verwendet.

Definition 2.4 (inverse Fouriertransformationen)

1. inverse kontinuierliche Fouriertransformation

=5 [ e,

fiir f € Li(R)

2. inverse Fourierreihe

=5 [ s
21 J_n ’
fiir f € Li(T),c € LL(Z)
3. inverse diskrete Fouriertransformation
\/[k l i ]]ezni%
N et )

fiir c € Ly (R)

In [20] wird nun gezeigt, dass ]?v = fund ¢" = c gilt. Die folgenden Siitze zeigen den

Zusammenhang zwischen der Faltung und der Fouriertransformation.

Satz 2.2 (Diskret Periodisch) Fiir c,d € l\(Zy) und a := c+d € I,(Zy) gilt:

alk] = lk|d[k]
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Beweis:

alk] = (cxdyik] |
= Y (Y cld[j—1)e™+
JEZN IE€ZN
k(j—1)

= Y Y ()N dlj -1 v )

jEZN 1€ZNn

~

= clk]d[k]

Analog zeigt man den folgenden Satz

Satz 2.3 (Diskret) Fiir c,d € [1(Z) ist
cxd[k] = e[k d[K]

Dabei ist zu beachten, dass ¢ € L (T) liegt und die Riicktransformation eine Integration

ist.

Satz 2.4 (Halbdiskret) Fiira € l1(Z), g € Li(R) sei h:=axg € L|(R). Dann gilt:

Beweis:
(@:9)"®) = [ ¥ alilgtx—j)e " dx
R jez
= X ([ e e dxyaljle
jez. /R
und die Behauptung folgt durch die Variablentransformation x’ = x — ;. 0

Satz 2.5 (Kontinuierlich) Fiir f,g € Li(R) ist h:= fxg € L|(R) und es gilt:

Fiir die Fall p = 2 der L, und [, Rdume kann ebenfalls eine Fouriertransformation

definiert werden. Dabei kann fiir f € Ly(R) die Fouriertransformierte nicht mit dem
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Fourierintegral berechnet werden, da f (t)ei‘tvt nicht notwendigerweise integrierbar ist,
daher kann ]?nicht direkt definiert werden.
Ein Beweis zur Existenz der Fouriertransformierten in L, findet sich beispielsweise in

[41], wir werden hier lediglich vermerken, dass ein solches Konzept in L, existiert.

schnelle Faltung

Die schnelle Faltung beruht auf der schnellen diskreten Fouriertransformation (FFT).
Die FFT reduziert den numerischen Aufwand zur Berechnung der Fouriertransformier-
ten eines periodisch diskretes Signals ¢ € [1(Zy) auf O(Nlog(N)). Die schnelle Fal-
tung folgt nun fiir ¢,d € [, (Zy) mit Satz, 2.2

—

cxd=cd,

wodurch sich der Aufwand von N(N + 1) Multiplikationen und Additionen auf O(Nlog>(N))
verringert. Da die schnelle Faltung ein grundlegendes Verfahren in der Signalverarbei-

tung ist, wird an dieser Stelle auf [20] verwiesen, ohne weitere Beweise zu diesem The-

ma anzufithren. Angemerkt sei noch, dass die FFT reelle Daten in Komplexe tiberfiihrt.

Bei der inversen Transformation werden diese Daten zwar wieder in Reelle uiberfiihrt,
allerdings erhoht es den Bendotigten Speicherplatz. Eine effiziente Implementierung

der schnellen Faltung ist die Softwarebibliothek FFTW’, welche in dieser Arbeit zur
effizienten Berechnung genutzt wurde.

Es sei angemerkt, dass in dieser Arbeit zur Implementierung der Faltungen die FFT

genutzt wird, um die Daten effizient zu verarbeiten.
Fiir die spiter folgende Kantendetektion bendtigen wir noch folgende Aussagen.

Lemma 2.6 Ist g € L1(R) und xg € Li(R), dann gilt

d

28" (%) = (&8 (8))" (x)-

Lemma 2.7 (Differential) Ist g mindestens einmal stetig differenzierbar, so gilt:

d d
E(f*g) = (f*ag)-

Thttp://www.fftw.org/
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Beweis: Fiir eine diskrete Folge ¢ und g € C'(R) gilt:

%(C*g) = dx () clils(

jEZ

ZZ[J

JEZ

Der Beweis fiir f,g € L; findet sich in geeigneter Literatur iiber Funktionalanalysis. []

Im Allgemeinen bendtigt man nicht unbedingt die stetige Differenzierbarkeit von g.
Geht man von der distributiven Differenzierbarkeit aus, so gilt der obige Satz fiir alle
Distributionen. Ist g stetig differenzierbar, dann stimmt die Ableitung mit der distribu-

tiven Ableitung iiberein.

Bemerkung 2.2 Bei zeitdiskreten Folgen folgt die Eigenschaft mit einer geeigneten

Definition der Diskretisierung eines Differentialoperators. Fiir a,b € Ny sei ein Diffe-

clntal—cln—b] definiert und es gilt:

rentialoperator als Dc[n| = —

D(cxd)[k] = D(} cljld[k—

JEL
= ) cljlglk+a—j]/ — Y clilglk—b—jl/(a—b)
JEL JEZ
= ) cljlDglk—jl.
JEL

Dabei sind folgende drei Diskretisierungen nennenswert:
1. Zentrale Differenz Dc[n] = w

2. Vorwdrtsdifferenz Dc[n] = c[n+ 1] — ¢[n],

3. Riickwiirtsdifferenz Dc[n] = c[n] —c[n — 1].

Filter

Als diskreten Filter bezeichnet man einen linearen, zeitinvarianten Operator auf /(7).

Definition 2.5 Ein Operator L : 1,(7Z) — 1,(Z) wird als Filter bezeichnet, falls dieser
linear
L(oa+ PBb) = oFa+ BFb, a,beh(Z),0,pR.
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und zeitinvariant
F(a[n+k]) = Fa[n+k], a€h(Z),keZ

ist.

Sei der diskrete Dirac-Impuls als

1 n=0
d[n] =

0 sonst

definiert. Dann kann jedes diskrete Signal als

aln] = Z alk]d[n — k|

keZ

dargestellt werden. Sei der Translationsoperator als
Tla] = al- +4]
definiert, so folgt:

Laln] = L( Z alk]d[n —k))

keZ

= ) alk]L[8[n— K]
keZ
= axl,

mit L[t_48] = [. [ wird als Impulsantwort zum Operator L bezeichnet. Die Fourierreihe
der Impulsantwort wird als Transferfunktion bezeichnet.
2.2.3 Bildverarbeitung

Bei der digitalen Bildverarbeitung wird die eindimensionale Theorie auf zwei Dimen-
sionen ausgeweitet. Die Regeln fiir die zweidimensionalen Versionen sind analog zu

den eindimensionalen Fillen, wenn die Multiplikation von zwei Elementen im Expo-

x= (x1> = (x1,x)" € K?
x2

nenten von e
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und

Y1
y= ( ) = (ym’z)T e K?
y2

xy = (xy1 +x2y2) = 2Ty = (x,y)

als

definiert wird. Dabei werden wir auf die korrekte Schreibweise der Transponierten ()7
aus Griinden der Lesbarkeit verzichten und nur fiir Fille verwenden, bei denen sich
der Sinn nicht direkt aus dem Kontext ergibt.

Beispielhaft werden wir die Definitionen auf den kontinuierlichen Fall ausweiten, wo-
durch die Erweiterungen der anderen Fille auf zwei Dimensionen offensichtlich wer-
den sollte. Fiir Beweise und nihere Informationen sei wieder auf [20] verwiesen, da

wir die Ergebnisse an dieser Stelle lediglich definieren.

Definition 2.6 (zweidimensionale kontinuierliche Fouriertransformation) Fiir f €

L1(R?) ist die kontinuierliche zweidimensionale Fouiertransformation als
P = [ [ ftam)e @rEndndr

definiert. Als Kurzschreibweise fiir x = (x1,x2),§ = (&1,&2) wird

&)= [ se Eax= [ e @ax

verwendet.

Definition 2.7 (inverse zweidimensionale kontinuierliche Fouriertransformation)
Fiir f, f € L (R?) gilt

1 .
flxr,x) = m/R/Rf(§1,&2)€l(§1x‘+§2x2)d§1d§2

Fiir x = (x1,%2),& = (§1,&2) gilt die Kurzschreibweise

1
- 4n? Jr2

f(x) f(E)e' &Vt
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Definition 2.8 (zweidimensionale kontinuierliche Faltung) fiir f, g € L (R?) ist die
Faltung als

f*kg(xl,xz):/R/Rf(fl,tz)g(xl—tl,xz—tz)dl‘ldtz

definiert. Fiir x = (x1,x2),& = (§1,&2) gilt die Kurzschreibweise

Frego) = [ fe)glr— .

Bemerkung 2.3 Es gilt
(f#48)"(§) = f2(&),

wobei fund g punktweise multipliziert wird. Man beachte, dass die Gleichheit nur fast
iiberall gilt.

Bildabtastung
Physikalisch besteht ein Bildsensor aus Pixeln o € Z?, welche die eintreffenden elek-
tromagnetischen Strahlen im Bereich des jeweiligen Pixels mitteln. Die mathematische

Modellierung kann als

Jalo] = sz(x)X(—l/ZJ/Z)Z(OC —x)dx, o€ Z?

angegeben werden, wobei f; das gegebene Bild beschreibt. Es ist nun offensichtlich
unmoglich, f aus f; zuriickzurechnen, ohne zusitzliche Bedingungen zu stellen. Daher
hat die digitale Signalverarbeitung folgenden Ansatz.

Man geht von einer Abtastung

€72

falo] =} f(B)3(o—P)
B
aus. Die Fouriertransformierte von f; ist

fa®) =Y f(B)e .

Bez?

In [20] findet man nun folgendes Resultat zur Abtastung und Rekonstruktion eines
Signals f.
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Satz 2.8 Hat f den kompakten Triiger [—m,m]?, so gilt:

f) =3 fB)o(x—B),

pez?

0(x1,x2) = sin(Tx ) sin(nxz).

X1 X2

Dies ist die analoge zweidimensionale Version des Shannon-Whittaker Sampling Theo-

rems (siehe z.B. [20]) und wird analog bewiesen.
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2.2.4 Kantendetektion

Zu den wichtigsten Werkzeugen der Bildanalyse zéhlt die Kantendetektion. Dazu be-
notigen wir zunichst eine Definition, die den Begriff Kante mathematisch modelliert.
Sei f € C'(R?).

Der Gradientenvektor sei definiert als

und der Vektor der Richtungsableitung sei der Einheitsvektor 77 = (cos(@),sin(¢))”
mit of  of af

9of _ 9 9 o) = (VAT

9~ o, Co8(@) + 3T sin(@) = (V)7

Ein Punkt x € R? kann als Kantenpunkt bezeichnet werden, falls der Gradient ein

lokales Maximum bzgl. der Umgebung
X+AVS,

mit |A| < € (fiir € > 0 geniigend klein) ist.
Eine Kante oder Kantenkurve ist eine Verkettung der Kantenpunkte.

Fiir diskrete Bilder I € I,(Z?) werden die Differentialoperatoren diskretisiert. In der
Literatur der Bildverarbeitung ist das Sobelfilter eine weit verbreitete Version einer

Diskretisierung. Dabei wird das Bild mit den Sobeloperatoren Sy, S, folgendermafBen

verarbeitet:
1 0 —1
Gy=8xI= 12 0 —2|*I
1 0 —1
1 2 1
Gy=8x*xI=[0 0 O0|=xI
-1 -2 -1
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In der folgenden Abbildung ist eine Anwendung abgebildet. Offensichtlich wird das
Ergebnis (Bild unten) durch Rauschen stark beeinflusst. Daher ist es sinnvoll, das Bild

vorher zu entrauschen bzw. zu glitten.
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Abbildung 5: Anwendung des Sobeloperators: Das Bild links oben wird mittels So-
belfilter verarbeitet. Der Betrag des approximierten Gradienten W f| ist rechts oben
abgebildet. Das untere Bild zeigt nun die lokal Extremen Punkte bzgl. der jeweiligen
Filterung.

Im Allgemeinen kann man also nicht davon ausgehen, dass f € C!(R?) gilt, sondern
eher f € L,(R?) gilt. Dadurch ergeben sich zwei Probleme: Erstens ist f nicht stetig
differenzierbar, und daher der Gradient auch nicht unbedingt berechenbar, und zwei-
tens geht man mit diesem Modell davon aus, dass die Bilder mit Rauschen behaftet
sind, wodurch sich (bei angenommener stetiger Differenzierbarkeit) fiir kleine € die
Kanten von dem unterscheiden, was man intuitiv als Kante in einem Bild bezeichnen
wiirde.

Daher nutzen wir folgenden Ansatz zur Kantendetektion.
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Definition 2.9 (Glittungsfunktion) Sei K = R oder K = R?. Eine Funktion ¢ heift
Gldattungsfunktion, falls
/ O(x)dx = 1.
K

Definition 2.10 (Kantenpunkt) Sei f € L,(R?). Zusditzlich ist eine Familie von Gliit-
tungsfunktionen o5 € C' (R?), s € Q gegeben. Ein Punkt x € R? wird als Kantenpunkt
der Klasse s bezeichnet, falls der Gradient

N 9(f*0s)
V(fx0s) = <a<?ih>s>>

x>

ein lokales Extremum bzgl. der Umgebung

X+ AV(f )

mit || < € (fiir € > 0 geniigend klein) ist.

Ein Kantenpunkt zu einer vorgegebenen Menge Q ist nun ein Punkt x € R?, so dass x
fiir alle s € Q ein Kantenpunkt der Klasse s beziiglich der Glattungsfunktion @; ist. Als

Kante bezeichnet man eine Verkettung dieser Punkte.

Beispiel 2.1 1. Multiskalen Wavelet Edge Detection:

Fiir s € R™ wird ¢; = %q)s(—;) definiert. Besonders die dyadische Verarbeitung mit
s:=2J, j € Ny ist fiir die diskrete Bildverarbeitung interessant. Mehr zu diesem Thema
findet sich in [20].

2. Canny Edge Detector:

x2 +y2

In [61] wird eine Methode beschrieben, bei welcher Os(x,y) = e 207 gesetzt wird
und das Bild somit mit einem Gauf3kern gegliittet wird. Dabei kann s = 6 € R™ gesetzt
werden.
3. B-Splines:
Fiir s € N wird

01 =X[—qpp a € Rg,b cR*

und

q)s = q)s—l *¢1
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definiert. Fiir a = 0,b = 1 handelt es sich hierbei um die kardinalen B-Splines und fiir

a = b = 1/2 um die zentrierten kardinalen B-Splines der Ordnung s.

Definiert man nun

1 _ d(f *0s)
Vs = ox;
v = —a(];*q)“),

X2

so erhdlt man folgenden Zusammenhang:

(Wlf(u,s)> _ f*w;<u>>
W2f(us)) — \S*wi(u)
(
(

_ (e (0 u))
a%z(f*q)S) u)
= V(f*05) ()
Es sei
M) = \JIWF )2+ [W2F (u,5) 2
und

o),  falls W' f(u,s) >0,

Af(u,s) =
Js) T—o(u), fallsW!'f(u,s) <0,

2
wobei @(u) = arctan(‘v;,lﬁb"l’g) ist. Der Einheitsvektor®

= (cos(Af(u,s)),sin(Af(u,s)))

ist kollinear zu %( f*0s)(u). Ein Kantenpunkt in der Klasse s sei nun ein Punkt v, so
dass |M(u,s)| ein lokales Maximum an der Stelle v bzgl. der Umgebung v + Aizy(v),
fiir |A| < € ist. In [20] werden solche Punkte als wavelet transform modulus maxima

bezeichnet. Diese Kantenpunkte sind meist auf Kurven verteilt, welche auf Bildern die

8Die rechte Definition dient zur theoretischen Ansicht, die linke wird zur praktischen Berechnung
genutzt.
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Rénder von Strukturen und Objekten markieren. Diese Kurven konnen durch Verket-
tung von einzelnen Kantenpunkten erzeugt werden. An jeder beliebigen Stelle kann
man die Tangente der Kantenkurve durch die Berechnung der Tangenten der Level-
menge approximieren. Diese Tangentenrichtung kann man dann zur Verkettung der

Kantenpunkte, die auf einer Kantenkurve liegen, nutzen.

Bemerkung 2.4 Sei z € C. so ldsst sich z schreiben als
z=x+iy=re®.

Dabei gelten folgende Beziehungen

X cos(0) =Re(z

y sin(¢) =Im(z

ro =+/x*+y* =abs

(
=arctan2(y,x) = arg(z)

arctan?2 bezeichnet eine von x und y abhdngige Fallunterscheidung fiir die Berechnung

des arctan. Anders ausgedriickt kann man den Winkel auch schreiben als

arccos( \/;Tyz) ) fallsy >=0
7 X
¢ arccos( \/m) ) fallsy <0
N/A , falls \/x*+y>=0

Sei eine zweidimensionale Funktion g gegeben. Die Levelmenge® von g sind die Kur-
ven x(¢), an denen g konstant ist. Sei T = (7;,72)” die Richtung der Tangente von x(¢),
dann ist

dg(x(s)) _dg_ . 08 O Tx

= — _— = V =
ds 8x111+ax212 (Vg)'=0,

da g(x(7)) konstant ist. Also ist Vg senkrecht zur Richtung % der Tangenten der Level
Menge, die durch x laufen.
Setzt man g = f * @, so ist an einem lokal maximalen Punkt v der Vektor

iis(u) = (cos(Af(u,s)),sin(Af(u,s)))T zur Klasse s senkrecht zur Levelmenge von

%level-set, auch bekannt als Nullstellenmenge oder Niveaumenge
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f * Py durch v. Falls die Grauwertintensitit einer Kante (nahezu) konstant bleibt, sind
die maximalen Punkte entlang einer Level Menge. Die Tangente dieser Maximalkurve

ist daher senkrecht zu 7i5(v).

Bemerkung 2.5 Bei Anwendungen ist es natiirlich sehr unwahrscheinlich '°, dass f
bzw. g auf einer Kurve konstant ist. Man kann aber davon ausgehen, dass die Varianz
auf solchen Kurven relativ klein ist, was wiederum bei der Implementierung durch
einen einfachen Threshold realisiert werden kann.

Zusdtzlich werden die Varianzen durch die Glittungsfunktionen verkleinert.

10pesonders wenn L, Funktionen betrachtet werden
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2.2.5 Image Registration

Image Registration ist eine Prozedur, welche die beste rdaumliche Anordnung von zwei
(oder mehr) Bildern ermittelt. Im Allgemeinen kann es sich nicht nur um Bilder, son-
dern um beliebige Datensitze handeln (bspw. 3D-Daten aus einem MRT, Audioda-
ten, etc.). Bei den Bildern kann es sich um Daten handeln, welche zu gleichen oder
unterschiedlichen Zeitpunkten, von identischen oder unterschiedlichen Sensoren und
aus derselben oder unterschiedlichen Perspektiven aufgenommen wurden. Dies ist ein
wichtiger Schritt, um zwei Datensitze vergleichen zu konnen.

Beispielsweise unterliegen Bilddaten einer sich bewegenden Kamera grundlegenden
geometrischen Verzerrungen. Einige einfache Verzerrungen und ihre mathematischen

Modelle sind in Tabelle 5 aufgefiihrt.!! Die einfachste Verzerrung ist die Verschiebung

Name Formel
i X0 =ap+x1
Translation
Yo = by + Y1
i X0 = aixi
Skalierun
: Yo = b1y
Schiefe X0 = X1a2)1
Yo =M1
perspektivische Verzerrung X0 = aszXxiyi
Yo=M1
Rotation mit Winkel ¢ xo = x1c08(Q) — y15in(Q)
Yo = x1cos(@) +yisin(9)

Tabelle 5: Beispiele allgemeiner Deformationen

(Translation) der Bilddaten, welche sich mittels maximalem Korrelationskoeffizienten
von zwei Bildern ermitteln ldsst.

Image Registration besteht aus 4 Schritten: Feature Detection, Feature Matching, Trans-
form Model Estimation und Target resampling and transformation (vergleiche [4])

1. Feature Detection dient dazu, aus Reference (Input) and Target (Output) Data, be-
stimmte Features zu ermitteln, welche in beiden Daten erhalten sind.

2. Im Feature Matching Schritt wird fiir jedes Feature aus den Reference Daten ein
korrespondierende Feature aus den Target Daten ermittelt .

3. Beim Transform Model Estimation Schritt wird fiir ein vorgegebenes Motion Model

die geometrische Verformung/ Verinderung berechnet.

"'Die Verzerrungen kénnen natiirlich auch kombiniert auftreten.
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4. Beim Image Resampling werden die Target Daten entsprechend der berechneten
Transform Model Estimation transformiert. Also werden vier Voraussetzungen beno-
tigt, um ein Verfahren fiir Image Registration zu ermitteln: Die Referenzdaten und die
Zieldaten (auch Reference und Target Data), das Bewegungsmodell (Motion Model ,
Transformation Model oder Deformation Model), die Fehlerfunktion (Similarity Cri-

terion) und die Optimierungsmethode (optimization method).

Beispiel 2.2 (Translation bei Funktionen) Seien fi, f> € Coo(R), wobei gilt: fi(x) =
f2(x+1),x € R. Es soll die Verschiebung t berechnet werden.

1. f1 wird als Reference Data und f> als Target Data gewdihlt. Feature Points seien alle
xeR.

2. Die Optimierungsmethode sei die Maximierung von g(k) = [g fi(x)f2(x + k)dx,
indem alle Werte fiir k € R berechnet werden und die Fehlerfunktion sei [p(fi(x) —
fr(x+k))?dk.

3. Das Motion Model sei x +t und die Transform Model Estimation ergibt sich aus
t = argmaxyerg (k).

4. Das Ergbnis ist nun f>(x) = f>(x+1).

Beliebte Fehlerfunktionen bei Bildern:

Summe der Quadratdifferenzen

Korrelationskoeffizient

Korrelationsquotient

Information

Normalized Mutual Information

Eine andere nennenswerte Moglichkeit, Bilder aneinander anzugleichen, ist der opti-
sche Fluss (engl. optical flow). Sei I € C?(R?) eine (zweimal stetig differenzierbare)

Bildsequenz gegeben!2. Wir berechnen das Taylorpolynom

It froy+ ot +1) = Iy + 22D (g

ox
0l(x,y,1) ol(x,y,1)
ay (y+f2_y)+ ot (t+1_t)+R7

12Dabei ist mit I(x,y,t) der Wert an der Position (x,y) zum Zeitpunkt ¢ gemeint.
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wobei R die Terme hoherer Ordnung sind. Unter der Annahme

I(x+ f1,y+ fa,t +1) =1(x,y,1),

erhilt man (unter der zusitzlicher Annahme R = 0)

ol (x,y,1)

S0 ()4 20

() + 2120,

0=1I(x+f1,y+fa,t +1)—I(x,y,t) =
Daraus ergibt sich der gesuchte optische Fluss f = (f1, f»)7 fiir eine Bildsequenz I €
C'(R3) mit I : R® — R, I(x,y,t) = g, durch die Kontinuititsgleichung

ol ol ol
+f1 +fza—:
y

bzw. o1 o7
f1 fz y_ 3

Es gibt nun diverse Ansitze und Algorithmen, um dieses Problem zu 16sen'>

Weitergehende Informationen zu diesen einfachen Modellen findet sich in [36]-[40]

13 Allgemein ist es nicht eindeutig 16sbar, da es eine Gleichung mit zwei Unbekannten ist.
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2.2.6 Splines

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Eigenschaften von Splines beschrieben wer-
den. Ein Spline ist eine Funktion, die aus stiickweisen Polynomen von Grad m zu-
sammengesetzt ist. Zusitzlich wird verlangt, dass der Ubergang an den sogenannten
Bruchstellen der stiickweisen Polynome (m — 1)-fach stetig differenzierbar ist.
Zunichst beschiftigen wir uns mit der kubischen Splineinterpolation.

Zu gegebenen Daten f(1o),. .., f(T,) mit Bruchstellen'* t; € [a,b],a =19 < --- <1, =
b nennt man eine Funktion s, welche auf jedem Intervall [t;,T;+ 1] einem kubischen Po-

lynom s; entspricht und zusétzlich

si(t) = f(T),
si(Tiv1) = f(Ti41),i=0,...,n—1

erfiillt, einen stiickweisen kubischen Interpolanten.
Einen stiickweisen kubischen Interpolanten nennt man kubischen Splineinterpolanten,

falls zusitzlich die Bedingungen:

si(t) = siq(T),
/!

si<Ti) = Si+l(ri>7 l:177n_1
gelten. Durch diese Bedingungen ist ein kubischer Splineinterpolant im Intervall [a, b]

zweimal stetig differenzierbar. Jedes stiickweise Polynom s; kann als
_ .3 2
S; = aix” +bix* +cix+d;

geschrieben werden, wodurch wir 4n zu bestimmende Freiheitsgrade erhalten.

An einen kubischen Splineinterpolanten werden 4n — 2 Bedingungen gestellt, wodurch
zwel weitere Bedingungen gestellt werden konnen, welche als Randbedingungen be-
zeichnet werden. Im folgenden Beispiel sind einige mogliche Randbedingungen auf-

gefiihrt.
Beispiel 2.3 |. freier Rand oder natiirliche Randbedingung:

50(t0) = () =0.

14Bei stiickweisen Polynomen werden die t; als Bruchstellen bezeichnet. Bei Splines werden diese
Knoten genannt.
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2. periodische Randbedingung:
so(to) = s,(Tu),  50(T0) = 55, (%)

3. Falls g'(v0) und g'(t,) bekannt sind, so konnen

s0(t0) =8'(0),  so(Tw) = &'(T),

als Randbedingungen angenommen werden. Mit neu eingefiihrten Bruchstellen T_1 :=
To und T,41 := T, stimmt der Interpolant an den Bruchstellen T_1,...,T,+1 mit der

Funktion g iiberein und wird als vollstindiger kubischer Splineinterpolant bezeichnet.

Weitere Beispiele finden sich in [59], aus welchem auch das folgende Korollar stammt.

Korollar 2.9 Von allen zweimal stetig-differenzierbaren Funktionen f, welche mit g
an den Bruchstellent_y,. .., T, tibereinstimmen, ist der vollstindige kubische Splin-

einterpolant die eindeutige Funktion, welche
b
|y
a
minimiert.
Bemerkung 2.6 Das Minimierungsintegral im Korollar sagt aus, dass die Biegeener-
gie minimiert werden. Umgangssprachlich bedeutet dies, dass der Interpolant mit mi-

nimalen Wendungen die Werte an den Bruchstellen interpoliert, also moglichst wenig

von der linearen Least-Squares-Approximation abweicht.

An dieser Stelle werden wir B-Splines vom Grad m erneut definieren. Allerdings sei

diesmal eine monoton aufsteigende Knotenfolge

Tom = {10+ s tntm+1}, 1j < tjtm+1, j=0,....n

vorgegeben, welche, anders als bei der Definition als Kantenfilter, nicht unbedingt

dquidistant sein muss.
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Definition 2.11 (B-Spline) Fiir m =0 gilt

I, ft<x<ty

Bio(x|T) =
0, sonst
Fiirm > 0 gilt
X —1 theom — X
Bim(xX|T) := ————Bim1 (x|T) + —"——Biy 1 m—1(x|T)
Tktm—1 — Tk Tktm — Tkt

Bemerkung 2.7 Jeder B-Spline By, ist eine nichtnegative Funktion und hat den kom-
pakten Tréger [ty,tyym+1]. Ist der Grad m vorgegeben, so wird ein B-Spline auch ein-

fach als By, geschrieben.

Bemerkung 2.8 Seien n+ 1 Datenpunkte (xo,y0),...(Xn,Yn) gegeben, wobei die In-

terpolationspunkte x ; dquidistant sein sollen, also
Xp = Xp—1 + h.

Sei als Grad m = 3 gewdihlt, so konnen die Knoten als

tp = xo—2h,
th = xo—h
tktem—1 = Xk, k=0,....n
tham = Xn+h,
hnimel = Xp+2h

gewdhlt werden.
So konnen also n+ 1 +m—+ 1 Knoten definiert werden, die fiir die B-Spline Interpola-

tion benotigt werden.

B-Splines bilden eine Basis fiir den Raum der stiickweise Polynome vom Grad k auf
dem Intervall [a,b]. Der lingliche Beweis kann in [59] nachgelesen werden. Dies be-
deutet, dass ein Spline auf einem Intervall [a,b] auch als Linearkombination von B-

Splines dargestellt werden kann.
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Fiir die B-Spline-Interpolation muss das lineare Gleichungssystem
n
Y uBi(t) = f(u) (1)
k=0
gelost werden. Der folgende Satz beantwortet nun die Frage, wann das Gleichungssys-

tem losbar ist.

Satz 2.10 (Schonberg-Whitney) Sei T streng monoton steigend, so dass aus a < t; =
o+ =tiyy = T; < b, r <k folgt. Dann ist die Matrix A := (Bj(t;)) des linearen Glei-

chungssystems 1 genau dann invertierbar, falls
B,’(’C,‘)%O, i:1,...,n.
Dies gilt genau dann, wenn t; < ©; < tiy, fiir alle i gilt.

Bemerkung 2.9 Wir nehmen die Voraussetzungen aus Bemerkung 2.8 an.
Dann gilt

i <Iljtm—1=Xj <Iljtm+1

wodurch die Schonberg-Whitney-Bedingung erfiillt ist.
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3 Verarbeitung

Die Verarbeitung der Daten ist in mehrere Schritte unterteilt:

(0. Voranalyse)

1. Image Registration

2. Waveletalgorithmus

3. Auswertung.

Im ersten Schritt werden die Bewegungsartefakte der Augenbewegungen ermittelt und
aus beiden Kameradatensitzen herausgerechnet. Im zweiten Schritt wird der Wave-
letalgorithmus aus [7] auf die Daten der beiden Kameras angewendet. Hierbei wird
das Zeit-Frequenz-Verhalten ermittelt, woraus sich die Features fiir den dritten Schritt
ergeben. Die abschlieBende Verarbeitung stellt eine statistische Auswertung der erho-

benen Features dar, um damit auf Pathologien des Trianenfilms zu schlieBen.

In dieser Arbeit wird die Voranalyse und der erste Schritt der Verarbeitung dargestellt.
Der zweite Schritt findet sich wie schon erwéhnt in [7] und der Dritte wird in einer

separaten Arbeit verdffentlicht werden.

3.1 Voranalyse

Bevor das aufgenommene Video analytisch untersucht werden kann, muss es erst zeit-
lich in seine Phasen aufgeteilt werden. Das Verhalten des Tridnenfilms ldsst sich in
periodisch wiederkehrende Phasen unterteilen. Eine Periode des Trénenfilms besteht
aus Phasen: Blinzeln, Aufbau, Stabilitdtsphase, Degeneration. Es konnte ermittelt wer-
de, dass die Varianz iiber die Pixel der einzelnen Bilder in der Blinzelphase signifikant
abfillt. Der Aufbau des Trianenfilmes beginnt und endet ziemlich direkt mit dem 6ff-
nen des Auges ([32]). Danach verlduft die wissrige Schicht in eine Richtung (meist
horizontal nach oben, manchmal auch vertikal von der Nase weg oder zur Nase). Die
Lipidschicht, die auf der wissrigen Phase schwimmt, wird dabei entsprechend mitbe-
wegt. Die Geschwindigkeit, mit der sich der Film bewegt, nimmt stetig ab und miindet
in der Degenerationsphase des Trdnenfilmes. In der Degenerationsphase beginnt der
Tréanenfilm an einigen Stellen aufzubrechen.

Fiir uns interessant sind lediglich die Phasen eines Videos, in denen das Auge getffnet
ist Daher miissen die Videos zundchst in Blinzel und Nicht-Blinzelphasen eingeteilt

werden. Dazu werden die Bilder der Videos in die Klassen ,,offenes Auge* und ,,ge-
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schlossenes Auge* eingeteilt. Abbildung 6 zeigt jeweils ein exemplarisches Bild der

Klassen.
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Abbildung 6: Das linke Bild zeigt das geoffnete Auge mit dem gleichméBig projizier-
ten Muster. Das rechte Bild zeigt das geschlossene Auge. Die Reflexionseigenschaften
des Lids sorgen fiir eine Streuung des Musters.

Als Eigenschaften wurden die folgenden beiden schnell berechenbaren Eigenschaften

der Bilder genutzt:

Definition 3.1 (Mittelwert und Varianz) Der Mittelwert einer Funktion f € L([—1,1])

wird definiert als
1 1
E(f)=3 [ fax
-1
Die Varianz der Funktion ist definiert als
V() =E(f—E)).
Daraus leiten wir den Mittelwert und die Varianz fiir Bilder ab

Definition 3.2 (Mittelwert und Varianz fiir Bilder) Der Mittelwert eines Bildes
1€ 1([-N,N]?),N € N wird definiert als

E() = g LI

Die Varianz der ist definiert als
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Mit dieser Idee wurden 905 Bilder in offene und geschlossene Augen eingeteilt und der
Mittelwert und die Varianz berechnet. Zunichst konnte ermittelt werden, dass der Mit-
telwert der offenen Augen wesentlich niedriger war, als der Mittelwert der geschlosse-
nen Augen. Allerdings konnte bei halbgetffneten Augen (obere Hilfte des Bildes wie
Klasse ,,geschlossenes Auge* untere Hélfte des Bildes wie Klasse ,,offenes Auge*)
kein signifikanter Unterschied der Mittelwerte ermittelt werden. Die Varianz dieser
Bilder war allerdings signifikant groBer, als die der Klasse ,,offenes Auge* . In der fol-

genden Abbildung sind die ermittelten Klassen abgebildet.
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Abbildung 7: Plot der Mittelwerte auf der x- und der Varianzen auf der y-Achse der 905
Testbilder. Die Klasse der ,,offenen Augen* ist griin und die Klasse der ,,geschlossenen
Augen* blau.

Somit kénnen die Videos nun in die Phasen eingeteilt werden, in denen das Auge ge-
offnet ist. Zusitzlich kann ein erster Referenzwert fiir das Dry-Eye-Syndrom definiert
werden: Die maximale Linge, die der Proband das Auge geoffnet lassen kann. Im Fol-
genden verwenden wir nun die Phase des gedffneten Auges eines Videos, welche die

langste Dauer hat.

3.2 Image Registration

Damit kleine Augenbewegungen die Waveletanalyse nicht stéren und die Daten verfil-
schen, miissen die Bilder vorher aneinander angepasst werden. Eine endgiiltige Aus-
sage iiber die Qualitdt des Algorithmus kann allerdings erst dann gemacht werden,

wenn geniigend Datensitze zur empirischen Auswertung vorhanden sind. Es sei noch
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bemerkt, dass dieses Problem aufgrund der Hardware (CMOS-Sensoren, Optik) und
der Aufgabenstellung hochgradig nichttrivial ist. Die Optik leitet nur jeweils etwa 4
% des einfallenden Lichtes an die jeweilige Kamera weiter. Aulerdem sind (preis-
wertere) CMOS-Kamerasensoren (Complementary Metal-Oxide Semiconductor) im
Vergleich zu CCD-Lichtsensoren (Charge Coupled Devices) wesentlich lichtunemp-
findlicher, kontrastirmer und stirker durch Rauschen belastet. Daher lassen sich die

Standardalgorithmen der Videokeratoskopie auf die Bilder nicht anwenden.

Aufgabe der Image Registration ist es nun, ein gegebenes Bild an ein Zweites an-
zugleichen. Bei dieser Anwendung sind also Abbildungen 77,73 gesucht, so dass ein
Bild I € L,(R?) mit

I'(x,y) = 1(Ti(x,y), Ta(x,y))-

auf eine Idealmaske I’ € L,(R?) abgebildet werden kann. Zum besseren Verstindnis
betrachten wir folgende Abbildung'>.

In Kapitel 2.2 haben wir den Image Registration Prozess in vier Schritte unterteilt: Fea-
ture Detection, Feature Matching, Transform Model Estimation und Target resampling
and transformation . Diese werden wir nun an die Anwendung anpassen. Fiir die Fea-

ture Detection bendétigen wir zunédchst Kantenbilder.

SDas Interferenzmuster ist das Differenzbild eines Bildes mit Quadratmuster (I(x,y)) und dem mit-
tels den Abbildungen T, 7, geometrisch verzerrten Quadratmusterbildes (I(Tj (x,y),T>(x,y))). Es ver-
deutlicht die geometrische Verinderung vor und nach dem Image Registration Prozess.
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Abbildung 8: Eingabebild (o.l.), Idealmaske (o.r.), Angepasstes Bild (u.l.) und das In-

terferenzmuster (u.r.)
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3.2.1 Kantenbild

Fiir die weitere Verarbeitung wollen wir ein binédres Kantenbild erzeugen, welches die
Kanten der Ringe zeigt.

Aus Konsistenzgriinden wollen wir zunichst einen einfachen Filterungsprozess versu-
chen. Es handelt sich um den Sobeloperater, bzw. die Sobelfilterung zur Kantendetek-
tion, welche in fast jedem Buch iiber Bildverarbeitung!® beschrieben ist. Der Vorteil
dieses Ansatzes ist die schnelle Verarbeitung und die sowohl mathematische als auch
technische Simplizitit. Leider reicht die Qualitit des Sobelansatzes nicht fiir unsere

Zwecke aus, wie in Abbildung 9 zu sehen ist.

0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200

Abbildung 9: Ergebnis des Sobeloperators: Bild f mit Threshold E(f) (links) und mit
Threshold E(f) ++/V(f) (E(f) Mittelwert, V(f) Varianz.)

Der nichste Ansatz wire der Canny Edge Detector!”, welcher das Bild zunzchst mit
einem Gaufkern filtert und danach einen Kantenfilter (z.B. den Sobelfilter) anwendet.
In Abschnitt 2.2.4 ist der Ansatz schon auf allgemeine Glittungsfunktionen ausgewei-
tet worden.

Mit M f(u, s)| ist ein konkretes Werkzeug gegeben, mit dem sich Kanten in Bildern er-
mitteln lassen. GroBe Kanten sind lokal maximale |M f(u, s)|-Werte entlang einer Linie

zu allen gegebenen Glittungsfunktionen. Das bedeutet, dass f am Punkt u eine Kante

16Nshere Informationen finden sich z.B. in [39].
17siehe bspw. [36]
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besitzt, wenn |M f(u,s)| maximal in einer Umgebung in Richtung des Gradienten

V()

und —%( f(u) ist, falls f an der Stelle u differenzierbar ist. Ist f an der Stelle u nicht
stetig differenzierbar, so konnen wir den Gradienten aus folgendem Sachverhalt schit-

zen. Seien @3 n — mal stetig differenzierbare Glattungsfunktionen. Dann folgt

W f(us)) _ a%l(f*<1>s)(u>>:~ o
(szwas)) (a%(f*cbs)(u) ViR

Demnach muss bei jedem Punkt u in jeder Glittungsklasse s (im Folgenden auch als
Gliattungsskala bezeichnet) gepriift werden, ob es sich um ein lokales Maximum be-
ziiglich Gradientenrichtung handelt.

In der Praxis reichen diese punktweisen Informationen allerdings nicht aus, um die
gesuchten Kanten zu ermitteln, da noch zu viele fehlerhafte Kanten vorhanden sind
(dies kommt durch ungleichmifige Beleuchtung, Unregelmifigkeiten in der Iris, etc.).
Daher suchen wir lokal maximale Punkte bzgl. einer Umgebung, so dass sich in ei-
ner anderen Umgebung des Punktes mindestens ein weiterer lokal maximaler Punkt
befindet.

Genauer werden stiickweise Kreisstiicke als lokale Maxima ermittelt, die sich mit zwei
Pixeln darstellen lassen. Es ist offensichtlich, dass es sich hierbei nicht nur um stiick-

weise diskrete Kreisstiicke handelt, sondern um beliebige linienartige Strukturen.
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Beispiel 3.1 Um ein diagonales Kreisstiick aus zwei Pixeln wie in Abbildung 10 zu er-
mitteln, miissten zundichst anhand der Winkel Af (xy,s) die Pixel ay,ay,by,by ermittelt
werden, damit die vier Vergleiche berechnet werden konnten. Auflerdem muss fiir jeden
Punkt u mit Winkel Af (u,s) das Verfahren fiir den Fall u = x| und u = x, angewendet

werden.

aj

ap X1
X2 by
by

Abbildung 10: Eine schematische Darstellung der relevanten Umgebung einer Diago-
nalen eines Pixel x; in einem Bild

Dadurch werden einerseits wesentlich bessere Ergebnisse erzielt, andererseits erhoht
sich die Rechenzeit durch die vielen Vergleichsoperationen unverhiltnismifig. Dieser
Ansatz wird mit pre7 in Tabelle 6 bezeichnet. Da die Rechenzeit noch immer nicht fiir

praktische Zwecke zu nutzen ist, werden die Kantenbedingungen ,,aufgeweicht* .

Geometrische Vereinfachung

In diesem Abschnitt wird eine Beschleunigung des Ansatzes zur Ermittlung der Kan-
ten besprochen. Dabei betrachten wir diskrete Daten f € I>(Z) und Bilder f € L,(Z?).
Um diskrete und kontinuierliche Signale zu unterscheiden, bezeichnen wir diskrete
Daten mit eckiger Klammer f[n] und Kontinuierliche mit f(x). Die Definition eines

lokalen Maximums geben wir folgendermaflen an:

Definition 3.3 (echtes lokales Maximum) f[a] ist echtes lokales Maximum bzgl. ei-
ner diskreten Umgebung U , falls fla] > flot+ u], YueU.

Fiir unsere Zwecke ergibt sich die Umgebung aus der Richtung A f|a, s].

Definition 3.4 M f ist an der Stelle . (in der Skala s) lokal (betrags-) maximal (bzgl.
Aflo,s)), falls'® M flew, s)| > [M flo+[Affo,s]], 5] und |M floL, ]| > |M flo— [Af oL, 5], 5]].

Wir betrachten nun folgenden Zusammenhang

a>bsa—b>0<sign(a—b)=1,

8Mit [] ist die Aufrundung gemeint.
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wobei sign die Signumfunktion

1, Jgallsx >0
sign(x) = ¢ 0, falls x =0
-1, Jgallsx <0

bezeichnet. Das Vorzeichen wird in den meisten Zahlendatentypen durch ein einzel-
nes Bit codiert, wodurch sich die Signumfunktion fiir a # b schnell auslesen lésst. Es
wird nun versucht, in einer Achter-Nachbarschaft zu ermitteln, ob sich ein Pixel o auf
einer Kreislinie befindet. Die Achter-Nachbarschaft ist ein Begriff aus der Bildverar-
beitung, welcher alle diagonalen, vertikalen und horizontalen Nachbarpixel betrachtet.
Mathematisch gesehen kann die Tschebyscheff-Norm zu Grunde gelegt werden und
fiir o € Z? die Punkte mit
ot —Blfeo =1

ermittelt werden.

Da die Kreislinien isoliert sind, konnen wir davon ausgehen, dass sich maximal zwei
weitere lokal maximale Punkte in der Achter-Nachbarschaft von o befinden. Fiir die
restlichen sechs Punkte B; gilt die Bedingung o > B, bzw. sign(o. — ;) = 1. Dann
gibtes (3) = 28 Moglichkeiten der Verteilung der beiden lokal maximalen Punkte auf
die acht Punkte der Nachbarschaft von o. Fiir diese beiden Punkte vy ist es irrelevant,
ob die Bedingung o > v, gilt, daher gibt es noch weitere (?) + (g) = 9 Moglichkeiten.
Sei zunichst fiir f € Z? die diskrete Transformation definiert als

Wk as] = Y flmlytla—m] = (F wh)¥ (o]

meZ?2

und

Mot s]] 2= /W flens] 2+ (W2 f o, o]

fiir o € Z2, s € RT. Nun gilt fiir

B(a) = chsign(le[Ow]l —Mfla+Cs)l),  Le{-1,0,1}%

wobei K () = [Mfa.,s]|, o € Z? ein Kantenbild darstellt.
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Proposition 3.1 Ein Punkt o gehort genau dann zu der gesuchten Menge der Vertei-
lungsmaoglichkeiten, falls
B(a) > 3.

Beweis: o gehort genau dann zu der gesuchten Menge, falls sign(o — ;) = 1, fiir

j=1...6und fiir zwei Punkte

1, falls o0 > v
sign(ot—yx) = 4 0, ,falls ot = 7Y,

—1, (falls a0 <

gilt. Dann ist
B(a) C{6—2,...,6+2},

also B > 3. O

Bemerkung 3.1 Zur Erklirung der Proposition sei noch folgendes bemerkt: Sei ein
echtes lokales Maximum bzgl. der Achter-Nachbarschaft an der Stelle o. € 7% gesucht.
Das bedeutet, dass |Mf|o,s]| echt grofier als alle umgebenden Punkte sein muss und
somit wire B(o)) = 8. Man beachte hier den wichtigen Unterscheid zwischen echt gro-
Per und grifer'®. Zwei in der Umgebung befindliche Werte kinnen allerdings grifier
oder gleich M f[a.,s]| sein, wodurch die auch Werte B(Q) € [4,8] mdglich werden.

Mit dieser Uberlegung miissen wir also nur noch die Summe berechnen und einen Ver-
gleich machen.

Macht man sich die moglichen Strukturen der 37 Verteilungen der beiden Punkte auf
der Achter-Nachbarschaft geometrisch klar, so fillt auf, dass einige dieser Moglich-
keiten nicht unbedingt eine Linienstruktur aufweisen. Die Fehlpixel, welche dadurch
erzeugt werden, verfilschen das Ergebnis allerdings nur minimal, wodurch die perfor-
mantere Umsetzung gegeniiber der genauen Umsetzung den Vorzug hat. Dieser Ansatz

wird mit pre8 in Tabelle 6 bezeichnet.

Schnelle Kantenberechnung

Um die vorhandende Datenmenge zu verarbeiten, nutzt man die schnelle Fouriertrans-

YWird nur groBer gefordert, wiire sogar B(at) = 0 moglich.
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formation. Um |M f[u, s]| zu berechnen, miissen die
W o s] = (Fwk) ¥ [o]

mittels sechs Transformationen und einer komplexen punktweisen Matrixmultiplika-
tion berechnet werden. Mit f,y* € I,(Z?) gilt nun folgender Satz, der zeigt, dass die

Berechnung auch mit drei Transformationen zu meistern ist.

Satz 3.2
Mflos]| =1 Y flm]¥slo—m]|=|f ¥,
meZ?
mit W = (Y5 + iy
Beweis:
Mflous)| = /W flos]?+ W2 o
= (W flows] +iW? flows]|
= [(f*glod) +i(f+ i)l
= |/ * (s + i) ol
= [f*¥[o]].
Aus
fe¥la] = (F%)[al
= (fW +if¥) o]
folgt nun die schnelle Verarbeitung. U

Da die schnelle Fouriertransformation die reellen Daten in die komplexe Ebene trans-
formiert, wird der Rechenaufwand durch dieses Verfahren nicht erhoht. Allerdings
spart man einen Filterungsprozess, wodurch sich der Aufwand bei dieser Menge an

Daten halbiert. Dieser Ansatz wird mit pre9 in Tabelle 6 bezeichnet.

Damit haben wir eine effektive Moglichkeit gefunden, Kanten zu klassifizieren. Diese
Klassifikation wird nun mittels verschiedener Glattungsfunktionen durchgefiihrt und
aufaddiert. Ist diese Summe an einem Punkt u groBer als eine vorgegebene Toleranz-

schranke, so ist an diesem Punkt eine Kante. Die gefundenen Kanten sind in Abbildung
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11 links zu sehen. Man kann erkennen, dass der Algorithmus alle gewiinschten Kanten
ermittelt. Allerdings sind auch Kanten vorhanden, die nicht gesucht sind. Diese lassen
sich nun herausfiltern, indem eine Maske generiert wird. Dazu wird fiir |M f[u, s]| eine
Skala s gewdhlt und mittels Threshold in ein Binérbild unterteilt. Eine solche Maske
ist in Abbildung 11 rechts zu sehen. Durch punktweise Multiplikation werden die ef-
fektiv gesuchten Kanten ermittelt, welche in Abbildung (12) zu sehen sind.

Die in der Tabelle 6 genannten Daten wurden in Octave (inkl. ATLAS?" und FFTW?2!)
berechnet und dienen nur zum Vergleich der Verbesserungen mittels theoretischer Op-
timierung. Bei der Implementierung in C++ wurden Werte um 3 Sekunden pro Bild
erzielt. Da es sich hauptsidchlich um Faltungen handelt, wiirde eine Berechnung auf

einem Grafikprozessor vermutlich im Millisekundenbereich liegen.

1 Bild 4 Bilder 8 Bilder 16 Bilder
pre7 | 18 76 164 303
pre8 | 7 27 55 111
pre9 | 8 20 35 66

Tabelle 6: Rechenzeit der Algorithmen in Sekunden. Die Groe der Bilder betrigt
800x1200 Pixel (d.h. bei 16 Bildern miissen etwa 44 MB Daten verarbeitet werden).

20 Automatically Tuned Linear Algebra Software. http://math-atlas.sourceforge.net
2l Eastest Fourier Transform in the West. http://www.fftw.org


http://math-atlas.sourceforge.net
http://www.fftw.org

3 VERARBEITUNG 56

100 § 100

200 200
300 300
400 400
500 500
600 e 600

700 |G 700 |

800 K ¢ 800 _
0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200

Abbildung 11: Berechnetes Kantenbild mit Algorithmus pre9 (links) und die berech-
nete Maske (rechts)

Abbildung 12: Ergebnisse der Algorithmen pre7 (links) und pre8 bzw. pre9 (rechts)
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3.2.2 Mittelpunktsuche

Um den Mittelpunkt der konzentrischen Kreise zu finden, wurden diverse Verfahren
getestet und entwickelt. Um die Aufgabe zu 16sen, werden wir die Problemstellung
spezifizieren: Es soll aus einem Binérbild der Mittelpunkt von konzentrisch angeord-
neten kreisformig bis elliptischen Strukturen ermittelt werden. Dabei ist zu beachten,
dass diese Strukturen in der Regel nicht geschlossen sind und die Verarbeitung mog-
lichst schnell erfolgen soll. Zusitzlich konnen groB3e Stiicke in den Strukturen fehlen
(diese Aufrisse werden ja spiter fiir die Analyse bendtigt) und durch das schlechte
Signal-Rausch-Verhiltnis sind relativ viele Storpixel vorhanden. Ein Algorithmus, der
unserer Ansicht nach das Problem am besten 16st, wird im Folgenden beschrieben:

Gegeben sei ein Bild f, welches wie in der Aufgabenstellung beschrieben konzentri-
sche Kreise enthilt. Sei ® eine mindestens einmal stetig differenzierbare Glittungs-

funktion und seien 1, definiert als:

1,_ 9% 2. 9%
V= oxy’ Vo= oxy

In den beiden durch 1 < k < 2 indizierten Richtungen ergibt sich fiir f an der Stelle
u=uy,up als
WEF (u,5) = £ (u).

Fiir verschiedene Glattungsfunktionen ®; folgt die analoge Definition

x 9P

N

N axk'

Der folgende Zusammenhang zeigt, dass die Komponenten proportional zum Gradi-

enten der durch ®; geglitteten Funktion f ist:

Zu Erinnerung wiederholen wir die Definitionen aus 2.2.4:

M (,5) = 7 IW £ () 2+ [W2f (1, ) 2
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und

Af(is) o(u) , falls W! f(u,s) >0
u,s) = ,
t—o(u) ,falls W!f(u,s) <0

wobei o(u) = tan~! (%) ist. Der Einheitsvektor 715 (u) = (cos(Af (u,s)),sin(Af (u,s)))
ist kollinear zu V(f * ®;)(«). Ein Kantenpunkt in der Glittungsskala s sei nun ein
Punkt v, so dass Mf(u,s) ein lokales Maximum an der Stelle v mit u = v+ Ay (v),
fiir |A| klein genug. 22 Djese Kantenpunkte sind meist auf Kurven verteilt, welche auf
Bildern die Ridnder von Strukturen und Objekten markieren. Diese Kurven konnen
durch Verkettung von einzelnen lokal (betrags-) maximalen Punkten erzeugt werden.
An jeder beliebigen Stelle kann die Tangente der Kantenkurve durch die Berechnung
der Tangenten der Levelmenge approximieren werden. Diese Tangentenrichtung kann

man dann zur Verkettung der Kantenpunkte, die auf einer Kantenkurve liegen, nutzen.

In Abschnitt 2.2.4 haben wir den Zusammenhang der Levelmenge bei lokal konstanten
Strukturen betrachtet. Fiir unsere Anwendung sind diese konstanten Strukturen, deren
Gradient ein lokales Extremum bzgl. dem Gradientvektor bildet, auf den Réindern der
konzentrischen Ringe. Sei also p = (py, py) ein Kantenpunkt auf einem der konzentri-
schen Ringe, welcher auf allen Glittungsskalen s € L ein lokales Maximum M f(p, s)
bzgl. der Geraden p + Az (p) aufweist 23. Da nach Voraussetzung dieser Kantenpunkt
auf einem Kreis um einen Mittelpunkt m = (m,,m,) mit Radius r liegt, folgt, dass die
Gerade p + Aii5(p) den Mittelpunkt m schneidet, fiir ein A € R, also

my\ [ pix+Acos(Af(u,s))

ny B Piy+Asin(Af(u,s)) '
In diesem Fall ist es geometrisch auch sofort einzusehen, denn die Tangente in einem
Punkt p eines Kreises steht immer senkrecht auf der Geraden, die durch den Mittel-
punkt des Kreises und den Punkt p geht.
Diese Eigenschaft haben wir uns nun zur Problemlosung zunutze gemacht. Angenom-
men, alle konzentrischen Kreise in einem Bild haben einen gemeinsamen Mittelpunkt,

dann schneiden sich alle Geraden v + Anp(v) (fiir wie oben beschriebene Punkte v)

im Mittelpunkt. Man berechnet ein bindres Kantenbild, indem die Punkte gleich Eins

221 [20] werden solche Punkte fiir Wavelets als wavelet transform modulus maxima bezeichnet.
237u beachten ist, dass sich der Winkel Af(p,s) fiir s € L nur minimal @ndern sollte. Ebenso sollte
der Approximant in der Glittungsskala L den theoretischen Winkel moglichst genau annédhern
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gesetzt werden, welche auf allen Skalen s < L ein lokales Maximum bzgl. des oben
beschriebenen Verfahrens aufweisen. Danach werden M Punkte aus dem Kantenbild
verwendet, um paarweise die (Azd ) Schnittpunkte zu berechnen. Da diese Schnittpunkte
in der Praxis durch multiple Faktoren vom Mittelpunkt abweichen konnen, wird als
approximierter Mittelpunkt der Median der Schnittpunkte berechnet. Durch N-malige
Anwendung dieses Verfahrens und die Mittelwertberechnung dieser Werte, kann die
Genauigkeit des Verfahrens noch erhoht werden.

Das folgende Schaubild 14 zeigt einen Berechnungsschritt diese Verfahrens. Seien

Ccos
also zwei Punkte p; = Pl mit Normalenvektoren gy = The ) _ ) (%) flir
Pky dky sin(Y)

k =1,2. Die Punkte p; ergeben sich fiir eine Glittungsfunktionenmenge S an den Stel-
len, an denen M f(py,s) ein betragsmaximaler Punkt ist, also ein lokales Extremum
bzgl. der Richtungen Af(py,s), s € S. Die Winkel m; der Normalenvektoren ergeben
sich aus vy = Af(px,s™) fiir eine Skala s*. Damit erhalten wir die Gleichungen fiir die

Normalen an den Punkten py als

Gi(t) = px +1qx-
Der Schnittpunkt der beiden Geraden ergibt sich also aus

Gi(t)=Gi(t) & pi1+tq=pr+tq
Pix T t1q1x = pax +12q2x
Py ttiq1y = p2y +102qoy

=

qixf1 — q2x12 = pP2x — Pix
qiyl1 — q2yt2 = p2y — Ply

welches sich als lineares Gleichungssystem

92x  —qi1x I _ Plx — P2x
q2y —{qly 1) Ply — D2y

schreiben ldsst. Falls das LGS I6sbar ist, ist der Schnittpunkt

my _ Plx T q1xt2 _ p1x+COS(Y])t2 @)
My Py +q1yt2 P1y+Sin(Yl)t2
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der geschitzte Mittelpunkt. Schreibt man
A= q2x  —qlx _ COS(YZ) - COS(%)
q2y —q1y Sil’l(’Yz) - Sin(Yl)
so ist mit D := cos(Y;) sin(y2) — sin(y;) cos(y2)

. *Sig(Yl) COSL()Yl)
A= Ssinr) cos(r) |

D D

falls
D #0.

Dann ist

—sin(y2)
D
cos(Y2)
D

) (P1x — P2x)

+

(P1y— P2y),

und der Mittelpunkt ldsst sich ohne 16sen eines LGS direkt angeben, denn setzt man t,

in Gleichung (2) ein, so erhalten wir

. _sin 3)
piy+sin(y) () () o)+ S0 () py )

(mx> _ <p1x eos(1) (“I0) () — po) + SR (- pzy)))

My

Auf der folgenden Seite ist der Algorithmus in kompakter Form abgebildet.
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Algorithmus: Center Detection

0. Gegeben: Punkte pj, j = 1,...,n aus dem binéren Kantenbild,q; aus dem Win-
kelbild und N,M € N.

1. Berechne fiir eine (zufillige) M-elementige Teilmenge der n Punkte paarweise

Ny . .
< ) mittels Gleichung (3).

ny
2. Bestimme den Median der (%) Mittelpunktschétzungen aus Schritt 1.
3. Wiederhole ab Schritt 1. N mal.

4. Berechne den Mittelwert der N Mittelpunktschitzungen aus Schritt 2.

Beispiel 3.2 Um den Mittelpunkt eines Objektes oder eines Bildes zu ermitteln, wird

in der Bildverarbeitung oft der Schwerpunkt eines Bildes genutzt.

Sx) eines Bildes f wird als

Der Schwerpunkt (
Sy

Sy = vayxf[x’y] 5 — Zx,yyf[x7y]
* Zx,yf[xay] ’ ' Zx,yf[x7y]

definiert. Die obere Reihe von Abbildung 13 zeigt Ergebnisse der Schwerpunktbe-
rechnung eines Grauwertbildes (links) und des Bindrbildes nach der Kantenfilterung
(rechts).
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0 200 400 600 800 1000 1200

Abbildung 13: Vergleich von Schwerpunkt eines Grauwertbildes(oben links), Schwer-
punkt eines Binérbildes (oben rechts) und dem beschriebenen Algorithmus zur Mit-
telpunktsuche (unten). Die blauen Punkte im unteren Bild sind die Ergebnisse der
Schnittpunktberechnungen von Schritt 1 im Center Detection Algorithmus.

Um den Ansatz auch heuristisch zu belegen, wurde die Mittelpunkte auf 453 Bildern?*
bestimmt. AnschlieBend wurde mit dem beschriebenen Center Detector der Mittel-
punkt auf den Bildern ermittelt. Dabei wurde die Abweichung der manuell bestimm-
ten Mittelpunkte mit den Punkten des Center Detectors in der 2-Norm berechnet®.
Um die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse zu gewihrleisten, wurde der Center De-
tector Test sechs mal ausgefiihrt. In Tabelle 7 sind die Ergebnisse zu sehen. Es zeigt,

dass die mittlere Abweichung der manuellen Mittelpunkte von den Mittelpunkten des

24GroBe der Bilder: 800 x 1200 Pixel
257ur Erklirung ist beispielsweise die Abweichung um einen diagonalen Pixel /2.
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Abbildung 14: Ergebnis der Mittelpunktsuche: Ausgangsbild (oben), berechnete Kan-
ten (mitte links) und Winkel (mitte rechts) mit dem beschrieben Algorithmus und der
berechnete Mittelpunkt (unten)
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Center Detectors im Mittel um weniger als einen Pixel abweichen. Die maximale Ab-

weichung in allen 6 - 453 = 2718 Testldufen betrug 3.5565 Pixel.

Zum Vergleich sind die Ergebnisse der Schwerpunktberechnung der 453 binédren Kan-
tenbilder in Tabelle 8 aufgefiihrt. Im Mittel weicht der gefundene Schwerpunkt um

51.534 £25.1 Pixel von dem manuellen Mittelpunkt ab.

Test Nr. | Mittelwert | Standardabweichung | Maximale Abweichung
1 0.783626 | 0.359777 1.726799
2 0.824529 | 0.374835 1.829870
3 0.843783 | 0.381474 3.556582
4 0.837671 | 0.361265 2.331034
5 0.824812 | 0.372022 2.511475
6 0.836818 | 0.363766 2.094502
gesamt | 0.82521 0.36886 3.556582

Tabelle 7: Center Detector Algorithmus. Bei 453 Bildern wurde der Mittelpunkt be-
rechnet und die Abweichung von dem manuell ermittelten Mittelpunkt in der 2-Norm

berechnet.

Test Nr. | Mittelwert | Standardabweichung | Maximale Abweichung

1

Tabelle 8: Schwerpunktberechnung der 453 biniren Kantenbilder.

Bemerkung 3.2 Dieser Ansatz zur Mittelpunktschéitzung hat nun folgende Vorteile:
1. Die Verarbeitung ist robust gegeniiber fehlenden, unterbrochenen, lediglich stiick-

weise vorkommenden und deformierten Kreisen.

\ 51.533970 \ 25.099596

2. Die Verarbeitung ist echtzeitfihig.

| 118.472549
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Deformierte Kreise in Parameterform
Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit deformierten Kreisen in Parameterform, die wir
als grundlegendes Modell fiir die Kanten der Ringe auf den Bildern nutzen mochten.

Dazu definieren wir zunichst trigonometrische Polynome:

Definition 3.5 (trigonometrisches Polynom) Eine Funktion wird als (reelles) trigo-

nometrisches Polynom vom Grad n bezeichnet, falls sie sich in der Form

a  y . .
T.(9) = > + Z ajcos(jo) +b;sin(jo)
j=1
mit Q,a;,b; € R darstellen ldsst.
Definition 3.6 (komplexes trigonometrisches Polynom) Eine Funktion wird als kom-

plexes trigonometrisches Polynom vom Grad n bezeichnet, falls sie sich in der Form

Tu(@)= Y cje’® @eT.

j=—n

mitx € R,c; € C,j= —n,...,ndarstellen lisst.

Bemerkung 3.3 An dieser Stelle mochten wir noch einige Eigenschaften von trigono-

metrischen Polynomen angeben.
1. Die trigonometrischen Polynome sind 2m-periodisch.
2. Ein komplexes trigonometrisches Polynom ist genau dann reell, falls c; =c_;.

.. . . . —ib; ib;
3. Fiir reelle trigonometrische Polynome gilt cy = %0 cj= = 2’ Lo j= a,+21 Lj=

1,....,n

4. Umgedreht erhdlt man ay = 2co, aj = 2Re(cj) = cj+c_j,bj = —2Im(c;) =

i(cj—c-j),
da
_ 2Re(c;) i(—2Im(cj)) aj—ib;
T T T T 2 )
gilt.

Im Allgemeinen gehen wir in dieser Arbeit von reellen trigonometrischen Polynomen

aus, die wir allerdings in der kompakteren komplexen Form schreiben.
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Definition 3.7 (Deformierter Kreis) Wir definieren einen deformierten Kreis um den

Ursprung mit einem reellen trigonometrischem Polynom T = T,, mit Grad n als

_ (Kri(9)) _ [ Tu(9)cos(o)
Kr(9)= (m(@) (Tn(w) sin(cp))
mit @ € [0,27).

Damit haben wir den Kreis als Parameterform. Diesen konnen wir auch in der kom-

plexen Ebene als

Tu(®) cos(@) +iT,(¢) sin(¢)

ausdriicken. O.B.d.A. werden wir diese beiden Darstellungsarten simultan nutzen und

beides mit K, bezeichnen.

3.2.3 Polartransformation

Zu Analysezwecken ist es niitzlich, das Bild / beziiglich des Mittelpunktes m = (m,, my)
(siehe oben) in Polarkoordinaten zu transformieren. Prinzipiell nutzen wir hierfiir die

Formel:

I,(r,@) = I(my + rcos(@),my+ rsin(Q)),

wobei r € R und ¢ € [0,27) ist. Praktisch®® muss nun r weiter eingeschréinkt und P;
diskretisiert werden. Wir haben uns hier aufgrund der besseren Performance fiir die
Nearest Neighbor Methode entschieden, die man durch folgende Formel beschreiben

kann:
Ip(r,0) = I([mx +rcos(9)], [my + rsin(¢)]),

wobei -] die Ganzzahlrundung darstellt. Andere Moglichkeiten sind die diversen In-
terpolationsverfahren (wie beispielsweise lineare Interpolation?’), die hier aber nicht
weiter diskutiert werden.

Prinzipiell ist nun noch die Frage zu klédren, wie r und ¢ beschrinkt bzw. diskretisiert

werden. Dazu sei der Triger des Bildes als supp(I) = [0,M] x [0,N] gegeben. Dann

26Da ein Rechner leider nur endlich viel Speicherplatz zur Verfiigung hat.
?’Bei Bildern entspricht die (Bi-)Lineare Interpolation einer linearen Interpolation in einer Richtung
gefolgt von einer linearen Interpolation in der dazu orthogonalen Richtung.
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kann man r mit

r<+v/M?+N?

abschitzen. In der Praxis stellte sich allerdings heraus, dass es am sinnvollsten ist, r
durch max(M/2,N/2) zu begrenzen. Die Diskretisierung erfolgte, indem r € Z ange-
nommen wurde.

Fiir ¢ wurden folgende Restriktionen definiert:
¢ = (a/Np2m),

mit a € [0,N, — 1] C Z, N, = [2nv/M? 4+ N?] und [-] als Aufrundungsfunktion. Die
Praxis hat allerdings gezeigt, dass es fiir die Weiterverarbeitung der Daten sinnvoller
ist, No = 2L fiir ein L € Z zu setzen. Die Umsetzung erfolgte zunichst als Octave-
/Matlab Skript. Dies war allerdings selbst fiir Analysezwecke zu langsam (~ 60 Sek.
pro Bild), so dass es als sogenannte oct-Datei?® umgesetzt wurde (< 0,5 Sek. pro Bild).

28Eine oct-Datei ist eine dynamische Erweiterung des Octave-Interpreter. Die Quelltexte sind in C++
verfasst
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Abbildung 15: Polarkoordinatentransformation: 1. Ausgangsbild, 2. Polartransforma-
tion von 1.
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Abbildung 16: Polarkoordinatentransformation eine Kantenbildes: 1. Kantenbild, 2.
Polartransformation von 1.
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3.2.4 Feature Detection

An dieser Stelle mochten wir einige Voriiberlegungen anstellen, die fiir die spétere
Verarbeitung sinnvoll erscheinen. Es sei wieder ein Bild f gegeben, wobei an den
Kanten der konzentrischen Ringe Singularititen auftreten. Wir wissen, dass |M f(u, s)|

in Gléttungsskalen s lokal maximal ist. Zusétzlich kennen wir den Zusammenhang

Letu s 9 (Fx o) (U -
(W A >> - (g“ @ ;E ;) V() (),

wodurch der Zusammenhang
M (u,s)| = s[[V(f*Ps)]2

geschaffen wird. Ein Punkt x € R? wird als Kante bezeichnet, falls der Gradient ein

lokales Maximum bzgl. der Umgebung

x+k§(f>|<CI>S),

mit |A| < € besitzt. AuBerdem ist der Einheitsvektor 7i,(u) = (

A
sin(A(f(u,s))
near zum Gradientenvektor V(f % ®y)(u). Die Levelmenge sind die Kurven x(¢) von

f*®y, an denen f * P, konstant ist. Sei T die Richtung der Tangente von x(¢), dann ist
V(f*®)T=0.

Also steht der Gradient geometrisch senkrecht auf .
In den vorherigen Kapiteln wurde gezeigt, wie der Mittelpunkt und die Polartransfor-
mation eines Bildes angegeben werden kann. Daher nutzen wir nun fiir einen Pixel

die Darstellungen (x1,x2) und (r,@) mit (x; +ixp) = re’® simultan. Aus dem biniren

—

[x

Kantenbild erhalten wir die Kantenpixel (xg,ye) ,§=1,...,
Diese werden in K Klassen eingeteilt, wobei die k-te Klasse dem k-ten deformierten
Kreis entsprechen soll. Anschliefend sollen die Pixel aus den Klassen mittels einer

geeigneten Funktionsklasse approximiert werden.
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Sei eine Klasse k gegeben und (x1,x2) ein Pixel dieser Klasse. Wir setzen nun voraus,

dass sich alle Pixel einer Klasse auf einer deformierten Kreiskurve als

n
) clje’(”l)(p =x1+ix
j=—n

darstellen lassen. Die Gleichung

n
Y clj‘-e’(/+1)q’ = xi+ixy=re?
j==n

n
) cl;-e”q’ = abs(x;+ix)=r

j=—n

zeigt, dass sich die Kantenpixel als reelles trigonometrisches Polynom darstellen las-
sen.

Da es sich um endlich viele Punkte Klassen handelt, konnten diese eindeutig interpo-
liert werden. Dadurch wiirde allerdings der Grad der Polynome sehr grof3 werden, was
zu numerischen Instabilititen, langen Rechenzeiten und Oszillationen fithren wiirde.
Daher geben wir einen kleinen Grad n der Polynome vor und versuchen, die Pixel
geeignet zu approximieren. 27

Gesucht sind also K Funktionen, die die Punkte in einer Dimension moglichst genau

annihern. Genauer gesagt suchen wir die Koeffizienten c’]‘. von

n
THg)= Y. e =r,
j=—n
so dass die gegebenen Punkte (rg,9¢), €= 1,...,Z von der ihr nichstgelegenen Funk-
tion moglichst genau angendhert werden. Mathematisch betrachtet bedeutet dies, dass

wir folgendes suchen

&
fla%

argmin ) ‘min {17 (9z) — re)I*} )
Cik ¢ k=LK

29Man beachte, dass die deformierten Kreise durch Setzen von n = 0 zu konzentrischen Kreisen ohne
Deformationen werden.
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Beispiel 3.3 Sei n =0 und K = 2, dann kann man Formel (4) auch schreiben als

)
=

: 1 2 1 2
argmin ) {|lcg —rel| + lleg = rell = [lleo = rell = lleg = rell
C,
0 &=1
Dies ist damit gleichbedeutend, dass man zwei konstante Funktionen optimal durch
eine Punktmenge legt. Eindeutigkeit kann man bei diesem Beispiel dadurch erlangen,
dass c(l) > C% sein muss. Mit dieser Voraussetzung ist die Zielfunktion mit milden Be-
dingungen an die Punkte sogar konvex, allerdings ist die Zielfunktion nicht stark diffe-

renzierbar.

Nutzt man die Eigenschaft min(f,g) = (f +g — |f — g|)/2. so kann die Zielfunktion
als einfache Summe dargestellt werden. Zusitzlich ist es sinnvoll T¥(¢) < T5+1(¢) zu
fordern. Mit dieser Forderung erreicht man auch direkt, dass die Funktionen sich nicht
schneiden. Im Fall n = 0 146t sich die Aufgabe algorithmisch mit der Abstiegsmetho-
de 16sen. Dabei ist allerdings eine Konvergenzaussage nicht gegeben. Eine effiziente
Implementierung ist fiir groere K jedoch nur denkbar, falls K = 2", n € N gilt. Fiir
unsere Zwecke kommt ein solcher Ansatz jedoch nicht in Frage, da erstens die Lauf-
zeit zu sehr erhoht wiirde und zweitens die Problemstellung noch genauer spezifiziert
werden miisste, was in noch lingerer Rechenzeit und komplizierteren Fallunterschei-
dungen miinden wiirde.

Wir werden an dieser Stelle keinen Algorithmus fiir die Losung dieser Aufgabe an-
geben, da sich durch die Entwicklung der Hardware? in diesem Projekt die Verar-
beitungstechniken zur Problemlosung veridnderten. Allerdings wird in Anhang 7.1 ein
Beispiel dafiir gezeigt, wie eine Implementierung einer Losung des Klassifikations-
problems aussehen kann.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Daten klassifiziert wurden. Das bedeu-
tet, dass jeder gegebene Punkt ((pa,rg)T, & =1,...,E aus den biniren Kantenbildern
in Polardarstellung (vergleiche Abbildung 16) einer Klasse®' My, k € [1,K] zugeord-
net wird. Aus diesen Klassen ergeben sich dann die trigonometrischen Polynome T*

mittels

argmin Y || (9e) — re]l*.
ik EeM;

30Verbesserung der Beleuchtung, Kamera, etc.
31 My stellt hier eine Indexmenge dar
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3.2.5 Feature Matching

Um die Daten fiir die spitere Trinenfilmanalyse verarbeiten zu konnen, miissen je-
weils zwei aufeinander folgende Bilder aneinander angepasst werden. Wendet man
beispielsweise eine Multiskalenanalyse zwischen den Bildern’? an, so miissen im Prin-
zip alle Bilder aneinander angepasst sein. Daher ist es sinnvoller, die Bilder auf eine

ideale Maske zu projizieren. Die ideale Maske wird definiert als
xp :=x, (@) = kB+ O, k=1,....K (5)

mit B,0 € N.33 Man beachte, dass x;(¢) von der Wahl von ¢ unabhingig ist.

Daraus ergibt sich die Zuordnung des Feature Matchings

2wie bspw. in [7]

3Dies entspricht K konzentrischen Kreisen mit Radius kB + O in Polardarstellung
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Abbildung 17: Ideale Maske in Polardarstellung(links) , berechnete trig. Polynome
der deformierten Kreise des Bildes (rechts) und die trig. Polynome ohne Mittelwert
(ck = 0) (unten)
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3.2.6 Funktionsklassen

Zunichst fassen wir die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnitten zusammen. Da-
mit die Bilder eines menschlichen Auges auf dynamische Verdnderungen untersucht
werden konnen, miissen die durch die Sakkaden entstehenden Bewegungen heraus-
gerechnet werden. Daher werden die Bilder auf eine Idealmaske projiziert, wobei die
Kanten der durch die Bewegungen deformierten Kreise denen auf perfekten* konzen-
trischen Kreisen entsprechen sollen. Gesucht ist also eine Abbildung 7', so dass ein
Bild (in Polarkoordinaten) 1, € Ly(R™ x T) mit

II/)(I”, (P) = Ip(T(ra (P>7(P)

auf eine Idealmaske 7}, € L(R™ x T) abgebildet werden kann.
Wie in Abschnitt die Kantendetektion beschrieben, ermitteln wir die Kantenpunkte

(x;;, yg) ,& =1,...,E. Die alternative Darstellung der Punkte in Polarkoordinaten ist
Xg +iye = réei("i.

Die Kantenpunkte werden anschlieBend einem deformierten Kreis k,k = 1,...,K zu-
geordnet.
Unter der Voraussetzung, dass die Punkte (xg,ye ) auf jeweils einem klassifizierten kon-

zentrischen deformierten Kreis mit Index & liegen, ldsst sich jeder Punkt als

xfp _ ie—n c’]‘.eij‘p cos(Q)
y’(‘p e c’;eij‘p sin(@)

mit einem Winkel ¢ darstellen.

Beispiel 3.4 (Motivationsbeispiel) Bei realen Daten konnen, besonders bei den du-
Jeren Kreisen, nicht immer alle deformierten Kreise ermittelt werden, wodurch eine
geeignete Approximation erforderlich ist. Andererseits ist fiir den spdteren Registrie-
rungsprozess eine Abbildung T (r, ©) gesucht, die sinnvollerweise mindestens stetig sei-
en sollte.

Die Werte c’é entsprechen dem mittleren Abstand des k-ten Kreises zum Mittelpunkt.

34perfekt bedeutet in diesem Fall, dass sie sich der k-te Kreis als rXe'®, fiir ein % € R, darstellen
ldsst.



3 VERARBEITUNG 76

In Abbildung 18 sind reale Daten fiir k = 1,...,16 abgebildet, welche als Pluszei-
chen markiert sind. Dabei seien die blauen Punkte k = 1,...8 gegeben und die Griinen
sollen geeignet approximiert werden. Abbildung 18 links oben zeigt eine Approxima-
tion mit einem kubischen Polynom, wobei der L,-Fehler minimiert werden soll. Damit
hdiingt der weitere Verlauf der Funktion von allen gegebenen Datenpunkten ab (Der
Ly-Fehler betrdgt 65,78135).

Die Abbildung rechts oben zeigt das Ergebnis mittels kubischer Splineinterpolation,
wobei der Approximant am Rand kubisch fortgesetzt wird. Dies bedeutet, dass der wei-
tere Verlauf der Funktion von den letzten vier Datenpunkten abhingt (Der Ly-Fehler
betrdgt 335,17207).

Die rechte, untere Abbildung zeigt einen kubischen Splineinterpolanten, welcher am
Rand linear fortgesetzt wird (Der Ly-Fehler betrdgt 184,61563).

Der Least-Squares Ansatz ist also wesentlich datentreuer. Allerdings hat er den Nach-
teil, dass die gegebenen Punkte nicht exakt interpoliert werden (Der Fehler an den
gegebenen Punkten betrdgt 7,0421, wihrend der Fehler der Splineapproximanten an
den gegebenen Punkten offensichtlich gleich Null ist). Daher mochten wir die beiden
Verfahren kombinieren. Die Abbildung 18 rechts unten zeigt nun eine solche Kom-
bination, welche im ndchsten Abschnitt ndher erldutert wird. (Der Ly-Fehler betrdigt
hierbei 58,7392569277989).

Gesucht sei nun eine Funktionsklasse, die einerseits die gefundenen Linien® inter-
poliert, andererseits eine moglichst ,,glatte* Transformation erzeugt. Wir kennen die
Zuordnungen
n
x(@)~ Y, cljeij‘P.
j=—n
Anhand dieser Informationen mochten wir jetzt eine Transformationsabbildung be-

rechnen. Es sei daran erinnert, dass die k-te Linie3® als

Y e

j=—n

3 Die trigonometrische Polynomdarstellung des radialen Terms der deformierten Kreise
3Der radiale Anteil des k-ten deformierten Kreises



3 VERARBEITUNG 77

400 400

+

350 |- . 350 |- + a
300 | . 300 |- _
250 — 250 -
200 | . 200 |- _
150 — — 150 -
100 |- . 100 |- _
50 | L I 50 | | 1

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
400 T T T 400 T T T
350 |- . 350 |- _
300 | . 300 |- _
250 | . 250 |- _
200 |- . 200 |- _
150 | . 150 | _
100 | . 100 | _
50 | 1 | 50 | 1 1

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Abbildung 18: Beispiele fiir Interpolation und Extrapolation. Gegeben sind die blau-
en Punkte, welche interpoliert werden sollen und zusétzlich sollen die griinen Punkte
iber Extrapolation moglichst genau getroffen werden. Die folgenden Ansitze wurden
verwendet: Least Squares mit kubischem Polynom (l.0.), kubischer Spline (r.0.), kubi-
scher Spline mit linearer Randbedingung (1.u.), Least Squares mit kubischem Polynom
in Kombination mit lokaler Interpolation eines kubischen Splines (r.u.)



3 VERARBEITUNG 78

dargestellt wird. Zunéchst miissen die Linien begradigt werden, also:
& =0,vj#0,Vk,

das bedeutet, dass die k-te Linie keine Schwingungen mehr enthiilt.

Andererseits mochten wir aber anhand der Werte®’ c’(‘) einen Trend der Transformation
erkennen, damit, falls wir nur einige Ringe aus den Bildern ermittelt konnten, trotzdem
eine moglichst genaue Transformationsmaske ensteht. Fiir den Trend wurden algebrai-

sche Polynome gewihlt.

Bemerkung 3.4 Man mache sich hierbei den Zusammenhang mit Zernikepolynomen’®

klar, welche einen winkelabhdngigen Term haben, welcher bei uns in der Polartrans-
formation und in den trigonometrischen Polynomen steckt. Der radiale Term ist nun
ebenso wie bei unserem Ansatz ein algebraisches Polynom. Der wesentlich Unter-
schied ist die Kombination der Zernikepolynome mit einer Art ,, Zernike-Spline “, wel-
cher denselben winkelabhdingigen Term besitzt, allerdings als radialen Term einen

Spline verwendet.

Dies fiihrt uns zu dem im folgenden Abschnitt beschriebenem Ansatz.

Wir betrachten nun den kubischen Fall und mochten versuchen, eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion zu konstruieren, welche am im Intervall [a, b] die Daten in-
terpoliert und anschlieBend in zusitzlichen Randintervallen [@’,dl, [b,b],d’ <a,b <V’
in die Nullfunktion iibergeht. Um die Intervalle [¢’,a] und [b, '] in den Griff zu bekom-

men, fiigen wir neue Bruchstellen ein:

th = XQ—Zh,
H = xo—h
evm—1 = Xk, k=0,...,n
Il = X, +h,

Iny2 = Xp+2h,

37Zur Erinnerung: In c’é steckt der ungefihre Abstand zum Ursprung des k-ten Ringes. Fiir j # 0 sind
die Werte |c’;\ relativ klein
Bsiehe Abschnitt 2
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Abbildung 19: Interpolanten von n = 10 Punkten (blau) auf dem Intervall [1,10]. Von
oben nach unten wurden Splineinterpolanten von Grad m =0,...,3

verwendet. Auf den linken Bildern wurde die Least-Squares-Losung der Punkte eines

Polynoms vom Grad Null ermittelt und auf den Intervallen [—5, 1 — m] und
[10 4 m, 15] aufgetragen. In den Randintervallen [1 —m, 1] und [10, 10 + m] wurde ein
(m — 1)-fach stetig-differenzierbarer Ubergang geschiiffen. Analog wurde in den
mittleren Bildern ein lineares Polynom verwendet und auf den rechten Bildern ein
Quadratisches.
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nutzen wir fiir den Spline die Interpolationseigenschaften:

Der Spline s kann dann am linken Rand zweimal stetig differenzierbar in die Nullfunk-
tion und rechts zweimal stetig differenzierbar in die Funktion s, fortgesetzt werden,
wobei s, natiirlich dann in die Spline-Funktion im Intervall [a, b] tibergehen soll. Ana-
log kann man dieses System fiir das Intervall [b,b’] mit den Bedingungen definieren
und erhilt somit 16 neue Freiheitsgrade der Koeffizienten der stiickweisen Polynome
auf den vier neuen Intervallen und 18 Bedingungen an das Verhalten der stiickweisen
Polynome. Fiir den Spline im Intervall [a, b] existieren 4n — 2 Bedingungen (vergleiche
2.3) und 4n Freiheitsgrade.

Mit diesen zusitzlichen Bedingungen an s auf dem Intervall konnen wir 2 zweimal

stetig differenzierbar mit der Nullfunktion auflerhalb des Intervalls fortsetzen.

Mit den zusitzlichen Knoten, den Basiseigeschaften und den kompakten Trigern der

B-Splines konnen wir nun direkt iiber

n+2

Y wBilw) = flw) (6)

k=0

mit k¥ = 1,...K interpolieren.

Um mit einem Polynom vom Grad L zu extrapolieren, benétigen wir eine Funktion der

Form
foi ¥
fow) = qxp  + ) OBi(x)
g =0 k=0
Interpolationswerte N—— N————

polynomieller Anteil Spline Anteil
oder in Matrixschreibweise
= Px + X
f Px, 0

~ . .
Interpolationswerte ~ Polynomieller Anteil  Spline Anteil
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Damit kann f = Px im L,-Sinne geldst werden, um anschlieend den Spline-Anteil

iiber
(f —Px)=0x

zu interpolieren. Damit erhalten wir eine Interpolation im Intervall [a,b], einen zwei-
mal stetig differenzierbaren Ubergang in den Intervallen [d’,a] und [b,b'] und eine

Extrapolation auBerhalb des Intervalls [d’,'].
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3.2.7 Modellberechnung

Nun wenden wir das eben besprochene Verfahren auf unsere Daten an.
Gesucht ist eine Abbildung 7', welche die Bilder® I 1 € Ly(RT x T) auf eine Idealmas-
ke I}, € Ly(R™ x T) abbildet, so dass

I;(l’,([)) :IP(T(I",([)>,([)).

Die Kantenpunkte liegen in I, per Definition auf deformierten Kreislinien

Tnk((P) = Z C]j'eijcp'

j=-n

Sei nun ein festes j gegeben. Eine Interpolation mit Basisfunktion (B-Splines g (x) =
By(x) ) kann als

K
si®) =Y @ X + Y Ajrgiax)
! k=1
definiert werden. Fiir die oben definierte Idealmaske mit dquidistanten Featurepunkten

r =kB+0O

mit B, O € N betrachten wir die Kurvenscharen mit ¢;(r) = ¢§ und T, (¢) = T,,(r, ).

Mit B-Splines konnen wir nun die Koeffizienten interpolieren.

/

K
C]; = Cj(}"k/) - qu’jr]l(/ + Z )\‘k,jgj,k(rkl>
Ji k=1

Damit haben wir die Darstellung

n K
T(r, (P) = Z (Z‘Il.,j”l + Z kk,jgj7k(l”))eij(p.
k=1

j=—n 1

3Wir verwenden hier die Polardarstellung /, » vom Bild /. Da es sich um eine Transformation handelt,
konnen wir beide Begriffe simultan verwenden.



3 VERARBEITUNG 83

Da clj‘- € C ist, ist es fiir uns sinnvoller, folgende Gleichungssysteme zu losen:

K
sire(r) =Re(cj(rv)) =Y arjreri+ Y Mejreg)ik(rie) @)
] k=1
s
Siim(re) =Im(cj(ry)) = ZQI,j,Imrk/ + Z Me,jim8x(rir) (®)
7 k=1
womit
ok = 5 Re(rk) + i j1m (7))
gilt.

Zusammenfassend erhalten wir fiir jedes gegebene (r, @)

]1/)(1”, (P) = Ip<T(r7 (p)7(P)
" K

= 1Y (Y ar'+Y M jgin(r)e’®, ).
j=—n 1 k=1
Mit
ri = Bk+ 0
und gegebenes @ gilt dann
n ; K -
L(re,0) =1,( Y (Y anjme + Y, M jgju(ri))e’®, ).
j=—n 1 k=1

Bemerkung 3.5 Die Gleichung
re=Y, c];eij(p
j=—n

gilt im Allgemeinen nicht!

Tnk((P) = Z C]jeij(p

j=—n

o) = Y e

j=—n
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Fiir die bekannten Paare (7,,(r¢, ), @) gilt

w(re, @ Z cj(r)e

j=—n

und so folgt

T(r,9) = Z ZQI,Jrk"i_Z}“k]g]k r))e" Al

j=—n 1 k=

Beispiel 3.5 Die folgende Abbildung zeigt beispielhaft die Idee des Ansatzes.

4
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Abbildung 20: Ergebis der Interpolation mittels kubischen B-Splines und Extrapolati-
on mit einem quadratischen Polynom des Koeffizienten ¢ (r) (Realteil blau, Imaginér-
teil rot) eines Bildes (1.). Beispiellinien der Transformationsmaske eines Datensatzes

(r.)

Bemerkung 3.6 Man konnte die Daten auch direkt iiber

T(rw, @) = Z Z%mﬂ- Zxkjgjk ry))e ”(P,(P)
k=

j=—n 1

interpolieren. Dabei ist allerdings zu beachten, dass meist ca. 50.000 Datenpunkte in
Form von (T,,(ry, @), ®) vorhanden sind. Eine Interpolation wiire daher nicht sinnvoll.
Die Interpolation der wenigen Koeffizienten c’j‘- ist daher unverhdltnismdflig perfor-

manter.
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3.2.8 inverse Polartransformation

Bei der inversen Polartransfomarion wird ein Bild / von Polarkoordinaten in kartesi-
sche Koordinaten iiberfiihrt. Prinzipiell kann die Transformation des Punktes (x,y) von

kartesischen in Polarkoordinaten iiber die Formeln:

r= \/)62—1-)12

und )
arctan(2) x>0
arctan(2) 4+ x <0,y >0
_ Jarctan(y) -1 x<0,y<0
"= z x:O,y>0‘
-z x=0,y<0
0 x=0,y=0

\
definiert werden. Die Transformation eines Punktes (r,@) von Polarkoordinaten in das

kartesische Koordinatensystem kann folgendermaBen dargestellt werden:

x =rcos(Q), y = rsin(Q).

Unsere Umsetzung erfolgte durch die Formel

I(my + rcos(@),my+rsin(@Q)) = Pi(r, )

mit denselben Abschitzungen und Rundungen wie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben. In
[35] wird ein Verfahren angegeben, mit dem die Qualtitét der diskreten Riicktransfor-
mation mithilfe von Delaunay Triangulation, bzw. baryzentrischen Koordinaten, ve-
bessern kann. Fiir unsere Analysezwecke reicht allerdings das obige Rundungsverfah-
ren.

3.2.9 Direkte Registrierung

Die Wahl der trigonometrischen Polynome zur Darstellung der Ringlinien ist nicht
unbegriindet. Der Zusammenhang mit den komplexen Zahlen und der Polarform gibt
uns folgendes Ergebnis. Sei z := x+ iy € C, dann gilt mit ¢ = arg(z) und r = abs(z)
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n K
T(ro)= Y (Y + Y M jgin(r)e’
k=1

j=—n 1

Fiir die Bilder in Polarkoordinaten gilt

I;(l’,(p) :IP(T(I",([)>,([)).

Es gilt auerdem 1, (r, @) = I(x,y), daher folgt

1/<X7y) - IP(T(rv (p)7 (P)
Durch die komplexe Darstellung

T(r,@)e® = T(abs(x+iy),arg(x+iy))ese+)
= T(abs(x+iy),arg(x+iy))cos(arg(x+iy)
+iT (abs(x+iy),arg(x+iy)) sin(arg(x+iy)

erhalten wir

I'(x,y)
= I(T(abs(x+iy),arg(x+iy))cos(arg(x+iy), T (abs(x+iy),arg(x+iy))sin(arg(x +iy)).

Mit
r=abs(x+1iy),d = arg(x+iy)
und

n K
L(rg) = Y, (Lar'+ Y Mjgju(r)eV e
j=—n 1 k=1
n K .. .
=) ( Ya 't +) }Vk,jgj,k(”)) &2 v
j=—n ! k=1 trigonometrischer Anteil polarer Anteil

polynomieller Anteil Splineanteil
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erhélt man nun die Darstellung

I'(x,y)
= I(Re(Ta(r,0)),Im(T>(r,0))).

Das bedeutet, dass die Transformationsmaske direkt in kartesischen Koordinaten be-
rechnet werden kann. Dadurch wird die Berechnung der inversen Polartransformation

eingespart.
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4 [Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse dieser Arbeit aufgezeigt. Im ersten Ab-
schnitt wird die Anwendung der Detektion von konzentrischen deformierten Kreisen
und die Registration der Idealmaske gezeigt. Im zweiten Abschnitt wird die Verbesse-
rung durch die Registration durch ein Maf} gezeigt. Der letzte Abschnitt beschreibt eine
Anwendung auf reale Videodaten und zeigt die Méglichkeiten zur Trénenfilmanalyse

auf.

4.1 Ergebnisse Detektion deformierter Kreise

An dieser Stelle mochten wir die Robustheit des Ansatzes in der Praxis vorstellen.
Nachem der Mittelpunkt auf dem Bild gefunden ist, werden die inneren 20 Kreislinien
ermittelt. Dabei fehlen groBe Teile der Ringe und es sind zusétzlich lokale Abwei-
chung an einigen Stellen vorhanden, welche auf Abrisse des Trianenfilms zuriickzu-
fiihren sind. Die folgenden Abbildungen zeigen nun den Prozess vom Ausgangsbild

iiber die Polartransformation®” bis hin zur Projektion auf die Idealmaske.

40Fine groBere Abbildung von Abbildung 21 unten ist im Anhang in Abbildung 28 zu sehen.
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Abbildung 21: Fiir das Eingabebild (o.1.) wird der Mittelpunkt mittels dem in Abschnitt
3.2.2 vorgestellten Algorithmus berechnet (o.r.). In Polardarstellung nach der Kanten-
detektion (u.l.) kann man die Abweichungen der Linien von den perfekten Kreisen er-
kennen. Die berechneten Linien sind zur Anschaung noch einmal auf das Eingabebild
in Polardarstellung abgebildet (u.r.). In der nichsten Abbildung sind die Ergebnisse
der Registrierung zu sehen.
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Abbildung 22: Das Ergebnis der Bildregistrierung auf die Idealmaske ist oben zu er-
kennen, wobei die perfekten Maskenringe hervorgehoben sind. Unten ist das Ergebnis
der Anwendung der Bildregistrierung auf das Eingabebild abgebildet.
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4.2 Ergebnisse Image Registration

Die Grauwerte von 16 aufeinander folgenden Bildern wurden durch einen Vorverarbei-
tungsschritt auf [0, 1] normiert. Anschliefend wurde fiir diese sowohl die Standardab-
weichung (MSE), als auch die Peak Signal to Noise Ratio (PSNR) der Differenz zum
ersten Bild berechnet. Fiir Bilder f,g mit M x N Pixeln wird die Standardabweichung

als

N M
n=1m=1
und die Peak Signal to Noise Ratio als

(maxy(f(x))*

PSNR = 10logio( VSE

)

definiert. Allgemein kann man sagen, dass ein grolerer PSNR-Wert ausdriickt, dass f
und g genauer iibereinstimmen. Die folgende Tabelle zeigt die 16 Bilder vor und nach
der Verarbeitung. Man sieht, dass der MSE-Wert durch die Verarbeitung sinkt und der
PSNR-Wert steigt. Beides deutet darauf hin, dass sich die Bilder dhnlicher geworden
sind. Der MSE der Differenz vom ersten Bild zum ersten Bild ist natiirlich Null, da
sie identisch sind, wodurch der PSNR-Wert natiirlich Unendlich wird. Abbildung 23
zeigt, dass der Imageregistration-Algorithmus die Ahnlichkeit der Bilder verbessert,

ohne die Tranenfilmaufrisse herauszurechnen.
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Nr. | MSE Original MSE Verarbeitung PSNR Original PSNR Verarbeitung
1 0.00000 0.00000 Inf Inf
2 0.00490 0.00283 23.09729 25.47916
3 0.01843 0.01003 17.34549 19.98604
4 0.02027 0.00868 16.93062 20.61342
5 0.01948 0.00435 17.10354 23.61235
6 0.01947 0.00348 17.10608 24.58128
7 0.02038 0.00429 16.90708 23.67304
8 0.02478 0.00472 16.05897 23.26317
9 0.01337 0.00373 18.74018 24.27966
10 0.01202 0.00445 19.20237 23.51474
11 0.01153 0.00415 19.38173 23.81668
12 0.01458 0.00294 18.36179 25.32169
13 0.01628 0.00465 17.88425 23.32583
14 0.01614 0.00525 17.92155 22.79545
15 0.01799 0.00363 17.45020 24.39650
16 0.01421 0.00355 18.47556 24.50291

Tabelle 9: Werte der Differenzen zum ersten Bild.
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Abbildung 23: Das erste Bild (o.l.) und das 16 Bild (o.r.) der Bildserie. Unten links
ist die Differenz (im Absolutbetrag) der beiden Bilder ohne Verarbeitung abgebildet,

unten rechts wird die Differenz (im Absolutbetrag) nach der Verarbeitung gezeigt.
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4.3 Ergebnis Tranenfilmaufriss

In Abbildung (24) sind nun 5 Videoframes aus einer Aufnahme abgebildet. Links sind
die Ausgabebilder unserer Bildregistrierung abgebildet. Rechts sind die Differenzbil-
der vom ersten Frame und k-ten Frame abgebildet. Offensichtlich werden die Abrisse
des Trianenfilmes durch deutlich helle Punkte dargestellt. Zusitzlich werden fiir den
Menschen nicht mehr zu erkennende Abweichungen der Kreislinien gezeigt. Diese
entstehen vermutlich durch lokale Verdunstung der wérigen Schicht, wodurch sich
die Ringe nur minimal verziehen. Da es sich um Differenzbilder zum ersten Frame
handelt und sich an diesen lokalen Verdunstungen ein deutlicher Verlauf im Video ab-
zeichnet, handelt es sich hier nicht um ein Fehlverhalten des Algorithmus, sondern um

eine wirkliche Strukturdnderung des Trdnenfilmes.
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Abbildung 24: Frames 1,2,7,13,16 (von oben nach unten) aus einem Ergebnisvideo
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5 Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist eine mathematische Methode, um aus speziellen Filmauf-
nahmen eines nicht-invasiven MeBgerites das Tranenfilmverhalten des menschlichen
Auges zu detektieren. Dieses automatisierte Verfahren soll Medizinern bei der objekti-
ven Diagnostik des Dry-Eye-Syndroms unterstiitzen. Die Videoaufnahmen zeigen die
Reflektion eines auf das Auge projizierten Musters aus konzentrischen Ringen, wel-
che durch die Form der Hornhautvorderfliche geometrisch verzerrt werden. Durch Be-
wegungen der Augen, den sogenannten Sakkaden, werden die Ringe zusitzlich geo-
metrisch deformiert, so dass sich zwei aufeinanderfolgende Bilder des Videos stark
verdndern konnen. Das in dieser Arbeit beschriebene Verfahren zeigt eine Moglich-
keit, diese geometrischen Deformationen durch stabile und echtzeitfihige Algorith-
men herauszurechnen, um so eine Analyse des zeitlichen Verhaltens des Trinenfilmes

zu ermoglichen.

6 Ausblick

Mit den gewonnenen Erkenntnissen ldsst sich nun ein Verfahren konstruieren, wel-
ches eine automatische Segmentierung der Videos in pathologische und gesunde Pa-
tienten vornimmt. Dazu miissen allerdings noch Daten gesammelt werden, um eine
geeignete Klassifikation ermitteln zu konnen. Die genannten Ansétze sind zur Auf-
gabe von Feature Detection und Feature Matching den bisherigen Ansétzen in Foto-
/Videokeratografen bzw. Hartmann-Shack-Sensor iiberlegen, da sie nicht nur die lokal
umgebende Struktur eines Feature-Points betrachten, sondern auch den globalen Zu-
sammenhang zu anderen Feature-Points durch die Verwendung von trigonometrischen
Polynomen zur Beschreibung der deformierten Kreise.

Es wird vermutet, dass sich dieses Verfahren auch zur Bestimmung der kornealen To-
pographie nutzen ldsst. Die bisherigen Verfahren mittels globalen Zernikepolynomen
konnten durch*! | Zernike-Splines* ergiinzt werden, um lokale Eigenschaften der Kor-
nea zu beschreiben und die Oszillation der Zernikepolynome hoheren Grades zu ver-

meiden.

41Betrachtet man den polynomiellen Anteil in unserem Ansatz als Radialteil der Zernikepolynome,
so ist mit ,,Zernike-Spline® der Splineanteil gemeint.
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7 Anhang

7.1 Feature Detection Implementierungen

An dieser Stelle mochten wir die Moglichkeiten der Feature Point Detection aus ei-
nem wie in Abbildung (16) (unten) gezeigtem Binérbild diskutieren. Zunichst wer-
den die in den Bildern ersichtlichen Linien ermittelt. Da es sich nicht um einfache
Geraden handelt, miissen die Datenpunkte durch eine geeignete Funktionsklasse be-
schrieben werden. Dabei bieten sich die trigonometrischen Polynome an. Diese haben
erstens den Vorteil, dass sie die Linien gut approximieren und zweitens beschreiben
sie die Abweichungen vom perfekten Kreis in der kartesischen Darstellung und die
Abweichungen von einer konstanten Geraden in Polardarstellung. Weitere Griinde fiir
trigonometrische Polynome sind die Orthogonalitit, die Stetigkeit und die interpolati-
ven/approximativen Eigenschaften.

Um die Datenpunkte zu unterteilen, muss nun ein Weg gefunden werden, die einzelnen
Linien zu klassifizieren. Die erste Einteilung erfolgt iiber den Gradienten der Punkte
(siehe 3.2.2). Dabei zeigt der Gradient immer in die Richtung des steilsten Anstiegs.
Bei den kartesischen Koordinatenbildern bedeutet dies, dass der Vektor der AuB3enkan-
ten der Ringe zum Mittelpunkt zeigt und der Vektor der Punkte auf den Innenkanten
vom Mittepunkt weg. In Polarkoordinaten konnen wir nun davon ausgehen, dass Au-
Benkanten einen Gradienten mit Winkel % und der Winkel der Gradienten der Punkte
der Innenkanten %‘ (siehe (25)).

Nun mochten wir die erste Linie im Bild ermitteln, welche den innersten Ring ent-
spricht. Zunichst sei das Bild definiertals I(r,¢) € {0, 1} mitr=1,... . Nj,0=1,...,N,.
SeiM :={(r(j),0(j)) € ZXZ:1(r(j),0(j)) =1} die Menge der vorhandenen Daten-
punkte mit Gradientenwinkel % in Polarkoordinatendarstellung. Fiir alle ¢(j) werden

nun diejenigen Tupel gewihlt, fiir die r(j) minimal wird.
My ={(r,0) e M : r=min(ry)V(ry,9) € M}

Abbildung (25) zeigt das Ergebnis dieser Operation. Offensichtlich ist die erste Linie
zu erkennen, allerdings sind einige Ausreifler zu erkennen. Ebenfalls sind einige Da-
tenpunkte der dritten Linie (Anmerkung: die Gradientenwinkel der Punkte der zweiten
Linie sind %) zu erkennen und zusitzlich gibt es nicht fiir jedes ¢ € [min(¢(j)), max(d(j))]

einen minimalen Wert r( j) (da natiirlich nicht fiir jedes ¢ ein ¢ existieren muss, so dass
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Abbildung 25: Gradientenklassifikation (links), Punkte mit minimalem Radius r
(rechts), Idee der Klassifikation (unten)

Zur ersten Approximation der Linie wird nun eine Least Squares Losung mit trigono-
metrischen Funktionen mit maximalem Grad zwei berechnet. Der maximale Grad wur-
de heuristisch anhand der vorhandenen Datensitze bestimmt und kann gegebenenfalls
noch angepasst werden. Andererseits kann man den gewihlten Grad auf Aberratio-
nen niederer Ordnung zuriickfithren, welche beim menschlichen Auge die refraktiven
Fehler wie Kurzsichtigkeit (Myopie), Weitsichtigkeit (Hyperopie) und Astigmatismus
ebschreiben, die durchschnittlich fiir 85 % der Wellenfrontaberrationen verantwortlich
sind [53]. Teilweise werden die approximierten Linien durch Erh6hung des maximalen
Grades besser angenihert. Dabei ist jedoch nicht klar, ob dies durch die Aberrationen
und Augenbewegungen hervorgerufen wird oder durch die Ausdiinnung des Trénen-
filmes an diesen Stellen, wobeli letzteres vermutet wird.

Zunichste mogchten wir die vorhanden Daten aus M interpolieren. Ein trigonometri-
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sches Polynom vom Grad »n kann folgendermafen dargestellt werden

n n
p(x) =aop+ Z ajcos(jx) + Z bjsin(jx).
j=1 j=1
Fiir das Polynom soll p(xx) = yx, k = 1,...,2n+ 1 gelten, wordurch sich das lineare

Gleichungssystem

n
ap+ Z ajcos( jxi) +
&~ :

n
bjsin(jxk) = yk 9)
J =1

ergibt. Gleichung (9) kann in der komplexen Ebene als

n
o= Y el
j=—n
geschrieben werden. Es sei angemerkt, dass fiir eine gerade Anzahl an Punkten x; ein
zusitzlicher Kosinusterm eingefiigt werden kann. Sei nun n als die Méchtigkeit der
Menge M definiert und sei Jy;, eine beliebige aber feste Indexmenge von M;. Dann

konnen wir das LGS fiir unsere Daten als

n
rk — Z cjequ)k,ﬂ

j==n

mit ¢ = % und (rg,0x) € M, schreiben. In Matrixschreibweise kann das LGS als
Ac = b dargestellt werden, wobei
Alkedyy =M. by ) = €77

und by = 1y, k € Jy,. Ist die Michtigkeit der Menge M gleich N;, so konnen die
Koeffizienten c; direkt iiber die schnelle inverse DFT berechnet werden. Ist dies nicht
der Fall, so kann das LGS entweder iiber die Invertierung der Matrix A ¢ =A™~ 'b gelost
werden, oder numerisch stabiler iiber eine QR-Zerlegung OR = A, ¢ = R~ 'Q0Tb. Wie
oben beschrieben, sollen nur wenige Koeffizienten berechnet werden. Daher sei nun
n=2und

2
e = Z Cjel]q)k,n
=2
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bzw. Ac = b, wobei

— LHij0k
A(kEJMl Jj==2,.2)—¢€ JOkz

und by = ry, k € Jy, . Das iiberbestimmte LGS kann nun iiber Least Squares
ATAc=ATD

gelost werden. Ist hierbei die Michtigkeit der Menge M gleich N, (also die Anzahl
der dquidistanten Stellen ¢ = 1,..., N, und die Anzahl der gefundenen Punkte in M>),
so gilt

Ec=ATbN; !,

wobei E die Einheitsmatrix darstellt. Als ndchstes wurde diese erste Ndherung mittels
einem Verfahren iterativ verfeinert, welches dem Iteratively Reweighted Least Squa-
res Verfahren dhnelt. Einfach gesagt wurden alle Tupel aus M| entfernt, deren Abstand
zum angeniherten Polynom p(x) = 25272 cje'’* nicht innerhalb einer gewissen Tole-

ranz

1P (k) — 1il < &

lag. Als Toleranz wurden diverse Ansitze getestet. Die besten Ergebnisse wurden aller-
dings mit einer iterativen Einschrinkung €} = (B—1.5))) im Iterationsschritt / erzielt,
wobei B der geschitzte durchschnittliche (radiale) Pixelabstand der Ringe ist (B ~ 10).
Da die Ringe vorher durch die Winkel vorklassifiziert wurden (siehe (25), verdoppelte
sich der Abstand der meisten ungewollten Punkte aus M.

Sei R die Indexmenge der Werte r; aus der Menge M, welche auf der gesuchten Linie

liegen und G die Indexmenge aller Werte r; mit (r;,¢;) € M;. Dann ist

1

— ) ri = () ri+ ) rj)
G& = gL
1 1
Gl L 61 L

Nun soll gelten, dass g; = r; fiir j € Rund g; — 2B = r; fiir j ¢ R. Dies bedeutet, dass

die Werte r; auf der gesuchten Linie etwa 2B Pixel von der nichsten Linie entfernt



7 ANHANG 100

sind. Damit erhalten wir

LR - \G|ng |Grzgf+23

jeR jeR 2R
= Z g+ Z 2B
\G| L |G| i
Gl
= 4+ RG]
G ,EZG e

und daraus folgt \G

LG L <
Diese erste Abschitzung zeigt also, dass die der Wert ¢ genau dann nédher an der ge-
suchten Linie liegt, wenn |R| > |R\G|. Unter der Annahme, dass zwei benachbarte
Ringe &dhnlich sind, das heiBt, dass sich die darstellenden Koeffizienten c;,j # 0 mini-
mal dndern, hat diese Abschitzung sehr grofle Relevanz.
Eine Alternative ist die doppelte Standardabweichung vom Mittelwert der Punkte aus

M, die einer weiteren Analyse bedarf. Die Ergebnisse sind in Abbildung (26) zu sehen.

1o T T T T T % T T T T T 8

Abbildung 26: Ergebnisse nach einer (links), drei (mitte) und zehn (rechts) Iterationen

Nun haben konnen wir die erste angendherte Linie mit fiinf Koeffizienten darstellen.
Unter der Annahme, dass sich zwei aufeinanderfolgende Ringe nur wenig veridndern
(d.h., dass die Differenz der Koeffizienten c;j, j # 0 der beiden Linien klein ist) kann
der nédchste Ring mittels Korrelationskoeffizient ermittelt werden. Diesen kann man

effektiv als
Ny

K(r) = q)le(P(q)) +7,0)
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mit p(¢) = Z?:_z c jeijq’z’t/ N = Z?:_z c jeijq’l’i berechnen. Dies sieht man folgender-

malBen: Sei

1 ,falls r = p(0)
L(r,¢) =
0 ,sonst

Dann berechnet sich die zeilenweise Korrelation als

i M_Z

i I(x+r,0)L(x,0)

und
1 falls I(x+r,¢) = 1 und x = p(0)
I(x+r7¢)12(xa¢> =
0 ,sonst
und daraus folgt die Behauptung.
Da die einfache zeilenweise Korrelation noch zu fehleranfillig ist, wird ein zusétzli-

cher Toleranzterm € € Ny eingefiihrt, so dass wir

€ No
=Y Y 1(p(9) +k+r10),

k=—e0=1

berechnen. Zur schnelleren Berechnung wurden die folgenden Abschidtzung entwi-
ckelt:

Lemma 7.1
max|p )| < Z lcjl.
j=—n
Beweis:
— ijx
max|p(x)| glea%!j;nc je|
n )
< max Y |cjlle’]
j=—n
n
= Y el
j=—n
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Fiir die Ableitung gilt

max\p )| < Z |jcjl.

j=—n

In Abbildung (7.1) ist nun eine so berechnete zeilenweise Korrelation zu sehen.

1000

T |
1 L

200 1 1 I I I I
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Abbildung 27: Ergebnis der zeilenweisen Korrelation

Man kann erkennen, dass die meisten Ringe schon jetzt recht gut zu differenzieren
sind. Allerdings reicht ,,recht gut “fiir eine automatische Auswertung nicht aus. Daher
werden nun nicht alle Ringe gesucht, sondern lediglich der zum ersten Ring benach-

barte. Man findet also eine erste Ndherung fiir die zweite Linie durch

n
PO)=cotrit Y el
j:—n,j%()
wobei r* = min{r: K(r) > K(r+1) und K(r) > K(r — 1) }. Algorithmisch berechnet
man nun nicht alle lokalen Maxima und sucht nach dem ersten Auftreten, sondern
berechnet die Differenzen Kp;fferen;(r) = K(r) — K(r+ 1), und ermittelt 7* als den

Punkt, ans welchem das Vorzeichen von Kp; feren; das zweite mal wechselt:

r* = min{r : sgn(Kpifferenz(r)) > s8n(Kpifferenz(r+1))}.

Nun miissen die umgebenden Punkte der ersten Ndherung ermittelt werden, welche
dann wieder mittels trigonometrischer Polynome zweiten Grades approximiert wer-
den. Es werden nun die Punkte betrachtet, welche Gradentenwinkel % haben (siche
(25)) und in einer Umgebung von p? liegen und die trigonometrische Approximation

erfolgt wie beim ersten Ring. Dies wird nun iterativ fortgesetzt
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Abbildung 28: Ergebnis des iterativen Algorithmus fiir 30 Ringe. Die hellen Punkte
zeigen perfekte Uberlagerung von Punkten und den berechneten Linien. Man kann gut
erkennen, wie schwerwiegend die Fehler durch Tranenfilmaufrisse fiir die Suche nach
den Ringen sind (siehe bspw. (250,300))
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Notationen:

C Menge der komplexen Zahlen

N Menge der natiirlichen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

T Torus R/2nZ

) Menge ganzer Zahlen

Re(z) Realteil einer komplexen Zahl z

Im(z) Imaginirteil einer komplexen Zahl z

f* Komplexe Konjugation

C(R) Menge stetiger reeller Fuktionen

L(R) Menge reellwertiger Funktionen

Loo(R) Menge reellwertiger Funktionen mit endlichem Tréiger
Li(R) Menge reellwertiger Funktionen f mit [ |f(2)|dt < oo
Ly(R) Menge reellwertiger Funktionen f mit [ | f (t)[*dt < oo
1(7) Menge diskreter Folgen

L(Z) Menge diskreter Folgen ¢ mit ;2 |c()| < oo

L(Z) Menge diskreter Folgen ¢ mit ¥ __|c(£)[* < oo

I, p-Norm

A algebraischer Abschluss von A

Re,Im Realteil, Imaginarteil

T, trigonometrisches Polynom vom Grad n

ck J-ter Koeffizient des k-ten trig. Polynom.

Basisfunktionen

Koeffizienten der Basisfunktionen

=

Tréager der Bilder

Anzahl der Ringe/Klassen

Grad des Ausgleichspolynoms

Anzahl der Datenpunkte eines Binérbildes
Skalierungsfunktion oder RBF

€ e ms xEPE

Waveletfunktion
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