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Einleitung

In vielen Anwendungen nimmt man bei der mathematischen Beschreibung eines physi-
kalischen Systems einen Zusammenhang zwischen der Zeit ¢, dem zeitabhéngigen Zustand
z(t) € R und der Anderungsrate des Zustands @(¢) an. Diese Beschreibung kann formal
durch eine gewohnliche Differentialgleichung

(9) (t) = g(t, x(t))

erfolgen, wobei die Funktion g : R? — R als stetig differenzierbar angenommen wird.

Ein durch Gleichung (g) erkldrtes System reagiert ausschliesslich auf gegenwdirtige Zu-
stande. Es stellt sich jedoch in manchen Anwendungen heraus, dass die Annahme einer
solchen gegenwértigen Kausalitdt allein unzureichend ist. In vielen Fillen erscheint es rea-
listischer, neben unmittelbaren Faktoren auch zeitlich zuriickliegende, also verzdgerte, zu
beriicksichtigen, d.h. die Anderungsrate @(t) von x zur Zeit ¢ héngt nicht nur von x(t)
sondern auch vom vergangenen Zustand z(t — 7) ab; dabei sei T eine positive konstante
Verzigerungszeit. Gegeniiber (g) beschreibt

(9,7) (1) = g(t, 2(t), x(t = 7))

ein System, das sowohl auf unmittelbare als auch auf vergangene Zusténde reagiert.

Die folgende Schilderung der neuronalen Signaliibermittlung durch Nervenzellen moti-
viert die in dieser Arbeit betrachtete und in der Klasse (g, 7) enthaltene verzdgerte Diffe-
rentialgleichung

(1, f) #(t) = —pa(t) + f(x(t - 1)),

wobei p > 0 fiir eine unmittelbare Ddmpfung steht und die stetig differenzierbare Nichtli-
nearitit f : R — R eine verzogerte Reaktion des Systems beschreibt.

Die nun folgende mathematische Modellierung einer Nervenzelle erfordert eine struk-
turelle Kenntnis ihres biologischen Aufbaus. Ein solcher ist in unterschiedlicher Ausfiihr-
lichkeit u.a. bei Wu [54], MULLER, REINHARDT & STRICKLAND [41] oder HERZ [20]
beschrieben; als eine physiologische Referenz erweist sich das Anatomie-Lehrbuch von BEN-
NINGHOFF [3]. Anhand der biologischen Sachverhalte kénnen wir insbesondere beurteilen,
inwieweit (noch zu treffende) Voraussetzungen an die Funktion f in (u, f) dem biologischen
Vorbild entsprechen.

Der Mensch und die meisten vielzelligen Tiere besitzen ein Gefiige aus unregelméssig
sternformig gestalteten Nervenzellen und deren Fortsitzen: das Nervengewebe. Trotz ihrer
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Vielfalt lassen sich die Nervenzellen anhand der Verbindungsart und -h&ufigkeit zu an-
deren Nervenzellen in drei Gruppen einteilen, von denen wir die grosste, die Gruppe der
sog. multipolaren Nervenzellen, betrachten und im folgenden abkiirzend als Nervenzellen
bezeichnen.

Eine Nervenzelle mit allen ihren Fortsédtzen wird meist Neuron genannt und besteht
aus drei verschiedenen Strukturen, ndmlich den Dendriten, dem Zellkorper oder Soma so-
wie dem Azon oder Neurit. Dendriten sind feine, stark veristelte Nervenbahnen, die vom
Zellkorper ausgehen und hemmende (inhibitorische) oder erregende (exzitative) Signale von
anderen Neuronen empfangen. Dies ist moglich, weil die Neuronen untereinander verbun-
den sind und ein komplexes Netzwerk, ein neuronales Netzwerk bilden; siehe Abbildung 1,
die BENNINGHOFF [3], Kapitel 16, entnommen ist. Das Axon (Neurit), ein zylinderférmiger
Auswuchs des Soma, der an seinem Ende einzelne Teiléste auspréigen kann, vgl. Abbildung
2, fungiert bei der neuralen Signaliibermittlung als Ausgangskanal des Neurons und endet
an den Dendriten anderer Neuronen oder Muskelfasern. In dem von uns betrachteten ersten
Fall befinden sich an den Enden des Axons Synapsen: ein kleiner, zu iiberbriickender Bereich
zwischen prdsynaptischen Neuron und den Dendriten oder dem Zellkérper des postsynapti-
schen Neurons. Der Durchmesser des Soma hat eine Gréssenordnung von 10 pm — 80 um,
der eines Dendriten 1 ym —5 um. Der synaptische Spalt misst oft nur 20 nm, wéahrend die
Gesamtliange eines Neurons zwischen 0,01 mm fiir im Gehirn verlaufende und bis zu 1 m
fiir solche, die zu den Gliedmassen fiihren, betragen kann.

\ g
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Abbildung 1: Zellnetz im Hirnstamm einer ~ Abbildung 2: Schematische Darstellung
Ratte bei 900-facher Vergrésserung. eines Neuron.

Ein Neuron im Ruhezustand besitzt ein negatives Potential U, gegeniiber seiner Um-
gebung, das Ruhepotential —70 mV =~ U, < 0. Es wird durch die Undurchléssigkeit der
Zellmembran gegeniiber gewissen Ionen aufrechterhalten. Die Signaliibermittlung zwischen
Neuronen, bzw. der Signaltransport mittels eines Neurons, geschieht auf elektrochemischem
Weg. Im Inneren des Neurons iiberwiegen dabei elektrische Vorgédnge, wihrend chemische
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zwischen einzelnen Neuronen bzw. an den Synapsen vorkommen. Eine elektrische Entla-
dung, die vom Soma ausgeht, am Neuriten entlangwandert und die veschiedenen Synapsen
erreicht, ist fiir die elektrische Signaliibermittlung verantwortlich. Ausloser der Entladung
sind die von synaptischen Verbindungen iiber Dendriten eintreffenden exzitativen Signale
anderer Neuronen. Sie erh6hen das Potential Uy bis ein Neuron-spezifischer Schwellenwert
Ug erreicht wird, der nur wenig grosser als Uy ist. Ist die Schwelle Ug ~ —60 mV {iberschrit-
ten, so wird die Zellmembran des Soma durchléssig, und es findet eine Depolarisation statt;
ihre hohe Intensitét fiihrt sogar zu einer Positivitat des Soma-Potentials. Innerhalb weni-
ger Millisekunden, der Refraktdr-Periode, in denen das Neuron nicht empfangsbereit ist,
wird das urspriingliche Ruhepotential wieder hergestellt. Die Refraktér-Periode bewirkt,
dass sich die beschriebene kurzzeitige Entladung des Zellkérpers in nur einer Richtung
ausbreitet. Die Geschwindigkeit dieser spitzenférmigen Entladung betrédgt etwa 0,5 = bis
2,

SDer an den Synapsen eintreffende Impuls 16st eine Ausschiittung gewisser chemischer
Substanzen, der sogenannten Neurotransmitter, aus, die nach einer Uberbriickung der Sy-
napse die postsynaptische Zelle erreichen. Dort bewirken sie entweder eine Verminderung
oder eine Erhohung des Zellpotentials, je nach dem, ob sie inhibitorisch oder exzitativ sind.

Aufgrund des beschriebenen Neuronen-Modells gibt es drei Grossen, die den Zustand
eines einzelnen Neurons v beschreiben: die Abweichung x des Neurons von seinem Ruhe-
potential Uy, der Aktivierungszustand S von v und der synaptische Input h; diese drei
Variablen entsprechen den Hauptbestandteilen Soma, Axon und Dentriten eines Neuron.

Die Aktivitdt S des Neuron v, welche von x und der Aktivierungsschwelle Ug abhéngt,
beschrénkt sich auf zwei Zustédnde, sagen wir 0 im Ruhezustand und +2 im aktivierten.
Entweder es feuert nach einer Anregung x > Ug, sendet also einen Impuls an ein anderes
Neuron, oder es befindet sich im Ruhezustand x < Ug. Zur Zeit t ergibt sich daher der
unstetige Ansatz

S(t) =sgn(z(t) — Us) + 1, (1)

wobei die Signum-Funktion sgn : R — R in diesem Zusammenhang Signalfunktion heisst.

Abbildung 3: Vermoge der Signumfunk-
tion sgn erhéilt man einen Alles-oder-
Nichts-Ansatz, sieche MCCULLOCH &
PirTs [40]. Wichtig bei der Modellie-
rung ist ein nicht-linearer Ansatz, der
v auch bei einer unten eingefiihrten sig-
Uo Us moiden Funktion gegeben ist und die

beschriebene Schwellenwerteigenschaft
- ° -+ -1 wiedergibt.

sgn(z — Usg)
+1 e

Meistens geht man bei der Messung des Zustands S nicht nur von einem einzelnen
Impuls aus, sondern wegen der grossen Impulshéufigkeit von bis zu @ von einer durch-
schnittlichen Impulsrate, siehe z.B. Abschnitt 1.2.1 in HERZ [20]. Als Slgnalfunktlon wiéhlt
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man daher eine stetig differenzierbare, der Gestalt der sgn-Funktion nahekommende, sig-
moide Funktion f : R — [0,00) mit f* > 0 und f(Us) = 1. Unter diesen am meisten
gebrauchlichen Signalfunktionen (WU [54], Abschnitt 2.2) befinden sich beispielsweise der
Arcus Tangens, der hyperbolische Tangens oder die logistische Funktion.

f($ -U 5) —1 ) )
+1 Abbildung 4: Gegeniiber dem binéren
- Signum-Modell bezeichnet man Neuro-
Uy / nen, die anhand ihrer Feuerrate durch
| eine stetige Signalfunktion modelliert

\
Us x werden, als analoge Neuronen; siehe da-
zu HERZ [20].

+ -1

Wenn wir nach einer Translation der Variablen Ug = 0 annehmen, ergibt sich fiir (1)

S(t) = f(x(t)), (2)

wobei der Graph von f die in der letzten Abbildung gezeigte Gestalt hat.
In einem neuronalen Netz von n € N analogen Neuronen vy, ..., v, beschreibe

Z; , iE{l,...,?’l},

die Abweichung des i—ten Neuronenpotentials vom Ruhepotential; fiir die Schwellenwer-
te nehmen wir jeweils Uy = 0 an. Zu ¢ € {1,...,n} habe v; die Signalfunktion f;, die
Aktivierungsfunktion 5;, und die Variable

ZZJ€R7 je{l,,n},

beschreibe die Verbindungsintensitét zwischen v; und v;, genauer: die durchschnittliche
Rate ausgeschiitteter Neurotransmitter in der v; —v;—Synapse. Die Vorzeichen Z;; < 0 bzw.
Z;; > 0 stehen fiir eine inhibitorische bzw. exzitative Synapse. Diese Kopplungskoeffizienten
seien im folgenden konstant.

Um die Dynamik des Netzes zu beschreiben, gehen wir von dem folgenden Ansatz aus.

l"i — ;t'i.nt + j;?Xt (3)

T; = interner Anteil von #; + externer Anteil von &; }
)
K3 K2

wobei i € {1,...,n} sein soll; der externe Anteil von &; steht fiir den oben eingefiihrten
synaptischen Input h;.

Es seien im folgenden i und & in {1,...,n}. Zunéchst nehmen wir an, dass die internen
Prozesse des Neurons v; entweder konstant oder asymptotisch stabil sind, sagen wir

sint

T —pii 5 pi = 0.
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\Eentriten / Synapse, Neurotransmitter
Soma S, Abbildu:r‘lg 5 S‘Fruktgreller Auf-
vi, . bau zweier in eine Richtung ge-
Axon . koppelter Neuronen.
/ Dentrit:} Zij

Der nachste Ansatz eliminiert die Variable h; und beschreibt den externen Anteil von &;
als mit Z; gewichtete Summe der Aktivierungsfunktion .S; :

ext Z S. Zk:z ( 4)

k#i, k=1

Diese additive Uberlagerung der Eingangssignale ist auch beim Modellansatz von Mc-
CuLLOCH & PITTS [40] (1947) Zu finden.

Das durch das Axon verlaufende Signal erreicht lediglich eine Geschwindigkeit von 0,27
bis 27%. Diese geringe Signalgeschwindigkeit verursacht eine im Modell zu beriicksichtigende
Zeitverzigerung T; > 0, die beim Signallauf von v nach v; entsteht. Die Ansétze (2), (3)
und (4) liefern dann zum Zeitpunkt ¢

Ti(t) = —piwi(t Z Ski(t — Thi) Zii = —pizi(t) + Z Je(@n(t = 7i)) Zri- - (D)

ki, k=1 ki, k=1

Der Einfluss einer Zeitverzogerung bei der Signaliibermittlung in neuronalen Netzen wird
ausfiihrlich in Wu [54], Kapitel 5, besprochen. Bei der folgenden Vereinfachung und Spe-
zialisierung gehen wir wie in [54] vor.

Nach der Einfithrung einer Zeitverzogerung, eines Delay, sind verzogerte und unmit-
telbare Einfliisse bei (4) zu beachten. Im folgenden vernachléssigen wir letztere bei der
Beschreibung eines 2-Neuronen-Systems. Ausgehend von (5) betrachten wir ein System
von zwei synaptisch verbundenen, identischen Neuronen v; und v, mit identischer Signal-
funktion f, Dampfungsparameter p; > 0 und py > 0, Kopplungsparameter Zi5 und Zy
sowie Delays 715 und 7o7.

Es ergeben sich dann die beiden Modellgleichungen

T1(t) = —pmxi(t) + So1(t — 121)Zo1 = — 121 (t) + Zoy f(22(t — T21)) } (6)
To(t) = —poxa(t) + Si2(t — Ti2) Zia = —poxa(t) + Ziof (x1(t — 712))

Viele Methoden, die fiir die {ibersichtlichen 2-Neuronen-Modelle entwickelt werden, las-
sen sich auf grossere iibertragen; siche dazu HUANG & WU [25], [26] und die Kommentare
in Kapitel 5 von Wu [54].
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T12
Z12
Zﬂ\/
o1 Abbildung 6: Ein 2-Neuronen-Netz.

Nehmen wir bei (6) aufgrund der Gleichartigkeit von vy und v, die Symmetrien

pr=p=pz und To =T =T

sowie exzitative Gewichte Zy; = 1 = Z15 an, so erhalten wir das gekoppelte System von
verzogerten Differentialgleichungen

i1(t) = —pxi(t) + flz2t — 7)),
io(t) = —pxo(t) + fzi(t —7)). } (7)

Verhalten sich nun beide Neuronen synchron, d.h. gilt x := z1 = x5, so wird (7) vollsténdig
durch die skalare verzogerte Differentialgleichung

i(t) = —px(t) + fla(t = 7)), n=0, (8)
beschrieben; siehe auch den entsprechenden Abschnitt 5.8. iiber synchronisiertes Verhalten

von Neuronen in WU [54]. Skalieren wir bei (8) die Zeit ¢ mit dem Faktor 7 , so ergibt sich
die eingangs angefiihrte verzogerte Gleichung

(1, f) #(t) = —pa(t) + fx(t = 1)), p=0,

wobei wir f und p anstatt 7f und 7u schreiben. Wir nehmen im folgenden geméss 5.8 in
WU [54] eine sigmoide Signalfunktion f mit f(0) = 0 und halten fest, dass (u, f) einerseits
eine spontane Dampfung (im Fall x4 > 0), andererseits eine verzogerte positive Riickkopp-
lung um die Ruhelage 0 beschreibt.

Das Gleichungssystem (5) wurde Anfang der 80er-Jahre von HOPFIELD [23], [24] ein-
gefithrt - allerdings blieb die endliche Signallaufzeit zwischen Neuronen in Form von Ver-
zogerungszeiten unberiicksichtigt. MARCUS & WESTERVELT [38] wéhlen 1989 das Modell
mit positiven Delays, welches dem biologischen Vorbild néher erscheint.

Bliebe bei der Betrachtung eines Neurons eine Zeitverzogerung wihrend der Signaliiber-
mittlung unberiicksichtigt, wére also (u, f) eine gewdhnliche, skalare Differentialgleichung
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mit endlichdimensionalem Phasenraum R, so kdmen oszillierende Funktionen, die z.B. pe-
riodisch sind, nicht als Losung in Frage. Durch die Einfithrung des Delay, der in (u, f) auf
1 normiert ist, kann auch eine skalare Gleichung, wie z.B. (u, f) , oszillierende periodische
Losungen x : R — R haben; eine solche Losung x ist eine periodische, stetig differenzier-
bare Funktion z : R — R, die (u, f) auf ganz R erfiillt. Die genaue Definition einer (nicht
notwendig periodischen) Losung von (p, f) wird in Abschnitt 1.2 gegeben.

Unter dem beschriebenen neuronalen Aspekt sind solche periodischen Losungen und die
mit ihnen in Verbindung stehenden Fragestellungen von besonderem Interesse, man denke
etwa an eine motorische Korperfunktion, z.B. den durch periodische Sequenzen neuraler
Impulse grosster Regelméssigkeit angeregten Herzmuskel beim Menschen.

Am Anfang einer mathematischen Untersuchung von (u, f) stellt man fest, dass fiir
die Festlegung des zukiinftigen Verlaufs einer Losung z zum Zeitpunkt ¢ Informationen
auf dem Intervall [t — 1,¢] vorliegen miissen. Somit erweist sich der unendlichdimensionale
Banachraum C der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall der Lénge des Delay
1, sagen wir [—1, 0], mit Norm

:C>3 ) eR
- wHtglg{%}lw( )|
als geeigneter Phasen- oder Zustandsraum. Haben wir beispielsweise eine periodische Losung
x : R — R gegeben, so wird x zum Zeitpunkt ¢ € R durch das Segment

xy:[—1,0] 2 s z(t + 5) € R,

welches in C liegt, représentiert.
Bei Festlegung eines Anfangswerts ¢ € C léasst sich via

t
z(t) = e #Mg(n) 4+ / e M= f(x(s —1))ds, te[n,n+1], neN,

n

die Losung x¥ des Anfangswertproblems [(u, f) , o = ¢] durch sukzessives Integrieren
eindeutig auf ganz [—1,00) angeben. La. ist es nicht moglich, eine Losung bei gegebenem
@ € C fiir Zeiten, die kleiner als —1 sind, festzulegen. Daher erhalten wir lediglich einen
Losungshalbfluss

F:[0,00) xC >3 (t,p) — ] €C

zur Gleichung (p, f) . Genaueres ist in dem Abschnitt iiber Voraussetzungen und Grund-
lagen 1.2 zu finden.
Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit mit zwei verschiedenen Aspekten

periodischer Lisungen von (u, f) :

Mittels einer Vergleichsmethode (siche Kapitel 1) konnen verschiedene periodische Losun-
gen zueinander in Beziehung gesetzt werden; ferner ist die Dynamik in der Né&he eines
periodischen Orbits einfacher zu erfassen, falls dieser hyperbolisch ist (siehe Kapitel 2).
Bevor wir auf die in diesem Zusammenhang gewonnenen Ergebnisse eingehen, beschreiben
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wir kurz und ohne Beweise, wie ein allgemeiner und umfassender Ansatz zur Untersuchung
von (u, f) auf die Betrachtung periodischer Losungen dieser Gleichung fiihrt. Dabei setzen
wir eine sigmoide Nichtlinearitéit f voraus, deren Eigenschaften in Abschnitt 1.2 préazisiert
werden.

Ein fiir das Langzeitverhalten von Losungen der Gleichung (u, f) zentraler Begriff ist der
des globalen Attraktors: Eine kompakte, unter dem Losungshalbfluss invariante Teilmenge
A des Phasenraums C heisst globaler Attraktor, wenn sie alle beschréinkten Mengen im
Zustandsraum anzieht: Jede Losung erreicht nach einer gewissen Zeit eine beliebig kleine
Umgebung von A und kann aus dieser nicht mehr entkommen. Falls ein globaler Attraktor
existiert, so ist er eindeutig. Kennt man dariiberhinaus die Struktur des Attraktors, so
versteht man auch die globale Dynamik der Gleichung (u, f) .

FtU, XBQ

Abbildung 7: Der globale Attraktor A
zieht jede beschriankte Menge B C C an,

d.h. fiir alle offenen Mengen U O A in B
(man stelle sich U nur etwas grosser als
A vor) gibt es einen Zeitpunkt ¢y > 0
mit F([ty,00) x B) C U: Startet eine
Losung x bei ¢ € B, so wird sie von A
angezogen, erreicht also nach einer Zeit
ty eine beliebige Umgebung U von A,

F(ty,¢) € U, und kann aus U nicht
mehr entkommen.

U

In der Monographie von KRISZTIN, WALTHER & WU [33] wird gezeigt, dass fiir yu > 0
und beschrénkter sigmoider Nichtlinearitdt f ein Attraktor existiert. Im Fall u = 0 gibt
es keinen globalen Attraktor, jedoch wird in der Monographie [33] nach einer kompakten
Ersatzmenge A gesucht, die - grob gesprochen - aus allen Anfangswerten von Losungen
besteht, die fiir £ — —oco gegen den Ruhepunkt Null streben.

KRi1szTIN, WALTHER & WU [33] untersuchen die geometrischen, topologischen und
dynamischen Eigenschaften der dreidimensionalen, kompakten und invarianten Menge A
im unendlichdimensionalen Phasenraum C unter gewissen Voraussetzungen an p und f; die
Menge A ist im Fall 1 > 0 ein Kandidat fiir den globalen Attraktor und kann als dreidi-
mensionale Vollspindel interpretiert werden. Im Fall 4 = 0 erhalten wir einen Vollzylinder;
vgl. Abbildung 8.

Weil ein Attraktor notwendigerweise alle periodischen Orbits enthélt und in [33] ge-
zeigt wird, dass A genau einen solchen periodischen Orbit O mit kleinster Periodenlédnge
zwischen 1 und 2 umfasst, wird die Frage nach der

Anzahl der periodischen Orbits von (u, f) mit Periodenlédngen im Intervall (1,2)
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Abbildung 8: Die Vollspindel als dreidimen-
sionale Entsprechung von A bei positiver
Riickkopplung und g > 0. Der formgebende
periodische Orbit hat eine Periode zwischen
1 und 2. Die singuldren Spitzen ergeben
sich aus den beiden nicht-verschwindenden
Gleichgewichten von (u, f) , welche im Fall
@ > 0 auftreten. Im Fall © = 0 degeneriert
diese zu einem Vollzylinder.

wichtig; dabei ist die Verschiedenheit zweier periodischer Losungen von (u, f) modulo
zeitlicher Translation zu verstehen.

Bei einem Ansatz zur Beantwortung dieser Frage gehen wir von der Existenz verschie-
dener periodischer Orbits derselben Oszillationsfrequenz wie O aus und wergleichen diese
im ersten Kapitel dieser Arbeit miteinander.

Mit der in Abschnitt 1.6 en détail beschriebenen Vergleichsmethode ist es u.a. moglich,
die Eindeutigkeit periodischer Orbits von (u, f) bei ungeradem f zu beweisen. Dabei geht
man von verschiedenen periodischen Losungen z; und zs mit Periodenldngen T und T5
aus und betrachtet die zugehorigen stetig differenzierbaren Kurven

xl(t) 2 L2 (t) 2
e 10,11 2t ) eR d v, [0, T3] 5t ) € R=.
w083 0 (T0) € R wnd s 013 0 (T
Ausgehend von MALLET-PARET & SELL [36] und [37] zeigen wir in den Abschnitten 1.4
und 1.5, dass diese beiden Kurven einfach geschlossene, reguldre Kurven sind, deren Spuren

Iy = 7901([07T1]) und T’y = PYW([O’TQD

disjunkt in der kiinstlichen Phasencbene R? liegen und den Ursprung umlaufen. Ein Ver-
gleich der periodischen Losungen x; und xy geschieht anhand der Spuren I'y und I's.

Die I'y und T'y betreffenden Vergleichsaussagen nutzen zum einen die Topologie der
Ebene R? in Gestalt des Kurvensatzes von Jordan aus; siche den unabhiingigen Abschnitt
1.1 iiber ursprungsumlaufende Jordankurven. Zum anderen werden analytische Argumente
anwendbar, wenn durch radiale Streckung einer Spur Beriihrpunkte zwischen I'y und I's
entstehen. Um dies etwas genauer zu beschreiben, wenden wir den Kurvensatz von Jordan
an, der zu I'; und T’y offene, einfach zusammenhingende Teilmengen des R?, die Innen-
gebiete Z(T'y), Z(I'y) und Aussengebiete A(I'1) und A(T'y) der Spuren I'y und T’y liefert.
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Weil beide Spuren keinen Punkt gemeinsam haben, kénnen wir von I'ys C Z(I'y) ausgehen.
Strecken wir I's in einer bestimmten, in den Abschnitten 1.1 und 1.6 erklarten Art und
Weise zu einer Spur p - 'y = ['g, so wird in 1.6 begriindet, wieso gerade die beiden in der
Abbildung skizzierten Fille (I) und (II) zu unterscheiden sind. Gelingt es, beide Félle auf

R

L L

Abbildung 9a: Fall (I) Abbildung 9b: Fall (II)

einen Widerspruch zu fiithren, so kann es keine zwei verschiedenen periodischen Losungen
x1 und x5 von (u, f) geben.

Ein erstes solches Eindeutigkeitsergebnis hat NussBauM [45] fiir langsam schwingende
periodische Lisungen x von (0, —f), also im Fall negativer Riickkopplung, 1 = 0 und un-
gerader Nichtlinearitdt f erhalten; die periodische Losung x heisst dabei langsam schwin-
gend, wenn ihre Nullstellenabsténde grosser als der Delay 1 sind. Die in [45] gemachte
Kriimmungsvoraussetzung an die Nichtlinearitdt f entspricht dem Kriimmungsverhalten
einer typischen, oben angefiihrten sigmoiden Funktion - mit geéindertem Vorzeichen. Be-
merkenswerterweise wird in CAO [6] gezeigt, dass ohne eine solche Kriimmungsvorausset-
zung keine Eindeutigkeit zu erwarten ist. CAO [7] ist es weiterhin gelungen, den Eindeutig-
keitsbeweis fiir langsam schwingende periodische Losungen von NussBAUM [45] fiir (u, —f)
zu verallgemeinern; CAO kommt dabei ohne die Ungeradheit von f bzw. —f aus, und der
Déampfungsparameter p darf positiv sein.

Durch eine Adaption der Methode von CAO bei negativer Riickkopplung zeigen KRISz-
TIN & WALTHER die Eindeutigkeit schnell schwingender periodischer Orbits mit Perioden
zwischen 1 und 2, also bei positiver Riickkopplung, und beweisen somit, dass die oben be-
schriebene Menge A fiir 1 > 0 der Attraktor von (x, f) ist. Allerdings kommen KRISZTIN
& WALTHER nicht ohne die Ungeradheit von f aus, die nach Abschnitt 1.5 eine Symmetrie
bei den periodischen Losungen bewirkt und als Einschrankung empfunden wird; siehe dazu
auch 5.4 in Wu [54].

In Fortfithrung der geschilderten Ergebnisse und Ansétze werden wir in der vorliegenden
Arbeit zeigen, dass Fall (II) auch dann nicht eintreten kann, wenn f nicht notwendig
ungerade ist. Eine genaue Formulierung dieser Aussage ist in Abschnitt 1.6 zu finden.

Daher kénnen wir uns in 1.6 beim Vergleich verschiedener periodischer Lésungen z; und
x9 von (i, f) mit Perioden im Intervall (1, 2) auf Fall (I) konzentrieren. Bei der Betrachtung
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von (I) zeigt sich, dass die Ungeradheit von f den Vergleich von z; und z5 erheblich ver-
einfacht, und eine Existenz zweier periodischer Losungen von (u, f) mit Perioden in (1,2)
kann im allgemeinen Fall einer unsymmetrischen Signalfunktion f nicht ausgeschlossen
werden.

Allerdings ist es moglich, durch die Betrachtung von (I) fir 4 = 0 eine Beziehung
zwischen x; und x5 herzustellen: Die Periodenabschdtzung

Aus I, C I(Fl) fOlgt T < Tj. (9)

als Ubertragung von gegenseitiger Spurlage auf das zugehorige Periodenverhiltnis gelingt
bei typischen sigmoiden Funktionen, gilt fiir Perioden 77 und 7% im Intervall (1,2) und
wird in Abschnitt 1.6 bewiesen.

Verschiedene periodische Losungen x; und x5 haben demnach eine nichtverschwindende
Periodendifferenz AT := T7 — Ty, und es gilt |AT| > 0. Am Ende von Abschnitt 1.6 gelingt
es uns zu zeigen, dass sich T} und 75 nicht zu sehr unterscheiden kénnen, sofern ihre dritten
Ableitungen in den Extremstellen ein gleiches Vorzeichen besitzen:

1
O<\AT\<§.

Wie wir in Abschnitt 1.8 sehen werden, kann die Abschéitzung (9) alternativ iiber eine
Transformation der betrachteten schnell schwingenden periodischen Lésungen von (0, f)
auf langsam schwingende periodische Losungen einer anderen Gleichung gewonnen werden,
indem wir ein Ergebnis von CAO [7] bzw. meiner Diplomarbeit [17] ausnutzen.

In Abschnitt 1.7 ist es uns moglich, u.a. von (9) ausgehend Findeutigkeitssdtze fiir gewis-
se Klassen periodischer Orbits zu beweisen. Wie oben erwéhnt wird, verwenden KRISZTIN
& WALTHER [32] die beschriebene Vergleichsmethode zum ersten Mal im Fall positiver
Riickkopplung, um die Eindeutigkeit periodischer Losungen von (u, f) derselben Oszillati-
onsfrequenz zu zeigen. Bei diesem Beweis kann auf die Ungeradheit der Nichtlinearitiat f
nicht verzichtet werden. Wir zeigen jedoch in Abschnitt 1.7, dass nicht die Symmetrie von
f, also die daraus resultierende der periodischen Losung x, ausschlaggebend ist, sondern
dass es im Fall g = 0 lediglich auf die Nullstellenabsténde von x ankommt, siche dazu auch
Satz 1.7.1:

Es gibt hochstens eine periodische Losung von (0, f) mit konstan-
tem Nullstellenabstand und Periode zwischen 1 und 2.

Desweiteren gelingt auch fiir 4 > 0 der Beweis des folgenden Eindeutigkeitssatzes, siehe
Satz 1.7.2 :

Es gibt hochstens eine periodische Losung z von (u, f) mit
max z(R) = | min z(R)| und Periode zwischen 1 und 2.

Wir merken an, dass der letztgenannte Satz eine echte Erweiterung des angesprochenen
Eindeutigkeitssatzes von KRISZTIN & WALTHER [32] ist.
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Charakteristisch fiir die geschilderte Vergleichsmethode ist die Kombination analyti-
scher Argumente mit topologischen bzw. (differential)geometrischen Aussagen. Um die
zunichst empfundene Uniibersichtlichkeit der nicht unkomplizierten Beweise zu beheben,
bietet sich eine weitestgehende Trennung der verschiedenartigen Beweisbestandteile an —
auch im Hinblick auf eine diesbeziigliche Betrachtung anderer Gleichungsklassen. Insbeson-
dere sollte klar werden, wo die speziellen Symmetrie-, Monotonie- und Kriimmungseigen-
schaften von f bei der Argumentation einfliessen. Beispielsweise enthélt der elementare,
von (u, f) unabhiingige Abschnitt 1.1 fast alle die Topologie der Ebene R? betreffenden
Aussagen, auf die im nachfolgenden Text bei der Untersuchung von (u, f) zuriickgegriffen
wird, und in Abschnitt 1.8 werden gewisse Ergebnisse aus 1.6 geometrisch anhand des
Kriimmungsbegriffs fiir ebene Kurven interpretiert.

Neben einem Vergleich zweier periodischer Losungen bzw. einer Untersuchung des Ein-
deutigkeitsproblems fiir periodische Orbits ist die zweite wichtige Frage die nach der Dy-
namik in der Ndhe eines gegebenen periodischen Orbits von

(0, f) = (/) 2(t) = fle(t = 1))

im Phasenraum C. Sie wird in Kapitel 2 erortert: Ist x : R — R eine periodische Losung
von (f) mit kleinster Periode T, so kann diese Untersuchung wie bei einer gewohnli-
chen Differentialgleichung, siehe z.B. AMANN [1], durch Linearisierung anhand der nicht-
verschwindenden Figenwerten des Zeit-T-Losungsoperators

V:Co¢—yrel,

der auch Monodromieoperators heisst, durchgefithrt werden; dabei ist y¥ die Losung der
bei x linearisierten Gleichung, der Variationsgleichung ldngs x

g(t) = fiz(t =1yt —1), yo=¢.

Die nicht-verschwindenden Eigenwerte des Monodromieoperators heissen Floquet-Multi-
plikatoren von z. Wie im gewdhnlichen Fall ist es i.a. schwierig, die Floquet-Multiplikatoren
einer periodischen Losung zu ermitteln, denn zu deren Bestimmung muss im Prinzip die
Losung der Variationsgleichung ldngs x bekannt sein.

Die Zahl 1 ist immer ein Floquet-Multiplikator mit Eigenvektor &, € C. Befinden sich
ausser der 1 keine anderen Multiplikatoren auf dem komplexen Einheitskreis Sg, und ist
der zu 1 gehorige verallgemeinerte Eigenraum eindimensional, so heisst x hyperbolisch.
Wenn eine hyperbolische periodische Losung = keinen Floquet-Multiplikator ausserhalb
der komplexen Einheitskreisscheibe besitzt, so ist x exponentiell stabil mit asymptotischer
Phase, d.h. es gibt eine Umgebung U von

O :={z;:teR}

in C und Konstanten a > 0, b > 0 sowie eine Funktion 6§ : U — R, so dass fiir alle p € U
und alle t > 0 gilt

1F(t, @) = F(t +0(), )l = l2f — 2fi gl < a-e™;
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wenn ein Floquet-Multiplikator A mit |[A| > 1 existiert, so ist der periodische Orbit O
instabil. Siehe dazu z.B. 10.3 in HALE [18]. In Abschnitt 2.1 zitieren wir aus KRISZTIN,
WALTHER & WU [33], dass ausser einem reellen Ay > 1 und dem trivialen 1 alle Floquet-
Multiplikatoren innerhalb des komplexen Einheitskreises liegen. Insbesondere werden in
[33] Aussagen iiber die Dimension der verallgemeinerten Eigenrdume von A und 1 bewiesen,
wonach die

FEinfachheit von 1

die Hyperbolizitit von O impliziert.

Um iiber die Floquet-Multiplikatoren einer periodischen Losung = von (f) , also den
Zeit-T-Losungsoperator V', Aussagen zu gewinnen, ist die im folgenden erwiahnte Symme-
trieegenschaft (S) von x hilfreich; die meisten Existenzresultate fiir periodische Losungen
von (f) beinhalten jedoch ein Fixpunktargument, sind daher nicht konstruktiv und liefern
keine Aussagen iiber das Aussehen der gefundenen periodischen Losung x.

Es ist allerdings bei einer

ungeraden Nichtlinearitat f

moglich, eine ungerade

4
periodische Losung x von (f) der Periode 3

zu finden, die nach Satz 1.5.2 der Symmetriebedingung

(8) m:—x(-—§>.

geniigt. Die periodische Losung x heisst speziell-symmetrische Losung von (f) .

Im folgenden sehen wir, dass diese Zusatzinformationen eine Untersuchung der Floquet-
Multiplikatoren von = ermoglichen. Am Anfang des 2. Kapitels zeigen wir zunéchst die
Existenz der speziell-symmetrischen Losung « von (f) , indem wir einen oft zitierten Satz
von KAPLAN & YORKE [29] verwenden.

In diesem wird die Existenz einer langsam schwingenden

4 — periodischen Losung y : R — R

bei einer verzogerten negativen Riickkopplung um die Ruhelage 0 gezeigt, welche durch
eine Gleichung der Form

0,—-f) 2(t) = —f(a(t = 1))

beschrieben ist. Die essentielle Symmetrievoraussetzung an f ermdglicht es dabei gegeniiber
den angesprochenen nicht-konstruktiven Fixpunkt-Argumenten, siehe z.B. eine Anwen-
dung des Satzes von Schauder bei WALTHER [49], das Existenz-Problem der verziégerten
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Gleichung auf das Finden von periodischen Lésungen eines zweidimensionalen Hamilton-
schen Systems gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickzufiihren. Die somit gefunde-
ne 4—periodische langsam schwingende Losung y von (0, —f) konnen wir dann auf eine
%—periodisohe schnell schwingende Losung x von (f) transformieren; dabei erfiillt = die
Symmetrieeigenschaft (S).

Solchen Existenzaussagen ist eine Steilheitseigenschaft von f im Ruhepunkt 0 voraus-
zusetzen, die am Anfang des 2. Kapitels formuliert wird. Sie hat die Form f’(0) > « bei
gegebenem « > 0, und fiir solche f gelingt es am Ende dieses Kapitels,

die Hyperbolizitit von x

mittels der im folgenden skizzierten Methode zu beweisen. In WALTHER [51] hat dieser
Hyperbolizitédtsbeweis fiir die %—periodische Losung x eine lokale Natur in dem Sinne, dass
f'(0) nur wenig grosser als a sein darf. Diese Bedingung entfillt durch die oben erwihnte
a-priori-Abschétzung iiber Floquet-Multiplikatoren von z.

Wie in WALTHER [50] beschrieben, ist es nun mdoglich, die Floquet-Multiplikatoren von
x mit den Nullstellen einer holomorphen Funktion

q:C\{0} - C
in Zusammenhang zu bringen. Dazu betrachten wir die Wurzel
W:Cop—yieC
3

des Monodromieoperators
V:Cap—yiecC.
3

Die Spektralpunkte von V' sind die Spektralpunkte der Komplexifizierung von V' und Qua-
drate der Spektralpunkte von W. In Abschnitt 2.4 wird nach WALTHER [50] gezeigt, dass
die Nullstellen von ¢ mit Beriicksichtigung ihrer Vielfachheiten mit den Spektralpunkten
von W in C\ {0} iibereinstimmen, d.h. ¢ ist eine charakteristische Funktion von W. Wie
in Abschnitt 2.2 zu sehen ist, sind die nichtverschwindenden Spektralpunkte von W Eigen-
werte von W, weil V' = W? kompakt ist.

Wir beschreiben kurz, wie die Symmetrien von f und z einen Ansatz fiir ¢ liefern und
gehen dabei von der Eigenwertgleichung

Wx = 2zx

fir x € C\ {0} und z € C\ {0} aus. Es seien

2 ‘ 1 ’ 1 |
= ¢ —_ — = [ un =
X1 X 3 [_%70]7 X2 X 3) |10 X3 X —10 -
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x(t)
X3
X1 X2 X3 Xl:g X2 i
- | | 1 | t
2 1 1
—1 —3 —3 B

Abbildung 10: Die Teilsegmente x1, x2 und y3 von Y.

und wir betrachten die Losungsteilsegmente

2
u o= WX|[_1 g =Y (g + ) ‘[—é,o] bzw
1 1
— Wyl —= ‘ Y ’
° X( 3) a0 Y <3+ ) 10

Abbildung 11: Wegen Wy = zx gelten

U= zX3, U=2X2, X3 = 2X1, (10)

/\ u insbesondere auch die Randbedingun-

L2 1 A A s
C b u(0) = 2xs(0) = z0(~1),
T — o0) = u(=) v
Wx
Fiir ¢ € [—3,0] ergeben sich mit (10)
u(t) = yX( + = [t = 3)y*(t - 3)

/—\wll\')

t)
= fllat=3)xa() = 2f (@t -3
und genauso mit (10), der Tatsache, dass f’ eine gerade Funktion ist, und (5)
o(t) = 9¥(5+1) = et =Dyt - 3)
= JE)xa) = ZQf’( z(t))u.
Die Funktionen u und v bilden also eine Losung des linearen Systems

ift) = if’(:v(t—%»-v}
o) = () -u
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mit den Randbedingungen (11). Ist S, : R — C**? die Hauptfundamentalmatrix zur Zeit
t = —3, so lsst sich (11) schreiben als

P ORI R (R

v(=3)

g(2) = det [52(0) _ ((1) (Z))} ~0

gelten, falls u(—3) und v(—3) nicht beide verschwinden. Es stellt sich in Abschnitt 2.4
heraus, dass die in den letzten Zeilen motivierte Funktion ¢ die oben beschriebenen Eigen-
schaften einer charakteristischen Funktion von W hat.

Weil die Nullstellen-Quadrate von ¢ die Floquet-Multiplikatoren von x sind, erkennen
wir in Abschnitt 2.2, dass fiir die Einfachheit von 1 als Floquet-Multiplikator von z, also

die Hyperbolizitat von O,

(1) =0, ¢(-1)#0 und q(1) #0

zu zeigen ist, was in Abschnitt 2.5 anhand einer Transformation von (12) auf Polarkoor-
dinaten gelingt. Es wird auch klar, dass eine Auswertung von ¢ u.U. aufwendig sein kann,
denn sie ist mit der Auswertung von Losungen des Systems (12) verbunden.

5.0 (

Folglich muss

Auch in einer etwas allgemeineren Situation als beschrieben ist es moglich, eine charak-
teristische Funktion fiir periodische Losungen mit beliebiger rationaler Periode zu konstru-
ieren. Eine erste Anwendung bei negativer Riickkopplung und bestimmten g > 0 liefert
die Hyperbolizitdt und Stabilitéit eines 3—periodischen Orbits, vgl. dazu SKUBACHEVSKY
& WALTHER [48]. Es besteht die Aussicht, dass damit fiir 4 > 0 und positiver Riick-
kopplung die Hyperbolizitat einer schnell-schwingenden %—periodischen Losung bewiesen
werden kann.

Ganz herzlich danke ich Prof. Dr. Hans-Otto Walther sowohl fiir die generelle Un-
terstiitzung meines Promotionsvorhabens als auch fiir die sehr gute fachliche Betreuung.

Aus den Gespréchen mit Prof. Tibor Krisztin (Szeged) und HD Dr. Bernhard Lani-
Wayda (Gieflen) ergaben sich niitzliche Anregungen. Ebenfalls zu Dank verpflichtet bin
ich meinem ehemaligen Kommilitonen Dr. Marcus Martin fiir das Lesen der Arbeit.

Ein Teil der Dissertation, insbesondere das Ergebnis von Kapitel 2, kam in meiner Zeit
als Stipendiat des Graduiertenstipendium des Landes Hessen zur Forderung des wissen-
schaftlichen Nachwuchses von Januar 2001 bis Oktober 2001 zustande.

Nicht zuletzt danke ich meinem ehemaligen Mathematiklehrer Egon Diegelmann, der
mich in meinem Interesse fiir die Mathematik bestérkt hat.



Notationen

Das Ende eines Beweises bzw. eines Zitats bezeichnen wir mit B, das einer Definition
mit [J. Eine Aussagennummerierung erfolgt nur innerhalb von Beweisen. Neu eingefiihrte
oder wichtige Begriffe sind kursiv geschrieben. Eine Anmerkung enthélt eine auch ohne
Beweis nachvollziehbare Behauptung, auf die im nachfolgenden Text zuriickgegriffen wird;
manchmal tauchen Zitate in Anmerkungen auf, und auch Anmerkungen werden mit H
beendet. Wir benutzen im Text die folgenden Standardbezeichnungen.

Z

No

= OO N

0
Ax B
M-N

m-N
My N

Die Menge der natiirlichen Zahlen, wobei 0 ¢ N gilt.

= NU{0}.

Die Menge der ganzen Zahlen.

Der Korper der rationalen Zahlen.

Der Korper der reellen Zahlen.

Der Kérper der komplexen Zahlen.

Ist M # () eine endliche Menge und v : {1,...,n} — M bijektiv fiir ein n € N,
so setzen wir |M| := n.

= 0.

Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B.

={m-n:me& M und n € N} C A, falls eine Abbildung M x N 3 (m,n) —
m - n € A existiert.

:={m} - N.

Die disjunkte Vereinigung der Mengen M und N.

Ein Intervall im Korper der reellen Zahlen R hat mehr als einen Punkt und kann unbe-
schrankt sein. Wir verwenden insbesondere die folgenden Abkiirzungen:

R+
R-
Ry

Q+
o
QF
(C*

= (0,00)

(—1)-R*

= R*U{0}

Die positiven rationale Zahlen.

Die negativen rationalen Zahlen, Q~ := (—1)- Q™.
=Q* U {0}.

= C\ {0}.
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Im folgenden betrachten wir ausschliesslich Topologien, die durch eine Norm erzeugt wer-
den. Sind X eine nicht-leere Menge, (X,7 (X)) ein topologischer Raum und A C X, so
bezeichnen

int(A) das Innere von A,
A den Abschluss von A und
0A den Rand von A.

Es sei (X,| - ||) ein normierter Raum und z € X. Fiir ¢ > 0 kiirzen wir die offenen
e—Umgebungen von x durch U.(z) ab. Kommt es auf die Norm || - || an, so schreiben wir
ausfiihrlicher UalH‘(x). Ist X € {R",C"}, so verwenden wir bei Rechnungen meist die eu-
klidische Norm.

Die folgenden Abkiirzungen beziehen sich auf hdufig vorkommende Schreibweisen bei Ab-
bildungen zwischen Mengen.

MY Sind M und N Mengen, so ist M die Menge aller Abbildungen ¢ : M — N.

¢~1(B) Die Menge ¢~ *(B) C M fiir » € M" ist die (Urbild-)menge aller m € M, die
nach B C N abgebildet werden.

Pp=Hb) = H({b}), wobei » € MY und b € N gelten.

Fiir die {R,C} > K—Vektorriume M und N ist M” ebenfalls ein K—Vektorraum mit
punktweise definierten Verkniipfungen. Im folgenden seien die Rdume M und N normiert.
Wir schreiben

L(M,N) fir die Menge aller linearen Abbildungen zwischen M und N,

Lo(M, N)  fiir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen zwischen M und N,
N(T) fiir den Kern von 7' € L(M, N) und

idyy =id  fiir die Identitét in L(M, M).

Bei den néchsten Abkiirzungen betrachten wir eine Funktion ¢ : D — R mit D C R.

Y <0 genau dann, wenn ¥ (t) < 0 fur alle t € D.

Y >0 genau dann, wenn (—1) - ¢ < 0.

Y <0 genau dann, wenn ¢ (t) < 0 fur alle t € D.

Y >0 genau dann, wenn (—1) -1 < 0.
P <> 0 genau dann, wenn die Funktion ¢ keine Nullstellen hat.
el genau dann, wenn ¢ (t) € [ fir alle t € I C R gilt.

Es sei I C R ein Intervall. Dann heisst jede stetig differenzierbare Abbildung
vl — K"

eine Kurve. Das Bild einer Kurve heisst Spur. Den Gradienten einer differenzierbaren Ab-
bildung f : U — R, U C R" offen, kiirzen wir durch V ab. Ableitungen nach der Zeit
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werden durch einen Punkt * gekennzeichnet.

Mit glatt ist einmal stetig differenzierbar gemeint. Untermannigfaltigkeiten des R™ und
Diffeomorphismen einer offenen Teilmenge des R™ auf ihr Bild in R™ sind glatt.

Ein Gebiet ist eine offene und einfach zusammenhingende Teilmenge von R? oder C. Ist G
ein Gebiet in C und f : G — C holomorph, so bezeichnet

ords : G — No U {oo}

die Nullstellenordnung von f.
Die im Zusammenhang mit Matrizen und Vektoren vorkommenden Bezeichnungen lauten
wie folgt.

Km>m Der Raum aller m x n—Matrizen mit Eintrégen in K € {R, C}
M Die Transponierte der Matrix M € K™*" in K™*™.
spur(M) Die Spur der Matrix M € K™
E, Die Einheitsmatrix in K"*™,
(-, Das Standardskalarprodukt von K™ x K" nach K.

Die letzte Tabelle listet die im Text verkommenden Funktionenraume auf.

C(1,K) Der Banachraum der stetigen Funktionen des
kompakten Intervalls I nach K € {R, C}.

C =C([-1,0],R)

C(C :C([—].,O],C)

;. =c([-40].0)

Cy° Der Raum aller unendlich oft stetig differen-

zierbaren Funktionen f : R"™ — R mit kom-
paktem Tréger supp(f).

Fiir « > 0 und ¢ € [—a, 0] bezeichnen wir die (lineare) Evaluationsabbildung in ¢ mit

evy : C([—a, 0],R) 2 p — p(t) € R.



Kapitel 1

Vergleich schnell schwingender
periodischer LOosungen

Sind eine Funktion f : R — R und ein Parameter i > 0 gegeben, so beschreibt die skalare
Differentialgleichung

(1, f) #(t) = —p(t) + f(x(t = 1))

eine Kombination aus spontaner und verzogerter Riickkopplung; gilt f(0) = 0, so ist 0 ein
Ruhepunkt des durch (u, f) beschriebenen Systems.

Bei der mathematischen Modellierung biologischer oder kiinstlicher neuronaler Netzwer-
ke ist es sinnvoll, eine zeitverzogerte Dynamik anzunehmen. Wie in der Einleitung be-
schrieben, treten solche Verzogerungen bei der Signaliibermittlung durch Nervenzellen, den
Neuronen, auf. Unter gewissen Voraussetzungen an die Nicht-Linearitit f, die in diesem
Zusammenhang Signalfunktion heisst, ist es moglich, ein einzelnes Neuron oder synchroni-
siertes Verhalten in neuronalen Netzen mittels (u, f) zu beschreiben. Insbesondere haben
wir in der Einleitung festgestellt, wie typische sigmoide Signalfunktionen f aussehen: Die
in Abschnitt 1.2 festgelegten Voraussetzungen an f erscheinen in diesem Zusammenhang
plausibel, u.a. betrachten wir stetig differenzierbare f mit positiver Ableitung, so dass
(i, f) eine positive verzogerte Riickkopplung um die Ruhelage 0 mit unmittelbarer Damp-
fung beschreibt, deren Grosse durch den nicht-negativen Parameter p gegeben ist.

Um Gleichung (p, f) im Hinblick auf periodische Losungen zu untersuchen, gehen wir
zunéchst in Abschnitt 1.2 von einer grosseren Klasse nicht-autonomer Gleichungen mit
Vorzeichenbedingung aus; sie umfasst (p, f) im Fall einer positiven Riickkopplung. Die zu
einer Beschreibung dieser allgemeinen Gleichung grundlegenden Begriffe, wie z.B. Ldsung,
Phasenraum, Fxistenz und Findeutigkeit von Losungen, werden kurz erwahnt, sind aber
gegeniiber der Einleitung schérfer formuliert.

In Abschnitt 1.3 fithren wir ein grundlegendes Werkzeug zur Untersuchung von Lésungen
der in 1.2 betrachteten Gleichung ein: Das diskrete Lyapunov-Funktional V misst die Os-
zillationsgeschwindigkeit einer Losung; die in 1.3 zusammengefassten Eigenschaften von
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V lassen uns in den darauffolgenden Abschnitten 1.4 und 1.5 ausfiihrliche Aussagen iiber
periodische Losungen von (u, f) ableiten: Wir beweisen drei Aussagen, die eine Vererbung
von Eigenschaften beschreiben; zum einen iibertragt sich die strenge Monotonie der Si-
gnalfunktion f auf die Bereiche zwischen den maximalen Auslenkungen einer periodischen
Losung x von (u, f) , und eine Symmetrie von f hat eine von z zur Folge. Zum anderen
bleibt eine Disjunktheit von periodischen Orbits im unendlichdimensionalen Phasenraum
auch nach einer gewissen Evaluation im zweidimensionalen Raum R? bestehen. Dabei ist
das Evaluationsbild die Spur der Kurve

Ve [0,T] >t (igg) € R?,

wobei T die kleinste Periode der periodischen Losung x von (g, f) sein soll. Ein Schliissel
beim Beweis der erwithnten Ubertragungseigenschaften ist die Feststellung, dass 7, eine
einfach geschlossene, regulire Kurve ist, die den Ursprung 0 € R? einfach umliuft, falls sie
eine Nullstelle besitzt.

Es ist in manchen Féllen moglich, die Eindeutigkeitsfrage periodischer Loésungen von
(i, f) zu erértern, indem man die Existenz zweier verschiedenener periodischer Losungen
x und y annimmt und zu einem Widerspruch fiihrt. Dies geschieht durch einen Vergleich
der zugehorigen Orbitkurven v, und ~, bzw. deren Spuren in R?. Bei diesem Vergleich ist
die angesprochene einfache Geschlossenheit und Regularitéit der Orbitkurven eine wichtige
Tatsache. Am Anfang von Abschnitt 1.6 wird eine genauere Beschreibung dieser Methode
gegeben.

Wie oben erwdhnt, konnen wir die in 1.4 erzielten Ergebnisse als Vererbung von strenger
Monotonie, Disjunktheit und Symmetrie interpretieren. Ein viertes Ubertragungsresultat
erhalten wir in Abschnitt 1.6, indem wir die dort skizzierten Vergleichsargumente formal
umsetzen: Wir beweisen, dass sich die gegenseitige Lage der Orbitspuren zweier periodi-
scher Losungen in R2?, die verschieden sind, auf das Verhiltnis ihrer kleinsten Perioden in
R iibertrégt.

KRISZTIN & WALTHER [32] verwenden die angesprochene Vergleichsmethode zum ersten
Mal im Fall positiver Riickkopplung, um die Eindeutigkeit periodischer Lésungen dersel-
ben Oszillationsfrequenz, also in Niveaumengen des Lyapunov-Funktionals zu zeigen. Beim
Beweis wird allerdings die Ungeradheit der Nichtlinearitéit f benotigt. Wir zeigen jedoch in
1.7, dass nicht die Symmetrie von f, also die daraus resultierende der periodischen Losung
x, ausschlaggebend ist, sondern es lediglich auf die Nullstellenabstédnde von z ankommt:
Im Fall 4 = 0 gibt es nur eine periodische Losungen mit konstantem Nullstellenabstand
in der Niveau-Menge V ~1(2). Desweiteren beweisen wir in Fortfithrung der Ergebnisse von
[32], dass es hochstens eine periodische Losung von (u, f) gibt, deren positive und negative
Amplitude iibereinstimmt.
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Beim Vergleich verschiedener periodischer Orbitkurven und deren Spuren in R? werden bei
der Begriindung der benotigten Aussagen elementare Argumente verwendet, die lediglich
vom Jordanschen Kurvensatz ausgehen, d.h. nur die Topologie der Ebene betreffen. Sie sind
unabhéngig von Gleichung (u, f) formulierbar und im ersten Abschnitt 1.1 allen anderen
Aussagen vorangestellt.

1.1 Ebene Jordankurven

Die hier formulierten elementaren Aussagen werden wir in den folgenden Abschnitten auf
Orbitkurven ~, einer periodischen Losung x von (u, f) anwenden, nachdem wir in 1.4
unter Ausnutzung einer im néchsten Abschnitt formulierten Monotonieeigenschaft fiir f
ihre einfache Geschlossenheit gezeigt haben. Das einzige Hilfsmittel bei den Beweisen in
diesem Abschnitt ist der Kurvensatz von Jordan, den wir nach einer elementaren Definition
zitieren; ein Beweis findet sich z.B. in dem Buch von RINOW [47].

Definition 1.1.1 Es sei I C R ein kompaktes Intervall. Eine Kurve v : I — R? heisst
Jordankurve, wenn |\ max1y njektiv ist und y(minI) = y(max I) gilt. O

Satz 1.1.1 (Jordanscher Kurvensatz) FEs seien v : I — R? eine Jordankurve und T
deren Spur, d.h. T’ := y(I) C R% Dann gibt es disjunkte Gebiete Z(T') C R? und A(T") C R?
mit den folgenden Figenschaften:

- I(T") ist beschrdinkt, A(T') ist unbeschrankt,
-0Z(I) =T =0A(") und
-R2=Z(T)wTwAT).
Die Gebiete Z(TI") und A(T") heissen Inneres und Ausseres von T. [

Als direkte Folgerung des letzten Satzes beweisen wir eine erste Hilfsaussage:

Lemma 1.1.1 FEs sei~y eine Jordankurve mit Spur T'. Zu z € A(T) und w € Z(T") existiert
ein o € (0,1) mit
oz+ (1 —o)weT.

Beweis: Es sei
I'={se€0,1]:s524+ (1 —s)we I(I')}.

Nach Voraussetzung ist 0 in I enthalten, also ist I nicht leer. I ist nach oben beschrénkt,
es sei 0 := sup [. Dann gibt es eine Folge (0, )ney in IN mit o = lim, ., 0,,. Demzufolge
ist (0,2 4+ (1 — 0,)w)nen eine Folge in Z(T)N, und es gilt

2o =02+ (1 —0o)w= lim (0,2 + (1 —0,)w) € Z(I') = Z(I') UT.

n—oo
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Wir zeigen z, in I': Angenommen, z, € Z(I'). Dann gibt es wegen der Offenheit von Z(I")
ein 6 > 0, so dass Us(z,) C Z(I") gilt. Wegen z # w kénnen wir

z ( + 0 ) z+ <1 0 ) w
=0+ 77— -0 — =
2]z — wl] 2|z — wl|

definieren. Dann ist wegen

- ) 0
17 ==l = quz—wn '(Z‘“’)H EER

der Punkt 7 in Us(2,) enthalten, also auch ein Element von Z(I). Folglich gilt

J

o+ ———F¢
2|z = w]]

1,

im Widerspruch zur Maximalitédt von o.
Also muss z, € I' erfiillt sein. Nach Definition liegt ¢ in [0, 1]. Denn o = 0 ergébe

'z, =weI(l),

also einen Widerspruch. Einen solchen lieferte auch ¢ = 1, denn in diesem Fall stiinde
2z, = 2z € A(T') der Aussage z, € I gegeniiber. Wie gewiinscht folgt somit o € (0,1). W

Definition 1.1.2 FEine Jordankurve v : I — R? mit Spur I heisst ursprungsumlaufend,
wenn 0 € Z(T') gilt. Gilt 4(t) # 0 fiir alle t € I, so heisst vy regulir. O
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Es seien I'; € R? und I'y C R? die Spuren zweier ursprungsumlaufender Jordankurven. Die
Menge TI'y := pI's ist fiir alle p € R ebenfalls Spur einer ursprungsumlaufenden Jordan-
kurve. Wir werden in den néchsten Abschnitten erkennen, dass es im Zusammenhang mit
periodischen Losungen von

(k, f) i(t) = —pa(t) + fax(t — 1))
bzw.
(u, [\, @) (t) = —px(t) + \f (M) , >0, A>0,

und deren Spuren I'y bzw. I'g = pI's moglich ist, diese in einer ganz bestimmten Situation
zu vergleichen: Dabei wird zunéchst p > 1 so gewéhlt, dass wir

o CA(';) und Ty & A(Ty)

haben. Ferner soll
2] < [0l

fir alle z; € T’y und 2y € Ty gelten, was nicht unbedingt im Fall Ty C A(T') erfiillt
ist, jedoch gilt, wenn wir rI'y C A(T"y) fiir alle » > 1 voraussetzen. Fiir diese spezielle
Lagebeziehung zweier Spuren fithren wir die folgende Bezeichnung ein.

Definition 1.1.3 Es seien v : Iy — R? und v : I} — R? zwei ursprungsumlaufende
Jordankurven mit Spuren T'g und T'y in R%. Dann heisst Ty radial grésser als T'y, falls

Iy CTLUA((Y),
Fl@FO - Foﬂfl#@,
plo C A(T) fiir alle p > 1

qilt. In diesem Fall heisst I'y radial kleiner als T'y. O

Es gilt T'y € Z(T'), aber T'y ist nicht radial kleiner als I'y;
dagegen gilt I'y € I';.
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Anmerkung 1.1.1 Fiir Spuren 'y und Ty mit Ty € Ty folgt Ty C Ty UZ(T): Angenom-
men namlich, es gibt z; € I'y mit z; € A(ly), so finden wir mit Lemma 1.1.1 ein s € (0,1)
mit sz1 € I'g. Definition 1.1.3 liefert aber

132 =--s2 € AI).

1
s
0) geben. [ |

Daher kann es kein z, € I'y mit z; € A(T

Als néchstes zeigen wir, dass sich zwei Spuren I'y und I'y mit I'y € T'y tangential schneiden.
Dies folgt aus der Tatsache, dass der Abschluss des Inneren Z(I') U T einer reguléren
ursprungsumlaufenden Jordankurve eine Menge mit glattem Rand ist; formal bedeutet
dies folgendes.

Definition 1.1.4 Fine kompakte Menge K C R? heisst ein Kompaktum mit glattem Rand,
wenn fiir alle z € OK eine offene Umgebung U C R? von z und eine stetig differenzierbare
Funktion ¢ : U — R maut

Uﬂ@Kziﬁ*l(O), KNU={¢cU:¥(&) <0} wund 0¢ Vy(U)
existiert. O

Lemma 1.1.2 FEs scien v : I — R? eine ursprungsumlaufende, requlire Jordankurve mit

Spur I' und
K:=Z(T)urT.

Dann ist K ein Kompaktum mit glattem Rand.

Beweis: Wegen des Kurvensatzes 1.1.1 ist K kompakt und hat den Rand 0K = I'. Um
zu zeigen, dass K einen glatten Rand hat, wahlen wir z € I'. Dann gibt es ein t € [ mit
z = (t). Weil 7 eine regulidre Kurve ist, existiert ein £ > 0, so dass

M :=~((t—¢,t +¢)) CR?

eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Folglich gibt es zu z € M eine
Umgebung V' C R? von z und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : V — R mit
V(z) # 0, so dass

VM= 0)
erfiillt ist. Die stetige Differenzierbarkeit von ¢ und Vi(z) # 0 liefern eine offene Umgebung
U CV von z mit 0 ¢ V(U). Fiir ¢ := o|y gilt dann

UnM=14(0).

Gébe es ein £ € Z(I") N U mit 1?(5) = 0, so ware wegen U N M = 12_1(0) widerspriichli-
cherweise £ € M C I'. Also folgt 0 ¢ @Z(Z (I') N U). Wir unterscheiden daher die folgenden
Situationen: Im Fall {D\(I(F)I’WU) C R setzen wir ¢ := —), im Fall {Z)\(I(F)OU) C R defi-
nieren wir ¢ := 12 In beiden Fallen erfiillt ¢ die behaupteten Eigenschaften aus Definition
1.1.4. ]
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Bemerkung 1.1.1 Es seien vy : Iy — R? und v, : I} — R? zwei requldre ursprungsum-
laufende Jordankurven mat Spuren Uy und I'y. Weiterhin gelte

I' erl.
Sind tg € Iy und t; € I; mit
zZ = ’70(750) = ’yl(tl) € S = F() N Fl 7é @

gegeben, so folgt die lineare Abhdngigkeit von vy := o(to) und vy := Y1(t1) in R?, d.h. die
Punkte aus S sind tangentiale Schnittpunkte.

Beweis: Fiir [ € {0,1} seien J; := I; — t; und \; := v(- + ¢;) : J; — R?. Das Intervall
J := JyNJ; 30 ist kompakt. Dann sind I'y und I'y die Spuren von Ay und Ay, und es gilt

z=MX(0) = A1(0) € S.
Desweiteren haben wir '
0# vy :/\Z(O), le {0,1}.

Die Kompakta Ky :=Z(I'y) UT'g und K; :=Z(I'y) UT"; sind nach Lemma 1.1.2 Kompakta
mit glattem Rand, d.h. es gibt fiir [ € {0,1} offene z—Umgebungen U; C R? und stetig

differenzierbare Funktionen
YU — R

mit
KinU={£€U:¢(§) <0 und V(§) #0, £e€Up,
fir I € {0, 1} sowie

FlﬂUl:aKlﬂUl:{fGUlZ@Dl(f):O}, lE{O,l}.

Wir wihlen € > 0, so dass (—¢,¢) C J und M, := \((—¢,¢)) CU :=UyNU, fir L € {0,1}
erfiillt sind und betrachten die stetig differenzierbare Funktion
© =10 0 M|(—ee) & (—€,6) = R.

Die Bilder My und M, sind eindimensionale Untermannigfaltigkeiten des R?; fiir ihre Tan-

gentialrdume in z gilt
TzMO = RUO und TZMI = va.

Aus I'y € I'y erhalten wir nach Anmerkung 1.1.1 zunéchst I'y € Ky und dann

p < 0.

Weiterhin gilt
©(0) = 1¥p(A1(0)) = 1o(2) = 0.
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Folglich muss ¢(0) = 0 erfiillt sein, was nach der Kettenregel genau dann der Fall ist, wenn

<V77/)0(Z), ’U1> = 0
oilt, d .
v €{£ €U : (£, Vih(z)) =0} =T, My = Ruy.

Somit sind vy und v; linear abhéngig. [ |

Wir wollen neben dem Parameter t eines Spurpunktes auch seinen Winkel mit der po-
sitiven ersten Achse beriicksichtigen. Daher bringen wir die folgende

Definition 1.1.5 Es sei 0 € [, Z). Dann heisst

00) = {r- (COSQ> €R22TERS_} C R?

sin 6
60— Halbstrahl. O

Wir zeigen nun, dass die Spurpunkte auf einem 6-Halbstrahl einer Spur I'; nicht weiter
vom Ursprung entfernt liegen als die der Spur I's auf dem 6-Halbstrahl, sofern I'; radial
kleiner als I'y ist. Diese Aussage erklart die Bezeichnung radial kleiner bzw. radial grosser
gemaéss Definition 1.1.3.

Bemerkung 1.1.2 FEs seien v, : I1 — R? und v, : I, — R? zwei ursprungsumlaufende
Jordankurven mit Spuren I'y und I'y. Es sei 0 € [—37”, 7), und es gelte I'y € I'y.
Dann folgt aus z; € £(0) Ny und zo € £(0) N Ty

2]l < [zl

Beweis: Es sci 6 € [—2,Z). Dann liefert 2z, € £(/) NT'y und 2z, € £(0) N T, die Existenz

von r; € Ry und ry € Rj mit

0 0
21 =" (COS ) € Fl und 29 = T9 <Cf)s ) € FQ.
S

sin iné

Weil 71 und 7, ursprungsumlaufende Jordankurven sind, folgen r; € R und r, € R*. Es
gelten r; = [|z1]] und ro = ||22||, wir haben also r; < ry zu zeigen. Angenommen, es gilt
r1 > ro; dann ist € := :—; — 1 eine positive Zahl. Nach Voraussetzung ist I'; radial kleiner
als I'y, insbesondere gilt damit

(1+¢)y € A(TY),

was auf den folgenden Widerspruch fiihrt:

AT 3 (146)zm = (14e)r <C°S ‘)) =1 (COS 9) — el

sin sin 0
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Im allgemeinen ist die Spur I's einer ursprungsumlaufenden Jordankurve nicht radial
grosser als die Spur I'y einer anderen ursprungsumlaufenden Jordankurve. Wenn I'y jedoch
nicht im Ausseren von I'; liegt, kénnen wir I's zu einer neuen Spur I'y radial vergrossern,
so dass I'y radial kleiner als I'g ist:

Bemerkung 1.1.3 FEs seien v, und 7, ursprungsumlaufende Jordankurven, I'y und D'y
seien deren Spuren in R?. Es gelte ausserdem

FQ 7¢_ A(Fl)

Dann existiert
p:=max{r € Rf : rTy € Al

und es folgt p > 1. Mit T'g := p - Ty haben wir dann
Iy @l
wobei Iy die Spur der ursprungsumlaufenden Jordankurve o := pys ist.

Beweis: Die Menge
R:={reRj :rTy € A(T1)}

ist nicht leer, denn nach Voraussetzung gilt 1 € R.

Wir zeigen zunéchst, dass R beschriankt ist. Die Spuren I'; und I's sind als stetige Bilder
kompakter Intervalle kompakt und sowohl M; := max,cr, ||z|| als auch my := min,cr, ||z||
sind erklédrt. Weil v; und 7, ursprungsumlaufend sind, folgt unter Verwendung des Jordan-
schen Kurvensatzes M; > 0 und my > 0. Derselbe Satz liefert ferner eine Beschrankt-
heitskonstante S; > 0 fiir Z(I'y), d.h. fir alle z € Z(I'y) gilt ||z]] < S;. Es sei n € N mit
n > %151} Wir nehmen an, die Menge R ist nicht nach oben beschrankt. Dann gibt
es ein r € R mit r > n. Fiir z € [y folgt dann

lrz|| = r||z]| = rma > nmy > max{M, S},

was zum einen ||rz|| > M, also rz ¢ 'y, und zum anderen ||rz|| > Si, also rz ¢ Z(I'y),
ergibt. Demzufolge muss rz in A(T';) liegen, und weil z beliebig gewiahlt ist, liefert dies
rI'y C A(T); dies ist ein Widerspruch zu r € R. Also ist R nach oben beschréankt, und wir
setzen s := sup R.

Als néchstes zeigen wir s € R. Nach Definition von s gibt es eine konvergente Folge
(8n)nen € RY mit s = lim,, .o 8,. Fiir alle n € N existiert nach Definition von R ein
zp € Ty mit w,, == 8,2, ¢ A(I'1). I'y ist eine kompakte Menge, also gibt es eine konvergente
Teilfolge (2, Jken von (2, )nen in 'y mit

hm Zn, = 2 € Iy,

k—oo
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Nach dem Jordanschen Kurvensatz ist (up, )ren eine in der kompakten Menge Z(I'y) =

Z(T'y) UTy verlaufende Folge und deshalb gibt es eine konvergente Teilfolge (“nkl> von
leN
(Un,, )ken In I(Fl)N, fiir die gilt:

u = llim Un,, € Z(I),

—00

also u ¢ A(I';). Weiter erhalten wir dann:

U = llirglo Uy, = zlgilo Sny, Zny, = 5% € sy,
also sy € A(T';). Demzufolge gilt s € R, und p = max R = s ist erkldrt. Wegen 1 € R
folgt p > 1.

Es sei I'g := p-T'y. Um I'; @ Ty zu zeigen, sind noch To N Ty # @ und Ty NZ(Ty) = 0 zu
beweisen: Wegen p € R gibt es 29 € I'y, z9 # 0, mit pzo ¢ A(T'1), d.h. pzo € Z(I'}) UT}.
Lége pzo in Z(I'1), so gébe es wegen der Offenheit von Z(I'y) ein € > 0 mit U.(pzo) € Z(I'y).
Dann ist aber auch

€
20 (,O-f- ) S Ue(sz) g I(Fl)v
2|20

SR ‘<
20 — 2 —— |ll==z<e
P=0 o\ P 2||ZO|| 9

- €
T Sl
Damit ist pzy € Z(T'y), also pzo ¢ A(T'1) und pzy € pl'y, woraus pl's ¢ A(Ty) folgt und
sich schliesslich p € R ergibt, was aber der Maximalitit von p widerspricht. Somit kann
pzo nicht in Z(I'y) liegen, und es muss pzy € I'y gelten. Insbesondere sind, wie behauptet,
die Mengen I'y und I'y wegen pzg € I'o NIy und pl's = I’y nicht disjunkt.
Schliesslich zeigen wir in dhnlicher Weise Z(I';) N Ty = 0, also 'y C T’y U A(T';) : Wir neh-
men an, es gibt z € Z(I'y) N T'y. Dann finden wir wie oben wegen der Offenheit von Z(I';)
ein 7 > 1 mit rz € Z(I'y) NrDy, also rz € Z(I'y) und demzufolge rI'y = rpl'y € A(T), was
aber wegen rp > p der Maximalitdt von p widerspricht. [

denn es gilt:

Wir setzen

Um zu beweisen, dass jeder #—Halbstrahl einen gemeinsamen Punkt mit der Spur ei-
ner ursprungsumlaufenden Jordankurve v : I — R? besitzt, bendtigen wir Lemma 1.1.1.
Wir konnen allerdings keine Eindeutigkeit dieses Punktes erwarten, also existiert i.a. keine
Abbildung, die einem Winkel § € [—2F Z) eine Schnittzeit ¢ € I zuordnet. Es ist jedoch
moglich, Abbildungen = bzw. £ zu definieren die dem Winkel eine grosste bzw. kleinste
Schnittzeit zuordnen.
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Bemerkung 1.1.4 Es scien v : I — R? eine ursprungsumlaufende Jordankurve mit Spur
[ und I* := 1\ {max[}.

1. Fir 0 e [—%,2) = O ist die Menge der Schnittzeiten
LO):={tel :~(t)el®)}
nicht leer.

2. Die Abbildungen

[1]

3m X
. (—7,§> 50 — supL(@)EI,

I

3m . *
: (—7,§> 560 +— IIlfL(Q)E]

sind wohldefiniert.
Beweis: Es sei 0 € ©.

1. Der §—Halbstrahl ¢(0) ist unbeschrénkt, nach dem Jordanschen Kurvensatz ist Z(I") =
Z(T') U T beschrankt. Folglich existiert ein Punkt w € ¢(f) mit w ¢ Z(I"), also
w € A(T"). Nach Voraussetzung ist der Ursprung in Z(I') enthalten. Dann existiert
mit Lemma 1.1.1 ein ¢ € (0, 1) mit

zazzaw—i—(l—a)‘(g) =ow el

Wegen R} ((0) C £(0) folgt 2z, € T NL(0). Weil T die Spur von v : I — R? ist, gibt es
ein s € [ mit z, = y(s). Ist s = max I, so setzen wir ¢ := min / € I*, andernfalls sei
t:=s e I*. Somit gilt ¢t € L(6), und L(0) ist nicht leer.

2. Die nicht-leere Menge L(#) ist beschrinkt, sie besitzt also ein Supremum und ein
Infimum. Daher sind £ und = wohldefiniert. [ ]

Als néchstes behaupten wir das strenge Fallen der Abbildungen £ und Z; dies wére nicht
beweisbar, wenn £ und = auf dem gesamten Winkelbereich © definiert sind. Ausserdem
halten wir fest, dass £ und = im allgemeinen nicht stetig sind.

Bemerkung 1.1.5 FEs seien T >0, A€ (0,T) und
71(1) 2
v:10, T3>t — ( ) eR
0.7] V2(t)
eine ursprungsumlaufende Jordankurve mit Spur I'. Desweiteren gelte
(F'N ({0} x R))\ {7(0),7(A)} =0

sowre

v(0) € {0} x RT, ~(A) € {0} x R~ und ~((0,A)) CR" xR.

Dann sind die in Bemerkung 1.1.4 definierten Abbildungen = und & streng monoton fallend.
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Beweis: Fiir 0 € [-Z,Z) gilt die folgende Aquivalenz:

arctan 224
€[0,7), ( 8) 0(f) genau dann, wenn { Z;_; . :(34 te(0,4) } (1.1)

lO

Ist 6 € (— 7“ —%), so erhalten wir entsprechend

)

Y1 (t) _ 72()

€[0,7), € ((0) genau dann, wenn 6 = arctan T, te(AT). (1.2)
vz(t) n(t)

Wir zeigen zunéchst das strenge Fallen von ¢ anhand eines Zwischenwertarguments einer

unten definierten Zeit-Winkel-Abbildung. Die Definition von £ und die Argumentdarstel-

lung von Spurpunkten (1.1) und (1.2) liefern

min{te (0,A) :0:arctanzj(g}, 0c(—%.%)
() = A, =1 )
min{te (A, T): Eti }7 e (-3, -1
Die folgenden Funktionen ©; und ©, ordnen Zeiten von Spurpunkten in der rechten und
linken Halbebene ihre Argumente zu:

. ’}Q(t) T T
©,:(0,A) >t +— arctan ) ( ) )
@) _

Yot 37r s
©,:(AT)>t t € — == .
Die Voraussetzungen an ~ ergeben lim;_ o 3? 8 = 400 und lim;_ 4 zf 8 = —00, Woraus
. T . s
IO =F wd I e =-3
folgt. Genauso gelten geméss Voraussetzung an 7 die Gleichungen lim;_, 4 3? (3 = 400 und
limy 7 Wg; = —00, Was
. m T . T 3
tlﬂl%r O:(t) = 2 TT T und tlﬂlr:%lf Oa(t) = Ty Tt Ty
nach sich zieht. Dariiberhinaus liefert die Stetigkeit von ©; und O,
T dmow
0,((0, A)) = (—5, 5) und  O,((A,T)) = (_7, _5) . (1.4)

Um die strenge Monotonie von £ zu zeigen, wihlen wir #; und 6, aus (—37”, g) mit 0, < 05,

es ist also £(01) > £(02) zu zeigen. Wir nehmen dazu £(0,) < £(6,) an. Ware £(0;) = £(62),
so erhielten wir mit (1.3) widerspriichlicherweise §; = 5. Nach Annahme gilt also

t = E(01) < E(0) =: ta.

Wir unterscheiden im folgenden die drei Falle



1.1 Ebene Jordankurven 35

Die Betrachtung der Einzelfélle ergibt jeweils einen Widerspruch:

I

IT

111

Nach (1.3) gilt ¢, € (0, A). Liegt 6, € (=%, %), so haben wir

202

T T
—— <<, < =
9 ~ PR

und mit obigen Grenzwertaussagen

™ ™ .

—5 < @1(t1) < @1<t2) < 5 = tl_l)ror}"_ @1<t) (15)
Die Funktion ©; nimmt aus Stetigkeitsgriinden zwischen 0 und t; jeden Wert an, der
zwischen O (t;) und § = lim,_o; ©;(t) liegt. Wegen ©,(t2) € (©1(t1), §) gibt es ein
t € (0,t;) mit ©,(f) = Oy(ts) = 0, und wir haben t < t; < t5. Aber nach Definition
von & ist ty die kleinste Zeit ¢, bei der 0y = ©4(t) gilt. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme £(0;) < £(0,), es gilt £(01) > £(6s).
Liegt 6, € (—2F, —Z], so folgt nach (1.3), dass £(6;) € [A,T). Mit £(6,) € (0, A) folgt
die zu beweisende Ungleichung &£(6;) > £(6s).
Nach (1.3) gilt £(f>) = A und wegen 6; < 6, folgt 6, € (—2,—Z). Eine erneute

27 2

Anwendung von (1.3) gibt mit £(6,) € (A,T) wie gewiinscht £(6;) > £(62).

Wegen 60, < 0, folgt 0, € (—37”, —%); wir gehen dhnlich zu Fall T vor:

3 T
—— < < by < —=
2 L 2

bzw. 3
T m
—? < @2(t1) < @2(t2) < —5.

Mit dem gleichen Zwischenwertargument wie oben folgt die Existenz von ¢ € (A, )
mit Oy(f) = Oy(ty) = f und t < t; < t, im Widerspruch zur Minimalitit von ts.
Also muss £(61) > £(62) gelten.

Insgesamt haben wir das strenge Fallen von £ bewiesen. Um dies auch fiir = zu tun,
verfahren wir fast analog und heben die geringfiigigen Unterschiede hervor.
Wir erhalten wie oben

7(¢)

2(0) = A, =1 (1.6)

max{t € (AT): 0= arctanzf—gg —7T}, fe (- -Z)

max{te (0,A4) :Gzaurctzmw—(t)}7 0e(-%,%)



1.1 Ebene Jordankurven 36

Die Argumente #; und 6, mit 6; < 6y seien gegeben, es ist Z(0;) > Z(fy) zu zeigen.
Dazu nehmen wir Z(0;) < Z(f) an, und aus =Z(0;) = =Z(0,) erhalten wir wie oben den
Widerspruch #; = 6. Also gehen wir von

5(91) 5(92) == tg
aus. Wir betrachten die Falle

IQ?E( 272)

Die Betrachtung der drei Fille ergibt wie oben jeweils einen Widerspruch:

I Nach (1.6) gilt ¢, € (0, A). Liegt 6; € (—Z, %), so haben wir

T T
—— <<, < =
9 ~ PR

und mit obigen Grenzwertaussagen ©; und O, betreffend

lim @1(t) = —g < @1(t1) < @1(t2) <

t—A—

Do

Die Funktion ©; nimmt aus Stetigkeitsgriinden zwischen ¢5 und A jeden Wert an,
der zwischen —% = lim,_4_ ©:(f) und ©,(t2) liegt. Wegen ©,(t1) € (—7,01(t2))
gibt es ein t € (2, A) mit O(t) = O4(¢;) = 6, und wir haben t > t; > t;, was
der Maximalitét von ¢; widerspricht, die Annahme £(6;) < &£(6s) ist falsch, es gilt
§(61) > £(62).
Liegt 6, € (=2, —Z], so folgt nach (1.6), dass Z(61) € [A,T). Mit Z(6,) € (0, A)
folgt die zu beweisende Ungleichung =(6;) > =(6s).

IT Nach (1.6) gilt 2(f;) = A und wegen 6; < 6, folgt 6; € (=2, —Z). Eine erneute

2
Anwendung von (1.6) gibt mit =(0,) € (A, T) wie gewiinscht Z(6;) > Z(6s).

IIT Wegen 60, < 65 folgt 6, € (——Tr ——) wir gehen dhnlich zu Fall T vor:

27 2

3T T
— <t <t <—=
2 T
bzw. 5
T T
— < @2(t1) < 62( ) < ——=
2 2
Es folgt die Existenz von ¢ € (ty,T) mit @2( {) = Oy(t;) = 6 und £ > ty > t; im
Widerspruch zur Maximalitét von ;. Also gilt Z(0;) > Z(6). |
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1.2 Voraussetzungen und Grundlagen

Es seien 4 > 0 und f : R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Bei der Betrachtung
von

(1, f) #(t) = —pa(t) + f(x(t — 1))

gehen wir zunéchst von der allgemeinen, nicht-autonomen Gleichung

[, g] y(t) = g(t,y(t),y(t — a))

mit Verzogerungslinge o > 0 aus; dabei sei g : R® — R eine stetige Funktion, die bzgl.
der zweiten und dritten Variablen, den Ortsvariablen, stetig differenzierbar ist. Gleichung
(i, f) ist ein autonomer Spezialfall von [1,g] mit g : R®* > (¢,£,() — —ué + f(¢) € R.
Bevor wir spezielle Eigenschaften der Nicht-Linearitdt f im Hinblick auf eine Anwendung
von Gleichung (u, f) bei der Beschreibung von neuronalen Netzen voraussetzen, fithren wir
grundlegende Begriffe ein und definieren zunéchst, was unter einer Losung von [« g] zu
verstehen ist. Insbesondere wissen wir dann, was eine Losung von (p, f) ist.

Definition 1.2.1 Fine stetige Funktion y : [tg — @, tmax) — R heisst bei gegebenen reellen
Zahlen ty und tmax € (to,00) U {00} eine Liosung von |a, g] zur Startzeit to, wenn sie fir
t € (to, tmax) differenzierbar ist und dort [, g] erfillt. Eine Funktion y : (—00,tmax) — R
heisst Losung von |« g] , wenn sie differenzierbar ist und [o, g] erfillt. O

Sind o =1, tg = 0 und x : [—1, tyax) — R eine Losung von (u, f) , so ldsst sich x schon bei
Kenntnis der Werte auf einem Intervall der Lénge o« = 1 fiir alle zukiinftige Zeiten, also
tmax = 00, sukzessive berechnen:

t

z(t) = e Mg (n) + / e M= f(a(s —1))ds, te[n,n+1], neN,.

n

Um eine solche Losung fiir t > t, eindeutig festzulegen, ist somit die Vorgabe einer Funktion
auf einem Intervall der Lénge 1 (i.a. der Lénge o > 0) hinreichend. Deshalb fassen wir einen
moglichen Zustand des Systems, das durch Gleichung [« g] beschrieben wird, als Element
des Banachraums

Co := C([~, 0], R)

mit Maximum-Norm
[-11*:Ca 3 o max [p(s)] € R
s€[—a,0]
auf. Wir beachten, dass bei einer Verzogerungszeit von o = 0 das System unmittelbar
auf eine Anderung des Zustands reagiert und wir eine gewdhnliche Differentialgleichung
vorliegen haben, deren Phasenraum Cy = R mit Norm | - | ist. Zur Vereinfachung setzen

wir C:=Cyund ||- || == - ||*.
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Der Zustand einer Losung x zur Zeit t, die auf [tg — @, tyax) 0der (—00, tmax) definiert ist,
wird folglich fiir ¢ € [to, tmax) bzw. t € (—00, tmax) durch die stetige Funktion

i [—a, 0] > s—x(t+s) R

reprasentiert, x; € C, heisst Ldosungssegment zur Zeit t.
Setzen wir
G:RxCo3 (L) — gt evo(p), ev_a(p)) €R,

so lasst sich [y, g] als Funktionaldifferentialgleichung schreiben:

y(t) = G(t, ).

Die Eigenschaften von g tibertragen sich auf die unseres Beispiels G : R x C, 3 (¢,¢) —
g(t,evo(p),ev_a(p)) € R, d.h. G ist stetig und in der zweiten Variablen stetig differen-
zierbar, insbesondere dort lokal Lipschitz-stetig; vgl. dazu auch DIEKMANN, VAN GILS,
VERDUYN LUNEL & WALTHER [10] oder HALE [18].

Eine Losung von y(t) = G(t,y:) ist im Sinne von Definition 1.2.1 zu verstehen. Wie bei
gewohnlichen Differentialgleichungen, die sich auch als Funktionaldifferentialgleichung mit
Verzogerungslinge o = 0 auffassen lassen, ergibt sich bei einer lokal Lipschitz-stetigen
Nicht-Linearitét eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir Losungen, wenn ein Start-
wert ¢ € C, vorgegeben wird, also ein Anfangswertproblem vorliegt:

Satz 1.2.1 (Existenz und Eindeutigkeit) Es seien tg € R und G : R x C, — R stetig
und lokal Lipschitz-stetig bzgl. der zweiten Variable ¢ € C,. Dann gibt es genau eine
(maximale) Losung y¥ : [ty — a, tmax) — R des Anfangswertproblems

y(t> = G(t7yt>7 Ytg = P
|

Ein Beweis dieses grundlegenden Satzes ist z.B. in den Biichern von DIEKMANN, VAN
GILS, VERDUYN LUNEL & WALTHER [10] oder HALE [18] zu finden.

Anmerkung 1.2.1 Weil die Funktion y? : [to — &, tmax) — R genau dann eine Lisung
von §(t) = G(t,y,) ist, wenn sie [a, g| lost, sind die mit [« g] formulierbaren Anfangswert-
probleme eindeutig lsbar. Insbesondere gilt dies fiir Gleichung (u, f) . |

Da i.a. eine Losung von [« g] mit Startwert ¢, nur in positiver Zeitrichtung eindeutig fest-
gelegt ist, erhalten wir anstatt eines Losungsflusses lediglich einen Losungshalbfluss, dessen
Zeit—t—Abbildung fiir ¢ > ¢y definiert ist.

Wie wir oben gesehen haben, findet Gleichung (u, f) Anwendung in der Theorie der neu-
ronalen Netzwerke, z.B. als Modell eines einzelnen Neurons. Die Nicht-Linearitédt f iiber-
nimmt dabei die Rolle einer so genannten Signalfunktion, die fiir die Signaliibermittlung zu
anderen Neuronen steht. Bei dieser Modellierung ist neben Signum-artigen Treppenfunk-
tionen und stiickweise linearen Funktionen eine glatte, streng monoton wachsende Funktion
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f R — R, die u.a. gewissen Kriimmungseigenschaften geniigt, am meisten gebréuchlich;
man denke etwa an eine logistische Funktion, den Arcus-Tangens oder hyperbolischen Tan-
gens; vgl. dazu auch WU [54]. In diesem Sinne halten wir eine erste Voraussetzung an die
Nicht-Linearitéat f fest:

(H1) Die Funktion f ist stetig differenzierbar mit f’ > 0 und f(0) = 0.
Aus f(0) = 0 folgt, dass © = 0 eine Losung von (u, f) ist. Fiir alle z € R\ {0} gilt

- f(z) >0

und (u, f) beschreibt eine positive, verzogerte Riickkopplung um die Ruhelage 0 mit spon-
taner Dampfung, die durch die Grésse des nicht-negativen Parameters ;o gegeben ist.

Wenn wir eine streng monotone Riickkopplung geméss (H1) voraussetzen, lisst sich fiir
Losungen x : R — R von (u, f) die Eindeutigkeit in negativer Zeitrichtung beweisen, was
ohne (H1) i.a. nicht moglich ist.

Bemerkung 1.2.1 Es gelte (H1), und es seien 2° : R — R und ' : R — R Ldsungen
von (u, f) . Dann folgt aus z° = z! fiir ein 7 € R

2 =l fiir allet € R,

Beweis: Losungen sind in positiver Zeitrichtung bei Festlegung eines Losungssegments
eindeutig bestimmt, d.h. es gilt 20 = ] fiir alle t > 7. Wir miissen also z¥ = z} fiir alle
t < 7 zeigen. Dazu reicht es 20 = z} fiir alle ¢t € [T — 1,7] zu beweisen, die Gleichheit fiir
alle t < 7 folgt dann sukzessive auf Intervallen der Lange 1.

Es gilt 2°|;_1,, = 2'|jr—1,- und daher &°|,_1 - = @'|;_1,, also fiir alle t € [T — 1, 7]

—pua’(t) + f(2(t = 1)) = 3°(t) = @' (t) = —pa’ () + f(2'(t — 1)) = —pa®(t) + f (2" (t - 1)),

also

f@(t—1)) = f(z'(t - 1)),
was unter Beriicksichtigung von (H1) 2°(s) = z'(s) fiir alle s € [r — 2,7 — 1] bedeutet, d.h.
) = firallet € [t — 1,7]. |

In den néchsten Abschnitten werden wir sehen, dass sich die in (H1) vorausgesetzte stren-
ge Monotonie der Riickkopplungsfunktion f in gewissem Sinne auf (noch zu definierende)
periodische Losungen x : R — R von (u, f) tibertriagt: zwischen ihren strikten Extrema
verlauft die periodische Losung streng monoton und besitzt somit das qualitative Verhalten
der Sinus-Funktion.

Voraussetzung (H1) legt nicht fest, wie die Nicht-Linearitat f wéchst. Wir werden in den
Abschnitten 1.6 und 1.7 sehen, dass insbesondere bei der Beantwortung von Eindeutig-
keitsfragen eine Voraussetzung an f wichtig ist, die ein progressives Wachstum von f|g-
und ein degressives von f|g+ impliziert:



1.2 Voraussetzungen und Grundlagen 40

(H2) Es sei f stetig differenzierbar, und fiir

z- f'(z)
/()

seien h|g+ streng monoton fallend und h|g- streng monoton wachsend.

h:R\{0} 3>z~ eR*

Die Voraussetzung (H2) schriankt eine Anwendung der gewonnenen Ergebnisse auf neu-
ronale Netze nicht wesentlich ein, denn die erwdhnten typischen Signalfunktionen (Arcus-
Tangens, logistische Funktion und hyperbolischer Tangens) erfiillen (H2). Gilt (H2), so
kénnen wir wegen limg,_.o h(z) = 1 folgendes anmerken.

Anmerkung 1.2.2 Es sei (H2) gegeben. Dann gilt 0 < h < 1. |

Wenn die Funktion f zweimal stetig differenzierbar ist und sowohl (H1) als auch (H2)
erfiillt sind, so ist die Hilfsfunktion h stetig differenzierbar. Fiir alle z € R\ {0} haben wir

in diesem Fall (F(2) + 2f"(@)) f () F(z)?
Hie) = Fwy |

Es folgt dann fiir alle z € R\ {0}

vf"(x) = f(x)h'(x) + f'(z)(h(x) = 1).

Nach (H2) und Anmerkung 1.2.2 gelten f' > 0, h'|[g+ < 0, h/|g- > 0 und h € (0,1). Also
erhalten wir fiir x < 0 die Ungleichung zf”(x) < 0, d.h. f”(x) > 0. Auch fir = > 0 ist
xf"(x) negativ, so dass hier f”(z) < 0 ausfillt. Somit kénnen wir folgendes anmerken:

Anmerkung 1.2.3 Sind (H1) und (H2) erfillt, und ist f zweimal stetig differenzierbar,
so ist der Graph von f|g- konvexr und der Graph von f|g+ konkav. Ferner gilt f”(0) = 0.1

Konvexitat Konkavitat
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Die Voraussetzung (H2) legt also das Kriimmungsverhalten des Graphen von f fest. Neh-
men wir (1) an, und ist x € R™, so fillt R* 5 A — f(5) € R streng monoton, jedoch
ist zundchst unklar, welches Wachstumsverhalten ®, : R 3 A +— Af(§) € R besitzt.
Wenn wir nun (H2) neben (H1) annehmen, so lisst sich leicht das strenge Wachsen von
®, zeigen, d.h. eine Stauchung des Arguments fillt weniger ins Gewicht als die Streckung
des betreffenden Funktionswerts:

Bemerkung 1.2.2 Fs gelte (H1) und (H2), und es sei x € R. Dann ist die Funktion
@x:R+9)\r—>)\-f(§> eR
fiir x € RT streng monoton wachsend und fiir v € R~ streng monoton fallend.

Beweis: Es sei z € R, die stetige Differenzierbarkeit von f iibertragt sich auf ®,. Die
Behauptung ldsst sich dann unter Beriicksichtigung von (H1) und (H2) an der Ableitung
von @, ablesen: Fiir alle A € RT gilt

=1 ()35 () -1(5)- (=)

Im folgenden Abschnitt fithren wir ein Funktional V' : C \ {0} — 2Ny U {oo} ein, das sich
als ein wichtiges Werkzeug zur Untersuchung von Losungen z : R — R der Gleichung
(i, f) herausstellen wird.

1.3 Das Lyapunov-Funktional V

Bereits MYSHKIS [42] hat festgestellt, dass bei bestimmten, der Klasse [«, g] angehoren-
den Delaygleichungen die Oszillationsgeschwindigkeit einer Lésung mit wachsender Zeit
nicht zunimmt. MALLET-PARET & SELL [36] formalisieren diese Tatsache fiir Systeme
von Gleichungen, deren eindimensionaler Spezialfall bis auf Vorzeichenbedingungen gerade
durch [, g] gegeben ist. Die Oszillationsfrequenz einer Losung dieser Gleichung wird durch
ein von der Gleichung unabhéngiges Funktional V' wiedergegeben, indem die Vorzeichen-
wechsel der ¢—Werte eines Zustands ¢ € C \ {0} gezdhlt werden; siche dazu auch CAO
[5]. Daher ist ein Bild von V' eine nicht-negative ganze Zahl oder oo, V' ist ein diskretes
Funktional.

Im folgenden gehen wir von MALLET-PARET & SELL [37] aus, um einerseits ein wenig
Grundlegendes iiber V', namlich

1. das erwidhnte monotone Fallen von V ldngs Losungen einer Gleichung, die (y, f) unter
der Annahme (H1) verallgemeinert,

2. eine Bedingung fir das strikte Fallen von V und

3. eine Bedingung fiir die Endlichkeit von V
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zu zitieren. Andererseits beweisen wir alle spezielleren Aussagen, die ndher an unseren in
den folgenden Abschnitten formulierten Problemen liegen und weichen dabei z.T. von der
Vorlage ab. Einige der hier das Funktional V' betreffenden Eigenschaften sind zwar auch in
Anhang VI der Monographie von KRiszZTIN, WALTHER & WU [33] zu finden, allerdings
wird dort eine fiir unsere Zwecke zu kleine Klasse von Gleichungen betrachtet.

Das Funktional V' erinnert mit seinen Eigenschaften an eine Lyapunov-Funktion, die z.B.
bei gewthnlichen Differentialgleichungen auftritt. Daher heisst das unten definierte diskrete
Funktional V' diskretes Lyapunov-Funktional. Die folgende Definition von V' fiir Gleichun-
gen mit positivem Feedback tibernehmen wir von MALLET-PARET & SELL [36]. Dabei ist
zu beachten, dass die Oszillationsgeschwindigkeit einer Funktion ¢ € C \ {0} nicht direkt
als Anzahl der Vorzeichenwechsel gewéhlt werden sollte. Z.B. haben die Segmente y;, t € R,
der §—periodischen Funktion y : R 3 ¢ + sin(4t) € R abwechselnde Vorzeichenwechsel-
Anzahlen von 1 und 2, obwohl man eine konstante Oszillationsgeschwindigkeit V' (y,) fiir alle
t € R annehmen mochte. Bei der folgenden Definition kommen daher nur gerade natiirliche
Zahlen als Werte von V' vor.

Definition 1.3.1 FEs sei K := {9 € C : ¢ > 0} C C der Kegel der nicht-negativen
Funktionen in C, T := {(s;)¥_, € [=1,011%* : (s;)¥_ st streng monoton wachsend}.
Zu p € C\ {0} sei die Menge M, C N durch

M, = {k e N: Es gibt <3j)?:0 €T mit (sj_1)p(s;) <0 firalle j € {1,...,k}}
definiert. Die Abbildung # : C \ {0} — Ny U {oo} mit

sup M,, ¢ €C\ (KU(=K))
#<90):{ o,pgoe/c% (—K) }

heisst Vorzeichen- Wechsel.

Die Abbildung
V:C\ {0} — 2Ny U {00}

mat
V((,D) _ { #(90)7 #(‘P) € 2Ny U {OO} }
#(p) +1, #(p) € 2Ng +1
heisst diskretes Lyapunov-Funktional. 0

Die Losungssegmente 1, einer noch zu definierenden periodischen Losung y : R — R von
[a, g] verlaufen fiir alle ¢ € R im Unterraum

Co:=C([~a,0,R), C':=Cf,
von C,. Wir versehen C} mit der Norm
117 Cao e llel* +llel™ € R, - [l=1l- 1.

Damit ist C! ein Banachraum, wobei ¢(—a) und ¢(0) als rechts- bzw. linksseitige Ablei-
tungen zu verstehen sind. Zunéchst machen wir eine elementare Feststellung:
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Bemerkung 1.3.1 FEs seien

N = {peC: Firalletc ¢ 1(0) gilt (t) # 0},

S = {peC:p(0)#0 oder p(0)p(—1) >0},

Sy = {peCl:p(=1)#0 oder p(—1)p(0) < 0}.
1. Die Mengen N', Sy und Sy sind offen in C'.

2. Es gilt V(N') C 2Ny, insbesondere gilt fiir alle ¢ € N
#(p) = [ (0) N (=1,0)].

Beweis: Die Menge NV besteht nach Definition aus allen stetig differenzierbaren Funktionen
¢ : [-1,0] — R, die nur einfache Nullstellen besitzen. Wir beachten dabei die Inklusion
{peCl o (0)=0} CN.

1. Um die Offenheit von N in C! zu zeigen, beweisen wir die Abgeschlossenheit von
C'\N = {p eC':Esgibt t € o7'(0) mit $(t) =0} C C".

Es sei dazu (¢, )nen eine Folge in C*\ N mit lim,, ., ¢, = ¢ € C'. Die Folgen (¢, )nen
und (¢, )nen sind dann punktweise gegen ¢ und ¢ konvergent. Fiir alle n € N gibt
es t, € v, 1(0) mit $,(t,) = 0. Es existiert eine konvergente Teilfolge (¢, )reny von
(tn)nen, wobel wir ¢ := limy_.o t,, € [—1,0] setzen.

Es sei € > 0 gegeben. Aus der gleichméssigen Konvergenz von (¢,, )ren gegen ¢ folgt
die Existenz von K; € N; so dass fiir alle k > Ky, [ > K; und s € [—1,0] gilt

[ (s) = pur(s)] < 5 -

Weiterhin liefert die gleichméssige Konvergenz von (¢, )ren eine natiirliche Zahl
K > K, so dass fiir alle k > K und alle s € [—1,0] gilt:
€
[one(5) = () < 5

Die Funktion ¢, ist in t € [—1,0] stetig, d.h. es gibt ein 6 > 0, so dass fiir alle
s € [—1,0] mit |s — t| < ¢ folgt:

|Onic (5) — one (t)] < g .

Durch die Konvergenz von (., )ren gegen ¢ erhalten wir ein Ky € N, so dass fiir alle
k > Ky gilt: |t,, —t| < 9. Fir jedes k € N mit k£ > max{K, Ky} gilt daher

|Pn (tny,) — @) < oy, (Eny) — Prge (B )| + [0ng (Eni) — Prge (O] + [0 (8) — (8)] <

<§+E+§_€
3 3 3
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Wir erhalten daher
0= lim 0= klim Ony (tn,) = ().

k—o0
Eine identische Beweisfithrung liefert das letzte Gleichheitszeichen bei
0= klim 0= klim Oy (tn,) = H(1).
Daher gilt ¢ € C*\ V. Die Menge C' \ \V ist somit abgeschlossen in C! und daher N/
offen in C*.

Wir zeigen die Offenheit von Sy, die von S, ist analog zu beweisen, was nicht weiter
ausgefithrt wird.

Die Evaluationen evg : C 3 ¢ +— ¢(0) € Rund ev_y : C 3 ¢ — ¢(—1) € R sind
stetig, fiir ihre Einschrénkungen evg|er und ev_q|e1 gilt dasselbe. Die Stetigkeit des
Differentiationsoperators D : C* 3 ¢ + ¢ € C liefert dann die Stetigkeit von

E:=(evgoD)-ev_;:C' - R,

wobei die Produktbildung punktweise zu verstehen ist. Mit diesen Abbildungen lésst
sich die Menge S; C C! als Vereinigung stetiger Urbilder offener Mengen in R schrei-
ben, ist also selbst offen:

Si={peC :p(0)#0}U{peC:p(0)p(-1) >0} =evy (R\ {0}) UE(RY).

2. Angenommen, es gibt ein ¢ € N mit V(p) = oo, d.h. es muss #(p) = oo gelten.
Von der Definition des Vorzeichenwechsels # ausgehend gibt es dann eine streng
monoton wachsende Folge (s;);en, in [—1,0] mit ¢(s;_1)p(s;) < 0 fiir alle j € N. Die
Funktion ¢ ist stetig und ein Zwischenwertargument liefert die Existenz einer streng
monoton wachsenden Folge (7;);en in ¢ 1(0) mit r; € (s;_1,s;) fiir alle j € N. Es
gibt eine konvergente Teilfolge (7, )ken von (1) ey mit 7 := limy_,o 75, und ¢(r) = 0;
r ist nach Voraussetzung einfach. Der Satz von Rolle liefert zur streng monoton
wachsenden Nullstellenfolge (7, )ken eine Folge (t)ren in ¢~ (0) mit t, € (rj,,75,,,)
fiir alle £ € N. Das Einschliessungskriterium fiir konvergente Folgen liefert zum einen
die Konvergenz von (t)ren, sagen wir gegen t € ¢~ 1(0), zum anderen t = s, was der
Einfachheit der Nullstelle r widerspricht. Somit ist V| endlich. |

Anhand des letzten Beweises erkennen wir, dass die betrachteten Mengen S;, So und N
nicht unbedingt offen in C! sind, wenn wir anstatt || - ||; die max —Norm || - || verwenden:
Der Differentiationsoperator D ist dann nicht stetig und die Ableitungsfolge einer in C!
konvergenten Folge wére nicht unbedingt gleichméssig konvergent.

Im folgenden wird sich herausstellen, dass die Losungssegmente (noch zu definierender)
periodischer Losungen von [1, g] in einer gewissen Teilmenge von C! verlaufen, nédmlich in

SleﬂSgﬂNgcl

Anmerkung 1.3.1 Aus Bemerkung 1.5.1 erhalten wir die Offenheit von S in C*. ]
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Auch ist V' auf S besser handhabbar, denn V' ist auf N und somit auf der kleineren Menge
S endlich. Es gilt sogar

Bemerkung 1.3.2 Die FEinschrankung Vs des Lyapunov-Funktionals V' auf die offene
Menge S ist stetig, d.h. fiir jedes p € S und alle Folgen (¢n)nen in S mit

Tim len — @l =0

folgt
lim V(¢n) = V().

n—oo

Beweis: Es seien ¢ € S und (p,)neny € SN mit lim, .o ||¢n — ¢|l1 = 0 gegeben. Nach
Bemerkung 1.3.1.2 gelten V() € 2Ny und V(p,) € 2Ny fiir alle n € N.

1. Wir betrachten zunéchst den Fall

e(—=1) #0 und ¢(0) #0. (1.1)

Es sei k := #(p) € Ny. Ist & = 0, so besitzt ¢ wegen Bemerkung 1.3.1.2 und (1.1)
keine Nullstellen, 0.B.d.A. sei dann ¢ positiv, d.h. auf Bemerkung 2.1.3.2 vorgreifend
haben wir

pe{ypel >0} =int(K)ncC,
wobei int(K) bzgl. || - || zu verstehen ist. Die Offenheit von int(KC) liefert nun ein

e > 0 mit UEH’”‘”(@) C int(K) N C'. Aus der || - | —Konvergenz von (¢, ).en gegen
o folgt die || - [|o—Konvergenz von (p,)nen gegen ¢, und es gibt ein N € N mit

on € U5|H‘°°(go) fiir alle n > N. Mit der Definition von # erkennen wir dann fiir alle
n>N:

Vipn) =0=Fk=#(p) = V(o).

Es sei nun & > 1, d.h. es gibt einen streng monoton wachsenden (k + 1)—Tupel
(80y...,8k) in [—1,0] mit p(s;_1)¢(s;) < 0 fur alle j € {1,...k}. Weil (¢n)nen
punktweise gegen ¢ konvergiert, gibt es Ny € N mit ¢, (s;_1)pn(s;) < 0 fiir alle
je{l,...k} und n > Ny, d.h.

#(pn) >k fur alle n > Nj. (1.2)
Andererseits haben wir mit Bemerkung 1.3.1.2 und der Voraussetzung (1.1)
@ 1(0) = {t1,...,tx} C (—1,0),
und fiir alle ¢t € [—1,0] \ {t1,..., &} gilt ©(t) # 0; dabei gilt fiir die Nullstelle ¢;,
j e A{l,...,k} : t; € (sj_1,s;). Folglich liefert die gleichméssige Konvergenz ein

N2 GNmit

on(t) #0 fiir alle t € [-1,0]\ {t1,...,tx} und n > Ns. (1.3)
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Mit (1.2) haben wir
#(pn) >k fir alle n > N := max{Ny, Ny }.

Um hier Gleichheit zu zeigen, nehmen wir #(p,+«) > k + 1 fiir ein n* > N an.
D.h. es gibt j* € {1,...,k} und s* € (sj+_1,8;+) mit @,«(5*)@u=(s;+-1) < 0 und
O+ (8")pn+(sj+) < 0. Insbesondere gibt es neben ;- eine weitere Nullstelle t* # ¢;-
VOn @y« in (Sj+_1, s;+). Mit (1.3) erhalten wir nun den Widerspruch

0 # pn+(t") = 0.

Also ist die Annahme falsch, und es muss #(p,) = k = #(p) fiir alle n > N gelten.
Somit haben wir lim,,_,. V(¢,) = V() bewiesen.

2. Abschliessend betrachten wir den Fall ¢(—1) = 0 oder ¢(0) = 0. Wegen ¢ € S NS,
muss ¢(—1) =0 und ¢(0) # 0 oder p(—1) # 0 und p(0) = 0 gelten. Wir betrachten
lediglich den ersten Fall p(—1) = 0 und ¢(0) # 0, der andere kann analog behandelt
werden; es reicht aus ¢(0) > 0 zu betrachten. Mit ¢ € Sy erhalten wir p(—1) < 0, und
¢ hat eine ungerade Anzahl von Nullstellen in (—1,0), d.h. mit Bemerkung 1.3.1.2

k= #(p) € 2Ny + 1.
Wir wihlen einen streng monoton wachsenden Tupel (s, ..., sg) in (—1,0) mit
o(sj_1)p(sj) <0 fiiralle j € {1,...,k}.
Wie in 1. begriinden wir die Existenz eines N; € N mit
#(pn) >k fir alle n > Ny,
und wir wissen ¢ 1(0) = {—1,%4,...,t;}. Deshalb gibt es N, € N mit
on(t) #0 firallet € [-1,0]\ {—1,¢1,...,t} und n > Ns. (1.4)

Analog zu 1. fithrt die Annahme #(p,+) > k+2 fiir ein n* > N := max{/Ny, N} auf
ein t* € 01 (0)\ {—1,t1,...,t.} , was (1.4) widerspricht. Somit haben wir

#(pn) € {k, k+1} = {#(0), #(p) + 1} fiir allen > N.

Gilt #(¢n) = #(p) fiir ein n > N, so haben wir V(¢,) = V(p). Dies folgt auch,
wenn #(¢,) = #(p) + 1 fir ein n > N gilt, denn #(¢) € 2Ng + 1, und daher haben
wir

V(pn) = #(on) = #(0) + 1=V (p).

Insgesamt folgt fiir alle n > N die Gleichheit V(¢,) = V(p) und die gewiinschte
Behauptung lim,, o V(¢n) = V(¢). |
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Nachdem wir einige von einer Differentialgleichung unabhéngige Aussagen iiber V' bewiesen
haben, wenden wir diese auf periodische Losungen von [1,¢g] an. Wir beginnen mit einer
grundlegenden Anmerkung.

Anmerkung 1.3.2 Ist (H1) vorausgesetzt, so folgt fiir eine nicht-triviale Lisung

0#x:R—R
von (u, f) mit Bemerkung 1.2.1
Tt # 0
fiir alle t € R, und somit ist V(x;) fir alle t € R erklart. [ |

Wie angekiindigt orientieren wir uns an [36] und [37], wenn wir im folgenden die Eigen-
schaften 1., 2. und 3. von V fiir sogenannte zyklisch gekoppelte Systeme mit gewissen
Vorzeichenbedingungen zusammenstellen, um sie im néchsten Abschnitt auf periodische
Losungen von (u, f) anzuwenden. Diese Systeme reduzieren sich im eindimensionalen Fall
auf die bereits betrachtete skalare, nicht-autonome Gleichung

(9) = [L.g] y(t) = g(t,y(t), y(t — 1))
mit Vorzeichenbedingung
(+) ¢-9(-,0,() >0 fiiralle ¢ e R\ {0};

dabei sei g : R® — R stetig und in den letzten beiden Variablen stetig differenzierbar.

Von besonderem Interesse sind periodische Losungen von (g). Bevor wir eine Definition
fiir solche Losungen angeben, zeigen wir, dass eine stetig differenzierbare, periodische und
nicht-konstante Funktion eine kleinste Periode hat, die positiv ist.

Lemma 1.3.1 FEs sei z : R — R eine stetig differenzierbare, nicht-konstante Funktion mat
M:={teR"t:z=2z(+1t)} #0. Dann existiert T := min M > 0.

Beweis: Die Zahl 7 := inf M > 0 existiert, und es gibt eine Folge (7(),cy in M mit
7 = lim,, o, 7. Fiir alle t € R liefert die Stetigkeit von z(t + -)

2(t+7)=2 (t + lim T(”)> = lim 2(t +7™) = lim 2(t) = 2(¢),

n—oo n—oo n—oo

Wire 7 = 0, so erhielten wir fiir alle t € R und n € N aus z(t + 7™) = 2(¢)

(n)y _
0= lim 2+ ) - 2(t)

n— oo Tn

= (1)

und z wére widerspriichlicherweise eine konstante Funktion. Somit haben wir 7 € M, und
die Periode T := 7 =min M > 0 ist erklart. ]

Als néchstes definieren wir die auf ganz R gegebenen periodischen Losungen von [« g
bzw. (g). Konstante Losungen wollen wir nicht als periodisch ansehen. Nach Lemma 1.3.1
ist dann eine kleinste, positive Periode existent:
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Definition 1.3.2 Es sei y: R — R eine stetig differenzierbare Funktion.

1. Die Funktion y heisst eine periodische Liosung von [, g], wenn y eine nicht-konstante
Lisung von [a,g] mit M = {t € Rt : y = y(- +t)} # 0 ist. Die positive Zahl
T = min M heisst dann kleinste Periode von y.

2. Die Funktion y : R — R heisst eine Losung von (g+), wenn y eine Losung von (g)
ist und (+) gilt. O

Die mit (g) beschriebene Verzogerungsdauer betrégt 1, daher erweist sich bei dieser Glei-
chung C als geeigneter Phasenraum. Die Losungssegmente

yr o [—1,0) 2 s—y(t+s) € R.

einer Losung y von (g) sind Elemente von C. Die Nullfunktion y = 0 ist eine Lésung von
(g+), denn (+) und die Stetigkeit von g liefern

9(-,0,0) = 0.

Die Losung y = 0 heisst triviale Losung. Wie oben gesehen, sind Losungen von (g) durch
Festlegung eines Segments in positiver Zeitrichtung eindeutig bestimmt.

Die fiir uns relevanten Beispiele von (g+) lauten wie folgt.

Bemerkung 1.3.3 FEs seien x : R — R und z : R — R Lésungen von (p, f) . Mit (H1)
ergeben sich dann die folgenden drei Aussagen.

1. Die Liosung x von (u, f) ist eine Losung von (g+) mit
9:R°3(1,6,¢) — —pé+ f(¢) eR.
2. Die Léisungsdifferenz x — T ist eine Losung von (g+) mit
g R3 (4,&,0) = —pé+ f(C+T(t—1)) — f(T(t - 1)) €R.
3. Die Losungsableitung & ist eine Lisung von (g+) mit

9 RS (£,6,0) = —pé + f'(a(t = 1))C € R.
Die Gleichung (g) heisst in diesem Fall Variationsgleichung von (u, f) lings x.

Beweis: Die drei angegebenen Funktionen g : R® — R sind stetig und vermége (H1) in
den letzten beiden Variablen stetig differenzierbar. Sowohl z, als auch z — Z und & sind
stetig differenzierbar; wir beachten dabei, dass die stetige Differenzierbarkeit von i aus der
von f via (u, f) folgt. Die Funktionen z, z — & und # erfiillen jeweils (g). Es ist in jedem
Fall die Vorzeichenbedingung (+4) mittels (H1) zu verifizieren:
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1. Fiir alle ¢ € R\ {0} gilt

¢-9(0,¢)=¢-[R3t—g(0,) eR[=[R>t— (- f(() € R >0.
2. Fir alle ¢ € R\ {0} gilt

¢-9(0,¢Q) =¢-[fl¢+z(-—1) = flz(- = 1))] >0,

denn wegen des strengen Wachsens von f hat Funktion in der eckigen Klammer
dasselbe Vorzeichen wie (.

3. Fiir alle ¢ € R\ {0} gilt

¢ 9(707C) = f/(x< - 1))<2 > 0.

Dieses Beispiel ist eine infinitesimale Variante des zweiten Beispiels. |

Im folgenden zitieren wir die erwdhnte Tatsache, dass V' langs nicht-trivialer Losungen von
(g+) nicht wichst. Dazu muss gesichert sein, dass V(y;) fiir alle ¢ € R existiert, d.h. y,
muss sich fiir alle £ € R von dem Nullsegment unterscheiden. Also sollte fiir die triviale
Losung eine Eindeutigkeit in negativer Zeitrichtung gelten; im Gegensatz zu Bemerkung
1.2.1 ist mit der Vorzeichen-Bedingung (+) lediglich beweisbar, dass nur die triviale Losung
Null-Segmente besitzt, eine generelle Aussage wie in Bemerkung 1.2.1 ist mit (4) i.a. nicht
herleitbar.

Bemerkung 1.3.4 Es seiy : R — R eine nicht-triviale Lisung von (g+). Dann folgt fiir
allet € R

yr # 0.

Beweis: Die Stetigkeit von g liefert g(-,0,() = 0 genau dann, wenn ( = 0. Ist y : R = R
eine Losung von (g+) mit y, = 0 fiir ein 7 € R, so gilt wegen der Eindeutigkeit der Losung
in positiver Zeitrichtung y; = 0 fiir alle t > 7. Aus y, = 0 folgen y(¢) = 0 und ¢(¢) = 0 fiir
alle t € [T — 1, 7], dies impliziert fiir alle t € [T — 1, 7]

0=y(t) =gt y(t),yt —1)) = g(t,0,y(t - 1)),

also y(t — 1) = 0 fiir alle ¢ € [7 — 1, 7], und somit y, = 0 fiir alle t € [7 — 1, 7]. Sukzessive
erhalten wir y; = 0 fiir alle ¢ < 7 und insgesamt y; = 0 fiir allet € R. Ist nun y : R — R
eine nicht-triviale Losung von (g+), so folgt 3, # 0 fiir alle ¢ € R. [

Weil aufgrund der letzten Feststellung V(y,) fiir alle ¢ € R mit nicht-trivialen Losun-
gen y : R — R von (g+) existiert, ist der folgende Satz formulierbar, dessen Aussage im
skalaren Spezialfall von Satz 2.1. aus MALLET-PARET & SELL [36] enthalten ist.



1.3 Das Lyapunov-Funktional V' 50

Satz 1.3.1 (Monotonie von V') Es seiy: R — R eine nicht-triviale Losung von (g+).
Dann ist
R>t— V(y) € 2NygU{oo}

monoton fallend. [ |

Dieses Ergebnis lédsst sich unmittelbar auf die fiir uns interessanten Spezialfille aus Bemer-
kung 1.3.3 anwenden:

Korollar 1.3.1 Es gelte (H1), und es seien 2° : R — R und z' : R — R nicht-triviale
Lésungen von (u, f) mit 22 # xL fiir ein 7 € R. Dann sind

v :R3t — V(z}) € 2NyU {oo}

vy: Rt — V(z) —2}) €2NgU{oco} und

v3: R3¢t — V(i}) € 2NyU {oo}
definiert und monoton fallend.

Beweis: Nach Bemerkung 1.3.3 sind 2°, 2° — 2! und z° Losungen einer Gleichung (g), de-

ren Nicht-Linearitidt g die Vorzeichenbedingung (4) erfiillt. Es gelten nach Voraussetzung
20 # 0, 2° — 2! # 0 und 1° # 0. Bemerkung 1.3.4 liefert dann die Definiertheit von vy, v,
und v3. Aus Satz 1.3.1 folgt somit die Monotonie. |

Nachdem man weiss, dass V' ldngs nicht-trivialer Losungen von (g+4) monoton fillt, stellt
sich die Frage, in welchen Situationen dieses Fallen strikt ist. In Satz 2.2 und Propositi-
on 2.3 der Arbeit von MALLET-PARET & SELL [36] findet sich eine Bedingung fiir die
Striktheit:

Satz 1.3.2 (Strenges Fallen von V) Es seiy : R — R eine nicht-triviale Ldsung von
(g+), und es gelte fiir ein t € R entweder

1. y(t) =0=y(t—1) oder
2. y(t) =0 und y(t — 1) > 0.
Dann gilt entweder V (y;) < V(y;—3) oder V(y;) = o0. [ |

Fiir auf ganz R definierten Losungen mit konstanter Oszillationsgeschwindigkeit ergibt sich
leicht die

Folgerung 1.3.1 Es sei y : R — R eine nicht-triviale Losung von (g+). Es gebe ein
n € 2Ng mit V(y;) = n fir alle t € R. Dann folgt

Py, #0  fiir alle t € R,
wobei die lineare Abbildung P durch

P::(GVO) - C — R?
ev_q1

definiert sei.
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Beweis: Die Voraussetzungen 1. und 2. von Satz 1.3.2 konnen wegen der endlichen Kon-
stantheit von V' ldngs y nicht erfiillt sein. Weil insbesondere 1. nicht gilt, haben wir fiir

allet e R " ) . :
0t (19 = (299) <

Es ist wichtig zu wissen, unter welchen Voraussetzungen an die Nichtlinearitdt ¢ die
V—Werte der Segmente einer Losung y : R — R von (g+) endlich sind. Als abschlies-
sendes Zitat verweisen wir auf Satz 2.4 aus MALLET-PARET & SELL [36], in dem eine fiir
unsere Zwecke leicht verifizierbare Endlichkeitsbedingung angegeben wird.

Satz 1.3.3 (Endlichkeit von V) Es sei y : R — R eine durch R € RT beschrinkte
Lasung von (g+). Wenn ein B € RT existiert, so dass fir alle t € R

1Dig(t, &, Q1 < B, (§¢) € [-R,R]*, je{23},

gilt, so folgt
V() < o0

fiir alle t € R. [ |

Wir stellen fest, dass die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 bei unseren Standard-Beispielen
aus Bemerkung 1.3.3 erfiillt sind.

Anmerkung 1.3.3 Es seien die Voraussetzungen von Bemerkung 1.3.3 gegeben. Dann
erfillen die dort aufgefiihrten Nicht-Linearititen die Beschrinktheitsvoraussetzungen von
Satz 1.3.3, wenn sowohl x(R) als auch Z(R) kompakt sind. [

Als Folgerung halten wir fest, dass die Oszillationsgeschwindigkeit einer periodischen Lésung
von (g+) konstant ist:

Folgerung 1.3.2 FEs sei 0 # y: R — R eine periodische Losung von (g+). Dann ist
v:R3t— V(y) € 2Ny U {oo}
eine konstante Funktion.

Beweis: Nach Anmerkung 1.3.3 und Bemerkung 1.3.3 ist v eine endliche Funktion und mit
Satz 1.3.1 monoton fallend. Angenommen, es gibt s und ¢ in R mit s < ¢t und V' (ys) > V(y).
Es existiert ein n € N, so dass s + nT > t erfiillt ist. Die Monotonie hat dann den
Widerspruch

V(ys> > V(yt) 2 V(ys-‘rnT) = V(ys)

zur Folge: das Funktional V' kann langs y nicht strikt fallen, es muss konstant sein. |

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einer Aussage iiber die offene Menge

S=8NSNNCC!
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ab. Die Vorbereitungen dieses Abschnitts ermoglichen es, aus der Stagnation der Funktio-
nalwerte — man denke an Segmente periodischer Losungen von (g+) — ein Enthaltensein
dieser Segmente in S zu folgern.

Bemerkung 1.3.5 Es seiy : R — R eine nicht-triviale Losung von (g+). Fiir eint € R
mit V(ye) = V(y—1) < 00 folgt
Yt € S.
Beweis: Es seien ein ¢ € R mit V(y;) = V(y;—4) < 0o und s € [—1,0] gegeben. Dann folgt
t—4<t—3+s<t+s<t,

also mit dem Monotonie-Satz 1.3.1

V(¥tts) = V(Yrts-3) < o0. (1.1)
Mit (1.1) und Satz 1.3.2 erhélt man
y(t + s) 0
() # (o) 12

Im Fall y(t + s) = 0 haben wir daher y(t + s — 1) # 0 und vermoge (g+)

gt+s) = gt+s,ylt+s),yt+s—1)=gt+s,0,y{t+s—1)) =
(1.3)
= sgn(y(t+s—1))-|g(t+s,0,y(t+s—1))] #0.

Aufgrund von Ungleichung (1.4) hat y; nur einfache Nullstellen, es ist y, € N.
Wenn 0 # y(t) = y,(0) gilt, so folgt y; € S;. Wir gehen daher von 0 = y(t) = 3,(0) aus.
Dann liefern (1.2) und (1.3) fiir s =0

0 # sgn(y(t — 1)) = sgn(y(t)),

also y:(—1) - 9:(0) > 0 und y; € S;.
Wir zeigen schliesslich y; € S und nehmen y(t — 1) = y;(—1) = 0 an. Wir wissen y; € Sj,
also y(t) = y;(0) # 0. Mit y,(—1) = 0 erhalten wir unter Beriicksichtigung von y; € N/

Gu(~1) 0.

Um y; € Sy zu zeigen, ist y(0) - g:(—1) < 0 zu beweisen, und wir gehen vom Gegenteil
y:(0) - 9¢(—=1) > 0 aus. Es gibt dann ein € > 0 mit y;|[—cq > 0 und y|p_1--4-1) < 0 oder

In jedem Fall gilt
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t—1—c¢ t—e¢

iy

Yt|—e0) < 0und y|y—1-c4—1) > 0. Die Zahl ¢ ist dabei so gew#hlt, dass y,_.(0) = y; '(0)w{e}
gilt. Bemerkung 1.3.1.2 liefert

#(yr-c) = ly(0)N(=1,0)| = |(y, " (0)&{eHhN(=1,0) = |y, (0)w{e}| = #(ye) +1. (1.5)

Laut Bemerkung 1.3.1 und der Definition des Vorzeichenwechsels ist #(y;) endlich, und es
gibt einen streng monoton wachsenden Tupel (so, ..., S4(y,)) maximaler Lange mit

t— t

ye(sj—1)ye(s;) <0 firalle 7€ {1,...,#(y:)}.

Bei den #(y;) aufeinanderfolgenden Paaren (s;_1,s;), j € {1,...,#(y)}, findet also ein
Vorzeichenwechsel statt, d.h. wir haben wegen y;(0) # 0

sgn(y:(0)) = (=1)*“) - sgn(yi(s0)) = (—=1)*@) - sgn(g(—1))-

Nach Annahme haben 3,(0) und 3;(—1) dasselbe Vorzeichen, so dass #(y;) eine gerade Zahl
sein muss. Mittels (1.5) stellen wir fest, dass #(y;_.) eine ungerade Zahl ist, folglich liefert
die Definition des Ljapunov-Funktionals V' (y;_.) = #(y;) +2 und der Monotonie-Satz 1.3.1
die V(y;—4) = V(y:) widersprechende Aussage

V(ye—a) 2 V(yee) = #@e) +2=V(y) +2 > V(y).

Also muss 4,(0) - y,(—1) < 0 gelten, und y; ist ein Element von Ss. Insgesamt haben wir
yteslﬂSgﬂN:S. [ |

Die in diesem Abschnitt aufgefithrten Eigenschaften des diskreten Lyapunov-Funktionals
V' erlauben uns im néchsten Abschnitt, wichtige, von (H1) verursachte Eigenschaften pe-
riodischer Losungen von (u, f) zu beweisen.
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1.4 Untersuchung periodischer Losungen mittels V

Wir werden in den néchsten Abschnitten insbesondere das Problem der Eindeutigkeit pe-
riodischer Losungen von

(1, f) i(t) = —px + f(z(t — 1))

erortern. Die Eindeutigkeitsfrage ist nur modulo Phasenverschiebung interessant, weil mit
einer periodischen Losung « der autonomen Gleichung (u, f) auch z(-+s) fiir alle s € R eine
periodische Losung von (u, f) derselben Periode ist. Daher werden bei Eindeutigkeitsfragen
periodische Losungen x betrachtet, die der folgenden willkiirlichen Normierung geniigen.

Definition 1.4.1 Eine periodische Lisung x : R — R von (u, f) heisst normiert, falls
z(0) =0 wund #(0) >0
gelten. O

Die folgende Bemerkung zeigt, wie periodische Losungen von (p, f) in solche der spéter
benétigten Hilfsgleichung

(. ) i(0) = et + 47 (5.

mit Parametern A € RT und o € R{ iiberfiihrbar sind — und vice versa; Gleichung (u, f) ist
gerade (u, f,1,1).

Bemerkung 1.4.1 Es sei x eine periodische Losung von (p, f, A, o) mit kleinster Periode
T,. Fiir alle p > 0 und 8 > 0 gelten :

1. Die Funktion y: R >t — pz(t) € R ist eine periodische Lisung von (u, f, pA, ) mit
kleinster Periode T, = T,.

2. Die Funktion y : R 5t — x(ft) € R ist eine periodische Lisung von (Bu, Bf, A, %)

mit kleinster Periode T, = %

Beweis: Es sei x eine periodische Losung von (u, f, A, o) mit kleinster Periode 7.

1. Wie z ist y nicht konstant, stetig differenzierbar und hat eine Periode von T,.
Es sei t € R. Hétte y eine kleinste Periode Ty, die kleiner als T}, ist, so erhielten wir

pr(T, + 1) = y(T, +1t) = y(t) = pz(1),
also z(T, +t) = x(t), was der Minimalitdt von 7T, widerspriche. Folglich ist T, die
kleinste Periode von y.
Weil z eine periodische Losung von (u, f, A, «) ist, erhalten wir fir alle t € R

—py(t) + pAf (M) = —py(t) + pAf (w) ,

insgesamt folgt also, dass y eine periodische Losung von (p, f, pA, &) mit kleinster
Periode T, ist.

<
—~
~
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I
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—~
~~
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I
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2. Wie z ist y nicht konstant und stetig differenzierbar.
Es sei t € R. Die Funktion y hat wegen

Iy =z =z =
y<t+§)— (Bt +T2) = 2(5) = y(t)

Tz
F.
Es sei t € R. Hétte y eine kleinste Periode T}, die kleiner als % ist, so erhielten wir

eine Periode von

z(BTy + 0t) = x(B(T, + 1)) = y(T,, + 1) = y(t) = x(5t),

also x(BT, + ft) = x(Ft) fir alle t € R. Somit hétte x eine Periode von 5T, < 6% =
T, was der Minimalitédt von 7}, widerspréche. Folglich ist % die kleinste Periode von

Y.
Weil z eine periodische Losung von (u, f, A, «) ist, erhalten wir fir alle t € R

x(ﬁt—a)) _

i(0) = 5(9) = ) + A3 (2

= —Buy(t) + \3f M = —Buy(t) + ABf @ )

t—
A
insgesamt folgt also, dass y eine periodische Losung von (Bu, Bf, A, %) mit kleinster

Periode % ist. [ ]

Im folgenden gehen wir von den Vorbereitungen des letzten Abschnitts 1.3 iiber das
Lyapunov-Funktional V' aus, um zu zeigen, dass die via

pP= (eV°> .C — R
ev_1

projizierten Losungssegmente einer periodischen Losung von (u, f) die Spur einer Kur-
ve bilden, die jordansch und regulér ist. Somit besteht die Aussicht auf eine Anwendung
der in Abschnitt 1.1 gewonnen Ergebnisse iiber Jordan-Kurven, die eine Grundlage zur
Durchfithrung der in der Einleitung erwédhnten und in Abschnitt 1.6 beschriebenen Ver-
gleichsmethode darstellt.

Dass die Orbits zweier periodischer Losungen von (u, f) in C entweder gleich oder disjunkt
sind, lésst sich mit wenig Aufwand beweisen. Etwas mehr Miihe bereitet es hingegen, wenn
wir das Analogon dieser Aussage fiir die Spuren der beteiligten Jordan-Kurven zeigen; wir
orientieren uns beim Beweis an den betreffenden Passagen in MALLET-PARET & SELL
[37], wobei wir manches modifizieren und ausfiihrlicher besprechen.
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Satz 1.4.1 Die Funktion f mdge die Voraussetzung (H1) erfiillen.

1. Ist x : R — R eine periodische Lisung von (u, f) mit kleinster Periode T > 0, so ist
die Kurve

Yo 1 [0,T] 3t — (zg;) € R?

eine requlire Jordankurve.

2. Sind x' : R — R und 22 : R — R periodische Lésungen von (u, f) mit kleinsten
Perioden Ty und Ty, sowie fiir j € {1,2} der Orbit O; == {x] : t € [0,T;]} von 27 in
C gegeben, so folgt
Ol = OQ oder 01 N 02 = @

3. Fir j € {1,2} sei die Kurve

Yoy 1[0, T5] 5t (Zg;) cR?

und deren Spur I'; := 7, ([0,T;]) € R? gegeben. Dann gilt

Fl = FQ oder Fl N FQ = @

Cl R2

01ﬂ02:@ FOP FlmFQZQ
Beweis: Es seien ¢t und s aus R. Wir zeigen
xy = xy genau dann, wenn t— s € T7Z. (1.1)

Ist t — s € T7Z vorausgesetzt, so folgt mit der T'—Periodizitéit von x die Gleichheit x; = z,.
Umgekehrt gelte z; = x,. Es gibt ein k£ € Z und ein 7 € [0,7) mit ¢t — s = 7 + kT. Die
Annahme 7 # 0 und

Ts = Tt = Tspr+kT = Lstr
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geben, dass 7 eine Periode von x ist, die kleiner als 7" ist. Dies widerspricht der Minimalit&t
von T, und es muss 7 = 0, d.h. t — s € TZ, gelten. Die Aussage (1.1) ist somit bewiesen.
Es seien 7 € (0,7) und 27 := 2(- + 7) : R — R. Die Funktionen = und z7 sind periodische
Losungen von (pu, f) mit kleinster Periode 7. Die Funktion y™ := x—27 ist nach Bemerkung
1.3.3.2 eine T'—periodische Losung einer Gleichung der Form ¢(t) = g(¢,y(t), y(t — 1)) mit
Vorzeichenbedingung (+). Ist 0 = yJ = zo — x§ = x9 — ,, so impliziert Aussage (1.1) dann
T € TZ, also einen Widerspruch zu 7 € (0,7). Folglich muss yj # 0 gelten, und y” kann
nicht die triviale Losung von y(t) = ¢(¢, y(t), y(t — 1)) sein.

Weil y™ periodisch ist, ergibt sich mit Folgerung 1.3.2, dass

v:R3t— V(y]) € 2NgU {oco}

eine endliche, konstante Funktion ist.

Diese endliche Konstantheit liefert dann mit Folgerung 1.3.1
Pyl #0 firalle t € R, (1.2)

wobei P = (evg,ev_1) : C — R? ist. Wir zeigen nun die Injektivitdt von

II:=11,:[0,T) >t + Px; = (x(f(j)l)) € R?

und nehmen dazu II(s) = II(¢) fiir s und ¢ aus [0,7) an. Angenommen, es gilt ¢ # s,
0B.dA. t>s,dh 7:=t—s€(0,T). Die Gleichheit II(s) = II(¢) iibersetzt sich nun zu

0 = Pxy— Pxy = P(xs — 1) = P(xs — 254,) = Pyl,
was (1.2) widerspricht, es muss somit ¢ = s gelten, und
IT st injektiv.
Wir betrachten die nach (H1) stetig differenzierbare Funktion

¢ :
—w€+ﬂO)ER'

Die Jacobi-Matrix von F lautet fiir (£, () € R?

J@O:(juf%>'

Voraussetzung (H1) ergibt daraus die Abschitzung det J(&,¢) = f/({) > 0, und F ist
ein Diffeomorphismus von R? auf sein Bild, insbesondere ist F injektiv. Aufgrund von
(u, f) ldsst sich ~, als Komposition

PR (60~ (

r)/x:FOH
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schreiben. Die Injektivitat von II liefert dann die von 7,.

Fiir 1. ist noch die Regularitdt von ~,, also 4,(t) # 0 fur alle ¢ € [0,T], zu zeigen. Weil
x als periodische Losung von (p, f) nicht-trivial ist, folgt y := & # 0. Bemerkung 1.3.3.3
zeigt, dass y eine periodische Losung einer Gleichung (g) ist, wobei g : R® — R der
Vorzeichenbedingung (+) geniigt. Folgerung 1.3.2 ergibt wie oben die endliche Konstantheit
von R >t V(y;) € 2Ny U {oo}. Folgerung 1.3.1 liefert somit

Py, #0 fiir alle t € R.

Mit der Kettenregel ist nun die Regularitidt erkennbar, wobei wir beachten, dass die Ab-
leitung DF(&,¢) : R? — R2 fiir alle (£,¢) € R? ein Isomorphismus ist:

Ya(t) = DF(I(E)I(E) = DF(IL(t) Py, # 0, ¢ € R.

Insgesamt haben wir Punkt 1. bewiesen.
Wir beweisen nun die zweite Aussage, also @7 = Oy oder O; N Oy = (). Angenommen, es
glbt ein NS O N 02, d.h.

Ty, = ¢ = 1y,
fir t, € [0,71] und ¢y € [0,75]. Wir betrachten fiir j € {1,2} die periodische Losung
y ==aI(-+1t;) : R — R von (u, f) mit kleinster Periode T}. Es gilt yj = x;, = x7, = y3,
also nach Bemerkung 1.2.1 fiir alle ¢ € R die Gleichheit y} = y?, was genau dann der Fall
ist, wenn

x%ﬁ-t = 'TtQQ—&-t (1.3)
fiir alle t € R gilt. Um O; = O, zu zeigen, wihlen wir zunéchst 2! € Oy mit s; € [0, T1].
Dann gibt es ny € Z und 75 € [0, T] mit s1 + to — t1 = noTs + 75. Es folgt mit (1.3)

1 _ .1 .2 .2 2
.7751 - xt1+81—t1 - 'Ttg-‘rsl—tl - xnng-H”z - x’/‘Q € (92'

Umgekehrt sei 22, € O, fiir ein s, € [0, T3] gegeben. Dann gibt es ny € Z und ry € [0, 7T}]
mit ¢, + o — to = ny Ty + 71, und es folgt mit (1.3)

2 2 .1 .1 1
Loy = Ttgtso—ts — Tty4so—ta — TnyTi+rs — Ty S Ol'

Somit haben wir O; = O,, und dies ist neben O;N Oy = () der einzig mogliche Fall, Aussage
2. ist folglich bewiesen.

Wir richten uns beim Beweis der dritten Aussage nach den Féllen O; = Oy und O;NOy = (.
Dabei betrachten wir die oben eingefiihrten injektiven Abbildungen

I, :=1I,,: [0,Tj) >t Pa] e R*, je{1,2}
und beachten
0,0, 77) = PO; B2, je {01}, (1.4)
Wir wissen, dass die Abbildung

§
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injektiv ist, es gilt
L, = FoIL([0,T)) = Fo P(0,), je{L2}. (15)

Ist O; = O, gegeben, so folgt I'y = I'y. Wir betrachten im folgenden den interessanteren
Fall
O, N0y =0.

Es sei

G:={(t,s) e R* : z} — 2% € S},

und die Annahme von O; N Oy = () ermdglicht uns die Definition von
W :R*3 (t,5) — V(r; —2?) € 2Ny U {o0}.

Aus den Bemerkungen 1.3.1 und 1.3.2 wissen wir, dass Vs endlich und C!—stetig ist. Die
Ganzzahligkeit der V —Werte liefert dann die lokale Konstantheit von V|s. Die Abbildung
U:R?> (t,s) — xf — 22 € C! ist stetig, und nehmen wir X C G als zusammenhiingend
an, so ist auch U(X) C § zusammenhéngend. Weil lokal-konstante Funktionen auf zu-
sammenhéngenden Mengen konstant sind, ist die Funktion V| (x) konstant und insgesamt
halten wir fest, dass die Abbildung W auf zusammenhéngenden Teilmengen X von G kon-
stant und endlich ist; insbesondere gilt dies, wenn X eine offene Kreisscheibe ist.

Wir beweisen nun

W (R?) C 2N.

Dazu seien (t,s) € R? und
wi=2(-—s+t):R—R

vorgegeben. Die Funktion w ist eine periodische Losung von (u, f) mit kleinster Periode T5.
Der Orbit von w ist der von 2, d.h. die Voraussetzung O; N Oy = () garantiert z} —w; # 0.
Es folgt mittels Anmerkung 1.3.3 und Satz 1.3.3

00 > V(,CE% —wy) = V(:E% — ajf) =Wi(t,s).

Es sei ¢ € R. Dann sind 2! : R — R und w := 2%(- + ¢) : R — R Losungen von (i, f) ,

y =2 —w : R — R ist wegen Bemerkung 1.3.3.2 und O; N Oy = () eine nicht-triviale

Losung von (g+). Dann folgt mit der Endlichkeit von W und Monotonie-Satz 1.3.1 die
Endlichkeit und das monotone Fallen der Funktion

Rt — V(y)=V(et—w)=V(et —a2,) = W(tt+c) € 2N, (1.6)
Daher existiert der Grenzwert

lim W(t,t+ c¢) =: v(c) € 2Ny.

t—o00

Die Ganzzahligkeit der W —Werte liefert die Existenz eines t € R mit

W(t,t+c)=wv(c) firallet >t
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Definieren wir

M,:={teR:W(tt+c)=urv(c)}

so haben wir [t,00) C M,.. Wir nehmen zunéchst M. = R fiir alle ¢ € R an und zeigen,
dass in diesem Fall R? C G, also G = R?, gilt. Es seien dazu (t,s) € R? c:=s—t € R,
w = z%(-+¢) und y := 2! —w. Die Funktion y ist nach Bemerkung 1.3.3.2 eine nicht-triviale
Losung von (g+). Es folgt mit der Endlichkeit von W und M, = R

00> V(y) = Vi, —w) =V(z, —22) = W(t,s) =

=W(t,t+c)=v(e)=W({t—4,t—4+c)=V(r;, —wia)=V(ya).
Mit Bemerkung 1.3.5 wissen wir dann

Sy =ua, —w =, — a7,
also (t,s) € G. Somit haben wir R> = G. Wire nun z € I'y N Ty = PO; N POy, so wiirde
es ein Paar (t,s) € R? mit Px] = z = Pz? geben, was P(z; — 22) = 0 bedeutet. Unter
Beriicksichtigung von (¢,s) € R* = G haben wir z} — 22 € § C §), aber dann kann
P(x} — z?%) nicht verschwinden. Wir erhalten also mit M. = R einen Widerspruch aus der
Annahme I'; N Ty # ().
Um den Beweis von Behauptung 3. zu komplettieren, ist somit lediglich die Gleichheit

M,=R firceR

zu beweisen. Wir wihlen zu ¢ € R ein 5 € M,, dann folgt [5,00) C M,.. Wegen des
monotonen Fallens der Funktion R 5 ¢t — W (t,t 4 ¢) € 2Ny ist es fiir den Beweis von
M. = R hinreichend

s—v1Ty, e M, furallerveN (1.7)

zu zeigen, was wir mit vollstdndiger Induktion bewerkstelligen. Der Induktionsanfang ist
durch die Tatsache s € M, gegeben. Wir nehmen nun an, die Aussage (1.7) ist fiir v € N
bewiesen und setzen

5, =5—vl, e M.

Wir wissen, dass die Funktion W lokal-konstant ist, daher existiert zu s, ein €, > 0 mit
Wlo., v+ = {v(c)}-
Zu k € Ny existieren [, € Z und 74, € [0,T}) mit
kTQ = lle + Tk.

Fiir k € Ny gibt es genau ein solches Paar (Ii,71), denn gébe es eine weitere Darstellung
kTy = 1, Ty + 7y, fiir ein k € Ny, so wiirde

(e = )Ty + 15 — 75 =0 (1.8)
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folgen. Nehmen wir [, # ﬁ, 0.B.d.A. 'z; < ly, an, so gibt es my € N mit [, = flvk + my,, und
(1.8) liefert dann wegen 77 > 0

T < f?“vk , d.h. ?k — T € [O,Tl)
Eine erneute Anwendung von (1.8) ergibt
mpTy =71 — r < Tv < myTh,

was ein Widerspruch zur Annahme [}, # 1), ist. Folglich gilt Gleichheit, sowohl fiir [, und
Iy als auch fiir r, und 7. Die gezeigte Eindeutigkeit erlaubt es uns das Bild der Restefolge

R:={r;: k €Ny}

zu definieren. Im folgenden zeigen wir in zwei Schritten 5,7 € M. und beenden damit den
Induktionsbeweis.

1. Zunéchst nehmen wir an, dass die kleinsten Perioden T} und 7T, kommensurabel sind,
d.h. % € Q gilt. Dann gibt es p und ¢ aus N mit %’ = g, was 1Ty = pT bedeutet.
Es folgt

v(e) = W (5,5 +¢) = W5 — pT1, 57 +

=W, —q1s,5, —qla+¢) =W(s— (¢+v)T,5 — (g +v)Tz + ¢),

d.h. s—(¢+v)T» € M, und aus Monotoniegriinden haben wir [s— (¢4 v)T5, 00) C M...
Dies impliziert 5,77 =5 — (v + 1)Ty € M..

~—

—~

2. Nun nehmen wir die Inkommensurabilitdt von 77 und 75 an, gehen also von % ¢Q
aus. Angenommen, es gibt k£ und m aus Ny mit r, = r,,,. Dann folgt kTy — [, T =
mTy — 1, Ty, was (k — m)Ty = (I — l,,)T1 bedeutet. Wire k # m, so miissen I, # [,
und % € Q gelten, also kann nur k£ = m erfiillt sein, d.h. die Folge (ry)ken, ist
injektiv; insbesondere ist R eine unendliche Menge.

Wir wahlen n € N, so dass % < g, gilt. Dann koénnen wir das Intervall zu

n

0.7 = (0= 170

_7l
n n
=1

partitionieren. Weil die Folge (rg)ren, injektiv ist, besteht {ro,...r,} aus n+ 1 Ele-
menten, die in einer disjunkten Vereinigung von n Intervallen enthalten ist. Folglich
gibt es zwei verschiedene Indizes n; und ny in {0,...,n}, 0.B.d.A. n; < ny, und ein
le{l,...,n} mit

T, T T, T
Tny € {(Z - 1)—1,l—1) und 7, € [(l - 1)—1,l—l> ,
n’ n n’' n

daher besteht die Abschéitzung

T
|Tny — Tyl < 1o £, (1.9)
n
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Wir setzen N :=ny — n; € N und erhalten:
W(g— NTQ,E_ NT2 + C) == W(S_,/— (n2T2 - TLng),E‘FC) =

= W(S_V—(ln2T1+Tn2—lanl—Tnl),g—FC) = W(g_F(ZM _lm)Tl_(TnQ_rm)vg"i_c) =
- W<S_V - (TTLQ - Tm)?g_'_ C) - V<C>7

Sy S_V_(Tnz_rm)
_ — _ <
‘ (3—,,+c) ( ot c )H oz = T < 2

gilt und Wy, s55740) = {v(c)} erfiillt ist. Daher haben wir 5, — NT5 € M., und es
gilt

weil nach (1.9)

s — (v + N)Ty,00) =[5, — NTy,00) C M,;

insbesondere ist wegen N € N das Folgeglied 5,77 = § — (v + 1)T3 in M., und der
Induktionsbeweis ist abgeschlossen, 3. ist gezeigt. |

Wir werden nun sehen, dass die einfache Geschlossenheit der Kurve
Y i [0,T] — R?

nur einen stnusartigen Verlauf der periodischen Losung x zuldsst. D.h., auf einem Perioden-
Intervall [t, t+T") wird sowohl das Minimum als auch das Maximum genau einmal angenom-
men, und zwischen diesen Extremstellen verlauft die periodische Losung x streng monoton.

Folgerung 1.4.1 Es seien (H1) gegeben und z : R — R eine periodische Lisung von
(i, ) mit minimaler Periode T > 0. Dann gibt es tg € R und t; € (to,to + 1) mit den
folgenden FEigenschaften:

1. Fir alle t € (to,t1) gilt x(t) € (x(to),x(t1)) und &(t) > 0.

2. Firallet € (t1,to+T) gilt x(t) € (x(to),z(t1)) und &(t) < 0.

to t to+T




1.4 Untersuchung periodischer Losungen mittels 63

Beweis: Wir zeigen nur Teil 1 der Behauptung, weil der Beweis des zweiten Teils lediglich
eine Wiederholung der Beweisargumente des ersten wére.
Es seien tp € R und t; € (to,to + 7)) mit

m :=minz(R) = x(ty), M = maxz([to,to+ 1)) = x(t1).

Die Kurve

v i= (- —to) : [to,to+T] 2t — (ig : zz;) € R?

ist nach Satz 1.4.1 eine regulédre Jordankurve. Wir haben
V([to,to +T1) € [m, M] x R.
Weil m und M Extrema sind, folgt:
Ist v(t) € {m, M} xR fiir ein t € R, so folgt ~(t) € {m, M} x {0}. (1.1)
Angenommen, Teil 1 der Behauptung ist nicht wahr. Dann gibt es sg € (to, t1) mit
x(sg) ¢ (m, M) oder (sq) <O0.

Im Fall z(s9) ¢ (m, M) folgt z(so) € {m, M}, also (%

T

Ezgg) =Y(s0 +to) € {m, M} xR, was

mit (1.1) auf (iggg) = v(so + to) € {m, M} x {0} fiihrt, also &(sp) = 0, somit

() < 1(0) G} =G Gan))
%(s0) 0/)°\0 x(to) ) \z(ty)
bedeutet und der Injektivitdt von + widerspricht. Folglich miissen

z(so) € (m, M) und &(sg) <0

gelten. Das Minimum s; := min{t € [so,t1) : ©(t) < 0} € (to,t1) ist definiert. Ware
#(s1) < 0, so gébe es aus Stetigkeitsgriinden ein § > 0 mit &(¢) < 0 fir alle t € (s1 — 6, 1+
§) C (to,t1), insbesondere i(s; — £) < 0, was der Minimalitét von s; widerspricht. Folglich
gilt
I'(Sl) =0.
Wir behaupten:
Fir alle ¢t € (s1,t1) gilt  z(t) < 2(s1) =: &. (1.2)

Wegen der Regularitét von « gilt #(s1) # 0, und es gibt ein 6 > 0 mit |, 5,44 < 0,
daher haben wir x(t) < & fur alle ¢ € (s1,s; +6). Um (1.2) zu beweisen, geniigt es somit
x(t) # & fur alle t € (s1,t1) zu zeigen. Angenommen, dies ist nicht richtig, also

Si={te (s,t):a(t) =&} £0.
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Dann ist s := min S definiert; es gilt z(s) = z(s1) = &. Wenn 2(s) = 0 gelten wiirde, so
widersprache dies der Injektivitdat von 7, also haben wir @(s) # 0. Wire @(s) < 0, so gébe
esd > 0mit (s—0,5) C (s1,%1) und z|(s—55) > &1; dies ist ein Widerspruch, denn wir haben
wegen der Minimalitét von s die Abschitzung x|, s) < &. Wir erhalten somit

z(s) > 0.

Die Menge R := {t € (—o0,s) : @(t) = 0} ist nicht leer, und r := max R ldsst sich
definieren. Wére r = s1, so hitten wir |, 5 > 0. Weil &, 5,) ebenfalls positiv ist, miisste
wegen #(s;) = 0 fiir die zweite Ableitung #(s;) = 0 gelten, aber v ist eine regulére Kurve.
Daher sind r > s; und

[to, 1] 1 [r, 5] = (1.3)
erfiillt. Die Injektivitéit von v liefert

z(r)=0 und x(r) > x(to).

Wegen |5 > 0 folgt
z(r) <z(s) = &,
also
x(r) € [x(to), &) =1 und  z(s) € [x(to), &) = 1.
Weil die stetige Funktion x|y, 5,1 streng monoton (wachsend) ist, existiert die stetige Um-
kehrabbildung xh;isd [z (to), z(s1)] = 1 — [to, s1]. Dann ist

pil3&—ioa|, () RS
definiert und stetig, wir erhalten
graph(p) = v([to, s1]), ¢(m) =0 und (&) = 0. (1.4)
Weil die stetige Funktion xj 4 streng monoton (wachsend) ist, existiert die stetige Um-
kehrabbildung ZL‘|[_T%S] z(r),x(s1)] = J — [r, s]. Dann ist
(R JBSHQ’:OQ:“_T}S]({) eRY
definiert und stetig. Wir erhalten
graph(y) = 7([r,s]), ¥ (2(r)) =0 und ¢ (&) = @(s) > 0. (1.5)
Wir beachten J C I und betrachten die stetige Funktion
X=v¢-—¢lj:J =R
Unter Beriicksichtigung von (1.4) und (1.5) folgen
x(x(r)) = P(z(r) —e(x(r)) <0 und  x(&) = $(&) — @(&) >0,
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§t=t1

N

es gibt also ein & € (2(r), &) mit x(€) =0, d.h. ¥(€) = ©(€), (1.4) und (1.5) liefern somit

v([to, s1]) N ([r, s]) = graph(y) N graph() # 0,

was mit (1.3) einen Widerspruch zur Injektivitéit von « zur Folge hat. [

Nachdem wir in diesem Abschnitt festgestellt haben, dass die zu einer periodischen Losung
x von (u, f) gehorige Kurve ~, jordansch und reguldr ist, konnen wir nun in 1.5 zur wei-
teren Vorbereitung der Vergleichsargumente in 1.6 eine genauere Untersuchung von -,
vornehmen.

1.5 Graphdarstellung und Symmetrie

Um die Jordankurve 7, einer periodischen Losung x der Gleichung

(1, f) #(t) = —pa(t) + f(x(t — 1))

besser handhaben zu konnen, beweisen wir in diesem Abschnitt die elementare Aussa-
ge, dass sich die Spur von +, als Vereinigung zweier glatter Funktionsgraphen darstellen
lasst. Mit dieser Eigenschaft zeigen wir das Enthaltensein des Urprungs im Spurinnern,
sofern z eine Nullstelle besitzt. Unter Beriicksichtigung von Satz 1.4.1 ist dann ~, eine ur-
sprungsumlaufende Jordankurve. Diese Tatsache befdhigt uns im folgenden, die Aussagen
des Abschnitts 1.1 iiber ebensolche Kurven auszunutzen, um periodische Losungen von
(i, f) zu vergleichen.

Im letzten Abschnitt haben wir festgestellt, dass das strikte Wachsen der Nicht-Linearitét
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f in (H1) eine Ubertragung von Monotonie und Disjunktheit bewirken. Wir werden in
diesem Abschnitt zudem zeigen, dass sich eine Symmetrie von f auf eine der periodischen
Losung x vererbt, falls x eine Nullstelle hat.

WEeil 7, nach Satz 1.4.1 regulédr und jordansch ist, kénnen wir die Orbitzeit definieren.

Definition 1.5.1 FEs seien x eine periodische Lisung von (u, f, A, &) mit kleinster Periode
T,, v und 'y, wie in Satz 1.4.1. Dann heisst

U _
Te i [y D (v> — ﬂyx\[O}Tz)(u,v) € [0,7,).

Orbitzeit von x. O

Befindet sich ein Spurpunkt der # — & —Kurve v, in der oberen Halbebene, so ist die Ande-
rungstendenz seiner ersten Komponente positiv; dies haben wir schon implizit im Beweis
von Folgerung 1.4.1 benutzt. Das Auftreten von Spurpunkten in der oberen Halbebene,
die sich nur in der zweiten Komponente unterscheiden, ist also nicht méglich. Orbitpunkte
in der oberen Halbebene sind somit als Punkte eines Funktionsgraphen interpretierbar.
Analog kann man die Orbitpunkte der unteren Halbebene als Graphenpunkte auffassen, so
dass sich der gesamte Orbit als Vereinigung zweier Graphen darstellen lasst. Diese Aussage
wird durch die néchste Bemerkung prézisiert.

Bemerkung 1.5.1 FEs seien x eine periodische Losung von (u, f) mit Nullstelle, T, die
Spur von v,,

c:=maxz(R), a:=minz(R) und X :=z(R)=2z([0,T,]) = [a,c]|.
Dann gibt es stetige Funktionen
e X - RY, ¢, : X >Ry
mit den folgenden Eigenschaften:
* 3 ((a,0)) SR, ¢, ((a,0)) SR und g3 (c) =0 = ¢ (a).
* O (a,e) und @3 |(a,c) sind stetig differenzierbar.
* I'y = graph(p;) U graph(p, ).

Beweis: Die Losung x hat die in Folgerung 1.4.1 aufgefiihrten Eigenschaften und besitzt
die Periode T" := T,. O.B.d.A. sei x normiert, es gelten also z(0) = 0 und #(0) > 0. Die
kleinste positive Nullstelle von z sei A, die grofite negative sei —B. Folglich gelten

.7'3’(,3714) >0 und i”(AJLB) < 0.



1.5 Graphdarstellung und Symmetrie 67

T
A(Tz)
graph(¢;)
I(Ty) v
graph(e¢;)
Die stetigen Funktionen y* := x|i—p,a) und y~ := x|ar_p haben deshalb eine stetige

Inverse, so dass
eFi=do(yH) ' X - R
wohldefiniert und stetig sind. Wir haben
vi((a,0) CRT, ¢r((a,0) CR™ und @3 (c) = 0= p;(a).

Die Funktionen y* und y~ sind auf dem Inneren ihres Definitionsbereichs stetig differenzier-
bar, so dass mit der stetigen Differenzierbarkeit von & nach (p, f) und (H1) die Komposita
0¥ |(ae) und @3 |(4,) €ine ebensolche Qualitit besitzen. Um den Beweis zu beenden, zeigen
wir I, = graph(¢;) U graph(y; ) :
Es sei zunéchst (u,v)” € I',. Dann existiert wegen I', = 7,([—B,T — B)) eine Zeit
t € [-B,T — B) mit u = z(t) und v = #(¢). Im Fall v > 0 haben wir t € [-B, A]
und

v=a(t)=do(y") "y (1) =30 (y") () = ¢r ().
Analog erhalten wir im Fall v < 0 die Darstellung v = ¢ (u), in beiden Féllen gilt also
(u,v)'" € graph(p}) U graph(y, ) und ', C graph(y;) U graph(e; ).
Es sei schliesslich (u,v)" € graph(¢)) U graph(y;); ohne Beschrinkung nehmen wir
(u,v) € graph(¢;) an, also v = ¢} (u) mit u € X. Wir definieren

tm (y) () € [ B, A)
Dies liefert u = y*(t) = x(¢t) und

v=;(u) = o (y"(t) = i),

=7
es gelten somit (u,v)"” € I';, und graph(p;) U graph(y;) C T,. [

Gewisse Aussagen iiber Orbits einer periodischen Losung x lassen sich mittels der oben be-
schriebenen Graphendarstellung einfacher beweisen. Daneben tritt auch ein neuer Aspekt
auf. Im wachsenden Bereich geniigt ndmlich x der gewohnlichen Differentialgleichung

(

j::()O ZL‘),
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im fallenden der gewohnlichen Differentialgleichung
T =¢ (x).

Diese Feststellung werden wir auf den néchsten Seiten dazu verwenden, Aussagen iiber
Orbitzeiten zu gewinnen; insbesondere ist an Periodenldngen zu denken.

Die durch den Kurvensatz 1.1.1 von Jordan gewéhrleistete Partition des R? in Inneres, Spur
und Ausseres einer Jordankurve beinhaltet keine quantitative Charakterisierung dieser
Mengen. In unserem Spezialfall einer x —t—Kurve 7, ist dies jedoch mit Hilfe der gezeigten
Graphendarstellung von I', moglich:

Bemerkung 1.5.2 Es seien = eine periodische Lisung von (u, f) mit Nullstelle und Spur
I', sowie
et =9l X >Ry und ¢ =¢p, : X =Ry

die zugehérigen Orbitfunktionen von x. Dann folgt aus z := (u,v)" € (X x R) N A(T)
entweder v > ¢T(u) oder v < ¢~ (u).

Beweis: Es seien I' := T, z := (u,v)" € (X xR)NA(T") und X = [a, ¢]. Wir beachten im
folgenden die in Bemerkung 1.5.1 aufgefiihrten Eigenschaften der Funktionen ¢~ und ¢*.
Zunéchst nehmen wir v # 0 an, ohne Beschréankung sei v > 0. Die Menge

M :={r e Rf : (u,mv)" € AT)}
ist wegen 1 € M nach Voraussetzung nicht leer, zudem nach unten beschrénkt. Folglich ist
p = inf(M)

existent, und es sei eine Folge (p,)neny € MY so gewihlt, dass p = lim,, .. p,, gilt. Dann ist
((u, ppv)"), ey eine Folge in A(T'), und mit dem Jordanschen Kurvensatz folgt

(;;) B <<hmni Pn) - v) = hm (;:U) € AT) = A UT.

Wir nehmen an, dass (u, pv)" in A(T") liegt. Dann gibt es wegen der Offenheit von A(T")
ein § > 0, so dass Uz((u, pv)'") C A(T') gilt. Es sei weiter

56{5'6(0,~):p—§—U20}

und

Wir erhalten dann

()

-ls)
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also z € Us((u, pv)"") € Us((u,pv)") € A(T') und somit unter Beriicksichtigung von

p—5 20
!

v e M.

Dies ist aber wegen p — % < p ein Widerspruch zur Minimalitdt von p. Somit ist die
Annahme (u, pv)'" € A(T") falsch, es muss (u, pv) € T erfiillt sein.

Wegen 1 € M und der Minimalitdt von p muss p < 1 gelten. Wére p = 1, so miisste,
wie wir eben gesehen haben, (u, pv) = (u,v)? in ' liegen, was aber der Voraussetzung
(u, pv)'" = (u,v)"" € A(T") widerspricht. Also erhalten wir p € [0, 1).

Falls u € {a,c} gilt, so folgt v > 0 = T (u), also die Behauptung. Liegt u zwischen a
und ¢, so haben wir ¢ (u) > 0. Folglich ist die behauptete Aussage mit p € [0,1) erfiillt:
e (u) = pv < w.

Angenommen, es gilt v = 0. Wire dann u € {a, c}, so wiirde z € I" gelten, was z € A(T")
widerspricht. Also haben wir u € (a,c). Es gilt ¢*(u) > 0 und ¢~ (u) < 0. Wegen der

Offenheit von A(T") gibt es ein 0 > 0, so dass Uz(z) = Uz((u,0)") C A(T"). Wir setzen

s (5,500 )

so dass ¢ positiv ist. Wir wahlen v # 0, so dass
Z:= (u,0)" € Us((u,0)"") € Uz((u,0)") € A(T)

erfiillt ist und nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit v > 0 an. Es gilt

zZ= (g) e A(T)

und ¥ > 0. Mit dem oben Bewiesenen haben wir v > ¢ (u). Damit folgt mit der Definition
von 0

P (u)
2

(2) e ((5)
) -1

Also kann der Fall v = 0 nicht auftreten, und die Behauptung ist bewiesen. |

v > ot (u) > >0,

aber aus

folgt widerspriichlicherweise

o>

-0

Dieses rein technische Hilfsmittel vereinfacht den Beweis der folgenden beiden Aussagen.
Zunichst beweisen wir, wie bereits erwahnt, dass die Orbitkurve =, einer periodischen
Losung = von (p, f) mit Nullstelle ursprungsumlaufend ist.
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Satz 1.5.1 Ist Voraussetzung (H1) erfillt und x : R — R eine periodische Lisung von
(i, f) mit Nullstelle und kleinster Periode T > 0, so ist die Kurve

Yo [0, T] 2t — (zg) € R?

eine requldre ursprungsumlaufende Jordankurve.

Beweis: Mit Satz 1.4.1 ist nur 0 € Z(I',.) zu zeigen. Wire der Ursprung nicht im Inneren
von [' := I', enthalten, so kiimen nach dem Kurvensatz von Jordan nur die sich ausschlies-
senden Fille 0 € I" oder 0 € A(T") in Frage. Zuerst betrachten wir 0 € I", und erkennen,
dass in diesem Fall x eine doppelte Nullstelle haben miisste, was aber nach Folgerung 1.4.1
nicht sein kann. Also bleibt noch 0 € A(I") zu beachten: Weil x eine Nullstelle hat, haben
wir 0 € z(R) und daher

@)EMMXMHAD,

was aber mit Bemerkung 1.5.2 entweder ¢*(0) < 0 oder ¢~ (0) > 0 zur Folge hat und
¢ (z(R)) € RF widerspricht. [

Die folgende Aussage ist eine Weiterfithrung von Bemerkung 1.5.2.

Bemerkung 1.5.3 Es seien (H1) gegeben und x eine periodische Lisung von (u, f) mit
Nullstelle und Orbit T := T, sowie x(R) =: |a, c|. Dann folgt

I(T,) = {(u,v)" € (a,e) x R: ¢~ (u) <v < pT(u)} C (a,c) xR,
wenn ¢t : [a,c] — Ry und ¢~ : [a,¢] — Ry die Orbitfunktionen von x sind.

Beweis: Es sei zunéchst (u,v)" € (a,¢) X R mit o~ (u) < v < ¢ (u) gegeben. Wiirde
(u,v)" in A(T) liegen, so miisste nach Bemerkung 1.5.2 entweder ¢~ (u) > v oder ™ (u) < v
gelten. Wire (u, v)" ein Punkt in I, so miissten wir nach Bemerkung 1.5.1 ¢~ (u) = v oder
" (u) = v haben. Beide Fille widersprechen ¢~ (u) < v < ¢*(u), also liegt (u,v)" in Z(T').
Umgekehrt sei (u, v)"" aus Z(I') gewéhlt. Wir nehmen zunéchst an, es gilt (u, v)" ¢ [a, ¢]xR.
Wir betrachten den Fall v > ¢, im andere Fall v < a wird analog argumentiert. Die
Beschrinktheit von Z(T') = Z(I') UT erméglicht es, ein n € N mit (n,0)" ¢ Z(T), also
(n,0)" € A(T'), sowie n > u zu finden. Dann gibt es nach Lemma 1.1.1 ein s € (0,1) mit

s(g) +(1—s)(5) eT.

Fiir die erste Komponente dieser Konvexkombination gilt wegen n > u

sn+ (1 —=sju=s(n—u)+u>u>c,

was I' C [a, ¢] X R widerspricht. Somit haben wir

G)equm
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Angenommen, es gilt ¢ (u) < v oder ¢~ (u) > v, wobei wir nur den ersten Fall betrachten,
um Beweisteile nicht wiederholen zu miissen. Wir finden wie oben mittels des Beschrankt-
heitarguments ein n € N mit (u,n)"” € A(T") und n > v. Dann gibt es nach Lemma 1.1.1

ein s € (0,1) mit
S(Z) T (1- s)(Z) €T,

insbesondere heisst das mit der Graphdarstellung aus Bemerkung 1.5.1 und n > v
et (u) =T (su+u—su)=sn+v—sv=s(n—v)+v>uv.

Dieser Widerspruch zeigt unter Beriicksichtigung des zweiten Falles ¢~ (u) < v < ¢ (u).
Schliesslich stellen wir damit die Unmoglichkeit des Falles u € {a, ¢} fest, denn sonst hétten
wir 0= ¢ (u) < v < ¢t (u) =0. [ |

Wie angekiindigt sind wir nun in der Lage aus der Symmetrie von f eine Symmetrie

von x abzuleiten.

Satz 1.5.2 Es seien (H1) gegeben und x : R — R eine periodische Léisung von (p, ) mit
Nullstelle und kleinster Periode T'. Ist f ungerade, so gilt

x:_x(.+§).

Insbesondere hat x den konstanten Nullstellenabstand £, und es gilt max z(R) = | min z(R)|.

Beweis: Es sei I der Orbit von x in R?. Wir betrachten zunéchst den Fall max z(R) = x(0)
und min z(R) = z(B) fiir ein B € (0,T"). Weil x eine Nullstelle hat, folgt z(B) < 0 < z(0).
O.B.d.A. gelte |z(B)| < z(0).

Wir nehmen I' N (—T") = () an. Nach der letzten Bemerkung 1.5.3 gilt

{(u,0)" € (2(B),2(0)) x R: ¢~ (u) <v < 9" (u)} =I(I,) C ((B),2(0)) xR, (L.1)
wenn ¢t und o~ die Orbitfunktionen von z sind. Insbesondere muss wegen |z(B)| < z(0)
(—2(0),0) € A(T)UT
(—z(0), —%(0)) € —I widerspricht I' N (=T') = 0. Es

(—x(0),0) € A(I"), d.h. —z(B) < z(0), gelten. Wegen
(I"). Dies vertrégt sich wegen (1.1) und 0 < —z(B) < z(0)

gelten. Der Fall T' 5 (—x(0),
muss also —I' 5 (—z(0), —2(
I'n(-T) = 0 folgt dann —T" C
nicht mit

0)
)
A

T3 (—a(B), —#(B)) = (—z(B),0) € Z(I).

Also ist die Annahme falsch, und es muss

TA(-T) %0 (1.2)
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gelten.
Es sei y := —x : R — R. Die Funktion y ist stetig differenzierbar, es gilt fiir alle t € R
unter Beriicksichtigung von (u, f) und der Ungeradheit von f

() = —py(t) — fla(t = 1)) = —py(t) + fy(t —1)).

Die Funktion y hat die kleinste Periode T, erfiillt (u, f) und besitzt den Orbit —I' C R2.
Nach Satz 1.4.1.3 gilt entweder I' N (=I') = () oder I' = —T". Aussage (1.2) liefert somit

{(ig;) te [O,T)} =T=-T= {(:ig) ‘s € [B,B+T)}, (1.3)

Insbesondere folgt
—z(B) = z(0). (1.4)

Fiir alle ¢ € [0,T") gibt es nach (1.3) ein s € [B, B+ T') mit
z(t)+x(s)=0 und @(t)+2(s) =0.

Wir nehmen an, zu ¢ € [0,T) existieren s; und sy aus [B, B+ T) mit z(t) + 2(s;) = 0 und
&(t) + #(s;) = 0 fir ¢ € {1,2}. Dann folgt mit der Injektivitit von

e ="%(+B):[0,T) =R,
si—B€0,T),ie€{l,2}, und
Me(s1 = B) = %(t) = nu(s2 — B),
dass s1 = s9 gelten muss. Somit haben wir eine Abbildung
0:10,T)— [B,B+T)

mit

z(o(t) = —x(b), (1.5)

z(o(t)) = —x(t) 1.6
fir alle ¢ € [0, 7). Es gilt (0) + z(c(0)) = 0, und (1.4) lasst uns

o(0)=1B

erkennen. Genauso folgt
o(B)=T

aus maxz([B, B +T)) = x(T). Die stetig differenzierbare Einschrénkung x| p) hat eine
ebensolche Inverse y;, und nach (1.5) stellen wir die stetige Differenzierbarkeit von

0’(0,3) =Yy 0 (—$)|(0,B)
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fest; ebenso ist o|(ppir) = Y2 © (—)|(B,B+1) stetig differenzierbar, wobei y, die stetig
differenzierbare inverse Funktion von z|(p ;1) ist. Desweiteren ist o in B stetig, denn die
Stetigkeit von x und (1.5) implizieren x(B) + z(lim;_.p o(t)) = 0, also

limo(t) =T = o(B).

t—

Genauso begriinden wir die Stetigkeit von ¢ in 0, so dass o stetig ist.
Differentiation von (1.5) ergibt unter Berticksichtigung der Gleichheit (1.6)

fiir alle ¢ € (0,T) \ {B}. Dies bedeutet

#(t) - [6(t) — 1] = 0 fiir alle £ € (0,7) \ {B}. (1.7)

Fir t € (0,7)\ {B} folgt &(t) # 0 und (1.7) liefert ¢(¢) = 1. D.h. fiir alle t € (0,7) \ {B}
haben wir o(t) = t + ¢ fiir eine Konstante ¢ € R. Die Stetigkeit von o liefert zunéchst
¢=Bund dann T' = 0(B) = B+ B = 2B, also

=1
2
Daher gilt mit (1.5)
T T
J?(t) = 7o (t — E) = —x (t + 5) fiir alle t € [O,T> (18>

Nun sei t € R. Dann gibt esm € Z und r € [0,T) mit t = mT +r. Ist r = 0, so wissen wir
wegen (1.4)

£(t) = 2(0) = —2(B) = —z (g) _— (mT " g) -z (t + g) .
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Gleichung (1.8) liefert im Fall r € (0, 7))

z(t) =z(r) = —x (r—i—g) =—x (mT+fr+g> =—x <t+§).

Somit gilt (1.8) fiir alle t € R.

Schliesslich sei z(0) # max z(R). Dann finden wir A € R, so dass fiir y := z(- + A) gilt:
max y(R) = y(0) = maxz(R). Fiir y wissen wir y(t) = —y (¢t + %) fiir alle ¢ € R. Ist nun
teR, sofolgt x(t) =a(t —A+A)=y(t—A)=—y(t—-A+D)=—a(t+1). u

Abschliessend stellen wir einen Zusammenhang zwischen den Orbitfunktionen o7 und ¢y
der periodischen Losungen 7 und xo von (pu, f) her, falls I'y € Ty fiir ihre Spuren I'y und
Iy in R? gilt.

Bemerkung 1.5.4 Es seien A\ und \; aus RY sowie ap und oy aus RS . Fiir i € {0,1}
mage eine periodische Lisung x; von (u, f, A, ;) mit minimaler Periode T; sowie

und Orbitfunktionen
vf = ¢y wi(R) - Ry

gegeben sein. Ausserdem gelte
I' erly.

Dann folgt |a1, ¢1] := 21(R) C zo(R),

90(—)’—|[a1701} > 90?_ >0, 906|[a1,01] <p; <0

und die Reziproken ﬁ|(a1701) und (p%l(alm) sind erkldart mit
0 1

1 1 1 1
0 < (p—(-|)-|(a1761) < El(ahq)v 0> (p—a|(a1761) > El(ahq)'
Beweis: Wire ¢; > maxz(R) =: ¢y, so miisste p := i—é > 1 gelten. Dies liefert wegen

I'y € Iy die Inklusion pI'y € A(T';). Nach Bemerkung 1.5.1 sind (cg,0)" und (cq,0)"
Punkte der Orbits I'y und I';, und wir erhalten damit den Widerspruch

> (Col) :p(cg) € AT)).

Genauso erweist sich a; < ag als unmdoglich, so dass [a1, ¢1] C [ag, ¢o] bewiesen ist.

Als néchstes zeigen Wir ¢ |ja.c;] > @7 der Beweis von ¢, o] < @7 verlduft analog
und wird nicht weiter ausgefiihrt. Es sei € [a1, ¢;]. Wir haben (z, g (z))" € Ty und
(z, 7 (x))" € T'y. Wegen T'y @ T folgt (z, pg (2))" € T1UA(T,). Im Fall (z, ¢ (x))" € Ty
folgt
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und im Fall (z, o7 (z))" € A(T';) nach Bemerkung 1.5.2

g () > of (2).

Die Reziproken ﬁkalm) und (p%|(a1761) sind nach Bemerkung 1.5.1 erklért. Die Abschétzun-
0 1
gen

1 1 1 1
90_8-|(111,C1) S SO_-I|-|((11761) und 0> Ekalycl) Z 90_1—|(a1,01)
ergeben sich direkt aus o |(a;.c] > €7 bzwW. ©g |jar.e1] < 07 - |

1.6 Periodenvergleich

Im folgenden seien die Standardvoraussetzungen (H1) und (H2) gegeben, d.h. die Funktion
f : R — R hat die folgenden Eigenschaften:

(H1) Die Funktion f ist stetig differenzierbar mit f’ > 0 und f(0) = 0.
(H2) Es sei f stetig differenzierbar, und fiir

z- f'(x)
()

seien h|g+ streng monoton fallend und h|g- streng monoton wachsend.

cR*

h:R\{O}B%H

Unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse lassen sich zwei verschiedene periodische

Losungen
r1:R—=R und zo:R—R

von

(1, f) i(t) = —px + f(o(t — 1))

vergleichen; dabei sollen x; und x5 diesselbe Oszillationsgeschwindigkeit, kleinste Perioden
Ty und T5 sowie eine nicht-leere Nullstellenmenge haben. Beim Vergleich werden nicht die
nach Satz 1.4.1 disjunkten Orbits O; und Oy von x; und x5, im Phasenraum C betrachtet,
sondern deren nach Satz 1.4.1 ebenfalls disjunkten Evaluationen

I't und Ty

in der Phasenebene R?, also die Spuren der Kurven

Yoy [0, T1] 3t (28) €R? und 7., : [0,T5] 5t (ZE:;) e R2.

Wegen Satz 1.5.1 sind diese Orbitkurven regulédre ursprungsumlaufende Jordankurven, und
der Kurvensatz 1.1.1 von Jordan liefert die Partition

IM)wWlh WAT) =R =Z(Iy) Wy A(T).
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Bevor wir zeigen, dass sich die relative Lage von I'y C R? und I'y C R? in einer bestimmten
Art und Weise auf die der Perioden 7} und 75 in RT iibertrigt, skizzieren wir die beim
Beweis verwendete Vergleichsmethode, die auf Arbeiten [30] und [31] von KAPLAN &
YORKE zuriickgeht. Weil 'y und I's disjunkt sind, kénnen wir 0.B.d.A. von

r, CZ(Iy)

ausgehen. Um analytische Aussagen zu erhalten, strecken wir mittels Bemerkung 1.1.3 die
Spur I'; radial mit einem Faktor p > 1, so dass

Fl < FO = pf‘g

gilt. Die Funktion pzy ist nach Bemerkung 1.4.1 eine periodische Losung von (u, f, p, 1)
mit kleinster Periode Ty := Ty und Spur I';. Wie in meiner Diplomarbeit [17], Lemma
3.1.3, geschildert, ist die Disjunktheit von I';y und I'y nicht notwendig, um die Situation
' @y = pl'y bzw. 'y € 'y = pI'y herzustellen.

Wegen I'y @ Ty ist der Schnitt S := 'y N I'; nicht leer, und es ergeben sich die beiden Fille

I Es gibt einen Punkt z aus S in R x {0},
IT Es gibt einen Punkt z aus S in R x (R \ {0}).

Um zu verstehen, wieso man diese beiden Félle unterscheidet, betrachten wir zunéchst IT
und skizzieren, wieso dieser Fall nicht eintreten kann; die Details sind in den Beweisen von
Hilfssatz 1.6.1 und Folgerung 1.6.1 zu finden. Die Orbitzeit von z bzgl. I'y und I'y sei ¢t = 0.

R R

I'h el I'h el
Lo

Nl NS

Fall I Fall 1T

R

WEeil z ein Schnittpunkt der beiden Spuren ist, ergibt sich mit der Monotonievoraussetzung
(H1), dass die Werte dy := x¢(—1) und d; := x1(—1) ein gleiches Vorzeichen besitzen und
die Kritmmungsvoraussetzung (H2) hat 0.B.d.A.

0<dy<dy

zur Folge. Andererseits ergibt die Tangentialitdt des Schnittpunkts z zunéchst mit der
Gleichheit der ersten Ableitungen i (0) = #¢(0) # 0

i1(0) = Zo(0),
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und daraus resultierend Aussagen fiir die Winkel 6y € (=3,%) und 6, € (=%,%) der
Orbitpunkte zur Zeit t = —1 :

0<90<91<g oder 0>90>91>—g.

Dies aber ist nicht mit 0 < dy < d; vertraglich, weil auf einem vom Ursprung ausgehenden
Halbstrahl alle Orbitpunkte von I'y keine kleinere Norm haben als die von I';, was mittels
I'1 € I'y und Bemerkung 1.1.2 zu begriinden ist.

Iy
Lo

Der Fall 0 < 0y < 0, < g

Daher kann nur Fall I eintreten. Wiirde es gelingen, auch hier einen Widerspruch zu erken-
nen, so wire die Annahme zweier verschiedener periodischer Losungen von (p, f) falsch, es
gibe folglich hochstens eine.

Ein erstes solches Eindeutigkeitsresultat hat NussBauM [45] fiir langsam schwingende
periodische Orbits von (0, —f) im Fall negativer Riickkopplung, ;1 = 0 und ungeradem f
erhalten. Die dort gemachte Kriimmungsvoraussetzung an die Nichtlinearitét entspricht in
etwa (H2) mit gedndertem Vorzeichen. Bemerkenswerterweise wird in CAO [6] gezeigt, dass
ohne eine Kriimmungsvoraussetzung keine Eindeutigkeit zu erwarten ist. CAO [7] ist es auch
gelungen, den Eindeutigkeitsbeweis fiir langsam schwingende periodische Losungen von
NussBauM [45] fiir (u, —f) zu verallgemeinern; CAO kommt dabei ohne die Ungeradheit
von f bzw. —f aus, und der Dampfungsparameter p darf positiv sein.

Durch eine Adaption der Methode von CAO bei negativer Riickkopplung beweisen KR1Sz-
TIN & WALTHER die Eindeutigkeit schnell schwingender periodischer Orbits von (u, f) ,
also bei positiver Riickkopplung. Allerdings kommen KRISZTIN & WALTHER nicht ohne
die Ungeradheit von f aus, die nach Satz 1.5.2 eine Symmetrie bei den periodischen Losun-
gen bewirkt und einerseits als Einschriankung empfunden wird, andererseits die Situation
stark vereinfacht.

Wie in der Einleitung erwéhnt, ist es gelungen, Fall II auch dann auszuschliessen, wenn
f nicht notwendig ungerade ist. Die in den Sétzen 1.6.1 und 1.6.2 formulierten Perioden-
abschétzungen fiir 4 = 0 werden dann durch eine Betrachtung von Fall I am Ende des
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Abschnitts bewiesen.

Wir konnen nun die eingangs gestellte Frage beantworten, wieso zwischen den Féllen I
und IT unterschieden wird. Differentialgeometrisch zeichnet I nichts gegeniiber IT aus: Der
Schnittpunkt z ist ein tangentialer. In IT allerdings ermdglicht diese Tangentialitéit die
Feststellung, dass die zweiten Ableitungen der Loésungen zur Schnittzeit iibereinstimmen,
was essentiell fiir die Winkelabschétzung ist. Der Schluss auf die Gleichheit der zweiten
Ableitungen ist jedoch im ersten Fall nicht mo6glich, weil sich z auf der ersten Achse befin-
det. Wiirden wir andererseits in I von der Gleichheit der zweiten Ableitungen ausgehen,
kénnten wir genauso verfahren wie in II. L.a. sind aber die zweiten Ableitungen in den
Extremstellen von z° und ! verschieden.

Der Rest des Abschnitts besteht darin, die skizzierte Vorgehensweise in den Féllen I und
IT en détail auszufithren und dann die Periodenabschétzung zu beweisen. Wir beginnen
dabei mit einem Hilfssatz, der die Essenz von Fall IT in einer etwas allgemeineren Situation
repréasentiert.

Im weiteren werden die in Folgerung 1.4.1 festgehaltenen iibersichtlichen Monotonieeigen-
schaften einer periodischen Losung nicht explizit zitiert.

Hilfssatz 1.6.1 Es secien Ay und A\; sowie ag und op aus R mit
M >A >0 und o> ap > 0.

Fir i € {0,1} mdge eine normierte periodische Losung x; von (u, f, N;i, o) mit Periode
T, :=T,,, Orbitzeit 7, :=1,, : I'; — [0,T;) und T'; :=Ty, = 7,,([0,T})) mit

el
gegeben sein. Dann folgt aus
S:=ToNnTiN (R x (R\{0})) #0,
zum einen

(i) io(1o(c, b)) = @1(mi(c, b)) fiir alle () € S
und zum anderen
(it) Ses = {(;) € S : xi(i(c,b) — ) #£0, i € {0,1}} = 0.
Beweis: Wir zeigen zunéchst (7). Es seien dazu (¢, )" € S mit den Orbitzeiten
ti :=1(c,b) €10, Ty), i€{0,1},
gegeben. Wir haben dann b # 0 und

S =) ’Yxo(t()) = 7331 (tl))
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was genau dann gilt, wenn
() ()~ 0
Zo(to) t1(t1) b '
erfiillt ist.

Weil sich nach Bemerkung 1.1.1 die Orbits I'y und I'; tangential schneiden, sind

= ()= () e 0= CL) - ()

linear abhéngig. Mit b # 0 haben wir dann

i‘o(to) — jl(tl)y (12)

und damit ist (i) bewiesen.
Nun zeigen wir (i7), also S.~ = (). Dazu nehmen wir die Existenz eines Punktes

(s

an. Wie oben seien £y, und ¢; die jeweiligen Orbitzeiten dieses Schnittpunktes auf I'y und
['y. Es gilt b # 0 und nach (i) folgt Zo(to) = #1(¢1), also (1.2).
Es sei fiir i € {0,1}

Wegen (¢, b)"" € S_- folgt
d;#0, ie{0,1}).

Aus (1.2) folgt unter Ausnutzung der Gleichungen (u, f, Ao, ap) und (p, f, A1, )

—,ub+ f, (i—z) i’o(to — OZO) = —[Lb + f, (%) .’i’1(t1 — ozl),

also p ;
f (A_Z) o(to — ap) = f’ (A—i) Ty (ty — an). (1.3)

Zu x € R betrachten wir die in Bemerkung 1.2.2 definierte Funktion
x
CIDI:RJFB)\»—M\]‘(X) eR.

Die Gleichungen (p, f, Ao, 2g) und (g, f, A1, o) liefern unter Beriicksichtigung von (1.1)

(I)do()\O) = /\of (i—[;) =b + HC = )\1f (;\l—i) = (I)d1<)\1). (14)

Wegen dy # 0 und d; # 0 folgt
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q)do()‘o) = (I)dl (/\1) 7é 0.

Weil der Graph von f nach (H1) nur im ersten oder dritten Quadranten verlauft, erkennen
wir ausserdem

sn(do) = sn(dy) £ 0.
Wir fithren nur den Fall sgn(dy) = sgn(d;) > 0 aus und leiten daraus einen Widerspruch
her; der Fall sgn(dy) = sgn(dy) < 0 fiihrt in sehr &hnlicher Weise auf einen solchen.

Es gelten also
dQ >0 und d; >0.

Wegen Bemerkung 1.2.2 sind daher die Abbildungen ®,, und ®,, streng monoton wachsend.
Nach Voraussetzung gilt Ao > Ay > 0, also insbesondere @4, (A1) < g, (A), was mit (1.4)
auf

(I)do(/\O) < CI)dl()\o) , also /\0f ()\0> < /\()f ()\0>

fiihrt. Das in (H1) vorausgesetzte strenge Wachsen von f ergibt dann
0 <dy<d. (1.5)

Wegen \g > A\; > 0 erhalten wir somit

dy dy d4
0< )\0<>\1<)\

was mit dem in (H2) festgelegten strengen Fallen der Hilfsfunktion h|g+ € (0,1),

| e
h:R\ {0} > (@) €R,

h (i—i) > h (%) >0 (1.6)

auf

fithrt.
Mit (1.3) und (1.4) haben wir

do\ dolto — o) 52 F(8) do(to —ap)  F'(E)F0lto — o)
h(A> b <r°> do MFE)
SR —a) ) - a)
IR ‘h(h> T

also
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Nach (H2) sind die h-Werte positiv, und wegen (1.7) und (1.5) treten nur die Falle
sgn(zo(to — ) = sgn(i1(ty —aq)) =1 oder (1.8)
sgn(Zo(to — ap)) = sgn(d(t; —ay)) =0 oder (1.9)
Sgn([to(t() — Oéo)) = sgn(:tl(tl — Oél)) =—1 (]_]_0)

auf. Wir leiten nun in jedem der Fille (1.8), (1.9) und (1.10) einen Widerspruch zu (1.5)

her.

1. Es gelte (1.8). Gleichung (1.7) liefert dann mit Abschétzung (1.6)

0<

To(ty — ap) - T (t; — o)

dy dy

Das Argument 6; € (0, 5) von % ist fiir ¢ € {0,1} durch

9, = arctan —

d;
gegeben. Es folgt zum einen

O<60<61<g

und zum anderen

(1.11)

d.
= i VAT, i 1
Zi (xz(t ) el0)nTly, ie{0,1},

z_az’>

wobei £(0;) der Halbstrahl ist, der geméss Definition 1.1.5 fiir ¢ € {0,1} mit der
positiven ersten Achse einen Winkel von #; einschliesst.
Es seien i € {0,1} und A; die kleinste positive Nullstelle von #;, d.h.

T (0,4, > 0,

also ist xi|(07 4,) streng monoton wachsend.

Wir betrachten die streng monoton fallende Abbildung

3w

= =0 | ——, = , T

geméss Bemerkung 1.1.4, die dem Winkel 6 € (—
['; und ¢(6;) zuordnet.
Es gibt ein n; € Z und ein k; € (0, A;) mit

3

2

,g) die grosste Schnittzeit von

Wir beachten, dass sich k; € (0, 4;) aus #;(t; — «;) > 0 und d; > 0 ergibt. Ferner gilt

2 = (igzg) € 0(6,)NT; ;
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es sei
T = 51(90) € (O,Tl)

Wegen (1.11) ergibt sich 7 € (0, A;), und wir haben
Yy (T) S 6(00) NIy und 2z € 6(00) NIy.
Bemerkung 1.1.2 liefert daher unter Beriicksichtigung von I'y € T’y

a1 (DI < llzo]l- (1.12)

Das strenge Fallen von =; nach Bemerkung 1.1.4, (1.11) und die Maximalitidt von 7
ergeben
Al > T = 51(00) > 51(91) > ]{71 > 0.

Das strenge Wachsen von 1| 4,) liefert dann mit (1.12)

xl(kl) < l’1<7')

und
dy = z1(k1) < 21(7) = |72, (7) || cos(6o) < |20l cos(Bo) = do ;

dies ist ein Widerspruch zu (1.5).
2. Es gelte (1.9). Also haben wir @o(tg — ag) = 0 = @1(t; — o), die Argumente

0, = arctan — ) =0, i€{0,1},

verschwinden, und wir setzen

2= <:fci(tidi ai)) = (Cé’) e 00)NT;, i€ {0,1}.

Dies liefert mit Bemerkung 1.1.2
do = [|20l[ = [|z1]| =,
also den gewiinschten Widerspruch zu (1.5).

3. Es gelte (1.10). Wir gehen #hnlich wie in Fall (1.8) vor. Gleichung (1.7) liefert mit
Abschétzung (1.6)
o (to — ) - 21t — an)
do dy '
Ist fiir ¢ € {0, 1} das Argument 6; € (—7,0) durch

0>

bi(t —
0; = arctanw
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gegeben, so folgt zum einen
0> 6> 6 > —g (1.13)

o ‘I."L<tl Cy'l») ' v ' 7 '

Es seien i € {0,1}, A; die kleinste positive Nullstelle von #; und B; die kleinste
positive Nullstelle von x;; dann gilt

xi|(AivBi) >0, j:i|(Aini) <0,

und m,-|( A;,B;) streng monoton fallend.
Wir betrachten die streng monoton fallende Abbildung

3m
§=ti (~55) ~ 0.1)

geméss Bemerkung 1.1.4, die dem Winkel 6 € (—37”, g) die kleinste Schnittzeit von
I'; und ¢(6;) zuordnet.
Es gibt ein n; € Z und ein k; € (A4;, B;) mit

ti — a; = nL; + ki,

o= (i) e

folgt. Dabei haben wir k; € (A;, B;), weil d; > 0 und 4;(t; — ;) < 0 gelten. Ahnlich

wie oben sei

so dass

T =& (6p) € (0,T1).
Wegen (1.13) ergibt sich 7 € (A, By), also erhélt man
Yauu (T) € L(0p) NT; und zg € () N T.
Bemerkung 1.1.2 liefert damit

a1 (D] < llzo]l- (1.14)

Das strenge Fallen von & nach Bemerkung 1.1.4, (1.13) und die Minimalitit von 7
ergeben

Al < T = 51(90) < 51(01) < ]{?1 < Bl.

Das strenge Fallen von 1|4, p,) liefert dann mit (1.14)
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Il(k’l) < 371(7')

und
dy = z1(k1) < 21(7) = [[72, (7)[] cos(fo) < [|20]| cos(Bo) = do;

dies ist wiederum der erwartete Widerspruch zu (1.5).

In allen Féllen erhalten wir somit einen Widerspruch zur Annahme der Existenz eines
Punktes (¢, )" in S, die Menge S_- ist folglich die leere Menge. [ |

Mit der Aussage des letzten Hilfssatzes ist es nun einfach, Fall IT auszuschliessen:

Folgerung 1.6.1 FEs seien \g und A\ sowie cg und a; aus R mat
)\Q>)\1>O und o > o > 0.

Fiir i € {0,1} mdge eine periodische Lisung x; von (p, f, \i, ;) mit Orbit T'; gegeben sein.
Dann folgt aus

T, e’

die Inklusion

R

I er Abbildung: Die Aussage der Folgerung kann
! 0 als Unmoglichkeit des oben beschriebenen I1.

z Falls interpretiert werden.
Die beiden Spuren I'y; und I'; miissen sich

1N

Cy

Fall IT

R also auf der ersten Achse beriihren, wenn der
zu ['g gehorige Parameter Ay grosser als der
entsprechende Parameter \; von I'y ist.

Beweis: Wir haben

zu zeigen und nehmen dazu an, es gibt einen Punkt z € S. Es sei t; := 7;(2) fiir i € {0, 1},
insbesondere gilt also

a = I’Q(to) = IL’l(tl) 7é 0.

Dann folgt mit Hilfssatz 1.6.1 zum einen

Zo(to) = Z1(t1) (1.1)
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und zum anderen
c:=x;(t; — ;) =0, 1 € {0,1}. (1.2)

Die Gleichheit der zweiten Ableitungen (1.1) ergibt mit (1.2) sowie den beiden Gleichungen
(:u7 fu )\07 Oéo) und (lu’a f? )‘07 Oéo)

—pa+ f(0)ao(to — o) = Zo(to) = Z1(t1) = —pa+ f(0)i1(t1 — az),

also
b.= jfo(to - Oé()) = j/’l(tl - Oél). (13)

Es sei i € {0,1}. Wir setzen
T .Il( - Oéi) :R— R.

Die Funktion y; ist eine periodische Losung von (g, f, A;, o) mit Periode T, = T;. Deswei-
teren gelten I'y, = I'; und

§ =Ty Ny N (R x (R {0})).
Mit (1.2) und (1.3) folgen dann
Yo(to) =c=0=c=y(t1) und go(to) = b= :1(t1).

Wegen 0 € Z(T;) fiir i € {0,1} nach Satz 1.5.1 folgt b # 0, also (5) € S.
Folglich sind fiir ¢y und y; die Voraussetzungen von Hilfssatz 1.6.1 erfiillt: es gilt

yi(ti— o) =0

fir i € {0,1}. Daraus ergibt sich fiir ¢ € {0,1} mit (y, f, A\, ;) und f(0) = 0 der Wider-
spruch
0#b=uy(t;) = —pc+ N - f(0) =0.

Damit ist die Annahme S # () widerlegt und die Behauptung bewiesen. [ ]

Wenn Fall IT nicht moglich ist, dann kénnen die Orbitfunktionen zweier periodischer Lésun-
gen o und z; mit I';,, € I';, im Inneren ihres Definitionsbereichs nicht {ibereinstimmen.
Folgerung 1.6.2 FEs seien \g und A\ sowie cg und a; aus R mat
AN>AN >0 und ap>ap > 0.
Fiir i € {0,1} mdge eine periodische Lisung x; von (u, f, N, ;) mit Orbitfunktionen
pi 2i(R) = Ry und Ty =Ty, = of (z:(R)) Uy (2:(R))

gegeben sein. Dann folgen aus
I el

die strikten Abschdtzungen
o (2) > @l (x)  und  ¢g(z) < ¢p(7)

fiir alle inneren Punkte x von x1(R).
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Beweis: Es sei = ein innerer Punkt aus x;(R). Dann wissen wir nach Bemerkung 1.5.4,
dass

@ (x) > @l (x) und ¢y (z) < @ (2)

gelten. Somit ist es fiir den Beweis der Behauptung hinreichend

@p(x) #¢f(x) und @y (z) # @7 (2)

zu zeigen, wobei wir uns auf ersteres beschrénken; die zweite Ungleichheit folgt analog.
Es sei

g (¢) =i (c) =0 >0

fiir einen inneren Punkt ¢ aus z;(R). Damit liegt (¢,b)" in I'oNI'y, also mit Folgerung 1.6.1

(Z) e R x {0},

was b > 0 widerspricht. [ |

Im folgenden betrachten wir I im Fall 4 = 0 und benétigen, dass die Perioden Tj und 77 der
zu untersuchenden Lésungen xg und 7 zwischen 1 und 2 liegen, also die Losungssegmente
von x; und 5y in der Niveaumenge V ~1(2) verlaufen.

Hilfssatz 1.6.2 Fs seien i € {0,1}, \; € RT, x; eine periodische Lisung von (0, f, A, 1)
mit minimaler Periode T,, =: T; € (1,2). Fiir die Spuren Ty C R? und Ty C R? der
zugehorigen Jordankurven v,, und 7., gelte mit S :=Ty(NT,

Fl@Fg, Sﬂ(RX{O})#@

Dann folgt
Ty < T17.

Beweis: Nach Voraussetzung kénnen wir einen Punkt () € SN (R x {0}) wihlen. Dann

gilt b = 0 und
Goten) = () = Gaen) -

fiir gewisse Zeiten ty und ¢; in R. Weil die 0 im Inneren der Orbits [y und I'y enthalten ist,
folgt ¢ # 0; wir gehen 0.B.d.A. von ¢ > 0 aus. Fiir ¢ € {0, 1} setzen wir y; := z;(-+1;). Dann
ist y;, @ € {0, 1}, eine periodische Losung von (0, f, A;, 1) mit minimaler Periode T, = T;.
Fiir die Spuren 'y, = Ty C R? und 'y, = T'; C R? der zugehorigen Jordankurven -, und

Yy, 8l
I'h eIy, SQ(RX{O})#Q),

aus (1.1) erhalten wir
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0 0
(W )) - <C> = (W )). (12)
%0(0) 0 51(0)
Zudem besitzen yo und y; dieselben Orbitfunktionen ¢7 und 7.
Es sei A; > 0 die kleinste positive Nullstelle von g, fiir ¢ € {0,1}. Dann gelten
miny;(R) = y;(4;), maxy;(R) =y;(0)=c¢>0, i€{0,1},
desweiteren
Ul-1-1i+a) <0, Ylmra0 >0, i€{0,1}. (1.3)
Es sei ¢ € {0,1}. Eine Beriicksichtigung von (0, f, A;, 1) und (1.2) ldsst uns
di =y (—=1)=0 (1.4)
erkennen. Die Funktion y;|( 4,) erfiillt die gewohnliche Differentialgleichung
bi(t) = @i (wilt), t € (0, 4).
Folglich erhalten wir fiir alle s; und sy in (0, A;) mit s < s9
s2 82 = (). s2 . yi(s2) 1
Sg — 81 = / ds = / 7%,(%(8))&9 = / 77‘%(8) ds = / —
s1 s1 ¥ (yz(s)) s1 ¥ (yz(s)) vi(s1) Pi
also
yi(s2) q
So — S1 :/ — , 81 € (O,AZ>, So € (O,Az), 51 < 89, 1E {0, 1} (15)
yi(s1) i
Nach Bemerkung 1.5.4 und Folgerung 1.6.2 wissen wir
1 1
0< ——_|[0,c) < ——_|[0,C). (1.6)
%o Y1

Es sei i € {0,1}. Die Losung y; hat bei ¢ = 0 ein striktes lokales Maximum, so dass wir

0> 4i;(0) = f/(0)g:(—1),

also mit (H1)
yi(—1) <0,

folgern kénnen. Die Voraussetzung T; € (1,2) liefert mit (1.3) daher —1 € (—7},0) und

also
T, — 1€ (0,A).
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Die Integralformel (1.5) liefert dann unter Berticksichtigung von (1.4)

0 1 vi(s) _q
Ti—l—s:/ —_:/ . se(0,T,—1), ie{01). (1.7)
yi(s) Pi 0 ¥

Nach (1.7) und (1.2) existiert fir ¢ € {0,1} das uneigentliche Integral fOC;—__l, und die
Abschétzung (1.6) lésst Z

€ —1 € -1
To_lz/—< —=T-1
0 %o 0 Y1

erkennen, was die gewiinschte Periodenabschéitzung ist. |

Wir konnen die bisherigen Ergebnisse in einem Satz zusammenfassen:

Satz 1.6.1 (Periodenabschitzung) Es seien (H1) und (H2) gegeben, x1 und xo peri-
odische Liosungen der Gleichung (f) mit Perioden Ty € (1,2) und Ty € (1,2) sowie den
Orbits 'y C R? und I'y C R2. Dann folgt aus

Ty CZ(Ty)

die Peritodenanordnung
Ty < Tj.

Beweis: Es gilt 'y € A(Ty). Deshalb existiert nach dem ersten Teil von Bemerkung 1.1.3
pi=pa1:i=max{r e Ry : 1Ty € A1)} > 1.

Nach Bemerkung 1.4.1 ist
Ty = P21 T2

eine periodische Losung von (0, f, p, 1) mit minimaler Periode T := T und Orbit
[y :=T,, = pls.
Der zweite Teil von Bemerkung 1.1.3 liefert
I ero.
Dies fiihrt im Fall p > 1 mit Hilfssatz 1.6.2 auf
T, =Ty < Ti.

Wiére p = 1, so gébe es wegen I'y C Z(I';) und der Offenheit von Z(I'y) ein p > 1 = p mit
pl'y C Z(Ty), also pI'y € A(T'y), was der Maximalitét von p widerspricht. |
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Bevor wir die Aussage von Satz 1.6.1 spezialisieren, halten wir u.a. die elementare Tat-
sache fest, dass die Nullstellenmengen x~1(0) und #7'(0) einer periodischen Lsungen z
von

(0, f.p. 1) #(t) = pf (w“p‘”) ps0,

durch eine Verschiebung um 1 auseinander hervorgehen.

Bemerkung 1.6.1 Fir die periodische Lisung x : R — R wvon (0, f, p, 1) mit kleinster
Periode T,, und maxz(R) = z(s) > 0 fir ein s € [0,T) gibt es positive Zahlen A, und B,
so dass folgendes gilt.

(1) T, = A, + B,.

(2) Fiir die Nullstellenmengen ©~(0) und z'(0) von & und = ergeben sich

#'0) = [ J{nds+ (n—1)B;nA, +nB.} + s,
nez

z710) = 71(0) - 1.

Beweis: Nach Folgerung 1.4.1 hat = die qualitativen Eigenschaften der Sinus-Funktion,
insbesondere besitzt @y, yr,) fiir alle t € R genau zwei Nullstellen. Dasselbe gilt fiir die
T, —periodische Lésung

y=z(-+s):R—R

von (0, f,1,1). Wir haben nach Voraussetzung
9(0) =2(s) =0 und y(0) =z(s) > 0.

Wir wahlen A, > 0 als kleinste positive Nullstelle von ¢ und B, > 0 als Betrag der grissten
negativen Nullstelle von 3. Es folgen

miny(R) = y(—B,) = y(A,)

und
y|(—BI,0) > 07 y|(0,Az) < 07 y(_BZL‘) =0= y(Aiv)

Insbesondere gilt T, = A, + B,, und (1) ist gezeigt.
Wir zeigen die Mengengleichheiten in (2). Es sei t € y~1(0), d.h.

te[-By+nTl,,—B,+ (n+1)T},)
fir ein n € Z. In [-B, +nT,, —B, + (n + 1)T}) hat y genau zwei Nullstellen, ndmlich

—B,+nT, und nT,,



1.6 Periodenvergleich 90

d.h. mit (1)

t € {—B,+nT,, nT,} = {(n—1)B,+nA,, nA,+nB,} C U{nAx—i—(n—l)Bx, nA;+nB,}.

nez

Es sei umgekehrt t € |J,,.,{nAs + (n — 1)B;, nA, +nB,}, d.h.
te{nA,+ (n—-1)B,, nA, +nB,} = {—B, + nT,, nT,},

also (t) = 0 und t € y~*(0). Zusammengefasst folgt

v H(0) = U{nAx +(n—1)B,, nA, +nB,}.

neL

Mit g~1(0) = 271(0) — s erhalten wir

#71(0) = U{TLA:E +(n—1)By, nA; +nB.} + s.

nez
Wir zeigen schliesslich z71(0) = z71(0) — 1, indem wir (0, f,1,1) und (H1) ausnutzen:
t €z 1(0)
gilt genau dann, wenn & (¢ + 1) verschwindet, was
te i H0)—1

bedeutet. [ ]

Ist z : R — R eine periodische Losung von (f) , so betragen die Abstdnde zweier auf-
einanderfolgender Nullstellen von z und # abwechselnd A, oder B,. Nullstellen von x des
Abstands A, schliessen eine Minimumstelle ein, Nullstellen des Abstands B, eine Maxi-
mumstelle.

Abschliessend spezialisieren wir die Abschétzung des letzten Satzes, indem wir beweisen,
dass die Periodenlingen zweier verschiedener periodischer Lisungen von (f) in V1(2)
zwar verschieden sind, aber nicht zu weit entfernt in (1, 2) liegen, wenn die Vorzeichen der
dritten Losungsableitungen in den Maximalstellen iibereinstimmen. Bei der Formulierung
dieser Aussage kommen wir gegeniiber Satz 1.6.1 ohne eine die Phasenebene R? betref-
fende Voraussetzung aus. Allerdings setzen wir die zweimalige stetige Differenzierbarkeit
von f voraus, weil die Existenz der dritten Ableitung einer periodischen Lésungen von
(f) angenommen wird und fiir unseren Beweis notwendig ist.
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Satz 1.6.2 (Erweiterte Periodenabschitzung) Die zweimal stetig differenzierbare
Nichtlinearitit f habe die Figenschaften (H1) und (H2). Es seien x1 : R — R und

o : R — R werschiedene periodische Lisungen von (f) mit Perioden Ty € (1,2) und
T, € (1,2).

1. Esseien Ty und Ty die x—3— Evaluationen von x1 und x4 in R?. Wenn A; := A, und
B; := By, firi e {1,2} gemdss Bemerkung 1.6.1 gegeben sind, so gelten A; € (0,1)
und B; € (0,1). Weiterhin folgen aus I'y C Z(I'y)

AQ > Al und Bl > BQ y
und umgekehrt impliziert die Inklusion I'y C Z(T'y)

Ay > A, und By < Bs.

2. Die dreimal stetig differenzierbaren verschiedenen periodischen Ldsungen x1 und xo
maogen in thren Maximalstellen dasselbe Vorzeichen bei der dritten Ableitung besitzen.

(a) Ist AT =T, — T5, so folgt
1
0<|AT] < .
2
(b) Ist firi € {1,2} eine Maximalstelle t; von z; gegeben, so gilt z; (t;) # 0. Als

Prdzisierung der obigen Periodenabschdtzung ergibt sich die folgende Tabelle,
wobei fir maxz;(R) = x(0) > 0 firi € {1,2} angenommen wird.

| ie{1,2} | % (0)>0] 7 (0)<0 |

i (A) >0 1<T;<3|1<T;<

] [eV]

T, (A) <0 2<T;<2|1<Ti<

(][9]

Beweis: Wenn die verschiedenen periodischen Lésungen x; und x5 die Orbitspuren I'y und
I's besitzen, folgt mit Satz 1.4.1

Fl g I(Fg) oder FQ Q I(Fl)
Wir gehen im folgenden von der letzten Inklusion I'y C Z(I';) aus und zeigen
1
O<AT<§, Ay > Ay und By > Bs.

Die im Beweis benotigten Abschétzungen fiir den nicht weiter ausgefiihrten ersten Fall
I'y € Z(I'y) entsprechen bis auf ein Vorzeichen denen des zweiten Falls und fithren auf
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—%<AT<O, A1>A2 und Bj < B,.
Eine Anwendung von Satz 1.6.1 liefert

|AT|:AT:T1—T2>O

Wie im Beweis dieses Satzes finden wir ein p > 1 mit Iy := pI'y 'y, und Folgerung 1.6.1
ergibt

0 £TyNT; CRY x {0} (1.1)

oder ) #ToNT; C R~ x {0}. Im folgenden betrachten wir lediglich (1.1), weil der andere
Fall in analoger Weise die gewiinschten Abschitzungen liefert.
Die Funktion xg := pzs ist nach Bemerkung 1.4.1 eine Tj := Th—periodische Losung von

0.5.5.1) i) =of (M1

hat den R2-Orbit I',, = 'y und besitzt die Nullstellenabstéinde A,, = A, sowie B,, = Bo.
Nach einer Translation kénnen wir von max z;(R) = z;(0) > 0 ausgehen. Mit (1.1) haben

N ) S R B w

WEeil f zweimal stetig differenzierbar ist, sind g und x; dreimal stetig differenzierbar, und
es folgen fiir alle t € R

= f (@) ot —1)

) (1.3)
) = Smt=1))in(-1), (1.4)
) (1.5)
) (1.6)

(L’Qt

t

.fﬂot

L (Y e (3D 5y,

= @yt = 1)@ (t — 1)% + [zt — 1))@ (¢ = 1).

Aus (1.2) ergibt sich mit (f) und (0, f, p, 1)

T

(
1 (
(
(t

Im folgenden sei i € {0, 1}. Die kleinste positive Nullstelle von z; ist A;, die grosste negative
ist —B;, B; > 0. Daher haben wir unter Beriicksichtigung von Folgerung 1.4.1

jji|(0,A¢) < 0, :t'i|(A¢,Ti) >0 und i‘i|(7Ti,fBi) < 0, $'7;|(,Bi70) > 0. (18)

Desweiteren hat x;{(o,4,) genau eine Nullstelle, und wir haben T; = A; + B; ; vgl. dazu auch
Bemerkung 1.6.1 .
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Wenn ¢ : 2;(R) — RF die Orbitfunktionen von ; sind, dann gelten — siehe auch die
entsprechenden Aussagen im Beweis von Hilfssatz 1.6.2 — zum einen

#i(t) = @' (m(t)) . te€(=B;0),
zi(t) = ¢ (z:), te€(0,4),
und zum anderen die daraus resultierenden Integralformeln
zi(s2) q
S9— 8§ = /xi(SI) E . s1€(0,4;), s2€(0,4), s < s, (1.9)

zi(s2) q
S9 — 81 = / ¥ S1 € (—Bl,O) s So € (—Bl,O) s S1 < Sg,. (110)

z;i(s1) i

Wir wissen wegen Bemerkung 1.5.4 und Folgerung 1.6.2

1 1
0 < _gkxl(Al)’C)<_S0—1_|(I1(_B1)’c) und (1.11)
1 1
0 < 90—3_|(x1(_31)7c) < Ekxl(_Bl)’C)' (1.12)

Laut Anmerkung 1.2.3 haben wir f”(0) = 0. Dann folgt aus %;(0) < 0 mit (1.3), (1.4) und
(1.7)
#i(—1) < 0.

Daher haben wir —1 € (=7}, —B;), was
T,— 1€ (0,7, — B;) = (0, 4,) (1.13)

bedeutet.

Angenommen, es gilt A; > 1, dann muss A; € [1,2) wegen T; € (1,2) gelten. Dies liefert
A; —1 € [0,1), und 0 = #;(4;) ergibt mit den Differentialgleichungen x;(4; — 1) = 0.
z;(0) = ¢ > 0 impliziert dann A; —1 € (0, A;). Weil T; — 1 die einzige Nullstelle von x;|(o,4,)
ist, miisste T; = A; gelten, was aufgrund von B; > 0 ein Widerspruch ist. Somit haben wir

A; € (0,1). (1.14)

Wir untersuchen im folgenden die gegenseitige Lage von Ag und Ay bzw. By und By, zeigen
also die erste Behauptung. Es ist festzuhalten, dass z; in [—T;, 0] die beiden aufeinander-
folgenden Nullstellen —1 und A; — 1 besitzt; siche dazu auch Bemerkung 1.6.1. Die erste
positive Nullstelle von z; lautet T; — 1.
Formel (1.10) liefert mit (1.12) und B := min{ By, B, } fiir alle s € (— B, 0) die Abschétzung
der folgenden uneigentlichen Integrale

/C 1 /C 1 - /C 1
_— = —8§ = —_— -,
zo(s) ‘Par x1(s) §01+ x1(s) P

St
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i(t)
c
t
was
zo(s) < xq(s) fir alle s € (—B,0) (1.15)
bedeutet. Somit haben wir mit (1.14) und (1.15)
0< A <Ay=A4,<1. (1.16)

Wir leiten sehr dhnlich die Entsprechung von (1.15) auf (0, min{Ag, A1}) = (0, A;) her: Es
sei s € (0,A;), dann folgt mit (1.9) und (1.11)

/c 1 /c 1 /c 1
— =S5= - > -,
zo(s) 2 z1(s) ¥1 z1(8) Po

zo(s) < z1(s) fiir alle s € (0, Ay). (1.17)

Es sei betont, dass (1.17) erneut die Abschéitzung Ty < T} impliziert.
Das Analogon zu (1.16) fir By und By ergibt sich mit 7y < 7} und (1.7) :

also

0<BQZBOZTQ—AO<T1—A1:Bl<1. (118)
Von (1.18) und (1.16) ausgehend halten wir folgende Abschétzungen fest.

0 < AT:Tl—TO <Bl—B0, (119)
0 < T;,—-B;<1, ie{0,1}. (1.20)
Insgesamt haben wir 1. gezeigt und kommen nun zum Beweis von 2. und 3. . Um die dabei
noch ausstehenden Behauptungen AT < 1 und Z; (0) # 0, i € {0, 1}, zu zeigen, betrachten

wir die Nullstellen der zweiten Ableitungen iy und #; auf dem Periodenintervall [—Tj, 0],
dero es wegen (1.3), (1.4), Folgerung 1.4.1 und (H1) genau zwei gibt:

ii(—Bi+1-T) =0 =i(-T;+1), —T; < —Bi+1-T, < —T;+1<0,i e {0,1}. (1.21)
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D.h. wir haben das folgende Kriimmungsverhalten des Graphen von ;|(_z, o), 7 € {0,1} :
jz’|[—Ti,—Bi+1—Ti) <0, fz’|(—Bi+1—Ti,—Ti+1) >0, j}il(—Ti+1,0] < 0. (1.22)

Es sei i € {0,1}. Abschliessend unterscheiden wir anhand des Vorzeichens von z; (0) drei
Fille.

1. Der Fall z; (0) = 0. Eine Ausnutzung von (1.5), (1.6), (1.7) und f”(0) = 0 ergibt
F(0)io(—=1) = 0= f(0)i (1),
also Zo(—1) =0 = Z1(—1), was mit (1.21)
—1=-B;+1—-1T;, oder —-1=-T;+1

bedeutet. Letzteres impliziert den Widerspruch 7T; = 2, ersteres zunéchst T; + B; = 2,
was mittels (1.19) sofort den Widerspruch

022—2:T1+31—T0—BOIAT+31—BO>O
ergibt. Somit haben wir z; (0) # 0 gezeigt.

2. Der Fall z; (0) > 0. Eine Ausnutzung von (1.5), (1.6), (1.7) und f”(0) = 0 erge-
ben f'(0)io(—1) > 0 und f’(0)&,(—1) > 0, also Zo(—1) > 0 und & (—1) > 0. Die
Vorzeichenaussagen in (1.22) liefern

—-le(-Bi+1-T,-Ti+1), i1€{0,1},
insbesondere —B; + 1 — T; < —1 fiir i € {0, 1}, was dquivalent zu
ist. Dies hat mit (1.20)

2<T,+B;<1+B;+B;=1+2B;, i€{0,1},

zur Folge, was mit (1.7) genau dann der Fall ist, wenn
1
1>Bi>§, i€ {0,1}, (1.23)

gilt. Nun liefert (1.19) die gewiinschte Abschétzung

1
O<AT<Bl—Bo<§.
Im ersten Unterfall z; (A;) < 0 ergibt wie oben durch Betrachtung der zweiten
Ableitung T; + A; > 2, was auf T; =T, + A, — A, > 2 — A; =2 — T, + B;, also mit
(123) T; > 1+ 5 > 14 5 =2 fiihrt.

Im zweiten Unterfall z; (A4;) > 0 haben wir T; + A; < 2 und daher A; < B;. Dies
liefert 2 > T; + A; = 2T; — B;, also T; < l—i—% < %
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3. Der Fall z; (0) < 0. Wieder argumentieren wir zunéchst mittels (1.5), (1.6), (1.7)
und f”(0) = 0 und erhalten #y(—1) < 0 sowie #;(—1) < 0. Dann liefert (1.22)
-1 € (-T; + 1,0] oder —1 € [-T;,—B; + 1 —T;). Ersteres ist wegen T; € (1,2)
unmoéglich, so dass wir von —1 < —B; + 1 — T}, also

T,+B; <2,
ausgehen. Dies ergibt
2> T+ B =T +T,— A = 2T, — A;,
was genau dann gilt, wenn )
T, <1+ ?l
besteht. Beachten wir schliesslich (1.16), so ergibt sich

3

A
1<Ti< =241< =,
2+ 2

also auch hier AT < %, was zu beweisen war. [ |

Anmerkung 1.6.1 Die Herleitung von (1.17) im Beweis des Satzes 1.6.2 gilt auch im
Fall p > 0, weil sich die betreffenden Argumente ausschliesslich auf die gegenseitige Lage
von L'y und T’y beziehen, die fir alle i > 0 nach Folgerung 1.6.1 dieselbe ist. |

Fiir eine kurze geometrische Interpretation des letzten Satzes anhand der Kriimmung von
Orbitspuren verweisen wir auf Abschnitt 1.8.

1.7 Eindeutigkeit durch Vergleich

Wenn wir die Eindeutigkeit periodischer Losungen untersuchen wollen, ist dies natiirlich
modulo zeitlicher Translation zu verstehen. Daher betrachten wir solche Losungen, die
normiert sind: Es seien Py C C'(R,R) die Menge der normierten periodischen Lsungen
von

(f) #(t) = flx(t —1))
mit kleinster Periode im Intervall (1,2) und
QO::{xEPo:Az:Bx}

die Menge aller solchen periodischen Losungen mit konstantem Nullstellenabstand; vgl.
Bemerkung 1.6.1. Dass Qg hochstens ein Element besitzt, ist eine unmittelbare Folge von
Satz 1.6.2 :



1.7 Eindeutigkeit durch Vergleich 97

Satz 1.7.1 (Eindeutigkeit in Q,) Die Voraussetzungen (H1) und (H2) mdégen erfillt
sein. Dann qibt es hochstens ein Element in Qg, d.h. aus x1 € Qg und x5 € Qq folgt

1 = To.

Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Es seien x1 € Qg und x5 € Qp mit x1 # o
und kleinsten Perioden T := T, und T3 := T,, gegeben. A, und B,,, i € {1,2}, seien
die Nullstellenabstdnde von x;, i € {1,2}, geméss Bemerkung 1.6.1. Wegen z; € Qg und
o € Qp fOlgt

Ai = 1455Z = Bzw 1€ {1,2}
Die Orbit-Kurven

zi(t)
x;(t)

sind nach Satz 1.5.1 regulédre, ursprungsumlaufende Jordankurven, und nach Satz 1.4.1.3
sind ihre Spuren

" ::%i:[o,mam( )eR% ie {01},

disjunkt. Das Innere und Aussere von I';, i € {1,2}, werden geméss dem Kurvensatz von
Jordan 1.1.1 mit A(T;) und Z(I';), i € {1,2}, bezeichnet. Wegen der Disjunktheit gelte
0.B.d.A.

'y CZ(I).

Einerseits haben wir dann nach Satz 1.6.1
Ty <17,
andererseits liefert Bemerkung 1.6.1 zusammen mit Satz 1.6.2.1
Ty = Ay + By = 2A5 > 2A, =1T1.
Dieser Widerspruch zeigt, dass Qg hochstens eine periodische Losung enthélt. |

Korollar 1.7.1 Die Voraussetzungen (H1) und (H2) seien erfillt. Zudem sei f eine un-
gerade Funktion. Dann gibt es héchstens eine periodische Losung von

mit kleinster Periode zwischen 1 und 2.

Beweis: Es seien z; : R — R und x5 : R — R eine periodische Losung von (0, f,1,1) mit
kleinsten Perioden 7} € (1,2) und Ty € (1,2). Weil f ungerade ist, iibertriagt sich nach
Satz 1.5.2 eine Symmetrie auf die Losungen z; und z5 :

T1 T2
T = —I1 Sy und X9 = —29 5 )
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Folglich sind die Nullstellenabsténde bei x1 und x5 jeweils konstant, ndmlich A,, = % und

Az, = %, d.h. 1 € Qg und 25 € Q. Satz 1.7.1 liefert xy = xzo. [ |

Es sei P C CY(R,R) die Menge aller normierten periodischen Losungen von

(1, ) B(t) = —pa(t) + f(x(t — 1))

Wir beweisen abschliessend den folgenden Eindeutigkeitssatz fiir periodische Lésungen in
Q :={z € P:maxz(R) = |minz(R)|}.

Satz 1.7.2 (Eindeutigkeit in Q) Die Voraussetzungen (H1) und (H2) mdgen erfillt
sein. Dann qibt es hochstens ein Element in Q, d.h. aus x1 € Q und x5 € Q folgt

1 = Ta.

Beweis: Wir zeigen die Aussage wie im Beweis von Satz 1.7.1 mit Widerspruch. Es seien
21 und x5 verschiedene periodische Losungen aus Q mit Spuren I'; und I'y in R?. Wir gehen
wieder ohne Beschréinkung von 'y C Z(I'y) aus und wéhlen p > 1 mit I'; € pI'y =: Ty,
wobei I'g = I';,, mit xg = pxy ist. Fiir i € {0,1,2} gelte ausserdem z;(0) = max z;(R). Es
sei fiir solche 7 die kleinste positive Nullstelle A; von z; gegeben, wobei wir Ay = Ay haben.
Folgerung 1.6.1 liefert 'oNT; € R x {0}, also gibt es wegen x1 € Q bzw. 2y € Q ein ¢ > 0
mit

2o(0) =c=xz1(0) und z(Ay) = —c=xz1(4y).

und
ZEQ(O) =0= $1(0> und 170(140) =0= (L’l(Al)

Daraus erhalten wir mit (p, f) und do := zo(Ag — 1) sowie d; := x1(A; — 1)

pe+pf (%) = 0= pc+ f(d),
also erstens dy < 0 sowie d; < 0 und zweitens unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2.2
dy < dy <O. (1.1)
Ist —B; fur i € {0,1} die grosste negative Nullstelle von &;, so wissen wir

i(s2) 1
S9g — 81 = / — 51 < 89 In (—Bz,O), 1€ {O, 1},
zi(s1) ¥

wobei ¢ : 79(R) — R* bzw. ¢7 : 21(R) — R* die Orbitfunktionen von x¢ bzw. z; sind.
Mittels (1.1), Folgerung 1.6.2 und der letzten Integralformel erhalten wir die Abschétzung
der folgenden uneigentlichen Integrale

c1 c1 c1
1—A0:0—(A0—1):/—</—</—:1—A1,
11090(J)r d1<pg dlgoir
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was

A0>A1

ergibt. Dabei beachten wir A;—1 € (—B;,0) fiiri € {0, 1}. Die dazu benétigten Abschéitzun-
gen folgen zum einen aus T; = A; + B; > 1, zum anderen muss jedes Segment von ; nach
Korollar 1.3.1 eine Nullstelle besitzen.

Wie in Anmerkung 1.6.1 beschrieben, haben wir

xo(s) < x1(s) fiir alle s € (0, min{Ag, A1}) = (0, 4y).
Somit folgt der Widerspruch
11(A1) = 19(Ag) < wo(A1) < 21(A1),

und es gibt nur eine periodische Lésung in Q. |

Die Eindeutigkeitsaussage aus KRISZTIN & WALTHER [32] fiir ungerade Signalfunktio-
nen f ergibt sich nun als Korollar, weil bei ungeradem f nach Satz 1.5.2 die Gleichheit

P = Q gilt:

Korollar 1.7.2 Die Voraussetzungen (H1) und (H2) seien erfillt. Zudem sei f eine un-
gerade Funktion. Dann gibt es héchstens eine periodische Losung von

(1, f) 2(t) = —pa(t) + fz(t - 1)).

mat kleinster Periode zwischen 1 und 2. [ |

1.8 Kommentare und Ausblicke

Die Periodenabschétzung aus Satz 1.6.1 lasst sich alternativ mittels vorhandener Ergebnisse
aus meiner Diplomarbeit [17] iiber Orbits in der Phasenebene R? fiir langsam schwingende
periodische Losungen der verzogerten Differentialgleichung

(0,—f. ) J() = —Af (%x(t - a)) a0,

gewinnen. Dabei soll f den {iblichen Voraussetzungen (H1) und (H2) geniigen, insbeson-
dere beschreibt die Gleichung dann eine negative Riickkopplung um die Ruhelage 0.
Genau wie im Fall einer positiven Riickkopplung sind die  — £—Kurven einer a—langsam
schwingenden periodischen Losung von (0, — f, A\, @) regulér und jordansch, wenn wir (H1)
voraussetzen, wobei eine periodische Losung = der letzten Gleichung a—Ilangsam schwin-
gend heisst, falls ihre Nullstellenabstéinde grosser als a sind. Fiir den Beweis der Regularitét
und einfachen Geschlossenheit der z — #—Kurven ist die in Abschnitt 1.3 eingefiihrte Vor-
zeichenbedingung

(+) ¢-9(-,0,¢) >0 fiiralle ¢ € R\ {0};
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fiir Gleichung

(g) y(t> = g(tay(t>7y<t - 1))
durch
(—) C-9(-,0,0) <0 fiiralle ¢ € R\ {0};

zu ersetzen.

Aus dem Beweis von Satz 2.3.1 meiner Diplomarbeit [17] erhalten wir die folgende Hilfs-
aussage:

Lemma 1.8.1 Es seien (H1) und (H2), Ao > M\ > 0, ap und oy aus Ry, sowie fiir j aus
{0,1} die Funktion y; eine oj—langsam schwingende periodische Losungen der Gleichung
(0, —f, \j, ;) mat Orbit A; C R2. Dann folgt die Delay-Abschitzung

oy < 01
aus Ay €@ Ay. [ |
Mit Hilfe des letzten Lemma beweisen wir die Periodenabschitzung aus Satz 1.6.1 erneut:

Korollar 1.8.1 (Periodenabschitzung) Es seien x; und xo periodische Lisungen der
Gleichung

(OafaLl) [E(t)Zf(ZE(t—l))

mit Perioden Ty € (1,2) und Ty € (1,2) sowie den Orbits Ty C R? und 'y C R% Dann
folgt aus
Iy CZ(Ty)

die Peritodenanordnung
Ty < Tj.

Beweis: Es gilt I'y € A(T"y). Deshalb existiert nach dem ersten Teil von Bemerkung 1.1.3
pi=poq:=max{r € Rf : rIy € A(Ty)} > 1.

Wegen I'y C Z(I'y) gilt sogar p > 1. Nach Bemerkung 1.4.1 ist x := py ;-5 eine periodische
Losung von (0, f, p,1) mit minimaler Periode Ty := T» und Orbit I'g := I',, = pl'y. Der
zweite Teil von Bemerkung 1.1.3 liefert

I erl.

Es sei y; = z;(—-) fiir j € {0,1}. Wie z; hat y; die Nullstellenabstdnde A; und B;, die
nach Satz 1.6.2 im Intervall (0, 1) liegen. Somit haben wir A; = 7; — B; > T; — 1 und
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B; =T; —A; > T; — 1, und es folgt: Die Funktion y; : R — R ist eine (77 — 1)—langsam
schwingende periodische Losung von (0, —f, 1,77 — 1) mit zugehériger y — y—Kurvenspur

{ (—x;f(_ji)) he R} = A C R,

und die Funktion 3y : R — R ist eine (7 — 1)—langsam schwingende periodische Losung
von (0, —f, p,To — 1) mit Spur

(50))eem)—ncm

Aus I’y € Ty folgt Ay € Ay. Daher liefert eine Anwendung von Lemma 1.8.1 die Delay-
Abschatzung Ty — 1 < Ty — 1, was T, = Ty < T bedeutet. [ |

Die Voraussetzungen des Satzes 1.6.2.2 beinhalten Vorzeichenbedingungen an die dritte
Ableitung in den Maximalstellen der betrachteten periodischen Losungen, die sich mit Hil-
fe der Krimmung der betreffenden Orbitspuren geometrisch interpretieren lassen. Haben
wir eine periodische Losung x von (u, f) mit Periode T' € (1,2) und maxz(R) = z(0)
gegeben, so ist die Kritmmung « : [0,7] — R der reguliren Jordankurve v, : [0,7] — R?
definiert, und fiir alle ¢ € [0, 7] gilt

L D

() = 220 A0
(@(2)? + £(t)%)2
vgl. dazu etwa der Abschnitt 2.2 iiber ebene Kurven in BAR [2]. Die Kriimmung von I ist
negativ, und fiir den positiven Schnittpunkt mit der ersten Achse erhalten wir mit #(0) = 0
die Kriimmung

)

Ist f dreimal stetig differenzierbar, so erhalten wir nach einer elementaren Rechnung fiir
die Kriitmmungsanderung auf der ersten Achse

v —27(0)
£(0) = 7@(0)2 )

Nach Satz 1.6.2.2 betrédgt der Periodenabstand |AT| zweier verschiedener periodischer
Losungen z; und x5 von (f) mit Perioden in (1,2) hochstens £, wenn die Kriimmung bei-
der Orbitspuren I'; und I'y auf der positiven ersten Achse zu— oder abnimmt. Ausserdem
liefert dieser Satz, dass I'y oder I's keinen Scheitel, d.h. ein Kriimmungsextremum, auf der
ersten Achse hat.

Unser allgemeiner Ansatz zum Vergleich periodischer Losungen ist nicht nur fiir Glei-
chungen der Form (pu, f) relevant, sondern fiir alle Gleichungsklassen, deren periodische
Losungen x mit Periode T Jordan-Kurven

Yo i [0,T] 2t — (ig;) € R?
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liefern. Insbesondere ist dies bei der Wechselkursgleichung

(fva) Zif(t):f(l'(t))—()él’(t—l), Oz>0,

der Fall, wobei (f,a) im Gegensatz zu (u, f) eine unmittelbare Riickkopplung durch die
stetig differenzierbare Nichtlinearitdt f : R — R représentiert wird und der verzogerte
Term linear ist; sieche dazu BRUNOVSKY, ERDELYI & WALTHER [4]. Die Funktion f ist
dabei durch

flz) = azx —|z|x

fiir alle 2 € R gegeben, besitzt also auf [—§, §] die Eigenschaften (1) und (H2), deswei-

teren ist die Ableitung f" auf R~ bzw. R* streng monoton. Es gelten f(0) =0 = f(—a) =
f(a) und f'(0) = a.



Kapitel 2

Hyperbolizitit eines periodischen

Orbits

Nachdem wir in Kapitel 1 verschiedene periodische Lésungen von

(f) i(t) = f(x(t —1))

unter Annahme der beiden Voraussetzungen

(H1) Die Funktion f sei stetig differenzierbar mit f/ > 0 und f(0) = 0.

(H2) Es sei f stetig differenzierbar und fiir

z- f'(x)
/()

seien h|g+ streng monoton fallend und h|g- streng monoton wachsend.

h:R\{0} >z~ eR*Y

verglichen und neben einer Periodenabschétzung die Eindeutigkeit fiir eine gewisse Klasse
von Orbits bewiesen haben, stellt sich nun die Frage, wie die Dynamik in der Nihe ei-
nes gegebenen periodischen Orbits von (f) im Phasenraum C untersucht werden kann: Ist
x : R — R eine periodische Losung von (f) mit kleinster Periode T', so kann diese Unter-
suchung wie bei einer gewohnlichen Differentialgleichung, siehe z.B. AMANN [1], anhand
der Floquet-Multiplikatoren von x bewerkstelligt werden.

Wie im gewohnlichen Fall ist es i.a. schwierig, die Floquet-Multiplikatoren einer periodi-
schen Losung zu bestimmen; im folgenden Abschnitt 2.1 kénnen wir diese Schwierigkeit an
der Definition der Floquet-Zahlen erkennen, zu deren Bestimmung im Prinzip die Losung
der Variationsgleichung

y(t) = fa(t = 1))yt = 1)
von (f) langs x (siehe Bemerkung 1.3.3) bekannt sein muss, denn die Floquet-Multiplika-

toren von x sind die nicht-verschwindenden Eigenwerte des Zeit—T —Losungsoperators der
Variationsgleichung von (f) ldngs .
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Um iiber letzteren Aussagen zu gewinnen, sind gewisse, unten aufgefithrte Symmetrieei-
genschaften von z hilfreich.

Wie in der Einleitung erwahnt, beinhalten die meisten Existenzresultate fiir periodische
Losungen von (f) jedoch ein Fixpunktargument, sind daher nicht konstruktiv und liefern
keine Aussagen iiber die Beschaffenheit der gefundenen periodischen Losung z.

Es ist allerdings bei einer beschrénkten, ungeraden und im Punkt 0 steilen Nichtlinearitét
f moglich, eine periodische Losung = von (f) der Periode % zu finden, die dann nach Satz
1.5.2 der Symmetriebedingung © = —x ( — %) geniigt. Im folgenden sehen wir, dass diese
Zusatzeigenschaften eine Untersuchung der Floquet-Multiplikatorenvon = erméglichen.
Um die Existenz von = bei ungeradem f zu zeigen, verwenden wir einen Satz von KAPLAN
& YORKE [29]. In diesem wird die Existenz einer langsam schwingenden 4-periodischen
Losung

y:R—R

bei einer verzogerten negativen Riickkopplung um die Ruhelage 0 gezeigt, beschrieben
durch Gleichung

(=/) i(t) = —fz(t —1)).

Die essentielle Symmetrievoraussetzung an f ermoglicht es dabei gegeniiber den angespro-
chenen nicht-konstruktiven Fixpunkt-Argumenten, siehe z.B. eine Anwendung des Satzes
von Schauder bei WALTHER [49], das Existenz-Problem der verzogerten Gleichung auf
das Finden von periodischen Losungen eines zweidimensionalen Hamiltonschen Systems
gewOhnlicher Gleichungen zuriickzufiihren; die somit gefundene 4—periodische langsam
schwingende Losung konnen wir dann auf eine %—periodische schnell schwingende Losung
x von (f) = (0, f,1,1) transformieren; siche dazu Satz 2.0.1.

Lemma 2.0.1 (Kaplan & Yorke [29], Theorem 1.1) Fir die ungerade stetige Funk-
tion g : R — R gelte x - g(x) > 0 fir alle x € R\ {0}, die Grenzwerte

Q= lir%@ eRU{+o0} wund f[:= lim 9(x) € RU {400}
r— €T T—00 €T
seien existent mait
T
a > 5 > .

Dann gibt es eine 4—periodische Lisung y: R — R von

(—9) #(t) = —g(a(t = 1)),

die eine Nullstelle hat. Setzen wir
G:R?> (u) — (—g(v)) € R?
v g(u) ’

pikaim ([0)) em

eine Liosung der gewdhnlichen Differentialgleichung f = G(g). |

so ist die Kurve
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Bei KAPLAN & YORKE [29] wird im Beweis dieser Aussage zusitzlich [ g(x)dz = oo be-
nutzt. Eine solche Voraussetzung bleibt in Lemma 2.0.1 unberiicksichtigt, weil NUSSBAUM
in [44] gezeigt hat, dass sie tiberfliissig ist.

Erfiillt die Funktion g Eigenschaft (H1) ohne notwendig ungerade zu sein, wird in WALT-
HER [49] wie oben erwéhnt die Existenz einer langsam schwingenden periodischen Losung
mittels des Schauder’schen Fixpunktsatzes bewiesen. Auch dort wird neben der Beschrénkt-
heit von f eine gewisse Steilheit « = ¢'(0) von g im Ruhepunkt benétigt, um bei der Suche
nach Fixpunkten den trivialen auszuschliessen. In diesem Sinne ergénzen wir die Voraus-
setzungen (H1) und (H2) durch

(H3) Es sei f stetig differenzierbar und beschrénkt mit f/(0) > 37.

Wir beweisen nun mittels Lemma 2.0.1 die Existenz der %—periodischen symmetrischen
Losung  von (f) , deren Floquet-Multiplikatoren wir untersuchen werden.

Satz 2.0.1 Die ungerade Funktion f: R — R erfille (H1), (H2) und (H3); es sei

s () () e

Dann gibt es eine ungerade periodische Lisung
r:R—>R

von (f) mit minimaler Periode 3, Symmetriceigenschaft

(8) P—— (-%)

(siehe Abbildung 2.2), und es gilt

(513) :E(O) =0, :C(O) < 0, :I:\(_%O) > O, JZ‘(_L_%) < O, ZE|<_%%) <0
(vgl. Abbildung 2.1). Desweiteren ist die Kurve
(1) 2
R>t R
o H(M%4)E
eine Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung f(t) = F(&).
Beweis: Wir wenden Lemma 2.0.1 auf die ungerade, stetige Funktion g := % -f:R—=R

an. Wegen (H1) gilt z - g(z) > 0 fiir alle 2 € R\ {0}, und (H3) erlaubt die Abschitzungen

gl 1, T . gl
A e A R

=0,
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Abbildung 2.1: Graph der %—periodischen Abbildung 2.2: Die periodische und un-
Losung x : R — R auf dem Periodeninter-  gerade Losung x hat die Symmetrieeigen-
vall [-1, 3]. schaft ().

"3

wobei die auftretenden Grenzwerte existieren. Somit gibt es nach Lemma 2.0.1 eine
4—periodische Losung y : R — R von (—g) = (—3f) = (0, —3f,1,1) mit Nullstelle sy € R.
Wir definieren

z:Rat—y(—t)eR

Die Funktion z hat ebenfalls eine kleinste Periode von 4 und ist wegen

£(0) = —i(—1) = 3 Fly(~t ~ 1) = 2 f(:(t + 1)) = f(=(t ~ )

fiir alle t € R eine periodische Losung der Gleichung (0, % f,1,3). Nach Bemerkung 1.4.1.2
definiert dann
T:Rot—z(3t)eR

eine periodische Losung von (0, f,1,1) mit kleinster Periode %.
Satz 1.5.2 liefert )
r=-x-—=).
“(-3)

Wir setzen to := —3. Diese Zahl ist wegen Z(to) = 2(—s0) = y(s0) = 0 eine Nullstelle von
Z. Nach Folgerung 1.4.1 gilt Z(ty) # 0, und sowohl Z als auch ¥ haben nach Bemerkung
4

1.6.1 einen konstanten Nullstellenabstand von 2 = % Wiederum Folgerung 1.4.1 gibt zum
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einen
x|(t07t0+§) >0 und x|(t0+%7t0+%) <0,

zum anderen

x|(t0—%,to+%) > O und fL‘\|(t0+%,t0+1) < 0
Also haben wir mit der Symmetriebedingung T=-7 ( — %)
f‘(tO*LtO*%) < 0 und 3’(t07%7t0+%) > 0
Wir definieren )
m:za?(-—l—to—i-g) R—R

und erhalten somit wie gewiinscht

2,0 = Tltotorzy >0 und ly_2) = Fleey-1.00) = ~Tltor1 t04+2) < 0-
Desweiteren haben wir

~

) — x|(to+§,to+1) - _$|(to—§,to+§) <0,

i,

L=

1
3

und insgesamt gilt (x); ausserdem ist wegen

o (=2 =it = tto—2) = (- +to+2) = -2
3 - 0) — 0 3 - 0 3 —

(S) erfiillt. Die Kurve ¢ ist wegen (S) und

it =) = fatt-2) = £ (o (¢~ 3) ) = ~flal0)

fiir alle ¢ € R eine Losung der gewdhnlichen Gleichung £(t) = F(€).
Wir zeigen mit einem Eindeutigkeitsargument, dass die periodische Lésung x eine ungerade

Funktion ist, d.h. es ist #(—t) = —xz(t) fiir alle t € R zu beweisen. Wir betrachten dazu

die Translierte y := z(- + %) und mit z := 2(—1) < 0 das gewdhnliche zweidimensionale

Anfangswertproblem ’
i--rie. e0- (7). (2.1

Wir betrachten die Kurven

o R>t (55:2) €R? und ¢:R>t <_;S)) c R2.

Wir haben mit (5) fiir alle t € R zum einen

o= (T0) = (S ) = (L) -



2.1 Floquet-Multiplikatoren und Hyperbolizitit 108

(S TW0) Y (SN _pe
= (e Z) = Gl ) = Pttty = =ree0

und zum anderen

- (f( 2 ( ) —F(=a(t),y(t)) = —F((1)).

Die Auswertungen von ¢ und v bei 0 ergeben

0= (Gw) = () w0 () = )

Daher sind sowohl ¢ als auch ¢ Losungen des Anfangswertproblems (2.1) und miissen
wegen der Eindeutigkeit solcher Losungen gleich sein. Insbesondere gilt z(—t) = —z(t) fiir
alle t € R. |

Nachdem im folgenden Abschnitt 2.1 die Floquet-Multiplikatoren der %—periodisehen Lo-
sung x definiert werden, ermdoglicht die spezielle Form von x eine Konstruktion der in der
Einleitung beschriebenen charakteristischen Funktion

q:C"— C,

deren Nullstellenquadrate sich als Floquet-Multiplikatoren von z herausstellen werden.
Sowohl bei der Konstruktion von ¢ als auch bei den Beweisen der Eigenschaften von ¢
gehen wir wie in WALTHER [51] vor.

Wir halten zunéchst die Holomorphie von ¢ fest, ibernehmen dann aus WALTHER [51] in
den Abschnitten 2.2 und 2.3 die Beweisvorbereitung fiir Satz 2.4.2, mit dessen Hilfe sich
algebraische Vielfachheiten als Nullstellenordnungen interpretieren lassen.

Im letzten Abschnitt 2.5 beweisen wir anhand einer Auswertung von g unser Hauptresul-
tat: Die spezielle periodische Losung x ist hyperbolisch, d.h. die Zahl 1 ist ein einfacher
Floquet-Multiplikator von z, und alle anderen Multiplikatoren liegen nicht auf der kom-
plexen Einheitssphére.

2.1 Floquet-Multiplikatoren und Hyperbolizitéit

Im folgenden soll f den Voraussetzungen (H1), (H2) und (H3) geniigen. Um das Verhalten
von Losungen der Gleichung

#(t) = f(a(t = 1)) = foevy(x)
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in der Ndhe von stationdren oder periodischen Losungen x zu untersuchen, betrachten wir
iiblicherweise die nicht-autonome, bei = linearisierte Gleichung

y(t) = D(f e evor)(@)yr = D f(x(=1))ev_rye = f((t — 1)y(t — 1),

die auch in Bemerkung 1.3.3.3 erwdhnt wird. Fiir ¢ € C bezeichne x¥ die Lésung von
(f) mit Startwert ¢ geméss Definition 1.2.1.

Definition 2.1.1 FEs sei ¢ € C. Dann heisst

() g(t) = f(x(t = 1))yt = 1)
Variationsgleichung von (f) lings x. O

Anmerkung 2.1.1 Nach Satz 1.2.1 gibt es zu 1) in C genau eine Lésung y¥ der Variati-
onsgleichung lings des periodischen Orbits x. Es sei (T(t))teRg die zugehorige Familie von
Lésungsoperatoren,

T(t):C2 ¢yl €C.

Die Linearitit der Variationsgleichung und die Eindeutigkeit von Lésungen von (y) bei
vorgegebenem Startwert liefert die Linearitit der Operatoren T(t) : C — C fiir alle t € Ry .
Aus der Definition einer Lisung von (y) folgt T(t)C C C! fiir alle t € (1,00). [ |

Fiir ¢ € C ist die Losung 3% via sukzessiver Integration gegeben durch

Yy (t) =y(t) = y(n) + / f(xz(s—=1))y(s —1)ds, ne Ny, te[n,n+1].

Diese liefert mit vollstéandiger Induktion die folgende Abschétzung.

Anmerkung 2.1.2 Die Menge x(R) C R ist kompakt, und (H1) ermdglicht die Definition
von d := max f'(z(R)) > 0. Dann folgt fir alle n € Ny und t € [n,n + 1] die Abschdtzung

() = ly®] < 2ll9)l - (1+d)"

und daher zundchst fir alle t > 0

v (@) = ly(O] < 209l - (1+d)™,

wobei diese Ungleichung sogar fir alle t > —1 erfillt ist. Insbesondere ist der lineare
Operator T(t) fiirt € Ry beschrinkt. [ |

Eine elementare Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli ermoglicht es nun im folgenden,
die Kompaktheit der Operatoren T'(t) : C — C fiir alle ¢ > 1 zu beweisen: Diese bilden
beschrinkte Mengen in C auf Mengen ab, deren Abschluss kompakt in C liegt.
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Bemerkung 2.1.1 Die Lisungsoperatoren
Tt):Co¢—yl eC
sind fiirt > 1 kompakt.

Beweis: Es sei Q C C beschriankt durch ¢ € R*. Wir haben zu zeigen, dass der Ab-
schluss von T'(t)Q2 kompakt in C ist. Zunéchst begriinden wir die Beschranktheit von
Urepog T(7)$2 € C fiir alle ¢ > 1. Dazu sei ¢ € U, ¢ T(7)$2 gegeben, d.h. es gibt ¢ € O
und 7 € [0,t] mit ©» = T'(7)¢ = y¥. Anmerkung 2.1.2 hat dann

Il < 2llll (1 +d)™*

zur Folge; dabei sei d := max f'((R)) > 0. Daher ist die Menge §¥(]0,¢]) fir alle ¢ > 1
gleichmissig in ¢ € Q beschriankt durch d - 2¢(1 + d)***.
Die Beschrénktheit von (J, (o T(7)82, t > 1, liefert die Beschrénktheit der Menge

M= {yloy € C(0, 1], R) - p € O}

fiir jedes t > 1. Es seien ¢ € 2, t > 1, s € [0,¢] und € > 0 sowie

L —
T 2cd(1 4 d)HHY

Dann folgt mit der oben gezeigten gleichmiéssigen Beschrianktheit von ¢#([0, ¢]) aus 7 € [0, ¢]
mit |7 — s| < & sowie y¥|jq € M,

y#(7) —y?(s)] < 2cd(1 +d)""" - |7 — 5] <e,

d.h. fiir alle t > 1 ist M, gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela-Ascoli liefert somit die
Kompaktheit von M, fiir alle t > 1.
Wir beweisen nun fiir -

c={yl e}, t>1,

die Kompaktheit von ﬁt fiir alle ¢ > 1. Es seien dazu ¢t > 1 und (¢, ),en eine Folge in ).

Dann ist (y/")nen eine Folge in M, und wir haben zu zeigen, dass sie eine konvergente
Teilfolge besitzt. Wir definieren fiir n € N die Funktion v, := y#"|jo4. Somit ist (¢,)nen
eine Folge in M, und besitzt wegen der Kompaktheit von M; eine konvergente Teilfolge
(Y, ) ken, imy_oo ¥y, =: 2z € C([0,t],R). Wegen t > 1 ist

w:[-1,0] 20— z2(t+6)eRleC
definiert. Es folgt fiir alle £ € N unter Beriicksichtigung von [t — 1,¢] C [0, 7]
@nk @nk

Iy ™ —wll = max |y, (1) —w(r)] = max |y (t+7)—2(t+7)| =
T€[-1,0] T€[-1,0]
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= a Py — < a Pny, . _ Ony _
Téﬂfit]'y (1) Z(T)|_TH€1[O§]|y (1) — 2(7)| = ||y -,

also haben wir lim;_. ||yy"* — w|| = 0, d.h. (y7")nen hat eine konvergente Teilfolge, und

M/t ist kompakt. Damit erkennen wir schliesslich wegen T'(¢)2 C Mt, t > 1, die Kom-
paktheit von T'(t)$2, t > 1, was zu zeigen war. |

Wie bei gewohnlichen, zeitperiodischen linearen Differentialgleichungen definieren wir:

Definition 2.1.2 Die Periodenabbildung

heisst Monodromieoperator von x.

Zur Untersuchung des Monodromieoperators V' benétigen wir im folgenden einige elementa-
re funktionalanalytische Tatsachen, die z.B. in HEUSER [22] oder DUNFORD & SCHWARTZ
[14] zu finden sind.

Durch eine Komplexifizierung des reellen Zustandsraums C erhalten wir den C—Vektorraum
Cc, der bis auf Normisomorphie mit dem C—Raum C(]—1, 0], C) aller stetigen, auf [—1, 0]
definierten und komplexwertigen Funktionen iibereinstimmt. Die Komplexifizierung

V(c : C(C — C(c
des Operators V' : C — C ist gegeben durch
Ve :Cc 2 p=p1+ips— Vi, +iVpy € Cc

und Element der komplexen Banachalgebra £.(Cc, Cc) mit Einselement id # 0. Das Kom-
plement der Resolventenmenge

p(Ve) :i={2€C:(z-id — V) ! existiert in L.(Cc,Cc)}

in C ist das Spektrum von Vg und wird mit o(V¢) bezeichnet. Die Menge o(V¢) ist nicht
leer und kompakt in C. Fiir alle z € C ist

YN [(Ve = z-id)]

leN

ein C—linearer Teilraum von C¢, weil die Kerniterierten eine aufsteigende Mengenfolge in
Cc bilden. Die anschliessende Definition macht daher Sinn.

Definition 2.1.3 Das Spektrum wvon V st das Spektrum der Komplexifizierung
Ve : Cec — Cc und wird mit ¥ bezeichnet:

Yi=0(V):=0(V) CC.
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FEs sei z € C*. Dann heisst der C—lineare Raum

GV (z) = UN (Ve—2- id)l]

leN

verallgemeinerter Eigenraum von V in z, und
M :C* >z dimGY(2) € NgU {oc0}
heisst algebraische Vielfachheit. 0

Natiirlich ist es uninteressant, verallgemeinerte Eigenrdume fiir Punkte z € C* zu unter-
suchen, die nicht im Spektrum liegen:

Anmerkung 2.1.3 Fiir z ¢ 3 haben wir GV (z) = {0} und M(z) = 0. |

Nach Bemerkung 2.1.1 ist der Monodromieoperator V' ein kompakter Endomorphismus
von C. Dies iibertrdgt sich auf V¢ : Cc — Cg¢, und nach Satz 78.1 in HEUSER [22] ist

VC—z-id:CC—>C@

fiir alle z € C* insbesondere ein kettenendlicher Operator; die endliche Kettenldnge von
Ve — 2 -id, also die kleinste Zahl aus Ny, bei der sich die Kernfolge stabilisiert, bezeichnen
wir mit (Ve — 2z - id). Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass alle nichtverschwin-
denden Spektralpunkte eines kompakten Operators isolierte Eigenwerte sind, kénnen wir
zusammenfassen:

Bemerkung 2.1.2 Der Monodromieoperator V st ein kompakter Endomorphismus von
C, und alle Punkte in ¥\{0} sind Figenwerte von V. Diese Punkte sind zudem isoliert,
und es gilt sowohl

M(z) € Ny als auch o (Ve — z-id) € Ny
fiir alle z € C*. |

Wie im Endlichdimensionalen, also bei gewhnlichen Gleichungen, héngt die Dynamik von
den Eigenwerten der Linearisierung ab, die wiederum durch ihre Spektralpunkte bestimmt
ist.

Definition 2.1.4 Die Figenwerte aus X\{0} heissen Floquet-Multiplikatoren von z oder
charakteristische Multiplikatoren von x. O

Bevor wir in den néchsten Abschnitten mit einer genaueren Untersuchung der Floquet-
Multiplikatoren von z beginnen, finden wir zwei solche Eigenwerte samt zugehorigen Eigen-
vektoren. Die dabei benotigten Aussagen héngen von Eigenschaften der schon in Abschnitt
1.3 eingefiithrte Menge

K={peC:p>0}

ab. Nach (H1) beschreibt die Variationsgleichung (y) eine positive Riickkopplung, fiir die
das monotone Wachsen einer Losung, die in K startet, charakteristisch ist. In der fol-
genden Bemerkung halten wir u.a. diesen Sachverhalt neben einigen leicht einzusehenden,
grundlegenden FEigenschaften von /C fest.
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Bemerkung 2.1.3 Es seien V' : C — C der Monodromieoperator der %—per@'odischen
Lésung x und KC* := K\ {0}.

1.

BTN

Die Menge IKC ist abgeschlossen in C.
Fiir das Innere von K gilt int(KK) = {p € C : ¢ > 0}.
Die Menge K ist kegelformig, d.h es gilt R{K = K, zudem RTint(K) = int(K).

Fiir alle t € Ry ist K invariant unter T(t), d.h. T(t)K C K; insbesondere ist K
wmvariant unter V', d.h.

V(K) C K.
Fiir alle ¢ € I ist die Losungseinschrdnkung y‘Ple monoton wachsend.
Es gilt T(t)(K*) C int(K) fir alle t > 2, insbesondere

VEK*) C int(K).

Beweis:

1.

Ist (pn)nen eine gegen ¢ € C konvergente Folge in K, so ergibt sich mit der Abge-
schlossenheit von Ry

lim @n(t) = ¢(t) € Ry
fiir alle ¢ € [—1,0]. Dies bedeutet ¢ € K.

Es sei zunéichst ¢ € int(K) C K, dann existiert ¢ > 0 mit U.(¢) C K. Angenommen,
es gibt s € [~1,0] mit p(s) = 0, so setzen wir ¢ := ¢ — 5, wobei wegen (s) =
—5 < 0 die Funktion 1 kein Element von K ist. Widerspriichlicherweise gilt dann
aber [[¢ — || = maxej_1,0) |o(t) = (t)| = 5§ < e und ¢ € U (¢) C K, folglich haben
wir int(IC) C {p € C: ¢ > 0}.

Es sei umgekehrt ¢ € {p € C : ¢ > 0}. Wir setzen ¢ := minge_1,0) ¢(t) > 0 und
withlen 1) € U.(p). Aus || — ¢|| < e folgt [1(t) — ¢(t)| < € fiir alle t € [—1,0]. Wire
¥(s) < 0 fiir ein s € [—1, 0], so erhielten wir damit aus ¢(s)—1(s) = |[¢(s)—p(s)| < e
die zu 9 (s) < 0 widerspriichliche Aussage € — ¥(s) < p(s) — ¥(s) < e. Also muf} ¥
nicht-negativ sein, U.(¢) C K und ¢ € int(K) gelten.

Fiir p € K und r € R{ haben wir r - p(t) > 0 fiir alle t € [—1,0], also rp € K. Mit
K=1-KCR{K folgt die erste Behauptung; die zweite folgt unmittelbar aus dem
bewiesenen 2. Teil der Bemerkung.
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4. Esseien ¢ € K und t € [0, 1]. Dann liefert die Variationsgleichung (y) die Abschétzung
y#(t) = f(x(t—=1))y?(t—=1) = f'(x(t—=1))p(t—1) > 0, also y¥|[p,1] > 0. Dieses ergibt
fir s € [—1,0]

s+te[—1,1]

sowie die Abschétzung
T(t)p(s) =yi(s) =y?(t +s) =2 0.

Folglich haben wir

T(t)K C K fiir alle ¢ € [0, 1],

und in der gleichen Art und Weise kénnen wir sukzessive
T(t)K CK firalle t € [n,n+ 1] und alle n € Ny
zeigen; damit folgt die Behauptung unter 4. .

5. Es sei t € Ry, also t — 1 € [—1,00) und Teil 4. der Bemerkung liefert mit der
Variationsgleichung (y)

ge) = fllat -1))y?(t —1) = fa@t - D)T(t)e(-1) = 0,
also gilt die behauptete Monotonie.

6. Es sei ¢ € K*. Dann gibt es wegen ¢ € C ein Intervall [a,b] C [—1,0] mit @[ > 0,
Gleichung (y) liefert somit §9|ja41p4+1 > 0 und wegen y¥|_1441) > 0, siehe 4., gilt
Y#|(a+1,6+41) > 0. Mit Teil 5. erkennen wir nun y%|j41,00) > 0, insbesondere 4% o) > 0.
Daher haben wir fiir alle ¢ > 2 und alle s € [—1,0]

T(t)p(s) =yl (s) = y*(t+5) >0,

was nach 2.

T(t)p € int(K)
bedeutet. [ ]

Wir kénnen nun zwei charakteristische Multiplikatoren von z finden:
Bemerkung 2.1.4 FEs sei V : C — C der Monodromieoperator von x mit Spektrum 3.
1. Esist 1 ein Floquet-Multiplikator von x, also 1 € X\ {0}, mit Figenvektor iy.

2. Es gibt einen Floquet-Multiplikator X > 1 von x mit Figenvektor o™ € int(K), so
dass {xg, p*} linear unabhdngig ist.
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Beweis:

1. Die Ableitung & ist die Losung der Variationsgleichung léngs x mit Anfangswert
und hat eine kleinste Periode 3. Folglich gilt Vi = T4 = i, also 1 € ¥\{0}.

2. Wir wenden den Fixpunktsatz von Schauder an, um den gesuchten Eigenwert A samt
Eigenvektor ¢ ™ € int(K) zu finden.
Die Menge

Ki:={peK:p0)=1, und ¢ ist monoton wachsend}

ist abgeschlossen, denn nach Bemerkung 2.1.3 ist K abgeschlossen und die K; defi-
nierenden Ungleichungen bleiben bei einem Grenzprozess bestehen; desweiteren ist
K1 durch 0 nach unten und 1 nach oben beschrankt.

Wir zeigen, dass K; konvex ist. Dazu seien ¢ und ¢ aus K; und

X)) =tp+(1—-t)pek

fiir t € [0, 1]. Desweiteren sind fiir ¢ € [0, 1] die K; —charakteristischen Eigenschaften
erfilllt: x(¢)(0) = t +1 —¢ = 1; x(¢) ist monoton wachsend, weil nicht-negative
Vielfache und Summen monoton wachsender Funktionen wieder monoton wachsend
sind. Insgesamt folgt, dass

KC; abgeschlossen und konvex (2.1)

ist.
Wir betrachten die Abbildung

1
ViiKisp— —=VpeCl.
Yy

1
“(3)

Zunéchst wollen wir zeigen, dass V; eine definierte Selbstabbildung von IC; ist. Dazu

erkennen wir mit den Bemerkungen 2.1.3.4. und 2.1.3.5. fiir alle ¢ € K

Vi €K, V(o) = 50 =5 (3) 2 170 = 4(0) =150,

und es gilt mit derselben Bemerkung Vi = ﬁ\/go € RJK = K, also Vip € K.
3
Weil nach Bemerkung 2.1.3.5. und — > 0 das monotone Wachsen von V;¢ folgt

~—v]

ve (3
und Vi¢(0) = 1 gilt, erhalten wir

ViK, C Ky (2.2)

Nun zeigen wir, da8 V;(K;) eine relativ-kompakte Menge in K ist. Die Stetigkeit
der Operatoren T'(t) fiir ¢ € R erlaubt es uns, die Konstanten ¢; := ||T (%) H und
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2 == f'(0)- || (3)|| zu definieren. Es sei ¢ € K;. Wie oben schon erwéhnt, ist y@|Rg

monoton wachsend, also gilt insbesondere % (3) > y?(0) = (0) = 1. Dann folgt bei
Wahl von ¢ € V1(K;) mit ¢ = y¢%4)yf fiir ein ¢ € Ky zum einen
3 3

@)l @)

und zum anderen mit der stetigen Differenzierbarkeit von ¢) nach Anmerkung 2.1.1

<ro-|7(3)| 1ol =e

Folglich ist V1/; zum einen beschriankt, zum anderen gleichgradig stetig, was mit
dem Satz von Arzela-Ascoli die

®
Ya
3

1
Il = =y |

3

P

1
‘Z/é
3

IWHZ;Wg

<1-£(0)-|

©
Y1
3

relative Kompaktheit von V1K (2.3)

bedeutet. Die Aussagen (2.1), (2.2) und (2.3) ergeben mit dem Fixpunktsatz von
Schauder einen Fixpunkt ¢ € Ky, also gilt

Vit =™,

was genau dann der Fall ist, wenn

gilt. Fiir den gesuchten Floquet-Multiplikator A setzen wir daher

e (4) > 477 (0) = 9" (0) = 1.

3
Wegen
1
Vit = A%p"  genau dann, wenn T = EV%DJF

und ¢t € K* folgt mit den Teilen 3. und 6. von Bemerkung 2.1.3 - wie behauptet -
eT € int(K).

Es ist noch die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen: Sind a und b aus R mit azq+bp* = 0
gegeben, so folgt mit Satz 2.0.1 b = 0, was dann a = 0 nach sich zieht. |

Wir zitieren nun Corollar 8.4.(i) der Monographie von KRISZTIN, WALTHER & WU [33].
Dort wird festgestellt, dass fast alle Floquet-Multiplikatoren von z im Inneren der komple-
xen Einheitskreisscheibe liegen. Der Beweis dieser Aussage ist umfangreich, weshalb wir
auf die Originalarbeit [33] hierzu verweisen.
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Bemerkung 2.1.5 Alle Flogquet-Multiplikatoren von x ausser denen aus Bemerkung 2.1./
liegen im Innern der Finheitskreisscheibe. D.h. aus

ze X\ {0,1,\}
folgt |z| < 1. |

Definition 2.1.5 Die periodische Liosung x aus Satz 2.0.1 heisst ausgeartet, falls der
Floquet-Multipikator 1 nicht algebraisch einfach ist, d.h. M(1) > 1 gilt. Sie heisst hyper-
bolisch, wenn nur der Eigenwert 1 auf der komplexen Sphdire S{ liegt und nicht ausgeartet
ist, also

YNSe={1} und M(1)=1

erfillt sind. O

Wir beweisen in den folgenden Abschnitten, dass die aus Satz 2.0.1 resultierende %—peri—
odische Losung x : R — R von

(f) #(t) = fz(t - 1)),

hyperbolisch ist; d.h. der Floquet-Multiplikator 1 ist algebraisch einfach und die restlichen
nicht-verschwindenden Spektralpunkte des Monodromieoperators V =T (%) liegen nicht
auf dem komplexen Einheitskreis S¢.
Aus Bemerkung 2.1.5 wissen wir, dass — (H1), (H2) und (H3) vorausgesetzt — a priori alle
Floquet-Multiplikatoren, ausser den in Bemerkung 2.1.4 gegebenen 1 und A > 1, im Inne-
ren der komplexen Einheitskreisscheibe liegen. Demzufolge hétten wir die Hyperbolizitét
gezeigt, wenn 1 algebraisch einfach ist. Dies zieht dann A > 1 nach sich.
Um die Einfachheit zu beweisen, d.h. M (1) = 1 zu zeigen, nutzen wir die Symmetrie (5)
von x aus und konstruieren in Abschnitt 2.4 geméss WALTHER [51] die bereits erwihnte
charakteristische Funktion

q:C"—=C
der Wurzel W von V| die im nédchsten Abschnitt betrachtet wird; dabei sind die Nullstellen-
Quadrate von ¢ Floquet-Multiplikatoren von x. Zudem werden wir in Abschnitt 2.4 sehen,
dass auch die Vielfachheit eines Multiplikators als Nullstellenordnung von ¢ ausgedriickt
werden kann.

2.2 Die Wurzel des Monodromieoperators

Die Variationsgleichung

() yt) = [zt = 1))yt = 1)

langs der %—periodischen Losung = : R — R induziert den Monodromie-Operator

V::T(g) :C —C,
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und es gelten die Symmetrieeigenschaften

(S) x:—x(-—g) sowic j;:—j;(-—%).

Sie erlauben es, die Hyperbolizitéit der periodischen Losung x, also die verbleibende Ein-
fachheit des Floquet-Multiplikators 1, auf die (Spektral-)Eigenschaften des Operators

W::T<§>:6—>C

zuriickzufiihren; dabei ist das Spektrum von W — wie gewohnlich — durch das Spektrum
der Komplexifizierung We : Cec 2 ¢ = p1 + 1o — Wy + Wy € Ce gegeben. Wir setzen

o:=o(W).
Die Symmetrie von x nach Satz 2.0.1 liefert W2 = V und daher
W = (We)? = (WHe = Ve.

Die linearen Operatoren W bzw. W kénnen daher als Wurzel von V bzw. V¢ verstanden
werden.

Wie bei der Betrachtung von V' fithren wir die folgende Bezeichnung ein und machen eine
erste Anmerkung.

Bezeichnung 2.2.1 Fir z € C* kiirzen wir We — z - id durch We — z ab und bezeichnen
den C—linearen verallgemeinerten Eigenraum von W in z durch

G (z) =N [(We - 2)1] .

leN

Die Abbildung
m:C* 3 z+— dimG"(z) € NgU {oo}

heisst algebraische Vielfachheit. Die Nullkettenlinge von We—z fiir z € C*, also co oder die
kleinste nicht-negative ganze Zahl k, bei der sich die aufsteigende Kernfolge N[(We — 2)¥]
stabilisiert, bezeichnen wir mit

a(We — z) € Ng U {oo}.

Anmerkung 2.2.1 Ist z kein Spektralpunkt von W, d.h. z ¢ o, so folgt
GY(z) ={0} und m(z)=0.
Falls fiir = € C* die Nullkettenlinge von W¢ — z endlich ist, o :== a(W¢ — z) < 00, so folgt
GY(z) = N[(We — 2)°].
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Zwar ist W im allgemeinen nicht kompakt, jedoch lassen sich aus der Kompaktheit von
W2 = Vg, siehe Bemerkung 2.1.1, Aussagen iiber o beweisen, die denen des Spektrums
eines kompakten Operators gleichkommen.

Bemerkung 2.2.1 Fiir den Zeit—%—Opemtor W :C — C und dessen Spektrum o gelten
die folgenden Aussagen.

1. Alle Punkte in o\{0} sind Figenwerte von Wc.
2. Die Punkte von o\{0} sind isoliert, und es gilt sowohl
m(z) € No als auch o (Ve —z) € Ny
fiir alle z € C*. Fiir z € C* hat W — z eine endliche, positive Kettenlinge.

3. Die Kettenlinge a(W¢ — z) stimmt fir alle z € C* mit der Ordnung des Pols der
Resolvente von W¢ bei z tiberein.

4. Falls dim N (W¢ — 2) =1 fiir ein z € o \ {0}, so folgt m(z) = a(We — 2).

Beweis: Um die ersten drei Punkte zu zeigen, zitieren wir aus den Biichern von DUNFORD
& SCcHWARTZ [14] und HEUSER [22]. Nach DUNFORD & SCHWARTZ [14] VIL.4.5, Theorem
6, sind die Punkte von o\{0} isoliert und jeder nicht-verschwindende Spektralpunkt ist ein
Pol der Resolvente von W, desweiteren hat jeder verallgemeinerte Eigenraum eine endliche
Dimension.

Satz 101.2 in HEUSER [22] besagt, dass der Punkt z € o\ {0} ganau dann ein Pol der
Resolvente des (stetigen) Operators W ist, wenn W —z eine endliche, positive Kettenlédnge
a(We — z) besitzt; dabei stimmt a(W¢ — 2) mit der Polordnung tiberein, und in diesem Fall
muss z ein Eigenwert sein. Insgesamt sind die ersten drei Punkte der Behauptung gezeigt.
Wir beweisen schliesslich den vierten Punkt. Es seien dazu z € o\ {0}, o := a(Wc—2) € N,
m = m(z) € Nund N, := N[(Wc — 2)¥] fiir k¥ € N sowie nach Voraussetzung

dimN(We —2) = 1.

Wir haben m = dim N,. Fiir o = 1 ist nichts zu zeigen, es sei also o > 2. Die Glieder der
Kernfolge (NV})ren sind endlich-dimensionale Rdume, und wegen der Minimalitidt von « ist
der Tupel (dim N, ...,dimN,) streng monoton wachsend. Wir nehmen an, es gibt linear
unabhéngige v und w aus dem Raum

(We — 2)"Nia
fiir ein k € {1,...,a — 1}, d.h. es gibt v; und w; aus Ny = N[(We — 2)F1] mit
v=We—2)" ud w=We—2)rw,

also
(We—2)v=0=(W¢ — 2)w,
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und die linear unabhingigen Vektoren v und w liegen in N'(W¢ — 2); dies widerspricht der
Voraussetzung dim N (W¢ — z) = 1. Daher ist die Annahme falsch, und es gilt

dim(We — 2)"Npy1 =1 fiiralle k€ {1,...,a—1}.
Es folgt fiir alle k € {1,...,a — 1}
L= dim(We — )Ny = dim Ny [N [(We = 2)"] = dim Ny /N = dim N1 — dim G,
d.h die Lange des streng wachsenden Tupels
(dim Ny, ..., dimN,) = (1,...,dimN,)

stimmt mit dim N, iiberein, was o = m bedeutet. [

Die néchste Aussage stellt zwischen den algebraischen Vielfachheiten M von V und m
von W eine Verbindung her.

Bemerkung 2.2.2 Fir alle z € C* gilt
M(2%) = m(—2) +m(z).
Zum Beweis dieser Bemerkung benotigen wir

Lemma 2.2.1 FEs seien A ein Endomorphismus des Vektorraums E, p1 und py kompleze,
teilerfremde Polynome. Dann gilt

Nl(p1p2)(A)] = Np1(A)] @ Npa(A)).

Beweis von Lemma 2.2.1: Es sei C[A] der Hauptidealring der komplexen Polynome. Das
Lemma von Bézout liefert zu teilerfremden p; und ps aus C[\] zwei Polynome ¢; und ¢
aus C[\] mit

p1q1+p2qz:[C9)\r—>1€C] =1. (2.1)

Es seier; pund ¢ in C[\] sowie ¢ € p(A)N(q(A)), d.h. es gibt ¢ € N(q(A)) mit ) = p(A)e.
Damit folgt
g(A)0 = q(A)p(A)p = p(A)q(A)p = p(A)0 =0,

also ¥ € N(¢(A)) und zusammen
(AN (g(A)) € N(g(A)) fiir alle p,q € C[A]. (2.2)
Wir setzen N := N[(p1ps)(A)] sowie N, := N (p;(A)) fiir j € {1,2} und zeigen im folgenden
Ni + N, = N. (2.3)

Ist ¢ € Ny, so folgen p1(A)gp = 0 und pa(A)p1(A)p = 0, also ¢ € N. Genauso impliziert
© € Ny, dass ¢ € N gilt. Somit haben wir N; C N fiir j € {1,2} und Ny + Ny C N.



2.2 Die Wurzel des Monodromieoperators 121

Ist umgekehrt ¢ € N, so erhalten wir sowohl mit (2.2) als auch mit p2(A)p € N; und
pi(A)e € Ny
01 := @(A)p2(A)p € Ny und o == q1(A)p1(A)p € Na.

und folgern mit (2.1)
p =id(p) =1(A)(¢) = (P2a2 + P1@1)(A)(p) = p1 + 2 € N1 + N,

was N C Ny + N, zeigt.
Um zu beweisen, dass die Summe (2.3) direkt ist, verwenden wir erneut (2.1). Es sei
@ € N7 N Ny. Dann folgen

o =p1(A)q (A + p2(A)g2(A)p =0+0=0
und Ny N Ny = {0}. m

Beweis von Bemerkung 2.2.2: Zunéchst halten wir
z€C* ati=aWe—2) €Ny, a =a(We+2) €Ny und a:= (Ve —2?) €Ny
fest. Dann gelten
m(z) = dim N [(WC - z)a*} , m(—z2) = dimN [(WC + z)‘f]

und
M(2*) = dim N [(V¢ — 2°)°].
Wir setzen

l:=max{a",a",a} €Ny, pi(\):=(A—2)" und py(\) := (A + 2)"

fir alle A € C. Dann sind p; und p, teilerfremde Polynome aus C[A] und Lemma 2.2.1
liefert unter Beriicksichtigung von

V(C — 22 = (W(C - Z)(W(C + 2)
den gewiinschten Zusammenhang zwischen M und m:
M(z%) = dim N [(Ve — 2°)"] = dim N [(Ve — 2°)] =
= dimN [(We — 2)'(We + 2)'] = dim N [py(We)p2(We)] =
= dim N [(p1p2) (We)] = dim [N [p1(We)] & N [p2(We)]] =
= dim N [p1(We)] + dim N [po(We)] = dim N [(We — 2)!'] + dim N [(We + 2)'] =
=dimN [(W@ - z)‘ﬁ} + dim N [(W@ + z)‘f] =m(z) + m(—=2).
[ |

Die Symmetrie (S) von z : R — R ermoglicht die direkte Angabe eines Eigenwertes
von W¢; man vergleiche die folgende Aussage mit Bemerkung 2.1.4.1.
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Bemerkung 2.2.3 Der Punkt —1 ist ein Eigenwert von W mit Eigenvektor ©g € C, d.h.
es gelten
—l€eo und m(-1)>1.

Beweis: Wie gewohnt bezeichne y¥ die Losung von (y) zum Anfangswert ¢. Wenn wir
berticksichtigen, dass # : R — R die Losung von (y) zum Anfangswert i ist, folgt mit der
Symmetrie (S) von x

. 2
R Y 4 _‘ al
Weo W:cg—yg xg—x(—i-?)) o T|i_1,0 = —o,

d.h. =1 € o und m(-1) > 1. |

Im folgenden erkldren wir kurz, wie beim Beweis der noch austehenden Einfachheit des
Floquet-Multiplikators 1 von x in den folgenden Abschnitten vorgegangen und der Opera-
tor W einbezogen wird.
Fiir die Einfachheit sind

(m) m(—1)=1 und m(l)=0
hinreichend, denn in diesem Fall erhalten wir nach Bemerkung 2.2.2
M1)=M1*)=m(-1)+m(1)=1+0=1 :

x ist nicht ausgeartet.

Im néchsten Abschnitt stellen wir in enger Anlehnung an WALTHER [51] die technischen
Hilfsmittel zur Konstruktion der in der Einleitung dieses Kapitels erwédhnten holomorphen
Funktion ¢ : C* — C bereit, deren Nullstellenmenge mit o \ {0} iibereinstimmt. Dariiber-
hinaus sind Nullstellenordnung und algebraische Vielfachheit dieser Nullstelle als Eigenwert
von W identisch. Deshalb liest sich unter Verwendung von ¢ die Hyperbolizitédtsbedingung
(m) wie folgt:

(¢) q(=1)=0, ¢(=1)#0 und ¢(1) #0.

2.3 Technische Hilfsmittel

Um Aussagen iiber die Eigenwerte von W¢ : Cc — Cc¢ zu gewinnen, berechnen wir das
Losungssegment W fiir ein ¢ € Ce. Dabei stellen wir zunéchst fest, dass

Wetp : [-1,0] — C

auf dem linken Drittel des Definitionsbereichs mit dem gegebenen Datum v auf dessen
rechten Drittel iibereinstimmt:

Wedlr oy 2) =¥l g)-

W=
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y*(t)
(0
/\\ #
| | | >~
[ [ [ [ [ t
2 1 1 2
-1 =3 3 vz 3
Wey

Die Symmetrie () der periodischen Losung x ermoglicht im folgenden eine Berechnung von
Wetp auf dem Restintervall [—2, 0], indem Translationen der Einschrénkungen Wtcwf[,%,,%]

und WC@M[f%,O] als Losungen eines Systems von gewoOhnlichen Differentialgleichungen er-
kannt werden. Formal identifizieren wir dabei in der anschliessenden Anmerkung Elemen-
te ¢ des C—Banachraums C¢ mit einem die Stetigkeit von ¢ beriicksichtigenden Tripel
(1,2, 3) € C([—3,0],C)3; als Abkiirzung verwenden wir

cwe([ )

Mit der Norm || - [|2, : C& 2 ¢ — max[_1 lo(t)] € R ist C& ein C—Banachraum. Also ist

das Produkt C2® mit der Norm C&* 3 (g1, @2, ¢3) — maxje(1 23} [|9j]|l% € R ebenfalls ein
C—Banachraum.

Anmerkung 2.3.1 Es seien fir j € {1,2,3} die C—linearen Translationsoperatoren

3_j .
incCBS0H90<'—T)|[§,o]ECC

die Komponenten des C—linearen Operators
J:Cc 3 o (i, Jap, Jsp) € C2°.

Dann ist J; fir j € {1,2,3} stetig, und J ist ein normerhaltender Isomorphismus auf den
C—Raum

JCc = {(901,9027903) €C’: 1(0) = ¢ (—%) ,02(0) = ¢3 (-%) } :

Die Abgeschlossenheit von JCc liefert, dass JCc ein C— Banachraum in C&* ist. ]
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J3p

/\/\ Jlgpg %chp

———— |

W=

Bevor wir JoWe und J3We im Rahmen der iibernichsten Bemerkung als Losungen ei-
nes gewohnlichen, nichtautonomen Systems linearer gewohnlicher Differentialgleichungen
berechnen, wollen wir die zeitabhéngigen Koeffizienten dieses Systems untersuchen.

Bemerkung 2.3.1 Die Funktion f erfille (H1), (H2) und (H3). Fir die stetigen Funk-
tionen

A:]RBtt—>f’(x(t—%))€R+ und B:R>tw— f(x(t)) e RT

gelten die folgenden Aussagen

1. A(-—%):BundB(-— ):A.

1
3

2. B|[_§,0] st streng monoton wachsend, und A|[ 1 o] ist streng monoton fallend.

—=,

5 (A=B)l_1 1y >0, (A= B)|(_14 <0und A(=5) = B(—5).

=
o=

Beweis: Die Funktionen A und B sind definiert, denn die stetige Ableitung f’ ist nach
Voraussetzung (H1) positiv.

Die Nichtlinearitiat f ist wegen (H3) ungerade, d.h. f’ ist eine gerade Funktion, und es
folgen unter Ausnutzung von (5)

und

Damit ist 1. gezeigt.

Die nicht-negative Einschriankung x|[ ] ist nach Satz 2.0.1 streng monoton fallend, d.h.

1
-1,0

das streng monotone Fallen von f’ |R0+ liefert das strikte Wachsen von f'ox = B auf [—%, 0} .
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Die Einschrankung x ( — %) |[71 0] > 0 ist monoton wachsend, d.h. f'ox ( — %) = A ist
37

auf [—%, O} streng monoton fallend. Insgesamt ist somit 2. gezeigt.

Nach Satz 2.0.1 ist « ungerade, und (5) liefert

4(5)=r ()= ((G-5) = () = (5):

Mit dieser Gleichheit ergeben sich die beiden Vorzeichenaussagen von 3., wenn wir die im
zweiten Punkt gezeigte Monotonie ausnutzen:
Ist t € [—%, —%), so folgt

A(t) - B(t) > A (-é) _B (—é) — 0

Ist t € (—%, O}, so konnen wir entsprechend nach oben abschétzen:

w00 <a(-1) -5 (1) o

Damit ist 3. gezeigt. n

Wir werden beim Beweis von (q) sehen, dass die in der letzten Bemerkung gemachten
Aussagen essentiell sind. D.h. die strenge Monotonie von f’ nach Voraussetzung (H2)
tragt entscheidend zur Hyperbolizitit von z bei.

Es seien z € C* und ¢ € Cc. Wir betrachten das mit z und ¢ parametrisierte, gekop-
pelte System linearer nichtautonomer gewohnlicher Differentialgleichungen auf [—%, O]

= 1A()[v — Jay]

(u,0,,2) Z
0= %B(t)[u— Jsp] — 1B(t)J1p .

Die Abbildung
S, = ( Uy U ) 'R — C**?

vi U3
sei die Hauptfundamentalmatrix zur Zeit ¢t = —% des homogenen Systems (u,v,0, z) mit

Sz(_%) = L.

Anmerkung 2.3.2 Fir die Wronski-Determinante gilt
det S,(t) =1 fir allet € R und z € C*,

denn die Spur der Matriz der rechten Seite von (u,v,0, z) verschwindet fir alle z € C*. 1
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In der néchsten Bemerkung werden wir feststellen, dass die beiden oben angefiihrten Seg-
mente v = JWex und u = J3Wcy bei gegebenen x € Cc und z € C* Gleichung
(u, v, p, z) erfiilllen, wobei ¢ durch (We — z)x = ¢ gegeben ist. Also liefert die Anwen-
dung der Variation-der-Konstanten-Formel in der néchsten Bemerkung einen Ausdruck fiir
(u,v)". Den dabei auftretenden Integral-Term kiirzen wir wie folgt ab: es sei

I:C* xCc x [—%,0} — C?

Li(z,¢,1) /t -1 —2Adp
I t) = = . z
(& 1) <12(z,so,t) L% sBre - e )

1

3
wobei die Integrationsvariable aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen wird. Schliess-
lich seien fiir z € C*

._ A ui(0)  u3(0) —= 2x2
o-=50-(10) = (2 el )<
und die stetige lineare Abbildung
L,:Cc— C?
durch

Lioi= () 5.0 e p0)

definiert. Zur Motivation der Definition von @), sei auf die Einleitung verwiesen.

Die folgende Aussage entspricht Lemma I.4.1 in WALTHER [51]; siehe auch Lemma 8 in
CHOW & WALTHER [9] bzw. Lemma 3.1. in WALTHER [50].

Bemerkung 2.3.2 Fiir z € C* mdgen S,, I, L, und @), wie oben gegeben sein.

1. Fiir ¢ € Cc und x € Cc mit (We — 2)x = ¢ erfillt
1
(u,v)" = (JsWex, JoWex)™ : [—5,0} — C?

die Gleichung (u,v,p, z), und es gelten

sowre
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2. Es seien umgekehrt z € C*,p € Cc und c € C* mit —Q,-c = L. gegeben, (4,0)" die

1
3

Lisung von (u,v,¢,z) mit (4,0)" (=) =¢, (u,v)7 = ('L~L|[7%70],1~)|[71’0])

15t |
1/1
2/} = ; <; [U - JBQD] - J1907U - J290’u B JB%D) < JC(C
und fiir x := J~ " gilt
(We —2)x = o

Ist o =0 und ¢ # 0, so ist x # 0.

. Dann

Beweis: Wir beweisen die erste Behauptung und nutzen die Eigenschaften von J bzw.

Jj, 7 €{1,2,3}, aus Anmerkung 2.3.1.

Es sei yX die Losung von (y) mit dem Anfangswert y € Cc . Wir haben die stetig differen-

zierbaren Funktionen
1 1
u = J3sWex : [—5,0} —C und v:=LWeyx: {—5,0} — C

und erhalten mit Weyx = 2x + ¢
u= JsWex =z2J3x + Jsp und v = JoWex = zJox + Jop,

was auf

1 1
Jax = ;[u —Jyp| und  Jox = ;[v — Joy]
fithrt. Desweiteren gilt dann mit (2.2)

2
zJix = JiWex — Jip = y%‘ < - g) |[,%,0] —Jip = y8<|[,%70] —Jip=

1
u — JsSO] — Jip,

:J3X—J1<P:;[

also )
zJix = ;[u — J3p] — Jip.

Wiederum mit (2.2) ergibt sich weiter fiir alle s € [—1, 0]
. ‘ o (2
i) = () =3 (5 5) =
3

=1 (o (5= 3) )0 (5 3) = A0 = LAE - Ao

und unter Beriicksichtigung von (2.3) fiir alle s € [—3, 0]:

-Gy - (349 -

(2.1)

(2.2)

(2.3)
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(o (5= 3)) 0 (5-3) = ) I -

= %B(s)[u — J5¢](s) — %B(S)Jﬂﬂ(s)-

Somit erfiillt (u,v)" Gleichung (u,v, ¢, z) und besitzt die folgenden Randbedingungen:

v(0) = JLWex(0) = JsWex (—é) =u (—é) ;

sowie unter Zuhilfenahme von (2.1)

() = 220(0) + Jp(0) = 2y (3 ) + Jagl0) =

= zJoWex (—%) + J30(0) = zv (—%) + J3(0),

zusammen haben wir also

v(0) = u (—%) und  w(0) = zv (—%) + J30(0). (2.4)

Um den Beweis von 1. abzuschlieflen, 16sen wir (u, v, ¢, z) mit der Variation-der-Konstanten-
Formel. Dabei ist — wie oben definiert — S, die Hauptfundamentalmatrix des homogenen

Systems (u,v,0, z) zur Zeit t = —% und I der auftretende Integralterm. Fiir ¢ € [—%,O]
folgt dann
u(t)> (u (-%))
= S.(t) +1(z,0,1)] . (2.5)
(v(t) [ v (—3)

Dann ergibt sich mit den Beziehungen (2.4) zwischen den Randwerten von u und v sowie

Formel (2.5)
o ()=[0) =] ()
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_5.(0) I(2.0.0) + (‘J?’g”m)) Lo,

womit 1. bewiesen ist.

Wir zeigen 2. und geben ¢ = (c1, )" € C*\ {0}, z € C* und ¢ € Cc mit

—Q.c=L,p (2.6)
VOr.
Fiir ¢ € [—1,0] erhalten wir geméss (2.5) fiir Losungen (u, v)™" von (u, v, ¢, z) mit Startwert
(c1,e2)"
u(t) c
= SZ t) - ] 3 7t ) 27
(o) =0 [0 w1t00) e
sowie ] ] ]
X3 = ;(U —J3p), X2:= ;(U — D), xi= ;(Xs —Jip) € C¢. (2.8)
Dann haben wir
Jsp =u—z2xs, Jrap =v—2x2, J1p = X3 — 21 (2.9)
Behauptung:
Es gibt x € Cc mit Jx = (x3, v, u). (2.10)

Beweis: Nach Formel (2.7) haben wir mit I(z, ¢, —3) =0 und S, (—3) = E,

(u E:D - () (2.11)

Gleichung (2.6) liefert dann mit der Definition von @,

(0 0)-s0]-(2) =

was nach Einsetzen der Ausdriicke fiir S, und L,
2¢y u?(0) u3(0) ) <C1) (—J390(0))
- z z ’ = +5.(0) - I(z,¢,0
<01> (Ul(o) v3(0) Co 0 (0)-1(z #.0)
ergibt. Mit der Definition (2.7) von v und I = (I3, I5)" folgt dann

zey = c1u}(0) + coui(0) + ui(0) 1 (2, ¢, 0) + u5(0)Ix(2, p, 0) — J3p(0) = u(0) — J30(0).

Genauso sehen wir
¢ = v(0).
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Insgesamt erhalten wir somit unter Beriicksichtigung von (2.11)

1

U@):clzu(—g), um):z@+n@¢m>:zy(—%>+ng¢m) (2.12)

Um
(x3,v,u) € JCc

zu begriinden, stellen wir zum einen fest, dass die Funktionen x3, v und u in C¢ liegen und
zum anderen wegen (2.8) und (2.12) die JC¢ definierenden Randbedingungen erfiillen:

15(0) = L(u(0) = Jyp(0)) = v (—?1)) + L o(0) = L) = 0 (—%) (2.13)

vm):u<—%).

Damit ist die Behauptung (2.10) bewiesen, wenn wir Y := J~!(x3,v,u) € Cc setzen.

und

Wir betrachten die in der Behauptung gegebenen Funktionen y und . Die mit Hilfe
von (2.8) durchgefithrte Umformung

1/1
JXZJJ1w=w=—< [u— Jsp] — Jip, v— Jap, u—J3<p> =

z

z
1
= P (xs — J1p, 2x2, 2X3)
zeigt
JIx = (x1, X2, X3)- (2.14)
Wir wollen
We—2)x=¢ (2.15)

nachweisen, was aufgrund von Anmerkung 2.3.1 dquivalent zu
J(We — 2)x = (g, Jap, J3p) (2.16)

ist.
Es sei j € {1,2,3}. Fiir die linearen Abbildungen J; gilt nach (2.14) die Gleichheit

Jix = X;j.

Um (2.16) zu zeigen, beweisen wir J;(We — 2)x = J;¢.
Nach (2.9) folgt

Ji(We — 2)x = JWWex — zJix = Jsx — zJix = x3 — 2x1 = g,
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und die Gleichheit der ersten Komponenten ist gezeigt.
Wir beweisen schliesslich Jo(We — 2)x = Jop und J3(We — 2)x = J3p und wéhlen dazu
s € [—%, 0}. Mit der Variationsgleichung und (2.8) erhalten wir

7 (5+5) = B (5 3) = BN = LBy - Jip)le) =
1 1 1 1 .
= LB(s)x0(5) — LB\ Iipls) = 5 B(s)u— Jigls) — L Bls)gls) = i(s).
7 (5 3) =10 =30 = 20 = a0 = (-3 )

wobei das letzte Gleichheitszeichen gerade (2.13) ist. Wir haben somit wegen der Uberein-
stimmung des Startwerts

1
yX (5 + ) ‘[,%’0} = . (217)

Zur Herleitung von (2.18), s.u., gehen wir entsprechend vor und stellen fiir alle ¢ € [—%, O]
mit (2.9) sowie (u,v, p, z) teleskopierend

(5 +5) = A x(s) = LAG g+ 2xl(6) — LA Taplo) =

= A)ols) — S A(s)p(s) = S A(s)lo — ol (s) = i)

fest. Desweiteren haben wir mit (2.12) sowie (2.17) den Startwert
1 1 2 1
—_—— — —= X —_ g X —_— =

(a) == (3) = (53)

2
yX (g + ) |[_170} = U. (218)

Gleichung (2.18) liefert schliesslich mit (2.9) und J3Wex = y)2<|[, 10] einerseits
37w

und erhalten somit

2
Js(We — 2)x = J3Wex — 2xs = ¢ <§ + ) 10 =28 =u—2x3 = 39 ;

andererseits ergibt Gleichung (2.17) mit JoWex = y>f|[71 0]
3173

1
Jo(We — 2)x = JoWex — 2x2 = y* (g + ) |[_§,o] —2Zx2 = U — zx2 = Jap.
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Insgesamt ist (2.16) gezeigt, also (2.15) wahr.
Um den Beweis von 2. abzuschlieen, folgern wir aus ¢ = 0 und ¢ # 0 zunéchst

(1) 7 (o)
vea = (1 Q) ) 4o

und damit ist die Bemerkung bewiesen. [ |

dann

Die anschliessende Surjektivitdtsbehauptung wird beim Beweis des Satzes 2.4.2 iiber die
Vielfachheiten der Nullstellen von ¢ benutzt und wird etwas ausfiihrlicher als in WALTHER
[51] bewiesen.

Bemerkung 2.3.3 Die oben definierte lineare Abbildung
L,:Cc— C?

st fiir alle z € C* surjektiv.

Diese Aussage bedarf der folgenden elementaren Feststellung:

Lemma 2.3.1 Es sei E ein normierter C— Vektorraum. Dann ist die Menge
L:={(v,w) € E*: {v,w} ist linear unabhingig in E}
offen in E?.
Beweis von Lemma 2.3.1: Wir zeigen, dass das Komplement
E?*\ L :={(v,w) € E? : {v,w} ist linear abhiingig in F}

abgeschlossen in E? liegt. Es sei dazu ((v,, wy))nen eine gegen (v,w) € E? konvergente
Folge in E? \ L. Fiir alle n € N existiert ein A, € C mit v,, = \,w,. Ist v =0 oder w =0,
so gilt (v,w) € E?\ L.

Es seien also v # 0 und w # 0 sowie ¢ > 0. Dann sind (A, )nen und (wy, )nen keine Nullfolgen,
und es gibt 0.B.d.A. N € N sowie S € R* mit

An] >S5 >0, ||wy|| >S5 und |jv, —v| <e

fir alle n > N in N.

Vermoge der letzten Ungleichung folgt die Beschréinktheit von (\,)nen durch %, da-
her hat (\,)nen eine gegen A € C konvergente Teilfolge (A, )ren. Insgesamt haben wir
v = limy_ o0 Uy, = liMy_ 00 Ap, Wy, = Aw, also (v,w) € E?\ L, und L ist offen in E?. [ |



2.3 Technische Hilfsmittel 133

Beweis von Bemerkung 2.3.3: Es sei z € C*. Wir zeigen unter Ausnutzung von Lemma
2.3.1 und der Voraussetzung an f’ in drei Schritten, dass

dim(c LzC(C = dlm(c (CQ = 2,
also L,Cc = C?, gilt.

1. Ist n € N, so wird durch
| — 0 und n(f) = (n+2)t + 1 fiiralle € |——— 0
a1, = 0 und pa(t) = (n iir alle sl

eine Folge (¢n)nen € C}g definiert. Fiir alle n € N gilt C& 3 0 = Jip, = Jap,
und Jap,(t) == 0 fiir alle t € [—1, ——L] sowie J5p,(t) == —(n + 2)t + 1 fiir alle

) 37 n+2
te [--5,0].

Behauptung:

lim L., — (é) (2.1)

n—oo

Beweis: Wir geben zunéchst L, fiir ein ¢ € Cc¢ an.

LZSO = (_J?;(S)O(O)) + Sz(o) ' I(Z,Q0,0) =

_ 0 z - _lAJ
sl )it an)-
0 L\ Ty —=BJsp — -BJiyp

B (—@(O)) 5.0 /0 (—%Ajggovg + 5 BJspuj + %BJlgoug)
0 - _1 \ TAJpvi — 5 BJspui — 1BJipui )

3

Folglich gilt wegen

Jipn, =0 und Jop, =0 fir allen e N
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Wir setzen
c, = B(0 max |ui(t)] € RF
O Jmx [6(0)] € B
und
d, = B(0) - — - max |uf(z€)]€Rar

Dann folgt die Behauptung (2.1) mit [|C? 3 w — S,(0)w € C?|| =:s5, >0 :

1 0
lim ‘ L.op — (0) <s,-(c;+d,) lim [(n+2)t+1]dt = 0.
n— o0 1 n—oo _n%&-Q
2. Behauptung:
Es gibt ¢ € C¢, so dass fiir ¢ := (Cl> = L, gilt: co # 0. (2.2)
Co

Beweis: Wir wihlen ¢ € Cc mit J1¢ = 0 = J31p. Wenn wir fiir j € {1,2} mit (L,x);
den j-ten Eintrag von L,y fiir x € C¢ bezeichnen, so gilt mit obigem Ausdruck fiir
das Bild von

0 0

Ay + v3(0) / Ao (2.3)

AL =i (0) |

1 1
3 3

Bei der Angabe des gesuchten ¢ unterscheiden wir anhand von (2.3) die folgenden
drei Falle.
(a) Der Fall v3(0) = 0. Es folgt v{(0) # 0 aus det 5.(0) = 1. Wegen v (—3) =1
gibt es & € (0, 3) mit v§|[_ L 1) > 0. Wir wéhlen zum Beispiel fiir das gesuchte
37 3
¢ € Cc die Funktion @5 € Cc mit

0. te [-1,-3]u [-ho|U[-3+5-1]
oty ={ 323, e (3301
—st—xt2 ¢t [—g+§7—§+5]
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5  @s(t)
~~
................................... - 1
4 | -
T TQ ‘1 t
—1 —3 —3

Damit folgt unter Beriicksichtigung von A > 0

AJQQD(;U§|( 5) >0

1 1
—3 75T

und mit ¢ = @s sowie (2.3)

z

1 *%+5
¢y = (Log)s = —~v7(0) / Adypv 4 0.

(b) Der Fall v3(0) # 0.

i. Im Fall v7(0) = 0 verfahren wir analog zu 1. : Wegen B > 0, uf (—3) = 1,
vf (—%) =0 und

1 1 1 1 1 1
2 . — —_Bl-= z | _ = ——Bl-=
() =3 (9) () =3 ()0
gibt es ein § > 0 mit vf|(_ Lg) <> 0. Folglich haben wir
37

AJQ(pgvfl( %+5) <>0

-
und ¢y = L, # 0, wenn wir ¢ := ;s setzen.

ii. Schliesslich betrachten wir den Fall o := v$(0) # 0 und ( := v3(0) # 0. Es
sei (sp)nen € (—3,0)N eine streng monoton fallende Folge mit

1
lim s, = —=.
fim oo ==
Fiir alle n € N gibt es eine Funktion ¢,, € C*(R) mit supp(¢,) C (—3,0),
¢n > 0und [ ¢, = 1, wobei der Graph von ¢, fiir alle n € N achsensymme-
trisch zur Senkrechten t = s, liegt; siche dazu Bemerkung 2.12 in AMANN
[1]. Insbesondere haben wir ¢,(—3) = 0 = ¢, (0) fiir alle n € N.



2.3 Technische Hilfsmittel 136

R 51 t

Es sei m € N. Satz 1, §17, in FORSTER [15] hat mit der Funktion

el Ra3t—m-p,(m-t) €R

lim [ @ (t)h(t)dt = h(s,) firallen € N und h € Cy(R) (2.4)

zur Folge; es ist zu beachten, dass bei der Verwendung des Grenzwertsatzes
von Lebesgue im Beweis dieses Satzes in FORSTER [15] zwar h € C°(R)
vorausgesetzt aber h € Cy(R) ausreichend ist.

Wir finden M; € N und € > 0 mit | — A(sm)vg(smﬂ > 2—5 fiir alle m > M.
Ausserdem gibt es My € N mit [A(sy, )vi(sm)| < 5 fiir alle m > Ms. Es sei
M := max{ M, Ms}. Wir definieren fiir n € N

Wp 1= goﬁq[f%’o] € C¢.

Fiir alle n € N gilt w,(—3) = 0 = w,(0). Es folgt mit (2.4)

1
3

0
lim [a/ (—Av3) +ﬁ/ - (Avy)

1
3

= o+ (=A(sar)v3(sar)) + BA(sa)vi (sm)] = [ - % — 0] % =e>0.

Wir sind nun in der Lage, ein N € N mit

i) [ o~ Av) 1 5(0) / () £0

W=

fiir alle n > N zu wéhlen und konnen das gesuchte Urbild ¢ € C¢ durch

3w ( " %)

definieren. Nach (2.3) gilt dann (L,p)s # 0, und insgesamt ist (2.2) bewie-
se.

0] =0 und Pl

w\l\?
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3. Wir setzen v := ((1)) € C? und wihlen gemiiss (2.2) ein ¢ € Cc mit
C1 2
w = ( ) =L,peC® und (L,p)y=cy#0.
Ca

Dann sind v und w linear unabhéngig, und es gibt laut Lemma 2.3.1 ein € > 0 mit
U.(v) x Us(w) € L ={(&,n) € C* x C*: {¢&,n} ist linear unabhingig in C*}
Nach (2.1) gilt
Tim [ Lapp = vfly = 0
mit der dort angegebenen Folge (¢, )nen € CR. Wir withlen n € N, so dass
0= L.pn € Us(v)

erfiillt ist und erhalten die lineare Unabhéngigkeit von v € L,Cc und w € L,Cc in
C2. Dies zeigt dim¢ L,Cc = dime C? = 2. |

Im folgenden Abschnitt kommen wir zur Definition von gq.

2.4 Die charakteristische Funktion ¢ von W

Wir kommen in diesem Abschnitt zur Charakterisierung der nicht-verschwindenden Eigen-
werte von W, indem wir diese als Nullstellen der holomorphen charakteristischen Funktion
q : C* — C erkennen; die algebraische Vielfachheit m(z) von z € C* und die Ordnung die-
ses Punktes als Nullstelle von ¢ erweisen sich als identisch.

Bei der Konstruktion von ¢ gehen wir wie in WALTHER [51] beschrieben vor und betrachten
das gekoppelte System

uw=1A(t)v
(u,0,0,2)
0= %B(t)u

mit den bekannten, in ¢ € R stetigen Ausdriicken A(t) = f' (z (¢t — 3)) und B(t) = f'(z(t)).

Die Abbildung
_ (u"f “5) ‘R — C2%2

vi 3
bezeichnet fiir z € C* die Hauptfundamentalmatrix des homogenen Systems (u, v, 0, z) zur
Zeit t = —5. Ebenfalls im letzten Abschnitt wurde

Q. = 5.(0) - ((1] S)

definiert.
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Definition 2.4.1 Die Abbildung
g:C"'3z—detQ, eC
heisst charakteristische Funktion von W. O

Um mit der Nullstellenordnung von z € C* bzgl. ¢ arbeiten zu koénnen, sollte ¢ differen-
zierbar sein. Dies halten wir in der folgenden Bemerkung fest.

Bemerkung 2.4.1 Die charakteristische Funktion q : C* — C ist holomorph, und fiir alle
z e C* gilt

q(z) =1 —2z4+u3(0) + 2v7(0).
Beweis: Die Holomorphie von ¢, also die analytische Abhéangigkeit der Losung vom kom-

plexen Parameter z € C*, folgt mit den Sdtzen in DIEUDONNE [11], Abschnitt 10.7, aus
der Holomorphie der Funktionen

1 1
C'3z— ;A(t)vE(C und C*' >z~ ;B(t)ue(c

fir allet € R, u € C und v € C.
Nach Anmerkung 2.3.2 gilt det S,(t) = 1 fiir alle ¢t € R. Dies liefert fiir jedes z € C*

ui(0)  w3(0) —z )
= det Q, = det ! 2 =
Rt
= u7(0)v3(0) = u3(0)v{(0) + u3(0) + 2v7(0) — 2 =
= det S.(0) + u3(0) + zv7(0) — 2 = 1 — z + u3(0) + 2zv5(0),
also den behaupteten Ausdruck fiir ¢(z). [

Wir kénnen mit Hilfe von Bemerkung 2.3.2 den folgenden Satz beweisen, in dem die
Gleichheit des Null-punktierten Spektrums o \ {0} von W und der Nullstellenmenge von
¢ behauptet wird.

Satz 2.4.1 Es gilt ¢ '(0) = o \ {0}.
Beweis: Es sei zuniichst z € ¢7*(0) C C*, d.h. die Matrix Q, ist singulér:
0=q(z) =det Q..

Folglich existiert ein ¢ € C?\ {0} mit —Q.c = 0 = L,0. Eine Anwendung von Bemerkung
2.3.2 fiir ¢ = 0 liefert ein x € Cc \ {0} mit (We — z)x =0, also z € o \ {0}.

Es sei umgekehrt z € o \ {0}, d.h. es existiert ein ¢ € Cc \ {0} mit (W — z)p = 0. Nach
Bemerkung 2.3.2 erfiillt (u, v)" = (J3Wep, JoWee)™ auf [—1,0] Gleichung (u,,0, z), und

es gilt ( 1)
_Qz(u 3 ) :LZOZO,
v(=3)
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o o.("11)) =0 2.)

bedeutet. Wire u (—%) =0=v (—%), so wird u = 0 = v durch die Eindeutigkeit der
Losungen des Anfangswertproblems

onn o3 -0-+( )

geliefert. Dies fiihrt auf go|[71 = 0, wenn wir die Variationsgleichung (y) lings x be-
73

trachten und f’ > 0 nach (H1) beriicksichtigen. Wegen ¢ # 0 gibt es ein s € (—é, 0} mit

o(s) # 0, was aber

0 # zp(s) = Wep(s) = JsWep(s) = u(s) =0

widerspricht. Es gilt somit

und (2.1) liefert
0=detQ, = q(Z),

also z € ¢7*(0). Insgesamt haben wir ¢~ *(0) = o \ {0} gezeigt. |

Im néchsten Satz aus WALTHER [51] gelingt es, die Aussage von Satz 2.4.1 zu verbes-
sern, indem auch Vielfachheiten beriicksichtigt werden.

Satz 2.4.2 Fir alle z € C* mit Q. # 0 gilt m(z) = ord,(2).

Zum Beweis des Satzes formulieren wir zunéchst eine Fortsetzungsaussage und definieren
fiir = € C* die Matrix
o ( v(0) = u3(0) ) |
: 1—07(0)  wi(0)

Wir erkennen dann unter Beriicksichtigung von Satz 2.4.1

Qf=detQ.-Q.' =q(2)-Q.' fiir alle z € C*\ 0. (2.1)
Lemma 2.4.1 Die holomorphe Abbildung H : C*\ 0 — L(Ce) mit

H(z) :=q(z)(We — )7

fir alle z € C*\ o besitzt eine stetige Fortsetzung H : C* — Lo (Cc) mit

(J3H(2)<,0

1 *
JQH(ZM) () = 25:(t) - (-Q:L=¢) (2.2)

fir alle t € [—1,0], z € 0\ {0} und ¢ € Cc.
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Beweis von Lemma 2.4.1: Alle im Beweis auftretenden Grenzwerte ( — z € o \ {0}
seien fiir Folgen definiert, die 2 nicht treffen; wir schreiben anstatt lim,.c_.. abkiirzend
hmc_)z.

1. Fiir z € C*\ 0 und ¢ € C¢ definieren wir
Xz = (W@ — 2)_1<p & Cc.

Daraus folgen Wex.,, — 2X2, = ¢ und

1
Xz = ;(W(CXZ,AP - 90) (23)
Wir betrachten die Hilfsabbildung
H*: C* \ o>z [CC S P q(Z)W(cXZM € Cc] < ﬁc(CC).

Fiir z € C*\ 0 und ¢ € C¢ gilt

A=) = a(:)(We — 2) o = a2y = - (H'(2)o — a(2)),

d.h.

H(z)p = L (H'(2)e — a(z)p), =€ C \o, peCe 2.4

Angenommen, der Grenzwert lim._., H*(() existiert fir z € o \ {0} in Lo(Cc), und
H* 148t sich stetig auf C* fortsetzen zu

H*(z), ze€C*\o

H:C"'3z { lime_. H*(C), z€ o)\ {0} } € Lo(Ce).

Dann existiert wegen (2.4) auch der Grenzwert lim_., H(¢) fiir z € o \ {0}, und mit
1
H:C' 3z~ ;(H’(z)gp —q(2)p) € Lo(Cc) (2.5)

haben wir die gewiinschte stetige Fortsetzung von H auf C*. Um die Behauptung zu
zeigen, ist es also hinreichend, die stetige Fortsetzbarkeit von H* zu beweisen.
Wir definieren fiir i € {1,2, 3}

H:C'\o3z—[Ccop— JJH (2)p € C2] € L&(Cc, CL).
Fiir alle z € C*\ 0 und ¢ € C¢ gilt dann
JH™(2)p = (Hi(2)p, H3 ()@, H3(2)p) € JCc. (2.6)

Wir beachten im folgenden ¢(z) = 0 fiir alle z € ¢ \ {0} nach Satz 2.4.1.
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2. Essei z € C*\ o und ¢ € C¢c. Nach Satz 2.4.1 kénnen wir fiir solche z und i € {1, 2,3}
1

@Hz*(z)@ = JiW(CXz,<p (27)

berechnen, wobei wir J; W) = Jso fiir alle ) € C¢ und (2.3) benutzen:

1
J1W(CXZ,<,0 = J3Xz,g0 = ;(J3W(CXZ,<,0 - JBQO) (28)
Eine Anwendung von Bemerkung 2.3.2.1 ergibt
J3W(CXZ p) |: 1 :| 2
) =S e+ 1(z,0,0)]: |—=,0] = C7 2.9
(o) = sife+ gl |- (29)
wobei .
S. = up Uz _10 _>ch2
‘ vi vi) | 3
die Hauptfundamentalmatrix von (u,v,0, z) zur Zeit t = —% ist und
—Q.c=L.p
gilt. Formel (2.1) liefert dann fiir den Anfangswert ¢ € C?
1 *
c=——=Q:L, 0. (2.10)

q(2)

Es seien z € C* und ¢ € Cc. Wir erinnern uns an die Zusammensetzung der Aus-
driicke I = (I, I5)"", S, und L, :
L[ o
II<Z7¢7 ) = _; Sz AJQ@?

=

1 ' 1 [
12(27907'):_§ S;IBJ%O_; S;IBJNO’

1
3

=

L= () + s016 000

Die charakteristische Funktion ¢ : C* — C ist nach Bemerkung 2.4.1 insbesondere
stetig , und es gilt lim._,, ¢(¢) = ¢(z) fiir alle z € C*. Stellen wir nun die Stetigkeit
der Abbildungen

C'oz— uﬂ[_%ﬁ] €eCt und C'3z+ vf|[_%70] € C¢
fiir i € {1,2} fest, so folgt insbesondere fiir alle z € o\ {0}

lim S¢ = S, %im I(¢,-,-) =1(%,-,-) und im L, = L,

(—z (—z
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bzgl. der Normen in den entsprechenden R&umen. Insbesondere haben wir unter
Beriicksichtigung der Linearitét und Stetigkeit von

C(CBQDHSC'I«:ﬂO?')EC(E

15¢ - 1(C, ) < alOllll
fiir alle ¢ € Cc, wobei a : C* — Ry stetig ist.

Wir zeigen nun H5 Oy _, —S,Q:L, fir z # ( — z € 0\{0}. Es seien dazu z € o\{0},
H3(C) z
2

(€ C*\ o und ¢ € Cc mit ||| =1.
Mit (2.7), (2.9) und (2.10) erhalten wir dann

|(Gior) + sizae| " o) (%) + s.0tp
b

H3(C)p JoWexep

= ||=ScQiLep + a(¢)Sc - (¢, . ) + S-Q5 L] <
< ||8:Q:L — ScQiLe|| + ()] (C),

wobei die letzte Summe fiir ¢ — 2z gegen Null strebt. Somit gilt

(2.7)

(2.9),(2.10)

- (HI(Q)N o
%E(H;(g))‘ S:Q7L.. (2.11)

Fiir alle z € C*\ o haben wir mit (2.7) und (2.8) fiir die ausstehende erste Komponente

von H*
oy 2D (2.8) 1 1, q(z)
Hi(z) =" q(z) hiWex., = q(2)- ;(JBWCXZ,~ —J3) = s (2) — — s (2.12)
also existiert auch lim,_,, Hy(¢) fiir z € o\ {0} mit
1
lim Hy(¢{) = - lim H;(¢), z€ o\ {0}. (2.13)

(—z Z (—=z

Insgesamt existieren somit fiir i € {1, 2,3} und z € o\{0} die Grenzwerte lim,_,, H;(().
JCc ist nach Anmerkung 2.3.1 abgeschlossen, und folglich gilt fiir alle ¢ € C¢ mit
(2.6)

(lim 3 (€}, i H3 (), lim H (Q)¢) € JCc.

(—z

was die Definition von

mit



2.4 Die charakteristische Funktion ¢ von W 143

und
H'(2) 1= [Ce 3 = (i H (C), lin H5 (O, im H5(0)) € Ccl

fir alle z € o\ {0} erlaubt.
Wir zeigen die behauptete Formel (2.2): Nach (2.5) und (2.11) gilt fiir z € o \ {0}

und ¢ € Cc
JsH(z)p\ _ 1(JH'(z)p\ _
LH(2)p) 2\JLH()p)
1 (BH(O) 1
=-1 =——5,Q:L.p.
Bl (J2H*(C)30 Lot
Insgesamt ist das Lemma bewiesen. [ |

Beweis von Satz 2.4.2: Es sei H die stetige Fortsetzung von H aus Lemma 2.4.1.

1. Behauptung:
Es seien z € 0\ {0} und @, # 0. Dann gilt H(z) # 0 € Lc(Ce). (2.14)

Beweis: Die Voraussetzung @, # 0 liefert Q* # 0, was Q*c # 0 fiir ein ¢ € C*\ {0}
impliziert. Die Surjektivitdt von L, geméss Bemerkung 2.3.3 gibt ein ¢ € C¢ mit
L. = c. Unter Verwendung von det S,(¢f) = 1 fiir alle t € R und (2.2) ergibt sich
folglich fiir jedes ¢ € Cc

JsH(z)e\ _ 1, .
(JQH(Z)sD) = T 5ELe 20

woraus wir H(z) # 0 schliessen.
2. Behauptung: Fiir alle z € o \ {0} gilt
dmN(We—2)=1 und oW —2z)=m(z). (2.15)

d.h. die geometrische Vielfachheit eines jeden z € o \ {0} ist einfach und die Ket-
tenldnge o(We — 2) fiir solche Punkte z stimmt mit der entsprechenden Eigenraum-
Dimension m(z) iiberein.

Beweis: Es seien z € o\ {0} und fiir y € N(W¢ — 2) die Segmente u := J3Wx sowie
v := JoWex gegeben. Wir betrachten die lineare Abbildung

i NWe—2)3yx— (ZE:?) € C2.

Unter Beriicksichtigung des ersten Teils von Bemerkung 2.3.2 fiir ¢ = 0 gilt
PN (We = 2)) CN(Q-) € C* (2.16)
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Ist py = 0 fiir ein x € N(W¢ — 2), so folgt mit Gleichung (u, v, 0, z)
u=0=w,

was mit der Definition von J, siche Anmerkung 2.3.1, und Weyx = 2y, d.h. z € o\ {0},
auf

1 1 1
Xso=Jsx=—-u=0, xo:=Dx=-"v=0 xi=Jx="xs=0

also x = J71(x1, X2, x3) = J 710 = 0, fiihrt. Folglich ist p injektiv.

Der Punkt z liegt genau dann in o \ {0}, wenn 0 = ¢(z) = det @, gilt. Mit Q, # 0
erhalten damit dim N(Q.) = 1, woraus wir mit der Injektivitit von g und (2.16)
dim N (We — z) = 1 folgern:

1 <dimN(We — z) = dim u(N (W — 2)) < dim N (Q,) = 1.
In diesem Fall kénnen wir nach Bemerkung 2.2.1.4 auf die Gleichheit
a(We — 2z) =m(z)
schliessen, und die Behauptung (2.15) ist bewiesen.

3. Nach Bemerkung 2.2.1 stimmen die Kettenldnge a(W¢ — z) = m(z) mit der Ordnung
l € Nvon z € 0\ {0} als Pol der Resolvente iiberein, und es gilt fiir z € ¢ \ {0} mit

F. :={n € N: Gibt st. Forts. v. ( = (¢ — 2)"(W¢ — z)"! auf (C*\ o) U {z}}

a(We —2) =1 =minF,. (2.17)

Nach Definition der Nullstellenordnung ord,(z) gibt es eine Umgebung U des iso-
lierten Punktes z € o \ {0}, die keine Elemente mit o \ {z} gemeinsam hat, eine
holomorphe Funktion A : U — C mit h(z) # 0 und

¢(Q) = (¢ = 2)"“n(Q), el
Wir definieren durch
K1(¢) == (¢ — 2) M=) (We — ()" € Le(Ce)

fiir ¢ € U eine stetige, lineare Abbildung K; : U — L&(Cc). Nach Lemma 2.4.1 gibt
es eine stetige Fortsetzung H : U — L (Cc) von

H:U\{z} 3¢~ q(Q)(We — )" € Lo(Co).

Dann gilt fiir ( € U \ {z}

H(¢) = a(Q)(We = ¢) 71 = h(¢)(¢ — )™ (We — ()7
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und

Ko:UN{2} 3¢ (C— 2)7 %@ (We — 07! e La(Ce)

ist stetig zu
U3¢ (C—2) ™ (We — ()7 € Lo(Ce)

fortsetzbar. Mit (2.17) gilt dann ord,(z) > a(W¢ — 2).
Wiire ord,(z) > a(Wc — z2), also ord,(z) = a(W¢ — 2) + k fiir ein k € N, so hitten
wir mit (2.14) und h(z) # 0
0# H(2) = h(2)Ky(2) = h(2)K1(2)(z — 2)F =0,
einen Widerspruch zu H(z) # 0. Also gilt mit (2.15)
m(z) = a(We — 2) = ord,(2).
Damit ist der Satz iiber die Nullstellencharakterisierung von m bewiesen. |

Wir sind nun in der Lage, in einem letzten Abschnitt die Hyperbolizitéit von x zu beweisen.

2.5 Hyperbolizitit von x
Um in diesem letzten Abschnitt die Hyperbolizitéat der %—periodischen Losung
r:R—-R

von (f) aus Satz 2.0.1 zu beweisen setzen wir (H1), (H2) und (H3) voraus. Wie in Ab-
schnitt 2.2 gesehen, ist

(m) m(—=1)=1 und m(l)=0

hinreichend fiir die Hyperbolizitdt von x, wobei m : C* — Nj die algebraische Vielfachheit
von We ist. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.2 ldsst sich (m) mittels der holomor-
phen charakteristischen Funktion

q:C" 32— 1-24+u3(0)+ 207(0) € C
ibersetzen zu
(q) q(=1) =0, ¢'(~=1) #0 und ¢(1) # 0,

wobei u3 : R — C und vf : R — C Eintrége der Hauptfundamentalmatrix

z z
uiou
A 22
L= R—C
<Uf 05)
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zur Zeit t = —% des durch z € C* parametrisierten linearen, nicht-autonomen und homo-
genen Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

=LAt
(u,0,0,2)
v = % B(t)u.

sind. Die fiir den Hyperbolizitdtsbeweis essentiellen Eigenschaften der Koeffizientenfunk-
tionen

A:RBtHf,(x(t—%>)€R+ und B:R>tw f'(z(t)) € RT

ergeben sich aus denen von f und sind in Bemerkung 2.3.1 zusammengefasst. Wir bezeich-
nen die rechte Seite von (u,v,0, z) mit

i %A(t)v
F:C*xRxC"> (u,v,t,z2) — <Z%B(t)u) e C?.

Zum Nachweis der Hyperbolizitit von x ist es nach (q) ausreichend, die stetig differenzier-
bare Einschrinkung

g -= ¢ |R\{O}
von ¢ zu betrachten. Zunéchst stellen wir fest, dass die Nullstellenmenge von ¢, beschrénkt

ist.

Bemerkung 2.5.1 FEs gibt 2™ € RT und 2= € R™, so dass fiir die eingeschrdinkte charak-
teristische Funktion g, von W

qR|(_oo7z—) >0 wund qu(z+,oo) <0

gelten.

tr tr

Beweis: Die Losungen (uf, v{)"” und (u3, v3)" von (u,v,0,z) sind stetig vom Parameter

z € C* abhéngig. Deshalb existieren

SN L (Y e {1,2)
v T Razlinioo UJZ. »J R

J

als Losungen von

R3z—+00

N

< 2.

N———
I

lim  F(u,v,t,z)= (8),

und es gilt
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Folglich haben wir fiir alle t € R

Wir erhalten somit

tim %) _ (1 —14 0

z—+o00 z z—+oo zZ

OE

=0—1+u3>(0)-0+v;7>(0) = —1,

also lim,_, 4o qRZ(Z) = —1. Es gibt folglich 2™ > 0 und 2z~ < 0 mit

g (%)

<0, zé€(—o00,27)U(z" 00),

also
¢, (2) >0 fiir alle z € (—00,27) und ¢, (2) <0 fiir alle z € (27, 0),

was gerade die Behauptung ist. [ |

Um (g) zu beweisen, leiten wir in der néchsten Bemerkung eine Formel fiir ¢/ (—1) = ¢'(—1)
her. Dabei ist zu beachten, dass in Abschnitt 2.4 die C* 5 z—Werte der charakteristischen
Funktion ¢ von W als Determinante der Matrix

Q. = S.(0) — <(1) g) e X2

definiert sind.

Bemerkung 2.5.2 Fir die Lisungsmatriz S_y und den Ableitungswert ¢'(—1) der cha-
rakteristischen Funktion q ergeben sich die folgenden Ausdriicke:

1. Es gelten v;*(0) =0, v;*(0) = 1 und u; ' (0) = —1, also

S 4(0) = ( “111(0) _01 ) und

e (37) (70 )

2. FEs gelten q¢(—1) =0 und

¢ (=1)=q¢(-1) = —u;(0) - / [A(vy1)? 4 2B(uy M)?).
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Beweis:

1. Nach Bemerkung 2.2.3 ist z = —1 ein Eigenwert von W mit Eigenvektor z, also
gilt (We + 1)2o = 0 und
Wexg = —o. (2.1)

Nach Bemerkung 2.3.2, angewendet auf ¢ = 0 und y = @, erfiillt
1
(U, U)tr = (JgW(Cio, JQW(C.j?O)tT . |:—§, 0:| — (CQ

die Gleichung
(u,v,0,—1)

Weil S_; eine Fundamentalmatrix von (u,v,0,—1) ist, gibt es ¢; und ¢y aus C, so
dass fiir alle ¢t € [—%, O]

(:j) (1) =e (zii) (t) +c2 (Zji) (t) (2.2)

gilt. Die Anfangswerte von u und v ergeben sich aus (2.1) und den Eigenschaften (z)
von x aus Satz 2.0.1 :

() s () - ()< () -
(1) o (1) =t (-2) = i (-2) o <

Mit (2.2) und S_;(—3) = E» folgen dann ¢; = 0 und ¢ = #(0), was mit

w(0) = J5Wedo(0) = —Jyin(0) = —i:(0)

0(0) = JoWeito(0) = —Jaito(0) = —itg (—%) — i (;) —0=0

auf
0 < —i(0) = u(0) = #(0)uy " (0), 0=10v(0) = i(0)vy'(0)
fithrt. D.h. es gelten
uy '(0) = -1 und v;*(0) =0. (2.3)

Wir zeigen schliefllich v;*(0) = 1 anhand von det S_;(¢) = 1 fiir alle t € R: Mit (2.3)
erhalten wir

1 = det S_,(0) = det ( le_lgg; ) ) —v7(0).
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2. Wegen —1 € ¢\ {0} gilt nach Satz 2.4.1 fiir
Ableitung von ¢ in z € C*:

q(2)

Die Lésungen (u3, v

D.h. (D.u3, D.vi)", j € {1,2}, erfiillen

—1+ D,u3(0) +v;(0) + z - D,v;(0).

das Bild ¢(—1) = 0. Wir berechnen die

(2.4)

#)r 5 € {1,2}, sind differenzierbar vom Parameter z abhéngig.

D, u? LA(t)D.v: — ZA(t)v?
7l =D,F Z ¢ z z . 2.
(Dzv;-) (455 ,2) = (ﬁB(t)Dz : — 2 B(tu ) (25)

z(—
uf (

Z
vi(

Weil die Anfangswerte (

l
3
1
-3)
Parameters z nicht dndern, fo

() =

Unter Ausnutzung von det S, = 1 fiir alle 2

3 0
Dzvj(—%)

0

) = () und (2
lgt

)
)

) =

(1) sich bel einer Variation des

w\b—‘wlb—\

), Jje{1,2}. (2.6)

€ C* und dem Startwert (2.6) erhalten

wir aus der inhomogenen Gleichung (2.5) mit der Variation-der-Konstanten-Formel

fiir alle z € C* und j € {1, 2}:

(53)o

Dzuj
Dzvj

Folglich ergeben sich fiir die ¢’'(—

0

D.u(0) = ~u'(0) [

o=

') [

und

[Alvy

[Av;tvst + 2Bu

[Avy to ! + 2Bu

_1 z

22 Avj )
_2 z
23 Buj
_1 z

22 Avj > —
_ 2 By*

23 Buj

5).

-4 = AvsvT + Z = Buju;
Avlv - —Bu1

1)—relevanten Terme

D2+ 2B(uy )2+

-1 -1
1 U

]7

-1, -1

2 Uy ]+

L2+ 2B(ut)?)
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Unter Beriicksichtigung von Teil 1. dieser Bemerkung und (2.4) gilt dann wie be-
hauptet

0
A2 + 2B(uzh)?) — / Aot + 2Bu us )+

(()=-1-0) [

1 1
3 3

0 0
11 <_/ [Avy "o + 2Buy 'up'] + 0) = —u;l(O)/ [A(vy ") +2B(uy')?).

Um die angestrebten Abschitzungen in (¢) zu erhalten, entkoppeln wir die Systeme

uw=—A(t)v
(u,v,0,—1)

0= B(t)u
und

= A(t)v
(u,v,0,1) ,

v = B(t)u

indem wir auf Polarkoordinaten transformieren. Dabei betrachten wir nicht-triviale Losun-
gen von (u,v,0,—1) bzw. (u,v,0,1), d.h. der radiale Anteil ist positiv.

Bemerkung 2.5.3 FEs scien die gekoppelten Systeme (u,v,0,—1) und (u,v,0,1) gegeben.

1. Das System (u,v,0,—1) entkoppelt sich durch eine Polarkoordinatentransformation
auf das System

r=r[B(t) — A(t)]sinf cos ¢
(u,v,0,—1),9

0 = B(t)cos® 0 + A(t) sin? 6.
mit u(t) = r(t) cos0(t) und v(t) = r(t)sinb(t) fir alle t € R.

2. Das System (u,v,0, 1) entkoppelt sich durch eine Polarkoordinatentransformation auf
das System

7 =r[A(t) + B(t)]sinf cos b
(UJU707 1)7",9 .
0 = B(t) cos? 0 — A(t) sin? 0.

mit u(t) = r(t) cosO(t) und v(t) = r(t)sind(t) fir alle t € R.
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Beweis: Der Ansatz u(t) = r(t) cos6(t) und v(t) = r(¢t) sinf(¢t) fiir alle ¢ € R liefert nach
einem Einsetzen in (u,v,0, —1) die beiden Gleichungen

a(t) = 7(t)cosO(t) — r(t)0(t) sinO(t) = —A(t)r(t) sin6(t) (2.1)

0(t) = r(t)sinf(t) +r(t)0(t) cosO(t) = B(t)r(t) cosO(t) (2.2)
fiir alle t € R. Die Summe (2.1) - cos0(t) + (2.2) - sin0(¢) ergibt fiir alle t € R
7(t) =r(t) - (B(t) — A(t)) - sin0(t) cos 0(t),
also die erste Gleichung von (u,v,0,—1), 9. Desweiteren erhalten wir aus
(2.1) - sinf(t) — (2.2) - cos 6(t)
fir allet € R ‘
—r(t) - 0(t) = —A(t)r(t)sin® 0(t) — B(t)r(t) cos® §(t)

und somit die zweite Gleichung von (u,v,0, —1),.

Eine bis auf ein Vorzeichen analoge Rechnung ergibt aus den Gleichungen von (u,v,0,1)
die von (u,v,0,1),4 :

Entsprechend fiihrt der Ansatz u(t) = r(t) cosf(t) und v(t) = r(t)sind(t) fir alle t € R
nach einem Einsetzen in (u,v,0, 1) fiir alle t € R auf die beiden Gleichungen

u(t) = 7(t)cosO(t) — r(t)é(t) sinf(t) = A(t)r(t) sin 0(t) (2.3)
0(t) = 7(t)sind(t) + r(t)0(t) cosO(t) = B(t)r(t) cosO(t) (2.4)
fir alle ¢ € R. Die Summe (2.3) - cos0(t) + (2.4) - sin §(¢) ergibt fiir alle ¢t € R
r(t) =r(t) - (B(t) + A(t)) - sin6(t) cos 0(t),

also die erste Gleichung von (u, v, 0, 1), 9. Desweiteren erhalten wir die zweite von (u, v,0, 1),

e (2.3) - sin6(t) — (2.4) - cos 6(t)

fiir alle ¢t € R rechnen:

—r(t) - 0(t) = A(t)r(t)sin® 0(t) — B(t)r(t) cos? 0(t),
was der zweiten Gleichung von (u,v,0, 1), entspricht. [ |
Mit Hilfe der Polarkoordinatendarstellung von (u,v,0,—1) und (u,v,0,1) ist es moglich,

die Aussage (¢q) zu beweisen, d.h. Abschéitzungen von ¢'(—1) und ¢(1) herzuleiten; wir
beachten dabei Bemerkung 2.5.2.

Bemerkung 2.5.4 FEs gelten

¢(-1) = =" (0)+ [ (4GP + 2B ") < 0

o=

und
q(1) = uy(0) +v;(0) > 0.
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Abbildung: Wegen ¢'(—1) < 0 und
q(1) > 0 ergeben sich z= < —1 und

S AAWAN I

Beweis: In Punkt 1. des Beweises zeigen wir ¢/(—1) < 0, in 2. die Abschétzung ¢(1) > 0.

1. (a) Die in der Behauptung gegebenen Formeln fiir ¢’(—1) und ¢(1) gelten nach
Bemerkung 2.5.2 und Bemerkung 2.4.1. Es seien fiir j € {1,2} und t € [—%, 0]

() =nin (S o

die Polarkoordinatendarstellung der Spalten von S_;. Aus der Anfangsbedin-
gung S_q (—%) = Fs ergeben sich

0, (—%) =0, 0, (—%) :g md 7 (—%) = (—%) ~1 (22

Nach Voraussetzung (H1) gelten A > 0 und B > 0. Deshalb wiirde aus
u;t(0) >0

unter Beriicksichtigung des Anfangswerts v, 1(—%) = 1 die Behauptung
¢(-1)<0

folgen. Wir zeigen u;'(0) > 0, indem wir die Polarkoordinaten (2.1) verwenden
und

0,(0) € [0, g) (2.3)

beweisen. Um dies zu bewerkstelligen, finden wir in den néchsten Beweisteilen
eine Losung 6y von (u,v,0,—1), 4, fir die

™
g 7 ol-y0) = il

gilt; aus 6; > 0 nach (H2) und (u,v,0, —1),4 folgern wir dann mit 01(—%) =0
die gewiinschte Aussage (2.3).
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(b) Behauptung:
0,(0) = . (2.4)

Beweis: Nach Bemerkung 2.5.3 erfiillen (r;,60;)" fiir j € {1,2} die Gleichung
(u,v,0,—1), 4. Insbesondere gilt dann

6, > 0. (2.5)

Bemerkung 2.5.2 liefert vy *(0) = 0, was mit (2.1) auf sin6,(0) = 0 fiihrt. Aus
(2.2) und (2.5) folgern wir

05(0) = nm  fiir ein n € N. (2.6)
Wir setzen
u = J3W¢jj30 und v = JQW@io.
WEeil z = —1 nach Bemerkung 2.2.3 ein Eigenwert von W mit Eigenvektor g
ist, folgt

u = —Jgi‘g und v = —Jgi’o. (27)

Die Eigenschaften von x bzw. & nach Satz 2.0.1 liefern

) = —d(=5) =0,

IS
~—~
|
W=
SN—
I
|
&

o
—~
|
W=

(2.8)
¢c:=v(—3) = —2o(—3%) = —2(—3) < 0.

Fiir den bei der Variation-der-Konstanten-Formel zur Lésung der inhomogenen
Gleichung (u, v, ¢, z) vorkommenden Integralausdruck I,

]1(2790at) ! -1 —lAJQQO
(= 0:1) Cﬂawi) 57 (sme )

1
3

gilt I(z,0,t) = 0 € C? fiir alle (z,t) € C* x [—3,0]. Deshalb ergibt Bemerkung
2.3.2 mit (We + 1)ip = 0 und (2.8)

() -0 () wrcnee] -
= 50) )= (26)
(i) =(50) a9
fiir alle t € [—3,0] .

Formel (2.9) zusammen mit (2.7) impliziert

also

il = Thfo = us e
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und
vz 1[0 = = gy
Aus :i:|(_%70] < 0 folgern wir dann mit (2.8)

2 l(-p) <O

was mit (2.1) auf
cos 92](_%’0] <0 (2.10)

fithrt. Die Abschétzung (2.10) zusammen mit (2.2) und (2.5) erlauben nur

T 3T
Oal(-10) € (5’7)

und in (2.6) muss n = 1 gelten, was die Behauptung (2.4) beweist.
(¢) Behauptung:

T 3 1 3T 3T
92‘(_%7_%) € (g,z> , Oy <_6) =1 92|(_%70> € (I,’/T> ) (2.11)

(D) m(-D)a 012

Wir setzen
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Dann erfiillt 6* — genauso wie 0, — die Gleichung (u, v, 0, —1), o : Wir haben unter

Beriicksichtigung von (2.12) und B = B(—), A(—+) = A sowie sin = cos(37 — )
und cos = sin(37 — -):

1 ) 1 1 1
:A (—g — > Sln292 <—§ - ) +B (-g — ) (308262 (—g — ) =
3 1 ) 3 1
s (G () (5o () -

= Asin®6* + Bcos® 0",

Die Anfangswerte von 0* und 6, stimmen wegen (2.4) iiberein:

(L) _ 37 3T (L
9(_5)_2_92(0)_2 7T_2_‘92( 3)’

0, (—é) = %ﬂ, (2.13)

n(5)=r () -5 ()

nach dem eben Bewiesenen.
Die Aussagen (2.13), (2.5), 62 (—3) = 7 und (2.4) ergeben (2.11)

denn

(d) Es sei 6y : R — R die Losung von (u,v,0,—1),¢ mit 6y (—3) =5
Behauptung:
0 0 z 2.14
ol-4-p) > Blg-p -3 (214
s
Ool (1o =5 > fol(_1g) (2.15)

Beweis: Wir zeigen zunéchst (2.14). Die Losungen 6y und 6, erfiillen auf [—%, O]
Gleichung (u,v,0,—1),4, d.h. fir alle t € [—%,0} und j € {0,2} gilt

0 < 0;(t) = A(t)sin?0;(t) + B(t) cos® 0,(t) =
(2.16)

Es ist nach (2.13)

1 T 3t 0w 1 T
90( 6) 4 4 2 92( 6) 2 (2.17)
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Aus Bemerkung 2.3.1 wissen wir

) > 0. (2.18)

1] > 0} existiert wegen 6’0(_%) -
6

1
6 —
7 >0, und es gilt 0y(ty) = 0. Aus 6 (—%) =7 >0und 6y > 0 folgt zum einen

s
0< eoy[toj__) < Z (2.19)
Mit 7 = 6, (—%) < 62|[7%’7%] < 6, (—%) = ?jf folgt insbesondere
s 3m
5 < 92|[t0,—é> < Z (220)
Die Abschétzungen (2.19) und (2.20) implizieren
sin? 90\[,507_%) < sin® 02|[t0,_%). (2.21)

Die Abschitzung (2.21) liefert mit (2.16) und (2.18) fiir alle ¢ € [to, —¢):
do(t) = [A(t) — B(1)]sin? 6u(t) + B(t) <

< [A(t) — B(t)] sin? 0,(t) + B(t) = 65(2),

was mit (2.17)
77

90|[t0,—%) > 92|[t0,—%) - 5 (2.22)
ergibt. Ist tp > —3, so ergeben (2.22) und (2.20) mit der strengen Monotonie
von 0,

T

60(150) > 92<t0) — 5 > 0,

also einen Widerspruch zur Minimalitét von t¢y. Folglich muf ¢ty = —% sein; die

Behauptung (2.14) ist bewiesen, wenn wir dies bei (2.22) bertiicksichtigen.
Um Behauptung (2.15) zu zeigen, verfahren wir sehr dhnlich wie beim Beweis
von (2.14). Es gilt fiir alle ¢t € [—3%,0] und j € {0,2}
0 < 0,(t) = A(t)sin? 0;(t) + B(t) cos® 0,(t) =
(2.23)
= [B(t) — A(t)] cos? 6;(t) + A(t).

Bemerkung 2.3.1 liefert
(B—=A) s

1
6’

0] > 0. (2.24)
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):E<gfolgt

Wir setzen tg := max{s € [—é,()] : 90][_1 i < g} Mit 6, (— 1
&

to > —%, und 6y > 0 gibt dann

T T
Z < 90‘(_%7%] S 5 (225)
Aus 0y (—5) = 3¢, 62(0) = m nach (2.4) und 6, > 0 erhalten wir insbesondere
3T
7 <Ol s

was mit (2.25) auf

cos® 90|(_%’t0] < cos® 92‘(—%,%] (2.26)
fithrt. Die letzte Abschiatzung (2.26) impliziert mit (2.23) und (2.24)
é0|<7%7t0] < 92|(7%7t0]. (2.27)
Diese Ungleichung in Kombination mit (2.17) liefert
92‘(_%7150] - g > 90‘(—%@]' (2.28)

Die Annahme t; < 0 ergdbe nun analog zum obigen Beweis einen Widerspruch
zur Maximalitit von tg, also ¢y = 0 und Behauptung (2.15) ist bewiesen.

NERCIERS

Wir zeigen nun (2.3), was nach den Aussagen im ersten Beweisteil die Behaup-
tung ¢'(—1) < 0 nach sich zieht.
Behauptung (2.14) gibt

w(3) ()

und (2.15) liefert mit (2.4)

T m 1
) =0=0, <_§)’ (2.29)

0o(0) < o(0) — ~ =g — = =T (2.30)

no| =
[\
[\
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Die Losungen ¢; und 6 haben keinen Wert gemeinsam, was mit der Positivitét
der Ableitung 6, > 0, #; > 0 und 6, > 0, (2.29) und (2.30) die Behauptung
(2.3) ergibt:

6.(1) € [0,60(0)] C [og) te {—%,o].

2. Wir zeigen ¢(1) > 0. Fiir z € C* ist ¢ durch ¢(z) =1 — 2z + u3(0) + zv{(0) gegeben.
Um die Positivitdt von
q(1) = u3(0) + v1(0)

zu zeigen, gehen wir wie beim Beweis von ¢/(—1) < 0 oben zu Polarkoordinaten {iber
und erhalten analog zu (2.1)

q(1) = r2(0) cos 02(0) + 71(0) sin 6, (0). (2.31)
Die Kurven (uj,vj)", j € {1,2}, sind Lésungen von
= A(t)
(u,v,0,1)
v = B(t)u

mit den Anfangswerten

(i) =6) = ()= ()

Folglich sind nach Bemerkung 2.5.3 fiir j € {1,2} die Funktionen (r;,6;) Losungen
von

Wl Wl

7 =r[A(t) + B(t)]sinf cos b
(U,U,O, 1)7’,9 .
0 = B(t) cos? — A(t)sin® 0

Q) w G0 e

671(0) N (—%,0] £0, j€{1,2}. (2.33)

mit den Anfangswerten

(i

Angenommen, es gilt

)
)

Wl Wik

Die Anfangswerte (2.32) und (u,v,0,1), 4 liefern

6, (_é) _
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Wegen 61(—3) = 0 und 6;(—3) > 0 gibt es somit ein € € (0, 3) mit 93‘!(7%,7%%) > 0.
Wir setzen nach Annahme

1
55.0) :=mind; ' (0) N [—g + ¢, 0]

fiir j € {1,2}.
Unter Beriicksichtigung von (2.32) sowie der Minimalitit von 350) und sgo) haben wir
dann

il(_140) > 0 J € {1,2}.

=

Dies erzwingt fiir j € {1,2} die Abschitzung 0 > éj(sgo)), genauer mit (u,v,0,1),4
0> 0,(s\") = B(s\"),

was einen Widerspruch zu B > 0 darstellt.

Insgesamt ist die Annahme (2.33) falsch, und es gilt
‘9]"(7%70] > 0, ] S {1,2} (234)

Schliesslich nehmen wir an,

1
es gibt j € {1,2} und ¢; € <—§,0} mit 0;(t;) = g
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Es sei j € {1,2}. Die Aussagen 92(—%) = —A(—3) < 0 und 65(—3) = 3, sowie
01(—3) = 0 und 91(—%) = B(—3) > 0 ermdglichen die Definition einer kleinsten

Stelle t§0) € (—3,0], so dass ej(tE-O)) = 7 gilt. Also haben wir mit (2.34)

T
0< 9j|(—%,t<v0)) < 5 (2.35)

Es muss éj (t§0)) > 0 fiir j € {1,2} gelten, was aber widerspriichlicherweise

0 < 0;(t)") = —A(t}”)

(
j
ergibt.

Insgesamt erhalten wir aus diesem Widerspruch zur Annahme

9j|<_%70] € (Qg); J € {172}7

insbesondere gelten 0, (0) € (0, 5) und 65(0) € (0, 7). Mit diesen Abschétzungen folgt
aufgrund von (2.31) die Behauptung ¢(1) > 0. |

Abschliessend fassen wir die Ergebnisse dieses Kapitels in einem Satz zusammen.

Satz 2.5.1 (Hyperbolizitidt von x) Die Funktion f erfille (H1), (H2) und (H3). Dann
ist die in Satz 2.0.1 gegebene —periodische Lisung x : R — R von &(t) = f(x(t — 1))
hyperbolisch.

Beweis: Wir betrachten die Menge der Floquet-Multiplikatoren ® := %\ {0} von
r:R—R,

wobei ¥ das Spektrum des Monodromieoperators V' = T'(3) : C — C der Variationsglei-
chung von &(t) = f(x(t — 1)) lings x ist. Aus der Kompaktheit von V' : C — C nach
Bemerkung 2.1.2 folgt die der Komplexifizierung V¢ : Cc — C¢, und alle Punkte in ® sind
isolierte Eigenwerte von V¢ . Fiir die algebraische Vielfachheit M : C* — Ny U {oo} gilt
M(C*) C Ny. Laut Bemerkung 2.1.4 haben wir 1 € ®, dariiberhinaus gibt es einen Floquet-
Multiplikator A > 1. Nach Definition 2.1.5 haben wir fiir den Hyperbolizitatsbeweis

dNSe={1} und M(1)=1 (2.1)

zu zeigen. Bemerkung 2.1.5 besagt, dass alle Floquet-Multiplikatoren ausser 1 und A im
Innern der komplexen Einheitskreisscheibe liegen. Daher ist x hyperbolisch, wenn x nicht
ausgeartet ist, d.h.

M(1)=1 (2.2)
gilt.
Um dies zu bewerkstelligen, betrachten wir die Wurzel W¢ : Cc — Cc von Vg, also die
Komplexifizierung des nicht notwendig kompakten Operators T(%) =W :C — C, sowie
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dessen Spektrum ¢ C C und algebraische Vielfachheit m : C* — Ny U {oo}. Wie bei
M ergibt sich in Bemerkung 2.2.1 die Endlichkeit dieser Abbildung : m(C*) C Ny; es
gilt m(z) = 0 fiir alle z € C* \ 0. Mit Bemerkung 2.2.2 stellen wir M(1) = M(1?) =
m(—1) +m(1) fest. Fiir (2.2) ist somit

m(—1)=1 und m(l)=0 (2.3)

hinreichend. Wir beachten, dass vermoége Bemerkung 2.2.3 die Abschitzung m(—1) > 1
besteht. Die Sétze 2.4.1 und 2.4.2 ermoglichen es, die algebraischen Vielfachheiten m(—1)
und m(1) durch die in Definition 2.4.1 eigefiihrte holomorphe charakteristische Funkti-
on q : C* — C von W auszudriicken. Zunichst wenden wir Satz 2.4.1 an und stellen
¢ 1(0) = o \ {0} fest. Nach Bemerkung 2.5.4 gilt ¢(1) > 0, d.h. 1 ¢ ¢7*(0) = o \ {0}, und
wir haben die zweite Gleichung in (2.3) gezeigt: m(1) = 0.

Eine Anwendung von Satz 2.4.2 ergibt m(—1) = ord,(—1), falls die in Abschnitt 2.3 defi-
nierte Matrix Q_; € C?*2 nicht die Nullmatrix ist; letzteres ist wegen der Bemerkungen

2.5.2 und 2.5.4 gegeben:
u;'(0) 0
Q—l — ( 10< ) 0 ) 7£ 0

gilt genau dann, wenn u;'(0) # 0 besteht; dies ist aber wegen ¢’(—1) < 0 gegeben. Die
erneute Anwendung der Sétze 2.4.1 und 2.4.2 ergibt ord,(—1) = 1 und schliesslich

m(—1) = ord,(—1) = 1.

Somit ist die Hyperbolizitdt von = gezeigt. [ |
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