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Abstract:

The zero as a symbol, as a numeral and as a number, especially in a positional system,
can only be clearly proven in a few early cultures. These clearly include the Sumerians
in Mesopotamia, the Maya in Yucatan and also the Incas in South America. However,
the range of the American peoples was too remote, and their influence was not great
enough to be able to pass on relevant knowledge in their respective areas. In contrast,
the geographical location of the Indians was much better suited. Nonetheless, this
should not belittle their intellectual achievement because their decimal system with the
zero was the almost perfect basis for today's arithmetic.

Noteworthy is the fact that the culture with the most amazing mathematical
achievements, Ancient Greece, did not know the concept of zero. In contrast, Islamic
Arabia adopted the Indian method of calculation relatively quickly. However, it was
many centuries before it arrived in the Christian West through contacts with Moorish
southern Spain. Despite obvious disadvantages, Roman numerals survived almost
1000 years after the discovery of zero and a decimal place value system.

Today, the zero has not only arrived in international arithmetic, but it is also often taken
up in mathematical generalizations and beyond. In mathematics, it is mainly abstract
algebra and topology. Other terms related to zero can be found in economics or
cartography.
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Zusammenfassung:

Die Null als Symbol, als Ziffer und als Zahl, vor allem in einem Positionssystem, kann
in nur wenigen frihen Kulturen eindeutig nachgewiesen werden. Dazu gehoéren
eindeutig die Sumerer im Zweistromland, die Maya in Yucatan oder Guatemala und
auch die Inkas in Studamerika. Doch das Verbreitungsgebiet der amerikanischen
Volker war zu abgelegen. Ihr Einfluss reichte nicht aus, um ihr diesbezigliches Wissen
in diesem Bereich weitergeben zu kénnen. Dagegen war die geografische Lage der
Inder wesentlich besser geeignet. Das soll ihre intellektuelle Leistung nicht schmaélern.
Ihr Dezimalsystem mit der Null war die fast perfekte Grundlage fur heutiges Rechnen.
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Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Kultur mit den erstaunlichsten
mathematischen Leistungen, das antike Griechenland, die Null nicht kannte. Dagegen
hat das islamische Arabien die indische Rechenmethode relativ rasch tbernommen.
Bis sie allerdings im christlichen Abendland Uber Kontakte mit dem maurischen
Sudspanien ankam, dauerte es noch viele Jahrhunderte. Die romischen Zahlen hielten
sich trotz offensichtlicher Nachteile noch fast 1000 Jahre nach Entdeckung der Null
und einem dezimalen Stellenwertsystem.

Heute ist die Null nicht nur beim internationalen Rechnen angekommen, sondern wird
auch vielfach in mathematischen Verallgemeinerungen und darlber hinaus
aufgegriffen. In der Mathematik ist es vor allem die abstrakte Algebra und Topologie.
Andere Begriffe mit Bezug zur Null finden sich in Wirtschaftswissenschaften oder der
Kartografie.

Schlusselworte: Null, Positionssystem, Verallgemeinerungen der Null

*) Dr. Willi Kafitz, Rother Weg 3, 35112 Fronhausen, email: willikafitz@web.de
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Bemerkenswertes
Wir sprechen deutsch, wir schreiben romisch und wir rechnen indisch.!
Karl Menninger (1898 — 1963)

Null ist auch eine Ordinalzahl und Mathematiker beginnen oft damit zu z&hlen.
Folgende Anekdote des polnischen Mathematikers Waclaw Sierpinski zeigt,
dass das nicht immer sinnvoll ist. Auf einer Reise geriet er plotzlich in Panik,
weil er ein Gepackstlck vergessen zu haben glaubte. ,Aber Liebling“ beruhigte
ihn seine Frau, ,alle sechs Koffer sind da.” ,Das kann nicht sein“ entgegnete der
Gemahl, ,ich habe zweimal nachgezahlt: null, eins, zwei, drei, vier, fiinf.“2

Waclaw Sierpinski (1882 — 1969)

Ich stimme mit der Mathematik nicht Gberein. Ich meine, dall die Summe von
Nullen eine gefahrliche Zahl ist.?

Stanislaw Jerzy Lec (1909 - 1966)

Eine GrofRle ist etwas oder nichts; wenn sie etwas ist, ist sie noch nicht
verschwunden; wenn sie nichts ist, ist sie wirklich verschwunden. Die Annahme,
es gebe einen dazwischen liegenden Zustand, ist ein Hirngespinst.*

Jean Le Rond d"Alembert (1717 — 1783)

Oh, | got plenty o' nuttin'
An' nuttin's plenty fo' me®

Aus Porgy and Bess von George Gershwin
Now thou art an 0 without a figure.®
Shakespeare

Die Mathematik entsteht, wo man, statt zu zahlen, dazu tibergeht, Beziehungen
zwischen Mengen herzustellen.”

Robert Kaplan

1 Karl Menninger, Zahlwort und Ziffer, Eine Kulturgeschichte der Zahl, Gottingen, 1958,
zitiert nach Wul3ing, ebenda, S. 97. (Menninger promovierte tbrigens tber Bernhard
Bolzano und war temporar Gastdozent an der Universitat Giel3en.)

2 Zitiert nach http://peter-ripota.de/mathe/ordinalzahlen-einfach-weiterzaehlen/von-
der-null-zur-eins/

8 https://gutezitate.com/zitat/185952

4 Zitiert nach Charles Seife, Zwilling der Unendlichkeit, S 141

5 Porgy and Bess, George Gershwin, 1935, Liedtext DuBose Heyward und Ira
Gershwin (nuttin ist der Slangausdruck fir nothing)

6 Shakespeare, Konig Lear, 1. Akt, 4. Szene, Fool to King Lear

’ Robert Kaplan, zitiert nach dajolens.de/blog/vorgeschichte-mathematik
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Big Picture

Vorliegender Beitrag handelt von der Null. Er ist in einen historischen und einen
mathematischen Teil gegliedert. Eigentlich sollte der Begriff ,Null“ in beiden
Teilen unterschiedlich gekennzeichnet werden, denn er bezeichnet
unterschiedliche Dinge oder zumindest eine historisch-dynamische Sicht und
eine mathematisch gefestigte und damit wissenschatftlich-stabile Sicht.

In der Mathematik ist die Null unbestritten eine
Zahl, gleichberechtigt und sogar in ihrer
mathematisch begriindeten Sonderstellung
herausgehoben. Es ist die einzige reelle Zahl, die
weder positiv _noch negativ ist. Es ist eine
Kardinalzahl, denn sie beschreibt die Anzahl an
Elementen in der leeren Menge. Oft ist es auch
sinnvoll, sie als Ordinalzahl zu verwenden, d.h.
Zahlen damit zu beginnen. Die Null ist eine gerade
Zahl, da sie durch 2 ohne Rest d.h. mit Rest 0
teilbar ist (0/2=0). Sie ist somit neben der Eins
Reprasentant in der Restklasse 2. In den
: Verallgemeinerungen der Null ist sie starker
s da il =S sprachlicher und mathematischer Bezugspunkt.
THE FOOL p, Sie ist eine starke Saule in der Mathematik und in
Abb. 1: Tarot-Karte ihren  wichtigsten ~Anwendungen inkl. der
,Der Narr als Null Informatik bzw. digitalen Elektronik. Sie ist aus
unserem Alltag nicht mehr wegzudenken.

Ganz anders ist die Null im historischen Teil zu verstehen. Die geschilderte
historische Entwicklung ist zwar grundséatzlich richtig, aber doch in vieler
Beziehung zu relativieren. Es ist historisch belegt, dass ca. 773 n. Chr. die Null
der indischen Stellenwertschreibung nach Bagdad kam und es war al-Hwarizmi,
der 825 mit seinem Buch tber Arithmetik den Grundstein fir den weiteren Weg
der Null im arabischen und darauf folgend im westlichen Kulturraum legte. Wir
wissen auch mittlerweile von der Entwicklung bei den Sumerern im
Zweistromland und den Leistungen der Maya im von der tbrigen Welt isolierten
Yucatan. AulRerdem konnen wir dank archaologischer Erkenntnisse
einigermal3en den Stand bei den grofen Hochkulturen der Welt in den letzten
7-8000 Jahren einschatzen.

Trotzdem ergibt sich oft ein unklares und verschwommenes Bild. Es ist noch
keinesfalls die stolze Zahl Null der Mathematik von heute zu erkennen. Man
sieht undeutliche Aspekte und Momentaufnahmen einer Evolution, in der nichts
geradlinig und stringent gelaufen ist. Nichts kann darin als absolut betrachtet
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werden. Die Symbole und wie sie entstanden sind, die Begriffe, ihre Bedeutung,
ihren ungewissen Beginn, die zeitlichen Entwicklungen, die Einflisse der
Kulturen untereinander, die Mehrdeutigkeit der Quellen und ihrer
Interpretationen, liegen wie Puzzlesteine da, von denen zu viele, aber keine
zwingend zusammenpassen wollen. Vor allem in frihen Phasen war die extrem
unterschiedliche Wertschatzung der Null, nachdem es sie als Idee gab, aus
heutiger Sicht verwirrend, mogliche Verbindungen der historischen Fakten sind
auch heute noch hdchst spekulativ. Es gibt zahlreiche Hinweise und mogliche
Deutungen, aber wenig belastbare Beweise in der frihen Entwicklungsphase.
Relativ eindeutig ist, dass die Null in ihrer friihesten Phase eine Leerstelle oder
ein Interpunktionszeichen war. Das konnte auch tber den Zeichen angebracht
sein. ,Zahl“ konnte man das jedenfalls nicht nennen.

Sicher ist, dass die indische Mathematik erheblichen Einfluss auf die weitere
Entwicklung hatte. So schreibt Bramagupta 600 n. Chr.: Jede Zahl minus sich
selbst ergibt Null. Trotzdem wurde der Null zunachst nicht die Ehre zuteil, als
gleichberechtigte Zahl akzeptiert zu werden. Ihr Name, der bis heute Bestand
hat, kommt nach vielen Irrungen und Wirrungen eindeutig vom
mittellateinischen nulla figura, d.h. keine Zahl.2

Diese Haltung bleibt fast 1.000 Jahre bestehen und so lange dauerte auch der
Paradigmenwechsel. Im 15. Jahrhundert schrieb ein Franzose: So wie die
Stoffpuppe ein Adler sein mochte, der Esel ein Lowe und der Affe eine Konigin,
so tat die Null vornehm und gab vor, eine Zahl zu sein.®

Die Null galt dann auch spéater mehr oder weniger und zumindest aul3erhalb der
Gelehrtenwelt als ,Paria“ unter den Zahlen, war aber immerhin auf dem Weg zu
einer Zahl. Sie hatte lange den gleichen unvorteilhaften Status wie die negativen
Zahlen. Die Situation erinnert an die Entdeckung der irrationalen Zahlen, die oft
Hipassos von Metapont zugeschrieben wird und bei den Pythagoreern einen
Schock ausgeldst haben soll.

Interessanterweise verlief der Paradigmenwechsel im westlichen Abendland
besonders zah. Das lag zum einen am ,Beharrungsvermogen® der romischen
Zahlen. Ein fadenscheiniges Argument war z.B. ihre bessere
Falschungssicherheit. An der Universitat Padua verpflichtete man deshalb die
Buchhandler, ihre Preise romisch zu schreiben. 1494 verlangte der
Burgermeister von Frankfurt in seiner Verwaltung auf das neue Ziffernrechnen
zu verzichten. Noch 1594 wurde in Antwerpen gewarnt, arabische Ziffern in
Wechseln oder Vertradgen zu verwenden. Arabische Ziffern und die Null wurden

8 Robert Kaplan, Die Geschichte der Null, S. 80
9 Robert Kaplan, ebenda, S. 82
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lacherlich gemacht oder heidnisch genannt. ,Ein gehérntes Vieh, ein Schaf /
Eine arabische Ziffer / Ist ein Priester, der an solch einem Festtag / nicht die
Gottesmutter preist.“'° Es war ,sarazenische Magie*“.

Der Mo6nch Gerbert von Aurillac, der spéatere Papst Sylvester der Zweite, soll
sich in Cordoba als Araber verkleidet haben und liel3 sich dadurch unerkannt im
Gebrauch der indo-arabischen Zahlen und der Null unterrichten. Dies wurde als
Blasphemie gewertet. Noch im 17. Jahrhundert liel3 die katholische Kirche
seinen Sarg in der Erzbasilika San Giovanni in Rom 06ffnen. Eine
Ungeheuerlichkeit bei einem Papst! Man wollte sehen, ob der Teufel darin
sitzt.1%12  Gerbert sollte aber trotz der Legenden als bedeutender
Wissenschaftler der Scholastik gesehen werden, der in zahlreichen Bereichen
bedeutende Ergebnisse beisteuerte und vor allem auch Neuem aufgeschlossen
gegenuber stand.!3

Ein weiterer Grund war die Schwierigkeit, inmitten einer Umwelt mit zwei
grundverschiedenen Zahlensystemen konfrontiert zu sein, die mehrere
Jahrhunderte parallel betrieben wurden. Oder sollte man statt parallel
rivalisierend sagen? Es gab Abakisten und Algoristen, die langere Zeit im
Philosophiestreit lagen. Die eine Methode war unhandlich und sperrig, die
andere zumindest neu, wurde skeptisch beaugt oder sogar als heidnisch-
sarazenisch abgelehnt. Sie war bei Fehlern bestimmt im Zweifel eher der
Sundenbock und Fehler waren so verbreitet, dass ,faire par algorisme* (per
Algorithmus rechnen), zwischenzeitlich ein Synonym fir ,Verrechnen®
bedeutete.*

Wichtige Messungen und Justierungen wurden rémisch gezahlt und begannen
deshalb mit Eins. So wurden jedes Jahr zur Frihjahrs-Tag-und-Nacht-Gleiche
die 360 Langengrade gemessen. Dieser Tag fallt in das Sternbild des Widders
und musste eigentlich 0 Grad sein. Die unterschiedlichen Zahlweisen wirken bis
jetzt noch nach. Heute setzen wir die Startlinie auf Null, die Rémer setzten sie
auf Eins. Drei Tage nach Sonntag war fir sie Dienstag. Wir nennen die zwel
Noten von C nach E noch heute eine grol3e Terz. Ganz schlimm war die
Konfusion bei den Jahreszahlen, die auch heute noch aus asthetischen
Grunden manchmal romisch geschrieben werden. Es fangt an, dass es
zwischen dem Jahr 1 v.Chr. und 1 n.Chr. kein Jahr null gab. Erst eine erneute

10 Kaplan S. 114

1 Quelle der Geschichte:
https://www.deutschlandfunk.de/die-geschichte-der-null-100.html
12 https://de.wikipedia.org/wiki/Silvester_lI., siehe auch

13 https://de.wikibrief.org/wiki/Pope_Sylvester Il

14 Kaplan S. 113
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Kalenderreform von 1740 fiihrte es endlich ein.*® Jahreszahlen, die auf null
enden, waren und sind bis heute problematisch. Das 3. Jahrtausend begann
eigentlich formal am 1. Januar 2001. Ein Jahr vorher feierten Enthusiasten und
zitterten Aberglaubige. Zu denen soll auch Papst Silvester Il gehdrt haben, als
er voller Angst vor dem Weltuntergang zur ersten Jahrtausendwende die
Mitternachtsmesse zelebrierte.®

1299 erliel? der Stadtrat von Florenz, dass es illegal sei Geldsummen mit
arabischen Ziffern in Kontobiicher zu schreiben,!” obwohl das dezimale
Stellenwertsystem bereits Uber das Buch liber abaci von Fibonacci bekannt war.
Allerdings bedurfte es noch weiterer wichtiger Impulse und Fursprecher, z.B.
Luca Pacioli in Italien, Adam Ries in Deutschland oder der junge, geniale
Regiomontanus, der seinen Namen Johannes Mduller nach seiner Heimatstadt
Kodnigsberg (Joannes de Monteregio) latinisierte. Doch Pacioli hat in seinem
Buch nicht nur mathematische und wirtschaftliche Themen (siehe doppelte
Buchfihrung) angesprochen, sondern ist auch ausfihrlich auf das Fingerzahlen
eingegangen. Noch 1522 kommt in Nlrnberg ein Buch dazu heraus: Abacus
atque vetustissima veterum Latinorum per digitos manusque numerandi
consuetudo (Abakus und der uralte Gebrauch der alten Lateiner, an den
Handen und Fingern zu z&hlen.) Es erklart ausfuhrlich, wie Abakus und
Fingerzahlen optimal zusammenspielen kdnnen. Das einfache Volk auf den
Markten und in den Zunftgassen hatte bei der Uberwaltigenden Verbreitung
dieser Kulturtechniken deshalb keinen grof3en Druck, auf das ,neue®
Zahlensystem zu wechseln.*®

Man sollte das Fingerzahlen und —rechnen nicht als Spielerei abtun. Es war ca.
1.500 Jahre ein bewahrtes System. Es ful3t auf einer Praxis, die sich bereits bei
den ROmern herausgebildet hat und sich auf bemerkenswert grof3e Zahlen
erstreckt, die mit Fingerhaltungen, evtl. unterstitzt durch Gesten, dargestellt
werden kdnnen. Auf dem romischen Forum stand eine Statue des Gottes Janus,
des doppelgesichtigen Gottes vom Anfang und Ende. Es ist ein sehr alter
romischer Gott ohne griechische Entsprechung in der Mythologie. Der Monat
»~Januar‘ geht auf ihn zurlick. Er soll in der Fingerhaltung abgebildet worden
sein, die der Zahl 365 entspricht. Dies berichtete Macrobius, ein rémischer
Zeitgenosse von Augustinus (gest. 430), dessen Bericht fast wortlich auf Plinius
zurickgeht. Auch der Kirchenvater Augustinus, der Bischof von Hippo in
Nordafrika, beschaftigte sich mit moglichen Allegorien der Fingerzahlen in der

15 Kaplan, S. 115

16 de.m.wikipedia.org/wiki/silvester_II.

17 Kaplan, S. 114

18 Karl Menninger, Zahlwort und Ziffer, eine Kulturgeschichte der Zahl, Gottingen 1958,
digitalisiert im Munchner Digitalisierungszentrum, siehe z.B. Zahlzeichen des Volkes,
Kerbholzer, digitalisiert ab S. 253 (Original Bd. 2, S. 26)
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Bibel. Ihnen liegen eindeutig auch Rechenvorgange zugrunde, die Uber eine
reine Zahlendarstellung hinausgehen.® Das zeigt, wie tief die Urspriinge dieser

Kulturtechnik gewesen sind.

Die erste vollstandige schriftliche Uberlieferung geht auf den Abt Beda, genannt

rthe”
7N\ iftincio fecunda Zracatnd quartao. "E,;‘""

Abb. 2: Fingerzahlen aus dem 1492 gedruckten

Werk von Pacioli. Bis auf die handvertauschten

100-er und 1000-er ist es exakt die Darstellung
von Beda.

Venerabilis (der
Ehrflrchtige) zuruck.
Der Benediktinermdnch,
einer der wichtigsten
Lehrer des  frihen
Mittelalters, ist 735
gestorben. Es ist die
erste vollstandige
Aufzeichnung der
Fingerzahlen und in
seinem Werk ,De
temporum ratione“ (Uber
die Zeitrechnung)
enthalten. Damit meinte
man damals die
Berechnung des
beweglichen Oster-
festdatums, zu dem
mindestens eine Person
in jedem Kloster fahig
sein sollte. An Ostern
hangen weitere
kirchliche Feiertage, die
im 1. Konzil von Nicaa
(325), zunéachst nach
dem Julianischen
Kalender, festgelegt
wurden.®® Es durfte

keinesfalls mit dem judischen Passahfest (Pessach) zusammenfallen, das am
Abend des Fruhlingsvollmondes gefeiert wird. Es war scheinbar Beda wichtig,
in seinem Werk gleich am Beginn das ,Werkzeug® zu beschreiben. ,De computo
vel loguela digitorum* (,Uber das Rechnen und die Sprache der Finger®).
Offenbar waren die Fingerzahlen bis ca. 10.000 (genau 9.999) allgemein seit
Jahrhunderten in allen Volkern Europas bekannt! Sie wurden miundlich von

19 Menninger, ebenda, digitalisiert S. 240 (Bd. 2, S. 5)
20 https://de.wikipedia.org/wiki/Ostern
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Generation zu Generation weitergegeben und waren deshalb so
selbstverstandlich. Dass Beda in England und nicht auf dem Kontinent lebte und
wirkte, erklart vielleicht, dass er diese Kulturtechnik zunachst dokumentieren
wollte.

Es war ein dul3erst ausgefeiltes System, das nichts mit primitiven Zahlzeichen
von Naturvélkern zu tun hat. Beda versuchte diese Grenze zu erweitern, aber
offenbar war der Bedarf fir grof3ere Zahlen nicht vorhanden. Seine Vorschlage
setzten sich nicht durch.

Seien nun abgekirzt K=Kleiner Finger, R=Ringfinger?, M=Mittelfinger,
Z=Zeigefinger und D=Daumen.

Linke Hand Rechte Hand

Einer Zehner Hunderter Tausender
K-R-M Z-D D-Z M-R-K

Der Anzeigende blickt dabei auf seine Handriicken und sein Gegeniber sieht
die Zahl, so wie wir sie heute schreiben: T-H Z - E.?

Nun kann man verstehen, was der romische Satiriker Juvenal Uber den
altersweisen Nestor sagt: ,Ja, glicklich ist, wer so oft wie er im Laufe der Zeit
trotzte dem Tod und seine Jahre schon zahlt an der Rechten.” Die rechte Hand
brauchte man erst ab den Hunderten.

Manche Fingerstellungen fihrten auch im Ubertragenden Sinne zu
Assoziationen. So ist noch heute in der Gegend rund um Neapel die ,Dreil3ig*
ein Zeichen fir Heirat und wohl eher auch fur Liebe. Das hat sich seit der Zeit
der Romer gehalten: Molli osculo se complectans (... umarmte ihn mit einem
zarten Kuss) beschreibt die verschlungene Fingerstellung fur ,30% In romischer
Zeit diente die gleiche Haltung (allerdings mit der rechten Hand) zur Anbetung
der Venus. Bereits der Kirchenvater Hieronymus (gest. 420) hat darauf
hingewiesen. Die Legende, die sich um ihn rankt, dass er einem Lowen einen
Dorn entfernt haben soll, hat ihn besonders populdr gemacht und auch das
Liebessymbol glaubhaft unterstrichen. Er (bersetzte die Bibel ins
zeitgendossisch Lateinische (Vulgata), also in eine Form, die im Prinzip heute
noch in der katholischen Kirche in Gebrauch ist. Durer hat ihn 1513 in einem
meisterhaften Kupferstich voller allegorischer Hinweise in seiner Studierstube

21 Der Ringfinger hieR® auch Medicus, weil eine Ader vom Herzen zu ihm fihre. Er
bildete die Zahl 6, die seit den Griechen als vollkommene Zahl gilt (Summe ihrer Teiler,
1 gilt als Teiler). Er war deshalb préadestiniert, einen Ring zu tragen.

22 Menninger, ebenda, S. 233
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portraitiert.> Menninger weist auch auf andere symbolische Hinweise hin, die
fur den umfassenden und selbstverstandlichen Umgang in der Bevdlkerung
aller Schichten mit Fingerzahlen sprechen.?

In mittelalterlichen Rechenbtichern fir Klosterschiler unterschied man gemaf
den Fingerstellungen in digiti (1 — 9), articuli (Zehner) und numeri composti
(zusammengesetzte Zahlen bis zu 9.999). Das war flr die Rechenregeln
sinnvoll und nttzlich und wird auch heute in der Grundschule gebraucht um z.B.
bei der Addition den ,Uberlauf* in den nachsten Zehnerbereich zu behandeln.

Z.B. 7+5=12, scribe digitum 2, transfer articulum 1; oder 2 schreib hin, 1 im Sinn

Es muss betont werden, dass sowohl fast 500 bzw. 800 Jahre spéater mit
Fibonacci und Pacioli zwei Verfechter der indo-arabischen Ziffern, die
Fingerzahlen als nutzlich gewurdigt haben. Auch wenn die ,amtlichen”
Zahlzeichen meist noch die romischen Zahlen waren, so galten berall in
Europa die Fingerzahlen als gangige Konvention. Bis auf eine kleine Anderung
bzw. Vertauschung hat Pacioli 1492 in seiner ,Summa“ die Ausfiihrungen von
Beda bestatigt. Dies kann bei dieser grof3en zeitlichen Distanz keinesfalls ein
Plagiat gewesen sein. Die Zahlzeichen des Volkes, fliichtige Fingerzahlen und
bestandige Kerbhdlzer, Millerknoten oder &ahnliche Dokumentationsformen,
existierten unabhangig von der ,Amtssprache” und waren extrem ungleich
wichtiger im Alltag. Auch existierte wohl durchaus eine Arbeitsteilung bei
wichtigen Prozessen in der Verwaltung, sowohl beim Staat oder den grof3en
Handelshausern: Einer sagte die Posten an, ein Zweiter rechnete mit den
Fingern evtl. gemeinsam mit dem Abakus und ein Dritter dokumentierte (gleich,
ob rémisch oder indisch-arabisch).?®

Johannes Aventinus, (eigentlich Johann Georg Turmair, latinisierter Name nach
seinem Geburtsort Abensberg in Niederbayern), war bayerischer Historiker und
Hofhistoriograph. Er gibt, wie schon erwdhnt, noch 1522 in Nurnberg ein Buch
heraus, das die nttzliche Kombination von Abakus und Fingerrechnen betont:

Abakus und der uralte Gebrauch der alten Lateiner, an den Handen und Fingern
zu zahlen. %6

George Ifrah weist darauf hin, dass die Griechen, die Sabaer, die Lykier, die
Palmyrener, die Etrusker und eben auch die Romer fir die Funf ein eigenes
Zeichen hatten und von sechs bis neun das Quinarsystem (Basis 5) anwandten.
Dies gilt Ubrigens auch fur die Maya. Mengen werden nur bis vier ,auf einen

23 https://de.wikipedia.org/wiki/Der_heilige_Hieronymus_im_Gehaus

24 Menninger, ebenda, S. 238 ff (Bd. 2, ab S. 5)

25 Menninger, ebenda S. 231 ff

26 Menninger, ebenda S. 245f und https://de.wikipedia.org/wiki/Johannes_Aventinus
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Blick“ erfasst. Dann bendtigt man eine optische Zasur. Er sieht den eigentlichen
Ursprung im Zahlen mit den Fingern, das sich nach und nach im urspriinglichen
Einflussbereich des ROmischen Reiches zu einer international verbreiteten
Kulturtechnik weiterentwickelt hat.?” Das hatte zwangslaufig auch Einfluss auf
alle Dokumentationsformen. Fingerzahlen und  z.B. Kerbhdlzer
korrespondierten somit in ihren prinzipiellen Darstellungsformen.

Man sollte also
nicht schwarz-weif3

A

el L Zi i iwr | ° LA XHIT
Trias i1 W Sl rA denken! Selbst

Leonardo von
Pisa/Fibonacci
weist, wie betont,
auch bei
Verwendung der
Abb. 3: Einfache Kerbholzer orientierten sich immer neuen Zahlen auf
am quinaren System, wie auch die Fingerzahlen. die Bedeutung des
Fingerzahlens hin.
Er verwendet das Verb servare, also bewahren, heute wirden wir sagen ,im
Kopf behalten®. Ponens semper in manibus numeros ex divisione euntes.
(Haltet dabei immer die Zahlen, die bei der Teilung herauskommen, an den
Handen fest.)?® Mit dem Buchdruck, preiswerterem Papier und der Verbreitung
der indisch-arabischen Zahlen verschwanden nach und nach die alten
Kulturtechniken des Volkes, allerdings in einem Prozess, der Jahrhunderte
dauerte.

2o Tody U

123455788W 15 2

R AE D@t A

1230 5§18 19 15

Erst nach einigem Widerstand und auf Druck der (gro3en) Handler wurde im
Bankwesen und der Verwaltung in den italienischen Stadtstaaten, insbesondere
der Medici in Florenz, das Dezimalsystem eingeflihrt. Es I6ste mit den ,arabisch®
genannten neun Ziffern plus der Null endlich die unhandlichen rémischen
Zahlen in diesem Bereich ab. Das Ziffernrechnen |6ste langsam, sehr langsam
auch den Abakus bei den professionellen Handelshdusern und staatlichen
Verwaltungen ab. Doch selbst von dem jungen Goethe ist bekannt, dass sein
Vater noch einen Abakus besal3 und der junge Johann Wolfgang ihn
zweckentfremdete, in dem er Sternbilder mit den Zahlsteinen legte. Der Abakus
hiel3 tbrigens auch Zahlbank und danach hat die Bankenbranche ihren Namen.
GroRere Handelsh&user waren auch immer Geldverleiner. Gerade auf der

27 Ifrah, Georges: Universalgeschichte der Zahlen. Campus, Frankfurt 1986, S. 173.
28 Zitiert nach Menninger, ebenda, S. 246 (Als Seitenzahl wird in diesem Beitrag
immer die Seite der digitalisierten Form angegeben.)
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Zahlbank oder dem Abakus war die Null ein flichtiger Zustand, dem kein
wichtiger Name gegeben werden musste.

Der Abakus wurde friher oft mit Sand bestreut und Autoren, wie Kaplan,
spekulieren, ob der verbliebene Abdruck der entfernten, runden Zahlsteine im
Sand nicht das spatere runde Symbol der Null hervorgebracht hat.

Das wichtigste Argument, wieso sich rémische Zahlen so lange hielten, ist aber
die Tatsache, dass der weitaus grof3te Teil der Bevolkerung weder lesen und
schreiben, noch bis zu gréReren (romischen) Zahlen zahlen musste bzw.
konnte. Jedenfalls wurden die ,offiziellen® Zahlzeichen gar nicht im Alltag der
breiten Bevolkerung gebraucht. Sie hatten die Fingerzahlen bzw. das
Fingerrechnen und dazu kamen im weitesten Sinn noch die herausragende
Stellung der Kerbhdlzer oder &hnlich einfacher Dokumentationsformen, auf die
hier einzugehen ist. Es sind Zahlzeichen, deren Verbindlichkeit lokal begrenzt
war oder sogar individuelle Gedachtnishilfen darstellten. Man nennt sie zwar
Bauernzahlen; sie sind aber nicht auf diese Bevolkerungsgruppe beschrankt.
Es sind Zeichen aus dem Volk fir das Volk; das Tragermedium ist meist Holz,
manchmal Schnur, erst spéater Kreide auf Tafeln und oft erst viel spater bis weit
ins 20. Jahrhundert hinein dann Papier.

Karl Menninger hat zu dieser These in seinem
epochalen Standardwerk eine Fuille von
Belegen zusammengetragen.?® Das reicht von
Fundstiicken mit selbsterstellten Zeichen, die
individuell verstanden wurden oder die man
bestenfalls noch in einem Dorf, Tal oder Gau
kannte. Dazu gehoren die Alpscheite. Bekannt
ist auch der Millerknoten. Durch diese
Knotentechnik wurde direkt am Sack Mehl
Menge und Qualitdt des Inhaltes festgehalten.
Diese ,Beschriftungen® gehen bis zu weltweit
nachweil3baren Praktiken.

Sie machen aber auch eine intellektuelle
s Entwicklung mit. Die Kerben beziehen sich z.B.
Abb. 4: Kerbholz zur auf Anzahl, Schafe, Ziegen, Galtiere (Rinder)

Abrechnung von Milch oder Kiuhe eines Bauern, der sein Vieh, wie
einer Dorfgemeinschaft andere Viehhalter auch, einem Hirten
durch einen Sennhirten. Uberantwortet. Der Hirte hat ein Gegensttick.

Das Kerbholz, auch Almscheit genannt, ist noch

29 Menninger, ebenda, S. 245, Abbildung links ,abgetesselt”, rechts noch aktuell. In
der Almwirtschaft wurden Kerbholzer bis in das 20. Jahrhundert hinein verwendet.
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auf die konkreten Objekte (Anzahl Vieh je Art) bezogen. Oft wurde aber die
Ruckseite zu anderen Dokumentationszwecken benutzt, vielleicht fur die Anzahl
der produzierten Kéase fiur alle Tiere der Dorfgemeinschaft. Man kann es eine
einfache, genossenschaftliche ,Buchfuhrung® nennen. Hier kann eine frihe
Zahlschrift entstehen, die unabhangig vom Inhalt ist, also das, was abstrakte
Zahlen ausmacht. Dieses Prinzip entstand unabhangig von stadtischen

Entwicklungen, insbesondere bei groReren Handlern, der staatlichen
Verwaltung oder gar dem akademischen Leben. Der praxisorientierten
Erfindungsgabe  waren

... dabei einerseits kaum

Grenzen gesetzt;

cigenthiimlichfte Weife beberrfchte. Sie Fonnte  gndererseits entstanden
nur gebrochen Gedructtes lefen, bingegen weber ahnliche Praktiken

fhreiben nodh in arabifchen Sablen rechnen, weldhe
leteren ¢§ ihr nie ju Ffenmen gelang; fonbern
ibre gange Nechnenfunft beftand in ciner romi:

unabhangig voneinander.

Aus einem Zahlensystem,

fhen Ging, einer Finf, einer Sebn und eimer W€ .den romischen
Hunbdert. Wie fie diefe vier Biffern in ibhrer frii- Zahl_zelchen, werden nur
ben Jugend, in einer entlegenen und vergeffenen bestimmte "Elen.ﬁente
Lanbdesgegend tiberfommen batte, berliefert durdy entnommen, fur eigene
cinen Jabrtaufend alten Gebraudy, fo bandbhabie Zwecke umgedettet gnd

mehr oder weniger

fie biefelben mit einer merfrolirdbigen Gerwandtheit.
Sie fuhrte fein Buch und befaf nichts Gefdyrie-
bened, war aber jeden Augenblid im Stande,
ihren gangen Werfehr, der fidh oft auf mehrere
Laufende in lauter Eleinen Poften belief, zu tiber-
feben, indem fie mit grofier Schnelligfeit bdad
Lifchblatt mittelft einer Kreide, deven fie immer
einige Gndchen in der Tafche fithrte, mit mady-
tigen Saulen jener vier Jiffern bedectte. Hatte
fie aud ihrem Gedadytniffe alle Summen foldyer-
geftalt aufgefetst, fo erveichte fie ibren Jwed ein-
fach dadburdh, daf fie mit dem naffen Finger eine
NReibe um bdie anbdere ebenfo flinf wicder aqus-
L 12

individuell benutzt. In dem
Roman ,per grune
Heinrich® von Gottfried
Keller, findet sich eine
schone Passage, die
diesen Sachverhalt
illustriert:3° Aus dem Text
von Keller lasst sich
durchaus eine gewisse
Anerkennung fur die Frau
erkennen. Das kann man
getrost verallgemeinern.
Die Menschen waren
nicht dumm, sie waren nur
sehr ,bildungsfern®

Abb. 5: Umgang mit ,Bauernzahlen® bei Gottfried

~ o aufgewachsen und hatten
Kellers ,Gruner Heinrich*

vom romischen

30 Keller, Gottfried: Der griine Heinrich. Bd. 1. Vieweg-Verlag, Braunschweig, 1854,
S. 177. https://www.deutschestextarchiv.de/book/show/keller_heinrich01_1854
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Zahlensystem nur einen Teil aufgeschnappt. Menninger bestatigt, dass z.B.
L=50, D=500 oder M=1000 in den Bauernzahlen fast gar nicht vorkommen.3!
Bauernzahlen sind keine Kulturtechnik, die gelehrt werden musste. Doch sie
leisten ihren Beitrag, dass die ,amtlichen® Zahlzeichen schon viele Jahrhunderte
fast ein Schattendasein fiihrten. Sie hatten kaum Einfluss auf den Lebensalltag
der einfachen Bevdlkerung

Die Kreide hatte ihren Zweck fur schnelle Markierungen, aber man kann mit
Recht sagen, dass das mit groRem Abstand am meisten verbreitete Medium
das Kerbholz war. Archéologische Funde beweisen, dass diese Praxis bis weit
in die vorgeschichtliche Zeit reichte. Man hat an der Grenze zwischen Swasiland
und Sddafrika 1973 in Form eines Pavianknochens mit systematischen
Einkerbungen eines der altesten Artefakte gefunden.®?

Obwohl Papier vor 2.000 Jahren in China erfunden wurde, erreicht es
Deutschland erst im 14. Jahrhundert und war anfangs viel zu teuer flr den
profanen Gebrauch. Das ,Papier des Volkes ist das Holz“ (Menninger) und das
gilt praktisch fur die ganze Welt. Beschrankt man sich auf Europa, so geben
allein schon die Namen Aufschluss. Im Mittel- und Niederdeutschen gibt es das
Kerbholz, den Dagstock, in Bayern und Tirol den Span, Karm oder das Raitholz
(=Rechenholz), andere Alpenlander kennen Tessel oder Taessle®. Osterreich
und Wien haben den Robasch oder Robitsch, von slawisch rovas (Kerbholz).
Der Bohme sagt, wenn er borgen muss, ,es ist mir in die Rabuse gegangen®.
Schweden kennt den karvstock, Holland den kerf. Im Lateinischen bedeutet
talea Stab. Daraus bildete sich im mittellateinischen talare und im italienischen
tagliare, woraus franzosisch tailleur (Schneider) und englisch tailor wurde. In
Italien heil3t das Kerbholz taglia oder tessera, in Spanien tarja, in Frankreich
taille und in England tally. Ein tallyman war Jahrhunderte lang ein
Ladungskontrolleur in einem Seehafen.®* Auch der ,Scheck® geht auf das
Kerbholz zurtick. Die Staatsbank hatte bei ihrer Griindung eine Million Pfund
aufgenommen und gab einen tally stick mit den Anteilsbetrdgen in Form
genormter Kerben den Berechtigten. Die konnten den Betrag einldsen,
nachdem die Berechtigung geprift wurde (,fo check” heildt Gberprifen).

Von René Jouglet wird eine Szene im Hennegau, (Province de Hainaut,
wallonisch Hinnot, westflamisch Enegouwn), um 1900, geschildert: Der Backer
ging mit seinem Karren von Tur zu Tur. Er rief die Hausfrau heraus. Sie brachte
ihre taille®. Es war dies ein schmales Brettchen, so lang wie die Klinge einer
Schere; der Béacker besalR das Gegenstick dazu. Er legte beide aufeinander

31 Menninger, ebenda, S. 282

32 Bottazzini, ebenda, S. 18

33 http://www.walser-alps.eu/handel-und-wirtschaft/wirtschaft/taessle
34 https://de.wikipedia.org/wiki/Tallymann
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und sagte an ihrer Kante soviel Kerben ein, wie er Brote zu sechs Pfund
verkaufte.®

Selbst bei den Bantu bedeutet ,kerben® auch gleichzeitig ,zahlen“ oder
rechnen.“

Das Kerbholz wurde dann immer mehr zu einem rechtssicheren Medium.
Kerben wurden in Ulmenholzstdbe geschnitten und diese geteilt, also
gespalten. So wurde Betrug von beiden Parteien verhindert, weil beide Halften
exakt zusammenpassen mussten. Dies wurde vor allem bei Schulden
angewendet (,etwas auf dem Kerbholz haben®). Man findet das Prinzip sogar
im Code Napoleon, dem 1804 eingeftihrten Code Civil, wo der Kerbstock als
rechtsgultige Urkunde anerkannt wird.

Auch die preul3ische Prozessordnung von
1781 lasst sie als Beweisstlck zu:

"beweiseskraft haben die auf dem lande
gewoehnlichen kerbhoelzer, wenn beyde
stuecke uebereinstimmen. kann eine
parthey das ihrige nicht herbeyschaffen,
¢ so muld der gegner zur eidlichen
Abb. 6: Kerbholz zum Nachweis  bestaerckung des seinigen verstattet
fur Dienstleistungen. werden, in so ferne er nicht ueberfuehrt
werden kann, dald das fehlende kerbholz

durch seine schuld abhaenden gekommen".3’

In England wurden fur die Staatsfinanzen ebenfalls bis ins 19. Jahrhundert
(Bank von England bis 1826) hinein Kerbhdlzer benutzt. Es existierten durch
lange Archivierungszeiten von Steuerquittungen eine grof3e Menge davon. Am
16. Oktober 1834 entschloss man sich, diese im Hof des Parlamentsgebaudes
Palace of Westminster zu verbrennen. Es fing dabei Feuer und brannte zum
groRten Teil ab.%® Rechtsgeschafte, insbesondere Zahlungsverpflichtungen,
gehen bis ins frankische oder alemannische Volksrecht zurtick. Bei geleisteten
Verpflichtungen wurden die Kerbholzer oft ausgekerbt und wiederverwendet
(,glatt® gemacht, ,getesselt’). Sie waren besonders in der Land- und
Forstwirtschaft und im Fischereiwesen tblich. Wasserrechte, Lohnforderungen,
Fangmengen oder Liefermengen wurden so dokumentiert. So bedeutete eine
Kerbe einen ganzen Tag geleistete Arbeit, eine halbe Kerbe einen halben Tag.

35 Zitiert nach Georges Ifrah, Universalgeschichte der Zahlen, S. 112

36 Menninger, ebenda, S. 255

87 Corpus luris Fridericianum, 1. Buch ,Von der ProzeR-Ordnung®, Verlag der
Koniglichen Akademie der Wissenschaften, Berlin 1781, Teil IV, Abschnitt 6, § 71

38 https://de.wikipedia.org/wiki/Kerbholz
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Viel profaner wurden Kerbholzer beim ,Anschreiben® in Kneipen benutzt, wo
man nicht unbedingt Rechtssicherheit bendtigte. Ein italienisches Sprichwort
sagt:

Come e bello vivere in questo regno:
si mangia, si beve e si segna
tutto su un pezzo di legna!

Herrlich lasst es sich in diesem Land leben:
man isst und trinkt und kerbt
alles auf ein Stuck Holz!

Das Kerbholz in der Gastronomie ist nicht auf das gemeine Volk beschrénkt. Zu
Ehren von Wallensteins General Piccolomini spendierte die Marketenderin in
Friedrich Schillers Stlick, Wallensteins Lager, eine Flasche Wein: Das kommt
nicht aufs Kerbholz. Ich geb es gern. Gute Verrichtung, meine Herren. 3°

Spater setzte sich Tafel und Kreide durch und es entstand der Ausdruck ,etwas
ankreiden®,

Wichtiger als Zahlen, war die Kenntnis von Geld- oder Sachwerten. Die Kerben
konnte man vergleichen ohne die (An)Zahl benennen zu kénnen. Die minutiae
(Kleinheiten), also die romischen Zwdlferbriiche und ihre Umrechnung, musste
man zu seinem eigenen Vorteil kennen. Wichtig waren die minutiae usitates (die
~-gebrauchlichen® Hauptbriiche), im Gegensatz dazu die minutiae intellectualis.
Einige Begriffe haben sich bis heute erhalten: Von scrupulus leitet sich Skrupel
(,Bedenken®) ab, ein halber Scrupel ist ein Obolus, ein Viertel der Cerates, von

dem das Karat stammt. Ein Skrupel ist i Unze :2%8 As = 8 Calcus.*? Die Begriffe
gehen unmittelbar auf das griechische System zuriick.*!

Brauchte man mehr Platz, so entstand das ,Buch®, das sich von der Buche
ableitet, die sich leicht und glatt spalten liel3 und aus der in Europa Holztafeln
geschnitten wurden. ,Codex” wird heute nur fur Bucher aus Pergament
verwendet. Aber der Begriff stammt von caudex, dem Holzstiick, aus dem
tabulae geschnitten wurden. Sie wurden schon bei den Romern mit Wachs
Uberzogen (tabula cerata) und mit einem Griffel (stilius) beschrieben.

Eine schone sprachliche Bricke bildet auch das Lateinische putare (u.a.
beschneiden), dessen Sprachstamm sich auch in computare (berechnen)
findet, womit wir beim heutigen Computer waren.

Es gibt also eine ganze Reihe von Hindernissen, die einer Uberwindung eines
unpraktischen Zahlensystems im Wege stehen. Uber allen logischen,

39 Friedrich Schiller, Wallensteins Lager, 11. Auftritt
40 Menninger, ebenda, S. 174
41 https://de.wikipedia.org/wiki/Obolus
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praktischen oder vorgeschobenen Argumenten sollte man am Schluss religiose,
philosophische und aberglaubige Uberlegungen nicht vergessen: Schon vom
Hof Karls des Grol3en ist eine Diskussion uber das Nichts, ob es existiert oder
nicht, Gberliefert. Sie hat den Kaiser zu einer Erkundigung bei dem irischen
Monch Dungalus inspiriert. Die Welt soll laut der Bibel ,ex nihilo®, aus dem
Nichts erschaffen worden sein. Was war dieses ,Nichts“ vor der Schopfung?“
Erst in der Renaissance erkannte man die Bedeutung auch des Nichtseins an
und Leonardo da Vinci schreibt im Codex Atlanticus, ,dass unter den grol3en
Dingen, die sich unter uns befinden, das Nichtsein das allergréBte ist.“?

Dies ist offenbar keine Haarspalterei. Als die Mathematik vor gut 100 Jahren auf
eine neue axiomatische und mengentheoretische Grundlage gestellt wurde,
haben sich groRe Mathematiker und Philosophen, aber auch andere
Fachrichtungen, mit ahnlichen Fragen auseinandergesetzt — allerdings mit
teilweise unterschiedlichen Antworten. Zu nennen ist zunachst Richard
Dedekind mit seinen Gedanken Uber Zahlen, Georg Cantor Uber unendliche
Mengen, Bertrand Russell und Gottlob Frege als Logiker. Intensive Studien gab
es aus einer Gruppe von interdisziplinaren Wissenschaftlern, die als der ,Wiener
Kreis“ bekannt wurden, darunter Kurt Godel. Sie versuchten die Metaphysik
vollkommen durch einen logischen Empirismus zu ersetzen. Dies galt fur die
Mathematik als weitgehend gelungen. Bei den Naturwissenschaften brachten
noch immer der Atomismus und schon die neue Quantenmechanik neue
Fragen, aber auch die Sozialwissenschaften und insbesondere die
Sprachwissenschaft (Rudolf Carnap).*®* Martin Heidegger findet spdttische
Worte Uber das Nichts in seiner Antrittsvorlesung ,Was ist Metaphysik® (1929),
aber das hat nichts mehr mit der Null zu tun.

Erst mit der Renaissance, dem wachsenden Bildungsstand und den
mathematischen Leistungen in dieser Zeit, setzte ein wirklicher
Paradigmenwechsel ein und die Null bekam im wahrsten Sinne des Wortes den
Stellenwert, der ihr gebuhrt (siehe unten). Null als Zahl und als Begriff der
Kardinalitat der leeren Menge wird heute kaum mehr mit dem ,Nichts®,
.,Niemand“ oder ,Nichtsein® gleichgesetzt. Die finden sich nur bei
Gedankenspielen und Wortspielereien, siehe Shakespeares King Lear oder der
Arie von Porgy aus Gershwins Oper Porgy and Bess eingangs dieses Beitrags
unter ,Bemerkenswertes®. Auch bei Lewis Carolls ,Alice hinter den Spiegeln®
(1871) finden sich entsprechende Wortspielereien zu ,Nichts® und ,Niemand®,

42 Umberto Bottazzini: Wie die Null aus dem Nichts entstand, dtv, Minchen 2021,
deutsche Erstausgabe, S. 39f

43 Karl Sigmund; Sie nannten sich Der Wiener Kreis, Springer. 2. wesentlich erweiterte
Ausgabe, 2018
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die ,niemand“ mehr mathematisch interpretieren wirde. Dagegen ist die ,leere
Menge“ zu einem reinen Terminus technicus der Mathematik geworden.

In Indien begann dieser Prozess der ,Entmystifizierung“ friher. Dort wurden
Regeln entwickelt, wie man mit der Null umzugehen habe. Mahavira, der um
830 n. Chr. lebte, schrieb, dass eine Zahl mit Null multipliziert, Null ergibt und
dass die Zahl unverandert bleibt, wenn Null (...) von ihr abgezogen wird.
Bramagupta und Bhaskar stimmten (zu unterschiedlichen Zeiten) dem zu. Ganz
anders wird die Division durch Null bewertet. Hier gehen die Meinungen der
grolR3en Koryphaen diametral auseinander. Doch nach und nach entstand der
Satz an plausiblen Regeln, wie die Null in der Arithmetik einzusetzen ist.

Man muss sich jedoch fragen, wieso ausgerechnet in Indien diese Klarheit in
der Einbettung der Null in ein dezimales Stellenwertsystem entstand. Die
Antwort kdnnte in einem 1.800 Jahre alten Text eines Autors namens Nagarjuna
liegen, das zu einem klassischen Referenzwerk der buddhistischen Philosophie
wurde. Ein Essay von Carlo Rovelli, Mitbegrinder der Schleifenquanten-
gravitation und vielbelesener Wissenschaftler, befasst sich unter dem Titel
sLeere ist leer: Nagarjuna® mit der altindischen Schrift. Er kommt zu dem
Schluss, dass als Kernargument von Nagarjuna nur die wahre
Wechselbeziehung zahlt. Leere allein ist ohne Essenz, jede Perspektive
existiert nur Giber Abhéngigkeiten. Fir sich allein sind alles nur leere Entitaten.**

Die damit verbundene Relation zu anderen Zahlen und vor allem im dezimalen
Positionssystem stellte die Null immer mehr und unumkehrbar auf die gleiche
Stufe mit den ,normalen” Zahlen, wenn es oft auch qualend langsam ging.

Es gab aber sowieso eine Fille von anderen Problemen. So besteht z.B. eine
Gleichung der Form x? + 4x — 22 = 0 verwirrender Weise aus einer Flache (x?),
einer Lange (4x) und einer Konstante (—22). Es wurden also drei Dimensionen
in einem Ausdruck zusammengefasst. Das konnte man sich noch vorstellen.
Doch was ist mit x* oder 3/x? Dabei kommt man mit Anschaulichkeit nicht mehr
weiter und es hilft nur konsequentes, regelbasiertes Rechnen, in das die Null
emotionslos integriert werden muss.

Dieses Kaleidoskop an Bildern soll dem Verstandnis dienen, um welchen
Antagonismus sich ein Beitrag zum historischen und mathematischen Aspekt
der Null kimmern sollte.

Vor diesem Hintergrund und auch im Ruckgriff auf genannte Argumente und
Fakten, kann man sich die einzelnen Kulturkreise ansehen und analysieren, ob

44 Carlo Rovelli, Es gibt Orte auf der Welt, an denen Regeln weniger wichtig sind als
Freundlichkeit, Essays, Rowoldt, Hamburg, 2022, S. 158 f
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bzw. wie die Null die jeweilige zeitgentssische und spatere Mathematik
beeinflusst hat. Es bleiben dabei sicherlich immer noch eine Reihe von Fragen
bei der historischen Bewertung offen.

Von den einstigen Ressentiments sind nur in der Umgangssprache noch
Hinweise, entsprechende Begriffe, Bekraftigungen und Zuspitzungen zu finden.
Einen vermeintlich unniitzen Menschen bezeichnet man abschatzig als Null,
Null Bock ist ein Ausdruck fur Unlust, Null Toleranz steht fir ein hartes
Durchgreifen, Null Spielraum bedeutet extreme Handlungszwénge, bei einem
Nullspiel beim Skat darf der Einzelspieler keinen Stich machen, sogar ein Null-
Sterne-Hotelzimmer unter freiem Himmel wurde kreiert.

Die Umgangssprache benutzt also Null als unterstes Extrem von eher
abschatzigen Charakterisierungen. Fiur die Mathematik z&ahlen nur die
Eigenschaften und Folgerungen aufgrund des besonderen Bezugs zur Null. Wie
alle anderen Elemente unterliegt sie in allen mathematischen Begriffen und
Verallgemeinerungen streng dem logischen Positivismus, der nur ausreichend
klar Definiertes akzeptiert.

Entstehungsgeschichte und Verbreitung

Noch vor wenigen Jahren konnte der ,Rote Faden“ zur Geschichte und
Verbreitung der Null in wenigen Satzen skizziert werden. Die geografische Nahe
zum indischen Subkontinent hat den arabischen Islam mit den indischen Ziffern
und der Null im Positionssystem (Stellenwertschrift) in Bertihrung gebracht. Um
die Jahrtausendwende gelangten diese Erkenntnisse vor allem tber Nordafrika
nach Andalusien im maurischen Sudspanien.
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Abb. 7: Urkunde des Konigs explodierte  der Bedarf an
Devendravarman aus Kalinga (heute effizienter Buchfilhrung und die

Orissa in Ostindien) aus dem Jahr 596 ”arabischen“ Ziffern verbreiteten
n.Chr. galt lange als &ltestes Zeugnis sich Uber ganz Europa. Auf der
der Stellenwertschrift mit der Null. wissenschaftlichen Seite
entwickelten Isaac Newton und

Gottfried Wilhelm Leibniz die Infinitesimalrechnung. Newton, um physikalische
Bewegungen und Veranderungen berechnen zu konnen, Leibniz eher aus
Interesse an reiner Mathematik. Die weitere Entwicklung fuhrte Gber mehrere
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Generationen zu einem (im wahrsten Sinne des Wortes) differenzierten
Umgang mit der Null und unscharfe Begriffe, wie das unendlich Kleine, wurden
ausgemerzt. Dieser scheinbar geradlinige Weg uber ca. 1300 Jahre
Mathematikgeschichte muss relativiert werden. Dies wurde bereits im
Eingangskapitel deutlich gemacht.

Da ist zunéchst die bisher in der Forschung akzeptierte Chronologie, die sich
als falsch herausgestellt hat: Die Null ist bedeutend alter als gedacht.*> 1881
wurde auf einem Feld nahe Bakhshali bei Mardan, Pakistan, ein auf Birkenrinde
verfasstes Manuskript gefunden. Es befindet sich seit 1902 in den Bodleian
Libraries der University of Oxford.

Es war schnell klar, dass es sich um mathematische Texte handelt, in denen
haufig auch die Null als
Punkt  auftaucht.  Meist
wurde die Entstehung des
70-seitigen Manuskriptes
irgendwann zwischen dem
7. bis 12. Jahrhundert
angenommen. Eine exakte
Datierung war jedoch erst
jetzt mit der Radio-Carbon-

Abb. 8: Die Zahl "Null" als Punkte im Methode  méglich  und
Bakhshali-Manuskript offenbarte  eine  groRe
Uberraschung. Die

Handschriften stammen aus dem 2. bis 4. Jahrhundert. Damit missen auch die
zeitlichen Aspekte bei der Entdeckung und
Verbreitung der Null anders bewertet
werden. 46

Im 7. Jahrhundert war die Zahlweise und
das Zahlensystem in Indien schon stark
ausgepragt. Sinnbilder fur Zahlen waren
eigentlich nicht notig. Allerdings gehorte es
zum ,guten Ton“, mathematische bzw.
astronomisch/astrologische  Texte in
Versen zu schreiben. Die Astronomie mit

Abb. 9: 70 Seiten Birkenrinde
— das Bakhshali-Manuskript

45 https://en.wikipedia.org/wiki/Bakhshali_manuscript

46 George Ifrah schreibt in der Sonderausgabe seiner Universalgeschichte der Zahlen
1998, S. 500: Der Begriff der Null und das Positionsprinzip waren also in Indien schon
im 5. Jahrhundert unserer Zeitrechnung bekannt und mdglicherweise Uber die
Gelehrtenwelt hinaus verbreitet — die Konzeption unseres modernen Ziffernsystems
geht damit mindestens auf diese Zeit zurlck.
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ihren mathematischen Anforderungen wird auch noch heute als
2Hilfswissenschaft® fur die Astrologie gesehen, die im indischen Alltag bis in die
heutige Zeit eine dominierende Rolle spielt. Diese Sitte, Sinnbilder fir Zahlen in
poetischer Form zu verwenden, findet man im ostasiatischen Raum bis Tibet
und Java und macht fur interessierte Fremde das Verstandnis nicht gerade
einfach. Fur bestimmte Zahlen gibt es sozusagen lyrische oder poetische
Synomyme. Fur die ,Eins” sind ca. 300 bekannt, darunter sogar ,Nashorn®. Fir
die Zahl 1021 findet sich z.B. die poetisch umgestaltete, dezimale Darstellung
im Stellenwertsystem:

eins — zwei — null — eins (von rechts nach links gelesen)
$as — paksa — kha — eka
(Mond - Flugel — Loch — eins)

kha steht also fur die Null und das Zeichen 0 sieht wie ein Loch aus.?’

B W Al
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Abb. 10: Die ersten indischen Ziffern

Der arabische Dichter Khalil ibn Aybak al-SafadT (1296 — 1363)* berichtet, die
indische Nation sei auf drei Dinge stolz: lIhre eigene Rechenmethode, das
Schachspiel und das Buch Calila wa Dimna (Fabeln und Legenden).4°

Der Begriff ,Null leitet sich von lateinisch ,nullus“ (keiner, niemand) ab. Doch
es ware falsch zu vermuten, dass die Null den Rémern bzw. den Griechen, von
deren Tradition die romische Antike viel Ubernommen hat, bekannt war. Gerade

indisch (6. — 8. Jh.) 5“7’1}/11 (=leer)
arabisch (9. Jh.) / ﬂs-sifr\
lateinisch (13. Jh.) cifra zefirum
franzosisch 14. Jh.) chiffre zefiro-zevero-zero italienisch
|
deutsch 15. Jh.) Ziffer zero  franz., engl.

Abb. 11: Sprachliche Entwicklung des Begriffes Ziffer oder Zero.

47 Menninger, ebenda, Bd. 1, S. 129 bzw. 133 digitalisiert
48 https://en.wikipedia.org/wiki/Al-Safadi
49 Zitiert nach Georges Ifrah, Universalgeschichte der Zahlen, S. 482
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bei den Griechen verwundert das am meisten. Warum wurde dort nie die ldee
eines Stellenwertsystems und eines Symbols oder gar einer Zahl fir leere
Positionen in der Zahl geboren? Vielleicht liegt der Grund darin, dass die
Griechen in Strecken oder Flachen und ihren Relationen dachten. Jedenfalls ist
das vollkommene Fehlen einer entsprechenden abstrakten Idee, die man als
.Null“ identifizieren kdnnte, der Grund, wieso das restliche Europa erst sehr spat

von der Bedeutung der Null erfahren hat.

Sprachlich lasst sich der Weg des Begriffs ziemlich genau verfolgen. Aus dem
indischen sunya (leer) oder auch sunya-bindu (Leerpunkt) haben die Araber
wortlich Ubersetzt as-sifr gemacht. Eigentlich misste unter den beiden s jeweils
ein Punkt stehen, as-sifr, um die korrekte Aussprache zu verdeutlichen. Im
Prinzip wird der Begriff im Abendland Gbernommen, allerdings latinisiert in cifra
oder cefirum, wie es auch Leonardo von Pisa in Liber abaci schreibt. Die beiden
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Abb. 12: Seite aus liber abaci voh Leonardo
di Pisa mit dem berihmten Kaninchen-
Problem; rechts die ersten Fibonacci-Zahlen.

50 Bozzazini, ebenda, S. 55
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lateinischen Worte werden
als Lehnworte in die
einzelnen Sprachen
integriert.

Allerdings finden sich bei
Johannes von Sacrobosco in
seinem Werk De arithmetica
(zwischen 1225 - 1230
entstanden) auch alternative
Begriffe, wie theca, Zirkel,
Ziffer oder Nullzeichen.®® In
den italienischen Mundarten
entstehen drei Worte, wobel
das venezianische zero
zundchst parallel neben
chiffre im Franzoésischen flr
die Null Gbernommen wird.
Mit der Zeit setzte sich zero
far null durch und chiffre bzw.
deutsch Ziffer standen
urspringlich  fir die Null.
Heute ist im Deutschen jede
einstellige Zahl eine Ziffer;
allerdings wird der Begriff
auch gelegentlich im



Ubertragenden Sinn verwendet (,Ziffern in Ordnung bringen®). Im Franzdsischen
benutzt man heute chiffre wie im Deutschen fur die einstelligen Zahlen.>! Das
ist seit Uber 500 Jahren der Fall. In einem franzdsischen Lehrbuch fir Kaufleute
von 1485 heil3t es: An chiffres gibt es nur 10 Zahlzeichen, von denen 9 Wert
haben und das zehnte (selbst) nichts gilt, aber den anderen Zahlzeichen
hoheren Wert verleiht, und sie heilRt zero oder chiffre.>? Der Text zeigt nicht nur
die Koexistenz der beiden gleichen Begriffe, sondern offenbart die Unsicherheit,
die der Mensch noch im ausgehenden Mittelalter und Beginn der Neuzeit mit
der Null hatte. Menninger bringt es auf den Punkt: Es sind zwei Namen fir die
gleiche Sache (der Null) und einen Namen ftr zwei Dinge (Null und Wertziffer).
Die Sprache konnte gar nicht besser die ,Unordnung im Kopf“ demonstrieren,
die noch an der Schwelle zur Renaissance bei den Menschen bzgl. der Null
herrschte.

Es war vor allem Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci, der als Sohn eines
italienischen Handelsvertreters in Bugia, einer Handelsenklave von Pisa in
Marokko, die Vorteile der arabischen Ziffern und der Null erkannte. Dort genoss
er seine erste Ausbildung in Mathematik. Er vervollkommnete sein
mathematisches Wissen auf ausgedehnten Reisen in Agypten, Syrien, der
Provence und Byzanz. Leonardo hat in bewundernswerter Auspragung das
Euklidische fundamentale Prinzip von Definition, Satz und Beweis verinnerlicht
und angewendet. Bei der Algebra wurde er sehr von al-Khwarizmt beeinflusst.
Er hat am Hof von Friedrich Il. auf Sizilien die neuen Zahlen propagiert und hat
in seinem einflussreichen Buch
,Liber abaci, veroffentlicht 1202, die
Null als nitzliches Zeichen (also
noch nicht Zahl) erwahnt.>*%* Dass
der eigentliche Ursprung der Ziffern
in Indien lag, wurde erst spater
erkannt. Ein friher Verfechter der
_ indischen Zahlen war Johannes de
ik une | ey : Sacrobosco (auch Joannis de Sacro
jeut” Qifu ¢ per bag higuras fig Bosco, englisch John of Holywood),
Abb.13:0,9,8,7,6,5,4,3,2,1 ein englischer Mathematiker und
(vierte Zeile) aus dem Lehrbuch des Astronom, der an der Pariser
Johannes de Sacrobosco (T 1256)

o N, .
ot o b A b

51 Menninger, ebenda, S. 442

52 Menninger, ebenda, S. 442

53 Lat. liber heiRRt Buch, aber auch Bast, wie griech. biblos, Papyrus bedeutet. Das
Schreibmedium hat den Namen gepragt.

54 Digitalisiertes Originalmanuskript
https://bibdig.museogalileo.it/tecanew/opera?bid=1072400&seq=49
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Universitat lehrte, deren Anfange bis ins 12. Jahrhundert zurtickreichen.

Eindeutig haben die Araber, die den Siden der iberischen Halbinsel
kontrollierten (,Al-Andalus®), die ,arabischen Ziffern“ etabliert. Belegt ist auch,
wie bereits erwéhnt, dass der als Araber verkleidete Monch Gerbert von Aurillac,
der spatere Papst Silvester Il., sich in Cdérdoba, Uber die Bedeutung der
arabischen Zahlen informiert haben soll.>>°® Das schlieRt noch kein Zeichen fiir
Null ein, wie man an einem von ihm erfundenen Abakus erkennen kann.®’
Frihere Anstrengungen hatten keinen Erfolg. So wurden die indischen Ziffern
mit ihrem Dezimalsystem schon im 7. Jahrhundert zum Beispiel von dem
syrischen Bischof Severus Sebokht beschrieben, der sich lobend dartber
geauRert hat.>® Das war lange Zeit der wissenschaftliche Erkenntnisstand. Erst
jungere Forschungen, mit modernen physikalischen Datierungsmethoden,
zeichneten eine viel genauere Entstehungsgeschichte.

Der weitere Weg der Null in die Mathematik des spaten Mittelalters und der
frihen Neuzeit ist mihsam und verschlungen und hangt von mehreren
Einflussfaktoren, u.a. vom praktischen Rechnen mit Hilfe unterschiedlicher
Abaki (Plural von Abakus) ab. Das Stellenwertsystem auf Basis 10, das heute
weltweit mit ihren Nuancen, wie Leerzeichen, Dezimalschreibweise etc., sogar
als ISO-Norm 80 000 bzw. 80 000-1 genutzt wird und die Null sinnvoll macht,
ist das Eine. Doch erst nachdem die negativen Zahlen im 15. oder 16.
Jahrhundert als reale Zahlen akzeptiert wurden und die Null als Grenze
zwischen positiven und negativen Zahlen auf dem Zahlenstrahl ihren Platz
eingenommen hatte, hatte die Null auch mathematiktheoretisch ihren Platz
gefunden. Mit der Entwicklung im Volk beim Z&hlen, Schreiben und Rechnen
von Zahlenwerten hat das wenig zu tun. Hier behaupteten sich bis ins 20.
Jahrhundert hinein allseits genutzte Methoden und Dokumentationsformen, die
wir heute belacheln oder nur noch in Sprichworten identifizieren kbnnen.

Ein weiteres Hindernis fir eine zlgige Verbreitung der indisch-arabischen
Ziffern inkl. der Null lag im Beharrungsvermdgen bei etablierten Systemen und
ihren Verfechtern. Erst 1494 gingen z.B. die Medici in ihren Verwaltungen

55 Siehe Chronologie der Naturwissenschaften, S. 80, datiert auf ,um 980
https://slub.qucosa.de/api/qucosa%3A7968/attachment/ATT-0/

56 auch Gerbert von Reims; (um 950 — 1003),
https://lwww.welt.de/wissenschaft/article168698195/Die-Zahl-Null-ist-aelter-als-
gedacht.html

57 Rekonstruiertes Bild seines Abakus mit modernen Ziffern siehe
de.m.wikipedia.org/wiki/silvester_lI.

58 ebenda oder https://de.wikipedia.org/wiki/Dezimalsystem
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generell zu den arabischen Zahlen inkl. der Null tiber.>® Dabei hatte sich die
professionelle Geschéfts- und Bankenwelt gegentber den Herrschenden
durchgesetzt, denn der Umgang mit den Zahlen einschliel3lich der damit
verbundenen schriftlichen Rechenmethoden war einfach praktischer und besser
nachvollziehbar als bei den unhandlichen rémischen Zahlen. Die Medici hatten
in einer konservativen Grundhaltung heraus die arabischen Ziffern aus
fadenscheinigen Griinden abgelehnt. Noch 1299 wurden die arabischen Ziffern
z.B. in Florenz verboten.®%6! Der Wechsel zu den neuen Zahlen verlief jedoch,
wie bereits dargestellt, nicht reibungslos. Araber und die Volker in ihrem
Einflussbereich standen zunachst unter griechischem oder hebréisch-
syrischem Einfluss, wo in spatantiker Zeit z.B. griechische Buchstaben des
Alphabets als Zahlzeichen ohne Positionssystem verwendet wurden. Die
Araber Ubernahmen anfangs dieses Prinzip und nahmen stattdessen ihr
eigenes Alphabet mit 28 Buchstaben. Der Einfluss der indischen Ziffern und der
Null entwickelte sich geografisch von Osten nach Westen. Im 8. Jahrhundert
begann er im 6stlichen Orient, im 9. Jahrhundert erreichte er Nordafrika und von
dort aus Al-Andalus, den maurischen Teil der iberischen Halbinsel. Im Westen
entwickelten sich auch geringfligig andere Schreibweisen, die durch die
Kontakte mit dem lateinischen Europa dann auch dort dbernommen wurden.
Dort wurden die unpraktischen romischen Zahlen verwendet, die vor allem als
Ordinalzahlen bis in die heutige Zeit Uberdauert haben. Wie das Beispiel der
Medici in Florenz zeigt, dauerte es bis zum Beginn der Neuzeit, bis sich die
arabischen Ziffern, die Null und ein Stellenwertsystem auf Basis 10
durchgesetzt hatte. Diese Entwicklung muss man immer abgrenzen von den
einfachen Praktiken im Volk oder fur das einfache Volk (Stichwort Kerbholzer,
Fingerzahlen), die sich deutlich langer gehalten haben und mit dem
mathematisch-akademischen Prozess wenig gemeinsam haben.

Ein weiterer Punkt sind die verwendeten Hilfsmittel, allen voran der Abakus.52
Auf dem sogenannten ,Klosterabakus“ tauchten arabische Zahlzeichen auf den
Rechensteinen auf; der Klosterabakus verschwand aber aus dem Gebrauch
und damit gerieten zunachst auch die Zahlzeichen in Vergessenheit.

Zwei Namen verhalfen dem indo-arabischen System zum, wenn auch
langsamen, Durchbruch: der bereits erwahnte Leonardo di Pisa oder Pisane (de
filiis Bonacci, kurz Fibonacci) und vorher Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi.

59 https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/geschichte/artikel/leonardo-fibonacci-
von-pisa

60 Charles Seife, Zwilling der Unendlichkeit, Goldmann, Miinchen, 2002, S. 92

61 Siehe auch Oberhessische Naturwissenschaftliche Zeitschrift, Band 70, GieRen
2022, W. Kafitz. Formeln, S. 124

62 |n diesem Beitrag wird die Schreibweise mit ,k“ verwendet. Oft findet man auch in

[{PN1}

der Literatur ,Abacus“ mit “c* geschrieben.
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Fibonacci hatte sein Wissen in den westarabischen Landern erworben, denn
sein Vater Guglielmo war nach Bugia (heute Bejaia, Algerien), eine wichtige
Hafenstadt in Nordafrika, geschickt worden. Sein Sohn konnte mit seinem 1202
veroffentlichten und 1228 uUberarbeiten epochalem 500 Seiten Werk ,Liber
abaci“ (Das Rechenbuch, manchmal auch Liber abbaci) einen nicht zu
unterschatzenden Impuls liefern. Andere folgten ihm bis in die Formulierungen
hinein. Das erste gedruckte Rechenbuch von 1483 stammt von dem Nurnberger
Ulrich Wagner: Es sein neun bedeutlich figur. 1 23 456 7 8 9. Und die zehent
ist 0 und bedeut all ein nichts.®® Er dreht damit die Reihenfolge gegentber
Fibinacci um. 1 — 9, 0 steht heute noch auf Computertastaturen.

Das Buch von al-Chwarizmi beginnt ebenfalls mit einem ahnlichen Satz tber die
neun Ziffern. Aber er fihrte explizit die Null ein und war damit der eigentliche
Urheber der weiteren Entwicklung. Chwarizmi (um 780 bis 850) heil3t
ausfihrlich Aba Ga ‘far Muhammad bin Masa al-Hwarizmi und stammt aus
Usbekistan. Er nutzte wie selbstverstandlich die neuen Ziffern in seinen
mathematischen Werken. Um 825 entstand aber auch eine
popularwissenschaftliche Schrift. Es ist das Kitab al-Dscham® wa-I-tafriq bi-
hisab al-Hind (,Uber das Rechnen mit indischen Ziffern“), das bewusst an
mathematische Laien adressiert war und
auf einfach verstandliche Weise das
Ziffernsystem und darauf beruhende
schriftliche Grundrechenarten
behandelte.

Vom Titel seines Werkes al-kitab al-
mubhtasar fi hisab al-gabr wa-'I-
muqgabala® (Abhandlung Uber die
Berechnung durch Ergdnzung und
Bilanzierung bzw. Ausgleichen) leitet
sich auch der Begriff Algebra ab. Aus
seinem latinisierten Namen stammt der
Begriff Algorithmus. Uber den Handel

; : _, mit dem Orient, vor allem Uber die Achse
gl e (& Venedig-Augsburg, wurde es erst dann
Abb. 14: Das Ziffernrechnen entdeckt und Ubersetzt. Es ist nicht im

(reprasentiert durch Boetius) Original, sondern nur in lateinischer

gewinnt die Oberhand gegen den  (Jpersetzung erhalten und entfaltete
Abakus (Archimedes).

63 Zitiert nach De Padova, Thomas: Alles wird Zahl, S. 72
64 Schreibweisen aus https://de.wikipedia.org/wiki/Al-Chwarizmi, Inhalte siehe
Bottazzini, ebenda, S. 52f
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dadurch erst deutlich spater seine Wirkung in Westeuropa. Entlang der
sudlichen Mittelmeerkiiste und in Al-Andalus war es deutlich friiher bekannt.

Im 13. Jahrhundert war der Abakus im kaufmannischen und im Finanzwesen
zumindest durch das Rechnen auf Linien flankiert worden. Dokumentiert wurde
das Ergebnis aber romisch. Das &nderte sich 200 Jahre spater. Doch eines der
frihesten gedruckten Lehrblcher rechnete Uberraschend noch 1514 mit
romischen Zahlen: Es stammt von dem Oppenheimer Stadtschreiber und
Eichmeister Jakob Kd&bel. Seiner Ansicht nach erschweren die indisch-
arabischen Zahlen dem ,Gemainen Laien“ das Rechnen.®®

Die reine Mathematik, die Mathematik der Gelehrten, wurde nach
Jahrhunderten der Lahmung oder gar der Stagnation durch eine Epoche, die
wir Renaissance nennen, geradezu explosionsartig vorangetrieben. Wahrend
vorher die Kloster die wichtigsten Bildungseinrichtungen waren, so sind es jetzt
die Universitaten. In Nurnberg gab es um 1471, dem Geburtsjahr von Ddrer,
vier sogenannte Lateinschulen. Sie waren Institutionen der Kirche und
urspringlich dem Klerus zur Ausbildung von Priestern vorbehalten, 6ffneten
sich dann aber auch fir Laien. Trotzdem waren sie fiir den Bedarf an Bildung
fur die Nurnberger Kaufleute und ambitionierten Handwerker nicht mehr
ausreichend. Es entstanden aber auch zeitgleich deutsche Schreib- und
Rechenschulen.

Kaiser Friedrich Il hat durch einen landesfurstlichen Willensakt die erste freie
Universitat 1224 in Neapel gegriindet.®® Vor allem im oberitalienischen Raum
konkurrieren die Universitaten der Stadtstaaten, allerdings geht es nicht um
wissenschaftliche Hegemonie, sondern um Einfluss und Macht und es wird
vielfach die gegenseitige Anerkennung der Abschlisse verweigert. Z.B. gehort
die Universitat Pavia zum Herzogtum Mailand. Wer als Mailander in Padua
studiert, das zu Venedig gehort, muss Strafe zahlen. In Padua hat man aber
begonnen, nach Fachrichtungen zu trennen und wurde damit praxisorientierter.
Jura war trotzdem fast Uberall dominant. Als Hochburg wurde Bologna
anerkannt. Padua hatte in einem neuen Konzept Medizin und die sogenannten
Freien Kinste, wozu Mathematik gehdorte, von der damals meist bermachtigen
juristischen Ausbildung eigenstandig gemacht.%’

1463 kommt Regiomontanus fir eine Vorlesungsreihe nach Padua. Sein Ruf
eilt ihm bereits voraus. Mit 27 Jahren Uberblickt er bereits die zeitgendssische
Mathematik, insbesondere der Griechen, Astronomie und die damals

65 De Padova, ebenda, S. 273

66 https://slub.qucosa.de/api/qucosa%3A7968/attachment/ATT-0/ Chronologie der
Naturwissenschaften Der Weg der Mathematik und der Naturwissenschaften von den
Anféangen in das 21. Jahrhundert

67 De Padova, Thomas: Alles wird Zahl, Verlag Carl Hanser, Miinchen 2021, S. 32
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unvermeidliche Astrologie. Er steht in Diensten von Kardinal Bessarion, der u.a.
Agenten beschéaftigt, um nach antiken Handschriften zu suchen.
Regiomontanus hat das Glick, ein verschollenes Exemplar von Diophantos zu

2 ernnwol mit flei das cinmalein So ot finden. Es Kkorrigiert etwas sein

diralleredynung gemein Weltbild, denn der Ubermachtigen
o lz ; 2 '21,74—}? % Geometrie  der  Griechen  mit

316 [9 1215182 )24 ausgefeilten geometrischen Beweisen

4 B 12]1620lz41283 2[5 hat Diophant mit seiner Arithmetik

2 "jl'a : 05?{:0:45 zumindest etwas dagegengesetzt.

7 ﬁ. 3”42‘,491, 3 Regiomontanus war bereits in jungen

8 [1 6z 4[3zi4048]56[6 4172 Jahren ein exzellenter,

9 |1827364 554630728 unvoreingenommener

Abb. 15: Einmaleins-Tafel aus Wissenschaftler. Er erstellte wichtige
einem Rechenbuch des 16. trigonometrische Tabellenwerke der
Jahrhunderts. Astronomie, wie die »Tabula
declinationum generalis“.%® Er beginnt

in seinen Tabellen mit 0, 1, 2, ..., verwendet also die Null ganz

selbstverstandlich als Ordinalzahl. In Briefen verwendete er anfangs auch flr
die 4 das Zeichen & .%°

In seinen dezimal ausgefiihrten Rechnungen ist O natirlich eine Kardinalzahl.
Das widerspricht vollkommen der romischen Tradition, nach der eine Zahl eine
Anzahl sein muss. Zu allem Uberfluss
betrachteten die Griechen die Eins zwar
als Ursprung der Zahlen, aber (noch)
nicht als Zahl. Dieser Zwiespalt blieb
einige Dekaden bestehen, verhinderte
aber nicht die Ausbreitung der neuen
Ziffern. Im Regensburger Dom wird auf
einer Grabplatte in den neuen Zahlen
erstmals das Datum 1464 eingraviert.”®

Abb. 16: Stddeutsch
Rechenpfennige zum Rechnen
»auf der Linien® (flacher Abakus).
FiUr die akademische Mathematik waren

die neuen Ziffern regelrecht eine Befreiung. Erstmals war schriftliches Rechnen
damit moglich und es entstand relativ schnell eine Formelsprache. Pacioli
schlagt vor, p kurz fur ,plus® (italienisch: piu = mehr) und m fur ,minus”
(italienisch: meno) zu schreiben, auRerdem verwendet er das Symbol R flr die

8 De Padova, ebenda, S. 61, s.a. zu Regiomontanus https://www.deutsche-
biographie.de/pnd118641913.htmi

69 Quelle ist unklar, heute ware es die Gedenkschleife (Unicode U+1F397). Spater
verwendete er durchgangig die eckige 4.

0 De Padova, ebenda, S. 58f
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Quadratwurzel (radix).”* Plus (+) und Minus (—) etablierten sich wenig spater in
den Arbeiten von Michael Stifel, Pfarrer, der zunachst den Weltuntergang
prophezeite, spater eng mit Luther befreundet war und ein sehr guter
Mathematiker wurde. Er wurde der erste Mathematikprofessor an der 1558 neu
gegriindeten Universitat Jena.

Negative Loésungen von Gleichungen wurden zo6gernd akzeptiert,
(entsprechende Erkenntnisse von Diophantos sind umstritten). Im Gegensatz
zu den groRen griechischen Mathematikern, die ausschlie3lich Geometrie
betrieben, war er als Arithmetiker evtl. fir negative Losungen offen.”? Leonardo
di Pisa hat offenbar mit negativen Zahlen bereits intensiv gerechnet.” Einer der
Ersten war Gerolamo Cardano (1501 — 1576), eine schillernde Personlichkeit,
hervorragender Arzt, der aus seiner

_ Spielsucht heraus die

‘ﬁﬁhnung anff o hmhtu Wahrscheinlichkeitstheorie
gemachtdurch Aoam Riefen vonn Staffely begrundete, ein Wegbereiter der

(ieyninmaffenmanes pflegtnulaninn gllen .
gc?;ml’c!;ul'zngrunt!t’cbpbegrifﬁns‘mno|f|3., Gleichungslehre war und ebenfalls als

wieyfigtlich vberlefen vnd gumdrytten mall Erster mit komplexen Zahlen
in trugl vorfetigets

rechnete.”* Das war eine Fulle an
neuen Impulsen. Cardano hat in seinen
mathematischen Arbeiten stark
abstrahiert und formalisiert.

Andererseits schaffte das neue Zeitalter
auch die wissenschaftlichen
Anforderungen fur effektiveren Handel,
Technik, Verwaltung, Militar oder
Schifffahrt. Menschen wurden mobiler.

@ GetrucFenn Lrfforde durch Bevor nordlich der Alpen
matt?esmaler Bildungseinrichtungen im  gleichen
] z7¢

Niveau entstanden, zog es viele
Abb. 17: Deckblatt des Lehrbuchs  gtudenten nach Italien. Auffallend viele
von Adam Ries. waren es von den groRen

1 Zitat aus https://www.spektrum.de/wissen/luca-pacioli-1445-1517/1009133

2 Die russische Diophant-Spezialistin Isabella Baschmakowa und der deutsche
Mathematikhistoriker Klaus Barner sprechen sich fur diese These aus.

3 Siehe Erlauterungen zum Liber abaci in ,A Translation into Modern English of
Leonardo Pisano's Book of Calculation, Springer 2002, Translated with Notes by
Laurence Sigler, S. 9, kritisch kommentiert von Heinz Lineburg unter
http://www.mifami.org/eLibrary/Fibonacci-LiberAbaci-QuadClass-2pp.pdf,
https://web.archive.org/web/20090321083707/http://www.mathematik.uni-
kl.de/~luene/miszellen/abbaci.html

4 https://de.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano
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Handelsmetropolen, insbesondere Nurnberg. Ein Riickschlag war zweifellos die
grassierende Pest in ganz Europa.

Die indischen Ziffern fanden also langsam Akzeptanz. In Italien etwas friher, in
Deutschland hielten sich die romischen Zahlen vereinzelt bis ins 15. oder 16.
Jahrhundert. Es gingen aber nicht nur Personen vom gehobenen Stand,
sondern auch viele Studenten aus dem merkantilen Birgertum im ausgehenden
15. Jahrhundert und Anfang des 16. Jahrhunderts an die italienischen
Universitaten, um dort das neue Zahlensystem zu studieren.

Nutzlichkeit und Wertschatzung bei der Null klaffen jedoch immer noch
auseinander. Als gleichberechtigte Zahl wurde die Null erst zu Beginn der
Neuzeit betrachtet. Sie galt nur als ein Liickenzeichen im Positionssystem ohne
echte mathematische Bedeutung. Die Araber nannten sie al-sifr, (,die Leere®).
Daraus leiten sich die in Europa verwendeten Bezeichnungen cifra, zephirum
bei Leonardo v. Pisa und sciffula bei Jordanus Nemorarius ab. Die Namen
haben nicht unbedingt die Bedeutung der Null im Zahlensystem gewdurdigt. In
der Renaissance war diese Bedeutung ,Leere” nicht mehr bekannt oder nicht
TR R mehr wichtig. In de_r mathematik-historischen

Bxemplum eronym Cirdoi . Literatur”™ taucht eine andere Erklarung auf.

()t e e e e In der alexandrinischen Epoche des antiken

b ioini Griechenlands wurden w und a als
Zahlzeichen nicht mehr verwendet. Sie

wurden wa Zyphra, also wegen ihrer Form

Haceft figura Exempli,

g AVER +¥
»nhutzlose, mit Luft geflllte Eier” genannt. Die
Araber haben den Begriff aufgegriffen. Als
, LZiffer* hat er sich in der deutschen Sprache
12413 4% 20— I A}~ (4% A

fur Zahlzeichen etabliert und wurde im
ltalienischen irrtimlich zu ,Zero“. Zumindest
zeigt diese eigenwillige Deutung, dass die
it e nmeCpn mieembdese . Entwicklung zur heutigen Bedeutung der Zahl

numeri in alterum,ideft, az— 13 facic 143 5%,

s qedcua e g, Bk (8 i N_uII nicht geradlinig lief. Immerhin zeigt auch
clel. Itemareciolem fuperficelface so-sgumnides s fie herausragende Stellung von Alpha und

"Abb. 18 Quadratische Omega in der Bibel, als Beginn und Ende
schlechthin, dass diesen Ziffern eine
Sonderstellung eingeraumt wurden. Es war
aber noch ein grof3er Schritt zum reinen Dezimalsystem und zu indo-arabischen
Ziffern im allgemeinen Sprachgebrauch. So schrieb man in einem Codex, der
unter der Nummer 4753 in der 6sterreichischen Nationalbibliothek aufbewahrt

wird: anno domini 1000 mo 300 mo 15 mo anstatt gleich 1315. Es tauchen sogar

Ergadnzung, geometrisch

> https://www.hpt.at/sites/default/files/schulbuch_plus_downloads/M_1000_01.pdf
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hybride Varianten wie MCCCas und MCCCags fiir 1343 und 1344 auf.”® 1479 wird
in Venedig das erste Rechenbuch gedruckt. Von dem vier Jahre spater
gedruckten Rechenbuch des Nirnberger Rechenmeisters Ulrich Wagner auf
Basis der indischen Ziffern und der Null sind nur noch zwei Exemplare erhalten.
Es werden kaufmannisch orientierte Praxisbeispiele behandelt.”” Im Jahr 1522
wirbt der Rechenmeister Adam Ries(e) (1492 — 1559) ebenfalls fir dieses neue
Rechensystem und das schriftliche Rechnen. Offenbar war die Zeit reif und er
hatte einen grof3en Erfolg. Er ist sprichwortlich fir Rechnen und Rechenregeln
geworden. Sein Lehrbuch ,Rechnung auff der Linihen und Federn“’® wurde bis
ins 17. Jahrhundert mindestens 120-mal aufgelegt. Es wurde vollkommen
unublich fur die damalige Zeit in Deutsch verfasst. Er machte nicht nur die
arabischen Zahlen mit der Null popular, sondern hat damit in gewissem Sinne
zur Vereinheitlichung der deutschen Sprache beigetragen.” ,Auf der Linien®
hei3t allerdings Benutzung des linierten Abakus, eines Zahltisches mit
eingeritzten Linien oder eines mobilen Zahltuchs. Er kombiniert also die beiden
vorherrschenden Methoden mit Erfolg. Wo beim Abakus noch eine Leerstelle
blieb, ist beim Schreiben mit den ,Federn® eine ,0“ zu setzen. Wahrend Wagner
vornehmlich fiir seine Schiiler Ubungsmaterial bereitstellte, hat Ries ein echtes,
didaktisch fundiertes Lehrbuch geschrieben. Es enthélt bis heute géngige
Begriffe wie ,Zehler” und ,Nenner“ und ist in der gleichen Sprache geschrieben,
wie die im gleichen Jahr 1522 erschienene Bibel (Neues Testament) von Martin
Luther (Deckname Junker Jorg).8° Ries hat sich bewusst auf Rechentechniken
(,Hausrechnung®) beschrankt.

Stifel will dariber hinaus arithmetische Operationen beschreiben
(,Kunstrechnung®), aber er mdchte es behutsam machen. Schlie3lich hat er sich
sein enormes Wissen autodidaktisch erarbeitet. In Italienischen gibt es bereits
fur die Algebra (genauer fur die Unbekannte, die wir meist x nennen) den Begriff
,Coss" (CoR), den Christoph Rudolff (1499 — 1543) auch benutzt. Rudolff's
Werk heif3t ,Behend und hibsch Rechnung durch die kunstreichen regeln
Algebre, so gemeinicklich die Col3 genennt werden® und ist 1515 in Stral3burg
erschienen. Die Zielgruppe sind Handler. Er benutzt als Quelle unter anderem
eine lateinische Ubersetzung von Robert von Chester der Algebra von Al-
Chwarizmi und Algebra-Texte von Johann Végelin in Wien.8! Rudolff behandelt

6 De Padova, ebenda, S. 76

" De Padova, ebenda, S. 271

8 Deutsches Museum: http://digital.bib-
bvb.de/view/bvbmets/viewer.0.6.4.jsp?folder_id=
0&dvs=1674647467387~953&pid=2471296&locale=de&usePidl=true&usePid2=true
 https://de.wikipedia.org/wiki/Adam_Ries

80 De Padova, ebenda, S. 276

81 https://de.wikipedia.org/wiki/Christoph_Rudolff
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unter anderem die Losung linearer und quadratischer Gleichungen. Dieses
Buch Uberarbeitet und erganzt Stifel enorm.8? Er tibernimmt den ,Wurzelhaken®,
der sich auch international durchsetzen wird. Rudolff hat auch sinnvollerweise
definiert, dass x°=1 ist.

Die Abbildung 18 zeigt einen quadratischen Ausdruck, den wir heute in der Form
schreiben:
x2+8x=20 oder x?+8x—20=0.

Das kleine Quadrat hat die Seitenlange x. Ein Rechteck 8x (Lange 8, Hohe x)
wird in zwei Rechtecke der Lange 4 aufgeteilt und das ergédnzte Quadrat rechts
unten hat somit die Flache 4x4=16.

Das so gebildete groRe Quadrat hat also die Flache x>+4x+4x+16.

Da laut Aufgabenstellung x+8x=20

HIERONYMI CAR ist, ergibt sich die Flache des grof3en

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICL PHILOSOPHL AC MEDICH Quadrates zu 20+16=36. Also hat
-~ . o

ARTIS MAGN /E, das grol3e Quadrat die Seitenlange

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS, 6.
Lib.unus. Qui & totius operis de Arithmerica, quod
OPVS PERFECTVM i

ity codine Deckiate, Aus dem Vergleich des groB.en qnd

des ergénzten Quadrats ergibt sich

far die Seitenlange des

urspringlichen Quadrats 6—4=2

Das eindeutige Ergebnis ist fir
Michael Stifel x=2.

Die negative Wurzel, die xo= — 10
ergibt, ignoriert Stifel, da das kleine
Quadrat keine negative Seitenlange
haben kann.

Abesinhoclibro,ftudiofe Le&or,Regulas Algebraicas (Itali, dela Cof . .
fa uocant) nouis adl‘nuemiombus,a:ggmonﬂgﬁonfbus ab Authore ita Schaut man sich heute die

locupletatas,ut pro pauculis ancea uulgg tritis.fam feptuaginta euaferint, Nes

s folum , ubi unus numerus alteri,aut dito uni,uerum etiam,ubiduo ducbus, Sog enannte p_q - Formel an ,

auc eres uni ¢quales fuerint,nodum explicant.  Huncattlibrumideo feors
fim edere placuit,ut hoc abftrufifsimo, & plané inexhaufto rotius Arithmeri
cz thefauro inlucem eruto, & quaff in theatro quodam omnibus ad fpectan
dum expofito, Lectores incitarrur,ut reliquos Operis Perfectilibros, qui per 2
Tomos edentur,tanto auidiusamplectantur,ac minore faftidio perdifcant. p + 1%
X1,2 = e q

Abb. 19: Deckblatt von Gerolamo 2

Cardanos Werk tber Algebra _
so sieht man, dass p vor und unter

2
der Wurzel als § bzw. (g) auftaucht.

82 https://digital.slub-dresden.de/werkansicht/dIf/1317/1
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Der Kunstgriff p-x, aufgefasst als Rechteck, in zwei Rechtecke aufzuteilen, hat
also einen tieferen Sinn.

Entsprechende Beispiele sehen bei Cardano® total anders und extrem
undbersichtlich, aber auch kirzer aus. Allerdings kiimmert er sich mehr um
kubische und quartare Gleichungen. Zweifellos sind seine Beitrage zur Algebra
in der frihen Neuzeit eine herausragende Leistung. Uber seine
Charaktereigenschaften spricht er selbst ein vernichtendes Urteil. Sein Name
ist aber mit einem anderen Gebiet der Mathematik untrennbar verbunden.

Er stellt sich die Aufgabe: Teile die Zahl 10 in zwei Teile, deren Produkt 40 ist.84

Die erste Reaktion mancher Leser wird sein, dass das unmaoglich ist. Selbst 5x5
ergibt nur 25, das weit
entfernt von 40 ist. Die
Ldsung erschlieldt sich tber
ein Verfahren, bei dem die
Quadratwurzel einer
negativen Zahl eine Rolle
spielt. Das war die
Geburtsstunde der
komplexen Zahlen, die die

De ArirumericAa Lis x: 66

exemplum, (i quis dicat,diuide 1o in duas partes,ex quarum unius in
reliquam ductujproducatur 30,aut 40 , manifeftumeft , quod cafus
feu quaftio eftimpofsibilis,fic tamé operabimur, diuidemus 10 per
aqualia,& fiet eius medietas §,ducin fe fit 25, auferes ex 24 ; ipfum
producendum, utpote 40,ut docui te,in capitulo operationum, in fes
xto libro, fiet refiduum m: 5 §,cuius R addita& detracta i §,oftendit
partes,quz inuicem ductz producunt 4o,erunt igitur ha, § p: Rz m:
15, g mgem: 1§,
DemonsTrATIO
Vtigitur regulae uerus pateat intellectus, (it A linea,que dicatur 2

10, dinidenda in duas partes,quartt rectangulum debeat efle 40 , ft
aiit g0 gdruplitad 1o, quare nos uolumus

quadruplum totius A B,igitur flat a D,quas 4 c e Mathematik und inre
dratum 4 ¢,dimidfj & 5,& ex 4 p auferatur )

quadruplum 4 B,abfqs numero, Rz igitur re 25 Anwendungen bis heute
fidui, [ aliquid maneret, addita & detracta s maR 9 eblich prégen.

ex Ac,oftenderet partes,at quia tale refidu
um eft minus,ideo imaginaberis gz m: 14 ,id eft differentiz 4o, &

quadrupli A B,quam adde & minue ex 4 ¢, habebis quafitum, {cilis
cet§ piReviz§ m: 40, & g miRvi 25 m: 4o, feugpi gemis, X g
meem:1§,ducs pirmirging m:Rem: 1§, dimifsis incruciationis
bus,fit 25 m:m: 1 §,quod eft p: 1 §,igitur hoc productum eft 40,natu
ratamé 4 D,non eft eadem cli natura 4o,nec 4 s, quia {uperficies eft
remota i natura numeri,& linew,proximius | & 5.0 ;. 5 ¢
tam¢ huic quantitati,qug uere cftfophiftica, §mRmirg
quoniam per eam , non utin puro m: nec in | 2smmm:153d. 4o
alfjs , operationes exercere licet , nec uenari :
quid ficeft,ut addas quadratum medietatis numeri numero produs
cendo,& 4 Rz aggregati minuas acaddas dimidium diuidendi.Exem
plit,in hoc cafu , diuide 101n duas partes, producentes 4o, adde 25
quadractt dimidij 10 ad 40, fit 65,ab huius Reminue §,& adde ctiam
5 habebis partes fecundum fimilicudinem,g: 6§ prs & R2 65 mig, At
hi numeri differunt in 1 0,noniuncti faciunt 1 o,fed B2 260,& huculp
rogreditur Arithmetica fubtilitas,cuius hoc exeremumut dixi,adeo
eft fubtile,ut fic inutile,

Abb. 20: Seite aus Cardanos Ars magna mit
der Aufgabe x+y=10 und x-y=40

Die LOsung: Man zieht von
einem Faktor 5 etwas ab und
addiert es zum 2. Faktor 5.

(5 +V=15)(5 — V—15)
= 25+ 5V-15
—5vV-15
_V=15V=15 =
25—(—15) = 40
Notation von Cardano: 5p:

Rzm: 15 et5m Rz m: 15
25m: m:15 d.i 408°

83 Hieronymus Cardano, Nurnberg 1545, Ars magna, https://www.e-
rara.ch/zut/content/zoom/2690143

84 Die Argumentation folgt De Padova, ebenda, S. 337ff

85 Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1927, S. 77, H. Wieleitner,
Zur Frihgeschichte des Imaginéren
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Um die Lo6sung nicht zu erraten, sondern zu errechnen, missen zwei
Bedingungen erflllt sein:

x+y=10 und x-y=40
Daraus ergibt sich x(10—x) = 40
also die quadratische Gleichung x?>—10x + 40 = 0

Analog zu Stifel kann Cardano wieder geometrisch argumentieren und das
,Rechteck —10x in zwei ,Rechtecke” a” —5x aufteilen:

x?—5x — 5x + 25 = —15
(x —5)(x—5) =—15also
x — 5 = +vV/—15 und damit die Teilstiicke bzw. Faktoren
(5 +v=15)(5 — V-15) = 40

Er schreibt zwar: ,So schreitet die Arithmetik listig voran....Das Ende von alldem
aber ist, wie gesagt, so raffiniert, wie es nutzlos ist.“® Er behandelt aber weitere
Probleme erfolgreich nach dieser Methode. Er sollte mit der ,Nutzlosigkeit*
grundlich Unrecht haben, wobei offen ist, ob er es so meinte. Es sicherte auf
jeden Fall seinem Namen einen Platz in der Geschichte der Mathematik.

Neben Geralomo Cardano sollte man Scipione del Ferro, Niccolo Tartaglia und
insbesondere Raffael Bombelli, der die Theorie maligeblich etabliert hat,
unbedingt fir die Anfange in der Renaissance nennen. Die Wurzeln negativer
Zahlen wurden bei der Untersuchung von Gleichungen bendétigt, egal ob sie
guadratisch, kubisch oder von héherer Dimension sind. Es stellte sich heraus,
dass jede Gleichung l6sbar ist, wenn man alle Zahlentypen zulasst. Spater
wurde die Theorie der komplexen Zahlen von groRen Namen der Mathematik
vorangetrieben. Der Begriff stammt von Gaul3, der den Fundamentalsatz der
Algebra bewies, der die algebraische Abgeschlossenheit im Rahmen der
komplexen Zahlen feststellt. Die imaginaren Zahlen verdanken René Descartes

ihren Namen. Den Vorschlag, ihre Einheit i=vV/—1 zu nennen, wird Leonhard
Euler zugeschrieben. Zur Geschichte siehe z.B. 8. Siehe auch den
mathematischen Tell dieses Beitrags. Wesentliche  technische
Errungenschaften unserer Zeit sind ohne komplexe Zahlen nicht denkbar.

86 Zitiert nach De Padova, ebenda, S. 338, im lateinischen Original siehe
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,1927, S. 77, H. Wieleitner,
Zur Frihgeschichte des Imaginéren

87 https://www.mathematik.tu-dortmund.de/sites/funktionentheorie-i-wise-
1718/download/Komplexe_Zahlen_Historie.pdf
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Auch Albrecht Durer (1471 — 1528) beschattigt sich mit Erfolg als Mathematiker
und verdffentlicht ebenfalls in Deutsch. Auch in seinen kinstlerischen Arbeiten
tauchen immer wieder mathematische Sujets auf. In seinem Kupferstich
Melencolia | hat er auf der Wand ein magisches Quadrat platziert, das nicht nur
bei den Zeilen, Spalten und Diagonalen die Summe 34 ergibt, sondern auch bei
den vier Quadranten. Es stammt aus dem Jahr 1514, das sich in der letzten
Zeile in Form von 15 und 14 findet, flankiert von 4 und 1, die den Initialen A und
D entsprechen, mit denen Albrecht Durer signiert. Er gilt als ,mathematischer
Kopf“ unter den Kiinstlern seiner Zeit.88 Wahrscheinlich, weil Leonardo da Vinci
zwar als Universalgenie lberaus produktiv war, aber kaum etwas publiziert
hatte. Fur beide war Mathematik sowohl Erkenntnisgewinn per se, als auch
Mittel, um ihre Kunst zu vervollkommnen. Sie suchten mit gro3em Fleil3, der
manchmal an Besessenheit grenzte, nach Symmetrieeigenschaften, den
Anforderungen an die Zentralperspektive, an die Wirkung des goldenen Schnitts
auf die Betrachter oder sie bauten Hilfsmittel, wie Perspektographen. Sie
betrachteten die Mathematik als einen weiteren Weg, neben der intensiven
Naturbetrachtung, als Schlissel zur
Asthetik in ihrer Kunst. Auch wenn sie
um die Grenzen von beiden Wegen
wussten, denn die Natur bleibt immer
etwas Ratselhaftes. Ddurer schrieb
einmal in einem der frihen Entwirfe
zu einem Lehrbuch der Malerei: ,Wal3
aber dy schonheit sey, daz weis jch
nit.“®® Fir beide Kunstler der noch
jungen Renaissance war das kein
Grund zur Resignation. Die
Freundschaft zwischen dem Moénch
und Mathematiker Pacioli und dem
Maler wurde eine echte ,win-win-
Situation®.  Leonardo da Vinci
ermunterte seinen Lehrer Luca Pacioli

e = zu seinem Werk Uber den goldenen
Abb. 21: Melencolia I, Schnitt und steuerte 60

Albrecht Durer, 1514 Polyederzeichnungen von
einzigartiger Plastizitat bei.*®

88 C. J. Scriba, P. Schreiber: 5000 Jahre Geometrie. 2. Auflage. Springer, Berlin/
Heidelberg 2005, zitiert nach https://de.wikipedia.org/wiki/Albrecht_Durer

89 Zitiert nach De Padova, ebenda, S. 221

9 Elisabeth Tiller, Luca Paciolis De divina proportione (1509), https://edoc.hu-
berlin.de/bitstream/handle/18452/8291/iller.pdf, S. 7
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Renaissance bedeutet Riickbesinnung auf antike Tugenden, aus denen heraus
Kunst, Wissenschaft, Kultur, aber auch die Wirtschaft sich revolutionierten.
Passend wurde 1543 in Nurnberg ein Werk namens ,De revolutionibus®
gedruckt, das, nach dem Autor benannt, ein neues, das kopernikanische
Welthild einleitete.

Eine Nivellierung in der Notation und der Sprache lieferte die Erfindung des
Buchdrucks. Papier ist Ubrigens Uber den gleichen Weg, wie die indisch-
arabischen Zahlen, Uber Nordafrika und Spanien ins Abendland gekommen.
Allerdings entwickelt sich die Technik anders als in China oder den arabischen
Landern. Die erste nennenswerte Papierproduktion etablierte sich in Fabbriano
bei Ancona bereits im 13. Jahrhundert. Trotzdem war es noch ein kostbares
Medium. Es musste mihsam mit einem Leim behandelt werden, damit die Tinte
nicht verlief. Der Buchdruck veranderte die Situation und verbreitete sich zuerst
in Italien und dann ebenso schnell wie in Deutschland, wo er erfunden wurde,
in ganz Mitteleuropa. Nur gedruckte Werke verbreiteten sich von nun an rasch,
denn alle anderen Publikationen mussten handisch kopiert werden. Selbst das
Liber abaci fand lange keinen Verleger. Pioniere in Italien waren Arnold
Pannartz und Konrad Sweynheim, die ihr Handwerk in Mainz gelernt hatten.
Allerdings hatten praktisch alle Buchdrucker nur ihr Know-how und wenig
Eigenkapital mitbringen kdnnen. Die Durststrecke bis zum ,Break-even® haben
manche nicht Uberstanden. Selbst Gutenberg musste seine Druckerei dem
Investor Uberlassen. Pannartz und Sweynheim uberlebten wirtschaftlich nur
durch kirchliche Hilfe. Doch der Wirtschaftszweig hatte Potential und ,der
Kulturtransfer Uber die Alpen“ (de Padova) lohnte sich wirtschaftlich und
kulturell. Bis zur Jahrhundertwende 1500 sollen in Rom 40 Druckerwerkstatten,
vornehmlich von Deutschen, entstanden sein, die 1800 Buchtitel in einer
Gesamtauflage von einer halben Million gedruckt haben. Parallel entstanden
Hunderte von Papiermihlen fur das neue Medium.®! Das immer effizienter
herstellbare Papier veranderte fundamental die europaische Schriftkultur. Im
Alltag des Volkes wurde Papier anfangs noch selten benutzt. In Handel,
Verwaltung, Wissenschaft und Kunst entwickelten sich rapide die neuen
Moglichkeiten. Schriftliches, nachvollziehbares Rechnen war einer der
wesentlichen Faktoren und die neuen Zahlen mit der Null machten es deutlich
effektiver. Der Druck wurde zum Multiplikator auch flr das mathematische
Wissen. Die Renaissance sei nicht aus Purpur und Gold gemacht, so der

Digitalisiertes Original https://ia904605.us.archive.org/11/items/de-divina-
proportione/De-Divina-Proportione.pdf
91 De Padova, ebenda, S. 101f

37



Historiker Bernd Roeck: ,Die eigentlichen Stoffe, die sie bilden, sind jenseits der
Kunstwerke Papier, Tinte und Druckerschwarze.“%?

Im Fruhjahr 1471 kommt Regiomontanus nach Nurnberg und grindet dort den
ersten mathematisch-naturwissenschaftlichen Fachverlag. Er ist zwar kein
gelernter Buchdrucker, aber erkennt die Tragweite des Mediums. Sowohl der
Standort, als auch das Repertoire sind sehr gut gewahlt. Nirnberg liegt im
Schnittpunkt der groRen Handelswege, sowohl nach Norden, aber auch nach
Wien, Genf und Uber den Brennerpass nach Italien. Das Verlagsprogramm
umfasst Werke von Jordanus Nemorarius und Johannes de Muris, die auf die
gleichen arabischen Quellen zurlickgriffen, wie auch Leonardo de Pisa.®® Das
waren die unmittelbaren Impulse fur die indo-arabischen Ziffern inkl. der Null.
Ebenso wichtig waren Werke von Ptolemaus, die Elemente von Euklid, die bis
dahin unbekannten Kegelschnitte des Apollonius von Perge und natirlich
Archimedes. Diese erstmals gedruckt vorliegenden Meisterwerke beeinflussten
massiv die kommenden grol3en Wissenschatftler, nicht zuletzt Galileo Galilei.
Obwohl Regiomontanus bereits mit 40 Jahren in Rom stirbt, ist die Wirkung
seiner akribischen Arbeit noch lange unmittelbar zu spiren. Seine Impulse
tragen dazu bei, dass der Julianische Kalender reformiert werden kann. Sein
genauer Almanach mit den auf ca. 30 Jahre im Voraus berechneten Positionen
der Himmelskorper, Mondfinsternisse und Planetenkonjugationen hat
Kolumbus nachweislich auf seine Reise nach Westen mit an Bord genommen
und benutzt.%*%

Abschlie3end kann man zu dieser Entwicklung feststellen, dass zu Beginn der
Neuzeit die Null und die indo-arabischen Ziffern in der europdaischen
akademischen Mathematik, im Handel, der Verwaltung sowie Architektur und
Technik fast vollstandig angekommen waren. Es entwickelte sich in der
Renaissance eine Blitezeit der Mathematik. Die Null wurde eine Zahl wie jede
andere, aber fur sich auch besonders.

Allerdings hatte eine besondere Stellung unter den frihen Mathematikern die
Frage nach der Division durch Null. Noch Leonard Euler hatte einen durchaus
unbekimmerten Umgang mit dieser Frage. 1 durch O setzte er einfach als
Unendlich und spekulierte sogar Uber ,Klassen von Unendlich® bei 2 durch 0, 3
durch O usw. Der Astronom und Mathematiker Brahmagupta formulierte es im
siebten Jahrhundert in der Sache ahnlich, aber weniger unbekimmert: "Dividiert

92 7itiert nach De Padova, ebenda, S. 107

9 De Padova, ebenda, S. 115f

94 De Padova, ebenda, S. 157

95 Chronik der Naturwissenschaften, Jahr 1474,
https://slub.qucosa.de/api/qucosa%3A7968/attachment/ATT-0/
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man irgendeine Zahl durch das Nichts, so wird Unendlichkeit".°® Bei der
Infinitesimalrechnung wurde nochmals leidenschaftlich Uber das Thema
diskutiert. Mit der systematischen Verbesserung der Infinitesimalrechnung im
Hinblick auf korrekte Sprache und Methodik wurde der Umgang mit
verschwindenden Werten beim Grenzwertprozess mathematisch sauber
definiert. Im Bereich der reellen und komplexen Zahlen, oder auch
Schiefkdrpern, wie den Quaternionen, wird eine Division durch Null, sozusagen
in ihrer Eigenschatft als Kardinalitat der leeren Menge, ausgeschlossen.

Nur in wenigen Bereichen werden heute noch rémische Zahlen eingesetzt.
Beispiele sind dekorative Jahreszahlen (ber Eingangsturen, zahlender
Namenszusatz beim Adel oder bei Papsten (,Elisabeth I1.%), Ziffernblatter von
Uhren, Ordinalzahlen z.B. bei Vorworten von Blichern, etc.

Kennzeichnend sind meist Ubertrieben ausgepragte, ornamentale Serifen. Sie
unterstreichen den Schmuckcharakter oder auch die herausragende Bedeutung
dieser Zahlen im betreffenden Verwendungszweck.

Es setzte sich der Einfluss der Null sogar in Bereichen durch, die nur indirekt
mathematisch motiviert waren. 1625 zeichnete Brunelleschi das Baptisterium,
also die Taufkirche, die neben dem Dom in
Florenz steht. Er nutzte zur Strukturierung
des Bildes erstmals einen
nulldimensionalen Fluchtpunkt. Das war
der Beginn der Zentralperspektive in der
darstellenden Kunst. Die Perspektive
bewirkt, dass der Blick des Betrachters ins
Unendliche geftihrt wird.

Die Null  wird zum ,Zwilling der

Abb. 22: Entdeckung der Unendlichkeit” (Charles Seife). Leonardo
Zentralperspektive durch da Vinci, der sich intensiv mit Mathematik
Filippo Brunelleschi (1425) und anderen Naturwissenschaften
befasste, schrieb einen mathematisch

fundierten Leitfaden, um korrekt perspektivische Darstellungen malen zu
kénnen.®” Im Ubertragenen Sinne fand die Null auch in andere Disziplinen
Eingang. Besonders dramatische Diskussionen um das ,Nichts® und das
,Jnendliche” fanden in der Theologie zu Beginn der Renaissance statt, die die
katholische Kirche anfangs vollkommen unterschétzt hat. Die aristotelische

% https://www.derstandard.de/story/2000064375746/die-zahl-null-ist-aelter-als-
angenommen

97 Seife, ebenda, S. 99 f, siehe auch
https://de.wikipedia.org/wiki/Codex_Madrid_(Leonardo_da_Vinci)

39



Lehre geriet in Gefahr. Der deutsche Theologe und begeisterte Mathematiker
Nikolaus von Kues, der 1448 zum Kardinal ernannt wurde, griff die neuen ldeen
unbekiimmert auf. Flr seinen Ausspruch: ,Terra non est centrum mundi“®® ware
er 150 Jahre spater, wie Bruno Giordano, wegen Ketzerei auf dem
Scheiterhaufen gelandet.

Der Angriff gegen die katholische Kirche gipfelte 1517 als Martin Luther seine
Thesen an die Schlosskirche zu Wittemberg anschlug und 1530 als Heinrich VIII
sich zum Oberhaupt der englischen Kirche erklarte. Die katholische Kirche
reagierte nicht durch Offnung, sondern durch harte Bekraftigung der alten
Doktrin. 1543 begann die spanische Inquisition Protestanten zu verbrennen; im
gleichen Jahr wurde vom Vatikan der Index verbotener Bucher verkindet; in
diesem Jahr starb Nikolaus Kopernikus, nachdem er kurz vor seinem Tod seine
Ideen veroffentlicht hatte. Die Kirche bezog sich wieder konsequent auf
Aristoteles und seine Metaphysik, die z.B. kein ,Nichts® zulasst (,Horror vacui).

Diese Bastion wurde durch Evangelista Torricelli, einem Schuler von Galileo
Galilei, 1643 erobert. Er flllte eine einseitig verschlossene RoOhre mit
Quecksilber und tauchte sie umgekehrt in ein Quecksilberbad. Das Quecksilber
in der Rohre sank auf ca. 76 cm. Am oberen Ende der Réhre entstand ein
Leerraum, der ein Vakuum sein musste. Blaise Pascal entdeckte mit dem
Versuchsaufbau von Torricelli Luftdruckschwankungen. Die Luftsdule tber uns
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musste ein leicht veranderliches Gewicht haben. Luft hatte also ein Gewicht,
nur das Vakuum hatte das Gewicht Null.

98 Die Erde ist nicht der Mittelpunkt des Kosmos*, zitiert nach Seife, Null - Zwilling
der Unendlichkeit, S. 99

40



Erst als der Weg frei zu Verallgemeinerungen war, die heute am haufigsten in
der Algebra, aber auch der Topologie, zu finden sind, muss man genauer
hinschauen. Am bekanntesten und durchaus wichtigsten ist das Nullelement in
additiven Gruppen. In der Funktionentheorie sind Nullstellen von grol3er
Bedeutung. Die wichtigste Erkenntnis in diesem Bereich heil3t Fundamentalsatz
der Algebra (Gaul3-d'Alembert). Aber auch Begriffe wie Nullflache, Nullfolge,
Nullring, Nullideal, Nullmenge oder Nullteiler kbnnen im weitesten Sinne als
algebraische oder topologische Verallgemeinerungen der Null angesehen
werden. Weitere Begriffe tragen die Null im Namen, wie Nullhomotoper Weg,
Nullsummenspiel, Nullflache oder Nullhypothese. Die Zahl 0, oft in Verbindung
mit der 1, bestimmen wichtige Satze. Nicht zuletzt das binare System hat eine
digitale Revolution hervorgerufen. Dazu mehr im mathematischen Teil dieses
Beitrags.

Die Null in frihen Kulturen
Sumerer

Die Sumerer gelten als erste Hochkultur der Geschichte. Sie geht bis zum 3.
Jahrtausend vor Christi zurtick. Ihre Schrift und die burokratische Organisation
ihres Staatswesens pragten viele Kulturen nach ihnen. lhre ausgefeilten
Bewasserungstechniken machten wesentlich komplexere Organisationsformen
der Gesellschaft notig.

Die Schrift der Sumerer, spater Babylonier, heif3t mit Recht Keilschrift. Diese
Schrift entwickelte sich von einer Bilderschrift zu einer Silbenschrift, aus der eine
phonetische Konsonantenschrift hervorging, die mehrere Sprachen abbilden
konnte. Akkadier, Babylonier, Assyrer, Hethiter oder Perser benutzten sie,
bevor sie durch nachfolgende Schriftformen, wie die phonizische und daraus die
aramaische verdrangt wurde. Damit war sie auch Stammbaum vieler spaterer
Schriften inkl. der europaischen Schreibweisen.

Mit einem Halm oder Griffel wurden Zeichen in feuchten Ton geritzt und bei
Bedarf diesen durch Brennen konserviert. Abertausende dieser Tontéfelchen
sind erhalten geblieben und viele warten noch auf die Entzifferung. Das Material
ist viel bestandiger als z.B. der in Agypten verwendete, sehr empfindliche
Papyrus.

Sie kannten anfangs zwar keine Null als Zeichen oder gar Zahl. Es gab aber
einen Hinweis, wenn Minuend und Subtrahend bei einer Differenz gleich waren.
Der Schritt, diesem Ergebnis ein Zeichen oder Namen zuzuordnen, wurde noch
nicht vollzogen. Nur in wenigen friihen Texten wurden Fehlstellen durch eine
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Leerstelle gekennzeichnet; meist musste darauf aus dem Zusammenhang
geschlossen werden.%

Die Sumerer!® und spéatere, daraus hervorgehende Kulturen, verwendeten fir
ihre Zahlen ein Sexagesimalsystem (auch Hexagesimalsystem oder Sechziger-
System, von lateinisch sexagesimus, der Sechzigste). Man nimmt an, dass die
gute Teilbarkeit der Zahl 60
entscheidend fir die Wahl dieser Basis
war. Zunachst kann man es noch nicht
Stellenwertsystem nennen, denn es
gab noch kein Zeichen, das man als
Null identifizieren konnte. Nur in
wenigen  frlhen  Texten  wurden
Fehistellen im Sexagesimalsystem
durch eine Leerstelle gekennzeichnet;
meist musste darauf aus dem
Zusammenhang geschlossen werden.
Ein Hexagesimalsystem ist durchaus
nichts Ungewdhnliches, denn es wird
weltweit auch heute noch verwendet,
um Winkel und geografische Langen
und Breiten anzugeben. Ein Grad hat 60
Winkelminuten und eine Minute hat 60
Sekunden. Auch bei der Uhrzeit hat
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Abb. 24: Mathematische Tafel aus  beide sechziger (Restklassen)Systeme
Uruk, eines der altesten Zeugnisse  auf eine dezimale Uhrzeit umzustellen,
zur Verwendung der Null. scheiterte am  Widerstand  der
Bevolkerung. Es sind Uhren mit einer
10-Stundenskala a‘° 100 Minuten und 100 Sekunden pro Minute als kuriose
Einzelstiicke erhalten geblieben. 60 Minuten pro Stunde bzw. Sekunden pro
Minute sind jedoch fast ohne Erinnerung an die historischen Bezlige weltweit
selbstverstandlich geworden.

Die Sumerer hatten bis zur Zahl 60 jeweils ein Zeichen fur Einer und fur Zehner.
Funfer gab es nicht. Es wurde auch nicht wie bei den romischen Zahlen

9 https://de.wikipedia.org/wiki/Null
100 Wesentliche Informationen zur sumerischen Zahlendarstellung in verdichteter
Form stammen von Kaplan, S. 14 ff, ausfihrlicher bei Ifrah, z.B. S. 319f
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zwischen vorgestellten und nachgestellten

Zahlzeichen unterschieden.

(rémisch IX entspricht z.B. 9, Xl entspricht bekanntlich 11).

1 2 3 4 5 6 7 8 9

- P e Y h e
| 'Y YYY Y

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

T o Y YYvVY Yy

~ T rdadsy e e e

p ‘(.,v ‘(.(«r« (~, v r v q I, T V—-—T q r'« Y 4 Y Y 'tv_,:,.;'__f,
20 30 40 50 60 0 oder 0
« « Q@ &« Y X\ «

Abb. 25: Sumerische Zahlzeichen.

Nach 59 kommt das
Hexagesimalsystem zum
Tragen. Die 60 sieht aus
wie eine Eins, ist aber
deutlich groRer. Ahnlich,
wie wir heute, werden die
Ziffern von rechts nach
links, also von den
kleineren zu den groRReren
Elementen einer Zahl

gelesen, auch wenn von links nach rechts geschrieben wird. Durch die &hnliche

Form bei Sechzigern und Einer war die Grol3e
ein entscheidender Faktor.

Im Prinzip werden nur zwei Zeichen
gebraucht, ein Winkel fir 10 und Eins bzw.
Sechzig, wobei sich 1 und 60 nur in der Grol3e

Stellenwert
SL.J_I"'I’.I.e-I'i_S_(.:he Zahl : _1 . 5
SL,I,meri,s,{,:he Zahl 5 36
sg merische Zahl 1 o1 1
Sl:I meﬁrisﬁche Zahl 1 55 1%1
Sl:I me_ris_che Zahl J: T

sumerische Zahl 59 : K9 : A9

Abb. 27: Hexagesimales Stellenwertsystem

T 2 QT
13 0 21
Abb. 26: Die Zahl 13021

unterscheiden. Die Null wurde
schraggestellt.

Doch die Gesellschaft wuchs
und damit die Anforderungen
im Handel und der Verwaltung

an schriftlichen
Aufzeichnungen. Die Zahlen
wurden groRer und
unhandlicher. Schnelles

Schreiben produziert zudem
immer und dberall Fehler.
Dann setzte eine Entwicklung
ein, deren Beginn schwer
zeitlich und ortlich Zu
lokalisieren ist. Es war aber
offenbar schon bzw. erst in der
babylonischen Zeit. Es
entstanden zunachst

Leerstellen und schlie3lich kennzeichnete man bei groRen ,runden® Zahlen
(bezogen auf 60 und die Mehrzahl von 60) auch Positionen, die keine 60-er
enthielten. Sie entsprachen somit 0 x 60, 0 x 602, 0 x 60° etc. Es waren zwei
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schrag liegende Zeichen, wie sie auch bei der Zahl Zwei benutzt werden, aber
eben schragliegend. Damit war die Null erfunden und in einem
Stellenwertsystem auf Basis 60 integriert worden. Dies war eine fundamentale
mathematische Abstraktion in einer bereits weit entwickelten Kultur. Aber es war
noch keine ,vollgultige“ Zahl, denn mit Zahlen kann man rechnen und sie nicht
nur als Platzhalter benutzen. Trotzdem: Es wurde dem ,Nichts® ein Symbol
zugeordnet und nicht nur eine Leerstelle gelassen.

Doch es gab auch Fallstricke. So wurden fehlende Einer nicht gekennzeichnet.
Ebenso war 3 x 60 = 180 unter Umstanden nicht von 3 x 1 = 3 zu unterscheiden,
da sich die Zeichen/Ziffern nicht in der Form, sondern nur durch die Grol3e
abgrenzten. Hier gilt, wie bei allen Mehrdeutigkeiten: Es kommt auf den
Zusammenhang an. Im Gegenteil, Grundrechenverfahren bleiben unabhéangig
von der GroRenordnung gleich leicht und nur der Kontext entscheidet.

Maya
Unter Maya werden die sprachverwandten Volker auf der Halbinsel Yucatan und
P - im heutigen Guatemala
l@ﬁ, 374,“)' i;;\: ,ij,‘a.r : J ) l L ,‘ verstande_n. Die  Kultur war
¥ I 4 ©2/  hochentwickelt und hatte zwei
i et fi=—ct Blutezeiten im 5. — 7. Jahrhundert
( ) ‘l.f"?‘ N g P> und im 10. — 12. Jahrhundert.

. Ohne das brutale Vorgehen der
Abb. 28: Unterschiedliche Darstellungen Spanier beschonigen zu wollen,
war die Kultur zu diesem
Zeitpunkt 1524 schon im Niedergang. Die Zahlzeichen der Maya beruhten auf
dem Vigesimalsystem, also Zahlen mit der Basis 20. Bis 19 wurde eine Punkt-
Strich-Darstellung angewendet, wobei Finferschritte gewahlt wurden. Jede
Zahl hatte einen eigenen Namen. Grol3ere Zahlen, besonders kalendarische
Daten, driickte man in Potenzen von 20 aus. Die Zahl 20 wurde also in einem
nichtlinearen Stellenwertsystem benutzt, in dem jeweils das 20-fache die
nachste Stufe darstellt. Diese haben eigene Namen, wie um die grundsatzliche
Bedeutung dieser Stufen herauszustellen. Sie sind auch kaum vergleichbar mit
unseren grofRen Zahlen, wie Million, Milliarde, Billion, etc., die in
Zehnerpotenzen von wesentlich kleinerer Schrittfolge ausgedriickt werden.

Maya-Zahlen 20'=20, 20%=400, 20°=8.000, 20%=160.000. 0L

Maya-Namen hun bak pik calab

101 Umberto, Bottazzini: Wie die Null aus dem Nichts entstand, dtv, Miinchen 2021,
deutsche Erstausgabe, S. 31f
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Abb. 29: Maya-Zahlen in
Punkt-Strich-Darstellung

Die 20-er Schritte wurden von Zehnern unterbrochen, Finfer, wie bei den
Romern, wurden besonders markiert, aber es gab nicht vorgestellte Einer, wie

IV=4, die das Rechnen mit rémischen Zahlen
so quélend unhandlich machen. Hauptschritte
waren zweifellos die 20-er. Bei Menninger ist
die verwendete Systematik genau
dargestellt.19? Offenbar sind die Einer, also von
1 — 19 aus dem Volk heraus gewachsene
Namen, wobei 1-9 Eigennamen besitzen
(gezahlt wurde aber ab 0). Von 20 bis 29 folgt
man dem ersten 20-er Schritt aufwarts. Doch ab
30, das keinen Eigennamen erhalt, denkt bzw.
zahlt man im zweiten 20-er-Schritt und geht
zuruck. Dies erinnert an das Franzdsische, wo
z.B. die 78 soixante-dix-huit, also 60°10°8,

genannt wird.

Dann wird es artifiziell und wie auf dem Reif3brett geplant. Man geht davon aus,
dass die hoheren Zahlenreihen, die in ihrer schieren Grol3e auch nur
akademisch-kalendarischen Charakter haben konnten, von Priestern entworfen
wurden. Wir haben somit ein Beispiel fur ein Zahlensystem, das aus der
herrschenden Klasse gebildet wurde und nur bei kleinen Zahlen aus dem Volk.
Die ganz hohen Zahlen haben Uberhaupt keine praktische Bedeutung, auch
nicht im Kalender. Es sind scheinbar ,Zahltirme*“, um den Gottern nahe zu sein.

Deshalb weicht die Systematik auch bei der Darstellung von Kalenderdaten
teilweise unlogisch ab. Man versuchte vermutlich gewachsene Strukturen und
kinstliche Erganzungen zu integrieren. Der Monat hatte bei den Maya 20 Tage.
Kalendarisch genutzte Zahlen und ihre Darstellung waren stark mit Ritualen und
Gottern verbunden, die an diesen Tagen besonderen Einfluss auf die Menschen
hatten. Der Kalender hatte somit eine herausragende Bedeutung, die auch die
Zahlweise regelrecht dominierte.

Die Maya verwendeten zwar positive ganze Zahlen, aber gezéhlt wurde ab der
Null. Hier geht die zweite Stufe nur von O bis 17 und folgt dann der normalen
Vorgehensweise. Dadurch ergibt sich statt 400 nur 360, was den Tagen im
Sonnenjahr naherkommt und fiir die Monatslange von 20 Tagen besser passt.
Die restlichen 5 Tage galten als Ungliickstage. Die Maya bauten Nulltage in den
Kalender ein, an denen sie sich nicht wuschen oder kdmmten oder wichtige
Tatigkeiten anfingen.'%® Fir die Null wurden verschiedene Zeichen verwendet,

102 Menninger, ebenda, S. 73
103 www.wienerzeitung.at/themen_channel/literatur/buecher_aktuell/
350025 _Kaplan-Die-Geschichte-der-Null.html
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die sich in ihrem Ornament-Charakter unterschieden. 19419 Man vermutet
plausibel, dass die natirliche Unterteilung in Finger und Zehen den Anstol zu
diesem vigesimalen System bildeten.

Inka

Die Inkas haben trotz der ungewdhnlichen
Form ihrer ,schriftichen® Aufzeichnungen
ohne archaologische Zweifel ein dezimales
Stellenwertsystem besessen. Sie
verwendeten Quipus, Schnire mit Knoten.
Diese konnten sehr aufwendig und
kunstvoll sein und auch mehrstellige Zahlen
Abb. 30: Quipu aus dem abbilden.

archaolog. MuseuminLima g wird die  Hauptschnur  durch

Nebenschnire oder gar noch eine Stufe

weiter erganzt. Die Null stellt sich in Form von Leerstellen, also gro3eren
Abstanden zwischen zwei Knoten, dar.

4’1‘:% Wg MR AR
Abb. 31: Links ,Ziffernknoten® der Inkas, rechts ein Rechenbeispiel.

Kambodscha

Die Null ist eindeutig belegt. Eine Inschrift zu einer Gotterstatue aus Sambor
Prei Kuk, das im heutigen Kambodscha liegt, datiert ein Datum im Jahr 598 nach
unserer Zeitrechnung und kann Tag genau auf die Saka-Ara umgerechnet
werden. Das entsprechende Jahr ist 520 und die Null wird mit dem mit dem
Begriff ,kha" bezeichnet, der ,Luftraum® bedeutet. Weitere Nachweise belegen
diese Deutung der Verwendung der Ziffer ,,0“. Auch in Sumatra sind Inschriften
gefunden worden, die Jahreszahlen mit ,0“ enthalten und die Kenntnis der Null

104 Grafik: Robert Kaplan, Geschichte der Null, S. 94
105 https://de.wikipedia.org/wiki/Maya-Zahlschrift, Text und Grafik
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sehr wahrscheinlich machen.1% |ndischer Einfluss erscheint in beiden Kulturen
wahrscheinlich.

China

Zu China gibt es unterschiedliche Meinungen in der Literatur. Das ansonsten
gut recherchierte Buch von Bottazzini spricht von einem ,positionellen Prinzip®,
das in China in Gebrauch sein sollte.!” Ob es in Verbindung mit der Null
angewendet wurde, bleibt zunachst offen. Wikipedia sagt dagegen, in China
kannte man keine Null. Dieser Ansicht ist auch Ifrah, wenn es um die Zeit vor
800 n.Chr. geht. Auch negative Losungen kannte man gemaf dem Wikipedia-
Eintrag zunachst nicht. Diese Aussage ist eindeutig nicht korrekt. Sie wurden
erstmals in dem chinesischen Mathematikbuch ,Neun Kapitel der Rechenkunst"
(Jit Zhang Suanshu, 1. Jh.n.Chr.) erwahnt.!% Das dort erklarte chinesische
Zahlensystem verwendet rote Stabchen fur positive Zahlen und schwarze
Stabchen fur negative Zahlen. Zahlen wurden in einem dezimalen System durch
Stabchen reprasentiert. Darin sind sich die Quellen einig. Erst durch indischen
Einfluss wurde ein Fehlzeichen in Form eines Punktes identifiziert.2® Den
indisch-buddistischen Einfluss bereits ab dem 1. Jahrhundert nach Christus
betont auch WuRing.!'° Battazzini beruft sich schlieRlich auf Joseph Needham
und (offenbar) der in Cambridge herausgegebenen Buchreihe ,Science and
Civilisation in China“, demzufolge bereits im 13. Jahrhundert vor Christus sich
ein positionelles dezimales System auf Orakelknochen der Shang-Periode
findet. Doch auch hier kann man kein Symbol fiir eine Art Null, sondern nur eine
Leerstelle identifizieren. Es bleibt deshalb der indische Einfluss als plausibelste
Theorie. So wird ein Symbol fur die Null im Khai-Yuan Chan Ching erwahnt,
einer Sammlung von astronomischen und astrologischen Texten aus dem 8.
Jahrhundert. Es enthélt ein Kapitel Gber indische Rechenmethoden. Der Autor
schreibt: Wenn die eine oder andere der neun Ziffern die Zehn erreicht, wird sie
in ein Feld vor die anderen Ziffern gestellt, und jedesmal, wenn ein leeres Feld
in der Reihe auftaucht, wird ein Punkt angebracht, um es symbolisch

106 hitps://de.wikipedia.org/wiki/Null

107 Bottazzini, ebenda, S. 43

108 Sjehe z.B. Begriffs- und Namensklarungen bei
https://www.enzyklo.de/Begriff/Jiu_Zhang_Suanshu
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-0348-6379-7_4 (Klassische
mathematische Werke)

Wulding, Band 2, ebenda S. 46f und in der Zusammenfassung S. 66

109 https://de.wikipedia.org/wiki/Null

110 WuRing, Hans: 6000 Jahre Mathematik, Band 1, Springer, Berlin Heidelberg, 2008,

S. 47f
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darzustellen.'! Es ist an gleicher Stelle offenbar auch bemerkenswert, dass die
indischen Ziffern (in einer Zahl) alle in einem Zug geschrieben werden.

Agypten

Die regelmaRigen, jahrlichen Uberschwemmungen durch den Nil machten
immer wieder neue Vermessungen nétig, um die Eigentumsverhéltnisse neu zu
bestimmen. Durch das unregelméfRige Gelande war z.B. ein regelmaliges
Verfahren wie ein Schachbrettmuster unméglich. Landereien wurden deshalb
wahrscheinlich durch Vierecke und Dreiecke angenahert. Dabei wurden die
Flacheninhalte der Vierecke Uber ihre Seitenlangen berechnet. Bei den
Dreiecken wurde die fehlende 4. Seite mit der Hieroglyphe =~ (,nichts®)
bezeichnet. Dies hat jedoch nichts mit dem zu tun, was eine irgendwie geartete
Null in einem Positions- oder Stellenwertsystem leistet. Im Horus-Tempel von
Edfu findet sich eine entsprechende Inschrift mit Mal3en von Tempell&ndereien.
Der Tempel entstand im 2. Jh.v.Chr. Es ist bezeichnend, dass ausgerechnet ein

Horustempel tber diese
Sachverhalte Aufschluss gibt. Das
Horus-Auge in seiner

Strichdarstellung  lieferte  den
Agyptern im taglichen Gebrauch
die Zahlzeichen far das
Bruchrechnen bei Gewichten und
in Form von Unterteilungen beim
HohlmalR hequt, also sozusagen
dem Scheffel, mit dem z.B.
Getreidemengen gemessen
wurden.*?

4l

Abb. 32. Zahlschrift aus de Karnak-
Tempel, 3. Jahrtausend v.Chr.

Minoer

Auch auf Kreta wurden Tontafeln mit schriftlichen Aufzeichnungen gefunden,
die Zahlen enthalten. Die Schriften Linear A sind auf Kreta beschrankt.

Linear B ist vollkommen anders, ndmlich eine mykenische Silbenschrift, die weit
im Mittelmeerraum Verbreitung fand.

111 Ifrah, ebenda, S. 489
112 Sjehe Oberhess. Naturw. Zeitschrift, Kafitz, Zahlen,
http://dx.doi.org/10.22029/jlupub-8380, S. 18 f
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Sie wurde wegen des ahnlichen Schriftbildes
zunachst ebenfalls fr minoisch gehalten.

Die Namensgebung stammt von Sir Arthur Evans,
dem Ausgraber von Knossos. Die Null war nicht
bekannt und dies gilt offenbar fiir keine mdgliche
Vorlauferform.

U1 1)
A

Griechen

Trotz teilweise genialer Mathematiker und
beispielloser mathematischer Fortschritte kannten
die Griechen keine Null und kein Stellenwertsystem.  Abb. 33: Tontafel mit
Erstin der spateren hellenistischen Zeit deutlich nach ~ Zahlen, (Kreta, Mitte
Christi Geburt tauchen erste mehr formale Elemente des 15. Jh.v.Chr.)
auf, denen man aber keinen Zahlcharakter zuordnen

konnte. So weil3 man, dass der groRe Astronom und Mathematiker Claudius
Ptoleméaus (um 100 — nach 160 n.Chr.) in seinem epochalen Werk Almagest
das Fehlzeichen o verwendete, das im Griechischen fur oudév, ouden (,nichts®)
steht.13 Es sind auch zweifellos Kontakte in den asiatischen Raum vorhanden
gewesen. Schliellich ist Alexander der Grof3e bis nach Indien gekommen, auch
wenn damals die Erkenntnisse der indischen Mathematik noch nicht ausgepragt
waren. Aber er hatte zwischenzeitlich sein Hauptquartier in Babylon. Deshalb
sollten Griechen mit dem sumerischen System in Berlihrung gekommen sein.
Das friihe Griechenland bewunderte Agypten, aber tibernahm in Bezug auf das
Thema dieses Beitrags wenig von asiatischen Kulturen. Doch die Ablehnung
war vor allem auch philosophisch motiviert. Nichts kann aus nichts geschaffen
werden. (Lukrez, De Rerum Natura). Diese Philosophie Uberdauerte viele
Jahrhunderte, als die antiken Kulturen langst dem Mittelalter Platz gemacht
hatten. Zahlen und Philosophie waren untrennbar miteinander verbunden. Hier
wirkt das pythagoreische Denken sehr lange nach. Eher konnte man irrationale
Zahlen in das Denken integrieren als das ,Nichts®.

Romer

In der lateinischen Sprache gab es kein Zeichen fur die Null und es gibt auch
keinerlei indirekte Hinweise. Die romischen Zahlen hielten sich trotz ihrer
unpraktischen Verwendung in Europa fast 2.000 Jahre. Bei den ROmern im
Westen sind wenig herausragenden Mathematiker bekannt, was andererseits
auf das Zahlensystem zurlckgefiihrt werden kann. Zu nennen ist Varro (116-27

113 https://de.wikipedia.org/wiki/Claudius_Ptoleméaus
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v.Chr.), Vitruv (geb. um 84 v. Chr.), Columella (nach 64), und Balbus (um
100).1* Das ostrémische Reich fiihrte die griechisch-hellenistische Tradition bis
in die byzantinische Zeit und die Spatantike weiter. Athen und Alexandria mit
ihren mathematischen Traditionen und Akademien gehoérten zum ostrémischen
Reich. Einer der Baumeister der Hagia Sophia, Anthemios von Tralleis (gest.
534), war zugleich ein guter Mathematiker.'®> Im romischen Reich wurde das
Christentum 380 unter Kaiser Theodosius zur Staatsreligion erklart. Antike
Traditionen einschliel3lich der Mathematik wurden zu ,heidnischen® Ideen
erklart. Unter Justinian wurden Akademien gewaltsam geschlossen. Erst
arabischer Einfluss fuhrte zu einer neuen Blite der Mathematik.

Die Stagnation lag zum wesentlichen Teil an den romischen Zahlen. Schon eine
einfache Addition von mehreren 3- bis 4-stelligen romischen Zahlen fallt ohne
jeweilige Ubertragung in unser Dezimalsystem &uRerst schwer. Multiplikation
oder gar Division ist nur tber den Umweg von Hilfskonstruktionen und viel
Kopfrechnen oder Fingerrechnen moglich. Das Ziffernsystem lasst
grundséatzlich keine Regelwerke fir schriftiches Rechnen zu. Die romischen
Ziffern sind ,keine Recheneinheiten, sondern Abkurzungen® (lfrah). Damit
konnen Ergebnisse notiert werden, die auf dem Abakus oder anderen
Hilfsmitteln bereits gelést wurden. Die mittelalterliche Arithmetik hat dies
durchaus erkannt und entsprechende Versuche unternommen. Trotzdem tat
man sich lange Zeit sehr schwer, den entscheidenden Schritt zu gehen und zu
dem indischen Stellenwertsystem zu wechseln.

Die Null in der Mathematik

Infinitesimalrechnung

Nachdem die Null in der Mathematik endlich angekommen war, entbrannte
schon wieder eine heftige Diskussion. Leibniz und Newton machten sich
unabhangig voneinander Gedanken, wie die Entwicklung von Kurven einer
Funktion auf jeden Punkt genau beschrieben werden kénnen. Dazu mussten
sie das Steigungsdreieck an dem jeweiligen Punkt immer kleiner machen, um
schlie3lich die Tangente an dem Punkt zu identifizieren. Beide entwickelten
jeweils ein mathematisches Kalkul, das dieses leistete. Doch die grandiose
Leistung hatte mathematisch formal und psychologisch-menschlich einen
gewaltigen Preis zu zahlen. Mathematisch musste zuerst durch eine kleine, aber
nicht verschwindende Groéf3e geteilt werden, um anschlieRend den Grenzwert
zu bilden. Das kam der Division durch Null bedenklich nahe. Das Verfahren

114 Wértlich aus https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik/roemische-
mathematik/9057
115 WuRing, ebenda, Bd. 1, S. 213
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funktionierte bestens, aber viele Mathematiker hatten zumindest ein schlechtes
Geflihl dabei oder lehnten es sogar ganz ab.

Die Infinitesimalrechnung oder Analysis ist heute eine Erfolgsgeschichte in der
Mathematik. Doch der Umgang mit der Anndherung an infinitesimal kleine
GroRRen, die notwendig schien, um die Tangente in einem Punkt der Kurve
bestimmen zu kodnnen, stieR mit Recht auf harsche Kritik. Die &aul3erst
erfolgreiche Methode mit ihrem fragwirdigen Umgang mit verschwindenden
Grof3en drohte die Mathematik in Beflirworter und Gegner zu spalten. Nur der
Erfolg in der Praxis war Uberzeugend, nicht die Vorgehensweise im Kalkul. Der
franzosische Mathematiker, Physiker und Philosoph Jean Le Rond d"Alembert
(1717 — 1783) schrieb: Eine GroR3e ist etwas oder nichts; wenn sie etwas ist, ist
sie noch nicht verschwunden; wenn sie nichts ist, ist sie wirklich verschwunden.
Die Annahme, es gebe einen dazwischen liegenden Zustand, ist ein
Hirngespinst.116

Die menschliche Seite fuhrte dazu, dass um diese grandiose wissenschatftliche
Leistung ein heftiger Prioritatenstreit entbrannte, der mit den jeweiligen
Anhangern zu einem wahren Stellvertreterkrieg eskalierte.

Heute gelten beide Aspekte als geklart. Folgende Mathematikergenerationen
fanden ein korrektes Verfahren, das nicht in dem Verdacht steht, dass durch
Null dividiert wird und das auch durch sprachlich saubere Begriffe Unklarheiten
und Mehrdeutigkeiten vermeidet.

Weder Leibniz noch Newton haben sich eines Plagiats schuldig gemacht. Im
Gegenteil, sie hatten vollkommen unterschiedliche Intentionen. Leibniz hat den
Punkt auf der Kurve als Objekt gesehen und dieser nulldimensionale Punkt kann
durch sein Kalkul als Grenzwertprozess umfassend genau beschrieben werden.
Newton dagegen interessierte die Physik und die Dynamik von Massen, die sich
auf den Kurven durch die Zeit bewegen und Kraften bzw. Wirkungen
unterliegen.

Beide Sichtweisen haben sowohl der Mathematik unschatzbare Impulse
gegeben, als auch die Naturwissenschaften revolutioniert und ihren
Gultigkeitsbereich auf den Himmel und seine Mechanik ausgedehnt.

Erst Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857) und Karl Theodor Wilhelm
Weierstral3 (1815 — 1897) haben durch eine logisch fundierte Aufarbeitung der
Analysis den Widerspruch aufgeltst. Begriffe, wie das unendlich Kleine, wurden
ausgemerzt.

116 Zitiert nach Seife, ebenda, S 141
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Nullstellen von Funktionen

Von grol3er Bedeutung in der Mathematik sind Nullstellen von Funktionen bzw.
von differenzierbaren Funktionen und ihren Ableitungen. Ein Gutteil des
Mathematikunterrichts in der Oberstufe ist der sogenannten Kurvendiskussion
reeller Funktionen gewidmet. D.h. man untersucht markante Punkte der
Funktion. Interessant sind bei einer stetig differenzierbaren Funktion f(x) die
Nullstellen, also Schnittpunkte mit der x-Achse, oder Extrempunkte. Aufschluss
geben oft Nullstellen der Ableitungen Uber (lokale) Minima oder Maxima
(Nullstellen der Ableitung f'(x)) und Sattelpunkte und Wendepunkte (Nullstellen
der 2. Ableitung " (x)).

Dort ist die z.B. die Tangente waagrecht zur x-Achse und damit hat die erste
Ableitung f"(x) der Funktion eine Nullstelle. Dies sind Hoch- und Tiefpunkte, aber
konnen auch Sattelpunkte sein.

Es gibt eine Reihe von Mdglichkeiten, Nullstellen, Hochpunkte, Tiefpunkte,
Sattelpunkte oder Wendepunkte zu bestimmen. Dies kann bis zur 3. Ableitung
gehen, denn ein Wendepunkt wechselt lediglich die Krimmungsrichtung der
Kurve ohne dass die Tangente waagrecht wird. In diesem Fall ist

f"(xo0) = 0 aber f""(xo0) # 0.

In der hoheren Mathematik kdnnen mehrere Veréanderliche auftreten oder es
mussen komplexe Funktionen betrachtet werden. Historisch gesehen, war mit
dem Namen ,Algebra“ ursprunglich vor allem
Ldésungen von Polynomen der Form

apx™ + ap_x" 1+ -+ a;x +a, =0, aj, XeR,
verbunden.

) Spéater wurde das Interesse auf die
komplexwertigen Funktionen erweitert:

a,z" + a,_1z" 1+ -+ a,z+a, =0, aj, zeC

Abb. 34: Sattelpunkt von  Aus diesem Grund kommt dem

f(x)=x3 im Punkt x=0 Fundamentalsatz der Algebra eine grof3e

Bedeutung zu. Die Beweisgrundlage wurde 1746

von Jean-Baptiste le Rond d’Alembert gelegt und von Carl Friedrich Gauf3 1799

in seiner Dissertation wesentlich verbessert. Erst mit den Erkenntnissen der

Analysis konnten flur die damalige Zeit vermeintlich selbstverstandliche
Voraussetzungen mitbewiesen werden (Stichwort Zwischenwertsatz).
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Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass ein komplexwertiges, nicht
konstantes Polynom n-ten Grades (n>0) mindestens eine Nullstelle hat.
Bericksichtigt man mehrfache Nullstellen, so existieren genau n Nullstellen.
Z.B.

f(x)=x hat eine Nullstelle in x0=0;

f(x)=x? hat zwei Nullstellen in xo=0;

f(x)=x2 hat drei Nullstellen in xo=0;

USW.

Man kann den Fundamentalsatz der Algebra
auch als Faktorisierung eines Polynoms uber
dem Korper der komplexen Zahlen
ausdrucken:

n n
Abb. 35: Bei W hat die f(2) = z a;7' = ap l_[(z —bi)
Kurve einen Wendepunkt, £=0 k=1
aber die Tangente in W (rot) Die b, sind dann unter Beriicksichtigung
ist nicht waagrecht. mehrfacher Nullstellen genau die gesuchten n
Nullstellen des ausmultiplizierten Polynoms.

Nullfolge

Man betrachte die Korper der reellen Zahlen R oder der komplexen Zahlen C
mit der ,normalen®, allseits bekannten Metrik. Sie wird archimedische Metrik
genannt.

Eine Folge (a,;),ey € R bzw. (a,,),eny € € heildt Nullfolge, falls gilt:
lim (a,) = 0.
n—00

D.h. der Konvergenzpunkt dieser Folgen ist O.

Klassisches Beispiel: a, = %

Aber auch a, = 0, also die Folge, die nur aus Nullen besteht, ist eine Nullfolge.

Die Folgenglieder kdnnen wie im nachsten Beispiel alternierend positiv und
negativ sein:

1
a, = (_1)n E

an=7{/§—1
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Hier konvergieren die (positiven) Wurzeln bei zunehmendem n gegen 1 und a,,
wird dadurch zur Nullfolge.

an = (_0’5)11

ist eine Nullfolge im Korper der rationalen Zahlen Q unter Berticksichtigung der
archimedischen Metrik, also der normalen Abstandsdefinition.

Legt man aber die 2-adische Metrik zugrunde, so divergiert die Folge. Bei dem
Betrag von p-adischen Zahlen kommt es nur darauf an, wie haufig die Primzahl
p in einer Zahl m vorkommt. p soll hier im Beispiel gleich 2 sein, mist 0,5 = %.

Auch der p-adische Betrag einer Zahl m ist definitionsgemalf der ,Abstand” von
m zur 0.

Der fir jede Primzahl p auf den rationalen Zahlen definierte p-adische Betrag:

0firm=0
Imlp:= p~ " firm= p"% mit a, b, p paarweise teilerfremd und n € N

Man nutzt, dass sich jede rationale Zahl eindeutig als m = p"% mit paarweise
teilerfremden Zahlen und n € N darstellen lasst.

Oft wird die Darstellung |m|p= W benutzt um deutlich zu machen, dass der
negative Exponent sowohl von p als auch von m abhéngt.

Dabei zahlt ﬁp(m) wie oft die Primzahl, hier im Beispiel p=2, in m vorkommt.
Kommt 2 in m nicht vor (2 ist z.B. kein Teiler von 1), so ist 9,(m) = 0 also ﬁ =
S=1

AuRerdem definiert man 9, (%) =9,(a) — 9,(b).

Die Folgenglieder errechnen sich also nach der 2-adischen Metrik wie folgt:

1 1 1 1
a1=d2(__)=_ = - = -2

2 292(3) T 29,0, 20-1
a2=d2<+1)=+ ! = — 1_ = — 1_ = +4
4 2192(%) 292(1)-92(4) 20-2
a3=d2<—1)=— ! = - ! = — ! = —8
8 2192(%) 292(1)-92(8) 20-3
usw
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an=dy(-2) = (D" 5 o

Es ist sehr einfach einzusehen, dass in der p-adischen Metrik jede
konvergierende Folge eine Nullfolge sein muss. Man betrachte z.B.

a, = 2" in der 2-adischen Metrik. Die Folgenglieder sind 2, V4, 76, usw. Die
Folge konvergiert und ist eine Nullfolge. Immer missen konvergierende Folgen
durch immer haufigeres Auftreten der betreffenden Primzahl p erzeugt werden.
Dies fuhrt zu immer kleineren Betrdgen und damit zum Konvergenzpunkt 0.

Der Satz von Ostrowski besagt, dass ein auf den rationalen Zahlen definierter,
nichttrivialer Absolutbetrag entweder zur archimedischen oder zur p-adischen
Metrik aquivalent ist.

Es kann jedoch in anderen Raumen andere Metriken geben. Dies fuhrt zu
Verallgemeinerungen des Begriffs Nullfolge.

Sei {(G,+,d)} eine metrisierbare topologische Gruppe, d. h. eine Gruppe, die mit
einer Metrik so ausgestattet ist, dass die Gruppenverknupfung und die
Inversenbildung stetig sind. Ein einfacher Fall ist die additive Gruppe in den
Korpern R oder C oder der Vektorraum R2.

Eine Folge heil3t genau dann Nullfolge, wenn sie gegen das neutrale Element
konvergiert. In den Beispielen ist es gerade die 0 als neutrales Element der

0) in Rz,

Addition in den additiven Gruppen von R bzw. C oder der Nullvektor (0

Stellenwertsysteme

Die Bedeutung der indo-arabischen Zahlen inklusive der Null, wird erst deutlich,
wenn man bedenkt, dass im Dezimalsystem mit den 10 Ziffern
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 unter Berticksichtigung der Position in der mehrstelligen Zahl
beliebig grofRe Zahlen aus wenigen Zeichen tbersichtlich und kompakt gebildet
werden kdnnen.

Zur Erinnerung: Die Sumerer hatten von 1 — 59 nur zwei Zeichen (Eins, Zehn),
die sie kombinierten. Die 60 sah aus, wie die Eins, war nur gré3er. Die Maya
hatten ebenfalls nur zwei Zeichen (Eins, Funf) in ihrem 20-er system.

Beispiel: Die Zahl 1042=1x1000+0x100+4x10+2 d.h. die 1 steht fir die
Tausender, die O fur die Hunderter, die 2 fur die Zehner und die 4 fur die Einer.
Das Stellenwertsystem heil3t auch Positionssystem oder auch polyadisches
System. Die ,,10“ heil3t in diesem Fall Basis. Es ist das weltweit gebrauchlichste
Stellenwertsystem.
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Das Computerzeitalter hat weitere Basen sinnvoll gemacht. Das ist vor allem
das Binar- oder Dualsystem (seltener dyadisch) auf Basis 2, das Zahlen,
Buchstaben und andere Objekte in Nullen und Einsen darstellt. Das
Oktalsystem arbeitet auf Basis 8 und das Hexadezimalsystem auf Basis 16. Hier
werden noch Uber die Ziffern 0 - 9 noch 6 Buchstaben A, B, C, D, E, F benétigt.
Man notiert, wenn Verwechslungen drohen, die verwendete Basis als
tiefgestellte Zahl am Ende der Umwandlung.

104210 = 10000010010,
104210 = 20225
104210 = 41216

Das lasst sich auf beliebige Basen ausdehnen. Interessant sind vor allem
Primzahlen.

104210 =11021213
104210 = 131325
104210 = 30167 usw.

Verfahrensweise: 1042 soll in das 5-System entwickelt werden: 17

(1) Teile die Zahl mit Rest durch 5.

(2) Der Divisionsrest ist die nachste Ziffer (von rechts nach links).

(3) Falls der (ganzzahlige) Quotient = 0 ist, bist du fertig,
andernfalls nimm den (ganzzahligen) Quotienten als neue Zahl
und wiederhole ab (1).

1042 : 5= 208 Rest: 2
208 :5= 41 Rest: 3
41:5= 8 Rest: 1

8:5= 1 Rest: 3
1:5= 0 Rest: 1

Resultat: 13132 (Reste von oben nach unten von rechts nach links)

Diese Entwicklung nennt man auch p-adische Entwicklung, p ist immer eine
Primzahl.

117 Unter Zuhilfenahme von https://www.arndt-
bruenner.de/mathe/scripts/Zahlensysteme.htm
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Generell lasst sich jedes Positionssystem auch auf ganze Zahlen, rationale
Zahlen (Bruiche) und sogar irrationale Zahlen, z.B. ®, anwenden.

n- Im Dezimalsystem ist 1024=1-103+0-10% +2-

5 =z11,000 ®°=50+3 10 + 4 - 10°.

4  xpg54 D=3 D+2 Fir negative Zahlen wechselt eben das Vorzeichen:
3 =4236. =20+ —1024 =—(1- 1034+0-102+2-101+4- 100)

2 xop1s. D=0+ Stellen hinter dem Komma werden durch
1 ~1'618" i Zehnerpotenzen mit negativen Exponenten

—— dargestellt.
0 a,=100 @1 a3 2 . o .
1024,174=1-10°4+0-10+2-10-+4-10°+1

= [Foeis, | (Rt 107 471072 + 41072

Dabei ist bekannt, dass rationale Zahlen eine
—3 =0236. ®*=20-3 abbrechende Entwicklung haben oder dass eine
—4 20,146, P'=-30+5 Periode auftritt.

—2 =z0382. P=—-0+2

—5 =0,000. ®=50-8 Irrationale Zahlen haben im Prinzip unendlich viele
Abb. 36: Von 3 Werten Stellen hinter Komma, die nicht periodisch sind. Je
der ®-Potenzen liegt nach gewtnschtem Genauigkeitsgrad bricht man
der Mittlere (an) im die dezimale Darstellung ab einer bestimmten
Goldenen Schnitt © Stelle hinter dem Komma ab.

an+1= ant an-1 Diese Aussagen gelten flr jedes Positionssystem.

Auch nicht natlrliche Basen kdnnen Verwendung finden. Dies gilt auch fur
irrationale Basen. Z.B. kann die Regelmaliigkeit der Potenzen des Goldenen
Schnitts ausgenutzt werden. Ebenfalls kdnnen komplexe Zahlen als Basis
dienen.

Verallgemeinerungen der Null

Null als neutrales Element der Addition

Der Begriff der algebraischen Struktur (oder universellen Algebra, allgemeinen
Algebra oder nur Algebra) ist ein Grundbegriff und zentraler
Untersuchungsgegenstand des mathematischen Teilgebietes der universellen
Algebra.''® Eine algebraische Struktur ist in der Regel eine endliche oder
unendliche Menge M, auf der Verknipfungen, allgemein als o bezeichnet,
definiert sind. Viele der Strukturen, wie Gruppen, Ringe oder Korper, sind
spezielle algebraische Strukturen mit einem sogenannten neutralen Element e:

118 https://de.wikipedia.org/wiki/Algebraische_Struktur
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Fur alle Elemente aeM gilt ace=eoa=a. D.h. die Verknupfung mit e bildet
jedes Element der Menge M auf sich selbst ab.

Die Null ist das neutrale Element bzgl. der Addition in Mengen, wie z.B. den
reellen Zahlen, den rationalen Zahlen oder den komplexen Zahlen.

Es gilt z.B. fur alle acR: a+0=0+a=a

Aber in der abstrakten Algebra kennt man weitere Differenzierungen. Gruppen
gehtren schon zu algebraischen Strukturen mit einem hohen Grad an
speziellen Eigenschaften. In der Algebra treten auch neutrale Elemente bei der
Betrachtung von Strukturen mit inneren Verknidpfungen auf, z. B. bei
Halbgruppen bzw. Monoide, Ringen, Halbringen, Kérpern und Schiefkdrpern.
Es soll hier im Folgenden in mathematischen Strukturen nach
Verallgemeinerungen der Null gesucht werden.

Ist die Verknupfung die ,normale“ Addition in z.B. den ganzen Zahlen Z, den
rationalen Zahlen Q, den reellen Zahlen R, den komplexen Zahlen C, oder auch
Ny, also den natirlichen Zahlen erganzt um die Null, so ist das neutrale Element
die Zahl 0.

Selbst bei den Quaternionen, obwohl man oft von ,Werten“ und nicht Zahlen
spricht, ist die ,0 wie wir sie kennen, das neutrale Element der Addition. Die
additive Gruppe ist kommutativ; die multiplikative Gruppe nicht. Das macht die
Quaternionen nur zu einem Schiefkdrper. Bei anderen Mengen und
Verknupfungen kommt es auf die Natur der Verknupfung an. Bei der
Multiplikation ist das neutrale Element in diesen Mengen die 1. Nimmt man z.B.
die Drehungen eines Quadrates um 0 Grad, 90 Grad, 180 Grad, 270 Grad und
360 Grad=0 Grad!!%, so wird man die Null-Grad-Drehung als Null bezeichnen,
denn die Verkntpfung

,Drehe das Quadrat um einen Winkel a, a=0, 90, 180, 270 Grad*
hat hier additiven Charakter.

Bei der Multiplikation ist die Null kein neutrales Element. Man bezeichnet sie in
diesen Mengen M als ,Absorbierendes Element®, denn es gilt fur alle aeM

a-0=0-a=0

119 Im Gegensatz dazu nennt man einen Winkel von 360 Grad einen Vollwinkel (er
umschliel3t die volle Flache). Einen Winkel von 0 Grad, (der nur die leere Flache
umschlief3t), nennt man Nullwinkel.
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Die saloppe Bezeichnung ist ,Nullelement* und bezieht sich auf die
multiplikative Verkntpfung.

Bei der Multiplikation sorgt die Null ebenfalls fiir eine Ausnahme, die man
fordern muss:

5. Axiom der Multiplikation: Jede Zahl aul3er dem neutralen Element der
Addition (Null) hat ein multiplikatives Inverses.

Eine Erweiterung bzw. Verallgemeinerung der Null in der Addition findet man
bei der Matrizenaddition. Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie jeweils
die gleiche Anzahl an Zeilen und Spalten haben. Man addiert jeweils die
gleichen Positionen. Hier am Beispiel 2x2-Matrizen.

aoo a01] [boo bm]

a10 a1 by by,
?}mkeit Ac,soziali{ta\ , — [aOO + bOO aOl + bOl]
ayo +bio ay1+ byg

Quasigruppe F Cne\ sche

Kommutativitat
NeutralesElement

NeutralesElement

Das neutrale Element der Addition bei 2x2-

Loop Monoid

=2
§g
SRS

% N\ / Matrizen ist die 2x2-Nullmatrix:
.;@E% SUZIB{II\\iﬂ( n\f;er arkeit
% M e AnemJ [aoo a01] [ [O O] [aoo a01]
Gruppe +
- ) Ao Q11 0 0 A0 A1
: : a a
Abb. 37: Hierarchie algebra- [ 00 °1]
Ao A1

Ischer Strukturen (obere erfiillen
weniger, untere mehr Gesetze)  Dies gilt analog fur alle nxm-Matrizen, mit
bis zur abelschen Gruppe. n, m € No.

Ein Sonderfall ist die Vektoraddition in einem Vektorraum der Dimension n. Hier
ist m=0. Das neutrale Element bzgl. der Addition ist der Nullvektor im Beispiel

0066

Es sei m eine von 0 verschiedene ganze Zahl und a eine beliebige ganze Zahl.
Die Restklasse von a modulo m ist die Menge der ganzen Zahlen, die bei
Division durch m den gleichen Rest wie a ergeben. Sie besteht somit aus allen
ganzen Zahlen b, die sich aus a durch die Addition ganzzahliger Vielfachen von
m ergeben.

Nullteiler
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Ein Element einer Restklasse bezeichnet man auch als Reprasentant der
Restklasse. Haufig verwendet man die Standardreprasentanten 0,1,...,m-1.12°

Die Restklasse bildet
die algebraische
Struktur eines Ringes
R, der ganze Zahlen
hinsichtlich ihres
Restes bei der Division
durch m klassifiziert.
Ein Ring bildet bzgl. der
Addition eine Gruppe.
Es entsteht erst dann
ein Korper, wenn dies
auch far die
Multiplikation gilt.

Ring (Menge) der
ganzen Zahlen

EE I W Man nennt ein Element

Abb. 38: Algebraische Strukturen bis zu Korper acR einen Nullteiler,

und Schiefkorper wenn es ein von O

verschiedenes

Element b gibt, sodass a-b=0. Man sieht leicht, dass wenn a ein Nullteiler ist, so
ist auch b ein Nullteiler. Das Produkt a-b wird auch Nullprodukt genannt.

Ein Restklassenring ist genau dann Nullteiler-frei, wenn m=p eine Primzahl ist.
Dann bilden die Reprasentanten sogar einen endlichen Korper bzgl. Addition
und Multiplikation.

Beispiel: In der Restklasse mod 6 sind 2 und 3 Nullteiler, da 2:3 = 0 mod 6 ist
(kongruent 0 modulo 6). Dagegen gibt es in der Restklasse mod 7 keine
Nullteiler.

Nullhomotoper Weq, Nullhomotope Abbildung

In der Topologie ist eine Homotopie eine stetige Deformation zwischen zwei
Abbildungen von einem topologischen Raum in einen anderen, z.B. von einer
Kurve in eine andere. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation, d.h. jede stetige
Abbildung f ist zu sich selbst homotop (reflexiv); ist f zu g homotop, so ist es
auch g zu f (symmetrisch) und ist f zu g homotop und g zu h, so ist f auch zu h
homotop (transitiv).

120 https://de.wikipedia.org/wiki/Restklassenring
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| P Bildlich stelle man sich eine Kaffeetasse mit einem Henkel
"J/) ') aus einem deformierbaren, aber unzerreiRbaren Material
. : vor. Diese lasst sich stetig zu einem Volltorus deformieren,
- denn beide Kérper haben nur ein Loch und kénnen ohne
@ @ Schnitt  ineinander  Uberfihrt werden. Sie sind
Abb. 39: Stetige homb:omorph.. Der Stetigkeitsbegriff in der Topologie ist
Deformation dabei sehr weit gefasst.

Entsprechende topologische Transformationen lassen
sich z.B. bei Kurven untersuchen. Es stellt sich dabei die Frage, ob es eine
stetige Mdoglichkeit gibt, zwei Kurven durch stetige Verformung zur Deckung zu
bringen.

Ein Teilgebiet der Topologie ist die Knotentheorie,
d.h. welche Knoten sind gleich, also sehen nur
unterschiedlich aus. Diese mathematische Disziplin

. : hat sogar praktische Bedeutung. Z.B. ist ein
Abb. 40: Die linke Figur g_ P . g
. , menschlicher DNA-Strang Uber einen Meter lang.
zeigt einen Knoten, die : . . .
: : Im Zellkern ist er auf ein Funfmillionstel Meter
rechte ist kein Knoten 3y ..
zusammen geknauelt. Trotzdem funktioniert
Replikation und Trennung der beiden Stradnge. Genetiker und Knotentheoretiker
versuchen seit einiger Zeit gemeinsam dazu neue Erkenntnisse zu gewinnen,
indem ihre jeweiligen Kompetenzen auch auf DNA-Molekile angewendet
werden.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Homotopie von Wegen relativ der Endpunkte:
Dabei ist ein ,Weg"“ eine stetige Abbildung y: [0,1] — X; dabei ist [0,1] das
Einheitsintervall und X ein topologischer Raum (z.B. die euklidische Ebene R?)
Zwei Wege heil3en homotop relativ der Endpunkte, wenn die Homotopie die
Anfangs- und Endpunkte festhalt.

Ein Weg heil3t nullhomotop genau dann, wenn er homotop zum konstanten Weg
Ist.

Beispiel: Man betrachte die Abbildung H(0,9). ¢ lauft im Intervall [0,211] und
bildet den Einheitskreis. Einmal soll H den Einheitskreis in C abbilden und
einmal den Einheitskreis in C ohne die Null.

H(0,9):[0,211]— C ist nullhomotop.

H(0,9):[0,211]— C\{0} ist nicht nullhomotop, da die Null ein Zusammenziehen
verhindert.

D.h. Nullhomotopie hangt vom topologischen Raum ab, in den abgebildet wird.
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Nullflache (Mathematik)

In der Mathematik ist mit dem Begriff ,Nullflache® eine Diskussion verkniipft, die
2.500 Jahre alt ist. Man betrachte drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer
Geraden liegen. Intuitiv wird man sofort sagen, dass die kirzeste Verbindung
zwischen A und C die gerade Linie zwischen A und C ist. A, B, C bilden dann
ein Dreieck und der gesunde Menschenverstand sagt, dass der direkte Weg
immer kleiner (oder gleich) dem Umweg ist. Das ist die sogenannte
Dreiecksungleichung. Doch wann gilt das Gleichheitszeichen? Eben, wenn A,
B, C auf einer Geraden liegen. Das dadurch entstehende Dreieck ist eigentlich
gar kein wirkliches Dreieck. Man nennt es deshalb auch entartet. Seine Flache
ist Null. Es ist, im mathematischen Sinne, eine Nullflache.

Die intuitive Richtigkeit der Dreiecksungleichung in der euklidischen Ebene ist
naturlich zu beweisen und man muss es sich klarmachen, dass sie im Zweifel
nur auf der Ebene, die von den
Punkten aufgespannt wird, giltig sein

wird.
Euklid hat fur die
Dreiecksungleichung folgenden

Beweis angegeben.

Sei A, B, C ein Dreieck. Zu zeigen ist,
dass

AC < AB+BC
Abb. 41: Euklids Beweis der
Dreiecksungleichung Konstruieren wir tber dem Dreieck A
ABC ein gleichseitiges Dreieck A BDC
mit dem Winkel a, der bei C mit der Seite BC gebildet und ebenfalls bei D, wobei
die Seite AB um die Strecke BC verlangert wird. Bei C entsteht im groRen
Dreieck A ADC ein Winkel B, der groRer a ist. Damit wird AD > AC. Furr AD gilt
aber:

AD = AB + BD = AB + BC.  Daraus folgt AC < 4B + BC. g.e.d.

Wenn sich die Langen AD und AC immer mehr annahern, heil’t das also, dass
der Punkt B sich immer mehr der Seite AC nahert, d.h. das Dreieck entartet,
wenn B auf AC zu liegen kommt. Es wird zur Nullflache.

Dieser Beweis gilt fur die 2-dimensionale Zeichenebene R2 oder flr
hoherdimensionale euklidische Raume. Es kommt auf die Metrik an, also das,
was Betrag einer Ladnge und was Abstand bedeutet. Dies hat Euklid und
Archimedes definiert und die Dreiecksungleichung bewiesen. Wie immer bei
den Griechen, geschah das ausschlief3lich mittels geometrischer Argumente.
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Heute wird sie in der Lehre meist aus
W N T et a0, S dem Cosinus-Satz hergeleitet. Uber
fanﬁ?e;;bgtpgﬁ?:ﬂ:?gcbl'ie%gg;_ﬁnb Jeglide groey Geiten jus die Dreiecksungleichung kann man
R b schnell entscheiden, ob bei

AD = AC um 5@2@9 ¥ e
A, gegebenen Seitenlangen ein Dreieck
ADC, folglid) (19..) BD . . . . :
?:“ it B‘;\g_‘;z% Qe konstruierbar ist. Ein Dreieck mit den
be itd Dewiefen, da { i 3 i
ABIIi-foE‘8>AC¢E:b bag S.eltenlangen 2cm, 3cm und 6cm |§t
BC+CA>AB. nicht konstruierbar, da die
Abb. 42: Euklids Elemente, Buch 1, ~ Dreiecksungleichung verletzt ware,
dagegen bildet ein ,,Dreieck” mit 2cm,
3cm und 5¢cm eine Nullflache.

20. Satz, ,Beweis der
Dreiecksungleichung®

Die Erdoberflache ist aber nicht eben
und ein Flugzeug fliegt Treibstoff sparend nicht auf einer geraden Linie, z.B. von
Frankfurt nach Madrid, unabh&ngig von der Erdrotation (die beim Fliegen
zusatzlich zu bertcksichtigen ist und oft entscheidend ist, ob ein Ziel von Osten
oder Westen angeflogen werden sollte). Drei Punkte auf einer 2-Sphére, also
einer Kugeloberflache im 3-dimensionalen (euklidischen) Raum, bilden ein
Dreieck, das einer anderen Metrik unterliegt. Hier gilt die Dreiecksungleichung
im Allgemeinen nicht. Sie gilt aber fir den Fall, dass man sich auf sogenannte

Eulersche Dreiecke beschrankt, deren
Seiten alle kirzer als ein halber Grol3kreis
sind.*?!

Die Null ist bei allen Zahlenmengen
unverzichtbar. Ausnahme bildet hochstens
die Menge der natlrlichen Zahlen mit ihrer
A Bedeutung in der Kulturgeschichte und der
Mathematik. Genauso ist bei jeder
Punktmenge die leere Menge eine
Untermenge. Wir brauchen uns also nicht
Abb. 43: Spharisches Dreieck auf Dreiecke zu beschranken. Eine
Nullflache kann man in der Regel immer
identifizieren.

Ein abstraktes Polytop ist dabei eine Abbildung (Injektion) von abstrakten
Eigenschaften, wie Scheitelpunkt (O-Flache), Kante (1-Flache) oder allgemein
einer k-Flache in einen realen Raum (z.B. R3). Man versteht jedoch ,Flache” als
lokal-kompakte, zusammenhangende 2-dimensionale Punktmenge, die flach

121 Siehe Wikipedia Dreiecksungleichung
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oder gekrimmt sein kann. In diesem Sinne ist eine Nullflache eine Flache der
Form

X1X2+y1y2+z17%=0.

Die Losungsmenge besteht nur aus dem Punkt (0,0,0).

Nullmengenaxiom

Georg Cantor gilt als Begriinder der Mengenlehre. Sein Verdienst ist mittlerweile
unbestritten. Nach zunachst unterschiedlichen
Terminologien hat er 1895 erstmals den
Begriff der Menge korrekt definiert.

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer
Anschauung oder unseres Denkens (welche
die ,Elemente’ von M genannt werden) zu

einem Ganzen. (Math. Annalen Bd. 46, S.
Abb. 44. Hasse-Diagramm 481)

fur die Potenzmenge der
drei Elemente x, y, z.

Allerdings hat er noch keine axiomatische
Herangehensweise gewahlt. Dies ist Ernst
Zermelo 1907 gelungen. Er hat dabei sieben Axiome formuliert, die in ihrer
Weiterentwicklung als Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (ZF) die Grundlage fast
des ganzen mathematischen Geb&audes darstellen. Cantors Mengenlehre kann
damit abgeleitet werden.

Das zweite Axiom von Zermelo wird oft Nullmengenaxiom genannt:
Axiom der Elementarmengen:

Es gibt eine Menge, die Nullmenge 0, welche gar keine Elemente enthélt.
Ist a irgendein Ding des Bereiches, so existiert eine Menge {a}, welche a und
nur a als Element enthalt.

Sind a, b irgend zwei Dinge des Bereiches, so existiert immer eine Menge {a,b}
welche sowohl a als auch b, aber kein von beiden verschiedenes Ding x als
Element enthalt.

Zermelo hat seine Axiome noch verbal formuliert. In einem nachsten
Formalisierungsschritt kann man die Axiome in Form sogenannter
Préadikatenlogik formulieren.

John von Neumann (1923 bzw. 1928) definierte Ordinalzahlen als eine
Hierarchie und gab Cantors Ideen damit einen endgultigen formalen Rahmen.
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Sein Vorschlag lautet, das ganze Mengenuniversum rekursiv aus der
Nullmenge heraus lber Potenzmengen zu entwickeln. Sie bilden dann eine
Hierarchie und man kann innerhalb ZF zeigen, dass jede Menge in einer Stufe
dieser Hierarchie vertreten ist. Er beginnt bei der leeren Menge @, dann der
Menge bestehend nur aus der leeren Menge {@}, weiter der zwei-Elemente
grofRen Menge bestehend aus leerer Menge und Menge aus der leeren Menge
usw. Er definierte dadurch die natirlichen Zahlen als Ordinalzahlen ab der Null
uber Mengen und nutzte dabei die Iteration von Potenzmengen.

0:=Vo=g

1:= V1={g}=p(@)

2:= Vo={g, {a}}=p(02))

3:= Va={g,{g},{z}}.{z.{g}}}=r(0(0(2)))

n:=Vn={0, 1, 2, ..., n-1}

Man kann sagen, die natirlichen und die transfiniten Zahlen wurden somit in
der abstrakten Mengenlehre aus der leeren Menge (@) heraus entwickelt.1?2

Boolesche Algebra

Man Uberlege sich zwei Aussagen A und B, die jeweils entweder wahr oder
falsch sein sollen, z.B. Hunde singen und Katzen tanzen. Wahr kennzeichne
man mit 1 und falsch mit 0. Die folgenden Tabellen charakterisieren eine
logische ,UND* und eine ,ODER" Beziehung:

a5 lauwash A | & lncders
1

1
0
1

= ~ B
O B B R

1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 0 0 0

Abb. 45: Boolesche Wahrheitstabellen fur
logische UND bzw. logische ODER-Beziehung

Dann kennzeichnet obige Tabelle eine Und-Bedingung, d.h. nur wenn sowohl A
als auch B wahr sind, ist auch A UND B wahr (1), ansonsten falsch (0). Es ist
eine ,Wahrheitstabelle” und es gibt 16 verschiedene Mdglichkeiten, die Spalten

122 Sjehe Oberhessische naturwissenschaftliche Zeitschrift, Kafitz, Unendlich, Bd. 70,
S. 86
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mit Nullen und Einsen zu flllen. Sie entsprechen Und, Oder, Wenn-Dann,
Und/Oder, etc.

Als Erster hat sich der US-amerikanische Philosoph Charles Sanders Peirce mit
diesem Thema befasst und 1880 einen Aufsatz geschrieben, ihn aber nicht
veroffentlicht. 1913 stiel3 Henry Maurice Scheffer auf die Problemstellung. Er
hat sich in der Mathematik durch den Scheffer-Strich oder Scheffer-Operator
verewigt, A|B, d.h. wahr Uberall, wo ,nicht UND* gilt (siehe Venn Diagramme).

Die Boolesche Algebra ist ein integraler Bestandteil jeder digitalen Technik und
unverzichtbare Funktionalitdt jeder modernen Programmiersprache. In der
heutigen Elektronik missen standig Schaltvorgdnge zwischen wahr und falsch,
0 oder 1, unterscheiden. Erst ein Quantencomputer kann in Uberlagerungen,

@ & O O

ANB AUB A\B AAB Ac
Schnittmenge  Vereinigungsmenge Differenzmenge Symmetrische Komplement von A
Differenz

Abb. 46: Venn-Diagramme betrachten alle Relationen
zwischen Mengen, inkl. solcher, die leer sind.

sogenannten Superpositionen, Rechenoperationen ausfiihren.

Was ist 0°?

Dazu kann man sich heuristisch einfach der O schrittweise mit Hilfe eines
wissenschaftlichen Taschenrechners ndhern. Zunéchst auf der positiven Seite:
11=1, 22=4, 33=27, ...Die Kurve steigt also schnell.

0,5% =0,70710 ...

0,4%* = 0,69314 ...

0,393 = 0,696845 ...

0,291 =0,72477 ...

0,11 =0,7943 ...

0,01%%1 = 0,95499 ...

0,001%001 = 0,99311 ...

0,000190001 = (,99907 ...

Der Grenzwert fir 0° (von rechts) scheint 1 zu sein.
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Man betrachte nun x-Werte auf der linken, negativen Seite:

(—=0,1)7% = error, (—0,1)7%1 ist fur den Rechner eine | . - 7555+ 02455

unzulassige Eingabe. z,= 0.4669 + 0.6426i
1 1 1 z,= 0.7943

= — = Z,= -0.4669 + 0.6426i

(—0,1)01 L /401 Z,= -0.7555 + 0.2455

(=0,1)10 zg= -0.7555 - 0.2455i

Nebenstehende komplexe Zahlen sind die Losungen der | z,=-0.4669 - 0.6426i

. , - z,=-0.7943i
Wurzel und kénnen im Nenner stehen. Sie liegen alle auf Z0= 0.4669 - 0.6426]

einem Kreis um den Ursprung und bilden bei n-ten Zg= 0.7555 - 0.2455

Wurzeln ein regelmaldiges n-Eck (hier n=10). Somit ist der
Bruch ebenfalls immer eine komplexe Zahl!

........

Abb. 47: Graph der Funktion y=x*. Im negativen x-Bereich ergeben sich reelle
positive, reelle negative und komplexe Funktionswerte.

(-0,2)7%2 = —1,3797 ... z,= 0.5864 + 0.426
7.=-0.224 + 0.6893
1
1 = 1 = 1 22= -0.7248 + Qi
(=02)%2 gy V=02 Zg= -0.224 - 0.6893
) z,= 0.5864 - 0.426i

z» ist reell und negativ. Somit hat der Bruch eine reelle,
negative Lésung.

67



_ -04 _
( 0’14) B +11'44267 1 1 zy=0.6931 + Oi
7.=0.2142 + 0.65921
= = = = 1,44267 ... 1_ )
() 4704 273 5 : 2,= -0.5608 + 0.4074i
(=0.4) (~04)s V(=04H? V016 75= -0.5608 - 04074
Zo Ist reell und positiv. Somit hat der Bruch eine reelle, | %4~ 0.2142-0.6592

positive Losung.

Wir haben also Uber die drei Beispiele fir negative x-Werte sowohl komplexe
Zahlen, reelle positive Zahlen und reelle negative Zahlen als Funktionswerte
von y = x* erhalten.’?® Schon allein diese Beispiele belegen die Unstetigkeit
der Funktion x* bei negativen Werten.

Auch wenn lir(1)n x* = 1 sinnvoll erscheint, so ist diese Aussage durchaus in der
x—0+

Geschichte der Mathematik umstritten. Der franzosische Mathematiker
Augustin-Louis Cauchy, (1789-1857), listete die Frage unter seine Liste der
undefinierten Ausdriicke, ebenso wie z.B. 0/0.124

In vielen Fallen muss man aber in diesem Fall per Definition 0°=1 fordern.
Beispiele sind der binomische Satz, die Potenzreihe fir die Exponentialfunktion
oder die Formel fur die Geometrische Reihe.

Auch 0°:=0 erscheint plausibel, da 02=0 fir alle a€R\0.

Im Folgenden wird die Situation insbesondere bei negativem x an einer
Umformung untersucht:

X xInx

X" =e

Jede komplexe Zahl w, fur die gilt e® = zheildt naturlicher, komplexer
Logarithmus von z, d.h. es gilt x = e'™*,

Der komplexe Logarithmus ist aber nicht eindeutig, da nach der Eulerschen
Identitat (siehe ,schonste Gleichung aller Zeiten®) gilt: e?*™ = 1,ke Z

123 Nach https://www.youtube.com/watch?v=Bnp1-Xd-Eo4

124 Augustin-Louis Cauchy: Cours d’Analyse de 'Ecole Royale Polytechnique. 1821,
CEuvres Complétes, Teil 2, Band 3, Seite 70. Siehe auch
https://de.wikipedia.org/wiki/Unbestimmter_Ausdruck_(Mathematik)
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Meist schrankt man die Vieldeutigkeit auf einen Streifen in der komplexen
Ebene ein und nennt dies den Hauptzweig w
EC:nt<Imw < m} Im ist der Imaginarteil
von w. Trotzdem muss man sich der
Vieldeutigkeit bewusst sein.

w=Inz nennt man Hauptwert des
Logarithmus.

In Polarkoordinaten:
w =In|z| +i(argz + 2km), kEZ bzw.

Inz = In|z| + i arg z, fir k=0

Damit kann man den Logarithmus von
h negativen reellen Zahlen bestimmen:

Abb. 48: ,Blatter” des

naturlichen komplexen

Logarithmus im Abstand 2 =,
ab dem Punkt O. Hier muss man beachten, dass im

Komplexen die Rechenregeln far
Logarithmen nur modulo 2mi gelten.

In(—x) = In|—x| + iarg(—x) = Inx + im,
XER*

Nullmenge

Die euklidische oder archimedische Metrik bestimmt ein Mald in euklidischen
Raumen Rn, also z.B. elementargeometrischen Punktmengen, wie Strecken,
Flachen oder Raumen. Es ist benannt nach

/'/ W\\ ,.// \\ Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941). Es ist
| \ | \ das natirliche MaR fiir viele Formen von
| \\ "‘ \\ Inhalten inkl. der aller offenen und
\ A | 'Q{Htlxem | abgeschlossenen Mengen. Man kann das

S ~__ Mal3 als Funktion auffassen, das einem
Abb. 49:_Translations-Inv;Irianz Objekt eine reelle Zahl gréfer/gleich Null
beim Lebesgue-MaR. zuordnet, die als Streckenlange,

Flacheninhalt oder Rauminhalt interpretiert
werden kann. Es ist translationsinvariant und invariant gegenuber Spiegelungen
oder Drehungen. Auch das Mal3 unendlich kann auftreten. Ein Beispiel ist die
unendliche Mantelflache von Gabriels Horn (Torricellis Trompete) bei endlichem
Volumen.

Eine Menge vom Lebesgue-Mal3 Null nennt man Lebesgue-Nullmenge oder
einfach nur Nullmenge. Alle abzahlbaren Mengen sind Nullmengen. Die Menge
aller rationalen Zahlen ist abzahlbar und deshalb eine Nullmenge. Dies gilt
ebenso fur die algebraischen Zahlen. Auch ein klassisches Beispiel fir ein nicht
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abzahlbares Diskontinuum, wie die Cantor-Menge, hat das Lebesgue-Malf3 Null.
Ebenso fur Punktmengen, wie z.B. den ganzen p-adischen Zahlen Z,,, zwischen
denen eine bijektive Abbildung (Homomorphismus) zur Cantor-Menge besteht.

Andrei Kolmogorov verdffentlichte 1933 sein Lehrbuch Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, in dem er die Malitheorie zur axiomatischen
Fundierung nutzte. Damit kann man auch die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses als Teil eines Ereignisraumes als Mal3 ausdrticken, dem man auch
das Lebesgue-Mal} null zuordnen kann.

Rein formal ist eine Lebesgue-Nullmenge eine Teilmenge z.B. des euklidischen
Raumes, die mit beliebig kleinen, offenen ,Quadern“ Uberdeckt werden kann.
Teilmengen von Nullmengen sind wieder Nullmengen. Jede Menge, die sich mit
hochstens abzahlbar vielen Nullmengen Uberdecken lasst, ist wieder eine
Nullmenge.

Der kleine Fermat® und die schonste Gleichunqg aller Zeiten

Von Pierre von Fermat wurde bereits im 17. Jahrhundert eine Beziehung
gefunden, die als kleiner Satz von Fermat, kurz ,kleiner Fermat®, bekannt ist.
Als grof3er Satz von Fermat wird die sogenannte Fermatsche Vermutung
bezeichnet, dass es keine naturliche Zahl n>2 gibt, dass a"+b"=c" mit
ganzzahligen a, b, ¢ gilt. a®>+b?=c? sind die pythagoraischen Zahlentripel, von
denen das bekannteste a=3, b=4 und c=5 ist.

Fermat fand, dass
a? = a (mod p), a € 7, p Primzahl

Falls a kein Vielfaches von p ist, kann man durch a kiirzen und der Satz hat die
bekannte Form
a1 =1 (mod p)

Robert Kaplan formuliert den Sachverhalt schon fast poetisch:

In der Welt von p
Kann man nicht a** weniger 1
Vom Nichts unterscheiden.

Der Beweis ist nicht schwierig. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass man den
kleinen Satz von Fermat uber unterschiedlichste Teilgebiete der Mathematik
beweisen kann. Das zeigt meistens, welcher tiefe Wahrheitsgehalt in einer
mathematischen Beziehung steckt. Im Beweisarchiv von Wikipedia finden sich
vier verschiedene Beispiele aus vier verschiedenen Bereichen.1?®

125 hitps://de.wikibooks.org/wiki/Beweisarchiv: _Zahlentheorie:
Elementare_Zahlentheorie:_Kleiner_Satz_von_ Fermat
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Vollstdndige Induktion mit Hilfe von
Binomialkoeffizienten

Kombinatorik

Bijektivitat der Multiplikation mit a

Gruppentheorie

Auch weitere Beweismethoden existieren.

Noch viel auffalliger ist der Bezug zu den wichtigen Zahlen 0 und 1 bei der
Eulerschen Identitat.

Die Eulersche Identitat lasst sich aus einer Taylor-Reihe mit Entwicklungsstelle
Xo=0 der Funktionen
e, cos(y) und sin(y) mit yeR herleiten.
Durch Umgruppieren der Koeffizienten in
der Reihe erhélt man die trigonometrischen
Funktionen als Reihenentwicklung:

NT (Nd (i
GO C N GOl

Analysis Geometrie

Numerik Algebra eV =1+1i- y +

2! 3! 4!
2 4 6
Y (R AP A AR B
Arithmetik - <1 21 + 4! 6! + > ti
. o y3 y5 7
Abb. 50: Funf der wichtigsten : <y -3 + ik + .. )

Symbole in der ,schdnsten
Gleichung*“ aller Zeiten.

= cos(y) +i-sin(y), miti? = —1
Fur y = m ergibt sich die Eulersche Identitat oder Eulersche Formel
e™=—1odere™+1 =0

Dies wird als die ,schénste Gleichung aller Zeiten“ bezeichnet. Sie verbindet
funf der wichtigsten Symbole in der Mathematik.

Das Dualsystem

Gottfried Wilhelm Leibniz hatte am 16. Mai 1696 eine Audienz bei seinem
Dienstherrn, Rudolf August, Herzog von Braunschweig-Wolfenbuittel. Wie so oft,
vermischen sich theologische und mathematische Argumentationen.
Ausgangspunkt ist eine Stelle im Lukasevangelium (10,42): Unum
nessessarium (Eins aber ist noétig).“ Leibniz erklart dem Herzog ein
Zahlensystem, das nur aus der Eins und der Null besteht und verdeutlicht es an
den vier Grundrechenarten. Er sinniert dartiber spater in einer Notiz und wieder
sind theologische und mathematische Argumente miteinander verkntpft. Er
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sieht die Tragweite und greift das Thema mehrfach auf und entwirft sogar eine
Silbermlinze oder ein Medaillon, das der Herzog tatsachlich als Siegel mit der
Inschrift unus ex nihilo omnia fecit mit einer stilisierten Eins und Null pragen

|asst.

Leibniz hatte damit das Dualsystem entdeckt, das 300 Jahre danach einem

Abb. 51: Siegel zu Ehren der

Erfindung des dualen
Zahlensystems durch
Leibniz.

gewabhit.

neuen Zeitalter seinen Namen geben wird:
Die digitale Revolution wird nach der
neolithischen und der industriellen Revolution
von wesentlichen Forschungsrichtungen als
dritten grol3en Umbruch in der
Menschheitsgeschichte gesehen.

Im Jahre 1703 veroffentlichte Leibniz die neue
binare Arithmetik im Artikel Explication de
["arithmétique binaire. Er erschien in Paris in
den Mémoires de mathématique er de
physigue de [|'Académie royale des
sciences.?¢

Wie jede (b-adische bzw. im Falle einer
Primzahl p-adische) Entwicklung einer Zahl
wird hier statt der Ublichen 10 die Basis 2

Die ersten 11 dezimalen Zahlen lauten in Binarform:

0

1

2

3

4

5 6 7 8 9 10

0

1

10

11

100

101 110 [111 |1000 |1001 |1010

An je einem Beispiel soll die Multiplikation, Division und Subtraktion von zwei
Binarzahlen demonstriert werden. Die Addition ist selbsterklarend.

Es wird zunachst dezimal 9 x 11 = 99 gerechnet, das entspricht 1001*1011.

126 Bottazzini, ebenda, S. 59
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1001 * 1011 = 1100011

1 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 0 1
1 +1 +1 | 220 0 1 1
20
1 1 0 0 0 1 1

Abb. 52: Binarzahlen multiplizieren

Man multipliziert 1001 zeilenweise mit 1011, beginnend mit der linken 1.
Dabei rickt man pro Zeile eine Position nach rechts.
In der 1. Zeile steht somit 1001 *1=1 0 0 1.

In der 2. Zeile steht 1001*0= 0O0O00O
In der 3. Zeile steht 1001 *1 = 1001
In der 4. Zeile steht 1001 *1 = 1001

Am Ende wird spaltenweise addiert. Nach der Addition steht im
Zwischenergebnis zweimal eine 2, die es im Dualsystem nicht gibt. Sie wird zu
0.

Es soll die Binarzahl 10010 (dezimal 18) durch die Binarzahl 110 (dezimal 6)
geteilt werden. Ergebnis ist binér 11 (dezimal 3).

Die fihrende 1 wird heruntergeschrieben und mit dem Divisor verglichen. Da 1
kleiner 110 steht O an erster Stelle des Ergebnisses.

Die 1 wird tbernommen und die nachste Ziffer, eine 0, heruntergeschrieben.
Wieder ist 10 kleiner als der Divisor, also steht eine weitere 0 im Quotienten.

10 wird ibernommen und die 3. Ziffer, eine 0, heruntergeschrieben. Wieder ist
100 kleiner als der Divisor, also hat der Quotient 3 filhrende Nullen.

100 wird ibernommen und 1 heruntergeschrieben. 1001 ist groRer 110, d.h. im
Quotienten erscheint eine 1.

Nun wird 1001 — 110 = 11 gerechnet und die letzte 0 heruntergeholt. 110 geteilt
durch 110 ergibt Rest 0 und damit ergibt sich als Quotient 00011.
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Zuletzt eine Subtraktion von binar 10110 (dezimal 22) minus binar 01100
(dezimal 12) = 01010 (dezimal 10).

1) Schritt: vom Subtrahenden das Einserkomplement bilden
0110 0 wird zu
10011

2) Schritt: Davon Zweierkomplement bilden
10011

+ 1
+1+1

10100

3) Schritt: Addition
10110

+ 10100
+1

01010

10:110=002011

— | —

—
O|4—O
—0

-
o
o

-

- O
IO O
= o a

Abb. 53: Binarzahlen dividieren.

Weitere Beztige zur Null

Nullsummenspiele

Spiele oder auch 6konomische Situationen, bei denen die Gewinne einer oder
mehrerer Spielpartner oder 6konomische Parteien (Firmen, Staaten, etc.) und
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die Verluste der gegnerischen Partei sich zu Null addieren nennt man
Nullsummenspiele. Was die eine Partei gewinnt verliert exakt die andere Partei.

Dazu gehdren alle Strategiespiele, bei denen der Sieger einen Punkt bekommt
und der Verlierer einen Punkt abgezogen bekommt, bei null Punkten im Fall von
Unentschieden.

Ein weniger gut passendes Beispiel ist Turnierschach. Wer gewinnt bekommt
einen Punkt, wer verliert, bekommt keinen Punkt. Ein Remis bedeutet einen
halben Punkt fir jeden Spieler.

FuRRball ist definitiv kein Nullsummenspiel. Gewonnene Spiele bringen 3 Punkte,
ein Unentschieden nur einen Punkt. Die Tordifferenz passt ebenfalls nicht ins
Bild.

Jedes Spiel nach dem Motto ,The winner takes it all“ ist ein klassisches
Nullsummenspiel.

Okonomisch ist eine Win-Win-Situation, also das ideale Geschaft, kein
Nullsummenspiel. Jedoch ist jede Konkurrenzsituation, in der Gewinne der
einen Partei, gleiche Verluste fur die konkurrierende Partei bedeuten, ein
Nullsummenspiel.

Doppelte Buchfiihrung

Luca Pacioli war ein sehr produktiver Franziskanermdnch, der wichtige Beitrage
zur reinen und angewandten Mathematik geleistet hat. Sein Hauptwerk ist
Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et
proportionalita, Venedig 1494,
kurz Summa genannt.?” In
diesem Werk fasst er das
damals bekannte
mathematische Wissen
zusammen. Unter anderem
stellt er nochmals die Ideen aus
liber abaci von Fibonacci vor
und steigert damit deutlich den
Bekanntheitsgrad und die
Akzeptanz der arabischen
Ziffern und der Null.

Abb. 54: Luca Pacioli 1494 — 1994 Bemerkenswert ist die bereits
ltalienische 500-Lire Miinze erwahnte  Tatsache,  dass

127 https://www.cervantesvirtual.com/obra/summa-de-arithmetica-geometria-
proportioni-et-proportionalita-1048443
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Pacioli in diesem Werk dem Fingerzahlen ein eigenes Kapitel widmet.'?® Das
zeigt die herausragende Bedeutung, die diese Technik im ausgehenden
Mittelalter und zu Beginn der Renaissance immer noch hatte. Auch dies stitzt

die These vom

,Beharrungsvermogen®

der romischen Ziffern mangels

ausreichendem Bedarf, auf das indisch-arabische Zahlensystem umzusteigen.

De Divina Proportione, ist die erste nennenswerte Zusammenfassung vom
Goldenen Schnitt. Die Grafiken in diesem Werk, das digitalisiert vorliegt,

stammen zum Grofdteil von Leonardo da Vinci.
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Abb. 55: Tractatus particularis de

computis et scripturis ist der Beginn

der 20-seitigen Abhandlung von
Luca Pacioli Uber die Doppelte

Buchfiuhrung als Teil der ,Summa®.

Er war Paciolis Schiler in
Mathematik und hat seinen Lehrer zu
diesem Werk angeregt.'?® Pacioli hat
sogar ein Buch Uber das Schachspiel
herausgegeben und es der begeisterten
Schachspielerin, der Markgrafin von
Mantua, Isabelle d"Este, gewidmet.

1494 beschreibt Pacioli umfassend das
Prinzip der doppelten Buchfiihrung
der ersten Druckschrift zu diesem
Thema.

Die Buchfuhrung tber getrennte Konten
wurde in ersten Formen, zunachst in
Venedig, bis zurtick ins 13. Jahrhundert
praktiziert. Die Vorteile einer
ausgeglichenen Bilanz wurden schnell
erkannt und sie wurde in den
italienischen Stadtstaaten nach und
nach eingefiihrt. Bekanntlich beruht das
Prinzip auf streng ausgeglichenen
Konten auf der Soll- und Habenseite.
Weildt die Gesamtbilanz eine Null aus,
so sind die insgesamt doppelt gefiihrten
Konten bei Kasse, Lagerbestand,
Einkauf, etc. ausgeglichen und somit
alles korrekt verbucht. Z.B. bewirkt ein
Verkauf eine Abbuchung im

Lagerbestand und eine entsprechende Gutschrift im Kassenbestand. Jede

128 Menninger, ebenda, digitalisierte Version S. 245
129 https://archiviostorico.mediobanca.com/wp-content/uploads/2021/01/De-Divina-

Proportione.pdf, siehe auch die Hinweise auf Pacioli und Leonardo da Vinci im
Kapitel Entstehungsgeschichte und Verbreitung
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Transaktion fuhrt in der Summe aller Kontenbuchungen zu einer Null. Luca
Pacioli macht aus dem Rechnungswesen eine transparente, mathematische
und damit logische Technik.

Auch im tbrigen Europa wurden die Vorteile rasch erkannt. Mattdus Schwartz,
der Buchhalter von Jacob Fugger dem Reichen, schrieb 1518 in sein Handbuch,
dass die doppelte Buchfuhrung ,ein Spiegel® sei, ,in den man sowohl sich selbst
wie andere sieht, sowohl Fragen wie Antworten.“*30

Vielleicht ist es Zufall, vielleicht aber auch eine naheliegende Analogie, dass in
dieser Zeit wichtige Erhaltungssatze der Physik formuliert wurden.

Nullflache (Physik, Kartografie)

Losungen der allgemeinen Relativitatstheorie sehen vor, dass die Innenflache
einer Kugel, die dem Ereignishorizont einbeschrieben ist, eine ,geschlossene,
eingeschlossene Oberflache ist. Der Begriff geht auf Roger Penrose zurick,
der ihn 1985 pragte (closed trapped surfaces).** Synonym wird der Begriff
.eingefangene Nullflache” verwendet.

In der Kartografie ist es eine horizontale Flache ohne HO6henlinien oder
Bergrucken, die als Referenz fur die abgebildete Karte dienen kann. Global
gesehen, ist die mittlere Meereshdhe (,Normalnull“, NN) die Referenz fir Karten
von Landmassen. Es ist die geodatische Nullflache. Geht es um Seekarten, so
ist Normalnull im umgekehrten Sinne die Nullflache.

Nullwert

Der britische Mathematiker und Informatiker Edgar Frank ,Ted“ Codd (1923-
2003) war ein Pionier bei relationalen Datenbanken. Er unterschied zwischen
zwei Null-Zustéanden in der Informatik, die das Fehlen eines Wertes anzeigen:
die Abwesenheit eines Wertes, weil keiner existiert ("property inapplicable"),
oder die Abwesenheit, da man den Wert (noch) nicht kennt ("value at present
unknown"). Ein Nullwert steht fir die Abwesenheit eines Wertes, ein Nullwert ist
aber gleichzeitig ein Wert. Z.B. kann das Nullzeichen (NUL, Unicode U+2400)
daflir verwendet werden

Man denke sich z.B. eine Datenbank fir eine medizinische
Reihenuntersuchung. Zu Beginn sind die Ergebnisfelder alle unbearbeitet,
entsprechende Werte sind noch unbekannt und sind somit alle mit Nullwerten
belegt. Ist der zu untersuchende Befund negativ, so kann dies der konkrete Wert
,0“ reprasentieren und gleichzeitig anzeigen, dass der Proband untersucht
wurde.

130 Zitiert nach Kaplan, ebenda, S. 112
131 https://de.wikibrief.org/wiki/Trapped_surface
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Der Nullwert ist somit verschieden von der Zahl 0, da diese eine konkrete
Information darstellt und dient lediglich der Vorbelegung des Feldes in der
Datenbank.%?

Es gibt aber auch in Programmiersprachen die Integritatsbeziehung NOT Null.
Sie verhindert, dass Nullwerte im Sinne nicht festgelegter Werte eingegeben
werden kdnnen.

Fazit

Die Entdeckung der Null war ein kognitiver Geniestreich in der
Menschheitsgeschichte. Sie ist vergleichbar in der Bedeutung fir die
Mathematik mit der Erfindung des Rades fur die Technikgeschichte. Sie war
zunachst Leerzeichen, entwickelte aber ihre Bedeutung vor allem in einem
Positionssystem oder Stellenwertsystem. Das kommt mit wenigen Ziffern aus,
die je nach Position in der dargestellten Zahl und je nach Basis (binar, oktal,
dezimal, hexadezimal, etc.) unterschiedliche Werte darstellen. Im taglichen
Gebrauch hat sich das Dezimalsystem weltweit durchgesetzt, doch in
Spezialgebieten, vor allem in der Informatik, erweist sich das Binarsystem,
Oktal- oder Hexadezimalsystem als wichtig.

Die Null in einem Stellenwertsystem wurde von den Sumerern aber auch der
Maya und Inka entdeckt und vervollkommnet. Doch die geografische
Abgeschiedenheit der Maya verhinderte die Weitergabe. Dies gilt auch fur die
Inkas. Zweifellos gebuhrt das hauptsachliche Verdienst fir Entdeckung und
Verbreitung den Indern. Die besondere Bedeutung liegt an den entscheidenden
Unterschieden bei den Kulturen mit einer Zahlschrift in einem Positions- oder
Stellenwertsystem. Die Sumerer und Babylonier hatten in ihrem 60-er System
nur die Eins und die Zehn, aus denen sie alle Zahlen bis 59 bildeten. Die Maya
ordneten ebenfalls nur der Eins und der Funf eigene Zeichen in ihrem 20-er
System zu. Die Inder gingen den logischen Schritt, den Ziffern von 1 bis 9 bzw.
0 bis 9 eigene Zeichen zuzuordnen, die sich im Schriftbild klar absetzten und
auch in grofReren Zahlen ubersichtlich und mathematisch handhabbar blieben.
Durch Kontakte mit dem islamisch-arabischen Kulturkreis wurden die Zahlen 0O
bis 9 im arabischen Raum adaptiert. Es entstanden leichte Unterschiede in den
Schreibweisen zwischen ostarabischer und westarabischer Kultur. Die
westarabische Kultur manifestierte sich im Siden der iberischen Halbinsel.
Friedliche Kontakte und kriegerische Auseinandersetzungen fuhrten dort dazu,
dass die Vorteile der indisch-arabischen Ziffern in westarabischer Notation
sowie der Null im christlichen Abendland erkannt wurden. Aber teils irrationales
Beharrungsvermogen blockierte lange Zeit das neue Rechnen und verhinderte,

132 Quelle: de.m.wikipedia.org/wiki/nullwert
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dass die unpraktischen romischen Zahlen an Bedeutung verloren. Das lag aber
auch am Bedarf in groRen Teilen der Bevdlkerung, die wenig oder gar nicht
lesen und schreiben konnte. Das Kerbholz und andere Dokumentationsmittel
erfillten gemeinsam mit dem ,international standardisierten“ Fingerzahlen und
—rechnen bis ins 20. Jahrhundert hinein ihren Zweck. Erst der wachsende
Bildungsstand und durch die Anforderungen spatestens seit der Renaissance
in Handel, Verwaltung, Bankwesen, Technik und Wissenschaft wurde in einem
dezimalen Stellenwertsystem gerechnet und mit arabischen Ziffern notiert. Die
réomischen Zahlen haben heute fast nur noch dekorativen Charakter.

Die Null wurde zuerst verspottet und dann letztendlich als vollwertige Ziffer
akzeptiert. Heute ist sie aber mehr als nur eine Ziffer unter mehreren. Als Zahl
hat sie in zahlreichen Gebieten der Mathematik eine herausragende Bedeutung.
Sie wird aber auch in zahlreichen Begriffen verallgemeinert. Dazu gehdren die
abstrakte Algebra, algebraische Zahlentheorie, mengentheoretische Topologie,
Funktionentheorie, usw. Der Fundamentalsatz der Algebra ist ein zentraler
Baustein im Mathematikgebdude geworden. Auch andere Wissensbereiche
haben die Null in speziellen Begriffen verallgemeinert; so z.B. das
Nullsummenspiel in der Spieltheorie und den Wirtschaftswissenschaften oder
die Nullflache in der Kartografie.

Der Null gebuihrt also Respekt. Sie ist langst mehr als nichts.
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Abbildungsnachweise:

Abb. 1: Tarot-Karte, ,Der Narr® als Null
https://de.wikipedia.org/wiki/Der_Narr_%28Tarot%29#/media/Date
IIRWS_Tarot_00_Fool.jpg

Abb. 2: Fingerzahlen aus dem 1492 gedruckten Werk von Pacioli. Bis auf
die handvertauschten 100-er und 1000-er ist es exakt die
Darstellung von Beda. Quelle: Menninger, Bd. 2, digitalisiert S.
232, Original Bd. 2, S. 5

Abb. 3: Einfache Kerbhdlzer orientierten sich am quinaren System, wie
auch die Fingerzahlen.

Bidquelle: Ifrah, Georges: Universalgeschichte der Zahlen.
Campus, Frankfurt 1986, S. 175

Abb. 4: Kerbholz zur Abrechnung von Milch einer Dorfgemeinschaft durch
einen Sennhirten. Bildquelle: Karl Menninger, Zahlwort und Ziffer:
Eine Kulturgeschichte der Zahl. Digitalisierte Version S. 260

Abb. 5: Umgang mit ,Bauernzahlen® bei Gottfried Kellers ,Gruner
Heinrich®,
https://www.deutschestextarchiv.de/book/show/keller_heinrichO1_
1854

Abb. 6: Kerbholz zum Nachweis fur Dienstleistungen.

https://www.redensarten.net/etwas-auf-dem-kerbholz-haben/
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Urkunde des Konigs Devendravarman aus Kalinga (heute Orissa
in Ostindien) aus dem Jahr 596 n.Chr. galt lange als altestes
Zeugnis der Stellenwertschrift mit der Null.
https://www.hpt.at/sites/default/files/schulbuch_plus_downloads/M
_1000_01.pdf, S. 24

Die Zahl "Null" als Punkte im Bakhshali-Manuskript (Foto
APA/AFP/Bodleian Libraries, University of Oxford)

70 Seiten Birkenrinde — das Bakhshali-Manuskript (Quelle
ebenda)

Die ersten indischen Ziffern, nach Georges Ifrah,
Universalgeschichte der Zahlen, S. 482
Sprachliche Entwicklung des Begriffes Ziffer oder Zero.

Quelle: Menninger, ebenda, S. 442

Seite aus liber abaci von Leonardo di Pisa mit dem beriihmten
Kaninchen-Problem; rechts die ersten Fibonacci-Zahlen.
Digitalisiert und freundlichst auf Anfrage per Download zur
Verfigung gestellt von Biblioteca Nazionale Centrale di Firenze,
https://bibdig.museogalileo.it/tecanew/opera?bid=1072400&seq=1
0,98,7,6,5, 4, 3, 2,1 (vierte Zeile) aus dem Lehrbuch des
Johannes de Sacrobosco (T 1256), Menninger, Bd. 2, S. 216

Das Ziffernrechnen (reprasentiert durch Boetius) gewinnt die
Oberhand gegen den Abakus (Archimedes). (Bildquelle
https://de.m.wikipedia.org/wiki/Datei:Gregor_Reisch_-
_Margarita_Philosophica_-_Arithmetica.jpg)

Einmaleins-Tafel aus einem Rechenbuch des 16. Jahrhunderts.
Quelle: Menninger, ebenda, S. 248

Suddeutsche Rechenpfennige zum Rechnen ,auf der Linien®
(flacher Abakus). https://de.wikipedia.org/wiki/Rechenpfennig
Deckblatt des Lehrbuchs von Adam Ries.
https://www.erfurt-tourismus.de/sehens-
wissenswertes/persoenlichkeiten/adam-ries

Quadratische Ergdnzung, geometrisch erklart, digitalisierte
Version Arithmetica Integra von Michael Stifel, https://digital.slub-
dresden.de/werkansicht/dIf/1317/642

Deckblatt von Gerolamo Cardanos Werk Uber Algebra
https://en.wikipedia.org/wiki/Ars_Magna_(Cardano_book)#/media/
File:ArsMagna.jpg

Seite aus Cardanos Ars magna mit der Aufgabe x+y=10 und
x'y=40, https://lwww.e-rara.ch/zut/content/structure/2690136 [Cap.
XXXI.-Cap. XL.].pdf, S. 66

Melencolia I, Albrecht Darer, 1514
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https://www.albrecht-duerer-apokalypse.de/sein-werk/die-drei-
meisterstiche/melencolia-i/

Entdeckung der Zentralperspektive durch Filippo Brunelleschi
(1425), https://nelson-atkins.org/gates/gaining-perspective.html
Entwicklung der indischen Ziffern im Abendland

Bild und Beschriftung:
https://www.hpt.at/sites/default/files/schulbuch_plus_downloads/M
_1000_01.pdf, S. 18

Mathematische Tafel aus Uruk, eines der altesten Zeugnisse zur
Verwendung der Null. Musée de Louvre, Taf. AO 6484, nach Ifrah,
ebenda, S. 423

Sumerische Zahlzeichen (Quelle
https://de.wikipedia.org/wiki/Sexagesimalsystem

ergdnzt um 60 und 0.

Die Zahl 13021, Quelle Menninger, Bd. 2, S. 218

Hexagesinales Stellenwertsystem, Quelle: https://
geometry.jimdofree.com/zahlensysteme/sumerische-zahlen/
Unterschiedliche Darstellungen der Null bei den Maya

Grafik: Robert Kaplan, Geschichte der Null, S. 94

Maya-Zahlen in Punkt-Strich-Darstellung
https://de.wikipedia.org/wiki/Maya-Zahlschrift, Text und Grafik

Quipu aus dem archaologischen Museum in Lima. (Bildquelle:
https://de.wikipedia.org/wiki/Quipu)

Links ,Ziffernknoten der Inkas, rechts ein Rechenbeispiel.
Bildquelle: https://textilesandins.wordpress.com/2014/04/04/le-
premier-document-darchivage-numerique-le-quipu/

Agyptische Zahlzeichen im Tempel von Karnak, 3. Jahrtausend
v.Chr., https://de.wikipedia.org/wiki/agyptische Zahlschrift#/media
/Datei:Hieroglyphische Zahlschrift_entstanden_im_3 Jahrtausen
d_v_Chr_in_Karnak_Tempelanlage_in_Luxor_Agypten.png
Tontafel mit Zahlen, die einen Weinkauf oder Verkauf in Linear A
Schrift aus der Mitte des 15. Jh.v.Chr. dokumentieren (Fundort
Kreta, ehemaliger Hafen von Knossos)
https://mnamon.sns.it/index.php?page=Esempi&id=19&lang=en
Sattelpunkt von f(x)=x3 im Punkt x=0 (Quelle:
https://de.wikipedia.org/wiki/Kurvendiskussion)

Bei W hat die Kurve einen Wendepunkt, aber die Tangente in W
(rot) ist nicht waagrecht. Bildquelle: https://de.wikipedia.org/
wiki/Wendepunkt#/media/Datei:Inflection_point.png

Von 3 Werten der ®-Potenzen liegt

der Mittlere (an) im Goldenen Schnitt @, an+1= ant an-1
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Eigene Grafik (Erstveroffentlichung Oberhessische
naturwissenschaftliche Zeitschrift, Band 66, Giel3en 2016, S. 42)
Hierarchie algebraischer Strukturen (obere erfillen weniger,
untere mehr Gesetze)*?

Bildquelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/

File: Algebraische_Strukturen.svg

Algebraische Strukturen bis zu Korper und Schiefkorper
Bildquelle: https://upload.wikimedia.org
Iwikipedia/commons/7/7a/Ubersicht_Kdérper.svg

Stetige Deformation zwischen Tasse und Volltorus.
(https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/26/Mug_and_
Torus_morph.gif)

Die linke Figur zeigt einen Knoten, die rechte ist kein Knoten
Bildquelle: http://mediathek.mt.haw-hamburg.de/video/DG-2019-
05-21-02-Knoten-in-der-Mathematik-
Knotentheorie/9ca5265344425c88855c9fa047b638c6

Euklids Beweis der Dreiecksungleichung
https://wiki.edu.vn/wiki18/2021/01/19/dreiecksungleichung-
wikipedia/

Euklids Elemente, Buch 1, 20. Satz, ,Beweis der
Dreiecksungleichung®

Ubersetzung aus dem Griechischen Johann Friedrich Lorenz,
Halle, 1781
https://digital.slub-dresden.de/werkansicht/dIf/6750/32
Sphérisches Dreieck
https://de.wikipedia.org/wiki/Dreiecksungleichung#/media/Datei:S
ws_sphaerisch.PNG

Hasse-Diagramm fir die Potenzmenge der drei Elemente X, v, z.
https://de.wikipedia.org/wiki/Hasse-Diagramm

Boolesche Wahrheitstabellen fir logische UND bzw. logische
ODER-Beziehung (eigene Grafiken)

Venn-Diagramme betrachten alle Relationen zwischen Mengen,
inkl. solcher, die leer sind.
https://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm

Graph der Funktion y=x*. Im negativen x-Bereich ergeben sich
reelle positive, reelle negative und komplexe Funktionswerte.
Nach https://www.youtube.com/watch?v=Bnp1-Xd-Eo4

133 Dje Beschriftung in Wikipedia ist nicht korrekt. Den héchsten Grad an Regeln
erfullen Abelsche Gruppen.
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.Blatter” des naturlichen komplexen Logarithmus im Abstand 2 r,
ab dem Punkt 0. Bildquelle:
https://mathepedia.de/Logarithmus.html

Translations-Invarianz beim Lebesgue-Mal} (eigene Grafik)

Funf der wichtigsten Symbole in der ,schénsten Gleichung“ aller
Zeiten.

Hans-Dieter Rinkens, Katja Kruger, Die schonste Gleichung aller
Zeiten, Springer-Spektrum, Wiesbaden 2020

Eigene Grafik nach ebenda, S. IX, Erstvertffentlichung
Oberhessische naturwissenschatftliche Zeitschrift, Band 70, Kafitz,
Formeln, S. 136

Siegel zu Ehren der Erfindung des dualen Zahlensystems durch
Leibniz. (Eigene prinzipielle Grafik, das Motiv kommt in den
Sekundarquellen in unterschiedlichen Versionen vor. Der primére
Entwurf von Leibniz wurde vom Herzog veréandert.)

Binarzahlen multiplizieren (eigene Grafik).

Binarzahlen dividieren (eigene Grafik).

Luca Pacioli 1494 — 1994. Italienische 500-Lire Miinze.
https://www.luzernerzeitung.ch/wirtschaft/finanzen-wie-ein-
moench-die-doppelte-buchfuehrung-erfand-1d.127632

Tractatus particularis de computis et scripturis ist der Beginn der
20-seitigen Abhandlung von Pacioli Gber die Doppelte
Buchfihrung als Teil der ,Summa®.
https://www.cervantesvirtual.com/obra/summa-de-arithmetica-
geometria-proportioni-et-proportionalita-1048443/,

Download des Dokumentes in pdf

Personenverzeichnis

Name Lebensdaten Seite
al-Chwarizmi (Abad Ga far Um 780 - 835 bis 26,27,32
Muhammad bin Mdsa al- 850

Hwarizmi)

Anthemios von Tralleis 477 n.Chr. - 534 50
Apollonius von Perge 262 v.Chr. - 190 38
Archimedes Um 287 v.Chr. - 212 | 27,38,62,82
Aristoteles 384 v.Chr.- 322 40
Augustinus von Hippo 354 - 430 8
Aventinus, Johannes 1477 - 1534 11
Balbus um 100 49
Barner, Klaus *1934 30
Baschmakowa, Isabella 1921 - 2005 30

Beda Venerabilis 672/73 - 735 9,10,11
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Bessarion(e), Giovanni 1399/1408 — 1472 29
Bhaskar Um 600 - um 680 19
n.Chr.
Bombelli, Raffael 1526 - 1572 35
Boole, George 1815 - 1864 65,65,84
Brahmagupta 598 - nach 665 38
Brunelleschi, Filippo 1377 - 1446 39,83
Cantor, Georg 1845 - 1918 18,64,70
Cardano, Gerolama 1501 - 1576 35,79,82
Carnap, Rudolf 1891 - 1970 18
Caroll, Lewis 1832 - 1898 18
Cauchy, Augustin-Louis 1789 - 1857 51,68
Codd, Edgar Frank 1923 - 2003 77
Columella nach 64 50
d’Alembert, Jean-Baptiste le 1717 - 1783 41,52
Rond
D Este, Isabelle,Markgrafin von 1474 - 1539 76
Mantua
De Muris, Johannes Um 1300 - um 1360 | 38
Dedekind, Richard 1831 - 1916 18
Del Ferro, Scipione 1465 - 1526 35
Diophantos von Alexandria Nach 150 v.Chr. - 29,30
364 nach Chr.
Dungalus von Bobbio Ende 8. Jht. - 827/28 | 18
Durer, Albrecht 1471 - 1528 10,28,36,82
Euklid von Alexandria Um 365 v.Chr. - um 24,38,61-63,69
300 70,79,84

Euler, Leonhard 1707 - 1783 35,38,63,68,71

Evans, Sir Arthur 1851 - 1941 49

Fermat, Pierre de 1607 - 1665 70

Fibonacci (Leonardo di Pisa) 1170 - nach 1240 8,11,12,23,24,26
27,30,75,82

Frege, Gottlob 1848 - 1925 18

Friedrich II. 1194 - 1250 24,28

Fugger, Jakob (der Reiche) 1459 - 1525 77

Galilei, Galileo 1564 - 1641 38,40

Gaul3, Carl Friedrich 1777 - 1855 35,41,52

Gerbert von Aurillac (Silvester 1) | 950 - 1003 8,25

Giordano, Bruno 1548 - 1600 40

Godel, Kurt 1906 - 1978 18

Goethe, Johann Wolfgang von 1749 - 1832 12

Gutenberg, Johannes Um 1400 - vor 1468 | 37

Heidegger, Martin 1889 - 1976 18

Hieronymus (Kirchenvater) *Stridon - 420 10,11

Hipassos von Metapont Spates 6.Jht. - frlhes | 6

5.Jht. v.Chr.
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Ifrah, George 1947 - 2019 11,12,16,21,22
42,47,48,50
80-83

Jill Zhang Suanshu 1. Jht. n.Chr. 47

Jouglet, René 1884 - 1961 15

Juvenal 1. — 2. Jht. 10

Kaplan, Robert *1952 3,6-8,13,42,45
46,70,76,79

Karl der Grol3e, Kaiser 747/48 - 814 17,18

Keller, Gottfried 1819 - 1890 14,81

Khalil ibn Aybak al-Safadi 1296 - 1363 22

Kobel, Jakob 1462 - 1533 28

Kolumbus, Christoph 1451 - 1506 38

Le Rond d”Alembert, Jean 1717 - 1783 3,51

Lebesgue, Henri Léon 1875 - 1941 69,70,85

Lec, Stanislaw Jerzy 1909 - 1966 3

Leibniz, Gottfried Wilhelm 1646 - 1716 20,50,51,71,72,85

Leonardo da Vinci 1452 - 1519 18,36,39,76

Leonardo di Pisa (Fibonacci) 1170 - nach 1240 8,11,12,23,24,26

(Leonardo filio Bonacij Pisano) 27,30,75,82

Laneburg, Heinrich ,Heinz" 1925 - 2009 30

Lukrez 99/94 v.Chr. - 55/53 | 49

Luther, Martin 1483 - 1546 30,32,40

Macrobius, Ambrosius 385/390 - 430 8

Theodosius 50

Mahavira Um 830 n.Chr. 19

Menninger, Karl 1898 - 1963 3,8-13,15-17,22,
24,45,76,80-83

Molitor, Johannes/Hans Miller 1536 - 1476 Regiomontanus

Muris, Johannes de 1290 — 1351 38

Nagarjuna 2. Jht. n.Chr. 19

Needham, Joseph Terence 1900 - 1995 47

Montgomery

Nemorarius, Jordanus Frihes 13. Jht. 31,38

Newton, Isaac 1643 - 1727 20,50,51

Nikolaus von Kues 1401 - 1464 40

Ostrowski, Alexander 1893 - 1986 55

Markowitsch

Pacioli, Luca

1445 - 1514/17

8,9,11,29,30,36,
75-77,80,81,85

Pannartz, Arnold T vor 1476 37
Pascal, Blaise 1623 - 1662 40
Penrose, Roger *1931 77
Piccolomini, Octavio 1599 - 1656 17
Plinius der Jingere 61/62 - 113/115 8
Ptolemaus, Claudius Um 100 - vor 180 38,49
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Regiomontanus, Molitor 1536 - 1476 8,28,29,38
Johannes

Ries, Adam 1492/3 - 1559 8,30,32,80,82
Roeck, Bernd *1953 38
Rovelli, Carlo *1956 19,80
Rudolf August, Herzog von 1627 - 1704 71
Braunschweig-Wolfenbdttel

Rudolff, Christoph 1499 - 1543 32,33
Russell, Bertrand 1872 - 1970 18
Sacrobosco, Johannes von 1195 - 1256 23,24,82
Schiller, Friedrich 1759 - 1805 17
Schwartz, Matthaus 1497 - 1574 77
Sebokht, Severus Bischof 575 - 666/7 25
Sierpinski, Waclaw 1882 - 1969 3

Sigler, Laurence E. 1928 - 1997 30
Silvester Il, Papst 959 - 1003 8,25
Stifel, Michael 1487 - 1567 30,32,33,35,81,82
Sweynheim, Konrad T vor 1476 37
Tartaglia, Niccolo 1495/1500 - 1557 35
Torricelli, Evangelista 1608 - 1647 40,69
Varro 116-27 v.Chr. 49
Venn, John 1834 - 1923 66,84
Vitruv geb. um 84 v. Chr 50
Vogelin, Johann Vor 1500 - 1549 32

Von Chester, Robert Um 1140 32

Von Neumann, John 1903 - 1954 64
Wagner, Ulrich 11490 27,32
Wallenstein, (Albrecht Wenzel 1583 - 1634 17
Eusebius von Waldstein)

Weierstrald, Karl Theodor Wilh. 1815 - 1897 51
Zermelo, Ernst 1871 - 1953 64
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