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Kapitel 1
Einleitung

Die Kennzeichnung der endlichen Gruppen mit einem (zerfallenden) BN-Paar gehort
zu den zentralen Bestandteilen der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen. Die
Gruppen mit BN-Paaren sind assoziiert zu geometrischen Strukturen —den von TITS in
[35] eingefiihrten Gebduden — und die Kennzeichnung der Gruppen mit einem BN-Paar
vom Rang mindestens drei ist in der Klassifikation der sphérischen Gebédude von T1TS
[35] enthalten. Eine besondere Rolle spielt die Klassifikation der endlichen Gruppen
mit einem BN-Paar vom Rang 1 und 2, die bei dem oben zitierten allgemeinen Resultat
ausgenommen werden miissen. Die geometrische Struktur der assoziierten Gebaude ist
in diesem Fall zu schwach, um die fast ausschliefilich geometrischen Argumente von
T1TS zu verwenden.

Die Gruppen mit BN-Paaren vom Rang 1 sind zweifach transitive Permutationsgrup-
pen und wurden unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass das BN-Paar zerfallend
ist, in den Jahren 1971 von KANTOR & SEITZ [20] sowie 1972 von KANTOR, HERING
& SEITZ [21] klassifiziert. Eine Kennzeichnung der endlichen Gruppen mit einem zer-
fallenden BN-Paar vom Rang 2, welche treu auf dem zugehérigen Gebdude operieren,
wurde zwischen 1973 und 1974 von FONG & SEITZ in [12] und [13] vorgenommen.
Besonders wichtig in den beiden Arbeiten ist es, Informationen iiber die Struktur der
beiden standardmaximalparabolischen Untergruppen zu erhalten. Diese haben BN-
Paare vom Rang 1 und Faktorgruppen dieser Gruppen sind somit zweifach transitive
Permutationsgruppen. Hierin liegt nun die grole Bedeutung in der Voraussetzung, dass
das BN-Paar zerfallend ist. Dann besitzen die Stabilisatoren eines Punktes einen nilpo-
tenten und auf den iibrigen Punkten transitiven Normalteiler, so dass die Klassifikation
von KANTOR & SEITZ [20] angewendet werden kann. Dieses Resultat liefert eine Ein-
teilung der moglichen Strukturen der maximalparabolischen Untergruppen. Als erste
Folge ist der nilpotente Normalteiler der Boreluntergruppe eine p-Gruppe. Die Struk-
turen der standardmaximalparabolischen Untergruppen beeinflussen sich gegenseitig
und im weiteren Verlauf untersuchen FONG & SEITZ langwierig, welche Paarungen die
parabolischen Untergruppen in der obigen Einteilung eingehen kénnen. Dies beinhal-
tet die Konstruktion von sogenannten Wurzeluntergruppen. Schliefilich werden durch
Berechnen von Kommutatorrelationen zwischen diesen Wurzeluntergruppen geniigend
Information iiber die Verkniipfungstabelle der betrachteten Gruppe gesammelt, um
diese tiber Klassifikationssétze mit Lie-Typ-Gruppen zu klassifizieren.

Die beiden obigen Arbeiten von FONG & SEITZ gehoren trotz ihrer Bedeutung wohl
aber wegen ihrer Komplexitét zu den weniger gelesenen Arbeiten der endlichen Grup-
pentheorie. In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns unter anderem mit einer
Revision dieser Arbeit, allerdings unter einer zuséatzlichen Voraussetzung. Zu diesem
Zweck nennen wir die endlichen einfachen Gruppen aus der Liste der Klassifikation die
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bekannten endlichen, einfachen Gruppen. Sind die echten einfachen Abschnitte einer
endlichen Gruppe G samtlich bekannt, so heiffit G eine KX-Gruppe. Wir betrachten hier
endliche K-Gruppen mit einem irreduziblen, zerfallenden BN-Paar, welche treu auf
dem zugehorigen Gebédude operieren. Das (zweite) Hauptresultat in dieser Arbeit ist,
dass das zugehorige Gebaude die Moufangbedingung erfiillt. Wir geben eine genaue
Konstruktion der Wurzeluntergruppen innerhalb unserer Gruppe an und identifizieren
diese mit den Wurzeluntergruppen des zugehérigen Gebéaudes. Die Kennzeichnung der
betrachteten Gruppen ist nun in der Klassifikation der Moufangpolygone von TITS &
WEISsS [36] enthalten.

Zwei Griinde sind verantwortlich fiir die Voraussetzung, dass wir hier X-Gruppen be-
trachten werden. Zum einen ist diese Voraussetzung ausreichend fiir die Anwendung
in der von GORENSTEIN, LYONS & SOLOMON [14] beschriebenen Revision der Klassi-
fikation der endlichen einfachen Gruppen. Zum anderen macht diese Voraussetzung es
moglich, die Klassifikation von zweifach transitiven Gruppen von KANTOR & SEITZ
[20] zu ersetzen. Das Vorgehen zum Erhalt des oben formulierten Zieles wird zunéchst
dem von FONG & SEITZ entsprechen. Die (Faktorgruppen) der maximalparabolischen
Untergruppen sind zweifach transitive Permutationsgruppen, bei denen der Stabilisator
eines Punktes einen nilpotenten und auf den {ibrigen Punkten transitiven Normalteiler
besitzt. Eine zweifach transitive Permutationsgruppe besitzt einen eindeutig bestimm-
ten Normalteiler, welcher einfach oder elementarabelsch ist. Dieser ist — sofern er
einfach ist — nach Voraussetzung eine der bekannten einfachen Gruppen.

Um nun Aussagen iiber die Struktur der maximalparabolischen Untergruppen zu er-
halten, klassifizieren wir (als erstes Hauptresultat) die endlichen, zweifach transitiven
Gruppen G, bei denen der Stabilisator eines Punktes einen nilpotenten und auf den
tibrigen Punkten transitiven Normalteiler besitzt und fiir die Gy < G < Aut(Gy) fur
eine bekannte einfache Gruppe Gq ist. (Fir die sporadischen Gruppen G zitieren
wir geeignete Literatur.) Die Gruppe Gy entspricht gerade dem im letzten Absatz
erwahnten Normalteiler, (wenn dieser einfach ist). In den Beweis dieser Aussage flie-
Ben wesentlich Argumente aus der Theorie der abstrakten Wurzeluntergruppen von
TIMMESFELD [34] ein. In der Literatur existiert eine &dhnliche Aussage von CURTIS,
KANTOR & SEITZ [11], wenn G eine Lie-Typ-Gruppe ist. Der Beweis kommt ohne die
Existenz von nilpotenten Normalteilern der Punktstabilisatoren aus, jedoch wird der
Beweis in seinen Hauptbestandteilen mit charaktertheoretischen Argumenten gefiihrt.

Mit Hilfe dieser Aussage ist es nun jedenfalls moglich, die Struktur der maximalpara-
bolischen Untergruppen relativ genau zu bestimmen. Unter der erneuten Verwendung
unseres ersten Hauptresultates erhalten wir dann die Folgerung, dass der nilpotente
Normalteiler der Boreluntergruppe eine p-Gruppe ist. Eine weitere sehr wichtige Fol-
gerung aus dem ersten Hauptsatz ist, dass der nilpotente Normalteiler des Stabilisators
eines Punktes requldr auf den iibrigen Punkten operiert. Die Identifikation der Wur-
zeluntergruppen des zugehorigen Gebaudes ist nun innerhalb der betrachteten Gruppe
sehr leicht méglich. Das genaue Vorgehen beschreiben wir separat in den entsprechen-
den Kapiteln dieser Arbeit.



1 Ewnleitung )

Zu Beginn der Arbeit stellen wir die notwendigen Begriffe, Notationen und einige wohl-
bekannte Tatsachen iiber Gebdude, Gruppen mit BN-Paaren und Lie-Typ-Gruppen
bereit. Dieser Teil ist allerdings nur fiir den ungeiibten Leser gedacht. Im dritten Kapi-
tel befassen wir uns mit der Theorie der abstrakten Wurzeluntergruppen von TIMMES-
FELD [34], die wir insbesondere im Zusammenhang mit Lie-Typ-Gruppen anwenden
wollen. Hier bereiten wir den Beweis unseres ersten Hauptsatzes vor. Dieses Hauptre-
sultat formulieren wir im vierten Kapitel, wogegen wir den Beweis wegen seines Um-
fangs auf die beiden nachfolgenden Kapitel verteilen. Im siebten Kapitel erhalten wir
im Wesentlichen aus unserem ersten Hauptsatz die Klassifikation der endlichen zwei-
fach transitiven Gruppen mit den zwei folgenden Eigenschaften: Der Stabilisator eines
Punktes habe einen nilpotenten und auf den iibrigen Punkten transitiven Normalteiler
und der oben beschriebene eindeutig bestimmte Normalteiler sei eine bekannte Grup-
pe, wenn er einfach ist. Schliefllich formulieren und beweisen wir im achten Kapitel
unser zweites Hauptresultat. Anschlieflend finden wir noch drei Anhénge. Der erste
enthélt die Ordnungen der endlichen einfachen Lie-Typ-Gruppen, welche wir haufig
vor Augen haben miissen, und die beiden iibrigen stellen notwendige Berechnungen im
Zusammenhang mit dem ersten Hauptsatz der Arbeit bereit. Die genaue Verwendung
ist in den entsprechenden Kapiteln beschrieben.

Schliellich mochte ich verschiedenen Menschen meinen Dank ausdriicken. Herrn Prof.
Dr. Franz-Georg Timmesfeld gilt mein besonderer Dank fiir die interessante Themen-
stellung der Dissertation, die Anregungen zu dieser Arbeit wihrend vieler Gespriche
und die gute Betreuung wihrend der letzten Jahre. Mein besonderer Dank gilt auch
Herrn Prof. Dr. Thomas Meixner fiir die vielen Diskussionen zum Thema dieser Disser-
tation und auch dafiir, dass er stets ein offenes Ohr fiir mich hatte. Weiterhin mochte
ich mich bei meinen Freunden und Kollegen Carola Klein, Anja Steinbach, Sergei Hal-
ler und Carsten Miiller bedanken, die mich vielféltig unterstiitzt und auch oftmals zum
Lachen gebracht haben. Mein letzter Dank gilt meiner Familie und meinen Freunden,
die mich auf vielfaltige Art und Weise unterstiitzt haben und manchmal meine Launen
ertragen mussten.



Kapitel 2
Die endlichen einfachen Gruppen

Jede endliche einfache Gruppe ist isomorph zu einer zyklischen Gruppe von Primzahl-
ordnung, einer alternierenden Gruppe A, fiir n > 5, einer Lie-Typ-Gruppe oder einer
der 26 sporadischen einfachen Gruppen. Die vertrautesten Vertreter der endlichen
einfachen Gruppen sind die zyklischen und alternierenden Gruppen.

Unser Hauptinteresse gilt in diesem Kapitel den endlichen Chevalleygruppen und den
endlichen getwisteten Chevalleygruppen, die wir als die Lie-Typ-Gruppen bezeichnen
werden und als Gruppen von Automorphismen einfacher Lie-Algebren iiber einem end-
lichen Korper definieren. Zentraler Begriff in den néichsten Kapiteln ist der der (ab-
strakten) Wurzeluntergruppen, welchen wir hier definieren werden. Fiir die Beschrei-
bung von Eigenschaften dieser Gruppen benétigen wir im nachfolgenden Kapitel die
exakten Chevalley’schen Kommutatorrelationen innerhalb der Chevalleygruppen, wes-
wegen wir hier relativ ausfiihrlich sein werden.

Den Gruppen mit BN-Paaren gilt ab Kapitel 8 unser Hauptinteresse. Wie die Lie-
Typ-Gruppen sind auch diese Gruppen zu einem Wurzelsystem assoziiert, mit welchen
wir uns zuerst beschéftigen werden. Gruppen mit BN-Paaren operieren in natiirlicher
Weise auf einem als Gebdude bezeichneten geometrischen System. Mit der Moufang-
bedingung von Gebauden definieren wir in diesem Kapitel den zentralen Begriff des
achten Kapitels dieser Arbeit.

2.1 Wurzelsysteme

Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit positiv definitem Skalarprodukt
(,):VxV —R. Der Senkrechtraum zum Unterraum U von V sei

Ut :={veV|(v,u) =0 fir alle u € U}.

Fiir r € V¥ sei die orthogonale Abbildung w, mit w, = id auf (r)* und r*r = —r die
Spiegelung entlang r. Fiir v € V ist also

Sei @ eine endliche Teilmenge von V' mit den Eigenschaften:
(1) V= (®).
(2) Fiir r,s € & ist s € .

(3) Fiir r € ® und X € R ist A\r € & genau dann, wenn A\ € {£1}.



2.2 Weylgruppen von Wurzelsystemen 7

Dann heifit ® ein Wurzelsystem in V und die Elemente von ® heiflen Wurzeln. Das
Wurzelsystem ® gentigt der kristallographischen Bedingung, falls

2(r, s)
(r,7)

fiir alle r;s € ®. Ein Wurzelsystem heifit unzerlegbar, falls es nicht die disjunkte

<Y/

Vereinigung zweier nichtleerer, aufeinander senkrecht stehender Teilmengen ist.

Eine Teilmenge II von ® mit den Eigenschaften
(a) II ist linear unabhéngig.

(b) Jede Wurzel aus ® 148t sich als Linearkombination mit lauter nichtnegativen oder
nichtpositiven Koeffizienten von Elementen aus II schreiben.

heifit Fundamentalsystem von ®. Die Elemente von II heiflen fundamentale Wurzeln
und |II| ist der Rang von ®. Ferner heiflen die Spiegelungen entlang der fundamenta-
len Wurzeln fundamentale Spiegelungen. Ein Vektorraum ist niemals die Vereinigung
endlich vieler Unterrdume, also ist

Vo :=V\ ()" #0.

red

Fir ¢t € Vg setzen wir
O :={red|(rt)>0} und &, :={red|(rt) <0}

und erhalten ® = ®;U®, . Wir nennen ®; bzw. ®, positives bzw. negatives Wurzel-
system und deren Wurzeln entsprechend positive oder negative Wurzeln. Im folgenden
verzichten wir auf den Index ¢, wenn wir von einem positiven bzw. negativen Wurzel-
system sprechen. Ist ®T ein solches positives Wurzelsystem und &~ das korrespondie-
rende negative Wurzelsystem, dann gibt es genau ein Fundamentalsystem IT in ®* und
es gibt kein weiteres positives Wurzelsystem, welches 11 enthélt. Jede positive Wurzel
148t sich eindeutig als Linearkombination von fundamentalen Wurzeln mit ausschlie3-
lich nichtnegativen Koeffizienten schreiben. Die beiden letzten Aussagen finden wir im
Abschnitt (2.1) bei CARTER [6].

Legen wir nun in ® ein Fundamentalsystem fest, so 148t sich jede Wurzel r eindeutig
als Linearkombination in II schreiben. Die Summe der Koeffizienten dieser Linearkom-
bination nennen wir die Héohe h(r) der Wurzel r. Eine hichste Wurzel in @ ist eine
positive Wurzel maximaler Hohe.

2.2 Weylgruppen von Wurzelsystemen

Jedes Wurzelsystem @ ist per Definition invariant unter den Spiegelungen entlang seiner
Wurzeln. Das Erzeugnis W := W(®) dieser Spiegelungen heifit die Weylgruppe von
® und ist offenbar eine endliche Untergruppe von O(V). Im folgenden legen wir ein
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Fundamentalsystem II = {r; | ¢ € I} im Wurzelsystem & fest. Gleichzeitig ist damit
ein positives bzw. negatives Wurzelsystem ®+ bzw. ®~ festgelegt.

Ist J C I, so heifit die Untergruppe
Wyi=(w, |jeJ)

und jedes ihrer Konjugierten in W eine parabolische Untergruppe von W. Die Gruppe
W, nennen wir iiberdies eine standardparabolische Untergruppe von W. Nach (2.18)
von CARTER [6] ist jede Wurzel in ® Bild einer fundamentalen Wurzel unter W, und es
ist W = Wj. Insbesondere ist jedes Element w € W ein Produkt von fundamentalen
Spiegelungen. Die minimale Lange eines solchen Ausdrucks fiir w nennen wir die
Léinge ¢(w) von w. Die Lingen der Elemente von W hingen in folgender Weise mit
dem Wurzelsystem zusammen. Wir finden dies in (2.2) und (2.2.6) bei CARTER [6].

(2.2.1) Lemma.

Die Linge von w € W st die Anzahl der positiven Wurzeln, die von w auf negative
Wurzeln abgebildet wird. Fir jede fundamentale Wurzel r gilt weiterhin:

w) + 1, falls w=(r) € &+,

= (r
=/l(w) — 1, falls w™(r) € &,
=l(w)+ 1, falls w(r)

) €

={l(w) — 1, falls w(r

Ferner existiert eine Involution wg mazimaler Lange mit wo(®T) = &~

2.3 Die Coxetergraphen von Weylgruppen

Ein Cozxetergraph G ist ein Graph mit endlicher Eckenmenge, dessen Kanten {i, j} die
Markierungen 3 < ¢;; € N tragen. Der Coxetergraph heifit zusammenhdngend, wenn
es zu je zwei Ecken ¢ und j eine Folge von Ecken ¢ = 41,...,7, = j gibt, so dass
{is,1s+1} Kanten von G sind. Es ist iiblich, die Markierung 3 wegzulassen und anstatt
der Markierung 4 bzw. 6 eine Doppel- bzw. Dreifachkante zu zeichnen.

Ist ® ein kristallographisches Wurzelsystem mit festgelegtem Fundamentalsystem II =
{r; | i € I} und Weylgruppe W, dann koénnen wir einen Coxetergraphen G(®) zu ¢
assoziieren. Die fundamentalen Wurzeln von ¢ sind die Ecken des Graphen. Weiterhin
sind zwei Ecken 7; und r; iiber die Kante mit der Bezeichnung p;; := o(w,,w,,;) ver-
bunden, wenn p;; > 3. Ist p;; = 2, so sind 7; und r; nicht iiber eine Kante verbunden.
Dies definiert offenbar einen Coxetergraphen. Die Gruppe W operiert transitiv auf den
Fundamentalsystemen von ®, so dass die Definition von G(®) wohldefiniert ist.
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—h
Al7 I>1 1 s T.lfl Tl
1
T2 T1—2 Ti—1 4/
........... e ———
B, 1>2
—h
—h T1 T2 Ti—2  Ti-1 Tl
——e - - - [ — e ]
Cp, 1 >2
r1 Ti—1
T2 T2
Dl, I sS4
—h T

Abbildung 2.1: Die erweiterten klassischen Dynkindiagramme

Hauptséchlich interessieren uns die unzerlegbaren Wurzelsysteme, welche die kristal-
lographische Bedingung erfiillen. Die Coxetergraphen solcher Wurzelsysteme sind zu-
sammenhéngend und es gilt iiberdies p;; € {1,2,3,4,6}. Dies finden wir in (2.8) und
(2.9) bei HuMPHREYS [18]. Die Graphen mit diesen Eigenschaften sind dort in (2.7)
vollstandig klassiziert. Es gilt der

(2.3.1) Satz.

Die unzerlegbaren Wurzelsysteme, welche die kristallographische Bedingung erfiillen,
sind die mit den Coxetergraphen A;, By, D;, Eg¢, E;, Eg, F, oder G,.

Beschriften wir die Ecken eines solchen Coxetergraphen mit den fundamentalen Wur-
zeln und zeichnen die Kanten als Bindungen, so heifit das resultierende Diagramm
das Dynkindiagramm von ®. Bei der Konstruktion der obigen Wurzelsysteme folgen
wir der Notation von BOURBAKI [4] in Kapitel VI. Jedes solche Wurzelsystem enthilt
hochstens zwei Sorten von unterschiedlich langen Wurzeln. Die kiirzeren Wurzeln hei-
Ben dann kurze Wurzeln und die langeren entsprechend lange Wurzeln. Haben alle
Wurzeln dieselbe Lénge, so nennen wir diese ebenfalls lange Wurzeln. Diese Informa-
tion wird dem obigen Coxetergraph zugefiigt, indem ein Pfeil zwischen zwei Wurzeln
verschiedener Lange gesetzt wird. Bei sédmtlichen der obigen Wurzelsysteme gibt es
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1 T3 T4 T5 T6

Es
T2
—h

—h 1 T3 T4 T5 T6 7

E;
72
T1 T3 T4 5 T6 7 T8 —h

—h T1 T2 T3 T4
Fy - - -
T1 T2 —h
[ e S
Ga

Abbildung 2.2: Die erweiterten Dynkindiagramme vom Ausnahmetyp

genau eine hdchste Wurzel h in ®F, welche stets lang ist. Die negative héchste Wurzel
—h zeichnen wir im folgenden stets mit in das Diagramm ein und nennen das resultie-
rende Diagramm das erweiterte Dynkindiagramm. Der Typ des Wurzelsystems @ ist
die Bezeichnung des zugehorigen Coxetergraphen.

(2.3.2) Das Wurzelsystem vom Typ BC;.

Fiir die spatere Verwendung geben wir noch kurz eine Beschreibung des irreduzibeln
Wurzelsystems vom Typ BC; an. Sei (eq, ..., ¢;) eine Orthonormalbasis von R!. Dann
bilden die Wurzeln

te;, +2¢;, £e; £ej, mit i <jund 1 <e,5 <1
ein Wurzelsystem ® vom Typ BCj. Die fundamentalen Wurzeln sind

rn=e€ —e€...,T—1=¢€-1—€,T =€
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und die positiven Wurzeln sind die Wurzeln

! j—1 j—1 !
ei:E Tk, 2€i, ei—ejzg Tk ei+€j:E rk—l—QE T
k=i k=i k=i k=j
Die hochste Wurzel ist gegeben durch h = 2e;.
—h T1 T2 Ti—2 Ti—1 Tl
e @ - e *———»

Abbildung 2.3: Das erweiterte Dynkindiagramm vom Typ BC}

2.4 Gebiaude und BN-Paare

Sind B und N zwei Untergruppen der endlichen Gruppe G mit den Eigenschaften
(BN1) G =(B,N) und H := BN N ist ein Normalteiler von NV,

(BN2) W := N/H wird von n Involutionen s, ..., s, erzeugt,
(BN3) s;Bw C BwB U Bs;wB fiir s; € S und w € W,
(BN4) s;Bs; # B fiir alle s; € S,

so heift G eine Gruppe mit einem BN -Paar vom Rang n. Gilt weiterhin H = ), .y B",
dann nennen wir das BN-Paar saturiert. Ist zusétzlich B = U H mit einem nilpotenten
Normalteiler U von B, so nennen wir das BN-Paar ein zerfallendes BN-Paar.

Wir sind im folgenden flexibel bei der Auslegung der Elemente w € W. Einmal fassen
wir sie als Elemente in W auf, und ein anderes Mal wie in den beiden letzten Punkten
als einen Reprisentanten eines solchen Elementes in N. Da namlich H von N normali-
siert wird, sind diese Punkte wohldefiniert. Die Gruppe W nennen wir die Weylgruppe
des BN-Paares. Die parabolischen Untergruppen von G sind die Untergruppen, die ein
Konjugiertes von B enthalten. Eine handlichere Darstellung und elementare Eigen-
schaften der parabolischen Untergruppen finden wir in (43.7) von ASCHBACHER [2].
Demnach sind die Konjugierten von

PJI:<B,Sj|j€J>:BWJB

fir J C {1,...,n} die parabolischen Untergruppen von G, wenn wir W wie im letzten
Abschnitt definieren.

(2.4.1) Bemerkung.

FEine durch Erzeugende und Relationen definierte Gruppe

X = <w2 ’ 1€ [, (wiwj)mij = 1>
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mit my; = 1 und my; > 2 fir i # j, heifft Coxetergruppe. Die Weylgruppe eines
BN-Paares vom Rang n ist eine solche Coxetergruppe und W ist assozitert zu einem
Wurzelsystem ® vom Typ A;, B;, D,, Fgs, E, Eg, F,, Gy oder ® besteht aus den
Vektoren vom Ursprung zu den Ecken eines regelmdfligen 16-Ecks.

Eine von zwei verschiedenen nilpotenten Gruppen A und B erzeugte Gruppe heif3t eine
Rang 1-Gruppe, wenn zu jedem Element a € A ein b € B* existiert mit A’ = B* und
umgekehrt. Die Konjugierten von A (und B) heiflen die unipotenten Untergruppen
von X. Die Einfiihrung der Rang 1-Gruppen geht zuriick auf TIMMESFELD. In seinem
Buch [34] finden wir in I (1.3), dass die Konzepte der Rang 1-Gruppen und der Gruppen
mit zerfallendem BN-Paar vom Rang 1 dquivalent sind.

Ein Kammersystem C iiber einer Indexmenge I ist eine Menge € von Kammern, zusam-
men mit Partitionen P; fiir i € I. Fiir eine Kammer ¢ sei A;(c) die Aquivalenzklasse
von P;, die ¢ enthéilt. Wir bezeichnen diese als ein Rang 1-Residuum von c. Zwei
Kammern ¢ und d heiflen i-benachbart, falls d € A;(¢). Wir schreiben ¢ X d. Eine
Galerie vom Typ (iy, ..., i) ist eine Folge von Kammern (cy, ..., c;) mit ¢;_; ~ ¢ fiir
[ < k. Das Kammersystem C heifit zusammenhdngend, wenn je zwei Kammern iiber
eine Galerie verbunden sind. Weiterhin heifit C dick, wenn |A;(c)| > 3 fiir alle ¢ € 1.
Sei D ein weiteres Kammersystem tiber I. Ein Isomorphismus a von € nach D ist eine
bijektive Abbildung von € nach D mit der Eigenschaft: Ist ¢ L d fiir c,d € C, so ist
auch ¢ ~ d°.

(2.4.2) Beispiel.

Sei G eine Gruppe, B eine Untergruppe von G und (P;);er ein System von Untergrup-
pen, die B enthalten. Dann sei C = C(G, B, (P;);cr) die Menge der Kammern By,
g € G zusammen mit der i-Benachbartheit

Bg A~ Bh 1> P,g = Ph,

bzw. den zugehdrigen Partitionen. Dann ist C ein Kammersystem tiber I.

Eine Coxetergruppe W wird erzeugt von Involutionen w; mit ¢ € I. Bezeichnen wir mit
m;; die Ordnung von w;w;, so legt dies die Matrix M = (m;;) fest. Ein Cozetersystem
vom Typ M iiber [ ist ein Kammersystem, dass isomorph zu C(W, {1}, (w;);er) ist. Die
Automorphismengruppe dieses Kammersystems ist isomorph zu W. Ein Coxetersystem
heiBt sphdrisch, wenn |W| < oo.

Ein Gebdude B iiber I vom Typ M = M(I), ist ein zusammenhédngendes Kammersy-
stem iiber I zusammen mit einer Familie & von Untersystemen von B — den Apartments
von B — so dass gilt:

(B1) Jedes A € T ist ein Coxetersystem vom Typ M iiber I.
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(B2) Zu jedem Paar ¢,d von Kammern existiert ein Apartment A € &, welches {c, d}
enthalt.

Sei nun A € F ein Apartment von B und A,(c) ein Rang 1-Residuum von B. Wir
sagen, ein Rang 1-Residuum liegt in A genau dann, wenn A;(c) NA # ().

(B3) Seien ¢ und d Kammern von B, bzw. ¢ eine Kammer und A;(d) ein Rang 1-
Residuum von B, die in den Apartments A und A’ von B liegen. Dann existiert
ein Isomorphismus o : A — A’ der ¢ und d, bzw. ¢ und A;(d) festlaBt.

Das Axiom (B3) ist dquivalent zu dem Axiom (B3Tits) von T1Ts in [35]. Ein Geb&ude
heifit sphdrisch, wenn alle Apartments (als Coxetersysteme) sphérisch sind. Der Rang
von B ist |I|. Eine Familie & von Untersystemen von B, die (B1) bis (B3) erfiillt, heifit
Apartment-System von B.

Ein sphéarisches Gebéude ist durch seine Apartments assoziiert zu einer endlichen Co-
xetergruppe W und somit zu einem Wurzelsystem ®. Die Wurzeln werden sich daher
in den Apartments wiederfinden lassen. Wir betrachten dazu ein Apartment A von B
und identifizieren es mit dem Coxeterkomplex C(W, {1}, (w;):es). Eine Spiegelung w,
von A ist ein Konjugiertes von w; fiir ein ¢ € I. Die reflektierende Wand M, von w,
ist die Menge der echten Residuen von A, die invariant unter w, sind. Wir sagen, dass
eine Galerie (cq,...,c¢y,) von A die Wand M, trifft, wenn die Kammern ¢; und ¢; 41
von w, vertauscht werden fiir ein ¢ € {1,...,m — 1}, d.h. wenn {¢;,¢;11} € M,. Die
Galerie trifft M, genau k mal, wenn genau k der Paare {c1,c2}, ..., {cn1,¢n} von w,
vertauscht werden, bzw. in M, enthalten sind. Sind ¢ und d zwei Kammern, so trifft
jede Galerie zwischen ¢ und d die Wand M, entweder geradzahlig oder ungeradzahlig
oft (vgl. (2.5) von RONAN [30]).

Legen wir nun eine Kammer c aus A fest, dann konnen wir A in zwei disjunkte Teilmen-
gen r und —r partitionieren, ndmlich die Menge der Kammern x, bei der eine Galerie
zwischen ¢ und = die Wand M, geradzahlig oft trifft, und entsprechend die Menge der
Kammern y, bei der eine Galerie zwischen ¢ und y die Wand M, ungeradzahlig oft
trifft. Die Mengen r und —r heiflen die durch w, bestimmten Wurzeln von A. Die
Wurzeln r und —r heiflen gegeniiberliegend. Die ausgezeichnete Kammer c spielt bei
der Definition von r und —r keine Rolle. Bei dem Ubergang zu einer anderen Kammer
erhalten wir die gleiche Partition. Weiterhin ist 7 = —r. Es gilt nun das folgende

(2.4.3) Lemma.

Sei B ein sphdrisches Gebdude, A ein Apartment und W und ® wie oben beschrieben.
Dann sind die Operationen von W auf den Wurzeln von A und ® dquivalent.

Das Gebéaude B heif3t irreduzibel, wenn das Wurzelsystem des oben beschriebenen Wur-
zelsystems ® von B zusammenhingend ist. Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn
® irreduzibel ist. Sei nun B ein dickes, irreduzibles und sphérisches Gebdude vom Rang
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mindestens 2 und A ein Apartment. Fiir jede Wurzel r» von A nennen wir die Gruppe

A, = {0 € Aut(B) |¢° = c fiir alle ¢ € B mit A;(c) NA ist ein in r enthaltenes
Rang 1-Residuum von A, fiir ein i € [}

die Wurzeluntergruppe von Aut(B) beziiglich r. Da die Rang 1-Residuen von A stets
von der Ordnung 2 sind, gilt offenbar auch

A, = {0 € Aut(B) | o trivial auf A;(c) mit ¢ € r, falls |A;(c) Nr| = 2}.

Mit W(r) bezeichnen wir im folgenden die Menge der Apartments von B, welche die
Wurzel r enthalten. Operiert A, transitiv auf W(r) fiir jede Wurzel r eines Apartments
A, so heifit B ein Moufanggebdude. Ist der Rang von B mindestens 3, so ist B stets ein
Moufanggebdude. Dies halten wir fest im folgenden Satz von T1Ts [37], den wir auch
in I (4.7) bei TIMMESFELD finden.

(2.4.4) Satz.

Sei B ein dickes, irreduzibles und sphdrisches Gebdude vom Rang mindestens 2 und
sei v eine Wurzel aus dem Apartment A. Dann operiert A, fixpunktfrei auf W(r). Ist
der Rang von B mindestens 3, so operiert A, transitiv auf W(r) und insbesondere ist
B ein Moufanggebdiude.

2.5 Lie-Algebren

Eine Lie-Algebra L ist ein Vektorraum iiber einem Korper k, auf dem eine bilineare
Abbildung [, | : L x L — L mit folgenden Eigenschaften definiert ist:

(1) [x,z] =0 fir alle x € L,
(2) [[x,y], 2] + [[y, 2], ] + [[z, z],y] = O fur alle x,y, 2z € L.
Die Abbildung [, ] heifit die Lie-Multiplikation auf L.

Fiir zwel Unterrdume U und W von L definieren wir den Unterraum
(U W] = (lu,w] |ue U, weW).

Eine Unteralgebra der Lie-Algebra L ist ein unter der Lie-Multiplikation abgeschlosse-
ner Unterraum von L. Ist M eine Unteralgebra mit [M, L] < M, so heifit M ein Ideal
von L. Besitzt L neben sich selbst und dem Nullraum keine weiteren Ideale, so heifit
L eine einfache Lie-Algebra.

Um die Chevalleygruppen einzufiihren, miissen wir zunéchst die Chevalleybasen von
einfachen Lie-Algebren iiber den komplexen Zahlen beschreiben. Wir beschreiben diese
nur kurz und finden weitere Ausfithrungen in Kapitel 3 bei CARTER [6]. Eine kom-
plexe, einfache Lie-Algebra L operiert transitiv auf ihren Cartanunteralgebren, also
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den Unteralgebren H mit [H, H] = 0 und der Eigenschaft: [z, H] < H ist nur fir
r € H moglich. Die (gemeinsame) Dimension dieser Cartanunteralgebren nennen wir
den {iblicherweise mit [ bezeicheten Rang von L. Weiterhin hat L eindimensionale
Unterrdume L,, mit [H, L,,| = L,, und

L=H®L, & ®L,.

Jede einfache, komplexe Lie-Algebra L ist assoziiert zu einem unzerlegbaren kristal-
lographischen Wurzelsystem ®. Die Wurzeln lassen sich dabei mit Vektoren aus H
identifizieren, derart, dass L,, = L, fiir eine Wurzel »r € ® und H von einem Funda-
mentalsystem II erzeugt wird. Dann ist

L=HoPL

und es konnen Vektoren e, € L, und hy, € H mit r € ® und s € Il gewéihlt werden, so
dass

{h, | r e M}UHe, | r € d}
eine Basis von L mit folgenden Eigenschaften ist:

1) [hryhs] =0 fur r,s € 11,

2) [hr, 5] = 2’(53";;) fir r € II und s € @,

(

(2)

(3) [er,e—r] = h, fur r € 11,
(4)

()

4) [eq,es] =0 fiir r;s € ® mit r+ s € D,

5) [er, es] = Nypserys fir rys € ® mit r+ s € ®. Die Strukturkonstanten N, sind dabei
so wahlbar, dass N,, = +(p"*+1), wobei p"*® die grofite ganze Zahl p mit s—pr € ®
ist.

Die Wahl der Vorzeichen der Strukturkonstanten ist dabei bis zu einem bestimmen
MafB beliebig. (Genauere Informationen sind im Zusammenhang mit dieser Arbeit
nicht wichtig, aber zu finden bei CARTER [6].) Eine solche Basis nennen wir eine
Chevalleybasis von L.

2.6 Die Chevalleygruppen

Sei L eine einfache, komplexe Lie-Algebra mit Chevalleybasis
{h, | r e I}U{e, | r € ®}

und sei Ly die additiv geschriebene, abelsche Gruppe der ganzzahligen Linearkombi-
nation dieser Chevalleybasis. Die folgenden Ausfithrungen stehen in Kapitel 4 von
CARTER [6]. Das Lie-Produkt zweier Basisvektoren liegt offenbar in Ly, also ist diese
Gruppe abgeschlossen unter der Lie-Multiplikation und damit eine Lie-Algebra tiber Z.
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Ist £ ein beliebiger Koérper, so bilden wir das Tensorprodukt
Lk =k X LZ

der additiven Gruppen von k und Lz. Schreiben wir nun

h, =1, ®h, und e, :=1,Re,,
so ist Lj offenbar ein k-Vektorraum mit Basis

B :={h, |r € M}U{e, | r € ®}.

Bei der Einfithrung der Chevalleybasis haben wir darauf Wert gelegt, dass die Multipli-
kationskonstanten A, und N,, der Chevalleybasis stets ganzzahlig sind. Wir kénnen
daher leicht ein Lie-Produkt auf L, definieren. Setzen wir fiir je zwei Elemente x und
y der Chevalleybasis

L@z, 1 @y] =1, ® [z, y],

so liegt jeder solche Ausdruck wieder in Ly und durch bilineare Ausdehnung wird somit
aus Lj eine Lie-Algebra iiber dem Korper k. Interpretieren wir die Multiplikations-
konstanten der Chevalleybasis in natiirlicher Weise im Primkérper von k, so sind dies
offenbar gerade die Multiplikationskonstanten von Lj zur Basis B.

Sei nun ad,, die lineare Abbildung von L definiert durch
ade, (v) = [ey, ]
fiir € L. Dann ist ad,, offenbar nilpotent und die Abbildung

(€ade, )’
!

]

a,(€) = exp(éad,,) =y

=0

ist fiir alle ¢ € C ein wohldefinierter Automorphismus von L. Die Eigenschaften der
Lie-Multiplikation von L vererben sich also auf die der Lie-Multiplikation von Lj und so
konnen wir leicht die Analoga der Abbildungen a,(£) auch fiir L, definieren. Als lineare
Abbildung hat a,(§) eine Darstellungsmatrix A, (§) beziiglich der Chevalleybasis. Die
Operation auf der Chevalleybasis zeigt, dass die Eintriige von der Form a&? fiir ganze
Zahlen a und ¢ > 0 sind. Dabei hdngen die Zahlen a und ¢ nur von der Wurzel r ab.
Die Matrix A, () erhalten wir, wenn wir in A,(£) jedes Element a im Primkérper von k
auffassen und £ durch t ersetzen. Damit definieren wir die lineare Abbildung @, (t) mit
Darstellungsmatrix A, (t) beziiglich der Basis B. Bei CARTER [6] finden wir schlieflich
in (4.4.2), dass @,(t) fiir alle t € k und r € ® ein Automorphismus von Ly, ist.

Ist k der Korper der komplexen Zahlen, so stimmen die Elemente a..(t), h, und e, mit
den Elementen @,(t), h, und €, iiberein. Da fiir beliebige Kérper k die Multiplikati-
onskonstanten (iiber dem Primkorper) von L; beziiglich B mit denen von L beziiglich
der Chevalleybasis iibereinstimmen, schreiben wir einfach a,(t) fiir @, (t), h, fiir h, und
e, fUr e,.
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Die Chevalleygruppe L(k) vom Typ L iber dem Korper k ist die von den Elementen
a,(t) erzeugte Gruppe
L(k):=(a.(t) | re®, t k).

Ist der zugrunde liegende Korper k ein endlicher Korper GF(q), so schreiben wir auch
L(k) = L(q). Von besonderem Interesse sind die Wurzeluntergruppen einer Chevalley-
gruppe G := L(k). Zu jeder Wurzel r € ® sei die Untergruppe

A= (a,(t) | t € k)

die Wurzeluntergruppe von G zur Wurzel r. Ist die Wurzel r eine lange Wurzel, so
nennen wir A, eine lange Wurzeluntergruppe und A, heifit entsprechend kurze Wurzel-
untergruppe, wenn r eine kurze Wurzel ist. Die Wurzeluntergruppe A, heifit weiterhin
positive, negative oder fundamentale Wurzeluntergruppe, wenn r eine positive, negative
oder fundamentale Wurzel ist. Jede Wurzeluntergruppe von G ist isomorph zu (k, +),
denn es gilt

ar(t)a.(s) = a,(t + s).

Die unipotente Untergruppe U von G ist das Erzeugnis der positiven Wurzeluntergrup-
pen von G. Mit den Eigenschaften der Operationen der Wurzeluntergruppen auf der
(Chevalley)basis von Ly, ist es moglich, die Kommutatoren zwischen den Elementen der
Wurzeluntergruppen exakt zu bestimmen. Die folgenden Relationen stehen in (5.2.2)
bei CARTER [6] und sind bekannt als

(2.6.1) Die Chevalley’schen Kommutatorrelationen.

Sind r und s linear unabhdingige Wurzeln in ®* und u,t € k, so gilt
las(u), a,(t)] = H ai?"-i-jS(Cij?”S(_t)iuj)v
i,j>0

wobet das Produkt iber alle Wurzeln der Form ir + js nach aufsteigender Grifie von
i+ J gebildet wird. Die Konstanten c;j,s sind gegeben durch

1 2

Cilrs = Mrsi7 Cljrs = (_]—)JMsrja C32rs = §Mr+5,r,2a Co3rs = — 5 Ms4rs,2,

M, =+ (p .—l- z> '

1

Dabei ist jede der Konstanten c;j,s eine der Zahlen £1, £2 oder £3.

Nach (6.3.1) von CARTER [6] gibt es zu jeder Wurzel r einen Epimorphismus von
SLy(k) auf die Untergruppe (A,, A_,) mit der Eigenschaft

(1 i)r—wzr(t) und (1 1>r—>a_r(t).
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Mit Hilfe dieses Epimorphismus definieren wir fiir A € k* die Elemente h,.(\) und n,
in (A,, A_,) durch die Festlegungen

(A )\1)'—>hr(/\) und (_1 1)r—>nr.

Ausgehend davon sei dann
H:=(h(t)|r €, t k")
die wnnere Diagonalgruppe von G und
N:=(H,n, |re )

die monomiale Gruppe von G. Ist W die Weylgruppe von @, so liefert die Ausdehnung
der Abbildung Hn, —— w, einen Isomorphismus von N/H auf W. Die Operationen
von W auf ® und der Menge der Wurzeluntergruppen sind &quivalent und es gilt
A = Ay, (s)- Dies finden wir in (7.2.2) bei CARTER [6].

Wir haben zu Beginn des Kapitels die Gruppen mit B/N-Paaren eingefiithrt und die
parabolischen Untergruppen definiert. Die monomiale Gruppe N der Chevalleygruppe
G = L(k) operiert auf der Menge der Wurzeluntergruppen mit Kern H. Insbesondere
wird das Erzeugnis U der positiven Wurzeluntergruppen von H normalisiert und UH
ist eine Gruppe die wir mit B bezeichnen. Ist der Korper k algebraisch abgeschlossen,
so wird B auch als die Borelgruppe bezeichnet. Zusammen mit der monomialen Gruppe
bildet B nach (7.2.4) und (8.2.1) von CARTER [6] sogar ein zerfallendes BN -Paar der
Chevalleygruppe G. Fiir jedes Element w € W sei

U, =Uunu*v.
Nach (8.4.4) von CARTER [6] gilt dann

(2.6.2) Die Bruhat-Zerlegung.

Jedes Element g € G hat eine eindeutige Produktdarstellung der Form g = uhwu' mit
wvelU,he H we N undu' € U,.

Sei nun {ry,...,r;} ein Fundamentalsystem von ®. Ferner sei ®; die Menge der Wur-
zeln, welche Linearkombinationen der fundamentalen Wurzeln r; mit 5 € J sind. Des-
weiteren bezeichne ®; := @ \ ®;. Ist M; das Erzeugnis der Wurzeluntergruppen zu
den positiven Wurzeln aus @, so ist

My= [ A
T€¢+ﬁ5(1

nach den Chevalley’schen Kommutatorrelationen das Produkt dieser Wurzeluntergrup-
pen. Die Reihenfolge der Faktoren ist dabei beliebig. Die Produktdarstellung in der
obigen Zerlegung ist eindeutig und daher ist

|MJ‘ = H |Ar|

red+Nd;
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Typ von G | k o

A GF(¢?) o(a) =2
D, GF(¢?) o(la) =2
Es GF(¢?) o(a) =2
Dy GF(¢?) o(a) =3
By GF(22™+) | pa? =1
Gs GF(32™+) | pa? =1
Fy GF(2*H1) | pa? =1

Tabelle 2.1: Der Korper k

Weiterhin sei L; das Erzeugnis der Wurzeluntergruppen zu den Wurzeln aus ® ;. Die
Gruppe M; nennen wir das unipotente Radikal von Py und L; heifit das Levikomple-
ment von Py. Nach (8.5.2) von CARTER [6] erhalten wir dann

(2.6.3) Die Levi-Zerlegung.

Es qilt P; = M;L;H und Pjy ist der Normalisator von M.

Die Chevalleygruppen sind fast ausnahmslos einfache Gruppen. Wir finden in (11.1.2)
bei CARTER [6] den

(2.6.4) Satz.

Die Chevalleygruppen sind bis auf die Ausnahmen Aq(2), A1(3), B2(2) und Go(2) ein-
fache Gruppen. Die Gruppen A1(2) und Ay(3) sind aufisbar und in den beiden ibrigen
Fillen ist die Kommutatorgruppe einfach.

Bei den Automorphismen einer endlichen Chevalleygruppe unterscheiden wir zunéchst
vier Sorten von Abbildungen, ndmlich die Inneren-, Diagonal-, Korper- und Graph-
automorphismen. Alle drei Typen von Abbildungen sind sehr gut bei CARTER [6]
beschrieben und wir verzichten hier auf eine nahere Betrachtung. Nach einem Resultat
von STEINBERG in (12.5.1) von CARTER [6] gilt der

(2.6.5) Satz.

Jeder Automorphismus einer Chevalleygruppe tiber einem endlichen Kérper ist ein Pro-
dukt eines Inneren-, Diagonal-, Korper- und Graphautomorphismus.
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2.7 Die getwisteten Gruppen

Die getwisteten Gruppen werden als echte Untergruppen der Chevalleygruppen beob-
achtet und sie existieren nur in den Féllen, in denen das Dynkindiagramm der Che-
valleygruppe eine nichttriviale Diagrammsymmetrie besitzt. Daher sei G im weite-
ren Verlauf eine Chevalleygruppe L(k) iiber dem Koérper & mit einem nichttrivialen
Graphautomorphismus v. Wir beschrénken uns im folgenden auf die Einfiihrung der
endlichen getwisteten Gruppen. In dieser Situation werden an den Kérper k£ gewis-
se Zusatzannahmen gestellt, die wir in Tabelle 2.1 darstellen. Insbesondere besitzt G
einen Koérperautomorphismus a mit der in der Tabelle angegebenen Eigenschaft, wobei
¢ die Frobeniusabbildung von k ist. Die Abbildung ¢ := av ist dann ein Automor-
phismus von G, der die Gruppen U, U™, H und N invariant 1a8t. Definieren wir nun
U' := Cy(o) und (U*0)! := Cpuo (o), so nennen wir die Gruppe

Gt = (U, (U))

eine getwistete Gruppe. Eine getwistete Gruppe ist also eine echte Untergruppe einer
Chevalleygruppe, welche elementweise von einem Automorphismus ¢ mit den obigen
Eigenschaften festgelassen wird. Allerdings stimmen die Untergruppen G! und Cg(0)
nicht notwendig iiberein.

Die Wurzeluntergruppen der getwisteten Gruppen sollen, wie dies entsprechend bei den
Chevalleygruppen der Fall ist, zu den Wurzeln eines Wurzelsystems korrespondieren.
Mit Hilfe geometrischer Eigenschaften der Gruppe W' := Cy (o) ist es mdglich, eine
Partition ®! von ® zu finden, so dass jedes Element von ®! entweder nur positive oder
nur negative Wurzeln von ® enthilt. Fiir S € ®! ist

Ag ::HAT

res

eine Gruppe, wobei die Faktoren in beliebiger Reihenfolge angeordnet sind. Ist G nicht
vom Typ Fy, so ist @' mit einem Wurzelsystem wie in Tabelle 2.2 mit Weylgruppe
W1 zu identifizieren, und andernfalls besteht das Wurzelsystem aus den Vektoren vom
Ursprung zu den Ecken eines gewohnlichen 16-Ecks. Die Operationen von W' auf den
Gruppen {Ag | S € ®'} und dem entsprechenden Wurzelsystem sind dquivalent. Die
Gruppen

A}g = Ca,(o)

sind sdmtlich nichttrivial und wir bezeichnen sie als die Wurzeluntergruppen der get-
wisteten Gruppe G'.

Die Bezeichnung dieser Gruppen macht vermége der Identifikation der Teilmengen S
mit den Wurzeln aus ®! Sinn. Die Bezeichnungen lange, kurze, positive, negative und
fundamentale Wurzeluntergruppen vergeben wir wie bei den Chevalleygruppen ent-
sprechend der Bezeichnung der korrespondierenden Wurzel. Sprechen wir im weiteren
Verlauf von den Wurzeluntergruppen der getwisteten Gruppe, so bezeichnen wir diese
ebenfalls mit A,, wobei r dann aber eine Wurzel aus ®! ist. Die Bezeichnung der
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Typ von L Typ von W1
AL l=2k—1]| Cp

Al =2k BCy,

D, B4

Eg Fy

Dy Ga

By Ay

Go Ay

Tabelle 2.2: Die Typen von W?!

getwisteten Gruppen G' halten wir in der Tabelle 2.3 fest. Die Ordnungen der Che-
valleygruppen und der getwisteten Gruppen stellen wir im Anhang A dar. Dort finden
wir auch die Isomorphismen einiger Lie-Typ-Gruppen zu den klassischen Gruppen.

Gl
(%) *Ai(q)
1(¢%) *Di(q)
7*) *Es(q)

Tabelle 2.3: Die getwisteten Gruppen

Die Eigenschaften der Wurzeluntergruppen stimmen iiberwiegend mit denen der Che-
valleygruppen tiberein. Wir finden diese in (13.5.2) bis (13.5.4), sowie (13.6.1) und
(13.6.5) von CARTER [6] und zdhlen diese hier nur noch auf. Die Boreluntergruppe
B! := BN G" von G! ist das semidirekte Produkt von H' := H N G' mit der von den
positiven Wurzeluntergruppen von G*' erzeugten Gruppe U!. Ferner bilden die Grup-
pen B! und N! := N N G! ein zerfallendes saturiertes BN-Paar mit Weylgruppe W1
von G'. Die unipotenten Radikale und Levikomplemente werden nun analog wie bei
den Chevalleygruppen definiert und es gelten die selben Eigenschaften. In diesem Sin-
ne ist auch die Bruhatzerlegung erfiillt. SchlieBlich wird die getwistete Gruppe G* von
ihren fundamentalen Wurzeluntergruppen erzeugt. Abschliefend finden wir in (14.4.1)
von CARTER [6] den

(2.7.1) Satz.

Die getwisteten Gruppen sind bis auf die Ausnahmen ?A3(2), 2B (2), ?Go(3) und 2Fy(2)
einfache Gruppen.



Kapitel 3
Abstrakte Wurzeluntergruppen

Eine Menge > von nichttrivialen, abelschen Untergruppen einer Gruppe G heifit eine
Menge von abstrakten Wurzeluntergruppen von G, wenn die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind:

(I) G =(X) und X9 C ¥ fiir alle g € G.

(IT) Fiir jedes Paar A, B € 3 gilt eine der folgenden Eigenschaften:
(a) [A,B] =1.
(b) (A, B) ist eine Rang 1-Gruppe mit unipotenten Untergruppen A und B.
(c) Z({A,B)) > [A,B] = [a, B] = [A,b] € X fiir alle a € A* und b € B*.

Ist ¥ zusétzlich eine Konjugiertenklasse von G, dann heifit X eine Klasse von ab-
strakten Wurzeluntergruppen. Die Menge Y heifit eine Menge (bzw. Klasse) von k-
Wurzeluntergruppen fiir den festen Korper k, wenn in IT (b) stets

(A, B) = (P)SLy(F)
gilt, und A und B (Bilder) von unipotenten Untergruppen von SLs(k) sind.

Tritt die Bedingung (c) in II nicht auf, so heifit ¥ ausgeartet, und andernfalls nicht-
ausgeartet. Ist S < G, so sei

SNY={AeX | ALS}
Fiir jede Gruppe A € ¥ legen wir folgende Bezeichnungen fest:

Cy(A) = (B eS| [A,B] =1},
Ya = Cs(A)\ {4},
Ay:={B e X4 | XN AB ist eine Partition von AB},
Vy:={BeX|[A B]eX}
Q4 :={B € X | (A, B) ist eine Rang 1-Gruppe},
DY) :={ac A*| Ac ¥}

Da Rang 1-Gruppen niemals nilpotent sind, schneiden sich Q4 und ¥ 4 trivial. Es folgt
dann offenbar

Y= {A}USAUP 4UQ 4. (3.1)
Ein niitzliches Hilfsmittel wird uns in dem Graphen F(A) fiir A C ¥ begegnen, dessen

Ecken die Elemente aus A sind. Die Kanten sind die Paare {A, B} mit B € Q4. Die
obigen Definitionen stammen aus Kapitel I von TIMMESFELD [34].
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G D) Typ

Aq(k) AG ausgeartet
Co(21) = By(27) A, ausgeartet
Ci(29),1>2 A% s kurz | nicht-ausgeartet
Cy(k), char(k) >2 | AY ausgeartet

2 A (k) (A)¢ ausgeartet

2 A9 (k) AG ausgeartet
Sonst AG nicht-ausgeartet

Tabelle 3.1: Die Menge X

3.1 Notation und erste Resultate

Der Grund fiir die im Zusammenhang mit dieser Arbeit eingefiithrten abstrakten Wur-
zeluntergruppen liegt darin, dass jede endliche, (einfache) Lie-Typ-Gruppe bis auf we-
nige Ausnahmen eine Klasse von k-Wurzeluntergruppen besitzt. Hauptséchlich ele-
mentare Eigenschaften aus der Theorie der abstrakten Wurzeluntergruppen wird fiir
die folgenden Kapitel nutzbringende Resultate liefern.

Fiir den Rest des Kapitels sei k = GF(q) ein endlicher Kérper und G eine von 2Fy(k),
2By (k) und 2G4 (k) verschiedene Lie-Typ-Gruppe. Die Bezeichnungen innerhalb von G
und dem zugehorigen Wurzelsystem ® verwenden wir wie im vorangegangenen Kapitel.
Weiterhin sei Y wie in Tabelle 3.1.

In gerader Charakteristik identifizieren wir die Gruppe C;(k) fiir [ > 2 mit der Gruppe
By(k). Diese beiden Gruppen sind isomorph derart, dass die kurzen Wurzelunter-
gruppen von (y(2") auf die langen Wurzeluntergruppen von B;(2") abgebildet werden.
Insbesondere ist hier > das Urbild einer Klasse von abstrakten Wurzeluntergruppen
in B;(2"). Die auflssbaren Gruppen A;(2), A1(3), 242(2) und ?By(2) werden wir im
weiteren Verlauf nicht mehr betrachten, da sie fiir uns nicht von Interesse sein werden.
Der folgende Satz ist wohlbekannt, aber kann auch aus II (5.20) von TIMMESFELD [34]
abgelesen werden.

(3.1.1) Satz.

Y ist eine Klasse von k-Wurzeluntergruppen von (X).

Es ist wohlbekannt, dass die entsprechende Menge Y ausgeartet ist oder nicht, aber
wir finden dies auch beildufig in den beiden iibernéichsten Abschnitten. Bis auf wenige
Ausnahmen ist G eine einfache Gruppe und insbesondere ist > dann eine Klasse von
abstrakten Wurzeluntergruppen von G = (3). Ist G eine der Gruppen G5(2) oder
By(2) = (5(2), so ist G' = (X).
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(3.1.2) Lemma.

3 ust eine T'I-Menge.

Beweis. Sei (B, N) das in Kapitel 2 eingefithrte BN-Paar von G mit unipotenter
Untergruppe U. Sind A, C € X, so konnen wir A 0.B.d.A. mit der abstrakten Wurzel-
untergruppe zu Ay, identifizieren. Dann ist C' = AY*? fiir geeigete b,b' € Bund w € N.
Es folgt somit

ANC =ANA"™ = (AN A"

Nun ist A™ in einer positiven Wurzeluntergruppe von G enthalten oder in U". In
beiden Fillen folgt offensichtlich die Behauptung. O

Eine isolierte FEcke eines Graphen ist eine Ecke, die auf keiner Kante liegt. Ist A die
abstrakte Wurzeluntergruppe zu A, und B die zu A_j, so ist B € 4. Insbesondere
enthélt F(X) eine nichtisolierte Ecke und nach II (2.13) von TIMMESFELD [34] erhalten
wir daher das

(3.1.3) Lemma.

Der Graph F(X) ist zusammenhdngend.

Der Normalisator der Wurzeluntergruppe A ist stets eine parabolische Untergruppe
von (G. Aufler bei den linearen Gruppen ist dieser Normalisator stets maximalparabo-
lisch. Dies sehen wir direkt aus dem erweiterten Dynkindiagramm und der Tatsache,
dass G = BN B. Ebenso sehen wir dort, dass N(Aj) bei den linearen Gruppen zweit-
maximal ist. Es ist dann klar, dass die Gruppen A, und die zugehorige abstrakte
Wurzeluntergruppe denselben Normalisator haben, also hat jeder Normalisator N(A)
fiir A € ¥ eine Levizerlequng
N(A) = MaLaH

mit unipotentem Radikal M4 und Levikomplement L,. Fine der wichtigsten Eigen-
schaften der unipotenten Radikale M4 ist ihre reguldre Operation auf €24. Die Fix-
punktfreiheit dieser Operation konnen wir dabei durch die Eigenschaften des BN-
Paares von GG nachweisen, wenn My eine auf (24 transitive Untergruppe enthélt. Fiir
die Existenz der transitiven Untergruppe unterscheiden wir die Félle, in denen ¥ nicht-
ausgeartet oder ausgeartet ist.

(3.1.4) Satz.

Fiir A € ¥ operiert M a requlir auf Q4. Weiterhin ist Ma = (A, A4), wenn ¥ nicht-
ausgeartet 1st.
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(3.1.5) Bemerkung.

Fiir die Gruppen G = G5(2) und Cy(2) ist G’ fizpunktfrei, aber nicht mehr transitiv.

Beweis. Die Gruppe A sei 0.B.d.A. die abstrakte Wurzeluntergruppe zur Gruppe Ay,.
Wir behandeln zuerst den Fall, dass G eine Gruppe vom Lie-Rang 1 ist. Dann ist N (A)
die Boreluntergruppe von G und aus der Bahnformel folgt

Aus Ordnungsgriinden folgt nun die Behauptung.

Sei nun G vom Lie-Rang mindestens 2 und ¥ nicht-ausgeartet. Ist
M = <A, A A>,

so ist M /A nach III (2.6) von TIMMESFELD [34] eine abelsche Gruppe. Somit ist
offenbar M eine p-Gruppe. Natiirlich ist M < N(A) und somit in M, enthalten, denn
nach (47.5) von ASCHBACHER [2] ist M4 = F(N(A)). Sicherlich gibt es dann Elemente
in 3 4, die aulerhalb von M liegen. Nach III (2.15) von TIMMESFELD [34] ist daher M
transitiv auf 4. Insbesondere ist auch M4 transitiv auf €24.

Sei 3 ausgeartet und G habe mindestens den Lie-Rang 2. In III (1.6) von [34] finden
wir eine auf {24 transitive Untergruppe M von My, also ist auch hier M4 transitiv auf

Q4.

In den beiden letzten Féllen bleibt die Fixpunktfreiheit der Operation von M4 auf 24
zu zeigen. Sei dazu B € Q4 und m € My mit B™ = B. Da nun M, transitiv auf
Q4 operiert, sei 0.B.d.A. B = A" die abstrakte Wurzeluntergruppe zu A_;. Dann ist
m € Ma N N(B) und wir zeigen M4 N N(B) = 1. Nach (2.8.6) und dem Beweis von
(2.8.2) in CARTER [7] gibt es eine Untergruppe N* von N mit G = N(A)N*N(A) und

MAsNN(A)" = (ManMY)((LaH)" N My) (3.2)

fir alle n € N*. Ist W; die Weylgruppe von N(A), so ist nach (2.8.1) von CARTER |[7]

auch
Wy € N(A)TLN(A) NN =WmnmW;

fiir ein n € N*. Insbesondere gibt es ni,ny € W; mit wy = ninn,. Wegen ny; €
N(A) N N(LaH) liefert die Konjugation von (3.2) mit ny gerade

M N(B) = My 0 N(A)™ = (Ma 0 M) ((LaH)"™ A Ma)
= (MAﬂ M}:O)(LAHQ MA) =1,

wie gewiinscht. Aus dem Frattiniargument folgt auch der zweite Teil der Behauptung.
O
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3.2 Unipotente Radikale

Wir starten in diesem Abschnitt mit der Bestimmung der Kommutatoren und Zentren
der unipotenten Radikale M4 fiir A € X, wobei in diesem Abschnitt ¥ nicht-ausgeartet
sei. Im folgenden sei 0.B.d.A. A die abstrakte Wurzeluntergruppe zu A;. Ist G eine
Chevalleygruppe und B die abstrakte Wurzeluntergruppe zu A_j, dann definiert die
Konjugation mit den Diagonalelementen von (A, B) auf

V.= MA/Z(MA) IMA

eine skalare Multiplikation iiber dem Korper k. Das Argument benutzt die exakten
Chevalley’schen Kommutatorrelationen. Die Kommutatorbildung auf V' liefert dann
eine symplektische Form auf V', die mit obiger Skalarmultiplikation vertréglich ist. Da
in M4 gerade das Zentrum ausfaktorisiert wird, ist diese symplektische Form automa-
tisch nicht-ausgeartet. Etwas umsténdlicher werden wir dann die gleiche Behauptung
fiir die getwisteten Gruppen erhalten, allerdings ohne die Verwendung exakter Kom-
mutatorrelationen.

3.2.1 Chevalleygruppen

Das prinzipielle Vorgehen bei den Chevalleygruppen ist stets dasselbe, weswegen wir
nach einigen Beispielen weniger ausfiihrlich werden. Fiir eine Wurzel » € & sei r* =
h — r und fiir jede Teilmenge L von ® sei L* = {r* | r € L}. Die Elemente aus der
Diagonalgruppe von (A, B) bezeichnen wir mit h(s) fir s € k*.

(3.2.1.1) Die linearen Gruppen.

Sei G eine lineare Gruppe mit Wurzelsystem ® vom Typ A; mit [ > 1. Wir haben auf
Seite 18 von Kapitel 2 dargestellt, dass M4 das Produkt von positiven Wurzelunter-
gruppen ist. Durch Inspektion des Wurzelsystems sehen wir, dass M4 von A und den
Wurzeluntergruppen zu den Wurzeln aus

L:={e;1—ex|2<k<I} und
L :{ek—61+1’2§k§l}

erzeugt wird, wobei h = e; — ;1. Ein Vergleich mit den Wurzeln von ® zeigt sofort,
dass die Vielfachensumme zweier Wurzeln aus L niemals eine Wurzel ist. Analog gilt
dies auch fiir die Wurzeln aus L* und fiir r € L ist sogar r* die einzige Wurzel in L*, so
dass eine Vielfachensumme von r und r* in ® liegt. Dies ist vielmehr nur in der Form
r + r* = h moglich. Aus den Chevalley’schen Kommutatorrelationen folgt daher fiir
t1,t € K sofort

[a,(t1), ar(t2)] = an(crip-tita).
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Hier ist ¢y = £(p™ + 1), wobei p™ die groBte ganze Zahl p mit r* — pr € ® ist.
Es ist sehr leicht zu sehen, dass p"™ = 0 und daher gilt

[a,(t1), ap(t2)] = apn(Lt1ts). (3.3)
Es ist nun klar, dass M4 ein zentrales Produkt der Gruppen
(Ar, Ape) = A Ap A,
ist, und aus den Kommutatoridentitéaten folgt leicht

My = A= Z(My).

Offenbar ist nun
_2(h,r)
hr «— (h,’ h,)

fiir alle r € L U L* und nach Kapitel 12 von CARTER [6] somit

a, ()" = a,(s*t) = a,(st)

=1

fiir alle t € k und s € k*. Wir sehen damit leicht ein, dass V' ein k-Vektorraum ist
vermoge der Skalarmultiplikation

s-v:=0") und 0-v=1
fir s € k* und v € V. Sei weiterhin f: V X V — k mit
f(m,n) =c,

wenn [m,n| = ap(c). Dann ist f wegen A = M/, < Z(M,) wohldefiniert und anti-
symmetrisch, da die Kommutatorabbildung antisymmetrisch ist. Mit den Kommuta-
toridentitdten und M/, < Z(Mj,) sehen wir sofort, dass f auch die Addition auf V'
respektiert. SchlieBlich respektiert f wegen Ap, = 2 und (3.3) die skalare Multiplika-
tion und offenbar ist nun V ein nicht-ausgearteter symplektischer k-Vektorraum.

(3.2.1.2) Die orthogonalen Gruppen B;(k).

Sei G eine orthogonale Gruppe B;(k) mit Wurzelsystem ® vom Typ B;. Durch Inspek-
tion des Wurzelsystems sehen wir, dass M4 von A und den Wurzeluntergruppen zu
den Wurzeln aus

L:={ej,ester|3<k<I} und
L* ={eg,eaFer | 3<k<I}

erzeugt wird, wobei h = e; + e3. Aus dem selben Grund wie in 3.2.1.1 ist fiir ¢1,¢5 € k
wieder

[ar(t1), ar(t2)] = an(criptats).

Wir priifen leicht nach, dass p™" = 0 bis auf die Wurzel r = e;. Hier ist p" = 1.
In allen Fillen ist also My zentrales Produkt der Gruppen (A,, A,+), wenn wir uns
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daran erinnern, dass X fiir By(k) in gerader Charakteristik ausgeartet ist. Aus den
Kommutatoridentitéiten folgt in ungerader Charakteristik

M, = A= Z(My).
In gerader Charakteristik ist M/, = A und Z (M) offenbar von der Ordnung ¢°.

Wir rechnen leicht nach, dass Ay, = 1 fiir alle Wurzeln r € L U L*. Véllig analog zu
3.2.1.1 folgt nun, dass V ein nicht-ausgearteter symplektischer k-Vektorraum ist.

(3.2.1.3) Die orthogonalen Gruppen D;(k).

Sei G eine orthogonale Gruppe D;(k) mit Wurzelsystem ® vom Typ D;. Durch In-
spektion des Wurzelsystems sehen wir, dass M4 von A und den Wurzeluntergruppen
zu den Wurzeln aus

L:={e;te;|3<k<I} und
L*={eaFer |3<k<I}

erzeugt wird, wobei h = e; + e5. Vollig analog zu 3.2.1.1 folgt nun, dass V' ein nicht-
ausgearteter symplektischer k-Vektorraum ist.

(3.2.1.4) Die Gruppen E4(k), E7(k) und Es(k).

Sei G eine der Gruppen Fg(k), E7(k) oder Eg(k) mit jeweiligem Wurzelsystem ¢ vom
Typ Eg¢, F; oder Eg. Jede Wurzel r ist eine Linearkombination der fundamentalen
Wurzeln. Den i-ten Koeffizienten in dieser Darstellung bezeichnen wir mit 7. In der
obigen Reihenfolge sei nun ¢ die Zahl 2, 1 oder 8 und L; die Menge der positiven Wurzeln
r mit 7' = 1. Durch Inspektion der Wurzelsysteme sehen wir, dass M4 von A und den
Wurzeluntergruppen zu den Wurzeln aus L; erzeugt wird. Durch leichtes Nachrechnen
sehen wir A" = h —r; € L;. Zu jedem r € L; gibt es ein w € Wy ;3 mit r = r}’, denn
L; ist eine Bahn unter Wy ;. Insbesondere ist dann r* = (h — ;)" € L;. Die Wurzel
h ist die einzige Wurzel mit 2 als i-tem Koeffizient, also ist r* die einzige Wurzel in
L;, so dass die Vielfachensumme von r und r* in ® liegt. Wie in den vorangegangenen
Féllen folgt nun fiir ¢1,t, € k wieder

[aT<t1)7 Qyx (tQ)] = ah(itltg).
Insbesondere ist M4 zentrales Produkt der Gruppen (A, A,«) fiir r € L; und

Wir rechnen nach, dass Ay, = 1 fiir alle Wurzeln r € L;. Vollig analog folgt nun, dass
V' ein nicht-ausgearteter symplektischer k-Vektorraum ist.

Die Wurzeln der Wurzelsysteme vom Typ Ejg, Er, Eg sind etwas schwierig zu erfassen.
Daher kann die Rechnung, dass Ay, = 1 fiir » € L; unbefriedigend sein. In diesem Fall
verweisen wir auf ein anderes Argument im Beweis zu (4.4) in der Arbeit von CURTIS,
KANTOR & SEITZ [11].
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(3.2.1.5) Die Gruppen Fy(k).

Sei G eine Gruppe Fjy(k) mit Wurzelsystem ® vom Typ Fy. Durch Inspektion des
Wurzelsystems sehen wir, dass M4 von A und den Wurzeluntergruppen zu den 14
Wurzeln aus

1
L= {61, €2, €9 + €3, €9 + €4, €1 + €3, €1 + €4, 5(61 + €9 + €3 + 64)}

erzeugt wird, wobei h = e + e5. Zu jeder Wurzel r € L ist auch r* € L. Wir rechnen
leicht nach, dass r* die einzige Wurzel in L ist, so dass die Vielfachensumme von r
und r* in ® liegt. Ferner ist dies nur in der Form r + r* = h moglich. Aus den
Chevalley’schen Kommutatorrelationen erhalten wir fiir ¢, ¢y € k die Identitét

lar(t1), ar=(t2)] = an(crirmtaits).

Hierbei ist ¢q1,p« = 2 fiir die Wurzeln » = e; und %(el +es+eztey) (und entsprechend
r*). In den iibrigen Féllen ist ¢1,+ = +1. In allen Féllen folgt, dass M, das zentrale
Produkt der Gruppen (A4,, A,) ist. Aus den Kommutatoridentitdten erhalten wir

M)y = A= 7Z(M,)
in ungerader Charakteristik und
M)y =A< Z(My)

mit Z(My4) von der Ordnung ¢ in gerader Charakteristik.

Fiir alle Wurzeln r € L rechnen wir leicht Ay, = 1 nach, und daher ist V' wieder ein
nicht-ausgearteter symplektischer k-Vektorraum.

(3.2.1.6) Die Gruppen G2(k).

Sei schliefllich G die Gruppe G3(q) mit Wurzelsystem ® vom Typ G. Durch Inspektion
des Wurzelsystems sehen wir, dass M4 von A und den Wurzeluntergruppen zu den
Wurzeln aus

L:={es+e3—2e1,e3—e1,e1 +e3— 29,3 — ea}

erzeugt wird, wobei h = 2e3 — es — e;. Verfahren wir wie oben, so ist fiir ¢1,t5 € k
gerade
[ar(tl)a Ay (tZ)] = ah(cllrr*t1t2)

fir alle Wurzeln r € L. Ferner ist ¢yy.+ = £3 fiir die Wurzel r = e3 — e; (und
entsprechend r*). Fiir die iibrigen Wurzeln ist ¢jq,+ = £1. Wie oben ist nun in von 3

verschiedener Charakteristik
M)y = A= 7Z(M,)

und in Charakteristik 3 ist
M)y =A< Z(My)
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G Dimension von V'
Ai(g) fir i > 1 2l -2
By(q) fir ¢ ungerade 41— 6
B (q) fiir ¢ gerade und [ > 2 4] — 8
Di(q) 4l -8
Es(q) 20
Ez(q) 32
Es(q) 56
Fy(q), g ungerade 14
Fy(q), q gerade 8
G2(q), 314q 4
G2(q), 31 ¢q 2

Tabelle 3.2: Die Dimension von V'

mit Z(Ma) von der Ordnung ¢®. Fiir alle r € L ist ferner Ay, = 1, und schliefilich ist V'
auch hier ein nicht-ausgearteter symplektischer k-Vektorraum. Eine triviale Abénde-
rung zeigt, dass M4/A auch in Charakteristik 3 ein (symplektischer) k-Vektorraum
ist.

Seien nun A, B € ¥ zwei abstrakte Wurzeluntergruppen mit B € {24. Niitzlich fiir den
ersten Teil der Arbeit ist unter anderem die Existenz einer zentralen Involution in

Y .= (A, B),

natiirlich nur, wenn k£ von ungerader Charakteristik ist. Dies ist stets der Fall, denn
wir haben unabhingig von der Charakteristik des Kérpers das folgende

(3.2.1.7) Lemma.

Es ist Y = SLy(k) und fiir C € Ay NV ist C[C, B] ein natirlicher ZY -Modul.

Beweis. Die in diesem Beweis benutzten Aussagen sind erste elementare Eigenschaf-
ten der Klassen von abstrakten Wurzeluntergruppen von TIMMESFELD [34]. Dort
finden wir in Kapitel II bei (2.15) und (2.19) eine abstrakte Wurzeluntergruppe C' mit
C e AyNUp, fiir die

N :=(CY) = C|C, B]

ein natiirlicher ZY-Modul ist mit
Y = Y/Cy(N) =2 SLy(K) und Cy(N) < Z(Y),

K ein Schiefkérper oder eine Caley-Divisionsalgebra. Wegen Cy (N) < Z(Y) ist die
Behauptung nun klar. a

Ist k£ von ungerader Charakteristik, so besitzt also Y eine zentrale Involution . Wir
erhalten fiir diese Involution das
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(3.2.1.8) Lemma.

Ist k von ungerader Charakteristik, so ist Cp, (i) = A.

Beweis. Nach den obigen Punkten ist auch M 4 = M4 /A stets ein k-Vektorraum,
also ist die Aussage offenbar bewiesen, wenn dieser von 7 invertiert wird. Dies ist nach
3.1.4 der Fall, wenn C fiir alle C € Ay von i invertiert wird. Wegen der Zerlegung
von ¥ aus (3.1) liegt C' in Wp, Qp oder vertauscht mit B. Im letzten Fall wird Y von
C zentralisiert und daher enthélt cA* fiir ¢ € C* nach II (2.2) von TIMMESFELD [34]
keine Wurzelelemente. Dies ist offenbar ein Widerspruch.

Im zweiten Fall existiert nach IT (2.11) von TIMMESFELD [34] ein Element D € ACNV
mit C' = D. Offenbar ist auch D € A4 und wir kénnen 0.B.d.A. C € Ay N Vg wie im
ersten Fall annehmen. Jetzt kénnen wir die Behauptung im Beweis von 3.2.1.7 direkt
ablesen. Nun ist ndmlich C[C, B] ein natiirlicher ZY-Modul und insbesondere wird C'
und C von i invertiert. O

3.2.2 Getwistete Gruppen

Das Vorgehen im vorangegangenen Unterabschnitt hat die exakten Chevalley’schen
Kommutatorrelationen ausgenutzt. Auch fiir die getwisteten Gruppen existieren die
exakten Chevalley’schen Kommutatorrelationen, jedoch sind sie schwieriger zu erfas-
sen. Die getwisteten Gruppen sind echte Untergruppen von Chevalleygruppen. Unter
Verwendung der Aussage, dass V' ein nicht-ausgearteter symplektischer Raum ist, las-
sen sich die Chevalley’schen Kommutatorrelationen hier umgehen, indem wir Eigen-
schaften von TIMMESFELDs [34] Theorie der abstrakten Wurzeluntergruppen benutzen.
Hilfreich wird dabei das folgenden Lemma sein.

(3.2.2.1) Lemma.

Sei L ein Korper und W ein nicht-ausgearteter, symplektischer L-Vektorraum mit Form
f und Basis (w; | i € I). Ist k ein Unterkdrper von L mit f(w;,w;) € k firi,j € I,
dann ist das k-Erzeugnis Wy von (w; | i € I) ein nicht-ausgearteter symplektischer
k-Vektorraum mat Form f,, .

Beweis. Per Definition ist W, ein k-Vektorraum und wegen f(w;, w;) € kist f' := Siw,
eine symplektische Form von Wy. Ist v € Wy mit f'(v, W) = 0, so gilt insbesondere
f(v,w;) = 0 und somit auch f(v, W) = 0. Da f nicht-ausgeartet ist, folgt v = 0 und
damit die Behauptung. a

Sei nun G eine der getwisteten Gruppen 2Eg(k), 2D;(k) und 3D,(k), welche wir als
echte Untergruppen von Eg(L), D;(L) bzw. Dy(L) mit L = GF(¢*) oder entsprechend
GF(¢%) auffassen. Die entsprechende Chevalleygruppe bezeichnen wir mit G*, und :*
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sei die zugehorige Klasse der k-Wurzeluntergruppen von G*. Mit h sei aber weiterhin
die hochste positive Wurzel im Wurzelsystem von G* bezeichnet und Aj sei die ab-
strakte Wurzeluntergruppe zur Wurzel h in G*. Verfolgen wir die Konstruktion der
Wurzeluntergruppen von getwisteten Gruppen in (13.2) von CARTER [6], so ist dann
{h} ein Element der Partition ®' von Seite 20, also ist insbesondere

CA;*L(O') = Ael.

Wir beschreiben nun das weitere Vorgehen. Zunéchst ist jede Untergruppe B € X in
genau einer Untergruppe B* € ¥* enthalten, und die Elemente von A4 N Wg sind fiir
B € Q4 in Elementen von Ay« N Wp. enthalten (und umgekehrt). Nach TIT (2.13)
von TIMMESFELD [34] werden M4 bzw. M} von A bzw. A* und den beiden Mengen
AaN Vg bzw. Ag N Up« erzeugt, also ist insbesondere M4 < M 4+. Insbesondere ist
dann wegen M/, = A* auch leicht

Ein leichtes Abzéhlargument zeigt
IMa/A| = ¢,
wobei d die Dimension des nicht-ausgearteten symplektischen L-Vektorraumes
V* = MY A" = My

ist. Somit ist M4 Produkt von A mit d Untergruppen C; € Ay N Wp. Wegen [V*| =
(g% ist, V* Produkt der d Gruppen C7, also kénnen wir Elemente 1 # v; € C;
wiahlen, so dass (v1,...,04) eine L-Basis von V* ist. Die skalare Multiplikation ist

dabei gegeben durch die Konjugation mit den Diagonalelementen aus
H*={h(a) |a € L}
von (A*, B*), wobei 0.B.d.A. B* = A*,.

Wir beachten hierbei Folgendes. Um M4 < M4+ zu erreichen, reicht es, die Elemente
von A, in Elementen von A4+« wieder zu finden. Allerdings sind die Gruppen in A 4«
nicht notwendig invariant unter H*, was zu Problemen bei der Konstruktion einer
Skalarmultiplikation auf V' fiithrt. Der Grund fiir die Betrachtung der Menge A 4« N g+
liegt in Lemma 3.2.1.7, nach welchem die Elemente dieser Menge H *-invariant sind.

Wir definieren dann auf V' eine skalare Multiplikation vermoge

a-v:=v"a) und 0-7=1

fir v € M4 und a € k*. Da die Elemente h(a) mit a € k in G liegen, ist diese Multipli-
kation wohldefiniert und V' ist dann ein d-dimensionaler k-Vektorraum. Insbesondere
ist dann V' = V' aus 3.2.2.1. Der Vorteil der oben gewihlten Basis ist nun, dass

[ (v, v5) € k, (3.4)
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wobei f* die nicht-ausgeartete symplektische Form von V* aus den Punkten 3.2.1.3
bzw. 3.2.1.4 ist. Somit ist auch V' ein nicht-ausgearteter symplektischer k-Vektorraum
vermoge der Form f:V x V — k mit

f(@,ﬂ) = f*(fﬁ, ﬁ)7

fiir v,u € My. Wir beachten hierbei, dass die Form f durch Kommutatorbildung
entsteht. Insbesondere ist dann auch

A= Z(My).

(3.2.2.2) Lemma.

Jede abstrakte Wurzeluntergruppe von G ist in genau einer abstrakten Wurzelunter-
gruppe von G* enthalten.

Beweis. Sei B € ¥ und g € G mit B = AY. Da g mit o vertauscht, ist
B= CA*Q(U) < (A*)g e xr.
Da X eine T'I-Menge ist, folgt die Behauptung. O

Die durch eine abstrakte Wurzeluntergruppe B € ¥ eindeutig festgelegte abstrakte
Wurzeluntergruppe in ¥* bezeichnen wir im folgenden mit B*. Nach obigem Lemma
ist dies wohldefiniert. Bis auf weiteres sei nun

B € Qy.

Offenbar sind dann A* und B* nicht vertauschbar und es ist auch nicht [A*, B*] € ¥*,
denn andernfalls wére

[A,B] S O[A*,B*}(O-> €.
Aus der Zerlegung (3.1) folgt nun B* € Q4.

(3.2.2.3) Lemma.

Genau dann ist C € ApaN Vg, wenn C* € Ay N Vg,

Beweis. Sei zuerst C € Ay N Wp. Wegen der Zerlegung (3.1) ist offenbar C* € V.
und es bleibt nur C* € A4« zu zeigen. Sind A* und C* nicht vertauschbar, so ist C* in
W 4« oder in Q4+. Im ersten Fall ist

Xa : € — [a, ]

nach IT (2.8) von TIMMESFELD [34] fiir a € A** ein Isomorphismus von C* auf [A*, C*] €
>*. Dies ist ein Widerspruch, wenn wir a € A wéahlen. Da der zweite Fall offenbar
unmoglich ist, ist C* € Y 4.
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Somit ist C* eine Ecke von F(Cg+(A*)). Die isolierten Ecken dieses Graphen sind
genau die Elemente aus A+ U {A*}, also bleibt zu zeigen, dass C* isoliert ist. Dies
finden wir in IIT (2.6) von TIMMESFELD [34]. Angenommen C* ist in diesem Graphen
nicht isoliert. Dann gibt es ein D* € Q¢+ mit A* < C((C*, D*)). Nach II (2.2) von
TIMMESFELD [34] ist dann
aC* N D(Z*) =)

fiir 1 # a € A*. Wihlen wir nun aber a € A* und ¢ € C¥, so ist ac nach Voraussetzung
in einer abstrakten Wurzeluntergruppe von Y enthalten, und nach obigem Lemma auch
in einer abstrakten Wurzeluntergruppe aus »*. Dies ist ein Widerspruch, also ist C*
wie gewiinscht isoliert im obigen Graphen.

Sei nun C* € As« N ¥pg.. Dann sind A* und C* vertauschbar und jedes Element ac
mit a € A und ¢ € C liegt in einem Element von ¥*. Da a und ¢ von o zentralisiert
werden, liegt ac in einem Element von ¥ und daher ist C' € A 4.

Die Abbildung
Xp : ¢ [b, (]

ist fiir b € (B*)* nach II (2.8) von TIMMESFELD [34] ein Isomorphismus von C* auf
[B*, C*] € ¥*. Daher ist offenbar notwendig C' € Wp und es folgt das Lemma. O

Wie oben beschrieben ist nun insbesondere M/ = A und wir kénnen auf der elemen-
tarabelschen Gruppe V' wie oben beschrieben eine skalare Multiplikation vermége

a-v:=v"a) und 0-v=1

definieren, wobei v € M4 und a € k*. Wir erhalten leicht das

(3.2.2.4) Lemma.

V' ist mit der oben definierten skalaren Multiplikation ein d-dimensionaler k- Vektorraum.

Beweis. Seien 0 # A\, p € kund v € M. Wegen My < M4« ist

PO = M) phod A*,

Die Elemente h(a) normalisieren fiir a € k die Gruppe My, denn dies sind die Diago-
nalelemente von (A, B). Also ist v"*F#) phMNyhw) € M, Natiirlich ist My N A* = A

und daher ist
M) = PR od A,

Es folgt also

(A4 p)v = Ao + po.
Die iibrigen Punkte sind klar, also folgt die Behauptung. O
Ist nun (01, ...,vy) die oben erldauterte Basis von V*, so ist V' wie gewiinscht ein nicht-

ausgearteter, symplektischer, d-dimensionaler k-Vektorraum. Wir halten die Dimensi-
on von V in Tabelle 3.3 fest.
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G ‘ Dimension von V'
®Da(q) 8

*Di(q) 4l —8

*Es(q) 20

Tabelle 3.3: Die Dimension von V'

Seien nun wieder A, B € ¥ zwei abstrakte Wurzeluntergruppen mit B € 24 und
Y = (A, B).

Das folgende Lemma gilt offenbar auch fiir die getwisteten Gruppen, wenn wir benut-
zen, dass V ein k-Vektorraum ist. Vollig analog zu den Lemmata 3.2.1.7 und 3.2.1.8
erhalten wir das

(3.2.2.5) Lemma.

Es ist Y = SLy(k). Ist k von ungerader Charakteristik, so besitzt Y eine zentrale
Involution i mit Cyy, (i) = A.

3.2.3 Gemeinsame Folgerungen

Fiir A € ¥ ist nun in allen Féllen V' = M, /Z(M,) ein nicht-ausgearteter symplekti-
scher Raum {iber dem Korper k. Die isotropen Unterrdume sind bekanntlich hochstens
von halber Dimension und da die Bilder der abelschen Untergruppen von M4 gerade
isotrope Unterrdume von V sind, erhalten wir das

(3.2.3.1) Lemma.

Sei M eine abelsche Untergruppe von My mit AN M = 1. Dann gilt ¢°||M4 : M|,

wobel s = dimT’“(V) + 1 wie in Tabelle 3.4 ist.

Beweis. Die Dimension von V' kénnen wir in den Tabellen 3.2 und 3.3 auf den Seiten
30 und 35 ablesen. Im folgenden sei Z := Z(My). Ist M N A =1, so ist offenbar M
eine abelsche Untergruppe von M4 und somit ist M Z/Z ein isotroper Unterraum von
V. Ein solcher Unterraum hat hochstens die halbe Dimension von V. Insbesondere ist
dann _

\Ma:MZ| = |MaJZ - MZ)Z| > ¢"5 .
Dies formen wir um zu

dim (V)

\Ma:M|>q 2 -|Z:MnNZ|.

Nach Voraussetzung ist A(M N Z)/(M N Z) eine Untergruppe der Ordnung ¢ von
Z/(M N Z). Da M, eine p-Gruppe ist, folgt somit die Behauptung. |
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G s |Ma|
Ai(q) fiir 1 > 2 l -t
By(q) fiir ¢ ungerade 20—2 | ¢*°
By(q) fiir g gerade und [ >2 | 21 —3 | g5
Di(q) 20—-3 | g7
Es(q) 11 ¢*!
Ez(q) 17 q*
Ex(q) 29 ¢
Fy(q), g ungerade 8 q"
Fi(q), q gerade 5 q'?
G2(q), 314q 3 q°
Ga2(9), 31 ¢ 2 q°
2Es(q) 11 ¢2!
Da(q) 5 q°
QDI(CI) 21 — 3 q4l—7

Tabelle 3.4: Die Ordnung von M4

3.3 Die unitiren und symplektischen Gruppen

Wir ersetzen die Gruppen PSU;(k) und PSpy, (k) zundchst durch die Gruppen SU;(k)
und Spy, (k) und betrachten deren iibliche Operation auf einem unitéiren bzw. sym-
plektischen Vektorraum W iiber GF(q*) bzw. k als Isometriegruppe beziiglich einer
(nicht-ausgearteten) hermiteschen bzw. alternierenden Form (. Genauer sei 3 eine o-
hermitesche Form fiir den involutorischen Koérperautomorphismus von GF(g¢?), wenn
W unitar ist und eine symplektische Form, wenn W symplektisch ist. Setzen wir bei
den symplektischen Gruppen 2n = [, so ist [ in allen Féllen die Dimension von W. Ist [
gerade, so ist W die orthogonale Summe von hyperbolischen Ebenen W1, ..., W} und,
falls W von ungerader Dimension ist, zusétzlich einem eindimensionalen, anisotropen
Unterraum Wy ;. Ein hyperbolisches Paar von W; bezeichnen wir mit (v;, v;_;41). Ist
W von ungerader Dimension, so sei der anisotrope Unterraum von dem normierten
Vektor Urp erzeugt. Die Darstellungsmatrizen der unitiren Abbildungen schreiben
wir in Zeilen beziiglich der Basis (vy,...,v;). Die zugehorige Gram’sche Matrix J hat
dann die Form

bzw.

(3.5)

-1

Die Darstellungsmatrizen der unitdren bzw. symplektischen Abbildungen sind nun die
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Matrizen M € GL;(q?) bzw. GL;(q) mit
MYIM® = J bzw. MJM = J. (3.6)

Bei den symplektischen Gruppen mit [ > 2 sei stets k& von ungerader Charakteristik,
da wir diese Gruppen sonst als orthogonale Gruppen auffassen. Sei nun A € ¥ und
B € Q4. Unser Ziel ist es, die Aussagen des vergangenen Abschnittes auch hier zu
erhalten. Die folgenden Argumente finden wir in &hnlicher Form auch in Abschnitt 3
bei CURTIS, KANTOR & SEITZ [11].

Die (Urbilder) von A und B sind 0.B.d.A. die zu (k,+) isomorphen Transvektions-
gruppen zu den Punkten (v;) und (v;). Die Matrizen dieser Transvektionen sind von

der Form
1 1 c

. bzw. )
c 1 1
mit c+c¢” = 0 bei den unitdren Matrizen und ¢ € k bei den symplektischen Matrizen. Ist

k von ungerader Charakteristik, so liegt die zentrale Involution von (T3,,T,,) offenbar
nicht im Zentrum von SUj(q) bzw. Spa,(q). Setzen wir

Y = (A, B),

so erhalten wir das

(3.3.1) Lemma.

Esist Y = SLsy(q).

Das unipotente Radikal M, enthélt siémtliche Matrizen der Form

1
—aj—1
1
g
—ap_ a
. —Qk+1
: Ii_s bzw. * Ii_s (3.7)
ag
2
—af g ---aj—1 | 1
a2
ai Ao ---aj—q | 1

mit

a1 + a‘l’ = ﬁ(CLQ'UQ + -+ a;—1U;—1, AgVs + -+ al_lvl_l)
bei den unitdren Matrizen. Wir rechnen dazu nach, dass diese Matrizen den Punkt
(3.6) erfiillen und einen p-Normalteiler von N(A) der Ordnung ¢*~3 bzw. ¢'~! bilden.
Die Diagonalgruppe von Y enthilt offenbar die Matrizen der Form

A
h()\) = Il72

)\71
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fir A € k. Fiir die unitdren Matrizen folgt die Bedingung A € k aus (3.6). Es ist

niamlich notwendig A='\? = 1. Ist

1
m = S| I_y € My,
c| Z |1
SO ist
1
m"™ = | AS |1, (3.8)
Ne| \Z |1

In ungerader Charakteristik ist h(—1) die zentrale Involution ¢ von Y und aus (3.8)

lesen wir direkt ab:

(3.3.2) Folgerung.

Ist k von ungerader Charakteristik, so ist Cyr, (i) = A.

Fiir jede Matrix m € My in der Form von (3.7) sei

U = QU2 + + -+ + Qj—10U;—1.

Die Operation von M4 auf W ist dann gegeben durch

m o __
Ul —’U]_7

m

_ g m o __
v =—ajvr + v, +v bzw. V" = a0 + v, + U

v =0 — 6('07 Um)vla

fiir alle v € Wo L -+ LWy 1 Wy, wo auch stets v, liegt. Hierbei sei Wy,; = 0, wenn
W von gerader Dimension ist. Durch Nachrechnen sehen wir, dass der Kommutator

[m,n] fiir n € M, die folgende Form hat:

[mv n] =
(Vi vn)f

mit

(Vi Un) = BV, V) — BV V).

Wir erhalten damit leicht das

(3.3.3) Lemma.

Fiir G # PSpy(27) ist My = A= Z(My).
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Fiir G = PSp4(27) ist M4 offenbar elementarabelsch und fiir die folgenden Argumente
schliefen wir diese Gruppe aus. Nun ist

Vi=My/A=M,

eine elementarabelsche Gruppe. (Fiir PSU;(k) ist 2P € A fiir alle x € My.) Definieren
wir fiir A € k* und m € M4 die skalare Multiplikation

ANm=m"Y und 0-m=1

auf V', so erhalten wir durch eine Matrizenrechnung das

(3.3.4) Lemma.

Ist G verschieden von PSp4(27), so ist V. mit der oben definierten Skalarmultiplikation
ein k-Vektorraum.

Nach (3.8) ist
Umph(N) = )\Um

fiir A € k* und m € M 4. Nun ist A\ invariant unter o, also folgt insbesondere
(Vi3 Un) = B0, Avy) — B(AUm, vn) = Mo, v, (3.9)
Sei f:V xV — k mit

f(m7 ﬁ) = C7
wenn [m,n| = a(c) € A. Genau wie in 3.2.1.1 ist nun f eine nicht-ausgeartete sym-
plektische Form, also erhalten wir das

(3.3.5) Lemma.

Ist G wverschieden von PSpy(27), so ist V beziiglich der Form f zusammen mit der
Skalarmultiplikation aus 3.3.4 ein nicht-ausgearteter symplektischer k-Vektorraum.

Analog zu 3.2.3.1 erhalten wir das

(3.3.6) Lemma.

Sei G verschieden von PSpy(27) und M eine abelsche Untergruppe von My mit ANM =

1. Dann gilt q5‘|MA : M|, wobei s = dimT’“(V) + 1 wie in Tabelle 3.5 ist.
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G | s | My
PSUi(q) -1 ¢*3
PSpan(q) | n ¢t

Tabelle 3.5: Die Ordnung von M4
3.4 Wurzelinvolutionen

Unabhéngig von der Charakteristik des der Gruppe G zugrunde liegenden Korpers
bezeichnen wir mit D die Menge

D:=DX)={acA*|Ac ¥}

der langen Wurzelelemente von G. Ist dieser Kérper nun von gerader Charakteristik,
so sind die Elemente von D natiirlich Involutionen und wir nennen die Elemente aus
D die Wurzelinvolutionen von G. Fiir eine Teilmenge A von D sei

A?:={de|d,e € A und de = ed # 1}.

(3.4.1) Lemma.

Das Produkt zweier Wurzelinvolution a und b erfillt genau eine der drei Bedingungen
(a) ab = ba.

(b) ab hat ungerade Ordnung.

(c) ab hat die Ordnung 4 und (ab)? ist eine Wurzelinvolution.

Die drei Fille korrespondieren in entsprechender Weise zu den drei Fillen (a), (b) und
(¢) von Seite 22.

Beweis. Seien a und b zwei Wurzelinvolutionen mit zugehorigen abstrakten Wur-
zeluntergruppen A und B. Es ist klar, dass der Fall (b) zu dem Fall (b) von Seite
22 korrespondiert, und dass der Fall (a) von Seite 22 den entsprechenden obigen Fall
impliziert. Seien nun a und b vertauschbar. Wire A € Vg, so wire die Abbildung
Xa : B+ [a,b] fiir a € A* und alle b € B ein Isomorphismus von B auf [A, B] und
dies ist hier nicht der Fall. Insbesondere impliziert der Fall (a) den Fall (a) von Seite
22. Die Behauptung ist nun klar. O

(3.4.2) Lemma.

Sei k = GF(q) mit g =2/ und f > 2. Seien A,B,C € ¥ mit A,B € Q¢ und A € Qp
und sei K := (A, B,C). Dann ist K/Oy(K) isomorph zu einer der Gruppen SLy(k),
(P)SLs(k), (P)SU3(k) oder einer Untergruppe von (P)SLs(q?).
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Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. Oy(K) =1 an. Sei Dxg = DNK und F(D) der Graph
mit Eckenmenge Dk und Kanten der Form {a,b} mit o(ab) ungerade fiir a,b € Dy.
Nach IV (1.6) von TIMMESFELD [34] ist das Erzeugnis der isolierten Ecken ein 2-
Normalteiler von K und demnach trivial. Weiterhin vertauschen daher verschiedene
Zusammenhangskomponenten von F(Dy).

Sind a, b, ¢ beliebige Elemente aus A%, B* und C*¥, so liegen diese nach Voraussetzung in
der selben Zusammenhangskomponente. Gébe es ein Wurzelelement d in einer weiteren
Komponente, dann ist d also mit A, B und C vertauschbar, ein Widerspruch wegen
Oy(K) = 1. Insbesondere ist F(Dg) zusammenhéngend und wegen |A| > 2 ist auch
sicherlich Dg N D% # (). Nach IV (1.9) von TIMMESFELD [34] ist dann

K/Z(K)=K

einfach. Dabei ist Z,(K) maximales Urbild von Z(K/Oy(K)) = Z(K). Offenbar wird
K von der Klasse von abstrakten Wurzeluntergruppen

A::ZF

erzeugt. Nach den Klassifikationssitzen aus 111 §9 von TIMMESFELD [34] ist dann K
eine Lie-Typ-Gruppe in gerader Charakteristik.

Sei K zunichst eine klassische Gruppe und V' der zugehorige natiirliche Modul. Wegen
der Einfachheit von K operiert diese Gruppe trivial oder treu auf jedem Unterraum.
Ist K eine lineare, unitére oder symplektische Gruppe, so ist A eine Klasse von Trans-
vektionsgruppen und die Kommutatoren [V, D] fiir D € A hochstens eindimensional.
Somit operiert K treu auf dem hochstens dreidimensionalen Unterraum [V, K| und K
ist die zentrale Erweiterung von PSLsy(k), PSLs(k) oder PSU;(k).

Ist K eine orthogonale Gruppe, so ist A eine Klasse von Siegeltransvektionsgruppen.
Die obigen Kommutatoren sind dann hochstens zweidimensional und K operiert treu
auf dem hochstens sechsdimensionalen Raum [V, K|. Die einzigen moglichen Gruppen
sind Qf (k) & PSLy(k) und Qg (k) = PSU4(q). Unter diesen Isomorphismen werden
die Siegeltransvektionsgruppen jedoch auf Transvektionsgruppen abgebildet und dies

ist wie im letzten Absatz nicht moglich.

Es bleiben die Gruppen vom Ausnahmetyp zu untersuchen. Die Gruppe Ga(k) ist
enthalten in D,(k) und die Wurzeluntergruppen von G(k) sind Wurzeluntergruppen
von Dy(k). Somit tritt dieser Fall nicht ein. Die Gruppe ®Dy(k) ist enthalten in Dy(q?)
und jede Wurzeluntergruppe ist offenbar in genau einer Wurzeluntergruppe von D4(¢3)
enthalten. Sind A*, B* und C* die drei zu A, B und C gehorenden Wurzeluntergruppen
von Dy(¢?), so erfiillen diese offenbar die Voraussetzungen des Lemmas und erzeugen
paarweise eine zu SLy(g*) isomorphe Untergruppe. Insbesondere ist K < SL,(¢®). In
den Abschnitten 4-6 von COOPERSTEIN [9] finden wir, dass die Gruppen Fy(q), ?Es(q),
Fs(q), E7(q) und Eg(q) nicht von den drei obigen Wurzeluntergruppen erzeugt werden
kénnen. Damit folgt schlieflich das Lemma. O
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3.5 Zentralisatoren von zentralen Involutionen

Die unipotente und monomiale Gruppe von G tragen hier die Bezeichnung U und
N, unabhéngig davon, ob GG eine Chevalleygruppe oder eine getwistete Gruppe ist. In
diesem Abschnitt sei k stets von ungerader Charakteristik, G verschieden von PS Lo (k)
und es sei daran erinnert, dass G nach Festlegung verschieden von R(k) ist. Wir
untersuchen hier den Zentralisator der zentralen Involution ¢ von

Y = (A, B)

mit A, B € X und B € Q4.

(3.5.1) Lemma.

Ist A die abstrakte Wurzeluntergruppe zur héchsten Wurzeluntergruppe Ay und B die
zu A_p, so gilt C(i) = (Cy(i), Cn(i)).

Beweis. Durch die Bruhat-Zerlegung 148t sich jedes Element x € G eindeutig in der
Form x = whwu' darstellen, wobei w € U, h € H, w € W und v’ € U, . Vertauschen
nun ¢ und z, so liefert die Konjugation mit ¢, dass

uhiw'y'" = uhwi'.
Offenbar ist ¢ € H und die Gruppen U, U, und N sind H-invariant, also liefert die
Eindeutigkeit der Bruhat-Zerlegung die Behauptung. O

(3.5.2) Lemma.

Die Konjugierten von'Y unter C(i) sind Normalteiler von LAY .

Beweis. Sei A 0.B.d.A. die abstrakte Wurzeluntergruppe zur hochsten Wurzelunter-
gruppe A, und B die zu A_;. Die Gruppe U ist das Produkt der positiven Wurzelun-
tergruppen, also ist sicherlich M4 < U < M 4L 4 und daher nach der Dedekindidentitét

U = MA(U N Ly).

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dass Cy, (i) = A. Nun
vertauscht L4 mit Y, also ist

CU<Z) = (U N LA)A

Die Involution wy maximaler Lénge in W vertauscht jede positive mit ihrer negativen
Wurzel, also ist L4 invariant unter Konjugation mit wg und es folgt

Crruo (i) = (U™ N L) B,
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Insbesondere ist dann
(Cu (i), Cywo(i)) < LaY.

Da U das Produkt der positiven Wurzeluntergruppen ist, erhalten wir damit

(Ca, (i) | re®) < LY.

Die umgekehrte Inklusion ist ebenfalls richtig, denn L4 vertauscht mit ¥ und es ist
A < Zy,. Es gilt also stets

LAY = (Cy (i) | r € ®).

Insbesondere wird LY von Cy (i) normalisiert. Fiir n € Cy(i) ist also Y™ genau wie
Y ein Normalteiler von LY. Da Cy(i) < L,Y, folgt mit 3.5.1 die Behauptung. O

3.6 Ein niitzliches Lemma

In diesem letzten Abschnitt stellen wir noch ein von den Lie-Typ-Gruppen vollig un-
abhéngiges Lemma vor.

(3.6.1) Lemma.

Sei R = (2)O(R) eine Gruppe mit o(z) = 3, Oo(R) # 1 und R = (xf). Gilt zusdtzlich
fiir alle nicht mit x vertauschbaren r € R:

(i) {x,2") = SLy(3),

(ii) Coyr)(iy) < N((x,2")), wobei i, die zentrale Involution von (x,x") ist,

dann ist R = SLy(3).

Beweis. Sei R ein minimales Gegenbeispiel und N := Oy(R) die offenbar einzige
2-Sylowgruppe von R. Insbesondere ist jede 2-Untergruppe von R in N enthalten.
Wegen Oy(R) # 1, gibt es ein r € R mit

Xo = (x,2") = SLs(3).

Ferner bezeichne @ die zu Qg isomorphe Untergruppe Oz(Xj) und i die zentrale Invo-
lution von X,. Offensichtlich ist N N Xy = Q.

Nehmen wir an, dass @ < N, so ist wegen R = (x) N auch @) < R. Natiirlich ist i die
einzige Involution in @), also sehen wir mit (ii), dass

N < Cn(i) < N(Xo)

und daher
[N, Xo] < NN Xy=0Q.
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Ist nun  der natiirliche Homomorphismus von R auf R/Q, so vertauschen N und (z).
Demnach ist

R=@@"=@") = @),
und daher N = @). Dann aber ist Xy = R, ein Widerspruch.

Insbesondere ist dann
Q < Ny(Q) < N.

Setzen wir Q)1 := Nn(Q), so ist
(V@)Y < R = (z)N.

Aus der Dedekindidentitat folgt somit
(@) = (1) (™) 1 Ox(R)) = ()0l (™))

Dabher erfiillt (zV~(@V) offenbar die Voraussetzungen des Lemmas, wenn

<£L‘NN(Q1)> < <x02(<xNN(Q1)>)>.

Da x auf der 3'-Gruppe Ny (Q1) operiert, ist

Ny (Q1) = Cny(u) (@) [N (Q1), 7]
nach VII (7.12) von KURZWEIL [24]. Da nun
[Nx(Qu), 2] < NN {@™¥(@)) = Oy((a™9)),

ist die obige Forderung offenbar erfiillt.

Angenommen Ny (Q1) < N. Dann ist
(VN @y < ()N = R.
Da R ein minimales Gegenbeispiel war, folgt nun leicht
SLy(3) = Xy = (x"v(@V)

und damit

Nn(Q1) < COn(1) < Ny(Xo) < Q.

Da jedoch N und @; nilpotent sind, kann (); nicht sein eigener Normalisator sein.
Insbesondere ist nun

Nn(Q1) = N

Somit enthélt @; sémtliche Konjugierten von @ unter N, und da 7 < Cn/(7) ist dann
nach (ii) auch
Q" Xo) S NN Xy =0Q

fiir alle n € N. Wegen )1 < N finden wir ein n € N mit

Q" # Q.
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Setzen wir in die obige Ungleichung n~! ein und konjugieren dies mit n, so folgt

(@, Xp] < Q™. (3.10)

Insbesondere sind z und n nicht vertauschbar, denn mit Matrizen rechnen wir in S Lo(3)
leicht nach, dass

Q. ()] = Q.
Folglich operiert Y := (z,z™) auf QQ™ und insbesondere ist dann
Y < N(Z(QQ")).

Dabei ist ¢ # ", denn andernfalls ist n € Cn (i) < N(Xy) < N(Q), ein Widerspruch.
Somit konnen sich @) und Q" nur trivial schneiden, denn sonst enthélt Q@ N Q" in jedem
Fall die zentrale Involution ¢ von ). Daher ist

Z2(QQ") = 2(Q) x Z(Q") = (i,1")

und es ist klar, dass (z,1") = V.
Als Folgerung erhalten wir nun, dass Y/Cy ((i,i")) eine Untergruppe von Aut(V,) = 33
ist. Da diese jedoch keinen 2-Normalteiler hat, ist dann

Os(Y) < Cy((i,i")) < On((3,3")) = Cn(i) N On(i")
< N(Xo) N N(Xg) < N(Q)NN(Q™).

Da die 3-Sylowgruppen von Y in Oy(Y") konjugiert sind, gibt es ein m € Oy(Y") mit
(") = ()™
Wegen [Q, (x)] = Q liefert Konjugation mit m und (3.10), dass auch
Q=0Q"=[Q @) =1Q, (")) < Q"

und dies ist ein Widerspruch. O



Kapitel 4

Zweifach transitive
Permutationsgruppen

Die endlichen einfachen Gruppen aus der Liste der Klassifikation der endlichen einfa-
chen Gruppen bezeichnen wir als die bekannten endlichen, einfachen Gruppen. Jede
solche Gruppe ist dann isomorph zu einer zyklischen Gruppe von Primzahlordnung,
einer alternierenden Gruppen, einer Lie-Typ-Gruppe oder einer sporadischen Gruppe.

(4.1) Hauptsatz.

Sei Go eine bekannte endliche, einfache Gruppe und G eine zweifach transitive Per-
mutationsgruppe auf der Menge Q@ mit Go < G < Aut(Gy). Operiert F(G,) transitiv
auf Q\ {a}, dann ist F(G,) eine auf Q\ {a} regulire p-Gruppe. Die Gruppe Gy ist
wie in Tabelle 4.1 und bis auf den Fall (f) mit m = 28 ist stets F(Go) < Gy und Gy
zweifach transitiv auf €.

Der Beweis dieses Satzes ist recht umfangreich, weswegen ihn auf mehrere Kapitel
verteilen. In diesem Kapitel werden wir nur noch einige Bezeichnungen festlegen und
einige leichte Tatsachen festhalten. Offenbar kann Gy niemals eine zyklische Gruppe
sein. Ist GGy eine alternierende Gruppe, so benutzen wir elementare Argumente von
MAILLET [25], um die Beispiele aus dem obigen Satz zu erhalten. Fiir die sporadi-
schen Gruppen G zitieren wir geeignete Literatur. Fiir die Gruppen Gy vom Lie-Typ
existiert bereits ein Beweis dieser Aussage unter der schwécheren Voraussetzung, dass
G, keinen auf Q \ {«a} transitiven nilpotenten Normalteiler haben muss. Wir finden
diese Aussage bei CURTIS, KANTOR & SEITZ [11]. Allerdings ist der Beweis dieser
Aussage in weiten Teilen von charaktertheoretischen Argumenten geprégt, und daher
nur schwer zugénglich. Unser Beweis wird (weitestgehend) frei von diesen Argumenten
bleiben und sich gréfitenteils der Theorie der abstrakten Wurzeluntergruppen bedienen.
Manchmal miissen wir Listen maximaler Untergruppen von den Lie-Typ-Gruppen zitie-
ren, welche keine Klasse von abstrakten Wurzeluntergruppen besitzen. Diese bedienen
sich teilweise charaktertheoretischen Argumenten.

4.1 Notation

Die meisten Bezeichnungen iibernehmen wir aus den vorangegangenen Kapiteln. Die
Gruppen G und Gy seien wie im Hauptsatz 4.1. Zusétzlich wiahlen wir ein Element



4.2 Vorbereitende Aussagen 47

Go G 9]
(a) | PSL2(q) q+1
(b) | PSUs(q) ¢ +1
(c) | Sz(q) ¢ +1
(d) | R'(q) R(3) fiir g =3 ¢ +1
(e) PSL2(5) = PSL2(4) = A5 G() oder PGL2(5) = PFL2(4) = 25 5 oder 6
(f) | R(3) = PSL2(8) R(3) = PT'Ly(8) (oder Go mit m =9) | 9 oder 28
(g) | PSL3(2) = PSLy(7) Go oder Aut(PSLs3(2)) = PGLy(7) 8
(h) PSL2(9 = Sp4(2)/ >~ Ag Go<G<L Aut(A6) = PFLQ(Q) 10
(i) | G2(2) = PSU;5(3) Gy oder G2(2) = PTU3(3) 28

Tabelle 4.1: Die Gruppen Gy

a € Q und legen folgende Notation fest:

Q"= Q\{a},
m = |Q],
X = F(G,).
Ist Gy eine Lie-Typ-Gruppe, so sei zusétzlich
k= GF(q),
p := char(k),
pl=q

4.2 Vorbereitende Aussagen

Ein haufig verwendetes Argument wird sein, dass X seinen Zentralisator enthélt. Wir
sagen dazu abkiirzend, dass X selbstzentralisierend ist, obwohl X nicht notwendig
abelsch ist. Ist X = F*(G,), so erfiillt X offenbar diese Eigenschaft. Dazu zeigen
wir das folgende allgemeine Lemma, in dem E(T') das Erzeugnis der quasieinfachen
Subnormalteiler einer Gruppe T' bezeichne.

(4.2.1) Lemma.

Sei Q eine Menge mit |2 > 1 und T eine endliche Permutationsgruppe auf ). Besitzt
T einen auf Q transitiven nilpotenten Normalteiler N mit T'= NE(T'), so ist N =T.

Beweis. Angenommen N < T. Dann hat T insbesondere nichttriviale Komponen-
ten. Da diese Komponenten quasieinfach sind, ist keine von ihnen in N enthalten
und vertauschen daher mit N. Natiirlich vertauscht dann N mit E(T'), und aus der
Transitivitdt von N auf €2 folgt dann

E(T)NT, < () Th=1

neN
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fiir alle a € Q. Insbesondere ist T, nilpotent, denn nun ist
T,.=2T,E(T)/E(T)<T/E(T)= N/NNE(T).

Nach dem Frattiniargument ist 7' = T,,N. Da mit T, auch jede Faktorgruppe nilpotent
ist, ist auch

T./(NNT,) = T,N/N = E(T)N/N = E(T)/(N N E(T))

nilpotent und daher auch auflésbar. Dies jedoch ist ein Widerspruch, denn N N E(T)
enthélt keine Komponenten. a

Nun ist F*(G,) = XE(G,), und daher erhalten wir sofort die

(4.2.2) Folgerung.

FEsist X = F*(G,).

(4.2.3) Lemma.

Die Primteiler von |X| sind auch Teiler von m — 1.

Beweis. Die Gruppe X ist das direkte Produkt ihrer r-Sylowgruppen. Insbesondere
wird jede dieser r-Sylowgruppen X, von X normalisiert. Folglich ist auch die Menge
der Fixpunkte von X, auf €2 invariant unter X. Da nun X transitiv auf 0* operiert, ist
a notwendig der einzige Fixpunkt von X, auf 2. Zerlegen wir 2* in disjunkte Bahnen
unter der Operation von X, so teilt r jede Bahnenldnge und es folgt das Lemma. O

(4.2.4) Lemma.

Go operiert transitiv auf Q und (Gy), ist eine mazimale Untergruppe von Gj.

Beweis. Als Normalteiler einer zweifach transitiven Gruppe operiert G natiirlich
transitiv auf €2. Die reguldren Normalteiler von zweifach transitiven Permutationsgrup-
pen sind elementarabelsch. Dies sehen wir beispielsweise in II (11.3) bei WIELANDT
[40], und insbesondere operiert Gy nicht reguldr, denn G ist offenbar nicht zyklisch.

Die nichtreguldaren, imprimitiven Normalteiler einer zweifach transitiven Permutati-
onsgruppe sind nun aber nach II (12.3) von WIELANDT [40] gerade Frobeniusgruppen.
Sicherlich ist G als einfache Gruppe keine Frobeniusgruppe, denn diese normalisie-
ren einen nichttrivialen Frobeniuskern. Daher ist G primitiv auf €2 und es folgt die
Behauptung. O



Kapitel 5

Zyklische, alternierende und
sporadische Gruppen

In diesem Kapitel verwenden wir die Ergebnisse und Bezeichnungen aus dem vorange-
gangenen Kapitel. Wir befassen uns hier mit den Gruppen G, die die Voraussetzungen
zu Hauptsatz 4.1 erfiillen und bei denen Gy eine zyklische, alternierende oder sporadi-
sche Gruppe ist. Es ist dabei klar, dass GGy niemals eine zyklische Gruppe ist.

Es gibt genau zehn Beispiele fiir zweifach transitive Gruppen G, bei denen GG eine spo-
radische Gruppe ist. Es sind die Gruppen My, Mia, May, Mos, Moy, HS und Coz mit
entsprechenden Permutationsgraden. Es iibersteigt das Maf3 dieser Arbeit, hierfiir eine
Klassifikation vorzunehmen, weswegen wir uns auf die Angabe von geeigneter Literatur
beschrénken. Wir finden die obige Informationen in Tabelle (7.4) bei CAMERON [5]
oder bei MORTIMER & DixON [29] in Abschnitt 7.7 von Kapitel 7. Die Fittingunter-
gruppen der maximalen Punktstabilisatoren operieren nicht transitiv auf m — 1 Ziffern
und somit erfiillt keine der sporadischen Gruppen den Hauptsatz 4.1.

Die samtlichen zweifach transitiven Darstellungen der symmetrischen und alternieren-
den Gruppen wurden um 1895 von MAILLET [25] bestimmt. Die Originalarbeit von
MAILLET ist nicht gut lesbar, so dass wir seine Argumente weitestgehend ausfiihren.
Durch die Existenz des nilpotenten Normalteilers X in G, vereinfachen sich die Argu-
mente etwas.

5.1 Alternierende Gruppen

Sei Gy eine alternierende Gruppe A,,. Bis auf die Ausnahme n = 6 ist (G stets eine der
Gruppen A,, oder ¥, und im Fall n = 6 besteht noch die Moglichkeit G = 3¢ : 2.

(5.1.1) Lemma.

Ist n <6, so ist G wie in (e) oder (h) von Hauptsatz 4.1.

Beweis. Sei zuerst G = Aj oder X5. Enthélt X eine 3- oder 5-Sylowgruppe von G,
so ist G, wegen der Nilpotenz von X der Normalisator einer solchen und m ist die
Anzahl der 3- oder 5-Sylowgruppen von . Insbesondere ist m = 10 oder 6, wobei
m — 1 im ersten Fall kein Teiler von |G| ist. Wir erhalten damit den Punkt (e) aus
4.1 mit m = 6. Ist X nun eine 2-Gruppe, so ist m wegen der Transitivitdt von X
auf Q* eine der Zahlen 2! + 1 mit ¢ < 3. Fiir i = 1 enthilt G, notwendig genau eine
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5-Sylowgruppe und X = F(G,,) hat dann einen 5-Anteil, ein Widerspruch. Der Fall
i = 3 impliziert den Widerspruch 3? | |G/, also ergibt sich schlieBlich (e) aus 4.1 mit
m = 9.

Ist nun Gy = Ag, dann enthédlt X wie oben keine 5-Untergruppe. Enthélt X eine
3-Untergruppe, dann ist m — 1 = 32/ mit ¢ < 2 und 0 < j < 5. Durch leichtes Nach-
rechnen ergibt sich fiir j > 1 stets m 1 |G|, also ist m = 4 oder 10. Der Normalisator
einer Untergruppe der Ordnung drei hat nicht den Index vier in G und somit erhalten
wir den Fall (h) aus 4.1. Ist X eine 2-Gruppe, so ist m eine der Zahlen 2°+1 mit i < 5.
Die Fille ¢ = 4,5 fithren auf m { |G| und im Fall i = 3 enthilt G, wie oben genau eine
5-Sylowgruppe. Schliellich ist i # 1,2, denn Ag hat keine maximalen Untergruppen
vom Index 3 oder 5. a

Wir haben dieses Resultat alleine aus der Betrachtung der Operation von G auf 2
erhalten. Fiir den offenen Fall n > 6 ist G stets eine der Gruppen %, oder A,, und wir
benutzen hier die treue Operation von G auf der Menge

N :={1,...,n}.

Im weiteren Verlauf sei n > 6 und C die Konjugiertenklasse der 2-Zykel bzw. 3-Zykel,
wenn G = X, bzw. A, ist. Wir erhalten dann das folgende

(5.1.2) Lemma.

Es ist Q@ = a% U {a}. Operiert G, primitiv auf N, so ist m — 1] |C|.

Beweis. Da G von C erzeugt wird, gibt es ein ¢ € C' mit a® # a. Ist § € Q* mit
af # [, so gibt es wegen der zweifachen Transitivitdt von G auf ) ein g € G mit
(a,a¢) = (a, B). Es folgt dann o = 3 und damit der erste Teil der Aussage.

Offenbar operiert GG, durch Konjugation transitiv auf der Menge
{CNGux |z & Go}

und insbesondere sind die Mengen C' N G,z fir alle x € G, gleichméchtig von der
Ordnung d. Operiert nun G, primitiv auf den Ziffern N, so ist G, N C' = (). Enthélt
nédmlich eine primitive Untergruppe von X einen 2- bzw. 3-Zykel, so enthélt diese
nach (3.3A) von MORTIMER & DixoN [29] die Gruppe A, oder ¥,. Somit folgt
|C| = d(|G : Go| — 1) und damit das Lemma. 0

Aus der Operation von G auf €2 erhalten wir nun eine obere Schranke fiir den Index
|G : G,|. Zusitzliche Information erhalten wir aus der Operation von G, auf N, welche
eine der drei folgenden Félle erfiillt:

e (5, operiert primitiv auf N.

e (7, operiert transitiv und nicht primitiv auf N.
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e (7, operiert nicht transitiv auf V.

In jedem der drei Félle erhalten wir Abschitzungen von |G : G,| nach unten, die bis
auf Ausnahmen der oberen Schranke aus 5.1.2 widersprechen.

(5.1.3) Satz.

Fiirn > 6 ist G keine symmetrische Gruppe.

Beweis. Angenommen die Aussage ist falsch. Sei zuerst G, primitiv auf N. Wir
finden dann in (14.2) bei WIELANDT [40] die Abschétzung

n+1

m=|G:G.| >| !

von BOCHERT. Gleichzeitig gibt es nach 5.1.2 ein d € N mit

B c) 1 (n
m =1+ p —1+d 9

1 (n n+1
1+ - > L
+dQ)_[2]
Fiir n # 8 ist dies ein Widerspruch und der Fall n = 8 ist nur fiir d = 1 méglich. Dies
fithrt auf m = 29, aber 29 1 |G|.

und daher

Sei nun G, transitiv und nicht primitiv auf N. Dann enthélt N einen Block A der
Ordnung 2 < k < n — 1 fiir G,. Wegen seiner Maximalitét ist G, notwendig der
Stabilisator der Partition {AY | g € G,} von N und hat somit die Ordnung k!l! mit
n = kl. Mit 5.1.2 folgt

n! n
— < < .
o _1+|o|_1+(2)

Nun ist n = kl > k + [ und damit [ < n — k. Aus der obigen Ungleichung wird daher

n n
<
(i) <1+ (2)
wobei sich hier natiirlich £ durch [ ersetzen lafit. Dies ist fiir k& > 3 nicht moglich. Fiir

k =2 ist [ > 4 und dies ergibt ebenfalls einen Widerspruch.

Sei schlielich G, nicht transitiv auf N. Dann hat G, auf N eine Bahn A der Lénge
2 <k <n—1und wegen der Maximalitéit von G, ist dann notwendig

Ga = Stab(A) = Ek X Zn—k-

Fir k£ <n — 2 ist nach 5.1.2 insbesondere

(§)-ozremicne ()-(3)- ()
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[ 1+ 2ol =102 =2) | 14 dnln = 1)(n =) | [*]

n=7 |71 36 24
n= 113 3-19 24
n=9 | 132 85 120
n=10 | 241 112 120

Tabelle 5.1: Konkrete Abschétzungen

Da die Félle £ = 2 und n — 2 offenbar &quivalent sind, ist dies fiir £k < n — 2 ein
Widerspruch. Fiir & = n—1 ist schliellich G, = ¥,,_; mit trivialer Fittinguntergruppe.
Dies ist nach unserer Voraussetzung jedoch nicht méglich. O

(5.1.4) Satz.

Fiirn > 6 ist G keine alternierend Gruppe.

Beweis. Angenommen die Aussage ist falsch. Sei zuerst G, primitiv auf N. Dann
liefert die Abschéatzung von BOCHERT diesmal

1l n+1
=|G: > — l.
m=|G Ga|_2[ ) ]

Nach 5.1.2 gibt es dann wie eben ein d € N mit

n(n—1)(n —2) 2 (n n+1

Dies liefert fiir n > 11 sofort einen Widerspruch und fiir d > 3 ergibt sich sogar stets
ein Widerspruch. Die Permutationsgrade in den iibrigen Fillen sind in Tabelle 5.1
aufgefiihrt. Bis auf den Fall n = 7 mit d = 2 sind diese Grade kein Teiler der Ordnung
von GG. Im iibrigen Fall ist offenbar GG, der Normalisator einer 5-Sylowgruppe und einer
7-Sylowgruppe, denn m — 1 | | X|. Dies fithrt leicht zum Widerspruch.

Sei nun G, transitiv und nicht primitiv auf N. Dann enthélt N einen Block A der
Ordnung 2 < k < n -2 fiir G,. Da G, transitiv auf N operiert ist, ist G, wegen seiner
Maximalitét der Stabilisator der Partition P = {AY | g € G,} von N, also

G, = Stabs, (P) N Ay

Wegen %,, = A, - Staby,, (P) folgt leicht

n!
ol = 2m

fir n = kl > 6. Sicher enthélt C' ein Element in G, also ist in 5.1.2 sogar m < |C|
und somit ist wie im letzten Satz

|
MYy oo (M)
k) — kN — 3

m=|G:G
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Firn >11und n —5 > k > 5 ist dies wegen

2(2) = ()

ein Widerspruch. Fiir alle iibrigen Félle fiihren wir die Ungleichung

n! n
— <
Kl — 2 <3>

durch leichte Rechnung zum Widerspruch, wenn wir n = kl > k + [ benutzen.

Sei schliellich G, nicht transitiv auf N und A eine Bahn der Linge 2 < k < n — 1.
Dann ist notwendig
Ga = Stab(A) = (Ek X En—k) N An,

und wegen 3, = (X X 3, _x)A, folgt leicht

\G:G@:(Z).

Wie im vorangegangenen Satz ergibt sich

(=)

Dies liefert wie oben einen Widerspruch fiir n > 11 und n—5 > k£ > 5. In allen iibrigen
Fillen ist X zu klein, um transitiv auf Q* zu operieren. O



Kapitel 6
Lie-Typ-Gruppen

Im Anschlufl an das vorangegangene Kapitel bleiben die Gruppen G aus dem Hauptsatz
4.1 zu betrachten, bei denen Gy eine einfache Lie-Typ-Gruppe ist. Auch in diesem
Kapitel verwenden wir die Ergebnisse und Festlegungen aus Kapitel 4. Im Vergleich zu
dem letzten Kapitel ist dies der kompliziertere Teil des Beweises von 4.1. Wir spalten
ihn in zwei Félle auf, wobei der erste Fall — in dem X eine p-Sylowgruppe besitzt— auf
die natiirlichen Darstellungen der Gruppen vom Lie-Rang 1 fithren wird. In der Tabelle
A.2 von Anhang A sehen wir einige Gruppen vom Lie-Rang 1, die isomorph zu Lie-
Typ-Gruppen in von p verschiedener Charakteristik sind. Hier werden wir die iibrigen
Falle von 4.1 finden, wenn wir X als p/-Gruppe betrachten. Das genaue Vorgehen
beschreiben wir in den entsprechenden Abschnitten.

6.1 Die natiirlichen Darstellungen

Sei p ein Primteiler von |X|. Insbesondere ist G, eine p-lokale Untergruppe von G.
Nach Lemma 4.2.3 sind p und m teilerfremd und somit enthélt (Gg), nach der Bahn-
formel den gesamten p-Anteil von Gy. Sei (By, Ng) das iibliche BN-Paar von Gy mit
unipotenter Untergruppe Uy, Weylgruppe Wy und Hy = By N Nj.

Enthélt eine maximale Untergruppe von Gq die Gruppe Uy, so ist sie nach (1.6) von
SEITZ [31] eine maximalparabolische Untergruppe von G und daher kénnen wir (Gy)a
0.B.d.A. als standardmaximalparabolische Untergruppe betrachten, die wir im folgen-
den mit Pj bezeichnen.

Als nilpotenter Normalteiler von P; ist X N Gy nach (47.5) von ASCHBACHER [2] im
unipotenten Radikal U; von P; enthalten. Natiirlich ist U; charakteristisch in (Gy)a,
also ist U; = X N Gy. Es folgt

X/UJ = XG[)/GO S Out(Go),
und daher auch

m — 1] [Uy] - |0ut(Gy))- (6.1)

Im weiteren Verlauf sei M das Erzeugnis der inneren, Korper- und Diagonalautomor-
phismen von G. Dann gilt

(6.1.1) Lemma.

Esist G <M.
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Go I\NJ m
H?l:z+1(qi*1)

Az-a1(q), 1>2 | {l} YO

) ) (@' =)@ I+ T,y (@ -1)
D 1> 2< i<~ L timlogl
l(q)7 = 5 {]}v —_ J —_ 3 l—uzl(qz_l)

Di(g) {1} oder {3}, {4} fir [ =4 | (¢ + )T’
@ -D@" DD L] +D)

Dl(q) {l - 2} e 2 (q2_1)2 =1 g

Es(q) {2} @+ 1)@+ D@+ 1) X d
(@@+1D)(+1)?(¢* +1)(@® =) (¢ +1) (¢ —1)

Eo(q) {4} @y

Tabelle 6.1: Die Ordnungen von {2

Beweis. Angenommen G £ M. Wegen Gy < G gibt es dann ein Element g € G, wel-
ches das Produkt eines Diagonal- und Koérperautomorphismus mit einem Diagramm-
automorphismus o ist. Die Diagonal- und Korperautomorphismen normalisieren die
Wurzeluntergruppen von G, also ist insbesondere

Py =P

ebenfalls eine standardparabolische Untergruppe von Gy. Wir zeigen, dass P; dann
von ¢ normalisiert wird, was die Moglichkeiten fiir Gy und P; stark einschréankt. Die
Operationen von G auf €2 und den Nebenklassen von P; sind dquivalent, also ist dann
m bekannt und wir erhalten dann leicht einen Widerspruch.

Die Konjugierten von By in G sind auch unter Gy konjugiert, so dass wir aus dem
Frattiniargument

G = GoNg(Bo)
erhalten. Insbesondere ist
Py = pw
mit z € Ng(Bp) und y € Go. Da G, maximal in G ist, gilt offensichtlich
G = GoG, = GoNg(Py).
Insbesondere gibt es dann aber ein a € Ng(P;) und b € Gy mit z = ab. Es folgt
By= B =B <P =P

und nach (43.7) von ASCHBACHER [2] ist daher b € P;. Insgesamt ist auch = €
Ng(Py), und P§ = PY. Daher sind P; und PJ in G, konjugiert und nach (43.7) bei
ASCHBACHER |[2] ist daher P = Pj.
Die Inspektion der Dynkindiagramme schrénkt die Moglichkeiten fiir Gy und Py auf die
Falle aus Tabelle 6.1 ein. Ist L; das Levikomplement von Py, soist |Py| = |U;L;|-|Hp :
HoNLy|. Dastets |Gy : P;| =1 mod g, erhalten wir leicht die Eintréige m aus Tabelle
6.1. Benutzen wir nun (6.1), so ergibt sich mit C.1 aus dem Anhang C ein Widerspruch.
O
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(6.1.2) Lemma.

Go hat den Lie-Rang 1 und Pj ist die Boreluntergruppe von Gjy.

Beweis. Da nun G < M, laft sich das BN-Paar (B, Ny) zu einem BN-Paar von G
mit Weylgruppe W = W, ausdehen. Ferner ist G, eine maximalparabolische Unter-
gruppe mit Weylgruppe W; = (W),;. Wir finden diese Aussage in (2.6) von CURTIS,
KANTOR & SEITZ [11] oder in II (5.8) von TIMMESFELD [34].

Da die Operation von G auf €2 zweifach transitiv ist, hat G, genau zwei Doppelneben-
klassen in G. Insbesondere besitzt W; genau zwei Doppelnebenklassen in W, denn die

Korrespondenz

GawGa — W JwWJ
ist nach Abschnitt 43 von ASCHBACHER [2] eine bijektive Abbildung der Doppelneben-
klassen von GG, in GG auf die von W in W;. Somit operiert auch Wy zweifach transitiv
auf den Nebenklassen von (W), in Wy. Nach B.1 aus Anhang B ist dies nur fiir die

linearen Gruppen (vom Typ A;) und die Gruppen vom Lie-Rang 1 mdoglich. Ferner ist
(Wo)s vom Typ A;_4, also bleibt nur [ = 1 zu zeigen.

Fiir [ > 1 ist G eine lineare Gruppe und dann ist

ql+1_1 ! ]
m:|G0PJ]: q—l :qu
=0

Insbesondere ist ¢ der p-Anteil von m — 1 und aus (6.1) erhalten wir dann m —1 | 2fq,
offenbar ein Widerspruch. O

(6.1.3) Satz.

Gy ist wie in (a), (b) oder (c¢) aus Tabelle 4.1.

Beweis. Nun ist Gy eine der Gruppen PSLs(q), PSUs(q), Sz(q) oder R'(q). Die
Gruppen PSLy(2), PSLy(3) und PSU;(2) sind auflésbar und R(3)’ ist offenbar wie in
(f) von 4.1, weswegen wir diese Fille hier nicht mehr betrachten. Nun ist P; = By und
nach der Bahnformel ist in obiger Reihenfolgt insbesondere

m=q+1, ¢+1, ¢*+1oder ¢ + 1.

Die Primteiler von | X| sind nach 4.2.3 auch Teiler vom m —1, also ist X eine p-Gruppe.
Offenbar wird
BO = (GO)a

von G, normalisiert und damit ist U, als Fittinguntergruppe von By in X enthalten.
Es bleibt zu zeigen, dass X nur innere Automorphismen auf GGy induziert, denn dann
ist Uy = X und es folgt aus Ordnungsgriinden die Behauptung.
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Dazu sei x = thyp € X das Produkt eines inneren Automorphismus ¢, eines Diagonalau-
tomorphismus h und eines Koérperautomorphismus ¢ von Go. Wegen z, h, ¢ € N(By)
ist auch i € N(By) = By und somit i = uh’ mit u € Uy und b’ € H. Wir betrachten
nun den Automorphismus
u e =hhe € X.
Sicherlich wird By/Uy von X zentralisiert, denn
(X, Bo) < XN By < F(By) =Up.

Der Automorphismus h'h zentralisiert sogar Hy, also muss der Korperautomorphismus
¢ auch die Faktorgruppe By/Uy zentralisieren. Dies ist wegen Uy N Hy = 1 ganz sicher
nur der Fall fiir ¢ = 1. Somit ist u='z = h'h = 1, denn andernfalls enthilt X ein
Element von p’-Ordnung, und dies wére ein Widerspruch. O

6.2 Die nicht-natiirlichen Darstellungen

Sei nun p kein Teiler von |X|. Wir verfahren hier in mehreren Schritten und erinnern
uns zunéchst an die Notation von Kapitel 3, die wir hier iibernehmen werden. Bis auf
Widerruf sei Gy verschieden von den Gruppen *Fy(k), Sz(¢) und R(g). Die einfache
Lie-Typ-Gruppe G hat dann eine Klasse von k-Wurzeluntergruppen X, wobei ¥ die
Menge aus Tabelle 3.1 auf Seite 23 sei.

Wir untersuchen zuerst den Fall, in dem G, lange Wurzelelemente aus
D :=D(%)

enthélt. Es ist leicht zu sehen, dass dies hochstens fiir die Primzahlen p = 2 oder 3
moglich ist. Die Untersuchung dieser Fille fithrt auf die Punkte (e) mit m = 6, (f) mit
m = 28, sowie (h) und (i) in Hauptsatz 4.1.

Anschlieend nehmen wir an, dass D fixpunktfrei auf () operiert. Wir erhalten dann
bis auf Ausnahmen die Relation

m=1 | |Go: Ney(A)llg—1)

fir A € ¥. Da G, keine Wurzelelemente in D enthélt, ist dann M4 N G, eine abelsche
Untergruppe von M4 fiir alle o € Q. In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass

e ‘ (M : Man Gl

fiir ein geeignetes s. Zerlegen wir €2 in Bahnen unter My, so ist ¢° | m. Setzen wir dies
in die obige Relation ein, so erhalten wir einen Widerspruch, wenn m keine p-Potenz
ist. Die obige Relation gilt nicht in allen Féllen. Diese werden an geeigneter Stelle
separat behandelt.

Es bleibt der Fall zu untersuchen, in denen m eine p-Potenz ist. Dann ist G eine
fahnentransitive Gruppe oder eine Gruppe vom Lie-Rang 1 und diese sind klassifiziert.
Wir erhalten leicht die iibrigen Félle aus dem Hauptsatz.
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6.2.1 Einleitende Aussagen

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass D nicht fixpunktfrei auf € operiert. Da D
invariant unter der auf () transitiven Gruppe G| ist, ist insbesondere auch

E:=DNG,#0.

Die Menge D ist in Ausnahmefillen nicht invariant unter samtlichen Automorphismen.
Bei den Gruppen vom Typ By und Fj in gerader Charakteristik oder G5 in Charakte-
ristik 3 wird nédmlich die Menge X der langen Wurzeluntergruppen auf die der kurzen
Wurzeluntergruppen abgebildet. Unter Konjugation mit der p’-Gruppe X ist D und
damit auch E jedoch abgeschlossen, wie wir im folgenden Lemma sehen.

(6.2.1.1) Lemma.

E ist X -invariant.

Beweis. Ist ¢ € FE, so operiert die elementarabelsche p-Gruppe (e) auf dem p'-
Normalteiler X von G,. Fiir solche Operationen finden wir

X =[X,e]Cx(e)
in VII (7.12) von KURZWEIL [24]. Offenbar ist nun [X,¢] < (Go), und da E unter
Konjugation in (Gg), abgeschlossen ist, folgt die Aussage. O
(6.2.1.2) Notation.
Fiir jedes Element d € D bezeichne E(d) die abstrakte Wurzeluntergruppe in %, die d
enthdlt. Da X eine TI-Menge ist, ist diese Bezeichnung wohldefiniert.
(6.2.1.3) Lemma.
Fiire € E gilt:
(a) Die Gruppe (X) = (€)[X, e] ist auflésbar.
(b) Fiir f € e*\ {e} ist e ' f von p'-Ordnung. Insbesondere ist E(f) € Qpe).

Beweis. Ist f € X verschieden von e, so ist f = e® fiir ein z € X und
e 'f =le,x] € X, €]

Insbesondere ist (eX) = (e)[ X, €] mit auflésbaren p’-Normalteiler [ X, e], und das Lemma
ist nun klar. O
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(6.2.1.4) Lemma.

Enthdlt A € X ein langes Wurzelelement in Gy, so ist ANG, die einzige Untergruppe
der Ordnung p von M NG,.

Beweis. Ist (t) neben (¢) < AN G, eine weitere Untergruppe der Ordnung p von
M4sNGy, soist (e, t) = Z,x Z,, denn nach den Abschnitten 3.2 und 3.3 ist A < Z(M_,).
Fiir die Operation einer nicht zyklischen, abelschen p-Gruppe auf der p’-Gruppe X
finden wir

X = (Cx(v) |v e (e,t)f)
in VII (7.23) von KURZWEIL [24].

Angenommen Cx (v) £ Cx(e) fiir v € (e, t)*. Dann gibt es ein z € X, dass mit v, aber
nicht mit e vertauscht. Wegen e # e” ist A* € (24 nach 6.2.1.3, wird aber von v € M4
normalisiert. Dies ist ein Widerspruch, da M4 nach 3.1.4 reguldr auf €24 operiert.
Somit ist X = C'x(e) und dies ist unmoglich, da X selbstzentralisierend ist. O

(6.2.1.5) Folgerung.

Enthilt A € X ein langes Wurzelelement in G, so ist Ma N G, zyklisch von der
Ordnung p oder p* oder isomorph zur Quaternionengruppe der Ordnung acht.

Beweis. Die Gruppen, die genau eine Untergruppe der Ordnung p haben, sind nach
(5.3.7) von KURZWEIL & STELLMACHER [23] gerade zyklisch oder in gerader Cha-
rakteristik isomorph zu einer Quaternionengruppe. In gerader Charakteristik ist nach
Kapitel 3 und dem letzten Lemma

(ManGy) <ANG,

von der Ordnung hochstens zwei und die Quaternionengruppe der Ordnung acht ist die
einzige Quaternionengruppe mit Kommutatorgruppe der Ordnung zwei.

Ist M4 NG, zyklisch, so ist
(MaNGo)/(ANG,) = (MaNGy)A/A=Z, oder 1,

denn M, /A ist elementarabelsch. Wegen |A N G,| = p folgt nun die Behauptung. O

6.2.2 Weitere Aussagen

Zum Beginn des Abschnitts haben wir das weitere Vorgehen erlautert. Wir unterschei-
den die Félle, in denen die Elemente von D fixpunktfrei auf €2 operieren oder nicht.
Wir werden Aussagen benétigen, die (teilweise) unabhéngig von dieser Unterscheidung
sind. Diese fithren wir hier auf.
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(6.2.2.1) Lemma.

Ist S eine p-Sylowgruppe von G und T eine p-Sylowgruppe von G, mit T < S, so ist
|S . T| der p-Anteil von m.

Beweis. Offenbar ist
IG:S||S:T|=|G:T|=|G:Gu||Ga:T|=m-|Gqs : T,

und wir konnen die Behauptung direkt ablesen. O

(6.2.2.2) Folgerung.

Sei Gy vom Lie-Rang mindestens zwei und verschieden von Spy(27). Ist p' der p-Anteil
von m, dann gilt eine der folgenden Abschditzungen:

(a) Der Kérper k hat gerade Charakteristik und |Ma| < 237 fiir A € 3.

(b) Der Kirper k hat ungerade Charakteristik und |M 4| < p*** fiir A € 3.

(c) Ist s wie in 3.2.3.1 und 3.5.6 von Kapitel 2, so ist q° < p'.

Beweis. Fiir A € X betten wir M4, N G, in eine p-Sylowgruppe T von G, ein.
Ist T < S eine p-Sylowgruppe von G, so ist nicht notwendig M4 < S, aber fiir ein
Konjugiertes B € ¥ ist Mp < .S. Dann ist auch

MpNGy<SNG,=T

und somit

|MB:MBﬂGa| S |ST|

Ist BN E # (), so folgen die beiden ersten Punkte aus 6.2.1.5 und obigem Lemma. Im
Fall BN E = () ist Mg N G, abelsch und der dritte Punkt folgt aus 3.2.3.1 und 3.3.6.
O

(6.2.2.3) Lemma.

Sei Go vom Lie-Rang 1 und ein A € X enthalte ein langes Wurzelelement in G,,. Ist
pt der p-Anteil von m, dann gilt eine der folgenden Abschitzungen:

(a) Der Kérper k hat gerade Charakteristik und |M 4] < 231,

(b) Der Kérper k hat ungerade Charakteristik und |M 4| < p**.

Beweis. Seien TS, A und B wie im Beweis des vorangegangenen Lemmas. Natiirlich
ist M4 eine p-Sylowgruppe von G und operiert regular auf ¥\ {A} = Q4. Hier ist
nun

MiNG,<T <S=Mgp,
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also enthiilt Mp insbesondere ein Element in A*. Somit vertauscht A mit B und es
folgt notwendig A = B. Ferner gilt nun

‘MAiMAﬁGa‘SIS:T|

und wir lesen sofort die Behauptung ab. O

(6.2.2.4) Lemma.

Fiir A € X ist AY eine TI-Menge. Insbesondere ist C(a) < N(A) und M < C(a) fiir
a € A%

Beweis. Die Menge ¥ wird von den Automorphismen von G invariant gelassen,
wenn GGy keine der Gruppen vom Typ C5 oder Fj in gerader Charakteristik oder G5 in
Charakteristik 3 ist. Insbesondere ist dort A% eine T'I-Menge.

In den drei ausgeschlossenen Féllen gibt es einen Graphautomorphismus o, der die
Gruppe A auf eine kurze Wurzeluntergruppe A, abbildet. Angenommen es ist A7 ¢ 3.
Dann ist g = idTo das Produkt eines inneren, Diagonal-, Korper- und eines nichttrivia-
len Graphautomorphismus. Wir nehmen 0.B.d.A. A = A, an. Da ¥ = A% invariant
unter idr ist, ist
A9 € A% = A7C0 = ACo,

Insbesondere gibt es ein x € Gy mit A9 = A?. Ist (By, Ny) das iibliche BN-Paar von
G, so gibt es b, b’ € By und w € Ny mit x = d'wb. Nun ist Ng,(A) eine standardpara-
bolische Untergruppe von Gy und daher ist auch

Ne,(As) = Na,y(A)7
eine solche und A, wird von By normalisiert. Es folgt nun
ANAI = ANAT=ANAY = (AN An) =1,

denn entweder ist Ag € X oder enthalten in U™0,

In allen Fillen ist also A9 eine TI-Menge, und damit C(a) < N(A) fiir a € A*.
Wegen A < Z(M,) ist My < C(a) und da M4 charakteristisch in Ng,(A) ist, folgt die
Behauptung. a

(6.2.2.5) Lemma.

Ist T eine nichttriviale X -invariante Untergruppe von G, so ist N(T) < G,

Beweis. Bewegt N(7T') die Ziffer o, dann ist N(T') wegen X < N(T') transitiv auf

N(T

und somit ist o7 = Q die Menge der Fixpunkte von T', ein Widerspruch. O
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6.2.3 Der Fall E # () mit p > 3

Operieren die Elemente von D fixpunktfrei auf €2, dann kénnen wir leicht den Hauptsatz
beweisen, so wie wir es vorne angedeutet haben. Fiir p > 3 ist dies stets der Fall und
sogar sehr einfach zu sehen. Ist ndmlich e € E, so enthilt e® nach der Bahnformel ein
von e verschiedenes Wurzelelement f, denn die p’-Gruppe X ist selbstzentralisierend.
Nach Lemma 6.2.1.3 erzeugen e und f eine auflésbare Untergruppe von (P)SLy(q)
und e~ !f ist kein Element von p-Potenzordnung. Nach der Dicksonliste ist dies nicht
moglich und wir erhalten den

(6.2.3.1) Satz.

Ist p > 3, so operieren die Elemente von D fizpunktfrer auf §2.

Fiir p = 2 oder 3 konnen wir das letzte Argument natiirlich nicht verwenden. Dies
zeigen die auftretenden Beispiele aus dem Hauptsatz, und auch nach der Dicksonliste
enthélt (P)S Ly(q) auflésbare Untergruppen, die von zwei Involutionen bzw. Elementen
der Ordnung drei erzeugt werden. Fiir p = 2 sind dies die Diedergruppen von 2-
Potenzordnung und fiir p = 3 denken wir an die Untergruppen PSLs(3) und SLy(3),
die ebenfalls auflésbar sind.

6.2.4 Der Fall E # (@ mit g = 2

Im weiteren Verlauf sei ¢ = 2 und A € ¥ eine abstrakte Wurzeluntergruppe mit A <
(. Wir erhalten hier nur die Félle (h) und (i) aus dem Hauptsatz 4.1 und arbeiten fast
ausschlieflich mit einfachen Eigenschaften zweifach transitiver Permutationsgruppen
und Wurzelinvolutionen.

Natiirlich wird A von einem einzigen langen Wurzelelement e erzeugt, dessen Fixpunkt-
menge auf @ wir mit Fiz(e) bezeichnen werden. Die Konjugierten e* von e unter X
haben dann ebenfalls Mengen von Fixpunkten auf €2, welche wir entsprechend mit
Fiz(e®) bezeichnen. Jede dieser Mengen enthélt die Ziffer v und ist daher nichtleer.
Wir beschreiben kurz das weitere Vorgehen. Zerlegen wir 2 in Bahnen unter A, dann
hat A neben « stets mindestens einen zweiten Fixpunkt und

Fix(e®)" := Fiz(e") \ {a}

ist fiir alle x € X nichttrivial. Insbesondere ist dann 2* die Vereinigung der Mengen
Fiz(e®)*, denn X operiert transitiv auf Q*. Die Menge e enthilt genau drei oder
neun Involutionen.

Schneiden sich zwei der Fixpunktmengen aus der obigen Zerlegung nichttrivial, dann
enthiilt e* notwendig neun Involutionen. Die Menge Fiz(e)* kann dann partitioniert
werden in vier gleichgrofie Fixpunktmengen von zu Y3 isomorphen Untergruppen von
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(e*). Die vier Fixpunktmengen sind in Cx(e) konjugiert und nach der Bahnformel ist
dann X von gerader Ordung, ein Widerspruch.

Schneiden sich die Fixpunktmengen Fiz(e®)* fiir alle x € X trivial, so ist M4 transitiv
auf Fiz(e). Die Fixpunktmengen sind zueinander konjugiert und daher ist m eine der
Zahlen 3-2' —2 oder 9-2! —8 fiir | = |M, : MsNG,|. Dies liefert den genauen 2-Anteil
von m und mit 6.2.2.2 eine starke Abschétzung fiir die Ordnung von M 4. Leicht stolen
wir dann auf die beiden Beispiele aus dem Hauptsatz.

(6.2.4.1) Bemerkung.

Die zwei Gruppen SLs(2) und PSU;(2) sind auflosbare Gruppen und werden daher im
folgenden nicht betrachtet. Wir kénnen also stets annehmen, dass Gy vom Lie-Rang
mindestens zwei ist. Die Gruppen Go(2)" und Sp4(2) betten wir in die Gruppen Go(2)
und Spy(2) ein und betrachten stattdessen auch diese Gruppen.

(6.2.4.2) Lemma.

Entweder ist (e*) isomorph zu 3 oder enthilt genau neun Involutionen und wird von
je zwet zu Y3 isomorphen Untergruppen erzeugt. Im letzten Fall ist M s nicht abelsch.

Beweis. Sei (eX) nicht isomorph zu 3. Die Menge der Involutionen von (eX) ist
nach 6.2.1.3 (a) offenbar gerade e und die selbstzentralisierende Gruppe X ist von
ungerader Ordnung. Insbesondere gibt es also d, e, f € e mit

e (d f) =X
Fiir je zwei verschiedene Involutionen z,y € eX gilt (z,y) = ¥3 und insbesondere

¥ =y".
Aus dieser Gleichung, die wir im weiteren Verlauf immer wieder verwenden, sehen wir,
dass die Gruppe (d, e, f) nur die Involutionen e, f, e/, d, e?, f?, /4, d’¢ und d* von
(d,e, f) enthdlt. Wegen

(dfe>d fded fe _ ( ) — edf7 (def)e — d — fed — efd’
(def)d fde — e (Gd)f _ d
(e =, Y =,
(efd)e _ fede — fde — def’ (efd)f — — fde — dfe'

ist die Menge dieser Involutionen némlich offenbar invariant unter d, e und f. Die
Gruppe (d, e, f) hat nach 6.2.1.3 die Ordnung 2/ mit ungeradem [. Daher sind ihre
Involutionen zueinander konjugiert und insbesondere sind die obigen neun Involutionen
samtliche Involutionen von (d, e, f). Wir beachten dabei, dass die obigen Involutionen
paarweise verschiedenen sein miissen, denn 3 | [.
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Da M4 regulédr auf €2, operiert, gibt es ein a € M4 mit
f¢=d.

Wiire a? = 1, so vertauscht a die Involutionen f und d und zentralisiert somit die dritte
Involution d’ in {(d, f). Nach Wahl von d ist aber

df e eX\{e} c Q.,

ein Widerspruch zu 6.2.1.3. Da nun M, /A elementarabelsch ist, ist 22 € A fiir alle
x € M 4. Insbesondere ist

a’=e (6.2)
und M4 ist nicht (elementar)abelsch.

Liegt nun keine Involution von eX auflerhalb von (d, e, f), so folgt offensichtlich die
Behauptung. Angenommen es gibt ein ¢ € X mit

0 (de,f).
Seien dann b, c € M4 mit
fP=d’ und fe=v¢.
Genau wie in (6.2) sehen wir
a?=b=c=e. (6.3)
und ganz dhnlich folgt
(a ') =(ae)* = (b ') =e.

Andernfalls vertauscht etwa a~'c die Involutionen d und ¢ und zentralisiert demnach
(% € eX. Dies ist wie oben wegen ¢ & (d, e, f) ein Widerspruch.

Insbesondere sind a, b und ¢ paarweise nicht vertauschbar, sonst ist etwa
(a ') =a* =e*=1.

Somit ist
(ab)* = (ac)* = (be)* = e,

denn andernfalls ist etwa
ab=b"ta"! = beae = ba,

ein Widerspruch. Aus (ab)? = e folgern wir
a® = bab = v?bab = a*bab = a(ab)? = ae = a®
und damit

b* =b> sowie analog ¢ = ¢. (6.4)
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Wir erhalten
(be)® = b = bc® = bece = bee® = b,

also vertauscht a mit be. Wegen (bc)? = e ist somit

((ab)e)* = (a(be))* =1

und wegen (ab) ™! = abe vertauscht ¢ mit ab. Somit vertauscht auch ¢ mit ab und es
folgt
(ctab)? = 1.

Folglich vertauscht ¢ 'ab die Involutionen ¢ und f* = d*. Wir berechnen noch d°.
Nach Wahl von b ist fb = bdf und somit

dbdfe — dfbe — (df>be — (df)Ifl — f

Es folgt
db — fedf — efdf — edf‘

Die Involution ¢ 'ab vertauscht also e# und ¢ und diese liegen in eX. Daher ist auch
¢’ ¢ X und diese Involution wird von ¢~tab zentralisiert. Nun ist aber nach Wahl
von ¢ auch

" € X\ {e},
und dort hat M4 keine Fixpunkte. Dies ist ein Widerspruch. O

(6.2.4.3) Lemma.

Es ist Fiz(e)* # 0.

Beweis. Operiert A fixpunktfrei auf Q*, so hat dort jede Bahn von A die Lange 2.
Insbesondere ist dann m — 1 gerade und dies ist ein Widerspruch, da X von ungerader
Ordnung ist. a

(6.2.4.4) Lemma.

Es ist Q* =, .y Fix(e®)*.

reX

Beweis. Wegen der Transitivitdt von X auf 2* ist
0= U Fix(e®)".
Ist die Vereinigung nicht disjunkt, so gibt es ein e # f € eX mit
0 # Fiz(e)* N Fix(f)" = Fix({e, f))".
Somit enthélt eX genau neun Involutionen, denn andernfalls ist

e, f) = (e”)
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invariant unter X und somit wire Q* = Fiz(e)* N Fiz(f)*. Die Gruppe X3 wird von
je zwei ihrer drei Involutionen erzeugt, also enthilt (eX) offenbar genau vier zu ¥
isomorphe Untergruppen, die das Element e enthalten. Wir bezeichnen diese Gruppen
im weiteren Verlauf mit 3% fiir ¢ = 1,...,4. Die Fixpunktmengen dieser Gruppen
bezeichnen wir wie iiblich mit Fiz (%) und entsprechend ist

Fiz(35)" = Fiz(35) \ {a}.

Die vier Gruppen sind in M, konjugiert und somit sind die vier Fixpunktmengen
Fiz(X4)* simtlich nichttrivial. Wir zeigen nun, dass Cx(e) transitiv auf {Fiz(3Z4)* |
i = 1,...,4} operiert. Nach der Bahnformel ist dann X von gerader Ordnung, ein
Widerspruch. Wir beachten, dass C'x(e) auf obiger Menge operiert.

Wiéhlen wir 0.B.d.A § € Fiz(X3)* und v € Fiz(X3)*, so gibt es ein y € X mit v¥ =
und somit ist
B € Fix(33)* N Fix((X3)Y)*.
Demnach ist also
(23)7 = 33,
denn sonst ist
Fiz(2)* N Fiz((Z2)Y)* = Fixz((eX))* = 0.

Insbesondere ist e¥ eine der drei Involutionen von X}, welche wir hier mit e, e* und e*

bezeichnen. Ist y € Cx(e), so ist entweder eV = e® oder e**. Wir nutzen im folgenden
aus, dass u" = w" fiir je zwei Involutionen u und w in X3 die dritte Involution ist.

Im ersten Fall ist dann offenbar ¢¥(¢*°®) = ¢ und
ye*e = yle,x] € Cx(e).

Wegen
(e =g}

folgt dann die Behauptung. Im zweiten Fall ist €¥¢ = €* und daher wie eben e¥*™ = e.
Nun ist
yee™ = ylx,e] € Cx(e),

und wie eben folgt dann die Behauptung. O

(6.2.4.5) Folgerung.

Die Operation von My auf Fix(e) ist transitiv und Fix(e) hat eine 2-Potenzordnung.

Beweis. Wihlen wir 3,y € Fiz(e)*, so gibt es ein x € X mit § = ~". Es folgt
g € Fix(e)" N Fizx(e®)*

und somit z € Cx(e). Insbesondere ist C'x(e) transitiv auf Fiz(e)*. Nun ist A nach
6.2.1.4 die einzige Untergruppe der Ordnung zwei von M4 N G. Insbesondere ist

MA ﬁ Gaa
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denn sonst ist notwendig Gy vom Lie-Rang 1, was aber hier nicht der Fall ist. Daher
ist auch C'(e) £ G, und wegen der Transitivitat von Cx(e) auf Fiz(e)* ist dann C/(e)
sogar zweifach transitiv auf Fiz(e). Nach 6.2.2.4 ist M4 < C(e) und somit transitiv
auf Fiz(e), wie gewiinscht. O

(6.2.4.6) Bemerkung.

Offenbar gilt diese Folgerung in beliebiger Charakteristik, wenn sich die Fizpunktmen-
gen Fix(e®)* fir x € X trivial schneiden und wenn Ma £ G,. Wir werden dieser
Folgerung im Fall der Charakteristik 3 wieder begegnen.

Wir haben nun geniigend Informationen gesammelt, um die moglichen Gruppen anzu-
geben. Der Hilfssatz 6.2.4.5 liefert

|Fiz(e)] = [My: MyN Gyl =: 2.
und damit nach 6.2.1.5 insbesondere auch

2L <M y| < 213, (6.5)

(6.2.4.7) Satz.

Enthilt eX genau drei Involutionen, so ist Gy = Spy(2)" wie in (h) von 4.1.

Beweis. Enthilt eX genau drei Involutionen, so verbessert sich die obige Abschiitzung
denn M 4 operiert regulér auf 2, und daher operiert M4 NG, offenbar fixpunktfrei auf
e \ {e}. Dies liefert dann sogar

‘MA’ — 2l+1'

Nach 6.2.4.5 ist m—1 = 3-2'—3 und dies liefert den genauen 2-Anteil 2! von m = 3-2!—2.
Dieser ist offenbar 2 fiir [ > 2 und 22 fiir [ = 1, wobei [ = 1 offenbar nicht méglich ist.

Sei Gy zunéchst verschieden von Sp,(2)’. Gilt die erste Abschitzung
2l+1 — ’MA| S 23+t

aus 6.2.2.2, so ist dies nur fiir [ = 2 moglich. Die einzige Moglichkeit ist Go = PSL3(2)
mit m = 10. Wir haben die Ordnungen von M 4 in den Tabellen 3.4 und 3.5 angegeben.
Da SL3(2) keinen 5-Anteil hat, ist dies jedoch nicht moglich. Es bleibt die dritte
Abschétzung aus 6.2.2.2 zu untersuchen, in der s < ¢t < 1 gilt. Dies fithrt wieder auf
den oben ausgeschlossenen Fall Gy = PSLs(2).

Es bleibt der Fall Gy = Sps(2)" = Ag zu untersuchen. Die Gruppe (Gy), enthélt die
zu Y3 isomorphe Untergruppe (e*) und somit ist

3-20 —2=m=|Gy:(Goy)al| 2%-3-5.
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l t m |MA|
171110 23
212128 23
2121 28 25
3|6 64 25
413]136=2%-1712°

Tabelle 6.2: Die Moglichkeiten fiir m

Dies ist offenbar nur fiir m = 4 oder 10 moglich. Da Ag keine maximale Untergruppe
vom Index 4 besitzt, bleibt nur m = 10. Wegen |Out(Gy)| = 22 ist X < Gy und es
folgt sofort, dass X regulédr auf neun Ziffern operiert, wie gewiinscht. a

(6.2.4.8) Satz.

" wie in (i) von 4.1.

Enthilt e* genau neun Involutionen, so ist Go = G(2)
Beweis. In diesem Fall ist M4 nicht abelsch und somit Gy # Sp4(2)’. Genau wie
eben folgt

m=9-2" -8,

und dies liefert den genauen 2-Anteil 2° von m. Wir betrachten zuerst den Fall, in dem
die erste Abschéitzung

2l+1 < |MA| < 23+t (66)

aus 6.2.2.2 gilt. Fiir [ > 5 ist ¢ = 3 und daher 25 = |M4|. Dies ist niemals der Fall und
somit [ < 4. Benutzen wir die Tatsache, dass M4 N G, von der Ordnung hochstens
23 ist, so erhalten wir fiir die Zahlen 1 < [ < 3 allein aus (6.5) eine Abschétzung fiir
|Ma|. Fiir [ = 4 benutzen wir zusétzlich (6.6) und erhalten insgesamt Tabelle 6.2.

Die einzige Gruppe mit |Ma| = 23 ist SL3(2) von der Ordnung 23 - 3 - 7. Dies schlieit
den Fall [ = 1 aus, denn m teilt die Ordnung von G,. Auflerdem ist Out(Gg) von der
Ordnung 2 und damit X < Gy. Da nun X transitiv auf 3% Ziffern operieren muss,
schliefft dies auch den Fall [ = 2 aus.

Die einzigen Gruppen mit |M,| = 2° sind die Gruppen SL4(2), G2(2) und PSU4(2).
Fiir | = 3 sind aus Ordnungsgriinden wie oben nur die Gruppen SL4(2) bzw. G5(2)
moglich. Hier ist jedoch m = 2% der 2-Anteil von Gy bzw. G, und somit ist (Gy)a bzw.
G, eine 2'-Gruppe, ein Widerspruch.

Fiir [ = 4 teilt m nicht die Ordnungen der aufgefithrten Gruppen und [ = 2 ist nur
fir Gop = G2(2)" moglich. Schlieflich ist der Fall [ = 2 nur fiir G = G»(2) moglich.
Insbesondere ist dann X regulér auf 27 Ziffern.

Es bleibt die dritte Abschétzung aus 6.2.2.2 zu untersuchen. Hier gilt s < ¢. Allerdings
miissen wir nur noch die Félle [ > 4 betrachten, denn die {ibrigen Félle haben nur (6.5)
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benétigt. Fiir [ > 4 ist also s < 3 und damit [M4] < 25. Nach (6.5) ist [M4] > 27! und
damit [ = 4 und |Ma| = 2°. Auch diesen Fall haben wir oben bereits ausgeschlossen
und es folgt die Behauptung. O

6.2.5 Der Fall E # @ mit p =2 und g > 2

Sei k von gerader Charakteristik mit ¢ > 2 und F # (. Das Ziel dieses Abschnittes
ist die Identifikation der Félle (e) und (f) mit m = 6 und 28 aus dem Hauptsatz 4.1.
Ein leichtes Studium dieser beiden Beispiele zeigt, dass (Gg), eine Diedergruppe ist

und vielmehr erzeugt wird von eX, wenn e ein langes Wurzelelement innerhalb von

PSLy(4) oder PSLy(8) ist. Daher untersuchen wir den Fall, in denen
D, := (¥)

fiir alle e € E keine Diedergruppe ist getrennt von dem entsprechenden Fall, in dem
es ein e € I gibt, so dass D, eine Diedergruppe ist. Wir benutzen dabei sténdig die
Eigenschaften der Wurzelinvolutionen aus D bzw. FE, die wir in Abschnitt 3.4 von
Kapitel 3 angegeben haben.

Wir beschreiben nun den ersten Fall. Ist D, keine Diedergruppe fiir e € E. so sehen
wir leicht ein, dass ee® = [e, 2] fiir # € X eine 3-Potenzordnung hat. Insbesondere sind
[X,e] und [X, FE] auch 3-Gruppen. Nehmen wir dann an, dass X eine r-Sylowgruppe
P enthélt mit r # 2, 3, so folgt leicht, dass E von P zentralisiert wird. Als Folgerung
erhalten wir, dass P auf denjenigen Gruppen (E(e), E(f)), e, f € E, die isomorph zu
SLy(q) sind, operiert. Eine genauere Untersuchung dieser Operation zeigt, dass P die
Ordnung r hat und dass ¢ = 2". Ist x ein Erzeuger von P und fassen wir diesen als
Automorphismus von G auf, dann kénnen wir x in die Nebenklasse Gyp konjugieren,
wobei ¢ ein Koérperautomorphismus ist. Der Satz von LANG [15] sagt aus, dass ein
solches Element von Primzahlordnung konjugiert zu einem Korperautomorphismus von
Gy ist. Da P von z erzeugt wird, konnen wir annehmen, dass P die Korperautomor-
phismengruppe von G ist. Insbesondere ist dann

R:={a,(1)|r e ®) <Cq(P) <Gy,

wenn & das Wurzelsystem von Gy ist. Somit enthélt G, alle langen Wurzelelemente
von R, und dies wird nur méglich sein, wenn R den Lie-Rang 1 hat. Da G|y denselben
Lie-Typ hat, ist auch Gj eine Gruppe vom Lie-Rang 1, und dies schlieBen wir leicht
aus.

Daher ist X eine 3-Gruppe und folglich m—1 eine 3-Potenz, womit wir den 2-Anteil von
m abschétzen konnen. Wie im Fall ¢ = 2 liefert dies eine Abschétzung fiir die Ordnung
von M4 fiir A € ¥, womit wir leicht sehen, dass diese Félle niemals eintreten kénnen.
Der zweite Fall fithrt mit elementaren Argumenten auf die beiden oben aufgefiihrten
Beispiele aus dem Hauptsatz 4.1.
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6.2.5.1 Einleitende Aussagen

In diesem Unterabschnitt beweisen wir zuerst zwei Aussagen, die unabhénig von der
genauen Struktur von D, und damit unabhéngig von den zwei angekiindigten Féllen
sind. Beide Aussagen setzen nur voraus, dass F nichtleer ist und benutzen Eigenschaf-
ten der Wurzelinvolutionen aus D.

(6.2.5.1.1) Lemma.

Esist ENE?=10.

Beweis. Angenommen e, f,ef = fe € E. Wir konstruieren ein Produkt von langen
Wurzelelementen, dass eine von 2 und 4 verschiedene gerade Ordnung hat, was nicht
moglich ist. Nach Wahl von e und f ist (e, f) eine elementarabelsche 2-Gruppe, die
auf der 2'-Gruppe X operiert. Daher ist

X = (Cx(e),Cx(f),Cx(ef))

nach VII (7.23) von KURZWEIL [24]. Wire nun Cx(e) = Cx(f), dann wire X =
Cx(ef), und dies ist ein Widerspruch, da die 2’-Gruppe X selbstzentralisierend ist.
Insbesondere gibt es 0.B.d.A. ein z € X, dass mit e aber nicht mit f vertauscht. Nach
6.2.1.1 ist E invariant unter Konjugation mit X, also ist

2= (ef)[* =elf, ]
ein Produkt zweier langer Wurzelelemente. Dabei vertauscht e mit 1 # [f, z] € X und

z hat somit die Ordnung 2s mit ungeradem s, wie gewiinscht. a

(6.2.5.1.2) Folgerung.

Sind e, f € E verschieden, so ist ef von ungerader Ordnung.

Beweis. Hat ef keine ungerade Ordnung, so vertauschen e und f oder ef ist von der
Ordnung vier und (ef)? ist wieder eine Wurzelinvolution. Im letzten Fall ist natiirlich
(ef)* = (fe)? € D, also ist

e(ef)? =ef = (fe)?e c ENE?,

ein Widerspruch und somit sind e und f vertauschbar. Ist  der natiirliche Homomor-
phismus von (e, fX) auf (X, fX)X/X, so gilt demnach
[GX’ fX] = ]'7

da wir etwa schon mehrfach gesehen haben, dass D, < (e)X. Fiir x € X ist dann
insbesondere

(e f)? =[e" fle X
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und somit e” f von der Ordnung 2s mit ungeradem s. Dies ist nur moglich fiir s = 1,
also vertauschen e” und f und es folgt notwendig [E(f), E(e®)] = 1 fiir alle 2 € X.
Nach 6.2.2.5 ist dann aber

E(f) < N(D.) < G,

und dies ist unmoglich, da nach 6.2.1.4 gerade E(f) N G, von der Ordnung zwei ist
und hier £(f) mindestens vier Elemente hat. O

6.2.5.2 Die nichtauftretenden Situationen

In den Beispielen aus dem Hauptsatz ist D, stets eine Diedergruppe fiir alle e € F.
Wir schlielen in diesem Unterabschnitt eine andere Moglichkeit aus. Sei also D, keine
Diedergruppe fiir alle e € E. Dies wird in gerader Charakteristik der komplizierteste
Teil des Beweises sein. Wir erhalten zuerst das folgende

(6.2.5.2.1) Lemma.

[X, E] ist eine 3-Gruppe.

Beweis. Sei e € eX verschieden von e € E. Die Involutionen von D, sind nach

6.2.1.3 die von

eX =:{e,eq,e3,...,e,}

mit ey := e”. Da D, keine Diedergruppe ist, gibt es ein 7, so dass
(e,e” ... e;) =: (a,b)

eine Diedergruppe und H := (a, b, e;,1) keine Diedergruppe ist. Produkte von Elemen-
ten aus e haben ungerade Ordnung, also ist E(a), E(b) € Qp(,,,) und E(a) € Qpg).
Wegen H < D, ist Oz(H) = 1 und nach 3.4.2 aus Kapitel 3 ist dann H eine Unter-
gruppe von SLy(q), SLs3(q), SL3(¢*) oder SUz(q). Nach der Liste der Untergruppen
dieser Gruppen ist H isomorph zu 32Z,, 3'72Z, oder eine Diedergruppe, wobei wir den
letzten Fall ausgeschlossen haben. Insbesondere ist [e, 2] = ee” von 3-Potenzordnung.
Da X nilpotent ist, hat X und jede Untergruppe von X genau eine 3-Sylowgruppe.
Daraus folgt die Behauptung. O

Der Beweis zeigt, dass G insbesondere verschieden von Sp4(q) ist, denn dort wére
H < SLy(q). Im folgenden zeigen wir, dass X notwendig eine 3-Gruppe sein muss.
Angenommen X ist keine 3-Gruppe. Dann gibt es eine r-Sylowuntergruppe P von X
mit r > 3. Eine r-Sylowgruppe von X ist wegen der Nilpotenz von X charakteristisch
in X und somit ein Normalteiler von G,. Insbesondere ist [P, F] < PN[X, E] =1 und
es gilt das
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(6.2.5.2.2) Lemma.

Esist P < Cx(E).
Als Folgerung aus 6.2.2.4 erhalten wir das

(6.2.5.2.3) Lemma.

Ist ANE #0 fir A€ X, soist P< N(A).

Seien nun A, B € ¥ zwei abstrakte Wurzeluntergruppen mit Wurzelelement e bzw. f
in £ und B € Q4. Solche Wurzeluntergruppen existieren, wenn wir etwa e € E und
f € ¥ verschieden von e wihlen. Die Gruppe P operiert nun auf Y := (A4, B) und
wir nehmen folgende Identifikationen vor:

s {C 1) e GF(q)} = {a(t) |t € GF(q)},
s={(* {)1tecr} =00 tecra,

e=a(l).

Moglich sind diese Identifikationen, da A transitiv auf den von A verschiedenen 2-
Sylowgruppen von Y operiert und die Diagonalgruppe Hy von Y transitiv auf A* und
B* operiert. Mit Matrizen rechnen wir ndmlich leicht nach, dass Hy (wegen p = 2)
fixpunktfrei auf A* operiert, und daher nach der Bahnformel auch transitiv operiert.
Wir untersuchen nun die Operation von P auf Y.

(6.2.5.2.4) Lemma.

P operiert treu auf Y .

Beweis. Wir haben oben gezeigt, dass P auf A, B und somit auch auf Y operiert.
Es reicht also zu zeigen, dass P treu auf A operiert. Wire dies nicht der Fall, so
wire Cp(A) ein nichttrivialer Normalteiler von P. Da X direktes Produkt seiner
Sylowgruppen ist, ist Cp(A) auch invariant unter X und mit 6.2.2.5 ist dann

A< N(Cp(A)) < G.

Dies ist ein Widerspruch, da e nach 6.2.1.4 das einzige Wurzelelement von A in G, ist.
O

(6.2.5.2.5) Lemma.

Es ist g =p" und P = Aut(k). Ferner ist (e, f) = ¥3.
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Beweis. Nach 6.2.5.2.4 ist x € P das Produkt eines inneren Automorphismus y mit
einem Koérperautomorphismus ¢ von Y. Offenbar ist dann

y=xp" € Ny(A) N Ny(B) = Hy = {h(c) | c € k*}
mit Fixpunkt e = a(1). Wegen a(1)"® = a(c?) fiir ¢ € k* ist dann notwendig y = 1
und folglich ist P eine Untergruppe von Aut(k) und insbesondere abelsch.

Insbesondere wird (x) von P und daher auch von X normalisiert und es folgt
(e) <ANC(x) < ANG, = (e) = (a(1))

nach 6.2.2.5 und 6.2.1.4. Somit ist Zy der Fixorper von z und schliellich Aut(k) = (x).
Da z beliebig in P gewéhlt war, beweist dies die Aussage. O

(6.2.5.2.6) Lemma.

FEs ist P £ Gy.

Beweis. Andernfalls ist sogar
P < Ng,(A) = MaLaHo,

wobei wir A mit der abstrakten Wurzeluntergruppe zu A, identifizieren. Die Gruppe
A wird von M 4L 4 zentralisiert, also operiert ein erzeugendes Element von P wie ein
Element h € Hy (nichttrivial) auf A. In CARTER [6] finden wir ein ¢ € k* mit a(t)" =
a(ct) fir alle t € k. Da e ein Fixpunkt von P ist, ist ¢ = 1 und A wird von P
zentralisiert, ein Widerspruch, denn P operiert treu auf A. O

(6.2.5.2.7) Lemma.

P st konjugiert zur Korperautomorphismengruppe von Gj.

Beweis. Es bezeichne  den natiirlichen Homomorphismus von Aut(Gg) auf die
duBere Automorphismengruppe Out(Gy). Jeder Automorphismus ist Produkt eines
inneren-, Diagonal, Koérper- und Graphautomorphismus. Da die Graphautomorphis-
men von GGy von der Ordnung 2 oder 3 sind, ist

1# P < HAut(k) =: M,
wobei H die Gruppe der dufleren Diagonalautomorphismen von G ist.

Die Ordnung der Gruppe H ist ein Teiler von 2, 3, 22 oder ¢ & 1. Letzteres lesen wir
aus dem ATLAS [8] ab. Da r eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl ist, gilt

"=2 modr
nach dem kleinen Satz von Fermat. Insbesondere ist also

rf2 —1=q-1
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und auch
r{(2"—=2)+3=2"+1=q+ 1

Somit schneiden sich H und Aut(k) trivial und daher ist P als r-Sylowgruppe von
HAut(k) zu Aut(k) konjugiert. Wird P von x und Aut(k) von ¢ erzeugt, so ist = nach
Konjugation und obigem Lemma enthalten in der Nebenklasse Gyp. Nach dem Satz
von LANG (vgl. (7.2) von GORENSTEIN & LyONs [15]) ist dann z zu ¢ konjugiert,
wie gewiinscht. O

(6.2.5.2.8) Bemerkung.

Die obige Aussage liefert, dass wir P als Korperautomorphismengruppe von Gqo auf-
fassen konnen, indem wir P auf die Korperautomorphismengruppe konjugieren. Der
Diagonalautomorphismus von By bzw. Fy in gerader Charakteristik bildet die langen
auf die kurzen Wurzelelemente ab. Da aber P und die Kérperautomorphismengruppe
in der von Gy und den Korper- und Diagonalautomorphismen erzeugten Gruppe kon-
jJugiert sind, ist gewdhrleistet, dass auch weiterhin D und E nur lange Wurzelelemente
enthalten.

Ist ® das Wurzelsystem von Gy und
R:={a,(1) | r € ),

dann ist R eine Lie-Typ-Gruppe iiber dem Primkorper vom gleichen Typ wie Gy. Nach
obiger Bemerkung gilt nun 0.B.d.A. sogar

R S CGO(P> S Ga7

wobei wir die hintere Abschéitzung aus 6.2.2.5 erhalten. Insbesondere sind nun die
langen Wurzelelemente von R sdmtlich in £ enthalten, denn

DNR<SDNG,=E.

Die Elemente von E sind nun aber nach 6.2.5.1.2 paarweise nicht vertauschbar, also ist
® ein Wurzelsystem vom Typ A;. Nun sind R und Gq offenbar vom gleichen Lie-Typ,
also ist Gy eine der Gruppen SLy(k) oder PSU;(k). Dabei ist G verschieden von
SLy(k), denn sonst ist Cg,(P) = SLs(2) = Dg, ein Widerspruch.

Es bleibt also nur der Fall, in dem Gy = PSUs(k). Wir zeigen zuerst, dass Cg,(P) =
PSU;(2). Sei dazu x € P die Frobeniusabbildung von k& und o der Automorphismus
a+— a?von GF(¢*). Dannist Z := Z(SUs(k)) die Menge der Matrizen al3 mit a® = 1
und aa® = a?"! = 1. Da r ungerade ist, sehen wir leicht, dass Z von der Ordnung
(3,q+1) = 3 ist. Ist A eine Matrix in Cg,(P), so gilt notwendig

A =dadA
fiir ein @ mit al3 € Z. Ist b ein Eintrag von A, so ist also

b = b* = ab.
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Insbesondere nehmen die Eintrige von A also nur die Werte 0 oder a an, und es folgt
nun offenbar

CGO(P> - PSU3(2)

Sei S die zu GF(3)? isomorphe 3-Sylowgruppe von PSUs(2). Eine Matrizenrechnung
zeigt
Cg,(5) =S,

und daher ist |Ng,(S)| wegen
N,y (5)/Ca, (5) < GLs(3)

héchstens ein Teiler von 24 - 33, Nun ist P wegen der Nilpotenz von X charakteristisch
in X und somit wird P von GG, normalisiert. Insbesondere ist

(Go)a < Nao(Co, (P)) < Neo ()
Benutzen wir die Bahnformel, so erhalten wir

. Gol (@ —-1D(*+1)
m:|G0.(G0)a|224.33: 24'34

Anderseits ist X N Gy eine 2-Untergruppe von Npgy,(g)(S), also ist | X N Gyl < 3°.
Weiterhin ist die Ordnung

X/ (X NGy = XGy/Gy < Out(Gy)
ein Teiler von 6r. Da die 2’-Gruppe X transitiv auf Q* operiert, ist
m < |X|+1< 3%+ 1.
Setzen wir beide Abschétzungen zusammen, so ergibt sich
2% (27" — 1)(2% 4+ 1) < (3% +1)2'3*

und dies ist wegen r > 5 offenbar ein Widerspruch.

Somit war unsere letzte Annahme, dass X eine r-Sylowgruppe mit r > 3 enthaélt, falsch.
Notwendig ist nun X eine 3-Gruppe und insbesondere ist m wegen der Transitivitét
von X auf 2* von der Form

m =3+ 1.

Nun ergibt sich die fast triviale

(6.2.5.2.9) Folgerung.

Der 2-Anteil von m ist 2 oder 22.
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Beweis. Wiire 8 | m = 3°+41, so wire wegen 3°+1 = 3*(3°>+1) -8 auch 8 | 3° >+ 1.
Sukzessive erhalten wir 8 | 3 + 1 oder 8 | 3% + 1, ein Widerspruch. O

Wir kénnen nun direkt die Abschétzungen fir |M 4| aus 6.2.2.2 benutzen und erhalten,
dass Gy hochstens eine der linearen Gruppen PSLy(2/ ) mit 2 < f < 5 oder die
Gruppe PSpy(q) ist. Letztere haben wir bereits ausgeschlossen, also bleiben nur die
obigen linearen Gruppen mit m = 3° + 1. Eine Inspektion der Dicksonliste zeigt, dass
dies nur fiir die Gruppen PSLy(4) mit m = 32+1, PSLy(8) mit m = 3%+ 1 moglich ist.
In beiden Fillen ist (Gg), eine Diedergruppe und wir sehen leicht, dass D, = (Gp)a,
ein Widerspruch. Somit war auch unsere erste Annahme falsch und wir haben gezeigt,
dass dieser Fall nicht eintritt.

6.2.5.3 Die auftretenden Beispiele

Wie in den entsprechenden Beispielen aus dem Hauptsatz sei nun D, eine Diedergruppe
fiir ein e € E. Relativ leicht werden wir hier die Beispiele aus dem Hauptsatz erhalten.
In D, ist X nach 6.2.1.3 die Menge der Involutionen und diese sind in D, zueinander
konjugiert. Daher gibt es eine von e verschiedene Involution f € e® mit D, = (e, f).
In den Beispielen ist Gy gerade die Gruppe

Y= (E(e), E(f)) = SLa(q),

und wir erhalten zunachst das

(6.2.5.3.1) Lemma.

X normalisiert Y und Y operiert transitiv auf Q). Insbesondere ist X < Aut(Y).

Beweis. Da in (e, f) sdmtliche Involutionen konjugiert sind, gibt es zu z € X ein
y € Y mit e* = e¥. Nach 6.2.2.4 ist A% eine TI-Menge und E ist invariant unter
Konjugation mit X. Daher ist

E(e)* = E(e") = E(e¥) = E(e)? <Y.

Analog ist F(f)” <Y und daher operiert X auf Y. Insbesondere ist XY eine Gruppe.
Sicherlich ist Y € G, denn |E(e)| > 2 und e ist nach 6.2.1.4 das einzige Wurzelelement
von E(e) in G,. Esist nun wegen X < G, klar, dass die Gruppe XY zweifach transitiv
auf € operiert und somit muss auch Y wenigstens transitiv auf € sein. Insbesondere
stabilisiert C'x (V") ziffernweise die Menge ¥ = Q. Somit ist Cx(Y) = 1 und es folgt
die Behauptung. a

Insbesondere ist
XAut(k)/Aut(k) = X/(X N Aut(k))
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eine nilpotente 2’-Untergruppe von
Aut(Y)/Aut(k) =Y

und nach der Dicksonliste somit zyklisch der Ordnung s | ¢ = 1. Fiir ¢ = 2/ gilt also
offensichtlich

1X] | (g£1)-1X N Aut(k)] < (¢ + 1. (6.7)

Wegen 1 # [e, X] < X NY ist X NY ein nichttrivialer nilpotenter 2’-Normalteiler von
Y, und nach der Dicksonliste zyklisch mit

I XNY||qgx1.

Die Normalisatoren dieser zyklischen Untergruppen sind die Diedergruppen Dyg+1),
also ist

Yo < Ny (X NY) 2 Dygan). (6.8)

Damit folgt schliellich der

(6.2.5.3.2) Satz.

Esist Go =Y wie in 4.1 (e) mit m = 6 oder (f) mit m = 28.

Beweis. Durch die Abschitzung aus (6.8) erhalten wir

|Y'Y|>q<q_1)
M ol — 2 Y

denn Y| = ¢(¢*> — 1). Nun operiert Y transitiv auf €, also liefert die Bahnformel
zusammen mit (6.7) die Abschétzung

7q(q2_1)—1§|Y:Ya|—1:m—1§|X|§(CI+1)f- (6.9)

Fiir ¢ > 8 ist f < % und dies fiihrt sofort zu einem Widerspruch.

Ist ¢ = 4, so ist Aut(k) eine Gruppe der Ordnung 2 und daher ist X N Aut(k) = 1.
Verfeinern wir die Abschétzung (6.9) mit (6.7), so erhalten wir

5<|Y Vs - 1< |X| <5

Da Y transitiv auf € operiert, ist also m = 6 und X regular auf 5 Ziffern. Der 2-Anteil
von m ist 2, also erhalten wir nach 6.2.2.2 gerade |Mp()| < 2* oder Gy = Sps(4).
Letzteres jedoch wie oben wegen |eX| > 3 nicht moglich. Wie im vorangegangenen
Abschnitt ist dies wegen ¢ = 4 nur fiir Gy = Y moglich.

Im Fall ¢ = 8 erhalten wir aus (6.9) nun

27 < |V Yo| - 1< |X| <2T.
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Wie eben ist also m = 28 und X reguléar auf 27 Ziffern. Ferner ist
Yo & Dis.

Der 2-Anteil von m ist 22, also folgt wie eben [Mp)| < 2° oder Gy = PSp4(8), wobei
letzteres offenbar nicht moglich ist. Wegen ¢ = 8 fiihrt dies nur auf den Fall Gy =Y.
Die Behauptung ist nun wieder klar. O

6.2.6 Der Fall E # () mit p = 3

Wir nehmen wieder F # ) an und werden in diesem Abschnitt anders als im Fall der
geraden Charakteristik von k& keine weiteren Beispiele fiir den Hauptsatz erhalten. Sei
e € E und A := FE(e). Die Gruppe (e*) = (€)[X, €] bezeichnen wir wieder mit D..
Obwohl D keine Menge von Wurzelinvolutionen ist, wird das Vorgehen dem aus dem
Fall ¢ = 2 dhnlich sein. Wir iibernehmen die Bezeichnungen der Fixpunktmengen von
dort.

(6.2.6.1) Lemma.

Fir e* € e* \ {e} ist (e,e”) = (P)SLy(3). Insbesondere ist [X,e] = Oq(D,.) und
De = <€>OQ<D6).

Beweis. Ist e® € eX\ {e}, dann ist (e, e®) < D, offenbar eine auflésbare Untergruppe
von

(A, A7) = PSLy(k), wenn Gy = PSLy(k),
’ | SLy(k), sonst.

Die Elemente e und e” sind von der Ordnung drei und
e*e” =le,x] € X

hat eine 3'-Ordnung. Nach der Dicksonliste ist dann (e, e”) die Gruppe SLs(3) bzw.
PSLy(3). Insbesondere ist [e, x] = e?e® von 2-Potenzordnung und wegen der Nilpotenz
von X ist [X e] eine 2-Gruppe. O

(6.2.6.2) Lemma.
Fir GO % PSLQ(]{Z) 15t De = SL2(3) und fUT GQ = PSLQ(k’) 15t De = PSLQ(?))
Beweis. Ist Gy = PSLy(k), so lesen wir die Behauptung direkt aus der Dicksonliste

ab und es bleiben die iibrigen Gruppen zu betrachten. Wir iiberpriifen einfach die
Voraussetzungen zu 3.6.1. Nach 3.2.2.5 und 3.3.1 besitzt jede Gruppe

Y = (A, A%) = SLy(k)
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mit e” € eX \ {e} eine zentrale Involution i, und es bleibt offenbar nur noch zu zeigen,
dass (e, e”) von Co,(p,)(i,) normalisiert wird, denn (e, e”) = SLy(3) nach 6.2.6.1.

Nach der Dedekindidentitét ist
YND.=YnN{(e)OsD,) = (e)(Y NOs(D.)),
und nach der Dicksonliste ist dann sofort
Y ND,=(ee"). (6.10)
Sei nun z € Co,(p,)(iz) < X. Nach 3.5.2 ist dann Y* I L,Y.

Fiir ¢ = 3 operiert (e) auf der Menge der vier 3-Sylowgruppen von Y* und normalisiert
daher mindestens eine davon. Nach der Bahnformel wird eine solche Untergruppe P
(der Ordnung 3) sogar von e zentralisiert. Wegen Y* < D, wird P von e" fiir ein u € X
erzeugt und

e’e" = [e,u] € [X, €]

ist von der Ordnung 1 oder 3. Da X eine 3'-Gruppe ist, erhalten wir e = e* € Y?>.
Wegen D, = D.. folgt analog e € Y* und daher Y = Y*  wie gewiinscht. (Hier ist
sogar Y = (e, e”).)

Sei nun ¢ > 3. Dann sind Y und Y? Komponenten von L4Y und verschiedene Kom-
ponenten vertauschen miteinander. Ist Y # Y?, so ist insbesondere

e’e” =[e, 2] € [X, 2]

von der Ordnung 1 oder 3. Da X eine 3’-Gruppe ist, folgt e = e* und analog e* = (e*)?,
wie gewiinscht. Ist Y = Y*, so normalisiert z nach (6.10) die Gruppe (e,e”). Die
Behauptung ist damit bewiesen. O

Wir sind nun in der Lage, die Sétze iiber die Fixpunktmengen aus dem Fall ¢ = 2 auf
diese Situation zu {ibertragen, um den genauen 3-Anteil von m anzugeben. In allen
Féllen ist nun

D, = (e, e") = (P)SLy(3)

fiir alle z € X invariant unter X. Wegen der Transitivitdt von X auf Q* ist 2* die
disjunkte Vereinigung der vier Mengen Fiz(e®)* fir z € X.

Als Voraussetzung fiir die Anwendung von 6.2.4.6 brauchen wir noch M4 £ G,. Dies
ist offenbar stets erfiillt, wenn Gq verschieden von PSLs(3) ist, denn AN G, ist die
einzige Untergruppe der Ordnung 3 von M4 N G,. Der Fall Gy = PSLy(3) tritt aber
offensichtlich nicht auf.

Daher operiert M, transitiv auf Fiz(e) und diese Menge hat daher 3-Potenzordnung.
Es folgt schliefflich
m=4-3"-3

mit 3! = [My : Ma N G,l|, und der 3-Anteil von m ist somit 3 oder 32. Wir beachten
dabei, dass |[M4 N G,| < 3%
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Ist Gy eine lineare Gruppe, so ist nach 6.2.2.3 gerade |M4| < 3* und dies fiihrt nur
auf die linearen Gruppen PSLy(37) mit 2 < f < 4 und m = 9,33 oder 105. In den
beiden letzten Féllen ist ein Primteiler von m oder m — 1 kein Teiler von |G| bzw.
|G|, also ist nur der Fall m = 9 zu betrachten. Hier ist aber m der 3-Anteil von G,
ein Widerspruch, da (Gg), das Wurzelelement e der Ordnung 3 enthélt.

Sei nun G keine lineare Gruppe. Dann hat D, eine zentrale Involution i. Insbesondere
ist X < (i) und nach 6.2.2.5 auch A < C(i) < G,. Nach 6.2.1.4 fithrt uns dies
sofort auf den Fall ¢ = 3. Der 3-Anteil von m ist wieder 3 oder 3% und daher ist
|M4| < 3% oder s < 2 nach 6.2.2.2. Somit ist G eine der Gruppen PSL3(3), PSUs(3)
oder PQs5(3) = PSpy(3) ist. Dort ist M, von der Ordnung 3* und dies fithrt auf die
Félle m = 33 oder 9. Im ersten Fall ist 11 { |G|, ein Widerspruch. Fiir m = 9 ist
|M4 N G,| = 3% Bei den Gruppen PSL3(3) und PSU3(3) ist 3* gerade der 3-Anteil
von |Gy| und daher hat m wegen m = |Gy : (Gp)a| den 3-Anteil 3, ein Widerspruch.
SchlieBlich hat PSp4(3) keine transitive Permutationsdarstellung vom Grad 9.

Insbesondere war unsere erste Annahme falsch und somit enthélt G, keine langen
Wurzelelemente von Gy. Natiirlich hitten wir m im Fall Gy = PSLy(k) direkt aus der
Dicksonliste ablesen kénnen. Da obige Argumente aber anwendbar waren, hat uns dies
aber etwas Rechnung erspart.

6.2.7 Fixpunktfreie Elemente

Schliellich bleibt die Situation zu betrachten, in der die Wurzelelemente aus D fix-
punktfrei auf () operieren. Wir betrachten ab hier wieder den Korper k in beliebiger
Charakteristik p. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, fiir die Gruppe A € ¥ bis auf eine
Ausnahme die Relation

m—11|Go: Noy(A)|- (g — 1)

zu beweisen. Fiir die folgenden Argumente sei A 0.B.d.A. die abstrakte Wurzelun-
tergruppe zur hochsten Wurzeluntergruppe Aj,. Unabhéingig davon zeigen wir aber
zunéchst das

(6.2.7.1) Lemma.

Sei Q2 eine endliche Menge der Ordnung m und sei G eine zweifach transitive Permu-
tationsgruppe auf Q@ mit einem fixpunktfreien Element x. Dann ist m — 1 } |G : C(x)].

Beweis. Die Operationen von G, auf Q* und {G,h | h € G,} sind dquivalent. Da
G, transitiv auf Q* operiert, sind insbesondere die Mengen 2% N G,h mit h & G,
konjugiert und damit von gleicher Ordnung.

Nun ist

G = UGah.

heG



6.2 Die nicht-natiirlichen Darstellungen 81

Nach Voraussetzung ist x fixpunktfrei auf €, also ist offenbar 2% N G, = 0. Demnach
erhalten wir

2% = U (2% N Gyh).
hg G
Wegen |G : G,| = m ist nun klar, dass
(m—1)-|2°NG.h| = 2% = |G : C(z)],

wie gewiinscht. O

Wir wenden uns nun wieder der urspriinglichen Situation zu. Nach Voraussetzung
operiert a € A* fixpunktfrei auf . Verwenden wir nun 6.2.7.1, so erhalten wir sofort
m—1 | |G : C(a)|. Wir haben in 6.2.2.4 gezeigt, dass C'(a) < N(A), also formen wir
dies um zu

m—1]|G: N(A)|-|N(4): C(a)|. (6.11)

Wir erreichen nun leicht unser Ziel, wenn wir die beiden Faktoren auf der rechten Seite
untersuchen. Die Gruppen vom Typ F, oder Bs in gerader Charakteristik und G5 in
Charakteristik 3 fassen wir zur Menge 8§ zusammen. Ist Gy € §, so ist ¥ invariant
unter G und daher A% = A% Ist Gy € 8, so ist ¥ entweder invariant unter Gy, oder

A = AT YAGe

fiir eine kurze Wurzel s. Aus der Bahnformel folgt das

(6.2.7.2) Lemma.

Es ist |G : N(A)| | 2+ |Gy : Ng,(A)|. Der Faktor 2 taucht hichstens fiir die Gruppen
Gy € § auf.

(6.2.7.3) Lemma.

Es ist IN(A) : C(a)| | ¢ — 1.

Beweis. Im weiteren Verlauf sei B die abstrakte Wurzeluntergruppe zu A_; und
Y = (A, B). Nach der Bahnformel erhalten wir sofort

IN(A) : C(a)| = |aN(A)| = |aN(A) N Al.

Nun ist offenbar a¥ N A invariant unter Konjugation mit Ny (A) und wir kénnen
diese Menge in disjunkte Bahnen unter Ny (A) zerlegen. Mit Matrizen rechnen wir nun
in

(P)SLy(k) =Y
fir b € a¥ ¥ N A leicht nach, dass

Ny (A)] _ . _ g1
0™V = [Ny (A4) : Cy (b)] T 21
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Nun hat A* nur ¢ — 1 Elemente, also enthilt 6™ ) = ¢V 0 A genau m
Elemente oder ¢V N A ist die Vereinigung von zwei Bahnen der Linge q%l. In jedem
Fall aber folgt die Behauptung. O

Setzen wir die beiden letzten Lemmata mit (6.11) zusammen, so erreichen wir schlie-
lich unser Ziel. Der Faktor 2 in Lemma 6.2.7.2 spielt dabei einzig fiir die Gruppe vom
Typ G2 in Charakteristik 3 eine Rolle. Fiir die anderen Gruppen in 8 ist ndmlich X
eine 2’-Gruppe und somit enthélt m — 1 keinen Faktor 2. Wir erhalten also die

(6.2.7.4) Folgerung.

Esistm —1 | 2(q—1)-|Go : Ngy(A)|. Der Faktor 2 taucht hichstens auf, wenn Gy
vom Typ Go in Charakteristik 3 ist.

6.2.8 Fahnentransitive Untergruppen

Die Relation aus Folgerung 6.2.7.4 wird zeigen, dass wir keine weiteren Beispiele fiir
den Hauptsatz 4.1 erhalten, wenn m keine p-Potenz ist. Ist m jedoch eine p-Potenz,
so ist diese Relation vollig nutzlos und wir miissen diesen Fall separat behandeln. Wir
erhalten das

(6.2.8.1) Lemma.

Ist m eine p-Potenz, so ist Gy wie in (e), (f) oder (g) von Hauptsatz 4.1.
Den Beweis erhalten wir leicht, wenn wir die beiden folgenden Félle unterscheiden.

(6.2.8.2) Die Gruppen PSLs(k) und PSU;(k).

Aus der Liste der maximalen Untergruppen dieser Gruppen in BLooMm [3], HARTLEY
[16], M1TCHELL [28], WALTER [39] und der Dicksonliste sehen wir, dass hochstens die
Gruppen aus Tabelle 6.3 auftauchen konnen. Der Fall (a) ist offenbar der Fall (e) mit
m =5 aus dem Hauptsatz 4.1. In (c¢) wire X N (Gy)a = 1, was offenbar nicht moglich
ist, da X selbstzentralisierend ist. In (d) ist X N (Gy)a < V4 und Out(Gy) = 2, also ist
X eine 2-Gruppe. Wegen m — 1 | |X| ist dies nicht moglich.

(6.2.8.3) Die Gruppen vom Lie-Rang mindestens 2.

Sei G; die von G, den Korperautomorphismen und Diagonalautomorphismen von Gg
erzeugte Untergruppe. Ist Go < G* < Gy, so besitzt G* eine BN-Paar mit einer
Boreluntergruppe B. FEine Untergruppe L von G* mit G* = BL nennen wir eine
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| Go | (Go)a ‘ m
(a) | PSLo(5) | A2 | 5
(d) | PSLy(7) | 24 7

Tabelle 6.3: Die Gruppen Gy vom Lie-Rang 1 mit m als p-Potenz

fahnentransitive Untergruppe von G*. Die Gruppen (vom irreduziblen Typ und vom
Lie-Rang mindestens 2) mit fahnentransitiven Untergruppen sind von SEITZ [31] klas-
sifiziert worden, wobei in dieser Klassifikation von SEITZ allerdings Félle fehlen. Eine
korrigierte Liste finden wir etwa in (2.1) und (2.2) bei MEIXNER [27]. Wir zeigen, dass
(Go)a eine fahnentransitive Untergruppe von Gy ist.

Da Gy transitiv auf Q operiert, enthélt |(Gg)a| nach der Bahnformel den kompletten
p/-Anteil von |Gy|. Sicherlich ist Uy eine p-Sylowgruppe von (Gp),, also ist wegen

[Uo[[(Go)al
Uy(Golo| = ———
| 0( 0) | |(G0>aﬂU0|
auch
GOZUQ(G[))OC.

Insbesondere ist (Gg), eine fahnentransitive Untergruppe von Go. Wir kénnen nun die
oben zitierte Klassifikation verwenden, wobei wir natiirlich nur die fahnentransitiven
Untergruppen einfacher Gruppen auflisten. Nach dieser ist entweder

Go = (Us®) < (Go)a

— was offenbar nicht moglich ist — oder Gg = PSL3(2) = PSLy(7) mit (Go)o = 73
oder Gy = PSp4(3) mit (Gp)a = 2%+ A5. Im zweiten Fall ist m = 33 und dies ist
wegen m — 1 | | X| nicht moglich. Der erste Fall fithrt leicht auf den Fall (g) aus dem
Hauptsatz 4.1.

6.2.9 Der Fall E=10

In diesem letzten Unterabschnitt untersuchen wir die Operation der unipotenten Ra-
dikale M4 fir A € ¥ auf Q. Wir nehmen nun an, dass D fixpunktfrei auf Q0 operiert
und dass m keine p-Potenz ist.

(6.2.9.1) Die von G5(3%), F4;(2f) und Sp4(2¥) verschiedenen Gruppen.

Das folgende Argument ist fiir alle Gruppen das selbe. Wir zerlegen die Menge €2 unter
der Operation von M4 in Bahnen der Lange

’OéMA’ = |MA . MAﬁGa‘.
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Go Anhang | s |Go : Ng, (A3)] - (g — 1)
Ai(q) C.2 ! %

Bi(q), 1 > 2, q ungerade | C.3 20— 2 @2[—1(32(#

Bi(q), 1 > 2, q gerade C.3 2 —3 (112’*132(%

Ci(q), I > 2, g ungerade | C.15 l 2 -1

Di(g), 1= 4 C.4 ol 3 | fal e e )
Es(q) C.5 11 (’14+1)(q:3:11)(q1271)

Ez(q) C.6 17 (q“*l)(gzi)(qls—l)

Eg(q) C.7 29 (q1°+1)((226f*:11)(q3°—1)

Fy(q) C.8 8 (¢* +1)(¢"2 - 1)

G2(q), 31¢ C.9 3 1

*Es(q) C.10 11 (q4+1)(q;3-:11)(q12—1)

*Da(q) c1 |5 (@ = D) +4" +1)
*Di(q), 1 >4 C.12 2l — 3 (ql+1)(q“+1;g;1_1)(q“2—1)
2A;-1(q), | gerade ci3  [r-1 | NGt

2A;_1(q), I ungerade C.14 1—1 %

Tabelle 6.4: Die Zahlen |Go : Ng,(Ap)| - (¢ —1)

Nun ist wegen M/, < A stets M4 N G, eine abelsche Untergruppe von M4 und somit
ist
¢ | |Ma: Man Gyl

fiir die Zahlen s aus den Tabellen 3.2 und 3.5 von Kapitel 3 bzw. s = 1 fiir die Gruppe
Go = PSLy(q). Insbesondere ist m = ¢°x, wobei 1 # x keine p-Potenz ist. Setzen wir
diese Informationen in 6.2.7.4 ein, so folgt

¢z =1 (¢=1)- |Gy : Noy(A). (6.12)
Die Indizes geben wir in Tabelle 6.4 an. Mit Anhang C sehen wir nun sofort, dass
(6.12) nicht erfiillt sein kann.
(6.2.9.2) Die Gruppen G5(3f) und F,(27).

Die Menge A der kurzen Wurzeluntergruppen ist unter dem Diagrammautomorphismus
zu X konjugiert und somit eine Klasse von k-Wurzeluntergruppen von GGy. Insbesondere
konnen wir annehmen, dass G, auch keine kurzen Wurzelelemente enthélt, die wir
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zur Menge D(A) zusammenfassen. Nun ist V' = M,4/A ein natiirlicher Modul fir
La = Sp(2') oder SLy(3') und somit ist L4 transitiv auf V¥ Natiirlich ist dann
Z(My) = A(Z(M4)ND(A)) und insbesondere Z(M4)NG,, von der Ordnung hochstens
q. Da G, ndmlich weder lange noch kurze Wurzelelemente enthélt, sind die Elemente
von Z(My,) N G, Produktelemente ab mit a € A* und b € Z(M4)* N D(A). Zu a ist
dabei b eindeutig bestimmt, denn A < Z(My).

Da (Ms N Gu)Z(My)/Z(M,) ein isotroper Unterraum von M,/Z(My) ist, folgt im
Beweis zu 3.2.3.1 leicht

dim(V)

|Ma: ManNGaol>q 2 |Z(Ma): Z(Ma) Gl

und dies liefert die Abschiitzung ¢* | m bzw. ¢'° | m. Dies liefert offenbar wie oben
einen Widerspruch.

(6.2.9.3) Die Gruppen Sp4(27).

Den Fall Gy = Sp4(2)’ = Ag haben wir bereits im letzten Kapitel komplett behandelt,
weswegen wir im folgenden stets ¢ > 2 annehmen. Die Wurzeln r; und ry seien die
fundamentalen Wurzeln des Wurzelsystems Cs von Seite 9, und weiterhin seien A; =
Aspi4r, und Ay = A, 4,,. Mit den Chevalley’schen Kommutatorrelation sehen wir

Z(S) = Ay A, fiir eine 2-Sylowgruppe S = A,, A1 AsA,, von Gy.

Das Problem wird auch hier wieder sein, eine giinstige obere Schranke fiir My, N G,
oder alternativ M4, NG, anzugeben. Wie im letzten Punkt enthélt nun G, auch keine
kurzen Wurzelelemente, und daher ist offenbar

|A1A2 N Ga| S q.

Angenommen, beide Gruppen M4, NG, haben mindestens die Ordnung 4¢. Dann gilt
fiir i = 1,2 also
’MAZ, N Ga : A1A2 N Ga‘ 2 4,

wobei hier My, = A1 AsA,, und M4, = A1 A3A,,. Insbesondere existieren in My, NG,
Elemente der Form z;;a,,(t;;) fiir j < 3 und i < 2 mit z;; € (A1 A2)* und ¢;; € k* fiir
festes i paarweise verschieden. Kommutatorbildung liefert nun wegen z;; € Z(S) mit
den Chevalley’schen Kommutatorrelationen zwei verschiedene Elemente

2 1= (211G, (t11)s Toplry (tor)] = Ay pry (P11t ok ) A2y s (B 128,

mit k = 1,2. Die zu V} isomorphe Gruppe (z1, z9) operiert teilerfremd auf X und daher
ist
X = (Cx(2) | 2 € (21, 22)")
nach VII (7.23) von KURZWEIL [24]. Sei nun V' der symplektische Vektorraum von Seite
36. Eine leichte Rechnung in der Operation von G auf V' zeigt, dass fiir z = ab € AB
mit a € A* und b € B* gerade
Cv(Z) =/
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eine Gerade einer maximalen Fahne von V ist. Demnach ist X im Normalisator G,
einer parabolischen Untergruppe von G enthalten, welche der Stabilisator von ¢ ist.
Da X transitiv auf Q* operiert, ist entweder G, < G, oder G, ist zweifach transitiv
auf . Im ersten Fall ist X wegen X = F*(G,) eine 2-Gruppe, und dies ist nach
Voraussetzung ein Widerspruch. Im zweiten Fall ist jeder minimale (nicht einfache)
Normalteiler von G, reguldr auf 2 und somit ist m eine 2-Potenz, was wir im letzten
Abschnitt behandelt hatten.

Insbesondere ist 0.B.d.A. [M4, N G,| < 2q. Die Zerlegung von 2 in Bahnen unter der
2

Operation von My, liefert wie in den obigen Punkten m — 1 = £z — 1, wobei 1 # x

eine p-Potenz ist. Dies ist nach C.16 aus Anhang C wie in den obigen Punkten nicht

moglich, also ist G keine symplektische Gruppe.

6.2.10 Die Ree- und Suzukigruppen und 2Fj(k)

Die Lie-Typ-Gruppen besitzen bis auf Ausnahmen eine Klasse von abstrakten Wurzel-
untergruppen. Mit iiberwiegend abstraken Argumenten haben wir diese Gruppen in
den vorangegangenen Abschnitten behandelt. Die Gruppen Gy := 2Fy (k) und Sz(k)
fir k = GF(2%%1), sowie R(k) fiir k = GF(3*"!) besitzen keine solche Klasse von
abstrakten Wurzeluntergruppen und die bereits benutzten Argumente lassen sich nicht
ohne weiteres auf diese Gruppen ausdehnen. Unser Vorgehen wird daher hier ein ande-
res sein. Der Fall Gy = R/(3) = SLy(8) fithrt mit der Dicksonliste direkt auf den Fall
(f) in 4.1. Der Fall Gy = Sz(2) tritt wegen X = F*(G,) offensichtlich nicht ein. Fiir
den Fall Gy = 2F,(2)" entnehmen wir die maximalen Untergruppen aus dem ATLAS
[8], und erkennen, dass auch dieser Fall nicht eintritt.

In den iibrigen Fillen interessieren wir uns fiir eine Liste der maximalen Untergruppen
von G, um den Grad m der Permutationsdarstellung von G auf €2 zu berechnen. Die
maximale Untergruppe G, von G ist dann hochstens die Erweiterung von (Gp), mit
einem Korperautomorphismus und somit ist die Ordnung von G, abschéitzbar. Wir
sehen dann aus Ordnungsgriinden bzw. aus der Tatsache X = F*(G,) leicht, dass
G, nicht transitiv auf m — 1 Ziffern operieren kann. Uns interessieren hier aber nur
die lokalen Untergruppen von G, also die maximalen Untergruppen mit auflésbarem
Normalteiler, denn da X selbstzentralisierend ist, ist X N(Gy), ein nichttrivialer, nilpo-
tenter Normalteiler von (Gy),. Andernfalls sind (Gy), und X vertauschbar und damit
(Go)a = 1, im Widerspruch zur Maximalitdt von (Gp),. Insbesondere ist (Gy), eine
r-lokale Untergruppe von G| fiir eine Primzahl r, also eine maximale Untergruppe mit
r-Normalteiler. Die im folgenden angegebenen Listen der maximalen Untergruppen
verwenden teilweise den Klassifikationssatz der endlichen einfachen Gruppen. Aber
dieser wird ausschliellich zur Bestimmung der nicht-lokalen Untergruppen eingesetzt,
was uns hier nicht beriihrt.

Wir starten mit den Gruppen ?Fj(k) und zitieren hier eine Arbeit von MALLE [26].
Diese Arbeit benutzt eine Klassifikation der maximalen Tori von Gy und der Konju-
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giertenklassen der (halbeinfachen) Elemente von Gy.

Eine Klassifikation dieser maximalen Tori und Konjugiertenklassen finden wir bei SHI-
NODA [32]. Die folgenden Bezeichnungen und Resultate iibernehmen wir aus dieser
Arbeit. Jeder maximale Torus von G ist konjugiert zu einem von elf maximalen To-
ri T7,...,T11, und Reprisentanten tg,...,t;7; der halbeinfachen Konjugiertenklassen
konnen in diesen Tori gewéhlt werden. Die Normalisatoren und Zentralisatoren dieser
Tori und Elemente finden wir in den Tabellen IIT und IV bei SHINODA [32].

Es gibt nur eine einzige Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3, ndmlich
die halbeinfache Klasse mit Représentant t4. Dies fithrt direkt auf die Klassifikation
der 3-lokalen Untergruppen. Jede solche Untergruppe L ist der Normalisator eines
Elementes der Ordnung drei oder einer elementarabelschen Gruppe E der Ordnung
neun. Im ersten Fall ist 0.B.d.A. L = Ng,((t4)) und es ist Cg,(t1) = 3 - Us(q). Dies
fithrt leicht auf

L=3-Us(q):2

Im zweiten Fall kann E in den maximalen Torus Ty eingebettet werden, und es folgt
L = N¢,(Tg).

Auch die Klassifikation der r-lokalen Untergruppen mit r» > 3 steht eng im Zusam-
menhang mit den obigen maximalen Tori und den halbeinfachen Klassen von Gj. Die
Ordnung der Weylgruppe enthilt nicht den Primteiler r, also kann jedes direkte Pro-
dukt zyklischer r-Gruppen in einem maximalen Torus eingebettet werden. Ist F eine
elementarabelsche r-Gruppe, so ist diese insbesondere in einem Torus T" = k* x k* ent-
halten und somit ist offensichtlich F zyklisch der Ordnung r oder isomorph zu Z, X Z,.
Im ersten Fall ist ein Erzeuger von E konjugiert zu einem der Elemente ¢y, ¢, t5, t7
oder t9 mit Normalisatoren in Tabelle IV von SHINODA [32], oder Cg,(E) ist ein ma-
ximaler Torus T von Gy. Da r und die Ordnung der Weylgruppe teilerfremd sind, ist
Ne,(E) < Ng,(T) und es gilt offenbar Gleichheit. Es bleibt der Fall E = Z, x Z,. Wie-
der ist Ng,(E) < Ng,(7T) fiir einen maximalen Torus 7. Nicht alle Normalisatoren der
elf maximalen Tori sind maximal und dies fiihrt insgesamt auf die Liste der r-lokalen
Untergruppen von Gy, die wir in den Propositionen (1.2) und (1.3) bei MALLE [26]
finden.

(6.2.10.1) Satz.

Jede r-lokale Untergruppe von Gy ist konjugiert zu einer der folgenden Untergruppen:
(1) Neo((ta)) =3 - Us(q) : 2

(2) Neo(Ts) = (Zgs1 X Zgt1) : GLa(3).

(3) Neo((tr) = (Zg-1: 2) x *Ba(q).

(4) Nao({t2)) = (Zg-1 : 2) X La(q).

(5) Neo((ts5)) = (Zgi = 2) x La(q).
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m ‘Ga| <

1@ - DA +1)(¢®+1) 2¢'(¢? = 1)(¢* + 1)
10— D@ +D)(® +1)(¢® —g+1) | 48¢(¢+1)°
3¢+ D@+ D +D(¢" +1) 2¢°(q —1)*(¢* + 1)
s P+ D)@+ 1) (¢ + 1) 2¢*(q — 1)(¢* - 1)
3¢ (@ —D(@+D(@ —q+ D +1) | 2¢*(g+1)(¢* - 1)
>3 (@ - D(E+1) (" +1) 8¢* (¢ — 1)(¢* +1)
> 23 - 1) (P +1)(¢°+1) 8¢*(¢—1)(¢* +1)
502 D)(@+ )@+ 1)(¢° +1) 16¢(q — 1)?

> 20— D@+ 1)(¢* —1)(¢® +1) | 384¢®

> #2700 — D@+ 1) (¢* —1)(¢® +1) | 384¢®

> 0" q—1)(F+1D)(¢* —1)(¢°+1) | 364>

> 50" =)@+ D¢ —1)(¢®+1) | 364>

Tabelle 6.5: Permutationsgrade von 2Fy (k)

= (Zq,mﬂ :4) x 2Bsy(q).
= (Zq+\/ﬁ+1 1 4) x 232((1)'

(11) Ng,(Tho) = (Zqz—ﬁq%-kq—\/%%-l % Zqz—ﬁq%-i—q—\/@—kl) 12
(12) Neo(Tu) = (Zo | 53 g1 yminn X Loprvaghqrymin) 12

Der Grad m der Permutationsdarstellung von G auf €2 148t sich nun mit der Bahnfor-
mel leicht ablesen oder abschétzen, wenn wir die offensichtlichen Abschétzungen

g+ \/2q+1<2q
P V27 +q+ 20+ 1< 3¢

benutzen. Die Gruppe G, ist nach der Arbeit von MALLE die Erweiterung von (Gg)a
mit einem Koérperautomorphismus, dessen Ordnung wir mit ¢ abschétzen. Es ergeben
sich die Zahlen in Tabelle 6.5, aus denen wir ohne weiteren Kommentar erkennen, dass
G, nicht transitiv auf m —1 Ziffern operieren kann. Somit erfiillt keine der Reegruppen
2Fy(k) den Hauptsatz 4.1.

Wir kommen nun zu den Reegruppen R(k) fir k& # GF(3) und zitieren hier eine
Untergruppenliste aus Satz (C) von KLEIDMAN [22], aus der wir natiirlich nur die
nicht-einfachen Gruppen angeben miissen. Dann ist (Gy), eine der Gruppen [¢°] : Z,_1,
2 X La(q), (2> X Dajayge1)) 3, 2% : 723 oder Zyy 3511 : Zg. Da X eine 3'-Gruppe ist,
ist der erste Fall unmoglich. In den iibrigen Fallen schétzen wir G, wieder mit |(Go)a|f
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ab, und aus der Tatsache X = F*(G,,) folgt offensichtlich, dass keine der Reegruppen
den Satz 4.1 erfiillt.

Schliellich zitieren wir fiir die Suzukigruppen den Satz 9 in der Arbeit von SUZUKI
[33] und erhalten, dass (Gy), eine parabolische Untergruppe, eine Diedergruppe der
Ordnung 2(q — 1), oder Z,y s55,1 : 4 ist. Alle Fille treten offenbar mit den gleichen
Argumenten wie oben nicht auf.



Kapitel 7

Zweifach transitive
Permutationsgruppen 11

Eine endliche, zweifach transitive Permutationsgruppe besitzt stets einen eindeutig
bestimmten minimalen Normalteiler, welcher (entweder) einfach oder elementarabelsch
ist. Einfithrendes zu diesem Thema finden wir etwa in dem Buch von MORTIMER &
DIXON [29]. Im Wesentlichen erhalten wir daraus und aus dem Hauptsatz 4.1 den
folgenden

(7.1) Satz.

Sei G eine endliche, zweifach transitive Permutationsgruppe auf der Menge Q und X
ein auf Q \ {a} transitiver, nilpotenter Normalteiler von G,. Weiterhin sei der oben
beschriebene Normalteiler N eine bekannte Gruppe, wenn N einfach ist. Dann gilt
einer der folgenden Fille:

(a) (XY ist eine einfache Lie-Typ-Gruppe vom Lie-Rang 1 und X ist eine auf Q\ {a}
requldre p-Gruppe.

(b) G = R(3) = R(3)'X und X ist eine auf Q \ {«a} regulire p-Gruppe.

(c) N operiert requlir auf Q). Ferner ist (X%) = NX scharf 2-fach transitiv auf Q und
X operiert regulir auf Q \ {a}.

(d) N operiert requlir auf Q. Ferner gilt (X¢) = G = NX und |G| = 2r?(r? — 1) fiir
eine Mersenne’sche Primzahl r. Weiterhin ist G, = X von der Ordnung 2(r* — 1)

und |Ga’5| = 2.

Ist N einfach und nicht zyklisch, dann ist wegen der Minimalitdt von N natiirlich
Cg(N) = 1 und daher offenbar G < Aut(N). Aus dem Hauptsatz 4.1 erhalten wir
dann sofort die ersten beiden Punkte des obigen Satzes, denn bis auf den Fall (f) von
4.1 ist stets X < N und N ist nach Voraussetzung eine bekannte einfache Gruppe.
Insbesondere miissen wir uns im folgenden nur noch mit dem Fall beschéftigen, in
dem N eine elementarabelsche r-Gruppe fiir eine Primzahl r ist. In diesem Fall ist
N = Cg(N) und daher G/N < Aut(N). Zunéchst aber ist klar, dass N als abelscher
Normalteiler einer zweifach transitiven Gruppe natiirlich regulédr operieren muss.

(7.2) Lemma.

N operiert reqular auf €.
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Wir unterscheiden nun die Fille, in denen G, regulédr oder nicht requlir auf N* operiert.
Dies fithrt leicht auf die beiden iibrigen Félle aus dem obigen Satz. Wie iiblich sei im
folgenden wieder Q* := Q\ {a} fiir ein a € €2

(7.3) Lemma.

Operiert X reguldr auf QU*, so ist G wie in (¢) von 7.1.

Beweis. Wegen X <G, ist auch NX < NG, = G und daher
(X€) < ((NX)%) = NX,
Eine Gruppe operiert scharf zweifach transitiv auf €2, wenn sie regular auf der Menge

X :=1{(7,0) 7,6 € Qundy# 0}

operiert. Wir zeigen, dass (X©) transitiv und NX fixpunktfrei auf x operiert. Aus
dem Frattiniargument folgt dann offenbar die Behauptung, denn die iibrigen Punkte
von (c) haben wir bereits gezeigt oder vorausgesetzt.

Seien dazu v und 0 verschieden in 2 mit v # a. Nun ist G = NG, und N ist regular
auf (), also gibt es ein g € N mit af # «a,~v. Da X transitiv auf 0* operiert, gibt es
ein x € X mit

und somit ist
(7,0)" = (@, 8™).
Nun ist X transitiv auf Q*, also ist offenbar (X¢) und daher auch NX transitiv auf

X. Es bleibt somit nur die Fixpunktfreiheit von N X auf x nachzuweisen.

Seien dazu v und ¢ wie oben und g € NX mit

(7,6)? = (v, 6).

Da N X transitiv auf Q operiert, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass v = «. Schreiben
wir g = xgp mit gg € N und x € X, so ist insbesondere o = a9 = a9 und somit gy = 1,
denn N operiert fixpunktfrei auf 2. Somit ist aber auch 6 = §9 = §* und daher x =1,
denn auch X operiert fixpunkfrei auf 2*. Dies beweist das Lemma. a

(7.4) Lemma.

Operiert X nicht requlir auf %, so ist N von der Ordnung r? fiir eine Mersenne’sche
Primzahl r.

Beweis. Die Operationen von G, auf * und N* sind dquivalent, denn N operiert
reguldr auf 2. Nach HUPPERT [19] ist daher N notwendig nicht von der Ordnung 26,
denn dann operiert X fixpunktfrei auf N*¥.
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Ist die Ordnung r* von N nicht das Quadrat einer Mersenne’schen Primzahl und ver-
schieden von 2%, so gibt es nach ZSIGMONDY [41] eine Primzahl s mit s | r* — 1 und
s{r?—1 fiir alle 1 < b < a. Nun operiert X transitiv auf N*, also ist X = S x Oy (X)
fiir die s-Sylowgruppe S von X. Zu jedem Element x € S existiert wegen der Nilpotenz
von S eine Zentralreihe

<$>:So<151<]...<]SkIS.

Da die Operationen von G, auf Q* und N* dquivalent sind, ist stets C(S;) < N. Nun
ist N ein minimaler Normalteiler von G = NG, also ist Cx(S) = 1 und daher

Cs(n) < S =S5k
fiir n € N*. Zerlegen wir die Operation von Sy auf Cx(Sy_1) in Bahnen, so ist
S } ’CN<S;€,1)” = Tb —1

fiir b < a. Wegen Cn(Sk_1) < N ist b =0 und Cn(Sk_1) = 1. Sukzessive Anwendung
des obigen Arguments liefert Cn(Sy) = 1, also operiert S fixpunktrei auf N°*.

Die Gruppe S operiert nun fiir y € Oy (X) auf der Menge Cn(y)* und wir zerlegen
diese in Bahnen der Liinge |S : Cg(n)| = |S|. Insbesondere ist wieder s | r* — 1 fiir
b < a und daher Cy(y) = 1. Somit operiert auch Oy (X) fixpunktfrei auf N* bzw.
2* und daher offensichtlich auch X, denn S und Oy (X) haben teilerfremde Ordnung.
Dies liefert den gewiinschten Widerspruch. O

(7.5) Lemma.

Operiert X nicht requlir auf Q*, so ist G wie in (d) von 7.1.

Beweis. Die Gruppe N ist nun eine elementarabelsche r-Gruppe der Ordnung r? fiir
eine Mersenne’sche Primzahl und wir kénnen N als zweidimensionalen Z,-Vektorraum
V auffassen. Da die Operationen von G, auf Q* und N* dquivalent sind, ist G, <
GL(V). Insbesondere enthiilt GL(V) die auf V¥ transitive und nilpotente Gruppe X.
Aus der Liste der Untergruppen von G'Ly(r) sehen wir, dass Z := Z(GLs(r)) < X und
X/Z eine Diedergruppe der Ordnung Dy, ist.

Fiir r > 3 ist X/Z maximal in PGLs(r) und X = G, oder G, = GLy(r) hat einen
nilpotenten Normalteiler X, wobei letzteres offenbar nicht eintreten kann. Auch fiir
r =3 ist X = G,. Hier ist nimlich GLy(3) von der Ordnung 2* - 3 und X transitiv
(aber nicht fixpunktfrei) auf 8 Vektoren. Notwendig ist also X eine 2-Sylowgruppe von

GLy(3) und dort sein eigener Normalisator. In jedem Fall ist also X = G, maximal in
G, und somit (X) = G. Schliellich folgt

|G| = INX| = |N|-|X]| =17+ |Z] - | Doy = 2r*(r* — 1),

und auflerdem
|Gy : Gopl = 8% =m —1 =12~ 1.

Dies beweist schlieilich das Lemma. O



Kapitel 8

Gruppen mit einem BI/N-Paar vom
Rang 2

Ein BN-Paar einer (endlichen) Gruppe G nennen wir irreduzibel, wenn die zugehorige
Weylgruppe ein zusammenhéngendes Dynkindiagramm hat. Zu jeder Gruppe mit ei-
nem irreduziblen BN-Paar (vom Rang n > 2) korrespondiert ein irreduzibles Gebaude
B, welches fiir n > 3 nach 2.4.4 die Moufangbedingung erfiillt. Ist hingegen n = 2,
so miissen wir Zusatzannahmen an das BN-Paar stellen, damit auch hier das korre-
spondierende Gebdude die Moufangbedingung erfiillt. Bevor wir den Hauptsatz dieses
Kapitels formulieren kénnen, benttigen wir einige Notation.

Sei G eine endliche Gruppe mit einem irreduziblen BN-Paar (B, N) vom Rang n und
U ein nilpotenter Normalteiler von B mit B = UH, wobei H = BN N. Obwohl der
Hauptsatz dieses Kapitels nur den Fall n = 2 behandeln wird, beschréanken wir den
Rang n zunéchst nicht, denn die ersten folgenden Abschnitte kommen ohne eine sol-
che Beschrinkung aus. Weiterhin werde die Weylgruppe W des BN-Paares von den
Involutionen sy, ..., s, erzeugt. Mit W assoziieren wir ein (in Kapitel 2 beschriebe-
nes) irreduzibles Wurzelsystem ®, oder W = D und ® ist die Menge der Vektoren
vom Ursprung zu den Ecken eines reguléren 16-Ecks. Schliefllich sei {rq,...,r,} ein
Fundamentalsystem von ®. Sei B das auf Seite 12 eingefiihrte zu G korrespondierende
Gebaude
B :=C(G, B, (P)ic1),

und sei A das Apartment
A:={Bw|weW}

von B. Fiir n = 2 ist B ein verallgemeinertes m-Eck mit m € {3,4,6,8}. Innerhalb
der Gruppe G legen wir fiir w € W und ¢ < n noch die Bezeichnungen

B,:=BNBY B, :=BNB“%  B.:=BnNB"",

U,=UNB,, B, =UNB,, U, =UNB,,
Ki = ﬂ Bx’ Lz = <UPi>,
zeP;

fest und beachten die Wohldefiniertheit dieser Festlegungen. Die beiden letzten Fest-
legungen benutzen wir nur fiir den Fall n = 2, in dem P; die beiden standardmaximal-
parabolischen Untergruppen von G sind. In diesem Fall nennen wir die Untergruppen
U,, (und ihre Konjugierten) die Wurzeluntergruppen von G. Wir identifizieren die fun-
damentalen Wurzeln r; mit gleichnamigen Wurzeln in A (welche die Kammer B ent-
halten) und bezeichnen die zugehérigen Wurzeluntergruppen von B mit A, fiir i < 2.
Die Rechtfertigung fiir die Bezeichnung der Gruppen U,, als Wurzeluntergruppen von
G wird deutlich in dem folgenden Hauptsatz.
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Sind die echten einfachen Abschnitte einer endlichen Gruppe G bekannt, so heifit G
eine K-Gruppe. Es gilt nun der

(8.1) Hauptsatz.

Sei G eine endliche K-Gruppe mit einem irreduziblen BN -Paar vom Rang 2, welche
treu auf dem korrespondierenden Gebdude B operiert. Weiterhin sei U ein nilpotener
Normalteiler von B mit B = UH, wobet H = BN N. Dann gilt U,, = A,, firi <2
und B ist ein Moufanggebdude.

In den Jahren 1973 und 1974 haben FONG & SEITZ in ihren Arbeiten Groups with
a BN-Pair of Rank 2, 1 & II in [12] und [13] endliche Gruppen mit BN-Paaren vom
Rang 2 klassifiziert. Die exakten Voraussetzungen waren die treue Operation von G
auf B und die Bedingung G = (U%). Auf die Voraussetzung, dass G eine K-Gruppe
ist, wurde verzichtet.

Das weitere Vorgehen sei wie folgt beschrieben. Im letzten Abschnitt werden wir den
Hauptsatz beweisen und werden dort zunédchst (ohne die Notation zu dndern) das
BN-Paar aus dem Hauptsatz durch ein saturiertes BN-Paar ersetzen und U durch
F(B) ersetzen. Dass dies prinzipiell méglich ist, sehen wir im ersten Abschnitt. Die
beiden nachfolgenden Abschnitte zeigen erste elementare Eigenschaften. Wichtig fiir
die Konstruktion der Wurzeluntergruppen von G ist die Identitat U, = U N U"Y fiir
w € W. Diese erhalten wir nach dem dritten Abschnitt, wenn U eine p-Gruppe ist. Mit
diesem Punkt werden wir uns im fiinften Abschnitt befassen, in welchem wir n = 2
voraussetzen. Hier kommt die Voraussetzung ins Spiel, dass G eine K-Gruppe ist.
Die parabolischen Untergruppen P; operieren zweifach transitiv auf A;(B) und K; ist
offenbar der Kern dieser Operation. Ist  jeweils der natiirliche Homomorphismus von
P; auf P,/ K;, so enthilt der Stabilisator der Kammer B den auf A;(B)\{B} transitiven
Normalteiler U. Insbesondere erfiillt P; die Voraussetzung zu 7.1 und wir kénnen die
Gruppe P; und die normale Hiille L, von U beschreiben. Der Satz 7.1 ist fiir uns von
grofler Bedeutung, denn erst hiermit werden wir zeigen, dass U eine p-Gruppe ist. Eine
weitere Folge von 7.1 wird eine regulire Operation von U auf A;(B) sein, was wir in
den beiden vorletzten Abschnitt sehen.

Schlieflich kénnen wir die Gruppen U,, mit den fundamentalen Wurzeluntergruppen
A, des Apartments A identifizieren und auBerdem wird A, regulér auf W(r;) operieren.
Insbesondere wird dann U N H = 1 sein, und somit stimmt das BN-Paar mit dem
ersetzten BN-Paar iiberein, wenn wir die Konstruktion des saturierten B/N-Paares
aus dem ersten Abschnitt verfolgen. Da W transitiv auf den Wurzeln von A operiert,
ist dann die Moufangbedingung , innerhalb von A“ erfiillt. Die Moufangbedingung fiir
B ist deswegen und nach Axiom (B3) offenbar erfiillt.

Die ersten fiinf Abschnitte sind in &hnlicher Form in der ersten oben zitierten Arbeit
von FONG & SEITZ zu finden, worauf wir in den entsprechenden Abschnitten nicht
jedesmal hinweisen werden. Wir geben diese Abschnitte der Vollstdndigkeit halber an,
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und um zu sehen, was genau in den Beweis des obigen Satzes eingeht.

8.1 Ein saturiertes BN-Paar

Sei G eine Gruppe mit einem BN-Paar (B, N) vom Rang n, und es sei H = BN N.
Wir zeigen mit elementaren Argumenten, wie wir das vorhandene BN-Paar zu einem
saturierten BN-Paar erweitern kénnen. Dazu sei

H, := ﬂ B".

Dann wird H; von N normalisiert und Ny := H{ N ist eine Gruppe. Wir erhalten nun
das

(8.1.1) Lemma.

FEs ist (B, N1) ein saturiertes BN -Paar vom Rang n von G, und die zugehdrige Weyl-
gruppe ist isomorph zu W. Ist U ein Normalteiler von B mit B =UH, soist B=UH,.

Beweis. Natiirlich ist H < H; < B und somit erhalten wir aus der Dedekindidentitat
sofort
BNN,=BNHN=H(BNN)=H,

und der Punkt (BN1) ist nun offenbar erfiillt. Weiterhin ist
Ny/H,=NH,/H = N/(NNH,)=N/H=W,

und es ist auch (BN2) erfiillt. Sind sy,...,s, Urbilder der Erzeuger von W, so sind
dies auch Urbilder der Erzeuger von N;/H; und die Punkte (BN3) und (BN4) sind
nun trivialerweise erfiillt. Somit ist (B, V1) ein BN-Paar von G und wegen

() B"=()B"=H,

neN1 neN

ist dieses sogar saturiert. Der Rest der Behauptung ist nun klar. a

Héufig wird es von Nutzen sein, wenn G ein triviales Zentrum hat. Dies ist automatisch
erfiillt, wenn G treu auf dem Gebédude B operiert.

(8.1.2) Lemma.
Operiert G treu auf B, so ist Z(G) = 1.
Beweis. Da die parabolische Untergruppe B von Z(G) normalisiert wird, ist Z(G) <

B. Insbesondere ist Z(G) < (,co B? und dies ist offenbar der nach Voraussetzung
triviale Kern der Operation von G auf B. O
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8.2 Eigenschaften von Gruppen mit B/N-Paaren

In diesem Abschnitt sei G eine endliche Gruppe mit einem saturierten, irreduziblen
BN-Paar (B, N) vom Rang n. Wir zeigen hier erste elementare Eigenschaften der
Gruppen mit BN-Paaren, die im wesentlichen aus der Bruhatzerlegung folgen. In
(8.2.3) und (8.2.4) bei CARTER [6] finden wir

(8.2.1) Die Bruhatzerlegung.

Es gelten die folgenden Figenschaften:
(a) G = U, ey BuB.
(b) Sind w,w'" € W mit BuB = Bw'B, dann gilt w = w’.

(c) Ist w € W und i < n mit {(s;w) > (w), so ist s;Bw C Bs;wB.

(8.2.2) Folgerung.

Istwe W und i <n mit {(s;w) > l(w), so gill:
(a) B N BY" < B.

(b) Bsw < Bi.

(¢) B=By1B,, = By By-1.

Beweis. Den ersten Punkt erhalten wir im wesentlichen aus dem Punkt (BN3) und
der Bruhatzerlegung. Es gilt ndmlich offenbar

BN BY ' = s;Bs; NwBw™ (8.1)
s;Bs; N BuBw™!

(BU Bs;B) N BwBw™!

= (BN BwBw ') U (Bs;BN BwBw™'),

<
C

also folgt die Behauptung, wenn Bs; BN BwBw~! = (). Ist dies nicht der Fall, so liefert
die Multiplikation mit w von rechts

() # Bs;Bw N BwB C Bs;wB N BwB,

wenn wir Punkt (c) von 8.2.1 benutzen. Offenbar folgt nun w = s;w aus der Bru-
hatzerlegung. Dies ist ein Widerspruch und es folgt (a). Direkt hieraus sehen wir
dann

BY) =(BNB*")* =B*NBY <B,

woraus unmittelbar der Teil (b) abzulesen ist.
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Nutzen wir schliefllich Punkt (c¢) von 8.2.1, so erhalten wir aus (8.1) zunéchst
B = si(s;Bw)w ™ C s;(Bs;w)Bw ' = BsiBY '
Sei nun b = xy € B mit € B% und y € B¥ . Nach (8.1) folgt dann
r=0by ' € BuBw ' Nns;Bs; C B.

Damit ist offenbar auch y € B und Teil (c) ist nun offensichtlich. O

(8.2.3) Folgerung.

Ist n = 2 und operiert G treu auf B, so enthdlt P; keinen Normalteiler von G fiir
i=1,2.

Beweis. Angenommen P; enthélt den Normalteiler N. Nach Umnummerieren nehmen
wir 0.B.d.A. ¢ =1 an. Da G treu auf B operiert, enthélt B keine Normalteiler von G
und wegen P, = B U Bs; B ist daher

N N Bs;B # 0.
Da N invariant unter s ist, ist auch
N N syBs1Bsy # 0.
Nach der Bruhatzerlegung und (BN3) ist
S9Bs1Bsy C $9Bs159B C Bs159B U Bsys15:8.

Insbesondere ist eine der Mengen N N Bsyso B oder N N Bsys;se B nichtleer und wegen
N < BU Bs B ist daher

Bsis9B = BsyB oder Bsys1s9B = BsiB.

Somit ist s159 = s1 oder s15951 = So, ein Widerspruch. O

(8.2.4) Lemma.

Firw e W und i <n gelten die folgenden Aussagen:
(a) By, = H und B = B,,Bs,. Insbesondere ist B,, £ H.
(b) Ist L(ws;) > L(w), dann gilt B,, < B, By, = B,,(B,)* und B,, N (B,)* = H.

(¢) Ist L(ws;) < ((w), dann gilt B,, £ B,, B, "B, = H, B, = B,,(B,,,)" und
BT‘i ﬂ (B’LZSZ)SI = H

(d) B = B,,B,, und B, N B, = H. Insbesondere gilt B,, N Bs, = H.
(e) G =Uypew BwB,, und |BwB, : B| = |B, : H|.
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Beweis. Sei w € W von wy verschieden. Sei w; = w und w;4; = s;,w;, wobei
ji € {1,...,n} so gewihlt ist, dass w; '(r;) > 0 ist. Ein solches j; existiert, falls
wy # w;, denn wy ist das einzige Element in W, das sdmtliche fundamentale Wurzeln
auf negative Wurzeln abbildet. Nach 2.2.1 ist

E(wiﬂ) = E(s]zwz) = E(wz) + 1,

also bricht die Folge in einem Element wy, ab, da es ein Element maximaler Lénge gibt.
Offenbar ist wy = wy, denn wy, bildet die fundamentalen Wurzeln auf negative Wurzeln
ab. Aus Teil (b) von 8.2.2 erhalten wir sofort B,,,, < By, fiir ¢ < k — 1 und somit
auch B,,, < B,,. Nach Voraussetzung ist unser BN-Paar saturiert, also ergibt sich aus

H<B,, < ﬂ B, = ﬂ BY — H
weW weW
offenbar der erste Teil von (a). Den zweiten Teil erhalten wir aus (c) von 8.2.2. Es ist
namlich ¢(s;(s;wg)) = £(wg) > £(s;w) und daher

B = B(s;wy)-1Bs; = Buys; Bs, = By, Bs,.

Fiir w € W ist ¢(w) die Anzahl der positiven Wurzeln, die von w auf negative Wurzeln
abgebildet wird, also ist {(wow) = £(wg) — (w). Ist nun w € W mit £(ws;) > ¢(w), so
ist

C(wossw™ ) = £(wp) — £(s;w™) = L(wg) — L(ws;) = L(wy) — L(w) — 1.

1

Sei nun s;, ---s; ein minimaler Ausdruck fiir wos;w™". Wir definieren eine Folge

wy, ..., Wgry in W durch
wj = Sij ce S, W
fir j=1,...,k und wi11 = w. Es folgt
fwy) = 1+ f(wsi) (8.2

fir alle j < k. Andernfalls gilt (w;) < 1+ ¢(wjqq) fiir ein j = 1,...,k und in der
Verwendung mit (8.2) ergibt sich sukzessive
O(wo) — 1 = L(wys;) = L(wy) < L(w) + k = L(w) + Llwes;w ™)
=Ll(w) + l(wy) — L(w) — 1 = L(wy) — 1,
ein Widerspruch. Daher gilt
U(w;) > lwji1)

fiir j < k und aus (b) von 8.2.2 lesen wir mit

B, = By, < By, <...< By, =By

Wi+1
den ersten Teil von (b) ab. Wegen ¢(ws;) > ¢(w) ist auch

U((wows;)s;) = L(wow) = L(wy) — L(w) > L(wy) — L(w) — 1
= l(wy) — L(ws;) = L(wows;),
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also erhalten wir aus dem ersten Teil von (b) sofort
Bri < Bwowsi - B;sz
Mit der Dedekindidentitéat und (a) folgt

B;Si = Bl;sl N B - B;SZ N (BT’LBSZ)
= B,.(By,, N B,) = By,(B* N B"" N B)*.

Nun gilt wegen ¢(wow) > £(wows;) auch
U(si(siw ™ wg)) = L(w ™ wy) = L(wow) > L(wows;) = £(s;w™ wp)
und mit (a) von 8.2.2 folgt B% N B*o*% < B. Damit ist auch
BNB"™Y < BNB*
und schlieflich
BN B“"N B =BnB"" = B_.

Wir erhalten
By, = B.(B,)".

Aus (8.3) und aus (a) ergibt sich
H < B, N(B,)" =BNB"™ NB%NB"" < (B"“NB)* =H"%=H,
und wir haben Teil (b) gezeigt.
Sicherlich ist H < B,, N B,, und umgekehrt ist
B,. N B, = BN B™% O B® = (B% 0 B" N B"*)*.

Nun ist
((siw™) = l(ws;) < L(w) = Lws;s;) = L(si(s;w™1)),

also erhalten wir aus (a) von 8.2.2 die Abschétzung B* N B¥* < B. Damit ist

B,,N B, < (BN B“)% = H% = H,
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(8.3)

also gilt B,, N B, = H. Insbesondere ist B,, £ B, denn sonst ist B,, = H und
B = By, in (a) wird von s; normalisiert, ein Widerspruch. Der Rest von (c) folgt nun

direkt aus (b).

Sei schlieBlich w € W beliebig mit minimalem Ausdruck s;, - --s;,. Dann ist s;, - - s;,

ein minimaler Ausdruck fiir w™!. Insbesondere gilt dann
g(Sik s Sij) > g(SZk SR Sij+1)-

Fire=1,...,k sei

Wj = WoSjy, "+ * Sij

(8.4)
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und wyy1 = wo. Dann gilt w;1 = wjs;; fiir j < k und somit
U(wgs;,) = U(wgt1) = L(wo) > L(wy) — 1 = L(wps;, ) = L(wy).
Nach (8.4) ist auflerdem

Uwjsi;) = Uwjer) = Lwosiy -+ si,,) = Lwo) = siy -+ 8,
> f(wo) — E(Szk s Si]-) = f(w])

fir j <k — 1 und aus (b) sehen wir insgesamt

Bi = Bi = an (B;j)Sij

Wi41 szij
fiir 5 < k. Wir erhalten damit

B =B,

Wi+1
_ — \Si
= B”/c (B ik

)
— B. Bl (B~ )sik—lsik

iy, ’“%—1( Wk—1

. sik Sip 1 Sig SiQ"'Sik NS -8
— B, Bi* B ..B (B, )*n s

T "1 Tig_o Tip

o Siy, Sty 1Sy Sig " Siy, _ w
— B, B* B BB )

Tig Ty Tig_o
= B,, Byx BTk B2tk p
Tig = Tig—1 " Tig_2 iy w:
Ist nun w) :=s;, - -+ s, fiir j <k — 1, so gilt offenbar
ﬁ(w}+1) = £<w;'5ij+1) > g(“’;’)'
Mit (b) erhalten wir
B,=B, =B, (B, ) =..=DB, B ---B.2""%,
Wy, 184y, 'k Wy _q ik k—1 1
Damit gilt also B = B, B,,. Mit (a) folgt
B,NB,=BNBYNB*"Y=BN(BNB")Y=BNH=H
und insbesondere auch B,, N B,, = B;, N B, = H.
Aus der Bruhatzerlegung erhalten wir mit (d) leicht

G=|J BwB= ] BuB,B, = | ] BuB,.

weW weW weWw
Fir x,y € B, gilt ferner
Bwx = Bwy < (:ch_l)M1 €B+=ay 'e€eB“NB, = H<+= Hx = Hy,

und damit ist (e) klar. O

Im weiteren Verlauf sei G, := (B,., s;) fiir i <n.
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(8.2.5) Satz.

Fir v <n operiert G,, zweifach transitiv auf den Nebenklassen von B,,.

Beweis. Der folgende Beweis stammt von T1TS. Die Behauptung ist richtig, wenn
G,, genau zwei Doppelnebenklassen von B,, enthilt. Nach 8.2.4 ist B = B, B;,, also

1st
P,=BUBs;B=BU BrisiB,

da B, von s; normalisiert wird. Offenbar gilt
0(s) = L(wo) — L(s;wp) = L(wg) — L(wgs;) = L(wg) — (L(wg) — 1) =1,
also ist s;° = s; fiir ein j < n. Wir zeigen nun

PN P = B, UB,,sB,,.

Dann ist die Doppelnebenklassenzerlegung auf der rechten Seite eine Gruppe, und die
Behauptung ist klar. Es ist nun

ijo = B U B"s;B" = B" U s; B B" C s; B*° U B"°% B*°,
denn nach (BN3) gilt
$;B"% = 5;B%" = 5,(s;Bs;)" C s;(BU Bs;B)"" = s,B"° U B"** B"°.
Umgekehrt ist s; € P;* und B** < P/, also gilt offenbar
PP = 5,B" U B"% B,
Nach (d) von 8.2.4 gilt
B0 = (B, )" (Bouy)™* = (B™* 0 B™)(B 1 B"*) C BB,

also ist auch
P;“O C s;B*" U B,,B".

Wegen B,, < B*% < P gilt wie oben die umgekehrte Inklusion, also ist
P = s;B" U B, B".
Angenommen B N s;B™ # (). Dann gibt es b, ¢ € B mit b = s;¢"°, also
wosi_lb = cwy € Bwosi_lB N BwyB = Bwys; BN BwyB.
Nach der Bruhatzerlegung ist dann aber wgs; = wq, ein Widerspruch. Daher ist
BnNs;BY =)
und mit der Dedekindidentitéat folgt

BNP™=BNB,B" =B, (BNB™) =B, H =B,
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Wegen s;B,, C P;”" ist somit
B,.siBN P = B,s;B,,
und wir erhalten schliefSlich
PNP" =(BUB,;s;B)NP" = (BNP")U(B,s;BNP") =B, UB,,sB,,

wie gewiinscht. O

Abschlieflend sei GG eine endliche Gruppe mit einem saturierten BN -Paar vom Rang
2. Wir definieren dann zwei natiirliche Zahlen ¢; durch

|P, . B| = tz‘ + 1
fir ¢ = 1,2 und erhalten wegen B = B, B,, und B,, N By, = H leicht t; = |B,, : H]|.

Durch die wiederholte Anwendung von Lemma 8.2.4 erhalten wir das

(8.2.6) Lemma.

Ist |[W| = 2m mit geradem m, so gilt:

(a) Tauchen s; und sy genaw ay- bzw. as-mal in einem minimalen Ausdruck vonw € W
auf, so ist |By : H| = t3*t3>. Insbesondere ist |B : H| = (t1t5) .

(b) 1G] = [H|(ts + 1)t + 1)(ta) 3 2221

t1ta—1

(8.2.7) Bemerkung.

Auch fir |W| =6 ist |B: H| Produkt von Potenzen von t; fir i < 2.

Beweis. Sei w € W mit minimalem Ausdruck s;, ---s;,. Fir j < k definieren wir die
Elemente w; = s;, - -+ s;, und sehen sofort

€<szij+1> = g(ijLl) > €<wj)7
fir j <k — 1. Wenden wir nun (b) von 8.2.4 an, so ist

B, 0(By)" =K,

j+1 J
sowie

— — \Si.
= +1
W41 BTz'j_H( wj> !



8.8 Schnitte von Konjugierten von U

fir j < k. Durch wiederholte Anwendung von (b) aus 8.2.4 erhalten wir damit

Bal = 1Bs..
|B7"zk< Wi — 1)Sik|
— | Tzk |Bwk 1’
|
. |Brzk |Bmk,1‘ T |BT2‘1
|H|k:—1
= [H|By, : H|---|By, : H].
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Ist m gerade, so sind a; und ay wohldefiniert und es folgt der erste Teil der Behauptung.

Nach (e) von 8.2.4 ist offenbar

Gl =BI(Y_ |B, : H).

weWw

Da wy = (5152)2 = (s351)2 das eindeutig bestimmte lingste Element in W ist und
samtliche Elemente von W von der Form s1$5571 ... oder s35185 ... sind, folgt aus dem

ersten Teil

m m_q
2 2
Z|B;H| Z tlt] tltg 2 +1+22 tltg
weW 4,7=0 i=1
li—j|=1
Wir rechnen leicht nach, dass
m_q
Z B+ (tita)® +1+2)  (tity))(trtz — 1)
4,j=0 i=1

lisjl=1
= () E T 2 T 212 T o () F — it —t —ty — 1

= (t1 4 1)(ts + 1) ((t1t2) % — 1),

und dies liefert die Behauptung.

8.3 Schnitte von Konjugierten von U

In diesem Abschnitt sei G eine endliche Gruppe mit einem irreduziblen, saturierten

BN-Paar (B,N) vom Rang n. Weiterhin sei U := O,(B) = F(B) mit B =

UH

und H = BN N. Die Gruppen B, konnen wir im folgenden auch mit Hilfe ihrer
Untergruppen U, ausdriicken. Benutzen wir ndmlich die Dedekindidentitét, so erhalten

wir unmittelbar
B, =HUNB"=HUNB")=HU,.

Wir erhalten nun mit elementaren Argumenten das
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(8.3.1) Lemma.

Es ist O,(H) =UNH und firweW ist U, =UNU".

Beweis. Offenbar ist UNH < O,(H). Umgekehrt ist UO,(H) ein p-Normalteiler von
B und somit gilt auch
UNH=0,H).

Aus (d) von 8.2.4 sehen wir auflerdem
UNH<UNB,NB, <U,.
Wegen B, = HU,, ist U,, < O,(B,,) und aus der Dedekindidentitéit folgt
Op(Bw) = (H N Op(Buw))Uw < Op(H)Uy = U,
also auch U, = O,(B,,).
Offenbar folgt nun aus der Dedekindidentitét
B, =BNHU" = HBOUY) (8.5)

und es ist

V, :=BNU" < 0,(By) = U,.

Die Gruppe O,(H) wird von w normalisiert, also ist O,(H) < U N U™ und somit folgt
aus (8.5) mit der Dedekindidentitét

U, = O,,(Bw) < Op(H)Vw = V.
Insbesondere ist
U=V =V, NU=UNBNU=U"NU,

und das Lemma ist bewiesen. O

8.4 TUberlagerungsgruppen

Eine Uberlagerungsgruppe einer Gruppe L ist eine Gruppe L mit E/Z = [ fiir eine
Untergruppe Z < Z (f)) N L'. Die Gruppe Z ist der Kern der Uberlagerung. In diesem
Abschnitt sei G eine endliche Gruppe mit einem irreduziblen, saturierten BN-Paar
(B, N) vom Rang 2. Ferner sei U := O,(B) = F(B) mit B=UH und H = BN N.
Dann erhalten wir das

(8.4.1) Lemma.

Fiiri = 1,2 ist L;/(UNK;) eine Uberlagerungsgruppe von L;K;/K;. Weiterhin ist der
Kern (L; N K;)/(U N K;) eine p'-Gruppe.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass U N K; = O,(K;) fiir i = 1,2. Offenbar ist K; ein
Normalteiler von B. Nun ist O,(K;) charakteristisch in K, also ist auch O,(K;) < B.
Insbesondere ist dann nach Voraussetzung

Ferner ist U N K; eine p-Gruppe, die von K; normalisiert wird, also ist auch
UNK,; =0,(K;).

Insbesondere ist U N K; charakteristisch in K; und daher ist Y := L;/(U N K;) eine
Gruppe. Wir zeigen zunéchst, dass

(K;NL)/(UNK;) <Z(L;/(UNK;)).
Sicherlich ist
U, K;] <UNK,; =0,(K;)
und Konjugation mit s; liefert
(U, Ki] < Op(K;)*" = Op(K5).

Da O,(K;) von U und U* normalisiert wird, berechnen wir mit den Kommutatoriden-
titdten, dass

denn offenbar ist L; = (U, U*). Wir erhalten somit
(K;N L)/ (UNK;), L/ (UNK;)] < [K;, LIWUNK;)/(UNK;) =1,
also ist
(K;NL)/(UNK;) <Z(L;/(UnNKj)).
Insbesondere ist dann (K; N L;)/(U N K;) abelsch.

Angenommen

p | (K0 Ly)/(UNK;)|

Dann enthilt (K; N L;)/(U N K;) eine p-Untergruppe S, und das Urbild S von S in
K; N L; ist eine p-Untergruppe von K; N L;, welche nicht in U N K; enthalten ist. Da
(K;N L;)/(UN K;) abelsch ist, erhalten wir

S<A(K;NL)/(UNK;),
und insbesondere ist §(UﬂKi) ein p-Normalteiler von K;NL;. Wegen O,(K;) = UNK;
ist dies ein Widerspruch. Somit ist also (K; N L;)/(U N K;) eine p’-Gruppe.

Da Y/Y" abelsch ist, ist Y/Y' eine p-Gruppe, denn U und U*®* sind p-Gruppen. Ange-
nommen

(KN L)/ (UNK;) £Y7,
dann ist ((K;NL;)/(UNK;))Y'/Y' keine p-Gruppe, aber eine Untergruppe von Y/Y”,
ein Widerspruch. Damit gilt

(KinL)/(UNK) <Y
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Mit den Isomorphiesdtzen erhalten wir nun
(L /(UNK))/((K;N L)/ (UNKy)) 2 L) /(KN L) =2 LK K,

und damit gilt die Behauptung. O

8.5 Eine Sylowuntergruppe der Borelgruppe

Sei G eine endliche K-Gruppe mit einem irreduziblen, saturierten BN-Paar (B, N)
vom Rang 2. Weiterhin sei B = UH mit U = F(B) und H = BN N und G operiere
treu auf B. Die parabolischen Untergruppen P, = BUBs; B operieren offenbar zweifach
transitiv auf den Kammern aus

Q:={Bz |z e P}={B}U{Bsju|uecU}
von B und der Stabilisator B der Kammer « := B hat den auf
Q= \ {a}

transitiven und nilpotenten Normalteiler U. Offenbar ist €2; ein Rang 1-Residuum der
Kammer B im Gebdude B. Der Kern der Operation ist die Gruppe K;, und P; erfiillt
die Voraussetzung zu dem Hauptsatz 7.1, wobei  jeweils der natiirliche Homorphismus
von P; auf P;/K; ist. Den folgenden Satz erhalten wir sofort aus 7.1. Wir beachten
dabei, dass der eindeutig bestimmte minimale Normalteiler von P; nach Voraussetzung
eine bekannte einfache Gruppe ist, wenn er nicht zyklisch ist.

(8.5.1) Satz.

Fiiri = 1,2 gilt einer der folgenden Flille:

(A) L; ist ein einfacher Normalteiler von P; und eine Lie-Typ Gruppe vom Rang 1.
(B) P; = R(3) = R(3)'U.

(C) L; operiert scharf zweifach transitiv auf €2;.

(D) P; hat einen auf §; requldren Normalteiler N;. Ferner gilt L = P; = N;U und
|P;| = 2r2(r? — 1) fiir eine Mersenne’sche Primzahl v;. Weiterhin ist B = U,
|U| =2(r? — 1) und |By,| = 2.

In den ersten drei Fillen operiert U regulir auf QF und in den ersten beiden Fillen ist
U eine p;-Gruppe fiir eine Primzahl p;.

(8.5.2) Lemma.

Im Fall (D) ist |Us, : UN K;| =2 und ansonsten ist Us, = U N K; < U firi < 2.
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Beweis. Offenbar ist in jedem Fall
UNK, <UNBNB% =Us,,.

Gelten die Fille (A), (B) oder (C), so operiert U reguliir auf Qf und daher ist U, = 1,
denn Uy, fixiert die Kammer Bs;. Insbesondere gilt der letzte Teil des Lemmas. Im
Fall (D) sehen wir aus 8.5.1 direkt |Bs, : K;| =2 und B = UK;, und dies beweist das
Lemma. O

Wir sind nun in der Lage zu zeigen, dass U eine p-Gruppe ist. Es reicht zu zeigen, dass
|B : H| eine p-Potenz ist. Dies sehen wir leicht in dem folgenden

(8.5.3) Lemma.

Ist |B : H| eine p-Potenz fiir eine Primzahl p, so ist U eine p-Gruppe.

Beweis. Die Gruppe U ist nilpotent, also ist U = O,(U) x Oy (U). Nach Voraus-
setzung ist |U : U N H| eine p-Potenz, also ist notwendig O, (U) < U N H. Sei nun
g € G = BNB. Dann gibt es z,y € B und ein n € N mit g = zny. Sicherlich ist
Oy (U) < B und es folgt

O, (U)Y " =0,U)" " <H*' <B.

Insbesondere ist Oy (U) < (1,5 BY =1, denn G operiert treu auf B. O

1

Angenommen, es gibt eine ungerade Primzahl p mit p | |B,, : H|. Die folgenden
Lemmata zeigen, dass dann |B,, : H| eine p-Potenz ist. Vertauschen wir dann in
den folgenden Lemmata die Rollen der Gruppen B,, und B,,, so sind |B,, : H| und
|B,, : H| beides p-Potenzen. Gibt es keine solche Primzahl, so sind die beiden Indizes
dann offenbar 2-Potenzen. In 8.2.6 haben wir bereits gesehen, dass |B : H| Produkt
von Potenzen dieser Indizes ist. Zusammen mit dem obigen Lemma folgt dann, dass
U eine p-Gruppe ist.

(8.5.4) Lemma.

Es ist Op(Uy,) < Op(K7).

Beweis. Nach Voraussetzung ist offenbar p | |U,, : U,, N H| und wegen der Nilpotenz
von U ist dann offenbar O,(U,,) die nichttriviale p-Sylowgruppe von U,,. Natiirlich ist
0(s182) > 1(s1), also ist B,, < By, nach 8.2.4. Insbesondere ist dann

U,=UNB,, <UNB, =U,,.

Gilt fur ¢ = 1 der Fall (D), so ist |Us, : U N K| = 2. Nach unserer Annahme ist p
ungerade, also ist O,(U,,) < U N K;. In allen anderen Fillen ist Uy, = U N K; und
somit gilt stets

0,(U,,) <UNKj.
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Nun ist U N K nilpotent, also enthélt O,(U N K;) offenbar sémtliche Elemente von
p-Potenzordnung von U N K7 und somit ist

0,(Us,) < O,(U N K1),
Natiirlich ist O, (K1) < B, also folgt O,(K;) < F(B) = U und daher
O,(K1) < 0,(U N Ky).

Die umgekehrte Inklusion ist klar, denn U N K7 < K;. Daher gilt auch O,(U N K;) =
O,(K1), und dies beweist das Lemma. O

Die Gruppe G,, = (B,,, s1) operiert nach 8.2.5 zweifach transitiv auf der Menge x der
Nebenklassen von B,, in G,, mit Kern

Wegen B,, = HU,, ist
GTl = B,ﬂ1 U BrlsiUm

und der Stabilisator von B,, enthélt den auf den von B,, verschiedenen Nebenklas-
sen transitiven nilpotenten Normalteiler U,,. Wir konnen also den Hauptsatz 7.1 aus
Kapitel 7 auf die Permutationsgruppe

Gm = Gm /Tl

anwenden und erhalten direkt das

(8.5.5) Lemma.

Ist M, = (Ui”), so gilt einer der folgenden Fille:
(I) Es ist My ein einfacher Normalteiler von G, .
(Il) Es ist G,, = R(3) = R(3)'U,,.

(III) Es ist My scharf zweifach transitiv auf x und enthilt einen auf x reguliren
Normalteiler Ny mit M, = vam.

(IV) G,, hat einen auf x reguldren Normalteiler Ny mit M1 = N,U,, und B,, = U,,.
Ferner ist dann |U,, NU,.| = 2.

In den ersten drei Fillen operiert U requlir auf x \ {B,,}.

(8.5.6) Lemma.

Fiir v < 2 enthdlt die Gruppe (US”) einen Reprdsentanten von s;.
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Beweis. Nach (8.2.5) und unserer Vorbemerkung ist offenbar

Gri = Bri U BriSiBr = Bm U UTZ.SZ'HUTZ..

2

Angenommen (Ug ") < B,,. Dann ist natiirlich U < BN B = H, ein Widerspruch
zu (a) von 8.2.4. Somit ist
(U N U,. s;HU,, # 0

und s; H enthélt ein Element in (Ug "), wie gewiinscht. O

(8.5.7) Lemma.

Es ist Oy (Uy,) <Ti.

Beweis. Sei ) = Cg, (0,(K;))), dann ist sicherlich C; < G,,. Angenommen
Oy (Uy,) £ Ty. Dann ist insbesondere

CiNnM, <M, (8.6)
ein nichttrivialer Normalteiler von M, denn es gilt
[Op’(Um)a Op(Kl)] < [Op’(U)»Op(Kl)] < Op’(U) n OP(KI) =L (8‘7>

Wir zeigen zuerst, dass C einen Représentanten von s; enthélt.

Im Fall (I) ist dies leicht zu sehen, denn hier ist M einfach und somit enthalten in C;.
Nach 8.5.6 enthéalt nun C einen Reprisentanten von sj.

Im Fall (IT) ist M;NC; = R(3)' und enthilt eine — und nach (8.6) alle — 2-Sylowgruppen
von M. Dies ist der Fall (f) aus 4.1 mit |x| = 28. Insbesondere ist jeder Zweipunktsta-
bilisator von der Ordnung 2. Nach 8.5.6 ist s; € M; wahlbar und daher 572 € M; N H.
Somit stabilisiert 57 die Punkte B,, und B, s; und daher ist 5; von der Ordnung 2
oder 4. In jedem Fall ist dann 5, in einer 2-Sylowgruppe von M enthalten. Nach 8.2.4
ist nun

W< B, NB! <BNB" =H,

also enthélt C; einen Représentanten von s;.

In den beiden iibrigen Fillen ist dies schwieriger zu sehen. Wir wihlen wieder einen
Repriisentanten von s; in M; und es ist wieder 57 im Stabilisator der Punkte B,, und
B, s1 von M. Wegen der Regularitiit des Normalteilers N aus (II1) und (IV) und der
Dedekindidentitit ist dies gerade U,, N U: In (IIT) ist diese Gruppe natiirlich trivial
und s ist von der Ordnung 2. In (IV) ist diese Gruppe von der Ordnung 2 und 3 ist
von der Ordnung 2 oder 4. In allen Fillen ist also wieder 5; in einer 2-Sylowgruppe
von M, enthalten. Somit enthilt C; wie in (IT) einen Représentanten von s;, wenn
M1 N Cy eine 2-Sylowgruppe von M, enthiilt.

In den Fillen (IIT) und (IV) ist N, ein minimaler Normalteiler von G,,. Daher ist
CyN Ny =1oder Ny < ;. Im ersten Fall zentralisieren sich C'; und N; gegenseitig



8.5 Eine Sylowuntergruppe der Borelgruppe 110

und dies ist ein Widerspruch, da N, in G,, sein eigener Zentralisator ist. Dies hatten
wir im Anschluf an 7.1 vermerkt. Insbesondere ist also

N, <C..
Weiterhin ist M; = Nlﬁm und p ist eine ungerade Primzahl. Somit enthélt
O3(U,, )Ny < C4
nach (8.7) eine 2—Sylowg_ruppe von M1, denn wegen der Nilpotenz von U,, ist O(U,,)
die 2-Sylowgruppe von U, .

In jedem Fall enthélt also C; einen Représentanten von s; und damit konnen wir leicht
den Widerspruch zu unserer Annahme vom Anfang herleiten. Nun ist ndmlich

E(Sgslsg) > E(SQSl)

und nach 8.2.4 gilt dann
B'r‘2 S B8251 = (Bl;oslsg)sle'
Konjugation mit s; liefert
B < (Byyyy.)®

wps152

und wegen £(wysyse) < £(wpsy) folgt mit (c¢) von 8.2.4 schliefllich
B, N(Bo..)®=H.

wos152

Wir haben nun oben gezeigt, dass O,(K;) von sih zentralisiert wird fir ein h € H
und dies gilt nach 8.5.4 auch fiir O,(U,,). Somit wird O,(U,,) von s; normalisiert und
insbesondere ist

Op(Up,) SUNDB, NB <UNB, N (Byes,)™?=UNH.

wps152

Da aber O,(U,,) die p-Sylowgruppe von U,, ist, folgt p 1 |U,, : U,,NH|, ein Widerspruch
zu unserer Annahme von Seite 107. O

Insbesondere ist nun endlich
Op(Un)<U,NTy <U,NH

und wie gewiinscht ist

|B,, : H = |U,, : U,, N H|

eine p-Potenz. Wie bereits erklért erhalten wir nun den

(8.5.8) Satz.

U ist eine p-Gruppe.
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8.6 Projektive Ebenen

Sei G wie im letzten Abschnitt. Insbesondere ist nun U = O,(B) = F(B). Beide
Gruppen L; erfiillen nach 8.5.1 jeweils einen der vier Félle (A)-(D) und es ist unser
Ziel, denn Fall (D) auszuschlieBen. Wir betrachten hier den Fall || = 6 separat von
den iibrigen Fillen, denn dieser wiirde in dem nachfolgenden Abschnitt immer wieder
zu technischen Schwierigkeiten fithren. Nun ist B eine projektive Ebene und nach
den Arbeiten von HIGMAN & MACLAUGHLIN [17] und ABE [1] ist G isomorph zu
einer Untergruppe von PI'L3(q), welche PSL3(q) enthélt. Hierbei ist ¢ eine p-Potenz.
Unter diesem Isomorphismus wird P; auf den Stabilisator eines Punktes und P, auf den
einer Geraden abgebildet, die diesen Punkt enthélt. Insbesondere wird B = P, N P
auf den Stabilisator eines inzidenten Punkt-Geradenpaares abgebildet. Die Gruppen
P;/K; sind daher Untergruppen von PI'Ls(¢q) und insbesondere sind die Gruppen L;
notwendig vom Typ (A) oder (C). Im Hinblick auf 8.5.1 erhalten wir das

(8.6.1) Lemma.

Fiir |W| =6 und i = 1,2 operiert UK,/ K; requldr auf Q.

8.7 Die nichtregulire Operationen

Sei G’ wie im Abschnitt 8.5 und somit auch wieder U = O,(B) = F(B). Weiterhin sei
|[W| > 6. Wie im letzten Abschnitt erfiillen die Gruppen L; nach 8.5.1 jeweils einen
der vier Fille (A)-(D) und wie eben werden wir den Fall (D) ausschlieffen. Im Hinblick
auf 8.5.1 ist unser Ziel das folgende

(8.7.1) Lemma.

Fiiri = 1,2 operiert UK;/K; regulir auf S0} .

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis in mehreren Schritten und dafiir sei 0.B.d.A. L,
vom Typ (D). Im weiteren Verlauf des Abschnittes sei dazu ~ bzw.  der natiirliche
Homomorphismus von P; auf P;/K; fiir i = 1 bzw. 2. Es gilt dann das

(8.7.2) Lemma.

Die Gruppe U ist eine 2-Gruppe und es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Es ist Ly = Z%-U, wobei U isomorph zu einer 2-Sylowuntergruppe von G Lo(3) ist.

(b) Ist Ly vom Typ (A), so ist L, eine der einfachen Gruppen SLo(q), Sz(q) oder
PSU3(q).
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(¢) Ist Ly vom Typ (C), so ist Ly isomorph zu einer der Gruppen SLy(2), Sz(2) oder
PSU3(2), oder U ist zyklisch der Ordnung 8 oder 16 ist.

Beweis. Wegen der Wahl von L, und 8.5.8 ist U eine 2-Gruppe der Ordnung 2(t* —1)
fiir eine Mersenne’sche Primzahl ¢t := 2% — 1. Somit ist > — 1 eine 2-Potenz und
eine triviale Rechnung ergibt ¢ = 3. Insbesondere ist L, wie im obigen Lemma. Der
Parameter ¢, aus 8.2.6 ist damit auch festgelegt durch

ty = 2.

Sei nun L; vom Typ (C). Hier ist der eindeutig bestimmte, minimale Normalteiler N
von L; scharf zweifach transitiv auf 2; und nach 8.5.1 ist daher

[Li] = (" = 1)

mit einer ungeraden Primzahl r und r* — 1 = 2°. Nach (1K) von FoNG & SEITZ [12]
ist ¢; von der Form 2/ mit (4,3) = 1 und |j — 3| < 2 oder 2% mit |j — 1] < 2. Eine
triviale Rechnung ergibt die moglichen Werte fiir » und s. Entweder ist s = 1 und b
cine 2-Potenz oder s = 2 und b = r = 3. Wegen U < Aut(N) ist nun L; ecine der
Gruppen SLy(2), Sz(2), PSU3(2) ist, oder U zyklisch der Ordnung 8 oder 16. O

Wir legen fiir den Rest des Abschnittes die Notation
U, =UNK;

fiir ¢ = 1,2 fest. Nach einleitenden Aussagen zeigen wir
Cr,(Us) < U;

fir i« = 1,2, Ist Zl keine lineare Gruppe, dann besitzt diese Gruppe genau wie Lo
keinen F'F-Modul. Wegen Cp,(U;) < U; lassen sich diese Félle dann mit Hilfe von
Standard-Amalgamargumenten behandeln, welche zur Entstehungszeit der am Anfang
des Kapitels aufgefithrten Arbeiten von FONG & SEITZ noch nicht bekannt waren.
Wir werden aber hierauf nicht weiter eingehen und behandeln nur noch den Fall, in
dem L; eine lineare Gruppe ist.

8.7.1 Einleitende Eigenschaften

(8.7.1.1) Lemma.

Esiwst HNKiNKy=1.

Beweis. Fixiert ein Automorphismus ¢ von B eine zur Kammer b gegeniiberliegende
Kammer und die Kammern aus A;(b) U Ay(b), so ist o = id. Dies sehen wir aus I
(4.8) bei TIMMESFELD [34]. Die Kammern Bwg und B sind gegeniiberliegend und H
stabilisert sogar das ganze Apartment A, also folgt offenbar die Behauptung. O
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(8.7.1.2) Lemma.

Es iStKleﬂKlesl.

Beweis. Angenommen, K; enthélt ein Element o ungerader Ordnung. Sei o = uh fiir

uw € U und h € H geeignet. Wegen B = U ist 0 € K; N K, und insbesondere u # 1.

h

Dann ist aber h=!o = u” von 2-Potenzordnung & und da K; N K, von H normalisiert

wird ist dann
h*e HNK NKy,=1.

Insbesondere ist h von 2-Potenzordnung, und dies ist wegen Uo = Uh ein Widerspruch.
Mit 8.5.2 folgt nun die Behauptung. O

(8.7.1.3) Lemma.

Es ist L2 N K2 = UQ.

Beweis. Wegen Ly = 32-2% ist Ly isomorph zu jeder ihrer Uberlagerungsgruppen mit
2'-Kern. Dies finden wir in (4D) von FONG & SEITZ [12]. Aus 8.4.1 folgt sofort das
Lemma. a

(8.7.1.4) Lemma.

Es gelten die folgenden Figenschaften:

(a) B ist aufiosbar.

(b) Die 2'-Untergruppen von H sind Untergruppen von K.

(c) Esist |HNKq| <2.

(d) Ist Ly nicht vom Typ (D), so ist Oo(H) =UNH = HN K,

Beweis. Im ersten Teil miissen wir nur den Fall betrachten, in dem P; nicht auflésbar

ist. Nach 8.5.1 ist HK,/K; auflosbar und da K; nun auflosbar ist, ist (a) klar. Der
Teil (b) folgt sofort aus B = U. Nach 8.7.1.1 ist

HNKi = (HNK)/(HNKI NKy) = (HNK)Ky/Ky <Us, Ko/ Ky = 7o,
denn nach 8.7.1.2 und 8.2.4 ist
HNnK, <UNH=U,NU,.

Dies beweist (c) und es bleibt der letzte Teil zu zeigen. Dieser ist mit 8.3.1 klar, denn
hier gilt K7 = U, . O
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(8.7.1.5) Lemma.

Ist Ly vom Typ (A), dann gilt:

(a) HN Ly besitzt genau eine nichttriviale 2'-Halluntergruppe Hy.
(b) Hy ist N-invariant.

(¢) Esist Cy(Hy) < Ky und insbesondere U = K,Us,.

(d) P, = (KoN Ly)Np,(Hp).

Beweis. Nach 8.5.1 ist L, eine der einfachen Gruppen PSLs(q), PSUs(q) oder Sz(q).
Insbesondere ist jeder Zweipunktstabilisator von L; eine 2'-Gruppe. Wegen K; < [
ist
ANnL =HNL = (HNL)/(HNL NEK,)
= (H N L1)/Os(H)
ein solcher Stabilisator von 2’-Ordnung und daher ist
HnN Ly = HOy(H)

fiir eine 2'-Halluntergruppe Hy. Nun ist |H N Ly : Hy| < 2, also ist sogar

HN Ly = Hyx Oy(H)

und H, ist die einzige 2’-Halluntergruppe von H N L;.

Offenbar ist dann H, auch invariant unter s; und H. Nun ist Hy < K, und (ein
Représentant von) s liegt in Ly nach 8.7.1.4 und 8.5.6. Nach 8.7.1.3 ist Ly N Ky =
U N K5 und daher

[Ho,so) <KHN L, NKy=HNUNKy,=HNK NK, =1,

nach 8.7.1.1 und 8.7.1.4. Damit folgt sofort (b).

Sicherlich operiert (H N L) K, /K, fixpunktfrei auf U/K; und daher ist Cyy(Hy) < Kj.
Offenbar operiert nun Hj teilerfremd auf U und daher ist

U = Cy(Hy)|U, Hy) < K;1(UNKy)
und es folgt (c).
Es bleibt der letzte Punkt zu zeigen. Die Gruppe K, N Ly ist wegen s, € Lo und
[KoN Ly, 9] K KoNLy=KoNU < KoN Ly

offenbar ein Normalteiler von P,. Ferner operiert Ky N Ly transitiv auf seinen 2'-
Halluntergruppen und aus dem Frattiniargument folgt die Behauptung, denn H ist
wegen

KoNnLy <UHNL, =U(HNLy)

und Hy < Kj eine solche 2'-Halluntergruppe. O
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(8.7.1.6) Lemma.

Es ist Ry == (U,,,Us?) = 72 S mit einer auf (Z2)* transitiven Untergruppe S von einer

T2

2-Sylowgruppe von GLy(3). Weiterhin ist [Ro, Hy) = 1 = Ry N Hy, wenn Ly vom Typ
(A) ist.
Beweis. Offenbar ist Ky < B, und nach 8.2.5 und 8.2.4 ist daher
RyN Ky < (B,,NBy,)U(B,,s2B,, N Bs,) = B,, N By, = H.
Nun ist offenbar Ry < Lo und daher
RoNKy < LoNKy=UNK,.
Mit 8.7.1.4 folgt zusammen
RoNKy <UNHNKy;y=HNK NKy=1

und insbesondere ist
R2 = RQKQ/KQ S ZQ.

Offenbar operiert Ry wegen U = Us, U, zweifach transitiv auf Ay(B) und der erste Teil
der Behauptung 148t sich nun leicht ablesen. Ist L; vom Typ (A), so folgt

Ry, Hy] < Re N Ky = 1.

Schliellich ist
HoﬂLQSHoﬂKgmLQIHomUQI].,

und es folgt das Lemma. a

8.7.2 Zentralisatoren von U; in L;

(8.7.2.1) Lemma.

Ist Ly vom Typ (A), so ist Cr, (K1) < K;.

Beweis. In diesem Fall ist L;/K; einfach und daher ist offenbar F'(L;) = K; und
F*(Ly) = Ky oder Ly. Im ersten Fall folgt offenbar die Behauptung und im zweiten
Fall ist L; = Ky x F(Ly). Nach 8.7.1.5 gilt Cy(Hy) < K;. Wir zeigen die umgekehrte
Inklusion. Ist h € Hy, so ist h = we fiir u € K; und e € F(Ly). Da u und e vertauschen,
u von 2-Potenzordnung und A von 2'-Ordnung ist, gilt notwendig v = 1. Daher wird
Hy < E(L;) von K; zentralisiert und es folgt Cy(Hy) = K. Insbesondere ist damit

CU2<H0) — K1 ﬂ K2.
Nach 8.7.1.5 (¢) und wegen Uy = Ly N K5 ist somit K7 N Ky < P, und daher
G == <P2, E<L1)> S N(Kl N KQ)
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Es folgt notwendig K7 N Ky = 1 und daher ist
Us, = K1 =2 K1 K/ Ky < B/K,

héchstens von der Ordnung 2*. Wegen |U N H| < 2 fiihrt dies mit 8.2.6 durch eine
leichte Rechnung zu einem Widerspruch. O

(8.7.2.2) Folgerung.

Ist Ly vom Typ (A), so ist K1 N Ky 4 Ps.

Beweis. Die Gruppe Hy < K, operiert teilerfremd auf K;. Daher ist
(K1, Ho] = [K1, Ho, Ho] < [K1 N Ky, Ho| < [Ky, Ho

und es folgt Gleichheit. Ist die Behauptung falsch, dann ist [Ky N Ky, Hy| = [K1, Ho|
nach 8.7.1.5 invariant unter Konjugation mit N. Da die Kammer B von [K, Hy) fixiert
wird, wird daher das Apartment A = {Bw | w € W} kammernweise fixiert. Wegen

(K1, Hyl < K1 N K,

folgt dann [K;, Hyp) = 1 aus I (4.8) bei TIMMESFELD [34]. Dies ist das selbe Argument
wie in 8.7.1.1 und liefert einen Widerspruch zu obigem Lemma. O

(8.7.2.3) Lemma.

Ist Ly vom Typ (C), so ist Cp,(K;) < K.

Beweis. Hier ist Zl Produkt eines elementarabelschen Normalteilers mit U. Sei N

das Urbild dieses Normalteilers in P;. Offenbar ist ]*/j(x[:) enthalten in F(Ly) und da U
transitiv auf N operiert, ist dann F'(L;) = K; oder F(L;) = K;* N. Da L; auflésbar
ist, ist F*(Ly) = F'(Ly), also folgt im ersten Fall die Behauptung. Im zweiten Fall ist
N < P, und daher N(N) = P;. Andernfalls ist N <G, ein Widerspruch zu 8.2.3.

Wir betrachten zuerst die Félle, in denen L, eine der Gruppen S Ly(2) oder 32 - Zg ist.
Im ersten Fall ist L; = P;, und da K; eine 2-Gruppe ist, ist NV eine 3-Sylowgruppe von
P;. Im anderen Fall erhalten wir das selbe Resultat, denn

P/N < Aut(N) = V.

Insbesondere ist N eine 3-Sylowgruppe von G, denn andernfalls betten wir /V in eine
groBere 3-Gruppe ein, die N normalisiert, ein Widerspruch zu N(N) = P;. Nach den
Ordnungsformeln aus 8.2.6 sind die 3-Sylowgruppen wegen |W| > 6 von der Ordnung
mindestens 3% und dies ist erneut ein Widerspruch.

Ist Ly = PSUs(2), so ist N von der Ordnung 32 und der 3-Anteil von P ist 3% oder
3%, denn o N
PN < Aut(N) = GLs(3).
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Im ersten Fall folgt wie oben der Widerspruch. Sei also T eine 3-Sylowgruppe der
Ordnung 3% von P;. Hier ist in 8.2.6 gerade tt5 kein Quadrat, also ist |[W| # 12
nach dem Satz von FEIT & HIGMAN [38]. Insbesondere ist dann 7" nach 8.2.6 keine
3-Sylowgruppe von G. Daher wird 7" von einer Gruppe 7} der Ordnung 3* normalisiert.
Ist dann ¢t € T} \ (11 N Py), so ist

T = NN'= N'N?.
Insbesondere ist

Z(T)=NNN"=7;
invariant unter 77. Andererseits ist Z(7T) < P; und somit

G = (P, T\) < N(Z(T)),

offenbar ein Widerspruch.

Es bleiben die Falle zu untersuchen, in denen Zl eine der Gruppen Sz(2) oder Z7 - Z1g
ist. Sei dazu A = {Bw | w € W} ein Apartment in B. Dabei ist A nach dem Satz
von FEIT & HIGMAN [38] ein 4-Eck oder ein 8-Eck, denn bei den 6-Ecken ist das
Produkt der Parameter t; = A;(B) \ {B} ein Quadrat. Aus pragmatischen Griinden
benutzen wir die Notation der Gebaude von T1Ts & WEISS [36], in der das Gebéaude ein
bipartiter Graph mit den Ecken Pz mit ¢ = 1,2 und g € G ist. Dabei ist { Pz, Pyy}
eine Kante genau dann, wenn Pyx N Py # (. Seien nun z4 = P, 3 = P, und
9 = P, sy drei Kammern auf einem 2-Pfad. Mit G bezeichnen wir den (punktweisen)
Stabilisator der Ecken vom Abstand hochstens 2 von z. Dann ist offenbar K; < Gg}l
und K < G Nach unserer Annahme enthiilt F(L;) einen auf A(z,) transitiven
Normalteiler, der K zentralisiert. Insbesondere ist

KN Ky <GP

und somit auch
KN K, < GE.

Somit fixiert K7 N Ky N K7? einen Pfad der Lénge 5.

Ist n = 4, so fixiert diese Gruppe ein ganzes Apartment und somit ist wieder
KiNnKoNKy? =
nach I (4.8) von TIMMESFELD [34]. Wegen K; N Ky = K; N U, ist nun andererseits
Us/(K1NE,) = U, < U,

und daher |U; : K N K| < 2 mit ¢ = 2 bzw. 4, wenn Zl isomorph zu Sz(2) bzw.
Za7 - Zq ist. Nach der Produktformel fiir Untergruppen ist nun

(Up|? < 2% |K1 N Ky| - |K2 N Ky| < 2% - |Uy,

und somit |Uy] < 2% bzw. 28. Nach 8.5.2 und wegen |U,, : Us| = 2 ist aber |Us| > 28
bzw. 210, ein Widerspruch.
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Im Fall n = 8 bilden wir die Ecke x3 unter N auf eine Ecke x5 ab, und erhalten einen 8-
Pfad (zo, 21, ..., xs), welcher punktweise von K7 N Ky N K7? fixiert wird. Wir beachten
dabei, dass die Kammern wegen n = 8 paarweise verschieden sind. Nach Konstruktion
ist

KiNK,NK? < GU
fiir + = 1,...,7 und insbesondere in einer Wurzeluntergruppe von B enthalten. Da
diese aber fixpunktfrei auf den Residuen einer Ecke operieren, ist somit

|K1 N Ky N K?| < 2% baw. 2°.

|Uz|
21

Nun ist wie eben |K; N Ky| > fir ¢ = 2 bzw. 4. Mit der Ungleichung

K, N K| - [K32 0 K
1K, N K2 N K|

\Us| >

erhalten wir

Ua)?
22i

22|Us| > | Ky N K] >

und umgeformt
|U2‘ S 221’—&-2‘

Dies ist nach der iiblichen Ordnungsformel offenbar ein Widerspruch, und es folgt das
Lemma. a

(8.7.2.4) Lemma.

Ist Ly vom Typ (D), so ist Cp,(K;) < K.

Beweis. Hier ist L; = P, 2 3224, und genau wie im letzten Lemma ist F*(L,) = K,
oder F*(K;) = K; * N mit N = O3(N;). Im ersten Fall folgt die Behauptung und im
zweiten Fall ist N wieder eine 3-Sylowgruppe von G, denn 32 ist hier der 3-Anteil von
P;. Dies ist aus Ordnungsgriinden ein Widerspruch. O

(8.7.2.5) Lemma.

Es ist CL2(U2) S UQ.

Beweis. Natiirlich ist Ly auflosbar und daher ist F*(Ly) = F'(Ls). Sei N das Urbild
von O3(Ly) in Ly. Da U transitiv auf N operiert, ist F*(Ly) = Uy oder F*(Ly) =
N xU,. Im ersten Fall folgt offenbar die Behauptung und im zweiten Fall ist N(N) = P,
wie im Beweis zu 8.7.2.3. Ist K, eine 3'-Gruppe, so ist 32 eine 3-Sylowgruppe von P,
und daher auch wieder von G, ein Widerspruch.

Ist K keine 3'-Gruppe, so ist wegen K> < B entweder L; vom Typ (A), oder L,
PSU;3(2). Im ersten Fall ist [Ky, Hy] = [K; N Ky, Hp| invariant unter s;. Wegen
N < C(Uy) und P, = NB sowie K1 N Ky < Uj ist dann obiger Kommutator wegen
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8.7.1.5 auch invariant unter s;. Wie im Beweis zu 8.7.2.2 folgt dann [K, Hy] = 1, ein
Widerspruch wegen Cp, (K;) < Kj.

Ist L; = PSUs(2), so ist der 3-Anteil von B/K; héchstens von der Ordnung 3 und
daher ist |Ky[3 = 3. Somit ist |Paf3 = 37, und die Behauptung folgt wie im Beweis zu

8.7.3 Moduln und FF-Moduln

Sei X eine endliche Gruppe und V' ein treuer Z,X-Modul. Besitzt X eine elemen-
tarabelsche p-Untergruppe A mit |V : Cy(A)| < |A|, so nennen wir V' einen failure-
factorisation-Modul von X oder kurz F'F'-Modul. In diesem Unterabschnitt werden wir
wie zu Beginn des Abschnittes angekiindigt zeigen, dass die Gruppen vom Typ (A) -
(D) bis auf die linearen Gruppen keinen F'F-Modul haben.

(8.7.3.1) Lemma.

Sei X = Ry oder Ly und V' ein kX -Modul fiir einen Kérper k (mit von 3 verschiedener
Charakteristik). Operiert Os(X) nichttrivial auf V', so ist dimg (V') > 8.

Beweis. Natiirlich besitzt V' eine X-Kompositionsreihe und X operiert dann irre-
duzibel auf jedem Hauptfaktor dieser Reihe. Wegen char(k) # 3 operiert Os(X)
nichttrivial auf einem dieser Hauptfaktoren und somit ist V' 0.B.d.A. ein irreduzibler
kX-Modul. Da O3(X) teilerfremd auf V' operiert, wird V' von den Zentralisatoren
Cy(d), d € O3(X)* erzeugt. Sind d, e € O3(X)* mit e # d, d?, so ist

Cy(d) N Cy(e) = Cv(03(X))

invariant unter X und wegen der Irreduziblitét der Operation somit trivial. Insbeson-
dere gibt es vier solcher kO3(X)-Untermoduln, die in S zueinander konjugiert sind,
wobei S eine 2-Sylowgruppe von X ist.

Zu einer Involution z € S wihlen wir eine Basis (a, b) von O3(X) derart, dass a und —a
von z vertauscht werden, sowie b und —b von z vertauscht oder festgelassen werden. Die
Existenz einer solchen Basis erhalten wir durch leichtes Nachrechnen in der Operation
der Untergruppe S < GLs(3) auf O3(X). Wir betrachten nun die offenbar nichttriviale
Operation von a auf Cy(b). Hat a auf Cy(b) einen Eigenvektor zum Eigenwert A, so
ist
i (vz)a e Uazz — )\Q,UZ,

und daher ist dann A = 1.

Insbesondere ist jeder nichttriviale O3(X)-Untermodul von Cy (e) fiir e € O3(X)* min-
destens zweidimensional. Auflerdem sind verschiedene Zentralisatoren CYy (e) nicht
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Os(X)-isomorph und daher liegen die irreduziblen O3(X)-Untermoduln von verschie-
denen Zentralisatoren in verschiedenen homogenen O3(X)-Komponenten von V. Nach
dem Satz von CLIFFORD [2] ist V aber die direkte Summe der O3(X)-Komponenten,
und insbesondere ist V' nun mindestens achtdimensional. a

(8.7.3.2) Lemma.

Sei X vom Typ (A) - (D), aber verschieden von PSLs(q). Dann hat X keinen FF-
Modul.

Beweis. Fiir die unitdren Gruppen und die Suzukigruppen erhalten wir die Aussage
direkt bei COOPERSTEIN [10] und es bleiben die iibrigen Gruppen zu betrachten. Sei
S im folgenden eine 2-Sylowgruppe von X. Angenommen, X hat einen F'F-Modul V.
Dann enthilt S eine elementarabelsche Untergruppe A mit [V : Cy(A)| < |A].

Sei zuerst X wie im Fall (D), und damit offenbar auch |[A| < 4. Wir betrachten
zuerst den Fall |A| = 2, in dem Cy (A) eine Hyperebene ist. Offenbar gibt es dann ein
d € O3(X) mit A? # A und insbesondere ist

[a,d] =: e € O3(X)*.

Somit ist
Ov<€) Z Ov(A) N Cv(Ad) = Hl N HQ

und Cy(e) enthélt einen Unterraum der Codimension 2. Offenbar ist Cy(e) keine
Hyperebene, also ist

C\/(e) = C\/(A) N CV(Ad) S Ov(A)
Offenbar ist nun
O3(X) = (e, f)

fiir ein geeignetes f € O3(X). Da S transitiv auf O3(X)* operiert, ist O3(X) der
Schnitt von vier Hyperebenen und daher

codim(Cy (03(X))) < 4.

Nach dem letzten Lemma ist insbesondere Cy (O3(X)) # 0 und wir kénnen die Opera-
tion von X auf dem Modul

mit Cy(03(X)) = 0 betrachten. Da e teilerfremd auf V' operiert, ist Cy (e) = Cy(e).
Ferner ist Ci7(e) der Schnitt der beiden Hyperebenen H; und somit von der Codimen-
sion 2. Wie eben ist Cy-(O3(X)) hochstens von der Codimension 4, ein Widerspruch.

Es bleibt der Fall |A] = 4, in dem wir mit Matrizen leicht nachrechnen, dass A die
zentrale Involution z von S enthélt. Insbesondere ist codim(Cy (z)) = 2, sonst sind wir
im ersten Fall. Genau wie oben ist nun

C\/(Z) N Cv(Zd) S Cv<€)
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fiir geeignete d,e € O3(X)*. Insbesondere ist codim(Cy(e)) < 4 und sicherlich ist
Cv (e) keine Hyperebene. Weiterhin ist codim(C'y (e)) < 4, denn sonst ist

Cy(e) < Cv(2),
und Konjugation mit S liefert Cy (d) < Cy(z) fiir alle d € O3(X)*. Da O3(X) teiler-
fremd auf V' operiert und nicht zyklisch ist, erhalten wir
V = (Cy(f) | [ € Os(X)") < Cy(2),
ein Widerspruch.

Somit bleiben die Félle, in denen Cy (e) von der Codimension 2 oder 3 ist. Hier ist
Cy(e) der Schnitt von zwei bzw. drei Hyperebenen und daher Cy (O3(X)) wie oben
der Schnitt von maximal sechs Hyperebenen. Insbesondere ist codim(Cy (0O3(X))) < 6
und somit Cy(O3(X)) # 0. Ausfaktorisieren von Cy (O5(X)) aus V liefert wie oben
einen Widerspruch.

Sei schlieBlich X wie in (C). Dann ist natiirlich |A|] = 2 und A enthilt die zentrale
Involution von S. Es folgt wie oben, dass

Cv(A) N Cv(Ad) = Cv(e)

von der Codimension 2 in V ist, fiir geeignete d,e € O (X). Da S transitiv auf
Oo (X)* operiert, enthélt Cy(A) simtliche Unterrdume Cy (f) mit f € Oy (X)*. Der
Fall X = Zy7 - Zy¢ tritt offensichtlich nicht ein, also ist O« (X) = O3(X) nicht zyklisch
und operiert teilerfremd auf V. Insbesondere ist

V = (Cy(f) | f €0s5(X)") < Cy(A),

ein Widerspruch. O

8.7.4 Lineare Gruppen

Wie angekiindigt schlieBen wir nur noch aus, dass L, eine lineare Gruppe ist. Sei dazu

Ny = () (KinU)".

rePs

Nach den letzten Abschnitten konnen wir nun Cy, (U;) < U; fiir i = 1, 2 verwenden und
erhalten die beiden folgenden Sétze.

(8.7.4.1) Satz.

Es ist Ly % PSLy(q) fiir q > 2.

Beweis. Angenommen die Behauptung ist falsch. Wegen U = KU, ist
Uy/(KiNKy) =2U/K,
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elementarabelsch und wir sehen leicht, dass auch die Gruppe Us/N; elementarabelsch
ist. Ferner operiert O3(R2) nichttrivial auf U, /Ns, denn andernfalls ist [Us, O3(R2)] <
N5 und dann insbesondere

[Kl n Ug,Og(Rg)] < K1 N Ug.

Dann aber ist K1 NU, J Py, denn Ry enthélt einen Repréasentanten von sy. Dies ist ein
Widerspruch zu 8.7.2.2; also operieren die Gruppen Hy x Ry und O3z(Rs) nichttrivial
auf UQ/NQ.

Natiirlich operiert HyR5 irreduzibel auf jedem Hauptfaktor einer HyRo-Kompositions-
reihe von Uy /Ny und O3(Rs) muss offenbar nichttrivial auf einem Hauptfaktor (72 ope-
rieren. Nun operiert Hy fixpunktfrei auf U, also ist insbesondere Cy, (z) < K1 N Us fiir
alle z € HY. Da H, invariant unter s ist, ist dann auch Cp,(z) < N, fiir alle 2 € H.
Insbesondere operiert Hy (elementweise) fixpunktfrei auf Us/N,. Da Hj teilerfremd auf
U, /Ny operiert, operiert dann Hy auch fixpunktfrei auf dem Hauptfaktor [72.

Insgesamt ist dann Hy < Endg, RQ(@) nach dem Lemma von SCHUR ein Korper und
hat somit mindestens |Hy| + 1 > ¢ Elemente. Da O3(R2) nichttrivial auf Us operiert,
ist U mindestens von der Dimension 8 iiber diesem Korper und es folgt

|[72| > ¢°.

Nach der Ordnungsformel aus 8.2.6 ist aber

(W]

U:UNH|<(2%q) 1.

Dies ist fiir ¢ > 4 ein Widerspruch, wenn wir beachten, dass nach dem Satz von FEIT
& HIGMAN [38] fir ¢ = 8 gerade |W| # 12.

Fiir den Fall ¢ = 4 fiihrt dieses Argument nur auf die Moglichkeit || = 16. Insbeson-
dere ist dann
Uy, : UNH| = (2%)*- (2°)% = 2'7.

Wegen |Us, : Uy| = 2 ist daher U, von der Ordnung 2'® bzw. 27 und dies ist genau
dann der Fall, wenn |U N H| =1 bzw. 2.

Die Gruppe Rs kénnen wir in obiger Argumentation auch durch die Gruppe L ersetzen,
denn stets ist Uy wegen Uj < Ny im Kern der entsprechenden Operation und HyN Ly =
1. Wegen [Hy, Ls] < Ly N Ky = U, vertauschen die Gruppen Hy und L, in der obigen
Operation.

Wir starten nun mit dem Fall |Uy| = 2'7 mit Uj # 1. Dann ist natiirlich auch |Ny| = 2
und Uy = Uy/N,. Insbesondere ist U, extraspeziell und fiir Z := Z(U) ist
Z=2(Uy) < Z(Uh)

wegen Cp,(U;) < U; fiir i < 2. Da Z von K, zentralisiert wird und L; genau fiinf
2-Sylowgruppen hat, ist
Vi=(Z") <U
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offenbar eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung héchstens 2°. Die nichttrivialen
As-Moduln sind mindestens vierdimensional und es ist leicht zu sehen, dass V; ein
vierdimensionaler, orthogonaler L;-Modul ist. Wir beachten hierbei, dass V; von K; <
L1 zentralisiert wird. Daher ist

Vi £ Us,

denn andernfalls ist

Vi, U] < U3 = Z,

und U, operiert (modulo K) als Transvektionsgruppe zu Z auf Vi. Daher ist auch aus
Ordnungsgriinden
0<Z<[Vi,Us] =VinU; <V

und |[Vi,Us]| = 23. Insbesondere ist dann V' ein Normalteiler von U, und enthélt
somit die zentrale Involution von U. Daher ist

W= (V") < (V, V1, V5)

mit (e,d) = Os3(Ly), und daher ist [Uy/Z, W] ein hochstens sechsdimensionaler und
Lo-invarianter Unterraum von Us /Z. Dies ist ein Widerspruch zur Irreduziblitidt der
Operation.

Sei nun |Uy| = 27 mit U) = 1. Ist |No| = 2, dann koénnen wir Z in der obigen
Argumentation durch Ny ersetzen. Es ist ndmlich [Ny, P,] = 1 und daher operiert
L, nichttrivial auf V; := <N2Ll). Da N, von K, zentralisiert wird, ist wie oben 2% <
V1| < 25, Auch hier ist V; € U,, sonst zentralisiert U die Gruppe V7 und daher auch
N3*. Insbesondere operiert dann U*' trivial auf Ny und daher ganz Li. Somit ist
Ny, < (P, L;) = G, ein Widerspruch. Der Kommutator [Vy,Us| hat die Ordnung 23
und wie oben produziert dies einen echten Untermodul von Us/N,, ein Widerspruch.

Ist Ny = 1, so ist U, elementarabelsch und da O3(Us) teilerfremd auf U, operiert, ist
Uy = [Uz, O3(Ls)] @ Cuy, (O3(La))

und N := Cp,(03(Ly)) ist von der Ordnung 2. Offenbar gilt wieder [P, N] = 1
und V; = (N'1) £ U, und wie oben kénnen wir Z durch N ersetzen, was uns den
Widerspruch liefert.

Sei schliellich U, elementarabelsch der Ordnung 2'°. Zuerst sei die Gruppe U; N U,
nicht s;-invariant. Zu einer Involution £ € U; N U;* wihlen wir dann d € O3(Ls), so
dass d von t invertiert wird. Dann ist

Cu, () N Cyy () < Oy (d)

hochstens von der Ordnung 2%, denn nach dem Beweis von 8.7.3.1 und dem Satz von
CLIFFORD ist U, die direkte Summe von den Zentralisatoren Cy, (d;) fiir vier geeignete
Elemente in O3(Ly). Somit ist

|Cu, (®)] - |, ()]

- —2 < |Uy| =21,
|CU2(t> N CUz(t )|
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und umgeformt
|Cu, (B)] < 2°°.

Ist nun

V = (Ul N Ug) N (Ul N U§1)7

so ist wegen Uj = 1 auch

V < Cp, (1)
und daher |V] < 29 Andererseits ist |U; NUs| = 2! denn |U,/U; NUy| = 2% Es folgt

UL N sl - [Uy N U3
Vi

S |U1| = 2187

und somit |V| > 210 Insbesondere ist |[V| = 2'° und somit ist U; N UST = V. Die
obige Argumenation konnen wir fiir jede der drei Involutionen £;, i < 3 dieser Gruppe
durchfiihren, also ist V' = Cy, (%;). Nun ist aber auch

Os(La) = (Coyzpy () |1 < 3),
also ist V offenbar O3(Ly)-invariant. Offenbar ist dann V ein HyLo-Modul und dies ist
ein Widerspruch.
Sei nun U; N Us invariant unter s;. Dann operiert Zl auf Uy /(U NUy) = U und

Uy <CpL,(UynUy) <Py

Daher wird U; N Us von einem Element x der Ordnung 5 von L, zentralisiert. Nun ist
auch [U,z] = 1. Dies sehen wir leicht ein, da die Elemente der Ordnung 4 von U und
neben der zentralen Involution auch die iibrigen vier Involutionen zentralisiert werden
miissen. Daher ist x € Cp,(U;) < Uy, und dies ist ein Widerspruch. O

(8.7.4.2) Satz.

Es ist Zl % SL2(2)

Beweis. Angenommen die Behauptung ist falsch. In 8.2.6 ist dann offenbar ¢; = 2
und to = 23, und dies ist nach (1K) von FoNG & SEITZ [12] nur fiir |[IW| = 12 méglich.
Insbesondere ist dann

U, :UNH| =2

Wegen |Us, : Us| = 2 ist Uy von der Ordnung 2% bzw. 2% und dies ist genau dann der
Fall, wenn [UNH| =1 bzw. 2. Wegen C,(Us) < U, operiert Ry natiirlich nichttrivial
auf dem Modul Uy/®(Uy) und daher ist Us; nach 8.7.3.1 entweder elementarabelsch
und ein irreduzibler Ro-Modul der Ordnung 28, oder extraspeziell der Ordnung 2° oder
elementarabelsch der Ordnung 2°.

Sei zuerst U, extraspeziell. Wegen C7p,(U;) < Uj; ist dann
7= Z2(U) = Z(Us) < Z(Uy).
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Nun hat L, genau drei 2-Sylowgruppen und Z wird von K zentralisiert. Fiir
Vi=(Z")<U

ist V, ein natiirlicher L;-Modul und |Vi| = 22. Wir beachten hierbei, dass V; von
K, <L, zentralisiert wird. Insbesondere ist [Vi, U] < Z und U,/Z wird somit von (V,"2)
zentralisiert. Ist V) £ Us,, dann ist <V1P2) < Py wegen F(Ly) = Us keine 2-Gruppe. Da
auch Z von (V2) zentralisiert wird, ist Vi < Cp,(Us) < Us, ein Widerspruch. Somit
ist in jedem Fall

Z7 <V < Uy

und insbesondere ist
(Us* N Lo)Us /Uy = (Us* N L) /(Us N US*)

eine elementarabelsche Untergruppe von Ls/Us. Wir zeigen, dass diese Gruppe von
der Ordnung mindestens 23 ist, was dann offenbar ein Widerspruch ist.

Nun ist
‘U281 : U;l N U1| = ’U;lKl/K1’ = 2,

denn wegen |U : Uy| = 2 ist U = U;U,. Somit ist auch
\Us* N Ly| > |Us* N UL | = 28,

Insbesondere ist
UynUsY)Y <ZnNZz% =1,

also ist Uy N U;' abelsch. Die maximalen abelschen Untergruppen von U, haben nach
(5.1.9) von KURZWEIL & STELLMACHER [23] die Ordnung 2° und somit ist obige
Gruppe mindestens von der Ordnung 22, ein Widerspruch.

Ist U, abelsch, dann kénnen wir die Gruppe R, in obiger Argumentation durch L,
ersetzen, da nun U im Kern der Operation liegt. Sei nun |Uy| = 2% mit U = 1. Dann
ist

Uz = Cu,(05(L2)) @ [Uz, Os(Ls)]
und N := Cp,(05(Ly)) ist von der Ordnung 2. Insbesondere ist [V, 5] = 1, also ist

wegen der Operation von L, auf
Vi o= (N™)

gerade 22 < |Vj| < 23, Natiirlich ist V; € U,, denn andernfalls sind N und N*!
invariant unter U. Dann ist aber N invariant unter Zl und daher N < N(P,, L) = G,
ein Widerspruch. Somit ist [Vi, U] < Vi N Us héchstens von der Ordnung 22 und V;
enthilt die zentrale Involution von U, denn V; wird von U normalisiert. Daher ist
|[Vi, Us]| = 24, ein Widerspruch.

Sei schlieBlich Uy, elementarabelsch der Ordnung 28. Da U, in diesem Fall ein irredu-
zibler Lo-Modul ist, ist
U2 = 69?zlc(Uz (dl)
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fiir d; € Os(Ly), i < 4 geeignet. Wir sehen dies im Beweis zu 8.7.3.1. Zuerst sei
die Gruppe U; N Uy nicht sj-invariant. Zu einer Involution ¢ € U; N U5 wihlen wir
d € O3(Ly), so dass d von { invertiert wird. Dann ist

Cu,(B) N Cy (1) < Oy (d)
hochstens von der Ordnung 22. Somit ist

|Cu, (B)] - |, ()]

_ _ S ‘U2|:287
|Cu, (8) 0 Cuy (8]

und umgeformt

Cu ()] < 2°.

Ist nun
V = (Ul N Ug) N (Ul N U§1)7

so ist wegen Uj = 1 auch
V < Cp,(1)

und daher |V| < 25. Sei nun
H := (UinU) (U NUSY).
Dann ist wegen |U; N Us| = 27 gerade
_ Uy NUs| - Uy NUS
V]

und somit |V| > 23, Insgesamt bleiben daher die Félle 2* < |V| < 2° zu untersuchen,
oder anders ausgedriickt die Fille, in denen 2% < |H/(U; N Uy)| < 24 ist,

Ist |[H/(U3 NUy)| > 23 dann ist HUy /U, ein elementarabelscher Normalteiler von
U, ein Widerspruch. Ist nun |H/(U; NUy)| = 22, so ist V = Cy, (f) fiir die zentrale
Involution £ € U; N Us* von U. Aber dann ist |Cy, (f)] = 2*.

|H| <|th|=2",

Sei nun U; N U, invariant unter s;. Dann operiert L; auf U;/(U; N Us) = U und
Uy <Cpr,(U1NU;) < Py

Daher wird U; N Us von einem Element z der Ordnung 3 von L; zentralisiert. Die
Operation von z auf U zeigt leicht [U, 2] = 1. Da z von ungerader Ordnung ist, folgt
x € Cr,(Uy) < Uy, und dies ist ein Widerspruch. O

8.8 Die Moufangbedingung

In diesem letzten Abschnitt erfiille die endliche Gruppe G schliellich die Vorausset-
zungen des Hauptsatzes 8.1. Wir erinnern uns daran, dass G eine endliche K-Gruppe
mit einem BN-Paar (B, N) vom Rang 2 ist. Weiterhin besitzt B einen nilpotenten
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Normalteiler U mit B = UH und H = BN N und G operiert treu auf B. In den vorhe-
rigen Abschnitten haben wir gesehen, dass an das BN-Paar weitere Voraussetzungen
gestellt wurden. Diese sind hier erfiillt, wenn wir unser BN-Paar (ohne die Notation
zu verdndern) durch das saturierte BN-Paar aus dem ersten Abschnitt und U durch
die Fittinguntergruppe von B ersetzen.

Die folgenden Argumente zeigen, dass die Wurzeluntergruppen U,, mit den Wurzelun-
tergruppen A, iibereinstimmen. Vielmehr ist A,, reguldr auf W(r;) und wegen

UnH=U,NU,

ist dann U N H = 1. Es ist nun klar, dass das neue BN-Paar mit dem BN-Paar
vom Anfang iibereinstimmt, und schliefflich folgt der Hauptsatz, wie zu Beginn des
Abschnittes erldutert.

Wir beschranken die folgenden Argumente nur auf die Betrachtung der Wurzelunter-
gruppe A,,, um iiberfliissig komplizierte Notation zu vermeiden. Fiir die Wurzelunter-
gruppe A,, verlaufen die Argumente vollig analog. Im Apartment

A={Bw|weW}
ist die reflektierende Wand von w,, = s; offenbar gegeben durch
Mrl = {{B, BSl}, {Bwo, Bwosl}}.

Die Wurzeln von A sind bis auf ein Vorzeichen eindeutig bestimmt. Fiir die folgenden
Argumente sollten wir uns aber festlegen, und so sei r; die Wurzel von A, welche die
Kammer B enthélt. Bevor wir den Hauptsatz beweisen konnen, benotigen wir noch
einige Notationen.

Da A ein m-Eck ist, hat wgs; einen minimalen Ausdruck der Form

m __ .
(5281)2 "tsg =811+ s, fiirm >3
WpS1 = .
$189 = S11812, fir m = 3.
Fir I <k sei dann
Wy = 811" " S1k,

wenn im letzten Fall £ = 2 ist. In allen Féllen ist dann w; = wgs; und wy, = s und
geméfl unserer obigen Festlegung ist die Wurzel r; die Galerie

ry = (B, Bwg, Bwy_1, ..., Bwy) = (B, Bsy, Bs182, BS3818a, . . ., Bwgsy)

im Apartment A.

(8.8.1) Lemma.

Esist U, =UNUN...NU".
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-7

Abbildung 8.1: Das Apartment A mit m =6

Beweis. Aus der Definition der Elemente w; sehen wir fiir [ < k& — 1 sofort

U =U

Si; Wi+1

= U N By <UN Buyy, = Uy,

denn nach 8.2.2 ist £(s;wi1) > €(wi41). Sukzessive Anwendung ergibt

k
U’rl - le < ﬂ le
=1

und die umgekehrte Inklusion ist offensichtlich. Nach 8.3.1 ist nun U, = U N UY fiir
alle w € W, denn nach 8.5.8 ist U eine p-Gruppe. Dies beweist das Lemma. a

(8.8.2) Satz.

Esist A,, = U,, und A,, operiert requldr auf W(ry).

Beweis. Die Gruppe A,, besteht offenbar aus den Automorphismen von B, welche
trivial auf den Rang 1-Residuen A;(c) mit ¢ € ry und |A;(c) Nry| = 2 operieren. Diese
Residuen sind offenbar die Mengen A;(Bw;) mit ¢ < 2 und [ > 2. Wir kénnen uns dies
anhand der Abbildung 8.1 vor Augen fiihren.

Nach 8.8.1 ist nun U,, < U™, und U,, fixiert neben B,, mindestens eine weitere
Kammer in A;(B,, ), ndmlich eine von Bw;_; oder Bw4; (mit wy4; := 1). Die Gruppen
U“ K" /K" operieren aber nach den beiden letzten Abschnitten reguldr auf A;(Bwy;)\

{Bw,}, und daher ist U,, < K;". Dies ist der Kern der Operation von P;"" auf A;(Bwy),
also ist insbesondere

UT1 S A’f‘17
denn es ist U,, < Aut(B).

Verwenden wir nun 8.2.4, so ist nach der Dedekindidentitét

U=UNBB, =UNU, B, =U, (UNB,,)=U,U,,.
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Nun wird Uy, = U N U®* von s; normalisiert und daher ist
A (B)\{B} ={Bsiyz |z €U,}

und U,, operiert transitiv auf Ay(B) \ {B}. Bei I (4.6) von TIMMESFELD [34] fin-
den wir, dass zwei gegeniiberliegende Kammern in genau einem Apartment enthalten
sind, also operiert U,, auch transitiv auf W(ry). Der Satz folgt nun direkt aus dem
Frattiniargument, denn die Gruppe A,, operiert fixpunktfrei auf W(ry). a



Anhang A

Die Ordnungen der endlichen
Lie-Typ-Gruppen

In diesem Kapitel geben wir die Ordnungen der endlichen Lie-Typ-Gruppen und einige
Isomorphismen zwischen Lie-Typ-Gruppen an. Wir finden diese Informationen in den
Tabellen I und II bei GORENSTEIN, LYONS & SOLOMON [14].

Gruppe Andere Namen | Ordnung
Aa) O | PSLin(e) | el ) TG - 1)
) O | PSUMG@ | gerbemal ) T — (1))
Bi(g) @ PQai11(g) and e (@ = 1)
*Ba(q) M@ | Sz(q) ¢*(¢ = 1)(¢* + 1)
Ci(q) @ PSpa(q) e iz (¢ = 1)
Di(q) PQ;(g) aad V@ - DTz - 1)
2Di(q) PQy(q) aAmd V@ + DITZ (@ - 1)
*Da(q) (@ =D +¢* +1)(¢° - 1)
Es(q) a0 (@ = 1)@ = D(¢°® = 1)(¢* ~1)(¢° = 1(¢"? ~ 1)
2Es(q) G (@ = 1)@ +1(¢® = 1)(¢* —1)(¢° + 1)(¢"* — 1)
Eq(q) @ = 1)@ = 1)(¢® = 1)(¢" = (¢ — 1)
(¢ =1)(¢"* - 1)
Es(q) ¢"*°(¢* = 1)(¢® = (" = 1)(¢"* = 1)(¢"® = 1)(¢** - 1)

(= 1)(¢*° -1

Fi(q) ¢**(¢* = 1)(¢® -~ D(¢* = (¢ - 1)
2Fy(q) @ ¢ (¢ —1)(¢* +1)(¢" — 1)(¢° + 1)
Ga(g) @ ¢°(¢* = 1)(¢° - 1)

2Ga(q) P | R(q) ¢(q—1)(¢*+1)

Tabelle A.1: Die endlichen Lie-Typ-Gruppen und ihre Ordnungen

Anmerkungen zu Tabelle A.1.

(1) A1(2), A1(3), 2A2(2) und %B3(2) sind auflésbar.
(2) Fiir G = B2(2) = C2(2), G2(2), 2G2(3) und ?F4(2) ist G’ einfach und der Index in G ist 2,2,3 bzw. 2.
(3) Nur fiir ¢ = 22"+
(4)

4 32n+1 .

Nur fiir g =
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Ba(q) = Calq
Bi(2m)= Ci(2™)
As= Ay (4) = A, (5)
AL(T)= As(2)
AL (8) 2 2Gy (3)
Ag= A1(9) = By(2)! = Cs(2)
2A5(3) = Go(2)
®A3(2) = Ba(3) = Co(3)

Tabelle A.2: Isomorphismen zwischen Lie-Typ-Gruppen
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Anhang B

Zweifach transitive Weylgruppen

Eine Gruppe G operiert genau zweifach transitiv auf einer Menge, wenn der Stabilisator
einer Ziffer genau zwei Doppelnebenklassen in G hat. Die im folgenden Satz aufgefiihr-
ten Weylgruppen sind die Weylgruppen der unzerlegbaren Wurzelsysteme, welche die
kristallographische Bedingung erfiillen, oder des Wurzelsystems, dessen Wurzeln die
Vektoren vom Ursprung zu den Ecken eines regelméfligen 16-Eckes sind. Wir iiberneh-
men fiir den Rest des Abschnittes die Bezeichnungen aus den Abschnitten 2.1, 2.2 und
2.3 von Kapitel 2.

(B.1) Satz.

Sei W eine Weylgruppe vom Typ A;, By, C;, D, Eg, E7, Eg, Fy, Gy oder eine Dieder-
gruppe der Ordnung 16. Ist W* eine parabolische Untergruppe von W und operiert W
zweifach transitiv auf den Nebenklassen von W* in W, so ist W vom Typ A; und W*
vom Typ A;_1.

Wir gehen in mehreren Schritten vor und fassen W* = W; 0.B.d.A. als standardpara-
bolische Untergruppe auf. Da W zweifach transitiv auf den Nebenklassen von W; in W
operiert, ist W; eine maximalparabolische Untergruppe von W. Das einzige Element
von [ \ J bezeichnen wir mit 7 und setzen w; := w,,. Insbesondere ist dann

W = WJUWJU)iWJ,
denn W; hat wegen der zweifach transitiven Operation genau zwei Doppelnebenklassen

in W. Offenbar haben W;w;W; und W;*W; die gleiche Méchtigkeit, also ist

Wy
Wl=Wi|ll1l+ —— |- B.1
Wl =l (14 e (B.1)
Fiir die weiteren Argumente ist es niitzlich, die Dynkindiagramme der Weylgruppen
vor Augen zu haben. Wir verweisen dazu auf die Abbildungen 2.1 und 2.2 auf den

Seiten 9 und 10. Wir erhalten zunéchst das folgende

(B.2) Lemma.
Ist W vom Typ A, so ist W vom Typ A;_1.
Beweis. Ist ¢ = 1 oder [, so ist W; wie in der Behauptung, und wir rechnen leicht

nach, das diese Fille tatséichlich eintreten. Angenommen ¢ ist verschieden von 1 und
[. Dies ist natiirlich nur fiir [ > 3 moglich. Nach dem Dynkindiagramm ist

..........
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Coxetergraph Ordnung von W
A ((+ 10

B, 2t

D 2!=17

Eg 27.3%.5

E; 210.34.5.7

Es 214.35.52.7
Fy 27 . 32

Ga 12

Tabelle B.1: Die Ordnungen der Weylgruppen

also
Wy =il(l+1—10).

iy werden von w; zentralisiert, also ist

----------

77777

wobel wir W (Ap) = 1 setzen. Daher ist
(W nWyl > (i — 1)1 —1q)l.

Mit (B.1) erhalten wir

a+1y:wmgaa+1—w<1+é¥%ﬁf%%>

=i+ 1= )1 +i(l+1— 1))

Division durch i!(l 4+ 1 — i)! ergibt

(“;1) <14i(l+1—9). (B.2)

Wir schétzen zuniichst die rechte Seite weiter ab. Das Polynom 1+ x(l + 1 — ) hat
ein Maximum an der Stelle z = 1. Wegen i € {2,...,1 — 1} folgt

I(1+1) [+1 [+1 [+1 [+1 (I+1)2
= < <l4+—(l+1-—|=1+—=
2 ( 2 )—( i )- T3 <+ 2 ) LI

und daher 2/(1 +1) <4+ 1% + 20 + 1. Wir formen dies um zu [2 — 5 < 0. Dies ist ein
Widerspruch. O

(B.3) Lemma.

W st nicht vom Typ B; und Cj.

Beweis. Es reicht natiirlich, die Weylgruppe vom Typ B; zu betrachten. Mit (B.1)
folgt sofort, dass W nicht vom Typ By ist. Sei daher [ > 3. Ist ¢« = 1, so ist W, vom
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Typ Bi_y. Setzen wir W(By) := Z,, dann enthélt W; NW}" wie eben eine Weylgruppe
vom Typ B;_s und daher ist
WY N Wy > 2721 —2)\.
Eingesetzt in (B.1) ergibt sich
Ml =W | <241 —1)! <1 - %) = 27N — 1)1 4 2(1 = 1)).
Division durch 2/71(I — 1)! ergibt 2/ < 2] — 1, ein Widerspruch.

Ist ¢ = [, dann ist W; vom Typ A;—; und W; NW}" enthélt eine Weylgruppe vom Typ
A;_5. Mit (B.1) erhalten wir

l
(-1

M = W[ < 1! (1+ ) =({+1),

also auch 2! <[+ 1, ein Widerspruch.

Ist nun ¢ # 1 oder [, so ist W; vom Typ A; 1 X B_;. Setzen wir W (Ag) = W(By) = 1,
so enthalt W; N W7" eine Untergruppe vom Typ A, x Bj_;_;. Eingesetzt in (B.1)
ergibt sich

, . 2= (1 — 4) 14!
AN =W <241 =D [ 1+ :
=Wl <27 —a)l ( 2’(”1)(1—(2'—1-1))!(1'—1)!)

= 2171 — )il (1 + 2i(1 — 7).
Division durch 2!7%(1 — i)!i! ergibt

2! (l) <1+ 2i(l —1). (B.3)

7

Wir sehen, dass das Polynom 1 + 2x(l — x) maximal ist fiir z = % Wegen ¢ > 2 folgt
fir i #1— 1 aus (B.3), dass

20(1 — 1) = 22 B <o (! <1+2£(l—£):1+ﬁ.
2) =" \i) ~ 2% 2 2

Wir erhalten 3[? — 4] — 2 < 0, und damit [ = 1, ein Widerspruch. Fiir i = [ — 1 fiihrt
(B.3) direkt zum Widerspruch. O

(B.4) Lemma.

W ist nicht vom Typ D;.

Beweis. Mit W (D) bezeichnen wir die Gruppe vom Typ A; x A; und mit W (Ds)
die Gruppe W (A3). Ist ¢ = 1, so ist W; vom Typ D;_; und W; N W}* enthélt eine
Weylgruppe vom Typ D;_». Eingesetzt in (B.1) folgt

21-2(1 — 1)!
27 = W < 2721 - 1)! (1 + ﬁ) =272(1 = 1)1(20 — 1).
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Division durch 2!72(1 — 1)! ergibt 21 < 2] — 1, ein Widerspruch.
Ist i € {Il — 1,1}, dann konnen wir aus Symmetriegriinden 0.B.d.A. annehmen, dass

i = 1. Dann ist W; vom Typ A;—; und W; N W}" enthélt eine Untergruppe vom Typ
A;_3 x A;. Eingesetzt in (B.1) folgt

_ /! I(1—1)
- = wl<ll(1+———)=1'(1 .
W< (*2(1—2>!) (* 2 >

Division durch & ergibt 2! <2+ (I — 1), offenbar ein Widerspruch.
Ist 1 € {2,...,1 =2}, so ist W; vom Typ A;_1 X D;—; und W; N W7} enthélt eine
Untergruppe vom Typ A;_y X D;_(;41), wenn wir W (D;) = 1 setzen. Es folgt

W AW, > 25026 — DI — (i 4+ 1)L
Eingesetzt in (B.1) folgt also
271 = |W|

| =D 1] —4)!
< 20D — i) [ 1 »
< il —1) + 21=+2) (7 — DI — (i + 1))!

= 27001 — @)1 4 26(1 —4)).

Division durch 2!=(+Djl(] —4)! ergibt die Ungleichung (B.3). |

(B.5) Lemma.

W ist nicht vom Typ Es.

Beweis. Aus Symmetriegriinden miissen wir nur die Fille i = 1,2, 3,4 betrachten.
Ist i =1, dann ist W; vom Typ D5 und W; N W}* enthélt eine Weylgruppe vom Typ
Ay. Mit (B.1) folgt daher

24. 5!

51840 = 27 . 3.5 = |[W| < 2* - 51(1 + ) = 32640,

ein Widerspruch.
Ist ¢ = 2, dann ist W; vom Typ As und W; N W} enthélt eine Untergruppe vom Typ
Ay x As. Eingesetzt in (B.1) folgt

6!
51840 = |W] < 61(1 + 55) = 15120,

ein Widerspruch.

Ist ¢ = 3, dann ist W; vom Typ A; x Ay und W; NWJ"* enthélt eine Untergruppe vom
Typ A; x A. Eingesetzt in (B.1) folgt

240
51840 = || < 240(1 + ) = 5040,

ein Widerspruch.
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i | Typ von Wy | |Wy|
1| Dg 23040
2 | Ag 5040
3 Al X A5 1440
4 A1 X AQ X Ag 288

5| Ay x Ag 720

6 | Ds x Ay 3840
7| Es 51840

Tabelle B.2: Die moglichen Ordnungen von W,

Ist ¢ = 4, dann ist W; vom Typ Ay x Ay x Ay und W; "W} enthélt eine Untergruppe
vom Typ A; x A;. Eingesetzt in (B.1) folgt

72
51840 = [W| < 72(1 + ) = 1368,

ein Widerspruch. O

(B.6) Lemma.

W st nicht vom Typ E7.

Beweis. Aus dem Dynkindiagramm der Weylgruppe vom Typ E7 sehen wir, dass
W, N W5 unabhéngig von i eine Untergruppe vom Typ A; x A, hat. Mit (B.1) folgt
somit

W, |?

2003040 = [W| < [Wy| + =~

und dies formen wir um zu
|W;| > 5896.
Nach Tabelle B.2 miissen wir nur noch die Félle : = 1 und 7 genauer betrachten.
Fiir ¢ = 1 enthélt W; N W7J" eine Untergruppe vom Typ As. Eingesetzt in (B.1) folgt

25 . 6!
6!

2903040 = |[W| < 2° - 6!(1 + ) = 760320,

ein Widerspruch. Ist i = 7, so enthélt W; N W}"* eine Untergruppe vom Typ D5 und
mit (B.1) folgt
51840

Sirp) = 1451520,

ein Widerspruch. O

2903040 = [W| < 51840(1 +

(B.7) Lemma.

W st nicht vom Typ Ej.
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i | Typ von Wy | |Wy|

1| Dy 322560
2 | Ay 40320

3 A1 X A6 10080

4 A1 X A2 X A4 1440

5| Ay x As 2880

6 | Dsx Ay 11520

7| Eg x Ay 103680
8 | Er 2903040

Tabelle B.3: Die moglichen Ordnungen von W,

Beweis. Offenbar enthélt W; N WJ" stets eine Untergruppe vom Typ A; x A, Ay X
Ay x Ay oder Dy und ist somit mindestens von der Ordnung 48. Eingesetzt in (B.1)
erhalten wir

W, |2

696729600 = |W| < |[W,| + 18

und damit leicht
|W ;| > 182850.
Nach Tabelle B.3 miissen wir nur noch die Félle 7 = 1 und 8 genauer betrachten.
Fiir ¢ = 1 enthélt W; N W7J" eine Untergruppe vom Typ Ag. Eingesetzt in (B.1) folgt
6 |

696729600 = |[W| < 20 7I(1 + ) = 20966400,

7!

ein Widerspruch. Fiir ¢ = 8 enthdlt W, N W}" eine Weylgruppe vom Typ Eg. Mit
(B.1) folgt

2903040
51840

ein Widerspruch. a

696729600 = |W| < 2903040(1 + ) = 165473280,

(B.8) Lemma.

W st nicht vom Typ Fy.

Beweis. Aus Symmetriegriinden miissen wir nur die Félle ¢ = 1,2 betrachten. Ist

i = 1, dann ist W; vom Typ Bz und W; NW}* enthilt eine Untergruppe vom Typ As.

Mit (B.1) folgt

23 . 3!
3!

1152 =27 .32 = |[W| < 2% 3I(1 + ) = 432,

ein Widerspruch.
Ist ¢ = 2, dann ist W; vom Typ A; x Ay und mit (B.1) folgt
1152 = |[W| < 12- (1 4+ 12) = 156,
ein Widerspruch. O



B Zweifach transitive Weylgruppen 138

(B.9) Lemma.

W ist keine Diedergruppe der Ordnung 16 und nicht vom Typ G.

Beweis. Hier ist W; vom Typ A; und die Behauptung folgt direkt mit (B.1). O



Anhang C

Einige zahlentheoretische Lemmata

In diesem Abschnitt sammeln wir einige recht technische Rechnungen. Die Rechnungen
sind in vielen Fiéllen sehr dhnlich, weswegen wir diese nach ausfiihrlichen Beispielen
etwas verkiirzt darstellen werden. Im ganzen Kapitel sei ¢ = p/ eine Potenz der
Primzahl p.

(C.1) Lemma.

Sei y eine p-Potenz und seien m und v wie in der Tabelle C.1. Dann ist m — 1 kein
Teiler von yv.

v m

21 i
(a) | 2(g—1)f | gD 1y 59

[T, (e’ —1)
l 1— -1 214
(b) | 2°f G e D 9 < <1312 5
i=1
(c) | 2°f (@ + 1) e d
1 2(1—1) _ 1—2¢ i
(d) 23f (¢°—1)(q (qz,gznlzl(q +1)

(€ [ 2(¢—1)f | (@*+ (¢ + 1@ +1) X5 o d

21 1) (3 +1)2(¢*+1)(¢® —1)(¢®+1)(¢°—1
) | 20q-1)f (¢“+1)(¢°+1) 8271;(271)) °+1)(g"=1)

Tabelle C.1: Die Zahlen m und v

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass m — 1 den p-Anteil ¢ hat. Nehmen wir dann an,
dass unsere Behauptung falsch ist, so folgt m — 1 | gv und hier benétigen wir sogar nur
noch m — 1 < gu, um einen Widerspruch zu erhalten.

Im Fall (c) und (e) 1aBt sich der p-Anteil von m — 1 direkt ablesen. Fiir die tibrigen
Fille betrachten wir stellvertretend den Fall (b). Hier ist

(¢ = (@7 + DILS (e = 1) =TT (¢ = 1)
g:l(Qi —1)

und das Ausmultiplizieren des Zéhlers impliziert auch hier die Behauptung. Wir haben
nun in jedem Fall m — 1 < qv und damit auch

m—1=

m < qu+ 1 < 2qv.
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Bis auf den Fall (b) ist dies offensichtlich ein Widerspruch oder fithrt durch eine leichte
Rechnung zum Widerspruch. In (b) ist
—j - i
(@ =@~ + DI (e — 1)
(g’ = 1)

m = < 2'fq.

Umgeformt ist dann

-1 -1

@ =07+ ] @ -n<2fe][@ -1 <2 [ @ -1

i=l—j+1 i=l—j+1
und somit
(¢ =@ +1) < 2'fq,
ein Widerspruch wegen [ > 5. O

Fiir den Rest des Abschnittes sei 1 # x eine natiirliche Zahl, die keine p-Potenz ist. Die
folgenden Rechnungen sind teilweise sehr aufwéndig, aber dennoch elementarer Natur.
Fiir zwei teilerfremde ganze Zahlen a,b benutzen wir héufig, dass auch a + b und b
teilerfremd sind.

(C.2) Lemma.

I+1_

Esistqlx—l)[% mit | € N.

Beweis. Angenommen
(¢ — D™ - 1)
q—1 '
Wir behandeln zuerst den Fall [ = 1. Dann gibt es ein y € N mit

gz —1]

(g —1l)y=¢"—1.

Offenbar ist dann auch
y=1 mod q,

und daher gibt es ein z € Z mit
0<y==z2q+1.
Da x # 1 keine p-Potenz ist, ist offenbar z > 1 und daher ist
¢ —=1=(g—1)(g+1) <(gz—1)(2q+1) =¢* 1,
ein Widerspruch.
Sei nun [ > 2. Nach (C.1) gibt es dann ein y € N mit

(¢—1)(d'z— 1)y = (¢ —1)(¢"" —1). (C.2)
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Offenbar gilt dann auch
—(g—1y=1 mod ¢,

und daher gibt es ein z € Z mit
0<(¢g—1Dy=z2¢—1 (C.3)
Es ist klar, dass z > 1. Setzen wir (C.3) in (C.2) ein, dann erhalten wir
(¢ = 1)(2¢' = 1) = (¢' = (¢ = 1). (C.4)
Wir zeigen, dass © > ¢. Aus (C.4) sehen wir, dass
gz —1](¢" =" =Dz

Offenbar ist

e —x=ux(d'zr —1)+ (¢ —x)d'z,

also ist auch
!

gz —11(¢"—1)(g—2)q'z.
Wegen ggT(¢'z — 1,q¢'x) = 1 folgt
¢z —1](¢" = 1)(g - 2).
Dann ist auch
dr—1|(g—2)(d" =Dz =(¢-2)(¢dv - 1)+ (¢—2)(1 - ),
und schlieflich
dz—1|(qg—2)1—1x). (C.5)

Angenommen x < ¢. Dann ist auch z < ¢ und wegen x > 1 ist dann (¢—z)(1—xz) < 0.
Aus (C.5) folgt

2¢ ~1<q¢r—1<(g—2)(z—1) < (q-2)
ein Widerspruch wegen [ > 2. Wir haben gezeigt, dass
r>q.
Wir erhalten damit aus (C.4)
(@ =D = 1) <(dz—1)(dz2—1) = (" =1)(¢ — 1),

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung. 4

(C.3) Lemma.

Es ist ¢* 3z — 114 % mit 3 <1 € N. Ferner ist ¢z — 1t ¢* — 1.
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Beweis. Angenommen

20 1 20-2 1
q2’_3x —1] (¢ )(q )

Dann gibt es ein y € N mit

(> = D)z =1y = (¢" = 1)(¢" > =1).

Offenbar ist dann
20-3

—(¢*—=1y=1 mod ¢",
und daher gibt es ein z € Z mit
0<(¢*—1)y=24*"3~1
Es ist klar, dass
z>1.
Setzen wir nun (C.7) in (C.6) ein, so erhalten wir

(@@ P = 1)(2¢" 7 = 1) = (¢ = )(¢* = 1).

Wir zeigen, dass # > ¢*. Aus (C.8) sehen wir, dass

P71 (P = )~ D = (7 - (e~ o).

Offenbar ist
'z —z =2 v — 1) + (¢* — 2)¢" x,

also ist nach (C.9) auch
P30 — 1] (22 = 1)(¢® — ).
Wegen ggT(¢* 3z —1,¢*3x) = 1 ist daher
= 1] (¢~ (g - 1),

Wir sehen damit, dass

P31 (P2 = 1)(F —2)r= (¢ —2)qg(¢® Pz — 1)+ (¢* — 2)(q — 2).

Schliefflich ergibt sich
¢ e —11](q—2)(¢’ — ).
Sei zunéchst | > 4. Ist x < g, so ist auch x < ¢ und daher
¢ -1<¢Pr-1<(g-2)(¢’ —2) <,
ein Widerspruch. Daher ist > ¢. Ist nun z < ¢3, so ist

(a—2)(¢’ —2) <0

142

(C.6)
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und daher
1< Pr-1<(x—q)(¢ —2) <(¢®—q)® < (¢ —1)%

ein Widerspruch und insbesondere ist o > ¢3. Nehmen wir schlieflich an, dass z < ¢*,
SO ist

¢ 1< Pr—-1<(g-2)(¢ —2) = (z—q)(z - ¢*)
<@ -9 - ) =¢"(¢* - (g —1) <q'(¢— 1),
erneut ein Widerspruch. Somit ist z > ¢* + 1 und mit (C.8) folgt schliefilich
(P @ D = 1) < (P — D% — 1) = (¢ — 1)(®2 — 1)
und dies formen wir um zu

G693 _ A+ < _(qzz—z +q2l) <0

— —_ )

ein Widerspruch. Also gilt die Behauptung fiir [ > 4.
Es bleibt der Fall [ = 3, in dem wir aus (C.7) sofort

¢ =12 —1=2 —¢+¢@ ~1=(za =)+ (@~ 1)
einsehen. Insbesondere ist

¢* — 1] (2q — 1)¢*
und wegen ggT'(¢*> — 1,¢*) = 1 somit
¢ —1]z¢—1
und auch
z2>q.
Fiir z = g ist y = ¢* + 1 in (C.7) und daher z = ¢* in (C.6), ein Widerspruch. Somit
ist
Z=q+a
mit ¢ > 1 und somit
¢ —1]z2¢g—1=(¢*—1)+aq.
Da ggT(q,q*> — 1) = 1, ist nun
¢ —1]a
und somit
z2=q+b(¢>—1)
mit b > 1. Eingesetzt in (C.7) ergibt sich dann
R S i R i
¢ —1 ¢ —1

=¢’b+ ¢ + 1. (C.10)
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Aus (C.6) folgt dann
(@ =1)(*+1) =’z = (@b + ¢* + 1) = ¢*z(¢’0 + ¢* + 1) = ¢°b = (¢* + 1).
Dies formen wir um zu
¢*r(¢*0+¢* +1) = ¢°(¢* + 1) + ¢°b

und Division durch ¢? ergibt

2(¢°b+q" +1) =¢'(¢ +1) +b,
was wir umformen zu

Fr—1)=q¢ +b— (¢ + 1)z
Insbesondere ist

¢* b= (¢* + Dz
und somit
1<b=cq®+ (" + 1)z (C.11)

fiir ein ¢ € Z. Wir betrachten zuerst den Fall, in dem ¢ < —¢. Angenommen z < ¢>.
Dann ist

0<b=cg’+(¢"+ Nz < —¢" + (¢ + Do < —¢" + (¢ + 1)(¢" — 1) = -1,

ein Widerspruch. Somit ist # > ¢? + 1 und eingesetzt in (C.6) ergibt sich zusammen
mit (C.10) folgendes:

(@ =@ +1) =@z - D@+ ¢ +1) > (" +¢* = 1)(¢* +¢* + 1).
Dies formen wir um zu
0>q" +2¢°,
ein Widerspruch.
Sei nun —1 > ¢ > —¢. Angenommen x < —cq. Dann folgt wie eben
0<b=ci®+ (@ + V) <cg®+ (@ +1)(—cg—1) = —cqg—¢* =1 < -1,

ein Widerspruch. Somit ist
rT>—cq=q

und damit nach (C.11) auch
b=cq’+ (¢ + 1)z > g’ — (¢ + 1)eq = —cq > q.
Setzen wir nun x > ¢+ 1 und b > ¢ in (C.6) ein, so folgt

@ -D(@+1) =Pz -1+ +1) > "+ - D"+ +1).
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Dies formen wir leicht um zu
0>q¢ +¢ +¢°
und erhalten einen Widerspruch.

Sei nun ¢ > 0. Dann ist
b=cq’+ (@ +1Dx>q¢ + 1.

Wegen = > 1 ist dann in (C.6) schlieBlich auch

@ -D)(@+1) =Pz -1+ +1) > (@ =D+ +¢+1)
=@ - +D)(@+1D)=("-1)(+1),

ein Widerspruch. Insgesamt folgt also auch fiir [ = 3 die Behauptung.

Es bleibt der zweite Teil der Behauptung zu zeigen. Angenommen
¢Pr—1|¢" -1

Dann gibt es ein y € N mit

(Pr—1Dy=q¢"—1 (C.12)
und es folgt
y=1 mod ¢*
Somit existiert ein z > 0 mit
y=z2¢>+1.

Es ist z > 1, da sonst z = ¢?, und dies ist unmdoglich. Eingesetzt in (C.12) ergibt sich
schliefllich mit

("= =(@-D@+1D) < (Pzx-1)(Fz+1)=¢"—1

ein Widerspruch. Somit gilt insgesamt die Behauptung. O

(C.4) Lemma.

Es ist ¢* 3z — 14 (ql_1)(q171+1q)2(q:1_1)(ql72+1) mit 4 <1 € N.

Beweis. Angenommen

(¢ = D@ "+ D" =) +1)

20-3
r—1 ,

[ >4

Dann gibt es ein y € N mit

(@ =D Pz =1y = (- D"+ 1) =D +1) (C.13)
— (q2l72 4 ql . q172 o 1>(q2l72 . 1)

Offenbar gilt dann auch

_<q2 o 1)y = _<ql _ q172 _ 1) mod q21737
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und daher gibt es ein z € Z mit

0<(*—Ny=2"3+¢—¢?*-1. (C.14)
Angenommen z < 0. Wegen [ > 4 folgt dann

A< < =g =1 < ¢,

ein Widerspruch. Daher ist z > 0. Angenommen z = 0. Dann sehen wir aus (C.14),
dass

q2_1’ql_ql72_1:ql72(q2_1)_1’
ein Widerspruch. Wir haben gezeigt, dass
z > 1.
Setzen wir nun (C.14) in (C.13) ein, so erhalten wir

(P =)+ ¢ =g =) = (¢ = D¢+ D@ - 1), (C.15)

Wir zeigen, dass ¢ < ¢*>. Angenommen ¢*> < z. Dann ist auch ¢ + 1 < z und mit
(C.15) und z > 1 folgt

(@ +1) = D¢ < (@ Pe = D¢+ =77 - 1) (C.16)
(- D@+ D - )
< q3l—2(ql—2 + 1)

23 ergibt

Division durch ¢
P3P +1) —1 < g g2+ 1),
und daher
P28 -1 < g
ein Widerspruch fiir [ > 5. Fiir [ = 4 sehen wir aus der zweiten Zeile von (C.16), dass
¢ +1) = ¢’ = (" +1) = 1" < (¢" = D(¢" + 1)(¢° — D).
Wir formen dies um zu
¢ 2 (@ +1)(¢" = (¢" = 1)(* = 1) = (¢* + 1)(¢* +¢" = 1),

ein Widerspruch.

Wir haben nun
r < ¢
gezeigt und zeigen noch, dass = > ¢. Nach (C.13) gilt

¢ e =117+ D¢ = D@ = D
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Offenbar ist

e —r=2(" P — 1)+ (¢ —2)¢*Cx,

also ist auch
P =11 (¢ + )¢ = 1)(g —2)¢* .

Wegen ggT (¢* 32 —1,¢*3x) = 1 ist somit
e =11 (¢ +1)(¢ — V(g —2)

und daher auch

=1 (@ + 1) = 1)(g—2)g" Pz
=(q—2)(¢" >+ 1)(¢* Pz — ¢ *x)

=(q—2) @+ )@@ Pz -1 = (¢—2)(¢" 7+ (¢ Pz —1).

Schlieflich folgt
e —1[ (¢ + (¢~ 1)(g — 2).
Angenommen z < ¢. Dann folgt wegen z > 1 aus (C.17), dass

20" 1< Pr 1< (¢ P+ 1) (¢ Pe —1)(g —x)
<@+ D P <P P44,

ein Widerspruch. Wir haben gezeigt, dass
x> q.
Mit (C.17) folgt nun
e 1< (r— )@+ )¢ e 1) < (@ - )¢+ 1)¢

also folgt auch
q2l—3$ < (.CE o q)(ql—Z =+ 1>ql—3x‘

Mit z < ¢? und Division durch ¢'=3xz folgt schlielich

¢ <(@-q)d+)=¢d-¢d"+¢ —q

wegen [ > 4 ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme.

(C.5) Lemma.

14 (q4+1)(q9—1)(q12—1).

FEs ist ¢tla — pr

Beweis. Angenommen

(¢* +1)(¢" — 1)(¢" — 1)

11
-1
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(C.17)
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Dann gibt es ein y € N mit
(@° = 1(¢"z =Ny = (¢" + 1)(¢" = 1)(¢"* = 1). (C.18)
Offenbar gilt dann auch
—(@ =Dy =—(¢"+1)(¢" —1) modq",
und daher gibt es ein 2’ € Z mit
0< (¢’ —Dy=2"¢"+ (" + 1@ -1 =2¢"+(¢"+1)(¢" = 1) — ¢, (C.19)
wobei z = 2/ 4+ ¢*. Wir zeigen zunéichst, dass z > 0. Angenommen z < 0. Dann folgt
U< < (PP -1 — B =g — gt -1,
ein Widerspruch und somit ist z > 0. Setzen wir (C.19) in (C.18) ein, so erhalten wir
(¢"z = 1)(2¢" + (¢" + (¢’ = 1) = ¢") = (¢" + (¢’ - 1)(¢"* — 1). (C.20)
Angenommen z = 0. Dann erhalten wir aus (C.20)
(¢"z = 1)(¢" —¢* = 1) = (¢" + 1)(¢" — 1)(¢"* = 1),

und folglich
¢’ —¢" = 1| (¢"+ 1)@’ = 1)(¢"” — 1).

Offenbar ist ggT'(q*,¢” — 1) = 1, also ist nach unserer Vorbemerkung auch
99T7((¢" = 1) —¢*,¢’ = 1) = 1.
Analog folgt ggT((¢* +1) — ¢°,¢* + 1) = 1 und daher
=" =11¢"-1=¢"—¢" -+ +¢ - 1),
und somit
¢ —q' =11 +¢ —1,
offenbar ein Widerspruch. Daher ist
z>1. (C.21)

Wir zeigen nun, dass x < ¢*. Angenommen z > ¢* + 1. Aus (C.20) und (C.21) folgt
dann

(¢ (¢"+1) = g < (¢"'z = 1)(2¢" + (¢ +1)(¢" = 1) — ¢")
= (" +1(¢" = 1)(¢"® - 1)
< (¢*+ )¢

Division durch ¢'! liefert offensichtlich einen Widerspruch. Daher ist

r <q". (C.22)
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Nach (C.20) ist

¢z =11 (" + 1" = D(¢? =Dz = (¢" +1)(¢" = 1)(¢"°z — z).

Offenbar ist

¢z —z=2(¢""x — 1)+ (¢ — 2)¢""x,

also ist
e =1 (" +1)(¢" = 1) (¢ — x)q" .
Wegen ggT(¢*'z — 1, ¢ z) = 1 ist dann
¢"'e =1 (" +1)(¢" - 1) (g — ),
und somit auch
¢'r—1](¢" +1)(¢" —1)(¢ — x)¢’x
= (¢*+1)(q - 2)(¢"z — ¢*x)
= (" +D(g—=2)(¢"z—1) = (¢ + 1) (¢ — =) (¢*z — 1).

Schlieflich folgt
¢z =11 (¢" + )¢’z — 1)(q — 7). (C.23)
Angenommen z < ¢q. Mit (C.23) folgt dann
2" —1<q¢"r =1 <(¢"+ D)(¢x = 1)(¢ —z) < (¢" + 1)¢",
ein Widerspruch. Insbesondere ist
T > q.
Nun ist nach (C.23) und (C.22)

<(@z—q) (" +1)(¢r —1) < (z—q)(¢" + D’z
< (¢' = D(¢"+ 1)’z = (¢* — 1)¢’x,

und somit auch
"'z < (¢* - D)g'a.

Division durch ¢?z liefert
q9 S q8 - ]-7

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung. a

(C.6) Lemma.

Esist ¢'To — 14 (ql“fl)(gji)(qul)'
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Beweis. Angenommen

(" = 1D)(®+1)(¢"® - 1)
=1 '

¢""x—1|
Dann gibt es ein y € N mit
(¢" = 1)(¢"z = Ny = (¢" = 1)(¢° + 1)(¢" — D).
Offenbar gilt dann auch
—(¢* =1y =—(¢" - 1)(°+1) modq",

und daher gibt es ein 2’ € Z mit

0<(¢" =Dy =297+ (¢" = 1)(¢° +1) = 2¢"" + (¢" = D)(¢" + 1) — ¢*,
wobei z = 2’ + ¢*. Angenommen z < 0. Mit (C.25) folgt dann

q17 S _Zq17 S <q14 . 1)((]6_'_ 1) - q20 — q14 _q6 o 1’

150

(C.24)

(C.25)

ein Widerspruch. Insbesondere ist z > 0. Setzen wir (C.25) in (C.24) ein, so erhalten

wir
(@ = D™+ " = D+ 1) =) = (@ = D+ )i~ 1)
Angenommen z = 0. Dann erhalten wir aus (C.26)
(@ = 1" —¢" = 1) = (¢ = 1)(¢" + 1)(¢"™ - 1),

und folglich
¢ =" =11 (" = D"+ (" - 1).

Offenbar ist ggT'(¢%, ¢'* — 1) = 1, also ist nach unserer Vorbemerkung auch
99T((¢" = 1) = ¢%,¢" = 1) = 1.
Analog folgt ggT((¢° +1) — ¢"*,¢® + 1) = 1 und daher
¢ =" 11" ~1=¢"(¢" — ¢~ D)+ (¢" +¢" — 1),

und somit
q14—q6—1|q10+q4—1,

offenbar ein Widerspruch. Wir haben gezeigt, dass
z>1.
Angenommen z > ¢% + 1. Aus (C.26) und (C.27) folgt dann
(¢"7(¢° +1) = 1g'" < (¢ = 1)(2¢'" + (¢ = D(¢° +1) — ¢*)

= (" =D+ 1) (" -1
< (q6 + 1)(]32-

(C.26)

(C.27)
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Division durch ¢'7 liefert offensichtlich einen Widerspruch. Daher ist
r < ¢°. (C.28)
Nach (C.26) ist
¢""w = 1| (¢" + 1)(¢" = (" = Da. = (¢° + D(¢" = 1)(¢"°z — x)

Offenbar ist

¢Br—z = x(q”x -1+ (q¢— :U)q”x,

also ist
¢"r—1](+1)(¢" = 1)(qg— )¢
Wegen ggT(¢*"z — 1,¢'"x) = 1 ist dann
¢ —1](°+1)(¢" = 1D)(g—2),
und somit auch
¢Te—1](°+1)(¢" = D¢~ 2)¢’x
= (*+1)(qg—2)(¢""z — ¢’x)
= (®+D(g—2)(¢""r = 1) = (" + (g — 2)(¢’x — 1).

SchlieBllich folgt
¢z =11 (¢" + 1)(¢°x — 1)(q — 2). (C.29)
Angenommen z < ¢g. Mit (C.29) erhalten wir
2" —1<¢"z 1< (®+1)(r—1)(g—2) < (¢° + Dg'q = (¢° + 1)¢°,

ein Widerspruch. Insbesondere ist

T > q.
Nun ist nach (C.29) und (C.28)

¢"e — 1< (z—q)(¢" +1)(¢°z — 1) < (z — q)(¢" + 1)¢’x
< (¢° = )¢ + D’z = (¢" - 1)¢’z,

und somit auch
¢z < (¢" - )¢’z

Division durch ¢*z liefert
A<,

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung. a

(C.7) Lemma.

Esist ¢*x — 14 (q1°+1)((2264:11)(q3071).




C FEinige zahlentheoretische Lemmata 152

Beweis. Angenommen

(" + D¢ ~ V(g ~ 1)

29
-1

Dann gibt es ein y € N mit
(¢° = 1)(¢®x = Dy = (¢" + 1)(¢* = D(g™ - 1). (C-30)
Offenbar gilt dann auch
—(* =1y =—(¢"+1)(¢* —-1) mod ¢*,
und daher gibt es ein 2z’ € Z mit
0<(¢" =Dy =74¢"+ (" + 1)(¢* = 1) = 2¢” + (¢ + D(¢* — 1) — ¢, (C.31)
wobei z = 2/ 4+ ¢°. Angenommen z < 0. Mit (C.31) folgt dann
¢ < -2 < (O 1) —1) — P =g — 0 -1,
ein Widerspruch und es ist z > 0. Setzen wir (C.31) in (C.30) ein, so erhalten wir
(¢Pz = D)(2¢™ + (¢ + 1)(¢* = 1) = ¢*) = (¢ + 1)(¢" = D(¢* - 1).  (C.32)
Angenommen z = 0. Aus (C.32) erhalten wir dann
(@ = D =" = 1) = (@ + D = 1) - 1)

und folglich
=" =11 (" + D - 1)(¢* - 1).

Offenbar ist ggT'(¢'°, ¢** — 1) = 1, also ist nach unserer Vorbemerkung auch
99T((¢* = 1) —¢"°,¢* = 1) = 1.
Analog folgt ggT((¢'° +1) — ¢**,¢*° + 1) = 1 und daher
=" =1 1= =" =D+ (" + " - 1),

und somit
q24_q10_1|qlﬁ+qﬁ_17

offenbar ein Widerspruch und es folgt
2> 1. (C.33)
Angenommen z > ¢'%+1. Aus (C.32) und (C.33) folgt dann
(a(q"” +1) = Dg* < (%2 — (2¢” + (¢° + D(g* — 1) = ¢*)

= (" + (™ = 1)(¢* - 1)
< (qlo + 1)q54.
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Division durch ¢?° liefert offensichtlich einen Widerspruch und es ist
r < q". (C.34)
Nach (C.32) ist
¢Pr = 11" + (" - D@ = D = (¢"° + 1)(¢* — 1)(¢"z — x)

Offenbar ist

(v — v =2(¢®r - 1) + (¢ — 2)¢"x,

also ist
=11 +1)(¢* = 1)(qg — 2)¢*x.

Wegen ggT(¢*z — 1,¢*°r) = 1 ist dann
=1 (" +1)(¢* —1)(g — =),
und somit auch

=11 (" +1D(¢* = 1)(g —z)¢’x
= (" +1)(¢®r — ¢°x) (¢ — )
= (@ +1)(q—2)(¢”r —1) = (¢" + 1)(q — 2)(¢°z — 1).

Schliefflich folgt
¢?z =1 (¢"° +1)(¢’r — 1)(g — 2). (C.35)
Angenommen x < ¢. Dann ist
20" —1< ¢z —1<(¢"+1)(¢"z —1)(¢ — @) <q¢"¢"a=q",
ein Widerspruch. Insbesondere ist
x> q,
und nach (C.35) und (C.34) ist dann
¥z —1< (2 - q)(¢"° +1)(¢x = 1) < (¢ = 1)(¢"° + )¢’z = (¢* — 1)¢’x,

und somit
¢’z < (¢* = 1)¢’x.

Division durch ¢°z liefert
q24 < QZO - 17

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung. a

(C.8) Lemma.

Esist 'z — 14 (¢* + 1)(¢** = 1).
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Beweis. Angenommen
¢'v = 1] (¢" +1)(¢"” —1).

Dann gibt es ein y € N mit
(¢"z =Dy = (¢" + (¢ - 1). (C.36)

Offenbar gilt dann auch
—y=—(¢*+1) mod ",

und daher gibt es ein z € Z mit
0<y=2z2q¢"+¢"+1. (C.37)
Offenbar ist z > 0. Setzen wir (C.37) in (C.36) ein, so erhalten wir
(¢"z = 1)(2¢" +¢" +1) = (¢" + 1)(¢"* - 1). (C.38)
Ist z = 0, dann ist = ¢°, ein Widerspruch. Daher haben wir
z>1. (C.39)
Angenommen z > ¢® + 1. Aus (C.38) und (C.39) erhalten wir
(@' +1) = 1g" < (¢"v = D(2¢" +¢* +1) = (¢" + 1)(¢” — 1) < (¢" +1)¢".
Division durch ¢” liefert offenbar einen Widerspruch, also ist
r<q (C.40)
Nach (C.36) ist
¢’z —1](¢"+1)(¢"* - 1. (C.A41)

Offenbar ist
0% — o = (¢"e ~ Dz + (¢ — )",

also erhalten wir aus (C.41), dass
¢'v =1 (¢" +1)(¢" - 2)q"x.
Wegen ggT(¢"r — 1,¢"x) = 1 ist
¢’z = 1| (¢" +1)(¢" - 2),
also gibt es mit (C.40) ein v > 0 mit
grv—v=(¢"r—Nv=(¢" +1)(¢" —2) = —(¢" +1) + ¢ + ¢, (C.42)
Wir formen dies um zu

vt ¢ = (¢ + Dr+ " (zv - ¢%). (C.43)



C FEinige zahlentheoretische Lemmata 155

Angenommen zv > ¢?. Dann ist zv — ¢*> > 1 und aus (C.43) folgt
vt ¢ = (@' + Drt+q" >
und somit
v>q - =" -1)>¢"
Setzen wir dies in (C.42) ein, dann ist
¢ > (@' + )¢ —2) = (v =D > (¢"z - 1)¢" > (¢" = )¢’ > ¢",
ein Widerspruch. Da x keine p-Potenz ist, gilt also
v < ¢°.
Mit (C.40), (C.43) und wegen v > 0 folgt schliefllich
¢+ ="+ 1)’ > @'+ Dr=v+¢ +q(¢" — ) = ¢"+ 7,

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung. a

(C.9) Lemma.

Esist ¢z — 142(q° — 1).

Beweis. Angenommen
¢ —1]2(¢° —1).
Dann gibt es ein y € N mit
(¢ — 1y =2(¢° - 1), (C.44)

Offenbar gilt dann auch
—y=—-2 mod ¢,

und daher gibt es ein z € Z mit
0<y=z¢+2. (C.45)

Es ist klar, dass z > 1, denn sonst ist z = 0 und damit x = ¢*. Setzen wir (C.45) in
(C.44) ein, dann erhalten wir

(¢°z — 1)(2¢° +2) = 2(¢° = 1).
Mit x > 2 folgt nun
2¢° +3¢° —2=(2¢° = 1)(¢° +2) < (P — 1)(¢°2 +2) = 2¢° - 2,

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung. a

(C.10) Lemma.

Es st ¢'lw — 14 (q4+1)(¢29;;11)(111271)'
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Beweis. Angenommen

(" +1)(¢” +1)(¢" - 0}

11
-1

Dann gibt es ein y € N mit
(@ +D(¢"e = Dy = (¢" + 1)(¢" + D(¢"” — D).
Offenbar gilt dann auch
—(@®+1y=—(¢"+1)(¢" +1) mod ¢",

und daher gibt es ein 2z’ € Z mit

0<(@+Dy=2"¢""+(¢*+1)("+1) =2¢" + (¢" + 1) (¢"+ 1) — ¢**,

wobei z = 2’ 4+ ¢?. Angenommen z < 0. Mit (C.47) folgt dann
¢ < —z2g" < (P H (P H) P =¢" gt + 1,
offenbar ein Widerspruch und es ist z > 0.

Setzen wir (C.47) in (C.46) ein, so erhalten wir
(¢"z =Dz + (¢" + D" +1) =) = (¢" + 1)(¢" + D(g"* = D).
Angenommen z = 0. Dann erhalten wir aus (C.48)
(¢"z = 1)(¢"+q" +1) = (¢" + D" + (¢ - 1),

und folglich
@ +q" +1] (" +1)(¢" +1)(¢"” - 1).

Offenbar ist ggT'(q*, ¢° + 1) = 1, also ist nach unserer Vorbemerkung auch

99T((¢" +1) +¢",¢° +1) = 1.
Analog folgt ggT((¢* +1) + ¢°,¢* + 1) = 1 und daher
¢"+¢" +11¢%-1=("+¢" +1) —(¢"+¢’ +1),
und somit
¢+ +1]d" +¢*+1,
offenbar ein Widerspruch, und es folgt
z>1.
Angenommen z > ¢* + 1. Aus (C.48) und (C.49) folgt dann

(¢"(¢" +1) = Dg"" < (¢"'z = 1D)(2¢" + (¢" + 1)(¢" + 1) — ¢")
= (" + D"+ 1)(¢* —-1)

(¢ +1
<(¢"+ (" + 1)g".
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(C.46)

(C.47)

(C.48)

(C.49)
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Division durch ¢'! liefert
¢'(q'+1) =1 <q(g" +1)(¢" + 1)
und daher
¢"'(q" +1) < q(g" + 1)(¢" + 1).
Division durch g(g* + 1) liefert
q° <¢"+1,
ein Widerspruch. Daher ist
T < gt (C.50)
Nach (C.48) ist
¢z =1 (¢" +1)(¢" + 1)(¢"” = Do = (¢" + 1)(¢" + 1)(¢"z — ).
Offenbar ist
¢*r —r=u(¢"v —1)+ (¢ - 2)¢"z,
also ist
¢"'v = 1| (¢" + 1)(¢° + 1)(g — 2)q" .
Wegen ggT(¢*'z — 1,q¢z) = 1 ist dann
¢"'v =11 (¢" +1)(¢" + 1)(qg — @),
und somit auch
¢'w = 1| (¢" + 1)(¢" + 1)(q — 2)¢’
= (¢" +1)(g — 2)(¢"x + ¢*2)
= (" + (g —2)(¢"x = 1)+ (¢" + 1)(qg — )(¢° + 1),
SchlieB3lich folgt
¢z —11](q" + 1)(¢* + 1)(qg — x). (C.51)
Angenommen = < ¢q. Mit (C.51) ist dann
2¢"' —1<¢""r 1< (" + D(Pr+1)(g — =) < (¢" + V)g'q = ¢" + ¢,
ein Widerspruch. Somit ist
T > q.
Mit (C.51) und (C.50) ist also
¢'r—1< (v —q)(¢" + D@z +1) < (z —q)(¢" + )¢’z
<(¢" = D(¢" + D¢’z = (¢" = ¢’z

Daher gilt auch
¢z < (¢° —1)¢’x,
und Division durch ¢3x liefert
¢ <q¢ -1,

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung. O
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(C.11) Lemma.

Esist @z — 11 (¢* — D (¢®+¢* +1).

Beweis. Angenommen

v = 1] (¢ = 1)(¢" +¢" +1).
Dann gibt es ein y € N mit

(°x =1y = (¢* = D(¢" +¢* +1).

Offenbar gilt dann auch

—y= (¢~ 1)(¢"+1) mod g’
und daher gibt es ein z € Z mit

0<y=z¢"~(¢"—1)(¢" + 1)
Aus (C.53) sehen wir, dass

2¢° > (¢ = D(¢" +1) > (¢* = )¢ = ¢" - ¢,
und damit erhalten wir leicht
z2>q.

Setzen wir nun (C.53) in (C.52) ein, dann ergibt sich

(¢°z —1)(2¢° — (¢ = 1)(¢* + 1)) = (¢* = 1)(¢® + ¢* + 1).

Angenommen z > ¢* + 1. Es ist leicht einzusehen, dass
C]3 S q4 - q2 + 17

also erhalten wir aus (C.55) und (C.54) die Abschitzung

(
(41 -1 - +1)

Division durch ¢? liefert
C+—a<@+q +1,
ein Widerspruch, und es folgt

T < ¢
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Wegen (C.55) ist
Cr =11 (=D +¢" +1)(¢" =Dz = (> = 1)(¢" - ).

Offenbar gilt
¢“r—r=2(’r—1)+ (¢ —x)¢’x,

also ist wegen (C.57)
¢r =11 (" = 1)(¢" - 2)¢’x.
Wegen ggT(¢°r — 1,¢°r) = 1 ist dann auch
¢z —1](¢* = 1)(¢" —2).
Wegen x < ¢ existiert insbesondere ein v > 0 mit
Crv—v=("r—Dv=(¢"-1)(¢" —2)=¢ — ¢ —x(¢® - 1).
Wir formen dies um zu
¢+ (¢ — 1) =v+¢(q" —av).

Angenommen ¢* — zv = ¢*. Dann ist

v=(¢"—1)z,
und eingesetzt in (C.59) folgt

(" = 1)(¢* = Dz = (¢* = 1)(¢" — ).

Somit ist

F—r=q -z
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und daher x = ¢, ein Widerspruch. Angenommen ¢* — 2v < ¢®> — 1. Wegen = > 2 folgt

aus (C.60), dass

T+ < +2( -1 =v+¢ " —aw) v+ -1)=v+q — ¢

Daher ist ¢° + ¢* < v und eingesetzt in (C.59) folgt wegen ¢° < ¢°x — 1, dass

@@ +¢) < (v —Dv= (¢ -1 —2) <,
ein Widerspruch. Wir haben somit
q4 —xv > q2 + 1,

und aus (C.60) und (C.56) erhalten wir mit v > 0 die Abschétzung

¢ +¢ =0+ -1)2¢+z(-1)=v+¢(¢" —av)

> (P +1) =q"+ ¢,

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung.
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(C.12) Lemma.

Es ist ¢* 3z — 14 (qlﬂ)(qlﬂﬂq)z((‘il;l_1)(’1%2_1) mit 4 <1 € N.

Beweis. Angenommen

@+ "+ D) -2 -1)

201-3
~1
¢ z—1]| £ ,

Dann gibt es ein y € N mit

(@ = D@ Pz =Dy ="+ D@+ )" = D(* - 1)
201-2 ql + ql—Q o 1)(q2l—2 . 1)

= (¢
Sei zunéchst [ > 5. Offenbar ist dann auch
(@ -1y=—(¢2—¢ —1) mod ¢*3
und daher gibt es ein z € Z mit
0<(?—1)y=2022+¢d2—¢ 1.
Da ¢=2 — ¢' — 1 < 0 ist offenbar

z>1.

Setzen wir nun (C.62) in (C.61) ein, so erhalten wir

(e = D¢ P+ g7 =g = 1) = (¢ + D)@ = D@ = 1),

Angenommen z > ¢. Dann folgt aus (C.63), dass

(@@ +1) - (P - 1)d =

also auch
(P +1) =) —1) <¢¥ .
Ausmultiplizieren der linken Seite ergibt
G0 2 A 3 <,
Division durch ¢!~2 und Addition von 1 liefert

ql<ql73 - 1 . q2> — q2l73 . ql o ql+2 S 1’

21-2 ql + ql—2 _ 1)((]2l_2 _ 1)
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ein Widerspruch fiir [ > 5. Ist [ = 5, so liefern die drei ersten Zeilen aus (C.64) gerade

(("(+1)-D)(* -1 < (+)(*-D)(*—1) = (" +D)(* - D(¢*+1) (¢ +1)(¢* - 1)

und somit
" +¢" -1 <@+ =D+ 1)(*+1).

Ausmultiplizieren fithrt auf
0< —¢g" + ¢ — 25 +2¢° — 2¢* — 2¢° — 1,
ein Widerspruch. Damit ist
r<¢g—1
fir [ > 5.
Wir zeigen nun, dass x > ¢. Nach (C.63) gilt
P =11 (=D + 1) = 1)z

Offenbar ist

e —r=2(? P — 1)+ (¢ —2)¢*Cx,

also ist auch
¢ Pr =1 (¢ =" +1)(q— z)¢* .

20— 3 1, q21—3x>

Wegen ggT'(q =1 ist somit

e =1 ("= 1) +1)(q— =)
und daher auch

P17 =) +1)(qg—2)¢d Pz
=(qg—2)(d? = 1)(* Pz + ¢ )

= (= 0)(@? = e 1)+ (g - )0 - Dl

Schliefflich folgt

P11 =1) (¢ Pz +1)(g — ).

Angenommen x < ¢q. Dann ist

2373 — 1 < ¢ x—l
< (¢ =1 Pz +1)(g—x)
<q" (ql *(g—1)+1)q
< ql 2ql 2q
q2l 3

ein Widerspruch. Wir haben gezeigt, dass

T >q.

Sz +1)

(C.66)

(C.67)

(C.68)
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SchlieBlich folgt mit (C.68), dass
e —1< (@7 -1 P+ 1) (= —q) < ¢ Pa(d P+ 1),

also auch
q2l—3x S ql_Qa:(ql_%—l— 1)‘

Division durch ¢'~2z liefert wegen x > ¢ und (C.66) schlieSlich
¢ <d e 1< - D) 1= -,
ein Widerspruch. Fiir [ > 5 gilt daher die Behauptung.
Es bleibt der Fall [ = 4. Aus (C.61) sehen wir sofort
(¢°x = Dy = (¢" + 1)(¢° - 1). (C.69)

Offenbar ist dann auch
—y=—(¢"+1) mod ¢,

und daher gibt es ein z € Z mit

0<y=12¢"+q"+1
und offenbar z > 1. Eingesetzt in (C.69) erhalten wir

(@"z = 1)(2¢° +¢* + 1) = (¢" + 1)(¢° = 1).
Wegen x > 1 folgt
(@ +¢" +1) < (@ =1)(2¢" +¢" +1) = (¢" + 1)(¢° = 1) < (¢" + 1)¢’,
und Division durch ¢° liefert
¢ +q +1<(¢"+1)g=¢"+q,

ein Widerspruch. Damit gilt insgesamt die Behauptung. O

(C.13) Lemma.

Es ist ¢ to — 1{% firl > 4.

Beweis. Angenommen

(@ - " +1)
qg+1

¢ tr—1| [ >4.

Dann gibt es ein y € N mit

(+ D¢z —y=(d -1 " +1). (C.70)

Offenbar gilt dann auch

—(g+1)y=—-1 mod ¢,
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und daher gibt es ein z € Z mit
¢+1<(qg+1)y==2¢"+1

und es ist offenbar
z > 1.

Setzen wir (C.71) in (C.70) ein, so folgt
(¢ =12+ 1) = (¢ = (" +1).

Wir zeigen, dass x > ¢. Aus (C.72) sehen wir, dass

¢ =11+ D - Dr= (¢ + Dz —2).

Offenbar ist

dr—x=a(¢"'z—1)+ (¢ —2)¢" 'z,

also ist nach (C.73) auch
¢ =1+ 1)(g—x)¢"
Wegen ggT (¢ 'z — 1,¢'"1x) = 1 ist daher
¢ e =1 (" +1)(g - ).
Wir sehen damit, dass

¢ e =11+ 1)(g—2)
=(¢""z+2)(q— =)
=" 'r-1)(g—2)+ (1 +2)(q—2).

Schliefflich ergibt sich
¢ le -1 (1+a)(g—2).

Angenommen z < ¢. Dann folgt

2¢7' —1<q e - 1< (1+a)(g—2) <qlg—1) =¢*—q,

ein Widerspruch. Daher ist
x> q.

Aus (C.72) folgt damit schlieflich

=D+ < (@ z-1)(¢ "2+ 1) = (¢ = 1)(¢""+1),

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung.

(C.14) Lemma.

Es ist ¢ 1o — 1{% fiir 1 > 3.
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Beweis. Angenommen

(@ + 1" —1)
qg+1

ql_1I—1 |

Dann gibt es ein y € N mit

(+ D¢z —y=(+1)(¢" -1

Offenbar gilt dann auch
—(g+1y=-1 mod ¢,

und daher gibt es ein z € Z mit
g+1<(g+1)y==2¢""+1

und
z>1.

Setzen wir (C.75) in (C.74) ein, so folgt
(¢ 7'z =@ 2+ 1) = (¢ + V(" - 1).

Wir zeigen, dass x > ¢. Aus (C.76) sehen wir, dass

¢ e =1 =)+ Dz = (""" = 1)(dz + ).

Offenbar ist

-1

dr+x= —z(¢ T x—1)+ (z + q)ql_lx,

also ist nach (C.77) auch
¢ e =11 (7" = 1)(z+q)q .
Wegen ggT (¢ "'z —1,¢'"1x) = 1 ist daher
¢l =1 (""" =g +a)
Wir sehen damit, dass

¢ z—11(""" = 1)(g+ )
= (" 'z—z)(g+x)
= (e —1)(g+z)+ (1 —2)(q+2).

Schliefflich ergibt sich
¢l =1 (1-a)(q+x).

Wegen x > 1 ist also
¢ e —1< (x—1)(¢g+ ).

Angenommen x < ¢q. Dann folgt

27 —1<¢ e - 1< (g +a)(w - 1) <29(q— 1) = 2¢° — 2,
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ein Widerspruch. Daher ist
x> q.

Aus (C.76) folgt schliefllich

=T+ 1= =D+ D) < (¢Tz - 1) (¢ 2+ 1)
=@+ - =¢"+d"-¢ -1

Wir formen dies um zu

2ql < 2ql—1’

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung.

(C.15) Lemma.
Esist ¢tz — 11 ¢* — 1 mit | > 2.
Beweis. Angenommen
gz —1|¢" —1.
Dann gibt es ein y € N mit
(¢'z—=1)y=q¢* - 1.

Offenbar ist dann auch
—y=-1 mod ¢,

und daher gibt es ein z € Z mit
0<y==zq+1

und

z > 0.
Setzen wir nun (C.79) in (C.78) ein, so erhalten wir

(d'z = 1)(2q' +1) = ¢* — 1.

Ist z = 0, dann ist z = ¢, ein Widerspruch, und somit ist

z > 1.
Wegen x > 1 folgt daher mit (C.80), dass

¢ =1=( -1 +1) <(dz—1)(2¢' +1) = ¢" — 1,

ein Widerspruch zu unserer ersten Annahme. Daher gilt die Behauptung.

(C.16) Lemma.

Esz'stqz—Q:c—lj(q‘l—lﬁirq:ﬂ mit f > 1.
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Beweis. Angenommen
24y — 1] 2% — 1.

Dann gibt es ein y € N mit
¥y 1y =24 —1. (C.81)

Offenbar ist dann auch
y=1 mod 271,

und daher gibt es ein z € Z mit
0<y=22%"141 (C.82)
und
z > 0.
Setzen wir nun (C.82) in (C.81) ein, so erhalten wir
(22 1y —D)2¥ e 1) =2 — 1

Ist z = 0, dann ist x eine 2-Potenz, ein Widerspruch. Fiir z = 1 liefert die Division
von 2% — 1 durch 22/~1 + 1 einen Rest 3, was nur fiir f = 1 moglich ist. Daher ist
z > 2 und wegen x > 2 folgt nun

2V 1 =0 — DY+ 1) < @Y e - 1)@¥ e+ 1) =2Y — 1,

ein Widerspruch. O
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