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Einfuhrung

Die Beschreibung technischer und natirlicher Systeme fuhrt in
maﬁchen Fallen auf Differentiaigleichungen, bei denen die aktuel-
le Zustandssanderung von der Vorgeschichte abhangt. In der Mathe;
matik wurden einzélne solcher Funk%ionaldifferentialgleichungen
schon im vorigen Jéhrhundert untersucht. Etwa seit 1945 begann’
man, eine einheitliche, an den Ergebnissen ﬁber gewohnliche Dif-

ferentialgleichungen orientierte Theorie fir diese Gleichungen

zu entwickeln. Die jﬁngste éystematiSche—DarStellung des Erreich-

ten gibt J. Hale in [19]. Dort_findet sich auch ein ausfubrliches
Literaturverieichnis. .

Nachdem zuvor meist lineare Gléichungen behandelt worden waren,
beschaftigte sich E.M. Wright in der 1955 eréchienenen Arbeit [42]
mit der nichtlinearen Differenzen—Differentialgleichung
" %(£) = ~owx(t=1)01 + x(£)]
mit positivem Parametéi‘m. Gieiéhzeitig untepsuchten S. Kakutani
und L. Markus t26]'éine aquivalente Gleichung und kamen zu éhﬁli;
chen Ergebnissen wie Wright. Seither blieb“Gléichung (1) eines
der wichtigen Beiépiele, an deneﬁ Methoden zur.Behandluné nicht~
lineare: Probieme getesfét wurden. o

Gleichung (1) besitzt Anweﬁdungen,in véréchiedenen Bereiéhen,
darunter in der Biolégie: Die Giéidhung
(') a(t) = » (8K - a(s-DIE"
ﬁurde 1948 von G.E. Hutcéhinson als einfaches Modell einer Popu-
lation vorgeschlagen, die bei kléinér Populétionsdichte n(t)
exponentiell mit der Rate r wachst und spater ihre GroBe nach

eiﬁer Reaktionszeit v an begrenzte Lebensbedingungen‘anpaﬁt,




deren EinfluB in der Konstanten X zusammengefaBt ist [23%,5,6,7].

Realistischere Modelle mit kontinuierlich verteilten Verzégérungen i

beschrieben G.M. Dunkel [12] und R.M. May [33]. Ein abstrakterer
Zugang ist in der Arbeit [41] des Autors skizziert. Die.mathéma—
tische Untersuchung derartiger Modelle hilft die Beobachtung ver-
stehen, daB unfer konétanten Umweltbedingungen bei gewissen Tier-
arten die Populatioﬁsdichten oszillieren [2].

7 definierte Transformation fihrt

Die durch x(%) = [K - n(xt)IK™
die L6§ungén von (1') in die von (1) mit o = 77 {iber. Dabei wird
" die Gleichgewichtslosung n:t +> K von (1') zur trivialen Ldsung
von (1), und die biologisch relevanten Losungen n > 0 gehen in

die Losungen x > -1 uUber. . o

Um eine Ldsung x von (1) auf RY zu bekommen, sind offenbar Werte
Y(a) fur alle Argumente:a € [-1,0] vorzugeben. Auch die Eindeutig-
keitsaussage ist nﬁr in folgender Form richtig: Stimmen zﬁei Lo~
sungen'x,y:[fﬂ,m) —> R auf dem Anfangsintervall [-1,0] uberein,

so gilt x(t) = y(&) fir alle t > -1. Beides weist darauf hin, daB -
es zweckmiBig ist, neben den auf [-1,0) stetigen, auf RY der Glei-
chung (1) genugenden Losungen X auch die Trajektorien (xt)t>0 im
Banachraum der stetigen reellen Funktionen_auf [~1,0] zu un;er—
suchen, -die durch it(a) := x(t+a) fur alle a = [-1,0] definiert
sind. |

Wright zeigbe, daB die triviéle Losung von (1) fur « < /2 attrak-
tiv und stabil und fur o« > W/2 instabil ist. Der kritiscﬁe Parame-
ter W/2 ist durch die‘linearisierte Gleichung

(2) y(8) = - wy(t-1)

bestimmt. Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen entscheidet

von (1) mit X,

" die Lage der LSSUngen der charakteristischen Gleichung

(3) A+ e - o,

die man aus dem Ansatz y(t) = St erhdlt, iber die Stabilitat

von (2) und (1). - Weiter fand Wright, daB fir 0C> 1 alle Lo-
sungen x:[-1,0) —» R mit x(0) > -1 oszillieren. Ist insbesondere
x duf dem Anfangsintervall positiv, so lassen sich die Nullstellen

in eine Folge (z.) mit z. + 1 < 2544 anordnen; in sukzessiven In-

J
tervallen (z J+1) hat’'x verschiedenes Vorzeichen. Zu jedem

x> /2 glbt es ein € > 0 mlt lim sup Ix(t)! > € fur alle dlese

t—> ©
LSSungen,_unabhéngig von ihrer GroBe im Anfangsintervall. Die

letzte Aussage, die dem Bewels von Theofem 4 [42] zu entnehmen
ist, geht iber die der gewohnlichen Instabiiiﬁét der trivialen
Losung von (1) hinaus. . .

Die Nichtlinearitat von (1) macht alle Losungen beschrankt; das
Auftreten beschrankter ungedimpfter 032111at10nen legt die Frage
nach periodischen Losungen nahe. v

Eln erster, nicht ganz vollstandlger Existenzbeweis stammt von

G.S. Jones [26]: Zu stetlgen Anfangsfunktionen \p:[-1,01 -9 R mit

P(-1) = 0 und 9> 0 in (1,01 werden die Lﬁsuggqn x:[;ﬂ,«ﬂ - R

= ¢ betrachtet. Auch deren Nullstellen in R* las-
sen 51ch in elne Folge (z ) mlt den beschriebenen Elgenschaften
anordnen. Eine pgrlodlsche Losung ist wegen der Eindeutigkeits~
aussage .und wegen der Autonoﬁie von (1) gefunden, wenn der Ver;

schiebungsoperator I:{ — x { einen Fixpunkt hat.
, Zo+ S




Will man Schauders Fixpunktsatz anwenden, so ist man gezwungen,
T durch den Wert O auf den Randpunkt @ = O seines Definitionsbe-

feichs fortzusetzen, und man konn nicht ausschlieBen, dal der

Fixpunkt, den man bekommt, der»trivialen Losung von (1) entspricht.

Pieferliegende Méthoden der asymptotischen Fixpunkttheorie bieten
einen Ausweg: Man kann die Instabilitatsaussage vod Wright be-
nutzen, um fﬁf alle ® >T/2 auf einen nichttrivialen Fixpunkt des
Verschiebungsoperators zu schlieBen. '

Nicht sehr bekannt scheint zu sein, .daf sich fur groBe & abge-
schlossene konvexe Mengen von Anfangsfunktionen finden lassen,
die 1nvar1ant unter dem Verschlebungsoperator sind und W
nicht enthalten,nhler fuhrt &chauders lepunktsatz zum Zlel wie
Dunkel nach einer Idee von Jones zeigen kann [11].

Inzwischen wurde die Existenz perlodlscher Losungen fur eine
Reihe elnfach aussehender autonomer nlchtllnearer Funktlonaldlf-
ferentialgleichungen gezeigt.vFur die vorliegende ‘Arbeit sind
vor allem der Beweis von R.B. Grafton [13], die Methode von R.D.
Nussbaum [34,55,56,57] sowie die‘mit beiden zusammenhangende Ar-

veit [3]1 von S.N. Chow von Interesse. Auf Nussbaums Vorgehen

basieren auch die Beweise von K.P. Hadeler und J. Tomiuk [16],
sowie f59]. Andersartige LExistenzbeweise gaben J.L. Kaplan ﬁnd
J.A. Yorke [27,28,29] und J.M. Cushing_[8,9].

In [13] konnte Grafton die an der Gleichung (1) orientierte Idee
von Wright zum Béweis der Instabilitat vermeiden. Er benutzt ein
allgemeineres Ergebnis von Hale und C. Perello (Theorem 3 [21],
in der vorliegehden Arbeit'als'Lemma 1;2.wiedergegeben) iber in-
stabiles Verhalten-kleiﬁer Losungen nicﬁtlinearer Fuhktionaldif—
‘ferentiélgleichungen, um daraﬁf zu schlieBen, daB im Zweilg der 
Eigenvektoren des Verschiebungsoperators, betrachtet als Selbst-
abbildung eines Kegels von monoton wachsenden Anfangsfunktionen,
ein Eigenvektor mit Eigenwerf 1, also ein nichttrivialer Fixpunkt
vorkommtb.

Nussbaum verwendete den - auf F.E.'Browaer zurickgehenden - Typ
von Fixpunktsatz, der dem Problem am ehésteh angemessen ist.
Browder zeigte, daﬁ Jjede stefigelSelbstabbildung einer unendlich-
dimensionalen kémpakten konvexen Menge C in eiﬁeﬁ Banachraum ei-
nen nichtejektiven Fixpunkt hat.[ﬂl. ~ Dabei heiBt ein Fixpunkt x
von‘T‘ejektiv,’wenn'es eiﬁevagebung'U von x in C gibt, sodaB zu
jedem y € U \ {x} ein n =N mitiTny e C \'U existiert.

Fur die'Anwendung éuf Verschiebungsoperatoren ist es zweckmaBig,
dieses Ergebnis éuf den Fall kompakter Abbildungen und nur abge-
schlossener Mengen zu ubertragen, wie dies W.A. Horn tut [22].
Anders als in [22] nenﬁen wir in der'vorliegendén Arbeit eine
Abbildung T, die auf einer Teilmenge eines normierten Raums defi-
niert ist, kompakt, wenn sie beschrankte Mengen in relativkom-

pakte uberfuhrt. Mit diéser Definition folgt aus Theorem 14 [22]




unmittelbar

Satz 1. Sei X ein Banachraum, sei X eine unendlichdimensionale,
abgeschiossene, konvexe und beschrankte Teilmenge von X, und sei
T:K —> K eine stgtige und kompakte Abbildung. Dann besitzt T einen
nichtejektivenvFixpunkt. |

Nussbaum behandelt in [34] neben anderen die Differenzen-Dif-
ferentialgleichungen

(%) x(t) = = £(x(t-1))
fir stetige Fupktionen f:R - R mit gf(%) > 0 fur g + 0, die nach
unten beschrankt sind. Die Klasse dieser Gleichungen verallgemei-
nert in gewissem Sinn Gleichuné'(ﬂ): Die Losungen x > -1 gehen
vermoge der Transformation x +> log(x + 1) in die Losungen der
Gleichung -
2(6), = - w (X5
der Fo;m'fQ? uber. ,v

Eﬁr‘qié Gleichungen (4) defiﬁiert man den Verschiebungsoperator
wie oben zu (1). Ist £ an der Stelle § = O differenzierbar mit '
£1(0) >x/2, so ergibt sich wie in [42] die Existenz von £ > 0O

mit %1m sup Ix(t)| >¢ fur alle Losungen x:[-1,0) - R, deren An-
- o

fangswerte im Definitionsbereich des Verschiebungsoperators lie-
gen und nicht verschwinden. Die Instabilitétséussage.ﬁbertrégt
sich auf den Verschiebungsoperator als Ejektivifét;des trivialen
Fixpunkts. Satz 1 liefert'einén nichteﬁektiven, damit von Null
verschiedenen Fixpunkt; dieser définiert die gesuchte periodische
Losung.

Nach Wrights Vorarbeit scheint die Wahl eines geeigneten Defini-

tionsbereichs fﬁr‘den Verschiebungéoperator auf der Hand zu lie-
gen. Am Beispiel einer Gleichung (4) sieht man, daB sie mit tie-
feren Fragen uber die Gesamtheit der_LSsungen von Funktionaldif-
ferentialgleichungen zusamménhéngt:'Bétrachtet man eine nahe % =0
lineare Funktioh_f, so besitzt (4) stets nichtverschwindende oszil-
lierende Losungen, die fUr 't = o gegén Null gehen, weil die zuge-
horige charakte&istische Gleichung (3) mit o« = £'(0) auch im Fall

& > K/2 Losungen mit neéativem Real- und positivem Imaginarteil

hat (Theorem 5 [42]1). Ejektivitat des trivialen Fixpunkts laBt

_sich fur den Verschiebungsoperator nur beweisen, wenn im Defini-

~tionsbereich Trajektorienstﬁcke X derartiger LEsuﬁgen nicht vor-

kommen. o
Die eingangs erwahnten Populatlonsmodelle mit verteilten Verzd-.
gerungen fuhren auf Glelchungen der qum '
(5 x(t) = —ecf £(x(tra) )y (a),
die den Typ (4) verallgemelnern,voder in spez1elleren Fallen auf
(&) x(t) = -ch X(t+a)dv(a)[1 + x(t)]
als Verallgemelnerung von (1); V ist jeweils ein positives Borel-
maB auf dem Anfangsintervall [-1,0] mit der Masse y([-1,0]) =
Gleichung (6) 1aBt sich wiedér durch x +> log(x + 1) auf die Form .
(5) bringen. .. .
Versucht man, fur Gleichungen (5) oder (6) die Existenz periodi-
scher Losungen mit Satz 1 zu beweisen, so zeigt sich, daB der Lgek—
tlvitatsnachwels von Wright und Nussbaum nur fur solche MaBle geeig-
net ausgebaut werden kann, deren Trager nahevbel -1 liegt [39]. '
Weltere SChw1er1gkelten bereiten dle erforderliche Untersuchung

der charakterlstlschen Glelchung

G2 NVNE Mf_4 Mav(a) =
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siehe [41] und [15], und die Konstruktion eines Definitionsbereichs. -

fur den Verschiebungsopérator, der in sich abgebildet wird [39].

Zwel allgemeinere, nsh verwandte Methoden, Ejektivitat zu zeigen,
stammen von Chow [3] und Hale. Hale formuliert in [19] einen Ejek—
tivitatssatz flUr abstrakt definierte Verschiebungsoperatoren
(Theorem 11.2.3); die Beweisidee besteht darin, Ahnlich wie in [13]
Theorem 3 [21] anzuwenden; Der Beweis selbst enthalt allerdings ei-
ne Iucke. Wir gehen in Abschnitt I.3lder &orliegeﬁden Arbeit nzher
darauf ein. :

Will man fur konkrete Funktionaldifferentialgleichungen, zu denen
ein Verschiebungsoperator definiert iét, Ejektivitat mit Hilfe von
Theorem 3 [21] zeigen, so ist jeweils eine entscheidende Aussage
zu verifizieren, die sich auf eine Losung A der charekteristischen -
Gleichung zur‘linearisieften Funktionaldifferentiaigleichﬁng be-
zieht, welche positiven Realteil hat. Zu A gehort eine Projektion
Na~auf einen Eigenraum P%, bestehend aus den Trajektorienstﬁckén.

Re At wachsen. Fur

von Losungen der linearen Gleichung, die wie e
die Projektion’ﬁk ist nachiuweisen, daB es ein A > 0 gibt mit

(8) 0 < inf( Imyel | gl = p =%}

fir eine gewisse MengeAf, welche von Trajektorien der im Defini-.
tionsbereich des Verschiebungsoperators startenden oszillierenden
Losungen erreicht wird. Voraussetzungen dieser Arst missen auch bei
der Anwendung von Theérem_2.1 [13] und Theorem 4.1 [3] Uber nicht-
triviale Fixpunkte erfﬁilt sein. Sie lassen sich bei Gleichungen
mit. nur einer Zeitverzogerung wie (1) ﬁnd (4) elegant mit der In-
tegraldarstellung der Projektion durch die formaladjungierte Glei-
éhung ([20], Lemma 7.3.4 [(191) ableiten, siehe [13], [3] und Ab-
schnitt 11.4 [19].

Im Mittelpunkt der vérliegenden Arbeit steht eine andere Methode,
die Auésagen vom Typ (8) und damit einen neuen Ejektivitatsbeweis
liefert, der sich bei den oséiliierenden Iosungen von Gleichungen
der Form (5) mit verteilter Verzogerung anwénden 1aBt. Von der er-
wahnten Integraldarstellung machen wir keinen Gebrauch, weil sie
flir Gleichungen mit verteiltef Veszgerung zu.nicht weniger diffi-~
zilen Bewelsen fﬁhrt, deren Langwierigkeit dann nur technisch
durch die Gestalt der abzuschitzenden Integrale bedingt zu éein
scheint. . '

Die Ergebnisse, die wir auf dem Weg zum Ejektivitatsbeweis in Ab-
schnitt II.6 erhalten, lassen sich in vefschiedener Welse ausbauen.
Interessant konnte vor allem eine weitere Untersuchung topologi~
scher und geometrischer Eigenschaften der Mengean(M,f) und S(d,}d)
(Abschnitte IT.3 - II.5) sein, in denen die Trajektorien der lang-
sam schwingenden Losungen (Abschnitt II.3) verlaufen.

.Bei der Darstellung lassen Qir uns von‘folgenden Aspekten leiten.
Ejektivitat ist bei Verschiebungsoperatoren in erster Linie einev.
Instabilitétseigenschaft der betrachteten Funktionaldifferential-
gleichung. Deshalb sdllteﬁ éich Sztze mit hinreichenden Bedingungen
auf die Trajektorien der Losungen beziehen, nicht auf einen Ver-
schiebungsoperator und seine Iterierten. Ejektiﬁitét ist lokaler
Natur, daher sollten sie ohne globale Vofaussétzungen an die rechte
Seite der_Funktionaldifferentiéléleichung auskommen, wie sie‘etwa
fir die'EXistenz‘periodischer’L6sungen‘verlangt werden missen.
Ejektivitit sollte auch filr Gleichungen nachWeisbar sein, von denen
man bisher annimmt, daB sie unbeschrankte oszillierende Ldsungen

besitzen, jedoch keine périodischen.




10

Wir geben einen Uberblick der vorliegenden Arbeit.

In Kapitel I wird der Ejektivitatsbegriff in Bezug auf die Lo-
sungen von Funktionaldifferentialgieichungen formuliert. Eine
entsprechende_Definition.fﬁr Flusse gab Horn [22]. Abschnitt I.2
enthalt die bendtigten bekannten Resultate uber lineare autonome .
.Gleichungen. Wir wahlen einen etwas anderen Zugang als Hale [j9],
der es ermBgiicht, den Begriff der formaladjungierten Gleichung
insbesondere bei der Untersuchung der Formel der Variation der
Konstanten zu vermeiden, auf welche sich dann der Beweis von Lem-
ma I.2 (Theopem 3'[21]) stutzt. Aus Lemma I.2 folgt Satz i;ﬂ, der
hinreichende Bedingungen fur Ejektivitat angibt. Satz I.1 ist ein
allgemeiner formuliertes Analogon zu Hales Theorem 11.2.3 [19].
Um ihn beweisen zu konnen, verscharfen wir eine der Voraussetzungen
in Hales Satz: Wir verlangen éine Aussage vom Typ (8) fur eine -

Menge, welche die Epdstﬁcke’kleiner Trajektorien enthalt und die

damit stérkeré;Invarianzeigenschaften aufweist als der Definitioms-

bereich eines Verschiebungsoperators.

Kapitel II enthalt den éigentlichen Ejektivitétsbeweis. Wir stel-
len die Methode dar am Beispiel der Gieichﬁngén

(6, 8)  &(t) = ~20 [ e (x(t+a))da

flir ¢ > 0 und flir stetige Funktionen f:R —> R mit f'{d) = 1 und
Ef(E) > O fur € 4 O. Darunter fallen Gleichungen, die ungedampft
oszillierende Losungen besitzen, aber keine periodischen. Ein-
fachster Fall: Die Gleichung (x,id) mit & > 2%2/9 derart, das
keine Losung der charakteristischen Gleichung auf der imagindren
Achse liegt. - Es ist zweckmaBig, als ILinearisierung der Glei-

chungen (x,f) nicht die lineare Gleichung (x,id) selbst, sondern

1

ihieiFortsetzung
g ¥ = 2w/ Py(eradaa
auf den Bereich komplexwertiger Losungen anzusehen.

Die Wahl des MaBes, mit dem aufvder rechten Seite vbn (u,f) in-
tegriert wird, ermoglicht zunachst den Beweis von Satz II.1, der
die Verteilung der Losungen der zugehérigen_charaktéristischen
Gleichung ' :

A+ 20 [ eP%aa < 0
in der komplexen Ebene beschrelbt Uberschreitet & den Wert 2ﬂ2/9,
so wandert ein Paar komplex konauglerter Losungen % ©e), K (&)
mit O < Im A (M) < 2% in die rechte Halbebene. Weltere Paare mit
positivem Realbteil kommen erst fur x> 50K2/9 vor. Grundlage un-
seres ‘Ejektivitatsbeweises ist die Beobachtung im Anschlu@ an
Satz II;ﬂ, daB reelle Anfangsfunkbtionen w,lp in verschiedenen Ei-
genraumen Py + Px, %& + Eﬁ zu Losungen X,y [-1,0) = R der llnea— »
ren Gleichung (of,id) fiihren, die sich in inrem 032111at10nsverhal—
ten unterscheiden. ' -

Im nschsten Abschnitt IT.3 benutzen wir die Translationsinvarianz
des MaBes in (¥,f), um fur alle diese Gleichungen oszillierende Lo-

sungen zu finden,'fﬁr die der Abstand geniigend groBer benachbarter

_ Nullstellen groBer als o1 ist. Die Trajektoriensticke aller derar—:

tigen "langsam schwingenden Losungen" von (¢,f) werden in der
Menge S(o¢,f) zusammengefaﬁt.'Die Beoﬁachtung nach Satz II.1 bauen
wir in Abschnitt II.4 zu éinem Beweis der Tatsache aus, daB auf

dem offenen Kegel S(i,id) zur speziellen Gleichung (x,id) die Pro-

jektion nirgends verschwindet.

In Abschnitt II.5 untersuchen wir, welche B;emente we s, £)
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zugleich Anfangswerte langsam schwingender Losungen der linearen
Gleichung (&,id) sind. Solche Funktionen m'liegen in S(o¢,id),

folglich gilt fir sie ﬁi.(&)m 4+ 0. Im nachsten Schritt schliefen
o

_wir fiir Teilmengen S* von 5(%,id), deren AbschluB in S(w,id) U {0}
liegt, mit einem Kompaktheitsargument (Lemma II.11) aus dem Nicht-

verschwindén der Projektion‘ﬁx (&) auf eine Aussage vom Typ (8).
i ©

In Abschnitt II.6 weisen wir mit elementaren Methoden nach, daB
in 8(%,f) startende genugend kleine Trajektorien zu Losungen von
(,f) eine Menge Sq(%,f) erreichen und nicht mehr verlassen, fur
die nabh II.5 eine Aussage vom Typ (8) gilt. Die Anwendung von

Satz I.1 liefert den'Ejektivitétssatz IT.2, der ein Analogon zu

wWrights Ergebnis einschlieBt: Zu jedem o> 2K2/9 gibt es ein £ > O

mit lim sup Ix(t)1 > € fir alle langsam schwingenden Losungen
t—> ®©
von (o€, f)%

In Kapitel.III nehmen wir die Voraussetzung inf f > -« hinzu,
die die Losungen von (o, f) beschrankt macht, und leiten mit Hil-
fe von Satz 1 die Existegz einer langsam' schwingenden periodischeﬁ
Losung ag. Die Definition des Verschiebungsoperators, der Nachweils
von Stetigkeit und Kompaktheit geschieht nachvden Vorarbeiten in
Abéchnitt II.% auf die ubliche, aus.anderen Arbeiten wohlbekannte
Weise. Jedoch bei der Ubertragung der Ejektivitat voh ¢ = O bezig-
lich $(¢,f) und («,f) (Satz II.2) auf den trivialen Fixpﬁnkt des
Verschiebungsoperators muf noch einmal Folgerung'II.B verwendet
werden; dié schon fur den Beweis von Satz II.2 wésentlich war.
Dies deutet darauf hin, daB Abschatzungen wie (S5) und (S6) auch
in andersartigen Ejektivitétsbewéisen ﬁﬁr Verschiebungsoperatoren

nicht zu vermeiden sind. Ein Beispiel dafir bietet [39].

3

Unsere Methode 128t sich insbesondere auch bei den Differenzen-
Differehtialgléichungen (4) anwenden. Die Beweise werden dann we-
sentlich kurzer. _ »

Einen Beweis der Existenz periodischer LSsungén der Gleichung (6)
flir MaBe, deren Tréger in [—1,—2_1] liegt, kundigt auch Hale an

(Abschnitt 1.7 [191;041).

Herrn Prof.Dr.E. Wienholtz mochte ich hief»danken,'besondefs far
die gufen Arbeitsbedingungen, die mir bei ihm geboten waren, und
flur sein stgndiges Interesse, das er der Entstehung dieser Arbeit
entgegenbrachte. Gefordert wurde sie auch durch die Diskussionen
mit Herrn Dr.-Peitgenvwéhrend eines kurzen Aufenthalts am SOnder;-
forschungsbereich 72 an der Universitat Bonn im Herbst 1976. Ihm
und ﬁérrn Dr. Steinlein verdanke ich viele Einsichten in die asymp-
tbfische Fixpunkttheorie. Nicht. zuletzt gilt mein Dank Prof. Haie.

Ein Gesprach mit ihm und eine Studie von ihm und Dr. Chow regten

mich zuerst zu dieser Arbeit an.
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Bezeichnungen

Abschnitte, Satze, Lemmata,’Folgerungen, Bemerkungen, Ab-

schatzungen und andere Aussagen sind in der Einleitung und in

jedenm der Kapitél I, IT, III fortlaufend mif arabischen Ziffern

numeriert. Bei Zitaten in anderen Kapiteln wird die Nummer des

Kapitels vorangestellt, aus dem das Zitat stammt; fur die Ein-

fihrung steht ein E.

Zahlen, Matrizen:

Menge der naturlichen Zshlen

N, := N U {0)
R Korper der reellen Zahlen
r* := {x € Rlx > 0}
Ry =R" U {0}
sSgn. Vorzeichenfunktion; sgnbx t=
c Korper der komplexen Zahlen
‘ Fir z = C bezeichnef '
. Re z den Realteil, ' »
Im z den Imagiﬁérteil,
z T die komplex konjugierte Zahl

schreiben wir oft

A=1u+ iv mit u = ReA, v = ImA.

Ix1™ % fiir alle x R \ {0}

zu z. Komplexe Zahlen

Fir Teilmengen Q, R von R setzen wir

9 + iR

) := {z =ClRe z =Q AImn z € R}.
E Einheitsmatrix
BtT Transponierte der Matrix B

det B Determinante von B

Normen:

b

" Folgen:

(o). @(2))

Topologie:
M
oM

Peq

xID!*

sup Ixl|

x(t)
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steht fiir den Betrag in R und €, fiir die euklidische

Norm in RN und GN

(N =N), fur die Spektralnorm bei
Matrizen (ICl := T%? [C5l, falls C mxN-Matrix mit
=1 -

komplexen Koeffizienten).

Supremun~Norm auf'Réumen stetiger Funktionen auf kom-

pakten Intervallen, Spektralnérm fir stetige lineare

Abbildungen von unendlichdimensionalen Banachriumen in

normierte Raume.

Die Indexmenge von Folgen wie

ist stets N.

Fur eine Teilmenge M eines topoiogischen Raums
bezeichnet
die abgeschlossene Hillle,

den Rand.

‘Abbildungen, Funktionen:

Komposition zweier Abbildungen p, g

Fiir eine auf einer Menge D erklarte Abbildung x
und fur eine Teilmenge D" < D‘bezeichnet

die Einschrénkung_von x auf D'.

t= §2§1|x<t)l

Pur Infima, Maxina, Minima‘werden entsprechende
Abkurzungen verwendet.

Ein Punkt wie bei

und ein Apostroph wie bei-
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f’t%) bezeichnen die (als Element des Wertebereichs erklar-
te) Ableitung von Funktionen mit reellém Argument an
der Stelle t bzw. §.

"Fur Funktionen g, die auf € definiert sind, steht

g'(z) fur die komplexe Ableitung lim (g(é) - g(z))(tz--z)_’1
_ z235 >z

an der Stelle z.
Fur vektor- oder matrixwertige Funktionen h auf einer
Menge b C R ist das Lebesgué—lntegrél

£>h o 1= 4}h(t)dt kompénentenweise erklart.

. SindiN2 beschrankte Borel-MaBe Y51 je={1,..,8} und
1= {1,..,N}, auf einem Intervall [-7,0}, T > O, ge-
geben, so ist

[g[dv(a)]h(a) fiir eine vektor- oder matrixwertige Funkbtion h
» jeweils im Sinn der Multiplikation von Matrizén mit
Vektoren bzw. Matrizen erklart. Beispiel: Fur
h:[-7,0] ¥>VGN ist das angegebene Integral der Spalten-
vektor in ¢Y nit den Komponenten §§~£if[dvjl(a)]hl(é)’
Fiir eine skalare Funktion h ist . '
~[ih(a)dv(a) entsprechend der Multiplikatién von komplexen

Zanlen mit Matrizen erklirt.

1

loc(R;,CN) ist die Menge der Lebesgue-meBbaren Funktionen g:R; - GN,

L
die uber jede kompakte Teilmenge von B; Lebesgue-inte-

grierbar sind.

7

I. Autonome retardierﬁe Funktionaldifferentialgleichungen

1. Definitionen

verstehen wir eine stetige Funktion xr[—i;qﬁ —é-RN, die auf RT
differenzierbar ist und dort der Beziehung (F) genugt. Jede

Losung x definiert eine Familie (Trajektorie) <Xt)t>0 im Raum X.

Sei 7 > O. Ist x eine auf einer Menge J < R gegebene Funktion,
und iiegt das Intervall [t-7,t] in J, so bezeichnet xg die

durch xt(a) := x(t+a) auf [-7,0] erklérte Funktion.

Xy

. >
- i | Tt + 4

Sei N € N. Mit X bezeichnen wir in Kapitel I den Banachraum

der stetigen Funktionen Y:[-7,0] — &Y mit Norm ol = ﬁup ]iwl.
. . o]

k]

Sei eine Abbildung F:X ~» RN gegeben. Unter einer LBsung
der autonomen retardierten Funktionaldifferentialgleichung

® K(8) = Flxy)

Die Funktionen x nénnen wir gelegentlich Trajektorienstﬁcke‘

von x. Wenn zu einer Anfangéfunktion Y = X genau éine Losung x - .,

von (F) mit x =4 ekistiert, so bezeichneﬁ‘wir’diese‘auch

mit xV¥. _
Fiir- jede Lisung x von (F) und fur ‘jedes t > O ist die Funktion
vi[-T,00) 28 > x(t+s) = RN eine. Losung von (F) mit Jo = Eg»

da F nicht noch von % abhangt (Autonomie von (F)).
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Definition 1. Sei M < X eine nichtleere Menge. Eine Funktioﬁ
ye X heiBit ejektiv bezliglich (F) und M, wenn es eine Umgebung
U von ¢ gibt, sodaB zu-jeder Losung x von (F) mit

x, €M NT N (g ein t > O mit x. € U existiert.

Offenbar sind alle Y = X\ M ejektiv bezliglich (F) und M. Zﬁr
Beziehung zwischen Ejektivité'\t und Instabilitst sei folgendes
bemerkt. Wen_nr zu _jedem.\yv = X eine Losung x von (F) mit x_ =\
existiert, wenn x:t v O eine Losung von (F) ist und wemol
V= X, = 0 ejektiv bezliglich (F) und einer Menge M mit § = 0 &
ist, dann ist die triviale Losung x instabil:

Je>0V d>03 (3 Losung vor (F)) It > 0O: Iy b < d A
g< Iyl ' '

Atus der Autonomie von (F) folgt

Bemerkung 1. Sei ¢ ejektiv bezuglich (F) und einer Menge M.
Dann gibt es eine Umgebung U von Y, sodaB zu jeder Lssung X
von (F) mit (t >0 =y = X, = M) eine Folge t, > o mit

Xy & U existiert.
n

Mit Y bezeichnen wir in Kapitel I den Banachraum der stetigen

Funktionen y:([-7,0] —->,(EN mit Norm fyplh = sup Iyl. Ist
Lo N . ‘14 [-7,0]
L:Y¥ = € eine stetige und lineare I-‘.bbildung: so verstehen
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wir unter einer Losung der Gleichung
(L)(D f/’(t> = Lyt _

eine stetige Funktion v:[-7,0) -—)(DN, die auf R* differenzierbar
ist und dort der angegebenen Differentialgleichung genugt. ‘

Ist die Abbildung F:X = BN gegeben , gilt F(0) = 0, und ist F

an der Stelle =0 differenzierbar, so bezeichnen wir die zur

komplex-linearen Fortsetzung LF:Y > GJN_der Ableitung

DF (0):X = 1RN definierte Gleichung (LF>G als Linearisierung

von (F).

2. Lineare Gleichungen.

Wir stellen hier einige Ergebnisse uber die Gleit;hung (L)G Zu- -
sammen. Dabei folgen wir zunschst. der Darstellung in den Ab-
schnitten 7.1, 7.2 und 7.4 von {161, welche auf dié‘ Arbeifeﬁ _
[17] von Hale und [20] von Hale und Meyer zuriickgeht.

Zu jedem @ = ¥ gibt es .genau eine Losung y von (L)g mit ¥, =¥,
und die Gleichung T(E)¢ = Jy definiert eine stark stetige Halb-
gruppe von lin‘earen beschr'einkteil Operatoren auf Y. Fuir t > v
ist T(t) kompskt. Der Definitionsbiereich der infinitesimal_én ‘
Erzeugenden A besteht aus den stetig differenzierbaren P € T
mit C{)(O) = Ly, und es gilt Ay .=\zJ. Wegen des Dars’_cellungssatzes ‘
von- Riesz gibt es zu >L'eine N-reihige Matrix ¥ beschrankter
Borel-MaB8e Vlj (1,5 = {1,..,N}) auf [—‘C,Oj mit
Ly-= [: fav(a)lg(a) fir alle P Y. - Das Integral ist in
Sipn .der Multiplikation wvon ﬁatrizen mit Spéltenvektoren er-

k15rt, also durch
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N o}
>/ [av,.(a)] ¥ .(a). Wir werden in Kapitel I stets den

3 - 13 J
Matrizenkalkil benutzen, um lbersichtliche Ergebnisse zu be-
kommen. ‘ )

i ' 0 za .. .

Mit A(z,L) := 2zE - [t'e dv(a) fur z = € erhilt man nun, daB
das Spektrum © von A aus den Losungen der ﬁéharakteristischen
Gleichung"

O det A(N,L) =
besteht (Lemma 2.1, S.168 [19]). Dem Beweis dieses Lemmas ent-
(A—i)_q, z € ¢ \G, gegeben ist

) a -
‘durch dié Formeln (R y)(a) = ¢®% + [ e2(a %)m(g)dg und
: =1 a -
G = AGLTW0) + S0 Tav()1 () o5 Pycg)ag)).

Die Resolventen sind kompakt, ¢ ist folglich eine diskrete Teil-

nehmen wir, daB die Resolvente RZ =

menge von € und enthalt nur Eigenwerte. Rechts von jeder
Parallelen zur imagindren Achse liegén hochstens endlich viele
von ihnen. ‘

Die verallgemeinerten Eigenrdume und die zugehSrigen Projektions-
operatoren definieren wir nun, anders als in [19], nach Kato [30]
uber das Resolventenintegrai. Der Vorteil dieses Zugangs fur
unsere Zweoke'zeigt sichtspéter: Wir-werden Temma 4 in diesem

"Abschnitt und Lemma II.7 beweisen konnen, ohne von Eigenschaften
| der zu (L)C formaladjungierten Gleichung (siehe [20], oder 4Ab-
schnitt 7.3 in [19]) Gebrauch zu machen. Damit dirfen wir in
dieser Arbeit auf die Einfuhrung dieses zqsétzlichen Begriffs
verzichten. R

Ist A\ ¢ § endlich, und ist " eine eiﬁfach geschlossene positiv

‘orientierte Kurve in €\ &, die A, aber keine weiteren Punkte von
@ im Inneren enth&lt, so ist der Operator p = —(2ni)“1ff R,dz

eine Projektion von Y auf einen Teilraum P, , der invariant

21

unter A ist, und AlP, ﬁesitzt das S?ektrumJAJ Der. "komplementare
Teilraum" QA_ (id —¢g\)Y ist ebenfalls invariant unter A (Theo-
rem 6.17, S. 178 [301). Wegen‘der Kompaktheit der Resolventen ist
PA‘von endlicher Dimension.

Enthalt A. nur einen.Punkt A, so schrelben wir RK und’nx.

Bemerkung 2. Fir A =G und m= G \l{k} gilt ﬁ‘o'n\_‘nk und
q@eﬂjt= 0. Ist A = © endlich, so gilt’jk.=£%Aij; fir alle t > ©

sind T(%) undﬁg\ veftauschbar,‘uhd 2& und QA;sind invariant un-

ter T(t).
Wie in Abschnitt 7.2 (193 ergibt sich eine Darstellung der Halb-
gruppe auf den (verallgemelnerten) Elgenraumen Zu- einer Basis’

{wq,..,ym} von RK,.% GEG, existiert eine m-reihige Matrix B mlt

~ konstanten Koeffizienten nit A = ¢B; dabel wurden die Basisele—

mente W zu einem Zeilenvektor ¢ = (Wq,..,?ﬁ) Zusammengefaﬁt
4 ist komponentenwelse zu verstehen. B hat nur den Eigenwert? ,
3a das Spektrum von AlR n, gerade {%} ist. Fur alle Spaltenvekto-
ren ¢ = €0 und fir alle t > 0, a & [-7,0] erhalt man nun wie

auf S. 170 [19] '
(@) (T(8) (Be)) (a) = §(0) ol T+ ¢,

Insbesondere gibt es zu jédem Basiselement o =lpj ein . Polynom p
vom Grad kleiner als m mit y@(t) = p(t)éXt fur alle t > -

B.W. Levinger [32] zeigte, daB die Anzahl der linear unabhangigen

“ Lésungen dieses Typs mit der .Ordnung der Nullstelle A von (&P

{ibereinstimmt. Folglich gilt fiir alle A =&
(3 dim B, < Ordnung der Nullstelle N von (1).
Auf den komplementaren Teilraumen 128t .sich das Anwachsen der

Losungen von (L>® abschatzen (Abschnitt 7.4 [19]):
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Seiu SR, At= (A€6| u<Ren}. Im Fall 6 \ A + ¢ gibt es
ein € > O und ein k > O mit _‘“ .
) 17(8) (o - M@ < ke
fur alle ¢ € Y und fur alle t > O.

-g)t
(=% o _ w0l

Wir bendtigen spater eine Aussage uber stefige Abhsngigkeit
der Eigenwerte und Projektionen von L. Ist L':Y - GN linear,
stetig und von L versghieden, so bezeichne A' die infinitesi-
male Erzeugende der durch (L‘)C definierten Halbgruppe. Ré sel
die Resolvente von A', ' sei das Spektrum von A’ und'wi die
einem Eigenwert A von A' zugeordnete Projektion. ) v
Temma 1. Sei N\ € & eine einfache Nullstelle von det A (-,L).
Dann gibt es eine offene Kreisscheibe D mit Mittelpunkt A
und eine Umgebung U von L mit 3D n 6' = & fur alle L' = U,

sodal zu'jedem L' €U genau ein X' € D n &' existiert. Ferner

gilt: Ve>0 Fd>0: ML -T'll <dAL €U lm, - I <€

Die Normen in Lemma 1 sind die iblichen fiur stetige lineare
Abbildungen von Y in einen normierten Raunm (®N beziehungsweise
Y). - Eine ghnliche Stetigkeitsaussage fur Ein-Parameter-
Familiep (L(“))&eﬁ macht auch Lemma 2.2, S. 171 [19]}; in den
Beweis gehen Eigenschaften der formaladjungierten Gleichung
ein. Unsei Lemma 1 ware eine Konsequenz von Theorem 3.16, .

S. 212 [301, wenn man wuBte, daB die Abbildung L' w> A' stetig

ist bezluglich der gap—Topo;ogie auf den abgeschlossenen linearen

Operatoren in Y. Wir geben hier -einen anderen, direkten Beweis,
der nur auf der Definition der Projektionen durch das EResol-

ventenintegral beruht.
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Beweis von Lemma 1:

a) Offenbar ist die Abbiidung N (z,L') — A(z,L') stetig.
Sei D eine offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt A und mit
I\N{A} =€ \NG, also nit det A(z,L) # O fur alle z = JD.
Wegen der Kompaktheit von 3D x {L} findet man eine Umgebung U
von L mit det A(z,L') 4+ O und |z&(z;L');1l < 2 max lz;(q,L)‘1|
=: ¢ fir alle z = 3D und alle L' = U. Die BehaugiiggDﬁber N
folgt nun leicht mit Satz (9.17.4) aus [10]. - Wir verwenden
hier fiir Matrizen ebenfalls die Spektralnorm. '
b) Fir 1I' €U folgs 1),
()t -1l < ey sup iR, - RLA

= -(2ni)” 'fa:) R!dz, daher

nit einer von L' € U unabhingigen Zahl.c1. Abschatzung der
rechten Seite: Sei z = 3D, L' €U, und sei we Y mit Hwh = 1
gegeben. Fir P:= Ry = (A—z)—qm folgt $=1y + zy und Y(O) = L.
Entsprechendes gilt fur @' oc= Réq}. Sei ”l:=,W' - . Folgt )
§l= z1q und.ﬁ(o) = L'y' - L@::;ﬂq + (L -'Ldm. Daher existiert
ein ¢ € ¢" nitq(a) = e®® fir a = [-2,0]. Man rechnet leicht
nach, daB A(z,L')-c = (L' - L)y gilt. Mit Yyl =1, z = 3D
und L' €U folgt " ‘ '

lel < 1A (IO T - T gl < ¢ IT* - LI IR I

Also gilt fir alle z = 2D, L' = U: : o

IR, - R'Il < ol - LI sup 1eZ%} sup IR ..
22 - ?_ 3Dx[-7,01] I

Mit (5) schlieBt man auf die Stetigkeitsbehauptung von Lemma 1.

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen, gilt fir die
stetigen, auf RY differenzierbaren Funktionen x:[-7,0) — CN,

welche der inhomogenen linearen Funktionaldifferentialgleichung
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(6)  &(¥) = Ixy + ()

mit L:Y —> € linear und stetig, g = I.

loc(R;,CN), auf R* genii~
gen, eine Formel der Variation der Konstanten

. - "
(7 x, = W)x, + S, U,_g(s)as

fir t > O.

Dabeil ist (T(t))t>o die durch (L) definierte Halbgruppe. U ist

die eindeutig bestimmte, auf r* stetige Abbildung von [-7,00) in

die komplexen N-reihigen Matrizen mit )
t , .0 '
U(t) = E + jb C{T_ [av(a)]U(s+a))ds fur t > O,

U(0) = B, U(a) = O fur a € [-7,0).

Die Matrix Vv ist L wie aufxs. 19 zugeordnet. Das Integral in (7)
ist durch (ﬁ; Ut_sg(S)ds)(a) = A:'Ut_s(a)g(s)ds fur alle

a € [-7,0] definiert. - Beweise von (7) finden sich in Abschnitt
6.2 von [19], siehe auch Abschnitt 4 in [40]..

'Die,Formel (7) ermoglicht es,.die skizzierte lineare Theorie
zum Beweis von Stabilitatsaussagen fur nichtlineare Gléichungen
einzusetzen. Das Instabilitétseréebnié_von Hale ﬁnd Perello,

das wir im nichsten Abschnitt wiedergeben, beruht auf einer in-
homogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichung, die sich
nit Hilfe von (7) ergibt, wenn man @ie Trajektorie (Xt>t>0 -
einer Losung x von (6) auf einen Eigenraum Py zur linear;n
Gleichung (I)g projizierﬁ: Ist ¢ = ($qs--5p) eine Basis von Py,
so erfullt die durch’ﬁ%xt = ¢y(tj definierte stetige Funktion
y:[R; -> N )
(8) F(t) = By(t) + Cg(®)

nit einer mxN-Matrix C, die nur von L, A und ¢ abhangt (B ist

die Gleichung

dabei wie auf 8. 21 so zu @ bestimmt, daB (2) gilt).
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Die Beziehung (8) bewiesen Hale und Meyer [20] (siehe auch Ab-
schnitt 7.6 [19]1). Sie benutzten dazu Eigenschaften der zu (L)g
formaladjungierten Gleichung. Da die ﬁbrigen Kesultate der linea-
ren Theorie, die wiﬁ bénﬁtigen, ohnevdiesen Begriff gezeigt wer-
den konnen, wollen wir skizzieren, wie man (8)bauf'naheliegende
Weise aus der Definition der‘ProjeKtion uber das Resolventéninte—

gral ableiten kann:

a) Wendet man Wy auf (?7) an, so folgt mit'(2)
Bt_ /. 0
(9 $3(6) = e 'y (0) + MUy ca(s)das)
Da die Spalten <Ua)t—s von Uy fir kleine t - s unstetig sind,

fiir alle t > O.

lassen sich Projektion und Integral nicht vertauschen.

b) Fir z € C\% setzen wir die Resolvente R, von A vermoge der

. Formeln auf S. 20 zu einer Abbildung ﬁz auf den Raum ¥ der be-

schrankten Borel-mefbaren Funktionen y:[-7,0] — e¥ fort. Men .

sieht leicht
(10) R ¥ ev;
1) ‘fir jede punktweise gegen ein ¢ e¥ konvergente,‘gleich-
’ maBig beschrénkte,Folge'(¢n) und fir jede kompakte lMenge
K = C\6 geht Il'ﬁ'zxgn - ’§2\9 I gleichmaBig in z € K

gegen Nullj;
(12)  die Abbildungen z > B 9 =Y sind stetig.
Nun laBt sich durch’ﬁ& = —(ZWi)*jf} ﬁzqdz die Projektion ebehfalls

auf ¥ fortsetzen, mit%?&f’c Y sowie Uﬁkq&lr é&yﬂ - vaﬁr jede -
pu@kﬁWeise gegen. éin'@ = Y konvergente, gleichmafig beschrankte
Folge (qn). ‘

¢) Zu jedem j = {1,..,N} wahlen wir eine beschrankte Folge (@g)

in ¥, die punktweise gegen (Uj)o geht. Nach b) folgt

N
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Imed - T @) i = Wyl - F W) I - 0; also

& (gl - B -
(13) (U9, € B, - B,
Man kann zeigen, daf die Losungen x9% von (L) mit Anfangswert
WJ fir jedes t > O gleichmdRig auf [O,t] gegen ud konvergieren
(dazu beachte man dle Aqulvalenz von (L)m mit der Integralglel—
chung x(t) = x(0) + J\ L(x )ds). Insbesondere konverglert
fir O < t die in Y beschrankte Folge ((xJ ) ) neN punktweise
gegen (Ua)t, und man erhalt aus b) it
T(t)w?\wg = T(t)ﬁx\pg =TY>\T(t)\p m\(xa )t

(14) T(t)TT',\(UQ)b =ﬁ,\(U3)t fir alle t > O.

_ Insbesondere: ﬁx(Uj)t € P, fir alle t > 0, wegen (13) und der
Invarianz von B, unter T(%t). Mit dem Satz von Fubini zeigt man
+
(15) (TQKQDUt_SS(S)dS))(a) =
. 3 '
| o 5 85() U o) (2)as

fir alle t > 0, a = [-7,0].
d) Wegen (13) gibt es zu ¢ eine mxN-Matrix C mit Komponenten cq
. oL . ’ e s n

sodaB fiir jedes j = (1,..,N} gilt ’Kx(ﬁa)o = §4 Pyeq4e
Aus (15), (14) folgt damit

Gy ( 7 Uy_g8()as)) () = 7§ (a) ()3 a3, und aus (9)

6]
wird run

by(t) = <betB ©) + ¢ Jo oft s)BCg(s)dsx. Da {Qq,..,wm} eine
Basis ist, folgt fur alle t > 0 die zu (8) &guivalente Integral-

glelchung.

a‘?
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2. Liapunov—Funktional und Ejektivitét‘

Wir betrachten die Gleichung (F) fur eine stetige, an der
Stelle y = O differenzierbare Abbildung F:X —> RN mit.F(O) =
Ejektivitat der Anfangsfunktion ¢ = o] bezﬁélich (F) und einer
Menge M < X, deren AbschluB p=20 enthalt, ist nach Abschnitt 1

nur zu erwarten, wenn ein Eigenwert der infinitesimalen Erzeu-

genden Ap der von (LF)C definierten Halbgrﬁppe positiven Real-
teil hat: Wenn das Spektrum.G(AF) nur aus Eigenwerten mit ne-
gativem Realteil besteht, so ist nach (4) die lineare Gleicﬁung
x )G asymptotlsch stabil; dies Ubertragt sich auf die Glei-
chung (F) Fur Funkt1onald1fferent1algle1chnngen beweist man
diesen Storungssatz ebenso wie die bekannte Version fir gewohn-—
liche Differentialgleichﬁngen (z.B. Satz VII, S. 215 in [381),
siehe Kapitel 18 in [18] sowie S. 5 in [40]. - Gibt»eé xeinen
Eigenwert mit positivem Realteil, dann kann die triviale Losung

von (F) stabil sein. Dies ist etwa fur lineare F der Fall.

Besitzt nun AF einen Eigenwert mit positivem Realteil, so

. 128t sich ein Liapunov—Funktionai'V konstruiereﬁ, das entlang

der Tragektorlen (Xt>t>0 zu Lésungen x von (F) wichst, solange
dlese kXlein genug bleiben und solange V selbst eine von IxtH
abhangige MindestgroBe besitzt. Dieses Ergebnls von Hale und
Perello [21]1 wird in etwas geanderter Form als Lemma .’l .1, 8. 232,
und als Lemma 2.1, S. 251, in [19] wiedergegeben. Wir fassen

die von un§ benotigten Eigenschaften des Liabunov;Funktioﬁals

zusammen in

Leima 2. Se1 F:X —é gy stetig und bei ¢ = O differenzierbar. Es
gelte F(O) 0. Se1 N 6(AF) mit Re N\, > O gegeben.
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Dann existiert ein Liapunov-Funktional V:X - E; miﬁ folgen-

den'Eigénschaften.

i) s > 0 A pEX > V(isy) = sgv(\.p).

ii)  Es gibt .po‘sitive Zanlen c,, 02 mit
eq I, \pll $ VG < oy im Lp“ fiir alle pesX
(Wk'bezelchnet die zu AF und A gehorige Progektlon)

iii) Je>0Vp =.(0,1) 3 <S > 0 Y (x Losung von (F)):

2 lx Il 2

= Il <6, AP SV F 0 oU(xy) < T(x,0

(mit V(x,t) = lim h’q(V(xuh)- - V(x))-

0<h—> 0 .
Beweis nach [21]: Mem wihlt in Py =T, Y eine Basis § = (9q,..,9 )«

Zu (LF>C’ A und ¢ gibt es eine mxm-Matrix B, die nur den Eigen~
wert A besitzt und fur welche die Beziehung (2) richtig ist.
Zu B-existiert eine positiv definite hermitesche mxm-Matrix D
_ nit ,

(16) BTp + DB -

(Beweis: D := f;"ytr(t)x(t)dt' mit Y(0) = E, ¥(t) = Y(t)(-B)
fir t > 0 - vergleiche Satz XII, S. 78 in [31]). v
Man definiert V durch die Gleichungen T,p = db, V(p) = b°"Db
mit Spaltenvektoren b € Cm.'

Offenbar gilt Behauptung i).

Zu ii): Mit B:= (inf(b"FDbl  |b] - M2 5 o und

9:= inf{ Idvl | b =C™ A Ibl = 1) > 0 gilt fir alle pe=X
[lig¢ pﬂg = 1ol 2 < etipl? <e'p 'jV(@), wobei ¢' nur von ¢
abhangt, sowie ) )
V(p) = 5D < ID11b1% < 1Dl 972 vl Z = 1Dl ¢ Ympll 2.

- Wir verwenden wieder die Spektralnorm fur Matrizen.

y
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Zu iii): _ _

a) Ist x eine Losung von (F), so gilt fir die durch ngﬁ = dy(t)
definierte Funktion y:R) — €™ wegen (8) - mit g(t) =

F(xt) - Lpxg
7 () = By(%) + C(P(xy) - Ipxy) fir ¢ > Q, X, = cpy(o‘),.

mit einer mxN-Matrix C, die nur von A, § und Iy abhangt.

und wegen der Stetigkeit von F -

Sei &(p) := C(F(P) - Lpy) fir p = X. Da F(0) = O, und da F bei
Y = 0 differenzierbar ist, existiert eine stetige Funktion |
MRS —> B mit ffl(o) 0 und

(18) EACDN S.Q(é)ll\pll fur alle \p e X mit ﬂk()“ <d

fir alle ¢ > O. | _

b) Sei y:= sup(b%Dbl Ibl = 1) > 0. Zu p € (0,1) wahlt men
ein 6P > 0 mit 4{!qu(d ) < p@ -~ Sei x eine Losung von (F)
mit Ix l o< d, wma PPN w2 & V). _‘ |
7(0)*Fpy(n) - y(0)*Dy(0) fiir

It

Wegen (17) wnd V(x) - V(x,)
h>0 existiert V(x 0) und ist glelch
7(0)*Dy(0) + 3(0)* Dy (0) . ,
7(0)*(0) + E(x,) Dy (0) + y(0)"DE(x,) (mit (17),(16))
> ¥ T(x,) —'2q(6b) bl 10171 V3 (mit V(x,) = 3(0)FDy(0)

und (18), onn < 6p)
(nach Wahl von 6p)
(mit p2 gl 2 < V(x,)).

¥ V(x Y1 - 27 ux i V‘1/2<x N
(2){) V(X)

(A%

\%

Die Autonomie'von (F) liefert

Bemerkung 5..Fﬁr jede Losung x von (F) ist die Funktion
% V(gt), t > 0, differenzierbar nit Ableitung

£ > T(x( +%),0).
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Satz 1. Sei F:X ea-RN stetig und an der Stelle ¢ = 0 differen-
zierbar. Es gelte F(O) = O. Sei A ein Eigenwert von Ap mit posi-
tivem Realteil.
Sei M eine nichtleere Teilmenge von X. Es gebe eine Menge M,
in X \ {0} mit folgenden Eigenschaften.
i) s>.o’/\ p=M;, 2 sy=N,.
i) 0 <inf{ Imyl | p=ry A foll = 1) fiir die zu Aund 4y
gehorende ProjektionT,.
iii) Es gibt ein > 0, sodaB zu jeder Lésung x Qon (F)
mit x €M und ﬁg%wixl < d ein t, >0 existiert mit
T, <t = x, =M,
Dann ist P = O ejektiv bezuglich (F) und M.

Beweis: Zu A gibt es ein Liapunov-Funktional V gemaB Lemma 2.
Aussage ii) von Lemma 2 und Voraussetzung ii) des Satbzes geben
0 < inf{V(p)l Y =M, A liphl = 1); mit O 1M, Aussage i) von
Lemma 2 und Voraussetzung i) folgt 0 < VlM&. - Wir wahlen ein

p € (0,1) mit p2

< inf{V()| @ =11, A uLgn = 1) wnd zu p eind
nach Aussage iii) von Lemma 2. .
Wir nehmen an, die Behauptung von Satz 1 sei falsch. Dann
existiert eine Ldsung x von (F) mit 0" 4 x, =M U,
U= {p=Xllpl < mi_n{cS,cfP}}, und mit x, = U fiir alle t » O.
Wegen Voraussetzurg iii) gibt es ein t, mit x. €M, nU fur t > Tye
Wegen_Voréuésetiung i) und'der Wahl von p gilt fur © > tX
2 -1 2.2 . : ' . :

V(x,) = e I 5VCHx U7 '%) > lIx i “p=. Mit e 0l < 65 liefert
Aussage 1ii) von Lemma 2 cV(xt) < V(x( +£),0) fur alle ¢t > Te
Mit Bemerkung 3 und O < VIM1 folgt daher

0 < ecct-t")V(xt ) < V(xy) fur alle t > ty, im Widerspruch zu
X
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V(xg) < op Imxgll 2 < 082 filr alle t > 0 (mit Iny | = 1 wnd mit

Aussage 'ii) von Lemma 2).

Nachbemerkung: Der Beweils von Satz 1 beruhte offenbar darauf,

daB die Voraussetzung ii) fur eine lMenge M, verlangt wird, welche
von allen kleinen, in M startenden Trajektorien erreicht und
nicht mehr verlassen wird. Diese Invarianzeigenschaft - die die
Menge M nicht besitzen muB —'ermaglicht es, die bifferentialun-
gleichung cV(Xt) < ﬁ(x(-+t),o) zum Ejektivitatsbeweis auszunutzen.

In Theorem 11.2.3 [19] wird -das Analogon zu unserer Bedingung ii)
nur fiir den Definitionsbereich K des Verschiebungsoperators vo-
rausgesetzt. In den bekannten Beispielen wird diese Menge K von
den zu betrachtenden Trajektorien nur fur eine diskrete Folge (tn)
mit tn -> © erreicht.

Will man Theorem 11.2.3 beweisen, so ergibt sich, wenn x eine
Losung der nichtlinearen Funktionaldifferentialgleichung mit
X, =K und 0 < lIx f < 60 ist, die erforderliche Differentialun-
gleichung aus p2 "XO" 2 < V(xo) zunichst nur fir t = 0. Mit Ste~
tiékeitsargﬁmenten 138t sie sich noch fur kleine pésitive t nach-
weisen. Aber es ist nicht moglich, allein mit dieseén letzten In-
formationen und mit Lemma 2 (oder mit dem schwacheren iemma M2
in [19]) auf ein Wachsen von V léngs (Xt)t> o Zu schlieBen, so-
lange Nxtﬂ < da bleibt. Hier liegt eine n;ch unserer Auffassung

entscheidende Schwache des Beweises von Theorem 1M.2.3 [19]1.
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II. Ungedampft schwingende lLdsungen von nichtlinearen

Punktionaldifferentialgleichungen mit verteilter Verzdgerung

4. Die Gleichung (o€, £)

In Kapitel II verwenden wir die Bezeichnungen X und Y, speziel-
ler als in Kapitel I, fur die Banachraume der stetigen Funktionen
auf [+1,0] mit Werten in R Iund c.

Wir untersuchen die Gleichung
(%,8)  E(8) = —2wf, f(x(t+a))da
mit o > O fur stetige Funktionen f:R —> R, die der Voraussetzung
H1) %f(%) > 0 fur alle % + 0, £ an der Stel;Le g = 0 dif-.

ferenzierbar mit £'(0) =

genﬁgen. In dieser Funktionenklasse liegt insbesondere id:R — R.

Mit T 1= [=1,-2"71 und I(t) := [t=1,t-2" 1] fir t > O schreiben
wir fur das Integral in der Glelchu_ng (¢, £) auch

I7 2GCesa)as, S 2(xte)as,

% _'/I(t) fox.

Lemma 1. Zu jeder Funktion Y € X gibt es genau eine Losung
x\P:[—’l ©) — R von (¢,f) mit (x? ) =y. Fur Jede Losu:ng x von

(%, £) gilt: Zu jedem € > O und zu jedem t > O gibt es ein §d>0
mit ' ‘

sup Ix - ] 5 sup 1% -%0 < €
[-1,%] (0,1t] .

fiir alle Losungen x¥ von (B,£) mit [y - xol} + g - ol < d

(stetige Abhingigkeit von Anfangswert und Parameter).

Den Beweis erhalt man aus der fur t = [0,2° ] geltenden Formel
xP(t) = p(0) + f (200 [ £(p(s+a))da)ds

durch Iteration.
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Fir die Ilinearisie‘rung
(W)G coy(8) = —2&.[1 y(t+a)da

von (Oc;f) gilt offenbar

Bemerkung 1. Sei it = Y. Dann stimmt die Losung x‘ReLp von (x,id)

mit dem Realteil der Lésung y¥ von () Uberein. Fir jedes

=X cY ist die Losung x¥ von («,id) Lb’sung von (o0)g.

Wir bezeichnen die zu (uc)c gehorende Halbgruppe mit (J.oc(t))t>o,
ihre 1nf1n1tesmale Erzeugende mit A, und deren .Spektrum mit 6’
’R'Q\ sei im folgenden die zu AM und einem .m:.genwert A e ‘50(‘ nach

Kapitel I definierte Projektion.

2. Eigenwerte

Das - nur Eigenwerte enthaltende - Spektrum 6’ besteht nach Ab-
sch.nltt I.2 aus den Nullstellen ‘der ganzen Funktlon

—4/2 o8

g%zwz+2o¢f da.

Bemerkung 2. Ne GOC <=>75\ € Oy

Wir beschreiben nun 6'&. Wegen Bemerkung 2 beschranken wir uns
auf Eigenwerte mit nichtnegativem Imaginarteil. Zum Beweis des
nachfolgenden Satzes verwenden wir die glelche Methode wie bei

O'Xa

der Untersuchung der Gleichung A + Ocj da = O in [417.

Satz 1. Sei & > O. Dann gibt es kein A = u + iv = 6, mit v = 2k
und k € N. Es gilt:
i) In jedenm Strelfen R + i(2xk, 27rk + 2?\’), k €, gibt es genau

einen :Lgenwert ’Kk(oc) = uk(oc) + :ka(oc) Dieser ist eine ein-
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fache Nullstelle von gy.

44— y
137102 fiir k e W gilt

Mit 0y := 2‘1(27(1«; +70 + (=1)
0 < 06 = uk((x) <0, uk(&k) =0,% <=y 0< uk(O(,).
Con G- .y .
ii) Fur x < x, = 21 /9 haben alle Eigenwerte in R + i[0,2%)
negativen Realteil. Mit o := max u>/(2e~% - 2e‘“/2) gilt:
. % u<0
Fur o < « gibt es genau einen Eigenwert
')\0(0(,) = uo(oc) + ivo(oc) in R + i[0,21). Es ist 0 < vo(()(,).
9\0(0() ist einfache Nullstelle von gy, und es gilt
» .
K70, uo(oco) =0, &, <0=r 0 < uo(oc).
N
4xi
I o yan
2m

- R o) _
< ,

/—

~4xi

Béweis: Aus

(1. 0=%+2x/; e as = 8, M)

fir A € G, folgt

(@ MNe=g r0<u= ug N <o

Es gilt . )

(3) ¥<N/2 A= G & u<oO. ‘

(Bewe_is: Sei gu(u+iv) = 0. X <T/2 und 0 < u geben |vl =

f20c fI e sin(va)dal <W/2, also.—fI e'%cos(va)da < 0 im Wi-
derspruch zu O < u = —20¢ fI e"®cos(va)da.)

tus (1) ersieht man O & Gy Deher: Ne 606<=>
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@ A2+ 2w M2 oo™ -0 | N
(5) T 20c(e_u/2cos(v/2) - e Ycos v) = O A

(&) ouv + 2x(e ¥sin v - e_u/?sin(v/Z)) = 0.
Beweis der ersten Aussage von Satz 1: Fur u + 2nik € G,
K =N, folgt aus (6) u = O, also mit (5): (2nk)2/(2%) = cos(ik) -
cos(2xk) = cos(wk) - 1 < 0, Widerspruch.
Den;: Beweis der Aussagen i) undvi_i) ‘eri‘ord_ert mehrere Schritte.
&) v>0Aive G & (3x €W o= A Vo= 20 o |
Beweis: Sei z‘_un'échs‘t‘ 21k < v < onk + 27, k € iNo, iv e G%c‘ Folgt
Tk < v/2 < Tk +T, 2Nk < (v/2) + Tk < 2k +7. Sei noch k gerade.
Dann gilt sin(v/2) = sin((v/2) +Tk). Mit 2‘.‘(}:' < (v/2) + 7tk <
21k + 7 folgt L
(7) 0 < sin((v/2) +Wk) = sin(v/2) = sin v,
letzteres nach (6). — Daher 27k < v < 2Tk + . Wegen Tk < v/2

ist (v/2) + Nk < v. Zusammen: 21k < (v/2) + Tk < v < 21k + ..

Der Graph von sin ist symmetrisch bezuglich 21k + (1t/2), deswegen

folgt nun aus (7)

v - (2mk + (W/2)) = 27k + (0/2) - ((v/2) + k), also

v = 2Tk + (21/3). - Mit cos(k + (W/3)) = cos(R/3) und mit
cos(2nk + (2W/3)) = -cos(W/3) folgt aus (5) ’
v/ (20) = 2 'cos(T(/z) = 1, daher ve
Sei k ungerade. Es ist 2k + T < (v/2) +W(x + 1) < 27k +‘2¢'<,

= 2¢und X = Od_k.

und wegen (6) _Aund (2 + 1) éerade gilt

(8) . sin v = sin(v/2) = siﬁ((v/Z) + Wk + 1)) <O.

Aus (8) und v/2 < Tk + W folgt '

o1k + 0 < v < (v/2) + Wk + 1) < 2xk + 2. Die Symmetrie von sin

beziglich 2nk + (3%/2) liefert nun mit (8)
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21k + (3W/2) -~ v = (v/2) +7k +° - (2nk + (37W/2)). Folgt

v = 2%k + (47/3). Gleichung (5), cos v = cos(47/3) = cos(2%/3)
und cos(v/2) = cos(T + (21/3)) ergeben dann v° = 2ccund & = Mi{‘
Die andere Imi)likation in a) bestatigt man durch nachrechnen.
b) Wir bezeichnen die eindeutig bestimmte Zahl v = (2xk, 21k + 2%)
mit iv.= G/o{k durch v, . Wir setzen I, := (-27,21) Go =R + 1T
und I, := (2rk,27k + 270, Gk =R + 1T fir k e N.

7Z(¥,k) bezeichnet die Anzahl der mit ihrer Vielfachheit gez3hl-
ten Nullstellen von g in G,. ‘

c) Fir alle k €N gilt: ¥ < A A€ G NG, = u < O.

Beweis: Sel X< 0, 0 <u, A =G n @+ Dann existiert auch
ein & < %, und ein A = Gy n’e‘u‘ mit 0 < u. Wegen (3) folgt

1 <N/2 < . Nach (2) gilt A = (0,&' + 1) + iI, =: B, daher

-

G,N B4+ @ Fir1 <w< ' ist G, N 9B = f (mit der ersten Aus-.

sage von Satz 1, mit (2), a) umd ¥ <. Im Fall k = O ist noch

Bemerkung 2 zu verwenden.).

Mit Hilfe von Satz (9.17.4) aus [10] folgt, daB auch g, eine

Nullstelle mit positivem Realteil hat im Widerspruch zu (3).

a) Sei k eN_, 0 <. Es gibt ein T({x,k) < O mit

X<t AN S Gy NG A u<0=> (k) < u.

Beweis: Sei (< o', N & G .. Mit (4):

14 (WP s ve)eu/Z(Z&)c)_/l > 1 + (v + vz)eu‘/z‘(ax')"/l >
N2eM2(20) 4 a1 = 1672 2 W2,

Fir v = I, folgt weiter v .

u2(2u)_1 > fe"u/‘2 -1 - (21k + 2’1’()»2(206)"1. Man sieht, daB die

Menge der u < O, die dieser Abschatzung genugen, beschrankt ist.
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e) Zu jedem k =N exi;tiert ein bc; > 0 mit

of <ol ANE G NG = 0 < u.
Beweis: Sei k & N _. Angenommen, es gibt Folgen X(n), (?\n) mit

% < X(n) —> oo, ?\n €GN Goc(n)’ u, < 0. Mit a) folgt aus

oG < x(n): u, < 0. Wir leiten einen Widerspruch ab.

Mit d) geben 1 < 05 < x(n) und u, < O mit Hilfe von (4)

1 e (o 4 2102 + (1,09 (2n)) ] >

1 + (vrz1 + ui)eun/2(20((n))—’l > e"u"‘/2 (Dies folgt wie die a

analoge Abschitzung im Beweis von d).). Fir n —> oo geht daher
u, gegen Null (mit u, < 0). Da v, = Ii{, dirfen wir noch

v, >V < fk a@eMen. Also A = iv. ‘

Falls v = O oder v = 27j mit j ungerade, so konvergiert

2fI e?\“ada gegen 1 oder gegen 2(2’;(31)'1(5'.1{35' - e_2ﬁji) =

(x31)"1(e™™ -~ 1) 4 0. Mit () -> oo, A, ~—> iv und

Ana
?\n + Zbc(n)fI e : :
Im Fall O 4 v = Ii{ betrachten wir die zu (4) aquivalente

da = O erhdlt man einen Widerspruch.

Gleichung _
A2 M2V _ (n) (M2 1), Die linke Seite bleibdt
fir n —> o beschrankt. Mit e M2 _ 1 5 e”1V/2 L4 4 0 folgt

ein Widerspruch zu oc(n) - oo .

Im Fall v = 4%, j N, betrachten wir die aus (4) folgende
Gleichung ' A . R A »
":9‘_o<(n)e">"‘/2 = ')\iek“/z + 2x(n). Mit u, <O ei-git;t sich

@) 12 < 10,2 4 2xa) 12
Wir setzen z# HE ')\ne?.\“/lqp, (Sn r= 20((11) und bekommen mit T, = ‘Re z
4 2

@i < lzg 7+ gy + 2ﬁn(r§ - si), also

n
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.2 2 4 . .
Q@n(sn - rn) < iznl - Wegen u, — 0, v, = Vv ist lznlq" unab-
hangig von n beschrankt. Fir n —> o0 geht

Un/ 4
::-n = e

, geht gegen v cos(v/4).

(u,cos(v, /4) - vpsin(v, /4)) gegen -v sin(v/4), und

Also 32 - r - vz(cosa(v/l\t) - 51n2(v/4)) =v2 40 (mit v = 4x%j,
J €W). Daher E{Sn(sn - r}zl) - © , Widerspruch.

£) Die komplexe Ableitung g'ock(ivk) verschwindet fur kein k € N _.
Beweis: Fur z 4 O gilt (partielle Integration)

go(2) =1 + 20y a e?®3a = 1 + 26 z'ﬂ(«a"'/le"Z/2 + e % - fI e?%3a).
Fir g,(\) = O und X 4 O folgt '
g&(?\) =1 + ZGCX_q(é—?\ - 2_/le-’)\/2) + 1.
Gleichung (4) liefert 2xe™ 2 = 2ve™” - A2, Damit:

g&(’)\) = 2 +2277 +.0(e_,)‘7\'/l. Fir A= iv, o= v2/2 ergibt sich
e"i'v) und Im gy (iv) =

g('x(iv) =2 + iv2-’](’l - —1(’] - COS V).

Wegen O < vy < 2% und Ve € Ik ist der letzte Ausdruck fur v = Vics

& = &, nicht Null. ‘

g) 2(x,0) = 2. Vxen: 2(q,k) = 1.

Beweis: Auf G N iR besitzt goc nach a) und f) genau zv.zei

Nullstellen, 1vo und —1v . Nullstellen in G mit u > 0O glbt es
wegen c¢) nicht. Wir nehmen an;, es gebe ein '}x = G n 606 mit u < O.
Dann existiert auch ein &' = (o) OC) und ein A= G n 6' mlt
u < 0. Aliegt in B := (2(x,0),0) + il , wegen d). )
Fur of € & & oc:f ist 9B n G = @ (mit Bemerkung 2, mit der ersten
Aussage von Satz 1, mit 4) und 06, <&, sowie mit 0(6 < (¢ und a)).
Es folgt B n ng 4 &, Widerspruch zu e).

Pur k € N verlauft der Beweis analog.

B Vo> 0: 2(,0) = 2. Vo> 0V k em: 2(,k) =

Beweis: Sei k €N _, 0<k <X (Fur & < e verlauft der Beweis analog). -
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Es gibt ein T >‘ O mit )

(9 o, <ot < xARS G NG, > lul < T,

wegen (2) und @). Sei B := (-T,T) + il,. Fir w, < &' <& ist
9B n Oy = @#. Nun folgt die Behauptung mit dem schon mehrfach
verwendeten Homotopieargument aus g) und aus (9).

3) Sei k €N _. Wegen a) und ¢) folgt u < O filr N = G N O mit
(T(0,K),0) + iI,.

< K. Sel nun &, < . Wir setzen B :
Wegen e) gibt es ein &Z oc mit BN G& = ,G.”Fiir < o < & ist
auch 0B'N G, = zg (mit a) und 0 < ', mit der erst‘en.Aussage
von Satz 1, und mit d); fur %k = O ist noch Bemerkung 2 zu beacﬁ-
ten). Also B NG, = g. Mit 4) folgt daraus, daB es kein

Ae Gk
bestimmte) Nullstelle A < G NG, - Aus a) und & < folgt O < u.

nﬁu'mit u < O gibt. Somit gilt O < u fur die (eindeutig

k) Fir reelle u < 6, foigt bau_s u + 20 fI- e%%da = 0:u < 0.

Mit (5) ergibt sich 06 < OC*. Wir zeigen dc*gvz/e (Daraus folgt
o< 0c s und'?\o(oc)’ ist iﬁsbesoﬁdere fur o> 2 defiﬁiert.):

Sei u < 0. Dann gibt es ein = I mit '

w2(26™ - 26721 o _y(2 [t e%33a)""1 = —ue~UE,

Die Funktion t —> —te~U%, £ < 0, ist durch 2/e nach oben be-

. o 2e"u/2):‘

schrankt. Also ok = sup u2(2e

< 2/e.
u<0 .

Aus Teil k) des Beweises von Satz 1 folgt

Bemerfkung 3 ')\ 9 1st flir o> 2 definiert.

W:Lr wollen spater Satz I.1 auf die Gleichung (0, f) mit der
Linearisieru.ng (0C>® anwenden. Nach Satz 1 gibt es fur o < 21t2/9
keinen Eigenwert von Ay mit positivem Realtell; fur

21%/9 < < 507(2/9 = 0, haben nur die Eigenwerte ’)xo(oc),?}\o(ec)
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positiven Realteil. Deshalb werden wir zum Nachweis der Voraus-

setzung ii) von Satz I.1 die Projektion ’T\}\ () o > 2’!(2/9, unter-
: _ )

suchen. Insbesondere mussen wir Teilmengen von X finden, auf

denen diese Projektion nirgends verschwindet.

Folgerung 1. Sei & > O und kX €N, oder sei W > O und k = O.

Dann gilt dim P%k(‘x) =1 = dim P7\ (oc)’ Zu jedem ¢ & P, (%) + Py k(o")

gibt es reelle Zahlen a, b mit
£ >0 = 7P (5) = Re 3¥ (8) = Re(T(t))(0) =
% (a cos(w 1) + b sin(v ()t))
flir die Losungen ¥y ReW yna yLP von (6)g. Im Fall Re v + 0 gilt
a 3+ 0 oder b 4+ O.

Beweis: ‘)\k(ec) und_ik((x) sind einfache Nullstellen von g, (mit
g&(Z) = ?5_(';(_2_)). Daher folgt die Dimensionsaussage aus (I.3). '
Aus ihr ergibt sich mit (I.2) und Bemerkung 1 die Gleichung fir -
ReLP (t) mit reellen Zahlen a, b; auBerdem: Re @(a) =

u"<(06>t(a cos(v ©)t) + b sin(w (oc)t)) fur t & [-1,0]. Die letzte
" Gleichung liefert (a,b) 4 (0,0) fur Re @ + 0.

Da. fir v > 27 die Funktion h:t +> a cos(vt) + b sin(irt) eine

Folge z -> 0 von Nullstellen mit O < Zos q < 2—1 fur alle

3T Pag-
jeN besﬂ:zt, existiert zu jeder reellen Losung y von (OC)C mit

Yy € P%k((x) * (oc) fir alle t > 0, k¥ > 1, eine solche Folge
von Nullstellen, nach Folgerung 71 mit vk((x) > 27 fir k > 1.

Dies 138t vermuten, daB N (Oc)‘“P +'0 oder iy (u)Lp+O gilt fur die
o : ) :

Anfangswerte Y =y, von reellen Losungen y, fur welche der Ab-

stand je zweil verschied_enef\Nullstellen grofer als 2"1 ist.

4
Zun Beweis bietet sich folgende Uberlegung an. Angenommen,
v ist eine solche Losung mit (O, + MW )¢ = 0. Wenn es
: _ N CYRRVNCY)
unter den (), j > 1, genau eines - etwa 9\k(0c) - mit maximalem
Realteil gibt, so wende man die Abschatzung (I.4). an auf

’ ._"Tr/L\p mit A= {CA e Guluk(u) < Ret,\}. Wegen der Annahme gilt

P - ’T(Al{i = - (’T\’Q\k(oo +’T(§\k(a))@, und (I.4) liefert mit

y(6) = (T (6)@)(0) = Re (T (t))(0) und mit Folgerung 1
e~k Ty(5) - & cos(vi (091) - b sin(v (0O)T) —> O fir t > o..
Wenn Re’n’up 4 0, so ist (a, b) # (0,0), d wir erhalten mit
vk(()c) > 2K aus der Konvergenzaussage, daB ;y ‘in jedem Halbstrahl

-[t,0) Nullstellen z # z' mit ,Iz - z'I < 2 besitzt, W1derspruch.

Diese Uberlegung verwendet zwei unbewiesene Annshmen, die .auch

nicht aus (’T?\ (oa) +"( (oc))\P = 0 folgen. Wir ‘werden sie .mlt ZUu~-

satzlichen Stetlgkeltsargumenten umg_ehen.'

%. Langsam schwingende 'L'dsungén

Wir untersucheéen shnlich wie be-:i, den Beweisen von Lemma 5 in (4271,

Lemma 2.3 in [34], Lemma 2 und Lemma 3 in [39] mit elementaren:

‘Methoden Losungen der im allgemeinen nlchtlmearen Gleichung

(&, ), welche oszillieren und fur die der Abstand sukzessiver
Nullstellen geniigend groB, groBer als 2 , bleibt. Zusammen
mit Abschnitt 2 bildet diese Untersuchung die Grundlage unseres

EJ ekti__vitiitsbeweises .

Bemerkung 4. Zu jeder stetigen Funktion f:R —> K mit (H1) und zu
jeden > 2 gidt es ein q> 0 mit (0 < Igl <n 4,204“11;:_1 HOINE
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Lerma 2. Sei x eine Losung von (0Gf) mit o¢ > 2. Sei ﬁc(t) 4+ 0

fir ein t » =1. Dann gibt es ein s > t mit sgn x(s) = - sgn x(t).

Beweis: Sei'x eine Losung von (0, f) mit o> 2, und sei x(t) < O
mit t > -1. (Im anderen Fall veriéuft der Beweis genauso.) Wir
nehmen x|[t,0) < O an. f’lit fIR™ < O liefert die Differentialglei-
chung (0, f) _

(10) 0 <xin (t+ﬁ ,oc);

a) Im Fall x(t+1) O folgt aus (10) und aus der Annahme x = O

in [t+1,0), also X = O in (t+1,®). Wegen x(t) < 0, x|[t,t+1] < O
gibt (¢,f) andererseits O < xX(t+1+£) fiir kleine positive £, Wi~
derspruch.

b) Im Fall x(t+1) < O und z i= éup{s > t+1f x|[t+1,8) < 0} < o
ist x = 0 in [z,®), also X = O in (z,®). Im Widerspruch dazu
folgt mit (0Gf) aus x < O in [t+7,2) upd aus x < O in [z—2—1,z]';

daR )'c(z+2_,]) positiv ist.

¢c) Im Fall X(_t+’l) < 0 und z =, also x < 0 in [t+1,0), existiert
wegen (10) ein g < O mit x(s) —> q fir s —>o. Integration der
Differentialgleichung gibt . '

x(n+1) - x(n) = \/;‘nM (—2ochf(x(s+a.))da)ds fir alle n = N,

Fur n > o geht die linke Seite gegen O und dieée rechte gegen -
-xf(q), daher q = d. - Wir wzhlen zu f und ®& > 2 ein ) > O ge-
mél Bemerkung 4. Wegen O = q = iim x(s} gibt es ein 1 > & + 1
mit -4 <x <0 in [to,oo). )

Firt, +1<s <ty +2 3undaclgiltt, <s+acgb, +1,
alsé -N < x(s+a) < O und dahér nach Bemerkung 4 und (10)
—206_,1X('to+'|) < —2&"1x(s+a) = 205-1 Ix(s+a) ] < I£(x(s+a)l.

Es folgf ‘ ‘
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' Cfem, et
x(6,+27'3) - x(b41) = [, k=L, (-exSp f(x(s+a))da)ds >
] °
ot (3/2) -1 -7 o
Jory 22T (-2 x(,+1))ds = -x(B+1)

im Widerspruch zu x(‘bo+2_13) < 0.

Im Beweis des nachsten Lemma nutzen wir wesentlich aus, dal
das MaB in der rechten Seite der Gleichung (x,f) tramslations~-

invariant ist.

Lemma %. Sei x eine Lsung von (0,f) mit &> 2. Sei x, + O,
und gelte O < xII, x|[-277,0] < O. Dann gibt es eine Folge von

Nulls‘cellen-z(j =z (x) und eine Folge von lokalen Extrema

‘m, = mj(x} von x mit den Eigenschaften

ig x <0 in [—2'1,21}, 0 < x in'(z,],zz),
‘ zq + 2 < my < min{z +7,25};
ii) 0 < % in (z4,my], % < 0 in (m,;,2,];
iii) 5 + >~ ¢ m < min{zj+’1,_za.+1} fir j €N und j > 2,
0 <xin (zj’?j+1) fur j = N ungerade,
x <0 in (zj,zj+1) fur j € N gerade;
iv) %<0 in (ma.,mj+,|) fur j = N ungerade,
0 < x in ‘(‘mj,mjm) fir § € N gerade.

N

i N N % my Zoz  mgf 7
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Béweis: Sei > 2, und sei x eine Losung von (x,£), die den
Voraussetzungen genigt.
a) z, 3= 1nf{t > 010 < x(%))} 4ist endlich.

Beweis: Fir x(t) < 0 mit 2V et < O folgt dies aus Lemma 2.
Andernfalls gilt x| [-2"" ,0] = 0 und 0 < i(t) mit t € I; nach
Lemma 2 existiert ein s > O mit x(s) < 0O und zu s ein s' > S
mit x(s') > O.

b) In (0,271 wichst %. 0 < %(2~1).
Beweis: Wegen £ < 0 in R™, 0 < f in R* sowie 0 < xII,

xi-271,01 <0 gilt: 0 <s <t <27 =

s-1<t-1<-2"<s-2"<ct-2"<o0 _>
-1 - 1/2) 5~ (A12) ~ (A2)
e = L5 P ex = LEIEP fox v ST tox g
s - (A t-4 =1
J;_4 fox + J;_( fox = -(2007 x(s).

N

0 < (27" folgt aus (o) und xI1[-27",01 < O.
¢) 0 <xund O < X in (z1,21+2_1].

Beweis: Im Fall 27 < z,und t- [z,,2,+27 '] gilt xII(t) < O.
Mit (&,f) folgt daraus 0 < x(t). -~ Nach Definition wvon z,. gibt
es eine Folge %, > z mit-t, >z, und X(tn) > O fur alle nm= N,
Zusammen mit O < X in [zq,z1+2 1] folgt 0 < x in (z1,21+2-1].
Fur 0 < z, < 2~ vemerken wir, daB die Definition von z,

0 < i(zq) impliziert. Mit b) folgt O < ¥ in [21,2'1] und daher
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0 <xin (21,2"1] (letzteres mit der Definition von z;). O <%
(und damit O < %) in (2_1,z1+2'1] ergibt sich aus I(t) < [2_1,21]
giir t = [277,2,427'] nmit Hilfe von x < O in [-27",2,7 wa («,1).

Im Fall z;, = O liefert die Definition von z, 0 < lim sup %(t) .
O<t—> 0

Mit b) folgt O S'i in (0,2"41, deher (mit der Definition von zq)
0 < x in (0,271, |
d) x hat in [zq+2—1;z1+1) genau ein lokales Extremum, ein Maxi-
mum. ' -
Beweis: Wie in b) schliefen wir aus x < 0 in [z1~2'1,zq] und
0<xin (zq,z1+2"1], daB x in [z1+2-1,z1+1] streng‘monoﬁon
£311t mit %(z,+1) < O. Mit O < %(z,+27)) folgt a).
e) Wir bezeichnen diese Maximumstelle mit m,. Es gilt Xx<0.
in (m1,mq+2 ].
Bewels. Nach d): X < O in (m1,z1+1]. Mit 0 < x in (zq,mql und
Zq + 2 < m, folgt aus (, f) X < 0 in [z1+1 m1+2 ].
f) Wegen Lemma 2 ist z, :i= 1nf{t > z,0x(%) < O} endlich.
Es gilt X < 0 in (mq,z2+2 ].
Beweis: Wir setzen z™ := sup{t > z, | x1(z4,%) > 0} und zeigen
zuerst z¥ = 22.’— Offenbar gilt m; < z* < z,. Fur zF e (mq,m1+2'1]
folgt z™ = z, aus %(z%) < O (siehe e)). Fir m, + 2"1 < 2™ gilt
0 < xl1I(2™), folglich %x(z*) < 0, und dahef z™ = Zye
Nun sei t = (m1,22+2'1]. Wegen e) diirfen wir t = (m1+2_1,z2+2'14
voraussetzen. Dann gilt I(t) « (21722] = (zq,z*], daher.
0 < xi{t-1,t-2"") und folglich *(t) < 0.
) Wir haben neben. 21 s 27 <my < zy, 00< x in (zq,zg), % < 0
in (mq,z2] die Bez1ehungen 0 < x in [z o~ . 2), x <0 in
(zz,z2+ 27 ,J,-x <0 in (ze,z2+2 ] bekommen, und es ist klar,

wie der Beweis von Lemma 3% mit vollstandiger Induktior zu Ende
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zu fuhren ist.

Wir bezeichnendie Menge der Y = X \ {0} mit O < @I und
@I[—2-1,O] < 0-mit S. Mit der Autonomie von (u,f) folgt aus
Lemma 3, daB es "viele" LBsungeh x glbt, die der Voraussetzung
x, 8 nicht gentugen und fur die doch sukzessive Nullstellen

weiter als 2—1 voneinander entfernt sind.

Definition 1. Eine stetige Funktion x:{-1,%) -» R heiBt
langsam schwingend, wenn es ein t > -1 gibt mit

t <z <z' A x(z) =0=x(z') = 2"1 < z' - Za

Wir bezeichnen die Menge der Anfangswerte langsam schwingender

Losungen von (%,f) mit S(X,f).

Bemerkun .

i) Alle Trajektorienstucke X einer langsam schwingenden Lo=
sung x von (%,f) liegen ig S(,f). ‘

ii) Liegt ein Trajektorienétﬁck x, einer Losung x von (&,f)
in S(x,f), so ist x langsam’schwingend.

141) Tir alle ® > 2 und fir alle stetigen Funktionen £:R —> R
mit (H1) gilt 8 = S(,f).

iv) Pur Jede iangsam‘schwingende LBsung x von (,f) mit x> 2
gilt: V s >03 t>s: 0c< Xl[t—ﬂ,t—2—1) A i(ﬁ—2—1) <0 A
xl(5-271,1 < o. ‘

Beweis: i) und ii) sind Konsequenzen der Autonomie von (o,f).
Lemma 3 gibt iii). Zu iv): Zu x existiert ein t_ > -1 mit
(to <z<z'A x(z2) =0=x(2") = PSP LI z). Zu jedem s > O

existiert daher ein t,; > max{to+1,s} mit x(tq) 4 0. Nach Lemma 2
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folgt, daB es ein t2 > t1 nit x(tz) > 0 gibt. Ebenfalls nach
Temma 2 ist z := inf{t' > t2lx(t')v< 0} endlich, und x(z) = O.
Wegen z > t, > t  + 1 folgt xz+(4/2) € S. Zur Losung v von (o, f)
mit y, = X,.(1/2) existiert nach Lemma 3 ein't3 > 0 mit

0 < yl[ta—’l,ta—Z'/,l), 3}(1:5-2'1) <o, yl(t3—2"1,t3] < 0. Mit der
Autonomie von (o, f) folgen fir t := z + 2-1'+ ta'die in iv) be-

haupteten Aussagen.

4. Auf Anfangswerten langsaﬁ schwingender Losungen der linearen

Gleicdhung (%,id) verschwindet die Projektion‘ﬁk (o) nicht.
0o .

Wir leiten zuerst die in Abschnitt 2 angekiindigten Stetigkeits-

aussagen her.

Lemma 4. Zu jedem (X > O gibt es eine Umgebung W, sodaf zu je-
dem P =W \ {x} genau ein k €N existiert mit

Re 9\3.((5) < Re A\ (p) fir alle j €N \ {k}.

tisch, da kj(p) einfache Nullstelle der ganzen Funktion &g ist,
und paa:wéise verschieden, weil nur fir j = k uj(uk) verschwin-
det. Sei 0> 0. Wir setzen u := sup(uj(&)lj eTN}.

a) Es gibt eine natiirliche Zahl 1 2'2 mit (0 < @<ﬁx+.1 A

u ',.1 < uj({%) = 3. <1

Beweis: Fur @ <Y+ 1, u=1

IA

uj(P) folgt aus Im gp(kj(@)) =0
g < vi(p) < 2pJy %1 Plaa < 2¢ + Vmax(1,e” By ¢
2(¢ + 1)max{1,eq-u}; ' o

i}

b) Wegen a) existieren ein £ =.(0,1), ein m = {1,..,1} und eine
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Permutation p von' {1,..,1} mit up(j)(ot) =u fir j =1,..,n
und up(j>(06) <u-¢ fir j = m+1,..,1. (Die einfacheren Fialle
m =1, m = 1 betrachten wir hier nicht.) - Wir wizhlen eine Um-
gebung W, von % mit ‘_lp(,j)(fs) <u - g fir alle B =W, und alle
j = {m+1,..,1}, ferner zu jedem j = {1,..,m} eine Umgebung Wj
von & mit den beiden Eigenschaften

@ S Wy 2> u-g< up(a)(ﬁ),

P Ew N {x} An = {1,..,m} \ {]} > uP(J)@) 4 up(n)<%)
Die zwelte Eigenschaft laBt sich erreichen, da die Funktionen
f?zt—) uj(p) analytisch und paarweise verschieden sind.

Sei W := a‘wj N W, N (0,c+1). Fir B =W \ {«) folgt

u-£< up(,l)(}%) < sup{ua.(ﬁ)lj €N}, fur 1 < j gilt
uj(ﬁ) <u-1<u-¢g, und fir j € {m+,..,1} ist up(j)(@)
kleiner als u - £. Das Supremum der uj<p) wird also von einem
der up<j>(f—3) mit j € {1,..,n} angenommen. Da diese paarweise'
verschieden sind fur PE'?:TWJ \ {0}, erhdlt man die Aussage von

Lemma 4.

Lemma 5. Die Abbildungen O e-»’ﬂ’)\j (0 und & &—>’YY—XJ_ (00 sind fur

alle j = N auf R* und fiir j = O auf (€%, ) stetig.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall der Abbildung \—)"(‘9\ ()

mlt Jj &N, da der Beweis in den anderen Fallen genauso verlauft.
Sei > 0. Wir setzen Lay = -2p [ fir P> 0 und Y =Y und
wéhlen zu L yund ?\j(oc) Umgebungen U von Lyund D von ')\J. () ge-
m&8B Lemma I.1. Dabei liege D in R + i(2wj,2%5 + 270). Zu gegebe-
nem € > O wahlen wir ein & > O, ebenfalls gemdB Lemma I.1. Zu &

und & existiert einy e A(O\,(X) nit (Ip - &l < A =
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LgeU A lLg - Lyl < d). Wegen D = R + i(2wj,2xJ + 2W) und

. Aussage i) von Satz 1 stimmt der nach Lemma I.71 existierende

und eindeutig bestimmte Eigenwert A e 6'§, N D mit 9\3.(-@) iberein,

und es folgt “')T?\J(ﬁ) —T(Q\J(OO I <¢g fur 1P - ol <‘VZ-

Lemma 6. Die Menge {(i,0) =X X RY12 < 6t A @ = 8(x,id)} ist
offen in X X B*. '
Beweis: Sei 2.< &, = 8(,id). Die Losung y von (%, id) mit

= hat nach Bemerku.ng 5 eine ‘Nullstelle z mit O < yllz=-2" ,z),
=1
y(z) < 0, yi(z,z+2™ ] < Q. Daher’ existieren ein 3= (0,271,

~ein & > O und em/(l>0m1t 28<—y(s) fir |s - 2l <d,

an< Iy(e)l fir §< Is - 2l <27 -7

. — Aus Lemma 1 folgt, dab es
Umgebuﬁgen U =X von P und V = (2,0) von ¢ gibt, sodah fur jede
Losung ¥ von (B,id) mit p €U, =V, gilt: ’
§<ls -zl <27 > Iy(s) - y¥(s)l <4, wna

Is -zl <& =+ & < -y¥s). Insbesondere ist yw positiv in

[z-z-q,z—é] , streng monoton fallend in [z-d,z+d], ngg‘ativ in

[z+d,2 7M. Al:’so (y\{'l)m(q/a) s .S, daher Iy GMS’A("B,id) (Bemerkung 5).
Ferner bendtigen wir
Lemma 7. Sei ¥ > 0,§ X undA < Gy . Demn gilt M, =T5¢.

Beweis: Nach Abschnitt I.2 sind der Definitionsbereich Dy und die
Wirkung von Ay bekannt; man sieht: X & D<= Xe Dy Au% = Au')(..
Bemerkung 2-liefert: z & C\G <>z € C\ G, ., Wir begeichnen die
Resolventen von A, mit Roc,z und erhalten fiir‘ z €C\G,,¥ =X

1 o 1 .= i =_ = - =
Ry 39 (Beweis: Mit X : Ree, 22 gilt ¢ =1 By - 2K

RQQ ZkP =
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AOJC - 2)2 = (&, - 'z‘)i, also X = RO(,ELP)'

Nun sei Y € X, Nee sy vnd sei ein r > 0 gew'é.hlt mit
) = Gn{zewllz?\1<r} 1"1::.1:cilemdurchw1:1——>9x+relt
t = [0,21], parametrisierten Weg " ergibt sich

e = -(2qri)"’f Ry, 4082 = (21\'i)'1f Boy ()P W(E)AE =

1%
(2xi) 1/ X Ry ()’ w(t)dt —(2m)—1f Ry w(t)? W(t)at = T s

mit {A} = SN (z = ¢llz-Al < r}.
Lemna 8. Sei o > 2. Dann gils To (o # O fiir alle y = S(0c,1d) .

Beweis: Sei & > 2, = S(0,id). Zu & sei eine Ungebung W gewahlt

gemaﬁ Lemma 4. Fir 0c <P setzen wir ’)TP = )l,\ ((5) +’T?\ (@)
WiIf nehmen ’IT7\0<DC)&P = O an und bekommen mit Lemma 7 K&kp = 0.

a). Nach Lémma 5 und Lemma 6 gibt es wegen Re’JT%\p =OeinpesW"
nit 2 < B +0C, soda fur wy := 0 5’7\“&&{) gi}t:
Re‘q_f =y - Re‘r(@lp s S(ﬁ,id). Zu ﬁ vexistiert nach Lemma 4 ein
"k =N mit (k4 j €N 3 Re 9\.((5) < -Re?\k(p)).
Fur A := (A =G Iuk(p) < ReA} folgt
(A (B, A (B} S /\_C MBS ) k(B> A o (B P\ (B}
b) Der Fall Re(’n’,\ qs)l.l.l +’R’7\k(ﬁ)q.l) + O.
Nach (I.4) gilt mit gewissen £ > 0, ¢ > 0, fir alle ¢ >0
(1) IITg(t) Rey - Re Tg (I mapll = IRe Tg(t)(ip - %Aqx)ll <
e (uk(B)-8t by -T i
'R'Bq-! 0 (nach Konstrukt:.on von ) liefert Re T@)(t)’ﬁ/\u‘l =

Re TF’ (t)(’n’% (p)ly + T, (P)\p) fur alle t > O. Mit Folgerung 1 er-

gibt sich
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e”uk(ﬁ)tRe(Tp(t)TrAm)(O)_= a cos(vk(gi)t) +b sin(vk(@,)t) =: h(%)
mit (a,b) 4 (0,0). Fir t > O ist (Te,('t) Rey )(0) gerade der '
Wert y(t) der Losung y von (P,id) mit ¥, = Rew (Bemerkung 1).
Démi’c folgt aus (11) ‘

(12) - e PIo(5) ~net) > 0 fiir t > o.
h verschwindet nicht ideéntisch und hat die Periode 21((vk(f5))°1 <1
da 1 < k. Es gibt Zahlen tq < t2 < t5 mit 2—1 > t5 - tq und mit
h(t.) + 0, sgn h(t,) = - sgn h(t2) = sen h(tg). Die Periodizitat
von h und. die Konvergenzaussage (12) 1mp1121eren, daB es zu je-
demtElRZa,hlens,l<52<53m;.tt<s,l,sa—s,]<2 und mit
y(sj) + 0, sgn y(s,]) = - sgn y(se)' = sgn y(sB) gibt. Andererseits
ist y wegen Yo = Rey = S(p,id) langsam schwingend,' Wi’dersprgch.
c¢) Im Fall Re(’m;\ (@)qi + Wy (P)L\.L) = O wghlt man ein X in

k(@’) + By ((3) mlt Re X 4 O und mit Re X + Rqu = S(@,ld)

Wegen Lemma 6 ist das moglich. Dann geht man wie in b) vor,
mit y + X)_ an Stelle von i, (Die Wahl von ¥ impliziert %P:X =
Also Re T{’A(Lp +X) = Re(T(%k(@’) g+ X +1T7\k((3)(q1 ¥X)) =

Re(ka@))éf w;\ic(p)X)_ =ReX +0.)

Nachbemerkung: Der.ﬁbergang zu einem Parameterwert ?; , fur den
es genau ein k € N mit uk(vg) =1u := max{uj(P)Ij ?lN}' gibt, war
notﬁendig, weil man im anderen Fall auf eine Vergleichsfunktion
Bt > e~ Re(Tp(t)T( @) (0) mit A= (A= (_a’ﬁlRe A= u) gefﬁhrt
wlrd, die. im-allgemeinen our fastperiodisch ist; man kann dann
nicht ohne weiteres aus dem Anaiogon zu (12) einen Widerspruch
zur Nullstellenverteilung einer lang;saﬁ schwingenden Losung her-

leiten.
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Die fragliche Eindeutigkeifsaussage scheint, falls sie richtig.
ist, wenigstens nicht leicht beweisbar zu sein, denn man kann zei-
gen, daB fir & —> o die Zweige (kj(u))u>o sich zuriuckbiegen und
gegen Werte in i[2wj,2wj + 21] streben.

Wie ersiqhtlich, umgehén wir diese Schwierigkeit mit Hilfe von
Lemma 4 Lemﬁa 5 und Lemma 6.

Die Voraussetzung « > 2 1aBt sich abbauen zu &> O, wenn man 77,

A

nit Al:= {A € g.llIm A} < 2x} statt Ty (c0) betrachtet und Modifi-

o(“
. kationen von Lemma 3 und Lemma 6 verwendet, die Losungen einbezie-

hen, welche auf unbeschrankten Intervallen monoton sind.

5. Vorbereitungen zum Nachweis der Voraussetzungen von Satz I.71

Wir wollen zeigen, daB ¢ = O fur & > 2ﬁ2/9 ejektiv beziglich
(¢, £) und S(x,f) ist. Zur Konstruktion einer Mengébsq(m,f), die
den Voraussetzﬁngen i) - iii) voﬁ Satz I.1 genlgt, sind die Eigen-
schaften der Trajektoriensticke Xy 2u Lésungen x von (6¢,f) mit
X, = S(M,f) fur groBe t zu untersuchen. Mén darf sich dabei auf
x, €8 beschranken, da die Gleichung (&,f) autonom ist und da die
Trajektorien langsam schwingender Losungen fir (& > 2 die Menge S
erreichen. Nach Lemma 3 liegen in diesem Fall die Trajektorien-
stﬁcke_xt fur t > zq(x) + 1 in der Menge der differenzierbaren
Funktionen u = X mit den Eigenschaften |

(81) w(z) =0=w(z')Az<z" =2z + 2 < z';

(s2) w(z) = 0 =} i(2) + 05
(s3) 27" <aal(a) <0 <ula) = o0 < ylra-2"",a1,
-2 <aAWa <0 <ii(a) = wl[a—2‘q,a] < 0.
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Dieée Funktionen konnen zwei Nullstellen in (-1,0) haben.

Wir missen derartige Funktionen in die zu konstruierende lMenge

Sq(&,f) notwendig aufnehmen, weil wir nicht ausschliefen kon-

nen, da8 zu jeder Losung x von (,f) mit ¢ > 2, x, = S, belie-

big groBe J mit zj+1(x) - zj(x) < 1 existieren.

Wir beschaftigen uns in diesem Abschnitt mit dem Nachweis der
Voraussetzung ii) von Satz I.1 fur Mengen differenéierbarer
Funkticnen in X mit den Eigenschaften (S1), (S2), (83). - Pir
differenzierbare Funktionen gy € X ﬁit den Eigenschaften (S1)
und (S2), welche hochstens eine Nullstelle in (-1,0) besitzen,
konnte man fir o« > 2 ahnlich wi6 im Beweis von Lemma 3 zeigen,

daB y in S(%,id) liegt wnd folglich nach Lemma 87T, (3 4 O
_ o

gilt. Dies wére ein erster Séhﬁitt zum Nachweis der Voraus-
setzung ii)- von Satz I.1. Fur die lbrigen differenzierbaren
Funktionen i € X mif (31) und (S2) benotigen wir zum Beweils
von mﬁe S(0,1id) die zusdtzliche Eigenéchaftv

(s4) —2_4J< z <0 A y(z) =0= sgn ji-w1=vsgnlp(z-2—1).

Dazu ein Beispiel: In der skizzierten Situation
N

J

‘Z.\\/ Z+

ergibt (S4), daB_O < ‘fIlP = ~[I v gilt. Wegen
y(t) = —Z&J% y(t+a)da < -2&/& yfur 0 <t <z + 270 ‘
garantiert (84) also, daB y auf [O,z+2’1]'féllt, daher liegt
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das Trajektorienstiick T24+(1/2) in S, und man kann mit Bemer-
kung 5 auf y = S(x,id) schlieBen.

Wir zeigen

Lemma 9. Sei X > 2. Sei y eine Losung von (,id). ¥, sei dif-

ferenzierbar und habe die Eigenschaften (81), (S2) und (84).
Dann gilt

1) A<z <z'A y(z)=0=y3(z) = 27" <z - 2.

Insbeson@ere liegt y, in 8(%,id), und es gilt’wﬁo(a)yo + 0.

Beweis:

a) Wir betrachten zuerst eine Losung w von (&,id) mit &« > 2,

0 <win [-1,-2"1); w <0 in (~271,0]. Fir die nach Lemma 3
gegebene Nullstelle z, folgt O < z, und

(13) w <0 in (=27 ,z).

Beweis: Wir‘setzen z := sup{t > 010 > w|[0,t)}. Es folgt
0<z<zy, wiz)=0,0c¢ w(z). - Im Fall 27" < z ergibt die
Differentialgleichung (¥,id) wegen w < O in (z—ﬂ,z—2_q] 0 < w(z).
Dies impliziert z, = z;vdaraus folgt (13). - Im Fall 0 < z < 2_1
wirde aus.%(z) = 0 folgen, daB in (0,z] gilt: w < O (Demn W
wachst in (0,2_1],‘siehe Teil b) des Beweises von Lemma 3.).
Also O = w(z) < w(0), Widerspruch. Daher gilt auch in diesem
Fall O < w(z), folglich z, = z, daher (13). '

Wegen (13) und Lemma 3 gilt fur w die Aussage i) von Lemma 9.
Ist ﬁfé;ne Tosung von (%,id) mit x> 2, ¥ < O in [—1,2_1),
0 <‘ﬁ in (—2—1,0], so ist Auséage i) fir die Losung. -W. gér li-
nearen Gleichung (&,id) richtig, daher éuch fur W’seiﬁég.

b) Nun sei y eine Losung von (&,id) mit & > 2. ¥, sei differen-

zierbar und habe die Eigenschaften (81), (82), (S4). Wir
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definieren z := =27 fur y(~27 ') = O und 2 := inf{t > 27 |
sgn y(t) = - sgn‘y(—2—1)} sonst. Nach Lemma 2 ist z endlich.
Wir zeigen: S '

(14)  y hat in [-1,2) hichstens eine Nullstelle;
(15) -1 <z' <zAy(z')=0= 21 <z - 2y
(16) (yl[z—2"1,z) <O ADK yl(z,z+2_1]) R,
’ (0 < yl[z-2_1,z) A.y[(Z,Z+2—4] < 0).
1) Der Fall y(0) = O und y(a) 4 O fir alle a = (%1,0). '
Ist y <0 in (-1,0), so liefert (x,id) 0 < 3 in (0,27 1. Mit
y(0) = O folgen z = 0 und (16). (14) und (15) sind offensicht-

-lich. - Fiir 0 < y in (=1,0) analoger Beweis.

b2) Der Fall y(0) = O und y(z') = O fur ein 2z = (-1,0).

Damn gibt (81) z' < -27'. Sei moch y < O in (2',0) (fiir 0 <y
in (2',0) analoger Beweis). Mit (S2) foigt 0 <y in [«1,2").
Wie in Teil b) des Beweises von Lemma 3 ergibt sich daraus, ,
daB ¥ in (0,z'+1] whchst. Wegen-(S4)'ist ‘[I y .< 0. Mit (0¢,id)
folgt daraus O < 7(t) fir alle genfigend kleinen t > O. Also
0'< § in (0,2'+11. Wegen I(t) = [z',0] fiir alle t = (2'+1,27]
ist ¥ auchin (z'+1,2_q] positiyf Mit y(0) = 0 folgen z = O
und (16).“(15) ist offensichtlich. (14) folgt aﬁs (s81).
b3) Der Fall y(O) 4+ O und y(a) 4 O fiir alle a = (-1,0).

Sei moeh'y < O in (-1,01 (fur 0 < y in (~1,0] analoger Beweis).
Wir setzen z*:= sup{t > 010 > yI[0,t)} ﬁnd bekommen 0 < z* < z,
¥ <0 in (<1,2%), 3(z%) = O. Die Gleichung (x,id) liefert O < §
in [2*,2*+2711, da I(t) = (=1,2°] fiir alle t = [z°,z° 427 1.

Es folgen z = z* wnd (16). (14) und (15) sind offensichtlich.
b4) Der Fall y(0) 4 O und y(z') =0 fiir ein 2' = (-1,—2;1) und
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yka) 4+ 0 fur alle a = (z',0).

Sei noch y < 0 in (z',0] (fir O <y in.(z',O] énaloger Beweis).
Wir setzen z* = sup{t > 010 > yI(z',t)} und erhalten O < z* < z,
y < 0 in (z',2*), y(z*) = 0, 0 < y(z%).

Piar z' + 1 < z‘ liefert (&,ia) 0 <yin [z*,z*+2—1], daraus
folgen z = z* und (16). -

Fir 2 < z' + 1 folgt aus 0 = 7(2*) wie in Teil a) ein Wider-
spruch zu y(0) < 0, da y(z") = O gilt und da y in (0,z'+1]
wichst. - Also O < $(z*). Mit O = y(z*) folgt z = 2z*. Im Intervall
(z,2'+1] = (2°,2'+1] gilt 0 < 3(2*) < 7, und in (z'+1,z+27 ] =
(z'+1,z*+2-1] ist y positiv wegen I(t) = (z',2™] fir alle t in
(2'+1,27+2” 1. Zusammen folgt O < y in (z,z+2™ '] und damit (16).

(142 und (15) ergeben sich jeweils aus y(—ﬂ) 4+ 0 (wegen (81)
und -1 < z' < —2_1) und aus z' < 21 <0<z = g,

5) Im Fall y(0) # O und y(-271) = O folgen (14), (15) und (16)
aus (S1) und (S2). ‘

b6) Der Fall y(0) 4+ O und y(%) = O fiir ein 2 = (=27",0).
Sei noch y(0) < O (fir 0 < y(0) analoger Beweis). (81) und (82)

1,5)._Also z = 2.

geben y < 0 in (%,0] und O < y in [Z-27
Fiir 0 < y in (-1,2) folgt mit (%,id): ¥ < O in (0,z+2” 1. Damit
sind in dieser Sifuation (14), (15) und (16) offensichtlich.
Bir y(z') = O mit einem z' = (<1,2) folgt 2’ < z - 2~ una
v <0 in [-1,z'). Wie in Teil b) des Beweises .von Lemma 3 er-
halt man daraus, da8 y in (0,z'+1] £allt. Wegen O < y(z—2_1)
givbt (54) 0 < J’I y. Also ist ¥ < O fir geniigend kleine t > O.
Zusammen: y < O in (0,z'+1]. In (z'+1,z+2_1] ist y negativ

wegen I(t) = [z',z] fur alle t & (z'+1,z+2’1]. Insgesamt folgt:
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y <0 in (z,z+2—1]. Damit gilt (16). (15) und (14) sind klar.

¢) Die Punktion t +> y(t + z + 2f1), t > =1, ist eine Losung
von (%,id), fiur die wegen (16) nach Teil a) die Aussage i)
von Temma 9 gilt. Fiir y selbst folgt 27 < z' - z" fiir alle
Nullstellen z", z' mit z - o7 < zv <zt ‘

Mit (14) und (15) ergibt sich die Behauptung von Lemma 9.

Fur die Menge So(u,id) der Anfangswerte aller langsam
schwingenden Losungen von (f,id),. fur welche Aussage i) von

Lemma 9 richtig ist, gilt
Lemma 10. Sei & > 2. Dann liegt S_(%,1d) in 8(c,1d) U {O}.

Beweis: Sei X > 2. Sei‘(pn) eine: Folge in Sd(m,id), die gegen
ein vy € X \ {0} konverglert. Die Losungen v von (of,1id) mit
(ynjo = wn konvergieren auf jedem beschrénkten Intervall in
[—1,@5 gleichmdBig gegen.die_Lésung.y von (¢,id) mit Yo =9
a) Die Menge {t > —1ly<t) + 0} ist_unbeschrénkt.

Beweis: Angenommen b := sup{t > -1ly(t) 4 O} ist endlich.
¢ 4 0 gibt © > -1. Daher exisfiert ein-t, = (b—2“1,b) mit

ty 2 -1 ﬁnd‘y(tq) 4+ 0. Wegen Lemma 2 gibt es ein t, > t, mit
sgn y(tg) = - sgn y(tq); té liegt in (tq,b), weil.nach.Annahme
y = 0 in [b,®) gilt. Ebenso existiert ein t5 = (te,b) miﬁ

sgn y(tB) = - sgn y(tg). Fir ein geniigend grofes n = N gilt

ffolgi;ch 0 4 sgn yn(ta) = - sgn yn(tz) = sgn yn(tB). Also be-

sitzt y® Nullstellen in (t,,t,) und in (t,,t5). Mit By = b4 < 2
folgt ein Widerspruch zu ¢ < So(&,id). _ '

. . PR B
b) Wegen a) und wegen Lemma 2 gibt es ein s > -2 nit 0 < y(s)

und ein t > s mit y(t) < O.

1
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Wir dirfen annehmen, daB fir allen €N 0 < y3(s) und

2(t) < O gelten. Dann besitzt jedes y© eine kleinste Null-
stelle Zn in (s,t). Wir diurfen weiter annehmen, daB die Folge
(Zn) gegen ein z = [s,t] konvergiert. Fir alle n € N gilt

0 <y® in .[zn-z"‘,zn). ‘

Daraus folgt O < y in [Z—2"1,Z]. Beweis: Jedes t = (Z—2_1,Z)
liegt fiir unendlich viele n in (zn-z"‘,zn), daher 0 < y2(%)

fur unendlich viele n, also O < y(’%) = lim yn(’{;')_
n. .

-3 00
Wenn es nur endlich viele.n € N mit O < yn(Zn+2"/l) gibt, so

‘folgt 7% < 0 in (zn,zn+2“1l ‘fiir unendlich viele n, und damit

y < 0 in [Z,2+27 1. Mit Yze1/2) * O (andernfalls wirde sich
ein Widersprﬁch zu a) ergeben) erhalten wir im betrachteten Fall
Yz4(1/2) € 5. Bemerkung 5 liefert Y = S(,id).

wénn unendlich viele n € N mit 0 < yn(Zn+2'/l) existieren, so
folgt O < y in [Z,2+271, und daher: O < y in rz-27", 2427,
Wegen Lemma 2 ist 2% := inf{t > Zly(t) < O} endlich; offenbar
gelten y(2*) = O und 0 < y in [2*-1,2%]. Mit (&,id) folgt ¥ <0
in (2%,2%+2771. Also y < 0 in (z*,2%27 7. Tzra(1/2) = O wiirde
.einen Widerspruch zu a) ergeben. Zusammen: yZ*+(1/2) & S. Daher

it Bemerkung 5: ¢ = S(x,id).

Wir konnen nun die Infimum-Abschitzung in Voraussetzung ii)

von Satz I.1 ableiten.

Lemma 17. Sei & > 2. Sei S' eine Teilmenge von So(éc,id). Es
gebe ein /r( > 0 mit
i) O<iM{Mdﬂ@IWES'AU¢H=vL
Dann gilt \
0 < inf{ I floes A ol = .
P Pl =}
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Beweis: Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann enthalt S°
eine Folge (\Pn) mit lIkPnIl =4 fur alle n €N und mi.'t
Ty, (Oc)kpn —> 0., Wegen der Kompaktheit von Toc(fl) konvergiert
0 .
eine Teilfolge von.(Toc(’I)\pn) gegen ein Wy <= X. Wegen
= i = 0.
T(xo(oc)TOcm}‘Pn = Too(’])“xo(ookpn >0 it Tx o @t
Aus der Definition von So(oc,id) folgt, daB mit den @, auch

‘die Tu(1 e, in So(&,id) liegen. Lemma 10 gibt daher

Y= s(x,1d) U {0}. Wegen Voraussetzung i) gilt % 0. Also

W = 8(x,id) und Mo ¥ = 0'im Widerspruch zu Lemma 8.
. o ‘

Die Menge aller differenzierbaren Funktionen = X mit den .
Eigenschaften (S1), (S2), (S4) liegt zwar nach Lemma 9 fur
o> 2 in SO(OC,id); sie erfullst jedoch nicht die Voraussetzung i) .
von Lemma 14: Zu jedem_/\q > O gibt es in dieser lMenge eine Folge

. ’ _ -1
() mit fy b =y (<1) =4 und Y | <n

in [-1+n™1,0] fiir
alle n € N. Man zeigt leicht T (1)y, - 0. '

Lemma 12. Sei ® > O. Sei S™ eine Menge differenzierbarer

Funktionen \ =X mit der Eigenschaf® (83): Es gebe ein k > O

mi® .

(Sj , lwl < k sup fw! wund
S i PR

56) 10! < k llwl

( Eh/0,01 1 SEH

fir alle y = 8*,
Dann gilt fir alle 4 > O
O.<inf{ 12 (Ml ly =8 A Iyl =x).

Beweis: Sei & > O, = 8%, Jyl =4 > 0. Wir schétzen die Idsung
y von (&,id) mit y =y auf [0,1] ab. Wir durfen k > 1 annehmen.
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Mit (S5) und Mgl = max{supliy!,sup lwli} folgt
1@ PRI oy P Fot8
17) 0 <nk~ < su Iyl.
e VRS
Wir wahlen ein a im Intervall [-2—1,0] nit ly(a)l = sup lyl

. (-1/2,0]
und nehmen O < y(a) an (Im Fall y(a) < O verlauft der Beweis

analog.).

Wir betrachten die Gerade g mit g(a) = y(a) und g = -nk.

g trifft die Abszisse in a +2(8-a), ¥ :=a+y(a) (2.
(86) liefert !&(s)} <Ak fir alle s € [-2'1,01; es folgt

g <yin [a,a + 2(§-a)3 n [-1,0].
/

Thy@ — — — -

. N g
a) Im Fall O < E ergibt sich
(8) g0’ <278 = g3 < g0 <30 < Iyl .
b) Im Fall %4<»O benutzen wir .
(19) 0 <y in [a-2"7",%1.

2+1E-)

Beweis dieser Aussage: Fur a = 277 ist y(a) < O wegen y < y(a)
i r-27,01; siir -2 < & < 0 gilt $(a) = O. Die Eigenschaft (S3)
von y = ¥, liefert, da O0<y(a), 0O<y in.[a-Z_q,a]. In Intervall
[2,5] < [-1,0] gilt 0 < g < 3. - |
Wir betrachten nun das Intervall J := [a + 2_1(§—a)~+ 2-1,§ + 2'13.
Wegen -2 < a und E < 0 liegt J in (0,2711, und nit (19) folgt
(20) O <y in I(s) fiir alle s = J. :
Wir zeigen [a,a +'2—1(§—a)] c I(s) fur alle s =J: Fir s = J
gilf a + 2—1(§—a) + 2_’| < s, also a + 2—1(§—a) <s -h2_1;

auBerdem gilt s - 1 < g + 277 21 < --2-’l <afirs € J.

-
~
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g 2"

{ a-2! -Q}f
-1 '

I(s}y

Fur alle s € J fdlgt mit (20) und mit 0 < g < y im Intervall

[a,a.+ 2-1(§—a)]'
. W . . 2—4(€_ D

-&(s)f'= 2°°f1('s) ¥ 22 g = (szk)"/‘Boc(yCa))eg

also wegen (17) . . ) ‘
Iy(E + 2 - ya + 2"'/](§-a) +2 M= fJ -F >
' (4qk>*“y(a><8qk)'“5m(y(a))2 > (2k)'53wq,

folglich ‘
CONNEMCONE VRN PR »
Nach (18) und (21) 188t sich lT (Dwl = Iy} durch eine

positive Konstante nach unten abschitzen, die nur von &,Vt und

Y k abhangt. Daraus folgt die Behauptung.
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Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen in

Folgerung 2. Sei ¢ > 2. Seil k > 0, und sei S(k) eine Menge dif-
ferenzierbarer Funktionen m;E X mit (81), (82), (83), (84),
welche zusétzlich den Abschétzunéen (85) und (SG) genﬁgén.

Dann gilt fur alle N >0 ’

0 < inf{ Iy il I¥ <SG A bpl = 4).
(o] : .

6. Ejektivitét. Ungedampft schwingende Losungen

Wir leiten zuerst Abschatzungen vom Typ (S5) und (S6) fur die

" Trajektoriensticke x, beschrankter Losungen x von (&,f) her.

Bemerkung 6. Zu jeder stetigen Funktion f:R — E mit der Eigen-
schaft (H1) und zu jeder Zahl r > O gibt es Zahlen

¢ =c(f,r) & (0;1), 4 = 4(£,r) > 1 nit

0 < 1§l <z = clEl < [£5)1 < al§l.

" .. In den Lemmata, Bemerkungen und Folgerungen dieses Abschnitts
betrachten wir stets eine Losung x von (&,f) unter den Voraus—

setzungen ® > 2 und X, & S. Wir schreiben zj und mj an Stelle

von zj(x3 und mj(x) fur die nach Lemma 3 gegebenen Nullstellen

und Extrema von X.

Lemma 13. Es sei ﬁup )le < r. Dann gilt mit der Zahl 4 = 4(f,r)
R “1,0) - - ’ v - o

aus Bemerkung 6:

g <t < my o+ 2~ = —d x(mj)(t-mj) + x(mj) < x(t) fur alle
ungeraden j € N, und '

63

mj'< t < mj + 2"/l = x(t) < ~d x(mj)(t—mj) + X(mj) fur alle

geraden j = N.
Reweis: Sei j = N ungerade, also O < x(mj). Fir my < t,
- ' N -1
v <my o+ 2 < Zipg *+ 2 T gilt £(t) <0 wnd I(8) < [25-27 424591,
folglich x < O in I(t) N [zj—Z—q,zj] (Man beachte im Fall 3 = 1,

daB x, = S.) sowie O < fox < dx in I(t) N (zj,zj+4) wegen

" sup x| < r und Bemerkung 6. Es folgt

[—/] ,OO) . . .
0 < -x(t) = Zuﬁfl(t) fox < ax /&(t)n(zj’zj+1) fox <
o8 sup x = 0d x(mj),v

[2.,2. 1]_
3re3+ ,
daher die Behauptung fir j ungerade.
nu-*274
N
Ve

m; /ﬂ

t’hg+ (xd)™

Fur gerade j €W schlieBt man analog.

Wir schitzen pun .fir t = [mj,mj+1), j € N, die GroBe

?(t) = Ix! durc [x| nach obenbab.

sup. - ’ h sup
[(t-(1/2),%] [t,e+(1/2)1
Im Fall t - =1 < my gilt wegen Lemma 3: @ (%)
Q%) = Ix(t)1.

Im Fall ny <t - 2_/l gilt wegen Lemma 3: Q (%)

9(t) = Ix(t)l.

|X(mj)| oder

|x(t—2—1)| oder
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In Fall o(t) = 1x(t) !, der nach Lemma 3 insbesondere fur
2341 <t - T <t < B3 eintritt, erhalten wir sofort
(22) (%) < xl.

§ [t t+(’l/2)]

Nichttrivial sind nach diesen Vorbemerkungen hochstens die
Falle |

t -2 <my < tund p(t) = Ix(mj)l,
n. <t -2 <z, 4 und 96 = Ix(s-27 1.

J B 23+
Lemma 14. Sei fug )lx!~< r. Es gibt eine pur von ® > 2, r und
_ A0

f abhangende Zahl k,; = kq(m f£f,r) mit

d

-
t -2 <t Al Db =0(8) = t k.5
smy <& A lxmy) A 90 & 9(¥) < e t+(’l/2)]

und mit _
m. < t - 2"1 < z Az <m. + 2"1/\ (%) = lx(t—2_/‘)| =p
i 3+t j+1 sEy §le) = -

Y k.
9(®) < “[t t+(1/2)]

fir alle j = N.

Beweis: )

.a) Zur ersten Implikation. Sei j €N, 0 < x(m.) (Im Fall
x(m ) < 0 leitet man die gesuchte Abschatzung analog her.).
Wir betrachten die Gerade g:s +> . -4 x(m )(s—m )+ x(m ) aus

Lemma 13, setzen % 1= j + (2()£d)"/l uﬁd gehen wie beim Bewels
von Lemma 12 vor. »

g trifft die Abszisse in my + 2(§—mj). Dieser Punkt und € selbst
j+2f?). Auf [mj’mj + 2(§—mj))
gilt O < g < x (Lemma 13). Insbesondere folgt

%< my o+ 2(%-mj) < z

liegen wegen o> 2, 4 > 1 in .(mj,m

J+t.

folgt aus s - o1
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a1l) Im Fall t <& folgt wegen Lemma 13

-1 _ =1
9(8) = 27 x(my) = g(§) < (8] < x(8) < s 2 evcaran

a2) Im Fall & < t liegt das Intervall

J := [m + 27 (%—m ) + 27 .g '1] in [t,t+2'1]. Beweis:

s < % + 2 und €< t geben s <t + Pal
oy # (%—m.) + 270 < sund t - 2" < my geben t < my + 2-1
Fur alle s € J gilt I(s) = (z 123 ,q) - Beweis: zj-s mj - 21

und ms + 2" (g—m.) + 277 < s‘geben 25 <s - s -2 <z

e [m. ,§] und €<z

3+
J+1°

Wir erhalten 0 < x in I(s) und X < C in J, .letzteres wegen
m; <s <% + 2"/l <zZiq+ E—q,fﬁr alle s d.

dJ g+

Fur alle s = J gilt {m. ,mJ + 27 (E—m.)] < I(s). Beweis:

(%—m ) <s - 21 nach Deflnltlon von J. § < g + 2

und % < mj + 27 geben s - 1.< € - =1 <« my

Wegen X< O in J gilt
=1
2 | | 27 ) - 27 €~ 2701 =
?%l,)t+(»’l/2)] x| > 1xE+ M x(m + C% m, )+
' lj\J x! = —'f& X = 2%./&(Jf1(s) fox)ds.

Das innere Integral 148t sich nach den vorigen Uberlegungen

fur alle s € J nach unten sbschatzen durch

my+ 2""(3_"‘_) ms +2.-4(§""13) m3f2-4(§_— ms)
. > k > ch >
my e 27 (8- my)

| e/ ? 3 2-1x(mj) = 02”2(§—mj)x(mj),




66

. mit ‘der Zahl ¢ = c(f r) aus Bemerkung 6. Es fdlgt

-2 o a2
sup Ixl >« = Je2 -2 )x(m ) c p(t).-
[t,5+(1/2)] § @ 9
Mit kq = kq(%,f,7) := 25 > 2 erhalten wir aus al) und
aus a2) die erste Implikation von Lemma 14.

b) Zur zweiten Implikation. m. = [z

=1 .
5 j+1'2 ,zj+1) gibt

lx(m Y= p Ix
N 1—(1/2) zJ+1]

senen ersten Implikation folgt .

(23) |x(m )1 < k,sup x
kﬂ[ g+1’zg+1+(1/2)]

Wegen mj <t -2 < ZJ+1 gilt o(t) = Ix(t-2 1)l < |x(m ).

| = 9(zj+1). Mit der schon bewie-

Wegen |x| < Ix(zj+1+2 )I in [zj+4,zj+1+2 ] und wegen

4+ 2_1 = [t,t+2_1] (da © _ o1 <zZiq W+ ral

Z3y | 5+ 3 < t) gilt
sup x| < sup: x I.
[ZJ+1’ZJ+1+(1/2)] [t,5+(1/2)1]

Nun folgt die behauptete Abschatzung aus (23).

Lemma 15. Sei sup Ix] < r.

["1'360)
i) Es gibt eine nur von & > 2, r und f abhangende Zahl
Ky = E,(0,£,r) mit

t—ﬂg.mj<t—2‘~1<z. A o(t) =

-1

. 2_ t x|
Ill':J + < Za+1 > ?( ) 2[17 t+(’]/2)]

fir alle j =N.
ii) Es gibt eine nur von & > 2, r und f abhingende Zahl

ky = k5(%,£,7) mit

3 =

my<t-1<t -2

(%) <k supf.tgv Ix
$i s 20t 5+(472) ]
fur alle j = N.

IR ORREC DI

Beweis:
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a) Zu i). m, + =1 ¢

i ' =’ b . Die
4 2441 gibt lx(mj)! sup ) x|

[mj,mj+(1/2)]
erste Implikation in Lemma 14 liefert

Ixl. Wegen s <% - >~ < 2. 4 &il

lx(m )1 < sup g+

[mJ+(1/2) m.+1]

o(t) = lx(t 2_1)1 < lx(m SEF wegen mJ < mJ s 27 < ms + 1 =
(m + 27 ) s 271 < Zi ¥ 2~1 ist die rechte Seite der vorletz
Abschatzung gleich Ix(m o™ )I oder glelch Ix(m 4+, siehe
Lemma 3. Wir erhalten’

(e4)  9(%) < kqmax{lx(m +2_ )l lx(m +1)1}.

a1) Abschatzung von lx(mj+2 )l. Sei noch 0 < x(mj) (Im Pall

.. o R
x(m ) < O geht man analog vor.). Fur alle s € [mj+4 B,mj+1]

t

ten

=
gilt I(s) = [m -4 1,ma+2 ] e (z ,z 1) da mJ + 27 zj+,l
vorausgesetzt 1st und [mJ,mJ+4 ] c I(s),
- Qaher O < x in I(s) und
: my + (4/4)
-x(s) =20¢f1< ) f°x220ccf<s>x>20£c m; x2
2 Toe x(m +2° ) >0
(mlt O <xin (z J+1> und my + 2 s (m 3+1))
/////”’———u_-~‘\‘\‘\
S I -2 .
‘ ! my+ A | ~,
T 41 m; my+44 ‘ m;+2-7 Sl m A -




o8
Es folgt
-1 g+ 4 . -3 . -1
lx(mj+1) - x(mj+4 3)| = —J;3+(yw x > 27 %c x(mj+2 )R
also '

-1 -—1

0 < x(m +2° ) < 2 o Ix(m,.+1) 1 oder

0 < x(mJ+2 ) <2 Hor e _1|x(ma 4'45)1 damit
(25)  Ix(my 271y <2 quc_qmax{lx(m i 3)1 Ix(m+ 1)1} -
a2) Abschatzung von Ix(m +4= B)I. '
-1
Im Fal . » 4= . 4 . 1 =
m Fall zJ+,l Sqma + 3 gilt wegen m’:J + 3 < mJ +
(mj + 2'1) +27 <3z

g1 * 2_1 nach Lemma 3% Ix(mj+4'15?l < lx(mj+1)l.

Zieq My+ 4—43
) my+14

-+ 21
1o+ 2

Im Fall m, + 4703 < zj+i kénnen wir wie bei der Herleitung

von "(25) vorgehen

und finden

PRI z“urqgf“max{|x<mjf1)|,|x(mj+4‘“5)1}.

.g(t) < kq(max{ﬂ PR Al _1})2max{lx(m +) 1, Ix(m +4” 5)|} <

A olgerung 3. Sel sup Ixt < r. Es gibt eine nur von o> 2, T

69

Zusammen: ‘
(26) ‘Ix(mjf4 3)| < max{1 2 &710_1}max{ix(mj+4)|,Ix(mj+4—q5)|}.

a3) Wir betrachten (24). ‘ '

In Fall ¢ S‘mj + 4713 gilt v <my + T mj‘+ 1<t a2

(da't - 1 < my <.t - .2"/l vorausgesetzt_ist), folglich

lx(m.+4_15)l < sup C x| und ix(m.+1)1 < sup ix!,
To+(1/2)] ST g, 5+ (1/2)]
und (24) und (25) ergeben -
-1
(t) < k,max 1,2 o c su,
§e8) < deqmat }[tpt+(1/2)]

Im Fall m + 47 5 < bt ogilt” £ < ma + 1 < ma + 47 5 <t + 2
und (24), (25) und (26) liefern

"k 1,24 Zsu;
(a1, 2% 7% 21

b) Zu ii). Wie in aﬂ) wnd in a2) zeigh man mit mj~< t -1«
t - 2— < ZJ+1
o(t) = Ix(t-2"Ny| < 24u Mo~ tmax( 1x( - 1y, Ix(t)l} wnd
lx(t—4—1)l < max{1, 2 e }max{lx(t)l lx(t+4" )I}
Es folgt '
o1y 28u
(t) < (max 1,24 )<s x|
g ¢ ) [t t+(1/2)]
{-1,00) ‘
und f abhangende Zahl k = k(&¢,f,7) > 1 mit
"féup Ixl < k sup x| fur alle t >
{t-(1/2),%] T [t,t+(1/2)] _ =M
und mit

-1

1%(s)1 <k Ix,l fir alle t » m; +1 und alle s = [5-27,%.

Beweis: Aus den ﬁberlegungep vor Lemma 14 sowie aus Lemma 14 .

und Lemma 15 ergibt sich die Existenz einer nur von & > 2, © und
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f abhingenden Zahl k' > 1 mit

27) l <k x| fur alle t > m,.

sup Ix ' sup :
[6-(1/2),%] [t,5+(1/2)]
Seim, +1 <%, seise (t-2"1,%1, und sei %(s) < O (Fir

0 < %(s) analoger Beweis. Fir %(s) = O ist nichts zu zeigen.).
Dann gilt mj < s < mj+1 nit j € N ungerade. Mit den Abstands-
beziehungen von Lemma 3 und mit Bemerkung 6 folgt

fox <

[%(s)| = -x(s) = 2“~fl(s) fox < gah/IKs) n (?jrzj+1)

¥d sup lIxl.
I(s)

Wegen m,; + 1 < ¥ gilt my <5 - 2’1, also 1aBt sich die rechte

Seite mach (27) durch ®dk'sup’ |x| nach oben abschatzen.
: [s=-(1/2),s] '

Mit [s—21,s]  [6-1,5] folgt I%(s)! < odk' Hxyll .

Zu &> 2 und zu f definieren wir Sq(M,f) als die Menge aller
differenzierbaren Funktionen y = X mit den Eigenschafteh (s,
(82); (83) und (84), fur die zusatzlich die Abschatzungen (S5)

:ﬁndaGS6)lmit der Konstanten k(o,f,1) aus Folgerung 3 richtig
sind, '

-D;esé Mehge'genﬁgt den Voréussetzungen'§on Folgerung 2.

Im Blick auf Voraussetzung iii) von Satz I.71 bemerken wir,

daB fir die Trajektoriensticke x von Losungen x von (O,f) mit

%> 2, x, €8 und sup )le <1 fir t > m,(x) + 1 neben den
[-1,o; :

Auésagen (81), (82) und (S3) auch die Abschatzungen (85) und
(86) mit der Konstanten k(,f,1) richtig sind (Folgerung 3).

Wir zeigen nun, daB im Fall hinreichend kleiner Losungen x die

Trajektorienstucke X fur groBe t auch die Eigenschaft (s4)

besitzen. Wie zu Beginn setzen wir ®« > 2 und Xq e S voraus.

71

Wahrend die erste Abschatzung in Folgerung 3 insbesondere
sagt, daB |x| nicht unkontrolliert klein wird, zeigt das fol-
gende einfache Lemma, daf x| nicht unkontrolliert anwachst.

Fir j €N und j > 2 setzen wir zg 1= z?(x)‘::
max{zj_q(x),zj(x) - 1}. ,‘ '

Lemma 16. Sel ?ug )IX} < r. 'Es gibt eine nur von &« > 2, T und
=71 .00) -

k] . .

f abhangende Zahl k, = Xk, (¢, f,r) > 1 mit
Ix(m.) | < k,sup x| fir alle j €N mit j > 2.
J Z% ., % ' -
3773 i

Beweis: Sei j =W, j > 2,_x(mj) <0 (Fir 0 < x(mj) geht man
analog vor.). Fur ein t = (z.,m.) gilt

d7 4
1

(28) 0 < -x(n)) < x(n)(n-2)7" =

- -CGxmp) - w(z ) (g7 = E(6) = 2 Sy fox g

Zw%ﬁ)nwzlﬂo<mg}ﬁml
Mit 255 <25 - 27 <t -2 folghzy 4 - 27 <t -7, dsher
ergibt sich mit x < 0 in [zj_q—Z'q;zj_qj U [zj,mj]:
I(E) n {s > =110 < x(s)} = I(¥) n (zj~1’zj) = [zg,zj].‘
Mit d = d(f,r) folgt nach Bemerkung 6 deshalb aus (28)

lx(mj)l.= -x(mj) < xd sup x = ¢d sup Ixl.
[zg,zj] [ZS’Zj] ’

Zur Losung x von (o,f) und zu r > O definieren wir fur j €N

tj 1= tj(x,r).:= ms o+ (o d(f,r))_1¥

Bemerkuné“7f'5ei sup Ix| < r. Dann gilt fur alle j N

[ a°°)

tj < Zj+1'

Beweis: Fiir die Gerade g:t.bé - a(f,r) X(mj)(t~mj) + x(mj)




gilt im Fall 0 < x(m;) nach Lemma 13 O

0 < g(t)

Lemma 17. Sei sup
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< x(t) fur alle t = (mj,tj).

[ ,oo)

f abhangende Zahl k5 = k (&, f,r) mit

T Z .
d < J

fir alle j = N mit j > 3.

- Beweis:

Wir betrachten wieder nur den Fall 0 < x(m ).

a > 3. wlr setzen

L := IfI(ta) X - /I(ma) X! = ‘_/

Mit mj_< tj < ms + 2_1 (siehe Definition wvon tj> folgt

t1_4

ts -1 <my - 2=, aaner

d
- 1/2) + -4
L=1if" 3 xl.
f - (A1) ‘[\m:\—4
4 -1 -1
W . . =2 <t. -2
egen zJ < m:J <ty , < 2
. -1 .
B <2

4

= (4/2) -
L=J/" X - X. -
fmj- i) fm;-4

Der Integrand im ersten Integral ist positiv, der im zweiten

negativ.

e

g(tj) < x(tj) und

Ixl < r. Es gibt eine nur von &> 2, T und

+ T = Ix(m)l <k ?fI(t)X‘ fI(m.) x|
Bk

-~ (/2

J+
(nach Voraussetzung) -sowie 0 < x(mj) ergibt sich

\w-——-'—y—-—
m
Tlmy
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a) Im Pall m, - 1 <. gilt x(m.) < 2¢™Pddk,L, mit
J = 7§ J 4
c = c(f,r), & = a(£f,r), Xk, = k,(oc,f,7).
Beweis: Mit O < X und O < x in (Zj’mj) erhalten wir

my— (4/2)

= -1 -1 ,
a x(mj—2 ) >a x(mj-2 _)(mj - 27 - zj) > dj;3 x >
- % : : .
577 fox = o f 7 fox (mit (&, f) wnd x(m.) = 0)
z3 m;—4 . ) : J
-4 ' - . . )
> —_&“% fox , (mit Zi_q <My - 1< my_q <
tj—1 <z nach Begerkung 7)
by . .
> -c/f, x e (mit Bemerkung 6)
2 - . .
> —c2-10xd)_qx(mj_1) (mit Lemma 13 und
. » >
‘tj—ﬂ_” ms_q = (@xd)™ ).
Folglich
45— 12)

-1 _ -1 ) '_..'] s
L >,£ﬂr-«&) x > (tj—mj)x(mj—2 ) —\Gxd). x(mj 27 > -

-2 e BaPx(my ).

Wegen za a4 <my = 4-(Lémma‘3)_undbwegen z5 - 1< ms - 1 gilt
z? < mj - 1. Im betrachteten Fall folgt hieraus zg
also mit Lemma 16 B

<mygq <oz

—x(m ) "= sup Ixl > k'qlx(m.)l,
-1 - T4 J
(ZJ’ZJ

daher die behauptete Abschétzung.'
) Im Faii;m. <m. -1 gllt x(m ) < Kk s p Ix
31 77 4 ~(3/2),351
mit der Konstanten k aus Folgerung 3.
. R -1 . . -1
Bewels. Fur mj —‘2 3 < mj—1 < mj -1 folgﬁ Zj-1 < mj__,| -2 <

m; - 273 < my_,, deher mit'zy - 1 <m - 2713 (Lemma 3):

* <y < z;. Also’
23 S Myen S Fye BESO

sup Ix
Emj—(5/2))zj] [za,z -]

J

- x(mg_) = suplxl oz kg la(ag) |y (k) x(my)




74 -
Fiir my_q < m - 2713 ergibt sich mit x < 0 < % in (mj—ﬂ’zj)
und mit my - 2_13 < zg - 2-1 (Lemma 3)
sup Ix] = -x(m.~27"3) > —x(z 27Ny - ix|
[m. -(2/5>,z.1 ' J- £z -<4/2) 2]
> k up (mit Folgerung 3)
[z =1,z —(1/2)]
= k—ﬂsup x|
[z.~1,2.]
7.0 :
= k™ 'sup Ix] (mit z, 4 <M.gq - 21 <
“[z%2.] J J=
o q J ) mj -2 < zJ - 1)
> (ki)™ x(my) (mit Lemma 16).
c) Im Fall my g < ms - 1 und —x(m -1 < x(m -2~ ) gilt
x(m ) < k2k¢udL
m:‘_,‘ m’i‘4
mj t;
_ - A2
Beweis: L >~f camy X2 (t =y )x(m =27 )
= (ud) g (wegen O < X in o
[ .—1 S —(1/2)] )
J (m=~1,m.-2" ) und
o4 J 4
-x(mj-1) < x(mj—2_ )
> (ka)~ 1sup x| . (mit Folgerung 3)
[m -(3/2), m =17
= (kxd)~™ sup Ix| (da x < 0 < x in (m. ,,2.))
[n-(3/2) 2] =173

v

(x2x,0) ™ x(mj)

(nach b)).

75

@) In Fall my_, < my - 1 wnd x(mg-2"")

, J
x(ng) < 20dk7k, L.

Beweis: Wir.setzen @ := sup Ixl.
(m.-2,m.-1]
p J d
m, < mJ 1 -2 < m'j
(29) = max{sup
9 my-2,my (3/2)]
S’kzs Ix
[mj—ﬁ,mj—(ﬂ/Z)]-
= —k2x(mj—1)

, SUp . i
[mj—(5/2),mj—1]

< —x(mj—ﬂ) gilt

3 < j impliziert

- 2—15. Daher liefert Folgerung 3

x1}

J

' x(m 2 < -x(m —1))

Wir betrachten die Gerade g mit g(m “1) =

In [m’j - 1,mj -1+ (wdx )_1] gilt x <

finition von g gibt wegen (29) x(mj—ﬂ)

g(mj -1+ Gxdkz)_q) = 0. Fur my - 1<

s € I(t) folgt s = [m.-2,m.—4], also O

-k~ ‘g und g =
g < O. (Bewéis:
< g(mj—ﬂ) < 0 und

£ cmg -1 Ea®)T

< x(s) oder -¢ < x(s)‘g 0.

udg.

(mit 0 < % in (my-1,m,) und

Die De-

und

Wie im Beweis von -Lemma 13 erglbt sich daraus

0 < %() = -2 Sp(yy fox < wap = &(H)

£ir alle t € [my - 1, my - 1 + (wax®>"11.)

Mit 1..< k erhalt man ny - 1+ Gxdke)"q < tj.' 1,

. ;-4 .
m-2 my- 213 m3=1 ' / ™,
' ’ : . m3~2"‘
my=1 -+ Gxdk274
\\___‘____,_/J
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folglich

- 4 £ - A+ @dk)™ _ .
L>ofly x2 -0, g = 27 (ax?) "ok
3
> (2eax®y™’ sug_(a/g) . lxl o (mit x <0 < % in [mg1,25))
> (20ax’k,) ™ x(ma.) : (mit b)).

e) Aus a), c) und d) folgt die behauptete Abschitzung im Fall

0 < x(mj). Fur x(mj) < O wird sie analog hergeleitet.

Lemma 18. Es gibt eine nur von & > 2 und von f abhingisge
zanl d = d(x,£) = (0,11, sodaB flir jede Losung x (von (¢,£)

mit 0 > 2, xé = 8) mit sup lxl < & gilt:

[-1,2)

JeEN A J>4Az, <E<z, + 2~ => sgn /&(t) X = sgn x(zj—Z'q).'

SR
Beweis: Mit den Konstanten kE(M,f,1) und k(o¢,f,1) aus Lemma 17
und aus Folgerung 3 definieren wir & := k(d,f,ﬂ)'1k50x,f,1)—4.
Wegen £'(0) = 1, £(0) = 0 gibt es zu € ein d = d(o,£) = (0,4]
mit (l?l <d = |f(€) - £l §,E|%|)-

Sei x eine Losung von: (¢,f) mit X, € 5 und mit sup  Ix} < d <.

[..."] 760)
a) Wir zeigen: ‘

=1
~ 3 <z 41 = - - .
JENAJI>3A tJ <zy+ 1 38 sgn?fl(tj) X = sgn XCZJ+1 2™

Beweis: Wir betrachten wieder nur den Fall 0 < x(mj). Nach
Lemma 17 gilt
ke (0, £, k@) < VS ope v x = S x|

S5y 37 = I(tj) I(mj) :

Auf der rechten Seite dieser Abschatzung darf man wegen
- (402) ty-4

fI(tJ-> *- fI(mj> * =‘[nj—(4/z) x-S x>0

3

(sighe Anfang des Beweises von Lemma 17)

Wegen O = -(2oc>'“;c<m.~) -/
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die Betragstriche weglassen Es folgt

S

I(t.
( d

I(m

) ¥ 2 k5<°"f’4>”x<mj>\*-fI(m.> x.

) ‘fex erhalten wir

'f1<m i Y atag (o - Al s ¢ f1mp 1

< g2” sup lxl
I(m.)
J
<E k(w £ 1)sup ' ix|

. m (1/2) . ]
< g?"k(oc,f,’l)x(mj) .
Also '

I(t.

(mit Fol

..f y X2 (k (o‘c,f,’l)“- .52_1k(06,f,’1))x(mj) >0..

(da 1xl < &)

gerung 3)

Mit sgn x(m ) = sgn X(ZJ+1 1) folgt Behauptung a) im Fall

0 < x(m ). Der Beweis fur x(m ) < 0 verlauft analog..

b) Sei j N, j > 4, und sei- t = [z yZ

+27 ) Sei x(m ) <0 (Im

Jd.

anderen Fall geht man analog-vor.). Wegen O < x(zj—Z ) ist
dann O < ;fI(t)'x zu zeigen.

Nach Lemma 3 gilt O < x in (zj 1,z»); ferner:

Z51 +_2” < my_q < tiq < 2y (%< z5 + M. )

Im Fall Ziq * 1< t gilt za._,1 <t -1 <t -2 < zj;‘daher
0 < j‘1<£> X. ‘ ‘ »

Im Fall t < Zsq * 1 gllt ta 4 <t < za ot 1, also

tj—ﬂ -1 g ﬁ -1« Zs_q> Mit Ziq * 2 < ta_q und mit

Z50 + 2 < Zj—1 erhalten wir ' A . .
(50)' za;é <ty q=T<E-a< 'zj_,1 <ty - oV < - 27 SEFS

aus (30)

‘/I(t) X > fI(ﬁj_ﬂ) X > (O

(mit j ~ 1 > 3 und

Wegen x < 0 in (zj_g,zj_q) und 0 < x in (Zj—1’zj) ergibt sich
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mit tj;ﬂ <zzq o+ 1 nach a)).
Satz 2. Sei f:R -» R eine stetige.Funktion mit der Eigen-
schaft (H1), und sei of > 21°/9. Dann ist die Funktion p=0eX

ejektiv bezuglich der Funktionaldifferentialgleichung
R ' — 472
(o, £) x(t) = f2&j”4 f(x(t+a))da

und beziiglich der Menge S(w,f)vder Anfangswerte langsém
schWingender Losungen von (o¢,f).

Insbesondere gibt es ein € > O mit 1lim suplx(t)! > € fur alle

) ’ t—>oc0 o

langsam schwingenden Losungen x von (0, f).

Beweis: Sei & > 2%2/9, und sei f:R —> R eine stetige Funktion
mit (H4). Wir wenden Satz I.1 an fiir die Abbildung
F:u‘.\|—>—20{\/‘1 foy, =X (mit ¥ = 1 und ¥ = 1). _

a) Der Eigenwertf%oﬁxj von Ay = Ap hat wegen o > 2ﬁ2/9 positiven
Realteil (Satz 1). Die Menge Sq(u,f) lieg% in X \ tO}; sie ist
offenbaf ein Kegel und erfillt damit Voraussetzung i) von Satz'I.ﬂ.
Wegén Folgerung 2Aist auch Voraussetzung ii) erfullt.

b) Nachweis von Voraussetzung iii): Sei x eine Losung von (o, f)

mit x, = 8(,£) und mit sup

[-1 QCO)

x| {_é(u;f) < 1. Wegen 6> 2
gibt es ein Sq > -1 mit‘xslI (S (Bemérkung'B). Die L?éung_
¥is > x(sq+s), s > -1, von (&,f) besitzt den Anfangswerﬁ

Vo = qu und hat folglich fﬁr svz zq(y) + 1 die Eigenschéften
(81), (82) und (S3). Weéen sup Iyl <sup  Ix| <‘1 gelten

[-1,) - [-1,00)

nach Folgerung 3 die Abschatzungen (S5) und (86) mit der Kon-

stanten k(o,f,1) fur alle s > mq(y) + 1.

%t
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Fir s » z,(y) gilt (84): y (2) = O und 27" < 2 <0 implizieren
fir s > z,(y) nach Lemma 3 zunachst s + 2z =4zj(y) mit J > 4;

mit sup Iyl < &(oc,£) liefert Lemma 18 nun
[-1,e0

-1
sgn ‘fI Y = sen ys(z—2 ).
Zusammen folgt y_ & 8,(c, ) fir alle s > z,(y), und daher
= 8,(, ) fir alle t > 84 + 24(y) .
c) Die Ejektivitat von =0 e X bezliglich (0, f) und S(oc,f)
folgt nun aus Satz I.1. Die zweite Aussage von Satz 2 ergibt

sich aus éer ersten mit Bemerkung I.1 und mit Bemerkung 5.
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ITI. Periodische Losungen

Wir verwenden weiter die Bezeichnungen aus Kapitel II.

Die Bedinguné'(Hﬂ) schlieBt nicht aus, daB alle langsam
schwingenden Losungen von (of,f) fur & > 2ﬁ2/9‘unbeschrénkt
sind. In diesem Fall, der etwa fur f = id eintritt, gibt es
offenbar keiﬁe periodischen langsam schwingenden Losungén.

Wir betrachten im folgenden die Gleichung («,f) fur stetige
‘Funktionen f:R -» R, die neben der Eigenschaft (Hjj auch die
Eigenschafﬁ
(2) inf £> - e

'besitzen (Beispiel: f = exp - 1). Die zusétzliche.Bedingung

macht alle Losungen beschrankt. Wir zeigen nur

Lemma 1. Sei of > 2, und sei f:R — R eine stetige Funktion
mit (H1) und (H2). Dann gilt fiir jede Lsung x von (¥,f)
mit X, € S_
z,(x) <t =2 Ix(8)] < Xmax{- mi‘ f,sup f}.
, [Oy~0ocinf f]

Beweis: Es genugt, die x(m ) abzusch'étzen. Flir ungerade j folgt

aus my = Z < 1 nach Lemma II 3

0 < x(my) = x(my) - x(zy) = f = / (20 /] £(x(t+a))da)at
. .\ -
< -oinf f. Fur gerade j und Zj <t <m, gilt im Fall 2 < J

J
-1

t =1, und im Fall j = 2: -2 <t -1, wegen Lemma II.3.

255 <
Daheér -fur alle a = [—1,—2’1} mit O < %x(t+a): t + a = (zj-—’l’z’j)’
und folglich x(t+a) < x(mj_,l) < - «inf f. Wir erhalten somit

0 < =x(my) = [ (2eS7 £(x(t+a))da)at < sup | .
J % [0,- cinf £l
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Zu &> 2 und zu einer stetigen Funktion f:R —> R mit (H1)
und (H2) definieren wir

= s si gl <« - inf f, f}} u {0}).
{p ¥ mex{- in ?(.)lp_ oinf f] H ©

Die Menge K 1st abgeschlossen, konvex, unendllchdlmens:l.onal
und beschrankt.

Den Verschiebungsoperator T’ definieren wir auf K wie folgt.

Ist Y =K \ {0} und bezeichnet x die eindeutig bestimmte Losung

von (0, f) mit x, =\ (= 8), so setzen wir

TP = x, +(1/2)

mit der nach Lemma II.3? gegebenen Nullstelle z, = zz(x) Mit
T(0) : ’ _
erhalten wir, daB T die Menge K in sich abbildet (Lemma 1 und

Lemma II.3).

Fblgeru.ng 1. Es gibt eine Zahl r = r(,f) > O mit
sup ixl + Ixl <= V
R+

fir alle Losungen x von (X,f) mit x = X.

Beweis:' ‘Sei x eine Losung von (oC,f) mit O # x, = K. Auf
[-1,01 U [2,,0) ist x nach Lexma A4 durch eine nur von O und f

abhangende 2ahl r, beschrankt. Fur t = (0, >~ ’gilt

—x(t) = 2°‘r’fI(t) fox < ()c?gpr ]f daher -v, - - 0( ﬁgpr ]i‘ <x
T 1

in [0, oM. o Im Fa11 27t < z,l wachst x in [2'1,z,]]. Zusammen:

lx(t)l <y o+ 27 Toe sup f fir alle t = [-1,0).
o,r1-

Mit der Gleichung (O,f) ergibt sich hieraus auch eine Schranke’

fur x.
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Foigerung 2. T(X) ist relativkompakt.

Beweis: T(K) < K ist beschrankt. Nach Folgerung 1 sind die
Ableitungen der T(¢) mit Y = K gleichmiBig beschrankt, also
ist T(X) gleichgradig stetig, und der Satz von Ascoli und

Arzela-ergibt die Behauptung.

Folgerung 3. Die Menge {zz(x)l x Losung von (&,f) mit O # x, € X}

ist beschrankt.

Beweis: Wir wshlen zu & > 2 und zu £ ein 4 gemdR Bemerkung II.4,
und zur Zahl r = r(,f) aus Folgerung 71 eine Zahl ¢ = c(f,r)
genal Bemerkung II.6. Sei x eine Losung von (%,f) mit O % x =K.
Wir zeigen zuerst die Beschramktheit Von‘z1>= zq(x). Dabei diir-
fen Qir 3 < z, annehmen. Es gilt . o )

a) 2l <t <z, 5 x(6) <O, und: 1< ¢ <z, = 0 < X(H).

Beweis: 3 < 2, liefert x < 0 < % in [27,5,]. x(1) = O wirde
somit X, = 0 und folglich xit1,w) = O implizieren, Widerspruch
Zu X, € S.- Daher x(1) < O una x < x(1) <0 in [2—1,1].

Sei z' := sup{t > 2~ x![2’1,t) < 0}. Es folgt 1< z' g z4

und x = O in [2',z,]. Ware z' <lzq, so wirde sich x(z') = 0
ergeben; andererseits mit x < 0 in E2—1,z') und 1< z': 0 < x(z'),
Widerspruch. Also z' = Zqe Daréus folgt Aussage a). -

b) Fur - < %x(3) < O erhalt ﬁan wie im Beweis von Lemma II.2

24 <3+ 27 5. \ A
¢) ‘Im Fall x(3) < -4 setzen wir t' := sup{t > 3! x1(3,t) < —Q}.

Es ist offembar t' < z,. Fir 3 < t < &' + 27 folgt mit
-r < x <0 in (2_1,t‘) und mit Bemerkung II.6

'i(t) = —2M~fl f(x(t+a))da > —2&c‘fI x(t+a)da
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> -t x(t-2"") (mit 0 < % in (2,%'))
> ue C(mit v - 277 < t').
Fir die durch g(3) = -r, g = xcw definierte Gerade gilt also

g <xin (5,t'+2‘1). Mit g(3 + (Ncq)'q(r—ﬂp) = -4 folgt

3<t <3+ (Ncﬁ)—q(r—q), daher (siehe b))

2<% + 273 <3 42773 4 (o) (z-p. )
4) Aus a), b) und ¢) folgt z4 <3 + 2—13 + Gxéq)°1(r—ﬂp. Analog
zeigh man z, - 24 < 3 + 2'15 + (wcq)'q(r—q).

Folgerung 4. T ist stetig an der Stelle @ = O.
Beweis: Lemma IT.1 und Folgerung 3.'

Lemma 2. Die Abbildung @ &> z,, die jedem @ = E \ {0} die.
Nullstelle z, = z2(x) der Losung X von Gx,f)'ﬁit x, = zuord-

net, ist stetig.

 Beweis: Sei ¢ =K \ {0}, sei x die zugehorige Losung, und sei

L ='zq(x), z2.= zz(x). Wir setzen z' :=Vinf{t >0} xI0t,24] =-C}
und sehen: 0 < z' < z4, x <0 in [0,2'], 24 - 2’ < 1 (indern-
falls wurde x|[z',0) = O folgen, Widefspruch zZu X = S.).

a) 2l <tz AR(E) 205 2t <t

Beweis: Fir O < 74 wichst x in [2;1,21], siehe Beweis von

Lemma II.3. Damit folgt aus 2’1 <t <zyund x(t)‘= 0:

. 0 = xllt,24], also z' < t.

) 0<% < min{a—q,z'} = x(t) < O.
Beweis: Fur t € (O,min{Z-q,z‘}) mit x(t) = O ergibt sich wegen
x <0 in [0,t]: O < %(t). Da % in (0,27 '] wichst (siehe Beweis

von Lemma II.3), folgh O < %(t) < %(s) fir t < s <27, und
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daher O < x in [+,27'1. - Im Fall z' < 2~ liefert dies z' < t,
Widerspruch. Im Fall 2_,1 <z' < z, geben x(2'1) =0 und 0 < X
in [2“1,z,]] ebenfalls z' < t. - - :

c) Aus a) und b) folét_ x < 0 in (0,z'), falls O < .z'.' ‘

3) Der Fall O < z'. Sei € > O gegeben mit

€< 4—1min{1 - 2-1(21—2'),2'}. Aus Stetigkeitsgriunden existiert
ein 4 > O mit | '
(1 < ixl in [€,2'-€] U [zq+8,za—€] ] [z2+5,z2+2_/l].

Zu 4 gibt es ein & = (0, ol ) mit

(@) Mgtz +2 > ) - x(8)] <4

fur alle Losungen x‘“ von (&,f) mlt =K\ {O} und mit

-l < d. ’

e . /\ Zg: £
:ﬂ—--— £ —_—/_-_____._ —_—— ]
0 | : . -

z Z, - |G tE ) Zy

zze

Aus ¢), (1), (2) und aus Lemma II.3, angewandt auf x, folgt
fir diese Losungen: xV < O in [£,2'-€] U [z,+¢, z2+2_1] 1ind

0 < x* in [z1+€,2.2—-5]. Nach Lemma II.3 besitzt x¥ in (zé—6,22+s)_
eine Nullstelle zzj(xm), j &eN. Wir zeigen j = 1:

sus g< 4]

und xq"l[e,z'—s] < 0 folgt z' - £ < z,)(x”*), wegen
Lemma II.%3. In (22'E’Z2+8) liegt wegen € < 47 ‘auBer zzj(xLP)

keine Nullstelle von x*. In [z,]+£,22—€] hat x* keine Nullstelle.
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Im Fall 1 < j miSten folglich in (z'-€,2,+€) auBer 24 (x¥)

auch die Nullstellen zaj—’l (?c““) und zzj_z(xw) liegen, im Wider-
spruch zu 2¢€ + z,| -z' < ’l und den Abstandsbeziehungen-der Null- ‘
stellen von x* nach Lemma II. 5. ‘ ‘

e) Im einfacheren Fall z' = O geht man wie in d) vor.
Folgerung 5. T ist stetig in K\ {O}.

Beweis: Sind x und y Losungen von (%,f) mit Anfanéswerten x, =
und y, =4 in K\ {0}, so gilt ‘

frCp) - T(L(l) W= ni‘sz(X)_A*_(,]/E) - yzé(y>+(1/2) " <

b (0 +(1/2) = Faye/ !t t aymreir2) T Tagcva
Fur il nahe bei ¢ wird der erste Term der letzten Zeile klein
wegen Lemma 2 und wegen der glelchmaﬁlgen Stetlgkelt von x in-
[-1, zz(x) + 11. Aus Lemma 2 und Lemma II.1 (mit z2(x) +1 an

Stelle von t) folgt ‘daf auch der zweite Term fur L\s nahe v

klein wird.

Satz ’l Sei f:R —> R eine stetige' Funktion mit den Eigenschaf-

ten (H’l) und (H2), sei o > 21(2/9 Dann bes:.‘czt dle Grle:l.chu.ng
:‘c = —2ocf f(x(t+a))da

eine periodische Losung TR - R de:; Periode m'S 1 mit folgen—

den Eigenschaften:

1) R-2h =0 = ¥(- 2'4+a$),

ii) " es gibt genau eine Nullstelle z von ¥ in (O w-2" ) mit
"x<01n(2 ,2) undO<X:Ln (zw—2 ),
iii) es gibt genau zwel Extremstellen von X in [—2'1 ,—2',1+w],

eine in (0,z) und eine in (z+2',_i-2'1+w).
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Beweis: Wir zeigen, daB Y = O = X ejektiv beziiglich T isb. Damn
folgt, da X und T die Voraussetzungen von Satz E.1 erfiillen,
daB T einen von O verschiedenen Fixpunkt il hat. Wegen der Auto-
‘nomie von (of,f) uﬁd‘wegen der Eindeutigkeitsaussage von Lem-
ma II.1 léBt’sich die Losung x¥ von (,f) zu einef differenzier-
baren periodischen Funktion R —> R fortsetzen, welche der
Gleichung
%(t) = -2¢ [ £(x(t+a))da
fur alle t € R genlgt. Die Aussagen 1), ii) und iii) ergeben
‘sich mit Y € S aus Lemma Ir.3.
Beweis. der Ejektivitat von Y = O:
a) Aus Satz II.2 folgt, daB zu O und f ein £ > 0 existiert mit
VE20 3Fs>t: lixl >8)
fur alle Losungen x ﬁon (¢, £) mit O 4 x, = K.
b) Zuo, £ und zur Schranké~r = r(,£) aus Folgerung 1 liefern
Folgerung ITX.3 und Lemma II.16 Konstanten k = k(M,f,r) 2'1

und k4 = k,(x,f, r) > 1 mit

: >=1 <t = sup Ixl < k¥ sup x|
s 7R S B,
und '
jEN A J >2=> lx(m )< X, /sup . Izl
[za—ﬂ z3 ]

- flir alle Losungen x von (&,f) mit O # x, =K. Fur diese Losungen
folgt

ENAJ23 lx(m )1 < kk,sup Ixi.
’ 2237 “L2-(1/2),2,]

‘c) Wir setzén'6-:= k- k4 8. Sei @ €K, # 0, mit N@N < d ge-

geben. Mit der Losung x = x? von (&,f) gilt fir alle j =N

TP = Xy, (172
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Zu x existiert nach a) ein t > zg it lx it > €, also gibt
es ein j > 5 mit £ < lx(m.)l. Ist j gerade, so folgt nach b)

) i/2
€< | | < kk,s fxl < Kk, HTd7 =@l ,
s lxmy) 4[za-(1/2) g S TR

daher d < (kk4) E < ITJ/ZOP)H . Fur ungerades J folgt mit
Lemma II.16 und mit b) -

e < Ix(mg) ] < kylx(ng )| < d 2 2= 201,

also 4 < 12031723y . |
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