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Kapitel 1

Einleitung

In den Arbeiten von Owen (1988, 1990) wurde eine Idee in die mathematische Sta-
tistik eingefiihrt, die heute mit dem Schlagwort ,,empirical likelihood* bezeichnet
wird. Die Monografie von Owen (2001) fafit einen Teil der bisherigen Entwicklungen
zu dieser Idee zusammen, die auch schon Eingang in die Lehrbuchliteratur gefunden
hat; vgl. van der Vaart (1998), § 25.10 und Shao (1999), § 5.1.2. Das empirische
Likelihood-Prinzip (kurz EL-Prinzip) erméglicht im Fall von unabhéngig und iden-
tisch verteilten Daten — unter anderem — bei Vorliegen , nichtparametrischer* Infor-
mationen iiber eine unbekannte Verteilung, wie z.B. der Kenntnis des Erwartungs-
werts, des Medians oder der Varianz, die Konstruktion von nichtparametrischen Ver-
teilungsschéitzern, die im Gegensatz zur klassischen empirischen Verteilungsfunktion
F,, die gegebene Information ausnutzen, indem die Wahrscheinlichkeitsgewichte 1/n
in F,, durch zufallsabhéngige Gewichte ersetzt werden. Ist etwa bekannt, dafl eine
ansonsten unbekannte Verteilung zentriert ist, so heiflit dies, dal auch der Vertei-
lungsschétzer stets zentriert ist. Mit der Anwendung des EL-Prinzips in genau dieser
Situation beschéftigt sich die vorliegende Arbeit, und zwar nicht nur im Rahmen
von unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen. Auf Grund der besseren
Anpassung des EL-Schétzers an das Modell, bedingt durch die Einbeziehung der
Zusatzinformation in die Schétzung, sind im allgemeinen bessere Ergebnisse in sta-
tistischen Anwendungen als bei Verwendung von F,, zu erwarten.

Qin und Lawless (1994) sowie Zhang (1997) betrachten die auf dem EL-Prinzip beru-
hende Schitzung der unbekannten Verteilungsfunktion F einer Folge von unabhéngig
und identisch verteilten Zufallsvariablen, wenn Informationen der funktionalen Form
v(F) = 0 vorliegen. Dabei lassen sie in v sogar noch einen zusétzlichen Parameter
6 zu. Diese Moglichkeit spielt fiir uns aber keine Rolle. Wie oben bereits erwahnt
interessiert uns niamlich nur die Zusatzinformation der Zentriertheit von F, also das
Funktional

~(F) = /}R +F(dz).
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Die zugehorige, nach dem EL-Prinzip modifizierte empirische Verteilungsfunktion
sei mit F, . bezeichnet. Das Hauptergebnis in Zhang (1997) enthélt fiir den em-
pirischen Prozefl zu F,, . einen funktionalen Grenzwertsatz mit einem zentrierten
GauBlprozef als GrenzprozeBl. Dessen Varianzfunktion ist punktweise nichtgréfer als
die der mit F zeittransformierten Brown’schen Briicke, also des Grenzprozesses im
funktionalen Grenzwertsatz von Donsker fiir den klassischen empirischen Prozef zu
F,.. In Verbindung mit Beispiel 2 im Abschnitt 5.3 von Bickel et al. (1998) impli-
ziert dieses Resultat die asymptotische Effizienz des EL-Verteilungsschétzers F,, ,
im Sinne des Hajek’schen Faltungstheorems. Damit liefert das EL-Prinzip im Fall
von unabhéngig und identisch verteilten Daten einen in diesem Sinne asymptotisch
optimalen Verteilungsschitzer.

Eine in der Literatur bisher noch nicht untersuchte Anwendung des EL-Prinzips ist
seine Verwendung bei der Konstruktion von Anpassungstests auf parametrische Ver-
teilungsfamilien. Durbin (1973) zeigte im Falle unabhéngig und identisch verteilter
Zufallsvariablen einen fiir solche Tests grundlegenden funktionalen Grenzwertsatz
fiir den klassischen empirischen Prozefl mit geschétztem Parameter. Im Kapitel 2
der vorliegenden Arbeit wird — unter der Zusatzbedingung der Zentriertheit der Zu-
fallsvariablen — ein analoger Grenzwertsatz fiir den empirischen Prozefl mit geschétz-
tem Parameter zu F,, . bewiesen. Dabei zeigt sich eine Verringerung der Varianz des
Grenzprozesses gegeniiber dem Durbin’schen Resultat, wenn der Verteilungspara-
meter mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren geschétzt wird.

Wihrend die Annahme der Zentriertheit unabhéngig und identisch verteilter Daten
eher wenig anwendungsrelevant erscheinen mag, ist die Zentriertheit der Fehlerva-
riablen ein wesentlicher Bestandteil vieler Zeitreihenmodelle. Da hier die Fehler im
allgemeinen nicht beobachtbar sind, kann ihre unbekannte Verteilung F' nicht mit-
tels der empirischen Verteilungsfunktion F,, der Fehler geschitzt werden. Deshalb
wird in der Literatur meist die empirische Verteilungsfunktion F,, ,.s auf Grund von
Residuen als Schétzer fiir F verwendet. Wegen der Zentriertheit der Fehler ist es
jedoch naheliegend, anstelle von F,, ,.s eine nach dem EL-Prinzip modifizierte Form
Fy res,» zu verwenden.

Wichtige Zeitreihenmodelle sind z.B. autoregressive Prozesse (AR(p)-Prozesse der
Ordnung p > 1), in denen die Fehlervariablen iiblicherweise als unabhéngig und
identisch verteilt sowie zentriert vorausgesetzt werden. Der Grofle des Autoregres-
sionsparameters p fillt dabei bekanntermaflen eine entscheidende Rolle fiir das sto-
chastische Verhalten der Prozesse zu. Im Fall von AR(1)-Prozessen (mit p € R)
hat man den stabilen (oder stationdren) Fall |p| < 1, den semistabilen Fall |p| = 1
und den ezplosiven Fall |p| > 1 zu unterscheiden. Bei beliebiger Ordnung p (mit
p € IRP) erfolgt die entsprechende Klassifikation iiber die Betrége der im allgmeinen
komplexwertigen Nullstellen des charakteristischen Polynoms des Prozesses, und es
sind Mischformen moglich, die eine vollstdndige Analyse sehr komplex gestalten. Wir
werden uns daher in der vorliegenden Arbeit auf das Studium von AR(1)-Prozessen
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beschréinken und zwei Anwedungen des EL-Prinzips im Zusammenhang mit der
Schétzung der Fehlerverteilung untersuchen.

Fiir AR(p)-Prozesse mit p > 1 haben Boldin (1982) und spéter Koul (1992) im sta-
bilen Fall fiir F,, ;.5 und F,, die asymptotische Aquivalenz bewiesen. Entsprechende
Ergebnisse im semistabilen und im explosiven Fall findet man bei Ling (1998) be-
ziehungsweise Koul und Levental (1989), wobei sich die letzte Arbeit auf den Fall
p = 1 beschrinkt. Lee (1997) ist unseres Wissen die einzige Arbeit, die den auf F,, .
basierenden empirischen Prozefl mit geschitztem Parameter behandelt. Die Autorin
studiert autoregressive Prozessen beliebiger Ordnung p > 1, beschrinkt sich aller-
dings auf den Fall strikt stationédrer Prozesse und engt das Modell stark ein, indem
sie als Verteilungsfamilien nur Skalenfamilien zuldft. In diesem Fall zeigt sie einen
funktionalen Grenzwertsatz, der dem von Durbin (1973) entspricht. Wir betrachten
in Kapitel 3 zwar nur AR(1)-Prozesse, werden dafiir aber beliebige Verteilungspa-
rameter zulassen und einen von der Grofle von p unabhéngigen Grenzwertsatz fiir
den empirischen Prozefl mit geschétztem Parameter zu F,, ,.; beweisen, der ein voll-
wertiges Analogon zu dem in Durbin (1973) bewiesenen Ergebnis im AR(1)-Modell
ist. Uber den zur Konstruktion von F, res benotigten Schétzer fiir p werden dabei
nur Annahmen iiber die Geschwindigkeit seiner Konsistenz gemacht, die z.B. der
Kleinst-Quadrate-Schitzer (mit einer geeigneten Modifikation fiir |p| = 1) erfiillt.

Wie bereits oben erldutert bietet sich die Verwendung des EL-Prinzips zur Modifika-
tion von Fy, ;¢s zu I, ;s » an. Deshalb werden wir in Kapitel 3 auch den empirischen
Prozef§ mit geschitztem Parameter basierend auf F, ., studieren. Dabei zeigen
wir Verteilungskonvergenz dieses Prozesses gegen den gleichen Grenzprozefl, den
wir schon im Fall unabhéingig und identisch verteilter zentrierter Variablen erhalten
haben. Die entsprechenden Ergebnisse aus Kapitel 2 erweisen sich dabei als wichtige
Beweishilfsmittel. Es ergibt sich damit sowohl fiir F,, s wie fiir F,, .5 . ein fiir alle p
gleiches asymptotisches Verteilungsverhalten, ganz im Gegenteil zu den Verhéltnis-
sen bei der Schéatzung von p: Der Kleinst-Quadrate-Schétzer z.B. hat ja in den drei
Féllen |p| < 1, |p| = 1 und |p| > 1 vollig verschiedene Grenzverteilungen.

Also konvergiert sowohl im Modell unabhéngig und identisch verteilter zentrierter
Zufallsvariablen als auch im AR(1)-Modell der durch das EL-Verfahren gewonne-
ne empirische Prozefl mit geschétztem Parameter gegen den selben Grenzproze$,
ndmlich einen zentrierten Gauflprozefl mit einer Varianzfunktion, die punktweise
nichtgrofer ist als die des klassischen Grenzprozesses von Durbin (1973). Allerdings
konnen die erzielten Ergebnisse nicht direkt zur Konstruktion kritischer Werte fiir
Tests herangezogen werden, da die Grenzverteilung in nichttrivialer Weise von der
unbekannten Verteilung F abhéingt, so dal aus dem empirischen Prozef3 abgeleite-
te Teststatistiken, z.B. vom Kolmogorov-Smirnov-Typ, im allgemeinen nicht einmal
asymptotisch verteilungsfrei sind.

Eine Moglichkeit, dennoch kritische Werte zu erhalten, ist das Bootstrap-Verfahren;
vgl. z.B. Shao und Tu (1995). Die Tatsache, dafl F unter der Hypothese des Anpas-
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sungstests einer parametrischen Verteilungsfamilie entspringt, ermoglicht die Durch-
fithrung eines parametrischen Bootstrap-Ansatzes. Im Modell unabhéngig und iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen wurden Bootstrapversionen des Grenzwertsatzes aus
Durbin (1973) bereits von Stute et al. (1993) sowie spéter von Babu und Rao (2004)
bewiesen. Sowohl fiir den auf F,, , beruhenden empirischen Prozefl mit geschétztem
Parameter im Modell unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen als auch
fir die aus F,,,es und F,, ,.s . abgeleiteten empirischen Prozesse mit geschétztem
Parameter im AR(1)-Modell beziehungsweise die zugehorigen funktionalen Grenz-
wertsétze sind entsprechende Bootstrap-Resultate aus der Literatur nicht bekannt.
Da die hierfiir benttigten Beweismethoden stets die selben sind, wird in Kapitel 4
der Beweis exemplarisch fiir den empirischen Prozefl mit geschétztem Parameter zu
Fores.. im AR(1)-Modell ausfiihrlich dargestellt.

In der Literatur gibt es bereits einige Anwendungen des EL-Prinzips im Zeitreihen-
Kontext. Monti (1997) verwendet es zur Schitzung von Parametern im Zusam-
menhang von Spektraldichten im Fall stationédrer Prozesse. Auch in der Arbeit von
Chuang und Chan (2002) werden Schétzer und Tests im Zusammenhang mit den Ko-
effizienten von AR-Prozessen behandelt. SchliefSlich verwenden Miiller, Schick und
Wefelmeyer (2004) das EL-Prinzip zur Kerndichteschitzung.

Eine weitere Anwendungsmoglichkeit des EL-Prinzips in AR(1)-Modellen ist die
Konstruktion von nichtparametrischen Prognoseintervallen bzw. Prognoseschran-
ken. Im Fall |p| > 1 untersuchen Stute und Griinder (1993) nichtparametrische
Prognoseintervalle fiir zukiinftige Zeitreihenwerte auf Basis von Quantilen F,, ;5. Im
Fall |p| < 1, der in der vorliegenden Arbeit betrachtet wird, zeigt sich im Vergleich
zu diesen Ergebnissen allerdings ein wesentlich anderes asymptotisches Verhalten
der Prognoseintervalle.

Im Kapitel 5 werden zunéchst Ein-Schritt-Prognosen behandelt. Wir werden sehen,
dafl die mithilfe von F,, ,.s. definierten Intervalle beziechungsweise die zugehorigen
bedingten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten Py resza zu einem vorgegebenen Ni-
veau « ebenso konsistent sind wie die auf F, ,.s aufbauenden P, ,¢s,. Auch die
Lénge der Intervalle ist asymptotisch gleich. Unterschiede zeigen sich jedoch beim
Vergleich der Folgen

\/E(Pn,res,oz - (1 - O./))
und

\/E(Pn,res,z,oc - (1 - a))

Fiir beide stellt sich Verteilungskonvergenz heraus, jedoch hat die Grenzvariable im
Falle der EL-Schétzung eine nichtgroflere Varianz. Kapitel 6 iibertriagt die obigen Fr-
gebnisse auf Zwei-Schritt-Prognoseintervalle und -schranken, um die methodischen
Unterschiede bei der Diskussion von Ein- und Mehr-Schritt-Prognosen aufzuzeigen.

Im letzten Kapitel der Arbeit schliefllich werden die theoretischen (asymptotischen)
Aussagen der Arbeit im Sinne einer addquaten Approximation bei endlichen Stich-



KAPITEL 1 7

probenumfingen in konkreten Beispielen empirisch im Rahmen von Simulations-
studien tiberpriift. Auflerdem werden die Kolmogorov-Smirnov-Tests zu den empiri-
schen Prozessen mit geschétzten Parametern zu F,, . beziehungsweise F,, ., . einer-
seits und F,, beziehungsweise F,, ;s andererseits beziiglich ihrer Giite verglichen. Als
Konsequenz der in Kapitel 2 und 3 bewiesenen funktionalen Grenzwertsitze weisen
dabei die EL-basierten Tests eine groflere Giite auf als die klassischen.

Ich danke Herrn Prof. Dr. Erich H&usler fiir die Anregung zum Thema dieser Dis-
sertation und die hervorragende Betreuung wahrend ihrer Anfertigung.



Kapitel 2

Der empirische Prozef} mit
geschitztem Parameter bei
unabhingigen zentrierten
Zufallsvariablen

2.1 Modellvoraussetzungen und bekannte Ergeb-
nisse

Wir betrachten in diesem Kapitel eine Folge von unabhéngig und identisch nach
einer Verteilungsfunktion F verteilten Zufallsvariablen (e;);en. Die Bezeichnung der
Zufallsvariablen ist auf den ersten Blick etwas ungewohnlich. Sie erklart sich aber
aus der Tatsache, dafl die Zufallsvariablen e; spéter die Rolle von Fehlervariablen in
einem AR(1)-Prozefl einnehmen werden. Um die Konsistenz der Bezeichnungen in
der ganzen Arbeit zu gewéhrleisten, werden sie deshalb bereits hier mit e; bezeichnet.

2.1.1 Der empirische Prozef3 mit geschitztem Parameter

Eine statistische Fragestellung in diesem Kontext ist, ob F — falls unbekannt — gleich
einer fest vorgegebenen Verteilungsfunktion Fy ist oder nicht. Dies entspricht einem
Test der Hypothese

Hy: F =Fy

gegen die Alternative
H,: F #F,.
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Ein beriihmter Test fiir dieses Problem ist der Kolmogorov-Smirnov-Test. Dabei
geht man wie folgt vor: Man schétzt fiir jedes x € IR die wahre unbekannte Vertei-
lungsfunktion F an der Stelle x durch

1 n
Fn(I‘) = ﬁ Z 1{e¢§x}7
i=1

die empirische Verteilungsfunktion auf Basis von eq,...,e,. Die so definierte Funk-
tion ist nach dem Satz von Glivenko-Cantelli ein gleichméflig stark konsistenter
Schétzer fiir das wahre F, das heifit es gilt

sup |F,,(z) — F(z)| AN fiir n — oo.

z€R
Darum ist es von Interesse, das Verteilungsverhalten des empirischen Prozesses
(n'/?(F,, — Fo))nen zu studieren. Neben Untersuchungen fiir festes n wurde ins-
besondere das asymptotische Verteilungsverhalten dieses Prozesses analysiert. Das
Hauptresultat in diesem Zusammenhang ist der Satz von Donsker, welcher besagt,
da unter der Hypothese Hy : F = F( die Aussage

Vn(F, —Fg) = B°(Fy)  in D[—00,00]  fiir n — oo (2.1)

gilt. Dabei bezeichnet BY die Brown’sche Briicke auf [0, 1], D[—oc0, oo] den Skorohod-

raum zum Zeitintervall [—oo, oo] und £, die Verteilungskonvergenz beziiglich der
Skorohodmetrik auf [—oo, 0c]. Diese Verteilungskonvergenzaussage fiir den empiri-
schen Prozefl kann man mit Hilfe des Stetigkeitssatzes auf die Kolmogorov-Smirnov-
Statistik sup,cg [n'/2(F,(x) — Fo())| iibertragen und erhilt so asymptotische kri-
tische Werte des Kolmogorov-Smirnov-Tests fiir das obige Testproblem.

Diese Fragestellung ist jedoch durch die Festlegung auf eine einzige Verteilungsfunk-
tion Fy sehr einschrankend und deshalb fiir die Praxis wenig relevant. Viel stérker ist
man an der Frage interessiert, ob F' zu einer bestimmten Klasse F von Verteilungen
gehort oder nicht. In diesem Fall mochte man also

Hy:FeF gegen H:F¢gF (2.2)

testen.

Interessierende Klassen F sind zum Beispiel die Klasse aller Normalverteilungen,
also

F = {N(p.0%)|(1,0%) € R x (0,00)}

oder allgemeiner endlichdimensional parametrisierte Klassen der Form

F={F(,9)0 €0 cR}. (2.3)
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In (2.3) und im Folgenden sind Vektoren in IR stets als Spaltenvektoren zu lesen,
und alle folgenden Betrachtungen werden unter der Hypothese des Tests (2.2) durch-
gefiihrt, das heifit, daf} die zugrunde liegende Verteilung in F liegt. Jedoch ist sie
in diesem Fall auch unter der Hypothese nicht vollstdndig bekannt, da sie von dem
(unbekannten) Parameter ¢ abhéngt. Wir bezeichnen den wahren Parameter mit
Yo und schreiben von nun an F(-, ) anstatt F. Der unbekannte Parameter 9y muf
durch einen geeigneten Schétzer Un geschétzt werden. Diese Tatsache motiviert die
Analyse des Prozesses

\/ﬁ (Fn - F('7 Q§N)>

im Folgenden der empirische Prozefs mit geschdtztem Parameter genannt.

Y
nelN

Der empirische Prozefl mit geschétztem Parameter wurde in der statistischen Lite-
ratur intensiv untersucht. Einen dem Satz (2.1) von Donsker entsprechenden funk-
tionalen Grenzwertsatz fiir diesen Prozef§ findet man bei Durbin (1973). Um diesen
funktionalen Grenzwertsatz zu erhalten, sind allerdings anders als im Kontext des
gewOhnlichen empirischen Prozesses einige Regularitéitsbedingungen notwendig. Ei-
ne Kollektion hinreichender Bedingungen wird im Folgenden aufgelistet.

Es ist (e;);en eine Folge unabhéngig und identisch nach F(-, 9) verteilter
Zufallsvariablen mit ¥y € ©, und die Verteilungsfunktion F(-,dJo) ist (2.4)
stetig.

Es ist ¥y ein innerer Punkt des Parameterraums ©, und es existiert eine
stetige Funktion A(-,9g) : R — IR%, so daB

sup |F(z, 90 + h) — F(z,99) — A(z,99)"h| = o||h]]) fir ||kl — 0

gilt. Hierbei bezeichnet y* das Transponieren des Vektors y € IR? und
| -|| die euklidische Norm auf IR?. Natiirlich ist an dieser Stelle auch jede
andere Norm auf IR? geeignet.

Es existiert eine mefibare Funktion L(-, ) : R — IR? mit Erwartungs-
wertvektor E(L(e;, 7)) = 0 und existierender Kovarianzmatrix A(vy),
also A(¥g)r = E(L(e1,Yo)L(e1, 99)" ) < oo fiir alle 1 < k, 1 < d und

. 1 <& (2.6)
’l?n — 190 = ﬁ ZL(ei,’ﬁo) + Rn
i=1

Dabei gilt || R,|| = op(n~'/?).

Die Funktion L(-, %) in (2.6) heifit Einflufifunktion. Die stochastische Entwicklung
in (2.6) impliziert iiber den multivariaten zentralen Grenzwertsatz die Konvergenz
von (n'/2(0,, — Yo))new gegen eine zentrierte d-dimensionale Normalverteilung mit
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Kovarianzmatrix A(g). In vielen Modellen F ist diese Entwicklung fiir zum Beispiel
den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir Jy moglich. Insofern ist (2.6) eine natiirliche
Bedingung.

Die Aussage (2.5) ist gerade die mehrdimensionale Differenzierbarkeit der Abbildung
Y — F(-,9), und fiir alle x € IR ist

0 0

t
8—191]?(.1‘, ’19()), ey —F(l‘, 290)) s

A(z,vy) = grad F(z,dy) = ( a9,

wobei a%kF(x, Vo) fiir k € {1,...,d} die partielle Ableitung von F(z,v) nach 9y, der
k-ten Komponente von ¢, an der Stelle 1y bezeichnet. Weiter erhalten wir fiir alle
ke{l,...,d}, daB

lim A(z,Y), = lim iF(w,ﬁg) =0

r—+o0 r—+o00 ﬁk

gilt, was insbesondere
lim | A(z, o)) = 0 (2.7)

impliziert. Dies folgt aus (2.5), wenn wir beachten, daf§ fiir alle ¥ € © die Funktion
F(-,9) eine Verteilungsfunktion ist und somit fiir alle ¥, € © die Aussage

lim F(z,9) —F(z,9) =0

xr—+00
gilt.

Wir wenden uns nun dem funktionalen Grenzwertsatz fiir den empirischen Prozefl
mit geschitztem Parameter von Durbin zu.

Satz 2.1 (vgl. Satz 1 aus Durbin (1973))

Unter den Voraussetzungen (2.4)-(2.6) gilt:
Vi(F, —F(,0,) =5 Z  in D[-o00,00] fiir n — oc. (2.8)

Dabei ist der Prozefl Z ein zentrierter Gaufiprozefl mit stetigen Pfaden. Dieser hat
die Kovarianzfunktion

Cov (Z(x), Z(y)) = F (min{z, y}, o) — F(x, o) F(y, Vo)
—A(l‘, ﬁo)tE (L(ela ﬁo)l{elﬁy}) B A<y7 l(’10>tE (L(eb ﬁo)l{elﬁm})
FA(z, 90) A0 Ay, 9y)  fiir 2,y € R. (2.9)

Die von Durbin bewiesene Version ist eine Konvergenzaussage in D[0, 1], dem Sko-
rohodraum zum Zeitintervall auf [0, 1], diese kann aber mittels einer Zeittransfor-
mation von [0, 1] auf [—o0, 0] in obige Form iiberfiithrt werden.
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In Abschnitt 2.2 werden wir sehen, wie Durbins funktionaler Grenzwertsatz modifi-
ziert werden kann, wenn man zusétzlich die Zentriertheit von F(-, ¥y) voraussetzt. In
diesem Fall sollte man die Zusatzinformation E(e;) = 0 natiirlich in die Schatzung
von F(-,7) einbezichen.

2.1.2 Schitzung unter Ausnutzung der Zentriertheit

Wihrend im letzten Abschnitt noch keinerlei Integrierbarkeitsvoraussetzungen an
F(-, %) gestellt werden mufiten, wollen wir im Folgenden annehmen, dafi die e;
zentriert sind. Auch die Existenz zweiter Momente soll angenommen werden, so daf3
wir insgesamt also neben den Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1.1 auch

E(e;) =0 und 0<0®:=Var(e;) =E (e]) < o0 (2.10)

voraussetzen. Die zweite Momentenbedingung mufl allerdings nicht unbedingt eine
weitere Einschrankung des Modells bedeuten, da sie bereits implizit in den Bedin-
gungen (2.6) an die EinfluBfunktion enthalten sein kann.

Ist zum Beispiel F = {N (0,02) : 0 € (0,00)} die Klasse aller zentrierten Normal-
verteilungen, so ergibt sich als Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die wahre Varianz

2
o; gerade
n
1
=ty e
n -
i=1

Die zugehérige Einflufunktion ist dann L(x,9y) = 2% — 02, und E(L?(e;,02)) < 00
erfordert in diesem Modell sogar die Existenz vierter Momente der e;.

Die empirische Verteilungsfunktion F,, nutzt die in der Voraussetzung E(e;) = 0 lie-
gende Information nicht aus, da sie im allgemeinen nicht zentriert ist. Eine Moglich-
keit, diese Zusatzinformation in die Konstruktion eines Schétzers F,, ,, fiir F(-, Jy) ein-
zubeziehen, bietet das empirische Likelihood-Prinzip, im Folgenden kurz EL-Prinzip
genannt. Dieses Verfahren zur nichtparametrischen Verteilungsschétzung unter Zu-
satzinformationen geht auf Owen (1990) zuriick und wurde unter anderem von Qin
und Lawless (1994) sowie Zhang (1997) weiterentwickelt.

In unserer Situation der Zusatzinformation E(e;) = 0 betrachtet man dabei alle
Schétzer fiir F(+,99) von der Form

ﬁ‘n(a:) = Zpll{ezﬁr} firx € R
i=1

mit

0<pi....pa<l und Y p=1
=1
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und bestimmt die F,, , definierenden p; als Maximalstelle der empirischen Likelihood-
Funktion

ELF(p1...,pn) = [ [ i
=1

unter der Nebenbedingung

0= / xﬁ’n(dx) = Zpiel-. (2.11)
R i=1

Durch die Nebenbedingung wird die Zentriertheit aller F, und damit von F, . er-
zwungen. Das Maximierungsproblem laft sich mit Hilfe der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren leicht behandeln und hat die folgende Losung: Unter der Vorausset-
zung

min e; < 0 < max e; (2.12)
1<i<n 1<i<n

hat die Gleichung

n

€;

i=1

1 1 1 1 1 1
n maxj<i<n €; ’ n minlgign €;

genau eine Losung ¢,, und

im Intervall

1 1
nl-+t,e;

Dni = firl<i<n
ist die eindeutig bestimmte Maximalstelle von ELF unter der Nebenbedingung
(2.11). Damit ist

1 1
F,.(x)=— lie.<a firx € R
’ (I‘) n ZZI: 1 +tne7, { 1§ } ur x

der EL-Schétzer fiir F (-, J9) unter der Zusatzinformation E(e;) = 0. Wie oben bereits
erwahnt ist F,, . geméfl Konstruktion zentriert.

Der Schétzer F,, . ist eine Spezialisierung des von Qin und Lawless (1994) und Zhang
(1997) betrachteten Schétzers (dort wurden auch andere Zusatzinformationen als
E(e1) = 0 zugelassen). Einige wichtige Ergebnisse seien im Folgenden genannt.

Lemma 2.2 (vgl. Lemma 2 aus Owen (1990))

Unter der Voraussetzung (2.10) gilt

1<i<n ' 1<i<n

P (O ¢ (min e;, max ei)) —0 fiir n — oo.
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Fiir asymptotische Ergebnisse spielt also dieses Ereignis keine Rolle. Wir werden
deshalb in Zukunft immer annehmen, daf (2.12) erfiillt und F,, , damit wohldefiniert
ist.

Lemma 2.3 (vgl. Beweis zu Satz 1 aus Owen (1990))

Gilt (2.10), so gilt auch

1 1

t, =—5 " — e+ o n~12). 2.13

o2 n ; P ( ) ( )

Diese stochastische Entwicklung erlaubt also die Darstellung von ¢,, als normierte

Summe unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen plus einem fiir Vertei-
lungskonvergenzaussagen vernachldssigbaren Fehlerterm.

Lemma 2.4 (vgl. Satz 3.2 aus Zhang (1997))

Unter der Bedingung (2.10) gilt fiir alle 2 € IR die Entwicklung
1 & U(z
Fu () = F(z, o) = — 2 (1{61.@} — F(x, ) — %e) + R, (z). (2.14)
Hierbei ist
U(z) = E (e11fe, <a}) fir z € R (2.15)
gesetzt, und es gilt
sup |, ()] = op (n1/%)
z€R

Diese stochastische Entwicklung von F,, , erlaubt die Herleitung eines funktionalen
Grenzwertsatzes fiir den Prozef (n'/2(F,. — F(-,9)))nen; vel. Satz 3.3 in Zhang
(1997).

Einige der oben genannten Aussagen werden von den Autoren unter stéirkeren Mo-
mentenvoraussetzungen als Var(e;) < oo bewiesen, da sie allgemeinere Fragestellun-
gen untersuchen. Wegen der Spezialisierung auf die eine Zusatzbedingung E(e;) = 0
konnen diese Momentenbedingungen aber zu (2.10) abgeschwéicht werden; vgl. Genz
(2001).

2.2 Der modifizierte empirische Prozefl mit
geschitztem Parameter

In diesem Abschnitt diskutieren wir das asymptotische Verhalten des modifizierten
empirischen Prozesses mit geschitztem Parameter (n'/?(F,, . — F(-,9,,)))nen. Dabei
erhalten wir zunéchst das folgende zu Lemma 2.4 analoge Lemma:
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Lemma 2.5

Unter den Bedingungen (2.4)-(2.6) und (2.10) gilt fiir alle z € R die Aussage
- 1

n

Fus(z) = F(z,0,) = ~ Z Yi(z) + Ry(x) (2.16)
mit
Yi(x) = 1qe,<ay — F(x, ) — %ei — A(z,9)"L (e3,7) - (2.17)

Dabei ist U wieder geméafl (2.15) definiert, und fiir den Restterm gilt
sup | Ry ()| = op (n™/?) . (2.18)
rzelR

Beweis Zunichst gilt fiir alle x € R die Gleichung
Foz(2) = F(2,9,) = (Fuu(e) = Fz,00)) = (F(z,9,) — F(z, )
Geméf (2.4) und (2.10) konnen wir die Darstellung (2.14) fiir A;,(x) verwenden,

das heifit wir kénnen Aj,(z) wie folgt umformen:

n

A1n<x) = %Z (1{€i§$} — F(x,ﬁo) - UO(_;L‘) 61) + Rln(a:)

=1

Dabei hat der Restterm R, bereits die gewiinschte Ordnung.

Es bleibt Ay, zu untersuchen. Die Bedingung (2.6) impliziert insbesondere die Kon-
sistenz von 9,,. Damit liegt der Schétzer ¢, mit gegen Eins konvergierender Wahr-
scheinlichkeit in einer Umgebung von y. Nun gilt aber

Aon(z) = Az, 0)" (qﬁn - 190)
+ <F(x, 9,) — F(-,90) — Az, 0)* (én - 19()))
— Az, d)" (&n - 190) + Ron(2),
und (2.5) und (2.6) implizieren
Sup B ()] = o [9, = o) = op (™11,

Andererseits erhalten wir mittels der stochastischen Entwicklung (2.6) fiir alle z € R
die Gleichung

. 1
Az, Jo)! (m - 190) = Aw,do)'~ Y Les to) + Ae, o) - Ry

1=1

1 n
= A(ZL’,ﬁg)tE;L(ei,ﬂo)+R3n(l’)
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Dabei ist ||R,|| = op(n~'/?), und mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhal-
ten wir

sup | Rsy,(z)] < SuﬂgHA(%ﬁo)H Rl = op(n~1/?),
xe

zelR
denn wegen (2.5) ist A(+, ) stetig und mit (2.7) ist somit ||A(,¥o)|| beschrinkt.

SchlieBlich folgern wir die Behauptung, indem wir R, (z) = Ry, (x) — Ron(x) — R3,(2)
setzen. O

Die stochastische Entwicklung (2.14) erlaubt uns nun, einen zu (2.8) analogen funk-
tionalen Grenzwertsatz fiir den stochastischen Prozef (n'/?(F, . — F(-,9,)))nen zu
beweisen. Es gilt:

Satz 2.6
Unter den Voraussetzungen (2.4)-(2.6) und (2.10) gilt

Vn (Fnz - F(, 19,1)> LW in D[—o0, 00| fiir n — oo. (2.19)
Dabei ist W ein zentrierter Gau3prozefl mit stetigen Pfaden und der Kovarianzfunk-

tion

Cov (W(z),W(y)) = F (min{z, y}, ) — F(x,90)F(y, ¥o) — w

(
—A(z,9)'E ( (e1, 190)1{61<y}) Ay, 9)'E (L(€17 ’ﬁo)l{elgax})
U;Z)A(y 0)'E (L(ex, o)es) Ug(f)A(m,ﬂo)tE (L(e1,9o)er)

+A(z,90) A(9o) Ay, o) fir z,y € R. (2.20)

Beweis GemiB (2.16) geniigt es, die Verteilungskonvergenzaussage fiir den Pro-
zeB (n~Y23"" | Yi)new zu zeigen. Dazu wiederum reicht es aus, die Konvergenz der
endlichdimensionalen Randverteilungen und die C-Straffheit des Prozesses zu be-
weisen (vgl. Billingsley (1968) Theorem 15.1 und 15.5, siehe hierzu auch Satz 2.4
aus Genz (2001)).

Zunichst wenden wir uns den endlichdimensionalen Randverteilungen des Prozesses
(12300, Ya), o 7. Seien hierzu {1, ..., t,,} Punkte in [~oc0, c0] und

Yi(t,,) = (Yi(tr),- -, Yi(tm))"-

Berechnen wir fiir k,1 € {1,...,m} die Eintrage I'y; der Kovarianzmatrix I" des
Vektors Y, (t,,), so ergibt sich durch elmentare Rechnungen, dafl

[ = Cov(Yi(tx), Yi(t)) = Cov(W(tg), W(t;))
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gilt, und dan=Y23"" | Y.(¢,,) eine Summe unabhingig und identisch verteilter zen-
trierter Zufallsvektoren ist, liefert uns der mehrdimensionale zentrale Grenzwertsatz,

daB
1 & P ..
% i_g 1 K@(Zm) I Nm (0, F) fiir n — oo (221)

gilt, womit die Verteilungskonvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen
bewiesen ist.

Es bleibt die C-Straffheit des Prozesses (n™*/23"" | Yi)new zu zeigen. Dazu stellen
wir zunéchst fest, daB fiir alle f, g € D[—o00, 00| und § > 0 die Abschitzung

Weo (f +9,0) < Woo (f,0) + Weo (g, 0)
richtig ist. Dabei bezeichnet wo, den Stetigkeitsmodul auf D[—o0, 00, also

Woo(f,0) = sup |f(s) — ()]

p(s,t)<é

mit einer Metrik p zur euklidischen Topologie auf [—o0, o0]. Es ist nun zu zeigen,
daB fiir alle € > 0 die Aussage

1 n
limsupP (wee | =) Y, 0| >¢| —0 fir 6 — 0 (2.22)

n—oo

gilt. Sei also € > 0. Dann gilt
li P ! zn:Y 0| >e¢
im sup Woo | —= i =
nmee Vi i=1
. 1 < U €
< hgl_}SngP (Woo <ﬁ ; (1{eiS'} - F<7§0) - ;ez) 75) > 5)
1 n
+ limsup P (woo (A(-,ﬁo)t% ;L(ei,ﬁo)ﬁ) > %) )

n—o0o

Der erste Summand auf der rechten Seite der Ungleichung wurde bereits in Genz
(2001) untersucht. Dort konnte gezeigt werden, daf er fiir 6 — 0 gegen Null konver-
giert. Es existiert also ein §; > 0, so daf fiir alle 0 < § < §; die Ungleichung

. 1 « U € €
hznﬂs;ipP <WOO <% ; (1{615,} —F(-, %) — ;ei) ,5) > 5) < 5 (2.23)

gilt. Es bleibt folglich lediglich der zweite Summand zu untersuchen. Da (2.6) ins-
besondere

= Op(1)

% Z L (67;, 190)
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impliziert, existiert ein C' > 0, so daf3

%ZZ;L(%I%)) ZC') S%

gilt. Andererseits ist A(-, ) wegen (2.5) und (2.7) gleichméfig stetig, weshalb wir
0 < d9 < 07 so wihlen konnen, dafl

1A(z, Do) = Aly. Do)l < 77

n—o0o

lim sup P (

C’ fir |z —y| < 09

gilt. Insgesamt ergibt sich also fiir alle 0 < § < d5 die Ungleichung

_ 1 < £
hgl—?ogpP (WOO (A(.,ﬁo)t% ;1 L (e, %) ,5> > 5)
< i p L (e; >
=~ limsup (H \/ﬁ ; (617190) = C)

und zusammen mit (2.23) erhalten wir (2.22), das ist die C-Straftheit des Prozesses
( 71/2 Zz 1 Z)NE]N' O

Zum Abschlufl dieses Kapitels soll noch herausgestellt werden, inwiefern der gerade
bewiesene funktionale Grenzwertsatz eine Verbesserung der Aussage (2.8) bedeutet.
Hierzu vergleichen wir fiir jedes € IR die Varianzen der Grenzprozesse Z und W.
Dabei stellt sich heraus, dafl

<

o NOIO

vm@@»—vmuw@)zU@)—zigbyamyE@@h%pg

o2
gilt. Im allgemeinen kann iiber diese Differenz keine quantitative Aussage gemacht
werden. Sie ist aber positiv, falls

E(@lL(el,ﬂo)) =0 (224)

gilt. Dies bedeutet, dafl der Prozefl W in geeigneten Verteilungsmodellen eine punkt-
weise nichtgroflere Varianz als der Prozefl Z besitzt. So ist im oben angesprochenen
Beispiel der Klasse der zentrierten Normalverteilungen

E(L(e1,08)e1) = E(e3 — oger) =0

und die Differenz der Varianzen

vm@@»—me@»ZUg)za

Dabei gilt nicht fiir alle € R Gleichheit.

Betrachten wir allgemeiner den Fall, dafl ¥y ein beliebiger Verteilungsparameter ist,
wobei wir uns zur Notationsvereinfachung zunéchst auf den eindimensionalen Fall
¥y € © C IR beschranken. Dann gilt der folgende allgemeine Satz iiber Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir ¢,.
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Satz 2.7 (vgl. z.B. Satz 2.32 bei Witting und Nolle (1970))

Sei Jp ein innerer Punkt von © C IR, fiir alle ¥ € © besitze F(-,9) eine A — fi
positive Dichte f(-,1) und es gelten die Regularitdtsbedingungen:

(i) Es existiert eine offene Umgebung V' von 9y, so daf f fiir alle (z,9) e R x V
zweimal stetig partiell differenzierbar nach 1 ist.

(ii) Es gilt 0 < I(J9) = E ((%log f(el,ﬁo))2> < 00.

(iii) Es ist

Bt e o)) =0 wd B e a0)) =0
fer,v09) 00 ") T " fer, 0y oo 00) | =0

(iv) Es existiert eine Funktion My, : IR — [0, c0) mit

/ Mﬂo dZL‘ ’190)

fiir die fiir alle ¢ in V und x € IR gilt:

'3192 log f(x, 0) ‘ < My, (z).

Dann hat jeder konsistente Maximum-Likelihood-Schétzer ¥, fiir ¥y eine stochasti-
sche Entwicklung gemé$ (2.6) mit der Einflufunktion

9 log f(z, ¥o).

L($,190) W@ﬁ

Eine hinreichende Bedingung fiir (iii) ist zum Beispiel die Existenz einer Funktion
96 IR — [0, 00) mit

/ Hy, (z)dz < oo,

o0

2

0
’—f x, 1) ' Hy, () und ‘(%12 f(

xﬂ)'SHﬁo(l’> firveV,x e R
erfiillt. Sind nun die (-, ) zentriert und gilt zusétzlich

/ 2|y, (2)de < oo,

[e.9]
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so folgt

E (e1L(e1, %)) = L/ xﬁf(x,ﬁo)dx = LE/ zf(z,9)dx =0,

1(Jo) B 1(90) 00 ).

ESIN)

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen der Zentriertheit der f(-,4) gilt. Die Ver-
tauschbarkeit von Integral und partieller Ableitung nach ¢ liefert der Integralkon-
vergenzsatz von Lebesgue, da der Integrand lokal gleichméfig um vy durch die in-
tegrierbare Funktion IR 3 x —— |z|Hy, () beschrinkt ist.

Insgesamt sehen wir damit, dafl wir unter natiirlichen Regularitdtsbedingungen
an die Verteilungsklasse F fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir vy gerade
E(e1L(e1, 7)) = 0 und damit

Var(Z(x)) — Var(W(z)) = 28 > o (2.25)

o2

erhalten. Fiir ¢, ...,%,, € IR gilt sogar allgemeiner

Cov ((Z(t1), .- - Z(tm))") — Cov (W(tr), ..., W(tm))") = - Ut Ultn)

o2
wobei
U(t,) = (U(t) ..., Ultn))'
gesetzt ist. Betrachtet man also die auf dem Raum der symmetrischen Matrizen
definierte Loewner-Halbordnung (vgl. z.B. Pukelsheim (1993), Absatz 1.10)
A<B genau dann wenn B — A ist nichtnegativ definit,
so gilt gerade
Cov (W(t1), ..., W(tm))") < Cov ((Z(t1), - .., Z(tm))")

da U(t,,)U(t,,)" trivialerweise nichtnegativ definit ist. Es gilt also auch die mehrdi-
mensionale Version von (2.25) fiir alle endlichdimensionalen Randverteilungen der
Prozesse W und Z.

Die vorangegangenen Uberlegungen gelten in analoger Form auch fiir mehrdimen-
sionale Verteilungsparameter.

Wie sich der Unterschied in der Varianz der Grenzprozesse Z und W beim Testen
auf die Verteilungsklasse 7 = {F(-,9)[0 € © C R?} auswirkt, werden wir in einem
spateren Kapitel noch empirisch im Rahmen einer Simulationsstudie untersuchen.



Kapitel 3

Der empirische Prozefl der
Residuen mit geschitztem
Parameter bei autoregressiven
Prozessen erster Ordnung

3.1 Modellvoraussetzungen und bekannte Ergeb-
nisse

Wiéhrend wir im letzten Kapitel die Situation unabhéngig und identisch verteilter
Zufallsvariablen untersucht haben, wollen wir in diesem Kapitel Zufallsvariablen
zugrunde legen, die einem autoregressiven Prozefl erster Ordnung, im Folgenden
kurz AR(1)-Prozefl oder AR(1)-Zeitreihe genannt, entspringen. Dazu betrachten wir
wie im vorangegangenen Kapitel eine Folge (e;);enw von Zufallsvariablen, die wieder
stets unabhéngig und identisch nach einer Verteilungsfunktion F(-,9y) € F verteilt
sein sollen. Weiter sei Xj eine von (e;);ew unabhéngige Zufallsvariable und p ein
reeller Parameter. Mithilfe der Rekursion

X, =pXn1+e, firn>1

erhalten wir dann den AR(1)-ProzeB (X,,)nen,. Durch mehrfaches Anwenden dieser
Formel kénnen wir die X,, explizit durch

Xn =p"Xo+ Zp”*iei firn>1 (3.1)

i=1

darstellen. Die so definierten X, sind im allgemeinen natiirlich nicht mehr un-
abhéngig und identisch verteilt, und ihr asymptotisches Verhalten wird im wesentli-
chen durch Y 7 | p"'e; bestimmt. Wir werden deshalb im Folgenden zur technischen

21
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Vereinfachung
X() - 0

annehmen. Die unter dieser Annahme gewonnenen Ergebnisse lassen sich wegen (3.1)
mit Routineargumenten auf den Fall beliebiger von (e;);cnv unabhéngiger Startwerte
Xy iibertragen.

Wie schon im letzten Kapitel setzen wir auch im AR(1)-Modell (2.10) also E(e;) = 0
und 0 < 0? = E(e?) < oo voraus. Dabei ist die vorher betrachtete Zusatzbedingung
E(e;) = 0 im AR(1)-Modell eine natiirliche Regularitiatsbedingung, wenn die e; als
weifles Rauschen interpretiert werden.

Bei der Analyse des Verteilungsverhaltens von (X, )nen stellt man fest, dafi dem
Autoregressionsparameter p eine wesentliche Rolle zuféllt. Man hat den stabilen Fall
lp| < 1, den semistabilen Fall |p| = 1 und den explosiven Fall |p| > 1 zu unterschei-
den.

3.1.1 Schitzung des Autoregressionsparameters

In statistischen Anwendungen des AR(1)-Modells wollen wir lediglich die Zufallsva-
riablen (X,,)n,en als beobachtbar ansehen, wihrend der Regressionsparameter p un-
bekannt ist. Er muf} also durch einen Schétzer p,, auf Basis von Xy, ..., X,, geschétzt
werden. Uber den Parameterschiitzer setzen wir im Folgenden stets

Op(n~1/2) fir [p| <1

pn—p=1 op(n}) fiir |p| =1 (3.2)
Op(lpl™)  fiir [p[ > 1

voraus.

Diese Bedingungen sind insoweit natiirlich, als daf} sie im stabilen und im explosiven
Fall vom Kleinst-Quadrate-Schétzer

L 2 XX

T OYLXE
erfiilllt werden. Lediglich fiir den Fall |p| = 1 ist eine Modifikation des Kleinst-
Quadrate-Schétzers notig, um die gewiinschte Konvergenzordnung gegen den wah-
ren Parameter zu erhalten, da der Kleinst-Quadrate-Schéatzer hier nur die Ord-
nung Op(n~') hat. Eine Moglichkeit dies zu erreichen, ist die Transformation des
Kleinst-Quadrate-Schétzers durch eine Folge von Funktionen ¢, : R — IR, so daf}
Pn = pn(pn) fir alle p € R die gewiinschten Konvergenzordnungen hat. Datta und
Sriram (1997) schlagen eine geeignete Funktionenfolge vor. Dabei hat der gewon-
nene Schétzer nicht nur die gewiinschte Konvergenzordnung, auch die ¢,, sind auf
ganz IR stetig und zufillig, das heifit adaptiv an die Daten angepafit. Wir wollen
hier lediglich die Idee der Modifikation verdeutlichen und geben deshalb eine stark
vereinfachte deterministische Version der von Datta und Sriram (1997) verwendeten
Funktionen an.
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Lemma 3.1 (vgl. Lemma A.2. aus Datta und Sriram (1997))

Sei fiir n € IN die Funktion ¢,, : IR — IR definiert durch

—1 fiir v € (=1 —n"Y2 -1 4 n"1/2)
on(z) = 1 firze(l—n"1214+n"1?)
x sonst

und p, = ¢, (p,). Dann gelten fiir p,, die Konvergenzordnungen aus (3.2).

Beweis Sei zunichst |p| # 1 und € = min{|p — 1|, |p + 1|} > 0. Dann gilt

P (pn # pn) < P(|ﬁn+1|§%)+1}<|ﬁn—1|§%)
<l on (s ot <3
({1 Lle{im-n<3))

19
_ 2P(~n— >—>
[P0 = pl > 5

fiir alle grofien n, und die rechte Seite der Ungleichungskette konvergiert offensicht-
lich in n gegen Null, da p,, ein konsistenter Schétzer fiir p ist. Dies impliziert die
gewiinschten Konvergenzordnungen fiir p,,.

Ist andererseits p = 1, so gilt fiir alle € > 0 und alle Folgen (a,,),ew die Ungleichung
P(an|pn —1] > ) <P (pn #1) SP(”W-U > \/ﬁ)a

und die letzte Wahrscheinlichkeit konvergiert fiir n — co gegen Null, was insbeson-
dere die stochastische Konvergenz von n(p, —1) gegen Null beweist. Durch geeignete
Wahl der Folge (a,,)nen erhalten wir sogar jede beliebige stochastische Konvergenz-
ordnung. Der Beweis im Fall p = —1 verlduft analog, womit das Lemma vollstéandig
gezeigt ist. O

Wir haben also die Existenz eines Schétzers p, fiir p mit den in (3.2) angegebenen
Konvergenzordnungen gezeigt. Wir wenden uns nun der Schitzung von F(-,9) zu.
Dazu stellen wir zunéchst fest, dal die Fehler ey,...,e, im AR(1)-Modell nicht
beobachtbar sind. Um dennoch einen Verteilungsschéitzer zu erhalten, verwendet
man deshalb zunéchst einen beliebigen Schétzer p,, fiir p zur Definition der Residuen

Dabei werden wir stets voraussetzen, dafl p, die Konvergenzordnungen aus (3.2)
aufweist.

Obwohl jedes Residuum von X, ..., X, und damit von n abhéngt, werden wir im
Folgenden zur Notationsvereinfachung statt é,; nur noch é; schreiben.
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3.1.2 Das asymptotische Verhalten der Residuen

Die so konstruierten Residuen é4,...,é, sind Schétzer fiir die nicht beobachtbaren
Fehlervariablen ey, ..., e,. In diesem Abschnitt werden wir einige Resultate {iber das
asymptotische Verhalten der Residuen angeben. Wir beginnen mit einigen Aussagen
iiber die X;. Die folgenden Ergebnisse sind elementar und wohlbekannt. Jedoch sind
sie weit iiber die Literatur verstreut, weshalb wir im Folgenden auf Quellenangaben
verzichten und statt dessen die elementaren Beweise vollstindig ausfithren. Gleiches
gilt auch fiir Lemma 3.3.

Lemma 3.2

Unter der Voraussetzung (2.10) gilt:

op(n'/?) fir [p| <1
max |X; 1| = ¢ Op(n'/?) fur |p| =1 (3.3)
= Ov(lpl")  fiir |p| > 1
n Op(n) fir [p| < 1
Xl =3 Op(n®?)  fiir [p| =1 (3.4)
i=1 Op(|p|™) fir |p| > 1
Op(n'/?)  fiir |p| < 1
- ) Op(n??) fiirp=1
EXZ_I ] Op(n'/?) fir p=—1 (3:5)
Op(lp|")  fiir |p| > 1
n Op(n'/?) fir |p| <1
ZXi_lei =< Op(n) fir |p| =1 (3.6)
i=1 Ore(|p[*)  fiir |p| > 1
n Op(n) fir [p| <1
ZXf_l =< Op(n?) fir |p| =1 (3.7)
i=1 Or(|p|*™) fir |p| > 1.

Beweis Zu (3.3):
Ist |p| < 1, so gilt

1
max | X;_ 1| < max |e;| - ———
1<i<n 1<i<n 1— \p\

und fiir £ > 0 gilt

1
P (max lei| > \/ﬁe) <nP (e% > n52) < —E (efl{%zmz}) — 0 fiir n — oo

1<i<n
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auf Grund der quadratischen Integrierbarkeit von e;.

Ist [p| =1, so ist X; = Z;Zl(j:l)i*jej, und fiir jedes C' > 0 gilt die Beziehung
o2

c?

da wegen (2.10) die Kolmogorov-Ungleichung anwendbar ist.

n—oo

lim sup P (max | X 4| > \/_C>

Ist schliefllich |p| > 1, so ist

n
max | X;_;| < Z\Xi,ly

1<i<n
und die Behauptung folgt aus (3.4).
Dies schliefit den Beweis von (3.3) ab.
Zu (3.4):
Im Fall |p| < 1 gilt

n n—1 1
1 1 i E(les])
E <5 > |Xz‘—1\) = > D ol E(lei]) < P
=1

i=1 j=1 Iz

und dies impliziert die Behauptung mit der Markov-Ungleichung.
Der Fall |p| = 1 ergibt sich einfach mit (3.3) aus der Ungleichung
D 1 Xi| < n-omax X,
— 1<i<n

SchlieBlich gilt fiir |p| > 1 die Abschétzung

<Z|Xz 1!> < ZZW TE(Jes]) < GH%D)W = O(lp|"),

i=1 j=1
woraus die Behauptung mit der Markov-Ungleichung folgt.

Somit ist (3.4) bewiesen.

Zu (3.5):

Wir betrachten wieder zuerst den Fall |p| < 1. Fiir jedes C' > 0 gilt

n—1
P ( — > C’) < anr (Z?{)

i—1

IN
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Die rechte Seite der Ungleichungskette ist aber von n unabhéngig und konvergiert
fiilr €' — oo gegen Null, was die Behauptung fiir diesen Fall beweist.

Im Fall p = —1 gilt

ZX._I — i ( _Z_ (—1)Z> €j,

j=1 \ i=0

und wegen Y077 (—1)" € {0,1} gilt fiir C' > 0 die Ungleichung

1 iX > C) s
— —1| — =~ N9
Vn — C?

n—oo

limsup P (

was wie gewiinscht Y7 X; ; = Op(n*/?) impliziert.

Fiir p =1 und |p| > 1 folgt die Behauptung sofort aus (3.4).
Damit sind alle Teile der Behauptung (3.5) gezeigt.

Zu (3.6):

Ist |[p| < 1und C > 0, so gilt

'

1 n
% ;Xi—lei

n—1 n—1
1
> o) B S I T

i=1 j=1
9 n—1

g
= o2 B
=1

ot 1

1—p2 C%

Dabei gilt das mittlere Gleichheitszeichen, da fiir ¢ # j entweder e;1; oder e;;4
unabhéngig von allen anderen Faktoren und der Erwartungswert somit Null ist. Die
rechte Seite der Ungleichungskette konvergiert aber fiir C' — oo gegen Null.

Sei nun |p| = 1. Ebenso wie im vorherigen Fall erhalten wir fiir beliebiges C' > 0 die
4

Ungleichung
1 & o? o
2
P ( - ;lj Xirei| > 0) < =5 ;1 E(X?) < &

und der Grenziibergang C' — oo impliziert die Behauptung.

Auch im Fall |p| > 1 beginnen wir den Beweis fiir jedes C' > 0 mit der Abschétzung

n 2 n—1
P ( Py Xie| > O) < —pzicz N E(X?)
=1 =1
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A
< ()’
P~ 1)C?
ot 1

(=17

Hieraus folgt die behauptete stochastische Ordnung.
Dies vervollsténdigt den Beweis von (3.6).

Zu (3.7):

Im Fall |p| < 1 ist

L 2

(ZX121>—02 IZ pZ.n,

J

was mit Hilfe der Markov-Ungleichung die Behauptung impliziert.
Weiter gilt

2
Z L <n- (max | X 1|)

was im Fall |p| = 1 mit (3.3) die Behauptung ergibt.

SchlieBlich erhalten wir im Fall |p| > 1 wie oben

n n 2
S < (z m)
=1 =1

und die Behauptung folgt mit (3.4).
Damit ist mit (3.7) auch die letzte Behauptung des Lemmas gezeigt. 0

Dieses Lemma erlaubt uns, nun einige asymptotische Eigenschaften der Residuen
festzustellen.

Lemma 3.3

Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.2) gelten fiir alle p € IR die Aussagen

max |&]| = op(n'/?), (3.8)

1<i<n

Z (6 — e;) = op(n'/?), (3.9)
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> (&~ ) = 0pl)

und

Beweis Zu (3.8):
Dies folgt unmittelbar aus (3.2), (3.3) und der Ungleichung

< .
max |&] < max |ei| + [pn — ol max [ X

Zu (3.9):
Hierzu verwenden wir ebenfalls (3.2), (3.5) und die Gleichheit

n

Z(z_ez P pn Zle

=1

Zu (3.10):

Dies folgt unmittelbar aus (3.9).
Zu (3.11):

Es ist

n

=1

und die Behauptung folgt aus (3.2), (3.6) und (3.7).
Zu (3.12):

Die Konvergenz folgt aus (3.11) und dem starken Gesetz der grofien Zahlen.

Damit sind alle Aussagen des Lemmas bewiesen.

— Z &2 — o2 fiir n — oo P-stochastisch.

(=€) =(pn—p"> X211 =2(pn—p)Y_ Xiores,
=1 =1

28

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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3.1.3 Der empirische Prozef3 der Residuen mit geschitztem
Parameter im AR(1)-Modell

Genau wie im Fall unabhéingig und identisch verteilter Daten existiert auch im
AR(1)-Modell ein kanonischer Schétzer fir F(-,vy), ndmlich die empirische Vertei-
lungsfunktion der Residuen

BN 1N )
Fores(x) = n Z Lei<ay = n Z Le;<at(pn—p)Xio1} fir 2 € R.
i=1 i=1

Obwohl die Residuen nicht mehr unabhéngig und identisch verteilt sind, sind doch
die Prozeesse (n'/2(F, res — F(+,90)))Jnew und (n'/2(F,, — F(-,9)))nen asymptotisch
aquivalent, das heifit die Differenz konvergiert gleichméfig stochastisch gegen Null,
falls geeignete Regularitdtsbedingungen erfiillt sind. Dabei unterscheiden sich die Be-
weise fiir den stabilen, den semistabilen und den explosiven Fall wesentlich. So hat
zunéchst Boldin (1982) und spéter unter schwicheren Voraussetzungen Koul (1992)
den stabilen Fall untersucht. Den semistabilen Fall findet man bei Ling (1998), wo-
bei sowohl Boldin (1982) und Koul (1992) als auch Ling (1998) das allgemeinere
Modell autoregressiver Prozesse p-ter Ordnung mit p € IN betrachten. Der explosive
Fall im AR(1)-Modell wurde von Koul und Levental (1989) untersucht. Anderer-
seits sind die Voraussetzungen an die e; beziehungsweise an F(-,1) in allen drei
Féllen im wesentlichen dieselben, so dal wir im Folgenden hinreichende Bedingun-
gen angeben konnen, die fiir alle p € R die gewiinschten Aussagen implizieren.
Unter diesen Bedingungen kénnen wir die oben genannten Ergebnisse in einem Satz
zusammenfassen.

Satz 3.4
Gelten die Bedingungen (2.10) und (3.2) sowie

F(-,9) hat eine gleichmé&Big stetige, A — fi positive Dichte f(-, ), (3.13)
so gilt

Sgﬂg |\/H (Fres(w) — Fn@))‘ = op(1) (3.14)

Beweis Der Fall |p| < 1 ist Bemerkung 7.2.3 in Koul (1992), der Fall |p| > 1
andererseits ist Korollar 1 in Koul und Levental (1989). Im Fall |p| = 1 liefert der
Hauptsatz in Ling (1998) die Aussage

igﬂg Fpres(z) = Fu(@) = (Pn — p) @ ZXz‘—l = OP(l/\/ﬁ)a
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und wegen der Voraussetzung (3.2) und da f(-,dy) als gleichméBig stetige Dichte
beschréankt ist, geniigt es

3 Xt = O

i=1
zu zeigen. Dies gilt aber nach (3.5), so daf auch im Fall |[p| = 1 die Behauptung
folgt. a

Als direkte Folgerung dieses Satzes ergibt sich mit dem Satz von Cramér-Slutzky
fiir alle p € R die Aussage

V1 (Fpres — F(-,00)) = BYAF(-,9))  in D[—00,00]  fiir n — oo,
also ein Analogon zu (2.1).

Bis hierher haben wir uns im AR(1)-Modell auf die Diskussion der Schitzung der
Verteilungsfunktion F(-,9) mit einem festen Verteilungsparameter vy beschriankt.
Jetzt wollen wir uns wieder dem empirischen Prozefl mit geschétztem Parameter
zuwenden, um z.B. auch auf die allgemeinere Verteilungshypothese (2.2) testen zu
konnen. Dabei ist zu beachten, dafl in unserem Modell nun zwei Parameter geschétzt
werden miissen: der Verteilungsparameter 1y und der Autoregressionsparameter
p. Zur Schétzung des Verteilungsparameters miissen wir natiirlich ebenfalls einen
Schétzer auf Basis von Xj,..., X, beziehungsweise é4,...,¢é, verwenden, den wir
im Folgenden mit ﬁmes = zgmes(él, ..., €,) bezeichnen. Ein geeigneter Schétzer fiir
Yy sollte eine (2.6) entsprechende stochastische Entwicklung haben, das heifit es
sollte

. 1 <
Dnpes = o = — Zl L(e;,0) + R (3.15)

mit der Funktion L aus (2.6) und || R,|| = op(n~'/?) gelten. Dabei ist zu beachten,
daf das erste Argument der Funktion L in (3.15) der Fehler e; und nicht das Resi-
duum é; ist. Das bedeutet, daf3 ﬁmes weiterhin eine Entwicklung in eine normierte
Summe unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen und einen asymptotisch
vernachlassigbaren Restterm besitzt.

Um zu sehen, daf es iiberhaupt sinnvolle Schéitzer mit der Entwicklung (3.15) gibt,
betrachten wir wieder die Klasse F = {N (0,0?) : 0% € (0,00)} aller zentrierten
Normalverteilungen. Im Abschnitt 2.1.2 hatten wir bereits gesehen, dafl im Falle
unabhéngig und identisch verteilter e; der Maximum-Likelihood-Schétzer

n
~2 1 § 2
n <
=1

fiir die wahre Varianz of die Entwicklung

n

1 1
osi= iy gLy i

n < -
i=1 i=1
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mit L(z,02) = 2? — o2 besitzt. Im AR(1)-Fall ist

1 n
) _ o+ £2
Un,res - n Z ez
i=1
der entsprechende Schitzer fiir o2. Er erfiillt (3.15), da

1~ . _
Ly @) o)
=1

nach (3.11) gilt. Andere konkrete parametrische Verteilungsklassen werden wir im
Abschnitt 3.3 diskutieren.

Bevor wir den néchsten Satz formulieren, wollen wir zur besseren Ubersicht noch
einmal die von nun an stdndig bendtigten Voraussetzungen an die Verteilungsklasse
F und die Schétzer 9, ,.s und p,, zusammenfassen.

Die Verteilungsfunktion F(-, ) besitzt eine gleichméfig stetige, A — fii

positive Dichte f(-, ). (3.13)

Es ist E(e;) =0 und 0 < 0? = E(e?) < . (2.10)
Es ist ¥y ein innerer Punkt des Parameterraums ©, und es existiert eine
stetige Funktion A(-, ) : R — IR%, so daB

sup |F(x, 90 + h) — F(z,9) — A(w,90)'h| = o(|h]])  fir |k —0 (2

zelR

gilt.

Es existiert eine meBbare Funktion L(-,9p) : R — IR? mit Erwartungs-
wertvektor E(L(e, 7)) = 0, existierender Kovarianzmatrix A(dy) und

X 1 < 3.15
ﬁn,res - 190 = ﬁ Z; L(ei7 790) + Rn- ( )
Dabei gilt || R,|| = op(n~%/?).
Es ist p, ein Schétzer fiir p mit
Op(n™'/?)  fiwr [p| <1 (3.2)

pn—p=1q op(n") fiir |p| = 1

Op(lpl™)  fiir [p| > 1.
Auch an dieser Stelle weisen wir noch einmal darauf hin, daf§ zwischen diesen Vor-
aussetzungen modellabhéngig Redundanzen bestehen konnen. Wir hatten bereits
ein Beispiel genannt, in dem 0 < E(L?(ey,9y)) < oo auch 0 < E(e?) < oo impliziert.

Wir erhalten nun den folgenden Satz:
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Satz 3.5

Gelten die obigen Bedingungen, das heifit (3.13), (2.10), (2.5), (3.15) und (3.2), so
gilt

Jn (Fn - F(-,én,ms)> £.7  imD[-o0,00] firn—oo.  (3.16)

Dabei ist Z derselbe Proze wie in (2.8).

Beweis Der Beweis beruht auf einer stochastischen Entwicklung des Prozesses in
(3.16). Wir fiithren an dieser Stelle die Details nicht aus, da die Argumente denen
gleichen, die nétig sind, wenn man den EL-Schétzer der Residuen an Stelle von
F,.res verwendet. Diesen Fall werden wir in den néchsten Abschnitten ausfiihrlich
darstellen. O

3.1.4 Schitzung unter Ausnutzung der Zentriertheit

Wie schon in Kapitel 2 liegt es nun nahe sich die Frage zu stellen, ob man unter
Verwendung des empirischen Likelihood-Prinzips auch im AR(1)-Modell zu einem
asymptotisch besseren Schitzer fiir F(-, ) als F,, ;s kommen kann. Wir halten dazu
nochmals fest, dafl die Voraussetzung E(e;) = 0 im AR(1)-Modell eine natiirliche
Voraussetzung an das Modell ist. Trotzdem wird die Zusatzinformation durch den
Schétzer F,, ;.5 nicht im Sinne einer moglichst prézisen Schéitzung von F(-,vy) aus-
genutzt.

Deshalb definieren wir analog zum Fall unabhéngig und identisch verteilter Zufalls-
variablen den EL-Verteilungsschétzer

Fn,res,z<x) = _Zl—l—t 1{el<m}
_ 1 e , fiir 7 € R.

Analog zum vorigen Kapitel ist auch hier unter der Voraussetzung

min é; < 0 < max é;
1<i<n 1<i<n

die Gleichung

Z 1+tn7‘686’t :0
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fiir ¢,, yes im Intervall

1 ] 1 1 1 1
n maxi<i<n éz ’ n minlgign é’L

eindeutig l6sbar, so dafl in diesem Fall wieder ¢, ,.s und damit F,, ,., . wohldefiniert
ist. Wir zeigen nun, dafl die Voraussetzung min;<;<, é; < 0 < maxj<;<, €; fiir grofle
n mit gegen Eins konvergierender Wahrscheinlichkeit erfiillt ist.

Lemma 3.6

Gelten die Bedingungen (3.13), (2.10) und (3.2), so gilt

1<i<n  1<i<n

p (0 ¢ (min é;, max éi)> — 0  fiir n — oo. (3.17)

Beweis Fiir den diskreten Schétzer F,, ., gilt
p (0 é (F’r:}’es(]'/n% F;,l‘es(l))) —0 fir n — 0,

falls wir

sup |Fn,res(x) - F([L’, 190)| - OP(l)
z€R

zeigen konnen. Auf Grund der Voraussetzungen gilt (3.14), das heifit F,, .., erfiillt
diese Bedingung gerade auf Grund des Satzes von Glivenko-Cantelli. Andererseits
ist

71 . A 71 ~
Fn,res<1/n) = 12111%111 € und Fn,res(l) = 112%);:1 €,
und das ergibt die Behauptung. a

Wir werden also im Folgenden immer annehmen, dafl min;<;<,, €; < 0 < max;<;<, é;
erfiillt und damit F,, ,.s . wohldefiniert ist.

In einem ersten Schritt zeigen wir nun, dafl es eine zu (2.14) analoge stochastische
Entwicklung fiir (n'/2(F es.. — F(+,90)))nen gibt.

Lemma 3.7

Unter den Voraussetzungen (3.13), (2.10) und (3.2) gilt

1 U(x
Fn,res,z<x> — F(.CL’, 190) = ﬁ ; (1{ei§m} - F(-T, 790) — 0(-2)€i>
+R,(z) fir z € R (3.18)
mit U geméB (2.15) und

sup || Ry ()] = op(n~'/?).
z€R
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Beweis Wir unterscheiden den stabilen, den semistabilen und den explosiven Fall.
Im stabilen Fall ist dies gerade Lemma 3.6 aus Genz (2001). Der explosive Fall wurde
in Fink (2002) behandelt. Die behauptete Aussage ist eine Folgerung aus Satz 3.6.
Es bleibt also der Fall |p| = 1 zu untersuchen. Wir zeigen zunéchst nacheinander die

Hilfsaussagen
tnres = Op(n~'/?) (3.19)

und
1 1 .
_ . ) —-1/2
tnres = i E: e; +op(n=7%). (3.20)

Zum Beweis von (3.19) gehen wir vor wie in Owen (1990). Es gilt ndmlich

O - n Z 1 + tn Tesel
1 A n?"ese
- sz_;ez Z 1+tnresez

3

. ’1 i é? IR
= n,res n 1+ tn Tesel n & i
i=1 =1
[thres| I |1k,
> S S e ol
1+ |tnres| maxi<i<n [6] n — n ‘<

also

n n

3

i=1

= OP (nfl/Q)

[t res| ] OEZAZQS
1 -+ |tn,'res| maxlgign ‘€Z| n i1
geméB (3.10). Auflésen nach [t ,.s| ergibt (3.19) unter Beachtung von (3.8) und
(3.12).

Nun zeigen wir (3.20), indem wir fiir y # —1 die Gleichung 1+ =1—-y+
verwenden und deshalb

1+y

n 53

1. P :

=1
n 23

e L Z a4
rLres 1 + t?’l 7‘6561

schreiben. Der zweite Summand hat wegen (3.9) die Ordnung op(n~'/?), der vierte
wegen (3.12) und (3.19), so dafl nur noch der letzte Summand abzuschétzen ist. Fiir
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diesen Restterm gilt aber

n N
1 é3 1
2 i 2 ~1/2
t E — | <t - max ——————— - max |&; E e—0p
s ”S L+t res€ Wres q<i<n 1 4+ tnres€i  1<i<n ‘ )

nach (3.19), (3.8) und (3.12). Es gilt also

n

1
0=-— i — bnres 2 12 ’
nZe res 0 +op(n=%)

i=1
und Auflésen nach t,, .. schliefit den Beweis von (3.20) ab.
Nun kommen wir zum Beweis der eigentlichen Aussage des Lemmas. Zunéchst halten

wir fest, dal wie oben

n

Fn,res,z(x) J] 190 Z ]-{el<x} n res ! Z éil{éiﬁx}

i=1
1 & é?
2 Y lypem — F(2,0
+n7"eS Zl—i_tnr&gl {1<} (m 0)
U(x
= —Z (1{ez<$} x 190) ;2)61)
1.
+ﬁ Z (1{@9} - 1{ei§:v}) - tn,resg (& —ei) 1ge,<a)
i=1 =1
1 & 11
_tnres - 11 é;<x _U - tnres T 5 i U
, (nz ez <x>> , M) (x)
+t2 ! Xn: el 1
n,res 1+tnres é; {&; <z}

=1

= — Z (1{el<m} :L‘ 190) UO(_Z:) 61')
+R1n( ) — Rap(z) — R3n(2) — Ran(x) + Rsn(x)

gilt. Es geniigt nun zu zeigen, daf alle Restterme gleichméfig in x € IR die Ordnung
op(n~1/?) haben.

Zunéchst gilt

sup |Ryn ()] = sup [Fppes(x) — Fp(x)],
z€lR z€R

was geméB (3.14) die gewiinschte Ordnung fiir Ry, impliziert.
Um dies fiir Ry, zu zeigen, reicht wegen (3.19) die Abschétzung

n

1 R A 1 <&
sup |~ z : (€; — ei) Lig<ay| < |on — P|E E | X4,
i=1

n
z€lR i1



KAPITEL 3 36

denn die rechte Seite der Ungleichung hat gemé$ (3.2) und (3.4) sogar die Ordnung
op(n=1/?).

Fiir Ry, erhalten wir die Behauptung aufgrund von (3.20) und der Beschrénktheit
von U. Es gilt ndmlich

sup [U(z)| < E(les]).

z€R

Den Restterm Rj, konnen wir wie folgt abschétzen:

1 1 ¢
) ~2
SUp [ R ()| < 15 - qoax o= =3 "¢,
zeR M 1<i<n T4ty pesi M i=1 Z

und wegen (3.19), (3.8) und (3.12) erhalten wir sogar die Ordnung Op(n™!).

Also bleibt die Behauptung nur noch fiir R, zu zeigen, wobei wegen (3.19) die

Aussage
n

1
sup |— eilge, <y — U(z)| = op(1 3.21
sup |2 3 exleay = Ula)| = on(1) (3.21)
ausreicht.

Um dies zu zeigen, bendtigen wir etwas Notation. Seien im Folgenden e} und e; der
Positiv- beziehungsweise Negativteil von e; und ebenso

U™ (z) = E(ef Lie, <ay) und U™ (x) = E(e] e, <a}) firz e R. (3.22)

Wegen der Stetigkeit von F(-,9J) und der Integrierbarkeit von e; sind UT und
U~ stetig, beschriankt und monoton wachsend in z, insbesondere sind Ut und U~
gleichmifig stetig, und es gilt U= Ut —U".

Wenn wir also € > 0 vorgeben, so existiert ein > 0, so dafl

sup |UT(z 4 d) — Ut (2)] < =
z€R 2

gilt.
Andererseits konnen wir aus Lemma 2.2 in Zhang (1997) ableiten, dafl sogar

1 s
sup |— Z e 1je,<ay — UM (2) AN fiir n — oo (3.23)

z€R | TV “—
=1

richtig ist.
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Also erhalten wir auf dem Ereignis {|p, —

die Ungleichungen

1 n
= e <y — Ul (@) <
- ) <

=1

IN

und analog

1 n
Ur(@) = o D el lasay < sup
i=1 z

Hieraus wiederum folgt

sup elelx—
(ze]R Z {es<a} ()

+P | sup
z€lR

37

,O‘ maxj<i<n ’XZ'71| S 5} fir jedes r€R

1 n
sup | Z e Lie<arsy — Ut (z + 5)‘

zelR i1

+sup |U* (z + 9)

zelR
Z €; 1{ez<x} -

— U™ (x)]

U™ ()

sup |—

L £ €
zelR 2

U™ ()

+5
2

1 n
n Zl & Liei<ay —

P (1 = ol Xl > 0)

g
>_7
_2)

)

n

1
- Y e < — Ut (@)

=1

und beide Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite konvergieren wegen (3.2), (3.3)

und (3.23) gegen Null.

Also gilt
sup |— e; 1 ei<z} — =op(1
sup Z fer<ay — UT(2)| = 0p(1)
und analog
suﬂg Ze Ligi<ay — U™ (2)| = op(1),
HAS

woraus wir (3.21) wegen

n

1
sup |— Z eilie,<ay — U(x)

n
zelR i1

n

1
< s 23 ety — U@

n
zelR i—1

Z €; 1{6 <z} —

U (2)

+ sup
zeR

schliefen kénnen. Insgesamt folgt sup, g |Rsn(2)| = op(n™1/2), und das Lemma ist

bewiesen.

O
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3.2 Der modifizierte empirische Prozefl mit ge-
schitztem Parameter

Wie im Kapitel 2 ist es nun unser Ziel, auch im AR(1)-Modell einen funktionalen
Grenzwertsatz fiir den modifizierten empirischen Prozefl mit geschidtztem Parameter,
also den ProzeB (n'/2(F,, yes . —F (-, ﬁmes)))nem zu zeigen. Um dies zu erreichen, leiten
wir auch fiir diesen Prozef eine geeignete stochastische Entwicklung her. Diese ist
Gegenstand des néchsten Lemmas.

Lemma 3.8

Es sei p € IR beliebig, und die Bedingungen (3.13), (2.10), (2.5), (3.15) und (3.2)
seien erfiillt. Dann gilt

~

1 n
Frres (1) = F(2, 00 r0s) = - Z Yi(z) + R,(z) firzeR (3.24)
=1

mit
sup | Ru ()| = op(n~/2).
z€R

Dabei sind die Y; geméf (2.17) durch
U(z)

o2

Y;(a:) = 1{€iSI} - F(x,ﬁo) - € — A($7 ﬁO)tL (61-,190)

definiert.

Beweis Wir stellen zuerst wieder fiir alle x € IR fest, dafl wir

~

Fn,res,z<x> - F(l’, ﬁn,res) = (Fn,res,z('r) - F(;U, 790)) - (F('Ta ﬁn,res) - F(J?, 190))
= Aln(l‘) — Agn(ﬂf)

schreiben konnen. Aufgrund der Bedingungen (3.13), (2.10) und (3.2) gilt fiir Ay, (z)
die Entwicklung (3.18), und es geniigt folglich, Ay, (x) zu untersuchen. Da 0, e,
geméf (3.15) insbesondere konsistent fiir ¥y ist, liegt zgmes fiir grofle n mit gegen
Eins konvergierender Wahrscheinlichkeit in einer Umgebung von 1, so dafl wie im
Beweis von (2.16) die Entwicklung

Aon(2) = Az, ﬁo)t% Z L(ei, 9) + R (2)) (3.25)
mit

sup |R;,(x)] = op(n~"?)
zeR



KAPITEL 3 39

aus (2.5) und (3.15) folgt. Insbesondere implizieren (2.5) und (3.15) die Aussage

sup |F(, O res) — F(,90)| = op(1). (3.26)

zeR

Wenn man die Entwicklungen fiir Ay, und A, zusammenfiigt, ist das Lemma ge-
zeigt. O

Damit sind wir in der Lage, das Hauptresultat dieses Kapitels zu formulieren.

Satz 3.9

Unter den Voraussetzungen (3.13), (2.10), (2.5), (3.15) und (3.2) gilt fiir alle p € R

die Verteilungskonvergenzaussage
V%(RW%Z—F@@WWD—£»W7 in D[—00,00]  filrn — oo, (3.27)

Dabei ist W der Proze aus (2.19), also ein zentrierter GauBprozeB mit stetigen
Pfaden und der Kovarianzfunktion (2.20).

Beweis Die stochastische Entwicklung (3.24) impliziert die asymptotische Aqui-
valenz der Prozesse (n'/%(F,, pes.. —F(-, ﬁn,res)))né]N und (n=Y23°" | Vi)nen. Die Ver-
teilungskonvergenz von (n™/23"" | Vi)new gegen W in D[—o0, 00] ist aber gerade
der Beweis zu (2.19). O

Wir kommen nun noch einmal auf das eingangs formulierte Testproblem (2.2), also
Hy:FeF gegen H :F&F
mit
F={F(,9)0e06CR}
zuriick.

Aus den Grenzwertsitzen (2.19) und (3.27) folgt

sup )\/ﬁ (Fnz(x) — F(x, @n)> £ sup |W(z)| fiir n — oo
z€R z€R

und

sup ‘\/ﬁ (Fmrew(a:) — F(x, lg,wes)> £, sup |W(z)] fir n — oo

zeR zeR
auf Grund der Stetigkeit der Supremumsnorm auf dem Raum D[—o0, o).

Diese Verteilungkonvergenzaussage erlaubt es, kritische Werte fiir die Teststati-
stiken sup,ep [vV(Frn.(2) — F(z,9,))] und sup,eg |[v1(Fares:(2) — F(, Oy res))|
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bei endlichem Stichprobenumfang durch entsprechende Quantile der Verteilung der
Grenzvariablen zu approximieren. Da die Supremumsnorm eines jeden Gaufiprozes-
ses mit stetigen Pfaden stetig verteilt ist (vgl. Ylvisaker (1968)), gilt dies auch fir
sup,er |W(x)|. Wenn wir also mit H die Verteilungsfunktion der Grenzvariablen und
mit H™! die zugehorige Quantilfunktion bezeichnen, so gilt fiir jedes a € (0,1) die
Konvergenz

P (sup [V (Fuole) = Fe.0)) [ 2 H 0 =) —a furn - oc
z€R
und Analoges fiir die Teststatistik auf der Basis der Residuen.

Ungiinstigerweise hingt die Verteilung der Grenzvariablen sup, . |[W(x)| jedoch in
nichttrivialer Weise von der unbekannten Verteilungsfunktion F(-, ) ab. Es ist also
im allgemeinen auch unter der Hypothese des Testproblems nicht mehr zu erwarten,
daB sup,cr |W(z)| verteilungsfrei ist, was eine direkte Berechnung von Quantilen
dieser Verteilung unmoglich macht. Eine Moglichkeit zur Konstruktion asymptoti-
scher Tests fiir (2.2) ist das Bootstrap-Verfahren, das unter gewissen zusétzlichen
Bedingungen die Berechnung asymptotischer kritischer Werte ermoglicht, wie wir
im Kapitel 4 sehen werden.

3.3 Beispiele

Wir werden nun einige konkrete Klassen von Verteilungsfunktionen untersuchen und
nachweisen, daf} fiir sie die funktionalen Grenzwertsétze aus Kapitel 2 und 3 gelten.
Als erstes Beispiel betrachten wir

Fi = {N(0,09) : 0f € (0,00)},

das Skalenmodell der Normalverteilung. Setzen wir

1
f(z) = 3 exp(—|z|) firr € IR

die Dichte der Doppelexponentialverteilung, so ist unser zweites Beispiel das zugehori-

ge Skalenmodell
1. /x
Fy= {;f (;) to € (0,00)}.

Das dritte Beispiel ist das Skalenmodell der tg- Verteilung, also

e ()ees)
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mit der zu einem beliebigen 3 > 0 definierten Dichte

t5(z) = C(B) (1 + x—)_Q fir € R

und

Schliefilich ist

mit

f(x) _ eXp(_l‘)
(1+ exp(—z))*
das Skalenmodell der logistischen Verteilung unsere letzte Beispielklasse.

firzx e R

Fiir diese Beispiele zeigen wir zunéichst die Voraussetzungen (2.5), (2.10) und (3.13),
die ja rein analytische Eigenschaften der Modellklassen sind. Dazu betrachten wir
die folgende Kollektion hinreichender Bedingungen.

RO) Die Funktion f: R — (0, 00) ist eine (Lebesgue-)Dichte,
R1) f ist gleichméBig stetig,

(RO)

(R1)

(R2) f ist symmetrisch beziiglich 0,

(R3) fist auf (0,00) stetig differenzierbar mit Ableitung f’,
(R4)

R4
lglg zf'(z) =0,
(R5)
I; = /Z fo;EZ);dx < 00,
(R6)

/ *f(x)dz < oo.

oo

Unter diesen Voraussetzungen formulieren und beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.10

Gegeben seien die Bedingungen (R0)-(R6). Dann gelten fiir die zu f gehorige Ska-
lenfamilie fiir jedes oy € (0,00) die Bedingungen (2.10), (3.13) und (2.5).
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Beweis Offensichtlich gilt (2.10) wegen (R6) und (R2), und (3.13) folgt aus (RO)
und (R1), so daB (2.5) zu zeigen bleibt. Wir bezeichnen im Folgenden mit @ die zu
f gehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung und mit F die zugehorige Verteilungsfunk-
tion. Die Voraussetzung (R5) impliziert mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
insbesondere

1/2

/_: |2t (z)|dx = /]R xff,((j)) ' Q(dz) < (/}R 22 (f£<(;)))2@(d$)> e

Weiter konnen wir wegen (R4) die Funktion x —— zf’(x) stetig mit dem Wert Null
in Null fortsetzen. Somit ergibt partielle Integration unter Beachtung von (R2) die
Aussage

r—00 2

was beweist, dafl der Grenzwert lim, ., 2f(z) existiert und groBer oder gleich Null
ist. Wére aber C' > 0 so wiirde fiir alle groflen « die Ungleichung

C
f(z) > —
(z) 2 2z
gelten, was der Integrierbarkeit von f widerspricht. Somit ist C' = 0. Wegen der
Symmetrie von f gilt also

o0 1
0<C = lim zf(z) = / uf(u)du + =,
0

lim zf(z) =0 (3.28)

r—+o00

und auflerdem

/OO xf'(z)dr = —1. (3.29)

[e.o]

Zum Beweis von (2.5) ist fiir beliebiges o € (0, 00) und |h| < o nun

F(x,o0+h) — F(z,0) — hﬁF(x, a)| = o(|h])

R(h) = sup e

z€R

und die Stetigkeit von ZF(z,0) in « zu zeigen. Dabei ist F(-,0) die zu 1f(-/0)
gehorige Verteilungsfunktion, also gilt

F(x,0) =F <£> firzr € R,0 € (0, 00)

o

sowie

0
—F(z,0) = —%f <£> fir z € IR, 0 € (0, 00),
o

oo o
und wegen (R1) ist 2ZF(z, o) stetig. Weiter gilt

moy = | [ (e ()
< |h|sup {suﬂg %f (f) — %f (;)) : s zwischen o und o + h} ,
A
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und dies ist von der gewiinschten Ordnung, wenn wir

et (7))

zeigen konnen. Fiir alle x € IR und alle |h| < o gilt aber

(th)Zf(aih)_%f<§>‘ = Jj—h U—T-th<0f-h>_f<§>

=0

lim sup
h—=0 zeR

1 1 x
S NPT
+‘(0"|—h)2 o? 12 <O'>
1
= o+ hSl(x, h) + SQ(ZL’, h),
und fiir den zweiten Summanden gilt
20+ h x x
Jh) = |h|———— —‘f<—> fiir h ,
:2[1?{52(1‘ ) =| |(U+h)202gg pt Rl —0 irh — 0

auf Grund von (3.28) und (R1). Es geniigt also, noch

sup S1(z,h) — 0 fir h — 0
zelR

zu zeigen. Seien dazu ¢,C' > 0 beliebig. Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f
existiert ein 0 > 0, so daf
eo

B < g0 il 1] <
f(s) — ()] < 50 fir s —t| <6

a do2

gilt. Damit konnen wir fiir alle |h| < min{§, 5%} die Abschétzung

sup Si(x.h) < ¢
|z]<C

folgern. Wegen (3.28) konnen wir schliellich C' so grofl wéhlen, dafl

T ¢ T <5 sowie T f(x)<25
o+ h c+h/) — 3 Wi o+ h o/ — 3

fiir alle [h| < ¢ und alle |z| > C' gilt. Also gilt auch

sup Si(z,h) <e
|z|>C

fiir alle kleinen h und die Behauptung (2.5) ist gezeigt. O

Dieses Lemma beweist (2.10), (3.13) und (2.5) in unseren Beispielen. Ist ndmlich
¢ die Dichte der Standardnormalverteilung, so gelten offensichtlich die Bedingun-
gen (R0)-(R4) und (R6). Es muf} also nur noch (R5) nachgewiesen werden. Dazu
verwenden wir

¢'(x) = —zp(x)  firz e R,
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und damit gilt
I, = / r*o(x)dr = 3.

Bezeichnen wir mit f die Dichte der Doppelexponentialverteilung, so sind (R0)-(R4)
und (R6) wieder offensichtlich erfiillt. Zu (R5) stellen wir fest, da8

t'(z) = —% exp(—z) = —f(x) fir z € (0, 00)

gilt, und aus Symmetriegriinden erhalten wir
Iy = / 2% exp(—x)dr = 2.
0

In unserem dritten Beispiel sind die Bedingungen (R0)-(R3) wiederum trivial erfiillt.
Dabei gilt fiir die Ableitung

B8+3

th(r) = —0(5)5; 1;5 (1 + %;)2 = —(3+ l)xziﬂtﬁ(m) fir z € R,

und wir kénnen (R4) sofort ablesen. Es bleiben (R5) und (R6) zu zeigen. Zu (R5)

berechnen wir

+5

B (B+1)2 [, @2\ . f+1
[tﬁ—20(ﬁ) 7 /0 T (1+ﬁ> dl‘—3—ﬁ+3a

wie man durch zweifache partielle Integration sieht. Die Voraussetzung (R6) ist
genau dann erfiillt, wenn 8 > 2 gilt, was man am Tailverhalten von z?tg(x) able-
sen kann. Fiir alle anderen Regularitétsbedingungen ist diese Einschrinkung nicht
notig. Schlieflich untersuchen wir die Giiltigkeit der Voraussetzungen (R0)-(R6) im
Beispiel der logistischen Verteilung. Dabei sind (R0)-(R4) wegen

1 .
f(x) = e S e fir r € R

wieder leicht zu sehen. Weiter gilt

(o) — SR ep(r) 1) exp(oa) ~ 1

_ @
(11 oxp(—2))? 1+ exp(—2) rzel,

weshalb auch (R6) gilt. Léangere Berechnungen ergeben schlieflich

e [T (1T

und in allen vier Beispielen sind die Regularitétsbedingungen (R0)-(R6) gezeigt.
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Um die Giiltigkeit der funktionalen Grenzwertsitze (2.19) und (3.27) zu gewéhr-
leisten, miissen jetzt noch geeignete Schétzer fiir p und oy gefunden werden, die
die Voraussetzungen (2.6) beziehungsweise (3.2) und (3.15) erfiillen. Im Beispiel
der zentrierten Normalverteilung ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir o2 bei
unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen gerade

1 n
~2 2
p-lya
i=1
und wie bereits gesehen gilt (2.6) mit der Einflufunktion
L(z,00) = 2° — 0.

Damit sind alle Voraussetzungen fiir (2.19) gezeigt.

Im AR(1)-Modell kénnen wir das Paar (p,o3) mit Hilfe des Maximum-Likelihood-
prinzips schétzen und erhalten so

5 - T XX
TSN

also den Kleinst-Quadrate-Schétzer, als Schétzer fiir p und

n

6-72L,7‘€S = % Z (XZ - /A)nXi—l)Q = %Z é?

=1 =1

als Schiitzer fiir o2. Wie schon erwihnt erfiillt der Kleinst-Quadrate-Schétzer aber
im Fall |p| = 1 nicht die Voraussetzung (3.2), weshalb schon im Normalverteilungs-
modell die gemeinsame Likelihoodschétzung keinen geeigneten Schétzer liefert. An-
dererseits ist jeder Schétzer fiir p, der nur die Bedingung (3.2) erfiillt, im Hinblick
auf die Konvergenzaussage (3.27) gleichwertig, denn weder p,, noch p selbst haben
einen Einflul auf den Grenzprozefl. Daher sollte man in der Praxis im AR(1)-Modell
stets einen beliebigen Schétzer fiir p mit den Konvergenzordnungen (3.2) verwen-
den (z.B. den modifizierten Kleinst-Quadrate-Schitzer) und dann zur Schétzung
des Verteilungsparameters (hier 02) die so erhaltenen Residuen anstelle der Fehler
in den Verteilungsschitzer aus dem Modell unabhingig und identisch verteilter Zu-
fallsvariablen einsetzen. Der Schétzer p,, fiir den Autoregressionsparameter erfiillt
dann stets (3.2), so daB lediglich die Entwicklung (3.15) zu zeigen bleibt. In unserem
konkreten Beispiel der zentrierten Normalverteilung ergibt sich

als Schiitzer fiir o2, wobei die é; nun die mit einem beliebigen (3.2) erfiillenden
Schétzer p,, gebildeten Residuen sind. Bereits vorher wurde gezeigt, dafl der so ge-
wonnene Schétzer (3.15) erfiillt, weshalb (3.27) gezeigt ist. Damit ist unser erstes
Beispiel abgeschlossen.
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Diese Uberlegungen zeigen, daf8 die gemeinsame Likelihoodschitzung des Parame-
terpaars (p, o) nicht immer geeignete Schétzer liefert. Wir sehen im Folgenden aber
auch noch einen weiteren Grund, auf die Likelihoodschitzung von p zu verzichten.

In unserem zweiten Beispiel, der Doppelexponentialverteilung, kann man im Falle
unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen leicht ausrechnen, daf3

1 n
Op = — E |ez|
n <

i=1

der ML-Schétzer fiir den Skalenparameter oy ist, und offensichtlich gilt (2.6) mit der
Einflufunktion
L(l’,Uo) = ’l" — 0y,

wegen E(le1|) = oo.

Im AR(1)-Modell hingegen ist die gemeinsame ML-Schétzung fiir (p, o) praktisch
nicht mehr handhabbar. Verwendet man aber einen beliebigen Schétzer p,, fiir p, der
(3.2) erfiillt, so ergibt einfach

n

. 1 .
On,res = E Z |61|

=1

einen Schéitzer fiir oy, von dem nun noch die Entwicklung (3.15) zu zeigen ist. Dies
ist gleichwertig zu

== (= led) = or(1).

und im Fall |p| > 1 gilt

\/—Z & = le])] < Z|ez eil = p|\/—Z|Xz 1| = op(1)

geméB (3.2) und (3.4). Im Fall |p| < 1 miissen wir genauer abschéitzen. Sei dazu
e > 0 beliebig und § > 0 so, dafl

e*(1—|pl)
E(lea])

P(ler| <0) < -

gilt. Dann konnen wir auf dem Ereignis {|p, — p| maxj<i<, | X;—1] < 0} wie folgt
abschétzen:

—Z & — les]) = —Z 8] — lei]) 1gjes>sy + = Z €] = lei]) Lgjesi<ay

- n Z(p = Pu)Xic1 (Lgei>oy — Lei<—s})
i=1
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+— Z €] = leil) Ljeui<s)
- AN(5)+Bn<5)a

und es geniigt zu zeigen, daB beide Summanden die stochastische Ordnung op (n~'/2)
haben. Bei der Behandlung A,,(9) wiederum reicht es,

1 n
NG D Xiot (Les6y — Liec—sy) = Op(1) (3.30)
=1

zu beweisen. Da es sich wegen der Symmetrie der Doppelexponentialverteilung und
der Unabhéngigkeit von X, ; und e; hierbei um eine Summe zentrierter Variablen
handelt, erhalten wir fiir beliebiges C' > 0 unter Verwendung der Tschebyscheff-
Ungleichung

'

was (3.30) impliziert. Hieraus kénnen wir sogar A,(d) = Op(n~') folgern, so daf3
wir nur noch B, () untersuchen miissen.

1 )
ZC> < n_CQ;E<X11)

E(ef)
(1—p*)C*

1 n
ﬁ ZXifl (1{e,->5} - 1{@i<—5})
=1

<

Wegen

n

1 X X 1 &
|Bn(5)| < ﬁ Z |€z' - ei|1{|ei|§6} = |Pn - ’O|ﬁ Z |Xi—1|1{|ei\§5}
i=1

i=1
genigt es

1 n
=3 XialLai<sr = 0p(1) (3.31)
=1

zu zeigen, um die gewiinschte Ordnung fiir B, (J) zu beweisen. Auf Grund der Wahl
von ¢ erhalten wir unter Verwendung der Markov-Ungleichung aber die Abschétzung

1 & e
P (E;|X¢—1I1{|ei|<é} > 5) < Hal=9 1’ ZE [Xi-l)
) Be)
e(1—|pl)

&,

P (lea] < 0)

IN

was den Beweis von (3.31) abschlieft.
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Damit haben wir auf dem Ereignis {|p, — p| max;<;<, |Xi—1] < d} die gewlinschte
Ordnung fiir n='>"" (|é&;] — |ei|) gezeigt. Das Gegenereignis hat aber gegen Null
konvergierende Wahrscheinlichkeit, so daf§ auch im Fall |p| < 1 die Ordnung

_Z |&i] — lei]) = op(n _1/2)

gegeben ist. Dies vervollstindigt den Beweis von (3.15), und somit gilt auch im
Beispiel der Doppelexponentialverteilung der Grenzwertsatz (3.27).

Sowohl bei der Normal- als auch bei der Doppelexponentialverteilung {iberzeugt man
sich leicht, daf3
E(@lL(Gl, 0'0) =0

gilt, so daf in diesen beiden Beispielen die Verwendung des EL-Verfahrens zur nicht-
parametrischen Verteilungsschiatzung wirklich vorteilhaft ist.

Alle iiber die Doppelexponentialverteilung gemachten Aussagen konnen mit einigem
technischem Aufwand auch auf das Skalenmodell einer beliebigen exponentiellen Po-
tenzverteilung verallgemeinert werden. Dabei ist die exponentielle Potenzverteilung
zum Parameter 3 > 0 die Verteilung mit der Dichte

f3(z) = —>exp (—|z1%) fir x € IR.

1
oT (B

Nun untersuchen wir wieder die Skalenmodelle der tg-Verteilung und der logistischen
Verteilung. Geméf obigen Ausfithrungen kénnen wir einen beliebigen (3.2) erfiillen-
den Schétzer p, fiir p betrachten, und uns somit im Weiteren auf die Schétzung
von o beschrianken. Wie man leicht nachrechnet, kann die den ML-Schétzer fiir oy
bestimmende Gleichung nicht mehr geschlossen nach o aufgelost werden, so daf3 es
notig ist, mit allgemeinen Eigenschaften von ML-Schétzern zu argumentieren, wenn
man (2.6) und (3.15) fir diesen zeigen will.

Deshalb geben wir im Folgenden hinreichende Bedingungen an, unter denen (2.6)
und (3.15) fur den ML-Schétzer fiir oy gelten und zeigen in einem zweiten Schritt,
dafl die tg-Verteilung und die logistische Verteilung diese Bedingungen erfiillen.
Natiirlich kennt die klassische ML-Theorie im Modell unabhéngig und identisch ver-
teilter Zufallsvariablen bereits viele der folgenden Resultate, wir stellen sie trotzdem
in groflerer Ausfiihrlichkeit dar, da Beweisteile oder zumindest Beweisideen auch im
AR(1)-Modell relevant sind.

Gegeben seien ab jetzt die folgenden Regularititsbedingungen:

(RO) Die Funktion f: IR — (0, 00) ist eine (Lebesgue-)Dichte,
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R1) f ist gleichméfBig stetig,

D1) f ist auf ganz IR stetig differenzierbar,

(
(
(
(

)

R2) f ist symmetrisch beziiglich 0,
)
)

R5

%) f/(l’)2
I = 2
¢ /_OO:U —f(x) dr < o0,

(R6) ~
/ *f(x)dz < oo,

oo

(R7) die Abbildung
xf’(x)

f(x)

(0,00) 2 2 —

ist streng monoton fallend,

(R8)
c o af@)
£ 1’1—>oo i) < —1,
) ()]
t'(z
gSclellg i) < 00.

Dabei impliziert (D1) insbesondere die Voraussetzungen (R3), (R4) und die Stetig-
keit von f.

Bekanntermaflen ist zu einem Vektor z,, € IR" die Likelihoodfunktion L,, durch

1 rp. (%
L.(z,,0) = s Hf (%) >0  fiiroe (0,00)
i=1

und somit die log-Likelihoodfunktion 1,, durch

l.(z,,0) = —nlog(o) + Zlogf( ) fir o € (0, 00)

definiert. Die log-Likelihoodfunktion ist stetig differenzierbar nach ¢ mit der Ablei-
tung

0 "
8_01 n(z,,0) = ————Z fir o € (0, 00).
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Wir bezeichnen im Weiteren

n(z,) ={ie{l,...,n}:z; =0}

und

~

BAf):{gnelan:g}ligﬁgﬁ<:—1}

Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.11

Gegeben seien die Bedingungen (R0), (R2), (D1), (R7) und (R8). Dann hat fir
beliebiges z,, € B,(f) die Likelihoodgleichung

0
%ln(gn,a) =0

genau eine Losung.

Beweis Die Likelihoodgleichung ist dquivalent zu

" Tifl (ﬂ

| )
- o o :_1’
" 2 ()

und fiir z,, € B,(f) ist wegen (D1) die linke Seite dieser Gleichung stetig in ¢ und
konvergiert fiir o — oo gegen Null. Andererseits ist

< -1

. 1 - %f/(%) _ *n_ﬁ(gn)
%ﬁ;f@)_%

auf Grund von (R2), (R8) und der Stetigkeit von f. Schlielich stellt (R7) die Ein-
deutigkeit der Losung sicher. a

Die zu z,, € B,(f) eindeutig bestimmte Losung der Likelihoodgleichung &,(z,,)
heift Maximum-Likelihood-Schétzer (ML-Schétzer) fiir 0. Mit mafitheoretischen
Standardargumenten zeigt man die Borel-MeBbarkeit von B,,(f) und z,, — 7,.(z,,).

Im Folgenden sei e, = (eq,...,e,) und é, = (é1,...,é,). Dabei seien die e; un-
abhéngig und identisch nach Q,, verteilt, wobei wir fir o € (0, 00) mit @, die zu
Lf(-/o) gehorige Verteilung bezeichnen. Die ¢; sind die mit Hilfe eines (3.2) erfiillen-
den Schétzers definierten Residuen. Da die e; insbesondere stetig verteilt sind, gilt

e, € By(f) P— fs.

Fiir die zugehorigen Residuen gilt zumindest das folgende Lemma.
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Lemma 3.12
Gegeben seien die Bedingungen (R0)-(R2), (D1) und (R6)-(R8). Dann gilt

P (¢, € B.(f) — 1 fiir n — 0.

Beweis Aus (R8) folgt die Existenz einer Zahl 0 < § < 1 mit
f2(1-9) < -1,

weshalb

A [ A

P(é, ¢ Ba(f)) <P (% . 5)

gilt. Weiter implizieren (R0)-(R2) und (R6) die Aussagen (2.10) und (3.13). Somit
gilt (3.14) und auf Grund des Satzes von Glivenko-Cantelli fiir die zu Q,, gehorige
Verteilungsfunktion F(-, o¢) auch

sup |Fy res(2) — F(x, 00)| = op(1).
z€R

Hieraus folgt die Behauptung unter Beachtung von

nE,) 1
= — 1 ;=0 — Fnres 0) — Fnres 0—).
2 Dm0 = Fra(0) = Paa0-)

n

O

Damit ist das Ereignis {é, ¢ B,(f)} fiir asymptotische Aussagen vernachléssig-
bar. Im Folgenden koénnen wir also immer davon ausgehen, dafl die ML-Schétzer
0n, = 0,(e,) auf Basis der Fehler und 6, ,.s = 6,(¢,,) auf Basis der Residuen wohl-
definiert und eindeutig bestimmt sind.

Als néchstes zeigen wir die Konsistenz der ML-Schétzer 4, und &, ;5. Im Modell un-
abhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen ist der folgende Satz wohlbekannt;
vgl. zum Beispiel Lehmann (1983).

Satz 3.13  (vgl. Korollar 2.2 aus Abschnitt 6.2 in Lehmann (1983))

Ist die Likelihoodgleichung

—l,(e,,0) =0

(o)
fast sicher eindeutig losbar, so ist der ML-Schétzer 6, = 7,(e,) stark konsistent
gegen den wahren Parameter .
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Wie bereits gesehen stellen die Regularitdtsbedingungen (R0)-(R2), (D1), (R5)-(R8)
gerade die Giiltigkeit dieses Satzes sicher. Ein wesentliches Element in der Be-
weisfithrung ist die Kullback-Leibler-Information, die fiir Wahrscheinlichkeitsmafle
(1, 2 mit den zugehdrigen Lebesgue-Dichten q;, g2 durch

K(Q1,Q2) = /OO log (ql(m)> Qi (z)dz

— 00 J2 ([L’)

definiert ist. Bekanntermaflen gilt fiir die Kullback-Leibler-Information stets

0 < K(Q1,Q2) <0
und
K(Q,Q2) =0 genau dann wenn Q1 = Q.

Auflerdem definieren wir

o o

L(z,0) = log <1f (f)> fir v € R, o € (0, 00).

Da uns iiber p,, und damit iiber é4, ..., é, lediglich stochastische Ordnungsaussagen
vorliegen, ist fiir 0, ,.s keine starke Konsistenz gegen oy zu erwarten. Es gilt aber
das folgende stochastische Analogon des obigen Satzes.

Satz 3.14

Unter den Voraussetzungen (R0)-(R2), (D1) und (R5)-(R9) gilt fiir den ML-Schétzer
im zugehorigen Skalenmodell

Onres = On(€,) — 00 fiir n — oo P-stochastisch. (3.32)

Beweis Wie im klassischen Beweis fiir die starke Konsistenz des ML-Schétzers
im Modell unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen folgt (3.32) aus der
Giiltigkeit von
1
— (L, (&,,00) —1n (€,,0)) — K(Qsy, @s) fiir n — oo (3.33)
n
P-stochastisch fiir beliebiges o € (0,20() mit den zu Giof( /0o) beziehungsweise

Lf(-/o) gehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen @Q,, und Q,. Zum Beweis von
(3.33) schreiben wir

0 (G 0) =1 (60,0) = > (1 (@ 0) — i es,00)
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+% Z (L1 (€i,00) — 11 (€4,0))

TL Z 11 6“ (6270-»
= Sln+52n+53m

und das starke Gesetz der groien Zahlen impliziert sofort die fast sichere Konvergenz
von Sy, gegen die Kullback-Leibler-Information, so daf fiir jedes 0 < o < 20 noch

—Z (I (es,0) =1, (é;,0)) = op(1)

zu zeigen geniigt. Der Mittelwertsatz impliziert
L~ (e e\ (&)

=S W) —hi(eno) == (22
LRI =

mit Zwischenstellen &,; zwischen é;/0 und e;/o, und hieraus wiederum folgt die
stochastische Konvergenz von Sj,, und S3, gegen Null wegen

IR I Z'

unter Beachtung von (3.2) und (3.4) sowie (R9). Insgesamt folgt (3.33), und der
Satz ist bewiesen. O

Somit sind unter geeigneten Regularitétsbedingungen sowohl &,, als auch &,, ;s kon-
sistente ML-Schétzer fiir 0. Wir weisen als néchstes die Voraussetzungen (D1) und
(R7)-(R9) fiir die tg-Verteilung und die logistische Verteilung nach. In beiden Fillen
gilt (D1) offensichtlich. Weiter fillt xtj;(x)/ts(x) monoton gegen

_owtg(z) . —(B+1)2?
e am g - A<l

was (R7) und (R8) impliziert. Auflerdem rechnen wir leicht
|t ()] B+ D[ (B+1DVB

sup —— = Su = < 0
b t5(X)  oeh 22+ 7 2

nach, was (R9) beweist. Damit sind alle bisher geforderten Voraussetzungen fiir jede
tg-Verteilung mit § > 2 erfiillt. Zu (x4, ..., x,) € B,(t3) kann man die Likelihood-
Gleichung

> e =g
— Bo2+x2  [B+1
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zwar nicht explizit nach o auflésen, dennoch kann natiirlich numerisch die eindeu-
tig bestimmte Losung 6,,(z,,) berechnet werden, und die so gebildeten ML-Schétzer
Op = Onle,) und G, res = 0,(€,,) sind auf Grund der bewiesenen Regularititsbedin-
gungen konsistent.

Im Beispiel der logistischen Verteilung gilt
of'(z)  w(exp(—z)—1)

f(x) 14 exp(—z)

und dieser Quotient fillt fiir z — oo monoton gegen —oo, was (R7) und (R8) beweist.
SchlieBlich ist (R9) offensichtlich wegen

' ()] |exp(—z) — 1
sup ——— = su =1< o
xelﬁ f(x) xe]ﬁ 1+ exp(—x)

erfiillt. Die Likelihood-Gleichung

gl
n=  1l+4exp (—%)

ist nicht geschlossen nach o auflésbar, fiir numerisch bestimmte Losungen gilt aber
analog das oben Gesagte.

Wir kehren zur Betrachtung des allgemeinen Skalenmodells zuriick. Fiir die unter

(R0O)-(R2), (D1) und (R5)-(R9) definierten ML-Schétzer &,, und 6, s bleiben noch
die Entwicklungen (2.6) und (3.15) zu zeigen. Es stellt sich heraus, da8

g0 = o o - U—Oﬁ (3.34)

mit der Fisher-Information

I(0) =E ((%log %f (S)Y) —E (((%zl(e,a))?) fiir o € (0, 00),

wobei e nach @, verteilt ist, die (2.6) und (3.15) erfiillende Einfluifunktion ist. Dazu
beweisen wir zunéachst ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 3.15
Unter den Bedingungen (R0), (R2), (D1) und (R5) gilt

I > 1.
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Beweis Wegen (3.29) gilt unter Beachtung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o0

(/

x fla) \/@dx) < I

~ /fHz)

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn

xf'(x)

=

A — fii

gilt. Dies widerspricht aber der Stetigkeit von zf'(x), da f(0) > 0 ist. Damit ist das

Lemma gezeigt.

O

Nun kénnen wir die in (2.6) und (3.15) geforderten analytischen Eigenschaften der
Einfluifunktion und (2.24) fiir die Funktion L aus (3.34) zeigen.

Lemma 3.16

Unter den Voraussetzungen (R0)-(R2), (D1), (R5) und (R6) gelten fiir die gemif
(3.34) definierte Funktion L und eine nach @, verteilte Zufallsvariable e die Aussagen

(i)

(i)

(iii)

(iv) und

Beweis Es ist

1

o2

L.

(14

£ ()
)

)2

Substitution ergibt aber fiir das Integral

A= |

f(z)dx + 2/

o0

—00

1
o

of (z)dx + I,

(2)ar2

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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und daraus folgt (i) unter Beachtung von (3.29). Aus der Definition von L folgt
hieraus trivial die Aussage (iii), und diese wiederum impliziert die Existenz des
Erwartungswertes in (ii). Die Zentriertheit von L folgt wieder einfach aus (3.29), so
daB nur noch (iv) zu zeigen bleibt. Aus

E(leL(e, 0)|)?* < E(e*)E(L*(e, 0)) < 00

folgt die Existenz des Erwartungswertes, wegen E(e) = 0 gilt dann

E(eL(e,0)) = _all(a) /_OO i—zf/ (g) dr = —ﬁ /_OO 2t (z)dx,

o0 [e.9]

und das letzte Integral ist auf Grund der Symmetrie von f gleich Null. Damit sind
alle Aussagen des Lemmas gezeigt. a

Zum Beweis der Entwicklungen (2.6) und (3.15) setzen wir noch einmal weitere
Regularitéitsbedingungen fest. Seien im Folgenden

g(z) = xff(g) fir 2 € R (3.38)
und
h(z) =1+ 2g(x) + 2° (x) _ g?(z) fir r € R (3.39)

f(x)

definiert. Dann sind

(D2) f ist dreimal stetig differenzierbar,
(R10)
/ 22| (z)|dz < oo,

[e.o]

(R11) es existiert eine Funktion M,, : R — (0, 00) mit
E(M,,(e1)) < o0

und ein g9 > 0 so, dafl

82

sup z,0)| < Mg, () fir r € R

lo—o0|<eo

%11(

gilt,
(R12) b’ ist beschrankt,

(R13) g und g” sind beschrénkt
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die zusétzlichen Regularitéitsbedingungen. Natiirlich impliziert (D2) insbesondere
(D1).

Nun wére es moglich, zum Beweis der Entwicklung (2.6) die Voraussetzungen des
Satzes 2.7 nachzuweisen. Da wir aber Teile des Beweises ohnehin fiir den Beweis von
(3.15) bendtigen, fithren wir ihn hier explizit aus. Grundlegend ist die Gleichung

"0
0= ——1 i, On i isSni)\On —
;801(60 Za (e;,00 —1—2 li(ei, &ni) 00)
mit &,; zwischen &,, und oy und dazu gleichwertig

-1 Z? 1 38011(61700)
1 Zl 1 80211(6u gm)

6n — O0g =
Zum Beweis von (2.6) geniigt es nun,

— Z 8 (e, 00) = Op(n~1?) (3.40)

und

- Z 1(€3,&ni) — —1(00) fiir n — oo P-stochastisch (3.41)

zu zeigen. Dabei gilt (3.40) offensichtlich wegen (3.36) und (3.37), und (3.41) kénnen
wir aus

-y —li(e,00) — —I(09) fiir n — oo P—fs (3.42)
o

und )
_ Z (8 2 1 ezagnz) - %11(6i700)> = OP(l) (343)

ableiten. Die erste dieser beiden Aussagen folgt sofort aus dem starken Gesetz der
grofen Zahlen und dem folgenden Lemma.

Lemma 3.17

Unter den Voraussetzungen (R0)-(R2), (D2), (R5) und (R10) gilt

E (88—2211(61,00)) = —I(op).
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Beweis Zunichst zeigen wir die Existenz des Erwartungswertes. Dazu stellen wir

0? I N
wll(l‘,O—):gh <;> firz e R
und beliebiges o € (0, 00) fest, und die Integrale
o 1 [ee)
/ g’ (f) —f <£> dx = / g?(2)f(x)dr = I;
oo o/ o \o oo

sowie

/°° S, (2o - /_Oo 2[8(2)|da

02 f(%) o \o -~
sind geméf (R5) und (R10) endlich. AuBlerdem gilt auf Grund von (R5) auch

o)

[l )2 o= [ wiar < oo

o0

und

/oo o' (z)dx = -1, (3.29)

[e.o]

wie wir bereits beim Beweis von Lemma 3.10 gezeigt haben. Analog zu (3.28) zeigt
man
lim 2%f'(z) =0,

r—+00

und partielle Integration liefert unter Beachtung von (3.29) hiermit

/ 2*f" (v)dzx = 2.

Insgesamt folgt

82 1 - / - 2¢0 1
E wll(el,ao) = 2 142 i af'(x)dx + _Oo:v t"(x)dx — It | = —O__g(If—l),
und (3.35) impliziert die Behauptung. 0

Damit gilt (3.42) und zum Beweis von (3.41) reicht es, (3.43) zu zeigen. Dies folgt
aber aus dem néchsten Lemma. Die bewiesene Aussage ist etwas allgemeiner, da wir
das Lemma in dieser Form auch zum Beweis von (3.15) verwenden kénnen.

Lemma 3.18

Es gelten die Voraussetzungen (R0), (D2) und (R11). Sei weiter (s, )n,en eine belie-
bige Folge von nichtnegativen Zufallsvariablen mit

Sp — 0p flir n — oo P-stochastisch.
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Dann gilt

n

E 2; (a (e o) — %11(@,%)) — op(1) (3.44)

fiir beliebige (zuféllige) Zwischenstellen &,,; zwischen s, und oy.

Beweis Sei ¢ > 0. Die Stetigkeit von 8872211@7 o) in o, der Satz von Lebesgue und
(R11) implizieren

2 82

9or (17~ ah

limE( sup

410 lo—0o0|<é

was die Existenz einer Zahl 0 < g < g¢ mit

E sup < g?
|o—00|<do

sicherstellt. Dabei ist g > 0 gemafl Voraussetzung (R11) gegeben. Dann gilt

'(l
.

auf Grund der Markov-Ungleichung, und das Lemma ist bewiesen. a

2 2
wh(ela(f) - —11(61700)

Oo 2

82
Z (8 B Li(ei &ni) — wh(%%)) > 8) < P([sn — 00| > do)

=1

1 n 82 82
—|—P E Z sup wll(eu U) - @11 <€i7 00)

i—1 lo—o0|<do

< o(l)+e¢

Damit gelten also (3.40) und (3.41), was die Entwicklung (2.6) mit der geméaf (3.34)
definierten Einflulfunktion beweist. Es gilt also:

Satz 3.19

Unter den Voraussetzungen (R0)-(R2), (D2) und (R5)-(R11) ist der ML-Schétzer
0, = 0yu(e,) fast sicher eindeutig bestimmt, stark konsistent fiir oy und hat die
stochastische Entwicklung (2.6) mit der gemaﬁ (3.34) definierten Einfluifunktion.

Es bleibt noch (3.15) zu zeigen. Die Vorgehensweise ist analog zu der im Modell
unabhéngig und identisch verteilter Zufallsvariablen. Grundlegend ist wieder die
auf dem Mittelwertsatz beruhende Gleichung

— Z? 1 aaall(éw 9)
1 Zz 1 302 11(6175711)

On,res — 00 =
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mit Zwischenstellen &,; zwischen &, ,.s und oy. Die behauptete Entwicklung folgt
aus

_Z_ll 61,0'0 Z—h 61,0'0 OP(nil/Q) (345)

und

— Z —11 (é:,&ni) — —1(00) fiir n — oo P-stochastisch. (3.46)

Diese Aussagen sind Gegenstand der beiden néchsten Lemmata.

Lemma 3.20

Unter den Voraussetzungen (R0)-(R2), (D2) und (R5)-(R12) gilt

1~ &
=Y —11(6:,&ni) — —1(00) fiir n — oo P-stochastisch. (3.46)

1 e 02 1 e 02

0 o
+_ <_11(€i7§m) - wll(emgnz))

2

2 Z ( 1 (e, &ni) — %11(61‘700))

= Sln + S2n + SSna

und S, konvergiert geméfl (3.42) fast sicher gegen —I(0p). Auf Grund von Lem-
ma 3.18 und der Konsistenz von &, . ist Ss,, eine stochastische Nullfolge, so dafl
wir nur noch Ss, untersuchen miissen. Auf dem Ereignis { |6, s — 00| < 0¢/2} gilt
insbesondere fiir alle Zwischenstellen &,,; die Ungleichung

1 2
0<— < —.
ni 00
Wegen (D2) ist die geméf (3.39) definierte Funktion h differenzierbar, und der Mit-
telwertsatz und (R12) implizieren auf obigem Ereignis

1 — 1 é; e
N (h(=2)=-n(=2

—sup|h’ |—Z|ez—eZ

U(] z€lR

|82n| -

IN
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Die rechte Seite der Ungleichung ist aber wegen (3.2) und (3.4) eine stochastische
Nullfolge. Da andererseits

g0
2

gilt, ist das Lemma bewiesen. a

P (|&n7res oo| > ) — 0 fiir n — oo

Lemma 3.21

Unter den Voraussetzungen (R0)-(R2), (D2) und (R5)-(R13) gilt

— Z 1(é;,00) Z 8 1(ei,00) = 0p(n’1/2). (3.45)

Beweis Zuerst untersuchen wir den Fall |p| < 1. Auf Grund von (D2) ist die gemaf}
(3.38) definierte Funktion g zweimal differenzierbar, und wegen

%11(x700):—0io (1+g<§>> fir z € IR

I
S|~
3 —_
(]
VRS
Q|<‘b
Sl s
~_
©
s('b>
+

1 —_
Sl -
N\
Oq\
™~

3
Oq\
VRS
Q |§o
~_
~~_
©

|

Sm

Sln + 5271

mit Zwischenstellen &,; zwischen é;/0¢ und e; /0, nach dem Mittelwertsatz. Mit Sy,
beginnend zeigen wir, dal beide Summen stochastische Nullfolgen sind. Zuné&chst

gilt
1 u ’ < €; >
— > g | — | Xic
Vi ) X
und um die Diskussion von Sj,, abzuschliefien, geniigt es wegen (3.2) fiir den zwei-
ten Faktor auf der rechten Seite stochastische Beschrianktheit nachzuweisen. Wegen

(R13) ist aber g’ beziiglich @Q,, integrierbar, und fiir jedes C' > 0 gilt wegen der
Zentriertheit der Fehler

= [pn —pl

Y

n

20) < %(jgﬂglg’(x)l)zizm){f_l)

=1

1 2 52
< 0
< = (igg\g( )I) T
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mithilfe der Tschebyscheff-Ungleichung. Die rechte Seite der Ungleichungskette kon-
vergiert aber offensichtlich fiir C' — oo gegen Null.

Es bleibt S5, zu betrachten. Hier gilt aber wegen der nochmaligen Differenzierbarkeit
und der Beschranktheit der Ableitung

L5 (e #(3)e

1 .
\/_Z < 1121?%);‘62 €Z|%;|€Z—€Z’ :013(1)
geméf (3.2), (3.4) und (3.3).
Ist |p| > 1, so gilt wegen (D2) und (R13) einfach

0
( 61,,00 8011(61;700))

unter Beachtung von (3.2) und (3.4).

1 1 .
< —sup |g"(z)| Tn Z (¢
1=1

00 zeR

sowie

zelR

1 1<
<suplg'(z)| = - —= ) [é — e = op(1)

Damit ist (3.45) nachgewiesen. O

Die beiden Aussagen (3.45) und (3.46) implizieren nun die stochastische Entwicklung
(3.15) und insgesamt gilt der folgende zu Satz 3.19 analoge Satz.

Satz 3.22

Unter den Voraussetzungen (R0)-(R2), (D2) und (R5)-(R13) ist der ML-Schitzer
Onres = On(€,) mit gegen Eins konvergierender Wahrscheinlichkeit eindeutig be-
stimmt, konsistent fiir oy und hat die stochastische Entwicklung (3.15) mit der
geméB (3.34) definierten Einflulfunktion.

Wir zeigen schliefllich noch die Voraussetzungen (D2) und (R10)-(R13) in unserem
dritten und vierten Beispiel. Im Falle der ts-Verteilung ist (D2) offensichtlich erfiillt
und die zweite Ableitung der Dichte ist

(B+2)2> -3
(22 4 B)?

woraus wir auf Grund des Tailverhaltens sofort (R10) folgern kénnen. Weiter ist

tig(z) = tp(z) ((6 +1) ) fir x € R,

2

g(z) = (ﬁ+1)$2+ﬁ fir z € R
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und
rt+ (384 1)a? -3

2+ D)
insbesondere ist h beschrénkt durch eine Konstante C, so daf§ wir fiir ¢ > /2 die
Abschétzung

h(z)=—-03- fir z € IR,

:%‘h(%)‘gg firx e R

99

@11(‘%0)

ableiten kénnen. Die rechte Seite ist aber konstant also (),,-integrierbar, womit die
Giiltigkeit von (R11) gezeigt ist.

-

Wir berechnen nun die iibrigen noch benétigten Ableitungen. Es ist

g'(x) = —28(3 + 1)@ fiir « € R,
2 _
g"(x) =26(8 + 1)% fir z € R
und s s
/ €T- — X ..

Da diese Funktionen offensichtlich sdmtlich beschrankt sind, gelten in unserem Bei-
spiel der tg-Verteilungen auch die Regularitétsbedingungen (R12) und (R13). Damit
haben die ML-Schétzer 6,, und 6,, s die Entwicklungen (2.6) beziehungsweise (3.15)
mit der EinfluBfunktion

oo(B+3) a?—ad
2 2?2+ o3 fs

L(z,00) = fir x € IR,

und es gelten die funktionalen Grenzwertsétze (2.19) und (3.27) sowie (2.24), was
die Untersuchung des Beispiels abschlieft.

Auch im Skalenmodell der logistischen Verteilung gilt natiirlich (D2). Dabei ist

(2 —exp(—x))* — 3
(1 + exp(—x))?

t"(z) = f(x) fir z € IR,

und auf Grund der Abschétzung
22" (z)] < 22%f(x) fir z € R

sowie der Existenz zweiter Momente der logistischen Verteilung gilt (R10). Wir
errechnen (exp(—z) — 1)
x(exp(—x) —
g(x) =

fii R
1+ exp(—=x) e
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und
2 —x) — —2 1
h(z) = 1- x(xexp((l f)ex eip( : z)+1)
p(—x))
= 1+ 2z(exp(—x) — z — exp(x))f(x) fir r € R
sowie 5 .
lim rexp(—z) — exp(—2z) + 1
BT (Tt exp(-n)p
Also gilt

|h(z)] <1+ C|z firz € R

mit einer positiven Konstante C' wegen der Symmetrie von h. Dies zeigt fiir 0 > /2
die Abschétzung

2
]8 z,0)

el

1 4 2C
:_2‘h(£>‘§—2(1—|——|x|) = M,, (2) fir x € IR,
o o oh ol

und M, ist wegen der Existenz erster Momente der logistischen Verteilung beziiglich
Q),, integrierbar, was (R11) beweist.

Wie im Beispiel der ¢g-Verteilungen berechnen wir nun noch die folgenden Ablei-
tungen. Es gilt

_ exp(—2x) — 2zexp(—z) — 1
(14 exp(—x))?

g'(z)

fir z € IR,

_ —2zexp(—2x) + 2vexp(—x) — 4exp(—2z) — 4exp(—x)

fii R
1+ exp(—2))? wee

W (z) = —2f(x) (zg(x) + 4z + exp(z) — exp(—x)) fir x € IR

und wegen der Existenz der Grenzwerte fiir x — +oo sind alle diese Funktionen
beschrankt, was (R12) und (R13) zeigt.

Damit besitzen die ML-Schétzer &,, und 6, ,.s auch hier die gewiinschten Entwick-
lungen (2.6) beziehungsweise (3.15) mit der Einflufunktion

9 r — oy — (z+ 0g) exp(—z/0p)

L = )
(1300) 3+ 72 1—|—exp(—$/<70)

fir x € IR.

Somit gelten die funktionalen Grenzwertsétze (2.19) und (3.27) sowie die Bedingung
(2.24) auch in unserem vierten Beispiel.
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Bootstrapresultate

4.1 Modellvoraussetzungen und bekannte Ergeb-
nisse

Das Bootstrap-Verfahren ist eine Moglichkeit, unbekannte Verteilungen, zum Bei-
spiel die der Kolmogorov-Smirnov-Statistik fiir den Test (2.2), durch berechenbare
Groflen anzundhern. Im Falle unabhéngig und identisch verteilter Daten, haben
Stute et al. (1993) und spéter Babu und Rao (2004) ein Bootstrapresultat zu dem
funktionalen Grenzwertsatz (2.8) bewiesen. Im Falle des AR(1)-Modells, aber auch
insbesondere bei der Verwendung des EL-Prinzips zur Verteilungsschétzung in bei-
den Modellen stehen solche Bootstrap-Resultate noch aus. Wir beweisen in die-
ser Arbeit nur den Bootstrap im AR(1)-Modell und verzichten auf die Ausfithrung
des (analogen) Beweises bei unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen.
Natiirlich werden die dabei auftretenden Regularitdtsvoraussetzungen durch Stute
et al. (1993) und Babu und Rao (2004) inspiriert.

Wir benétigen zunéchst etwas Notation. Sei (A, )qen die Filtration, die durch
A, =0(Xo,....Xp) =0ler,...,en) firn>1

definiert wird. Weiter betrachten wir zu jeder beobachteten Folge Xj,..., X, die

* *

Bootstrap-Fehlervariablen e;,, ..., ey, , die unter der bedingten Wahrscheinlichkeit

’ = nn? ~

P( - |A,) unabhéngig und identisch nach der (bekannten) Verteilung F(-, ¥, es)

verteilt seien. Hierzu muf die Verteilungsfunktion F(-, 1, ,s) natiirlich definiert sein,

das heifit ﬁmes muf} in © liegen. Da aber 1, ein innerer Punkt von © ist und aus
(3.15) insbesondere

ﬁn,res — 1y fiir n — oo P-stochastisch (4.1)

folgt, hat sogar fiir jede abgeschlossene Umgebung V' C © von ¥y das Ereignis
{Unres € V} eine gegen Null konvergierende Wahrscheinlichkeit. Es ist damit fiir

65
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asymptotische Aussagen irrelevant, weshalb wir im Folgenden stets émes € O vor-
aussetzen. Wir schreiben fiir eine Folge von Zufallsvariablen (Z7),en kurz

Z* = Op+(1) unter P ( - |4,) P-stochastisch
beziehungsweise

Z" = op+(1) unter P (- |A4,) P-stochastisch,
falls fiir alle €,¢" > 0 die Aussage

C1im limsupP (P (|Z;| > C|A,) >¢) =0

—  n—oo

beziehungsweise
lim P(P(|Z}] > €'|A,) >e)=0

gilt.

Obwohl die e, von n abhéngen, wollen wir dies in der Notation kiinftig vernachléssi-
gen und kurz e} schreiben. Aulerdem werden wir in Zukunft nicht zwischen einer
Verteilungsfunktion F(-,9) und der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung un-
terscheiden und fiir beides stets F(-,4) schreiben.

Zunéchst stellen wir eine grundlegende Eigenschaft der e} fest. Ist h : IR — IR eine
mefibare und beziiglich F(-,vy) integrierbare Funktion, so gilt

B((e])lA) 2 [ he)F(dr. b

R

~

denn F(-, ¥y, es) ist ja gerade die bedingte Verteilung von e} bei gegebenen ey, .. ., e,,.
Im Folgenden identifizieren wir stets die fs-gleichen Versionen einer Zufallsvariablen
miteinander und verzichten auf den Zusatz ,, fs“. Fiir jedes x € IR erhalten wir als
Spezialfall obiger Gleichung

p (GT < x|"4n) = F(l’, 7~§n,7’es)7

indem wir h = 1<,y setzen.

4.2 Der Bootstrap-Prozef}

4.2.1 Das asymptotische Verhalten der Bootstrap-Variablen

In diesem Abschnitt werden wir das asymptotische Verteilungsverhalten der e} stu-
dieren. Um die gewiinschten Ergebnisse zeigen zu konnen, miissen wir die folgende
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Bedingung an die Verteilungsklasse F stellen:

Es existiert eine abgeschlossene Umgebung V' von ¢y, so dafl

/ zF(dz,9) =0 firdeV
R
(4.2)

und

/ F(dz, ) —>/ F(dx,v0) = o fir ¥ — vy
gilt.

Diese Voraussetzung ist eine lokal gleichméBige Version von (2.10). Aus den Voraus-
setzungen (4.2) und (2.5) erhalten wir fiir alle € IR und alle C' > 0 die folgenden
Konvergenzaussagen:

F(z,9) — F(z, ) fiir ¥ — vy, (4.3)
| ) — [ P =B fro -, @)

[ teaFn.0) — [ 1penPn i) = U5 fwo—o, (@5)
R R

und
/ y21{|y\ZC}F(dy>79) — / y21{\y|20}F(dy7790) fiir ¥ — 190. (46)
R R

Dabei ist (4.3) eine direkte Folgerung aus (2.5). Zum Beweis der Integralkonvergen-
zen verwendet man (4.3) und die Tatsache, daf} (4.2) die gleichgradige Integrierbar-
keit aller betrachteten Funktionen sicher stellt.

Da wir wegen (4.1), wie oben gesehen, stets igmes € V annehmen konnen, gilt

E (eﬂAn) = /IR':EF<dx71§n,res) = O, (47)

das heiflt, die e} sind bedingt zentriert. Ist weiter h einer der obigen Integranden, so
bedeuten (4.1) und (4.3)-(4.6) gerade

E (h(e})|A,) — E (h(ey)) fiir n — oo P-stochastisch.

Einige fiir uns wichtige asymptotische Eigenschaften der e} sind im folgenden Lemma
zusammengefafit.
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Lemma 4.1

Gelten die Bedingungen (2.5), (4.2) und (3.15), so gilt

Ze;k = Op+(n'/?) unter P ( - |A,) P-stochastisch, (4.8)
i=1
max le¥| = op-(n'/?) unter P ( - |A,) P-stochastisch (4.9)
und
1 n
— Z e — o? unter P (- |4,) P-stochastisch. (4.10)
n
i=1

Beweis Zu (4.8):
Seien & > 0 und C' > (20%/¢)'/2. Dann gilt

(e

n
*

>el

=1

An> > 202) ,

> \/FLO‘A”> > g) <P <E (5{2

was wegen (4.1) und (4.2) bereits (4.8) beweist.
Zu (4.9):

Sind e,&’ > 0, so gilt wie im Beweis von (3.3) die Ungleichung

P (max lef] > +/né’

1<i<n

1 x2
An) < EE (61 1{6’1‘227“-:’2}

Au).
Sei nun C' > 0 so grof3, dafl
E (efl{e§>0}> <
gilt. Ist n geniigend grof3, so folgt
P (E (" Legmnem ) 2 €) <P (B (6" p2n0yl40) 2 )

* €
S P ()E <6121{612>C}|An> —E <€%1{€%>C}>‘ Z 5) s

DO ™

und die letzte Wahrscheinlichkeit konvergiert auf Grund von (4.6) und (4.1) gegen
Null, womit (4.9) bewiesen ist.
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Zu (4.10):
Wihlen wir ein beliebiges ¢’ > 0, so gilt fiir jedes n € IN und jedes C > 0 die

Zerlegung

1~
= qﬁzeﬁ{efso} — B (e eizcp M) | 2
=1

n

1

2
—g er’ — o
n

i=1

> ¢’

.
g

Dabei konvergiert Ps, wegen (4.1) und (4.2) stochastisch gegen Null. Es bleiben also
die beiden anderen Summanden zu diskutieren.

s €
3

1<, g
+P (‘526121&»0} —E (e epaylAn) | 2 3

=1
el
=3

THp(e7]4,) 2]
- P1n+P2n+P3n-

Weil die Summanden in P, durch C? beschrinkt und insbesondere quadratisch
integrierbar sind, folgt mit der Tschebyscheff-Ungleichung

e?n’

und die rechte Seite der Ungleichung konvergiert gegen Null.
Zum Schluf} bleibt P, zu untersuchen. Sei ¢ > 0 und C' > 0 so grof}, dafl

g ee
E (611{|el|>c}) < min { 15’ 21 }

ist, so erhalten wir

( Ze Les>0y 2 75 ”) +1{)E(ef21{‘e;‘>0}lv4n)— E(e31(e,1501)|2% }

Dabei ist der zweite Summand auf der rechten Seite der Ungleichung geméaf (4.1)
und (4.6) eine stochastische Nullfolge. Andererseits gilt fiir den ersten

1<, e
’ <P (EZ;einﬂewC} 1 n> = €>

EE
< P (E (e ger 0y An) = 5)

!
< P (\E (e’ 1qes sy An) — E (€l1lqe,501)| > %) ,
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und der letzte Term verschwindet (4.1) und (4.6) folgend, wenn n gegen Unend-
lich geht. Insgesamt folgt die Giiltigkeit von (4.10), was den Beweis des Lemmas
abschlief3t. a

Es ist noch anzumerken, dafl die Voraussetzungen fiir das gerade bewiesene Lem-
ma noch abgeschwicht werden kénnten. So ist zum Beispiel (3.15) im allgemeinen
stiarker als (4.1), und auch (2.5) wird nicht in voller Stérke bendtigt. Da wir aber
diese Voraussetzungen ohnehin fiir den funktionalen Grenzwertsatz (3.27) benoti-
gen, den wir ja bootstrappen wollen, verzichten wir hier und im Folgenden darauf,
schwéchere hinreichende Bedingungen zu formulieren.

4.2.2 Der Bootstrap-Schitzer fiir die modifizierte empiri-
sche Verteilungsfunktion der Residuen

Um den Prozef} (n1/2(Fn7res,Z — F(-,l@nmes)))nem zu bootstrappen, ist es notig, so-
wohl fiir F,, s . als auch fiir F(-, @n,res) geeignete Bootstrap-Analoga auf Basis von
el,...,e; zu berechnen. Einen Bootstrap-Schétzer fiir F,, ,., . erhalten wir, indem
wir den EL-Ansatz auf die Bootstrap-Variablen ej,...,e; anwenden. Dazu muf
wie in den vorangegangenen Kapiteln das Ereignis {0 ¢ (min;<;<, €, maxj<;<, e})}
asymptotisch vernachléssigbar sein, was das folgende Lemma sicherstellt.

Lemma 4.2

Unter den Voraussetzungen (2.10), (2.5) und (3.15) gilt

p (O ¢ (min €], max e})

1<i<n '’ 1<i<n

An> — 0 fiir n — oo P-stochastisch.

Beweis Zunéichst stellen wir fest, daf3

{0 ¢ (min e, max e})} C m{ef <0}uU ﬂ{e;‘ >0}

1<i<n '’ 1<i<n

gilt, und fiir jedes € > 0 erhalten wir fiir alle groen n die Abschétzung

p (P (ﬁ{e; < 0}(An> > g> — P ((F(o,én,ms) —F(0,9) + F(O,ﬁo))n > g>

9 1-F
< p (\Fm,mm) —F(0.00)] > #) |
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Da F(-, %) zentriert mit echt positiver Varianz ist, folgt 0 < F(0,%y) < 1. Unter
Beachtung von (3.26) konvergiert deshalb die rechten Seite der obigen Ungleichungs-
kette gegen Null. Der Beweis fiir

p (P (ﬁ{e; > 0}’An> > 5) — o(1)

verlauft analog, was den Beweis des Lemmas abschlief3t. a

Damit ist die Menge {0 ¢ (min;<;<, €}, max;<;<, e})} fiir asymptotische Betrach-
tungen irrelevant, und auf dem Gegenereignis definieren wir die modifizierte empi-
rische Bootstrap-Verteilungsfunktion

n

1 1
F* = — 1<y fir z € R.
)= 3 s e

Dabei ist t7 wieder die im Intervall

1 1 1 1 1 1
n maxj<i<n €f  \n ming <<, €}

eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

n

1,
2 Tigat =

i=1

Als néichstes beweisen wir eine stochastische Entwicklung von ¢;, und F;, | analog zu
den Entwicklungen (3.20) und (3.18). Dazu dient das néchste Lemma.

Lemma 4.3
Gelten die Bedingungen (2.5), (4.2) und (3.15), so folgt
t* = Op«(n~1?) unter P ( - |A,) P-stochastisch, (4.11)

11
t,=——) e +op: (n=Y/?%) unter P ( - |A,) P-stochastisch (4.12)
o’n
i=1

und fiir alle z € R gilt

n

R 1 N U
Fr (7) = F(z, 05 es) = - Z (1{639} — F(z,Vn1es) — U(f)e;‘) + R,(x) (4.13)

=1

mit
sup | Rn(z)| = op+(n~Y/?) unter P ( - |A,) P-stochastisch.
z€R
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Beweis Zu (4.11):
Wie beim Beweis von (3.19) zeigt man

n

t3] 1 Y et <
1+ |t maxi<i<n l€f| n i=1

n

3

i=1

und Auflésen nach ¢} beweist mit (4.9), (4.8) und (4.10) die gewiinschte stochastische
Ordnung.

Zu (4.12):

Es ist

n n n

0—126*—t*126*2+t*2l2 e’
n o ! "n 1+trer

i=1 i=1 i=1
analog zum Beweis von (3.20). Auf Grund von (4.10) und (4.11) ist

g 2 o ~1/2 :
t| — - = Op-« ter P (- |A,) P-stochastisch.
. (n E e —o ) op+(n~%) unter P ( - |A,) P-stochastisc

i=1
Den letzten Summanden der obigen Gleichung kénnen wir durch

n

1
- max |ef| - — g e’
1<i<n n

=1

b1 & ex?
t* - 2
"n Z 1+ trer

=1

*2'
— “n

max
1<i<n

I+ the;

abschétzen, und (4.11), (4.9) und (4.10) zeigen, dafl der letzte Summand ebenfalls
die Ordnung op-(n~'/2) unter P ( - |A,) P-stochastisch besitzt. SchlieBlich ergibt
Auflésen nach ¢} die Entwicklung (4.12).

Zu (4.13):
Wir verwenden wieder fiir jedes x € IR die Gleichheit ﬁ =1—-y+ % fir y # —1

und erhalten so

% 3 ]- & * 1 . *
Fra(@) = Fz, Onres) = — D ler<ay — tn D el
=1 =1
*2

1 & e’ R
t*2_ 2—1 er<z - F 7/1977,7‘68

1< . U(z)
= - E Lier<ay — F 71971,7“@5 - ;
N ( te=e) (37 7 ) o2 6,)

1 n
e _E e lgerany — U
n(n i—1 e (@)
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—Rln(l') — RQn(CE) + Rgn(.fl?).

Es reicht, fiir die drei Restterme die behauptete Ordnung gleichméBig in z € R zu
zeigen.

Dies sehen wir sofort fiir Rs,, denn die Funktion U ist beschrénkt, und (4.12) im-
pliziert somit

sSup | Rop ()] = op-(n~4/?) unter P ( - |A,) P-stochastisch.
z€lR

Andererseits haben wir fiir R3, die folgende Abschétzung

1 1
Ry (z)| < 837 T o
SUp [Ron ()] < 1,7 s 3= n;e

Dabei ist die rechte Seite unabhéngig von x und hat wegen (4.11), (4.9) und (4.10)
sogar die Ordnung Op«(n~') unter P ( - |4,)) P-stochastisch.

SchlieBlich bleibt Ry, zu untersuchen. Dazu setzen wir

n

1
Ut (z) = - d el firzeR
=1

und definieren U’ ™ analog. Dann gilt

1
sup |—

Z e 1fer<ay — U(x)| < sup |U:F(2) — Ut | + sup |U, " (z) — U™ |
zelR |1 zeR

zelR

mit Ut und U™ gemif (3.22), und wegen (4.11) geniigt es

sup ‘U;‘Zi(x) — U*| = op-(1) unter P ( - |A4,) P-stochastisch (4.14)
zelR

Zu zeigen.

Zunichst stellen wir fiir jedes x € IR und alle ¢’ > 0 fest, dafl

P (‘U:LJF(‘T) - U+(I)| > 8/|An) < p (’UZJF(ZE) —E (6T+1{e{§x}|"4n)‘ > 8_

2 A”)
>4}

+1{‘E(€T+1{e{§x} |An) ~Ut(2)




KAPITEL 4 74

gilt, und der zweite Summand auf der rechten Seite der Ungleichung konvergiert
wegen (4.1) und (4.5) bereits stochastisch gegen Null. Fiir den ersten gilt aber auf
Grund der Tschbyscheff-Ungleichung

12

* « € 4 .
P <|Un+(a:) —E (] jer <yl An) | > 5 An> < 5 F (%] A,)

und der Term auf der rechten Seite konvergiert wegen (4.10) stochastisch gegen Null.
Fiir jedes feste x € R gilt also

U " () = UF(2)] = op(1) unter P (- |A,) P-stochastisch,
und genauso zeigt man

|U1*1_(5U) - Uf(l')‘ = op-(1) unter P (- |A,) P-stochastisch.

Um nun die Aussage (4.14) zu beweisen, benutzen wir ein Monotonieargument.
Setzen wir Ut durch

Uf(—00)=0 und  Ut(c0) =E(e])

fort, so ist U™ auf [—o0, 00| gleichmifig stetig und beschrinkt. Zu jedem ¢ > 0
existieren deshalb Punkte —oo = xp < 1 < ... <z, < Tppy1 = 00, so dalfl fiir alle
k € {0,...,m} die Abschétzung

Ut (xp1) — Ut (ap) < e
gilt. Fiir jedes € IR existiert nun genau ein k£ € {0,...,m} mit zx < & < Tpi,
und es gilt
U, (@) = Ut (2) < UL (zr41)) — Ut (@rga) + €
auf Grund der Monotonie von U " und UT. Ebenso erhalten wir
Ut(z) = Uy () < U (2e) = U " () + &
und damit folgt

QSCEI[F; Ui " (z) — Ut (z)| <e+ pnax Uz

+($k) — U+($k)‘ .
Wie oben gesehen, hat das endliche Maximum auf der rechten Seite der Ungleichung
die behauptete Ordnung, und da £ > 0 beliebig klein ist, folgt

sup [Us*(z) — Ut| = op«(1) unter P ( - |A,) P-stochastisch.

z€R

Die entsprechende Aussage fiir die Negativteile zeigt man analog, woraus (4.14) und
somit auch

sup | Rip ()| = op-(n~"?) unter P (- |A,) P-stochastisch
z€R

folgt.

Damit sind alle Teile des Lemmas bewiesen. O
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4.2.3 Der Bootstrap-Schitzer fiir den Verteilungsparameter

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Bootstrap-Version zur Verteilungsfunktion
F(., 5‘”,7«@5). Dazu bendétigen wir zunéchst einen Bootstrap-Schétzer fiir den Vertei-
lungsparameter. Es ist klar, dal dieser eine (3.15) entsprechende Entwicklung haben
sollte. Dabei miissen die Voraussetzungen an die EinfluBfunktion aus (2.6) im lokal
gleichméBigen Sinne verscharft werden. Dies fiithrt zu folgenden Bedingungen:

Die Einfluifunktion L ist fiir alle 9 € V mit V aus (4.2) definiert, und
fir 1 < k,l < d gelten

/ (L(x,9)), F(de,0) =0 fird eV

. (4.15)
/}R (L(z. )L(z, 0", F(dz,9) — E (L{ex, do)L(er, 0o)') .,
fir ¥ — .
Es ist (0% )nen eine Schiitzerfolge mit
G Bren = 2 Lt ded) + R
e
wobei (4.16)
| R, || = op+(n~1/?) unter P (- |A,) P-stochastisch
gilt.
Gilt

ﬁn,res = pn(éla ) én)
mit einer bekannten Folge von Funktionen p, : R” — IR?, so kann man

;= pnlel,....en)
setzen. Fiir den so definierten Bootstrap-Schéitzer wire dann die Entwicklung (4.16)
im Einzelfall nachzuweisen.

Andererseits kann die Bedingung (4.16) trivial erfiillt werden, wenn die Einflu$funk-
tion L wie im Falle der schon betrachteten Maximum-Likelihood-Schétzung bekannt
ist. Wir konnen in diesem Falle den Schétzer 9}, durch

~

* q 1 g * 0
ﬁn = ﬁn,res + E Zl L(ez 9 ﬁn,res)
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definieren und erhalten somit die Entwicklung (4.16) sogar mit trivialem Restterm.

Den oben eingefiihrten Schétzer 1?;; verwenden wir nun zur Definition von F(:, ?92),

einer Bootstrap-Version von F(-, 9, ;). Dazu miissen wir sicherstellen, daf ¥}, € ©
gilt.

Lemma 4.4

Unter den Bedingungen (3.15), (4.15) und (4.16) gilt
P (192 ¢ V‘An> —0 fiir n — oo P-stochastisch.

Insbesondere ist {19,*1 ¢ O} fir Verteilungskonvergenzaussagen asymptotisch ver-
nachléassigbar.

Beweis Es existiert ein g > 0, so dal {0 € © : || — || < ¢(} C V gilt. Daraus
folgern wir

P(d¢vla) <P (\ By =D 2 2

A") T lonrermsnl2%}

wobei der zweite Summand auf der rechten Seite der Ungleichung wegen (3.15) eine
stochastische Nullfolge bildet. Fiir den ersten Summanden gilt wegen (4.16) und der
stochastischen Ordnung des dort betrachteten Restterms
/
> 0

e | Ha) <o

Es geniigt also, die stochastische Konvergenz der bedingten Wahrscheinlichkeit auf
der rechten Seite gegen Null zu zeigen. Wir werden spéter noch die starkere stocha-
stische Rate

/

19:1 - én,res Z 6_0 An) + OP(l)-

4

I~ . g
ﬁ lzl L(Gl 9 ﬁn,res)

RN :
7 ; L(e}, Upres) = Op=(1) unter P (- |A4,) P-stochastisch, (4.17)

benotigen, weshalb wir schon hier diese Aussage beweisen. Wegen (4.15) gilt fiir
jedes C' > 0 die Ungleichung
=ofnf

S| ERCN
P({% ZL(eiaﬁn,res)
Xn: L<€:> Q§n,res)
i=1

1
—F
C?n ‘

o= <1}

IN

2
[Aa | 1o <)

d
1 2/ % 0
=k (et DnrelAn) 1o, sy
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Wihlen wir nun zu gegebenem e > 0 die Schranke C' > 0 so, dafl

C2%e
2
1m§kandE (Li(e1,%)) < I

> C‘An> > g>

eC?
A) o<t} 7)

gilt, so erhalten wir

Il . s
P (P (% ZZI L(el ) 19n,res)
d
< P (Z E (Li(ei, lgn,res)
k=1

1‘97’1,,7‘65 - 190H Z 56)

2

9
. N ) > e
An> ]‘{”ﬁn,res—ﬂou<50} - 2d ) —'I— 0(1)

~

B (L3 (e}, D res)

VAN
M- %

IN
|l
v
P N

~

B (L3 (€, Dnres)

A 2 eC?
) 9 A >
n> 1{||19n7res*190||<80} E (Lk(ela 190)) = I )

und die rechte Seite der Ungleichung konvergiert wegen (4.1) und (4.15) gegen Null,
was (4.17) beweist. Damit ist das Lemma gezeigt. O

Mit F(-,9%) haben wir nun einen Bootstrap-Schiitzer fiir F(-, U, ;) gefunden. Es ist
klar, daB wir wieder gleichmiiBig in z € IR fiir die Differenz F(z, 0%) — F(x, Uy yes) €i-
ne stochastische Entwicklung herleiten miissen. Da im Bootstrap-Kontext der ,, wah-
re* Verteilungsparameter 19,177«65 zufillig ist, ist (2.5) fiir die angestrebte stochasti-
sche Entwicklung nicht mehr hinreichend. Deshalb ersetzen wir diese Voraussetzung
durch die folgende lokal gleichméfBige Version.

Fiir alle ¥ € V ist die Funktion A(-,7) : R — IR? definiert, A(-, 1) ist
stetig im ersten Argument, und es gilt
(4.18)
sup |F(z,9 + h) — F(z,9)) — Az, 9)'h| = o(||A]) fir ||h]] — 0.

z€IR
Jev

Auflerdem benétigen wir fiir das folgende Lemma die Glattheitsvoraussetzung

sup ||A(z,9) — A(z, %) — 0 fiir ¥ — . (4.19)
z€R
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Lemma 4.5

Gelten die Voraussetzungen (3.15), (4.15), (4.16), (4.18) und (4.19), so gilt fir z € IR
die Entwicklung

~

F(z,0%) — F(2, 0 res) = Az, 0)! ZL €' Unres) + R () (4.20)

mit
sup | Rn(z)| = op~(n~Y/?) unter P ( - |A,) P-stochastisch.
z€R

Beweis Fiir jedes = € IR ist

n

R . 1 R
F * —F n.res == A 3 b2 L >'kaﬁnres
(2,0;) = F@,Jnres) = Ala,do)'~ - L(ef Dnres)

i=1

+ (P, 05) = B, D es) = A, D) (19:; —dnres) )
FA(@, Dy res)! <19:; Drvyres — ZL €}, Vnres )

+(A($ ﬁn'r‘es)_ IE190 )tlzL €, nres

= IL’190 ZL € nres

und es reicht aus, fiir s € {1,2,3} zu zeigen, daB

Sup | Ren(2)| = op+(n~1/?) unter P ( - |A4,) P-stochastisch
z€R

gilt. Zur Diskussion von Ry, seien €, > 0 vorgegeben. Wegen (4.16) und (4.17)
existiert ein C' > 0 so grof3, daf§

lim sup P (P <\/ﬁ‘

n—oo

N ~
19” - ﬂn,res

> C‘An) > %) <e (4.21)

gilt. Wegen der Voraussetzung (4.18) gibt es weiter zu &', C' > 0 eine Zahl hy > 0,
so daf3 ,
sup |F(z, 9 + h) — F(z,9)) — Az, 0)'h| < ||h||2€—c (4.22)

z€IR
dev
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fiir alle b € R? mit ||h]| < ho gilt. Wir schiitzen nun
< p({vaswir. @Iz} {vil

zelR
+P <\/ﬁ 192 - ﬁn,res
- P1n+P2n+P3n

P (\/ﬁsup |Ryn(x)] > €
z€R

- ~
1971 - 29n,7’es

<} {dne eV} (An)

> O40) + Ly

ab. Fiir alle grofien n ist % < ho und deshalb mit (4.22) die Menge in Py, leer.

n

Weiter ist wegen (4.1) auch

lim sup P <P3n > ) < limsupP ( nres & V)
Deshalb kénnen wir

lim sup P (P (\/ﬁ sup |Ryn(z)| > €’

n—o00 zelR

n) 25) < limsupP <P2n > %) <e

folgern, wobei wir (4.21) verwenden. Da € > 0 beliebig ist, schliefit dies den Beweis
fir Ry, ab.

Damit wenden wir uns Ry, zu. Wegen (4.16) reicht es,

~

iglgllA( s Unyres)|| = Op(1)

zu zeigen. Wegen (4.18) existiert ein hy > 0, so daB
sup |F(z,9 + h) — F(z,9) — Az, 9)'h| < ||h]| firr ||h]] < ho

z€IR
vev
ist. Bezeichnen wir nun fiir 1 < k£ < d mit v, den k-ten Einheitsvektor, so gilt fiir
beliebiges ¢ € V' die Ungleichung
1

sup |A(z, 9| = . sup | — A(z, 9)ghol
zelR 0 z€lR

1
sup |F(z, 9 + hovg) — F(z,9) — A(x, 9) hovy|
hO z€lR

1
sup |F(z, 9 + hovg) — F(x, 9)|
h() zeR

IN

IN
—

+
|

und somit
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was fiir alle groflen C' die Abschitzung

lim sup P <HA x 19,”65)

n—oo

> C) < hmsupP( nres & V) =0

n—oo

geméB (4.1) ergibt. Damit erhalten wir die behauptete stochastische Ordnung fiir
Ry,.

Zuletzt diskutieren wir das asymptotische Verhalten von Rs,. Hierzu stellen wir
zunéchst fest, dafl es wegen (4.17) geniigt,

sup HA(x, 19,17,,68) — Az, )
zelR

= op(1)
zu zeigen. Auf Grund von (4.19) existiert zu gegebenem £ > 0 ein 6 > 0 mit

sup ||A(z,9) — Az, %) <
z€lR

fiir |9 — do| < .

N ™

und somit ist

hmsupP(HA nres)—A x, ) H >5> <hmsupP<‘

n—oo n—oo

Do res — ﬁgH >6) =0

geméB (4.1). Dies zeigt die gewiinschte Ordnung fiir Rs,,, was den Beweis des Lemmas
abschlief3t. O

4.2.4 Der modifizierte empirische Bootstrap-Prozefl mit ge-
schitztem Parameter

Wir sind nun in der Lage, das asymptotische Verteilungsverhalten des Prozesses
(nt/ *(Fy . — F(z,9})))nen zu studieren. Dazu ist wiederum eine stochastische Ent-
wicklung grundlegend.

Lemma 4.6

Unter den Voraussetzungen (3.15), (4.2), (4.15), (4.16), (4.18) und (4.19) gilt
Fr (2) — Fa,7%) = Zy R,(z) firzeR (4.23)

mit
A U
Y;*(Q;) = 1{e;‘§z} — F(I‘,"&n”,es) — O(_;E) ;k — A(x 190) L( 19*)

’L rrn

und

sup | Rn(z)| = op+(n~Y/?) unter P ( - |A,) P-stochastisch.
z€lR
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Beweis Dies folgt direkt aus (4.13) und (4.20). O

Als néchstes werden wir einen funktionalen Grenzwertsatz fiir den stochastischen
Proze8 (n'/ *(Fy .—F(-,9})))nen beweisen. Dazu wiederholen wir nochmals die bisher
bendtigten Voraussetzungen.

Es existiert eine meBbare Funktion L(-,9y) : R — IR? mit Erwartungs-
wertvektor E(L(e1,vy)) = 0, existierender Kovarianzmatrix A(vy) und

A 1< 3.15

ﬁn,res — ’190 = ﬁ Z; L(ei, 190) + Rn- ( )
Dabei gilt || R,|| = op(n~%/?).
Es existiert eine abgeschlossene Umgebung V' von vy, so daf3

/ zF(dz,9) =0 firdeV
R
4.2
und (4.2)
/ 2*F(dz,9) — / 2*F(dz,¥y) = o° fiir ¥ — Yy
R R

gilt.

Die Einfluifunktion L ist fiir alle 9 € V mit V aus (4.2) definiert, und
fir 1 <k, < d gelten

/ (L(z,9)), F(dz,9) =0  fird eV
R

4.15
und ( )
/ (L(.Z', ﬂ)L(‘/E? 7~9)t)kl F(d.flf, 19) B E (L(eh 190)]—4(617 ﬁO)t)kl
R
fir ¢ — v.
Es ist (0% )new eine Schitzerfolge mit
By Do = S L ren) + R
n n,res — n p eia n,res (s

(4.16)

wobei
| Rl = op-(n~"/?) unter P ( - |A,) P-stochastisch

gilt.
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Fiir alle ¥ € V ist die Funktion A(-,9) : R — IR* definiert, A(-, ) ist
stetig im ersten Argument, und es gilt

(4.18)
sup [F(w, 9 + h) — F(z,9)) — Az, 9)'h| = o(||h]))  fiix 2] —0
z€IR
vev
und
sup ||A(z,9) — A(z,9)|| — 0 fiir 9 — vy. (4.19)

zelR

Wie wir schon vorher gesehen haben, miissen wir in der Situation des Bootstraps
einige Regularitdtsvoraussetzungen gegeniiber der Situation des nicht gebootstrapp-
ten Prozesses verschérfen, beziehungsweise neu einfiihren.

Fir ¢ € V, 1 < k < d und beliebiges z € IR gilt

/]R (L(y, )i <oy F(dy, ) —> /IR (L(y, 90Dl ey Fldy, o) (4.24)

fir ¥ — 9.

Fird eV, 1<k <dgil

(4.25)
/ yLi(y, O)F (dy, 0) — / YLy, 00)F(dy, 0o)  fiir 0§ — Vo,
R R

Fird eV, 1<k <dund alle C' > 0 gilt

/ L (y,9)* 1, (g.0y250y F(dy, 9) — / L (y,90)* L, (y0)2>0y F(dy, Jo)  (4.26)
R R

fir ¥ — 9.

Wir beweisen nun den folgenden zu (3.27) analogen Grenzwertsatz fiir den modifi-
zierten empirischen Bootstrap-Prozel mit geschétztem Parameter.

Satz 4.7

Gelten die obigen Bedingungen, also (3.15), (4.2), (4.15), (4.16), (4.18), (4.19),
(4.24), (4.25) und (4.26), so gilt

vn <F’:Lz - F(,@;‘;)) LW in D[—o0, 00| fiir n — oo (4.27)

unter P ( - |A4,) P-stochastisch. Dabei ist W der GauBlproze8 aus (2.19) und (3.27).
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Beweis Zunéchst stellen wir fest, dafl es geméfl der Entwicklung (4.23) ausreicht,
1 n

NG ;Yl* LW in D[—00, <] fir n — oo (4.28)

unter P ( - |A,) P-stochastisch zu zeigen. Wie in Kapitel 2 beweisen wir dazu die
Konvergenz der endlich dimensionalen Randverteilungen und die C-Straftheit des
Prozesses.

Zuerst beweisen wir die Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen. Sei
also eine endliche Menge von Punkten {t¢4,...,t,} aus [—o0, 00| vorgegeben und
gesetzt. Die Y (¢,,) bilden ein zeilenweise unabhéingiges Dreiecksschema bedingt
zentrierter und quadratisch integrierbarer Zufallsvektoren. Deshalb kénnen wir eine
Bootstrapversion des zentralen Grenzwertsatzes fiir zeilenweise unabhéngige Drei-
ecksschemata anwenden, sofern wir die Normierungsbedingung und die Lindeberg-
bedingung zeigen kénnen.

Fiir beliebige k,l € {1,...,m} gilt

> var (JXitl4,) = BTN @A)

~ ~

= F (mln{tka tl}7 én,res) -F <tka ﬁn,res) F (tla ﬁn,res)

= 5 B(eilganAn) = =57 B (el An) + B (61| An)

- A(tlw 790)tE <L(€>{7 79n,res)]-{efgtl} An) - A(tla ﬁO)tE <L(6>(1(, '&n,res)l{e’l‘gtk} An)

U(t A U(t .
+ Y A g, g0y (E1Ler Dnpes) [ An ) + ) A (14, 00)'E (E1Ler Dnpes) [ An)
g g
+ A(tk>7~90)tE (L(€T>én,res)L(eiaf@n,res)t An) A(tl, 190)7

~

wobei wir E(ej|A,) = 0 und E(L(e}, ¥,res)|An) = 0 verwenden, was aus (4.2) und
(4.15) gefolgert werden kann, wenn wir ohne Einschrankung 9,,,.s € V' annehmen.

Auf Grund von (4.1), (4.3), (4.5), (4.2), (4.24), (4.25) und (4.15) gelten

~

F(ti, Unres) — F(tr, Vo) fiir n — oo P-stochastisch,

E (efl{eigt,ﬁﬂfln) — U(ty) fiir n — oo P-stochastisch,

E (ei2|An) — o2 fiir n — oo P-stochastisch
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und so fort, so dafl wir
ZVar <—Z¢ (zm)‘An) — T fir n — oo P-stochastisch
i=1 \/ﬁ kl

folgern kénnen. Dabei ist die Matrix I durch
Fkl = COV(W(tk),W(tl)) fir 1 S ]{Z,l S m

definiert. Die bedingte Varianz der endlichdimensionalen Projektionen des Prozes-
ses (N7 3" Vi¥),ew konvergiert also stochastisch gegen die gewiinschte Grenz-
varianz, was bedeutet, dafl die Normierungsbedingung erfiillt ist.

Zum Nachweis der Lindebergbedingung muf fiir beliebiges ¢ > 0 die stochastische

Ordnung
1 2

E|||—=Yi(t n | = op(1

3 @ﬁﬂw> A) or (1)

gezeigt werden. Wegen der zeilenweise identischen Verteiltheit gilt

Z E (H =Yt An>

= Ez(nz:1<zn>n2 L yieevin) A )
< S BNy

und es reicht, fiir beliebige k,1 € {1,...m} lediglich
B (Y201 3y o

) =oelt)
zu beweisen. Unter Ausnutzung der Abschitzung

* 2 * 2
B <Y1 () Ly ez e ”) s B (Yl () Ly ez 20

+E (Y* (t)°1

Loys e,

1{||x:<zm>\

)

)

n) (4.29)

{Y* tl 5271
— m

zeigen wir fiir 1 < k < m nur

ST

Zln(tk) = 1{6’{§tk} - F(tky ﬁn,res)7

A):@m.

Wir definieren
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Ut
@mwziﬁq

und

Zsn(tr) = A(ty, Yo) L(el, Vo),
so daf3 also

Y (tk) = Zin(te) — Zon(te) — Zsn(ts)

gilt. Mit dem gleichen Argument wie in (4.29) kénnen wir sehen, dafl es ausreicht,
fiir jedes ¢’ > 0 und jedes k € {1,...,m} zu zeigen, dafl

E (an(tk)% (nttn?em) An) = op(1) (4.30)

fir s € {1, 2, 3} gilt.

Fiir Zy,, ist dies klar, denn |Zy,| ist durch Eins beschrénkt, weshalb die Menge im
Indikator fir n > 1/’ leer ist.

Weiter gilt im Fall U(t;) # 0 ebenfalls

An> = UE:Z)ZE <e’{21{e*

1 *U(t )2

E <Z2n<tk)21{Z2n(tk)22€/n}

M)_@m
geméB (4.1) und (4.6), und im Fall U(tx) = 0 ist Z, trivialerweise gleich Null.

Schlielich bleibt Zs,, zu betrachten. Ist ||A(tx,Jo)|| = 0, so ist nichts zu zeigen.
Andernfalls gilt
Au)

< 1At 90) PR (HL@;,&M)

E <ZSn<tk)21{Z3n(tk)225’n}

2

1 {4
{HL(e;,ﬁn,res)H?zm )
d d
< At D) P DY B | Lalel, tnres) 1y, ‘2 )A
{Lb(el,ﬁn,res) 7W

a=1 b=1

weshalb wir im Folgenden nur die stochastische Konvergenz der einzelnen Summan-
den gegen Null zeigen miissen. Dies reduziert sich unter nochmaliger Verwendung
des Arguments aus (4.29) zu der Forderung

AQ:WQ)

fiir jedes a € {1,...,d} und beliebiges ¢” > 0. Dies ist aber wegen (4.1) und
(4.26) erfiillt, so daff die Behauptung (4.30) auch fiir Zs, gilt, was den Beweis der
Lindeberg-Bedingung abschlief3t.

E <La(€>{7 ﬂn’res)Q1{L¢(€T,1§n,res)225/ln}
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Zusammen mit der oben gezeigten Normierungsbedingung impliziert der mehrdi-
mensionale zentrale Grenzwertsatz fiir zeilenweise unabhéngige Dreiecksschemata
die Konvergenz der endlich dimensionalen Randverteilungen

1 n
n ;K:@m) £ N (0,T) unter P (- |A,) P-stochastisch.

Nun beweisen wir die C-Straffheit des Prozesses (n=1/23 " | Vi*)nen. Also ist fiir
beliebige ¢,&’ > 0 zu zeigen, daf3

1 n
limsupP | P | wo | — Yo | >¢

gilt. Wegen der Summenstruktur der Y;* reicht es wie schon im Beweis zu (2.22), die
Straffheit der einzelnen Summanden zu beweisen. Wir untersuchen also die Prozesse
Py, fiir s € {1, 2,3}, die wie folgt definiert sind:

An> ze> —0 fiir § — 0

RN 3
Pln = — (1 er<.) — F('yﬁn,res)> )
NG ; fei<}

1 KU
Pyy=— 3 ¢
2 ﬁ;azel

und

1 — 5
Ps, = — Z A(-,90)'L(€}, Unres)-
Vi

Sowohl der Prozess P, als auch P, lassen sich wegen (4.8) und (4.17) jeweils als
Skalarprodukt einer deterministischen Funktion h : IR — IR™ mit m € IN und
eines vom Argument des Prozesses unabhéngigen m-dimensionalen Zufallsvektors
W,, mit

W, = Op-(1) unter P (- |4,) P-stochastisch

schreiben. Die Funktion h ist dabei jeweils von n unabhéngig und in x gleichméafig
stetig. Fir U gilt das natiirlich, und A(-, ) erfiillt dies wegen (4.18) und (2.7).

Da h gleichméBig stetig ist, existiert zu €/, C' > 0 ein do(¢’,C') > 0, so daf} fir alle
0 <0 < (e, C) die Abschétzung

Ql ™

Woo(h,d) <
gilt. Folglich gilt fiir alle kleinen § auch

P (woe (0 W3,0) = JA4) < P (woclh, 8)[Wall = <'1A,)

<
< P([Wal > ClAy).
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Auf Grund von W,, = Op«(1) unter P ( - |A,,) P-stochastisch gibt es aber ein C' > 0
mit

limsup P (P([|W,|| > C|A,) > ¢) <e¢,

n—oo

und so kénnen wir fiir 0 < § < dp(e’, C') insgesamt

limsup P (P (woo (h'W,,,8) > €'|A4,) > ¢) <e

folgern, was die C-Straffheit der Prozesse P, und Ps, beweist.

Es bleibt also P;, zu diskutieren. Seien ¢,&’ > 0 und Uy, ..., U, unabhéngige auf
[0,1] gleichverteilte Zufallsvariablen, die auerdem von .A,, unabhéngig sind. Setzen
wir

di = F_I(Ui,én’res) fiir 1 S 7 S n,

~

wobei F71(-, ﬁn,res) die Quantilfunktion zu F(-, ¥, es) bezeichnet, so sind auch die
d; unter P( - |4,) unabhéngig, und es gilt

(dy,....d) = (€], . e})

unter P( - |A,). Setzen wir weiter

1 n
an(u) = vn (ﬁ Z Liv,<u} — u) fir u € [0, 1],
i=1

so gilt

~

Pln é an(F('aﬁn,res))
unter P( - |A,) und folglich

P (Weo (P, 8) > €'|A,) = P (woo (ozn (F(-,éwes)) ,6) > ¢!

.)

fiir beliebiges 6 > 0. Auf Grund der bekannten C-Straffheit des uniformen empiri-
schen Prozesses gibt es ein 9 > 0 so daf3

/

lim sup P (ww<an<F<-,ﬁo>>75> > 5) <

n—oo

£
1 (4.31)

fiir alle 0 < 0 < §g gilt. Deshalb gilt fiir alle solchen § die Abschétzung
P (P (Woo (Oén <F('7Q§n,res>) 76> > 5/‘-/471) > 5)
< P (P (sup 0 (@) = v (B 0)| 2
z€R

+P (P (woo(an(F(.,ﬁO)),a) > % An) . g)
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und wegen der Unabhéngigkeit der U; von A,, und (4.31) ist der zweite Summand
fiir alle grofien n gleich Null. Fiir den ersten erhalten wir jedoch fiir beliebiges ¢’ > 0

die folgende Abschétzung:
(079 (F(l’, ﬂn,res)) — Oy (F(D’J, 190))

P (P (Sup ‘
z€lR
€
> —
An) Z 7
ls—t|<s’

< PP sup |au(s) —an(t)| >
+P <sup F(w,ﬁnmes) — F(x,ﬁo)’ > 5') )

5,t€[0,1] 4
zeR

Wegen der Unabhéngigkeit der U; von A,, und der C-Straftheit des uniformen em-
pirischen Prozesses ist der Limes superior der ersten Wahrscheinlichkeit fiir alle
kleinen ¢ gleich Null. Die zweite Wahrscheinlichkeit andererseits ist wegen (3.26)
eine Nullfolge.

Damit ist die C-Straffheit von Py, und somit auch von (n=%/2 3" Y;*),ew bewiesen.
Zusammen mit der Konvergenz der endlich dimensionalen Randverteilungen beweist

dies den funktionalen Grenzwertsatz (4.27). 0

Zum Schluf} dieses Kapitels wenden wir uns noch einmal der Frage der Berechnung
kritischer Werte der Kolmogorov-Smirnov-Statistik zu. Wir haben gesehen, dafl un-
ter geeigneten Voraussetzungen die funktionalen Grenzwertsétze (3.27) und (4.27)
gelten. Dabei ist es wesentlich, dafl der Grenzprozefl W in beiden Fillen derselbe ist.
Nun kann némlich gezeigt werden, dafl die Differenz der Quantile der Verteilungen
von sup, e |Frress () — F(2, Uy pes)| und sup,ep Fy (z) — F(z,9%)| stochastisch
gegen Null konvergiert. Ist

H: (1) = P (sup F* (2) - F(z, 92)

zeR

< t‘An) firt e R

und H* ™! die Quantilfunktion zu H*, so erhalten wir zu o € (0, 1) mit H* (1 — «)
einen asymptotischen kritischen Wert fiir die Kolmogorov-Smirnov-Statistik, das
heifit es gilt

P (sup

z€lR

fiir die technische Durchfithrung dieser Argumente siehe z.B. Abschnitt 4.2.1 in Shao
und Tu (1995).

Fores.z(T) — F(x,@‘mes) >H N1 — a)) — « fiir n — oo;

Die Verteilung von H* und damit auch das Quantil H* (1 — «) sind prinzipiell
bekannt. In der Praxis kann man H* ! (1—a) allerdings meist nicht oder nur mit sehr
groffem Aufwand ausrechnen, so dal man dieses Quantil mittels einer Simulation
approximiert.



Kapitel 5

Nichtparametrische
Ein-Schritt-Prognoseintervalle in
stabilen autoregressiven Prozessen
erster Ordnung

5.1 Grundlagen und technische Hilfsmittel

Wir betrachten im Folgenden einen stabilen AR(1)-Proze (X, ),en mit Fehlerfolge
(€;)ie;zw und Autoregressionsparameter p. Die e; sind wie bisher unabhéngig und
identisch nach der stetigen Verteilungsfunktion F verteilt. Weiter setzen wir Xy =0

und
E(e) =0 und 0<o?:=Var(e)=E (ef) < 00 (2.10)

sowie
F hat eine gleichméBig stetige, A — fii positive Dichte f, (3.13)

voraus. Wenn wir den Prozefl bis zum Zeitpunkt n beobachtet haben, so stellt sich
natiirlicherweise die Frage nach einer Prognose fiir X,,,; auf der Basis der beobach-
teten Xy, ..., X,,. Wegen

Xn1 = pXy + €nt1

und E(e,y1) = E(e;) = 0 ist p,X,, mit einem konsistenten Schétzer p, fiir p die
natiirliche Prognose fiir X,,.;. Bezeichnen wir mit H=! die Quantilfunktion zu einer
Verteilungsfunktion H, so sind wegen

2

< (7 (3) e 2P (- 5)) <10

89
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die Intervalle
«a

L= g, + B0 (5) X+ B (1 _ %) } (5.1)

mit Fn = F,, es 0der Fn = F), res,» aus Kapitel 3 natiirliche nichtparametrische (Plug-
In-) Prognoseintervalle fiir X,,,1 zu einem fest vorgegebenen Niveau o € (0, 1).

Der wohl bekannteste Schétzer fiir p ist der durch

5 = 2 i1 XiXin i1 Xic1€i
B YD G D X7

definierte Kleinst-Quadrate-Schétzer (KQS), auf den wir uns im Folgenden be-
schranken werden.

=p+ (5.2)

Die mit Hilfe dieses Schétzers gemaf (5.1) konstruierten Intervalle sind konsistent
im Sinne von

p (Xn+1 € fn|An> — 11—« fiir n — oo P-stochastisch. (5.3)

Dies zu zeigen ist ein erstes Ziel dieses Kapitels. Dariiber hinaus werden wir sogar
zeigen, dafl die Zufallsfolge

Jn (P (Xn+1 € fn|An> —(1- a))

verteilungskonvergent ist und ihre Grenzverteilung angeben.

Dazu benoétigen wir einige technische Hilfsmittel.

5.1.1 Das asymptotische Verhalten von Quantilen

Wie wir an der Definition (5.1) sehen, sind Quantile der Verteilungsschéitzer F,, ,.cs
und F,, ,cs. von grofer Bedeutung fiir die Konstruktion nichtparametrischer Pro-
gnoseintervalle. Deshalb ist es sinnvoll, das asymptotische Verhalten von Quantilen
zu studieren. Das folgende technische Lemma hat einen elementaren Beweis, den
wir nicht ausfithren. Fiir die Beweismethoden vgl. zum Beispiel Witting und Noelle
(1970), Satz 2.11.

Lemma 5.1

Sei F eine stetige Verteilungsfunktion und F,, ein beliebiger Schétzer fiir F, das heifit
eine Folge von zufilligen Verteilungsfunktionen, mit

sup B (z) — F(z)| = op(1)
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und seien weiter ;' und F~! die zugehérigen Quantilfunktionen. Dann gilt fiir alle
u € (0,1), in denen F~! stetig ist, die Aussage

F '(u) — F*(u) fiir n — oo P-stochastisch. (5.4)

n

Unser néchstes Ziel ist es, die Differenzen F,'(u) — F~'(u) und F,(F~'(u)) — u
im Sinne des Satzes von Bahadur zu vergleichen. Dazu verallgemeinern wir das
Hauptresultat aus Ghosh (1971). Als Hilfsaussage benotigen wir dazu das folgende
Lemma.

Lemma 5.2 (vgl. Lemma 1 aus Ghosh (1971))

Seien (X, )new und (Y, )new Folgen von Zufallsvariablen mit den folgenden Eigen-
schaften:

(i) Es ist
Xn = OP(].),
(i) fiir alle r € IR und alle € > 0 gilt

PX,<nr, YV,>2r+§ —0 firn— oo

und
PY,<r, X, >r+¢& —0 fiir n — oo.

Dann gilt
X,-Y,—0 fiir n — oo P-stochastisch.

Dieses Lemma spielt eine zentrale Rolle fiir den Beweis des folgenden Satzes vom
Bahadur-Typ. Zur Abkiirzung benutzen wir hier und im Folgenden zu z € IR und
0 > 0 die Bezeichnung

Vs(z) ={y € R : [x —y| < 4}.

Satz 5.3

Seiu € (0,1) und F eine Verteilungsfunktion, die an der Stelle F~*(u) differenzierbar
ist mit der Ableitung
f(F~(u)) > 0.

Sei F,, ein Schatzer fir F mit

Vit (Fu(F~ () — ) = Op(1) (5.5)
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und

lim lim sup P (tevsup )\/ﬁ [Fn(t) = F(t) — Fo(FH(w) + u| > 5) =0 (5.6)

0 n—oo (F~1(u)

fiir jedes € > 0. Dann gilt

Beweis Wir setzen

u— Fu(F(w)
X =V W)

und die Behauptung entspricht gerade

und Y, = +/n (F (w) — F'(u)),

X,—-Y,—0 fir n — oo P-stochastisch.

Dies zeigen wir mit Lemma 5.2. Es ist nach Voraussetzung X,, = Op(1). Sei nun
r € IR und £ > 0 beliebig sowie

O ) /) — ()
A ) '

Aufgrund der Differenzierbarkeit von F im Punkt F~!(u) gilt
Tp — 7T fiir n — oo,

und wir erhalten

Vi (B (w) —F N w) <r e F(FH(u) +r/yvn) > u
F ) +r/vn)

(
« o f(F1(u))

Nun gibt es zu beliebigem § > 0 ein ng(6,£&) € IN, so daf fiir alle n > ngy(9,€) die
Abschétzung

P(Y,<r X,>r+¢

o B ) + /) — FoF ) + 1/ /)
- P(f TERI)

<1y, XnZTJr&)

(F~*(w)

gilt, und der Limes Superior der letzten Wahrscheinlichkeit konvergiert fiir 6 | 0
wegen der Voraussetzung (5.6) gegen Null.
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Definieren wir andererseits v’ = r + £/2 und r], analog zu r,,, so gilt fiir grofie n die
Ungleichung

P(X,<r Y,>r+¢§
< P(Xngr’—g, Yn>r')

_ € S EEW ) - FaF W) V)
B P<X"§’” i f(F(u)) >7”")

=~ [

< P s Va|Fun) F() ~ Fy(F () +u| >
teVs(F~1(u))

f(Fl(U))> :

was ebenfalls mit (5.6) die gewiinschte Konvergenz impliziert.
Insgesamt folgt aus dem Bewiesenen mit Hilfe von Lemma 5.2 die Behauptung. O

In Ghosh (1971) wird Satz 5.3 nur fiir die empirische Verteilungsfunktion F,, zu
unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen formuliert und bewiesen, wobei
natiirlich (5.5) und (5.6) automatisch erfiillt sind.

Ist die Folge
Vit (Fu(F~ () — u)

verteilungskonvergent, so impliziert der gerade bewiesene Satz auch die Verteilungs-
konvergenz von

Vn(EH (u) = F ().

Fiir die Voraussetzung (5.6) ist insbesondere die C-Straffheit des stochastischen
Prozesses (v/n(F, — F))nen hinreichend.

5.1.2 Der mehrdimensionale zentrale Grenzwertsatz fiir
Martingaldifferenzschemata

Wir betrachten an dieser Stelle den Kleinst-Quadrate-Schétzer p,, den wir bei der
Konstruktion von I,, verwenden, bezichungsweise die zu (5.2) dquivalente Darstel-
lung
1 S Xie
= =1 <*1—1C¢
Vilpn = p) = TG
o i X

Das asymptotische Verhalten von n'/2(p, — p) ist wohlbekannt. Es gilt namlich

(5.7)

1 ¢ 2
— E X, — d 5 fir n — oo P-stochastisch (5.8)
n

i=1

L—p
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und
1 — r ot
— Z X1, — N (O, —2) fiir n — oo, (5.9)
Vi 1—p
also mit dem Satz von Cramér-Slutzky
Vit (po = p) = N(0,1 %) fir n — oo, (5.10)

insbesondere ist fiir den KQS in stabilen AR(1)-Modellen stets (3.2) erfiillt. Der
Beweis von (5.8) kann mit elementaren Methoden gefiihrt werden. Eine Moglichkeit
zum Beweis von (5.9) ist wegen der Martingalstruktur des Zahlers von (5.7) der zen-
trale Grenzwertsatz fir Martingaldifferenzschemata, den wir gleich in einer mehrdi-
mensionalen Version angeben werden. Dieser mehrdimensionale zentrale Grenzwert-
satz fiir Martingaldifferenzschemata wird ein wesentliches Hilfsmittel in spéteren
Beweisen sein.

Wir betrachten Dreiecksschemata (Y, Fuk)i1<k<k, mit k, € IN von d-dimensiona-
len Zufallsvektoren Y, und Sub-o-Algebren F,; von A. Ein solches Dreiecksschema
(Y s Frk)1<k<k, heiBt quadratisch integrierbares Martingaldifferenzschema (MDS),
falls es fiir jedes n € IN eine d-dimensionale Martingaldifferenzfolge ist, das heif3t
wenn fiir beliebiges n € IN die folgenden Bedingungen gelten:

(1) (Fuk)i<k<k, ist eine Filtration,
ii) Var(Y,,) existiert fir 1 < k < k,,
(iii) Y, ist beziiglich F,;x meBbar fir 1 < k < k,,
iv) E(Y 1| Fur_1) =0 fiir 1 <k <k, mit Fy = {0,Q}.

Einfaches Nachrechnen zeigt, daf§ diese Bedingungen fir (Y;,;, 4;)1<i<, mit

Xi_1€
NLD
erfiillt sind. Auch jede Folge unabhéngig und identisch verteilter, zentrierter und

quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen bildet ein MDS beziiglich der kanoni-
schen Filtration.

Yni -

Fiir solche d-dimensionale quadratisch integrierbare MDS gilt der folgende zentrale
Grenzwertsatz.
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Satz 5.4

Sei (Y,x Fuk)i<k<k, €in quadratisch integrierbares d-dimensionales MDS und es
gelte die konditionierte Normierungsbedingung

kn
Z Var (Ziﬂ}—n,k—l) — T fir n — oo P-stochastisch
k=1

mit einer nichtnegativ definiten Matrix I". Weiter gelte fiir jede Komponente der
Vektoren des MDS die konditionierte Lindebergbedingung, das heif3t fiir alle ¢ > 0
und 1 <[ < d gilt
kn,
E ((Y,0)ilgo, e Fsk—1) — 0 fiir n — oo P-stochastisch,
k=1

dann gilt

kn
Zznk £, Ny (0,T) fiir n — oo.
k=1

Beweis Mit zu (4.29) analogen Argumenten impliziert die komponentenweise kon-
ditionierte Lindebergbedingung fiir jedes ¢ > 0 die konditionierte Lindeberghedin-
gung

kn

Z E (HXnkH2 1{HXMHZ€}"7:7LJ€*1) — 0 fiir n — oo P-stochastisch,

k=1

und der Beweis des Satzes folgt mit dem Cramér-Wold-Device aus der eindimensio-
nalen Version des Satzes. O

Als Beispiel betrachten wir nochmals das MDS (Y., A;)1<i<, mit
Xi-1€;
T
Nachrechnen der konditionierten Normierungsbedingung und der konditionierten
Lindebergbedingung ergibt dann die Verteilungskonvergenzaussage (5.9).

Yni -

5.2 Das asymptotische Verhalten nichtparametri-
scher Prognoseintervalle

Wir sind nun in der Lage, die bereits in (5.3) behauptete Konsistenz der gemé8 (5.1)
definierten Prognoseintervalle

o [k B (5) a5 (1 3)]
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mit F‘n = I, res Oder I:“n = F), res,» zu beweisen. Zur Notationsvereinfachung setzen
wir zu beliebigem o € (0,1) im Folgenden

(0% (0%
(% B un w B

Dabei gilt offensichtlich 0 <v < 1/2 <w < 1.

Lemma 5.5

Unter den Voraussetztungen (2.10) und (3.13) gilt

P <Xn+1 € fn|An> — 1 -« fiir n — oo P-stochastisch. (5.3)

Beweis Es gilt
p <Xn+1 e [ DX + T (0), X + B () ] )An)
= P ((pn = )Xo+ B (0) < et < (b — p) X+ B, ()] A0)
= F (b= ) Xu + 5,1 (w)) = F (5 = p)Xa + B2 (0)).

da F stetig ist. Wir erinnern noch einmal daran, dafl p,, in diesem und dem folgenden
Kapitel stets den KQS bezeichnet, und dafl deshalb

Vit (pn = p) = On(1) (5.11)

gilt. AuBlerdem sehen wir leicht

n n
n—i L i—1
XnIE p e@:g pe =Yy,
i=1 =1

und Y,, konvergiert fast sicher und in Ly gegen

Y, = ipi_lei.
i=1

Also gilt auch

X, 55 Yo fiir n — oo, (5.12)

und insbesondere folgt

X, = Op(1).
Das Produkt (p, — p)X,, konvergiert somit stochastisch gegen Null.
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Andererseits stellen die Voraussetzungen (2.10), (3.13) und (5.11) die Giiltigkeit von
(3.14) sowie (3.18) sicher, was insbesondere

gsclellglﬁn(aﬁ) —F(2)| = op(1)

impliziert. Wegen (3.13) ist F~! auf (0, 1) stetig, so da wir mit Lemma 5.1 fiir alle
u € (0,1) die stochastische Konvergenz

F(u) — FY(u) fiir n — oo P-stochastisch
folgern konnen.
Insgesamt ergibt sich
(P — p) X + FH(w) — FH(w) fiir n — oo P-stochastisch
sowie
(P — p)Xn + F 1 (0) — F () fir n — 00 P-stochastisch,
und die Stetigkeit von F impliziert die Behauptung. O

Wir sehen, dafl die gerade bewiesene Konsistenz fiir beide Verteilungsschétzer, also
Fpres und Fy s, beziechungsweise die aus ihnen abgeleiteten Prognoseintervalle
gilt. Auch die Linge F;*(w) — F;*(v) der Intervalle ist asymptotisch gleich, némlich
gleich F~'(w) — F~'(v). Um den Effekt der unterschiedlichen Schitzung von F zu
sehen, betrachten wir Folge

N <P (Xn+1 el, An> (- a))

von Zufallsvariablen. Wie wir sehen werden ist diese verteilungskonvergent, wobei
sich die Grenzverteilungen in den Féllen F,, = F,, ;s und F,, = F,, ,..s . unterscheiden.

Wir werden zeigen, dafl die Grenzvarianz im Fall Fn = F,, res . nichtgrofer der im
Fall F,, = F, res ist, was als ,schnellere” oder , prézisere“ Konvergenz gegen das
nominelle Niveau interpretiert werden kann. Ein wesentlicher Schritt zum Beweis
der Verteilungskonvergenz ist die folgende stochastische Entwicklung.

Lemma 5.6

Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.13) gilt
NG (P (Xn+1 € [ X+ F1(0), X+ F () } ‘An> (- a))

= (F(F(w) — £ (F () - i

2
o { (Cln(w) — Oln("U)) + OP(l) fiir ]?n = Fn,res
(Con(w) — Copn(v)) 4+ op(1) fir F, = Fiyres.

ZnXn

(5.13)
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mit
1 n
Zn = —= ) Xiei, 5.14
Vi oy e o1
1 n
Chnlu) = NG > (Nerry —u)  fiiruwe (0,1)
i=1
und

1 — U(FYu
o= 3 (- D) oy

= Vi [F (5 = )Xo+, (w)) = F(F ()

= Vn(Sn(w) = Su(v)),
)

und fiir jedes u € (0,1) kénnen wir aus (3.13) folgern, daf
Su(w) = ((n = p) X+ B (w) = P (w)) (E(F () + op(1))

gilt. Dabei ist der erste Faktor von der Ordnung Op(n~1/2). Fiir (p, — p)X,, gilt dies
wegen (5.11) und (5.12). Es bleibt also

A

Fot(u) —F*(u) = Op (n’lﬂ)
zu zeigen. Dazu betrachten wir die stochastischen Prozesse (n'/ 2(Frres — F))nen
und (n'/2(F,, pes.. — F))new. Auf Grund von (3.14) und (3.18) sind sie asymptotisch
dquivalent zu den Prozessen (n'/2(F, —F)),en beziehungsweise (n'/2(F,,. — F))pen-
DaB der empirische Prozef (n'/?(F,, —F)),en C-straff ist und daB alle seine endlich-
dimensionalen Randverteilungen konvergieren, ist wohlbekannt. Dafl Gleiches auch
fiir (nY/2(F,.. — F))nen gilt, wurde ebenfalls bereits gezeigt (vgl. Abschnitt 2.2.3 in
Genz (2001)). Also sind die Voraussetzungen des Satzes 5.3 vom Bahadur-Typ fiir
die Verteilungsschétzer F,, ,.; und F,, ., . erfiillt, weshalb wir

(0 -t = YOt

folgern konnen. Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber offensichtlich geméf (3.14)
beziehungsweise (3.18) von der Ordnung Op(1).
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Also gilt
Su() = ((n = p) X + B (w) = 7 (0) ) {(F () + op(n /%)

und somit

V(S (w) = Su(v)) = Vn(pn — p)Xo (FEF(w)) — {(FH(w)))
VR (Fn(F‘l(w)) - w) +vn (Fn(F_l(v)) - v) +op(1),

wobei wir nochmals den Satz von Bahadur anwenden.
Unter Berticksichtigung der Darstellung (5.7) und der Konvergenzen (5.8) und (5.9)
gilt
R 1—p?
\/ﬁ(pn - P) = ZnT + OP(1)7
andererseits implizieren (3.14) beziehungsweise (3.18) die Darstellung

~ _ C n(U) + OP(l) fiir Fn = Fn res
Fo(F'(w) —u) =4 ) : ’
\/H ( n( (u)) u) { O2n(u) + Op(l) fur F, = Fn,res,z

fiir beliebiges u € (0,1), so daf§ der Satz vollstéindig bewiesen ist. a

Diese stochastische Entwicklung von

NG <P (Xn+1 € [ X+ F1(0), X + B (w) } ]An) (- a))

wird die Grundlage fiir eine Verteilungskonvergenzaussage bilden. Dazu untersuchen
wir im néchsten Lemma zunéchst das gemeinsame asymptotische Verteilungsverhal-
ten der Folgen Z,,, C1,(v) und Cy,(w).

Lemma 5.7

Unter der Voraussetztung (2.10) gilt

Zn
Cin(v) LN (0,T7) fir n — oo (5.15)
C’ln(w)
mit A
1fp2 0 0
I, = 0 ovw 02
0 2 ww
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Beweis Wir setzen

L
Xpi= | Cini(v)
Cni(w)
mit X
i—1€;
i NG
und

_ Le,<p-1y —u

C’lm(u) = \/ﬁ u € (O, 1),

und die Behauptung ist gerade
ZXm £, N3(0,T) fiir n — oo.
i=1

Wie man leicht nachrechnet ist (X,;, A;)i1<i<n €in dreidimensionales quadratisch
integrierbares MDS, so dafl wir den mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz fiir
MDS anwenden kénnen, wenn wir die konditionierte Normierungsbedingung und die
komponentenweise konditionierte Lindebergbedingung nachweisen.

Zum Beweis der konditionierten Normierungsbedingung stellen wir zunéchst fest,
dafl wegen der Unabhéngigkeit von e; und A;_; die Gleichung

n 1 n
;E (Z?”’Alfl) == 0'25 ;Xfl

gilt, und die rechte Seite konvergiert wegen (5.8) stochastisch gegen o?/(1 — p?). Es
gilt ebenso

n 1 n
> E(ZuiCrai(u)Aimy) = UF ™ (u)= Y X;1 = op(1)
i=1 (i
fiir jedes u € (0, 1) wegen (3.5). Weiter ist
Z E (Clm(v)olm(w>|./4i_1) =E (1{61§F*1(v)}1{e1§F*1(w)}) — W =0V — MW = 1)2,

=1

da stets v < w gilt, und schlie8lich berechnen wir genauso
ZE (Ca(W]Ais1) =u—u® =u(l—u) =ovw
i=1

fiir u € {v,w}. Insgesamt beweist dies die konditionierte Normierungsbedingung.
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Es bleibt fiir jede Komponente des Vektors X,,; die konditionierte Lindeberghedin-
gung zu zeigen. Fiir die erste Komponente ist dies wohlbekannt und wird zum Beweis
der Verteilungskonvergenz (5.9) verwendet. Es gentigt also die konditionierte Linde-
bergbedingung fiir die zweite und dritte Komponente zu zeigen. Sei dazu u € (0, 1)
und £ > 0. Dann gilt

- 2
Z E (ClQnil{lclm(u)\Zf}|‘Ai*1) =E <(1{61§F_1(u)} - u) 1{|1{e1§F71(u)}_“|26\/ﬁ}> ’
i=1

und der Integrand auf der rechten Seite ist wegen
o<ty —ul <1

fiir alle groBen n gleich Null, was die konditionierte Lindebergbedingung auch fiir
die zweite und dritte Komponente von X,,; impliziert.

Die Anwendung des mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatzes fiir MDS schlief3t
den Beweis des Lemmas ab. O

Eine entsprechende Verteilungskonvergenz gilt fiir die Folge (Z,,, Ca,(v), Cop(w))".

Lemma 5.8

Unter der Voraussetzung (2.10) gilt

Zy,
Con(v) LN (0,T9) fiir n — oo (5.16)
Ogn(w)
mit A
o 0 0
_ 2 _ _
Iy = 0 vw — YE Ulz(v)) 2 — UE I(U)ZE(F (w))
0 2 U(F’l(v)g(F’l(w)) v — U(F’;(w))Q
Beweis Der Beweis verlauft analog zu dem des vorherigen Lemmas. O

In der stochastischen Entwicklung (5.13) kommen nicht nur Z,,, Cy,, beziehungsweise
Cs, als zufillige Groflen vor, sondern auch X,,, wobei wir bereits wissen, dafl

X, 55 Yo fiir n — oo (5.12)

gilt. Obwohl im allgemeinen fiir u € (0, 1) die ZufallsgroBien (Z,,, Cy,(u), Co,(u)) und
X, fiir festes n € IN nicht unabhéngig sind, zeigen wir im Folgenden, dafl zumindest
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asymptotische Unabhéngigkeit gegeben ist. Bezeichnet |z| fiir € IR den unteren
GauBabschnitt von z, so definieren wir

N =n— Vil

sowie

n— —— i—16€4,
\/ﬁ i=1
1 N
CTn(“) = —n Zl (]_{eiSF—l(u)} — u) fiir u € (O, 1),
N
1 U(FY(u
C;TL(U) = _n ; (1{62§F1('LL)} —UuU— %61) fiir u € (O, 1)
und

X, = i P e

i=N+1

Die ZufallsgroBen (Z7, CY,(u), C3, (u)) einerseits und X* andererseits sind offensicht-
lich fiir jedes n € IN unabhéngig, und mit diesen Bezeichnungen gilt das folgende
Lemma.

Lemma 5.9

Gilt die Bedingung (2.10), so folgt fiir beliebiges u € (0,1) die Aussage

Zn zZr
g;:gzg B g%:gz; —0 fiir n — oo P-stochastisch. (5.17)
X X

Beweis Wir betrachten zunéchst die erste Komponente der Vektoren. Den Be-
zeichnungen aus Lemma 5.7 folgend gilt

2o~ 7= Z Zoi,
i=N+1

und fiir beliebiges £ > 0 erhalten wir unter Ausnutzung der Zentriertheit der e; mit
der Tschebyscheff-Ungleichung

P( i Xi,lel-

i=N+1

4

> E(XE) <+ d

1
T s e = ol
i=N+1 L=per vn

o2
> Ve | < —
ne
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was die Behauptung fiir die erste Komponente beweist.

Bei der Betrachtung der zweiten Komponente stellen wir fest, dafl fiir beliebiges
u € (0,1) die Verteilungsgleichheit

E 1172 v
Cln(u) - Cikn(u) = L\/\;Jﬁ ) L\/ﬁlJ 1/2 Z_: (1{6i§F_1(U)} - u)

gilt, und die rechte Seite ist offensichtlich von der Ordnung Op(n~'/*) also insbe-

sondere eine stochastische Nullfolge. Gleiches gilt fiir die dritte Komponente.

Zuletzt stellen wir fest, dafl
N
X = X; = 3t = S
i=1

gilt, und unter Beriicksichtigung von (5.12) konvergiert die rechte Seite stochastisch
gegen Null, was den Beweis des Lemmas abschlief3t. O

Aus den vorangegangenen Lemmata konnen wir jetzt zusammenfassend die folgende
Verteilungskonvergenzaussage folgern.

Lemma 5.10
Es gelte (2.10), und es sei r € {1,2}. Dann gilt

Zn, Z
Crn (’U) i} er
Crn (w) Nr2

X Yo

fiir n — oo (5.18)

mit Y, gemiB (5.12), wobei die Zufallsgrofien Z, (N,1, N,2) sowie Y., unabhingig
sind und

Na | £N5(0,T))

gilt.

Beweis Seir € {1,2} beliebig. Aus (5.17) und (5.15) beziehungsweise (5.16) folgt

A
cr(v) | = | Nu fiir n — oo,
C* (U)) Nr2
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und aus (5.17) und (5.12) erhalten wir

L

Xr=Y fiir n — oo.
n oo

Nun folgern wir aus der Unabhéngigkeit von (Z%, C? (v),CF (w)) und X die Un-
abhéngigkeit von (Z, N1, N;2) und Y. Die Unabhéngigkeit von Z und (N1, N;2)
konnen wir unmittelbar an der Kovarianzmatrix I, ablesen, da (Z, N,1, N,2) nor-
malverteilt ist. Aus

Z, Zr
Crn(v) | _ | Chlv)
Confw) | = | Gy | TP
X, X
geméf (5.17) folgt die Behauptung mit dem Satz von Cramér-Slutzky. O

Wir haben nun alle Hilfsmittel bereitgestellt, um das Hauptresultat dieses Kapitels
zu beweisen.

Satz 5.11

Sei I, = F, res oder F, = Fores,. und I, geméB (5.1) definiert. Unter den Voraus-
setzungen (2.10) und (3.13) gilt

NG <P (Xn+1 el, An> (1- a))

L (F(F Y (w) — £ (F(0))) ! _pQZYOO

2

o
(N2 — Nyj) falls ﬁ‘n =F, res )
) g ’ f 5.19
{ (Nag — Nap) falls Fp, = Fy res ur n — oo, ( )

wobei die in der Grenzverteilung vorkommenden Zufallsvariablen wie im vorherge-
henden Lemma definiert sind.

Beweis Dies folgt aus der stochastischen Entwicklung (5.13) und der Verteilungs-
konvergenz (5.18) mit Hilfe des Stetigkeitssatzes fiir Verteilungskonvergenz. O

Wie angekiindigt vergleichen wir die Varianzen der beiden (zentrierten) Grenzvaria-
blen, die durch die unterschiedliche Schétzung von F entstehen. Wir bezeichnen die
Grenzvariable im Fall Fn = Iy res mit V7 und im Fall ﬁ‘n = Fp res,» mit V5. Durch
einfaches Nachrechnen erhélt man dann

Var(Vy) = (f (F ' (w)) — £ (F’l(v)))2 o’ +a(l—a)
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und

Var(Va) = (f (F~H(w)) — £ (F_l(v)))2 o +all —a)—

und man sieht sofort, daf} stets

(U(F'(w) - U(F ()’

2

Var(V;) — Var(V,) =

g

gilt, so daf die genauere Schéitzung von F durch den besseren Schétzer F,, ., . der
Schétzung durch F,, ;.5 vorzuziehen ist.

Allerdings muf3 beachtet werden, dafl im Falle einer symmetrischen Fehlerverteilung
F auch die Funktionen U und f symmetrisch sind, so dafl in diesem Falle fiir die
Grenzvarianzen

Var(V;) = Var(V,) = o(1 — «)

gilt. Bei symmetrischer Fehlerverteilung sind also die Schéatzer F,, ,., und F,, ;.c, . in
diesem Sinne gleichwertig.

Zum SchluB} dieses Kapitels betrachten wir noch einseitige Prognoseschranken. Wir
werden sehen, daf$ die mit Hilfe von F,, .., . konstruierten Schranken auch im Falle ei-
ner symmetrischen Fehlerverteilung vorteilhaft gegeniiber den auf F,, ;.. basierenden
ist.

Betrachtet man némlich zu einem vorgegebenen Niveau a € (0, 1) bei beobachteten
Xo, ..., X, die (datenabhéngige) obere Prognoseschranke

puXn +FN 1 — )
mit ﬁ’n = I, res oder F‘n = Iy, res,z» 50 kann man
P <Xn+1 < puX, + ].5;1(1 — oz)\An) — 11—« fiir n — oo P-stochastisch

analog zu (5.3) zeigen, und (5.19) entsprechend gilt auch

Vi (P (X < X + N1 — @)l A) — (1 0)

c . 1—p? N, falls F, = Fy ., .
R 7Y, — - : ¢
(F (=)= { Ny falls By = Fppe Hrn oo

mit von (Z,Y,,) unabhéngigen Zufallsvariablen

N1 £ N (0,a(1 — @) und Ny £ N (0,04(1 —a) — UET - a))2> :

o2
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Vergleicht man die Varianzen der Grenzverteilungen, so erhélt man offensichtlich als

Differenz
UF1(1—-a))?

2

Var(N;) — Var(N,) = >0,

o
und diese Differenz ist auch im Fall einer symmetrischen Fehlerverteilung F im allge-
meinen ungleich Null, so daf§ hier in jedem Falle eine Verbesserung zu erwarten ist.
Gleiches gilt natiirlich fiir die analoge Konstruktion unterer 1—a-Prognoseschranken.

Wie sich die unterschiedliche Schitzung von F bei Prognoseintervallen sowie Prog-
noseschranken in der Praxis auswirkt, untersuchen wir empirisch im letzten Kapitel
dieser Arbeit mittels einer Simulationsstudie.



Kapitel 6

Nichtparametrische
Zwei-Schritt-Prognoseintervalle in
stabilen autoregressiven Prozessen
erster Ordnung

6.1 Modellvoraussetzungen und technische Hilfs-
mittel

Nachdem wir im letzten Kapitel eine Moglichkeit aufgezeigt haben, nichtparame-
trische Ein-Schritt-Prognoseintervalle in stabilen AR(1)-Prozessen zu konstruieren,
schlieft sich in natiirlicher Weise die Frage nach 1 —a-Prognosen mit einem groferen
Schétzhorizont, also nach Intervallen fs,n mit

P (XMS € f&n\An) —1l—« fiir n — oo P-stochastisch

und einem s > 2 an. Wegen

Xn+s = stn + Z psjkenJrk
k=1

liegt es nahe, zu einem Niveau a € (0, 1) Prognoseintervalle der Form

mit einem geeigneten Verteilungsschitzer G, fiir die Verteilung von S P en sk
zu untersuchen. Dabei benotigt man fiir alle s > 2 die gleichen Beweistechniken,

107
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weshalb wir uns aus Griinden der Notationsvereinfachung auf s = 2 beschréanken.
Auflerdem betrachten wir zunéchst nur den Fall p € (0, 1), auf die Falle p € (—1,0)
und p = 0 werden wir am Ende des Kapitels noch eingehen.

Zuerst stellen wir wieder einige technische Hilfsmittel bereit, die wir im Folgenden
bendtigen werden.

6.1.1 Faltungen

Zu zwei Verteilungsfunktionen H; und Hj ist die Faltung

(Hy x Hy)(x) = / H; (x — y)Ha(dy) fir z € R
R

definiert, und fiir zwei unabhéngige Zufallsvariablen Y; und Y5, die nach H; bezie-

hungsweise H, verteilt sind, gilt bekanntermafien

Y +Y, £H, « Hs.

Bezeichnen wir mit G die Verteilungsfunktion (beziechungsweise die Verteilung) von
pe1 + e, so gilt

G(z) = P(per + €2 <) = (F+ F(-/p))(z) = E(F(z — pe1)) = E (F (f" ; 61)>

p
fiir beliebiges = € IR.

Fiir Faltungen gilt das néchste allgemeine Lemma.

Lemma 6.1

Sei s € IN, 0 > 0 und seien Hy, ..., H, sowie Ky, ..., K, Verteilungsfunktionen, dann
gelten

sup |[(Hy -+ Hy) (2) = (Ky -« K) ()] <) sup [Hy(2) - Ki(x)| (6.1

S
z€elR I

1 z€R
und

sup (e H)() = (Ko v < K,)(r)
—(Hy* -« Hy) (1) + (Ky * - x Ky)(2)|
<3 sup [Hu(r) — Kofr) — Hilt) + Kafr)]. (62)

= IT—t<é
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Beweis Der Beweis fiir beide Aussagen ist elementar, so daf§ wir nur (6.2) ausfiih-
ren. Fiir s = 1 ist nichts zu zeigen. Die Behauptung gelte also fiir ein s € IN. Wir
setzen

H=H; x--- % Hj und K=K;* - xK,.

Fiir beliebiges 6 > 0 schéitzen wir nun wie folgt ab:

sup [(H o Hopr)(r) = (Ko Kop) (r) = (o Hapr)(8) + (K Kop) (2)]

Ir—t/<6
< |Ts;li|25 ’(H * Hs+1)<7") - (H * Ks—i—l)(?n) - (H * Hs-&-l)(ﬂ + (H * Ks+1)(t)|
+ ‘TS_%E(S [(H* Koq1) (1) — (K # Koy1) (1) — (H* Koyo1) (1) + (K % Kog1) (1)
= w; + wWa.

Weiter gilt

o< s [ e =) = Kesalr = ) = Hent =) + Kt = )] Hldy)
r—t|< R
< sup sup [Hepi(r —y) — Kepi(r —y) — Hopa (2 — ) + Koa (t — )|
[r—t|<d yeR
= sup |[Hyepi(r) — Koyi(r) — Hopa (2) + Koqa (2)]
lr—t]<6

und andererseits impliziert die Induktionsvoraussetzung

wy < sup /]R H(r — ) — K — ) = H(t —y) + K(t — )| Kua (d)

Ir—t|<s
< sup sup[H(r —y) = K(r —y) = H(t —y) + Kt - )|
|r—t|<s yeR
< sup [Hy(r) — Ki(r) — Hi(t) + Ki(r)],
=1 |r—t|<d
was zusammen mit der Abschétzung fiir w; den Beweis von (6.2) abschliefit. O

6.1.2 Der zentrale Grenzwertsatz fiir U-Statistiken und das
asymptotische Verhalten von Faltungen

In diesem Abschnitt werden wir einige grundlegende Resultate iiber U-Statistiken
bereitstellen. Sei dazu ¢ € IR ein Funktional der Verteilung F und (e;);ew eine
unabhéngig und identisch nach F verteilte Folge von Zufallsvariablen. Ist h : R* —
IR eine in ihren Argumenten symmetrische Funktion mit E(h(ey,...,es)) = 9, so
heifit h Kern vom Grad s fiir . Weiter definieren wir die zugehorige U-Statistik

durch .
n

Un: h d19++-9Ci )

(1) X e

1<) < <is<n
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Die U-Statistik U, ist ebenfalls ein in den Argumenten symmetrischer und erwar-
tungstreuer Schétzer fiir 9. Den folgenden zentralen Grenzwertsatz fiir U-Statistiken
findet man zum Beispiel bei Lee (1990).

Satz 6.2 (vgl. Satz 1, Abschnitt 3.2.1 aus Lee (1990))

Unter der Voraussetzung E(h?(ey, ..., e,)) < oo gilt
Uy =9 =23 (0D(e;) — ) +op (n1/?) (6.3)

n <
=1

mit
9 = E(b(es, ... c.))

und
hW(z) = BE(h(z, ey, ..., e5)) fir z € R.

Insbesondere folgt
ViU, —9) = N (0, s*Var (h®(e1))) fiir n — oo.

Dabei interpretieren wir Verteilungskonvergenz gegen A (0, 0) als stochastische Kon-
vergenz gegen Null.

Mit Hilfe dieses Satzes ist es moglich, das asymptotische Verteilungsverhalten von
Faltungen empirischer Verteilungsfunktionen zu untersuchen. Zum Beispiel gilt

(o E/0)() = 5D Leyay = Op (n7)

i=1 j=1

—1
n 1
+ (2) Z 9 (1{Pez‘1+ei2§x} + 1{p6i2+eil gm}) (6.4)

1<i; <ig<n

fiir x € IR, und die letzte Summe in obiger Gleichungskette ist fiir jedes x € IR
gerade eine U-Statistik mit dem Kern

1 .
h,(y,2z) = 5 (1{py+z§x} + 1{pz+y§x}) fir y,z € R (6.5)

und
E(hs(er,e2)) = (F « F(-/p))(z) = G(x),

so dafl wir fiir jedes z € R die Verteilungskonvergenz

Vi (B Fo(-/p)(2) — Gz)] = N (0, 4- Var (h0(ey))) (6.6)
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mit
rx—t

hD(t) = = (F(x —pt)+F (T)) fiir t € IR (6.7)

folgern konnen.

In einigen spéter betrachteten Anwendungen der Theorie der U-Statistiken héngt
der Kern der U-Statistik zusétzlich auch noch von weiteren Parametern ab. In dieser
Situation bendtigen wir eine gleichméfige Version von (6.3), es soll also fiir eine ganze
Klasse 'H von Kernen vom Grad s beziehungsweise die zugehorigen U-Statistiken

Un(h) — E(h(ey, ..., e5)) — % Z (bW (e;) — E(h(er, ..., e)))

sup

_ —1/2
heH or (n )

gelten. Geeignete Funktionenklassen H sind zum Beispiel Vapnik-Cervonenkis-Sub-
graph-Klassen von Funktionen. Die folgenden Definitionen und Vorgehensweisen sind
Kapitel 5 in de la Pefia und Giné (1999) entnommen.

Eine Klasse C von Untermengen einer Menge M heiBt Vapnik-Cervonenkis-Klasse,
falls eine Zahl k € IN existiert, so daf fiir alle Teilmengen A C M mit |A| = k die
echte Ungleichung

HANC:CecC} <2

gilt. Anders ausgedriickt ist die Klasse C nicht in der Lage, sédmtliche Teilmengen
irgend einer k-elementigen Teilmenge A von M ,auszuschneiden.* Die kleinste Zahl
k, fiir die obige Ungleichung gilt, heifit VC-Indez von C.

Fiir VC-Klassen C und D sind auch die Klassen
CuD={CuD:CeC, DeD},

CND={CND:CeC, DeD}
und CxD={CxD:CeC, DeD}

VC-Klassen. Auflerdem ist eine beliebige Teilklasse C einer VC-Klasse D stets wieder
eine VC-Klasse.

Ein einfaches Beispiel einer VC-Klasse ist die Klasse aller abgeschlossenen Halbebe-
nen in IR%. Mit elementargeometrischen Argumenten rechnet man leicht nach, daf
sie den VC-Index Vier besitzt. Auch die Klasse der offenen Halbebenen in IR? ist
dann natiirlich eine VC-Klasse mit VC-Index Vier.

Eine Klasse F von reellwertigen Funktionen auf M heifit Vapnik- Cervonenkis-Sub-
graph-Klasse (kurz VC-SG-Klasse), falls die Klasse

C= {Cf fe ./T}
der Subgraphen
Ci={(m,t) e M xR:0<t<f(m) oder f(m)<t<O0}
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eine VC-Klasse ist.

Weiter heifit eine Klasse F von reellwertigen, auf dem meflbaren Raum (M, M)
definierten Funktionen mefsbar, falls es einen vollstéindig metrisierbaren, separablen
Raum S mit zugehoriger Borel-o-Algebra B(S) und eine surjektive Abbildung T :
S — F gibt, so dafi die Abbildung 7: S x M — IR mit

7(s,m) = T(s)(m) firseSmeM
B(S) ® M — B*-meBbar ist.

Der folgende Satz verallgemeinert den obigen zentralen Grenzwertsatz fiir U-Statisti-
ken auf VC-SG-Klassen von Kernen.

Satz 6.3 (vgl. Satz 5.3.3 von de la Pena und Giné (1999))

Sei ‘H eine mefbare VC-SG-Klasse symmetrischer Kerne vom Grad s. Ist
E (sup ‘hg(el, - ,65)‘) < o0,
heH

so gilt

Un(h) = E(h(er, ..., )

sup
heH

—= Z_: (b (e;) = E(h(er, . .. e,))) ‘ =op (n71?). (6.8)

n -

Beweis Dies ergibt sich aus Satz 5.3.3 und dem Beweis zu Satz 5.3.1 in de la Pena
und Giné (1999). O

6.2 Das asymptotische Verhalten nichtparametri-
scher Prognoseintervalle

Wegen (5.10) ist der Kleinst-Quadrate-Schétzer (KQS) p, insbesondere ein konsi-
stenter Schéatzer fiir p, so dafl

1—
P((h <0 UG 2 1) <2 (- ol zuin {2 1201) — 0 furn— o
gilt, weshalb wir im Folgenden stets p, € (0,1) annehmen. Zur Konstruktion nicht-
parametrischer Zwei-Schritt-Prognoseintervalle zu einem Niveau a € (0,1) definie-
ren wir G wie im Abschnitt 6.1.1 und

Gn,res = Fn,res * Fn,res('/,@n) sowie Gn,res,z = Fn,res,z * Fn,res,z('//sn)-
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Weiter bezeichnen G™1, G- L und G L . wieder die zugehorigen Quantilfunktionen

n,res n,res,z

sowie

a=G(v) und b=G(w)

mit v, w wie in Kapitel 5. SchlieSlich definieren wir zu Gn = Gy, yes Oder Gn = Gy res.z
das nichtparametrische 1 — a-Zwei-Schritt-Prognoseintervall

L= | P2 X, + G (v), 52X + G (w) | (6.9)

Wir werden nun wie in Kapitel 5 zeigen, dafl die so konstruierten Zwei-Schritt-
Prognoseintervalle asymptotisch das Niveau einhalten, wobei die auf F,, ., . basie-
renden wieder in einem gewissen Sinne genauer sind als die aus F,, ;s hergeleiteten.

6.2.1 Konsistenz
Bei stetiger Verteilungsfunktion F ist auch G stetig, so dafl
p (Xn+2 e fn|,4n> - G ((ﬁi Y G;l(w))
G ((72 = P X0+ G, () (6.10)

gilt. Zum Beweis der Konsistenz zeigen wir zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 6.4
Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.13) gilt
(P2 — pH) X, + Gl (u) — G (w) fiir n — oo P-stochastisch (6.11)

fiir beliebiges u € (0, 1).

Beweis Sei u € (0,1). Fiir den ersten Summanden gilt
(B = P*) X0 = (pn = p)(pn + p) X = Op(n™"?)
gemiB (5.10) und (5.12). Es muf also nur noch
G (u) — G ) fiir n — oo P-stochastisch (6.12)

gezeigt werden. Auf Grund von (3.13) besitzt mit F auch G eine A — fs positive
Dichte g, und G™! ist somit auf ganz (0, 1) stetig. Lemma 5.1 impliziert also (6.12),
falls wir

sup |G,,(2) — G(z)| = op(1)

z€lR
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zeigen konnen.

Wegen (6.1) gilt

sup |G (z) — G(z)| < sup [Fo(x) — F(x)| + sup [Fn(2/pn) — F(2/p),
zelR z€R z€lR

und der erste Summand konvergiert gemé8 (3.14) beziechungsweise (3.18) und Gli-
venko-Cantelli stochastisch gegen Null.

Im Falle Fn = F, es gilt fiir den zweiten Summanden die Abschéatzung

sup |Fn,7“68(a7/ﬁn) —F(z/p)] < sup |Fn,r65<w/ﬁn) — Fo(z/pn)|
z€lR z€R
+sup |Fn($/,ﬁn) - F(I/ﬁn”
z€lR
+sup [F(z/pn) — F(z/p)]
z€R
- Sl + 52 + S?)a

und S; und S, konvergieren auf Grund von (3.14) und Glivenko-Cantelli stochastisch
gegen Null, weshalb wir nur noch S5 untersuchen miissen.

Sei dazu € > 0 beliebig und B > 0 so grof3, dafl
F(-B)<e und F(B)>1—-¢
gilt. Wegen p,, < 1 gelten fiir alle x < —B die Abschétzungen
F(2/pn) — F(a/p) < F(s/pn) < F(~B) <

und
F(z/p) = F(z/pn) < F(z/p) < F(=B) <e,
also
sup |F(z/pn) — F(z/p)| <e,

r<—B

und ebenso folgert man

sup [F(x/pn) — F(e/p)| < e.

z>B

Andererseits ist f als gleichméfig stetige Dichte beschréinkt, so dal wegen der Kon-
sistenz des KQS

L D ()] = op(1)

sup |F(z/pn) — Flx/p)| < B
Pn P|zeR

lz|<B

und insgesamt
Sg < Op(l) +e
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gilt.
Ist Fn = I, res,» 50 gilt

sup |Fn,res,Z($/[)n) - F(J7/p)| < sup |Fn,res,z(x//5n) - F(x/ﬁn”
zelR z€R

+sup [F(z/p,) — F(x/p)]
z€lR
== R1 ‘I— RQ.

Der Term Ry ist S5 von oben, und Ry konvergiert wegen (3.18) und Glivenko-Cantelli
stochastisch gegen Null.

Es gilt also in beiden Fallen

sup [Fn(x/pn) = F(z/p)| = op(1),

und Lemma 5.1 impliziert die Behauptung. O

Nun kénnen wir die Konsistenz der Intervalle I, folgern.

Satz 6.5
Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.13) gilt
P (Xn+2 € fn|An) — 11—« fir n — oo P-stochastisch. (6.13)

Beweis Dies folgt aus dem vorangegangen Lemma, der Stetigkeit von G und der
Darstellung (6.10). O

Damit ist bewiesen, dafl die mittels Fn beziehungsweise C}n konstruierten Zwei-
Schritt-Prognoseintervalle konsistent sind. Wegen (6.11) konvergieren ihre Endpunk-
te stochastisch gegen den gleichen Grenzwert, so dafi ihre Lénge asymptotisch gleich
ist.

6.2.2 Verteilungskonvergenz bedingter Uberdeckungswahr-
scheinlichkeiten

In diesem Abschnitt werden wir analog zu Kapitel 5 die Zufallsvariablen

NG (P (Xn+2 e fn|An> (- a)>

untersuchen und insbesondere die Unterschiede aufzeigen, die aus der unterschied-
lichen Schitzung von G durch G, ,.s beziehungsweise Gy, ,es . folgen. Auch hierzu
bendtigen wir zunéchst einige vorbereitende Lemmata. Zur Erinnerung wiederholen
wir an dieser Stelle auch nochmals die Definition

Vs(z) ={y e R: |z —y| <} fir x € IR,0 > 0.
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Lemma 6.6

Es gelte (2.10) und (3.13). Fiir beliebiges € IR und C' > 0 gilt

(Fn* Fn (-/(p+un%))) (y) = (Fu % Fu (-/p)) (v)
= —un"’E(f(y — per)er) + Ru(u,y) (6.14)

mit

limlimsupP [ v/n sup |R,(u,y)| >¢ | =0.
410 n—oo |u\§(C)
yeVs(z

Beweis Setzen wir

1 .
hy (s, t) = 5 (1{(p+un,1/g)s+t§y} + 1{(p+un,1/g)t+s§y}> fir s,t,y € R, |u] <C,

so gilt
E (huy(e,e2)) = E(F (y — (p+ un""?)e;)) = E (F (%)) .
Weiter definieren wir
Ei(y) = E(f(y — pe1)er) firy € R (6.15)
und
Ey(y) = E (f (y —1)61) (y — el)) = p’Ei(y) fir y € IR. (6.16)
Es ist

Un(hu,y):(g)_1 3 huglene)

1<i<j<n

die zu h,,, gehorige U-Statistik, und fiir beliebiges 6 > 0 gilt

S

sup |(FpxF, (+/(p+ un?)) (y) — Un(huy)| <

[ul<C
yEVs ()

?

was man analog zu (6.4) zeigt. Fiir jedes € > 0 geniigt es demnach

u
lim li P U,(h,.,) — U,(h —F >c|l =0 6.17
i lim sup vn sup (hyy) (hoy) + NG ()| >« (6.17)

yEVs(z)
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zu beweisen. Fiir beliebiges |u| < C' und y € R gilt offensichtlich
Un(huy) = { Zh“) ¢:) = Bl (e, e2>>}
2
+ {Un(hu,y) — Ehuy(er,e2)) — > (1) (es) = E(huy(er, 62)))}

2 n
- n Z h&;(ei) — E(hyy(er, e2)) + Rin(u,y).

Wir wihlen ein € > 0 mit {p —e,p + ¢} C (0,1), und definieren durch

(Lprmsti<yy + Lptnerssyy)  fiir sty €R, Jr| <e

l\DIr—\

b, (s,t) =

eine Klasse von symmetrischen Kernen vom Grad Zwei. Fiir beliebiges ¢ > 0 und
alle groflen n gilt

sup ‘Rln(ua y)’

[ul]<C
yEVs(x)
/ 2 g 1 (1) /
< sup |Un(hy,) — B0 (e1,e2)) = =37 (b, ¥ ed) = B en,2)) )|
= =1

und hieraus erhalten wir mittels (6.8), dafl

sup |Rup(u,y)| = op(n~"/?)

lul<C
yEVs(z)

gilt. Offensichtlich ist ndmlich

E sup‘h'2 61,...,es)| <1,
i

deshalb geniigt es fiir (6.8) zu zeigen, daf
M= {1, : 1| <.y € R}

eine mefBbare VC-SG-Klasse ist.

Wir zeigen zunichst die MeBbarkeit. Die Menge [—¢,¢] x IR ist offensichtlich ein
vollstandiger, separabler metrischer Raum und die Abbildung T : [—¢,¢] x R — H
mit

T(r,y)=h,,  fir (r,y) €[-c,¢] xR



KAPITEL 6 118

ist offensichtlich surjektiv. SchlieBlich ist 7 : [—¢,¢] x IR* — IR mit
7(r,y, 81, 52) = hy, (51, 52) fiir (r,y,51,52) € [—¢,¢] x R?

als Komposition stetiger Funktionen mit der Indikatorfunktion eines abgeschlossenen
Halbstrahls offensichtlich B([—¢,¢]) ® B — B*-mefibar.

Es bleibt zu zeigen, daB H eine VC-SG-Klasse ist. Sei dazu (r,y) € [—¢,¢] x R.
Dann ist

Ch/r,y = {(31,82) € IR2 : h;7y(81,82) = 1} X [O, 1]
U{(s1,52) € R? : ], (51, 82) = 1/2} x [0,1/2]
U{(Sl,SQ) < IR,2 : h;7y(81,82) = 0} X {0}
und
C={Cu, :Ir[<eyeR}

Wir erinnern nochmals daran, daf3 Schnitte, Vereinigungen, kartesische Produkte
und Teilklassen von VC-Klassen wieder VC-Klassen sind. Die einelementigen Klas-
sen {[0, 1]}, {[0,1/2]} und {{0}} sind offensichtlich VC-Klassen mit VC-Index Eins,

so daf} es geniigt zu zeigen, dafl die Klassen
{{(817 82) S RQ : h;,y<81732) = p} : ’7“’ <eye IR} fiir p= 07 1/27 1
V(C-Klassen sind. Dies wiederum gilt, denn die Klassen

{{(s1,82) ER*: (p+7)s1 +s2 <y}:|r|<e,ye R},
{{(s1,82) ER*: 81+ (p+7)sa <y}:|r| <e,y € R},
{(s1,80) ER*: (p+7)s1 + s>y} :|r] <e,y€R}
und {{(s1,80) €ER*: 81+ (p+7)s2 >y} :|r| <e,yeR}

V2)

sind jeweils VC-Klassen, da sie sdmtlich Teilklassen aller abgeschlossenen oder aller
offenen Halbebenen in IR? sind. Insgesamt ist C eine VC-Klasse und somit gilt

sup |Run(u,y)| = op(n~'/?).

lu|l<C
yEVs(z)

Auf Grund der Definition von h,,, gilt weiter

%Z (hz(},) (e:) — h((f@),(@i)) = % 4 (F(y — (p4+un"?)e;) — F(y — pei)>

1 < — e — e
w2 () - (57))
n p+un~/ )

= Sln(ua y) + Szn(u7 y)7
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und der Mittelwertsatz liefert

1 y—(p+un=1/2)e;
S, 9) Zf y - per)ei + - Z A f(s) — f(y — pei)ds.
=1 Yy—pe;
Wegen der gleichméafigen Stetigkeit von f existiert zu jedem ¢ > 0 ein ¢’ > 0, so daf

€

_ < - . _ < !
lf(s) — f(t)| < 3CE(e]) fir [s —t| < ¢

gilt. Auerdem gilt fiir alle groflen n die Ungleichung

—-1/2 20

un

= Op(n~'/? 6.18
e | plp+un12)| = Am P(n) (618)
u C
sowie sup |—| < — = Op(n~Y/?), 6.19
[l < o o1

und auf dem Ereignis {+ ", |e;| < 2E(ler])} N {maxi<i<y, |e;] < o' 1/2} folgt fiir
alle n und fiir alle 6 > 0 die Abschétzung

1 ey (ptun™'/?)e;
— Z/ f(s) — f(y — pe;)ds
i=1 p

n =)y e

Vn sup

[ul<C
yEVs(x)

<e.

Das Gegenereignis aber hat auf Grund des starken Gesetzes der groflen Zahlen und
wegen maxi<i<, |e;| = op(n'/?) gegen Null konvergierende Wahrscheinlichkeit.

Ebenso impliziert der Mittelwertsatz, dafl

un~1/? 1 « Y — e
S2n<u’y) = _mﬁzlf( )(y_ei)

p
G Z/PJrun

—f( e")ds
P

gilt. Sei nun 0 < § < 1 und £ > 0 beliebig. Dann existiert ein ¢’ > 0, so dafl

ep?

1) =0 = SEmr 1 T 2R 0a)

fiir [s —¢| <&

gilt, da f gleichméBig stetig ist.
Auf dem Ereignis {37 |e;| < 2E(lex])} N {[z| + 1 4+ maxicicn |e;] < 5/”;?;/2}
konnen wir fiir alle groflen n wie oben
—f (y — ei) ds
P

Z / proms

V/n sup <eg
lu|<C

yEVs ()
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folgern, wéhrend das Gegenereignis wegen maxi<;<, |e;| = op(n'/?) und dem star-
ken Gesetz der grofien Zahlen wieder gegen Null konvergierende Wahrscheinlichkeit
besitzt.

AuBlerdem gilt
E(hyy(e1,€2)) — E(hgy (€1, e2))

un~/?
= —WEQ(:U) + Rop(u,y)

mit

sup |Ran(u, y)| = o(n™"?)

|[u|<C
yEVs(z)

fiir alle 0 < 0 < 1, was man mit dhnlichen Argumenten zeigt.

Als néchstes beweisen wir, daf3

1 Yy—6

—Zf( )(y—ei)—Eg(y)
=1

gilt. Dazu schéitzen wir zunéchst

(s

(o

n

=1

lim li P
gﬁ)l im sup ( sup

n—00 yeVs(z)

> g) =0  (6.20)

sup
yEVs(z)

) y =€) — Ealy)

o552 o)
N
+ osup [Es(z) — Ea(y)|

y€Vs(z)

= A1,(9) + Ao, + A3(0)

< SUP
yEVs(x

ab, und zeigen die Behauptung fiir jeden Summanden einzeln.

Sei also € > 0. Dann gibt es wegen der gleichméfliigen Stetigkeit von f ein 6’ > 0, so
daB

f(s) — (1)) < ——

_ fiir |s —t| < ¢
~ 8E(|x — eq)) | <

gilt. Ist weiter 0 < 6 < min{p?d’, yrE—ro DT }, so gilt fiir ein solches § auf dem Ereignis
{% Yol —e] <2E(|z — eq])} die Abschitzung

A1) < sm)ljif(y;Q)—f($;@)

|z — €
yEVs(x) n i=1
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f<y )‘!y—w!
p

+ sup lz

n
yEVs(x) n i=1

€ 1
< x — e;| +sup|f(t)|d
S —ajn 2~ sl
9
< a0
- 2

und somit konnen wir fiir solche ¢ auch

1 n
limsup P(Ay,(§) > ¢) < limsup P (5 Z |z —¢e;| > 2E(|x — eﬂ)) =0
i=1

n—oo n—~oo

aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen folgern.

Das starke Gesetz der groflen Zahlen impliziert weiter
A2n = OP(1)7
so dafl nur noch A3(9) zu untersuchen bleibt.

Fiir dieselben § > 0 wie bei der Betrachtung von Ay, () gilt aber auch

€
A3(5) < 57
was man mit den gleichen Argumenten wie dort nachrechnet. Somit ist (6.20) gezeigt.
Analog kann man

n

% >ty — pei) — Ei(y)

=1

lgf(r)llimsupP < sup > 6) =0 (6.21)

n—00 yeVs(x)

fiir beliebiges € > 0 zeigen, so dafl wir aus (6.18), (6.19), (6.20) und (6.21) insgesamt

u

Stn(u, y) + San(u, y) — (E(hyy(e1, e2)) — E(hoy(e1,e2))) = \/ﬁEl(y) + Ran(u,y)
mit

limlimsupP [ vn sup |Rs.(u,y)|>ec] =0
5l0 n—oo lu|<C
yEVs(x)

fiir alle € > 0 folgern koénnen.

Zusammenfiigen der bewiesenen Aussagen ergibt

u
sup Un(hyy) — Un(hoy) + %El(y)

yEVs(z)

- Sll<[é |R1n<u7 y) - Rln(oa y) + RSn(uv y)‘,
ylg“/g(w)
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so dafl (6.17) folgt, was noch zu zeigen war. O

Auch das néchste Lemma ist von dhnlichem Typ. Es stellt die Verbindung zwischen
Faltungen basierend auf F,, und solchen basierend auf F,, . her.

Lemma 6.7

Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.13) gilt fiir jedes z € R und jedes C' > 0
die Aussage

(Fue # Fuz(-/p+un™2)) (y) = (Fu % Fu(-/p+un™?)) (y)

n

= - [B(U(0)) RO )| Yt Rawn) (622

P i=1

mit

limlimsupP | sup |R,(u,y)|>¢c]| =0
6~L0 n—oo lu|<C
yeVs(x)

fiir beliebiges € > 0.

Beweis Wir definieren zunichst

Ui(y) = E(U(y — pe)) = E (elF (y _pel>) fir y € R (6.23)

und

Us(y) = E (U <y ‘p“)) —E(eiF (y—per))  fiiry € R. (6.24)

Nun verwenden wir die Definition der Faltung und die stochastische Entwicklung
(2.16), um

(Fuz * Foe(o/p+un™%)) (y)

_ = _y( Y =S5 &
_ Z/ ) U(p+un_1/2) SR (ds)

y—S
—— | F,.(d
+/]RR“‘ <p+un-1/2) el )

Rmci;iJ%%wWMWZWW”%

mit
sup

[u|<C
YyEVs ()

p+un=1/2 teR
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zu erhalten. Da F,, , eine Verteilungsfunktion ist, hat das zweite Integral damit fiir
beliebiges § > 0 die Ordnung o, (n~/2). Ausintegrieren des ersten Integrals beziiglich
F,, . ergibt

—Z/{

n n

:12

1=

y—s e;
vl —— Fnz d
1/2} <p+un—1/2> (ds)

1+t ej {(P+Un71/2)€i+€j§y}
1

P+un

J=

1
1 1 1 & 1 y—e;
== = U J
(0 nze> Zl—{—te] (p+un1/2>

= Aln(uv y) - AQTL(“’) y)a

und wegen
1 52

—1—
1+s it

fiir s # —1

konnen wir
Avp(u,y) = (Fo x Fy (+/p +un™?)) (y)

1 n n
= ~ta5 D Dl e, <)

i=1 j—l
2
2
+tn n2 Z Z 1 +t e 1{(p+un V2)eitej<y}

i=1 j=1

- _Sln(uv y) + RQ”(“? y)
folgern. Dabei gilt fiir den Restterm R,, unter Beachtung von

1
1 + tnei

max
1<i<n

- 1‘ = op(1), (6.25)

was in Lemma 2.2 von Genz (2001) bewiesen wird, offensichtlich

1 1 &
Ry, <t L= 2=0p (n71).
sup [ Ran(u,y)] < £ max = — S e =0p(n7)
y€Vy(2) i=1

Andererseits erhalten wir

Sln(u7 y) = tnUl(y)
I~ (1 -
D (ﬁ > eiliey<y-(pmun-12yey — Uy = (p + un 1/2)61'))

i=1 j=1
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+tn% > (Uly = (p+un™)e;) = Uy — pes)

=1

+1in (% Z Uy — pe;) — Ul(y)>
L UL(y) + tn(Ron(tts ) + Ran(t,y) + Ren(u, y)),

und wegen ¢, = Op(n~/?) zeigen wir nun

limlimsupP | sup [Ry(u,y)|>e] =0
0 n—oo lu|<C
y€EVs(z)

fur r € {3,4,5} und beliebiges € > 0.
Wegen Lemma 2.2 in Zhang (1997) gilt

n

1
sup |Ran(u,y)| < sup - Zejl{ejgt} —U(t)| = op(1)

lu|<C -
yE Vs (x) Jj=1

fiir jedes 6 > 0.

Weiter gibt es auf Grund der gleichméfligen Stetigkeit von U zu jedem ¢ > 0 ein

0" >0, so daf3
<

U(s) = U(t)] < fiir [s —¢] <&

(\V]

6

gilt. Auf dem Ereignis {max;<;<, |€;] < erhalten wir folglich

sup |Ran(u, y)| <
lu|<C
yEVs ()

DO ™

und somit gilt

5/n1/2

P Ry (u, > < P | max |e;| > =o(1

sup || = 2| < P (s o] > T ) =of0)
yEVs ()

fiir beliebiges § > 0 wegen max; <<, |e;| = op(n'/?).

Der Restterm R, (u,y) = Rs,(y) schliefllich ist unabhéngig von u, und es gilt

ZU —pei) = Ui(y)

n

Sup
€V5

1
< sup — Z Uy — pei) — Uz — pe;)|
yEVs(x) n i=1
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1 n
1 X;U(x — pe;) — Ui(z)
+ sup E(|U(z — pe1) — Uy — pei)])
y€Vs(2)

= DB1,(0) 4+ Ba, + Bs(9).

Fiir beliebiges € > 0 existiert ein dy > 0, so dafl

|U(s) = U(t)] < § fiir |[s — | < do

gilt, da U gleichméBig stetig ist. Somit gilt fiir alle 0 < § < §g und alle n auch

Bln(é) S

Wl ™

und

5
Bs(d) < 3

Der Term B,, aber konvergiert geméfl dem starken Gesetz der groflen Zahlen fiir
jedes 6 > 0 stochastisch gegen Null, so dafl wir fiir 0 < § < §y schlieSlich

lim sup P < sup |Rsn(y)| > 6) < limsupP (an > %) =0

n—oo \yeVs() n—o9

folgern konnen.
Auf Grund der Beschrénktheit von U und (2.13) kénnen wir weiter

Sin(u,y) = U(y)— Zeﬂ—Rﬁn(u y)

g

ableiten, wobei der Restterm die gewiinschte Ordnung hat.

Analog zeigt man

Aoy (u,y) ( Z €z> Ua(y) + Rn(u, y)

limlimsupP | sup |[Ren(u,y)|>€e] =0
010 n—oo lu|<C
yeVs(z)

fiir jedes € > 0.
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Insgesamt ergibt sich

Ap(u,y) = Asn(u,y) — (F = Fy (+/p+un™?)) ()

( Z 67,) )+ Ua(y))
+R2n(u7 y) - Rﬁn(u7 y) - R7n(u7 y),

und das Zusammenfassen der erhaltenen Ergebnisse schliefit den Beweis des Lemmas
ab. O

Als néchstes geben wir stochastische Entwicklungen fiir G,, ;s und Gy, s, an.

Lemma 6.8

Es gelte (2.10) und (3.13). Fir beliebiges € IR gilt dann

Vit (Corel) =Gla) = —= 3 (1(e) = G)
Vi~ B Fop1) (620

mit E; und h{" geméB den Defintionen (6.15) und (6.7).

Beweis Es ist

V1 (Gres(® ) G()) = Vn (Gures(x) = (Fr # Fu(-/pn)) (2))
AV (Fn # Fu(+/pn) (@) = (Fn 5 Fu(-/p)) () + (pn — p)Er(2))
V1 (pn = p ) Ev(2) + vn (Fn « Fu(-/p))(2) = G(2)),

und aus (6.1) und (3.14) folgt

(Gires(x) = (Fu % Fu(-/pn)) ()] = 0p (n7172).

Andererseits gilt fiir jedes C > 0 auf dem Ereignis {n'/?|p, — p| < C} die Ab-
schétzung

(B F (+/pn)) (2) = (B % Fn (/) (2) + (pn = p) B ()]

< sup |(Fa s B (/(p-+un™)) (@) = (B = B (/) (2) + un” B (o)

und die rechte Seite der Ungleichung ist gemi8 (6.14) von der Ordnung op(n~"/?),
wahrend
limsup P (v/n|p, — p| > C) — 0 fir C' — oo

n—oo
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gilt. SchlieSlich ist

(Fo % Fi (+/p)) (2) = Un(hs) + 0p(n~%)

mit h, geméB (6.5), und der zentrale Grenzwertsatz fiir U-Statistiken schliefit den
Beweis des Lemmas ab. O

Ein analoges Lemma zeigen wir fiir den Schétzer G, res »-

Lemma 6.9

Es gelte (2.10) und (3.13). Fiir beliebiges x € IR gilt dann
2 n
Vi Gogesi@) = Ga)) = =3 (0(er) = G(a)
i=1

(U(z) + Un(a))

g

- % S o= Vil = ) Eala) +op(1) - (6:27)

mit Uy, Uy geméB den Definitionen (6.23) und (6.24).

Beweis Es ist
7 Copes () = G(2)) = Vi1 (Copess () = (Fos 5 Fa(-/)) (&)
+ﬁ(<Fn,z «Foa(-/pu))(@) — (o % Foul-/p)) (@)

Uy () + UQ(:(:))% - lzei>
V1 ((Fr# Fu(-/pn)) (@) = (Fu 5 Fu(-/p)) (@) + (pn — p)Ei(2))
1

~(Ui(@) + Ua(w) 5+ —= > Vi Do
VAL (B % Fo(/p)) () — G))

und die Diskussion der Restterme erfolgt wie im letzten Lemma mit (2.14) und
(3.18) anstelle von (3.14) und unter zusétzlicher Beachtung von (6.22). O

Bevor wir uns wieder unserem eigentlichen Problem, dem Verteilungsverhalten der
Zufallsfolgen

Vn(P(Xoy2 € fn|“4n) - (1-a))
mit gemiB (6.9) definierten Intervallen I, zuwenden kénnen, bendtigen wir noch

zwei Lemmata, die uns lokale Straftheitseigenschaften der stochastischen Prozesse
(n*2(Gpres — G))new und (n/2(Gyy pes.. — G))nen sicherstellen.
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Lemma 6.10

Sei z € IR und £ > 0. Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.13) gilt dann

L lim sup P (ﬁ Sup [Cres(y) — Gy) — (Coyes() — G(a)] > ) — 0. (6.28)

n—00 yeVs(x)

Beweis Wegen (5.11) gibt es ein C' > 0, so da8

limsup P(Vitlj — | > C) <

n—oo

(6.29)

Wl ™

gilt. Auf dem Ereignis {n'/2|p, — p| < C} aber gilt fiir jedes § > 0 die Abschiitzung

Vi sup |Gy res(y) — G(y) — (Gpres(2) — G(2))]

f;&(f%;gﬂg Cores(5) = (Fo Fo (/7)) ()
P2V s |(F ¢ o (4 un ) (5) = (s B (/) () + Ex )
+oy€s£1§:(|%1<y> ~E)
+Vﬁa;EE6KFn*F;(/p»(y)—(Xy)—[@%*f%(/p»(x)—CXxﬂ

= Rip+ Rou(9) + R3(9) + Ryn(0),
und wir betrachten die Restterme einzeln.

Gemaf (6.1) gilt fiir beliebiges 6 > 0 offensichtlich

Ry, < 4vnsup [Fypes(y) — Fu(y)]
yelR

und wegen (3.14) somit
15
i >S) =0, .
hmmmP(Rm ZJ 0 (6.30)

n—oo

Wegen (6.14) gibt es ein §y > 0 so dafl

lim sup P (Rgn(5) >

n—oo

IS

)g% (6.31)

fiir alle 0 < 6 < dq gilt.

Weiter gibt es auf Grund der gleichméfligen Stetigkeit von f ein 0 < §; < Jy mit

£
— [ 1 — <
If(s) — f(t)| < ICE(er]) fir |s — t| < o,
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und mit (6.15) gilt folglich
R5(6)

IN
B~ M

(6.32)
fiir 0 < & < 4.

SchlieBlich gilt wegen (6.2) noch

Rin(6) < 2v/n sup  [Fu(y) — F(y) — (Fu(z) — F(2)),

lz—y|<d/p

und die bekannte Straffheit des empirischen Prozesses liefert die Existenz einer Zahl
0< 52 < (51 mit
lim sup P <R4n(5) > E) < % (6.33)

n—00 4
fiir beliebiges 0 < § < 6,.
Insgesamt konnen wir also fiir alle 0 < § < 9, folgern, dafl

lim sup P <\/ﬁ sup |Gn,7"68(y) - G(y) - (Gn,reS(x) - G(7))| > 5)

n—00 yeVs(x)

3
< limsupP (Rln + Ro,(0) + Ryn(0) > Z€> + limsup P (\/ﬁ|,6n —p| > C’)

< ¢

geméaB (6.30), (6.31), (6.32) und (6.33) und (6.29) gilt, was den Beweis des Lemmas
abschlieft. O

Lemma 6.11

Sei z € IR und £ > 0. Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.13) gilt dann

1;% lim sup P <\/ﬁ sup ‘Gn,res,z (y) - G(y)

n—00 yeVs(z)

—(Grpes.o () — G(2))| = g> ~0. (6.34)

Beweis Der Beweis verlduft analog zu dem des vorherigen Lemmas mit (2.14) und
(3.18) anstelle von (3.14). AuBlerdem sind zusétzlich die Terme

2\/5 sup (Fn,z * Fn,z (/p + un_l/Z)) (y)

[ul<C
yEVs ()

— (FuxFa (-/p+un™'2)) (y) + (
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und

[Ua(y) + Ui(y) — Ua(z) — Us(z)]

sup
y€EVs(z)

11
=RV
zu betrachten. Dabei hat der erste wegen (6.22) und der zweite wegen

= 0rl)
_ ei —

und der gleichméfligen Stetigkeit von U die gewiinschte Straffheitseigenschaft. O

Wir sind nun in der Lage, eine Entwicklung fiir die Zufallsvariablen
\/E(P(Xn-&-? € fn|“4n) —(1-a))

anzugeben, die der in (5.13) entspricht.

Lemma 6.12

Es gelte (2.10) und (3.13). Fur

o) =gt (¢ — Gl wy=ct(1-2
a=G"(v) =G (2) b=G(w)=G (1 2)
und

]n,res = [ pAngn + G;;es(v)u pAan + G;;'es(w) }
gilt

\/E(P (Xn-i-? € In,r68|~’4n) - (1 - O‘))
= {(&(0)  8(0)) 20X, + (Ex(8) ~ Er(a))} —— 2,
- (% 2; (0 () = w) = % 2 (b (e;) — v)> +op(1), (6.35)

wobei g die Dichte von G und Z,, geméf8 (5.14), sowie E;, Ey geméf (6.15) und (6.16)
definiert ist.

Beweis Wie beim Beweis zu (5.13) stellen wir zunéchst fest, dafl wegen der Ste-
tigkeit von G stets

p (Xn+2 € ]n,TeS|An) =G ((/3721 - P2) Xy + G;,lres(w)> -G ((/A)?z - pg) X + G’r:;’es(v))

und

l—a=w—v=G(0) —G(a)
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gilt. Hieraus folgt fiir (u, ) € {(v,a), (w, b)} mit der Differenzierbarkeit von G weiter

G (72— %) X Chea(u)) — = (22— %) X+ o) — ) () + 00(1)).
Wegen (6.26) gilt insbesondere
ﬁ(Gn,res<x> - G(ZL’)) = OP(D‘

Dies zusammen mit (6.28) erlaubt uns, den Satz von Bahadur anzuwenden, und wir
erhalten wie in Kapitel 5

Gin,res(7)

—p = — n,res - G(ZL‘
) g(z)

Gl ) { op (n17%)

Das widerum impliziert
= g( ) (pn ) (Gn TES( ) G("E)) +op (n_1/2) ) (6'36)
und aus der Konsistenz des KQS und (5.8) folgt
Vng(z) (pr, — p*) Xn = g()

Die Entwicklung (6.26) ergibt mit (5.8) insbesondere

Vii(Gopela) = Gla)) = 2= 3 (W(er) = Gla) -

(1).

1—p?

() + op(1),

so dafl man die Behauptung des Lemmas erhélt, wenn man die beiden zuletzt be-
wiesenen Aussagen in (6.36) einsetzt. O

Genauso erhalten wir eine entsprechende Entwicklung im Falle der Verwendung des
EL-Schétzers G, res,z-
Lemma 6.13

Es gelte (2.10) und (3.13). Fur
Inges: = [ 0p X+ Gl -(0), 05 X0 + Grfes o (w) |
gilt
Vit (P (Xni2 € Lnyeso|An) — (1 = ))
2

= {(60) — 8(0) 20X, + (5:0) — Es(@)} 2,
(\/_Z<h(1)eZ —w)——z hgl (e;) )

+{U1(b) + Us(b) — (Uy(a) + Us(a))} ; : % Z ei +op(1), (6.37)

mit Uy, Uy geméB (6.23) und (6.24).
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Beweis Der Beweis verlduft analog zu dem des letzten Lemmas mit (6.27) und
(6.34) anstelle von (6.26) und (6.28). O

Das néchste Lemma stellt die gemeinsame Verteilungskonvergenz aller fiir uns rele-
vanten Zufallsfolgen sicher.

Lemma 6.14

Sei

Co(x) = % > (W) - G@)  firceR

und Z,, geméaf (5.14). Unter der Voraussetzung (2.10) gilt dann

n Nl
An L NQ £ ..
o | 7N | N, (0,T) fiir n — oo,
Cn(a) N4
und
- 0 0 0
0 0'2 Ul(b> + UQ(b) Ul(a) + UQ((Z)
P=1 0 um)+tae)  avar(n(e)  4Cov (b (er), b (en)
0 Ui(a) + Us(a) 4Cov (hg”(el), hg”(el)) AVar (hg”(el))

ist die Varianzmatrix der Grenzverteilung. Insbesondere sind Z, einerseits und
(Apn, Cpn(b), Cy(a)) andererseits asymptotisch unabhéingig.

Beweis Die Aussage folgt aus dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz
fiir Martingaldifferenzschemata angewandt auf das vierdimensionale Martingaldiffe-
renzschema (X,,;, Ai)1<i<n gegeben durch

Xi_1e;
Zn'L \e/ﬁ
Api /n
Cri(b) = (hgl)(ei) _ ) irl<i<n
Cri(a) Z (0(es) ~ )

Dazu sind die konditionierte Normierungsbedingung und die komponentenweise kon-
ditionierte Lindebergbedingung zu zeigen.
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Wir rechnen zunéchst die konditionierte Normierungsbedingung komponentenweise
nach. Wie in Kapitel 5 bereits festgestellt, gilt

4

Z E 72| A 1 — c 5 fiir n — oo P-stochastisch.
)

Weiter berechnen wir mit (3.5) leicht

ZE ZmAm|.AZ 1 =0 _le 1—0P<1)

=1

und ebenso

Z E(ZiCri(x)|Ai—1) = op(1)

fir z € R. Fiir die weiteren Eintrige stellen wir fest, da§ die A,; und die C,;(z)
stets unabhéngig von A;_; und identisch verteilt sind, deshalb ergibt sich

ZE ailAior) =

und

ZE i ( (WIAi-1) = 4E ((ha(cl)(el) - G($)) (hy(yl)(ﬁ) B G(y>))
= 4Cov (h Wey), h(l)(el))

fur {x,y} C {a,b}. SchlieBlich gilt fiir x € {a, b} wegen der Zentriertheit der e; noch
ZE (AiCri(2)|Ai—1) = 2E (e:hP(e1)) = Uy (x) + Ua(),

entsprechend den Definitionen (6.23) und (6.24). Damit ist die konditionierte Nor-
mierungsbedingung bewiesen, und es bleibt die komponentenweise konditionierte
Lindebergbedingung zu zeigen.

Diese gilt, wie bereits in Kapitel 5 erwahnt, fiir die erste Komponente des betrachte-
ten Vektors. Weiter implizieren der Satz von Lebesgue und (2.10), daB fiir beliebiges
g > 0 die Aussage

DB (AlauzalAin) =B (g ze0m) — 0 fiirn — oo
=1

gilt. Genauso kénnen wir die konditionierte Lindebergbedingung fiir die (sogar durch
Eins beschriankte) dritte und vierte Komponente des Vektors zeigen. Damit gilt
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fiir jede Komponente die konditionierte Lindebergbedingung, und das Lemma ist
bewiesen. a

Wie im Beweis zu (5.17) kénnen wir durch Betrachtung von ,,gestutzten Summen
zeigen, dafl auch hier die Verteilungskonvergenz

X, Yoo
Zn Ny
A, | S| & fiir n — oo (6.38)
C,(b) N;
Cn(CL> N4

mit der von (Ny, No, N3, Ny) unabhéngigen Zufallsvariablen Y., geméf (5.12) gilt.

Damit haben wir alle Hilfsmittel zum Beweis des folgenden Hauptsatzes bereitge-
stellt.

Satz 6.15
Unter den Voraussetzungen (2.10) und (3.13) gilt
V(P (Xpi2 € Lies)Ai) — (1 —a))
2

L {(80) — ()20 + (Ea(8) — Brl0)} N,
— (N3 — Ny) fir n — oo (6.39)

und
\/E(P (Xn+2 € In,res,z|-’4i) - (1 - O‘))
Lo {(8b) — 8(0)2Vae + (B1(0) — By(a))} g Ny — (N — M)

+{UL(B) + Ua(b) — (Us(a) + Us(a)} %NQ fiirn — 0o (6.40)

mit (N7, No, N3, Ny) wie im letzten Lemma und Y., Ny, (g, N3, Ny) unabhéingig.

Beweis Dies folgt aus den Entwicklungen (6.35) und (6.37), der Verteilungskon-
vergenz (6.38), dem Stetigkeitssatz und dem Satz von Cramér-Slutzky. O

Wir haben also wie im Fall von Ein-Schritt-Prognoseintervallen eine Verteilungskon-
vergenzaussage fiir

\/E(P (Xn+2 € In,res|-/4n) - (1 - Oé))

beziehungsweise fiir

\/ﬁ(P (Xn+2 € In,res,z’An> - (1 - OJ))
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hergeleitet.

Wir iiberlegen uns jetzt, welche Verbesserung der EL-Ansatz, also die Verwendung
von Gy, yes,. anstelle von G, ,.s erbringt. Dazu betrachten wir wie in Kaptitel 5 die
Varianzen der Grenzvariablen. Bezeichnen wir mit W) die Grenzvariable aus (6.39)
und mit W; die aus (6.40), so konnen wir leicht nachrechnen, daf

Var(W;) — Var(W,) = % (U1(b) + Uy(b) — (Uy(a) + Us(a))®> >0

gilt, was bedeutet, dal der auf dem EL-Prinzip basierende, die Zusatzinformation
E(e;) = 0 einbezichende, Verteilungsschétzer F,, ;s . dem kanonischen F,, ;s vorzu-
ziehen ist. Wie schon im Kapitel 5 mufl aber auch hier die Einschrankung gemacht
werden, dafl diese Differenz fiir symmetrische Verteilungen gleich Null ist, so dafl
bei bekanntermaflen symmetrischer Fehlerverteilung F der EL-Ansatz keine Verbes-
serung bei der Konstruktion von Zwei-Schritt-Prognoseintervallen verspricht. Aller-
dings kann man wie in Kapitel 5 leicht zeigen, dafl bei der Konstruktion einseitiger
oberer oder unterer Prognoseschranken die oben diskutierte Verbesserung auch im
Falle symmetrischer Fehlerverteilungen erhalten bleibt, so dafl in diesem Fall stets
das EL-Prinzip zur Schéitzung von F beziehungsweise G verwendet werden sollte.

Zum Abschlufi des Kapitels wollen wir noch kurz die Félle p € (—1,0) und p = 0
erortern.

Im Fall p € (—1,0) ist
P(pe; <x) =1-—F(x) fir xr € R,
da F stetig ist. Folglich ist in diesem Falle

G(z) = Plper+er <) = (Fx (1—F(-/p))) ()
— E(F(z—pe))=1-E <F (I;€1)> ,

P(po ¢ (—1,0) — 0 fiir n — oo,

und es gilt

weshalb wir stets p, € (—1,0) annehmen kénnen. Als Verteilungsschétzer fir G
definieren wir nun Gy, .es = Fpres * (1 — Fypes(-/pn)) beziehungsweise Gy, pes. =
Frresz* (1 =Fypres 2(+/pn)). Fiir die mit den Quantilen dieser Verteilungsfunktionen
definierten Zwei-Schritt-Prognoseintervalle gelten sinngeméf alle Ergebnisse, die wir
im Fall p € (0,1) explizit bewiesen haben.

Im Fall p = 0 gilt G = F und X,, = e, fiir n > 1. Weiter ist wegen der stetigen
Verteiltheit der e, die Menge {p, = 0} eine P-Nullmenge, das heifit

P ({pn <0} U{p, >0})=1.
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Deshalb ist die Definition

Ho(2) = Fule/pu)lipo0p + (1= Fula/p) Ly firz € R

sinnvoll. Weiter sei H,, ,.s entsprechend mit F,, ,.; anstelle von F,, definiert und

1 n n )
Gn,res(x) = (Fn,res * Hn,res)(x) = ﬁ Z Z 1{éi+ﬁnéj§x} fir z € IR.

i=1 j=1
Wegen (6.1) und (3.14) gilt

ilelllg |Gpres() — (Fp, x Hy)(z)] = op (n’l/Q) : (6.41)

und wegen

sup |F # Hy(2) — F(2)] = op(1)

erhalten wir

sup |Gy res() — F(x)| = op(1),
zclR

sowie mit (5.4) und (3.13) weiter

G, L (u) — F(u) fir n — oo

fiir beliebiges u € (0,1).
Dies zeigt zusammen mit
$2X, = fen = O (n7).
daB
P (XTH‘? € [ ﬁan + G;i’es(l))? ﬁan + G;,ies(w) :| ’An)
= P (en+2 € [ ﬁien + G'r?,ies(”)? ﬁien + G'r:}“es(w) } |-/4n) —1l-a
fiir n — oo gilt. Also konvergieren die bedingten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten

der mit G, ,.s konstruierten Zwei-Schritt-Prognoseintervalle gegen das nominelle
Niveau.

Auch iiber die Konvergenzgeschwindigkeit konnen wir eine zum Fall p € (0,1) ana-
loge Verteilungskonvergenzaussage machen.

Dazu zeigen wir zunéchst, dafl fiir beliebiges C' > 0 die Beziehung

n

Sup iQ Z Z 1{6¢+un’1/261§m} —F(z) — (Fu(z) = F(z))| = op (7”&71/2) (6.42)

lul<c | TV © "
zER i=1 j5=1
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gilt. Der Beweis hierfiir erfolgt zum gréfiten Teil mit den selben Methoden wie im
Fall p € (0,1). Allerdings stoflen wir auf das Problem, da8 wir in

20 (s) = Flw —un™28) + B(Ljgpun-1/20,0y)  filr s €R

den zweiten Summanden offensichtlich nicht mehr geschlossen als Funktionswert der
Verteilungsfunktion F schreiben kénnen, was bei p € (0,1) moglich war. An dieser
Stelle verwenden wir stattdessen, daf

E(1{3+un*1/261§x}) :/ 1{s§x7un*1/2t}F(dt)
R

und somit

1 1
% Z E(l{s+un_1/261§x}) o0¢ = % Z /]R 1{ei§m—un—1/2t}F<dt)
=1

— / ViE,(x —un”?)F (dt)

n

gilt. Hieraus kénnen wir

Z E(1{5+un—1/261§r}) 06 — \/EFN(‘T)

=1

= / Vi (Fu(z — un"V*t) — F(z —un~Y?t) — (F,(x) — F(z))) F(dt)
R

4 / Vit (F(e — un™V2t) — F(2)) F(dt)
R
= Rin(u,z) + Rop(u,x)

folgern. Wegen der bekannten C-Straftheit des empirischen Prozesses gibt es insbe-
sondere zu jedem € > 0 ein d > 0, so dafl

lim sup P <\/ﬁ sup |Fn(k) — F(k) — (F, (1) — F(0))| > g) <e

n—00 |[k—1|<d

gilt. Fiir ein solches § schéitzen wir

smemux|</\f sup  [Fu(k) — F(k) — (F. () — F(1))| F(dt)

lul<C |k—1|<Cn=1/2|t|
zelR
< /\/ﬁ sup |Fn(k) —F(k) — (F,(1) |1{|t<i dt)
R [k-ll<s -

+2/}R \/ﬁl{|t|>%}F(dt)
< Vn sup [Fy(k) = F(k) = (Fu (1) — F(1))]

lk—1] <5

2C
+7EQWHmwﬁQ
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ab, und der zweite Summand auf der rechten Seite der Ungleichung konvergiert auf
Grund des Satzes von Lebesgue in n gegen Null. Somit gilt

limsupP [ sup |Rin(u,z)] > ¢
e\ g

DO ™

n—00 [k—=1|<d

< limsupP <\/ﬁ sup |F, (k) —F(k) — (F.(l) = F())| >

)Sg,

was die gewiinschte stochastische Konvergenz fiir Ry, (u,z) beweist.

Ebenso wie im Fall p € (0, 1) zeigt man

sup |Ron(u, )| = op(1)
jul<C
zeR

und die iibrigen noch nétigen Schritte zum Beweis von (6.42). Hieraus wiederum
folgt mit (6.41) sofort

Goyres() — F(z) = Fo(z) — F(z) + Ry(2)
mit

sup | R (@)] = op (n""?)
z€R

und wegen der C-Straftheit des empirischen Prozesses auch

n—00 ly—=z|<é

lim lim sup P (x/ﬁ SUp |Gires(y) = F(y) = (Gnres(2) = F(2))] = 8) =0

fiir beliebiges € > 0. Dies impliziert

\/ﬁ(P (Xog2 € Lnpes|An) — (1 =) = _\/E(Fn(b) —w) + \/E(Fn(a) —v) +op(1),

also
V(P (Xt € Inres|An) — (1= @) =5 =Ny + Ny fiir n — o0
mit
(%)QMQH)
und

Letzteres wurde in (5.15) gezeigt.
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Ersetzt man nun {iberall die empirische Verteilungsfunktion der Residuen F,, s
durch ihr EL-Analogon F,, ;s ., so folgt ebenso wie oben

V(P (Xni2 € Tnress]An) — (1 — ) =5 =N+ Ny fiir n — 00

und

o VW — Ul(;;)z V2 — U(aa)g(b)
2T\ ovdum o, der )

Ein Vergleich der Grenzvarianzen ergibt das schon bekannte Bild. Es gilt

(V) - V(@) _

2 — )

Var(N1 — NQ) — Var(N3 — N4) =

g

also ist auch hier der EL-Schitzer dem kanonischen vorzuziehen, falls E(e;) = 0
bekannt ist.

In der Praxis weifl man auch unter der Modellannahme, dafi (X,,),>o ein stabiler
AR(1)-Proze ist, im allgemeinen nicht, ob p € (0,1), p € (—1,0) oder p = 0
zutreffend ist. Dann sollte

Gn,res - Fn,res * Hn,res

definiert werden, da zum Beispiel im Fall p € (0,1) dann
P (Hpyes(x) # Frpes(x) fiir ein z € IR) < P (p, < 0) = o(1)

gilt. Analoges gilt fiir die mit dem EL-Verfahren erhaltenen Schétzer.

Somit liefert das EL-Varfahren bei stabilen AR(1)-Prozessen mit zentrierten Feh-
lern stets Zwei-Schritt-Prognoseintervalle, bei denen die Konvergenz der bedingten
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten gegen das nominelle Niveau besser, das heifit mit
einer nichtgrofferen Grenzvarianz erfolgt.



Kapitel 7

Simulationsstudien

Im letzten Kapitel der Arbeit wollen wir die gewonnenen Ergebnisse empirisch ver-
deutlichen. Dabei werden zu ausgewéhlten Stichprobenunmféingen, Verteilungen,
Niveaus und — im AR(1)-Modell — p-Werten Computersimulationen durchgefiihrt
und die auf dem EL-Prinzip basierenden Ergebnisse mit den auf der klassischen
Schétzung beruhenden verglichen.

7.1 Anpassungstests

7.1.1 Anpassungstests bei unabhingig und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt werden die Schétzer F,, und F,, , im Hinblick auf Anpassungs-
tests im Modell unabhéngig und identisch verteilter, zentrierter Zufallsvariablen
verglichen. Wir testen auf die Hypothese (2.2) also auf

Hy:FeF gegen H:F&F

mit

F=A{F(-,9)9 €0 CR’} (2.3).
Untersuchte Verteilungklassen sind die Klasse der zentrierten Normalverteilungen
(kurz F;) und die Skalenmodelle der Doppelexponentialverteilung (kurz F3) so-
wie der t3-Verteilung (kurz F3), der t-Verteilung mit drei Freiheitsgraden. Dagegen
wurden die wahren Verteilungen Standarnormalverteilung (kurz A (0, 1)), Doppel-
exponentialverteilung (kurz Dexp), ts-Verteilung (kurz t3) und Standard-Cauchy-
Verteilung (kurz C(0,1)) getestet.

Entsprechende Zufallsvariablen konnten im Fall der Doppelexponentialverteilung
und der Cauchyverteilung mittels Quantiltransformation erzeugt werden. Fiir die

140
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Simulation normalverteilter Variablen wurde die Box-Miiller-Tranformation (vgl.
Press et al. 1992, S.289), fiir die ts-verteilter ein Algorithmus aus Devroye (1986,
S.449) verwendet. Der benutzte Schétzer fiir den Verteilungsparameter ist stets der
unter der Hypothese errechnete ML-Schétzer.

In der Simulation werden 1000 Werte der klassischen Kolmogorow-Smirnow-Statistik

sup [V/i(Fo () = F(z, 0,))| (KL)

zelR

beziehungsweise der EL-basierten

sup [VA(Fy.(2) = Bz, ,)) (EL)
z€lR

mit den auf Grund von jeweils 2000 Bootstrapstichproben berechneten kritischen
Werten verglichen. In den folgenden Tabellen sind die Verwerfungshéufigkeiten zu-
sammengefaflt.

Tab. 1 ‘ Hypothese F1 Fa F3

wahre Verteilung N(0,1) Dexp t3
Teststatistik KL EL KL EL KL EL
a=0.01 n =20 | 0.010 | 0.015 | 0.014 | 0.009 | 0.009 | 0.013

60 | 0.008 | 0.011 | 0.007 | 0.008 | 0.017 | 0.010
100 | 0.007 | 0.011 | 0.012 | 0.015 | 0.012 | 0.010
500 | 0.010 | 0.010 | 0.009 | 0.007 | 0.013 | 0.007
a = 0.05 n =20 | 0.051 | 0.053 | 0.048 | 0.053 | 0.055 | 0.059

60 | 0.045 | 0.048 | 0.041 | 0.040 | 0.063 | 0.048
100 | 0.048 | 0.044 | 0.049 | 0.047 | 0.062 | 0.053
500 | 0.049 | 0.051 | 0.065 | 0.043 | 0.050 | 0.046
a=0.1 n =20 | 0.100 | 0.097 | 0.096 | 0.090 | 0.110 | 0.108

60 | 0.100 | 0.098 | 0.092 | 0.098 | 0.103 | 0.092
100 | 0.099 | 0.097 | 0.089 | 0.090 | 0.110 | 0.101
500 | 0.091 | 0.099 | 0.108 | 0.096 | 0.095 | 0.088

Tab. 2 ‘ Hypothese Fi
wahre Verteilung Dexp t3 C(0,1)
Teststatistik KL EL KL EL KL EL
a=0.01 n =20 | 0.014 | 0.056 | 0.017 | 0.105 | 0.331 | 0.664

60 | 0.035 | 0.244 | 0.076 | 0.314 | 0.919 | 0.991
100 | 0.092 | 0.438 | 0.185 | 0.534 | 0.996 | 1.000
a=0.05 n =20 |0.062 | 0.173 | 0.086 | 0.222 | 0.553 | 0.797

60 | 0.180 | 0.473 | 0.226 | 0.483 | 0.972 | 1.000
100 | 0.282 | 0.674 | 0.388 | 0.722 | 0.999 | 1.000
a=0.1 n=20|0.131 | 0.269 | 0.152 | 0.314 | 0.660 | 0.840

60 | 0.320 | 0.595 | 0.349 | 0.602 | 0.988 | 1.000
100 | 0.441 | 0.795 | 0.544 | 0.802 | 1.000 | 1.000
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Tab. 3 ‘ Hypothese

Fa

wahre Verteilung

N(0,1)

t3

C0,1)

Teststatistik

KL EL

KL EL

KL EL

a = 0.01 n = 20

60
100
500

0.023 | 0.007
0.031 | 0.024
0.057 | 0.045
0.356 | 0.800

0.017 | 0.017
0.020 | 0.026
0.017 | 0.031

0.103 | 0.298
0.491 | 0.751
0.729 | 0.925

a=0.05 n =20
60
100

500

0.084 | 0.049
0.122 | 0.118
0.189 | 0.228
0.747 | 0.980

0.058 | 0.083
0.072 | 0.096
0.080 | 0.092

0.243
0.688
0.868

0.453
0.843
0.974

n =20
60

100
500

0.148 | 0.108
0.212 | 0.233
0.320 | 0.395
0.921 | 0.994

0.114 | 0.141
0.132 | 0.170
0.134 | 0.177

0.349
0.770
0.932

0.542
0.909
0.987

Tab. 4 | Hypothese

F3

wahre Verteilung

N(0,1)

Dexp

C(0,1)

Teststatistik

KL EL

KL EL

KL EL

a=0.01 n = 20
60
100
500
1000

0.018 | 0.004
0.021 | 0.001
0.019 | 0.003
0.053 | 0.027
0.140 | 0.129

0.009 | 0.010
0.016 | 0.011
0.007 | 0.009
0.033 | 0.022
0.053 | 0.047

0.012 | 0.072
0.031 | 0.172
0.045 | 0.248

a=0.05 n =20
60

100
500

1000

0.064 | 0.026
0.074 | 0.023
0.087 | 0.028
0.214 | 0.189
0.405 | 0.549

0.061 | 0.040
0.055 | 0.048
0.043 | 0.043
0.125 | 0.118
0.175 | 0.223

0.074
0.133 | 0.379
0.206 | 0.508

0.223

n =20
60

100
500
1000

0.131 | 0.066
0.138 | 0.062
0.148 | 0.078
0.346 | 0.367
0.614 | 0.813

0.117 | 0.082
0.101 | 0.092
0.099 | 0.085
0.200 | 0.233
0.291 | 0.376

0.144 | 0.338
0.248 | 0.526
0.341 | 0.665
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Wie die Simulationsergebnisse zeigen, halten sowohl der auf F,, als auch der auf
F,, . beruhende Test auf der Hypothese das nominelle Niveau approximativ gut ein

(Tab. 1).

Vergleicht man die Giite der Tests, so ergibt sich das folgende Bild: Hat die wah-
re Verteilung schwerere Tails als die Verteilungen der Hypothesenklasse, so wird
dies von beiden Tests gut erkannt. Die Giite ist dabei umso grofler, je stirker sich
wahre Verteilung und Verteilungshypothese im Tailverhalten unterscheiden. Der EL-

basierte Test hat allerdings eine teilweise wesentlich gréflere Giitefunktion als der
klassische (vgl. Tab. 2; Tab. 3, Spalten 5-8; Tab. 4, Spalten 7+8).
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Hat die wahre Verteilung jedoch leichtere Tails als die Verteilungen der Hypothesen-
klasse, so ist die Giite bei beiden Testverfahren erheblich geringer. Je weniger sich
die Verteilungen der Hypothesenklasse und die wahre Verteilung im Tailverhalten
unterscheiden, desto seltener wird die falsche Hypothese verworfen. Bei kleinen Stich-
probenumfingen ist die Giite des EL-Tests kleiner als die der klassischen und liegt
sogar gelegentlich unter dem nominellen Niveau. Bei kleinen Stichprobenumfingen
ist der klassische Test also dem EL-Test iiberlegen. Allerdings zeichnet sich ab, daf3
der EL-Test den klassischen mit wachsendem Stichprobenumfang . iiberholt* (vgl.
Tab. 3, Spalten 3+4; Tab. 4, Spalten 3-6).

7.1.2 Anpassungstests im AR(1)-Modell

Fiir entsprechende Tests im AR(1)-Modell ist natiirlich zunéchst der Autoregressi-
onsparameter p zu schitzen. Um die Ergebnisse aus Kapitel 3 anwenden zu kénnen,
muB der Schétzer (3.2) erfiillen. Wir haben bereits den Ansatz von Datta und Sriram
(1997) zur Modifikation des Kleinst-Quadrate-Schitzers p,, diskutiert. Fiir die An-
wendung in Computersimulationen hat sich die folgende Modifikation als vorteilhaft
erwiesen. Wir definieren

-1 fiir p, € (—1 —n 001, —1 4 n=001)
Pn = 1 fiir p, € (1 — n—0-01’ 1+ n—0.01)
Pn sonst.

Im Vergleich mit der in Kapitel 3 betrachteten Version sind hier die Intervalle,
auf denen der Kleinst-Quadrate-Schéatzer verdndert wird, kleiner gewéhlt, was die
Héufigkeit einer inaddquaten Schétzung im Fall |p| # 1 reduziert. Trotzdem sind die
Ergebnisse, wie wir sehen werden, auch im Fall |p| = 1 annehmbar, und natiirlich
erfiillt der so definierte Schétzer auch die Voraussetzung (3.2).

Simuliert wurden wiederum 1000 Werte der Teststatistiken

SuIIPz ’\/E(Fn,res (-T) - F(l’, én,res))‘ (KL)
S
und R
SuIIF){ ‘\/E(Fn,res,z(x) - F(l’, 19n,7“es)) ‘ (EL)
e

mit zu p, gebildeten Residuen sowie jeweils 2000 Bootstrapkopien zur Berech-
nung der kritischen Werte. Als Werte fiir den Autoregressionsparameter wurden
p = 0.0,0.5,1.0,1.05 verwendet. Die Abweichungen der Simulationsergebnisse vom
Fall unabhéngig und identisch verteilter Variablen sind fiir jede der betrachteten
Hypothesenklassen dhnlich, so dafl wir uns aus Platzgriinden auf die exemplarische
Darstellung der Ergebnisse zur Hypothese F; (zentrierte Normalverteilungen) be-
schrinken. Die folgenden Tabellen geben die Verwerfungshaufigkeiten wieder.
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Tab. 5

Hypothese: Fi, wahre Verteilung: N(0, 1)

p=20.0

p=0.5

p=1.0

p=1.05

Teststatistik

KL

EL

KL

EL

KL EL

KL EL

a=0.01

n =20
60

100
500

0.005
0.003
0.004
0.013

0.009
0.008
0.014
0.008

0.002
0.007
0.010
0.012

0.008
0.014
0.007
0.015

0.001
0.005
0.009
0.002

0.009
0.019
0.008
0.012

0.006 | 0.006
0.003 | 0.009
0.003 | 0.008
0.006 | 0.010

a=0.05

n = 20
60

100
500

0.035
0.028
0.038
0.049

0.047
0.042
0.048
0.055

0.034
0.043
0.051
0.051

0.041
0.055
0.052
0.047

0.031
0.038
0.041
0.034

0.043
0.046
0.048
0.052

0.047 | 0.043
0.022 | 0.051
0.027 | 0.046
0.037 | 0.057

n = 20
60

100
500

0.082
0.087
0.093
0.091

0.078
0.081
0.094
0.100

0.078
0.093
0.098
0.101

0.091
0.095
0.102
0.093

0.104
0.088
0.090
0.098

0.102
0.106
0.097
0.105

0.096 | 0.091
0.056 | 0.103
0.070 | 0.096
0.080 | 0.104

Tab. 6

Hyp

othese: F1, wahre Verteilung: Dexp

p=0.0

p=0.5

p=1.0

p=1.05

Teststatistik

KL

EL

KL

EL

KL EL

KL EL

a = 0.01

n =20
60
100

0.002
0.029
0.074

0.050
0.223
0.405

0.003
0.032
0.076

0.050
0.240
0.407

0.004
0.028
0.084

0.043
0.228
0.417

0.021 | 0.062
0.021 | 0.236
0.054 | 0.441

a = 0.05

n =20
60
100

0.043
0.155
0.262

0.159
0.430
0.637

0.044
0.158
0.269

0.172
0.456
0.668

0.046
0.153
0.303

0.134
0.437
0.673

0.090 | 0.187
0.148 | 0.469
0.241 | 0.678

n =20
60
100

0.112
0.284
0.420

0.248
0.572
0.756

0.101
0.267
0.446

0.255
0.575
0.778

0.113
0.313
0.488

0.232
0.575
0.775

0.193 | 0.293
0.285 | 0.593
0.409 | 0.791

Tab. 7

Hypothese: F1, wahre Verteilung;:

t3

p=20.0

p=0.5

p=1.0

p=1.05

Teststatistik

KL

EL

KL

EL

KL EL

KL EL

a=0.01

n =20

0.010
0.069
0.171

0.094
0.296
0.529

0.005
0.089
0.170

0.093
0.325
0.538

0.014
0.095
0.183

0.091
0.336
0.539

0.029 | 0.078
0.081 | 0.338
0.161 | 0.527

a = 0.05

0.066
0.196
0.392

0.203
0.474
0.712

0.055
0.243
0.379

0.187
0.496
0.726

0.081
0.249
0.408

0.203
0.523
0.713

0.099 | 0.199
0.238 | 0.494
0.359 | 0.703

100

0.139
0.318
0.524

0.298
0.597
0.798

0.133
0.355
0.514

0.278
0.587
0.792

0.146
0.369
0.558

0.294
0.620
0.797

0.192 | 0.279
0.345 | 0.594
0.499 | 0.797
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Tab. 8 Hypothese: Fi, wahre Verteilung: C(0,1)
p=20.0 p=0.5 p=1.0 p=1.05
Teststatistik KL EL KL EL KL EL KL EL

a=0.01 | n=20]0.303 | 0.627 | 0.297 | 0.639 | 0.298 | 0.639 | 0.313 | 0.628
60 | 0.906 | 0.994 | 0.924 | 0.992 | 0.913 | 0.991 | 0.921 | 0.994
100 | 0.993 | 1.000 | 0.993 | 1.000 | 0.998 | 1.000 | 0.993 | 0.999
a=0.00 | n=20]0.513 | 0.756 | 0.494 | 0.771 | 0.520 | 0.778 | 0.542 | 0.756
60 | 0.969 | 0.999 | 0.970 | 0.996 | 0.962 | 0.995 | 0.975 | 0.998
100 | 0.999 | 1.000 | 0.998 | 1.000 | 0.999 | 1.000 | 0.998 | 0.999
a=0.1|n=20|0.624 | 0.806 | 0.621 | 0.830 | 0.657 | 0.835 | 0.668 | 0.814
60 | 0.982 | 1.000 | 0.984 | 0.997 | 0.983 | 0.997 | 0.987 | 0.999
100 | 0.999 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.999

In allen Féllen ist der Einflufl von p eher gering. Auch die Daten im Fall p = 1 fiigen
sich ins Gesamtbild ein.

Unter der Hypothese findet die Konvergenz gegen das nominelle Niveau langsamer
statt als bei unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen, was vermutlich auf
den zusétzlichen zufilligen Einflul aus der Schiatzung des Autoregressionsparameters
zuriickzufiihren ist. Dabei stabilisieren sich die Verwerfungshiufigkeiten des EL-
Tests iiberwiegend rascher (vgl. Tab. 5).

Unter den verschiedenen Alternativen ergibt sich das schon bekannte Bild. Beide
Tests verwerfen umso héufiger, je starker das Tailverhalten der wahren Verteilung
von dem einer Normalverteilung abweicht. Dabei ist die Giite bei beiden Tests an-
scheinend etwas geringer als im Fall unabhéngig und identisch verteilter Daten. Die
Vorteilhaftigkeit des EL-Tests gegeniiber dem klassischen ist aber wieder sehr deut-
lich ersichtlich (vgl. Tab. 6-8).

Zusammenfassend konnen wir sagen, dafl der EL-basierte Test sowohl bei unab-
héngig und identisch verteilten zentrierten Variablen als auch im AR(1)-Modell bei
Hypothesenklassen mit leichten Tails wegen der grofleren Giite klar vorteilhaft ist.
Hat die Hypothesenklasse schwere Tails, so ist der EL-Test nur dann giinstiger als
der klassische, falls der Stichprobenumfang sehr grof3 ist.

7.2 Prognosen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir die iiber Prognoseintervalle und
Prognoseschranken gewonnenen Ergebnisse empirisch untersuchen. Dazu betrachten
wir AR(1)-Modelle zu den Parameterwerten p = 0.0,0.3,0.5,0.95 mit unabhéngig
und identisch standardnormalverteilten sowie ts-verteilten Fehlern. Die Simulation
der Zufallsvariablen erfolgt dabei mithilfe der obengenannten Algorithmen und die
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Schétzung von p durch den Kleinst-Quadrate-Schétzer p,,. Zu je 1000 Ein-Schritt-
Prognoseintervallen der Form

Tnses = | X+ Fobee (5) o pnXa + Fbes (1-5) | (KL)
beziehungsweise
In,?“eS,Z = [ Iaan + F;,}”es,z (%) 7pAan + F;,}ﬂes,z (1 - %) :| (EL)

tiberpriifen wir durch Simulation von jeweils 10000 Prognosewerten die (unbedingte)
Uberdeckung. Die mittleren Uberdeckungshéufigkeiten sind in den beiden folgenden
Tabellen zusammengefafit.

Tabelle 9 Fehlerverteilung: N (0,1)
p=0.0 p=0.3 p=20.5 p=0.95
Intervalltyp KL EL KL EL KL EL KL EL

a=0.01 | n=20]0.894 | 0.894 | 0.891 | 0.891 | 0.889 | 0.889 | 0.885 | 0.885
100 | 0.980 | 0.980 | 0.978 | 0.978 | 0.980 | 0.980 | 0.979 | 0.979
1000 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989
a=0.00|n=20]0.894 | 0.891 | 0.891 | 0.888 | 0.889 | 0.887 | 0.885 | 0.884
100 | 0.940 | 0.942 | 0.937 | 0.939 | 0.939 | 0.941 | 0.938 | 0.940
1000 | 0.949 | 0.949 | 0.949 | 0.950 | 0.949 | 0.949 | 0.949 | 0.949
a=0.1|n=20]0.840 | 0.853 | 0.839 | 0.849 | 0.841 | 0.850 | 0.837 | 0.850
100 | 0.891 | 0.894 | 0.886 | 0.889 | 0.889 | 0.891 | 0.888 | 0.889
1000 | 0.899 | 0.899 | 0.899 | 0.900 | 0.899 | 0.899 | 0.899 | 0.899

Tabelle 10 Fehlerverteilung: t3
p=20.0 p=0.3 p=0.5 p=0.95
Intervalltyp KL EL KL EL KL EL KL EL

a=0.01 | n=20]0.894 | 0.894 | 0.897 | 0.897 | 0.899 | 0.899 | 0.888 | 0.887
100 | 0.979 | 0.978 | 0.980 | 0.979 | 0.979 | 0.979 | 0.980 | 0.979
1000 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989 | 0.989
a=0.00 | n=20]0.894 | 0.887 | 0.897 | 0.890 | 0.899 | 0.891 | 0.888 | 0.879
100 | 0.939 | 0.942 | 0.940 | 0.942 | 0.938 | 0.941 | 0.940 | 0.942
1000 | 0.949 | 0.949 | 0.949 | 0.949 | 0.949 | 0.949 | 0.949 | 0.949
a=0.1|n=20]0.844 | 0.852 | 0.845 | 0.852 | 0.848 | 0.853 | 0.834 | 0.846
100 | 0.889 | 0.892 | 0.890 | 0.893 | 0.890 | 0.892 | 0.889 | 0.891
1000 | 0.899 | 0.899 | 0.898 | 0.899 | 0.899 | 0.899 | 0.899 | 0.899

Wie deutlich zu sehen ist, sind die Unterschiede zwischen den beiden Intervalltypen
duBerst gering. Auch ein EinfluB des Autoregressionsparameters auf die Uberdeckung
ist nicht ersichtlich. Selbst das Tailverhalten der Fehlerverteilungen scheint keinen
Unterschied zu machen. Die Uberdeckung ist fiir groBe Stichprobenumfinge sehr gut,
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bei kleinen Niveaus und kleinen Stichprobenumféngen ist sie jedoch stets zu klein.
Dies ist nicht weiter verwunderlich, da die Intervallgrenzen wesentlich durch Quantile
diskreter Verteilungen also durch Ordnungsstatistiken der Residuen determiniert
sind. Ist zum Beispiel a = 0.01 und n = 20, so gilt

1 1
F min é; | = — und F min ¢é; | ~ —
n,res 1<i<20 ) 20 n,res,z 1<i<20 i 207

also wird in diesem Fall nahezu immer die erste Ordnungsstatistik der Residuen
zur Definition der Prognoseintervalle herangezogen. Das bedeutet aber eine im Mit-
tel zu grofle Schitzung des 0.005-Quantils der Fehlerverteilung. Analog wird das
0.995-Quantil im Mittel zu klein geschéitzt, was zu kurze Intervalle und damit zu
geringe Uberdeckungshiufigkeiten zur Folge hat. Aus diesen Uberlegungen kénnen
wir folgern, daf fiir eine addquate Quantilschéitzung ein Stichprobenumfang von
mindestens

n >

SERN

vorliegen sollte.

Weiter wurden zu jedem simulierten Intervall der Wert

Vi (P (Xni1 € Lyres|An) — (1 — ) (KL)

beziehungsweise
VN (P (Xpi1 € Lyyes 2| An) — (1 — ) (EL)

berechnet. Durch Bilden des Mittelwertes (MW) und der Stichprobenvarianz (SV)
dieser Daten erhalten wir Ndherungen fiir Erwartungswert und Varianz der Grenz-
variablen aus Kapitel 5. Diese sind bei bekanntermafien symmetrischer Fehlervertei-
lung bekannt (vgl. Satz 5.11). So ist der Erwartungswert der Grenzvariablen immer
Null, wiahrend die Grenzvarianz stets den Wert «(1 — «) hat. In den folgenden
Tabellen wird die Annéherung der empirischen GréBen (MW) und (SV) gegen die
jeweiligen Grenzwerte aufgezeigt. Da der Einflufl von p wieder vernachléssighar ist,
beschrinken wir uns auf den Fall p = 0.0.

Tabelle 11 Fehlerverteilung: N (0, 1)
MW SV wahre
Intervalltyp KL EL KL EL | Grenzvarianz
a=0.01 | n=20|-0.429 | -0.429 | 0.0996 | 0.0996
100 | -0.100 | -0.100 | 0.0200 | 0.0200 0.0099
1000 | -0.034 | -0.031 | 0.0112 | 0.0110
a=0.05 | n=20|-0.250 | -0.263 | 0.0996 | 0.1100
100 | -0.097 | -0.079 | 0.0587 | 0.0603 0.0475
1000 | -0.036 | -0.027 | 0.0465 | 0.0456
a=0.1|n=20|-0.267 | -0.212 | 0.1432 | 0.1353
100 | -0.090 | -0.062 | 0.1002 | 0.0925 0.09
1000 | -0.039 | -0.027 | 0.0906 | 0.0902
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Tabelle 12 Fehlerverteilung: t3
MW SV wahre
Intervalltyp KL EL KL EL | Grenzvarianz
a=0.01 | n=20 | -0.430 | -0.430 | 0.1485 | 0.1485
100 | -0.111 | -0.116 | 0.1148 | 0.1155 0.0099
1000 | -0.032 | -0.026 | 0.0110 | 0.0107
a=0.05|n=20|-0.252 | -0.283 | 0.1485 | 0.1728
100 | -0.108 | -0.086 | 0.1509 | 0.1469 0.0475
1000 | -0.039 | -0.032 | 0.0521 | 0.0503
a=0.1|n=20|-0.249 | -0.216 | 0.1882 | 0.1914
100 | -0.109 | -0.083 | 0.1952 | 0.1951 0.09
1000 | -0.044 | -0.036 | 0.0902 | 0.0890

Wie zu erwarten unterscheiden sich die Werte fiir die mit F,, ;s gebildeten Prognose-
intervalle nicht wesentlich von denen fiir die mit F,, ;s . gebildeten. In beiden Fallen
und bei beiden betrachteten Verteilungen néhern sich die Beobachtungen den theo-
retischen Grenzwerten. Dabei scheint die Abweichung des Mittelwertes im EL-Fall
betragsméfig leicht kleiner zu sein als bei der klassischen Schitzung, und auch die
Varianzen stabilisieren sich moglicherweise etwas schneller. Im Fall einer symmetri-
schen Fehlerverteilung liefert die Konstruktion nichtparametrischer Prognoseinter-
valle auf Grund des EL-Verteilungsschétzers im iibrigen aber auch bei endlichem
Stichprobenumfang keine signifikante Verbesserung.

Qualitativ vollig anders sind die Ergebnisse bei der Simulation von oberen Prognose-
schranken. Dazu wurden zu obigen Fehlerverteilungen und Parameterwerten je 1000
Schranken der Form

Iaan + F’;ﬁ“es(l - a) (KL)
und 1000 der Form
ﬁan + F;jﬂes,z(l - Oé) (EL)

simuliert. Zu jedem Intervall wurden 10000 unabhéngige Prognosewerte erzeugt und
die mittlere Uberschreitungshaufigkeit bestimmt. Da die p-Abhéngigkeit der Ergeb-
nisse minimal ist, geben wir wieder nur die Ergebnisse fiir p = 0.0 in einer Tabelle
wieder.

Tabelle 13 N(0,1) t3
Schrankentyp KL EL KL EL
a=0.01 | n=20 1 0.053 | 0.053 | 0.052 | 0.052
100 | 0.019 | 0.014 | 0.020 | 0.014
1000 | 0.011 | 0.011 | 0.011 | 0.010
a=0.05| n=2010.107 | 0.073 | 0.102 | 0.074
100 | 0.058 | 0.053 | 0.060 | 0.054
1000 | 0.051 | 0.051 | 0.051 | 0.050
a=0.1|n=2010.157 | 0.122 | 0.151 | 0.120
100 | 0.108 | 0.103 | 0.111 | 0.104
1000 | 0.102 | 0.101 | 0.101 | 0.100
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Die Tabelle zeigt unabhéngig von der zu Grunde liegenden Fehlerverteilung eine gute
Anniherung an das nominelle Uberschreitungsniveau. Dabei scheint die Approxima-
tion im EL-Fall etwas schneller zu sein. Der Grund fiir die zu groBen Uberschrei-
tungshéufigkeiten bei kleinen Stichprobenumfingen wurde bereits oben diskutiert.

Wirklich von Interesse sind aber die 1000 Werte der Groflen
Vi (P (Xng1 < pnXn +Fp (1= )] An) — (1 — ) (KL)

und
\/ﬁ (P (X"+1 S ﬁan + F;j"es,z(l - Oé)|./4n) - (1 - Oé)) ) (EL)

beziehungsweise die aus diesen berechneten Mittelwerte (MW) und Stichprobenva-
rianzen (SV) als Schéitzer fiir Erwartungswert und Varianz der gemifi Kapitel 5
gegebenen Grenzvariablen. Der Erwartungswert ist, wie man sich leicht iiberzeugt,
bei zentrierter Fehlerverteilung stets gleich Null, wiahrend die Grenzvarianz von der
Fehlerverteilung F und dem Niveau « abhéngt. Sie ist im Fall der Schéitzung mittels
F,, res durch

f(F (1 —a))?0®+a(l —a) (KL)

und im Fall der Schitzung auf Grund von F,, s, durch
1
f(F'1—a))’ 0’ +a(l —a) - SV (F (1 - a)) (EL)
o

gegeben. Die folgenden Tabellen vergleichen die Simulationsergebnisse untereinan-
der und mit den theoretischen Werten, wobei wir hier wieder nur den Fall p = 0.0
darstellen. Die zur Berechnung der Grenzvarianzen bendtigten Quantile der Stan-
dardnormalverteilung und der t3-Verteilung sind wohlbekannt und zum Beispiel bei
Hartung (1991, S.891+892) vertafelt.

Tabelle 14 Fehlerverteilung: A/(0, 1)
MW SV Grenzvarianz
Schrankentyp KL EL KL EL KL EL
a=0.01|n=20]-0.192 | -0.192 | 0.0562 | 0.0562
100 | -0.094 | -0.036 | 0.0202 | 0.0125 | 0.0106 | 0.0099
1000 | -0.035 | -0.018 | 0.0113 | 0.0103
a=0.05| n=20]-0.254 | -0.105 | 0.1148 | 0.0703
100 | -0.082 | -0.029 | 0.0646 | 0.0473 | 0.0581 | 0.0475
1000 | -0.038 | -0.017 | 0.0609 | 0.0465
a=0.1|n=20]-0.256 | -0.097 | 0.1523 | 0.1080
100 | -0.080 | -0.033 | 0.1133 | 0.0827 | 0.1208 | 0.09
1000 | -0.050 | -0.024 | 0.1219 | 0.0899
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Tabelle 15 Fehlerverteilung: ts
MW SV Grenzvarianz

Schrankentyp KL EL KL EL KL EL

a=0.01]n=20|-0.189 | -0.190 | 0.0737 | 0.0736
100 | -0.098 | -0.038 | 0.0215 | 0.0128 | 0.0100 | 0.0084

1000 | -0.030 | -0.011 | 0.0105 | 0.0083

a=0.05|n=20|-0.231 | -0.106 | 0.1293 | 0.0859
100 | -0.102 | -0.039 | 0.0726 | 0.0549 | 0.0537 | 0.0412

1000 | -0.034 | -0.016 | 0.0505 | 0.0400

a=0.1]|n=20]-0.227 | -0.090 | 0.1827 | 0.1265
100 | -0.108 | -0.038 | 0.1558 | 0.1223 | 0.1215 | 0.0932

1000 | -0.039 | -0.019 | 0.1175 | 0.0890
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Wir sehen, dafl die Simulationsergebnisse bei beiden Verteilungen parallel zu den
theoretischen Werten eine Varianzverkleinerung fiir die EL-basierten Schranken auf-
weisen. Auch ist der Mittelwert in allen Féllen betragsméfig kleiner als bei der klas-
sischen Schétzung, was einen weiteren Pluspunkt fiir die EL-geschétzten Schranken

darstellt.

Es zeigt sich also, dafl das EL-Prinzip bei Konstruktion von nichtparametrischen
Prognoseintervallen bei symmetrischen Verteilungen keine Verbesserung ergibt, bei
der Konstruktion von Prognoseschranken aber der klassischen Schatzung klar vor-

zuziehen ist.
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