Offene Software zur Geometrie

Anwendung in objektorientierter Programmierung

Von Kurt Endl

In vielen Anwendungsbereichen treten geometrische Probleme auf, zu deren Lisung keine
Hfertige Software* existiert. Denn jede solche Software mul} mit einer begrenzten Palette
von Moglichkeiten aus Kostengriinden auf einen moglichst breiten Anwenderkreis zuge-
schnitten sein. Probleme, die durch keine solche Software abgedeckt werden, bediirfen
ciner eigenen Behandlung. Um die Programmierung solcher Probleme mit einem Mini-
mum an Zeit und Aufwand zu erméglichen, wurde in den letzten acht Jahren eine Software
in Turbo Pascal entwickelt. Diese stellt alle Hilfsmittel bereit, um eine anspruchsvolle Geo-
metrie auf Bildschirm und Plotter darzustellen. Sie beinhaltet unter anderem einen grofien
»Werkzeugkasten*, in dem alle wesentlichen geometrischen Gegenstiinde und Operationen
in Form von Typen, Prozeduren, Objekttypen usw. aufgefiihrt sind. Die ,,Software zur
Geometrie* ist in zwei Biinden mit vollstiindigem Quelltext und Diskette veroffentlicht. Sie
wurde auf der CEBIT 93 in Hannover als Beitrag der Universitiit GieBen am Stand der
Hessischen Universitiiten vorgestellt. Im Herbst desselben Jahres wurde sie auf dem Hoch-
schul-ComputerForum 93 in Berlin vom Bundesminister fiir Bildung und Wissenschaft
mit dem Deutsch-Osterreichischen Hochschul-Software-Preis 1993 als beste Lehrsoftware

in Mathematik ausgezeichnet.

Im Gegensatz zu einer gewohnten Software
befindet sich die ,Software zur Geometrie*
auf Programmebene. Der Vorteil hierbei ist,
dal} die Programme, da sie jeweils fiir ein spe-
zielles Problem erstellt werden, extrem kurz
und damit schnell sind. Auflerdem kann man
viel effizienter Abinderungen vornehmen.
Wenn ein Problem etwa von 50 Parametern
abhiingt und nur einer geiindert werden soll,
dann kann man das im Nu im Programm ma-
chen. Die Sprache ist Turbo-Pascal ab Version
5.5, die zum ersten Mal die objektorientierte
Programmierung erlaubte. Der Nachteil ist,
daBl man etwas von der Mathematik bzw. der
Geometrie verstehen muf.

Natiirlich kénnte man auch hier noch eine so-
genannte Benutzeroberfliche dartiberstiilpen.
Doch mit jeder Oberfliiche wird die Sache, wie
der Name schon sagt, oberflichlicher.

Die gesamte ,,Software zur Geometrie™ ist in
der modernsten Form der Programmierkunst
konzipiert, nimlich in der sogenannten objekt-
orientierten Programmierung. Diese erlaubt,
auch die kompliziertesten geometrischen Ge-
bilde mit zwei Programmzeilen aufzurufen.

Einsatz in der Lehre

Eines der Hauptziele der ,,Software zur Geo-
metrie* ist ihr Einsatz in der Lehre. Das gebro-
chene Verhiiltnis vieler, sonst hichst aufge-
schlossener Mitmenschen zur Mathematik hat
zu einem guten Teil seine Ursache darin, da
der Lehrstoff zu trocken, d.h. zu unanschau-
lich, vermittelt bzw. nicht vermittelt wurde.
Hier kann der Computer, verniinftig einge-
setzt, Abhilfe schaffen.

Schon in den Oberstufen der hheren Schulen
konnte die Mathematik und speziell die Geo-
metrie sehr viel lebendiger gestaltet werden,
als es bisher moglich ist. Dabei sollten die
klassischen Inhalte jedoch nicht ersetzt son-
dern vertieft und veranschaulicht werden.

Mit der ,Software zur Geometrie* konnen der
Schiiler, die Schiilerin oder die Studierenden
geometrische Sachverhalte selbst program-
mieren. Hierbei ist einmal die volle Durch-
dringung der zugrundeliegenden mathemati-
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Abb. 1: Geometrische Landschaft
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schen Sachverhalte notwendig: Nur das, was
man wirklich verstanden hat, kann man auch
programmieren. Zum anderen wird dabei die
Anwendung einer Hochsprache wie Pascal ge-
iibt.

Der Einsatz einer .fertigen Software®, bei
welcher der Anwender im Handbuch nach-
schaut, wie er was erzeugen kann und wie er
die Maus herumschieben muB, kann dies nicht
leisten. Der wirkliche Transfer von der Theo-
rie zum Programm findet dabei nicht statt.

Umfang der Software

In der Software zur Geometrie* werden die
folgenden wichtigen Fliichen behandelt:

— Ebenen

— Rotationsflichen (Kugel, Kegel und Zylin-
der)

— Platonische Korper (Tetraeder, Wiirfel, Ok-
taeder, Dodekaeder und Ikosaeder)

Von allen Flichentypen knnen in einem Pro-
gramm beliebig viele Flichen gezeichnet wer-
den, die hierbei beliebig ausgeschnitten und
mit Ornamentik, inklusive Schrift, versehen
werden konnen. Einen Eindruck dieser Mog-
lichkeiten vermittelt der offizielle Poster zur
CEBIT 93 (Abb. 1). Dieser stellt eine Art geo-
metrische Landschaft dar.

Platonische Korper
Die , Software zur Geomeltrie* bietet eine voll-

stiindige Behandlung der platonischen Kérper.
Neben der Kugel sind diese Korper die voll-
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kommensten geometrischen Gebilde. Sie wer-
den simtlich von einer Art regelmifiger Viel-
ecke begrenzt: das Tetraeder, das Oktaeder
und das Ikosaeder von vier bzw. acht bzw. 20
gleichseitigen Dreiecken, der Wiirfel von
sechs Vierecken und das Dodekaeder von
zwolf gleichseitigen Fiinfecken. Diese Korper
waren schon den alten Griechen bekannt und
wurden besonders von der platonischen Schu-
le gepflegt, was ihnen auch den Namen gab.
Die alten Griechen wuliten auch schon, dal es
nur diese fiinf regelmiiBigen Korper gibt.

Nun konnte der unbefangene Leser die An-
sicht @uBern, das sei doch nun wirklich lange
genug her, und ob ,;s0 etwas* heute iiberhaupt
noch wichtig sei. Im folgenden werden wir se-
hen, welchen Einflul} die platonischen Kérper
auch heute noch auf unser tigliches Leben ha-
ben, daf} etwa hiufig vorkommende Viren ih-
ren Bauplan auf platonische Korper gegriindet
haben, dal} selbst ein solch weitverbreiteter
Volkssport wie der Fuiball ohne die platoni-
schen Korper nicht denkbar wiire. In der letz-
ten Zeit erregt ein neues Molekiil, das C-60
Molekiil, die wissenschaftlichen Gemiiter.

Dieses wird in vielen Veroffentlichungen
reichlich naiv das ,,Fufiballmolekiil* genannt,
geht aber ebenfalls auf Plato zuriick.

Dualitit von
Dodekaeder und Ikosaeder

Abb. 3: Dualitit von Dodekaeder und Ikosa-
eder

Um die oben angesprochenen Querverbindun
gen mit unserem tiglichen Leben schnell ver
stehen zu konnen, schicken wir die folgends
harmlose Betrachtung einer Eigenschaft vor
Dodekaeder und Ikosaeder voraus.

Wie alle platonischen Korper, so sind aucl
diese Korper Mittelpunktskorper, d.h. jede
dieser Korper besitzt einen Mittelpunkt, voi
dem alle Ecken denselben Abstand haben
Nun kann man das Dodekaeder so in das Ika
saeder legen, dal} die Eckpunkte des Dodeka
eders genau in den Mittelpunkten der Fliiche
des lkosaeder liegen. Natiirlich beschreibe
die Mathematiker auch diesen einfachen Sach
verhalt durch einen lateinischen Ausdruck: Si
sagen, dal} Dodekaeder und Ikosaeder in Dug
litéit zueinander stehen.

Wenn wir nun das Dodekaeder ein wenig aul
blasen und alle Spitzen wegschneiden, dan
entsteht ein hochinteressanter Korper, der nu
aber nicht mehr von nur einer Art gleiche
Vielecke begrenzt ist, sondern von zwei Artel
nimlich Fiinfecken und Sechsecken. Zur Stry
fe darf sich dieser Korper auch nicht mehr pli
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tonisch sondern nur noch archimedisch nen-  Kugel legen und diese noch durch Zylinder — an, daB alle unsere bisher betrachteten Korper
nen. Dieser Korper, der sogenannte Ikosaeder-  verbinden, so haben wir schon das Modell des  Mittelpunktskorper sind. Nichts liegt nun ni-

stumpf, ist die Grundlage fiir die folgenden — C60-Molekiils. her, als um unseren Ikosaederstumpf die Ku-
Betrachtungen.
Abb. 5: Ikosaederstumpf Abb. 6: C60-Molekiil Abb. 7: Eurofufiball (siehe auch Titelbild)
C60-Molekiil Plato als Designer

des Eurofufiballs gel zu legen, auf der gerade alle seine Ecken
Der eben eingefiihrte Korper besitzt 60 Ecken, liegen. Wenn wir nun die Flichen dieses Kor-
wie man miihelos durch Nachziihlen feststellt.  Die Genesis des EurofuBballs ist nun ebenfalls pers vom Mittelpunkt aus auf die Kugel proji-

Wenn wir um jede dieser Ecken eine kleine  leicht nachvollziehbar, Wir errinnern uns dar-  zieren, so entsteht der Eurofufiball.
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Plato und die Viren

Die iiberragenden GesetzmiBigkeiten der pla-
tonischen Korper, insbesondere ihre Symme-
trieeigenschaften, sind die Ursache fiir ihr
Auftreten in der unbelebten und belebten Na-
tur. Wiihrend aber ihre wichtige Rolle bei Kri-
stallstrukturen noch verstindlich erscheint, ist
ihr Auftreten in der belebten Natur, z.B. bei
Mikroorganismen, doch eine groBe Uberra-
schung. Das folgende Beispiel zeigt das
Papovavirus, dessen Geometrie auf die Duali-
tit von Dodekaeder und Ikosaeder zuriickgeht.

Abb. 8: Papovavirus

Als weiteres Beispiel sei hier das Adenovirus

aufgefiihrt. Dessen Bauplan liegt das Ikosaeder

zugrunde. Auf den Flichen des Ikosaeders sit-
zen kleine Kugeln, und von den Ecken gehen
tentakelformige Kugelreihen aus (Abb. 3).

Makros

Die objektorientierte Programmierung der

SSoftware zur Geometrie* erlaubt die Kon-

struktion von ,,geometrischen Makros*. Hier-
bei konnen beliebig viele einfache Gebilde,
wie Ebenen, Rotationsflichen und platonische
Korper, zu einem neuen Objekt zusammenge-
bunden werden. Jedes dieser neuen Objekte
erhiilt einen FuBpunkt, eine Achsenrichtung |
und einen Skalierungsfaktor. Als Beispiel sei- \~
en eine Blume aus zehn Rotationsflichen und |
ein durchbrochenes Weinglas aus acht Rotati-
onsflichen gegeben.
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Abb. 9 und 10: Diverse Makros: Blume und Weinglas



Abb. 11: Asymptotenlinie auf einem Affensattel

Anwendungen

Uberall, wo die Darstellende Geometrie zum
Einsatz kommt, kann die , Software zur Geo-
metrie” herangezogen werden. In mehreren
Diplomarbeiten wurden spezielle Problem-
stellungen behandelt.

Die geometrischen Eigenschaften der platoni-
schen Korper bewirken in der Natur gewisse
Minimaleigenschaften. Dies ist der Grund da-
fiir, daB diese Korper gerade bei der Kristall-
bildung eine iiberragende Rolle spielen.

Eine wichtige Familie von Flichen bilden die
Regelflichen. Zu ihrer Behandlung sind diffe-
rentialgeometrische und numerische Metho-
den erforderlich.

Kiinstlerischer Bereich

Die ,.Software zur Geometrie™ erlaubt auch
Kreationen in mehr kiinstlerischer Richtung.
Insbesondere die unbegrenzten Maoglichkei-
ten, Ornamentik und Schrift auf beliebigen
Fliichen anzubringen, gestattet vielfiltige An-
wendung z.B. in der Werbebranche.

Ray-Tracing

Die , Software zur Geometrie™ ist darauf ange-
legt, die erzeugten geometrischen Gebilde auf
Bildschirm und Plotter auszugeben, d.h. sie
stellt eine Software zum Zeichnen dar. Eine
ganz andere Zielsetzung verfolgt das soge-
nannte ,,Ray-Tracing™, das eine reine Bild-
schirmgrafik ist und nur mit den Pixels, d.h.
Lichtpunkten des Bildschirms, arbeitet. Ob-
wohl von der Zielsetzung also ganz verschie-
den, konnen die geometrischen Methoden der
WSoftware zur Geometrie* sofort auch zur Ge-
nerierung von geometrischen Motiven im
Ray-Tracing herangezogen werden. Die Wei-
terverarbeitung erfolgt dann natiirlich mit
grundsiitzlich anderen Routinen.

Differentialgeometrie

Die wichtigste Anwendung der Software zur
Geomelrie™ bisher ist ihre Erweiterung zu
einer . Software zur Differentialgeometrie™.
Das fiir die Grundlagenforschung (Mathema-
tik, Physik, Chemie usw.) und fiir die tech-
nisch-industrielle Anwendung eminent wich-
tige Gebiet der Differentialgeometrie ist eine
Erweiterung der klassischen Geometrie, die
erst durch die Einfiihrung der Analysis, also
der Differential- und Integralrechnung mog-
lich wurde. Man kann die Differentialgeome-
trie kurz so charakterisieren, daf sie zusitzlich
zu den Methoden der klassischen Geometrie
auch noch die Methoden der Analysis heran-
zieht. Sie ist in der Lage, duBerst komplizierte
Kurven und Fliichen zu behandeln.

Wiihrend die Differentialgeometrie an jeder
Universitit und technisch orientierten Lehran-
stalt zum obligatorischen Lehrstoff gehort, war
es bisher um die Darstellung der hochinteres-
santen und komplexen Objekte schlecht be-
stellt. In einer normalen Vorlesung iiber Diffe-
rentialgeometrie bedecken zwar viele laufende
Meter von zum Teil grausam komplizierten
Formeln die Tafel, aber was dadurch berechnet
wurde, sah der Studierende eigentlich nie.

Die technische Revolution des Computerzeit-
alters gab der Differentialgeometrie einen
neuen, groien Anstol3. Zum ersten Mal war es
mdglich —in Verbindung mit den Fortschritten
der numerischen Mathematik — die bisher nur
in Formeln vorliegenden Kurven und Flichen
zu veranschaulichen. Hierbei erschopfte sich
dieser Ansto3 nicht nur in der Moglichkeit der
grafischen Darstellung sondern erdffnete in-
nerhalb der Differentialgeometrie vollig neue
Problemstellungen. Denn schon immer war
die Anschauung die Mutter der Erkenntnis.

In den letzten drei Jahren haben zwei meiner
Mitarbeiter — Dr. habil. Eberhard Malkowsky
und Dr. Wolfgang Nickel —im Anschluf an die
Dissertation von Wolfgang Nickel eine ,,Soft-
ware zur Differentialgeometrie™ entwickelt,
die im letzten Herbst in Buchform erschien.
Hier handelt es sich um einen wesentlichen
Weiterbau der ,,Software zur Geometrie™, da
alle analytischen Aspekte der Differentialgeo-
metrie erst konzipiert und eingebracht werden

Abb. 12: Potentialfliiche einer Kristalklasse
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mubten. Auch die Objekthierarchie mufite ent-
scheidend abgeiindert werden, da die Problem-
stellungen vollig anderer Natur sind.
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